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Nous étudions la transition de phase entre un superfluide et un isolant de Mott
dans le cadre du modèle de Bose-Hubbard, décrivant des bosons sur réseau avec
interactions sur site. Nous implémentons une formulation sur réseau du groupe de
renormalisation non-perturbatif, dont la condition initiale est la limite locale (limite
de sites découplés). Les résultats obtenus sont en accord quantitatif à la fois pour les
quantités universelles (existence de deux classes d’universalité, exposants critiques
comparables à ceux attendus) mais aussi non-universelles (diagramme de phase en
accord avec les meilleurs approches numériques). La transition de Mott avec change-
ment de densité appartient à la classe d’universalité de la transition vide-superfluide
d’un gaz de Bose dilué. En caractérisant les excitations élémentaires au point critique
quantique, des quasi-particules bosoniques de masse effective m∗, de poids de quasi-
particule ZQP et dont les interactions sont décrites par une “longueur de diffusion”
effective a∗, nous décrivons la thermodynamique universelle à proximité de la tran-
sition de Mott grâce aux fonctions d’échelle du gaz dilué. Nous calculons également
les fonctions d’échelle, non triviales, en dimension deux et à température finie et les
comparons à des expériences récentes, démontrant ainsi l’universalité dans les gaz de
Bose dilués avec ou sans réseau optique.

mots-clés : transition de phase quantique, superfluidité, groupe de renormalisation
non-perturbatif, équation d’état, universalité, transition de Mott



We study the quantum phase transition from the superfluid to the Mott insu-
lator in the framework of the Bose-Hubbard model, which describes lattice bosons
with on-site interactions. We implement a lattice formulation of the non-perturbative
renormalization group, whose initial condition is the local limit (limit of decoupled
sites). The results are in quantitative agreement for universal quantities (existence
of two universality classes, critical exponents consistent with those expected) and
non-universal ones (e.g. phase diagrams in accordance with the best numerical ap-
proaches). The density-driven Mott transition belongs to the universality class of the
vacuum-superfluid transition of a dilute Bose gas. By characterizing the elementary
excitations at the quantum critical point as bosonic quasiparticles, with effective
mass m∗ and quasiparticle weight ZQP, whose interactions are given by an effec-
tive “scattering length” a∗, we describe the universal thermodynamics near the Mott
transition using the scaling functions of the dilute Bose gas. We also calculate the
nontrivial scaling functions in two dimensions at finite temperature and compare
them to recent experiments, demonstrating the universality of dilute Bose gases.

keywords : quantum phase transition, superfluidity, non-perturbative renormali-
zation group, equation of state, universality, Mott transition
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Introduction

Enthusiasm is followed by disappointment and
even depression, and then by renewed enthusiasm.

M. Gell-Mann

L’étude de systèmes en fortes corrélations est un des paradigmes de la matière
condensée. Un exemple bien connu est l’existence d’isolants de Mott dans les sys-
tèmes électroniques : des matériaux que la théorie des bandes prédit être des métaux
sont en réalité isolants. Les fortes interactions entre électrons, et les corrélations qui
en résultent, localisent les porteurs de charges et empêchent toute conduction dans le
système. Si on ajoute les fluctuations anti-ferromagnétiques dues au super-échange, le
problème devient quasiment insoluble. La résolution du modèle de Hubbard fermio-
nique (le modèle minimal associé à cette physique), en particulier à deux dimensions,
est un des grands défis de la physique du solide.

Un autre grand centre d’intérêt est l’étude des transitions de phases quantiques
[1]. Le système change de phase à température nulle lorsqu’un paramètre, tel que
la densité de porteurs de charge ou la pression externe, est varié. Ce sont alors les
fluctuations quantiques qui gouvernent la transition et impliquent des lois d’échelle,
mêlant dynamique et thermodynamique. Le devenir d’un système en corrélations
fortes lors d’une transition de phase quantique est une question fondamentale, dont
la réponse pourrait révolutionner ce domaine de la physique. En particulier, il semble
que les supraconducteurs à haute température critique, dont la compréhension per-
mettrait des innovations technologiques très intéressantes, appartiennent à cette ca-
tégorie.

Les atomes ultra-froids semblent être au premier abord loin de ces préoccupa-
tions, principalement parce que les gaz doivent être très dilués et sont génériquement
en interaction faible. Les premières expériences ont ainsi été très proches de l’optique
quantique, se focalisant sur la cohérence des gaz et des mesures d’interférences. De-
puis une dizaine d’années, il est possible de réaliser des systèmes en fortes corrélations
avec des atomes ultra-froids, et le domaine est de nos jours une composante majeure
de la matière condensée. En effet, le confinement spatiale (donnant de manière ef-
fective une basse dimensionalité aux gaz) ou l’utilisation de résonance de Feshbach
(augmentant la force de l’interaction) renforce les fluctuations et les corrélations des
gaz. Il est également possible d’utiliser des potentiels périodiques (analogues aux ré-
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seaux cristallins des solides), créés par des ondes lasers stationnaires, qui permettent
de diminuer l’énergie cinétique et ainsi augmenter les corrélations. Les expériences
sont de plus très bien contrôlées, grâce à l’utilisation de lasers et au savoir hérité de
la physique atomique [2]. On peut aussi créer des systèmes nouveaux, permettant
même de tester des théories élaborées pour les hautes énergies, tel que les mixtures
fermions-bosons (possédant une supersymétrie) ou les gaz de bosons de spin un. En-
fin, un des avantages majeurs des atomes froids est que les expériences sont très bien
décrites par des hamiltoniens modèles (ayant un petit nombre de paramètres), ce qui,
associé à la contrôlabilité des expériences, permet des comparaisons précises avec la
théorie. L’idée de “Simulateur Quantique” est d’utiliser les expériences pour “calcu-
ler” les propriétés d’un hamiltonien modèle (tel que le modèle de Hubbard) pour
“résoudre” ce problème et ainsi désigner les “bonnes” approches théoriques, qu’elles
soient numériques ou analytiques.

Lors du travail de thèse exposé dans ce manuscrit, nous nous sommes intéressés
à un des modèles les plus simples présentant à la fois des corrélations fortes et des
transitions de phase quantiques : le modèle de Bose-Hubbard [3], qui décrit des
bosons sur réseau avec interactions sur site. La transition de phase quantique entre
une phase superfluide et une phase isolante (dite de Mott) a été observée il y a
maintenant dix ans dans un système d’atomes bosoniques dans réseau optique [4].
Notons que la présence du réseau est une condition sine qua non de la transition.

La transition de Mott est bien décrite par une théorie champ moyen (et ses exten-
sions) se focalisant sur la physique à courte distance. Ce sont en effet les interactions
fortes sur site qui imposent aux particules de ne plus se déplacer (le système minimi-
sant plutôt l’énergie d’interaction que l’énergie cinétique). Les fluctuations critiques,
impliquant l’existence de lois d’échelle universelles, sont gouvernées par la physique
à grande distance (basse énergie) et sont donc difficiles à décrire avec les approches
locales, telles que la Théorie de Champ Moyen Dynamique ou les développements de
couplage fort.

L’étude des transitions de phase a été révolutionnée dans les années soixante-
dix par le groupe de renormalisation (RG) de Wilson, qui a permis de comprendre
théoriquement les lois d’échelle universelles observées près de transitions de phase de
systèmes a priori complètement différents. Le groupe de renormalisation fonctionnel,
ou groupe de renormalisation non-perturbatif (NPRG), est une reformulation de ces
idées, mais ne se basant pas sur un calcul en puissance de la constante de couplage.
Cela ouvre une voie pour étudier les transitions de phase quantiques dans les systèmes
en corrélations et couplages forts, en particulier dans le cadre du modèle de Bose-
Hubbard. C’est le programme de cette thèse, qui s’organise comme suit.

Nous présentons au chapitre I la physique des atomes ultra-froids en nous foca-
lisant sur les systèmes bosoniques. Après une présentation rapide du domaine, nous
exposons les principales approches théoriques. Nous montrons ensuite comment il
est possible de réaliser expérimentalement le modèle de Bose-Hubbard, dont nous
discutons la physique, en particulier le diagramme de phase et la transition de phase
quantique entre le superfluide et l’isolant de Mott.



3

Le chapitre II est consacré au groupe de renormalisation non-perturbatif. Après
une description des idées de Wilson, nous introduirons le NPRG, ses équations fon-
damentales et les principales approximations. Nous exposons ensuite une formulation
du NPRG sur réseau, qui permet d’inclure le plus précisément possible la physique
locale, ingrédient essentiel de la transition de Mott.

Nous nous attaquons au chapitre III à l’implémentation du NPRG sur réseau
dans le cadre du modèle de Bose-Hubbard. Après une discussion approfondie des
conditions initiales (locales) du flot du RG, nous montrons que cette technique nous
permet de retrouver un certain nombre de résultats connus. En particulier, nous cal-
culons les diagrammes de phase à deux et trois dimensions, qui sont en très bons
accords quantitatifs avec les meilleures approches numériques. Nous verrons que le
groupe de renormalisation permet de retrouver les deux classes d’universalité carac-
térisant la transition de Mott ainsi que les comportements critiques, ce qui est hors
de portée de la plupart des autres méthodes.

Nous montrons au chapitre IV que la thermodynamique du modèle de Bose-
Hubbard est très semblable à celle d’un gaz de Bose dilué, du fait de leur appar-
tenance à la même classe d’universalité (sauf à certains points critiques bien déter-
minés). Nous verrons ensuite grâce au NPRG que les mêmes fonctions décrivent le
système près de la transition de Mott, et un gaz de Bose dilué, une fois qu’un certain
nombre de paramètres effectifs, que nous calculerons, sont pris en compte.

Le chapitre V est consacré au calcul des fonctions d’échelle thermodynamiques
du gaz bidimensionnel dilué, pour lequel la théorie de perturbation échoue. Nous
calculerons également la température de transition entre la phase superfluide et le
gaz normal, ce qui est hautement non trivial. Nous comparons ces calculs à des
expériences récentes dans les atomes froids et montrons qu’il est maintenant possible
d’étudier expérimentalement l’universalité dans ces systèmes.

Enfin, nous conclurons ce travail de thèse. Les annexes présentent un certain
nombre de détails. En particulier, l’annexe A donne nos conventions et notations.





Chapitre I

Gaz ultra-froids et modèle de
Bose-Hubbard

No phenomenon is a real phenomenon until it is
an observed phenomenon.

J. A. Wheeler

Nous présentons dans ce premier chapitre la physique des atomes ultra-froids.
Après une introduction générale, nous nous attacherons plus particulièrement à la
description de gaz dans un réseau optique, ce qui nous permettra d’introduire la
modèle de Bose-Hubbard, dont nous donnerons les propriétés physiques principales.

1.1 Atomes ultra-froids et condensat de Bose-Einstein

En 1924, suite aux remarques qui lui ont été adressées par Bose, Einstein propose
le phénomène de la condensation dite de Bose-Einstein. Cet état de la matière d’ori-
gine statistique a longtemps été pensé comme non-physique. En effet, seul l’hélium
superfluide pouvait correspondre à un condensat, comme le suggérait London, mais
ce système étant en interaction forte, la relation entre le condensat de gaz parfait
discuté par Einstein et l’hélium était loin d’être évidente.

La condensation arrive à trois dimensions lorsque la longueur d’onde de de Bro-
glie λT =

√
2π/mT , avec m la masse des atomes et T la température du gaz, est

de l’ordre de la distance inter-atomique D−
1
3 (D est la densité du gaz). Ainsi la

température de condensation est fixée par la densité. Celle-ci est contrainte par le
taux de collision à trois corps entrainant la formation d’états liés (le gaz est méta-
stable à ces températures), taux qui augmente avec la densité. Ainsi, la densité ty-
piqueD ' 1013cm−3 des condensats atomiques, correspondant à des températures de
l’ordre de 500nK, est un compromis entre la limite supérieure de 1015cm−3 au-dessus
laquelle les gaz ne sont pas stables et la limite inférieure de 1012cm−3 au-dessous de
laquelle les températures de condensation sont inatteignables expérimentalement [5].
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Il aura fallu plus de soixante-dix ans pour que les technologies de refroidisse-
ments permettent d’obtenir des gaz dilués à des températures suffisamment basses
(de l’ordre de la centaine de nanoKelvin) pour que les premiers condensats en inter-
actions faibles soient observés en laboratoire [6, 7]. C’est en particulier l’utilisation de
pièges optiques et magnétiques ainsi que des innovations expérimentales, telles que les
mélasses optiques ou le refroidissement par évaporation, qui ont permis d’atteindre
ces températures ultra-basses. On est également en mesure de manipuler les gaz à
l’aide de champs magnétiques ou de lasers, ce qui permet de réaliser par exemple des
expériences d’interférences ou des lasers atomiques. Ces expériences sont très proches
de celle de l’optique quantique et sont décrites par des théories de couplage faible.
En effet, le rapport entre l’énergie d’interaction et l’énergie cinétique

γ =
Eint

Ecin
=

Da/m

D2/3/m
= aD1/3, (1.1)

est génériquement petit. Ici a ' 1-5 nm est la longueur de diffusion en onde-s et
caractérise l’interaction (voir plus bas) et nous avons estimé l’énergie cinétique grâce
à la distance inter-particules D−1/3 [8]. Si on est intéressé par l’étude de systèmes
en corrélations et couplages forts, il nous faut augmenter γ. On peut par exemple
utiliser une résonance de Feshbach dans la longueur de diffusion (a→∞), en variant
un champ magnétique qui fait entrer en résonance un état lié et un état de diffusion
en onde-s. Une autre façon est de diminuer l’énergie cinétique. On peut pour cela
placer le gaz dans un réseau optique, crée par des lasers contrapropageant. Les atomes
se placent préférentiellement sur les sites du réseau, et la probabilité tunnel d’aller
sur un site voisin décroit exponentiellement avec l’intensité des faisceaux lasers. Le
système est alors très bien décrit par le modèle de Bose-Hubbard, modèle très simple
car dépendant de très peu de paramètres. Pour une interaction suffisamment forte, le
système passe de la phase superfluide à une phase isolante, comme il l’a été observé
expérimentalement il y a dix ans [4].

Dans ce chapitre, nous discutons tout d’abord comment il est possible de dé-
crire les gaz ultra-froids. Bien qu’interagissant avec des potentiels compliqués, nous
verrons qu’à basse température, seule la longueur de diffusion a du potentiel est
nécessaire pour caractériser l’interaction entre atomes, impliquant une certaine uni-
versalité (oubli des détails du potentiel à courte portée). Nous montrons également
comment le point de vue des transitions de phase quantiques permet de réinterpréter
cette universalité. Nous détaillons ensuite le comportement à basse énergie, pollué par
des divergences infrarouges. Nous introduisons enfin le modèle de Bose-Hubbard, qui
permet de décrire les gaz froids dans un réseau optique. Nous analysons la physique
de ce modèle, et en particulier la transition de phase quantique entre le superfluide
et l’isolant de Mott.
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1.2 Théories effectives de bosons dilués

Le gaz de Bose à température et potentiel chimique nuls est décrit au niveau
microscopique par l’action suivante a

SBose =

∫ β

0
dτ

{∫
dx ψ∗(x, τ)

(
∂τ −

∇2

2m

)
ψ(x, τ)

+

∫
dxdy ψ∗(x, τ)ψ∗(y, τ)U(x− y)ψ(y, τ)ψ(x, τ)

}
,

(1.2)

avec β = 1/T et ψ est un champ bosonique (complexe) décrivant les atomes. Le
potentiel d’interaction à deux corps U(r) dépend de l’espèce atomique mais est gé-
néralement de type van der Waals à grande distance et cœur dur à courte portée.
Bien entendu, l’action (1.2) est une action effective, le noyau et les électrons des
atomes n’apparaissant pas (leurs effets sont cachés dans la masse m des atomes et
dans la forme du potentiel atomique U(r)). On s’attend à ce que ce modèle soit
insuffisant pour des énergies plus grandes que l’énergie d’ionisation des atomes, de
l’ordre de l’électron-Volt, soit des températures aux alentours de 104K. Mais l’action
ci-dessus est déjà bien trop compliquée pour la physique qui nous intéresse. Les gaz
d’atomes froids forment des condensats à des températures aux alentours de la cen-
taine de nanoKelvin, soit des énergies d’environ 10−11eV. Dans ce régime, les atomes
ne sondent pas les détails du potentiel U(r) et ne diffusent plus qu’en onde-s (dès que
leur énergie est inférieure au milliKelvin), ce qui permet de simplifier grandement
le problème b. Il est ainsi possible de développer l’action en puissance des invariants
par rapport aux symétries de SBose, à savoir la symétrie U(1) globale

ψ(∗)(x)→ e(−)iθψ(∗)(x), (1.3)

où θ est une phase indépendante de l’espace-temps, et la symétrie galiléenne

ψ(∗)(τ, r)→ e(−)( v2

2m
τ−imv.r)ψ(∗)(τ, r− ivτ), (1.4)

où v est la vitesse du nouveau référentiel. Le lagrangien doit donc comporter autant
de champs ψ que ψ∗ et ne peut faire intervenir que des puissances de l’opérateur
∂τ − ∇

2

2m ou des dérivées spatiales de l’invariant |ψ|2. De même, les invariances par
parité et renversement du temps doivent être respectées. Ainsi, le lagrangien de basse
énergie, à potentiel chimique et température nuls, s’écrit

Leff =ψ∗(x, τ)

(
∂τ −

∇2

2m

)
ψ(x, τ) +

λ

2
|ψ(x, τ)|4

+
λ3

6
|ψ(x, τ)|6 + h2

[
∇|ψ(x, τ)|2

]2
+ · · ·

(1.5)

a. Nous travaillons ici à trois dimensions.
b. Notons au passage que cela est un inconvénient technique pour les fermions, car la diffusion en

onde-s est grandement diminuée dû au principe de Pauli, ce qui entraine qu’il est expérimentalement
difficile de refroidir les gaz de fermions, en particulier polarisés.
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où la somme porte sur un nombre infini d’opérateurs comportant plus de dérivées
spatiales ou de champ et respectant les symétries citées précédemment. Nous avons
de plus anticipé que le propagateur dans le vide n’est pas renormalisé, impliquant
que le seul terme à deux champs est celui que nous avons introduit dans Leff . Il
n’est pas possible d’ajouter plus de termes de dérivée temporelle, seuls les gradients
de la densité sont possibles c. Enfin, notons que notre théorie (1.5) n’est définie que
si nous nous donnons un cut-off ultraviolet Λ qui sera de l’ordre de l’inverse de la
portée du potentiel atomique d, soit typiquement de quelques nanomètres (ou des
énergies de l’ordre du micro-eV ou des températures de quelques milliKelvin). Le
développement effectué pour écrire Leff n’est valable que dans la limite de basse
énergie E (petite impulsion q), qui est donnée par E � Λ2/2m (|q| � Λ). De plus,
le groupe de renormalisation et les développements des théories des champs effectives
nous apprennent qu’un nombre fini d’opérateurs est nécessaire pour un calcul à une
précision donnée en 2mE/Λ2 e [11]. En particulier, le lagrangien Leff est suffisant pour
reproduire toute la physique à petit nombre de corps : les amplitudes de diffusion
à deux-, trois-, n-corps sont calculables en fonction des différentes constantes de
couplage.

La procédure pour faire un calcul est la suivante. À un ordre donné en 2mE/Λ2,
les différents coefficients m, λ, λ3, h2, etc. sont déterminés. Pour cela, un certain
nombre de quantité de basse énergie sont calculées grâce à (1.5), par exemple des
amplitudes de diffusion, qui dépendront explicitement des différents coefficients ainsi
que de Λ. Pour une valeur du cut-off donnée, on fixe les valeurs des coefficients de sorte
que ces observables soient égales à leurs valeurs physiques, connues empiriquement
ou calculées via l’action microscopique (1.2). Il est ensuite possible de calculer un
nombre arbitraire d’autres observables avec la même précision et notre théorie de
basse énergie est prédictive (bien que la théorie ne soit pas renormalisable au sens
de la théorie des champs en dimension trois). Si l’on veut améliorer le calcul, il suffit
d’ajouter un nombre fini de nouveaux opérateurs et de fixer leurs coefficients selon
la même procédure f. Bien entendu, ce développement a un rayon de convergence
fini, au plus de l’ordre de Λ2/2m, énergie pour laquelle tous les termes de notre

c. En effet, si on ajoute un potentiel chimique dans SBose (soit ∂τ → ∂τ − µ), nous avons,
en autorisant le potentiel chimique à dépendre du temps imaginaire, l’invariance de jauge U(1) :
ψ(x, τ)→ eiα(τ)ψ(x, τ) et µ(τ)→ µ(τ)+i∂τα(τ) (voir aussi annexe B). Cela implique en particulier
que seule la dérivée covariante ∂τ −µ peut apparaitre dans Leff . Enfin, pour des processus d’énergie
E � µ nous nous attendons à ce que les atomes soient toujours des excitations bien définis et donc
que µ agisse sur eux comme un potentiel chimique. Cela implique que le seul terme possible contenant
µ est µ|ψ|2 et donc que le seul terme de dérivée temporelle est ψ∗∂τψ. Pour des énergies plus basse
que µ, ce raisonnement n’est plus valide (en particulier, des termes comme ψ∗(∂τ − µ−∇2/2m)2ψ
apparaissent dans l’action de basse énergie).

d. Dans le cas d’un potentiel de type van der Waals, on peut aussi définir une longueur typique
lvdW, voir par exemple [9].

e. Pour une introduction aux théories effectives des champs et leurs rapports avec le groupe de
renormalisation, voir par exemple [10].

f. Notons néanmoins qu’à deux dimensions, la théorie des champs est renormalisable et que
seules les valeurs de m et λ nécessitent d’être fixées à tout ordre en 2mE/Λ2.
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développement sont d’ordre un. Pour sonder la physique à plus haute énergie (mais
inférieure à l’électron-Volt), il convient d’utiliser l’action microscopique SBose.

Enfin, dans les cas où le potentiel chimique ou la température sont non nuls, Leff

restera une bonne description du problème pour des énergies 2mΛ2 � E � µ, T , si
on remplace ∂τ par ∂τ − µ dans l’équation (1.5) g.

En résumé, l’action microscopique SBose est suffisante pour décrire toute la phy-
sique atomique pour des énergies inférieures à l’électron-Volt, mais bien trop com-
pliqué. Elle ne sera vraiment utile que pour des énergies 1eV � E � Λ2/2m, où Λ
est donné par l’inverse de la porté du potentiel inter-atomique. Pour Λ2/2m� µ, T ,
le lagrangien effectif Leff est amplement suffisant pour obtenir la physique à pe-
tit nombre de corps d’un gaz d’atome. Nous verrons plus tard qu’il est également
suffisant pour comprendre la thermodynamique d’un gaz dilué h.

Comme nous l’avons noté plus haut, les atomes ultra-froids ne diffusent qu’en
onde-s, permettant de ne garder qu’un petit nombre de terme dans l’action effective
de basse énergie. Au vu de la discussion précédente, nous pouvons donc ne garder
qu’un nombre minimum de terme dans le lagrangien effectif, le terme cinétique et
l’interaction à deux corps (de constante d’interaction que nous notons g3). En passant
au formalisme hamiltonien, l’hamiltonien minimal a la forme suivante i

Ĥ =

∫
dx
{
ψ̂†(x)

(
− ∇

2

2m
− µ

)
ψ̂(x) +

g3

2
ψ̂†(x)2ψ̂(x)2

}
, (1.6)

avec µ le potentiel chimique. Cet hamiltonien reproduit bien l’amplitude de diffusion
à deux corps à basse énergie

f3D(q) = − a3

1 + i|q|a3
, (1.7)

où a3 est la longueur de diffusion en onde-s et est donnée, dans le cadre de l’hamil-
tonien (1.6), par

a3 =
mg3

4π + 2
πmg3Λ

, (1.8)

avec Λ le cut-off ultraviolet. Dans le cadre de ce modèle, a3 est toujours plus petit
ou de l’ordre de Λ−1 j. Si nous voulions étudier le problème à trois corps, il nous
faudrait ajouter d’autres termes à Ĥ (voir discussion précédente). Notre hamiltonien

g. Ce simple remplacement est garanti par l’invariance de jauge discutée en note c.
h. Pour des énergies plus faibles que µ ou T , d’autres types de lagrangiens effectifs sont néces-

saires. Par exemple à T > 0, c’est le modèle O(2) classique à d dimensions qui est pertinent pour
décrire la physique à E � T .

i. Nous travaillons maintenant avec des opérateurs de création et d’annihilation bosoniques, qui
obéissent aux relations de commutation canoniques ([ψ̂(x), ψ̂†(x′)] = δ(x− x′), etc.).

j. L’équation (1.8) montre que a3 est toujours positif quand l’interaction est répulsive (g3 > 0),
ce qui implique l’existence d’un état lié d’énergie EB = −1/ma2

3 [9], résultat qui est physiquement
impossible. La contradiction est levée en notant que l’énergie de l’état lié est hors du domaine de
validité de notre théorie : |EB | & Λ2/2m, et donc non physique. Le même problème et sa solution
existent aussi en dimension deux.
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n’est valide que dans la limite de basse énergie, ce qui implique en particulier que
µ, T � Λ2/2m, équivalent à µma2

3, Tma
2
3 � 1 en l’absence de résonance de Flesh-

bach. Cela revient à dire que le gaz est dilué. Ainsi Da3
3 � 1, avec D la densité

du gaz, tient lieu de paramètre de développement en perturbation. En pratique, les
grandeurs physiques sont indépendantes de la coupure ultraviolette Λ, tandis que les
constantes de couplage non incuses dans Ĥ (terme à trois corps, etc.) ne donnent des
contributions qu’à des ordres élevés dans le petit paramètre Da3

3. Ainsi, de manière
effective, les différentes quantités physiques ne dépendent que de la masse m et de la
longueur de diffusion en onde-s a3, ce qui fait dire que cette physique est universelle
(dans le sens qu’elle ne dépend pas des détails du potentiel d’interaction U(r)). En
utilisant le fait que les gaz ultra-froids sont dilués, et en utilisant le point de vue des
transitions de phase quantiques, nous allons montrer plus loin qu’il existe une autre
forme d’universalité bien plus puissante dans ces systèmes.

Le gaz de Bose bidimensionnel

Il est possible de réaliser expérimentalement des gaz bidimensionnels. On
utilise pour cela un piège optique ou magnétique qui confine les atomes dans
une couche mince, rendant le système quasi-2D. L’épaisseur du gaz étant ty-
piquement de l’ordre du micromètre dans les expériences actuelles, l’énergie
typique associée au piège est très petite par rapport à Λ2/2m, défini précédem-
ment. Nous pouvons donc utiliser directement le lagrangien effectif Leff défini
à l’équation (1.5) auquel on ajoute un potentiel de piégeage quadratique (très
bien réalisé en pratique) Vp(r) = 1

2mω
2
zz

2, où par convention nous avons choisi
la direction de piégeage le long de l’axe des z et où ωz est la raideur du piège,
de l’ordre du kiloHertz. Nous obtenons alors une action effective

S′ =

∫
dx

∫ β

0

dτ

{
ψ∗(x, τ)

(
∂τ −

∇2

2m
− µ+

1

2
mω2

zz
2
)
ψ(x, τ) +

λ

2
|ψ(x, τ)|4

}
,

(1.9)
pour un potentiel chimique non nul et nous négligeons les effets des autres
termes d’interaction qui auront des effets sous-dominant. Il est maintenant utile
de définir ψn(r, τ) (r = (x, y)), tel que ψ(x, τ) =

∑
n ψn(r, τ)φn(z), où n dénote

les valeurs propres de l’opérateur unidimensionnel HHO = − ∂2
z

2m + 1
2mω

2
zz

2, tel
que HHOφn(z) = Enφn(z). En = ωz(n+ 1

2 ) est l’énergie du mode propre φn(z)
de l’oscillateur harmonique défini par l’hamiltonien HHO. Nous obtenons alors

Sd =

∫
dr

∫ β

0

dτ

{∑

n

ψ∗n(r, τ)
(
∂τ −

∇2
⊥

2m
− µ+ nωz

)
ψn(r, τ)

+
∑

k,l,m,n

λklmn
2

ψ∗k(r, τ)ψ∗l (r, τ)ψm(r, τ)ψn(r, τ)

}
,

(1.10)

où nous avons redéfini le potentiel chimique de µ+ ωz/2→ µ et utilisé l’ortho-
gonalité de la base φn. ∇⊥ n’agit que sur les directions orthogonales à z. Les
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constantes d’interaction λklmn sont définies par

λklmn = λ

∫

z

φ∗k(z)φ∗l (z)φm(z)φn(z). (1.11)

Si le potentiel chimique et la température sont suffisamment faibles, seul le
mode n = 0 participe à la physique de basse énergie et la constante de couplage
devient g2 ≡ λ0000 =

√
8π a3

lzm
, où lz = 1/

√
mωz est l’extension caractéristique

du gaz dans la direction z k.
En remarquant que E,µ, T � ωz peut se réécrire sous la forme E,µ, T �

Λ2
z/2m, avec Λz ' l−1

z , nous voyons que lz joue le rôle d’un nouveau cut-off
microscopique pour notre modèle de basse énergie bidimensionnel. De plus, pour
que le raisonnement présenté ci-dessus ait un sens, il faut que Λz � Λ (ce qui
se vérifie en pratique). Hors résonance de Feshbach, la longueur de diffusion à
trois dimensions a3 est toujours plus petite ou de l’ordre de Λ−1, ce qui implique
directement que lz � a3. Nous nous attendons ainsi à ce que la constante de
couplage 2D “microscopique” g2 soit génériquement petite.

Nous voyons donc que le gaz de Bose à deux et trois dimensions peut être
décrit par une action de basse énergie minimale de la forme

S =

∫
dx

∫ β

0

dτ

{
ψ∗(x, τ)

(
∂τ −

∇2

2m
− µ

)
ψ(x, τ) +

gd
2
|ψ(x, τ)|4

}
, (1.12)

avec un cut-off ultraviolet Λ dont l’interprétation physique dépend de la di-
mension et du système considéré. La constante d’interaction g3 de cette action
effective peut être reliée à la longueur de diffusion à trois dimensions a3 (voir
discussion plus haut) tandis que pour le gaz bidimensionnel, mg2 =

√
8π a3

lz
.

L’amplitude de diffusion à d = 2 se calcule aisément et vaut

f2D(q) = − 2π

ln
(
|q|a2

2

)
+ C − iπ2

, (1.13)

où C est la constante d’Euler et cette équation définit la longueur de diffusion
en dimension deux a2. Dans le cadre de l’action (1.12), elle vaut

a2 =
2

Λ
exp(− 2π

mg2
− C). (1.14)

Il est par ailleurs possible de calculer la longueur de diffusion pour le modèle
plus réaliste (1.10) qui donne

a2 = 2

√
π

B
lz exp(− 2π

mg2
− C), (1.15)

avec B = 0.915 [12, 13]. Nous voyons donc que le choix Λ =
√

B
π l
−1
z permet

d’obtenir la bonne longueur de diffusion si nous connaissons lz et a3 (ainsi que
la masse m des atomes).

k. En effet, si µ, T � ωz, les niveaux excités de l’oscillateur harmonique ne sont pas peuplés et
leurs effets sur le fondamental sont négligeables.
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Un traitement champ moyen de l’hamiltonien (1.6), appelé dans ce contexte
équation de Gross-Pitaevskii [14, 15], permet de comprendre la grande majorité
des expériences d’atomes froids. À un niveau formel, on comprend que les atomes
sont tous décrits par une fonction d’onde ψ(x, t) = 〈ψ̂(x, t)〉, où ψ̂(x, t) est l’opéra-
teur d’annihilation d’un atome au point x à l’instant t. (〈· · ·〉 représente la valeur
moyenne de l’opérateur · · · par rapport aux fluctuations quantiques et thermiques.)
Tout au long de ce manuscrit, nous nous intéresserons à la statique et nous ne par-
lerons pas de piège atomique, l’utilisation de l’approximation de la densité locale
permettant dans la plupart des cas de se passer de sa description théorique pour
des mesures de thermodynamique [16]. Nous obtenons, à potentiel chimique positif,
|ψ(x, t)| = mµ/4πa3 =

√
n0 , avec n0 la densité du condensat. La pression au niveau

champ moyen vaut alors

PCM =
mµ2

8πa3
. (1.16)

Remarquons que le simple fait que 〈ψ̂〉 soit non-nul implique une brisure spon-
tanée de la symétrie U(1), représentant la symétrie de l’hamiltonien par rapport à
un changement de phase (que nous avons prise nulle) des opérateurs de création et
d’annihilation, et associée à la conservation du nombre d’atomes. Le théorème de
Goldstone impose alors l’existence d’un mode non-gappé, ici un mode de son, appelé
mode de Bogoliubov dans ce contexte [17], dont l’énergie E(q) pour une impulsion
q vaut

E(q) =

√
q2

2m

( q2

2m
+

8πa3n0

m

)
. (1.17)

Pour |q| � ξ−1
h , avec ξh = (8πa3n0)−1/2 la longueur de cicatrisation, nous trouvons

que E(q) = c|q|, avec c =
√

4πa3n0/m2 la vitesse du son. Les modes de Bogoliubov
peuvent être trouvés en regardant les fluctuations gaussiennes autours de 〈ψ̂〉 =
mµ/4πa3. Pour cela, nous écrivons que ψ̂(x) =

√
n0 + δψ̂(x) (〈δψ̂(x)〉 = 0) et ne

gardons que les termes quadratiques en δψ̂ dans l’hamiltonien (1.6), qui devient,
dans l’espace réciproque,

Ĥ2 = PCM +
∑

q

(
δψ̂†q, δψ̂−q

)( q2

2m − µ+ 8πa3n0
m

4πa3n0
m

4πa3n0
m

q2

2m − µ+ 8πa3n0
m

)(
δψ̂q

δψ̂†−q

)
.

(1.18)
Les fonctions de Green normale

Gn(q, iω) = −〈δψ̂q(iω)δψ̂†q(iω)〉 (1.19)

et anormale
Gan(q, iω) = −〈δψ̂q(iω)δψ̂−q(−iω)〉 (1.20)

(ω est une fréquence de Matsubara bosonique) sont alors données par l’inverse de la
matrice (

iω − q2

2m + µ− Σn(iω,q) −Σan(iω,q)

−Σan(iω,q) −iω − q2

2m + µ− Σn(−iω,−q)

)
, (1.21)
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où Σn(iω,q) et Σan(iω,q) sont les self-energies, respectivement normale et anormale,
qui, au niveau de l’approximation de Bogoliubov, valent

ΣB
n (iω,q) =

8πa3n0

m

ΣB
an(iω,q) =

4πa3n0

m
.

(1.22)

Les énergies des modes de Bogoliubov sont données par les pôles des fonctions de
Green, ce qui redonne l’équation (1.17). L’existence de ces modes, dont la dispersion
E(q) a été vérifiée expérimentalement [18], implique, via le critère de Landau, la
superfluidité du gaz l.

L’influence des modes de Bogoliubov sur la thermodynamique, qui correspond à
calculer 〈Ĥ2〉, a été donnée par Lee, Huang et Yang [19, 20]. La pression vaut alors

P (µ, T = 0) =
mµ2

8πa3

(
1− 64

15π

√
µma2

3 + · · ·
)
, (1.23)

pour µ > 0 et zéro sinon. La pression ne dépend que de m et a3 et est donc indé-
pendante des détails du potentiel d’interaction inter-atomique. Nous allons montrer
maintenant que le point de vue des transition de phase permet de comprendre pour-
quoi cela doit être nécessairement le cas.

1.3 Transitions de phase quantiques et universalité dans
les gaz de Bose

1.3.1 Généralités

Les transitions de phase quantiques ont lieu par définition à température nulle et
sont induites par la variation d’un paramètre de contrôle non-thermique, tel que la
pression extérieure ou la densité de porteurs de charge [1]. Ce sont les fluctuations
quantiques qui gouvernent la transition, contrairement aux transitions de phase à
température finie. En effet, seules les fluctuations classiques (à fréquences de Matsu-
bara nulles) pilotent les transitions de phase à température finie, même si l’origine
ou la nature de la transition est due à la mécanique quantique. Ainsi, la transition
de phase entre un superfluide et un gaz normal dans les gaz de Bose est décrite par
la physique du modèle O(2) classique à d dimensions. La présence des fluctuations
temporelles dans des transitions de phase quantiques, via les fréquences de Matsu-
bara, implique l’existence d’un exposant critique z, appelé exposant dynamique car
associé au temps imaginaire (voir ci-dessous). Comme nous le verrons plus bas, il
intervient aussi dans les lois d’échelle des différentes grandeurs thermodynamiques.

l. Ce n’est pas le cas du gaz parfait de boson, dont le comportement est de toute façon patholo-
gique dans l’ensemble grand-canonique. Sauf mention contraire, le terme de gaz de Bose se référera
toujours au gaz en interaction.
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Les transitions de phase classiques du second ordre sont caractérisées par l’exis-
tence de comportements universels prés de la transition. Deux systèmes microsco-
piquement très différents (par exemple un aimant (type Ising classique) près de la
température de Curie Tc et un liquide près de son point critique) vont se comporter
de manière semblable. Ainsi, la fonction de corrélation se comporte près du point
critique comme

G(q, r) =
G(qα|r|−ν)

|q|2−η β−η , (1.24)

où G(x) est une fonction d’échelle (universelle) et r est l’écart à la criticalité (r ∝
(T − Tc)/Tc pour un aimant) et est un paramètre pertinent au sens du groupe de
renormalisation (voir chapitre II). Notons la présence de deux longueurs α et β
non-universelles (i.e. dépendant du système considéré), introduites pour garder la
bonne dimension physique des diverses quantités et qui permettent à G de bien être
universel (i.e. identique pour tous les systèmes). On en déduit que la longueur de
corrélation obéit à la loi d’échelle ξ = α|r|−ν (G(q, r)−1 ∝ q2 + ξ−2 pour |q|ξ � 1)
et ces relations définissent les exposants critiques ν (associé à la divergence de la
longueur de corrélation à l’approche du point critique) et η (la dimension anormale).
Les exposants critiques sont donnés en champ moyen (dans le cas de théorie simple
type Ising classique, paramètre d’ordre à symétrie O(N), sans désordre, etc.) par
ν = 1/2 et η = 0. Cette prédiction est correcte quand la dimension de l’espace est
supérieure à la dimension critique supérieure d > d+

c = 4. Pour d = d+
c on s’attend

à ce qu’il y ait des corrections logarithmiques aux fonctions d’échelle, tandis que ν
et η sont non-triviaux pour d < d+

c . Il existe généralement une dimension critique
inférieure d−c en-dessous de laquelle la transition de phase n’existe plus (d−c = 1 pour
le modèle d’Ising). Enfin, notons que pour d ≥ d+

c , il faut généralement garder une
variable de plus dans la relation d’échelle (1.24), généralement l’interaction, que nous
notons g,

G(q, r, g) ∝ G(qα|r|−ν , g γ|r|ν(d−d+
c ))

|q|2−η β−η , (1.25)

car les différentes quantités physiques, comme G ou l’énergie libre, peuvent être
singulières à l’approche du point critique, i.e. dans la limite g γ|r|ν(d−d+

c ) → 0 (nous
avons introduit une nouvelle grandeur non-universelle γ, dans le même esprit que
précédemment). On dit alors que g est une variable dangereusement “irrelevante”
(au sens du groupe de renormalisation).

Dans le cas des transitions de phase quantiques, il n’y a que peu de changement,
r joue maintenant le rôle d’un paramètre non-thermique (par exemple le dopage
en porteurs de charge) et la température est un nouveau paramètre pertinent. De
plus, il nous faut introduire une fréquence dans les fonctions de corrélation (associée
au temps imaginaire, i.e. aux fluctuations quantiques) et la loi d’échelle précédente
devient

G(q, ω, r, T ) = G
(
qα|r|−ν , γ ω

qz
, ς
qz

T

)
/|q|2−ηβ−η, (1.26)
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et l’exposant dynamique z exprime l’anisotropie entre temps et espace (z = 1 dans le
cas isotrope). Le temps joue maintenant le rôle de z dimensions supplémentaires et
les résultats champ moyen décrivent le comportement critique quand la “dimension
effective” deff = d + z est plus grande que quatre (deff ≥ 4), ce qui implique que
d+
c = 4− z.

1.3.2 Transition de phase quantique du gaz de Bose dilué

À température nulle, le gaz de Bose peut subir plusieurs transitions de phase.
Une, que nous discuterons tout au long de ce manuscrit, est la transition de Mott dans
le cas de bosons sur réseau. Une autre est la transition entre le vide et le superfluide
(avec ou sans réseau). En effet, à température nulle, un système de boson est vide si
le potentiel chimique est négatif mais superfluide s’il est positif. Le système change
donc de phase au point critique quantique T = µ = 0, via une transition du second
ordre, la pression et la densité variant continument, tandis que la compressibilité est
discontinue au point critique. Le système étant vide pour µ ≤ 0 et T = 0, l’étude de
la transition est très simple. En particulier, les excitations au point quantique critique
sont des bosons de masse m et qui interagissent avec une longueur de diffusion a3.
On justifiera au chapitre IV, en utilisant la proximité du point quantique critique,
que la pression d’un gaz de Bose dilué peut s’écrire, en d = 3, sous la forme

P (µ, T ) = T 5/2

(
m

2π

)3/2

F3

(
µ

T
, g̃(T )

)
, (1.27)

où F3(x, y) est une fonction d’échelle (universelle, i.e. ne dépendant pas du type
d’atomes, de la présence d’un réseau ou non, etc.) et nous avons introduit une “in-
teraction renormalisée” g̃(T ) = 8π

√
2ma2

3T . Nous voyons que la connaissance des
excitations au point quantique critique (nous donnant m et a3) permet de caractéri-
ser entièrement la thermodynamique du gaz de Bose dilué. Étant basée sur un modèle
de basse énergie, cette équation n’est valable que dans la limite µ, T � Λ2/2m, ce
qui en l’absence de résonance de Feshbach est équivalent à µma2

3, Tma
2
3 � 1 m. Nous

montrerons que z = 1/ν = 2 et η = 0 pour cette transition, ce qui implique que la
dimension critique supérieure est ici d+

c = 2.
Malheureusement, nous ne savons a priori pas quelle est la forme de la fonction

F3 et il faut pour cela faire un calcul explicite. Le fait que T � Λ2/2m implique
que l’interaction g̃(T ) est petite et on peut ainsi espérer pouvoir utiliser une théorie
de perturbation. Cela est bien le cas à trois dimensions (et en dimension deux à
température nulle), mais pas à température finie pour un système bosonique bidi-
mensionnelle, du fait de divergences infrarouges. Nous traiterons de ce cas lors du
chapitre V, en utilisant le groupe de renormalisation non-perturbatif.

m. Bien que g̃(T ) s’annule dans la limite T → 0, on ne peut pas remplacer F3(x, y) par
F̃3(x) = F3(x, 0) car g̃ est une constante dangereusement “irrelevante” (au sens du groupe de
renormalisation), c’est-à-dire que F3 peut dépendre de y d’une manière singulière dans la limite
y → 0.
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Par exemple, à trois dimensions et dans le régime quantique critique (|µ| � T ),
un calcul simple donne

P (µ = 0, T ) = ζ(5/2)

(
m

2π

)3/2

T 5/2 −
(
mT

2π

)3

ζ(3/2)2 4πa3

m
+ · · · , (1.28)

avec ζ(z) la fonction ζ de Riemann. Le champ moyen donnant une contribution nulle
dans la phase désordonnée, le premier terme est la contribution à une boucle et le
deuxième à deux boucles. On obtient directement

F3(x, y) = ζ(5/2)− ζ(3/2)2

2
√

2
y + · · · pour |x|, y � 1. (1.29)

À basse température, il est préférable de réécrire la pression sous la forme

P (µ, T ) = µ5/2

(
m

2π

)3/2

G3

(
T

µ
, g̃(µ)

)
, (1.30)

avec g̃(µ) = 8π
√

2ma2
3µ . Ainsi, en comparant avec le résultat donné par le calcul

de Lee-Huang-Yang (équation (1.23)), nous lisons directement le comportement de
la fonction G3(x, y) à petit x et y

G3(x, y) =
4π3/2

y
− 8
√

2

15
√
π

+ · · · pour x, y � 1. (1.31)

Il faut noter que la correction suivante à l’équation (1.23) fait intervenir une nou-
velle constante de couplage (correspondant aux interactions à trois corps), ce qui
ferait intervenir une nouvelle variable dans la fonction d’échelle [21, 22, 23, 24, 25] n.
Remarquons enfin qu’un développement en g̃(T ) (g̃(µ)) est équivalent à un dévelop-
pement en

√
Tma2

3 (
√
µma2

3 ), qui correspond également à un développement en√
Da3

3 .

Universalité de la température critique à la transition superfluide-
normal
Nous discutons maintenant l’universalité de la transition entre la phase super-
fluide et la phase normale. Après la discussion que nous avons eue sur l’uni-
versalité de la thermodynamique, nous nous attendons en effet à ce que la
température critique soit elle aussi une quantité universelle. À trois dimensions,
c’est la présence d’un condensat qui implique la superfluidité du système et on
associe donc la transition entre les deux phases avec la disparition du condensat
à des températures supérieures à Tc, définie par n0(Tc) = 0. Elle est caractérisée
par une non-analyticité de la pression P (µ, T ), i.e., pour un potentiel chimique

n. La correction suivante à (1.31) dépend en effet explicitement de l’interaction à trois corps,
noté λ3 dans l’équation (1.5).
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donné, nous nous attendons à ce que la pression soit non-analytique à une cer-
taine température Tc(µ), ce qui définit la température de transition dans le
diagramme de phase. Or nous savons que la pression du gaz de Bose peut se
mettre sous la forme universelle donnée à l’équation (1.27). Bien entendu, la
partie dimensionnelle de la pression (T 5/2) est analytique au voisinage de Tc, et
c’est donc F3(x, y) qui, pour un y donné, doit être non-analytique en un certain
xc(y). La fonction F3 étant universelle, la relation xc(y) l’est aussi o, et nous
trouvons

µc(T ) = T H3(g̃(T )), (1.32)

où g̃(T ) est défini après l’équation (1.27). Cette relation est bien sûr inversible
et permet d’obtenir Tc(µ). Pour des atomes de masse m et interagissant avec
une longueur de diffusion a3, le potentiel chimique critique vaut au premier
ordre en a3

µc(T ) =
8πa3

m
DBE(T ), (1.33)

où DBE(T ) est la densité de bosons (libres) à la température T et au potentiel
chimique nul

DBE(T ) =

∫

q

1

eβq2/2m − 1
, (1.34)

ce qui donne

µc(T ) =
8πa

m
ζ(3/2)

(
mT

2π

)3/2

+ · · · , (1.35)

avec ζ(z) la fonction ζ de Riemann. Nous en déduisons

H3(x) =
ζ(3/2)√
2 (2π)3/2

x+ · · · . (1.36)

Notons que l’équation (1.32) peut se réécrire sous la forme

µma2
3 = H̃3

(
Tma2

3

)
, (1.37)

avec H̃3(x) = 4ζ(3/2)√
2π

x3/2. Le calcul de la correction suivante à la tempé-
rature critique est un problème compliqué de théorie des champs (voir par
exemple [26]) qui donne ∆Tc = Tc − T 0

c = c a3D
1/3T 0

c , avec c ' 1.3 une
constante universelle et T 0

c = 2π
m ( D

ζ(3/2) )2/3 la température critique du gaz de
Bose libre. Comme a3D

1/3 peut se mettre sous la forme d’une loi d’échelle
(Da3

3 = (Tma2
3/2π)3/2T∂µF3(µ/T, g̃(T )), nous voyons que la correction à la

température critique respecte elle-aussi la loi d’échelle.

1.4 Comportement infrarouge du gaz de Bose

Le calcul des corrections au-delà de la théorie de Bogoliubov, entrepris par Beliaev
[27, 28] (voir également [29]), est pollué par des divergences infrarouges dues à la

o. À trois dimensions, nous savons que pour pousser les calculs à des ordres plus élevés en µma2

ou Tma2, il faut ajouter d’autres constantes de couplage dans les fonctions universelles (par exemple
F3(x, y, z) donnera un xc de la forme xc(y, z). Au premier ordre, auquel nous nous arrêterons, seule
la dépendance en y est importante.
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présence des modes de Goldstone p. Par exemple, la première correction aux self-
energies (Σn/an = ΣB

n/an + Σ
(1)
n/an + ...) diverge comme

Σ
(1)
n/an(iω,q) ∝

{
g4
dn

3
0/c

3|ω2/c2 + q2|(d−3)/2 (d < 3),

g4
3n

3
0/c

3 ln
(√

ω2/c2 + q2 ξh

)
(d = 3),

(1.38)

pour (ω/c, |q|)� ξ−1
h , où ξh = (8πa3n0)−1/2 est la longueur de cicatrisation. On peut

définir l’échelle de moment pG, appelée échelle de Ginzburg, en-dessous de laquelle
la théorie de perturbation n’a plus de sens, par Σ

(1)
n/an(icpG, pG) ' ΣB

n/an (en notant
que dans la théorie de Bogoliubov, les self-energies sont constantes (voir équation
(1.22))), ce qui donne

pG ∝
{

(Admgdph)1/(3−d) (d < 3),

ph exp
(
− 1

A3g3mph
) (d = 3),

(1.39)

où nous avons noté ph = ξ−1
h et Ad est une constante dépendant de la dimension

de l’espace [30]. Il est possible de tenir compte de la resommation des diagrammes
en échelle, ce qui équivaut à remplacer g3 par 4πa3/m et mg2 par 2π/ ln(pha2)
(voir également la discussion de pG et ph dans le cadre du NPRG en annexe D).
Remarquons qu’en couplage faible, nous avons pG � ph. Ainsi, pour des impulsions
grandes devant pG, les corrections aux self-energies de la théorie de Bogoliubov sont
petites, et cette théorie est une bonne approximation de la physique des gaz de Bose
dilués. Dans la limite opposée (|q| � pG), la théorie de Bogoliubov perd son sens, en
tout cas pour le calcul des self-energies. En effet, comme nous l’avons vu plus haut,
il est tout à fait possible de calculer des quantités thermodynamiques avec la théorie
de Bogoliubov. En règle générale, seules les quantités non-invariantes de jauge sont
sensibles aux divergences infrarouges.

Il existe cependant un certain nombre de résultats exacts concernant les self-
energies. Par exemple, la présence du mode de son est assurée par le théorème de
Hugenholtz et Pines [21]

Σn(0, 0)− Σan(0, 0) = µ, (1.40)

qui est respecté dans la théorie de Bogoliubov où ΣB
n (iω,q) = 8πan0/m = 2µ et

ΣB
an(iω,q) = 4πan0/m = µ. C’est la valeur finie de ΣB

an(iω,q) à impulsion et fré-
quence nulles qui assure l’existence du mode de son dans cette théorie. Cela contre-
dit par contre un autre théorème imposant Σan(0, 0) = 0 [31]. Pour avoir une vi-
tesse du son non-nulle, les self-energies doivent être non-analytiques [32], comme
nous allons le montrer maintenant en utilisant l’approche hydrodynamique de Po-
pov [33, 34, 35, 36, 37]. L’idée est d’utiliser une représentation phase-amplitude
ψ(x, τ) =

√
D(x, τ) eiθ(x,τ) des champs, où D est la densité de particule. En regar-

dant les fluctuations δD(x, τ) autour de la configuration d’équilibre (champ moyen)

p. Cette section est largement inspirée de l’article [30]. Les divergences infrarouges rencontrées
ici sont génériques dans le modèle O(N) classique dans la phase basse température.
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D = µ/gd, l’action du système dans cette représentation s’écrit (à l’ordre quadratique
en δD et θ)

S[δD, θ] =

∫ β

0
dτ

∫
dx

[
iδD ∂τθ +

D

2m

(
∇θ
)2

+

(
∇δD

)2

8mD
+
gd
2

(
δD
)2
]
. (1.41)

Il est possible de tenir compte des termes d’ordre supérieur en théorie de perturba-
tion, qui ne donnent que des renormalisations finies des coefficients de l’action hy-
drodynamique (1.41) [37]. La théorie hydrodynamique ne souffre pas de divergences
infrarouges et prédit des excitations de type modes de Bogoliubov. En particulier,
les fonctions de Green en représentation phase-amplitude valent

Gnn(iω,q) = 〈δn(iω,q)δn(−iω,−q)〉 =
D

m

q2

ω2 + E2
q

,

Gnθ(iω,q) = 〈δn(iω,q)θ(−iω,−q)〉 = − ω

ω2 + E2
q

,

Gθθ(iω,q) = 〈θ(iω,q)θ(−iω,−q)〉 =

q2

4mD̄
+ gd

ω2 + E2
q

,

(1.42)

où E2
q = q2

2m

(
q2

2m+2gdD
)
est équivalent à l’équation (1.17) à trois dimensions une fois

qu’on prend en compte la resommation des diagrammes en échelle (gd → 4πa3/m)
et le fait que n0 ' D en couplage faible. Pour trouver les propagateurs normaux et
anormaux (ou de manière équivalente les self-energies), on utilise la décomposition
des champs en représentation phase-amplitude

ψ(x, τ) =
√
n0 + δD(x, τ) eiθ(x,τ), (1.43)

où on utilise qu’en couplage faible et à température nulle n0 ' D et δD � D. On
trouve alors

Σan(iω,q) = Σn(iω,q)− iω − µ+
q2

2m
=

=





D2

2Adc4−dn0m2

(
ω2/c2 + q2

)(3−d)/2
(d < 3),

D2

4A3cn0m2

[
ln
(
ω2/c2+q2

p2
h

)]−1

(d = 3),

(1.44)

dans l’infrarouge ((iω/c, |q|) � pG), ce qui est bien en accord avec les différents
résultats exacts énoncés ci-dessus. Le lien entre l’approche type théorie des champs
de Bogoliubov et Beliaev et l’approche hydrodynamique de Popov, d’abord vu en
[32], se réinterprète aussi avec le groupe de renormalisation, qui fait l’interpolation
entre les deux points de vue [38, 39, 40, 41].

Pour résumer, la théorie de Bogoliubov (Σan(iω,q) ' 4πan0/m) est valide jus-
qu’à l’échelle d’impulsion pG, très petite (et même exponentiellement petite à trois
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dimensions) par rapport à ph en couplage faible. Dans l’infrarouge, la structure de la
théorie change complètement et est dominée par les fluctuations de phase, ce qui re-
donne les résultats de Popov. Par ailleurs, on trouve un continuum d’excitations dans
la fonction spectrale ImGn(iω → ω+ i0+,q) (absent de la théorie de Bogoliubov) en
plus du mode de son.

1.5 Gaz de Bose en couplage fort : le modèle de Bose-
Hubbard

Après avoir montré comment le modèle de Bose-Hubbard peut être réalisé expéri-
mentalement dans les atomes froids, nous discutons la transition de phase quantique
superfluide-isolant en champ moyen. Nous exposons ensuite la théorie RPA, qui per-
met de comprendre qualitativement les mécanismes mis en jeu dans la transition
de Mott. Nous utilisons enfin une théorie effective de basse énergie pour trouver les
classes d’universalité décrivant la transition.

1.5.1 Atomes froids dans un réseau et modèle de Bose-Hubbard

L’utilisation d’un potentiel optique périodique permet la réalisation de gaz dans
un réseau comme nous allons le montrer rapidement. Des faisceaux lasers contrapro-
pageants créent un potentiel pour les atomes (dans le cas d’un réseau hypercubique)

VOL(x) = V0

d∑

i=1

sin2(kxi), (1.45)

où k = 2π/λ avec λ la longueur d’onde du laser produisant le potentiel. Si l’ampli-
tude du potentiel V0 est assez grande, les atomes se concentreront préférentiellement
dans les minima du potentiel et seront relativement localisés. Il est alors préférable
de décomposer les opérateurs ψ̂(x) sur la base des fonctions de Wannier wr,n(x), lo-
calisées sur un minimum r de VOL(x). Les fonctions wr,n(x) sont des superpositions
de fonctions de Bloch ψk,n(x) de quasi-impulsions k et de bande n :

wr,n(x) =
1√
N

∑

k

e−ik·rψk,n(x), (1.46)

avec N →∞ le nombre de minima du potentiel optique.
En supposant que la température et la densité sont suffisamment faibles, critère

que nous estimerons plus bas, il est possible de se restreindre à la bande la plus basse
(nous omettons à partir de maintenant l’indice de bande), et nous avons

ψ̂(x) =
∑

r

wr(x)b̂r, (1.47)

où b̂r est maintenant un opérateur d’annihilation d’un boson dans l’état de la fonction
de Wannier correspondante. Comme nous nous intéresserons toujours à des fonctions
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d’onde bien localisées, nous dirons que b̂r (b̂†r) détruit (crée) un atome sur le site r
du réseau formé par les minima de VOL. Nous avons bien entendu les relations de
commutation canoniques [b̂r, b̂

†
r′ ] = δr,r′ (et les autres nulles), assurées par celles de

ψ̂(†) et par l’orthogonalité des fonctions de Wannier.
L’hamiltonien des bosons dans le réseau optique peut alors se réécrire

Ĥ = −
∑

r,r′
(Jr,r′ + µr,r′)b̂

†
rb̂r′ +

∑

r1,r2,r3,r4

Ur1,r2,r3,r4 b̂
†
r1
b̂†r2
b̂r3 b̂r4 , (1.48)

où

Jr,r′ = −
∫
dxw∗r(x)

(
− ∇

2

2m
+ VOL(x)

)
wr′(x),

µr,r′ = µ

∫
dxw∗r(x) wr′(x),

Ur1,r2,r3,r4 =
4πa3

2m

∫
dxw∗r1

(x) w∗r2
(x) wr3(x) wr4(x).

(1.49)

Ici Jr,r′ représente le terme de saut entre les sites r et r′, et Ur1,r2,r3,r4 l’interaction
entre atomes sur différents sites. Si V0 est assez grand, les fonctions de Wannier sont
exponentiellement localisées et on peut considérer que l’interaction et le potentiel
chimique sont locaux, tandis que les sauts se font uniquement entre plus proches
voisins [42]. Il est alors possible de décrire le système par le modèle de Bose-Hubbard
[3], défini par l’hamiltonien

ĤBH = −t
∑

〈r,r′〉
(b̂†r b̂r′ + h.c.) +

U

2

∑

r

n̂r(n̂r − 1)− µ
∑

r

n̂r, (1.50)

où n̂r = b̂†r b̂r est l’opérateur nombre sur le site r, 〈r, r′〉 indique que la somme est
restreinte aux plus proches voisins q, t = J〈r,r′〉 et U = 2Ur,r,r,r. Le réseau est composé
de N sites et nous prendrons toujours la limite thermodynamique N →∞.

Si on approxime les fonctions de Wannier par des gaussiennes (c’est-à-dire les
états fondamentaux des puits du potentiel périodique développé à l’ordre x2, VOL(x) ≈∑

i V0k
2(x − ri)

2 =
∑

i
1
2mω

2
0(x − ri)

2, avec ri les positions des minima de VOL et
ω0 =

√
2V0k2/m ), il est possible de calculer analytiquement U et t [43]

t =
2√
π
ER

(
V0

ER

)3/4

exp

{
− 2

√
V0

ER

}
,

U =

√
8

π
k a3ER

(
V0

ER

)3/4

,

(1.51)

q. Il faut faire attention aux sommations sur les plus proches voisins, qui sont notées indifférem-
ment dans la littérature −t∑〈r,r′〉(b̂†r b̂r′ + h.c.) et −t∑〈r,r′〉 b̂†r b̂r′ . Dans l’espace réciproque, nous
levons l’ambiguïté en définissant la relation de dispersion associée à des sauts entre premiers voisins
par −2t

∑d
i=1 cos(qi).
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où ER = k2/2m est l’énergie de recul, c’est-à-dire le changement d’énergie cinétique
que provoque l’absorption d’un photon du laser par un atome. Les termes négligés
auparavant sont typiquement d’au moins deux ordres de grandeurs plus petits r.
Observons en particulier qu’en augmentant l’amplitude du potentiel périodique, nous
diminuons radicalement le terme de saut, sans trop varier l’interaction, permettant
de choisir la valeur de t/U .

Nous pouvons maintenant donner une estimation des températures et potentiels
chimiques minimaux qu’il faut atteindre. Pour se restreindre à une bande, il faut
que le potentiel chimique et la température ne puissent pas exciter un atome dans
une bande supérieure, ce qui dans l’approximation quadratique du potentiel donne
µ, T � ω0. Par ailleurs, il faut que l’énergie d’interaction entre particules ne leurs
permettent pas de quitter la première bande, et il faut donc U � ω0, ce qui est le
cas tant que ka3 � 1. Cette condition est toujours vérifiée en pratique, k−1 ≈ 1µm
tandis que a3 ≈ 1nm.

La physique du modèle de Bose-Hubbard est très simple à saisir qualitativement.
Si l’interaction est très faible (U/t → 0), il est utile de se placer dans l’espace
réciproque (en nous restreignant à la première zone de Brillouin), et ĤBH devient

ĤBH =
1

N

∑

q

(tq − µ)b̂†qb̂q +
U

2

∑

r

n̂r(n̂r − 1)− µ
∑

r

n̂r, (1.52)

où tq = −2t
∑d

i=1 cos(qil) est la dispersion sur le réseau hypercubique et l = λ/2
est le pas du réseau. À basse énergie, tq ' −2dt + tl2q2 et les atomes ont une
masse effective m = 1/2tl2. Comme l’interaction est négligeable, les atomes vont de
préférence minimiser leur énergie cinétique, c’est-à-dire occuper l’état d’impulsion
nulle q = 0. Si µ < −2dt et T = 0, le fondamental est le vide de particule. Autrement,
en se plaçant dans l’ensemble canonique pour simplifier la discussion et en notant M
le nombre de particules, l’état du système sera décrit en bonne approximation par la
fonction d’onde

|GS〉 ∝
(
b̂†q=0

)M
|0〉. (1.53)

Dans la limite opposée (t/U → 0) et si le nombre d’atomes est commensurable
avec le nombre de sites (un nombre entier n̄loc d’atomes par site), le système va favo-
riser un état où il y a exactement n̄loc atomes sur chaque site et geler les fluctuations
du nombre d’atomes. Le fondamental va être de la forme

|GS〉 ∝ Πr(b̂
†
r)
n̄loc |0〉. (1.54)

Nous avons alors affaire à un isolant de Mott (car il n’y a pas de transport possible
dû à la présence d’un gap dans le spectre) et il n’y a pas de condensat, 〈b̂〉 = 0. Nous
nous attendons donc à trouver une transition de phase à une valeur donnée de t/U . Si

r. Notons quand même que pour t/U ' 0.2, les sauts vers les seconds et troisièmes plus proches
voisins ne sont pas totalement négligeables, entrainant des corrections pour la masse effective des
atomes de l’ordre de 10%.
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par contre le nombre d’atomes par site n’est pas entier, les quelques atomes en trop
(en moins, c’est-à-dire les trous en plus) vont pouvoir se délocaliser, nous obtenons
un superfluide de quasi-particules (quasi-trous) au-dessus d’un isolant de Mott. Cette
image, décrite par Fisher et al. [3], peut être rendue quantitative et permet de décrire
la phase superfluide près de la phase de Mott, comme nous le verrons au chapitre IV.
Nous décrivons maintenant les différentes approches théoriques possibles du modèle
de Bose-Hubbard.

1.5.2 Champ moyen et théorie RPA pour le modèle de Bose-Hubbard

Théorie de champ moyen

La physique de la transition de Mott est un problème de fortes corrélations. C’est
en effet la présence d’atomes sur les sites voisins qui bloque les sauts inter-sites. La
présence du réseau est aussi indispensable : il est possible de prouver qu’un système
de bosons invariant par transformation de Galilée est forcément superfluide à T = 0 si
la densité est finie s. La présence d’un réseau sous-jacent détruit cette invariance et il
est possible d’avoir une phase non-superfluide. Reste maintenant à trouver l’approche
théorique la plus simple permettant d’avoir accès à la physique de la transition.

Il a été montré que la théorie de Bogoliubov est incapable de décrire la transition
de phase isolant-superfluide et prédit un état superfluide pour toute valeur de t/U
finie [44]. La théorie minimale qui permet de trouver qualitativement la physique
du modèle de Bose-Hubbard est une théorie de champ moyen différente de celle
de Bogoliubov, suivie de l’intégration des fluctuations gaussiennes, qui est appelée
“Strong-Coupling Random Phase Approximation” (que nous appellerons simplement
RPA dans ce manuscrit) [44, 45, 46, 47, 48].

Dans la théorie de Bogoliubov, b̂r est remplacé dans un premier temps par φr+δb̂r
dans ĤBH, avec φr = 〈b̂r〉minimisant l’énergie libre. Dans un second temps, on étudie
les fluctuations gaussiennes (quadratiques en δb̂r) autour de ce minimum. Comme
nous l’avons dit plus haut, cela ne donne pas la bonne physique. C’est en effet la
physique sur site qui est importante, alors qu’elle est traitée en champ moyen dans
ce cas. L’idée est alors de faire le remplacement b̂r → φr + δb̂r uniquement dans le
terme de saut (proportionnel à t) et de n’y garder que les termes d’ordre δb̂ au plus,
tandis que la partie locale de l’hamiltonien est traitée exactement. On obtient alors
l’hamiltonien champ moyen (en utilisant le fait que φ sera constant par invariance
par translation discrète, et en le choisissant réel)

ĤCM =
∑

r

{
2dtφ2 − 2dtφ(b̂†r + b̂r)− µn̂r +

U

2
n̂r(n̂r − 1)

}
, (1.55)

qui est maintenant local, i.e. ne couple pas les sites entre eux. Il est possible de
calculer l’énergie libre du système via une théorie de perturbation en t, ce qui donne

s. On prouve même que la densité superfluide est égale à la densité de particules (contrairement
à la densité du condensat qui est plus petite du fait des interactions).
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à T = 0

E(φ) = E0 + E2φ
2 + E4φ

4 + · · · (1.56)

qui à la forme d’une énergie libre à la Ginzburg-Landau, avec E0 l’énergie dans
l’isolant de Mott φ = 0 (voir aussi annexe C)

E0 =

{
0 (µ < 0),

−n̄locµ+ U
2 n̄loc(n̄loc − 1) (n̄loc < µ < n̄loc + 1),

(1.57)

où n̄loc est le nombre de bosons du système non-perturbé (t = 0). On calcule facile-
ment E2, qui vaut

E2 = 2dt+ (2dt)2

(
n̄loc + 1

µ− Un̄loc
− n̄loc

µ− U(n̄loc − 1)

)
, (1.58)

tandis que E4 est plus laborieux à obtenir [46], mais on peut montrer que ce terme
reste positif près de la transition. L’état du système est donné par la minimisation
de E(φ). Si E2 est positif, l’énergie libre est minimisée par φ = 0 et le système est
isolant (φ = 0 = 〈b̂r〉), tandis que le système est superfluide si E2 < 0. La ligne de
transition tc(µ) est donnée par la condition E2 = 0, soit

tc(µ) =
(µ− n̄locU)(n̄locU − µ− U)

2d (µ+ U)
, (1.59)

Nous montrons en figure 1.1 le diagramme de phase champ moyen défini par (1.59).
Les phases isolantes de Mott avec n̄loc bosons par site ont la forme de lobes, dont
les extrémités sont situées en (µc, tc(µc)), avec µc/U =

√
n̄loc(n̄loc + 1) − 1, et sont

entourées par la phase superfluide. Par ailleurs, la phase de Mott est caractérisée
par une compressibilité κ = ∂2E/∂µ2 = ∂2E0/∂µ

2 nulle (voir équation (1.57)). De
plus, la ligne de densité constante et entière (n̄ = ∂E/∂µ = n̄loc) entre dans le lobe
de Mott correspondant par son extrémité t. Notons que pour µ = pU , avec p entier,
le système est toujours superfluide. Cela est dû à la dégénérescence des états à p
et p+ 1 particules, qui implique une brisure spontanée de la symétrie U(1) même à
t = 0, voir annexe C.

Théorie RPA

Il est possible d’aller au-delà de l’approximation champ moyen expliquée pré-
cédemment en calculant les effets des fluctuations gaussiennes. Nous allons dériver
cette théorie RPA en utilisant le formalisme de l’intégrale fonctionnelle, équivalente
à la description opératorielle utilisée précédemment. Cette approche à l’avantage de
faire le lien avec le groupe de renormalisation non perturbatif que nous utiliserons

t. Le fait que la transition à travers l’extrémité du lobe se produit à densité constante peut être
compris grâce à l’argument suivant : si la ligne n̄ = p (p entier) dans le superfluide rejoignait le lobe
de Mott correspondant ailleurs qu’à son extrémité, la compressibilité serait alors négative près de
l’extrémité du lobe, ce qui est physiquement impossible [3].
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Figure 1.1 – Diagramme de phase du modèle de Bose-Hubbard en di-
mension trois donné par le champ moyen. SF dénote la phase superfluide,
V le vide (densité nulle d’atome) et MI la phase isolante de Mott avec
n̄loc atomes par site.

tout au long du manuscrit. Pour cela, il nous faut passer de l’hamiltonien du mo-
dèle de Bose-Hubbard ĤBH (voir équation (1.50)) exprimé en fonction d’opérateurs
d’annihilation (création) de boson b̂(†)r à une action dépendant de champs complexes
ψ

(∗)
r (τ). La procédure passant par les états cohérents est standard, voir par exemple

[49], et on obtient l’action

S[ψ∗, ψ] =

∫ β

0
dτ

{∑

r

ψ∗r(τ)∂τψr(τ) +HBH[ψ∗, ψ]

}
,

=

∫ β

0
dτ

{∑

r

[
ψ∗r(τ)

(
∂τ − µ

)
ψr(τ) +

U

2
|ψr(τ)|4

]

− t
∑

〈r,r′〉
(ψ∗r(τ)ψr′(τ) + c.c.)

}
,

= Sloc[ψ
∗, ψ]− t

∫ β

0
dτ
∑

〈r,r′〉
(ψ∗r(τ)ψr′(τ) + c.c.),

(1.60)

ce qui définit Sloc. Ici, ψr(τ) est un champ complexe dépendant du temps imaginaire
τ ∈ [0, β], avec des conditions aux bords périodiques : ψr(0) = ψr(β) (β−1 = T ).
Résoudre le problème de Bose-Hubbard est équivalent à calculer la fonctionnelle
génératrice

Z[J∗, J ] =

∫
D[ψ,ψ∗] e−S[ψ∗,ψ]+J∗·ψ+ψ∗·J , (1.61)
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ou, de manière équivalente, à calculer l’action effective, qui est la transformée de
Legendre de Z (énergie libre de Gibbs) et qui dépend de φr(τ) = 〈ψr(τ)〉,

Γ[φ∗, φ] = J∗ · φ+ φ∗ · J − lnZ[J∗, J ],

δΓ[φ∗, φ]

δφ∗r(τ)
= Jr(τ).

(1.62)

L’état d’équilibre φ0, d’énergie libre Γ[φ∗0, φ0], est donné par la minimisation de Γ,

δΓ

δφ∗r(τ)
[φ∗0, φ0] = 0 (1.63)

Par ailleurs, le propagateur Gr,r′(τ, τ
′) = −〈ψr(τ)ψ∗r′(τ

′)〉 est donné par l’inverse de
la dérivée (fonctionnelle) de Γ par rapport à deux champs. Dans la phase désordonnée
(〈ψ〉 = 0), cela donne

G−1
r,r′(τ, τ

′) = − δ2Γ[φ∗, φ]

δφr(τ)δφ∗r′(τ
′)
≡ −Γ

(1,1)
r,r′ (τ, τ ′). (1.64)

Nous allons maintenant calculer l’action effective dans l’approximation RPA,
c’est-à-dire après avoir découplé le terme de saut comme dans l’approximation champ
moyen,

ψ∗r · T · ψr′ → −φ∗r · T · φr′ + φ∗r · T · ψr′ + ψ∗r · T · φr′ +O(|ψ − φ|2), (1.65)

où nous avons introduit la matrice de saut T définie par

ψ∗ · T · ψ = −t
∫ β

0
dτ
∑

〈r,r′〉
(ψ∗r(τ)ψr′(τ) + c.c.) (1.66)

et par définition φr(τ) = 〈ψr(τ)〉. La fonction de partition en présence de source
devient alors

ZRPA[J∗, J ] =

∫
D[ψ,ψ∗] eφ

∗·T ·φ+(J∗−φ∗·T )·ψ+ψ∗·(J−T ·φ)−Sloc[ψ∗,ψ],

= eφ
∗·T ·φ+

∑
rWloc[J∗r−φ∗·T ·1r,Jr−1∗r ·T φ],

= eWRPA[J∗,J ]

(1.67)

où 1
(∗)
r sélectionne la ligne (colonne) r la matrice T et Wloc est la fonctionnelle

génératrice des fonctions de Green locales

eWloc[J∗,J ] =

∫
D[ψ,ψ∗]e−Sloc[ψ∗,ψ]+J∗·ψ+ψ∗·J . (1.68)
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La condition d’auto-cohérence se réécrit u

φr(τ) =
δWRPA

δJ∗r (τ)
[J∗, J ], (1.70)

ce qui permet de définir l’action effective, la fonctionnelle génératrice des vertex et
transformée de Legendre de WRPA, définie par

ΓRPA[φ∗, φ] = J∗ · φ+ φ∗ · J −WRPA[J∗, J ]. (1.71)

En utilisant l’équation (1.67), on montre alors que

ΓRPA[φ∗, φ] = −t
∫ β

0
dτ
∑

〈r,r′〉
(φ∗r(τ)φr′(τ) + c.c.) +

∑

r

Γloc[φ
∗
r, φr],

δΓRPA

δφ∗r(τ)
= Jr(τ),

(1.72)

où nous avons défini l’action effective locale v

Γloc[φ
∗, φ] =

∫ β

0
dτ
{
J∗(τ)φ(τ) + φ∗(τ)J(τ)

}
−Wloc[J

∗, J ],

δΓloc[φ
∗, φ]

δφ∗(τ)
= J(τ).

(1.73)

Il est maintenant apparent que la RPA revient à calculer exactement la partie locale
de l’action locale et à traiter en champ moyen le terme de saut. Ainsi, le propagateur
RPA vaut dans l’isolant de Mott et en transformée de Fourrier (cf. équations (1.64)
et (1.72))

G−1
RPA(iω,q) = −tq − Γ

(1,1)
loc (iω),

= −tq +G−1
loc(iω),

(1.74)

où nous avons sous-entendu que les fonctionnelles sont évaluées en champ nul (φ0 = 0
dans la phase de Mott). Nous voyons ainsi que la fonction de Green prend une forme
RPA (d’où son nom)

GRPA(iω,q) =
Gloc(iω)

1− tqGloc(iω)
, (1.75)

u. Remarquons que l’équation auto-cohérente 〈ψr(τ)〉 = φ (qui sera constant du fait de l’inva-
riance par translation du problème) peut se réécrire

φ = ZRPA[0, 0]−1

∫
D[ψ,ψ∗]ψr(τ) e−

∑
r Sloc[ψ∗r ,ψr]+2dt

∫ β
0 dτ

∑
r(φ∗ψr(τ)+φψ∗r (τ)),

=
δ lnZloc

δJ∗(τ)

∣∣∣
J=2dtφ;J∗=2dtφ∗

, (1.69)

et est l’équivalent quantique de la théorie de Weiss d’un système de spins où l’on impose un champ
magnétique effectif mimant l’aimantation des spins voisins, celle-ci égale à l’aimantation moyenne
du spin local.

v. Il y a un certain flottement dans les notations, ΓRPA[φ∗, φ] dépendant de champs φr(τ),
fonctions du temps et de l’espace, tandis que les fonctionnelles locales dépendent de champs ne
variant que dans le temps.
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où Gloc(ω) est facilement calculable en source nulle

Gloc(iω) =
n̄loc + 1

iω + µ− Un̄loc
− n̄loc

iω + µ− U(n̄loc − 1)
, (1.76)

et n̄loc dépend du potentiel chimique et est le nombre de particules dans l’isolant de
Mott (voir équation (1.57)). Ce propagateur a deux pôles, un de type particule (coût
en énergie pour l’ajout d’une particule) d’énergie ωp = −µ + Un̄loc et un de type
trou ωh = −µ + U(n̄loc − 1). L’instabilité de la phase de Mott est signalée par un
pôle à fréquence et impulsion nulles dans le propagateur, soit 1− tq=0Gloc(0) = 0, ce
qui redonne la ligne de transition champ moyen (équation (1.59)). En particulier, la
forme des lobes vient directement de la structure à deux pôles du propagateur local
Gloc(iω), qu’on ne peut retrouver avec la théorie de Bogoliubov.

Analysons maintenant le comportement du propagateur inverse RPA, en parti-
culier sa structure en pôles, à basse énergie quand on s’approche de la transition
isolant-superfluide (en restant dans la phase de Mott). Un développement à basses
fréquence et impulsion de (1.74) donne (nous prenons le pas du réseau l = 1 et nous
faisons la continuation analytique iω → ω + i0+)

Γ
(1,1)
RPA(ω,q) = 2d(tc(µ)− t) + tq2 +

(
n̄2

loc + n̄loc − 1
)
U2 − 2Uµ− µ2

(U + µ)2
ω

− n̄loc(n̄loc + 1)U2

(U + µ)3
ω2 + · · · ,

= δRPA + tq2 − ZRPA
C ω − V RPA

A ω2 + · · · ,

(1.77)

ce qui définit les paramètres effectifs δRPA, etc. comme fonction de µ. En particulier,
nous voyons qu’à un potentiel chimique donné, le propagateur inverse s’annule bien à
q = ω = 0 quand t→ tc(µ). Remarquons que pour µ = µc = U(

√
n̄loc(n̄loc + 1) −1)

(à l’extrémité du lobe de l’isolant à n̄loc bosons par site), ZRPA
C = 0, ce qui implique

un comportement très différent dans le spectre de basse énergie. En effet, dans ce
cas, les pôles se trouvent en

ω±(q) = ±
√
tq2 + δRPA

V RPA
A

(1.78)

et le système possède une symétrie particule-trou. Au point critique t = tc(µc), le
propagateur inverse se comporte comme

Γ
(1,1)
RPA(ω,q) = tq2 − V RPA

A ω2, (1.79)

impliquant des exposant η = 0 et z = 1. Pour t < tc(µc), le gap s’annule comme√
tc(µc)− t = (tc(µc)−t)νz, impliquant ν = 1/2. Les exposants donnés par la théorie

RPA sont de type champ moyen et seront corrigés lorsque les fluctuations spatiales
seront incluses, voir discussion plus bas.
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Si µ 6= µc, ZRPA
C 6= 0 et on peut négliger le terme en ω2. On trouve alors un pôle

en

ω(q) =
δRPA + tq2

ZRPA
C

. (1.80)

En remarquant que ZRPA
C est positif si µ > µc et négatif sinon, nous voyons que les

excitations critiques sont de type particule au-dessus de l’extrémité du lobe et de
type trou en-dessousw. Nous en déduisons directement que η = 0 et z = 1/ν = 2.
Contrairement au cas précédent, ces exposants critiques sont exactes. De plus, les
pôles ressemblent à ceux d’un gaz de bosons de masse (effective) ZRPA

C /2t et de po-
tentiel chimique (effectif) δRPA/Z

RPA
C . À une renormalisation près de ces paramètres,

l’image donnée par la RPA est la bonne, comme nous le discuterons au chapitre IV.
La physique du modèle de Bose-Hubbard est qualitativement décrite par la théo-

rie RPA. Il est possible d’aller au-delà grâce à des approches de type Monte Carlo
quantique [50, 51, 52, 53] ou des développements de type couplage fort (par exemple
en puissance de t/U ou Théorie de Champ Moyen Dynamique) [54, 55, 56, 57, 58,
59, 60, 61, 62, 63, 64]. Le groupe de renormalisation non perturbatif sur réseau, dont
l’implémentation sera présentée au chapitre III, rentre aussi dans cette deuxième
catégorie.

1.5.3 Transitions de phase quantiques

Lors du passage de la phase superfluide à la phase isolante, le système subit une
transition de phase du second ordre, la densité du condensat s’annulant continu-
ment. Cette transition ayant lieu à température nulle, ce sont donc les fluctuations
quantiques qui détruisent la cohérence de la phase superfluide. Pour caractériser la
physique de la transition isolant-superfluide, nous écrivons une action de basse éner-
gie pour le système près de la transition (de manière phénoménologique [3], ou en se
basant sur un calcul de type RPA (voir équation (1.77) et [1]))

Seff =

∫ β

0
dτ

∫
dx

{
ψ∗(x, τ)

(
−ZA∇2 +ZC∂τ −VA∂2

τ + δ
)
ψ(x, τ) +

λ

2
|ψ(x, τ)|4

}
,

(1.81)
après un développement en dérivées à l’ordre (∂2

τ ,∇2) et ZA, ZC , VA, δ et λ sont des
paramètres effectifs, dépendant a priori de µ, t et U . En champ moyen, la transition
a lieu pour δ(µ, t) = 0, définissant ainsi la ligne de transition tc(µ). Du fait de
l’invariance U(1) locale de l’action du modèle de Bose-Hubbard

ψ(x, τ)→ eiα(τ)ψ(x, τ)

µ(τ)→ µ(τ) + i∂τα(τ),
(1.82)

il est possible de montrer que ZC = −∂δ/∂µ (voir annexe B) impliquant ZC = 0 si
∂tc/∂µ = 0, c’est-à-dire à l’extrémité des lobes de Mott, comme cela se vérifie bien

w. Du fait du développement en fréquence, les excitations de type trou sont invisibles quand
µ > µc car de hautes énergies, tandis que ce sont les excitations de type particule qui sont gappées
quand µ < µc.
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au niveau RPA (cf. équation (1.77) et [1, 3]). Notons qu’il est a priori très difficile
de relier les paramètres effectifs (ZA, ZC , etc.) aux paramètres du modèle de Bose-
Hubbard (U , µ, t). Nous montrerons au cours des chapitres suivants que le groupe
de renormalisation non-perturbatif permet justement de calculer l’action effective en
partant directement de l’hamiltonien microscopique.

À l’extrémité des lobes (ZC = 0), l’action effective est celle d’un modèle clas-
sique O(2) en dimension d + 1, le temps imaginaire jouant le rôle d’une dimension
spatiale effective supplémentaire, impliquant un exposant dynamique z = 1. Nous
nous attendons alors à ce que la physique universelle soit celle de ce modèle clas-
sique, que ce soit les exposants critiques ou les fonctions d’échelle. La dimension
critique supérieure est alors donnée par deff = d + z = 4, soit d+

c = 3. Notons que
l’entrée dans la phase de Mott par l’extrémité des lobes se fait à densité constante
(et donc entière) et que l’absence de terme ∂τ peut se comprendre comme étant la
conséquence d’une symétrie particule-trou (en particulier, les gaps d’excitations de
type particule et trou sont tous deux nuls au point critique). Enfin, le point critique
est multicritique, car il faut ajuster deux paramètres pour être à la transition : au
niveau microscopique, ce sera µ et t tandis que dans l’action de basse énergie, il faut
δ = ZC = 0.

Si on s’intéresse à la transition ailleurs sur la ligne critique, ZC est non nul et
on peut négliger ∂2

τ à basse énergie. L’action effective est alors celle d’un gaz de
Bose dilué (voir équation (1.10)) et on s’attend donc à la même phénoménologie.
Les champs ψ(∗) décrivent alors un gaz de quasi-particules (quasi-trous), en fonction
que l’on soit au-dessus (en dessous) de l’extrémité du lobe et la transition se produit
avec un changement de densité (voir sections 1.3 et 1.5.2). L’exposant z = 2 et la
dimension critique supérieure est maintenant d+

c = 2. Cela implique que pour les
deux dimensions physiques qui nous intéressent dans ce manuscrit, d = 2 ou d = 3,
nous avons toujours une des deux transitions à sa dimension critique supérieure,
impliquant des corrections logarithmiques.

Signalons enfin qu’il n’y a eu que très peu d’étude de l’aspect critique du modèle
de Bose-Hubbard [3, 1, 50] et que la grande majorité de sa compréhension provient
du travail fondateur de Fisher et al.. En effet, les approches type développement
en couplage fort reviennent souvent à étudier un problème avec un nombre fini de
sites (ce qui rend difficile l’étude des fluctuations à grande distance), tandis que le
groupe de renormalisation n’est usuellement utilisable qu’en couplage faible (alors
que le modèle de Bose-Hubbard est un problème de couplage fort). Ainsi, le Groupe
de Renormalisation Non-Perturbatif, que nous présentons dans le chapitre qui suit,
est une des seules techniques permettant de montrer ab initio que le modèle de Bose-
Hubbard possède bien les deux classes d’universalité présentées ci-dessus, comme
nous le verrons au chapitre III.

1.5.4 Modèle de Bose-Hubbard dans la limite diluée

Si la densitéD de boson est assez faible (n̄ = Dld � 1 est le nombre de bosons par
site), le fondamental est toujours superfluide et nous pouvons oublier la physique de
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la transition de Mott. De plus, pour des températures suffisamment basse, T � t, les
effets du réseau peuvent être négligés et il est possible de prendre la limite continue
de l’action du modèle de Bose-Hubbard, qui se met sous la forme

S =

∫
dx

∫ β

0
dτ

{
ψ∗(x, τ)

(
∂τ −

∇2

2m
− (µ+ 2dt)

)
ψ(x, τ) +

gd
2
|ψ(x, τ)|4

}
, (1.83)

avec une masse effective m = 1/2tl2, une constante d’interaction gd = Uld et un
potentiel chimique µ + 2dt x. Le cut-off ultraviolet Λ est maintenant d’ordre l−1 et
les conditions T � t et Dld � 1 deviennent T � Λ2/2m et D � Λd, ce qui est
dans cette limite équivalent à µ � Λ2/2m. Nous voyons donc qu’à basse énergie et
dans la limite diluée, un gaz dans un réseau optique se comporte comme un gaz dilué
homogène, avec une masse effective m et une constante d’interaction effective gd.
Pour s’assurer que notre modèle effectif reproduit bien la bonne physique de basse
énergie, nous devons choisir Λ de sorte que nous ayons la même longueur de diffusion
que celle du modèle de Bose-Hubbard, qui est (voir calcul détaillé en [65]) y

ad =





l

8π

1

t/U +A
(d = 3),

le−4πt/U−C

2
√

2
(d = 2),

(1.84)

où A ' 0.1265. Nous prenons donc, en comparant avec les équations (1.8) et (1.14),

Λ =





4π2A

l
(d = 3),

4
√

2

l
(d = 2).

(1.85)

x. On utilise pour cela ψ̂(x) = l−d/2b̂r, avec x = lr, ainsi que
∑

r = l−d
∫
ddx dans la limite

l→ 0. Notons que tq = −2dt+ tl2q2 dans la limite |q| � l−1.
y. Cette longueur de diffusion est celle des bosons dans le réseau et non la vraie longueur de

diffusion des atomes a3, bien qu’elle n’en soit pas indépendante, U dépendant explicitement de a3.





Chapitre II

Le groupe de renormalisation
non-perturbatif

The fundamental laws necessary for the
mathematical treatment of a large part of
physics and the whole of chemistry are thus
completely known, and the difficulty lies only
in the fact that application of these laws leads
to equations that are too complex to be solved.

P. A. Dirac

Nous présentons dans ce chapitre le groupe de renormalisation et en particulier
son implémentation non-perturbative formulée par Wetterich. Nous discutons les
différentes approximations possibles et leurs implications. Nous décrivons enfin une
formulation récente et particulièrement adaptée pour le traitement de systèmes sur
réseau. L’exemple du modèle de type Ising classique (théorie des champs avec une
symétrie Z2), la généralisation au cas quantique étant immédiate. Les notations sont
données en annexe A et nous travaillerons avec un système à d dimensions d’espace.

2.1 Principes du groupe de renormalisation à la Wilson

À partir de la seconde moitié des années 60, l’idée de théories effectives permet-
tant de décrire la physique à grande distance, après élimination des fluctuations à
courte distance, prend son essor avec la décimation de blocs de spins à la Kadanoff
[66]. Wilson formalise ensuite l’idée de Groupe de Renormalisation (RG) [67, 68], ce
qui lui permet d’expliquer de manière élégante les lois d’échelle rencontrées dans les
phénomènes critiques. L’année suivante, Fisher et Wilson expose une technique per-
mettant de contrôler les approximations faites lors d’un calcul de RG, par exemple
d’exposants critiques, grâce au fameux développement en ε = 4 − d [69]. Nous ex-
posons rapidement les idées du groupe de renormalisation, en s’inspirant de la revue



34 Le groupe de renormalisation non-perturbatif

de Wilson et Kogut [70] a.
Le groupe de renormalisation n’est en soit qu’une manière intelligente de calculer

une trace, c’est-à-dire d’obtenir la fonction de partition Z définie par

Zk =

∫
Dϕe−H[ϕ,{K}], (2.1)

où ϕ(x) est un champ fluctuant (représentant par exemple la magnétisation locale
moyenne au point x et choisi par simplicité comme étant un scalaire),H est un hamil-
tonien (nous avons absorbé la température apparaissant dans le poids de Boltzmann
dans les paramètres {K} de H). Un hamiltonien à symétrie Z2 à la Landau-Ginzburg
sera typiquement de la forme

H[ϕ,K] =

∫
dx

{
(∇ϕ(x))2

2
+
r0

2
ϕ(x)2 +

u0

4!
ϕ(x)4

}
. (2.2)

Nous voyons que l’ensemble des paramètres {K} caractérisant l’hamiltonien (aussi
appelés constantes de couplage) sont ici aux nombres de deux, r0 et u0

b. En champ
moyen, c’est-à-dire en négligeant les fluctuations autour de la configuration mini-
misant H, ϕ(x) = ϕ0, le système change de phase en r0 = 0, passant d’une phase
symétrique ϕ0 = 0 si r0 > 0 à une phase brisant spontanément la symétrie Z2 si
r0 < 0, avec ϕ0 = ±

√
6|r0|
u0

.
L’étude de la transition de phase équivaut alors à travailler à r0 = 0 et l’étape

naturelle suivante serait de développer l’exponentielle dans l’équation (2.1) en puis-
sance de u0 et de calculer les différentes quantités d’intérêt en perturbation. Cela
est néanmoins impossible, la théorie de perturbation étant mal définie, du fait de la
présence de divergences infrarouges dans le développement en boucle pour d ≤ 4. En
particulier, le critère de Ginzburg [72] précise que la théorie de perturbation n’a de

sens que pour r0 grand devant u
2

4−d
0 lorsque d ≤ 4. Pour formuler cela autrement,

remarquons que u0 a la dimension d’une longueur à la puissance d− 4 (ce que nous
notons par [u0] = 4−d), tandis que [r0] = 2. En champ moyen, on identifie ξ ∝ r−1/2

0

comme étant la longueur de corrélation c, tandis ξG ∝ u
1
d−4

0 est la longueur de Ginz-
burg. Le critère de Ginzburg est maintenant ξ � ξG. Le régime critique, dans lequel
les fluctuations à longue portée gouvernent la physique (et la transition de phase),
est déterminé par ξ � ξG

d. Ce problème de divergences infrarouges peut encore être
reformulé en disant que les corrections de self-energy des modes ϕ(p) d’impulsion

a. Pour une introduction aux phénomènes critiques et au groupe de renormalisation, voir le très
bon livre de Goldenfeld [71].

b. Le coefficient du gradient est choisi par convention (i.e. par normalisation des champs) comme
étant égal à 1

2
.

c. C’est immédiat ici, mais cela demande plus de précaution dans la phase ordonnée, s’il y a
brisure de symétrie continue, voir par exemple [30].

d. Dans la phase ordonnée, et dans le cas de brisure spontanée d’une symétrie continue, ξ s’iden-
tifie à la longueur de Josephson ξJ signalant le départ du régime critique pour des longueurs plus
grandes que ξJ et l’entrée dans un régime dominé par les modes de Goldstone.
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|p| � pG = ξ−1
G sont non-perturbatives, dans le sens que la self-energy ne peut être

calculée en puissance de u0, tandis que le traitement perturbatif de u0 est possible
pour |p| � pG

e. Nous voyons donc que faire la trace de exp(−H) sur tous les modes
en développant en puissance de u0 est une mauvaise idée en dimension inférieure ou
égale à quatre.

Wilson propose d’intégrer en premier les modes rapides (grandes impulsions,
petites distances), qui ne contribuent finalement qu’assez peu à la physique de la
transition de phase et de regarder ce que cela apporte comme modification sur la
physique des modes lents (basses impulsions, grandes distances). Il est important
de se rappeler que H est déjà un hamiltonien effectif décrivant la physique de la
transition de phase. En particulier, cela signifie que notre modèle n’est valable que
pour des distances grandes devant Λ−1, où Λ est un cut-off ultraviolet. L’impulsion
des modes ϕ(p) est donc comprise qu’entre 0 et Λ et nous signalons maintenant ce
fait en notant la dépendance de l’Hamiltonien en Λ : H[φ, {K}] → HΛ[φ, {KΛ}].
Le schéma wilsonien du groupe de renormalisation consiste à séparer les modes du
champ en parties rapide et lente, i.e.

ϕ(p) = ϕ>(p) + ϕ<(p), (2.3)

où par définition

ϕ≶(p) =

{
ϕ(p) si |p| ≶ k,
0 sinon. (2.4)

Ici, k est une échelle d’impulsion a priori quelconque. La fonction de partition est
indépendante de la façon dont nous intégrons les modes

Z =

∫
Dϕe−HΛ[ϕ,{KΛ}],

=

∫
Dϕ>Dϕ< e−HΛ[ϕ<+ϕ>,{KΛ}],

=

∫
Dϕ< e−Hk[ϕ<,{Kk}],

(2.5)

où e−Hk[ϕ<,{Kk}] =
∫
Dϕ> e−HΛ[ϕ<+ϕ>,{KΛ}] définit l’hamiltonien effectif des modes

lents Hk[ϕ
<, {Kk}], donc le cut-off est maintenant k. Nous avons indiqué explicite-

ment que les constantes de couplage {Kk} dépendent a priori de l’échelle k jusqu’à
laquelle nous avons intégré les modes. En particulier, même si nous n’avions que deux
constantes r0 et u0 pour k = Λ, l’intégration des modes rapides générera toutes les
constantes de couplage autorisées par les symétries du problème. Enfin, en regardant
l’évolution H entre k et k + dk, il est possible de générer des équations de flot pour
les constantes de couplages Kk

k∂kKk = β({Kk}), (2.6)

e. Remarquons que nous avons rencontré le même type de problème pour les systèmes bosoniques
au chapitre précédent.



36 Le groupe de renormalisation non-perturbatif

définissant ainsi les fonctions β. Notons enfin que pour trouver des points fixes {K∗}
tels que β({K∗}) = 0, il est nécessaire de redéfinir les champs et les impulsions lors
de l’intégration des modes, de sorte que k soit ramené à sa valeur initiale Λ et que
le terme en gradient conserve un facteur 1

2 . Si les constantes de couplage s’annulent
quand nous intégrons les modes rapides (à terme cinétique constant), elles sont qua-
lifiées d’irrelevantes par rapport au point fixe gaussien (i.e. non pertinentes pour la
physique de basse énergie, qui sera champ moyen) tandis que si elles atteignent des
valeurs finies (ou divergent), la physique est non-triviale (i.e. non-gaussienne) et très
différente du champ moyen.

Si le flot de RG amène le système à un point fixe, cela implique une invariance
d’échelle, c’est-à-dire que la longueur de corrélation du système est infinie : c’est
le point critique d’une transition de phase du second ordre f. La température du
système (entrant dans l’hamiltonien par exemple sous la forme r0 ∝ T − T0, avec T0

la température critique en champ moyen) est un paramètre pertinent : pour être au
point critique, il faut ajuster finement la température du système à sa température
critique Tc (avec Tc la vrai température critique, i.e. incluant des corrections à T0

du fait des fluctuations). Si ce n’est pas le cas, le système est dans une des phases
(ordonnée ou désordonnée) et possède une longueur de corrélation finie (c’est-à-dire
que la physique à basse énergie n’est pas contrôlée par le point fixe de la transition).
Les valeurs de point fixe des constantes de couplage sont indépendantes des conditions
initiales du flot (c’est-à-dire des paramètres microscopiques de l’hamiltonien comme
u0), ce qui explique l’universalité observée dans les transitions du deuxième ordre :
tous les systèmes dont la transition est décrite par un même point fixe possèdent la
même physique au voisinage de la transition de phase. Dans la majorité des cas, le
point fixe est déterminé par la dimension de l’espace et les symétries du paramètre
d’ordre. Enfin, le comportement du flot à proximité du point fixe permet d’extraire
les exposants critiques.

D’autres implémentations des idées de Wilson pour intégrer les modes rapides
et calculer l’hamiltonien effectif des modes lents ont été proposées par Wegner et
Houghton [73] ainsi que Polchinski [74], qui a été capable de prouver avec cette mé-
thode que la théorie ϕ4 est renormalisable (au sens de la théorie des champs) en
dimension quatre. Ce sont des formulations fonctionnelles du groupe de renormali-
sation (i.e. plus générales que ce que nous avons exposé plus haut) et donc a priori
assez puissantes. On écrit une équation de RG directement pour l’hamiltonien des
modes lent Hk[ϕ] et non pour les constantes de couplages, ce qui permet de garder
une dépendance arbitraire dans les champs. L’implémentation se fait en modifiant le
terme cinétique via l’introduction d’un régulateur infrarouge. Il a été remarqué que
les résultats obtenus sont néanmoins difficilement contrôlables (i.e. dépendent de fa-
çon trop sévère du régulateur infrarouge), ce qui a entrainé leur abandon de façon
plus ou moins effective. L’implémentation du RG à la Wetterich, qui sera décrite de
manière approfondie dans le reste de ce chapitre, est elle beaucoup moins sensible à

f. L’autre possibilité, moins intéressante pour notre discussion, est que la longueur de corrélation
est nulle.
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ces problèmes et est donc la meilleure façon de faire du groupe de renormalisation
fonctionnel (bien que la méthode de Polchinski soit préférée pour donner des preuves
formelles aux propriétés de flots du groupe de renormalisation)

2.2 Le groupe de renormalisation non-perturbatif : concepts

Le groupe de renormalisation fonctionnel a connu un renouveau à partir du dé-
but des années 90, sous l’impulsion des travaux de Wetterich [75, 76, 77, 78], publiés
dans la même période que ceux de Ellwanger [79] et Morris [80, 81, 82]. Nous appel-
lerons cette version du groupe de renormalisation Groupe de Renormalisation Non
Perturbatif (NPRG). Il faut aussi noter les travaux, très proches au niveau des idées,
de Parola et Reatto [83, 84, 85, 86, 87], publiés quelques années plus tôt, qui visent
surtout à des applications en physique des liquides. Une très bonne introduction au
NPRG (ainsi qu’à ses relations avec le groupe de renormalisation perturbatif) est
donné en [88]. Cette formulation, que nous détaillerons juste après, a été appliquée
à un très grand nombre de sujets [89], allant de la gravité quantique [90] à la phy-
sique hors d’équilibre [91, 92], en passant par les systèmes désordonnés [93, 94] ou
les atomes froids [95, 96, 97, 98, 99, 40, 41, 100, 101].

L’idée est toujours celle de Wilson mais c’est son implémentation qui change. Là
où Wilson et Polchinski renormalisaient l’action (ou l’hamiltonien) apparaissant dans
l’intégrale fonctionnelle, le but est maintenant d’écrire une équation différentielle
pour l’action effective moyenne Γk (énergie libre de Gibbs, donnant accès à toutes
les fonctions de corrélation) définie comme une transformée de Legendre (légèrement
modifiée, voir plus bas) du logarithme de la fonction de partition

Zk[J ] =

∫
Dϕe−S[ϕ]+J ·ϕ−∆Sk[ϕ], (2.7)

où J est une source externe et S est l’action du problème (voir par exemple l’hamil-
tonien de l’équation (2.2)) g.

Pour réaliser l’intégration des modes rapides tout en bloquant celle des modes
lents, nous avons ajouté un terme de régulateur à l’action

∆Sk[ϕ] =
1

2
ϕ ·Rk · ϕ, (2.8)

dépendant explicitement d’un paramètre d’échelle k, ayant la dimension d’une impul-
sion. Cette impulsion caractéristique sépare les champs rapides (ϕ(q) tel que |q| & k)
des champs lents (ϕ(q) tel que |q| . k).

Pour jouer son rôle, le régulateur infrarouge Rk(q) doit remplir plusieurs condi-
tions. Premièrement, il doit tendre vers zéro pour des impulsions très grandes devant

g. Voir notations en annexe A.
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k |q|

k2

Rk(q)

Figure 2.1 – Forme typique du régulateur infrarouge à k fini.

k et avoir une valeur finie pour |q| � k. ∆Sk[ϕ] étant quadratique en champ, le
choix

Rk(q) ' k2, (2.9)

pour q � k, permet d’interpréter Rk(q) comme un régulateur infrarouge, c’est-à-dire
qu’il empêche les fluctuations à grande distance (via l’introduction d’une longueur
de corrélation artificielle de l’ordre de k−1). Avec une terminologie de théorie des
champs, en modifiant l’action avec ∆Sk, nous ajoutons donc artificiellement une
“masse” d’ordre k2 aux modes lents, réduisant leurs contributions à l’intégrale fonc-
tionnelle, tandis les champs rapides ne sont pas affectés et sont ainsi intégrés norma-
lement, comme dans le schéma wilsonien. Notons que nous avons le choix de la forme
du régulateur, qui peut être une fonction douce (voir figure 2.1) ou dure (comme dans
le schéma Wilsonien orginal).

Pour k → 0, nous voulons retrouver la fonction de partition du modèle original
(tous les modes ont été intégrés), ce qui implique Rk(q) → 0 dans cette limite. La
forme typique du régulateur en fonction de q et k est donnée en figure 2.1. En faisant
varier l’échelle k, nous allons pouvoir écrire une équation différentielle pour Zk (et
ainsi pour Γk).

Reste le problème de la condition initiale à k = Λ, c’est-à-dire qu’il faut que nous
soyons capables de calculer exactement la fonction de partition, en source quelconque,
à l’échelle k = Λ. Le choix de cette condition initiale est ce qui fait la grande différence
entre le NPRG usuel, que nous allons discuter tout de suite, et le NPRG sur réseau,
dont les spécificités seront abordées à la section 2.4.

En choisissant Rk→Λ(q)→∞, tous les modes prennent une masse infinie et sont
gelés. Le calcul de la fonction de partition est immédiat grâce à une approximation
de point selle et nous trouvons

ZΛ[J ] = e−S[ϕ]+J ·ϕ−∆SΛ[ϕ]. (2.10)

Il est plus intéressant de travailler avec la transformée de Legendre de Zk. Nous
définissons l’action effective moyenne par

Γk[φ] = J · φ− lnZk[J ]−∆Sk[φ], (2.11)
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où φ(x) = 〈ϕ(x)〉 = δ lnZk[J ]/δJ(x) est le paramètre d’ordre. La transformée de
Legendre est légèrement modifiée, principalement pour que ΓΛ[φ] = S[φ], de sorte
que le terme infini ∆SΛ[φ] disparaisse et que la condition initiale soit le (vrai) champ
moyen. Dans la limite k → 0, nous avons bien Γk=0 = Γ, où Γ[φ] est l’action effective
du problème d’origine. Il est facile d’écrire une équation exacte pour l’action effective
moyenne, que nous appellerons équation de Wetterich [76]

∂kΓk[φ] =
1

2

∫

q
∂kRk(q)Gk[q, φ], (2.12)

où nous avons noté

Gk[q;φ] =
[
Γ

(2)
k [q,−q;φ] +Rk(q)

]−1
(2.13)

et Γ
(2)
k [q,−q;φ] = δ2Γk[φ]/δφ−qδφq est le vertex à deux points h. Il faut noter que

c’est le vrai propagateur (i.e. celui associé à la vraie transformée de Legendre de
lnZk) qui apparait dans l’équation de flot. L’équation de Wetterich peut aussi se
réécrire sous la forme

∂kΓk[φ] =
1

2
∂̃k

∫

q
ln
[
Γ

(2)
k [q,−q;φ] +Rk(q)

]
, (2.14)

où nous avons utilisé l’opérateur ∂̃k ≡ ∂kRk(q)∂Rk .
En prenant des dérivées fonctionnelles de l’équation de flot de Γ par rapport à n

champs et en notant les fonctions de vertex à n points

Γ
(n)
k [q1, ...,qn;φ] =

δnΓk[φ]

δφ−q1 ...δφ−qn
, (2.15)

il est possible d’obtenir pour celles-ci une hiérarchie d’équations

∂kΓ
(1)
k [p;φ] =

1

2
∂̃k

∫

q
Gk[q;φ]Γ

(3)
k [q,p,−q;φ],

∂kΓ
(2)
k [p1,p2;φ] =

1

2
∂̃k

∫

q
Gk[q;φ]Γ

(4)
k [p1,p2,q,−q;φ]

− 1

2
∂̃k

∫

q
Gk[q;φ]Γ

(3)
k [p1,q,−q;φ]Gk[q;φ]Γ

(3)
k [p2,q,−q;φ],

...

(2.16)

Nous voyons que cette hiérarchie n’est pas fermée, l’équation de flot du vertex à n
points faisant intervenir les vertex à n+ 1 et n+ 2 points.

h. Γ
(2)
k [q,q′;φ] est aussi une fonctionnelle du champ φ, comme les crochets [ ] le montre. En

champ φ constant, nous utiliserons des parenthèses ( ) pour dénoter la dépendance en impulsion
et en champ, par exemple Γ

(2)
k (q,q′;φ) ≡ Γ

(2)
k [q,q′;φ]

∣∣∣
φ=const

. Dans ce cas, les impulsions sont

conservées dans les fonctions de vertex : Γ
(2)
k (q,q′;φ) ≡ δq,−q′Γ

(2)
k (q,−q;φ), etc.
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L’intérêt des équations (2.12) et (2.16) n’est pas tant qu’elles soient exactes (il est
facile d’écrire un grand nombre d’équations exactes inutiles ou insolubles), mais qu’il
est possible de faire des approximations non-perturbatives par rapport aux constantes
de couplage, comme nous allons le discuter dans la section suivante. Il est toutefois
intéressant de noter que le simple remplacement Γ

(2)
k [q,−q;φ] → S(2)[q,−q;φ] =

δ2S[φ]/δφ−qδφq dans le membre de droite de (2.14) redonne un calcul à une boucle.
L’équation étant exacte, il est bien entendu possible (au moins en principe) de s’en
servir pour faire des calculs perturbatifs à des ordres plus élevés.

2.3 Approximations de l’équation de Wetterich

Il existe deux principaux schémas d’approximation des équations de flot du
NPRG. Le premier consiste à proposer un ansatz pour l’action effective moyenne,
organisé autour d’un développement en dérivées. C’est l’approximation la plus cou-
ramment utilisée et elle sera décrite en section 2.3.1. L’autre cherche à refermer
la hiérarchie d’équations de flot (2.16) d’une façon ou d’une autre. Par exemple le
développement en vertex à un ordre n donné (communément n = 4) revient à po-
ser Γ

(n+1)
k = Γ

(n+2)
k = 0. Une autre méthode proposée par Blaizot, Méndez-Galain

et Wschebor (BMW), développée depuis 2006 et très prometteuse, sera décrite en
section 2.3.2. Elle sera à la base de notre travail discuté au chapitre III.

Nous tenons à souligner que jusqu’à maintenant, nous n’avons pas donné une
forme précise au régulateur infrarouge Rk. Bien entendu, si nous savions résoudre
l’équation de Wetterich exactement, n’importe quelle fonction respectant les quelques
recommandations données plus haut donnerait le bon résultat. Dès qu’une approxi-
mation est faite, les résultats obtenus dépendent explicitement du régulateur. Nous
nous attendons par contre à ce que cette dépendance soit plus faible quand les ap-
proximations faites deviennent meilleures.

Pour illustrer cette idée, prenons une famille de régulateurs caractérisée par un
paramètre α (par exemple Rk(q;α) = α(k2 − q2)θ(k2 − q2), où θ est la fonction
de Heaviside). La dépendance typique d’une quantité physique η calculée grâce au
NPRG (par exemple un exposant critique) en fonction de α est montrée en figure
2.2. Nous remarquons que η possède une dépendance artificielle en α. Le principe de
sensibilité minimum (PMS) stipule que la valeur optimale de α doit être un extremum
de η. En effet, si nous n’avions pas fait d’approximations, η serait indépendant de
α. Les points où la dépendance est minimum étant les maxima ou les minima, il est
raisonnable de choisir un extremum de η comme étant meilleur i. La variation des
valeurs optimales de η en fonction de l’ordre d’approximation ou de la famille de
régulateurs choisie a de bonnes chances de donner l’erreur typique du résultat (voir
par exemple [103] pour une étude des PMS pour le modèle O(N)). Ces considérations

i. Bien entendu, on s’attend à ce que les valeurs optimales de α pour différentes quantités
physiques soient les mêmes, ou au moins proches. Pour choisir le meilleur extremum, il faut invoquer
le principe de convergence rapide. Entre deux ordres successifs d’approximation n et n+ 1, il faut
choisir l’extremum de l’ordre n+ 1 le plus près de la valeur optimale à l’ordre n.
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does not allow for an accurate determination of the fixed point
directly from initial parameters. The results to be presented
below have been calculated for ũ = 6 × 10−2/N .

A. Numerical extraction of critical exponents

The anomalous dimension η comes out of the solution
of the flow equations, which provide a direct estimate of ηk

(Fig. 1). It can also be extracted from "
(2)
k=0(p,ρ = 0) ∝ p2−η

at small momentum with the same result, although this is a
much less practical way.

In the vicinity of the fixed point, the behavior of any
dimensionless and renormalized quantity, such as the di-
mensionless mass m̃2

k = m̃2
k(ρ̃ = 0), is as follows (recall that

t = ln k/$ < 0):

m̃2
k = m̃2

∗ + m̃2
1e

− t
ν + m̃2e

ωt + m̃3e
ω2t + · · · , (40)

with the universal critical exponent ν describing the departure
from the critical surface and the correction to scaling exponents
ω,ω2, . . . describing the approach to the fixed point.

In practice, we use the flow (40) of the mass (the flow of
ηk could also be used) to extract ν and ω [20]. We explore
successive regions of t values where one of the exponentials
in the equation above dominates. For instance, for t negative
enough, we write

ln |∂t m̃
2| ∼ − t

ν
+ const (41)

to find ν. To extract ω, we choose |t | large enough but not so
large as to leave the vicinity of the fixed point. We then write

ln |∂t m̃
2| ∼ ωt + const. (42)

Notice that, away from the fixed point, the exponents thus
determined, themselves depend weakly on t since, strictly
speaking, Eq. (40) holds only in the infinitesimal vicinity of the
fixed point. We, thus, obtain only (slowly) running exponents
νk and ωk . In practice, these exponents are calculated by taking
the t derivative of Eqs. (41) and (42). Then, the procedure is
repeated for a set of initial conditions that bring the system
closer and closer to the critical point (we vary r at fixed u, see
Fig. 2). The estimates of νk and ωk saturate at their fixed-point
values reflected in the plateau seen in Fig. 2 for ωk (ω is
more difficult to determine numerically than ν). Given such
curves, one can extract even more accurate estimates from the
(exponential) approach to the asymptotic plateau values, see
the inset of Fig. 2.

With this method, we could, in principle, extract exponents
with almost arbitrary numerical accuracy. In practice, however,
only a few digits are significant: Our results suffer indeed from
an uncertainty related to the choice of the cutoff function (see
the next subsection); besides, it is not necessary to present
results with an accuracy that far exceeds the deviation from
those with which they are compared.

B. Dependence on renormalization point and regulator

Although, as explained above, the values of the critical
exponents should, in principle, depend neither on the normal-
ization point (p̃0,ρ̃0) nor on the shape of the cutoff function
Rk(q), this is no longer the case once approximations are
performed.
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ln
 |ω

k-0
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|

FIG. 2. (Color online) Running exponent ωk (d = 3, N =
1, α = 2.25, p0 = 0, and ρ0 = 0). Each curve corresponds to a
different initial value of r [see Eq. (39)]. Inset, the exponential
approach to the asymptotic exponent is used to estimate ω & 0.784.

In practice, we apply the principle of minimal sensitivity,
searching for a local extremum of the physical quantities under
study [19,21] in a reasonable subspace of values taken by α
[the parameter of the cutoff function (38)], p̃0, and ρ̃0. Then,
it is expected that the corresponding values are optimal in the
sense that they show, locally, the weakest dependence on the
above parameters.

Here, we first notice that, at fixed α and ρ̃0, the dependence
of our estimates on p̃0 is much weaker than that found
by varying α and ρ̃0. Figure 3 shows the variation in the
anomalous dimension η with α for two typical values of N
in three dimensions. As in all other cases studied, we observe
the existence of a unique extremum for a value of α that we
call α∗ in the following. Below, we always use these extremum
values to report our best estimates for the critical exponents.
Note that we do not show the variations in the exponents
with ρ̃0 as they can be shown to be equivalent to those with
α [22].

C. Results for the critical exponents

We now present our results for the critical exponents of the
scalar O(N ) models in d = 3. They have been obtained with a
two-dimensional grid in ρ̃ and q̃ with nρ = 51 points in the ρ̃
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FIG. 3. (Color online) η as a function of the cutoff parameter α

for N = 1 and N = 10 (d = 3, ρ̃0 = 0, and p̃0 = 0).

026707-6

Figure 2.2 – Variation typique d’une quantité physique (ici l’exposant
critique η) en fonction du paramètre α caractérisant une famille de ré-
gulateur (voir texte). Figure tirée de [102].

sont valables pour toutes les approximations que nous allons présenter ci-dessous,
ainsi que pour les calculs perturbatifs tels que les développements en ε (où α est
cette fois un paramètre de ressomation des séries asymptotiques).

Il existe d’autres moyens de quantifier la qualité d’un résultat obtenu grâce au
NPRG. L’étude de cas limites, tels que les développements en grand N (avec N le
nombre de composantes du champ) ou en ε = 4 − d et ε = d − 2 ont permis de
montrer la validité du développement en dérivées et de l’approximation BMW. Il
est aussi possible de tester la convergence d’un résultat en poussant les ordres de
l’approximation (développement en champs, en dérivées, etc.).

2.3.1 Développement en dérivées

En général, le groupe de renormalisation a pour but l’étude des phénomènes à
grande distance, ou de manière équivalente à petite impulsion, de par le principe
même du “coarse-graining”. Les quantités physiques les plus intéressantes sont sou-
vent celles qui sont uniformes (i.e. p = 0, comme une magnétisation) ou les fonctions
de corrélation à grande distance (|p| � Λ−1). Dans ce cas, il est possible de postuler
un ansatz pour Γ ne prenant en compte que les termes les plus bas en dérivées (en
impulsions). L’ordre zéro de ce développement est l’approximation du potentiel local
(LPA)

ΓLPA
k [φ] =

∫
dx

{(∇φ(x)
)2

2
+ Uk

(
φ(x)

)}
(2.17)
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FIG. 3: Litim’s approximation : from right to left and bottom to top : local potential Uk(M), the derivatives U
′
k(M) (magnetic

field) , U
′′
k (M) (inverse susceptibility), and U

′′
k (M) for different values of k in the range kmin < k < Λ, with kmin = 10−6. The

ϕ4 potential is used at scale Λ = 10 with g = 1.2, and r = −0.35 (Mmax = 8 ). Red lines : result at k = kmin.

which can be integrated to give

Lk(M) =
−k2−d

2vd
ω0 (M0(k)2 − M2) . (25)

for −M0(k) ≤ M ≤ M0(k) where M0(k) is the constant of integration (depending on k) of Eq. (24). Clearly M0(k)
can be interpreted as a precursor of the magnetization of the system at scale k. Note that M0(k) can be obtained
numerically from the numerical solution of PDE (21) from the value of Lk(M = 0) = −ω0M0(k)2k2−d/(2vd) at the
origin. As expected one finds that for d > 2 the function Lk(M) diverges to +∞ (recall that ω0 < 0) when k → 0 as
∝ k2−d for any magnetization M in the two phase region.

Outside the coexistence region -i.e. for |M | > M0(k)- one expects a finite compressibility and thus Lk(M) tends
to 0 as ∼ K1k

2/U ′′
k (M) with k, as follows from (16). This behavior of Lk(M) is exemplified in figure 1 (details

concerning the numerical procedure to solve (21) will be given in Sec. III).
One of the consequences of Eq. (25) is the universal behavior :

Lk(M)/Lk(0) = 1 − x with x = (M/M0(k))2 for | x |≤ 1

Lk(M)/Lk(0) = 0 for | x |≥ 1 . (26)

The function Lk(M)/Lk(0) of the argument x = (M/M0(k))2 is thus universal as k → 0 , i.e. it is independent of
the thermodynamic state (provided the temperature satisfies r < rc), the regulator Rk(q2), the value of ω0, and the
dimension of space d > 2. This remarkable features are illustrated in figure 2.

One can of course infer the behavior of the potential Uk(M) and its derivatives from that of Lk and one has, for

φ

Uk(φ)

Figure 2.3 – Potentiel effectif Uk(φ) en fonction de φ (en unités arbi-
traires) pour différentes valeurs de k. Pour k = Λ, le potentiel prend la
forme typique champ moyen en double puits (courbe la plus basse). Au
cours du flot, la partie centrale de Uk(φ) “s’aplatit” au fur et à mesure
que k diminue (courbes de bas en haut), jusqu’à être convexe en k = 0
(courbe rouge). Figure tirée de [104].

où Uk(φ) est le potentiel effectif moyen (Uk(φ) = 1
V Γk[φ]

∣∣∣
φ=const

, V est le volume du

système) j. Ici, la quantité qui varie est la fonction Uk dont l’équation de flot est

∂kUk(φ) =
1

2

∫

q

∂kRk(q)

q2 +Rk(q) + U ′′k (φ)
, (2.18)

qui peut se résoudre numériquement et donne déjà des résultats non triviaux. En
particulier, cette équation implique la convexité du potentiel effectif dans la phase
brisée, qui est une de ses propriétés principales mais difficile à obtenir dans la plupart
des approches k. Cela implique aussi que pour k → 0, les dérivées du potentiel effectif
moyen deviennent de plus en plus difficiles à calculer numériquement. Nous montrons
en figure 2.3 le flot du potentiel effectif Uk(φ) dans la phase ordonnée. Au bout
d’un certain temps, les minima du potentiel effectif, situés en φ = ±φ0, ne bougent
plus (ainsi que la partie extérieure du potentiel, |φ| > |φ0|), tandis que la partie
intérieure (|φ| < |φ0|) s’aplatit pour satisfaire la convexité à k = 0. Pour éviter ce
coût numérique, mais en sacrifiant la convexité, il est souvent plus facile de faire

j. Il faut bien entendu garder au moins un terme en dérivée pour ne pas se retrouver avec
une approximation n’ayant aucun sens, l’absence de dérivée entrainant l’absence de couplage entre
points de l’espace voisins.

k. Le potentiel effectif à l’échelle k = 0 étant une (vraie) transformée de Legendre, il doit être
convexe. En phase brisée, le minimum de U se trouve en une valeur non nulle du champ φ0, ce qui
implique que U(φ) est une fonction constante pour |φ| < φ0 et croissante pour |φ| > φ0.
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un développement en champ du potentiel effectif autour de son minimum φ0,k (ici à
l’ordre φ4)

Uk(φ) =

{
U0,k + λk

8 (φ2 − φ2
0,k)

2 si φ0,k > 0,

U0,k + δk
2 φ

2 + λk
8 φ

4 si φ0,k = 0,
(2.19)

et d’étudier le flot de U0,k, φ0,k (ou δk) et λk l. Par exemple, l’équation de RG de
U0,k en phase brisée est

∂kU0,k =
1

2

∫

q

∂kRk(q)

q2 +Rk(q) + λkφ
2
0,k

(2.20)

et montre le coté non-perturbatif du NPRG, le propagateur contenant la constante
de couplage dans son dénominateur. L’équation de flot correspond ainsi à une re-
sommation d’un nombre infini de termes en puissance de λk.

Une limitation de la LPA est l’absence de dimension anormale η lors de l’étude
des phénomènes critiques (Γ(2)

k=0(p,−p;φ0) ∝ |p|2−η au point critique). Il est possible
d’en tenir compte à partir de l’ordre deux du développement en dérivées, dont l’ansatz
est

Γ∂
2

k [φ] =

∫
dx

{
Zk
(
φ(x)

)

2

(
∇φ(x)

)2
+ Uk

(
φ(x)

)}
, (2.21)

où Zk(φ) = ∂p2Γ
(2)
k (p,−p;φ) tient lieu de renormalisation du champ. Il reste alors

à calculer numériquement les flots des deux fonctions Uk et Zk. Le développement
en dérivées a été poussé jusqu’à l’ordre quatre [105] dont les résultats rivalisent
avec les meilleures estimations (simulations Monte Carlo, séries hautes températures,
développements en ε, etc.) en ce qui concerne les exposants critiques du modèle
d’Ising.

Il existe enfin une approximation intermédiaire entre l’ordre deux et la LPA, par-
fois nommée LPA’, qui consiste à remplacer dans l’équation (2.21) la fonction de
renormalisation du champ par un nombre : Zk ≡ Zk(φ̄k), où φ̄k est la plupart du
temps le minimum φ0,k du potentiel effectif (c’est-à-dire la valeur physique du pa-
ramètre d’ordre). Il est ainsi possible de définir une dimension anormale (dépendant
de l’échelle k)

ηk = −k∂k lnZk, (2.22)

qui prend une valeur de point fixe η∗ à la criticalité (dans ce cas, Zk ∝ k−η
∗).

Le développement en dérivées est un développement en puissance de |p|/k (ou
|p|/m si le système possède un gap m fini) et ne donne en réalité que la valeur
asymptotique des fonctions de corrélation dans la limite |p| → 0. Il est néanmoins
possible d’extraire de l’information à impulsion finie p des Γ

(n)
k=0 en arrêtant les flots

de RG à une échelle k ' |p|. En effet, les impulsions externes non nulles dans les
équations de flot (2.16) ont l’effet d’un gap d’ordre |p| dans les boucles ce qui arrête

l. Nous avons supposé ici que le potentiel Uk(φ) est paire en φ, comme c’est le cas si l’action
microscopique S[φ] a la symétrie Z2.
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Fig. 3. The ratio (p2 + Σκ(p))/(Zκp2) as a functio of p/κ.

Bottom: the same ratio divided by (p/κ)−η∗
.

indeed well verified, as can be seen on the top panel of
Figure 3; it is only for values of p which are not small
enough (p/u = 10−2, corresponding to the dashed line)
that violation of this scaling start to become significant.
Moreover, as can be seen on the figure, p2 + Σκ(p) is well
approximated by Zκp2 for all p <∼ κ. In the bottom panel
of Figure 3, we have plotted the ratio (p2 + Σκ(p))/(Zκp2)

divided by (p/κ)−η∗
. Recall that when κ " p " κc,

one expects p2 + Σκ(p) ∼ p2−η∗
, while Zκ ∼ κ−η∗

when
κ <∼ κc. Therefore when 1 " p/κ " κc/κ, one expects
(p2 + Σκ(p))/(Zκp2) ∼ (p/κ)−η∗

, so that the quantity
which is plotted should be constant. As seen in the bot-
tom panel of Figure 3, this is indeed the case for the value
η∗ = 0.05219, which confirms the coherence of the whole
calculation.

Our estimate for the anomalous dimension, η∗ ≈ 0.052
is to be compared with the results η∗ = 0, η∗ = 0.044
and η∗ = 0.033 obtained with the derivative expan-
sion at LO, NLO and NNLO, respectively [5, 12, 24], and
η∗ = 0.0335 ± 0.0025 from the resummed 7 loop calcula-
tion of reference [28]. Note however that the values quoted
above do not correspond all to the same regulator, and in
general the results depend slightly on the choice of the reg-
ulator. The value η∗ = 0.044 obtained with the derivative
expansion at NLO results from an optimization within a
family of exponential regulators; if instead the optimiza-
tion is done within the family of θ-regulators considered

in [24], the result is 0.047; with the regulator of the the
present paper one gets η∗ = 0.05 (see [24] for a thorough
discussion of this point). We note finally that the value
of η∗ obtained here is slightly larger than that obtained
in [19] using a different version of the LPA’ than that used
here. In fact, the present version of the LPA’ is close to
the derivative expansion in next-to-leading order.

We turn now to the intermediate momentum region,
which we shall probe with a quantity which is very sensi-
tive to the cross-over between the two regimes just studied:

∆〈φ2〉 =

∫
d3p

(2π)3

(
1

p2 + Σ(p)
− 1

p2

)
. (25)

As shown for instance in [25], the integrand in equa-
tion (25) is peaked at p ∼ κc (in fact it takes significant
values only in the region 10−3 <∼ p/u <∼ 10). This quantity
has been much studied recently for a scalar model with
O(2) symmetry because it determines then the shift of the
critical temperature of the weakly repulsive Bose gas [29].
For the simple scalar model studied in this paper, lattice
calculations measure [30] ∆〈φ2〉/u = −(4.95±0.41)×10−4

while the “7 loop” resummed calculation of reference [31]
yields ∆〈φ2〉/u = −(4.86±0.45)×10−4. With the present
numerical solution, one gets ∆〈φ2〉/u = −5.45 × 10−4.
This is only slightly larger than the value ∆〈φ2〉/u =
−5.03× 10−4 obtained in the next-to-leading order of the
scheme presented in [19, 20].

We conclude that with the LO of the present approx-
imation scheme, we obtain an accurate description of the
self-energy in the entire range of momenta. Since we have
solved only approximately equation (16), it remains to
study by how much the solution that we have obtained
differs from the exact solution of equation (16). We have
already indications about the accuracy of the approxima-
tion both in the UV and in the IR. In the UV, we repro-
duce the expected result (which differs by 8% from the ex-
act 2-loop result). We also loose the 2-loop accuracy with
which the effective potential could be obtained in the LO
of our scheme, by using LPA’ propagators. In the IR, we
have already commented on the quality of the value that
one obtains for the anomalous dimension. As a further
test, we have recalculated I

(2)
3 (κ; ρ) and J

(3)
3 (p; κ; ρ) us-

ing, instead of the LPA’ propagators, the propagators (6)

in which Γ
(2)
κ (p; ρ) is the 2-point function that has been

obtained in this section by approximately solving equa-
tion (16).

In Figure 4 we plot the ratio of the function I
(2)
3 (κ; ρ̃)

(ρ̃ ∼ ρ/κ, see Eq. (32)) calculated with the propagator ob-
tained from the numerical integration of the flow equation
divided by the function given by equation (11). One can
see that the smaller the value of κ, the larger the differ-
ence, and that the main error is for values of ρ̃ around the
minimum ρ̃min of the effective potential (ρ̃min goes from
1.8 to 3 as κ runs from Λ to 0). Nevertheless, the difference
stabilizes for small enough κ and it never exceeds 4%. The
bottom panel of Figure 4 shows the comparison of the two
curves in the worst situation, i.e., for small values of κ, as
a function of ρ̃: the curves are hardly distinguishable.

Figure 2.4 – Vertex à deux points à l’échelle k à la criticalité en fonction
de |p|/k, Γ

(2)
k (p, φ = 0)/(Zkp

2(|p|/k)η) = (p2 + Σk(p))/(Zkp
2(|p|/k)η).

Nous retrouvons le comportement décrit par l’équation (2.23) pour
|p|/k � 1 (η = 0) et |p|/k � 1 (η = η∗ = 0.052). Figure tirée de
[106].

les flots quand k . |p|. Cela a été montré grâce à l’approximation BMW [106], avec
laquelle on observe que dans l’infrarouge et à la criticalité

Γ
(2)
k (p, φ = 0)

{
= Zkp

2 ∝ k−η∗p2 si |p| � k,
∝ |p|2−η∗ si |p| � k,

(2.23)

où η∗ = limk→0 ηk est la valeur de la dimension anormale ηk au point critique. Le
cross-over entre ces deux comportements est clairement visible en figure 2.4.

2.3.2 Approximation Blaizot–Méndez-Galain–Wschebor

En 2006, Blaizot, Méndez-Galain et Wschebor (BMW) proposent une nouvelle
façon de refermer la hiérarchie d’équations (2.16) pour la fonction à 2 points en champ
constant [107, 108, 109, 106, 110]m. Cette approximation est basée sur plusieurs
observations. i) les équations de flot contiennent toutes un terme ∂kRk(q) dans les
boucles (intégrales sur q) qui coupe les intégrales pour |q| & k. ii) De part la présence
d’un terme de régulateur dans l’action, les fonctions de vertex Γ

(n)
k [q1, ...,qn;φ] sont

des fonctions analytiques des impulsions. iii) Le développement en dérivées de l’action
effective moyenne donne de bons résultats.

L’approximation BMW revient alors à développer les vertex à 3 et 4 points en
fonction de |q|/k dans (2.16) et de n’en garder que l’ordre 0, c’est-à-dire à poser

Γ
(3)
k (p1,q,−q− p1;φ) = Γ

(3)
k (p1, 0,−p1;φ),

Γ
(4)
k (p1,p2,q,−q;φ) = Γ

(4)
k (p1,p2, 0, 0;φ)

(2.24)

m. Les équations que ces auteurs dérivent se trouvent aussi dans les travaux antérieurs de Parola
et Reatto mais sans jamais être réellement exploitées [85, 87].
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ainsi qu’à noter qu’en champ constant

Γ
(n+1)
k (p1,p2, 0;φ) =

1√
V

∂

∂φ
Γ

(n)
k (p1,p2;φ),

Γ
(n+2)
k (p1,p2, 0, 0;φ) =

1

V

∂2

∂φ2
Γ

(n)
k (p1,p2;φ).

(2.25)

L’équation de Γ
(2)
k en champ constant devient donc

∂kΓ
(2)
k (p,−p;φ) =

1

2
∂̃k

[
∂2Γ

(2)
k (p,−p;φ)

∂φ2

∫

q
Gk(q;φ)

+

(
∂Γ

(2)
k (p,−p;φ)

∂φ

)2 ∫

q
Gk(q;φ)Gk(p + q;φ)

]
,

(2.26)

où nous rappelons que Gk(q;φ) =
[
Γ

(2)
k (q,−q;φ) + Rk(q)

]−1
. L’approximation

BMW est relativement lourde numériquement, car elle demande de garder la dé-
pendance à la fois en champ et en impulsion (ce qui fait deux variables pour les
systèmes isotropes et invariant par translation, mais en demanderait quatre pour
un système définit sur un réseau cubique), ce qui fait que la seule application est
pour l’instant le modèle O(N) classique. Les résultats obtenus sont par contre im-
pressionnants. Le calcul des exposants critiques, par exemple, donne de très bons
résultats, mais c’est la possibilité de calculer les fonctions de corrélation pour toutes
les impulsions et en source non nulle (par exemple en champ magnétique constant
mais fini pour le modèle d’Ising) qui en fait une méthode promise à un bel avenir.
Il est aussi possible de calculer les fonctions d’échelle universelles (dépendant d’un
vecteur d’onde) [110, 102].

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, le développement en dérivées
est en lui-même une bonne approximation dans un grand nombre de cas. Il est donc
possible de simplifier la résolution des équations BMW en remplaçant Gk(q;φ) dans
le membre de droite de (2.26) non par sa définition (ce qui rend l’équation de flot de
Γ

(2)
k auto-cohérente) mais par son approximation calculée grâce au développement en

dérivées. Nous n’avons ainsi qu’à résoudre les équations de flot du développement en
dérivées (plus, par exemple, un développement en champ) et à calculer en plus l’évo-
lution de Γ

(2)
k (p,−p;φ). Il est même possible, pour simplifier encore, de ne calculer

la fonction à deux points que pour une valeur du champ fixe φ0,k (le minimum du
potentiel effectif, i.e. la configuration physique du champ). Ces approximations sup-
plémentaires ont été utilisées pour le modèle O(N) [111] ainsi que pour les systèmes
de bosons dilués [40, 41, 100, 101] et donnent de très bons résultats.
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2.4 Le groupe de renormalisation non-perturbatif sur ré-
seau

Lorsqu’on veut calculer des quantités non-universelles, par exemple un diagramme
de phase, il est très important de garder l’information contenue dans l’ultraviolet (à
courte distance). En effet, des quantités physiques telles que la température critique
ou l’énergie du système dépendent fortement de la physique aux échelles microsco-
piques. Dans le cas de modèles définis sur réseau (comme le modèle de Bose-Hubbard
présenté au chapitre I), un nombre fini de paramètres détermine toute la physique
du système (l’énergie d’interaction U , le paramètre de saut t, le potentiel chimique
µ ainsi que le pas du réseau (et son type) et la température dans le cas du modèle
de Bose-Hubbard). Le calcul du diagramme de phase, mais aussi de la valeur du
paramètre d’ordre ou de celle du gap dans la phase désordonnée demande de tenir
compte le plus efficacement possible des informations à l’échelle du réseau. Bien en-
tendu, si la physique dans l’infrarouge est gouvernée par un point fixe, comme lors
d’une transition de phase ou dans une phase superfluide, un grand nombre de ca-
ractéristiques du système sont universelles et peuvent être obtenues avec un modèle
défini dans le continu. Par contre, il est à ce moment-là obligatoire d’utiliser une
coupure ultraviolet qu’il est difficile de relier à la physique microscopique de manière
univoque.

Il a été montré récemment qu’il était possible de modifier légèrement la for-
mulation du NPRG pour tenir compte d’un réseau [112]. Cela a été développé en
[113], où un changement de condition initiale de l’action effective moyenne, qui traite
de manière exacte les fluctuations locales, a permis de calculer des quantités non-
universelles. Cette reformulation du groupe de renormalisation est très intéressante
quand la physique à l’échelle du réseau (ou locale) est cruciale pour déterminer le
comportement du système, comme c’est le cas du modèle de Bose-Hubbard.

Nous allons présenter rapidement dans cette section le principe du NPRG sur
réseau dans le cadre du modèle d’Ising, une étude détaillée est donnée en [113].
L’application aux bosons sur réseau (pour lesquels la physique locale est non triviale),
est le sujet principal de cette thèse et sera présentée au chapitre III.

Prenons un système de spins d’Ising sur un réseau (hyper-)cubique, défini par la
fonction de partition

Z[h] = Tr eJ
∑
〈r,r′〉 SrSr′+

∑
r Srhr , (2.27)

où Sr est la valeur d’un spin sur le site r (le système comporte N sites) et prend les
valeurs ±1,

∑
〈r,r′〉 est une somme sur les plus proches voisins et hr est la valeur du

champ magnétique sur le site r. Nous avons absorbé la température dans la constante
de couplage J .

La façon usuelle de traiter ce problème est de faire une transformation d’Hubbard-
Stratonovich qui donne une théorie des champs avec pour fonctionnelle génératrice

Z[h] =

∫
Dϕe− 1

2

∑
q ϕ−qεqϕq−

∑
r(U(ϕr)−hrϕr), (2.28)
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où ϕq est la transformée de Fourier de ϕr, εq = 2
[
d −∑d

i=1 cos(qi)
]
est la disper-

sion n (avec q appartenant à la première zone de Brillouin ]−π, π]d) et U(ϕ) est un
potentiel de la forme ln cosh(ϕ) o. En théorie de perturbation, le potentiel U est déve-
loppé jusqu’à l’ordre φ4 et on prend la limite continue (εq → q2 et |q| < Λ). Notons
l’introduction d’un cut-off ultraviolet Λ qui montre bien que nous perdons alors les
informations précises de la physique à l’échelle du réseau. Ces approximations per-
mettent toujours de calculer les exposants critiques de la transition paramagnétique-
ferromagnétique, mais empêchent de calculer la température critique.

L’utilisation du NPRG n’impose pas de faire ces approximations (en particulier,
il n’y a pas besoin de passer à la limite continue). La version usuelle du NPRG
consiste à ajouter à l’action initiale un régulateur de la forme Rk(q) = fk(εq/k

2) avec
limk→ΛRk(q)→∞ et la seule différence avec un modèle défini dans le continu vient
du fait que l’impulsion appartient à la première zone de Brillouin. En particulier,
l’action effective moyenne au début du flot aurait la forme champ moyen (donnée
par l’action microscopique du champ φ, voir équation (2.28))

ΓNPRG
Λ [φ] =

1

2

∑

q

φ−qεqφq +
∑

r

U(φr). (2.29)

Nous présentons maintenant une formulation du NPRG sur réseau dont la condition
initiale est différente du champ moyen.

2.4.1 Conditions initiales du NPRG sur réseau

Le NPRG sur réseau se propose de partir d’une condition initiale locale, i.e. de
sites découplés. Bien entendu, un calcul exact serait indépendant de la condition
initiale. Avec les approximations qu’il est obligatoire de faire, le choix du point de
départ peut être primordial, en particulier pour les systèmes dont la physique est
contrôlée par les fluctuations locales. Ce sera particulièrement le cas pour le modèle
de Bose-Hubbard. Dans le cas de spins classiques, il peut être montré que le choix
NPRG ou NPRG sur réseau donne exactement les mêmes résultats, du fait de la
trivialité de la physique sur site [113].

Nous choisissons donc un régulateur qui découple les sites à l’échelle k = Λ p.
De plus, à grande distance (ou petit k), le réseau ne compte plus et nous voudrions
retrouver les équations du continu, il faut ainsi un régulateur qui ressemble à ceux
du continu dans la limite k → 0. De même, il est agréable que Rk(q) → k2 quand
q � k, de sorte que l’échelle k puisse s’interpréter comme une échelle d’impulsion à

n. Nous prenons le pas du réseau comme unité de longueur.
o. Nous laissons de coté les problèmes tels que l’inversion de la relation de dispersion lors de la

transformation de Hubbard-Stratanovich, voir [113].
p. Dans le cadre du NPRG sur réseau, Λ est une échelle d’impulsion finie (de l’ordre de l’inverse

du pas du réseau) et non une échelle d’énergie très grande devant toute les autres (comme c’est le
cas habituellement en théorie des champs).
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basse énergie. En particulier, le régulateur

Rk(q) = Zk(εk − εq)θ(εk − εq) (2.30)

avec le choix εk = k2, Λ =
√

4d et ZΛ = 1 (Zk sera défini plus loin) remplit ces
conditions q. À k = Λ, nous avons RΛ = εΛ − εq et la fonction de partition initiale
vaut r

ZΛ[h] =

∫
Dϕe−

∑
r( 1

2
ϕrεΛϕr+U(ϕr)−hrϕr),

= ΠrZloc(hr),

(2.31)

où Zloc(hr) est une fonction génératrice locale définie par

Zloc(h) =

∫
dx e−( 1

2
εΛx

2+U(x)−hx), (2.32)

et nous avons changé de variable ϕ → x pour souligner le fait que la fonction de
partition locale est ici une simple fonction, qu’il faut néanmoins évaluer numérique-
ment. Dans le cas des bosons, ce sera encore une fonctionnelle, l’intégrale se faisant
sur des champs variant sur une dimension (le temps imaginaire).

En prenant la définition habituelle de l’action effective moyenne (voir équation
(2.11)) s, nous obtenons

ΓΛ[φ] =
∑

r

Γloc(φr) +
1

2

∑

q

φ−qεqφq, (2.33)

où Γloc est l’action effective locale définie par

Γloc(φ) = hφ− lnZloc(h)− 1

2
εΛφ

2. (2.34)

Nous voyons qu’avec le NPRG sur réseau, la condition initiale est l’action effective
locale, que nous avons traitée exactement, à laquelle on a ajouté le couplage inter-site
en champ moyen. L’équation de flot de l’action effective est exactement la même que
pour les modèles dans le continu. Nous montrons en figure 2.5 la dispersion effective
εq +Rk(q) apparaissant dans la fonction de partition pour différentes valeurs de k.

q. Avec le régulateur donné en (2.30) et le choix Λ → ∞, nous retrouvons la condition initiale
champ moyen du NPRG (voir [113]).

r. Il est facile de différentier la fonction de partition Zk[h] et la renormalisation du champ Zk
grâce au contexte.

s. Nous pourrions parfaitement prendre une autre définition de l’action effective moyenne, vu
qu’il n’y a pas de terme infini à soustraire dans le cadre du NPRG sur réseau. Dans le cas traité ici,
il a été montré qu’une autre définition ne change pas les résultats. Nous discuterons pourquoi il est
préférable de garder la définition habituelle dans le cas des bosons sur réseau au chapitre III.



Le groupe de renormalisation non-perturbatif sur réseau 49

-1 -0.5 0 0.5 1

(k = kin)

q/π

~~Λ

-1 -0.5 0 0.5 1

(kin > k > 0)

q/π

~~Λ

-1 -0.5 0 0.5 1

(k = 0)

q/π

Figure 2.5 – Dispersion effective (ligne rouge) εq + Rk(q) pour k = Λ,
0 < k < Λ et k = 0 avec le régulateur (2.30). La ligne (tiret) verte
montre la dispersion nue εq = 2(cos q − 1) à une dimension.

2.4.2 Approximations spécifiques au réseau

Il reste maintenant à approximer les équations de flot pour pouvoir les résoudre.
L’approximation BMW (ainsi que les approximations supplémentaires que nous avons
décrites précédemment en section 2.3.2) se généralise directement au réseau, une fois
que les intégrales sur les impulsions sont restreintes à la première zone de Brillouin.
Bien entendu, les conditions initiales pour le potentiel et le vertex à deux points se-
ront celles calculées dans la limite locale. Pour le modèle de spin présenté ci-dessus,
cela donne

Uk=Λ(φ) = Γloc(φ),

Γ
(2)
k=Λ(q;φ) = εq + U ′′k=Λ(φ),

(2.35)

avec U ′′k = ∂2Uk
∂φ2 . La méthode BMW n’a pour l’instant jamais été utilisée pour des

systèmes sur réseau.
Le développement en dérivées, lui, mérite plus de discussion. En effet, appliqué

comme dans le continu, cela revient à travailler avec le développement à petite impul-
sion de la dispersion, εq ' q2. Or nous voulons retenir le plus possible la structure
du réseau, les quantités non-universelles en dépendant fortement. Pour cela, nous
prenons comme ansatz pour l’action effective moyenne [112]

Γk[φ] =
∑

r

{
1

2
φr εk(−i∇;φr)φr + Uk(φr)

}
, (2.36)

où εk(q;φ) est la dispersion renormalisée et dépendant du champ avec pour condition
initiale εΛ(q;φ) = εq. La renormalisation du champ est définie par (voir équation
(2.21))

Zk(φ) = lim
q→0

εk(q;φ)

εq
= lim

q→0

εk(q;φ)

q2
(2.37)
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et permet d’extraire la dimension anormale de la même façon que dans le continu.
Une approximation possible serait de négliger la dépendance en champ de εk(q, φ).

La résolution des équations de flot pour cet ansatz est numériquement lourde,
car elle demande de calculer le flot de la fonction εk(q) pour toutes valeurs de q
appartenant à la première zone de Brillouin. Il existe deux façons de simplifier les
calculs. La première consiste à faire un développement en harmoniques circulaires de
εk

t,

εk(q) =
L∑

n,m,l=0

εnmlk [cos(nqx) cos(mqy) cos(lqz)− 1] (2.38)

à un ordre donné, défini par l’entier L. Il suffit alors de projeter l’équation de flot
de εk sur les différentes harmoniques pour calculer les flots des paramètres εnlmk . On
s’attend à ce que l’harmonique cos(nqi) soit générée pour k ∼ n−1. De plus, le flot est
coupé pour k ∼ |q|, ce qui implique que le développement en harmonique n’est valable
que dans la limite L � min(k−1, |q|−1) [112]. Dans la limite k → 0, une troncation
du développement ne peut pas décrire la limite q→ 0 et donc permettre de calculer
une dimension anormale. Ne garder que le sous-ensemble ε100

k = ε010
k = ε001

k revient
à ne renormaliser que l’amplitude du spectre nu εq (voir [113]).

Pour remédier à ce problème, il est possible d’adapter la LPA’ au réseau, ce qui
équivaut à choisir un ansatz pour εk de la forme

εk(q) = Zkεq, (2.39)

où Zk est défini par rapport au bas du spectre :

Zk = ∂q2Γ
(2)
k (q,−q;φ0)

∣∣∣
q=0

, (2.40)

et φ0 est généralement donné par le minimum du potentiel effectif moyen u. Zk ne doit
pas être confondu avec la renormalisation de l’amplitude de la dispersion nue. Par
définition, il reçoit des contributions de toutes les harmoniques, ce qui permet d’ex-
traire une dimension anormale ηk = −k∂k lnZk. La définition (2.40) n’est par contre
pas cohérente avec l’ansatz (2.39). Dans la première, Zk est une renormalisation du
champ, tandis que dans la deuxième c’est une renormalisation de toute la dispersion.
Il est possible de réconcilier ces deux équations en notant que pour k ∼ Λ, Zk reste
d’ordre 1, de sorte que l’approximation εk(q) ' Zkεq, qui n’est valide qu’à petit q,
reste correcte sur toute la zone de Brillouin. Dans la limite k � Λ, le régulateur
imposant que |q| . k dans les boucles, nous avons εk(q) ' Zkεq ' Zkq

2, avec Zk
la renormalisation du champ. Nous voyons que εk(q) ' Zkεq est là aussi une bonne
approximation, justifiant donc la définition (2.40) de Zk pour tout k [112]. Cela se
vérifie en particulier dans les systèmes de spins [113] mais aussi pour les systèmes
bosoniques, comme nous le verrons au chapitre suivant.

t. Nous ne donnons ici que le cas tridimensionnel, qui se généralise directement à d dimensions.
u. Bien entendu, il est possible de garder la dépendance de Zk en φ.



Chapitre III

Le groupe de renormalisation
appliqué aux superfluides sur
réseau

The important thing in science is not so much to
obtain new facts as to discover new ways of
thinking about them.

Sir W. L. Bragg

La physique du modèle de Bose-Hubbard est bien décrite par les développements
en couplage fort, qui se focalisent par définition sur la physique locale (responsable de
l’existence de la phase isolante). En particulier, le champ moyen obtient la transition
de phase entre le superfluide et l’isolant de Mott et la théorie RPA donne une vision
qualitative des mécanismes mis en jeu à la transition (voir discussion section 1.5.2).
Il est par contre difficile de trouver le comportement critique dans ces approches.
Le groupe de renormalisation est capable de saisir la physique de basse énergie dé-
crivant le régime critique, mais l’approche usuelle ne peut être utilisée ab initio car
perturbative. On est alors restreint à une approche effective, dont les paramètres
sont difficiles à relier à la physique locale, cf. section 1.5.3.

Le groupe de renormalisation non-perturbatif sur réseau est un outil de choix
pour s’attaquer à un problème de couplage fort présentant une transition de phase.
En choisissant la condition initiale du flot de RG comme étant la limite de sites
découplés, nous pouvons traiter la physique locale exactement. Les équations de flot
permettent ensuite de coupler les sites entre eux avec l’avantage que nous retrouvons
les équations du groupe de renormalisation dans le continu à basse énergie, donnant
l’espoir de bien décrire les transitions de phase, gouvernées par les fluctuations à
grande distance (voir chapitre II).

Nous tâchons maintenant d’appliquer le NPRG sur réseau au modèle de Bose-
Hubbard, en nous restreignant dans ce chapitre au cas à température nulle. Nous
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montrons que pour un régulateur Rk(q) bien choisi (équation (3.12)), l’action mi-
croscopique Sk = S + ∆Sk au début du flot (k = Λ) est locale a. Cela implique que
l’action effective moyenne au début du flot est égale à l’action effective de la théorie
RPA (voir équation (1.72)). La condition initiale du flot du NPRG est donc quali-
tativement correcte et les fonctions de corrélation ont une dépendance en fréquences
non-triviale (provenant de la structure à deux pôles des propagateurs locaux).

Il est toutefois important de noter qu’il n’est pas possible de calculer l’action
effective locale exactement (car l’action microscopique locale est celle d’un système
en interaction). Néanmoins, en utilisant la représentation opératorielle de la fonction
de partition locale (et des propagateurs locaux) b, il est possible calculer l’action ef-
fective locale (et ses dérivées) en champ constant. Nous discutons alors en détail les
conditions initiales du RG, en particulier le potentiel effectif VΛ et le vertex à deux
points Γ

(2)
Λ en champ constant (section 3.1.1). Comme nous ne pouvons pas calcu-

ler l’action effective locale pour des champs quelconques, c’est-à-dire dépendant du
temps imaginaire, il est impossible d’écrire un ansatz pour l’action effective moyenne
à k = Λ. Par contre, en nous rappelant que l’approximation BMW (voir section
2.3) ne fait appelle qu’à Vk et Γ

(2)
k (en champ constant), nous pouvons écrire des

équations de flot approximées cohérentes avec la condition initiale (section 3.1.4).

Pour montrer la puissance de la méthode, nous calculons ensuite les diagrammes
de phase en dimension deux et trois, résultats en très bon accord quantitatif avec les
simulations Monte Carlo (voir figure 3.5). Nous montrons également que le NPRG
sur réseau permet de retrouver les deux classes d’universalité de la transition de Mott
et qu’il donne accès aux exposants critiques non-triviaux pour le point multicritique.
Par ailleurs, le régime critique est retrouvé dans notre approche et les quantités
thermodynamiques obéissent aux bonnes lois d’échelle à l’approche de la transition
(section 3.3).

L’annexe D est consacrée à l’étude de la phase superfluide. Nous montrons tout
d’abord comment le NPRG retrouve la physique du gaz de Bose dilué (théorie de Bo-
goliubov), puis nous nous intéressons au comportement infrarouge du flot du groupe
de renormalisation. Nous caractérisons par ailleurs l’évolution des échelles caracté-
ristiques kh (inverse de la longueur de cicatrisation) et kG (inverse de la longueur de
Ginzburg, voir chapitre I) à l’approche de la transition de Mott. Enfin, nous discutons
les fonctions spectrales en dimension deux et trois.

a. S est l’action du modèle de Bose-Hubbard et ∆Sk = ψ∗ ·Rk(q) · ψ.
b. Nous utiliserons le fait que

Zloc(J∗, J) =

∫
D[ψ,ψ∗] e−Sloc[ψ∗,ψ]+J∗

∫ β
0 dτψ(τ)+J

∫ β
0 dτψ∗(τ) = Tr

{
e−β
(
ĤBH−J∗ b̂−Jb̂†

)}
,

où J et J∗ sont des sources constantes (voir section 1.5 pour la définition des différents termes).
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3.1 Mise en œuvre du groupe de renormalisation non-
perturbatif sur réseau

Nous implémentons le groupe de renormalisation non-perturbatif au modèle de
Bose-Hubbard, dont nous rappelons l’action

S[ψ∗, ψ] =

∫ β

0
dτ

{∑

r

[
ψ∗r(τ)

(
∂τ − µ

)
ψr(τ) +

U

2
|ψr(τ)|4

]

− t
∑

〈r,r′〉
(ψ∗r(τ)ψr′(τ) + c.c.)

}
,

(3.1)

avec ψr(τ) un champ complexe dépendant du temps imaginaire τ ∈ [0, β], possédant
des conditions aux bords périodiques : ψr(0) = ψr(β). Nous travaillons à température
nulle T = β−1 → 0 et ce jusqu’au chapitre IV.

Munis de cette action, nous pouvons implémenter les idées du NPRG développées
en 2.2. Pour cela nous ajoutons à l’action (3.1) un terme dépendant de l’échelle k,
∆Sk[ψ

∗, ψ] = ψ∗ ·Rk ·ψ (les notations sont expliquées en annexe A, et Rk sera expli-
cité plus loin et sera indépendant du temps imaginaire) ainsi qu’un terme de source
J∗ ·ψ+ψ∗ ·J , où les sources externes sont des fonctions des sites et du temps imagi-
naire J (∗)

r (τ). Nous introduisons l’action effective moyenne Γk[φ
∗, φ] définie comme

la transformée de Legendre modifiée de la fonctionnelle génératrice Zk[J∗, J ]

Γk[φ
∗, φ] = J∗ · φ+ φ∗ · J − lnZk[J

∗, J ]−∆Sk[φ
∗, φ], (3.2)

où φr(τ) = δ lnZ[J∗,J ]
δJ∗r (τ) = 〈ψr(τ)〉 est le paramètre d’ordre superfluide. L’évolution de

l’action effective moyenne est donnée par l’équation de Wetterich (2.12)

∂kΓk[φ
∗, φ] =

1

2
Tr

{
∂kRk

(
Γ

(2)
k [φ∗, φ] +Rk

)−1
}
, (3.3)

où la trace signifie que nous intégrons sur les impulsions, les fréquences de Mat-
subara ainsi que sur les indices de champs. L’invariance de l’action (3.1) par une
transformation U(1) des champs bosoniques

ψ
(∗)
r (τ)→ e(−)iθψ

(∗)
r (τ) (3.4)

implique un certain nombre de symétrie de l’action effective moyenne (le régulateur
les respectant lui aussi). En particulier, cela implique que le potentiel effectif moyen,
définit par

Vk(φ
∗, φ) =

1

βN
Γk[φ

∗, φ] (3.5)

en champ φ constant, doit être inchangé lors d’un changement de phase. Cela n’est
possible que s’il ne dépend que de l’invariant n = |φ|2 et on le notera Vk(n). De même,
la structure tensorielle de Γ

(2)
k respecte des contraintes, qu’il est utile de donner dans
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la base (φ1, φ2) =
√

2 (Reφ, Imφ) (n = 1
2(φ2

1 +φ2
2)). Dans cette base, le vertex à deux

points en champ φ constant s’écrit de manière tout à fait générale (q = (iω,q))

Γ
(2)
ij,k(q;φ) = δi,jΓA,k(q;n) + φiφjΓB,k(q;n) + εijΓC,k(q;n). (3.6)

Ici i, j valent 1 ou 2, δi,j est le symbole de Kronecker et εij est le tenseur complètement
antisymétrique avec la convention ε12 = 1. De plus, Γ(2) et V (n) sont reliés par

Γ
(2)
ij,k(q = 0;φ) =

∂2Vk(n)

∂φi∂φj
= δi,jV

′
k(n) + φiφjV

′′
k (n), (3.7)

(V ′k(n) = ∂Vk(n)/∂n, etc.) ce qui donne

ΓA,k(q;n) = ∆A,k(q;n) + V ′k(n),

ΓB,k(q;n) = ∆B,k(q;n) + V ′′k (n),

ΓC,k(q;n) = ∆C,k(q;n),

(3.8)

où ∆α(q = 0;n) = 0 (avec α = A,B,C) par définition.
L’invariance par parité et par renversement du temps implique [41]

ΓA,k(q;n) = ΓA,k(−q;n) = ΓA,k(q,−iω;n),

ΓB,k(q;n) = ΓB,k(−q;n) = ΓB,k(q,−iω;n),

ΓC,k(q;n) = −ΓC,k(−q;n) = −ΓC,k(q,−iω;n).

(3.9)

Le propagateur Gk = −Γ
(2)−1
k peut être écrit en champ constant sous une forme

analogue à (3.6) ou en termes de ses composantes transverses et longitudinales,

Gk,ij(q;φ) =
φiφj
2n

Gk,ll(q;n) +

(
δij −

φiφj
2n

)
Gk,tt(q;n) + εijGk,lt(q;n), (3.10)

où

Gk,ll(q;n) = −ΓA,k(q;n)

Dk(q;n)
,

Gk,tt(q;n) = −ΓA,k(q;n) + 2nΓB,k(q;n)

Dk(q;n)
,

Gk,lt(q;n) =
ΓC,k(q;n)

Dk(q;n)
,

(3.11)

avec Dk = Γ2
A,k + 2nΓA,kΓB,k + Γ2

C,k. Notons que le propagateur apparaissant dans

l’équation de flot (3.3) est défini par −(Γ
(2)
k + Rk)

−1, qui est le propagateur associé
à la vrai transformée de Legendre, plutôt que −Γ

(2)−1
k .
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3.1.1 Conditions initiales du flot

Nous explicitons maintenant notre régulateur et discutons les conditions initiales
du flot de renormalisation. Nous montrerons que le point de départ du flot de RG
est la limite locale, dans l’esprit de la section 2.4, dans laquelle tous les sites sont
découplés et que l’action effective moyenne à l’échelle k = Λ est équivalente à la
théorie RPA du modèle de Bose-Hubbard (voir section 1.5.2).

Régulateur et action effective à l’échelle k = Λ

Comme nous l’avons discuté dans le premier chapitre, l’existence même du réseau
est capitale pour l’apparition de la phase de Mott. Nous avons également vu en
section 1.5.2 qu’une théorie champ moyen du type Bogoliubov, i.e. champ moyen sur
toute l’action, est incapable de trouver la transition de phase, tandis qu’une théorie
de type RPA, champ moyen sur le terme de saut mais exacte pour la partie locale
de l’action, décrit de manière qualitative le diagramme de phase du modèle de Bose-
Hubbard. Le NPRG sur réseau est donc la bonne manière d’implémenter le NPRG
pour décrire au mieux la physique du modèle de Bose-Hubbard. Bien entendu, si nous
étions capables de résoudre exactement l’équation de flot, la condition initiale, tout
comme le choix du régulateur, ne devrait pas changer le résultat. Mais à partir du
moment où nous faisons des approximations, parfois brutales, le choix éclairé d’une
approche ou d’une autre est crucial.

Nous choisissons le régulateur suivant

Rk(q) = −ZA,ktk2sgn(tq)(1− yq)θ(1− yq), (3.12)

où θ est la fonction de Heaviside et yq = (2dt− |tq|)/tk2 (ZA,k sera défini plus loin),
et tq = −2t

∑d
i=1 cos(qi) est la dispersion sur le réseau carré :

∫ β

0
dτ

{
−t
∑

〈r,r′〉

[
ψ∗r(τ)ψr′(τ) + c.c.

]}
=

∫

q
ψ∗(q)tqψ(q), (3.13)

En notant k = Λ la valeur initiale de k, le choix Λ =
√

2d (et ZA,Λ = 1) implique
que RΛ(q) = −tq, et la condition initiale du flot de RG est

SΛ = S + ∆SΛ = Sloc, (3.14)

avec

Sloc[ψ
∗, ψ] =

∑

r

∫ β

0
dτ

{
ψ∗r(τ)(∂τ − µ)ψr(τ) +

U

2
|ψr(τ)|4

}
, (3.15)

et la condition initiale du flot du NPRG sur réseau est locale. Comme Rk=0(q) = 0,
nous retrouvons bien l’action du modèle de Bose-Hubbard dans la limite k → 0.
Notons que Rk(q) ne dépend pas du temps imaginaire, de sorte que toutes les fluc-
tuations locales sont intégrées dans la condition initiale. De plus, à longue distance,
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Figure 3.1 – Dispersion effective (nue) tq +Rk(q) pour k = Λ, 0 < k <
Λ et k = 0 avec le régulateur (3.12). La ligne (tiret) verte montre la
dispersion nue tq = −2t cos q. d = 1 et t est pris comme unité d’énergie.

c’est-à-dire dans la limite k → 0, les détails microscopiques, comme l’existence d’un
réseau, ne sont plus apparents et nous retrouvons les équations du NPRG dans le
continu, comme cela est discuté en annexe E. Nous montrons en figure 3.1 l’action
du régulateur sur le terme de dispersion de l’action microscopique à l’échelle k, c’est-
à-dire tq +Rk(q).

Nous devons maintenant calculer l’action effective moyenne à l’échelle k = Λ. La
fonction de partition correspondante s’écrit

ZΛ[J∗, J ] =

∫
DψDψ∗e−

∑
r Sloc[ψ∗,ψ]+J∗·ψ+ψ∗·J . (3.16)

Nous avons N sites découplés et la fonctionnelle génératrice devient c

ZΛ[J∗, J ] =
∏

r

Zloc[J
∗
r , Jr], (3.17)

où Zloc est la fonctionnelle génératrice du problème à un site ayant pour action (3.15).
L’action effective locale est donnée par sa transformée de Legendre

Γloc[φ
∗
r, φr] =

∫ β

0
dτ
[
J∗r (τ)φr(τ) + c.c.

]
− lnZloc[J

∗
r , Jr], (3.18)

avec φr(τ) = δ lnZloc[J∗r ,Jr]
δJ∗r (τ) . L’action effective moyenne à l’échelle Λ se réécrit, d’après

la définition de la transformée de Legendre modifiée (2.11),

ΓΛ[φ∗, φ] = J∗ · φ+ φ∗ · J −
∑

r

lnZloc[J
∗
r , Jr] + φ∗ ·RΛ · φ,

=
∑

r

Γloc[φ
∗
r, φr]− t

∫ β

0
dτ
∑

〈r,r′〉
(φ∗r(τ)φr′(τ) + c.c.). (3.19)

c. Nous faisons dans les quelques lignes qui suivent un abus de notation pour les fonctionnelles
locales par rapport au reste du manuscrit. Nous notons explicitement l’indice de site des sources
et/ou champs dans les arguments des fonctionnelles “locales”.
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Remarquons que l’action effective moyenne ΓΛ est égale à ΓRPA, l’action effective de
la théorie RPA (équation (1.72)), présentée au chapitre I.

Calcul des conditions initiales

Reste le calcul de l’action effective locale. Le problème à un site est un problème
compliqué dans la formulation en intégrale fonctionnelle du fait de la présence d’une
interaction quartique dans l’action locale (3.15). En se rappelant que l’opérateur
hamiltonien local en seconde quantification s’écrit

Ĥloc = −µn̂+
U

2
n̂(n̂− 1), (3.20)

nous voyons que le problème est par contre soluble trivialement dans la base de Fock
n̂|m〉 = m|m〉 avec m entier positif. Nous rappelons en annexe C la physique de ce
modèle.

En présence de sources se couplant à b̂ et b̂†, la matrice n’est plus diagonale dans
l’espace de Fock et nous devons nous en remettre à une diagonalisation numérique
après troncation de l’espace de Hilbert. Nous ne pouvons évaluer numériquement la
fonctionnelle génératrice qu’en source constante, qui devient

Zloc(J
∗, J) =

∑

n

〈n|e−β
[
−µn̂+U

2
n̂(n̂−1)−J∗b̂−b̂†J

]
|n〉, (3.21)

et nous ne pourrons faire que la transformée de Legendre en champ constant, c’est-
à-dire le calcul du potentiel effectif local

Vloc(n) =
1

β
Γloc[φ

∗, φ],

= J∗φ+ Jφ∗ − 1

β
lnZloc(J

∗, J),

β→∞
= J∗φ+ Jφ∗ + E0(J∗, J),

(3.22)

où φ = 〈b̂〉 = ∂ lnZloc[J∗,J ]
β ∂J∗ est constant, n = |φ|2 et E0(J∗, J) est l’énergie du fon-

damental en présence de sources. Nous montrons en figure 3.2 φ(J) et Vloc(n) pour
différentes valeurs du potentiel chimique. Le cas où le fondamental est dégénéré
(quand µ est un multiple entier de U) est traité en annexe C.
Il est aussi possible de calculer les fonctions de corrélation en source constante, a
priori avec un nombre de champs arbitraire 〈ψmψ∗n〉, en utilisant leurs expressions
en représentation opératorielle 〈b̂mb̂†n〉. Comme nous n’aurons besoin que du poten-
tiel effectif et du vertex à deux points (voir discussion plus haut), nous ne donnons
que l’expression des fonctions de Green à deux points connectés d

Gn(τ) = −〈Tτ b̂(τ)b̂†(0)〉, (3.23)
Gan(τ) = −〈Tτ b̂(τ)b̂(0)〉, (3.24)

d. Rappelons que 〈b̂b̂〉 n’est pas forcement nul en présence de sources.
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(a) φ(J) pour quatre valeurs du potentiel
chimique. J et donc φ sont réels.

(b) Vloc(n) pour quatre valeurs du potentiel
chimique.

Figure 3.2 – Potentiel effectif local et moyenne du champ pour diffé-
rentes valeurs du potentiel chimique.

où les indices n et an sont pour normal et anormal respectivement et Tτ est l’opérateur
d’ordonnement dans le temps (imaginaire). En présence de source, il faut diagonaliser
numériquement l’hamiltonien. Nous introduisons la base |α〉 de valeur propre λα et
dénotons l’état fondamental par |ν〉, d’énergie λν = E0. Dans l’espace de Fourier, les
fonctions de corrélation connectées à température nulle s’écrivent

Gn(iω; J∗, J) =
∑

α,λν 6=λα

[〈ν|b̂|α〉〈α|b̂†|ν〉
iω + λν − λα

− 〈ν|b̂
†|α〉〈α|b̂|ν〉

iω − λν + λα

]
, (3.25)

Gan(iω; J∗, J) =
∑

α,λµ 6=λα

[〈ν|b̂|α〉〈α|b̂|ν〉
iω + λν − λα

− 〈ν|b̂|α〉〈α|b̂|ν〉
iω − λν + λα

]
. (3.26)

En source nulle (i.e. |α〉 = |m〉 la base de Fock), nous retrouvons les résultats connus

Gn,loc(iω) =
n̄loc + 1

iω + µ− Un̄loc
− n̄loc

iω + µ− U(n̄loc − 1)
, (3.27)

Gan,loc(iω) = 0, (3.28)

avec n̄loc le nombre de bosons dans la limite locale : n̄loc − 1 ≤ µ/U ≤ n̄loc si µ > 0
et n̄loc = 0 sinon.

Pour avoir accès au vertex à deux points local en champ constant Γ
(2)
loc(iω;φ∗, φ),

il ne nous reste plus qu’à connaître la relation J (∗)(φ, φ∗), par exemple en utilisant
∂Vloc/∂φ = J∗, et à inverser le propagateur. Cela se fait aisément numériquement,
et donne dans la base (φ1, φ2)

Γ
(2)
loc,A(iω;n) = − 1

2D
[Gn(iω) +Gn(−iω) + 2Gan(iω)], (3.29)

Γ
(2)
loc,B(iω;n) = −Gan(iω)

nD
, (3.30)

Γ
(2)
loc,12(iω;n) =

i

2D
[Gn(iω)−Gn(−iω)], (3.31)
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où pour alléger les notations, nous n’avons pas écrit la dépendance en champ (via les
sources) des propagateurs et D = Gn(iω)Gn(−iω)−Gan(iω)2.

Discussion des conditions initiales

Nous avons montré que l’action effective à l’échelle Λ est l’action effective RPA
(voir équation (3.19)), ce qui donne, pour le potentiel effectif et pour Γ

(2)
Λ

VΛ(n) = Vloc(n)− 2dt n, (3.32)

Γ
(2)
Λ,ij(iω,q;n) = Γ

(2)
loc,ij(iω;n) + δi,jtq. (3.33)

Pour finir nous réécrivons le propagateur inverse à l’échelle Λ sous la forme

Γ
(2)
Λ,ij(iω,q;n) = ∆loc,ij(iω;n) + δi,jV

′
loc(n) + φiφjV

′′
loc(n) + δi,jtq

= ∆loc,ij(iω;n) + δi,jV
′

Λ(n) + φiφjV
′′

Λ (n) + δi,jεq, (3.34)

où ∆loc,ij(iω;n) = Γ
(2)
Λ,ij(iω,q;n)− Γ

(2)
Λ,ij(0,q;n) a la même structure tensorielle que

Γ
(2)
ij (voir (3.6)) et εq = tq +2dt. Nous faisons ainsi directement ressortir la structure

générale de Γ(2) donné en (3.6) et (3.8), ce qui nous donne comme conditions initiales
en termes des ΓA,k, ΓB,k et ΓC,k

ΓA,Λ(q;n) = ∆loc,A(iω;n) + εq + V ′Λ(n),

ΓB,Λ(q;n) = ∆loc,B(iω;n) + V ′′Λ (n),

ΓC,Λ(q;n) = ∆loc,C(q;n),

(3.35)

montrant bien le traitement exact des fluctuations locales, mais champ moyen des
fluctuations spatiales. Nous voyons ici la grande différence entre le NPRG sur réseau
et l’approche standard. Du fait de l’intégration des fluctuations locales, les conditions
initiales du flot sont non-triviales par rapport au champ moyen, car fonctionnelles
et correspondent à la resommation d’un nombre infini de diagrammes. L’approche
standard nous aurait fait partir des conditions champ moyen, c’est-à-dire la théo-
rie de Bogoliubov, voir tableau III.1. Nous partons donc de conditions initiales bien
meilleures que le champ moyen et cela nous permettra d’obtenir des résultats com-
parables aux meilleures approches numériques e.

Nous montrons en figures 3.3 et 3.4 ∆loc,A(iω;n) et ∆loc,C(iω;n) pour différentes
valeurs de µ/U et de n, ainsi que leurs comportements à grande fréquence [41]

lim
|ω|→∞

Γloc,A(iω;n) = −µ− U〈ψ2
r〉+ 2U〈ψ∗rψr〉,

lim
|ω|→∞

Γloc,B(iω;n) = U
〈ψ2

r〉
n

,

lim
|ω|→∞

Γloc,C(iω;n) = ω,

(3.36)

e. Pour cette même raison, le choix d’un régulateur différent, qui par exemple vaudrait −tq+δµ,
nous éloignerait trop du “bon” point de départ et pourrait donner des résultats non pertinents.
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Conditions initiales Bogoliubov RPA

VΛ(n) −(µ+ 2dt)n+ U
2 n

2 Vloc(n)− 2dt n

ΓA,Λ(q;n) εq − (µ+ 2dt) + Un ∆loc,A(iω;n) + εq + V ′Λ(n)

ΓB,Λ(q;n) U ∆loc,B(iω;n) + V ′′Λ (n)

ΓC,Λ(q;n) ω ∆loc,C(iω;n)

Table III.1 – Comparaison des conditions initiales du flot entre l’ap-
proche standard (champ moyen, i.e. théorie de Bogoliubov) et le NPRG
sur réseau (RPA).

où 〈ψr〉 = φ et 〈ψ2
r〉 sont pris réels (correspondant à une source J réelle),

〈ψ∗rψr〉 = −Gn(τ = 0−) + |φ|2

= −
∫ ∞

−∞

dω

2π
Gn(iω)eiω0+

+ |φ|2, (3.37)

et

〈ψ2
r〉 = −Gan(τ = 0−) + φ2

= −
∫ ∞

−∞

dω

2π
Gan(iω)eiω0+

+ φ2. (3.38)

Ces comportements asymptotiques (3.36) sont atteints pour |ω| � U .
Soulignons enfin que la vraie transformée de Legendre est Γloc pour k = Λ puisque

l’action SΛ = S + ∆SΛ = Sloc est locale. Le NPRG sur réseau est un développement
autour de la limite locale. Cependant, l’action effective moyenne Γk est la bonne
quantité à utiliser pour analyser les propriétés physiques du système avec l’action S
(sans terme de régulateur). Dans Γk, le terme de régulateur ∆Sk est compensé, en
champ moyen, en soustrayant ∆Sk[φ

∗, φ] à la vraie action effective. Il suit que les
quantités physiques à l’échelle k, comme la densité du condensat n0,k, sont obtenues
d’après Γk plutôt que d’après la vraie transformée de Legendre.

3.1.2 Invariance de jauge et identités de Ward

L’invariance de l’action S+∆Sk dans la transformation de jauge (dépendante du
temps) ψr → eiαψr, ψ∗r → e−iαψ∗r et µ→ µ+ i∂τα impose d’importantes contraintes
sur l’action effective Γk à température nulle. Dans la phase superfluide, cela implique
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Figure 3.3 – (Color online) Γloc,A(iω;n)−V ′loc(n) en fonction de ω pour
différentes valeurs de n. µ/U = 0.2 (gauche) et µ/U =

√
2 − 1 (droite).

Les lignes pointillées représentent le comportement à haute fréquence,
voir équations (3.36).

Figure 3.4 – (Color online) Γloc,C(iω;n) en fonction de ω pour diffé-
rentes valeurs de n. µ/U = −0.2, 0.2,

√
2 − 1 et 0.6 (de gauche à droite

et de haut en bas). À grande fréquence, Γloc,C(iωn;n) = ω, (équations
(3.36)).
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que le vertex à deux points satisfait l’identité de Ward [41] (voir annexe B)

∂

∂ω
ΓC,k(q;n0,k)

∣∣∣∣
q=0

= − ∂
2Vk

∂n∂µ

∣∣∣∣
n0,k

,

∂2

∂ω2
ΓA,k(q;n0,k)

∣∣∣∣
q=0

= − 1

2n0,k

∂2Vk
∂µ2

∣∣∣∣
n0,k

,

(3.39)

où le potentiel effectif Vk(n, µ) est considéré comme une fonction de n et µ, la densité
du condensat n0,k ≡ n0,k(µ) étant définie par

∂Vk(n, µ)

∂n

∣∣∣∣
n0,k

= 0. (3.40)

Puisque l’équation (3.40) est vraie pour tout µ, nous en déduisons la relation

0 =
d

dµ

∂Vk
∂n

∣∣∣∣
n0,k

=
∂2Vk
∂n∂µ

∣∣∣∣
n0,k

+
∂2Vk
∂n2

∣∣∣∣
n0,k

dn0,k

dµ
, (3.41)

qui sera utilisée plus tard avec (3.39).
Dans la phase de Mott (n0,k = 0), l’identité de Ward (3.39) devient

∂

∂ω
ΓC,k(q;n = 0)

∣∣∣∣
q=0

= − ∂
2Vk

∂n∂µ

∣∣∣∣
n=0

,

∂2V0,k

∂µ2
=
d2V0,k

dµ2
= 0,

(3.42)

et implique que la compressibilité

κk =
dn̄k
dµ

= −d
2V0,k

dµ2
(3.43)

s’annule. n̄k = −dV0,k/dµ est la densité de bosons (le nombre moyen de bosons par
site).

3.1.3 Développement en dérivées et comportement infrarouge

Le comportement à basse énergie du système est mieux cerné en considérant
le développement en dérivées du vertex à deux points. Du fait du régulateur (3.12),
Γ

(2)
k (q;n) est une fonction régulière de q pour q → 0. Profondément dans l’infrarouge,

nous pouvons donc utiliser un développement en dérivées

ΓA,k(q;n) = ZA,k(n) tq2 + VA,k(n)ω2 + V ′k(n),

ΓB,k(q;n) = V ′′k (n),

ΓC,k(q;n) = ZC,k(n)ω,

(3.44)
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(V ′k(n) = ∂Vk/∂n, etc.) en accord avec les symétries (3.9). Pour la discussion qui
suit, il est pratique de définir

δk =
∂Vk
∂n

∣∣∣∣
n0,k

, λk =
∂2Vk
∂n2

∣∣∣∣
n0,k

, (3.45)

avec δk nul dans la phase superfluide. Si le spectre est gappé, les équations (3.44)
seront toujours valides pour des échelles d’énergies inférieures au gap. Autrement,
leurs validités requièrent |q| . k et |ω| . ω−k où ω−k est la plus petite énergie
d’excitation pour |q| ∼ k (voir section 3.1.4).

Phase superfluide

En utilisant (3.40) et (3.41), nous pouvons réécrire les identités de Ward (3.39)
sous la forme

ZC,k(n0,k) = λk
dn0,k

dµ
,

VA,k(n0,k) = − 1

2n0,k

∂2Vk
∂µ2

∣∣∣∣
n0,k

,
(3.46)

tandis que la compressibilité (3.43) s’écrit

κk = −∂
2V0,k

∂µ2

∣∣∣∣
n0,k

−∂
2V0,k

∂n∂µ

∣∣∣∣
n0,k

dn0,k

dµ

= 2n0,kVA,k +
Z2
C,k

λk
. (3.47)

La raideur superfluide ρs,k, définie comme la rigidité par rapport une variation
de la phase du paramètre d’ordre, se déduit de la partie transverse du vertex à deux
points [41]

ΓA,k(q, ω = 0;n0,k) =
ρs,k

2n0,k
q2 (q→ 0), (3.48)

ce qui donne
ρs,k = 2tZA,k(n0,k)n0,k. (3.49)

Le spectre d’excitation est donné par les zéros du determinant de la matrice 2×2

Γ
(2)
k (q;n0,k) (après continuation analytique iω → ω + i0+),

det Γ
(2)
k (q) = ΓA,k(q) [ΓA,k(q) + 2n0,kΓB,k(q)] + ΓC,k(q)

2

' 2λkn0,k(ZA,ktq
2 + VA,kω

2) + (ZC,kω)2 (3.50)
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(toutes les quantités sont définies pour n = n0,k) pour |q|, |ω| → 0. Cette équation
donne un mode non-gappé (ou mode de Goldstone) ω = ck|q| avec une vitesse

ck =

(
ZA,k(n0,k)t

VA,k(n0,k) + ZC,k(n0,k)2/(2λkn0,k)

)1/2

=

(
ρs,k
κk

)1/2

(3.51)

qui peut être exprimée en termes de la compressibilité et de la raideur superfluide [3].
L’existence d’un mode non-gappé est une conséquence du théorème de Hugenholtz-
Pines [21] qui, dans notre formalisme, s’exprime sous la forme [41]

ΓA,k(q = 0;n0,k) = V ′k(n0,k) = 0. (3.52)

Les équations (3.49, 3.51) sont identiques à celles obtenues dans les modèles dans
le continu si nous identifions 1/2t avec la masse (effective) m des bosons dans le
potentiel du réseau. D’après det Γ

(2)
k (q, ω + i0+) = 0, nous obtenons aussi un mode

gappé, avec cependant un gap plus grand que ω−k ∼ ckk, et donc au-delà du do-
maine de validité du développement en dérivées (|q|, |ω|/ck � k). L’existence de ces
deux modes dans la phase superfluide vient du fait que det Γ

(2)
k (q) est d’ordre ω4.

Si nous poussions le développement en dérivées à des ordres plus élevés en ω2 nous
obtiendrions des modes non-physiques supplémentaires. Ceux-ci seraient en dehors
du domaine de validité du développement en dérivées et seraient invisibles dans la
fonction spectrale [40, 101].

Isolant de Mott

Dans la phase de Mott (n0,k = 0), l’identité de Ward (3.42) donne

ZC,k = −dδk
dµ

. (3.53)

Puisque Gan,k(q) = 0, le spectre d’excitation est obtenu à partir de G−1
n,k(q) =

−ΓA,k(q) + iΓC,k(q) = 0 après continuation analytique iω → ω+ i0+. Nous trouvons
deux modes gappés

ω±(q) = − ZC,k
2VA,k

± 1

2VA,k

[
Z2
C,k + 4VA,k(ZA,ktq

2 + δk)
]1/2

= ∆k± ±
ZA,ktq

2

(Z2
C,k + 4VA,kδk)1/2

+O(|q|4), (3.54)

où
∆k± = − ZC,k

2VA,k
± 1

2VA,k

(
Z2
C,k + 4VA,kδk

)1/2
. (3.55)
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Quand ZC,k 6= 0, les deux modes ont une dispersion quadratique à petit q. Les
modes ω+(q) > 0 et ω−(q) < 0 ont des masses effectives positives et négatives,
respectivement. Donc ω+(q) (ω−(q)) correspond à une excitation de type particule
(trou). À la transition vers la phase superfluide (δk=0 → 0), ∆k=0,+ (∆k=0,−) s’an-
nule si ZC,k=0 > 0 (ZC,k=0 < 0), mais le gap d’excitation particule-trou ∆k=0 =
∆k=0,+ −∆k=0,− reste fini. L’énergie du mode critique ω ∼ q2 étant quadratique en
q, l’exposant dynamique critique vaut z = 2.

Pour ZC,k = 0, le spectre d’excitation possède une symétrie particule-trou

ω±(q) = ±
(
ZA,ktq

2 + δk
VA,k

)1/2

= ±
(
c2
kq

2 + ∆2
k

)1/2
, (3.56)

où

∆k =

(
δk
VA,k

)1/2

,

ck =

(
ZA,kt

VA,k

)1/2

.

(3.57)

A la transition (δk=0 = 0), le gap d’excitation particule-trou 2∆k=0 s’annule et la
dispersion ω±(q) = ±ck=0|q| devient linéaire, impliquant que l’exposant critique
dynamique prend la valeur z = 1. Cela peut aussi se comprendre comme une consé-
quence directe de l’invariance relativiste du vertex Γ

(2)
k=0,ij [Eq. (3.44)] quand ZC,k=0

s’annule. Le point critique quantique δk=0 = 0 coïncide alors avec le point critique
du modèle XY en dimension (d+ 1) f.

3.1.4 Équations de flot

Comme nous ne savons pas calculer l’action effective à l’échelle Λ, même sous une
forme approximée, nous ne pouvons pas utiliser l’approximation la plus courante qui
consiste à écrire un ansatz pour l’action effective (voir section 2.2). (Nous n’avons
accès qu’aux vertex en champ constant.) Nous pouvons néanmoins obtenir des équa-
tions de RG fermées pour le potentiel effectif et les vertex à deux points Γ

(2)
k (q;n)

en champ constant grâce à l’approximation de Blaizot–Méndez-Galain–Wschebor
(BMW), voir section 2.3.2.

L’équation (3.3) donne les équations de flot (nous généralisons l’équation (2.16)
au cas avec fréquences et indices de champ)

∂lVk(n) = −1

2

∫

q
∂lRk(q)[Gk,ll(q;n) +Gk,tt(q;n)] (3.58)

f. Cela sous-entend que VA,k ∼ ZA,k pour k → 0, comme cela se confirmera en section 3.3.
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et

∂lΓ
(2)
k,ij(p;φ) = −1

2

∑

q,i1,i2

∂̃lGk,i1i2(q;φ)Γ
(4)
k,iji2i1

(p,−p, q,−q;φ)

− 1

2

∑

q,i1···i4

{
Γ

(3)
k,ii2i3

(p, q,−p− q;φ)Γ
(3)
k,ji4i1

(−p, p+ q,−q;φ)

× [∂̃lGk,i1i2(q;φ)]Gk,i3i4(p+ q;φ) + (p↔ −p, i↔ j)
}

(3.59)

(l = ln(k/Λ)) pour le potentiel effectif et le vertex à deux points en champ φ constant.
Gk = −(Γ

(2)
k +Rk)

−1 est le propagateur. Nous utilisons la notation

1

βN

∑

q

≡
∫

q
=

∫

q

∫

ω
=

∫
ddq

(2π)d

∫ ∞

−∞

dω

2π
, (3.60)

où les intégrales sur les impulsions sont restreintes à la première zone de Brillouin
]−π, π]d. L’opérateur ∂̃l = (∂lRk)∂Rk agit seulement sur la dépendance en l du régu-
lateur Rk. L’approximation BMW est basée sur les deux approximations suivantes :
i) Pour une impulsion q donnée, l’intégrale sur la fréquence interne de (3.59) est
dominée par la région |ω| . ω−k (q) où ω−k (q) est l’énergie d’excitation la plus faible
du propagateur Gk. Puisque la fonction ∂̃lGij(q;φ) est proportionnelle à ∂lRk(q),
l’intégrale sur l’impulsion interne q dans (3.59) est dominée par les valeurs de |q| de
l’ordre, ou plus petite que k. Il suit que le domaine d’intégration dans les boucles
est donné par |ω| . ω−k où ω−k est la valeur typique de ω−k (q) pour |q| ∼ k. Dans
la phase superfluide ω−k ∼ ckk (ck est la vitesse du mode de Goldstone), tandis que
dans la phase de Mott ω−k est déduit de (3.54, 3.56). ii) À cause du régulateur Rk(q),
les vertex Γ

(n)
k (q1 · · · qn) sont des fonctions douces des impulsions et des fréquences

|qi|/k, |ωi|/ω−k � 1. Ces deux propriétés nous permettent de développer les vertex
dans la partie droite de l’égalité (3.59) en puissance de q2/k2 et ω2/ω−k

2. À l’ordre
dominant, nous posons simplement q = 0 dans les vertex à trois et quatre points de
l’équation (3.59). Nous obtenons alors une équation fermée pour Γ

(2)
k en remarquant

que [107]

Γ
(3)
k,ijl(p,−p, 0;φ) =

1√
βN

∂

∂φl
Γ

(2)
k,ij(p;φ),

Γ
(4)
k,ijlm(p,−p, 0, 0;φ) =

1

βN

∂2

∂φl∂φm
Γ

(2)
k,ij(p;φ).

(3.61)

De plus, les propriétés (i) et (ii) nous permettent de faire un développement en
dérivées de la fonction à deux points Γ

(2)
k [Eq. (3.44)] pour obtenir le Gk utilisé

dans les équations de flot (3.58, 3.59). Puisqu’il est crucial de retenir entièrement la
structure du réseau au début du flot (k ' Λ), nous prenons

ΓA,k(q;n) = ZA,k(n) εq + VA,k(n)ω2 + V ′k(n), (3.62)
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qui coïncide avec (3.44) pour |q| � Λ. Comme expliqué en 2.4.2, nous définissons
ZA,k(n) comme

ZA,k(n) =
1

t
lim
q→0

∂

∂q2
ΓA,k(q;n), (3.63)

de sorte que ZA,k(n0,k) est une renormalisation du champ et non une renormalisation
de l’amplitude du spectre.

Au niveau de la dépendance en impulsions des vertex, notre approximation BMW
(avec le développement en dérivées de Γ

(2)
k pour obtenir Gk) est aussi légitime que

l’orignal [107, 110, 111]. Il est cependant nécessaire de justifier avec plus de précau-
tions l’approximation en ce qui concerne les fréquences. Contrairement à l’intégrale
sur les impulsions, celle sur les fréquences dans (3.59) n’est pas coupée exponentielle-
ment par le régulateur Rk(q). L’intégrant décroit typiquement comme une puissance
de 1/|ω| pour |ω| � ω−(q), de sorte que la contribution des grandes fréquences
est petite mais non négligeable. La raison pour laquelle notre approximation BMW
donne néanmoins de bons résultats peut être comprise comme suit. Dans la limite de
couplage faible, la dépendance en fréquence des vertex Γ

(3)
k et Γ

(4)
k est faible, de sorte

que mettre la fréquence interne ω à zéro dans les Γ
(3)
k et Γ

(4)
k , de même que l’utili-

sation du développement en dérivées de Γ
(2)
k , est justifié. Dans la limite de couplage

fort, les Γ
(3)
k et Γ

(4)
k dépendent des fréquences, mais cette dépendance est contrôlée

par U dans la limite locale. Puisque U � ω−(q), sauf profondément dans la phase
de Mott, où la RPA est déjà une bonne approximation du résultat à k = 0, il est de
nouveau justifié de mettre la fréquence interne à zéro dans les vertex à trois et quatre
points et d’utiliser le développement en dérivées. L’utilisation d’un régulateur Rk(q)
agissant sur les impulsions et sur les fréquences donnerait une meilleure base à notre
approximation BMW, mais un tel régulateur serait incompatible avec une condition
initiale S + ∆SΛ = Sloc, comme le veut le principe même du NPRG sur réseau g.

La résolution numérique des équations de flot peut être encore simplifiée en ap-
proximant VA,k(n) et ZA,k(n) par VA,k ≡ VA,k(n0,k) et ZA,k ≡ ZA,k(n0,k). Pour
obtenir une description précise du diagramme de phase, ainsi que le comportement
attendu au point XY, il est néanmoins nécessaire de garder la dépendance en champ
de ZC,k(n) et Vk(n), voir sections 3.2 et 3.3. Loin du point multicritique, et quand la
précision n’est pas le but premier, il est possible d’approximer ZC,k(n) par ZC,k(n0,k),
et de développer le potentiel effectif autour de son minimum,

Vk(n) =

{
V0,k + λk

2 (n− n0,k)
2 si n0,k > 0,

V0,k + δkn+ λk
2 n

2 si n0,k = 0,
(3.64)

où δk et λk sont définis par (3.45). Les équations BMW et leurs différentes approxi-
mations sont données en annexe F.

g. De plus, l’utilisation de ces deux types de régulateur dans le continu et en couplage faible
donne qualitativement les mêmes résultats.
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3.2 Première application : le diagramme de phase du mo-
dèle de Bose-Hubbard

Munis des équations de flot et des conditions initiales, nous pouvons maintenant
nous attaquer à leurs résolutions et leurs implications. Nous commençons par déter-
miner le diagramme de phase du modèle de Bose-Hubbard. Pour une valeur donnée
de t, U et µ, nous résolvons les équations de flot jusqu’à un temps de RG maximum de
l’ordre de −10, i.e. kmin '

√
2d e−10, ce qui est suffisant pour la précision voulue. Les

valeurs de n0,k=kmin
et de δk=kmin

nous permettent de caractériser l’état fondamental
du système. La ligne de transition est quant à elle définie par n0,k=0 = δk=0 = 0.
Nous utilisons, pour avoir une bonne précision, ZC,k(n) et Vk(n) fonctionnels. Dans
ce cas, le calcul du diagramme de phase prend quelques dizaines de minutes (il faut
quelques minutes si on développe le potentiel effectif et on approxime ZC,k(n) par
ZC,k(n0)). La figure 3.5 montre les diagrammes de phase à deux et trois dimensions
sur un réseau hypercubique calculés par le NPRG et comparés aux résultats Monte
Carlo [53, 52] et Théorie de Champ Moyen Dynamique (DMFT) [63]. Nous montrons
également le résultat champ moyen. La figure 3.6 montre les diagrammes de phase
obtenus avec trois approximations différentes : (i) le potentiel effectif est développé
en puissance de n [Eq (3.64)] et la dépendance en champ de ZC,k(n) est négligée ;
(ii) la dépendance en champ de ZC,k(n) est prise en compte ; (iii) la dépendance en
champ de Vk(n) et ZC,k(n) est prise en compte. En augmentant le caractère fonction-
nelle de notre analyse (i.e. en allant de (i) à (iii)) nous observons une convergence de
nos résultats, dont nous nous attendons à ce qu’ils s’approchent du résultat exact,
avec une erreur typique, estimée par la différence entre (ii) et (iii), de l’ordre de 3%
au bout du lobe.

(a) Deux dimensions (b) Trois dimensions

Figure 3.5 – Diagramme de phase (a) à deux dimensions, avec com-
paraison au calcul Monte Carlo (QMC)[53] et champ moyen (MF). (b)
d = 3, avec comparaison aux calculs Monte Carlo (QMC), champ moyen
(MF) et Dynamic Mean Field Theory (DMFT) [52, 63].
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Figure 3.6 – Comparaison du diagramme de phase (d = 2) après trois
approximations successives : (i) pas de fonctionnel, (ii) ZC,k(n) fonction-
nel, (iii) ZC,k(n) et V (n) fonctionnels. L’écart entre les approximations
successives, au voisinage de la pointe du lobe, est de l’ordre de 3.5%.

Une caractéristique importante de l’isolant de Mott est son incompressibilité
κ = 0, qu’on peut déduire des identités de Ward, voir section 3.1.2. L’équation
(3.47) permet de calculer la densité n̄ directement à partir de n0,k=0, VA,k=0, ZC,k=0

et λk=0 en intégrant dn̄/dµ. La constante d’intégration est connue puisque que nous
savons que la densité s’annule pour µ = −2dt. Cette méthode nous permet de ne pas
calculer la densité à partir de dV0,k=0/dµ, ce qui nécessite de résoudre les équations
de flot pour des µ voisins et qui est plus sensible aux erreurs numériques h. La figure
3.7 montre la densité n̄ en fonction du potentiel chimique µ pour différentes valeurs
de t/U à deux dimensions. L’annulation de la compressibilité κ = 0 est clairement
visible dans la phase de Mott. Si nous utilisons la condition n̄(µ − 2dt) = 0 nous
obtenons n̄ = 1 ± 0.03 (n̄ = 1 ± 0.045) dans le lobe de Mott n̄ = 1 à trois (deux)
dimensions. L’erreur est plus prononcée au bout du lobe.

3.3 Les transitions de phase isolant-superfluide

En sections 1.5.3 et 3.1.3, nous avons vu que la classe d’universalité de la tran-
sition isolant–superfluide dépend de la valeur de ZC(n = 0). Nous devons donc
déterminer ZC(n = 0) à la transition. Considérons le paramètre δ(t, µ) = V ′(0)
comme une fonction de t et µ (en unité de U). Dans l’isolant de Mott, l’identité de
Ward (3.53) devient

ZC ≡ ZC(0) = − ∂δ
∂µ

∣∣∣∣
t

. (3.65)

Puisque la ligne de transition est définie par δ(t, µ) = 0, ZC s’annule au bout du
lobe (µ = µc) où la tangente à la ligne de transition est verticale. De plus, puisque

h. Dans le cas à température finie, nous serons obligés de faire des dérivées numériques, voir
annexe G.
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Figure 3.7 – Densité n̄ en fonction de µ/U pour différentes valeurs de
t/U .

δ(t, µ) ≥ 0 dans la phase de Mott, ZC est positif (négatif) sur la ligne de transition
pour µ > µc (< µc). Nous en déduisons qu’au bout du lobe, le point critique coïncide
avec le point critique du modèle XY en d+ 1 dimensions. L’exposant critique dyna-
mique vaut z = 1, en accord avec la symétrie relativiste de l’action effective quand
ZC = 0 (Sec. 3.1.3). Les dimensions critiques supérieure et inférieure sont donc res-
pectivement d+

c = 3 et d−c = 1 (voir la discussion de la section 1.3). La transition de
l’isolant de Mott vers le superfluide est dirigée par l’annulation du gap d’excitation
particule-trou et la densité est conservée.

Ce point critique est multicritique, vu qu’il faut fixer deux paramètres pour l’at-
teindre (t et µ). Ailleurs, ZC est non nul et l’exposant critique dynamique vaut z = 2.
La transition, qui ne conserve pas la densité, est de type champ moyen pour d ≥ 2,
avec des corrections logarithmiques à la dimension critique supérieure d+

c = 2. Elle
est de plus très similaire à la transition vide–superfluide, ce qui nous amènera à for-
muler d’intéressantes analogies entre ces deux transitions au chapitre IV (voir section
1.5.3).

3.3.1 Point multicritique

Le comportement critique à la pointe du lobe de Mott peut être compris en
linéarisant les équations de flot. Si nous posons ZC,k(n) = 0, nous retrouvons les
équations de flot du modèle XY en d+ 1 dimensions (avec un régulateur anisotrope,
voir annexe F.3.1) avec une direction pertinente dans l’espace des paramètres de
l’action effective. Le flot du paramètre correspondant, que nous noterons r, détermine
l’exposant ν. Puisque ZC,k(n) est toujours au carré dans les équations de flot (sauf
la sienne), il n’entre pas dans les équations de flot linéarisées (sauf la sienne). Donc
ZC,k(n0,k) correspond à la seconde direction pertinente, qui est orthogonale (dans
l’espace des paramètres de l’action) à la surface critique.

Le comportement du système près du point multicritique (tc, µc) est mieux com-
pris en considérant la partie singulière du potentiel effectif Vs(r, ZC) (ZC ≡ ZC(n0))
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point multicritique transition générique

q̃ q/k q/k

ω̃
(

VA,k
ZA,kεk

)1/2
ω

(
ZC,k
ZA,kεk

)
ω

ñ k−d(VA,kZA,kεk)1/2n k−dZC,kn

Ṽk(ñ) k−d
(

VA,k
ZA,kεk

)1/2
Vk(n) k−d

(
ZC,k
ZA,kεk

)
Vk(n)

δ̃k (ZA,kεk)
−1δk (ZA,kεk)

−1δk

λ̃k kdV
−1/2
A,k (ZA,kεk)

−3/2λk kd(ZC,kZA,kεk)
−1λk

Z̃C,k(ñ) (VA,kZA,kεk)
−1/2ZC,k(n)

ṼA,k ZA,kεkZ
−2
C,kVA,k

Table III.2 – Variables adimensionnées (ZC,k ≡ ZC,k(n0,k)).

[3]. À petit r et ZC , et d < 3 :

Vs(r, ZC) = s−d−zVs(s1/νr, sZC)

= |r|ν(d+z)Ṽs(|r|−νZC). (3.66)

Nous anticipons ici que la valeur propre associée à ZC est égale à un (voir plus bas).
Vs étant fini et non nul dans la limite r → 0 et ZC → 0, Ṽs(x) doit être constant pour
x→ 0 et se comporter comme xd+z pour x→∞. De plus, r et ZC sont supposés être
des fonctions analytiques de t− tc et µ− µc, et doivent s’annuler linéairement avec
t − tc quand on s’approche du point multicritique sur un chemin typique, i.e. non
vertical dans le plan (t/U, µ/U). Puisque l’exposant ν du modèle XY est inférieur à
un pour tout d+ 1 ≥ 3, l’argument de Ṽs dans (3.66) s’annule comme t− tc → 0. Vu
que Ṽs(x) → const pour x → 0, nous en concluons que ZC disparait de la relation
d’échelle (3.66) et le point multicritique ressemble à un point critique XY ordinaire,
comme nous le montrerons explicitement plus bas. Nous donnons en annexe H une
analyse plus poussée des lois d’échelle au point multicritique, en particulier le long
d’une trajectoire parallèle à l’axe des µ.

Pour rendre le point fixe explicite quand le système est critique, nous utilisons
des variables adimensionnées, définies en table III.2. Notons qu’il faut un adimen-
sionnement différent dans le cas de la transition générique, l’exposant z n’étant pas
le même i. Les dimensions anormales sont données par

ηA,k = −∂l lnZA,k,
ηV,k = −∂l lnVA,k.

(3.67)

i. Dans le cas du point multicritique, on veut que ω̃2 + q̃2 reste constant (z = 1), tandis que
dans le cas de la transition générique, c’est −iω̃ + q̃2 qui ne varie pas (z = 2).
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La fréquence adimensionnée ω̃ (Table III.2) nous permet de définir un exposant dy-
namique critique (dépendant de l’échelle k, mais aussi du type d’adimensionnement)
zk = [ω] à partir de [ZA,k] = −ηA,k, [VA,k] = −ηV,k, et [ω̃] = 0, ce qui donne

zk = 1− ηA,k − ηV,k
2

. (3.68)

Ici [X] représente la dimension d’échelle de la variable X (les impulsions ayant la
dimension 1). Au point multicritique, nous nous attendons à avoir ηA = ηV et z = 1.
Il est cependant possible que le régulateur Rk(q), qui ne respecte pas l’invariance
relativiste de l’action effective au point multicritique, modifie le comportement cri-
tique attendu. En posant ZC,k(n) = 0 dans les équations de flot on trouve (annexe
F)

ηV,k = ηA,k −
η2
A,k

d+ 2
. (3.69)

Étant donné la faible valeur de la dimension anormale du modèle XY en (d + 1)
dimension (d = 2, 3), les résultats ηA = ηV et z = 1 sont néanmoins respectés avec
une bonne précision, voir plus bas.

Point multicritique d = 2

Nous commençons par discuter le cas bidimensionnel. Nous trouvons que ZC(n)
s’annule pour µ = 0.382, soit une valeur légèrement différente que la position du
bout du lobe, situé à µ = 0.387 (nous nous concentrons sur l’étude du lobe n̄ = 1).
Cette petite erreur provient vraisemblablement du fait que l’invariance de jauge
locale, (voir section 3.1.2), qui donne l’identité de Ward (3.65), n’est pas strictement
satisfaite dans notre approche, car violée à la fois par l’approximation BMW et par
le développement en dérivées. D’un autre coté, le fait que le point multicritique se
trouve très proche de la pointe du lobe montre que la violation est faible et sans
grandes conséquences.

La figure 3.8 montre le flot de RG au point multicritique. Les plateaux de la
densité du condensat ñ0,k et de la constante de couplage λ̃k adimensionnées, ainsi que
ceux des dimensions anormales ηA,k et ηV,k, sont caractéristiques d’un comportement
critique. Nous voyons clairement l’émergence de l’invariance relativiste à mesure que
k décroit : Z̃C,k(ñ0,k) ∼ k s’annule tandis que ηA,k et ηV,k deviennent quasiment égales
(impliquant zk ' 1). Nous trouvons les exposants critiques ν = 0.699, ηA = 0.049,
ηV = ηA(1 − ηA/4) = 0.049 et z = 1.000, à comparer aux meilleures estimations
ν = 0.671 et η = 0.038 pour le modèle XY à trois dimensions [114]. Il serait possible
d’améliorer le calcul des exposants critiques en augmentant le caractère fonctionnel
de notre ansatz (i.e. garder VA,k(n) et ZA,k(n) et non les approximer par leurs valeurs
en n0,k), ou en poussant le développement en dérivées jusqu’à l’ordre 4. Le but de
notre travail n’est néanmoins pas de calculer ces exposants critiques, mais de montrer
que l’on retrouve bien le comportement critique du modèle XY.

La figure 3.9 montre |Z̃C,k(ñ0,k)| près du point multicritique. Il s’annule lors de
l’approche du point multicritique avant de croitre comme |Z̃C,k(ñ0,k)| ∼ 1/k ∼ e−l
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Figure 3.8 – (Haut) Densité du condensat ñ0,k, constante de couplage
λ̃k et Z̃C,k(ñ0,k) adimensionnés vs ln(Λ/k) au point multicritique n̄ = 1
en d = 2. (Bas) Dimensions anormales ηA,k et ηV,k en fonction ln(Λ/k).
L’encart montre que l’équation (3.69) est satisfaite pour k → 0.

Figure 3.9 – (Gauche) ln Z̃C,k(ñ0,k) en fonction de ln(Λ/k) près du
point multicritique. (Droite) Dimensions anormales ηA,k et ηV,k. La fin
des plateaux détermine la longueur de Josephson ξJ = k−1

J . d = 2 dans
les deux cas.
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Figure 3.10 – Densité du condensat n0, raideur superfluide ρs, com-
pressibilité κ et gap de Mott ∆ en fonction de |t − tc| près du point
multicritique (tc, µc) [d = 2]. Les croix montrent les comportements don-
nés par les équations (3.70-3.72) avec ν ' 0.699 et η ' 0.049.

lorsque le flot s’écarte de la surface critique, de sorte que l’exposant critique associé
à Z̃C,k(ñ0,k) est égale à un, comme prédit par des arguments d’échelle [3]. Les pla-
teaux des dimensions anormales ηA,k et ηV,k montrent l’intervalle d’impulsion durant
lequel le flot est contrôlé par le point multicritique. La fin des plateaux détermine la
longueur de Josephson ξJ ≡ k−1

J = k−1 [115] j, voir figure 3.9.
Nous discutons maintenant le comportement du système pour µ = µc et t→ t+c .

La densité du condensat s’annule avec l’exposant critique 2β = ν(d+ z − 2 + η),

n0 ∼ (t− tc)ν(d+z−2+η). (3.70)

À partir de la dimension d’échelle [ρs] = d+ z− 2 de la raideur superfluide et le fait
que la vitesse du mode de Goldstone c =

√
ρs/κ reste finie à cause de l’invariance

relativiste de l’action effective Γk dans la limite k → 0, nous avons

ρs ∼ (t− tc)ν(d+z−2),

κ ∼ (t− tc)ν(d+z−2).
(3.71)

Les équations (3.70,3.71) sont en accord avec les résultats obtenus numériquement
avec les équations de flots (figure 3.10). Dans la phase de Mott, nous avons [∆] = z
et le gap s’annule comme

∆ ∼ (tc − t)νz (3.72)

pour t → t−c , de nouveau en accord avec les équations de flot (figure 3.10). Les
courbes de la figure 3.10 donnent ν ∼ 0.696 et 2β = ν(1 + η) ∼ 0.7338, ce qui donne

j. La longueur de Josephson n’est définie que dans la phase basse température. Pour des im-
pulsions ξ−1

G � |q| � ξ−1
J (ξG est la longueur de Ginzburg, voir section 2.1), les fonctions de

corrélation sont celles du système critique G(q) ∝ |q|−2+η, tandis que pour |q| � ξ−1
J , les fonctions

de corrélation ne sont plus critiques mais sont dominées par les modes de Goldstone (la fonction de
corrélation transverse se comporte comme Gt(q) ∝ |q|−2 et la fonction de corrélation longitudinale
comme Gl(q) ∝ |q|d−4 pour un système classique [30]).
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η = 0.053, en très bon accord avec les exposants déduit à partir des flots de RG, voir
ci-dessus.

Point multicritique à d = 3

La dimension critique supérieure étant trois (d + z = 4), la transition au point
multicritique est dans ce cas gouvernée par le point fixe gaussien avec des corrections
logarithmiques dues à la constante de couplage marginalement non pertinente λ̃k. La
résolution numérique des équations de flots montre que λ̃k ∼ 1/| ln k|, Z̃C,k(ñ0,k) ∼
k/| ln k| et ηA,k, ηV,k ∼ 1/| ln k|2, tandis que ñ0,k va vers sa valeur de point fixe ñ∗0
logarithmiquement (Fig. 3.11) k. La figure 3.12 montre ρs, κ et c en fonction de t−tc.

3.3.2 Transition générique

Pour tous les points de la ligne de transition différents de l’extrémité du lobe, le
terme VA,k ω2 est non pertinent par rapport à ZC,k ω. L’exposant critique dynamique
est z = 2 et une analyse dimensionnelle montre que d+

c = 2. La transition est donc
contrôlée par le point fixe gaussien (avec des corrections logarithmiques pour d = 2)
défini par ñ∗0 = λ̃∗ = Ṽ ∗A = 0 l et η∗A = η∗C = 0 où

ηC,k = −∂l lnZC,k(n0,k). (3.73)

Les variables adimensionnées à utiliser dans ce cas sont données en table III.2. Dé-
terminant l’exposant critique dynamique comme en section 3.3.1, nous trouvons

zk = 2− ηA,k + ηC,k. (3.74)

À trois dimensions, la linéarisation des équations de flot autour du point fixe gaussien
donne (voir F.3.2)

∂lñ0,k = −3ñ0,k +
4

3π2
ṼA

∂lλ̃k = λ̃k,

∂lṼA,k = 2ṼA,k,

(3.75)

et ηA,k = ηC,k = 0. Nous en déduisons que λ̃k ∼ k, ṼA,k ∼ k2 au point fixe, en accord
avec la résolution numérique des équations de flot (Fig. 3.13). La figure 3.13 montre

k. Dans le formalisme du NPRG, on peut montrer, en tout cas numériquement et pour une
théorie φ4 (qui donne des équations similaires à celles du point multicritique) que pour tout k
non nul, le potentiel sur la surface critique possède un minimum non nul, même en dimensions
supérieures ou égales à la dimension critique supérieure. Cela est reminiscent du fait qu’en faisant
un développement en 4− ε, le terme de masse r et le terme d’interaction λ sont d’ordre ε, de sorte
que le minimum du potentiel semble se trouver en −r/λ ∼ 1, même pour ε = 0. Bien entendu,
exactement au point fixe gaussien, i.e. à k = 0, le potentiel est nul et ne possède donc plus à
proprement parler de minimum.

l. La valeur de point fixe de ñ0,k est nulle au point fixe gaussien de la transition générique,
contrairement au cas du point multicritique, voir note k. Cela est dû à l’anisotropie entre espace et
temps imaginaire (i.e. dérivée première en temps à opposer aux dérivées secondes en espace).
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Figure 3.11 – Pareil qu’en figure 3.8 mais pour d = 3.

Figure 3.12 – Raideur superfluide ρs, compressibilité κ et vitesse du
mode de Goldstone c en fonction de t− tc (d = 3).
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Figure 3.13 – Flot de RG à la transition générique (d = 3). Les pointillés
montrent des fits ñ0,k ∼ k, λ̃k ∼ k, ṼA,k ∼ k2 et ηA,k, ηC,k ∼ k3.

Figure 3.14 – Raideur superfluide ρs, compressibilité κ et vitesse du
mode de Goldstone c =

√
ρs/κ en fonction de t− tc(µ) près de la transi-

tion générique (tc(µ), µ) [µ = 0.7, tc(µ) = 0.0219 et d = 3]. Les pointillés
montrent le comportement critique champ moyen, voir équation (3.76).

Figure 3.15 – Pareil qu’en figure 3.14 mais à la dimension critique
supérieure d+

c = 2. La compressibilité diverge pour t→ tc(µ).
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ZA,k VA,k ZC,k λk n0,k

superfluide Z∗A V ∗A k k n∗0

point multicritique k−η k−η k k1−2η k1+η

transition générique Z∗A V ∗A Z∗C | ln k|−1 k2| ln k|−1

isolant Z∗A V ∗A Z∗C λ∗ 0

Table III.3 – Comportement infrarouge du modèle de Bose-Hubbard à
deux dimensions. Les quantités avec des étoiles représente des valeurs
non nulles de point fixe et η est la dimension anormale du point critique
XY tridimensionnel. ZC,k signifie ZC,k(n0,k).

aussi que ηA,k, ηV,k ∼ k3 tandis que la variable pertinente ñ0,k s’annule comme k au
point critique.

Quand un point de la transition générique (tc(µ), µ) est approché le long d’un
chemin à potentiel chimique constant µ en variant t− tc(µ), nous observons le com-
portement champ moyen

ρs ∼ t− tc(µ),

κ ∼ const,
(3.76)

pour t→ tc(µ) (Fig. 3.14). La compressibilité κ reste finie à la transition tandis que
la vitesse c s’annule.

À la dimension critique supérieure (d = d+
c = 2), il y a des corrections logarith-

miques au champ moyen. La variable marginalement pertinente λ̃k s’annule comme
| ln k|−1, tandis que la variable pertinente ñ0,k s’annule comme | ln k|−1 au point cri-
tique. Nous observons une divergence de la compressibilité κ quand on s’approche
de la transition(t→ tc(µ)) (Fig. 3.15).

Il est intéressant de comparer le comportement infrarouge dans la phase super-
fluide ou dans la phase de Mott avec le comportement critique à la transition entre
les deux phases (Table III.3). Dans la phase superfluide et aux points multicritiques,
le comportement infrarouge est caractérisé par une invariance relativiste.



Chapitre IV

Thermodynamique universelle à
proximité de la transition de Mott

The most exciting phrase to hear in science, the
one that heralds new discoveries, is not “Eureka !”
but “That’s funny...”.

I. Asimov

Nous discutons dans ce chapitre la thermodynamique d’un gaz de Bose avec le
point de vue des transitions de phase quantiques. En particulier, nous montrons
comment l’existence du point critique quantique de la transition vide-superfluide
implique que les fonctions thermodynamiques s’écrivent sous forme de fonctions
d’échelle. Celles-ci sont des fonctions universelles (ne dépendant pas du système),
mais dont les arguments sont non-universels et dont les paramètres caractérisent les
excitations au point quantique critique, ici la masse m des bosons et leur longueur
de diffusion en onde-s a.

Nous avons vu au cours des chapitres précédents que la transition de Mott avec
changement de densité est décrite par le même point fixe (gaussien en dimension
d ≥ 2) que la transition vide-superfluide. Cela implique en particulier que la thermo-
dynamique universelle de la phase superfluide près de la transition de Mott générique
doit être donnée par les fonctions d’échelle, universelles, du gaz de Bose dilué, mais
avec des arguments dépendant des caractéristiques du point quantique critique : la
masse effective m∗ des quasi-particules et la ‘longueur de diffusion’ effective a∗ a.
En utilisant le NPRG sur réseau, nous calculons ces paramètres et montrons que la
thermodynamique de la phase superfluide près de la transition de Mott générique
est bien donnée par celle d’un gaz de Bose dilué. La généralisation du NPRG au
cas à température finie, dont nous aurons besoin, est discutée en annexe G. Nous
survolons en annexe H les lois d’échelle dans le cas du point multicritique.

a. Le même genre d’approche a été utilisé pour comprendre la ‘condensation’ de triplon (se
comportant comme des bosons de cœur dur) dans certains systèmes magnétiques quantiques, voir
par exemple [116].
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4.1 Thermodynamique du gaz de Bose dilué via les tran-
sitions de phase quantiques

4.1.1 La transition vide-superfluide

Nous exposons maintenant comment le point de vue des transitions de phase
quantiques permet de montrer l’universalité de la thermodynamique du gaz de Bose
dilué [1] et détaillons la discussion donnée au chapitre I. Nous rappelons que l’action
minimale pour décrire un gaz de Bose dilué est

S =

∫
dx

∫ β

0
dτ

{
ψ∗(x, τ)

(
∂τ −

∇2

2m
− µ

)
ψ(x, τ) +

gd
2
|ψ(x, τ)|4

}
, (4.1)

avec gd l’interaction “microscopique” et m la masse des bosons.
À température nulle, un système de boson est vide si le potentiel chimique µ

est négatif et superfluide s’il est positif. Le système change donc de phase au point
critique quantique T = µ = 0, via une transition du second ordre, la pression et la
densité variant continument, tandis que la compressibilité est discontinue au point
critique. Cette transition de phase est relativement simple à décrire, et le point
critique à caractériser, vu que le système est vide à µ = T = 0. En particulier, la
fonction de Green est trivialement donnée par

G(q, iω)−1 = iω − q2

2m
, (4.2)

et ce pour toute valeur de la constante de couplage nue gd. En effet, le système étant
vide, une particule ajoutée ne peut interagir avec aucune autre. Pour les mêmes
raisons, G vaut pour µ < 0

G(q, iω)−1 = iω − q2

2m
+ µ. (4.3)

Nous en déduisons que l’exposant dynamique z = 2 et que la dimension anormale
η = 0, tandis que la longueur de corrélation ξ−1 =

√
2mµ nous donne l’exposant

ν = 1
2

b.
De la même façon, la renormalisation de la constante de couplage est donnée par

la matrice T , qui dans ce cas revient à regarder la diffusion de deux particules dans
le vide (resommation des diagrammes en échelle). À basse énergie, elle va vers une
constante en dimensions supérieures à deux, et s’annule pour d ≤ 2 (logarithmique-
ment (∝ 1/ ln(|q|)) en d = 2 et comme |q| en d = 1, où q est l’impulsion d’une des
particules qui diffuse, dans le repère du centre de masse). De même, il est en principe
possible de calculer les fonctions de Green à 3,4,...-corps, ce qui revient à résoudre
un problème de diffusion à 3,4,...-corps c.

b. Dans le cadre du modèle de Bose-Hubbard, le potentiel chimique devient µ → µ + 2dt, la
transition de phase vide-superfluide ne se trouve plus en µ = 0 mais en µ = µc = −2dt.

c. Cela reste un problème (très) compliqué de mécanique quantique.
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4.1.2 Approche de RG à la Wilson

Le problème de la transition vide-superfluide étant relativement simple, un calcul
de RG à la Wilson suffit à expliquer la plupart des résultats qui nous intéressent.
Nous intégrons donc les modes rapides, d’impulsions comprises entre Λ et Λ/s (s >
1), comme présenté en section 2.1, et nous redéfinissons les champs, impulsions et
fréquences de sorte à garder le même cut-off Λ. Nous obtenons alors un hamiltonien
pour les modes lents avec des constantes d’interaction renormalisées.

Au point critique quantique µ = T = 0, la partie quadratique de l’hamiltonien
n’est pas renormalisée, en accord avec le fait que l’équation (4.2) est exacte. L’inter-
action adimensionnée g̃(s) = 2mΛd−2g(s) d obéit à l’équation de RG

s
dg̃(s)

ds
= (2− d)g̃(s)− Kd

2
g̃(s)2, (4.4)

oùKd = [2d−1πd/2Γ(d/2)]−1 et avec comme condition initiale g̃(1) = 2mΛd−2gd = g̃d.
Au-dessus de la dimension critique supérieure d+

c = 2, g̃(s) s’annule pour s → ∞
et l’unique point fixe est le gaussien g̃ = 0 qui gouverne donc la physique de la
transition vide-superfluide. En dimension plus petite que deux, il existe un point fixe
non-trivial. Il faut noter que l’équation précédente est exacte et ce peu importe la
valeur de la constante de couplage nue (à s = 1). Sauf mention contraire, nous nous
intéresserons toujours au cas d ≥ 2. En intégrant l’équation de g̃, nous obtenons

g̃(s) =





8πΛa3

s
si d = 3,

− 4π

ln
(

Λa2
2s

)
+ C

si d = 2,
(4.5)

qui est valide pour s � 1. Notons, qu’à deux dimensions, la décroissance de g̃ est
logarithmique.

Il y a deux perturbations pertinentes par rapport au point fixe gaussien µ =
T = g̃ = 0 : le potentiel chimique µ et la température T . (Pour le modèle de
Bose-Hubbard, µ doit s’interpréter comme µ − µc ≡ µ + 2dt, c’est-à-dire l’écart
à la criticalité.) Lors d’une transformation du groupe de renormalisation, elles se
transforment comme

T̃ (s) = szT̃ , µ̃(s) = s1/ν µ̃, (4.6)

où nous avons introduit les variables adimensionnées e

T̃ =
2mT

Λz
, µ̃ =

2mµ

Λ1/ν
. (4.7)

L’équation (4.6) n’est valable qu’à proximité du point fixe gaussien, c’est-à-dire pour
T̃ (s), |µ̃(s)| . 1, ce qui est le cas au début du flot, les hamiltoniens modèles que

d. mg a la dimension d’une longueur à la puissance d− 2.
e. Nous utilisons pour cela que z = 1/ν = 2 et que l’utilisation de la masse donne bien des

variables adimensionnées.
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Figure 4.1 – Diagramme de phase du gaz de Bose dilué (d ≥ 2). Les
tirets montrent les cross-overs |µ| ∼ T et la ligne pleine la transition
superfluide-normal (de type BKT à d = 2). La partie grisée montre la
région “non-universelle”, i.e. dans laquelle nos modèles de basse énergie
ne sont pas valables, voir section 1.2.

nous utilisons n’étant valides que dans cette limite (voir discussions du chapitre
I). (Notons encore que nous n’avons pas de contrainte sur la valeur initiale de g̃.)
Quand T̃ (s) ou |µ̃(s)| deviennent d’ordre un, les équations (4.4) et (4.6) ne sont plus
valables et le comportement à plus basse énergie dépend de la condition |µ̃(s)| = 1
ou T̃ (s) = 1 qui est la première à être satisfaite. Cela donne deux lignes de cross-over
définies par |µ̃| ∼ T̃ (i.e. |µ| ∼ T ), en accord avec le diagramme de phase générique
à proximité d’un point quantique critique, voir figure 4.1. Pour µ > 0 et µ � T , le
système est superfluide, tandis que µ < 0 et |µ| � T nous nous attendons à avoir un
gaz classique. Enfin, la limite T � |µ| est appelée régime quantique critique, où la
physique est contrôlée par le point quantique critique et ses excitations thermiques.

4.1.3 Thermodynamique universelle et fonctions d’échelle

Considérons la pression adimensionnée

P̃
(
µ̃, T̃ , g̃d

)
=

2m

Λd+z
P
(
µ, T

)
, (4.8)

fonction des variables adimensionnées T̃ , µ̃, g̃. Lors d’une transformation du groupe
de renormalisation, P̃ se transforme comme

P̃
(
µ̃, T̃ , g̃d

)
= s−d−zP̃

(
s1/ν µ̃, szT̃ , g̃(s)

)
, (4.9)

tant que T̃ (s)� 1 et |µ̃(s)| � 1. L’équation précédente est correcte pour la pression
totale, P̃ étant nulle pour tout µ < 0 à T = 0, ce qui implique qu’il n’y a pas de
partie régulière pour la pression. Nous ne prenons en compte que la constante de
couplage g̃, qui est dangereusement irrelevante et doit donc être gardée (P̃ (x, y, w)
peut être singulier dans la limite w → 0), tandis que les effets des autres termes
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possibles dans l’action microscopique (voir chapitre I) donneront des corrections sous-
dominantes (voir [11] pour une discussion en d = 3). À deux dimensions, la théorie
est renormalisable au sens de la théorie des champs (absorptions de divergences
ultraviolettes dans les constantes de couplage, etc.), voir [117], ce qui implique que g̃
est la seule constante de couplage qu’il est nécessaire de garder pour complètement
caractériser le système quand T, µ� Λ2/2m.

Posons maintenant s = T̃−1/z dans l’équation (4.9), ce qui donne f

P̃
(
µ̃, T̃ , g̃d

)
=
T̃ d/z+1

(4π)d/2
Fd
(

µ̃

T̃ 1/νz
, g̃(T̃ )

)
, (4.10)

où nous avons utilisé la notation g̃(T̃ ) pour g̃(s = T̃−1/z). Avec des variables dimen-
sionnées et en posant z = 1/ν = 2, nous obtenons

P (µ, T ) = T d/2+1

(
m

2π

)d/2
Fd
(
µ

T
, g̃(T )

)
, (4.11)

où la “constante” d’interaction effective, dépendant de l’énergie, est maintenant dé-
finie par

g̃(ε) =





8π
√

2ma2
3ε si d = 3,

− 4π

ln
(

1
2

√
2ma2

2ε
)

+ C
si d = 2, (4.12)

Nous voyons que la connaissance des excitations au point quantique critique (nous
donnant m et ad) permet de caractériser entièrement la thermodynamique du gaz
de Bose dilué. À deux dimensions et en couplage faible (mg2 � 1), la longueur de
diffusion a2 est exponentiellement petite (voir équation (1.14)), ce qui implique que
g̃(T ) ' g̃d est de manière effective indépendant de la température g. Si nous avions
choisi s = µ̃−ν , nous aurions obtenu

P (µ, T ) = µd/2+1

(
m

2π

)d/2
Gd
(
T

µ
, g̃(µ)

)
, (4.13)

qui est plus approprié dans la limite de température nulle. Il est néanmoins facile
de relier Gd et Fd en notant que g̃(ε) est une fonction de ma2

dε uniquement. No-
tons que Gd et Fd sont des fonctions universelles caractérisant la classe d’universalité
du gaz de Bose dilué en d dimensions. Elles sont indépendantes des paramètres non-
universels tel que la masse m ou la longueur de diffusion ad, qui changent en fonction
du système. Les facteurs 1/(2π)d/2 sont introduits pour simplifier les notations ulté-
rieurement.

f. Nous définissons la fonction Fd(x, y) = (4π)d/2P̃ (x, 1, y).
g. g̃(T ) est significativement réduit en couplage faible pour des températures exponentiellement

petites. Par exemple, g̃(T ) = g̃d/2 pour T = (2/ma2
2) exp(−2C − 8π/mg2).
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En utilisant les équations (4.11) ou (4.13), il est possible d’exprimer toute quantité
thermodynamique sous une forme d’échelle. Par exemple, la densité D = ∂P/∂µ
s’écrit

D(µ, T ) =

(
mT

2π

)d/2
F (1,0)
d

(
µ

T
, g̃(T )

)
, (4.14)

où F (i,j)
d (x, y) = ∂ix∂

j
yFd(x, y). On utilise souvent les termes de pression et densité

réduites, respectivement P et D, qui sont définies par

P(µ, T ) = P (µ, T )
λddB

T
= Fd

(µ
T
, g̃(T )

)
,

D(µ, T ) = D(µ, T )λddB = F (1,0)
d

(µ
T
, g̃(T )

)
,

(4.15)

où λdB =
√

2π/mT est la longueur d’onde thermique de de Broglie. Ainsi, P et D
donnent un accès direct à Fd et sa dérivée F (1,0)

d . Il est aussi possible d’exprimer
l’entropie par particule S = D−1∂P/∂T sous la forme

S(µ, T ) = −µ
T

+

(
d

2
+ 1

) F
F (1,0)

+ T g̃′(T )
F (0,1)

F (1,0)
, (4.16)

où nous avons utilisé les notations g̃′(T ) = dg̃/dT et F = F(µ/T, g̃(T )), etc. h.
L’avantage de cette écriture utilisant les fonctions d’échelle est que l’on voit di-

rectement quelles quantités sont universelles. Par contre, il faut pouvoir les calculer
d’une manière ou d’une autre, ce qui n’est pas toujours aisé. Néanmoins, nous savons
qu’à basse température (faible potentiel chimique), ou plus précisément Tma2

d � 1
(µma2

d � 1), l’interaction renormalisée g̃(T ) (g̃(µ)) sera petite, et ce peu importe la
valeur de l’interaction nue mgd. Comme discuté au chapitre I, il est par exemple pos-
sible d’utiliser la théorie de Bogoliubov en dimension trois pour calculer les fonctions
d’échelle dans diverses limites, dont nous rappelons les principaux résultats :

G3(x, y) =
4π3/2

y
− 16

√
2

15
√
π

+ · · · pour x, y � 1,

F3(x, y) = ζ(5/2) + · · · pour |x|, y � 1.

(4.17)

Le cas bidimensionnel sera étudié en détails au chapitre suivant. Enfin, il est
important de noter qu’au-dessous de la dimension critique supérieure d+

c = 2, les dif-
férentes grandeurs thermodynamiques discutées précédemment prennent une forme
totalement universelle (une fois la masse des bosons fixée). En effet, la constante de
couplage atteint une valeur de point fixe non triviale g̃(s) → g∗ et l’équation (4.11)
devient dans ce cas

P (µ, T ) = µd/2+1

(
m

2π

)d/2
Gd

(
T

µ

)
, (4.18)

h. Il faut noter que S est bien une fonction d’échelle universelle de µ/T et g̃(T ) car T g̃′(T ) =
d−2

2
g̃(T ) pour d > 2 et T g̃′(T ) = g̃(T )2/8π pour d = 2.
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où Gd(T/µ) = Gd(T/µ, g∗) est une fonction universelle à un argument mais haute-
ment non triviale (dans le sens qu’un calcul en perturbation partant du gaz parfait
est impossible). Une conséquence de l’équation précédente est que dans le régime
quantique critique la pression dans l’espace des phases prend la valeur universelle
Gd(0) qui est un nombre pur caractérisant la classe d’universalité du gaz dilué (en
particulier, G1(0) = 4/3

√
π , voir références données en [118]).

Nous discutons en annexe D comment la physique du gaz de Bose dilué est
retrouvé avec le NPRG, et nous décrivons la phase superfluide (en particulier les
longueurs caractéristiques) dans le régime de couplage fort (c’est-à-dire au voisinage
de la transition de Mott).

4.2 Thermodynamique universelle près de la transition
de Mott générique

Nous discutons maintenant la thermodynamique d’un gaz de Bose près de la
transition de Mott avec changement de densité (transition générique). Comme nous
l’avons vu lors des chapitres précédents, cette transition de phase est dans la même
classe d’universalité que la transition de phase vide-superfluide. On s’attend alors à
ce que la physique de la phase superfluide près de la transition de Mott ressemble
à celle d’un gaz de Bose dilué. Fisher et al. ont proposé l’analogie suivante : quand
le nombre de particules par site n̄ diffère légèrement de la densité entière n̄c de
l’isolant de Mott, l’excès de bosons (ou de trous) |n̄ − n̄c| se comporte comme un
gaz de quasi-particules qui peut condenser [3]. Nous allons montrer que cette image
est la bonne pour appréhender la physique de basse énergie d’un gaz de boson à
proximité de la transition de Mott. Nous savons déjà que les exposants critiques sont
les mêmes que ceux de la transition vide-superfluide (z = 1/ν = 2 et η = 0) et que la
thermodynamique est contrôlée par les excitations de basse énergie au point critique
quantique. Si nous connaissons les paramètres effectifs décrivant ces excitations, c’est-
à-dire leur masse effective m∗ et leur “longueur de diffusion” effective a∗ (que nous
calculons plus bas), nous en concluons directement que l’équation d’état près de la
phase de Mott est donnée par

P (µ, T ) = Pc +Dc δµ+

(
m∗

2π

)d/2
T d/2+1Fd

(
± δµ

T
, g̃(T )

)
, (4.19)

où Pc et Dc = n̄c/l
d (avec n̄c le nombre de particules par site de l’isolant de Mott

correspondant) sont la pression et la densité au point critique quantique µ = µc et
T = 0, avec δµ = µ− µc. Fd(x, y) est la fonction d’échelle de la classe d’universalité
du gaz de Bose dilué à d dimensions (voir discussion des sections précédentes). Le
signe + (−) correspond au dopage en particules (trous) et g̃(T ) = 8π

√
2m∗a∗2T

est l’interaction renormalisée. Cette expression est valable près de la transition de
Mott, sauf aux points multicritiques (aux extrémités des lobes) où la transition se
passe à densité constante et est décrite par la classe d’universalité du modèle XY
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en dimension d + 1. Pour µc = −2dt et Pc = n̄c = 0, nous retrouvons le cas de la
transition vide-superfluide du modèle de Bose-Hubbard, qui reproduit le développe-
ment à basse densité du gaz dilué, avec une masse m = 1/2tl2 et une longueur de
diffusion ad donnée à l’équation (1.84). Le vide peut donc être considéré comme un
isolant de Mott particulier, de densité nulle (bien entendu, on ne peut pas le doper
en trou). Notons que la partie régulière de la pression Pc + Dc δµ est exacte. En
effet, la compressibilité κ(µ, T ) = ∂2P/∂µ2 est nulle dans l’isolant de Mott à T = 0,
mais finie dans la phase superfluide. Elle est donc proportionnelle à θ(±δµ), qui est
singulier, impliquant l’absence de partie régulière, i.e.

κ(µ, T ) =

(
m∗

2π

)d/2
T d/2−1F (2,0)

d

(
± δµ

T
, g̃(T )

)
. (4.20)

Une double intégration donne directement l’équation (4.19).
Nous travaillons maintenant en d = 3, avec une courte discussion du cas bidi-

mensionnel en fin de chapitre.

4.2.1 Théorie critique à la transition générique

Si nous ajustons les paramètres microscopiques pour être à la transition de phase
générique, nous savons qu’après un temps de RG donné (caractérisé par k = kc qui
est l’inverse de la longueur de Ginzburg (au sens des transitions de phase, c’est-à-
dire la longueur au-delà de laquelle le système est critique, voir chapitre II)), l’action
effective moyenne prendra sa valeur de point fixe, i.e. Γk�kc [φ

∗, φ] ' Γ∗[φ∗, φ]. En
termes des constantes de couplage et des champs adimensionnés (voir table III.2),
l’action effective de point fixe est gaussienne, i.e.

Γ̃∗[φ̃∗, φ̃] =

∫
dτ̃

∫
dx̃ φ̃∗(τ̃ , x̃)

(
− ∇̃2 + ∂τ̃

)
φ̃(τ̃ , x̃), (4.21)

où l’intégrale sur τ̃ se fait sur [0,+∞[ (T = 0 au point critique quantique) et nous
avons négligé une constante proportionnelle à la pression au point critique. Tous les
autres termes s’annulent au point fixe (le point fixe étant gaussien, leurs dimensions
d’échelle sont leurs dimensions canoniques). Par exemple

λ̃ ∝ kd+z−4, (4.22)

avec z = 2 (l’annulation serait logarithmique en d = 2). L’action effective dimen-
sionnée vaut au point critique

Γ∗[φ∗, φ] = −βNPc +

∫ β

0
dτ

∫
dx

[
φ∗(τ,x)

(
− Z∗A

2m
∇2 + Z∗C∂τ

)
φ(τ,x)

+
λ∗

2
|φ(τ,x)|4 + · · ·

]
. (4.23)

Z∗A et Z∗C représentent la renormalisation (finie) des termes de dérivées en temps et
en espace et m = 1/2tl2 est la masse effective sur le réseau. Nous avons ajouté le
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terme indépendant des champs Pc et nous avons négligé les termes d’ordre plus élevé
en champs ou dérivées, qui auront des effets sous-dominants dans les calculs que
nous ferons [11]. Nous avons développé l’action effective autour de la configuration
en champ nul, celle d’équilibre, et le terme proportionnel à |φ|2 est nul car la théorie
est critique. Nous montrons en figure 4.2 les flots des constantes de couplage au point
critique, où l’échelle kc est visible. Les paramètres Pc, m, Z∗A, Z

∗
C et λ∗ dépendent a

priori de µc(t/U)/U et t/U , i.e. du point critique sur la ligne de transition. Notons
qu’il y a peu de renormalisation au-delà de la RPA pour la valeur de t/U = 0.02
choisie pour cette figure, ce qui n’est pas le cas près de l’extrémité du lobe (où ZC
doit être fortement renormalisé de sorte à être nul au bout du lobe).

0 5 10 15
0

0.5

1
λk/U
ZA,k

|ZC,k|

ln(Λ/k)

1

Figure 4.2 – Flot de λk, ZA,k et ZC,k au point critique (µ = µc et
T = 0) du coté trou (ZC,k < 0) pour t = 0.02U . Pour k . kc ' Λe−2,
les constantes de couplage atteignent leur valeur de point fixe λ∗, Z∗C et
Z∗A.

À partir de l’action effective (4.23), nous pouvons identifier les excitations élé-
mentaires au point quantique critique. Z∗C étant négatif sur la partie inférieure de
la ligne de transition d’un lobe donné (cf. chapitre III), il est préférable dans ce cas
de faire une transformation de type particule-trou φ↔ φ∗ (qui change juste le signe
du terme en ∂τ dans l’action effective critique). On peut alors définir un champ de
quasi-particule φ̄ = |Z∗C |1/2φ et réécrire l’action effective (β →∞)

Γ∗[φ̄∗, φ̄] = −βNPc +

∫ β

0
dτ

∫
dx

[
φ̄∗(τ,x)

(
− ∇

2

2m∗
+ ∂τ

)
φ̄(τ,x)

+
1

2

4πa∗

m
|φ̄(τ,x)|4 + ...

]
, (4.24)

où

m∗ =
|Z∗C |
Z∗A2tl2

= m
|Z∗C |
Z∗A

, a∗ =
m∗λ∗

4πZ∗2C
. (4.25)

Les excitations élémentaires sont des quasi-particules bosoniques ayant une disper-
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Figure 4.3 – Z∗C , λ
∗ et Z∗A en fonction de t/U au point critique quantique

entre la phase superfluide et l’isolant de Mott n̄c = 1 [d = 3]. Les signes
+ et − se réfèrent au haut et bas de la ligne de transition par rapport à
l’extrémité du lobe.
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Figure 4.4 – Masse effective m∗ et longueur de diffusion effective a∗ en
fonction de t/U au point critique quantique entre la phase superfluide et
l’isolant de Mott n̄c = 1 [d = 3]. La ligne rouge se réfère à la longueur
de diffusion dans le vide a3 = [8π(t/U +A)]−1. (l = 1 dans cette figure.)
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sion quadratique avec une masse m∗ et un poids de quasi-particules

ZQP = |Z∗C |−1. (4.26)

Comme nous nous y attendions, elles sont de type particule sur le haut du lobe
(Z∗C > 0) et les excitations de type trou sont gappées et invisibles dans notre action
de basse énergie, tandis qu’elles sont de type trou sur le bas du lobe (Z∗C < 0) où
l’ajout d’une particule demande trop d’énergie et n’apparait donc pas dans l’action
effective. Les quasi-particules interagissent avec une “longueur de diffusion” effective
a∗ (définie de manière ad hoc, mais nous permettant de réutiliser directement les
fonctions d’échelle du gaz de Bose dilué).

Au point critique entre le vide et le superfluide, Z∗C = Z∗A = 1, de sorte que
m∗ = m = 1/2tl2 et la constante d’interaction vaut λ∗ = 4πa3/m (a3 est donnée à
l’équation (1.84)), et donc a∗ = a3. Pour un point critique quantique d’un isolant de
Mott n̄c = 1, 2, ..., la détermination dem∗ et a∗ est bien plus difficile car cela requiert
la résolution d’un problème à N corps. Néanmoins, Z∗A, Z

∗
C et λ∗ peuvent être calculés

avec le NPRG (voir chapitre III) et sont montrés en figure 4.3, tandis que la figure
4.4 montre la masse effective m∗ et la longueur de diffusion effective a∗ sur le premier
lobe de Mott (n̄c = 1) i. L’annulation de Z∗C au point multicritique (à l’extrémité du
lobe) implique une divergence de a∗ et ZQP et l’annulation de m∗. On s’attend en
particulier que le domaine de validité de la description en terme de quasi-particules
se réduisent au fur et à mesure que l’on s’approche du point multricritique. Pour s’en
rendre compte, ajoutons à l’action effective de la théorie critique (équation (4.23))
un terme en −V ∗A∂2

τ |φ|2. Dans ce cas, le propagateur se comporte comme (V ∗Aω
2 +

Z∗Aq
2/2m)−1, c’est-à-dire qu’il est dominé par le point multicritique, pour ω � ωc =

Z∗C/V
∗
A et nous ne retrouvons le comportement de quasi-particules que pour des

énergie ω � ωc. Ainsi, à l’approche du point multicritique, la thermodynamique sera
contrôlée par la physique du gaz de Bose dilué à des énergies de plus en plus basses.

4.2.2 Théorie près de la transition générique

Si nous nous écartons légèrement du point quantique critique (T 6= 0 ou µ 6= µc), il
nous faut comprendre comment l’action effective (4.24) est modifiée. La température
ne méritant pas de commentaire particulier (elle n’est pas touchée par la redéfinition
des champs φ → φ̄), nous nous concetrons sur le cas du potentiel chimique qui est
plus subtile. En effet, un changement δµ = µ − µc du potentiel chimique implique
une variation de l’action (microscopique)

δS = −δµ
∫ β

0
dτ
∑

r

ψ∗r(τ)ψr(τ). (4.27)

i. À cause de difficultés numériques (provenant de la dégénérescence de niveaux à t = 0 pour
µ = pU avec p entier), nous ne montrons pas les différents paramètres pour t/U . 0.015.
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Pour δµ et T , suffisamment petit (voir discussion ci-dessous) nous pouvons traiter
δS en perturbation, ce qui va contribuer au premier ordre à Γ∗ sous la forme

δΓ[φ∗, φ] = −Zµδµ
∫ β

0
dτ
∑

r

φ∗r(τ)φr(τ), (4.28)

où Zµ est la renormalisation du potentiel chimique, égale à ZC du fait de la symétrie
U(1) j. Ainsi, nous trouvons que le potentiel chimique se couple aux quasi-particules
sous la forme

δΓ[φ̄∗, φ̄] = −sgn(ZC)δµ

∫ β

0
dτ
∑

r

φ̄∗r(τ)φ̄r(τ), (4.29)

c’est-à-dire que δµ agit comme un potentiel chimique pour les excitations de type
particule (pour µ > µc (haut du lobe) la phase sera superfluide et isolante pour
µ < µc), tandis que pour les excitations de type trou, c’est −δµ qui joue le rôle de
potentiel chimique (pour µ < µc (bas du lobe) la phase sera superfluide et isolante
sinon).

Une condition importante pour la description en terme de quasi-particules est
T, δµ� t, pour pouvoir être dans le régime universel (pour pouvoir ne garder que le
terme en q2 dans l’action). De plus, il est vraisemblable qu’il faille que ka∗ � 1 pour
être assez près du point fixe (i.e. comme dans le cas du gaz dilué), ce qui implique
que T m∗a∗2, δµm∗a∗2 � 1. Cela est équivalent à

√
|n̄− n̄c|a∗3 � 1, c’est-à-dire que

notre approche n’est valide que dans la limite où les quasi-particules sont diluées.
Il faut interpréter δΓ, équation (4.28), comme l’effet à l’ordre zéro du potentiel
chimique (nous voyons juste comment les quasi-particules s’y couplent) et nous
ne pouvons pas dire que Γ∗+δΓ est l’action effective de basse énergie du système
près du point quantique critique. En effet, dans la phase superfluide, nous savons
que l’action effective de basse énergie est totalement différente (voir annexe D),
ZC,k et λk s’annulant. Du point de vue du RG, il faut comprendre Γ∗ + δΓ
comme étant l’action effective moyenne à une échelle k qui est petite devant kc
(le système est bien décrit par le point fixe) mais plus grande que

√
2m∗|δµ| ,

c’est-à-dire que le système est critique et ne “sait” pas encore s’il est dans la
phase désordonnée ou superfluide (la même chose vaut pour la température et
la longueur associée

√
2m∗T ).

Nous voyons qu’une fois l’échelle kc passée, nous pouvons oublier le système de
référence (le modèle de Bose-Hubbard près de la transition de Mott) et faire comme
si nous avions juste affaire à un gaz de Bose dilué, avec un cut-off kc, une masse
m∗ et une longueur de diffusion a∗ à une température T et un potentiel chimique
sgn(ZC)δµ, et il ne reste donc plus qu’à exploiter nos connaissances des gaz de bosons.
À température nulle, nous savons par exemple que k∗h =

√
2m∗|δµ| est l’inverse de

la longueur de cicatrisation, qui nous donne l’échelle à laquelle les modes de son
apparaissent (de vitesse

√
|δµ|/m∗ ). Nous savons aussi qu’à plus basse énergie, la

j. La contribution de δµ au potentiel effectif du point critique (V ∗(|φ|2)) peut s’écrire sous la
forme r|φ|2 avec r = −Zµδµ. L’identité de Ward donnée à l’équation (3.39) implique que ∂r/∂µ =
−ZC = −Zµ.
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Figure 4.5 – Longueurs caractéristiques près de la transition de Mott
générique à température nulle. (a) Vide (isolant de Mott n̄c = 0), kh
et kG sont respectivement l’inverse de la longueur de cicatrisation et
de la longueur de Ginzburg (voir chapitre I). (b) Transition de Mott
(n̄c 6= 0). kc sépare le régime N-corps et le régime gaussien (critique).
(c) superfluide près de la transition de Mott (n̄c 6= 0). k∗h et k∗G sont
les inverses des longueurs de cicatrisation et de Ginzburg effectives (voir
texte).

longueur de Ginzburg (celle des superfluides, voir section 1.4) apparait et indique
la fin de la validité de la théorie de Bogolibov (effective). Nous montrons en figure
4.5 les longueurs caractéristiques du gaz de Bose dans la limite diluée et près de la
transition de Mott. La limite universelle dans laquelle notre description du problème
en tant que gaz de quasi-particules dilué est correcte quand k∗h � kc. La figure 4.6
montre le flot des constantes de couplage dans la phase superfluide proche du point
critique. Après un flot rapide pour k ∈ [Λ, kc], λk et ZC,k prennent leur valeur de
point fixe λ∗ et Z∗C . Le système ressent ensuite l’effet du condensat quand k ' k∗h, ce
qui est clairement visible dans les flots. L’échelle k∗G étant exponentiellement faible
à trois dimensions, on ne la voit pas sur cette figure.
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Figure 4.6 – Flot de λk et ZC,k au point critique (|δµ| = 0 et T = 0) ainsi
que λSF

k et ZSF
C,k dans la phase superfluide (|δµ| 6= 0 et T = 0) pour t =

0.02U . Pour k . kc ' Λe−2, les constantes de couplage atteignent leurs
valeurs de point fixe λ∗ et Z∗C . Dans la phase superfluide, elles quittent
le point fixe gaussien pour k ' k∗h ' Λe−7 et rentre dans le régime non-
perturbatif pour k ' k∗G. Le flot est à ce moment-là logarithmiquement
lent à trois dimensions et k∗G est exponentiellement petit et donc invisible
sur cette figure (voir discussion en D.5).

4.2.3 Thermodynamique près de la transition de Mott

Nous avons vu que les flots du groupe de renormalisation près de la transition
de Mott générique sont identiques, après un régime transitoire, à ceux du gaz de
Bose dilué. Nous pouvons donc directement utiliser les fonctions d’échelle données
précédemment (en section 4.1) en remplaçant m par m∗, a par a∗ et µ par ±δµ.
Nous allons comparer les différentes fonctions d’échelle à des résolutions numériques
des équations de NPRG, en commençant par le cas à température nulle. La figure
4.7 montre le diagramme de phase à trois dimensions près du lobe de Mott n̄c = 1 et
spécifie les points que nous étudierons plus particulièrement. La pression est donnée
par l’équation (4.19), qui donne à température nulle

P (µ, T = 0) = Pc +Dcδµ+
m∗

8πa∗
(δµ)2

(
1− 64

15π

√
m∗a∗2|δµ|

)
, (4.30)

où la correction au “champ moyen” m∗
8πa∗ (δµ)2 est une correction de Lee-Huang-Yang

effective [19, 20]. Nous comparons cette formule à une résolution numérique du NPRG
en figure 4.8 le long de la ligne AB (t/U = 0.02, voir figure 4.7). Près des phases
isolantes de Mott n̄c = 0 et n̄c = 1, nous trouvons un très bon accord entre le
calcul numérique et l’équation (1.23), jusqu’à µ ' t, comme nous nous y attendons
(1/m∗a∗2 � t, t est donc l’échelle caractéristique pour le comportement universel).
Notons que l’accord est bien meilleur quand la correction de Lee-Huang-Yang est
prise en compte.

Notre approche nous permet aussi de calculer la densité du condensat n0 dans
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Figure 4.7 – Diagramme de phase du modèle de Bose-Hubbard (d = 3)
montrant les isolants de Mott (MI) n̄c = 0 (vide) et n̄c = 1 ainsi que la
phase superfluide (SF). Les points A, B et B’ sont les points quantiques
critiques de la transition générique (respectivement de type particules
près du vide, trous près de l’isolant n̄c = 1 et de type particules près
de l’isolant n̄c = 1) tandis que le point C est le point multicritique
appartenant à la classe d’universalité du modèle XY en dimension d+ 1.

la phase superfluide, dont l’équation à température nulle (donnée par la théorie de
Bogoliubov) est

n0(µ, T = 0) =
1

|Z∗C |
m∗|δµ|
4πa∗

(
1− 20

3π

√
m∗a∗2|δµ| + · · ·

)
. (4.31)

La comparaison avec le calcul numérique est très bonne, voir figure 4.9. Remarquons
que le poids des quasi-particules (|Z∗C |−1) apparait dans l’expression de n0, c’est-
à-dire que seule la partie cohérente des excitations (i.e. les quasi-particules) peut
condenser. Mathématiquement, cela vient du fait que n0 = |〈ψ〉|2 = |φ|2 = 1

|Z∗C |
|φ̄|2.

Nous pouvons également déduire des résultats précédents la vitesse du son c
près de la transition de Mott. c =

√
ρs/κ est fonction de la compressibilité κ et

de la raideur superfluide ρs = 2tZAn0 (voir équations (3.51) et (3.49)). Si nous
approximons ZA par sa valeur au point critique quantique Z∗A, nous obtenons au
premier ordre en m∗a∗2δµ

c =

√
|δµ|
m∗

. (4.32)

Nous montrons la vitesse du son près de la transition de Mott en figure 4.10. Il est
possible de retrouver ce résultat en notant que la raideur superfluide se réécrit

ρs =
|D −Dc|
m∗

, (4.33)

en analogie directe avec le résultat du gaz dilué ρs = D/m [41]. L’équation (4.32)
se déduit alors de |D −Dc| = ∂/P∂µ = m∗δµ/4πa∗ et κ = ∂2P/∂µ = m∗/4πa∗ au
premier ordre en

√
|δµ|m∗a∗2 .
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Figure 4.8 – Pression P (µ, T = 0) en fonction du potentiel chimique µ le
long de la ligne AB (t/U = 0.02), obtenue avec le NPRG (l’encart montre
la densité n̄ = dP/dµ). Les figures du bas montrent le comportement près
des isolants de Mott n̄c = 0 et n̄c = 1. La ligne en tirets verts correspond
à l’équation (4.30) et la ligne en point-tirets bleus au résultat “champ
moyen” P = Pc + n̄cδµ+ (δµ2)m∗/8πa∗. (Nous prenons l = 1 dans cette
figure.)

À température non-nulle, un régime intéressant est le régime quantique critique
µ = µc. À trois dimensions, la pression dans ce régime prend la forme (voir équation
(1.28))

P (µc, T ) = Pc + ζ(5/2)

(
m∗

2π

)3/2

T 5/2 + · · · , (4.34)

pour des températures plus petites que t. La figure 4.11 montre un bon accord entre
l’expression précédente et une résolution numérique des équations de RG. Comme
nous le discuterons en 5.1.3, nous nous attendons à ce que l’approche à la limite
universelle soit limitée par des dépendances résiduelles dans le réseau, ce qui ne
devrait pas empêcher d’extraire expérimentalement la valeur de m∗ à partir de la
pression.

Pour finir, nous pouvons vérifier que la température critique au-dessus de laquelle
la superfluidité disparait est bien universelle (cf. section 1.3.2 et la discussion asso-
ciée). Nous voyons en figure 4.12 que la température critique en unité de 1/m∗a∗2

est bien une fonction universelle de |δµ|ma∗2, que ce soit du côté particule (densité
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Figure 4.9 – Densité du condensat n0(µ, T = 0) en fonction de µ le
long de AB. Les encarts montrent le comportement près des phases de
Mott n̄ = 0 et n̄ = 1. La ligne en tirets verts correspond à l’équa-
tion (4.31) et la ligne en tiret-points bleus au résultat “champ moyen”
n0 = |Z∗C |−1m∗|δµ|/4πa∗. Ici, la correction au champ moyen est indispen-
sable pour correctement décrire la densité du condensat près des points
quantique critiques. (Nous prenons l = 1 dans cette figure.)
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Figure 4.10 – Vitesse du mode de son c le long de la ligne AB. La ligne
en tirets verts montre le résultat attendu près de la transition de Mott,
voir équation (4.32). (Nous prenons l = 1 dans cette figure.)

supérieure à une particule par site) ou du côté trou (densité inférieure à un).

Cas bidimensionnel. Il est possible de généraliser la discussion précédente à la
transition de Mott générique à deux dimensions de façon assez directe, une fois que
l’annulation logarithmique de la constante de couplage est prise en compte. En effet,
la dimension deux étant la dimension critique supérieure de la transition générique,
le terme λ de l’action effective au point critique quantique, équation (4.23), est
strictement nulle. Néanmoins, comme nous l’avons vu précédemment, il faut plus
comprendre l’action effective comme une action effective moyenne à une échelle k �
kc. Or dans ce régime, nous savons que λk décroit logarithmiquement, ce qui nous
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par l’équation (4.34). L’encart montre en échelles log-log et montre la
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Figure 4.12 – Température critique Tc en fonction du potentiel chimique
µ pour t/U = 0.02 près du lobe de Mott n̄ = 1. Les carrés rouges
correspondent aux excitations de type particule (phase superfluide près
de B’, voir figure 4.7) et les cercles verts aux trous (phase superfluide
près du point B). Notons que m∗B 6= m∗B′ et a

∗
B 6= a∗B′ . La ligne noire

est la limite universelle calculée grâce au NPRG pour le gaz dilué. À
petit potentiel chimique, on retrouve le résultat du gaz libre : Tcm∗a∗2 =
(
√

2π |δµ|m∗a∗2/4ζ(3/2))2/3.

permet de définir une longueur de diffusion 2D effective a∗ tel que λk ∝ 1/ ln(ka∗)
pour

√
2m∗|δµ| ,

√
2m∗T � k � kc. Les définitions de m∗ et δµ sont les mêmes que

précédemment, Z∗A et Z∗C prenant des valeurs de point fixe comme en d = 3 et la
formulation en termes de quasi-particules n’est pas changée. Les fonctions universelles
définies en section 4.1 sont donc directement transposables à la physique près de la
transition de Mott, comme à trois dimensions. La figure 4.13 montre le flot de RG
de λk et ZC,k près dans la phase superfluide près de la transition de Mott, où les
échelles kc, k∗h et k∗G sont clairement visibles.
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Figure 4.13 – Flot de λk et ZC,k au point critique (|δµ| = 0 et T = 0)
ainsi que λSF

k et ZSF
C,k dans la phase superfluide (|δµ| 6= 0 et T = 0) pour

t = 0.02U . Pour k . kc ' Λe−2, ZC,k atteint sa valeur de point fixe
Z∗C tandis que le flot de λk est logarithmique. Dans la phase superfluide,
elles quittent le flot gaussien pour k ' k∗h ' Λe−7 et rentre dans le
régime non-perturbatif pour k ' k∗G ' Λe−10. λSF

k /λk est aussi montré,
soulignant bien que λSF

k ' λk pour k � k∗h et montrant clairement les
échelles k∗h et k∗G.

L’étude détaillée de la thermodynamique au voisinage de la transition de Mott
reste à faire en dimension deux, dont le calcul de m∗ et a∗ le long de la transition.
La comparaison entre les calculs NPRG et la théorie de Bogoliubov (effective) de-
vrait être immédiate à température nulle. Néanmoins, comme nous le discuterons au
chapitre V, les fonctions d’échelle du gaz dilué bidimensionnel sont non-triviales à
température finie, ce qui demande en premier lieu de bien comprendre la physique
près de la transition vide-superfluide avant de s’attaquer à la transition de Mott.





Chapitre V

Thermodynamique universelle du
gaz de Bose dilué bidimensionnel

There are two possible outcomes : if the result
confirms the hypothesis, then you’ve made a
measurement. If the result is contrary to the
hypothesis, then you’ve made a discovery.

E. Fermi

Nous avons vu au chapitre précédent que la thermodynamique du gaz de Bose
prés de la transition de Mott (avec changement de densité) est décrite par les lois
d’échelle du gaz de Bose dilué. Nous nous sommes alors limité au cas tridimen-
sionnel, ce qui appelle bien entendu à réaliser la même étude pour le gaz en deux
dimensions. Si le cas à température nulle est facilement décrit en d = 2, la présence
divergences infrarouges à T 6= 0 (associées à l’absence de condensat en dimension
d ≤ 2) détruit tout espoir d’utiliser la théorie de Bogoliubov. Les fonctions d’échelle
doivent donc être calculées par des méthodes plus sophistiquées comme le NPRG
(des simulations Monte Carlo ont également été réalisées il y a une dizaine d’année,
voir par exemple [119, 120]). Nous devons donc commencer par l’étude du gaz de
Bose dilué à température finie avant de nous attaquer à la transition de Mott. Par
ailleurs, un certain nombre d’expériences récentes se sont intéressées à la thermo-
dynamique du gaz bidimensionnel dilué, ce qui va nous permettre de comparer nos
calculs de fonctions d’échelle directement à l’expérience, et ainsi discuté l’universalité
de la physique dans les superfluides. En couplage faible, nous trouvons une invariance
d’échelle, qui a été observé expérimentalement [121] mais qui disparait en couplage
fort. Nous comparons ensuite nos calculs à des données expérimentales, obtenues
dans des expériences de couplage faible ou de couplage fort (quand le gaz est placé
dans un réseau). Nous obtenons un très bon accord théorie-expérience. Enfin, nous
montrons qu’il est possible de retrouver avec le NPRG la température critique de la
transition superfluide-normal sous la forme d’une équation d’échelle.
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5.1 Fonctions d’échelle du gaz de Bose dilué bidimension-
nel

5.1.1 Fonctions d’échelle et universalité

Nous étudions les fonctions d’échelle bidimensionnelles F2 et G2 définies au cha-
pitre précédent :

P (µ, T ) =
mT 2

2π
P(µ, T ) =





mT 2

2π
F2

(
µ/T, g̃(T )

)
,

mµ2

2π
G2

(
T/µ, g̃(µ)

)
,

(5.1)

où g̃(ε) est l’interaction renormalisée (voir équation (4.12)) et P est la pression réduite
(cf. définitions du chapitre IV). Nous montrons en annexe I comment la pression
prend une forme d’échelle f(X) dans la limite classique et en couplage faible [120],
avec X = (µ − µBKT)/T g̃(T ), où µBKT est le potentiel chimique à la transition
superfluide-normal, dépendant de la température T de façon universelle (voir plus
bas). Nos calculs sont en très bon accord avec les simulations Monte Carlo.

Dans la limite de potentiel chimique négatif et grand (|µ| � T ), le système se
comporte comme un gaz classique (le large gap |µ| gèle les fluctuations) et on trouve
(en dimension d)

P(µ, T ) = D(µ, T ) = e−|µ|/T ,

S(µ, T ) =
d+ 2

2
− µ

T
,

(5.2)

c’est-à-dire
Fd(x, y) = ex pour x < 0 et |x| � 1, (5.3)

qui peut se réécrire sous la forme Gd(x, y) = xd/2+1e1/x dans la même limite.
À deux dimensions, la théorie de perturbation n’est possible qu’à température

nulle. La pression a été calculée par Schick [122] et Popov [34, 37] a

P (µ, T = 0) = −mµ
2

4π

[
ln
(1

2

√
ma2

2µ
)

+ C +
1

4
+ · · ·

]
, (5.4)

ce qui implique

G2(x, y) =
2π

y
+

ln 2

4
− 1

8
+ · · · pour x� 1. (5.5)

a. La théorie étant renormalisable (au sens de la théorie des champs) à deux dimensions [117],
seule la longueur de diffusion (en plus de la masse) est nécessaire pour caractériser le système. Cela
implique en particulier que la fonction d’échelle G2 (respectivement F2) est en toute généralité une
fonction ne dépendant que de deux variables, T/µ et g̃(µ) (respectivement µ/T et g̃(T )), comme
cela a été vérifié récemment par le calcul explicite de la correction suivante pour la pression à T = 0
[123]. En d = 3, la théorie n’est pas renormalisable et les fonctions d’échelle dépendent d’une infinité
de variables (mais peuvent être développées ordre par ordre en un petit paramètre, Tma2

3 ou µma2
3).
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À température finie, les intégrales sont divergentes dans l’infrarouge et la théorie de
perturbation n’est plus valide. En particulier, la phase superfluide n’a plus de conden-
sat mais est décrite par la théorie de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless [124, 125, 126,
127]. La transition de phase superfluide - gaz normal est pilotée par la prolifération
de vortex, ce qui est au-delà d’un simple traitement en perturbation. Il est néanmoins
possible de calculer un certain nombre de quantités physiques en utilisant le groupe
de renormalisation, par exemple la température critique en fonction du potentiel chi-
mique [128] (voir également plus bas). Dans le régime quantique critique |µ| � T ,
la thermodynamique est accessible avec un calcul de RG à une boucle (voir le calcul
détaillé en Ref. [129])

F2(0, y) = P(0, T ) =
π2

6
− y

2π
ln2
(2π

y

)
+ · · · ,

F (1,0)
2 (0, y) = D(0, T ) = ln

(2π

y

)
+ · · · ,

(5.6)

où la correction suivante à F2(0, y) est d’ordre y ln y. Le résultat F2(0, 0) = π2/6 est
exacte, comme le montre le calcul de la pression du gaz de Bose parfait. Notons que
l’équation (5.6) est en contradiction avec le calcul de Sachdev et al. [118], qui prédit
une densité dans l’espace des phases dans le même régime s’annulant comme g̃(T )4

(là où nous trouvons une divergence en − ln g̃(T )). Leur calcul est infirmé par une
résolution numérique des équations de flot, tandis que notre résultat est confirmé.
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FIG. 8. Scaling function P for g̃(T ) = 0.5, 1, 3, 5 (from top
to bottom). circles are theoretical predictions for µ ! T , Eq
(16). inset is a semilog plot where diamonds is the asymptoic
value for µ < 0, exp(µ/T ).
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√
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and Λ → Λ/

√
2 (g̃(T ) = 5 because Tma2 = const) (green

triangle); m → m/2, g0 → 2g0, T = 2T ∗ (g̃(T ) = 5 because
Tma2 = const) (purple triangle).
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FIG. 11. P on the lattice as a function of µ/T for U/t = 0.22
and T = t/100 (circle); T = t/10 (square); T = t (diamond);
T = 3t (triangle); The black line shows the homogeneous case
with 2mg = 0.22.
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FIG. 12. P as a function of µ/T for t/U = 0.16 and T =
t/100 (circle); T = t/10 (square); T = t (diamond); T =
3t (triangle); The colored lines show P in the homogeneous
case with the same g̃(T ), from top to bottom, respectively.
The inset shows that for T = 3t the system is very ‘out of
universality’ (the triangles do not agree with the continuum),
whereas at low enough temerature (for instance T = 0.01t)
the homogenuous and lattice system agree.
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lattice (red) and the equivalent for the continuum. Inset
shows the 1/log(T ) behavior. g̃ varies significantly when T/t
is deacresed (but still logarithmicaly).

Figure 5.1 – Pression réduite bidimensionnelle P(µ, T ) en fonction de
µ/T à g̃(T ) fixe. La courbe du haut est obtenue pour g̃(T ) = 0.22 avec
T = 0.1Λ2/2m et 2m = 1. Carrés rouges : (T , g2, m, Λ), cercles noirs
(T/2, g2, m, Λ), losanges oranges : (T , 2g2, m/2, Λ). La courbe du bas
est obtenue pour g̃(T ) = 5. Triangles bleus : (T , g2, m, Λ), triangles
verts : (2T , g2, m, Λ/

√
2 ), triangles violets (2T , 2g2, m/2, Λ). Les lignes

pleines sont tracées pour plus de clarté.

En couplage faible à deux dimensions, la constante de couplage peut être consi-
dérée comme indépendante de l’énergie (sauf pour des températures exponentielle-
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t/100 (circle); T = t/10 (square); T = t (diamond); T =
3t (triangle); The colored lines show P in the homogeneous
case with the same g̃(T ), from top to bottom, respectively.
The inset shows that for T = 3t the system is very ‘out of
universality’ (the triangles do not agree with the continuum),
whereas at low enough temerature (for instance T = 0.01t)
the homogenuous and lattice system agree.
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lattice (red) and the equivalent for the continuum. Inset
shows the 1/log(T ) behavior. g̃ varies significantly when T/t
is deacresed (but still logarithmicaly).

FIG. 2. (Color online) Phase-space pressure P(µ, T ) vs
µ/T at fixed g̃(T ). The upper curve is obtained for
g̃(T ) = 0.22 with T = 0.1Λ2/2m and 2m = 1. (Red)
squares: (T, g, m,Λ), (black) dots: (T/2, g, m,Λ), (orange)
diamonds: (T, 2g, m/2,Λ). The lower curve is obtained for
g̃(T ) = 5. (Blue) triangles: (T, g, m,Λ), (green) triangles:
(T/2, g, m,Λ/

√
2), (purple) triangles: (T, 2g, m/2,Λ). The

solid lines are guides to the eyes.

A. F(x, y) vs x (y fixed)

We first discuss the x dependence of F(x, y) for fixed
y. Figure 2 shows the phase-space pressure P = F
[Eqs. (24)] as a function of µ/T for g̃(T ) = 0.22 and
g̃(T ) = 5. We can verify that the scaling form (1)
holds by computing P for various sets of parameters
(T, g,m,Λ). For the case g̃(T ) = 0.22, we choose
the value g̃ = 0.22 for the bare interaction constant,
so that the system is in the weak-coupling limit and
g̃(T ) � 0.22 nearly temperature independent (see the
discussion below). We find that the three sets of pa-
rameters, (T, g, m,Λ), (T/2, g, m,Λ) and (T, 2g, m/2,Λ)
(with T = 0.1Λ2/2m and 2m = 1), yield the same
results for the phase-space pressure P in agreement
with the expected scale invariance at weak coupling:
F(µ/T, g̃(T )) = F(µ/T, g̃). In the case g̃(T ) = 5,
the results obtained for the three sets of parameters,
(T, g, m,Λ), (T/2, g, m,Λ/

√
2) and (2T, 2g, m/2,Λ), also

collapse on a single curve corresponding to the scaling
function F(x, y) (with y ≡ g̃(T ) fixed). Note that in
this case one must change simultaneously at least two
parameters to keep g̃(T ) unchanged.

Figure 3 shows the phase-space pressure P = F , the
phase-space density D = F (1,0) and the entropy per par-
ticle S(µ, T ) as a function of µ/T for various values of
g̃(T ) [Eqs. (24-25)]. At large and negative chemical po-
tential (|µ|/T � 1), we find that the system behaves as
a classical dilute gas,

P(µ, T ) = D(µ, T ) = e−|µ|/T ,

S(µ, T ) = 2 − µ

T
,

(29)

which implies

F(x, y) = ex for x < 0 and |x| � 1. (30)
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FIG. 4. Scaled occupation D̄ at the critical point (δµ = 0) as a
function of the normalized temperature T/t from experimen-
tal data (figure 3 of [8]) (Black circle) and NPRG calculation
of a 2D lattice Bose gas with t/U = 0.16. green : scaling
function
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FIG. 5. Scaling function of the entropy per particle at δµ = 0,
S̄, vs g̃ = −4π/(ln(

�
T ã2

2D/4t) + C) from experiments [8]
(black circles) and [7] (green circle) and from NPRG calcula-
tion of a 2D Bose gas (red line). The inset is a loglog scale,
with a fit 1.5g̃0.184 (dashed blue line), in very good agreement
with the fit used in [8] on the interval probes by the exper-
iments. (There is a factor 2 between our definition of g̃ and
that of [8] and [7].)

In order to compare the measurement near the
vacuum-superfluid critical point, the microscopic physics
has to be taken into account, via the introduction of
the scattering length. Therefore, if one plots P̄, D̄
or S as function of g̃ = −4π/(ln(

�
T ã2

2D/4t) + C) =

−4π/(ln(
�

T 2mΛ2a2
2D/2)+C), for a given µ/T , then all

the curves must collapse on each other. Figure 5 shows
the scaling function of S at µ = 0 vs g̃, as well as the
measurement of the Chicago group both with and with-
out lattice [1, 8]. The inset is in loglog scale, showing
that the empirical fit used in [8] is a nice approxima-
tion of the scaling function in the regime attained in the
experiments.

Figure 6 shows the scaling functions of P̄ and D̄ for
µ = 0 as function of g̃. We compute in Appendix the
behavior of the scaling functions.

These scaling functions were computed using an NPRG
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FIG. 6. Scaling function of the occupation number and pres-
sure at δµ = 0, vs g̃ = −4π/(ln(

�
Ta2

2D/4t)+C) from NPRG
(lines). The squares are experimental measurements of D̄ ([8]
(black) and [7] (green)) whereas the green triangle correspond
to the measurement of P̄ from [7]. D̄ goes as − ln(g̃) for small
g̃ (inset ?).

-4 -2 0

0.1

1

10

-2 0 2 4
0

25

50

75

100

µ/T

P

FIG. 7. Scaling function P for g̃(T ) = 0.1, 0.5, 1, 3, 5 (from top
to bottom). circles are theoretical predictions for µ � T , Eq
(16). inset is a semilog plot where diamonds is the asymptoic
value for µ < 0, exp(µ/T ).

calculation in the continuum, as it is easier to get ride
of the lattice effects. In any case, one can show that the
scaling functions computed on the lattice do collapse as
they should.

CONCLUSION

NPRG

Calculation of the scaling function at µ = 0

refaire avec t plutot ?

In this appendix, we compute the scaling functions at
µ = 0 and compare them to the results from [11]. We use
here the model of lattice bosons. Because the quantum
critical regime exists only for T � t, the dispersion will
be approximate .
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FIG. 10. P as a function of µ/T for 2mg0 = 0.22 and T =
T ∗ = 0.1Λ2/2m (square); 2mg0 = 0.22, T = T ∗/2 and Λ →
Λ/

√
2 (circle); m → m/2, 2mg0 = 0.22, T = T ∗ (diamond);

T = T ∗ = 0.1Λ2/2m with g̃(T ) = 5 (blue triangle); T = T ∗/2
and Λ → Λ/

√
2 (g̃(T ) = 5 because Tma2 = const) (green

triangle); m → m/2, g0 → 2g0, T = 2T ∗ (g̃(T ) = 5 because
Tma2 = const) (purple triangle).
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FIG. 11. P on the lattice as a function of µ/T for U/t = 0.22
and T = t/100 (circle); T = t/10 (square); T = t (diamond);
T = 3t (triangle); The black line shows the homogeneous case
with 2mg = 0.22.
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FIG. 12. P as a function of µ/T for t/U = 0.16 and T =
t/100 (circle); T = t/10 (square); T = t (diamond); T =
3t (triangle); The colored lines show P in the homogeneous
case with the same g̃(T ), from top to bottom, respectively.
The inset shows that for T = 3t the system is very ‘out of
universality’ (the triangles do not agree with the continuum),
whereas at low enough temerature (for instance T = 0.01t)
the homogenuous and lattice system agree.
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FIG. 13. g̃(T ) as a function of T/t for t/U = 0.16 on the
lattice (red) and the equivalent for the continuum. Inset
shows the 1/log(T ) behavior. g̃ varies significantly when T/t
is deacresed (but still logarithmicaly).
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FIG. 8. Scaling function P for g̃(T ) = 0.5, 1, 3, 5 (from top
to bottom). circles are theoretical predictions for µ � T , Eq
(16). inset is a semilog plot where diamonds is the asymptoic
value for µ < 0, exp(µ/T ).
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FIG. 9. S as a function of µ/T for g̃(T ) = 0.5, 1, 3 (from
bottom to top). diamonds is the asymptoic form for µ < 0,
2 − µ/T .
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FIG. 10. P as a function of µ/T for 2mg0 = 0.22 and T =
T ∗ = 0.1Λ2/2m (square); 2mg0 = 0.22, T = T ∗/2 and Λ →
Λ/

√
2 (circle); m → m/2, 2mg0 = 0.22, T = T ∗ (diamond);

T = T ∗ = 0.1Λ2/2m with g̃(T ) = 5 (blue triangle); T = T ∗/2
and Λ → Λ/

√
2 (g̃(T ) = 5 because Tma2 = const) (green

triangle); m → m/2, g0 → 2g0, T = 2T ∗ (g̃(T ) = 5 because
Tma2 = const) (purple triangle).

-4 -2 0 2 4
0

200

400

600

800

-3 -2 -1 0 1
0

1

2

3

P

FIG. 11. P on the lattice as a function of µ/T for U/t = 0.22
and T = t/100 (circle); T = t/10 (square); T = t (diamond);
T = 3t (triangle); The black line shows the homogeneous case
with 2mg = 0.22.
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FIG. 12. P as a function of µ/T for t/U = 0.16 and T =
t/100 (circle); T = t/10 (square); T = t (diamond); T =
3t (triangle); The colored lines show P in the homogeneous
case with the same g̃(T ), from top to bottom, respectively.
The inset shows that for T = 3t the system is very ‘out of
universality’ (the triangles do not agree with the continuum),
whereas at low enough temerature (for instance T = 0.01t)
the homogenuous and lattice system agree.
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FIG. 13. g̃(T ) as a function of T/t for t/U = 0.16 on the
lattice (red) and the equivalent for the continuum. Inset
shows the 1/log(T ) behavior. g̃ varies significantly when T/t
is deacresed (but still logarithmicaly).

FIG. 3. (Color online) Phase-space pressure P(µ, T ), phase-
space density D(µ, T ) and entropy per particle S(µ, T ) vs
µ/T . From top to bottom, the curves correspond to g̃(T ) =
0.1, 0.5, 1, 3, 5 for P, and g̃(T ) = 0.5, 1, 3, 5 for D and S. The
dots show the limiting behavior (31) valid for µ � T and the
diamonds the classical gas result (29).

In the opposite limit of a large positive chemical potential
(µ/T � 1), the pressure can be approximated by its zero-
temperature limit. Using the expression (27), we obtain

P(µ, T ) =
� µ

T

�2
�

2π

g̃(µ)
− 1

8

�
,

D(µ, T ) =
µ

T

�
4π

g̃(µ)
− 1

2

�
,

S(µ, T ) = 0,

(31)

i.e.

G(x, y) = x2

�
2π

y
− 1

8

�
for x � 1, (32)
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to bottom). circles are theoretical predictions for µ ! T , Eq
(16). inset is a semilog plot where diamonds is the asymptoic
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bottom to top). diamonds is the asymptoic form for µ < 0,
2 − µ/T .
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FIG. 10. P as a function of µ/T for 2mg0 = 0.22 and T =
T ∗ = 0.1Λ2/2m (square); 2mg0 = 0.22, T = T ∗/2 and Λ →
Λ/

√
2 (circle); m → m/2, 2mg0 = 0.22, T = T ∗ (diamond);

T = T ∗ = 0.1Λ2/2m with g̃(T ) = 5 (blue triangle); T = T ∗/2
and Λ → Λ/

√
2 (g̃(T ) = 5 because Tma2 = const) (green

triangle); m → m/2, g0 → 2g0, T = 2T ∗ (g̃(T ) = 5 because
Tma2 = const) (purple triangle).
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FIG. 11. P on the lattice as a function of µ/T for U/t = 0.22
and T = t/100 (circle); T = t/10 (square); T = t (diamond);
T = 3t (triangle); The black line shows the homogeneous case
with 2mg = 0.22.
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FIG. 12. P as a function of µ/T for t/U = 0.16 and T =
t/100 (circle); T = t/10 (square); T = t (diamond); T =
3t (triangle); The colored lines show P in the homogeneous
case with the same g̃(T ), from top to bottom, respectively.
The inset shows that for T = 3t the system is very ‘out of
universality’ (the triangles do not agree with the continuum),
whereas at low enough temerature (for instance T = 0.01t)
the homogenuous and lattice system agree.
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shows the 1/log(T ) behavior. g̃ varies significantly when T/t
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to bottom). circles are theoretical predictions for µ ! T , Eq
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FIG. 10. P as a function of µ/T for 2mg0 = 0.22 and T =
T ∗ = 0.1Λ2/2m (square); 2mg0 = 0.22, T = T ∗/2 and Λ →
Λ/

√
2 (circle); m → m/2, 2mg0 = 0.22, T = T ∗ (diamond);

T = T ∗ = 0.1Λ2/2m with g̃(T ) = 5 (blue triangle); T = T ∗/2
and Λ → Λ/

√
2 (g̃(T ) = 5 because Tma2 = const) (green

triangle); m → m/2, g0 → 2g0, T = 2T ∗ (g̃(T ) = 5 because
Tma2 = const) (purple triangle).
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whereas at low enough temerature (for instance T = 0.01t)
the homogenuous and lattice system agree.
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FIG. 13. g̃(T ) as a function of T/t for t/U = 0.16 on the
lattice (red) and the equivalent for the continuum. Inset
shows the 1/log(T ) behavior. g̃ varies significantly when T/t
is deacresed (but still logarithmicaly).

Figure 5.2 – Pression réduite P(µ, T ), densité réduite D(µ, T ) et en-
tropie par particule S(µ, T ) en fonction de µ/T . Du haut vers le bas, les
courbes correspondent à g̃(T ) = 0.1, 0.5, 1, 3, 5 pour P, g̃(T ) = 0.5, 1, 3,
5 pour D et g̃(T ) = 0.1, 0.5, 1 pour S. Les cercles noirs correspondent au
comportement (5.7) pour µ� T et les losanges au gaz classique (5.2).

ment petites, et donc inatteignables en pratique). Cela implique en particulier que
la fonction d’échelle F2(µ/T, g̃(T )) = F2(µ/T, g̃2) (avec g̃2 = 2mg2) ne dépend plus
que d’une seule variable et est donc invariante d’échelle. La figure 5.1 montre la
pression réduite en couplage faible et en couplage fort pour différentes valeurs des
paramètres, telles que la température T , la masse m et l’interaction nue g2. En cou-
plage faible (g̃(T ) = 0.22 ' const.), la pression réduite est bien invariante d’échelle :
si la température et le potentiel chimique sont divisés par deux, P(µ, T ) ne change
pas (g̃(T ) ' g̃(T/2) ' 2mg2 en très bonne approximation) et de même si la masse
est divisée par deux à mg2 constant. En couplage fort (g̃(T ) = 5), il faut changer au
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moins deux quantités (à µ/T fixe) de manière concertée pour garder g̃(T ) constant,
on perd donc l’invariance d’échelle.

Nous montrons en figure 5.2 la pression réduite, la densité réduite et l’entropie
par particule en fonction de µ/T pour différentes valeurs de g̃(T ). À grand potentiel
chimique négatif (|µ| � T ), nous retrouvons bien le comportement du gaz classique
(équation (5.2)). Dans la limite opposée (µ� T ), ces fonctions sont bien approximées
par leurs valeurs à température nulle. D’après l’expression (5.4), on obtient

P(µ, T ) =
(µ
T

)2
(

2π

g̃(µ)
+

1

4
ln 2− 1

8

)
,

D(µ, T ) =
µ

T

(
4π

g̃(µ)
+

1

2
ln 2− 1

2

)
,

S(µ, T ) = 0,

(5.7)

En couplage faible, il est possible de négliger les constantes ln(2)/4 − 1/8 et
on retrouve le résultat champ moyen avec le remplacement de l’interaction nue par
l’interaction renormalisée g̃(µ). De façon remarquable, les comportements limites
sont correctes non seulement en couplage faible (cf. [119, 120]), mais également en
couplage fort (g̃(T ) & 1).

Le NPRG donne également des résultats directement comparables aux expé-
riences. Une a été réalisée récemment à l’École Normale Supérieure (ENS) avec du
Rubidium 87 en couplage faible (mg2 = 0.11) [121] et a mesuré la pression réduite,
la densité réduite et l’entropie par particule. Les mesures présentent une belle dé-
monstration de l’invariance d’échelle du gaz de Bose bidimensionnelle en interaction
faible. La figure 5.3 montre l’accord quantitatif entre les mesures expérimentales et
le calcul NPRG (sans paramètre ajustable).

5.1.2 Universalité dans le modèle de Bose-Hubbard

Le gaz de Bose dilué dans un réseau optique peut être décrit par une théorie
des champs semblable à celle du gaz de Bose homogène, mais dont la masse et l’in-
teraction sont renormalisées, voir section 1.5.4. La thermodynamique du modèle de
Bose-Hubbard dans la limite diluée est donc décrite par les fonctions d’échelle intro-
duites précédemment, quand les conditions T � t et δµ = µ + 2dt � t (équivalent
à Dld � 1, avec l le pas du réseau). Comme nous l’avons vu au chapitre précédent,
les fonctions d’échelles décrivent aussi la thermodynamique de la phase superfluide
près de la transition de Mott générique.

Une expérience récente de bosons dans un réseau carré a été réalisée à Chicago
[130] (expérience Chicago II), où les auteurs ont étudié le comportement quantique
critique de la transition de phase vide-superfluide. Du fait du réseau, il est possible
d’atteindre le régime de couplage fort 2mg2 = U/t ' 6 et l’expérience étant réalisée à
des températures relativement élevées (T ∈ [2t, 15t]), l’interaction renormalisée reste
elle aussi grande (g̃(T ) ' 4). Il est possible de comparer les mesures expérimentales
aux calculs NPRG, avec un bon accord théorie-expérience, comme montré en figure
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which gives, for s = T − 1
z and z = 1/ν = 2

D(µ, T, g0) =
mT

2π
h2(

µ

T
,

−2π

ln(
√

T 2ma2
2D/2) + C

). (19)

Because the density is the derivative of the pressure
with respect to the chimical potential, we get h2(x, y) =
∂f2

∂x
(x, y).

In order to study the scaling of the different thermo-
dynamic quantities, one usually removes the dimensional
dependence on temperature, using the so-called phase
space pressure P = Pλd

dB/T and phase space density
D = Dλd

dB, where λdB is the de Broglie thermal wave

length λdB =
√

2π/mT .

WEAK-COUPLING REGIME

In most experiments, the 2D Bose gas is weakly inter-
acting, unless one uses an optical lattice or a Fleshbach
resonance in the scattering length. For instance, in [7],
the microscopic coupling of the quasi-bidimensional gas
is mg = 0.11. As discussed before, the 2D scattering
length depends exponentially on the interaction strength,
a2D " e−2π/mg0/Λ. This implies that in weak-coupling,
g̃(s) is practically independent of s, except for exponen-
tially large s, and one can safely state that g̃(s) = mg0.
In particular, this implies that the scaling relations for
the phase space pressure and density are given by

P(µ, T, g0) = f2(
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T
, mg0),

D(µ, T, g0) = h2(
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, mg0),

(20)

and one therefore recovers the classical scale invariance of
the bi-dimensional Bose gas. Another interesting thermo-
dynamical quantity is the entropy (per unit of volume)

s =
∂P

∂T
. In particular, equation (20) implies that the

entropy par particle S =
s

D
is given by

S(µ, T, g0) = 2
P
D (

µ

T
, mg0) − µ

T
. (21)

The phase space pressure, density and the entropy per
particle are then functions of µ/T only, for a given mi-
croscopic interaction strength.

It is possible to compute these quantities with a NPRG
approach, see technical details in appendix . Even though
the approximations made are unable to grab most of the
physics of the BKT phase, we expect the thermodynam-
ics to be independent of these long wave-length fluctua-
tions. Figure 1 shows the NPRG calculation versus the
experimental data of ENS group given in Ref. [7]. There
is no free parameter and we have checked that our results
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the approximations made are unable to grab most of the
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and NPRG calculation of a 2D Bose gas with interaction
mg = 0.11 and 2ml2T = 0.1. The NPRG results are al-
most temperature independent in this weak-coupling regime,
see text.

are temperature independent, as expected in this weak-
coupling regime. The NPRG calculation agrees nicely
with the experimental results.

At large and negative chemical potential, the classical
regime is recovered, that is, P = D = e−|µ|/T and the
entropy per particle behaves asymptotically as 2 − µ/T .
In the opposite limit, thermodynamics is dominated by
the mean-field results, P = µ2/2g0, which gives

P =
π

mg0
(
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)2,

D =
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mg0
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,
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Figure 5.3 – Pression réduite P(µ, T ), densité réduite D(µ, T ) et entro-
pie par particule S(µ, T ) en fonction de µ/T mesurées dans l’expérience
ENS [121] (points nois). Les courbes rouges montrent les résultats NPRG.

5.4. Cela démontre qu’on peut utiliser le NPRG pour des comparaisons quantitatives
avec les expériences.

Enfin, il est possible d’explorer l’universalité de la thermodynamique du gaz de
Bose dilué en comparant les données expérimentales pour différentes valeurs des pa-
ramètres microscopiques. La figure 5.5 présente la pression réduite, la densité réduite
ainsi que l’entropie par particule au point quantique critique de la transition vide-
superfluide en fonction de la température, calculées avec le NPRG. Nous montrons
aussi des données expérimentales tirées de trois expériences différentes de gaz de
Bose dilués bidimensionnels : celle réalisée à l’École Normale Supérieure (ENS) avec
du Rubidium 87 [121] (voir ci-dessus) ; l’expérience Chicago I du groupe de Chin
avec du Césium 133 en couplage faible [131] ; nous montrons également les résultats
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STRONG COUPLING REGIME

When the Bose gas is loaded in a optical lattice,
the system can reach the strong coupling regime. The
bosons experience the vacuum-superfluid transition at
µc = −2dt or equivalently at δµ = 0. As stated in
and , the scaling function on the lattice are the same as
those of the dilute Bose gas if one use the effective mass
m∗ = 1/2tr2 and scattering length a∗, which are low en-
ergy parameters. Experimentally, one has access to the
microscopic parameters t and U , it is then natural to ex-
press the scaling relations (17) and (19) in term of the
pressure per site P̄ = rdP and the number of atom per
site n̄ = rdD as function t

P̄ (µ, T, U) =
T 2

4πt
f2(

µ

T
,

−4π

ln(
√

T ã2
2D/4t) + C

),

n̄(µ, T, U) =
T

4πt
h2(

µ

T
,

−4π

ln(
√

T ã2
2D/4t) + C

),

(23)

where ã2D = a2D/r is the lattice scattering length in unit
of the lattice spacing, given by equation 9. Because of
the universality of the quantum critical fixed point, the
scaling functions f2 and h2 of equation (23) are the same
as equations (17) and (19) and all the microscopic details
are coded in the scattering length, at T 2m∗r2 = T/t
fixed. It is natural now to define the scaled pressure
per site P̄ = P̄ t/T 2 and scaled occupation number D̄ =
n̄t/T . The entropy per particle S is defined as before.

Thermodynamics measurements of a Bose gas in an
optical lattice were conducted by the Chicago group in
[8] at t/U = 0.16 and temperature ranging from 2t to
12t, that is at the frontier to the quantum critical regime.
Indeed, one expects to see the universal regime when the
interaction can approximate by equation (7), that is for
T " t.

Using a lattice-NPRG approach to the Bose-Hubbard
model, see [9, 10], we can compute the thermodynam-
ics for a given µ/U , t/U and T/U and compare to the
experimental data. As a technical remark, we want to
stress that the NPRG, at the approximations made here,
see Appendix , does not grab all the physics of the BKT
transition. Nevertheless, we expect the equation of state
to be almost independent of this long distance physics for
µ # 0. Whereas in weak coupling, there is no difficulty
in computing the density, as seen in figure 1, it is not the
case in strong coupling, where the transition from the
normal to superfluid phase makes the calculation harder
for µ ! 0, at least at high temperature. repetition ?
mettre cette discussion avant? ou en annexe ?

Figure 2 shows the scaled occupation number D̄ as a
function of µ/T , measured experimentally by the Chicago
group and from the NPRG at several temperatures, and
shows a very nice agreement between experiment and
theory. In particular, we see that the curves almost col-
lapse to a single one close to the critical point µ = 0.
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FIG. 2. Scaled occupation number D̄ vs δµ/T from [8]
(symbols) and NPRG calculation of a 2D lattice Bose gas with
t/U = 0.16 (lines), for T/t = 2.481 (red) and T/t = 4.074
(green).
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FIG. 3. Entropy per particle S vs δµ/T from [8] (symbols) and
NPRG calculation of a 2D lattice Bose gas with t/U = 0.16
(lines) for T/t = 2.481 (red) and T/t = 4.074 (green).

The fact that the collapsing is not perfect is due to the
the breaking of scale invariance as the coupling constant
depends on temperature. This dependence is not com-
pletely negligible in strong coupling and one could expect
that it change qualitatively the physics from the weak-
coupling regime.

Figure 3 shows the entropy per particle S as a function
of µ/T for different temperatures, and there is also a fair
agreement between experiment and theory. Here again,
the curves do not completely collapse on each other due
to the breaking of scale invariance in strong coupling.

Figure 4 shows the scaled occupation number at the
critical chemical potential µ = 0 as a function of T/t.
The NPRG calculation are only in qualitative agreement
with the measurement. In particular, whereas the exper-
iment sees what seems to be a plateau (barre d’erreur
?), as one would expect if there were a true scale invari-
ance, the NPRG shows that D̄ always depends on tem-
perature, in agreement with equation 23. The plateau
seen experimentally might come from finite size effects
(???) or a breakdown of the LDA (??? but it seems to
work, cf MC).
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model, see [9, 10], we can compute the thermodynam-
ics for a given µ/U , t/U and T/U and compare to the
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stress that the NPRG, at the approximations made here,
see Appendix , does not grab all the physics of the BKT
transition. Nevertheless, we expect the equation of state
to be almost independent of this long distance physics for
µ # 0. Whereas in weak coupling, there is no difficulty
in computing the density, as seen in figure 1, it is not the
case in strong coupling, where the transition from the
normal to superfluid phase makes the calculation harder
for µ ! 0, at least at high temperature. repetition ?
mettre cette discussion avant? ou en annexe ?

Figure 2 shows the scaled occupation number D̄ as a
function of µ/T , measured experimentally by the Chicago
group and from the NPRG at several temperatures, and
shows a very nice agreement between experiment and
theory. In particular, we see that the curves almost col-
lapse to a single one close to the critical point µ = 0.
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(symbols) and NPRG calculation of a 2D lattice Bose gas with
t/U = 0.16 (lines), for T/t = 2.481 (red) and T/t = 4.074
(green).

-1 -0.5 0 0.5 1
0

1

2

3

T/t = 2.5

T/t = 4.1

T/t = 2.5 (Chicago II)

T/t = 4.1 (Chicago II)

δµ/T

S

FIG. 3. Entropy per particle S vs δµ/T from [8] (symbols) and
NPRG calculation of a 2D lattice Bose gas with t/U = 0.16
(lines) for T/t = 2.481 (red) and T/t = 4.074 (green).

The fact that the collapsing is not perfect is due to the
the breaking of scale invariance as the coupling constant
depends on temperature. This dependence is not com-
pletely negligible in strong coupling and one could expect
that it change qualitatively the physics from the weak-
coupling regime.

Figure 3 shows the entropy per particle S as a function
of µ/T for different temperatures, and there is also a fair
agreement between experiment and theory. Here again,
the curves do not completely collapse on each other due
to the breaking of scale invariance in strong coupling.

Figure 4 shows the scaled occupation number at the
critical chemical potential µ = 0 as a function of T/t.
The NPRG calculation are only in qualitative agreement
with the measurement. In particular, whereas the exper-
iment sees what seems to be a plateau (barre d’erreur
?), as one would expect if there were a true scale invari-
ance, the NPRG shows that D̄ always depends on tem-
perature, in agreement with equation 23. The plateau
seen experimentally might come from finite size effects
(???) or a breakdown of the LDA (??? but it seems to
work, cf MC).

Figure 5.4 – Densité réduite D(µ, T ) et entropie par particule S(µ, T )
en fonction de δµ/T à T = 6.7nK et T = 11 nK dans l’expérience Chi-
cago II [130]. Les lignes pleines et en tiret montrent les résultats NPRG
obtenus pour le modèle de Bose-Hubbard.

de l’expérience Chicago II (voir ci-dessus) [130]. Nous voyons que ces données expé-
rimentales se mettent toutes sur une unique courbe, du fait de l’universalité de la
physique du gaz de Bose dilué.

5.1.3 Approche de la limite universelle

Une point important à étudier concerne l’approche à la limite universelle. Les
modèles sans réseau que nous avons évoqués plus haut ont l’agréable caractéristique
de n’être valable que dans leur régime d’universalité, voir figure 4.1. Cela n’est pas
le cas du modèle de Bose-Hubbard dans la limite diluée, pour lequel le régime uni-
versel est défini approximativement par |µ − µc|, T � t. Nous allons préciser ces
critères maintenant. C’est en particulier important concernant les expériences, car il
est encore difficile de refroidir les gaz sur réseau à des températures inférieures à 2t
[130, 132].

La figure 5.6 montre le comportement de la pression réduite des phases dans
le régime quantique critique µ = µc sur un réseau carré. Nous voyons clairement
que P(µc, T ) ne rejoint la courbe universelle F(0, g̃(T )) qu’à très basse température
T ' t/10 et que la courbe présente un maximum pour T = 2t. Cette bosse est due
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FIG. 4. Scaled occupation D̄ at the critical point (δµ = 0) as a
function of the normalized temperature T/t from experimen-
tal data (figure 3 of [8]) (Black circle) and NPRG calculation
of a 2D lattice Bose gas with t/U = 0.16. green : scaling
function
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FIG. 5. Scaling function of the entropy per particle at δµ = 0,
S̄, vs g̃ = −4π/(ln(

√
T ã2

2D/4t) + C) from experiments [8]
(black circles) and [7] (green circle) and from NPRG calcula-
tion of a 2D Bose gas (red line). The inset is a loglog scale,
with a fit 1.5g̃0.184 (dashed blue line), in very good agreement
with the fit used in [8] on the interval probes by the exper-
iments. (There is a factor 2 between our definition of g̃ and
that of [8] and [7].)

In order to compare the measurement near the
vacuum-superfluid critical point, the microscopic physics
has to be taken into account, via the introduction of
the scattering length. Therefore, if one plots P̄, D̄
or S as function of g̃ = −4π/(ln(

√
T ã2

2D/4t) + C) =

−4π/(ln(
√

T 2mΛ2a2
2D/2)+C), for a given µ/T , then all

the curves must collapse on each other. Figure 5 shows
the scaling function of S at µ = 0 vs g̃, as well as the
measurement of the Chicago group both with and with-
out lattice [1, 8]. The inset is in loglog scale, showing
that the empirical fit used in [8] is a nice approxima-
tion of the scaling function in the regime attained in the
experiments.

Figure 8 shows the scaling functions of P̄ and D̄ for
µ = 0 as function of g̃. We compute in Appendix the
behavior of the scaling functions.
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FIG. 6. Scaling function of the occupation number and pres-
sure at δµ = 0, vs g̃ = −4π/(ln(

√
Ta2

2D/4t)+C) from NPRG
(lines). The squares are experimental measurements of D̄ ([8]
(black) and [7] (green)) whereas the green triangle correspond
to the measurement of P̄ from [7]. D̄ goes as − ln(g̃) for small
g̃ (inset ?).
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FIG. 7. Scaling function of the occupation number and pres-
sure at δµ = 0, vs g̃ = −4π/(ln(

√
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2D/4t)+C) from NPRG
(lines). The squares are experimental measurements of P̄ ([8]
(black) and [7] (green)).
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FIG. 8. Scaling function of the occupation number and pres-
sure at δµ = 0, vs g̃ = −4π/(ln(

√
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2D/4t)+C) from NPRG
(lines). The squares are experimental measurements of D̄ ([8]
(black) and [7] (green)). D̄ goes as − ln(g̃) for small g̃ (inset
?).
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tion of a 2D Bose gas (red line). The inset is a loglog scale,
with a fit 1.5g̃0.184 (dashed blue line), in very good agreement
with the fit used in [8] on the interval probes by the exper-
iments. (There is a factor 2 between our definition of g̃ and
that of [8] and [7].)

In order to compare the measurement near the
vacuum-superfluid critical point, the microscopic physics
has to be taken into account, via the introduction of
the scattering length. Therefore, if one plots P̄, D̄
or S as function of g̃ = −4π/(ln(
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−4π/(ln(
√

T 2mΛ2a2
2D/2)+C), for a given µ/T , then all

the curves must collapse on each other. Figure 5 shows
the scaling function of S at µ = 0 vs g̃, as well as the
measurement of the Chicago group both with and with-
out lattice [1, 8]. The inset is in loglog scale, showing
that the empirical fit used in [8] is a nice approxima-
tion of the scaling function in the regime attained in the
experiments.

Figure 8 shows the scaling functions of P̄ and D̄ for
µ = 0 as function of g̃. We compute in Appendix the
behavior of the scaling functions.
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T ã2

2D/4t) + C) from experiments [8]
(black circles) and [7] (green circle) and from NPRG calcula-
tion of a 2D Bose gas (red line). The inset is a loglog scale,
with a fit 1.5g̃0.184 (dashed blue line), in very good agreement
with the fit used in [8] on the interval probes by the exper-
iments. (There is a factor 2 between our definition of g̃ and
that of [8] and [7].)

In order to compare the measurement near the
vacuum-superfluid critical point, the microscopic physics
has to be taken into account, via the introduction of
the scattering length. Therefore, if one plots P̄, D̄
or S as function of g̃ = −4π/(ln(

√
T ã2
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that the empirical fit used in [8] is a nice approxima-
tion of the scaling function in the regime attained in the
experiments.
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Figure 5.5 – Pression réduite P(0, T ), densité réduite D(0, T ) et entro-
pie par particule S(0, T ) en fonction de g̃(T ). Les symboles se réfèrent
aux expériences, voir texte. (µ = µc = −2dt dans le cadre l’expérience
Chicago II.)

au fait que la densité d’état sur le réseau carré a bien plus d’états en centre de bande
(pour des énergies de l’ordre de 4t) que sur ses bords b. En particulier, une densité

b. Nous avons par ailleurs vérifié que cette bosse n’était pas due à la présence de la singularité
de van Hove à énergie ε = 4t dans la densité d’état mais uniquement au nombre d’états en centre de
bande. Nous avons par exemple utilisé une densité d’état de la forme DOS(ε) = 1

8t
+ 2−π

8πt
cos(επ/4t)

qui a les bonnes propriétés
∫ 8t

0
dεDOS(ε) = 1 et limε→0 DOS(ε) = 1/4πt et qui donne le même

type de bosse pour la pression.
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FIG. 18. TKT as a function of µ/t for t/U = 0.16. Circles :
experiment. Red line : NPRG. blue dashed line : Prokovev
and Svistunov formula TKT = 2πµ/(g̃(µ) ln(26/g̃(µ)).

teraction λk are :

∂lδk =λk∂̃l

∫

q

Coth(
εq + Rk(q) + δk

2T
),

∂lλk = − λ2
k

T
∂̃l

∫

q

{T
Coth(

εq+Rk(q)+δk

2T )

2(εq + Rk(q) + δk)

+ [Csch(
εq + Rk(q) + δk

2T
)]2},

(24)

These equations are equivalent to that of [11, 12] in the
NPRG formulation. The only difference is the implemen-
tation (the Renormalization Group scheme) which only
differs slightly on the quantitative results, but not on
the behavior of the different quantities as function of the
temperature.

We are interested in the physics at µ = δk=Λ = 0.

During the first part of the flow, εq + Rk(q) = k2

2m "
T " δk, which implies that the flow is equivalent to the
zero-temperature limit

∂lδk = 0,

∂lλk =
mλ2

k

2π
,

(25)

Figure 5.6 – Pression réduite bidimensionnelle P(µc, T ) sur un réseau
carré (courbe pleine rouge) en fonction de T/t pour t/U = 0.16 (cor-
respondant à la valeur expérimentale de la référence [130]). La courbe
point-tiret bleu correspond à la limite universelle F2(0, g̃(T )) et la courbe
tiret verte à la même pression calculée avec une densité d’état constante
sur l’intervalle [0, 8t].

d’état plate DOS(ε) = θ(ε)θ(8t − ε)/4πt (qui n’est pas normalisée mais correspond
à un modèle de bande plate avec une masse m = 1/2tl2) ne présente pas de bosse
et rejoint la courbe universelle à plus haute température que sur le réseau : T ' t
(figure 5.6). Ces résultats sont en contradiction avec les travaux de Fang et al. [133],
qui affirment trouver un régime critique (mal défini car ne tenant pas compte du flot
de g̃ en d = d+

c = 2) allant jusqu’à des températures de l’ordre de 6t. Pour cela, ils
se placent au point critique quantique c et observent, à partir de simulations Monte
Carlo, l’évolution de la compressibilité κ à mesure que la température diminue de
6t à 0.6t et trouvent que κ est constant sur cette plage de température. Cela est en
désaccord avec les résultats de RG à une boucle qui donne

m

κ(µc, T )
= g̃(T ) ln

(
2π

g̃(T )

)
. (5.8)

Nous voyons que la compressibilité diverge au point critique µ = µc et T → 0, en
accord avec un calcul à température nulle T = 0 et µ→ µc qui donne (voir équation
(5.4))

m

κ(δµ = µ− µc, T = 0)
= g̃(δµ)/2. (5.9)

La divergence ne se voyant que pour T � t, il n’est pas étonnant que Fang et al. ne
trouvent pas de signe de la divergence de la compressibilité dans l’intervalle tempé-
rature étudiée. Il n’en reste pas moins que leur affirmation concernant l’observation
d’un régime critique est erronée.

c. Ils étudient la transition superfluide-isolant de Mott induite par un changement de densité.
Comme nous l’avons vu précédemment, les résultats obtenus pour cette transition s’exportent faci-
lement pour la transition vide-superfluide (et vice versa).
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Il faut néanmoins nuancer nos propos en notant qu’au niveau pratique, i.e. si on
regarde la pression totale, la température de cross-over vers le régime universel est
proche de t, comme illustré en figure 5.7. On peut donc espérer extraire la valeur de
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FIG. 5. (Color online) (Red) solid lines: dimensionless inter-
action constant g̃BH(T ) in the two-dimensional Bose-Hubbard
model for U/t = 0.22 (top) and U/t = 6.25 (bottom) (note the
different scales on the vertical axes). The (blue) dash-dotted
lines show the universal limit g̃(T ).

well approximated by its universal limit g̃(T ) [Eq. (21)]
for T � 8t (see insets in Fig. 5).

Figure 6 shows the phase-space pressure P(µc, T ) vs
T/t for U/t = 6.25 and µ = µc = −4t. We observe a
maximum around T/t ∼ 2.5 due to the enhanced den-
sity of states of the square lattice near the band cen-
ter [43]. This maximum disappears if we consider a flat
density of states in the energy window [0, 8t]. Comparing
P(µc, T ) and F(0, g̃(T )) (with g̃(T ) the universal limit
of g̃BH(T ) discussed above), we see that stricto sensu
the universal limit (where P(µc, T ) becomes a univer-
sal function of ma2

2T ) is reached only at very low tem-
peratures T � t/10. On the other hand, the variation
of P(µc, T ) for t/10 � T � 12t is rather weak and
the pressure P (µc, T ) = (mT 2/2π)P(µc, T ) will approxi-
mately vary quadratically with T . The phase-space den-
sity D(µc, T ) and entropy per particle S(µc, T ) are shown
in Fig. 7. The low-temperature regime where D(µc, T )
and S(µc, T ) coincide with their universal limits is not
shown.

Figure 8 shows the phase-space pressure P(µ, T ) ver-
sus δµ/T for U/t = 0.22 and U/t = 6.25 (δµ = µ − µc),
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FIG. 6. (Color online) Phase-space pressure P(µc, T ) vs T/t
for U/t = 6.25. The (green) dashed line shows the result
obtained for a flat density of states in the energy window
[0, 8t]. The (blue) dash-dotted line shows the universal limit
F(0, g̃(T )).
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FIG. 19. µKT /T as a function of g̃(T ) in the continuum. Blue
and red line, two different temperature. Green line : Prokovev
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FIG. 7. (Color online) Phase-space density D(µc, T ) ((red)
solid line) and entropy per particle S(µc, T ) ((blue) dash-
dotted line) vs T/t for U/t = 6.25. The (green) dashed lines
show the corresponding universal limits.

and various temperatures ranging from t/100 to 3t. In
the weak-coupling limit U/t = 0.22, g̃BH(T ) = U/t
is nearly temperature independent in the temperature
range [t/100, 3t] (see Fig. 5). At very low temperatures,
we obtain a perfect agreement between P(µ, T ) and the
universal scaling function F(δµ/T, g̃) (with g̃ = 0.22).
At higher temperatures, when T � t/10, we observe that
P(µ, T ) slightly deviates from F(δµ/T, g̃), in particular
for large values of µ. This agrees with the previous ob-
servation that P(µc, T ) reaches the universal limit only
for T � t/10 (see Fig. 6). For U/t = 6.25, we again find
a good agreement between P(µ, T ) and F(δµ/T, g̃(T ))
at low temperatures and small chemical potential δµ (al-
though deviations are already visible for T = t/100 and
δµ/T ∼ 0.4), but deviations are clearly visible at higher
temperatures or larger values of δµ/T .

The phase-space pressure P(µc, T ), phase-space den-
sity D(µc, T ) and entropy per particle S(µc, T ) vs g̃(T )
are shown in Fig. 9 for U/t = 6.25. The maximum around
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FIG. 8. Scaling function P for g̃(T ) = 0.5, 1, 3, 5 (from top
to bottom). circles are theoretical predictions for µ � T , Eq
(16). inset is a semilog plot where diamonds is the asymptoic
value for µ < 0, exp(µ/T ).
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FIG. 9. S as a function of µ/T for g̃(T ) = 0.5, 1, 3 (from
bottom to top). diamonds is the asymptoic form for µ < 0,
2 − µ/T .
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FIG. 10. P as a function of µ/T for 2mg0 = 0.22 and T =
T ∗ = 0.1Λ2/2m (square); 2mg0 = 0.22, T = T ∗/2 and Λ →
Λ/

√
2 (circle); m → m/2, 2mg0 = 0.22, T = T ∗ (diamond);

T = T ∗ = 0.1Λ2/2m with g̃(T ) = 5 (blue triangle); T = T ∗/2
and Λ → Λ/

√
2 (g̃(T ) = 5 because Tma2 = const) (green

triangle); m → m/2, g0 → 2g0, T = 2T ∗ (g̃(T ) = 5 because
Tma2 = const) (purple triangle).
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FIG. 11. P on the lattice as a function of µ/T for U/t = 0.22
and T = t/100 (circle); T = t/10 (square); T = t (diamond);
T = 3t (triangle); The black line shows the homogeneous case
with 2mg = 0.22.
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FIG. 12. P as a function of µ/T for t/U = 0.16 and T =
t/100 (circle); T = t/10 (square); T = t (diamond); T =
3t (triangle); The colored lines show P in the homogeneous
case with the same g̃(T ), from top to bottom, respectively.
The inset shows that for T = 3t the system is very ‘out of
universality’ (the triangles do not agree with the continuum),
whereas at low enough temerature (for instance T = 0.01t)
the homogenuous and lattice system agree.
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FIG. 13. g̃(T ) as a function of T/t for t/U = 0.16 on the
lattice (red) and the equivalent for the continuum. Inset
shows the 1/log(T ) behavior. g̃ varies significantly when T/t
is deacresed (but still logarithmicaly).

FIG. 5. (Color online) (Red) solid lines: dimensionless inter-
action constant g̃BH(T ) in the two-dimensional Bose-Hubbard
model for U/t = 0.22 (top) and U/t = 6.25 (bottom) (note the
different scales on the vertical axes). The (blue) dash-dotted
lines show the universal limit g̃(T ).

with

Π(�) = l2
ˆ

d2q

(2π)2
1

2(�q + �)
, (36)

where �q is the lattice dispersion of the boson [Eq. (9)].
This definition, which is also that used in Ref. [20],
is justified in Appendix C. In the low-energy limit
� → 0, it coincides with the universal form l−2g(�)
[Eq. (20)], obtained from the continuum model with bo-
son mass m = 1/2tl2 and scattering length a2 given
by Eq. (10). The dimensionless interaction constant
g̃BH(T ) = 2ml2gBH(T ) = gBH(T )/t is shown in Fig. 5
for U/t = 0.22 and U/t = 6.25. In both cases, g̃BH(T ) is
well approximated by its universal limit g̃(T ) [Eq. (20)]
for T � 8t (see insets in Fig. 5).

Figure 6 shows the phase-space pressure P(µc, T ) vs
T/t for U/t = 6.25 and µ = µc = −4t. We observe a
maximum around T/t ∼ 2.5 due to the enhanced den-
sity of states of the square lattice near the band cen-
ter [45]. This maximum disappears if we consider a flat
density of states in the energy window [0, 8t]. Com-
paring P(µc, T ) and F(0, g̃(T )) (with g̃(T ) the universal
limit of g̃BH(T ) discussed above) we see that the univer-
sal limit, where P(µc, T ) becomes a universal function of
ma2

2T , is reached only at very low temperatures T � t.
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FIG. 14. g̃(T ) as a function of T/t for U/t = 0.22 on the lat-
tice (red) and the equivalent for the continuum. Inset shows
the 1/log(T ) behavior. g̃ is almost invariant when the tem-
perature is changed.
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FIG. 15. P as functions of T/t on the lattice (blue) and in
the continuum (red) and system with a flat density of state
DOS(E) = 1/4πt for 0 < E < 8t (green) for t/U = 0.16.

The NPRG flow equations for the gap δk and the in-
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FIG. 16. D (bottom line) and S (top line) at µ = 0 as func-
tions of T/t on the lattice for t/U = 0.16. dashed lines are
the continuum equivalent.

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

g̃(T )

P(µc, T )

D(µc, T )

S(µc, T )

FIG. 17. P , D and S at µ = 0 as functions of T/t on the
lattice for t/U = 0.16.
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FIG. 18. TKT as a function of µ/t for t/U = 0.16. Circles :
experiment. Red line : NPRG. blue dashed line : Prokovev
and Svistunov formula TKT = 2πµ/(g̃(µ) ln(26/g̃(µ)).

teraction λk are :

∂lδk =λk∂̃l

�

q

Coth(
�q + Rk(q) + δk

2T
),

∂lλk = − λ2
k

T
∂̃l

�

q

{T
Coth(

�q+Rk(q)+δk

2T )

2(�q + Rk(q) + δk)

+ [Csch(
�q + Rk(q) + δk

2T
)]2},

(24)

These equations are equivalent to that of [11, 12] in the
NPRG formulation. The only difference is the implemen-
tation (the Renormalization Group scheme) which only
differs slightly on the quantitative results, but not on
the behavior of the different quantities as function of the
temperature.

We are interested in the physics at µ = δk=Λ = 0.

During the first part of the flow, �q + Rk(q) = k2

2m �
T � δk, which implies that the flow is equivalent to the
zero-temperature limit

∂lδk = 0,

∂lλk =
mλ2

k

2π
,

(25)

FIG. 6. (Color online) Phase-space pressure P(µc, T ) vs T/t
for U/t = 6.25. The (green) dashed line shows the result ob-
tained for a flat density of states (DOS) in the energy window
[0, 8t]. The (blue) dash-dotted line shows the universal limit
F(0, g̃(T )).
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FIG. 21. P as functions of T/t on the lattice (blue) and in
the continuum (red) and system with a flat density of state
DOS(E) = 1/4πt for 0 < E < 8t (green) for t/U = 0.16.
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FIG. 22. D (bottom line) and S (top line) at µ = 0 as func-
tions of T/t on the lattice for t/U = 0.16. dashed lines are
the continuum equivalent.

CONCLUSION

NPRG

Calculation of the scaling function at µ = 0

refaire avec t plutot ?
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FIG. 23. Compressibility κ at µ = 0 as functions of T/t on
the lattice for t/U = 0.16. dashed line is the universal limit.
It diverges as T → 0 (not shown because difficult to compute)
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FIG. 24. P , D and S at µ = 0 as functions of T/t on the
lattice for t/U = 0.16.
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FIG. 25. TKT as a function of µ/t for t/U = 0.16. Circles :
experiment. Red line : NPRG. blue dashed line : Prokovev
and Svistunov formula TKT = 2πµ/(g̃(µ) ln(26/g̃(µ)).

In this appendix, we compute the scaling functions at
µ = 0 and compare them to the results from [11]. We use
here the model of lattice bosons. Because the quantum
critical regime exists only for T � t, the dispersion will
be approximate .

The NPRG flow equations for the gap δk and the in-
teraction λk are :

∂lδk =λk∂̃l

�

q

Coth(
�q + Rk(q) + δk

2T
),

∂lλk = − λ2
k

T
∂̃l

�

q

{T
Coth(

�q+Rk(q)+δk

2T )

2(�q + Rk(q) + δk)

+ [Csch(
�q + Rk(q) + δk

2T
)]2},

(24)

These equations are equivalent to that of [11, 12] in the
NPRG formulation. The only difference is the implemen-
tation (the Renormalization Group scheme) which only
differs slightly on the quantitative results, but not on
the behavior of the different quantities as function of the
temperature.

We are interested in the physics at µ = δk=Λ = 0.

During the first part of the flow, �q + Rk(q) = k2

2m �

FIG. 7. (Color online) Pressure P (µc, T ) vs T/t for
U/t = 6.25. The (green) dashed line shows the result ob-
tained for a flat density of states in the energy window
[0, 8t]. The (blue) dash-dotted line shows the universal limit
T 2/(4πtl2)F(0, g̃(T )).
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tice (red) and the equivalent for the continuum. Inset shows
the 1/log(T ) behavior. g̃ is almost invariant when the tem-
perature is changed.
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FIG. 15. P as functions of T/t on the lattice (blue) and in
the continuum (red) and system with a flat density of state
DOS(E) = 1/4πt for 0 < E < 8t (green) for t/U = 0.16.

The NPRG flow equations for the gap δk and the in-
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FIG. 16. D (bottom line) and S (top line) at µ = 0 as func-
tions of T/t on the lattice for t/U = 0.16. dashed lines are
the continuum equivalent.
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FIG. 17. P , D and S at µ = 0 as functions of T/t on the
lattice for t/U = 0.16.
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FIG. 18. TKT as a function of µ/t for t/U = 0.16. Circles :
experiment. Red line : NPRG. blue dashed line : Prokovev
and Svistunov formula TKT = 2πµ/(g̃(µ) ln(26/g̃(µ)).
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FIG. 19. µKT /T as a function of g̃(T ) in the continuum. Blue
and red line, two different temperature. Green line : Prokovev
and Svistunov formula µ/TKT = (g̃(µ) ln(26/g̃(µ))/2π.

FIG. 8. (Color online) Phase-space density D(µc, T ) ((red)
solid line) and entropy per particle S(µc, T ) ((blue) dash-
dotted line) vs T/t for U/t = 6.25. The (green) dashed lines
show the corresponding universal limits.

Figure 5.7 – Pression totale bidimensionnelle P (µc, T ) sur un réseau
carré (courbe pleine rouge) en fonction de T/t pour t/U = 0.16 (cor-
respondant à la valeur expérimentale de la référence [130]). La courbe
point-tiret bleu correspond à la limite universelle mT 2F2(0, g̃(T ))/2π et
la courbe tiret verte à la même pression calculée avec une densité d’état
constante sur l’intervalle [0, 8t].

m∗ expérimentalement en mesurant la partie proportionnelle à T 2 de la pression à
µ = µc.

5.2 Universalité de la température critique à d = 2

Nous discutons maintenant la température critique de la transition normal -
superfluide à deux dimensions. Ici, le condensat n’existe qu’à température nulle,
mais la phase superfluide subsiste tout de même, malgré l’absence d’ordre à longue
portée. Les fonctions de corrélation à un corps décroissent néanmoins algébriquement
tant que la densité superfluide ns 6= 0, on parle alors d’ordre à quasi-longue portée.
La transition vers la phase normale est due à l’apparition de défauts topologiques
(vortex) libres, via le mécanisme de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) [124, 125,
126, 127]. Une transition de phase est caractérisée par une non-analycité dans les
fonctions thermodynamiques, telles que l’énergie libre ou la densité. Dans le cas de
la transition Berezinskii-Kosterlitz-Thouless, il est connu que l’énergie libre et toutes
ses dérivées sont analytiques (c’est une transition d’ordre “infini”) et c’est la densité
superfluide qui a un saut universel à la transition. Nous écrivons donc une loi d’échelle
pour ns, en l’adimensionnant grâce à Λ−d−z+2 et en utilisant sa dimension d’échelle
[ns] = d+ z − 2 (cf. la discussion après l’équation (3.70)),

ñs(µ̃, T ) = s2−d−zñs
(
µ̃s1/ν , T̃ sz, g̃(s)

)
, (5.10)
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ce qui, dans le même esprit que précédemment, donne pour s = T̃−1/z

ns(µ, T ) = (mT )
d+z−2
z Rd

(
µ/T 1/zν , g̃(T−1/z)

)
,

= (mT )d/2Rd
(
µ/T, g̃(T )

)
,

(5.11)

avec R(x, y) = 2d/2ñs(x, 1, y) et où nous avons utilisé zν = 1 et la définition (4.12)
de g̃(ε). Il existe bien entendu une relation inversant le rôle de T et µ,

ns(µ, T ) = (mµ)d/2Td
(
T/µ, g̃(µ)

)
. (5.12)

Remarquons que pour retrouver le bon comportement à T = 0 de la densité super-
fluide, il faut faire attention au comportement de T (x, y) à petit y, la constante de
couplage étant dangereusement “irrelevante” en dimension d ≥ d+

c = 2 (T (0, y) →
1/y pour y → 0). Une non-analyticité dans la fonction R2(x, y) pour x = xc(y)
implique (

µ

T

)

BKT

= H2

(
g̃(T )

)
, (5.13)

dont la forme en couplage faible est [37, 128, 119, 120]

H2(x) =
x

2π
ln

(
2ζ

x

)
, (5.14)

où ζ ' 13.2 ± 0.4 a été obtenu par simulations Monte Carlo [119, 120]. Il est aussi
possible de retrouver ce résultat non-trivial avec le NPRG, comme nous allons le
montrer maintenant.

Calcul de TBKT avec le NPRG
La température TBKT de la transition BKT peut être estimée grâce au NPRG. Pour
le modèle classique O(2), le NPRG reproduit la plupart des propriétés universelles
de la transition BKT [134, 135]. En particulier, on trouve une valeur du paramètre
d’ordre adimensionné ρ̃∗0 (ρ̃0 est la raideur de spin, dont l’équivalent pour les modèles
de bosons serait la densité superfluide ns = ZAn0

d) tel que la fonction beta β(ρ̃0,k) =
k∂kρ̃0,k s’annule quasiment pour ρ̃0,k ≥ ρ̃∗0. Cela implique l’existence d’une ligne de
quasi-points fixes et permet de trouver la phase de basse température (T < TBKT)
où le flot de la raideur (dépendant de k) devient très lent, après un régime transitoire
rapide, impliquant une longueur de corrélation ξ très grande (mais pas strictement
infinie comme on s’y attendrait dans la phase basse température de la transition
BKT). Dans cette phase basse température, la dimension anormale ηk dépend de
la raideur ρ̃0,k (qui décroit lentement). Elle prend sa valeur la plus grande ∼ 1/4
quand le flot de RG passe du régime “basse température” ρ̃0,k ≥ ρ̃∗0 (k � ξ−1) à
un régime désordonné ρ̃0,k = 0 (k � ξ−1), où ηk = 0. Néanmoins, la fonction beta
est bien approximée par β(ρ̃0,k) = const × (ρ̃∗0 − ρ̃0,k)3/2 pour ρ̃0,k ≤ ρ̃∗0, et la loi

d. Rappelons que la raideur superfluide ρs utilisée au chapitre III est définie par ρs = ns/m
dans le continu et ρs = 2tns sur le réseau.
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FIG. 20. µKT /T as a function of g̃(T ) in the continuum. Blue
and red line, two different temperature. Green line : Prokovev
and Svistunov formula µ/TKT = (g̃(µ) ln(26/g̃(µ))/2π.

teraction λk are :

∂lδk =λk∂̃l

∫

q

Coth(
εq + Rk(q) + δk

2T
),

∂lλk = − λ2
k

T
∂̃l

∫

q

{T
Coth(

εq+Rk(q)+δk

2T )

2(εq + Rk(q) + δk)

+ [Csch(
εq + Rk(q) + δk

2T
)]2},

(24)

These equations are equivalent to that of [11, 12] in the
NPRG formulation. The only difference is the implemen-
tation (the Renormalization Group scheme) which only
differs slightly on the quantitative results, but not on
the behavior of the different quantities as function of the
temperature.

We are interested in the physics at µ = δk=Λ = 0.

During the first part of the flow, εq + Rk(q) = k2

2m "
T " δk, which implies that the flow is equivalent to the
zero-temperature limit

∂lδk = 0,

∂lλk =
mλ2

k

2π
,

(25)

This will remain so until k2

2m # T " δk # 0, where the
flow will switch from quantum to classical. Then the

approximate flow equations for T " k2

2m " δk are

∂lδk = −2mT

π
λk,

∂lλk =
20m2T

πk2
λ2

k.

(26)

Contrary to [11] we do not approximate the flow of the
coupling constant λk in the classical regime by its flow in

the quantum regime 25. [13] Finely, when k2

2m # δk, the
flow of the running constants will stop due to the gap.

We thus integrate first 25 between k = Λ and k =

kT =
√

2mT , which gives

δkT = 0,

λkT =
1

g−1 + m
4π ln( Λ2

2mT )
# gR

m
,

(27)

where gR = −2π/(ln(
√

Tma2
2D/2) + C). Then we in-

tegrate 26 from k = kT and k =
√

2mδk, which gives
auto-coherent equation for the gap (noting δ = δk=

√
2mδ)

δ =
mTgR log

(
δ
T

(
5mgR

π − 1
)

+ 5mgR

π

)

5gRm − π
. (28)

Our calculation is sensible in the limit gR % 1, for which
the one-loop RG calculation in the classical regime makes
sense. Furthermore, assume that δ/T " mgR to simplify
the above equation. This will have to be checked a pos-
teriori. Then equation (??) becomes

δ

T
= −mgR

π
log

(
δ

T

)
, (29)

whose solution is

δ

T
=

mgR

π
W (

π

mgR
), (30)

where W (x) is the Lambert function, defined by
W (x)eW (x) = x. It goes like log(x) as x → ∞, there-
fore δ/T is indeed very large compare to mgR in the
limit where mgR % 1. This result is really different from
Sachdev’s, whose equivalent is δ = 4 log(mgR/2π).

Using the scaling functions for the density and the
pressure, we get

P = −Li2(e
−δ/T ),

D = − log(1 − e−δ/T ).
(31)

In the limit of low temperature and/or low gR, we obtain

P =
π2

6
− gR

π
log(

gR

π
)2 + O(gR log(gR) log log(1/gR)),

D = log(
π

gR
) + O(log log(1/gR)).

(32)

This is complete disagreement with the results of Sachdev
: D = (gR/2π)−4 but in good agreement with both nu-
merical resolution of the flow equations and the experi-
ments.

[1] C.-L. Hung, X. Zhang, N. Gemelke, and C. Chin,
Nature, 470, 236 (2011), ISSN 0028-0836.

[2] Equation 5 shows that the last independent critical ex-
ponent, the anomalous dimension η, is zero.

Figure 5.8 – Trajectoire du flot de RG dans le plan (ns, η) pour le gaz
de Bose bidimensionnel avec une constante d’interaction g̃ = 0.22. La
ligne verticale indique la valeur de n∗s. La ligne rouge montre la ligne de
quasi-points fixes pour ns ≥ n∗s. La trajectoire critique (qui rejoint la
ligne de quasi-points fixes à ns = n∗s) correspond à µ/T ' 0.154.

ξ ∼ econst/(T−TBKT)1/2 de la longueur de corrélation au-dessus de la température de
transition TBKT est bien reproduite [135]. Ainsi, bien que le NPRG ne reproduise
pas une longueur de corrélation infinie dans la phase basse température (en tout
cas, au niveau des approximations utilisées jusqu’à maintenant), il permet tout de
même d’estimer la température de transition TBKT d’après la valeur de ρ̃∗0. Une
estimation raisonnable a été donné pour le modèle XY classique en utilisant le NPRG
sur réseau [113]. Nous allons appliquer la même méthode pour calculer la température
de transition BKT dans le cas du gaz de Bose bidimensionnel (voir également [99]).

Les flots dans le plan (ns, η) sont montrés en figure 5.8 pour un modèle dans le
continu avec g̃ = 0.22. À suffisamment basse température, les flots rejoignent une
ligne de quasi-points fixes où ils deviennent très lents avant d’aller vers la phase nor-
male (ns → 0). La valeur de nqpfs à laquelle le flot rejoint la ligne de quasi-points fixes
dépend à la fois de la température et du potentiel chimique du gaz de Bose. Nous
estimons la température de transition TBKT en identifiant la valeur nqpfs (TBKT, µ)
correspondant à n∗s (analogue à ρ̃∗0 du modèle classique O(2)). Une bonne détermi-
nation de n∗s est par contre difficile car cela nécessite un ansatz de l’action effective
moyenne contenant l’ordre O(∂2) en entier, alors que nous utilisons une approxima-
tion bien plus brutale (potentiel effectif développé à l’ordre quadratique et LPA’).
Néanmoins, puisque la transition BKT du gaz de Bose est contrôlé par le même point
fixe que celui du modèle O(2) classique, on s’attend à ce que le rapport n∗s/nmax

s , avec
nmax
s la valeur de ns à laquelle η est maximum (figure 5.8), soit le même que ρ̃∗0/ρ̃max

0 .
En utilisant cette méthode (qui a fait ses preuves pour le modèle XY), nous avons
vérifié que (T/µ)BKT suit bien la loi d’échelle (5.13). Cette loi est bien respectée en
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FIG. 19. µKT /T as a function of g̃(T ) in the continuum. Blue
and red line, two different temperature. Green line : Prokovev
and Svistunov formula µ/TKT = (g̃(µ) ln(26/g̃(µ))/2π. dot in
the inset : fit µ/T/g̃ = 0.15635 ∗ ln(1/tg) + 0.46. 0.15635 is
1/2π within 2% and 0.46 gives ξµ = 18 instead of 13.
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and Svistunov formula µ/TKT = (g̃(µ) ln(26/g̃(µ))/2π.

This will remain so until k2

2m ! T " δk ! 0, where the
flow will switch from quantum to classical. Then the

approximate flow equations for T " k2

2m " δk are

∂lδk = −2mT

π
λk,

∂lλk =
20m2T

πk2
λ2

k.

(26)

Contrary to [11] we do not approximate the flow of the
coupling constant λk in the classical regime by its flow in

the quantum regime 25. [13] Finely, when k2

2m ! δk, the
flow of the running constants will stop due to the gap.

We thus integrate first 25 between k = Λ and k =
kT =

√
2mT , which gives

δkT = 0,

λkT =
1

g−1 + m
4π ln( Λ2

2mT )
! gR

m
,

(27)

where gR = −2π/(ln(
√

Tma2
2D/2) + C). Then we in-

tegrate 26 from k = kT and k =
√

2mδk, which gives

auto-coherent equation for the gap (noting δ = δk=
√

2mδ)

δ =
mTgR log

(
δ
T

(
5mgR

π − 1
)

+ 5mgR

π

)

5gRm − π
. (28)

Our calculation is sensible in the limit gR % 1, for which
the one-loop RG calculation in the classical regime makes
sense. Furthermore, assume that δ/T " mgR to simplify
the above equation. This will have to be checked a pos-
teriori. Then equation (??) becomes

δ

T
= −mgR

π
log

(
δ

T

)
, (29)

whose solution is

δ

T
=

mgR

π
W (

π

mgR
), (30)

where W (x) is the Lambert function, defined by
W (x)eW (x) = x. It goes like log(x) as x → ∞, there-
fore δ/T is indeed very large compare to mgR in the
limit where mgR % 1. This result is really different from
Sachdev’s, whose equivalent is δ = 4 log(mgR/2π).

Using the scaling functions for the density and the
pressure, we get

P = −Li2(e
−δ/T ),

D = − log(1 − e−δ/T ).
(31)

In the limit of low temperature and/or low gR, we obtain

P =
π2

6
− gR

π
log(

gR

π
)2 + O(gR log(gR) log log(1/gR)),

D = log(
π

gR
) + O(log log(1/gR)).

(32)

This is complete disagreement with the results of Sachdev
: D = (gR/2π)−4 but in good agreement with both nu-
merical resolution of the flow equations and the experi-
ments.
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Figure 5.9 – Raport (µ/T )BKT en fonction de g̃(T ) pour T = TΛ/10
et T = TΛ/50, où TΛ = Λ2/2m. La ligne en tirets verts correspond à
la formule (5.16) avec le résultat Monte Carlo ζ = 13.2 [119, 120]. Les
cercles noires dans l’insert montre le fit donné à l’équation (5.15).

couplage faible (g̃(T ) ' g̃ . 1). Dans cette limite, nous trouvons

(µ
T

)
BKT

' 0.982

2π
g̃ ln

(
2× 9.48

g̃

)
, (5.15)

en bon accord avec les résultat Monte-Carlo [119, 120]

(µ
T

)
BKT

=
1

2π
g̃ ln

(
2ζ

g̃

)
, (5.16)

avec ζ ' 13.2 ± 0.4. La violation de l’universalité en couplage fort, visible en figure
5.9, est surement due à la mauvaise description de la transition BKT par le NPRG
dans ce cas (la fonction bêta de ns s’annule presque en couplage faible, mais sa valeur
devient significativement plus grande pour g̃(T ) > 1). Bien que l’on puisse calculer
TBKT de la même façon pour le modèle de Bose-Hubbard, on ne peut pas comparer
cela aux mesures expérimentales de l’expérience Chicago II [130], qui est en couplage
fort (g̃ ∼ 4.3)





Conclusion

We are driven by the usual insatiable curiosity of
the scientist, and our work is a delightful game.

M. Gell-Mann

Le travail de thèse présenté dans ce manuscrit concerne l’étude des transitions de
phase quantiques dans des systèmes en corrélations fortes. Les atomes ultra-froids
sont un des domaines en pointe sur ce sujet, notamment grâce au contrôle extrême
des expériences. En particulier, le modèle de Bose-Hubbard est l’un des modèles les
plus simples présentant toutes les caractéristiques voulues : fortes interactions sur site
impliquant une phase isolante et présence d’une transition vers un état superfluide.
Il a de plus l’avantage d’être réalisable facilement en laboratoire, ce qui n’est pas
encore le cas pour les systèmes fermioniques sur réseau.

Tout au long du manuscrit, nous avons cherché à donner une description simple
d’un système fortement corrélé tel que le modèle de Bose-Hubbard. L’utilisation de
longueurs caractéristiques permet de séparer les échelles d’énergies, ce qui ensuite
autorise à développer des modèles effectifs capturant l’essentiel de la physique. Nous
avons ainsi pu décrire la physique de basse énergie à l’approche de la transition de
Mott à l’aide de quelques paramètres, caractérisant les excitations élémentaires au
point critique. Enfin, la présence même d’un point quantique critique nous assure
l’universalité et donc l’existence de fonctions d’échelle, réunissant tous les systèmes
de bosons dilués (gaz de Bose, superfluides près de la transition de Mott générique,
certains systèmes magnétiques quantiques [116], etc.) dans une même classe d’uni-
versalité.

Nous avons vu que le groupe de renormalisation sur réseau est un outil de choix
pour étudier les systèmes en corrélations fortes à l’approche d’une transition de phase
quantique. C’est en effet une des seules techniques qui traite de manière égale les
fluctuations à toutes les échelles de longueurs. Par sa condition initiale, il inclut
les corrélations locales (sur site) qui sont indispensables à l’existence même de la
transition de Mott. Étant une approche de groupe de renormalisation, il prend en
compte les fluctuations critiques (à grande distance). Le NPRG nous permet ainsi
de retrouver les deux classes d’universalité de la transition de Mott tout en donnant
accès à des exposants critiques non triviaux, ce qui est très difficile pour la plupart
des approches de couplages forts (locales). Enfin, le NPRG sur réseau est parfait
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pour étudier la phase superfluide (il respecte un grand nombre de résultats exacts,
par exemple le théorème de Hugenholtz et Pines). Nous avons de plus vu que le
NPRG est en mesure de donner des résultats en très bon accord avec les meilleures
approches numériques : les diagrammes de phase calculés ainsi sont quantitativement
comparables aux résultats Monte Carlo et pour un coût numérique très faible.

Nous avons ensuite montré comment utiliser la présence d’une transition de phase
quantique pour décrire la thermodynamique d’un système fortement corrélé. En uti-
lisant nos connaissances de la physique du gaz de Bose dilué, i.e. près de la transition
vide-superfluide, et en remarquant que la transition de Mott générique appartient
à la même classe d’universalité, nous avons directement pu importer les fonctions
d’échelle d’un cas à l’autre. Nous en avons profité pour comparer ces fonctions, non
triviales à deux dimensions et à température finie, à des expériences récentes sur
des gaz dilués bidimensionnels, ce qui nous a permis de montrer explicitement l’uni-
versalité dans ces gaz. Dans le cas de la transition de Mott, nous avons calculé les
paramètres effectifs caractérisant les quasi-particules au point quantique critique, la
masse effective m∗, la longueur de diffusion effective a∗ ainsi que le poids des quasi-
particules ZQP. L’expérience du groupe de Cheng Chin à Chicago [130], un gaz dilué
dans un réseau carré, montre qu’il sera possible d’explorer la physique critique près
de la transition de Mott dans un futur proche. Les paramètres effectifs ainsi que les
fonctions d’échelle, qui doivent prendre la même forme que celles du gaz de Bose
dilué, pourront ainsi être mesurés expérimentalement. Cela donnera alors une belle
preuve de l’universalité dans les fluides quantiques en interactions fortes.

Nous pouvons maintenant ouvrir des perspectives pour de futurs travaux. Il serait
intéressant de calculer la dépendance des fonctions de vertex en impulsions et en
fréquences grâce à la méthode BMW, comme cela a déjà été fait dans le cas des
bosons en couplage faible [40, 100]. Cela ouvre la possibilité de calculer la fonction
spectrale dans le régime en fortes corrélations. En particulier, la RPA prédit, dans
la phase superfluide, l’existence d’un mode gappé en plus du mode de son [46, 48],
mode qui est retrouvé par d’autres approches [136, 60]. Il serait intéressant de voir
ce que le NPRG peut nous apporter à ce sujet.

L’étude de la thermodynamique aux points multicritiques serait aussi très inté-
ressante. La physique du point multicritique a récemment été explorée expérimenta-
lement en se focalisant sur le gap du mode d’amplitude [137], i.e. par des mesures
de fonctions de réponse. Il nous semble néanmoins que des mesures de thermodyna-
mique, dans le même esprit que celles des groupes de l’ENS et de Chicago, seraient
plus aisées et moins difficiles à interpréter. Comme nous l’avons montré, le NPRG
permet d’obtenir les fonctions d’échelle thermodynamiques facilement. Leur étude
dans le cadre du modèle O(N) quantique est un sujet intéressant en soit, et permet-
trait de comparer avec des calculs aux points multicritiques (à l’extrémité des lobes
de Mott). Le modèle de Bose-Hubbard est à ce niveau singulier, car comportant un
grand nombre de points critiques (non triviaux en dimension deux) appartenant à la
même classe d’universalité, ce qui permettrait là encore un test de l’universalité.

Enfin, le devenir des phases isolante et superfluide en présence de désordre, ainsi
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que l’apparition d’une phase de verre de Bose, est un des grands problèmes qu’il reste
à résoudre [3]. Si le cas unidimensionnel est relativement bien compris [138], il reste
un grand nombre de controverses pour les dimensions supérieures. En particulier,
la valeur des exposants critiques fait encore débat, de même que l’existence d’une
dimension critique supérieure ou encore la caractérisation de la phase verre de Bose.
Les approches de type groupe de renormalisation (voir par exemple [139]) n’ont pas
permis pour le moment de répondre à ces questions. La réussite du NPRG dans le cas
des systèmes désordonnés (en particulier dans le cadre du modèle d’Ising en champ
aléatoire [94]) peut laisser penser que le NPRG a des réponses à apporter au sujet
des verres de Bose.
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Annexe A

Notations et Conventions

Someone told me that each equation I included in
the book would halve the sales.

S. Hawking

La dimension de l’espace sera toujours notée d et nous travaillons en unités telles
que ~ = kB = 1. Nous noterons les vecteurs dans l’espace réel ou réciproque par des
lettres en gras x et nous utiliserons parfois la notation q = (iω,q).

De manière générale, les arguments des fonctionnelles seront notés entre crochets
(F [φ] est une fonctionnelle du champ φ(x)), tandis que les arguments des fonctions
seront entre parenthèses (f(x) est une fonction du vecteur x). Pour finir G[x;φ]
signifie que la fonctionnelle G dépend à la fois du vecteur x comme une fonction,
mais est aussi une fonctionnelle de φ(x).

Nous adoptons les conventions suivantes pour les transformés de Fourier (et leurs
inverses) :

fr(τ) =
1√
Nβ

∑

q,n

ei(q.r−ωnτ)f(iωn,q), (A.1)

f(iωn,q) =
1√
Nβ

∫ β

0
dτ
∑

r

e−i(q.r−ωnτ)fr(τ). (A.2)

A la limite thermodynamique, N →∞, et à température nulle, β →∞, la première
de ces équations devient :

fr(τ) =
√
Nβ

∫

q
ei(q.r−ωnτ)f(iωn,q) =

√
Nβ

∫

q
ei(q.r−ωnτ)f(q), (A.3)

où
∫
q =

∫
q,ω et :

∫

q
=

∫

BZ

ddq

(2π)d
,

∫

ω
=

∫ ∞

−∞

dω

2π
. (A.4)
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Ici, BZ est la première zone de Brillouin dans le cas d’une théorie définie sur réseau
et vaut ] − ∞,∞[ d dans le cas d’une théorie dans le continu. Pour des tenseurs
dépendant de n variables, on choisit la convention suivante :

f(x1, ..., xn) =
√
Nβ

n
∫

q1,...,qn

ei(q1.r1−ω1τ1+...+qn.rn−ωnτn)f(q1, ..., qn), (A.5)

avec x = (τ, r).
Pour alléger les notations, nous utiliserons aussi les notations matricielles qui

suivent. Dans le cas de champs complexes, nous aurons :

ψ∗ ·A · ψ =

∫

x,x′
ψ∗(x)A(x;x′)ψ(x′) =

1

Nβ

∑

q,q′
ψ∗(q)A(q;−q′)ψ(q′), (A.6)

avec ψ(x) = ψr(τ) et
∫
x =

∫ β
0 dτ

∑
r. On définit aussi un produit scalaire

J∗ · ψ =

∫

x
J∗(x)ψ(x) =

∑

q

J∗(q)ψ(q). (A.7)

Dans le cas de champs réels, le seul changement se fera dans l’espace réciproque :

φ ·A · φ =

∫

x,x′
φ(x)A(x;x′)φ(x′) =

1

Nβ

∑

q,q′
φ(q)A(−q;−q′)φ(q′), (A.8)

J · φ =

∫

x
J(x)φ(x) =

∑

q

J(q)φ(−q). (A.9)

Enfin, nous noterons parfois les dérivées fonctionnelles, dans le cas de champs
complexes, sous la forme

Γ(n,m)[x1, ..., xn;x′1, ..., x
′
m;φ, φ∗] =

δn+mΓ[φ, φ∗]
δφ∗(x1)...δφ∗(xn)δφ(x′1)...δφ(x′m)

. (A.10)



Annexe B

Symétries et identitées de Ward

Nous reproduisons ici la dérivation des identités de Ward données en [41].
Considérons l’action microscopique locale (l’ajout du terme de saut ne change

absolument rien à la dérivation des résultats suivants)

S =

∫ β

0
dτ
[
ψ∗(τ)

(
∂τ − µ(τ)

)
ψ(τ) +

g

2
|ψ(τ)|4

]

en présence de la source externe µ(τ). S est invariante de jauge sous les transforma-
tions

ψ(τ)→ ψ(τ)eiα(τ),

ψ∗(τ)→ ψ∗(τ)e−iα(τ),

µ(τ)→ µ(τ) + i∂τα(τ)

(B.1)

où α(τ) est une fonction réelle arbitraire. Cela implique pour l’action effective (et
pour l’action effective moyenne, notre régulateur ne modifiant pas cette symétrie)

Γ[R(α)φ, µ+ i∂τα] = Γ[φ, µ], (B.2)

où φ = (φ1, φ2)T et

R(α) =

(
cos(α) − sin(α)
sin(α) cos(α)

)
(B.3)

est une matrice de rotation de dimension deux. En dérivant (B.2) par rapport à α(τ),
nous obtenons ∑

i,j

δΓ

δφi(τ)
εijφj(τ) + i∂τ

δΓ

δµ(τ)
= 0. (B.4)

En dérivant maintenant par rapport à φl(τ2) et µ(τ2) et en prenant φ = φ0 =
(
√

2n0 , 0) et µ(τ) = µ, cela donne

−
√

2n0 Γ̄
(2)
l2 (τ2, τ1) + i∂τ1Γ̄

(2)
l;0 (τ2, τ1) = 0,

−
√

2n0 Γ̄
(2)
2;0(τ1, τ2) + i∂τ1Γ̄

(2)
;00(τ1, τ2) = 0,

(B.5)
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où nous avons introduit

Γ
(2)
l;0 (τ2, τ1) =

δ(2)Γ

δφl(τ2)δµ(τ1)
,

Γ
(2)
;00(τ2, τ1) =

δ(2)Γ

δµ(τ2)δµ(τ1)
,

(B.6)

et Γ̄(n) = Γ(n)|φ=φ0 . Avec le choix φ = (
√

2n0 , 0), nous pouvons identifier Γ̄
(2)
12 avec

Γ̄C , et Γ̄
(2)
22 avec Γ̄A. Dans l’espace de Fourier, (B.5) donnent les identités de Ward

√
2n0 Γ̄

(2)
12 (ω) + ωΓ̄

(2)
1;0(ω) = 0, (B.7)

√
2n0 Γ̄

(2)
22 (ω) + ωΓ̄

(2)
2;0(ω) = 0, (B.8)

√
2n0 Γ̄

(2)
2;0(ω)− ωΓ̄

(2)
;00(ω) = 0. (B.9)

De (B.7), nous déduisons

∂

∂ω
Γ̄

(2)
12 (ω)

∣∣∣
ω=0

= − 1√
2n0

Γ̄
(2)
1;0(ω = 0),

ZC,k = − 1√
2n0

∂2V

∂φ1∂µ

∣∣∣∣
n0

= − ∂2V

∂n∂µ

∣∣∣∣
n0

, (B.10)

où le potentiel effectif V (n, µ) est une fonction de n et µ. De (B.8) et (B.9), nous
obtenons

∂

∂ω2
Γ̄

(2)
22 (ω)

∣∣∣
ω=0

= − 1√
2n0

∂

∂ω
Γ̄

(2)
2;0(ω)

∣∣∣
ω=0

,

∂

∂ω
Γ̄

(2)
2;0(ω)

∣∣∣
ω=0

=
1√
2n0

Γ̄
(2)
;00(0) =

1√
2n0

∂2V

∂µ2

∣∣∣∣
n0

(B.11)

et donc

VA,k =
∂

∂ω2
Γ̄

(2)
22 (ω)

∣∣∣
ω=0

= − 1

2n0

∂2V

∂µ2

∣∣∣∣
n0

. (B.12)



Annexe C

Physique du modèle local

Nous discutons ici plus longuement les propriétés à température nulle, et en
particulier quand l’état fondamental est dégénéré, de l’hamiltonien local

Ĥloc = −µn̂+
U

2
n̂(n̂− 1), (C.1)

où n̂ = b̂†b̂ est l’opérateur nombre. Tant que le potentiel chimique est négatif, le
système est vide de particule et son état fondamental est |0〉, d’énergie E0 = 0. Pour
les valeurs p < µ/U < p + 1, p ∈ N, le fondamental est l’état à p particule(s) |p〉
d’énergie E0 = −pµ + U

2 p(p − 1). Le système a une densité fixée à n̄ = 〈n̂〉 = p.
Nous montrons en figure C.1 l’évolution de l’énergie du fondamental et de la densité
en fonction du potentiel chimique. Enfin, pour les valeurs de µ/U = p entières, le

Figure C.1 – Évolution de l’énergie du fondamental et de la densité du
problème local en fonction du potentiel chimique

fondamental est dégénéré entre les états |p〉 et |p+ 1〉. Ces points du diagramme de
phase sont très particuliers, car ils sont à la fois le lieu d’une transition du premier
ordre (dû au croisement des niveaux |p〉 et |p+ 1〉), mais sont aussi dans une “phase”
à symétrie brisée car 〈b̂〉 6= 0, comme nous le montrons ci-dessous.
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Il semble au premier abord que le paramètre d’ordre 〈b̂〉 doit être nul car

〈b̂〉 =
1

Zloc
Tr
{
e−βĤ b̂

}
→ 1

2

(
〈p|b̂|p〉+ 〈p+ 1|b̂|p+ 1〉

)
= 0. (C.2)

Pour savoir si cela est vraiment le cas, il faut utiliser la procédure habituelle dans les

(a) φ(J) = 〈b̂〉 pour deux valeurs du potentiel
chimique. J et donc φ sont réels.

(b) Vloc(n) pour deux valeurs du potentiel chi-
mique.

Figure C.2 – Potentiel effectif local et moyenne du champ en phase bri-
sée (µ = 0) et non brisée (µ = 0.02U) avec une densité de une particule
sur le site.

systèmes à brisure spontanée de symétrie. On ajoute un terme de source (de champ
magnétique dans les systèmes de spins) à l’hamiltonien qui brise ainsi explicitement
la symétrie U(1). On calcule ensuite 〈b̂〉. Si, dans la limite où la source tend vers zéro,
le paramètre d’ordre garde une valeur finie 〈b̂〉 6= 0, alors on a brisure spontanée de
symétrie. Si on ajoute le terme Jb̂† + b̂J∗ (avec J un nombre complexe), les valeurs
propres de l’hamiltonien dans le sous-espace |p〉 et |p+ 1〉 a sont

E− = E0 − |J |
√
p+ 1 pour l’état |−〉 = 1√

2
(|p〉+ eiθ|p+ 1〉),

E+ = E0 + |J |√p+ 1 pour l’état |+〉 = 1√
2

(|p〉 − eiθ|p+ 1〉), (C.3)

où on a noté θ = arg J . L’ajout de la source lève la dégénérescence et sélectionne
l’état |−〉. Toutes les moyennes sont calculées dans cet état puis on prend la limite
J → 0. Nous obtenons une densité du condensat |〈b̂〉|2 = |〈−|b̂|−〉|2 = p+1

4 qui est
finie même en source nulle, nous sommes donc bien en présence d’une “phase” à
symétrie brisée. Le calcul de la densité est direct et donne 〈n̂〉 = 2p+1

2 .
Si nous nous étions placés dans les cas µ 6= pU , i.e. avec un fondamental non-

dégénéré, l’ajout d’une source infinitésimale n’aurait dans ce cas pas changé l’état
fondamental et il n’y aurait pas eu brisure de symétrie.

Nous montrons en figure C.2 le paramètre d’ordre, ainsi que le potentiel effectif
local, après diagonalisation numérique de l’hamiltonien local (3.20). Pour µ/U = 0,

a. Dans la limite de sources infinitésimales, il est toujours possible de se restreindre à ce sous-
espace.



ix

nous trouvons que φ(J = 0) = 〈b̂〉 = 1/2 comme attendu tandis que Vloc(n) prend
la forme typique d’un système avec brisure spontanée de symétrie, avec une partie
plate pour n < |φ(J = 0)|2. Pour µ/U = 0.02, nous avons φ(J = 0+) = 0 et le
potentiel local est croissant pour tout n.





Annexe D

Étude de la phase superfluide avec
le NPRG

Nous étudions la phase superfluide via le NPRG, dans le cadre du modèle de
Bose-Hubbard. Nous commençons par montrer comment la physique du gaz dilué est
retrouvée, puis nous nous concentrons sur le comportement infrarouge du flot de RG
et au régime de couplage fort. Nous discutons principalement les propriétés du gaz
en deux dimensions. Le cas tridimensionnel sera rapidement abordé en section D.5.
Nous travaillons dans cet annexe dans des unités tel que l = 1 (avec l le pas du
réseau).

D.1 La limite diluée dans le NPRG

Nous montrons maintenant comment le NPRG retrouve la limite du gaz de Bose
dilué dans le cadre du modèle de Bose-Hubbard. Considérons en premier lieu le point
quantique critique T = 0 et µ = −2dt. On a alors n̄k = n0,k = 0 et l’équation de RG
(F.11) donne

Z
(vac)
A,k = Z

(vac)
C,k = 1,

V
(vac)
A,k = 0,

(D.1)

en accord avec le fait que le propagateur (normal) n’est pas renormalisé : Gn,k(q) =

(iω + µ− tq)−1. La constante de couplage λ(vac)
k est donnée par

λ
(vac)
k =





8πta3

1− 4
3πka3

(d = 3),

− 4πt

ln
(
ka2
2

)
+ C − 1

2

(d = 2),
(D.2)
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pour k � Λ, où C est la constante d’Euler et ad la longueur de diffusion en onde-s
du modèle de Bose-Hubbard (donnée au chapitre I)

ad =





1

8π

1

t/U +A
(d = 3),

1

2
√

2
e−4πt/U−C (d = 2),

(D.3)

avec A ' 0.1264. La constante de couplage sans dimension λ̃(vac)
k = λ

(vac)
k kd/εk s’an-

nule pour k → 0 quand d ≥ 2 et le point critique quantique gouvernant la transition
de phase vide-superfluide est gaussien. L’annulation logarithmique de λ̃(vac)

k à deux
dimensions est en accord avec le fait que d = 2 est la dimension critique supérieure
(voir les discussions des chapitres I, III et IV).

Pour µ > −2dt, le potentiel chimique crée une nouvelle échelle d’énergie (as-
sociée au condensat n0,Λ = (µ + 2dt)/λΛ). On en déduit l’existence d’une échelle
caractéristique kh, définie par εkh = 2λkhn0,kh , soit

kh '
(
λkh
t
n0,kh

)1/2

, (D.4)

qui n’est rien d’autre que l’inverse de la longueur de cicatrisation du superfluide :
kh = ξ−1

h . Le flot est piloté par le point fixe gaussien ñ0 = λ̃ = 0 pour k � kh (i.e.
n0,k peut être ignoré tant que k � kh), puis quitte le point fixe quand k � kh à
cause de la densité finie de bosons. Pour k � kh, on peut montrer que

∂k(λkn0,k) = 0, (D.5)

dont nous déduisons
µ+ 2dt ' λΛn0,Λ ' λkhn0,kh (D.6)

pour µ+2dt ≥ 0. (Nous avons utilisé le fait que pour µ+2dt assez petit, n0,Λ ' (µ+
2dt)/λΛ, résultat équivalent au traitement champ moyen de l’action microscopique.)
Cela implique que

kh '
√
µ+ 2dt

t
, (D.7)

comme prédit par la théorie de Bogoliubov.
Pour k inférieur à kh, la densité du condensat ne peut plus être ignorée. L’approxi-

mation de Bogoliubov revient à négliger toute autre renormalisation entre k = kh et
k = 0, ce qui équivaut à poser Γ = Γk=kh (i.e. faire un champ moyen avec l’action
“microscopique” Γkh). La valeur initiale de λΛ et la première partie du flot (k � kh)
revient à prendre en compte la renormalisation de la constante de couplage λk par les
diagrammes en échelle (qui est généralement incluse dans la théorie de Bogoliubov).
C’est équivalent à exprimer les résultats finaux en fonction de la longueur de diffu-
sion ad au lieu de l’interaction nue U . Nous nous attendons à ce que l’approximation



La limite diluée dans le NPRG xiii

Figure D.1 – Ligne de crossover entre le régime dilué (γ � 1 et kh � Λ)
et la limite de couplage fort.

de Bogoliubov soit valide si le rapport entre l’énergie moyenne d’interaction entre
particules est plus petite que l’énergie cinétique typique, i.e. si

γ =
λkh n̄

tn̄2/d
=
λkh
t
n̄1−2/d, (D.8)

est plus petit que un [8]. Nous soulignons que dans cette équation nous considérons
la constante de couplage λkh à l’échelle kh. Nous pouvons alors définir la limite diluée
(ou de couplage faible) par la condition γ � 1 et kh � Λ. La dernière inégalité nous
assure que la longueur caractéristique associée au comportement superfluide est bien
plus grande que le pas du réseau (rendant les propriétés du superfluide indépendante
du réseau).

Nous pouvons maintenant retrouver les résultats standards du gaz de bosons
dilué. À trois dimensions, puisque a3 . 0.31 [Eq. (D.3)], la constante de couplage
λk ' 8πta3 est quasiment constante pour k � Λ et on retrouve le résultat connu
γ ' a3n̄

1/3. Étant donné que kh � Λ dans la limite diluée, nous en déduisons

kh '
√

8πa3n̄ ,

λkh ' 8πa3t,

µ+ 2dt ' 8πa3tn̄,

(D.9)

tandis que la vitesse du mode de son prend la forme

c '
√

2tλkhn0,kh ' 2t
√

4πa3n̄ . (D.10)

Puisque ZA,kh ' 1, la raideur superfluide est donnée par

ρs ' 2tn0,kh ' 2tn̄. (D.11)

Nous avons utilisé le fait que n0,kh = n̄ à l’ordre dominant dans le développement
du paramètre du gaz γ ∼ a3n̄

1/3 du gaz de bosons dilué tridimensionnel. Dans la
limite U/t � 1, où a3 ∼ U/8πt (la renormalisation de la constante de couplage est
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négligeable), nous obtenons
λkh ' U,

kh '
√
U

t
n̄ ,

µ+ 2dt ' Un̄,
c '
√

2tUn̄ .

(D.12)

Le domaine de validité de la limite diluée est donné en figure D.1 a.
À deux dimensions, l’annulation logarithmique de λ(vac)

k joue un rôle crucial. Nous
trouvons

kh '
(

4πn̄

| ln kha2|

)1/2

'
(

4πn̄

| ln
√
n̄ a2|

)1/2

,

λkh '
4πt

| ln kha2|
' 4πt

| ln
√
n̄ a2|

,

(D.13)

et
µ+ 2dt ' 4πtn̄

| ln
√
n̄ a2|

,

c ' t
(

8πn̄

| ln
√
n̄ a2|

)1/2

,

(D.14)

en accord avec les résultats obtenus par Schick pour le gaz de bosons dilué bidimen-
sionnel [122, 128]. En particulier, le petit paramètre γ ∼ 1/| ln

√
n̄ a2|. Pour U/t� 1,

la longueur de diffusion a2 ∼ e−4πt/U est exponentiellement faible (équation (D.3))
et nous retrouvons les équations (D.12). La limite diluée est alors simplement déter-
minée par kh ∼

√
(U/t)n̄ � Λ (figure D.1).

Même dans la limite γ � 1 et kh � Λ, la théorie de Bogoliubov cesse d’être valide
à l’échelle de Ginzburg kG (voir la discussion au chapitre I). En utilisant les résultats
donnés en [39, 40, 41] (ou l’équation (1.39)) avec l’interaction nue U remplacée par
λkh pour prendre en compte les fluctuations aux échelles d’impulsion plus grande
que kh, nous obtenons

kG ∼





kh exp
(
−const/

√
n̄a3

3

)
(d = 3),

kh

| ln
√
n̄ a2|

(d = 2).
(D.15)

Pour U � t, les équations (D.15) deviennent

kG ∼
{
kh exp

[
−const/

√
n̄ (U/t)3/2

]
(d = 3),

U

t
kh (d = 2).

(D.16)

La limite diluée comme nous l’avons définie plus haut est donc équivalente à la
condition n̄ad � 1 pour d > 2 (1/ ln(n̄a2) � 1 pour d = 2) ou encore à kh � Λ

a. Dans la limite U/t� 1, la condition kh/Λ� 1 implique que γ � 1, ce qui donne une densité
de cross-over de l’ordre de t/U .
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et kG � kh. Dans cette limite, l’approximation de Bogoliubov reste valide dans une
grande partie de l’intervalle d’impulsion 0 ≤ |q| � kh où le spectre est linéaire, et
ne marche plus seulement quand |q| � kG � kh. Les quantités thermodynamiques
(n0,k, ρs,k, ck, etc.) sont néanmoins insensible à l’échelle de Ginzburg et peuvent être
obtenues grâce à la théorie de Bogoliubov [39, 40, 41].

D.2 Flot du groupe de renormalisation à deux dimen-
sions

Le flot du RG est montré en figure D.2 pour t/U = 10 et n̄ = 1 (d = 2). Pour
ces valeurs de t/U et n̄, la condition initiale est bien approximée par la théorie de
Bogoliubov (voir section D.1),

n0,Λ ' n̄, ρs,Λ ' 2tn̄, cΛ ' (2Utn̄)1/2,

λΛ ' U, ZC,Λ ' 1, VA,Λ ' 0,
(D.17)

et la renormalisation de λk pour k � kh est négligeable. La longueur de cicatrisation
est déduite des résultats numériques et de

ZA,khtk
2
h = λkhn0,kh , (D.18)

qui généralise la définition (D.4) aux cas où ZA,kh est différent de un. Les quantités
thermodynamiques telles que n0,k, ρs,k et ck varient peu avec k et restent proches
de leur valeurs initiales (D.17). Par contre, l’échelle de Ginzburg kG se manifeste par
une forte variation avec k de λk, ZC,k et VA,k. Nous déterminons kG à partir du point
d’inflexion de VA,k b

∂2
l VA,k

∣∣
k=kG

= 0. (D.19)

kh et kG [Eqs. (D.18,D.19)] sont en bon accord avec kh ∼
√

(U/t)n̄ et kG ∼ (U/t)kh.
Dans le régime de Bolgoliubov (i.e. perturbatif) kG � k ≤ Λ, λk, ZC,k et VA,k

restent presque égaux à leurs valeurs initiales (D.17). Nous nous attendons donc à
ce que les propagateurs à k = 0 aient la forme

Gll(q) = − εq
ω2 + E2

q

,

Gtt(q) = −εq + 2Un̄

ω2 + E2
q

,

Glt(q) =
ω

ω2 + E2
q

,

(D.20)

pour |q| � kG avec Eq = [εq(εq + 2Un̄)]1/2 l’énergie du mode de Bogoliubov. Le
spectre passe d’une dispersion quadratique à une dispersion linéaire à l’échelle de
cicatrisation kh. Pour kG � |q| � kh, Eq ' cΛ|q| avec cΛ ' (2Un̄t)1/2.

b. Nous pouvons aussi utiliser les conditions ∂2
l ZC,k

∣∣
k=kG

= 0 ou ∂2
l λk

∣∣
k=kG

= 0, qui donnent des
résultats comparables.
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Figure D.2 – Flot de RG dans la phase superfluide, t/U = 10 et n̄ = 1
(d = 2).

Figure D.3 – Identique à la figure D.2, mais pour t/U = 0.05 et n̄ '
10−4. Les flots de λ(vac)

k et Z(vac)
C,k dans le vide (n̄ = n0,k = 0) sont aussi

montrés.

Figure D.4 – Identique à la figure D.2, mais pour t/U ' 0.062 et n̄ = 1.



Les échelles d’impulsion caractéristiques : kh et kG xvii

Dans le régime de Goldstone (non-perturbatif) k � kG, λk, ZC,k ∼ k s’annule
pour k → 0 tandis que VA,k ' VA,k=0 prend une valeur finie. Ce régime est dominé
par les fluctuations de phase, et est caractérisé par une annulation de la self-energy
anormale Σan,k(q = 0) = λkn0,k ∼ k (voir discussion du chapitre I) et la diver-
gence du propagateur longitudinal (voir équation (D.21) ci-dessous) [31, 32, 30]. Les
propagateurs à k = 0 (3.11) sont donnés par

Gll(q) = − 1

2λn0
= − 1

2n0C
√
ω2 + c2q2

,

Gtt(q) = − 1

VA(ω2 + c2q2)
= −2n0c

2

ρs

1

ω2 + c2q2
,

Glt(q) =
ZCω

2λn0VA(ω2 + c2q2)
=
c2

ρs

dn0

dµ

ω

ω2 + c2q2
,

(D.21)

pour |q|/|ω|/c � kG, où nous avons utilisé c = (ZAt/VA)1/2, κ = 2n0VA, ρs =
2tZAn0 et limk→0 ZC,k/λk = dn0/dµ (voir section 3.1.3). Le propagateur longitudinal
est obtenu à partir de Gll,k(q = 0) = −1/(2λkn0,k) en remplaçant λk ∼ k par
C
√
ω2 + c2q2 [41]. Dans le régime de Goldstone, l’existence d’un spectre linéaire à

basse énergie est due à l’invariance relativiste de Γ(2) (ZC,k → 0 tandis que VA,k →
VA > 0) et non à la valeur finie de la self-energy anormale Σan(q = 0) comme dans
le régime de Bogoliubov. De façon remarquable, la valeur de la vitesse du mode de
son est insensible à kG. Ces résultats sont en accord avec les études précédentes sur
les bosons en interaction dans le continu [40, 41, 100, 101].

En figure D.3, nous montrons le flot de RG pour t/U = 0.05 et n̄ ' 10−4. Bien
que t/U � 1, la très petite valeur de la densité nous assure que nous sommes bien
dans la limite diluée, avec kG � kh � Λ (lh ' −3 et lG ' −8). Pour k � kh, le flot
de la constante de couplage λk coïncide avec le flot dans le vide (λk ' λ

(vac)
k , voir

équation (D.2)). Pour kG � k � kh, la variation de λk est faible : dans l’intervalle
d’impulsion kG � |q| � kh, le comportement du système est bien décrit par la
théorie de Bogoliubov mais avec des paramètres renormalisés (λkh , n0,kh , etc.). Dans
le régime de Goldstone, k � kG, nous retrouvons le comportement infrarouge discuté
ci-dessus.

À mesure que t/U décroit (à densité n̄ fixe), la constante de couplage sans di-
mension γ augmente et finit par devenir d’ordre un. Un flot typique dans le régime
de fort couplage γ � 1 est montré en figure D.4 pour t/U ' 0.062 et n̄ = 1. Il n’y
a plus de régime de Bogoliubov, kh ∼ kG ∼ Λ, et la densité du condensat n0,k et la
raideur superfluide ρs,k, sont fortement réduites.

D.3 Les échelles d’impulsion caractéristiques : kh et kG

La figure D.5 montre kG, kh, n0, κ, ρs et c en fonction de t/U à densité fixe
n̄ = 1. Nous voyons un cross-over rapide entre un régime de faibles corrélations
(kG � kh, n0 ' n̄ et ρs ' 2tn̄) et un régime de corrélations fortes (kh ∼ kG ∼ Λ,
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Figure D.5 – Densité du condensat n0, raideur superfluide ρs, compres-
sibilité κ, vitesse c, et échelles caractéristiques kh et kG en fonction de t/U
à densité fixe n̄ = 1 (d = 2). Les points noirs sont des fits kh ∝

√
n̄U/t

et kG ∝
√
n̄(U/t)3 .

Figure D.6 – Comportement de la phase superfluide en fonction de
l’échelle d’impulsion k à densité constante n̄ entière. kh : échelle de cica-
trisation, kG : échelle de Ginzburg, kJ : échelle de Josephson (voir section
3.3).
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Figure D.7 – Densité du condensat n0, raideur superfluide ρs et échelles
caractéristiques kh et kG en fonction de la densité n̄ pour t/U = 0.04
(d = 2). Les points noirs sont des fits kh ∝ (n̄/| ln

√
n̄a |)1/2 et kG ∝

khλkh/t [Eq. (D.15,D.13)].

n0 � n̄ et ρs � 2tn̄) quand t/U décroit. Près du point muticritique, il y a un régime
critique où ñ0,k, λ̃k, ηA,k et ηV,k vont vers leurs valeurs de point fixe, comportement
caractéristique d’un système critique (voir section 3.3). Le comportement critique
cesse à l’échelle d’impulsion de Josephson kJ (section 3.3.1), et pour k � kJ nous
retrouvons le régime de Goldstone de la phase superfluide. Le comportement de la
phase superfluide à densité fixe et entière est résumé en figure D.6. Excepté pour des
effets de réseau (qui oblige kh, kG et kJ à être au plus d’ordre Λ) nous retrouvons le
comportement du modèle O(N) en d+ 1 dimensions [30] (voir également chapitre I).

La figure D.7 montre kh et kG à t/U fixe pour n̄ variant entre 0 et 1. Dans
la limite de basse densité γ � 1, nos résultats numériques pour kh et kG sont en
accord avec les équations (D.4, D.13). Pour n̄ ∼ 0.5, kG et kh sont du même ordre
et γ � 1 comme on s’y attend pour une phase superfluide en corrélations fortes.
Le comportement près de la phase de Mott (1 − n̄ � 1) est similaire à la limite de
basse densité et reflète le fait que les transitions entre le vide et le superfluide et celle
entre isolant de Mott et superfluide appartiennent à la même classe d’universalité.
En particulier, près de la phase isolante, le système est dans un régime de faibles
corrélations (γ = λkh/t � 1), en accord avec le fait que le point quantique critique
est gaussien pour d ≥ 2. L’analogie entre les deux limites n̄� 1 et 1− n̄� 1 amène
à des conséquences intéressantes qui sont discutées au chapitre IV.
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Figure D.8 – Poids spectral normalisé Z̄ du mode de son [Eq. (D.24)]
en fonction de t/U (n̄ = 1 et d = 2).

D.4 Le spectre de basse énergie

La connaissance de la limite infrarouge de la fonction de Green à un corps permet
d’obtenir la fonction spectrale [40]

A(q, ω) = − 1

π
ImGn(q, ω + i0+)

' − 1

2π
Im
[
Gll(q, ω + i0+) +Gtt(q, ω + i0+)

]
(D.22)

dans la limite de basse énergie. À partir des équations (D.21) nous déduisons

A(q, ω) =
n0c

2ρs|q|
[δ(ω − c|q|)− δ(ω + c|q|)]

+
sgn(ω)

4πn0C

Θ(ω − c|q|)√
ω2 − c2q2

(D.23)

pour |q|, |ω|/c� kG. En plus du pic delta dû au mode de Goldstone, la fonction spec-
trale possède un spectre d’excitation continu, conséquence directe de la singularité
du propagateur longitudinal Gll. Tandis que le mode de son existe jusqu’à |q| ∼ kh,
le continuum n’est observé que pour des impulsions et des énergies |q|, |ω|/c . kG.
Dans la limite de couplage faible, où le réseau ne joue pas de rôle, ces résultats
sont en accord avec la théorie hydrodynamique de Popov [140, 30]. Cette dernière
donne C = (4tn̄/cn0)1/2 de sorte que le rapport entre le poids spectral porté par le
continuum et le mode de son est très faible dans la limite de couplage faible [41].

Il n’y a pas de différence qualitative entre les phases superfluides en couplage
faible ou fort, en ce qui concerne la fonction spectrale à basse énergie [Eq. (D.23)].
Cependant, en couplage fort, le continuum d’excitation dû au comportement singu-
lier du propagateur longitudinal s’étend certainement jusqu’à des impulsions d’ordre
kG ∼ Λ (i.e. sur la plus grande partie de la zone de Brillouin) et porte une partie
significative du poids spectral. Cela est confirmé par la diminution du poids spectral
du mode de son à mesure que le rapport t/U décroit à densité fixe. La figure D.8
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Figure D.9 – Flot de RG dans la phase superfluide pour t/U = 0.034
et n̄ = 1 (d = 3).

montre le poids spectral Zq = n0c/2ρs|q| du mode de son pour n̄ = 1, normalisé à
sa valeur dans la limite de couplage faible t� U ,

Z̄ = 2|q|Zq

√
2t

Un̄
=
n0c

ρs

√
2t

Un̄
. (D.24)

Z̄ reste proche de un dans la limite de couplage faible mais diminue fortement dans
le régime de forte corrélation. Il s’annule à la transition vers l’isolant de Mott (t = tc)
avec un exposant critique 2β − ν(d+ z − 2) = νη,

Z̄ ∼ (t− tc)νη (D.25)

pour t→ t+c , voir section 3.3.
Étant équivalent à la RPA, l’action effective initiale ΓΛ prédit aussi l’existence

d’un mode gappé en plus du mode de son habituel [46, 47, 48, 136]. Le devenir de
ce mode gappé est cependant hors de porté de notre développement en dérivées et
requiert une implémentation plus subtile du NPRG [40, 41, 100, 101].

D.5 La phase superfluide tridimensionnelle

Dans la limite diluée γ � 1 et en couplage faible (section D.1), les conditions
initiales du flot de RG sont données par

n0,Λ ' n̄, ρs,Λ ' 2tn̄, cΛ ' 2t
√

4πa3n̄ ,

λΛ ' 8πa3t, ZC,Λ(n) ' 1, VA,Λ(n) ' 0,
(D.26)

et redonne l’approximation de Bogoliubov. Le flot pour k ≤ kh est logarithmique
et donc très lent [41]. Cela explique pourquoi la longueur de Ginzburg est exponen-
tiellement petite dans la limite diluée [Eq. (D.15)] et non pertinente la plupart du
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temps. Dans la limite infrarouge, Gtt et Glt sont donnés par (D.21), tandis que le
propagateur longitudinal

Gll(q) ∼ ln

(
ckh√

ω2 + c2q2

)
(D.27)

diverge logarithmiquement.
Un flot typique dans la limite de couplage fort, où kh, kG ∼ Λ, est montré en

figure D.9 pour n̄ = 1. Les quantités thermodynamiques convergent rapidement
vers leurs valeurs à k = 0. Par contre, les flots de λk, ZC,k ∼ | ln k|−1 et VA,k sont
logarithmiques.



Annexe E

Propriétés du régulateur sur le
réseau

Le régulateur sur le réseau (3.12) diffère de ceux utilisés dans le continu, en
particulier à cause du traitement symétrique du haut et du bas de bande (Fig. 3.1).
On peut réécrire Rk(q) sous la forme

Rk(q) = −ZA,kεksgn(tq)yqr(yq), (E.1)

où
r(y) =

1− y
y

Θ(1− y) (E.2)

et

yq =





εq
εk

si tq < 0,

4dt− εq
εk

si tq > 0.
(E.3)

Cela donne

∂lRk(q) = ZA,kεksgn(tq)yq[ηA,kr(yq) + 2yqr
′(yq)]

= ZA,kεksgn(tq)Θ(1− yq)[ηA,k(1− yq)− 2]. (E.4)

Rk(q) apparait toujours dans les équations de flot avec ΓA,k

ΓA,k(q;n) +Rk(q) = ZA,kεq + VA,kω
2 + V ′k(n) +Rk(q), (E.5)

où

ZA,kεq +Rk(q) =

{
ZA,kεk si εq ≤ εk,
ZA,kεq si εq ≥ εk

(E.6)

pour tq < 0, et

ZA,kεq +Rk(q) =

{
ZA,k(4dt− εk) si εq ≥ 4dt− εk,
ZA,kεq si εq ≤ 4dt− εk

(E.7)
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pour tq > 0. Les équations (E.4,E.6,E.7) simplifient significativement les coefficients
Iα(n) et Jαβ(q;n) (voir annexe F). Une contribution typique à Iα ou à Jαβ est

Fk =

∫

q

∫

ω
∂lRk(q)f(ZA,kεq +Rk(q), ω), (E.8)

où ∂l = k∂k et f est le produit de propagateurs Gk = −(Γ
(2)
k + Rk)

−1. Puisque
∂lRk(q) réduit les intégrales sur les impulsions à yq ≤ 1 où ZA,kεq + Rk(q) est
indépendant de q,

Fk =

∫

q
Θ(−tq)∂lRk(q)

∫

ω
f(ZA,kεk, ω)

+

∫

q
Θ(tq)∂lRk(q)

∫

ω
f(ZA,k(4dt− εk), ω). (E.9)

En utilisant la densité d’état sur le réseau

D(ε) =

∫

q
δ(ε− εq) (0 ≤ ε ≤ 4dt), (E.10)

nous obtenons

∫

q
Θ(−tq)∂lRk(q) =

∫ 2dt

0
dεD(ε)∂lRk(q)

= −ZA,kεk
∫ εk

0
dεD(ε)

[
ηA,k

(
1− ε

εk

)
− 2

]
(E.11)

et

∫

q
Θ(tq)∂lRk(q) =

∫ 4dt

2dt
dεD(ε)∂lRk(q)

= ZA,kεk

∫ 4dt

4dt−εk
dεD(ε)

[
ηA,k

(
1− 4dt− ε

εk

)
− 2

]
. (E.12)

La densité d’état d’un réseau hypercubique étant symétrique, D(ε) = D(4dt − ε),
l’équation précédente donne

∫

q
Θ(tq)∂lRk(q) = −

∫

q
Θ(−tq)∂lRk(q) (E.13)

ce qui nous permet d’écrire (E.9) sous la forme

Fk =

∫

q
Θ(−tq)∂lRk(q)

∫

ω
[f(ZA,kεk, ω)− f(ZA,k(4dt− εk), ω)] , (E.14)

avec l’intégrale sur les moments donnée par (E.11).
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Dans la limite k � Λ (ou εk � 2dt), la fonction f(ZA,k(4dt− εk), ω) contient des
propagateurs ayant un large gap et est donc négligeable par rapport à f(ZA,kεk, ω)
et le flot n’est alors gouverné que par les modes de basse énergie. De plus, pour
εq ≤ εk � 2dt, le réseau ne compte plus et nous pouvons approximer εq ' tq2, ce
qui donne

D(ε) = 2vd
εd/2−1

td/2
(ε� 2dt) (E.15)

et ∫

q
Θ(−tq)∂lRk(q) = 8

vd
d
ZA,kεkk

d

(
1− ηA,k

d+ 2

)
, (E.16)

où v−1
d = 2d+1πd/2Γ(d/2). Nous obtenons donc

Fk = 8
vd
d
ZA,kεkk

d

(
1− ηA,k

d+ 2

)∫

ω
f(ZA,kεk, ω), (E.17)

qui est la forme habituelle pour des modèles dans le continu avec un régulateur en θ
[141].





Annexe F

Équations de flot

F.1 Équations BMW pour ΓA,k, ΓB,k et ΓC,k

Nous donnons ici les équations de flot dans l’approximation BMW, prises de [41].
Dans cette approximation, l’équation de flot du vertex à deux points est

∂lΓ
(2)
ij (p;φ) = −1

2

∑

q,i1,i2

∂̃lGi1i2(q;φ)Γ
(4)
iji2i1

(p,−p, 0, 0;φ)

−1

2

∑

q,i1···i4

{
Γ

(3)
ii2i3

(p, 0,−p;φ)Γ
(3)
ji4i1

(−p, p, 0;φ)[∂̃lGi1i2(q;φ)]Gi3i4(p+q;φ)+(p↔ −p, i↔ j)
}
,

(F.1)

où les vertex à trois et quatre points dans (F.1) sont obtenus par différentiation du
vertex à deux points par rapport aux champs. De (3.6), nous obtenons

Gij(p;φ) = δi,j [δi,1Gll(p;n) + δi,2Gtt(p;n)] + εijGlt(p;n),

Γ
(2)
ij (p;φ) = δi,j [ΓA(p;n) + δi,12nΓB(p;n)] + εijΓC(p;n),

Γ
(3)
ijl (p,−p, 0;φ) =

√
2n√
βV

{
δi,jδl,1

[
Γ′A(p;n) + δi,12nΓ′B(p;n)

]

+ (δi,lδj,1 + δj,lδi,1)ΓB(p;n) + εijδl,1Γ′C(p;n)
}
,

Γ
(4)
ijlm(p,−p, 0, 0;φ) =

1

βV

{
δi,jδl,m

[
Γ′A(p;n) + δl,12nΓ′′A(p;n)

]
+ (δi,lδj,m + δj,lδi,m)ΓB(p;n)

+
[
δi,1(δj,mδl,1 + δl,mδj,1) + δm,1(δi,lδj,1 + δj,lδi,1) + δi,mδj,1δl,1

]
2nΓ′B(p;n)

+ δi,1δj,1δl,1δm,14n2Γ′′B(p;n) + δl,mεij
[
Γ′C(p;n) + δl,12nΓ′′C(p;n)

]}

(F.2)
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(Γ′α(p;n) = ∂nΓα(p;n), etc.) pour la configuration de champ φ = (
√

2n , 0). L’équa-
tion de flot (F.1) donne alors

∂lΓA(p;n) = − 1

2
Ill(n)[Γ′A(p;n) + 2nΓ′′A(p;n)]− 1

2
Itt(n)[Γ′A(p;n) + 2ΓB(p;n)]

− 2n
[
Jll,tt(p;n)Γ′A(p;n)2 + Jtt,ll(p;n)ΓB(p;n)2

+ 2Jlt,lt(p;n)Γ′A(p;n)ΓB(p;n)− Jll,ll(p;n)Γ′C(p;n)2

− 2Jll,lt(p;n)Γ′A(p;n)Γ′C(p;n) + 2Jlt,ll(p;n)ΓB(p;n)Γ′C(p;n)
]
, (F.3)

∂lΓB(p;n) =
1

2n
[Itt(n)− Ill(n)]ΓB(p;n)− Ill(n)

[
5

2
Γ′B(p;n) + nΓ′′B(p;n)

]

− 1

2
Itt(n)Γ′B(p;n)− Jll,ll(p;n)

[
X(n)2 + Γ′C(p;n)2

]

+ Jll,tt(p;n)
[
Γ′A(p;n)2 + Γ′C(p;n)2

]

+
[
Jtt,ll(p;n)− Jtt,tt(p;n)

]
ΓB(p;n)2

+ 2Jlt,lt(p;n)ΓB(p;n)
[
X(n) + Γ′A(p;n)

]

+ 2Jll,lt(p;n)
[
X(n)− Γ′A(p;n)

]
Γ′C(p;n)

+ 2Jlt,ll(p;n)ΓB(p;n)Γ′C(p;n) + 2Jlt,tt(p;n)ΓB(p;n)Γ′C(p;n), (F.4)

∂lΓC(p;n) = − 1

2
Ill(n)

[
Γ′C(p;n) + 2nΓ′′C(p;n)

]
− 1

2
Itt(n)Γ′c(p;n)

− 2n
{
Jll,ll(p;n)X(n)Γ′C(p;n) + Jll,tt(p;n)Γ′A(p;n)Γ′C(p;n)

− Jtt,lt(p;n)ΓB(p;n)2 + Jlt,ll(p;n)ΓB(p;n)Γ′A(p;n)

+ Jll,lt(p;n)
[
X(n)Γ′A(p;n)− Γ′C(p;n)2

]
− Jlt,ll(p;n)X(n)ΓB(p;n)

}
,

(F.5)

où X = Γ′A + 2ΓB + 2nΓ′B. Les coefficients Iα(n) et Jαβ(n; p) sont définis en (F.12).

F.2 Équations de flot avec le développement en dérivée

Après développement en dérivées du vertex à deux points (équations (3.44) et
(3.62)) et dans le cas où ZA,k(n) et VA,k(n) sont approximés par leurs valeurs en
n0,k, le minimum du potentiel effectif, les équations précédentes se simplifient en
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∂lVk(n) = − 1

2

∫

q
∂lRk(q) [Gll(q;n) +Gtt(q;n)] , (F.6)

∂lZC,k(n) = − 2nV ′′k (n)2∂ω [3Jll,lt(q, n)− 3Jlt,ll(q, n) + Jlt,tt(q, n)− Jtt,lt(q, n)]q=0

− 4n2V
(3)
k (n)V ′′k (n)∂ω [Jll,lt(q, n)− Jlt,ll(q, n)]q=0

− 4n2V
(3)
k (n)Z ′C,k(n)Jll,ll(q, n)− 1

2
Z ′C,k(n) [Itt(n) + Ill(n)]

− Ill(n)nZ ′′C,k(n)− 2nV ′′k (n)Z ′C,k(n)Jll,tt(0, n)

− 6nV ′′k (n)Z ′C,k(n)Jll,ll(0, n) (F.7)

∂lVA,k = − n0,kλ
2
k∂

2
ω

[
J̄ll,tt(q) + 2J̄lt,lt(q) + J̄tt,ll(q)

]
q=0

+ 2n0,kJ̄ll,ll(0)Z ′C,k(n0,k)
2

+ 4n0,kλkZ
′
C,k(n0,k)∂ω

[
J̄ll,lt(q)− J̄lt,ll(q)

]
q=0

, (F.8)

ηA,k = 2λ2
kn0,kZA,kεkk

2

{
δd,2
2π

+

∫

q
θ(εk − εq)

[
∂2
qxεq

εq
− (∂qxεq)2

ε2q

]}

×
∫

ω

(
1

D2
−

+
1

D2
+

)
, (F.9)

où
D− = (ZA,kεk + VA,kω

2)(ZA,kεk + VA,kω
2 + 2n0,kλk) + ZC,k(n0,k)

2ω2,

D+ = [ZA,k(4dt− εk) + VA,kω
2][ZA,k(4dt− εk) + VA,kω

2 + 2n0,kλk] + ZC,k(n0,k)
2ω2,

(F.10)

ZA,k ≡ ZA,k(n0,k), VA,k ≡ VA,k(n0,k), ηA,k = −k∂k lnZA,k, et l = ln(k/Λ).
Quand ZC,k(n) est approximé par ZC,k(n0,k) ≡ ZC,k et Vk(n) est tronqué à l’ordre

quadratique [Eq. (3.64)], nous obtenons

∂lV0,k = −1

2

∫

q
∂lRk(q)

[
Ḡll(q) + Ḡtt(q)

]
,

∂ln0,k =
3

2
Īll +

1

2
Ītt if n0,k > 0,

∂lδk = −2λkĪll if n0,k = 0,

∂lλk = −λ2
k

[
9J̄ll,ll(0)− 6J̄lt,lt(0) + J̄tt,tt(0)

]
,

∂lZC,k = 2λ2
kn0,k

∂

∂ω

[
J̄tt,lt(q)− J̄lt,tt(q)− 3J̄ll,lt(q) + 3J̄lt,ll(q

]
q=0

∂lVA,k = −2λ2
kn0,k

∂

∂ω2

[
J̄ll,tt(q) + J̄tt,ll(q) + 2J̄lt,lt(q)

]
q=0

,

(F.11)

avec ηA,k donné par (F.9). Nous définissons les coefficients

Iα(n) =

∫

q
∂̃lGα(q;n),

Jαβ(q;n) =

∫

q′
[∂̃lGα(q′;n)]Gβ(q + q′;n),

(F.12)
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où α, β = ll, tt, lt. Pour alléger les notations, nous avons omis les indices k dans Iα et
Jαβ . Les notations Īα, J̄αβ et Ḡ signifient que ces quantités sont évaluées en n = n0,k.

F.3 Équations de flot près des points critiques

F.3.1 Point multicritique

Pour étudier les équations de flot, ainsi que leur linéarisation, près du point
multicritique, nous posons ZC,k(n) = 0 dans (F.11) ce qui donne, dans les variables
adimensionnées ad hoc (voir table III.2),

∂lñ0,k =

(
1− d− ηA + ηV

2

)
ñ0,k

+
8vd
d

(
1− ηA

d+ 2

)
(

2ñ0,kλ̃k + 3√
1+2ñ0,kλ̃k

+ 1

)

8
(

1 + 2ñ0,kλ̃k

) ,

∂lλ̃k =

(
3ηA

2
+
ηV
2

+ d− 3

)
λ̃k

+
8vd
d

(
1− ηA

d+ 2

) 3λ̃2
k

(
9

(1+2ñ0,kλ̃k)5/2
+ 1

)

16
, (F.13)

ηA,k =
16vd
d

ñ0,kλ̃k

(
2ñ0,kλ̃k + 5√

1+2ñ0,kλ̃k
− 3

)
+ 2√

1+2ñ0,kλ̃k
− 2

16ñ2
0,kλ̃k(1 + 2ñ0,kλ̃k)

,

ηV,k =
16vd
d

(
1− ηA

d+ 2

) ñ0,kλ̃k

(
2ñ0,kλ̃k + 5√

1+2ñ0,kλ̃k
− 3

)
+ 2√

1+2ñ0,kλ̃k
− 2

16ñ2
0,kλ̃k(1 + 2ñ0,kλ̃k)

,

dont on obtient directement l’équation (3.69).
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F.3.2 Transition générique

Pour étudier le flot près de la transition générique, nous pouvons poser VA,k = 0
dans (F.11), ce qui donne, dans les variables adimensionnées ad hoc (voir table III.2),

∂lñ0 = (−d− ηC) ñ0

+
4vd
d

(
1− ηA

d+ 2

) ñ0λ̃
(
ñ0λ̃− 1

)

(
1 + 2ñ0λ̃

)3/2
,

∂lλ̃ = (d− 2 + ηA,k + ηC) λ̃

+
4vd
d

(
1− ηA

d+ 2

) λ̃2
(

1− ñ0λ̃
)(

1− ñ0λ̃
(

4 + 3ñ0λ̃
))

(
1 + 2ñ0λ̃

)5/2
,

ηA,k =
4vd
d

ñ0λ̃
2

(1 + 2n̄0λ̄)3/2
, (F.14)

ηC =
4vd
d

(
1− ηA

d+ 2

) λ̃2
(
ñ0λ̃

(
2 + 3ñ0λ̃

)
− 2
)

(
1 + 2ñ0λ̃

)5/2
,

∂lṼA = (2− ηA,k + 2ηC)ṼA

−6vd
d

(
1− ηA

d+ 2

) λ̃2
(

1 + ñ0λ̃
)

(
1 + 2ñ0λ̃

)5/2
,

dont la linéarisation à d = 3 donne l’équation (3.75).





Annexe G

Température finie

Nous décrivons ici les différences qu’induit la température (T 6= 0) dans notre
approche de NPRG sur réseau. La modification de la théorie des champs se résume
au fait que le temps imaginaire varie maintenant sur un intervalle fini [0, β]. Dans
l’espace réciproque, les champs se décomposent alors en séries de Fourrier, les champs
bosoniques étant périodiques (de période β), ce qui implique que les fréquences sont
discrètes ωn = 2πTn, n ∈ Z. Ce formalisme a déjà été utilisé dans le cadre du NPRG
pour des bosons dilués, voir [98, 142].

Conditions initiales

Lorsque que la température est non-nulle, la différence principale dans les condi-
tions initiales est que l’opérateur exp(−βĤloc) n’est plus le projecteur dans l’état
fondamental (exp(−βĤloc)→ exp(−βE0)|0〉〈0| pour β →∞). La fonction de parti-
tion s’écrit

Zloc(J, J
∗) = Tr

(
e−β
(
Ĥloc−J∗b̂−Jb̂†

))
,

=
∑

ν

e−βλν ,
(G.1)

où λν est la valeur propre de l’opérateur Ĥloc − J∗b̂ − Jb̂† associée à l’état |ν〉. La
valeur moyenne de b̂ est définie par

φ = 〈b̂〉 =
1

β

∂ lnZloc(J, J
∗)

∂J∗
(G.2)

et le potentiel effectif est la transformée de Legendre de la fonction de partition

Vloc(n) = −β−1 lnZloc(J, J
∗) + J∗φ+ Jφ∗. (G.3)

Bien entendu, nous retrouvons les résultats de la section 3.1.1 dans la limite de tem-
pérature nulle. Le calcul des fonctions de Green locales se généralise aussi directement
au cas à température finie.

Notons qu’à température finie, l’isolant de Mott n’existe plus, la compressibilité
n’étant plus nulle.
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Identités de Ward

Les identités de Ward obtenues en B pour les fonctions ΓA,B,C se généralisent
directement en notant toutefois que les fréquences sont discrètes,

√
2n0 Γ̄

(2)
12 (ωn) + ωnΓ̄

(2)
1;0(ωn) = 0, (G.4)

√
2n0 Γ̄

(2)
22 (ωn) + ωnΓ̄

(2)
2;0(ωn) = 0, (G.5)

√
2n0 Γ̄

(2)
2;0(ωn)− ωnΓ̄

(2)
;00(ωn) = 0. (G.6)

Il n’est par contre pas possible d’utiliser ces identités pour obtenir des contraintes sur
les différents paramètres de la théorie (VA, ZC , etc.). En effet, nous n’avons plus le
continuum de fréquences qui nous permettait de prendre facilement les dérivées par
rapport aux fréquences des Γ(2). En particulier, les identités de la section 3.1.2, qui
ont été utilisées tout au long du chapitre III, ne sont plus vraies à température finie,
ce qui complique l’analyse numérique de la thermodynamique des chapitres IV et V,
où nous sommes obligés de faire des dérivées numériques pour obtenir, par exemple,
la densité.

Équations de flot

Les équations de flots, voir annexe F, se généralisent directement au cas à tem-
pérature finie, une fois que les intégrales sur les fréquences sont remplacées par des
sommes de Matsubara : ∫

dω

2π
→ T

∑

n

. (G.7)

Notons que les arguments des sommes de Matsubara s’écrivent, si VA 6= 0, sous la
forme

ωan[
(ω+
k + ω2

n)(ω−k + ω2
n)
]b , (G.8)

où a et b sont des entiers positifs et ω+
k et ω−k sont les pôles des fonctions de Green,

voir section 3.1.3. Si ω±k � T , nous sommes de manière effective à température nulle,
et le flot de RG est le même qu’à T = 0. Dans la limite opposée, nous nous trouvons
dans le régime classique (température infinie) et seule la fréquence de Matsubara
n = 0 participe au flot et nous retrouvons alors les équations de flot du problème
O(2) classique. Le cross-over entre ces deux régimes définit une échelle caractéristique
kT . Typiquement, kT =

√
2mT pour z = 2 ou kT = T/c si z = 1.



Annexe H

Lois d’échelle près du point
multicritique

Nous exposons dans cette annexe les lois d’échelle prés du point multicritique,
en particulier dans la direction perpendiculaire au lobe (i.e. le long d’une trajectoire
parallèle à l’axe µ/U). Pour étudier le comportement critique près du point XY, il
est possible d’écrire une action de basse énergie (qui est justifiable à la RPA, voir
plus bas)

Seff =

∫ β

0
dτ

∫
dx

{
φ∗(x, τ)

(
−∇2 − c−2

(
∂τ − δµ

)2
+ αδt

)
φ(x, τ) +

g

2
|φ(x, τ)|4

}
,

(H.1)
où δµ = µ − µc et δt = tc − t. Ici, µc et tc sont les valeurs du potentiel chimique et
de t à l’extrémité du lobe. α est un coefficient de proportionnalité et c est la vitesse
des excitations au point multicritique. Pour δµ = 0, nous avons bien l’action d’un
modèle O(2) en dimension d+ 1 et la combinaison ∂τ − δµ est la seule autorisée par
l’invariance de jauge de l’action microscopique.

Si δt et δµ sont tous deux nuls, le modèle est critique XY, caractérisé par les
exposants ηXY et νXY du modèle XY en dimension d + 1 et z = 1. Si δt 6= 0, nous
conservons la symétrie relativiste et ce paramètre pertinent grandit avec l’exposant
νXY sous une transformation de RG. Enfin, si δµ 6= 0, l’invariance lorentzienne est
brisée. Cette variable pertinente doit par contre se renormaliser comme ∂τ , du fait de
la symétrie U(1) (voir par exemple [143]), c’est-à-dire avec l’exposant 1/ν⊥ = z = 1.
Ainsi, lors d’une transformation de RG, la partie singulière de la pression obéit à la
loi d’échelle a

Ps(δt, δµ, T, g) = s−d−zPs(δts1/νXY , δµs1/ν⊥ , T sz, g(s)). (H.2)

Si d < d+
c = 3, la constante de couplage va vers une valeur de point fixe non triviale

g∗. Le choix s = δt−νXY redonne les résultats de la partie 3.3, en notant que Ps = −Vs.
a. Il faudrait en toute rigueur travailler avec des grandeurs adimensionnées, comme nous l’avons

fait au chapitre IV.
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Le choix s = µ−ν⊥ donne

Ps(δt, δµ, T, g) = µ(d+z)ν⊥Pd

(
δt

δµν⊥/νXY
,

T

δµzν⊥

)
(H.3)

où Pd(x, y) = Ps(x, 1, y, g
∗). Le long d’une trajectoire parallèle à l’axe des µ, i.e.

δt = 0, et à température nulle, nous avons donc

Ps(δt = 0, δµ, T = 0, g) = cdδµ
(d+z)ν⊥ , (H.4)

où cd = Pd(0, 0) est un nombre universel. La partie singulière de la compressibilité
se comporte donc comme δµ(d+z−2)ν⊥ = δµd−1 le long de cette trajectoire, en accord
avec les arguments d’échelle de Fisher et al. [3].

Si d ≥ d+
c = 3, nous nous attendons à trouver une brisure des lois d’hyperscaling.

Pour cela, il faut noter que g est maintenant dangereusement irrelevant : g(s) ∝
s4−d−z et Ps(u, v, w) ∝ 1/w quand w → 0. On trouve alors, en prenant s = µ−ν⊥ et
δt = T = 0,

Ps(δt = 0, δµ, T = 0, g) ∝ δµ4/z ∝ δµ4, (H.5)

avec des corrections logarithmiques en dimension d = 3, ce qui donne la loi d’échelle
δµ2 pour la compressibilité, comme argumenté en [3].

Nous pouvons calculer l’action de basse énergie Seff à l’approximation RPA. Pour
garder une action invariante sous la transformation de jauge locale, il faut développer
l’action effective locale Γ

(n)
loc (iω;µ) en fonction de iω + δµ autours de µ = µc. À la

RPA, nous avons

µc/U =
√
n̄loc(n̄loc + 1)− 1,

tc =
(nlocU − µ)(U + µ− nlocU)

2d(U + µ)
,

(H.6)

pour l’isolant de Mott n̄loc. Le vertex à deux points RPA vaut, dans la limite l|q| � 1
et iω + δµ� U ,

Γ
(2)
RPA(iω;µc) = tl2q2 + 2d δt− (iω + δµ)2

√
n̄loc(n̄loc + 1)U

, (H.7)

ce qui donne
c2 =

√
n̄loc(n̄loc + 1)tUl2. (H.8)

Il est intéressant de comparer la vitesse c à la RPA avec les calculs Monte Carlo
Quantique [52, 53] et NPRG, pour le premier lobe en dimensions deux et trois, voir
table H.1. Remarquons que les résultats NPRG et Monte Carlo sont en très bon
accord et que la RPA est relativement correcte.

Il est également possible de calculer Γ
(4)
RPA({iω = 0}) à la RPA, qui a une ex-

pression compliquée (voir la référence [46]), et vaut au point multicritique du lobe
n̄loc = 1 :

Γ
(4)
RPA({iω = 0}) =

2(48
√

2 − 67)

17
ldU ≡ λldU. (H.9)
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d 2 3

(c/ltc)RPA 5.7 7.0

(c/ltc)QMC 4.8± 0.2 6.3± 0.4

(c/ltc)NPRG 4.9 6.4

Table H.1 – Vitesse c au point multicritique du lobe n̄loc = 1 en dimen-
sion deux et trois calculée en Monte Carlo Quantique (QMC) [52, 53],
à la RPA et avec le NPRG. Nous avons utilisé le tc donnée par la RPA
pour (c/ltc)RPA, etc.

Enfin, il est possible de réécrire l’action de basse énergie en µ = µc et T = 0 sous la
forme d’une théorie classique des champs en utilisant une dimension supplémentaire
x = (x, cτ) et nous obtenons

Seff =

∫
dd+1x

{
φ∗(x)

(
−∇2 + 2d

δt

tl2

)
φ(x) +

1

2

λUld−4c

t2
|φ(x)|4

}
, (H.10)

où 2d δt/t joue le rôle d’un terme de “masse” et λUld−4c/t2 ≡ u0 est la constante
d’interaction. La théorie est en couplage fort quand l3−du0 & 1 à t = tc. Il est facile
de vérifier que l3−du0 � 1 pour le premier lobe de Mott en toute dimension.





Annexe I

Fonctions d’échelle dans la limite
classique et en couplage faible

Nous justifions dans cette annexe que les différentes quantités thermodynamiques
peuvent s’écrire en couplage faible et dans la limite |µ| � T comme des fonctions
universelles de la variable X = (µ− µBKT)/T g̃(T ) en dimension deux [119, 120], où
µBKT/T = H2

(
g̃(T )

)
est une fonction universelle de g̃(T ) (voir section 5.2). Notons

en passant que la pression réduite peut toujours s’écrire sous la forme a

P(µ, T ) = Fd
(
µ− µc
T

, g̃(T )

)
= Fd

(
µ

T
−Hd

(
g̃(T )

)
, g̃(T )

)
, (I.1)

car Fd(x − Hd(y), y) est bien une fonction universelle. Ici, µc est la température
critique en dimension d (µBKT en d = 2).

Nous allons montrer qu’en couplage faible g̃(T ) � 1 et dans le régime classique
|µ| � T , la pression réduite P se réécrit en dimension d quelconque

P(µ, T ) = P0

(
µ− µc
T

, g̃(T )

)
+ g̃(T )

2
4−d F̃d

(
µ− µc

T g̃(T )
2

4−d

)
, (I.2)

où P0 est la partie “quantique” de la pression (dont nous avons omis la dépendance
en dimension) et F̃d est une fonction d’échelle classique (voir plus bas).

Comme nous nous intéressons au régime classique |µ| � T en couplage faible
g̃(T ) � 1, nous pouvons directement travailler avec l’action classique (dépendant
uniquement des modes du champs indépendants du temps imaginaire, c’est-à-dire
que nous avons intégré tous les modes “quantiques”)

ST =
1

T

∫
dx

{ |∇φ(x)|2
2m

− µ′|φ(x)|2 +
g′

2
|φ(x)|4

}
+ P0(µ, T ), (I.3)

a. Dans cette annexe, nous absorbons les coefficients (2π)d dans les fonctions d’échelle, par
rapport aux définitions données au chapitre IV.
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où µ′ est le potentiel chimique effectif des modes classiques (dépendant du système,
i.e. c’est une quantité non-universelle) et g′ est l’interaction effective (g′ = 4πa3/m
en d = 3 et g′ = g̃(T )/2m en d = 2). Ici, P0 est la contribution de la pression des
modes “quantiques” et nous avons

P0(µ, T ) = T

(
mT

2π

)d/2
P0

(
µ− µc
T

, g̃(T )

)
, (I.4)

où P0 a été introduit à l’équation (I.2) b. Notons que l’action classique n’est définie
qu’en présence d’un cut-off ΛT '

√
2mT (nous avons intégré tous les modes d’énergie

ω & T et d’impulsion |q| & ΛT ).
Pour réaliser une transformation du groupe de renormalisation, nous avons besoin

de travailler avec des quantités adimensionnées, comme vu en section 4.1. Nous uti-
lisons pour cela le cut-off ΛT pour les distances et Λ2

T /2m = T pour les énergies. En
fonction des variables x̃ = ΛTx, φ̃ = Λ

−d/2
T φ, µ̃′ = µ′/T et g̃′ = 2mΛd−2

T g′ = g̃(T ),
l’action classique devient c

ST =

∫
dx̃

{
|∇̃φ̃(x̃)|2 − µ̃′|φ̃(x̃)|2 +

g̃′

2
|φ(x̃)|4

}
(I.5)

tandis que la pression adimensionnée due aux modes classiques s’écrit

P̃s(T̃ , µ̃, g̃) =
Ps(µ, T )

TΛdT
. (I.6)

Notons que nos hypothèses de couplage faible et de régime classique se réécrivent
sous la forme g̃′ � 1 et |µ̃′| � 1.

Lors d’une transformation de RG, ΛT → ΛT /s, les constantes de couplages de-
viennent dépendantes de s, µ̃′ → µ̃′(s) et g̃′ → g̃′(s). D’après nos hypothèses, le flot
démarre près du point fixe gaussien µ̃′ = g̃′ = 0, et c’est donc ce point fixe qui va
le gouverner tant que |µ̃′(s)|, g̃′(s)� 1, avec les exposants critiques (champ moyen)
associés :

µ̃′(s) = µ̃′s1/νG ,

g̃′(s) = g̃′sε,
(I.7)

avec νG = 1/2 et ε = 4− d. La partie classique de la pression Ps (i.e. la contribution
des modes classiques à la pression) obéit à la relation d’échelle

Ps(µ, T )

TΛdT
= s−dP̃s

(
µ̃′(s), g̃′(s)), (I.8)

b. La contribution quantique de la pression peut s’écrire sous cette forme d’échelle grâce au point
critique quantique discuté au chapitre IV.

c. Nous avons omis P0 car il n’est pas renormalisé. Nous n’aurons qu’à l’ajouter à la partie
classique de la pression.
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qui, avec le choix s = g̃′−1/ε (et en réarrangeant les termes), donne

Ps(µ, T ) = T (mT )d/2g̃(T )d/εFd

(
µ′

T g̃(T )2/ε

)
. (I.9)

Cette expression n’est pas encore tout à fait satisfaisante car non-universelle : elle
s’exprime en fonction de µ′ qui dépend explicitement des détails microscopiques
(c’est-à-dire que la relation entre µ, le vrai paramètre physique, et µ′ n’est pas uni-
verselle). La fonction Fd(x) étant universelle, la transition de phase sera donnée par
une non-analyticité en un certain xc, ce qui définit alors µ′c = xcT g̃(T )2/ε. Nous
pouvons donc réécrire la fonction Fd sous la forme

Fd

(
µ′

T g̃(T )2/ε

)
= F̃d

(
µ′ − µ′c
T g̃(T )2/ε

)
. (I.10)

La fonction F̃d(x) est elle aussi universelle car F̃d(x) = Fd(x + xc). Par contre, il
est a priori compliqué de relier µ′c à µc (et µ′ à µ). Nous allons maintenant justifier
que µ′ − µ′c = µ − µc dans le régime classique, ce qui va nous permettre d’écrire la
pression sous une forme d’échelle universelle. Le potentiel chimique renormalisé peut
s’écrire

µ′ = µ+ δµ
(
T, µ, g̃(T ), {K}

)
, (I.11)

où K représente touts les autres détails non-universels du système (par exemple, la
forme du réseau si il y en a un, etc.). Dans le régime classique, le potentiel chimique
ne joue pas de rôle dans la renormalisation des diverses constantes de couplage et
donc δµ

(
T, µ, g̃(T ), {K}

)
' δµ

(
T, g̃(T ), {K}

)
. Le même raisonnement nous amène à

µ′c = µc + δµ
(
T, µc, g̃(T ), {K}

)
' µc + δµ

(
T, g̃(T ), {K}

)
, (I.12)

c’est-à-dire que pour un système donné, la fonction δµ
(
T, g̃(T ), {K}

)
est la même

pour µ et µc. Nous obtenons donc que dans le régime classique µ′ − µ′c = µ− µc.
La pression réduite peut donc s’écrire, en n’oubliant pas d’ajouter la contribution

des modes quantiques (la partie “régulière” de la pression),

P(µ, T ) = P0

(
µ− µc
T

, g̃(T )

)
+ g̃(T )

d
4−d F̃d

(
µ− µc

T g̃(T )
2

4−d

)
. (I.13)

Dans le régime classique, |µ|, |µc| � T , nous pouvons développer P0 et nous obtenons

P(µ, T ) = Pc(T ) +
µ− µc
T
Dc(T ) + g̃(T )

d
4−d F̃d

(
µ− µc

T g̃(T )
2

4−d

)
, (I.14)

où maintenant F̃d(0) = 0 et F̃ ′d(0) = 0, i.e. nous avons défini

Pc(T ) =P0

(
0, g̃(T )

)
+ g̃(T )

d
4−d F̃d(0),

Dc(T ) =P(1,0)
0

(
0, g̃(T )

)
+ g̃(T )

d−2
4−d F̃ ′d(0),

(I.15)



xlii Fonctions d’échelle dans la limite classique et en couplage faible

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

6

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
0.5

1

1.5

θ(X)

X

0.1

0.22
4
MC

Figure I.1 – Fonction d’échelle θ(X) (X = (µ − µc)/T g̃(T )), calculée
par Monte Carlo classique (MC) et NPRG pour g̃(T ) = 0.1, 0.22 et 4.
En couplage fort (g̃(T ) & 1), la densité réduite ne respecte plus la loi
d’échelle.

qui sont bien des fonction universelles de g̃(T ) uniquement. L’équation (I.14) est en
accord les résultats des références [119, 120, 29] d. Nous comparons en figure I.1 les
calculs Monte Carlo classique [120] (i.e. utilisant l’action (I.3)) et nos calculs NPRG.
Nous montrons pour cela la fonction θ(X) utilisée en [120] (X = (µ − µc)/T g̃(T )),
définie par

D(µ, T ) = Dc + 2π(θ(X)− θ0 −X), (I.16)

avec θ0 ' 1.07. Il y a un bon accord entre nos calculs et le Monte Carlo en couplage
faible, mais la loi d’échelle (I.14) n’est plus valable en couplage fort, comme attendue.
Nous rappelons que les fonctions d’échelle décrites dans les chapitres IV et V, voir
équation (I.1), sont plus générales et sont valides en couplage fort.

d. En dimension deux, les auteurs de [119, 120, 29] utilisent g̃(D/m), avec D la densité du
système, au lieu de g̃(T ). Cela ne change pas les résultats, vu la dépendance logarithmique de g̃ de
son argument.
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