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Avant-propos 

 

 

 

Le travail de thèse présenté dans les pages qui suivent a été commencé en 

septembre 2002 dans le cadre d'un Diplôme d'Etudes Approfondies étalé sur 

2 ans, et poursuivi dans le cadre de la préparation d'un doctorat.  

 

Assistant de recherche depuis septembre 2002 au Laboratoire 

d’Electrotechnique et d’Instrumentation (Département ELEC, Ecole 

Polytechnique de Louvain, Université catholique de Louvain), mon horaire 

s’est partagé par moitiés entre l’enseignement (préparation et encadrement 

de projets et exercices dans les matières d’électricité à l’UCL) et la 

recherche (préparation d’une thèse de doctorat). 

 

Le doctorat s'est effectué dans le cadre d'une co-tutelle entre l'UCL et l'Ecole 

Normale Supérieure de Cachan, initialement sous la direction de Damien 

Grenier et Sylvain Allano. Le comité d'encadrement comprenait en outre 

Caroline Jullien, chargée de recherche CNRS au laboratoire SATIE et Jean-

Pierre Raskin, professeur à l'UCL. 

 

Suite au départ de Damien Grenier pour l'ENS Cachan en septembre 2005, 

j'ai poursuivi ce travail sous sa direction et celle de Christophe Craeye qui a 

accepté de reprendre le rôle de co-directeur de thèse pour l'UCL. 

 

La co-tutelle m'a permis de bénéficier de l'expérience en modélisation 

développée à l'UCL et du savoir-faire expérimental dans le domaine des bio-

microsystèmes de l'équipe BIOMIS du Laboratoire SATIE. Celle-ci dispose 
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en effet sur le site de Ker Lann des moyens de réalisation et de 

caractérisation de systèmes microfluidiques.  

 

Au cours des différents séjours que j'ai effectués en Bretagne (et en 

particulier au cours du séjour de 8 mois que j'ai effectué au cours de l'année 

2006), j'ai ainsi pu tenter de valider expérimentalement certaines hypothèses 

déduites des modèles théoriques élaborés. Même s'ils n'ont pas été aussi 

fréquents que je l'aurais souhaité du fait de la distance, ces allers-retours 

entre théorie et expérimentation et les échanges qui se sont créés autour 

d’eux ont été particulièrement bénéfiques et riches en apprentissage.  



 

Remerciements 

 

 

 

Exercice de haute voltige que celui des remerciements, lorsque le choix des 

personnes et le choix des mots balancent entre priorité et exhaustivité… 

 

Merci d’abord aux personnes qui ont supervisé mon travail, me laissant tout 

au long de cette thèse une grande et constructive liberté d’action et 

d’options. 

 

A Damien Grenier pour avoir initié, suivi, lu et discuté ce travail entre 

Bruxelles, Louvain-la-Neuve, Paris et Rennes ; le bon déroulement de la 

cotutelle lui revient en premier lieu. 

 

A Caroline Jullien pour les nombreuses discussions constructives, les 

conseils de lecture et les contacts qu’elle m’a permis d’établir avec la 

communauté microfluidique. 

 

A Christophe Craeye pour avoir accepté de prendre le relais comme 

promoteur en cours de thèse à Louvain-la-Neuve.  

 

Merci à Jean-Pierre Raskin d’avoir accepté la présidence du jury ; merci 

également pour l’intérêt sincère qu’il a porté à ce travail lors des différentes 

discussions qui ont précédé la défense. 

 

Merci à Hercules Neves et Martin Bazant, qui ont accepté d’être rapporteurs 

de la thèse malgré l’obstacle de la langue ; merci plus particulièrement à 

Martin Bazant pour les discussions constructives qui ont précédé la défense 

de la thèse, ainsi que pour sa relecture critique du manuscrit final. 



xii Remerciements 

 

Merci à Sylvain Allano, Pascal Larzabal et Francis Labrique pour l’accueil 

au sein de leurs laboratoires respectifs, SATIE et LEI. 

 

Merci également à l’ensemble des doctorants et chercheurs que j’ai côtoyés 

dans mes deux laboratoires d’attache, pour les nombreuses discussions 

sérieuses (ou pas) et scientifiques (ou pas)  : Antonin, Bertrand, Julien, 

Julien, Vincent, Marie, Laurent, Florence à Rennes, et Grzegorz, Sorin, Dan, 

Daniel, Michaël, Christophe, Frédéric, Virginie, Adrien et Julien à Louvain-

la-Neuve. 

 

Merci aussi aux gourous des deux laboratoires, dont j’ai pu apprécier les 

grandes compétences scientifiques mais également et surtout les qualités 

humaines, ainsi que la curiosité pour le sujet de ma thèse, qui pour certains 

était assez éloigné de leurs thématiques propres : Bernard Multon et Hamid 

Ben Ahmed à Rennes, Francis Labrique, Christian Eugène et Bruno Dehez à 

Louvain-la-Neuve. 

 

Merci à Marie-Christine, Sophie, Paul et André à Louvain-la-Neuve et à 

Sophie et Solène à Rennes, pour leur disponibilité, leur sympathie et leur 

porte toujours grande ouverte. 

 

Merci à Damien, Carole, Antoine et Nicolas pour m’avoir accueilli lors de 

mes nombreux séjours en Bretagne, avec ou sans chauffage ! 

 

Merci à mes parents, à Bénédicte et Séverine, ma famille et mes amis pour 

leurs encouragements permanents. 

 

Merci à ceux qui ne m’en voudront pas de ne pas les avoir cités. 

 

Merci enfin et surtout à Delphine pour sa patience, son écoute et sa présence 

durant les bons moments et les temps plus difficiles qui ont jalonné ce 



xiii Remerciements 

travail. Même si je doute qu’elle le lise un jour entièrement, c’est à elle que 

je dédie ce manuscrit ! 



 



 

Résumé 

 

 

 

L'utilisation de systèmes électromécaniques microstructurés pour analyser et 

manipuler des solutions biologiques ou des cellules vivantes (bio-MEMS) a 

pris un essor considérable ces dernières années.  

 

Dans ce genre de dispositifs, l'utilisation de champs électriques est fréquente, 

que ce soit pour percer les membranes des cellules et effectuer une 

transfection de gènes par exemple (électroporation), pour les déplacer 

((di)électrophorèse) ou agir sur le milieu dans lequel elles baignent (électro-

hydrodynamique).  

 

La modélisation des phénomènes induits par ces champs électriques dans les 

solutions aqueuses est un problème multi-physique et multi-échelle. Au 

déplacement des électrons s'ajoute en effet la migration des ions présents 

dans la solution. Ceux-ci se concentrent en particulier aux abords des 

électrodes formant des couches minces dont les paramètres évoluent de 

façon encore mal connue en fonction notamment des conditions 

d'alimentation.  

 

La thèse se concentre sur les applications électro-hydrodynamiques dans 

lesquelles une solution saline est mise en mouvement par des forces 

électriques agissant sur ses ions, concentrés dans des couches de charges 

minces, au voisinage des électrodes. Sont d'abord présentés les résultats 

expérimentaux et des modèles simples du problème électromécanique dans 

le cas de structures 2D à électrodes coplanaires.  

 



xvi Résumé 

Devant l’importance des écarts entre les résultats théoriques et 

expérimentaux, des modèles plus complets sont alors proposés et évalués. 

Malgré les améliorations fournies par ces modèles, des écarts importants 

subsistent entre théorie et expérimentation. Une étude totalement découplée 

des aspects électriques et mécaniques est alors réalisée sur une structure 1D. 

Cette étude permet de mieux cerner les dépendances de certains paramètres 

physiques vis-à-vis des conditions d’alimentation avec une comparaison 

systématique des  résultats expérimentaux et des résultats de modèles 

circuits linéaires et non linéaires, au travers d’une approche fréquentielle par 

diagrammes de Bode et d’une approche temporelle par figures de Lissajous.  

 

Il a ainsi pu être mis en évidence l’importance pratique potentielle de 

certains phénomènes rarement pris en compte dans des modèles globaux : 

saturation des couches minces, permittivité non constante, effets de bords,…  

 

Des applications pratiques ont pu être dégagées et testées 

expérimentalement, dans le domaine des micro-mélangeurs.  

 

Outre ces développements, une brève étude est décrite, portant sur la 

modélisation des cellules et de leurs membranes extrêmement fines en 

regard des autres dimensions caractéristiques du système, dans la perspective 

par exemple d'applications en électroporation. Une autre étude est faite 

portant sur l’utilisation potentielle de méthodes numériques dites « sans 

maillage » pour ce type d’applications, l’accent étant mis sur la résolution du 

problème de Poisson dans des systèmes 2D. 

 



 

Abstract 

 

 

 

Analysis and manipulation of biological solutions or cells in micro-

electromechanical systems has considerably improved during last years. In 

such systems, it is common to use electric fields, in order e.g. to increase 

cells membrane porosity, which is known as electroporation, and thus allow 

for gene transfection. Electric fields can also generate the motion of cells in 

a solution by (di-)electrophoresis effects or induce the movement of the 

solution itself, through electro-hydrodynamic effects.  

 

Finding theoretical models for those phenomena requires a multi-physic and 

multi-scale approach. The ions present in the saline solution react 

mechanically to the electrical excitation of the system. They migrate to the 

regions close to the electrodes, in very thin layers whose parameters vary in 

non-obvious ways, depending namely on the power supply conditions.  

 

The text focuses on electro-hydrodynamic applications in which a flow is 

generated by electric forces acting on the ions present in the solution, mostly 

in thin charge layers near the electrodes. Experimental results and simple 

existing models are first presented for 2D coplanar electrodes systems.  

 

Regarding the important differences between models and experimentation, 

more complete models are then proposed and tested. In spite of the 

improvements of those new models, some important differences remain, so 

that a fully decoupled approach of electrical and mechanical aspects is 

needed, which is pursued on a 1D structure. This new study allows for a 

better understanding of the dependences of some physical parameters with 
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regard to supply conditions, with a systematic comparison of experimental 

results and linear and non-linear circuit models results. A frequency 

approach with Bode diagrams is used, as well as a time approach with 

Lissajous figures.  

 

It has been shown that some phenomena are of practical and fundamental 

importance, which are not always taken into account in more general and 

global models : saturation phenomena, non constant physical parameters, 

border effects,…  

 

Practical applications have been deduced and tested experimentally, in the 

case of micro-mixing.  

 

A brief study is also mentioned, concerning the modeling of cells with 

extremely thin membranes compared to the other characteristic dimensions 

of the system, in the perspective e.g. of electroporation applications. Another 

short study is performed about the potential use of « meshless » numerical 

methods for the solving of this kind of applications, focusing more 

specifically on the solving of a Poisson problem in 2D. 
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Chapitre 1 

Introduction 

 

 

 

Ce chapitre présente le cadre des travaux de recherche réalisés durant cette 

thèse. 

 

Dans un premier temps, le contexte des MEMS (micro electro-mechanical 

systems) y est présenté, ainsi que quelques unes de leurs applications dans le 

domaine biologique. 

 

Aux échelles auxquelles on travaille dans ces bio-microsystèmes, les 

phénomènes physiques dominants ne sont plus nécessairement les mêmes 

qu’aux échelles habituelles. C’est particulièrement vrai  en ce qui concerne 

les aspects microfluidiques et les interactions électriques. 

 

Pour les systèmes électro-hydrodynamiques auxquels nous nous sommes 

intéressés, on montre que l’essentiel des interactions électromécaniques se 

situe au niveau des électrodes. Le problème de la modélisation de tels 

systèmes se caractérise donc par un aspect multi-échelles fort, auquel il 

faudra s’intéresser par un traitement adéquat des « couches minces » en 

présence. Cela suppose une connaissance précise des caractéristiques 

physiques  des couches minces en question, dont l’étude fait l’objet de cette 

thèse. 

 



2 Chapitre 1 - Introduction 

1. Biologie et microsystèmes 

 

1.1.  Du circuit intégré au microsystème électromécanique 

 

Depuis l’apparition des premiers circuits intégrés en 1958 (mis au point par 

Robert Noyce chez Fairchild Semiconductor et, simultanément, par Jack 

Kilby chez Texas Instruments), les techniques de micro-fabrication ont vu 

leur panel et leurs applications se développer de manière exponentielle [1]. 

 

A l’origine et jusque dans les années ’70, les domaines d’application étaient 

essentiellement tournés vers des applications électroniques. La 

photolithographie et la gravure chimique étaient alors les principales 

techniques exploitées pour obtenir, sur un substrat en silicium, les transistors 

et les pistes électriques à la base de tous les circuits intégrés. 

 

Ces techniques et applications se sont développées, pour conduire à des 

précisions de plus en plus grandes permettant la réalisation de motifs de plus 

en plus fins et l’utilisation de techniques multi-couches [2]. Ainsi, 

actuellement, les motifs les plus fins peuvent atteindre quelques dizaines de 

nanomètres, tandis que certains circuits peuvent compter jusqu’à 14 couches 

superposées. 

 

Parallèlement à cet essor, de nouveaux domaines d’application de ces 

techniques de micro-fabrication ont également vu le jour dans les années 

‘70. Si les applications électroniques sont essentiellement à deux 

dimensions, le développement des techniques de moulage et de gravure, 

notamment, ont permis d’étendre les concepts à des structures à trois 

dimensions. 
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Dans les années ’80, on a ainsi pu assister à la commercialisation des 

premiers micro-systèmes électro-mécaniques (en anglais micro electro-

mechanical systems ou MEMS), des capteurs de pression réalisés avec les 

techniques de fabrication et les matériaux jusqu’alors réservés aux circuits 

intégrés. Ont suivi peu après les accéléromètres à détection capacitive 

utilisés aujourd’hui dans les systèmes d’airbag. 

 

Avec le développement des MEMS, se sont aussi développés les matériaux 

et les technologies de fabrication. Les polymères sont ainsi venus se rajouter 

au silicium, et des techniques de fabrication spécifiques ont vu le jour [3]. 

Les applications se sont également étendues, avec le développement de 

systèmes utilisant des fluides, et dont le premier à avoir été commercialisé, 

en 1977, était la tête d’imprimante à jet d’encre (Siemens PT80). Les 

versions actuelles de ces injecteurs comptent aujourd’hui parmi les MEMS 

les plus répandus mondialement. 

 

Représentant aujourd’hui un marché en croissance annuelle de 25% en 

volume (et de « seulement » 14% en chiffre d’affaire, à 6 milliards de dollars 

en 2006, témoignant d’une baisse régulière des prix), le secteur des MEMS 

est entré dans sa phase de maturité pour un certain nombre d’applications 

[4]. 

 

Par ordre d’importance commerciale, les principaux composants MEMS sont 

actuellement les têtes de lecture/écriture et les têtes d’imprimante jet d’encre, 

suivis des capteurs de pression (pneus,…) et des accéléromètres (airbags,…) 

[5]. 
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1.2. Du microsystème électromécanique au bio-microsystème 

 

Les secteurs biologiques, chimiques et bio-chimiques ont perçu dans les 

années 90 le profit qu’ils pouvaient tirer à leur tour des technologies MEMS. 

La manipulation d’éléments vivants tels que les cellules biologiques 

nécessite que ceux-ci soient en suspension dans une solution d’eau salée 

(sérum physiologique), ce que permettaient désormais les MEMS. Les 

premières puces à ADN sont ainsi apparues à la fin des années 80 [6]. Le 

terme de bio-MEMS apparaît et se répand, avec son lot de défis et 

contraintes propres [7]. De nouveaux matériaux bio-compatibles, tels que le 

poly-diméthylsiloxane (PDMS), ainsi que des traitements de surface 

particuliers visant à permettre les interactions avec le monde du vivant, sont 

mis au point. 

 

Les sources d’intérêt des technologies MEMS pour les acteurs du domaine 

biologique sont multiples. 

 

Les échelles rencontrées dans les applications MEMS (de quelques microns 

à quelques millimètres) sont proches de celles des éléments biologiques de 

base. Quelques dimensions caractéristiques sont reprises dans le tableau ci-

dessous. 

 

Diamètre de l’hélice d’ADN  2 nm 

Taille d’un virus :   [20 nm ; 300 nm] 

Rayon d’une cellule :   [1 m ; 100 m] 

Rayon d’un cheveu :   [ 50 m; 100 m ] 

 

Tableau 1.1 – Quelques dimensions caractéristiques 
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Il est ainsi possible de travailler avec des cellules biologiques, des virus ou 

des brins d’ADN à une échelle permettant de grandes précisions de mesure 

et d’action, ouvrant de nouvelles voies à l’étude fondamentale, à l’analyse et 

à la manipulation de ces éléments. 

 

Le travail à l’échelle des éléments biologiques permet en outre de réduire 

sensiblement la quantité nécessaire de ces éléments, ainsi que la quantité des 

éléments réactifs entrant dans les procédés de traitement éventuels. 

 

Certaines fonctionnalités nouvelles deviennent possibles, qui n’étaient pas 

envisageables à l’échelle macroscopique. C’est par exemple le cas de la 

séparation de différentes espèces cellulaires par diélectrophorèse (figure 

1.1), ou de l’électroporation à l’échelle cellulaire. 

 

  
 

Fig.1.1 – Cellules Jurkat capturées dans un réseau de microélectrodes par diélectrophorèse [8] 

 

Un autre intérêt de la réduction des échelles spatiales est la réduction des 

échelles temporelles qui peut en découler. Les phénomènes diffusifs se 

produisent et s’accomplissent nettement plus vite dans des volumes réduits 

que dans de grands volumes. C’est le cas, par exemple, de la diffusion 

thermique, d’autant plus rapide que le rapport volume sur surface, et donc 

que la dimension caractéristique du système, sont faibles. Les temps associés 

aux réactions chimiques sont également fortement réduits. 
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Les échelles réduites devraient également permettre un parallélisme accru 

des applications et un travail en réseau. L’exposition de cellules biologiques 

à différents agents, par exemple, pourrait ainsi s’opérer en parallèle si la 

solution de cellules est répartie dans différentes micro-cuves soumises 

chacune et simultanément à un agent différent. Cette façon de faire, qualifiée 

de high throughput-screening, est déjà bien répandue dans des systèmes de 

taille macroscopique. De nombreux efforts sont faits actuellement en vue de 

les miniaturiser. Ceci est particulièrement intéressant en pharmacologie, où 

des analyses combinatoires de nombreux produits seraient pratiquées, visant 

à obtenir un grand nombre de données statistiques [9]. Cela devrait permettre 

également de s’affranchir de tests in vivo sur animaux de laboratoire.  

 

On espère enfin de la réduction des échelles, en termes commerciaux, de 

substantielles réductions de coûts de production, grâce à un grand 

parallélisme dans la fabrication, à l’instar de ce que connaît le restant du 

secteur des MEMS et celui des circuits électroniques intégrés. 

 

Signe d’une évolution constante, les années 2000 voient apparaître les 

premiers laboratoires sur puce (en anglais micro-total analysis systems ou 

μTAS). Ceux-ci ont pour ambition de regrouper dans un même espace 

physique réduit (moins d’un centimètre de côté), un ensemble d’opérations à 

faire subir à des éléments biologiques, à des fins d’analyse par exemple, 

ainsi que le traitement des résultats.  

 

Des progrès considérables se font quotidiennement et ce secteur est couvert 

par un nombre croissant de laboratoires de recherche ; de nombreuses 

compagnies, notamment dans le domaine médical, voient en ces laboratoires 

sur puce de nouvelles et considérables opportunités commerciales, et 

plusieurs systèmes intégrés « simples » sont déjà commercialisés. Un 
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exemple parmi d’autres est le glucomètre, qui permet, grâce à l’analyse 

d’une goutte de sang, d’en déterminer le taux de sucre en quelques secondes, 

et qui est couramment utilisé depuis quelques années déjà par les personnes 

atteintes de diabète. Un autre exemple classique est le test de grossesse. 

 

Toutefois, outre les difficultés, encore nombreuses, liées aux systèmes 

individuels constituant un laboratoire sur puce, de nombreuses difficultés 

d’ordre pratique apparaissent dès que des applications plus complexes sont 

visées : connectique entre les éléments, agencement de la puce, récupération 

des résultats,… L’intégration de plusieurs fonctions sur une même puce reste 

donc, à l’heure actuelle, un problème incomplètement résolu. De plus, il 

n’existe pas, à l’heure actuelle, de standards industriels, que ce soit pour les 

matériaux ou pour l’implémentation des différentes fonctionnalités. 

 

2. Eléments critiques pour les bio-microsystèmes 

 

2.1. Aspects microfluidiques 

 

La manipulation d’éléments biologiques vivants ne peut se faire qu’en 

solution, ce qui implique un certain nombre de considérations de mécanique 

des fluides aux petites échelles spatiales. Ceci a contribué à l’apparition 

d’une thématique nouvelle : la micro-fluidique. Si les mêmes forces 

mécaniques sont présentes à toutes les échelles, leur importance relative peut 

varier très fort en fonction notamment des dimensions du système étudié. 

Pour évaluer cette importance relative, on peut exprimer les différentes 

forces comme des fonctions particulières des dimensions physiques du 

système. Si on en considère une longueur caractéristique L, on peut exprimer 

[10] les différentes forces comme des lois de puissance de L (tableau 1.2). 
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Force Dépendance en la longueur 

Force gravitationnelle L
3
 

Force de pression L
2
  

Force de tension superficielle L 

 

Tableau 1.2 – Dépendance en la longueur L des principales forces mécaniques en jeu 

 

Avec une telle approche, il apparaît qu’aux faibles échelles, la force 

prépondérante est celle résultant de la tension de surface. Par contre, la force 

gravitationnelle, qui est une force de volume, a un effet négligeable. 

 

Si cette approche en lois d’échelles peut illustrer proprement un certain 

nombre de tendances effectivement observées, il importe cependant de ne 

pas se restreindre à cette analyse qualitative. Un certain nombre de 

propriétés d’intérêt pratique ne peuvent se réduire aux seules lois d’échelles, 

mais gagnent à être considérées sous forme de groupes adimensionnels [11]. 

 

2.1.1. Ecoulement et nombre de Reynolds 

 

Le profil de vitesse d’un écoulement (ou plus exactement la quantité de 

mouvement) est, en général, régi par deux phénomènes : la diffusion et 

l’advection. La diffusion de la quantité de mouvement correspond à son 

transfert, par viscosité, de proche en proche. Dans le cas particulier d’un 

fluide incompressible, une vitesse imposée en un point où sur un plan induira 

donc la mise en mouvement du fluide environnant. L’advection de la 

quantité de mouvement correspond au transport de cette quantité de 

mouvement sous l’action du mouvement du fluide.  
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L’importance relative des phénomènes d’advection et de diffusion de la 

quantité de mouvement est décrite par le nombre adimensionnel de 

Reynolds : 

 Re = 
ν

 
UL

 (1.1) 

 

avec U la vitesse caractéristique de l’écoulement, L la longueur 

caractéristique du système et ν la viscosité cinématique du fluide. 

 

Pour des nombre de Reynolds Re<<1, la viscosité domine et l'écoulement est 

laminaire : les instabilités ne peuvent pas se développer. Pour Re>>1, 

l'advection est alors dominante et des écoulements trubulents peuvent être 

générés, avec développement d’instabilités. 

 

2.1.2. Mélange et nombre de Peclet 

 

Le mélange de deux fluides miscibles est, en général, le résultat de deux 

phénomènes : l’advection et la diffusion des concentrations. Lorsque les 

deux fluides sont au repos, seule la diffusion agit. Les molécules présentes 

dans les deux fluides diffusent naturellement jusqu’à annuler les gradients de 

concentration. Lorsque les fluides sont en mouvement, la diffusion se 

combine avec l’advection. Celle-ci se traduit par le mouvement relatif des 

deux fluides, qui en induit le mélange. L’advection permet donc d’accélérer 

le processus de mélange, en augmentant l’interface d’échange sur laquelle 

agit la diffusion. 

 

Les deux éléments d’importance dans le mélange sont donc la concentration 

des fluides et la nature de leur champ de vitesse. 
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L’importance relative des phénomènes d’advection et de diffusion de la 

concentration est décrite par le nombre adimensionnel de Peclet : 

 

 Pe = 
D

UL
  (1.2) 

 

avec D le coefficient de diffusion. 

 

2.1.3. Discussion 

 

Les lois d’échelle prévoient une amélioration des phénomènes de diffusion 

dans les micro-systèmes. Toutefois, bien que les nombres de Reynolds soient 

souvent largement inférieurs à 1 (avec L = 10
-4

m, U = 10
-5

..10
-4

m/s, on 

trouve pour l’eau Re = 10
-3

..10
-2

), il n’en est pas de même pour les nombres 

de Peclet (dans les mêmes conditions, on trouve pour la fluorescéine (D ≈ 3 

10
-10 

m
2
/s) Pe ≈ 3..30) [12].  

 

Ainsi, si le temps associé à l'obtention d'un mélange homogène par simple 

diffusion est d'autant plus faible que le système est petit, on peut 

naturellement déduire que la miniaturisation est favorable au mélange par 

simple diffusion. Or, le temps caractéristique de mélange associé à un 

processus diffusif est de l'ordre de L
2
/D [12], ce qui dans le cas de la 

fluorescéine (mais aussi pour un grand nombre d'autres diffuseurs) et pour 

les dimensions citées donne t ≈30s, valeur raisonnable, mais qui gagnerait à 

être réduite, surtout dans le contexte de manipulations en série. 

 

Par conséquent, bien que la diffusion soit a priori favorable dans un système 

miniaturisé, une optimisation du mélange nécessite également la mise en 

écoulement des fluides. 
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Bien qu’il soit pratiquement impossible d’induire des écoulements turbulents 

dans des micro-canaux, on peut en revanche y générer des écoulements 

chaotiques [13,14]. Le principe est d’induire un mouvement relatif des 

fluides tel que la taille des surfaces d’échange augmente exponentiellement, 

tandis que l’épaisseur des couches de fluides diminue dans les mêmes 

proportions. Pour ce faire, l’advection est contrôlée de sorte que les fluides 

subissent une succession d’étirements et de repliements, à la manière d’un 

mille-feuilles [15]. La diffusion des concentrations est en effet d’autant plus 

rapide que les surfaces d’échange entre les deux fluides sont grandes et que 

l’épaisseur des couches de fluides est mince. 

 

Pour obtenir rapidement un mélange satisfaisant, il y a donc lieu de produire 

un écoulement, idéalement chaotique, afin d’augmenter les surfaces 

d’échange et réduire l’épaisseur des couches de fluide.  

 

Des systèmes très variés, basés sur différents types d’actionnement, ont été 

proposés pour réaliser la mise en mouvement de fluides à l’échelle 

micrométrique. Certains sont basés sur un actionnement externe mécanique 

(vannes de Quake [16], mélangeurs en croix [14]) ; d’autres se basent sur des 

phénomènes vibratoires (accoustiques ou piézoélectriques) ; d’autres 

reposent sur des phénomènes de forces électriques induites par des champs 

électriques sur les ions présents en solution. Nous nous intéresserons plus 

particulièrement à ces derniers dans la suite de ce texte.  

 

2.2. Aspects électriques 

 

Les forces électrostatiques, inexploitables en conversion électromécanique à 

l’échelle macroscopique, sont largement utilisées dans les microsystèmes. 
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En effet, alors que les forces électromagnétiques dominantes dans les 

applications macroscopiques peuvent être vues comme une interaction entre 

un champ magnétique et un courant volumique, les forces électrostatiques 

résultent d’une interaction entre des charges surfaciques et un champ 

électrique. La réduction d’échelles favorise donc ces dernières.  

 

Elle permet en outre d’obtenir des champs électriques élevés (plusieurs 

kV/m) avec des tensions d’alimentation de quelques V seulement, ce qui 

accroît encore la prépondérance et l’intérêt des forces électrostatiques pour 

un actionnement électromécanique. 

 

Nous nous intéressons dans ce qui suit à l’utilisation de telles forces au sein 

de systèmes microfluidiques. 

 

2.2.1. Développement spatial de la force électrique et longueur de Debye 

 

La longueur de Debye λd est une mesure de l’étendue des couches de charges 

électriques non neutres, en concentration à proximité des électrodes sous 

l’effet du champ électrique appliqué.  

 

A l’interface entre une paroi isolante et un fluide chargé (eau salée par 

exemple), un potentiel électrique apparaît spontanément à l’équilibre 

thermodynamique, sous l’effet des charges présentes à l’interface du fait des 

réactions de protonation, déprotonation, adsorbtion et des réactions 

chimiques à l’équilibre [17]. Ce potentiel électrique, dit potentiel zeta, est de 

l’ordre de -0.1 à +0.1V.  

 

On observe, à l’interface, une concentration préférentielle de charges de 

signe opposé au signe de cette tension naturellement présente. Cette 

concentration s’étend sur une faible couche, dite couche diffuse (ou couche 
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de Debye), dont l’épaisseur (caractérisée par la longueur de Debye) est 

fonction notamment de la concentration de charge à l’équilibre dans le fluide 

et est de l’ordre de 10 à 100 nm dans les applications considérées. Au-delà 

de cette distance, la valeur globale de la charge est nulle et la solution est 

neutre. Les forces électriques s’exerçant sur les ions en solution ne sont donc 

globalement non nulles que dans la couche diffuse (figure 1.3). 

Classiquement, une distinction est faite entre les ions mobiles de la couche 

diffuse et des ions fixes, constituant une couche dite de Stern, accrochés à la 

paroi. A l’équilibre thermodynamique, son épaisseur est celle de quelques 

ions, soit quelques Å. 

 

De manière générale, le potentiel zeta est une mesure de la mobilité des ions 

dans la couche diffuse en unités de tension électrique. Si la mobilité des ions 

n’est pas constante sur l’épaisseur de la couche diffuse, la chute de tension 

dans la couche diffuse peut être différente du potentiel zeta évalué [18]. 
 

 

Fig.1.3 – Vue schématique de la double couche induite spontanément à l’interface entre une 

paroi isolante et une solution saline (sous l’hypothèse classique du potentiel de couche diffuse 

égal au potentiel zeta) 
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A l’interface entre une électrode et un fluide chargé, lorsque des tensions 

sont appliquées au système par l’intermédiaire des électrodes, on assiste 

qualitativement au même phénomène de concentration de charges. Il s’agit 

alors d’un phénomène hors équilibre thermodynamique, et régi par des 

modèles plus poussés [19], qui seront développés à partir du chapitre 3. 

Toutefois, les conséquences sur l’apparition d’une couche localisée de 

charges sont les mêmes et les forces sont, ici aussi, concentrées dans une 

couche mince, au regard des échelles liées au reste du système, qui lui sont 

supérieures d’environ trois ordres de grandeur. 

 

Lorsque cette force est, au moins partiellement, tangente aux parois, un 

mouvement des charges est possible le long de la paroi, qui induit par 

viscosité un mouvement global du fluide. Nous reviendrons sur ces 

considérations au chapitre 5. 

 

L’essentiel de la conversion électromécanique est localisée dans la couche 

diffuse (de Debye), de longueur λd.  

 

L’importance relative de cette longueur par rapport à la longueur 

caractéristique L du système est la grandeur adimensionnelle : 

 

 e = 
L

dλ  (1.3) 

 

Avec les dimensions de λd et L considérées dans nos applications, le terme 

adimensionnel e est bien inférieur à 1, et le problème est donc multi-

échelles. Les forces électriques sont donc fortement localisées, avec des 

profils raides. Ceci permettra, dans certains cas et comme on le verra plus 

loin, un découplage entre le calcul des phénomènes dans les différentes 

régions spatiales ; toutefois, cela se traduit également par des difficultés de 
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comparaison directe des comportements théoriques et expérimentaux, du fait 

des difficultés de mesure d’une part et de la raideur des profils théoriques 

d’autre part. La principale difficulté des problèmes multi-échelles réside 

dans les coûts de calcul qu’implique un modèle fin des couches minces.  

 

L’évaluation quantitative exacte est donc malaisée, en général. Un objectif 

de ce travail, développé tout au long de ce manuscrit, sera d’évaluer la 

pertinence de certaines simplifications et de proposer des solutions peu 

coûteuses sans sacrifier la qualité des résultats.  

 

2.2.2. Fréquence de travail et temps caractéristiques 

 

Les champs électriques appliqués peuvent, dans certains cas, avoir des effets 

destructeurs sur le système. A trop basse fréquence, l’électrolyse peut ainsi 

produire des bulles de gaz non souhaitées dans la solution, voire détruire les 

électrodes. 

 

On peut définir trois temps caractéristiques, liés aux dimensions du système 

considéré : le temps de relaxation de la charge dans la couche diffuse τD, le 

temps de diffusion dans la région neutre τL et le temps de relaxation global 

du système τ0 [20]. Ces grandeurs se définissent respectivement comme : 

 

 τD = 
D

d

2λ
  (1.4) 

 τL = 
D

L2

  (1.5) 

 τ0 = 
D

Ldλ  (1.6) 
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La grandeur τD est une mesure du temps nécessaire à un ion présent dans la 

couche diffuse pour la quitter ou du temps nécessaire à un ion voisin de la 

couche diffuse pour y entrer ; il s’agit donc du temps de réaction de la 

couche diffuse à la tension appliquée au système. 

 

La grandeur τL est une mesure du temps nécessaire à un ion pour diffuser au 

travers du système entier. 

 

La grandeur τ0 est une mesure du temps nécessaire à la couche diffuse pour 

se former sous l’action d’un échelon de tension. 

 

Compte tenu des dimensions spatiales du système, on a dans les applications 

considérées : 

τD <<  τ0 << τL 

 

Le comportement du système diffère fortement selon la fréquence des 

tensions appliquées au système. Pour une fréquence f très faible (f τL ≈ 1), la 

couche diffuse forme un écran de charges et aucun courant ne circule dans le 

système. Pour une fréquence f très élevée (f τD ≈ 1), les ions n’ont pas le 

temps nécessaire pour former la couche diffuse et la solution reste 

globalement neutre. Les conditions de fonctionnement des applications 

considérées se trouvent entre ces deux cas extrêmes, dans la région (f τ0 ≈ 1) 

 

Avec les valeurs considérées (L≈100μm, λd≈10..100nm, D≈2.10
-9

m
2
/s), on 

trouve pour f une valeur de l’ordre de 100..1000Hz. 

 

L’amplitude, tout comme la fréquence, a une influence importante sur le 

comportement des systèmes. L’échauffement, les réactions chimiques ou les 

forces trop importantes induites par des champs électriques d’amplitude trop 

élevée peuvent détruire, localement et de manière non souhaitée, les cellules 

biologiques en présence. Elles peuvent également induire une destruction 
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des électrodes. Une bonne connaissance des phénomènes en jeu est donc 

nécessaire afin de garantir des conditions d’utilisation au moins fiables et au 

mieux optimales. 

 

2.2.3. Convection ionique et nombre de Reynolds électrique 

 

On définit le nombre de Reynolds électrique Reelec comme une expression du 

rapport entre le courant de convection et le courant de conduction [21] : 
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 (1.4) 

 

avec L la longueur caractéristique du système.  

 

Dans les systèmes envisagés, des valeurs courantes pour les différents 

paramètres dans la région neutre sont : 

 

ε 10
-9

 .. 10
-8

 F/m 

σ 10
-4

 .. 10
0
 S/m 

L 10
-5

 .. 10
-4

 m 

u 10
-5

 .. 10
-4

 m/s 

 

Ceci donne lieu à des nombres de Reynolds électriques de l’ordre de 10
-10 

à 

10
-3

.  

 

Un faible nombre de Reynolds électrique traduit une vitesse très lente des 

ions dans la solution, en regard de la vitesse de propagation des électrons 

responsables du courant de conduction au sein de la solution.  
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Dans ces conditions, un découplage est possible entre le problème 

mécanique que constitue le mouvement du fluide et des ions et le problème 

électrique dans la région neutre. 

 

2.2.4. Forces secondaires et nombre de Dukhin 

 

Lorsque les tensions d’alimentation augmentent, les phénomènes de 

diffusion de charge dans la région neutre, dont le temps caractéristique a été 

défini ci-dessus à τL, deviennent plus importants. Ceux-ci peuvent être la 

source de forces secondaires pouvant avoir des conséquences sur le 

comportement général du système, comme on l’évoquera plus loin. 

 

L’importance de ces phénomènes de diffusion peut être évaluée par le 

nombre de Dukhin, qui se définit comme [22] :    
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avec Vd la tension dans la couche diffuse (de Debye). 

 

Les phénomènes de diffusion sont d’autant plus négligeables que le nombre 

de Dukhin est petit devant 1. 

 

Dans les applications considérées, pour que la couche diffuse neutre soit 

négligeable, on doit avoir Vd nettement inférieur à 0.5V. Comme on le verra 

plus loin, cette condition est rencontrée pour une tension d’alimentation de 

l’ordre de 2V ; ce n’est plus le cas lorsque la tension d’alimentation monte à 

5V. 
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2.3. Autres aspects 

 

Dans nos travaux de modélisation et simulation, nous nous intéressons 

essentiellement aux phénomènes électromécaniques en jeu. Toutefois, nous 

ne saurions faire complètement l’impasse sur certains phénomènes connexes. 

 

Les réactions chimiques aux interfaces peuvent induire des modifications 

dans le profil des charges de la double couche. Des effets thermiques, suite à 

l’application de tensions aux électrodes, peuvent également modifier les 

propriétés électriques et mécaniques du système.  

 

Le comportement multi-physique des applications considérées est donc réel, 

et une bonne démarche de modélisation doit passer par une évaluation de 

l’importance et de l’expression des couplages en présence, et en premier lieu 

le couplage électromécanique. 

 

3. Simulation : du modèle au calcul 

 

3.1. Les besoins de modèles 

 

Les modifications, voulues ou non, introduites sur l’équilibre des forces en 

présence par le passage aux échelles micrométriques induisent de nouveaux 

besoins en matière de description et de prévision des phénomènes 

rencontrés. Si les équations de la mécanique des fluides, prises isolément, 

sont grandement simplifiées, il n’en est pas de même lorsqu’on considère les 

différents couplages intervenant entre celles-ci et les équations décrivant les 

autres phénomènes. 
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Dans la littérature scientifique, la problématique des bio-microsystèmes est 

souvent abordée soit d’un point de vue théorique, soit d’un point de vue 

expérimental. 

 

Des modèles théoriques ont été développés depuis de nombreuses années, 

décrivant la physique des principaux phénomènes se développant aux 

échelles micrométriques. 

 

La microfluidique, qui étudie les écoulements à ces échelles, et en particulier 

le mélange, font ainsi et notamment l’objet de nombreuses études théoriques 

[11,15]. 

 

Les aspects électrocinétiques qui y sont liés lorsqu’une actuation est réalisée 

par des champs électriques font également l’objet de diverses recherches [23, 

24, 25, 26]. 

 

Enfin, les volets biologiques sont également largement étudiés, sous forme 

théorique, qu’il s’agisse de modéliser des applications spécifiques comme 

l’électroporation [27, 28, 29,30,31] ou la diélectrophorèse [32, 33, 34], 

d’étudier les propriétés physiques des éléments biologiques [35,36] ou 

d’étudier les interactions entre les éléments biologiques et la solution, tels 

que l’électroosmose induite [24, 37, 38, 39, 40]. 

 

Ces modèles ne correspondent pas toujours aux conditions pratiques de mise 

en œuvre dans les systèmes expérimentaux, et n’y sont pas toujours 

confrontés ; leur objectif est en général d’offrir une première explication, au 

moins qualitative, des phénomènes pouvant être rencontrés 

expérimentalement. Ces modèles servent donc de point de départ à l’étude 

théorique et au moins qualitative de systèmes à vocation applicative 

[41,42,43,44]. 
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Ces modèles peuvent être complétés par des observations expérimentales, 

principalement pour les aspects biologiques, dont les paramètres sont 

particulièrement nombreux et variables. C’est par exemple le cas des 

propriétés électriques des cellules et tissus [45,46]. 

 

Parallèlement au développement et à l’exploitation de ces modèles 

théoriques, des méthodes de calcul sont proposées, afin de faire face à 

certaines difficultés numériques : méthodes spécifiques de calcul de champ 

[47,48,49], modèles circuit [50], méthodes asymptotiques [51], ...  

 

Parallèlement à ces développements de modèles et d’outils théoriques, de 

nombreuses applications expérimentales sont présentées dans la littérature 

scientifique, se basant sur les phénomènes prédits par les modèles 

[52,53,54]. Toutefois, une confrontation quantitative n’est pas toujours 

présente, et l’interprétation théorique des résultats fait parfois défaut. 

 

Lorsqu’une comparaison est faite, il apparaît que les résultats des modèles 

peuvent différer sensiblement des observations expérimentales [55]. 

 

Les écarts éventuellement importants entre les modèles théoriques et les 

résultats expérimentaux mettent en évidence les limites encore importantes, 

en général, des modèles utilisés, et justifient l’intérêt porté à ces questions.  

 

Si, dans un premier temps, les développements expérimentaux peuvent 

parfois se passer d’une modélisation fine, il n’en reste pas moins nécessaire 

de consolider rapidement les modèles. 

 

Compte tenu des coûts en matériel et en temps de fabrication des systèmes 

expérimentaux, une démarche d’optimisation des systèmes peut gagner à 

être réalisée, au moins partiellement, par simulation.  Une étude de 
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faisabilité et de dimensionnement ne peut donc se passer d’une bonne 

analyse par simulation. 

 

Le domaine des bio-microsystèmes se prête particulièrement à la 

modélisation, compte tenu des grandes variations pouvant exister dans les 

valeurs des paramètres biologiques. Le fait de pouvoir, par la simulation, 

évaluer le comportement d’un système en fonction de paramètres 

biologiques variables, permet d’évaluer les contraintes sur les systèmes et de 

les concevoir de sorte qu’ils se comportent de façon satisfaisante dans le 

« plus mauvais cas ». Ceci permet d’éviter de nombreux essais 

expérimentaux, dans des conditions variables, visant à éprouver la tenue des 

systèmes à ces conditions. 

 

Certains phénomènes, du fait d’un caractère multi-échelles marqué, ne sont 

pas directement mesurables expérimentalement. C’est le cas par exemple de 

l’évolution du potentiel électrique à proximité des électrodes. Une mesure 

indirecte et une interprétation basée sur des modèles théoriques adéquats 

peuvent permettre d’évaluer ces phénomènes de manière satisfaisante. 

 

L’intérêt pour la modélisation et la simulation est donc pleinement justifié et 

s’observe d’ailleurs par une tendance accrue, depuis quelques années, à une 

confrontation plus systématique des modèles et de leur réalisation 

expérimentale (voir, par exemple, [55]). 

 

La qualité d’une approche théorique s’évalue à la précision des modèles 

mais également à la facilité de leur mise en œuvre. Comme on le verra plus 

loin, ces deux aspects de modélisation et de simulation peuvent entrer en 

compétition et le but de nos démarches, présentées dans la suite de ce texte, 

sera de proposer des méthodes globalement efficaces tout en pointant 



3. Simulation : du modèle au calcul 23 

 

certains éléments connexes susceptibles de modifier considérablement la 

qualité des modèles pris isolément. 

 

3.2. Les outils de calcul 

 

La résolution spatiale complète des équations décrivant le comportement des 

systèmes de manière continue présente plusieurs difficultés. 

 

Une résolution analytique complète est rarement possible, compte tenu des 

géométries, caractères multi-physiques, des équations non linéaires et des 

phénomènes de saturation. 

 

Une résolution numérique est donc le plus souvent indispensable, avec son 

lot d’avantages mais aussi de difficultés. 

 

La méthode des éléments finis figure parmi les plus utilisées et les plus 

adaptées à la résolution spatiale des équations différentielles. Cette méthode, 

bien que fort polyvalente et souple d’utilisation, connaît toutefois plusieurs 

difficultés. 

 

D’une part, la concentration des phénomènes dans des espaces de taille 

réduite implique une concentration élevée de points de calcul dans ces 

régions. Pour des raisons numériques, il est souhaitable d’avoir un gradient 

limité dans l’évolution des espaces entre points de calculs (et donc dans 

l’évolution de la taille des mailles), ce qui implique un grand nombre de 

points de calcul aux abords des couches minces, à des endroits où les faibles 

variations ne le nécessiteraient pas. Ceci est d’autant plus critique en 3D, le 

nombre de points de calcul augmentant en puissance du nombre de 
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dimensions du problème, allongeant d’autant les temps de calcul et 

accroissant de la même façon les besoins en mémoire du système de calcul. 

 

Si rien n’est prévu, le nombre de points de calcul peut donc être fort 

important et induire des temps de calcul et coûts en mémoire prohibitifs. 

 

D’autre part, les régions où se produisent les principales variations des 

grandeurs physiques étudiées étant de dimensions réduites, on assiste à de 

forts gradients dans l’évolution spatiale de ces grandeurs. Les équations en 

présence, qui seront détaillées plus loin, peuvent également induire de forts 

gradients temporels. Ceci se traduit, numériquement, par des équations 

nécessitant un grand nombre d’itérations et induisant des difficultés 

numériques de résolution. Ici aussi, temps de calcul et coûts en mémoire 

s’annoncent prohibitifs. 

 

Il est donc nécessaire de prévoir des modèles et des méthodes de résolution 

adaptés aux spécificités des problèmes étudiés. 

 

Ainsi, on essaiera, tant que possible, de limiter le calcul complet des 

équations dans les couches minces. 

 

4. Démarche générale 

 

Plutôt que de se concentrer en profondeur sur une méthode de calcul ou un 

modèle dans le cadre d’une seule application, les objectifs poursuivis dans ce 

travail de recherche sont d’étudier certaines applications en termes de 

besoins de modélisation, et de proposer des méthodes de calcul qui puissent 

répondre de manière convaincante au souhait d’équilibre entre précision et 

coût. 
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Au chapitre 2, on présente un modèle électromécanique simple, dont on 

discute les hypothèses et que l’on évalue par comparaison expérimentale. 

Les écarts entre théorie et expérience s’avérant importants, le chapitre 3 

étudie des modèles plus poussés, qui conduisent à de meilleures 

correspondances avec les mesures expérimentales, bien que des différences 

subsistent. Afin de mieux isoler les phénomènes en présence, on propose au 

chapitre 4 de se concentrer sur le problème électrique, en séparant celui-ci 

des équations mécaniques, par le recours à un système 1D. Un modèle 

circuit, linéaire puis non-linéaire, est fait de ce système, puis étendu 

partiellement au système 2D. Le chapitre 5 propose alors une application 3D 

expérimentale illustrant les résultats des chapitres précédents. Le chapitre 6 

tire les conclusions du travail quant aux besoins et réponses possibles, ainsi 

que quelques perspectives dans le domaine de la modélisation et de la 

validation expérimentale du comportement électromécanique des bio-

microsystèmes. 

 

En annexe sont présentés une première étude portant sur des méthodes de 

calcul de champ électrique au voisinage de cellules biologiques. Une étude 

est également faite de méthodes « sans maillage », dans le contexte 

d’équations électriques à forts gradients, par comparaison avec une approche 

classique par éléments finis. 
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Chapitre 2 

Electro-osmose AC en 2D : modèles 

simples 

 

 

 

Ce chapitre introduit la problématique des modèles électro-

hydrodynamiques. Dans un premier temps, on en présente les équations 

électromécaniques. On montre alors qu’il est possible, en général, de 

découpler les problèmes électrique et mécanique.  

 

On décrit alors un modèle mécanique simple, qui suppose que les forces 

s’appliquant sur le fluide sont entièrement concentrées dans la couche 

diffuse, et se traduisent par une vitesse de glissement au bord du système, 

définie à partir du problème électrique par l’équation de Helmholtz-

Smoluchovski. 

 

On s’intéresse alors au problème électrique dans le cas simple d’une 

« basse » tension appliquée. Celle-ci, inférieure à 26mV, permet de 

linéariser le problème électrique et assimiler la couche diffuse à une 

capacité de valeur constante. De cette manière, la résolution du problème 

électrique se trouve grandement simplifiée puisqu’il n’est pas nécessaire 

d’évaluer le comportement local de la couche diffuse par des équations de 

champ. 

 

On présente alors un dispositif expérimental et les résultats de mesure 

obtenus avec celui-ci. Ces résultats sont comparés avec les résultats de 
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simulation ; il apparaît que le modèle simple proposé conduit à des valeurs 

et des profils de vitesse fort différents des résultats expérimentaux. Ces 

écarts sont discutés et mettent en évidence le besoin de modèles plus 

avancés, qui seront abordés au chapitre 3. 
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1. Introduction 

 

On s’intéresse, dans les chapitres qui suivent, aux interactions 

électromécaniques présentes au sein de fluides, sous l’effet de tensions 

électriques appliquées. 

 

De manière générale, à l’interface entre un fluide et un solide, des charges 

électriques peuvent être naturellement présentes, comme on l’a évoqué au 

chapitre 1. L’application d’un champ électrique extérieur sur ces charges 

peut en induire le mouvement, ainsi que celui de l’ensemble de la solution, 

par transfert de quantité de mouvement. On parle d’électro-osmose. 

 

De même, lorsqu’une solution saline est soumise à des tensions appliquées à 

des électrodes, les ions de la solution migrent vers les électrodes de polarité 

contraire à la leur.  

 

Dans les couches ainsi formées, la charge globale est non nulle et des forces 

d’origine électrique se développent sur le fluide. Ainsi par exemple, si le 

champ électrique au voisinage des électrodes présente une composante 

tangentielle non nulle, un mouvement des ions parallèle aux électrodes se 

développera sous l'effet des forces électriques (figure 2.1).  

 

En dehors de cette couche, la neutralité électrique de la solution se traduit 

par l’absence de force électrique de volume. Le fluide y est mis en 

mouvement grâce au transfert de la quantité de mouvement depuis les 

régions d’interface.  
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Fig. 2.1 – Principe des interactions électromécaniques dans une solution saline sous tension 

 

Si les tensions appliquées aux électrodes sont continues, des phénomènes 

d’électrolyse peuvent se produire. Ces phénomènes, généralement non 

désirés, se produisent lorsque la tension DC aux électrodes excède un certain 

seuil, fonction de la solution. Les réactions d'oxydo-réduction en jeu peuvent 

également être la cause d’une destruction des électrodes. On veillera donc à 

maintenir la composante continue de la tension en dessous de cette valeur 

seuil. 

 

Si les tensions appliquées aux électrodes sont alternatives, tant le champ 

électrique que la charge globale dans les fines couches à hauteur des 

électrodes sont alternatifs, du fait de la migration alternée des ions. La force 

qui s'exerce sur les ions présents au voisinage des électrodes garde un signe 

constant. Elle oscille autour de sa valeur moyenne non nulle. Aux fréquences 

élevées, comme les ions ne peuvent pas migrer vers les électrodes de signe 

opposé de façon instantanée, les couches minces électriquement chargées  ne 

peuvent plus se former au voisinage des électrodes et il n'y a donc plus de 

forces électriques de volume. 
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Les phénomènes électromécaniques décrits ci-dessus sont connus sous le 

nom d’électro-osmose par charge induite (ICEO) [1,2,3]. De manière 

générale, les phénomènes de charges induites et d’interactions 

électromécaniques résultantes ne sont pas limités aux interfaces fluide-

électrode sous tension. Ils peuvent également se développer pour des 

particules [4,5], des éléments biologiques [6] ou des électrodes non 

alimentées [7]. Nous nous limiterons toutefois, dans ce travail de thèse, au 

cas particulier des interactions fluide-électrode, qui ont montré leur intérêt 

pour la réalisation de micropompes [8,9], mais qui pourraient également être 

exploitées à des fins de mélange. Puisque dans ce cas l’alimentation 

alternative des électrodes est à l’originie des interactions électromécaniques, 

on parle préférentiellement d’électro-osmose à courant alternatif (ACEO) 

[10,11,12].  

 

Lorsque deux électrodes coplanaires parallèles sont soumises à un champ 

électrique alternatif, il en résulte un mouvement de rouleaux de l’ensemble 

de la solution, comme illustré à la figure 2.2.  

 

 

Fig. 2.2 – Vue de section des lignes de courant sous l’action d’un champ électrique AC entre 

deux électrodes coplanaires parallèles [10] 

 

La charge étant globalement neutre en dehors des couches minces proches 
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des électrodes, et bien que les forces électriques agissent sur les ions présents 

dans l’ensemble de la solution, ce n’est que dans les couches minces que ces 

forces présentent une valeur moyenne non nulle. Dès lors, en première 

approximation et compte tenu des échelles spatiales, on peut assimiler ce 

phénomène à une vitesse de glissement aux électrodes. 

 

Cette vitesse est principalement fonction de la fréquence du champ 

électrique, de son amplitude et de la concentration de charges présentes dans 

la solution (figure 2.3), ces relations pouvant être fortement non-linéaires, 

comme on le verra plus loin. 

 

 

Fig. 2.3 – Profil des vitesses maximales expérimentales en fonction de la fréquence et de la 

concentration de charges, 5V [10] ; entouré : le point de fonctionnement de nos essais décrits 

ci-après 

 

Il est à noter que les concentrations de charges utilisées dans la littérature 

(concentrations de l’ordre de 1..100mM) sont souvent de loin inférieures à 

celles rencontrées dans les applications biologiques (concentrations de 

l’ordre de 1M ou supérieures). Comme illustré à la figure 2.3, plus la 

concentration de charges est élevée, plus la vitesse est faible. De plus, la 

vitesse présente un maximum à une fréquence intermédiaire, comme on 

l’avait présenté au chapitre 1. Afin de nous approcher des conditions 
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biologiques, et pour rester dans des plages de vitesse assez lentes pour 

pouvoir être mesurées proprement à la loupe binoculaire, nous avons pris le 

parti de travailler dans les conditions illustrées en rouge à la figure 2.3. 

 

2. Equations 

 

2.1. Equations mécaniques 

 

Sous l’hypothèse de fluides continus, couramment admise aux échelles 

considérées [13], les équations mécaniques sont les suivantes (équations de 

Navier-Stokes) : 

 

 elecm fup
Dt

uD 

   η  -  ρ 2   (2.1) 

  0  .  u


  (2.2) 

 

avec ρm la masse volumique, u


 le champ de vitesse d'écoulement du fluide, 

p la pression, η la viscosité dynamique du fluide, et elecf


 la force volumique 

d’origine électrique.  

 

Comme développé au chapitre 1, le nombre de Reynolds, rapport des termes 

de convection et de diffusion de vitesses, est nettement inférieur à 1 dans les 

problèmes considérés (Re ≈ 10
-2

..10
-3

), ce qui rend le problème mécanique 

linéaire en la vitesse : 

 

 elecm fup
t

u 

   η  -  ρ 2 



 (2.3) 

 

Si l’écoulement est stationnaire, on peut de plus faire l’hypothèse suivante : 
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2

m  η   ρ 




 
(2.4) 

 

qui conduit à : 

 

 elecfup


   η  - 0 2   (2.5) 

 

On peut exprimer les forces volumiques d’origine électrique, elecf


, comme 

une combinaison des différentes forces agissant sur les ions, moyennée sous 

la forme d’une expression continue.  

 

Si on considérait des ions corpusculaires sphériques bien séparés, on pourrait 

écrire la force sur chaque ion comme [14] : 

 

 )( η 6π  ln  - Φ  ,i, ijiiij uuRckTzf



 

(2.6) 

 

avec Ф le potentiel électrique, i le type de l’ion considéré, zi la charge, Ri le 

rayon et ci la concentration volumique des ions de type i, j l’indice de l’ion 

de type i considéré et iju ,


 la vitesse de l’ion de type i et d’indice j. Les 

paramètres k et T sont respectivement la constante de Boltzmann (1.38 10
-23

 

kg/(s
2
K)) et la température (prise à 298K dans tous les calculs ultérieurs). 

 

Cette force est constituée de trois termes, qui sont respectivement la force de 

Coulomb, induite par le champ électrique appliqué sur l’ion, la force 

osmotique liée à l’agitation thermique, dont résulte le mouvement brownien, 

et la force de friction qui s’oppose au mouvement des charges électriques et 

est proportionnelle à la vitesse relative de l’ion par rapport au fluide.  

 

La définition du terme de friction ci-dessus souffre cependant plusieurs 

difficultés. Bien que souvent utilisée dans la littérature, son expression 
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dépend fortement de la définition choisie pour le rayon des ions. De plus, 

elle suppose des ions fortement dilués, alors qu’en réalité ceux-ci constituent 

des agrégats d’autant plus denses qu’ils sont proches des électrodes. Enfin, il 

y aurait également lieu de considérer, dans cette expression, le caractère 

corpusculaire des molécules d’eau, qui sont également sujettes à la friction.  

 

De manière générale, il est plus correct d’exprimer la force de friction à 

partir de la relation d’Einstein, décrivant la mobilité des ions comme : 

 

 
kT

D
 μ 

 
(2.7) 

 

et la force de friction associée comme : 

 

 )(
μ

1
  ,,, ijijfric uuf




 
(2.8) 

 

De cette manière, il n’est plus fait explicitement état d’un rayon pour les 

ions. Il est à noter toutefois que la mobilité des ions n’est pas indépendante 

de leur concentration, bien qu’en général on utilise pour D sa valeur à 

dilution infinie. 

 

Compte tenu du nombre d’ions présents dans la solution, une approche 

corpusculaire est en général beaucoup trop lourde à mettre en œuvre. Elle 

fait l’objet d’études spécifiques moléculaires, à l’échelle des ions [15,16], 

mais on ne saurait l’étendre à des systèmes plus larges et plus complexes, 

tels que ceux envisagés ici.  

 

Avec une approche moyennée, les ions en grande concentration peuvent être 

remplacés par une distribution continue de charge. On peut alors ramener les 

contributions distinctes de chaque ion à une force volumique elecf


, en 
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ramenant les forces se développant sur les ions au volume occupé par ces 

ions. Ce faisant, les forces s’expriment sous une forme continue dans 

l’espace : 
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(2.9) 

 

avec dΩ un petit volume élémentaire et Ni le nombre d’ions de type i dans 

dΩ. Si on suppose la force identique pour chaque ion j de type i dans dΩ, 

alors  

 

  
i

iji

i

i

i

iji

elec fc

c

N

fN
df ,

,
   

 
   )(






 
(2.10) 

 

2.2. Equations électriques 

 

Comme développé ci-dessus, la force électrique volumique elecf


est, en 

général, fonction des grandeurs Ф, ci, u


et iju ,


. Il y a donc un couplage entre 

les équations mécaniques et électriques. 

 

Sous les hypothèses de l’électrostatique, dans le cas d’une permittivité 

uniforme, l’équation reliant le potentiel électrique à la charge volumique 

s’écrit de la manière suivante (équation de Poisson) : 

 

  
ε

ρ
-  Φ e2   (2.11) 
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avec 
i

ii  cz ρe . 

 

Les développements permettant d’aboutir à cette formulation sont détaillés 

dans l’Annexe 1. 

 

Le flux ionique de chaque type d’ions i est décrit par l’équation suivante 

(équation de Nernst-Planck) :  

 

 uccD
kT

zc
Dj iii

ii
ii


     - Φ      (2.12) 

 

avec ij


 le flux ionique et Di le coefficient de diffusion des ions de type i.  

 

Ce flux est composé d’un terme de conduction, exprimant le déplacement 

des ions dans la solution sous l’effet d’un champ électrique appliqué, d’un 

terme de diffusion rendant compte de la tendance des ions à réduire les 

gradients de concentration, et d’un terme de convection témoignant du 

déplacement des ions avec la solution en mouvement.  

 

Les équations (2.11) et (2.12) supposent une dilution infinie des ions et 

correspondent, comme ci-dessus, à une approche moyenne, et non 

corpusculaire, des charges. 

 

Une équation garantit la conservation des ions dans la solution : 

 

 
t

c
j i

i



    .


 (2.13) 

 

La vitesse iu


des ions de type i peut être reliée au flux ionique par la relation 

suivante : 

 iii ucj


   (2.14) 
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2.3. Equations globales 

 

Les hypothèses formulées ci-dessus conduisent à la réécriture suivante du 

problème global à résoudre : 

 

 elecfup
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(2.15) 
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 (2.18) 
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La résolution complète de ce problème est généralement malaisée, comme 

on le montrera plus loin de façon détaillée.  

 

L’essentiel des phénomènes utiles au comportement électromécanique des 

systèmes se produit dans une couche de faible épaisseur à l’interface entre 

fluide et parois et entre fluide et électrodes, ce qui confère au problème un 

caractère fortement multi-échelles. Comme on le verra plus loin, les 

variations de potentiel et de concentration de charges apparaissant dans les 

couches minces peuvent être très importantes, tant dans le temps que dans 

l’espace, ce qui entraîne en général des difficultés de résolution du système.  

 

En effet, d’importants gradients dans les grandeurs électriques entraînent le 
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besoin d’un maillage très fin aux interfaces et des lenteurs de convergence 

difficilement compatibles avec des temps de calcul réduits. 

 

Si, dans certains cas, les géométries peuvent être ramenées à des dimensions 

inférieures 1D ou 2D, des résolutions tridimensionnelles restent parfois 

nécessaires, alourdissant d’autant les contraintes en temps et mémoire de 

calcul. 

 

Le caractère multi-physique se manifeste, de manière générale, au travers des 

relations liant le potentiel électrique, les concentrations ioniques et les 

vitesses des fluides et des ions. En outre, les paramètres physiques 

(permittivité, viscosité,…) peuvent eux-mêmes dépendre de ces grandeurs, 

augmentant encore les couplages du problème. 

 

Des comportements non-linéaires en tension et des phénomènes de 

saturation, dus notamment à des effets stériques [17,18], sont susceptibles 

d’apparaître sous certaines conditions, qu’il conviendra de considérer 

proprement. 

 

Pour ces raisons, une approche séquentielle, théorique et expérimentale, a été 

suivie, afin de prévoir et mettre en évidence les phénomènes importants à 

considérer dans un modèle plus complet. Ce chapitre présente une approche 

bidimensionnelle simple des équations, dont on montrera les limites. Des 

modèles plus complets seront proposés au chapitre 3. 

 

3. Découplage des équations 

 

Dans de nombreuses situations, il est possible de découpler les équations 

électriques et mécaniques, en négligeant dans les équations électriques la 

dépendance vis-à-vis du terme de vitesse.  



44 Chapitre 2 - Electro-osmose AC en 2D : modèles simples 

 

 

3.1. Découplage dans les régions d’interface 

 

Aux interfaces, les équations prédisent des gradients de concentration de 

charges et de potentiel électrique d’autant plus élevés que l’on est proche des 

bords (les ions sont attirés par les électrodes). A l’inverse, la vitesse du 

fluide est d’autant plus réduite que l’on est proche des bords (aux bords en 

l’absence de glissement, elle y est nulle) ; le couplage avec les équations 

mécaniques au travers de la vitesse u


 du fluide, dans l’équation (2.18), peut 

donc être négligé dans les régions d’interface. 

 

3.2. Découplage dans la région neutre 

 

Dans la région neutre, la densité de courant globale peut s’écrire comme la 

somme des produits des flux ioniques ji des différents types i d’ions par la 

charge unitaire zi des ions correspondants : 

 

 i

i

i jzJ    


 
(2.20) 

 

Avec la définition (2.12) des flux ioniques, et supposant nuls les gradients de 

charges dans le milieu neutre, on obtient : 
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(2.21) 

 

En posant σ = 
i

iii

kT

zcD
 

2

et compte tenu de la définition de ρe , l’équation 

(2.21) peut encore s’écrire : 
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 uJ


 ρ Φ σ-  e
 

(2.22) 

 

Le premier terme du membre de droite est la densité de courant de 

conduction ; on reconnaît en σ la conductivité de la solution. Le second 

terme représente la densité de courant de convection. 

 

Le nombre de Reynolds électrique Reelec a été défini au chapitre 1 comme 

une expression du rapport entre le courant de convection et le courant de 

conduction [19] : 
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avec L la longueur caractéristique du système.  

 

Dans les systèmes envisagés, il a été estimé dans une plage de 10
-10 

à 10
-3

. 

Ces très faibles valeurs rendent compte du découplage qu’il est possible de 

réaliser entre les problèmes mécanique et électrique dans la région neutre, 

puisqu’un faible nombre de Reynolds électrique conduit, dans l’équation 

(2.22), à un second terme négligeable dans le membre de droite, rendant le 

problème électrique indépendant de la vitesse du fluide et donc du problème 

mécanique dans la région neutre. 

 

3.3. Conséquences 

 

Compte tenu de ces analyses dimensionnelles, les équations électriques 

peuvent en général être découplées des équations mécaniques et résolues 

indépendamment, puis les équations fluidiques peuvent être résolues en 

utilisant les résultats obtenus pour les équations électriques, le lien se faisant 

au travers des forces électriques. 
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4. Modèle simple mécanique : Helmholtz-Smoluchovski 

 

Comme évoqué ci-dessus, la résolution complète des équations (2.15) à 

(2.19) est un problème complexe. Dans une optique de comparaison avec 

une approche expérimentale, nous nous concentrons ci-dessous sur un 

modèle simplifié, dont nous éprouvons les limites. Cette première approche 

permettra de tirer des premières conclusions pratiques intéressantes. 

 

Outre les hypothèses conduisant au découplage des problèmes électrique et 

mécanique, des simplifications d’ordre géométrique sont classiquement 

proposées au problème. 

 

En première approximation, on suppose qu’en dehors des régions de bord 

d’électrode, les profils des variables électriques se développent 

essentiellement en 1D, selon la direction perpendiculaire au plan des 

électrodes (figure 2.4).  

 

 

 Fig. 2.4 – Définition du bord d’électrode 

 

Les équations électriques seront considérées de façon plus détaillée dans la 

section suivante, ainsi qu’au chapitre 3. Elles décrivent, à proximité des 

électrodes, des concentrations de charges qui peuvent être très élevées, et on 

suppose donc que la vitesse du fluide est proche de celle des ions. Dès lors, 
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la force de friction peut être négligée. 

 

Les forces électriques volumiques, à proximité des électrodes, se réduisent 

donc à : 
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        -   , 
  

  
(2.24) 

 

Dans la région neutre, les charges sont en concentration constante, bien 

inférieure à la concentration pouvant apparaître à proximité des électrodes. 

Du fait de cette faible concentration et du caractère ponctuel supposé des 

ions, la force de friction est négligeable dans la région neutre. De même, du 

fait de la neutralité de la solution et du gradient nul de concentrations de 

charges, la force de Coulomb et la force thermique y sont également 

négligeables. Il n’y a donc pas de force électrique présente dans la région 

neutre : 

 

 0 , bulkelecf


 
(2.25) 

 

Entre ces deux régions, on fera également l’hypothèse d’une force de friction 

négligeable.
 

 

Si l’on néglige certains phénomènes dus aux gradients de concentration dans 

une partie de la région neutre, et qui seront abordés au chapitre 3, les 

équations mécaniques ne dépendent du problème électrique qu’à proximité 

des interfaces fluide-solide, où les charges développent un profil non neutre 

à l’origine des phénomènes d’ACEO. 

 

Si on suppose la permittivité et la viscosité du milieu constantes, et les 

variations des pressions et des vitesses bien supérieures selon la direction 
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normale aux électrodes (y) que selon les directions parallèles (x et z), le 

problème mécanique se simplifie : 
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(2.27) 

 

Une double intégration de ces équations selon y, en considérant les vitesses 

ux et uz nulles à la paroi  (y=0) et en considérant nulle la variation spatiale de 

ces vitesses selon y pour y → ∞, conduit à l’équation de Helmholtz-

Smoluchovski [20] pour chacune des coordonnées spatiales concernées : 
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(2.28) 
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(2.29) 

 

Cette équation exprime la vitesse de glissement moyenne tangentielle à 

l’interface, au-delà des deux couches diffuses. Si le champ électrique à cet 

endroit ainsi que la chute de tension Vd dans les deux couches diffuses sont 

connus, il est alors possible d’en déduire les vitesses tangentielles à 

l’interface, qui peuvent être utilisées comme conditions limites pour la 

résolution du problème mécanique, lui-même ne dépendant plus, alors, des 

paramètres électriques. 
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L’équation de Helmholtz-Smoluchovski permet donc de supprimer toute 

dépendance explicite du problème mécanique en le problème électrique, au 

prix des hypothèses énoncées. 

 

Notons qu’une autre formulation est couramment utilisée pour les équations 

mécaniques (2.15) et (2.24), qui intègre le terme de force osmotique dans la 

pression. De cette manière, les forces agissant sur le fluide se décomposent 

en un terme de pression dite osmotique, un terme électrique constitué de la 

force de Coulomb, et un terme de friction. La raison pour laquelle nous 

n’avons pas suivi cette formulation réside en la volonté de maintenir 

conceptuellement séparés les termes électriques et mécaniques, les résultats 

des deux formalismes étant identiquement égaux. Une discussion de ces 

différents termes de force peut être trouvée dans [21]. 

 

Si les paramètres électriques de la double couche sont constants dans le 

temps et les tensions appliquées sinusoïdales, on peut exprimer les vitesses 

ux,moy et uz,moy à partir d’expressions phasorielles des champs et tensions [12] : 
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ε
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(2.30) 
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(2.31) 

 

Cette formulation simplifie encore grandement le calcul du problème 

mécanique, puisque les aspects d’évolution temporelle en ont été éliminés.  

 

La formulation phasorielle suppose des paramètres électriques indépendants 

de la tension au sein de la couche diffuse, de sorte que les grandeurs 

électriques soient sinusoïdales. Comme nous le montrons à la section 

suivante, cela suppose de faibles tensions appliquées. 
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En pratique néanmoins, aux conditions d’alimentation considérées, les 

paramètres électriques ne sont pas forcément constants avec les tensions 

appliquées, comme on le montrera au chapitre 3. Dans ce cas, la formulation 

phasorielle ne s’applique pas telle quelle. Si l’on souhaite maintenir 

l’approche simple de Helmholtz-Smoluchovski, il y a lieu, en général, 

d’étudier l’évolution du problème de manière temporelle et d’en déduire 

ensuite la vitesse moyenne de glissement.  

 

5. Modèle simple électrique : « basse » tension 

 

5.1. Modèle et équations 

 

On a fait l’hypothèse de grandeurs électriques ayant un profil 1D à proximité 

des électrodes, sauf peut-être aux bords de celles-ci (figure 2.4). Partant de 

cette hypothèse, on s’intéresse ci-dessous aux équations électriques sur une 

géométrie réduite. 

 

On considère une couche de fluide d’épaisseur 2L, nettement inférieure aux 

autres dimensions du problème, et limitée de part et d’autre par deux 

électrodes planes couvrant totalement la section du fluide. Les électrodes 

sont alimentées par des tensions sinusoïdales. La figure 2.5 illustre le schéma 

de principe de ce système qui, compte tenu des propriétés des différentes 

dimensions du problème, peut être considéré comme un problème à une 

dimension (1D). 
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Fig. 2.5 – Schéma de la structure 1D étudiée 

 

Dans ce chapitre et les suivants, les ions considérés pour la solution saline 

sont de type Na
+
 et Cl

-
.  

 

En 1D, les équations (2.17) et (2.18) deviennent : 
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où c+ et c- sont respectivement les densités volumiques des ions de type Na
+
 

et Cl
-
 et q = -1.6*10

-19
 C est la charge de l’électron. Les coefficients de 

diffusion D+ et D- des ions Na
+
 et Cl

-
 étant presque identiques, on posera D = 

D+ = D- = 2*10
-9

 m
2
/s [22]. 
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Sans perte de généralité, on procède à l’adimensionnalisation des équations, 

en posant les variables électriques sans dimension suivantes : 
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où c  est la concentration en ions loin des électrodes, prise à 0.15mM pour 

tous les calculs qui suivent, ainsi que les variables spatiales et temporelles 

sans dimensions suivantes : 
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La permittivité de la solution ε est fixée, dans les calculs qui suivent, à 

80.ε0 = 7.07 10
-10

F/m. 

 

On obtient alors le système adimensionnel suivant : 
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où on a posé 
L

 e Dλ
 et où L est fixé à 200μm.   

 

Pour une alimentation en tension symétrique aux électrodes, les fonctions 

Ф’(x’) et ρ’(x’) sont symétriques, tandis que la fonction c’(x’) est 

antisymétrique : 

 

 Ф’(-x’) = -Ф’(x’) (2.43) 

  ρ’(-x’) = -ρ’(x’) (2.44) 

 c’(-x’) = c’(x’) (2.45) 

 

On peut donc considérer le problème sur la moitié du domaine : (0,1)  'x . 

 

5.2. Résolution à « basse » tension appliquée : quasi-équilibre 

thermodynamique 

 

La résolution du problème 1D à faible tension appliquée découle directement 

de l’approche à l’équilibre thermodynamique. 

 

Quelle que soit sa géométrie, un système micro-fluidique est au repos à 

l’équilibre thermodynamique. Comme évoqué au chapitre 1, un potentiel 
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électrique, dit potentiel zeta, peut être naturellement présent aux parois, du 

fait des charges électriques présentes aux interfaces [23]. Aucune force 

d’origine extérieure n’est imposée au système ; seules agissent sur les ions 

l’agitation thermique et la force électrique induite par la présence du 

potentiel zeta. Ces forces s’équilibrent, de sorte que les flux ioniques et la 

vitesse du fluide sont globalement nuls.  

 

Le problème 1D (2.40) à (2.42) peut également s’écrire : 
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Les équations (2.46) à (2.48) constituent le problème de Poisson-Nernst-

Planck. 

 

A l’équilibre thermodynamique, le potentiel loin des électrodes prend une 

valeur constante, que l’on peut arbitrairement fixer à 0, le potentiel étant 

défini à une constante près.  

 

Il en résulte les équations suivantes : 

 

  ' Φ -exp  'ρ' c  (2.49) 

  ' Φexp  'ρ' c  (2.50) 
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On reconnaît dans les équations (2.49) et (2.50) la distribution de 

Boltzmann, qui prédit de manière générale la distribution des ions à 

l’équilibre thermodynamique, en présence d’un champ de potentiel (ici le 

potentiel électrique), et dans l’équation (3.41) l’équation de Poisson-

Boltzmann du potentiel électrique. Dans ces conditions, le potentiel Ф’ dans 

(2.51) est découplé des variables c’ et ρ’. 

 

L’allure du potentiel Ф’ solution de l’équation (2.51) est une exponentielle 

d’autant plus raide que Ф’ est élevé à la paroi, et qui tend asymptotiquement 

vers zéro à mesure que la distance aux électrodes augmente.  

 

Les équations (2.49) à (2.51) ne sont strictement valables qu’en l’absence de 

stimulation extérieure du système. Le potentiel présent dans ce cas aux 

parois est Ф’ = ξ’, le potentiel zeta adimensionnel dû aux réactions se 

produisant à l’équilibre à l’interface fluide-paroi.  

 

Dans le cas particulier d’électrodes parfaitement polarisables, comme on le 

supposera par la suite, le potentiel ξ’ est supposé nul. Dans ce cas, à 

l’équilibre thermodynamique, le potentiel est nul partout dans la solution. 

 

On peut toutefois appliquer les conditions de l’équilibre thermodynamique à 

des situations où une faible tension Ф’ele est appliquée aux électrodes, de 

sorte que les conditions d’équilibre ne soient pas trop modifiées. 

 

En particulier, pour des potentiels Ф’ele << 1 (hypothèse de Debye-Hückel), 

on peut linéariser l’équation (2.51) de Poisson-Boltzmann : 
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(2.52) 

 

dont la solution s’écrit : 



56 Chapitre 2 - Electro-osmose AC en 2D : modèles simples 

 

 

(0,1),  '  x  

 )
'-1

exp( '  ' 
e

x
ele

 

(2.53) 

si  Ф’ele << 1. 

 

Dans l’équation (2.53), la grandeur e apparaît comme une mesure de la 

longueur adimensionnelle de la couche non neutre de charges, couramment 

appelée couche diffuse ou de Debye. Compte tenu de la définition de e faite 

ci-dessus, sa valeur dimensionnelle est λD .  

 

Bien que la situation de (quasi-)équilibre thermodynamique soit fort éloignée 

des applications pratiques que nous visons, où Ф’ele peut prendre des valeurs 

nettement supérieures à 1 (de l’ordre de 200 ou plus), le développement ci-

dessus présente l’intérêt d’introduire, avec le terme λD, une définition 

physique de la longueur de Debye. De plus, il permet de percevoir, au moins 

qualitativement, le comportement de la couche mince à l’interface, qui nous 

occupera dans la suite de ce texte. 

 

Les profils de charge et potentiel décrit ci-dessus dans la couche diffuse sont 

souvent assimilés à une capacité dans la littérature [24]. Dans l’hypothèse de 

quasi-équilibre thermodynamique, on peut en effet montrer que la tension Vd 

aux bornes de la couche diffuse peut pratiquement s’écrire : 

  

 Vd =  Фele (2.54) 

 

où Фele  est la valeur dimensionnelle associée à la tension d’électrode Ф’ele. 

 

On peut également évaluer la charge totale (surfacique) comprise dans la 

couche diffuse, par intégration de la charge volumique sur l’épaisseur de la 
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couche diffuse. Il découle des équations (2.48) et (2.52) que ρ’ = -Ф’. 

L’intégration (dimensionnelle) de la charge volumique sur la longueur de 

son développement, en tenant compte de la relation précédente, conduit à la 

charge totale (surfacique) suivante : 
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(2.55) 

 

On peut donc définir le rapport Qtot/Vd comme une capacité (surfacique) Cd = 

ε/λD. Le profil de charges rencontré dans la couche diffuse peut donc être 

représenté par une charge équivalente localisée sur un plan parallèle à 

l’électrode et distant de celle-ci d’une longueur λD. On verra au chapitre 

suivant que cette capacité n’est constante qu’aux basses tensions (quasi-

équilibre thermodynamique), qui sont les conditions pour lesquelles elle a 

été évaluée. Le modèle à « basse » tension présenté ici doit donc s’entendre 

pour des tensions d’alimentation  Ф’ele << 1 , soit Фele << 26mV.  

 

6. Résultats expérimentaux 

 

6.1. Description du système expérimental 

 

On considère un problème à deux dimensions, où deux électrodes 

coplanaires sont placées parallèlement au fond d’un canal de longueur 

infinie.  

 

Un système expérimental approchant cette configuration a été réalisé sur un 

wafer en verre métallisé (couche d’accroche Ni-Cr 10nm, couche d’or 

200nm). Deux électrodes parallèles, de longueur Lz = 1cm et espacées de L = 

40 à 80μm selon les cas, sont disposées dans le fond d’un canal de largeur Lx 
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= 500μm et de hauteur Ly=75μm, aligné sur les électrodes (figure 2.6). Les 

électrodes, en 1D, étaient réalisées en ITO, leur transparence permettant de 

contrôler précisément le remplissage du système. Outre les problématiques 

d’alignement, la meilleure conductivité de l’or justifie le choix de ce 

matériau pour les électrodes des systèmes 2D. 

 

 

Fig. 2.6 – Schéma du système 2D 

 

Compte tenu des différentes dimensions du système, celui-ci peut être 

considéré comme un système à deux dimensions, peu de variations étant à 

attendre dans la direction parallèle à l’axe z du canal. 

 

On étudie le comportement mécanique de la solution 2 (2.8mM NaCl) dans 

le système 2D décrit précédemment, avec une distance inter-électrodes L de 

40 microns, soumise à une tension alternative de 5V d’amplitude et de 

fréquence 1kHz. 

 

Afin d’évaluer le mouvement de la solution dans le système, celle-ci est 



6. Résultats expérimentaux 59 

 

complétée par des micro-billes de polystyrène fluorescentes de diamètre 

500nm  (Invitrogen, carboxylate-modified, F8813). De par leurs dimensions 

réduites, ces billes sont peu sensibles aux phénomènes de diélectrophorèse.  

 

Une charge électrique négative est présente sur les billes. Celle-ci n’a pas 

d’effet visible sur le comportement mécanique du système soumis à une 

tension alternative. On montrera en effet qu’aux fréquences utilisées, seule la 

force moyenne Fmoy = <qE> est prépondérante, et celle-ci est nulle sur les 

billes pour une charge constante et un champ électrique purement alternatif : 

Fmoy = q <EAC> = 0; cela se confirmera expérimentalement par un 

mouvement continu des billes, sans oscillations visibles le long de leurs 

trajectoires. 

 

On évalue les lignes de courant par intégration du mouvement de billes 

fluorescentes filmées verticalement à l’aide d’une loupe binoculaire en 

réflexion. 

 

6.2. Résultats 

 

L’application de la tension alternative induit des phénomènes d’ACEO, qui 

se manifestent par un mouvement de la solution et des billes fluorescentes, 

sous forme de rouleaux. 

 

Les lignes de courant sont déduites par traitement des images. On observe 

bien (figure 2.7) des lignes de courant perpendiculaires aux bords des 

électrodes. Le fluide décrit donc des rouleaux dans le plan 2D auquel se 

ramène le système. 

 

Ne disposant pas des facilités offertes par la PIV stéréoscopique, nous 

n’avons pas pu accéder à la vitesse verticale (selon y). L’interprétation des 
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résultats est donc limitée à leur intégration selon l’axe vertical.  

  

 

Fig.2.7 – Lignes de courant obtenues par intégration des images vidéo de la solution sous 

tension 

 

6.3. Mesure ponctuelle des vitesses 

 

On peut évaluer quantitativement les vitesses en suivant quelques billes 

particulières. Certaines de ces mesures sont reportées à la figure 2.8. 

 

 

Fig. 2.8 – Vitesse de quelques particules en fonction de leur position 
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Les vitesses maximales, obtenues à hauteur des bords d’électrode, sont de 

l’ordre de 60μm/s, valeurs de l’ordre de celles obtenues dans la littérature 

dans des conditions similaires, comme illustré à la figure 2.3. 

 

On peut comparer les résultats expérimentaux à ceux prédits par l’équation 

de Helmholtz-Smoluchovski. On obtient les résultats suivants, en 

considérant différentes valeurs pour la permittivité (figure 2.9). 

 

 

Fig. 2.9 – Comparaison du profil de vitesse avec Helmholtz-Smoluchovski, en fonction de la 

permittivité 

 

Quantitativement, il apparaît que les vitesses obtenues avec la formulation 

simple de Helmholtz-Smoluchovski et une couche diffuse modélisée par une 

capacité constante Cd = ε/λD, sont nettement trop élevées. Avec ce modèle, 

on a implicitement supposée négligeable la couche de Stern, ce qui n’est pas 

toujours le cas en réalité, comme on le montrera au chapitre 3. 

 

Si on considère la couche de Stern comme une capacité Cs en série avec la 

couche de Debye, et si on suppose en outre que les ions de la couche de 

Stern ne peuvent pas entraîner le mouvement de la solution, on peut alors 
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remplacer la permittivité ε, dans l’équation de Helmholtz-Smoluchovski, par 

une permittivité équivalente prenant en compte la capacité de Stern. Pour ce 

faire, on multiplie la permittivité par un coefficient  
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CC

C


   (2.56) 

 

Compte tenu des valeurs expérimentales mesurées et de la figure 2.8, il 

apparaît qu’un facteur correctif Λ d’environ  0.003 est nécessaire pour 

obtenir des vitesses cohérentes, ce qui est considérable.  

 

La valeur de Λ est néanmoins sujette à plusieurs réserves. On peut d’abord 

citer des réserves d’ordre expérimental : 

 

-  la vitesse maximale a été définie sur base de l’observation d’un 

nombre limité de billes ; la valeur de vitesse maximale trouvée est 

donc à prendre comme un seuil inférieur ; 

- les variations de vitesse sont assez raides à hauteur des électrodes ; 

la caméra utilisée n’étant pas à acquisition rapide, la discrétisation 

de la mesure graphique des vitesses contribue à minimiser son 

estimation. 

 

On peut également citer des réserves basées sur les limites du modèle 

théorique : 

 

- cette approche ne considère pas non plus les non-linéarités de la 

capacité de Debye ; celle-ci présente, selon le modèle de Poisson-

Nernst-Planck, une valeur croissante avec la tension à ses bornes ; 

cette augmentation se traduit par une diminution du terme Λ et donc 

de la vitesse ; 
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- cette approche ne considère pas les phénomènes d’injection, dont on 

a pourtant montré qu’ils pouvaient être importants ; la conséquence 

de leur présence est de réduire la tension dans la double couche et 

donc aussi la vitesse du fluide ; 

 

- aux tensions élevées appliquées, comme c’est le cas ici, des 

phénomènes tangentiels se produisent, qui ne sont pas pris en 

compte par le modèle, et qualifiés de phénomènes d’électro-osmose 

de deuxième type [25]; 

 

- des effets de bord peuvent modifier sensiblement, à la baisse, le 

profil de la vitesse maximale ;  

 

- des effets stériques peuvent contribuer à réduire également la vitesse 

du fluide  [17,18]; en effet, ils résultent en la formation d’une 

couche compacte d’ions, au sein de laquelle se produit une chute de 

tension proportionnelle, en première approximation, à l’épaisseur de 

la couche; ces ions, de par leur forte concentration, contribuent de 

manière réduite au mouvement du fluide, de sorte qu’ils augmentent 

artificiellement la capacité Cs, ce qui a pour effet de réduire Λ et 

donc la vitesse ; 

 

- l’hypothèse du caractère négligeable des forces de friction a 

également pour effet de surestimer la vitesse globale ; 

 

- la permittivité de la solution est supposée constante, mais elle 

diminue lorsque la concentration d’ions augmente [26] ; ceci 

contribue à réduire la vitesse du fluide ; il en va de même de la 

viscosité : celle-ci est également fonction de la concentration des 

charges, mais d’une manière beaucoup moins directe [27]. 
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En complément à ces mesures ponctuelles de vitesse, on s’intéresse ci-

dessous à une approche moyenne, plus propice à une comparaison fiable des 

résultats théoriques et expérimentaux. 

 

6.4. Mesure moyennée des vitesses 

 

On évalue les profils expérimentaux de vitesse sur base de l’intensité des 

niveaux de gris de la figure 2.7. Plus cette intensité est élevée, plus grande 

est la vitesse, puisque cela correspond à un passage plus fréquent des billes 

fluorescentes à cet endroit.  

 

Dans ce raisonnement, on suppose les billes réparties en tout temps de façon 

homogène dans le fluide, ce qui n’est pas tout à fait exact si l’on tient 

compte des effets de diélectrophorèse. Toutefois, compte tenu de la taille 

réduite des billes, les effets de DEP sont également fort réduits sur la durée 

de la mesure, comme le montrent la figure 2.10, présentant un instantané des 

billes au début et à la fin des mesures, 40 secondes plus tard.  

 

 

 

Fig.2.10 – Instantanés initial (haut) et final (bas) 
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Il n’apparaît sur ces figures aucune différence de concentration significative 

de billes à proximité des bords des électrodes aux deux temps considérés : 

cela confirme le caractère négligeable des effets de DEP. 

 

On évalue pour chaque z l’intensité selon l’axe x, que l’on moyenne ensuite 

sur z ; la valeur résultante normalisée est présentée à la figure 2.11. 
 

 

Fig. 2.11 – Profil d’intensité moyenne selon la distance au centre du système 

 

Une démarche équivalente peut être réalisée à partir des résultats de 

simulation. En situation d’écoulement stationnaire, toutes les lignes de 

courant se referment sur elles-mêmes en un temps donné, fonction du profil 

de vitesse. 

 

On considère un nombre N de points, répartis de façon homogène dans la 

section considérée, et on évalue la fréquence de circulation de chacun de ces 

points sur la ligne de courant à laquelle ils appartiennent (figure 2.12). 
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Fig. 2.12 – Ensemble des positions x parcourues par un point particulier, et ligne de courant 

associée ; la fréquence de circulation est évaluée à partir des résultats du champ de vitesse sur 

la ligne de courant 

 

La fréquence de circulation des points peut être mise en parallèle avec 

l’intensité lumineuse observée sur les lignes de courant expérimentales, si 

l’on associe à chaque point considéré une valeur proportionnelle à sa 

fréquence de circulation. Il suffit d’affecter cette valeur à toutes les positions 

x parcourues par ce point et sommer, en chaque x, les valeurs associées à 

tous les points passant en x.  

 

Notons que, compte tenu d’une profondeur de champ de la loupe binoculaire 

largement supérieure à la hauteur du canal, aucune correction optique n’est à 

ajouter aux résultats. 

 

On obtient, avec le modèle simple décrit précédemment (Helmholtz-

Smoluchovski et capacité constante de la double couche), les résultats 

comparés de la figure 2.13 pour les intensités. 
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Fig. 2.13 – Comparaison des intensités expérimentale et théorique ; indication des valeurs 

maximales de vitesse obtenues dans les deux cas (aux environs des positions d’intensité 

unitaire) 

 

6.5. Discussion 

 

Green et al [12] ont estimé un rapport de 5 entre les vitesses théorique et 

expérimentale, pour une solution 2.1 10
-3

 S/m. Pour cette solution, ils ont 

également observé des lignes de courant théoriques et expérimentales assez 

semblables, à différentes fréquences.  

 

Nos résultats indiquent un rapport de 300 entre les vitesses théorique et 

expérimentale, et illustrent de grandes différences dans les lignes de courant. 

 

Ces écarts avec les résultats de Green et al. s’expliquent par de différentes 

manières.  

 

D’une part, dans [12], le rapport des vitesses a été évalué pour des tensions 

d’alimentation de 0.5V, ce qui est 10 fois inférieur à nos conditions de 

mesure. Ceci indique une dépendance non linéaire des forces en la tension 

appliquée, ce qui semble indiquer un caractère non linéaire des phénomènes 
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électriques en présence. 

 

D’autre part, la concentration de charges utilisée par Green et al. conduisant 

au rapport de vitesses de 5 est 20 fois inférieure à celle considérée dans nos 

mesures ; ceci a pour effet de réduire l’écart entre les vitesses théorique et 

expérimentale, si cet écart peut être attribué à la présence d’une capacité de 

Stern. En effet, cette capacité est d’autant plus visible que la capacité de la 

couche diffuse est grande, ce qui correspond à une concentration de charges 

élevée ; dans ce cas, la tension dans la couche diffuse étant réduite, la vitesse 

l’est également. 

 

Enfin, la bonne correspondance entre les lignes de courant théoriques et 

expérimentales observée par Green et al. est également obtenue pour des 

concentrations de charges réduites. 

 

7. Conclusion 

 

Des modèles plus complets que l’approche simple de Helmholtz-

Smoluchovski avec couche diffuse assimilée à une capacité constante sont 

donc nécessaires, qui tiennent compte des éléments présentés ci-dessus. La 

multiplication de l’équation par un facteur correctif Λ est un artefact 

permettant de corriger un certain nombre des éléments énoncés. Toutefois, 

une étude tant théorique qu'expérimentale visant à évaluer les effets exacts 

de chaque phénomène physique et à les intégrer dans le modèle chaque fois 

que nécessaire est une approche plus rigoureuse, que nous suivrons dans les 

chapitres suivants. 
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Chapitre 3 

Electro-osmose AC en 2D : modèles 

avancés 

 

 

 

Le chapitre 2 ayant montré les limites d’un modèle simple à paramètres 

électriques constants, on s’intéresse dans ce chapitre à des modèles plus 

poussés. 

 

On présente d’abord l’étude des équations électriques 1D à tensions élevées 

(jusqu’à 5V) ; il en ressort un profil de capacité de couche diffuse fonction 

de la tension à ses bornes. Un première résolution des équations mécaniques 

de Helmholtz-Smoluchovski est alors réalisée avec cette nouvelle 

configuration électrique, dont on montre que les résultats sont meilleurs 

qu’au chapitre 2, bien que des écarts importants persistent entre les 

résultats théoriques et expérimentaux. 

 

On introduit alors les effets stériques, que l’on intègre dans le modèle. Une 

nouvelle résolution des équations mécaniques conduit à des résultats encore 

meilleurs, bien que toujours éloignés des résultats expérimentaux. 

 

On conclut de ces démarches qu’une étude plus poussée des phénomènes 

électriques, et notamment de la capacité de Stern, sont nécessaires en vue 

d’améliorer encore le modèle. 
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1. Introduction 

 

Comme on l’a présenté au chapitre 2, de nombreux travaux de simulation 

reposent sur l’hypothèse d’une faible tension appliquée aux électrodes (Ф’ele 

<< 1 ou Фele << 26mV), ce qui permet de linéariser le problème autour de la 

solution d’équilibre thermodynamique (situation de quasi-équilibre 

thermodynamique). Néanmoins, les résultats obtenus de cette manière ne 

sont pas valables pour des tensions d’électrode plus élevées, telles que celles 

couramment utilisées dans les applications qui sous-tendent cette présente 

étude (ACEO, mais aussi électrophorèse et diélectrophorèse). Ceci a été 

illustré au chapitre 2 par l’écart important entre les résultats théoriques et 

expérimentaux pour des tensions appliquées supérieures. L’hypothèse 

d’équilibre thermodynamique, ou de proximité de celui-ci, n’est alors plus 

valable. 

 

2. Approche complète des équations de Poisson-Nernst-Planck 

 

Lorsque des tensions de valeurs plus élevées sont appliquées aux électrodes 

(Ф’ele >> 1), les conditions d’équilibre thermodynamique ne sont pas 

remplies et  les équations décrivant Ф’, c’ et ρ’ sont couplées. Le système à 

résoudre, en 1D, est alors constitué des équations (2.40) à (2.42) présentées 

au chapitre 2. Une résolution analytique du système n’est pas possible et une 

résolution numérique s’impose. 

 

Soit P’ la période adimensionnelle de la tension d’alimentation, dont 

l’équivalent dimensionnel est P 
D

L
 D P’. La tension adimensionnelle 

d’électrode est définie comme : 
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 t eleaele  (3.1)

  avec Ф’a,ele l’amplitude de la tension d’électrode et t0 le temps initial, 

correspondant au passage par zéro de cette tension. 

 

L’équation de Nernst-Planck, introduite au chapitre précédent, définit le flux 

ionique de chaque type d’ions i comme :  

 

 uccD
kT

zc
Dj iii

ii
ii


     - Φ      (3.2) 

 

avec ji le flux ionique et Di le coefficient de diffusion des ions de type i. 

 

On suppose nuls les courants d’injection et donc les flux ioniques aux 

électrodes : j+ = j- = 0. On reviendra au chapitre 4 sur ces phénomènes. Il 

découle alors de l’équation dimensionnelle (3.2) adaptée au cas des ions Na
+
 

et Cl
-
 les deux relations suivantes, en 1D : 
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(3.4) 

 

Les conditions aux limites et conditions de régime stationnaire résultantes 

sont données ci-dessous. 
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En x’= 0, pour des raisons de symétrie : 

 c’ = 1 (3.5) 

 ρ’ = 0 (3.6) 

 Ф’ = 0 (3.7)  

En x’= 1 : 
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(3.9) 

 Ф’(x’=1,t’) = Ф’ele(t’) (3.10) 

 

En t’+P ’ : 

 c’(x’,t’+P ’) = c’(x’,t’) (3.11) 

 ρ’(x’,t’+P ’) = ρ’(x’,t’) (3.12) 

 Ф’(x’,t’+P ’) = Ф’(x’,t’) (3.13) 

 

La résolution des équations (3.5) à (3.7) avec les conditions (3.8) à (3.13) a 

été entreprise de façon numérique, par itérations temporelles, selon un 

schéma de différences finies. 

 

Cette résolution implique un temps de calcul d’autant plus long que la 

fréquence est basse et la tension appliquée élevée (figure 3.1). En effet, dans 

ces cas de figure, les gradients de potentiel et surtout de concentration de 

charge sont fort raides (dans le temps et l’espace) et rendent nécessaire un 

nombre de pas de temps élevé. 

 

De plus, la résolution du système se faisant par progression dans le temps, il 



2. Approche complète des équations de Poisson-Nernst-Planck 77 

 

 

n’est pas évident de déterminer d’entrée de jeu les conditions de régime.  

 

 

Fig. 3.1– Nombre de pas de temps par période en fonction du logarithme  

de la fréquence adimensionnelle, en régime 

 

Une étude des équations dans le cas d’une tension appliquée en échelon  

permet de déterminer une expression analytique de la constante de temps 

avec laquelle s’établit le régime. Celle-ci est égale à τ0 = 
D

LDλ , grandeur 

déjà évoquée au chapitre 1. Cette définition justifie le choix de ce terme 

comme facteur d’adimensionnalisation pour la variable temporelle [1], 

puisque dans ce cas la valeur adimensionnelle de la constante de temps est 

égale à 1. Cette valeur n’est toutefois valable que pour des conditions de 

faible concentration de charge. On peut montrer en effet (figure 3.2) que 

cette valeur augmente lorsque la fréquence diminue ou l’amplitude des 
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tensions appliquées augmente. 

 

La situation de régime n’est donc atteinte qu’après un temps relativement 

long, d’autant plus que les tensions appliquées sont élevées ou les fréquences 

de travail sont faibles, et il n’est pas raisonnable d’attendre cette 

convergence par un calcul sur un nombre de périodes suffisamment élevé. 
 

 

Fig.3.2. – Constante de temps adimensionnelle en fonction du logarithme de la 

fréquence adimensionnelle (f  ≈ 100Hz, 200Hz, 500Hz, 1kHz); en haute à droite : constante 

de temps adimensionnelle en fonction de la tension d’alimentation,  f  ≈ 1kHz 

 

La résolution de ce système, et plus particulièrement sa résolution en régime 

établi, nécessite donc le recours à une approche simplifiée des équations, qui 

doit permettre d’en réduire significativement les temps de calcul. 
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3. Approche simplifiée des équations de Poisson-Nernst-Planck 

 

Lorsque le terme e est << 1, ce qui est le cas dans notre approche (e≈10
-4

), 

une approche asymptotique peut réduire grandement les difficultés de calcul. 

Ceci a fait l’objet de différentes études [1,2], dont le principe général est 

brièvement présenté ci-dessous.  

 

Une première approche asymptotique fait l’hypothèse que les variables c, ρ 

et Ф peuvent être chacune décomposées en un terme lent, décrivant le 

comportement dans la région neutre, et en un terme rapide, décrivant la 

correction à apporter dans la région d’interface. La solution globale est donc 

la somme des termes lents et rapides, égale aux seuls termes lents dans la 

région neutre. Les gradients du terme rapide peuvent être importants, tandis 

que ceux du terme lent sont nettement plus faibles (figure 3.3).  

 

 

Fig. 3.3 – Principe des variables lentes et rapides 

 

On développe les variables adimensionnelles du problème sous forme de 

polynômes en le paramètre e, de la manière suivante : 
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(3.16) 

 

où C’k, R’k et V’k sont les termes d’ordre k des variables lentes et c’k, ρ’k et 

Ф’k sont les termes d’ordre k des variables rapides. 

 

On peut alors réécrire les équations en fonction de ces développements et, si 

l’on suppose indépendants les différents termes des polynômes 

(approximation qui est d’autant plus valide que e est petit devant l’unité), on 

peut simplifier les équations en se limitant aux termes d’ordre k=0. Cette 

simplification est d’autant plus proche des résultats exacts des équations que 

les tensions appliquées sont faibles, comme on le verra plus loin. 

 

En remplaçant, dans (2.40) à (2.42), les variables c’, ρ’ et Ф’ par leurs 

développements (3.14) à (3.16), compte tenu des conditions aux limites et en 

séparant les termes résultants en fonction de leur ordre en e, on obtient les 

résultats suivants (les développements sont donnés en Annexe 3) : 

 

 C’0(x’,t’) = 1, C’k(x’,t’) = 0 0  k  (3.17) 

 R’0(x’,t’) = 0, R’k(x’,t’) = 0 0  k

 

(3.18) 

 V’0(x’,t’) = j(t) x, V’k(x’,t’) = 0 0  k

 

(3.19) 

 

ainsi que, à l’ordre zéro, en définissant la variable rapide 
e

x
y

-1'
= '

 

(figure 

3.4)  : 
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(3.23) 

 

avec j’(t’+P’) = j’(t’). 

 

 

Fig. 3.4. – Définition des variables x’, y’ et j’ 

 

Le potentiel adimensionnel Ф’ est alors, à l’ordre zéro, la somme des termes 

V’0 et Ф’0. Les concentrations c’ et densités de charge ρ’ s’expriment quant à 
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elles comme la somme, respectivement, des termes C’0 et c’0 et des termes 

R’0 et ρ’0 . 

 

Avec cette démarche, on peut évaluer le potentiel Ф’ à partir des équations 

(3.19), (3.22) et (3.23) et en déduire ensuite ρ’ et c’ à partir des équations 

(3.17), (3.18), (3.20) et (3.21). Ce découplage permet de réduire 

considérablement le nombre de pas de temps nécessaires à chaque période ; 

leur nombre sera déterminé par une condition sur la propagation réduite de 

l’erreur le long de l’axe des temps, et non par une condition sur la 

convergence. 

 

4. Problème complet et conditions de régime asymptotiques 

 

On montrera au chapitre 4 que les écarts deviennent fort visibles entre 

l’approche asymptotique et l’approche complète, à mesure que la tension 

appliquée augmente (Ф’ele ≈ 200 ou Ф’ele ≈ 5V dans les conditions de nos 

applications, valeur dépendant du nombre de Dukhin défini au chapitre 1, et 

sur lequel nous reviendrons au chapitre 4).  

 

Avec la méthode asymptotique présentée ci-dessus, il est possible de 

déterminer facilement les conditions de régime pour une alimentation 

sinusoïdale, en résolvant le problème suivant : 

 

Soit t’0 tel que c’(t’0) = 1. Trouver )','(-  ' extextJ  tel que : 

 

j’(t’0) = J’ 

c’(t’0+P’) = 1 
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On en déduit alors, par la résolution en t’0 des équations (3.17) à (3.22), un 

jeu de valeurs initiales Ф’(t’0), c’(t’0) et ρ’(t’0), que l’on peut injecter dans le 

problème complet (2.40) à (2.42).  

Ainsi, et bien que les résultats puissent différer légèrement des vraies 

conditions de régime, du fait d’imprécisions numériques, la définition de 

conditions de régime avec une méthode asymptotique donne une première 

approche satisfaisante de ces conditions pour le problème complet, ce qui 

permet de réduire grandement le nombre de périodes nécessaires à 

l’établissement de la vraie situation de régime avec le modèle complet. 

 

Chu et Bazant ont proposé une approche asymptotique prenant en compte les 

phénomènes dynamiques qui se produisent lorsqu’un échelon de tension 

d’amplitude élevée est appliqué à un système uni- ou bidimensionnel ; cette 

approche met en évidence des phénomènes de transport en surface des ions 

[3,4].  

 

Olesen [2] a étendu cette approche à une alimentation sinusoïdale 

d’amplitude élevée. Dans ce cas, en plus des deux dimensions 

caractéristiques précédentes (la longueur de Debye λD et la longueur 

caractéristique du système L), il y a lieu de considérer une troisième 

dimension caractéristique, fonction de la fréquence : Λ(ω) = ωD  . Celle-

ci correspond à la longueur typique de diffusion que peut parcourir un ion 

durant une période du signal d’alimentation.  

 

A chaque alternance du signal d’alimentation, des ions sont absorbés ou 

rejetés de la couche de Debye. Ces ions n’ont pas le temps de diffuser 

jusqu’au milieu neutre et forment donc une couche intermédiaire, la couche 

diffuse neutre, dont les concentrations en ions positifs et négatifs 

s’équilibrent au premier ordre (c+ = c- = c) mais dont la concentration globale 
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est différente de celle du milieu neutre (c≠1) (figure 3.5). 

 

Dans les applications d’ACEO, l’ordre de grandeur de la fréquence de travail 

f =
π2

ω
 est 

ε

ζλ

π2

1

L

D . Dimensionnellement, avec les données considérées 

précédemment, cette valeur est de l’ordre de 50Hz. A cette fréquence, la 

longueur de diffusion vaut donc Λ(ω) = LDλ  . 

 

 

Fig. 3.5 – Evolution temporelle théorique des concentrations de charges adimensionnelles, 

modèle complet ; mise en évidence de la couche diffuse (de Debye), de longueur 

adimensionnelle ε, et de la couche diffuse neutre, de longueur adimensionnelle √e 

 

Cette couche diffuse neutre peut être prise en compte dans une approche 

asymptotique étendue, comme l’a fait Olesen [2]. Les résultats sont très 

proches de ceux obtenus par le calcul complet des équations, jusqu’à une 

certaine limite où l’une des concentrations c+ ou c- s’écroule jusqu’à une 
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valeur nulle ; dans ce cas, il y a lieu de considérer une couche 

supplémentaire, totalement déplétée, entre la couche de Debye et la couche 

diffuse neutre. Ces dernières considérations sortent du cadre de notre étude. 

 

Ceci illustre l’importance potentielle des phénomènes dynamiques, dont la 

présence ne pourra dès lors pas être négligée, spécialement aux dimensions 

supérieures.  

 

Comme dans la situation de quasi-équilibre thermodynamique présentée au 

chapitre précédent, la couche diffuse peut être assimilée à une capacité. A la 

différence toutefois du cas précédent, cette capacité n’est pas constante mais 

dépend de la tension à ses bornes. 

 

On définit dans ce cas la capacité (différentielle) de Debye de la manière 

suivante : 

 

 

dt

dV
dt

dQ

C
d

tot

d     (3.24) 

 

Les grandeurs Qtot et  Vd, ainsi que leurs dérivées, peuvent être obtenues 

analytiquement à partir des résultats fournis par la méthode asymptotique. Il 

est donc possible d’en déduire une expression analytique pour la capacité. 

Elle vaut, après développement : 

 

 kT

qV
C d

d

d
 2

cosh 
λ

ε
  

 
(3.25) 

 

Cette expression est d’autant plus constante que la tension d’alimentation est 

faible et que la fréquence est élevée, comme l’illustre la figure 3.6. 
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Fig. 3.6 – capacité théorique Cd en fonction de la tension Vd pour Valim = 1V (gauche) et Valim 

= 5V (droite) 

 

5. Conséquences pour le modèle mécanique 

 

Une approche asymptotique a été proposée récemment par Olesen pour les 

équations électromécaniques, aux dimensions supérieures [2]. Il apparaît 

dans ce modèle que le mouvement du fluide peut être décomposé en un 

mouvement de glissement dû au mouvement des ions dans la couche diffuse 

de Debye (ICEO de premier type), un mouvement additionnel qui se 

développe dans la couche diffuse neutre (ICEO de deuxième type), ainsi que 

des mouvements d’électro-convection dans la région neutre et dans les 

couches diffuses, du fait de concentrations non uniformes de charges le long 

des électrodes et dans la couche diffuse neutre. 

 

Notre vocation n’est pas d’entrer dans les détails de ces modèles. En effet, 

leur résolution complète présente des difficultés numériques importantes, qui 

impliquent certaines simplifications (non prise en compte de certains 

phénomènes pas toujours négligeables, limitation à des géométries 

symétriques ou 2D,…). De plus, les mesures expérimentales réalisées ne 

permettent pas d’isoler les termes des couches diffuses. Ainsi, dans une 
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optique de comparaison plus globale, nous nous concentrons ici sur des 

modèles simplifiés, que nous étoffons pas à pas. 

 

La capacité Cd n’étant plus constante mais dépendant de la tension à ses 

bornes, les tensions ne sont plus sinusoïdales dans le système et cette 

capacité ne peut pas être utilisée pour modéliser la couche diffuse par une 

impédance dans une approche phasorielle du problème mécanique.  

 

Le problème électrique doit donc être résolu de manière temporelle. Ceci 

peut se faire de la façon suivante (pour le problème adimensionnel 2D) : 

 

Résoudre : 
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 (3.26) 

avec : 

 
dextV    - 

 
(3.27) 
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 (3.28) 

 

Une fois connu le potentiel dans le système, on peut en déduire la 

composante tangentielle du champ E(t) aux électrodes. Combinée avec la 

tension Фd(t) représentant la chute de tension dans la couche diffuse, on peut 

alors résoudre le problème mécanique par évaluation de la vitesse moyenne 

induite. 
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On présente ci-dessous (figure 3.7) les résultats obtenus de cette manière, 

ainsi que la comparaison avec les résultats obtenus au chapitre précédent 

dans le cas d’une capacité constante de la couche diffuse. 

 

 

Fig. 3.7 – Comparaison des intensités expérimentale et théorique ; indication des valeurs 

maximales de vitesse obtenues dans les deux cas (aux environs des positions d’intensité 

unitaire) ; gauche : Cd = ε/λd ; droite : modèle avec Cd = ε/λd cosh(qVd/2kT) 

 

On observe une amélioration des profils ainsi que des valeurs de vitesse par 

rapport au cas à capacité constante ; toutefois, les écarts restent importants 

entre les courbes théorique et expérimentale. 

 

6. Effets stériques 

 

Si l’on considère les dimensions finies des ions, leur concentration ne peut 

augmenter indéfiniment dans la couche diffuse (de Debye) mais elle présente 

une saturation, qualifiée d’effets stériques. Plusieurs auteurs ont discuté ces 

phénomènes et leurs conséquences pour certaines applications [5,6,7,8]. 

Dans le modèle proposé par [6], les effets stériques peuvent être assimilés à 

une modification du profil de la capacité de Debye. Celle-ci présente, à basse 

tension, une valeur croissante avec la tension, proche du profil en cosh décrit 
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précédemment, jusqu’à ce que la concentration de charges associée atteigne 

un seuil maximal. Une nouvelle augmentation de la tension se traduit alors 

par une accumulation de charges dans une couche compacte (compact 

diffuse layer ou CDL), dont l’épaisseur λc est fonction de la quantité de 

charge qs qui s’y accumule, et dont la concentration est égale à la 

concentration de seuil ρmax (figure 3.8).  
 

 

Fig 3.8 – Profil de charge à proximité d’une électrode (y=0) avec effets stériques : 

schéma de principe  

 

Cela se traduit, en termes de circuit électrique, par une capacité décroissante 

à mesure que l’épaisseur de la couche compacte augmente. Si la 

décroissance est suffisante, la capacité de Debye pourrait théoriquement 

devenir inférieure à la capacité de la couche de Stern.  

 

7. Conséquences pour le modèle mécanique 

 

Le problème électrique (adimensionnel) 2D peut être résolu de la façon 

suivante : 



90 Chapitre 3 - Electro-osmose AC en 2D : modèles avancés 

 

 

 

Résoudre : 
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avec : 
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(3.30) 
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La figure 3.9 illustre les tensions définies dans les équations précédentes.  

 

On calcule, pour chaque position x sur les électrodes et pour chaque temps t, 

en régime, les valeurs de Ф et Фd. 
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Le problème mécanique est ensuite résolu avec l’équation de Helmholtz-

Smoluchovski comme précédemment, à partir des résultats du problème 

électrique et en considérant que seule la couche de Debye contribue au 

mouvement (hypothèse d’une mobilité nulle des ions dans la couche 

compacte).  

 

 

Fig 3.9 – Profil de tension à proximité d’une électrode (y=0) avec effets stériques : schéma de 

principe  

 

On présente ci-dessous (figure 3.10) les résultats obtenus en considérant les 

effets stériques (avec une charge saturant à 10 fois sa concentration 

d’équilibre), ainsi que la comparaison avec les résultats obtenus ci-dessus 

dans le cas d’une capacité variant en cosinus hyperbolique de la tension à ses 

bornes. 
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Fig. 3.10 – Comparaison des intensités expérimentale et théorique ; indication des valeurs 

maximales de vitesse obtenues dans les deux cas (aux environs des positions d’intensité 

unitaire) ; gauche : Cd = ε/λd ; droite : modèle avec Cd = ε/λd cosh(qVd/2kT) 

 

A nouveau, on observe une amélioration des profils ainsi que des valeurs de 

vitesse par rapport au cas à sans effets stériques. Des écarts non négligeables 

demeurent cependant, dont l’explication devra être trouvée ailleurs. 

 

On présente à la figure 3.11 ci-dessous une comparaison des lignes de 

courant obtenues par simulation dans les cas avec capacité constante (a), 

avec capacité en cosh (b) et avec effets stériques (c). 
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(a) 

  

(b) 

 

(c) 

Fig. 3.11 – Comparaison de lignes de courant pour différents modèles ; (a) permittivité 

constante ; (b) modèle asymptotique : capacité en cosh(Vd/2) ; (c) modèle asymptotique et 

couche compacte 
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8. Conclusion 

 

L’approche mécanique réalisée ci-dessus a mis en évidence différents 

éléments intéressants. D’une part, il apparaît que l’équation de Helmholtz-

Smoluchovski avec des paramètres électriques constants et des tensions 

sinusoïdales, dans les conditions d’alimentation utilisées, ne permet pas, ni 

quantitativement ni qualitativement, de modéliser convenablement le 

problème électro-hydrodynamique.  

 

Une approche plus complète du problème nécessiterait de considérer un 

assez gros système d’équations couplées dans les différentes directions de 

l’espace, et considérant les phénomènes électriques et mécaniques dans les 

différentes régions du milieu (les couches diffuses et la région neutre) et 

induites par les phénomènes présents dans ces différentes régions. La 

résolution de ce problème est complexe et, en général, malaisée pour des 

configurations non symétriques ou tridimensionnelles. De ce fait, un certain 

nombre d’éléments en sont volontairement exclus, tels que les courants 

d’injection, dont on montrera au chapitre suivant qu’ils peuvent avoir un rôle 

important. 

 

Pour modéliser de façon plus globale, mais satisfaisante, le problème 

présenté ici, on a donc proposé d’étendre l’approche simple de Helmholtz-

Smoluchovski, pour tenir compte notamment de potentiels effets stériques 

ainsi que du profil non-linéaire de la capacité de Debye. Bien que cette 

approche ne permette pas d’identifier de manière claire la présence de 

phénomènes de saturation, on peut toutefois conclure qu’un modèle prenant 

en compte, sous forme d’une couche compacte d’épaisseur variable et de 

mobilité nulle, la saturation des charges due aux effets stériques est 

plausible. 
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Il reste cependant un certain nombre d’éléments mal maîtrisés : viscosité et 

permittivité fonctions de la concentration, prise en compte des effets de 

bord,… D’autres mesures expérimentales, dans d’autres conditions 

d’alimentation, et avec des dispositifs plus précis (tels que la PIV) seraient 

donc nécessaires pour améliorer le modèle. 

 

Dans les approches ci-dessus (capacité en cosh et prise en compte des effets 

stériques), la capacité de Stern Cs, représentant les ions fixés aux électrodes 

ainsi que la capacité d’électrode elle-même, n’a pas été considérée. Celle-ci 

se place en série avec la capacité de couche diffuse Cd.  

 

Si Cd est nettement inférieure à Cs, seule Cd est visible et la non prise en 

compte de Cs n’a pas d’impact sur les résultats mécaniques. 

 

Si Cd est nettement supérieure à Cs, seule Cs est visible. Si celle-ci présente 

une valeur constante, la situation est qualitativement équivalente à celle à 

capacité Cd constante traitée au chapitre 2. La vitesse est fortement réduite 

mais les profils d’intensité restent inchangés. L’impact sur les résultats 

mécaniques se traduit donc seulement par une multiplication des vitesses par 

une constante inférieure à l’unité. 

 

Rien n’indique, toutefois, que les deux capacités Cd et Cs soient dans des 

rapports extrêmes, ni que la capacité Cs soit constante. Ces questions 

nécessitent une étude plus poussée des caractéristiques électriques du 

système. Cette étude sera présentée au chapitre 4. 
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Chapitre 4 

Etude 1D des phénomènes électriques 

 

 

 

Dans ce chapitre, on cherche à établir un modèle circuit de la double 

couche d’un système 1D. Dans un premier temps, on reprend les résultats du 

chapitre 3, dont on extrait des paramètres circuit à partir de l’observation 

comparée des figures de Lissajous des résultats asymptotiques et complets. 

 

On s’intéresse ensuite à un système 1D expérimental, dont on établit un 

modèle circuit à partir d’une étude en fréquence à faible amplitude. Il 

apparaît que, dans ces conditions, le système se comporte de façon linéaire 

et les éléments visibles de la double couche sont en grande partie la capacité 

et la résistance de la couche de Stern, ne permettant pas de mettre en 

évidence les phénomènes de couche diffuse.  

 

On étudie alors le comportement du système soumis à des tensions de plus 

grande amplitude et de basse fréquence. Dans ces conditions, des 

phénomènes non-linéaires apparaissent, que l’on isole à partir des figures 

de Lissajous. A nouveau, seule la couche de Stern est visible, ainsi que les 

phénomènes d’injection, non observés à faible amplitude. 

 

Une étude à basse tension d’un problème 2D est alors brièvement décrite, 

suivant l’approche faite en 1D. Celle-ci montre des résultats qualitativement 

comparables aux résultats 1D, montrant la pertinence de l’approche 

expérimentale 1D dans l’établissement de modèles aux dimensions 

supérieures. 
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On conclut de cette étude les grandes tendances des paramètres électriques 

du système, qui seront utiles pour l’interprétation des résultats de nos 

travaux aux dimensions supérieures (3D), présentés au chapitre 5. 
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1. Introduction 

 

La comparaison des résultats théoriques et expérimentaux au chapitre 3 a 

montré l’importance, entre autres, d’une bonne considération des 

phénomènes électriques à proximité des électrodes. Afin d’affiner la 

perception de ces phénomènes, on étudie dans ce chapitre le comportement 

électrique de systèmes 1D sous l’action de tensions faibles et élevées.  

 

Les mesures expérimentales ne permettant pas d’évaluer finement les profils 

de charges, particulièrement dans les régions à forts gradients à proximité 

des électrodes, on établira des modèles circuits à partir de mesures externes, 

qui seront comparés aux circuits équivalents issus des modèles théoriques. 

 

L’utilisation des modèles circuits est généralement restreinte aux situations 

faiblement non-linéaires, correspondant à des tensions d’alimentation 

d’amplitude réduite. Nous étendons ci-dessous la démarche à des conditions 

d’alimentation plus sévères.  

 

Dans un premier temps, on s’affranchit complètement du problème 

mécanique. La manière la plus triviale et la plus réaliste pour ce faire est de 

considérer un problème à une seule dimension spatiale, où une couche fluide 

de section infinie est contenue entre deux électrodes planes de section 

infinie. Dans une telle configuration, les forces électriques sont 

perpendiculaires aux électrodes, ne permettant pas le développement d’un 

mouvement du fluide. 

 

2. Caractéristique externe - figures de Lissajous 

 

On peut caractériser de manière globale ou externe la couche mince qui se 
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forme aux abords des électrodes à travers la relation liant la tension à ses 

bornes au courant qui la traverse. Cette relation peut être représentée sous la 

forme d'une figure de Lissajous, dont l’utilisation est classique en génie 

électrique pour visualiser graphiquement les dépendances entre deux signaux 

dépendant du temps. 

 

Pour des circuits électriques mettant en œuvre des éléments passifs de 

valeurs constantes, et pour une alimentation sinusoïdale de pulsation ω, la 

figure V(I) obtenue est une ellipse.  

 

Une forme d'ellipse donnée ne caractérise cependant pas le système de 

manière univoque. Une même ellipse peut aussi bien représenter, par 

exemple, un circuit RsCs série qu'un circuit RpCp parallèle (figure 4.1). 

 

Pour une topologie donnée du circuit équivalent, ces figures permettent de 

déduire les paramètres circuits à partir de mesures temporelles des tensions 

et courants dans le système en régime. 

 

Dans un circuit RsCs série, un même courant traverse les éléments résistif et 

capacitif. Lorsque ce courant est maximal ou minimal, la dérivée temporelle 

de la tension dans la capacité est également maximale ou minimale, et la 

tension est nulle dans la capacité. Les tensions V(Imax) et V(Imin) sont donc 

totalement reprises par la résistance Rs, dont on déduit la valeur comme : 
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On peut alors évaluer les tensions aux bornes de la résistance Rs et de la 

capacité Cs comme : 

 

 V(Rs) = Rs I (4.2) 
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 V(Cs) = V-V(Rs) (4.3) 

 

dont on déduit la valeur de Cs comme : 
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De manière duale, dans un circuit RpCp parallèle, une même tension 

s’applique aux bornes des éléments résistif et capacitif. Lorsque cette tension 

est maximale ou minimale, sa dérivée temporelle est nulle, ce qui se traduit 

par un courant nul dans la capacité. Les courants I(Vmax) et I(Vmin) sont donc 

totalement repris par la résistance en parallèle. On en déduit la valeur de la 

résistance Rp comme : 
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On peut alors évaluer les courants qui traversent la résistance Rp et de la 

capacité Cp comme : 

 

 I(Rp) = V/Rp (4.6) 

 I(Cp) = I-I(Rp) (4.7) 

 

dont on déduit la valeur de Cp comme : 
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3. Etude théorique 

 

Les approches asymptotique et complète développées au chapitre 3 

fournissent précisément ces données temporelles de tension et de courant. 

Nous étudions ci-après les figures de Lissajous fournies par ces modèles 

entre le courant dans le système et la tension au sein des couches diffuses.  

 

L’étude théorique faite au chapitre 3 traitait de grandeurs adimensionnelles. 

Pour permettre une comparaison aisée avec des mesures expérimentales, 

nous revenons ici aux grandeurs dimensionnelles.  

 

Avec la méthode asymptotique et les notations du chapitre 3, la tension dans 

la couche diffuse (de Debye) Vd et la densité de courant J s’expriment 

comme : 

 
 ' )'(' - )'('  )( xtjt
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tV eled 
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(4.10) 

 

où Rb est la résistance surfacique du milieu neutre (le modèle ne considère 

pas la capacité du milieu neutre, et les résultats expérimentaux montreront 

plus loin que dans les conditions géométriques et électriques choisies cette 

hypothèse est tout à fait valide). Les expressions Ф’ele, j’, t’ et x’ sont les 

grandeurs adimensionnelles décrites au chapitre 3 et illustrées à la figure 4.2. 
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Fig. 4.2 – Définition graphique des grandeurs adimensionnelles 

La méthode complète ne fait pas le calcul explicite du terme j’(t’). On 

évaluera numériquement sa valeur, à partir des résultats de la simulation, 

comme étant la tangente, en tout temps, à la courbe de potentiel dans le 

milieu neutre (figure 4.2), dont on montre qu’elle est linéaire sur une grande 

proportion du domaine (de l’ordre de 1- e à la fréquence de relaxation 

ε

σλ

L

D ).  

 

3.1. Observations avec la méthode asymptotique  

 

On présente ci-dessous les figures de Lissajous obtenues avec la méthode 

asymptotique
1
 à différentes fréquences, pour une faible tension 

d’alimentation et pour une demi-distance entre électrodes L de 200 microns 

(figure 4.3).  

                                                 
1
 La méthode asymptotique dont il est question ici est celle qui ne considère que la 

région neutre et la couche diffuse (de Debye) (cf. chapitre 3, section 3.3.2) et donc 

pas la couche diffuse neutre (cf. chapitre 3, section 3.3.4) 
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Fig. 4.3 – Comparaison des allures I(Vd) pour Valim = 1V 

 

Pour des fréquences suffisamment élevées, les figures obtenues sont proches 

d’être elliptiques, avec des axes sensiblement parallèles aux axes de courant 

et de tension. Cela rend compte, dans ce cas, d’un caractère essentiellement 

capacitif et constant de la couche de Debye, comme on l’a mis en évidence 

par une autre approche au chapitre précédent. 

 

Pour des fréquences plus basses, le caractère elliptique s’estompe. Seule une 

symétrie centrale demeure, mais les axes de la figure restent néanmoins 

essentiellement parallèles aux axes de courant et de tension, ce qui témoigne 

du caractère essentiellement capacitif, bien que non linéaire, de la couche de 

Debye dans ce cas. 

 

Cette même observation est obtenue dans la littérature, par des voies 

différentes (voir par exemple [1]), présentées au chapitre 3, et évaluant la 

capacité (différentielle) comme : 

 kT
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(4.10) 
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dont le profil a été illustré à la figure 3.6 et est rappelé ci-dessous (figure 

4.4). 

 

 

Fig. 4.4 – capacité Cd en fonction de la tension Vd pour Valim = 1V (gauche) et Valim = 5V 

(droite) 

 

3.2. Observations avec la méthode complète 

 

On présente ci-dessous (figure 4.5) une comparaison des figures de Lissajous 

de J en fonction de Vd dans les cas asymptotique et complet pour Valim = 2 et 

5V d’amplitude et f = 100Hz. 

 

Plus la tension d’alimentation Valim est élevée, plus les écarts sont grands 

entre les résultats asymptotiques et complets. Ceci est dû au fait que la  

couche diffuse neutre n’est pas prise en compte par la méthode asymptotique 

utilisée, alors qu’elle prend une importance significative lorsque les tensions 

augmentent. 
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Fig. 4.5 – Comparaison des figures de Lissajous de  J  en fonction de Vd pour les approches 

asymptotique et complète, Valim = 2V (gauche) et Valim = 5V (droite) 

 

La couche diffuse neutre devient en effet importante lorsque le nombre de 

Dukhin n’est pas négligeable devant 1. Ce nombre a été introduit au chapitre 

1 comme  [2] :    
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Avec les valeurs utilisées, pour que la couche diffuse neutre soit négligeable, 

on doit avoir Vd nettement inférieur à 0.5V, ce qui est relativement le cas 

pour Valim=2V (figure 4.5 gauche) mais plus pour Valim=5V (figure 4.5 

droite).  

 

En première approche, on observe sur les figures de Lissajous asymptotiques 

et complètes une différence entre les tensions Vd, à densité de courant J 

équivalente, d’autant plus marquée que l’amplitude de la tension 

d’alimentation Valim est élevée.  

 

Comme on l’a présenté au chapitre 3, on peut recourir à une approche 
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asymptotique plus détaillée, prenant en compte la couche diffuse neutre, 

s’étendant sur une distance caractéristique de eL entre la couche diffuse 

(de Debye) et la région neutre. Cette couche est caractérisée par une charge 

globalement neutre mais une concentration de charge différente de celle de 

la région neutre [1, 3]. La présence de cette couche est due aux phénomènes 

dynamiques liés à la diffusion non instantanée des charges entre la couche de 

Debye et la région neutre. 

 

Cette seconde approche asymptotique présente des résultats très proches de 

ceux obtenus par la résolution complète des équations ; elle donne en outre 

pour la capacité de Debye un profil équivalent à celui trouvé avec la 

méthode asymptotique simple [3]. En d’autres termes, le profil de la capacité 

est donc inchangé entre l’approche complète et l’approche asymptotique 

simple. 

 

Puisque les figures asymptotiques (figure 4.5) illustrent essentiellement les 

phénomènes capacitifs et que le profil de la capacité est très peu modifié 

entre les deux approches, ceci peut se traduire, au premier ordre, par 

l’apparition d’une résistance en série avec la capacité, qui reprend la tension 

supplémentaire dans les deux couches diffuses. Notons que les deux couches 

diffuses (couche diffuse de Debye + couche diffuse neutre) sont à distinguer 

de la double couche décrite au chapitre 1, figure 1.3 (couche de Stern + 

couches diffuses, les couches diffuses étant considérées comme une couche 

unique à basse tension). Ces différentes définitions sont illustrées à la figure 

4.6. Dans cette approche théorique, on ne considère pas la couche de Stern. 
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Fig. 4.6 – Modèle circuit des deux couches diffuses et définition des différentes couches 

 

En première approximation, cette résistance (surfacique) peut se calculer 

comme : 

 

 
 

 - 
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(4.12) 

 

Avec cette définition, on constate sur les figures que la valeur de Rd est 

tantôt positive, tantôt négative (figure 4.7).  

Physiquement, cette résistance peut être observée dans les courbes 

d’évolution des concentrations de charges. On illustre ci-dessous (figure 4.8) 

deux instantanés des profils de charges déduits du modèle complet.  
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Fig. 4.8 – Instantanés du profil des charges dans les couches diffuses ; t=2T/16 (haut) et 

t=4T/16 (bas) 

 

On observe deux régions distinctes :  

 

- une région fine (de longueur caractéristique adimensionnelle e) 

où la charge totale est non nulle : c ≈ c+ ou c ≈ c-. Cette 

concentration de charge donne lieu à la capacité de Debye Cd ; 

 

- une région plus étendue (de longueur caractéristique 

adimensionnelle e ) où la charge totale est nulle en chaque 

point (c+ = c-) mais la concentration de charges évolue dans 

l’espace et dans le temps. Cette concentration de charge donne 

lieu à une résistance non constante, la résistance de couche 

diffuse neutre Rdiff, qui s’ajoute en série avec la capacité de la 

couche de Debye et la résistance du milieu neutre. 

 

Dans l’approche faite ici, on a considéré Vd comme étant la différence entre 
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la tension à l'électrode Valim et la tension qui serait présente à l’électrode si le 

profil de tension dans la région neutre s’étendait jusqu’à l’électrode (figure 

4.9). Ce faisant, on suppose implicitement que la résistance de la région 

neutre s’étend également dans la couche diffuse neutre, qu’on ne distingue 

pas de la couche de Debye. 

 

 

Fig. 4.9 – Définition des tensions et des éléments de circuit électrique équivalent des couches 

diffuses ; interpolation du profil de tension de la région neutre dans les couches diffuses 

(rouge) et profil de tension calculé avec Poisson-Nernst-Planck (bleu) 

 

La résistance totale Rtot du système est la somme de la résistance Rdiff et de la 

résistance du milieu neutre. Strictement parlant, il y a lieu de considérer cette 

dernière résistance sur une longueur réduite L(1- e ) :  

 

 Rb,réel = Rb,calc(1- e ) (4.13) 
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où Rb,calc est la résistance de la région neutre évaluée sur la longueur L. La 

résistance Rd évaluée avec les figures de Lissajous s’écrit : 

 

 Rd = Rtot-Rb,calc (4.14) 

 

où Rb,calc est évaluée sur la longueur L.  

 

Ainsi, la résistance Rd n’est pas exactement égale à la résistance de la couche 

diffuse neutre, mais elle  peut être vue comme une correction à apporter à la 

résistance du milieu neutre Rb,calc pour prendre en compte la couche diffuse 

neutre. Cette correction peut prendre des valeurs positives ou négatives en 

fonction du temps. Elle varie, dans les conditions de nos mesures, entre +/– 

0.005Ωm
2
, pour une résistance de milieu neutre Rb,calc de 0.14Ωm

2
. La 

correction apportée à Rb,calc est donc, dans ces conditions, de +/- 3%.  

 

La résistance de la couche diffuse neutre Rdiff peut être déduite de la relation 

suivante : 

 

 Rd = Rtot - Rb = Rdiff  + Rb*(1- e ) - Rb = Rdiff  - e Rb (4.15) 

 

On pourrait également décomposer la tension Vd en deux parties, associées 

respectivement à la couche de Debye et à la couche diffuse neutre. Cette 

séparation ne sera cependant pas possible sur des résultats expérimentaux.  

 

3.3. Conclusion de l’étude théorique 

 

Les résultats asymptotiques les plus simples prévoient une seule couche 

diffuse, la couche de Debye, uniquement capacitive, avec une capacité 

fonction exponentiellement croissante de Vd. Ces prévisions ne suffisent pas 

pour décrire le comportement global à proximité des électrodes, comme le 
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montre l’étude des résultats complets à partir des figures de Lissajous. Un 

caractère résistif, non négligeable à l’échelle des couches diffuses, apparaît 

en effet en série lorsque la tension Vd augmente.  

 

Dans cette approche théorique, les profils de charge étant connus en tout 

temps et en tout point, les figures n’apportent pas de données numériques 

supplémentaires. Par contre, elles permettent d’interpréter plus facilement et 

de façon globale les deux couches diffuses en termes de paramètres circuit. 

Les figures de Lissajous permettent une interprétation qualitative 

intéressante et d’autant plus précise, quantitativement, qu’une connaissance 

physique du système est disponible. 

 

Compte tenu des développements théoriques précédents, la solution sous 

tension peut être modélisée par un circuit électrique de la manière suivante 

(figure 4.10). 
 

 

Fig. 4.10 – Modèle circuit de la solution ; les positions des ions correspondent à un temps où 

V2(t) > 0 
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4. Etude expérimentale 

 

4.1. Réalisation expérimentale et démarches de mesure 

 

Un système expérimental a été réalisé, qui vise à éprouver et étendre les 

résultats de simulation obtenus ci-dessus avec le modèle 1D.  

 

Deux galettes en verre couvertes d’une fine épaisseur d’oxyde d’indium 

dopé à l’étain (ITO) constituent deux électrodes parallèles, séparées d’une 

distance de 400 μm par des plots de PDMS de taille négligeable par rapport à 

la surface des électrodes. Ces électrodes sont transparentes, ce qui permet de 

visualiser l’état de remplissage de la cuve ainsi formée. Un bloc de 

connectique permet d’introduire, entre les électrodes, une solution qui peut 

occuper tout l’espace inter-électrodes. Les phénomènes de tension de surface 

sont tels que la solution ne s’échappe pas (figure 4.11, gauche). 

 

 

 

Fig.4.11  – Système expérimental 

 

Compte tenu de la géométrie, la surface de la cuve s’écrit : 
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  (4.16) 

 

Vu les dimensions, la surface vaut S = 13cm
2
. 

 

L’approche expérimentale doit permettre de comparer le comportement 

théorique supposé du système et son pendant expérimental, par une mesure 

du courant dans le système et la déduction de la tension aux bornes de la 

double couche.  

 

En pratique, on applique une tension sinusoïdale d’amplitude V1 et de 

fréquence ajustable à une branche constituée de la mise en série du système 

et d’une résistance Rmes. On mesure l’amplitude V2 de la tension aux bornes 

du système et son déphasage par rapport à la tension sinusoïdale appliquée 

(figure 5.11, droite). On peut ainsi en déduire le courant I. La tension au sein 

de la double couche peut être déduite de certaines hypothèses sur 

l’impédance de la région neutre du système. La valeur de cette impédance 

dépend des propriétés électriques de la solution et des dimensions 

géométriques du système. La valeur du courant étant connue, on peut 

calculer la tension dans la région neutre et en déduire la tension au sein de 

double couche. 

 

Une attention particulière est portée aux résistances et capacités de fuite. On 

souhaite en effet pouvoir évaluer les propriétés du système jusqu’à des 

fréquences très basses et des amplitudes réduites, et il est donc important 

d’éviter tout phénomène parasite.  

 

4.2. Mesures fréquentielles à basse tension 

 

Les modèles circuits asymptotique et complet développés ci-dessus 
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prévoient que, tant que Vd reste petit, la capacité Cd est essentiellement 

constante. C’est le cas pour des fréquences suffisamment élevées, puisque 

dans ce cas l’impédance capacitive plus faible conduit à des tensions Vd 

également plus faibles (figure 4.4).  

 

Expérimentalement, on constate que le système, à basse tension (amplitude 

de V1 inférieure à quelques V) et/ou fréquence suffisante (supérieure à 

quelques Hz), se comporte de manière linéaire : à une tension d’alimentation 

sinusoïdale V1 correspond une tension sinusoïdale V2 aux bornes du système.  

 

Compte tenu du caractère linéaire observé, on peut établir un modèle circuit 

à partir d’une étude en fréquence à basse tension, dont les résultats doivent 

permettre de fixer les valeurs des éléments électriques du circuit, par 

identification d’un modèle circuit pré-établi avec des diagrammes de Bode. 

 

Ces diagrammes représentent, en fonction de la fréquence, l’évolution des 

modules et des phases relatives de deux signaux électriques, en général des 

tensions. Par définition, cette approche n’est valable que dans le cas de 

tensions d’alimentation sinusoïdales, et suppose à chaque fréquence des 

paramètres électriques constants, afin que les différentes grandeurs mesurées 

soient toutes sinusoïdales. Les valeurs déduites d’une telle étude pour les 

éléments du circuit peuvent toutefois être fonction de la fréquence. 

 

Les mesures se font dans la configuration de la figure 4.11. Le choix de cette 

démarche, plutôt qu’une mesure automatique à l’impédance-mètre, repose 

sur la volonté de contrôler la linéarité des tensions. 
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4.2.1. Mesures sur système vide 

 

Afin de séparer les paramètres électriques du système et ceux de la solution, 

nous procédons d’abord à une étude en fréquence du système non rempli 

d'eau.  

 

Celui-ci est assimilable à une résistance en parallèle avec une capacité. Par 

identification, les valeurs obtenues pour ces éléments sont de l’ordre de : 

 

Rvide = 10
9
Ω 

Cvide = 10
-13

F 

 

L’impédance du système vide est donc : 

 
2

2

) (ω1

ω  - 
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  (4.17) 

 

Cette impédance est très élevée (de l'ordre de 10MΩ pour f<100kz). De plus, 

lorsque le système est rempli, la solution occupe tout l’espace du système et 

cette impédance disparaît donc totalement. Elle sera dès lors complètement 

négligée dans la suite de cette étude. 

 

4.2.2. Mesures sur système rempli 

 

On évalue les diagrammes de Bode pour différentes solutions 

salines (tableau 4.1).  

 

La solution 1 correspond aux conditions de simulation utilisées 

précédemment.  
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Solution 1 H2O + 8mg NaCl/l soit  0.15mM 

Solution 2 H2O + 150mg NaCl/l soit 2.8mM 

Solution 3 H2O + 3200mg NaCl/l soit 55mM 

 

Tableau 4.1 – Description des solutions utilisées 

 

On présente ci-dessous (figure 4.12) les diagrammes de Bode bruts obtenus 

pour les trois solutions, avec respectivement Rmes = 148Ω, 47Ω et 10Ω, et 

une tension d’alimentation V1 d’amplitude 0.5V. 

 

(a) 

(b) 
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(c) 

 

Fig.4.12 – Diagrammes de Bode mesurés pour les solutions 1 (a), 2 (b) et 3 (c) 

 

Ces résultats peuvent être traités pour en déduire des paramètres circuit pour 

le système. C’est l’objet de la section suivante. 

 

4.2.3. Obtention des paramètres circuit 

 

La double couche étant transparente aux fréquences élevées [4], le système à 

haute fréquence se ramène, en bonne approximation, à la mise en parallèle 

de la résistance Rb et de la capacité Cb du milieu neutre (qui avait été 

négligée dans nos développements précédents, à relativement basse 

fréquence) . On considère donc une représentation du circuit de type Zeq = 

Req//Ceq, dont on présente ci-dessous (figure 4.13) les résultats issus des 

diagrammes de Bode précédents. 
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Fig.4.13 – Evolution fréquentielle des résistance et capacité équivalentes du système 

 

On observe, comme prévu, des valeurs constantes pour Req et Ceq à haute 

fréquence. 

 

Les courbes obtenues ci-dessus sont, en première approximation, celles d’un 

circuit ayant l’allure de la figure 4.14. 

 

 

Fig. 4.14 – Circuit équivalent du système expérimental, au premier ordre 
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avec des éléments de valeurs essentiellement constantes. Qualitativement, ce 

circuit est semblable à celui déduit de l’étude théorique précédente, si l’on 

suppose C2DL = CDL/2 comme étant la capacité cumulée en dehors de la 

région neutre et que la résistance série y est essentiellement transparente. On 

montrera toutefois plus loin que l’interprétation CDL=Cd n’est pas vérifiée. 

 

L’impédance de ce circuit peut s’écrire : 
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  (4.18) 
 

 

avec ω01 = 1/(RbC2DL) et ω02 = 1/(RbCb). On a ω01<< ω02. 

 

On peut identifier cette impédance au modèle parallèle défini dans 

l’approche graphique (Ztot = Zeq) : 
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A basse fréquence (ω<< ω01), les expressions se ramènent à : 
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2
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DL

eq CCRR
Cj

Z   (4.21) 

soit une résistance décroissante et une capacité constante, comme observé à 

la figure 4.13. 

 

Aux fréquences intermédiaires (ω01<<ω<<ω02), les expressions se ramènent 

à : 

  
ω

ω
         ,       , 

2

01

2 







 DLbeqbeqbeq CCCRRRZ  (4.22) 

soit une résistance constante et une capacité décroissante, comme observé à 

la figure 4.13. 

 

A haute fréquence (ω>> ω02), les expressions se ramènent à : 
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 (4.23) 

soit une résistance décroissante et une capacité constante, alors que l'on 

observe à la figure 4.9 une résistance et une capacité constantes. Compte 

tenu cependant du faible poids de cette résistance dans l'expression de 

l'impédance totale, cette différence peut s'expliquer par des raisons 

numériques et ne remet pas en cause le modèle. 

 

4.2.4. Interprétation 

 

Comme on l’a précisé, aux faibles tensions d’alimentation utilisées (0.5V 

d’amplitude), on n’a pas observé de non-linéarité dans le comportement du 
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système (les profils de tensions et de courants étant tous deux sinusoïdaux), 

et ce pour toutes les fréquences utilisées. L’hypothèse de valeurs constantes 

pour les paramètres circuit est donc valide. 

 

On reconnaît en Rb et Cb la résistance et la capacité du milieu neutre.  

 

Sur les figures, la valeur de Rb est la valeur de Req à haute fréquence. Pour les 

différentes solutions, on trouve : 

 

Rb1,mes = 282Ω, Rb2,mes =  82Ω, Rb3,mes =  32Ω 

 

On peut comparer ces résultats aux valeurs théoriques de Rb dans les trois 

cas, compte tenu des concentrations de charges : 

 

Rb1,calc = 205Ω, Rb2,calc =  10Ω, Rb3,calc =  0.5Ω 

 

La résistance mesurée Rb3,mes est donc essentiellement liée aux électrodes et à 

la connectique et non à la résistance du milieu. La différence entre Rb1 et Rb2 

est par ailleurs du même ordre de grandeur que prévu par le calcul. On peut 

dès lors estimer les valeurs réelles de la résistance Rb sont donc de l’ordre 

de : 

 

Rb1 ≈ 210..250Ω, Rb2 ≈  12..50Ω, Rb3 ≈  0Ω 

 

Ces résultats sont globalement cohérents avec les résultats de calcul. Les 

écarts peuvent être dus, notamment, au fait que les ions en forte 

concentration ne sont pas forcément tous dissociés, ce qui conduit à une 

résistivité supérieure de ces solutions par rapport à la valeur théorique. Pour 

la suite, nous utiliserons les valeurs Rb,mes, puisqu’elles permettent de 

s’affranchir des résistances d’électrode et de connectique dans l’évaluation 

des paramètres de la double couche. 
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De même, la valeur mesurée de la capacité Cb (comprise entre 10
-9.5

F = 

0.3nF et 10
-8.7

F = 2nF) est assez comparable à la valeur théorique de la 

capacité inter-électrodes, qui est aussi la capacité du milieu neutre : 

 

Cb = εS/L = 2.29 nF = 10
-8.64

F 

 

où ε est la permittivité de l’eau non chargée. L’association des éléments Rb et 

Cb à la résistance et à la capacité du milieu neutre ne pose donc aucune 

difficulté. 

 

Par contre, on ne peut pas assimiler la capacité C2DL à la seule capacité de 

Debye.  

 

Dans le cas d’un circuit de mesure avec résistance Rmes en série, les tensions 

aux bornes de la capacité de Debye sont théoriquement d’autant plus élevées 

que la fréquence est basse. On illustre à la figure 4.15 l’évolution de la 

tension en dehors du milieu neutre, ainsi que les plages de variation de la 

capacité de Debye prévues par le modèle théorique.  
 

 

Fig. 4.15 – Circuit Rmes : évolution de la tension de couche de Debye en fonction de la 

fréquence et plages de variation de la capacité prévues par le modèle de Poisson-Nernst-

Planck 
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En pratique pourtant, à basse fréquence, aucune non-linéarité n’est 

observée : les variations de la capacité de Debye prévues par le modèle ne 

sont donc pas visibles expérimentalement. 

 

La capacité de Debye est également, en théorie, fonction de la concentration 

de charges dans la solution. Compte tenu de sa définition (4.10) et de la 

définition de λd (2.39), on doit avoir : 

  c
S

C
d

d     
2λ

 ε
 2  (4.24)

 

avec c∞ la concentration de charges dans le milieu neutre et C2d la valeur 

minimale prise par la capacité de Debye cumulée des deux couches. 

  

Dimensionnellement, on obtient les résultats suivants pour la capacité 

théorique minimale cumulée des deux couches de Debye : 

 

log(C2d,sol.1) = 17.5μF = 10
-4.7552

F 

log(C2d,sol.2) = 78.6μF = 10
-4.1047

F 

log(C2d,sol.3) = 351.4μF = 10
-3.4542

F 

 

Ces différences ne sont pas non plus observées expérimentalement. La 

capacité C2DL vaut, sur base des courbes de la figure 5.13, 49μF = 10
-4.31

F. 

Cette valeur est inférieure ou de l’ordre de celle de la capacité théorique 

minimale de Debye. 

 

Il résulte de ces observations et mesures que la capacité observée  

correspond en fait, en grande partie, à la capacité de la couche de Stern, qui 

domine celle de Debye.  

 

Connaissant les paramètres Rb et Cb, on peut évaluer plus finement le 

comportement de la double couche, par une approche complémentaire. On 
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considère l’impédance résultant de la soustraction de l’impédance du milieu 

neutre et de l’impédance totale : 

 

 )Im()Re(  -  222 DLDLbtotDL ZZZZZ   (4.25) 

 

Cette soustraction est équivalente à l’approche théorique faite ci-dessus et 

illustrée à la figure 4.9. 

 

On illustre ci-dessous (figure 4.16) les résultats pour les trois solutions.
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Fig.4.16 – Evolution de l’impédance de la région non neutre Z2DL pour les solutions 1 (haut), 

2 (milieu) et 3 (bas) 

 

L’impédance Z2DL n’est donc pas uniquement capacitive, mais présente 

également une composante résistive non négligeable ; elle se développe en 

loi de puissance, comme mentionné par Green et al. dans  [4] : 
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  (4.26)  

 

Compte tenu de son profil, l’impédance de double Z2DL est dite à angle de 

phase constant (constant phase angle ou CPA).  

 

On présente dans le tableau 5.2 les valeurs des paramètres Ai, Ak et k 

obtenues pour les trois solutions. 

 

 Solution 1 Solution 2 Solution 3 

Ar 10
3.21

 10
3.02

 10
2.82

 

Ai 10
4.19

 10
4.15

 10
4.04

 

k 0.90 0.93 0.91 

 

Tableau 4.2 – Valeurs obtenues pour l’impédance en loi de puissance des trois solutions 
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Les valeurs obtenues pour les trois solutions sont essentiellement les mêmes. 

Ainsi, ce n’est pas uniquement la capacité C2DL mais toute l’impédance Z2DL 

qui présente, au premier ordre, des valeurs indépendantes de la concentration 

des charges. Ces observations confirment que l’impédance Z2DL est peu 

dépendante des couches diffuses neutre et de Debye, dans les conditions 

d’alimentation utilisées, et qu’elle peut être associée, en majeure partie, à la 

couche de Stern. 

 

On peut séparer l’impédance Z2DL sous forme d’une résistance et d’une 

capacité en parallèle, ce qui conduit aux expressions suivantes : 
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La composante résistive et la composante capacitive de l’impédance se 

trouvent donc dans des rapports :  
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La présence d’une résistance associée à la couche de Stern, de valeur non 

négligeable, est confirmée par Dukhin [5]. On illustre les résultats à la figure 
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4.17 pour les trois solutions salines.
 

 

Fig. 4.17 – Evolution de la résistance R2s et de la capacité C2s en fonction de la fréquence 

 

Seules les valeurs en-dessous de la pulsation ω02 = 1/(RbCb) ≈ 2π 10
5
 Hz sont 

à considérer, les valeurs supérieures étant entachées des erreurs numériques 

liées au fait que l’impédance Z2s y est négligeable devant l’impédance du 

milieu neutre. 

 

La résistance R2s présente un profil fortement décroissant avec la fréquence, 

tandis que la capacité C2s présente un profil quasi-constant (en fait très 

légèrement décroissant).  

 

Les profils d’impédance CPA ont été observés et discutés par de nombreux 

auteurs, depuis les années 1950 [6]. Leur justification reste cependant 

toujours un problème ouvert, et nous n’entrerons pas ici dans la discussion 

physique de ce modèle. Notons simplement que, pour certains auteurs, la 

résistance R2s pourrait être associée à un phénomène de dispersion des 

valeurs de la capacité de double couche, du fait de la rugosité, à l’échelle 

atomique, des électrodes [7,8,9]. Elle ne correspondrait donc pas forcément à 

une résistance « physique » caractérisant un transfert d’ions par conduction à 

travers la double couche. Quoi qu’il en soit, ceci n’est pas critique dans le 
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cadre d’un modèle externe tel que celui que nous cherchons à établir, et ce 

modèle a été utilisé dans différents travaux expérimentaux en lien avec 

l’ICEO [4,9]. 

 

Le modèle circuit résultant est présenté à la figure 4.18, où les éléments Cd, 

Rd et Cb peuvent en fait être négligés. 

 

 

Fig. 4.18 – Modèle circuit résultant de l’approche fréquentielle (les éléments grisés peuvent 

être négligés) 

 

4.3. Mesures temporelles à tension supérieure 

 

On a présenté ci-dessus le comportement du système dans des conditions 

linéaires. On s’intéresse ici à des conditions d’alimentation plus sévères, 

souvent utilisées dans les applications pratiques. 

 

Pour des concentrations suffisantes d’ions à l’équilibre, des tensions 

d’alimentation d’amplitude élevée et de fréquence basse, des non-linéarités 

peuvent apparaître.  
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4.3.1. Mesures à tension d’alimentation continue 

 

Lorsqu’une tension continue de faible valeur (V2<1V) est appliquée au 

système 1D, aucun courant significatif n’est observé. Ceci traduit une 

résistance R2s très élevée à basse fréquence, comme le montrait déjà la figure 

4.17.  

 

Lorsque la tension V2 augmente, le courant augmente de manière non-

linéaire (figure 4.19). Cette observation est liée à des phénomènes 

d’injection de charges, qui se produisent lorsque les tensions augmentent 

entre les électrodes . Cette injection correspond aux réactions d’électrolyse 

qui se développent aux interfaces [3].  

 

En théorie, l’électrolyse de l’eau est une réaction d’oxydo-réduction donnant 

lieu à une production de H2 et O2 sous l’effet d’un courant d’électrons dans 

de l’eau comprise entre deux électrodes. Une tension de seuil minimale doit 

être franchie, au-delà de laquelle un courant significatif peut se développer. 

Pour les couples concernés (O2/H2O et H2O/H2) cette tension de seuil est de 

1.23V [10]. De même, des réactions d’oxydo-réduction peuvent également 

se développer pour les ions Na
+
 et Cl

-
, une tension de seuil de 1.36V étant 

nécessaire pour le couple (Cl2/Cl
-
) et une tension de seuil de -2.7V étant 

nécessaire pour le couple (Na
+
/Na). Ces tensions de seuil doivent être 

corrigées par des surtensions dont les valeurs sont fonction du type 

d’électrode et du couple considéré. Celles-ci correspondent à la tension 

supplémentaire qu’il est nécessaire de fournir pour réaliser la réaction, 

compte tenu d’aspects cinétiques [11]. Dès lors, l’ordre dans lequel 

apparaissent les réactions peut être modifié par le choix du matériau des 

électrodes, ainsi que la tension de seuil à partir de laquelle un courant 

d’électrons significatif peut être observé. L’évaluation des surtensions n’a 
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pas été réalisée pour nos applications ; nous n’entrons donc pas dans plus de 

détails à ce sujet.  

 

En pratique, la résistance R2inj présente des valeurs décroissantes lorsque la 

tension augmente à ses bornes. Le profil de la tension V2 en fonction de V1 

n’est  pas fonction de la concentration de charges dans la solution, comme le 

montre la figure 4.19 pour les trois solutions salines utilisées.  

 

La figure 4.19 illustre également l’effet dominant des phénomènes 

d’injection en DC. Celle-ci peut être modélisée par une résistance R2inj, en 

parallèle avec le système (figure 4.20).   

 

 

Fig. 4.20 – Modèle circuit avec résistance d’injection 

 

Pour les raisons développées plus haut, nous n’assimilons pas la résistance 

Rs à un phénomène d’injection, mais bien au caractère dispersif de la 

capacité d’électrode. Ceci explique la distinction qui est faite entre les 

résistances Rs et Rinj, la première étant un modèle pratique et la seconde étant 

une « vraie » résistance.  
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4.3.2. Mesures à tension d’alimentation alternative 

 

On s’intéresse plus particulièrement, ci-dessous, aux solutions 2 et 3.  

 

A basse fréquence, le courant traversant le système est fort réduit. Afin de 

garantir des mesures de précision, on procède d’une manière un peu 

différente de celle utilisée précédemment (figure 4.21). 

 

Fig. 4.21 – Montage expérimental pour une mesure précise du courant 

 

A basse fréquence, comme on l’a vu ci-dessus, la capacité Cb est 

négligeable, et on suppose donc le milieu neutre complètement décrit par sa 

résistance Rb.  

 

La relation entre le courant et la tension dans la double couche est alors 

donnée par : 

 

 I(t) = V2(t) / Rmes  (4.30) 

 Vdl(t) = V1(t) - V2(t) - Rb I(t) (4.31) 

 

On présente à la figure 4.22  les figures de Lissajous obtenues à 10Hz et 3Hz 

dans le cas des solutions 2 et 3.  

 

Les figures de Lissajous obtenues ne sont pas elliptiques, et le sont d’autant 

moins que la tension d’alimentation est élevée et la fréquence basse. 

Toutefois, la surface importante de ces figures témoigne de la présence 
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marquée d’un terme capacitif. 

 

On peut remarquer que, qualitativement, ces figures ne ressemblent pas à 

celles obtenues en théorie pour les deux couches diffuses (figure 4.5). De 

plus, les figures expérimentales obtenues pour les deux solutions sont 

qualitativement et quantitativement fort semblables, à tension équivalente. Il 

apparaît donc que, à l’instar des observations faites à faible tension, les 

paramètres électriques de la double couche vus de l’extérieur dépendent très 

peu de la solution saline utilisée. 

 

Cette observation confirme le caractère prépondérant de la couche de Stern 

et de phénomènes d’injection indépendants, au premier ordre, des 

concentrations de charges présentes dans la solution, et ce quelles que soient 

les conditions d’alimentation. 

 

4.3.3. Obtention de paramètres circuit 

 

On propose d’isoler des paramètres circuit pour la double couche, à partir 

des courbes de Lissajous. On se limite dans la suite à la fréquence de 3Hz, 

pour laquelle les non-linéarités sont plus visibles. 

 

La détermination de paramètres circuit nécessite la prise en compte de 

quelques hypothèses. Tout comme pour les circuits linéaires que nous avions 

évoqués à la section 2 ci-dessus, il n’est en effet pas possible, en général, 

d’établir de manière univoque un modèle des paramètres circuits non 

linéaires du système sur base des figures de Lissajous. Toutefois, un certain 

nombre d’hypothèses peuvent être formulées, et l’étude de l’évolution des 

figures, pour une même fréquence, en fonction de la tension, peut apporter 

des éléments intéressants. 
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La surface importante des figures de Lissajous (figure 4.22) témoigne du 

caractère essentiellement capacitif de la double couche dans les conditions 

de mesure. Les figures n’étant pas elliptiques, la capacité n’est pas non plus 

constante. Faute de symétrie axiale d’axes V=0 et I=0, il apparaît en outre 

que la capacité n’est pas le seul élément du circuit. 

 

Compte tenu des observations à basse tension, on peut évaluer un modèle R-

C parallèle pour la double couche, dans la mesure où celle-ci s’apparente en 

grande partie à la couche de Stern.  

 

Dans ce cas, comme on l’avait évoqué pour les circuits linéaires, le courant, 

lorsque la tension est maximale ou minimale, circule entièrement dans la 

résistance, par définition du courant dans la capacité : 

 

 IC = CdV/dt = 0 en Vmin ou Vmax  (4.32) 

 

On peut donc définir la valeur de la résistance R aux extrema de chaque 

figure de Lissajous. Ces valeurs, mesurées sur les différentes figures, 

peuvent être reliées pour former une fonction lisse et continue (figure 4.23). 

 

Le lieu des extrema de tension peut être assimilé à la résistance R(I), par 

interpolation entre les points d’observation. La courbe obtenue est tout à fait 

semblable à celle obtenue en DC pour la résistance d’injection (figure 4.19). 

Cela confirme la validité du modèle RC parallèle et précise l’interprétation 

de R, qui peut être assimilée à Rs//Rinj. En pratique, compte tenu de la valeur 

élevée de Rs à basse fréquence, R est pratiquement égale à Rinj. 

 

En principe, la résistance d’injection peut être vue en parallèle avec 

l’ensemble du système. Toutefois, dans la région neutre, elle se trouve en 

parallèle avec une résistance nettement plus faible, si bien que la composante 

visible de Rinj se trouve presque entièrement reprise dans la double couche.  
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On peut donc simplifier le circuit électrique du système (figure 4.24). 

 

 

Fig. 4.24 – Modèle circuit à tension élevée et basse fréquence 

 

La figure de Lissajous pour la branche capacitive s’obtient en soustrayant le 

courant résistif au courant total (figure 4.25). 
 

Cette figure ne peut pas représenter une capacité Cs seule. En effet, dans ce 

cas, la relation entre le courant IC et la dérivée temporelle de la tension Vd 

devrait être univoque, ce qui n’est pas le cas (figure 4.26). 

 

Toutefois, le profil de la capacité apparaît assez clairement à la figure 4.26. 

La capacité présente des valeurs différentes selon les conditions 

d’alimentation, sa valeur en dV/dt = 0 (ou IC = 0) étant égale à la pente de la 

courbe correspondante (droites noires sur la figure 4.26). A courant nul, plus 

la tension d’alimentation est élevée (ou, de manière équivalente, plus la 

tension aux bornes de la capacité est élevée), plus la valeur de la capacité est 

élevée. 
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L’allure de la capacité en fonction du courant IC qui la traverse et de la 

tension VC à ses bornes est présentée à la figure 4.27.  

 

Notons que l’approche faite ci-dessus, partant de la résistance Rinj pour en 

déduire la capacité Cs, n’est pas la seule possible. On peut aussi, par 

exemple, évaluer la capacité en ramenant d’abord les figures de Lissajous à 

des formes symétriques (figure 4.28). La symétrie est obtenue en divisant 

chaque figure en quatre sections, délimitées respectivement par [Vmin à ICmin], 

[ICmin à Vmax], [Vmax à ICmax] et [ICmax à Vmin]. Chaque tronçon est divisé en un 

même nombre de points, espacés régulièrement dans le temps. Les points de 

chaque paire de tronçons peuvent ainsi être associés deux par deux. Pour les 

2 tronçons ayant le point ICmax ou le point ICmin en commun, il reste alors à 

remplacer leurs coordonnées IC par la valeur moyenne de IC des deux points, 

et à soustraire de leurs coordonnées V la valeur moyenne de V des deux 

points. De façon duale, pour les 2 tronçons ayant le point Vmax ou le point 

Vmin en commun, il reste alors à remplacer leurs coordonnées V par la valeur 

moyenne de V des deux points, et à soustraire de leurs coordonnées IC la 

valeur moyenne de IC des deux points.  

 

Les conditions sont ainsi plus proches de celles des circuits linéaires : une 

figure symétrique selon les axes V=0 et I=0. 

 

La relation IC(dVC / dt), bien qu’elle ne soit pas tout à fait univoque, présente 

en chaque IC des valeurs assez rapprochées (figure 4.29), davantage qu’avec 

l’approche précédente. De plus, elles encadrent les mêmes valeurs que celles 

évaluées ci-dessus. En ce sens, cette deuxième approche confirme les 

tendances illustrées par l’approche précédente. 
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4.3.4. Discussion 

 

La plupart des modèles électriques en lien avec les applications d’ACEO se 

sont longtemps basés sur des éléments électriques constants, conduisant à 

des relations linéaires entre les tensions et courants en présence (voir par 

exemple [12,13]). Cette hypothèse est vérifiée expérimentalement pour de 

faibles tensions appliquées (~500mV), comme illustré plus haut. Toutefois, 

lorsque les tensions augmentent, le caractère linéaire de ces relations n’est 

plus vérifié, comme on l’a montré.  

 

Diverses approches, théoriques et expérimentales, ont été suivies depuis 

plusieurs années, visant à évaluer le comportement électrique aux interfaces 

fluide-électrode pour des tensions appliquées plus élevées.  

 

Les approches expérimentales ont ainsi permis d’établir, de différentes 

manières, des relations courant-tension (par exemple sous forme de 

voltammogrammes, basés sur une variation lente et cyclique d’une tension 

DC et sur la mesure du courant induit) [13,14,15] ou des profils 

expérimentaux de capacité différentielle mesurés à partir d’une alimentation 

en tension DC variant lentement jusqu’à des amplitudes élevées (quelques 

Volts), à laquelle est superposée une faible tension AC [16,17].  

 

Les approches théoriques ont quant à elles fourni des modèles circuit non-

linéaires basés sur la résolution des équations de Poisson-Nernst-Planck 

[18], comme évoqué plus haut. 

 

Dans notre approche menée ci-dessus, nous avons plutôt considéré des 

tensions AC élevées (plusieurs Volts), qui sont plus proches des conditions 

rencontrées dans les applications d’ACEO. Ceci distingue notre démarche de 
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la plupart des mesures expérimentales rencontrées dans la littérature, puisque 

dans notre cas les paramètres électriques mesurés ne s’entendent pas en 

« petits signaux ». 

 

De plus, notre démarche à partir des figures de Lissajous permet une 

confrontation directe des résultats expérimentaux et théoriques en termes de 

paramètres circuit, les conditions de calcul et de mesures étant similaires. A 

nouveau, ceci distingue notre approche de celles trouvées dans la littérature. 

 

Bien que les figures de Lissajous ne permettent pas de définir les paramètres 

circuit de manière univoque, on peut toutefois observer plusieurs tendances 

marquées : 

 

- la double couche est essentiellement capacitive, avec une 

capacité de valeur non constante ; 

 

- la double couche présente en parallèle avec cette capacité une 

résistance d’injection Rinj, dont le profil mesuré correspond à 

celui obtenu en DC ; 

 

- les capacités Cs mesurées aux différentes conditions 

d’alimentation présentent des valeurs d’abord légèrement 

décroissantes avec la tension, différentes selon les conditions 

d’alimentation, puis fortement croissantes avec la tension et plus 

proches les unes des autres, lorsque la tension augmente à leurs 

bornes ; à faible tension d’alimentation, la valeur de la capacité 

est égale à celle de la capacité de Stern évaluée avec les 

diagrammes de Bode à la section 4.2.4 ; 

 

- la résistance Rinj présente des valeurs élevées aux faibles 

tensions, qui diminuent fortement lorsque la tension augmente ; 
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- les deux éléments Cs et Rinj caractérisent assez bien le 

comportement électrique de la double couche dans ces 

conditions d’alimentation ; d’autres phénomènes, tels qu’une 

résistance en série avec Cs ou avec Cs//Rinj seraient toutefois à 

prendre en compte pour évaluer plus finement celui-ci. 

 

Toutes ces observations seront utiles pour évaluer le comportement électro-

hydrodynamique de systèmes 3D. 

 

Ni la résistance de couche diffuse neutre ni la capacité de Debye n’ont pu 

être observées dans ces mesures. Ceci est conforme avec la théorie 

développée plus haut, prédisant une résistance de couche diffuse neutre assez 

faible (au sens d’une correction à apporter à Rb) et une capacité de Debye 

d’autant plus élevée que la tension est élevée à ses bornes.  

 

Comme développé au chapitre 3, des effets stériques peuvent influencer le 

profil de la capacité de Debye, sa valeur étant d’abord croissante avec la 

tension, jusqu’à ce que la concentration de charges associée atteigne un seuil 

maximal ; la capacité présente alors des valeurs décroissantes, à mesure que 

la couche compacte s’étend.  Si la décroissance est suffisante, la capacité de 

Debye pourrait théoriquement devenir inférieure à la capacité de la couche 

de Stern.  

 

La légère décroissance observée dans la capacité à la figure 4.27 (droite) 

n’est sans doute pas, toutefois, liée à ce phénomène. En effet, la décroissance 

est peu marquée et est suivie par une croissance importante lorsque la 

tension augmente. Si la décroissance était due aux effets stériques, elle 

devrait masquer l’augmentation de la capacité Cs aux tensions élevées.  

Nos mesures et leur analyse ci-dessus n’ont donc pas permis de mettre en 
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évidence les effets stériques. Toutefois, il est possible que les tensions 

présentes dans la couche de Debye soient insuffisantes à leur 

développement, du fait de la prépondérance de la couche de Stern.  

 

5. Extension aux phénomènes électriques en 2D 

 

5.1. Mesures fréquentielles à basse tension sur le système vide 

 

De même qu’en 1D, on procède d’abord à l’étude du système à vide, pour en 

isoler les éléments électriques propres. Contrairement au cas 1D, le système 

est limité par un bloc de PDMS dans lequel est gravé le canal. Les 

paramètres électriques du système vide seront donc à considérer, en première 

approximation, comme des éléments en parallèle avec les paramètres 

électriques du système rempli d’eau. On présente ci-dessous le diagramme 

de Bode du système vide avec une résistance de mesure Rmes = 1MΩ (figure 

4.30, courbes bleues). 

 

Par identification, il apparaît que le système vide se comporte, en très bonne 

approximation, comme une capacité Cvide en parallèle avec une résistance 

Rvide de valeurs suivantes (courbes rouges à la figure 4.30) : 

 

Rvide = 0.96MΩ 

Cvide = 0.1nF 

 

Notons que la racine qui apparaît aux fréquences supérieures f≈1MHz est 

vraisemblablement due à la résistance série de connectique et d’électrodes, 

qui devient prépondérante à ces fréquences.  
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5.2. Mesures fréquentielles à basse tension sur le système rempli 

 

On considère un système où l’écart inter-électrodes L est de 80 microns. Le 

canal est rempli d’une solution 50% glycérol et NaCl 0.56mM. On présente 

ci-dessous (figure 4.31) les diagrammes de Bode dans ce cas, pour le même 

montage expérimental que pour l'étude à vide ci-dessus et une tension 

d’alimentation de 0.5V d’amplitude. Dans ces conditions, et à toutes les 

fréquences, il n’est pas observé de non-linéarité, ce qui justifie l’étude en 

fréquence. 

 

 

Fig. 4.31 – Diagramme de Bode du système rempli  

 

5.3. Etude à haute fréquence 

 

Lorsque le canal est rempli, on suppose les éléments Rvide et Cvide en parallèle 

avec les éléments de circuit caractérisant la solution. 

 

Aux fréquences élevées, la double couche est transparente et son impédance 

Z2DL négligeable. On suppose aussi, comme dans le cas 1D, que la solution 

peut alors être associée à la mise en parallèle d’une résistance Rb et d’une 
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capacité Cb, constantes tous les deux, modélisant la région neutre (figure 

4.32). 

 

Fig. 4.32 – Modèle circuit du système ; à fréquence élevée, Z2DL est négligeable 

 

On peut assimiler l’impédance totale de ce système à modèle équivalent 

Zeq = Req//Ceq. Aux fréquences où ZDL est négligeable, on doit alors avoir : 

 

 
videb

videb
videbeq

RR

 RR
RRR

  
   //  


  (4.33)  

 Ceq = Cb // Cvide = Cb + Cvide (4.34) 

 

On présente ci-dessous (figure 4.33) les résultats issus des diagrammes de 

Bode précédents pour Req et Ceq. 
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Fig. 4.33 - Evolution fréquentielle des résistance et capacité équivalentes du système 

 

On constate, aux fréquences f=10
4
..10

5
Hz, la présence d’un plateau pour Req 

à 50kΩ et d’un autre pour Ceq à 0.1nF. La présence de ces plateaux confirme 

la pertinence du modèle proposé, à savoir le caractère constant de Rb et Cb. 

 

Compte tenu des valeurs de Rvide et Cvide et des définitions (6.1) et (6.2) de 

Req et Ceq, il apparaît que : 

 

  


50k              50k  
 

bvide

videb

videb RR
RR

RR
 (4.35)  

 0.1nF               nF1.0     bvidevideb CCCC  (4.36)  

 

La capacité Cb n’est donc pas mesurable et pourra être négligée. 

Compte tenu de la géométrie 2D du problème, la résistance Rb ne peut plus 

être évaluée par calcul selon la formule simple R=LR/σSR avec LR la longueur 

et SR la section de la résistance, et σ sa conductivité. Nous proposons, 

suivant la description qualitative qui en est faite dans [19], de l’évaluer 

quantitativement comme un ensemble de résistances parallèles d’épaisseur 

infinitésimale et de longueur fonction de leur position (figure 4.34). 
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Fig. 4.34 - Schéma de principe pour le calcul analytique de la résistance de la région neutre ;  

xf = Lx/2 et x0 = L/2 

 

Compte tenu des définitions et de la géométrie de la figure 4.34, chaque 

résistance d’épaisseur infinitésimale dx peut s’écrire : 
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  (4.37)  

 

où σ est la conductivité de la solution (mesurée à 57 10
-4

 S/m) et Lz  la 

longueur du canal. La résistance totale se calcule comme l’inverse de 

l’intégrale de –xf à –x0 de 1/dR(x), ce qui donne : 
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Compte tenu des valeurs numériques, on obtient Rb,calc = 57kΩ. Cette valeur 

est de l’ordre de la valeur mesurée, ce qui atteste de la pertinence du modèle 



5. Extension aux phénomènes électriques en 2D 145 

 

utilisé pour le calcul. 

 

A très haute fréquence (f supérieure à 10
5
Hz), le modèle est sujet à caution, 

du fait de la présence visible des résistances de connectique et d’électrodes, 

qui n’ont pas été considérées dans le modèle et sont la cause d’un pôle 

supplémentaire à ces fréquences, comme on l'a vu dans l'étude du système à 

vide. A très basse fréquence, contrairement au cas 1D (figure 4.13), la 

résistance Req présente une valeur plateau égale à Rvide, du fait du caractère 

dominant de Rvide dans ces conditions. 

 

5.4. Mesure des paramètres de la double couche 

 

Connaissant les paramètres Rb , Rvide et Cvide, et sachant Cb négligeable, on 

peut évaluer le comportement de la double couche par une approche 

complémentaire. Son impédance se calcule comme : 

 

 )Im()Re(  -
 - 

  222 DLDLb

totvide

totvide
DL ZZZ

ZZ

Z Z
Z 

 
(4.39) 

 

avec Ztot l’impédance totale du système, Zvide l’impédance du système vide et 

Zb l’impédance de la région neutre. 

On illustre ci-dessous (figure 4.35) les résultats.
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Fig. 4.35 – Evolution de l’impédance de la région non neutre Z2DL en fonction de la fréquence 

 

L’impédance Z2DL se développe donc en loi de puissance  [20]  : 
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(4.40)

 

avec Ar = 6.1590, Ai= 6.4096, k= -0.6. 

 

La solution étant partiellement constituée de glycérol (de permittivité 

relative εr,glyc ≈ 47 à T=298K [21]), sa permittivité est inférieure à celle de 

l’eau (de permittivité relative εr,eau ≈ 80 à T=298K) du chapitre précédent. La 

capacité surfacique de Debye étant proportionnelle à cette permittivité, on 

peut donc la supposer inférieure ici à sa valeur dans l’eau. 

 

Malgré cela, il apparaît que les parties réelle et imaginaire de l’impédance de 

la figure 4.34 sont plus proches que ce qu’elles ne sont en 1D avec les 

électrodes en ITO et la solution d’eau salée.  

La composante résistive R2dl et la composante capacitive C2dl de l’impédance 

se trouvent en effet dans des rapports : 
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pour un rapport 10 dans le cas 1D. 

 

Cette différence peut s’expliquer par la différence de matériau constitutif des 

électrodes (ITO en 1D, or en 2D), ainsi que par la différence de solution (eau 

salée en 1D, eau salée + glycérol en 2D). Si l’on associe la résistance R2dl à 

une dispersion fréquencielle de la capacité de double couche, il est 

également possible que celle-ci soit plus marquée en 2D, du fait d’une 

capacité constituée de deux électrodes situées dans un même plan et non plus 

en vis-à-vis ; il y a donc une dépendance spatiale plus importante à 

considérer. Compte tenu de ces observations, il n’est donc pas exclu, dans ce 

cas, que la capacité de Debye soit visible dans cette nouvelle situation 

(électrode en or, présence de glycérol). 

 

Il serait utile, pour vérifier cette hypothèse, d’effectuer d’autres mesures, 

pour des solutions salines différentes.  

 

Le modèle circuit résultant est présenté à la figure 4.36. On a scindé la 

capacité CDL en une composante associée à la couche de Stern, Cs, et une 

autre associée à la couche diffuse, Cd. Par analogie avec le cas 1D, on a 

renommé RDL en Rs. Cette résistance peut être vue en parallèle avec les deux 

capacités Cs et Cd en série. 

 



148 Chapitre 4 - Etude 1D des phénomènes électriques 

 

Fig. 4.36 - Modèle circuit résultant de l’approche fréquentielle (la résistance Rd en gris 

représente, comme en 1D, la correction à apporter à Rb pour considérer la couche diffuse 

neutre ; elle n’a pas pu être isolée expérimentalement) 

 

A basse fréquence et en DC, on a montré que la résistance du système était 

largement dominée par la résistance du système vide Rvide = 1MΩ. La figure 

4.34 montre que la résistance de la double couche est d’autant plus élevée 

que la fréquence est basse. La résistance de la région neutre Rb présente des 

valeurs très faibles (50kΩ) par rapport à la valeur DC de Rs (supposée 

largement supérieure à Rvide = 1MΩ, puisqu’elle n’est pas visible en tant que 

telle ; ceci peut être confirmé par la tendance de la figure 4.34 à une 

augmentation de l’impédance Zs, et donc aussi de Rs, lorsque la fréquence 

décroît). Dès lors, une faible tension DC appliquée aux bornes du système 

(telle que les 0.5V utilisés dans les mesures précédentes) sera, en pratique, 

totalement reprise par la double couche. 

 

A la figure 4.36, la résistance Rd représente, comme en 1D, la correction à 
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apporter à Rb pour tenir compte de la couche diffuse neutre ; elle n’a pas pu 

être isolée expérimentalement et est donc négligée. 

 

5.5. Conclusion des mesures électriques 

 

Les mesures électriques globales réalisées sur le système 2D témoignent 

d’une grande similitude avec les résultats 1D. A l’exception de l’impédance 

du système vide, qui n'a pas pu être rendue totalement négligeable, les 

diagrammes de Bode obtenus sont en effet qualitativement fort proches. 

 

On peut dès lors considérer que, pour une approche globale, le fait de 

travailler avec des géométries de dimensions supérieures ne modifie pas 

fondamentalement le modèle électrique. Ainsi, compte tenu de ses 

dimensions géométriques, la double couche peut, du point de vue des 

mesures globales, être essentiellement considérée comme un profil 1D. 

 

Toutefois, ces mesures électriques sur un système 2D ne permettent pas 

d’isoler les phénomènes locaux, tels que les variations locales non-linéaires 

des paramètres électriques ou d’éventuels effets de bord.  

 

6. Conclusion 

 

On a présenté dans ce chapitre une méthode graphique permettant 

d’interpréter visuellement le comportement de la double couche, en termes 

de paramètres circuit. 

 

Dans une première étape, on a montré qu’avec cette approche on pouvait 

assimiler les couches diffuses neutre et de Debye à la mise en série d’une 

capacité Cd et d’une résistance Rd. 
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Dans une seconde étape, on a évalué un modèle circuit expérimental du 

système, dans des conditions de faible alimentation. Il est apparu que les 

éléments visibles de la double couche étaient, exclusivement, les éléments de 

la couche de Stern. 

 

Dans une troisième étape, le système expérimental a été soumis à des 

conditions d’alimentation plus sévères mais d’intérêt pratique. Des non-

linéarités ont été observées dans ce cas entre le courant et la tension dans la 

double couche. L’étude de ces non-linéarités par les figures de Lissajous a 

montré que celles-ci étaient dues, au premier ordre, à la couche de Stern et 

aux phénomènes d’injection. Avec cette approche, il n’a pas été possible de 

visualiser les paramètres des couches diffuses. En particulier, il n’a pas été 

possible d’observer les phénomènes de saturation de charges liés aux effets 

stériques et se traduisant, en théorie, par une chute de la capacité de Debye à 

mesure que la tension augmente à ses bornes. 

 

L’approche 1D expérimentale a donc permis de mettre en évidence l’allure 

et l’importance capitale de la couche de Stern et de la résistance d’injection. 

Cette approche expérimentale est, en ce sens, tout à fait complémentaire 

avec l’approche théorique. 

 

La présence d’une capacité de Stern faible par rapport à la capacité de Debye 

a pour conséquence que l’essentiel de la chute de tension de la double 

couche s’effectue dans la couche de Stern. L’augmentation de la capacité de 

Stern à tension supérieure pourra toutefois modifier la répartition des chutes 

de tension, induisant dans la couche de Debye une tension supérieure. La 

présence d’une résistance d’injection d’autant plus faible que la tension est 

élevée contribue également à réduire l’impact de la couche de Debye, dans 

les conditions d’alimentation élevée. Ceci aura des conséquences sur 
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l’interprétation des résultats obtenus au chapitre 5 en 3D, une brève étude en 

2D ayant confirmé que les résultats obtenus en 1D étaient qualitativement 

proches de ceux mesurables en 2D et pouvaient donc servir de base à une 

étude aux dimensions supérieures. 

 

7. Perspectives 

 

Afin d’évaluer le comportement des couches diffuses, masqué ici par la 

couche de Stern, il serait nécessaire de procéder à d’autres mesures 

expérimentales, à tensions supérieures et/ou concentration de charges plus 

élevée. Dans ces conditions, les phénomènes stériques pourraient être 

visualisés. 

 

Il serait également utile de réaliser des systèmes dont la capacité de Stern (et 

en particulier sa composante associée aux électrodes) serait élevée et connue. 

De cette manière, il devrait être possible de voir la capacité de la couche de 

Debye. 

 

Enfin, une étude plus poussée des figures de Lissajous, combinée à des 

mesures dans d’autres conditions (tensions plus élevées, plage de 

concentrations de charges plus étendue, étude à différentes fréquences) 

devrait permettre d’en extraire des informations plus fines, en séparant et 

isolant plus précisément les différents phénomènes en présence. 
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Fig. 4.1 – Figure de Lissajous d’une impédance (rouge) et décomposition selon un modèle 

RsCs série (gauche) et un modèle RpCp parallèle (droite) ; la droite verte est, pour chaque 

figure, la relation V(I) dans la partie résistive ; l’ellipse bleue est, par chaque figure, la relation 

V(I) dans la partie capacitive 

 

 

Fig. 4.7 – Visualisation de la résistance Rd sur les figures de Lissajous 

 

 



154 Chapitre 4 - Etude 1D des phénomènes électriques 

 

Fig. 4.19 – Evolution du de la tension V aux bornes du système en fonction du courant I qui le 

traverse 
 

 

 

 

Fig 4.22 – Figures de Lissajous de la double couche pour différentes tensions d’alimentation ; 

solution 2, f=10Hz (haut, gauche); solution 3, f=10Hz (haut, droite); solution 2, f=3Hz (bas, 

gauche) ; solution 3, f=3Hz (bas, droite) 
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Fig. 4.23 – Figure de Lissajous pour la solution 2 à 3Hz ; représentation du lieu des extrema 

de tension 

 

 

 

Fig. 4.25 – Figures de Lissajous pour la solution 2 à 3Hz  après retrait de Rinj 

 

 

 

 

 



156 Chapitre 4 - Etude 1D des phénomènes électriques 

 

 

 

Fig. 4.26 – Figure de Lissajous pour la solution 2 à 3Hz  de IC(dV/dt) et capacité en IC=0 

(pente des droites noires) 

 

 
 

 

Fig. 4.27 – Evolution de la capacité C en fonction de IC (gauche) et Vd (droite) pour la 

solution 2 à 3Hz  
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Fig. 4.28 – Figures de Lissajous redressées pour la solution 2 à 3Hz 

 

 

 

 

 Fig. 4.29 – Relation IC(dVC/dt) pour les différentes conditions d’alimentation 
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Fig. 4.30 – Diagramme de Bode expérimental (bleu) et calculé (rouge) du système vide 

(gauche) ; schéma du montage de mesure (droite) 
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Chapitre 5 

Extension à des systèmes 3D : 

application au mélange 

 

 

 

On présente dans ce chapitre une première approche expérimentale 3D, 

pour des systèmes de mélange. On discute les observations à la lumière des 

résultats développés aux chapitres précédents. Une combinaison de tensions 

AC et DC de faible amplitude est faite, dont on évalue expérimentalement 

l’impact sur le comportement global des systèmes. 
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1. Introduction 

 

On s’est intéressé, dans les chapitres précédents, à une configuration 1D, 

géométriquement symétrique par définition, et une configuration 2D 

symétrique (deux électrodes coplanaires parallèles de grande longueur par 

rapport aux autres dimensions du système, avec un canal centré sur les 

électrodes) et une alimentation électrique symétrique (tension alternative de 

moyenne nulle). 

 

Dans ce chapitre, on considère des géométries 3D (les électrodes présentant 

un profil non constant selon la section choisie dans le canal) et des 

alimentations électriques non symétriques. Ceci permet de visualiser, 

qualitativement, un certain nombre de phénomènes déjà soupçonnés dans les 

chapitres précédents, avec une autre approche. Ceci donne également lieu à 

des applications techniquement exploitables. 

 

On a montré lors de l'approche 2D que, pour de faibles tensions 

d’alimentation à basse fréquence, toute la chute de tension était reprise dans 

la double couche. On évalue ici la possible présence d’un champ électrique 

DC dans la région neutre, et ses conséquences, lorsqu’une faible tension DC 

est ajoutée à la tension d’alimentation AC.  

 

Cette approche a donné lieu à une communication à microTAS2007, et un 

second article est en préparation. 

 

2. Etude d’une combinaison de phénomènes AC+DC 

 

L’ajout d’asymétries dans les systèmes microfluidiques est une option 

souvent retenue, soit dans le but d’accélérer les processus par le 
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développement de forces globales plus importantes, propices par exemple au 

pompage [1,2], soit dans le but de générer des lignes de courant aux profils 

non constants, plus favorables au mélange ; dans ce dernier cas, l’asymétrie 

géométrique peut être associée, par exemple, à un gradient de pression [3] ou 

à un gradient thermique [4]. Les asymétries géométriques peuvent également 

être utilisées pour optimiser les applications de manipulation de particules, 

notamment par diélectrophorèse, ou les applications d’électroporation, par 

concentration des lignes de champ électrique [5].  

 

On s’intéresse ici, dans une optique de mélange, à l’application d’un gradient 

électrique à des géométries non symétriques d’électrodes. Plusieurs auteurs 

ont montré que l’utilisation d’électrodes présentant des asymétries était 

favorable à un contrôle supplémentaire de la taille relative des rouleaux 

induits, permettant par exemple de faire du positionnement de particules [6]. 

Il a également été montré que, selon les conditions d’alimentation des 

électrodes, notamment fréquentielles, le sens de rotation des rouleaux 

pouvait être modifié [7,8]. Les justifications de ces phénomènes ne font 

toutefois pas l’unanimité, les uns invoquant des phénomènes d’injection 

AC [6,7], les autres trouvant dans les effets stériques la source probable de 

ce changement de sens [8]. L’étude que nous proposons ci-dessous ne 

permet pas de confirmer l’une ou l’autre de ces propositions, ces 

phénomènes de changement de sens n’étant pas observés avec nos 

géométries. Toutefois, nous montrerons que la présence locale de 

phénomènes stériques est plausible, comme l’a également suggéré le 

chapitre 3. 

 

Outre les asymétries géométriques, on s’intéresse également à l’asymétrie 

électrique. Certains auteurs ont étudié l’impact d’une tension d’offset DC 
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ajoutée à une tension alternative, essentiellement dans l’optique d’un 

placement de particules sous l’effet combiné de l’ACEO et de 

l’électrophorèse [9,10]. Les rapports des tensions DC et AC sur lesquels se 

basent leurs études sont proches de l’unité, ce qui avec le choix des 

amplitudes conduit à des phénomènes DC importants (quelques Volts).  

 

Nous nous intéressons ci-dessous à des rapports fort différents entre les 

tensions DC et AC, avec une tension DC ne représentant que quelques 

pourcents de l’amplitude de la tension AC. On montre que, pour ces 

rapports, il est possible de combiner des phénomènes d’ACEO et 

d’électrophorèse, non pas pour concentrer des particules, mais pour les 

mettre en mouvement selon des lignes de courant de grande amplitude. 

 

On présente dans la section suivante une communication présentée à 

microTAS2007 : 

 

L. De Vroey, D. Grenier, M.-C. Jullien. “Using asymmetric voltage 

sources in electro-hydrodynamic micromixers”, Proceedings of the 11
th
 

International Conference on Miniaturized Systems for Chemistry and Life 

Sciences (μTAS'2007), Paris (France), October 2007, 3 pages 

 

Dans cet article, on présente les effets marqués d’une faible tension d’offset 

combinée à une tension alternative d’amplitude supérieure sur une solution 

contenant des micro-billes électriquement chargées. Comme développé au 

chapitre 2, l’application d’une tension alternative sur un système 2D ou 3D 

induit des rouleaux de fluide symétriques, localisés au bord des électrodes. 

L’application d’une petite tension DC (inférieure à 5% de l’amplitude de la 

tension AC) a pour effet de briser cette symétrie et de générer des rouleaux 

plus grands, dont le nombre et la taille est fonction des conditions 

d’alimentation. Ce phénomène, lié à la charge électrique des billes dans la 
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solution, peut être utilisé dans des applications de mélange, par exemple 

pour accélérer les réactions entre des marqueurs et des protéines. 

 

Wu, dans [9], a montré que l’ajout d’une tension DC de 3V à une tension AC 

de même amplitude conduisait, dans un système d’électrodes parallèles 

coplanaires, à des mouvements non symétriques de particules chargées, du 

fait de l’injection DC. Nous avons montré que ces phénomènes sont 

également observables pour des tensions DC beaucoup plus faibles, et on 

l’explique par le caractère non constant, avec la tension, des paramètres 

électriques. On a en effet montré, au chapitre précédent, que l’on pouvait 

mettre en évidence une résistance d’injection ainsi qu’une capacité non 

constante dans la double couche. L’ajout d’une faible composante continue 

rend ces profils non symétriques et se traduit par la présence d’une 

composante moyenne non nulle de tension dans la région neutre, bien que la 

composante DC d’alimentation soit faible. Cette faible amplitude DC permet 

d’éviter les phénomènes d’électrolyse qui peuvent être rencontrés aux 

tensions continues supérieures. 
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3. Article microTAS2007 
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168 Chapitre 5 - Extension à des systèmes 3D : application au mélange 

 



4. Conclusion  169 

 

 

4. Conclusion 

 

Les observations décrites ci-dessus témoignent du caractère non-constant des 

paramètres électriques, comme l’annonçaient les chapitres précédents. Les 

modèles et observations faites aux chapitres 3 et 4 illustrent en particulier 

une diminution de la résistance parallèle aux capacités de double couche, 

lorsque les tensions augmentent (Rinj) et lorsque les fréquences augmentent 

(Rs), ainsi qu’une augmentation de la capacité Cs. Ceci est consistent avec les 

observations faites ici en 3D. 

 

En DC, on a montré que les phénomènes d’injection étaient négligeables à 

basse amplitude (comme celle de la tension DC utilisée dans les deux 

articles, soit quelques centaines de mV), ce qui se traduit par un champ 

électrique DC également négligeable dans la région neutre. Par contre, 

l’ajout d’une composante AC a pour effet supposé de diminuer la résistance 

vue par la composante DC, ce qui se traduit par une augmentation du champ 

électrique DC dans la région neutre. Ce pourrait être une explication du 

caractère non symétrique du mouvement observé des billes dans le système 

3D. Des expérimentations complémentaires seraient également, là aussi, 

nécessaires pour valider ou non cette hypothèse. 

 

A noter que des observations expérimentales (non reportées ici) ont été 

menées sur des solutions sans billes, une partie de la solution étant 

transparente et l’autre colorée (les deux solutions présentant une conductivité 

semblable et semblable à celle de la solution avec billes. En l’absence des 

billes, aucun mouvement non symétrique des solutions n’a pu être observé, 

ce qui tend à confirmer l’importance de la présence des billes et donc des 

phénomènes DC dans cette application. 
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Les lignes de courant obtenues en 3D dans le cas d’une alimentation 

AC+DC et d’une solution sans débit (figure 5.1) sont par ailleurs peut-être 

témoin d’effets de saturation des charges. 

 

 

Fig. 5.1 – Mise en évidence des régions d’entraînement privilégié du mouvement (lignes de 

courant expérimentales) 

 

On constate que les forces les plus élevées sont localisées à l’endroit des 

flèches rouges sur la figure. Compte tenu de la forme des rouleaux, ce sont 

en effet ces lieux qui correspondent aux vitesses les plus élevées. Si les 

paramètres électriques étaient constants dans l’espace, le champ électrique le 

plus important devrait être localisé à l’endroit des pointes, ce qui n’est pas le 

cas. Une explication possible pour ce déplacement du lieu de vitesse 

maximale est la saturation des charges. Aux endroits où les électrodes sont 

les plus rapprochées, les charges saturent davantage, ce qui se traduit par une 

chute de la capacité d’autant plus importante que la saturation est élevée ; 

cette chute est associée à une vitesse réduite. Aux endroits où les électrodes 

sont les plus éloignées, le champ est plus faible, de même que la 

concentration de charges, et la vitesse est également réduite. La vitesse 

maximale apparaît donc en un point intermédiaire entre la région la plus 

saturée en charges et la région à concentration de charge la plus réduite. Pour 
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vérifier la validité de cette hypothèse, il serait intéressant d’effectuer des 

mesures pour des tensions d’alimentation de différentes amplitudes. Dans ce 

cas, le déplacement éventuel des lieux de vitesse maximale le long des 

électrodes pourrait témoigner d’une variation de l’étendue de la zone saturée 

en charges en fonction des conditions d’alimentation. 
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Chapitre 6 

Conclusions et perspectives 

 

 

 

Ce travail constituait pour les deux équipes de recherches impliquées (le 

laboratoire SATIE en France et le département d'électricité de l'UCL en 

Belgique), une première approche de modélisation systématique des 

phénomènes électromécaniques dans des systèmes microfluidiques. 

L'objectif était d'affiner les modèles utilisés auparavant pour simuler des 

applications de diélectrophorèse, d'électroporation ou de mélange (pour 

lesquelles les solutions aqueuses étaient jusqu’alors assimilées à des milieux 

homogènes à conductivité constante) et obtenir ainsi des résultats 

qualitativement et quantitativement plus proches de ceux observés 

expérimentalement.  

 

Face à l'abondance de la littérature dans le domaine et à la difficulté de 

savoir parmi les phénomènes physiques susceptibles de se produire lesquels 

pouvaient être négligés ou non, une attention particulière a été portée à la 

démarche, qui s’est voulue séquentielle et partagée entre les aspects 

théoriques, les modèles et l’expérimentation.  

 

Les travaux de cette thèse ayant porté sur des aspects très divers 

(comparaison de méthodes de calcul, comparaison de modèles entre eux et 

avec la réalité expérimentale, proposition d’applications,…), de nombreuses 

pistes ont également pu être définies pour des travaux ultérieurs. 

 

On présente dans ce chapitre les principaux résultats obtenus au cours de ce 
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travail, ainsi que quelques perspectives qui s’en dégagent. Ceux-ci sont 

résumés dans le tableau ci-dessous. 

 

 

 

Tableau 6.1 – Résumé des principales démarches et résultats 
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1. Modélisation électromécanique des phénomènes électro-hydro-

dynamiques. 

 

On s’est concentré, dans cette étude, sur des applications électro-

hydrodynamiques, où des couches minces de charges (couche de Stern et 

couches diffuses) se développent à hauteur des électrodes.  

 

On a évalué en 2D, de manière expérimentale, les possibilités et limites du 

modèle simple de Helmholtz-Smoluchovski sur un cas particulier. On a 

discuté la validité des hypothèses conduisant au modèle, puis évalué les 

conséquences de la relaxation de certaines d'entre elles : considération d’une 

capacité de Debye variable suivant le profil défini dans l’étude électrique, 

considération des phénomènes de saturation des charges.  

 

On a ainsi pu dégager des tendances, dont la validité n’est toutefois pas 

totalement confirmée. Il apparaît ainsi que la prise en compte des 

phénomènes de saturation conduit à des profils théoriques de vitesse plus 

proches des profils expérimentaux que ceux obtenus avec capacité constante 

ou variable mais sans saturation. 

 

Toutefois, cette approche électromécanique n’a pas permis d’isoler les 

paramètres électriques, et une étude 1D s’est donc avérée intéressante dans 

ce but. 

 

2. Caractérisation électrique des systèmes microfluidiques 

 

Une étude graduelle a permis de mettre en évidence le caractère peu visible 

des deux couches diffuses par des mesures électriques, ainsi que 

l’importance de phénomènes d’injection, d’abord sur des systèmes 1D, puis 

sur des systèmes 2D.  
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Les caractéristiques électriques de la double couche soumise à des 

conditions d’alimentation plus sévères ont été étudiées en 1D, par une 

approche globale (mesures externes) originale basée sur le tracé de figures 

de Lissajous. Cette approche a permis de confirmer l’importance de la 

capacité de Stern et de la résistance d’injection, et de mettre en évidence 

leurs non-linéarités. Par contre, elle n’a pas permis d’isoler les 

caractéristiques propres à la couche de Debye, en particulier les phénomènes 

de saturation liés aux effets stériques. 

 

Les mesures faites sur des systèmes 2D avec des électrodes en or (plutôt 

qu'en ITO) laissent cependant supposer, dans ce cas, une diminution de la 

capacité de Stern. La réalisation de systèmes 1D avec électrodes en or 

pourrait permettre de confirmer cette hypothèse et permettre ainsi de mieux 

caractériser la couche de Debye. Ceci nécessite toutefois qu’il soit possible 

de s’assurer du bon remplissage de la cuve (les électrodes en ITO 

transparentes permettaient un contrôle visuel direct). Un contrôle indirect par 

des mesures à haute fréquence de la résistance du milieu pourrait par 

exemple être envisagé. 

 

Une étude plus détaillée des figures de Lissajous, basée sur un spectre plus 

large de mesures, pourrait également permettre de mieux séparer les 

paramètres électriques observés de cette manière. 

 

Une évaluation mécanique indirecte sur des systèmes simples pourrait aussi 

permettre de mieux évaluer expérimentalement les caractéristiques des 

couches diffuses. On peut pour ce faire utiliser des systèmes 2D, mais on 

pourrait également avoir recours à des systèmes 1D modifiés, mis sous 

tension comme au chapitre 4 mais avec ajout d’un champ électrique 

latéral AC de même fréquence et possibilité d’écoulement du fluide. 
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L’évaluation du débit en fonction des différentes conditions d’alimentation 

électrique pourrait alors permettre d’accéder à une description plus fine des 

paramètres électriques des couches diffuses. Toutefois, des inconnues 

mécaniques persistent dans ce problème, telles qu’une description précise 

des phénomènes de friction. On pourrait ainsi et par exemple obtenir le profil 

de la capacité de Debye en fonction de la tension à ses bornes, ainsi qu’une 

évaluation des phénomènes de saturation. 

 

3. Etude de systèmes plus complexes 

 

L’étude des liens entre phénomènes électriques et mécaniques s’est faite au 

travers de réalisations expérimentales en 2D et 3D, dans lesquelles une 

tension alternative d’amplitude élevée est complétée par une composante DC 

de faible amplitude. Il est apparu que le comportement mécanique global du 

système n’était pas la simple somme des effets mécaniques attendus dans le 

cas d’une alimentation purement AC et d’une autre purement DC. Ceci a 

permis d’illustrer la grande influence des paramètres électriques non 

constants du système sur son comportement mécanique global. 

 

L’amélioration de la qualité des mesures électromécaniques est certainement 

un élément essentiel à une meilleure évaluation des phénomènes en 

présence. L’utilisation des techniques de PIV, ou la réalisation de systèmes 

dont la section est directement accessible visuellement, peut contribuer à 

améliorer les mesures mécaniques. 

 

Ici aussi, l’utilisation de conditions de mesure dans un plus large spectre 

devrait permettre de mieux séparer les différents éléments responsables des 

écarts observés entre les modèles et la réalité expérimentale, afin de mieux 

pondérer l’influence de chaque élément et proposer des modèles plus 
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pertinents. 

 

Une étude électrique des phénomènes observés lorsqu’une tension DC de 

faible amplitude est ajoutée à une tension AC d’amplitude élevée, par 

exemple au moyen des figures de Lissajous, pourrait permettre une meilleure 

compréhension des phénomènes induisant le mouvement dans ces cas de 

figure.  

 

4. Applications pratiques 

 

L’étude expérimentale des systèmes 3D a montré l’intérêt d’une 

combinaison de tensions AC d’amplitude élevée et de tensions DC de faible 

amplitude pour la génération de mouvements de grande amplitude dans des 

micro-systèmes. On a proposé d’exploiter ces phénomènes dans des 

applications de mélange. 

 

La structure en dents de scie présentée au chapitre 5 pourrait faire l’objet 

d’une optimisation topologique. Le nombre de dents par unité de longueur, 

leur éloignement et les angles qu’elles définissent sont en effet susceptibles 

de modifier le profil des écoulements obtenus. La structure en dents de scie 

elle-même est également discutable.  

 

Le principe de combinaison de tensions AC d’amplitude élevée et de 

tensions DC de faible amplitude, a été utilisé sur une autre topologie, avec 

un jeu de 4 électrodes alimentées selon une séquence particulière (figure 

6.1). Elle a permis la réalisation d’un mélangeur en cuve dans lequel le point 

col (point d'inversion des vitesses d'écoulement) peut être déplacé. Cela 

pourrait permettre d'obtenir l'obtention des conditions d'un mélange 

chaotique. Une étude plus poussée des possibilités de cette approche serait 

certainement intéressante. 
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Fig. 6.1 – Lignes de courant expérimentales pour différentes conditions d’alimentation ; une 

séquence d’alimentation bien choisie pourrait permettre l’obtention des conditions d’un 

mélange chaotique 

 

 



 



Annexe 1 

Modélisation électrostatique de 

phénomènes membranaires 

 

 

 

Ce chapitre présente des travaux théoriques que nous avons menés sur la 

modélisation de cellules biologiques. Il s’agit d’une première application où 

des couches minces doivent être traitées. 

 

Partant d’un modèle simple de la cellule, sphérique entourée d’une fine 

membrane, on a proposé et étudié une homogénéisation des propriétés 

électriques de la cellule, afin de supprimer la membrane du problème 

numérique. 

 

Dans un premier temps, on présente les équations et hypothèses considérées. 

On décrit ensuite une approche analytique du problème résultant (problème 

de Laplace en coordonnées sphériques multi-couches). L’approche 

analytique n’étant pas suffisante en général, on introduit les méthodes 

numériques qui seront utilisées dans la suite de ce travail.  

 

Les méthodes numériques donnant lieu à des calculs coûteux du fait des 

couches minces, une méthode hybride est présentée, qui tire profit des 

avantages des méthodes analytiques et numériques pour évaluer le potentiel 

autour de la cellule. 

 

On clôture cette annexe par la présentation de deux communications 

soumises lors de deux colloques internationaux. 
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1. Introduction  

 

La manipulation sans contacts d’éléments biologiques, tels que des cellules 

vivantes, présente d’importants avantages pratiques pour de nombreux 

domaines d’application biologiques et biochimiques. Différentes méthodes 

existent pour ce faire, comme la pince optique [1]. 

 

Une autre manière largement répandue de réaliser cette manipulation à 

distance est l’application de champs électriques sur des cellules, combinée 

ou non à un mouvement de la solution dans laquelle elles gravitent [2,3].  

 

Dans cette annexe, on étudie, sous l’angle de la simulation, la manière dont 

se développe le champ électrique au voisinage d’une cellule biologique, sous 

l’effet de tensions électriques appliquées à des électrodes dans certaines 

configurations géométriques simples.  

 

On ne considère ici ni les mouvements cellulaires ni les mouvements du 

fluide, nous limitant à une approche statique. Cette approche pourrait 

correspondre par exemple à un problème d'électroporation de cellules 

biologiques en cuves individuelles. 

 

L’électroporation consiste en l’application de champs électriques adéquats, 

dans le but de rendre la membrane cellulaire temporairement poreuse, pour 

permettre par exemple la transfection de gènes ou de marqueurs. L’élément 

déterminant est la tension transmembranaire, dont la valeur doit excéder un 

certain seuil (de l'ordre de 250 à 1000 mV) durant une certaine durée (de 

l'ordre de la milliseconde) afin de rendre la membrane poreuse. Cette tension 

et cette durée sont fonction du type de cellules. 
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Si la tension transmembranaire n’excède pas une valeur limite, l’opération 

est réversible. Ceci permet des applications variées telles que l’advection de 

gènes ou de marqueurs dans des cellules in vitro, qui seront ensuite 

réimplantées à des fins de suivi ou de traitement médical [4]. Il est 

également possible, de la même manière, de fusionner deux cellules ; on 

parle alors d’électrofusion [5]. 

 

Si la tension transmembranaire est excessive, la membrane ne peut se 

reconstituer après avoir été percée et les cellules meurent.  

 

L’électroporation peut être pratiquée sur un grand nombre de cellules 

contenues dans une cuve de dimensions élevées (plusieurs centaines de μl, 

sous une tension de quelques centaines de V). Des dispositifs pour ce faire 

sont disponibles dans le commerce (figure A1.1).  

 

 

Fig.A1.1 – Cuvette d’électroporation de la société UltiDent [6] 

 

Il est toutefois utile de réduire les dimensions du système, ainsi que le 

nombre de cellules visées, puisqu’on peut ainsi, d’une part, réduire les 
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tensions électriques nécessaires pour obtenir des champs électriques 

équivalents, et d’autre part réduire le nombre de cellules nécessaires en 

solution (figure A1.2), ce qui permet de mieux cibler celles qui subiront 

l’électroporation [3,7,8]. 

 

 

Fig. A1.2 – Structure d’électroporation micrométrique [9] 

 

En contrôlant avec précision la forme des lignes de champ, il est en outre 

possible de faire en sorte que la tension transmembranaire autour de la 

cellule atteigne la valeur seuil permettant l'électroporation sans pour autant 

dépasser la valeur critique conduisant à la destruction de la cellule. Il est dès 

lors possible d'envisager un taux de réussite de l'électroporation bien 

supérieur aux 50 à 70% des systèmes d'électroporation en cuve. La forme 

des lignes de champs ne dépend toutefois pas seulement de la forme de la 

cuve individuelle et de la forme des électrodes mais peut aussi être 

influencée par les cellules elles-mêmes, en réaction au champ qu'on leur 

impose. 
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2. Modélisation de cellules biologiques 

 

Le modèle le plus couramment utilisé pour représenter une cellule 

biologique est celui d’une sphère essentiellement conductrice entourée d’une 

couche aux propriétés électriques fort différentes, essentiellement isolante 

(figure A1.3). La cellule possède également des propriétés diélectriques, qui 

peuvent aussi être prises en compte [10]. Comme mentionné ci-dessus, les 

propriétés des éléments vivants peuvent varier fortement entre espèces, mais 

aussi au sein d’une même espèce. C’est en particulier le cas des propriétés 

électriques, qui peuvent varier, selon les cas, dans des rapports allant jusqu’à 

50% [11,12], voire davantage [13]. 

 

Figure A1.3 – Modèle sphérique à une couche de la cellule (la figure n’est pas à échelle) 

 

Les valeurs courantes des principales dimensions géométriques pour ce 

modèle de la cellule sont reprises dans le tableau suivant. Celui-ci rend 

compte de rapports fort élevés entre les dimensions de la cellule et 

l’épaisseur de la membrane (tableau A1.5). 
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Rayon R de la cellule :  10 m   [1 m ; 100 m] 

Epaisseur d de la membrane : 5 nm   [ - ; - ] 

 

Tableau A1.5 – Valeurs courantes et intervalle de valeurs des paramètres des cellules 

biologiques [13] 

 

Dans un certain nombre d’applications d’intérêt, et en particulier dans les 

applications d’électroporation, on cherche à rendre poreuse la membrane de 

la cellule, afin d’y faire entrer différents types d’éléments. Cette application 

sera détaillée dans le deuxième chapitre. Le processus dépend 

principalement de la tension transmembranaire et il est donc nécessaire de la 

modéliser de façon correcte. Compte tenu des grandes différences entre les 

dimensions de la cellule et l’épaisseur de la membrane, il s’agit d’un 

problème multi-échelles. 

 

3. Equations 

 

En l'absence de mouvement, tant des cellules que des fluides dans lesquels 

elle baignent, les champs électromagnétiques présents dans un système sont 

régis par la forme suivante des équations de Maxwell :  
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où E, D, H et B sont respectivement le champ électrique, le déplacement 

électrique, le champ magnétique et l’induction magnétique et J est la densité 

de courant de conduction induit par le champ électrique. 

 

Les différentes grandeurs sont encore reliées par les équations de 

constitution suivantes : 

 

 ED


 ε    (A1.5) 

 HB


μ     (A1.6) 

 
EJ


 σ  
 (A1.7)

 

 

où ,  et  sont respectivement la permittivité, la conductivité et la 

perméabilité. Au sens strict, ces trois grandeurs sont des tenseurs, dont les 

valeurs sont fonction de la position.  

 

Dans les applications biologiques concernées par la présente étude, plusieurs 

hypothèses simplificatrices sont émises et vérifiées : 

 

- les différents sous-domaines sont supposés isotropes, ce qui se 

traduit par des grandeurs ,  et  scalaires ; cette hypothèse, 

discutable pour les parties biologiques du problème (et plus 

particulièrement pour la double couche de la cellule) est 

néanmoins couramment admise dans le cas de cellules 

sphériques [14] ; 

 

- sous l’effet des champs électriques variables appliqués, des 

champs magnétiques se développent, également variables ; pour 

des raisons physiques (la perméabilité des éléments biologiques 
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et de la solution sont proches de celle du vide) et 

dimensionnelles (les dimensions des systèmes sont bien 

inférieures à la longueur d’onde des champs induits), les 

phénomènes magnétiques sont cependant négligeables [15,16] ; 

le problème peut ainsi être décrit de manière tout à fait 

satisfaisante par une approche quasi-statique, reposant sur les 

seules équations électriques (A1.1), (A1.3) et (A1.5).  

 

Avec les différentes hypothèses simplificatrices, on peut écrire : 

 

 0   E


 (A1.8) 

ce qui implique 

 


-  E  (A1.9) 

 

où on définit Ф le potentiel électrique. Compte tenu d’une charge volumique 

globalement neutre, on a : 
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ce qui, avec les équations  de constitution, peut encore s’écrire : 
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Soit deux sous-domaines Ω1 et Ω2  de caractéristiques électriques constantes 

mais différentes (figure A1.4).  
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Fig. A1.4. – Schéma d’interface électrique 

 

Dans chaque sous-domaine, pour une charge volumique neutre, le problème 

se ramène à l’équation de Laplace : 

 

 0  2   (A1.14) 

 

avec aux interfaces, par application du théorème de Green-Ostrogradski aux 

équations (A1.12) et (A1.13) : 
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où n


est la normale à l’interface pointant de la zone 2 vers la zone 1 et où ρs 

est la charge surfacique à l’interface entre les deux sous-domaines. 

 

Dans le cas d’une alimentation alternative de pulsation ω, le problème peut 

s’écrire : 

 0  2   (A1.17) 

dans Ω1 et Ω2 et 
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à l’interface entre Ω1 et Ω2.
 

 

4. Méthodes de résolution classiques 

 

Nous présentons et discutons brièvement ci-dessous différentes manières 

d’aborder la résolution des équations obtenues précédemment. 

 

4.1. Modèles et méthodes analytiques 

 

Une solution analytique existe pour l’équation de Laplace dans un certain 

nombre de géométries où il est possible de séparer le potentiel Ф en 

composantes dépendant chacune uniquement de l’une des coordonnées du 

repère [17].  

 

Le cas d’une cellule biologique sphérique plongée dans un milieu de 

dimensions infinies, dans lequel le champ électrique extérieur appliqué est 

homogène, remplit ces conditions et peut donc être traité analytiquement 

(figure A1.5). 
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Fig. A1.5. – Schéma de la cellule sphérique dans un champ électrique extérieur homogène 

 

On présente en Annexe 2 le développement menant à la solution du 

problème de Laplace dans ce cas [18]. 

 

Dans le cas d’une cellule sphérique avec membrane, compte tenu des 

conditions aux limites : 

 

 Ф(r,θ) = -E r cosθ     pour r → ∞ (A1.19a) 

 Ф fini      en r = 0 (A1.19b) 

 

on peut donc exprimer le potentiel comme : 
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Les conditions d’interface suivantes permettent d’évaluer B1, A2, B2 et A3 : 

 

 Ф2(r = Rext) = Ф 1(r = Rext) (A1.21) 

 Ф3(r = Rint) = Ф 2(r = Rint) (A1.22) 
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Une projection en 2D du problème 3D permet d’alléger les calculs 

numériques, sans pertes importantes dans les résultats (on développera ce 

point au paragraphe 4.2). Travaillant dans ce cas avec une cellule cylindrique 

d’axe perpendiculaire au champ extérieur, on obtient les équations suivantes, 

en suivant une démarche analogue : 
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avec les mêmes conditions d’interface (A1.21) à (A1.24).
 

 

4.2. Modèles et méthodes numériques 

 

A l’exception de certaines configurations géométriques simples, comme 

celles présentées ci-dessus, une démarche complètement analytique n’est en 

général pas possible. Il en va de même lorsque les équations sont plus 

complexes, par exemple lorsque des phénomènes de couplage sont à prendre 

en compte.  

 

Dans ces différents cas, des modèles numériques sont utilisés, avec peu de 

simplifications ; ils permettent la résolution d’éventuels aspects multi-

physiques. Nettement plus coûteux en mise en œuvre, ils sont destinés à 

modéliser précisément tout ou partie d’un système, et on les utilisera 

lorsqu’une approche analytique complète est impossible ou inadéquate car 

elle supposerait un nombre trop important de simplifications.  

 

On distingue deux principaux types de méthodes numériques pour la 

résolution de champs sur des domaines géométriques : les méthodes 

intégrales et les méthodes différentielles.  

 

Les méthodes intégrales sont utilisées pour résoudre des problèmes aux 

limites, à l'intérieur ou à l'extérieur d'un domaine, avec des opérateurs à 
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coefficients constants. La solution est recherchée sous forme d'une intégrale 

sur la frontière du domaine, convolution d'une solution élémentaire de 

l'opérateur par une fonction inconnue (fonction de Green). L'imposition de la 

condition aux limites fournit une équation intégrale, qui est résolue 

numériquement. Avec ces méthodes, on remplace un problème sur un 

volume par un problème sur une surface, ce qui conduit à une réduction 

sensible du nombre d'inconnues. Toutefois, ces méthodes conviennent mal 

lorsque les équations ne sont pas linéaires (ce qui est souvent le cas dans les 

applications bio-MEMS), l’obtention des fonctions de Green étant 

problématique dans ce cas [19]. 

 

Les méthodes différentielles ont pour objet de résoudre directement, dans 

tout l’espace considéré, une ou plusieurs équations aux dérivées partielles. 

Les méthodes dites d’éléments finis figurent parmi les plus utilisées et font 

l’objet de nombreuses implémentations logicielles. Dans les méthodes 

différentielles, le système d’équations peut se ramener à une équation 

matricielle avec une matrice très creuse et le calcul peut donc être assez 

simple. Les méthodes différentielles reposent sur l’utilisation d’une grille 

(maillage) et le calcul des inconnues se fait par propagation des champs dans 

la grille. Les erreurs sont donc cumulatives et pour limiter celles-ci il faut 

réduire la taille des mailles, d’autant plus que le système est large et non 

linéaire. La densité de la grille augmente donc avec la taille et la complexité 

du problème considéré [20]. 

 

4.3. Modèles et méthodes systémiques 

 

Les modèles systémiques ont pour but de décomposer les systèmes à 

modéliser en sous-systèmes pouvant être décrits par des équations globales 

plus simples, différentielles ou algébriques. La définition d'un circuit 
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électrique pour décrire tout ou partie d'un problème électrique est un 

exemple classique de modélisation systémique. 

 

Ce type de modèle est particulièrement intéressant lorsque l’on veut simuler 

des systèmes de grande taille, multi-physiques et/ou multi-échelles. Les 

paramètres de ces modèles doivent cependant être bien définis et leurs 

limites de validité bien perçues.  

 

L'introduction d'un modèle systémique pour représenter la membrane des 

cellules vivante constitue un premier exemple de traitement des couches 

minces électriques dans les bio-microsystèmes. Dans les chapitres suivant 

nous utiliserons une démarche du même type pour modéliser l'effet des 

couches d'ions se formant aux abords des électrodes plongées dans des 

solutions salines. 

 

5. Etude d’une approche hybride des équations 

 

5.1. Démarche 

 

Les frontières entre les différents modèles (analytiques, numériques, 

systémiques) ne sont pas marquées, et l’on gagne à développer des méthodes 

hybrides utilisant des combinaisons de ceux-ci. C’est l’objet de la démarche 

que nous avons suivie et qui a donné lieu à deux communications : 

 

L. De Vroey, D. Grenier, B. Le Pioufle “Comparison of Modeling 

Method for Bio-MEMS Applications”, Proceedings of the 8
th
 

International Conference on Modeling and Simulation of Electric 

Machines, Converters and Systems (ELECTRIMACS'2005), 

Hammamet (Tunisia), April 2005, ref. 190, 6 pages 
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L. De Vroey, D. Grenier “Analysis of a Hybrid Method for the 

Simulation of Electric Field in Bio-MEMS Applications”, Studies in 

Applied Electromagnetics and Mechanics vol.27 – Proceedings of 

ISEF’05, pp. 294-299, IOS Press, 2006 

 

On présente ci-dessous le résumé des résultats de ces deux communications, 

qui sont elles-mêmes reprises dans les paragraphes suivants.  

 

Les principales difficultés rencontrées dans la modélisation des applications 

cellulaires sont les grandes différences dimensionnelles existant entre la 

solution (L≈10
-4

m), la cellule (R≈10
-5

m) et l’épaisseur de sa membrane 

(d≈5.10
-9

m). Devant ce problème multi-échelles, caractérisé principalement 

par la notion de couche mince associée à la membrane de la cellule, la 

combinaison de différentes méthodes et modèles, analytiques, numériques 

et/ou systémiques, sous forme de méthodes « hybrides », offre des 

perspectives intéressantes. 

 

Dans le premier article, on montre tout d'abord les limites d'un calcul 

analytique, le calcul de la tension transmembranaire présentant des erreurs 

importantes lorsque le rapport γ entre le diamètre de la cellule et les 

dimensions de la cuve est inférieur à 5 (30 à 70% pour un rapport de 1.1, 

mais déjà jusqu’à 30% pour un rapport de 5). Dès lors, seules les méthodes 

numériques de résolution sont applicables. Cependant, pour réduire la taille 

du problème (nombre de mailles dans une approche éléments finis), on 

présente et discute une homogénéisation de la cellule, remplaçant le 

cytoplasme et la membrane par un seul et même milieu homogène dont les 

paramètres électriques équivalents sont établis à partir de l’approche 

analytique. 
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On calcule analytiquement les valeurs à donner à la conductivité et à la 

permittivité d’une cellule homogène dont le potentiel au bord, du fait d’un 

champ électrique appliqué, serait égal à celui présent au bord de la cellule 

avec membrane lorsque la cellule est placée dans une cuve de dimensions 

infinies (ou très grandes, par rapport à ses propres dimensions). 

 

Les paramètres électriques obtenus pour la cellule homogène avec cette 

méthode hybride sont fonctions de la fréquence. Ils sont utilisés dans la 

résolution du problème physique par éléments finis avec une cellule 

homogène. On considère, dans cet article, le cas d’une cuve comprise entre 

deux électrodes en vis-à-vis.  

 

On fait varier les dimensions relatives de la cuve et de la cellule et on montre 

que la tension transmembranaire obtenue avec cette méthode hybride, en 2D 

(dégénération des cellules sphériques en cylindres) et sous tension continue 

(DC), est très proche de celle obtenue par un calcul complet avec la 

membrane, même lorsque les rapports dimensionnels de la cuve et de la 

cellule L/2R sont proches de l’unité (figure A1.6) : < 0.1% pour toutes les 

valeurs de γ supérieures ou égales à 1.1. Ceci montre la validité de notre 

approche, nettement moins coûteuse. 
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Figure A1.6 – Structure à électrodes en vis-à-vis 

Dans le deuxième article, on étend l’étude à l'alimentation des électrodes 

sous tension alternative (AC) et à d’autres dispositions des électrodes.  

 

On montre que les résultats de la méthode hybride en 3D, sur un cas 

simplifié (avec une épaisseur membranaire dix fois supérieure à la normale 

pour réduire la lourdeur du calcul par éléments finis, compte tenu de 

ressources limitées), sont tout à fait satisfaisants. 

 

On fait dès lors l’hypothèse, comme dans le premier article, qu'une étude sur 

une dégénérescence 2D du problème permet de donner un ordre de grandeur 

correct du domaine de validité de la méthode hybride. 

 

On montre que les écarts entre les résultats du modèle avec membrane et du 

modèle homogénéisé, pour des fréquences non nulles, sont supérieurs à ceux 

observés en DC. En effet, les différences entre les permittivités du milieu et 

de la membrane sont moindres que celles entre leurs conductivités ; aux 

fréquences non nulles, la cellule a donc un profil moins visiblement isolant, 
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l’erreur étant la plus élevée aux fréquences de transition des paramètres 

électriques homogènes équivalents. 

 

On présente également l’étude d’une configuration où les électrodes sont 

coplanaires (figure A1.7). La situation des électrodes en vis-à-vis 

correspond, historiquement, à la configuration des systèmes macroscopiques 

d’électroporation. Pour des dispositifs micrométriques, la fabrication 

d’électrodes coplanaires est plus simple et motive cette nouvelle étude.  

 

Dans ce cas, la situation de champ homogène est moins bien respectée que 

dans le cas d’électrodes en vis-à-vis ; toutefois, il apparaît que les résultats 

de la méthode hybride restent satisfaisants : 10 à 30% d’erreur pour γ = 5 à 

1.1. 

 

 

Fig. A1.7 – Structure à électrodes coplanaires  

 

Bien que les résultats soient moins bons que dans le cas d’électrodes en vis-

à-vis, on montre que la tension observée à distance proche de la cellule (1.5 

R) est très proche, avec la méthode hybride, de celle obtenue par l’approche 

complète, et ce quelles que soient les configurations d’électrodes : erreur de 
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2 à 10% seulement pour γ = 5 à 1.1 dans le cas d’électrodes coplanaires. La 

méthode hybride présentée constitue donc une méthode de détermination en 

termes d’ordres de grandeur pour des applications bio-MEMS. 
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5.2. Article Electrimacs2005 
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5.3. Article ISEF2005 
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6. Conclusion 

 

La méthode hybride présentée ci-dessus a montré ses intérêts et limites dans 

le traitement des problèmes cellulaires. 

 

La méthode donne de bons résultats, en particulier dans le cas où les valeurs 

des paramètres électriques de la solution, du cytoplasme et de la membrane, 

présentent de grands écarts. Dans un grand nombre de cas, elle permet une 

première estimation satisfaisante de la répartition du champ électrique autour 

des cellules. 

 

Pour les situations où les valeurs des paramètres électriques seraient plus 

critiques, et où la méthode hybride conduirait à des erreurs plus importantes, 

on peut également envisager d’autres approches, telles que la modélisation 

de la membrane comme une impédance de surface [14]. Dans ce cas, on 

remplace la membrane, d’épaisseur fine mais non nulle, par une condition 

d’interface entre le cytoplasme et la solution. Cette façon de faire, si elle 

permet de s’affranchir du maillage de la membrane, nécessite toutefois la 

définition d’une condition d’interface explicite entre le milieu extérieur et 

l’intérieur de la cellule. Ceci peut devenir plus délicat si un nombre plus 

élevé de cellules est utilisé (imposition de plus nombreuses conditions 

d’interface), ou si les cellules sont mobiles (gestion des frontières mobiles). 

 

Le modèle utilisé ici pour la cellule est particulièrement simple. Il convient 

bien, par exemple, à l’étude de cellules sanguines isolées telles que les 

globules rouges. D’autres modèles ont été proposés dans la littérature, qui 

considèrent plutôt des tissus cellulaires [21,22]. Des modèles plus fins 

existent également pour modéliser des cellules isolées. Certains prennent en 

compte l’intérieur de la cellule, faisant l’hypothèse que celui-ci n’est pas 
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homogène [23]. D’autres rajoutent une ou plusieurs couches 

supplémentaires, concentriques, pour prendre en compte certains 

phénomènes mal illustrés par un modèle sphérique à une seule couche, 

comme la diffusion des charges dans la solution [10,11]. Il y aurait d’ailleurs 

lieu, en général, de considérer la diffusion comme un phénomène dynamique 

lié au déplacement des charges électriques à proximité de la cellule sous 

l’effet des tensions alternatives appliquées, et de leurs effets mécaniques, 

notamment d’ICEO [24,25]. Enfin, les cellules ne sont en réalité ni 

sphériques ni rigides, et une étude de leurs déformations sous l’effet des 

forces électriques en présence peut être également utile [26,27].  

 

La pertinence du choix du modèle dépend du type de cellule considéré ainsi 

que des conditions de mesure [12]. Dans la plupart des applications, les 

modèles simples suffisent largement [13]. Toutefois, l’évolution des 

techniques et la miniaturisation des systèmes va de pair avec un besoin 

croissant de maîtrise de phénomènes de plus en plus locaux et pourrait 

nécessiter un recours aux modèles plus poussés. 

 

L’objectif poursuivi ici n’est cependant pas de décrire de manière fine la 

structure cellulaire, mais bien d’évaluer le comportement des systèmes 

intégrant des cellules biologiques. Un certain nombre de paramètres restant 

mal connus et fortement variables (épaisseur et forme de la cellule, 

paramètres électriques,…), il s’agit plutôt de comparer par simulation les 

performances potentielles des systèmes, compte tenu de paramètres 

biologiques pouvant varier dans des plages de valeurs déterminées. 

 

Notons enfin que, dans les structures étudiées ci-dessus, la cellule est 

toujours placée au centre de la cuve. On illustre ci-dessous les résultats dans 

le cas 2D, en DC, pour une cellule décentrée de 0.1R et de 1R vers une des 

électrodes, dans le cas d’électrodes en vis-à-vis (figure A1.8).  
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Fig. A1.8 – Structure à électrodes en vis-à-vis : cellule décentrée 

 

Il apparaît qu’ici aussi, la méthode hybride approche particulièrement bien 

les résultats complets, et nettement mieux que le calcul analytique pur 

(figure A1.9). 

 

 

Fig. A1.9 – Comparaison des résultats analytiques (pointillés), éléments finis (continu) et 

hybrides (cercles) du potentiel en fonction de l’angle θ pour un décalage de la cellule de 0.1R 

(gauche) et 1R (droite) 
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7. Perspectives 

 

Cette étude simple de la cellule offre des résultats encourageants pour une 

intégration de la méthode dans des problèmes plus complexes. Ainsi, l’étude 

et le dimensionnement de systèmes expérimentaux est possible sur base des 

premières estimations qu’offre la méthode hybride. 

 

La méthode doit également pouvoir s’étendre à des applications non 

statiques, telles que l’étude de phénomènes de diélectrophorèse. La prise en 

compte de cellules mobiles devrait être facilitée par le modèle hybride, pour 

lequel il n’est pas nécessaire de définir de conditions spécifiques aux bords 

des cellules en mouvement. 
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Annexe 2 

Modélisation de type « champ » du 

problème électrique aux dimensions 

supérieures : vers des méthodes sans 

maillage ? 

 

 

 

On présente dans cette annexe quelques considérations sur une approche 

des équations électrostatiques pour les dimensions supérieures à 1. 

 

Dans ce cas une approche analytique n'est généralement plus possible et une 

résolution numérique s'impose. Après une brève présentation de la méthode 

des éléments finis, dont on évoque les problèmes inhérents à 

l’implémentation du maillage, on explore un nouveau type de méthode, sans 

maillage, dont on évalue les qualités et limites. 

 

Il apparaît que les méthodes sans maillage peuvent présenter des avantages 

dans des applications de mouvement, telles que du mélange ou du 

déplacement cellulaire. 

 

On conclut de cette étude que, quelle que soit la méthode, une approche 

complète de type « champ » n’est pas souhaitable en général, compte tenu 

de la lourdeur de calcul et des besoins de mémoire nécessaires, du fait du 

caractère « raide » des équations, nécessitant un nombre élevé de points de 

calcul. Il apparaît dès lors intéressant de considérer des modèles simplifiés. 
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1. Introduction 

 

Dans les applications pratiques qui nous intéressent, les champs, tant 

électriques que de vitesse dans les fluides, se développent au sein de 

domaines fermés, sur des géométries complexes à 3 dimensions. Nous 

investiguons ici, dans un cas simple, les difficultés de calcul que représentent 

le passage aux dimensions supérieures, plus particulièrement pour les 

aspects électriques. 

 

2. Pistes aux dimensions supérieures 

 

2.1. Eléments finis 

 

Parmi les méthodes numériques couramment utilisées pour résoudre des 

problèmes 2D et 3D sur des géométries fermées, la méthode des éléments 

finis est l’une de celles qui semble le mieux convenir, de par ses possibilités, 

sa maturité et la qualité des logiciels qui l’implémentent. 

 

La précision des résultats obtenus avec cette méthode dépend fortement de la 

qualité de la discrétisation du système (le maillage). Un nombre de mailles 

élevé a cependant de fortes implications sur les temps et mémoire de calcul 

nécessaires et il importe donc, d’une part de réduire au maximum ce nombre, 

et d’autre part de répartir de manière avisée les points de calcul sur le 

domaine à traiter. De très nombreux travaux ont été menés sur les 

problématiques de maillage. Notre objectif n’est pas d’en faire l’étude, mais 

bien de mettre le doigt sur quelques éléments importants dans le contexte de 

nos applications. 

 

Une idée naturelle est de concentrer les points de calcul dans les régions où 
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la solution connaît de fortes variations. Ceci implique une connaissance a 

priori de l’allure des solutions attendues, ou des techniques automatiques de 

raffinement de maillage basées sur l’allure de résultats intermédiaires. Dans 

nos applications électro-hydrodynamiques, on a montré que ces régions 

étaient principalement les interfaces fluide/paroi et en particulier les 

interfaces fluide/électrode. 

 

Compte tenu des grands écarts existant dans les gradients entre les régions 

d’interface et les régions neutres, les variations de concentration des points 

de calcul pourraient, en théorie, être également importantes. Néanmoins, la 

forme des mailles a une importance sur la qualité des résultats [1], et de trop 

grandes variations de concentrations contribueraient à dégrader notablement 

la qualité des éléments. Dans le cas de systèmes ne présentant pas 

d'anisotropie marquée, les formes géométriques des mailles 2D (3D) 

optimales sont, en général, des triangles (tétraèdres) dont les angles aux 

sommets ne sont pas trop aigus ou des rectangles (parallélépipèdes) dont le 

rapport entre les différentes dimensions ne prend pas des valeurs trop élevés. 

La précision de l'approximation numérique dépend directement des limites 

de facteur de forme acceptées et de la localisation des mailles de mauvaise 

qualité. Si elles se situent dans des zones de faibles variations des grandeurs 

physiques caractéristiques, leur impact sur la précision de la solution obtenue 

peut être minimisé. 

 

Si par contre les gradients sont fort différents selon les différentes directions 

de l’espace, on peut utiliser des mailles ayant un allongement préférentiel, 

avec de petites dimensions selon la direction des gradients élevés et des 

dimensions plus élevées selon les autres directions. Ceci permet de capter les 

variations aux endroits où elles sont importantes, tout en gardant un maillage 

plus grossier ailleurs. On utilise avantageusement, dans ce cas, un maillage 



224 Annexe 2 - Vers des méthodes sans maillage ? 

constitué de rectangles (2D) ou de parallélépipèdes (3D), dont le rapport 

d’aspect peut varier fortement et rapidement sans conséquences néfastes sur 

les résultats (figure A2.1). 

 

 

Fig. A2.1. – Schéma de mailles rectangulaires de rapport d’aspect très variable 

 

Dans les applications en électro-hydrodynamique considérées, les modèles 

simples suggèrent des variations importantes des solutions selon la direction 

perpendiculaire à la surface des électrodes et des variations nettement plus 

faibles selon les autres directions. Toutefois, on montrera que cette première 

approche n’est pas toujours suffisante, aussi le choix d’un maillage 

rectangulaire avec un rapport d’aspect élevé ne sera pas forcément la 

meilleure option. Il faudra plutôt, dans l’optique d’une résolution de type 

« champ », se concentrer sur un maillage plus régulier et donc un nombre de 

mailles nettement supérieur (figure A2.2). 
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Fig. A2.2 – Schéma de mailles triangulaires de rapport d’aspect proche de 1 

 

Une solution pour palier ce problème est l’utilisation de maillages distincts 

dans les régions à forts et faibles gradients des solutions, ce qui permet dans 

chaque maillage de garder des gradients réduits (figure A2.3), en réduisant le 

nombre global de mailles.  

 

 

Fig. A2.3 – Schéma de mailles triangulaires de rapport d’aspect proche de 1, plusieurs sous-

domaines 
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Il est cependant nécessaire, dans ce cas, de procéder au raccord des 

différents maillages par des conditions aux limites appropriées. Le problème 

se traite alors sur les différents sous-domaines de manière itérative, afin 

d’obtenir la continuité des variables aux interfaces entre les différents 

maillages.  

 

D’autres solutions reposent sur un changement d’échelle spatiale dans la 

direction des forts gradients. Cela suppose que les gradients élevés se 

développent préférentiellement dans des directions particulières, ce qui n’est 

pas le cas au bord des électrodes, par exemple (figure A2.4).  

 

 

Fig. A2.4 – Bord d’électrode (partie entourée) 

 

S'il est donc possible, au prix d'un important travail en amont sur le maillage, 

de limiter l'impact du caractère fortement multi-échelle des phénomènes 

physiques en jeu dans les applications électro-hydrodynamiques, il n'est pas 

pour autant possible de s'en affranchir totalement. L'utilisation de la méthode 

des éléments finis pour traiter ce genre de problème risque donc de demeurer 

assez exigeante en termes de nombre de points de calcul nécessaire, avec les 

implications au niveau des temps de calcul et des besoins en mémoire. 
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2.2. Vers des méthodes sans maillage ? 

 

2.2.1. Motivations 

 

Comme on l’a présenté ci-dessus, un des éléments caractéristiques, mais 

aussi un des goulets d’étranglement de la méthode des éléments finis, est 

l’effort nécessaire pour réaliser un maillage performant. Pour les 

applications aux bio-microsystèmes, la complexité de cette étape est d’autant 

plus grande que les géométries peuvent être complexes, les physiques en jeu 

nombreuses et certaines parties fortement mobiles (mouvement de cellules 

en solution,…), nécessitant un remaillage du problème à chaque pas de 

temps. 

 

Depuis quelques années, pour palier ces difficultés, des méthodes 

alternatives sont à l’étude, qui n’utilisent pas de  maillage, mais uniquement 

des points de calcul, répartis de façon plus souple dans le domaine de calcul 

[2]. Ces méthodes étant parfois présentées comme un remplaçant possible à 

moyen terme des traditionnelles méthodes d’éléments finis, nous avons 

estimé utile d’en évaluer quelques caractéristiques. 

 

Ces méthodes présentent différents avantages potentiels. D’une part, les 

points ne nécessitent pas d’être liés par des informations de connectivité, ce 

qui réduit les étapes de calcul. D’autre part, dans les applications présentant 

des mouvements, l’absence de maillage permet d’éviter les difficultés liées à 

la distorsion des mailles et au besoin de remaillage. Il suffit en effet 

d’ajouter ou supprimer des points aux endroits où s’effectue le mouvement. 

Enfin, différents sous-domaines peuvent être raccordés plus facilement 

qu’avec les méthodes classiques, où les mailles doivent correspondre aux 

interfaces ou être liées par une condition de continuité spécifique. 
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Différentes méthodes sans maillage ont été développées et étudiées dans la 

littérature [3, 4, 5, 6, 7, 8]. La plupart se ramènent à une forme générale, dite 

méthode locale sans maillage de Petrov-Galerkin (Meshless Local Petrov-

Galerkin ou MLPG), qui peut se développer en différentes méthodes 

particulières [2]. 

 

Nous présentons ci-dessous les principes généraux de ces méthodes sans 

maillage, en les comparant aux éléments finis sur un problème simple de 

Poisson, qui peut s’écrire (figure A2.5) : 

 

 fu   2  sur Ω  (A2.1) 

 DD uu   )( 

 

sur ΓD  (A2.2) 

 nN du
n

u
  )( 




sur ΓN (A2.3) 

 

 

Fig. A2.5 – Schéma du problème de Poisson 
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2.2.2. Approche éléments finis 

 

A titre de comparaison avec l’approche sans maillage qui sera faite au 

paragraphe suivant, on rappelle brièvement ci-dessous les bases théoriques 

des méthodes d’éléments finis [9, 10]. 

 

Soit 0H  l’espace des fonctions de carré sommable sur le domaine Ω. On 

peut montrer que (A2.1) est équivalent à l’équation suivante : 

 

 
02 H         d   d    

vf vvu

 

(A2.4)

 
 

Cette relation est la formulation variationnelle, ou formulation faible, 

globale, de l’égalité (A2.1). Elle est à la base des équations qui sont traitées 

par les éléments finis, comme nous le développons ci-dessous. 

Les fonctions v sont les fonctions de test du problème ; la fonction u en est 

l'inconnue.  

 

Soit 1H l’espace des fonctions de carré sommable sur le domaine Ω, et dont 

les dérivées premières sont de carré sommable. On a donc 01 H   H  et on se 

limite à considérer les fonctions v de 1H . La formule de Green permet alors 

de réécrire la formulation faible différemment : 

 

 

1H         d  d   d    d  



  

vf vvduv
n

u
vu

ND
NnD


 

  (A2.5) 

 

Cette réécriture justifie la contrainte sur les dérivées de la fonction v, qui 
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apparaissent dans cette nouvelle formulation.  

 

Soit 1

0H l’espace des fonctions de 1H s’annulant sur ΓD. On a donc 11

0 H   H   

et on se limite à considérer les fonctions v de 1

0H , de sorte que le deuxième 

terme du membre de gauche s’annule identiquement dans (A2.5). 

 

La formulation ci-dessus impose que la fonction inconnue u et les fonctions 

de test v soient au moins de classe C
0
. 

 

On définit une nouvelle fonction inconnue *u  : 

 

 

 0  *u  sur ΓD (A2.6) 

 

   * uu  ailleurs (A2.7) 

 

ainsi qu’une fonction u0 : 

 

 

   0 Duu   sur ΓD (A2.8) 

 

 0  0 u ailleurs (A2.9) 

 

telle que u = *u + u0. 

 

La méthode des éléments finis dits de Galerkin (la méthode la plus courante 

pour la résolution de problèmes linéaires) propose d'approximer la nouvelle 

fonction inconnue u* par une fonction u~  appartenant au même espace 

fonctionnel que les fonctions de test 
1

0H  .  

 

Le problème devient donc : 
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Trouver 
1

0H  ~u  telle que

 

: 

 

1

00N H         d   d   d    d  ~
N

  
vf vvuvduvu n


 

  (A2.10) 

 

Afin de pouvoir traiter ce problème numériquement, on souhaite ramener 

l’expression continue (A2.10) à une expression discrète, sous forme 

algébrique. 

 

Pour ce faire, on discrétise le domaine de calcul en n points. Soit N 

l’ensemble des indices de ces points. Soit Nu l’ensemble des indices des nu 

points du domaine où la valeur de u est inconnue. Soit NuD l’ensemble des 

indices des nuD points du domaine où la valeur de u est connue, égale à uD. 

Les n points sont définis à partir d’un maillage et sont donc reliés 

topologiquement.  

 

On limite également l’espace des fonctions de test et de la fonction inconnue 

à des sous-espaces contenant une gamme réduite de fonctions, dont on peut 

extraire une base de dimension limitée sous la forme de n fonctions

 

)(xj


 . 

Ces fonctions peuvent prendre différentes formes. En général, il s’agit de 

fonctions linéaires par morceaux, prenant une valeur 1 en jxx


 et une 

valeur nulle sur tous les points de calcul voisins de jx


, mais d’autres formes 

sont possibles. 

 

Dans le cas des éléments finis de Galerkin, les fonctions inconnue et de test 

s’expriment, sous forme discrète, dans un même sous-espace
1

00 H  V h . On 

définit les fonctions discrètes suivantes : 
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 j

Nj

jj

Nj

jh uxuxxu
u

 )( ~ )(  )(~

  







  (A2.11) 
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Nj

jj

Nj

jh uxuxxu
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0

 

0 





  (A2.12) 

et le problème discret peut s’écrire, formellement : 

 

Trouver 0hV  ~ hu  telle que

 

: 

  
 d   d   d    d  ~

0 hhhNhnhh f vvuvduvu
N


 

  
hhv 0V   

  (A2.13) 

 

Le problème étant linéaire, l’égalité est vraie pour tout vh de V0h si elle est 

vraie pour une base de cet espace. On peut donc remplacer les vh par )(xi


 , 

i=1..n. 

 

Le problème discret s’écrit donc, finalement : 

 

Trouver uj pour jNu tels que

 

: 

     d    



uNj

jij u


 

    





N
uD

NinD

Nj

iji duuf d      d   d   


uNi    

(A2.14) 
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ce qui donne un système algébrique de la forme : K U = B, où K est la 

matrice de raideur, U est le vecteur des valeurs nodales inconnues et B est le 

vecteur des termes sources et des conditions aux limites. 

 

La construction de la matrice K fait intervenir les relations topologiques 

définies entre les points du maillage (intégration du produit des gradients de 

ϕj et ϕi). Cela comprend une division par la surface des mailles, problème 

d’autant mieux posé numériquement que les facteurs de forme sont proches 

de l’unité. 

 

Le fait que les fonctions inconnue et de test discrètes appartiennent à un 

même espace donne lieu à une matrice K symétrique. De plus, cette matrice 

est fort creuse, sa largeur de bande étant égale au nombre de points reliés à 

chaque autre point par l’intermédiaire d’une maille. Ces caractéristiques font 

des éléments finis une méthode très attractive. 

 

2.2.3. Approche sans maillage 

 

Contrairement aux méthodes d’éléments finis, les méthodes sans maillage de 

type MLPG utilisent une formulation faible locale [2]. Dans ce cas, on 

considère plusieurs sous-domaines Ωi dont la superposition reconstitue le 

domaine complet Ω, les sous-domaines Ωi pouvant se chevaucher. On définit 

Γi comme la frontière du sous-domaine Ωi, à l’exclusion des parties 

communes avec la frontière du domaine complet Ω. Ces dernières sont 

dénommées ΓD,i et ΓN,i (figure A2.6). 
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Fig. A2.6 – Domaine, sous-domaines et frontières 

 

On peut montrer que (A2.1) est équivalent à l’équation suivante : 

 


i

iivf vvu
ii

  
   que  tel  , H         d   d  02

 

(A2.15)

 
 

Cette relation est la formulation faible locale de l’égalité (A2.1). Cette 

formulation est à la base des équations qui sont traitées par les méthodes 

sans maillage MLPG, comme nous le développons ci-dessous. 

 

La formule de Green permet alors de réécrire la formulation faible 

différemment : 
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i    tel que 
i

i     :  

 












D,iii
D,iii v

n

u
v

n

u
vu d   d    d  



 

 


iDN,
iDDN,in f vvuuvdu d  d  )-(   d   
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0  )( que  telH 1  ivv

 
(A2.16) 

 

Le terme α est un coefficient de pénalité permettant, à condition de le choisir 

élevé, de garantir la condition u = uD sur ΓD. 

 

Contrairement aux éléments finis, les méthodes sans maillage de type MLPG 

ne requièrent pas que la fonction inconnue et les fonctions de test 

appartiennent au même espace fonctionnel. Ceci implique que, outre la 

formulation présentée ci-dessus, d’autres réécritures des équations peuvent 

être exploitées, dont par exemple :  

 

i    tel que 
i

i     : 

 
02 H         d   d    

vf vvu
ii

ii

 

(A2.17) 

 

Dans cette formulation, la fonction u doit être au moins C
1
 continue, tandis 

que les fonctions v peuvent être discontinues.  

 

Les méthodes sans maillage diffèrent également des éléments finis par la 

possible différence entre le domaine des fonctions de test, celui de la 

fonction inconnue et les sous-domaines considérés, bien qu’en général les 
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sous-domaines et le domaine des fonctions de test se correspondent. Ceci se 

traduit par une plus grande souplesse de ces méthodes, mais aussi par des 

difficultés numériques pour l’étape d’intégration. 

 

On souhaite ramener l’expression continue des équations du problème à une 

expression discrète, sous forme algébrique. 

 

Pour ce faire, on définit n points sur le domaine Ω et on définit un ensemble 

de sous-domaines Ωi de calcul, définis sur des bases géométriques et 

contenant chacun un certain nombre nΩi de points. Les n points ne sont pas 

reliés topologiquement : il n’y a pas de maillage. 

 

On limite également l’espace des fonctions de test et de la fonction inconnue 

à des sous-espaces contenant une gamme réduite de fonctions, dont on peut 

extraire une base de dimension limitée.  

 

Le problème discret peut donc prendre des formes diverses, dont on présente 

quelques exemples ci-dessous. 

 

Dans l’approche considérée (dite de moindres carrés mouvants, ou moving 

least-squares [2, 11]), on définit la fonction discrète hi
u , sur chaque sous-

domaine Ωi comme une combinaison linéaire de fonctions de base P
t
 = [p1 

… pm] pondérées par des coefficients a
t
 = [a1 … am].  

 

 )( )(   )(, xaxPxu t

hi




 

(A2.18) 

Les termes de P
t
 sont, par exemple, des monômes ou des polynômes d’ordre 

2. Dans le premier cas, le vecteur P
t 
peut s’écrire P

1t
(x,y,z) = [1 x y z] ; pour 

des fonctions de base de degré 2, le vecteur P peut s’écrire de même 

P
2t
(x,y,z) = [1 x y z x

2
 xy xz y

2
 yz z

2
]. 
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On évalue a )(x


en minimisant l’expression : 

 
2)ˆ - )( )(( )(  )( ii

t

Ni

i uxaxPxwxJ

i








 

(A2.19) 

 

Les fonctions wi )(x


sont des fonctions de poids, qui définissent l’étendue 

des sous-domaines Ωi et donc aussi le nombre de points de calcul nΩi 

compris dans le sous-domaine. Plusieurs choix sont possibles mais les 

fonctions wi doivent être telles que nΩi ≥ m. 

 

Dans le cas particulier où nΩi = m, et si wi s’annule identiquement à l’endroit 

de tous les points xj de Ωi sauf en xi où elle vaut 1, la fonction wi est 

transparente et l’équation A2.19 est alors équivalente aux expressions 

(A2.11) et (A2.12) de la méthode des éléments finis. Dans ce cas, les valeurs 

ûi sont donc égales aux valeurs nodales ui et un parallèle peut être fait entre 

les domaines Ωi et les mailles des éléments finis. On a alors : 

 

 iii

t

iih ûxaxPuxu
i

  )( )(     )(, 



 

(A2.20) 

 

En général toutefois, l’égalité nΩi = m n’est pas respectée, du fait d’une 

définition des wi ne reposant pas sur des relations topologiques entre les 

points de calcul. Dès lors, les valeurs ûi ne sont pas égales, en général, aux 

valeurs nodales ui. Pour cette raison, on qualifie les valeurs ui de pseudo-

nodales. 

 

Reprenant le formalisme des éléments finis, on peut alors écrire : 

 ii

Ni

iiihi uuxxuu

i

i
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(A2.21)
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Les résultats de la minimisation (A2.19) permettent d’obtenir les ϕi comme : 

 i
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i
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(A2.22) 

avec : 
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  (A2.23) 
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 (A2.25) 

 

A partir de ces expressions, on peut donc, par (A2.21), obtenir les valeurs 

nodales ui du problème. 

 

Avec la formulation (A2.16), le problème devient : 

 

Trouver hi
u ,  telle que, i    tel que 

i

i     : 
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i
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(A2.26) 

 

Le choix des fonctions de test n’étant pas encore fixé, on peut prendre v 

constante sur chaque Ωi. De cette manière, l’intégrale de volume s’annule et 

le problème discret s’écrit donc, finalement : 
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Trouver jû  pour j = 1..n tels que, i    tel que 
i

i     (i = 1..n) : 

 ˆ d    d    d  
i  

j
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DjD,i

j

i

j
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 DDN,ini
DN,ii

uduf   
d     d    d    (A2.27) 

 

ce qui donne un système algébrique de la forme : K Û= B, dont la résolution 

permet d’obtenir les ui par application de (A2.21). Dans ce système, K est la 

matrice de raideur, Û est le vecteur des valeurs pseudo-nodales inconnues et 

B est le vecteur des termes sources et des conditions aux limites. 

 

Malgré ses intérêts potentiels, la formulation (A2.27) comprend quelques 

difficultés d’implémentation. Pour notre étude, qui se veut une approche 

simple de ces méthodes, nous avons privilégié une version différente, basée 

sur (A2.17). Le problème devient dans ce cas : 

 

Trouver hi
u ,  telle que, i    tel que 

i

i     (i = 1..n) : 

 
0

,

2 H         d   d    
 vf vvu

ii
i iih  (A2.28) 
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 (A2.30) 

 

Le choix des fonctions de test n’étant pas encore fixé, on peut prendre v 
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fonction de Dirac sur chaque Ωi. De cette manière, on obtient une méthode 

de collocation de points ; les intégrales disparaissent et le problème discret 

s’écrit donc, finalement : 

 

Trouver jû  pour j = 1..n tels que, i    tel que 
i

i     (i = 1..n) : 

 
i

2   pour    )(   ˆ )(  iijij xxfux
 

(A2.31) 

 DiiDjij xxuux    pour    )(   ˆ )(  (A2.32) 

 Niinji

j
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 (A2.33) 

 

ce qui donne un système algébrique de la forme :  K Û = B dont la résolution 

permet d’obtenir les ui par application de (A2.21). Dans ce système, K est la 

matrice de raideur, Û est le vecteur des valeurs pseudo-nodales inconnues et 

B est le vecteur des termes sources et des conditions aux limites. 

 

Il s’agit de la version la plus simple des méthodes sans maillage. Elle 

présente toutefois certains inconvénients, comme celui d’une sensibilité 

importante au placement des points de calcul [2]. De plus, avec cette 

formulation, les dérivées secondes se retrouvent explicitement dans les 

calculs, ce qui peut entraîner certaines difficultés numériques lorsque leurs 

valeurs sont élevées. 

 

D’autres cas particuliers de méthodes sans maillage peuvent être déduits des 

formulations énoncées ci-dessus. Nous renvoyons le lecteur aux différentes 

références de la bibliographie pour plus de détails à leur sujet. 
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2.2.4. Comparaison des approches sans maillage et éléments finis 

 

On compare ci-dessous les algorithmes des méthodes sans maillage et des 

éléments finis (tableau A2.1). 

 

 

Méthodes sans maillage Eléments finis 

 

Définition de la géométrie et des équations du problème 

  

Définition de N points de calcul Définition d’un maillage : 

- N points de calcul 

- Liens topologiques entre 

points 

- Domaines support et de 

définition : mailles 

Définition de fonctions de poids 

wi : 

- Domaines support et de 

définition : nuages de 

points 

  

Définition de fonctions de base P 

et ϕi 
Définition de fonctions de base ϕi 

 

Construction de la matrice de raideur K et du vecteur des termes sources 

B 

  

Résolution du problème pour les 

valeurs pseudo-nodales iû  Résolution du problème pour les 

valeurs nodales ui 

Déduction des valeurs nodales ui 
  

 

 

Tableau A2.1 – Comparaison des algorithmes des méthodes sans maillage et éléments finis 

 

Avec les méthodes sans maillage, les points sont d’abord placés avant qu’on 
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définisse les domaines support et de définition.  

 

Le domaine support se définit par rapport aux fonctions de poids wi, et 

correspond à l’ensemble des points xj à l’endroit desquels wi est non nul. Ce 

domaine est également appelé nuage. 

 

Le domaine de définition se définit par rapport aux points xi, et correspond à 

l’ensemble des points xj dont le domaine support comprend xi. Le nombre de 

ces points xj correspond à la largeur de bande de la matrice K associée à xi.  

 

Dans le cas particulier de domaines support de taille identique, il y a égalité 

entre les domaines support et les domaines de définition. 

 

Les nuages sont définis sans considération topologique. Il faut donc s’assurer 

les domaines de définition contiennent bien assez de points pour que le 

problème soit soluble (soit le nombre de monômes compris dans la base P).  

 

A la simplicité du placement des points et de la définition des domaines de 

définition vient donc se substituer une plus grande complexité pour la 

vérification de la validité de ces domaines d’une part, et le fait que les points 

ne soient pas forcément bien placés numériquement d’autre part.  

 

Les fonctions de base, avec les méthodes sans maillage, sont généralement 

plus lisses que pour les éléments finis. Dès lors, le calcul des dérivées en 

post-traitement offre de meilleurs résultats.  
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2.3. Application à un problème simple 

 

2.3.1. Définition de la géométrie complète et des équations du problème 

 

On simule en 2D, avec la méthode sans maillage par collocation de points 

(A2.30) à (A2.32) décrite ci-dessus, l’équation (adimensionnelle) de 

Poisson-Boltzmann linéarisée : 

 
2

2   
e


  (A2.34) 

 

dont la solution analytique a été obtenue plus haut (équation 3.43) dans le 

cas 1D.  

 

On considère une géométrie carrée,  1 ,1x  et  1 ,1y , et un potentiel 

adimensionnel de l’ordre de 4 à chaque bord (soit environ 100mV). La 

longueur de Debye adimensionnelle e est fixée à 0.01. 

 

2.3.2. Définition des points de calcul et observations 

 

Avec ces conditions et une approche par éléments finis, le choix de mailles 

rectangulaires avec un rapport d’aspect élevé est pertinent. Par analogie, 

avec l’approche sans maillage, on compare ci-dessous les résultats pour une 

distribution non isotrope (figure A2.7, gauche) et isotrope (figure A2.7, 

droite) des points de calcul. Les domaines support (nuages) associés à ces 

points sont choisis rectangulaires et symétriques par rapport au point 

concerné. Dans le cas de la distribution non isotrope de points, leur rapport 

d’aspect peut être fort éloigné de 1.  
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Fig. A2.7 – Répartition anisotrope (gauche) et isotrope (droite) de 784 points chacune 

 

On illustre ci-dessous les résultats obtenus pour une telle répartition de 

points dans le domaine et on les compare avec une répartition homogène de 

points, correspondant à des domaines support à rapport d’aspect proche de 1. 

 

Pour des fonctions de base P d’ordre 1, on obtient les résultats suivants
1
 

(figure A2.8). 

 

 

Fig. A2.8 – Solution du problème de Poisson-Boltzmann, 784 points, degré 1 ; répartition des 

points anisotrope, largeur de bande 13 (gauche) et isotrope, largeur de bande 9 (droite) 

 

La largeur de bande moyenne est proche de 13 dans le premier cas et de 9 

dans le second. On constate que les résultats sont bons dans les deux cas. 

                                                 
1
 L’implémentation que nous avons faite de la méthode est disponible en annexe 

électronique 
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Pour des fonctions de base P d’ordre 2 et la même largeur de bande 

moyenne, on obtient les résultats suivants (figure A2.9): 

 

 

Fig. A2.9 – Solution du problème de Poisson-Boltzmann, 784 points, degré 2 ; répartition des 

points anisotrope, largeur de bande 13 (gauche) et isotrope, largeur de bande 9 (droite) 

 

Des erreurs numériques sont observées dans les deux cas. Celles-ci sont dues 

à l’effet cumulé de dérivées importantes des fonctions de poids wi et de la 

solution, cette dernière suivant une direction privilégiée. De par la définition 

des fonctions j
 

, ces effets se ressentent davantage dans les termes d’ordre 

supérieur. Une manière de réduire ces effets est de considérer des domaines 

support plus grands, mais cela augmente aussi la taille des domaines de 

définition et donc la largeur de bande moyenne de la matrice K. Pour des 

largeurs de bande moyenne de l’ordre de 24, on trouve les résultats suivants 

(figure A2.10). 
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Fig. A2.10 – Solution du problème de Poisson-Boltzmann, 784 points, degré 2 ; répartition 

des points anisotrope, largeur de bande 24 (gauche) et isotrope, largeur de bande 24 (droite) 

 

On constate que le placement de points isotrope donne de meilleurs résultats, 

alors que le placement anisotrope conduit toujours à des erreurs numériques. 

Celles-ci sont dues à l’effet cumulé de dérivées importantes de la solution et 

des fonctions de poids wi suivant une même direction privilégiée.  

 

On observe que le facteur de forme des domaines support des points de 

calcul a une importance significative sur les résultats numériques, davantage 

que celui des mailles avec les éléments finis pour le même problème. On 

peut montrer que le problème n’est pas consistant pour un certain nombre de 

nœuds, du fait de l’allongement des rectangles ; cela se traduit, 

numériquement, par des fonctions de forme dont la somme n’est pas égale à 

1 mais présentent des erreurs de plusieurs %, qui conduisent à des résultats 

erronés, avec des oscillations assez forte le long de l’interface, c’est-à-dire 

dans la direction où les rectangles sont les plus longs. 

 

Une finesse suffisante aux interfaces implique donc la définition de points 

suffisamment rapprochés tout le long de l’interface, ce qui augmente 

sensiblement le nombre de points nécessaire. 
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2.3.3. Définition d’une géométrie réduite 

 

Dans le problème considéré, la valeur du potentiel est asymptotiquement 

nulle à distance suffisante des bords. Dans la suite, on se contente d’étudier 

une région d’angle de l’interface du domaine initial, en posant nul le 

potentiel au coin intérieur de celle-ci et en supposant nulles les variations de 

potentiel perpendiculaires aux deux frontières intérieures de la zone 

d’interface (conditions de Neumann nulles sur ces bords) (figure A2.11). 

L’étendue de cette région est définie comme βe. A condition de prendre β 

suffisamment grand (~10), ces hypothèses sont tout à fait valides. 

 

Fig. A2.11  – Géométrie réduite et équations 

 

Nous définissons les nœuds de manière régulière sur le domaine. De cette 

manière, nous nous affranchissons des problèmes de facteur de forme 

rencontrés précédemment.  

 

On travaille avec des domaines support dont les demi-longueurs de base sont 

fixées à la distance caractéristique, égale à la distance entre points (dx selon 
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x et dy selon y), multipliées par un facteur γ permettant d’agrandir les 

domaines afin qu’ils recouvrent plus de points (figure A2.12).  

 

 

Fig. A2.12 – Illustration du principe de couverture pour 9*9 points et 1 < γ < 2 

 

2.3.4. Influence du nombre de points de calcul 

 

Tout comme avec les éléments finis, le nombre de points de calcul a une 

influence directe sur la précision de la solution. Toutefois, et bien qu’une 

augmentation du nombre de points conduise bien à une solution convergente, 

celle-ci ne converge pas toujours exactement vers la solution analytique, 

comme le montre la figure A2.13, où on a pris γ = 2, et qui présente 

l’évolution du potentiel le long d’un des bords intérieurs. Ceci illustre 

l’influence supérieure de la position des points de calcul pour la méthode 

sans maillage considérée. 
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Fig. A2.13 – Evolution spatiale du potentiel pour différents nombres de points de calcul 

 

2.3.5. Influence de la taille des domaines support 

 

A nombre de points de calcul donné (ici 22*22), plus les domaines de 

définition sont grands (et donc plus γ est élevé), meilleure est la solution 

finale trouvée, puisque le problème de minimisation traité est alors plus 

proche du problème complet. Toutefois, plus le paramètre γ est grand, plus la 

matrice de raideur est pleine, conduisant à une inversion plus lourde. 

 

En pratique, pour γ = 2, la largeur de bande moyenne est de 25, soit environ 

4 fois plus que les éléments finis. Pour γ = 5, la largeur de bande moyenne 

est de 120, soit environ 20 fois plus que les éléments finis.  
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On illustre l’influence de γ sur la solution à la figure A2.14 ci-dessous. 

 

Fig A2.14 – Evolution spatiale du potentiel en fonction de γ 

 

Pour γ = 5, la solution trouvée est pratiquement confondue avec la solution 

analytique. Ce n’est pas le cas pour γ = 2, comme on l’avait illustré ci-

dessus. 

 

L’influence des points sur leurs voisins est d’autant plus limitée que γ est 

réduit, ce qui peut conduire à une mauvaise résolution du problème, 

particulièrement pour des problèmes à forts gradients. En effet, dans ce cas, 

la fonction à calculer et ses dérivées sont raides et il est donc important 

d’évaluer proprement ces valeurs en fonction des valeurs voisines pour ne 

pas propager d’erreurs significatives. 

 

Une conséquence de cette observation est que, à condition de prendre γ 

suffisamment grand, le nombre de points peut être réduit sans que cela 
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n’influence significativement la qualité des résultats, comme le montre la 

figure A2.15, où on a pris γ = 5. 

 

 

Fig A2.15 – Evolution spatiale du potentiel en fonction de γ, 11*11 points (gauche) et 7*7 

points (droite) 

 

On observe que la solution est assez bonne aux points où elle est calculée, et 

ce même pour un nombre réduit de points. 

 

3. Conclusion 

 

Les méthodes sans maillage, et en particulier la méthode dite de collocation 

de points étudiée ci-dessus, conviennent au traitement de problèmes 

d’interface tels que le problème de Poisson-Boltzmann. L’avantage de ces 

méthodes par rapport aux éléments finis est le nombre de points réduit 

intervenant dans la résolution et surtout la facilité de placement de ces 

points, qui ne nécessite pas le recours à une technique de maillage. On va vu 

cependant (section 2.3.2) que des précautions devaient être prises quant au 

facteur de forme des domaines de définition. 
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Par contre, cette réduction du nombre de points nécessite, pour obtenir des 

résultats de qualité équivalente, d’augmenter la largeur de bande de la 

matrice K par rapport aux méthodes d’éléments finis, en augmentant la taille 

des domaines de définition. De plus, la matrice K n’est plus symétrique. Il 

est, dans ces conditions, difficile de garantir un gain en temps de calcul. 

 

D’autres méthodes sans maillage, qui ne reposent pas sur de la collocation de 

points, ont de moindres exigences en termes de largeur de bande, mais au 

prix d’une intégration des variables, d’autant plus complexe que les 

domaines support et de définition, ainsi que les domaines des fonctions 

inconnue et de test ne sont pas les mêmes. 

 

Les intérêts potentiels des méthodes sans maillage se situent plutôt dans les 

applications où l’effort de maillage des méthodes classiques devient 

important. C’est par exemple le cas pour des systèmes partiellement mobiles, 

tels que des cellules mises en mouvement en solution ou des applications de 

mélange. L’implémentation de ces méthodes dans de pareils cas nécessiterait 

un travail supplémentaire important, qui sort du cadre de ce travail de thèse.  
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Annexe 3 

Calcul asymptotique  

 

 

 

On résout dans cette annexe le problème de Poisson-Nernst-Planck 

adimensionnel, sous tension appliquée alternative, de manière 

asymptotique
1
. 

 

                                                 
1
 Ces développements ont été menés en collaboration avec Grégory Vial et Virginie 

Bonnaillie à l’ENS Cachan. 
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1. Définition du problème 
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où e << 1.   

 

En x = 0 : 

 c = 1 (A3.4) 

 ρ = 0 (A3.5) 

 Ф = 0 (A3.6)  

En x = 1 : 
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(A3.8) 

 Ф(x=1,t) = Фele(t) (A3.9) 

 

En t +T  : 

 c(x, t+T ) = c(x,t) (A3.10) 

 ρ(x, t+T ) = ρ(x,t) (A3.11) 

 Ф(x, t+T ) = Ф(x,t) (A3.12) 

 

avec T  la période adimensionnelle du problème. 
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2. Développement en puissance de e 

 

On développe les variables sous forme de polynômes en le paramètre e de la 

manière suivante, en séparant les composantes présentes uniquement dans le 

milieu neutre (variables lentes) et celles qui les complètent près des 

électrodes (variables rapides) : 
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(A3.15) 

 

où Ck, Rk et Vk sont les termes d’ordre k des variables lentes et ck, ρk et Фk 

sont les termes d’ordre k des variables rapides. 

 

On peut alors réécrire les équations en fonction de ces développements et, si 

l’on suppose indépendants les différents termes des polynômes 

(approximation qui est d’autant plus valide que e est petit devant l’unité), on 

peut simplifier l’expression des équations en se limitant aux termes de 

premier ordre. Cette simplification est d’autant plus proche des résultats 

exacts des équations que les tensions appliquées sont faibles. 

 

3. Développement dans le milieu neutre 

 

Les variables se limitent à leur composante lente : 
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Si on injecte (A3.16) à (A3.18) dans (A3.1) à (A3.3) et que l’on isole les 

termes en fonction de leur puissance en e, on trouve : 

 

 A l’ordre k=0 : 
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 A l’ordre k=1 : 
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 A l’ordre k=2 : 
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(A3.27) 

 

 Les ordres supérieurs s’obtiennent de la même manière. 

 

On considère les conditions aux limites en x=0. Dans le milieu neutre, les 

concentrations et densités de charge C(x,t) et R(x,t) ne varient pas 

spatialement : C = c(x=0,t) = 1 et R = ρ(x=0,t) = 0 en tout temps et partout. 

Elles sont également indépendantes de e, de sorte que, par récurrence sur les 

différents ordres de e : 
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4. Développement à proximité des électrodes 

 

A proximité des électrodes, le comportement des variables c, ρ et Ф diffère 

de celui des variables C, R et V dans le milieu neutre. Une composante 

rapide s’ajoute à la composante lente, pour donner les expressions (A3.13 à 

A3.15). 

 

On définit la variable rapide 
e

x
y

1-
= 

 

(figure A3.1). 
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Fig. A3.1 – Définition des variables lente x et rapide y 

 

Si on injecte (A3.13) à (A3.15) dans (A3.1) à (A3.3) et que l’on isole les 

termes en fonction de leur puissance en e, on trouve (en remplaçant les 

variables lentes par leurs expressions (A3.28) à (A3.30) : 

 

 A l’ordre k=0 : 
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 A l’ordre k=1 : 

 

 































0

0

1
1

0
10 ρ )(   ρ   ρ  tj

yyy

c

yt

c

 

(A3.34) 



4. Développement à proximité des électrodes 261 

 































0

0

1
1

0
10  )(      )(1

ρ
  

ρ
ctj

y
c

y
c

yyt

 

(A3.35) 

 12

1

2

ρ= 
),(

x

tx






 

(A3.36) 

 

 Les ordres supérieurs s’obtiennent de la même manière. 

 

On considère les conditions aux limites en x=1 (y=0). Les équations (A3.7) à 

(A3.9) peuvent se développer aux différents ordres. 

 

 A l’ordre k=0, en y=0 : 
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 A l’ordre k=1, en y=0 : 
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 Les ordres supérieurs s’obtiennent de la même manière. 

 

Les équations (A3.31) et (A3.32) peuvent s’écrire de la manière suivante : 
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En combinant ces deux expressions aux équations (A3.37) et (A3.38), on 

trouve le système suivant : 
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En considérant que, loin des électrodes (y→-∞), les variables c0 et ρ0 

s’annulent, ce système a pour solutions : 

 

 1 - ),(cosh  ),( 00 tytyc 

 

(A3.46) 

  ),(sinh - ),(ρ 00 tyty 

 

(A3.47) 

 

D’après (A3.33) et (A3.47), on a : 
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Intégrant (A3.48) de -∞ à y, on obtient : 
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ce qui peut encore s’écrire : 
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Intégrant (A3.50) de y à 0, en conservant le signe + pour des raisons 

physiques, on obtient : 
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ce qui donne : 
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qu’on peut encore écrire : 
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On remarque, à partir de (A3.53), que : 
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avec, par définition :  
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Les équations (A3.35) et (A3.41) conduisent au résultat suivant : 
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A partir de (A3.47) et (A3.53), on trouve : 
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dont on déduit : 
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En intégrant (A3.54) dans (A3.57), on trouve : 
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Combinant (A3.55), (A3.57) et (A3.58), j(t) est alors la solution de 

l’équation différentielle suivante : 
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avec j(t+T) = j(t). 

 

Le potentiel adimensionnel Ф est alors, à l’ordre zéro, la somme des termes 

V0 et Ф0, le deuxième de ces termes s’obtenant après résolution de l’équation 

(3.67) pour j(t). Les concentrations c et densités de charge ρ s’expriment 

quant à elles comme la somme, respectivement, des termes C0 et c0 et des 

termes R0 et ρ0 . 
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