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���� �� � ������ �� �
�� RGFN℄ � � � NK
J�J ����� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NC
J�L 7����� ������
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � CO
J�O /���� �� � �� �
�#����� ��
 � ����� � � � � � � � � � � � � � � CK
J�K D?�� �
�	������ ' 6�
������� G � � � � � � � � � � � � � � � � CC
J�N (��$��
��	� ���
�$��� �$�
�������� � � � � � � � � � � � � � � � GFF
J�C D?�� �
�	������ ' 6�
������� H � � � � � � � � � � � � � � � � GFG
J�GF D?��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � GFH
J�GG D?��� �
����� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � GFH
J�GH D?��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � GFI
J�GI M ������ ���� ����
����� 
�������� ���� � �$� ���
����� � GFK
J�GJ �����
����� ��� ������ �� �����������	 � � � � � � � � � � � GGJ
J�GL 4��
��������� ��� �
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 ��� �
����� �� ������ � � � � � GGC
J�GO ������ ��� �� � ��������� 
	����� � � � � � � � � � � � � � � GHG
J�GK ��� �� ��� ������ N �����
� ���@�
� AG!L �� �� ��	B � � GHH

L�G ��������� �� �
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� �����	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � GHJ
L�H +���
����� �����	 �� O ������ ���
 C �� � � � � � � � � � GHO
L�I -��� �� 	 ����� ������
������ �� ����� � � � � � � � � � � � � GHK
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����
� � GIF
L�O �
��� ��
��� ' I��� ����
���� ��	 ' J ������ ' L�� ' .���'
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L�K �
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�������� I � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � GIH
L�C �
��� ��
��� ' I��� ����
���� ��	 ' J ������ ' L�� ' .���'
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� �� � ������ G � � � � � � � � � � � � � � � � � � � GOF
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� �� � ������ H � � � � � � � � � � � � � � � � � � � GOF
O�L ,������ ��"$�
������ ���$���
�� � � � � � � � � � � � � � � � GKG
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O�N 1�+-+( � �
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� � � � � � � � � � � � � � HGO
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.� ���! ���
 �� �
����� �� ������������! ������ ������� x ������ ���
������� x′ �� �

∃i tq fi(x) < fi(x
′)

��
∀j �= i, fj(x) ≤ fj(x

′)

� � i �� j �� ��#���6� �� �
����� �� f � 6������ ��	 ��������
%�� ������� x ��
� ���� ��� �����	� ��� �������� ��� �� ������� x′ ���

��� x′ ������ x�
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��� I ������ G� 1� �*��! I ������ J �� H! �� L ������ J �� H� 1� ���! L
������ 	$������ G ������� L ��� �����
 ��� G ���
 ���#���6 f1 �� 	$��
� G ���
 f2� 7� 
� ����! � ��� ��������� �� ��
� ��� �� I �� L ��� �����
�����	 �� �
����� � L ��� �����
 ���
 f1 ���� I ��� �����
 ��
 f2� ���
���� �������� ���� ���'�����	�� �� ����
�������� ��� �� 6
��� �� ��
����

.� ���� 	����
 ������
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��� �� ��
���! �� 6������ �� ��$
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������ ��� �������� ��� � �������� � �� ��� �� ������
� ��� �� ��������
I �� L ���� ������� �
		���� ��
� �� �������� G �� J ���� ���'�����	�� X
��� ����
�������� ��� � �� �*�� 6
��� �� ��
���� .� ���
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 E6
���
�� ��$
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��� �������� �� �������� ���'�����	�� �� �
����� ��
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��� �� ��$
	 H! I! �����E �� ���
�� 6
���� ������6�! ���� ����
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 � ��
��� �
���� �� � "$�
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��� 	���	 ���� � ������ �
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���
�� ��
��� ��� ��
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����� %���� �� ����� "� ����������

�� ������ �� ��� ���������� ���� *�
� 	������ � �� �� ��� ����������
���� ���
����� RIG℄� ��� �	������ � �� ����� �������! �

��������� ��
�� ��� ��  ������� ��� ���
������ ��
 �������� ��� ��#���6��

(�
 ������� �
		����! ����
	 "$�
� I�I! �� ���� �	"��
 ��� ���
�����
����	������
� ���
 ������������� �

D
�� �
 �� �������� ] ���� ��� f2(X) ≤ 1, 2�

1��� � ��! �� �������� G! H! J �� L  ����� ���� ���
����� �� ��� ���
*�
� �	����	��� + ��� �	������� Q�$
��� ��� � ������� H ���� *�
� �	����	�
�� �����
� ��� ����
����� ��� �� �������� G �� L�

�� ������� ��  ������� �� ���
����� ����! ��
 ������! *�
� ��	�
���
 � ������� ] ���� �

d =
m

∑

Objectif i=1

(
|Contraintei − fi(X)|

Contraintei

)

4�����	�� �� �
����� �����	
	! �� �������� G �� L ��� ��� ��������

��
|1, 2 − 2, 0|

1, 2
= 0, 66! ���
� 
������ ����� G!L �� I!GO ���
 �� �������� J

�� H�

.� ���� ��
� ����
�
 �� �������� �������� ���� ��
 ��$
	 �� ����'
������ �� ��  ������� �� ���
����� � ��� ������� x ������ � � ���
�����
��� ������� x′ �� ���� �� �� ��������� ���  	
�"	� �

U ��� ���� �������� ���� 
	������� �� x ������ x′�
U �� ������� x ��� 
	������ �� x′ �� ���� ����
U ��� ���� �������� �� ���� ��� 
	������� ���� � ������� ��  �������
�� x ��� ��6	
���
� � �� �� x′

1��� � ��"$�
����� �� ���
������ �� �
����� �
		����! � ���� ��'
����� ���'�����	� �� �
����� ��� ��
� � ������� I� ���� ���� ��
�
� ��
�������� L!G!J �� ��"� H�

"� ��� �����!��� �����	��
���� 	�������.���/�

D��� �
������ �������������� �
������ ��� �
������ ����'��#���6� ����
�
���
� �� ����� �� ������� ���  ������� ��*�
� ���
�������� �� ��� �����
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������������ ����'��#���6� ��� ��
� �� �
�� �
 ���� �� ��
��� �� 6
��� ��
��
��� ������ ���� �
������

���
 ��! �� ����
����� �	������ ��� 	�	 �
����	��� ��
����$����'
����! �� �
����
�� ������� �� 6�
��� �� 
�����
 � �
��	������� ����'
��#���6� � ��� 6�
������� �������� � � �� ��������� ����'��#���6
���������� �� ����
	�� �� ������ 4�

���� ��� �	������ ���'��
��� ��� 	�	 �
����	��! �������� �� ���������	�
�� �	����$� �� ����'�������� ��� ���������� �����	�� � � �� �$�
������
$	�	�������

7�"� � ��
���
� 	 ������ �� �� ��������� ��
��� ��������
 �� �	'
������ ��
��� ��� �
������ 
	������ �� ����� �� ������� �� 6
���� ��
��
��� �� �� ���������� �� ���� ���$�
������ 	 ���������
���

����� !����"�� "� ������� ���� �� �����)�� ����&��/����

4"� �� ��� ��
 ������
 �� ��������� ����'��#���6 ������ �� 	�
�� 	��!
�
������ ��������� ����'��#���6� �� ��������� �� �	$	�	
�
 � �
�����
�� �� � 
�����
 � �� �
����� �������������� � �� ������ ��#���6�

�7�7�7� 0������	�� ��� ��1��	(�

�� �	����� � ��� ����� ���
 
	����
 ��� ������������ ����'��#���6�
��� ���$
	$�
 ���'� ���
 �� 
�����
 � �� ��#���6 �������

���$
	$����� ���� *�
� 
	���	� ���� ��
 �� �
�����! ���� ��
 ��� �����
����	
	� �

-�������
 f∏ =
∏

i

wi fi �� -�������
 f∑ =
∑

i

wi fi

(� �� ��@	
���� ��#���6� fi �� ���� ��� ����$����! �� ��� ��� *�
� ��
��'
��	� �� ��������! ��
 ������! �  ���
 ������� ��������� ��
 �� ��#���6�
��� ����� wi ���'�*��� ��� ��� *�
� ��
����	� �� ��������

∑

i

wi = 1�

����� ���
��� � �� ����$� �� ��
����
� ����������� �� ������ �� �	'
������ �������������� ����'��#���6 �	���	�� �� ������ 4� ����� ����
���
� ��� ����� � ����
� �� ��� �� �� ��� ��� ��
������ �����	��

��� �������� �������� �

���������! ���� ������ ��� ��#���6�! ���
������ �T �����
���! �	"�� ��
 � ����� ����	
	� A��� �
���� ���� � ��
�� ���� ��#���6�B! ��� ���$��� � � ��
6�� �� ������� 
	������ ����
����
	 "$�
� I�J�
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Domaine réalisable
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f2

f = w1.f1 +w2.f2

f = w3.f1 +w4.f2

Front de Pareto Optimal
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� ���� 	������ ��#��
� �
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���
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6�� �� ������� 
	������! �� 2���� ��� �� �� ���� ��
'
6�� �� ���

��� #����� *�
� �������� � ��
 � "$�
� I�L! �� ������ 4 ��
� ���

��� *�
� ������� � � ��� ����	
����� �����	� ���� � �������
� ����� ��� ���� ��
 4� �� ��
��� #����� �
����	� ��
 ���� ���
����
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f2

f = w1.f1 +w2.f2

f = w3.f1 +w4.f2
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C

���� I�L U �
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��� �� ��
���
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U �� #�� �� ����� wi ���� *�
� "�	 � �
��
�� ��
���� ������������� ��� ��	'
��	� ��� ���� 6���! � ��� ��� �	�����
� �� ���� ����W�
� � �
�����
���
 �
�� �
 ��� ����	
����� �������� �� ������� ������� ��
� ���'
��6��� 
�������� ����� � ��� E��������	E � �� �� ���� *�
� �����	'

	� ������� ��� ���
 � ����	
����� �����	
	� �� �� 
�Q��� �� 
���
������ ��� �������� ��������� �� �������
 �� ������� ��
� ������
����� ���
  ����
 � 
	����� ������ �� �� ���� �� "�
 ���� �� ������'
���� �� �
������ �� �
����� ���� *�
� ����
	 ��
 �������������
������
������ 
������	� ���
 � ��
�
$�� ����'�� ��� � � �������������
��
�� ��
 � �	����� �� ��@	
���� ������ ��
������� ������������
�� �����
������ .� ��
�� � ��������
 ���� 
���
�� � � �����������	
�� �����
����� �� �� �������	 A���� � � ����
� �� ������ �����	��B
+� ���� �$
	$	� �� ��� ����� ����	
	� �� � 
	����� ��� 
����
�	 ��
���� ���  ���
 ������������ � �� �$�
����� $	�	����� �

f = w1. -����������	 − w2. /� -�����

��
���� ��� ������ w1 = 2w2! ������������� 
����
�� �����
�����
����
	 "$�
� I�O� + ����
�� �� ����
� 	� 	 �� ������! �"� ��
��������
 � �����������	 �� �����
������

���� I�O U (������ ������� 6� �
����� � �����������	

7� 
� ���� �
���� ��� ������ w2\Hw1! �����
����� ������ ��
��
������������ ����
�� �� 6���� ����
� �� ������! ���� ����
	
"$�
� I�K
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���� I�K U (������ ������� 6� �
����� � ������	

��� ���� �������� ���� �������� ���
 ��
 ����	
����� 
������ ��
(�� � �������
 ���� �	���
 �� � ��� �����	� �� �
����� ���	 X
� ���� �� ��� �������� *�
� 
	���	 � �
��
� � ��� �������������! ����
����	�� "���� ��
 ������� ��������
�

U ���
 ������
 �� ��� $
��� ����
� �� �������� �� ��6�
��
 ��� ����!
� �������
 ���� 
	��	
�
 ������������� � � ��� ����	
������ ��@	'

������ + �������
� ��
� ������
� ������ ��
 � 6
��� �� ��
���� �����
�������� �������������� ��� �������� �
�� ��$�� �� ���� �	�����
��
� 
��������� �� ��� �>���	�

�7�7�7� 0������ ��� ǫ&������	���

%�� ���
� ���
��� ���
 
	���
� �� �
����� ����'��#���6 �� �� �
�'
���� ����'��#���6 ��� �� 
�����
m−1 ��� m ��#���6� ��
 ��� ���
�������
�� �
����� ���� �� 
�6�
���
 �� �

-�������
 fi(x)

�� ��� fj(x) ≤ ǫj, j = 1...m, j �= i

�T ǫ = (ǫ1, ...ǫm)\ =����
 �� ���
������

�� "$�
� I�N ����
� ���� �	����� ���� � �� �� ������������ �� ����
��#���6� f1 �� f2! �� �
���6�
���� ���#���6 f2 �� ���
����� f2 ≤ ǫ2�
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f1

f2

Front de Pareto Optimal

Zone de violation de contrainte

Contrainte
Solution obtenue

���� I�N U -	����� ǫ'����
�����

4 ����$� �� ��$
	$����� ����#���6�! ���� ���
��� ���� *�
� 
	��	
	� ��
����"��� �  ����
 ǫ ���
 ������
 ������
� ������ ��
 � 6
��� �� ��
����

����� ���
��� � �� ����$� �� ��
����
� ���������� �� �������� ��
 ��
2���� ��� �� �� 6
��� �� ��
���! ���� ����
	 ��
 � "$�
� I�N�

7� ������� �� �*��� ���� 	������ ��� ����
��� ��
 �$
	$����� �
�	�����	 ����� ����� ���������� � �
��
� �� �
����� �"� ���@����
 ��
���� #������� ���
 ǫ �� ������
 ��� ����� 
	��
������ ��� �������� ��

� ��
6�� �� 6
��� �� �
������ �
�� ��$ ������� �	�������� ���	����� ��
������� ������������� ���
 ������
 ��� ���
��������� �� 6
��� �� ��
����

�7�7�7�  ������� ��� ;��� ��������	��

�� �������
 ���� �	"��
 �� ��� �� 
	6	
��� Ti ���
 ���� ��� �
��#���6� fi �� �
������ ��� ���� ���� ������� ���
������ ���� � 6�
���'
���� �� �
����� ���� ���
������ ����	������
��! � 
������� ����� � ��
�
����� ����'��#���6 � �� �������� �	��
���� � �����! 	 ����������
����	
	� ��
 λi! ��� 	�
�� ��
 ����� ��#���6 ���
� � ������� ��
���� ��
� 
	6	
��� �

min(
m

∑

i=1

λi|fi(x) − Ti|p)1/p

�� ��
�� ��
������ �����	� ��� � ��
�� �� D������@ ALp'�	�
����B
� � �\H� 1��� � ��! ���� ��
�� ��� � ��
�� 7��������� (� �\∞! �
��
�� ��� 	��� ����� � ��� 6������ ���'��� �� ��� �������� � �������
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��� 	�
�� ���� ����� ��#���6�
�� "$�
� I�C ����
�! ���
 ���� ��#���6�! ���� �	����� � � �� ��� D

"�	�

Domaine réalisable

f1

f2

Front de Pareto Optimal

Solution Obtenue

T

���� I�C U -	����� )�� �
�$
�����$

+ ����
�W� ��
����� ��� ���� � �������� �� ���#���6! �� 2���� ��� ��
�� 6
��� �� ��
��� ��� ��� *�
� ����������

��������� �� �*��� 
������� ��� ���
 �� ���
���� �
		������ ����
� 6�
���
 � ���� #������� �� � �
��
� �� ����� ��#���6! �� �	�����	 ��
������� ������������� ���
 ������
 ��� ���
��������� �� 6
��� �� ��
����

����� !����"�� ���&%�����

��� ���
���� ���'��
��� ���� ��� �
����
� ������� � ���
 �
���
� ��
����� ����� ��#���6 ���	���������� ���� � �
������ ���������������

�7�7�7� :5;0 . :���� 5�������� ;����	 0����	���

�
����	� ��
 (��@�
 �� GCNL RCI℄! =7)4 ��� ���������� ���� �$�
�����
$	�	����� ����'��#���6 �
��������� ��� �
������ ����'��#���6�� �����
���
 ���� 4) ����'��#���6! �� ���� ���� �� � ��������� �� ��� ��� *�
�
	 ��	� ��� ���� �� ��� ��#���6� ����Q���� ��� � ��#���6� �� �
����� ���
���
������ ��
 � �	����$� �� � ��������� A� ���� ����B �� ����'����������
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�� ���� n
p
�
� �� � �	������ ���
 $	�	
�
 �� ���� ����������! � �	�'

���� ��� ��	
	� �� �������� ������ ����� �� ���	���������� ���� ��� p
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�� ������� ������� x∗

1 ����� ��� ��  ���
 ������������ f ∗
1 = f1(x

∗
1) ����



�7�7 �� ����	���� � ���	�	���	�� ����	&��1��	(� +2

��� �$�
�	��� (�� ������ ������
� �������� ����� � �*��  ���
 ��������'
����! f ∗

1 ! ��
� � �
�	��
� ��� ��	��	� � ��� ��� ���
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 � �
������

f1

f2 Minimisation de f1
Minimisation de f2

x*
1

x*
2

f1

f2 Minimisation de f1
Minimisation de f2

x*
1

���� I�GG U -	����� ����$
������� ���
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� �� �������������! ���� ���� � �� ����
� ��
��� �
���� �� � "$�
� I�GG� ��� ��#���6� ���	� �� �
����
 ��� ���
�� �
�� 6�
� ����� ��
 � 
	����� �� �������������� �� 
������ 6�
��	� �
�
���� �� � �	����� =7)4 ��� ���  ���� �� 	$������ � � � � �� $
���

����� �� ��	��������� ��� ���������

�7�7�7� *�������	�� ������

����� ���
���! �
����	� �� GCCH ��
 4����� RI℄! ��� ���	� ��
 ����'
������� ����� ��������� �T ����� ���� ��� ��� ����	 � -?� �� �����!
���� � �� �� ���� ��#���6�! ���� ���� *�
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� �� �	��� ��
� �
�	��
�� ��
 � �����! ��
�� 
��������! ����� ��� ������
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0: Solution de rang 0 dans le front, pour f1
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����� ��� �� 6�
�������! ���	� 1�('�������� �
�� ���
 1����� �����
(���
�� �������� �
�� �� (�'�� �
�� ���
 (��$��
��� ������ +� �
��! ��
'
���! �� �
	���� �� ���$��
��	�! �� $	�	
�
 ��� �������� ���
������� �� ��
�
����� ��� 	��$���� � ����������
 ��� ��"$�
������ ���$���
�� X � �
�'
#����
� ��	���� ��� ��
� ��� �� ����������

�� "$�
� J�I! ����
� � ��
�� �� dq �� 6������ �� � ��� 6����  ���

���$���
� σ �� � #��������� ��
���� σ ����  �
� F! ��� �
���� � ����'
������
 ��� �
��� ����� ���$��
��	! �  ������ ����  �
� ���"�� �
���� �
������ �� �
�� �
���������� ��� �����	� ��
� ����� ��� ��
�	� �� ��� ���

σ = 0 �� �������� � 1�('�������� �
���

�� ���� �� λ ��Q���� 6�
������ � ����
������ �� � �� �� ������� �
��� $
����  ���
 �� λ �
� ���� ��� 6�
�� ���
��������� �� � �������! ��
��� ��� �

��
 ����
�����! ���� ��� �	�����
� � �
������	 ��� ���$��
��	��
������
� �������� ��� 	�	 �
����	�� ���
 
	$��
 � ��
�� �� 6������ ��
� ��"$�
����� ��
���� �� ����������
 RKI!NF!GFN℄� 7�� ���� ������ ��'
�	�� ��
 ��#��� ����� ���
����� ����	������
� ��
! ��
 ������! �  ������
�
�����
� ������� �� ��

��
 �
�	������ ����������

���� ��� ��
������ �����	��! �� ��������� �������� �� �
�����
����
����! ���� �� ���
$�� ��
 1���! -����

� �� ���� ���� RIO℄ � � ���
����$	�	��	 ��� �������� ���������



$7�7 �������� �� � 	��������� ���� �� �	�����	�� )#

���� J�I U �
����� �� "�
�$� ���	
���� �� � ������ �� �
�� RGFN℄

����� 3�������  ����������� �� ��� ���� ������

��	���� ��	������� ��� �������� 
��������� ��� ���	� ��
 �	���� ���  �'
������ ��	��
�� �� ��$���
�� ��� �
��� .
 �� ��
���
�� �� ���� ��� �	"����
��
 �� �*��� ����	� ������� ��  ������� ��	��
�� ���� ���
��	�� �� longueur

temps

�� ��  ������� ��$���
�� �� 1
temps

� ����� ��@	
���! ����� ��� �����������
���
��������� 
���P��� �� �
����������! ���� ��$���
�
 ��� �
������ ����'
��$	�	��	 ��� 
������� �� 	�������� �����	�� ���
 �	"��
 � ��	������� ���
����������
�� ����� � ��! �� ��
�����
! �
� �� �� �� � ������'�� �
��
�� � #�������� ���� ����������
 �	
���

$7�7�7� <�� ��������	�� �� �� ������&	������ �� �����&�������

�� �������� �
�� �� -��
�'���
��� $	��
� ��� �������! ������� �� ����
��� �����
�� �

	�! �� �
����� $	�	
� u = Ax� ��
���� � �	������ ���

�������� Am < nB! ���� ������� �������� � ��
�� ‖x‖� �� ��
�� ����
 ����
 ��� ���	� ��
 � �� ���� �
����� ����
�� #������������ ����� ��

������  ���
��� �� �
����� ����
�� �����	 � � ��
�� ��������� ��� �	"��
���� a < • > b = atb�

7� �
����� ������� ��  ����
 ���  ������� �
�	������� $	�	
���	��
Ẋ\Rwx wy wz vx vy vz]

t ��� ������ ���  ������� ��$���
�� �w =Rwx wy wz℄t ��
���  ������� ��	��
�� �v\Rvx vy vz℄t! ���������� �� �
����� ����
�� 7������!
��� ����� ��� �� �
����� ����
�! ���� �

Ẋ < • > Ẋ = �vt�v + �wt �w

��� ����� ��� ��
��� ����� ���� ����	� longueur2

temps2 �� 1
temps2 ! �� ���� ����� �
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�� 
	������ ��� ����$���! ��� ��� �� �
���� �� ���

��� ����������� ��
� �*�� �
����� ����
�� ���  ����
 ���  ������� �
�����
�� q̇\Rq1 q2 q3 ... qm]t

���� �

q̇ < • > q̇ =
n

∑

i=1

q̇iq̇i

(� � 
���� �����	
	 ������� � � 6��� �
��������� 
���P��� �� �
����������!
��
� � �
����� ����� ��� ��
��� ������� ��� �� �*��� ����	� X � ��
�@���	 ��� ��
� ���'����$����

1� ��� ��� ��� ������������ ����$���� ��������� ��� 
	������ ���'
�� �
����� ���
 ���� ���$����� ������	 �� �� 
���
� ���
�$���� �� �	���'
���� � � �������� �� 
���
� �� �� ������
� ������������� �� ����'
�	
��� � ��
�� ��������� ��  ����
 ���  ������� �
�	������� �� ����� �
���
 ���� �
�$���� ��@	
����� �� 
	6	
����� �� ��! O1 �� O2 �

7� ��������� ��� 6�
��� �� ���$����� �� ����� �� �� �� � ��
��
��  ����
 ���  ������� �
�	�������! � ����
�W� ��� �� ���� ��
��� �� ����!
���6 ��������! ��� 	$���� �� ��
�� ��������� ������	� � �� �����  �'
��
�� ����� ��� �� ����$��� �� �� �
�����  ��'�' �� ���� ���$����� ��

	6	
����� �� ���

�� ���'�� �
����  ��'�' �� ���� ���$����� ������	 ��� ����
	� ��
 ��
������ � �
����� � �� ���� 
���� ��� ���� ����
	 �� "$�
� J�J ��
��� ���� 
��
	�����
! ���� � ���! �� ����
����� 
�������� ������� ��
 ��
�
��
� �� ����� ��� �
��������� ��������

1��� � ��! �  ����
 ��� ��
����
�� �
�����
�� �� 
���� q̇ = [θ̇1 ḋ θ̇2 θ̇3]
t

����� ��� ����$���� �� #�������� �� � ����������
 ��� ! ���
��	� ����
� 
���
� �� ����! ��� �

J =

⎡

⎣

−d.c1 − a1.c12 − a2.c123 −s1 −a1.c12 − a2.c123 −a2.c123

−d.s1 − a1.s12 − a2.s123 c1 −a1.s12 − a2.s123 −a2.s123

1 0 1 1

⎤

⎦

�T a1 = 0.3 m! a2 = 0.1 m �� s12 = sin(θ1 + θ2), c12 = cos(θ1 + θ2), s123 =
sin(θ1 + θ2 + θ3), c123 = cos(θ1 + θ2 + θ3)�

(� ��� ��
�� �  ������ �
�����
� q̇ = J+Ẋ �	�����
� ���
 
	����
 �
 ������ $	�	
���	� Ẋ = [0.2 m.s−1, 0.3 m.s−1, 0.0 rad.s−1] �� ��� ��� ����'
��
� � �������� �
�����
� �

��������� � θ1 = 0.23 rad, θ2 = 0.1 rad, θ3 =
0.0 rad �� d = 1.0� �� �� ����	� �� 
���� �� ���
��! ��
� J+ � ���
  ���
 �

J+ =

⎡

⎢

⎢

⎣

−0.8124 −0.1614 −0.1899
−0.2154 0.9764 0.0189
0.2507 0.0366 0.4928
0.5617 0.1248 0.6971

⎤

⎥

⎥

⎦



$7�7 �������� �� � 	��������� ���� �� �	�����	�� )2

d

X

Y

a1

a2

θ1

θ2

θ3

���� J�J U ����� ����

�� ��  ������� �������� ���� �

q̇ =

⎡

⎢

⎢

⎣

−0.2109 rad.s−1

0.2498 m.s−1

0.0611 rad.s−1

0.1498 rad.s−1

⎤

⎥

⎥

⎦

�� Ẋ ′ = Jq̇ =

⎡

⎣

0.2 m.s−1

0.3 m.s−1

0.0 rad.s−1

⎤

⎦

(� ���������� �� ������ � ������
� ���� ����	! �� � a1 = 300 mm!
a2 = 100 mm! Ẋ = [200.0 mm.s−1, 300.0 mm.s−1, 0.0 rad.s−1] �� d = 1000
��� ��� 
	������ ���	
����� ������� ���� ��
� ���
 J+ �

J+ =

⎡

⎢

⎢

⎣

−0.0030 0.0096 −0.0006
−0.0007 0.0031 0.0593
0.0096 −0.0425 −0.3307
−0.0067 0.0329 1.3313

⎤

⎥

⎥

⎦

�� ���
 ��  ������� �

q̇′ =

⎡

⎢

⎢

⎣

2.2914 rad.s−1

0.7832 mm.s−1

−10.8233 rad.s−1

8.5319 rad.s−1

⎤

⎥

⎥

⎦

�� V ′ = Jq̇′ =

⎡

⎣

200.0 mm.s−1

300.0 mm.s−1

0.0 rad.s−1

⎤

⎦
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+ ����
�W� ��
����� ��� ���� �� ���� �� �  ������ �
�	������ �	'
��
	� ��� �������! ���� ��  ������� �
�����
�� �	�����
�� ���� ���������
��@	
����� � �
���� �� ��$���
� ���� ���
��	�� �� ���
��! ��� ���� 
����'
 ����� 6����� �� ����$���� ��
� ��� �
���� �� ��$���
� ���� ���
��	��
�� ��! ��  ������� ���� �
�� $
�����! �� ������ ����
��������� ��	��
� 6����
�� �������� �� ����� ��@	
������ + ��� � ����
 	$������ � �
	��������
��� ���� �� 
�������! �� ��
�����
 �� ��� �
���� �� ��@����
�

.� ������� ����� � � ��� �
�� �� -��
� ���
��� ��� �������� ��@	
�����
���� � ��
 ���$	 � ����
� �� �
����� _ �� �� �@���	 ��� ��� ���
�� �
���� ���� �� ���$����� ��	��� �� �� ���$����� �� 
���
��

��� ��� �& � � ��� ����$	�	��	 �� �
����� ����
�� �����	 ���
 �	"��

� ��
�� ���������! �� �*�� � � ���� �� � ������������ ��
 �����
��
�

	� 
	���	� ���� � ������'�� �
�� �� -��
�'���
���� ���
 ������
 ���

	������ �� �
�����! � ��� ��� �	�����
� �� 
���
� �� ��
��� �����	��! ��
��� ��
 �
������ ����
���! ����$���� �������������

$7�7�7� 6�������	��� �����
��� �� � 	������ �������	���

%�� 	���� ���
�6����� �� �� �
������ ������$	�	��	 �� �� ��
� ���	'
������ ��� ���	� ��
 1���! -����

�! (�9�
�2 �� ���� ���� RIL! IO! CJ℄�
1��� ���
���� ���� ��
������ �����	�� �� 
�������� � ����$	�	���
 ��
 ����
�  ������� ��
 ��� ���
��� �� ��
��������� �� ������
 ��� ���
��
�� ����$� ���
� �� ��
��� �

��������� � ���  ������ ��	��
� �� ���
�

��������� � ���  ������ �� 
��������

<�����	���	�� ��� ������� . ����� ������� ����� �� 6
	������ ������
��� ���
��� �� ��
��������� ���
 ����$	�	���
 ��  ����
�  ������� � �
��� ��$���
 �
��	
�������� L1 �� L2� .� �	"��� ��
�! ���� � �� I1 �

dXnormalise = Nv dX �� dqnormalise = Nq dq

� � Nv =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1/L1 0 0
0 0 0 0 1/L1 0
0 0 0 0 0 1/L1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦
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�� Nq =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

a11 0 0 0 0 0 0 0
0 a22 0 0 0 0 0 0
0 0 a33 0 0 0 0 0
0 0 0 ... 0 0 0 0
0 0 0 0 ... 0 0 0
0 0 0 0 0 ... 0 0
0 0 0 0 0 0 ... 0
0 0 0 0 0 0 0 aii

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

�T aii = 1 ���
 �� ������� 
���P��� �� aii = 1/L2 ���
 �� �
����������

���� �
�� J+
normalise �� ��� ��
�! �� �������� ��� �� �
�� �� -��
�'

���
��� �� �� )
	 �� ���� �

J+
normalise = [Nv J N−1

q ]+

�� � ������� �� �
����� ��� ������� ��


dq = N−1
q J+

normalise dX

�� �
����� ����
�� �� 
����� ��
� � ��� ����� 1
temps2 + 1

temps2 ! ��� ���
����$���� 7� ��������� ���� �	����� �� ����������
 ���� ��� �
	'
	����! �� ������� �� �������� ��� ����� �

� � Nv =

⎡

⎣

1/L1 0 0
0 1/L1 0
0 0 1

⎤

⎦

�� Nq =

⎡

⎢

⎢

⎣

1 0 0 0
0 1/L2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤

⎥

⎥

⎦

7� �
����� ���
 L1 � ��$���
 ������� �� �
�� A��� L1 = dmax+a1+
a2B �� ���
 L2! � ��$���
 �� ��$���� �� �
�������� A��� L2 = dmax = 1.5
� ��
 ������B! �� ������� �� 
	������ ���	
����� ��� ���� �

J+
normalise =

⎡

⎢

⎢

⎣

−1.5428 −0.3100 −0.1900
−0.2728 1.2369 0.0126
0.4732 0.0839 0.4929
1.0696 0.2260 0.6970

⎤

⎥

⎥

⎦

q̇normalise =

⎡

⎢

⎢

⎣

−0.2113
0.1666
0.0631
0.1483

⎤

⎥

⎥

⎦
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���T

q̇metres =

⎡

⎢

⎢

⎣

−0.2113
0.2499
0.0631
0.1483

⎤

⎥

⎥

⎦

�� q̇millimetres =

⎡

⎢

⎢

⎣

−0.2113
249.8803
0.0631
0.1483

⎤

⎥

⎥

⎦

� � 
������ ����� V̇metres =

⎡

⎣

0.2
0.3
0.0

⎤

⎦ �� V̇millimetres =

⎡

⎣

200.0
300.0
0.0

⎤

⎦

�� ��
��������� ��
��� ��� �� ���@
����
 ��� �
������ ������	� ����'
�	��! ���� �� ��
��� ��� �� ����
���
 � ���'�� �
����  ��'�' �� ���� ���'
$����� �� 
	6	
����� �� ���
����� ��� ��� �� �	������� ��� ��$���
� ��
��
��������� �����	��� M������� ���Q���� ��� ��$���
� L1 �� L2 ��
 ��
 ������� �
�����
�� ��	�� �� 
	���	�� ���� � ������ J�G�

q̇=J+ Ẋ Ẋ2=J q̇

� �� � ��

���� �	
�������	�

−0.2109

0.2498

0.0611

0.1498

2.2914

0.7832

−10.8233

8.5319

0.200

0.300

0.000

200.000

300.000

0.000

��� �	
�������	� L1 ! L2

−0.2113

0.2499

0.0631

0.1483

−0.2113

249.8803

0.0631

0.1483

0.200

0.300

0.000

200.000

300.000

0.000

��� �	
�������	� 10 L1 ! 10 L2

−0.2117

0.2499

0.0646

0.1471

−0.2117

249.9153

0.0646

0.1471

0.200

0.300

0.000

200.000

300.000

0.000

��� �	
�������	� 0,01 L1! L2

−0.2113

0.2499

0.0631

0.1483

0.200

0.300

0.000

��� �	
�������	� 0,1 L1 ! L2

−0.2113

0.2499

0.0631

0.1483

0.200

0.300

0.000

��� �	
�������	� 10 L1 ! L2

−0.2113

0.2499

0.0631

0.1483

0.200

0.300

0.000
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q̇=J+ Ẋ Ẋ2=J q̇

� �� � ��

��� �	
�������	� 100 L1 ! L2

−0.2113

0.2499

0.0631

0.1483

0.200

0.300

0.000

��� �	
�������	� L1 ! 0,01 L2

1.2590

0.1035

6.3326

5.0736

0.200

0.300

0.000

��� �	
�������	� L1 ! 0,1 L2

−0.1767

0.2464

−0.0877

0.2644

0.200

0.300

0.000

��� �	
�������	� L1 ! 10 L2

−0.2117

0.2499

0.0646

0.1471

0.200

0.300

0.000

��� �	
�������	� L1 ! 100 L2

−0.2117

0.2499

0.0646

0.1471

0.200

0.300

0.000

��� �	
�������	� 0,1 L1 ! 0,1 L2

−0.1767

0.2464

−0.0877

0.2644

0.200

0.300

0.000

��� �	
�������	� 0,1 L1 ! 0,01 L2

1.2590

0.1035

6.3326

5.0736

0.200

0.300

0.000

��� �	
�������	� 0,01 L1! 0,1 L2

−0.1767

0.2464

−0.0877

0.2644

0.200

0.300

0.000

���� J�G U +�Q���� ��� ���
��� �� ��
���������

+ ����
�W� ��
����� ���� � ������ ���! ���
 �� ������! ���� �
��$���
 L2 � ��� ��Q���� ��
 ��  ������� �
�����
�� ��������! ���� ���
��'� ��� �
�� ����
������ 4���� �� ���� ��� ��$���
� �����	�� ���
 ��'
��$	�	���
 � �
����� �	������� ��  ������� �
�����
�� ��	�� �� ��
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��������� � ����
������ �� �
�� ����������
�

����� �	����� �� ��
���������! ���� ��� �
�� ����� �� ����$���! ���
��� 6�
������ �	�������� ��� ��$���
� �
��	
�������� ������� ���
 ��
���
��� �� ��
���������� 1��� � 	$������ ����
	 ��� �� �������� ��'
������ �	�������! ���
� �� ��$���
� �
��	
��������! �� 
	6	
����� �����
���
 
	����
 �� ���! 
������ ���� �	����� �
���
��
� �� ��� �� �
������

=�	�	���	�� � ��� ����	� �� ������� �� ����	�	�� � ��� 	������
�������	��� �������� . ����� ������� ��� �
	����	� ��
 1��� RIL! IO!
CJ℄ ���
 
	����
� �� �
������ ������$	�	��	 �� ���� �
���� �� ���
���

����$���
��� 7� �	������ ����������� �� ���
��� �� ����$� ��� ��� ���
*�
� ������� #������������ ���������� 
��
	�������! ���
 ��� #��������!
�� ���
���� ���
� ����� ��
� ������ ��� �@�
�� $	�	
���	� �� ���  �������
$	�	
���	�� �� �����
� ��
� ��  ������� ��	��
�� �� ��  ������� �� 
��������
7�� ��� ��� *�
� �	"���� ������ �� �� ���� ��� �� �
������ ����
��� ��
 %
�� ] �

U < • > MuU =
n

∑

i=1

m
∑

j=1

Muij.ui.uj

X < • > MxX =
n

∑

i=1

m
∑

j=1

Mxij.xi.xj

������ ����$����� + ��� �
	6	
��� �� �
���
� �� ���
��� ���� ��� � �
�'
���� ����
��! �� ��� � ��
�� ����� �	"���! ���� �� �
���� ���� ����� �
���'
6�
������ �>�� �� ���� ���$����� ��	����

��� �����
� �
������� ����������� ��� ���
��� ��	��
$�� ��	�����! ��
���
�� �� ����� $	�	
���	�! �� ��@����
 ���
 Mu �� �� 
���� �����
���
 Mx� +� ��� �� �@�� �	����
	 ��� �� ���
��� 
��������� ������ ��
�
��
�	�	� ���
 ������
 �� �
����� ����
�� ����$��� �� �� �
����� ��	��
$��
��	����� Kb ���� �
�� ��� ��	�! ���� ������ �
�	����! ����

Kb =
1

2
V tMvV =

1

2
v < • > Mvv =

1

2
(m�vt�v + �wtIm �w)

� � m � ����� �� �
�� �����	
	 �� Im �� ���
�� �����
���� �� ���
��

��	��
$�� ��	����� �� �
�� Mv �����
��� ��
� ����

[

mI3 ∅3

∅3 Im

]

� ��	��
$��

��	����� �� 
���� ����� ��� ����� � �� ��	�! ���� ������ �
�����
�!
����



$7�7 �������� �� � 	��������� ���� �� �	�����	�� 2"

Kr =
1

2
q̇tMq q̇

t

� � Mq ���
�� �� ����� $	�	
���	� �� ����������
! ���� � �� ���
�	���	 �� ������ �� ����� �� ����
� ��� ���
��� Mv �� Mq ��� �����	�
���� ���
�� �� ����$� ���� ���� ���$�� ���� �� �
�� � $���� �� �
�
���� �

J# = [J tMvJ ]−1J tMv �� J# = M−1
q J t[JM−1

q J t]−1

7� �������� �� ���
��� �� ����$�! � �� �� ��� �
�� ����	
	� $	�	'

���	� ��� ����$���! �� �
���� �� � ���
 �@�� �� ��������
 �	��
$�� ��	�����
����� �� ����������
� �� ������� ��
�����
� �� �
����� �� 
	�������
�� ����� ��@	
����� �� �
�� ��� ��
� ����	�! �� �������� ��� 6�
�������
�

��� ��
 �

dq = J# dX

����� ������� ������ ������ �� �
��������� ���
 
	��
��
 � ��� �����
�� ��������
 �	��
$�� ��	����� �� ����������
� ��
���� ��� ������� ����

���� 
��������! � ��� ���	
������ ��������
 � 
�������� ��	������� ���


	����
 ��� E����'�?���E� �� ������� ��
�����
� dq ��� ��
� ��$����	�
����� ������� ����$����

����� 4���������� "� �� ��"��"���

%� ��#���6 ���� *�
� ��������
 ���� � �������� �� �	������� ��� �
���'
������ ���
 
	����
 ��� �?��� �������
��! ���� ��  ����� � � ��� ���'�
�� ��
��
���� ��� � 
	�������� �� � �?�� �
������� �� �
����� �� �
������� ��	������� �� 
����� 
��������� ���� �� 6�
���
 ����� � m ��
	���� �	�����
�� �� ��>����� ���
 
	����
 �� �?�� ����	�! ���� �� �� ���
�� �� m ��� ��	�
�������� ����
Q�� ��
���� �� � ������! �� �����	
��� ��
����������
 
�������� An > mB! � ������� �� �� An − mB �� ����	'
������
�� ��� ���������� 7� ���� ��� ��
����
� �� 
	����
 ��� ����'�?���
��� �
��
����
��� �� �
����� ��� ��
� �� �	��
����
 � ������� �����	�!
��� ��
����� � 
	�������� �� � �?�� �
������ �� ��� ����'�?��� �	��
	���
�� �� � ��� ����� ��� ��������
 �������� ��� �� ���������� ���
 
	����

���������� � �?�� �
������ �� �������� � ����� ��@	
����� �� �
��� ��
������� ���� �
������ �

������ ��
� � � ������� ��
�����
� �

dq = J#dX

1��� � �� �� ����������
� 
���������! �	������� �
		����� ���� *�
�
���	�	� ��
 ��� ������� ���� ����$��� �� ��������������! ���� � 6�
��'
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����� �	���� �� ������ ���� ���� ��� �	
��� � �?�� �������
� � �����
�
�����
� �� ����� �
�	�����

$7�7�7� �>�� ������	�� ���� � ����� ���	���	��

����� ����
��� � ��� ����� � ���$���� RKF℄! �� GCKK! �
����� �� �
�#���

���� �?�� �
�����
� ��
 � ����� �� � #��������� 7� ��� 6�
��	� ��
 �

dq = J#dX + α (I − J#J)Z0

�T (I − J#J) �������� �� �
�#����
 �
���$��� ��
 � �����! Z0 ��� ��
 ����
 �
���
��
� �� R

n! ����$��� � dq! �� α ��� �� ��>���� ��
�������
�� ����	
�
 �����
���� 
���� � ��� ���� ��
��� �� ���� 	��������

����� ������� ����$��� �� ��
��
�� ��� � �?�� �
������ ������� �
�
�#����� ��
 � ����� ����
��� ����� ��Q���� �� � �?�� �������
� ��
 �

	�������� �� � �?�� �
������� ��  ����
 Z0 ��� �
�#��	 ��
 � ����� �� J �
��@����
 
������ "��! �  ����
 Z0 ��
��� ��������
 �� ������	� ����
���
���
 ��������
 �� 
���
� �

��������� � ��� �?�� �� ������ �
��
��	�

�
����� ���� ������ �����! � �� ���� ����������
 ��� ��! ���'
�
	 "$�
� J�L! � � ���� �� ��
�� � 
	����
 �� �	������� ��� ��� �
��
����� ]! ���� ���
����� ��
 ;� 1��� � �� ��
�����
! � 
���� ��� 
�'
������� ��
 
����
� � � �?�� � 
	����
 �� ���� *�
� �����	 ���
 
	����

��� �?�� �������
�! ��������
 � ������
 �� �������� ��� �� 
������� ��

�������

���� J�L U 7����� ������
�����

(� ��� ����
 �! ���� ������ �
�����
�! �� �������� �������� ���
 ��
���� �?���! ���� ����
	 �� "$�
� J�O! � ����
�W� ��� ���'� �� ��� ���
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��� *�
� 
	���	�� ���	$
������ �� �*�� ������ �� ������� �
������! �
'

��������� � � ������� ��
�����
� �� ��� �
�� $	�	
���	�! ��� �� ��� �����
�
��
��	� �� ����� �� � #�������� �� � �?�� �
������! ���
 � �
�����
� ���� ��
����
��! ��� ��������� � ��� �
���� �
���$���� ��  ����
 ��
� ������� �
������� D���� �������� ��
 ���� �
���� ��� ������� ���
 �
�?�� �
��
����
�� �
�#���
 �  ����
 �������������� ��
 � ����� �� � 
� ����
��
� � �����
 � ������� ��� ��
��� �� 
	����
 � �?�� �
��
����
� ���� ��
���������� ��

��
 
	���	� ��
 � �?�� �������
� �
���� ��� �� ����� ���
�������� ��� $	��
��� ���  ������� ��� ���� ���� � ��
����� ]� �� �������
"��� ��� ��� � �����  ���
��� �� � ������� �
������ �� �� � �
�#�'
���� ��
 � ����� �� � ��  ����
 ���������������

���� J�O U /���� �� � �� �
�#����� ��
 � �����

����� �	����� ��� �����	� ���
 ��������
 ��� 6������ �� �&� h(q) ����
������ �
�����
�� Z0 ��� ��
� ��	 ���� � $
������ �� ���� 6������ �
Z0 = ∂h

∂q

t
� ����� �������� � 	�	 �
����	� �� GCKK ��
 ���$���� RKF℄ ���


	��$��
 � ����������
 �� ��� ���	�� �
�����
��� 7� ���� 	$������ *�
�
�����	� ���
 ��$�����
 � �����������	! ��������
 �� �@�
�� $	�	
���	�!
	 ���
 �� �������! �� ���� ���
� �?�� ��� ���� *�
� �
������ �� 	 ��	�
���� ������ �
�����
��

�������������� ��� �	������� ���! �� ����� $�
����� �� ���� *�
� ���'
�	� ���
���� ���������� ���� ������� $���� 1� ���! �� ��
 � �
�#�����
��
 � ����� �� � �������� �?��! ���� ��
���
� ��� $	�	
������ ����
6����'
���� 
	���	�! �� ���� � �� �T �� ���� �?��� ���� �����������! ���������
�$��
	��
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$7�7�7� �>�� ������	�� ���� � ����� �����	��

1��� ���
���� ���� �������� �
���� ���  ��� �������
 � 
	��������
�� ������
� �?��� �
�	������� �� 6������ �� ��
 �
��
��	 �

$7�7�7�7� 6�������	�� � ����� 6�
������� � 	�	 �
����	� ��
 -���'
#�9�<� �� 3��� �� GCNL RKH℄ ����� ���
��� �� 
	������� ������ ��� 6�
��'
����� ��� �?��� ���� ������ �
�	���� ���� 
���� ���	� ��
 � ������ ��
�
�#����� ��
 � ����� �� � �?�� �
�������

������	
��� ��� �?�� �
��
����
� dX1 �� ��� �?�� �������
� dX2� 4
����� �� �� �?��� �

��������� ��� ���
��� #��������� J1 �� J2! ����
���

dX1 = J1dq �� dX2 = J2dq

�� ������� $	�	
�� �� ����� ��@	
����� �� �
�� 	���� ����	� ��


dq = J#
1 dX1 + (I − J#

1 J1)Z0

�	������� �
		����� ��	
�� 	$������ �

dX2 = J2 J#
1 dX1 + J2 (I − J#

1 J1)Z0

�� ���
�!

J2 (I − J#
1 J1)Z0 = dX2 − J2 J#

1 dX1

(� � ������� ����� �� ���� 	������� ������ ���
 Z0! ��
� � ������
�?�� ���� *�
� 
	���	� ���	$
������� ��������� �� ��� 
�
����� � ���
%�� ������� ���
��	� �� Z0 ���� ��
� *�
� ������� �� ���������� ��

��

��
 � �?�� �������
�� .� ������� ��
�! �� ������ Ĵ2 = [J2 (I − J#

1 J1)] ��
�� ���
�������� Z1! ��  ����
 �
���
��
� ����$��� � dq �

Z0 = Ĵ2
#
(dX2 − J2 J#

1 dX1) + (I − Ĵ2
#
Ĵ2)Z1

7� 
����V��� ���� ���
������ �� Z0 ���� ����
������ $	�	
�� �� �
������� �� ����� ��@	
����� �� �
��! �� ������� �

dq = J#
1 dX1 + (I − J#

1 J1)Ĵ2
#
(dX2 − J2 J#

1 dX1) + (I − J#
1 J1)(I − Ĵ2

#
Ĵ2)Z1

-���#�9�<� � ����
	! �� �������� � ���	�
�� �� ����������� �� (I −
J#

1 J1)! ��� � �������� ��
�� �� ���� 	������� �� 
	���� � Ĵ2
#
(dX2 −

J2 J#
1 dX1)
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�� 6�
������� "��� �� � ������� ��
 ���� ���
��� ��� ��� �

dq = J#
1 dX1 + Ĵ2

#
(dX2 − J2 J#

1 dX1) + (I − J#
1 J1)(I − Ĵ2

#
Ĵ2)Z1

7� ���
����� �� ��� ��� ��
�� �������������� Z1 ���! �
�#��	 ��
 ���'
��
������ ��� ������ �� J1 �� J2! ���� *�
� �����	 ���
 
	����
 ��� �
�������
�?��! ���� ����
6	
��� � � �� ���� �
����
��! ���� � �� ���� �&
 �T �
��$
	 �� 
�������� ��� ��>������� ����
���� ���
 ��� �� �
��� �?���
�������� *�
� 
	���	�� �� �*�� ������ ������� �� ���� 6�
������� ����'

�W� ��� ��
����� �� ����
 ��� � "$�
� J�K�

���� J�K U D?�� �
�	������ ' 6�
������� G

(� ��� �	$�$� � ��� ��� ��
�� �������������� Z1! �	������� ��� ����'
�	� �� ���� 		����� � � �
����
 �

������ � � ������� ��	��
$�� ��	�����
������� ���
 � �?�� J1� ����� ������� �� ��
��� �������� ��� ���#��
�
�� 
	����
 � �?�� �������
� J2� ���  ������� �
�����
�� $	�	
	�� ��
 � 
	�'
������� �� � �?�� J1 ��� ��� �� 
���
���
 �� ��	��$��
 �� � 
	��������
�� ���#���6 �������
�� ����� ��Q���� �� J1 ��
 � 
	�������� �� J2 ����
*�
� ���
	�	� �� �
�#����� � ������� ������� ���
 J1 ��
 ������ ���$�
�� J#

2 A ��
  ����
 E+�Q���� ��
 .�#���6HE! "$�
� J�KB�
%��  �
������ �
�����
� ����	������
� ��� ��
� �	�����
� ���
 ��'

�����
 �� �@�� �� �� 
���
���
 �� �  �
������ �
�	������ dX2 �	��
	��
�����  �
������ �

������ �� ��
�� (dX2 − J2 J#

1 dX1) �� �	������� �� ���

����	� ���� ������ ���  �
������� �
�����
�� ��
 ��� �
�� $	�	
���	� ��
� 
���
����� �� J2 �� ����� �� J1 A [J2 (I − J#

1 J1)] B� �� 
	����� �� ����
�
�#����� ��� ���  �
������ �
�����
� ����
������ �� ����� �� J1! �� ���
��	�"�������! �� ��� 
	���� � ����������� �� dX2� �� ������� "���
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������� ��� ��������� � �����  ���
��� �� �  �
������ �
�����
� �����
�
�� 	� �� �� � ������� �� ��
�� ������� ���
 J1� �� ������� ��� ��
���
�� 
	����
� ��
6�������� �� ���� �?��� �������	���� ���� ����
����
 ���
������ 
������6� �� ���'�� ����� ��
����
��	 ���  ����� $
�����������
������� ��� � ������� ������� ��
 ���� 6�
������� �� �
�� � � �����
��'
���� ��� �
����� �

��������� ��� ������ 
������6� �� J1 �� J2�

����� 6�
������� ��
��� ��� �� 
	����
 ��
6�������� �� ��@	
�����
�?��� �
������� ���� ���������� -��� �� � ����� 	����� ��#��
 ����'
�
����
� ��� ���$��
��	� ���
�$��� �$�
��������! ��� ��� ��� *�
� ����� ��
	 ����� $
����������� ��
 � "$�
� J�N � �
���� �� �?��� ���� ��� ��'
������� ���
� ���! �� �
����� �

��������� � ��
 ������ 
������6� ����
��������� ��
����� ���
 ����
������ ��� ��
� 
�#��	� ��� �� � ������� ��'
����� ��� $	�	
��
�� �� $
�����  ������� �� �	�������� + � � �� ��� ���
$
���� ���������	 � � �������� 
������ � ��� �?��� ��� ���� �
� ����
 ��
6�
��� ���������� ��� ���� �@��� ���� ���� �
��	
�������� �� � �
	����
����� ���$��
��	�

���� J�N U (��$��
��	� ���
�$��� �$�
��������

��� ���$��
��	� ����
������� �
���� Ĵ2 ����� ��� �	$	�	
����� �� 
��$
��
� ��� J1 �� J2 ���� �� 
��$ ����� (�
�#� RCC℄ � ����
	 ��� �� ��"$�
�'
����� � ����� ��� ���� �
� ����� �	$	�	
����� �� 
��$ �� J1 �� �� J2! ����
�
���� �� ���� �?��� ���� �����������! ��� ��� 
	������� �� �*��
������
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$7�7�7�7� 6�������	�� � ����� 6�
������� �������� ��
 � �
����� ���'
��	 �
���� � �?�� �������
� ��� ���
��	� ���� ������ �
�����
� � � ��>�
�� ���
 � #�������� 
	����� J2 �����	� � � �?�� dX2! �� �	���
� �  �'
���
 �	������� �
�����
� dq2 = J#

2 dX2 RGO℄� �� ������� $���� ��� ��
�
������� ��
 �

dq = J#dX + α (I − J#J) (J#
2 dX2)

����� 6�
������� ��� ��� �� �
������ �� ���$��
��	� �$	�
����� ����
�� 
	���� ��� �
�� ��
�������� � �?�� �������
�! ���� ����
	 ����
������ �
�����
� �� "$�
� J�C�

���� J�C U D?�� �
�	������ ' 6�
������� H

�� ��	�� ��� ��������� � ��� ������ ���� � �� ����� �?�� �������
�
���
��	� ���� ������ �
�����
�� �� ������� ������� ��� ��
� � �������'
��� �� � ������� ������� ���
 � �?�� �
��
����
� �� ����  ����
 ����
'
������ �� ����� �� J1 ��� ����
��� ����� ����
6	
��� �� � �?�� �������
�
��
 � �?�� �
��
����
��

$7�7�7�7� �������	��� ��� ���� �������� ��� ���� ���
���� ����
����
	��! ���� � �� �� ���� �?��� �
�	�������! ��
 �� "$�
�� J�GF �
����
���'� ���� ���������! J�GG �
������� ���� � � ����� �� � ����������	
�� J�GH �
������� ���� ��������� ������������
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���� J�GF U D?��� ���������

1��� � �� ��� �?��� ���������! � ����
�W� ����2 ��������� ��� �
6�
������� G ��� ��� �>�� �� �
	��� ��������� ��
��� �� 
	����
� ��
���� �?��� �� �*�� ����� A� ������� ������� ��� � �����
������ ��� ����
������B� �� 6�
������� H! ����� � ��! $	��
� ��� �

��
 ��
 � 
	��������
�� � �?�� �������
� �������� ��� $
���� ��� � ������� "��� ��� 	��$�	�
�� ����� �� J2� 1��� � �� �
	��! � 6�
������� G ��� ��� �����
� ���
� 6�
������� H�

���� J�GG U D?��� �
����� �����������

��
���� �� ���� �?��� ���� �
�� ��� ���������! � 6�
������� G 
�'
���
�� ���#��
� ��� ������� ��� ��
��� �� 
	����
 �� �?��� �� �*�� ������
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���������! ���� � �� �
	��! ���� ������� �� ����� ��� � ��� ���
��
�	�
��������� �

������ � ��� ������� � � �� 6�
���  �
������� �
�����
�� ��
��� $
��� ���������	 � � �������� 
���� � ��� �������� �������� ���
 ��
���� �?���� ����� ���������	 ��� ��
� ���
� �� �
����� ���$������ ��
 ������� �
�����
�� ��� �� �
�������� ��
 �� 6�
��� ���������! ������
�� �
��� �������� � �
������	 �� ��������� ���$���
��� �� ������ 6�
�������
����� � �� ��� ������� ��� ����� � �� ����� �
��� ��� �

��
 ��
 �

	�������� �� � �?�� �������
� ���� 
���� �
��� ��� ���� �������� ��'
������ �� �� $	��
� ��� �� 6�
��� ���������� 7� ����� ��� ���
��
�	�
�
���� �� ���� �?��� ���� ��� ����������

���� J�GH U D?��� �����������

7�"�! �
���� �� �?��� � 
	����
 ���� ��
������� �����������! �� ��'
������ �������� ���
 �� ���� 6�
�������� ���� ���������� �� ��	�� ��
 �
����� �� J1� ��� ���� 6�
�������� 
	������ � �?�� �� ��� 6�
�� �
��
��	
���������� �� �	$�$��� �� ���
��� + ��� � ����
 �������� ��� ���� ��"'
$�
����� ��� 
�
� �� ��� �� ���������� �T �� ��@	
����� �?��� ���� �
����
�� �������������	 ���� ��� 6
	��������

$7�7�7� ������	��

�� ���� �� ���� �� �� �
��� �	������ �	���� � � 6��� �� � 6����	 ��
6�
������� ��� 6������� � ��������
 ������� ���� �� ������ �
�	�����
�� �
�����
�� ���� ����� �� � ���������� � �
��
� �� � ����������	 ���
�?����
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1��� � ��
� �� � ��������� 
	����� �� $���� ��
�
$��! � 
��������
��� �����	� ���
 	 ���
 �� �
$���� �� ���
 ��������
 ������� � ������'
�����	 �� �����
������ ��� ���� �?��� ���� � �
��
� ����������� �������
��������
 � �����������	! ���� ���� ���������! 
� ���� � �����
���

6�
������ ��� �
$����! �� 
����� �� �� �����
� + ��� ��� ����
���� �����'
���
 ��� �	����� ��� ���� ���
��
�	� � ��� �?��� ��� ��������� ���
�
����

7�"�! ���� ��� �	 ������� �� � ������� ��� ������� ���� ��
��� ����
������ �
�	����! �	 ������� �� � �?�� �� �����������	 �� ���� ��� �
*�
� ���	���� 
	���	�� ��� ���� ������ ��� ��� �	������� *�
� 6�������
��	� ���� 6�
�� �� $
������ ���� ������ �
�����
��

�����
��� �
�����
� ���� ����� *�
� � ����� �����	� � ������������
�� � 
�������� ���� � ������� ����	� �� �����
������

����� �� ������� "� �����"� ����������

���$�
����� �� ������� ���	����	 ���� �� ���������� ��
�������
��	 ���
 �� ���� ���� �
� �� ������������� ��� ���	 ��
 � 
	������� ��
����� ��@	
����� �� �
��� �� �?�� �
������ ��� � �?�� �� ��� � �� �
�#�'
���
�! ��� ��
��� �� 
��
����
� � $���� ��
�
$��� ������
� ���
�� �?���
��� ��� 	$������ *�
� 
	���	�� �������	���� � $������ ��� ���	�� �
���'
��
��! $������ ��� �@�
�� $	�	
���	� �������! 	 ������� ��� ������� ��
���$����� �� �����
� ���
 ��������
 � �����������	�

�� $������ ��� ���	�� �� ��� ����� �
�����
�� ���������� ��� �
��
����
�
�
 �� ���
������ ��� ��� *�
� 
�����	�� � ���� �������� ��� ���
������
	���� �� �*�� ����
� A 	
�"����� ������  ���
 �
�����
� ��� ���
� ����
��
��� "�	��B! ��� ��
��� $	
	�� ��
 �� �*�� �
������! ���	������� ��
�� �� ��� �����! �"� �� $�
����
 ��
 ���  ��������

�� �	�
��	 �� ������� 	���� ��� ����
����� ��� � ��6�
� �� ��
�
$���!
� �?�� ��	 ������� ��� �
$���� ��
� �
��
����
� ��
 � �?�� �� ������������
�� � �����������	�

$7�7�7� ;���	�� ��� ������ �� ������ ���	���	��� ���	��	����

�� �
������ ��� �� ���  	
�"� ���� � �*�� ����� � ���  �������
��� ���
������ ��
���� � � 6��� ��
 �� ���	�� �
�����
�� �� ��
 �� �����
�
�����
�� ����������� + ��� �	���	! ���
 ��� 
������ �� �
�	! �� �� ������
��
 � $������ ��� ���	�� �
�����
�� � �  ��� � � ��� ���'� �� ������ ���
 ��	���

�� �
������ ���$�� ��� ��
������� �� ���� �� �� ��� ��������� �
��'
���
��! �� ��� ��� ��� ����� �� 
�������
 �� ��$���� �� ����������
�
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+ �$�� ���� ��� ���
����� ��
���� ��
 �  �����	 �� ��� ����� ��	 �
���
 ����� ��� �� ��������! �  	
�"� ��� � �������� �
�����
� ��
�� ���'
 ����� 
���� ���� ���� �� ��
��� �	"����� (� ���� �������� ���  	
�"	�! �
��� ����� ��� ������	� 1��� � �� ���
��
�! ��
�������� ���
�	� ���
E$�	�E � �� ��� 
���
	� ���  �
����� �
�����
��! ��� �� � #��������� %�
��� ��� �� �� ��� �����! � ��
��
 �� � ��
���
� ��������  ����! ���

	���	 � � � #�������� 
	����� �� � ��� �� �������� �� ������ �� �
'
��������� ��� � ��� ���  	
�"	�� �� �
������ ��� 
	�	�	 #������ ������

�� ��� ����� �������� � � �� ���	�� �
�����
��� ��
���� ���'� ���
�
�� 	! � ��� ������	 �� �� �
��������� ���� E�	$�	��E ���
 � ��� �����
��� ����

(� ���� ��� ����� �������� � � �� ���	�� �
�����
�� �� ���� *�
�
�
�� 	! � �������� �	��
	� ��� �����	
	� ���� ��� 
	������ �� � �����'
���� ��� �

*�	��

��  	
�"����� ��� �@�
�� $	�	
���	� ��� 
	���	� �� ���� �� �*�� �
���'
��� � � ��� ����� ��� ����	 ���������� �� �� ���� ��������� A���	�� ��
�����B ����  	
�"	��� �� �	��� �� �� ��� ����� �
�����
�� ��� �	 �'
���	 �� ������ J�I�J� ��
������� �
�������� �� ���� ��� $	�	
�
 � ����
�	��
	! �� ��� $�	�� ���

	 �
������	 ��� �
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���
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 �� �� 
	����
 � �?�� �	��
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����� ��
�
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�
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�
� �� �
��
��	! � ��� � �� � �
�#����
�! �	 ������� ���
�
$���� �� � ������������ ��� �� � �����������	�

��� �?��� ��	 ������� ��� �
$���� �� �� ������������ �� � ���������'
��	 ����! ���� � �� �
	����! ���
������
�� � �� ������� �� �@�� ��� ���

��������
 ������� � �����������	! � 6��� ���
 �� ���� ����� �����
�
��� ��� �����
����� �� 
���
��� ��� �
$����! �� ��
�����
 ��� �����

�� �?�� ��	��$������ ��� �
$���� ��� �
���
���� ���
 � �	�
��	 ��
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� �
��
����
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 � �?�� �� �����������	 �
����
�����
����� ��� �
��� ��� �
$����� ���������! �� ��� ����� �
����� ���'
���� �� �	�
��	! "�	� � GF��! ���� �
��
��	 ����� ��� ���������

�� ��	
�
��� ���
� �� ���� �?��� ���� ��� *�
� �	�������� �� � ���'
���� ���
� ����
����� �� �
$����� ��� �?��� ��� ��� ��
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� �	"����
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������� �� ����� �� �����������	 ����$��� RIK℄ � ��
������ (n,wn) �T n ��� � 
��$ �� � ���
�� �� �����������	! �	"���
��
 Ẋ tJ#tMqJ

#Ẋ �� wn =
√

det(J.M−1J t)

�T Ẋ ��� �  ����
 ���  ������� $	�	
���	�� �� M �� Mq ���� �� ���
���
�����
��� ���
��	�� ���� �� ������ �
�	����� �� �
�����
��� 4����! ��
����������
� 
��������� ��� ��� *�
� ����
	� ��
 � ���� �� ���
����� wn ������� � 
��$ �� � ���
�� �� �����������	 ��
� ���� �
����� ������	 ��� �� 	$� � O� ��� ����� ��� ����$��� ������������!
�� �
���� ��� �
���6�
������� ������! ���� ��� ��	 ��������� �����	
��
 � ���� �� � ���
�� �����
��� ���� ���
�� �� ����$�� + ��
�
����� ��� ��� � �����	 �� �	������� �� ��@����
 ���� ���'
��� �� �� $	�	
����� ��  ������ �� ���'� ���� � �����	 �  ���
�
����
��� �� ����������
 �� � � ����
� �� ��� ����� ���� �������

U  ��	�	���	�� � ��� ����	� ?���	���� �����
�� . ���� ���'
�����! �
����	� ��
 )������ RJO℄! ������� � 
�����
 ���� � ��
�� � #�������� ��  ������� ��	��
�� �� ��$���
�� �� ��@����
 A �'
���
 ẊB ��
 ��  ������� ��	��
�� �� I �� ��� ������� ��� ��
��� ���
��������
 ��� ���
�� #�������� �T ���� �� ��
��� ��� ��� ����	� ��'
��$����� ��������� ������ ��� ���'�� �
����  ��'�' �� �� ����! �
��
�������! �� � �������� ��� ������ ��
 ��@����
�

U  ��������	���	�� �� �� 1���	���� �� ��� ������� �	����� . +
��
��� �� ���@
����
 �� �
����� ������$	�	��	 �� �� �� JJ t ��
����
��� ��� ����������� �� 
���
� �� ;����<�9� ���	 ��
 ��� ���
��
#�������� ��
����	� JN ! ��� ��� �	����
� ���� � ����� �� �����
��
���� 
���
� �� ;����<�9� ��
����	� 7� ������ �

dXnormalise = Nv dX �� dqnormalise = Nq dq
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� � Nv =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1/L1 0 0
0 0 0 0 1/L1 0
0 0 0 0 0 1/L1

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

�� Nq =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

a11 0 0 0 0 0 0 0
0 a22 0 0 0 0 0 0
0 0 a33 0 0 0 0 0
0 0 0 ... 0 0 0 0
0 0 0 0 ... 0 0 0
0 0 0 0 0 ... 0 0
0 0 0 0 0 0 ... 0
0 0 0 0 0 0 0 aii

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

�T aii = 1 ���
 �� ������� 
���P��� �� aii = 1/L2 ���
 �� �
����������

�	������� �
dX = Jdq

�� ���� ��
� �
dXnormalise = NvJN−1

q dqnormalise

.� ���� ��� ����
 �

Jnormalise = NvJN−1
q �� wnormalise =

√

det(JnormaliseJ t
normalise)

(�9�
�2 RCL℄ �� 1��� RIK℄ ����
��� ��� ����������� �� ���� ���
���
�� ��
��������� 	����� �
��� � �
����� ������$	�	��	 ���� 
���
� 
���
� �	������� ��� �������� �� � ��	������� �� ����������

�� �� �� ��"$�
����� �
�����
�! ���� ����� ��� ���
��� �� ��
�����'
���� �����	�� ���
 �	"��
 � ����������
 �� �� 
	6	
����� �����	 ���


	����
 �� ����

$7�7�7� ���	� �� � 	��	� �� ���	�����	�	�� ���� ��� �	�����	���

�� ���� ���� ����� ���
 	 ���
 � �����������	 ���� �
�� 
��������
��� ��� ������� �� �
����� �� � �������� ������
������ ���
 � ��'

�
$�� ����'�� ��� � �� ������� ��� �� #�� �� ��������� ����
����� �� �
������� 	���� ��� ������� ��	�������! � 
���
� �� �����������	
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���� 
���
� ����� ����� �����	 �� $	�	
����� ��  ������ ��
 ��@����
!
��� �� �	������� ������� ���
 �� ����� ��@	
������

��
�� �� �
��� ������ ����$����! � 
���
� �
����	 ��
 )������ ��� �
��� �
���
��
� �� ��
� ��� 	�
�	� ������� �
����	 ��
 (�9�
�2 �� 1��� ���
���	
������ �
 �� �
����� ���������! ����������� �� � ���
�� �����
��� ��

���� ����"� �� ��$��"����� �������� � � 	 ��� �	��
���� �� ��
6�
�����
���������� �� ����������
� 4�����	 � � �������� ������
������ ����'
�� ���6�! � 
���
� 6� �
��� ��� �� ����
������ ����� ��� �� ��$
	� �� ���
�	
�� ��� ��$����� �
�� ��
��� .
 �� ��� � ������	 ��� ����
������ 
���
�	�
��� ��� ��� � ��
 �� $
��� ����
� �� ��$
	� �� ���
�	 ���
 ����
�
 ��
��
�
$��� �� ������ �����	� �� ��� ����� ���� � �$� ���
������ ��
��	������ ������
� ��
6�������� ��
 � "$�
� J�GJ �T ���� 
��
	����	� ��
������ �� �����������	 �� 1��� �� �� ;����<�9� ��
����	! ���
 ����
����
������ ��@	
�����
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Instrument 3668 indice Yoshikawa normalise

���� J�GJ U �����
����� ��� ������ �� �����������	

������
����� ��	 IKN ������� I ������ �� L ��! ��
� ��� �����
�����
IOON ������� J ������ �� K ��� �� ��
���
 ����� � ��� $
��� ����
� ��
��! � ��
�W� ��	
��� ���� ��
����� ����$�����
 � ����	
��	 �� ��
�
$���
��! ��
 ���������! ���� ��� ��� �����
� �����������	� .
 ��
 � $
�������!
� ����
�W� ��� �� ������ �� 1���! ���	 ��
 � ���
�� �����
���! ��� �����	!
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�����
����� IOON ������� ��� �����������	 ��� 6���� ��� �����
����� IKN�
��� ��� ��	
��� � � ������ �����	 ������� �� ����
����� 	���� ��� ��$!
��� �����	� ���������� ���� ����� ������� 7� 
� ����! �� ������ �� ;�'
���<�9� ��
����	 ��� �����	! �����
����� ����� � ��� $
��� ����
� �� ��
��� ���� � ��� ��
6�
����� ��	 ������ �� ������ �� ;����<�9� ��
����	
��� 	$������ ��� ���� �� ����$��� ��
 � ��
��
��

+ ����� ��� ��� ������ �� ;����<�9� ��
����	 �

������� � �����
��� 
���
�� 
���
�	�� + ��
� ��� �����	 ���� ����� �� �����������	
�
� �� �	 ������� ��� ����
������� + ��� �������� ���'�� �
����  ��'�' ��
�� ����
��� ��
����
�� ���� ������ ���� *�
� 	 ��	! ���� � ��
� �� �
����
����� ������
������ ��
�
$���� 
	������ � �*�� �?���

$7�7�7$ :��	�	�� �� � 	��	� �� @���	A�B� ������	�� ���� ��� ���&
����	��� �����	��� ��� 	����������

��� ����� �� �����������	 ���� *�
� �����	 ���� � ������� �� ���'
���������� 	 ���������
� ���� ����
����� ��
�
$�� �� �� ��� 	 �������

���� �� 7� ���	����� �� ����� ���� *�
� ��
������ ���
 �
����
� �
'

������� � ����
������ �	��
	 ���
 �����
����� ���� � ��� ��� ������
��*�
� ���	������� �� ��� �
�������� � �� ����
������ ���� 	 ��	� ����
��
� 
���
� �� ����
	� ���
� ���� + ��� ��� �	�����
� ��� ���� ����
��'
��� ���� "��� �� ��� ������ ����� ���� �� �
���� ���� � ������� �� ��
����
�������

���
 	 ���
 ���Q���� �� �� ���
��� �� ��
��������� ��
 �  ���

�� ������ �� ��� �� �
����! �� ������ �	���� 
	���	� �� ������ J�H�G
�� �����	
��� ���Q���� ��� ��$���
� L1 �� L2 ��
 ��  ���
� �� ������
���
 � ����������
 ��� ����� ��� 
	������ ������� ���� ����
	� ����
� ������ J�H�

.� � 
���
��� ��� ����������� ����� ���
�� #�������� ��
����	� 
���
������ ���	������� ��� ����	� �����	�� ���
 �	
�
� � �	������ ���� 	$�'
����� ��� ���'� ��� �
�� 6�
������ ��Q���	 ��
 ��  ���
� ��� ��$���
��
1��� �� ������! � ����� ��� ������ �� ;����<�9� ��
����	 	 ��� ��
L2

L2
1

�



��+ ����	��� $7 %������	�� & '����	���	�� ��� ���(�������

+���� �� ;����<�9�
� ��

(��� /�
��������� G!OOOH HCKLC
4 � /�
��������� 0, 01 L1! L2 OCHH!O OCHH!O
4 � /�
��������� 0, 1 L1! L2 OC!HHLN OC!HHLN
4 � /�
��������� L1! L2 F!OCHI F!OCHI
4 � /�
��������� 10 L1! L2 F!FFOC F!FFOC
4 � /�
��������� 100 L1! L2 6, 9226.10−5 6, 9226.10−5

4 � /�
��������� L1! 0, 1 L2 F!FOCK F!FOCK
4 � /�
��������� L1! 10 L2 O!CHHG O!CHHG
4 � /�
��������� L1! 100 L2 OC!HHFC OC!HHFC
4 � /�
��������� 10 L1! 10 L2 F!FOCH F!FOCH
4 � /�
��������� 0, 1 L1! 0, 1 L2 O!CKFC O!CKFC
4 � /�
��������� 0, 01 L1! 0, 1 L2 OCK!FNLL OCK!FNLL
4 � /�
��������� 0.5 L1! 2 L2 L!LIKN L!LIKN
4 � /�
��������� 1 L1! 2 L2 G!INJJ G!INJJ
4 � /�
��������� 0, 5 L1! 4 L2 GG!FKLJ GG!FKLJ
4 � /�
��������� 5 L1! 4 L2 F!GGFN F!GGFN
4 � /�
��������� 1 L1! 4 L2 H!KONC H!KONC
4 � /�
��������� 10 L1! 4 L2 F!FHKK F!FHKK
4 � /�
��������� 0.5 L1! 0.5 L2 G!INJN G!INJN
4 � /�
��������� 5 L1! 0.5 L2 F!FGIN F!FGIN

���� J�H U +�Q���� ��� ���
��� �� ��
��������� ��
 ������ �� ;����<�9�

������� �� ;����<�9� ��
����	 �� ��� ��
 �
 � ����
�
 ��� ������'
����
� �� ��	�������� ��@	
�����! ��  � ���Q���� ��� ��$���
� �� ��
'
��������� ��
 �� 
	������ �������! ��� �
	������� ��� ��� *�
� �
���� ���


���
� �� ����
������ ����
���� � � �� ����� � � 
���
� �� ;����<�9�
� � ��� ���
��� �� ��
��������� ��� �	������� �� � ��	������� �� ��'
��������
! �� �� ��"$�
����� �
�����
�! ���� ���$����� �� 
	6	
�����
�� ��! ���� ����� ��� ���
��� �� ��
���������� 4�$��� RJ℄ � 	$������
����
	 ��� ������ �� ;����<�9� 	���� ������� � � ��$���
 �� ��@����

�� ����������
�

���
 � ����
����� �� ����������
� ���
 � ��
�
$�� ����'�� ��� �!
��
�$��� �� 
	6	
����� �� �� ��� "�� �� ��������� ���
 ���� �� ����
�'
����� � ���� ��
�$��� �� �
��
�� 1��� ���� ��"$�
�����! �� ����
������
�� ��� ��� *�
� ����
	� ��� ���
 ��� �������� �� �
��
� ����	�� %� �*��
����
����� �� ���

� ��� *�
� ����
	 ���
 ���� ��������� �� �
��
� ��@	'

������
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���� ��� ���� �� ����������
� ����	� �������� *�
� �	"��� � � ���
����	� ��@	
����� ������� ������ ��
����	 �� ��� ���	�������! �� ��
���
�	"��� � � �� �*��� ����	� A� ������
�B�

�������������	 �� 
���
�  ��'�' �� �� � ��$���
 �� ��@����
 ���! ����
� �� �
	����! ���� �@�� ������� ���� �� ����
������ ���� ����� �� �*��
��
��'��$����

�� ��
���
 ����� ���
���� �� ��$���
� �����	�� ���
 ��
�����
 ��
���
��� #�������� ��� ��� �
��	������� ������� ��
 ��Q���� ��� 6�
���
�� ���� ������� ���
 ����
�
 	����������� �� ����
������ ���
� ��� ���
��������
 �� �*��� ���
��� �� ��
��������� ���
 ���� �� ����
������� .�
�
���
� ��� ���
 L1 � ������� ���
� � �
��
� �� � ���
� �� �����������!
��� �

������ � � �������� ������� �� ��@����
 �
� �� � 
	�������� ��
� �?��� ���
 L2! �� ������
� � ��$���
 �� ���� �� �
��������! ��� �
��$���
 '"��' �� ����� ��� �
������ ���� � �
��
�� ��� ���� ��$���
�
	���� ���������� ���
 ���� �� ����
������! �� ���

��� *�
� ����
	� 	���'
���������

$7�7�7" ��	�
�� �� ���(������ ���� �� ���	�����	�	��

������
� 
���
�� ��� ��� *�
� �	"��� � ��
��
 �� �� �� ������ ��
;����<�9� ��
����	 �

U ��  ���
 ������� �� � �����������	 �� ��
� �� � �
�#����
��
�� 
���
� �

������
��� � � ������� � ��� 6���� � ��� ���$��
��	� +
����� ��� �����	 � ���
� �
����� ���
 ���� 
������ � ���� �� 
���
� ��
�	�
��	  �� �  �� ��� ���$��
��	� �� ��� �� 
���
� �� ������������ ��
� ����	
��	 ��! ��
 ���	
����! � ����� � ��� �
��� ����� ���$��
��	
��� ������� �
� �� �����
���� �� �����
����� ��
 � �
��
�! �
���� �

���
� �	 �� �
����
 ����� ��� ���������	 � �����
������ ��� I ����
�� 
������� �� �
��
�� %� �� 
���
� �� ��
��� ����� ��� 
��
	�������6
�� � �����������	 $	�	
�� �
� �� � 
	�������� �� $�����

U �� ����� ��� ������ �� �����������	 �� ��
� �� � �
�#����
��
7� ������� �� ������ ������� � ����� �����! � 
���
� ���
���
����� � 
	��
������ �� � �����������	 �� ��
� �� $���� ��������
���
� ���� �� ��������
�
��
��� ��� ����� ������� ������
��� ��� �� �����$� �
��� ����� ���'
$��
��	! ���� � 
���
� ���
� �� ���� ���� �
������ ��� $��� ���
����� � 
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�� �� � ��������� 
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����� ��
����
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���
 ����������� "��� �� �
������ �������������� �� � ���� �� �����
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4� ��
� �� �� ������������� �
	������
��! � ���� ��� ������ ���
�����	
	� ���� �� ��
����
� �������������� ��� ���  �
��
 ���� �� ��'
��
 �� �� GF �� �� ��� �� � ���� ������� �� ����� �����	
	� .

� ��� �
� ��� �� 6
���� �� ��
��� ������� �� ���������� ��� ��� ����
�'
����� ���� �� ������ ��� � ���� �������� �� ��	������ ��� �$���� ��
��	
��� ������� ��� ������ �� 6���� ��$���
 ��
������� ����$�����
 �
�����������	! �� 
	���
� �� ����� �
�����
�� �� ����	��
�
 �����������	
�� �����
����� � ��� �
�������� �� ��� ����	��
�
 ��� �����	� ��	 ���'
���� ��������� 7� ���	�����! ���
 � 
���� ��� �������������! � ����
��� ������ ��� "�	� � ��
 ��$���
 �������! �"� �� 
	���
� �� ����� ��
�� �
$����
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+ ����
�W� 	$������ ���! ���
 � �?�� �� �����$� ��
 ��
��
� ����
'
 ���
����
�! �� ����
������ �����	� �� ��� �� J ������ ��� ��� ��'
��
������� �������	� ���� � �$� ���
����� � ��� ������ �� �
�� $
����
�����
! ���$����� �� �����
��! ��
���������� ��� ����
������� ����
��� � ��
 ��$���
 ������ � � ���
 
	����
 � $���� ���� �� 	 ����� �� ���'
����! �� ���� ���$	� ������
 ��� $
���� ��
��� �� � �$� ���
����� ��
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�� ���$�
 �� �����
� �� �����
� ������
����! �� �������
	 �� "$�
� L�H
���
 �� ����
����� �����	 �� O ������ ���
 C ��� ��� �������������
��
��� ��� 
	���	�� � � ��� ����
������ ���	� �� ������� �� J �������
�� ����
� �� ������ �� 
� *�
� 
	'	 ��	 ���
 �����
�� �
�	��
��! ����
�� �����$� ��
 ��
��
� �
��Q��� ��
 �������

���� L�H U +���
����� �����	 �� O ������ ���
 C ��
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4��
� ��	������ ��� �� � ��� �
� �� �� ������������� �
	������
�� � �
�
������ ������� �� ������ �� ���� 
������� �
��
� A������ �� ���� H
���� � ���� H�HB ��	� �� �	��� �� � ��W�� �	
��! � � ���� �� �����
�����!
���� ����
	 ��
 � 6
��� �� ��
��� ������ ������ �� "$�
� L�I� ��������
��� � ��	������� ��� ����
������ ��� ��	� ���� ��� ����� �� ������!
���	
��	� �� G � C! �� �	���	� �� �����
� H�

7� �@��! ���
 ��� �
��������� �� ���� H A
������� �
��
�B � � ���� ��
�����
����� ��
��� ����$�����
 �� �����������	 ���� �� ������
 ����� ���
��
 � ������� ��� �
$���� ������� �� ������ �����	
	� �� ���� ���! �
����
� �� �����! ���	
	� ���� � �$� ���
������ �� ����
������ ��� ��
���� 	��� �� ���� �� ����� ��� �	��
	 �� ���$� ��� ����
������ �� �� ��
�� ������ �� �����������	 ������� � 
������� �
��
� ��� �� ������ 6��
'
������� ��� �	#� 
	���	� ��
 ��� ��� J �� �� �
��
�� ���
 �� �������������
��� �����! ���� ����
����� ����� �� ����� �� 
������� �
��
� ���� ����
�������� ��
� ��� �	�
	 ���  �����
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�� ���� �� � ��������� ��� �� ��
����
� ��� ���� ��Q����
 � �� �
'
$���  �
� �������� $��� �� � ����� �	�����
� ���
 � �

� �
� 7� �@��!
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���
 ��� ��������� �� ������ ����! � ��� �� �� �
���	 $	�	����� ��� 6���� �
�� ��������� �� 
��������� $	��
��� �� �@�� ��� ������ ���� � ����� $	'
�	
������ + � � �� 
����� ����
���� ��� ���� �� �
���	 ��	����� 
���������
�� ��� ������������� �� �
$�  �
� �� ������� ��� ���������! ��� ����'
�� ���� �� ��� *�
� 	 ��	� � ����� $	�	
�����! � �� �
$��� ��� ��������

���������� %�� ��������� �� ������ ���� ��
��� ��� �� �
������ ������'
�������� �� �� �	
���
 ����2 
���������! � � �������� �� 
����� ����
����
�� �� �
$��� ����

4 ������	! ��� ������������ � � ��� ��������� �� ���� �
�� ����
'
����� �������� ��� ����� �� �� �
$�
  �
� �������� $��� ���� �	������
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� � �
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� �
�� $
����

%� ���
���� ���� ��
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	���	 ���
� ����� �	�����
� � � �� �
'
$��� �� 
����� ��� ��'� ���� ���� 1��� ������������� ���� �� ���
���
 �� ����
������ �� ��
�
$�� ����'�� ��� �! � ��� �
�! ��
�� �� ����
�
����
���� �������� �
	������
��! ������ ��������� �� GLF ���� ���� ��� ��
��� ���
���� �
���� � �
��
� ��� ��	 ��
 � ��	 �� � �$� ���
������
%�� ��������� �� LF ���� ���� ����! ���
 �
����� ��! � ��� �� �
$���
�
	��! ������ ��� HFF ���� ���� 
������ �� ����� �� �� �
$��� �	���'
�
��� A��� �� GL #��
�B� ��
� ��� ������������� 
	���	�� � � ���� ��������
�� �
��
�! ��� ���������� �� GLF ���� ���� ��
��� ��� �����	���

���
 �� ������������� � � �� �
��
� ��	 ��
 � ������ �� I��� �����
����
'����! � ���� �� � ��������� ��� "�	� � HLF� 7� �@��! ���� � ��
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�����
! �
�� ��� ������
������ ����  ������ + 6��� ��� �������
 �����
$
���� ��������� ���
 ��$�����
 � �� �
���	� ���������! � ��#�
��	 ���
���� ���� 	 ��	� 	���� �������� �� 
	����
 � �
�#����
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 	 �������
��� �
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����� �� � ���� �� � ��������� ����� ��� �	�������� ���
 ��
����� �� �� �
$����

*���� ������ ���

�� "$�
� L�J ����
� �	 ������ �� � ���������! ��� �� 6
��� �� ��
���!
�
� ����� ������������� ���'� �������� J ��#���6�! ��� 
��
	��������� ��
� ��������� ��
 �
�#����� ��
 �� ���� ��� ��#���6� ��� �����	�� ���

������������� ���
�	�! �� ���� ���
������ �������� ��� Ctrajectoire > 2000
�� Cdistance > 5mm�

1��� ������������� ����
	�! � ��������� ��� �� GLF ���� ����! � ����
�
�� ������ �� �����
����� ��� ����	 � J! � �
��
� ��	 ��
 � ��	 �� I���
����� ����
'���� �� �� ��	
����
� $	�	������ ���� ������	� �
���
������'
����� � ���� �� �������� OF%! ���� �� �������� 
	��
�� HF%! ���� ��
�������� ����
��
�� HF% �� ���� �� 
�������� NF%� + ��� � ����
 ���
���� � �� ����������� �
���
������� ��� ��	
����
� $	�	������! �� ����
���� ��
����	� �� �����
� � � ��� ��
 ����� 6���� GFF%! �� �� ��� ��	'

����
 ��� �	������	 �� ������	 �� �
��������

����� ����
	 ��
 ����$� �� � ��������� �� $	�	
����� G! "$�
� L�J! �
��������� ������� ������� �� ����
� ����
���� ������ ����  ����� ���� ��
����
� ��� ���
������� ������������ �� � ���������� ���� ���
����� ���� �
�	�����! �����	� � �� 	������ 6�
� ��
�������! ��� � �������� $	�	
�����
�� �� �����
 ��� ��� ���� ����  ����� ���� � ���������� ��������������
�� ���
���� ��
� �� ���������� �� ���
���� ���
� �� ��@	
���� ��#���6�!
���� ����
	 ��
 �� ���$�� �� � ��������� ���
 �� $	�	
������ L! K! GH!
HO! JJ �� OG�

�� ������� ������� ��� �
$���� ����� �������
� �� ����
 � GF ��
AL�� ��
 �� ���$�� ������� � ���
����� �� L �� ��� �����
���� �� �
������� 
	��B� ����� ������� ���� �
�� GF �� �

������ � � �������
������� �������� �
���� �����
����� 
	���� �� ������ �� ����
�� 7� �@��!
���� ����
	 �� "$�
� L�L! ���� ���� ���������! � ��"$�
����� �� ���$���!
��� �� ��
���
 ����� ��� ��������� �	��
���	� ��
 � �
�#����
�� ��
������� �� ���
 ������� �� � ����� �	���� ��� �� � ��$���
 �� ��
���

������ ���
 �� ������ � H ��! ��#�
����
�� �
� ��� �������������! ����
������� ��� ����� ��2���� �� ������
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����� �� � �
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�
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�� �

����� �� 6
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 � �
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��������� � �
������� ��� �
$���� �� ������� ���
 �� ����
������ � $
���� �������'
����	! �
����� ��
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���� ��$���
 � ��� ��� �����������	 �� ���� *�
�
������� ��� ��
 �� $
��� ����
� �� ��$
	� �� ���
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����'� ��� ��
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 ���� � �$� ���
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����� 	$������ ��
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	������ ������� �
� �� ������������� ���� ��� ��	
���� �� �'
$�����! �
$�������� ����� ���
 ��
  �����	� 4���� ��	�
�� �����! � ���
�
���������� �� � � #��
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 �
�� �
 � �� �
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���� �$�
����� $	�	����� ����'��#���6�� %�� ������� ���
 ����
�  �
� ��
��#���6 ��� �� 
	����
 ��� 	���� ����������� ��� �
�� � � 
	�	������	 ���
������������� 
	���	��� ���������! ���
 ���������� ��� ���� ���
��! ��
����� �	�����
�� � �	 ������� ��� ���������� ���*���� �����  	
�����
	���� ����������� ��
���� ��
 ��� ������� ��������������� � �*�� ��
�	�'
�	� ��
 �� ����
 �� GF �������! �� ����� �� �� �
$��� ���� �� ��
�
�
����� ��������

4"� �	������� �� �����
���
 �����  �������� �����������! ��� �	
�� ��
N ������������� � 	�	 
	���	� ���
 ��� �*�� �������� �� �
��
�! �� 6������
 �
��
 � ����� 6��� � ��������� �������! � $	�	
����
 �� ����
�� �	�'
���
�� ����� ��� �� ���� �� ��
�
� ����������� ��� ��	
����
� $	�	������ ��
�������� �� 
�������� A�	�������� �� �
���
�������B�
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 ������� �� ��� ��� ������
� �� ����� �� ����
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����� ����
	 �� ������ L�H�H! �
� �� �������������! � �	����� ���	�
��
 � ��� ���������� ���� ���
����� ����
� ��� ���� �� ����
������ ��
6
��� �� ��
��� ������ ���������� �� ��
� �� HFFF ��
 �� HFLF ��������
���������! �� ����
������ ������ �� 
	����
 � ��
� ����! ���
 � �����
������	! ����� � ��
����
 � �
�#����
�� ��� ���� ���� ����
������ ��� 6
����
�� ��
��� �������� ������� ��� ���� �� ��
� �� HFLF� ���
 ��� �����
�� �������	 ��� "$�
�� ����
��� �� 6
���� �� ��
���! �� �
�#������ ���
���������� ��
 �� ���� ������� �� ��� 
� ������ �� ��
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���� �� ��� �
�� �
�#����
� ��
��� ��� �����

1��� �	
��� ��������������� ��� 	�	 
	���	�� ���
 	 ���
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�� � �	������$�� � � �
����
� ���
�� N ������������� � � � �
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� ��	
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 � ��	 �� I��� ����� ����
'����� �� ������ ���
�� �������������
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������ �
���� � �
��
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 � ��	 �� J��� ����� ����
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0��� ������������� ��� 	�	 
	���	�� � � ��� ����
������ �� J ������
�������! ��	� ��
 � ��	 �� �
������� ����� ����
'����� ���
 K �����
�
���! ����
	�� "$�
�� L�O � L�GH! � ���
����� �� ������� ��� �
$���� �
	�	 "�	� � L �� �� ���
 � ��
���
� ������������! "$�
� L�GI! ��'� � 	�	
�������� � F!G��� ���
 ����� ������������! � ��������� ������� �� ��
 ���
� ��� ��	
����
� $	�	������ ���� ��@	
�����

���� L�O U �
��� ��
��� ' I��� ����
���� ��	 ' J ������ ' L�� ' .�����'
������ G
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���
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��������� � ��� ������� ��� �
$���� ��
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��
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���� � ������� �� �	�
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��� �
$� �� ���  ���
� �� �����������	 ��� ����
������ ��� ��� *�
�
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�����  ���
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���
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������ ����� ��� ������� ��� �
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���� ��	 ' J ������ ' L�� ' .�����'
������ O
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 ��� ����
������ � $
��� ����
� �� ��$
	� �� ���
�	 $*�� ��
�
�	�������� �� �� ���$� � �� 
���
���
 ��� �
$����� (� ��� ����
 � � 6
���
�� ��
��� �� ���� ��
���
� ������������! �
�#��	 ��
 �� ���� -����������	
' 1������ �� ��� ��� �� 
���
���� ��� �������� ���	
���
�� � L ��! �� 6�
��
��� ������
� � �� ��� 6
���� ������� � � ��� ������� �� ���
����� ��
L��� �� ��
�� �� ������ ���
 ��  ���
� �� �����������	 ����
������ ���
�	������� ��� 6
����� ��� ��� �
��������� �& � � ��� $
���� �� �
���	
�� � ��������� ��� ��
��� �� $	�	
�
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 �� N �������������!
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���
 ���� �	
�� ���������������! � �
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� ��� ��	 ��
 � ��	 �� J���
����� ����
'����� D
��� ������������� ���� 
	���	�� � � ��� ���
����� ��
������� �� L �� �� ��� ����
������ �� J ������ �������� �� �
����
� ���

	���	� �� ��������� �� ��	
����
� $	�	������ �� �����
� �	�������� � �
�� ���� ��� ���� � OF% ���
 � 
�������� �� OF% ���
 � ��������� �� ����
�� ���� ��
���
� 	���� ����� �
���
����������� � � �� ���� ��� ���� � CF
% ���
 � �������� ������
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 � �������� $	�	
��
�� �� ������
�� IF% ���
 � �������� ����
��
�� �� ������� ���
 �� ���� ��
���
�� ��'
�����������! �� ��	
����
� ���� ������	� �
���
����������� � � �� ����
��� ���� � NF % ���
 � �������� ������
�! HF% ���
 � �������� $	�	
��
��
�� ������! HF% ���
 � �������� ����
��
�� �� ������ �� NF% ���
 �

��������� �� ��������� ������� ��� $	�	
	� �	����
����� ���� ���� ���
���

��� 6
���� �� ��
��� �������� ������� ���� ����
	� "$�
�� L�GJ � L�GO�

���
 ���� �������� �� �
��
� 	$������! �� 6
���� �� ��
��� �������
���� ����������! �
�� � �� ����� 
	�	������	 �� � �
�	��
� ���������������
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���� �� ��
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��� ��������������
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��� ���
 ��������
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	������ ��������� ��
���'
���� �� �
�� �
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� ���� �� ���� ��� ����� ��
�� �
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����� �� ��
������� �������� ��� ���� ���$�
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	���� ����������� ��
 �� �
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��� ' J��� ����
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�� ��������������� � 	�	 
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'����� ��		���� � ��� 
������ ���
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��������� ��� � �
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� L�GK�
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�
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������� �
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 � �?�� �
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���� ��� 
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����� �� �������� ���
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�������	 ������
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 ��� 2��� ������� �� ������ �� 
���
�� ���� ��'
��
������ �� 6
��� �� ��
��� ��� �
�� 6����� �� �� �
���	 �� � ��������� ���
��
� 
���
�����! ���
�������� ��� 
������ �� �� �
$��� �
	���

��� ��@	
����� ������������� ����
��� 	$������ ��� ��
�
� �������'
���� ��� ��	
����
� ��� ��� ����Q���� ��
��	� ���
 �� ������������� 
	�'
��	�� �� ��� ���Q���� ��� ���� ����������� ��� ��	
����
� $	�	������ ���
��>������ ����"��� ��
 �� 	������� �� ���� ����� ��� ����� �� �� �
'
$��� ������ ���
� H #��
� �� H �������� ��� ��� � �������� �� �
��
�! ���
	���� ����������� �� ��� 6�
�� �����
 ��� �	������� ��>������ �� ���'
$�����

*���7 ���������

��� 
	������ ������� ���� � �����
� ����
��� � �� �
$���! � 
	'
�	������	 �� � 
��������� �� � �
�	��
� ��������������! �� ��
� �� �
�	������$�� �� �������� ������� �
����	�� �� ������ ��
��� ��� ��
��������� �  ����
 �� �� ��������
 �� $���� �� �����$� �
���
��� ���

������
 �� ��	�������� �� ����� �����	� � � $�����

(�" )�������� �� ����
�� �����#�� → ������
�#��

�� �	���$� �� $	������ �� �� ��	������ ��� � �����$� �� �
�������
� 	 ���
! ���� ��� �� � ���������! � �����
����� �������� �����	 ���� �
��������� �� ���� � ��	������� ��� 	 ��	�� �� �	���$� �������� ��� ��
����� �
�� �������� ��� ������������� 
	���	�� ���
 ����
�
 � �� �
$���!
� 
	�	������	 �� � 
��������� �� � �	����� �������� �� �	���$� ��
�� ��
�
�������  �
� �����
������ 4����! � �
�������
< 50, 0 ; 3 >< 36, 0 ; 6 >< 37, 0 ; 1 >< 42, .0 ; 5 >< 26, 0 ; 4 ><
24, 0 ; 2 >
��� �	��	 �� �
���6�
�	 �� �����
����� ����
	 �� ��	�� �� �� "$�
�
L�HF �� ���� � ��������� �� "$�
� L�HG�

���� L�HF U +���
����� ���� �� �	���$� ��
�� ' (�	��� ���
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���� L�HG U +���
����� ���� �� �	���$� ��
�� ' +���
����� ����	

�� �	���$� ��
�� $	��
� ��� �� ����
����� ���� �
����� ���� �� ����
�	��
	� ��� �� F!FG�� X �� ���� ��� ��� ��� *�
� �����	
	� ����
�����
.
! �� ��
 � �������� �	������ �
����	�! ���� ��������� ����� ��� ���'
���� ���
 � �������� �	������ �
����	� �������! ���� ����
	 �� "$�
�
L�HH! ���� ���� �
���$����� � � ��
����� �
������ �� ����� �� ��� ���
��� *�
� �	��
	� �� ����� �� GL���

���� L�HH U -���� �� � �������� �
����	�

����� ��@	
��� ���
����� �� ���$����� ����
���� �� � $	��	�
�� ���
����
������ $	�	
	� �� 	 ��	� ��
 � ���������� ���
 � �
������� �
	'
	����! ���� � �*�� ��"$�
����� �
�����
� �� �� �������� �� �	���$�
�����	 � � �������� �	������ �
����	�! �����
����� $	�	
	 ��� ����
	
�� ��	�� �� �� "$�
� L�HIA�B �� ���� � ��������� �� "$�
� L�HIA�B� �����
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������ ����� ��� �� ��$
	� �� ���
�	! ���
�� �����	 �� ��� ����� ����
��! ��� ��� �����������	 �
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�#����
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 ��� �
�� 6�
�� ���� �� �����������	 �� ����'
�
����� ��	 ILGN ��� �� �
��� �� ����� GIFF �� � �
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� ���
 � I���
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���� ������� �� �� ����
������! � �� ���� �� �����	
����

� �	 ������ �� ��
 ������� ������� ��� �
$����! ����
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$���� ��� L ����
������ ���

� J��� ����� ��	

��� ��
��� 
��
�������� 	$������ � �� ��� ��
6�
������ ������� C
������ ����  ������� ���
� 6�
��� ���� 
���� ����� ������
��� .� ���� ���
���� ����
����� �� � ������� ������� ���
 �����
����� GGJC ��
 � ��
'
���
 ����� �� ��
6�
����� ���
 � J��� ����� ����
'����! � ��� �
��� ��
� �$� ���
������ ������
�����  ���� ��� �
�� �
��� ��� ������ �� � �$�
���
����� �� ����� ������� �� ���� 	��$��
 ������� � �� �� �������
��� ��� ����� ������� �� J��! � �
��
��	 ��� ����	� � � �?�� ��	��$��'
���� ��� �
$����� 4���� � �����$� �� ���� ����� �� � ���������� �� ����
������� ����
� ��� ������ �� �
��������� ���� �����	�� ���
 
	����
 �
��� � �� �
�#����
� �� ��� � ��� ����� ��� ���������� � � �	 �������
��� �
$����� + ��� ��� �	�����
� ��	�
��
 �� ����
����� �� � �	�����
��� �������� �� �
�������$��
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���
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6�
���� ��� � ���� �
�����
� �������
�� �����
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 �� L
����
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1� ��� ���! �� C ������ �� ����
� 6�V������ � 6�
�� ��� ��
���� + ���
� ����
 	$������ ����� ����
� ��� ������ �� ��
6�
�����! �� ����� �
���'
��
�� ������� ���� � ����
� �� ����� 
	������� ��
 �� ������� 4����
���� � ����
� ��� ������ �� �	�������! �� ����
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�� ���$�
 �� ��"$�
����� ���
 ��������
 � �����������	 �� 	 ���
 ��
�
$�����

4���� ��
�� �� L ���� ���� ����
������ ��� 6
���� �� ��
��� ��� ����
��������� �� �
��
�! �� ����
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����
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Modulaire
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Dextrous Robotic
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Z0=Z1

Z2

Z3

X4

Z4

λ4

Z5

X5

θ1

θ2

θ3

θ5

θ6

Z6

X6

d4=0

Z7

X7

θ7

θ8

Z8

X8

d8=0

d7=36mm

Z9

X9

θ9

d9=28.5mm

Zeff

Xeff

Yeff

deff=20mm

a5=15mm

TROCART

PARTIE INTRA-CAVITAIRE

���� O�G U (�	�� ��	������� �� 1�+-+(

�� ���� ��� ��
����
�� 10 �

���������� ��� �
	����	� �� ���� D4��O�G

0�� 	 αi−1 ai−1 di θi

G F F F θ1

H 'CF F F θ2

I CF F F θ3

J F F λ4 F
L 'CF F F θ5

O 'CF a5\GL �� F θ6

K CF F d7\IO �� θ7

N 'CF F F θ8

C CF F d9\HN!L �� θ9

7@����
 F F deff\HF �� F

���� O�G U D��� 10 �� �����
����� 1�+-+(
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��� ���$�� O�H � O�J ����
��� ������ �� �
� �� ������� �� �������� ��

��@����
� + ��� 
��
	����	 �� ����� �� �� I1� + ��� ������ �� �����	
���
���������� �� ��$
	� �� ���
�	 ���
�'� ����
�� �� �����
����� �� �� ��
���
�
�����
�� �@��� �� �� �
������� ��� ���� �

U θ5 ∈ [0; Π]
U θ6 ∈ [0; Π]
U θ7 ∈ [0; 2Π]
U θ8 ∈ [−Π

2
; Π

2
]

U θ9 ∈ [0; 2Π]
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7���� 9�������� "� �������� ������

�� #�������� �� ������� 
�������� � C �� ��� ��	�! ���
 ��� �����
�� �����"����� ��� ��� �� ���$��
��	! �� ����� O7! �
�$��� �� 
���
�
R7AX7!Y7!Z7B! �� ���� � ���� B7! �	� �� 
���
� R7�

.� �	"��� $i = [�zi X
−−−→
O7Oi∧�zi] �� ��
�������� � ��� 
���P�� �� $i = [�0 X �zi]

�� �� ��� �
����������
�� #�������� ��	� ��� ��
� �

J = [$1 $2 $3 $4 $5 $6 $7 $8 $9]

J =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0 −s6c7 s7 0 −s8 −s8c9
0 s6s7 c7 0 −c8 s8s9

$1 $2 $3 0 c6 0 1 0 −c8
−s5c6c7 − c5s7 (d7s6 + a5)s7 c7d7 0 0 0
s5c6s7 − c5c7 (d7s6 + a5)c7 −s7d7 0 0 0

−s5s6 0 0 0 0 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

� �

$1 =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

−s2 [c3(c5c6c7 − s5s7) + s3s6c7] − c2 [s3(c5c6c7 − s5s7) − c3s6c7]
−s2 [c3(−c5c6s7 − s5c7) − s3s6s7] − c2 [c5c7 − s5c6s7]
−s2 [c3c5s6 − c2s5s6] − c2s5s6
[−(d7s6 + a5)c5s3 − d7c3c6] {c2 [c3(c5c6c7 − s5s7) + s3s6c7] − s2 [s5c6c7 + c5s7]} + ...

...{c2 [(d7s6 + a5)c5c3 − d7s3c6] − s2 [(d7s6 + a5)s5 − λ4]} [s3(c5c6c7 − s5s7) − c3s6c7]
[−(d7s6 + a5)c5s3 − d7c3c6] {c2 [c3(−c5c6s7 − s5c7) − s3s6s7] − s2 [−s5c6s7 + c5c7]} + ...

...{c2 [(d7s6 + a5)c5c3 − d7s3c6] − s2 [(d7s6 + a5)s5 − λ4]} [s3(−c5c6s7 − s5c7) + c3c6c7]
[−(d7s6 + a5)c5s3 − d7c3c6] {c2 [c3c5s6 − s3c6] − s2s5s6} + ...

...{c2 [(d7s6 + a5)c5c3 − d7s3c6] − s2 [(d7s6 + a5)s5 − λ4]} [s3c5s6 + c3c6]

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

$2 =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

s3(c5c6c7 − s5s7) − c3s6c7
s3(−c5c6s7 − s5c7) + c3s6s7
s3c5s6 + c3c6
[c3(c5c6c7 − s5s7) + s3s6c7] [λ4 − (d7s6 + a5)s5] + ...

... [c5s7 + s5c6c7] [(d7s6 + a5)c5c3 − d7s3c6]
[c3(−c5c6s7 − s5c7) − s3s6s7] [λ4 − (d7s6 + a5)s5] + ...

... [c5c7 − s5c6s7] [(d7s6 + a5)c5c3 − d7s3c6]
[c3c5s6 − s3c6] [λ4 − (d7s6 + a5)s5] + s5s6 [(d7s6 + a5)c5c3 − d7s3c6]

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

��

$3 =

⎡

⎢

⎢

⎣

−s5c6c7 − c5s7
s5c6s7 − c5c7
−s5s6
−d7c6(c5c6c7 − s5s7) − (d7s6 + a5)c5s6c7
−d7c6(−c5c6s7 − s5c7) + (d7s6 + a5)c5s6s7
−d7c6c5s6 + (d7s6 + a5)c5c6

⎤

⎥

⎥

⎦
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 � $	�	
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 �� ��� ����� ��� ��� ������
�� ���� ��
����� ��
������ �
�	����� ��� ��"$�
������ ��� ��� *�
� ������"	�� �� 	 ��	�� �
�
�� ����������� �� �	�������

1��� � �� �� ����������
� 
���������! � ���
�� #�������� � ���

����$���
�� �� �� ������� �� 
��$ ��
 � ��$
	 �� �	��
������ ��
� ���
�� �� ���� ��� ��� *�
� 
	���	� %�� �	$	�	
����� �� 
��$! ���

��� ���
�� 
����$���
�! ����
 ���� �
���� �� �	��
������� �� ������ ��
����'���
��� �

	�� O�O 
	������� � ��
��
 �� � ���� ��� �������	����
A��� ���
 � �*�� ��"$�
����� �
�����
�B� 7� �@��! ���� � �� ���
��
�!
� ������ ���#��
� �� ������� �� O ���� ����	���� �� 
��$ ���� X � ���
��
#�������� ��� ��
� ����
	� ��*�
� 	$������ �� 
��$ �����

����� �	"������ ��� ��������� ���$���
�� ���� ����������
 
��������
����� �� ���$�
 � ���������	 �� ���
 ���� �� �	��
������� ��� ����'
���
��� ���
 ������"�
 ��� �	$	�	
����� �� 
��$� ���������! � ����
�
�� �	��
������� � ���
 
��� �� �����
� ����������� � � � ����
� ��
��$
	� �� ���
�	 �� �	������ AG ���
 O ��! K ���
 K �! HN ���
 N �� ��
NJ ���
 C ��B� ����� �	����� ��
��� ����� ��� ��� �� ���$���� ���
 ��
�	������� � ����� ������	�

+7�7$7� �����	���	�� ��� �	������	��� �� ��	�	���� �� ��	���	��
��� ��������

/�<��� �� �����
����<� RNH! NI℄ 	 ����� �� ��@	
����� ���
���� ����'
������ �� �
������� ��� �	����� 		$���� ���
 ������"�
 �� ��"$�
������
�
�����
�� �
�������� ��� �	$	�	
����� �� 
��$ ���
 �� �	������� 
�'
��������� +� ��������� ���� �	������$�� � ������� �� ������� ����'
������
� � K �� N ��� ���
 �	������$�� ��� ���	� ��
 � 
	��
���	 ���
��
���
� ��	�������� �� ��� ��
���
� ���@�
���

1� �����
� $	�	
��! ���� ��
���
� A = {at, at
0} �� B = {bt, bt

0} ����
���� 
	��
����� �� ��
 �
����� 
	��
���� ��� �� � A ⊛ B = a · b0 + a0 ·
b = 0� (� 4 
��
	����� �� ��
���
 ��	������� �� � �� ��
���
 ���@�
��! �

	��
���	 �� 4 �� � ���� ������
�
	��
 ���� � 6��� ��� �� ��� ������
�	"��� ��
 4 �� $	��
��� ��� �� �
� �� �
������ ���� ���	� � � � �� �@�
��
�� �� ��� ������ ���� ��
� 
	��
����� �� ��� ���� �	��
����
 �� ��
���

�
���$����

1��� ��� ��"$�
����� ���$���
�! � ��
�� ���� ��$
	 �� ������	 �� �
�'
���� ��
 ������������	 �� $	�	
�
 ���  ������ ��� ��� ��� ��
����� �� ���'
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���! ���� ��� ������ �� �@�
�� ������	� ���� � ���� 1��� ��� ��� ��"'
$�
�����! � ������ ��� �� ��
���
 ��� ��� 
	��
���� �� ������� ��� ��
���
�
��	�������� �� ����������
�

7� ���	�����! ���� ��� ��"$�
����� ���$���
�! � ������ �� ��
���

Wrecip ��� ��� 
	��
���� � ���� �� ��
���
� �

���������� ��� ������ ��
� #��������� +�����"�
 �� ��"$�
������ ���
 ������� �� �� ��
���
 ������
��
��� ��� �������� �� �	��
����
 ��������� �� ��������� ���$���
�� ����
����� � ��
����� �� ������ ���� ����� ���� ��� ����� ����� 
	�������

�� �	����� �
����	� ��
 /�<��� �� �����
����<� �� �	������ �� J
	����� �

G� (	�������
 ������
�� ��� ����'������� �� O ��
���
� ��	��������
�� � #���������

(��� J = [$1 $2 $3 $4 $5 $6 $7 $8 $9]! �� ���

� �	�������
 Jsub =
[$1 $2 $3 $4 $5 $6] ��
 ������� ��� ��
���
� $7! $8 �� $9 ���� ��
�
�����	
	� ���� 	���� �� ��
���
� E
���������E �� �	�������

H� 1	��
����
 �� ��"$�
������ �
�����
�� ��� ������� � �	��
������
�� Jsub�

7� �@��! � ��
���
 
���
�	 ���� *�
� 
	��
���� � ���� �� ��
���
�
���������� � #��������! ��� �� ��
�����
 ��� O �	������	� ���

Jsub� ��� 
� ���� � �	��
����
 �� ��"$�
������ �
�����
�� ��� �
�'
 ������ ��� �	$	�	
����� �� 
��$ �� Jsub� .
 ���� ���
�� 	����
�

	�! �� ��"$�
������ 
���
�	�� ���� ���� ��� � �	��
������ ��
Jsub ��� ��� �� ���� ��� ���� �����	� ���
 ��������
 Jsub ���� ���
6� �
���
 � �������	 �� �	��
������ ��	�

I� +�����"�
 � ��
���
 
	��
���� ��� ��
���
� ���������� Jsub�

��� ��"$�
������ �
�����
�� �	��
���	�� � �	���� �
		����� �	"'
������� � ��������� ���
 ������� � ������� ������ Jsub ��� ���$���
!
�� ��� ���
 ������� � ������ �� ��
���
 Wrecipi

! 
	��
���� ��� ��
'
���
� $1 � $6�

Wrecipi
��� �	��
���	! ���
 � �������� i! �� 6�
V��� �� �
����� 
	�'

�
���� �� � � ���� ��� ��
���
� �� Jsub �� �� 
	�� ��� � �������
����� ������ �
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⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

Wrecipi
⊛ $1 = 0

Wrecipi
⊛ $2 = 0

Wrecipi
⊛ $3 = 0

Wrecipi
⊛ $4 = 0

Wrecipi
⊛ $5 = 0

Wrecipi
⊛ $6 = 0

J� +�����"�
 �� ��������� ����	������
�� ��
 �� ��"$�
������ �
���'
��
�� ���
 ��� Wrecipi

���� 	$������ �� �������	���� 
	��
���� ���
��
���
� ��	�������� E
���������E� ��� ��"$�
������ ���� ��� ����
��� ��� � �������	���� �

Wrecipi
⊛ $7 = 0! Wrecipi

⊛ $8 = 0 �� Wrecipi
⊛ $9 = 0

��� ��������� �	�����
�� ������������ ��
������� ��������"�
 ���'
����� ��� ��"$�
������ ���$���
�� �� �	�������

+7�7$7� 0���	��	�� 8 � 	��������� ,*���-

����� �	����� ��������"����� ��� ��"$�
������ ���$���
�� � 	�	 ����'
��	� � � ��	������� �� �����
����� 1�+-+( �

G� (	����� �� Jsub � �"� �� �����"�
 � �� �� ��� �	��
������! Jsub

��� �
�� �� ��� Jsub = [$4 $5 $6 $7 $8 $9] �

Jsub =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0 −s6c7 s7 0 −s8 −s8c9
0 s6s7 c7 0 −c8 s8s9
0 c6 0 1 0 −c8

−s5c6c7 − c5s7 (d7s6 + a5)s7 c7d7 0 0 0
s5c6s7 − c5c7 (d7s6 + a5)c7 −s7d7 0 0 0

−s5s6 0 0 0 0 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

H� +�����"������ ��� ��"$�
������ ���
 ������� det(Jsub) = 0 �

det(Jsub) = d7s8s5s6(d7s6 + a5)cos(θ8 − θ9)

���T!

det(Jsub) = 0 ⇐⇒

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

��������� � � θ8 = 0 �� θ8 = Π
��������� � � θ9 = θ8 − Π

2
�� θ9 = θ8 + Π

2

���������  � θ6 = 0 �� θ6 = Π
��������� � � θ5 = 0 �� θ5 = Π
��������� � � θ6 = −a5

d7



+7�7 0���/�� �	�����	��� �+"

I� +�����"�����! ���
 ����� �������� i! �� ��
���
 Wrecipi
! 
	��
����

� ���� �� ��
���
� �� Jsub�

A�B ����	�	�� � . θ8 = 0 �� θ8 = Π �
��� 
	������ ������� ���
 �� ����  ���
� �� θ8 	���� ����������!
���� ��� ���
���� θ8 = 0 ��
��� �	���	��

Jsub(Conditiona) =

⎡

⎢

⎢

⎣

0 −s6c7 s7 0 0 0
0 s6s7 c7 0 −1 0
0 c6 0 1 0 −1

−s5c6c7 − c5s7 (d7s6 + a5)s7 c7d7 0 0 0
s5c6s7 − c5c7 (d7s6 + a5)c7 −s7d7 0 0 0

−s5s6 0 0 0 0 0

⎤

⎥

⎥

⎦

(��� Wrecip(Conditiona) = [La Ma Na Pa Qa Ra]
t�

4�
�! Wrecip(Conditiona) ⊛ $i=4→9 = 0 ⇐⇒
⎧

⎨

⎩

La(−s5c6c7 − c5s7) + Ma(s5c6s7 − c5c7) + Na(−s5s6) = 0
La[(d7s6 + a5)s7] + Ma[(d7s6 + a5)c7] + Pa(−s6c7) + Qa(s6s7) + Ra(c6) = 0
La(c7d7) + Ma(−s7d7) + Pa(s7) + Qa(c7) = 0
Ra = 0
Qa = 0

�� 
	������� �� � ������� ���� � �

Wrecip(Conditiona) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

−s7a5c7
d7(d7s6+a5)

d7s6+a5−a5c72

d7(d7s6+a5)
−c5s6c7d7+s7s6s5c6d7+a5s7s5c6

d7(d7s6+a5)s5s6

1
0
0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

A�B ����	�	�� � . θ9 = θ8 − Π
2
�� θ9 = θ8 + Π

2

��
 �� 
����������� ����$��! �� �
�� � �

U (� s6 �= −a5
d7

�� s8 �= 0 � Wrecip(Conditionb) =
⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

−−s7c8c7a5+s8s6d7+s8c72a5
d7(d7s6+a5)s8

−c8s6d7−a5c8+a5c8c72+s8c7s7a5
d7(d7s6+a5)s8

c8c5s6c7d7−c8s7d7s6s5c6−c8s7a5s5c6+s8d7s6s5c6c7+s8d7s6c5s7+s8a5s5c6c7
d7(d7s6+a5)s5s6s8

− c8
s8
1
0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦
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U (� s6 = −a5
d7

�� c5 �= 0 �

Wrecip(Conditionb) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

s7s5a5
d7c5

c7s5a5
d7c5
1
0
0
0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

U (� s6 = −a5
d7

! c5 = 0 �� c7 �= 0 �

Wrecip(Conditionb)=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

tan(θ7)
1
0
0
0
0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

U (� s6 = −a5
d7

! c5 = 0 �� c7 = 0 �

Wrecip(Conditionb) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1
0
0
0
0
0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

U (� s8 = 0 �� s6 �= −a5
d7

�

Wrecip(Conditionb) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

−s7a5c7
d7(d7s6+a5)

d7s6+a5−a5c72

d7(d7s6+a5)
−c5s6c7d7+s7s6s5c6d7+a5s7s5c6

d7(d7s6+a5)s5s6

1
0
0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

����� ������� ��� ��������� � �� �
�� 	� ���
 � �������� ��

U (� s8 = 0! s6 �= −a5
d7

�� c5 �= 0 �

Wrecip(Conditionb) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

s7s5a5
d7c5

c7s5a5
d7c5
1
0
0
0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

����� ��
���
� �

������ � � ������� �
�� 	� �
		�������!
���
 s6 �= −a5

d7
�� c5 �= 0�
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AB ����	�	��  . θ6 = 0 �� θ6 = Π

Wrecip(Conditionc) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0
0
1
0
0
0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

A�B ����	�	�� � . θ5 = 0 �� θ5 = Π

Wrecip(Conditiond) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0
0
1
0
0
0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

A�B ����	�	�� � . θ6 = −a5
d7

Wrecip(Conditione) =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

s5a5s7
d7c5

s5a5c7
d7c5
1
0
0
0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

J� +�����"����� ��� ��"$�
������ ���$���
�� �
���
 ����� �������� � � �! �� ��
�� �� ��"$�
������ �
�����
��
��� ����
��� � 
	��
���	 �� Wrecip � � $1! $2 �� $3! �� 6�
V��� ����
��
���
��

A�B ����	�	�� � . θ8 = 0 �� θ8 = Π
Wrecip(Conditiona) ⊛ $3 = 0 �� �

→ a5 = 0

→→ θ7 = 0 �� Π �� θ6 = ±Π
2

→ a5 = s6d7(c6c7−s7s5c5
s7s5c5

Wrecip(Conditiona) ⊛ $2 = 0 �� �

→ θ3 = 0 �� θ7 = ±Π
2

→→ λ4 = −s3s7a5(c52−1)(d7s6+a5)
−s3c6c5s6c7d7+c7d7c3−c7d7c3c62+s3s7d7s6s5+s3s5s7a5

→ a5 = 0 �� θ3 = Atan
(

s6c7
c5c6c7−s5s7

)
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→ θ7 = 0 �� Π �� θ3 = Atan
(

s6
c5c6

)

4���� ��� ��������� �	�����
�� �������� ���
 � �������� � ��
$1! ����� �������	���� �������� � � ��� �������� ���
 $2� +
��� ��� ��������� �� �
�� �
 �� ��
���
 ��� ���� �������	����

	��
���� ��� ��
���
� $2 � $9� + ��� � ��� ���! ���
 �� ����'
������ �

��������� � � �������� �! �� ��"$�
����� ���$���
�
���
 � �	�������

A�B ����	�	�� � . θ9 = θ8 − Π
2
�� θ9 = θ8 + Π

2

U (� s6 �= −a5
d7

�� s8 �= 0 �

Wrecip(Conditionb) ⊛ $3 = 0 �� �
→ �L\F

→→ θ8 = Atan
(

−c6s6c7d7+d7s5s6s7c5+s5s7a5c5
a5s5c7c5+c6s7d7s6+c7d7s5s6c5

)

�� �
����
� �������� ����� $	��	�
�������� ��� 
	������ � �
� ��	������� �� �����
����� 1�+-+(� %�� ���� ��������
������ ��� ���
 ��� Wrecip(Conditionb) �� $3 ������ 
	��
������
���
 ��� � ��"$�
����� �

���������� ���� ���$���
�! ����
�������� ���� 	$������ ��
����
� � 
	��
���	 ��� ��
���
�
Wrecip(Conditionb)! $2 �� $1� .
 ����� ������� ����� ������� ��
6�
V��� ���� �������� ���� � �� �� Wrecip(Conditionb) ⊛ $2�
Wrecip(Conditionb) ����� ��� ��� 
	��
���� � $2 ���
 ���� ��"'
$�
����� �� ��'� ����� ��
 ���	����� ��� ���$���
��

U (� s6 = −a5
d7

�� c5 �= 0 �

Wrecip(Conditionb) ⊛ $3 = 0 �� �
→ a5 = 0

→→ a5 = ±d7

��� ��"$�
������ $	��	�
����� ���� ���������� ����� ����
�� � ��	������� �����	� ���
 �����
����� 1�+-+(� ��� ��"'
$�
������ �����	
	�� �� ��� ��� ��
� ��� *�
� ���$���
���

U + ��  � �� �*�� ���
 �� ���
�� 
���
������ �� ��"$�
�����
���
���� � �������� � � �� �*��� ���
������ $	��	�
�����
���� �������� ���
 As6 = −a5

d7
! c5 = 0 �� c7 �= 0B �� As6 = −a5

d7
!
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c5 = 0 �� c7 = 0B� ,���� � As8 = 0 �� s6 �= −a5
d7

B! � ��
���
 
	�'
�
���� ������ ��� ��������� � ��� ������ ���
 � �������� ��
(����� ��� ���
 ��'�! �� ��������� ����	������
�� �����
�� 	 ����� ���� ���	��������� �� θ8 �� θ9! �� ���� �>
��
 ���
�� �*��� 
	������ ��
����� ������� ���
 � �������� ��

7� ���	�����! � ����
�W� �������� ��"$�
����� �

�����'
���� � � �������� � �� ��
��� ��������
 �� ��
���
 
	��
����
�������	���� ��� ��
���
� $1 � $9� 4���� ��"$�
����� ���$�'
��
� ����� ������� ��
 ���� ���������

AB ����	�	��  . θ6 = 0 �� θ6 = Π

Wrecip(Conditionc) ⊛ $3 = 0 �� �

→ a5 = 0

→→ θ5 = ±Π
2

Wrecip(Conditionc) ⊛ $2 = 0 �� �

→ θ3 = 0

→→ λ4 = a5s5

Wrecip(Conditionc) ⊛ $1 = 0 �� �

→ θ5 = ±Π
2
�� θ2 = 0

→→ a5 = 0 �� θ3 = ±Π
2

→ a5 = 0 �� θ2 = 0

→ λ4 = a5(s2s5c3−c5c2
c3s2

→ θ3 = ±Π
2
�� θ5 = ±Π

2

7� ���	�����! �� ��"$�
������ �
�����
�� ���  	
�"��� ����'
���	���� �� ���
������ ���� �

G � θ6 = (0 �� Π) �� θ5 = Π
2
�� λ4 = a5 �� θ2 = (0 �� Π)

H � θ6 = (0 �� Π) �� θ5 = Π
2
�� λ4 = a5 �� θ3 = ±Π

2

A�B ����	�	�� � . θ5 = 0 �� θ5 = Π

Wrecip(Conditiond) ⊛ $3 = 0 �� �

→ a5 = 0
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→→ θ6 = ±Π
2

Wrecip(Conditiond) ⊛ $2 = 0 �� �

→ θ3 = θ6

→→ λ4 = 0

Wrecip(Conditiond) ⊛ $1 = 0 �� �

→ a5 = 0 �� λ4 = 0

→→ a5 = 0 �� θ2 = 0

→ θ6 = −Atan
(

a5c2+s2c3λ4

λ4s2s3

)

→ θ3 = 0 �� θ2 = −Atan
(

a5
λ4

)

→ θ3 = Π �� θ2 = Atan
(

a5
λ4

)

��� ��"$�
������ ���  	
�"��� �������	���� � 
	��
���	 ��
Wrecip(Conditiond) � � $1! $2! �� $3 ���� �

�G � θ5 = (0 �� Π) �� θ6 = ±Π
2
�� λ4 = 0

�H � θ5 = (0 �� Π) �� θ6 = ±Π
2
�� θ2 = 0 �� θ3 = ±Π

2

A�B ����	�	�� � . θ6 = −a5
d7

����� �������� ��� �	#� ����� ���� �� ��������� ����	���'
���
�� ����� �� 	 ����� ���
 � �������� �� 7� �� ���� ���
����
��
 �� ��� ��� ��"$�
������ ���$���
���

L� �������� �
����� 	���� ����
� ��� � ����������
 1�+-+( ������� J ���������
��>������ ���
 ��� �� ��"$�
������ �
�����
�� ��$���
��� ��� �	'
$	�	
����� ���
�
� G �� 
��$ �� � #��������! ��� �������� ���
��"$�
����� ���$���
� �

A�B θ5 = Π
2
�� θ6 = (0 �� Π) �� λ4 = a5 �� θ2 = (0 �� Π)

A�B θ5 = Π
2
�� θ6 = (0 �� Π) �� λ4 = a5 �� θ3 = ±Π

2

AB θ5 = (0 �� Π) �� θ6 = ±Π
2
�� λ4 = 0

A�B θ5 = (0 �� Π) �� θ6 = ±Π
2
�� θ2 = 0 �� θ3 = ±Π

2

4�����	�� ��� ���
������ ��������� �� 
	�������� �� ������������ ��
�����
����� ��
�
$��! �� ��������� ���� 
���
������ � �
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A�B θ5 = Π
2
�� θ6 = (0 �� Π)�� λ4 = a5 �� θ2 = 0

A�B θ5 = Π
2
�� θ6 = (0 �� Π) �� λ4 = a5 �� θ3 = ±Π

2

AB θ5 = (0 �� Π) �� θ6 = Π
2
�� λ4 = 0

A�B θ5 = (0 �� Π) �� θ6 = Π
2
�� θ2 = 0 �� θ3 = ±Π

2

.
 � ��� �
� ��� �� ���	�� �	������� ���
���� �� ���� L �� O ����
���� ��� �� ��
����
�� �
�����
�� ��� ��� *�
� ���� ���� �����
 ��
[−102◦, 102◦]� ���
 $�
����
 ����������� �� ��"$�
������ ���$���
��
���� ������ �� �
� �� �� ����������
! � ��>� �� 
���
����
� ��
��
��� �
�����
�� ��� ���� L �� O � ]0, Π[� ,������ ��"$�
������
���$���
�� ���� ����
	�� �� "$�
� O�L

��� *��
�	��� � ��� *��
�	��� �

�� *��
�	���  �
� *��
�	��� 


���� O�L U ,������ ��"$�
������ ���$���
��
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,� +�	�����
���� ��
����

%� �
������� �� �� ����
����� � 	�	 
	���	� + ��� ����
	 �� "$�
�� O�O
� O�N�

���� O�O U 1�+-+( � �
������� 
	���	

���� O�K U 1�+-+( � �
������� 
	���	

+ ��� ����
 � �� �������� �
�����
� �� �
�	������ �� ������	 �� �����

	� ��
 �� ���
���
 ���� ���� �D4+� ��� �
��� ������������ 7:( ���� ���
/������ +���
����� /+'��+OFIJ� �� /+'��+OKGI� �� ���
���
 ��� �����	
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���� O�N U 1�+-+( � �
������� 
	���	

�� I �?��� ����� 
	� � ��� �?�� ������
 �������� �
�����
� ����	� �
L��! ��� �?�� �� �� �� ����� ��@	
����� �� �
��! ����	� � GF ��
�� ��� �?�� �� ����������� ���
� � �?�� ������
 ��������! � �?�� ��
�� �� �����
6�� $
������� ��� ��
��� �� �����
 �����
������

(�� 6������������ �

�� ��
��� ��  ����
 � �������� 
	���	�� ��
�
	����� �� ����������
 ��� �� ��
�
� �� L ��� 7� ��� ��� �� #�� ��'
�	
��� ��� �
����������� ��
  �� ���� "� ����� ������ #��� ���
������ ��

�� ��	
���� �� 
	�������� �� ���#�������� ��� ������ 7� ��� �	�������
������� ������� ����� ��� ������	� ��� �������� ��
 �����
 ��������
�� �
�����
� ���� 	$������ ��
 ����������
 ��� �		'���
� �����
������

+ ��� ������� �� ��
��
�
 ��� $
���� ��
��� �� ������ �� �
� �� ��	�'

����� /	�������! ������� ����
6������ ��������� 7�� ���
���� ����
�����
� � �
	���� ����� � �� "� 	��
����� ���� 6��� ��
�
� �� �	��'
�
 ���
 �������
� ��� ��� �� ��"$�
������ �� ���� �	�����
� � ����
����� ���� *�
� ���	
���
 �� ���� �
�����
� ���������! ����
������ �
�	������� �	��
	� 1��� ���  �
���� ��	
���
� �� �� ����
�����! �� "�
��
��� 
����	� ��
 �� ��� �� ����������� ��
��
��� �� ��@	
���� ��'
����� �� ��
���
 ��� 
	������ ���� �	������ �� �
� �� ����
���� �� ��
�'
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	��
������ �� ��� 	$�
� ���������� �� � �������� �	������� (� 
	����'
���� ��
����
� �� ����
���
 �� �@�
�� ���
	� � ����
� ����� ��
 �� "�!
�� ����� ������
�
 ����	$
���	 �� ������ �� �
� ���

%� ���
� ����� ������� ��� �� � ��� ��
 � �
������� ��� ����
*�� 6
�'
$���	 ��� ��
�'�����
� � ��� �
�� 6���� 6�
� ���
	� ��
 ��
�
� �� ��
���
��>� � � �	��W��
 �� 
	�����
� /	�������! ���'� ���� *�
� 
�����	 ����
��
����� �� ��� 6��� � ��
�'�����
 ����	 �� �#���	 ���� � �����! ��
�� �	��W������ ����� ��� �������� �����
� ����� �� 6
�$���	 �� �� ��
�'
�����
� �
� ���� �� Q���
��� ��� ��
��� �� ��������
 � � ��� ������ ��
�� �����
�� ��� �� 6����� 
����� �� ��
��
�� + ��� 6
	����� �� �� ��
 ��

�������
 �� ������� %�� �
�� 6�
�� �
����� ��
 � Q���
��� ���� 	$������ �
�	��
 �� ��
�'�����
 �� ����
 � ��������� ����
�� ������������� ���
�������� 7� � ��! � ��
�'�����
 �� ���� ��� *�
� 
	��
	� + �� ���� ���
�� "��
 � Q���
��� ��� ������ ���
 	 ���
 ����� 
����
� ���������� � ��
��� �����	 ��������������

,�" ���������

������
����� ������ 1�+-+(! ������ ��
 � �	������$�� �� ��������
�
����	�! � 	�	 �����	 � ������ �� �
� �� �� � ��
��� ������ �� �����
�����
� 	�	 �	��
���	 X � ��� �� ���� ����
����� �� 
���� ����� ����$���� (� ���
������
� �� J �� ����	������
��! ����
�	� ��
 � �
��
�! ������ �� �
� ��
�� ������� 
������	 �� ��
�
$�� ��
��� ���	��
 � ���� ������ ���
�����
�� �� �
	����� ��� �� �
����

%�� ������ ��� ���$��
��	� � 	�	 
	���	� ���
 �� ����
����� A�
��
� ^
����
����� ���
�'� ����
�B �� �������� ��� �	����� ���	� ��
 � 
	��
���	
��� ��
���
�� ����� ������ ����
� ������� �� ���$��
��	 �� �	������ ��

��� ����� �� �
� ���

7�"� �� �
������� � �	��� G �� 1�+-+( � 	�	 
	���	� 4� ��� ���
����
6������ ���	
����� � �� �
����
 �
�������! � � � �	
��� ��������
 ��
��
��� ��  ����
 � ��
������ �� ����
��� �
����	��



������� /

����
���� �� ��������%��

�� 
���
�� 
	���	� �� ��
� �� ���� ����� �
����� ��� �	������$��
�� �������� ����'
���
�� �� �	������� ������
�� 
���������! ��	�"����
� ��� �?�� � 
	����
� 7� ��� ��
�����
����� �����	� ��� �
������ ��'
����� ����$	���
�� ���
 ������ � �	�����
� �� �
���
� �� ����� �� ���'
�
��� 
���
�� �� �������� ���
 ��� �	������� 	 ����� ���� ��� �� �
��'
������� ������� �� ���
������ ����� � �� �� ��
�����
 �� � ��������
������
������ 
������	� ���
 � ��
�
$�� ����'�� ��� ��

7� �@��! ���� � ��
� �� �
�	��
�� ����'�� ��� ��! �� ��
�
$���� ����
��6
���	� � ��� �
�� 6�
�� ��$��������� �� � �������	 �� 
	�������� ���
$����� ��
�
$����� 1�� �������� 
��������� ��� 	�	 �	 ����	� ���
 �
���
�
�� ��
$� �� �������
 ��� ��
��� �� ���� �������	! ���� �� ���� ����2
��� ��
6�
����� ��� �
� ��� ������ �� �
� �� ��� �
�� 
	���� �� ��� 6�
��'
���� �����
	 ��
 ��� �
$����  ������ ����� � �� ��� ��	
������ �� ��'

�
$�� �
������! �� �� ��
�����
 ��� �
�	��
�� �� �����$� �
���
���� ���
��
�
$���� 
���
���� �
���������� ��� �
������ �� ��������� ��� ��� �'
����� ��� ����
������ �
� �� � 
	�������� �� �
����� $����� ��
�
$����!
�� �� ��
�����
 �
� �� � 
	�������� ��� $����� �� ����
�! ��� �	��������
������
����� ���$������ ���
��������� ��� ����
�������

+ ������ ��� �� ������ ����
���� ������
������ ��
�
$���� 
�����'
�	� � ����� ������	! �����	� �� ��
�����
 ��� ��	
������ �
�������� ���


	����
� ��� ������� ���
��	� ��
 �� ��
�
$���� �� �
�W�
� ���
� ��
 �'
����	 �� ��� �����! �� ����
������ ��� ��� *�
� 
���������� �� ��������
�� ��� �	������� ����� �������� ��� ���	� ���� � ������� �� � ��
�
$��
����'�� ��� �� 7� �@��! ������ ��
� ��� �
�� 
���
���� �� �� $����� ���� �
��
�������� ��� ����
������ ��� ��� ��� *�
� ������ �� ��
 ��	�������
�����	� � � �
�	��
� �����	
	�� ���
 ����
������ �� ���� �� � �$�

GKL
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����� �	���� �� � �?�� � 
	����
 ���� 	$������ �� � �� �� ��'
����� �����	� ���
 $	
�
 ��
 
�������� ��	�������� D��� �� ��
����
��
��� ��� *�
� �
�� �� ����� �������	���� �
� �� � �������� ���� ���'
�
����� ��
�
$�� 
������	! ������� ����� �
�� 6�
������ �� ���������	� ��
�
�� �
 ������� ����� �� ����
����� �����	�

�� �	������$�� �� �������� ������� �
����	� � ��� 	�	 ������	�
�� $���� ��
�
$�� ������������ �
� ���� �����$� �
���
���� �� �����'

��	 ��� ����
������ $	�	
	� ��
��� ��� ���������� ���	� �� � �	������$��
� �����
�� �
�	��
�� ��
�
$�����

7� ��� ���	� ��
 ����������� ���� �
������ �������������� ��
 �$�'

������ 	 ���������
�� ����'��#���6� �� ��
� ����� �� ����
������ ��'

�
$���� �������� ���� 	 ��	� ��
 ��� ��������� 
	����� ��� ����$
� ���
���	������� I1 ��� �
$���� ���
������ ����� ����� ����� $	�	
���� ��
$���� �� ����
�! �	��
���	 ���	
������������ ����� �	������$�� ��
���
���! �� ��
 ��� ����� ����'��#���6�! ����������
 ������ �� ��
6�
�����
��� ����
������ � �� ���� �����	
�
 �� ����
����� ��
6�
���� ��� ��� �'
���� �� 
��
����
� �� ������	 � $���� ��
�
$�� � 
	����
! ���� �� 	 �����
�� �
$����  ����� �� �� ����
��� �� ��
�
$��� �� ������ �����	� �� ��� �'
����� ��� 
���
�� �������������� �����	� ���� ��
 ���	����� � � �
���
����
�� �
�#����
� "������� 
��
������! � �����������	 �� �	������ �� ��
�
�� � 
	�������� �� $����! � ������� ������� ��� �
$���� �� �� �@�
�� $	'
�	
���	� ���������

�� �	������$�� �
����	� ��
��� 	$������! �� ��
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��� $����������! JOAGFB �GHGHUGHHG! GCCK�

RNC℄ .� �����<�! -� (�������
! D� �����! ��� �� �������� 4 ������'
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���� ������� !	� .
���� &� ' %�����	��! GCCN�
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� 9� �
� ��� 9��
� 9� $�� +� (�	 	�
��� ::�� &��������	�� ����	��
� 	� "	�	��� "������ +&�"", ����� 
&���! .����
 HFFI�

RGFN℄ �� 8����
� -��������
 �� �
�� <������� �������� ����� ��  ���

6�
�������� ��� ������ ����'����
�� �������� &$$$ ��������	��
	� ������ #�� ��� %��������� ! GOAGB ��� CIUGFG! GCNO�

RGFC℄ 999�������
����������

RGGF℄ 0� ;��������! 1� 3��! /� 0���! ��� D� 1���� -���'����
 ��<�$� 6�

�������� 6�
��� ���������
� +� &� (�	 	� &$$$/"�- &�� %	�� 	�
&�������� "	�	�� ��� ������� ��� )���� A�'! ��$�� �� HLKKUHLNH!
.����
 HFFI�



3	��	������	� �)2

RGGG℄ D� ;����<�9�� !	
�����	�� 	� "	�	���� -+D �
���! GCCF�

RGGH℄ /� Y�����! D� .
�����
! -�'4� =��
���! ��� )� -�
�� 4 6�
� ���
���
���
����� 
���� 9������� ����� 6�
� ������$� +� (�	 	� 1�� &��*
����* 	� $2��������� "	�	��� +&�$", ������	��! HFFJ�

RGGI℄ 7� Y��2�
! -� ��������! ��� �� D����� (���H � +��
� ��$ ��� ��
��$��
��
��� � �������
� �$�
����� D����� 
���
�! D+3 ����
� /
� GFI!
�������
 7�$����
��$ ��� /��9�
<� ��� AD+3B! (9��� ����
� +����'
���� �6 D�����$� A7D0B Y�
��! HFFG�

RGGJ℄ 7� Y��2�
 ��� �� D����� -�����#��� � � �������
� �$�
����� � 4
����
��� � ��� ����� ��� ��� ��
��$�� ��
��� ���
���� &$$$ �����
����	� 	� ��	
��	���� 	��
����	�! I ���HLKUHKG! GCCC�

RGGL℄ �� Y�#���� .����� � ������ ���
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� ��� 6���� ������� ��� �����	
	� ���� �������� $��� ���� � ��
����� �������������
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����� �	����� ������ � $
������ �� � 6������ ��#���6 ���
 �	��
����

� ��
����� �� 
���
�� �� ��������� 7� ���� *�
� �����	� �� �����
�
��������� �� � 6������ $
������ ���� *�
� 	
���! �� �� �����
� ���	
����!
���� � �� ���
��
��

1��� � �� ���������! ���� �	����� �����
��� ���� �

xk+1 = xk − λk

−−→
grad(f(xk))

�T λk 
�$� � ��� �� �	������� �� ����� ��
���! ��� �  ������ ��
��$�
����� ���� � ����� ��� ��Q���� 6�
�� ��
 � �
�������	 �� �� �
$���
�� � �	������
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�� �� 	 ���
 � 6������ ��#���6 ��
 ��  ������$� �����
 �� �����
��
���� ��  ���
 ������� ���� �  ������$� ����� � ��
����� �� �	��'
����� ���
 � ����� ��
��� ��� ���� �� ��� �� �	������� ���� *�
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� ����$� �� λk�
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����� �	����� ��� ���	� ��
 � �	6�
������ �� "$�
�� $	��	�
����� ��'
��	�� E��������E�

%� ������� �� R
n ��� �� ������� �� ������ ����
������ � ������ ���

��
����
��! �� ��������� n! (x0, x1, x2..., xn) ��� ��� �

f(x0) ≤ f(xi),∀i ∈ [1...n]

� � f 6������ � ��������
 �� x0 	���� ��
� � �����
� ������� �� ��������
�� ������� ��� ��������� � �� �����
� �� ����
�����
� ���
 ��� ������
�� ��������� ���	
���
� � I�

%� �
����
 ������� ��� ��
	 �	����
����� �� 	 ��	� �� ����� ����� �
����� ��� ��
� ��� �����	 ���
 �
���6�
��
 $	��	�
�������� � �����
�
��
 ��� �
���6�
������ �� ���� � 
	Q�����! ��������� �� ���
������ ���
�
���6�
������� ��
������� �� �	������� ���� ������ �� 
���
���

����� �	����� �� �	������ ��� ��� �� �� �� $
������! �� ������
���������� �	 ������� �� � 6������ �� �
����� ������� 7� ��� �>��
���� ��� �
�� 
������
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����� �	����� 
���
�� �������� $��� ����� 6������ f �� �@������
��� 
���
��� �������� ���� ��� ��� ��
 ��
� ����	��
� ������ ������
�� �	����� �� ������ �� H ������ � ��� ����� �� 
���
�� �� �������
�� A���� �  ���
 ��� f ∗B! $	�	
������ ���	� ��
 ��� �	����� �� $
������!
���� ��� ����� �� �������$� �� ����� �� �������$ ������� � �
�� �
 ��
����� x ����
������ � ��� ���
�  �	� �� ������ �� 
���
��! �� ��������
��� 6������ T �� �������$ �� ����

T (x) = f(x) − f ∗ ≤ 0

�� �
����� �� ���� �	����� ��� ����
	 �� "$�
� 4�G
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x

f(x)

min

min

tunnel

x1 x2 x3 x4

min

tunnel

���� 4�G U -	����� �� D������$
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� ������������� ��  ����� �
���$�
 �	����
����� �� ����� �� �	��
�� ��� �	������ ��� ��� �
�������	
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�� �� �
�� �
 �������� $���! ���� �� ����� �� 
��� $�
�����

����� !����"�� ��������,���

��� �	������ ���
�������� ��� ��
� ����
����� ���	����
� ���� � 
�'
��
�� �� ��������� 7�� �	�������� $	�	
������ ��� �� ����� ���

������
 ��� �� �	������ �	��
�������� ���� ��� �� �
$���  �
� ��������
$��� �� ��� ��� *�
� ������	�� � ��� �
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7� ��� ���	� ��
 � �*�� �
����� ��� � �	����� �� -���� ��
� ����
�#���� �� ��� ��� ���� ��� ������ �	#� 	 ��	�! ���� E�����E ! ��� ����
���
����� ��� �� 	 ������� �� �� ��������� ����� ���� ��
��� �� �� �
$�

��� ���	����  �
� �������� $���! �� 
���
��$���� ������ �� 
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�� ��
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�
���� � �	�� ��� � ����	
���
� ��������� �� �	�� ��� ��
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$�� E ����� ��
���� �

��������� � ��� ����	
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� T ��� ����
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��	� �� �����
� �
��������� ��
�� ���� �� 	���� ��	��
$�� �������� ��� ���
��� �� �� � 6�
�� �

Prob(E) = exp(− E

kT
)�T k ��� � �������� �� ���2����

1�� ������ ���� � ����	
���
� �� �	��! � �
�������	 ��� �	��
$��
����� ��
���� ��$����� ����� ��� ����

����� �
��
�	�	 ��� � � ���� �� � �������� �� 
���� ����	 � � �����
��
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��! �����
� �� 
	�� (����� P1 �� P2 �� ��
���� ���
 ��� �����
 �������� � E1 �� E2 �� ��6����� ���
 ����� $��� �� E1!
� 
�������� ���6�
�� ��� �	��
���	 � � ��� �
�������	 p ��� � ����
P1 ��� �� ����� ��  ���
 �� (1 − p) ��� � ���� P2 � ���
 $��� k �� �
�	������� �

∀k ∈ [1...n]

{

�� r ≤ p ��
� E1(k) = P1(k) �� E2(k) = P2(k)
�� r > p ��
� E1(k) = P2(k) �� E2(k) = P1(k)

A4�GB

�T n ��� � ��$���
 �� $	������ �� r �� ����
� �	����
� ���
��
���
� 0 �� 1�

U �
�������� �
����	����� 
	��
D���� ��	
����� �
����	����� ��
 �� ����
�� 
	�� ��� $���� ��� ����
��
���� ���

��� *�
� �����	� � �������! �������! �� �� �
�������	
$������������ ��� ��� ��
������ �����	�� ���� � ���������� ��	��
�
�� � �� �� �
�������	 ���6�
���
�� 
�������� ��
 ���������� ��	��
� ������ � ���� ��
���� P1 ��
P2 �� ��6���� E1 �� E2 ��� ��� �

{

E1 = α P1 + (1 − α) P2

E2 = α P2 + (1 − α) P1

A4�HB

� � α ∈ [0, 1]! ������� ��  �
���� ���
 ����� $����
�� 
�������� �
����	����� � � �� ���6�
�� ������� ��� �� �� �
�'
������	 ���6�
�� ��
 �����
 �� ���  ���
� ��������� ���
 �����
$����
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���
 6� �
���
 ������������! ��� ���
������� �� 
�������� 
���
����
A
���
���� �����$B ���� *�
� ������	�� 7� ������� � �� 
����
 ���
�� ���� ���� ��� ���� $	�	��������� �
�����

07�7�7� �����	��

����	
����
 �� �������� �
����� � ��	������ �������� ��� ����
�W� �
�'
����� $��� ���$� �������	���� ��  ���
! ���� ��@�� ���$���� ���	
���
�
�$
����6� �� �
� ����� �

��
 �� 
����� �� �
�� 41/� �� �������� ��� ��'
���	� �� ��	������ ������
����� �� ������ �� 
���
�� � �� ���
��������
��� $���� ��� ����! �� ���� $	�	
�
 ��� ���� ���� ���� ��� 2���� ��� ���
�
����
	��� ��� �
������ �� �������� ���� ��	�"���� ��� ���$�� �����
��
�� 
	���

U �� �������� �����
�� 7� �� �
��! � � ��� �
�������	 ����	�! �  �'
��
 �� ��� �

��������� � �� $��� ��
	 �	����
������

U -������� ����
��
��! �����
� �� 
	��� 7� ����
��� �� $��� ��
	
�	����
�����! 
	������� ����� � ���� �� �
������� �����	
	�

U -������� 
	��
��! �����
� �� 
	��� 7� ����
� � �� ��������� �	�'
���
� �� ��� ��� $��� ���� �  ���
 ��� ��
	� �	����
������

U -������� 
	�� ������� �� ���6�
��� 7� �	������� �	����
����� ��
$��� �� 
	'��������� �	����
����� ��  ���
�

U �� �������� 
	�� ��
 ��
��
������ $���������� 7� �
��� �  ���

�� $��� �	������	 �	����
����� �� �� �#���� ��� ��
��
������� �����
��
��
������ ���� ��� �� $���������! ���
	� ��
 F �� ��  �
���� σ� ��
 ���
 �� �  �
���� ���� *�
� "��! ��
	� �	����
����� � ����� ��'
������! �� ���� *�
� �����	� �� 6������ �� �	 ������ �� � ����������

U -������� 
	�� ��� ���6�
��� �
	����	� ���� RLN℄! �� ��� �	"��� �� �
6�V�� ��� ���� � �� ��
� �	����
����� �� ���	�� Γ! ���� �� $���� ����
���	� �� � �����
� ��� ���� �

X ′
i =

{

Xi + ∆(t,maxi − Xi) �� Γ = 0
Xi + ∆(t,Xi − mini) �� Γ = 1

A4�IB

�� 6������ ∆(t, x) ���� *�
� �	"��� ��
 �

∆(t, x) = x(1 − r(1− t
T

)b

) A4�JB
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�����	����

�T �
r ��� �� ����
� �	����
� ���
�� ���� RF!G℄ X
b ��� �� ��
����
� ��� �	��
���� � �	������� �� ���	
� �� ���	
������

∆(t, x) 
����
�� ���  ���
 ���
��� ���� �����
 �� RF!�℄ �� 6�V�� ���
� �
�������	 �� �� �����
 �
�� �� F ��$����� �� �*�� ����� ��� �
����
� �� $	�	
������ t� 4����! ��� ���� � ��V��� ���� �� $	�	
������!
����� � �������� ��	�
�� �� � 2��� �� �� �
$���� .� ����� ����� ��
�����
����� �� ������� �� 
���
�� ���� �� �
����
�� $	�	
������
� �� �>������ ��� �������� �
�� 	��! � ��� ��
��� � � �������� ��
6��
� �� ���
���� ���	
������ ���
� �����
����� �� �������������

����� �����������

�� ����� �� 
��������� � ��� �
���� ���� �� ��6���� ��� 	�	 $	�	
	�
��
 �� ��	
����
� �� 
�������� �� �� ��������� ����� � �������� ��
��� ��
� �	����� ����
�� ������� � $	�	
����� �  ���
 ���� *�
� ��� ����������
��� ���������� �� ��
���� �� ����6����� %�� �������� �� �����
�� �� $	
�

�� 6�������
 �� ���� ���������� ������ �

U ���������� $	�	
�������� ����� � 
��������� �
���������! ��'
�
����� ��
 )����
$ RJL℄ X ���� ����� � ��� 	 ����� � � � � ������
����6���� ��� �� ��
���� �� ���� �� ��6���� 
������� ���� �� ��
�����

U ���������� ��
 	���� ����������
�� A(����� (���� )4B� ����� �� �'
$�
����� � � 
��� 
����� �� ��������� � �� ����� ���� ��
���� ����

����	� ��
 �� �����
� ��6����� + � � $	�	
������ ��� ����6����
$	�	
	��

U ���������� ��
 6�����'
	������� + � � ���� 	����� � � ���� ��

��������� � 6�������
 �� ���������� ��
���� �� ��6���� ���� 
	���
�
���� ��� �� ��������� ���
 � 
�����
 � � ����� ����� ������
�
��
��	$��� ��� ��� *�
� ������	�� �
U (	�������
 �� �����
� ���� ���� ����
������ � � ��������� ��'
6���� ���� $	�	
����� ��� �����

U (	�������
 �� �����
� ���� ���� ����
������ � � ��������� ��'

����^��6���� ���� $	�	
����� ��� �����

U (	�������
 ��
�� � ��������� ��
����^��6���� � ����� ���� ���
'
��� ����������� �� ����� 
������

U ���������� ��
 
	������'6������ �� ��������� ��
���� ��� �����
�



07�7 �� �����	����� �����	���� & 0; �4�


	����� ���� 6������	� � � � ��������� ��6����� + � � $	�	
������
��� ����6���� ��$���
	� �� � ��������� ��
���� ��� 
	����� �� ����
�
���� ����6���� $	�	
	�! �� �����
� � � ��� � ��������� $	�	
	� �
�
�� � 6����� ��� � ����� ����� ��� ��
���� � ���
 ��� ��� *�
� �	�'
�����	� �� ��@	
����� �����
�� � ��
 ��
 
��$ A	��� ���� ��
� � ��
(����� (���� )4B! ��
 �� ���
��� �	��
������� �� �
�	 �� ��
 �� ���
'
��� ����������� �� �
�	�

U ���������� E(�
 � � ��� ���E� �� ���� �� 
��������� �
� ����
�� 6�
� 	������ ������� ���� 
	���� � � 6��� � ��������� ��
���� �� �
��������� ��6���� � ��� �� �� 6�������
 �� �� 
	���
� � ��� ��� ���

�������
� � ���� �� ��������� "����

�� ���� ���� ���� �� 
��������� ��
� ������ ����Q���� ��
 �����'
�������� ��� � ���� ��� ��	
����
� �� �	����� �� �� ���������

����* ������������� �����,���

��� ��	
����
� �
	����	� ���� �� ������� �
		������ ���� �>��� ��
��
������� ��������
 �� ���� 
	������ ��������������� + ������ ��������
��� ��������� ��� ��
������� ������
 ���
 ��
 � 
	��
������ ��� ���� ����
���� � ��������� A� �� �
���	B� 7� �@��! ���
 �� �
$�
! �� 4) ��������
� ���
������ $	�	����� ��� ���� ���� �� � ���������� (� �� ���� ���� ����
���� �������� �� ��� 	��$�	�! ��� �� �
$��� �
	�� ��
� ��������� 1���
� ��! �� �
	��
 �
� � �� �
���	 ��
 ��� ��������� �� E����$E �� �� E��'
���$ A���
��$ �� 
�9���$BE� 1��� �����
�� ��! ���
 �
������ �����������
����	
����
�! � "����� �������!  ��
� �������! �� � ��������� ���� ����'
��
 ����� $	�	
����� � ����
� X � �� �
$��� ��
� ��
� ��$�� � ������
�
���
 ����
 � �
�����! �� ���� ���
����
� �� �	������! 6�
� �� 6�����

U �� E����$E �� ���� � �	���� ����� �������� ��� �����	� �� ��'
�������� � � ��� �	����� ��
 
������� ��� ��
�� ��� ���� ���� ����
����"	� �"� �� 
	���
� �� ����"�
 �� 	�
�� ���
� �� ���� ���� ��
� ���������� .� ������$�� � �	����� �	���	�� �T � "����� �������
��
�� ����$ f2 �	���� �� � "����� ������� f1! ��� ��� ��� 6������
��	��
� f2 = af1 + b� )	�	
������ a < 1! � ��� 
	���� �� 	�
�� ��
"����� �� 6� �
��� �����
����� �� ������� �� �	����� ��������	����
A f2 = fk

1 B ��
���! �� 6������  �
��
 k! �� ����"�
 � ����
������
�� �
������ �������������� �� ��
� �� �	 ������� (� k ��� �
��� ��
F! �����
����� ��� �
� �	$�	�� ���
 k > 1 �� 	�
�� ���� ��$����	� ��
�	������ ��� 
��6�
	�
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U �� "����� ���
��$ � + ������� � �������
 � ��
� �
�� ���� ���� ���
�� 6������ �� ����
� ������ ���� � ���  ������$�� �	�����
 ��� 6�
��
�����
����� ������ ���� ��
��� ����$�����
 � �
������ �� �	�����
��
 ���� 2���! �� �� ��	
�
 ��� ���� ���� ���
 ����
�
 � 
���� ��
������ �� 
���
��� �� ���
��$ ��� �����	 � � �	�� �
�� �� �����
	��$����� � � ��
��� ����� �� 6��
� ����
�W�
� �� ������ ���� ��
�
�����! ��� �

��������� � ��� 6����� �� �������� ���
 � �
�'
����! �� ���� �����	�� � ����$� �������� ���� ��� ���� 	��$�����
+ ��� �	�����
� �
� �� � 
	������� ���� �
����� ��������� ��
���
��$ �	������ �� �	��
����
 � �
��
� �� ��
����
� ����	������
� �
� ���� ��  ������$� ��
 ����  ��� *�
� 
���
�	� �� ���� ����� �����
�
�	��
� ���� *�
� 
	���	� � ��� ���@����
 � ����$�

U �� 
�9���$ � ����
��� ��
 
�9���$ ������� � �	�� 
�
 �� �����
�� �
�����! � � �����
� �� ���
��$� -��� ���
��
����� � ���� �	'
�����! ���� �� ���� ���� �� � ���� �� ��� ��� ��� *�
� �	������	�
���
 ��������� ��� ��	
����
� $	�	������ � ��� �� ���� ��� ��
 ����
��� �	�
	 ���� � *�
� �����	! �� � 
����� �� ���� ���� �� � ���� ��
���'� ���� ��
	� �� ��
� �
� �� � �	������ RL! HO℄

U �� 
	'������������� � ���� �������� ��� �����	���� �����	� ����
������ �� �	������ �������������� �������� ��� �	��'���
��������� 7�
������� � �	�������
 �
����� ���� ���� �� � ���������! �� �� 
	'
���������
 �� �����
� �	����
�� ����� ��� ��� ��	
����� ��� 6�
��
������ �������� ���� ��� ���	
*� ��� � �*�� � ����
��
 �� � �� �
���	
�� $	�	
��� �� �����
� �	����
� ��� �������� ��� ��� ��� �� �
�� �

���� ��� 2���� ������
	�� �� ������ �� 
���
���

U ��	������� + ��� �
��	
������� ����� 	 ������ ��� 6� �
��� �� ��
����
�� �	�
����� ��� ��6����� ��	������ ��� ��� �� ��� �
� �� � �����
�� 
���������� + ��� ��� 6�
� �
���� ��� ��
���� ���� ��	� ���� �
��������� ��� ���� ���� ��� ���� ��
 "������ + ��� ��� 6���� �
����
��� ��
���� ���� ��	� ���� � $	�	
����� ��� ���� � �������� �����
������ �����
� ��� � �����
 ��� ��6�����
%� 	������ 6���� ��� ��� �� ��� �
���� ��� 
�6��� ��� � "����� ��
� ��������� ������ ������
� ���
 ��! � ��>� �� ��� �$�
��
 � ��
�� �����
� ���� ���� �� � ��������� ��
���� � ��� ���������
 ��
��	
����
� $	�	������� (� � �����
 ��� ��6��� ��� ����� ��� ��� ��
���� ���� ��� �$�
�	�! � ��>� �� 
�����
 �� ��
�� ��6���� ��
 ��
�����
� ��
�����
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%� 	������ 6�
� ����
 ���� �
���� �� ��6���� ���� �� ���	������ ��
��
� � �� ��
���� �� ������ �� � $	�	
����� �� � ��������� ��� �����

����7 :������ "�� ����������

��� 4) ��
������� �� �
���
� ���	���� �� ����� ��� ���
������� ��
������� � ��� �
���� ������� � 	 ���
 � ��������� ��  	
�"�
 ��� ��
��
�� ������� ��  ����� ��� �� ���
������ �	"����� 1��� �� �� ��  �������!
� ��>� �� ����"�
 � ��
� � ���� � 2	
� ���
 ��� ������������! �� ��
�
�
�� 	� 	 ���
 ��� ������������� ��� ���� ���� ����� ��
� ����� ����
��*�
� �	������	� ���
 �� $	�	
������ 6���
���

���
 �
������ ����������! �� 4) ���� �����	� �� ����$� �� ���� ���
$	�	
����
 �� �������� ����� ���� ��������������� �� ���� �
���������� 1���
� ��! ��� ������ ���� �� ������ �� 
���
�� ���� ������ �� 
������

�� ���
������� ����#���6 ��� ��
� �� ��
�
 ��
�� �� ������� ����6�
������
�
� ����� ��� 	 ��������� �� ������� ������� � �#����
 �� ��
� ��� �	����	
�	������� �� � ������� � � ���
����� �

-�������
 F (x) = f(x) +
n

∑

i=1

ri φ(hi(x))

�T n ��� � ����
� �� ���
������! ri �� ��>���� �� �	����	 �� φ �
6������ �� �	����	� �� 6������ φ(hi) = h2

i ��� ��
������ �����	��
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���
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���� �� ��6���� �
� �� � 
	����� �� � ��������� ���
 � $	�	
�����
��� ����� +� �� ����
 ��� ��� ��� �������
���� ��� �����
� ���� ���� �	#�
����
���

;���� !������� 0�/����� :����� �� ������ & !0:�

1��� �� �$�
�����! �
����	 ��
 ����� �� ��������$ �� GCCI RJH!JI℄!
� 
��<��$ ��� �@���	 ��
 ��� ���� ���� ����� � �� 6������ �� ����
�
������ ���� ��� � ������� ��� �����
� �������� ������� ��� 6������ �� ����$
�
����� �� ����� � 
��$ �� ����� ��� �� ��� ��
� �
��� �� �� �
���	 ���
�
	��
 	� �� �������� ��� 6������ �� ���
��$� ���� ��� ���� 	������ �� ��
�$�
����� ��� � �	�����	 �� �	"��
 � ���� ��  ������$� �� 
���
�� ���
����� X ��
�� ��� �$�� 6�
������ ��
 �	 ������ �� �������������

;���� .�� ��������" ������ :����� �� ������ & .�:�

��� �$�
����� ��� �
����	 ��
 (
� ���� �� 1�� �� GCCJ RGFH℄� + ���	'
����� �� ��	�� �� )����
$ ���
���� � �����$� �� 
��<��$ �����	 ��� ��

��<��$ ��
 6
���� � �� ���� ���� ����
������ �� �*�� 6
��� ��� � �*��

��$� �� �� �
���	 ��� �
	��
 	� �� �������� ��� 6������ �� ���
��$ ���
�
���� ���� �� �*�� 
��$ ���� �� ���������� � ��
� �� �����
 ���� ��� ��

��$ � ��� 6���� ��� � ��
� �� ����� ��� ���� ��� �� 6
��� �'G� �� ���
��$
��� �� 
	���	 ���� ������ ��� ��
����
�� � � ������� ���
� ���� ���� ����

HFK
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��� 6������ �� � �
������	 �� ��
 ��	������! ����� ��� ������ ��
�  �'
��
� ������������� ��� �$�
����� ��� �
�� ������� � �  ���
 ������ ���

� ���
��$�

;���� .���" %����� :����� �� ������ & .%:�

��� �$�
�����! �
����	 ��
 0�
� RLG℄! ��� ���	 ��
 ��� �	����� ��
���
���� �������� ��� �� 
��<��$� + ������! � � ���! ��� �	����� ��
 ���
���
���	 ��
 � ��������� ���
 �� ���
���� � ���� ���� ����! ��� ���� ����'
����� ��� �����	� ���
 �	��
����
 � ��������� (� ��� ��� �������� ���
�����	 ��
 �� ����
� �� ���� ��������� ��
� ��� � �������� �������
��� ���'�����	! � ������� ���'�����	 ��
� �	������	� 1��� � �� ��	$�'
��	! � �	����� ��
� 
	���	� ��
�� �����$ ��
 ������ ��� ��
����
�� ���

� ���� ���������� �� ������� ����� � ����� �� �������� ��
� �	������	
�"� �� �
	��
 �
 � �� �
���	�

��� �$�
������ ��� 	������� ��
 ������� ��>������ � ��������
 � ��'
 �
���	 ��
 � 6
��� �� ��
 �� �
$��� ��� ����� ���
 ����
 � �� �
������!
��� ��������� 	������� ��� 	�	 �	 ����	���

4� 5���!��� 
�������	�� ���������

+� ���� ���� 	������� �
 �� ������� �� ���	������ ��
���� �� ��6���� ��
6� �
����� �� �����
��

;���� ����� �� %����� 5����������+ �� ������ & �%5�

Y��2�
 RGGJ℄ �
����� �� �$�
����� ��� ������ ���� ���������� � � ��'
������� ��
���� �� ��� ��������� �
�� � �������� �� �������� ��
���'
�������� �
�� 	�� #����� �� ��� ���� ���������� ���� �����	�� ���
 �	'
��
����
 �� �������� ��� �����	�� �� � ��������� ��
����� ��� ��������
���� �#���	�� � ��
�� � �� �� �������� �� ��
�� � ��� ���� �����	�� ��
 ��
��� ��� ���
	�� ���� ����
��	��� 1��� � �� �T � ���� �� ��
�� � �	�����
���  ���
 "�	�! ��� �	����� �� ����
��$ ��� ������	� ���
 �� $�
��
 ���
�� �������� �� ��� 
��
	������� ��� �� ����
��$ ������� � $
����
 ��� ��'
������  �������! ���� �� �	��$��
 ��� �� �� �������� ���� 
��
	�������
�� $
���� �� ��"� �� ����
���
 �� ���
�� ��������� ���
 � 
����! �� 	�����
�������� ���� 
	���	�� � �	�����! 
�������� �� ���������
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;���� %����� ������" 5�������� ������ + & %�5�

1	 ����	� ��
 3��9�� �� ��
�� ROK℄! ���� �	����� ����� ��� ���	� ��

��� ���������� 7� �������� ����� ���� ��� ���
 � 
���
�� ��� ���������
7� ������ �	������� ��� ��������� �� ���� �
�� � ���
 ���<�
 �� ���'
����� ��
���'�������� �
�� 	�� �
� �� � 
���
��� ���$�
����� ������ ��
��
��� �� �� ��6���� ����6��� ��� ����
	 �� ��
���� (�� � ������! � ���
����	 ���� ��
��� ���
 ���	
����� ��� ���� �� ��� �#���	 � � ���������
�
�� �� ��
 ���
�! �� ���6��� ��� �����	 ��
 � ��
���! � ��� ����
��	 ��
�� ��� � ��6��� ��� $	�	
	 ��
 �������� � ��
��
 �� ��
���� (�� � � ���
����������! �� ���� ���� ���� ����
	� � � ��������� �
�� �� (� ���6���
������ ��� ��� �������� �� � ���������! � ��� ����	 ���� ��
��� ���

���	
����� ��� ���� �� �#���	 � ��
�� �� ��� �������� �� ��
�� � ��
� ����'
�	�� ���� ����
��	��� (�� �� ������ ���� ����
� �� ��
�� �! ���6��� �� �
��
��� ���� 	 ��	� �� 6������ �� ��
 ������� ���� ������ ��� ��
����
��
��� �������� �� ��
�� �� (� ���6��� ��� ���� ��� 
	$��� ����� �����! � ���
�	������	 ���
 ���	
����� ��� ���� �� �#���	 � ��
�� �� �� ������	 ������
��� 6������ �� 
�9���$ ���	 ��
 �� �	����$� �� ����
���� �� ������
��� ��
����
���

;���� .�� ��������" ������ :����� �� ������ 33 &
.�:�33

�
����	 ��
 1�� RIG℄ �� HFFF! ���� ��� 	 ������ �� ��$�
����� /()4
���
 
	����
� ��� 
������� 6�
��	�� ��
 � ��
���
 � ���'	������! ��'
�����	 �� ���������� �� ���
��$ ��� �	������ �� "��
 ��� ��
����
�� ����	'
������
��� ��
 
����
� � /()4! /()4++ ������ �� ��	
����
 �� �	�����
��� ��
��� � 
��<��$ �� � �������� �� � �� �
���	 � � ������ ��� �������
�� 
�9���$ ��
 ������ ��� ��#���6��

���$�
����� ������ � ������ �� ������� �� E
�9���$E �� �� �	�����
���	� ��
 ���� �������� ��� ���� ������ ���� ���
������ � ��� �� �	
�
�
� 6������������ $	�	
� �� /()4++�

�� ������� �� 
�9���$ ��
��� ��	 ���
 � ������	 �� 6
��� �����
 ����
���� ��� �����	
	! ���	 i� ����� ������� di �� ��� ����
�� � �	
����
�
�� �����
���! ���� ������ ��� ��#���6�! ����� ���
 ������ �� ���� ����
�� ��� �
���� �� i! ���� ����
	 "$�
� ��G�

�� ������� ��� ��	� �� �
���� ������ ����� �� ���� ���� �� � ��'
������� ��� ��� ���� ��� ��#���6�! ���� ��
�
� ��������� �� �������
�

��������� �� ����� � ��� ��$����	� �� � ������� �	��
��� �� ��
��
�����	� ��� ���� ���� i + 1 �� i − 1! ���
 ���#���6 �����	
	�

����	
����
 �� ����
����� ≺n �����	 ���� /()4++ ��� ���	 ��
 ����'
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f1

f2

0: Solution de rang 0 dans le front, pour f1

pi
i +1

i -1

���� ��G U 1������ �� 
�9���$ ���
 /()4++

������� �� � ��� ���������� �� �� ���� ������� �� 
�9���$! ��� ��� �
�
����� ��� ��� � �� ���� ��� � ������ �� ���� ��� # �� � ����
����� � ��
6
��� �� 
��$ ��6	
���
 � ��� �� # ��! ���� � �� �T �� 
��$� ���� 	$���! �
� ��� ������� �� 
�9���$ ��� $
���� ��� #� 7� �����
�� ��
���! �� �
	6�
�
��� ������� ���������! �� ���� � �� �� �������� ���'�����	��! �� �
	'
6�
� � ������� ��	� ���� ��� 2��� �� 6
��� ����� ����	�� ��� �� �
�����
	$������ ���� ���� �

(����� H ���� ���� i �� j ����
������ ��� 6
���� �� 
��$ rangi �� rangj

�� ����� 
������ ����� ���� 
�9���$ ������� disti �� distj�

i ≺n j si rangi < rangj ou (rangi = rangj et disti > distj)

�� "$�
� ��H ����
� �� �	������� �� ��$�
����� /()4++ � � ��'
������� Pt! �� ���� �! �

������ � � ��������� ��
��� �� � $	�	
�����
��

%�� ������� ��6��� Qt! �� ���� �! ��� $	�	
	� � ��
��
 �� Pt �� ����'
����� �� ��	
����
� �� �	����� A���
��� �����
� �������� � ��� ����������
�� � ������� �� 
�9���$B! �������� �� 
��������� ��� ���� ����������
���� ������� 6������	�� ���� ��� ��������� Rt! �� ���� H�! ��� ��� �
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 � ��� ���������� � ��� 6
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� �� 6
��� ����� ��
����
��������� ���
 �� 
�����
 � ��� ��������� �� ���� �! � 6��� �	�����'
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 ��� ���� ���� ��
�� �� 6
����� �� �
�	��
� ��� � ��� ���� � �� ���� ����
����
������ ��� 6
���� �� �� ��� �� ��� ��� ���� �
���6	
	� �� �
����
 ����
� ��� ��
� � ��������� Pt+1! �����	� ���� $	�����
� �� ��
����� ��
����
� 6
��� � �
���6	
�
 ���� ���� ��������� ������� ��� ������ ���� ��� ��
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���� ���������� ���� Pt+1! � 6
��� �����	
	 ��� �
�	 ����
�� � �������
�� 
�9���$� ��� �������� ����� � ������� � ��� $
���� '��� 	���� ����
��� 2��� �� 6���� ������	' ���������� �� �����
 ��
� �� ���� �
���6	
	�
���� Pt+1� ��
���� Pt+1 ��� ������! Qt+1 ��� $	�	
	� ��
 ��������� ���
��	
����
� $	�	�������

�� 6����� ��� ���������� ��
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;���* ����� �� %����� 5�����������+ �� ������ 33 & �%5�33

����� ��� 	 ������ �� (�74! �
����	� ��
 Y��2�
 �� HFFG RGGI℄� ��� ��'
��"������ �
������� ���
���� � �� �� � "����� ���� ���� ��� � ����
(�74++! � �
��� �� ����� � ����
� ������ ���� �����	� ��
 � �������
� 	 ���
 ����� ��� � ����
� �� �������� ��� � ��������� �� �� ��'
�
��� 	$������ ��� ���������� �� � ������	 ��� ��� �
����  ������� ��
����"������ ��	��
��� ��������� � ����
����� ���
� �� ��@	
����� ���'
������ ��
���� � ���� �� � ��������� �
�� � ��� ��������! �� �	������
�� �
������� ��� �����	 � � ��� �� �	������ �� ����
��$� ��� ��
���
��� �����
� �
	��
 ����� �� � �� �
���	 �� ���� �� � ����������



������ �

��
� �� � ����� �!�������
�!
� ����
���
�

(�����
T �	��
$�� ��	����� ����� �� ����������

Ti �	��
$�� ��	����� �� �
�� i
Gi � ���
� �����
��� �� �
�� i
Ri � 
���
� �	� �� �
�� i
R0 � 
���
� �� ����
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Points  Manipulabilité Couple ) Distance  Nb Nb 
sur la trajectoire  max (mNm min (mm) Modules ddl Codage Long (mm) Codage Long (mm) Codage Long (mm) Codage Long (mm)

2050 16289 14,16 7,45 1 2 5 36
2050 16571 14,86 4,30 2 2 3 24 1 24
2050 32931 26,68 7,97 2 3 1 24 5 36
2050 29168 15,90 5,43 2 3 3 24 5 36
2050 43695 28,74 6,88 2 4 6 36 9 36
2050 51525 29,53 5,05 2 4 8 36 8 36
2050 51487 29,48 7,33 2 4 9 36 8 36
2050 51679 29,18 4,60 2 4 9 36 9 36
2050 63644 31,04 7,84 3 5 1 24 4 36 9 36
2050 69502 32,33 4,24 3 5 1 24 5 36 9 36
2050 73967 35,30 7,75 3 5 1 24 6 36 9 36
2050 75203 41,93 7,84 3 5 1 24 8 36 8 36
2050 66828 34,13 7,96 3 5 3 24 7 36 8 36
2050 53276 48,38 8,04 3 5 4 36 2 27 5 36
2050 56071 30,90 7,75 3 5 6 36 3 24 9 36
2050 52894 47,83 8,78 3 5 7 36 2 27 5 36
2050 68760 29,61 5,12 3 5 7 36 3 24 9 36
2050 100070 35,45 7,80 3 6 5 36 5 36 8 36
2050 93333 46,94 7,88 4 6 1 24 1 24 4 36 9 36
2050 84605 37,66 7,80 4 6 3 24 1 24 4 36 8 36
2050 101434 36,73 6,19 4 6 3 24 1 24 5 36 8 36
2050 115778 37,50 3,09 4 6 3 24 2 27 8 36 9 36
2050 119247 38,44 3,65 4 6 3 24 2 27 9 36 8 36
2050 120719 37,13 2,99 4 6 3 24 2 27 9 36 9 36
2050 86373 42,72 7,86 4 6 3 24 5 36 1 24 8 36
2050 91523 31,20 4,19 4 6 3 24 6 36 6 36 2 27
2050 154535 41,43 5,70 4 7 1 24 7 36 6 36 9 36
2050 126416 48,35 7,86 4 7 1 24 7 36 8 36 9 36
2050 145779 40,44 7,79 4 7 1 24 7 36 9 36 8 36
2050 150093 40,73 7,51 4 7 3 24 4 36 6 36 9 36
2050 172791 34,16 1,53 4 7 3 24 6 36 6 36 8 36
2050 117298 39,53 7,10 4 7 4 36 4 36 3 24 9 36
2050 171136 37,72 2,72 4 7 5 36 5 36 3 24 8 36
2050 108582 35,58 2,99 4 7 5 36 5 36 6 36 2 27
2050 139541 46,87 7,84 4 7 7 36 1 24 6 36 9 36
2050 113611 64,78 9,02 4 7 8 36 7 36 3 24 5 36
2050 114711 64,81 9,02 4 7 9 36 7 36 3 24 5 36
2050 174581 43,13 5,63 4 8 4 36 4 36 8 36 8 36
2050 176597 43,74 5,80 4 8 4 36 4 36 8 36 9 36
2050 192593 51,56 8,51 4 8 6 36 5 36 8 36 5 36
2050 162032 49,15 7,86 4 8 6 36 9 36 7 36 8 36
2050 223690 47,49 7,76 4 8 7 36 5 36 8 36 8 36
2050 223274 47,39 7,84 4 8 7 36 5 36 8 36 9 36
2050 158200 47,11 7,76 4 8 7 36 6 36 6 36 8 36
2050 193499 47,01 3,58 4 8 8 36 6 36 6 36 8 36
2050 208054 46,08 3,42 4 8 8 36 9 36 4 36 8 36
2050 226020 50,43 3,06 4 8 8 36 9 36 7 36 9 36
2050 185762 44,46 3,21 4 8 9 36 4 36 6 36 9 36
2050 227334 50,30 2,77 4 8 9 36 9 36 7 36 9 36

Module 1 Module 2 Module 3 Module 4
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Points  Manipulabilité Couple ) Distance  Nb Nb 
sur la trajectoire  max (mNm min (mm) Modules ddl Codage Long (mm) Codage Long (mm)

2050 15817 26,65 0,65 1 2 5 36 9 36
2050 17717 26,67 4,25 1 2 9 36 8 36

Module 1 Module 2
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Points  Manipulabilité Couple Distance  Nb Nb 
sur la trajectoire  max (mNm) min (mm) Modules ddl Codage Long (mm) Codage Long (mm) Codage Long (mm) Codage Long (mm)

2050 39532 26,29 7,86 2 4 8 36 9 36
2050 42811 26,74 4,20 2 4 9 36 9 36
2050 39468 28,58 7,88 3 4 1 24 2 27 8 36
2050 40029 28,36 7,80 3 4 3 24 2 27 8 36
2050 40237 28,55 7,80 3 4 3 24 2 27 9 36
2050 51841 36,59 7,80 3 5 1 24 4 36 8 36
2050 57261 27,74 7,80 3 5 1 24 5 36 9 36
2050 63809 38,93 7,75 3 5 1 24 8 36 8 36
2050 62049 38,50 7,76 3 5 1 24 8 36 9 36
2050 56680 41,01 7,86 3 5 3 24 6 36 8 36
2050 59040 29,36 7,63 3 5 3 24 8 36 9 36
2050 61793 51,56 7,86 3 6 4 36 6 36 9 36
2050 56693 49,48 7,84 3 6 5 36 7 36 9 36
2050 85195 33,77 3,48 3 6 8 36 5 36 9 36
2050 58680 36,67 7,76 4 5 1 24 3 24 1 24 8 36
2050 54143 42,70 7,88 4 5 1 24 3 24 2 27 9 36
2050 82370 31,28 1,58 4 6 1 24 1 24 4 36 9 36
2050 92236 28,68 0,04 4 6 1 24 1 24 6 36 9 36
2050 80627 43,60 6,25 4 6 1 24 1 24 8 36 9 36
2050 77266 29,05 0,57 4 6 1 24 7 36 3 24 9 36
2050 79488 30,95 3,71 4 6 1 24 7 36 5 36 2 27
2050 65399 41,01 7,76 4 6 3 24 1 24 6 36 8 36
2050 72586 34,47 7,42 4 6 3 24 1 24 7 36 8 36
2050 82725 32,18 3,30 4 6 3 24 3 24 5 36 8 36
2050 78978 41,05 6,27 4 6 3 24 3 24 6 36 8 36
2050 84349 32,84 4,08 4 6 3 24 4 36 1 24 8 36
2050 77909 33,97 4,44 4 6 3 24 5 36 1 24 8 36
2050 80741 41,71 4,22 4 6 3 24 8 36 9 36 2 27
2050 77573 30,59 0,57 4 6 4 36 3 24 1 24 8 36
2050 66671 30,20 1,21 4 6 6 36 1 24 3 24 9 36
2050 127743 42,76 1,22 4 7 1 24 4 36 6 36 8 36
2050 111750 31,42 0,30 4 7 1 24 7 36 4 36 9 36
2050 84584 58,96 7,84 4 7 1 24 7 36 4 36 8 36
2050 105639 38,36 0,78 4 7 1 24 9 36 5 36 9 36
2050 104132 35,31 2,50 4 7 3 24 4 36 7 36 8 36
2050 122394 35,28 0,06 4 7 3 24 4 36 8 36 8 36
2050 106442 45,95 3,38 4 7 3 24 5 36 5 36 8 36
2050 100329 39,59 3,09 4 7 3 24 5 36 7 36 8 36
2050 100034 36,35 2,93 4 7 3 24 7 36 4 36 8 36
2050 89475 44,46 7,84 4 7 3 24 7 36 6 36 8 36
2050 112973 40,82 1,84 4 7 5 36 3 24 6 36 8 36
2050 116294 45,89 1,96 4 7 5 36 8 36 9 36 2 27
2050 103495 42,61 3,16 4 7 6 36 1 24 6 36 8 36
2050 110281 43,87 2,99 4 7 6 36 3 24 6 36 8 36
2050 92141 52,44 4,65 4 7 6 36 6 36 3 24 8 36
2050 105655 45,56 3,03 4 7 6 36 7 36 3 24 8 36

Module 1 Module 2 Module 3 Module 4
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