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Notations
À l'exeption des ensembles notés u dans l'indexation des indies de Sobol', tout ensemble est notépar une lettre majusule. Tout veteur noté sous forme développée (x1, . . . , xd) se voit impliitementattribuer une notation ontratée en gras x. De plus, pour tout sous-ensemble non-vide u ⊆ {1, . . . , d},la notation xu désigne le veteur dont les omposantes sont les xi, i ∈ u, et la notation xu : zuc désignele veteur dont les omposantes sont les xi pour i ∈ u et les zi pour i ∈ {1, . . . , d} \ u. Pour désignerune famille de n veteurs ou de n salaires, on utilise la notation ave un exposant : xj , xj

u, et xj
i ,

j ∈ {1, . . . , n}, u ⊆ {1, . . . , d} et i ∈ {1, . . . , d}. Sauf mention ontraire, on adopte les notationssuivantes
|E| ardinal de l'ensemble E

|a| valeur absolue du nombre a

P(E) ensemble des parties d'un ensemble E

σ(X), σ(A) tribu engendrée par une variable aléatoire X, ou une tribu A
[1 : d] ensemble des nombres entiers i tels que 1 ≤ i ≤ d

1E fontion indiatrie de l'ensemble E : 1E(x) = 1 si x ∈ E, et 0 sinon
E1∆E2 di�érene symétrique des deux ensembles E1 et E2. C'est l'ensemble des élémentsde E1 ou E2 qui ne sont pas dans E1 et E2

E[Y ] espérane de la variable aléatoire YVar[Y ] variane de la variable aléatoire YCov(X,Y ) ovariane entre les variables aléatoires X et Y
M⊺ transposée de la matrie M

⌊x⌋ partie entière du nombre réel x
E \A partie omplémentaire de l'ensemble A dans l'ensemble E

Ac, −A notations ontratées de la notation préédente en l'absene de touteambiguïté onernant l'ensemble E

A ⊆ B signi�e que l'ensemble A est inlus dans, ou égal à l'ensemble B

A ⊂ B signi�e que l'ensemble A est inlus dans, mais n'est pas égal à l'ensemble B∫

E

f(x)dx intégrale de f, au sens de Lebesgue, sur l'ensemble E

∫
f(x)dx intégrale de f, au sens de Lebesgue, sur l'hyperube unité dont la dimension est lenombre de variables de f

x · y produit salaire anonique des veteurs x et y de Rk, k ∈ N∗

f ◦ g fontion omposée des fontions f et g1



2 NOTATIONSLes deux notations qui suivent peuvent induire une ambiguïté ave la notation ensembliste d'unsingleton ; elles seront don préisées à haque utilisation par la suite :
{x} partie frationnaire du réel x
{x} veteur dont les omposantes sont les parties frationnaires des omposantesdu veteur xsupp(X) support de la variable aléatoire X

C∗,R∗,Q∗,Z∗,N∗ respetivement les ensembles des nombres omplexes, réels, rationnels, entierset entiers naturels, privés du singleton {0}
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IntrodutionContexte appliatif de la thèseDu fait du développement ontinu des apaités de alul en informatique, la modélisation numériquede systèmes omplexes (physiques, méaniques, biologiques, et.) a onnu une expansion ininter-rompue durant les dernières déennies, et devient aujourd'hui une omposante inontournable dansl'étude des phénomènes réels. Ainsi le développement de pneumatiques dans l'industrie automobile,la gestion des risques dans l'industrie nuléaire, la mise en ÷uvre de politiques de pêhes pour lagestion des ressoures halieutiques ou enore la prévision météorologique requièrent à l'heure atuellel'utilisation de modèle numériques omplexes � enore appelés simulateurs � et l'aide de moyensde aluls adéquats.Constrution d'un simulateurLa onstrution d'un simulateur se ompose prinipalement d'une phase d'expertise onsistant àmodéliser le phénomène réel d'intérêt, et une phase tehnique se résumant suessivement à disrétiserpuis à implémenter le modèle élaboré dans la première phase. Le proessus de modélisation est dévolu àl'expert de la branhe d'intérêt (ingénieur en alul de strutures, biologiste spéialiste des éosystèmesmarins, et.) et onsiste à identi�er les variables d'état du système à modéliser, à déterminer leurslois d'évolution (en temps et en espae), et en�n à établir les degrés de liberté dans es lois, enintroduisant un ertain nombre de paramètres dont la valeur permettra à terme d'ajuster le modèlea�n qu'il reproduise le plus �dèlement possible le phénomène réel d'intérêt. Dans la pratique, les loisd'évolution sont établies plus ou moins empiriquement suivant le domaine d'étude. Par exemple, lesmodèles développés en méanique des �uides (météorologie, modélisation des irulations oéaniques,et.) sont issus d'un système d'équations aux dérivées partielles non-linéaires, onnu sous le nomdes équations de Navier-Stokes. Ils permettent de reproduire �dèlement de nombreux phénomènesà des éhelles plus ou moins �nes. Dans d'autres domaines, es lois béné�ient d'une onnaissanethéorique moins étendue et doivent faire appel à l'expériene, et ainsi faire fae à toute l'inertitudeque ela engendre. Pour exemple, dans le modèle d'éosystème marin MODECOGeL [La98℄ étudiéau Chapitre 8 de ette thèse, la onentration en nitrate est donnée par l'équation de di�usion
∂no3
∂t

=
∂

∂z

(
λ
∂no3
∂z

)
+ nitrnh4 × nh4− µno3pp × pp− µno3np × np− µno3mp × mpoù no3, nh4, pp, np et mp désignent respetivement les variables d'état de onentration en nitrate, enammonium, en pio-, nano, mirophytoplanton � fontions du temps t et de l'espae z (vertiale)� et λ, nitrnh4, µno3pp, µno3np et µno3mp sont des oe�ients dont les valeurs sont établies par des sous-modèles partiellement méonnus faisant intervenir parfois plus d'une dizaine de paramètres di�érents(voir Croissane du phytoplanton dans la Setion 8.1.5 de ette thèse). De manière plus appliquée,parmi l'information globale que renferme un modèle, seules ertaines quantités présentent un réelintérêt (usure d'un pneu, vitesse du vent, quantité de préipitations, et.), haune d'entre ellesdevenant une sortie du modèle sous la forme d'une fontion des variables d'état et des paramètres

y(t, z) = f
(
x(t, z), θ

)où t est la variable temporelle, z est la variable spatiale � éventuellement vetorielle � x(t, z) est leveteur formé des variables d'état, et θ désigne le veteur des paramètres. Remarquons qu'un même5



6 INTRODUCTIONsimulateur peut permettre d'étudier plusieurs sorties d'intérêt simultanément. Par exemple, dansl'étude préliminaire que nous onsarons au modèle MODECOGeL, on s'intéresse prinipalement àla onentration de hlorophylle-a qui, de par sa dé�nition, dépend diretement des trois variablesd'état phytoplantoniqueshla(t, z) = 1.59×
(pp(t, z) + np(t, z) + mp(t, z)).En partiulier, nous privilégions des sorties salaires en onsidérant le maximum annuel de etteonentration à la surfae de l'oéan, sa moyenne annuelle de surfae et son maximum annuel de lamoyenne en profondeur (de -20m à -50m).En�n, le modèle est disrétisé suivant des shémas adaptés (di�érenes �nies, volumes �nis, et.)puis implémenté dans un langage bas niveau de préférene a�n de privilégier les performanes. Ainsi,lorsqu'un utilisateur prend en main un simulateur, il doit obligatoirement assumer le fait que lesdonnées qu'il simule forment une double approximation de la réalité, prenant en ompte à la fois uneerreur oneptuelle de modélisation et une erreur tehnique de disrétisation.Niveau de omplexité d'un simulateurLorsque l'erreur oneptuelle ommise lors de la modélisation apparaît omme faible, la minimisa-tion de l'erreur tehnique de disrétisation peut onstituer le prinipal hallenge dans la onstrutiond'un simulateur. Néanmoins, lorsque la phase de modélisation est extrêmement di�ile, et qu'auunsimulateur ne donne des résultats satisfaisants quant à la reprodution �dèle des phénomènes réelsqu'il modélise, la reherhe s'oriente prinipalement sur la minimisation de l'erreur oneptuelle. Celaa onduit les modélisateurs à développer des simulateurs de plus en plus omplexes, prenant en ompteun nombre toujours plus grand de variables d'état et de paramètres. Ce phénomène apparaît en par-tiulier dans le domaine de la biohimie dans lequel les modèles dérivant les réations himiques sontdi�iles à établir. Néanmoins la omplexi�ation roissante des simulateurs peut montrer très rapide-ment des limites lorsque, du fait d'une surparamétrisation, un simulateur omplexe devient impossibleà ajuster par rapport aux données réelles, et reproduit moins �dèlement la réalité qu'un simulateurplus simple. En e�et, le proessus de alibration � ou d'ajustement � des paramètres, qui a pour butd'ajuster les valeurs des di�érents paramètres a�n de minimiser l'éart entre le phénomène simulé etle phénomène réel lui-même, onsiste essentiellement en un problème de minimisation d'une fontionoût dépendant de tous les paramètres. En onséquene, plus le nombre de paramètres augmente, etplus il est di�ile d'établir une fontion oût qui permette de ontr�ler les di�érents paramètres. Ainsivoit-on émerger depuis quelques années un mouvement inverse allant vers la simpli�ation de modèlesomplexes existants (voir, e.g., [RSG06℄ dans le domaine des éosystèmes marins). Le but prinipaldans ette problématique est de onverger vers un simulateur "optimal", su�samment omplexe pourêtre apable de reproduire orretement les proessus prinipaux du phénomène réel onsidéré, et as-sez simple pour onserver une ertaine maîtrise sur l'ensemble de ses paramètres et être apable deles ajuster.Dans ette optique, l'étude des paramètres, et en partiulier l'analyse qualitative et quantitativede leur impat sur les sorties du simulateur peut onstituer une aide préieuse ; 'est l'objet prinipalde l'analyse de sensibilité.Analyse de sensibilité : entre rigueur mathématique et méthodesapproximativesL'analyse de sensibilité telle qu'elle est présentée dans les ouvrages modernes (voir, e.g., [SCS00℄)et telle qu'elle est appliquée atuellement aux simulateurs numériques omplexes remonte approxi-mativement au début des années 1970 (voir, e.g., [Ham94℄ pour es onsidérations historiques). Ellepossède néanmoins une préhistoire antérieure au développement de l'informatique moderne, qui sesitue au début du XXème sièle ave notamment les travaux de Fisher [Fis25, Fis35℄ et de ses on-temporains sur l'analyse de la variane. L'objet prinipal dans e domaine d'étude est typiquementun système d'entrées-sortie y = f(x) où x est le veteur d'entrée omposé d'un ertain nombre de



INTRODUCTION 7paramètres, y la sortie salaire observée et f un modèle déterministe qui permet de faire orrespondreà toute entrée x une sortie y. Le modèle f s'exprime idéalement sous la forme d'une fontion mathé-matique expliite ; mais généralement elle se trouve sous une forme impliite, de sorte que la variationde la réponse y en fontion des hangements des valeurs de paramètres d'entrée n'est pas transpar-ente. Ainsi, le but premier de l'analyse de sensibilité est de omprendre omment les variations desparamètres d'entrée in�uent sur la réponse y dans un modèle impliite. Cette étude s'oriente à la foissur des aspets qualitatifs :L'e�et d'un paramètre sur la réponse y est-il monotone, linéaire, additif, et. ?Les paramètres xi et xj ont-ils un e�et onjoint sur la réponse y ?et sur des aspets quantitatifs :L'e�et du paramètre xi est-il plus important que elui du paramètre xj ? Est-il négligeable ?Pour répondre à es questions, il existe un panel de méthodes établies mathématiquement de manièreplus ou moins rigoureuse.Méthode d'analyse loaleL'approhe la plus élémentaire pour analyser l'in�uene des paramètres d'une fontion est deomparer les variations de sa sortie lorsque les paramètres d'entrée sont perturbés un à un par uninrément in�nitésimal autour de leurs valeurs nominales. Cela revient essentiellement à onsidérerles dérivées partielles
di =

∂f

∂xi

(
x0
)puis à omparer entre elles les valeurs renormalisées |dix0
i |, a�n de prendre en ompte les di�érenteséhelles des paramètres. Plus généralement, il est possible de omparer les taux d'aroissementsrelatifs à haun des paramètres en onsidérant non plus un inrément in�nitésimal, mais un termede l'ordre de 10%�20% de la valeur nominale de haun des paramètres onsidérés. Une analyserapide onduit alors à déduire que plus la quantité |dix0

i | est grande et plus le paramètre xi est atifsur la sortie y étudiée. Une telle analyse quantitative reste néanmoins limitée ar d'une part, ellene permet pas de déteter les e�ets onjoints de plusieurs paramètres, et d'autre part elle n'intègreauune onnaissane relative aux paramètres mise à part la donnée absolue de leur valeur nominalerespetive. Ce dernier point a pour onséquene que la omparaison opérée ne prend pas en omptela nuane entre un paramètre onnu de manière préise � i.e. par exemple ave une erreur relativeinférieure à 5% � et un paramètre dont la valeur est extrêmement di�ile à obtenir préisément �i.e. par exemple ave une mesure qui varie du simple au double ou au triple. Par suite, ette analysede sensibilité loale peut failement produire des résultats sans lien ave la réalité du modèle.Pour pallier ette insu�sane, il est néessaire de s'orienter vers une analyse qui prend en ompteles plages de variations supposées des paramètres.Méthode d'analyse globalePour haque i dans [1 : d], onsidérons Di l'intervalle de variation du paramètre xi ; alors l'objetmathématique d'intérêt est la fontion multivariée f : D = D1 × · · · ×Dd → R. L'idée prinipale del'analyse de sensibilité globale est d'appréhender ette fontion omme une superposition de fontions
fu ne dépendant que des xi, i ∈ u, où u parourt l'ensemble des sous-ensembles de {1, . . . d}. Pluspréisément, il s'agit de onsidérer que la fontion f est la somme d'e�ets, haun dû à un groupe devariables partiulier :

f(x) = f∅ + f1(x1) + · · ·+ fd(xd) + f12(x1, x2) + · · ·+ f1...d(x1, . . . , xd). (1)Une telle déomposition permet alors de produire une analyse de sensibilité qualitative en expliitantles e�ets prinipaux fi(xi) ainsi que les e�ets d'interations fu(xu), |u| ≥ 2, et une analyse desensibilité quantitative en évaluant l'importane de es e�ets par le biais d'une norme.



8 INTRODUCTIONNéanmoins, pour une fontion f quelonque, il existe une in�nité de es déompositions. On peutpar exemple retranher une onstante à l'un des termes et la rajouter à un autre. Plus généralement,étant donnée une norme, il est possible de onstruire une déomposition de f dont les termes possèdentune norme arbitrairement petite ou grande. Le théorème de Pythagore fournit alors une solution pourobtenir l'uniité de ette déomposition moyennant une ontrainte. En e�et, si f est de arré intégrablesur D, alors la déomposition (1) implique que
||f(x)||22 ≤ ||f∅||22 + ||f1(x1)||22 + · · ·+ ||fd(xd)||22 + ||f12(x1, x2)||22 + · · ·+ ||f1...d(x1, . . . , xd)||22où ||g||22 =

∫
D
g2(x) dx, et que l'égalité n'a lieu que si les termes de la déomposition sont orthogonauxdeux à deux. Une telle déomposition sous ontraintes d'orthogonalité existe e�etivement et estunique ; elle se généralise en outre à la déomposition de fontions de variables aléatoires, et estonnue sous le nom de déomposition ANOVA. Même si elle n'est pas anonique au sens où elledépend d'une norme partiulière, on retient néanmoins qu'elle a du sens puisqu'en termes physiques,elle est la déomposition d'énergie minimale. Elle onstitue la base de l'analyse de sensibilité globaleet permet, omme nous l'avons dérit dans le paragraphe préédent, de mettre en ÷uvre une analysede sensibilité à la fois qualitative et quantitative.Dans la pratique, les termes de la déomposition ANOVA s'expriment tous de manière expliite enfontion de f et par onséquent, il est possible de onnaître expliitement les fontions fu, ou tout dumoins de les approher numériquement. Néanmoins, on se ontente la plupart du temps de ne alulerque leur norme, permettant de dé�nir les indies de Sobol' qui quanti�ent de manière synthétiquel'in�uene des di�érents groupes de paramètres. Le alul de es indies, qui se résume essentiellementà un alul d'intégrales, peut être abordé sous plusieurs angles, ertains mathématiquement rigoureuxet d'autres plus approximatifs où la notion d'erreur d'estimation est di�ile à appréhender.Méthode d'analyse loale "globalisée"En�n, l'insu�sane de la méthode loale basée sur le alul des dérivées partielles d'ordre 1 �ou des taux d'aroissements � au point onstitué des valeurs nominales des paramètres, peut êtreomblé en mettant en ÷uvre un alul de es dérivées non plus en un seul point, mais sur un éhan-tillon à l'intérieur de la plage de variation D des paramètres. Le traitement statistique de l'ensembledes dérivées � i.e. prinipalement le alul de la moyenne et de la variane empiriques � permetalors de déteter les paramètres qui n'ont auun in�uene signi�ative sur la sortie y, eux dont l'in-�uene est linéaire et additive, et les autres. Cependant, même "globalisée", l'analyse loale fournitune information moins rihe que l'analyse globale. En partiulier, elle est inapable de di�éreniernon-linéarités et interations, et sa validité reste dépendante de onditions de régularité.Dans e ontexte, nous nous onentrons prinipalement sur la déomposition ANOVA qui on-stitue un objet mathématiquement rigoureux et pertinent pour l'analyse de sensibilité globale, etl'objetif de ette thèse est de proposer une releture du problème de l'estimation des indies de Sobol'au seul regard de la théorie de l'intégration numérique. Dans ette démarhe, en prenant appui surdes théories lassiques et des développements plus réents, notre travail vise à établir rigoureusementles bases de méthodes existantes, à les développer, ainsi qu'à proposer de nouvelles pistes de ré�exiondans le but d'optimiser l'estimation des indies de Sobol'. Dans e adre, le but ultime est de onstru-ire un estimateur béné�iant d'hypothèses d'appliation très faibles et d'un rapport oût/préisiontrès élevé quelle que soit la dimension � i.e. le nombre de paramètres � du système étudié.Plan de la thèseDans une première partie, nous nous attahons à présenter en détail les notions d'analyse desensibilité évoquées préédemment. En partiulier, nous onsarons le Chapitre 1 à la revue de ladéomposition ANOVA et à l'introdution essentielle des dé�nitions d'indies de Sobol' et de dimen-sions e�etives. Nous donnons ensuite, dans le Chapitre 2, un aperçu global, mais non exhaustif, desméthodes d'estimation des indies de Sobol'. Dans e hapitre, nous prenons soin de ne pas évoquerles méthodes indiretes basées sur la onstrution préalable d'un métamodèle ; seules les méthodes



INTRODUCTION 9diretes d'intégration numérique sont introduites. C'est l'oasion d'entrevoir les di�érentes problé-matiques des méthodes d'estimation des indies de Sobol', prinipalement : hamps d'hypothèses,oût, et vitesse de onvergene. En�n, dans un troisième hapitre, nous revenons brièvement sur lesméthodes que nous avons dérites omme loale et loale "globalisée". On y dérit notamment lesindies de sensibilité basés sur les dérivées dont l'introdution réente a été motivée par un souis deminimiser le oût dans la reherhe des paramètres inatifs.Dans une deuxième partie, nous regroupons nos ontributions (publiation et prépubliations) auproblème d'estimation des indies de Sobol'. Le Chapitre 4 aborde la problématique du biais dansles méthodes Random Balaned Design (RBD) et Random Balaned Design-Fast Amplitude Sensi-tivity Test (RBD-FAST). Ces méthodes sont onstruites à partir de plans d'expérienes strati�és etbéné�ient d'un post-traitement basé essentiellement sur l'analyse harmonique. En onséquene, lesestimateurs obtenus possèdent un biais qui, bien qu'il soit asymptotiquement nul, peut s'avérer prob-lématique lorsque sa vitesse de déroissane est d'un ordre inférieur ou égal à la vitesse de onvergenede l'estimateur lui-même. Dans e hapitre, nous proposons, de manière heuristique, une méthodede orretion de e biais. Dans le Chapitre 5, nous reprenons de manière rigoureuse l'étude desméthodes FAST et RBD. Dans un soui de mieux omprendre es méthodes (hamps d'hypothèses,erreur d'estimation, biais, et.), nous proposons une nouvelle introdution de elles-i en remontantà l'approximation originelle � i.e. l'appliation approximative du théorème ergodique de Weyl (voirSetion 5.3.1) � sur laquelle elles sont onstruites. Par suite, nous dé�nissons FAST et RBD demanière alternative, mais néanmoins rigoureusement équivalente, à l'aide de notions lassiques d'in-tégration numérique. Cela nous permet en partiulier de préiser et d'établir des résultats quant à laquestion de l'erreur d'estimation, et également d'introduire de nouvelles variantes de es méthodes.En�n, au Chapitre 6, nous introduisons une nouvelle manière d'aborder le problème d'optimisationombinatoire dans la méthode de Sobol' pour réduire son oût. Dans e adre, pour tout k ≤ d, où ddésigne la dimension du modèle onsidéré, le alul de tous les indies de Sobol' d'ordre k ne requiertque deux éhantillons distints.En�n, dans une troisième partie nous faisons �gurer un ertain nombre d'appliations de esdéveloppements au alul des indies de Sobol'. Dans le Chapitre 7, nous regroupons des tests om-paratifs entre plusieurs méthodes e�etués sur des modèles analytiques. Le Chapitre 8 est quant àlui onsaré à l'étude d'un modèle d'éosystème marin de près de 90 paramètres. Le travail proposédans e hapitre est essentiellement introdutif et a voation à être développé en vue de proposer uneaide au développement, et en partiulier à la alibration, de e type de modèles.





Première partieAnalyse de sensibilité globale : unétat de l'art
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Chapitre 1La déomposition ANOVAL'analyse de la variane (ANOVA) telle qu'elle a été théorisée au �l du XXème sièle remonteessentiellement aux travaux de Fisher [Fis25, Fis35℄, et est étroitement liée aux notions d'expérienefatorielle et d'interation entre fateurs. Dans e adre, le but de l'expérimentateur onsiste à évaluer,de manière non ambiguë, quels fateurs sont prépondérants dans l'expériene qu'il mène i.e. quelfateur par sa variation propre, ou quels fateurs par leur variation onjointe produisent la plus grandevariation sur l'observation. Pour ela, il doit dé�nir un modèle mathématique sur les observations qu'ilrelève a�n de mettre en ÷uvre des tests statistiques. Plus préisément, un modèle utilisé dans uneexpériene à deux fateurs A et B peut par exemple se présenter sous la forme
Y (i, j) = f(i, j) + Z(i, j), i ∈ I, j ∈ Joù I et J sont des ensembles �nis dérivant les valeurs � ou niveaux � possibles respetives de A et de

B, et Y (i, j), f(i, j) et Z(i, j) sont respetivement la donnée observée, le modèle déterministe théoriquereliant les deux fateurs à la donnée observée et l'erreur d'observation, lorsque les deux fateursprennent respetivement pour valeurs i et j. Les erreurs d'observation sont généralement modéliséespar des variables aléatoires, et le modèle dépend des hypothèses faites sur elles-i. L'ANOVA onsistedans un premier temps à déomposer le modèle déterministe théorique f de façon non-équivoqueomme une somme d'e�ets fatoriels
f(i, j) = f0 + fA(i) + fB(j) + fAB(i, j), i ∈ I, j ∈ J. (1.1)Puis, après avoir estimé es e�ets fatoriels, l'ANOVA se résume à tester leur importane, i.e. à évaluerpar des tests d'hypothèses si les e�ets fA, fB et fAB sont signi�atifs ou s'ils peuvent être onsidérésomme négligeables. Plus préisément es tests ont pour but d'évaluer si les varianes de deux e�etsdi�érents sont signi�ativement égales ou pas. Notons que es tests fatoriels réalisés dans le adrede l'ANOVA disrète � i.e. I et J �nis � ont été étendus à des fateurs ontinus par Antoniadis[Ant84℄. Dans e as, le modèle sous-jaent devient

X(s, t) = f(s, t) +X0(s, t), s ∈ S, t ∈ Toù S et T sont des espaes métriques ompats, X0(s, t) un proessus gaussien de ovariane K sur
(S × T )× (S × T ), et f doit se trouver dans l'espae de Hilbert à noyau reproduisant de noyau K.L'intérêt porté à l'ANOVA par le domaine de l'analyse de sensibilité globale ne tient toutefois pasà es tests d'hypothèses, mais uniquement à la déomposition du modèle f en e�ets fatoriels et à laquanti�ation de l'importane relative de eux-i par le alul d'indies de Sobol' � voir Setion 1.2.3.Cette déomposition, ommunément appelée déomposition ANOVA, funtional analysis of variane(FANOVA) ou enore high-dimensional model representation-ANOVA (HDMR-ANOVA), est le sujetunique de e hapitre. En prenant pour origine la déomposition due à Nelder en 1965 [Nel65℄� dontla déomposition de Tjur [Tju84℄ énonée dans le Théorème 1.1 est une généralisation essentielle � etpour �n temporaire la déomposition généralisée à des variables aléatoires ontinues et dépendantesdue à Hooker [Hoo07℄ et préisée par Chastaing et al. [CGP12℄ en 2012, énonée dans le Théorème 1.3� nous proposons une revue des ontributions apportées à ette déomposition pendant les inquantedernières années. 13



14 CHAPITRE 1. LA DÉCOMPOSITION ANOVALe hapitre se ompose de deux setions prinipales et d'une setion de notes. Dans haune desdeux setions prinipales, la déomposition ANOVA est introduite sous un angle singulier, d'abord parl'algèbre ombinatoire et ensuite par l'algèbre tensorielle. Bien que la struture de l'exposé mette enavant la dissymétrie entre es approhes, on onstate que la frontière entre les deux est extrêmementperméable. Et �nalement, au delà des dénominations multiples, et de l'in�ation d'abréviations, ne setrouve qu'un seul objet mathématique essentiellement ombinatoire qui est la déomposition ANOVA.1.1 Déomposition ANOVA par l'algèbre ombinatoireCette setion a pour but d'introduire la déomposition ANOVA telle qu'elle a été énonée parTjur [Tju84℄, laquelle généralise une préédente déomposition proposée par Nelder [Nel65℄. Dans leadre de es artiles, la déomposition ANOVA apparaît omme un objet essentiellement ombina-toire. L'exposé qui suit s'inspire prinipalement de la synthèse e�etuée par Bailey sur l'utilisationdes partitions orthogonales dans les plans d'expériene [Bai96℄ et des artiles de Tjur [Tju84, Tju91℄.La setion se déompose en inq sous-setions. Dans les quatre premières, nous introduisons sues-sivement les notions de fateur, partition et struture en blos � en anglais, blok struture, introduitpar Nelder [Nel65℄ � puis nous énonçons la déomposition ANOVA pour un espae sous-jaent �ni,avant d'évoquer la notion d'e�et des fateurs et leur quanti�ation. Dans la inquième sous-setion,nous abordons la généralisation à un espae probabilisé omme elle a été introduite par Helland[Hel98℄. En�n nous onluons en énonçant deux déompositions ANOVA lassiques relatives à desvariables aléatoires. Nous présentons d'abord la déomposition ANOVA pour des variables aléatoiresindépendantes dans sa version donnée par Efron et Stein [ES81℄� issue des travaux de Hoe�ding surles U-statistiques [Hoe48℄ � omme un as partiulier de la généralisation de Helland, et ensuite ladéomposition généralisée pour des variables aléatoires dépendantes dans sa version très réente dueà Hooker [Hoo07℄ et préisée par Chastaing et al. [CGP12℄.1.1.1 Fateur et partitionSoit Ω un ensemble �ni ; nous ommençons par donner la dé�nition de fateur telle qu'elle estintroduite par Tjur [Tju91℄.Dé�nition 1.1. (fateur) Un fateur F est une appliation
F : Ω −→ LFoù LF est un ensemble �ni de ardinal nF représentant les niveaux du fateur.Lorsque Ω se déompose omme un produit artésien Ω1 × · · · × Ωd, on retrouve naturellementla notion de fateur � ou paramètre, ou variable et. � ommunément utilisée dans l'étude d'unefontion de plusieurs variables, en onsidérant pour i ∈ [1 : d], les appliations

Li : Ω −→ Ωi

ω = (ω1, . . . , ωd) 7−→ ωi
.Cette notion de fateur qui peut sembler entrale pour l'énoné de la déomposition ANOVA n'esttoutefois pas retenue dans la onstrution qui suit. Plus préisément, un fateur F peut être vuomme la donnée onjointe de ses niveaux l ∈ LF , et des sous-ensembles (F−1(l)

)
l∈LF

qui formentune partition de Ω. Par la suite, la notion de fateur est appauvrie de la donnée des niveaux a�n dene onserver que la notion purement algébrique de partition suivant une relation d'équivalene.Dé�nition 1.2. (partition) La partition assoiée à un fateur F est dé�nie par la donnée de l'ap-pliation
CF : Ω −→ P(Ω)

ω 7−→ {α ∈ Ω | F (α) = F (ω)}assoiant à haque élément de Ω sa lasse d'équivalene suivant le fateur F .



1.1. DÉCOMPOSITION ANOVA PAR L'ALGÈBRE COMBINATOIRE 15Dans e qui suit, la partition CF assoiée à un fateur F sera simplement notée F , l'absenede notion de fateur par la suite levant toute ambiguïté. Les lasses d'équivalene suivant F sontappelées F -lasses.Une partition est dite uniforme � ou équilibrée, ou régulière � dès lors que ses lasses d'équiv-alene ont même ardinal. Si F est uniforme, on note kF le ardinal ommun de ses F -lasses. Ilexiste deux partitions uniformes triviales quel que soit Ω ; la partition U dans laquelle la seule lassed'équivalene est Ω est dé�nie par
U(ω) = Ω pour ω dans Ω,et la partition E dans laquelle tout singleton est une lasse d'équivalene est donnée par
E(ω) = {ω} pour ω dans Ω.On dé�nit en outre les notions duales d'in�mum et de supremum de deux partitions en ayant aupréalable introduit un ordre partiel sur l'ensemble des partitions 1.Dé�nition 1.3. (ordre partiel) Soient F et G deux partitions de Ω. Si haune des F -lasses estontenue dans une G-lasse, F est dite plus �ne que G, ou G plus grossière que F . Si F est plus �neque G on notera G � F , et si F est stritement plus �ne que G � i.e. F est plus �ne que G et Gn'est pas plus �ne que F � on notera G ≺ F .Dé�nition 1.4. (in�mum, supremum) Soient F et G deux partitions de Ω, on appelle in�mumde F et G, et on note F ∧G, la plus �ne des partitions plus grossières que F et G. Le supremum de

F et G, noté F ∨G, est quant à lui dé�ni omme la plus grossière des partitions plus �nes que F et
G. Ces deux opérations sont lairement assoiatives et ommutatives.1.1.2 Espae fontionnel et sous-espaes assoiés à une partitionNotons RΩ l'espae vetoriel de dimension |Ω| des fontions à valeurs réelles dé�nies sur Ω. Munidu produit salaire 〈 , 〉 donné par

〈f, g〉 = 1

|Ω|
∑

ω∈Ω

f(ω)g(ω)l'espae RΩ possède une struture d'espae vetoriel eulidien. Par la suite, après avoir introduitla notion de sous-espae vetoriel (s.e.v.) de RΩ assoié à une partition, on dé�nit les projetionsorthogonales sur es s.e.v.Dé�nition 1.5. (s.e.v. assoié à une partition) Soit F une partition de Ω ; on dé�nit le s.e.v.
VF de RΩ assoié à F par

VF = {f ∈ RΩ | ∀ω, ω′ ∈ Ω, F (ω) = F (ω′) ⇒ f(ω) = f(ω′)}.En notant trivialement que les fontions aratéristiques des F -lasses forment une base de VF , ondéduit que dimVF = nF .On note W ≤ V pour signi�er que W est un s.e.v. de l'espae vetoriel V . L'ensemble des sous-espaes vetoriels de RΩ assoiés à des partitions de Ω peut être muni trivialement d'une relationd'ordre partiel induite par elle dé�nie sur l'ensemble des partitions de Ω � voir Dé�nition 1.3.Lemme 1.1. Si G � F alors VG ≤ VF .En outre, on note V ⊥
F le s.e.v. de RΩ orthogonal à VF dé�ni par

V ⊥
F = {f ∈ RΩ, | ∀g ∈ VF , 〈f, g〉 = 0}et PF la projetion orthogonale sur VF qui à tout élément de RΩ, ave f = f1 + f2, f1 ∈ VF et

f2 ∈ V ⊥
F , assoie f1. Par la suite, la omposée entre deux projetions PF et PG sera simplement notée

PFPG. On aboutit alors à la notion fondamentale d'orthogonalité entre partitions.1. On prendra garde en manipulant es notions ar la dé�nition de l'ordre partiel ainsi que les dé�nitions desupremum et d'in�mum sont parfois inversées omme on le onstate dans [Tju91℄ et [Bai96℄. Les dé�nitions que l'ondonne sont elles de Tjur [Tju91℄.



16 CHAPITRE 1. LA DÉCOMPOSITION ANOVADé�nition 1.6. (partitions orthogonales) Deux partitions F et G sont dites orthogonales si
VF ∩ V ⊥

F∧G et VG ∩ V ⊥
F∧G sont des s.e.v. orthogonaux.En partiulier, une partition est orthogonale à elle même, et si une partition F est stritement plus�ne ou plus grossière que G alors F et G sont orthogonales. On termine par le résultat élémentairesuivant qui lie l'orthogonalité entre partitions à la ommutativité entre projetions assoiées.Lemme 1.2. Deux partitions F et G de Ω sont orthogonales si et seulement si

PFPG = PGPF = PF∧G. (1.2)Démonstration. Soit v ∈ RΩ ; on a PGPF (v) = PG(vF ) où on peut déomposer vF par
vF = PF∧G(vF ) + v′ ave v′ ∈ VF ∩ V ⊥

F∧G.On a bien entendu que pour tout u ∈ VG ∩ VF∧G, 〈v′, u〉 = 0, et si F et G sont orthogonales, on apar la Dé�nition 1.6 que pour tout u ∈ VG ∩ V ⊥
F∧G, 〈v′, u〉 = 0. Par suite on déduit que v′ ∈ V ⊥

G eton déduit
PG(vF ) = PGPF∧G(vF ) = PF∧G(vF ) = PF∧GPF (v).Finalement on a montré que PGPF = PF∧GPF et don que PGPF = PF∧G. La onlusion de l'implia-tion dans le sens diret suit par le r�le symétrique de F et G. L'impliation réiproque est immédiateen remarquant que la Formule (1.2) implique que VG ∩ V ⊥

F∧G ⊆ V ⊥
F .1.1.3 Struture en blos et déomposition de TjurUne struture en blos est simplement dé�nie omme un ensemble struturé par une famille departitions.Dé�nition 1.7. (struture en blos) Une struture en blos est un ouple (Ω,F) où Ω est unensemble et F une famille de partitions de Ω.Une telle struture dépend naturellement des propriétés véri�ées par l'ensemble des partitions F.Les onditions minimales sur F néessaires à l'énoné de la déomposition ANOVA ont été donnéespar Tjur [Tju84℄. Elles sont au nombre de trois, et une struture en blos qui véri�e es onditionsest appelée struture en blos de Tjur � en anglais, Tjur blok struture.Dé�nition 1.8. (struture en blos de Tjur) Une struture en blos de Tjur est une strutureen blos (Ω,F) dans laquelle la famille de partitions F véri�e(T1) la partition la plus �ne � i.e. E � est dans F,(T2) F est stable pour l'in�mum,(T3) les partitions de F sont orthogonales deux à deux.Finalement, dans e adre élémentaire, on peut énoner la déomposition ANOVA.Théorème 1.1. [Tjur, 1984℄ Soit (Ω,F) une struture en blos de Tjur, alors il existe une uniquedéomposition de RΩ en somme direte orthogonale

RΩ =

⊥⊕

F∈F

WF (1.3)telle que pour tout F ∈ F,
VF =

⊥⊕

G∈F, G�F

WG,où les VF sont les s.e.v. de RΩ assoiés aux partitions F ∈ F.Nous reproduisons dans ses grandes lignes la preuve originale de Tjur � voir [Tju84℄ pages 42�44� d'une part pare qu'elle permet de omprendre par quels méanismes ombinatoires on aboutit àla déomposition ANOVA, et d'autre part pare qu'elle introduit des objets utiles par la suite.



1.1. DÉCOMPOSITION ANOVA PAR L'ALGÈBRE COMBINATOIRE 17Démonstration. (Existene) D'abord on a l'égalité
I =

∏

F∈F

(
PF + (I − PF )

)où I est l'opérateur identité sur RΩ. Puis en développant le terme de droite, il vient
I =

∑

G⊆F

QG (1.4)où haun des QG est dé�ni par
QG =

( ∏

F∈G

PF

)( ∏

F∈F\G
(I − PF )

)
.Notons alors que les opérateurs I−PF , F ∈ F, sont les projeteurs orthogonaux sur V ⊥

F , et omme lesprojetions PF , F ∈ F, ommutent deux à deux � par (T3) dans la Dé�nition 1.8 et le Lemme 1.2 �on déduit que les QG, G ⊆ F, sont des projeteurs orthogonaux ommutant deux à deux également.Dé�nissons alors pour tout G ⊆ F les sous-espaes vetorielsWG = {QG(f), f ∈ RΩ} et notons qu'ilssont orthogonaux deux à deux du fait que
G1 6= G2 ⇒ QG1QG2 = 0.On déduit alors de la Formule (1.4) la déomposition en somme direte orthogonale

RΩ =

⊥⊕

G⊆F

WG. (1.5)Néanmoins, la majorité des sous-espaes WG, G ⊆ F, sont triviaux. En e�et, soit G ⊆ F, on a(a) si F et F ′ sont deux partitions de Ω telles que F ∈ G, F ′ /∈ G et F � F ′, alors QG = 0 ar ilontient PF (I − PF ′) qui s'annule dès lors que F � F ′ ; et par suite WG = {0}(b) si G =
∧

F∈G
F n'appartient pas à G alors il appartient néanmoins à F � d'après (T2) dansla Dé�nition 1.8 � et on onlut que QG = 0 ar il ontient le produit de (I − PG) et de∏

F∈G
PF = PG() en revenant à la dé�nition des QG et en notant que par (T1) dans la dé�nition des struturesen blos de Tjur, la partition en singletons E est dans F, on aboutit aisément à Q∅ = 0Par suite, seuls les G ⊆ F de la forme {F ∈ F, G � F}, G ∈ F engendrent des sous-espaes WG nontriviaux. On note alors simplement WG = W{F∈F, G�F} et QG = Q{F∈F, G�F} et on déduit de laFormule (1.5) la déomposition en somme direte orthogonale

RΩ =

⊥⊕

F∈F

WF .Puis en notant que
PFQG =

{
QG si G � F
0 sinonon a

PF = PF

(∑

G∈F

QG

)
=
∑

G�F

QG (1.6)et par suite
VF =

⊥⊕

G�F

WG.(Uniité) Considérons une autre déomposition RΩ =
⊕⊥

F∈F
W ′

F , supposons qu'il existe F dans
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F tel que WF 6= W ′

F et montrons qu'on aboutit à une absurdité. En e�et, on peut toujours trouver
G � F tel que WG 6= W ′

G et WH = W ′
H pour tout H ≺ G. Par suite, omme

VG =

⊥⊕

H�G

WH =

⊥⊕

H�G

W ′
H ,on obtient que soit {H ∈ F | H ≺ G} est vide, soit ⊕⊥

H≺G WH 6=⊕⊥
H≺G W ′

H . Le premier as mèneà VG 6= VG et le seond à ⊕⊥
H≺G WH 6=⊕⊥

H≺G WH ; la onlusion suit.Les sous-espaes vetoriels WF , F ∈ F, sont généralement appelés strates, et leurs dimensionsrespetives, notées dF , sont appelées degré de liberté de F . Dans le adre ombinatoire introduitpréédemment, on parle ouramment de déomposition en strates lorsqu'on évoque la déompositionde la Formule (1.3). Ces sous-espaes WF , F ∈ F peuvent être expliités en fontion des VG, G ∈ F.Corollaire 1.1. La strate WF assoiée à une partition F de F se dé�nit omme
WF = VF ∩

( ∑

G∈F, G≺F

VG

)⊥
.Démonstration. On note d'abord que par dé�nition des QF , F ∈ F, dans la preuve du théorèmepréédent

QF = Q{G∈F, F�G}

=

( ∏

F�G

PG

)( ∏

F�G

(I − PG)

)

= PF

( ∏

F�G

(PF − PF∧G)

)

= PF

( ∏

G≺F

(PF − PG)

)
.Ensuite, onsidérons f ∈ RΩ, F ∈ F et G0 ≺ F ; alors omme les PG, G ∈ F, ommutent deux à deux,on a

QF (f) = (PF − PG0)PF

∏

G≺F, G 6=G0

(PF − PG0)(f)

= (PF − PG0)(f
′), ave f ′ ∈ VFet don QF (f) ∈ V ⊥

G0
. Par suite QF (f) ∈

(∑
G≺F VG

)⊥, et de la même manière il est aisé de onstaterque QF (f) ∈ VF . Finalement, on a l'inlusion
WF ⊆ VF ∩

( ∑

G∈F, G≺F

VG

)⊥
.L'inlusion inverse se déduit également de la ommutativité des projeteurs orthogonaux PF , F ∈ F,en notant que si f ∈ VF ∩

(∑
G∈F, G≺F VG

)⊥ alors QF (f) = f . Et la onlusion suit.Remarque 1.1. Dans la preuve du Théorème 1.1, l'item () dans la aratérisation des projeteursorthogonaux QG, G ⊆ F ne �gure pas dans la preuve originale. C'est un ajout que l'on fait ar Q∅ n'estpas automatiquement l'appliation nulle, elle l'est dans le as d'une struture en blo de Tjur parequ'une telle struture ontient la partition en singletons E. D'ailleurs, 'est à et endroit seulementde la preuve que (T1) dans la Dé�nition 1.8 opère. En toute rigueur, la preuve originale ne permetpas de onlure à (1.3).Remarque 1.2. Bailey [Bai96℄ donne une démonstration extrêmement réduite de e théorème en sebasant sur la formulation expliite des strates donnée dans le Corollaire 1.1 � voir Théorème 2 page56 dans [Bai96℄. On onseille néanmoins la leture de la preuve originale de Tjur plut�t que elle deBailey tant les hypothèses d'appliation � les propriétés (T1), (T2) et (T3) de la Dé�nition 1.8 �sont masquées dans la version de ette dernière.



1.1. DÉCOMPOSITION ANOVA PAR L'ALGÈBRE COMBINATOIRE 191.1.4 E�et des fateurs et leur quanti�ationDans ette setion, nous parlons d'e�et de fateurs mais il s'agit en toute rigueur d'e�et departitions induites par leurs fateurs orrespondants.En reprenant la dé�nition des projeteurs orthogonaux PF , F ∈ F, et le Lemme 1.1, on dé�nitnaturellement PF (f) omme l'e�et des fateurs G � F sur la fontion f ∈ RΩ. Et en introduisant lanorme eulidienne induite par le produit salaire sur RΩ, notée simplement || · ||, on peut quanti�eret e�et par SCBF (f) = ||PF (f)||2 (1.7)où SCB est l'abréviation de la dénomination lassique somme de arrés brute � en anglais, rude sumof squares (CSS). Dans e adre la déomposition ANOVA onsiste simplement en un moyen d'isolerl'e�et de haun des fateurs dans PF (f). Plus préisément, à l'aide des projeteurs orthogonaux QFsur WF , F ∈ F, on dé�nit naturellement QF (f) omme l'e�et du fateur F sur la fontion f ∈ RΩ.Cet e�et est alors quanti�é par SCF (f) = ||QF (f)||2où SC est l'abréviation de la dénomination lassique somme de arrés � en anglais sum of squares(SS). Ce formalisme est bien dé�ni, au sens où, les QF , F ∈ F, étant deux à deux orthogonaux �voir la preuve du Théorème 1.1 � on aSCBF (f) =
∑

G�F

SCG(f)et en partiulier pour F = E

||f ||2 =
∑

F∈F

SCF (f). (1.8)En pratique, un alul diret permet d'estimer les quantités SCBF (f), F ∈ F, et on applique uneformule d'inversion de Möbius � voir par exemple [Sta12℄ � pour aluler l'e�et de haun desfateurs omme suit SCF (f) =
∑

G�F

µ(G,F )SCBG(f)ave la fontion de Möbius dé�nie réursivement
µ(F, F ) = 1 pour tout F ∈ F

µ(G,F ) = −
∑

G�H≺F

µ(G,H) pour tous G ≺ F, G, F ∈ F.En partiulier, si la famille de partitions F est de la forme F = P
(
{F1, . . . , Fn}

) alors l'ordre partiel
� est simplement la relation d'inlusion ⊆, et µ(G,F ) = (−1)|F |−|G|, F,G ∈ F, et on aboutit alors àla formule lassique SCF (f) =

∑

G⊆F

(−1)|F |−|G|SCBG(f). (1.9)1.1.5 Généralisation à un espae probabiliséLa généralisation de la déomposition de Tjur donnée par Helland [Hel98℄ onsiste à appliquerle formalisme ombinatoire préédent en remplaçant l'ensemble �ni Ω par un espae probabilisé ennotant que la démonstration du Théorème 1.1 ne met en jeu que des ombinaisons de projeteursorthogonaux, et que le r�le spéi�que de Ω et de son espae fontionnel assoié RΩ peuvent êtremarginalisés.On onsidère dorénavant un espae probabilisé (Ω, E ,P) ainsi que l'espae vetoriel, noté L2(E) =
L2(Ω, E ,P;R), des variables aléatoires réelles de arré intégrable dé�nies sur (Ω, E ,P). Sa strutured'espae de Hilbert � pour le produit salaire usuel 〈Y1, Y2〉P =

∫
Y1Y2dP, Y1, Y2 ∈ L2(E) � permetde dé�nir des projeteurs orthogonaux via l'espérane onditionnelle.Nous reprenons maintenant point par point le formalisme introduit dans la setion préédente enl'allégeant néanmoins de la notion de fateur.



20 CHAPITRE 1. LA DÉCOMPOSITION ANOVAPartition Une partition de (Ω, E ,P) est une sous-tribu de E . Par la suite, on ne parle d'ailleursplus de partition, mais uniquement de sous-tribu.Ordre partiel L'ensemble des sous-tribus de E est naturellement muni d'un ordre partiel induitpar l'inlusion. Une sous-tribu F est dite plus �ne que G si G ⊆ F . La partition la plus �ne est latribu E , et la plus grossière est la tribu grossière {∅,Ω}.In�mum, supremum On dé�nit l'in�mum et le supremum de deux sous-tribus F et G de Erespetivement par
F ∧ G = F ∩ G
F ∨ G = σ(F ∪ G)où σ(·) désigne la tribu engendrée. Ces deux opérations sont lairement assoiatives et ommutatives.Sous-espae vetoriel assoié à une tribu À toute sous-tribu F de E est assoié le sous-espaevetoriel

L2(F) = {Y ∈ L2(E) | Y est mesurable par rapport à F}. (1.10)Projeteur orthogonal assoié à une tribu À toute sous-tribu F de E est assoiée le projeteurorthogonal PF sur L2(F) dé�ni via l'espérane onditionnelle
∀Y ∈ L2(Ω), PF (Y ) = E

[
Y |F

]
.Tribus orthogonales Deux tribus F et G de E sont dites orthogonales si L2(F) ∩ L2(F ∧ G)⊥ et

L2(G) ∩ L2(F ∧ G)⊥ sont des s.e.v. orthogonaux.Ave e nouveau adre, on aboutit à la généralisation du Théorème 1.1 annonée.Théorème 1.2. [Helland, 1998℄ Soit F une famille �nie de sous-tribus onstituant une strutureen blos de Tjur � voir Dé�nition 1.8 � alors il existe une unique déomposition de L2(E) en sommedirete orthogonale
L2(E) =

⊥⊕

F∈F

WFsatisfaisant pour toute sous-tribu F ∈ F

L2(F) =

⊥⊕

G⊆F
WGoù les L2(F) sont dé�nis dans la Formule (1.10).Démonstration. La preuve onsiste d'abord à remarquer que la déomposition ANOVA donnée parTjur peut se réduire à la déomposition des projeteurs orthogonaux PF , F ∈ F de la Formule (1.6),la déomposition de l'espae eulidien RΩ de la Formule (1.3) en étant seulement une onséquenedirete. Par suite, la preuve du Théorème 1.1 est indépendante de la struture de l'espae de fontiononsidéré et ne repose que sur les propriétés de la famille F ; elle s'applique don sans restritionii.1.1.6 Déomposition ANOVA de variables aléatoiresIl est possible de restreindre la déomposition de Helland à des familles de tribus engendréespar des variables aléatoires indépendantes. Dans e as, la déomposition ANOVA obtenue est elleénonée par Efron et Stein en 1981 [ES81℄ � voir également [Van98℄ pages 158�159 � onséquenedes travaux initiaux de Hoe�ding sur les U-statistiques [Hoe48℄. Nous présentons don e résultat



1.1. DÉCOMPOSITION ANOVA PAR L'ALGÈBRE COMBINATOIRE 21omme un orollaire anahronique du Théorème 2. Nous terminons en donnant une version de ettedéomposition ANOVA pour des variables aléatoires dépendantes [Hoo07, CGP12℄ ; dans e dernieras, l'espae probabilisé L2(E) se déompose toujours en somme direte de strates WF , F ∈ F.Néanmoins, les strates ne sont plus orthogonales, et par onséquent, le formalisme de la déompositionde Tjur et Helland ne permettent pas d'aboutir à ette déomposition.Corollaire 1.2. [Efron & Stein, 1981℄ Soient X1, . . . , Xd des variables aléatoires indépendantesréelles dé�nies sur un espae probabilisé (Ω,A,P), et E = σ(X) la tribu engendrée par le veteuraléatoire X = (X1, . . . , Xd). Alors toute variable aléatoire réelle de arré intégrable Y dé�nie sur
(Ω, E ,P) se déompose de manière unique sous la forme

Y =
∑

u⊆[1:d]

ηu(Xu) P-p.s.où les 2d − 1 variables aléatoires dans le membre de droite sont deux à deux orthogonales.Démonstration. Pour tout u ⊆ [1 : d] non vide, onsidérons la tribu engendrée par lesXu, Fu = σ(Xu)et notons F∅ la tribu grossière. Alors F =
{
Fu, u ⊆ [1 : d]

} est une struture en blos de Tjur. Ene�et(T1) est triviale(T2) est véri�ée en notant que pour tous u, v dans [1 : d], Fu ∩ Fv = Fu∩v(T3) est véri�ée en notant que pour tous u, v dans [1 : d], Fu et Fv sont indépendantes ondi-tionnellement à Fu ∩ Fv (voir, e.g., [CMC03℄), et par suite pour toutes variables aléatoires Y1,
Y2 respetivement dans L2(Fu) ∩ L2(Fu ∩ Fv)

⊥ et L2(Fv) ∩ L2(Fu ∩ Fv)
⊥, on a

E
[
Y1Y2

]
= E

[
E
[
Y1Y2|Fu ∩ Fv

]]
= E

[
E
[
Y1|Fu ∩ Fv

]
E
[
Y2|Fu ∩ Fv

]]
= 0et la onlusion suit.Par suite le Théorème 2 s'applique et on a la déomposition en somme direte orthogonale

L2(E) =
⊥⊕

u⊆[1:d]

Wu (1.11)ave pour tout u ⊆ [1 : d]

L2(Fu) =

⊥⊕

v⊆u

Wv. (1.12)Ensuite, soit Y ∈ L2(E), notons Y =
∑

u⊆[1:d] Yu la déomposition de Y . Alors la Formule (1.12)implique que
E
[
Y |Fu

]
=
∑

v⊆u

Yv P-p.s., u ⊆ [1 : d]et par la formule d'inversion de Möbius donnée en (1.9), on obtient la forme expliite suivante des
Yu, u ⊆ [1 : d]

Yu =
∑

v⊆u

(−1)|u|−|v|E
[
Y |Fv

]
P-p.s.et la onlusion suit.Dans le as de variables aléatoires dépendantes, la déomposition en strates qu'on obtient dans laFormule (1.11) du orollaire préédent est toujours valide, mais les strates ne sont plus orthogonalesdeux à deux. Les travaux sur es déompositions ont été initiés par Stone [Sto94℄ et Hooker [Hoo07℄,et ont fait l'objet d'un développement réent par Chastaing et al. [CGP12℄.Théorème 1.3. [Chastaing, Gamboa et Prieur, 2012℄ Soient X1, . . . , Xd des variables aléatoiresdépendantes réelles dé�nies sur un espae probabilisé (Ω,A,P), E = σ(X) la tribu engendrée par le



22 CHAPITRE 1. LA DÉCOMPOSITION ANOVAveteur aléatoire X = (X1, . . . , Xd), et PX la mesure image de X. Si PX est absolument ontinue parrapport à une mesure produit ν et qu'il existe une onstante 0 < M ≤ 1 telle que pour tout u ⊆ [1 : d]

M
dPXudνu

dPXu
cdνuc

≤ dPXdν ,alors on a la déomposition de L2(E) en somme direte
L2(E) =

⊕

u⊆[1:d]

Wuoù les strates Wu, u ⊆ [1 : d], sont dé�nies par
Wu = Vu ∩

(∑

v u

Vv

)⊥où Vu = L2
(
σ(Xu)

).Démonstration. Voir la preuve du Théorème 1 dans [CGP12℄.Dans la déomposition de Efron & Stein, il est possible de quanti�er l'e�et de haque variable ougroupe de variables en utilisant la norme induite par le produit salaire omme ela est fait dans laSetion 1.1.4. Plus préisément, pour u ⊆ [1 : d] non vide, on introduit les quantités
τ2u =

∣∣∣∣PFu
(Y )
∣∣∣∣2

= 〈Y, PFu(Y )〉P (1.13)et
σ2
u =

∣∣∣∣QFu
(Y )
∣∣∣∣2 (1.14)

= 〈Y,QFu(Y )〉P. (1.15)On pose σ2
∅ = τ2∅ = 0, et pour tout u ⊆ [1 : d] non vide, on a aisément que

τ2u =
∣∣∣∣E[Y |Fu]

∣∣∣∣2 = Var[E[Y |Fu]]� ar Wu ⊆ L2(Ω,F∅,P)⊥ d'après le Corollaire 1.1. Par linéarité du produit salaire, (1.13) et (1.15)donnent
τ2u =

∑

v⊆u

σ2
uet en partiulier, en notant σ2 = Var[Y ], on a

σ2 =
∑

u⊆[1:d]

σ2
u. (1.16)Puis par la formule d'inversion de Möbius de la Formule (1.9), on a

σ2
u =

∑

v⊆u

(−1)|u|−|v|τ2v. (1.17)En e qui onerne la déomposition ANOVA pour variables aléatoires dépendantes, la quanti�ationest moins omplète. On dé�nit uniquement les σ2
u, u ⊆ [1 : d], par la Formule (1.15) � notons aupassage que l'égalité entre (1.14) et (1.15) ne tient plus par défaut d'orthogonalité. Dans e as, ona pour tout u ⊆ [1 : d], σ2

u = Cov(Y, ηu(Xu)) où Y se déompose sur les strates Wu (voir Théorème1.3. i-avant) omme
Y =

∑

u⊆[1:d]

ηu(Xu).



1.2. DÉCOMPOSITION ANOVA PAR L'ALGÈBRE TENSORIELLE 23Et par suite on obtient trivialement
σ2 =

∑

u⊆[1:d]

σ2
u.Nous remarquons qu'en introduisant dans le Corollaire 1.2 la notion de fontion de plusieursvariables � rappelons que Y est mesurable par rapport à E si et seulement si il existe une fontionborélienne f : Rd → R telle que Y = f(X1, . . . , Xd) � on fait apparaître naturellement la notion deproduit tensoriel. C'est un outil important dans la déomposition ANOVA omme nous le montronsdans la setion suivante.1.2 Déomposition ANOVA par l'algèbre tensorielleL'algèbre tensorielle est extrêmement adaptée au traitement de la déomposition ANOVA, ommeen témoigne l'artile de Takemura en 1983 [Tak83℄. Elle permet entre autre de retrouver la déom-position ANOVA du Corollaire 1.2 d'une façon di�érente. On obtient alors e que nous appelonsdéomposition de Sobol' en référene au travail initial de Sobol' [Sob93℄. Notons que l'intérêt essentield'utiliser l'algèbre tensorielle dans le adre de la déomposition ANOVA est qu'elle permet de dé�nirdes déompositions ANOVA spetrales relativement à des bases orthonormales.1.2.1 Déomposition sur un espae sous-jaent �niCette setion s'inspire en partie de la déomposition énonée dans le Théorème 3.2 pages 42�43dans [Col70℄.Espaes fontionnels élémentaires Soient Ω1, . . . ,Ωd des ensembles �nis non vides, B1, . . . ,Bdleur tribu disrète assoiée � i.e. Bi = P(Ωi), i ∈ [1 : d] � et µ1, . . . , µd des mesures de probabilitédé�nies sur haun des Bi, i ∈ [1 : d]. Pour tout indie i ∈ [1 : d], on onsidère l'espae vetoriel RΩides fontions réelles dé�nies sur Ωi, et on introduit ses deux s.e.v.

Wµi,0 =
{
f ∈ RΩi

∣∣∣ f est onstante µi-p.s.},
Wµi,1 =

{
f ∈ RΩi

∣∣∣
∫

Ωi

fdµi = 0
}
.Notons que Wµi,0 et Wµi,1 sont supplémentaires l'un de l'autre dans RΩi .Espae fontionnel prinipal Notons

Ω = Ω1 × · · · × Ωd,

B = B1 × · · · × Bd = P(Ω),

µ = µ1 ⊗ · · · ⊗ µd.On peut alors dé�nir l'espae RΩ omme l'espae des fontions réelles dé�nies sur Ω. Il est lié na-turellement aux RΩi par l'isomorphisme
RΩ ≃

⊗

i∈[1:d]

RΩi (1.18)� voir par exemple le Corollaire 1 dans [CO68℄ page 84. En outre, on munit et espae du produitsalaire
〈f, g〉µ =

∑

ω∈Ω

f(ω)g(ω)µ(ω),e qui lui onfère une struture d'espae de Hilbert.



24 CHAPITRE 1. LA DÉCOMPOSITION ANOVASous-espaes vetoriels de RΩ L'identi�ation (1.18) permet d'introduire des sous-espaes ve-toriels de RΩ onstruits à partir du produit tensoriel. En partiulier, on dé�nit les espaes Vµ,u,
u ⊆ [1 : d] par

Vµ,u =
⊗

i∈[1:d]

Uiave pour tout i ∈ [1 : d]

Ui =

{
RΩi si i ∈ u

Wµi,0 sinon.Les éléments de Vµ,u sont les fontions f ∈ RΩ telles que pour tout x et x′ dans Ω,
xu = x′

u ⇒ f(x) = f(x′) µ-p.s.Plus simplement, e sont les fontions qui ne dépendent pas des variables i /∈ u.Le résultat prinipal de ette setion repose essentiellement sur l'identi�ation qui suit � voirThéorème 8.10 pages 94�95 dans [CO68℄.Lemme 1.3. Soient I et Ji, i ∈ I une famille d'ensembles �nis non vides, et Ei,j , i ∈ I, j ∈ Ji unefamille d'espaes vetoriels. Pour tout i ∈ I, onsidérons
Ei =

⊕

j∈Ji

Ei,j .Soit X l'ensemble des appliations χ de I dans ∪i∈IJi telles que pour tout i ∈ I, χ(i) ∈ Ji. Pour tout
χ ∈ X, onsidérons

Eχ =
⊗

i∈I

Ei,χ(i).Alors on a l'isomorphisme ⊗

i∈I

Ei ≃
⊕

χ∈X

Eχ.Démonstration. Voir la preuve du Théorème 8.10 [CO68℄.Théorème 1.4. Ave les notations préèdentes, il existe une unique déomposition de RΩ en sommedirete orthogonale
RΩ =

⊥⊕

u⊆[1:d]

Wµ,u (1.19)telle que
Vµ,u =

⊥⊕

v⊆u

Wµ,v. (1.20)Démonstration. (Existene) Pour tout u ⊆ [1 : d] on dé�nit les strates
Wµ,u =

⊗

i∈u

Wµi,1u(i).Après avoir remarqué que pour tout i ∈ [1 : d], les s.e.v. de RΩi , Wµi,0 et Wµi,1 sont supplémentairesdans RΩi , on applique le Lemme 1.3 aux espaes vetoriels Ei, i ∈ [1 : d], suivants
Ei = Wµi,0 ⊕Wµi,1.On obtient que ⊗

i∈[1:d]

RΩi =
⊕

u⊆[1:d]

Wµ,u



1.2. DÉCOMPOSITION ANOVA PAR L'ALGÈBRE TENSORIELLE 25et par l'identi�ation (1.18) on aboutit à (1.19). Puis pour u ⊆ [1 : d], en appliquant le Lemme 1.3aux espaes vetoriels Ei, i ∈ [1 : d], suivants
Ei = Wµi,0 ⊕Wµi,1 si i ∈ u

Ei = Wµi,0 sinonon aboutit à (1.20).(Uniité) On le montre aisément en appliquant une preuve identique à elle de l'uniité de la dé-omposition dans le Théorème 1.1.(Orthogonalité) Soient u et v deux sous ensembles distints de [1 : d] ; on montre que pour toutesfontions f ∈ Wµ,u et g ∈ Wµ,v, on a 〈f, g〉µ = 0. Dans un premier temps, on véri�e ette propriétépour
f =

⊗

i∈[1:d]

fi ave fi ∈ Wµi,1u(i)et
g =

⊗

i∈[1:d]

gi ave gi ∈ Wµi,1u(i).En e�et, dans e as, omme u et v sont distints, il existe j ∈ [1 : d] tel que j ∈ u∆v. Par suite fjgj estde moyenne nulle et on onlut par le théorème de Fubini. La onlusion onernant l'orthogonalitésuit en notant que les f et g onsidérés plus haut engendrent respetivement Wµ,u et Wµ,v.1.2.2 Déomposition de Sobol'La onstrution de la déomposition préédente se généralise de façon naturelle à la dimensionin�nie. Pour la suite, onsidérons p tel que 1 ≤ p < +∞.Espaes fontionnels élémentaires On onsidère les espaes Lp(µi) = Lp(R,B(R), µi;R), i ∈ [1 :
d], où B(R) désigne la tribu borélienne sur R, et µi, i ∈ [1 : d], une famille de mesures de probabilitésur R, et on introduit leurs deux s.e.v.

Wµi,0 =
{
f ∈ Lp(µi)

∣∣∣ f est onstante µi-p.s.}
Wµi,1 =

{
f ∈ Lp(µi)

∣∣∣
∫

Ωi

f dµi = 0
}
.Notons que Wµi,0 et Wµi,1 sont supplémentaires l'un de l'autre dans Lp(µi).Espae fontionnel prinipal Considérons l'espae vetoriel Lp(µ) = Lp(Rd,B(Rd), µ;R) où µ =

µ1 ⊗ · · · ⊗ µd. Il est lié naturellement aux Lp(µi) par l'isomorphisme
Lp(µ) ≃

⊗

i∈[1:d]

Lp(µi) (1.21)� voir par exemple le Théorème VI-20 page 212 dans [Vil08℄. En outre, si p = 2, Lp(µ) est un espaede Hilbert pour le produit salaire
〈f, g〉µ =

∫

Rd

fg dµ.Sous-espaes vetoriels de Lp(µ) L'identi�ation (1.21) permet d'introduire des sous-espaesvetoriels de Lp(µ) onstruits à partir du produit tensoriel. En partiulier, on dé�nit les espaes Vµ,u,
u ⊆ [1 : d] par

Vµ,u =
⊗

i∈[1:d]

Ui



26 CHAPITRE 1. LA DÉCOMPOSITION ANOVAave pour tout i ∈ [1 : d]

Ui =

{
Lp(µi) si i ∈ u

Wµi,0 sinon.Dans e adre, on obtient une déomposition ANOVA qu'on désigne omme la déomposition deSobol' en référene à la déomposition énonée par Sobol' en 1990 � voir Théorème 1 page 408 dans[Sob93℄ � dont le résultat i-dessous n'est qu'une généralisation.Théorème 1.5. (Déomposition de Sobol') Ave les notations préèdentes, il existe une uniquedéomposition de Lp(µ) en somme direte
Lp(µ) =

⊕

u⊆[1:d]

Wµ,u (1.22)telle que
Vµ,u =

⊕

v⊆u

Wµ,v. (1.23)De plus, pour p = 2, les sous-espaes vetoriels Wµ,u, u ⊆ [1 : d] sont orthogonaux deux à deux.Démonstration. La preuve est onstrutive, et pour tout u ⊆ [1 : d], on introduit les strates
Wµ,u =

⊗

i∈u

Wµi,1u(i).Ensuite, le lemme 1.3 n'étant pas onditionné à la dimension �nie des espaes vetoriels, il s'appliquesans restrition ii et la preuve est identique à elle du Théorème 1.4.Remarque 1.3. On retrouve rigoureusement l'énoné de la déomposition ANOVA de Efron &Stein � voir Corollaire 1.2 � en notant que Y est σ(X)-mesurable si et seulement si il existe uneappliation borélienne f de Rd dans R telle que Y = f(X).Exemple 1.1. Lorsque µ est la mesure uniforme sur l'hyperube unité [0, 1]d et p = 1, on retrouvele Théorème 1 dans [Sob93℄.1.2.3 Indies de Sobol' et dimensions e�etivesNous revenons maintenant en détail sur la quanti�ation des di�érents termes d'une déompositionANOVA relative à des variables aléatoires indépendantes. Par la Remarque 1.3, une telle déomposi-tion s'obtient de manière équivalente par le Théorème 1.2 ou 1.5. En outre, nous avons vu préédem-ment que ette quanti�ation se fait naturellement en utilisant la norme eulidienne de l'espae deHilbert onsidéré � voir Formules (1.13�1.17) �, et que la Formule (1.16) suggère de normaliser lesquantités obtenues par la variane de Y , notée σ2, qui ne dépend d'auun sous-ensemble u ⊆ [1 : d].Cette normalisation mène à la dé�nition des indies de Sobol' ou indies de sensibilité basés sur lavariane dont nous donnons un résumé dans la dé�nition suivante.Dé�nition 1.9. (Indies de Sobol') Soit σ2 =
∑

v⊆[1:d] σ
2
u la déomposition de la variane orre-spondant à la déomposition ANOVA de d variables aléatoires indépendantes � voir Setion 1.1.6.Alors pour u ⊆ [1 : d], on dé�nit(i) l'indie de Sobol' élémentaire

Su =
σ2
u

σ2
.Si u = {i}, S{i} quanti�e l'importane relative de l'e�et prinipal dû à la variable Xi. Si |u| > 1,

Su quanti�e l'importane relative de l' interation d'ordre |u| entre toutes les variables Xi, i ∈ u.(ii) l'indie de Sobol' desendant, ou global
Su =

τ2u
σ2

,



1.2. DÉCOMPOSITION ANOVA PAR L'ALGÈBRE TENSORIELLE 27où on rappelle
τ2u =

∑

v⊆u

σ2
v.Il quanti�e l'importane relative de tous les e�ets prinipaux dus à haun des Xi, i ∈ u, et detoutes les interations entre plusieurs variables parmi les Xi, i ∈ u.(iii) l'indie de Sobol' asendant, ou total

Su =
τ2u
σ2

,où on dé�nit
τ2u =

∑

u∩v 6=∅
σ2
v.Il quanti�e l'importane relative de tous les e�ets prinipaux et des interations totalement oupartiellement dus aux variables Xi, i ∈ u.Notons que pour tout u ⊆ [1 : d], τ2u = σ2 − τ2uc ; et 0 ≤ σ2

u ≤ τ2u ≤ τ2u ≤ σ2.Ces notions permettent de quanti�er l'importane relative des variables ou groupes de variablesd'entrée sur la variable de sortie. Une autre notion utile pour dé�nir la struture des variables ougroupes de variables non négligeables est elle de dimension e�etive [CMO97℄ qui se dédouble endeux dé�nitions.Dé�nition 1.10. (Dimensions e�etives) La fontion f a pour dimension e�etive s au sens dela superposition si ∑

|u|≤s

σ2
u ≥ (1− ε)σ2et pour dimension e�etive s au sens de la tronature si

∑

u⊆1:s

σ2
u ≥ (1− ε)σ2où ε est un paramètre �xé arbitrairement ; généralement, on onsidère ε = 0, 01.1.2.4 Déompositions spetralesLa déomposition de Sobol', pour p = 2, s'adapte partiulièrement bien au adre des basesorthonormales dans des espaes de Hilbert. La déomposition due à Sobol' en 1990 [Sob93℄ n'estd'ailleurs qu'une généralisation d'une déomposition obtenue en exploitant les déompositions en on-delettes de Haar, vingt ans plus t�t [Sob69℄ ; itons également les travaux de Cukier et al. [CLS78℄exploitant les déompositions en série de Fourier dans les années 1970. De manière plus générale, lanotion importante dans e as partiulier est elle de base adaptée à une déomposition en sommedirete.Dé�nition 1.11. (base adaptée) Soient E un espae vetoriel, et F1, . . . , Fd une famille de s.e.v.de E tels que

E = F1 ⊕ · · · ⊕ Fd. (1.24)Une base (Φi)i∈I de E est dite adaptée à la déomposition (1.24) si il existe une partition {I1, . . . , Id}de I telle que pour tout k ∈ [1 : d], (Φi)i∈Ik est une base de Fk.En partiulier, on a la propriété suivante.Proposition 1.1. Pour tout i ∈ [1 : d], soit (Φij)j∈N une base orthonormale de L2(R,B(R), µi;R)telle que Φi0 = 1. Alors (Φ1j1 ⊗ · · · ⊗Φdjd)j∈Nd est une base adaptée à la déomposition ANOVA sur
L2(Rd,B(Rd), µ;R) énonée dans le Théorème 1.5.



28 CHAPITRE 1. LA DÉCOMPOSITION ANOVADémonstration. C'est une onséquene direte de la dé�nition des strates dans la déomposition deSobol' et du lemme suivant.Lemme 1.4. Soient (Φ1i)i∈N et (Φ2i)i∈N des bases orthonormales respetives des espaes de Hilbert
H1 et H2, alors (Φ1i1 ⊗ Φ2i2)i∈N2 est une base orthonormale de H1 ⊗H2.Démonstration. Voir par exemple Alinéa 6 pages 56�57 dans [CH53℄.Une base orthonormale adaptée à une déomposition de Sobol' permet don d'expliiter haqueomposante de la déomposition de manière unique sur la famille de fontions formant la base. Enoutre, elle permet de donner une version spetrale des mesures d'importane σ2

u, u ⊆ [1 : d] et parsuite des indies de Sobol'. Plus préisément, soient k, k ∈ Nd, les oe�ients de la déompositiond'une fontion réelle f ∈ L2(Rd,B(Rd), µ;R) sur une base orthonormale (Φ1j1 ⊗ · · · ⊗ Φdjd)j∈Nd , i.e.
f(x) =

∑

k∈Nd

kΦk(x)alors
σ2
u =

∑

k∈N∗
u

|k|2où
N∗

u = {(k1, . . . , kd) | ∀i ∈ u, ki ∈ N∗ et ∀i ∈ uc, ki = 0}.Les prinipaux exemples d'appliations sont les déompositions en série trigonométrique (voir enpartiulier le Chapitre 5) ou suivant des polyn�mes orthogonaux assoiés à des lois de probabilitéslassiques qui onduisent à des déompositions en haos polynomial généralisés, dits de Wiener-Askey� voir e.g. [Ho72℄ pour des généralités sur les polyn�mes orthogonaux, et [Bla09℄ pour une étudeappliative en analyse de sensibilité � dont la orrespondane est reportée dans la Table 1.1.distribution polyn�mes supportontinue gaussienne Hermite Rexponentielle Laguerre R+gamma Laguerre généralisés R+beta Jaobi [a, b]uniforme Legendre [a, b]disrète Poisson Charlier {0, 1, 2, . . .}binomiale Krawthouk {0, 1, . . . , N}binomiale négative Meixner {0, 1, 2, . . .}hypergéométrique Hahn {0, 1, . . . , N}Table 1.1 � Distributions et familles de polyn�mes orthogonaux pour les haos de Wiener-Askey.1.3 Notes1) De maniére analogue à la déomposition ANOVA, d'autres déompositions fontionelles re-posent sur la notion de projeteurs orthogonaux ommutant deux à deux. Dans le domaine de l'ap-proximation fontionnelle, on peut iter par exemple la déomposition anrée � en anglais, anhoreddeomposition � (voir e.g.[Gri05, KSWW12℄), qu'on trouve également dans la littérature sous le nomde ut-HDMR (voir e.g. [RA99℄).2) Les onlusions des Théorèmes 1.1 et 1.2 � i.e. les déompositions de Tjur et de Helland �rendent expliite une propriété de la déomposition ANOVA qui n'apparaît ni dans le Corollaire 1.2



1.3. NOTES 29� i.e. la déomposition de Efron & Stein � ni dans la déomposition de Sobol' originale [Sob93℄.En e�et, les Théorèmes 1.1 et 1.2 établissent que l'espae étudié RΩ (resp. L2(E)) se déompose ensomme direte orthogonale de strates WF , F ∈ F (resp. F ∈ F) i.e. que tout élément de et espae sedéompose de manière unique sur une famille de s.e.v. orthogonaux. Mais en outre, ils a�rment queette déomposition en somme direte � i.e. la donnée partiulière des s.e.v. � est unique sous laontrainte que
∀F ∈ F, VF =

⊥⊕

G∈F,F�F

WG (resp. ∀F ∈ F, VF =

⊥⊕

G∈F,G⊆F
WG).3) Dans le domaine de l'intégration numérique, la notion de dimension e�etive a prinipalementpermis de aratériser les fontions dont le alul de l'intégrale par une méthode de Monte Carlo peutêtre optimisé par une méthode de quasi-Monte Carlo. En e�et, sans hypothèse partiulière sur l'inté-grande, une méthode de quasi-Monte Carlo ne peut théoriquement être plus e�ae qu'une méthodede Monte Carlo que pour des tailles d'éhantillons très grandes qui roissent ave la dimension (voire.g. [Thi00℄). Néanmoins, ertaines appliations, en partiulier à la �nane (voir e.g. [PT95℄), mon-trent que les méthodes de quasi-Monte Carlo peuvent surpasser la méthode de Monte Carlo pour desdimensions élevées � d = 360 � et des tailles d'éhantillons raisonnables. Dans e as, l'intégrandese révèle être la somme de fontions de petites dimensions [CMO97℄. Réiproquement Owen [Owe02℄a montré que pour des intégrations numériques quasi-Monte Carlo relativement à des (t,m, s)-netrandomisés [Owe97℄, si une fontion f est moins bien intégrée par une méthode de Monte Carlo, alorsette fontion possède une petite dimension e�etive au sens de la superposition.Parallèlement à es notions de dimension e�etive a été développée une théorie de l'intégrationnumérique sur des espaes de Hilbert à noyau reproduisant (RKHS) pondérés, omme les espaes deSobolev ou de Korobov pondérés (voir e.g. [KSS12℄ pour une revue réente). Dans e adre, l'e�aitéde la méthode de quasi-Monte Carlo � une quadrature sur un sous-groupe �ni du tore, également ap-pelée lattie rule en anglais (voir e.g. [SJ94℄) � dépend des poids qui paramétrisent le RKHS. Commenous le notons dans la Remarque 5.3, les as partiuliers dans lesquels la méthode de quasi-MonteCarlo montre des performanes remarquables s'expliquent essentiellement par la dimension e�etivedes fontions appartenant à es RKHS partiuliers. Owen [Owe12b℄ a réemment formalisé e liendans des espaes de Sobolev pondérés en introduisant une nouvelle notion de dimension e�etive.4) En se basant sur la déomposition ANOVA et sur les indies de Sobol' élémentaires, Liu &Owen [LO06℄ présentent une distribution de la dimension d'une fontion f , en onsidérant une variablealéatoire U prenant ses valeurs dans P

(
[1 : d]

), ave pour tout u ⊆ [1 : d], P(U = u) = Su(f). Endé�nissant les moments suessifs de |U |, ils résument les aratéristiques de la fontion f onsidérée.Par exemple, si le moment d'ordre 1, µ(1) = E
[
|U |
], est égal à 1 alors f est additive. Le momentd'ordre 1, µ(1) s'exprime expliitement en fontion des indies de Sobol' asendants d'ordre 1

µ(1) =
d∑

i=1

S{i}.5) Le hapitre qui préède, bien qu'il privilégie l'abstration mathématique, ne doit pas faireoublier que la déomposition ANOVA d'une variable aléatoire Y = f(X1, . . . , Xd) de arré intégrableoù les Xi sont des v.a. indépendantes, est un objet bien onret :
Y = f∅ + f1(X1) + · · ·+ fd(Xd) + f12(X1, X2) + · · ·+ f1...d(X1, . . . , Xd),dont haun des termes s'exprime de manière expliite omme

fu(Xu) =
∑

v⊆u

(−1)|u|−|v|E
[
Y |σ(Xv)

]
, u ⊆ [1 : d].





Chapitre 2Estimation des indies de Sobol'Nous avons pu onstater dans le hapitre préédent que les indies de Sobol' sont dé�nis pardes intégrales. Par onséquent l'approhe la plus direte pour évaluer es indies onsiste à proéderà une intégration numérique. Nous nous intéressons dans e hapitre uniquement à es approhesdiretes, en omettant volontairement les méthodes onsistant à approher le modèle d'étude par unmétamodèle puis à évaluer les indies de Sobol' du métamodèle ; la réponse donnée par es méthodesindiretes onsistant essentiellement à troquer un problème d'intégration numérique pour un prob-lème d'approximation numérique. Même si la di�érene entre es deux approhes n'est pas toujoursmarquée, nous nous onentrons ii prinipalement sur les méthodes d'intégration.Elles se divisent en deux familles très distintes : d'une part les méthodes exploitant la déompo-sition ANOVA lassique mettant en avant les espéranes onditionnelles, et d'autre part les méthodesexploitant une déomposition ANOVA spetrale relative à une base orthonormale partiulière. Dansla première famille, nous présentons suessivement la méthode de Sobol' qui est la méthode de MonteCarlo naturelle pour l'estimation des indies de Sobol' (Setion 2.1), puis la méthode de MKay qui,bien qu'elle soit peu utilisée en pratique, onstitue un apport tehnique onsidérable dans les aspetsombinatoires de l'estimation des indies de Sobol' (Setion 2.2). Nous abordons ensuite la familledes méthodes relatives à une déomposition ANOVA spetrale. Nous ommençons par une revue desméthodes Fourier Amplitude Sensitivity Test (FAST), Random Balane Design (RBD) et RBD-FASTtelles qu'elles ont été introduites jusqu'à l'année 2010 (Setion 2.3). Ces approhes, toutes basées surune déomposition en série de Fourier, n'étaient jusqu'à présent pas rigoureusement établies d'unpoint de vue mathématique. Nous avons omplété leurs bases théoriques, et les avons généraliséesdans ette thése (voir Chapitres 4 et 5). En�n, nous terminons en présentant omment appréhenderl'estimation des indies de Sobol' en onsidérant une déomposition ANOVA spetrale quelonque(Setion 2.4). Une setion de notes l�t le hapitre.2.1 Méthode de Sobol'Dans ette setion, nous reprenons le adre du hapitre préédent et nous onsidérons un modèle
Y = f(X1, . . . , Xd) où les Xi, i ∈ [1 : d] sont des variables aléatoires indépendantes et f une fontionréelle telle que E[Y 2] < +∞. On désigne parXj , et Zj , j ∈ [1 : n] des veteurs aléatoires indépendantsidentiquement distribués suivant la loi de X. Nous rappelons également que pour tout u ⊆ [1 : d], lanotation Xu : Z−u � respetivement Xj

u : Zj
−u � désigne le veteur dont les omposantes indiéespar i ∈ u sont les Xi, et dont les autres omposantes sont les Zi � respetivement les Xj

i et les Zj
i .En�n, pour tout u ⊆ [1 : d] on introduit les notations

Yu = f(Xu : Z−u)

Y j
u = f(Xj

u : Zj
−u), j ∈ [1 : n].Les indies de Sobol' se dé�nissant à l'aide d'intégrales, une méthode naturelle d'estimation on-siste à évaluer es intégrales par la méthode de Monte Carlo. La méthode ainsi obtenue est générale-ment appelée méthode de Sobol' et quelquefois Sobol' Pik and Freeze (SPF). Les aratéristiquesd'une telle méthode sont don elles de la méthode de Monte Carlo lassique :31



32 CHAPITRE 2. ESTIMATION DES INDICES DE SOBOL'- hypothèses d'appliation peu restritives, typiquement une ondition d'intégrabilité sur la fon-tion f- vitesse de onvergene indépendante de la dimension, mais seulement en O(n−1/2) pour unetaille d'éhantillon égale à n.La méthode de Sobol' possède en outre une aratéristique spéi�que due à la dé�nition de sesdi�érents estimateurs, au sens où elle néessite deux éhantillons distints pour estimer un seul indiede Sobol'. Comme nous le présentons par la suite, ertaines optimisations permettent néanmoins depallier et inonvénient. L'exposé qui suit s'oriente prinipalement sur la question de l'estimation desindies Su et Su, u ⊆ [1 : d], ainsi que de leurs numérateurs respetifs τ2u et τ2u ; l'estimation de leurdénominateur σ2 étant généralement éludée en onsidérant l'estimateur de la variane empirique
σ̇2
n =

1

n

n∑

j=1

(
f(Xj)− 1

n

n∑

k=1

f(Xk)

)2

. (2.1)Le premier estimateur de τ2u a été introduit par Sobol' en 1990 [Sob93℄ et indépendemment disutéà la même période par Hora et Iman [HI86, IH90a℄ et Ishigami et Homma [IH89℄. Il est dé�ni par
τ̇2u,n =

1

n

n∑

j=1

f(Xj)f(Xj
u : Zj

−u)−
(
1

n

n∑

j=1

f(Xj)

)2

, u ⊆ [1 : d]. (2.2)Quant à la mesure d'importane τ2u et son estimateur Monte Carlo assoié, ils ont été introduits parHomma et Saltelli [HS96℄. L'estimateur est dé�ni par
τ̇
2
u,n =

1

n

n∑

j=1

f(Xj)2 − 1

n

n∑

j=1

f(Xj)f(Xj
−u : Zj

u). (2.3)Les deux estimateurs dé�nis dans les Formules (2.2) et (2.3), ainsi que l'estimateur de la variane(2.1) ont subi des modi�ations jusqu'à très réemment. Nous les présentons au �l des trois setionsthématiques suivantes. La Setion 2.1.1 traite de l'estimation de l'erreur ommise lors du alul del'indie de Sobol', la Setion 2.1.2 présente la question de l'optimisation ombinatoire en vue deréduire le oût de alul, et en�n la Setion 2.1.3 est onsarée à l'aélération de la onvergene desdi�érents estimateurs.2.1.1 Estimation de l'erreurLa question du alul de l'erreur d'estimation des indies de Sobol' est traitée sous deux formesdi�érentes dès le milieu des années 1990. D'une part Homma et Saltelli [HS96℄ proposent de alulerapproximativement l'erreur probable ommise lors de l'estimation des indies de Sobol'. Comme nousle onstaterons par la suite, leur travail est étroitement lié à la onstrution d'intervalles de on�anepour des estimateurs asymptotiquement normaux. D'autre part, Arher et al. [ASS97℄ dérivent desintervalles de on�ane par la tehnique du bootstrap (voir e.g. [ET93℄). Dans les deux as, l'analyseest orientée vers les indies de Sobol' Su, u ⊆ [1 : d] mais elle se généralise naturellement aux
Su, u ⊆ [1 : d]. Plus réemment, Janon et al. [JKL+12℄ ont omplété la démarhe approximativede Homma et Saltelli en montrant rigoureusement, par une appliation de la Delta méthode (voire.g. [Van98℄) que l'estimateur Monte Carlo des indies de Sobol' desendants est asymptotiquementnormal. Nous revenons en détail sur l'approhe originale de Homma et Saltelli [HS96℄ ainsi que surles résultats théoriques obtenus par Janon et al. [JKL+12℄ via la Delta méthode. Nous omettonsvolontairement la méthode de bootstrap développée par Arher et al. [ASS97℄ qui n'est pas spéi�queà l'estimation des indies de Sobol'.Approhe originale de Homma et SaltelliEn négligeant les erreurs d'estimation de la moyenne de Y

ε(u) = E[Y ]− 1

n

n∑

j=1

f(Xj
u : Zj

−u), u ⊆ [1 : d],
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ε′(u) = E[Y ]− 1

n

n∑

j=1

f(Xj), u ⊆ [1 : d]� e qui revient à supposer que la moyenne de Y est onnue � les estimateurs dé�nis dans lesFormules (2.1) et (2.2) peuvent être respetivement approhés par les moyennes empiriques
ṁn(σ

2) =
1

n

n∑

j=1

(
f(Xj)− E[Y ]

)2et
ṁn(τ

2
u) =

1

n

n∑

j=1

(
f(Xj)− E[Y ]

)(
f(Xj

u : Zj
−u)− E[Y ]

)
, u ⊆ [1 : d].Par suite, sous ette approximation, le théorème Central Limit permet de onlure à la normalitéasymptotique des estimateurs σ̇2 et τ̇2u. En posant

ṡn(σ
2) =

(
1

n− 1

n∑

j=1

((
f(Xj)− E[Y ]

)2 − ṁn(σ
2)
)2)1/2et pour tout u ⊆ [1 : d]

ṡn(τ
2
u) =

(
1

n− 1

n∑

j=1

((
f(Xj)− E[Y ]

)(
f(Xj

u : Zj
−u)− E[Y ]

)
− ṁn(τ

2
u)
)2)1/2

,on obtient alors les intervalles de on�ane asymptotiques au seuil α
Iα,n(σ

2) =

[
σ̇2
n − δ(σ̇2

n) , σ̇2
n + δ(σ̇2

n)

]
, ave δ(σ̇2

n) = u1−α/2
ṡn(σ

2)√
n

,

Iα,n(τ
2
u) =

[
τ̇2u,n − δ(τ̇2u,n) , τ̇2u,n + δ(τ̇2u,n)

]
, ave δ(τ̇2u,n) = u1−α/2

ṡn(τ
2
u)√
noù u1−α/2 est le quantile d'ordre 1− α/2 de la loi normale entrée réduite. Les δ(τ̇2u,n) et δ(σ̇2

n) sontappelés erreurs probables par Homma et Saltelli [HS96℄, elles permettent aux auteurs de déduire uneerreur probable pour l'estimateur Ṡu,n = τ̇2u,n/σ̇
2
n, par un raisonnement approximatif. En e�et, enonsidérant que, si les inégalités

σ̇2
n − δ(σ̇2

n) ≤ σ2 ≤ σ̇2
n + δ(σ̇2

n),

τ̇2u,n − δ(τ̇2u,n) ≤ τ2u ≤ τ̇2u,n + δ(τ̇2u,n)sont véri�ées ave une forte probabilité alors il en est de même pour
τ̇2u,n − δ(τ̇2u,n)

σ̇2
n + δ(σ̇2

n)
≤ Su ≤

τ̇2u,n + δ(τ̇ 2
u,n)

σ̇2
n − δ(σ̇2

n)
.Puis en notant que

τ̇2u,n − δ(τ̇2u,n)

σ̇2
n + δ(σ̇2

n)
=

τ̇2u,nσ̇
2
n − δ(τ̇2u,n)σ̇

2
n − τ̇2u,nδ(σ̇

2
n) + δ(τ̇2u,n)δ(σ̇

2
n)

(σ̇2
n)

2 − δ(σ̇2
n)

2

≈ Ṡu,n − δ(τ̇2u,n)σ̇
2
n + τ̇2u,nδ(σ̇

2
n)

(σ̇2
n)

2et de manière identique quė
τ2u,n + δ(τ̇2u,n)

σ̇2
n − δ(σ̇2

n)
≈ Ṡu,n +

δ(τ̇2u,n)σ̇
2
n + τ̇2u,nδ(σ̇

2
n)

(σ̇2
n)

2
,



34 CHAPITRE 2. ESTIMATION DES INDICES DE SOBOL'on peut dé�nir l'erreur probable de l'estimateur Ṡu,n par
δ(Ṡu,n) =

δ(τ̇2u,n) + Ṡu,nδ(σ̇
2
n)

σ̇2
n

.Dans la dérivation préédente, l'obstale majeur à une onstrution rigoureuse d'un intervalle deon�ane pour Ṡu,n est prinipalement le passage au quotient qui, en toute rigueur, ne permet pas deonserver la propriété de normalité asymptotique. L'outil qui peut pallier ette di�ulté est la Deltaméthode, elle a été appliquée par Janon et al. très réemment [JKL+12℄.Delta méthode et normalité asymptotiqueJanon et al. [JKL+12℄ introduisent un nouvel estimateur des indies de Sobol' Su, u ⊆ [1 : d] et enréintroduisent un seond [MNM06℄. Nous les notons respetivement S̃u,n = τ̃2u,n/σ̃
2
n et Ŝu,n = τ̂2u,n/σ̂

2
n,et ils sont dé�nis par

σ̃2
n =

1

n

n∑

j=1

(
f(Xj)− 1

n

n∑

k=1

f(Xk)

)2

τ̃2u,n =
1

n

n∑

j=1

f(Xj)f(Xj
u : Zj

−u)−
(
1

n

n∑

j=1

f(Xj)

)(
1

n

n∑

j=1

f(Xj
u : Zj

−u)

)
, u ⊆ [1 : d]

σ̂2
n =

1

n

n∑

j=1

(
f(Xj)2 + f(Xj

u : Zj
−u)

2

2

)
−
(
1

n

n∑

j=1

f(Xj) + f(Xj
u : Zj

−u)

2

)2

τ̂2u,n =
1

n

n∑

j=1

f(Xj)f(Xj
u : Zj

−u)−
(
1

n

n∑

j=1

f(Xj) + f(Xj
u : Zj

−u)

2

)2

, u ⊆ [1 : d].Du fait de la loi forte des grands nombres, il est aisé de remarquer que les estimateurs Ṡu,n, S̃u,net Ŝu,n sont fortement onsistants � i.e. ils onvergent presque sûrement vers l'indie de Sobol' Su.Janon et al. ont montré, en outre, qu'ils sont asymptotiquement normaux.Théorème 2.1. [Janon, Klein, Lagnoux, Nodet et Prieur, 2012℄ Si E[Y 4] est �ni, alors pourtout u ⊆ [1 : d], on a
√
n
(
Ṡu,n − Su

) L−→
n→∞

N (0, σ1),

√
n
(
S̃u,n − Su

) L−→
n→∞

N (0, σ2),

√
n
(
Ŝu,n − Su

) L−→
n→∞

N (0, σ3)ave
σ1 = σ2 =

Var[(Y − E[Y ]
)(
Yu − E[Y ]

)
− Su

(
Y − E[Y ]

)2]Var[Y ]2et
σ3 =

Var[(Y − E[Y ]
)(
Yu − E[Y ]

)
− Su/2

((
Y − E[Y ]

)2
+
(
Yu − E[Y ]

)2)]Var[Y ]2
.Démonstration. Pour les deux estimateurs introduits par Janon et al., nous renvoyons à la preuvede la Proposition 2.2 dans [JKL+12℄. Pour l'estimateur Ṡu,n, il est aisé de onlure en s'inspirant deette même preuve.En outre, en reprenant les notations du théorème préédent, on a toujours σ3 ≤ σ1, et l'égalité eststrite dès lors que Su = 0 ou 1. Ce résultat est omplété par la propriété d'e�aité asymptotiquede Ŝu,n parmi une famille d'estimateurs très généraux � voir Proposition 2.5 dans [JKL+12℄.



2.1. MÉTHODE DE SOBOL' 352.1.2 Optimisations ombinatoiresComme nous l'avons remarqué en introdution de ette setion, les indies de Sobol' sont oûteuxà aluler par la méthode de Sobol' ar leur estimation néessite un ertain nombre d'éhantillonsdistints. En e�et, par dé�nition, les τ̇2u,n � respetivement les τ̇2u,n � sont des quantités qui néessi-tent l'utilisation des deux éhantillons {Xj}j∈[1:n] et {Xj
u : Zj

−u}j∈[1:n] � respetivement {Xj}j∈[1:n]et {Xj
−u : Zj

u}j∈[1:n] � et les estimateurs de σ2
u, u ⊆ [1 : d], dérivés des estimateurs respetifs des τ2v,

v ⊆ u, par la formule de Möbius néessitent théoriquement 2|u| éhantillons. Il est néanmoins trivialde onstater qu'il est possible d'estimer tous les indies τ2{i}, i ∈ [1 : d], ou tous les indies τ2{i},
i ∈ [1 : d], à l'aide uniquement de d + 1 éhantillons en mutualisant l'éhantillon {Xj}j∈[1:n]. Desrésultats plus généraux ont été énonés par Saltelli [Sal02℄, et une analyse extensive de es questionsombinatoires a été réemment présentée par Owen [Owe12℄. Le travail de e dernier permet enpartiulier de retrouver les résultats originaux de Saltelli. Nous donnons un aperçu non exhaustif desnotions et des résultats introduits par Owen.Dé�nition des indies de Sobol' généralisésL'objet entral de tout e qui suit est l'indie de Sobol' généralisé (ISG) dé�ni par

∑

u⊆[1:d]

∑

v⊆[1:d]

λ(u, v)E
[
f(Xu : Z−u)f(Xv : Z−v)

]où les λ(u, v) sont des oe�ients réels, et où il est important de noter que
E
[
f(Xu : Z−u)f(Xv : Z−v)

]
= µ2 + τ2−(u∆v).L'ensemble de es indies forme un espae vetoriel de dimension 22d alors que les indies de Sobol'élémentaires, asendants ou desendants sont hauns au nombre de 2d. Il est don néessaire delasser les ISG suivant un ertain nombre de propriétés partiulières. Ainsi, un ISG est dit bilinéairedès lors que pour tous u et v inlus dans [1 : d], λ(u, v) = λ1(u)λ2(v). Un ISG bilinéaire tel que pourtout u ⊆ [1 : d], λ1(u) = λ2(u) est dit arré. Un ISG bilinéaire tel que pour tout v ⊆ [1 : d],

λ2(v) =

{
1 si v = ∅
0 sinonest dit simple. En�n, un ISG véri�ant∑

u∈[1:d]

∑
v∈[1:d] λ(u, v) = 0 est un ontraste ; il a la partiularitéde ne pas dépendre de µ2 et par onséquent permet de dé�nir des estimateurs Monte Carlo non biaisés.Coût d'un estimateurNous supposons ii que haque terme, f(Xu : Z−u) ou f(Xv : Z−v) dans le développement d'unISG est estimé par un éhantillon de taille n. L'évaluation du oût d'un ISG se réduit don à onnaîtrele nombre de termes distints dans le développement de e dernier. Notons λ =

(
λ(u, v)

)
u,v∈[1:d]

lamatrie arrée de taille 2d, et dé�nissons
Cu(λ) =

{
1 si ∃ v ∈ [1 : d] tel que λ(u, v) 6= 0
0 sinon.Alors le oût de l'ISG basé sur λ est

C(λ) =
∑

u⊆[1:d]

(
Cu(λ) + Cu(λ

⊺)− Cu(λ)Cu(λ
⊺)
)
.Pour les détails onernant e dénombrement, nous renvoyons à [Owe12℄ Setion 3.3.
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∅ j −j k −k [1 : d]

∅ [1 : d] −j j −k k ∅
j −j [1 : d] ∅ −{j, k} {j, k} j
−j j ∅ [1 : d] {j, k} −{j, k} −j

[1 : d] ∅ j −j k −k [1 : d]Table 2.1 � Table des ensembles −(u∆v). u et v sont respetivement lus sur la première olonne etla première ligne du tableau.Optimisations ombinatoiresOwen [Owe12℄ montre que l'estimation des indies de Sobol' élémentaires peut être allégée on-sidérablement en notant que la part de variane σ2
u s'exprime omme un ISG bilinéaire dont le oûtest au plus 2⌊|u|/2⌋+1, alors que le oût normal obtenu en utilisant la formule de Möbius est 2|u|. Plusexpliitement, il énone le résultat suivant.Théorème 2.2. [Owen, 2012℄ Soit u ⊆ [1 : d], alors pour tout v1 ⊆ u, on note v2 = u \ v1, et on a

σ2
u =

∑

w1∈v1

∑

w2∈v2

(−1)|v1−w1|+|v2−w2|E
[
f(Xw1 : Z−w1)f(Xw2∪−u : Z−(w2∪−u))

]
.Démonstration. Nous renvoyons à la preuve du Théorème 3 dans [Owe12℄.Sur le plan de l'estimation des indies de Sobol' asendants et desendants, on retrouve de manièrenaturelle les résultats de Saltelli [Sal02℄. En rappelant que

E
[
f(Xu : Z−u)f(Xv : Z−v)

]
= µ2 + τ2−(u∆v)et en établissant la table des ensembles −u∆v suivante on aboutit aux deux résultats de Saltelli.Théorème 2.3. [Saltelli, 2002℄ Les d + 2 éhantillons Y j

u = f(Xj
u : Z

j
−u), j = [1 : n] ave

u ∈ {∅, {1}, {2}, . . . , {d}, [1 : d]} permettent d'estimer tous les indies de Sobol' desendants τ2j ,
j ∈ [1 : d], et asendants τ2j , j ∈ [1 : d] et τ2{j,k}, j, k ∈ [1 : d].Théorème 2.4. [Saltelli, 2002℄ Les 2d + 2 éhantillons Y j

u = f(Xj
u : Zj

−u), j = [1 : n] ave u ∈
{∅, {1}, . . . , {d},−{1}, . . . ,−{d}, [1 : d]} permettent d'estimer tous les indies de Sobol' desendants
τ2j , j ∈ [1 : d] et τ2{j,k}, j, k ∈ [1 : d], et asendants τ2j , j ∈ [1 : d] et τ2{j,k}, j, k ∈ [1 : d].Le formalisme ombinatoire préédent peut laisser espérer d'autres résultats intéressants quant àla minimisation du nombre d'éhantillons distints lors de l'estimation d'un indie ou de plusieursindies de Sobol' ; Owen [Owe12℄ donne d'ailleurs des appliations autres que les deux prinipalesprésentées i-dessus. De notre �té, nous proposons une autre approhe ombinatoire pour optimiserla méthode de Sobol'. Dans notre travail, la ombinatoire n'opère plus de façon globale en ombinantplusieurs éhantillons, mais de manière loale en ne onsidérant que deux éhantillons distints et enmanipulant leur struture interne. Dans e adre, on est amené à onsidérer des hyperubes latins[MCB79℄, des hyperubes latins basés sur des tableaux orthogonaux [Owe92, Tan93℄ et en�n, lesrépliqués [MK95℄ de eux-i. Notre travail �gure au Chapitre 6 sous la forme d'une prépubliationintitulée Estimating Sobol' indies ombining Monte Carlo estimators and Latin hyperube sampling[TP12b℄, et les notions préédentes sont disutées dès la Setion 2.2.2.1.3 Aélération de la onvergeneLa question de l'aélération de la onvergene de la méthode de Sobol' est abondamment disutéedans la littérature, prinipalement pour τ2u. Elle se pose sous deux formes prinipales.La première approhe onsiste à aélérer la onvergene de la méthode en améliorant l'éhantillon,i.e. typiquement en onsidérant des suites à disrépane faible [Nie92℄ en lieu et plae des éhantillonsaléatoires 1 où tous les points sont supposés être des réalisations indépendantes de X. Cette méthode1. Dans la réalité, les éhantillons aléatoires, ne font que simuler l'aléatoire, et en toute rigueur, on devrait parlerd'éhantillons pseudo-aléatoires (voir par exemple [Thi00℄ Setion 2.2.)



2.1. MÉTHODE DE SOBOL' 37de quasi-Monte Carlo est évoquée par Sobol' dès 1990 [Sob93℄ lorsqu'il mentionne l'éventualité d'uneutilisation de séquenes quasi-aléatoires. Elle a été reprise dans la littérature un ertain nombre defois omme par exemple dans [SAA+10℄ où sont exploitées les séquenes LPτ [Sob67℄. Cette approhepossède néanmoins plusieurs inonvénients. D'abord, les vitesses de onvergene ne sont valides quesi la fontion onsidérée est à variation bornée au sens de Hardy et Krause (voir par exemple [Nie92℄)et omme le fait remarquer Thiémard [Thi00℄, ertaines fontions de faible omplexité ne le sont pas,omme par exemple
f(x, y) =

{
1 si y ≤ x
0 sinon.Ensuite, la taille minimale de l'éhantillon néessaire pour obtenir une vitesse de onvergene supérieureà elle de la méthode de Monte Carlo augmente ave la dimension (voir [Thi00℄). Et en�n, le aluld'une borne d'erreur de l'estimation suppose de disposer d'une majoration de la variation de la fon-tion ainsi que de la disrépane à l'origine de la suite quasi-aléatoire onsidérées. Or le alul de tellesmajorations reste un problème souvent non trivial (voir [Thi00℄).La seonde approhe onsiste à améliorer l'estimateur lui-même a�n de minimiser sa variane.Elle est disutée dès 1990 par Sobol' [Sob93℄ qui mentionne que lorsque l'espérane de Y est grande,on onstate empiriquement que le reentrage des données par une onstante c prohe de la moyenne� typiquement la moyenne empirique des données � améliore la préision de l'estimateur. Cettetehnique est disutée par Sobol' et Myshetskaya [SM07℄ et reprise par Owen réemment [Owe12a℄.On onstate sur des exemples son e�et positif.Dans un seond temps, Homma et Saltelli [HS96℄ remarquent que si pour u ⊆ D, τ2u = 0 alorsl'estimateur τ̇2u,n véri�ė

τ2u,n =
1

n

n∑

j=1

f(Xj)f(Xj
u : Zj

−u)−
(
1

n

n∑

j=1

f(Xj)

)2

=
1

n

n∑

j=1

f(Xj)f(Zj)−
(
1

n

n∑

j=1

f(Xj)

)2 p.s.,et don que l'estimateur orrigé
τ̈2u,n =

1

n

n∑

j=1

f(Xj)f(Xj
u : Zj

−u)−
1

n

n∑

j=1

f(Xj)f(Zj)est "exat" pour les parts de variane τ2u nulles, et potentiellement meilleur pour les τ2u prohesde zéro. Cet estimateur a été mentionné à de nombreuses reprises dans la littérature omme dans[Mau02℄, [Sal02℄, [SM07℄ et dernièrement [Owe12a℄. En pratique, il s'avère partiulièrement e�aepour estimer les indies de Sobol' prohes de zéro.En�n, Owen a dernièrement introduit un nouvel estimateur dont le oût est 4 � i.e. il utilisequatre éhantillons di�érents � mais dont la préision apparaît empiriquement supérieure à tous lesestimateurs préédemment ités pour des indies de Sobol' prohes de zéro. Il est dé�ni par
τ̆2u,n =

1

n

n∑

j=1

(
f(Xj)− f(Zj

u : Xj
−u)
)((

f(Xj
u : Yj

−u)− f(Yj)
)
.2.1.4 En résuméLa méthode de Sobol', qui a été introduite en 1990 [Sob93℄, repose sur des bases mathématiquesrigoureuses et a béné�ié jusqu'à très réemment de développements importants. Elle possède prin-ipalement deux aratéristiques. D'abord, elle s'applique à une lasse onsidérable de fontions �elle ne suppose en e�et qu'une simple hypothèse d'intégrabilité � alors que la plupart des autresméthodes supposent une ertaine régularité. Cei a pour onséquene sa seonde aratéristique : lavitesse de onvergene de ses estimateurs est seulement en O(n−1/2). Ave l'introdution des inter-valles de on�ane asymptotiques [JKL+12℄, elle permet d'avoir une onnaissane essentielle sur lapréision de l'estimation des indies de Sobol' qu'elle fournit.



38 CHAPITRE 2. ESTIMATION DES INDICES DE SOBOL'Cette méthode doit don être onsidérée omme une méthode sûre � la validité de ses résultatsne dépend pas d'une quelonque hypothèse de régularité � présentant une vitesse de onvergenemodeste. En�n, le prinipal frein à son appliation en pratique est le nombre important d'éhan-tillons qu'elle requiert pour l'estimation des prinipaux indies de Sobol'. Dans ette optique, nousintroduisons au Chapitre 6 de ette thèse une nouvelle approhe d'optimisation ombinatoire.2.2 Méthode de MKayLa aratéristique prinipale de ette méthode [MK95℄ onsiste en sa tehnique d'éhantillonnagesingulière par hyperubes latins répliqués. Toutefois la méthode de MKay ne se résume pas à ettepartiularité, et ses estimateurs peuvent se dé�nir indépendamment de la notion d'hyperube latinet de répliation. Dans une première setion, nous présentons don les estimateurs originaux dus àMKay pour des éhantillons aléatoires, faisant ainsi apparaître la méthode de MKay omme unesimple méthode de Monte Carlo. Dans le paragraphe suivant, nous présentons la méthode de MKayproprement dite en ayant au préalable introduit les notions de répliation, d'hyperubes latins etd'hyperubes latins répliqués. Cela nous permet d'exposer la prinipale arartéristique de etteméthode qui onsiste à pouvoir estimer tous les indies de Sobol' desendants d'ordre 1 à un oûtindépendant de la dimension.Nous onservons le formalisme proposé en introdution de la Setion 2.1. En outre, pour r ≥ 2,on désigne par Zk, k = [1 : r], des veteurs aléatoires indépendants identiquement distribués suivantla loi de X. On note également pour tout k ∈ [1 : r],
Y k
u = f(Xu : Zk

−u)et
Y u =

1

r

r∑

k=1

Y k
u .2.2.1 L'estimateur Monte Carlo de la méthode de MKayAve les notations préédentes, le théorème de la variane totale � voir par exemple AppendieA.4 p 74 dans [MK95℄ � s'énone omme suitVar[Y u

]
= Var[E[Y u

∣∣Xu

]]
+ E

[Var[Y u

∣∣Xu

]]
.Puis en notant que, onditionnellement à Xu, les Y k

u sont indépendants et ont même loi, il vientaisément Var[Y u

]
= Var[E[Y ∣∣Xu

]]
+

1

r
E
[Var[Y ∣∣Xu

]]
.Par suite, pour n'importe quel r ≥ 2 on a

τ2u = Var[Y u

]
− 1

r
E
[Var[Y ∣∣Xu

]]
. (2.4)Cette expression permet de dé�nir naturellement un estimateur Monte Carlo de τ2u, en opérant unedouble sommation pour la double intégrale qui �gure dans le seond terme du membre de droite de(2.4). En onservant les mêmes notations utilisées jusqu'à présent, on note

Y j,k
u = f(Xj

u,Z
j,k
u ) (2.5)

Y
j·
u =

1

r

r∑

k=1

Y j,k
u

Y
··
u =

1

rn

r∑

k=1

n∑

j=1

Y j,k
u ,



2.2. MÉTHODE DE MCKAY 39et on estime les deux termes de droite dans (2.4) par les quantités
1

n

n∑

j=1

(Y
j·
u − Y

··
u)

2 et 1

r2n

r∑

k=1

n∑

j=1

(Y j,k
u − Y

j·
u )

2.Par suite, l'estimateur de MKay pour τ2u s'érit
τ̇2,MK
u,n,r =

1

n

n∑

j=1

(Y
j·
u − Y

··
u)

2 − 1

r2n

r∑

k=1

n∑

j=1

(Y j,k
u − Y

j·
u )

2.Remarque 2.1. Cet estimateur néessite d'e�etuer une intégration numérique double suivant lesindies j ∈ [1 : n] et k ∈ [1 : r]. Il est don néessaire pour obtenir une onvergene vers la valeurthéorique iblée de onsidérer une valeur de r onséquente. On s'en persuade d'autant plus en on-statant que pour le as limite r = 2, on a
τ̇2,MK
u,n,2 = τ̂2u,n +

1

8n

n∑

j=1

(
Y j,1
u + Y j,2

u

)2où τ̂2u,n est un estimateur de la méthode de Sobol' introduit par [MNM06℄ (voir Formule (2.4)).Pour l'estimateur de σ2, on a
1

r

r∑

k=1

Var[Y k
u

]
= Var[Y ],puis en notant

Y·k =
1

n

n∑

j=1

Y j,k
u ,on dé�nit naturellement l'estimateur de variane "par groupes"

σ̇2,MK
n,r,gr =

1

rn

r∑

k=1

n∑

j=1

(Y j,k
u − Y ·k)

2.Toutefois, MKay lui préfère l'estimateur de la moyenne empirique qui ne regroupe pas les termessuivant les r groupes
σ̇2,MK
n,r =

1

rn

r∑

k=1

n∑

j=1

(Y j,k
u − Y

··
u)

2.On peut en e�et onsidérer que e dernier est asymptotiquement non biaisé du fait de la formulesuivante
σ̇2,MK
n,r,gr − σ̇2,MK

n,r =
1

r

r∑

k=1

(Y
·k
u − Y

··
u)

2 −→
r→∞

0.Finalement MKay introduit l'estimateur suivant
Ṡ
MK

u,n,r =

1

n

n∑

j=1

(Y
j·
u − Y

··
u)

2 − 1

r2n

r∑

k=1

n∑

j=1

(Y j,k
u − Y

j·
u )

2

1

rn

r∑

k=1

n∑

j=1

(Y j,k
u − Y

··
u)

2

. (2.6)En l'état, 'est un estimateur qui ne présente auun intérêt, ar sa dépendane vis-à-vis de r en fait unestimateur, a priori, enore plus oûteux que eux de la méthode de Sobol'. Néanmoins, en mettanten ÷uvre un éhantillonnage partiulier, MKay introduit une méthode qui permet de aluler tousles indies de Sobol' S{i}, i ∈ [1 : d], pour un éhantillon de taille totale égale à rn, indépendant dela dimension d.



40 CHAPITRE 2. ESTIMATION DES INDICES DE SOBOL'2.2.2 La méthode de MKayNous restreignons dorénavant les disussions à des variables aléatoires X1,. . . , Xd uniformémentdistribuées sur l'hyperube unité. Lorsque e n'est pas le as, on onsidère qu'on peut se ramenernumériquement à e adre par une transformation inverse. Nous ommençons par introduire lesnotions d'hyperube latin, de répliation et d'hyperubes latins répliqués.Dé�nition 2.1. (hyperube latin) Soient d et n dans N∗, et onsidérons Πn l'ensemble de toutesles permutations de {1, . . . , n}. On dit que (Xj)j∈[1:n] est un hyperube latin de taille n dans [0, 1]d� et nous notons (Xj)j ∼ LH(n, d) � si pour tout j ∈ 1 : d

Xj =

(
π1(j)− U1,j

n
, . . . ,

πd(j)− Ud,j

n

)où les πi et les Ui,j sont des variables aléatoires indépendantes respetivement uniformément dis-tribuées sur Πn et [0, 1].Quant à la répliation elle onsiste à obtenir un éhantillon B à partir d'un éhantillon A enpermutant les valeurs des points de l'éhantillon A, oordonnée par oordonnée. Pour les hyperubeslatins, on obtient la dé�nition suivanteDé�nition 2.2. (hyperubes latins répliqués) Soient d et n dans N∗, et onsidérons Πn l'ensem-ble de toutes les permutations de {1, . . . , n}. On dit que (Xj,1)j∈[1:n],. . . , (Xj,r)j∈[1:n] sont des hyper-ubes latins répliqués de taille n dans [0, 1]d � et nous notons (Xj,k)j,k ∼ RLH(n, d, r) � si pourtout j ∈ [1 : n] et k ∈ [1 : r]

Xj,k =

(
πk
1 (j)− U1,πk

1 (j)

n
, . . . ,

πk
d(j)− Ud,πk

d(j)

n

)où les πk
i et les Ui,j sont des variables aléatoires indépendantes respetivement uniformément dis-tribuées sur Πn et [0, 1].Cette dé�nition est étendue aux hyperubes latins basés sur des tableaux orthogonaux de foresupérieure à 1 au Chapitre 6 de ette thèse. On onsidère maintenant des hyperubes latin répliqués

Xj,k, j ∈ [1 : n], k ∈ [1 : r]. Et en notant que quelque soit i ∈ [1 : d] et quelque soit j ∈ [1 : n], on a
X

(πk
i )

−1(j),k
i = X

(πk
i )

−1(j),1
i =

j − Ui,j

nest onstant pour tout k ∈ [1 : r], on peut déduire que pour tout i ∈ [1 : d],
y
(πk

i )
−1(j),k

{i} = f
(
x(πk

i )
−1(j),k

)
= f

(
x
(πk

i )
−1(j),1

i : x
(πk

i )
−1(j),k

−{i}

)
.La méthode de MKay onsiste alors à appliquer l'estimateur introduit préédemment dans la Formule(2.6) pour u = {i}, en remplaçant les éhantillons aléatoires yj,k{i} dé�nis dans la Formule (2.5) par leséhantillons strati�és y(πk

i )
−1(j),k

{i} dé�nis i-dessus. Il n'y a don pas besoin de réévaluer la fontion fsur de nouveaux éhantillons pour haque i, on se ontente de réutiliser les mêmes mais en ordonnantles points de façon di�érente.2.2.3 En résuméFinalement, même si la dépendane vis-à-vis de r donne un aspet négatif à ette méthode etsemble l'avoir fait tomber dans l'oubli, le fait de pouvoir estimer tous les indies de Sobol' d'ordre1 à un oût indépendant de la dimension d est remarquable. C'est d'ailleurs l'idée qui sous-tend laméthode que nous proposons au Chapitre 6 de ette thèse. Dans son rapport, MKay généralise saméthode à l'estimation de tout indie de Sobol' desendant en utilisant toujours des hyperubes latinsrépliqués. Mais dès lors que |u| ≥ 2, il ne onserve pas la propriété d'indépendane vis-à-vis de ladimension d. Il est toutefois possible de la réupérer en introduisant des hyperubes latins basés surdes tableaux orthogonaux de fore supérieure à 1. Cette généralisation est d'un intérêt très relatifpour la méthode de MKay qui ne s'applique pas vraiment en pratique à notre onnaissane, maiselle est importante dans la perspetive de notre travail et elle est disutée au Chapitre 6.



2.3. MÉTHODES FAST, RBD ET RBD-FAST 412.3 Méthodes FAST, RBD et RBD-FASTLa présentation qui suit ne prend pas en ompte nos ontributions pour les méthodes itées dansle titre de ette setion. Nos travaux �gurent aux Chapitres 4 et 5 de ette thèse sous la formed'un artile et d'une prépubliation respetivement intitulés Bias orretion for the estimation ofsensitivity indies based on random balane designs � à paraître dans Reliability Enginnering andSystem Safety � et Variane-based sensitivity analysis using harmoni analysis.La méthode FAST a été introduite par quatre artiles suessifs de Cukier et al. [CFS+73, CSS75,CLS78℄ et de Shaibly et Shuler [SS73℄ au ours des années 1970, initialement a�n d'étudier la iné-tique des onentrations dans des réations himiques ; puis elle a été enrihie par Saltelli et al.[STC99℄. L'approhe singulière des travaux initiaux onsiste prinipalement à quanti�er les varia-tions d'une fontion multivariée en analysant sa struture harmonique. Même si le développement deette méthode est antérieur aux formalisations de la déomposition ANOVA dues à Efron & Stein[ES81℄ et Sobol' [Sob93℄, les mesures d'importanes que FAST estime sont rigoureusement ellesdé�nies dans le Chapitre 1 � voir Dé�nition 1.9 � omme les indies de Sobol' élémentaires 2. L'idéeprinipale de la méthode est de réduire le oût de alul des intégrales multiples qui onstituent lesindies de Sobol', par des intégrales simples. Cette simpli�ation repose sur un théorème ergodiquede Weyl [Wey38℄ et sur l'utilisation des séries de Fourier. Ces onsidérations théoriques font l'objetde la première setion. Nous onsarons ensuite une setion à la présentation des méthodes RBD etRBD-FAST qui, toutes deux, introduites par Tarantola et al. [TGM06℄, exploitent le adre théoriquesous-jaent de la méthode FAST.Dans e qui suit, nous restreignons le modèle Y = f(X1, . . . , Xd) à des variables aléatoires X1,. . .Xd uniformes. Nous disutons ette hypothèse par la suite dans la sous-setion 2.3.1. Nous rap-pelons par ailleurs que dans la notation des intégrales, l'ensemble d'intégration, s'il n'est pas spéi�é,est l'hyperube unité dont la dimension est elle de l'intégrande.2.3.1 Méthode FASTPour k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd, nous notonsk(f) = E[f(X) exp(−2iπk ·X)
]
=

∫
f(x) exp(−2iπk · x)dx (2.7)le k-ème oe�ient de Fourier multidimensionnel de f .Approximation du théorème ergodique de Weyl et dé�nition des estimateursLe point de départ de la méthode FAST est une rédution de la dimension de l'intégrale multiple�gurant dans la Formule (2.7) ; elle est obtenue par une approximation du théorème ergodique quisuit.Théorème 2.5. [Weyl, 1938℄ Soit g une fontion dé�nie sur l'hyperube unité [0, 1]d, bornée etintégrable au sens de Riemann. Pour tout i ∈ [1 : d], onsidérons les fontions xi(t) = {ωit}, t ∈ R,où les ωi sont des réels linéairement indépendants sur Q et où {·} désigne la partie frationnaire.Alors ∫

g(x)dx = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T

g
(
x1(t), . . . , xd(t)

)
.En partiulier, pour tout k ∈ Zd et g : x 7→ f(x) exp(−2iπk · x), e résultat donnek(f) = lim

T→+∞
1

2T

∫ T

−T

f ◦ x(t) exp
(
− 2iπ(k · ω)t

)
dt.2. Saltelli et Bolado [SB98℄ ont montré empiriquement que les e�ets prinipaux estimés dans la méthode FAST sontomparables aux indies de Sobol' élémentaires d'ordre 1. D'autre part, nous expliitons ette équivalene d'un pointde vue théorique dans le Chapitre 5 de ette thèse en la généralisant aux indies de Sobol' élémentaires de tous ordres,lesquels étaient déjà onsidérés par Cukier et al. [CLS78℄, Setion 5.C



42 CHAPITRE 2. ESTIMATION DES INDICES DE SOBOL'Par suite, a�n de ontourner le problème de l'intégration sur un ensemble in�ni, la ourbe paramétrée
x(t) = {ωt} est remplaée par x∗(t) dé�nie par

x∗
i (t) = Gi

(
sin(2πωit)

)
, i ∈ [1 : d]où les ωi sont ette fois-i des entiers positifs, et les Gi sont des fontions dé�nies sur [−1, 1] àimage dans [0, 1]. Finalement, omme les ourbes paramétrées x∗

i sont 1-périodiques, on obtientl'approximation des oe�ients de Fourier suivantek(f) ≈ ∫ 1

0

f ◦ x∗(t) exp
(
− 2iπ(k · ω)t

)
dtet en disrétisant l'intégrale sur une grille régulière, par une méthode des retangles, on obtientl'estimateur ̇k,n(f) = 1

n

n−1∑

j=0

f ◦ x∗
( j
n

)
exp

(
− 2iπ(k · ω) j

n

)
.On remarque alors que ̇k,n(f) n'est autre que le k ·ω-ème oe�ient de Fourier du signal unidimen-sionnel (f ◦ x∗(j/n)

)
j∈[0:n−1]

. Pour la suite, l'estimateur ̇k,n(f) est don noté ̇k·ω,n(f ◦ x∗). Lesestimateurs de la variane totale σ2 et des varianes partielles d'ordre 1 σ2
{i}, i ∈ [1 : d] introduitsdans la méthode FAST sont alorṡ

σ2,FAST
{i},n = 2

Ni∑

k=1

|̇kωi,n(f ◦ x∗)|2, (2.8)
σ̇2,FAST
n =

n−1∑

k=1

|̇k,n(f ◦ x∗)|2 (2.9)et
ṠFAST
{i},n =

2
∑Ni

k=1 |̇kωi,n(f ◦ x∗)|2
∑n−1

k=1 |̇k,n(f ◦ x∗)|2où les Ni sont des ordres de tronatures historiquement �xés à 4 ou 6 (voir par exemple [SS73,STC99, TGM06℄), mais l'expériene montre que des valeurs supérieures peuvent être néessaires. Onnote également que par la formule de Parseval, l'estimateur de σ2 de (2.9) est exatement l'estimateurde variane empirique des f ◦ x∗(j/n), j ∈ [0 : n − 1]. En�n, omme remarqué dans [CLS78℄ (voirAppendie 5.C), on peut dé�nir les estimateurs des parts de varianes partielles de tout ordre σ2
u,

u ⊆ [1 : d], de la même manière que dans (2.8) en onsidérant les ombinaisons linéaires de fréquenes
ωi (voir Chapitre 5 de ette thèse, Setion 5.3.1).Problèmes liés au traitement du signalLa validité des estimateurs dé�nis dans (2.8) est véri�ée par l'expériene dès les travaux initiauxen 1973 (voir [SS73℄). Néanmoins, elle peut être remise en ause si ertaines onditions, liées à lathéorie du traitement du signal, ne sont pas respetées. Nous en développons les deux prinipauxaspets, la taille de l'éhantillon et le hoix des fréquenes ωi.Tout d'abord, le hoix du nombre de simulations n est régi par le théorème de Nyquist-Shannonqui s'énone omme suit� La fréquene d'éhantillonnage d'un signal doit être égale ou supérieure au double de la fréquenemaximale ontenue dans e signal. �Ce ritère implique que la taille de l'éhantillon est bornée inférieurement,

n ≥ 2Nhωmax .Dans le as ontraire, on s'expose au phénomène de repliement de spetre � ou aliasing � i.e. queles omposantes des fréquenes supérieures à la fréquene ritique ⌊n⌋/2 ne sont pas orretement



2.3. MÉTHODES FAST, RBD ET RBD-FAST 43identi�ées et sont attribuées à tort à des fréquenes inférieures. Par onséquent, l'aliasing mèneprinipalement à une surestimation des indies de Sobol'.D'autre part, le fait d'utiliser des fréquenes entières onduit à des dépendanes linéaires entrees dernières, i.e. qu'il existe des p-uplets (a1, . . . , ap) d'entiers relatifs tels que
p∑

i=1

aiωi = 0 .Cela signi�e que des interférenes peuvent apparaître et fausser l'estimation des indies de Sobol', i.e.des ombinaisons linéaires de ertaines fréquenes peuvent être identi�ées omme une harmoniqued'une autre fréquene. Pour se prémunir de e phénomène, Shaibly et Shuler [SS73℄ proposent d'im-poser que les fréquenes soient linéairement indépendantes "jusqu'à l'ordre M", i.e.
p∑

i=1

aiωi 6= 0 pour p∑

i=1

|ai| ≤ M + 1 .Ils font aussi l'hypothèse que pour des fréquenes su�samment grandes, les interférenes sont nég-ligeables. La onstante M doit être �xée par l'utilisateur ; il est évident que plus M est grand et plus
ωmax sera grand. En 1973, Shaibly et Shuler la �xe à 4 et Saltelli et al. on�rment e hoix en 1999en imposant M = Nh, ave Nh = 4 ou 6.Développements de Saltelli et al. (1999)L'ensemble des ontributions e�etuées par Saltelli et al. [STC99℄ sont quelquefois référenées sousl'abréviation EFAST, pour Extended FAST. Nous les résumons dans ette setion.L'éhantillonnage suivant la ourbe paramétrée x∗ engendre de nombreuses ontraintes ar lesrépartitions marginales des points de l'éhantillon x∗(j/n), j ∈ [0 : n − 1] sont liées entre elles.Néanmoins une question importante dans la méthode FAST a été de pouvoir générer des éhantillonsrespetant les distributions marginales des variables d'entrée. Une fois les fréquenes ωi �xées, lesseuls degrés de liberté disponibles sont les fontions Gi. Dans le as où les fontions Gi sont égalesà l'identité (voir �gure 2.1 (a)), on peut onstater que la répartition marginale des points sembletrès éloignée d'une distribution uniforme. La solution de e problème est donnée par Cukier et al.
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arsinFigure 2.1 � Répartition de 500 points pour les fréquenes ω1 = 3 et ω2 = 4.[CLS78℄. Ils montrent que, si l'on note fXi les densités des variables d'entrées Xi, l'éhantillon générédans la méthode FAST respete 3 es distributions à ondition que haune des fontions Gi(y) véri�e3. i.e. que la longueur totale de l'ar ontenu dans la bande délimitée par ui et ui + dui est égale à fXi

(ui)dui.L'éhantillonnage respete, de e fait, les lois marginales, mais les points restent liés entre eux par la ourbe d'éhan-tillonnage.



44 CHAPITRE 2. ESTIMATION DES INDICES DE SOBOL'l'équation di�érentielle suivante
π(1 − y2)1/2fXi(Gi(y))

dGi(y)

dy
= 1 , y ∈ [−1, 1]ave la ondition au bord Gi(0) = 0. Dans le as de paramètres d'entrée uniformément distribués,Saltelli et al. [STC99℄ montrent que la solution est

Gi =
1

2
+

1

π
arcsin (voir �gure 2.1 (b))i.e.

xi(t) =
1

2
+

1

π
arcsin(sin(2πωit)) .En outre, Saltelli et al. [STC99℄ éliminent un défaut majeur de la méthode FAST qui est que,une fois les fréquenes ωi et les fontions Gi �xées, l'éhantillonnage ne peut se faire que suivant laourbe x∗. Ce qui signi�e que la majorité de l'espae d'état des variables ne peut être éhantillonné.Plus préisément, ils onstatent que le fait de déphaser les fontions sinus omme suit

xi(t) = Gi(sin(2πωit+ ϕi)) pour i = 1, . . . , p ,ne modi�e auunement la théorie développée dans FAST. Au ontraire, e déphasage permet deonsidérer � à fréquenes ωi et fontions Gi onstantes � de nouvelles ourbes d'éhantillonnage(voir �gure 2.2). La nouvelle approhe proposée onsiste alors à estimer les indies de Sobol' en
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(b) ϕ1 = 0.25, ϕ2 = 0.2Figure 2.2 � Répartition de 500 points pour les fréquenes ω1 = 3 et ω2 = 4, G1 = G2 = 1
2 +

1
πarsin.faisant la moyenne des indies alulés sur un nombre Nr de ourbes d'éhantillonnages aléatoirementdéphasées ; la taille de l'éhantillon devient don

n = (2Nhωmax + 1)Nr .FAST devient ainsi une méthode entièrement probabiliste dont on peut juger la préision en alulantla variane empirique de l'estimateur des indies de Sobol'. Les détails tehniques se réduisent alorsà la question : "omment �xer la valeur Nr ?". Saltelli et al. émettent des suggestions onernant ehoix en fontion de la fréquene maximale ωmax ; pour plus de détails nous renvoyons à leur artile[STC99℄.En�n, Saltelli et al. [STC99℄ introduisent un nouvel estimateur pour les indies asendants d'ordre1. L'idée est de onsidérer l'indie total STi , non pas par sa dé�nition direte � somme des indiesde tous ordres ontenant la i-ème variable � mais par sa dé�nition alternative,
S{i} = 1−

σ2
{i}c

σ2
.
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{i}c est identi�ée par les fréquenes qui sont ombinaisons linéaires detoutes les fréquenes initiales ωk ave k 6= i. Ainsi l'estimateur proposé est

σ̇2,FAST
{i}c ,n =

∑

k∈Ki

|̇k,n(f ◦ x∗)|2où Ki désigne l'ensemble des fréquenes, ombinaisons linaires jusqu'à un ordre Ni des fréquenesinitiales ωk ave k 6= i,
Ki ,




∑

k 6=i

akωk tels que ∑

k 6=i

|ak| ≤ Ni



 .L'e�aité de et estimateur est toutefois soumise au fait que les fréquenes, ombinaisons linéairesjusqu'à l'ordre Ni des fréquenes initiales ontenant ωi, doivent se situer à l'extérieur de l'ensemble

Ki sous peine de réer des interférenes et d'engendrer une surestimation probable des indies deSobol' asendants. Pour éviter e problème, Saltelli et al. proposent de hoisir la fréquene d'intérêt
ωi assez élevée et de antonner les autres à des valeurs réduites (voir [STC99℄ pour quelques exemplesde jeux de fréquenes). Cei se traduit par deux onséquenes prinipales :1) les petites valeurs des fréquenes autres que la fréquene d'intérêt ωi mènent à un éhantillon-nage médiore.2) le plan d'expériene � régi par le jeu de fréquenes initiales et don par la position de la"grande" fréquene � est spéi�que à haque variable d'intérêt. Il faut don d éhantillonspour estimer les d indies de Sobol' asendants d'ordre 1.Les solutions à la onséquene 1) sont, soit d'augmenter le nombre de rééhantillonnages Nr �introduit dans la nouvelle approhe � et ainsi de mieux explorer l'espae d'état des variables, soitd'aroître la fréquene d'intérêt ωi a�n de pouvoir hoisir les autres fréquenes plus librement.Malheureusement, dans les deux as, ela mène à une augmentation de la taille de l'éhantillon.2.3.2 Méthodes RBD et RBD-FASTLes méthodes RBD et RBD-FAST ont été introduites par Tarantola et al. [TGM06℄ dans le butde ontourner les di�ultés inhérentes au hoix des fréquenes ωi, i ∈ [1 : d], dans la méthode FAST.Initialement, es deux méthodes restent antonnées à l'estimation des indies de Sobol' élémentairesd'ordre 1. Néanmoins, par sa dé�nition la méthode hybride RBD-FAST permet naturellement d'es-timer les indies de Sobol' élémentaires de tous ordres (voir [Mar09, TP12a℄), et elle peut égalementêtre appliquée à l'estimation des indies de Sobol' asendants (voir [Mar09℄). En outre, nous présen-tons, au Chapitre 5 de ette thèse une généralisation de la méthode RBD aux indies de Sobol'desendants de tous ordres.La onstrution de la méthode RBD se fait à partir du adre de FAST ave ϕ1 = · · · = ϕd = 0,
ω1 = · · · = ωd = ω ∈ N∗ � généralement �xé à 1 � et en appliquant des permutations aléatoiresaux oordonnées des points x∗( j

n ). Plus préisément, soient π1, . . . ,πd des permutations aléatoiresde {0, . . . , n − 1} et Πn l'ensemble des π = (π1, . . . , πd). Soit π ∈ Πn, onsidérons la fontion
x× = (x×

1 , . . . , x
×
d ) dé�nie sur {0, 1

n , . . . ,
n−1
n } telle que pour tout i ∈ [1 : d] et j ∈ 0 : n− 1,

x×
i

( j
n

)
=

1

π
arcsin

(
sin
(
2πω

πi(j)

n

))
+

1

2
.On dé�nit alors

x×,i
( j
n

)
= x×

(π−1
i (j)

n

)où π−1
i désigne la permutation inverse de πi (voir Figure 2.3). Et par suite, Tarantola et al. [TGM06℄



46 CHAPITRE 2. ESTIMATION DES INDICES DE SOBOL'introduisent les estimateurs σ̇2,RBD
{i},n , σ̇2,RBD

n et ṠRBD
{i},n

σ̇2,RBD
{i},n = 2

Ni∑

k=1

̇kω,n(f ◦ x×,i),

σ̇2,RBD
n =

n−1∑

k=1

̇k,n(f ◦ x×),

ṠRBD
{i},n =

2
∑Ni

k=1 ̇kω,n(f ◦ x×,i)
∑n−1

k=1 ̇k,n(f ◦ x×)Comme dans la méthode FAST, on note également que par la formule de Parseval, l'estimateur de
σ2 est exatement l'estimateur de variane empirique des f ◦ x×(j/n), j ∈ [0 : n− 1].
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Figure 2.3 � Illustration des plans utilisés dans la méthode RBD.La méthode hybride RBD-FAST onsiste à ombiner les deux façons d'éhantillonner. On om-mene par sinder les variables d'entrées en plusieurs sous-groupes de tailles réduites à l'intérieurdesquels on éhantillonne par la méthode FAST � i.e. on attribue des fréquenes libres d'interférenesà l'intérieur de haque sous-groupe � puis on applique une permutation à haun des sous-groupes(voir Table 2.2). Cela permet selon les auteurs [TGM06℄, de onserver la préision de la méthodeFAST et la faiblesse du oût de la méthode RBD.6 paramètres : ω1 ω2 ω3︸ ︷︷ ︸
π1

ω1 ω2 ω3︸ ︷︷ ︸
π26 paramètres : ω1 ω2︸ ︷︷ ︸

π1

ω1 ω2︸ ︷︷ ︸
π2

ω1 ω2︸ ︷︷ ︸
π37 paramètres : ω1 ω2 ω3︸ ︷︷ ︸

π1

ω1 ω2 ω3︸ ︷︷ ︸
π2

ω4︸︷︷︸
π37 paramètres : ω1 ω2 ω3︸ ︷︷ ︸

π1

ω4 ω5︸ ︷︷ ︸
π2

ω4 ω5︸ ︷︷ ︸
π3Table 2.2 � Exemple d'attribution des permutations et des fréquenes pour haque paramètre dansla méthode RBD-FAST.Cette méthode n'est pas investiguée de manière plus rigoureuse par la suite. On note ependantqu'au regard de notre travail proposé au Chapitre 5 de ette thèse, la méthode RBD-FAST estétroitement liée à la notion de superube latin [Owe98℄ onstruit sur des sous-groupes yliques dutore unité.2.3.3 En résuméLes méthodes FAST, RBD et RBD-FAST se dé�nissent prinipalement omme des méthodesspetrales relatives à la base orthonormale onstituée des exponentielles omplexes. Même si leursestimateurs des indies de Sobol' ont pour origine un énoné mathématique rigoureux � le théorème



2.4. MÉTHODES RELATIVES À UNE DÉCOMPOSITION ANOVA SPECTRALE 47ergodique de Weyl � elles apparaîssent néanmoins omme des méthodes approximatives dont l'anal-yse de l'erreur d'estimation est di�ile à appréhender rigoureusement, et le hamps d'hypothèsesnéessaires à leurs appliations reste �ou. Cette problématique fait l'objet d'un travail théorique quenous présentons au Chapitre 5.2.4 Méthodes relatives à une déomposition ANOVA spetraleDans le adre d'une déomposition ANOVA spetrale relative à une base orthonormale Φk =
φ1k1 ⊗ · · · ⊗ φdkd

, k ∈ Nd omme dérite dans la Setion 1.2.4, nous rappelons qu'estimer les indiesde Sobol' revient à aluler les |k|2 non-négligeables dans la déomposition de Y

Y =
∑

u⊆[1:d]

∑

k∈Ku

kΦk(Xu).Cette estimation des oe�ients spetraux peut se faire prinipalement par régression linéaire, inter-polation polynomiale et quasi-régression. Nous les résumons dans les setions qui suivent.2.4.1 Régression linéaireSoient Xj , j ∈ [1 : n] une famille de veteurs aléatoires indépendants distribués suivant la loi de
X, et soit K ⊆ Nd un ensemble de tronature. Notons Y j = f(Xj), et onsidérons le modèle linéaire

Y j =
∑

k∈K

βkΦk(X
j) + εj , j ∈ [1 : n],où les paramètres βk et les termes d'erreur εj sont des nombres réels. Alors l'estimateur des moindresarrés ordinaires (MCO) issu de la régression linéaire suivant les fontions des bases Φk, k ∈ K estle veteur β qui minimise la norme énergie de l'erreur ε :

β̇ = argminβ 1

n

n∑

j=1

(εj)2.On pose alors M(Φ) la matrie à n lignes et p = |K| olonnes de terme général Φk(X
j). Si M(Φ)est régulière alors l'estimateur MCO est donné par

β̇ =
(
M(Φ)⊺M(Φ)

)−1M(Φ)Y (2.10)où Y = (Y 1, . . . , Y n)⊺. Par suite, pour u ⊆ [1 : d], on dé�nit les estimateurs suivants :
σ̇2,REG
u =

∑

k∈K∩Nu

|β̇k|2où Nu = {(k1, . . . , kd) | ∀i ∈ u, ki ∈ N∗ et ∀i ∈ uc, ki = 0}, et on aboutit à des estimateurs pour lesindies de Sobol' en onsidérant en outre la variane empirique des Y j , j ∈ [1 : n] pour estimer σ2.Remarque 2.2. D'un point de vue théorique, l'approhe par régression onsiste à donner une réponsepar optimisation dans l'espae fontionnel � par minimisation de l'erreur quadratique � à unequestion d'optimisation posée dans l'espae dual, au sens où on veut minimiser l'erreur d'estimationdes indies de Sobol' i.e. l'erreur d'estimation des oe�ients spetraux. Par suite, si le ditionnaire defontions Φk, k ∈ K est insu�sant pour expliquer le modèle f , alors l'optimisation par les moindresarrés ordinaires mène à une erreur minimale dans l'espae fontionnel puisqu'on minimise l'erreurquadratique, mais à une erreur qu'on ne ontr�le malheureusement pas dans l'espae dual.Au regard de la remarque préédente, la question du hoix de l'ensemble de tronatureK apparaîtdon omme un problème ruial, et ne semble pouvoir être traîtée que dans un adre adaptatif parun enrihissement du ditionnaire de fontions Φk et également une augmentation de la taille del'éhantillon pour assurer l'inversibilité de M(Φ) et un onditionnement orret (voir e.g. [Bla09,



48 CHAPITRE 2. ESTIMATION DES INDICES DE SOBOL'BS10℄) Néanmoins, le oût de e type d'approhes adaptatives peut rapidement devenir prohibitif sila méthode ne onverge pas su�samment vite, ar la omplexité algorithmique d'une régression esten O(np2) en temps et O(p2) en espae, e qui est loin d'être négligeable si la taille de l'éhantillon
n et le nombre de fontions de bases p augmentent onjointement. Nous terminons en prolongeantnotre remarque préédente.Remarque 2.3. En présene de omposantes spetrales Φk de grande omplexité � i.e. |{ki, ki 6= 0}|et/ou maxi∈[1:d] |ki| grands � on peut raisonnablement onevoir que es méthodes adaptatives n'ar-rivent jamais à enrihir su�samment le ditionnaire de fontions de bases en un temps raisonnableet aboutissent à une optimisation "biaisée" dans l'espae dual omme expliqué dans la remarque préé-dente. Par onséquent, le alul des indies de Sobol' par régression linéaire suivant une déompositionspetrale ne peut être envisageable que sous des hypothèses restritives onernant la struture spe-trale de la fontion étudiée i.e. des onnaissanes a priori sur la déomposition ANOVA de ettedernière. Cei onstitue un paradoxe au sens où ela revient à expliquer en partie de manière a prioril'objet étudié, i.e. la déomposition ANOVA du modèle.2.4.2 Interpolation polynomialeNous résumons tout d'abord en quoi onsiste l'interpolation polynomiale de fontions de plusieursvariables, puis nous détaillons les aspets pratiques en lien ave le alul des indies de Sobol' dansun dernier paragraphe.Interpolation lagrangienne en une variable Soient x0, . . . , xn ∈ R, n + 1 points distints, etleurs n + 1 valeurs assoiées yj = f(xj). Alors, il existe un unique polyn�me Pn de degré n tel quepour tout j ∈ [0 : n], Pn(x

j) = f(xj). Il est dé�ni par
Pn(x) =

n∑

j=0

f(xj)lj(x)où les lj sont les polyn�mes de Lagrange
lj(x) =

n∏

k 6=j, k=0

x− xk

xj − xk
.Interpolation lagrangienne multivariée par produit tensoriel Considérons maintenant unefontion f à d variables et X 1

n1
, . . . , X d

nd
une famille d'ensembles de points distints x0

i , . . . , x
ni

i ,
i ∈ [1 : d]. Notons Pn l'ensemble des polyn�mes d'une variable de degré au plus n, et l(i)ki

les polyn�mesde Lagrange relatifs à la i-ème variable. Alors il existe un unique polyn�me Pn(x) dans Pn1 ⊗· · ·⊗Pndtel que pour tout x′ ∈ X 1
n1

⊗ · · · ⊗ X d
nd
, Pn(x

′) = f(x′). Il est dé�ni par
Pn(x) =

n1∑

k1=0

· · ·
nd∑

kd=0

f(xk1
1 , . . . , xkd

d )l
(1)
k1

⊗ · · · ⊗ l
(d)
kd

(x). (2.11)Cette approhe multidimensionnelle peut se révéler extrêmement oûteuse en grande dimension, ar lenombre de points d'interpolation est égal au produit n = n1×· · ·×nd, et devient rapidement irréalisteen grande dimension. Rappelons par exemple qu'en dimension 20, si il y a 4 absisses d'interpolationpar variable � i.e. n1 = · · · = nd = 4 � on obtient 420 > 1012 points d'interpolations et que 4absisses par variable peut être largement insu�sant, même pour des fontions de faible omplexité.Pour ette raison, en pratique on s'oriente vers l'algorithme de tensorisation "partielle" de Smolyak[Smo63℄.Algorithme de Smolyak La méthode d'interpolation introduite par Smolyak [Smo63℄ onsiste àonsidérer des polyn�mes de la forme
Pq,d(x) =

∑

q−d+1≤|k|≤q

(−1)q−|k|
(

d− 1

q − |k|

)
f(xk1

1 , . . . , xkd

d )l
(1)
k1

⊗ · · · ⊗ l
(d)
kd

(x) (2.12)
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1/2q

1/2qFigure 2.4 � Grille reuse pour l'interpolation de fontions périodiques, ave q = 4, d = 2 et
X 1

k1
= X 2

k2
= {0, 2−k1 , . . . , (k1 − 1)× 2−k1}.où |k| = k1 + · · ·+ kd et des ensembles de points d'interpolation en grille "reuse" (voir Figure 2.4)

H(q, d) =
⋃

q−d+1≤|k|≤q

X 1
k1

⊗ · · · ⊗ X d
kd
.Notons

Pq,d =
∑

|k|=q

Pk1−1 ⊗ · · · ⊗ Pkd−1.Alors on a le résultat suivant (voir e.g. [BNR00℄) :Proposition 2.1. Soit f une fontion ontinue sur un ompat L = L1 × · · · ×Ld, et supposons quepour tout i ∈ [1 : d], X i
1 ⊆ X i

2 ⊆ · · · ⊆ Li. Alors il existe un unique polyn�me d'interpolation Pq,ddans Pq,d tel que pour tout x′ ∈ H(q, d), Pq,d(x
′) = f(x′). Ce polyn�me est dé�ni par la Formule(2.12).En pratique Dans la pratique, si les variables aléatoires d'entrée Xi i ∈ [1 : d] sont absolumentontinues par rapport à la mesure de Lebesgue, ou par rapport à une mesure d'équiprobabilité sur unensemble {1, . . . , N}, ave une densité de probabilité lassique wi reliée à une famille de polyn�mesorthogonaux (Legendre, Hermite, et., voir Table 1.1), alors on peut hoisir les points d'interpolationomme des points dont les omposantes sont les raines de es polyn�mes orthogonaux � i.e. lespoints de quadrature de Gauss. Dans e as, le polyn�me d'interpolation totalement tensorisé dela Formule (2.11) se déompose sur la base tensorisée des polyn�mes orthogonaux onsidérés, notés

Φk, k ∈ Nd,
Pn(x) =

n1∑

k1=0

· · ·
nd∑

kd=0

̂kΦk(x),où les ̂k sont donnés par la formule de quadrature de Gausŝk =

n∑

j=0

wjf(xj)Φk(x
j),où les poids de quadrature de Gauss wj sont dé�nis à partir des polyn�mes de Lagrange

wj =

d∏

i=1

∫supp(Xi)

l
(i)
j (x)wi(x)dx.Les estimateurs des quantités σ2

u, u ⊆ [1 : d], et σ2 sont alors dé�nies par
σ̇2,IP
u =

∑

k∈K∩Nu

|̂k|2
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σ̇2,IP =

∑

k∈K∩N∗

|̂k|2ave K = [0 : n1]× · · · × [0 : nd] et Nu = {(k1, . . . , kd) | ∀i ∈ u, ki ∈ N∗ et ∀i ∈ uc, ki = 0}.Alternativement, on peut hoisir les points d'interpolation omme des points dont les omposantessont les raines des dérivées des polyn�mes orthogonaux � i.e. les points de quadratures de Gauss-Lobatto. Dans e as, on peut onstruire des ensembles de points d'interpolation emboîtés et satisfaireles hypothèses de la Proposition 2.1. On aboutit alors à une formulation similaire à la préédente oùle polyn�me d'interpolation Pq,d se déompose sur la base tensorisée des polyn�mes orthogonaux, etses oe�ients sont dé�nis par un shéma de quadrature de Smolyak (voir e.g. [Bla09℄ Chap. 3 pourplus de détails).Nous retiendrons simplement que, tout omme l'approhe par régression linéaire, l'approhe parinterpolation polynomiale onsiste en une optimisation dans l'espae fontionnel alors que la questionposée � i.e. le alul des indies de Sobol' � onerne l'analyse dans le domaine spetral. Les deuxremarques préédentes 2.2 et 2.3 s'appliquent don également dans e as. Notons en outre, qu'il estégalement possible de onsidérer des polyn�mes trigonométriques d'interpolation ; ette approhe estétroitement liée à la méthode FAST et est abordée au Chapitre 5.2.4.3 Quasi-régressionComme pour la régression linéaire, nous revenons à un adre probabiliste, et nous onsidéronsXj ,
j ∈ [1 : n] une famille de veteurs aléatoires indépendants distribués suivant la loi de X. La quasi-régression [AO01℄ onsiste à onsidérer l'estimateur de régression introduit dans la Formule (2.10) ennégligeant l'information donnée par la matrie (M(Φ)⊺M(Φ)

)−1 et en la remplaçant par sa valeurasymptotique 1/n. Par onséquent, les oe�ients |k|2 sont simplement évalués par l'estimateur̂2k,n =

(
1

n

n∑

j=1

f(Xj)Φk(X
j)

)2

;ertains parlent quelquefois de méthode de projetion. On peut alors dériver un estimateur non biaisé(voir [LO02℄)
n

n− 1

[(
1

n

n∑

j=1

f(Xj)Φk(X
j)

)2

− 1

n2

n∑

j=1

f2(Xj)Φ2
k(X

j)

]
.Cependant, plus enore que la quantité |k|2, e sont les quantités normalisées γ2
k = |k|2/σ2 qui sontintéressantes dans l'analyse de sensibilité. Pour es dernières, on peut dé�nir un estimateur ommele quotient de l'estimateur de la Formule (2.4.3) par l'estimateur de variane empirique

γ̂2
k,n =

(
1
n

∑n
j=1 Y

jΦk(X
j)

)2

1
n

∑n
j=1(Y

j)2 −
(

1
n

∑n
j=1 Y

j

)2 .Dans e as, omme pour l'estimation par la méthode de Sobol', on peut montrer un théorème entrallimit pour es quantités normalisées. En e�et, en notant que l'estimateur γ̂2
k,n est invariant par toutetranslation des Y j par −E[Y ], puis onsidérant le veteur

W j =
(
(Y j − E[Y ])Φ(Xj), (Y j − E[Y ]), (Y j − E[Y ])2

)⊺et la fontion
Ψ(x, y, z) =

x2

z − y2
,on a que γ̂2

k,n = Ψ(Wn) ave Wn = (W 1 + · · ·+Wn)/n. Par suite, √n(Wn − (k, 0, σ2)⊺) onvergeen loi vers une loi normale entrée de matrie de ovariane Σ, et la Delta méthode implique que√
n(̂0k,n − 0k) onverge en loi vers une loi normale entrée de variane g⊺Σg où

g = ∇Ψ(k, 0, σ2).



2.5. NOTES 51Un rapide alul nous indique alors que ette variane asymptotique est
g⊺Σg =

42k
(σ2)2

Var[YΦk(X)− k
2σ2

(Y − E[Y ])2
]
.Plus généralement, on peut montrer que l'estimateur

γ̂2
K,n =

∑
k∈K

(
1
n

∑n
j=1 Y

jΦk(X
j)

)2

1
n

∑n
j=1(Y

j)2 −
(

1
n

∑n
j=1 Y

j

)2est tel que √
n(γ̂2

K,n − γ2
K,n) onverge en loi vers une loi normale entrée de variane

4

(σ2)2
Var[ ∑

k∈K

kYΦk(X)−
∑

k∈K 2k
2σ2

(Y − E[Y ])2
]
,ave γ2

K,n =
∑

k∈K 2k/σ2.Pour �nir notons que la quasi-régression ne sou�re pas des problèmes renontrés dans la régressionlinéaire et l'interpolation polynomiale mis en avant dans les Remarques 2.2 et 2.3.2.4.4 En résuméLes méthodes spetrales se divisent prinipalement en deux sous-familles. D'une part, elles om-prennent des méthodes "optimisées" : régression et interpolation, et d'autre part une méthode quel'on peut quali�er de "non-optimisée" : la quasi-régression. Les deux approhes optimisées peuventêtre assimilées à des tehniques de métamodélisation au sens où toutes les deux herhent à obtenirune estimation des indies de Sobol' en passant au préalable par une approximation du modèle on-sidéré. A ontrario, la quasi-régression permet l'estimation des indies de Sobol' sans proéder à uneapproximation du modèle, et par onséquent en étant indépendante de la omplexité des di�érentse�ets du modèle. Dans nos appliations, nous privilégierons la quasi-régression d'autant plus qu'elleautorise, via la Delta méthode, de dériver des intervalles de on�ane asymptotiques.2.5 Notes1) L'estimateur Monte Carlo ouramment utilisé pour les τu, u ⊆ [1 : d] n'est pas elui introduitpar Homma et Saltelli [HS96℄ que nous présentons dans la Formule (2.3). Dans la pratique, Saltelliet al. [SAA+10℄ ont montré qu'il est préférable d'utiliser la version de Jansen [Jan99℄
τ̈
2
u,n =

1

2n

n∑

i=1

(
f(Xi)− f(Xi

−u : Zi
u)
)2
.En tant qu'indie de Sobol' généralisé (voir Setion 2.1.2), et estimateur est un ontraste � toutomme l'estimateur de la Formule (2.3) � et il est en outre positif, e qui implique qu'il estime demanière exat les indies de Sobol' théoriquement nuls.2) Un ertain nombre d'auteurs parmi lesquels Glen et Isaas [GI12℄ appréhendent les indies deSobol' desendants en onsidérant la dé�nition

Su = E

[
f(X)− E[Y ]

σ

f(Xu : Zuc)− E[Y ]

σ

]et les estiment par une simple méthode de Monte Carlo sur les sorties du modèle renormalisées.Plusieurs variantes d'estimateurs sont proposées dans [GI12℄ suivant des orretions de biais dif-férentes.



52 CHAPITRE 2. ESTIMATION DES INDICES DE SOBOL'3) De nombreuses autres méthodes ont été proposées pour l'estimation des indies de Sobol'. Onitera par exemple les approhes par polyn�mes loaux ou fontionnelles de densité [Da-07℄ qui ontété développées pour l'estimation des indies de Sobol' dans le as où les variables d'entrée du modèlesont orrélées. Les approhes par krigeage � i.e. proessus gaussien � sont également disutées dansla littérature (voir e.g. [Mar08℄).4) Dans e hapitre, nous avons présenté l'estimation des indies de Sobol' essentiellement ommeune question d'intégration numérique. On remarque néanmoins que les méthodes de quasi-MonteCarlo sont très faiblement représentées, et en partiulier des suites à disrépane faible omme les
(t,m, s)-nets [Nie92℄ brillent par leur absene. Il existe pourtant de nombreux résultats théoriquesonernant es suites, et des développements tels que la randomisation de Owen [Owe97℄, qui mènentaux srambled (t,m, s)-nets, permettent de dé�nir des méthodes d'intégration très performantes enlien ave la déomposition en ondelettes. Ces travaux onstituent ertainement un point de départau développement de nouvelles méthodes d'estimation des indies de Sobol'.5) Le hoix de l'ensemble de tronature K dans les approhes spetrales n'est pas préisé. Il sefait généralement de manière empirique, en séletionnant uniquement les omposantes dépassant unertain seuil. Ce seuillage, dans le as d'une approhe par quasi-régression, peut se faire plus intel-ligemment en prenant en ompte la variane de l'estimateur (voir en partiulier [JO03℄). Notons enoutre que e type d'approhe est évoqué au sujet de la méthode RBD par Tarantola et Koda [TK10℄ ;ils font référene en partiulier aux travaux de Donoho et al. [DJKP95℄.6) La dérivation d'un théorème entral limit (TCL) pour l'estimation des indies de Sobol' parquasi-régression a été introduite initialement en 2011 par Xu et Gertner [XG11a℄. Dans et artile,en s'appuyant sur la Delta méthode, les auteurs introduisent un TCL pour l'estimation des indiesde Sobol' par quasi-régression dans le as partiulier d'une base trigonométrique.



Chapitre 3Méthode de Morris et méthode baséesur les dérivéesL'exploitation des dérivées partielles d'un modèle en analyse de sensibilité remonte prinipale-ment aux années 1970 (voir e.g. [Ham94℄ pour des onsidérations historiques). On la trouve dans lalittérature sous le nom de méthode direte ou enore d'analyse de sensibilité di�érentielle. Elle estbasée sur l'approximation d'une fontion multivariée par son développement de Taylor à l'ordre 1.En e�et, dans le as d'un aroissement de toutes les variables d'entrées par un inrément de mêmeamplitude relative ε, i.e.
y0 = f(x0

1, . . . , x
0
d) et y = f

(
x0
1(1 + ε), . . . , x0

d(1 + ε)
)
,il vient failement

y − y0

y0
≈ ε

d∑

i=1

(
∂f

∂xi
(x0)

)
x0
i

y0︸ ︷︷ ︸
µi

.Ainsi, la variation relative de la sortie au point x0 se déompose omme une somme de mesuresd'importane µi, haune quanti�ant la variation due à la i-ème variable. Le alul des dérivéespartielles au point x0 peut s'e�etuer analytiquement en dérivant le modèle adjoint de f , ou si laomplexité du modèle est telle que le modèle adjoint n'est pas aessible, on opte généralement pourune approximation par di�érenes �nies. Notons que l'approhe par le modèle adjoint possède unoût indépendant de la dimension du modèle, ar une seule simulation du modèle adjoint permet dedisposer des dérivées partielles d'ordre 1 dans toutes les diretions � on estime généralement le oûtd'un modèle adjoint à 5 ou 6 fois le oût du modèle diret. Néanmoins, 'est une méthode intrusive quirequiert d'e�etuer des manipulations à l'intérieur du ode de alul utilisé 1. A l'opposé, l'approhepar di�érenes �nies onstitue une méthode non intrusive, mais possède un oût en O(d).Cette approhe par dérivées partielles possède essentiellement un inonvénient. En e�et, l'approx-imation obtenue par le développement de Taylor à l'ordre 1 ne tient que sous hypothèse de linéarité etd'additivité. Si le modèle ne possède pas es aratéristiques extrêmement restritives, ette méthoden'est valide que loalement autour du points x0. Pour en faire une méthode de sensibilité globale, ausens où on étudie les variations du modèle en fontion de ses paramètres sur leurs domaines de dé�ni-tion tout entier, il est néessaire d'analyser les dérivées en plusieurs points et d'opérer un traitementstatistique des résultats. Cette nouvelle façon d'utiliser les dérivées en faisant une analyse "loale glob-alisée" a été introduite par Morris [Mor91℄ dans le adre des méthodes de riblage �en anglais, sreen-ing � et a été onsidérablement développée depuis 2007 [CCS07, SK09, SK10, KRFPS09, LIPG12℄.Dans un premier temps, nous présentons la méthode originale de Morris, ainsi que la ontribution deCampolongo et al. [CCS07℄. Puis dans une seonde setion nous abordons les développements plus1. Cette dérivation peut généralement se faire par di�érentiateur automatique si le ode ne présente pas de partiestrop omplexes. Même dans e as, la méthode est quali�ée d'intrusive au sens où le modèle n'est pas onsidéré ommeune boîte noire abstraite, mais doit être lu en détail par le di�érentiateur automatique.53



54 CHAPITRE 3. MÉTHODE DE MORRIS ET MÉTHODE BASÉE SUR LES DÉRIVÉESréents et plus rigoureux qui ont mené à la dé�nition formelle d'indies de sensibilité basés sur lesdérivées.Pour ommener, le adre d'étude est purement déterministe, et on onsidère un modèle y =
f(x1, . . . , xd) où f est une fontion réelle dé�nie sur l'hyperube unité dont les dérivées partiellesd'ordre 1 existent.3.1 Méthode de Morris3.1.1 Desription de la méthode de MorrisLa méthode de Morris repose prinipalement sur la notion d'e�et élémentaire qui n'est rien d'autrequ'une approximation d'une dérivée partielle d'ordre 1 par un shéma aux di�érenes �nies. Pourintroduire ette notion, on disrétise tout d'abord l'ensemble de dé�nition des xi suivant une grillerégulière à p niveaux

Ω =
{
0,

1

p− 1
, . . . ,

p− 2

p− 1
, 1
}doù p est un entier naturel non nul. Soit ∆ un multiple de 1

p−1 et i ∈ [1 : d] ; on dé�nit l'ensemble,
Ω∆,i =

{
x ∈ Ω | (x1, . . . , xi−1, xi +∆, xi+1, . . . , xd) ∈ Ω

}et pour x ∈ Ω∆,i, on introduit
di(x

0) =
f(x0

1, . . . , x
0
i−1, x

0
i +∆, x0

i+1, . . . , x
0
d)− f(x0)

∆appelé e�et élémentaire du i-ème fateur au point x.Le alul de et aroissement permet d'évaluer l'impat de haun des paramètres xi sur lasortie au point x0. Les fateurs sont inrémentés de la quantité ∆ suivant un shéma One-At-a-Time(OAT), i.e. à tour de r�le. À e stade, l'information obtenue n'a qu'un intérêt purement loal puisquel'e�et élémentaire est alulé en un point x0 partiulier. On s'intéresse don à la variable aléatoire
di(X) � où impliitement X suit une loi uniforme sur l'hyperube unité � dont l'espérane, notée
µi(X), et l'éart-type, noté σi(X), onstituent des mesures globales de l'in�uene du i-ème fateur.L'information ontenue dans es deux quantités permet d'exhiber une partition de la famille desparamètres d'entrée résumée dans la Table 3.1. Notons que si la distribution des di(X) est symétriquepar rapport à 0, alors l'espérane µi(X) est nulle quelle que soit l'amplitude des valeurs absolues des
di(X). Pour ette raison Campolongo et al. [CCS07℄ ont proposé de onsidérer plut�t la quantité
µ∗
i (X) = E

[
|di(X)|

]. Éart-type faible Éart-type élevéin�uentEspérane faible négligeable (e�etnon-linéairein�uent et/ou interationEspérane élevée (e�et linéaire ave d'autreset additif) fateurs)Table 3.1 � Classi�ation des fateurs à l'issue de la méthode de Morris.Ces espéranes et es éart-types sont estimés à l'aide d'un éhantillon de r e�ets élémentaires où
r est généralement �xé à quelques dizaines [CCS07℄. Pour haque alul d'un e�et élémentaire, onhoisit une diretion i, puis on tire un point uniformément dans Ω∆,i. On peut évaluer l'e�aité dela méthode par la dé�nition d'une grandeur prohe d'un rendement � appelée eonomy par Morris[Mor91℄ ; il s'agit de la fration du nombre d'e�ets élémentaires obtenus par le nombre d'évaluationsdu modèle qui ont été néessaires. Un rapide alul de la méthode exposée i-dessus montre que sonrendement est de 1

2 . On peut améliorer e résultat en utilisant une méthode plus éonomique, 'estl'objet de la setion suivante.



3.1. MÉTHODE DE MORRIS 553.1.2 Desription de la méthode éonomiqueLe rendement de la méthode préédente est aru en diminuant le nombre de simulations dumodèle tout en onservant le nombre d'e�ets élémentaires obtenus. Le adre de simulation resteinhangé : l'ensemble des entrées est modélisé par un hyperube unité disrétisé de dimension d, noté
Ω, et haque entrée possède la même probabilité d'étre séletionnée. Comme le montre Morris, ettedernière hypothèse onduit à un adre plus restritif. Ainsi, on se plae dans le as où

p est pair et ∆ =
p

2(p− 1)
. (3.1)La base de la méthode repose sur une famille de matries partiulières. Soit B(d) l'ensemble desmatries ayant d+1 lignes et d olonnes, dont les éléments sont 0 ou 1, et qui possèdent la propriétéque, pour haque olonne i, il existe exatement deux lignes qui di�èrent uniquement par leur i-èmeomposante ; par exemple,

B =




0 0 · · · 0 0

1 0
. . . . . . 0

1 1
. . . . . . ...... . . . . . . 0 0

1
. . . . . . 1 0

1 1 · · · 1 1


Considérons la matrie ∆B et traduisons haune de ses lignes omme une entrée du modèle ; il estalors aisé de onstater que réaliser des simulations en es d + 1 entrées permet d'obtenir d e�etsélémentaires, un pour haque fateur. Le rendement d'une telle méthode, d

d+1 , tend vers 1 lorsque dtend vers +∞ ; dans tous les as, il est supérieur au rendement de la méthode lassique, égal à 1
2 .La génération aléatoire de es matries se fait par le biais de la formule suivante,

B∗ ,

[
Jd+1,1x

∗ +
∆

2

(
(2B − Jd+1,d)D

∗ + Jd+1,d

)]
P ∗ (3.2)où Jm,k sont des matries m par k remplies de 1,

x∗ est une entrée hoisie aléatoirement de manière équiprobable dans {0, 1
p−1 , · · · , 1−∆}d,

D∗ est une matrie diagonale de dimension d dont les éléments diagonaux 1 et −1 sonthoisis ave la même probabilité,
P ∗ est une matrie de permutation de taille d tirée de manière équiprobable.Ave une telle matrie, on montre aisément que, pour i �xé entre 1 et d, haque e�et élémentaire

di(x) alulé possède la même probabilité d'être hoisi ; haque variable aléatoire di(X) est donéhantillonnée de manière uniforme.Remarque 3.1. Dans l'expression (3.2), Morris [Mor91℄ fait remarquer que la matrie P ∗ n'estpas néessaire pour obtenir l'équiprobabilité théorique, sa présene permet simplement de rajouter un"brassage aléatoire" supplémentaire.Remarque 3.2. On peut enore généraliser ette méthode en élargissant la famille de matries B(d) ;le nombre de lignes n'est alors plus réduit à d+ 1 et surtout, le passage d'une ligne à l'autre peut sefaire en modi�ant plus d'une omposante, e qui mène à un sreening non-OAT. La motivation d'unetelle généralisation réside essentiellement dans le fait que le rendement peut alors devenir supérieurà 1.3.1.3 Représentation graphique et leture des résultatsLes quantités µi(X) � ou µ∗
i (X) � et σi(X) sont représentées dans le demi-plan supérieur, lesmoyennes µi en absisse et les éart-types σi en ordonnée. On fait également �gurer les deux droitesdé�nies par

|y| = 2
σi√
r
, (3.3)



56 CHAPITRE 3. MÉTHODE DE MORRIS ET MÉTHODE BASÉE SUR LES DÉRIVÉESoù r est le nombre d'e�ets élémentaires alulés par fateur (pour des illustrations de la méthodede Morris, voir les Figures 3.1 et 3.2 dans le premier paragraphe des notes de e hapitre). Morrisexplique que toute variable d'entrée se situant à l'extérieur du �ne formé par es deux droites �i.e. |µi(X)| ≥ 2σi/
√
r � peut être onsidérée de moyenne "signi�ativement" di�érente de 0. Cedernier point reste disutable, ar le raisonnement de Morris se base, a priori, sur le théorème de lalimite entrale qui est un résultat valide uniquement asymptotiquement. Or, le nombre limité d'e�etsélémentaires alulés permet di�ilement de se plaer sous hypothèse asymptotique.3.2 Indies de sensibilité basés sur les dérivéesLa dé�nition des indies de sensibilité basés sur les dérivées (ISBD) peut se voir omme unereleture rigoureuse de la méthode de Morris. Plus préisèment, lorsque les dérivées partielles d'ordre1 de f existent et sont de arré intégrable, on s'intéresse à

di(x
0) =

(
∂f

∂xi
(x0)

)2 (3.4)et en partiulier à l'espérane νi = E[di(X)]. Dans la pratique, es quantités sont estimées parune méthode de Monte Carlo ou de quasi-Monte Carlo (voir [KRFPS09℄), et on ne s'éloigne quetrès peu de l'approhe de Morris. Cet indie synthétique a été introduit réemment par Sobol' etKuherenko [SK09℄, alors que ertaines variantes avaient été disutées antérieurement par Sobol' etGresham [SG95℄ (voir [KRFPS09℄). Dans le as général, il est essentiellement introduit pour fournir,via l'inégalité de Poinaré (voir e.g. [BBCG08℄), un majorant des indies de Sobol' asendants d'ordre1. Nous présentons es résultats dans la première setion et nous disutons de sa généralisation auxindies asendants d'ordre quelonque dans la seonde setion.3.2.1 Majoration des indies asendants d'ordre 1Cette majoration a été énonée initialement par Sobol' et Kuherenko [SK09℄ pour des variablesd'entrée uniformément distribuées et généralisées par Lamboni et al. [LIPG12℄ à des mesures deBoltzmann, i.e. des mesures absolument ontinues par rapport à la mesure de Lebesgue et dont ladensité est de la forme
ρ(x) = c exp

(
− v(x)

)
, x ∈ R (3.5)où v est une fontion ontinue et c une onstante de normalisation. Ces deux résultats s'énonentomme suitThéorème 3.1. [Sobol' et Kuherenko, 2009℄ Ave les notations et sous les hypothèses quipréèdent, si Xi suit une loi uniforme sur [0, 1], alors

Si ≤
1

π2σ2
νi. (3.6)Théorème 3.2. [Lamboni, Iooss, Popelin et Gamboa, 2012℄ Ave les notations et sous leshypothèses qui préèdent, si Xi suit une loi de Boltzmann, alors

Si ≤
4C2

i

σ2
νi, (3.7)où Ci est la onstante de Cheeger (voir Table 3.2 pour quelques valeurs lassiques)

Ci = sup
x∈R

min
(
Fi(x), 1 − Fi(x)

)

ρi(x)
(3.8)ave Fi et ρi qui sont respetivement la fontion de répartition et la densité de Xi.Dans la pratique, plus l'indie de Sobol' est petit, plus la majoration est �ne.



3.3. NOTES 57loi de probabilité onstante de Cheegernormale N (µ, σ2) σ
2exponentielle E(λ), λ > 0 1
λGumbel G(µ, β), éhelle β > 0 βlog(2)Weibull W(k, λ), k ≥ 1, éhelle λ > 0 λ

k log(2)(1−k)/k.Table 3.2 � Constantes de Cheeger pour quelques lois de Boltzmann.3.2.2 Majoration des indies asendants d'ordre quelonqueSobol' et Kuherenko [SK10℄ ont généralisé l'inégalité du Théorème 3.1 aux indies de Sobol'asendants d'ordre quelonque en introduisant un nouvel indie synthétique basé sur les dérivées. Ilsénonent également un résultat similaire pour des mesures gaussiennes. Nous les réunissons dans lethéorème qui suit après avoir introduit la mesure
τu =

∑

i∈u

E

[
1− 3Xi + 3X2

i

6

(
∂f

∂xi
(Xi)

)2]
. (3.9)Théorème 3.3. [Sobol' et Kuherenko, 2010℄ Ave les notations préédentes, si Xu suit une loiuniforme sur [0, 1]|u|, alors

Su ≤ 24

π2σ2
τu. (3.10)Et si Xu est un veteur aléatoire gaussien, alors

Su ≤ 2

σ2
τu. (3.11)On a également le as partiulier suivant.Proposition 3.1. Ave les notations préédentes, si f est linéaire par rapport aux variables Xi, i ∈ u,alors

Su =
τu
σ2

. (3.12)3.3 Notes1) Comme nous l'avons présenté, l'inrément ∆ de la méthode de Morris doit être �xé par l'util-isateur ; ela soulève la question de son impat éventuel sur les résultats. Nous exhibons le r�le deet inrément dans un exemple élémentaire. Nous onsidérons un modèle additif fontion de deuxparamètres A et B qui in�uent di�éremment sur la sortie d'un modèle. La variation de la sortieen fontion de haun de es paramètres est dérite par la Figure 3.1. En onservant les notationsutilisées préédemment, on hoisit un espae disrétisé Ω ave p = 50, et on e�etue une méthode deMorris dans le as où ∆ = 1
49 � i.e. l'inrément le plus �n � et ∆ = 25

49 � i.e. l'inrément imposépar la méthode éonomique. Dans haque as, on alule r = 25 e�ets élémentaires par paramètre ;l'expériene est menée 20 fois. Les résultats présentés dans la Figure 3.2 montrent de nombreusesdivergenes. Dans le as de l'inrément le plus �n, les deux paramètres peuvent être dérits ommeagissant sur la sortie de manière non-linéaire et le paramètre A est légèrement plus in�uent que leparamètre B. Dans l'autre as, où ∆ = 25
49 , le paramètre A est prohe de l'in�uene négligeable alorsque le paramètre B semble agir de manière linéaire.2) La méthode de Morris est introduite initialement omme une méthode de riblage, i.e. un trigrossier des fateurs d'entrée a�n d'indenti�er eux qui n'ont auun e�et sur la sortie, avant de menerune analyse plus �ne sur les fateurs atifs. Par ette dé�nition, elle doit être réalisée à faible oût enterme de nombre de simulations. Ce n'est ependant pas une hose aisée lorsque le nombre de variables

d est élevé � pouvant largement dépasser la entaine � ar le nombre de simulations néessaires
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Figure 3.2 � Représentation graphique des statistiques issues de la méthode de Morris pour ∆ = 1
49(à gauhe), et ∆ = 25

49 (à droite).dans l'analyse de Morris est en O(d). Dans e adre, il peut être intéressant de se tourner vers uneapprohe séquentielle dans laquelle l'évaluation des e�ets élémentaires d'un fateur est stoppée dèslors qu'il est identifé omme atif dans le modèle ; l'e�ort de alul étant alors uniquement onentrésur les fateurs non orretement identi�és. Boukouvalas et al. [BGMA10℄ ont réemment proposéun tel algorithme séquentiel utilisant des hyperubes latins sous ritère maximin, et ave un ritèred'arrêt basé sur un dépassement de seuil de l'éart-type σi (voir Figure 1 page 9 dans [BGMA10℄).3) Comme mentionné dans [IPB+12℄, l'information relative à la variane des dérivées partielleslors du alul des ISBD peut être utilisée, omme dans la méthode de Morris, pour déteter un e�etlinéaire et additif.
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Chapitre 4Corretion de biais des estimateursdes indies de Sobol' dans lesméthodes RBD et RBD-FASTDans e hapitre nous revenons de façon partiellement heuristique sur le problème lié au biais desestimateurs des indies de Sobol' dans méthodes RBD et RBD-FAST. Nous proposons en partiulierdes méthodes de orretion de biais pour les deux approhes. En outre, nous introduisons une nouvelletehnique basée sur des onsidérations ombinatoires visant à estimer tous les indies de Sobol' d'ordre1 et 2 de manière plus e�ae. Ce hapitre a fait l'objet d'une publiation réente dans la revueReliability Engineering and System Safety [TP12a℄.4.1 IntrodutionGlobal sensitivity analysis of model output onsists in quantifying the respetive importane ofinput fators over their entire range of variation. Many tehniques have been developed in this �eld (see[SCS00, SRA+08℄ for a review), this inludes for example sreening methods [Mor91℄, density-basedmethods [Bor07, BCT11℄ and also derivative-based methods [SK09, SK10℄. But the most popular arethe variane-based methods that rely on ANOVA deomposition [Sob93, Hoe48, ES81℄.ANOVA deomposition and sensitivity indies LetX = (X1, . . . , Xp) be a random vetor and
Y = f(X) ∈ R, where f is a square-integrable funtion. Under the assumption that the omponentsof X are independent, the variane V of the model output Y an be deomposed as :

V =

p∑

k=1

∑

1≤i1<···<ik≤p

Vi1...ik (4.1)where
Vi1...ik =

∑

J⊆{i1,...,ik}
(−1)k−card(J)Var(E(Y |Xj , j ∈ J)

)where Var(·) and E(·|·) denote variane and onditional expetation, respetively. Thus, if V 6= 0 (i.e.
Y is not almost surely onstant), dividing both sides of (4.1) by V , yields a positive and normalizeddeomposition,

1 =

p∑

k=1

∑

1≤i1<···<ik≤p

Si1...ik (4.2)where
Si1...ik =

Vi1...ik

V
, 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ pare the so-alled kth-order SIs � or Sobol' indies �.61



62 CHAPITRE 4. CORRECTION DE BIAIS DANS RBDIn the ase of an additive model � i.e. f(X1, . . . , Xp) =
∑p

k=1 fk(Xk) � all terms but the �rst-order SI are zero and we obtain a full deomposition with only S1, . . . , Sp. On the ontrary, if f is anon-additive funtion, it is neessary to evaluate higher-order terms to point out whih interationsare signi�ant. In pratie, the �rst- and seond-order SIs generally provide a good overview of theglobal variations of a model output.FAST and its derived methods Di�erent methods have been developed to estimate variane-based SIs, the FAST method, introdued in the 1970's, is one of the earliest. The three introdutionpapers [CFS+73, SS73, CSS75℄ desribe how to ompute main e�ets � i.e. �rst-order sensitivityindies � exploiting Weyl's ergodi theorem [Wey38℄. Then, in a review artile [CLS78℄, the authorspreise the underlying theory onsidering multiple Fourier series, and suggest a deomposition ofvariane (see Eq. (2.29) in [CLS78℄) whih allows to onsider higher-order SIs. But, in pratie, manysoures of error our and it is generally impossible to get aurate estimates at low omputationalost. As a onsequene FAST has only been applied to estimate �rst-order and total SIs in smalldimension (see the EFAST method due to Saltelli et al. [STC99℄ for total SIs).The RBD and Hybrid FAST-RBD (HFR) methods, proposed in 2006 by Tarantola et al. [TGM06℄,partially overome the inherent drawbaks of FAST using a new sampling tehnique based on Satterth-waite's random balane designs [Sat59℄. These methods have been introdued to estimate �rst-orderSIs, and as Mara [Mar09℄ noties, it is also possible to estimate SIs of any order or losed and totalsensitivity indies, using the HFR method (renamed RBD-FAST).Reently Plishke [Pli10℄ derived another FAST-like method, named E�etive Algorithm for om-puting global Sensitivity Indies (EASI), whih estimates sensitivity indies with any input samplewhile FAST, RBD and RBD-FAST use spei� experimental designs.In Setion 4.2, we brie�y reall the FAST method and disuss the di�erent soures of error thata�et the auray of SI estimates. In Setion 4.3, we present the spei� problem of interferenes inRBD whih leads to the positive bias of the �rst-order SIs and we propose a bias orretion method.In Setion 4.4, we extend this tehnique to the sensitivity indies of any order in RBD-FAST, and inSetion 4.5, we desribe an e�ient strategy to estimate all the �rst and seond-order SI using RBD-FAST. Numerial examples are presented in Setion 4.6 to illustrate the auray of the proposedbias orretion method. Conlusions and ideas for a future work are summarised in Setion 4.7.4.2 Soures of error in the FAST method4.2.1 Desription of the FAST methodThe FAST method is based on a spei� experimental design � the so-alled searh urve �whih allows to use disrete Fourier transform. The experimental design (xk)k=1...N is suh that
xk
i = Gi

(
sin(ωisk + ϕi)

)
, i = 1, . . . , p, k = 1, . . . , N (4.3)where the ωi's are integer frequenies � free of interferenes up to a ertain order (see Setion 4.2.2),the Gi's are funtions to be settled so as to impose probability density funtions on the input variables

Xi, ϕi are random phase-shifts and (sk)k=1...N is de�ned as
sk =

2π(k − 1)

N
.In partiular, to uniformly sample the marginal distributions over [0, 1], one shall use (see for example[STC99℄),

Gi(·) =
1

π
arcsin(·) + 1

2
.The Fourier spetrum of the disrete signal (f(xj

1, . . . , x
j
p

))
j=1...N

an be deomposed with respet



4.2. SOURCES OF ERROR IN THE FAST METHOD 63to the frequenies ω1, . . . , ωp, and the following estimators an be de�ned,
V̂ =

∑

1≤|n|≤N/2

|ĉn|2 , (4.4)
V̂i =

∑

1≤|k|≤N1

|ĉkωi |2 , (4.5)
V̂ij =

∑

2≤|k|+|l|≤N2

|ĉkωi+lωj |2 , (4.6)and so on ; where N1 is the highest harmoni onsidered as non-negligible, N2 is the order over whihthe linear ombinations of ωi and ωj are onsidered as negligible, and
ĉn =

1

N

N∑

j=1

f
(
xj
1, . . . , x

j
p

)
e−in

2π(j−1)
N , −N

2
≤ n ≤ N

2
(4.7)is the n-th omplex disrete Fourier oe�ient. Finally, dividing (4.5) (resp. (4.6)) by (4.4), we getthe estimator of a �rst-order (resp. seond-order) SI :

Ŝi =

∑

1≤|k|≤N1

|ĉkωi |2

∑

1≤|n|≤N/2

|ĉn|2
, (4.8)

Ŝij =

∑

2≤|k|+|l|≤N2

|ĉkωi+lωj |2

∑

1≤|n|≤N/2

|ĉn|2
. (4.9)The auray of these estimates naturally depends on the sample size and we an observe an empirialonvergene to the theoretial values as N tends to +∞. But the dependene is intriate ; in additionto the trunation error, we distinguish two main soures of error.4.2.2 InterferenesWhenever a linear ombination of the frequenies ω1,. . . , ωp is equal to zero, some parts of varianeould be attributed by error to other ones in the deomposition of the Fourier spetrum. For example,if −2ω1 + ω2 = 0, the disrete Fourier oe�ient ĉ2ω1 = ĉω2 ontains information from both X1 and

X2, and should not be totally attributed to Ŝ1 and Ŝ2. These interferenes an sometimes ause abias, and to alleviate their e�et, we adopt the riterion proposed by Shaibly and Shuler [SS73℄ tohoose frequeny sets free of interferenes up to a ertain order M ,
p∑

i=1

aiωi 6= 0 for p∑

i=1

|ai| ≤ M + 1 . (4.10)4.2.3 AliasingOnly linear ombinations suh that −N/2 < ω =
∑p

i=1 aiωi < N/2 are unambiguously representedby the disrete sampled signal. If ω is out of this range, its spetral omponent is falsely attributedto another frequeny inside the Fourier spetrum. To avoid this aliasing phenomenon, whih an leadto positively biased estimators, it is neessary to satisfy the Nyquist-Shannon theorem, i.e. to imposethat the sampling rate is large enough. As a onsequene, the sample size is bounded from below asfollows :
N ≥ 2M max

1≤i≤p
ωi (4.11)where M is de�ned in the previous paragraph. Pratitioners generally set

N1 = N2 = · · · = Nd = M, (4.12)



64 CHAPITRE 4. CORRECTION DE BIAIS DANS RBDbut this onstraint is not neessary, and the riterion stated in (4.10) and (4.11) an be formulatedin a more general way. Indeed, for all 1 ≤ q ≤ p, onsider Nq ∈ N∗, and for all 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ p,de�ne
Ai1...iq =

{
(a1, . . . , ap) ∈ Zp

∣∣∣∣ ∀i /∈ {i1, . . . , iq}, ai = 0 and ∑

1≤m≤q

|aim | ≤ Nq

}and
A =

p⋃

q=1

⋃

1≤i1<···<iq≤p

Ai1...iq .Hene we propose to replae (4.10) and (4.11) by
p∑

i=1

aiωi 6= 0 for all (a1, . . . , ap) ∈ A (4.13)and
N ≥ 2 max

(a1,...,ap)∈A

p∑

i=1

aiωi, (4.14)respetively. Note that if (4.12) is satis�ed, (4.13) and (4.14) are equivalent to the lassi riterionstated in (4.10) and (4.11).4.3 Random balane design methodAs we noted in the previous setion, using a distint frequeny per input fator in the FASTmethod imposes restritive onstraints on the sample size. To overome this drawbak, an alternativesampling method is employed in RBD.4.3.1 Sampling methodIn ontrary to FAST, in the RBD method, all the ωi are equal to a unique frequeny ω andinput variables are distinguished by taking random permutations of the oordinates of the samplepoints. Let σ1, . . . , σp denote random permutations on the set {1, . . . , N}, the experimental design
(xk)k=1...N is suh that

xk
i = Gi

(
sin(ωsσi(k))

)
, ∀i = 1, . . . , p and ∀k = 1, . . . , N .One shall hoose an odd integer N to get a good spae-�lling design. In this ase, RBD tehnique isvery lose to Latin hyperube sampling introdued in 1979 (see [MCB79℄) ; the only di�erene is thatthe RBD design points are loated at the enter of the ells (see Fig. 4.1).4.3.2 EstimatorRBD sampling method an be used to estimate �rst-order SI. The estimator of the total varianeis de�ned as in FAST and the part of variane due to the fator Xi is estimated by

V̂i =
∑

1≤|k|≤N1

|ĉσi

kω |2 (4.15)with
ĉσi

kω =
1

N

N∑

j=1

f
(
x
σ−1
i (j)

1 , . . . , x
σ−1
i (j)

p

)
e−ikω 2π(j−1)

N , (4.16)where σ−1
i is the inverse permutation of σi. Indeed, onsidering a �xed i, the design points (xσ−1

i (j)
1 , . . . , x

σ−1
i (j)

p

)
j=1...Nare suh that the ith oordinate is sampled with respet to the frequeny ω and the other ones are



4.3. RANDOM BALANCE DESIGN METHOD 65

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Latin hypercube sampling
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

RBD samplingFigure 4.1 � Comparison between Latin hyperube and RBD samples in two-dimensional unit hy-perube with sample size 15.sampled in a random way beause
x
σ−1
i (j)

k = Gk

(
sin
(
ωsσk(σ

−1
i (j))

))

=

{
Gk

(
sin(ωsj)

) if k = i

Gk

(
sin
(
ωsσi

k(j)

)) if k 6= i
(4.17)where σi

k = σk ◦ σ−1
i is almost surely a non-trivial permutation. Therefore, in the Fourier spetrumof the signal (

f
(
x
σ−1
i (j)

1 , . . . , x
σ−1
i (j)

p

))
j=1...N

, (4.18)the harmonis of ω are attributed to the partial variane of Xi. Thus, using FAST estimator, we getEqs. (4.15) and (4.16).Remark 4.1. The hoie of the frequeny ω seems to be of seondary importane. However, toavoid aliasing, the most e�ient value is the smallest one, typially ω = 1. In this ase, the aliasingphenomenon is negligible and onsequently, there is no more restrition on the sample size as in Eq.(4.11).4.3.3 BiasAs we explained in the last setion, the RBD estimator is so de�ned beause the harmonis of ωin the signal (f(xσ−1
i (j)

1 , . . . , x
σ−1
i (j)

p

))
j=1...N

are supposed to be only related to the part of variane
Vi due to Xi. But it is essential to notie that, sine the fators (Xk)k 6=i are randomly sampled, theremaining part of variane � denoted V−i � appears in the signal (f(xσ−1

i (j)
1 , . . . , x

σ−1
i (j)

p

))
j=1...Nas a random noise. Therefore, a random fration of eah harmoni of ω is related to V−i and is falselyattributed to Vi. Xu and Gertner [XG11b℄ quanti�ed this interferene between the harmonis of ωand the random noise, showing that for any ĉσi

kω we have
E
(
|ĉσi

kω |2
)
= |cσi

kω |2 +
V−i

Nwhere cσi

kω denotes the theoretial unbiased kth harmoni of ω. Thus, following Eq. (4.15), we de�nethe bias-orreted estimator of Vi as
V̂ c
i = V̂i − 2N1

N
V̂−i



66 CHAPITRE 4. CORRECTION DE BIAIS DANS RBDwhere V̂−i is an estimator of V−i de�ned, assuming the bias orretion, as
V̂−i = V̂ − V̂ c

i .Hene
V̂ c
i = V̂i − 2N1

N

(
V̂ − V̂ c

i

)
,and dividing both sides of the equality by V̂ , we obtain

Ŝc
i = Ŝi −

2N1

N

(
1− Ŝc

i

)where Ŝi et Ŝc
i are the RBD estimator of the �rst-order sensitivity index and the orreted one,respetively. Finally, setting λ = 2N1

N , we get the expliit formula
Ŝc
i = Ŝi −

λ

1− λ

(
1− Ŝi

)
.Remark 4.2. It is important to observe that the larger N and Si, the lower the bias.Remark 4.3. In his paper, Plishke [Pli10℄ suggests to apply exatly the same bias orretion tothe EASI estimates (see Eq. (7) in [Pli10℄). His approah is based on a bias orretion method fororrelation ratios due to Kelley [Kel35℄.4.4 Hybrid approah : RBD-FASTThe underlying idea in RBD-FAST is to ombine both RBD and FAST sampling approahes.Therefore, this new method is naturally faed with the lassial drawbaks of FAST, but in a lesserextent. The main interest of the hybrid approah is that estimation of higher-order SI is possible.4.4.1 Sampling methodFor this purpose, the p input variables are divided into groups of approximatively equal ardinal.Then eah group is assigned a distint random permutation and eah fator of the group a distintfrequeny hosen from a frequeny set assumed free of interferenes up to a given order (see Setion4.2.2.). For example, we an have the following on�gurations :6 fators : X1 X2 X3 X4 X5 X6

ω1 ω2 ω3︸ ︷︷ ︸
σ1

ω1 ω2 ω3︸ ︷︷ ︸
σ26 fators : X1 X2 X3 X4 X5 X6

ω1 ω2︸ ︷︷ ︸
σ1

ω1 ω2︸ ︷︷ ︸
σ2

ω1 ω2︸ ︷︷ ︸
σ37 fators : X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

ω1 ω2 ω3︸ ︷︷ ︸
σ1

ω1 ω2︸ ︷︷ ︸
σ2

ω1 ω2︸ ︷︷ ︸
σ3

.

(4.19)
Remark 4.4. Tarantola et al. [TGM06℄ and Mara [Mar09℄ present RBD-FAST (or HFR) in anotherway : the p input variables are partitioned in the same way but the permutations are applied withinthe groups and a di�erent frequeny is assoiated to eah group. Atually, the methods are stritlyequivalent ; these just are two di�erent points of view.



4.4. HYBRID APPROACH : RBD-FAST 674.4.2 EstimatorsThis hybrid sampling method allows to de�ne the estimator of SI of any order. In partiular,onsidering two fators inside the mth group assoiated with the frequenies ωi and ωj respetively,we an de�ne the part of variane of their interation as
V̂ij =

∑

2≤|k|+|l|≤N2

|cσm

kωi+lωj
|2 (4.20)where N2 is the value over whih the linear ombinations of ωi and ωj are onsidered as negligibleand where

cσm

kωi+lωj
=

1

N

N∑

n=1

f
(
x
σ−1
m (n)

1 , . . . , x
σ−1
m (n)

p

)
e−i(kωi+lωj)

2π(n−1)
N . (4.21)In the same way, onsidering a fator inside the mth group assoiated with the frequeny ωi, we ande�ne its part of variane as

V̂i =
∑

1≤|k|≤N1

|cσm

kωi
|2 (4.22)where N1 is the highest harmoni onsidered as non-negligible and with

cσm

kωi
=

1

N

N∑

n=1

f
(
x
σ−1
m (n)

1 , . . . , x
σ−1
m (n)

p

)
e−ikωi

2π(n−1)
N . (4.23)Indeed, onsidering the sample points (xσ−1

m (j)
1 , . . . , x

σ−1
m (j)

p

)
j=1...N

where m is �xed, for 1 ≤ k ≤ p,we have(i) if Xk is assoiated with the ouple (ωi, σm) then
x
σ−1
m (j)

k = Gk

(
sin
(
ωisσm(σ−1

m (j))

))
= Gk

(
sin
(
ωisj

))
,(ii) if Xk is assoiated with a ouple (ωi, σn), for n 6= m, then

x
σ−1
m (j)

k = Gk

(
sin
(
ωisσn(σ

−1
m (j))

))where σn ◦ σ−1
m is almost surely a non-trivial permutation. Therefore, all input variables outside thegroup assoiated with σm are randomly sampled, and the other ones are sampled with respet totheir frequenies. Applying FAST's estimator, Eqs. (4.20)�(4.23) follow.4.4.3 BiasThe phenomenon leading to positive biases desribed for the RBD method ours in the sameway for RBD-FAST. Therefore parts of variane an be orreted with an analogous tehnique.Let Xm1 ,. . . ,Xmd

be the d input fators inside the mth group, and P be a nonempty subset of
{m1, . . . ,md}. We denote VP the part of variane due to the interation between the input variables
(Xi)i∈P (e.g. if P = {i}, VP is simply Vi, and if P = {i, j}, VP is Vij). Let V̂P be the RBD-FASTlassial estimator of VP , previously desribed in Eqs. (4.20) and (4.22) for card(P ) = 1 and 2.Following RBD bias orretion, we �rst de�ne the estimator of the positive bias BP as

B̂P =
n(P )

N
V̂−Pand the orreted estimator of VP as

V̂ c
P = V̂P − B̂P



68 CHAPITRE 4. CORRECTION DE BIAIS DANS RBDwhere n(P ) is the number of Fourier oe�ients taken into aount to estimate VP . V̂−P is an estimateof the part of variane whih is not due to any subset of fators ontained in {m1, . . . ,md} de�ned,assuming the bias orretion, as
V̂−P = V̂ −

∑

Q⊆{m1,...,md}
Q6=∅

V̂ c
Q .Hene

V̂ c
P = V̂P − n(P )

N

(
V̂ −

∑

Q⊆{m1,...,md}
Q6=∅

V̂ c
Q

)
,and dividing both sides of the equality by V̂ , we get

Ŝc
P = ŜP − n(P )

N

(
1−

∑

Q⊆{m1,...,md}
Q6=∅

Ŝc
Q

) (4.24)where ŜP and Ŝc
P are the RBD-FAST estimator of the SI SP and the orreted one, respetively.Then setting

λQ =
n(Q)

N
for any nonempty subset Q ∈ {m1, . . . ,md} (4.25)and

λ =
∑

Q⊆{m1,...,md}
Q6=∅

λQ ,we onlude with the expliit formula
Ŝc
P = ŜP − λP

1− λ

(
1−

∑

Q⊆{m1,...,md}
Q6=∅

ŜQ

)
. (4.26)(see details in Appendix 4.A).Remark 4.5. This bias orretion formula requires the knowledge of the biased estimators ŜQ of anyorder relative to the input fators (Xi)i∈P . Unfortunately, the estimation of the terms over a ertainorder is quite di�ult ; so in pratie, it is neessary to neglet SI over a ertain degree δ and toonsider the following bias orretion

Ŝc
P = ŜP − λP

1− λ

(
1−

∑

Q⊆{m1,...,md}
Q6=∅, card(Q)≤δ

ŜQ

) (4.27)where
λ =

∑

Q⊆{m1,...,md}
Q6=∅, card(Q)≤δ

λQ . (4.28)Remark 4.6. An analagous formula for losed SI an be dedued from (4.26). Keeping the samenotations as previously, suh indies are de�ned as
Sclosed
P =

∑

Q⊆P, Q6=∅
SQand we have

Ŝclosed,c
P = Ŝclosed

P − λclosed
P

1− λ

(
1−

∑

Q⊆{m1,...,md}
Q6=∅

ŜQ

)where Ŝclosed
P and Ŝclosed,c

P are the RBD-FAST estimator of the SI Sclosed
P and the orreted onerespetively, and

λclosed
P =

∑

Q⊆P, Q6=∅
λQ .



4.5. EFFICIENT STRATEGY FOR FIRST- AND SECOND-ORDER SOBOL' INDICES 694.5 An e�ient strategy to estimate both �rst- and seond-order sensitivity indiesThroughout this setion, we develop a strategy using RBD-FAST to get all the bias-orretedestimates of the �rst- and seond-order SI of a model in whih we assume that the SI over a ertainorder δ are negligible. In this ase, we an get the �rst-order and seond-order indies by applyingEqs. (4.27) and (4.28).However, ontrarily to the RBDmethod in whih all the main e�ets of any model an be estimatedusing only one experimental design, the omputation of all the �rst-order and seond-order indiesusing RBD-FAST requires a number of sample sets inreasing with the number of fators p. Throughan example, Mara [Mar09℄ observes that 5 sample sets are neessary to estimate all the 15 seond-order SI � and naturally the �rst-order ones � of a 6-dimensional model. In fat, in the ase of 6input fators, the number of experimental designs an be restrited to 4. More generally, we establishthat the required number of experimental designs is equal to :
1 + min√

p≤q
q prime q for p ≥ 4,

1 for p ≤ 3. ,

(4.29)where p is the number of input fators. Low-dimensional models � p ≤ 3 � an be treated usingFAST method with only one design of experiments ; in the other ases we implement a strategy basedon elementary ombinatory onsiderations.It has to be noted that, in Mara's paper [Mar09℄, input variables are divided into groups of 2fators, while our on�gurations an ontain subgroups of more than 2 fators. Thus, the onstraintson the sample size that arise from FAST � see Eqs. (4.10) and (4.11) � are more restritive inour approah. Nevertheless, as we an observe in Table 4.1 p73, at the same omputational ost, ourstrategy provides seond-order SI estimates with smaller variane.4.5.1 Designs of experiments in the ase p = q
2 with q primeIn this partiular ase, the di�erent on�gurations of the designs of experiments required toestimate all the �rst-order and seond-order SI are quite natural. First, we divide the set of inputvariables {X1, . . . , Xp} into q groups of q fators ; for example, in the ase p = 9, we an have,on�guration 0 : X4X1X5︸ ︷︷ ︸

G0
1

X7X9X2︸ ︷︷ ︸
G0

2

X3X8X6︸ ︷︷ ︸
G0

3

. (4.30)Following RBD-FAST approah, eah group reeives a set of free of interferenes frequenies and israndomly permuted. This allows to estimate the seond-order indies S14, S15, S45, S27, S29, S79,
S36, S38 and S68, and all the �rst-order terms.We then obtain the other on�gurations applying the following rules :(R1) eah of the new on�gurations is a partition of the input variables into q groups of q fators,(R2) eah group in the new on�gurations is �lled with one fator of eah original group (G0

i )i=1...q,(R3) if a set of two distint variables {Xi, Xj} is already ontained in a group Gk
n, then we arenot allowed to de�ne a group Gl

m, with l 6= k and m 6= n, in a next on�guration ontainingboth Xi and Xj .For instane, in the ase p = 9, it is only possible to reate three new on�gurations,on�guration 1 : X9X4X8︸ ︷︷ ︸
G1

1

X7X5X6︸ ︷︷ ︸
G1

2

X3X2X1︸ ︷︷ ︸
G1

3on�guration 2 : X6X1X9︸ ︷︷ ︸
G2

1

X3X7X4︸ ︷︷ ︸
G2

2

X2X8X5︸ ︷︷ ︸
G2

3on�guration 3 : X7X1X8︸ ︷︷ ︸
G3

1

X5X3X9︸ ︷︷ ︸
G3

2

X6X2X4︸ ︷︷ ︸
G3

3

.

(4.31)



70 CHAPITRE 4. CORRECTION DE BIAIS DANS RBDHere, it is easy to notie that these four on�gurations 0, 1, 2 and 3 allow to ompute one estimateof all the seond-order SI and four estimates of all the �rst-order terms.More generally, we have the following proposition :Proposition 4.1. In the ase p = q2 with q prime, there exists an e�ient strategy using q+1 designsof experiments and allowing to ompute q + 1 estimates of all the �rst-order SI and one estimate ofall the seond-order terms.Proof. See Appendix 4.B.4.5.2 Experimental designs for any pIn the general ase, we �rst de�ne
q∗ = min√

p≤q
q prime q ,and

p∗ =
(
q∗
)2

.Following the strategy presented in the previous setion, we an reate q + 1 designs of experimentswith p∗ fators, X1,. . . ,Xp,. . . ,Xp∗ . We then delete variables Xp+1,. . . ,Xp∗ in all on�gurations. Forexample, onsidering an 8-dimensional model, we get q∗ = 3 and p∗ = 9, and we an use the designsof experiments presented in Eqs. (4.30) and (4.31), and deleting the fator X9, we geton�guration 0 : X4X1X5︸ ︷︷ ︸
G0

1

X7X2︸ ︷︷ ︸
G0

2

X3X8X6︸ ︷︷ ︸
G0

3on�guration 1 : X4X8︸ ︷︷ ︸
G1

1

X7X5X6︸ ︷︷ ︸
G1

2

X3X2X1︸ ︷︷ ︸
G1

3on�guration 2 : X6X1︸ ︷︷ ︸
G2

1

X3X7X4︸ ︷︷ ︸
G2

2

X2X8X5︸ ︷︷ ︸
G2

3on�guration 3 : X7X1X8︸ ︷︷ ︸
G3

1

X5X3︸ ︷︷ ︸
G3

2

X6X2X4︸ ︷︷ ︸
G3

3

.

(4.32)
Hene, for any p, we have an eonomial strategy for whih the number of experimental designssatis�es Eq. (4.29).Remark 4.7. Elaborating eonomial strategies is also of major importane for the Sobol' methodin whih the urse of dimensionality is learly problemati. In partiular, one an ite the work ofSaltelli [Sal02℄ who provides an eonomial way to estimate all the �rst-order, seond-order and totalSI using the Sobol' method.4.6 Numerial testsThe auray of the proposed bias orretion method is tested on the g-funtion introdued bySobol' (see e.g. [SS95℄). Considering uniformly distributed independent input variables (Xi)i=1...,p onthe unit hyperube, this funtion is de�ned as

f(X1, . . . , Xp) =

p∏

i=1

gi(Xi)where gi(Xi) is given by
gi(Xi) =

|4Xi − 2|+ ai
1 + ai

.We onsider a 6-dimensional g-funtion where (ai) = (0, 0, 0, 0.5, 0.5, 0, 5), so that the three �rstparameters are important, the others are less important and interations are quite important. Wethen add three dummy fators X7, X8 and X9 that don't play any role in the model.The bias orretion method and the e�ient strategy are tested on this 9-dimensional model.



4.6. NUMERICAL TESTS 714.6.1 Test on RBDThe orretion method is tested using inreasing sample sizes, N = 501 and N = 2001 (see Figs.2 and 3). In both ases, we estimate all the �rst-order SI with the basi RBD method and with theorreted one. The experiment is repliated 200 times using di�erent random permutations.We observe that the orreted boxplots are entered on the analytial values whatever the samplesize. On the ontrary, in the absene of orretion method, the estimates are onsiderably biased,even for a large sample size. For a low sample size, we an notie that the bias orretion is of greatimportane beause a fator without any e�et on the output an appear as a nonnegligible one usingthe basi RBD method (see B7, B8 and B9 in Fig. 4.2).
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Figure 4.2 � Estimation of the �rst-order SI using RBD. We ompare, for a �xed sample size N = 501(on the left side) and N = 2001 (on the right side), the basi estimator (B1 to B9) with the bias-orreted one (C1 to C9). In eah olumn, we mark the theoretial SI with a blue asterisk and plotseveral summaries of a sample of 200 estimator repliates : the red entral mark is the median ; thebox has its lower and upper edges at the 25th perentile q and the 75th perentile Q, respetively ;the whiskers extend between q − 1.5(Q− q) and Q+ 1.5(Q− q) ; the red rosses are outliers.4.6.2 Tests on RBD-FASTComputations using the e�ient strategyIn this setion, we test the bias orretion method on RBD-FAST. Applying the e�ient strategyusing RBD-FAST, we estimate all the �rst- and seond-order SI using only 4 experimental designs �those presented in Eqs. (4.30) and (4.31) � with sample size 4001. Following Remark 5, we negletthe third-order e�ets � their ontribution in the variane is theoretially lower than 10% �, so weapply Eqs. (4.27) and (4.28) with δ = 2.Here, designs are onstruted using di�erent random permutations and the set of frequenies freeof interferenes is {ω1, ω2, ω3} = {177, 186, 193}. We show on Figs. 4.3�4.4 boxplots of 200 repliates ;all �rst-order SI are shown in Fig. 4.3, and a representative subset of the seond-order SI is shownon Fig. 4.4. As in the previous test, the orreted indies are entered on their respetive theoretialvalue ; but some di�erenes exist between main e�ets and interation estimations. On the one hand,�rst-order terms are aurately evaluated, and their bias, in the absene of orretion, are ratherlow ; on the other hand, interation estimates su�er from a more important variane and a largerbias in absene of orretion. Two main reasons justify the di�erene between the varianes. Firstlythe �rst-order terms are evaluated thanks to 4 estimates per indies while the seond-order ones areomputed with only one estimate, and seondly the omplexity of SI grows with the order. In termsof bias, the lower performane of the interation estimations without orretion is essentially dueto the larger number of frequenies taken into aount to evaluate the seond-order indies. Indeed,



72 CHAPITRE 4. CORRECTION DE BIAIS DANS RBDonsidering Eq. (4.27), we an notie that the amplitude of the bias :
λP

1− λ

(
1−

∑

Q⊆G(P ),Q6=∅
card(Q)≤δ

ŜQ

)is proportional to λP = n(P )/N . In this test, we have n(P ) = 2N1 = 2× 10 = 20 for the �rst-orderSI, and n(P ) = 2N2(N2 − 1) = 2× 7× (7− 1) = 84 for the seond-order SI. Note that the frequenyset {177, 186, 193} satis�es the riterion stated in Eqs. (4.13) and (4.14) with parameters N1 = 10,
N2 = 7 and N3 = 0.

B1 C1 B2 C2 B3 C3 B4 C4 B5 C5 B6 C6 B7 C7 B8 C8 B9 C9

0

0.05

0.1

0.15

F
irs

t−
or

de
r 

se
ns

iti
vi

ty
 in

di
ce

s

Figure 4.3 � Estimation of the �rst-order SI using RBD-FAST. We ompare, for a �xed sample size
N = 4001, the basi estimator (B1 to B9) with the bias-orreted one (C1 to C9). In eah olumn, wemark the theoretial SI with a blue asterisk and plot several summaries of a sample of 200 estimatorrepliates : the red entral mark is the median ; the box has its lower and upper edges at the 25thperentile q and the 75th perentile Q, respetively ; the whiskers extend between q − 1.5(Q− q) and
Q+ 1.5(Q− q) ; the red rosses are outliers.Comparison with Mara's approahWe now estimate all the �rst- and seond-order SI using the strategy desribed in Mara [Mar09℄.With suh an approah, input variables are divided into 4 groups of 2 fators and 1 single term. Hene,
9 experimental designs have to be employed. To keep the same omputational ost as for the previousexperiment in Setion 4.2.1, sample size is 1791 and we use the set of frequenies {ω1, ω2} = {79, 83}.Note that this frequeny set satis�es the riterion stated in Eqs. (4.13) and (4.14) with parameters
N1 = 10, and N2 = 7. The experiment is repliated 200 times using di�erent random permutations,and results (empirial mean and variane for eah strategy) are reported in Table 4.1. On the onehand the auray of �rst-order SI estimates is the same, and on the other hand we observe that thee�ient strategy provides seond-order indies with lower variane. We onlude that the hoie ofstrategy seems to be important in terms of variane redution.4.7 ConlusionIn this paper we presented a bias orretion method for the estimation of SI of any order by bothRBD and RBD-FAST. In partiular, as we an notie through the numerial tests, this tehniquesuessfully avoids the over-estimation of the �rst-order and seond-order indies, for any sample size.We also introdued a strategy whih, ombined with the bias orretion method, provides ane�ient way to estimate all the �rst-order and seond-order indies using RBD-FAST. In partiular,this kind of approah allows to get a good overview of the sensitivity of a model output at a low ost.
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Figure 4.4 � Estimation of the seond-order SI using RBD-FAST. We ompare, for a �xed sample size
N = 4001, the basi estimator (Bij) with the bias-orreted one (Cij). In eah olumn, we mark thetheoretial SI with a blue asterisk and plot several summaries of a sample of 200 estimator repliates :the red entral mark is the median ; the box has its lower and upper edges at the 25th perentile q andthe 75th perentile Q, respetively ; the whiskers extend between q − 1.5(Q− q) and Q+ 1.5(Q− q) ;the red rosses are outliers.

S1 S4 S7 S14 S17 S47 S12 S45 S78Theoretial value 0.129 0.057 0 0.019 0 0 0.043 0.008 0Mean ES 0.129 0.057 0 0.019 0 0 0.042 0.008 0Variane ES(×10−5) 1.1 0.8 0.1 2.5 0.9 1.0 1.9 1.9 1.1Mean MS 0.129 0.057 0 0.019 0 0 0.042 0.008 0Variane MS(×10−5) 1.3 0.8 0.1 10.0 6.4 6.0 9.9 9 6Table 4.1 � Estimation of the �rst and seond-order SI using the RBD-FAST method with samplesize 4001 with Mara's strategy (MS) and the proposed e�ient strategy (ES). We give, togetherwith the theoretial value of the SI, the empirial means and varianes of a sample of 200 estimatorrepliates.Finally this e�ient strategy introdues the question of variane redution tehniques (see Setion4.2.2), and a further work is to improve RBD and RBD-FAST sampling methods. In partiular,optimization algorithms ommonly used for Latin hyperube sampling ould be adapted for RBDexperimental designs whih are, as we have notied in Setion 4.3, very lose to Latin hyperubedesigns.AknowledgmentsThis work has been partially supported by Frenh National Researh Ageny (ANR) throughCOSINUS program (projet COSTA-BRAVA n◦ ANR-09-COSI-015).4.A Details on formula (4.26)We denote by (Pi)i=1...n the nonempty subsets of {m1, . . . ,md} where n is given by
n =

d∑

k=1

(
d

k

)
= 2d − 1 ,



74 CHAPITRE 4. CORRECTION DE BIAIS DANS RBDand, to simplify the notations, we denote by λi the oe�ients λPi . Applying Eq. (4.24) to eah ofthe Pi, we get the linear system



ŜP1

ŜP2...̂
SPn−1

ŜPn




=




1− λ1 −λ1 · · · · · · −λ1

−λ2 1− λ2 −λ2 · · · −λ2... . . . . . . . . . ...
−λn−1 · · · · · · 1− λn−1 −λn−1

−λn · · · · · · −λn 1− λn




︸ ︷︷ ︸
A




Ŝc
P1

Ŝc
P2...̂

Sc
Pn−1

Ŝc
Pn




+




λ1

λ2...
λn−1

λn




(4.33)
The determinant ∆ of the matrix of the system � denoted A � is easy to ompute. Subtrating the�rst olumn to all other ones, we get

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ1 −1 · · · · · · −1

−λ2 1 0 · · · 0... 0
. . . . . . ...... ... . . . . . . 0

−λn 0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(4.34)
and, using Laplae expansion,

∆ = 1− λ1 − λ2 · · · − λn .In pratie, we �x N so that
n∑

i=1

card(Pi) < NHene, with the de�nition in Eq. (4.25), we have
n∑

i=1

λi < 1 .This implies that ∆ is positive ; in partiular A is invertible.We get A−1 using the formula based on the adjugate matrix,
A−1 =

tadj(A)
∆

.We easily obtain,
adj(A) = 

∆+ λ1 λ2 · · · λn−1 λn

λ1 ∆+ λ2
. . . . . . ...... . . . . . . . . . ...... . . . . . . ∆+ λn−1 λn

λ1 λ2 · · · λn−1 ∆+ λn




.



4.B. PROOF OF PROPOSITION 4.1 75Finally we invert the linear system (4.33). It omes



Ŝc
P1

Ŝc
P2...̂

Sc
Pn−1

Ŝc
Pn




=




1 + λ1

∆
λ1

∆ · · · · · · λ1

∆

λ2

∆ 1 + λ2

∆
λ2

∆ · · · λ2

∆... . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . ...
λn

∆ · · · · · · λn

∆ 1 + λn

∆







ŜP1

ŜP2...̂
SPn−1

ŜPn




−




λ1

∆

λ2

∆...
λn−1

∆

λn

∆




(4.35)
and we onlude that Eq. (4.26) holds.4.B Proof of Proposition 4.1Let p = q2 with q prime. It is obvious that if there exists q + 1 designs of experiments satisfyingthe rules established in Setion 4.5.1, then these on�gurations allow to ompute q+1 estimates of all�rst-order SI and one estimate of all seond-order terms. So, to show that an e�ient strategy exists,it is su�ient to prove the existene of suh on�gurations under the rules (R1), (R2) and (R3) ofSetion 4.5.1. We give a onstrutive proof.We begin by renaming the fators (Xi)i=1...p, and de�ning an initial on�guration,on�guration 0 : X1

1 · · ·Xq
1︸ ︷︷ ︸

G0
1

X1
2 · · ·Xq

2︸ ︷︷ ︸
G0

2

· · · X1
q · · ·Xq

q︸ ︷︷ ︸
G0

qwhereXj
i = X(i−1)q+j . We then obtain the q other experimental designs by onsidering for i = 1, . . . , qon�guration i : X

σ1
i (1)

1 · · ·Xσq
i (1)

q︸ ︷︷ ︸
Gi

1

X
σ1
i (2)

1 · · ·Xσq
i (2)

q︸ ︷︷ ︸
Gi

2

· · · X
σ1
i (q)

1 · · ·Xσq
i (q)

q︸ ︷︷ ︸
Gi

q

(4.36)where for all i and j between 1 and q, σj
i is a permutation on the set {1, . . . , q}. These on�gurationsobviously satisfy rules (R1) and (R2) sine eah group (Gi

j)j=1..q is �lled with one fator of eahoriginal group (G0
k)k=1..q ; but (R3) is not always veri�ed. However we an observe that, letting c bea yli permutation of order q, the permutations

σj
i = cij = c ◦ c ◦ · · · ◦ c︸ ︷︷ ︸

ij times (4.37)allow to satisfy rule (R3). Indeed, following the formalism of Eq. (4.36), rule (R3) reads as : for all i,
i′, k, k′, j1 and j2 between 1 and q, with i < i′ and j1 6= j2, either the fator from G0

j1
inside Gi

k �i.e. Xσ
j1
i (k)

j1
� is di�erent from the fator from G0

j1 inside Gi′

k′ � i.e. Xσ
j1
i′

(k′)

j1
� or the fator from

G0
j2 inside Gi

k � i.e. Xσ
j2
i (k)

j2
� is di�erent from the fator from G0

j2 inside Gi′

k′ � i.e. Xσ
j2
i′

(k′)

j2
�.That is to say

∀ 1 ≤ i, i′, k, k′, j1, j2 ≤ q, i < i′, j1 6= j2,





σj1
i (k) 6= σj1

i′ (k
′)or

σj2
i (k) 6= σj2

i′ (k
′) .So, assuming Eq. (4.37), let's prove that

∀ 1 ≤ i, i′, k, k′, j1, j2 ≤ q, i < i′, j1 6= j2,





cij1(k) 6= ci
′j1(k′)or

cij2(k) 6= ci
′j2(k′) .



76 CHAPITRE 4. CORRECTION DE BIAIS DANS RBDSuppose, by ontradition, that
cij1 (k) = ci

′j1(k′) and cij2(k) = ci
′j2(k′)for some (i, i′, k, k′, j1, j2) with i 6= i′ and j1 6= j2. It follows that

c(i−i′)(j1−j2)(k) = k .Then, c being a yli permutation of order q with q prime and i being di�erent from i′, we deduethat c(i−i′) is a yli permutation of order q. Hene, j1−j2 = qr for a ertain integer r. But, assuming
1 ≤ j1, j2 ≤ q, we onlude that r = 0 and j1 = j2, a ontradition to our assumption j1 6= j2. Theonlusion follows.Erratum dans l'artile [TP12a℄ publié dans la revue Reliabilty Engineeringand System Safety :Dans [TP12a℄ à la page 207, entre les Formules (24) et (25), ainsi que dans e hapitre à la page63, entre les Formules (4.17) et (4.18), il faut lire : "where σi

k = σk ◦σ−1
i is a non-trivial permutationwith overwhelming probability.". En e�et, la probabilité en question est égale à 1 − 1/(n!) et non à

1 omme ela est a�rmé.



Chapitre 5Nouvelle introdution aux méthodesFAST et RBDDans e hapitre, nous e�etuons un travail essentiellement théorique visant à réintroduire demanière rigoureuse les méthodes FAST et RBD. Pour e faire, nous proposons une releture de estehniques au regard de l'analyse harmonique sur les sous-groupes �nis du tore unité, et de la notionde tableau orthogonal. Nous évitons ainsi l'éueil lié à l'approximation du théorème ergodique deWeyl [Wey38℄ sur lequel FAST et RBD sont onstruites initialement. Cela nous permet de mieuxomprendre le fontionnement de es méthodes, de les généraliser, et également d'investiguer demanière rigoureuse la problématique du biais dans la méthode RBD. Ce hapitre a fait l'objet d'unesoumission dans la revue Information and Inferene (Oxford Journals) [TP12℄.5.1 IntrodutionVariane-based sensitivity analysis onsists in omputing indies � the so-alled variane-basedsensitivity indies (SI) or Sobol' indies (see [Sob93℄) � that are essentially multiple integrals. Manynumerial tehniques have been developed to estimate these quantities. This inludes the rude MonteCarlo estimator (see [Sob93℄, and [JKL+12℄ for a reent work), the polynomial haos-based estimators(see [Sud08℄ and [BS10℄) and the FAST method (see [CLS78℄ and [STC99℄) as well as its derivedapproah, RBD (see [TGM06℄), and their hybrid approah, RBD-FAST (see [TGM06℄ and [Mar09℄),and many others (see [SCS00℄ for a review).The main purpose of this paper is to revisit FAST and RBD by using the disrete harmonianalysis framework, in order to arry out a theoretial error analysis. In these methods the SI es-timation amounts to omputing a �nite number of the omplex Fourier oe�ients of the model ofinterest de�ned on the unit hyperube. In theory these omputations ould be done by performinga rude Monte Carlo integration or a ubature on a regular grid. But the rate of onvergene of theMonte Carlo method is low, and ubatures are generally unfeasible in high dimension beause of theexponential growth of the number of nodes, also known as the urse of dimensionality.A �rst possible starting point to overome these drawbaks is to note that the disrete omplexFourier oe�ients omputed by using the ubature approah are exatly the oe�ients in therepresentation of the trigonometri interpolation polynomial of the model of interest on the regulargrid. Consequently this approah onsists of a trigonometri interpolation issue and an be generalizedby using Smolyak algorithm on sparse grids (see [DS89℄). Suh interpolation shemes are quite e�ientas long as the model of interest is su�iently smooth (see [BG04℄). But the matrix of the interpolationoperator in suh a method su�ers from an inrease of its ondition number for both inreasingre�nement of the regular grid and inreasing model dimension, and thus makes the interpolationsheme unstable (see [KK11℄).As a onsequene, it turns out to be obvious that, in order to avoid the stability issue, one has tofous on unitary operators. Thus DFT operators on �nite subgroups of the torus (see e.g. [Loo53℄)� i.e. the unit hyperube view as a group � whose matries have a perfet ondition number equal77



78 CHAPITRE 5. NOUVELLE INTRODUCTION AUX MÉTHODES FAST ET RBDto 1 are partiularly well-suited in the present framework. This leads to the use of lattie rules (see[SJ94℄ for a review) to whih FAST, as shown in Subsetion 5.4.1, is losely related. In a seond time,by viewing �nite subgroups of the torus as orthogonal arrays (see [HSS99℄ for a review), the previousmethod an be generalized by performing a randomization proess on these arrays. This leads to theuse of randomized orthogonal arrays in numerial integration (see [Owe94℄ and referenes therein) towhih RBD, as shown in Subsetion 5.4.2, is losely related.The paper proeeds as follows. In Setion 5.2, we set up the notation, we give bakground materialsrelated to the ANOVA deomposition and to the Fourier series representation, and we introdue thelass of estimators of interest. In Setion 5.3, we �rst review both FAST and RBD, and then revisitthem. Setion 5.4 is devoted to the error analysis by using the revisited de�nition provided in Setion5.3. At last, Setion 5.5 gives numerial illustrations of RBD estimates on an analytial model. Mostof the proofs of the propositions are given in appendies.5.2 Bakground5.2.1 NotationFirst, E[Y ], E[Y |X ] and Var[Y ] denote the unonditional expetation of Y , the onditional ex-petation of Y given X and the variane of Y , respetively. By onvention, we de�ne E[Y |∅] = E[Y ].Seondly, onsider a parameter d in N∗ � the dependene on whih is omitted for onveniene �and de�ne for any u ∈ {1, . . . , d},
Zu = {k ∈ Zd | ∀i ∈ u, ki ∈ Z and ∀i /∈ u, ki = 0}
Z∗
u = {k ∈ Zd | ∀i ∈ u, ki ∈ Z∗ and ∀i /∈ u, ki = 0}and for all i ∈ N∗,

Zu(i) = Zu ∩
(
− i

2
,
i

2

]d

Z∗
u(i) = Z∗

u ∩
(
− i

2
,
i

2

]d
.Lastly, a design of experiments is ommonly denoted by D and, for i ∈ N∗, the notation D(i) refersto the regular grid in [0, 1)d

D(i) =

{
0,

1

i
, . . . ,

i− 1

i

}d

. (5.1)5.2.2 Variane-based sensitivity indiesLet X = (X1, . . . , Xd) ∈ [0, 1]d be a d-dimensional random vetor and let us onsider Y = f(X)where f : [0, 1]d → R is a measurable funtion suh that E[Y 2] < +∞. Under the assumption that
X has independent omponents, the Hoe�ding deomposition [Hoe48, Van98℄ states that Y an beuniquely deomposed into summands of inreasing dimensions

Y − E[Y ] =

d∑

m=1

∑

u⊆{1,...,d}
|u|=m

fu(Xi, i ∈ u) (5.2)where the 2d − 1 random variables on the right-hand side of (5.2) should satisfy the property
∀v  u, E

[
fu(Xi, i ∈ u)|Xi, i ∈ v

]
= 0 . (5.3)Note that in this ase the random variables fu(Xi, i ∈ u) have mean zero and are mutually un-orrelated. Therefore taking the variane of both sides in (5.2) gives the variane deomposition[ES81, Sob93℄ of Y Var[Y ] =

d∑

m=1

∑

u⊆{1,...,d}
|u|=m

Var[fu(Xi, i ∈ u)
]
. (5.4)



5.2. BACKGROUND 79Finally, if Var[Y ] 6= 0, we de�ne the so-alled variane-based sensitivity indies � or Sobol' indies� as Su(f,X) =
Var[fu(Xi, i ∈ u)

]Var[Y ]
. (5.5)In pratie, global sensitivity analysis fouses on omputing the �rst-order (|u| = 1) and the seond-order (|u| = 2) terms.5.2.3 Fourier series representationFrom here on let us assume that the Xi's are independent and uniformly distributed on [0, 1].Therefore the joint probability density funtion of X on [0, 1]d is equal to 1 and, denoting

Pn(f,X) =

n1∑

k1=−n1

· · ·
nd∑

kd=−nd

k(f)exp(2iπk ·X) (5.6)where k(f) = ∫
[0,1]d

f(X)exp(−2iπk ·X)dX , (5.7)the Riesz-Fisher theorem yields
Pn(f,X)

L2

−→ Y . (5.8)In partiular, we have
Y =

∑

k1∈Z
· · ·
∑

kd∈Z
k(f)exp(2iπk ·X) a. s. (5.9)and as the following proposition shows, this Fourier series representation gives an harmoni approahto handle the variane-based sensitivity indies.Proposition 5.1. Let X1, . . . , Xd be independent random variables uniformly distributed on [0, 1]and let us onsider Y = f(X) where f : [0, 1]d → R is a measurable funtion suh that E[Y 2] < +∞and Var[Y ] 6= 0. Then for any non-empty subset u of {1, . . . , d} we haveSu(f,X) =

∑

k∈Z∗
u

∣∣k(f)∣∣2
∑

k∈(Zd)∗

∣∣k(f)∣∣2 . (5.10)Démonstration. In view of (5.9), it is easy to notie that the omponents in the Hoe�ding deompo-sition satisfy
fu(Xi, i ∈ u) =

∑

k∈Z∗
u

k(f)exp(2iπk ·X) a. s. (5.11)and the onlusion follows from Parseval's identity.As in (5.10) the index Su(f,X) does no more depend on X we now simply denote the sensitivityindies by Su(f). In the same way, we now denote Vu(f) and V(f) the parts of variane Var[fu(Xi, i ∈
u)
] and the total variane Var[Y ], respetively. Lastly, when u = {i1, . . . , is} is expliitely given, weuse the more ommon notation Vi1...is(f) and Si1...is(f).5.2.4 EstimationWe now de�ne basi estimators based on Proposition 5.1. For any non-empty subset u of {1, . . . , d},let Ku be a �nite subset of Z∗

u and D a �nite subset of [0, 1)d with |D| = n. Denotinĝk(f,D) =
1

n

∑

x∈D

f(x)exp(−2iπk · x), (5.12)



80 CHAPITRE 5. NOUVELLE INTRODUCTION AUX MÉTHODES FAST ET RBDwe de�ne the estimator of Vu(f) as the trunated seriesV̂u(f,Ku, D) =
∑

k∈Ku

|̂k(f,D)|2 , (5.13)the estimator of V(f) as the empirial varianeV̂(f,D) =
1

n

∑

x∈D

(
f(x)− 1

n

∑

y∈D

f(y)
)2 (5.14)and the estimator of Su(f) naturally asŜu(f,Ku, D) =

V̂u(f,Ku, D)V̂(f,D)
. (5.15)Example 5.1. If the design of experiments D is a set of independent random points uniformlydistributed on [0, 1]d and

K =
⊔

u⊆{1,...,d}
u6=∅

Ku, (5.16)we have V̂u(f,Ku, D) = Vu(f̃) (5.17)where
f̃(X) =

∑

k∈K∪{0}
̂k(f,D)e2iπk·X (5.18)is the approximation of f(X) using the quasi-regression approah [AO01℄ based on the random sample

D. Note that |̂k(f,D)|2 is a biased estimator of |k(f,D)|2 and it is reommended to use the unbiasedestimator
n

n− 1

(
|̂k(f,D)|2 − 1

n2

∑

x∈D

f2(x)

) (5.19)(see e.g. [LO02℄). In the same way, the empirial variane V̂(f,D) should be replaed by the unbiasedsample variane n
n−1 V̂(f,D).Example 5.2. If the design of experiments D is the regular grid D(q) � with n = qd, q ∈ N∗ �and if for all non-empty subsets u of {1, . . . , d}, Ku = Z∗

u(q) and
K =

⊔

u⊆{1,...,d}
u6=∅

Ku (5.20)then by Parseval's identity, it an be easily shown thatŜu(f,Ku, D(q)
)
= Su(f̃) (5.21)where

f̃(x) =
∑

k∈K

̂k(f,D(q)
)e2iπk·x (5.22)is the trigonometri interpolation polynomial of f(x) (see e.g. [DR84℄) at the n = qd equally spaednodes x ∈ D(q).5.3 New introdution to FAST and RBDIn the sequel, sine the Xi's are independent and uniformly distributed on [0, 1], we have

E
[
f(X)

]
=

∫

[0,1]d
f(x)dx (5.23)so we use no more probabilisti notation. Moreover, the integrability assumption on f now reads

f ∈ L2([0, 1]d).



5.3. NEW INTRODUCTION TO FAST AND RBD 815.3.1 Review of FASTNumerial integrationFAST is essentially an appliation of the following result due to Weyl [Wey38℄ (see also the Weyl'sergodi theorem [Wey16℄ in German or [Sin77℄)Theorem 5.1. [Weyl℄ Let g be a bounded Riemann integrable funtion on [0, 1]d and for all i =
1, . . . , d, xi(t) = {ωit} where the ωi's are real numbers linearly independent over Q and {·} denotesthe frational part, then

∫

[0,1]d
g(x)dx = lim

T→∞
1

2T

∫ T

−T

g
(
x1(t), . . . , xd(t)

)
dt. (5.24)In partiular, for any k ∈ Zd and g : x 7→ f(x)exp(− 2iπk · x), (5.24) readsk(f) = lim

T→∞
1

2T

∫ T

−T

f ◦ x(t)exp(− 2iπ(k · ω)t
)
dt. (5.25)Then FAST onsists in replaing xi(t) = {ωit} with semiparametri funtions xi(t) = Gi

(
sin(ωit)

)(see [CFS+73℄) where the ωi's are positive integers and the transformations Gi are hosen to preservethe marginal distributions of the Xi's. If the latter are uniformly distributed � as in the presentpaper �, it an be shown (see [CLS78℄ and [STC99℄) that Gi(·) = 1
π arcsin(·) + 1

2 . Saltelli et al.[STC99℄ also propose to add a random phase-shift ϕi ∈ [0, 2π), getting the semiparametri funtions
x∗
i (t) =

1
π arcsin

(
sin(2πωit+ ϕi)

)
+ 1

2 . Hene, replaing x with x∗ in (5.25) givesk(f) ≈ lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

f ◦ x∗(t)exp(− 2iπ(k · ω)t
)
dt.Thus, sine the funtions x∗

i are 1-periodi, it omesk(f) ≈ ∫ 1

0

f ◦ x∗(t)exp(− 2iπ(k · ω)t
)
dtand applying the retangle rule to the right-hand side integral givesk(f) ≈ ̂k·ω(f ◦ x∗). (5.26)where ̂k·ω(f ◦ x∗) =

1

n

n−1∑

j=0

f ◦ x∗
( j
n

)exp(− 2iπj
k · ω
n

)is the omplex disrete Fourier oe�ient of the one-dimensional funtion f ◦ x∗. In the sequel, thedependene on n, ω and ϕ is generally omitted for onveniene.EstimationThe estimators of Vu(f), V(f) and onsequently of Su(f) were introdued by using the approxi-mation in (5.26) (see [CFS+73℄ and Appendix C in [CLS78℄). On the one hand, for any non-emptysubset u ⊆ {1, . . . , d} and any �nite subset Ku ⊆ Z∗
u, (5.26) leads to the de�nition of the estimatorof Vu(f) V̂FASTu (f,Ku,x

∗) =
∑

k∈Ku

∣∣̂k·ω(f ◦ x∗)
∣∣2. (5.27)On the other hand, (5.26) gives V(f) = 0(f2)− 0(f)2

≈ ̂0(f2 ◦ x∗)− ̂0(f ◦ x∗)2



82 CHAPITRE 5. NOUVELLE INTRODUCTION AUX MÉTHODES FAST ET RBDand Parseval's identity leads to the de�nition of the estimator of V(f)V̂FAST(f,x∗) =
n−1∑

k=1

∣∣̂k(f ◦ x∗)
∣∣2.This naturally leads to the estimator of the variane-based sensitivity indies Su(f)ŜFASTu (f,Ku,x

∗) =

∑

k∈Ku

∣∣̂k·ω(f ◦ x∗)
∣∣2

n−1∑

k=1

∣∣̂k(f ◦ x∗)
∣∣2

.As in Example 5.2, note that by Parseval's identity V̂FAST(f,x∗) is equal to the empirial varianeV̂(f, {x∗( j
n )}j=0..n−1).Choie of parameters ω and nAs disussed by Shaibly and Shuler [SS73℄ and Cukier et al. [CSS75℄, ω and n should be or-retly hosen so as to minimize the ubature error in the approximation in (5.26). In order to avoidinterferenes i.e.

k · ω − k′ · ω = 0 for k, k′ ∈ Zd, k 6= k′and aliasing i.e.
k · ω − k′ · ω = jn for k, k′ ∈ Zd, k 6= k′ and j ∈ Z∗� that both lead to ̂k·ω(f ◦x∗) = ̂k′·ω(f ◦ x∗) � Shaibly and Shuler [SS73℄ propose to hoose ω1,. . . , ωd free of interferenes up to order N ∈ N∗ :

(k− k′) · ω 6= 0 for all k, k′ ∈ Zd, k 6= k′, s.t. d∑

i=1

|ki − k′i| ≤ N + 1 (5.28)and n su�iently large
n ≈ N max(ω1, . . . , ωd). (5.29)More reently, referring to the lassial information theory, Saltelli et al. [STC99℄ suggest to replae(5.29) with Nyquist-Shannon sampling theorem (see e.g. [Mar09℄)
n > 2N max(ω1, . . . , ωd). (5.30)In our opinion, the riterion stated in (13) should be written

(k− k′) · ω 6= 0 for all k, k′ ∈ Zd, k 6= k′, s.t. d∑

i=1

|ki| ≤ N ′ and d∑

i=1

|k′i| ≤ N ′ (5.31)sine the main objetive is to avoid interferenes within a �nite subset of Zd out of whih the Fourieroe�ients of f are a priori negligible � in (5.31), this subset is the losed l1-norm ball of radius
N ′. Thus we may reformulate the whole riterion stated in (5.28) and (5.30) with respet to the set
K = ⊔uKu where the Ku's are the trunation sets in the FAST estimator of Vu(f) given in (5.27).We propose to hoose ω1, . . . , ωd free of interferenes within K i.e.

(k− k′) · ω 6= 0 for all k, k′ ∈ K, k 6= k′ and n > max
k,k′∈K

(
(k− k′) · ω

)
. (5.32)In the sequel, we refer to the latter as the "lassi" riterion of FAST.



5.3. NEW INTRODUCTION TO FAST AND RBD 835.3.2 Review of RBDRBD makes use of the previous framework setting ϕ = 0, ω1 = · · · = ωd = ω ∈ N∗ � usually setto 1 � and applying random permutations on the oordinates of the resulting points x∗( j
n ). Morepreisely, let σ1, . . . ,σd be random permutations on {0, . . . , n−1} and S denote the set of all possible

σ = (σ1, . . . , σd). Given σ ∈ S, onsider the funtion x× = (x×
1 , . . . , x

×
d ) de�ned on {0, 1

n , . . . ,
n−1
n }suh that for all i ∈ {1, . . . , d} and j ∈ {0, . . . , n− 1},

x×
i

( j
n

)
=

1

π
arcsin

(
sin
(
2πω

σi(j)

n

))
+

1

2
.Thus denoting σ−1

i the inverse permutation of σi, de�ne
x×,i

( j
n

)
= x×

(σ−1
i (j)

n

)
.Finally through a heuristi argument Tarantola et al. [TGM06℄ introdue the RBD estimators ofVu(f), V(f) and Su(f) for �rst-order terms � i.e. u = {i}, i ∈ {1, . . . , d} �. For any �nite subset

K{i} ⊆ Z∗
{i}, we have V̂RBD

i (f,K{i},x
×) =

∑

k∈K{i}

∣∣̂kiω(f ◦ x×,i)
∣∣2,V̂RBD

(f,x×) =
n−1∑

k=1

∣∣̂k(f ◦ x×)
∣∣2and ŜRBDi (f,K{i},x

×) =

∑

k∈K{i}

∣∣̂kiω(f ◦ x×,i)
∣∣2

n−1∑

k=1

∣∣̂k(f ◦ x×)
∣∣2

.As in FAST note that by Parseval's identity, the estimator V̂RBD
(f,x×) is equal to the empirialvariane V̂(f, {x×( j

n )}j=0..n−1). In the sequel, the dependene on ω and σ is generally omitted foronveniene.5.3.3 FAST and RBD revisitedMain resultFirst we introdue more notation. For any p ∈ N∗, let
rp : [0, 1] −→ [0, 1]

x 7−→
{

2{px} if 0 ≤ {px} < 1
2

2− 2{px} if 1
2 ≤ {px} ≤ 1and for any ϕ ∈ [0, 2π)

tϕ : [0, 1] −→ [0, 1]
x 7−→ {x+ ϕ̃} with ϕ̃ = 1

4 + ϕ
2π .Then we de�ne the linear operators Rp and Tϕ (see Figure 5.1) on L2([0, 1]d) suh that for all

x ∈ [0, 1]d,
Rpf(x) = f

(
rp(x1) . . . , rp(xd)

) et Tϕf(x) = f
(
tϕ1(x1), . . . , tϕd

(xd)
)
.and note that Rp = R1 ◦ · · · ◦ R1︸ ︷︷ ︸

p times . We also introdue two lassial designs of experiments. For any
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◦ R1)fFigure 5.1 � Examples of operators Rp and Tϕ in dimension 1.
ω ∈ (N∗)d, we denote

G(ω) =

{({ j

n
ω1

}
, . . . ,

{ j

n
ωd

})
, j ∈ {0, . . . , n− 1}

}the yli subgroup � of order n/gcd(ω1, . . . , ωd, n
) � of the torus Td = (R/Z)d ≃ [0, 1)d generatedby ({ω1

n }, . . . , {ωd

n }) (see e.g. [Hal59℄). For any σ ∈ S we also denote
A(σ) =

{(σ1(j)

n
, . . . ,

σd(j)

n

)
, j ∈ {0, . . . , n− 1}

}the orthogonal array of strength 1 and index unity with elements taken from {0, 1
n , . . . ,

n−1
n } andbased on the permutation σ (see e.g. [HSS99℄). FAST and RBD methods are now introdued in anew way by using the basi estimator in (5.15).Proposition 5.2. Let f : [0, 1]d → R be a square-integrable funtion. For any non-empty subset

u ⊆ {1, . . . , d}, any �nite subset Ku ⊆ Z∗
u, ϕ ∈ [0, 2π)d and ω ∈ (N∗)d, we haveŜFASTu (f,Ku,x

∗) = Ŝu((Tϕ ◦ R1)f,Ku, G(ω)
)
. (5.33)For any i ∈ {1, . . . , d}, any �nite subset K{i} ⊆ Z∗

{i}, σ ∈ S and ω ∈ N∗, we haveŜRBDi (f,K{i},x
×) = Ŝi((Tω̃ ◦ Rω)f, ωK{i}, A(σ)

) (5.34)where ω̃ =
(

(1−ω)π
2ω , · · · , (1−ω)π

2ω

) and ωK{i} = {(ωk1, . . . , ωkd), k ∈ K{i}}.Démonstration. It essentially onsists in showing that for all j ∈ {0, . . . n− 1}

f ◦ x∗
( j
n

)
= (Tϕ ◦ R1)f

({ j

n
ω1

}
, . . . ,

{ j

n
ωd

})
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f ◦ x×

( j
n

)
= (Tω̃ ◦ Rω)f

(σ1(j)

n
, . . . ,

σd(j)

n

)
.See details in Appendix 5.A.Remark 5.1. In the RBD method, the parameter ω is usually set to 1 but its role is not wellunderstood up to now. In our opinion there is no reason to set ω 6= 1 sine if gcd(ω, n) = 1 then itleads to the ase ω = 1, and otherwise the estimator in (5.34) is potentially less e�ient than in thease ω = 1 (see details in Appendix 5.B).What FAST and RBD areIt is lear from Proposition 5.2 that FAST and RBD only onsist in applying the basi estimatorintrodued in (5.15) to a partiular transform (Tϕ ◦Rp)f of the funtion f and a partiular design ofexperiments G(ω) or A(σ). Now it is also lear that the basi estimator generates an error term dueto trunations � in (5.13) � and an other one due to numerial integrations � in (5.12) and (5.14).Moreover, the use of (Tϕ ◦ Rp)f instead of f ould also have an impat on the sensitivity indiesestimation error. We now investigate this latter issue by introduing the notion of invariane of thevariane deomposition.De�nition 5.1. Let L be a linear operator on L2([0, 1]d). The variane deomposition is said to be

L-invariant on L2([0, 1]d) if for any non-empty set u ⊆ {1, . . . , d} and any funtion f ∈ L2([0, 1]d)we have Vu(Lf) = Vu(f).This leads to the following resultLemma 5.1. For any p ∈ N∗ and any ϕ ∈ [0, 2π)d, the variane deomposition is Rp and Tϕ-invariant on L2([0, 1]d).Démonstration. See Appendix 5.CAs a onsequene, for any non-empty subset u ⊆ {1, . . . , d}, we haveSu((Tϕ ◦ Rp)f
)
= Su(f)and this asserts the validity of FAST and RBD methods. Note that the linear operator Rp "regular-izes" the funtion f in the sense that if x 7→ f(x) is ontinuous on [0, 1]d and x → f({x1}, . . . , {xd}) isdisontinuous on Rd then x → Rpf({x1}, . . . , {xd}) is ontinuous on Rd. This is an important prop-erty sine by Riemann-Lebesgue lemma |k(f)| onverges to 0 as ||k|| tends to ∞, and the smootherthe funtion f , the faster the onvergene (see e.g. [Zar68℄). The other operator Tϕ essentially allowsto de�ne randomized estimators in FAST.Potential generalizationsTo end with, we list three natural generalizations that are further disussed in the next setion :- the estimator Ŝu((Tϕ ◦ R1)f,Ku, G(ω)

) an also be de�ned for a group G of any rank r ≤ d- the estimator Ŝi((Tω̃ ◦ Rω)f, ωK{i}, A(σ)
) an also be de�ned for a sensitivity index of anyorder : Ŝu((Tω̃ ◦ Rω)f, ωKu, A(σ)

), note that it has been already applied in [XG11b℄- the latter estimator Ŝu((Tω̃ ◦ Rω)f, ωKu, A(σ)
) an also be de�ned for an orthogonal array Ahaving any parameters.5.4 Error analysisFor onveniene, operators Tϕ and Rp are now omitted. Moreover, we assume that the funtion

f has an absolutely onvergent Fourier representation, i.e. ∑
k∈Zd

|k(f)| < +∞ .



86 CHAPITRE 5. NOUVELLE INTRODUCTION AUX MÉTHODES FAST ET RBD5.4.1 Cubature error in FASTTwo points of viewIn this setion we mainly fous on the error term
ek(f,G) = ̂k(f,G)− k(f) (5.35)where G is a subgroup of Td of order n and k ∈ Zd. By its de�nition, the term ̂k(f,G) onsists ofan equal weight ubature rule at the n nodes of the group G, also known as a lattie rule (see [SJ94℄for a survey). Moreover by the generalized Poisson summation formula (see e.g. [Loo53℄), the errorterm in (5.35) is preisely
ek(f,G) =

∑

h∈G⊥\{0}
k+h(f) (5.36)where G⊥ = {h ∈ Zd | ∀x ∈ G, h ·x ≡ 0 (mod 1)} is the subgroup of Zd orthogonal to G, also knownas the dual lattie of G.In the lattie rules �eld, e0(f,G) is the only term of interest, and there exist two main points of viewto ontrol it. One onsists in looking for "good" groups G suh that the ubature rule is exat for aset of trigonometri polynomials, i.e. for a �nite subset K of Zd,

e0(f,G) = 0 for all f suh that ∀k /∈ K, k(f) = 0 .The other point of view aims to �nd "good" groups G suh that the ubature rule has an absoluteerror |e0(f,G)| dominated by an expliit bound for all f in a partiular spae of smooth funtions.Note that these approahes are ompatible to eah other (see e.g. [CKN10℄ and the referenes therein).Now onerning the study of error in FAST, the �rst point of view, whih essentially orrespondsto the lassi FAST, onsists of a trigonometri interpolation issue and leads to a metamodel approahof the estimation of the sensitivity indies. The seond one, whih is more original, allows to deriveerror bounds for V̂u(f,Ku, G) and V̂(f,G) in spaes of smooth funtions. Both these methods aredisussed below.Metamodel approahLet K be a �nite subset of Zd. Then an immediate onsequene of (5.36) is that a group G satis�esthe property
ek(f,G) = 0 for all k ∈ K and for all f suh that ∀k /∈ K, k(f) = 0if and only if

∀k,k′ ∈ K,k 6= k′, ∃x ∈ G, (k− k′) · x 6≡ 0 (mod 1) . (5.37)More fundamentally, for any E ⊆ Zd, onsider the trigonometri polynomial
f̃E(x) =

∑

k∈E

̂k(f,G)exp(2iπk · x) , (5.38)then the equivalene above leads to the following resultProposition 5.3. Let G be a subgroup of the torus Td of order |G| = n and K = ∪u6=∅Ku satisfyingthe riterion (5.37) where for all non-empty subsets u of {1, . . . , d}, Ku ⊆ Z∗
ui) if |K| = n, then f̃K is a trigonometri interpolation polynomial of f at the n nodes x ∈ G andwe have Ŝu(f,Ku, G) = Su(f̃K).ii) if |K| < n, let H be any subset of Zd suh that K ⊆ H, H satis�es the riterion (5.37) and

|H | = n. Then f̃H is a trigonometri interpolation polynomial of f at the n nodes x ∈ G andwe have V̂u(f,Ku, G) = Vu(f̃K) and V̂(f,G) = V(f̃H).



5.4. ERROR ANALYSIS 87Démonstration. The only di�ulty is to prove that the trigonometri polynomials f̃K in the assertioni) and f̃H in the assertion ii) are interpolation polynomials at the points x ∈ G. We demonstrate itfor f̃K , the proof for f̃H is exatly the same.Sine the funtion f has absolutely onvergent Fourier representation, we an write
f(x) =

∑

k∈Zd

k(f)exp(2iπk · x) =
∑

k∈K

∑

h∈G⊥

k+h(f)exp(2iπ(k+ h) · x
) (5.39)(see details in Appendix 5.D) and by de�nition of G⊥, we have that for any x ∈ G,

f(x) =
∑

k∈K

∑

h∈G⊥

k+h(f)exp(2iπk · x).The onlusion follows from the de�nition in (5.38) sine (5.35) and (5.36) give
∑

h∈G⊥

k+h(f) = ̂k(f,G).From this point of view, FAST returns analytial values from trigonometri metamodels of thefuntion (Tϕ ◦ R1)f and the error analysis should be performed on the metamodel itself.In pratie, a set of a priori non-negligible frequenies K = ∪u6=∅Ku is given and a group Gsatisfying the riterion (5.37) and with the smallest order |G| = n has to be found. Searhing for thisgroup G is omputationaly expensive and may rapidly beome unfeasible. One of the heapest wayis to look for yli groups G = G(ω), oming bak to the lassi FAST. In this ase, the riterion(5.37) simply reads
∀k,k′ ∈ K,k 6= k′, (k− k′) · ω 6≡ 0 (mod n) . (5.40)Note that this new riterion plays the same role as the lassi riterion of FAST given in (5.32).The main di�erene between these two approahes is that optimization on n is performed in (5.40),onsequently this new riterion allows to �nd group G with smaller order n. We illustrate the e�-ieny of both riterions by using basi exhaustive algorithms with omputational omplexity O(nd).The results are gathered in Table 5.1 and show that the new riterion leads to a non-negligibleimprovement.Remark 5.2. Even if yli groups seem to be suitable in the previous issue, the omputational ostof the researh of a generator ω an beome prohibitive in high-dimensional problems. In this ase,alternative algorithms an be used instead of a systemati researh tehnique (for a reent referene,see e.g. [KKP11℄).Error boundsSearhing for a �nite subgroup G of the torus Td suh that e0(f,G) has an expliit bound in apartiular funtion spae is a problem known as the onstrution of good lattie rules (for a survey see[SJ94℄ or more reently [Nuy07℄). Most of the results in this �eld are established in Korobov spaeswhih are suitable to handle lattie methods ; so we derive error bounds for sensitivity indies in thesespaes. For α > 1 and γ = (γu)u⊆{1,...,d} with non-negative γu's, de�ne the weighted Korobov spae

Hα,γ to be the Hilbert spae with reproduing kernel
RKα,γ(x,y) = 1 +

∑

k∈(Zd)∗

r(k, α,γ)−1exp(2iπk · (x − y)
)where for any k 6= 0, r(k, α,γ) = γ−1

uk

∏
i∈uk

|ki|α, where uk is suh that k ∈ Z∗
uk
. For k suh that

γuk
= 0, we set by onvention r(k, α,γ) = ∞. Thus the kernel an be rewritten

RKα,γ(x,y) = 1 +
∑

k∈(Zd)∗

γu
k
6=0

r(k, α,γ)−1exp(2iπk · (x − y)
)
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d = 2 d = 3 d = 4 d = 5

N1 N2 |K| nold nnew |K| nold nnew |K| nold nnew |K| nold nnew4 2 20 41 29 36 65 50 56 105 63 80 177 1115 3 32 61 48 66 141 102 112 241 173 170 471 3026 4 48 85 65 108 241 155 192 541 323 300 997 6137 5 68 113 89 162 421 284 296 1177 586 470 1891 12798 6 92 145 120 228 625 429 424 1985 1033 680 3457 22229 7 120 181 149 306 937 645 576 3007 1706 930 � �10 8 152 221 185 396 1281 933 752 4501 2529 1220 � �11 9 188 265 228 498 1805 1284 952 7261 3684 1550 � �Table 5.1 � Comparison in dimension d = 2, 3, 4 and 5 between the minimum sample size n givenby the lassi riterion of FAST (denoted nold) and the new one proposed in (5.40) (denoted nnew).Here, the K{i}'s are equal to Z∗
{i} ∩ {|ki| ≤ N1}, the K{i,j}'s are equal to Z∗

{i,j} ∩ {|ki|+ |kj | ≤ N2}and for all u suh that |u| > 2, Ku = ∅. Suh sets K are partiularly well-suited to analyse funtionswhose e�etive dimension is less than 2 � see De�nition 5.4 in Setion 5.4.2.and we dedue that the norm of f ∈ Hα,γ satis�es
||f ||2Hα,γ

= 0(f)2 + ∑

k∈(Zd)∗

γu
k
6=0

r(k, α,γ)|k(f)|2 < +∞and onsequently
∀k ∈ (Zd)∗ such that γuk

6= 0, |k(f)|2 ≤
γuk

||f ||2Hα,γ∏

i∈uk

|ki|α
.Note that for any k ∈ (Zd)∗ suh that γuk

= 0, f ∈ Hα,γ implies k(f) = 0. We also make a restritionon the sets of frequenies Ku's. Here we assume that for any non-empty set u ⊆ {1, . . . , d}, Ku is ofZaremba ross-type (see Figure 5.2)
Ku = Zu,βu

=

{
k ∈ Z∗

u,
∏

i∈u

|ki| ≤ βu

} (5.41)where βu ≥ 1. This kind of sparse grids is partiularly well-suited for the analysis of high-dimensionalsmooth funtions. We now give the result on error bounds for V̂u(f,Ku, G) and V̂(f,G) in Hα.
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(b) Plot of Z{1,3},9Figure 5.2 � Illustration of rosses Zu,βu
.



5.4. ERROR ANALYSIS 89Proposition 5.4. Let f ∈ Hα,γ with α > 2 and γ = (γu)u⊆{1,...,d} with non-negative omponents.Let G be a subgroup of Td of order n suh that the ubature error related to G is dominated bythe expliit bound B(α, n, d,γ) on the unit ball of Hα,γ i.e. for all f in Hα,γ , |̂0(f,G) − 0(f)| ≤
B(α, n, d,γ)||f ||Hα,γ . Theni) if there exists α′ > 2 and γ′ = (γ′

u)u⊆{1,...,d} with non-negative omponents suh that f2 ∈ Hα′,γ′ ,we have
∣∣V̂(f,G)−V(f)∣∣ ≤ ||f ||2Hα

B(α, n, d,γ)
(
2 +B(α, n, d,γ)

)
+ ||f2||Hα′B(α′, n, d,γ′)ii) for any non-empty set u ⊆ {1, . . . , d} and Ku = Zu,βu

, we have
∣∣V̂u(f,Ku, G)−Vu(f)

∣∣ ≤ ||f ||2Hα,γ

[
C(α,γ, βu, |u|) +B(α, n, d,γ)2S1(α,γ, βu, u)

+ B(α, n, d,γ)S2(α,γ, βu, u)
]where

S1(α,γ, βu, u) = γfrac
∑

k∈Ku

∏

i∈u

(
|ki|+ 1

)α
, γfrac = max

u,v⊂{1,...,d}
γv 6=0

γu/γv

S2(α,γ, βu, u) = γfracγ
1/2
u 2α|u|/2|Ku|and for |u| ≤ 2, the trunation error term C(α, βu, |u|) are

C(α,γ, βu, 1) =
2γmaxζ(α)

βα−1
u

, γmax = max
u⊂{1,...,d}

γu (5.42)
C(α,γ, βu, 2) =

4γmax

[
ζ(α)2 + ζ(α)

(log(βu) + 2
)]

βα−1
u

. (5.43)Démonstration. See Appendix 5.EIt is also possible to derive expliit formulas of the trunation error term for |u| > 2, but thisis more ompliated and of seond interest. Seondly, it has to be noted that, in the seond item ofProposition 5.4, the funtions S1 and S2 are inreasing with respet to the parameter βu while thefuntion C is dereasing. As a onsequene, e�ient bounds onsist of a trade-o� between βu and nsuh that B(α, n, d,γ)2S1(α,γ, βu, u), B(α, n, d,γ)S2(α,γ, βu, u) and C(α,γ, βu, |u|) have the sameorder. For example,i) if |u| = 1 and α > 2, note that |Ku| = 2βu and dedue S1(α,γ, βu, u) ≤ 2α|u|+1β1+α
u , and reallthat C(α,γ, βu, 1) = O(β1−α

u ). Thus the trade-o� gives
∣∣V̂u(f,Ku, G)−Vu(f)

∣∣ = O
(
B(α, n, d,γ)1−

1
α

)
,ii) if |u| = 2 and α > 2, note that |Ku| ≤ 4βu(log(βu)+1)� see argument for (5.65) in Appendix5.E � and dedue S1(α,γ, βu, u) ≤ 2α|u|+2β1+α

u (log(βu) + 1) and reall that C(α,γ, βu, 1) =
O
(
β1−α
u log(βu)

). Thus the trade-o� gives
∣∣V̂u(f,Ku, G)−Vu(f)

∣∣ = O
(log(B(α, n, d,γ)−1/α

)
B(α, n, d,γ)1−

1
α

)
.Remark 5.3. In unweighted Korobov spaes i.e. γ = 1, it is known that the optimal rate of onver-gene of a rank-1 lattie rule is

B(α, n, d,γ) = O

(
(logn)dα/2

nα/2

)(see e.g. [SJ94℄). For weighted Korobov spaes, there exist better rates of onvergene for produtweights i.e. γu =
∏

i∈u
γi (see [Kuo03℄) or for �nite-order weights i.e ∀u with |u| > d∗ (d∗ ≤ d), γu = 0(see [DSWW06℄). The latter are essentially related to an assumption on the e�etive dimension of fin the trunation sense and in the superposition sense, respetively (see [CMO97℄ for the de�nitionof e�etive dimension).



90 CHAPITRE 5. NOUVELLE INTRODUCTION AUX MÉTHODES FAST ET RBD5.4.2 Bias in RBDWe now give some results on the well-known issue related to the bias of the estimates in RBD.PreliminariesWe begin with the de�nitions of an orthogonal array and the "oinidene defet" (see, e.g.,[Owe94℄)De�nition 5.2. An orthogonal array in dimension d, with q levels, strength t ≤ d and index λ is amatrix with n = λqt rows and d olumns suh that in every n-by-t submatrix eah of the qt possiblerows � i.e. the distint t-uples (l1, . . . , lt) where the li's take their values in the set of the q levels �ours exatly the same number λ of times.De�nition 5.3. Let A be an orthogonal array in dimension d, with q levels, strength t and index
λ. We say that A has the oinidene defet when there exist two rows of A that do agree in t + 1olumns ; otherwise we say that A is defet-free.Let Π(q) be the set of permutations on {0, 1q , . . . ,

q−1
q }, Π = Π(q, d) the Cartesian produt (Π(q))dand µ = µ(q, d) the normalized ounting measure on Π(q, d). Let A be an orthogonal array in dimen-sion d, with q levels {0, 1q . . . , q−1

q }, strength t and index λ, and denote n = λqt its number of rows.For any permutation π = (π1, . . . πd) ∈ Π, denote A(π) the orthogonal array obtained from A afterapplying eah permutation πj on the levels of the orresponding j-th fator i.e.for all 1 ≤ i ≤ n and 1 ≤ j ≤ d,
(
A(π)

)
ij
= πj(Aij) .Note that the A(π)'s and A are orthogonal arrays with the same parameters (see [HSS99℄). Conversely,it is also easy to show that if A has strength and index equal to 1 � i.e. as in the lassi RBD withan odd integer 1 n �; any other orthogonal array A′ with the same paramaters as A is of the form

A(π) for a permutation π ∈ Π. We are now interested in the quantities
Eµ

[V̂(f,A(π))] and Eµ

[V̂u(f,Ku, A(π))
]where Ku is a �nite subset of Z∗

u.Bias of the estimator in RBDLet ̂k(f) = ̂k(f,D(q)) denote the k-th omplex disrete Fourier oe�ient ; we begin with thefollowing important lemmaTheorem 5.2. [Owen℄ Following the previous notation, we haveVarµ[̂0(f,A(π))] = 1

n2

∑

|u|>t

( |u|∑

r=0

B(u, r)(1 − q)r−|u|
)( ∑

k∈Z∗
u
(q)

|̂k(f)|2)where
B(u, r) =

n∑

i=1

n∑

j=1

1|{l∈u, Ail=Ajl}|=ronsists of the number of pairs of rows (Ai, Aj) that math on exatly r of the axes in u.Démonstration. This is exatly Theorem 1 given by Owen in [Owe94℄. Just note that, the embeddedANOVA terms on a qd regular grid � denoted βu by Owen � are
βu(x) =

∑

k∈Z∗
u
(q)

̂k(f)exp(2iπk · x).1. If n is even, the design of experiments in RBD onsists of an orthogonal array with n/2 levels, strength 1 andindex 2, and may be faed with the oinidene defet.



5.4. ERROR ANALYSIS 91Indeed, for all x in the regular grid {0, 1q , . . . ,
q−1
q }d,

f(x) =
∑

u⊆{1,...,d}
βu(x)by a trigonometri interpolation argument, and it is also easy to show that the random variables

βu(Xi, i ∈ u) satisfy the property (5.3) for independent random variables Xi uniformly distributedon {0, 1q . . . ,
q−1
q }.Then we have the following proposition in whih the bias of the variane estimate is investigatedin unweighted Korobov spaes Hα = Hα,1 (see Setion 5.4.1.)Proposition 5.5. Let A be a defet-free orthogonal array in dimension d with parameters q, t and

λ in N∗ with t < d. If there exists α > 2t+ 1 suh that f and f2 are in Hα, we have
Eµ

[V̂(f,A(π))] = V(f)− 1

n

∑

1≤|u|<t

Vu(f) +O
(
n−(1+ 1

t )
)
.Démonstration. See Appendix 5.FAs a onsequene, onsidering the lassi de�nition of e�etive dimension in the superpositionsense (see e.g. [CMO97℄)De�nition 5.4. The e�etive dimension of f , in the superposition sense, is the smallest dS(f) suhthat ∑

1≤|u|≤dS(f)

Vu(f) ≥ lS(f)V(f)where lS(f) is an arbitrary onstant generally set at 0.99.we have the orollaryCorollary 5.1. Under the assumptions of Proposition 5.5, let dS(f) and lS(f) be de�ned as inDe�nition 5.4. If t ≥ dS, we have
Eµ

[V̂(f,A(π))] = (1− ε

n

)V(f) +O
(
n−(1+ 1

t )
)where 0 ≤ ε ≤ 1− lS(f).Démonstration. Straightforward from Proposition 5.5.In a seond time, sine

Eµ

[V̂u(f,Ku, A(π))
]
=
∑

k∈Ku

Eµ

[∣∣̂k(f,A(π))∣∣2],the analysis of the bias of the parts of variane estimates rests on the following resultProposition 5.6. Let A be a defet-free orthogonal array in dimension d with parameters q, t and
λ in N∗ with t < d. Let u be a non-empty subset of {1, . . . , d} and k ∈ Z∗

u. If there exists α > 2t+ 1suh that f and f2 are in Hα, we have
Eµ

[∣∣̂k(f,A(π))∣∣2] = n− 1

n
|k(f)|2 + 1

n

(V(f) + 0(f)2 −R1 −R2

)
+O

(
n−(1+ 1

t )
)where

R1(q, t, λ,k) =
∑

1≤|v|≤t
u∩v=∅

∑

h∈Z∗
v
(q)

∣∣k+h(f)
∣∣2onsists of terms of order stritly higher than |u|, and

R2(q, t, λ,k) =
∑

1≤|v|≤t
u∩v 6=∅

∑

v′⊆v

(−1)|v|−|v′| ∑

v′′⊆v′

∑

h∈Z∗
v
′′(q)

∣∣k
v
′+h(f)

∣∣2where (kv′)i = 0 if i ∈ v′, and (kv′)i = ki otherwise.Démonstration. See Appendix 5.G



92 CHAPITRE 5. NOUVELLE INTRODUCTION AUX MÉTHODES FAST ET RBDWe onlude that estimators in RBD are asymptotially unbiased in unweighted Korobov spaessine
Eµ

[V̂(f,A(π))] = V (f) +
B1

n
+ o(n−1)

Eµ

[∣∣̂k(f,A(π))∣∣2] = |k|2 + B2

n
+ o(n−1)where B1 ≤ V(f) and B2 ≤ V(f) + 0(f)2, and more generally

Eµ

[V̂u(f,Ku, A(π))
]
= Vu(f) +

B3

n
+ εtrunc(Ku) + o(n−1)where B3 ≤ |Ku|(V(f) + 0(f)2) and

εtrunc(Ku) =
∑

k∈Z∗
u
\Ku

|k(f)|2is for instane of order O(M |u|−α) if Ku = Z∗
u(M). Nevertheless, we propose a orretion method toredue a part of these biases.Appliation to bias orretionWe do not propose any bias orretion for the variane estimates sine in pratie the bias of thelatter is generally negligible. So, we are only interested in the bias of the parts of variane estimatesV̂u(M) = V̂u

(
f,Z∗

u(M), A(π)
)

, 1 ≤ M ≤ qV̂u(Ku) = V̂u

(
f,Ku, A(π)

)
, Ku ⊆ Z∗

u(q)under the assumptions of Proposition 5.6. In pratie, the trunation parameter M , as well as theterm |Ku|1/|u|, is of order 5 or higher, and is generally less than 15. For onveniene, we now simplydenote R1(k) = R1(q, t, λ,k) and R1(K) =
∑

k∈K R1(q, t, λ,k).Example 1 (t = 1, |u| = 1) Let 1 ≤ i ≤ d and k ∈ Z∗
{i}, we have

Eµ

[∣∣̂k(f,A(π))∣∣2] = |k(f)|2 + 1

n
V∼i(f)−

1

n
R1(k) +O

(
n−2

) (5.44)where V∼i(f) = V(f)−Vi(f). Consequently, for any integer M ≤ q, the estimator V̂i(M) satis�es
Eµ

[V̂i(M)
]
=

n− (M − 1)

n
Vi(f) +

M − 1

n
V(f)− 1

n
R1

(
Z∗
{i}(M)

)
+O(M1−α) + (M − 1)O

(
n−2

)and should be orreted as followsV̂c

i (M) =
n

n− (M − 1)
V̂i(M)− M − 1

n− (M − 1)
V̂(f,A(π)).Proeeding in this way, the remaining bias is

1

n− (M − 1)

[
nO
(
M1−α

)
+ (M − 1)O

(
n−1

)
−R1

(
Z∗
i (M)

)]where R1(Z∗
i (M)) ≤∑j 6=iVij(f). Note that (5.44) was partially guessed by Xu & Gertner in [XG11b℄(see (44) in their paper) and the bias orretion is the same as suggested by Plishke in [Pli10℄ andproposed by Tissot & Prieur in [TP12a℄. More generally, let K{i} be a �nite subset of Z∗

{i}(q) ; theestimator V̂i(K{i}) should be orreted as followsV̂c

i (K{i}) =
n

n− |K{i}|
V̂i(K{i})−

|K{i}|
n− |K{i}|

V̂(f,A(π)).



5.4. ERROR ANALYSIS 93Example 2 (t = 1, |u| = 2) This example may be onsidered as a problemati ase sine |u| > t.Let 1 ≤ i < j ≤ d and k ∈ Z∗
{i,j}, we have

Eµ

[∣∣̂k(f,A(π))∣∣2] = n+ 1

n
|k(f)|2 + 1

n

(V(f) + 0(f)2)+O
(
n−2

)
− 1

n

(
R1(k) +R3(k)

)where
R3(k) =

1

n

(
|k{i}

(f)|2 + |k{j}
(f)|2 +

∑

h∈Z∗
{i}

(q)

|k{i}+h(f)|2 +
∑

h∈Z∗
{j}

(q)

|k{j}+h(f)|2
)
.Then for any integer M ≤ q, the estimator V̂ij(M) satis�es

Eµ

[V̂ij(M)
]

=
n+ 1

n
Vij(f) +

(M − 1)2

n

(V(f) + 0(f)2)+O(M2−α) + (M − 1)2O
(
n−2

)

− 1

n

(
R1

(
Z∗
{i,j}(M)

)
+R3

(
Z∗
{i,j}(M)

))and should be orreted as followsV̂c

ij(M) =
n

n+ 1
V̂ij(M)− (M − 1)2

n+ 1

(V̂(f,A(π))+ ̂0(f,A(π))2)).Proeeding in this way, the remaining bias is
1

n+ 1

[
nO
(
M2−α

)
+ (M − 1)2O

(
n−1

)
−R1

(
Z∗
{i,j}(M)

)
−R3

(
Z∗
{i,j}(M)

)]where R1(Z∗
{i,j}(M)) ≤∑l 6=i,j Vijl(f) and R3(Z∗

{i,j}(M)) ≤ (M −1)(Vi(f)+Vj(f)+2Vij(f)). Moregenerally, let K{i,j} be a �nite subset of Z∗
{i,j}(q) ; the estimator V̂ij(K{i,j}) should be orreted asfollows V̂c

ij(K{i,j}) =
n

n+ 1
V̂ij(K{i,j})−

|K{i,j}|
n+ 1

(V̂(f,A(π))+ ̂0(f,A(π))2)).Example 3 (t = 2, |u| = 1) Let 1 ≤ i ≤ d and k ∈ Z∗
{i}, we have

Eµ

[∣∣̂k(f,A(π))∣∣2] = |k(f)|2 + 1

n
V∼II(f)−

d− 1

n
Vi(f)−

1

n
R′

1(k) +O
(
n−3/2

)where V∼II(f) = V(f)−∑d
j=1 Vj(f)−

∑d
j=1
j 6=i

Vij(f) and
R′

1(k) =
∑

|v|=2
u∩v=∅

∑

h∈Z∗
v
(q)

∣∣k+h(f)
∣∣2.Consequently, for any integer M ≤ q, the estimator V̂i(M) satis�es

Eµ

[V̂i(M)
]
=

n− (d− 1)(M − 1)

n
Vi(f)+

M − 1

n
V∼II(f)−

1

n
R1

(
Z∗
{i}(M)

)
+O
(
M1−α

)
+(M−1)O

(
n−3/2

)where
R′

1(Z
∗
{i}(M)) ≤

∑

j<k
j,k 6=i

Vijk(f).In this ase a bias orretion ould be performed on the term V∼II(f), but this is quite intriate� a linear system inversion is needed and the variane of the orreted estimator ould signi�antlyinrease � and we prefer to keep the basi estimator without bias orretion. Proeeding in this way,the bias is
Bi = λVi(f) +

λ

d− 1
V∼II(f)−

λ

(d− 1)(M − 1)
R1

(
Z∗
{i}(M)

)
+O

(
M1−α

)
+ (M − 1)O

(
n−3/2

)
.where λ = (d − 1)(M − 1)/n should be small in pratie. More generally, let K{i} be a �nite subsetof Z∗

{i}(q) ; the estimator V̂i(K{i}) should be kept without bias orretion.



94 CHAPITRE 5. NOUVELLE INTRODUCTION AUX MÉTHODES FAST ET RBDExample 4 (t = 2, |u| = 2) Let 1 ≤ i < j ≤ d and k ∈ Z∗
{i,j}, we have

Eµ

[∣∣̂k(f,A(π))∣∣2] = |k(f)|2 + 1

n
V∼ij(f)−

1

n
R1(k)−

1

n
R3(k) + O

(
n−3/2

)where V∼ij(f) = V(f)−Vi(f)−Vj(f)−Vij(f), and
R3(k) =

d∑

l=1
l/∈{i,j}

∑

h∈Z∗
{l}

(q)

(
|k{i}+h(f)|2 + |k{j}+h(f)|2 − 2|k+h(f)|2

+
∑

h′∈Z∗
{i}

(q)

|k{i}+h+h′(f)|2 +
∑

h′∈Z∗
{j}

(q)

|k{j}+h+h′(f)|2
)
.Then for any integer M ≤ q, the estimator V̂ij(M) satis�es

Eµ

[V̂ij(M)
]

=
n− (M − 1)2

n
Vij(f) +

(M − 1)2

n

(V(f)−Vi(f)−Vj(f)
)

− 1

n
R1

(
Z∗
{i,j}(M)

)
− 1

n
R3

(
Z∗
{i,j}(M)

)
+ (M − 1)2O

(
n−3/2

)
+O(M2−α).and should be orreted as followsV̂c

ij(M) =
1

n− (M − 1)2

(
nV̂ij(M)− (M − 1)2

(V̂(f,A(π))− V̂i(M)− V̂j(M)
))

.Proeeding in this way, the remaining bias is
1

n− (M − 1)2

[
−R1

(
Z∗
{i,j}(M)

)
−R3

(
Z∗
{i,j}(M)

)
+(M−1)2O

(
n−1/2

)
+nO

(
M2−α

)
+(M−1)2

(
Bi+Bj

)]where
R1(Z

∗
{i}(M)) ≤

∑

k/∈{i,j}
Vijk(f) +

∑

k<l
{k,l}∩{i,j}6=∅

Vijkl(f)

R3(Z
∗
{i}(M)) ≤

∑

k/∈{i,j}

(
2(M − 2)Vijk(f) + (M − 1)Vik(f) + (M − 1)Vjk(f)

)and where the Bi's are the remaining bias in Example 3. More generally, let K{i,j} be a �nite subsetof Z∗
{i,j}(q) ; the estimators V̂ij(K{i,j}) should be orreted as followsV̂c

ij(K{i,j}) =
1

n− |K{i,j}|

(
nV̂ij(K{i,j})− |K{i,j}|

(V̂(f,A(π))− V̂i(K{i})− V̂j(K{j})
))

.In the sequel, we denote Ŝcu(f,K,A(π)
) the index V̂c

u

(
f,K,A(π)

)
/V̂(f,A(π)).5.5 Numerial illustrationsIn this setion, we apply the bias orretion method of Setion 5.4.2. on the �rst and the seond-order sensitivity indies omputed with RBD when the model is the Sobol' g-funtion (see [Sob03℄)

f(X1, . . . , Xd) =

d∏

i=1

|4Xi − 2|+ ai
1 + ai



5.5. NUMERICAL ILLUSTRATIONS 95where the ai's are non-negative parameters and the Xi's are independent random variables uniformlydistributed in [0, 1]. Note that for any k ∈ Zdk(f) =  0 if ∃i ∈ {1, . . . , d} | ki 6= 0 and ki is even
∏

i | ki 6=0

4π−2(1 + ai)
−1

∏

i | ki 6=0

k2i
otherwise.We onsider a test-ase with d = 6 and a = (0, 0, 1, 1, 9, 9). Exat values of the sensitivity indiesare known ; we have S1(f) = S2(f) = 0.303, S3(f) = S4(f) = 0.076, S12 = 0.101,S13(f) = S14(f) =S23(f) = S24(f) = 0.025, S34 = 0.006 and the other indies are less than 5.10−3. In eah illustration,we show boxplots of 100 estimates omputed on a randomized array A(π) � see Setion 5.4.2. � ofa ertain orthogonal array A. In these boxplots, the red entral mark is the median ; the box has itslower and upper edges at the 25th perentile q and the 75th perentile Q, respetively ; the whiskersextend between q− 1.5(Q− q) and Q+1.5(Q− q) ; the red rosses are outliers and blue asterisks areexat values. Two arrays A are tested. The �rst one, denoted A1,n, is an orthogonal array with indexunity, strength 1 and q levels � and then n = q �; it orresponds with the lassi RBD method andits onstrution is obvious. The seond one, denoted A2,n is an orthogonal array with index unity,strength 2 and q levels, where q is a prime � and then n = q2. This array is obtained by using Bose'sonstrution (see [Bos38℄).
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(b) n = 1681Figure 5.3 � Boxplots of the �rst-order sensitivity indies estimates. For eah sensitivity index, S1,
S2,. . . , S6, from the left to the right are Ŝi(R1f,Z{i},12, A2(π)

) (strength 2 orthogonal array, with-out bias orretion), Ŝi(R1f,Z{i},12, A1(π)
) (strength 1 orthogonal array, without bias orretion),Ŝci(R1f,Z{i},12, A1(π)

) (strength 1 orthogonal array, with bias orretion), respetively.



96 CHAPITRE 5. NOUVELLE INTRODUCTION AUX MÉTHODES FAST ET RBDFigure 5.3 shows boxplots of the �rst-order sensitivity indies estimates when the orthogonal array
A is A1,529, A2,529, A1,1681 and A2,1681, with and without bias orretion. We see obviously that
A2 leads to better estimates than A1 in term of variane. We also notie that the bias orretionperformed, when A1 is used, is e�ient ; and the estimates, when A2 is used, are almost without anybias.Figure 5.4 shows boxplots of six of the �fteen seond-order sensitivity estimates when the orthogo-nal array A is A1,1681, A2,1681, A1,3481 and A2,3481, with and without bias orretion. One more time,
A2 leads to better estimates than A1 in term of variane, and the bias orretion methods performwell.
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(b) n = 3481Figure 5.4 � Boxplots of the seond-order sensitivity indies estimates. For eah sensitivity index,
S12, S13,. . . , S56, from the left to the right are Ŝij(R1f,Z{i,j},12, A2,n(π)

) (strength 2 orthogo-nal array, without bias orretion), Ŝcij(R1f,Z{i,j},12, A2,n(π)
) (strength 2 orthogonal array, withbias orretion), Ŝij(R1f,Z{i,j},12, A1,n(π)

) (strength 1 orthogonal array, without bias orretion),Ŝcij(R1f,Z{i,j},12, A1,n(π)
) (strength 1 orthogonal array, with bias orretion), respetively.5.6 ConlusionsIn this paper we revisited the variane-based sensitivity methods, FAST and RBD, by linking themto ommonly used methods in numerial integration �eld. They are introdued in light of the DFTon �nite subgroups of the torus and the use of randomized orthogonal arrays for integration. First weexplained the lassi FAST in terms of trigonometri interpolation and we introdued a new riterionto hoose the set of frequenies free of interferenes. We also derived, from the lattie rules theory,expliit rates of onvergene for the estimators of the �rst and seond-order partial varianes, and thetotal variane. In a seond time, we explained the lassi RBD in terms of integration on a randomizedorthogonal array with strength 1, and naturally generalized this method to any orthogonal array. We



5.A. PROOF OF PROPOSITION 5.2 97then studied the well-known issue due to the bias and proposed a orretion method in the mostommon ases. Further work will onsist in investigating the variane of the estimators in RBD inorder to propose a bias-variane trade-o�. As far as we know, apart from the appliation of shrinkagedue to Tarantola & Koda [TK10℄, this issue related to the variane is not studied muh. It will alsoonsist in applying the FAST method by following Proposition 5.4 and employing embedded lattierules (see [CKN06℄).AknowledgmentsThe authors thank Hervé Monod for valuable disussions. This work has been partially supportedby Frenh National Researh Ageny (ANR) through COSINUS program (projet COSTA-BRAVAn◦ ANR-09-COSI-015).5.A Proof of Proposition 5.2On the one hand, noting that for all x ∈ R,
arcsin

(
sin(x)

)
= arcsin

(
sin
(
2π
{ x

2π

}))
=





2π
{

x
2π

} if 0 ≤
{

x
2π

}
< 1

4
π − 2π

{
x
2π

} if 1
4 ≤

{
x
2π

}
< 3

4
2π
{

x
2π

}
− 2π otherwise, (5.45)we get that for any i ∈ {1, . . . d} and j ∈ {0, . . . , n− 1},

x∗
i

( j
n

)
=

1

π
arcsin

(
sin
(
2πωi

j

n
+ ϕi

))
+

1

2
= r1 ◦ tϕi

({ j

n
ωi

})
. (5.46)Thus we have

f ◦ x∗
( j
n

)
= (Tϕ ◦ R1)f

({ j

n
ω1

}
, . . . ,

{ j

n
ωd

})
, (5.47)and we easily dedue that for all k ∈ Zd,

∣∣̂k·ω(f ◦ x∗)
∣∣ =

∣∣̂k((Tϕ ◦ R1)f,G(ω)
)∣∣. (5.48)Finally we obtain that for any non-empty set u ⊆ {1, . . . , d} and any �nite set Ku ⊆ Z∗

uV̂FASTu (f,Ku,x
∗) = V̂u

(
(Tϕ ◦ R1)f,Ku, G(ω)

)
. (5.49)Realling that V̂FAST(f,x∗) = V̂(f, {x∗( j

n )}j=0..n−1), (5.47) obviously leads toV̂FAST(f,x∗) = V̂((Tϕ ◦ R1)f,G(ω)
)
. (5.50)We onlude to (5.33) by ombining (5.49) and (5.50).On the other hand, we also dedue from (5.45) that for any i ∈ {1, . . . d} and j ∈ {0, . . . , n− 1},

x×
i

( j
n

)
=

1

π
arcsin

(
sin
(
2πω

σi(j)

n

))
+

1

2
= rω ◦ t (1−ω)π

2ω

(σi(j)

n

)
.Thus we have

f ◦ x×
( j
n

)
= (Tω̃ ◦ Rω)f

(σ1(j)

n
, . . . ,

σd(j)

n

)
, (5.51)and we easily dedue that for all i ∈ {1, . . . , d} and ki ∈ Z,̂kiω(f ◦ x×,i) = ̂(0,...,0,kiω,0,...,0)

(
(Tω̃ ◦ Rω)f,A(σ)

)
.Finally we obtain that for any non-empty i ∈ {1, . . . , d} and any �nite set K{i} ⊆ Z∗

{i}V̂RBDi (f,K{i},x
×) = V̂i

(
(Tω̃ ◦ Rω)f, ωK{i}, A(σ)

)
. (5.52)Realling that V̂RBD(f,x×) = V̂(f, {x×( j

n )}j=0..n−1), (5.51) obviously leads toV̂RBD(f,x×) = V̂((Tω̃ ◦ Rω)f,A(σ)
)
. (5.53)We onlude to (5.34) by ombining (5.52) and (5.53).



98 CHAPITRE 5. NOUVELLE INTRODUCTION AUX MÉTHODES FAST ET RBD5.B Further issue : in�uene of the parameter ω in the lassiRBDIn the proof of Proposition 5.2, it is easy to show that Eqs. (5.46) to (5.50) an be suessivelyreplaed by
x×
i

( j
n

)
= r1

({
ω
σi(j)

n

})
,

f ◦ x×
( j
n

)
= R1f

({
ω
σ1(j)

n

}
, . . . ,

{
ω
σd(j)

n

})
,̂kiω(f ◦ x×,i) = ̂(0,...,0,ki,0,...,0)

(
R1f,

{
ωA(σ)

})
,V̂RBDi (f,K{i},x

×) = V̂i

(
R1f,K{i},

{
ωA(σ)

})and V̂RBD(f,x×) = V̂(R1f,
{
ωA(σ)

})where {
ωA(σ)

}
=

{({
ω
σ1(j)

n

}
, . . . ,

{
ω
σd(j)

n

})
, j ∈ {0, . . . , n− 1}

}
.Consequently, (5.34) an be replaed byŜRBDi (f,K{i},x

×) = Ŝi(R1f,K{i},
{
ωA(σ)

})
, (5.54)and it means that ω has an in�uene on the estimator through the orthogonal array on whih thefuntion R1f is evaluated.Now following the De�nition 5.2 in Setion 5.4.2., note that if A is an orthogonal array with q levels

{0, 1q , . . . ,
q−1
q }, strength t and index λ � and denote n = λqt its ardinal �, then for any p ∈ N∗,

{pA} is an orthogonal array with q′ = q/gcd(p, q) levels {0, 1
q′ , . . . ,

q′−1
q′ }, strength t′ larger or equalto t, and index λ′ = n/(q′t′). Indeed, onsider {0, 1q , . . . , q−1

q } as the yli group Z/qZ and note thatthe homomorphism
Φ : Z/qZ −→ Z/qZ

z 7−→ pzis surjetive on Z/q′Z, where q′ = q/gcd(p, q). Consequently, it is easy to dedue that {pA} has q′levels and has at least strength t.As a onsequene, in the lassi RBD, if ω is relatively prime with the number of levels of theorthogonal array A(σ) � reall that it is |A(σ)|/2 if A(σ) is even and |A(σ)| otherwise �, then themethod is exatly equivalent to the basi one with ω = 1. On the ontrary, if they are not relativelyprime, the orthogonal array on whih R1f is evaluated has fewer levels and at least the same strength.Moreover in this ase, the orthogonal array ould be not simple, i.e. its points are not distint. Thusthe estimator (5.54) has potentially a larger bias and a larger variane.5.C Proof of Lemma 5.1Let X1,. . . , Xd be d independent random variables uniformly distributed on [0, 1] and denote
fu(Xi, i ∈ u), u ⊆ {1, . . . d} the Hoe�ding deomposition of f(X). We �rst prove the result for thelinear operator R1. Let s be a positive integer and Qs be the set of the subset Q of [0, 1[s of theform Q = [q1, q1 +

1
2 [× · · · × [qs, qs +

1
2 [ where qi ∈ {0, 12}. Note that, sine the Lebesgue measure isisometry-invariant, we have for any Q ∈ Qs and any funtion g ∈ L2([0, 1]s),

∫QR1g(x)dx =

∫

[0, 12 [
s

R1g(x)dx .



5.D. PROOF OF (??) IN PROPOSITION 5.3 99Thus it omes
∫

[0,1[s
R1g(x)dx =

∑Q∈Qs

∫QR1g(x)dx

= 2s
∫

[0, 12 [
s

R1g(x)dxand the de�nition of R1 gives
∫

[0,1[s
R1g(x)dx =

∫

[0,1[s
g(x)dx . (5.55)Then noting that for all x ∈ [0, 1[d, (R1g(x))

2 = R1(g(x))
2, we dedue that for all set u ⊆ {1, . . . , d},Var[R1fu(Xi, i ∈ u)

]
= Var[fu(Xi, i ∈ u)

]
. (5.56)We also dedue from (5.55) that for all set u ⊆ {1, . . . , d},

∀β  u, E
[
R1fu(Xi, i ∈ u)|Xi, i ∈ β

]
= E

[
fu(Xi, i ∈ u)|Xi, i ∈ β

]
,and then, by the uniqueness of the Hoe�ding deomposition and the riterion in (5.3),

∀u ⊆ {1, . . . , d}, (R1f)u = R1fu . (5.57)Finally (5.56) and (5.57) lead to the onlusion of Lemma 5.1 for the linear operator R1. The proofof Lemma 5.1 for any Rp with p ∈ N∗ and for the Tϕ's is exatly the same as the previous one. Itonly su�ies to prove that the property in (5.55) hold for any Rp and Tϕ. This property for the
Tϕ's is a onsequene of the translation-invariane of the Lebesgue measure and is omitted here.For the Rp's, note that for all x ∈ [0, 1], rp(x) = r1({px}) and dedue that for all x ∈ [0, 1]s,
Rpg(x) = R1g({px1}, . . . , {pxs}). Hene, noting that Rpg is 1

p -periodi in eah diretion, it omes
∫

[0,1[s
Rpg(x)dx = ps

∫

[0, 1p [
s

Rpg(x)dx

= ps
∫

[0, 1p [
s

R1g(px1, . . . , pxs)dx

=

∫

[0,1[s
g(x)dx .5.D Proof of (5.39) in Proposition 5.3Let ∼ denote the relation suh that for all k, and k′ in Zd,

k ∼ k′ ⇐⇒ k− k′ ∈ G⊥ .This is obviously an equivalene relation and its lasses are of the form
G⊥

k = {k+ h, h ∈ G⊥} .Hene we have
∑

k∈K

∑

h∈G⊥

k+h(f)exp(2iπ(k+ h) · x
)
=
∑

k∈K

∑

h∈G⊥
k

h(f)exp(2iπh · x)Now, under the assumption that G satis�es the riterion (5.37), for all k ∈ K the lasses G⊥
k aredistint. Moreover, it an be shown that

Zd/G⊥ ≃ G∗



100 CHAPITRE 5. NOUVELLE INTRODUCTION AUX MÉTHODES FAST ET RBDwhere G∗ is the dual group of G (see e.g. Paragraph 2.1.2. in [Rud62℄) and as a onsequene, thenumber of lasses � whih is equal to the ardinal of the quotient Zd/G⊥ � is equal to |G∗| = |G| = n.Thus we have ⊔

k∈K

G⊥
k = Zdand we onlude that

∑

k∈K

∑

h∈G⊥

k+h(f)exp(2iπ(k+ h) · x
)
=
∑

k∈Zd

k(f)exp(2iπk · x) .5.E Proof of Proposition 5.4For onveniene we now denote B(α) = B(α, n, d,γ).First for any k ∈ Zd and f ∈ Hα,γ , denote fk : x 7→ f(x)exp(−2iπk ·x) and note that fk ∈ Hα,γ ,0(fk) = k(f) and ̂0(fk, G) = ̂k(f,G). Now we have
∣∣|̂k(f,G)|2 − |k(f)|2∣∣ =

∣∣(̂k(f,G)− k(f))̂k(f,G)− k(f)(k(f)− ̂k(f,G)
)∣∣

≤
∣∣̂k(f,G)− k(f)∣∣ · ∣∣̂k(f,G)

∣∣+
∣∣k(f)∣∣ · ∣∣k(f)− ̂k(f,G)

∣∣
≤ ||fk||Hα,γB(α)

(
2|k(f)|+ ||fk||Hα,γB(α)

)
. (5.58)In partiular, for k = 0, it omes

∣∣|̂0(f,G)|2 − |0(f)|2∣∣ ≤ ||f ||2Hα,γ
B(α)

(
2 + B(α)

)
. (5.59)We now prove the two items of Proposition 5.4. For the �rst one, Note that

∣∣V̂(f,G)−V(f)∣∣ =

∣∣∣∣
1

n

∑

g∈G

f2(g)− |̂0(f,G)|2 −
∫

[0,1]d
f2(x)dx + |0(f)|2∣∣∣∣

≤
∣∣|̂0(f2, G)| − |0(f2)|

∣∣+
∣∣|̂0(f,G)|2 − |0(f)|2∣∣and the onlusion follows from (5.59). For the seond item, (5.58) gives

∣∣V̂u(f,Ku, G)−Vu(f)
∣∣ =

∣∣∣∣
∑

k∈Z∗
u
\Ku

|k(f)|2 − ∑

k∈Ku

(
|k(f)|2 − |̂k(f,G)|2

)∣∣∣∣

≤
∑

k∈Z∗
u
\Ku

||f ||2Hα,γ

r(k, α,γ)
+B(α)2

∑

k∈Ku

||fk||2Hα,γ
+ 2B(α)

∑

k∈Ku

|k(f)| ||fk||Hα,γ , (5.60)and the proof is then divided into two parts :First part. In the seond term in the right-hand side of (5.60), let r(0, α,γ) = 1 and note that
||fk||2Hα,γ

=
∑

h∈Zd

γu
h
6=0

r(h, α,γ)|h(fk)|2 =
∑

h∈Zd

γu
h
6=0

r(h, α,γ)

r(h+ k, α,γ)
r(h+ k, α,γ)|h+k(f)|2 .Then denoting γfrac = maxu,v⊂{1,...,d},γv 6=0 γu/γv, for any k ∈ Ku,

r(h, α,γ)

r(h+ k, α,γ)
≤ γfrac

∏

i∈u

(|ki|+ 1)α (5.61)and thus
||fk||Hα,γ ≤ γfrac

∏

i∈u

(|ki|+ 1)α/2||f ||Hα,γ .



5.E. PROOF OF PROPOSITION 5.4 101To prove (5.61), note that
r(h, α,γ)

r(h + k, α,γ)
= γfrac

∏

i∈u

(
max(1, |hi|)

max(1, |hi + ki|)

)αand prove that for any h, k ∈ Z, we have
max(1, |h|)

max(1, |h+ k|) ≤ |k|+ 1 . (5.62)Indeed, it is obvious if h = 0 or h = −k, otherwise
max(1, |h|)

max(1, |h+ k|) =
|h|

|h+ k| .At last (5.62) is still obvious if h and k have same sign and otherwise,if |h| > |k| then |h/(k+h)| = |h|/(|h|− |k|) dereases with respet to |h|, so |h/(k+h)| ≤ |k|+1if if |h| < [k| then |h/(k+h)| = |h|/(|k|−|h|) inreases with respet to |h|, so |h/(k+h)| ≤ |k|−1.Seond part. In the �rst term in the right-hand side of (5.60), denote Kc
u+ = (Z∗

u \ Ku) ∩ Zd
+,

Iu = [1, β
1/|u|
u ] ∩ Z. Then for any set v  u, de�ne

Qu,v =
{
k ∈ Kc

u+, ∀i ∈ v, ki ∈ Iu and ∀i ∈ u \ v, ki /∈ Iu

}and note that
Kc

u+ =
⊔

v u

Qu,v.Hene denoting γmax = maxu⊂{1,...,d} γu, it omes
∑

k∈Z∗
u
\Ku

1

r(k, α,γ)
≤ 2|u|γmax

∑

k∈Kc
u+

∏

i∈u

k−α
i

≤ 2|u|γmax

∑

v u

( ∑

k∈Qu,v

∏

i∈u

k−α
i

)and it leads to the proof of (5.42) and (5.43). If u = {i},the proof is easy sine we have
∑

k∈Q{i},∅

k−α
i =

+∞∑

k=⌊β{i}+1⌋
k−α

=

⌊β{i}⌋∑

j=0

+∞∑

k=1

(k⌊β{i} + 1⌋+ j)−α

≤
⌊β{i}⌋∑

j=0

+∞∑

k=1

(k⌊β{i} + 1⌋)−α

≤ ζ(α)β1−α
{i} (5.63)and the onlusion for (5.42) follows. If u = {i, j}, as in (5.63) it is easy to obtain

∑

k∈Q{i,j},∅

k−α
i k−α

j ≤ ζ(α)2

βα−1
{i,j}

. (5.64)And if v = {i} or {j}, in view of (5.63) we have
∑

k∈Q{i,j},v

k−α
i k−α

j =

⌊β1/2

{i,j}
⌋∑

ki=1

+∞∑

kj=β{i,j}/ki

k−α
i k−α

j

≤
⌊β1/2

{i,j}
⌋∑

ki=1

ζ(α)

βα−1
{i,j}

k−1
i .



102 CHAPITRE 5. NOUVELLE INTRODUCTION AUX MÉTHODES FAST ET RBDThen note that the harmoni number ∑M
k=1 k

−1 is bounded by log(M) + 1 and dedue
∑

k∈Q{i,j},v

k−α
i k−α

j ≤ ζ(α)

βα−1
{i,j}

(log(β1/2
{i,j}) + 1

)
. (5.65)Finally, (5.64) and (5.65) gives the onlusion for (5.43)

∑

k∈Z∗
{i,j}

\K{i,j}

1

r(k, α,γ)
≤

4γmax

[
ζ(α)2 + 2ζ(α)

(log(β1/2
{i,j}) + 1

)]

βα−1
{i,j}

.5.F Proof of Proposition 5.5The proof is divided into three parts.First part. If f ∈ Hα then for any k ∈ Zd ∩ (− q
2 ,

q
2 ]

d,
|̂k(f)| = |k(f)|+O(q−α/2) (5.66)and onsequently

|̂k(f)|2 = |k(f)|2 +O(q−α/2) . (5.67)Indeed, Poisson summation formula gives
|̂k(f)| − |k(f)| ≤ ∑

u⊆{1,...,d}
u6=∅

∑

h∈Z∗
u

|k+qh(f)|and for any non-empty subset u ⊆ {1, . . . , d}, we have
∑

h∈Z∗
u

|k+qh(f)| ≤ ||f ||Hα

∑

h∈Z∗
u

∏

i∈u

|ki + qhi|−α/2

≤ 2|u|||f ||Hα

+∞∑

h1=1

· · ·
+∞∑

h|u|=1

∏

i∈u

∣∣∣qhi −
q

2

∣∣∣
−α/2

≤ q−|u|α/22|u|(1+α/2)||f ||Hα

+∞∑

h1=1

· · ·
+∞∑

h|u|=1

∏

i∈u

|2hi − 1|−α/2

≤ q−|u|α/22|u|(1+α/2)ζ
(α
2

)|u|
||f ||Hα .Seond part. Reall that {0, 1q , . . . q−1

q }d is denoted by D(q). First we have
Eµ

[̂0(f,A(π))] =
1

|Π|
∑

π∈Π

(
1

n

n∑

i=1

f
(
(A(π))i1, . . . , (A(π))id

))

=
1

n

n∑

i=1

(
1

|Π|
∑

π∈Π

f
(
(A(π))i1, . . . , (A(π))id

))

=
1

n

n∑

i=1

(
1

qd

∑

x∈D(q)

f(x)

)

=
1

qd

∑

x∈D(q)

f(x) .
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Eµ

[V̂(f,A(π))] = Eµ

[̂0(f2, A(π)
)
− ̂0(f,A(π))2]

= Eµ

[̂0(f2, A(π)
)]

− Eµ

[̂0(f,A(π))]2 −Varµ[̂0(f,A(π))]
=

1

qd

∑

x∈D(q)

f(x)2 −
(

1

qd

∑

x∈D(q)

f(x)

)2

−Varµ[̂0(f,A(π))]
= V(f) + ̂0(f2)− 0(f2) + 0(f)2 − ̂0(f)2 −Varµ[̂0(f,A(π))]. (5.68)We onlude from (5.66) and (5.67)

Eµ

[V̂(f,A(π))] = V(f)−Varµ[̂0(f,A(π))]+O
(
q−α/2

)
. (5.69)Third part. From Theorem 5.2, we haveVarµ[̂0(f,A(π))] =

1

n

∑

|u|≥1

∑

k∈Z∗
u
(q)

∣∣̂k(f)∣∣2 − 1

n

∑

1≤|u|≤t

∑

k∈Z∗
u
(q)

∣∣̂k(f)∣∣2
+

1

n2

∑

|v|>t

(
− n+

|v|∑

r=0

B(v, r)(1 − q)r−|v|
) ∑

k∈Z∗
v
(q)

∣∣̂k(f)∣∣2 . (5.70)And we now detail the three terms on the right-hand side of (5.70) :i) the �rst term is
1

n
V̂(f,D(q)) =

1

n

(
1

qd

∑

x∈D(q)

f(x)2 −
(

1

qd

∑

x∈D(q)

f(x)

)2)and is equal to 1
n

(V(f) + O(q−α/2)
) (see (5.68) and (5.69)).ii) the seond term an be rewritten

− 1

n

∑

1≤|u|≤t

(Vu(f) + εinteg(u) + εtrunc(u)
)where, from (5.67), we have

1

n
εinteg(u) =

1

n

∑

k∈Z∗
u
(q)

(∣∣̂k(f)∣∣2 − ∣∣k(f)∣∣2)
≤ 1

n
(q − 1)|u|O(q−α/2)

≤ q−tqtO(q−α/2)

= O(q−α/2)and letting for any v ⊆ u,
Q′

u,v = {k ∈ Z∗
u, ∀i ∈ v, 1 ≤ ki ≤

q

2
, ∀i ∈ u \ v, ki ≥

q

2
}
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1

n
εtrunc(u) =

1

n

∑

k∈Z∗
u
\Z∗

u
(q)

∣∣k(f)∣∣2
≤ 2|u|

n
||f ||2Hα

∑

v u

∑

k∈Q′
u,v

∏

i∈u

k−α
i

≤ 2|u|

n
||f ||2Hα

∑

v u

( q
2

)|v|(∑

k≥ q
2

k−α

)|u|−|v|

≤ 2|u|

n
||f ||2Hα

∑

v u

( q
2

)|v|(
ζ(α)

( q
2

)1−α
)|u|−|v|

≤
(
2ζ(α)

)|u|

n
||f ||2Hα

∑

v u

(q
2

)|u|−1(q
2

)1−α

≤
(
2ζ(α)

)|u|

λqt
||f ||2Hα

(2|u| − 1)
(q
2

)t−α

= O(q−α),iii) for the third term, note that, sine A is defet-free, for all v > t, B(v, |v|) = n and for all
i ≥ 1, B(v, t+ i) = 0. Then it omes

1

n2

∑

|v|>t

(
− n+

|v|∑

r=0

B(v, r)(1 − q)r−|v|
) ∑

k∈Z∗
v
(q)

∣∣̂k(f)∣∣2
≤ 1

n2

∑

|v|>t

t∑

r=0

B(v, r)(q − 1)r−|v| ∑

k∈Z∗
v
(q)

(∣∣k(f)∣∣2 +O
(
q−α/2

))

≤ 1

n2

∑

|v|>t

t∑

r=0

B(v, r)(q − 1)r−|v|
(
O(1) +O

(
q|v|−α/2

))

≤ 1

n2

∑

|v|>t

t∑

r=0

B(v, r)(q − 1)r
(
O(q−|v|) +O

(
q−α/2

))

≤ O
(
q−min(t+1,α/2)

) 1

n2

∑

|v|>t

t∑

r=0

B(v, r)(q − 1)r

≤ O
(
q−min(t+1,α/2)

) (5.71)sine for all r ≤ t < |v|, B(v, r) ≤
(|v|

r

)
n2q−r. Indeed, onsider

B′(v, r) =
n∑

i=1

n∑

j=1

1|{l∈v, Ail=Ajl}|≥r ,we have B(v, r) ≤ B′(v, r) and it easy to prove that
B′(v, t) = B(v, t) =

(|v|
t

)
n(nq−t − 1)and to dedue that for all r < t

B′(v, r) ≤
(|v|

r

)
n(nq−r − 1) .The onlusion follows.



5.G. PROOF OF PROPOSITION 5.6 1055.G Proof of Proposition 5.6The proof is divided into three parts.First part. For any omplex-valued random variable Z, de�neVar[Z] = E
[∣∣Z − E[Z]

∣∣2
]

= E
[
|Z|2

]
−
∣∣E[Z]

∣∣2.Hene, note that Eµ

[̂k(f,A(π))] = ̂k(f) and dedue
Eµ

[∣∣̂k(f,A(π))∣∣2] =
∣∣∣Eµ

[̂k(f,A(π))]∣∣∣2 +Varµ[̂k(f,A(π))]
=

∣∣̂k(f)∣∣2 +Varµ[̂k(f,A(π))]
=

∣∣k(f)∣∣2 +Varµ[̂k(f,A(π))]+O
(
q−α/2

)where, from Theorem 5.2, we haveVarµ[̂k(f,A(π))] =
1

n

∑

|v|≥1

∑

h∈Z∗
v
(q)

∣∣̂k+h(f)
∣∣2 − 1

n

∑

1≤|v|≤t

∑

h∈Z∗
v
(q)

∣∣̂k+h(f)
∣∣2

+
1

n2

∑

|v|>t

(
− n+

|v|∑

r=0

B(v, r)(1 − q)r−|v|
) ∑

h∈Z∗
v
(q)

∣∣̂k+h(f)
∣∣2. (5.72)Denote T1, T2 and T3 the three suessive terms on the right-hand side of (5.72). T3 is given by (5.71)in the proof of Proposition 5.6, and both the other terms are studied in the next parts.Seond part (details for T1). Note that for any u ⊆ {1, . . . , d} and any k ∈ Zu,

∑

h∈Zu(q)

∣∣̂k+h(f)
∣∣2 =

∑

h∈Zu(q)

∣∣̂h(f)∣∣2. (5.73)Indeed, onsider
Φk : Zu(q) −→ Zu(q)

h 7−→ h′where for all i /∈ u, h′
i = 0, and for i ∈ u, h′

i is the remainder in (− q
2 ,

q
2 ] of the division of hi + ki by

q. Then, note that
∀h ∈ Zu(q), ∃l0 ∈ Zu, k+ h = Φk(h) + ql0 .Hene, by Poisson summation formula, we havêΦk(h)(f) =

∑

l∈Zd

Φk(h)+ql(f)

=
∑

l∈Zd

k+h+q(l−l0)(f)

= ̂k+h(f).



106 CHAPITRE 5. NOUVELLE INTRODUCTION AUX MÉTHODES FAST ET RBDFinally, noting that Φk is bijetive, we onlude to (5.73). Then it omes
T1 =

1

n

∑

|v|≥1

∑

h∈Z∗
v
(q)

∣∣̂k+h(f)
∣∣2

=
1

n

( ∑

h∈Z{1,...,d}(q)

∣∣̂k+h(f)
∣∣2 −

∣∣̂k(f)∣∣2)
=

1

n

( ∑

h∈Z{1,...,d}(q)

∣∣̂h(f)∣∣2 − ∣∣̂k(f)∣∣2)
=

1

n

(V̂(f,D(q)) + ̂0(f)2 − ∣∣̂k(f)∣∣2)
=

1

n

(V(f) + 0(f)2 − ∣∣k(f)∣∣2)+O
(
q−α/2−t

)
.Third part (details for T2). We have

T2 = − 1

n

∑

1≤|v|≤t

∑

h∈Z∗
v
(q)

∣∣̂k+h(f)
∣∣2

= − 1

n

∑

1≤|v|≤t
u∩v=∅

∑

h∈Z∗
v
(q)

(∣∣k+h(f)
∣∣2 +O

(
q−α/2

))
− 1

n

∑

1≤|v|≤t
u∩v 6=∅

∑

h∈Z∗
v
(q)

∣∣̂k+h(f)
∣∣2

= − 1

n

∑

1≤|v|≤t
u∩v=∅

∑

h∈Z∗
v
(q)

∣∣k+h(f)
∣∣2 − 1

n

∑

1≤|v|≤t
u∩v 6=∅

∑

h∈Z∗
v
(q)

∣∣̂k+h(f)
∣∣2 +O(q−α/2) .The �rst term on the right-hand side is −R1(q, t, λ,k)/n in Proposition 5.7. The seond one, thatwe denote R′

2(q, tλ,k), onsists of the sum of −R2(q, t, λ,k)/n and an error term of order O(q−α/2
).Indeed, by an appliation of the Möbius inversion formula (see e.g. [Sta12℄), we have

R′
2(q, tλ,k) = − 1

n

∑

1≤|v|≤t
u∩v 6=∅

∑

v′⊆v

(−1)|v|−|v′| ∑

h∈Z
v
′(q)

∣∣̂k+h(f)
∣∣2 .Now note that (5.73) an be generalized as follows

∀k ∈ Zd,
∑

h∈Zu(q)

∣∣̂k+h(f)
∣∣2 =

∑

h∈Zu(q)

∣∣̂ku+h(f)
∣∣2where we reall that (ku)i = 0 if i ∈ u, and (ku)i = ki otherwise. Then it omes

R′
2(q, tλ,k) = − 1

n

∑

1≤|v|≤t
u∩v 6=∅

∑

v′⊆v

(−1)|v|−|v′| ∑

h∈Z
v
′(q)

∣∣̂k
v
′+h(f)

∣∣2

= − 1

n

∑

1≤|v|≤t
u∩v 6=∅

∑

v′⊆v

(−1)|v|−|v′| ∑

v′′⊆v′

∑

h∈Z∗
v
′′(q)

∣∣̂k
v
′+h(f)

∣∣2

= O
(
q−α/2

)
− 1

n

∑

1≤|v|≤t
u∩v 6=∅

∑

v′⊆v

(−1)|v|−|v′| ∑

v′′⊆v′

∑

h∈Z∗
v
′′(q)

∣∣k
v
′+h(f)

∣∣2 .



Chapitre 6Calul des indies de Sobol' enombinant estimateurs Monte Carloet hyperubes latinsDans e hapitre, nous proposons de ombiner l'estimateur de la méthode de Sobol' ave des plansd'expérienes partiuliers a�n de rendre le oût de ette méthode indépendant de la dimension d de lafontion étudiée. Les plans d'expérienes onsidérés sont des hyperubes latins répliqués [MK95℄ etleurs versions généralisées à des tableaux orthogonaux de fore quelonque. À l'aide de ette tehnique,pour tout k ≤ d, il devient possible d'estimer tous les indies de Sobol' desendants d'ordre k à l'aidede seulement 2 éhantillons. Ce hapitre a fait l'objet d'une soumission dans la revue Tehnometris[TP12b℄.6.1 Introdution and notationSobol' indies are quantities de�ned by normalizing parts of variane in an ANOVA deomposi-tion. They allow to quantify the relative importane of input fators of a funtion over their entirerange of values. They essentially onsist of integrals and as a onsequene, their omputation anbeome rapidly expensive when the number of fators inreases. Many tehniques have been devel-oped to estimate these indies inluding Fast Amplitude Sensitivity Test (FAST) [CLS78, STC99℄ andRandom Balane Design (RBD) [TGM06℄ � for a reent survey see [TP12℄ �, polynomial haosexpansion-based estimators [Sud08, BS10℄ and the Sobol' Pik-freeze (SPF) sheme [Sob93℄ (see also[SRA+08℄ for a review).Let f be a real square integrable funtion de�ned on the unit hyperube [0, 1]d andX = (X1, . . . , Xd)a random vetor with independent omponents uniformly distributed on [0, 1]. We onsider the realrandom variable Y = f(X). Note that this framework an be generalized to independent arbi-trary marginal distributions (Xi)i=1..d by using the inverse transformation method. Then for any
u ⊆ {1, . . . , d}, denote Xu the random vetor with omponents Xi, i ∈ u. The ANOVA deomposi-tion [Hoe48, ES81℄ states that Y = f(X) an be uniquely deomposed into summands of inreasingdimensions

f(X) =
∑

u⊆{1,...,d}
fu(Xu) (6.1)where f∅ = E[Y ] and the other omponents have mean zero and are mutually unorrelated. Inpartiular, the sum of funtions

f∅ + f1(X1) + f2(X2) + · · ·+ fd(Xd) (6.2)is the so-alled additive part of f . 107



108 CHAPITRE 6. MÉTHODE DE SOBOL' ET HYPERCUBES LATINSThe Sobol' index with respet to the ombination of all the variables in u ⊆ {1, . . . , d} (see [Sob93℄)is then de�ned as
Su =

σ2
u

σ2
=

Var[fu(xu)
]Var[Y ]and the Sobol' index with respet to a subset of variables u ⊆ {1, . . . , d} (see [HS96℄) is then de�nedas

Su =
τ2u
σ2

=
Var[∑

v⊆u
fv(xv)

]Var[Y ]
.In pratie, global sensitivity analysis fouses on the �rst-order � i.e. |u| = 1 � and the seond-order� i.e. |u| = 2 � terms. Note that, thanks to the properties of the ANOVA deomposition, we have

Su =
∑

v⊆u

Svand the Möbius inversion formula (see e.g. [Sta12℄) gives
Su =

∑

v⊆u

(−1)|u|−|v|Sv .Conerning notation, when integrals are over a unit hyperube [0, 1]s, s ≤ d, the integration set isgenerally omitted, and for any u ⊆ {1, . . . , d}, we denote by uc = {1, . . . , d}\u the relative omplementof u with respet to {1, . . . , d}.Setion 6.2 provides a short review of Monte Carlo estimators of Sobol' indies and gives somenotation. In Setion 6.3 we explain how to ombine Monte Carlo estimators and Latin hyperubesampling � see [MCB79℄ � in a basi way, and we give asymptoti and bias properties of suha tehnique. In Setion 6.4 we study the method introdued in Setion 6.3 using repliated Latinhyperubes � see [MK95℄ �, we give asymptoti and bias properties of this tehnique and weexplain how it allows to ompute all the �rst-order Sobol' indies using only two repliated Latinhyperubes. Potential generalization to orthogonal array-based Latin hyperubes � see [Owe92℄ �is also disussed in this setion. Numerial illustrations are provided in Setion 6.5, and Setion 6.6has onlusions. Note that tehnial lemmas are given in the Appendix.6.2 Review of Monte Carlo estimators6.2.1 NotationLet u be a non-empty subset of {1, . . . d}, and j in {1, . . . n}, and onsider
Zj
u = (Xj

1 , . . . X
j
2d−|u|)where the Xj

i 's are independent random variables uniformly distributed on [0, 1]. We also denote
Xj

u = (Xj
1 , . . . , X

j
|u|)

X
j,1
uc = (Xj

|u|+1, . . . , X
j
d)

X
j,2
uc = (Xj

d+1, . . . , X
j
2d−|u|)so that

Zj
u = (Xj

u,X
j,1
uc ,X

j,2
uc ) .Finally, for k = 1 and 2, onsider

Y j,k
u = f(Xj

u,X
j,k
uc ) . (6.3)



6.3. MONTE CARLO ESTIMATORS AND LATIN HYPERCUBE SAMPLING 109With this notation, we onsider two estimators of the Sobol' indies Su, introdued in [HS96℄ and[MNM06℄, whih are funtions of (Zj
u)j=1..n. They are de�ned by

S̃u,n =
τ̃2u,n
σ̃2
n

=

1

n

n∑

j=1

Y j,1
u Y j,2

u −
(
1

n

n∑

j=1

Y j,1
u

)(
1

n

n∑

j=1

Y j,2
u

)

1

n

n∑

j=1

(
Y j,1
u

)2 −
(
1

n

n∑

j=1

Y j,1
u

)2 (6.4)and
Ŝu,n =

τ̂2u,n
σ̂2
n

=

1

n

n∑

j=1

Y j,1
u Y j,2

u −
(

1

2n

n∑

j=1

Y j,1
u + Y j,2

u

)2

1

2n

n∑

j=1

((
Y j,1
u

)2
+
(
Y j,2
u

)2)−
(

1

2n

n∑

j=1

Y j,1
u + Y j,2

u

)2 , (6.5)respetively. Note that other Monte Carlo estimators exist (for a reent review, see [Owe12℄).6.2.2 Statistial properties of the estimatorsAsymptoti properties of both the estimators introdued in the previous setion are detailed in[JKL+12℄. S̃u,n and Ŝu,n are strongly onsistent and asymptotially normal estimators, and Ŝu,nis, in addition, asymptotially e�ient in some sense (see details in Proposition 2.5 in [JKL+12℄).Conerning the biases, it is easy to show that
E
[
τ̃2u,n

]
= τ2u −

1

n
τ2u

E
[
σ̃2
n

]
= σ2 − 1

n
σ2and � see e.g. [Owe12℄ �

E
[
τ̂2u,n

]
= τ2u −

1

2n
(σ2 + τ2u)

E
[
σ̂2
n

]
= σ2 − 1

2n
(σ2 + τ2u)but as far as we know, there is no result on the global biases of S̃u,n and Ŝu,n.6.3 Monte Carlo estimators and Latin hyperube sampling6.3.1 Notation and de�nitionsWe begin with the de�nition of a Latin hyperube :De�nition 6.1. Let d and n in N∗, and onsider Πn the set of all the permutations of {1, . . . , n}.We say that (Xj)j=1..n is a Latin hyperube of size n in [0, 1]d � and we denote (Xj)j ∼ LH(n, d)� if for all j ∈ {1, . . . , n},

Xj =

(
π1(j)− U1,π1(j)

n
, . . . ,

πd(j)− Ud,πd(j)

n

)where the πi's and the Ui,j's are independent random variables uniformly distributed on Πn and [0, 1],respetively.Now let u be a non-empty subset of {1, . . . d}, and j in {1, . . . n}, and onsider
Żj
u = (Ẋj

1 , . . . , Ẋ
j
2d−|u|) (6.6)



110 CHAPITRE 6. MÉTHODE DE SOBOL' ET HYPERCUBES LATINSsuh that (Żj
u)j ∼ LH(n, 2d− |u|) and denote

Ẋj
u = (Ẋj

1 , . . . , Ẋ
j
|u|)

Ẋ
j,1
uc = (Ẋj

|u|+1, . . . , Ẋ
j
d)

Ẋ
j,2
uc = (Ẋj

d+1, . . . , Ẋ
j
2d−|u|) (6.7)so that (Ẋj

u)j ∼ LH(n, |u|) and (Ẋj,1
uc )j , (Ẋj,2

uc )j ∼ LH(n, d− |u|). Finally, for k = 1 and 2, we denote
Ẏ j,k
u = f(Ẋj

u, Ẋ
j,k
uc ) . (6.8)As in the previous setion, we onsider the estimators de�ned in (6.4) and (6.5) but we now replaethe simple random sample (Zj

u)j=1..n by the strati�ed sample (Żj
u)j=1..n. The resulting estimatorsare now denoted S̃

LHS

u,n = τ̃2,LHS
u,n /σ̃2,LHS

n and Ŝ
LHS

u,n = τ̂2,LHS
u,n /σ̂2,LHS

n , respetively.6.3.2 Statistial properties of the estimatorsThe statistial properties of S̃LHS

u,n and Ŝ
LHS

u,n are gathered in the following result :Proposition 6.1.(i) If f4 is integrable then S̃
LHS

u,n et ŜLHS

u,n are strongly onsistent.(ii) If f6 is integrable then √
n(S̃

LHS

u,n −Su) and √
n(Ŝ

LHS

u,n −Su) onverge in law to a zero-mean normaldistribution with lower variane than the respetive variane given in the entral limit theorem (CLT )for the basi estimators S̃u,n and Ŝu,n .(iii) We have
E
[
τ̃2,LHS
u,n

]
= τ2u +Bn,1

E
[
σ̃2,LHS
n

]
= σ2 +Bn,2

E
[
τ̂2,LHS
u,n

]
= τ2u +Bn,3

E
[
σ̂2,LHS
n

]
= σ2 +Bn,3where

− 1

n− 1
τ2u ≤ Bn,1 ≤ 0

− 1

n− 1
σ2 ≤ Bn,2 ≤ 0

− 1

2(n− 1)
(σ2 + τ2u) ≤ Bn,3 ≤ 0 .Démonstration.(i) This is a onsequene of the strong law of large numbers for Latin hyperube sampling given inTheorem 3 in [Loh96℄.(ii) The proof onsists in translating the original proof, given for simple random sampling � seeProposition 2.2 in [JKL+12℄ � for Latin hyperube sampling. Conerning S̃

LHS

u,n , it is easy to showthat
S̃
LHS

u,n = Φ(Vn)where
Vn =

1

n

n∑

j=1

Vj

Vj =
((

Ẏ j,1
u − E[Y ]

)(
Ẏ j,2
u − E[Y ]

)
, Ẏ j,1

u − E[Y ] , Ẏ j,2
u − E[Y ] ,

(
Ẏ j,1
u − E[Y ]

)2)T



6.3. MONTE CARLO ESTIMATORS AND LATIN HYPERCUBE SAMPLING 111and
Φ(x, y, z, t) =

x− yz

t− y2
.Then we dedue from Theorem 2 in [Loh96℄ that

√
n
(
Vn − µ

) L−→
n→∞

N4(0,Γ)where µ = (τ2u, 0, 0, σ
2)T and Γ is the ovariane matrix of R1 = V1 −A1 � see details in Eq. (3) in[Loh96℄ � de�ned by

∀i ∈ {1, . . . , 4}, A1i is the additive part � see (6.2) � of V1i .Thus the Delta method � see Theorem 3.1 in [Van98℄ � gives
√
n
(
S̃
LHS

u,n − Su

) L−→
n→∞

N1(0, g
TΓg)where g = ∇Φ(µ). Developing the term gTΓg does not seem to provide any useful information.However, denoting σ2

LHS this term, and σ2
IID the analogous quantity in the CLT for simple randomsampling, we an show that σ2

LHS ≤ σ2
IID. Indeed we �rst note that, for simple random sampling,the variane given in [JKL+12℄ reads

σ2
IID =

Var[V11 − SuV14

]

σ2and for Latin hyperube sampling, it is easy to show that
σ2
LHS =

Var[R11 − SuR14

]

σ2
.Hene,

σ2
IID = σ2

LHS +
Var[A11 − SuA14

]

σ2and the onlusion of (ii) for S̃LHS

u,n follows. Conerning Ŝ
LHS

u,n , the proof follows the same lines � seeProof of (10) in [JKL+12℄ for details.(iii) First we have
E
[
τ̃2,LHS
u,n

]
=

n− 1

n2

n∑

j=1

E
[
Ẏ j,1
u Ẏ j,2

u

]
− 1

n2

n∑

j=1

n∑

l=1
l 6=j

E
[
Ẏ j,1
u Ẏ l,2

u

]

=
n− 1

n

(
E[Y ]2 + τ2u

)
− n− 1

n

(Cov(Ẏ 1,1
u , Ẏ 2,2

u ) + E[Y ]2
)and thanks to Lemma 6.4 in Appendix 6.A, it gives

E
[
τ̃2,LHS
u,n

]
= τ2u +Bn,1with

− 1

n− 1
τ2u ≤ Bn,1 ≤ 0 .Conerning σ̃2,LHS

n , we have
E
[
σ̃2,LHS
u,n

]
=

n− 1

n2

n∑

j=1

E
[
(Ẏ j,1

u )2
]
− 1

n2

n∑

j=1

n∑

l=1
l 6=j

E
[
Ẏ j,1
u Ẏ l,1

u

]

=
n− 1

n
E[Y 2]− n− 1

n

(Cov(Ẏ 1,1
u , Ẏ 2,1

u ) + E[Y ]2
)



112 CHAPITRE 6. MÉTHODE DE SOBOL' ET HYPERCUBES LATINSand noting that Cov(Ẏ 1,1
u , Ẏ 2,1

u ) = Cov(Ẏ 1,1
{1,...,d}, Ẏ

2,2
{1,...,d}

)we onlude that
E
[
σ̃2,LHS
n

]
= σ2 +Bn,2with

− 1

n− 1
σ2 ≤ Bn,2 ≤ 0 .As for τ̂2,LHS

u,n and σ̂2,LHS
n , we have

E



(
1

n

n∑

j=1

Ẏ j,1
u + Ẏ j,2

u

2

)2



=
1

4n
E
[
(Ẏ 1,1

u + Ẏ 1,2
u )2

]
+

1

4n2

n∑

j=1

n∑

l=1
l 6=j

E
[
(Ẏ j,1

u + Ẏ j,2
u )(Ẏ l,1

u + Ẏ l,2
u )
]

=
1

2n

(
E[Y 2] + τ2u + E[Y ]2

)
+

n− 1

n
E[Y ]2 +

n− 1

2n

(Cov(Ẏ 1,1
u , Ẏ 2,1

u ) + Cov(Ẏ 1,1
u , Ẏ 2,2

u )
)

=
1

2n

(
σ2 + τ2u

)
+ E[Y ]2 +

n− 1

2n

(Cov(Ẏ 1,1
u , Ẏ 2,1

u ) + Cov(Ẏ 1,1
u , Ẏ 2,2

u )
)
.Then it is easy to onlude that

E
[
τ̂2,LHS
u,n

]
= τ2u +Bn,3

E
[
σ̂2,LHS
n

]
= σ2 +Bn,3with

− 1

2(n− 1)
(σ2 + τ2u) ≤ Bn,3 ≤ 0 .Remark 6.1. Due to their intriate struture, the biases of the estimators τ̃2,LHS

u,n , σ̃2,LHS
n , τ̂2,LHS

u,nand σ̂2,LHS
n an't be easily redued. Nevertheless we an note that these biases are asymptotiallynegligible, with a rate of onvergene in O(n−1) larger than the rate of onvergene of the estimators� to their theoretial values � themselves, whih is in O(n−1/2).6.4 Monte Carlo estimators and repliated Latin hyperubesampling6.4.1 Notation and de�nitionsWe begin with the de�nition of repliated Latin hyperubes :De�nition 6.2. Let d and n in N∗, and onsider Πn the set of all the permutations of {1, . . . , n}.We say that (Xj)j=1..n and (X

′j)j=1..n are two repliated Latin hyperubes of size n in [0, 1]d � andwe denote (Xj ,X
′j)j ∼ RLH(n, d) � if for all j ∈ {1, . . . , n},

Xj =

(
π1(j)− U1,π1(j)

n
, . . . ,

πd(j)− Ud,πd(j)

n

)and
X

′j =

(
π′
1(j)− U1,π′

1(j)

n
, . . . ,

π′
d(j)− Ud,π′

d(j)

n

)where the πi's, the π′
i's and the Ui,j's are independent random variables uniformly distributed on Πn,

Πn and [0, 1], respetively.



6.4. MONTE CARLO ESTIMATORS AND REPLICATED LATIN HYPERCUBE SAMPLING113Now let u be a non-empty subset of {1, . . . d}, and j in {1, . . . n}, and onsider
Z̈j
u = (Ẍj

1 , . . . , Ẍ
j
2d−|u|)and

Ẍj
u = (Ẍj

1 , . . . , Ẍ
j
|u|) (6.9)

Ẍ
j,1
uc = (Ẍj

|u|+1, . . . , Ẍ
j
d)

Ẍ
j,2
uc = (Ẍj

d+1, . . . , Ẍ
j
2d−|u|)where (Ẍj

u)j ∼ LH(n, |u|) and (Ẍj,1
uc , Ẍ

j,2
uc )j ∼ RLH(n, d − |u|), (Ẍj

u)j and (Ẍj,1
uc , Ẍ

j,2
uc )j being inde-pendent. Finally, for k = 1 and 2, we denote

Ÿ j,k
u = f(Ẍj

u, Ẍ
j,k
uc ) . (6.10)As in Setion 6.2, we onsider the estimators de�ned in (6.4) and (6.5) but we now replae thesimple random sample (Zj

u)j=1..n by the strati�ed sample based on repliated Latin hyperubes
(Z̈j

u)j=1..n. The resulting estimators are now denoted S̃
RLHS

u,n = τ̃2,RLHS
u,n /σ̃2,RLHS

n and Ŝ
RLHS

u,n =

τ̂2,RLHS
u,n /σ̂2,RLHS

n , respetively. Note that estimators of sensitivity indies based on r repliated Latinhyperubes have already been introdued by MKay [MK95℄ (see also the summarized presentationby Saltelli et al. [SCS00℄), but these estimators onverge to their orresponding analytial Sobol'index only as r tends to +∞.6.4.2 Statistial properties of the estimatorsThe statistial properties of S̃RLHS

u,n and Ŝ
RLHS

u,n are gathered in the following result :Proposition 6.2.(i) If f4 is integrable then S̃
RLHS

u,n and Ŝ
RLHS

u,n are strongly onsistent.(ii) If f6 is integrable then √
n(S̃

RLHS

u,n − Su) and √
n(Ŝ

RLHS

u,n − Su) onverge in law to a zero-meannormal distribution with the same respetive variane given in CLT for the estimators S̃
LHS

u,n and
S̃
LHS

u,n .(iii) We have
E
[
τ̃2,RLHS
u,n

]
= τ2u −

1

n
τ2u +Bn,1 +B|u|,n

E
[
σ̃2,RLHS
n

]
= σ2 +Bn,3

E
[
τ̂2,RLHS
u,n

]
= τ2u −

1

2n
τ2u +Bn,1 +Bn,2 +B|u|,n

E
[
σ̂2,RLHS
n

]
= σ2 − 1

2n
τ2u +Bn,1 +Bn,2where

|Bn,1| ≤
(
d+ 1

n
+ 2

)(
d+ 1

n

)
E[Y 2]

|Bn,2| ≤ σ2

2n

− 1

n− 1
σ2 ≤ Bn,3 ≤ 0

|B|u|,n| ≤
(
d− |u|+ 1

n
+ 2

)(
d− |u|+ 1

n− 1

)
E[Y 2] .



114 CHAPITRE 6. MÉTHODE DE SOBOL' ET HYPERCUBES LATINSDémonstration.(i) The proof is divided into two parts. In the �rst one, we only onsider ontinuous funtions, andin the seond one, we extend the result to the whole lass of funtions suh that f4 is integrable.First part : Consisteny is obvious as in Proposition 6.1, exept for the term
1

n

n∑

j=1

Ÿ j,1
u Ÿ j,2

u .So denote X
j,2

uc the Latin hyperube de�ned by
X

j,2

uc =
⌊nẌj,2

uc ⌋+Uj

nwhere the Uj 's are independent random vetors uniformly distributed in [0, 1[d−|u| independent fromall the permutations and shifts in the de�nition of (Z̈j
u)j , and ⌊·⌋ is the �oor funtion. We an write

1

n

n∑

j=1

Ÿ j,1
u Ÿ j,2

u =
1

n

n∑

j=1

f(Ẍj
u, Ẍ

j,1
uc )f(Ẍj

u, Ẍ
j,2
uc )

=
1

n

n∑

j=1

f(Ẍj
u, Ẍ

j,1
uc )f(Ẍj

u,X
j,2

uc )

+
1

n

n∑

j=1

f(Ẍj
u, Ẍ

j,1
uc )
(
f(Ẍj

u, Ẍ
j,2
uc )− f(Ẍj

u,X
j,2

uc )
)
. (6.11)The �rst term on the right-hand side is an estimator as desribed in Setion 6.3 sine we note that

(Ẍj
u, Ẍ

j,1
uc ,X

j,2

uc )j=1..n ∼ LH(n, 2d−|u|) ; so it onverges to E[Y ]2+ τ2u almost surely. The seond termon the right-hand side onverges to 0 sine as f is bounded � by ontinuity on a ompat � it isbounded by
sup |f |

n

n∑

j=1

∣∣∣f(Ẍj
u, Ẍ

j,2
uc )− f(Ẍj

u,X
j,2

uc )
∣∣∣and by uniform ontinuity of f � due to Heine-Cantor theorem � this quantity tends to 0 as n tendsto +∞. Thus the sum in the right-hand side, i.e. 1

n

∑n
j=1 Ÿ

j,1
u Ÿ j,2

u , onverges to E[Y ]2 + τ2u almostsurely.Seond part : Sine the spae of ontinuous funtions on [0, 1]d � denoted C
(
[0, 1]d

) � is dense in
L4
(
[0, 1]d

), let (fm)m∈N∗ be a sequene in C
(
[0, 1]d

) suh that E[|fm(X)− f(X)|4
] onverges to 0 as

m tends to +∞, where X is uniformly distributed on [0, 1]d.Now let ε > 0 and M = M(ε) ∈ N∗ suh that
E
[(
fM (X)− f(X)

)2]
<

ε2

65 E[f2(X)]
. (6.12)We an write
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u,X
j,2

uc )
)

+
1

n

n∑
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u,X
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uc )− f(Ẍj
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uc )
) (6.13)



6.4. MONTE CARLO ESTIMATORS AND REPLICATED LATIN HYPERCUBE SAMPLING115As noted in the proof of (i) in Proposition 6.1, the �rst term on the right-hand side of (6.13) onvergesto τ2u + E[Y ]2 almost surely as n tends to +∞ i.e.
P
(
∀ε > 0, ∃N1 ∈ N∗, ∀n > N1,

∣∣∣ 1
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n∑
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f(Ẍj
u, Ẍ

j,1
uc )f(Ẍj

u,X
j,2

uc )− τ2u − E[Y ]2
∣∣∣ < ε

4

)
= 1 . (6.14)Sine fM is uniformly ontinuous on [0, 1]d, we have that

An = sup
1≤j≤n

∣∣fM (Ẍj
u, Ẍ

j,2
uc )− fM (Ẍj

u,X
j,2

uc )
∣∣onverges almost surely to 0 as n tends to +∞. Moreover, sine f is integrable, we have that

1
n

∑n
j=1 |f(Ẍj

u, Ẍ
j,1
uc )| onverges to E[|Y |

] as n tends to +∞. Hene
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1

n

n∑

j=1

∣∣f(Ẍj
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j,1
uc )
∣∣ < ε

4

)

= 1 . (6.15)For the third and the fourth terms on the right-hand side of (6.13), we apply twie the same proof.First the Cauhy-Shwartz inequality gives
P
(
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u, Ẍ
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.Then note that 1
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j,2
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u, Ẍ
j,2
uc )
)2 onverge almostsurely to E[Y 2] and E[(fM (X)−f(X))2] � whereX is uniformly distributed on [0, 1]d � respetively.And dedue that there exists N4 ∈ N∗ suh that for all n > N4, we have 1
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2 E[Y 2] and 1
n
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< 2 E[(fM (X) − f(X))2] almost surely. As aonsequene, dedue from Eq. (6.12) that
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= 1 (6.16)Finally, Eqs. (6.14�6.16) gives
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= 1and we have the onlusion.(ii) As in (i), the only term to treat is
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u ,



116 CHAPITRE 6. MÉTHODE DE SOBOL' ET HYPERCUBES LATINSso asymptoti normality is shown in the same way by using the deomposition in (6.11). We alwaysobtain the sum of a term already onsidered in Setion 6.3 whih onverges in law to a normaldistribution and a term whih onverges to 0 in probability, and the onlusion follows from Slutsky'slemma. We only detail the proof for S̃RLHS

u,n , it is exatly the same for ŜRLHS

u,n . So note that followingthe proof of (ii) in Proposition 1 and the notation above, it is su�ient to show that
√
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f(Ẍj

u, Ẍ
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n→∞
0 (6.17)to prove the asymptoti normality of S̃RLHS

u,n .So onsider ε, η > 0 and prove that there exists N ∈ N∗ suh that for all n > N , the quantity
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f(Ẍj

u, Ẍ
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4
. (6.18)Now note that the spae of ontinuous funtions on [0, 1]d, denoted by C([0, 1]d), is dense in L6([0, 1]d)and let (fm)m∈N∗ be a sequene in C([0, 1]d) suh that E[|fm(X)− f(X)|6] onverges to 0 as m tendsto +∞ where X is uniformly distributed on [0, 1]d. It is easy to note that there exists M = M(n)suh that P(|fM (X)− f(X)| > 1/n) < η/4. Thus we get from Eq. (6.18) that
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u, Ẍ
j,2
uc )− fM (Ẍj
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+ η.Now by an other density argument, note that there exists a sequene of Lipshitz ontinuous funtionswith onstant 1, denoted (fM,q)q∈N∗ , suh that sup[0,1]d |fM,q(x) − fM (x)| onverges to 0 as q tends



6.4. MONTE CARLO ESTIMATORS AND REPLICATED LATIN HYPERCUBE SAMPLING117to +∞. Then there exists Q = Q(n) ∈ N∗ suh that sup[0,1]d |fM,Q(x) − fM (x)| < 1/n and deduethat
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j
u,X

j,2

uc )|+ |fM,Q(Ẍ
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)
+ η.and the onlusion follows.(iii) The proof is given in Appendix B.6.4.3 Estimating all the �rst-order Sobol' indies using only two repliatedLatin hyperubeFirst note that for any independent random permutations π1 and π2 uniformly distributed in Πn,we have that π1 and π1 ◦ π2 are independent.Then, let (Dj,1,Dj,2)j ∼ RLH(n, d) be a design of experiments of 2n points in dimension d de�nedas in De�nition 6.2. Note that, by keeping the notation used in De�nition 6.2, for any i ∈ {1, . . . , d},we have :(i) (Dj,1

i )j ∼ LH(n, 1)(ii) for all j ∈ {1, . . . , n}, Dj,1
i = D

π′
i
−1◦πi(j),2

i(iii) (Di,1
{i}c ,D

π′
i
−1◦πi(j),2

{i}c

)
j
∼ RLH(n, d− 1)(iv) (Di,1

i )j and (Di,1
{i}c ,D

π′
i
−1◦πi(j),2

{i}c

)
j
are independent.As a onsequene, we an estimate all the Si's with the two repliated Latin hyperubes (Dj,1,Dj,2)jby onsidering suessively as in Eqs. (6.9�6.10), for any i ∈ {1, . . . , d} and j ∈ {1, . . . , n},

Ẍj
{i} = Di,1

i = D
π′
i
−1◦πi(j),2

i

Ẍ
j,1
{i}c = D

i,1
{i}c

Ẍ
j,2
{i}c = D

π′
i
−1◦πi(j),2

{i}cand for k = 1 and 2,
Ÿ j,k
{i} = f

(
Ẍ

j,k
{i}c

)
.6.4.4 Constrution with Latin hyperubes based on general orthogonalarraysWe �rst begin with the de�nition of an orthogonal array (OA) :De�nition 6.3. An orthogonal array in dimension d, with q levels, strength t ≤ d and index λ is amatrix with n = λqt rows and d olumns suh that in every n-by-t submatrix eah of the qt possiblerows � i.e. the distint t-tuples (l1, . . . , lt) where the li's take their values in the set of the q levels� ours exatly the same number λ of times.We now reall the de�nition of OA-based Latin hyperubes � see [Owe92℄ � and introdue thegeneral notion of repliated OA-based Latin hyperubes.De�nition 6.4. Let (Aj

i )i=1..d,j=1..n be an orthogonal array in dimension d, with n points and q levelsin {1, . . . , q}, and onsider Πq the set of all the permutations of {1, . . . , q}. We say that (Xj)j=1..n



118 CHAPITRE 6. MÉTHODE DE SOBOL' ET HYPERCUBES LATINSis a Latin hyperube based on the orthogonal array (Aj)j=1..n � and we denote (Xj)j ∼ LH
(
(Aj)j

)� if for all j ∈ {1, . . . , n},
Xj =

(π1(A
j
1)− U1,π1(A

j
1)

q
, . . . ,

πd(A
j
d)− Ud,πd(A

j
d)

q

)where the πi's and the Ui,j 's are independent random variables uniformly distributed on Πq and [0, 1],respetively.De�nition 6.5. Let (Aj
i )i=1..d,j=1..n an orthogonal array in dimension d, with n points and q levelsin {1, . . . , q}, and onsider Πq the set of all the permutations of {1, . . . , q}. We say that (Xj)j=1..nand (X

′j)j=1..n are two repliated Latin hyperubes based on the orthogonal array (Aj)j=1..n � andwe denote (Xj ,X
′j)j ∼ RLH

(
(Aj)j

) � if for all j ∈ {1, . . . , n},
Xj =

(π1(A
j
1)− U1,π1(A

j
1)

q
, . . . ,

πd(A
j
d)− Ud,πd(A

j
d)

q

)and
X

′j =

(π′
1(A

j
1)− U1,π′

1(A
j
1)

q
, . . . ,

π′
d(A

j
d)− Ud,π′

d(A
j
d)

q

)where the πi's, the π′
i's and the Ui,j's are independent random variables uniformly distributed on Πq,

Πq and [0, 1], respetively.Note that in the partiular ase of the orthogonal array (Aj)j=1 with strength 1 and index unityde�ned by
∀i ∈ {1, . . . d}, ∀j ∈ {1, . . . n}, Aj

i = j,these de�nitions are exatly De�nitions 6.1 and 6.2.Now the designs of experiments introdued in De�nition 6.5 allow to estimate all the Su's with
|u| = t where t is the strength of the underlying orthogonal array of the repliated Latin hyperube.More preisely, let (Aj)j be an orthogonal array with q levels in {1, . . . , q}, strength t and index unity,and onsider (Dj,1,Dj,2)j ∼ RLH

(
(Aj)j

). For any u ⊆ {1, . . . , d}, with u = {i1, . . . , it}, and any
k = 1 or 2, de�ne (Dj(u),k)j as the set of points (Dj,k)j ranked in inreasing lexiographi order withrespet to the i1-, . . . , it-th oordinates. Then we an de�ne estimators of the Su's by onsideringthose in Eqs. (6.4) and (6.5) and by replaing (6.3) by

Y j,k
u = f

(
Dj(u),k

)
.Remark 6.2. Theoretial properties of the estimators for this generalisation remain open issues andwill onsist of a further work. The �rst step for strong onsisteny will be to state a strong law oflarge numbers for OA-based Latin hyperubes with strength t > 1 sine, as far as we know, suh aresult does not exist. Asymptoti normality has already been proved for OA-based Latin hyperube withstrength t = 2 under smoothness onditions � see [Loh08℄ � but it is not su�ient to onlude in thease of repliated OA-based Latin hyperubes sine formulas as in (6.25) and (6.26) are neessary. Asfor the biases of the estimators, it will be neessary to study ovarianes in OA-based Latin hyperubeswith strength t > 1 in order to state formulas as in (6.25) and (6.26) as well.6.5 Numerial illustrations6.5.1 Appliation to an analytial test-aseIn this setion, we apply the new method proposed in Setion 6.4 to the Ishigami funtion, see[IH90b℄ :

f(X1, X2, X3) = sin(X1) + 7 sin2(X2) + 0.1X4
3 sin(X1)



6.5. NUMERICAL ILLUSTRATIONS 119where the Xi's are independent random variables uniformly distributed on [−π, π]. Analytial valuesof Sobol' indies of this model are
S1 = 0.3139, S2 = 0.4424, S3 = 0, S12 = 0.7563, S23 = 0.4424, S13 = 0.5575 and S123 = 1.We are interested in omparing the new method, with the lassi one based on rude Monte Carlomethod and whih need d+1 samples to estimate all the �rst-order Sobol' indies, and 2d+2 samplesto estimate all the seond-order Sobol' indies, see [Sal02℄). Here, both methods are ompared at thesame sample size n in order to investigate the estimators themselves, but keep in mind that the newmethod is de�nitely more e�ient sine only two samples are needed to estimate all the �rst-orderSobol' indies or all the seond-order Sobol' indies. In the experiment, we fous on the empirialoverage � i.e. the empirial proportion of on�dene interval ontaining the analytial value of theSobol' index � of both estimators at di�erent sample sizes between 102 and 105, and for r = 100000repliates. We �rst investigate estimators Ŝ{i},n and Ŝ

RLHS

{i},n , i ∈ {1, . . . , d} and in both ases, weprovide asymptoti on�dene intervals from the estimation of the asymptoti variane given in[JKL+12℄ (see end of the proof of Prop. 2.2). Indeed, as we know that this asymptoti variane is :
σ2
IID,u =

Var[(Y 1
u − E[Y 1

u ])(Y
2
u − E[Y 1

u ])− Su/2
(
(Y 1

u − E[Y 1
u ])

2
)(
Y 2
u − E[Y 1

u ]
)]Var[Y ]2

≥ σ2
RLHS,u, (6.19)we an provide an estimator of the asymptoti on�dene interval for the lassi method

IIID,u,α =
[
Su −

σ2
IID,u uα/2√

n
, Su +

σ2
IID,u uα/2√

n

]and an other one for the new method
IRLHS,u,α =

[
Su −

σ2
RLHS,u uα/2√

n
, Su +

σ2
RLHS,u uα/2√

n

]where uα/2 is the normal quantile at the signi�ane level α. By using the estimator of the asymptotivariane given in (6.19) in both ases, the on�dene interval lengths of the lassi and the newestimators are the same. More spei�ally, the estimated length of the new estimator is greater orequal than its optimal value. Thus the asymptoti value of the empirial overage of the new methodis greater or equal than the expeted one. However at the moment, we do not know how to estimateorretly σ2
RLHS,u beause of its singular expression (see Proof of (ii) in Proposition 6.1 in Setion6.3.2). We just say few words about it in the next subsetion and more fundamentally, it shouldonsist of a further work.We also investigate estimators Ŝ{i,j},n and Ŝ

OA2−RLHS

{i,j},n , i 6= j ∈ {1, . . . , d}, where the notation
OA2 − RLHS refers to the generalization to repliated latin hyperube based on orthogonal arrayof strength 2 presented in Setion 6.4.4. In this ase, we onjeture that the Central Limit theoremestablished in (ii) in Proposition 6.2 is also true under some smoothness assumption � note that,here, Ishigami funtion is C∞. Results are gathered in Figures 6.1 to 6.4. For the seond-order Sobol'indies, we an observe that the bivariate strati�ation has a bad e�et on the new estimator at lowsample size, but we an notie its good properties as the number of simulations inreases.Remark on the on�dene interval length of the new estimatorConerning the estimation of the right on�dene interval length of the new estimators, note thatif the asymptoti empirial overage � estimated using Formula (6.19) � is 1 − α′ instead of theexpeted value 1−α, then it means that the true asymptoti on�dene interval should be uα/2/uα′/2time as long, where u· denote the normal quantiles. More spei�ally in our �rst appliation, we obtainin this way the true asymptoti normalized (×√

n) on�dene interval length of S1, S2, S12, S13 and
S23 ; they are gathered in Table 6.1. Moreover onsidering these right normalized on�dene intervallengths, we an observe on Figures 6.5 and 6.6 that the empirial overage of the new estimatoronverges to the expeted level 0.99 as n inreases, and so we on�rm the reliability of the empirialon�dene intervals onstruted with the true asymptoti length. Unfortunately, evaluating the trueasymptoti on�dene interval length is infeasible in pratie sine it requires a lot of repliationsto estimate the empirial overage. So the issue related to the onstrution of optimal on�deneintervals remains open.
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new estimatorFigure 6.2 � Empirial overage of on�dene intervals for S12 (top left), S13 (top right) and S23(bottom).6.5.2 Appliation to a marine eosystem simulatorWe now illustrate the new method to a one-dimensional oupled hydrodynamial� biologial modeldeveloped and applied to the Ligurian Sea (northwestern Mediterranean). This eosystem simulator,
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S1 S2 S12 S13 S23estimated lengths using (6.19) 4.40 4.15 2.19 3.95 6.45right lengths 3.96 3.28 1.53 2.37 5.16Table 6.1 � Comparison between on�dene interval lengths estimated using (6.19) and the rightlengths for S1, S2, S12, S13 and S23
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Figure 6.5 � Empirial overage of on�dene intervals for S1 (left) and S2 (right).
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new estimator (right length)Figure 6.6 � Empirial overage of on�dene intervals for S12 (top left), S13 (top right) and S23(bottom).version of the 3D GHER model whih takes into aount momentum and heat surfae �uxes omputedfrom a real meteorologial data set, and a biogeohemial model de�ned by a nitrogen yle of 12biologial state variables (see Figure 6.7) ontrolled by 87 input parameters (see [LN98℄). Here wefous on the hlorophyll-a onentration whih is de�ned as a funtion of time and depthhla(t, z) = 1.59 ∗

(pp(t, z) + np(t, z) + mp(t, z))



6.5. NUMERICAL ILLUSTRATIONS 123where pp, np and mp are the phyto-, nano- and mirophytoplankton biomasses, respetively. The

Figure 6.7 � Biogeohemial model (NH4 : Ammonium ; NH3 : nitrate ; Pp, Np, Mp : pio-, nano-,mirophytoplankton ; Nz, Miz, Mez : nano-, miro-, mesozooplankton ; PON1, PON2 : type 1 and 2partiulate organi nitrogen ; Ba : bateria ; DON : dissolved organi nitrogen).behavior of these three state variables are modeled by the following reation-di�usion and reation-advetion-di�usion equation
∂ pp
∂t

=
∂

∂z

(
λ
∂ pp
∂z

)
+
(
(1− exudpp)µpp −mortpp)pp− ingpp,nznz

∂ np
∂t

=
∂

∂z

(
λ
∂ np
∂z

)
+
(
(1− exudnp)µnp −mortnp)np− ingnp,mizmiz

∂ mp
∂t

=
∂

∂z

(
λ
∂ mp
∂z

)
+
(
(1− exudmp)µmp −mortmp)mp− ingmp,mezmez− sinmp∂mp

∂zwhere nz, miz and mez are the nano-, miro- and mesozooplankton biomasses, respetively, and theother notations are
λ vertial turbulent di�usivity (m2.s−1)
exudA exudation of A (perentage)
µA growth rate of A (day−1)
mortA mortality rate of A (day−1)
ingA,B ingestion rate of A by predator B (mgChl)
sinmp sinking veloity of mirophytoplankton (m.day−1)In our experiment, we fous on two di�erent outputs : the annual maximum of hlorophyll-a onen-tration in surfae water Ysurf and the annual maximum of the mean of holorphyll-a onentrationbetween 20 and 50 meters in depth Ydepth. These are pratial indiators of biologial ativity. Weare interested in the in�uene of eight parameters among the 87 input fators. On the one hand, weonsider 6 a priori in�uent parameters µmaxpp, µmaxnp, µmaxmp, Ioptpp, Ioptnp and Ioptmp where µmaxAand IoptA denote the maximum growth rate of A and the optimum insolation for A, respetively.These input fators are diretly related to the growth rate of A, µA (see details in Appendix C). Onthe other hand, we onsider the maximum growth rate of bateria µmaxba and the sinking veloityof partiulate organi nitrogen (type 1) sinpon1 whih have a priori a negligible e�et on hlorophyll-aonentration sine they do not at diretly on pp, np and mp but on the state variables ba and pon1.We take these eight parameters to be independent gamma distributed random variables with param-eters given in Table 6.2. We estimate all �rst- and seond-order Sobol' indies of both ouputs Ysurfand Ydepth by using the estimators de�ned in Setions 6.4.3 and 6.4.4 with sample sizes n = 65536and n = 66049, respetively.
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µmaxpp (day−1) 1 9 0.33 3 1

µmaxnp (day−1) 2 9 0.28 2.5 0.83

µmaxmp (day−1) 3 9 0.22 2 0.67
Ioptpp (W.m−2) 4 9 1.11 10 3.33
Ioptnp (W.m−2) 5 9 1.67 15 5
Ioptmp (W.m−2) 6 9 2.22 20 6.67

µmaxba (day−1) 7 9 0.22 2 0.67

sinpon1 (m.day−1) 8 9 0.17 1.5 0.5Table 6.2 � Distributions of variables using gamma density f(x; k, θ) = xk−1 exp(−x/θ)/(Γ(θ)θk),where Γ(·) is the gamma funtion.The �rst-order Sobol' indies are estimated by using nested repliated latin hyperubes followingQian's onstrution [Qia09℄. They allow to visualize empirial onvergene of the estimated indiesas shown in Figure 6.8. The estimated indies at the biggest sample size (n = 65536) are reported inTables 6.3 and 6.4 ; we an notie that both outputs do not de�ne an additive model sine in bothases, the sum of the �rst-order Sobol' indies are less than sixty perents. We also notie that µmaxppis important in both outputs, while three other a priori important parameters � µmaxnp, Ioptnp and
Ioptmp� have atually no e�et. At last, it is surprising to observe that the parameter µmaxba, whihdoes not at diretly on both outputs, has non-zero values.
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sedpon1Figure 6.8 � Plots of �rst-order Sobol' indies with error bars � 99% on�dene interval � for bothoutputs Ysurf (left) and Ydepth (right).The seond-order Sobol' indies are estimated by using a repliated latin hyperube based onan orthogonal array with 257 levels, index 1 and strength 2 � i.e. n = 66049 � following Bose'sonstrution [Bos38℄. The results are reported in Tables 6.5 and 6.6 ; they on�rm that µmaxpp hasthe main role in both outputs sine the non-negligible seond-order Sobol' indies are all related tothe latter. As a onlusion, we an notie that both outputs are extremely omplex and ontain,without any doubt, interations of order more than or equal to 3. Suh an analysis with the MonteCarlo estimator of Sobol' indies would be less e�ient without the new approah we proposed in thispaper. More preisely, both order 1 and order 2 analysis using the lassi Monte Carlo estimator �i.e. estimating all the Sobol' indies of order 1 or 2 � only ould use a sample size of 30000 insteadof 132000 sine this lassi approah needs 9 independent samples while the new one only needs 2for the order 1 analysis and 18 independent samples while the new one only needs 4 for the order 2analysis (see [Sal02℄).6.6 ConlusionWe have introdued a new method to estimate all the k-th order Sobol' indies by using only 2samples, for any k. This outperforms existing methods inluding the ombinatorial results established
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S{1} S{2} S{3} S{4} S{5} S{6} S{7} S{8}estimated index 0.314 0 0.061 0.060 0 0.003 0.051 0.010estimated error 0.010 0.011 0.012 0.011 0.010 0.010 0.013 0.012Table 6.3 � Estimation of �rst-order Sobol' indies for the output Ysurf . The estimated error is theradius of the 99% on�dene interval.
S{1} S{2} S{3} S{4} S{5} S{6} S{7} S{8}estimated index 0.451 0 0.055 0.034 0 0 0.035 0.011estimated error 0.009 0.010 0.010 0.010 0.010 0.010 0.012 0.010Table 6.4 � Estimation of �rst-order Sobol' indies for the output Ydepth. The estimated error is theradius of the 99% on�dene interval.
S{1,2} S{1,3} S{1,4} S{1,5} S{1,6} S{1,7} S{1,8} S{2,3} S{2,4} S{2,5}estimated index 0.374 0.479 0.424 0.339 0.324 0.400 0.318 0.069 0.066 0.016estimated error 0.012 0.011 0.013 0.011 0.011 0.010 0.011 0.011 0.011 0.011

S{2,6} S{2,7} S{2,8} S{3,4} S{3,5} S{3,6} S{3,7} S{3,8} S{4,5} S{4,6}estimated index 0.015 0.069 0.015 0.125 0.074 0.075 0.128 0.072 0.077 0.070estimated error 0.010 0.015 0.010 0.011 0.011 0.011 0.013 0.011 0.011 0.011

S{4,7} S{4,8} S{5,6} S{5,7} S{5,8} S{6,7} S{6,8} S{7,8}estimated index 0.121 0.066 0.017 0.055 0.014 0.056 0.009 0.050estimated error 0.013 0.011 0.010 0.015 0.010 0.014 0.010 0.015Table 6.5 � Estimation of seond-order Sobol' indies for the output Ysurf . The estimated error isthe radius of the 99% on�dene interval.
S{1,2} S{1,3} S{1,4} S{1,5} S{1,6} S{1,7} S{1,8} S{2,3} S{2,4} S{2,5}estimated index 0.506 0.593 0.510 0.455 0.450 0.515 0.447 0.056 0.034 0.005estimated error 0.010 0.009 0.010 0.009 0.009 0.008 0.009 0.011 0.011 0.011

S{2,6} S{2,7} S{2,8} S{3,4} S{3,5} S{3,6} S{3,7} S{3,8} S{4,5} S{4,6}estimated index 0.008 0.055 0.009 0.087 0.057 0.064 0.109 0.063 0.041 0.043estimated error 0.010 0.014 0.010 0.011 0.011 0.011 0.013 0.011 0.010 0.010

S{4,7} S{4,8} S{5,6} S{5,7} S{5,8} S{6,7} S{6,8} S{7,8}estimated index 0.082 0.041 0.009 0.040 0.007 0.046 0.006 0.041estimated error 0.013 0.010 0.010 0.014 0.010 0.014 0.010 0.014Table 6.6 � Estimation of seond-order Sobol' indies for the output Ydepth. The estimated error isthe radius of the 99% on�dene interval.



126 CHAPITRE 6. MÉTHODE DE SOBOL' ET HYPERCUBES LATINSby Saltelli in 2002 [Sal02℄. We derive theoretial results in the partiular ase of �rst-order Sobol'indies from the work by Janon et al. [JKL+12℄ on asymptotial properties of Sobol' indies and fromthe work by Loh [Loh96℄ on asymptotial properties of LHS. A further work will onsists in derivingthese theoretial results to higher-order Sobol' indies.AknowledgmentsThe authors thank Pierre Brasseur, Jean-Mihel Brankart and Eri Blayo for valuable disussionson the simulator MODECOGeL and more generally on marine eosystem models. They also thank ArtOwen for his helpful omments. This work has been partially supported by Frenh National ResearhAgeny (ANR) through COSINUS program (projet COSTA-BRAVA n◦ ANR-09-COSI-015).6.A Lemmas for Proposition 6.1Let X1 and X2 two distint points of a Latin hyperube of size n in [0, 1]d. For any funtion fde�ned on [0, 1]d, onsider Y 1 = f(X1) et Y 2 = f(X2). In Theorem 1 in [Ste87℄, Stein gives thefollowing resultTheorem 6.1. If f is a square integrable funtion then as n tends to +∞, we haveCov(Y 1, Y 2) = − 1

n

d∑

i=1

σ2
i + o(n−1) .In this setion, we prove an analogous result with more general settings and without the asymptotiassumption on n (see Lemma 6.4).6.A.1 Notation and de�nitionsFor s and n in N∗, de�ne the partition of [0, 1)s in elementary hyperubes of side 1/n,

Qs(n) =

{
Q ⊆ [0, 1)s

∣∣ Q =

s∏

i=1

[αi, βi), αi ∈
{
0,

1

n
, . . . ,

n− 1

n

}
, βi = αi +

1

n

}
.For any square integrable funtion g de�ned on [0, 1)s, s ≤ d, de�ne the sequene with general term

un(g) = ns
∑

Q∈Qs(n)

(∫

Q

g(x)dx

)2

, n ∈ N.6.A.2 Preliminary resultsThe �rst lemma is the analogous result for Lebesgue integrability of a result given in Equation(A.4) in [Ste87℄ for Riemann integrability. The seond one gives an important inequality whih allowsto work without asymptoti assumption on n. The last one onsists in simplifying integrals underLatin hyperube sampling using the ANOVA deomposition.Lemma 6.1. If g is a square integrable funtion, the sequene (un(g)
) onverges to ∫ g2(x)dx as ntends to +∞.Démonstration. Noting that

un(g) =

∫
gn(x)dxwhere

∀x ∈ [0, 1)s, gn(x) =
∑

Q∈Qs(n)

(
ns

∫

Q

g(y)dy

)2

1Q(x)



6.A. LEMMAS FOR PROPOSITION 6.1 127Lemma 6.1 is a straightforward onsequene of the dominated onvergene theorem. So let us provethat there exists an integrable funtion h suh that for all n ∈ N∗, |gn| ≤ h almost surely, and gnonverges pointwise to g2, and the onlusion will follow.First sine g is a square integrable funtion, we have |g(x)| ≤ M a.s., and by their de�nition, the
gn's are as well. Hene their exists an integrable funtion (h : x 7→ M) suh that |gn| ≤ h almostsurely. Conerning the pointwise onvergene, let us prove that for any x ∈ [0, 1)s,

∀ε > 0, ∃ N > 0, ∀n ≥ N,

∣∣∣∣∣

(
ns

∫

Qx

g(y)dy

)2

− g2(x)

∣∣∣∣∣ < εwhere Qx is the set Q in Qs(n) ontaining x. This is obvious if g2 is a simple funtion and weeasily generalize the result to any g2 sine any measurable funtion is a pointwise limit of simplefuntions.Lemma 6.2. The sequene (un(g)
) is dominated by ∫ g2(x)dx.Démonstration. Let n ∈ N∗, the result is proved by showing that the sequene of general term

vk(g) = u2kn(g) is inreasing. In this ase, by Lemma 6.1, we have lim vk(g) =
∫
g2(x)dx, and sine

vk is inreasing, all the terms of this sequene are dominated by ∫ g2(x)dx, hene v0(g) = un(g) ≤∫
g2(x)dx. To prove that the sequene (vk(g)) is inreasing, note that

vk+1(g) = (2k+1n)s
∑

Q∈Qs(2k+1n)

(∫

Q

g(x)dx

)2

= (2kn)s
∑

Q∈Qs(2kn)


2s

∑

P∈P(Q,2k+1n)

(∫

P

g(x)dx

)2

where P(Q, 2k+1n) = Q(2k+1n) ∩Q. Then by Jensen inequality, we have

2s
∑

P∈P(Q,2k+1n)

(∫

P

g(x)dx

)2

≥
(∫

Q

g(x)dx

)2and we onlude that vk+1(g) ≥ vk(g).For 0 ≤ x1, x2 ≤ 1 de�ne
rn(x1, x2) = 1 if ⌊nx1⌋ = ⌊nx2⌋

= 0 otherwise ,where ⌊·⌋ is the �oor funtion. We now end with the following resultLemma 6.3. Let v be a subset of {1, . . . , d}, we have
∫

f(x1)f(x2)
∏

i∈v

rn(x1i, x2i)dx1dx2 =

∫ ∑

w⊆v

fw(x1w)fw(x2w)
∏

i∈v

rn(x1i, x2i)dx1dx2 .Démonstration. By the ANOVA deomposition � see (6.1) � we have
∫

f(x1)f(x2)
∏

i∈v

rn(x1i, x2i)dx1dx2 =

∫ ∑

w1⊆{1,..,d}

∑

w2⊆{1,..,d}
fw1(x1w1)fw2(x2w2)

∏

i∈v

rn(x1i, x2i)dx1dx2 .Then note that a ertain number of terms in the member on the right-hand side vanishe. If (w1 ∩
vc) ∪ (w2 ∩ vc) 6= ∅ then suppose without loss of generality that there exists k ∈ w1 \ v ; we have
∫

fw1(x1w1 )fw2(x2w2 )
∏

i∈v

rn(x1i, x2i)dx1dx2 =

∫ (∫
fw1(x1w1 )dx1k

)

︸ ︷︷ ︸
I1

fw2(x2w2)
∏

i∈v

rn(x1i, x2i)dx1{k}cdx2



128 CHAPITRE 6. MÉTHODE DE SOBOL' ET HYPERCUBES LATINSand note that, by a basi property of the ANOVA deomposition, I1 = 0. If (w1 ∩ vc)∪ (w2 ∩ vc) = ∅and w1 6= w2, then suppose without loss of generality that there exists k ∈ w1 \w2. In this ase, wehave
∫

fw1(x1w1 )fw2(x2w2)
∏

i∈v

rn(x1i, x2i)dx1dx2

=

∫ (∫
fw1(x1w1 )rn(x1k, x2k)dx1kdx2k

)

︸ ︷︷ ︸
I2

fw2(x2w2 )

( ∏

i∈v\{k}
rn(x1i, x2i)

)
dx1{k}cdx2{k}cand note that by the de�nition of rn, we have

∫
fw1(x1w1)rn(x1k, x2k)dx1kdx2k =

∫
fw1(x1w1)dx1kand thus I2 = 0. The onlusion of the lemma follows.6.A.3 Main resultLet u be a non-empty subset of {1, . . . d} and onsider (Żj

u)j ∼ LH(n, 2d− |u|). For any funtion
f de�ned on [0, 1]d, onsideṙ

Y 1,1
u = f(Ẋ1

u, Ẋ
1,1
uc ) and Ẏ 2,2

u = f(Ẋ2
u, Ẋ

2,2
uc ) .We have the following resultLemma 6.4. If f is a square integrable funtion then we have

−
∑

∅6=w⊆u

|w| odd σ2
w

(n− 1)|w| ≤ Cov(Ẏ 1,1
u , Ẏ 2,2

u ) ≤
∑

∅6=w⊆u

|w| even σ2
w

(n− 1)|w| .Démonstration. Reall that for 0 ≤ x1, x2 ≤ 1,
rn(x1, x2) = 1 if ⌊nx1⌋ = ⌊nx2⌋

= 0 otherwise ,where ⌊·⌋ is the �oor funtion. For x1 = (x11, . . . , x1d) in [0, 1)d, de�ne x1v = (x1i1 , . . . , x1i|v|
) where

v = {i1, . . . , i|v|}. Due to the joint density of (Ẋ1
u, Ẋ

2
u) under Latin hyperube sampling � see[MCB79℄ or [Ste87℄ � and by Lemma 6.3, we haveCov(Ẏ 1,1

u , Ẏ 2,2
u ) +

(∫
f(x)dx

)2

=

∫
f(x1)f(x2)

( n

n− 1

)|u|∏

i∈u

(
1− rn(x1i, x2i)

)
dx1dx2

=
( n

n− 1

)|u|∑

v⊆u

(−1)|v|
∫

f(x1)f(x2)
∏

i∈v

rn(x1i, x2i)dx1dx2

=
( n

n− 1

)|u|∑

v⊆u

(−1)|v|
∫ ∑

w⊆v

fw(x1w)fw(x2w)
∏

i∈v

rn(x1i, x2i)dx1dx2

=
( n

n− 1

)|u|∑

v⊆u

(−1)|v|
∑

w⊆v

( 1
n

)|v|−|w| ∫
fw(x1w)fw(x2w)

∏

i∈w

rn(x1i, x2i)dx1wdx2w (6.20)



6.B. PROOF OF (III) IN PROPOSITION 6.2 129Then note that for any funtion of w denoted by A(w), we have
∑

v⊆u

(−1)|v|
∑

w⊆v

( 1
n

)|v|−|w|
A(w)

=
∑

v⊆u

(
− 1

n

)|v| ∑

w⊆v

( 1
n

)−|w|
A(w)

=
∑

w⊆u




|u|−|w|∑

k=0

(|u| − |w|
k

)(
− 1

n

)k+|w|


( 1
n

)−|w|
A(w)

=
∑

w⊆u

(n− 1

n

)|u|−|w|
(−1)|w|A(w) (6.21)Hene, we dedue thatCov(Ẏ 1,1

u , Ẏ 2,2
u ) =

∑

w⊆u

w 6=∅

( n

n− 1

)|w|
(−1)|w|

∫
fw(x1w)fw(x2w)

∏

i∈w

rn(x1i, x2i)dx1wdx2w . (6.22)Finally by the de�nition of rn, we have
0 ≤

∫
fw(x1w)fw(x2w)

∏

i∈w

rn(x1i, x2i)dx1wdx2w ≤
∑

Q∈Q|w|(n)

(∫

Q

fw(x1w)dx1w

)2and by Lemma 6.2, this gives
0 ≤

∫
fw(x1w)fw(x2w)

∏

i∈w

rn(x1i, x2i)dx1wdx2w ≤ σ2
w

n|w| . (6.23)The latter inequalities and (6.22) lead to Lemma 6.4.6.B Proof of (iii) in Proposition 6.2We �rst give three lemmas. The proof of (iii) in Proposition 6.2 is given in Setion 6.B.2.6.B.1 Preliminary resultsLemma 6.5. Let d ∈ N∗, if n ≥ d2

2 then
(
1 +

1

n

)d

− 1 ≤ d+ 1

n
.Démonstration. If d = 1, the result is obvious. Otherwise, for any x > 0, onsider the funtion gdde�ned by

gd(x) =

(
1 +

1

x

)d

− 1− d+ 1

x
.We show that(1) if there exists x0 > 0 suh that gd(x0) ≤ 0 then for all x ≥ x0, gd(x) ≤ 0(2) gd(d2/2) ≤ 0and the onlusion follows. Conerning (1) note that

gd(x) = 1 +
d

x
+O(x−2)− 1− d

x
− 1

x
= − 1

x
+O(x−2)



130 CHAPITRE 6. MÉTHODE DE SOBOL' ET HYPERCUBES LATINSand then that gd is negative as x tends to +∞. Moreover for any d > 1, gd is �rst dereasing andthen inreasing. Indeed, we have
g′d(x) = − d

x2

(
1 +

1

x

)d−1

+
d+ 1

x2and we dedue that g′d(x0) = 0 with
x0 =

1
(
d+1
d

)1/(d−1) − 1
> 0and is negative on the left side and positive on the right side. The onlusion of (1) follows. Conerning(2), it is easy to hek that it is true for d = 1 and 2, and for d ≥ 3 we have

gd

(
d2

2

)
=

d∑

k=0

(
d

k

)(
2

d2

)k

− 1− 2

d
− 2

d2

= − 2

d3
+

d∑

k=3

(
d

k

)(
2

d2

)k

≤ − 2

d3
+

d∑

k=3

1

k!

(
2

d

)k

≤ − 2

d3
+

1

d3
+

1

3d3
+

2

3

d∑

k=4

1

dk

≤ − 2

d3
+

d∑

k=3

1

dk
+

1

3d3

(
1−

d−3∑

k=1

1

dk

)

≤ − 2

d3
+

d∑

k=3

1

dk

≤ − 2

d3
+

2

d3and the onlusion follows.With the same notation as at the beginning of Setion 6.A.3, we have the following resultLemma 6.6. If f is a square integrable funtion, we have
E
[
f(Ẋ1

u, Ẋ
1,1
uc )f(Ẋ1

u, Ẋ
2,1
uc )
]
= E[Y ]2 + τ2u +Bu,nwhere

−E[Y 2]
∑

∅6=v⊆u
c

|v| odd 1

(n− 1)|v|
≤ Bu,n ≤ E[Y 2]

∑

∅6=v⊆u
c

|v| even 1

(n− 1)|v|
. (6.24)Démonstration. First, due to the joint density of (Ẋ1,1

uc , Ẋ
2,1
uc ) under Latin hyperube sampling � see[MCB79℄ or [Ste87℄ � we have

E
[
f(Ẋ1

u, Ẋ
1,1
uc )f(Ẋ1

u, Ẋ
2,1
uc )
]

=

∫
f(x,x1)f(x,x2)

(
n

n− 1

)d−|u| ∏

i∈uc

(
1− rn(x1i, x2i)

)
dxdx1dx2

=

(
n

n− 1

)d−|u| ∫ ( ∑

v⊆uc

(−1)|v|
∫

f(x,x1)f(x,x2)
∏

i∈v

rn(x1i, x2i)dx1dx2

︸ ︷︷ ︸
I(x)

)
dx .



6.B. PROOF OF (III) IN PROPOSITION 6.2 131We now denote fx : y 7→ f(x,y) and then by (6.20) and (6.21) we have
I(x) =

∑

v⊆uc

(−1)|v|
∫

fx(x1)fx(x2)
∏

i∈v

rn(x1i, x2i)dx1dx2

=
∑

v⊆uc

(−1)|v|
∑

w⊆v

( 1
n

)|v|−|w| ∫
fx,w(x1w)fx,w(x2w)

∏

i∈w

rn(x1i, x2i)dx1wdx2w

=
∑

w⊆uc

(−1)|w|
(n− 1

n

)d−|u|−|w| ∫
fx,w(x1w)fx,w(x2w)

∏

i∈w

rn(x1i, x2i)dx1wdx2w .Hene by (6.23) we have for all w 6= ∅,
0 ≤

∫
fx,w(x1w)fx,w(x2w)

∏

i∈w

rn(x1i, x2i)dx1wdx2w ≤
∫
f2
x,w(x1w)dx1w

n|w| ≤
∫
f2
x(x1)dx1

n|w|and note that ∫
fx,∅(x1∅)fx,∅(x2∅)

∏

i∈∅
rn(x1i, x2i)dx1∅dx2∅ = f2

x,∅ .Finally, note that ∫
f2
x,∅dx = τ2u + E[Y ]2and ∫ ∫
f2
x(x1)dx1dx = E

[
Y 2
]and onlude that

E
[
f(Ẋ1

u, Ẋ
1,1
uc )f(Ẋ1

u, Ẋ
2,1
uc )
]
=

(
n

n− 1

)d−|u| ∫
I(x)dx = τ2u + E[Y ]2 +Bu,nwith

−E[Y 2]
∑

∅6=v⊆u
c

|v| odd 1

(n− 1)|v|
≤ Bu,n ≤ E[Y 2]

∑

∅6=v⊆u
c

|v| even 1

(n− 1)|v|
.Lemma 6.7. The inequalities in Equation (6.24) imply that

∣∣∣∣
∑

w⊆uc

(
1

n

)|w|
Bu∪w,n

∣∣∣∣ ≤
(
d− |u|+ 1

n
+ 1

)(
d− |u|+ 1

n− 1

)
E
[
Y 2
]
.Démonstration. By (6.24), we have

∑

w⊆uc

(
1

n

)|w|
Bu∪w,n ≤ E

[
Y 2
] ∑

w⊆uc

(
1

n

)|w| ∑

∅6=v⊆(u∪w)c

1

(n− 1)|w|

≤ E
[
Y 2
] ∑

w⊆uc

(
1

n

)|w|((
1 +

1

n− 1

)d−|u|−|w|
− 1

)

≤ E
[
Y 2
][(

1 +
1

n− 1

)d−|u| ∑

w⊆uc

(
1

n

)|w|
−
∑

w⊆uc

(
1

n

)|w|]

≤ E
[
Y 2
][(

1 +
1

n− 1

)d−|u|(
1 +

1

n

)d−|u|
−
(
1 +

1

n

)d−|u|]and the onlusion follows by applying twie Lemma 6.5.



132 CHAPITRE 6. MÉTHODE DE SOBOL' ET HYPERCUBES LATINS6.B.2 Proof of (iii) in Proposition 6.2Démonstration. First note that by the de�nition of (Z̈j
u)j=1..n we have

Ÿ j,1
u = f(Ẍj

u, Ẍ
j,1
uc ) and Ÿ j,2

u = f(Ẍj
u, Ẍ

j,2
uc )with

Ẍ
j,1
uc =

(
π1(j)− U1,π1(j)

n
, . . . ,

πd(j)− Ud,πd(j)

n

)and
Ẍ

j,2
uc =

(
π′
1(j)− U1,π′

1(j)

n
, . . . ,

π′
d(j)− Ud,π′

d(j)

n

)where the πi's, the π′
i's and the Ui,j 's are independent random variables uniformly distributed on Πn� see De�nition 6.1 �, Πn and [0, 1], respetively. Moreover note that if for an index i ∈ uc, wehave πi(j) = π′

i(j) then Ẍj,1
i = Ẍj,2

i ; and if πi(j) 6= π′
i(j) then Ui,πi(j) and Ui,π′

i(j)
are independentand therefore Ẍj,1

i and Ẍj,2
i are two distint points of a Latin hyperube of size n in [0, 1]. For

j ∈ {1, . . . , n}, denote by e(j) the set of integers i ∈ uc suh that πi(j) = π′
i(j). Thus we have

E
[
Ÿ j,1
u Ÿ j,2

u

]
=

1

n2d−|u|

∑

w⊆uc

∑

π(j)∈
{1,...,n}d

∑

π′
u
c (j)∈

{1,...,n}d−|u|

1{e(j)=w} · · ·

· · ·
∫

f

(
π1(j)− u11

n
, . . . ,

πd(j)− u1d

n

)
f

(
π′
1(j)− u21

n
, . . . ,

π′
d(j)− u2d

n

)
du1du2(u∪w)cwhere for all i ∈ u ∪ e(j), πi(j) = π′

i(j) and u1i(j) = u2i(j). And noting that
1

(n− 1)d−|u|−|w|nd

∑

π(j)∈
{1,...,n}d

∑

π′
u
c (j)∈

{1,...,n}d−|u|

1{e(j)=w} · · ·

· · ·
∫

f

(
π1(j)− u11

n
, . . . ,

πd(j)− u1d

n

)
f

(
π′
1(j)− u21

n
, . . . ,

π′
d(j)− u2d

n

)
du1du2(u∪w)cis equal to E[f(Ẋ1

u∪w, Ẋ
1,1
(u∪w)c)f(Ẋ

1
u∪w, Ẋ

2,1
(u∪w)c)

] where (Ẋj
u∪w, Ẋ

j,1
(u∪w)c)j ∼ LH(n, d), Lemma 6.6gives

E
[
Ÿ j,1
u Ÿ j,2

u

]
=
∑

w⊆uc

(
1

n

)|w|(
E[Y ]2 + τ2u∪w +Bu∪w,n

)
.By Lemmas 6.5 and 6.7, and noting that E[Y ]2 + τ2u∪w ≤ E[Y 2], we obtain

E
[
Ÿ j,1
u Ÿ j,2

u

]
= E[Y ]2 + τ2u +B|u|,n (6.25)where ∣∣B|u|,n

∣∣ ≤
(
d− |u|+ 1

n
+ 2

)(
d− |u|+ 1

n− 1

)
E[Y 2] . (6.26)Following the same proof, it is easy to show that for j 6= l, we have

E
[
Ÿ j,1
u Ÿ l,2

u

]
= E[Y ]2 +Bn,1where ∣∣Bn,1

∣∣ ≤
(
d+ 1

n
+ 2

)(
d+ 1

n− 1

)
E[Y 2] . (6.27)Thus noting that

E
[
τ2,RLHS
u,n

]
=

n− 1

n
E[Ÿ 1,1

u Ÿ 1,2
u ]− n− 1

n
E[Ÿ 1,1

u Ÿ 2,2
u ]
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E
[
τ̃2,RLHS
u,n

]
= τ2u −

1

n
τ2u +

n− 1

n

(
Bn,1 + B|u|,n

)where the biases are O(n−1) as spei�ed above. Conerning σ̃2,RLHS
n , note that σ̃2,RLHS

n = σ̃2,LHS
nand the onlusion follows from (iii) in Proposition 6.1. Conerning τ̂2,RLHS

u,n and σ̂2,RLHS
n , we have

E



(
1

n

n∑

j=1

Ÿ j,1
u + Ÿ j,2

u

2

)2

 =

1

4n
E
[
(Ÿ 1,1

u + Ÿ 1,2
u )2

]
+

1

4n2

n∑

j=1

n∑

l=1
l 6=j

E
[
(Ÿ j,1

u + Ÿ j,2
u )(Ÿ l,1

u + Ÿ l,2
u )
]

=
1

2n

(
E
[
(Ÿ 1,1

u )2
]
+ E[Ÿ 1,1

u Ÿ 1,2
u ]

)
+

n− 1

2n

(
E[Ÿ 1,1

u Ÿ 2,1
u ] + E[Ÿ 1,1

u Ÿ 2,2
u ]

)
.Then using notation in (6.6�6.8), note that

E
[
Ÿ 1,1
u Ÿ 2,1

u

]
= E

[
Ẏ 1,1
u Ẏ 2,1

u

]
= Cov(Ẏ 1,1

u , Ẏ 2,1
u

)
+ E[Y ]2 = Cov(Ẏ 1,1

{1,...,d}, Ẏ
2,2
{1,...,d}

)
+ E[Y ]2and by (6.26), (6.27) and Lemma 6.4, we dedue

E



(
1

n

n∑

j=1

Ÿ j,1
u + Ÿ j,2

u

2

)2

 =

1

2n
τ2u + E[Y ]2 +Bn,1 +Bn,2 .where

|Bn,2| ≤
σ2

2nand Bn,1 is spei�ed in (6.27). Then it is easy to onlude that
E
[
τ̂2,RLHS
u,n

]
= τ2u −

1

2n
τ2u +Bn,1 +Bn,2 +

n− 1

n
B|u|,n

E
[
σ̂2,RLHS
n

]
= σ2 − 1

2n
τ2u +Bn,1 +Bn,2where the biases are O(n−1) as spei�ed above.6.C Phytoplankton growth modelThe phytoplankton growth is given by the �ve following equations, where A stands for pp, np ormp.

µA = µmaxAlimIAlimTA(limNO3A + limNH4A)limNO3A =

( NO3NO3 +KNO3A) exp(−ΨNH4)limNH4A =

( NH4NH4 +KNH4A)limIA =
2(1 + βIA) PARIoptA( PAR

IoptA )2 + 2βIA PAR
IoptA + 1limTA = max


 2(1 + βTA) T−TletA

ToptA−TletA(
T−TletA

ToptA−TletA )2 + 2βIA T−TletA
ToptA−TletA + 1

, 0


where the parameters are de�ned in the following table



parameter de�nition
µA growth rate of A
µmaxA maximum growth rate of AlimNO3A limitation by NO3 for AlimNH4A limitation by NH4 for AKNO3A half-saturation oe�ient of NO3 for AKNH4A half-saturation oe�ient of NH4 for A
Ψ inhibition oe�ient by NH4NO3 NO3 onentrationNH4 NH4 onentrationlimIA limitation by light for A
βIA shape fator for photoinhibition urve
IoptA optimum insolation for APAR photosyntheti ative radiationlimTA limitation by temperature for A
βTA shape fator for thermoinhibition urve
ToptA optimum temperature for A
TletA lower lethal temperature for A
T temperatureTable 6.7 � Parameters of the phytoplankton growth model
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Chapitre 7
Appliations à des modèlesanalytiques

Ce hapitre propose une étude synthétique des di�érents estimateurs des indies de Sobol' quenous avons évoqués préédemment. Les appliations sont e�etuées sur 3 modèles analytiques : unefontion ontinue et multipliative, une fontion ontinue mais non-multipliative et en�n une fontiondisontinue. Ces as d'études sont très élémentaires et n'ont pour but que de mettre en évidene lesfaiblesses éventuelles des di�érentes méthodes testées.Nous nous intéressons à l'estimation des indies de Sobol' d'ordre 1 et 2. Les méthode omparéessont : la méthode de Sobol', RBD, FAST et l'approhe par quasi-régression suivant des polyn�mesde haos (PC). La méthode de Sobol' est évaluée dans sa version lassique (notée MC), ainsi qu'avela nouvelle approhe introduite au Chapitre 6 (notée RLHS pour l'estimation des indies d'ordre1 et RLHS-OA2 pour les indies d'ordre 2). La méthode RBD est testée dans sa version lassique(notée OA1), dans sa version lassique ave orretion de biais (notée OA1/orrigée), dans la ver-sion onstruite à l'aide de tableaux orthogonaux de fore 2 introduite au Chapitre 5 (notée OA2et OA2/orrigée). La méthode FAST est appliquée dans sa nouvelle version introduite au Chapitre5 à l'aide de jeux de fréquenes � disponibles sur la page internet personnelle de Franes Kuo :http ://web.maths.unsw.edu.au/∼fkuo/ � onstruits par les algorithmes "omposante par om-posante" réents (voir [CKN06, Nuy07, CKN10℄). La randomisation du plan d'expériene de FASTse fait par la rotation de Cranley-Patterson qui onsiste à translater, modulo 1 et omposante paromposante, tous les points du plan original par un même veteur aléatoire uniformément distribuésur [0, 1]d. En�n, l'approhe par quasi-régression suivant des polyn�mes de haos est e�etuée dansun premier temps relativement à des hyperubes latins, puis généralisée à des hyperubes latins baséssur des tableaux orthogonaux de fore 2 (notée OA2).Pour l'estimation des indies d'ordre 1 par les méthodes spetrales, l'ensemble de tronature hoisiest du type {1, . . . ,M} pour les polyn�mes de haos et {−M, . . . ,−1, 1, . . .M} pour les polyn�mestrigonométriques où M est un entier naturel non nul. Pour l'estimation des indies d'ordre 2, l'ensem-ble de tronature est une roix de Zaremba du type {i∗ j | i, j ∈ N∗ et i∗ j ≤ M} pour les polyn�mesde haos et {i ∗ j | i, j ∈ Z∗ et |i ∗ j| ≤ M} pour les polyn�mes trigonométriques où M est égalementun entier naturel.Le ritère de omparaison utilisé dans es tests est la raine arrée de l'erreur quadratique moyenne(RMSE) alulée sur 1000 répliations. Il est important de noter que lors de l'estimation des indiesde Sobol' d'ordre 2, les quantités évaluées par la méthode de Sobol' sont des indies desendants etpour les méthodes spetrales, des indies élémentaires.137



138 CHAPITRE 7. APPLICATIONS À DES MODÈLES ANALYTIQUES7.1 Test sur la g-fontion7.1.1 Desriptif du testLa première fontion testée est la g-fontion (voir e.g. [SS95℄, et Figure 7.1) :
f(X) =

d∏

i=1

fi(Xi)ave pour tout i ∈ [1 : d]

fi(Xi) =
|4Xi − 2|+ ai

1 + ai
, ai > 0où les Xi désignent des variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur [0, 1].

0 0.5 1
0

1

2

 

 

a=0
a=1
a=9Figure 7.1 � Courbe des omposantes d'une g-fontion pour quelques valeurs de paramètres a.Il est important de remarquer que, même si la dé�nition de ette fontion laisse entrevoir unesingularité au entre de son ensemble de dé�nition, la g-fontion possède une représentation en sériede Fourier relativement simple puisque son spetre déroît à l'in�ni de manière très rapide. En e�et,on note que pour tout k ∈ Zdk(f) =  0 si ∃i | ki 6= 0 et pair

∏

i | ki 6=0

4π−2(1 + ai)
−1

∏

i | ki 6=0

k2i
sinon.Le test est e�etué sur une g-fontion de 12 variables dont les paramètres ai sont donnés par

a = (0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 9, 9, 9, 9, 9). Les valeurs théoriques des indies de Sobol' de ette fontion peuventêtre obtenues en notant que
σ2
{i} =

1

3(1 + ai)2
,

σ2
u =

∏

i∈u

σ2
{i}et

σ2 =

n∏

i=1

(σ2
{i} + 1)− 1.Les estimations sont réalisées pour plusieurs tailles d'éhantillons : 1000, 4000, 10000, 40000 et160000 ; et pour haune, 1000 répliations sont e�etuées. Le nombre d'harmoniques prises en omptedans le alul des indies de Sobol' d'ordre 1 pour les méthodes spetrales est �xé à 8, 13, 17, 24



7.1. TEST SUR LA G-FONCTION 139et 30 pour haune des tailles d'éhantillons. Ces valeurs représentent également le paramètre desroix de Zaremba (voir Formule (5.41)) onsidérées lors de l'estimation des indies d'ordre 2 pour lesméthodes spetrales.7.1.2 Résultats du test et disussionsLes estimations des di�érents indies de Sobol' d'ordre 1 et d'ordre 2 présentant toutes le mêmeomportement, nous nous ontentons de traer uniquement les ourbes pour deux indies d'ordre 1� l'un dont la valeur est la plus grande (0,145) et l'autre dont la valeur est la plus petite (0,001) �et pour un indie d'ordre 2 � dont la valeur est la plus grande (0.048). Les résultats sont présentésdans les Figures 7.2 à 7.4.Conernant l'estimation des indies d'ordre 1, on remarque prinipalement que deux groupes sedessinent. D'une part, on onstate que la méthode FAST atteint une vitesse de onvergene en O(n−1),et d'autre part que les autres méthodes onvergent à une vitesse de l'ordre de O(n−1/2). La vitesse deonvergene observée de la méthode FAST est une illustration de la Proposition 5.4 qui établit queles estimateurs de σ2
{i} et σ2 produits par ette méthode peuvent onverger à des vitesses supérieuresà elle de la méthode de Monte Carlo. Parmi les autres méthodes, on remarque que les méthodesde Sobol' sont les moins préises, et que la méthode de quasi-régression suivant les polyn�mes deLegendre est omparable à la méthode RBD lassique. En�n, on note que la orretion de biais et lastrati�ation plus forte � par un tableau orthogonal de fore 2 � tend à réduire l'erreur quadratique.Conernant les indies de Sobol' d'ordre 2, les remarques préédentes s'appliquent dans leur en-semble. On remarque en outre que la méthode de Sobol' permet d'atteindre un niveau d'erreuromparable à elui de la méthode RBD,.
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FASTFigure 7.2 � Estimation des indies de Sobol' d'ordre 1 de la g-fontion ayant pour valeur 0.145.Remarque 7.1. Dans e test, nous avons "normalisé" la méthode de Sobol' basée sur le hyperubeslatins (notée RLHS), i.e. que pour un test sur un éhantillon de taille n, nous avons onsidéré uneméthode de Sobol' sur deux hyperubes latins répliqués de taille n/2. Le omparatif est don parfaite-ment juste vis-à-vis des méthodes spetrales. Par ontre, la méthode de Sobol' lassique n'a pas été"normalisée" de manière à omparer la qualité de son estimateur relativement à elui de la méthodede Sobol' RLHS. On remarquera toutefois que sa RMSE doit, en toute rigueur, être multipliée parun fateur non-négligeable � ii √6.5 > 2, 5 puisqu'elle néessite au minimum 13 éhantillons pourestimer tous les indies d'ordre 1 et 26 pour l'estimation des indies d'ordre 2, au lieu de 2 seule-ment pour la méthode RLHS � qui se dégrade ave l'augmentation de la dimension. Cette remarques'appliquera également pour les tests suivants.
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FASTFigure 7.4 � Estimation des indies de Sobol' d'ordre 2 de la g-fontion7.2 Test sur une fontion ontinue non-multipliative7.2.1 Desriptif du testLa seonde fontion testée est une fontion ontinue mais non multipliative en dimension 10dé�nie par

f(X) = min(X1, . . . , X5)ave X = (X1, . . . X10), où les Xi désignent des variables aléatoires indépendantes uniformémentdistribuées sur [0, 1]. On peut la trouver par exemple dans [LO06℄.La fontion présente don uniquement s = 5 variables atives jouant des r�les symétriques. Lesvaleurs théoriques de ses indies de Sobol' sont aessibles par les formules
τ2u =

|u|
(s+ 1)2(2s− |u|+ 2)

u ⊆ {1, . . . , 5}et
σ2 =

s

(s+ 1)2(s+ 2)
.



7.2. TEST SUR UNE FONCTION CONTINUE NON-MULTIPLICATIVE 141Dans notre as, les indies de Sobol' d'ordre 1 des variables atives prennent pour valeur 7/55, et
7/25 pour les indies de Sobol' d'ordre 2 desendants.Les estimations sont réalisées pour plusieurs tailles d'éhantillons : 2209, 10201, 41209, 109561,491401 et 1002001 ; et pour haune, 1000 répliations sont e�etuées. Le nombre d'harmoniquesprises en ompte dans le alul des indies de Sobol' d'ordre 1, ainsi que le paramètre des roix deZaremba (voir Formule (5.41)) onsidérées lors de l'estimation des indies d'ordre 2 pour les méthodesspetrales, est maintenant hoisi de manière à minimiser l'erreur quadratique 1 Dans e adre, lesindies de Sobol' dont les valeurs sont nulles ne sont pas estimés par les méthodes spetrales, arle paramètre optimal pour le nombre d'harmoniques à prendre en ompte est 0. Ils sont néanmoinsestimés par les méthodes de Sobol', et présentent dans tous les as une RMSE 6 fois inférieure à elledes indies non nuls présenté dans les Figures 7.5 et 7.6.7.2.2 Résultats du test et disussionsPour l'estimation des indies d'ordre 1, même si ontrairement au test préédent, toutes les méth-odes présentent la même vitesse de onvergene, les résultats des Figures 7.5 et 7.6 montrent quandmême une grande disparité entre les di�érentes méthodes. On onstate d'abord un rapport égal à20 entre la RMSE de la méthode de Sobol' et elle de la quasi-régression suivant les polyn�mes deLegendre. Cei est prinipalement expliqué par une performane exeptionnelle de la quasi-régressionqui tient au fait que seules les 5 premiers oe�ients du développement en haos polynomial deLegendre sont prises en ompte dans le alul des indies de Sobol'. Seule la méthode FAST est apa-ble d'obtenir une RMSE aussi faible que elle de la quasi-régression sur les polyn�mes de Legendre.Toutefois, le nombre d'harmoniques néessaires pour atteindre e niveau de préision varie entre 15,pour l'éhantillon de taille 2000, et 60 pour l'éhantillon de taille 1000000. Ce nombre important estdésavantageux pour FAST ar il fait apparaître des interférenes lors de l'estimation des oe�ientsde Fourier ; ils se traduisent d'ailleurs par la trajetoire non lisse de la RMSE de FAST dans la Figure7.5. Quant aux méthodes RBD, elles sont nettement moins onurrentielles que la quasi-régression surles polyn�mes de Legendre, du fait prinipalement d'un nombre imposant d'harmoniques néessairesà l'estimation des indies de Sobol' : 9 pour l'éhantillon de taille 2000, et 70 pour l'éhantillon detaille 1000000. En e�et, plus le nombre d'harmoniques prises en ompte dans l'estimation de l'indieest important, et plus la variane et le biais résiduel après orretion augmentent.Pour l'estimation des indies d'ordre 2, les onstats et les expliations sont les mêmes. La quasi-régression suivant les polyn�me de Legendre reste la méthode la plus ompétitive ; et les méthodesspetrales RBD et FAST doivent omposer ave des paramètres de roix de Zaremba très élevés �jusqu'à 60 pour l'éhantillon de taille 1000000 � qui ontraignent FAST à une vitesse de déroissaneen O(n−1/2) et qui empêhe RBD d'atteindre une RMSE inférieure à 10−3. Ce dernier point illustrela problématique prinipale de l'estimation des indies de Sobol' par méthode spetrale : si l'indieen question est la série de oe�ients de Fourier � ou Fourier-Hermite, Fourier-Legendre et. � quidéroissent lentement à l'in�ni, alors l'estimateur de l'indie de Sobol' doit prendre en ompte unnombre important de es oe�ients pour atteindre un niveau de préision donné, et malheureuse-ment, plus e nombre augmente et plus la variane de l'estimateur aussi. Cei peut onduire dansdes as pathologiques à un estimateur qui ne onverge pas, 'est e qu'on observe pour la méthodeRBD sur la Figure 7.6, ar vraisemblablement la base trigonométrique ne permet pas d'approherl'e�et d'ordre 2 de la fontion étudiée par des harmoniques basse-fréquenes. En�n, on termine ennotant que le remplaement de l'hyperube latin par un hyperube latin basé sur un tableau orthog-onal de fore 2 dans la quasi-régression suivant les polyn�mes de Legendre permet de réduire l'erreurquadratique de manière importante.1. Cela signi�e qu'on réalise le test pour haune des valeurs jusqu'à observé une dégradation de l'estimation dufait d'un trop grand nombre de oe�ients pris en ompte, et on renvoie la meilleure estimation.
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Figure 7.5 � Estimation des indies de Sobol' d'ordre 1 de la fontion-test numéro 2 ayant pourvaleur 7/55.
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Figure 7.6 � Estimation des indies de Sobol' d'ordre 2 de la fontion-test numéro 2 ayant pourvaleur 7/25 (indie desendant) ou 7/275 (indie élémentaire).7.3 Test sur une fontion disontinue7.3.1 Desriptif du testLa dernière fontion testée est une fontion disontinue en dimension 10 dé�nie par
f(X) = 1{X1<X2}(X)ave X = (X1, . . . X10), où les Xi désignent des variables aléatoires indépendantes uniformémentdistribuées sur [0, 1].La fontion présente don uniquement 2 variables atives jouant des r�les symétriques. Les indiesde Sobol' des variables atives, S{1}, S{2}et S{1,2}, prennent pour valeur 1/3.Les estimations sont réalisées pour plusieurs tailles d'éhantillons : 2000, 10000, 20000, 100000,200000 et 1000000 ; et pour haune, 1000 répliations sont e�etuées. Le nombre d'harmoniquesprises en ompte dans le alul des indies de Sobol' d'ordre 1, ainsi que le paramètre des roix deZaremba (voir Formule (5.41)) onsidérées lors de l'estimation des indies d'ordre 2 pour les méthodes



7.3. TEST SUR UNE FONCTION DISCONTINUE 143spetrales, est maintenant hoisi de manière à minimiser l'erreur quadratique. Dans e adre, lesindies de Sobol' dont les valeurs sont nulles ne sont pas estimés par les méthodes spetrales, arle paramètre optimal pour le nombre d'harmoniques à prendre en ompte est 0. Ils sont néanmoinsestimés par les méthodes de Sobol', et présentent dans tous les as une RMSE 3 fois inférieure à elledes indies non nuls présenté dans les Figures 7.7 et 7.8.7.3.2 Résultats du test et disussionsConernant l'estimation d'ordre 1, une fois enore la méthode FAST est inapable d'atteindreune vitesse de onvergene supérieure à O(n−1/2). De plus, pour atteindre ette vitesse, l'estimateurFAST a dû prendre en ompte un nombre gigantesque d'harmoniques : 25 pour l'éhantillon de taille2000, et jusqu'à 300 pour l'éhantillon de taille 1000000. Cette préision obtenue à l'aide d'un telnombre d'harmoniques n'est possible que pare que le spetre global de la fontion-test est très reux� ar seule 2 variables sont atives � ; dans un modèle présentant la même disontinuité et plus devariables atives, une telle préision serait tout simplement impossible du fait des interférenes. Enterme de performane, arrivent ensuite la méthode de Sobol' nouvellement introduite au Chapitre6 et la quasi-régression suivant les polyn�mes de Legendre. Pour ette dernière, il su�t d'une seuleharmonique pour onverger vers l'indie de Sobol' d'ordre 1, e qui explique son bon omportement.Rajoutons qu'en utilisant un hyperube latin basé sur un tableau orthogonal d'ordre 2 pour ettequasi-régression, on réduit la raine arrée de l'erreur quadratique d'un fateur 3 à 4. Pour onluresur es premières remarques, on note simplement que la présene de disontinuités dans un modèle� même la plus simple � fait rapidement apparaître la méthode de Sobol' omme une méthodeperformante. On onstate en outre que l'éart entre la méthode de Sobol' originale et la méthodeexploitant les hyperubes latins est ii plus important que dans les tests préédents. En�n, on noteque omme dans le test préédent, la méthode RBD n'arrive pas à onverger du fait d'un trop grandnombre d'harmoniques à prendre en ompte.Conernant l'estimation des indies d'ordre 2, seules les méthodes de Sobol' et la méthode FASTsont représentées. Comme préédemment pour l'estimation des indies d'ordre 1, la méthode FASTne doit son semblant de onvergene qu'à la prise en ompte d'un nombre gigantesque d'harmoniques� par exemple, une roix de Zaremba ontenant plus de 4000 oe�ients pour l'éhantillon de taille1000000. Pour la méthode RBD, la onvergene di�ile observée pour l'estimation des indies d'ordre1 se reproduit dans une plus grande ampleur, et la RMSE reste largement supérieure à 10−2. Le mêmephénomène s'observe pour la quasi-régression suivant les polyn�mes de Legendre. Et �nalement, seulela méthode de Sobol' est robuste à la disontinuité de la fontion-test.
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Figure 7.7 � Estimation des indies de Sobol' d'ordre 1 de la fontion-test numéro 3 ayant pourvaleur 1/3.
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Figure 7.8 � Estimation des indies de Sobol' d'ordre 2 de la fontion-test numéro 3 ayant pourvaleur 1/3 (indie élémentaire) et 1 (indie desendant).7.4 ConlusionAprès tout es tests, on onstate sans surprise que la méthode de Sobol' est la seule à êtrerobuste vis-à-vis d'une disontinuité. Plus enore, elle montre des erreurs quadratiques très faiblespour l'estimation des indies d'ordre 2. En e�et pour e type d'indies, même si ertains traésde RMSE peuvent faire apparaître ette méthode en retrait des autres, on onstate en réalité quesa RMSE renormalisée par la valeur de l'indie estimé plaide plut�t en sa faveur. Rappelons parexemple, pour le test numéro 2, les méthodes spetrales estiment l'indie élémentaire de valeur 7/275et la méthode de Sobol' l'indie desendant de valeur 7/25.En seond lieu, on remarque que les erreurs quadratiques observées pour les méthodes de quasi-régression suivant les polyn�mes de Legendre ou suivant les polyn�mes trigonométriques (RBD)peuvent varier énormément suivant le nombre de oe�ients pris en ompte dans le alul de l'indiede Sobol'. En partiulier, un développement spetral à déroissane lente onduit à des estimateurs quin'arrivent pas à onverger. Le problème entral dans e type de méthode est don de trouver la baseorthogonale sur laquelle le modèle possède un spetre à déroissane rapide. Nous avons pu onstaterque les polyn�mes de Legendre et les polyn�mes trigonométriques éhouent tous les deux dans le asd'une fontion présentant un front disontinu. Il existe bien évidemment d'autres bases orthogonales,itons par exemple, les fontions de Walsh [Bea75℄ � qui ont fait l'objet d'une généralisation de laméthode FAST [PC81℄ � ou les ondelettes [Mey93℄.En�n, onernant la méthode FAST, nous avons pu observer qu'elle peut atteindre une vitessede onvergene de l'ordre de O(n−1) pour une fontion dont le spetre de Fourier est à déroissanerapide, mais qu'elle se heurte au problème des interférenes dès que ette propriété n'est pas véri�ée.En dimension réduite, nous avons pu onstater qu'elle peut rester ompétitive si la fontion ne présentepas de disontinuité, mais au regard de l'étude théorique du Chapitre 5, il n'apparaît pas raisonnablede l'appliquer en grande dimension (d > 20).



Chapitre 8Appliation à un modèle d'éosystèmemarinCe hapitre onstitue une appliation des méthodes d'analyse de sensibilité à un simulateur d'é-osystème marin dépendant de 85 paramètres. L'étude que nous proposons onstitue un travail in-trodutif qui nous permet de tester les méthodes disutées dans ette thèse sur un modèle non-analytique qui s'exprime de manière impliite. D'autre part, ette première étude ave un nombreréduit de paramètres inertains, nous permet de prendre la mesure de la omplexité du modèle etainsi d'évaluer quels types de méthodes sont pertinents et réalisables en vue d'expérienes à plusgrande éhelle. À moyen terme, e travail a idéalement pour but l'aide au développement de emodèle (rédution/omplexi�ation, alibration, et.), en omplétant les analyses de sensibilité déjàexistantes, omme par exemple l'analyse de olinéarité [BRK01℄ (voir, e.g., [RSG06℄) ou des approhesélémentaires de alul de taux d'aroissement (voir, e.g., [La98℄).8.1 Desription du modèle MODECOGeLMODECOGeL est un modèle 1D ouplé (hydrodynamique/biogéohimie) simulant l'éosystèmemarin régional en mer Ligure (Méditerranée nord-ouest, voir Figure 8.1) suivant la dimension vertiale� jusqu'à −400m � en vue d'une étude de variabilité interannuelle entre les années 1984 et 1988. Ila été développé par Laroix [La98, LN98℄ et ensuite a�né par Laroix et Grégoire [LG02℄. Il onsisteen un ode FORTRAN de trois milles lignes résultant de la disrétisation par la méthode des volumes�nis d'un ertain nombre d'équations di�érentielles ouplées ontr�lées par 85 paramètres. Les pas detemps et d'espae sont respetivement 10 minutes ou 1 heure, et 1 mètre ou 5 mètres. La résolution laplus grossière permet de réaliser une simulation annuelle en 4 seondes ave un ordinateur de bureau(proesseur quatre oeurs adené à 3GHz, 4Go de mémoire vive). Dans e qui suit, en nous référantexlusivement à la thèse de Laroix, nous résumons les enjeux et la desription de e modèle. Pourplus de détails, nous renvoyons le leteur au manusrit original de Laroix [La98℄.8.1.1 Enjeux de la modélisation des proessus biologiques de l'oéanL'étude des oéans, et plus généralement des eaux naturelles, intéresse les herheurs autantdans l'optique de onsidérations limatiques, qu'éologiques. Dans l'introdution générale de sa thèseonsarée à la onstrution du modèle MODECOGeL, Laroix [La98℄ pointe trois phénomènes dontl'intérêt ne esse de grandir auprès de la ommunauté sienti�que. Il s'agit d'une part de l'évolutionde la onentration en dioxyde de arbone (CO2) dans l'oéan, et plus généralement du yle globaldu CO2 (oéan/atmosphère) d'autre part, de l'évolution des ressoures halieutiques, et en�n duproblème lié à l'eutrophisation � i.e. surplus de phosphore et d'azote dans les eaux naturelles quiont prinipalement pour onséquene une dégradation du milieu marin.145
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Figure 8.1 � Shéma de la Mer Ligure.Évolution de la onentration en CO2 Le proessus qui régule la température au sol de la Terre� 15◦C en moyenne � se résume prinipalement à un phénomène naturel ommunément appelé e�etde serre. En e�et, ertains gaz présents dans l'atmosphère terrestre omme la vapeur d'eau, le CO2,le méthane ou enore l'ozone piègent une partie du rayonnement infrarouge émis par la Terre et leréémettent vers ette dernière, e qui a pour onséquene d'augmenter la température au sol. Sans eproessus naturel, la température moyenne terrestre au sol serait seulement de −18◦C [Bar07℄. Selonles données du rapport de l'année 2011 du Groupe d'Experts Intergouvernemental sur l'Évolution duClimat (GIEC), la ontribution des di�érents gaz à e�et de serre se répartit omme suit- vapeur d'eau, 60%- dioxyde de arbone, 26%- ozone, 8%- méthane et oxyde nitreux, 6%.Par onséquent, le yle du CO2, et en partiulier l'aroissement de sa onentration atmosphériquedû à l'ativité humaine, apparaît omme un objet d'étude important. Notons en outre que près d'untiers des rejets anthropiques en CO2 est absorbé par l'oéan via la photosynthèse e�etuée par lesorganismes autotrophes [SS93℄ et peut être piègé au fond de l'oéan plusieurs entaines d'années[LM98℄. La quanti�ation des �ux de arbone oéanique revêt don une importane partiulière pourréaliser des prévisions de la onentration en CO2 atmosphérique à l'éhelle limatique.Évolution des ressoures halieutiques L'estimation des stoks de poissons est une probléma-tique entrale dans le développement durable des ressoures halieutiques. Elle permet en e�et demettre en plae une régulation de la pêhe et ainsi d'éviter l'épuisement des stoks de poissons. Cetteestimation est néanmoins extrêmement di�ile en pratique, et une tehnique alternative à l'évalua-tion direte des stoks onsiste à évaluer la quantité de CO2 exportée dans les réseaux trophiquessupérieurs. Cette onnaissane permet en e�et d'estimer approximativement les stoks de poissons[PTH84℄.Eutrophisation L'aroissement des onentrations en nitrate et phosphate dans les terres � no-tamment par l'utilisation intensive d'engrais dans l'agriulture moderne � produit un surplus d'azoteet de phosphore dans les eaux naturelles. Cei a prinipalement pour onséquene une roissane ex-essive et une prolifération des végétaux aquatiques qui peut mener à des extintions d'espèes et àdes problèmes de qualité de l'eau [Sh96℄. Par onséquent, l'étude du yle de l'azote et du phosphoreest tout aussi important que elui du dioxyde de arbone.Même si les observations diretes in situ � i.e. par analyse de prélèvements au niveau d'une balisepermanente ou par ampagne en mer (température, salinité, et.) � et les observations par satellite



8.1. DESCRIPTION DU MODÈLE MODECOGEL 147� i.e. par analyse de la ouleur de l'eau pour évaluer de manière indirete la onentration en phy-toplanton � se font de plus en plus nombreuses sur un maillage de plus en plus �n, elles restentnéanmoins insu�santes pour omprendre ertains phénomènes et les prévoir. Par onséquent, la mod-élisation des proessus biologiques peut apporter une aide onsidérable en oéanographie. Néanmoinsun simple modèle biologique peut se révèler insu�sant pour reproduire les phénomènes naturels orig-inaux en adéquation ave les données observées. En e�et, les phénomènes hydrodynamiques ont unimpat majeur sur les �ux de nutriments, et les onditions de température et d'insolation ontr�lenten partie les proessus de roissane des autotrophes. Notons en outre que omme le remarque Laroix[La98℄, les di�érents proessus hydrodynamiques qui se déroulent à des éhelles de temps prohesde eux des proessus biologiques vont avoir tendane à imposer leur struture spatiale [Nih81℄ � onparle d'ajustement éohydrodynamique [ND90℄. Par onséquent, le ouplage du modèle biologique àun modèle physique apparaît omme inontournable. C'est e qui est réalisé dans le modèle MOD-ECOGeL que nous détaillons maintenant.8.1.2 Desription du modèle physiqueModélisation de la quantité de lumière disponible pour la photosynthèseLe proessus de photosynthèse réalisé par les organismes autotrophes dépend essentiellement dela quantité de lumière reçue par eux-i. Or la lumière arrivant à la surfae de l'oéan est partielle-ment ré�éhie, suivant l'état de la surfae de l'eau, et la quantité de lumière déroît en outre avela profondeur du fait de la apaité d'absorption de l'eau et de l'auto-ombrage du phytoplanton[PTH84℄. On onsidère généralement que 43% à 50% de la quantité de lumière est ative pour laphotosynthèse une fois la surfae de l'eau traversée, et que ette quantité déroît exponentiellementave la profondeur [AN88℄. On aboutit alors au modèle suivant (voir e.g. [La98℄).
PAR(z, t) = PAR0 ∗ IS(t) ∗ (1− α) ∗ exp(−Kext ∗ z)où le oe�ient d'extintion de la lumière ave la profondeur (m−1), Kext, est donné par

Kext = Kw +Kchl1 × hla+Kchl2 × hla2/3ave
PAR(z, t) : quantité de lumière disponible pour la photosynthèse à la profondeur z et autemps t (Wm2)
PAR0 : proportion de radiations disponibles pour la photosynthèse (sans unité, dans [0, 1])
IS(t) : insolation totale arrivant en surfae après ré�exion (Wm−2)
α : albédo de surfae (sans unité, dans [0, 1])
Kw : oe�ient d'extintion de la lumière ave la profondeur pour l'eau pure (m−1)
Kchl1 et Kchl2 : oe�ients d'extintion de la lumière due à la biomasse phytoplantonique((mgChl)−1m2) et ((mgChl)−2/3m)hla(z, t) : onentration en hlorophylle-a (mgChlm3).Modélisation hydrodynamiqueLe modèle hydrodynamique est onstruit à partir des équations primitives dérivant la dynamiquede l'oéan, et ramené à la dimension vertiale en supposant l'homogénéité horizontale [La90, LD92℄.Il possède inq variables d'état : la température T , la salinité S, les vitesses horizontales u et v, etl'énergie inétique turbulente k. Nous résumons les équations, les onditions initiales et les onditionsaux limites qui le régissent dans les deux paragraphes suivants (voir [La98℄, Annexe 2, pour plusde détails). Notons qu'une version améliorée de e modèle, à six variables d'état, a été proposée parLaroix et Grégoire en 2002 [LG02℄.



148 CHAPITRE 8. APPLICATION À UN MODÈLE D'ÉCOSYSTÈME MARINÉquations hydrodynamiques Les équations sont les suivantes :
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)ave
f : fateur de Coriolis (s−1)
λ̃ : oe�ient de di�usion turbulente assoiée à la vitesse (m2s−1)
λ̃T : oe�ient de di�usion turbulente assoiée à la température (m2s−1)
λ̃S : oe�ient de di�usion turbulente assoiée à la salinité (m2s−1)
Rf : fateur de Rihardson de �ux (sans unité)
ε : taux de dissipation de l'énergie inétique turbulente (m2s−3).Les oe�ients λ̃, λ̃S , λ̃T et ε sont donnés par

λ̃ = 0.5 ∗ l ∗
√
koù

l = κ ∗ z ∗
(
1− 0.75

z

H

)
∗ (1−Rf )ave

κ : onstante de Von Karman (= 0.4)
z : hauteur d'eau à partir du fond (m)
H : hauteur d'eau totale (m) ;et pour y = T ou S,

λ̃y = λ̃ ∗ 1.1 ∗
√
1−Rf ;et en�n,

ε =
k2

16λ̃
.Conditions initiales et onditions aux limites La vitesse et l'énergie inétique turbulente sontsupposées nulles au temps t = 0 par défaut d'observations disponibles. Les onditions initiales deholorophylle-a, de température et de salinité jusqu'à 200m sont quant à elles issues des donnéesFRONTAL � programme d'étude des zones frontales � de l'année 1985 à l'année 1988 inluses.Pour les valeurs entre 200m et 400m, il s'agit d'une interpolation linéaire entre la valeur à 200m issuedes données FRONTAL et de la valeur à 600m estimée d'après [JT86℄ et [Min69℄. Les onditions auxlimites sont reportées dans l'Annexe B.8.1.3 Desription du modèle biologiqueLe modèle biologique est du type NPZD � Nutriments, Phytoplantons, Zooplantons et Détritus� et possède douze variables d'état répertoriées dans la Table 8.1.L'unité utilisée pour les quanti�er est la onentration en azote (mmolNm−3), qui est le prinipalélément limitant pour le développement phytoplantonique. Les équations di�érentielles qui servent àmodéliser le modèle biologique sont reportées dans la Table 8.3. Auparavant, nous donnons un rapidedesriptif des douzes variables d'état et de leurs interations (voir également la Figure 8.2).



8.1. DESCRIPTION DU MODÈLE MODECOGEL 149lasse variable d'état aratéristique notationnutriments ammonium nh4nitrate no3phytoplantons piophytoplanton taille : [0.2µm, 2µm] ppnanophytoplanton taille : [2µm, 20µm] npmirophytoplanton taille : [20µm, 200µm] mpzooplantons nanozooplanton taille : [2µm, 20µm] nzmirozooplanton taille : [20µm, 200µm] mizmésozooplanton taille : [200µm, 2mm] mezbatéries batéries bamatières organiques m.o.p. de lasse 1 issue des pio-, nano-, mop1partiulaires (m.o.p.) miroplanton et batéries(i.e. détritus) m.o.p. de lasse 2 issue du mésozooplanton mop2azote organique dissous azote organique dissous nodTable 8.1 � Variables d'état du modèle biologique.

Figure 8.2 � Modèle biogéohimique. NH4 : Ammonium ; NH3 : nitrate ; Nz, Miz, Mez : nano-,miro-, mésozooplanton ; Pp, Np, Mp : pio-, nano-, mirophytoplanton ; PON1, PON2 : matièreorganique partiulaire de type 1 et 2 ; Ba : batéries ; DON : azote organique dissous.Nutriments Les deux types d'azote inorganique dissous onsidérés, l'ammonium et le nitrate, per-mettent la roissane du phytoplanton. Le nitrate provient de la di�usion hivernale, et de la nitri�-ation de l'ammonium. Ce dernier provient, quant à lui, de l'exrétion des di�érents zooplantons etdes batéries.Phytoplantons Le taux de roissane des di�érents phytoplantons est dé�ni en prenant enompte les e�ets limitants dus à l'insolation, la température, à la onentration en nitrate et enammonium. Les limitations dues aux deux derniers sont régies par une équation du type Mihaelis-Menten, en partiulier l'équation relative au nitrate prend en ompte l'e�et inhibiteur de l'ammonium[FDM90℄. Les phytoplantons subissent des pertes par exsudation � suintement � qui alimentent leompartiment d'azote organique dissous, des pertes par mortalité qui alimentent la matière organiquepartiulaire de lasse 1, et des pertes par broutage du zooplanton dont la taille est juste supérieure àla leur � e.g. le nanophytoplanton est onsommé par le mirozooplanton. Le mirophytoplantonsubit également des pertes par sédimentation.Zooplantons Les di�érents zooplantons ingèrent les phytoplantons possédant une taille justeinférieure à la leur. En outre, le nanozooplanton ingère des batéries, le mirozooplanton ingère dela matière organique partiulaire de lasse 1, et le mésozooplanton ingère de la matière organique



150 CHAPITRE 8. APPLICATION À UN MODÈLE D'ÉCOSYSTÈME MARINvariables valeur d'initialisationnh4 0.2nz 0.02miz 0.02mez 0.02 variables valeur d'initialisationmop1 0.005mop2 0.005nod 0.005ba 0.02Table 8.2 � Valeurs d'initialisations des variables d'état du système biologique ne dépendant pas desdonnées FRONTAL.partiulaire de lasses 1 et 2. L'ingestion se fait par �ltration et est modélisée par une équation du typeMihaelis-Menten. Seul environ 80% du volume �ltré ontribue à la roissane du zooplanton, le restealimente les ompartiments de matière organique partiulaire de lasses 1 et 2. Le zooplanton subitégalement des pertes par exrétion et par mortalité alimentant respetivement les ompartimentsd'azote organique dissous et d'ammonium, et la matière organique partiulaire de lasses 1 et 2.En�n, le mésozooplanton subit des pertes par prédation � non expliitée dans les équations � quiontribuent à alimenter les ompartiments mop2, nod et nh4.Matière organique partiulaire Comme nous l'avons remarqué dans les paragraphes préédents,les deux ompartiments de matière organique partiulaire sont alimentés par les proessus d'ingestiondu zooplanton et de mortalité du planton. Ils subissent en outre des pertes par sédimentation etpar dissolution, ette dernière alimentant le ompartiment de l'azote organique dissous.Azote organique dissous Comme nous l'avons vu préédemment, l'azote organique dissous provientde la dissolution de la matière organique partiulaire de lasses 1 et 2, de l'exsudation du phytoplan-ton et de l'exrétion du zooplanton. Il n'est assimilé que par les batéries.Batéries L'ingestion par les batéries de l'azote organique dissous et de l'ammonium est modélisépar une équation du type Mihaelis-Menten. La totalité de e qu'elles assimilent ontribuent à leurroissane. Elles subissent ensuite des pertes par exrétion, par mortalité et par ingestion du nanozoo-planton.Conernant les onditions aux limites du système biologique, les éhanges en surfae et au fondsont supposés nuls. Pour les onditions initiales, elles du nitrate jusqu'à 200 mètres de profondeursont issues des données FRONTAL entre les années 1985 et 1988 inluses ; et entre -200m et -400m,elles relèvent d'une interpolation linéaire entre la donnée FRONTAL à -200m et une valeur estiméeà -600m [JT86, Min69℄. Pour les autres variables, les onditions initiales onsistent en des pro�lsonstants (voir Table 8.2) sauf pour les di�érents phytoplantons qui sont basés sur les donnéesFRONTAL de hlorophylle-a : pp = 0.01 ∗ [hla]FRONTALnp = 0.75 ∗ [hla]FRONTALmp = 0.24 ∗ [hla]FRONTALoù [hla]FRONTAL est la donnée FRONTAL de hlorophylle-a onvertie en mmolNm−3 en notantque
1 mgChlm−3 = rCChl ∗ rmmolmgC ∗ rNC mmolNm−3ave rCChl = 50 (rapport arbone/hlorophylle), rmmolmgC = 1/12 (rapport arbone [mg]/ ar-bone [mmol]) et rNC = 8/53 (rapport azote/arbone).8.1.4 Couplage des deux modèlesLe ouplage entre les modèles physique et biologique est un ouplage faible : seul le modèlephysique agit sur le modèle biologique. Cette ation se traduit par l'ajout d'un terme de di�usion



8.1. DESCRIPTION DU MODÈLE MODECOGEL 151dans haune des équations ontr�lant les variables d'état biologiques :
∂

∂z

(
λ
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∂z

)où bio désigne l'une des variables biologiques et λ = λ̃ ∗ 1.1 ∗
√
1−Rf (voir les équations dans laTable 8.3).8.1.5 Détail des proessus biologiquesLe détail des proessus est donné dans les paragraphes qui suivent ; les valeurs nominales desdi�érents paramètres du modèle sont donnés dans la Table 8.4.Croissane du phytoplanton Le taux de roissane du phytoplanton est donné par les équa-tions suivantes, où A désigne pp, np ou mp.

µA = µno3A + µnh4A
µno3A = µmaxA ∗ limIA ∗ limTA ∗ limno3A
µnh4A = µmaxA ∗ limIA ∗ limTA ∗ limnh4Alimno3A =

( no3no3+Kno3A) ∗ exp(−Ψnh4)limnh4A =
nh4nh4+Knh4AlimIA =
2 ∗ (1 + βIA) ∗ PAR

IoptA( PAR
IoptA )2 + 2 ∗ βIA ∗ PAR

IoptA + 1limTA = max


 2 ∗ (1 + βTA) ∗ T−TletA

ToptA−TletA(
T−TletA

ToptA−TletA )2 + 2 ∗ βIA ∗ T−TletA
ToptA−TletA + 1

, 0


ave

µA taux de roissane de A (se dédouble en µno3A + µnh4A)
µmaxA taux de roissane maximum de Alimno3A limitation par no3 pour Alimnh4A limitation par nh4 pour AKno3A oe�ient de demi-saturation en no3 pour AKnh4A oe�ient de demi-saturation en nh4 pour A
Ψ oe�ient d'inhibition pour nh4limIA limitation par l'insolation pour A
βIA fateur de pente pour la ourbe de photo-inhibition
IoptA insolation optimale pour APAR radiations atives pour la photosynthèse (photosyntheti ative radiations)limTA limitation par la température pour A
βTA fateur de pente pour la ourbe de thermo-inhibition
ToptA température optimale pour A
TletA température léthale basse pour A
T température.Croissane des batéries Le taux de roissane des batéries est donné par les équations suivantes.

µba = µmaxba ∗ (limnodba + limnh4ba)
sub = min(nh4, η ∗ nod)

limnodba =
nod

sub+ nod+Kba
limnodba =

sub

sub+ nod+Kba
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+excrnod ∗ (excrnz ∗ nz+ excrmiz ∗ miz+ excrmez ∗ mez+ excrpred ∗ mez)Table 8.3 � Équations régissant le modèle biologique



8.2. ANALYSE DE SENSIBILITÉ DE MODECOGEL 153ave
µba taux de roissane des batéries
µmaxba taux de roissane maximum des batérieslimnodba limitation par l'azote organique dissouslimnh4ba limitation par l'ammoniumKba oe�ient de demi-saturation pour les batéries
sub onentration du substrat azoté
η rapport d'assimilation nh4/nod.Ingestion par les hétérotrophes Le proessus d'ingestion par les hétérotrophes est donné parles équations suivantes.

broutBA = vol ∗ εBA ∗BiomA

vol =
ingA

biomBA

biomBA =
∑

proies

εBA ∗ biomA

ingA =

{
0 si biomBA ≤ seuilA

ImaxA ∗
(

biomBA−seuilA
biomBA−seuilA+KA

) sinonave
broutBA taux de broutage sur la proie B par le prédateur A
vol volume exploré
biomBA biomasse de proies apturables par le prédateur A
εBA e�aité de apture de la proie B par le prédateur A
biomA biomasse du prédateur A
ingAb taux d'ingestion de A
ImaxA taux d'ingestion maximal pour A
seuilA seuil de nutrition minimal pour A
KA oe�ient de demi-saturation pour A.Taux d'exrétion des hétérotrophes Le taux d'exrétion des hétérotrophes est donné par l'équa-tion suivante.

excrA = αA ∗ βT
Aave

excrA taux d'exrétion de A
αA taux d'exrétion de A à 0◦C
βA fateur de pente pour la ourbe d'exrétion
T température.8.2 Analyse de sensibilité de MODECOGeLLe travail d'analyse de sensibilité globale que nous présentons est essentiellement introdutif, etonstitue un point de départ à des travaux futurs de plus grande envergure. Comme nous l'avonsremarqué jusqu'à présent, les travaux existants sur MODECOGeL en lien ave l'analyse de sensibilitése résument prinipalement à étudier les variations d'une sortie d'intérêt en faisant varier à tour der�le les valeurs des paramètres à plus ou moins 20% autour de leur valeur nominale. Cei revient àe�etuer moins de deux ents simulations d'un modèle qui possède plus de quatre-vingt paramètres,et ne peut probablement pas produire une information �able pour appréhender la sensibilité desparamètres.Notre travail se restreint à une sortie d'intérêt prinipale : la onentration de hlorophylle-a, quionstitue un indiateur de l'ativité biologique générale. Elle est étudiée sous trois versions distintes :
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roissane des autotrophes unité pp np mp
µmaxA j−1 3 2.5 2
Kno3A mmolNm−3 0.5 0.7 1
Knh4A mmolNm−3 0.3 0.5 0.7
Ψ (mmolNm−3)−1 1.46
βIA sans dim. -0.8 -0.7 -0.6
IoptA Wm−2 10 15 20
βTA sans dim. -0.5 -0.5 -0.55
TletA

◦C 9 9 9
ToptA

◦C 15 15 15
mortA j−1 0.06 0.05 0.04
exudA % 6 5 4roissane des hétérotrophes unité nz miz mez ba
η sans dim. 0.6
µmaxA j−1 2
ImaxA j−1 3 2 1.5
KA mmolm−3 0.5 0.75 1 0.5
assimA sans dim. 0.8 0.8 0.8 1
assimmopA sans dim. 0.5 0.5
seuilA mmolm−3 0.05 0.03 0.01
mortA j−1 0.06 0.05 0.03 0.06
αA j−1 0.15 0.1 0.05 0.15
βA sans dim. 1.05 1.05 1.02 1.04e�aité de apture des hétérotrophes unité ba pp np nz
εBnz sans dim. 0.8 1
εBmiz sans dim. 1 0.8np nz mp miz
εBmez sans dim. 0.8 0.8mop1 mop2
εmopmiz sans dim. 0.2
εmopmez sans dim. 0.2 0.2prédation par les arnivores unité
seuilpred mmolm−3 0.02
predmax j−1 1
Kpred mmolm−3 1
excrpred % 33azote organique et inorganique unité mop1 mop2 nh4 nod
sedmopA mj−1 1.5 95
dissmopA j−1 0.065 0.06
nitrnh4 j−1 0.03
excrnod % 25autres paramètres unité
sedmp mj−1 1
PAR0 % 50
Keau m−1 0.04
Kchl1 mgChl−1m2 0.0088
Kchl2 mgChl−2/3m 0.054Table 8.4 � Valeurs nominales des di�érents paramètres du modèle MODECOGeL.



8.2. ANALYSE DE SENSIBILITÉ DE MODECOGEL 155- maximum annuel de la onentration de hlorophylle-a en surfae- moyenne annuelle de la onentration de hlorophylle-a en surfae- maximum annuel de la onentration moyenne de hlorophylle-a entre -20m et -50m.Notre étude se divise prinipalement en deux phases distintes. La première ne onsidère que sixparamètres inertains, les autres étant �xés à leur valeur nominale, et onsiste essentiellement àprendre la mesure de la omplexité � interations entre plusieurs paramètres, non-linéarités, et. �des sorties préédemment itées en mettant en ÷uvre une analyse par les dérivées, et en alulant lesindies des Sobol' d'ordre 1 et 2 à des résolutions très faibles � i.e. ave un nombre de simulationsinférieur à 2000 � puis à des résolutions moyennes � i.e. ave un nombre de simulations inférieur à10000 � à l'aide de la méthode RBD.Dans la seonde phase, nous inorporons deux nouvelles variables inertaines au modèle préédentet nous e�etuons des aluls d'indies de Sobol' à des résolutions plus élevées � i.e. ave un nombre desimulations entre 50000 et 100000. Dans ette seonde phase, au regard des onlusions de la premièrephase qui laisse apparaître des sorties de modèle fortement non-linéaires et di�iles à appréhenderà l'aide d'une méthode basée sur l'analyse harmonique telle que RBD � voir Chapitre 5, nousprivilégions des tehniques d'estimation des indies de Sobol' basée sur la méthode de Monte Carlo.Plus préisément, nous appliquons la méthode de Sobol' dans la version que nous avons introduiteau Chapitre 6 de ette thèse � qui réduit le oût dans e as préis d'un fateur 5 par rapportà la méthode lassique � ainsi que l'approhe par quasi-régression suivant une base de polyn�mesorthogonaux, qui omme nous l'avons remarqué au Chapitre 2 de ette thèse permet de dériver desintervalles de on�ane pour les indies de Sobol'.8.2.1 Première phaseDans ette première étude, nous avons uniquement onsidéré omme sortie du modèle, le maximumannuel de la onentration de hlorophylle-a en surfae. De plus, sur les 85 paramètres du modèlebiologique, nous n'en onsidérons que 6 omme inertains, les autres étant �xés à leur valeur nominale.La onentration en hlorophylle est dé�nie à partir de la somme des onentrations des di�érentsphytoplantons à un hangement d'unité près :hla = (pp+ np+ mp) ∗ 1.59où 1.59 = 1/(rCChl ∗ rNC ∗ rmmolmgC) est la onstante prenant en ompte le hangement d'u-nité, ave rCChl = 50 (rapport arbone/hlorophylle), rmmolmgC = 1/12 (rapport arbone [mg]/arbone [mmol]) et rNC = 8/53 (rapport azote/arbone). Les 6 paramètres onsidérés omme in-ertains dont on veut analyser la sensibilité sont les taux de roissane maximaux de haun des 3phytoplantons notés mumaxpp, mumaxnp et mumaxmp, et l'insolation optimale pour haun des 3phytoplantons notés paroptpp, paroptnp et paroptmp ; nous les avons séletionnés ar nous pensonsa priori qu'ils jouent un r�le important sur les sorties du modèle que l'on souhaite étudier.Estimation des indies de Sobol' La première expériene onsiste à évaluer indépendamment à15 reprises les indies de Sobol' d'ordre 1 des 6 paramètres à l'aide de la méthode RBD, et de donnerune représentation graphique des résultats sous forme de diagrammes en "boîte à moustahes" 1.Les 6 paramètres d'entrée sont supposés indépendants et naïvement uniformément distribués sur unintervalle [xnom/3, xnom × 3] où xnom désigne leur valeur nominale (voir Table 8.5). Chaune des15 estimations est menée sur un plan d'expériene � spéi�que à la méthode RBD � ontenant1200 points, et les indies de Sobol' d'ordre 1 sont évalués en prenant en ompte les 12 premièresharmoniques relatives à haun des paramètres d'intérêt (voir Figure 8.3). Les résultats montrent unevariane importante des estimateurs, les di�érenes entre les valeurs minimale et maximale pouvantatteindre près de 0.05. En outre, on remarque que la borne supérieure de la somme des 6 indiesd'ordre 1 reste en deça des 50%, e qui laisse présager un modèle fortement non-additif.1. Dans les "boîtes à moustahes", le trait rouge au milieu de la boîte représente la médiane, les délimiteurs inférieurset supérieurs de la boîte représentent respetivement les quantiles q et Q à 25% et 75%, les "moustahes" représententles valeurs q − 1.5× (Q− q) et Q+ 1.5× (Q− q), et les roix rouges éventuelles représentent les valeurs en dehors desdeux moustahes � onsidérées omme statistiquement aberrantes.



156 CHAPITRE 8. APPLICATION À UN MODÈLE D'ÉCOSYSTÈME MARINparamètre valeur nominale
mumaxpp 3
mumaxnp 2.5
mumaxmp 2
paroptpp 10
paroptnp 15
paroptmp 20Table 8.5 � Valeurs nominales des paramètres d'entrée.
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Figure 8.3 � Graphique en "boîte à moustahes" de 15 évaluations indépendantes des 6 indies deSobol' d'ordre 1 par la méthode RBD e�etuée ave une taille d'éhantillon de 1200.La seonde expériene onsiste à reprendre la préédente en appliquant ette fois-i une méthodeRBD basée sur un tableau orthogonal de fore 2 � voir Chapitre 5 � a�n d'évaluer égalementles indies de Sobol' d'ordre 2 et ainsi d'avoir un premier aperçu du omportement non-additif dumodèle. Les estimations des indies de Sobol' d'ordre 1 et 2 sont répétées indépendamment 10 foissur un plan d'expérienes ontenant 1681(= 412) points. Les indies de Sobol' d'ordre 2 sont évaluésen prenant en ompte les harmoniques relatives à haque paire de paramètres d'intérêt suivant uneroix de Zaremba � ou roix hyperbolique � de paramètre 12 (voir Chapitre 5 Setion 5.4.1). Lesrésultats sont représentés graphiquement suivant des diagrammes en "boîte à moustahes" sur laFigures 8.4. Les résultats montrent une diminution de la variane des estimateurs des indies d'ordre1 par rapport à l'expériene préédente, due à la fois à l'augmentation de la taille d'éhantillon � 1681ontre 1200 préédemment � et à la strati�ation de fore supérieure. Quant aux estimations desindies d'ordre 2, elles présentent une variane élevée. On note également que la borne supérieure dela somme des indies d'ordre 1 et 2 atteint approximativement les 100%, mais la variane importantedes estimateurs ne peut pas permettre de onlure atégoriquement que le modèle onsidéré possèdeune dimension e�etive par superposition de 2 � i.e. pas d'e�ets d'ordre supérieur à 2.La troisième expériene onsiste à onsidérer que les paramètres ne sont plus naïvement supposésdistribués suivant des lois uniformes, mais suivant des lois plus loalisées autour de la valeur nominale,omme les log-normales ou gamma (voir Figure 8.5). L'expériene est toujours menée en appliquantune méthode RBD basée sur un tableau orthogonal de fore 2 a�n d'évaluer également les indiesde Sobol' d'ordre 2 et ainsi d'avoir un premier aperçu du omportement non-additif du modèle. Lesestimations des indies de Sobol' d'ordre 1 et 2 sont répétées indépendamment 10 fois sur un pland'expérienes ontenant 1681(= 412) points. Les paramètres des lois log-normales et gamma sont�xés de telle sorte que la moyenne soit la valeur nominale du paramètre onsidéré et que le quantileà 99% orresponde à trois fois ette valeur nominale. Les plans d'expérienes ad ho pour une telle
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Figure 8.4 � Graphique en "boîte à moustahes" de 10 évaluations indépendantes des 6 indies deSobol' d'ordre 1 (à gauhe) et des 15 indies d'ordre 2 après orretion de biais (à droite) par laméthode RBD e�etuée ave une taille d'éhantillon de 1681 et des lois uniformes en entrée. Légendeen absisse : 1 (mumaxpp), 2 (mumaxnp), 3 (mumaxmp), 4 (paroptpp), 5 (paroptnp), 6 (paroptmp).appliation de la méthode RBD à des distributions non-uniformes sont obtenus par transformationinverse. Les résultats sont représentés graphiquement suivant des diagrammes en "boîte à moustahes"sur les Figures 8.6 et8.7.
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Figure 8.5 � Traé des densités des distribution gamma f(x; k, θ) = xk−1 exp(−x/θ)/(Γ(θ)θk) (àgauhe) et des distributions log-normales f(x;µ, σ) = exp(((ln(x) − µ)/σ)2/2)/(xσ
√
2π) (à droite)pour quelques jeux de paramètres.
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Figure 8.6 � Graphique en "boîte à moustahes" de 10 évaluations indépendantes des 6 indiesde Sobol' d'ordre 1 (à gauhe) et des 15 indies d'ordre 2 après orretion de biais (à droite) parla méthode RBD e�etuée ave une taille d'éhantillon de 1681 et des lois log-normales en entrée.Légende en absisse : 1 (mumaxpp), 2 (mumaxnp), 3 (mumaxmp), 4 (paroptpp), 5 (paroptnp), 6(paroptmp).On onstate que les indies de Sobol' ne sont pas robustes au hangement de loi e�etué, au sens
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Figure 8.7 � Graphique en "boîte à moustahes" de 10 évaluations indépendantes des 6 indies deSobol' d'ordre 1 (à gauhe) et des 15 indies d'ordre 2 après orretion de biais (à droite) par laméthode RBD e�etuée ave une taille d'éhantillon de 1681 et des lois gamma en entrée. Légendeen absisse : 1 (mumaxpp), 2 (mumaxnp), 3 (mumaxmp), 4 (paroptpp), 5 (paroptnp), 6 (paroptmp).où la lassi�ation des di�érents indies d'ordre 1 est modi�ée suivant qu'on utilise des lois uniformesen entrée ou des lois non-uniformes. On remarque que le fait d'utiliser des lois reentrées autour dela valeur nominale a pour e�et de "simpli�er" la struture du modèle, au sens où ertains paramètresqui apparaîssaient omme sensibles dans l'analyse vis-à-vis d'une loi uniforme sont onsidérés ommenon-atifs vis-à-vis d'une distribution plus entrée autour de leur valeur nominale. Cette di�érened'appréiation pour les lois uniformes est due à l'attribution d'un même poids aux valeurs prohes dela valeur nominale et à elles en queue de distribution lorsqu'on s'éloigne de la valeur nominale parvaleur supérieure. Il nous semble don plus judiieux de ne onsidérer par la suite que des distributions"moins grossières" qui pondèrent la valeur du paramètre suivant sa proximité ave sa valeur nominale.Nous retenons la loi gamma qui permet d'aéder à une grande variété de pro�ls à l'aide de seulementdeux paramètres k et θ, et dont la moyenne est simplement donnée par le produit kθ.En�n, dans la quatrième expériene, nous reprenons les aratéristiques de la troisième expérieneen nous antonnant à des entrées distribuées suivant des lois gamma, en augmentant le nombrede points de simulations � ii 10000 � et en analysant les trois sorties di�érentes dérites dansl'introdution de ette setion. En outre, les plages de variation des paramètres sont élargies : lesparamètres des gamma sont �xés de telle sorte que la moyenne soit la valeur nominale du paramètreonsidéré et le quantile à 99% orresponde à quatre fois ette valeur nominale. Les estimations desdi�érents indies de Sobol' sont représentés graphiquement en fontion du nombre d'harmoniquesprises en ompte (voir Figures 8.8 à 8.14).
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Figure 8.8 � Traé des indies de Sobol' d'ordre 1 en fontion du nombre d'harmoniques prises enompte dans leur alul. Sortie : maximum annuel de la onentration de hlorophylle-a en surfae.Conernant l'estimation des indies de Sobol' d'ordre 1, on remarque que même après avoir pris en
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Figure 8.9 � Agrandissement du traé des indies de Sobol' d'ordre 1 en fontion du nombred'harmoniques prises en ompte dans leur alul. Sortie : maximum annuel de la onentration dehlorophylle-a en surfae.
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paroptnp/paroptmpFigure 8.10 � Traé des indies de Sobol' d'ordre 2 en fontion du nombre d'harmoniques prises enompte dans leur alul. Sortie : maximum annuel de la onentration de hlorophylle-a en surfae.ompte 50 harmoniques, ertains aluls d'indies ne semblent pas avoir onvergé (voir e.g. paroptppsur la Figure 8.9). Cei laisse penser que le spetre trigonométrique analysé ne déroît pas su�sam-ment à l'in�ni, et don que la déomposition en série de Fourier n'est pas adaptée à e modèle. Celadoit nous initer à travailler sur une déomposition spetrale relative aux polyn�mes de Laguerregénéralisés qui, eux, forment un système orthonormé relativement à des lois gamma. La seonde re-marque onerne l'estimation des indies de Sobol' d'ordre 2. On remarque prinipalement que laorretion de biais e�etuée produit des estimations d'indies qui diminuent ave l'augmentation dunombre d'harmoniques prises en ompte dans le alul. Une telle dérive dans l'estimation orrigéedes indies ne doit pas apparaître omme surprenante étant donnée l'expression des biais et des biaisrésiduels après orretion dans la méthode RBD (voir Chapitre 5). Néanmoins, pour pouvoir onlurelairement sur les valeurs d'indies, il faudrait que la onvergene se fasse très rapidement, jusqu'àatteindre un niveau bien marqué � i.e. l'estimation apparaîsse omme onstante par rapport à l'aug-mentation du nombre d'harmoniques prises en ompte � avant que l'estimation de l'indie diminue.Dans notre as, e n'est généralement pas le as au sens où la onvergene est plut�t lente vers l'esti-mation la plus grande, ette valeur maximale est peu marquée et l'estimation diminue immédiatemente niveau maximal atteint. Une fois enore, la néessité d'un spetre de Fourier à déroissane rapide
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Figure 8.11 � Traé des indies de Sobol' d'ordre 1 en fontion du nombre d'harmoniques prises enompte dans leur alul. Sortie : moyenne annuelle de la onentration de hlorophylle-a en surfae.
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paroptnp/paroptmpFigure 8.12 � Traé des indies de Sobol' d'ordre 2 en fontion du nombre d'harmoniques prises enompte dans leur alul. Sortie : moyenne annuelle de la onentration de hlorophylle-a en surfae.est entrale dans la méthode RBD, et le modèle ne semble pas remplir ette hypothèse.De manière plus générale sur l'ensemble des expérienes menées, on remarque que le paramètre
mumaxpp apparaît omme le plus atif sur les sorties onsidérées. Le modèle apparaît en outre ommeassez omplexe, ne présentant pas de paramètre totalement inatif. Cei peut être attribué aux plagesde valeurs relativement grandes qu'on onsidère pour haun des paramètres, eux-i pouvant varierdu simple au triple, voire au quadruple dans la dernière expériene.Analyse par les dérivées L'analyse de sensibilité préédente est omplétée par une analyse plusqualitative en onsidérant les dérivées partielles d'ordre 1 suivant haun des paramètres d'entrée. Cesdérivées partielles sont évaluées en 1681 points répartis sur un tableau orthogonal de fore 2 onstruità partir de lois marginales log-normales � i.e. l'un des 10 plans utilisés dans l'expériene préédente� en utilisant un shéma aux di�érenes �nies (ave ε = 10−3). Les résultats sont représentésgraphiquement en histogramme dans la Figure 8.15.On onstate à la vue des résultats que le modèle ne présente auune dépendane linéaire parrapport à l'un des paramètres, et plus généralement auune monotonie. De manière plus �ne, nousherhons à loaliser es valeurs de gradients a�n de omprendre si les hangements de signes sontrépartis sur tout le domaine de variation des paramètres (phénomène osillatoire) ou si ils sont plusloalisés (e�et sur la sortie très marqué). Pour ela rappelons que le plan d'expériene où les dérivées
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Figure 8.13 � Traé des indies de Sobol' d'ordre 1 en fontion du nombre d'harmoniques prisesen ompte dans leur alul. Sortie : maximum annuel de la onentration moyenne de hlorophylle-aentre -20m et -50m.
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paroptnp/paroptmpFigure 8.14 � Traé des indies de Sobol' d'ordre 2 en fontion du nombre d'harmoniques prisesen ompte dans leur alul. Sortie : maximum annuel de la onentration moyenne de hlorophylle-aentre -20m et -50m.partielles sont alulées est un tableau orthogonal de fore 2 à 41 niveaux (=1681 points) � notons le
(xj)j=1..1681 où xj = (xj1, . . . , xj6) est un veteur de dimension 6. Par onséquene, pour i ∈ {1, . . . 6},les (xji)j=1..1681 ne prennent que 41 valeurs distintes et haune est prise 41 fois ; notons (xk

i )k=1..41es valeurs. Alors nous onsidérons les quantitésdérivée moyenne(xk
i ) =

1

41

∑

xj | xij=xk
i

f(xj + 1i ∗ 0.001)− f(xj)

0.001où 1i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ave la valeur 1 sur la i-ème omposante, i.e. la valeur de la dérivéepartielle relative à la i-ème variable obtenue en moyenne lorsque les 5 autres variables parourentleur domaine de dé�nition, et que la i-ème variable a pour valeur xk
i . On peut alors représenter lesourbes formées par es 41 valeurs moyennes pour haun des paramètres. Les résultats sont présentésà la Figure 8.16.Le fait de onsidérer des valeurs moyennes lisse l'information et ne fait ressortir que les phénomènesimportants. Le seul phénomène intéressant qui ressort est que la valeur moyenne de la dérivée partiellepar rapport au paramètre mumaxpp hange de signe de façon très marquée lorsque mumaxpp estde part et d'autre de sa valeur nominale égale à 3. La valeur nominale de mumaxpp apparaît ainsi
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Figure 8.15 � Histogrammes représentant la répartition de 1681 dérivées partielles relatives à haundes paramètres.omme un maximum loal relatif pour la sortie onsidérée et orrobore le fait que mumaxpp estidenti�é omme un paramètre atif dans le alul des indies de Sobol' qui préède.8.2.2 Seonde phaseAu regard des résultats de la première phase, nous nous orientons vers le alul des indies deSobol' par des méthodes autres que la méthode RBD ; en partiulier des méthodes qui permettentd'estimer l'erreur ommise lors de l'estimation des indies de Sobol'. Ainsi, les 10 ou 15 estimationsindépendantes que nous e�etuions ave la méthode RBD, a�n d'avoir un aperçu de l'erreur d'es-timation, ne sont plus néessaires, et don nous pouvons e�etuer par la suite une seule estimationà l'aide d'un plan d'expériene de taille plus grande. Ainsi nous mettons en ÷uvre la méthode deSobol' dans sa version que nous avons introduite au Chapitre 6 qui en réduit le oût original, et nousappliquons également une quasi-régression relativement à une déomposition spetrale suivant lespolyn�mes de Laguerre généralisés � adaptés aux distributions gamma. Les aluls par la méthodede Sobol' sont faits sur deux hyperubes latins répliqués (2 ∗ 65536 points) pour les indies d'ordre 1,et à l'aide de deux hyperubes latins répliqués basés sur un tableau orthogonal de fore 2 (2 ∗ 66049points) pour les indies d'ordre 2. L'analyse par quasi-régression est menée à l'aide d'un des deuxhyperubes latins répliqués préédemment ités. Les 3 sorties du modèle étudiées restent inhangées,mais nous ajoutons deux paramètres inertains dont nous souhaitons onnaître le omportement :la vitesse de sédimentation de la matière organique de lasse 1, sedmop1, normalement �xée à savaleur nominale 1.5, et le taux de roissane maximal des batéries, mumaxbac, normalement �xé à
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Figure 8.16 � Graphique des valeurs moyennes des dérivées partielles de haun des paramètresd'entrée en fontion de la valeur où elles sont alulées.sa valeur nominale 2. Les 8 paramètres inertains sont tous modélisés par des lois gamma entréessur leur valeur nominale et dont le quantile à 99% oïnide ave le triple de ette valeur nominale.Nous ommençons l'étude par l'analyse d'un ertain nombre de distributions évaluées à partir desdonnées issues d'un des deux hyperubes latins répliqués mentionnés i-avant. Plus préisément, nousétudions la répartition des valeurs et la loalisation du maximum annuel en surfae de onentrationen piophytoplanton, en nanophytoplanton et en mésophytoplanton, et également du maximumannuel de leur onentration moyenne entre -20m et -50m ; ei dans le but de mieux omprendrepourquoi le paramètre mumaxpp ressort tellement parmi les variables atives par rapport aux autresparamètres dans l'étude de la première phase. Les histogrammes sont présentés dans les Figures 8.17à 8.22.On onstate que seul le maximum annuel relatif au piophytoplanton est bien loalisé. En outre lesnanophytoplanton et mésophytoplanton montrent, dans une proportion importante, un maximumannuel qui est loalisé au début de l'année, qui laisse penser qu'auune �oraison printanière n'a eulieu et que la onentration dérive au ours de l'année. En�n, la plus forte onentration maximaleannuelle est lairement elle du piophytoplanton. Par suite on omprend mieux pourquoi l'analysedu maximum annuel de hlorophylle-a en surfae, ou en profondeur, fait apparaître le paramètre
mumaxpp omme inontournable ; rappelons à et e�et que la onentration en hlorophylle-a estdé�nie dans le modèle omme la somme des onentrations en pio-, nano- et mésophytoplanton, àune onstante multipliative près.



164 CHAPITRE 8. APPLICATION À UN MODÈLE D'ÉCOSYSTÈME MARIN
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

Concentration maximale annuelle de surface en picophytoplancton

0 50 100 150 200 250 300 350 400
0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

14000

16000

18000

Localisation en temps (jours) de la concentration maximale annuelle de surface en picophytoplanctonFigure 8.17 � Histogrammes représentant les valeurs (onentration en azote) (à gauhe) et la loal-isation (jours) (à droite) du maximum annuel en surfae de onentration en piophytoplanton.
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

Concentration maximale annuelle de surface de nanophytoplancton 0 50 100 150 200 250
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

4

Localisation en temps (jours) de la concentration maximale annuelle de surface en nanophytoplanctonFigure 8.18 � Histogrammes représentant les valeurs (onentration en azote) (à gauhe) et la loal-isation (jours) (à droite) du maximum annuel en surfae de onentration en nanophytoplanton.
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5
x 10

4

Concentration maximale annuelle de surface en microphytoplancton
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5
x 10

4

Localisation en temps (jours) de la concentration maximale annuelle de surface en microphytoplanctonFigure 8.19 � Histogrammes représentant les valeurs (onentration en azote) (à gauhe) et la loal-isation (jours) (à droite) du maximum annuel en surfae de onentration en mésophytoplanton.Dans un seond temps, nous estimons les indies de Sobol' des 3 sorties : maximum annuel ensurfae, maximum annuel en profondeur (entre -20m et -50m) et moyenne annuelle de la onentrationen hlorophylle-a. Les deux premières sont présentées dans le adre du Chapitre 6, où nous mettonsen ÷uvre la méthode de Sobol' onjuguée aux hyperubes latins répliqués, et nous renvoyons leleteur à la Setion 6.5.2 pour les détails. Les onlusions quant à l'estimation elle-même est que lesdi�érents estimateurs des indies d'ordre 1 et 2 onvergent lairement et que les erreurs d'estimationsalulées analytiquement sont de l'ordre de +/−1% sur haun des indies � pour des éhantillons detaille 65536 et 66049. Même ave ette préision plut�t grossière, les estimations réalisées ne laissent



8.2. ANALYSE DE SENSIBILITÉ DE MODECOGEL 165
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

Maximum annuel de la moyenne en profondeur (−20m/−50m) de concentration en picophytoplancton
0 50 100 150 200 250 300 350 400

0

0.5

1

1.5

2

2.5
x 10

4

Localisation en temps (jours) du maximum annuel de la moyenne en profondeur (−20m/−50m) de concentration en picophyto.Figure 8.20 � Histogrammes représentant les valeurs (onentration en azote) (à gauhe) et la loal-isation (jours) (à droite) du maximum annuel de onentration moyenne en piophytoplanton entre-20m et -50m.
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

500

1000

1500

2000

2500

Maximum annuel de la moyenne en profondeur (−20m/−50m) de concentration en nanophytoplancton
0 50 100 150 200 250 300

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

4
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Localisation en temps (jours) du maximum annuel de la moyenne en profondeur (−20m/−50m) de concentration en microphyto.Figure 8.22 � Histogrammes représentant les valeurs (onentration en azote) (à gauhe) et la loal-isation (jours) (à droite) du maximum annuel de onentration moyenne en mésophytoplanton entre-20m et -50m.absolument auun doute sur le r�le prépondérant du paramètre mumaxpp. Notons en partiulier quela somme de son indie d'ordre 1, et des indies d'ordre 2 qui lui sont relatifs, atteint près de 60%pour les deux sorties onsidérées. Se pose alors la question de savoir si e déséquilibre a déjà étéidenti�é dans e modèle, et quelles peuvent être ses onséquenes.La dernière sortie (moyenne annuelle) est étudiée en alulant les indies de Sobol' par quasi-régression suivant une base de polyn�mes de Laguerre généralisés qui forment un système orthonormé



166 CHAPITRE 8. APPLICATION À UN MODÈLE D'ÉCOSYSTÈME MARINrelativement aux distributions gamma utilisées en entrée. L'analyse va montrer que ette sortie estessentiellement additive � i.e. près de 90% de la variane est expliquée par les e�ets d'ordre 1 � etnous nous ontentons don de aluler les indies de Sobol' d'ordre 1. Ceux-i sont estimés à l'aide des20 premières harmoniques, ayant noté que es dernières sont déjà négligeables au-delà de la 15ème.Les résultats sont présentés à la Figure 8.23.
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Figure 8.23 � Traé des indies de Sobol' d'ordre 1 en fontion de la taille de l'éhantillon (agran-dissement à droite). Sortie : moyenne annuelle de la onentration de hlorophylle-a en surfae.On note d'abord que les barres d'erreurs obtenues analytiquement sont omparables à ellesdérivées dans la méthode de Sobol' appliquée à la Setion 6.5.2. Comme mentionné i-avant, onremarque que la somme des indies de Sobol' d'ordre 1 atteint près de 90% démontrant que ettesortie du modèle est essentiellement la somme de fontions d'une seule variable. Le plus frappant restenéanmoins le fait que l'indie de Sobol' du paramètre sedmop1 dépasse les 60%. Dans les deux sortiesétudiées préédemment, les deux paramètres inertains ajoutés, sedmop1 et mumaxbac, n'avaient pasfondamentalement bouleversé les analyses préédentes, mais dans le as de la moyenne annuelle dela onentration de hlorophylle-a en surfae, le onstat est tout autre. Une tentative d'expliationsimpliste de e phénomène peut être de penser qu'une vitesse de sédimentation exessive va réduirele proessus de dissolution MOP1→NOD qui permet via le proessus d'assimilation puis d'exrétiondes batéries de regénérer des nutriments (NH4). Par suite, les NH4 et NO3 présents initialementsont onsommés jusqu'à épuisement, bloquant ainsi la roissane du phytoplanton. Cette hypothèseest orroborée par le graphique de l'e�et prinipal dû à sedmop1 (voir Figure 8.24) qui montre quel'augmentation de sa valeur onduit à une diminution de la sortie étudiée. On trae en outre les e�etsprinipaux � i.e. les fontions d'une variable dans la déomposition ANOVA � des trois paramètresprépondérants (voir Figures 8.24 à 8.26). On peut alors s'interroger sur la ourbe de l'e�et prinipalde mumaxpp. On aurait pu roire que l'augmentation de sa valeur onduirait à une augmentation dela onentration en piophytoplanton et don à une augmentation de la sortie étudiée. Mais la ourbeprésentée montre exatement le ontraire. Est-e qu'un taux de roissane maximal trop élevé priveles autres phytoplantons de nutriments et fait ainsi diminuer la onentration en hlorophylle-a ?En�n, nous terminons l'étude dans ette seonde phase en évaluant une borne pour les indies deSobol' asendants des paramètres paroptmp et mumaxbac pour les trois sorties étudiées en alulantdes indies basés sur les dérivées (voir Chapitre 3), eux-i apparaissant omme inatifs dans toutes lesanalyses faites jusqu'à présent. Ces aluls se font via un shéma aux di�érenes �nies en onsidérantun inrément de 10−5, et un éhantillon en hyperube latin respetant les distributions marginalessuivant les lois gamma, de taille 65536. Les majorations obtenues sont
Sparoptpnp ≤ 0.15 et Smumaxbac ≤ 4.6pour la sortie : maximum annuel de la onentration moyenne de hlorophylle-a entre -20m et -50m,
Sparoptpnp ≤ 0.19 et Smumaxbac ≤ 6.2pour la sortie : maximum annuel de la onentration de hlorophylle-a en surfae, et
Sparoptpnp ≤ 0.38 et Smumaxbac ≤ 450
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Figure 8.24 � E�et prinipal du paramètre sedmop1. Valeur de la sortie du modèle en fontion duparamètre sedmop1, et en moyenne par rapport à tous les autres paramètres.
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Figure 8.25 � E�et prinipal du paramètre mumaxpp.Valeur de la sortie du modèle en fontion duparamètre mumaxpp, et en moyenne par rapport à tous les autres paramètres.
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Figure 8.26 � E�et prinipal du paramètre mumaxnp. Valeur de la sortie du modèle en fontion duparamètre mumaxnp, et en moyenne par rapport à tous les autres paramètres.pour la sortie : moyenne annuelle de la onentration de hlorophylle-a en surfae. Elles ne présententmalheureusement que peu d'intérêt au sens où l'indie de Sobol' asendant est essentiellement utilisépour trier les paramètres inatifs dont les indies sont petits, typiquement inférieurs à 0.01. Les bornesobtenues ii étant bien au-delà, nous sommes pessimistes quant à l'utilisation de ette approhe surdes modèles non-analytiques de grande omplexité.



168 CHAPITRE 8. APPLICATION À UN MODÈLE D'ÉCOSYSTÈME MARINRemarque 8.1. Le fait que les méthodes basées sur les dérivées ne soient pas adaptées à la quanti�-ation des di�érentes parts de variane d'une fontion, tient par exemple au fait qu'elles ne sont pasapables d'identi�er un bruit fortement osillatoire. En e�et, onsidérons la variable aléatoire
Y =

1

k
sin(kX), , k ∈ N∗où X est uniformément distribuée sur [0, 1]. Alors on peut onstater que la variane de Y tend vers

0 lorsque k tend vers +∞ � en e�et, on a Var[Y ] = 1/k2 � alors que la distribution de sa dérivéereste inhangée quelque soit k.8.3 Conlusions et perspetivesAu ours de ette étude, nous avons pu mettre en ÷uvre un ertain nombre de méthodes d'-analyse de sensibilité basées sur les dérivées et sur la déomposition ANOVA. Pour les approhesbasées sur les dérivées, une fois l'hypothèse d'e�ets linéaires additifs éartés (voir Figure 8.15), l'in-formation obtenue est plut�t pauvre et di�ilement interprétable (voir Figure 8.16). De plus, lesderniers développements théoriques visant à majorer les indies de Sobol' asendants d'ordre 1 parles indies de sensibilité basés sur les dérivées [LIPG12℄ ne permettent auunement de onlure sur lanégligeabilité de ertains paramètres dans notre as. Conernant l'approhe basée sur la déomposi-tion ANOVA, l'information qu'elle fournit est extrêmement rihe et semble �able pour la plupart desméthodes appliquées. Néanmoins, la méthode RBD ne donne pas entière satisfation et devra êtreappliquée par la suite sur de plus grands éhantillons, a�n de réduire les problèmes liés au biais. Pourla suite, l'étude de sous-modèles prenant en ompte plus de paramètres inertains ne paraît présenterauune di�ulté si e n'est la néessité de disposer d'une ressoure en alul plus importante (ma-hines parallèles par exemple), et peut être d'une plus grande expertise pour �xer les distributions apriori des paramètres onsidérés omme inertains.
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Conlusions et perspetivesConlusionsDans ette thèse, nous nous sommes prinipalement intéressés à la déomposition ANOVA quionstitue un objet mathématiquement rigoureux et pertinent pour l'analyse de sensibilité globale,et l'objetif prinipal a été d'analyser le problème de l'estimation des indies de Sobol' � qui sedé�nissent naturellement à partir de la déomposition ANOVA � au seul regard de la théorie del'intégration numérique. Dans ette démarhe, en prenant appui sur des théories lassiques et desdéveloppements plus réents, notre travail a permis d'établir rigoureusement les bases de méthodesexistantes, de les développer, ainsi que de proposer de nouvelles pistes de ré�exion dans le but de lesoptimiser.Méthode FAST. En nous appuyant sur des théories existantes liées à l'intégration numérique, nousavons expliité le fontionnement de la méthode FAST qui avait été introduite initialement par Cukieret al. [CFS+73℄. Nous expliquons en e�et que ette méthode qui reposait sur une approximation duthéorème ergodique de Weyl [Wey38℄ doit être appréhendée au regard de la théorie de la dualité surles sous-groupes yliques du tore unité. Ce point de vue permet d'expliiter l'erreur ommise lorsde l'estimation des indies de Sobol' en s'appuyant sur la formule de Poisson généralisée (voir, e.g.,[Bou67℄). Comme onséquene direte, et en se référant à la théorie de l'intégration numérique relativeaux sous-groupes �nis du tore unité � désignée en anglais par l'expression lattie rule � on peutmontrer que les estimateurs des parts de varianes partielles σ2
u et de la variane totale σ2 peuventatteindre une vitesse de onvergene en O(n−α) ave α > 1/2, i.e. supérieure à elle de la méthode deMonte Carlo. Néanmoins, e résultat n'est théoriquement véri�able que dans des espaes de fontionsdont le spetre de Fourier déroît su�samment vite à l'in�ni � i.e. omme on le renontre souventdans la littérature des espaes de Korobov pondérés ou des espaes de Sobolev pondérés.De manière pratique, la méthode FAST suppose de disposer d'un "bon" générateur du groupeylique sur lequel est e�etuée l'intégration numérique. Le ritère original permettant de onstruireun tel générateur a été introduit par Shaibly et Shuler [SS73℄. Nous l'avons a�aibli en nous basantsur la formule sommatoire de Poisson généralisée, et omme nous le détaillons dans l'Annexe A,e ritère est un as partiulier du ritère destiné à se prémunir des onfusions d'e�ets lors d'uneanalyse de la variane e�etuée sur un plan fatoriel onstruit à partir d'un morphisme de groupe.Néanmoins e nouveau ritère, omme le ritère original, du fait d'un oût algorithmique trop grand� il s'agit d'une reherhe exhaustive � ne permet de onstruire que des générateurs faiblementrobustes aux interférenes et uniquement en petite dimension. Pour ontourner e problème, nousproposons d'utiliser les algorithmes "omposante-par-omposante" réemment introduits par Nuyens[Nuy07℄ et ses o-auteurs [CKN06, CKN10℄. Cei permet de lever la di�ulté algorithmique liée à laonstrution des générateur des groupes yliques, mais ne hange rien sur le fait que ette méthodeFAST ne peut être e�ae que pour des fontions bien partiulières possédant un spetre de Fourierà déroissane rapide.Méthode RBD. La méthode RBD, initialement introduite par Tarantola et al. [TGM06℄, reposeessentiellement sur les mêmes bases que la méthode FAST, et don sur l'approximation originale duthéorème de Weyl. Par onséquent, elle sou�re tout omme FAST d'une faible onnaissane théorique ;es estimateurs possèdent en partiulier un biais non négligeable pour des éhantillons réduits. Dansun premier temps, à l'aide d'un argumentaire enore insu�sant pour omprendre la méthode RBD de171



172 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESmanière totalement rigoureuse, nous avons proposé une orretion de biais de es estimateurs. Dansun seond temps, en nous appuyant sur la nouvelle manière d'appréhender la méthode FAST quenous avons introduite, et également en se référant à des notions lassiques d'intégration numérique,nous expliitons le fontionnement de la méthode RBD, et la traduisons omme une quasi-régression[AO01℄ suivant la base des polyn�mes trigonométriques, relativement à un tableau orthogonal de fore1 [HSS99℄. Comme noté réemment par Xu et Gertner [XG11b℄, on remarque alors que la méthodeRBD, qui avait été introduite initialement pour estimer les indies de Sobol' élémentaires d'ordre 1,peut être utilisée pour estimer les indies de Sobol' élémentaires d'ordres plus élevés. En outre, nousgénéralisons son appliation à la quasi-régression relativement à des tableaux orthogonaux de foresupérieure à 1 � dans la pratique, de fore 2 ave la onstrution de Bose [Bos38℄.Au regard de ette nouvelle introdution de la méthode RBD, il est dès lors possible d'expliiter lebiais de ses estimateurs. Nous le faisons en nous appuyant sur les travaux d'Owen [Owe94℄ relatifs auxtableaux orthogonaux randomisés � i.e. des tableaux orthogonaux dont on permute aléatoirementles niveaux. En revisitant l'une des formules d'Owen en terme d'analyse harmonique, il nous estpossible d'expliiter les biais de RBD et de proposer des méthodes de orretions pour les di�érentsestimateurs. Néanmoins, omme pour la méthode FAST, es résultats théoriques de orretion debiais ne sont performants que pour des fontions possédant un spetre de Fourier à déroissanerapide.Méthode RBD-FAST. Avant l'étude théorique approfondie sur les méthodes RBD et FAST ef-fetuée au Chapitre 5, nous avons proposé une tehnique pour estimer tous les indies d'ordres 1 et2 d'une fontion donnée à l'aide de RBD-FAST, ainsi qu'une orretion de biais de es estimateurs.Cette méthode sou�re omme FAST et RBD d'une faible ompréhension théorique. Au regard denotre travail onsistant à revisiter rigoureusement FAST et RBD, on peut voir RBD-FAST ommeune quasi-régression suivant des polyn�mes trigonométriques relativement à un superube latin (on-struit à partir d'un sous-groupe ylique) � pour les superubes latins, voir [Owe98℄. Dans la pratique,il est di�ile de voir quels avantages on peut tirer de e type de plans d'expérienes extrêmementomplexes.Méthode de Sobol' La méthode de Sobol' béné�ie d'un avantage inestimable fae à toutes lesautres existantes : ses hypothèses d'appliations ne ontiennent auune ontrainte relative à la régu-larité de la fontion étudiée, ou à sa struture spetrale relativement à une base partiulière. Chaunde ses estimateurs béné�ie en outre d'une vitesse de onvergene indépendante de la dimension d dela fontion étudiée. Malheureusement sur e dernier point, l'estimation de tous les indies de Sobol'desendants d'ordre 1, ou de tous eux d'ordres 1 et 2, requiert un nombre d'éhantillons distintsdépendant linéairement de la dimension d ; et par onséquent la vitesse de onvergene se dégradeave l'augmentation de la dimension. Pour pallier et inonvénient, nous avons introduit une nou-velle manière d'utiliser ette méthode à l'aide d'hyperubes latins répliqués [MK95℄. Cette nouvelleméthode permet, pour tout k ≤ d, d'estimer tous les indies de Sobol' desendants d'ordre k à l'aidede seulement 2 éhantillons. Cette tehnique est omplétée par des résultats théoriques pour le as
k = 1 ; pour les indies d'ordre 1, l'estimateur ainsi introduit est fortement onsistant, normalementasymptotique et possède un biais en O(n−1) dont nous expliitons un majorant de la onstante.Conlusion générale Dans le paysage de l'analyse de sensibilité globale, la déomposition ANOVAnous apparaît omme l'objet mathématique le mieux posé et le plus pertinent au regard des méthodesde sreening et des méthodes basées sur les dérivées. Et par onséquent, nous nous sommes uniquementattahés à développer des aspets de l'estimation des indies de Sobol'. De plus, sur des modèles telsque MODECOGeL dont le oût d'une simulation est inférieur à 5 seondes, il devient possible à l'aidede mahines de alul parallèle d'envisager des analyses dépassant le million de simulations. Dans eadre, la méthode de Sobol' telle que nous l'avons introduite � i.e. indépendante de la dimension �peut devenir un outil puissant.Conernant l'intégration des dérivées en analyse de sensibilité globale, nous onstatons qu'ellespermettent lairement, d'un point de vue qualitatif, d'identi�er si un e�et est linéaire ou non. Aontrario, nous remarquons que les indies de sensibilité basés sur les dérivées ne permettent pas dequanti�er lairement l'in�uene des di�érentes variables en terme de variane. En e�et, nous avons



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES 173remarqué que les bornes des indies de sensibilités asendants d'ordre 1 fournis par les indies basés surla variane ne permettaient de tirer auune onlusion. La raison de e onstat tient essentiellementau fait que, ontrairement aux indies basés sur la variane, les indies basés sur les dérivées ne sontpas apables d'identi�er un bruit fortement osillatoire omme nous l'avons noté dans la Remarque8.1.PerspetivesAu regard de notre travail, on peut envisager des perspetives à la fois d'ordre théorique et d'ordrepratique.D'abord, il nous paraît important d'analyser en détail l'artile de Loh [Loh08℄ énonçant les pro-priétés asymptotiques de l'intégration numérique relativement à des hyperubes latins basés sur destableaux orthogonaux de fore 2. Le théorème entral limit (TCL) qu'il énone est en e�et onditionnéà des hypothèses de régularité de la fontion étudiée, alors que son analogue pour les hyperubes latinsne requiert qu'une simple hypothèse d'intégrabilité. Il est don néessaire de omprendre pourquoila strati�ation à l'ordre 2 restreint le hamp d'appliation du TCL, et éventuellement d'élargir ehamp si ela est possible. En partiulier, e travail en amont permettra de préiser les propriétésasymptotiques de la méthode de Sobol' onstruite ave les hyperubes latins répliqués basés sur destableaux orthogonaux de fore 2 (voir Chapitre 6).Conernant la méthode de Sobol' onstruite ave les hyperubes latins répliqués, il reste unequestion ouverte sur l'estimateur de la variane asymptotique. En e�et, dans le Chapitre 6, nous nousontentons d'utiliser l'estimateur introduit dans la méthode de Sobol' lassique, mais nous savonsqu'il n'est pas optimal et produit don un intervalle de on�ane plus large que l'intervalle théorique.Nous avons onstaté que la Delta méthode s'applique naturellement aux estimateurs des indiesde Sobol' basés sur une déomposition ANOVA spetrale. En onséquene, il est possible d'avoirasymptotiquement une estimation de la variane de haun des oe�ients spetraux. Par suite, ildevient possible d'envisager une méthode de seuillage a�n de réduire la variane des estimateurs desindies de Sobol' spetraux. Un point de départ éventuel pour e travail est l'artile de Jiang et Owen[JO03℄. Notons que la séletion automatique de oe�ients spetraux dans le adre du alul desindies de Sobol' existe déjà ; itons par exemple la méthode de régression adaptative de Blatman etSudret [BS10℄.D'un point de vue appliatif, la perspetive prinipale onsiste à notre avis à généraliser l'utilisationde l'analyse de la variane, via l'estimation des indies de Sobol' par la méthode de Monte Carlo quenous avons développée au Chapitre 6, à des modèles de grande dimension � i.e. supérieure à 30� en s'appuyant sur une puissane de alul importante. Comme nous l'avons noté préédemment,MODECOGeL omme de nombreux autres simulateurs d'éosystèmes, de pêherie ou de himie, ontun oût de alul très faible qui laisse entrevoir la possibilité de mener des intégrations numériquesprenant en ompte des éhantillons dont la taille peut exéder le million.
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Annexe ALien entre les plans d'expériene deFAST et les plans fatorielsfrationnairesNotationsSoit E un ensemble. On note lassiquement l'indiatrie
1E(e) =

{
1 si e ∈ E
0 sinon.Si de plus E est �ni,

|E| et P(E)désignent respetivement le ardinal et l'ensemble des parties de E . En�n, on note z le nombreomplexe onjugué de z, p ∧ q le pgd des entiers p et q, et {x} la partie frationnaire du réel x.Dans e qui suit, C× désigne lassiquement le groupe des éléments inversibles de C.A.1 Plans fatoriels, modèle linéaire et ANOVA1.1. Notons U l'ensemble des unités expérimentales et T l'ensemble des traitements � égalementappelé domaine expérimental. Considérons l'appliation
d : U −→ T

u 7−→ t = d(u)qui assoie à toute unité u ∈ U le traitement d(u) ∈ T e�etué sur elle-i. On suppose que U est�ni, on note |U| = n. On suppose, par ailleurs, que l'ensemble T se déompose omme un produitartésien �ni T = T1 × · · · × Tm et on note m = {1, . . . ,m}. Chaque traitement t s'érit don ommeun m-uplet (t1, . . . , tm) dans lequel ti est le niveau du i-ème fateur. L'appliation d est appelée planfatoriel. Lorsque les Ti sont �nis, si les Ti ont tous même ardinal, le plan fatoriel est dit symétrique,et asymétrique sinon. Si l'appliation d est injetive, le plan est dit régulier, et si elle est surjetive,le plan est dit omplet.1.2. La réponse sur l'unité expérimentale u ∈ U est modélisée par une variable aléatoire (v.a.) notée
Yu dont la valeur observée après l'expériene est notée yu. On suppose que la v.a. Yu se déomposeomme suit

Yu = τ
(
d(u)

)
+ Zu (A.1)177



178 ANNEXESoù τ
(
d(u)

) est un terme dépendant du traitement d(u) appliqué à l'unité u � τ étant une fontionréelle dé�nie sur T � et Zu est une variable aléatoire dépendant de l'unité u. τ(d(u)) dérit l'e�etdéterministe du traitement d(u) ∈ T sur la sortie, tandis que Zu permet d'intégrer, de manièreadditive, l'e�et aléatoire de l'unité u ∈ U , elle-même, dû à la variabilité de l'expérimentation.1.3. Dans le as où les Ti sont �nis, il est aisé de munir haun d'entre eux d'une struture d'espaeprobabilisé à l'aide de la tribu triviale P(Ti) et d'une mesure de probabilité sur ette dernière, notée
µi. Pour haque 1 ≤ i ≤ m, onsidérons alors RTi l'espae vetoriel des fontions réelles dé�nies sur
Ti 1, ainsi que ses deux sous-espaes vetoriels Θµi,0 et Θµi,1 des fontions, respetivement, onstanteset de moyennes nulles par rapport à µi. Puis, en notant µ la mesure produit des µi, 1 ≤ i ≤ m, ononsidère l'espae probabilisé (T ,P(T ), µ) ainsi que RT l'espae vetoriel des fontions réelles dé�niessur T . En�n, en identi�ant l'espae vetoriel RT au produit tensoriel ⊗m

i=1R
Ti (voir Corollaire 1. p84dans [CO68℄), on introduit pour tout u ⊂ m, le sous-espae vetoriel de RT ,

Θµ,u =

m⊗

i=1

Θµi,1u(i) .1.4. En dé�nissant le produit salaire sur RT

< f, g >µ=
∑

t∈T
f(t)g(t)µ(t) ,on obtient la déomposition orthogonale de RT en somme direte de sous-espaes vetoriels de "om-plexité" roissante, sous la forme duThéorème A.1. L'espae RT véri�e

RT =
⊕

u⊂m

Θµ,u (A.2)En outre, la déomposition est orthogonale au sens où, pour tous sous-ensembles distints u et v de
m,

∀f ∈ Θµ,u, ∀g ∈ Θµ,v, < f, g >µ= 0. (A.3)Démonstration. On véri�e aisément qur RTi = Θµi,0 ⊕ Θµi,1, et on onlut à la Formule (A.2) parun résultat élémentaire relatif aux produits tensoriels :
m⊗

i=1

RTi ≃
⊕

u⊂m

Θµ,u (voir Théorème 8.10. p94�95 dans [CO68℄). (A.4)La preuve de la Formule (A.3) est essentiellement alulatoire ; on la trouvera dans [Col70℄ (voirDémonstration du Théorème 3.2. p43).En notant,
τ =

∑

u⊂m

τula déomposition de la fontion τ sur la somme direte des Θµ,u, on a aisément la déomposition dela variane Varµ[τ ] = ∑

∅6=u⊂m

Varµ[τu] .Les omposantes τ{i} sont appelées e�ets prinipaux de τ par rapport aux variables ti, et les τu, ave
|u| > 1, sont quali�ées d'interations d'ordre |u|.1. Les fontions de et espae sont toutes, trivialement, mesurables par rapport à la tribu P(Ti) et intégrables parrapport à µi. Lorsque Ti n'est pas un ensemble �ni, on ne peut éluder es questions de mesurabilité et d'intégrabilité(voir �1.5.).



ANNEXE A 1791.5. (Remarques)1.5.1. Dans le adre des plans fatoriels, la déomposition orthogonale préédente est généralementexploitée sous l'hypothèse que les µi sont des mesures d'équiprobabilité, d'où
∀t ∈ T , µ(t) =

1

|T | .1.5.2. La déomposition de la Formule (A.2) est généralisable à des ensembles Ti qui ne sont pas�nis, typiquement R. En e�et, il su�t de munir haun des Ti de sa tribu borélienne et d'une mesurede probabilité µi sur ette dernière ; puis de onsidérer les espaes de fontions intégrables Lp(Ti, µi)et Lp(T , µ) � ave p ∈ [1,+∞[ � en lieu et plae des RTi et RT . Dans e as, l'identi�ation entre
Lp(T , µ) et ⊗m

i=1L
p(Ti, µi) est possible (voir Théorème VI-20 dans [Vil08℄ et Corollaire I-55 pour leshypothèses d'appliation du Théorème VI-20), les dé�nitions des Θµi,0 et Θµi,1 sont les mêmes et laFormule (A.4) reste valide.1.5.2. a) Pour p = 1 et des mesures µi uniformes sur [0, 1], on retrouve la déomposition L1 donnéepar Sobol' en 1990 [Sob93℄.1.5.2. b) Pour p = 2, la Formule (A.3) du Théorème A.1 est valide, et on obtient une déompositionorthogonale pour le produit salaire

< f, g >µ=

∫

T
f(t)g(t)µ(t)dt .Pour la suite, sauf mention ontraire, les Ti sont supposés �nis et les µi sont des mesures d'équiprob-abilité.A.2 E�ets fatorielsDorénavant < f, g >µ désigne le produit salaire hermitien

< f, g >µ=
∑

t∈T
f(t)g(t)µ(t) .2.1. Chaun des Ti est dorénavant muni d'une struture de groupe ylique d'ordre qi = |Ti|,

Ti ≃ Z/qiZet par onséquent, T est muni d'une struture de groupe abélien �ni, produit des Z/qiZ,
T ≃ Z/q1Z× · · · × Z/qmZ . (A.5)Notons T ∗ = Hom(T ,C×) l'ensemble des homomorphismes du groupe T dans le groupe multipliatifdes nombres omplexes C×. Pour tous χ et χ′ dans T ∗, on dé�nit le produit χχ′, l'inverse χ et leneutre eT ∗ , respetivement omme les homomorphismes qui à tout élément t de T , assoient χ(t)χ′(t),(

χ(t)
)−1 et 1. Par suite, T ∗ possède trivialement une struture de groupe ; 'est le groupe dual de Tet ses éléments, sont appelés aratères de T .



180 ANNEXES2.2. L'ensemble des aratères de T véri�e leThéorème A.2. T ∗ forme une base orthonormale de CT .Démonstration. Notons d'abord que T est d'exposant 2 �ni et qu'il est égal à q = ppm(q1, . . . , qm),et que les aratères de T prennent leurs valeurs dans Uq, le sous-groupe de C× onstitué des raines
q-ièmes de l'unité. Par suite, on a

χ−1(g) =
(
χ(g)

)−1
= χ(g) .Puis, pour χ, χ′ ∈ T ∗ il vient

< χ, χ′ >µ=
1

|T |
∑

t∈T
χ(t)χ′(t) =

1

|T |
∑

t∈T
χχ′−1(t),et on obtient aisément que les aratères forment une famille orthonormale � et par onséquent libre� de CT en notant que pour tout aratère χ non trivial, on a

∑

t∈T
χ(t) = 0 (A.6)et que pour l'élément neutre eT ∗ , on a

∑

t∈T
eT ∗(t) = |T |.On onlut en remarquant que le ardinal de ette famille de aratères est égal à la dimension del'espae CT par la formule suivante, ∑

χ∈T ∗

χ(eT ∗) = |T |, (A.7)où eT ∗ est l'élément neutre de T . Pour les formules (A.6�A.7), voir Théorème (somme de aratères)p65 dans [Fre01℄.Cette propriété peut être rendue plus expliite en exhibant un isomorphisme � non anonique �entre le groupe T et son groupe dual T ∗. Pour ela, on dé�nit pour haque 1 ≤ i ≤ m,
χi : T −→ C×

(
t1, . . . , tm

)
7−→ e2iπti/qi (A.8)où, suivant la Formule (A.5), les tj sont dans Z/qjZ 3, et on a laProposition A.1. L'appliation

Ψ : T −→ T ∗
(
t1, . . . , tm

)
7−→ χt1

1 · · ·χtm
m

(A.9)est un isomorphisme de groupe.Démonstration. D'abord posons e1 = (1, 0, . . . , 0),. . . ,em = (0, . . . , 0, 1). La famille (ei)1≤i≤m on-stitue une base de T . Maintenant, Ψ étant lairement un homomorphisme, montrons qu'elle est à lafois injetive et surjetive.
Ψ est injetive. Soit (k1, . . . , km) un élément du noyau de Ψ i.e. pour tout t ∈ T , χk1

1 · · ·χkm
m (t) =

eT ∗(t) = 1. En partiulier, pour tout 1 ≤ i ≤ m, on a
χk1
1 · · ·χkm

m (ei) = e
2iπ

ki
qi = 1et par suite, on a que k1 = · · · = km = 0, et on onlut que le noyau de Ψ est trivial et don que Ψest injetive.2. L'exposant d'un groupe G est le plus petit entier stritement positif n, s'il existe, tel que ∀g ∈ G, gn = e, où edésigne l'élément neutre de G.3. Ii, et par la suite également, on ne distingue pas les éléments tj du groupe quotient Z/qjZ� qui sont des lassesd'équivalene � de leurs représentants dans Z.
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Ψ est surjetive. Soit χ un aratère de T et 1 ≤ i ≤ m, on a χ(ei)

qi = 1, et on en déduit qu'ilexiste 0 ≤ pi < qi tel que χ(ei) = χpi

i (ei). Par suite, il vient que pour tout t = (t1, . . . , tm),
χ(t) = χ(t1e1 + · · ·+ tmem) =

m∏

i=1

χti(ei)

=

m∏

i=1

χpiti
i (ei)

=
m∏

i=1

χpi

i (tiei)

=

m∏

i=1

χpi

i (t)

= Ψ(p1, . . . , pm)e qui montre que Ψ est surjetive.Par suite, on déduit du Théorème A.2 et de la Proposition A.1, que tout f ∈ CT se déomposeomme
f(t) =

∑

χ∈T ∗

f̂(χ)χ(t) , t = (t1, . . . , tm) ∈ T

=

q1−1∑

k1=0

· · ·
qm−1∑

km=0

f̂(k1, . . . , km)χk1
1 (t1) · · ·χkm

m (tm)

=

q1−1∑

k1=0

· · ·
qm−1∑

km=0

f̂(k1, . . . , km)e2iπ(k1t1/q1+···+kmtm/qm) (A.10)où f̂(χ) =< f, χ >µ et la notation f̂(k1, . . . , km) désigne < f, χk1
1 · · ·χkm

m >µ.2.3. La déomposition (A.10) s'applique en partiulier à la fontion τ qui dérit l'e�et des traite-ments sur la sortie dans le modèle linéaire (A.1). La quantité τ̂(χ) = τ̂(k1, . . . , km) peut être appeléeparamètre anonique, ou e�et fatoriel, ou plus simplement ontraste assoié au traitement de niveaux
k1,. . . ,km (voir [Kob95℄). Plus généralement, la Formule (A.10) onstitue la déomposition en sériede Fourier de la fontion f et les f̂(k1, . . . , km) sont les oe�ients de Fourier.2.4. Remarquons que la base orthonormale onstituée des aratères de T � quelquefois appeléebase de Yates � est adaptée à la déomposition orthogonale de la Setion 1.4., i.e. pour tout u ⊂ m,toute fontion de Θµ,u se déompose sur

Bu = {χk1
1 · · ·χkm

m , 0 < ki < qi, si i ∈ u et ki = 0 sinon}et
T ∗ =

⊔

u⊂m

Bu .Par suite en notant, pour tout u ⊂ m,
Ku = {(k1, . . . , km), 0 < ki < qi, si i ∈ u et ki = 0 sinon},on déduit de la formule de Parseval que pour tout u non vide inlu m,Varµ[τu] = ∑

k∈Ku

∣∣τ̂ (k)
∣∣2 ,et Varµ[τ ] = q1−1∑

k1=0

· · ·
qm−1∑

km=0

∣∣τ̂ (k)
∣∣2 .



182 ANNEXES2.5. (Remarques)2.5.1. Contrairement aux e�ets prinipaux et aux interations qui sont des objets anoniques, lese�ets fatoriels sont dé�nis relativement à une base.2.5.2. Si T n'est pas �ni, il est possible de dériver le formalisme préédent. Si les Ti sont les intervalles
[0, 1] et µi des mesures uniformes � .f. Remarque 1.5.2 a) �, on munit T d'une struture de tore
Tm ≃ (R/Z)m et toutes les propriétés énonées préédemment se dérivent aisément et restent vraies(voir [TP12℄). Notons néanmoins que la Proposition A.1 ne tient pas dans e as, le tore n'étant pasisomorphe à son dual � l'hypothèse de �nitude est néessaire �. L'isomorphisme exhibant une basede (Tm)∗ est ii

Ψ : Zm −→ (Tm)∗(
k1, . . . , km

)
7−→ χk1

1 · · ·χkm
moù

χi : Tm −→ C×(
t1, . . . , tm

)
7−→ e2iπti .A.3 Confusion d'e�ets (préliminaires)Cette setion est un préambule à la question de la onfusion des e�ets fatoriels que nous abor-derons à la setion suivante. Nous renvoyons à l'Annexe A.A. pour la notion de lasse à gauhe et degroupe quotient.3.1. Soient f ∈ CT , S un sous-groupe de T , i : S →֒ T l'injetion anonique, S∗ le groupe dual de

S et µS la mesure d'équiprobabilité sur S, et onsidérons la restrition de f à S

fS : S −→ R
s 7−→ f(s) .D'après le Théorème A.2, S∗ forme une base de CS , d'où la déomposition

∀s ∈ S, fS(s) =
∑

ξ∈S∗

f̂S(ξ)ξ(s)où les f̂S(ξ) =< fS , ξ >µS peuvent être reliés aux f̂(χ) =< f, χ >µ, χ ∈ T ∗, par le biais de la formuleSommatoire de Poisson généralisée (voir [Bou67℄ p127). On a d'abord laProposition A.2. Soit χ0 ∈ T ∗, alors on a l'égalité suivante
f̂S(χ0 ◦ i) =

∑

χ∈S⊥

f̂(χχ0)où S⊥ = {χ ∈ T ∗ | ∀s ∈ S, χ(s) = 1} est le sous-groupe de T ∗ orthogonal à S.puis en dé�nissant l'homomorphisme dual de i

i∗ : T ∗ −→ S∗

χ 7−→ χ ◦ i .il vient leCorollaire A.1. Soit ξ ∈ S∗, on a l'égalité suivante
f̂S(ξ) =

∑

χ∈S⊥

f̂
(
χξ̃
)où ξ̃ est un antéédent quelonque de ξ par i∗.



ANNEXE A 183Démonstration. (de la Proposition A.2) Si χ0 est l'élément neutre eT ∗ , on a
f̂S(eT ∗ ◦ i) = f̂S(eS∗)

= < fS , eS∗ >µS

=
1

|S|
∑

s∈S
fS(s)eS∗(s)

=
1

|S|
∑

s∈S
fS(s)et la Proposition A.2 suit par la formule sommatoire de Poisson généralisée � admis, voir [Bou67℄� qui établit que

1

|S|
∑

s∈S
fS(s) =

∑

χ∈S⊥

f̂(χ).Dans le as ontraire, on onsidère l'appliation
fχ0 : T −→ C

t 7−→ f(t)χ0(t)et sa restrition à S, fχ0

S = fχ0 ◦ i. On a alors
f̂S(χ0 ◦ i) =

1

|S|
∑

s∈S
fS(s)χ0(s)

=
1

|S|
∑

s∈S
fχ0

S (s)

= f̂χ0

S (eS∗)puis d'après e qui préède,
f̂χ0

S (eS∗) =
∑

χ∈S⊥

f̂χ0(χeS∗)

=
∑

χ∈S⊥

f̂(χχ0) ,et la onlusion suit.Démonstration. (du Corollaire A.1) Il su�t de montrer que i∗ est surjetif. On note d'abord queKer i∗ = S⊥puis par le théorème de fatorisation des homomorphismes de groupes � voir Théorème 1.1.4.3. p18dans [Fre01℄ � on déduit
T ∗/S⊥ ≃ Im i∗ .En�n, le résultat lassique suivant
T ∗/S⊥ ≃ S∗ (A.11)� voir preuve dans l'Annexe A.B. � permet de onlure.3.2. Soit C = t0 +S, t0 ∈ T , une lasse à gauhe de T suivant S, et onsidérons fC la restrition de

f à C vue omme une fontion dé�nie sur S,
fC : S −→ R

s 7−→ f(t0 + s) .



184 ANNEXESD'après le Théorème A.2, on a la déomposition
∀s ∈ S, fC(s) =

∑

ξ∈S∗

f̂C(ξ)ξ(s) (A.12)où les f̂C(ξ) =< f(t0 + ·), ξ >µS peuvent être reliés aux f̂(χ), χ ∈ T ∗ par leCorollaire A.2. Soient C = t0 + S et ξ ∈ S∗, on a l'égalité suivante
f̂C(ξ) =

∑

χ∈S⊥

χξ̃(t0)f̂(χξ̃)où ξ̃ est un antéédent quelonque de ξ par i∗.Démonstration. En notant g : t 7→ f(t0 + t), le Corollaire A.1 donne
f̂C(ξ) =

∑

χ∈S⊥

ĝ(χξ̃)et la onlusion suit en notant que
ĝ(χξ̃) =

1

|T |
∑

t∈T
g(t)χξ̃(t)

=
1

|T |
∑

t∈T
g(t− t0)χξ̃(t− t0)

=
χξ̃(−t0)

|T |
∑

t∈T
f(t)χξ̃(t)

= χξ̃(t0)f̂(χξ̃) .3.3. (Remarque) Si les Ti sont les intervalles [0, 1] � voir Remarques 1.5.2. et 2.5.2. �, lesrésultats préédents restent vrais. Pour la Formule de Poisson généralisée on renvoie à [Bou67℄ etpour la Formule (A.11), on se réfère à [Rud62℄.A.4 Confusion d'e�ets (suite) et méthode FASTL'ensemble des unités expérimentales U est maintenant supposé muni d'une struture de groupeabélien.4.1. Nous onsidérons les plans fatoriels d donnés par
d(u) = t0 +Φ(u)où Φ est un homomorphisme du groupe U vers le groupe T , et t0 un traitement dans T . Dans e asl'ensemble des traitements qui sont e�etivement expérimentés orrespond à l'ensemble
C = t0 + ImΦoù ImΦ = {Φ(u), u ∈ U} désigne l'image de l'homomorphisme Φ. C est une lasse à gauhe de Tsuivant le sous-groupe ImΦ. L'ensemble des unités qui reçoivent le même traitement qu'une unité

u0 ∈ U est
u0 +KerΦoù KerΦ = {u ∈ U , Φ(u) = eT ∗} désigne le noyau de l'homomorphisme Φ. Cet ensemble onstitueune lasse à gauhe de U suivant le sous-groupe KerΦ.



ANNEXE A 1854.2. Une appliation direte de (A.12) et du Corollaire A.2 donne la déomposition
∀u ∈ U , τ

(
d(u)

)
=

∑

ξ∈(ImΦ)∗

τ̂C(ξ)ξ
(
Φ(u)

) (A.13)ave
τ̂C(ξ) =

∑

χ∈(ImΦ)⊥

χξ̃(t0)τ̂ (χξ̃) , (A.14)où ξ̃ est un antéédent quelonque de ξ par i∗ : T ∗ → (ImΦ)∗, l'appliation duale de l'injetionanonique i : ImΦ →֒ T . Puis en notant Φ∗ l'homomorphisme dual de Φ,
Φ∗ : T ∗ −→ S∗

χ 7−→ χ ◦ Φ ,et en remarquant que
{χξ̃ | χ ∈ (ImΦ)⊥} = {χξ̃ | ∀s ∈ ImΦ, χ

(
i(s)

)
= 1}

=
{
χ | ∀s ∈ ImΦ, χ

(
i(s)

)
= ξ̃
(
i(s)

)}

= {χ | ∀u ∈ U , χ
(
Φ(u)

)
= ξ̃
(
Φ(u)

)
}

= {χ | Φ∗(χ) = ξ ◦ Φ}la Formule (A.14) se réérit simplement
τ̂C(ξ) =

∑

χ:Φ∗(χ)=ξ◦Φ
χ(t0)τ̂ (χ) . (A.15)Finalement les Formules (A.13) et (A.15) donnent

∀u ∈ U , τ
(
d(u)

)
=

∑

ξ∈(ImΦ)∗

( ∑

χ:Φ∗(χ)=ξ◦Φ
χ(t0)τ̂ (χ)

)
ξ ◦ Φ(u)i.e.

∀u ∈ U , τ
(
d(u)

)
=
∑

ξ∈U∗

( ∑

χ:Φ∗(χ)=ξ

χ(t0)τ̂ (χ)

︸ ︷︷ ︸
τ̂◦d(ξ)

)
ξ(u).On en déduit la notion de onfusion d'e�etsDé�nition A.1. Soit ξ ∈ U∗. Les e�ets fatoriels τ̂(χ) tels Φ∗(χ) = ξ sont dits onfondus (ave

τ̂ ◦ d(ξ)) ; on dit également que les aratères χ sont onfondus (ave ξ).La onfusion d'e�ets est aratérisée par la proposition suivanteProposition A.3. Deux e�ets fatoriels τ̂ (χ1) et τ̂ (χ2) sont onfondus si et seulement si χ1χ
−1
2 ∈KerΦ∗.Démonstration. Immédiat par la Dé�nition A.1.4.3. De la même manière que pour T dans (A.5), posons

U ≃ Z/p1Z× · · · × Z/pm′Zet omme pour T dans (A.8), posons pour haque 1 ≤ j ≤ m′

ξj : U −→ C×
(
u1, . . . , um′

)
7−→ e2iπtj/pj

.



186 ANNEXESPar suite, tout omme pour haque χ ∈ T ∗, il existe (k1, . . . , km), 0 ≤ ki < qi, tel que χ = χk1
1 ×· · ·×

χkm
m ; pour haque ξ ∈ U∗, il existe (h1, . . . , hm′), 0 ≤ hi < pi, tel que ξ = ξh1

1 × · · ·× ξ
hm′

m′ . Rappelonsalors � voir �2.3. � que τ̂ (χ) = τ̂(k1, . . . , km) est l'e�et fatoriel de τ assoié au traitement deniveaux k1,. . . km, et que 'est une quantité qu'on souhaite onnaître. Et d'autre part, si Zu = 0 �voir �1.2. puis remarque en �n de setion � les τ̂ ◦ d(ξ) = τ̂ ◦ d(h1, . . . hm′) dé�nis par
τ̂ ◦ d(h1, . . . hm′) =

1

|U|
∑

u∈U
τ
(
d(u)

)
e−2iπh·usont les quantités qu'on onnait par expérimentation sur le plan d. Par onséquent, la formule deonfusion d'e�ets nous dit que si parmi les χ onfondus ave ξ, un seul possède un e�et fatoriel τ̂ (χ)non négligeable, e dernier est orretement estimé. Une appliation direte de e onstat est don, enpratique, de �xer de manière a priori l'ensemble des χ ayant des e�ets fatoriels τ̂(χ) non négligeables,noté ENN , et de trouver U et Φ satisfaisant au ritère de onfusion d'e�ets, i.e. onstruire Φ : U → Ttel que ∀χ, χ′ ∈ ENN , χ 6= χ′, χχ′−1 /∈ KerΦ.4.4. D'après la Remarque 3.3., e qui préède s'étend au as où T n'est pas �ni. En partiulier,dans la méthode FAST on a Ti = [0, 1] et par suite T est le tore Td. Dans e as, par l'isomorphismede la Formule (A.9), se donner un sous-ensemble de χ ∈ T ∗ dont les e�ets fatoriels sont a priori nonnégligeables revient à se donner K ⊂ Zd. Imposons maintenant à U d'être ylique d'ordre n. Parsuite, la onstrution d'un plan fatoriel sans onfusion d'e�ets revient à onstruire

Φ : Z/nZ −→ Td

k 7−→ Φ(k)
.

Φ est onnu expliitement par Φ(1) ar Φ(k) = {kΦ(1)} ; et remarquons que nΦ(1) ∈ Zd. Par suite,tout Φ de la forme préédente peut don s'érire
Φω : Z/nZ −→ Td

k 7−→
{

k
nω
} .où ω ∈ N∗. On en est don réduit à herher n � minimal � et ω qui satisfont le ritère de onfusiond'e�ets pour l'ensemble K introduit i-dessus. On remarque alors que l'homomorphisme dual de Φωest

Φ∗
ω : Zd −→ Z/nZ

(k1, . . . , kd) 7−→ k1ω1 + · · ·+ kdωd
.et par suite le ritère pour éviter la onfusion d'e�ets s'érit

∀k,k′ ∈ K, k 6= k′, (k− k′) · ω 6≡ 0 (mod n) (A.16)e qui est rigoureusement le ritère dans la méthode FAST revisitée (voir Formule (5.40) dans leChapitre 5).4.5. Le plan obtenu dans le paragraphe préédent est une fration régulière 4 du groupe �ni
T ≃ Z/ω̃1Z× · · · × Z/ω̃dZoù ω̃i = ωi/(ωi ∧ n). Vu omme un tableau orthogonal, il est de fore 1 et a priori, il n'y a pas deraison qu'il soit de fore supérieure.4. Le fait que Φω soit injetif est une onséquene de l'optimisation sur n qui doit être hoisi le plus petit possible.En e�et, onsidérons (ω, n) satisfaisant (A.16) et tel que Φω ne soit pas injetif ; alors pour tout i, ωi divise n. Parsuite, en posant p = ω1 ∧ · · · ∧ ωd ∧ n, on montre que (ω/p, n/p) véri�e (A.16) et que Φ

ω/n est injetif.



ANNEXE A 1874.6. (Remarque) Si Zu n'est pas identiquement égal à 0, la valeur à laquelle on a aès est
τ̃ ◦ d(h1, . . . hm′) = τ̂ ◦ d(h1, . . . hm′) +

1

|U|
∑

u∈U
Zue

−2iπh·u.Et par onséquent, ette valeur τ̃ ◦ d(h1, . . . hm′) est aléatoire ; on a
E
[
τ̃ ◦ d(h1, . . . hm′)

]
= τ̂ ◦ d(h1, . . . hm′) +Buoù

Bu =
1

|U|
∑

u∈U
E[Zu]e

−2iπh·u.A.A Classe à gauhe et groupe quotientLes ensembles t + S, t ∈ T sont appelés lasses à gauhe de T suivant S. Deux lasses t1 + Set t2 + S sont égales si et seulement si (−t1) + t2 ∈ S ; dans le as ontraire, les deux lasses sontdisjointes. L'ensemble des lasses à gauhe est noté T /S. On dé�nit de manière analogue les lassesà droites dont l'ensemble est noté S\T . Si S est un sous-groupe distingué de T � autrement dit siles lasses à gauhe et les lasses à droites oïnident � alors les lasses à gauhe (resp. à droites)forment un groupe pour la loi
(t1 + S) + (t2 + S) = (t1 + t2) + S.Ce groupe est noté T /S et est appelé groupe quotient de T par S. Dans e as, on peut onsidérerl'homomorphisme surjetif

Π : T −→ T /S
t 7−→ t+ S� appelé projetion anonique � dont le noyau est S.On rappelle que dans le as où T est abélien, tout sous-groupe S de T est distingué, et par suitel'ensemble des lasses à gauhe T /S possède automatiquement une struture de groupe.A.B Preuve de la Formule (A.11)Dans un premier temps, on onsidère l'homomorphisme de groupes

Ψ : S⊥ −→ (T /S)∗
χ 7−→ χ : t+ S 7→ χ(t)On véri�e aisément que Ψ est bien dé�ni, que son noyau est réduit à l'élément neutre, et qu'il estsurjetif ar pour tout χ ∈ (T /S)∗, on a χ = Ψ(χ) ave

χ : T −→ C×

t 7−→ χ(t+ S) .Par suite, on a
(T /S)∗ ≃ S⊥ . (A.17)Dans un seond temps, notons que T étant supposé �ni, (T /S)∗ est isomorphe à T /S et, enpartiulier, ils ont même ordre, |T |/|S| ; et don d'après la Formule (A.17) on a
|S⊥| · |S| = |T | . (A.18)De même, on a

|S⊥⊥| · |S⊥⊥⊥| = |T | . (A.19)En�n, en notant que S ⊂ S⊥⊥ et S⊥ ⊂ S⊥⊥⊥, on déduit de (A.18) et (A.19) que
S = S⊥⊥ . (A.20)Finalement, (A.17) et (A.20) donnent

T ∗/S⊥ ≃ S .





Annexe BConditions aux limites du modèlehydrodynamiqueLe modèle hydrodynamique qu'il n'y a auun �ux de haleur et de salinité au bord du domaine.Quant aux autres onditions aux limites, elles sont données par les équations suivantes.Flux de quantité de mouvement en surfae
λ̃
∂(u, v)

∂z

∣∣∣
surface

= C0 ∗ (1 + 0.1 ∗ ||(uvent, vvent)||) ∗ ||(uvent, vvent)|| ∗ (uvent, vvent) (B.1)ave
C0 : 0.63.10−6

(uvent, vvent) : vitesses horizontales du vent à 10 mètres d'altitude.Flux de l'énergie inétique turbulente en surfae
λ̃
∂k

∂z

∣∣∣
surface

= 3.10−3 ∗ C0 ∗ ||(uvent, vvent)||3. (B.2)Flux de haleur en surfae
Q = ρ ∗ Cp ∗ λ̃T ∗ ∂T

∂z

∣∣∣
surface

= QI −QR −QS −QL (B.3)ave
ρ : masse volumique de l'eau (kgm−3)
Cp : haleur spéi�que de l'eau (Jkg−1◦C−1)
Q : �ux de haleur en surfae (Wm−2)
QI : radiation solaire (Wm−2)
QR : radiation infrarouge (Wm−2)
QS : �ux de haleur sensible (Wm−2)
QL : �ux de haleur latente (Wm−2).Flux de salinité en surfae

λ̃S ∗ ∂S

∂z

∣∣∣
surface

=
1

ρ
∗ (Ev − Pr) ∗ S0 (B.4)ave

Pr : préipitations (ms−1)
Ev : �ux de surfae de vaporisation (ms−1)
S0 : salinité en surfae 189



190 ANNEXESFlux de quantité de mouvement au fond
∣∣∣∣
∣∣∣∣λ̃

∂(u, v)

∂z

∣∣∣
fond

∣∣∣∣
∣∣∣∣ =

[
κln(z1/z0)]2∣∣∣∣(u(z1), v(z1))∣∣∣∣2 (B.5)ave

z0 : longueur de rugosité (m)
κ : onstante de Von Karman (= 0.4)
z1 : hauteur du entre de la première maille (au fond) (m).Flux d'énergie inétique turbulente au fond

k = 4 ∗
[

κln(z1/z0)]2∣∣∣∣(u(z1), v(z1))∣∣∣∣2. (B.6)
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Résumé : Dans les domaines de la modélisation et de la simulation numérique, lessimulateurs développés prennent parfois en ompte de nombreux paramètres dont l'im-pat sur les sorties n'est pas toujours bien onnu. L'objetif prinipal de l'analysede sensibilité est d'aider à mieux omprendre omment les sorties d'un modèle sontsensibles aux variations de es paramètres. L'approhe la mieux adaptée pour ap-préhender e problème dans le as de modèles potentiellement omplexes et fortementnon linéaires repose sur la déomposition ANOVA et les indies de Sobol'. En parti-ulier, es derniers permettent de quanti�er l'in�uene de haun des paramètres surla réponse du modèle.Dans ette thèse, nous nous intéressons à l'étude théorique et au développementde méthodes d'estimation des indies de Sobol'. Dans une première partie, nous réin-troduisons de manière rigoureuse des méthodes existantes au regard de l'analyse har-monique disrète sur des groupes yliques et des tableaux orthogonaux randomisés.Cela nous permet d'étudier les propriétés théoriques de es méthodes et de les généraliser.Dans un seond temps, nous onsidérons la méthode de Monte Carlo spéi�que à l'es-timation des indies de Sobol' et nous introduisons une nouvelle approhe permettantde l'améliorer. Cette amélioration est onstruite autour de la notion d'hyperube latinet permet de réduire de manière onséquente le nombre de simulations néessaires pourestimer les indies de Sobol' par ette méthode.En parallèle, nous mettons en pratique es di�érentes méthodes au travers d'uneanalyse de sensibilité introdutive sur un modèle d'éosystème marin.Mots-lés : analyse de sensibilité, indies de Sobol', déomposition ANOVA, inté-gration numérique, analyse harmonique disrète


