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Université de Lorraine

Analyse de stabilité et de performances
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Notation

N - ensemble des nombres naturels

N
∗ - ensemble des nombres naturels strictement positifs

R - ensemble des nombres réels

R+ - ensemble des nombres réels non-négatifs

R
n×n - ensemble des matrices réelles carrées de dimension n× n

R
n - ensemble des vecteurs réels de dimension n

In (0n resp.) - matrice identité (nulle resp.) de dimension n× n

x(ℓ) - ℓ-ème composante d’un vecteur x

A(ℓ) (Ai,(ℓ)) - ℓ-ème ligne d’une matrice A (Ai resp.).

x− y > 0 - inégalité par composante : x(ℓ) − y(ℓ) > 0, ∀ ℓ = 1, . . . , n.

P ′ - la matrice transposée de P

P⊥ - base du noyau associé à la matrice P

x′ - le vecteur transposé de x

‖x‖ - la norme euclidienne du vecteur x ∈ R
n

1n - le vecteur unitaire : (1; . . . ; 1)′ ∈ R
n

M > 0n (M < 0n resp.) - matrice définie positive (négative resp.) de dimension n× n

He(M) - matrice M +M ′

diag (x) - matrice diagonal avec le vecteur x ∈ R
n sur la diagonal principale

diag (A;B) - matrice diagonal avec A et B sur la diagonale principale

M =

[
A B

⋆ C

]
- matrice symétrique avec ⋆ désignant B′

λ(M) - valeurs propres d’une matrice carrée M

E(P, γ) - Ellipsoïde {x ∈ R
n, x′Px ≤ γ} avec P > 0n

E(P ) - Ellipsoïde E(P, 1)
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Introduction Générale

Actuellement, les systèmes deviennent, de plus en plus, complexes en présentant
l’interaction de variables de caractéristique continue et des variables événementielles
discrètes. Dans ce contexte, les systèmes dynamiques hybrides s’appliquent, [DBPL00].
La littérature comporte plusieurs études de ces systèmes, qui sont motivés par leur ri-
chesse et leur complexité, [Bra98, LLL09]. Une classe importante des systèmes dyna-
miques hybrides sont les systèmes dynamiques linéaires à commutations [LM99], qui
sont composés d’un nombre fini de dynamiques linéaires associées à une loi de com-
mutation qui définit le mode actif à chaque instant. Plusieurs applications se trouvent
dans les champs de l’aéronautique, l’industrie automobile, la gestion d’énergie, [PRI08]
et la métallurgie, [Mal09, MDI+09]. De nombreux outils d’analyse et de commande
sont déjà bien établis dans la littérature, [SWM+07, BSA04, LL08]. Néanmoins, la plu-
part des systèmes dynamiques rencontrés en pratique sont non-linéaires. De plus, les
entrées de commande sont normalement contraintes par des saturations d’actionneurs.
Prendre en compte les phénomènes non-linéaires et la saturation de commande est né-
cessaire. Il existe peu de résultats traitant les systèmes à commutations plus généraux
avec des conditions faciles à tester d’un point de vue numérique.

Objectifs

L’objectif principal de cette thèse est de traiter plusieurs problèmes d’analyse de sta-
bilité et de synthèse de commande d’une classe de systèmes non-linéaires à commuta-
tions en temps discret. Afin d’obtenir de meilleurs résultats par rapport à la littérature,
nous proposerons un outil adapté à ces systèmes : une nouvelle fonction de Lyapunov
qui dépend de la non-linéarité. Une des caractéristiques remarquables de cette fonction
est qu’elle fournit une ligne de niveau qui peut être non-connexe et non-convexe.

Le premier objectif sera alors de montrer que cette fonction est, en réalité, plus ap-
propriée pour résoudre le problème classique de Lur’e en temps discret sur l’analyse
de stabilité globale d’un système linéaire en boucle fermée avec une non-linéarité de
type secteur. Nos conditions suffisantes sous forme LMI seront formulées en considé-
rant des hypothèses moins restrictives que celles des méthodes de la littérature. Nous
proposerons aussi des conditions suffisantes pour traiter l’analyse de stabilité locale
d’un système Lur’e en temps discret avec une commande non-linéaire saturée. Ainsi,
nous utiliserons la ligne niveau de notre fonction afin d’estimer le bassin d’attraction
de ce système. Enfin, la synthèse de commande non-linéaire pour cette classe de sys-
tèmes sera résolue en considérant cette nouvelle fonction et sa ligne de niveau comme
une estimation du bassin d’attraction.
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Introduction Générale

Les méthodes fondées sur cette nouvelle fonction Lur’e nous serviront de base,
ensuite, pour traiter le deuxième objectif de cette thèse : l’analyse et la commande
non-linéaire des systèmes Lur’e à commutations et des systèmes Lur’e à commuta-
tions avec une commande saturée. Ainsi, cette thèse propose des contributions avec
deux points de vue différents sur la loi de commutation. D’une part, elle sera consi-
dérée comme une perturbation et nous proposerons des conditions suffisantes pour
l’analyse globale des systèmes Lur’e à commutations pour toute loi de commutation.
Aussi, des conditions suffisantes seront établies pour résoudre les problèmes d’analyse
de stabilité locale et de synthèse de commande. Afin d’assurer la stabilité locale pour
toute séquence de commutation, notre estimation du bassin d’attraction sera donnée
par l’intersection des lignes de niveau des fonctions de Lur’e dépendantes des modes.
Ces ensembles non-connexes et non-convexes seront adaptés à la forme du bassin d’at-
traction de ce système sous commutations arbitraires. D’autre part, le deuxième point
de vue consiste à considérer la loi de commutation comme une commande. Nous pro-
poserons des conditions suffisantes pour la synthèse de lois de commutation globale-
ment stabilisantes pour les systèmes Lur’e et localement stabilisantes pour les systèmes
Lur’e avec une commande saturée. Nos conditions seront formulées en se fondant sur
deux outils : notre fonction de Lypaunov Lur’e et les inégalités de Lyapunov-Metzler.
Nous montrerons qu’un des aspects les plus intéressants de nos méthodes concerne la
partition de l’espace d’état qui définit la stratégie d’activation des modes. Cette parti-
tion dépend des non-linéarités du système et elle est plus appropriée que les régions
coniques données par les méthodes fondées sur les fonctions quadratiques. Aussi, afin
d’estimer le bassin d’attraction dans ce cadre, notre ligne de niveau non-connexe et
non-convexe sera donnée par l’union des lignes de niveau des fonctions Lur’e dépen-
dantes des modes. Nous montrerons que cette estimation approche bien le bassin d’at-
traction de ce système.

Organisation du mémoire

Ce manuscrit est organisé en quatre chapitres principaux et une conclusion géné-
rale.

Chapitre 1

Le premier chapitre contient les définitions des systèmes linéaires à commutations
en temps discret et les rappels sur les problèmes classiques de stabilité qui leur sont
associés. Citons notamment les méthodes d’analyse de stabilité et stabilisation de sys-
tèmes à commutations. Aussi, nous définirons le problème de Lur’e en rappelant les
principales méthodes pour le résoudre. Nous discuterons des méthodes traitant la syn-
thèse de commande non-linéaire pour ce type de systèmes.

Chapitre 2

Dans le deuxième chapitre, nous étudierons les systèmes Lur’e en temps discret.
La motivation pour la recherche d’une nouvelle fonction de Lyapunov du type Lur’e
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adaptée au temps discret sera présentée. Les propriétés de cette fonction seront éta-
blies. Ces propriétés nous permettront d’étudier la stabilité globale d’un système Lur’e.
Ensuite, l’analyse de stabilité locale et la stabilisation de ces systèmes avec une com-
mande saturée seront traitées à l’aide des conditions suffisantes fondées sur cette fonc-
tion. Des exemples numériques indiqueront que la ligne de niveau non-connexe et
non-convexe de cette nouvelle fonction est adaptée au bassin d’attraction de ces sys-
tèmes.

Chapitre 3

Le troisième chapitre est consacré aux systèmes Lur’e à commutations arbitraires.
Une discussion sur la difficulté de traiter les non-linéarités qui commutent permettra
de justifier l’extension de la nouvelle fonction au cadre des fonctions de Lyapunov
commutées. Une méthode d’analyse de stabilité globale des systèmes Lur’e à commu-
tations arbitraires sera proposée. L’analyse locale et la synthèse de commande non-
linéaire commutée pour les systèmes Lur’e à commutations seront traitées dans le cas
d’une commande saturée. L’estimation du bassin d’attraction sera donnée par l’inter-
section des lignes de niveau. Des exemples numériques seront présentés pour illustrer
les spécificités de nos méthodes.

Chapitre 4

Le but du quatrième chapitre est d’étudier les systèmes Lur’e à commutations en
considérant la loi de commutation comme une variable de commande. Des conditions
suffisantes seront proposées afin de synthétiser une loi de commutation stabilisante.
En explorant la nouvelle fonction de Lyapunov, les partitions de l’espace d’état ne se-
ront pas restreintes à des régions coniques. L’estimation du bassin d’attraction sera
donnée par l’union des lignes de niveau des fonctions Lur’e dépendantes des modes.
Des exemples numériques sont proposés pour illustrer nos résultats.
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Chapitre 1

Notions introductives

Ce chapitre rappelle des concepts classiques qui permettent la description des pro-
blèmes et résultats proposés dans cette thèse. Nous nous concentrerons principalement
sur deux classes de systèmes traités dans la littérature qui sont : les systèmes à com-
mutations et les systèmes non-linéaires du type Lur’e.

Pour la première classe de systèmes, nous présenterons sa définition formelle et
nous indiquerons les problèmes qui lui sont associés. Cette thèse étant dédiée aux sys-
tèmes en temps discret, nous avons fait le choix de ne traiter dans ce chapitre que les
systèmes à commutations en temps discret, et nous ferons une synthèse des princi-
paux résultats existants en traitant l’aspect stabilité : analyse de stabilité, stabilisation
par retour linéaire d’état et stabilisation par loi de commutation.

L’autre classe d’intérêt sera celle concernant un système linéaire invariant dans le
temps en boucle fermée avec une non-linéarité du type secteur borné dans la chaîne
de retour. Notre étude portant sur les systèmes en temps discret, nous présenterons
les définitions dans ce cadre. Néanmoins, la plupart des résultats de la littérature uti-
lisent des approximations et des outils directement issus du cadre temps continu. Nous
présenterons le cadre continu du problème de Lur’e à des fins d’explication et de com-
paraison.

1.1 Définition d’un système à commutations en temps dis-

cret

En général, un système à commutations en temps discret est donné par :

xk+1 = gσ(k)(k; xk; uk), ∀k ∈ N (1.1)
yk = hσ(k)(k; xk; uk), (1.2)

où xk ∈ R
n ; uk ∈ R

m et yk ∈ R
p sont respectivement l’état, l’entrée et la sortie de ce sys-

tème. Les fonctions gi(·; ·; ·) et hi(·; ·; ·), i ∈ {1; . . . ;N}, correspondent aux dynamiques
des sous-systèmes ou modes. La fonction σ(·) est appelée loi de commutation :

σ :

{
N −→ IN = {1, . . . , N},
k 7−→ σ(k),

(1.3)
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Chapitre 1. Notions introductives

et σ(k) désigne le mode actif du système (1.1)-(1.2) à chaque instant k.
Un cas particulier, qui présente déjà une complexité intéressante, est celui où les

modes sont linéaires :

xk+1 = Aσ(k)xk +Bσ(k)uk, (1.4)
yk = Cσ(k)xk. (1.5)

Les matrices (Ai, Bi, Ci) ont des dimensions appropriées, ∀i ∈ IN . Nous pouvons aussi
définir la classe des systèmes linéaires à commutations autonomes :

xk+1 = Aσ(k)xk, (1.6)
yk = Cσ(k)xk. (1.7)

Le concept de stabilité adopté dans ce mémoire est classique, [Hah67]. Nous allons
rappeler les problèmes de stabilité relatifs aux systèmes à commutations. On trouve
dans [LM99] trois problèmes de base. Le premier est formulé comme suit :

Problème 1 Établir des conditions qui permettent de conclure sur la stabilité asymptotique
d’un système à commutations pour toute loi de commutation.

Dans ce cadre, la loi de commutation est considérée comme une perturbation du
système à commutations (loi déterminée par une composante exogène). La stabilité
asymptotique dans l’ensemble de cette problématique est directement liée à la notion
de stabilité robuste. Une condition nécessaire à la faisabilité du problème 1 est que tout
les modes soient stables. Le deuxième problème est défini de la manière suivante :

Problème 2 Déterminer le sous-ensemble des lois de commutations tel que la stabilité asymp-
totique d’un système à commutations soit assurée.

Après la définition de ce problème, Liberzon ajoute le commentaire qu’il est sou-
vent irraisonnable d’exclure les lois de commutations constantes. Il ajoute de ce fait
l’hypothèse que chaque mode est stable. Dans son cadre général, sans aucune hypo-
thèse sur la stabilité des modes, ce problème est très difficile et largement ouvert dans
la littérature. Il ne sera pas abordé dans le reste de ce manuscrit. Enfin le dernier pro-
blème est le suivant :

Problème 3 Construire une séquence de commutations afin de rendre l’origine du système à
commutations asymptotiquement stable.

Cette problématique est plutôt vue comme un aspect de synthèse de lois de com-
mutations. Il faut remarquer que la solution du problème 3 est évidente dans le cas
où un mode au moins est stable : il suffit de sélectionner l’un de ces modes et de le
conserver actif. De ce fait, la littérature associe souvent à ce problème, l’hypothèse que
tous les modes sont instables.

Parmi les résultats existants dans la littérature, qui traitent ces trois problématiques
pour la classe des systèmes à commutations linéaires en temps discret, nous nous res-
treindrons aux problèmes 1 et 3 abordés dans cette thèse. Aussi, nous détaillerons plu-
tôt les méthodes qui sont fondées sur des conditions suffisantes écrites sous forme
d’inégalités linéaires en les variables matricielles (LMI en l’anglais), un outil que nous
exploiterons dans l’ensemble de ce mémoire.
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1.1. Définition d’un système à commutations en temps discret

1.1.1 Stabilité des systèmes linéaires à commutations arbitraires

Dans cette section, nous traitons le premier problème de base (problème 1) concer-
nant les systèmes linéaires à commutations. Sous l’hypothèse d’une loi de commuta-
tion arbitraire, le système à commutations peut être vu comme un système variant dans
le temps, [HI94, LA09]. Plusieurs outils du cadre de la commande robuste s’appliquent.
Une des méthodes les plus riches pour traiter la stabilité des systèmes linéaires à com-
mutations autonomes, fait appel au concept de rayon spectral joint appliqué sur un en-
semble des matrices, [LLL09]. Les résultats liés à cet outil établissent des conditions né-
cessaires et suffisantes, [Jun08, LA04, LA05]. En revanche, un défaut est que ces condi-
tions sont extrêmement difficiles à tester numériquement, [TB97]. Dans certains cas, il
est possible d’obtenir des approximations du rayon spectral joint, [BN05, BNT04]. L’ex-
tension de ces approches pour la stabilisation par retour d’état n’est pas évidente. De
plus, nous ne pourrions pas adapter cette approche au cas des systèmes non-linéaires
à commutations.

Il est, également, possible d’analyser la stabilité d’un système à commutations ar-
bitraires à l’aide d’une fonction de Lyapunov quadratique : x → V (x) = x′Px. Cette
fonction est indépendante du temps, et donc, du mode actif σ(k) et elle conduit au
résultat suivant :

Théorème 4 ([BEFB94]) Soit le système linéaire à commutations (1.6)-(1.7). S’il existe une
matrice symétrique définie positive P ∈ R

n×n telle que les inégalités suivantes sont vérifiées :

A′
iPAi − P < 0, ∀i ∈ IN , (1.8)

alors la fonction V (x) = x′Px est une fonction de Lyapunov pour ce système et son origine est
globalement exponentiellement uniformément stable pour toutes les lois de commutations.

Ce théorème est fondé sur des conditions suffisantes, mais elles offrent l’avantage
de s’écrire sous une forme LMI. Pour diminuer le conservatisme des conditions précé-
dentes, on peut aussi utiliser une fonction de Lyapunov qui dépend de la loi de com-
mutation. Le théorème suivant établit des conditions nécessaires et suffisantes sous
forme LMI pour l’existence d’une telle fonction de Lyapunov.

Théorème 5 [DRI02] Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) Il existe une fonction de Lyapunov commutée

V (σ(k); xk) = x′
kPσ(k)xk; (1.9)

strictement décroissante le long des trajectoires du système linéaire à commutations (1.6)-
(1.7), pour toute loi de commutation σ.

ii) Il existe des matrices 0n < Pi = P ′
i ∈ R

n×n, ∀i ∈ IN telles que les LMIs suivantes soient
vérifiées : [

−Pj PjAi

⋆ −Pi

]
< 02n, ∀(i, j) ∈ I2N . (1.10)

iii) Il existe des matrices 0n < Si = S ′
i ∈ R

n×n, et des matrices Gi ∈ R
n×n, ∀i ∈ IN telles que

les LMIs suivantes soient vérifiées :
[
−Sj AiGj

⋆ Si −Gi −G′
i

]
< 02n, ∀(i, j) ∈ I2N . (1.11)
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Chapitre 1. Notions introductives

Remarque 6 Les conditions de stabilité établies dans le théorème 5 permettent de traiter di-
rectement le cas d’analyse de stabilité quadratique, en imposant Pi = P , ∀i ∈ IN .

Le résultat énoncé est applicable autant dans le cadre de l’analyse de stabilité des
systèmes à commutations arbitraires, [DRI02], que de l’analyse de stabilité robuste
pour des systèmes linéaires variants de le temps, [DB01]. Ce résultat correspond à
une extension de la méthode d’analyse de stabilité robuste établie dans les travaux
de [dOBG99].

Notons que les conditions de stabilité du théorème 5 sont moins restrictives que
celles du théorème 4 mais restent encore des conditions suffisantes pour la stabilité.
Ainsi, afin de déterminer des conditions nécessaires et suffisantes de stabilité, nous
pourrions considérer les fonctions de Lyapunov dépendantes du chemin. Cette ap-
proche s’applique autant pour les systèmes à paramètres variants dans le temps, [Lee06],
que pour les systèmes linéaires à commutations, [LD06, LD07].

Les résultats sont fondés sur la définition d’une fonction quadratique où la matrice
de Lyapunov dépend de la longueur du chemin de commutation. Les conditions de
stabilité s’écrivent sous forme LMI. Le nombre d’inégalités est directement défini par
la longueur du chemin de commutations. Ainsi, pour des longueurs grandes, la dif-
ficulté numérique augmente. De plus, il n’existe pas de méthode systématique pour
déterminer cette longueur. Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur la fonction
de Lyapunov de chemin de longueur 1, qui correspond à la fonction de Lyapunov
commutée (1.9).

1.1.2 Stabilisation des systèmes linéaires à commutations arbitraires

par retour d’état linéaire

Dans la section précédente, nous avons regardé les principaux résultats sur l’ana-
lyse de stabilité d’un système linéaire à commutations arbitraires. En considérant ce
même cadre, nous allons discuter le problème de synthèse de commande. De manière
générale, ce problème est défini de la manière suivante :

Problème 7 Considérons le système linéaire à commutations (1.4)-(1.5). Déterminer une loi
de commande uk qui rend l’origine de ce système stable, pour toutes les lois de commutations.

Parmi les différentes classes de lois de commande utilisées dans la littérature, nous
considérerons la stabilisation par commande par retour d’état linéaire. Cette loi de
commande nous intéressera dans l’ensemble de ce manuscrit. La synthèse de com-
mande est directement donnée dans le théorème suivant :

Théorème 8 [DRI02] Considérons le système linéaire à commutations (1.4)-(1.5). S’il existe
des matrices symétriques définies positives Si ∈ R

n×n ; des matrices Gi ∈ R
n×n et Yi ∈ R

m×n,
∀i ∈ IN satisfaisant les LMIs suivantes :

[
−Sj AiGi +BiYi

⋆ Si −Gi −G′
i

]
< 02n, ∀(i, j) ∈ I2N , (1.12)

alors la loi de commande donnée par le retour d’état linéaire commuté :

uk = Kσ(k)xk; (1.13)
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1.1. Définition d’un système à commutations en temps discret

stabilise le système (1.4)-(1.5) avec les gains de la commande définis par Ki = YiG
−1
i et les

matrices de Lyapunov associées Pi = S−1
i ; ∀i ∈ IN .

Le théorème 8 suppose que la loi de commutation est inconnue, a priori, mais le
mode actif σ(k) est disponible en temps réel. En revanche, si la valeur courante de la
loi de commutation n’est pas disponible, le même théorème s’applique en imposant
Yi = Y ∈ R

m×n et Gi = G ∈ R
n×n, ∀i ∈ IN , dans les inégalités (1.12). Si les LMIs

sont faisables, cela implique une stabilisation du système à commutations (1.6)-(1.7)
par une loi de commande du type retour d’état linéaire classique, et qui sont plus
restrictives. Lorsque la loi de commutation est partiellement connue, la stabilisation
par retour linéaire commuté a été traitée dans les travaux de [Het07]. Dans ce cas, le
gain commuté est représenté par l’index Kĩ = YĩG

−1
ĩ

, qui prennent des valeurs dans
un sous-ensemble de ĩ ∈ ĨN ⊂ IN . Les conditions de stabilisation sont formulées
de telle manière que les matrices de Lyapunov s’écrivent sous la forme Pi,̃i = S−1

i,̃i
,

∀(i, ĩ) ∈ IN × ĨN .

1.1.3 Stabilisation des systèmes linéaires à commutations par loi de

commutation

Dans cette section, nous discuterons le cadre du problème 3 qui traite de l’aspect de
synthèse de lois de commutation stabilisantes. Afin d’éliminer les solutions triviales,
nous supposerons ici que tous les modes sont instables.

Ainsi, nous rappellerons les résultats principaux proposés dans [Zha01] et [GC06b].
Le problème consiste à chercher une loi de commutation dépendante de l’état du type :

σ(k) = g(xk), g : Rn → IN , (1.14)

qui stabilise asymptotiquement le système (1.6)-(1.7).
Considérons la fonction candidate, associée à un ensemble de matrices symétriques

définies positives {Pi}i∈IN :

vmin :

{
R

n −→ R,

x 7−→ min
i∈IN

x′Pix,
(1.15)

Cette fonction a été appelée fonction quadratique composée par T. Hu, [Hu07]. Sans
utiliser directement le terme, J. C. Geromel établit dans [GC06b] des conditions suffi-
santes sur les matrices Pi, en utilisant une classe particulière des matrices de Metzler,
pour imposer que la fonction (1.15) soit une fonction de Lyapunov pour le système li-
néaire à commutations (1.6)-(1.7). Rappelons ainsi la définition d’une matrice de Metz-
ler et, ensuite, la sous-classe qui nous intéresse :

Définition 9 Une matrice Π ∈ R
N×N est une matrice de Metzler si ses éléments πij vérifient

les propriétés suivantes :
πij ≥ 0, ∀i 6= j, ∀(i, j) ∈ I2N . (1.16)

Maintenant, définissons la sous-classe des matrices de Metzler en temps discret.

11
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Définition 10 La classe des matrices de Metzler en temps discret, notéeMd, est définie par :

Md =

{
Π ∈ R

N×N , πii ≥ 0,
∑

ℓ∈IN

πℓi = 1, ∀i ∈ IN

}
. (1.17)

Par exemple, les matrices 0N ; IN et −IN sont des matrices de Metzler mais seule
la matrice IN est une matrice de Metzler en temps discret. Par définition, une matrice
de Metzler en temps discret admet toujours le vecteur 1N = (1 . . . 1)′ ∈ R

N comme
vecteur propre associé à la valeur propre 1, parce que

Π1N = Π



1
...
1


 =



1
...
1


 , ∀Π ∈Md. (1.18)

Une autre propriété intéressante et aussi importante des matrices de Metzler en
temps discret provient du théorème de Perron-Fröbenius, [HJ85] : tout vecteur propre
associé à la valeur propre maximale 1 d’une matrice de Metzler a des composantes qui
sont positives ou nulles. C’est-à-dire, à une normalisation prêt, il existe toujours un
vecteur λ ∈ R

N appartenant au simplex qui vérifie :

Πλ = λ; ∀λ ∈ R
N ,

N∑

ℓ=1

λℓ = 1, λℓ ≥ 0, ∀ℓ = 1, . . . , N, ∀Π ∈Md. (1.19)

La relation (1.17), en effet, est une conséquence directe de cette dernière propriété
en identifiant que chaque colonne de la matrice de Metzler en temps discret appartient
au simplex. Le lemme suivant sera utilisé dans la preuve de la méthode de synthèse de
loi de commutation du Chapitre 4.

Lemme 11 Soit N scalaires αi, i = 1, . . . , N . Alors, la propriété suivante est vérifiée :

min
i∈IN

αi = min
λ ∈ R

N ;λi ≥ 0;
λ′1N = 1

∑

i∈IN

λiαi. (1.20)

Preuve 12 La relation (1.20) indique que le minimum sur un polytope de scalaires est atteint
sur ses sommets. Les sommets appartenant au polytope, nous avons :

αj ≥ min
i∈IN

αi ≥ min
λ ∈ R

N ;λi ≥ 0;
λ′1N = 1

∑

i∈IN

λiαi, ∀j ∈ IN . (1.21)

Montrons maintenant la réciproque. Soit i0 ∈ argmini∈IN αi, c’est-à-dire que αi0 ≤ αi,
∀i ∈ IN . Alors, les scalaires λi étant positifs ou nuls, nous avons que :

λi (αi − αi0) ≥ 0, ∀i ∈ IN , λi ≥ 0. (1.22)

Sommons, maintenant, cette dernière inégalité sur l’ensemble IN :
∑

i∈IN

λi (αi − αi0) =
∑

i∈IN

λiαi − αi0

∑

i∈IN

λi =
∑

i∈IN

λiαi − αi0 ≥ 0, (1.23)
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1.1. Définition d’un système à commutations en temps discret

car nous savons que λ′1N = 1 sur le simplex. Alors, en prenant le minimum de cette dernière
relation nous avons que :

min
i∈IN

αi = αi0 ≤ min
λ ∈ R

N ;λi ≥ 0;
λ′1N = 1

∑

i∈IN

λiαi. (1.24)

Le théorème suivant est fondé sur le théorème de Perron-Fröbenius.

Théorème 13 [GC06b] Considérons le système (1.6)-(1.7) et supposons qu’il existe une ma-
trice de Metzler Π ∈ Md ; des matrices symétriques définies positives Pi ∈ R

n×n qui vérifient
les inégalités de Lyapunov-Metzler suivantes :

A′
i

(
∑

j∈IN

πjiPj

)
Ai − Pi < 0, ∀i ∈ IN , (1.25)

alors la loi de commutation

σ(k) ∈ arg min
i∈IN

x′
kPixk = argvmin(xk), (1.26)

où vmin est définie dans la relation (1.15), rend l’origine du système linéaire à commutations (1.6)-
(1.7) globalement exponentiellement stable.

La faisabilité des inégalités (1.25) implique que les matrices π
1
2
iiAi, (i ∈ IN) sont

stables, notant que πii ≥ 0 (∀i ∈ IN ) est l’élément de la diagonale principale de Π.
Notons que les inégalités de Lyapunov-Metzler (1.25) admettent toujours une solution,
avec Π = IN , lorsque tous les modes du système (1.6)-(1.7) sont stables.

Dans les travaux de [GC06b], un résultat intéressant est établi sur l’existence d’une
solution pour les inégalités de Lyapunov-Metzler :

Lemme 14 [GC06b, Lemme 1] Supposons qu’il existe un vecteur λ ∈ R
N avec λ′1N = 1 et

une matrice 0n < P = P ′ ∈ R
n×n satisfaisant la relation suivante :
∑

i∈IN

λi (A
′
iPAi − P ) < 0n, (1.27)

alors les inégalités de Lyapunov-Metzler (1.25) admettent une solution.

En se fondant sur ce lemme, nous pouvons formuler le lemme suivant :

Lemme 15 Supposons que le système linéaire à commutations (1.6)-(1.7) admette au moins
un mode stable, alors les inégalités de Metzlet-Lyapunov (1.25) admettent une solution.

Preuve 16 Supposons qu’il existe au moins un mode stable pour le système (1.6)-(1.7). L’en-
semble des indices des modes stables n’est pas vide et nous avons l’existence de i0 ∈ IN tel que la
matrice Ai0 soit du type Schur. Il existe donc une matrice symétrique définie positive P̃ ∈ R

n×n

solution de l’inégalité
A′

i0
P̃Ai0 − P̃ < 0n. (1.28)
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En choisissant le vecteur λ̃ ∈ R
N tel que λ̃ =




0
...
0
1
0
...
0




← i0, appartenant au simplex unité,

nous avons

∑

i∈IN

λ̃i

(
A′

iP̃Ai − P̃
)
= λ̃i0

(
A′

i0
P̃Ai0 − P̃

)
= A′

i0
P̃Ai0 − P̃ < 0n. (1.29)

La condition du lemme 14 étant vérifiée avec cette matrice symétrique définie positive P̃ ∈
R

n×n, les inégalités de Lyapunov-Metzler (1.25) admettent une solution.

Remarque 17 La solution donnée par la stratégie de commutation (1.26) n’est pas nécessaire-
ment la solution "mode figé".

Les inégalités du théorème 13 s’écrivent sous la forme BMI due à la présence des
produits des matrices Pi et les éléments de la matrice de Metzler. Deux approches sont
communément utilisées afin d’éviter ces bilinéarités. En premier, il est supposé que la
matrice Π ∈ Md est donnée (comme dans le cas de systèmes à saut markoviens). Sous
cette hypothèse, les inégalités de Lyapunov-Metzler deviennent des LMIs. L’autre ap-
proche possible consiste à définir une matrice Π avec une structure particulière de ma-
nière à réduire le nombre de paramètres autant que possible. Par exemple, en imposant
une dépendance en un unique paramètre, il est possible d’appliquer une technique de
recherche en ligne sur ce paramètre, [GBC08].

Remarque 18 Les travaux proposés dans [GBC08, GD09] traitent un problème délicat de
stabilisation de systèmes linéaires à commutations en utilisant une approche de commande
conjointe. En d’autres termes, la stratégie de commutation (1.14) est combinée avec un contrô-
leur du type retour linéaire dans l’état et du type retour dynamique de sortie.

Les résultats discutés dans la présente section sont fondés sur des inégalités matri-
cielles, plutôt sous forme LMI. Ils s’appliquent aux systèmes à commutations avec des
modes linéaires et, de plus, les fonctions de Lyapunov commutées sont quadratiques
en l’état. Nous allons exploiter cet outil afin d’étudier une classe de systèmes non-
linéaires à commutations en temps discret. Plus précisément, chacun des modes de
notre système sera lié à un problème classique de l’automatique sur l’étude d’un sys-
tème linéaire invariant dans le temps en boucle fermée avec une non-linéarité du type
secteur. Ainsi dans la section suivante, nous définirons formellement cette classe en
posant les principaux problèmes de stabilité et rappellerons les principales méthodes
d’analyse et synthèse de commande non-linéaire existantes dans la littérature.

1.2 Définition des systèmes du type Lur’e

Cette section expose les principaux résultats qui concernent l’étude de la classe des
systèmes décrits par un bloc linéaire en boucle fermée avec une non-linéarité dépen-
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dante de la sortie. Ce problème fut traité dans les deux domaines du temps. Il est vrai
qu’il a été initialement étudié dans le temps continu, [LP44]. Nous nous concentrerons
sur les deux fonctions de Lyapunov les plus utilisées dans la littérature pour dévelop-
per une telle étude : la fonction quadratique en l’état et la fonction de Lyapunov-Lur’e.

1.2.1 Le problème de stabilité absolue en temps continu

Considérons la classe des systèmes décrits sous la forme suivante :

ẋ(t) = Ax(t) + Fϕ(y(t)), ∀t ∈ R+ (1.30)
y(t) = Cx(t), (1.31)

où x(t) ∈ R
n, y(t) ∈ R

p sont l’état et la sortie du système (1.30)-(1.31). La fonction
ϕ(·) ∈ R

p est une non-linéarité dépendante de la sortie sans mémoire et décentralisée,
c’est-à-dire, ϕ(ℓ)(y(t)) = ϕ̃(y(ℓ)(t)), ∀ℓ = 1, . . . , p, avec ϕ̃(·) une non-linéarité scalaire.

Définition 19 [Kha02] La non-linéarité vérifie la condition de secteur globale si la relation
suivante est satisfaite :

ϕ′(y)Λ[ϕ(y)− Ωy] ≤ 0, ∀y ∈ R
p, (1.32)

où Ω ∈ R
p×p est une matrice diagonale définie positive et la matrice Λ ∈ R

p×p est un multi-
plieur positif défini diagonal. Dorénavant, cette propriété sera abusivement notée par, ϕ(·) ∈
[0p; Ω]. Si la relation (1.32) est satisfaite dans un domaine fini Y ⊂ R

p, ϕ(y) vérifie uniquement
la condition de secteur locale.

Afin de simplifier les notations qui suivent dans le reste de ce chapitre, nous sup-
poserons que le système (1.30)-(1.31) est mono-entrée mono-sortie (SISO de l’anglais),
p = 1 et la matrice de multiplieur Λ = I1, comme communément traité dans la littéra-
ture. Ainsi, le problème de Lur’e s’écrit sous la forme suivante :

Problème 20 (Stabilité absolue en temps continu) Soit le système (1.30)-(1.31) et le secteur
donné [0p; Ω], déterminer les conditions pour lesquelles ce système a son origine globalement
asymptotiquement stable pour toute non-linéarité ϕ(·) qui vérifie la condition de secteur (1.32),
ϕ(·) ∈ [0p; Ω].

En se fondant sur la condition fréquentielle proposée par Popov [Pop61], Yakubo-
vich [Yak62], Kalman [Kal63], ont résolu le problème, en utilisant une formulation LMI,
en conduisant au lemme de Kalman-Yakubovich-Popov. Ce lemme est directement lié
à la propriété de positivité réelle stricte d’une fonction de transfert. Considérons ainsi
la définition de cette propriété (pour p = 1) :

Définition 21 [Kha02] Soit la fonction de transfert Z(s). La fonction Z(s) est dite positive
réelle si et seulement si :

1. Z(s) a ses pôles placés dans le demi-plan gauche fermé ;

2. Pour tout θ ∈ R tel que jθ ne soit pas un pôle de Z(s), la partie réelle de Z(jθ) est
semi-définie positive.
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3. Tout pôle purement imaginaire jθ deZ(s) est un pôle simple et la matrice de résidu lim
s→jθ

(s−

jθ)Z(s) est semi-définie positive Hermitienne.

et une fonction de transfert Z(s) est appelée strictement positive réelle s’il existe un scalaire
ǫ > 0 tel que Z(s− ǫ) est positive réelle.

Alors, une solution pour le problème de Lur’e (problème 20) est établie dans le
théorème suivant en considérant la fonction quadratique en l’état. Ce résultat est connu
comme le critère du Cercle. Il permet aussi de traiter le cas de la non-linéarité variante
dans le temps (ϕ(y; t)) :

Théorème 22 ([Kha02]) Soit le système (1.30)-(1.31) et une réalisation minimale (A,F ,C)
pour la fonction de transfert G(s) = C(sIn−A)−1F , avec A du type Hurwitz. Alors, l’origine
de ce système est globalement asymptotiquement stable pour toute non-linéarité ϕ(·) ∈ [01; Ω]
(ou bien ϕ(·; t) ∈ [01; Ω]) si et seulement s’il existe une matrice 0n < P = P ′ ∈ R

n×n solution
de la LMI suivante : [

A′P + PA C ′Ω + PF

⋆ −2

]
< 0n+1. (1.33)

De plus, la fonction x → V (x) = x′Px est une fonction de Lyapunov et la fonction de trans-
fert 1 + ΩG(s) est strictement positive réelle.

Le résultat du théorème 22 s’applique dans le cas de nombreux types de secteurs
traitables en adaptant la fonction de transfert par des transformations de boucle, [Kha02],
sur laquelle la propriété de positivité réelle stricte doit être assurée. La condition de
réalisation minimale est considérée afin d’assurer l’existence d’une solution pour l’in-
égalité (1.33), [ZDG96]. Le lemme de Kalman-Yakubovich-Popov s’applique même
dans le cas où les paires (A,F ) et (A,C) de la réalisation (A,F, C) sont stabilisable
et détectable respectivement, [Ran96, Kal63]. Le théorème indique que la matrice P ∈
R

n×n vérifie l’inégalité de Lyapunov mais aussi la contrainte sur la relation entrée-
sortie du système. Plus précisément, la contrainte s’applique sur le degré relatif de
G(s) 1 : dgr[1 + ΩG(s)] ≤ 2, et ses zéros de transmission sont stables, (phase minimale).

En effet, Lur’e et Positknov envisageaient de trouver une solution dans le cas des
non-linéarités vérifiant la condition de secteur yϕ(y) ≥ 0, (Ω→ +∞, [LR60, Kal63]), et
en utilisant la fonction de Lyapunov Lur’e suivante :

v(x) = x′Px+ 2η

∫ Cx

0

Ωϕ(s)ds, (1.34)

où P ∈ R
n×n est une matrice symétrique définie positive et η est un scalaire positif.

Cette pondération du terme intégral est appelée dans la littérature multiplieur de Po-
pov, [HHHB94].

Une solution en considérant le secteur [0p; Ω] est établie en faisant appel aussi au
lemme de Kalman-Yakubovich-Popov, [Yak65]. Dans ce cas, le lemme est appliqué sur

1. Rappelons que le degré relatif d’une fonction de transfert G(s) = num(s)
den(s) est donné par la différence

dgr[G(s)] = dg[den(s)]− dg[num(s)], où dg[f(s)] est le degré du polynôme f(s) défini sur la variable
complexe s.
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1.2. Définition des systèmes du type Lur’e

un système auxiliaire défini à partir des paramètres du système, la borne supérieure
pour le secteur Ω et la pondération du terme intégral de la fonction Lur’e :

A = A; B′ = F ; C = ΩC + ηΩCA; D = 1 + ηΩCF. (1.35)

Remarque 23 Notons que le critère du Cercle, fondé sur la fonction quadratique en l’état,
traite de manière naturelle le problème de Lur’e lorsque la non-linéarité varie dans le temps ϕ(·; t).
En revanche, ce n’est pas le cas de la fonction Lur’e pour laquelle la non-linéarité ϕ(·) est com-
munément supposée indépendante du temps dans la littérature. Cette hypothèse est justifiée
pour assurer que la fonction v(x) soit considérée comme une fonction candidate. En effet, elle
permet d’éviter la difficulté d’évaluer la dérivée de la fonction (1.34) par rapport au temps
lorsque la non-linéarité est variante dans le temps. Plus précisément, en se fondant sur la règle
d’intégral de Leibnitz [HC08], la dérivée du terme intégral de la fonction Lur’e par rapport au
temps est donnée par :

∂

∂t

(∫ Cx(t)

0

Ωϕ(s; t)ds

)
= Ωϕ(Cx(t); t)Cẋ(t) +

∫ Cx(t)

0

Ω
∂ϕ(s; t)

∂t
ds. (1.36)

Si la non-linéarité est indépendante du temps, cette dérivée se simplifie car le terme intégral de
droite sera nul.

Sous l’hypothèse d’une non-linéarité indépendante du temps, le théorème suivant
détermine des conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence de la fonction Lur’e,
et s’appelle critère de Popov :

Théorème 24 ([Kha02]) Soit une réalisation minimale (A,F ,C) de la fonction de transfert
G(s) = C(sIn − A)−1F . L’origine d’un tel système est globalement asymptotiquement stable
pour toute non-linéarité ϕ(·) ∈ [01; Ω] si et seulement s’il existe une matrice symétrique posi-
tive définie P ∈ R

n×n et un scalaire η ≥ 0, tels que la LMI suivante est satisfaite
[
A′P + PA C ′ + PB

⋆ −D −D′

]
< 0n+1, (1.37)

avec A, B, C et D définies dans (1.35). Alors, la fonction de Lyapunov Lur’e (1.34) existe et de
plus la fonction de transfert 1 + (1 + sη)ΩG(s) est strictement positive réelle.

Dans la section suivante, nous considérons le problème de Lur’e en temps discret
et nous rappellerons les principaux résultats concernant les deux fonctions de Lyapu-
nov déjà considérées : la fonction quadratique en l’état et la fonction de Lur’e. Nous
indiquerons que la preuve du théorème pour la stabilité absolue fondée sur la fonction
de Lyapunov Lur’e requiert des hypothèses supplémentaires en plus de la condition
de secteur.

1.2.2 Le problème de stabilité absolue en temps discret

Considérons le système en temps discret défini par les relations suivantes :

xk+1 = Axk + Fϕ(yk), ∀k ∈ N (1.38)
yk = Cxk, (1.39)
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Chapitre 1. Notions introductives

où xk ∈ R
n, yk ∈ R

p sont respectivement l’état et la sortie du système (1.38)-(1.39).
Nous supposerons aussi que p = 1. Sous l’hypothèse de la condition de secteur pour la
non-linéarité, qui s’écrit de manière identique à (1.32), le problème de Lur’e en temps
discret est défini formellement comme :

Problème 25 (Stabilité absolue en temps discret) Soit le système (1.38)-(1.39) et un secteur
borné [0p; Ω], déterminer les conditions pour lesquelles ce système a son origine globalement
asymptotiquement stable pour toute non-linéarité ϕ(·) qui vérifie la condition de secteur (1.32),
ϕ(·) ∈ [0p; Ω].

Plusieurs travaux ont été proposés en essayant d’établir des contre-parties en temps
discret pour le critère du Cercle et le critère de Popov. Ces résultats sont, ainsi, formulés en
considérant la version en temps discret du lemme de Kalman-Yakubovich. Ce lemme
est lié à la propriété de positivité réelle stricte des fonctions de transfert à temps discret.
Rappelons la définition de cette propriété, [HC08, Définition 13.16] :

Définition 26 Une matrice de transfert G(z) = D + C(zIn − A)
−1B de dimension p × p est

dite positive réelle si et seulement si :

1. G(z) est analytique à l’extérieur du disque unitaire D̄ = {z; |z| > 1} ;

2. la matrice G(z) + G ′(z∗) est semi-définie positive sur toute la bordure du cercle uni-
taire z = ejθ, avec θ ∈ [0, 2π].

et une matrice de transfert G(z) est appelée strictement positive réelle s’il existe un scalaire
τ > 1 tel que G( z

τ
) est positif réel.

La propriété de positivité réelle stricte peut aussi se définir de la façon suivante, [HC08,
Théorème 13.31] :

Définition 27 G(z) de dimension p× p est dite strictement positive réelle si et seulement si :

1. G(z) n’a pas de pôles à l’extérieur du cercle unitaire fermé, D̄ = {z; |z| ≥ 1}.

2. la condition G(ejθ) + G ′(e−jθ) > 0p est vérifiée pour tout l’intervalle θ ∈ [0, 2π].

En considérant la fonction quadratique comme la fonction candidate, le critère de
Tsypkin, [Tsy62, PJ94], mérite d’être mentionné comme étant le résultat similaire au
critère du cercle dans le cadre du temps discret. Ce résultat est donné dans le théorème
suivant (ici adapté au cadre traité dans ce mémoire, [0p; Ω] et D = 0p, pour p = 1) :

Théorème 28 Soit le système (1.38)-(1.39) et une réalisation minimale (A,F ,C) pour la fonc-
tion de transfert G(z) = C(zIn −A)−1F , avec A du type Schur. Alors, l’origine de ce système
est globalement asymptotiquement stable pour toute non-linéarité ϕ(·) ∈ [01; Ω] si et seulement
s’il existe une matrice 0n < P = P ′ ∈ R

n×n solution de la LMI suivante :
[
A′PA− P A′PF + C ′Ω

⋆ F ′PF − 2

]
< 0n+1. (1.40)

De plus, la fonction x → V (x) = x′Px est une fonction de Lyapunov et la fonction de trans-
fert 1 + ΩG(z) est strictement positive réelle.
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1.2. Définition des systèmes du type Lur’e

Comme dans le cadre du temps continu où le critère du Cercle, (lié à la fonction qua-
dratique), a été étendu au critère de Popov (lié à la fonction de Lur’e), plusieurs tenta-
tives ont été proposées pour étendre le critère de Tsypkin. Nous pouvons mentionner les
travaux de [PG64] comme le premier qui a employé cette fonction de Lyapunov Lur’e
dans le cadre du temps discret, sans passer directement par l’approche fréquentielle.

Parmi différentes hypothèses faites dans la littérature, il y a le fait que la non-
linéarité ϕ(y) ne satisfait pas seulement la condition de secteur (1.32) mais aussi l’hy-
pothèse sur sa variation bornée :

ϕ(y)− ϕ(z)

y − z
≤ Kmax <∞; ∀(y, z) ∈ R

2, y 6= z; où Kmax ≥ 0. (1.41)

Théorème 29 Soit une réalisation minimale (A, F , C), avec A une matrice Schur, et la non-
linéarité ϕ(·) vérifiant la condition de secteur (ϕ(·) ∈ [01; Ω]) et la variation bornée (1.41).
L’origine du système (1.38)-(1.39) est globalement asymptotiquement stable si et seulement s’il
existe une matrice 0n < P = P ′ ∈ R

n×n et un scalaire positif η ∈ R, solutions de la LMI
suivante : [

Π1,1 Π1,2

Π′
1,2 Π2,2

]
< 0n+1, (1.42)

où :

Π1,1 = A′PA− P + η(A− In)
′C ′KmaxΩC(A− In), (1.43)

Π1,2 = A′PF + (1− η)C ′Ω +
1

2
ηA′C ′ΩKmaxCF −

1

2
ηC ′ΩKmaxCF + ηA′C ′Ω,(1.44)

Π2,2 = −2 + ηΩCF + η(ΩCF )′ + ηF ′C ′KmaxΩCF + F ′PF. (1.45)

Alors, la fonction de Lur’e (1.34) est une fonction de Lyapunov et la fonction de transfert G(z) =
1 + [1 + (z − 1)η] ΩG(z)− η 1

2
‖z − 1‖2G∗(z)KmaxΩG(z) est strictement positive réelle.

Preuve 30 Calculons la différence de la fonction Lur’e (1.34) le long de la trajectoire du sys-
tème (1.38)-(1.39) :

v(xk+1)− v(xk) = x′
k (A

′PA− P ) xk + x′ (A′PF )ϕ(yk) + ϕ′(yk)F
′PFϕ(yk)

+ϕ′(yk) (F
′PA) xk + 2η

∫ yk+1

yk

Ωϕ(s)ds. (1.46)

En tenant compte de la condition sur la variation bornée de la non-linéarité ϕ(·) (1.41), le
terme intégral qui reste dans (1.46) est majoré en utilisant la méthode des trapèzes :

∫ yk+1

yk

Ωϕ(s)ds ≤ ϕ(yk)Ω[yk+1 − yk] +
Kmax

2
Ω[yk+1 − yk]

2. (1.47)

Ainsi, l’inégalité (1.37) implique que G(z) est strictement positive réelle. Ensuite, la multi-
plication de l’inégalité (1.42) à droite par le vecteur (x′

k ϕ(yk))
′ 6= 0 et à gauche par sa transpo-

sée, nous obtenons la relation suivante

x′
k (A

′PA− P + η(A− In)
′C ′KmaxΩC(A− In)) xk + x′

k

(
He
(
A′PF + (1− η)C ′Ω

+
1

2
ηA′C ′ΩKmaxCF −

1

2
ηC ′ΩKmaxCF + ηA′C ′Ω

))
ϕ(yk) + ϕ(yk) (−2 + ηΩCF

+η(ΩCF )′ + ηF ′C ′KmaxΩCF + F ′PF )ϕ(yk) < 0, ∀ xk 6= 0.
(1.48)

19



Chapitre 1. Notions introductives

Nous savons que la non-linéarité ϕ(·) vérifie la condition de secteur. Cela combiné avec la
majoration du terme intégral (1.47) implique que la relation (1.48) définit un majorant pour la
différence de la fonction de Lur’e (1.46). Ainsi, nous pouvons conclure sur la stabilité globale
asymptotique de l’origine du système (1.38)-(1.39). �

Remarque 31 D’après les hypothèses considérées dans plusieurs références [Sze63, JL64a,
HB94b, HB94a, KH96, GPC01, JL64b, SS81], la majoration du terme intégral (1.47) est tou-
jours nécessaire dans la preuve. Nous détaillerons ces hypothèses dans le Chapitre 2. Notons,
ainsi, que la fonction Lur’e ne permet pas de résoudre le problème de Lur’e en temps discret en
se fondant uniquement sur la condition de secteur (définition 19).

Dans la section suivante, nous discuterons du problème de stabilisation des sys-
tèmes Lur’e par retour d’état non-linéaire. Plus précisément, nous regarderons le pro-
blème plus général de la synthèse de commande des systèmes qui présentent des non-
linéarités du type secteur et, de plus, la saturation d’entrée de commande.

1.2.3 Commande des systèmes Lur’e

La commande fondée sur le critère du Cercle et le critère de Popov a été abordée
dans [ALK03, AK01]. Dans ce cas, la classe des systèmes étudiée est la suivante :

ẋ(t) = Ax(t) + Fϕ(y(t)) + Bu(t), ∀t ∈ R+ (1.49)
y(t) = Cx(t), (1.50)

où x(t) ∈ R
n, y(t) ∈ R

p sont l’état et la sortie du système (1.49)-(1.50), ϕ(·) est la non-
linéarité du type secteur et u ∈ R

m est une entrée de commande. Le problème de sta-
bilisation en boucle fermée a été traité avec la classe de loi de commande non-linéaire
suivante :

u(t) = Kx(t) + Γϕ(y(t)), (1.51)

où K est la matrice de gain du retour linéaire de dimension m×n et Γ est la matrice de
gain du retour de non-linéarité ϕ(·) de dimension m×p. L’utilisation du gain de retour
de non-linéarité Γ est justifiée dans les travaux de [ALK03, Arc00]. Il permet de relaxer
la contrainte sur le degré relatif du système (1.49)-(1.50).

Pour un problème de synthèse de commande plus général et aussi plus complexe
concernant les systèmes (1.49)-(1.50), les entrées de commande sont communément
sujettes à des limites d’actionneur. Ainsi, cet aspect a motivé la considération, dans les
travaux de [CTQ08, CTQ05], des systèmes Lur’e plus généraux qui s’écrivent sous la
forme :

ẋ(t) = Ax(t) + Fϕ(y(t)) + Bsat(u(t)), ∀t ∈ R+ (1.52)
y(t) = Cx(t), (1.53)

avec x(t) ∈ R
n, y(t) ∈ R

p et u(t) ∈ R
m l’état, la sortie et l’entrée du système. ϕ(·) est

la non-linéarité du type secteur. La fonction de saturation normalisée est considérée
conformément à la définition suivante :
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Définition 32 La fonction saturation normalisée est définie par

sat(u)(ℓ) = sign(u(ℓ))min
(
ρ(ℓ),

∣∣u(ℓ)

∣∣) , ∀ ℓ = 1, . . . ,m. (1.54)

Le scalaire ρ(ℓ) > 0 est la limite de saturation symétrique de la ℓ-ème composante de l’entrée de
commande. Le vecteur ρ ∈ R

m est supposé connu.

Parmi des différentes manières de traiter la saturation, à l’aide d’inégalités matri-
cielles, il est possible de la considérer comme une incertitude variante dans le temps [SFE01].
La synthèse de commande peut être formulée avec une stratégie de séquencement de
gains dépendants du niveau de saturation du signal de commande [SE98].

Une autre approche possible concerne la modélisation d’une saturation par une
non-linéarité du type zone-morte Ψ(u) = u−sat(u), qui vérifie une condition de secteur
locale [Kha02]. Dans les travaux de [TPG06, GT05], une nouvelle formulation de la
condition de secteur généralisée locale pour la zone-morte a été proposée. Rappelons
la définition de cette condition de secteur :

Lemme 33 Si les vecteurs u ∈ R
m et v ∈ R

m appartiennent à l’ensemble S
(
ρ
)

défini par :

S
(
ρ
)
= {u; v ∈ R

m;−ρ ≤ u− v ≤ ρ} , (1.55)

alors la non-linéarité Ψ(u) = u− sat(u) satisfait la condition de secteur suivante :

Ψ′
(ℓ)(u) [Ψ(u)− v](ℓ) ≤ 0; ∀ℓ ∈ {1, . . . ,m}. (1.56)

Un avantage de cette approche est qu’elle permet de proposer une solution sous
forme LMI au problème de synthèse de commande. Une autre modélisation possible
de la fonction de saturation, qui mène aussi à une formulation LMI, concerne l’ap-
proche décrite par des inclusions linéaires, [HL01, HLC02b, HLC02a, HL03, TGGQ11].
La représentation par des inclusions linéaires permet aussi d’avoir une liaison avec
l’approche fondée sur la transformation linéaire fractionnelle (LFT), [ES96]. Il est pos-
sible ainsi de traiter le problème de synthèse de lois de commande avec la saturation
en formulant une stratégie afin d’éviter que le signal de commande sature.

Les travaux de [CTQ08] proposent des conditions suffisantes sous forme LMI, en
considérant la fonction quadratique (critère du Cercle) et la modélisation par la zone-
morte avec la condition de secteur généralisée (1.56), afin de résoudre le problème
suivant :

Problème 34 (Stabilisation en boucle-fermée) Calculer les gains de la loi de commande (1.51)
qui stabilisent localement le système (1.52)-(1.53) et trouver une région dans l’espace des condi-
tions initiales aussi grande que possible, incluse dans le bassin d’attraction de l’origine B0 du
système (1.52)-(1.53).

Dans [CTQ08], une comparaison détaillée entre les deux approches de modélisa-
tion de la saturation est présentée. De cette comparaison, il ressort que l’approche par
des inclusions linéaires requiert plus de capacités numériques. Cela vient du fait que
le nombre d’inégalités à vérifier simultanément augmente plus rapidement quand la
dimension de l’entrée de commande u augmente. Ainsi, nous choisissons d’utiliser
l’approche fondée sur la condition de secteur (1.56) dans l’ensemble de ce mémoire.
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La contre-partie en temps discret du problème de synthèse de commande, avec
la classe des lois de commande (1.51), pour des systèmes Lur’e avec une commande
saturée a été proposée dans les travaux de [CMdP06]. Les systèmes étudiés sont décrits
par :

xk+1 = Axk + Fϕ(yk) + Bsat(uk), ∀k ∈ N
∗ (1.57)

yk = Cxk, (1.58)

avec xk ∈ R
n, yk ∈ R

p et uk ∈ R
m l’état, la sortie et l’entrée de ce système. La non-

linéarité ϕ(·) vérifie la condition de secteur (1.32). La classe des lois de commande
considérée est la suivante :

uk = Kxk + Γϕ(yk), (1.59)

où K ∈ R
m×n et Γ ∈ R

m×p. Ainsi, dans les travaux de [CMdP06], des conditions suffi-
santes sous forme LMI sont établies afin de garantir la stabilité locale de l’origine. En
revanche, les résultats sont établis en se fondant sur la fonction de Lyapunov quadra-
tique.

Remarque 35 Notons que la synthèse de commande non-linéaire (1.51) fondée sur la fonc-
tion Lur’e (critère de Popov) pour les systèmes Lur’e avec la commande saturée reste un pro-
blème ouvert dans les deux domaines du temps. Cela est dû au fait que cette fonction pose des
difficultés pour obtenir des conditions sous forme LMI. Par exemple, dans les travaux de Ar-
cak, [ALK03], la commande n’est pas sujet à la saturation mais la synthèse fondée sur la fonc-
tion de Lur’e est développée en considérant des contraintes sous forme BMI (Bilinear Matrix
Inequality en anglais). Comme la pondération du terme intégral n’est qu’un scalaire η ≥ 0, cela
offre la possibilité d’appliquer une technique de recherche en ligne et éviter l’aspect bilinéaire.

1.3 Conclusion

Nous avons rappelé, dans ce chapitre, deux classes de systèmes qui seront étudiés
dans les chapitres suivants. Pour les systèmes à commutations en temps discret, les
principales méthodes d’analyse de stabilité d’un système linéaire à commutations ar-
bitraires ont été discutées. Aussi, les problèmes de stabilisation des systèmes linéaires à
commutations par retour d’état linéaire commuté et par une stratégie de commutation
ont été revisités. Nous nous sommes concentré sur les méthodes à base de LMIs.

L’autre classe de systèmes que nous avons défini concerne les systèmes linéaires
bouclés par une non-linéarité du type secteur borné : les systèmes Lur’e. Les résultats
classiques d’analyse de stabilité globale dans les deux domaines du temps ont été rap-
pelés : la stabilité fondée sur la fonction de Lyapunov quadratique (critère du Cercle)
et sur la fonction du type Lur’e (critère de Popov). Pour le temps discret, nous avons
mis en évidence le fait que les méthodes, fondées sur la fonction Lur’e avec le terme
intégral, requièrent toujours des hypothèses supplémentaires (et restrictifs) sur la non-
linéarité. De plus, le problème de synthèse de commande non-linéaire des systèmes
Lur’e avec la commande saturée a été discuté. Ainsi, nous notons qu’une méthode de
synthèse fondée sur une fonction de Lyapunov du type Lur’e reste un problème ouvert
dans la littérature.
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1.3. Conclusion

Dans le chapitre suivant nous reprendrons le problème de Lur’e en temps discret
et aussi les systèmes Lur’e avec une commande saturée. Notre principal outil sera une
nouvelle fonction de Lyapunov du type Lur’e adaptée au temps discret. En se fondant
sur cette nouvelle fonction, nous proposerons des conditions suffisantes pour résoudre
le problème Lur’e en temps discret. Ces conditions sont moins restrictives par rapport
aux résultats de la littérature. Aussi, un de nos résultats porte sur la synthèse de lois
de commande non-linéaires pour les systèmes Lur’e avec la commande saturée. Cette
fonction de Lyapunov et les outils proposés dans le chapitre suivant nous serviront de
base pour traiter l’objet d’étude de ce mémoire : les systèmes Lur’e à commutations en
temps discret.
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Chapitre 2

Stabilité et commande des systèmes
Lur’e en temps discret

Ce chapitre, de manière générale, concerne les problèmes d’analyse de stabilité et
commande des systèmes en temps discret constitués d’une partie linéaire et une non-
linéarité du type secteur.

Dans un premier temps, nous reprenons le problème original de Lur’e en temps
discret, c’est-à-dire, sur l’analyse de stabilité globale des systèmes décrits par un bloc
linéaire connecté à une non-linéarité du type secteur global. Nous montrerons tout
d’abord que l’utilisation de la fonction de Lyapunov-Lur’e comportant un terme inté-
gral dans ce cadre nécessite des hypothèses sur la variation de la non-linéarité pour des
raisons techniques d’approximation de cette intégrale, alors même que ces hypothèses
ne sont pas nécessaires en temps continu. Cette constatation nous a amené à proposer
une fonction de Lyapunov dépendant de la non-linéarité qui soit adaptée au problème
de Lur’e à temps discret et dont l’utilisation ne requiert que l’hypothèse de la condition
de secteur.

Cette fonction nous permettra d’établir des conditions suffisantes pour la stabi-
lité globale des systèmes Lur’e sous la forme LMI. De plus, nous allons démontrer
que notre inégalité peut être utilisée pour conclure sur la positivité réelle stricte d’une
matrice de transfert liée à une réalisation d’espace d’état d’un système auxiliaire. Par
conséquent, cette approche fréquentielle nous offrira la possibilité d’étudier l’existence
de notre fonction de Lyapunov.

Ensuite, on indiquera que cette fonction est appropriée pour étudier la stabilité lo-
cale de la boucle fermée d’un système Lur’e avec une loi de commande non-linéaire
sujet à saturation. La façon la plus classique de résoudre ce problème serait de déter-
miner le bassin d’attraction B0 de l’origine. En revanche, cette tâche est d’une difficulté
très élevée et, donc, la ligne de niveau de la fonction de Lyapunov considérée est utili-
sée pour l’estimer. Nous allons explorer la propriété de non-convexité et non-connexité
de la ligne de niveau de notre fonction dans un problème d’optimisation, sous des
contraintes LMIs.

Enfin, des conditions suffisantes pour synthétiser une commande non-linéaire se-
ront décrites par des BMIs. Ces inégalités sont utilisées comme contraintes d’un pro-
blème d’optimisation non-convexe. Une stratégie de relaxation est proposée avec un
algorithme itératif en résolvant à chaque pas des sous-problèmes avec des contraintes
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LMIs. De plus, nous présenterons une technique de linéarisation en appliquant le
lemme de Finsler qui nous permettra d’arriver à des conditions suffisantes sous forme
LMI.

Les travaux de recherche qui seront présentés au cours de ce chapitre ont donné
lieu aux publications suivantes : [GJD12b, GJDC11b].

2.1 Le problème de Lur’e en temps discret et préliminaires

Dans cette section, nous allons reprendre une classe de systèmes déjà largement étu-
diée dans la littérature afin de mettre en évidence une limitation des outils classiques
que nous proposons de dépasser.

2.1.1 Définition du système

Considérons la classe formée par des systèmes linéaires connectés à des non-linéarités
dépendantes de la sortie :

xk+1 = Axk + Fϕ(yk), ∀ k ∈ N (2.1)
yk = Cxk, (2.2)

où xk ∈ R
n et yk ∈ R

p sont le vecteur d’état et la sortie du système (2.1)-(2.2) à l’ins-
tant k. Les matrices A, F et C sont des matrices réelles de dimensions appropriées. Ce
système vérifiera l’hypothèse suivante :

Hypothèse 36 La non-linéarité ϕ(·) : Rp → R
p vérifie la condition de secteur et est supposée

être décentralisée [Kha02].

Cette hypothèse, abusivement notée ϕ(·) ∈ [0p,Ω] où Ω ∈ R
p×p est une matrice

diagonale positive définie, signifie que ϕ(0) = 0 et ϕ(ℓ)(y) [ϕ(y)− Ωy](ℓ) ≤ 0, ∀y ∈ R
p,

∀ℓ = 1, · · · , p. L’inégalité

SC(ϕ(·), y,Λ) = ϕ′(y)Λ[ϕ(y)− Ωy] ≤ 0 (2.3)

est vérifiée, pour toute matrice diagonale définie positive Λ = diag{λq}q=1;···;p ∈ R
p×p. Il

est important de noter que Ω est supposée donnée. L’hypothèse 36 permet de montrer
aisément que la relation (2.3) est équivalente à [Ωy]′(ℓ)[ϕ(y) − Ωy](ℓ) ≤ 0, ∀ℓ = 1, · · · , p ;
∀y ∈ R

p, qui implique, pour Λ diagonale définie positive, que

0 ≤ ϕ′(y)Λϕ(y) ≤ ϕ′(y)ΛΩy ≤ y′Ω′ΛΩy, ∀y ∈ R
p. (2.4)

Plusieurs classes de fonctions de Lyapunov (quadratique par rapport l’état, Lyapunov-
Lur’e) ont été proposées pour étudier la stabilité du système (2.1)-(2.2). L’utilisation de
la fonction Lyapunov-Lur’e nécessite ici des hypothèses sur la variation de la non-
linéarité qui n’interviennent pas en temps continu et limitent l’ensemble des non-
linéarités traitables. Précisons ce point en considérant le cas scalaire.
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2.1. Le problème de Lur’e en temps discret et préliminaires

2.1.2 Limite des outils classiques

Considérons le système scalaire du type Lur’e en temps discret

xk+1 = axk + fϕ(yk), ∀k ∈ N, (2.5)
yk = cxk, (2.6)

où a, f et c sont des scalaires. La non-linéarité ϕ(·) : R → R vérifie l’hypothèse 36
(c’est-à-dire ϕ(y)[ϕ(y) − ωy] ≤ 0, ∀y ∈ R, avec ω > 0) et est supposée être invariante
dans le temps. Comme ϕ(0) = 0, l’origine est un point d’équilibre.

La fonction de Lyapunov Lur’e classique s’exprime alors par :

v(x, ϕ(·)) = πx2 + 2η

∫ y

0

ϕ(s)ds, (2.7)

avec π > 0 et η ≥ 0. De part l’invariance en temps de la non-linéarité ϕ(·), l’évaluation
de la différence de Lyapunov fait apparaître un terme intégral :

v(xk+1)− v(xk) = x′
k (A

′PA− P ) xk + x′ (A′PF )ϕ(yk) + ϕ′(yk)F
′PFϕ(yk)

+ϕ′(yk) (F
′PA) xk + 2η

∫ yk+1

yk

ϕ(s)ds. (2.8)

Une abondante littérature est alors obligée de faire des hypothèses sur la variation
de la non-linéarité. Parmi celles-ci, citons en particulier les cas suivants :

A1) Dans [PG64, Sze63, JL64a], la dérivée maximale est bornée supérieurement :
dϕ(y)

dy
≤ Kmax <∞ ∀ y ∈ R; où Kmax ≥ 0; (2.9)

A2) Dans [JL64b, SS81], la dérivée minimale est bornée inférieurement :
dϕ(y)

dy
≥ −Kmax > −∞; ∀ y ∈ R; où Kmax ≥ 0; (2.10)

A3) Dans [HB94b, HB94a, KH96, GPC01], on suppose que la pente maximale est limi-
tée :

ϕ(y)− ϕ(z)

y − z
≤ Kmax <∞; ∀(y, z) ∈ R

2, y 6= z; où Kmax ≥ 0. (2.11)

Sous ces conditions, il est alors possible d’effectuer la majoration (1.47) du terme
intégral restant dans la différence de la fonction (2.8), comme indiqué dans la Sec-
tion 1.2.2 au Chapitre 1. Cette majoration est nécessaire pour conclure que la différence
de Lyapunov est négative, et donc assurer la stabilité de l’origine.

Parmi les références citées, certaines ont traité le problème de Lur’e quand la non-
linéarité est la saturation de l’actionneur et, donc, ces hypothèses peuvent sembler
intéressantes. Néanmoins, il existe différents types de non-linéarités pour lesquelles
la condition de secteur est vérifiée mais les hypothèses supplémentaires sur leur va-
riation ne sont pas respectées. C’est le cas, par exemple, de la non-linéarité impaire
suivante (Figure 2.1) :

ϕ :

{
0, si |y| ∈ [0, 1] ou |y| ∈ [3,+∞),√

1− (|y| − 2)2, si |y| ∈ [1, 3],
(2.12)
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FIGURE 2.1 – Non-linéarité vérifiant la condition de secteur, ϕ(·) ∈ [0, 1√
2
] sans respecter

les hypothèses classiques de la littérature sur sa variation.

Ainsi nous proposons dans la section suivante une fonction de Lyapunov capable
d’étudier les problèmes de stabilité liés au système (2.1)-(2.2) en ne considérant que
l’hypothèse 36, (condition de secteur de ϕ(·)).

2.1.3 Une fonction de Lyapunov adaptée

Considérons la fonction candidate composée d’un terme quadratique en l’état et
d’un terme croisé entre l’état et la non-linéarité :

V :

{
R

n × R
p −→ R,

(x;ϕ(Cx)) 7−→ x′Px+ 2ϕ(Cx)′∆ΩCx,
(2.13)

où la matrice P ∈ R
n×n est symétrique définie positive et la matrice ∆ ∈ R

p×p est diago-
nale semi-définie positive. Il faut remarquer que la fonction de Lyapunov quadratique
est un cas particulier de notre fonction (2.13), obtenue en posant ∆ = 0p.

A partir des inégalités (2.4), nous avons l’encadrement de V

0 ≤ V (x) ≤ V (x;ϕ(Cx)) ≤ V (x), (2.14)

où V (x) et V (x) sont les fonctions quadratiques :

V :

{
R

n −→ R,

x 7−→ x′Px,
(2.15)

V :

{
R

n −→ R,

x 7−→ x′(P + 2C ′Ω′∆ΩC)x.
(2.16)

La fonction V (x;ϕ(Cx)) peut être considérée comme une fonction candidate parce
qu’elle vérifie les propriétés suivantes :
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– V (x;ϕ(Cx)) ≥ 0, ∀x ∈ R
n, grâce à (2.14) ;

– V (x;ϕ(Cx)) = 0, si et seulement si x = 0, à cause de l’inégalité (2.14) et P > 0.
– V (x;ϕ(Cx)) est radialement non bornée.
Dans la Figure 2.2, un exemple de notre fonction candidate est illustré, pour n =

2, p = 2 et avec :

P = diag(0.01; 0.02); ∆ = 0.01I2;C = I2; Ω = I2; (2.17)

ϕ(Cx)(ℓ) = Ω(ℓ)

(Cx)(ℓ)(1 + cos(2(Cx)(ℓ)))

2
; ℓ = 1; 2. (2.18)

Il est possible de voir qu’elle est bornée par deux paraboloïdes liées à V (x) et V (x).
Pour des raisons de clarté, nous ne présentons que la moitié des surfaces (pour x(2) ≥
x(1)).

FIGURE 2.2 – Surfaces données par V (x;ϕ(Cx)) (ligne pleine) et ses paraboloïdes d’en-
cadrement V (x) et V (x) (lignes tirets points).

La ligne de niveau associée à la fonction V (x;ϕ(Cx)) et au scalaire γ > 0 est définie
par

LV (γ) = {x ∈ R
n;V (x;ϕ(Cx)) ≤ γ} , (2.19)

qui est, naturellement, liée aux deux ellipsoïdes relatives aux fonctions quadratiques V (x)
et V (x)

E(P + 2C ′Ω′∆ΩC, γ) ⊆ LV (γ) ⊆ E(P, γ). (2.20)

La ligne de niveau des fonctions (2.13)-(2.15)-(2.16) illustrées dans la Figure 2.2, et
pour un même niveau γ = 0.7, sont représentées dans la Figure 2.3. L’inclusion (2.20)
est bien illustrée.

Une des caractéristiques fondamentales de notre fonction de Lyapunov (2.13) est de
fournir une ligne de niveau qui est non-convexe et non-connexe. Cette caractéristique
sera pleinement explorée par la suite dans l’estimation du bassin d’attraction.
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FIGURE 2.3 – Ligne de niveau LV (0.7) (lignes pleines), encadrées par les ellip-
soïdes E(P + 2C ′Ω′∆ΩC, 0.7) et E(P, 0.7) (ligne tirets points).

2.2 Analyse de stabilité globale

Cette section sera entièrement dédiée à l’étude du problème de stabilité globale
d’un système Lur’e en temps discret en utilisant la fonction candidate. La notation
pour la différence de Lyapunov utilisée au travers de ce chapitre est définie par

δkV = V (xk+1;ϕ(Cxk+1))− V (xk;ϕ(Cxk)). (2.21)

Nous proposerons des conditions suffisantes sous forme LMI pour résoudre le pro-
blème 37.

Problème 37 (Analyse de stabilité globale) Trouver une matrice P = P ′ > 0n et une matrice
diagonale ∆ ≥ 0p telles qu’elles permettent de garantir la stabilité globale de l’origine du
système (2.1)-(2.2), pour toute non-linéarité ϕ(·) vérifiant l’hypothèse 36.

La proposition suivante donne une condition suffisante pour résoudre le problème 37.

Théorème 38 ([GJD12b]) Pour la classe des systèmes définis par (2.1)-(2.2), s’il existe une
matrice G ∈ R

n×n, une matrice symétrique définie positive P ∈ R
n×n, une matrice diagonale

semi-définie positive ∆ ∈ R
p×p et des matrices diagonales définies positives T,W ∈ R

p×p, telles
que la LMI suivante




P −G′ −G G′A G′F 0n×p

⋆ −P Π1 A′Π2

⋆ ⋆ −2T F ′Π2

⋆ ⋆ ⋆ −2W


 < 02n+2p, (2.22)

est vérifiée, où
Π1 = C ′Ω [T −∆] ; Π2 = C ′Ω [W +∆] , (2.23)

alors, la fonction V (x;ϕ(Cx)) est une fonction de Lyapunov et l’origine du système (2.1)-(2.2)
est globalement asymptotiquement stable. �
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Preuve 39 Si l’inégalité (2.22) est vérifiée, il vient P −G′ −G < 0 et P > 0. Donc, G est de
rang plein et on aura −G′P−1G ≤ P − G′ − G < 0 (voir [DB01]), ce qui mène à l’inégalité
suivante 



−G′P−1G G′A G′F 0n×p

⋆ −P C ′Ω [T −∆] A′C ′Ω [W +∆]
⋆ ⋆ −2T F ′C ′Ω [W +∆]
⋆ ⋆ ⋆ −2W


 < 02n+2p. (2.24)

Ensuite, on applique le changement de base diag(G−1; In+2p) suivi d’un complément de
Schur par rapport au premier bloc. On obtient l’inégalité suivante :



A′

F ′

0


P



A′

F ′

0




′

+



−P C ′Ω [T −∆] A′C ′Ω [W +∆]
⋆ − 2T F ′C ′Ω [W +∆]
⋆ ⋆ −2W


 < 0n+2p. (2.25)

De part la structure de la non-linéarité ϕ(·), le vecteur (x′
k ϕ′(yk) ϕ′(yk+1))

′ est nul si et
seulement si le vecteur xk est nul. Alors, en multipliant l’inégalité (2.25) à droite par (x′

k

ϕ′(yk) ϕ
′(yk+1))

′ 6= 0 et à gauche par sa transposée, on a l’inégalité :

δkV − 2SC(ϕ(·), yk+1,W )− 2SC(ϕ(·), yk, T ) < 0, ∀ xk 6= 0. (2.26)

Comme la non-linéarité ϕ(·) vérifie globalement la condition de secteur (2.3), on a δkV < 0 et,
donc, la stabilité asymptotique globale de l’origine. �

Remarque 40 Les matrices A et A + FΩC doivent être Schur, c’est-à-dire, la stabilité de
ces matrices est nécessaire pour permettre la faisabilité de l’inégalité (2.22). Ces conditions
nécessaires sont obtenues en considérant les cas particuliers sur les bornes de la condition de
secteur (2.3) : ϕ(yk) = 0 et ϕ(yk) = Ωyk.

2.3 Interprétation fréquentielle

Nous pouvons établir un lien entre notre condition LMI pour la stabilité globale et
le domaine fréquentiel pour des matrices de transfert. Cette liaison sera formulée en
se fondant sur l’analyse de la propriété de positivité réelle stricte (voir définition 27).
Nous définissons les notations suivantes :

A = A ; B′ =

[
F ′

0p×n

]
; C =

[
(∆− T )ΩC
−(∆ +W )ΩCA

]
;D =

[
T −(∆ +W )ΩCF

0p W

]
. (2.27)

Le théorème suivant propose un résultat concernant la connexion entre le cadre
fréquentiel et notre condition sur la stabilité globale d’un système Lur’e (théorème 38).

Théorème 41 S’il existe une matrice diagonale semi-définie positive ∆ ∈ R
p×p, et des matrices

diagonales définies positives T,W ∈ R
p×p telles que l’inégalité (2.22) est satisfaite, alors la

matrice de transfert G(z) = C (zIn −A)
−1 B +D est strictement positive réelle. �
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Preuve 42 Si la LMI (2.22) est vérifiée, elle implique l’inégalité (2.25) qui nous permet de
conclure sur l’existence d’une matrice symétrique définie positive P ∈ R

n×n, une matrice
L ∈ R

q×n de rang plein colonne et une matriceW ∈ R
q×2p de rang plein colonne vérifiant la

relation suivante
[
A′PA− P A′PB − C ′

⋆ −(D +D′) + B′PB

]
= −

[
L′

W ′

] [
L W

]
< 0n+2p. (2.28)

Cela implique (D +D′)− B′PB =W ′W > 02p.
Par définition, nous avons :

G(z) + G ′(z∗) = C (zIn −A)
−1 B +D + B′ (z′In −A

′)
−1
C ′ +D′. (2.29)

Nous pouvons remplacer C ′ = A′PB − L′W ∈ R
n×2p pour avoir la forme suivante :

G(z) + G ′(z∗) =W ′W + B′PB + B′(z∗In −A
′)−1(A′PB + L′W)

+ (B′PA+W ′L)(zIn −A)
−1B, (2.30)

qui peut être réécrite sous la forme équivalente :

G(z) + G ′(z∗) = B′(z∗In −A
′)−1[(z∗In −A

′)P (zIn −A)) +A
′P(zIn −A)+

(z∗In −A
′)PA](zIn −A)

−1B +W ′W +W ′L(zIn −A)
−1B + B′(z∗In −A

′)−1L′W .

(2.31)

À partir du premier bloc diagonal de l’inégalité (2.28), nous avons l’identité suivante :

0n < L′L = P −A′PA

= (z∗In −A
′)P (zIn −A) +A

′P(zIn −A) + (z∗In −A
′)PA. (2.32)

En tenant compte de cette dernière identité, la relation (2.30) est équivalente à :

G(z) + G ′(z∗) = B′(z∗In −A
′)−1L′L(zIn −A)

−1B +W ′W+

W ′L(zIn −A)
−1B + B′(z∗In −A

′)−1L′W . (2.33)

Selon la remarque 40, pour que l’inégalité (2.22) soit vérifiée, la matrice A doit être du type
Schur. Alors, la matrice de transfert G(z) n’a pas de pôles à l’extérieur du cercle unitaire fermé.
De plus, nous avons, pour tout z = ejθ avec θ ∈ [0; 2π] :

G(ejθ) + G ′(e−jθ) = [W ′ + B′(e−jθIn −A
′)−1L′][W + L(ejθIn −A)−1B] > 02p, (2.34)

car la matrice de transfertW + L(ejθIn −A)−1B est de rang plein colonne. �

Une autre interprétation peut être établie dans le domaine fréquentiel. Les matrices
auxiliaires décrivent une réalisation minimale de G(z). Ainsi, la faisabilité de notre
condition (théorème 38) est garantie. Il est à noter que la condition de réalisation mini-
male permet le changement de base entre la matrice de transfert considérée G(z) et la
matrice de transfert factorisée de la définition de de positivité réelle stricte. Elle n’est
pas nécessaire dans l’implication réciproque [ZDG96].
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Théorème 43 Soit les matrices A, F et C liées au système (2.1)-(2.2). Supposons qu’il existe
des matrices diagonales définies positives T,W ∈ R

p×p et une matrice diagonale semi-définie
positive ∆ ∈ R

p×p telles que les matrices A, B, C, D données par la relation (2.27) définissent
une fonction de transfert qui soit d’une part strictement positive réelle et d’autre part à réali-
sation minimale, c’est-à-dire, les paires (A,B) et (A, C) sont commandable et observable, res-
pectivement. Alors, il existe une matrice symétrique définie positive P ∈ R

n×n, des matrices
L ∈ R

q×n de rang plein colonne etW ∈ R
q×2p de rang plein colonne, solutions des égalités :

A′PA− P = −L′L; (2.35)
A′PB − C ′ = −L′W ; (2.36)

D′ +D − B′PB = +W ′W . (2.37)

De plus, la fonction (2.13) est une fonction de Lyapunov qui prouve la stabilité globale de
l’origine du système (2.1)-(2.2), pour toute non-linéarité ϕ(·) qui vérifie la condition de sec-
teur (2.3). �

Preuve 44 Soit des matrices diagonales définies positives T,W ∈ R
p×p et une matrice diago-

nale semi-définie positive ∆ ∈ R
p×p telles que la matrice de transfert G(z) soit strictement posi-

tive réelle. Cela implique l’existence d’une matrice de transfertH(z) = D1+C1(zIn−A1)
−1B1,

avec A1 du type Schur, telle que :

G(z) + G ′(z∗) = H′(z∗)H(z), (2.38)

où A1 et A ont la même dimension et H(z) est de rang plein colonne. Développons le terme à
droite :

H′(z∗)H(z) = B′
1(z

∗In −A
′)−1C ′1C1(zIn −A1)

−1B1 +D
′
1D1+

B′
1(z

∗In −A
′
1)

−1C ′1D1 +D
′
1C1(zIn −A1)

−1B1. (2.39)

Ensuite, soit la matrice symétrique définie positive P1 ∈ R
n×n solution de l’égalité de Lya-

punov :
A′

1P1A1 − P1 = −C
′
1C1, (2.40)

et qui permet d’utiliser la relation suivante :

C ′1C1 = P1 −A
′
1P1A1

= (z∗In −A
′
1)P1(zIn −A1) +A

′
1P1(zIn −A1) + (z∗In −A

′
1)P1A1. (2.41)

Ainsi, en tentant compte de cette identité, la relation (2.39) peut être réécrite sous la forme
suivante :

H′(z∗)H(z) = B′
1(z

∗In −A
′
1)

−1[(z∗In −A
′
1)P1(zIn −A1))+

A′
1P1(zIn −A1) + (z∗In −A

′
1)P1A1](zIn −A1)

−1B1+

D′
1D1 + B

′
1(z

∗In −A
′
1)

−1C ′1D1 +D
′
1C1(zIn −A1)

−1B1, (2.42)

qui est équivalente à :

H′(z∗)H(z) = D′
1D1 + B

′
1P1B1 + B

′
1P1A1(zIn −A)

−1B1+

B′
1(z

∗In −A
′
1)

−1A′
1P1B1 + B

′
1(z

∗In −A
′
1)

−1C ′1D1 +D
′
1C1(zIn −A1)

−1B1. (2.43)
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Chapitre 2. Stabilité et commande des systèmes Lur’e en temps discret

Rappelons que la matrice de transfert G(z) s’écrit sous la forme suivante :

G(z) + G ′(z∗) = D′ +D + B′(z∗In −A
′)−1C ′ + C(zIn −A)

−1B. (2.44)

Puisque les matrices A, B, C, D sont une réalisation minimale, il existe une matrice de
transformation de similarité non-singulière T telle que :

A = T A1T
−1; C = (B′

1P1A1 +D
′
1C1)T

−1; (2.45)
B = T B1; D +D′ = D′

1D1 + B
′
1P1B1, (2.46)

ce qui implique :
P = (T −1)′P1T

−1; L = C1T
−1; W = D1. (2.47)

Ainsi, nous avons la garantie que ces matrices P = P ′ > 0n ; L etW vérifient la relation :
[
A′PA− P A′PB − C ′

⋆ −(D +D′) + B′PB

]
= −

[
L′

W ′

] [
L W

]
< 0n+2p. (2.48)

Si l’on remplace les matrices du système auxiliaire donnée par (2.27) dans l’inégalité (2.48),
on récupère l’inégalité (2.25), en identifiant P = P ∈ R

n×n. Ensuite, la multiplication de
l’inégalité (2.28) à droite par le vecteur (x′ ϕ′ ϕ′

+)
′ 6= 0 et à gauche par sa transposée, en

considérant xk = x ; ϕ = ϕ(yk) ; ϕ+ = ϕ(yk+1), on aura

x′(A′PA− P )x+ 2x′(A′PFϕ+ A′C ′Ω′(∆ +W )ϕ+ − C ′Ω′(∆− T )ϕ)+

2(ϕ+)
′(∆ +W )ΩCFϕ+ ϕ′(F ′PF − 2T )ϕ− 2(ϕ+)

′Wϕ+ < 0, ∀ xk 6= 0. (2.49)

qui n’est rien d’autre que l’inégalité (2.26). Ceci permet de conclure que la fonction (2.13)
est une fonction de Lyapunov qui prouve la stabilité globale asymptotique de l’origine du sys-
tème (2.1)-(2.2) pour toutes les non-linéarités qui vérifient la condition de secteur (2.3).

�

A titre d’illustration, nous présentons deux exemples numériques.

Exemple 45

Soit le système (2.1)-(2.2) avec n = 2 ; p = 1 et dont les paramètres sont les suivants :

A =

[
0.5 0.1
0.3 −0.4

]
;F =

[
0.5
0

]
;C =

[
1 0

]
.

La non-linéarité est le demi-cercle (2.12), qui satisfait bien la condition de secteur
pour Ω = 1√

2
, comme illustré dans la Figure 2.1. En revanche, elle ne vérifie aucune des

hypothèses faites dans [PG64, Sze63, JL64a, JL64b, SS81, KH96, GPC01]. Les matrices
A et A + FΩC sont du type Schur, avec les valeurs propres λ(A) = {−0.4322; 0.5322}
et λ(A+FΩC) = {−0.4325; 0.8770}. Les conditions nécessaires pour appliquer le théo-
rème 38 sont satisfaites. La LMI (2.22) est faisable et on obtient :

P =

[
0.9825 −0.0846
−0.0846 0.9476

]
; ∆ = 0.7503;W = 0.5812;T = 0.5989.
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2.3. Interprétation fréquentielle
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FIGURE 2.4 – Réponse temporelle du système (2.1)-(2.2) pour la condition initiale
x0 = (100;−50) – les composantes du vecteur d’état sont représentées selon différents
styles : xk,(1) avec ’+’ et xk,(2) avec ’×’.

On peut conclure que l’origine de ce système est globalement asymptotiquement
stable pour toutes les non-linéarités appartenant au secteur [0; 1√

2
]. Considérons une

condition initiale x0 = (100;−50). La trajectoire du système (2.1)-(2.2) est illustrée dans
la Figure 2.4.

Afin d’illustrer la positivité réelle stricte liée à l’approche fréquentielle, on a évalué
les valeurs propres de la matrice de transfert G(z) + G ′(z∗) pour z = ejθ, θ ∈ [0, 2π].
Elles sont présentées dans la Figure 2.5. On peut noter que les deux valeurs propres
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FIGURE 2.5 – Évolution des valeurs propres de la matrice G(z)+G ′(z∗) calculées le long
du cercle unitaire, z = ejθ, θ ∈ [0, 2π].

sont strictement positives.
Les matrices diagonales ∆, W et T et la matrice P = P ′ > 0n sont des variables dans

notre théorème 38 et sont déterminées en résolvant la condition LMI (2.22). Comme
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Chapitre 2. Stabilité et commande des systèmes Lur’e en temps discret

établi dans le théorème 41, la solution de cette inégalité implique la positivité réelle
stricte de la matrice de transfert G(z). En revanche, il serait difficile de proposer une
méthode systématique dans l’autre sens, c’est-à-dire, déterminer les matrices ∆, W, T
afin d’avoir G(z) strictement positive réelle et donc assurer l’existence de la matrice P .
On peut néanmoins présenter l’exemple scalaire suivant :

Exemple 46

Considérons, maintenant, un système Lur’e scalaire, n = 1, p = 1 ; A = 0.2 ; F =
0.5 ; C = 1 ; Ω = 1. A et A+FΩC sont du type Schur. Les matrices du système auxiliaire
sont données par

A = A = 0.2; B =
[
0.5 0

]
; C =

[
∆− T

−(∆ +W )0.2

]
; D =

[
T −(∆ +W )0.5
0 W

]
.

Ainsi, ce système est commandable et pour des matrices ∆, T et W non-nulles, il est
aussi observable, ce qui implique que cette réalisation est minimale. La matrice de
transfert G(z) est donnée par :

G(z) = C(z −A)−1B +D =

[
(∆− T )0.5 0
−(W +∆)0.1 0

]
1

z − 0.2
+

[
T −(W +∆)0.5
0 W

]
.

Calculons :

G(z) + G ′(z∗) =

[
(∆− T )0.5( 1

z−0.2
+ 1

z∗−0.2
) −(W +∆) 0.1

z∗−0.2

−(W +∆) 0.1
z−0.2

0

]

+

[
2T −(W +∆)0.5

−(W +∆)0.5 2W

]
.

Comme les matrices ∆, T et W sont libres, pour des raisons de simplicité, on défi-
nit ∆ = T et on obtient :

G(z) + G ′(z∗) =

[
2∆ −(∆ +W )( 0.1

z∗−0.2
+ 0.5)

−(∆ +W )( 0.1
z−0.2

+ 0.5) 2W

]
.

Le déterminant est donné par :

det(G(z) + G ′(z∗)) = 4∆W − (W +∆)2‖0.5 +
0.1

z − 0.2
‖ ≥ 4∆W − (W +∆)20.64.

En tentant ∆ = W > 0, cette relation sera strictement positive. Ensuite, en pre-
nant ∆ = W = T = 1, la matrice de transfert G(z) est strictement positive réelle et donc
la faisabilité des égalités (2.35)-(2.36)-(2.37) est assurée. Ensuite, prenons P = 2, par
exemple, nous avons :

[
A′PA− P A′PB − C ′

⋆ −(D +D′) + B′PB

]
=



−1.92 0.2 0.4
0.2 −1.5 1
0.4 1 −2


 < 0n+2p.
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2.4. Systèmes Lur’e avec commande saturée

Donc, en appliquant la décomposition de Cholesky, on obtient les matrices L etW :

[
L W

]
=





1.3856

0
0





−0.1443 −0.2887
1.2162 −0.8565

0 1.0877




 .

À la section suivante, nous étudierons un problème plus général associé aux sys-
tèmes Lur’e en temps discret. Nous allons considérer aussi notre nouvelle fonction de
Lyapunov comme principal outil.

2.4 Systèmes Lur’e avec commande saturée

On va considérer, maintenant, les systèmes non-autonomes : systèmes composés
d’une partie linéaire, d’une non-linéarité par rapport à la sortie et d’une entrée saturée :

xk+1 = Axk + Fϕ(yk) + Bsat(uk); ∀ k ∈ N (2.50)
yk = Cxk, (2.51)

où xk ∈ R
n, uk ∈ R

m et yk ∈ R
p sont respectivement, le vecteur d’état, l’entrée de

commande et la sortie du système (2.50)-(2.51) à l’instant k. Les matrices A, B, F et
C sont des matrices réelles de dimensions appropriées. L’entrée de commande uk est
contrainte par la fonction saturation normalisée (voir définition 32, relation (1.54)). Le
vecteur ρ ∈ R

m, lié aux limites de la saturation, est supposé connu.
Dans l’ensemble de ce chapitre, la classe de lois de commande considérée est celle

utilisée dans [CMdP06], qui est similaire à celle initialement proposée dans [ALK03],
pour les systèmes Lur’e en temps continu. La structure de ces lois de commande est
donnée par :

uk = Kxk + Γϕ(yk), (2.52)

où K est la matrice de gain du retour linéaire et Γ la matrice de gain du retour de
non-linéaire. Si Γ 6= 0m×p, la valeur de la non-linéarité ϕ(·) doit être accessible à chaque
instant (voir [ALK03] pour plus de détails).

La prise en compte de la saturation se fera à l’aide de la non-linéarité de type zone
morte qui vérifie une condition de secteur locale :

Ψ(uk) = uk − sat(uk). (2.53)

Cela conduit, en tenant compte de la classe de commande uk donnée par (2.52)
et (2.53) dans (2.50), au modèle en boucle fermée suivant :

xk+1 = Aclxk + Fclϕ(yk)− BΨ(uk), (2.54)

où Acl = A+BK et Fcl = F +BΓ.

Remarque 47 De façon similaire au cadre d’analyse de stabilité globale pour le système Lur’e (2.1)-
(2.2), il est supposé que les gains de la loi de commande (2.52) sont définis de telle manière que
les matrices Acl et Acl + FclΩC du modèle (2.54) soient du type Schur.
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Chapitre 2. Stabilité et commande des systèmes Lur’e en temps discret

Définissons maintenant l’ensemble suivant associé à la zone morte, qui vérifie une
condition de secteur généralisée locale. Pour une matrice L ∈ R

m×(n+p) donnée, l’en-
semble S(L, ρ) est défini par :

S
(
L, ρ

)
=
{
φ ∈ R

n+p;−ρ ≤ Lφ ≤ ρ
}
. (2.55)

Lemme 48 Notons les matrices K̂ = [K Γ] ∈ R
m×(n+p) et Ĵ = [J1 J2], avec J1 ∈ R

m×n,
J2 ∈ R

m×p. Si le vecteur x̂k = (x′
k ϕ′(yk))

′ appartient à l’ensemble S(K̂ − Ĵ , ρ), alors la
non-linéarité Ψ(uk) satisfait la condition de secteur suivante :

SCuk,(ℓ) = Ψ′
(ℓ)(uk) [Ψ(uk)− J1xk − J2ϕ(yk)](ℓ) ≤ 0, ∀ℓ ∈ {1, . . . ,m}, (2.56)

avec uk donnée par l’équation (2.52). �

Preuve 49 La preuve suit celle de [TPG06, Lemme 1]. �

La classe des systèmes étudiés étant présentée et les résultats préliminaires donnés,
les objectifs envisagés par la suite de ce chapitre sont de proposer des méthodes, en
considérant notre fonction de Lyapunov comme principal outil, pour résoudre les deux
problèmes suivants :

Problème 50 (Analyse de stabilité locale) Pour des gains K ∈ R
m×n et Γ ∈ R

m×p de la loi de
commande (2.52) donnés, déterminer une région dans l’espace des états initiaux, aussi grande
que possible, incluse dans le bassin d’attraction B0 du système (2.54).

Problème 51 (Stabilisation en boucle-fermée) Déterminer les gains de la loi de commande (2.52)
et une région dans l’espace des conditions initiales aussi grande que possible, incluse dans le
bassin d’attraction de l’origine B0, tels que la stabilité asymptotique locale du système en boucle
fermée (2.54) soit assurée.

Pour résoudre ces deux problèmes, la caractéristique de non-connexité et non-convexité
de la ligne de niveau de notre fonction sera pleinement utilisée par la suite lors de l’es-
timation du bassin d’attraction.

2.5 Analyse de stabilité locale

La stabilité locale de cette classe de systèmes a déjà été étudiée en considérant
la fonction de Lyapunov quadratique dans [CMdP06]. Cela conduit à des estimées
de bassin d’attraction sous forme ellipsoïdale, non adaptée à la présence de la non-
linéarité ϕ(·) dans la dynamique du système (2.54). À l’aide du théorème suivant, une
méthode fondée sur notre fonction V (x;ϕ(Cx)) et sa ligne de niveau LV (1), est propo-
sée pour résoudre le problème 50.

Théorème 52 ([GJD12b]) Soient des matrices K ∈ R
m×n, Γ ∈ R

m×p données. Considérons
comme variables d’optimisation, les matrices G ∈ R

n×n, J1 ∈ R
m×n, J2 ∈ R

m×p, une matrice
symétrique définie positive P ∈ R

n×n, une matrice diagonale semi-définie positive ∆ ∈ R
p×p

et des matrices diagonales définies positives Q,R, T,W ∈ R
p×p et un scalaire µ. Si le problème

d’optimisation suivant

38



2.5. Analyse de stabilité locale

min
µ, G, P, J1, J2, Q, R, T, W, ∆

µ

sous des contraintes LMI :




P −G′ −G G′Acl G′Fcl −G
′B 0n×p

⋆ −P Π1 J ′
1 A′

clΠ2

⋆ ⋆ − 2T J ′
2 F ′

clΠ2

⋆ ⋆ ⋆ − 2Im −B′Π2

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −2W



<02n+2p+m, (2.57)



P Π3 (K − J1)

′
(ℓ)

⋆ 2Q (Γ− J2)
′
(ℓ)

⋆ ⋆ ρ2(ℓ)


 > 02n+p+1, (2.58)

∀ ℓ = 1, · · · ,m, et [
µIn − P −Π4

⋆ 2R

]
> 0n+p, (2.59)

où

Π1 = C ′Ω [T −∆] ; Π2 = C ′Ω [W +∆] , (2.60)
Π3 = C ′Ω [∆−Q] ; Π4 = C ′Ω [R +∆] , (2.61)

admet une solution, alors une estimation du bassin d’attraction B0 est donnée par la ligne de
niveau LV (1) de la fonction de Lyapunov (2.13). �

L’esprit de la preuve est schématisé sur la Figure 2.6. L’inégalité (2.57) assure que la
fonction de Lyapunov décroît si la condition de secteur locale (2.56) est vérifiée. Cette
condition de secteur est vérifiée sur un ensemble S(K̂ − Ĵ , ρ). L’inclusion LV (1) ⊂
S(K̂ − Ĵ , ρ) correspond à l’inégalité (2.58) et l’inclusion E(µIn) ⊂ LV (1) à l’inéga-
lité (2.59). Enfin le problème d’optimisation cherche la plus grande boule E(µIn) et
donc le plus grand ensemble LV (1).

Preuve 53 Si l’inégalité (2.57) est vérifiée, elle implique P −G′ −G < 0 et P > 0, tels que G
est de rang plein, et −G′P−1G ≤ P −G′ −G, [DB01]. Ceci implique l’inégalité




−G′P−1G G′Acl G′Fcl −G
′B 0n×p

⋆ −P Π1 J ′
1 A′

clΠ2

⋆ ⋆ − 2T J ′
2 F ′

clΠ2

⋆ ⋆ ⋆ − 2Im −B′Π2

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −2W



<02n+2p+m. (2.62)

En appliquant le changement de base diag(G−1; In+2p+m) suivi par un complément de Schur
(voir [BEFB94]), nous obtenons l’inégalité



A′
cl

F ′
cl
−B′

0


P




A′
cl

F ′
cl
−B′

0




′

+




−P C ′Ω [T −∆] J ′
1 A′

clC
′Ω [W +∆]

⋆ − 2T J ′
2 F ′

clC
′Ω [W +∆]

⋆ ⋆ − 2Im −B′C ′Ω [W +∆]
⋆ ⋆ ⋆ −2W


 < 0n+2p+m. (2.63)
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S(K̂ − Ĵ, ρ)

1
√

µ

LV(1)

FIGURE 2.6 – Principe de la démonstration

Ensuite, en post-multipliant l’inégalité (2.63) par (x′
k ϕ

′(yk) Ψ
′(uk) ϕ

′(yk+1))
′ 6= 0 et pré-

multipliant par sa transposée, nous avons

δkV − 2
m∑

ℓ=1

SCuk,(ℓ) − 2SC(ϕ(·), yk+1,W )− 2SC(ϕ(·), yk, T ) < 0 ∀xk 6= 0. (2.64)

En appliquant le complément de Schur sur l’inégalité (2.58) par rapport au dernier bloc,
nous obtenons l’inégalité

[
P Π3

⋆ 2Q

]
−

1

ρ2(ℓ)

[
(K − J1)

′
(ℓ)

(Γ− J2)
′
(ℓ)

] [
(K − J1)

′
(ℓ)

(Γ− J2)
′
(ℓ)

]′
> 0n+p. (2.65)

Si nous post-multiplions l’inégalité (2.65) par x̂k = ( x′
k ϕ′(yk) )′ et la pré-multiplions par

x̂′
k, cela mène à l’inégalité

V (xk;ϕ(yk)) + 2SC(ϕ(·), yk, Q) ≥
1

ρ2(ℓ)

∥∥∥(K̂ − Ĵ)(ℓ)x̂k

∥∥∥
2

. (2.66)

Comme la non-linéarité ϕ(·) vérifie la condition de secteur (2.3) globalement, en identifiant
K̂ et Ĵ qui sont définis dans le Lemme 48, nous avons

V (xk;ϕ(yk)) ≥
1

ρ2(ℓ)

∥∥∥(K̂ − Ĵ)(ℓ)x̂k

∥∥∥
2

. (2.67)

Cela implique
LV (1) ⊂ S

(
K̂ − Ĵ , ρ

)
. (2.68)

Donc, la condition de secteur généralisée (48), liée à la zone-morte, est vérifiée dans l’en-
semble LV (1). De la même manière, si l’inégalité (2.59) est post-multipliée par x̂0 = (x′

0ϕ
′(Cx0))

′

et pré-multipliée par sa transposée, nous avons l’inégalité suivante

µx′
0x0 + 2SC(ϕ(·), Cx0, R) ≥ V (x0;ϕ(Cx0)). (2.69)
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2.5. Analyse de stabilité locale

Comme la non-linéarité ϕ(·) vérifie la condition de secteur (2.3), il vient

E(µIn) ⊂ LV (1). (2.70)

Grâce à l’inclusion (2.68), la condition de secteur locale SCuk
≤ 0 pour la zone-morte

est vérifiée dans l’ensemble LV (1). Cela implique, en considérant aussi l’inégalité (2.64), que
δkV < 0, ∀ x ∈ LV (1) (x 6= 0). Ainsi, la stabilité asymptotique locale est prouvée dans
l’ensemble LV (1). Finalement, en minimisant µ, nous maximisons le rayon de la boule E(µIn)
incluse dans LV (1), à l’aide de l’inégalité (2.69). �

Remarque 54 Le problème d’optimisation du théorème 52 exige une définition de la taille de
notre ensemble LV (1). En revanche, cet ensemble dépend de la forme de la non-linéarité ϕ(·),
comme illustré dans la Figure 2.3, et donc, il serait très difficile d’obtenir une formule qui pour-
rait être utilisée comme coût à optimiser. Nous choisissons de considérer le rayon d’une boule
incluse dans l’ensemble LV (1) comme critère. Aussi, on estimera la taille des estimations en
calculant son aire approchée, a posteriori, avec les résultats obtenus par les problèmes d’opti-
misation.

Deux exemples numériques sont maintenant présentés pour mettre en valeur les
particularités du théorème 52. On concentrera plutôt notre comparaison avec la mé-
thode basée sur la fonction de Lyapunov quadratique [CMdP06]. De ce fait, on doit
adapter le problème d’optimisation proposé dans cette référence de façon à optimiser
le même coût, c’est-à-dire, le rayon de la boule incluse dans la ligne de niveau de la
fonction de Lyapunov considérée.

Exemple 55 ([GJD12b])

Considérons le système (2.50)-(2.51) contrôlé par un retour d’état linéaire n = 2 ; p =

m = 1 ; ρ = 1.5, Ω = 0.9, où ϕ(y) = Ωy(1+cos(20y))
2

. Les matrices sont :

A =

[
0.85 0.4
0.6 0.95

]
; B =

[
1.3
1.2

]
; F =

[
1.3
1.2

]
; C =

[
−0.5 0.9

]
.

L’ensemble des LMIs de [CMdP06] fournissent K =
[
−0.3324 −1.0006

]
et nous dé-

sirons estimer le bassin d’attraction. L’estimation est alors réalisée en considérant d’une
part la méthode fondée sur la fonction quadratique [CMdP06], et d’autre part en ap-
pliquant le théorème 52 qui génère les résultats numériques suivants : µ = 0.2810, ∆ =
W = R = 0.0381 ; T = 0.2424 ; Q = 0.2323 ; J2 = 0.5188 :

P =

[
0.0418 0.0173
0.0173 0.2305

]
; J1 =

[
−0.0804 −0.6335

]
.

A propos de l’estimation du bassin d’attraction B0, nous pouvons voir, dans la Fi-
gure 2.7, que notre estimation présente des ensembles non-connexes (ligne pleine). On
reporte aussi sur cette figure les ellipsoïdes extérieure et intérieure (ligne tirets points),
l’estimation donnée par la fonction quadratique de [CMdP06] (ligne tirets points en
trait forcé) et la plus grande boule E(µIn) (ligne tirets). Pour cet exemple, on remarque
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FIGURE 2.7 – L’estimation non-connexe LV (1) (ligne pleine) donnée par théorème 52.
Ellipsoïde liée à [CMdP06] (ligne tirets points en trait forcé). Deux trajectoires pour
deux différentes conditions initiales dans l’ensemble LV (1) : x1

0 et x2
0. La plus grande

boule E(µIn) et les ellipsoïdes extérieures et intérieures de LV (1) (ligne tirets points en
trait clair).

que l’ellipsoïde liée à la méthode de [CMdP06] est incluse dans notre estimation, l’en-
semble LV (1). Si nous calculons l’aire des régions données par les deux méthodes, nous
obtenonsA = 17.0252 pour la méthode de [CMdP06] et ALV (1) = 28.3666 pour la notre,
c’est-à-dire, une amélioration de 67.34% pour l’estimation du bassin d’attraction.

Deux conditions initiales, x1
0 = (4; −1.45)′ et x2

0 = (−2.55; 1.88)′, sont indiquées
sur la Figure 2.7. Les deux sont placées dans des sous-ensembles de LV (1) ne conte-
nant pas l’origine. Les trajectoires associées sont représentées par des point-étoiles et
point-diamants respectivement. Nous signalons que les deux trajectoires sont asymp-
totiquement stables et que l’ensemble des points de la trajectoire appartiennent à un
des ensembles de LV (1).

Ensuite, pour illustrer la stabilité asymptotique des trajectoires, nous avons tracé les
points de la trajectoire de ce système à partir de x1

0. De plus, la ligne de niveau de notre
fonction : LV (γ = V (xk;ϕ(yk))) ; avec k = 1; 2; 3; 4, sont donnés sur les Figures : 2.8-2.9-
2.10-2.11.

Dans chacune des figures, nous présentons LV (V (xk−1;ϕ(yk−1)) (LV (1) dans la pre-
mière) avec une ligne en trait claire et LV (V (xk;ϕ(yk))) avec une ligne en trait forcé. Il
est possible de voir qu’à chaque pas, la région de la ligne de niveau diminue et finit
par converger vers un ensemble unique autour de l’origine.

Les Figures 2.12 et 2.13 illustrent l’évolution de deux trajectoires : x1
k et x2

k. De plus,
le signal de contrôle et la fonction de saturation sont tracées ainsi que les limites d’ac-
tionneur (tirets). Ainsi, la propriété de la stabilité asymptotique est vérifiée. Les com-
posantes du vecteur d’état sont représentées par ’+’ pour xk,(1) et ’×’ pour xk,(2).
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FIGURE 2.8 – LV (V (x1;ϕ(y1)));
LV (1) (trait clair).
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FIGURE 2.10 – LV (V (x3;ϕ(y3)));
LV (V (x2;ϕ(y2))) (trait clair).
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FIGURE 2.9 – LV (V (x2;ϕ(y2)));
LV (V (x1;ϕ(y1))) (trait clair).
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FIGURE 2.11 – LV (V (x4;ϕ(y4)));
LV (V (x3;ϕ(y3))) (trait clair).
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FIGURE 2.12 – Réponse temporelle de
la trajectoire x1

k ; le signal uk (étoile),
sat(uk) (’o’) et ses limites (tirets).
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FIGURE 2.13 – Réponse temporelle de
la trajectoire x2

k ; le signal de contrôle uk

(étoile), la fonction sat(uk) (’o’) et ses li-
mites (tirets).
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Exemple 56 ([GJD12b])

Considérons, maintenant, le système (2.50)-(2.51) avec n = p = 2, m = 1, ρ = 5,
Ω(1) = 1.5, Ω(2) = 1 et ϕ(ℓ)(y) = Ω(ℓ)

y(ℓ)(1+cos(30y(ℓ)))
2

∀ ℓ = 1, 2. Les matrices sont :

A =

[
−0.5222 −1.1556
−1.0111 0.9222

]
; F =

[
0.0798 0.6812
−0.7494 1.1863

]
;

C =

[
−0.2873 −1.6615
−0.9935 −1.1436

]
; B =

[
0.0489
−1.0918

]
.

Les gains de la commande K =
[
−1.2209 0.4497

]
et Γ =

[
−0.7030 1.5212

]
sont

donnés par la méthode de [CMdP06], associés à la valeur pour le critère µ = 1.2018.
Nous appliquons alors le Théorème 52. On obtient µ = 1.1433 comme solution du
problème d’optimisation. Les valeurs numériques trouvées sont données par :

P = G =

[
0.1982 0.1935
0.1935 0.5204

]
; ∆ = W = R =

[
0.0069 0

0 0.1036

]
;

Q =

[
0.0578 0

0 0.1767

]
;T =

[
0.0032 0

0 0.1174

]
.

Notre estimation du bassin d’attraction B0 est tracée dans la Figure 2.14 (ligne
pleine), ainsi que la solution de [CMdP06] (ligne tirets points) et la plus grande boule E(µIn)
(ligne tirets). L’aire des deux régions sontAE = 7.69 pour [CMdP06] etALV (1) = 9.7299,
ce qui signifie une augmentation de 26.53% de l’estimation de B0 en appliquant notre
méthode.
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FIGURE 2.14 – LV (1) (ligne pleine) obtenue par le Théorème 52 ; Ellipsoïde liée à la
méthode de [CMdP06] (ligne tirets points) et la plus grande boule E(µIn) incluse
dans LV (1) (ligne tirets). Les marqueurs ’+’ indiquent des conditions initiales x0 =
(x0,(1); x0,(2))

′ pour lesquelles les trajectoires associées sont instables.

Le théorème 52 établit des conditions suffisantes pour la stabilité. La question de
l’écart entre l’estimation donnée par LV (1) et le bassin d’attraction se pose. En d’autres
termes, existe-t-il une meilleure estimation (par exemple, l’ellipsoïde extérieure E(P )) ?
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Pour tenter une réponse à cette question, nous avons analysé différentes trajectoires is-
sues de conditions initiales x0 ∈ E(P ) sur une grille de pas 0.01. Les conditions initiales
associées à des trajectoires instables sont représentées par des marqueurs ’+’ sur la Fi-
gure 2.14. De nombreux points x0 ∈ E(P )/LV (1) engendrent une trajectoire instable.
L’ensemble E(P ) n’est donc pas une estimation du bassin d’attraction pour cette non-
linéarité ϕ(·). De plus on voit bien que l’ensemble LV (1) entoure de façon adaptée ces
états initiaux générant des trajectoires instables.

2.5.1 Discussions concernant l’estimation de B0

Le théorème 52 établit que l’ensemble LV (1) est une estimation du bassin d’attrac-
tion du système (2.50)-(2.51) en considérant la non-linéarité ϕ(Cx). Cet ensemble dé-
pend de la non-linéarité et des matrices P et ∆, qui sont obtenues par le problème
d’optimisation proposé dans ce théorème.

En revanche, il est important de noter que les conditions sous forme LMI considé-
rées comme contraintes de notre problème ne dépendent pas de la non-linéarité. Elles
prennent en compte uniquement la limite du secteur qui la borne c’est-à-dire la ma-
trice Ω. Par conséquent, le théorème 52 est aussi capable de résoudre le problème 50
en fournissant une estimation du bassin d’attraction, l’ellipsoïde E(P + 2C ′Ω′∆ΩC, 1),
même dans le cas où la non-linéarité ϕ(Cx) est inconnue. Pour améliorer cette estima-
tion, il faudrait connaître la non-linéarité et, ainsi, pouvoir tracer l’ensemble LV (1).

Nous allons illustrer ce point en reprenant l’exemple 55 avec les mêmes paramètres :
les matrices A, B, F, C, Ω et la limite de saturation. Ainsi, les valeurs numériques
solutions du problème d’optimisation sont les mêmes que celles présentées antérieu-
rement. En revanche, nous supposons différents cas où le système est sujet à d’autres
fonctions non-linéaires qui vérifient la même condition de secteur :

1) le demi-cercle (2.12) qui vérifie la condition de secteur pour Ω = 0.9 ;

2) ϕ(y) = 0.5Ωy(1 + e
−y2

2 ) ;

3) ϕ(y) = 0 ;

4) ϕ(y) = Ωy.

5) ϕ(y) = 0.5Ωy(1 + cos(20y)) considérée dans l’exemple ;

Dans les Figures 2.15, 2.16, 2.17, 2.18 et 2.19, nous avons tracé l’ensemble LV (1), cor-
respondants à chacune des non-linéarités ϕ(y) listées précédemment : 1), 2), 3), 4), 5),
respectivement. Dans cet ensemble de figures, nous avons représenté l’ensemble LV (1)
par une ligne pleine et les ellipsoïdes extérieure E(P, 1) et intérieure E(P+2C ′Ω′∆ΩC, 1)
par des lignes tirets points.

Afin d’indiquer que le bassin d’attraction de ce système change pour des non-
linéarités différentes, nous avons évalué les trajectoires générées à partir des condi-
tions initiales dans la région de l’espace d’état : −5 ≤ x0,(1) ≤ 5 et −3.5 ≤ x0,(2) ≤ 3.5
dans chacun des cas. Nous avons utilisé une grille de pas 0.01, et les conditions initiales
générant des trajectoires instables ont été signalées par un marqueur ’+’.

Comme attendu, les conditions initiales associées à des trajectoires instables changent
en fonction des non-linéarités. Il est important de noter que l’analyse en considérant la
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FIGURE 2.15 – LV (1) pour ϕ(y) du type 1), le demi-cercle, et des conditions initiales
menant à des trajectoires instables.

!! !" !# !$ !% & % $ # " !
!#'!

!#

!$'!

!$

!%'!

!%

!&'!

&

&'!

%

%'!

$

$'!

#

#'!

(
)$
*

(
)%*

FIGURE 2.16 – LV (1) et pour ϕ(y) du type 2), et des conditions initiales menant à des
trajectoires instables.

non-linéarité du type 5) indique des conditions initiales x0 appartenant à l’ellipsoïde
extérieure E(P, 1) qui se situent entre les sous-ensembles non-connectés de LV (1). De
plus, nous pouvons regarder qu’une estimation du bassin d’attraction pour ce système
est toujours donnée, au moins, par l’ellipsoïde intérieure E(P + 2C ′Ω′∆ΩC, 1).

2.5.2 Raffinement du problème d’optimisation

L’ensemble des conditions LMIs du théorème 52 est obtenu en considérant une pon-
dération unitaire pour chacune des conditions de secteur de la zone morte SCuk,(ℓ) (∀ℓ =
1, . . . ,m). On aurait pu aussi associer une variable scalaire α(ℓ) > 0 ∈ R, ∀ℓ ∈ {1, . . . ,m}
à chacune de ces conditions. Ainsi, nous avons que la somme de ces conditions de sec-
teur est équivalente à :

m∑

ℓ=1

α(ℓ)SCuk,(ℓ) =
m∑

ℓ=1

α(ℓ)Ψ
′
(ℓ)(uk) [Ψ(uk)− J1xk − J2ϕ(yk)](ℓ)

= Ψ′(uk)U
−1 [Ψ(uk)− J1xk − J2ϕ(yk)] ≤ 0 (2.71)
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FIGURE 2.17 – LV (1) pour ϕ(y) du type 3), et des conditions initiales menant à des
trajectoires instables.
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FIGURE 2.18 – LV (1) pour ϕ(y) du type 4), et des conditions initiales menant à des
trajectoires instables.

Dans ce cas, l’inégalité (2.57) devient une inégalité bilinéaire en les variables matri-
cielles (BMI). Deux approches pourraient être considérées afin de traiter ce problème :

– Imposer un scalaire commun α(ℓ) = α, ∀ℓ = 1, . . . ,m, qui est équivalent à U−1 =
αIm, et réaliser une recherche en ligne sur ce paramètre.

– utiliser cette forme matricielle U−1 = diag
(
(α(1) . . . α(m))

)
∈ R

m×m et appliquer
un algorithme itératif, [GPC01].

Dans le cas scalaire (m = 1), ces deux méthodes sont identiques. Une comparaison
est effectuée avec les résultats indiqués précédemment. La Figure 2.20 reporte la va-
leur µ comme fonction du paramètre α ∈ [0.1, 20]. Notons que pour α ∈ [0.1, 0.5], le
problème d’optimisation n’est pas faisable. La valeur minimale µ = 0.2789 est obtenue
pour α = 1.23.

Nous présentons, dans la table 2.1, la valeur du critère et l’aire estimée de LV (1),
données par le problème d’optimisation du théorème 52 et les valeurs associées à la
pondération α = 1.23. Dans ce cas, le choix de considérer α = 1 n’est pas très conser-
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FIGURE 2.19 – LV (1) pour ϕ(y) du type 5) et des conditions initiales menant à des
trajectoires instables.
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FIGURE 2.20 – Le rayon 1√
µ

de la boule E(µIn) fonction du paramètre α.

vatif. Le rapport relatif entre les valeurs données par les deux méthodes a été calculé
en considérant la relation suivante :

r =
|théorème 52α=1.23 − thèoréme 52α=1|

théorème 52α=1

× 100

théorème 52

α = 1 α = 1.23 Rapport r%

µ 0.2810 0.2789 0.75%

Aire ALV (1) 28.3666 26.6061 6.21%

TABLE 2.1 – Les résultats du théorème 52 (α = 1) et la solution obtenue avec α = 1.23.
La valeur µ est liée à la taille de la boule E(µIn) et ALV (1) est l’aire de LV (1).
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Dans la section suivante, on aborde le problème de synthèse de commande pour
la classe de systèmes (2.50)-(2.51). Dans ce cas, nous utiliserons la forme matricielle
pour les pondérations : U−1 = diag

(
(α(1) . . . α(m))

)
∈ R

m×m et donc les contraintes
seront sous forme bilinéaire. Dans un premier temps, nous les considérons avec des
variables duales et un algorithme itératif. Nous proposerons, aussi, une technique de
linéarisation qui nous mènera à des conditions suffisantes sous forme LMI.

2.6 Synthèse de loi de commande

Dans le théorème 52, on a établi des conditions suffisantes pour traiter le problème
d’analyse de stabilité locale en considérant les gains de la loi de commande donnés.
Néanmoins, on s’intéresse aussi à développer une méthode fondée sur la nouvelle
fonction de Lyapunov proposée pour faire la synthèse de commande pour cette même
classe de systèmes.

2.6.1 Formulation BMI

Le théorème suivant propose des conditions suffisantes pour résoudre le problème 51.

Théorème 57 ([GJDC11b]) Considérons les variables d’optimisation suivantes : une matrice
symétrique définie positive S ∈ R

n×n, des matrices diagonales définies positives H , E ∈
R

p×p, U ∈ R
m×m, une matrice diagonale semi-définie positive O ∈ R

p×p, des matrices G ∈
R

n×n, Y1 and Z1 ∈ R
m×n, Y2 et Z2 ∈ R

m×p et un scalaire µ. Si le problème d’optimisation

min
µ, G, S, O, Y1, Y2, Z1, Z2, U, H, E

µ

sous les contraintes :


µIn −C

′Ω [Ip +O] In
⋆ 2E 0p×n

⋆ ⋆ S


 > 02n+p, (2.72)



G+G′ − S G′C ′Ω [O −H] (Y1 − Z1)

′
(ℓ)

⋆ 2EH (Y2 − Z2)
′
(ℓ)

⋆ ⋆ ρ2(ℓ)


 > 0n+p+1, ∀ℓ = 1, · · · ,m (2.73)




−S AG+BY1 FE +BY2 −BU 0n×p

⋆ S −G′ −G G′C ′Ω [H −O] Z ′
1 (AGi +BY1)

′C ′Ω [Ip +O]
⋆ ⋆ −2EH Z ′

2 (FE +BY2)
′C ′Ω [Ip +O]

⋆ ⋆ ⋆ −2U −UB′C ′Ω [Ip +O]
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −2E



< 02n+2p+m,

(2.74)

a une solution alors une solution du problème 51 est donnée par :

K = Y1G
−1; Γ = Y2E

−1 (2.75)

et une estimation du bassin d’attraction B0 est donnée par l’ensemble LV (1), induit par la
fonction de Lyapunov (2.13). �
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Preuve 58 De façon similaire à la preuve du théorème 52, si l’inégalité (2.74) est satisfaite, en
considérant le changement des variables (2.75), P = S−1, ∆ = OE−1, T = HE−1, W = E−1,
J1 = Z1G

−1, J2 = Z2E
−1 et si l’on applique le changement de base diag(In;G−1;E−1;U−1;

E−1) et le complément de Schur, l’inégalité (2.74) est équivalente à l’inégalité :




A′
cl

F ′
cl
−B′

0


P




A′
cl

F ′
cl
−B′

0




′

+




−P C ′Ω [T −∆] (U−1J1)
′ A′

clC
′Ω [W +∆]

⋆ − 2T (U−1J2)
′ F ′

clC
′Ω [W +∆]

⋆ ⋆ − 2U−1 −B′C ′Ω [W +∆]
⋆ ⋆ ⋆ −2W


 < 0n+2p+m.

(2.76)
Cela implique l’inégalité (2.64) redéfinie avec la matrice U−1 = diag

(
(α(1) . . . α(m))

)
∈

R
m×m associée aux pondérations de la condition de secteur de la zone morte :

δkV − 2
m∑

ℓ=1

α(ℓ)SCuk,(ℓ) − 2SC(ϕ(·), yk+1,W )− 2SC(ϕ(·), yk, T ) < 0 ∀xk 6= 0. (2.77)

De plus, si l’inégalité (2.72) est satisfaite, les changements de variables précités et le chan-
gement de base diag(In;E−1;S−1), mène à l’inégalité (2.59), avec W la pondération de la
condition de secteur (2.3). Cela implique l’inclusion E(µIn) ⊂ LV (1). Enfin, l’inégalité (2.73)
étant vérifiée et la matrice G étant de rang plein, cela permet d’appliquer le changement de
base diag(G−1;E−1; 1) et on obtient l’inégalité (2.58), avec une matrice de pondération T , en
assurant l’inclusion (2.68). On termine la preuve de la même façon que celle du théorème 52.�

Une façon de résoudre un problème d’optimisation BMI avec un certain conserva-
tisme consiste à fixer des variables et résoudre des LMIs. La solution obtenue est uti-
lisée comme entrée pour des sous-problèmes successifs (schémas itératifs), [TGGQ11].
Dans cette direction, on propose un algorithme itératif décrit comme suit, [GJDC11b] :

1. Considérons donnés une matrice définie positive H , une matrice semi-définie positive O
et un scalaire ǫ > 0 ;

2. Résoudre, pour toutes les autres variables, le problème d’optimisation du théorème 57 ;

3. Associer les variables G, Y1, Y2, E et U aux valeurs du résultat numérique trouvées au
2-ème pas. Résoudre le problème d’optimisation du Théorème 57, en considérant H > 0p,
O ≥ 0p et les variables d’optimisation restantes.

4. Fixer O et H avec la valeur de la solution du pas 3, et répéter à partir du deuxième
pas avant que le critère d’arrêt

∣∣µ(h+1) − µ(h)
∣∣ ≤ ǫ ne soit vérifié (µ(h) étant la solution

du problème associé à la h-ème itération) ou que le nombre maximum d’itérations hmax,
pré-défini, soit atteint.

Nous présentons un exemple numérique pour mettre en évidence les avantages de
notre méthode pour résoudre le problème 51. Malgré la formulation non-convexe et
le manque de garantie de convergence pour la solution optimale globale, on pourra
illustrer la richesse de notre fonction par rapport la fonction quadratique.
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Exemple 59 ([GJDC11b])

Considérons l’exemple donné par : n = 2 ; p = m = 1 ; ρ = 1 et

A =

[
0.9 0.7
0.5 1.1

]
;B =

[
1
0

]
;F =

[
1
0

]
;C =

[
0 0.8

]
; Ω = 0.9,

La non-linéarité est donnée par ϕ(y) = 0.5Ωy (1 + cos(20y)). On indique que la
matrice A n’est pas Schur, λ(A) = {0.4; 1.6}. Il en est de même pour la matrice A +
FΩC, λ(A + FΩC) = {0.1515; 1.8455}. On applique l’algorithme itératif avec ǫ =
1.10−4, H = 5Ip, O = Ip et les résultats numériques sont obtenus après i = 13 <
100 = imax itérations : U = 1.1104 ; H = 4.8085 ; O = 0.9788 ; E = 5.4691 ;

S =

[
16.6839 −9.3905
−9.3905 5.6991

]
;Y1 =

[
−4.7098 1.6271

]
;Y2 = −4.7121;

G =

[
16.7107 −9.4072
−9.4074 5.7096

]
;Z1 =

[
−2.6294 0.9882

]
;Z2 = −2.209.

Notre méthode donne µ = 3.3397 comme valeur du critère (une petite améliora-
tion de 0.6219% par rapport à celle de [CMdP06], µ = 3.3606). En revanche, comme
présenté dans la Figure 2.21, l’estimation donnée par notre méthode est meilleur (l’en-
semble LV (1) contient la plus grande ellipsoïde déterminée par la méthode de [CMdP06]).
On peut conclure que l’aire de l’estimation du bassin d’attraction a été augmentée
d’environ 55%, ALV (1) = 6.89 et AE = 4.39. L’efficacité de notre méthode de syn-
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FIGURE 2.21 – L’ensemble LV (1) non-connexe (ligne pleine), une estimation de B0, la
plus grande boule (ligne tirets points) liée à la solution du problème d’optimisation,
et la plus grande ellipsoïde donnée par la synthèse fondée sur la fonction quadratique
(ligne tirets). La trajectoire du système pour la condition initiale, x0 = (−3.9; 2.15)′,
dans l’ensemble non-connexe LV (1).

thèse est aussi démontrée dans la Figure 2.21, en considérant une condition initiale
x0 = (−3.9; 2.15)′ située dans un des ensembles non-connexes de LV (1). La trajec-
toire générée pour cette condition initiale est alors asymptotiquement stable et tous les
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FIGURE 2.22 – Réponse temporelle xk (en haut) : xk,(1) en ’+’ et xk,(2) en ’×’. En bas, le
signal de contrôle uk (étoile) et la fonction sat(uk) (’o’).

points de la trajectoire appartiennent à notre estimation LV (1). La réponse temporelle
et le signal de contrôle uk sujet à la saturation sat(uk) sont tracés dans la Figure 2.22.

La réponse temporelle est asymptotiquement stable et le signal de contrôle uk sujet
à la saturation sat(uk) sont tracés dans la Figure 2.22.

2.6.2 Une linéarisation fondée sur des conditions suffisantes

Nous avons proposé une méthode pour faire la synthèse directement sous forme
BMI. Nous allons, dans cette section, développer une méthode fondée sur des condi-
tions suffisantes sous forme LMI car elles sont plus faciles à tester d’un point de vue
numérique. En s’inspirant des travaux de [TQT09], nous ferons appel au lemme de
Finsler, [dOS01].

Lemme 60 (Lemme de Finsler [SIG97]) Soit x ∈ R
n, Q ∈ R

n×n une matrice symétrique
et une matrice B ∈ R

m×n de rang strictement inférieur à n. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

i) xTQx < 0, ∀Bx = 0, x 6= 0.

ii) (B⊥)TQB⊥ < 0.

iii) ∃µ ∈ R tel que Q− µBTB < 0.

iv) ∃X ∈ R
n×m tel que Q+ XB + BTX T < 0.

La recherche de la meilleure linéarisation a été guidée par les objectifs suivants :
choisir les variables ou leurs duales ; choisir les inégalités ou leurs duales afin de ré-
duire le nombre de produits des variables et d’éviter l’augmentation de la dimension
des inégalités matricielles. Ainsi, nous travaillerons sur l’ensemble des inégalités du
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théorème 52 et nous définissons les notations suivantes :

M0 =




P 0n 0n×p 0n×m 0n×p

⋆ −P C ′Ω [T −∆] J ′
1 0n×p

⋆ ⋆ − 2T J ′
2 0p

⋆ ⋆ ⋆ − 2U 0m×p

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 2∆



;M1 =




In
−(A+BK)′

−(F +BΓ)′

U ′B′

0p×n



; (2.78)

M′
2 =

[
0p×n −ΩC(A+BK) −ΩC(F +BΓ) ΩCBU Ip

]
, (2.79)

qui seront considérées pour décrire la méthode de linéarisation proposée dans le théo-
rème suivant :

Théorème 61 Considérons les variables d’optimisation suivantes : les matrices FG, XG ∈
R

n×n, K, J1 ∈ R
m×n, Γ, J2 ∈ R

m×p, une matrice symétrique définie positive P ∈ R
n×n

une matrice diagonale semi-définie positive ∆ ∈ R
p×p, des matrices diagonales définies positive

XΘ,FΘ, R,Q, T ∈ R
p×p, U ∈ R

m×m et un scalaire µ. Si le problème d’optimisation convexe

min
µ, FG, XG, P, K, J1,Γ, J2, Q, R, T, U, FΘ, XΘ, ∆

µ

sous les contraintes LMIs : (2.58), (2.59) et




M0 −He
(
diag[XG; 0(n+p+m); XΘ]

)
⋆ ⋆

M′
1 − (XG + F ′

G)
[
In 0n×(n+2p+m)

]
−He (FG) ⋆

M′
2 − (XΘ + F ′

Θ)
[
0(2n+2p+m)×p Ip

]
0p×n −He (FΘ)



< 03n+3p+m, (2.80)

admet une solution. On obtient directement les gains de la loi de commande (2.52) et donc une
solution pour le problème 51, où l’ensemble LV (1) est une estimation du bassin d’attraction de
l’origine B0 du système (2.50)-(2.51). �

Preuve 62 Les inégalités (2.58) et (2.59) dans le théorème 52 sont déjà sous la forme LMI
et, donc, on les considère dans notre approche de synthèse directement sous cette forme. Elles
impliquent, respectivement, les inclusions (2.68) et (2.70).

Ensuite, en supposant que la LMI (2.80) est vérifiée, cela implique l’existence d’un multi-
plieur :

F =







In
0(n+2p+m)×n

In
0p×n


FG




0(2n+p+m)×p

Ip
0n×p

Ip


FΘ


 , (2.81)

où la matrice FG ∈ R
n×n est de rang plein, et la matrice FΘ ∈ R

p×p a une structure diagonale
et est définie positive, de telle manière que l’inégalité suivante :



M0 M1 M2

M′
1 0n 0n×p

M′
2 0p×n 0p


+He

(
F

[
NG −In 0n×p

NΘ 0p×n −Ip

])
< 03n+3p+m, (2.82)
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est satisfaite, avec la notation NG =
[
−G; 0n×(m+2p+n);

]
; NΘ =

[
0p×(m+2n+p);−Θ

]
. On

observe que la matrice



I2n+2p+m

NG

NΘ


 vérifie la propriété suivante :

[
NG −In 0n×p

NΘ 0p×n −Ip

]⊥
=



I2n+2p+m

NG

NΘ


 . (2.83)

Donc, d’après le lemme de Finsler, l’inégalité (2.82) implique que :

[
I2n+2p+m N ′

G N ′
Θ

]


M0 M1 M2

M′
1 0n 0n×p

M′
2 0p×n 0p





I2n+2p+m

NG

NΘ


 < 02n+2p+m. (2.84)

Si l’on remplace les matrices par bloc comme définies dans les relations (2.78)-(2.79), on
identifie que l’inégalité (2.84) est la suivante :



P −G−G′ G′(A+BK) G′(F +BΓ) −G′BU 0n×p

⋆ −P C ′Ω [T −∆] J ′
1 (A+BK)′C ′ΩΘ

⋆ ⋆ − 2T J ′
2 (F +BΓ)′C ′ΩΘ

⋆ ⋆ ⋆ − 2U −UB′C ′ΩΘ
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −2 [Θ−∆]



< 02n+2p+m.

(2.85)
Celle-ci implique que la matrice diagonale Θ−∆ > 0p est définie positive et nous avons W =

Θ −∆ > 0p. Ensuite, le changement de base diag(I2n+p ; U−1 ; Ip) permet d’obtenir l’inéga-
lité :



P −G−G′ G′(A+BK) G′(F +BΓ) −G′B 0n×p

⋆ −P C ′Ω [T −∆] (U−1J1)
′ (A+BK)′C ′Ω [W +∆]

⋆ ⋆ − 2T (U−1J2)′ (F +BΓ)′C ′Ω [W +∆]
⋆ ⋆ ⋆ − 2U−1 −B′C ′Ω [W +∆]
⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −2W



<02n+2p+m,

(2.86)
qui n’est rien d’autre que l’inégalité (2.57) (en considérant les pondérations scalaires pour les
conditions de secteur SCuk,(ℓ) (∀ℓ = 1, . . . ,m), représentées par U ∈ R

m×m). Alors cette in-
égalité implique la relation (2.77). La preuve du théorème 61 se termine de manière similaire à
celle du théorème 52. �

Un exemple numérique est proposé pour illustrer les deux méthodes proposées au
cours de cette section. Nous comparons les résultats obtenus avec ceux de la méthode
fondée sur la fonction quadratique.

Exemple 63

Soit le système (2.50)-(2.51) avec les données suivantes : n = 2 ; p = m = 1 ; ρ = 1.5 ;

A =

[
0.4 0.4
0.2 1

]
;B =

[
0.5
0.5

]
;F =

[
1
1.2

]
;C =

[
0.6 0.5

]
; Ω = 0.9.
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FIGURE 2.23 – L’ensemble LV (1) donné par les deux méthodes de synthèse proposées :
théorème 57 (ligne points en trait clair) et théorème 61 (ligne pleine en trait forcé).
La plus grande ellipsoïde donnée par la synthèse fondée sur la fonction quadratique
(ligne points tirets). Deux trajectoires pour des conditions initiales situées dans les esti-
mations données par le théorème 61 (marqueur losange-étoile) et le théorème 57 (mar-
queur carrée-croix).

La non-linéarité est la même que celle considérée dans l’exemple 56. Pour faire la
synthèse de la commande pour ce système, la méthode fondée sur la fonction quadra-
tique nous donne µ = 2.1256. Nous appliquons les deux méthodes proposées dans
cette section. L’algorithme itératif et le problème d’optimisation du théorème 57 sont
considérés avec ǫ = 1.10−4, H = 5Ip, O = Ip. On obtient µ = 2.0986 comme valeur opti-
male du critère et les gains de la loi de commande sont : K =

[
−0.3306 −1.0977

]
; Γ =

−2.4586.
La résolution du problème d’optimisation convexe proposé dans le théorème 61

permet d’obtenir les résultats suivants : µ = 2.1275 ; U = 0.6123 ; T = 0.6274 ; Q =
0.9239 ; ∆ = R = 0.561 ; XΘ = 1.1035 ; FΘ = 0.9816

P =

[
0.3380 0.4409
0.4409 0.8428

]
;K =

[
−0.5054 −1.1853

]
; Γ = −1.9222; J2 = −0.4724;

FG =

[
1.3670 0.0117
−0.6310 1.1279

]
;XG =

[
0.6949 0.4526
−0.1902 0.9708

]
; J1 =

[
−0.2506 −0.3808

]
.

Nous présentons, dans la Figure 2.23, l’estimation donnée par nos deux méthodes
ainsi que l’ellipsoïde de la méthode fondée sur la fonction quadratique, [CMdP06]. Il
est possible de voir que nos deux estimations contiennent cette ellipsoïde. Calculons
l’aire des différentes estimations : AE = 3.21 ; ALV (1) = 6.6204 pour le théorème 61 et
qui représente une augmentation de 110%. La méthode avec des conditions sous forme
BMI donne ALV (1) = 8.2083, soit une augmentation de 23% par rapport à la méthode
du théorème 61 (fondée sur des conditions suffisantes sous forme LMI).

Dans la Figure 2.23, deux différentes trajectoires sont représentées. Nous avons
considéré deux conditions initiales différentes : x1

0 = (2.85; −2.3)′ (carré-croix) et x2
0 =
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(−2.47; 1)′ (losange-étoile). Chacune se situe dans un des ensembles non-connexes ap-
partenant à des estimations de B0 associées à nos méthodes (théorèmes 57 et 61). Ainsi,
nous pouvons constater que les deux trajectoires convergent asymptotiquement vers
l’origine.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une fonction de Lyapunov adaptée à l’étude
des systèmes Lur’e en temps discret. Elle permet d’établir des conditions de stabilité en
ne recourant qu’à la condition de secteur de la non-linéarité et sans devoir restreindre
sa variation. Nous avons considéré cette fonction pour traiter le problème de Lur’e en
temps discret, le théorème 38.

Nous avons traité aussi le problème d’analyse de stabilité locale des systèmes Lur’e
avec une commande non-linéaire saturée. Un problème d’optimisation convexe sous
contraintes LMIs est proposé pour maximiser l’estimation du bassin d’attraction de
ce système, le théorème 52. La ligne de niveau de la fonction proposée fut considérée
comme l’estimation. Nous indiquons que les ensembles non-convexes et non-connexes
de notre estimation sont adaptés au bassin d’attraction de ce système.

La synthèse de commande est directement décrite comme un problème sous forme
BMI, le théorème 57, qui a été combiné avec des stratégies itératives et des relaxations
sous forme LMI. Aussi, en se fondant sur le lemme de Finsler, on a obtenu des condi-
tions suffisantes sous forme LMI. Elles furent considérées comme contraintes dans un
problème d’optimisation convexe, le théorème 61.

Dans les chapitres suivants, on s’intéressera à des problèmes plus généraux des
systèmes à commutations en temps discret. On introduira l’extension du problème de
Lur’e en temps discret dans ce cadre-là. C’est-à-dire, chacun des modes du système
est décrit par une partie linéaire et une non-linéarité. Alors, la non-linéarité active est
variante dans le temps selon la loi de commutation. Le chapitre suivant, en particulier,
sera dédié à l’étude des systèmes Lur’e à commutations, dont la loi de commutation
est arbitraire et considérée comme une perturbation du système.
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Chapitre 3

Stabilité et commande des systèmes à
commutations arbitraires et à modes

non-standards

Dans le Chapitre 2, le problème de Lur’e en temps discret a été revisité afin d’illus-
trer les principaux points qui permettent de conclure que la fonction de Lyapunov-
Lur’e provenant du temps continu n’est pas appropriée pour le résoudre. Comme
principale contribution dans ce cadre-là, nous avons proposé une fonction Lur’e adap-
tée au temps discret. De plus, on a indiqué que cette fonction est capable de nous
apporter de meilleures estimations du bassin d’attraction des systèmes Lur’e sujets
à une commande non-linéaire saturée. En se fondant sur les résultats obtenus, nous
traiterons maintenant des systèmes à commutations en temps discret avec des modes
non-linéaires.

En premier lieu, nous allons définir le problème de Lur’e dans le cadre des sys-
tèmes à commutations. Les systèmes de type Lur’e à commutations désignent dans
cette thèse une structure bouclée dont la boucle ouverte (ou mode) commute entre
plusieurs systèmes linéaires dans la chaîne directe et entre plusieurs non-linéarités de
type secteur borné dans la chaîne de retour. Dans ce chapitre, nous effectuons l’hypo-
thèse que la loi de commutation gérant la structure bouclée active est arbitraire et est
donc considérée comme une perturbation.

Une méthode d’analyse de stabilité globale de l’origine sera proposée en utilisant
une extension commutée de cette nouvelle fonction de Lyapunov de type Lur’e. Comme
dans le chapitre précédent, nous nous limiterons pour atteindre ce résultat à la seule
contrainte que la non-linéarité de chaque mode vérifie sa propre condition de secteur,
sans restriction sur sa variation.

Nous présenterons aussi au cours de ce chapitre des résultats sur des systèmes
Lur’e à commutations arbitraires en boucle fermée avec une loi de commande non-
linéaire commutée contrainte par saturation. La présence d’une entrée saturée engendre
que la stabilité de ces systèmes ne peut généralement être que locale. Cette classe
de systèmes a été introduite dans [JCTD09, JCTD11], où elle a été traitée à l’aide de
fonctions de Lyapunov quadratiques commutées. L’estimation du bassin d’attraction,
caractérisant l’aspect local de la stabilité est alors donnée par une intersection d’el-
lipsoïdes. Nous montrerons que l’utilisation de notre fonction de Lyapunov de type
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Lur’e commutée permettra de déterminer des estimations du bassin d’attraction moins
restrictives mais aussi de forme plus adaptée à l’aide d’une ligne de niveau de notre
fonction qui ne sera pas nécessairement convexe ou connexe.

L’aspect de la synthèse de commande non-linéaire commutée sera aussi traité au
cours de ce chapitre. Ce problème s’écrit initialement sous forme BMI. Nous présente-
rons une méthode de synthèse formulée en appliquant le lemme de Finsler afin d’ob-
tenir des conditions suffisantes sous forme LMI. Cette technique peut être vue comme
l’extension de celle présentée dans la Section 2.6.2.

Dans l’ensemble de ce chapitre, nous présenterons des travaux de recherche déve-
loppés dans les publications suivantes : [GJD12a] et [GJDC11a].

3.1 Systèmes Lur’e à commutations en temps discret

Cette section est dédiée à l’étude des systèmes à commutations arbitraires où cha-
cun des modes présente un terme linéaire par rapport l’état et une non-linéarité. La
non-linéarité active sera définie par la loi de commutation. Cette classe de systèmes
peut être vue comme l’extension des systèmes Lur’e au cadre des systèmes à commu-
tations. Dorénavant, nous utiliserons la définition "systèmes Lur’e à commutations"
pour effectivement les distinguer des systèmes linéaires à commutations.

3.1.1 Définition du système et motivation

Considérons le système à commutations en temps discret composé de modes non-
linéaires :

xk+1 = Aσ(k)xk + Fσ(k)ϕσ(k)(yk), (3.1)
yk = Cσ(k)xk, (3.2)

où xk ∈ R
n, yk ∈ R

p sont respectivement l’état et la sortie du système (3.1)-(3.2) à
l’instant k ∈ N. ϕσ(k)(yk) ∈ R

p est une non-linéarité par rapport à l’état. Ce système à
commutations satisfera dans l’ensemble de ce chapitre l’hypothèse suivante :

Hypothèse 64 La loi de commutation σ(·) est définie de la forme suivante :

σ :

{
N −→ IN = {1, . . . , N},
k 7−→ σ(k),

(3.3)

où IN est un ensemble fini. Cette fonction σ(·) est supposée inconnue, a priori, mais sa valeur
actuelle σ(k) est disponible en temps réel.

Cette hypothèse signifie que la loi de commutation σ sera considérée comme une
perturbation du système (3.1)-(3.2). Ainsi, les propriétés étudiées dans ce chapitre de-
vront être assurées pour toutes les séquences de commutations possibles, [LM99].

La notation Mσ(k) signifie qu’à chaque instant k la matrice Mσ(k) prend ses valeurs
dans l’ensemble {M1, · · · ,MN}, représentée par la valeur σ(k). Les matrices Ai, Fi, Ci

ont des dimensions appropriées, ∀i ∈ IN .
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Le système (3.1)-(3.2) a une particularité intéressante liée au fait que chacun des
modes i ∈ IN présente une non-linéarité ϕi(·). La motivation pour traiter ce pro-
blème peut être illustrée si, par exemple, nous considérons pour N = 2 des non-
linéarités représentées dans la Figure 3.1. Effectivement dans ce cas générique, les non-
linéarités ϕ1(·) et ϕ2(·) sont indépendantes et n’ont a priori aucun lien entre elles.

!!" !# " # !"
!!"

!$

!%

!&

!'

"

'

&

%

$

!"

(
)
*+
,
- !

!!" !# " # !"
!!"

!$

!%

!&

!'

"

'

&

%

$

!"

(
)
*+
,
- '

FIGURE 3.1 – Un exemple des non-linéarités ϕi(·) modales, i ∈ I2, avec des allures
différentes.

Par la suite, nous supposons que les non-linéarités ϕi(·), (i ∈ IN ), satisferont cha-
cune indépendamment l’hypothèse suivante :

Hypothèse 65 Les N non-linéarités ϕi(·) : R
p → R

p associées aux modes i ∈ IN vérifient
chacune sa propre condition de secteur et elles seront considérées décentralisées [Kha02].

Les non-linéarités du système ont les propriétés suivantes [Kha02] : ϕi(·) appartient
au secteur [0p,Ωi], c’est-à-dire, ϕi(0) = 0 et il existe N matrices diagonales positive défi-
nies Ωi = Ω′

i ∈ R
p×p telles que ∀y ∈ R

p, ∀ℓ = 1, · · · , p, la relation ϕ′
i,(ℓ)(y) [ϕi(y)− Ωiy](ℓ) ≤

0 est satisfaite. Alors, on a que l’inégalité suivante est vraie, ∀i ∈ IN ,

SC(ϕi(·), y,Λi) = ϕ′
i(y)Λi[ϕi(y)− Ωiy] ≤ 0, ∀y ∈ R

p, (3.4)

où Λi

a

= diag{λq,i}q=1;···;p ∈ R
p×p sont des matrices diagonales semi-définies positives.

Il faut remarquer que les matrices Ωi définissant les secteurs sont considérées détermi-
nées par l’opérateur et, au-delà, seront supposées données pour tout les modes i ∈ IN .

Cette hypothèse est facilement justifiée en regardant la Figure 3.1 où nous pou-
vons noter que les non-linéarités sont bornées par différents secteurs. Nous avons aussi
que ϕ2(·) ∈ [0p,Ω1] et donc, il serait possible de considérer un secteur commun entre
tous les modes du système, mais cela nous mènerait à des résultats plus restrictifs.

Nous pouvons suivre l’idée présentée dans la Section 2.1.1, et montrer, à partir de
l’hypothèse 65, que la relation (3.4) est équivalente à

[Ωiy]
′
(ℓ)[ϕi(y)− Ωiy](ℓ) ≤ 0, (3.5)
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∀ℓ = 1, · · · , p ; ∀y ∈ R
p; ∀i ∈ IN , qui implique, avec Λi diagonale semi-définie positive,

0 ≤ ϕ′
i(y)Λiϕi(y) ≤ ϕ′

i(y)ΛiΩiy ≤ y′Ω′
iΛiΩiy, ∀y ∈ R

p, ∀i ∈ IN . (3.6)

Après avoir défini les systèmes (3.1)-(3.2) qui nous intéressent dans ce chapitre,
nous allons étudier la stabilité globale de l’origine sous l’hypothèse 64 et l’hypothèse 65.
Dans la section suivante, nous allons mettre en évidence les difficultés inhérentes à la
fonction Lyapunov-Lur’e classique, même dans le cas où nous nous restreindrons à
l’ensemble des non-linéarités ϕi(·) avec ses variations bornées. Nous présentons en-
suite l’extension de notre fonction au cadre des systèmes à commutations.

3.1.2 Justification et définition d’une fonction de Lyapunov Lur’e à

commutations

Supposons que les non-linéarités du système (3.1)-(3.2) vérifient les hypothèses
faites dans la littérature classique, détaillées à la Section 2.1.2. Même ainsi, on ne pour-
rait pas étendre de façon directe les méthodes fondées sur la fonction de Lyapunov-
Lur’e classique parce que les non-linéarités ϕσ(·) sont dépendantes du mode et, donc,
du temps. Considérons le cas de non-linéarités du type scalaire (p = 1) pour illus-
trer ce point. Pour évaluer le terme intégral de la fonction Lyapunov-Lur’e classique à
l’instant k, nous pourrions tenter deux approches possibles.

En premier, nous aurions besoin de connaître toutes les valeurs passées de la sor-
tie {yl}l=0;···;k et, de plus, les valeurs passées de la loi de commutation {σ(l)}l=0;···;k

v(xk, {yl}l=0;···;k, {σ(l)}l=0;···;k) = πσ(k)x
2
k +

k−1∑

l=0

∫ yl+1

yl

ησ(l)ϕσ(l)(s)ds, (3.7)

où les scalaires πi et ηi (∀i ∈ IN ) sont strictement positifs. Nous obtiendrons donc dans
la différence de Lyapunov

v(xk+1, {yl}l=0;···;k+1, {σ(l)}l=0;···;k+1) − v(xk, {yl}l=0;···;k, {σ(l)}l=0;···;k) =

πσ(k+1)x
2
k+1 − πσ(k)x

2
k +

∫ yk+1

yk

ησ(k)ϕσ(k)(s)ds. (3.8)

Afin de majorer ce terme intégral, nous devrions utiliser l’information sur la va-
riation bornée de la non-linéarité active à l’instant k, ϕσ(k)(yk) associée à la valeur
de la sortie yk. En revanche, dans le cas générique, la non-linéarité active à l’instant
k + 1, ϕσ(k+1)(yk+1) associée à yk+1, peut être différente et, par conséquent, la borne de
la variation aussi. Ainsi, nous pouvons conclure que les difficultés de cette approche
sont la nécessité de l’historique et la majoration du terme intégral.

Une autre manière d’évaluer la fonction Lyapunov-Lur’e serait de supposer que ce
système est sujet uniquement à une non-linéarité active ϕσ(k)(·), jusqu’à l’instant k,

v(xk, yk, σ(k)) = πσ(k)x
2
k +

∫ yk

0

ησ(k)ϕσ(k)(s)ds. (3.9)
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En tenant compte d’une autre non-linéarité ϕσ(k+1)(·), jusqu’à l’instant k + 1, nous
éliminerons la nécessité de connaitre les valeurs passées de la loi de commutation. Pour
la différence de Lyapunov, nous aurions la relation suivante

v(xk+1, σ(k + 1))− v(xk, σ(k)) = πσ(k+1)x
2
k+1 − πσ(k)x

2
k

+

∫ yk+1

0

ησ(k+1)ϕσ(k+1)(s)ds −

∫ yk

0

ησ(k)ϕσ(k)(s)ds. (3.10)

Pour conclure sur la stabilité asymptotique du système à commutations, la majora-
tion de cette différence serait difficile aussi car les non-linéarités sont indépendantes, a
priori, les unes des autres. Donc, la difficulté de cette approche concerne la majoration
du terme intégral.

Nous pouvons affirmer, donc, que pour utiliser la fonction Lyapunov-Lur’e, avec le
terme intégral, nous serions forcés d’imposer des hypothèses supplémentaires à part
celles communément faites sur la variation des non-linéarités. Par conséquent, une
approche fondée sur cette fonction nous mènerait à des résultats encore plus restric-
tifs que ceux discutés dans le cadre du Chapitre 2. En revanche, par le biais de notre
nouvelle fonction de Lyapunov Lur’e, une extension pour traiter des systèmes à com-
mutations est possible car elle est appropriée pour prendre en compte la commutation
de ce système non-linéaire. Par la suite, on considère la fonction dépendante du mode :

V :

{
IN × R

n × R
p −→ R,

(i; x;ϕi(Cix)) 7−→ x′Pix+ 2ϕ′
i(Cix)∆iΩiCix,

(3.11)

où les matrices Pi ∈ R
n×n sont symétriques définies positives et ∆i ∈ R

p×p sont des
matrices diagonales semi-définies positives (i ∈ IN ). Il faut noter qu’en posant ∆i = 0p
(∀i ∈ IN ), on retrouve la fonction de Lyapunov quadratique commutée. On peut donc
la considérer comme un cas particulier de notre fonction (3.11).

À partir des inégalités (3.6), il est possible de définir des fonctions minorantes et
majorantes pour notre fonction et qui sont données par des fonctions quadratiques
commutées :

V (i; x) ≤ V (i; x;ϕi(Cix)) ≤ V (i; x), ∀i ∈ IN , (3.12)

où, ∀i ∈ IN ,

V :

{
IN × R

n −→ R,
(i; x) 7−→ x′Pix,

(3.13)

V :

{
IN × R

n −→ R,
(i; x) 7−→ x′(Pi + 2C ′

iΩ
′
i∆iΩiCi)x.

(3.14)

La fonction V (i; x;ϕi(Cix)) peut être considérée comme une fonction candidate
parce qu’elle vérifie les propriétés suivantes :

– V (i; x;ϕi(Cix)) ≥ 0, ∀x ∈ R
n, ∀i ∈ IN , grâce à l’inégalité (3.12) ;

– V (i; x;ϕi(Cix)) = 0, si et seulement si x = 0, car on a Pi > 0n, ∀i ∈ IN ;
– V (i; x;ϕi(Cix)) est radialement non-bornée, c’est-à-dire, V (i; x;ϕi(Cix)) → +∞

pour ‖x‖ → +∞, ∀i ∈ IN , car on a l’inégalité (3.12).
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Le raccourci suivant sera utilisé pour noter la différence de Lyapunov :

δkV = V (σ(k + 1); xk+1;ϕσ(k+1)(yk+1))− V (σ(k); xk;ϕσ(k)(yk)). (3.15)

Dans le cadre de ce chapitre, considérant une loi de commutation arbitraire, nous
définissons la ligne de niveau LV (γ) associée à notre fonction V (i; x;ϕi(Cix)) et à un
certain niveau γ > 0 par :

LV (γ) = {x ∈ R
n;V (i; x;ϕi(Cix)) ≤ γ, ∀i ∈ IN}

=
⋂

i∈IN

{x ∈ R
n;V (i; x;ϕi(Cix)) ≤ γ} . (3.16)

Elle est naturellement liée aux intersections des ellipsoïdes extérieures et intérieures,
associées aux fonctions quadratiques commutées majorantes V (i; x) et minorantes V (i; x)
de la fonction (3.11), par les inclusions

⋂

i∈IN

E(Pi, γ) ⊇ LV (γ) ⊇
⋂

i∈IN

E(Pi + 2C ′
iΩ

′
i∆iΩiCi, γ). (3.17)

Nous avons considéré un exemple de la ligne de niveau relative à des fonctions (3.11)-
(3.13)-(3.14) et un scalaire γ = 7 (N = n = 2, p = 1). Cet exemple a comme paramètres :

P1 =

[
3 −0.4
−0.4 1.18

]
;C1 =

[
0.9 0.5

]
; Ω1 = 1.8;∆1 = 0.6;

P2 =

[
1.256 1.04
1.04 1.76

]
;C2 =

[
1.5 0.5

]
; Ω2 = 1;∆2 = 0.4;

et les non-linéarités sont définies par :

ϕ1(C1x) = 0.5Ω1(C1x)(1 + cos(40(C1x)));

ϕ2(C2x) = 0.5Ω2(C2x)(1 + e−(C2x)2).

Dans les Figures 3.2 et 3.3, nous avons représenté la ligne de niveau de la fonction V
associée aux modes 1 et 2 indépendamment (ligne pleine). Il est possible de noter que
l’allure de chacun des ensembles dépend directement des non-linéarités des modes
ϕi(·), i ∈ I2. Les ellipsoïdes extérieures et intérieures de chacune des lignes de niveau,
E(Pi, 7) et E(Pi +2C ′

iΩi∆iΩiCi, 7) (i ∈ I2), sont représentées aussi dans les deux figures
(lignes tirets points).
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FIGURE 3.2 – Ligne de niveau {x ∈ R
n;V (1; x;ϕ1(C1x) ≤ 7} et les ellipsoïdes extérieure

E(P1, 7) et intérieure E(P1 + 2C ′
1Ω1∆1Ω1C1, 7) (lignes tirets points).
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FIGURE 3.3 – Ligne de niveau {x ∈ R
n;V (2; x;ϕ2(C2x) ≤ 7} et les ellipsoïdes extérieure

E(P2, 7) et intérieure E(P2 + 2C ′
2Ω2∆2Ω2C2, 7) (lignes tirets points).
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FIGURE 3.4 – La ligne de niveau de notre fonction LV (7) (trait forcé) et chacun des
ensembles associés aux modes (trait clair).
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Nous pouvons noter, en regardant la Figure 3.4, que l’ensemble LV (7) (ligne en trait
forcé) est défini par l’intersection des ensembles (lignes en trait clair)

{x ∈ R
n;V (1; x;ϕ1(C1x) ≤ 7} ∩ {x ∈ R

n;V (2; x;ϕ2(C2x) ≤ 7}. (3.18)

Comme au Chapitre 2, la fonction (3.11) est caractérisée par une ligne de niveau non-
connexe et non-convexe.

En s’appuyant sur notre fonction V (i; x;ϕi(Cix)), à la section suivante, nous pour-
rons proposer une méthode afin de trouver une solution au problème d’analyse de
stabilité globale suivant :

Problème 66 (Analyse de stabilité globale) Déterminer des matrices Pi = P ′
i > 0n et des

matrices diagonales ∆i ≥ 0p afin de garantir que l’origine du système Lur’e à commutations
en temps discret, sous les hypothèses 64 et 65, soit globalement asymptotiquement stable, pour
toutes les lois de commutation σ et pour toutes les non-linéarités vérifiant ϕi(·) ∈ [0,Ωi].

3.2 Analyse de stabilité globale

Dans cette partie, nous proposons des conditions suffisantes fondées sur notre fonc-
tion V (i; x;ϕi(Cix)) pour traiter le problème 66. Elles sont établies dans le théorème
suivant :

Théorème 67 ([GJDC11a]) Considérons le système Lur’e à commutations en temps discret.
S’il existe des matrices Gi ∈ R

n×n, des matrices symétriques définies positives Pi ∈ R
n×n,

des matrices diagonales semi-définies positives ∆i ∈ R
p×p et des matrices diagonales définies

positives Ti,Wi,∈ R
p×p qui vérifient les LMIs :




Pj −G′
j −Gj G′

jAi G′
jFi 0n×p

⋆ −Pi C ′
iΩi [Ti −∆i] A′

iC
′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ −2Ti F ′
iC

′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ ⋆ −2Wj


 < 02n+2p, (3.19)

∀(i, j) ∈ I2N , alors, la fonction (3.11) est une fonction de Lyapunov pour le système (3.1)-(3.2)
et l’origine est globalement asymptotiquement stable pour toute séquence de commutation σ et
pour toutes les non-linéarités ϕi(·), i ∈ IN , qui vérifient la condition de secteur, ϕi(·) ∈ [0,Ωi].

�

Preuve 68 Si les inégalités (3.19) sont satisfaites, nous avons les relations Pj −G′
j −Gj < 0

et Pi > 0, ∀(i, j) ∈ I2N . Donc, la matrice Gj est de rang plein et on a :



−G′
jP

−1
j Gj G′

jAi G′
jFi 0n×p

⋆ −Pi C ′
iΩi [Ti −∆i] A′

iC
′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ −2Ti F ′
iC

′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ ⋆ −2Wj


 < 02n+2p. (3.20)

Si l’on applique le changement de base diag(G−1
j ; In+2p) suivi d’un complément de Schur [BEFB94],

on obtient l’inégalité


A′

i

F ′
i

0


Pj



A′

i

F ′
i

0



′

+



−Pi C ′

iΩi [Ti −∆i] A′
iC

′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ − 2Ti F ′
iC

′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ −2Wj


 < 0n+2p. (3.21)
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Notons que le vecteur (x′
k ϕ

′
i(yk) ϕ

′
j(yk+1))

′, de part la nature des non-linéarités ϕi(·) (∀i ∈
IN ), n’est nul que pour xk = 0. Multiplions l’inégalité (3.21) à droite par le vecteur (x′

k ϕ
′
i(yk)

ϕ′
j(yk+1))

′, à gauche par sa transposée, et en notant i = σ(k) et j = σ(k + 1), il vient alors :

δkV − 2SC(ϕσ(k+1)(·), yk+1,Wσ(k+1))− 2SC(ϕσ(k)(·), yk, Tσ(k)) < 0, ∀xk ∈ R
n\{0}. (3.22)

Comme les non-linéarités ϕσ(k+1)(yk+1) et ϕσ(k)(yk) vérifient la condition de secteur globale,
l’inégalité (3.22) définit un majorant pour la différence de Lyapunov . Cela implique : δkV < 0,
c’est-à-dire, la stabilité asymptotique de l’origine. �

Des conditions nécessaires pour la faisabilité des inégalités (3.19) sont établies dans
le théorème suivant.

Théorème 69 Si les inégalités (3.19) sont satisfaites, alors, les systèmes xk+1 = Aσ(k)xk et
xk+1 =

(
Aσ(k) + Fσ(k)Ωσ(k)Cσ(k)

)
xk sont stables quelle que soit la loi de commutation σ.

Preuve 70 Supposons que les inégalités (3.19) sont vérifiées, ∀(i, j) ∈ I2N . Elles impliquent
alors les inégalités (3.21). Ensuite, si l’on multiplie ces inégalités à droite par (In 0p×n 0p×n)

′

et à gauche par sa transposée, il vient

A′
iPjAi − Pi < 0n, ∀(i, j) ∈ I

2
N , (3.23)

en identifiant i = σ(k) et j = σ(k + 1), cela implique alors

A′
σ(k)Pσ(k+1)Aσ(k) − Pσ(k) < 0n. (3.24)

La condition (3.24) est une condition suffisante pour la stabilité du système xk+1 = Aσ(k)xk

pour toute loi de commutation σ, [DRI02].

Pour le deuxième cas particulier : ϕi(Cix) = ΩiCix, ∀i ∈ IN , on multiplie les inégali-
tés (3.21) par (In (ΩiCi)

′ (ΩjCj(Ai + FiΩiCi))
′)′ à droite et à gauche par sa transposée, et on

obtient, ∀(i, j) ∈ I2N ,

(Ai + FiΩiCi)
′Pj(Ai + FiΩiCi)− Pi+

2(Ai + FiΩiCi)
′C ′

jΩ
′
j∆jΩjCj(Ai + FiΩiCi)− 2C ′

iΩ
′
i∆iΩiCi < 0n. (3.25)

En identifiant i = σ(k) et j = σ(k+1) et en utilisant le raccourci P̃j = Pj+2C ′
jΩ

′
j∆jΩjCj ,

nous avons :

(Aσ(k) + Fσ(k)Ωσ(k)Cσ(k))
′P̃σ(k+1)(Aσ(k) + Fσ(k)Ωσ(k)Cσ(k))− P̃σ(k) < 0n. (3.26)

Cela implique que le système xk+1 =
(
Aσ(k) + Fσ(k)Ωσ(k)Cσ(k)

)
xk est stable, pour toute loi

de commutation σ. �

Dans le même esprit que le Chapitre 2, nous nous intéressons dans la section sui-
vante à l’étude d’une classe de systèmes plus générale.
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3.3 Systèmes Lur’e à commutations avec commande sa-

turée

Considérons le système à commutations défini par le modèle suivante :

xk+1 = Aσ(k)xk + Fσ(k)ϕσ(k)(yk) + Bσ(k)sat(uk), (3.27)
yk = Cσ(k)xk, (3.28)

où xk ∈ R
n, uk ∈ R

m, yk ∈ R
p et ϕσ(k)(yk) ∈ R

p sont respectivement le vecteur d’état,
l’entrée de commande, la sortie, et la non-linéarité du système (3.27)-(3.28). Les ma-
trices Ai, Bi, Ci et Fi ont des dimensions appropriées, ∀i ∈ IN . On suppose que les
hypothèses 64 et 65 sont satisfaites.

Concernant la limite des actionneurs, nous considérons la fonction de la saturation
normalisée, (définition 32, relation (1.54)). En outre, l’information sur le vecteur ρ ∈ R

m

sera supposée disponible.
La classe de loi de commande considérée pour le reste de ce chapitre est décrite

par :
uk = Kσ(k)xk + Γσ(k)ϕσ(k)(yk), (3.29)

où Kσ(k) est le gain de retour d’état linéaire commuté de dimension m×n et Γσ(k) est le
gain de retour de la non-linéarité active ϕσ(k) commuté de dimension m× p. La valeur
du signal de la non-linéarité active ϕσ(k)(yk) sera supposée connue, [ALK03].

Nous suivrons la méthodologie utilisée au Chapitre 2 de manière à ce que la satu-
ration d’entrée soit exprimée par une zone-morte : Ψ(uk) = uk − sat(uk). Le modèle en
boucle fermée est donné par :

xk+1 = Acl,σ(k)xk + F cl,σ(k)ϕσ(k)(yk)− Bσ(k)Ψ(uk), (3.30)

où Acl,i = Ai +BiKi et Fcl,i = Fi +BiΓi, ∀i ∈ IN .

Remarque 71 Les gains de la loi de commande (3.29) sont considérés être calculés afin de
garantir que les matrices des modes Acl,i et (Acl,i + Fcl,iΩiCi) soient stables, ∀i ∈ IN .

Ces conditions impliquent la stabilité asymptotique locale de chacun des modes
indépendamment. Il est connu que ces conditions sont uniquement nécessaires pour
étudier la stabilité asymptotique des systèmes à commutations arbitraires.

Définissons maintenant un ensemble dans lequel la zone morte Ψ(·) ∈ R
m vérifie

une condition de secteur généralisée locale. Pour des matrices Li ∈ R
m×(n+p), ∀i ∈ IN ,

considérons l’ensemble suivant :

S({Li}i∈IN , ρ) =
{
φ ∈ R

n+p;−ρ ≤ Liφ ≤ ρ, ∀i ∈ IN
}
. (3.31)

Lemme 72 Soient les matrices de dimension m×(n+p) : K̂σ = [Kσ Γσ] et Ĵσ = [J1,σ J2,σ], σ ∈
IN , et le signal uk est la loi de commande définie par (3.29). Si le vecteur x̂k = (x′

k ϕ′
σ(yk))

′

appartient à l’ensemble S({K̂σ − Ĵσ}σ∈IN , ρ), alors la non-linéarité du type zone-morte Ψ(uk)
satisfait la condition de secteur suivante

SCuk
= Ψ′(uk)U

−1
σ(k)

[
Ψ(uk)− J1,σ(k)xk − J2,σ(k)ϕσ(k)(yk)

]
≤ 0, ∀σ ∈ IN , (3.32)

pour des matrices diagonales définies positives Ui ∈ R
m×m, ∀i ∈ IN .
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3.4. Analyse de stabilité locale

Preuve 73 La preuve est une extension directe de [TPG06, Lemma 1].

Une fois que l’on a établi la formulation en boucle fermée des systèmes Lur’e à
commutations avec la commande saturée, nous présentons des méthodes fondées sur
des conditions suffisantes pour traiter les deux problèmes suivants :

Problème 74 (Analyse de stabilité locale) Étant donnés les gains Ki et Γi (i ∈ IN ) de la loi de
commande (3.29), et sous les hypothèses 64 et 65, déterminer une région dans l’espace d’état,
aussi grande que possible, incluse dans le bassin d’attraction B0 du système (3.30), afin de
conclure sur la stabilité asymptotique locale des lois de commutations quelconques.

Problème 75 (Commande en boucle fermée) Déterminer les gains de la loi de commande (3.29)
tels que le système Lur’e à commutations en boucle fermée avec la saturation (3.30) soit locale-
ment asymptotiquement stable pour toutes les lois de commutations, dans une région de l’espace
d’états initiaux aussi grande que possible incluse dans son bassin d’attraction B0.

Ces problèmes ont déjà été traités dans la littérature, en particulier avec une fonc-
tion de Lyapunov quadratique commutée [JCTD09, JCTD11]. Dans cette thèse, nous
allons utiliser la nouvelle fonction de Lyapunov introduite précédemment. Ainsi, l’es-
timation du bassin d’attraction ne sera plus donnée par une ellipsoïde ou l’intersection
d’ellipsoïdes, mais par la ligne de niveau LV (1), plus adaptée dans le cadre discret.

3.4 Analyse de stabilité locale

Cette section est dédiée à l’étude du problème 74.

Théorème 76 ([GJD12a]) Pour des matrices Ki ∈ R
m×n, Γi ∈ R

m×p, les gains de la loi
de commande (3.29), et pour des matrices diagonales définies positives Di ∈ R

m×m données
(∀i ∈ IN ), considérons comme variables : les matrices Gi ∈ R

n×n, J1,i ∈ R
m×n, J2,i ∈ R

m×p,
les matrices symétriques définies positives Pi ∈ R

n×n, les matrices diagonales semi-définies
positives ∆i ∈ R

p×p, les matrices diagonales définies positives Ri, Qi, Ti,Wi ∈ R
p×p, et un

scalaire µ. Si le problème d’optimisation suivant :

min
µ, Gi, Pi, J1,i, J2,i, Qi, Ri, Ti, Wi, ∆i

µ

sous les contraintes LMIs :




Pj −G′
j −Gj G′

jAcl,i G′
jFcl,i −G′

jBi 0n×p

⋆ −Pi C ′
iΩi [Ti −∆i] J ′

1,iDi A′
cl,iC

′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ − 2Ti J ′
2,iDi F ′

cl,iC
′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ ⋆ − 2Di −B
′
iC

′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −2Wj



<02n+2p+m,

(3.33)
∀(i, j) ∈ I2N ,



Pi C ′

iΩi [∆i −Qi] (Ki − J1,i)
′
(ℓ)

⋆ 2Qi (Γi − J2,i)
′
(ℓ)

⋆ ⋆ ρ2(ℓ)


 > 0n+p+1, ∀i ∈ IN ; ∀ℓ = 1, · · · ,m; (3.34)
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[
µIn − Pi −C

′
iΩi [Ri +∆i]

⋆ 2Ri

]
> 0n+p, ∀i ∈ IN , (3.35)

admet une solution, alors, le système (3.30) est localement asymptotiquement stable pour toutes
les séquences de commutations et une estimation du bassin d’attraction B0 du système (3.30)
est donnée par l’ensemble LV (1). �

Preuve 77 Supposons que les inégalités (3.33) sont vérifiées. On a Pj − G′
j − Gj < 0 et

Pi > 0. Donc, la matrice Gj est de rang plein et −G′
jP

−1
j Gj ≤ Pj − G′

j − Gj (voir [DB01]).
Cela implique :




−G′
jP

−1
j Gj G′

jAcl,i G′
jFcl,i −G′

jBi 0n×p

⋆ −Pi C ′
iΩi [Ti −∆i] J ′

1,iDi A′
cl,iC

′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ − 2Ti J ′
2,iDi F ′

cl,iC
′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ ⋆ − 2Di −B
′
iC

′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −2Wj



<02n+2p+m. (3.36)

Si l’on applique un changement de base diag(G−1
j ; In+2p+m) et en notant les variables U−1

i =
Di, suivi d’un complément de Schur, [BEFB94], on arrive à l’inégalité suivante




A′
cl,i

F ′
cl,i
−B′

i

0p,n


Pj




A′
cl,i

F ′
cl,i
−B′

i

0p,n




′

+




−Pi C ′
iΩi [Ti −∆i] J ′

1,iU
−1
i A′

cl,iC
′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ − 2Ti J ′
2,iU

−1
i F ′

cl,iC
′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ − 2U−1
i −B′

iC
′
jΩj [Wj +∆j]

⋆ ⋆ ⋆ −2Wj


 < 0n+2p+m.

(3.37)
En multipliant ces inegalités (3.37) à droite par (x′

k ϕ′
i(yk) Ψ

′(uk) ϕ
′
j(yk+1))

′ 6= 0, ∀xk ∈
R

n\{0} et à gauche par sa transposée, en identifiant i = σ(k) et j = σ(k + 1), il vient pour
tout xk 6= 0

δkV − 2SCuk
− 2SC(ϕσ(k+1)(·), yk+1,Wσ(k+1))− 2SC(ϕσ(k)(·), yk, Tσ(k)) < 0. (3.38)

Ensuite, on applique le complément de Schur sur les inégalités (3.34) par rapport au dernier
bloc et on obtient :
[
Pi C ′

iΩi [∆i −Qi]
⋆ 2Qi

]
−

1

ρ2(ℓ)

[
(Ki − J1,i)(ℓ)
(Γi − J2,i)(ℓ)

]′ [
(Ki − J1,i)(ℓ) (Γi − J2,i)(ℓ)

]
> 0n+p. (3.39)

On identifie K̂i et Ĵi comme définis dans le lemme 72, et on a ainsi :

[
Pi C ′

iΩi [∆i −Qi]
⋆ 2Qi

]
−

1

ρ2(ℓ)
(K̂i − Ĵi)

′
(ℓ)(K̂i − Ĵi)(ℓ) > 0n+p. (3.40)

On multiplie ces inégalités à droite par x̂k = ( x′
k ϕ′

i(yk) )′ et à gauche par sa transposée,
en tenant compte de i = σ(k), nous obtenons

V (σ(k); xk;ϕσ(k)(yk)) + 2SC(ϕσ(k)(·), yk, Qσ(k)) ≥
1

ρ2(ℓ)

∥∥∥(K̂σ(k) − Ĵσ(k))(ℓ)x̂k

∥∥∥
2

. (3.41)
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Comme la non-linéarité active ϕσ(k)(yk) vérifie la condition de secteur, on a

V (σ(k); xk;ϕσ(k)(yk)) ≥
1

ρ2(ℓ)

∥∥∥(K̂σ(k) − Ĵσ(k))(ℓ)x̂k

∥∥∥
2

, (3.42)

qui induit l’inclusion

LV (1) ⊂ S

({
(K̂σ − Ĵσ)

}
σ∈IN

, ρ

)
. (3.43)

Par conséquent, la condition de secteur généralisée (3.32), liée à la non-linéarité de type
zone-morte, est vérifiée dans l’ensemble LV (1).

En multipliant les inégalités (3.35) à gauche par le vecteur x̂0 = ( x′
0 ϕ′

i(Cix0) )′ et à
droite par sa transposée, avec i = σ(0), nous avons

µx′
0x0 + 2SC(ϕσ(0)(·), Cσ(0)x0, Rσ(0)) ≥ V (σ(0); x0;ϕσ(0)(Cσ(0)x0)). (3.44)

La non-linéarité ϕσ(0)(·) vérifie la condition de secteur (3.4), et ainsi elle nous permet de
conclure l’inclusion suivante :

E(µIn) ⊂ LV (1). (3.45)

L’inclusion (3.43) implique donc que la condition de secteur locale SCuk
≤ 0 pour la zone

morte est vérifiée à l’intérieur LV (1). Cette condition, combinée avec l’inégalité (3.38), implique
δkV < 0 (∀xk 6= 0). De là, la stabilité asymptotique est prouvée dans l’ensemble LV (1).

Finalement, en minimisant le scalaire µ, on a la maximisation du rayon de la boule E(µIn)
incluse dans LV (1), grâce à l’inégalité (3.44). �

Remarque 78 Comme les matrices Di sont fixées, ∀i ∈ IN , les inégalités (3.33) sont linéaires
en les variables d’optimisation, ∀(i, j) ∈ I2N . Les valeurs des matrices Di peuvent être définies
avec celles obtenues par l’algorithme de synthèse de commande, ∀i ∈ IN , par exemple dans
les travaux de [JCTD09]. Un autre choix pourrait être de définir Di = αiIm avec αi > 0
fixées, ∀i ∈ IN .

Pour réduire le conservatisme du théorème 76, considérer les matrices Di ∈ R
m×m comme

des variables d’optimisation est une possibilité. Cependant, les inégalités (3.33) deviennent des
BMIs qui sont non-convexes et présentent une complexité de calcul plus élevée.

Il faut noter que, contrairement à la section 2.5.2, la technique de recherche en ligne ne peut
pas être appliquée directement car, dans le cas ici traité, nous avons N scalaires αi. Définir les
matrices Di = αIm en considérant α > 0 commun entre tous les N sommets serait possible
mais le conservatisme apporté deviendrait plus élevé.

Une autre méthode capable de traiter des cas plus généraux en considérant les matrices Di ∈
R

m×m comme des variables d’optimisation (∀i ∈ IN ) est la méthode que nous présenterons dans
la section suivante. Nous traiterons le problème de synthèse de commande avec une approche
fondée sur des conditions suffisantes sous forme LMI. Cette méthode pourrait être appliquée
pour résoudre le problème 74.

Des exemples numériques sont présentés pour illustrer que le théorème 76 est ca-
pable d’estimer le bassin d’attraction du système (3.27)-(3.28), pour une loi de com-
mande fixée. Nous considérons que les gains de la loi de commande sont donnés par la
solution optimale de l’algorithme fondé sur la fonction quadratique commuté [JCTD09].
Cette méthode a considéré le rayon d’une boule E(µIn) incluse dans l’intersection des
ellipsoïdes comme le critère à optimiser. Nous pourrons comparer plus facilement les
valeurs obtenues.
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Exemple 79

Nous considérons le système (3.30) avec deux modes et n = 2, p = m = 1, ρ = 1.5,
Ω1 = 0.9, Ω2 = 1.9, et

A1 =

[
0.5 −0.3
0.5 −1.4

]
;A2 =

[
0.85 0.4
0.6 0.95

]
;B1 =

[
1.2
1.3

]
;B2 =

[
1.3
1.2

]
;

F ′
1 =

[
1.2 1.3

]′
;F2 =

[
1.3 1.2

]′
;C1 =

[
1 −0.9

]
;C2 =

[
−0.5 0.9

]
.

Les non-linéarités sont définies par :

ϕ1(y) = Ω1
y(1 + cos(20y))

2
; ϕ2(y) = Ω2

y(1 + e−0.5y2)

2
.

L’algorithme proposé par [JCTD09], utilisant la fonction quadratique commutée,
donne µ = 1.6573 avec les gains de la loi de commande suivants :

K1 =
[
−0.4774 1.1616

]
; Γ1 = −0.7476;

K2 =
[
−0.3928 −0.9251

]
; Γ2 = −0.792.

Ainsi, nous souhaitons estimer le bassin d’attraction de ce système en considérant la
méthode du théorème 76, en tenant compte des valeurs des matrices Di ∈ R

m×m obte-
nues par [JCTD09], D1 = 0.5185 et D2 = 0.6253. La valeur du critère µ = 1.1676 est asso-
ciée aux résultats numériques pour des variables : ∆1 = W1 = 0.075 ; R1 = 0.0893 ; Q1 =
0.2246 ; T1 = 0.2238 ; J2,1 = −0.1065 ; ∆2 = 2.5374.10−9; W2 = 2.5255.10−9 ; R2 =
2.4529.10−9 ; Q2 = 0.2741 ; T2 = 0.2471 ; J2,2 = −0.1502 ;

P1 =

[
0.1958 −0.2844
−0.2844 0.8665

]
;G1 =

[
0.2233 −0.194
−0.2681 0.9195

]
; J1,1 =

[
−0.2370 0.3967

]
;

P2 =

[
0.1238 −0.2152
−0.2152 1.1232

]
;G2 =

[
0.1240 −0.2153
−0.2160 1.1237

]
; J1,2 =

[
−0.0772 −0.4333

]
.

Si l’on compare des valeurs obtenues pour les critères d’optimisation des deux mé-
thodes, on souligne une amélioration de 40% par notre méthode. De plus, les deux
estimations sont tracées dans la Figure 3.5. LV (1) est représentée en ligne pleine et l’in-
tersection des ellipsoïdes de [JCTD09] en ligne tirets points. Aussi, nous avons tracé les
boules E(µIn) avec les rayons relatifs à chacune des valeurs des critères. Notre méthode
est représentée en ligne tirets et la méthode de la fonction quadratique commutée en
ligne tirets points.

Il est possible de voir que notre estimation est donnée par des ensembles non-
connexes avec une aire globale ALV (1) = 7.7459. Nous voyons que l’intersection des
ellipsoïdes donnée par [JCTD09] est incluse dans l’ensemble LV (1). Son aire calculée
est de AE = 4.5608 et cela représente une amélioration par notre méthode d’environ
69.84% pour l’estimation de B0.

Dans la Figure 3.5, nous avons représenté aussi une trajectoire du système (3.27)-
(3.28) en considérant une réalisation de loi de commutation arbitraire. La condition
initiale x0 (marqueur étoile-carré) se situe dans un des sous-ensembles de LV (1) non-
connecté à celui contenant l’origine. Il est possible de voir que cette trajectoire converge
vers l’origine.
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FIGURE 3.5 – Les ensembles non-connexes de LV (1) (ligne pleine) obtenue par le théo-
rème 76, l’intersection des ellipsoïdes de la méthode [JCTD09] (ligne tirets points). Les
boules E(µIn) relatives aux critères du théorème 76 (ligne tirets) et [JCTD09] (ligne ti-
rets points). Une trajectoire stable sous une réalisation de commutation arbitraire.

En adoptant la même idée que celle développée dans le Chapitre 2, nous allons
illustrer plus clairement la stabilité asymptotique liée à notre fonction de Lyapunov (3.11).
Dans une séquence des Figures 3.6-3.7-3.8-3.9, nous présentons respectivement la ligne
de niveau :

LV (γ = max{V (1; xk;ϕ1(yk)); V (2; xk;ϕ2(yk))}); pour k = 1; 2; 3; 4.
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FIGURE 3.6 – L’ensemble LV (1) (trait clair) et la ligne de ni-
veau LV (max{V (1; x1;ϕ1(y1)); V (2; x1;ϕ2(y1))}).

Pour mieux illustrer la stabilité asymptotique, chacune des figures contient la ligne
de niveau relative aux instants de temps concernés et son précédent :

– LV (max {V (1; xk;ϕ1(yk)); V (2; xk;ϕ2(yk))}) avec une ligne en trait forcé
– LV (max {V (1; xk−1;ϕ1(yk−1)); V (2; xk−1;ϕ2(yk−1))}) (LV (1) dans la Figure 3.6) avec

une ligne en trait clair.
Nous pouvons noter la caractéristique des régions qui diminuent et convergent vers
un ensemble unique autour de l’origine.
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FIGURE 3.7 – la ligne niveau : LV (max{V (1; x2;ϕ1(y2)); V (2; x2;ϕ2(y2))})
et LV (maxV (1; x1;ϕ1(y1)); V (2; x1;ϕ2(y1))) (trait clair).
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FIGURE 3.8 – la ligne niveau : LV (max{V (1; x3;ϕ1(y3)); V (2; x3;ϕ2(y3))})
et LV (max{V (1; x2;ϕ1(y2)); V (2; x2;ϕ2(y2))}) (trait clair).
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FIGURE 3.9 – la ligne niveau : LV (max{V (1; x4;ϕ1(y4)); V (2; x4;ϕ2(y4))})
et LV (max{V (1; x3;ϕ1(y3)); V (2; x3;ϕ2(y3))}) (trait clair).
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Exemple 80

Prenons, ensuite, le système Lur’e avec deux modes et n = 2 ; p = m = 1 ; ρ = 1.5 ;
Ω1 = 0.7 ; Ω2 = 1.3 ;

A1 =

[
0.4 0.4
0.2 1

]
;B1 =

[
0.5
0.5

]
;F1 =

[
1
1.2

]
;C1 =

[
0.9 0.5

]
;

A2 =

[
1.1 0.6
0.3 0.4

]
;B2 =

[
0.7
0.5

]
;F2 =

[
1.2
1

]
;C2 =

[
1 −0.7

]
.

Les non-linéarités sont les suivantes :

ϕ1(y) = 0.5Ω1y(1 + sin(30y)); ϕ2(y) = 0.5Ω2y(1 + cos(
100y

3
)).

La méthode pour la synthèse de commande de [JCTD09] fournit µ = 2.7140 et des
gains :

K1 =
[
−0.9267 −0.9892

]
; Γ1 = −1.1409;

K2 =
[
−1.7246 −0.5039

]
; Γ2 = −1.1890.

Nous allons trouver une estimation du bassin d’attraction en appliquant la méthode
du théorème 76. Les matrices Di ∈ R

m×m sont fixées avec les valeurs de l’algorithme
de synthèse de base : D1 = 1.3999 ; D2 = 1.5667.

Nous obtenons ainsi µ = 2.3789 pour notre critère et les valeurs numériques sui-
vantes sont trouvées : ∆1 = 1.6873.10−4 ; W1 = 1.6898.10−4 ; R1 = 0.7544 ; Q1 =
0.3398 ; T1 = 2.2586 ; ∆2 = 3.2434.10−9 ; W2 = 3.3328.10−9 ; R2 = 3.1983.10−9 ; Q2 =
0.8020 ; T2 = 0.2471 ; J2,1 = −0.8298 ; J2,2 = −0.1745 ;

P1 =

[
0.7160 0.3875
0.3875 0.6847

]
;G1 =

[
0.7164 0.3873
0.3872 0.6849

]
; J1,1 =

[
−0.0957 0.0654

]
;

P2 =

[
2.2972 −0.4086
−0.4086 0.3347

]
;G2 =

[
2.2981 −0.4107
−0.4091 0.3359

]
; J1,2 =

[
−0.7702 0.0233

]
.

Notre estimation (ligne pleine) et celle de la fonction quadratique commutée (ligne
tirets points) sont indiquées dans la Figure 3.10, ainsi que la plus grande boule E(µIn)
(ligne tirets), solution de notre problème d’optimisation. Aussi, nous avons représenté
les ellipsoïdes extérieure et intérieure : E(Pi, 1), E(Pi +2C ′

iΩ
′
i∆iΩiCi, 1), pour i ∈ I2. On

observe que les valeurs numériques des matrices ∆i, (i = {1; 2}) nous mènent à une
estimation LV (1) qui correspond à l’intersection de ces ellipsoïdes.

Si l’on calcule l’aire des deux régions :ALV (1) = 2.6135 etAE = 1.8957 pour [JCTD09],
on peut conclure que l’estimation du bassin d’attraction a augmenté d’environ 37.87%.
De plus, nous avons considéré la trajectoire de ce système sous une réalisation de loi
de commutation arbitraire. La condition initiale x0 = (−0.23; 1)′ n’appartient pas à l’es-
timation de [JCTD09]. Il est possible de voir que la trajectoire converge vers l’origine.
Donc, cela indique que notre méthode peut être aussi employée pour améliorer une
estimation obtenue par l’intersection des ellipsoïdes.
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FIGURE 3.10 – L’ensemble LV (1) donné par le théorème 76 (ligne pleine) contenant
l’estimation donné par la méthode de [JCTD09] (ligne tirets points en trait forcé). Les
ellipsoïdes extérieures et intérieures et la boule E(µIn) ⊂ LV (1). Une trajectoire associée
à x0 = (−0.23; 1)′, située en dehors de l’estimation [JCTD09].

3.5 Synthèse de loi de commande commutée

Cette section développe une méthode pour résoudre le problème 75. Cette méthode
utilise la fonction V (i; x;ϕi(Cix)) et permet de fournir une estimation du bassin d’at-
traction. Selon la remarque 78, ce problème est directement donné sous une forme BMI.
Ainsi, nous allons étendre la technique de linéarisation de la Section 2.6.2 au cadre des
systèmes à commutations afin d’obtenir des conditions suffisantes sous forme LMI.
Introduisons les notations :

M′
2,i,j =

[
0p×n −ΩjCj(Ai +BiKi) −ΩjCj(Fi +BiΓi) ΩjCjBiUi Ip

]
, (3.46)

M0,i,j =




Pj 0n 0n×p 0n×m 0n×p

⋆ −Pi C ′
iΩi [Ti −∆i] J ′

1,i 0n×p

⋆ ⋆ − 2Ti J ′
2,i 0p

⋆ ⋆ ⋆ − 2Ui 0m×p

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ 2∆j



;M1,i =




In
−(Ai +BiKi)

′

−(Fi +BiΓi)
′

U ′
iB

′
i

0p×n



. (3.47)

Théorème 81 ([GJD12a]) S’il existe des matricesFG,i, XG,i ∈ R
n×n, Ki, J1,i ∈ R

m×n, Γi, J2,i ∈
R

m×p, des matrices symétriques définies positives Pi ∈ R
n×n, des matrices diagonales semi-

définies positives ∆i ∈ R
p×p ; des matrices diagonales définies positives XΘ,i,FΘ,i, Ri, Qi, Ti ∈

R
p×p, Ui ∈ R

m×m, ∀i ∈ IN , et un scalaire µ solutions du problème d’optimisation convexe
suivant :

min
µ, FG,i, XG,i, Pi, Ki, J1,i,Γi, J2,i, Qi, Ri, Ti, Ui, FΘ,i, XΘ,i, ∆i

µ

sous les contraintes LMIs : (3.34), (3.35) et
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


M0,i,j −He
(
diag[XG,j; 0(n+p+m); XΘ,j]

)
⋆ ⋆

M′
1,i − (XG,j + F

′
G,j)

[
In 0n×(n+2p+m)

]
−He (FG,j) ⋆

M′
2,i,j − (XΘ,j + F

′
Θ,j)

[
0(2n+2p+m)×p Ip

]
0p×n −He (FΘ,j)



< 03n+3p+m,

(3.48)

∀(i, j) ∈ I2N , alors les gains de la loi de commande (3.29) sont directement déterminés, et
l’ensemble LV (1) est une estimation du bassin d’attraction B0 en assurant la stabilité locale
asymptotique pour toutes lois de commutations possibles. �

Preuve 82 On note que les inégalités (3.34), (3.35) sont déjà des LMIs et restent les mêmes que
celles du théorème 76. Donc, nous les reconsidérons dans notre méthode pour faire la synthèse
de commande. Elles impliquent alors les inclusions (3.43)-(3.45), respectivement.

Supposons, maintenant, que les inégalités (3.48) sont vérifiées, ∀(i, j) ∈ I2N . Donc, cela
signifie qu’il existe des multiplieurs matriciels avec la structure particulière

Fj =







In
0(n+2p+m)×n

In
0p×n


FG,j




0(2n+p+m)×p

Ip
0n×p

Ip


FΘ,j


 , (3.49)

où nous choisissons des matrices FG,j ∈ R
n×n de rang plein, et des matrices FΘ,j ∈ R

p×p

diagonales définies positives, ∀j ∈ IN . Ces multiplieurs alors vérifient, ∀(i, j) ∈ I2N , les
inégalités



M0,i,j ⋆ ⋆
M′

1,i 0n ⋆
M′

2,i,j 0p×n 0p


+He

(
Fj

[
NGj

−In 0n×p

NΘj
0p×n −Ip

])
< 03n+3p+m, (3.50)

avec la notation NGj
=
[
−Gj; 0n×(m+2p+n);

]
; NΘj

=
[
0p×(m+2n+p);−Θj

]
.

En se fondant sur le lemme de Finsler (voir lemme 60), l’existence des multipleurs solutions
des inégalités (3.50), ∀ (i, j) ∈ I2N , implique

[
I2n+2p+m N ′

Gj
N ′

Θj

]


M0,i,j ⋆ ⋆
M′

1,i 0n ⋆
M′

2,i,j 0p×n 0p





I2n+2p+m

NGj

NΘj


 < 02n+2p+m. (3.51)

Cette relation est obtenue grâce à la propriété :

[
NGj

−In 0n×p

NΘj
0p×n −Ip

]

I2n+2p+m

NGj

NΘj


 = 0(n+p)×(2n+2p+m), ∀j ∈ IN . (3.52)

Ensuite, les inégalités (3.51) peuvent être réécrites sous la forme :

M0,i,j +M1,iNGj
+N ′

Gj
M′

1,i +M2,i,jNΘj
+N ′

Θj
M′

2,i,j < 02n+2p+m. (3.53)
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Si l’on remplace les matrices par bloc comme définies dans les relations (3.46)-(3.47), nous
pouvons identifier que les inégalités (3.53) sont équivalentes, ∀(i, j) ∈ I2N à




Pj −Gj −G′
j G′

jAcl,i G′
jFcl,i −G′

jBiUi 0n×p

⋆ −Pi C ′
iΩi [Ti −∆i] J ′

1,i A′
cl,iC

′
jΩjΘj

⋆ ⋆ − 2Ti J ′
2,i F ′

cl,iC
′
jΩjΘj

⋆ ⋆ ⋆ − 2Ui −UiB
′
iC

′
jΩjΘj

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ −2 [Θj −∆j]



< 02n+2p+m.

(3.54)
Nous avons, donc, que le dernier bloc diagonal Θj−∆j est défini positif, cela implique Wj >

0p, ∀j ∈ IN .
Enfin, si nous appliquons le changement de base diag(I2n+p ; U−1

i ; Ip) sur (3.54), nous
récupérons l’inégalité (3.33). Nous pouvons conclure que le théorème 81 fournit une solution
pour le problème 75 en considérant que cette preuve se termine de la même manière que celle du
théorème 76. �

Remarque 83 Pour linéariser nos inégalités matricielles, nous avons utilisé le lemme de Fins-
ler. Pour cela, nous avons choisi une structure particulière pour les matrices des multiplieurs.
Il est important de noter que ce lemme originalement devrait être appliqué sur chacune des in-
égalités (3.54) de notre problème de synthèse. Donc, nous aurions dû considérer l’existence de
2N multiplieurs Fi,j ∈ R

(3n+3p+m)×(n+p). En revanche, pour obtenir des conditions suffisantes
sous une forme LMI, nous avons eu besoin d’un nombre plus petit de multiplieurs, N , qui sont
représentés dans le théorème 81 par l’index j ∈ IN , Fj ∈ R

(3n+3p+m)×(n+p).

On reprend l’exemple 80 de la section 3.4, où on s’intéresse, maintenant, à déve-
lopper la synthèse de commande. Nous utiliserons notre résultat établi dans le théo-
rème 81 et nous pourrons ainsi illustrer des caractéristiques intéressantes de notre fonc-
tion de Lyapunov quand elle est employée dans ce cadre-là.

Exemple 84 Synthèse de commande sur l’exemple 80

Nous avons résolu le problème d’optimisation proposé dans le théorème 81, en ob-
tenant la valeur numérique pour le critère µ = 2.5616. Les gains de la loi de commande
sont donnés par :

K1 =
[
−0.7629 −1.0419

]
; Γ1 = −1.2636;

K2 =
[
−1.2708 −0.7399

]
; Γ2 = −1.4744.

Pour les autres variables d’optimisation, les valeurs suivantes sont trouvées : U1 =
0.6573 ; T1 = 1.3481 ; Q1 = 0.0560 ; ∆1 = 0.3926 ; R1 = 0.8436 ; XΘ,1 = 0.8770 ; FΘ,1 =
1.0867 ; J1,1 =

[
0.0378 0.0319

]
; J2,1 = −0.8559 ; U2 = 0.6253 ; T2 = 0.4331 ; Q2 =

0.5132 ; ∆2 = R2 = 0.3977 ; XΘ,2 = 0.8021 ; FΘ,2 = 1.0068 ; J2,2 = −0.4219 ; J1,2 =[
−0.3270 −0.1857

]
;

P1 =

[
0.4909 0.1829
0.1829 0.6736

]
;FG,1 =

[
1.2252 −0.000
−0.1631 1.1369

]
;XG,1 =

[
0.7164 0.1828
0.0094 0.8106

]
;

P2 =

[
1.0390 0.3913
0.3913 0.2105

]
;FG,2 =

[
0.9562 −0.1607
−0.2312 1.3810

]
;XG,2 =

[
0.9951 0.2307
0.1603 0.5910

]
.
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3.5. Synthèse de loi de commande commutée

Dans les Figures 3.11, 3.12, nous pouvons illustrer le rapport entre les ensembles
{x ∈ R

n;V (i; x;ϕi(Cix) ≤ 1} ; i = 1; 2 ; et notre estimation LV (1). La ligne de niveau
relative à chacune des fonctions indépendamment est représentée par une ligne en trait
forcé et notre ensemble LV (1) par une ligne en trait clair.
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FIGURE 3.11 – La ligne de niveau de notre fonction associée au mode 1 : {x ∈
R

n;V (1; x;ϕ1(C1x) ≤ 1} et l’ensemble LV (1) (trait clair).
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FIGURE 3.12 – La ligne de niveau de notre fonction associée au mode 2 : {x ∈
R

n;V (2; x;ϕ2(C2x) ≤ 1} et l’ensemble LV (1) (trait clair).

L’ensemble LV (1) est ainsi déterminé par l’intersection des ensembles suivants :

{x ∈ R
n;V (1; x;ϕ1(C1x) ≤ 1} ∩ {x ∈ R

n;V (2; x;ϕ2(C2x) ≤ 1}.

Notre estimation du bassin d’attraction qui dépend des non-linéarités est représentée
par une ligne pleine dans la Figure 3.13. Les lignes en trait clair décrivent chacun des
ensembles relatifs à des fonctions associées aux modes.
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FIGURE 3.13 – L’ensemble LV (1) (trait forcé) résultant de l’intersection des deux lignes
de niveau : {x ∈ R

n;V (1; x;ϕ1(C1x) ≤ 1} ∩ {x ∈ R
n;V (2; x;ϕ2(C2x) ≤ 1}.

Nous calculons l’aire de notre estimationALV (1) = 3.1516. Cela représente une aug-
mentation d’environ 66% par rapport à la région donnée par la synthèse de [JCTD09]
et 24% par rapport à notre estimation donnée par le théorème 76.

Ensuite, afin de mettre en évidence l’efficacité de notre méthode de synthèse, nous
considérons deux différentes conditions initiales x1

0 = (−1.05; 1.05)′ et x2
0 = (1.17; −0.62)′

situées dans les sous-ensembles de LV (1) non-connexes. Chacune des trajectoires est
sujet à deux réalisations différentes de loi de commutation arbitraire, et elles sont repré-
sentées dans la Figure 3.14. La plus grande boule E(µIn) ⊂ LV (1) (ligne tirets) associée
à notre critère d’optimisation est aussi tracée.
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FIGURE 3.14 – L’ensemble LV (1) déterminé dans la méthode du théorème 81. Deux tra-
jectoires asymptotiquement stables sous deux réalisations de commutation arbitraire.

Nous évaluons les trajectoires générées par le système (3.30) à partir de conditions
initiales appartenant à une région d’espace d’état :−2.5 ≤ x0,(1) ≤ 2.5 et−2.5 ≤ x0,(2) ≤
2.5 (même l’ensemble LV (1)). Nous avons utilisé une grille de pas 0.01 sur cette région
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pour évaluer les trajectoires. Nous avons réalisé cette analyse en considérant des lois
de commutations particulières :

1) σ(2k) = 1; σ(2k + 1) = 2; ∀k ∈ N, une commutation périodique qui commence par
le mode 1 ;

2) σ(k) = 1 ∀k ∈ N, une situation dans laquelle seulement le mode 1 reste actif ;

3) σ(2k) = 2; σ(2k + 1) = 1; ∀k ∈ N, une commutation périodique qui débute par le
mode 2 ;

4) σ(k) = 2 ∀k ∈ N, où nous n’avons que le mode 2 actif.

Le résultat de ce quadrillage est donné dans les Figures 3.15, 3.16 et 3.17. Il est pos-
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FIGURE 3.15 – L’ensemble LV (1) (ligne pleine) et des conditions initiales x0 =
(x0,(1); x0,(2))

′ associées à des trajectoires instables pour les lois de commutation : 1)
(’+’) et 2) (’×’).

sible de voir que les lois de commutation qui activent le mode 2 ont plusieurs condi-
tions initiales pour lesquelles le système est instable. En effet, notre intérêt à tenter
de répondre à la question sur le conservatisme de notre estimation est mis en évidence
dans la Figure 3.17. Nous remarquons qu’il existe plusieurs points associés à différentes
lois de commutation se situant entre les ensembles non-connexes de LV (1) déterminé
par le théorème 81.

Les points qui remplissent les régions non-connexes de notre estimation indiquent
que notre fonction V (i; x;ϕi(Cix)) est appropriée pour estimer le bassin d’attraction du
système considéré. Ainsi, nous avons illustré une caractéristique remarquable de notre
fonction et sa ligne de niveau LV (1) qui est de fournir une estimation de B0 bien adap-
tée à la forme du bassin d’attraction de ce système sous une commutation arbitraire.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré plusieurs classes des systèmes non-linéaires
à commutations arbitraires en temps discret. En premier, nous avons étudié des sys-
tèmes à commutations où chacun des modes est un sous-système du type Lur’e. Par
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FIGURE 3.16 – L’ensemble LV (1) (ligne pleine) et des conditions initiales x0 =
(x0,(1); x0,(2))

′ associées à des trajectoires instables pour les lois de commutation : 1)
(’+’) ; 2) (’×’) et 3) ( ’o’).
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FIGURE 3.17 – L’ensemble LV (1) (ligne pleine) et la région ombreuse décrit toutes les
conditions initiales x0 = (x0,(1); x0,(2))

′ associées à des trajectoires instables pour les 4
lois de commutation considérées : 1) (’+’) ; 2) (’×’) ; 3) ( ’o’) et 4) (étoile).

conséquent, ce système présente des non-linéarités du type secteur qui commutent
aussi. Ainsi, nous avons proposé des résultats concernant l’analyse de stabilité glo-
bale, le théorème 67, pour toutes les lois de commutation possibles. Ce problème peut
être vu comme l’extension du problème Lur’e en temps discret traité dans le Chapitre 2
au cadre des systèmes à commutations.

Notre fonction de Lyapunov nous a servi aussi pour traiter le problème d’analyse
de stabilité locale quand le système Lur’e à commutations arbitraires est contraint par
une commande saturée. Nous avons proposé une méthode, le théorème 76, fondée sur
notre fonction, afin d’obtenir une estimation du bassin d’attraction de ces systèmes
moins conservative que celle fondée sur les travaux de [JCTD09].

Enfin, nous avons étudié le problème de synthèse de commande pour cette classe
de systèmes. Le résultat est donné sous forme BMI. Nous avons présenté l’extension
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de la technique de linéarisation dans la Section 3.5. Ainsi, nous avons réussi à obte-
nir des conditions suffisantes sous forme LMI en appliquant le lemme de Finsler. Ces
conditions ont été, ensuite, considérées comme contraintes d’un problème d’optimi-
sation convexe proposé dans le théorème 81. Nous avons mis en évidence un aspect
intéressant de notre fonction de Lyapunov. L’estimation donnée par la ligne de niveau
de notre fonction est bien adaptée au bassin d’attraction des systèmes Lur’e à commu-
tations arbitraires avec la commande saturée.

Le chapitre suivant traitera des mêmes classes de systèmes Lur’e à commutations
mais sous une autre hypothèse pour la loi de commutation. Elle sera alors considérée
comme une composante des entrées de commande.
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Chapitre 4

Stabilisation par loi de commutation de
systèmes à commutations et à modes

non-standards

Dans le Chapitre 3, nous avons introduit le problème de Lur’e dans le cadre des
systèmes à commutations. Nous allons maintenant supposer que la loi de commuta-
tion est une variable de commande. Ainsi, nous utiliserons la stratégie de commuta-
tion du type "min-switching", introduite dans [WD97, Lib03]. Elle sera fondée sur les
inégalités de Lyapunov-Metzler déjà utilisée dans la littérature pour garantir qu’un
système linéaire à commutations vérifie certaines propriétés comme la stabilité et des
aspects de performance, [GC06a, GC06b, GBC08, GD09, DGD10a, DGD10b, DGD11].
Les approches proposées dans ces références se sont toujours fondées sur les fonctions
quadratiques commutées. Nous, en revanche, avons fait le choix de développer une
méthode de stabilisation d’une famille de systèmes Lur’e qui commutent en explorant
notre nouvelle fonction de Lyapunov du type Lur’e, car elle tient compte des non-
linéarités modales et donc, est plus adaptée à la nature non-linéaire de ces systèmes.

Le deuxième problème étudié dans l’ensemble de ce chapitre sera la synthèse de
loi de commutation en présence de saturations. La stabilisation des systèmes à com-
mutations avec des contraintes de saturation fut traitée plutôt lorsque les modes sont
linéaires avec un retour linéaire commuté, [LL08]. La stratégie de commutation est
fondée sur les fonctions quadratiques composées (en anglais composite quadratic func-
tions). Cette approche peut aussi être vue comme une stratégie du type "min-switching".
Cette référence modélise la saturation d’un retour linéaire commuté comme étant in-
cluse dans l’enveloppe convexe défini par les gains de la commande et des gains
auxiliaires, une formulation qui est aussi utilisée dans la littérature [HL01, HLC02b,
HLC02a, CL03]. En revanche, nous garderons la méthodologie de ce manuscrit en mo-
délisant la saturation par une zone-morte qui vérifie une condition de secteur géné-
ralisée, [CTQ08]. Ainsi, nous allons résoudre notre problème de stabilisation locale en
explorant notre fonction de Lyapunov du type Lur’e commutée. Une méthode de syn-
thèse de loi de commutation sera proposée afin de maximiser une estimation du bas-
sin d’attraction. Dans ce cadre, nos résultats s’avèrent intéressants sur deux aspects.
D’une part, notre estimation sera définie par l’union des lignes de niveau des fonc-
tions Lur’e modales, et elle pourra être composée par des ensembles non-connexes
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et non-convexes. D’autre part, notre stratégie de commutation sera capable de rendre
l’origine de ce système asymptotiquement stable même dans le cas où chaque mode
n’est pas stable en boucle fermée.

Dans l’ensemble de ce chapitre, nous présenterons des travaux de recherche déve-
loppés dans les publications suivantes : [JGD12b] et [JGD12a].

4.1 Systèmes Lur’e à commutations en temps discret

Dans cette section, nous rappelons la définition d’un système Lur’e à commutations
en temps discret, composé par N modes, (N ≥ 1) :

xk+1 = Aσ(k)xk + Fσ(k)ϕσ(k)(yk), (4.1)
yk = Cσ(k)xk, (4.2)

où xk ∈ R
n et yk ∈ R

p sont respectivement l’état et la sortie du système (4.1)-(4.2). Les
matrices Ai, Fi et Ci ont des dimensions appropriées, ∀i ∈ IN .

Les fonctions ϕi(·) sont les non-linéarités associées à chacun des modes i ∈ IN . La
valeur actuelle de la non-linéarité active ϕσ(k)(yk) est supposée disponible comme un
signal, [ALK03]. De plus, les non-linéarités modales vérifient l’hypothèse 65, et donc,
chacune satisfait sa propre condition de secteur, ∀i ∈ IN :

SC(ϕi(·), y,Λi) = ϕ′
i(y)Λi[ϕi(y)− Ωiy] ≤ 0, ∀y ∈ R

p. (4.3)

Dans le cadre de ce chapitre, la loi de commutation σ : N 7→ IN sera considérée
comme une composante de la variable de commande, en choisissant le mode actif à
chaque instant de temps. Nous nous trouvons dans le cadre du troisième problème
de base de systèmes à commutations, [LM99]. Ainsi, la première partie de ce chapitre
s’attache à proposer une méthode pour trouver une solution pour le problème suivant :

Problème 85 Considérons le système Lur’e à commutations (4.1)-(4.2). Sous l’hypothèse 65,
pour les non-linéarités modales, synthétiser une loi de commutation dépendante de l’état

σ(k) = g(xk) (4.4)

qui garantit que l’origine est globalement asymptotiquement stable.

La synthèse de loi de commutation stabilisante sera, au cours de ce chapitre, princi-
palement fondée sur une stratégie du type "min-switching", [GC06b, DGD10a, Ger10],
et en utilisant une fonction de Lyapunov du type Lur’e :

V min :

{
R

n −→ R,
x 7−→ min

i∈IN
V (i; x;ϕi(Cix)).

(4.5)

Cette fonction V min est déterminée en considérant le minimum des fonctions mo-
dales V (i; x;ϕi(Cix)) sur tous les modes. Du fait du nombre fini de modes, elle hérite
de toutes les propriétés basiques de notre fonction du type Lur’e commutée, listées
dans la Section 3.1.2, c’est-à-dire :
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– V min(x) ≥ 0, ∀x ∈ R
n,

– V min(x) = 0 implique x = 0,
– V min est radialement non-bornée.

Nous introduisons la ligne de niveau de la fonction V min(·), associée à un certain
γ > 0, en définissant

LV min(γ) = {x ∈ R
n;V min(x) ≤ γ} . (4.6)

Cette ligne de niveau LV min(γ) peut être reformulée comme l’union suivante [HL03] :

LV min(γ) =
⋃

j∈IN

{x ∈ R
n;V (j; x;ϕj(Cjx)) ≤ γ} . (4.7)

Remarque 86 Cette ligne de niveau LV min sera explorée par la suite dans le cadre de l’esti-
mation du bassin d’attraction de systèmes Lur’e à commutations avec un retour non-linéaire
saturé. Il est important de noter que l’union des lignes de niveau des fonctions modales (4.7)
peut être utilisée dans le cas où la loi de commutation σ est une commande. Cette approche
ne peut pas être appliquée dans le cadre du Chapitre 3, quand la commutation est arbitraire.
Dans ce cadre-là, nous devons toujours considérer la ligne de niveau donnée par l’intersection
définie dans la relation (3.16) et qui est directement liée à la valeur maximale des fonctions
modales Vmax(x) = max

i∈IN
V (i; x;ϕi(Cix)).

Parmi la classe de matrices de Metzler définie dans le Chapitre 1 (définition 9), nous
rappelons la sous-classe qui nous intéresse pour formuler nos méthodes de synthèse
de loi de commutation :

Md =

{
Π ∈ R

N×N , πii ≥ 0,
∑

ℓ∈IN

πℓi = 1, ∀i ∈ IN

}
. (4.8)

Nous utiliserons, aussi, la notation suivante (P )p,i =
∑

ℓ∈IN πℓiPℓ, pour la combinai-
son convexe des matrices définies positives Pi où les pondérations sont des éléments
de la matrice de Metzler Π ∈Md.

Dans la section suivante, nous proposerons des conditions suffisantes pour assurer
que notre fonction V min soit décroissante le long des trajectoires du système Lur’e à
commutations.

4.2 Synthèse de loi de commutation stabilisante

Cette section propose des méthodes fondées sur des conditions suffisantes afin de
résoudre le problème 85 en s’appuyant sur notre fonction V min.

Théorème 87 [JGD12b] Considérons le système (4.1)-(4.2) et supposons qu’il existe une ma-
trice de Metzler Π ∈Md ; des matrices symétriques définies positives Pi ∈ R

n×n, des matrices
diagonales semi-définies positives ∆i ∈ R

p×p et des matrices diagonales définies positives Ti,
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Wi ∈ R
p×p, (i ∈ IN ), telles que les inégalités de Lyapunov-Metzler

A
′
i(P )p,iAi +He(A′

i(C
′Ω∆E)p,i)−

∑

q∈IN

(
2E′

qWqEq −He(E′
qWqΩqCqAi)

)

−




Pi ⋆ ⋆
(∆i − Ti)ΩiCi 2Ti ⋆

0Np×n 0Np×p 0Np


 < 0n+(N+1)p, (4.9)

sont satisfaites ∀i ∈ IN , avec les notations suivantes :

Ai = [ Ai Fi 0n×Np ]; (4.10)
Ei = [ 0p×(n+ip) Ip 0p×(N−i)p ]; (4.11)

alors la fonction V min est une fonction de Lyapunov pour le système Lur’e à commutations (4.1)-
(4.2) et la stratégie de commutation du type :

σ(k) ∈ arg min
i∈IN

V (i; xk;ϕi(Cixk)) (4.12)

garantit que l’origine est globalement asymptotiquement stable.
�

Preuve 88 La preuve de la stabilité globale asymptotique consiste à montrer que la fonction V min

est strictement décroissante le long des trajectoires du système Lur’e à commutations (4.1)-
(4.2). Donc, notons le vecteur d’état augmenté

zk =




xk

ϕi(Cixk)
ϕ1(C1xk+1)

...
ϕN(CNxk+1)



∈ R

(n+(N+1)p). (4.13)

Le vecteur zk est composé de l’état du système à l’instant courant k, de la non-linéarité
active en k et de toutes les non-linéarités possibles à l’instant k + 1.

En tenant compte de la notation auxiliaire (4.10), le système (4.1)-(4.2) peut être réécrit
sans perte de généralité sous la forme suivante

xk+1 = Aσ(k)zk. (4.14)

De part la structure des matrices (4.11), nous avons aussi que les non-linéarités modales
évaluées à l’instant k+1 sont directement données par la relation ϕj(Cjxk+1) = Ejzk, ∀j ∈ IN .

Nous pouvons, par conséquent, réécrire la condition de secteur évaluée à l’instant k + 1,
relative à des non-linéarités pour les modes q ∈ IN

− 2ϕ′
q(Cqxk+1)Wq[ϕq(Cqxk+1)− ΩqCqxk+1] ≥ 0, (4.15)

sous la forme équivalente suivante

− 2z′kE
′
qWq(Eq − ΩqCqAi)zk = −z′k

(
2E′

qWqEq −He(E′
qWqΩqCqAi)

)
zk ≥ 0, (4.16)
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où Wq sont des matrices diagonales définies positives ∀i ∈ IN .

Ensuite, considérons la fonction V min(xk+1)

V min(xk+1) = min
j∈IN

V (j; xk+1;ϕj(Cjxk+1))

= min
j∈IN

z′k(A
′
iPjAi +He

(
A

′
iC

′
jΩj∆jEj)

)
zk; (4.17)

et pour laquelle, nous pouvons définir un majorant à l’aide de toutes les conditions de sec-
teur (4.15), celui-ci est alors donné par :

V min(xk+1) ≤ min
j∈IN

z′k

(
A

′
iPjAi +He(A′

iC
′
jΩj∆jEj)

−
∑

q∈IN

(
2E′

qWqEq −He(E′
qWqΩqCqAi)

))
zk. (4.18)

Il est important de noter que les minima des relations (4.17) et (4.18) sont atteints par le
même ensemble des modes parmi ceux appartenant à IN . Ainsi, en tenant compte du lemme 11,
ce dernier minimum est équivalent à :

V min(xk+1) ≤ min
λ ∈ R

N

λj ≥ 0;
λ′1N = 1

∑

j∈IN

λjz
′
k

(
A

′
iPjAi +He(A′

iC
′
jΩj∆jEj)

−
∑

q∈IN

(
2E′

qWqEq −He(E′
qWqΩqCqAi)

))
zk. (4.19)

Nous savons que chacune des colonnes de la matrice de Metzler Π ∈ Md appartient au
simplex unité, nous avons que l’inégalité suivante est satisfaite

V min(xk+1) ≤ z′k

(
A

′
i(P )p,iAi +He(A′

i(C
′Ω∆E)p,i)

−
∑

q∈IN

(
2E′

qWqEq −He(E′
qWqΩqCqAi)

))
zk. (4.20)

Ainsi, grâce à la propriété des matrices de Metzler Π et les inégalités (4.9), le majorant pour
la fonction V min(xk+1) devient

V min(xk+1) < z′k




Pi ⋆ ⋆
(∆i − Ti)ΩiCi 2Ti ⋆

0Np×n 0Np×p 0Np


 zk,

qui peut être reformulé sous la forme suivante

V min(xk+1)− V min(xk)− 2SC(ϕσ(k)(yk), yk, Tσ(k)) < 0. (4.21)

Pour tous les modes qui peuvent être actifs à l’instant k + 1, la stratégie de commuta-
tion (4.12) assure que la différence V min(xk+1) − V min(xk) est strictement négative et donc la
stabilité asymptotique est prouvée. �
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Remarque 89 La stratégie de commutation (4.12) définit, à chaque instant de temps k, l’en-
semble des modes relatifs à arg min

i∈IN
V (i; ·; ·), un sous-ensemble de IN . Si ce sous-ensemble n’est

pas réduit à un singleton, nous avons plusieurs possibilités. Il est possible de choisir comme
mode actif n’importe quel mode appartenant à ce sous-ensemble.

Dans le même esprit que la Section 3.2, nous pouvons extraire des conditions né-
cessaires pour la faisabilité des inégalités de Lyapunov-Metzler (4.9) du théorème 87.
Elles sont décrites en considérant les cas particuliers relatifs aux non-linéarités modales
pour chacun des modes i ∈ IN : ϕi(Cix) = ΩiCix et ϕi(Cix) = 0 (∀i ∈ IN ).

Théorème 90 Supposons que les inégalités de Lyapunov-Mezler (4.9) sont vérifiées ∀i ∈ IN .

Donc nous avons que les matrices π
1
2
iiAi et π

1
2
ii (Ai +BiΩiCi) sont du type Schur, ∀i ∈ IN .

�

Preuve 91 Du premier bloc diagonal de nos inégalités (4.9), il vient

A′
i(P )p,iAi − Pi < 0n, (4.22)

qui peut être réécrite comme

(
π

1
2
iiAi

)′
Pi

(
π

1
2
iiAi

)
− Pi < −A

′
i

(
∑

j∈IN ,j 6=i

πjiPj

)
Ai ≤ 0n. (4.23)

Cela implique alors la stabilité asymptotique de chacun des sous-systèmes xk+1 = π
1
2
iiAixk

(∀i ∈ IN ) en notant que πii est un élément de la matrice de Metzler Π ∈Md. Ce cadre peut être
considéré comme le cas particulier pour toutes les non-linéarités modales : ϕi(Cix) = 0, ∀i ∈
IN .

Ensuite nous considérerons l’autre cas particulier qui correspond à la borne supérieure pour
les conditions de secteurs modales (ϕi(Cix) = ΩiCix). Donc, nous définissons le vecteur sui-
vant :

zk = Mixk =




In
ΩiCi

Ω1C1(Ai + FiΩiCi)
...

ΩNCN(Ai + FiΩiCi)



xk. (4.24)

Nous multiplions l’inégalité (4.9) à droite par la matrice Mi de (4.24) et à gauche par sa
transposée et nous obtenons

(Ai + FiΩiCi)
′(P + 2C ′Ω∆ΩC)p,i(Ai + FiΩiCi) − (Pi + 2C ′

iΩi∆iΩiCi) < 0n. (4.25)

De là, il vient

(Ai + FiΩiCi)
′(πii(Pi + 2C ′

iΩi∆iΩiCi))(Ai + FiΩiCi)− (Pi + 2C ′
iΩi∆iΩiCi) <

− (Ai + FiΩiCi)
′ ×

∑

j∈IN ,j 6=i

πji(Pj + 2C ′
jΩj∆jΩjCj)× (Ai + FiΩiCi) ≤ 0n, (4.26)
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et donc,

(π
1
2
ii(Ai + FiΩiCi))

′(Pi + 2C ′
iΩi∆iΩiCi)(π

1
2
ii(Ai + FiΩiCi))− (Pi + 2C ′

iΩi∆iΩiCi) < 0n.
(4.27)

Ainsi, nous pouvons conclure que les sous-systèmes xk+1 = π
1
2
ii(Ai + FiΩiCi)xk sont

stables ∀i ∈ IN . Le scalaire πii est l’élément de la diagonale principale de la matrice de Metz-
ler Π ∈Md. �

Remarque 92 En tenant compte des conditions du théorème 90, il est important de noter que
la stabilité de chacun des cas particuliers pour les non-linéarités modales des sous-systèmes, Ai

et (Ai + FiΩiCi) (i ∈ IN ), n’est pas nécessaire. Nous pourrons alors stabiliser un système
Lur’e à commutations, avec des modes instables, en appliquant notre stratégie de commutation.

Les inégalités de Lyapunov-Metzler (4.9) sont des BMIs, [AKFIJ03]. Elles deviennent
des LMIs si l’on fixe la matrice de Metzler, [CFM05, CF93]. Ce choix est conservatif.
Une approche considérée dans la littérature consiste à définir la matrice de Metzler de
manière à ce que chacune de ses colonnes ne dépende que d’un petit nombre de para-
mètres γi, [GD09, DGD10a]. Certaines références traitent des aspects de performance
comme le gain induit L2, (abusivement appelé par H∞), pour des systèmes linéaires à
commutations en imposant un paramètre commun γi = γ (∀i ∈ IN ) et en appliquant
la technique de recherche en ligne sur ce paramètre, [DGD10a, DGD10b, DGD11]. En
tenant compte de ce choix pour la matrice de Metzler, nous proposons le théorème
suivant :

Théorème 93 Considérons l’existence des scalaires 0 ≤ γi < 1, (i ∈ IN ), avec 0 ≤ γi < 1, et
des ensembles de matrices : symétriques définies positives Pi ∈ R

n×n, diagonales semi-définies
positives ∆i ∈ R

p×p, diagonales définies positives Ti, Wi ∈ R
p×p, (i ∈ IN ) ; tels que les

inégalités suivantes sont vérifiées, ∀(i, j) ∈ I2N , j 6= i,

A
′
i(γiPi + (1− γi)Pj)Ai +He(A′

i(γiC
′
iΩi∆iEi + (1− γi)C

′
jΩj∆jEj))

−
∑

q∈IN

(
2E′

qWqEq−He(E′
qWqΩqCqAi)

)
−




Pi ⋆ ⋆
(∆i − Ti)ΩiCi 2Ti ⋆

0Np×n 0Np×p 0Np


 < 0n+(N+1)p,

(4.28)

alors, les inégalités de Lyapunov-Metzler (4.9) sont satisfaites avec un choix approprié pour la
matrice de Metzler Π dépendante des scalaires γi, i ∈ IN . �

Preuve 94 La preuve est présentée d’une manière constructive et est fondée sur la définition
de la matrice de Metzler Π ∈Md de la forme suivante.

Considérons les éléments de la diagonale principale de la matrice de Metzler :

πii = γi ∈ [0, 1), ∀i ∈ IN (4.29)

et tous les autres éléments non diagonaux πji ≥ 0, j 6= i tels que la relation suivante soit vraie
∑

j∈IN ,j 6=i

πji = (1− γi). (4.30)
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En tenant compte de ce choix, nous multiplions les inégalités (4.28) par πji, et nous les
sommons sur tout l’ensemble j ∈ IN tel que j 6= i. Cela induit la relation suivante

A
′
i

(
πii(1− γi)Pi + (1− γi)

∑

j∈IN ,j 6=i

πjiPj

)
Ai

+ (1− γi)He

(
A

′
i

(
πiiC

′
iΩi∆iEi +

∑

j∈IN ,j 6=i

πjiC
′
jΩj∆jEj

))

− (1− γi)
∑

q∈IN

(
2E′

qWqEq −He(E′
qWqΩqCqAi)

)

− (1− γi)




Pi ⋆ ⋆
(∆i − Ti)ΩiCi 2Ti ⋆

0Np×n 0Np×p 0Np


 < 0n+(N+1)p. (4.31)

Enfin, en multipliant l’ensemble des inégalités (4.31) par (1 − γi)
−1, (∀i ∈ IN ), cela nous

permet de trouver une solution pour les inégalités de Lyapunov-Metzler (4.9). �

4.3 Aspects relatifs aux régions d’activation des modes

Les ensembles Si relatifs à l’activation d’un mode i ∈ IN peuvent être définis par

Si = {x ∈ R
n, V min(x) = V (i; x;ϕi(Cix))} , ∀i ∈ IN . (4.32)

Notre fonction du type Lur’e V min et ses propriétés basiques appellent quelques
commentaires concernant les ensembles Si liés à la partition de l’espace d’état

– 0 ∈ Si, ∀i ∈ IN
– ∪i∈INSi = R

n, parce que le minimum sera toujours atteint au moins par une des
fonctions V modales du fait que le nombre de modes N est fini. Ainsi, la partition
de l’espace d’état induite par les ensembles Si couvre tout l’espace d’état Rn.

– Le minimum peut être atteint par plusieurs modes, cela implique que les en-
sembles Si ne sont pas nécessairement disjoints.

Par la suite, nous présenterons des exemples numériques de systèmes à commuta-
tions entre deux modes (N = 2) et de dimension n = 2. Quelques propriétés spécifiques
de ce cas peuvent alors être discutées. En premier, la sous-classe des matrices de Metz-
ler de dimension 2 qui vérifie les conditions (4.29)-(4.30) est alors réduite à la matrice
suivante :

Π =

[
γ1 1− γ2

1− γ1 γ2

]
. (4.33)

Comme nous avons annoncé antérieurement, les ensembles S1 et S2 sont cruciaux
dans notre approche. Par conséquent, leur intersection S = S1 ∩ S2 a aussi un rôle
important. Nous la définissons dans la relation suivante :

S =
{
x ∈ R

2, V (1; x;ϕ1(C1x)) = V (2; x;ϕ2(C2x))
}
. (4.34)

L’expression analytique de l’intersection S est difficile à obtenir en présence des
non-linéarités. Nous pouvons néanmoins l’approcher par la ligne de niveau 0 de la
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fonction donnée par x→ V (1; x;ϕ1(C1x))−V (2; x;ϕ2(C2x)) et des techniques de grille.
Il est important de noter que cet ensemble n’est jamais vide car il contient au moins le
singleton {0}.

Nous notons qu’en posant les matrices ∆1 = 0p et ∆2 = 0p, c’est-à-dire, en considé-
rant la fonction quadratique commutée, l’ensemble S est donné par des lignes droites
dans les directions relatives aux solutions de x′(P1 − P2)x = 0. En revanche, il est
important de mentionner que, lorsque nous avons au moins ∆1 ou ∆2 non-nulle, l’en-
semble S sera composé par des fonctions V (1; x;ϕ1(C1x)) − V (2; x;ϕ2(C2x)) vérifiant
les encadrements définis par

V (1; x)− V (2; x) ≤ V (1; x;ϕ1(C1x))− V (2; x;ϕ2(C2x))

et
V (1; x;ϕ1(C1x))− V (2; x;ϕ2(C2x)) ≤ V (1; x)− V (2; x).

Les courbes de l’ensemble S sont encadrées par des lignes droites relatives aux in-
égalités induites par les fonctions quadratiques modales bornant la fonction V (i; x;ϕi(Cix)),
selon la relation (3.12). Elles sont données par des régions coniques suivantes :

C1 = {x ∈ R
2; x′(P1 − P2 − 2C ′

2Ω2∆2Ω2C2)x = 0}

et
C2 = {x ∈ R

2; x′(P1 + 2C ′
1Ω1∆1Ω1C1 − P2)x = 0}.

Dans la suite, nous présenterons un exemple numérique afin de mettre en évidence
des particularités de notre méthode.

Exemple 95

Considérons le système Lur’e à commutations entre deux modes, N = 2, et ses dimen-
sions n = 2, p = 1 : Ω1 = 0.6 ; Ω2 = 0.4 ;

A1 =

[
1.0800 0

0 −0.7200

]
;F1 =

[
0.5000
0.2000

]
;C1 =

[
1.0000 0.4000

]
;

A2 =

[
−0.4800 0.8000

0 0.8000

]
;F2 =

[
0.2000
0.5000

]
;C2 =

[
0.4000 1.1000

]
.

Les non-linéarités ϕi(y) sont définies, ∀y ∈ R, par

ϕ1(y) = Ω1y

(
1 + cos(2y)

2

)
; ϕ2(y) = Ω2y

(
1− sin(2.5y)

2

)
.

Il faut noter que la matrice A2 est du type Schur, mais les matrices A1, (A1+B1Ω1C1)
et (A2 + B2Ω2C2) sont instables. Nous avons considéré le choix particulier pour la ma-
trice de Metzler Π donnée par (4.33) où γ1 = γ2 = 0.2. Donc, nous avons que les quatre
matrices suivantes sont Schur :

γ
1
2
1 A1; γ

1
2
1 (A1 +B1Ω1C1); γ

1
2
2 A2; γ

1
2
2 (A2 +B2Ω2C2).
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Les conditions nécessaires pour la faisabilité des inégalités de Lyapunov-Metzler (4.28)
présentées dans le théorème 93 sont vérifiées. Numériquement, nous avons obtenu les
valeurs suivantes comme solution :

P1 =

[
1.1490 −0.0832
−0.0832 1.9764

]
; ∆1 = 0.2585;T1 = 0.6359; W1 = 0.3413;

P2 =

[
0.3508 −0.4489
−0.4489 3.1440

]
; ∆2 = 1.0509; T2 = 1.3177; W2 = 0.5584.

Pour cet exemple, l’ensemble S , relatif à l’intersection des régions d’activation des
modes est tracé en ligne pleine dans la Figure 4.1. Notons que cet ensemble n’est pas
composé de droites car les matrices ∆1 et ∆2 ne sont pas nulles. Nous remarquons,
comme il est attendu, que l’origine appartient à l’ensemble S .

!
"

!
#

S2

S2

S1

S1

("$ ("% ($ % $ "% "$
("$

("%

($

%

$

"%

"$

FIGURE 4.1 – L’ensemble S en ligne pleine et ses cônes C1 et C2 en ligne tirets.

Les courbes traduisent la présence des non-linéarités modales dans notre fonc-
tion V (i; x;ϕi(Cix)). Nous observons que les vagues ont des amplitudes bornées ce
qui est dû aux propriétés de notre fonction. Ces bornes sont liées aux cônes C1 et C2,
illustrés par des lignes tirets dans la Figure 4.1.

Une trajectoire de l’état du système à partir de x0 = (14; 11)′ est tracée dans l’es-
pace d’état dans la Figure 4.2. Les points de la trajectoire xk sont représentés dans la
Figure 4.2 avec des marqueurs différents selon le mode choisi σ(k) : un cercle indique
que le mode 1 est activé et une étoile noire indique que le mode 2 est activé. L’évolution
temporelle de cette trajectoire est tracée dans la Figure 4.3 et la loi de commutation qui
est dépendante de l’état est tracée dans la Figure 4.4.
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!
"

!
#
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FIGURE 4.2 – L’ensemble S (courbes avec des lignes pleines) et la trajectoire générée à
partir de x0 = (14; 11)′. À chaque état xk, un cercle (resp. une étoile noire) représente
que le mode 1 (resp. 2) est choisi.
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FIGURE 4.3 – La réponse tem-
porelle xk.
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FIGURE 4.4 – La loi de com-
mutation σ(k).

4.4 Systèmes Lur’e à commutations avec commande sa-

turée

Rappelons la définition d’un système Lur’e à commutations avec une commande
saturée :

xk+1 = Aσ(k)xk + Fσ(k)ϕσ(k)(yk) + Bσ(k)sat(uk), (4.35)
yk = Cσ(k)xk, (4.36)

où xk ∈ R
n est l’état, yk ∈ R

p est la sortie, uk ∈ R
m est l’entrée du système (4.35)-

(4.36). Les fonctions ϕi(·) sont les non-linéarités associées à chacun des modes i ∈ IN .
Les matrices Ai, Bi, Ci et Fi ont des dimensions appropriées, (∀i ∈ IN ). L’entrée uk

est contrainte par les limites d’actionneur et donc la fonction saturation normalisée
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sera considérée, (voir définition 32, relation (1.54)). Les non-linéarités modales ϕi(·)
vérifierons l’hypothèse 65 sur les conditions de secteur modales.

Nous considérons le cadre où la loi de commutation est une commande. Nous fe-
rons appel à la classe de commandes déjà utilisée dans cette thèse :

uk = Kσ(k)xk + Γσ(k)ϕσ(k)(yk), (4.37)

où la matrice Kσ(k) ∈ R
m×n est le gain de retour linéaire commuté et la matrice Γσ(k) ∈

R
m×p est le gain de retour commuté relatif à la non-linéarité modale active. Ainsi,

nous supposerons que la valeur de ϕσ(k)(yk) est connue comme un signal à l’instant
de temps k, [ALK03].

Suivant l’approche considérée dans ce mémoire, nous modéliserons la saturation
par la non-linéarité du type zone-morte Ψ(uk) = uk− sat(uk). Ainsi, si l’on remplace uk

défini dans la relation (4.37) et la zone-morte Ψ(uk) dans (4.35), le modèle en boucle
fermée est donné par :

xk+1 = Acl,σ(k)xk + F cl,σ(k)ϕσ(k)(yk)− Bσ(k)Ψ(uk), (4.38)

où Acl,i = Ai +BiKi et F cl,i = Fi +BiΓi, ∀i ∈ IN .
Nous allons définir les ensembles dépendants du mode Ti, (i ∈ IN ) qui caractérisent

la zone-morte Ψ(uk) comme satisfaisant une condition de secteur généralisée locale
dépendante du mode. Pour des matrices données Hi ∈ R

m×(n+p), i ∈ IN , considérons
les ensembles

Ti(Hi, ρ) =
{
φ ∈ R

n+p;−ρ ≤ Hiφ ≤ ρ
}
. (4.39)

Lemme 96 Soit le mode i ∈ IN et les matrices m × (n + p) K̂i = [Ki Γi] et Ĵi = [J1,i J2,i].
Si le vecteur x̂k = [x′

k ϕ′
i(yk)]

′ est un élément de l’ensemble Ti(K̂i − Ĵi, ρ), alors la non-
linéarité Ψ(uk) satisfait la condition de secteur modale suivante :

SCuk
= Ψ′(uk)U

−1
i [Ψ(uk)− J1,ixk − J2,iϕi(yk)] ≤ 0, (4.40)

où uk est la loi de commande définie dans (4.37), pour une matrice diagonale définie positive
Ui ∈ R

m×m quelconque.

Preuve 97 La preuve s’obtient de la même manière que celle de [TPG06, Lemma 1].

Remarque 98 Il est important de noter que la relation (4.40) n’est vraie que pour le mode
actif i ∈ IN relatif à l’ensemble modal Ti(Hi, ρ). Elle n’est pas nécessairement vérifiée pour
tous les autres modes.

Une fois que nous avons défini le système étudié et explicité les résultats prélimi-
naires considérés dans le cadre de cette section, nous envisageons de proposer une
méthode pour résoudre le problème suivant

Problème 99 Soit le système Lur’e à commutations avec la commande saturée (4.35)-(4.36),
sous l’hypothèse 65. Déterminer une loi de commutation dépendante de l’état du type

σ(k) = g(xk) (4.41)

qui garantit que l’origine de ce système est localement asymptotiquement stable dans une région
aussi grande que possible incluse dans le bassin d’attraction B0.
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4.5 Stabilisation locale par stratégie de commutation

Dans le théorème suivant, nous proposons notre principal résultat de cette section
afin de résoudre le problème 99.

Théorème 100 [JGD12a] Considérons le système à commutations en boucle fermée (4.38).
Supposons l’existence d’une matrice Π ∈Md ; des matrices symétriques définies positives Pi ∈
R

n×n, des matrices diagonales définies positives Qi, Ti, Wi ∈ R
p×p, Ui ∈ R

m×m, des matrices
diagonales semi-définies positives ∆i ∈ R

p×p et des matrices J1,i ∈ R
m×n, J2,i ∈ R

m×p (i ∈
IN ), telles que les inégalités de Lyapunov-Metzler sont satisfaites ∀i ∈ IN :

Ã
′
i(P )p,iÃi +He(Ã′

i(C
′Ω∆)p,iẼi)−

∑

q∈IN

(
2Ẽ′

qWqẼq −He(Ẽ′
qWqΩqCqÃi)

)

−




Pi ⋆ ⋆ ⋆
(∆i − Ti)ΩiCi 2Ti ⋆ ⋆
−U−1

i J1,i −U−1
i J2,i 2U−1

i ⋆
0Np×n 0Np×p 0Np×m 0Np


 < 0n̂, (4.42)

et les LMIs, ∀(i, ℓ) ∈ IN × {1, · · · ,m},



Pi ⋆ ⋆
(∆i −Qi)ΩiCi 2Qi ⋆
(Ki − J1,i)(ℓ) (Γi − J2,i)(ℓ) ρ2(ℓ)


 > 0n+p+1 (4.43)

où ∀i ∈ IN , nous considérons les matrices auxiliaires suivantes

Ãi =
[
Acl,i F cl,i −Bi 0n×Np

]
, (4.44)

Ẽi =
[
0p×(n+p+m) 0p×ip Ip 0p×(N−i−1)p

]
, (4.45)

et avec n̂ = n+m+ (N + 1)p, alors la loi de commutation

σ(k) ∈ arg min
i∈IN

V (i; xk;ϕi(Cixk)) (4.46)

assure la stabilité locale asymptotique de l’origine du système (4.35)-(4.36) dans l’ensemble
LV min(1). �

Preuve 101 La preuve suit la même idée que celle du théorème 87 et consiste à garantir que
sous les conditions du théorème 100, la fonction candidate V min est strictement décroissante le
long de la trajectoire du système (4.38) dans l’ensemble LV min(1).

Nous définissons le vecteur d’état étendu du système étudié :

zk =




xk

ϕi(Cixk)
Ψ(uk)

ϕ1(C1xk+1)
...

ϕN(CNxk+1)




∈ R
n̂. (4.47)
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Notons que due à la structure des non-linéarités modales ϕi(Cixk) et Ψ(uk) (∀i ∈ IN ), le
vecteur zk est nul si et seulement si xk = 0.

En tenant compte des notations auxiliaires (4.44)-(4.45), le modèle en boucle fermée du sys-
tème (4.38) peut être redéfini par xk+1 = Ãσ(k)xk et la non-linéarité modale relative à l’instant
k + 1 s’écrit ϕj(Cjxk+1) = Ẽjzk.

De plus, la condition de secteur des non-linéarités à l’instant k + 1, définie dans l’equa-
tion (4.15), peut être aussi réécrite sous une forme équivalente

− z′k

(
2Ẽ′

qWqẼq −He(Ẽ′
qWqΩqCqÃi)

)
zk ≥ 0. (4.48)

Ensuite, considérons la fonction candidate évaluée à l’instant k + 1, V min(xk+1)

V min(xk+1) = min
j∈IN

V (j; xk+1;ϕj(Cjxk+1)),

= min
j∈IN

z′k

(
Ã

′
iPjÃi +He(Ã′

iC
′
jΩj∆jẼj)

)
zk, (4.49)

pour laquelle nous voudrions définir un majorant. Il est donné par l’ajout des conditions de
secteurs (4.48) relatives à toutes les non-linéarités modales à l’instant k + 1, q ∈ IN :

V min(xk+1) ≤ min
j∈IN

z′k

(
Ã

′
iPjÃi +He(Ã′

iC
′
jΩj∆jẼj)

−
∑

q∈IN

(
2Ẽ′

qWqẼq −He(Ẽ′
qWqΩqCqÃi)

))
zk. (4.50)

Le majorant (4.50) est le minimum d’un nombre fini des valeurs positives et, d’après le
lemme 11, il est identique à :

V min(xk+1) ≤ min
0≤λ∈RN , λ′1N=1

∑

j∈IN

λjz
′
k

(
Ã

′
iPjÃi +He(Ã′

iC
′
jΩj∆jẼj)

−
∑

q∈IN

(
2Ẽ′

qWqẼq −He(Ẽ′
qWqΩqCqÃi)

))
zk. (4.51)

Nous savons, par définition, que chaque colonne de la matrice de Metzler Π ∈ Md appar-
tient au simplex unitaire. Nous obtenons ainsi

V min(xk+1) ≤
∑

j∈IN

πjiz
′
k

(
Ã

′
iPjÃi +He(Ã′

iC
′
jΩj∆jẼj)

−
∑

q∈IN

(
2Ẽ′

qWqẼq −He(Ẽ′
qWqΩqCqÃi)

))
zk, (4.52)

qui est équivalent à

V min(xk+1) ≤ z′k

(
Ã

′
i(P )p,iÃi +He(Ã′

i(C
′Ω∆Ẽ)p,i)

−
∑

q∈IN

(
2Ẽ′

qWqẼq −He(Ẽ′
qWqΩqCqÃi)

))
zk. (4.53)
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Grâce a l’inégalité (4.42), nous avons la relation suivante qui est satisfaite

V min(xk+1) ≤ z′k




Pi ⋆ ⋆ ⋆
(∆i − Ti)ΩiCi 2Ti ⋆ ⋆
−U−1

i J1,i −U−1
i J2,i 2U−1

i ⋆
0Np×n 0Np×p 0Np×m 0Np


 zk.

En tenant compte de i = σ(k) ∈ argminj∈IN V (j; xk;ϕj(Cjxk)), il vient

V min(xk+1) ≤ V min(xk) + 2ϕ′
i(Cixk)Ti[ϕi(Cixk)− ΩiCixk]

+ 2Ψ′(uk)U
−1
i [Ψ(uk)− J1,ixk − J2,iϕi(yk)] , (4.54)

qui implique

V min(xk+1)− V min(xk) ≤ 2Ψ′(uk)U
−1
i [Ψ(uk)− J1,ixk − J2,iϕi(yk)] . (4.55)

Rappelons que la condition de secteur n’est vérifiée que dans les ensembles modaux Ti(K̂i−

Ĵi, ρ). Nous utilisons l’inégalité (4.43), afin d’assurer que cette condition de secteur soit un
majorant pour la différence de notre fonction candidate V min(xk+1)− V min(xk).

Nous appliquons le complément de Schur sur l’inégalité (4.43), et nous obtenons
[

Pi ⋆
(∆i −Qi)ΩiCi 2Qi

]
>

1

ρ2(ℓ)
([Ki Γi]− [J1,i J2,i])

′
(ℓ)([Ki Γi]− [J1,i J2,i])(ℓ). (4.56)

Ensuite, en multipliant l’inégalité (4.56) à droite par x̂k =
(
x′
k ϕ′

i(Cixk)
)′

et à gauche
par sa transposée, il vient l’inégalité suivante

V (i; xk;ϕi(Cixk)) ≥ V (i; xk;ϕi(Cixk)) + 2ϕ′
i(Cixk)Qi[ϕi(Cixk)− ΩiCixk],

≥
1

ρ2(ℓ)
‖([Ki Γi]− [J1,i J2,i])(ℓ)x̂k‖

2. (4.57)

Pour xk ∈ LV min(1), le mode actif, qui sera choisi par la loi de commutation σ(k) = g(xk)
donnée par (4.46), vérifiera V (σ(k); xk;ϕσ(k)(Cσ(k)xk)) ≤ 1. Notons que cette relation sera
assurée pour les modes relatifs à argminj∈IN V (j; xk;ϕj(Cjxk)). Nous ne requérons pas que
la propriété soit vérifiée pour les autres modes.

L’inégalité (4.57) induit que la condition de secteur, pour la zone-morte Ψ(uk), soit vérifiée
pour le mode actif σ(k). Par conséquent, l’inégalité (4.55) implique que

V min(xk+1)− V min(xk) < 0, (4.58)

et donc, la stabilité asymptotique est prouvée dans l’ensemble LV min(1).
�

Remarque 102 Soulignons que les matrices en boucle fermée Acl,i et (Acl,i + F cl,iΩiCi) des
modes du système ne sont pas nécessairement du type Schur. Il sera possible de stabiliser, en
utilisant un choix approprié de loi de commutation, le système Lur’e à commutations (4.35)-
(4.36) même dans le cas où ses modes sont instables.
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Grâce à notre théorème 100, nous pourrons considérer notre ensemble LV min(1)
comme une estimation du bassin d’attraction B0 de l’origine du système Lur’e à com-
mutations (4.35)-(4.36) commandé par la stratégie (4.46). Il est important de noter que
cette ligne de niveau LV min(1) est une fonction des non-linéarités modales et peut être
composée par des ensembles non-convexes et non-connexes. Ainsi, la difficulté d’ob-
tenir une formule pour définir la taille d’un tel ensemble est évidente. Nous reconsidé-
rons le choix d’une boule comme forme de référence dans le problème d’optimisation.

Dans le cadre de ce chapitre, notre estimation LV min(1) est donnée par l’union des
lignes de niveau des fonctions modales V (i; x;ϕi(Cix)). Ainsi, nous avons intérêt à
considérer N boules de rayon 1√

µi
(i ∈ IN ), chacune incluse dans les lignes de niveau de

nos N fonctions modales. Nous allons maximiser le rayon de toutes ces boules E(µiIn, 1).
Cette approche nous permet de trouver la plus grande boule incluse dans LV min(1).
Pour résoudre le problème 99 et trouver le plus grand ensemble LV min(1), nous consi-
dérons les inégalités (4.42)-(4.43) dans le problème d’optimisation suivant :

min
Π,Pi,Ui,Qi,Ti,Wi,Ri,∆i,J1,i,J2,i,µi

∑
j∈IN µj

sous les contraintes (4.42)-(4.43)

et, pour des matrices diagonales définies positives Ri ∈ R
p×p, ∀i ∈ IN :

[
µiIn − Pi ⋆

−(∆i +Ri)ΩiCi 2Ri

]
> 0n+p. (4.59)

En pré- et post-multipliant l’inégalité (4.59) par (x′
0 ϕ

′
i(Cix0))

′ et sa transposée, il
vient

µix
′
0x0 ≥ V (i, x0, ϕi(Cix0))− 2ϕ′

i(Cix0)Ri[ϕi(Cix0)−RiΩiCix0],

≥ V (i; x0;ϕi(Cix0)), (4.60)

qui peut être interprété comme l’inclusion suivante

⋃

i∈IN

E(µiIn, 1) ⊂
⋃

i∈IN

{x ∈ R
n;V (i; x;ϕi(Cix)) ≤ 1} = LV min(1). (4.61)

De manière similaire à la section 4.2, les inégalités du théorème 100 sont sous forme
BMI. Nous pouvons établir des conditions suffisantes en considérant le choix particu-
lier de faire dépendre d’un seul paramètre γi la ième colonne de la matrice de Metzler.
Nous allons considérer les paramètres γi = γ, ∀i ∈ IN fixés. Notons qu’une tech-
nique de recherche en ligne est possible en imposant que tous les paramètres γi sont
les mêmes. Ainsi, en suivant la même preuve que celle du théorème 93, on pourra
calculer une loi de commutation de la forme (4.46) qui garantit la stabilité locale du
système (4.35)-(4.36) dans l’ensemble LV min(1) en remplaçant les inégalités (4.42) du
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théorème 100 par :

Ã
′
i (γiPi + (1− γi)Pj) Ãi +He

(
Ã

′
i(γiC

′
iΩi∆iẼi) + (1− γi)C

′
jΩj∆jẼj

)

−
∑

q∈IN

(
2Ẽ′

qWqẼq −He(Ẽ′
qWqΩqCqÃi)

)

−




Pi ⋆ ⋆ ⋆
(∆i − Ti)ΩiCi 2Ti ⋆ ⋆
−U−1

i J1,i −U−1
i J2,i 2U−1

i ⋆
0Np×n 0Np×p 0Np×m 0Np


 < 0n̂, ∀(i, j) ∈ I2N , i 6= j. (4.62)

Par ailleurs, les matrices de pondération, Ui ∈ R
m×m, de la condition de secteur

pour la zone-morte SCuk
, nous mènent à des inégalités sous forme BMI. Afin d’éviter

cet aspect bilinéaire, nous suivons l’approche de la Section 3.4 du Chapitre 3, en les
considérant comme étant données.

La ligne de niveau LV min(1) de notre fonction V min est naturellement liée à l’union
des ellipsoïdes extérieures et intérieures relatives à des fonctions quadratiques com-
mutées définies dans la relation (3.12) :

⋃

i∈IN

{x ∈ R
n, V (i; x) ≤ 1} ⊂ LV min(1) ⊂

⋃

i∈IN

{x ∈ R
n, V (i; x) ≤ 1}, (4.63)

qui est équivalent à
⋃

i∈IN

E(Pi + 2C ′
iΩi∆iΩiCi, 1) ⊂ LV min(1) ⊂

⋃

i∈IN

E(Pi, 1). (4.64)

Nous allons présenter un exemple numérique afin d’exposer des points intéressants
quand notre méthode est appliquée pour stabiliser localement le système (4.38).

Exemple 103

Nous allons considérer le système (4.35)-(4.36) décrit par 2 modes, N = 2, n = 2,
m = p = 1, ρ = 5 et les paramètres :

A1 =

[
1.4 0.4
0.2 1

]
;B1 =

[
0.5
0.5

]
;F1 =

[
1
1.2

]
;C1 =

[
0.9 0.5

]
;

A2 =

[
1.1 0.6
0.3 1.5

]
;B2 =

[
0.7
0.5

]
;F2 =

[
1.2
1

]
;C2 =

[
1 0.7

]
.

Les bornes des conditions de secteur modales sont Ω1 = 0.7 et Ω2 = 0.5, et les deux
non-linéarités sont données par :

ϕ1(y) = Ω1
y(1− sin(25y))

2
; ϕ2(y) = Ω2

y(1 + cos(100
3
y))

2
.

Tout d’abord, notons que les gains données par :

K1 =
[
−0.7168 −1.0136

]
; Γ1 = −1.2923;

K ′
2 =

[
−1.2581 −0.7326

]
; Γ2 = −1.4650;
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ne rendent pas les matrices en boucle fermée Acl,i et Acl,i+F cl,iΩiCi du type Schur, ∀i ∈
IN . Alors les modes du système (4.35)-(4.36) ne sont pas stables.

Néanmoins, en tenant compte du choix particulier pour la matrice de Metzler (4.29)-
(4.30), avec γ1 = γ2 = γ = 0.5, les matrices γ

1
2Acl,i et γ

1
2 (Acl,i + F cl,iΩiCi) sont du type

Schur (∀i ∈ IN ). Donc les conditions nécessaires pour la faisabilité des inégalités (4.62)
sont satisfaites.

Nous appliquons le problème d’optimisation proposé et les inégalités (4.42)-(4.43)-
(4.59) sont faisables en imposant la pondération pour la condition de secteur de la
zone-morte SCuk

, U1 = U2 = 0.1.
Les valeurs numériques suivantes sont obtenues : µ1 = 0.7984 ; µ2 = 0.4706 ; Q1 =

0.4694 ; R1 = 1.1466×10−6 ; T1 = 0.3617 ; W1 = 5.6416×10−7 ; J2,1 = 0.0578 ; Q2 = 0.0914 ;
R2 = 0.1045 ; T2 = 0.1547 ; W2 = 0.0522 ; J2,2 = −0.1288.

P1 =

[
0.8294 0.0318
0.0318 0.1395

]
; J1,1 =

[
−0.0037 −0.0092

]
; ∆1 = 1.1466× 10−6;

P2 =

[
0.1536 −0.1084
−0.1084 0.4255

]
; J1,2 =

[
−0.0955 0.0874

]
; ∆2 = 0.1045.

Dans la Figure 4.5, nous avons tracé notre estimation du bassin d’attraction : l’en-
semble LV min(1). Il est possible de voir que cet ensemble est donné par l’union des
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FIGURE 4.5 – LV min(1) est tracée en la ligne pleine. E(µiIn, 1) et E(Pi, 1), (i ∈ I2) sont
tracées par lignes tirets. E(Pi + 2C ′

iΩi∆iΩiCi, 1) sont tracées par lignes tirets points en
trait clair, (i ∈ I2).

régions distinctes, relatives à chacun des modes, et de plus, pour cet exemple, elles
sont non-connexes et non-convexes.

Nous pouvons noter aussi les inclusions (4.64) de telle manière que LV min(1) ap-
partient à l’union des ellipsoïdes E(Pi, 1) et il contient l’union des ellipsoïdes E(Pi +
2C ′

iΩi∆iΩiCi, 1). Nous illustrons aussi les boules E(µiI2, 1), i ∈ I2, relatives à notre
fonction coût à optimiser.
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Dans notre ensemble LV min(1), la partition de l’espace d’état est soulignée dans la
Figure 4.6. Elle est liée à la synthèse de la loi de commutation σ(k) = g(xk) donnée
par (4.46). Notons aussi les bornes pour les zones d’activation des modes, c’est-à-
dire {x ∈ R

n, V (1; x;ϕ1(C1x)) = V (2; x;ϕ2(C2x))}, qui ne sont pas composées uni-
quement par des droites.
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FIGURE 4.6 – La partition de l’espace d’état relative à la activation des modes
dans LV min(1). La région noire connexe concerne le mode 1 et les régions grises non-
connexes concernent le mode 2.

Nous avons calculé deux trajectoires associées à des conditions initiales qui sont
placées chacune dans une des zones d’activation des modes différentes, x1

0 = (2.34 1.36)′

et x2
0 = (−0.35 2.6)′. Elles sont tracées dans la Figure 4.7.
Notons qu’une des conditions initiales x1

0 est placée dans un des sous-ensembles de
notre ligne de niveau LV min(1) qui n’est pas connecté à celui de l’origine. La réponse
temporelle de cette trajectoire est tracée dans la Figure 4.8. La loi de commutation in-
duite σ(k) et l’entrée de commande sont tracées dans la Figure 4.9. Comme la trajectoire
est stable, le signal uk converge aussi vers la valeur nulle.

Dans le même esprit que les chapitres antérieurs, nos résultats sont fondées sur de
conditions suffisantes pour la stabilité locale. Donc, nous voudrions analyser l’écart
entre notre estimation LV min(1) et le bassin d’attraction de ce système à commutations.
Pour cela, nous avons évalué les trajectoires générées à partir des conditions initiales
appartenant à une région de l’espace d’état autour de l’origine : −3 ≤ x0,(1) ≤ 3 et
−3 ≤ x0,(2) ≤ 3 (l’ensemble LV min(1) inclus). Nous avons utilisé une grille de pas 0.01
pour faire cette étude.

Chaque condition initiale, qui est associée à une trajectoire instable, est signalée
par un marqueur sur la Figure 4.10. Il est possible de noter que notre estimation est
proche des conditions initiales relatives à des trajectoires instables. Par conséquent,
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FIGURE 4.9 – Loi de commuta-
tion σ(k) et l’entrée uk.

cette analyse souligne que notre ensemble LV min(1) non-connexe et non-convexe est
adapté à l’allure des régions avec des conditions initiales associées à des trajectoires
instables.
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FIGURE 4.10 – LV min(1) et les conditions initiales menant le système Lur’e à commu-
tations avec la commande saturée à des trajectoires instables en considérant la loi de
commutation σ(k) définie par (4.46).

4.6 Conclusion

Nous avons traité au cours de ce chapitre le problème relatif aux systèmes Lur’e
à commutations à propos de la stabilisation par loi de commutation. Nous avons for-
mulé une stratégie de commutation fondée sur la résolution d’inégalités de Lyapunov-
Metzler. Nous avons considéré la nouvelle fonction de Lyapunov du type Lur’e com-
mutée comme principal outil. Par rapport aux résultats fondés sur les fonctions qua-
dratiques commutées, les partitions de l’espace d’état, relatives à l’activation des modes,
données par notre méthode ne sont pas uniquement des régions coniques. Nous avons
pu explorer l’allure des non-linéarités modales et ainsi apporter des partitions qui sont
plus adaptées à la nature non-linéaire de ces systèmes.

Nous avons aussi étudié la classe des systèmes Lur’e à commutations avec la com-
mande saturée. En se fondant sur notre fonction, nous avons proposé des conditions
suffisantes afin de stabiliser localement et asymptotiquement l’origine de ce système
grâce au choix de la loi de commutation. Dans ce cadre, notre méthode apporte des
résultats intéressants principalement sur deux aspects. D’une part, elle explore aussi la
capacité de notre fonction d’apporter une partition de l’espace d’états qui dépend di-
rectement des non-linéarités modales du système. D’autre part, l’estimation du bassin
d’attraction est donnée par l’union des lignes de niveau associées aux fonctions Lur’e
dépendantes des modes, et elle peut être non-convexe et non-connexe. En outre, nous
avons indiqué que cette estimation exhibe des allures qui sont adaptées à la forme du
bassin d’attraction de ce système.
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Chapitre 5

Conclusion Générale

Les travaux de cette thèse ont été consacrés à l’étude de plusieurs problèmes de
Lur’e en temps discret, et tout particulièrement les problèmes de Lur’e commutés.
Le problème de Lur’e consiste à analyser la stabilité d’une interconnexion entre un
système linéaire et une non-linéarité vérifiant une condition de secteur. Il a été abon-
damment traité dans la littérature notamment en temps continu à l’aide des critères du
Cercle ou de Popov et d’une fonction de Lyapunov dite de Lur’e contenant un terme
intégral de la non-linéarité.

La principale contribution de cette thèse est de fournir une nouvelle fonction de
Lyapunov de type Lur’e qui soit dépendante d’une part de l’état du système et d’autre
part de la non-linéarité. Cette nouvelle fonction est particulièrement adaptée pour les
problèmes de Lur’e en temps discret, car contrairement aux approximations issues du
domaine en temps continu, elle ne nécessite pas d’hypothèse supplémentaire par rap-
port aux restrictions de variation de la non-linéarité. La ligne de niveau de cette fonc-
tion n’est pas nécessairement connexe ou convexe, ce qui est particulièrement adapté à
la nature non-linéaire de ce système. Aussi, la structure de cette nouvelle fonction évi-
tant le terme intégral autorise l’extension avec une dépendance en temps. Elle permet
d’étudier les systèmes de Lur’e à commutations.

De manière plus détaillée, les principaux résultats développés dans cette thèse et
associés à l’introduction de cette nouvelle fonction de Lyapunov Lur’e sont les sui-
vants :

– Pour le problème de Lur’e classique en temps discret, nous avons mis en avant la
pertinence de cette nouvelle fonction de Lyapunov Lur’e, qui est moins restrictive
qu’une fonction de Lyapunov quadratique et bien adaptée à la nature de la non-
linéarité. Des conditions suffisantes ont été proposées sous forme LMI pour la
stabilité globale et ont été interprétées dans le domaine fréquentiel à l’aide d’une
fonction de transfert strictement positive réelle. Pour le problème de Lur’e avec
commande saturée, la stabilité locale peut être obtenue tout en proposant une
estimée du bassin d’attraction qui puisse être non-connexe et non-convexe.

– Pour les problèmes de Lur’e dans le cadre des systèmes à commutations en temps
discret, deux hypothèses sur la loi de commutation ont été considérées : la loi de
commutation étant supposée arbitraire ou bien être une composante de la com-
mande. Pour une loi de commutation quelconque, des LMIs ont été proposées
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comme conditions suffisantes de la stabilité globale. Aussi l’analyse de stabilité
locale et la synthèse de commande ont été traitées à l’aide de conditions suffi-
santes LMI pour le problème de Lur’e avec commande saturée. Ici, l’estimation
du bassin d’attraction est donnée par l’intersection de lignes de niveau des fonc-
tions de Lur’e modales et elle peut donc être non-connexe et non-convexe.

– Pour le cas de la stabilisation par loi de commutation, nous avons choisi d’utili-
ser une stratégie de commutation sur les fonctions de Lyapunov Lur’e modales.
Des conditions suffisantes de stabilisation sont proposées à l’aide d’inégalités de
Lyapunov-Metzler. La partition de l’espace d’état associée à la stratégie utilisée
dépend des non-linéarités modales et n’est pas limitée à des partitions coniques.
C’est encore une fois particulièrement pertinent et adapté à la nature non-linéaire
du problème de Lur’e.

Cette thèse, en reprenant l’étude des problèmes de Lur’e en temps discret et en pro-
posant une nouvelle fonction de Lyapunov tout à fait adaptée au problème, a permis
l’étude de deux problèmes de Lur’e commutés. Bien que certaines réponses positives
et encourageantes aient été formulées, un large nombre de questions ouvertes restent
posées. Voici quelques pistes à étudier à partir des résultats de cette thèse :

– Tout d’abord tout au long de cette thèse nous avons considéré que l’état du sys-
tèmes était accessible, en particulier pour réaliser des commandes comprenant
des retours d’état. Une perspective possible est de relaxer cette hypothèse en
supposant uniquement que la sortie du système est disponible pour réaliser le
contrôleur du type retour dynamique de sortie. Dans ce cadre, les techniques
utilisées sont plus délicates à traiter. Ce problème n’a été étudié qu’en consi-
dérant les modes linéaires et une fonction de Lyapunov quadratique commu-
tée, [MJDI10] (pour la commutation arbitraire) et [DGD10a, DGD11] (pour la
commutation comme commande).

– Dans le cadre où la loi de commutation est une partie de la loi de commande,
nous nous sommes jusqu’à présent restreint au cas où la loi de commutation est
la seule commande possible. La commande conjointe, c’est-à-dire la détermina-
tion simultanée de la loi de commutation et du contrôleur délivrant uk est une
extension possible des résultats de cette thèse. Il suivrait plutôt la direction des
résultats de [GD09, DGD10a, DGD11], qui ont été formulés avec une fonction
quadratique commutée.

– Le système de Lur’e (avec ou sans saturation de commande additionnelle) peut
être étendu en tenant compte d’un bruit additif sur la dynamique. La perfor-
mance du système pourrait alors être définie comme le gain L2 induit. Une telle
étude étendrait les résultats existants pour les systèmes à modes linéaires fon-
dés sur les fonctions quadratiques : pour la commutation arbitraire, [JCTD11], et
dans le cadre de synthèse de lois de commutation, [DGD10a, DGD11].

– La ou les non-linéarité(s) intervenant dans les fonctions de Lyapunov-Lur’e que
nous avons proposé ont toujours satisfait des conditions de secteur globales.
Néanmoins, pour beaucoup de non-linéarités (comme par exemple la zone morte),
il est intéressant pour avoir des degrés supplémentaires de ne tenir compte que
des conditions de secteur locales. Le cadre des fonctions de Lyapunov contenant
des non-linéarités vérifiant une condition de secteur locale reste à étudier.

106



– Enfin d’autres pistes d’extension portent sur la nature et les caractéristiques de
la loi de commutation. Ici, nous n’avons effectivement considéré que des cas ex-
trêmes : loi de commutation arbitraire ou loi de commutation sans contrainte.
Néanmoins en pratique, la loi de commutation présente certaines contraintes
comme par exemple un temps de maintien (dwell-time en anglais) ou bien une
persistance imposant de régulièrement repasser par tous les modes. Bien que
ces questions soient matures dans le cadre linéaire, [GC06b, DO12], elles res-
tent très largement ouvertes dans le cas non-linéaire. De la même manière, la loi
de commutation peut être issue d’un processus stochastique (loi de Markov, par
exemple). Des résultats spécifiques peuvent être alors envisagés pour la notion
de stabilité en moyenne par exemple, plutôt établie dans le cadre des systèmes
linéaires à sauts markoviens, [CFM05, CF93].

107



Chapitre 5. Conclusion Générale

108



Bibliographie

[AK01] M. Arcak and P. Kokotovic. Feasibility conditions for circle criterion desi-
gns. Systems & Control Letters, 42 :405–412, 2001.

[AKFIJ03] H. Abou-Kandil, G. Freiling, V. Ionescu, and G. Jank. Matrix Riccati Equa-
tions in Control and Systems Theory. Birkhäuser, 2003.
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Résumé

Les travaux de cette thèse portent sur les problèmes d’analyse de stabilité et de synthèse de
commande de systèmes non-linéaires à commutations en temps discret. Nos résultats ob-
tenus sont fondés sur une nouvelle fonction de Lyapunov-Lur’e adaptée au temps discret.
Nous reprenons le problème classique d’analyse de stabilité globale de systèmes linéaires
connectés à une non-linéarité du type secteur borné. Notre fonction permet de traiter une
classe de non-linéarités plus générale que celle des approches fondées sur la fonction de
Lur’e classique. Ensuite, la stabilité locale et la synthèse de commande de ces systèmes avec
une loi de commande non-linéaire saturée sont résolues en considérant les lignes de niveau
de notre fonction de Lyapunov comme estimation du bassin d’attraction de l’origine. Notre
estimation est composée par des ensembles non-connexes et non-convexes qui s’adaptent
bien à l’allure du bassin d’attraction et donc est moins conservative que les ensembles el-
lipsoïdaux. Nous étendons nos résultats pour étudier les systèmes à commutations lorsque
chacun des modes présente une non-linéarité du type secteur et la saturation. D’une part, en
supposant que la loi de commutation est arbitraire, nous obtenons des conditions suffisantes
pour assurer la propriété de stabilité pour toute loi de commutation. Dans ce cadre, notre
fonction s’avère intéressante afin de fournir une estimation bien adaptée au bassin d’attrac-
tion. D’autre part, en considérant la loi de commutation comme une variable de commande,
nous proposons une stratégie de commutation sur le minimum des fonctions de Lyapunov
modales. Cette stratégie définit des partitions de l’espace d’état relatives à l’activation des
modes qui ne sont pas uniquement des régions coniques, normalement exhibées par des
approches fondées sur les fonctions quadratiques commutées.

Mots-clés : fonction de Lyapunov, systèmes à commutations, non-linéarité du type sec-
teur borné, commande non-linéaire, saturation, bassin d’attraction.

Abstract

In this PhD thesis, several problems of stability analysis and control design of discrete-time
switched nonlinear systems are addressed. As main contribution, a new class of Lyapu-
nov functions which takes the nonlinearity into account has been proposed. We show that
these functions are suitable to solve the classical stability analysis problem of linear systems
connected to a cone bounded nonlinearity. Instead of the original Lyapunov Lur’e function,
the assumptions about the nonlinearity variation are not required. Furthermore, the local
stability analysis and control synthesis problems of Lur’e systems subject to control satura-
tion are tackled by considering the level set of our function as an estimate of the basin of at-
traction. We expose that this estimate, which is given by non-convex and disconnected sets,
is less conservative than ellipsoidal sets. We extend these results in order to deal with the
problems of stability analysis and stabilization of discrete-time switched nonlinear systems.
On one hand, we consider the case of arbitrary switching such that our sufficient conditions
assure the properties of stability for all possible switching rules. In this framework, we high-
light that our function is able to provide a suitable estimate of the basin of attraction. On the
other hand, we tackle the problem of switching rule design aiming at the stabilization of
discrete-time switched systems with nonlinear modes. We propose a switching strategy de-
pending on the minimum of our switched Lyapunov Lur’e function. Hence, our framework
leads to state space partitions, related to the mode activation, which are not restricted to
conic sets, commonly exhibited by the switched quadratic functions approaches.

Keywords : Lyapunov functions, switched systems, sector condition, nonlinear control,
saturation, basin of attraction.
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