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✻✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ s✉✐✈✐s ❛✈❡❝ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✻✳✸ ❉②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✻✳✹ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✻✳✺ ●❡st✐♦♥ ❞✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t t♦t❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✼ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✾✸

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✼✳✷ Pré❞✐❝t✐♦♥ à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✼✳✷✳✶ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✼✳✷✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✼✳✸ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✾✾
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✵✶

❆♥♥❡①❡s ✶✵✺

❆ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ✶✵✺

❇ ❉ét❛✐❧s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ✶✵✾



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❈♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧

❆✈❡❝ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐❞é♦ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❡t ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❡st ❛♣♣❡❧é❡

à ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ♠❛❥❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❥♦✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞❡s

❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st ❝r✉❝✐❛❧❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ✈✐❞é♦s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ♣❛r

✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✭❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬♦r❣❛♥❡s ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡✱ ♠♦✉✲

✈❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉✐❞❡s ❡♥ ♠été♦r♦❧♦❣✐❡ ♦✉ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡

❞❡ t❡❧s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❡st ✉♥ ❛①❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ r✐❝❤❡ ❡t ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❡t ❞❡

♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s r❡st❡♥t ♦✉✈❡rts à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞é✲

❢♦r♠❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❧✐❜r❡s s❛♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡st ✉♥

♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❧✐❝❛t q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t rés♦❧✉ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥s

♦✉ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥st❛♥t❛♥é❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ s✉✐✈✐ ❡✛❡❝t✐❢ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s

❝❛s très s✐♠♣❧❡s ♦ù ❧❡s ❧✉♠✐♥❛♥❝❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❡t ❞❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐s❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡

t❡♠♣s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ♥♦♥ ❛♠❜✐❣✉ës✱ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡t ♥❡tt❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛sté❡s✱ ❡t ♦ù ❧✬❡♥t✐té s✉✐✈✐❡ r❡st❡

t♦✉❥♦✉rs ✈✐s✐❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ✭✐❡ s❛♥s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥✮✳ ❖♥ ❡♥t❡♥❞ ✐❝✐ ♣❛r s✉✐✈✐ ❡✛❡❝t✐❢ ✉♥

s✉✐✈✐ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ r♦❜✉st❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✬♦❝❝❧✉s✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

✈♦✐r❡ t♦t❛❧❡s✱ ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❡t r♦❜✉st❡ s✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s séq✉❡♥❝❡s✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡

❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇✐❜❜② ❡t ❘❡✐❞ ❬✶✻❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ s✉✐✈✐ s✉r ❞❡ très ❧♦♥❣✉❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ❡♥ ♦❜❧✐❣❡❛♥t

t♦✉t❡❢♦✐s à ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ✜①❡✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ré❣✐♦♥s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❛♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s sé✲

q✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ✭❝❡rt❛✐♥❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s à r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛r ❥♦✉r

❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ✶✵✵✵ ✐♠❛❣❡s✮✳ ❈❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❞❡s

♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❈❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❣✐s ♣❛r ❞❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡ sé✲

q✉❡♥❝❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s✮✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡

❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥t✐té ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧♦✐s

♣❤②s✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s s✉✐✈r❡ ♥✬❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❞❡ ré❛❧✐té ♣❤②s✐q✉❡ s✐♠♣❧❡

❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✐♠❛❣❡ ✿ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t r❡❣r♦✉♣❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à ❞✐✛é✲

r❡♥t❡s ❤❛✉t❡✉rs✳ ▲❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t ❧❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡♥❝♦♥tré❡s✳ ■❧ ❡st

✶✶
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✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s r❡♥❝♦♥tré❡s

❞♦♥❝ q✉❛s✐✲✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ ré❣✐ss❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦tr❡

❝♦♥t♦✉r✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ét✉❞✐é❡s ❛✉r♦♥t ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ❈❡❧❛

❡st ❛✉ss✐ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞û à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t s✉✐✈✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉rr❛ ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡ très

s✐♠♣❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳

❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t

r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ à s✉✐✈r❡✱ ❡t ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t

❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞é❢♦r♠❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✳

✕ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ♠❛ss❡s ♥✉❛❣❡✉s❡s ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡s ❡st ❧✬❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

✷❉ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ✸❉ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ré❝✉♣èr❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s

♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❝♦❤ér❡♥t❡✳

✕ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡s ❣❧❛❝❡s ❛✉ ♣ô❧❡

♥♦r❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♠❛îtr✐s♦♥s ♣❛s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r

❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡✣❝❛❝❡ q✉✐ ❞✐❝t❡r❛✐t ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥✲

♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✉r❛♥t ❧❡s ♠♦✐s ❞✬été s♦♥t ❢❛✉ss❡s

❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞✬❡❛✉ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣❧❛❝❡✳ ❈❡❧❛ ♠❡t ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té

❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✬✐♥térêt✳

❈❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♥♦✉s ❛♠è♥❡♥t ❞♦♥❝ à ❞é✜♥✐r ❧❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡

♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❈❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈r♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ✿

✕ ❈♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳

✕ ■♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✳

❈❡s ❞❡✉① ✐❞é❡s ❞❡ ❜❛s❡ r❡q✉✐èr❡♥t ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳



❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙ ✶✸

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❆✜♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ré❣✐♦♥s s✉❜✐ss❛♥t ❞❡ ❢♦rt❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ♣♦✲

t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✐t❡ ❞❡s

❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ♥♦s ❝♦✉r❜❡s✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛ ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❡✉❧ér✐❡♥✱ ❝❡ q✉✐ é✈✐t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ str❛t❛❣è♠❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥

❡t ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s à ❜❛s❡ ❞❡ s♣❧✐♥❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à ❞❡s

❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ♣r♦♣♦sé❡s ❥✉sq✉✬à ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ s♦♥t ❞é✲

✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥ts q✉❛s✐✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡

❝♦♥t♦✉r ❞❡ ❞é♣❛rt à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♠❛❣❡ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❡st✐♠é à ❧✬✐♠❛❣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ② ❛✐t

♣❛r ❝❡ ❜✐❛✐s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ré❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s

❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉✐✈✐✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❈❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s❡r♦♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡s

q✉❡ ❧❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞✉❡s ❛✉ ❜r✉✐t ♦✉ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ s❡r♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s✳

P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐

❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s

❧✐♥é❛✐r❡s ❛❞ ❤♦❝ ❡t ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ✈❛❧❛❜❧❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✬♦❜❥❡ts s✉❜✐ss❛♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s

q✉❛s✐✲r✐❣✐❞❡s✳

❉❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦✲

❝❤❛st✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✳ ▲❡ s✉✐✈✐ ❡st ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❛♥s

❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦♥t ✜❧tré❡s ♣❛r ❝❡s ❧♦✐s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛s

❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ét❛♥t ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡

❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✜❧tr❡s à ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♦✉ ❞❡ ✜❧tr❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r

✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ t♦✉t ❡♥ ❝✐r❝♦♥s❝r✐✈❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡

❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s

♥♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s ❡st ❢♦r♠✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡

❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ s❛ t❛♥❣❡♥t❡✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t

❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s✳ ▲❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡r❛ s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s

❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st✐♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ❛✉r❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡

❞✬êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❡①t❡r♥❡s ❝♦♥s✐st❡r❛

à ❞é❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣❛ssé❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt s❡r❛

❝❛❧❝✉❧é ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ❛✉r❛ ♣♦✉r rô❧❡ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r

❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❝t✉❡❧ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❧❡✉r ♣♦s✐✲



✶✹ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

t✐♦♥ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✐♥tè❣r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s

✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s✉r ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ s❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♣❧été❡

♣❛r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡

❣✉✐❞❡r ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ✈❡rs ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t

❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✱ ré♣❛rt✐❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♣❧❛♥ s✉✐✈❛♥t ✿

P❛rt✐❡ ■ ✿ ❙✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❢❡r♠é❡s ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

❡①✐st❛♥t❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st sé♣❛ré❡ ❡♥ tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛sé❡s

s✉r ❞❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❛✈❡❝ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛

❝♦✉r❜❡ ❡st✐♠é❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s✉✐✈✐ à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r s♦♥t ♣rés❡♥té❡s

❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡

❝❤❛♣✐tr❡✳

P❛rt✐❡ ■■ ✿ ❋✐❧tr❛❣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ s✉✐✈✐

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ s✉✐✈✐ ❞❡

❝♦✉r❜❡s ❧✐❜r❡s✱ ❢❡r♠é❡s ❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s ❞ét❛✐❧❧❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡✲

♠❡♥t ✿

✕ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✳

✕ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡✳

✕ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❧✐❜r❡

♣r♦♣♦sé❡✳

P❛rt✐❡ ■■■ ✿ ❙✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s

◆♦✉s ❝♦♥s❛❝r♦♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❞❛♥s ❧❡s ❝❛❞r❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♦❝é❛♥♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❡t❝✳ ◆♦✉s ② ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥térêts

❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♦✉ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❙✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s

✶✺





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡✱ ❡♥ ❞ét❛✐❧❧❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛

é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st str✉❝t✉ré❡ ❛✐♥s✐ ✿

✕ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✜①❡s✱

❡t ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t ♣✉ êtr❡ ❛❞❛♣té❡s ❛✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s

é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳

✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝♦♥trô❧❡

♦♣t✐♠❛❧✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t

s♦♥t ❛❞❛♣té❡s à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬ét❛t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

✶✼



✶✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❙✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❛r ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐térés

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞é✜♥✐s ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♣❛r ❧❡✉r s✐❧❤♦✉❡tt❡ ♦✉ ♣❛r ❧❡✉rs ❢r♦♥t✐èr❡s✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t à ♣❛rt✐r

❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ❈❡ ❝♦♥t♦✉r ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡ ❢♦♥❞ ❡t ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ ❝❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t

✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s ✿ ❢♦♥❞ ❡t ♦❜❥❡t✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été ré❛❧✐sés s✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡♣✉✐s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♥♥é❡s✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡r❛ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❣é♥ér❛✉① ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ♣✉✐s ❞é❝r✐r❛ ❧❡s

❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é à ❧❛

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s

❞❡ ❝❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳

✶✳✷ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t êtr❡ sé♣❛rés ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♣r✐♥✲

❝✐♣❛❧❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡

❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡❧❧❡s ❛②❛♥t r❡❝♦✉rs ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ✭❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s✮✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥✲

tér❡ss❡r♦♥s t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① r❡♥❝♦♥tré❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s

❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s✳

✶✳✷✳✶ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞✬✐♥t❡♥s✐té

▼ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡

❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❡✉r s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞✬✐♥✲

t❡♥s✐té s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡✉✐❧❧❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❣r✐s ❞♦♥♥é

❡st r❛♣✐❞❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①

✶✾
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❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té

❡st ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❛❞éq✉❛t ❬✶✵✹❪✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ s❡ ❜❛s❡ ❢réq✉❡♠♠❡♥t s✉r ❧❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s

❞✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡✳ ❯♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ❧✬❡①tér✐❡✉r✳

▲❡ s❡✉✐❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à sé♣❛r❡r ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡s ❞❡✉① ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s✳ ❈❡tt❡

♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ tr❛✐té❡✳ ■❧ ❢❛✉t q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ s♦✐t

♥♦♥ ❜r✉✐té❡✱ ♦✉ ❧❡ ♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ s♦✐t ❤♦♠♦❣è♥❡ ♦✉ q✉❛s✐✲❝♦♥st❛♥t❡✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❛✐t ✉♥ ♦❜❥❡t ❝❧❛✐r s✉r ❢♦♥❞ s♦♠❜r❡✳

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❣❛✉ss✐❡♥

❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❝♦♥❢r♦♥té à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❬✺✷✱ ✻✾✱ ✼✺✱ ✶✶✵❪ ♦♥t

r❡❝♦✉rs ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✜♥✐s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ♣❧✉s ❛✐sé♠❡♥t ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♥♦♥ ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ à ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ét✐q✉❡té❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡

❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐tés ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡t ét✐q✉❡t❛❣❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ré❛❧✐sé s❡❧♦♥

✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ✜♥✐✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s

❬✺✷❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❞❡♥s✐tés ♥♦♥ ●❛✉ss✐❡♥♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣❛r ❞❡s ♠é❧❛♥❣❡s

❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ❢♦r♠❛❧✐s❡r✳ ❖♥ ❡st✐♠❡ ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✉♥

♣✐①❡❧ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❊▼ ✭❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♠✐①✐♠✐③❛t✐♦♥✮ s♦♥t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉és✳

❈❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s r♦❜✉st❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ❬✶✼✱ ✺✹✱ ✶✵✵❪ ♦♥t ❡✉ r❡❝♦✉rs à ❞❡s

❝❤❛♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡s ♠❛r❦♦✈✐❡♥s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥tr❡

❧❡s ♣✐①❡❧s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐①❡❧s ♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❡♥❝❧✐♥s à êtr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ♦✉ ❛✉r♦♥t

❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❖♥ ② ❛❥♦✉t❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s

♠✉t✉❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s ✈♦✐s✐♥s✳

❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♠é❧✐♦r❡♥t s✉❜st❛♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉ ❜r✉✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡

♠é❧❛♥❣❡ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡s ❝❛r ❡❧❧❡s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✳

✶✳✷✳✷ ❈♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✐❝✐ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ q✉✐

♠❡tt❡♥t ❡♥ ❥❡✉ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❛✉① ❢♦r♠✉❧❛✲

t✐♦♥s r❡♣♦s❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡r❛ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✐♥térêts✳
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▼♦❞è❧❡ ❙♥❛❦❡

■❧ ❡st ❝♦♠♠✉♥✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❞❡ ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ❧❡

❝♦♥t♦✉r ❡st ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥t✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛✐❡♥t ❝❤❡r❝❤é à

❞é❧✐♠✐t❡r ❝❡ ❝♦♥t♦✉r ❡♥ ❝✐❜❧❛♥t ❧❡s ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣rés❡♥t❡r

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈✐s❛♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❝❛❞r❡ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✐ts ❙♥❛❦❡✱ ✐♥tr♦✲

❞✉✐ts ♣❛r ❑❛ss✱ ❲✐t❦✐♥ ❡t ❚❡r③♦♣♦✉❧♦s ❞❛♥s ❬✻✽❪✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r

❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

E∗
C =

1∫

0

EC(v(q)) ds =

1∫

0


α|v′(q)|2 + β|v′′(s)|2︸ ︷︷ ︸

E✐♥t❡r✐❡✉r

−λ|∇I (v(q)) |︸ ︷︷ ︸
E❡①t❡r✐❡✉r


 ds ✭✶✳✶✮

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❧✬✉♥❡ ❞✐t❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♠❛❣❡ ❡t

♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦❧❧❡r ❛✉ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ ❧✬❛✉tr❡ ❞✐t❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ❙♥❛❦❡

❡t ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ r✐❣✐❞✐té ❡t é❧❛st✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t

❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ s♣❧✐♥❡s✳

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ❢♦rt❡s

❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s✳ ❖♥ s✬❛♣❡rç♦✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡

❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♠è♥❡ à ✉♥❡ ❡①trê♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐té ❞❡

E∗
C ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ tr♦✉✈é ♥✬❡st q✉❡ ❧♦❝❛❧ ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉❡

♣❧✉s✱ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✐✈✐s✐♦♥s

❡t ✉♥✐♦♥s ❞❡ ❙♥❛❦❡s✳

❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡♥❝♦♥tré s❡r❛ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❛♥s ✢♦✉t❛❣❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱

♦♥ r✐sq✉❡ ❞✬❛rr✐✈❡r à ❞❡s ♠✐♥✐♠❛ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣❛s ❧✬♦❜❥❡t ♠❛✐s ❧❡ ❢♦✉✐❧❧✐s ❡♥✈✐r♦♥♥❛♥t✳ ▲✬❛❥♦✉t

❞✬✉♥ ✢♦✉t❛❣❡ ❛♠è♥❡ q✉❛♥t✲à✲❧✉✐ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ ❞❡

✜①❡r à ❧❛ ♠❛✐♥ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬é❧❛st✐❝✐té ❡t ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳

❈❛s❡❧❧❡s✱ ❑✐♠♠❡❧ ❡t ❙♣✐r♦ ❬✷✹❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sés ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦♠❜❧❡r

❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ❧❛❝✉♥❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ t②♣❡ s♣❧✐♥❡s✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✜♥ ❞❡

s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡✱ ❡♥ r❡❢♦r♠✉❧❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳ ❈✬❡st

✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❙♥❛❦❡ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥

♣r❡♥❛♥t β = 0 ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✶✳✶✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡①tér✐❡✉r ② ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ g str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ t❡♥❞❛♥t ✈❡rs 0 à ❧✬✐♥✜♥✐ ✿

E∗
C =

1∫

0

(
α|C ′(q)|2 + λg (|∇I (C(q)) |)2

)
dq. ✭✶✳✷✮

❆✈❡❝ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ▼❛✉♣❡rt✉✐s ❡t ❋❡r♠❛t✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✷✹❪ q✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡



✷✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❙❯■❱■ ❉❊ ❈❖◆❚❖❯❘ P❆❘ P❘❖❈❊❙❙❯❙ ❉❊ ❙❊●▼❊◆❚❆❚■❖◆ ■❚➱❘➱❙

r❡✈❡♥❛✐t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E∗
C =

1∫

0

(|C ′(q)|g (|∇I (C(q)) |)) dq. ✭✶✳✸✮

q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣❛r❛♠étré s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♠♠❡ ✿

E∗
C =

L∫

0

(g (|∇I (C(s)) |)) ds. ✭✶✳✹✮

❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ré❣✐♦♥s

❆✜♥ ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❤ér❡♥ts ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s❡ ❜❛s❛♥t q✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t

♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❬✷✽✱ ✸✷✱ ✼✽✱ ✽✾✱ ✶✵✶✱ ✶✵✽✱ ✶✶✶❪✳ P♦✉r

❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ♥♦tr❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s

♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐té✱ ❧❛ t❡①t✉r❡✱ ❡t❝✳

▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞❡ ✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ sé♣❛r❛♥t ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s✳

❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡t ♥❡ ♣❛s t♦♠❜❡r ❞❛♥s

❞❡s ♠✐♥✐♠❛s ❧♦❝❛✉① ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡

❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ✈✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ré❣✐♦♥❛✉① ♦♥t r❡❝♦✉rs ❛✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❙♥❛❦❡✱ ❡t

s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❈❤❛❦r❛❜♦rt②✱ ❙t❛✐❜ ❡t ❉✉♥❝❛♥ ❬✷✺❪✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡

❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té✱ ❡t

✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ré❣✐♦♥s ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❤♦♠♦❣è♥❡✳

▼❛✐s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t tr♦♣ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s s✉r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ré❣✐♦♥s s❛♥s q✉✬❡❧❧❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡

s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■✈✐♥s ❡t P♦rr✐❧❧ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❩❤✉ ❡t ❨✉✐❧❧❡ ♦♥t ❛❧♦rs t❡♥té ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬✐❞é❡ ❞❛♥s ❬✻✵❪ ❡t ❬✶✶✶❪

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❞❡ t❡①t✉r❡✳

❊♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉①✱ P❛r❛❣✐♦s ❡t ❉❡r✐❝❤❡ ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡

❘é❣✐♦♥ ❛❝t✐✈❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡ ❬✽✽✱ ✾✶❪ ❡t ❞✬✐♠❛❣❡ ❬✽✾❪ ♣✉✐s ❞❡ s✉✐✈✐

❬✾✷✱ ✾✵❪✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❣✐♦♥s ❛❝t✐✈❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♠✐s❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡

❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①✱ ♥♦✉s ❧❡s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ q✉✐ s✉✐t✳

✶✳✷✳✸ ▲✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉✐ ♥❡ r❡♣♦s❡♥t ♣❛s s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs

❛❝t✐❢s s♦♥t ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r

❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❱✉❡ ❡♥ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✿ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡

❉é✜♥✐t✐♦♥

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▲❡✈❡❧✲❙❡t✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❬✽✸❪✱ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ✐❞é❡ très s✐♠♣❧❡ ✿ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡

❝♦✉r❜❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♣♣♦rt❡

❞❡s ❢❛❝✐❧✐tés s✉r ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣♦✐♥ts ✿

✕ ❯♥❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s✬❛✈èr❡♥t êtr❡ ♠♦✐♥s

❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s✳

✕ ▲❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ♦✉ ❧❡s sé♣❛r❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r

✜❣✉r❡ ✶✳✶✮ s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦✉r❜❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❛❧♦rs ét✉❞✐é❡ à ♣❛rt✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡

❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ♦✉ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ▲❡✈❡❧✲❙❡t✳ ❈❡s ❞é✜✲

♥✐t✐♦♥s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❬✽✷❪✳ P♦✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ϕ ❛✉ t❡♠♣s

t ✿

✶✳ ▲❛ ❢r♦♥t✐èr❡ Γ(t) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r {x|ϕ(x, t) = 0}✳ ▲❛ ré❣✐♦♥ Ω(t) = {x|ϕ(x, t) < 0} ❡st ❡♥t♦✉ré❡

♣❛r Γ(t) ❡t s♦♥ ❡①tér✐❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r {x|ϕ(x, t) > 0}✳

✷✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ♥♦r♠❛❧ n ❞❡ Γ(t) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

n =
∇ϕ

|∇ϕ|
.
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✸✳ ▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

κ = −∇ ·

(
∇ϕ

|∇ϕ|

)
.

✹✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ H(x) ❛ss♦❝✐é❡ à ϕ ❡st ✿

H(x) = 1ϕ(x)<0 ❛✈❡❝ 1cond =

{
1 s✐ ❝♦♥❞ ❡st r❡s♣❡❝té❡
0 s✐♥♦♥

.

✺✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❉✐r❛❝ ∂̂(x) = δ(ϕ)|∇ϕ|✱ ❛✈❡❝ δ(x) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡❧t❛ ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳

✻✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ✸❉ ✭♦✉ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ✷❉✮ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té p(x, t) s✉r Γ ❡st ✿

∫

Γ

p(x, t)δ(ϕ)dx|∇ϕ|.

✼✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ✸❉ ✭♦✉ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❡♥ ✷❉✮ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té p(x, t) s✉r Ω ❡st ✿

∫

Ω

p(x, t)H(−ϕ)dx.

❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ▲❡✈❡❧✲❙❡t ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ▲❡✈❡❧✲❙❡t ❡♥ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❡st ✐♥t❡♥s✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✈❛ ❞é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♦♣éré❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ▲❡✈❡❧✲❙❡t✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡

Γ(t) ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❈❡ t❡♠♣s ❞é❝r✐t ❧❡s ét❛♣❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❞✬✉♥❡

♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✜①❡ ❡t ♥✬❛ r✐❡♥ à ✈♦✐r ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✐♥❞❡①❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡

✭ϕ(x) = 0✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
dϕ(Γ, t)

dt
=

∂ϕ

∂t
+∇ϕ

∂Γ

∂t
.

▼✉♠❢♦r❞ ❡t ❙❤❛❤ ✿ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❬✼✽❪ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s❡❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❙♦♥ ❜✉t ❡st ❞❡ s❡❣♠❡♥t❡r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡

❡♥ ré❣✐♦♥s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛✈❡❝ ❢r♦♥t✐èr❡s ❧✐ss❡s✳

▲❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

E(f,Γ) = β

∫ ∫

R

(f − I)2 dA+ α

∫ ∫

R\Γ

|∇f |2 dA+ γ

∮

Γ

ds,

❛✈❡❝ I ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜s❡r✈é❡s ✭✐♠❛❣❡s✮✱ f ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ Γ✱ ❡t R ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤

❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣❡✉ r❡♥❝♦♥tré❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s

r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✳

❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ✿ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ❬✷✼❪ ❡st ✉♥❡ ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉

♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❡st s❡❣♠❡♥té❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥
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✭❛✮ Jint ≈ 0 ❡t Jext > 0 ❞♦♥❝ J > 0✳ ✭❜✮ Jint > 0 ❡t Jext ≈ 0 ❞♦♥❝ J > 0✳

✭❝✮ Jint > 0 ❡t Jext > 0 ❞♦♥❝ J > 0✳ ✭❞✮ Jint ≈ 0 ❡t Jext ≈ 0 ❞♦♥❝ J ≈ 0✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Γ
❞❡ss✐♥é❡ ❞❛♥s ✭❞✮ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ J ✳

♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ✐♥t❡♥s✐tés ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ❢♦♥❞ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ à

♠✐♥✐♠✐s❡r ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

J(m0,mf , ϕ) = Jint + Jext +

∫

Γ

|∇ϕ(x)|dx,

❛✈❡❝ Jint =
∫
Ω

[
(m0 − I(x))21ϕ(x)<0

]
dx ❡t

∫
Ω

[
(mb − I(x))21ϕ(x)>=0

]
dx✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥é ❞✬✐♠❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡ à s❡❣♠❡♥t❡r✱ t♦✉t ❡♥

♣é♥❛❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝♦♥t♦✉r✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✱ J ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦rsq✉❡

❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡

❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❖♥ ❛tt❡✐♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞és✐ré❡s ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ✿

∂ϕ

∂t
=

[
∇ ·

(
∇ϕ

||∇ϕ||

)
+ (mb − I(x))2 − (m0 − I(x))2

]
δ(ϕ).

❖♥ ❛✉r❛ r❡❝♦✉rs à ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❩❤❛♦✱ ❈❤❛♥✱ ▼❡rr✐♠❛♥ ❡t ❖s❤❡r ❬✻✺❪ ♦✉ ❝❡❧❧❡

❞❡ ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ❬✶✵✾❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ✈✉s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

♣❧✉s✐❡✉rs ③♦♥❡s✳

❋r❡❡❞♠❛♥ ❡t ❩❤❛♥❣ ✿ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❋r❡❡❞♠❛♥ ❡t ❩❤❛♥❣ ❬✹✽❪ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐
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❞❡ ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ♠❛✐s ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❡t à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡

❧✬♦❜❥❡t✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té✳ ▲❡s ✐♥t❡♥s✐tés s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ❞❡✉① ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❛r

✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳

❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s

❯♥❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ ❡st ❝❡❧❧❡

✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❬✾✵❪✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❝t✐✈❡s ❣é♦❞és✐q✉❡s ❬✾✶❪✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡✱

♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s✱

❛✈❡❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❙♦✐t I ❧✬✐♠❛❣❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❡♥tré❡✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s (hA, hB)✳

✕ ❙♦✐t P (R) = {RA, RB} ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♠❛❣❡s R ❞❛♥s ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ♥♦♥ s✉♣❡r✲

♣♦sé❡s✳

✕ ❙♦✐t δRA ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ RA✳

✕ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✈✐❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ p(I(s)|B) q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥ ♣✐①❡❧ s♦✐t s✉r

❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ RA✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❡♥tr❡

RA ❡t RB ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢ ❣é♦❞és✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿

E(δRA) =

∫ 1

0

g


 c(I(δR(c)))|B︸ ︷︷ ︸

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡




︸ ︷︷ ︸
❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡

∣∣∣δ ˙RA(p)
∣∣∣

︸ ︷︷ ︸
ré❣✉❧❛r✐té

dc

♦ù g ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ δRA(p) : [0, 1] → R
2 ❡st ✉♥❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞❡

❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r {δ ˙RA(p)} ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉

t❡♠♣s✳

❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s

❯♥ ❞❡s ❣r♦s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ s♦✉❧è✈❡ ❧❡ r❡❝♦✉rs ❛✉① ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ r❛♣✐❞✐té

❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t

❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r

❝♦♥tr❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❛ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉❡ ❡st ❞❡ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡

s❡r❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❬✶❪✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡✛❡❝t✉és s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡✳ ❈❡tt❡ ❜❛♥❞❡ ❞♦✐t

êtr❡ ré❛❝t✉❛❧✐sé❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥

ré❛❧✐té ❞❡✉① ❜❛♥❞❡s CB1 ❡t CB2 ❛✈❡❝ CB1 ⊂ CB2 ✭✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❛❧♦rs ♠✐s❡

à ❥♦✉r ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ CB2✱ ❡t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 0 t♦✉❝❤❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ CB1✱ ❧❡s ❞❡✉① ❜❛♥❞❡s
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❛rr♦✇ ❇❛♥❞ ✿ CB1 ⊂ CB2✳ C é✈♦❧✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ CB2✳ ▲❡s ❜❛♥❞❡s s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❧♦rsq✉❡ C ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ CB1✳

s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✕ ❜✐❡♥ q✉❡ r❡st❛♥t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r

❛❝t✐❢ ❞❡ t②♣❡ ❙♥❛❦❡ ✕ ❛♠é❧✐♦r❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❞✬♦ù s♦♥ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♠❛ss✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡s

❝♦♠♠✉♥❛✉tés ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✧❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣✧ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬✶✵✸❪ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡

❡♥❝♦r❡ q✉❡ ❞❡ s❡ ❧✐♠✐t❡r à ❞❡s ❜❛♥❞❡s étr♦✐t❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐✲

❣♥❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❝❝❡♣té❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛

♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ r❡♥❞ ❝❛❞✉q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡

❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✧❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣✧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

❉✐❥❦str❛ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✳

✶✳✸ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ♣❛r ❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s
s✉❝❝❡ss✐✈❡s

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❥✉sq✉✬à ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s à

♣❛rt✐r ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s

✐❞é❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣✉✐s ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s✳

✶✳✸✳✶ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥s✐st❡ à s❡❣♠❡♥t❡r ✉♥ ♦❜❥❡t s✉r ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♣✉✐s ❞❡

♣r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣é❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬✐♠❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❛✈♦r✐s❛♥t ❧❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡

♣ré❞é✜♥✐❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✱ ✈♦✐r❡ ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❛✉
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♠✐❡✉① ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t q✉✐ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s❡❧♦♥

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ◆♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❞❡ ré❡❧❧❡

❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❬✹✹❪ ❡t ❬✼✼❪ ♣❛r ❊❧✲❋❡❣❤❛❧✐ ❡t ▼✐t✐❝❤❡ ❡st✐♠❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t

❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❡t ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡✳ ❈❡s ❝♦♥t♦✉rs s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ❈❡tt❡

♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✉ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ ❡t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥

❞❡ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥tr❡❝❛rr❡r ❝❡ ❞é❢❛✉t✱ ▼❛♥s♦✉r✐ ✐♥❝❧✉t ❞❛♥s ❬✾✽❪ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s s✉r ❧❛

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✬✐♥térêt✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

✢♦t ♦♣t✐q✉❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❝❡♣❡♥❞❛♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞❡ ❣ér❡r ❞✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t

♣❛rt✐❡❧❧❡s ♦✉ t♦t❛❧❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ t❡♥❞❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ✈❡rs ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❧❡ ♣❧✉s

♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝✐t❡r ❙✉♥❞❛r❛♠♦♦rt❤✐✱ ❨❡③③✐ ❡t ▼❡♥♥✉❝❝✐ q✉✐ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✶✵✼❪ ❧✬❛❥♦✉t

❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ t♦♠❜❡r ❞❛♥s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝❡♥t❡

❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r ❛❝t✐❢ ❡t q✉✐ r♦❜✉st✐✜❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s r❡st❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♥t❡r♣rétés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡

❧✬♦❜❥❡t✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❞❡ ❢♦rt❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés✱ ✉♥ ❜r✉✐t ✐♠♣♦rt❛♥t ♦✉ ❞❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s ♠ê♠❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡s

❡t ❞❡ ❝♦✉rt❡s ❞✉ré❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s ♣❛r ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳

❈♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ✐♥❝♦r♣♦r❡♥t ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ❈❡t

❛ ♣r✐♦r✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♦✉ t♦t❛❧❡s ❞❡ ❝♦✉rt❡s ❞✉ré❡s✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r t❡♥❞ à r❡st❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣ré❞é✜♥✐❡ ♦✉ ❛♣♣r✐s❡✳

❉❛♥s ❬✼✻❪✱ ▲❡✈❡♥t♦♥✱ ●r✐♠s♦♥ ❡t ❋❛✉❣❡r❛s ❣❛r❞❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t

❞✬✐♥térêt ❛♣♣r✐s❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞é❝r✐✈❛♥t

❧✬♦❜❥❡t ❡st ❞♦♥♥é ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s♦✉❤❛✐té❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡

❛ ❡♥s✉✐t❡ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ▲❡ t♦✉t ❡st t♦✉❥♦✉rs r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✳

❈r❡♠❡rs ❡t ❙❝❤♥♦rr ♦♥t ♣r✐s q✉❛♥t✲à ❡✉① ❞❛♥s ❬✸✸❪ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s✱ à

❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧s ❛❥♦✉t❡♥t ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ st❛t✐st✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ➚ ♥♦✉✈❡❛✉✱

❝❡❧❛ ❡st ❢❛✐t ♣❛r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡

♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ❣èr❡ ♣❛s ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ ❡t s♦♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡

❢♦r♠❡ ♥❡ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳
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❊♥✜♥✱ P❛r❛❣✐♦s ❡t ❉❡r✐❝❤❡ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❛♥s ❬✽✻❪✱ ❬✽✼❪ ❡t ❬✾✸❪ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❧✐é❡ à ❧❛

t❡①t✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❆✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ r♦❜✉st❡✱ ✐❧s ❛❥♦✉t❡♥t ❞❛♥s ❬✽✻❪ ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛

❢♦r♠❡ ❝♦✉♣❧é à ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs r♦❜✉st❡s ♣♦✉r ❧❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡✳

❈♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ tr♦✐s✐è♠❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥ ♠✐♥✐✲

♠✉♠ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❇❡rt❛❧♠í♦✱ ❙❛♣✐r♦ ❡t ❘❛♥❞❛❧❧ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❬✶✺❪ ♦ù ✐❧s ré❛❧✐s❡♥t ✉♥

♠♦r♣❤✐♥❣ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ à ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❊❉P✮ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡✲

♠❡♥t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣❛r ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❊❉P✳ ■❧s ♣r♦❥❡tt❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s

❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧s s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❣ér❡r ❞❡ ❝♦✉rt❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❇❛rt❡s❛❣❤✐ ❡t ❙❛♣✐r♦ ❬✶✷❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡

ré❡❧❧❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♥✬❡st ❛ss✉ré❡ q✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s

♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧s ❛❥♦✉t❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡st

❛❜s❡♥t✳ ▼❛❧❣ré t♦✉t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞♦✐t ♣ré❝✐s❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡

❢❛ç♦♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ ❣ér❡r ❞❡ ❢♦rt❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ●♦❧❞❡♥❜❡r❣✱ ❑✐♠♠❡❧ ❡t ❘✉❞s❦✐ q✉✐ ♦♥t r❡❝♦✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❞❡ ❬✺✶❪ à ✉♥ ❧✐ss❛❣❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧✳ ❈❡ ❧✐ss❛❣❡ ♥✬❡st ré❛❧✐sé q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s

❧❡ s✉✐✈✐ ♣❛r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ré❛❧✐sé s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳

✶✳✸✳✷ ❆❥♦✉t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✈✉❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé

❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t

✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❡t ❛♠é❧✐♦r❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❣❡st✐♦♥s ❞✬♦❝❝❧✉s✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♦✉ t♦t❛❧❡s

q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡♥❝♦♥tr❡r✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s r❛r❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❡♥ ✈♦✐❝✐

q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

❉ès ✶✾✾✾✱ P❡t❡r❢r❡✉♥❞ ❬✾✺❪ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❡ s✉✐✈✐ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ✭q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡✲

r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✮ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡s ❝♦✉r❜❡s

s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❛❝t✐❢s ❡t s♦♥t ❣✉✐❞é❡s ♣❛r ✉♥ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st

♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t très ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

t❡①t✉r❡ ❞✉ ❢♦♥❞✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳

◆✐❡t❤❛♠❡r ❡t ❚❛♥♥❡♥❜❛✉♠ ❬✽✵❪ ❛rr✐✈❡♥t à ❝♦✉♣❧❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r

❝♦✉r❜❡ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳

❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ❡t ♣❡✉t ❣ér❡r ❞❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s

♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❉❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬✾✼❪ ❡t ❬✸✽❪ r❡♣♦s❛♥t
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r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ❡t s✉r ✉♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ✐♥♦❞♦r❡ ✭♣rés❡♥tés t♦✉s ❞❡✉①

❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✮✳

❏❛❝❦s♦♥✱ ❨❡③③✐ ❡t ❙♦❛tt♦ ❬✻✶❪ ❛❥♦✉t❡♥t q✉❛♥t à ❡✉① à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡

❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣ér❡r ❞❡ ❢♦rt❡s ♦❝❝❧✉s✐♦♥s✳

▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t r❡str✐❝t✐✈❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐❜❧❡s ♣♦✉r

êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳

✶✳✸✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡
❝♦✉r❜❡s

❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❣ér❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉✲

s❡♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉✐✈✐✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s

♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ▲❡s q✉❡❧q✉❡s

t❡♥t❛t✐✈❡s ♣♦✉r ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣ér❡r q✉❡ ❝❡r✲

t❛✐♥s t②♣❡s ❞✬♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❞✉ré❡s ❡t ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ❢♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡

✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✬♦❜❥❡t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s✉✐✈✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✕

✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ✕✳ ❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r❛ ❧❛

❞✐✣❝✉❧té q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡♥❝♦♥tr❡r ❛✈❡❝ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❛♥s

❞❡s ❝❛s ❞❡ ❣r❛♥❞❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✐♥térêt ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❢♦♥❞✳

✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s

❝♦♠♠❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s q✉❛s✐✲✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ sé✲

q✉❡♥❝❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱

❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉✐✈✐✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t

♣❛s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❈❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s

s♦♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉❡ ❞❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés ❞✉❡s ❛✉ ❜r✉✐t ♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥

s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❙✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ♣❛r t❡❝❤♥✐q✉❡

❞✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✈❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❬✽✹❪ ❡t r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡s t❡❝❤✲

♥✐q✉❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ s✉✐✈✐ ❝♦♥t✐♥✉ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st

❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r♠✉❧é ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❝♦ût ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t❡ ❡t

❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ rétr♦❣r❛❞❡ ❞✬✉♥

♠♦❞è❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❞❥♦✐♥t✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❢❡r♠é❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞é✜♥✐❡s

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡

❞✉ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ♥✬♦♣èr❡

♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♠❛❣❡ ❞✉ ♣❛ssé✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥

❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ s✉✐✈✐ t❡♠♣s ré❡❧✳

✷✳✷ ❍✐st♦r✐q✉❡

❉✬❛♣rès ❬✼✷❪✱ ❧✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✧❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r✱

❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ❛ ❛❝❝ès ✿ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛✲

t✐q✉❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞é❝r✐ts ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳✧

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛②❛♥t ❞é❜♦✉❝❤é s✉r ❧❛ ♠✐s❡

❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❉ès ✶✾✷✷✱ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬✐❞é❡ ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✉ t❡♠♣s ✵✱ ❡t

❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❬✾✾❪✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts

✸✶



✸✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❚❊❈❍◆■◗❯❊ ❉✬❆❙❙■▼■▲❆❚■❖◆ ❱❆❘■❆❚■❖◆◆❊▲▲❊

s♦♥t ♣❡✉ ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡①♣❧♦s❡ très r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈r❡ss♠❛♥ ❬✸✹❪✱ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✺✵ ❡t t♦✉❥♦✉rs ❞✬❛❝t✉❛❧✐té ♣♦✉r s❛

s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭✉♥❡ é❜❛✉❝❤❡✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥térêt à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱

❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✐ss❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ à ❧✬é❜❛✉❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♠♦✐♥s ♦❜s❡r✈és✳

❖♥ tr♦✉✈❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✹❉❉❆ q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥

◆❡✇t♦♥✐❡♥♥❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

❝❛❧❝✉❧é❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜s❡r✈é❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t✳ ❈❡ t❡r♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t

♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿

dx

dt
= M(x) ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝

dx

dt
= M(X)−K(H(x)− yo). ✭✷✳✶✮

❊♥✜♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✽✵

♣❛r ❋✳❳✳ ▲❡ ❉✐♠❡t ❬✼✶❪✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ✸❉✲❱❛r ❬✶✸✱

✶✽✱ ✼✸✱ ✶✵✻✱ ✸✶❪✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✹❉✲❱❛r ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❛✉ ❝❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t

❞✉ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❧✉s ❛❧♦rs à ❛✈♦✐r ❧✬ét❛t ♦♣t✐♠❛❧ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✱ ♠❛✐s à ❛✈♦✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s

s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✱ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❊♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t

❛✐♥s✐ ✸❉✲❱❛r✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✹❉✲❱❛r ❛ r❡♠♣❧❛❝é ❧✬❛♥❝✐❡♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡♣✉✐s ✷✵✵✵ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡

▼été♦✲❋r❛♥❝❡✱ ❝❡❝✐ ❣râ❝❡ à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❛✉① ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐s

❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ✸❉✲❱❛r✳

✷✳✸ ❆ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ x ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬ét❛t✱ xt ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

❞✬ét❛t ✈r❛✐✱ xb ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬é❜❛✉❝❤❡ ❡t xa ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬ét❛t ❛♥❛❧②sé✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r Mk→k+1

♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ét❛t xk ❛✉ t❡♠♣s k à ✉♥ ✈❡❝t❡✉r xk+1 ❛✉ t❡♠♣s k + 1 ✿

∀k, xk+1 = Mk→k+1(xk). ✭✷✳✷✮

▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ♥♦té yo✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ H ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡

♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿ Hx = y✱ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬❡rr❡✉r

❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ♥♦té❡ R✳

✷✳✸✳✶ ✹❉✲❱❛r à ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢♦rt❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r❢❛✐ts✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❞♦♥❝

❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ✹❉✲❱❛r à ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❨✳ ❙❛s❛❦✐ ❬✶✵✷❪✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡✱

s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ✹❉✲❱❛r à ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢❛✐❜❧❡✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✶ ✕ ✹❉✲❱❛r

■♥ ✐ t ✐❛ ❧ ✐ s❛t ✐♦♥ ✿ x = x0 ✱ n = 0

❚❛♥t q✉❡ ||∇J || > ǫ ♦✉ n < nmax ✱ ❢❛ ✐r❡ ✿

❈❛ ❧❝✉ ❧ ❞❡ J ❣r❛❝❡ ❛✉ ♠♦❞❡❧❡ ❞ ✐ r ❡ ❝ t M

❡t ❛ ❧ ✬ ♦♣❡r❛t❡✉r ❞ ✬ ♦❜s❡ r✈❛t ✐ ♦♥ ❍✳

❈❛❧❝✉ ❧ ❞❡ ∇J ❣r❛❝❡ ❛✉ ♠♦❞❡❧❡ t❛♥❣❡♥t ❧ ✐ ♥ ❡ ❛ ✐ r ❡ ❛❞ ❥ ♦ ✐ ♥ t ∂MT

❡t ❛ ❧ ✬ ❛❞ ❥ ♦ ✐ ♥ t HT ❞❡ ❧ ✬ ♦♣❡r❛t❡✉r ❞ ✬ ♦❜s❡ r✈❛t ✐ ♦♥ ✳

❉❡s❝❡♥t❡ ❡t ♠✐s❡ ❛ ❥♦✉r ❞❡ x

n = n+ 1

❖♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❡♥ ❞❡✉① t❡r♠❡s ✿ J(x) = Jb(x) + Jo(x) ❧✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡✲

♠❡♥t à ❧✬é❜❛✉❝❤❡ ❡t ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞✬é❜❛✉❝❤❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿

Jb(x) =
1

2

(
x− xb

)T
B−1

(
x− xb

)
, ✭✷✳✸✮

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t❡r♠❡ Jo ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t = 0 à t = N ✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥ ét❛t xa ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x à ❧✬✐♥st❛♥t t = 0 ✭✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✐♥✐t✐❛❧❡✮✱ q✉✐✱ ✐♥té❣ré ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ s❡♥s

❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳

Jo(x) =
1

2

N∑

i=0

(yoi −Hixi)
T
R−1

i (yoi −Hixi) , ✭✷✳✹✮

Jo(x) =
1

2

N∑

i=0

(yoi −HiM0→i(x0))
T
R−1

i (yoi −HiM0→i(x0)) . ✭✷✳✺✮

▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

∇J(x) = B−1
(
x0 − xb

0

)
−

N∑

i=0

MT
0→iH

T
i R

−1
i (yoi −Gix0) . ✭✷✳✻✮

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ Jb✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ Jo ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧

❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉r ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱

✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❞❥♦✐♥t❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳

❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐tér❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡t✲

t❛♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût J à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ∇J ✳

❖♥ ♣r❡♥❞r❛ xb ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ∇J s❡r❛ ❡st✐♠é ♣❛r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲

t✐♦♥ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r t❛♥❣❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❛❞❥♦✐♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❬✼✸❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❋✐❣✉r❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹❉✲❱❛r✳ ❯♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ rétr♦❣r❛❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❞✲
❥♦✐♥t❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ✭❝♦✉r❜❡ ✧❛♥❛❧②s❡✧✮ ❛♣rès ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ x0 ✭❝♦✉r❜❡ ✧❡st✐♠❛✲
t✐♦♥✧✮✳ ❈❡tt❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ rétr♦❣r❛❞❡ s✉✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥tr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥✳
❖♥ ❝♦rr✐❣❡ ❛❧♦rs ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛r ✉♥ ✐♥❝ré♠❡♥t ∂x0 ✭❝♦✉r❜❡ ✧tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦rr✐❣é❡✧✮✳

✷✳✸✳✷ ▲❡ ✹❉✲❱❛r à ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❢❛✐❜❧❡

▲❡ ❝❛❞r❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥♦♥ ♣❛r❢❛✐t✱ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ✉♥ t❡r♠❡

❞✬❡rr❡✉r ♠♦❞è❧❡✳ ❯♥ t❡r♠❡ ❡♥❝♦❞❛♥t ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ♠♦❞è❧❡ ❡st ❛❧♦rs r❛❥♦✉té ❞❛♥s ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❡rr❡✉r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿

qi = xi −Mi→i+1(xi−1), ✭✷✳✼✮

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦ût J ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡

J(x, q1, · · · , qN ) =
1

2

(
x− xb

)T
B−1

(
x− xb

)

+
1

2

N∑

i=0

(yoi −Gix)
T
R−1

i (yoi −Gix)

+
1

2

N∑

i=0

qTi q
−1
i qi, ✭✷✳✽✮

❯♥ ❝❛❞r❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✳
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✷✳✹ ❆ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ s✉✐✈✐

❞❡ ❝♦✉r❜❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✽✹❪✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❢❡r♠é❡s

❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ♣rés❡♥té s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ❡♥

❡♥tré❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣❧ét❡r

❧❡ s②stè♠❡✳ ❈♦♠♠❡ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉①✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳

✷✳✹✳✶ ▼♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

P♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬ét❛t ❞❡

❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r s❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ Φ✱ ❧❡ t♦✉t s✉r ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s

❝♦♥s✐❞éré❡✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ✿ ❧❛

❝♦✉r❜❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ tr❛♥s♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡♥s❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♠❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱

❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡♥s❡ ❡st s✉♣♣♦sé ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❡①tér✐❡✉r ❝♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✳ ▲❡

❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✐❝✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✉ ✹❉✲❱❛r ❞ét❛✐❧❧é s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱

❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✜①é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

✷✳✹✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛

séq✉❡♥❝❡✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s❡✉✐❧❧❛❣❡ s✐♠♣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥t♦✉r C✳

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ g ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à ❝❡ ❝♦♥t♦✉r ✿

❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ g ❡st ♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s✉✐✈✐✳ ❈❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡

❝♦♠♠❡ ✈r❛✐❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣rès ✿

Φ(x, t0) = g(x, C) + η(x). ✭✷✳✾✮

✷✳✹✳✸ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡

❉✐✈❡rs❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✜①❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❧✐❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t ❛✉①

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r❡♥❞ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡

❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❜❛s❡

✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦♠♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❈❤❛♥

❡t ❱❡s❡ ❬✷✼❪✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡

❋r❡❡❞♠❛♥ ❡t ❩❤❛♥❣ ❬✹✽❪✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❜r✉✐té❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❧✐✲

❝✐t❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬ét❛t s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡✱



✸✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❚❊❈❍◆■◗❯❊ ❉✬❆❙❙■▼■▲❆❚■❖◆ ❱❆❘■❆❚■❖◆◆❊▲▲❊

❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱

❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ à ✉♥ ❝♦♥t♦✉r ❞♦♥♥é ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t

❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❢❛✐❜❧❡s ❞❛♥s

❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❢♦rt❡s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❡❧❧❡s

s♦♥t ❞é✜♥✐❡s à ❧✬✐♥✜♥✐✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♠❛❣❡

❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❧✐é❡s à ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥t♦✉r s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡s

♣❛r ❧❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ❬✷✼❪✱ ♦ù

❧✬✐♠❛❣❡ ❡st sé♣❛ré❡ ❡♥ ❞❡✉① ré❣✐♦♥s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é s❡❝t✐♦♥

✺✳✹✳

❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢❛❜r✐q✉❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ s②♥t❤ét✐q✉❡✱ ❡t ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✉

❜r✉✐t ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧♦❝❛❧❡ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ▲❡s

♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ s♦♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s✱ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s

❧♦❝❛❧❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s✳

❆❥♦✉t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡s

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❝❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦♥ ❝♦✉♣❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡

❋r❡❡❞♠❛♥ ❡t ❩❤❛♥❣ ❬✹✽❪✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛

❝♦✉r❜❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ 0 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡s ❞❡♥s✐tés

❛✉① ❞❡♥s✐tés ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❡t ❞❡ ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳

❉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡

✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r P❛♣❛❞❛❦✐s ❡t ▼é♠✐♥ ❞❛♥s ❬✽✹❪✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❜❛s❡ ❞✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❝✐❜❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧❛

séq✉❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❣✉✐❞❛♥t ❧❡ s✉✐✈✐✱ s❡❧♦♥ ❧❡

t②♣❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭❝♦♥t♦✉rs✱ ✐♠❛❣❡s ♦✉ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧♦❝❛❧❡s✮✳

▲✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡st✐♠és ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳ ■❧ ❡st

é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❛ss✐♠✐❧❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❛✜♥ ❞❡ ❣ér❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s

♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t t♦t❛❧❡s✳

❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦✉❧è✈❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♥é❣❛t✐❢s ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✿

✕ ❊❧❧❡s s♦♥t ♥♦♥ ré❝✉rs✐✈❡s✱ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ s✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ t❡♠✲

♣♦r❡❧❧❡✳



✷✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✸✼

✕ ▲❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ très ❝♦✉rt❡✳

✕ ▲❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s très ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ tr❛♥s✲

♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣✳

✕ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❣❛✉ss✐❛♥✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st é✈✐❞❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡

❝❛s✳

✕ ❊❧❧❡s ♥❡ ♣r♦♣♦s❡♥t ♣❛s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❈❡s ❞é❢❛✉ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ✈♦♥t ♥♦✉s ❛♠❡♥❡r à ♣r♦♣♦s❡r

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❧✐❜r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡

✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✉✐✈✐ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛❞ ❤♦❝ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t

♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❢♦r♠✉❧é❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

❈❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à q✉✐tt❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡

♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❛❜♦r❞❡r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡

st♦❝❤❛st✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❛❜♦r❞❡r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❛♥s ✉♥

❝❛❞r❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉r❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ❛✉ ❜r✉✐t

♦✉ ❛✉① ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s ❡t ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts s✉❜✐ss❛♥t ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s

t♦✉t ❡♥ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ✈✉❡s

❞❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ s❛♥s ❛✈♦✐r ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt

❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳

✸✾
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❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❋✐❧tr❛❣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉

s✉✐✈✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s

✹✶





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡

❝♦✉r❜❡s ❧✐❜r❡s✱ ❢❡r♠é❡s ❡t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳

✕ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ◆♦✉s ② ♣rés❡♥t❡r♦♥s é❣❛❧❡✲

♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡

♠ét❤♦❞❡✳

✕ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡r❛ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦✉r❜❡s ❞❡

♥✐✈❡❛✉ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♥♦✉s r❡♣♦s❡r♦♥s ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝♦♥t❡①t❡✳

✕ ❊♥✜♥ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡①♣♦s❡r❛ ❞❡✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥

s♦✉❤❛✐t❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡✱ ♦✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣ré❢èr❡ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡

❞ér✐✈❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✳

✹✸
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈❛❞r❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ♥♦✉s s❡r✈✐r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡

❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤és ❞❛♥s ✉♥

❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ✜♥✐ ♣✉✐s ❝♦♥t✐♥✉✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✜❧tr❡s ❡①✐st❛♥ts ♣♦✉r rés♦✉❞r❡

❝❡s ♠♦❞è❧❡s ✿ ▲❡s ✜❧tr❡s ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡t s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡s ❣❛✉ss✐❡♥s✱

♣✉✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s

❝❡ ❞❡r♥✐❡r s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛♣♣✉✐❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t

❞❡ ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥✳ ❙♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ s❡r❛

❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❝r✐ts ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❬✽❪✱ ❬✸✼❪ ❡t ❞❡

❬✷✷❪✳

✸✳✷ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❚♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❈❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t

r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬ét❛t ❡t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ s✬✐♥tér❡ss❡r ❞❛♥s ✉♥

♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞✐s❝r❡ts ❡♥ t❡♠♣s✱ ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❞❡s ❡s♣❛❝❡s

✜♥✐s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✳

✸✳✷✳✶ ❊s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé

❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡s à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t {xk}k∈N✱ xk ∈ R
nz ❡t {zk}k∈N∗ ✱ zk ∈ R

nz ✳

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s {xk} ❡st ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬ét❛t✱ ✐♥❝♦♥♥✉ ❡t ♠❛r❦♦✈✐❡♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ p(x0)

❡t ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ p(xk|xk−1) ✭❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t✮✳

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s {zk} ❡st ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜r✉✐té✱ q✉✐ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s {xk} ✐♥❞✐r❡❝✲

t❡♠❡♥t✳ ■❧ s❡r❛ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(zk|xk)✳

❈❡ s②stè♠❡ s❡r❛ ❛❧♦rs ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✱ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r

✹✺



✹✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❈❆❉❘❊ ❉❯ ❋■▲❚❘❆●❊

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡

❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

p(x0) ✭✸✳✶✮

p(xk|x0:k−1, z1:k−1) = p(xk|xk−1) ✭✸✳✷✮

p(zk|x0:k, z1:k−1) = p(zk|xk) ✭✸✳✸✮

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐tér❛t✐❢ ♣❡r♠❡t✲

t❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬ét❛t à ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣❛ssé❡s ❡t ♣rés❡♥t❡s p(xk|z1:k)✳ ❯♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ ❜❛②és✐❡♥ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❈❡ ✜❧tr❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉①

ét❛♣❡s ✿

✕ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t p(xk−1|z1:k−1) ❝♦♥♥✉❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✿

p(xk|z1:k−1) =

∫
p(xk|xk−1)p(xk−1|z1:k−1)dxk−1 ✭✸✳✹✮

✕ ▲❡ ✜❧tr❡ p(xk|z1:k) s❡ ❞é❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ♣ré❞✐t p(xk|z1:k−1) s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✿

p(xk|z1:k) =
p(zk|xk)p(xk|z1:k−1)∫
p(zk|xk)p(xk|z1:k−1)dxk

✭✸✳✺✮

= p(xk−1|z1:k−1)
p(zk|xk−1p(xk|xk−1)

p(zk|z1:k−1)

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ✜❧tr❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡

♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❉❡✉① ❝❛s ❞✐✛èr❡♥t✱ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✳✹ ❡t ✸✳✺ s♦♥t

❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♦✉ ♥♦♥✳

✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✴❣❛✉ss✐❡♥✱ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs

❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❬✻✻❪✱ ❞ét❛✐❧❧é ♣❧✉s ❧♦✐♥✳

✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ▲❛

♣r❡♠✐èr❡ ✐❞é❡ ❛ été ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❡st✐♠é❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ✿ ✈♦✐r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡

❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥t t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s♦♥t ❝❡❧❧❡s

❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞✐t❡s ✜❧tr❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s✱ ❞❡ ♣❛r ❧❡✉r s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡✳



✸✳✷✳ ▼❖❉➮▲❊❙ ❉❊ ▼❆❘❑❖❱ ✹✼

✸✳✷✳✷ ❊s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t

❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t✳ ❈✬❡st ❝❡❧✉✐ q✉❡ ❧✬♦♥

✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬ét❛t s✉✐t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥

st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛rr✐✈❡♥t à ❞❡s ✐♥st❛♥ts ❞✐s❝r❡ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ✿

dxt = f(t, xt)dt+ σ(t)dBt ✭✸✳✻✮

zk = g(xtk , vk), ✭✸✳✼✮

❛✈❡❝ Bt ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ st❛♥❞❛r❞✳

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✿

xt = x0 +

∫ t

0

f(s, xs)ds+

∫ t

0

σ(s)dBs, ✭✸✳✽✮

❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ■tô✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥

❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ■tô✱ ❞é❝r✐t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t

❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

❖♥ r❡tr♦✉✈❡r❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛r❦♦✈✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬ét❛t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t✳ ❉❡

♠ê♠❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té

❞✬ét❛ts ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

✸✳✷✳✸ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✲❞✐s❝r❡t

▲❡ ❝❛s ♣rés❡♥té à ❧✬✐♥st❛♥t ♥✬❡st ♣❛s ❝❡❧✉✐ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❧✬ét❛t ❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s②♥❝❤r♦♥✐sés✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥

st♦❝❤❛st✐q✉❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛rr✐✈❡♥t à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✳ ❖♥ ❧❡ r❡tr♦✉✈❡ ♠❛❧❣ré ❝❡❧❛ ❞❛♥s

❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s s❝✐❡♥❝❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡s✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r

❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝♦♥t✐♥✉s ♦❜s❡r✈és à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✱ ❡t ♦✛r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❡s♣❛❝é❡s ❞❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞✐✛ér❡♥ts✳

✸✳✷✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s

❈❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❛♥s ❞❡

♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✱ ♦♥ ❧❡s r❡♥❝♦♥tr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t

❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❬✶✵✱ ✺✾✱ ✾✹❪✳ ▼❛✐s ♦♥ tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t

❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✈❛r✐és t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

✜♥❛♥❝✐èr❡s✱ ❡t❝✳

▲❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ❢✉r❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ à

❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❆❉◆ ❬✺✺❪✱ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❬✺✽❪✱ ❞❡s

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛❧❛❞✐❡s ✐♥❢❡❝t✐❡✉s❡s ❬✻✱ ✺✻❪ ❡t ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s✳
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❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ✈♦❧❛t✐❧✐té

st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❬✷✸❪✱ ♦✉ s❡r✈✐r à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ sér✐❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❬✹✸❪✳

❊♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ s✉✐✈✐✱

❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✉ss✐ ✈❛r✐és q✉❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡✱ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✸❉✱ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ♦✉ ❧❛

♠été♦r♦❧♦❣✐❡✳

✸✳✸ ❋✐❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥

▲❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❡st ❞é❝r✐t ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❬✺❪✱ ❡t s❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡♥

t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s ❬✽✶❪✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ✐❞é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳

✸✳✸✳✶ ❙②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❣❛✉ss✐❡♥ ✿

xk+1 = FkXk + bk + wk ✭✸✳✾✮

zk = HkXk + dk + vk, ✭✸✳✶✵✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ x0 ❡st ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ x̂0 ❡t ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ0

✕ Fk ❡t Hk s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞✬ét❛t ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡✳

✕ ❧❡s ❜r✉✐ts ❞✬ét❛t wk ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡ vk s♦♥t ❞❡s ❜r✉✐ts ❜❧❛♥❝s ❣❛✉ss✐❡♥s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡s ♥✉❧❧❡s ❡t

❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s Qk ❡t Rk ❝♦♥♥✉❡s✳

P♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡st ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✿ p(xk|z1:k−1) =

N (x̂k|k,Σk|k) ❡t p(xk|z1:k = N (x̂k,Σk) ❡t s❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s

ré❝✉rs✐✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ x̂0|0 = x̂0,Σ0|0 = Σ0

✕ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✿

x̂k|k−1 = Fk x̂k−1|k−1 + bk

Σk|k−1 = Fk Σk−1|k−1 F t
k +Qk

✕ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✿

Kk = Σk|k−1 Ht
k(Hk Σk|k−1 Ht

k +Rk)
−1

x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk[zk − (Hk x̂k|k−1 + dk)]

Σk|k = (Id−Kk Hk)Σk|k−1
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✸✳✸✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❛✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥

❋✐❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉

❙✐ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❡s ❜r✉✐ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r

❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉ ❬✻✷❪ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

{
xk = fk(xk−1) + wk

zk = hk(xk) + vk,
✭✸✳✶✶✮

❈❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s

❞✬ét❛t ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡

s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{
xk = Fk xk−1 + bk + wk, ❛✈❡❝ bk = fk(x̂k−1|k−1) + Fk x̂k−1|k−1

zk = Hk xk + dk + vk, ❛✈❡❝ dk = hk(x̂k|k−1) +Hk x̂k|k−1
✭✸✳✶✷✮

❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥

ét❡♥❞✉ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ p(xk|z1:k) ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐

❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡ ✜❧tr❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛♠❡♥❡r

✉♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés tr♦♣ ♣r♦♥♦♥❝é❡s✳

❋✐❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ✐♥♦❞♦r❡

❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉❧❡✈é ❞❛♥s ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ✐♥♦❞♦r❡

❬✻✹✱ ✻✸❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ♣❛r ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♣♦♥❞érés✱ ♠✐s à ❥♦✉r

ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts

s❡r❛ ❡✛❡❝t✉é s✉r ❝❡ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡r❛ ♣❧✉s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥✳

❋✐❧tr❡ ♣❛r ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s

▲♦rsq✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✈✉s ♣ré❝é✲

❞❡♠♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉és✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡

❧♦✐s✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ♣❛r ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❧♦✐s ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ p(xk|z1:k) ♣❛r ✉♥

♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❣❛✉ss✐❡♥♥❡s✱ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r

❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s✳

❈❡ ✜❧tr❡ ♥❡ rés♦✉t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥✲

t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ét❡♥❞✉✳

❋✐❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡

❊♥✜♥✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❬✹✺✱ ✹✻❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ✜❧tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝❡ ✜❧tr❡
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r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t

❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥✳ ❈❡ ✜❧tr❡ r❡♣♦s❡ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ s✉r ✉♥❡

❤②♣♦t❤ès❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ■❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡

♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

✸✳✹ ❋✐❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✈✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥❡ s♦♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥ts q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s✳ ■❧s ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t q✉❡ s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢♦rt❡s s✉r

❧❡s ❞❡♥s✐tés ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ q✉✐ s♦♥t r❛r❡♠❡♥t r❡♥❝♦♥tré❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳

▲❡s ✜❧tr❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ✭❬✼❪✱ ❬✹✶❪✱ ❬✹✷❪✮ ❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡

♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥✳

❖♥ ♣♦✉rr❛ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉rs ❬✷✷❪ ❡t ❬✼✹❪✳ ▲❛

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✸✺❪ ❡t ❬✸✾❪✱ ❡t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s ❬✸✻❪ ❡t

❬✹✵❪✳

✸✳✹✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té p(x) ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞✐s❝r❡ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t x(i)
i=1..N ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s❡❧♦♥ p(x)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣r♦❝❤❡r

❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞✐s❝rèt❡ ✿

pN (x) =
1

N

N∑

i=1

δx(i)(x) ✭✸✳✶✸✮

❛✈❡❝ δx(i)(x) r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ♣r✐s❡ ❡♥ x(i)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s

I(φ(x)) = Ep(x)[φ(x)] ♣❛r ❞❡s s♦♠♠❡s IN (φ(x)) ✿

IN (φ(x)) =
1

N

N∑

i=1

φ(x(i)) ✭✸✳✶✹✮

❚♦✉t❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Ep(x)[φ(x)] ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡st✐♠é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s {x(i)}Ni=1✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ♦❜❥❡❝t✐❢ p(x) ♥✬❡st q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡

❞✬❡♥ t✐r❡r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ r❡❥❡t ♦✉ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

♣♦♥❞éré ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✸✳✹✳✷ ❆❝❝❡♣t❛t✐♦♥ r❡❥❡t

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❧♦✐ ♦❜❥❡❝t✐❢ p(x) ♥✬❡st ♣❛s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❜❧❡✱ ♠❛✐s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬é✈❛✲

❧✉❡r ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s

♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ r❡❥❡t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ π(x)

r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ p(x) t❡❧❧❡ q✉❡ p(x) ≤ c π(x)✱ ❛✈❡❝ c ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ c < ∞✳
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▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ x(i) ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ π(x) ❡t à ❧✬❛❝❝❡♣t❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

p(x(i))
c π(x(i))

✳

■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❛♥s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ét❛♥t ❡♥

1/c✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐♠♣r❛t✐❝❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ c ❡st ❣r❛♥❞✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡

tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t à p(x(i))/π(x(i))✳

✸✳✹✳✸ ➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦♥❞éré

P♦✉r ♥❡ ♣❧✉s êtr❡ ❝♦♥❢r♦♥té ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐é à ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t

t✐r❡r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ π(x) t❡❧❧❡ q✉❡ p(x) > 0 ⇒ π(x) > 0✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

I(φ(x)) =

∫
φ(x) p(x) dx =

∫
φ(x)

p(x)

π(x)
π(x) dx. ✭✸✳✶✺✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ t✐r❡r N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ π(x)✱ ❛ss♦❝✐és à ❧❡✉rs ♣♦✐❞s ❞✬✐♠♣♦r✲

t❛♥❝❡ ω(i)
(
ω(i) = p(x(i))

π(x(i))

)
✱ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ I(φ(x)) ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

IN (φ(x)) =
1

N

N∑

i=1

φ(x(i)) ω(i). ✭✸✳✶✻✮

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ p(x) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✱ ❧❡s ♣♦✐❞s ω(i) ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

é✈❛❧✉és q✉✬à ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣rès✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❧❡s ♥♦r♠❛❧✐s❡r ✿

IN (φ(x)) =

N∑

i=1

φ(x(i)) ω̃(i), ✭✸✳✶✼✮

❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♥♦r♠❛❧✐sés ω̃(i) ✿

ω̃(i) =
ω(i)

∑N
j=1 ω

(j)
. ✭✸✳✶✽✮

✸✳✹✳✹ ▼ét❤♦❞❡s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦♥❞éré ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜❛②❡✲

s✐❡♥ ♦ù ❧❛ ❧♦✐ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st p(x0:k|z1:k) ♥♦✉s ❛♠è♥❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s q✉❡

♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳

◆♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r p(x0)✱ p(xk|xk−1) ❡t p(zk|xk)✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

I(φ(x0:k)) =

∫
φ(x0:k)p(x0:k|z1:k)dx0:k ✭✸✳✶✾✮

❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❣râ❝❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦♥❞éré

✈✉ ❝✐✲❞❡ss✉s ✿

IN (φ(x0:k)) =

N∑

i=1

φ(x
(i)
0:k) ω̃

(i)
k ✭✸✳✷✵✮
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❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♥♦r♠❛❧✐sés ω̃(i) ✿

ω̃
(i)
k =

ω
(i)
k∑N

j=1 ω
(j)
k

et ω
(i)
k =

p(x
(i)
0:k|z1:k)

π(x
(i)
0:k|z1:k)

✭✸✳✷✶✮

❡t ❞♦♥❝ ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❧♦✐ ♦❜❥❡❝t✐❢ p(x0:k|z1:k) ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ✿

pN (x0:k|z1:k) =
N∑

i=1

ω̃
(i)
k δ

x
(i)
0:k

(x0:k) ✭✸✳✷✷✮

❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ P♦✉r ♣❛ss❡r à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✱ ♥♦✉s

❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣♦♥❞éré séq✉❡♥t✐❡❧✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ x
(i)
0:k−1 ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ❞✬✉♥ ét❛t x(i)

k t✐ré s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♠✲

♣♦rt❛♥❝❡ π(xk|x
(i)
0:k−1, z1:k)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ réé❝r✐✈❛♥t ✭✸✳✷✶✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❧♦✐ p ❡t π✱

❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐❞s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡t ♥♦r♠❛❧✐sés ❞✬❛♣rès ✿

w
(i)
k ∝ w

(i)
k−1

p(zk|x
(i)
k ) p(x

(i)
k |x

(i)
k−1)

π(x
(i)
k |x

(i)
0:k−1, z1:k)

✭✸✳✷✸✮

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡ ♥✉❛❣❡ ♣♦♥❞éré ♦❜t❡♥✉ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡

p(xk|z1:k) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ t♦✉t❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Ep(xk|z1:k)[φ(xk)] ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ✐♥té❣r❛❜❧❡

♣❛r r❛♣♣♦rt à p(xk|z1:k)✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

p(xk|z1:k) =

∫ N∑

i=1

ω̃
(i)
k δ

x
(i)
0:k

(x0:k)dx0:k−1 =

N∑

i=1

ω̃
(i)
k δ

x
(i)
k

(xk). ✭✸✳✷✹✮

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❛♣rès ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ à ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡

❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ♦✉ ♥♦♥ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞✉ ◆✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❈❡tt❡

ét❛♣❡ ❞❡ réé❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s

♣♦✐❞s✳ ❊❧❧❡ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s à ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✐❞s ❡t ❞✉♣❧✐q✉❡ ❝❡❧❧❡s à ♣♦✐❞s ♣❧✉s ❢♦rt✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡

❡st ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❬✹✶❪✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ p(xk|xk−1) ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❛

rè❣❧❡ ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ♣♦✐❞s ✭✸✳✷✸✮ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ✿ ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❛❧♦rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡s

♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s p(zk|x
(i)
k ) ❛✈❛♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡

❡st ♥♦♠♠é ✜❧tr❡ ❇♦♦tstr❛♣ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈✬❡st ❝❡ ✜❧tr❡ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞✉

♠❛♥✉s❝r✐t✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❡①✐st❛♥t❡s✱ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡

❞❡ ❑❛❧♠❛♥ st❛♥❞❛r❞ ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥s✐sté s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r

q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡



✸✳✺✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✺✸

♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s

❡t ♥♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉✈♦✐r ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❧✐❜r❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉✐❡

❝❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❡♣♦s❡r❛ s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t

✐♥❝♦r♣♦r❡r❛ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦✉ ❞❡s ❡st✐♠és ♣❛ssés ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❉②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s

❝♦✉r❜❡s ❧✐❜r❡s

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥

st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❧✐❜r❡s✳ ◆♦✉s ❧❛ ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥

❞ét❛✐❧❧❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ◆♦✉s r❡❣r♦✉♣❡r♦♥s très ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡

♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡

❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ q✉✐ s❡r❛ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✷ ❘❛♣♣❡❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡t ❛✉① ♣r♦✲

❜❧è♠❡s q✉✬✐❧ ♣❡✉t s♦✉❧❡✈❡r✳ P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❬✻✼❪✱ ❬✹✾❪✱ ❬✼✵❪✱ ❬✽✶❪ ♦✉ ❬✷✾❪✳

◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s ✐❝✐ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬■tô✳

P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱ r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥
∫ b

a
f(t)dt ❡t ♣❛rt✐t✐♦♥♥♦♥s ❧❛ ❡♥ n ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥tr❡ a ❡t b ✿

∫ b

a

f(t)dt = lim
n→∞

n−1∑

j=0

f(τj)(tj+1 − tj), ✭✹✳✶✮

❛✈❡❝ τj ∈ [tj , tj+1] ❡t a = t0 < t1 < ... < tn = b✳ ❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ♣❛r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡

❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲❙t✐❡❧t❥❡s ✿

∫ b

a

f(t)dg(t) = lim
n→∞

n−1∑

j=0

f(τj)(g(tj+1)− g(tj)). ✭✹✳✷✮

P♦✉r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ g(t) s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧✐ss❡✱ ♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❧♦rs ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t

τj ❡♥tr❡ tj ❡t tj+1✳

■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ ♥❡ s❡r❛ ❥❛♠❛✐s ❧✐ss❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st

s❡✉❧❡♠❡♥t 1
2− ❤ö❧❞ér✐❡♥♥❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r

✺✺
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∫ t

0
f(s)dB(s) ❛✈❡❝ dB(s) ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✬■tô✳

❈❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r τj = tj ✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♥♦♠♠é❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❙tr❛t♦♥♦✈✐t❝❤✱ q✉❡ ♥♦✉s

♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ♣❛s✱ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ τj ❝❡♥tré ❡♥tr❡ tj ❡t tj+1✳

✹✳✷✳✶ ■♥té❣r❛❧❡ ❞✬■tô

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬■tô✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡

r❡✈❡♥✐r à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
∫ t

0
B(s)dB(s) ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡r ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡

∑n−1
j=0 B(tj)(B(tj+1) − B(tj))✳

❈❡tt❡ s♦♠♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ✿

n−1∑

j=0

B(tj)(B(tj+1)−B(tj)) =
1

2
B2(t)−

1

2

n−1∑

j=0

(B(tj+1)−B(tj))
2
. ✭✹✳✸✮

▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❛rrés ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❇r♦✇♥✐❡♥✱ ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r êtr❡ é❣❛❧❡ à t ✿

〈B,B〉t
def
= lim

n→∞

n−1∑

j=0

(B(tj+1)−B(tj))
2
= t. ✭✹✳✹✮

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ s❡ réé❝r✐t ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

∫ t

0

B(s)dB(s) =
1

2
B2(t)−

1

2
t. ✭✹✳✺✮

■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ à t♦✉t❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
∫ t

0
X(s)dB(s) ❛✈❡❝

X(s) ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✬■tô ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Xt = X0 +
∫ t

0
σs dBs +

∫ t

0
µs ds✳

❈❡❧❛ ♥♦✉s ♠è♥❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞✬■tô ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : R → R ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱ ♦♥ ❛

df(Xt) = f ′(Xt) dXt +
1

2
f ′′(Xt)d 〈X,X〉t dt. ✭✹✳✻✮

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′(Xs) dXs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Xs)d 〈X,X〉s . ✭✹✳✼✮

✹✳✷✳✷ ❋♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô✲❲❡♥t③❡❧❧

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬■tô ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♦✉ à ✈❛r✐❛t✐♦♥s

❜♦r♥é❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô✲❲❡♥t③❡❧❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r✲

♠✉❧❡ ❞✬■tô ❛✉ ❝❛s ♦ù f ❡st ✉♥❡ s❡♠✐✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ❡t ♦ù ❧✬♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✿

df(Xt) = f ′(Xt) dXt +
1

2
f ′′(Xt)d 〈X,X〉t dt+ d(X) 〈f ′, X〉t . ✭✹✳✽✮

❈♦♠♣❛ré❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ t❡r♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ r❡♥✲

❞❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❈❡ t❡r♠❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳
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✹✳✷✳✸ ❆✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬■tô

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞✬■tô ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ♥♦s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s st♦✲

❝❤❛st✐q✉❡s✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙tr❛t♦♥♦✈✐t❝❤✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❛②❛♥t ♠♦t✐✈é ❝❡

❝❤♦✐①✳

✕ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■tô ✉t✐❧✐s❡ τj = tj ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t

à ❙tr❛t♦♥♦✈✐t❝❤ q✉✐ ♣r❡♥❞ τj = tj+0.5✱ ❡♥tr❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥❡ r❡❣❛r❞❛♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r ❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à

❝♦♥s✐❞ér❡r ♣r✐♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ■tô✳

✕ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙tr❛t♦♥♦✈✐t❝❤ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♠❛rt✐♥❣❛❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣♦s❡r❛✐t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés

♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳

✕ ■❧ ❡st ❞❡ t♦✉t❡s ❢❛ç♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❞✬■tô✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❙tr❛t♦♥♦✈✐t❝❤ ♣❛ss❡ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥

r❡t♦✉r à ■tô✳

✹✳✸ ❯♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❧✐❜r❡s

✹✳✸✳✶ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

❘é❛❧✐s❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❡♥

❝♦♥♥✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✐t❡ ❈✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ ♦✉ ♠❛❧é❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝r♦✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡✣❝❛❝❡✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ q✉✐ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳

▼ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✐♠❛❣❡✱ s❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡st❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t é❧❡✈é❡ ❡t

✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥✐♠❛❣✐♥❛❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s✐ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s

✈✐s❡ ❞♦♥❝ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬✉♥ ❜r✉✐t

❞❡ très ♣❡t✐t❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♣❛r

❞❡✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❇r♦✇♥✐❡♥s ❝♦♥st❛♥ts ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ❧✬✉♥ ❞✐r✐❣é ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡✱ n✱

❡t ❧✬❛✉tr❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡✱ n⊥✳ ▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs ✿

dCt = wnndt+ σnndBn,t + στn
⊥dBτ,t, ✭✹✳✾✮

♦ù Ct ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❢❡r♠é❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ Bn,t ❡t Bτ,t s♦♥t ❞❡✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❇r♦✇♥✐❡♥s

st❛♥❞❛r❞s s✉r R ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t σn ❡t στ s♦♥t ❞❡✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

s❝❛❧❛✐r❡s✱ n ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐té ♥♦r♠❛❧ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t wn = v
Tn ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡

❞✬✉♥ tr❛♥s♣♦rt ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ v q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉①

t❡r♠❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s s✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳
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✹✳✸✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

❆✜♥ ❞❡ ❣ér❡r t♦✉s t②♣❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ s✉✐✈✐✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ r❡✲

♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ❧✬♦❜❥❡t s✉✐✈✐ ♣❡✉t s❡ ❞✐✈✐s❡r ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ♦✉ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ s❡ r❡❣r♦✉✲

♣❡r ♣♦✉r ♥✬❡♥ ❢♦r♠❡r q✉✬✉♥❡✱ ❡t ❝❡ à t♦✉t ♠♦♠❡♥t ❞✉ s✉✐✈✐✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✐❝✐ ❧❡

❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡①♣♦sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ■❧ ❛ ❡♥ ❡✛❡t été ✐♥tr♦❞✉✐t s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t

♣♦✉r s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡

❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Ct ❛✉ t❡♠♣s t ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ③ér♦ ❞✬✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ϕ(x, t) : Ω× R
+ → R ✿

Ct = {x ∈ Ω|ϕ(x, t) = 0} , ✭✹✳✶✵✮

Ω ét❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ϕ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs

s♦✐❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s à ❧✬❡①tér✐❡✉r✳ ◆♦✉s ✐♥✐t✐❛❧✐s♦♥s ❧❛

❝♦✉r❜❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❞❡s ❝❤♦✐① ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ③ér♦ ❝♦❧❧❡ à

t♦✉t ✐♥st❛♥t à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛ ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡

❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C2(Ω) ✿ ϕ : R2 × R
+ → R✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡

✐♠♣❧✐❝✐t❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♥♦tr❡ ❝♦✉r❜❡✱ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

ϕ(t, xt) = 0. ✭✹✳✶✶✮

▲❛ s✉r❢❛❝❡ ét❛♥t tr❛♥s♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✿

dϕ(t, xt) = 0. ✭✹✳✶✷✮

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ϕ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s dXt ❞❡ ❧❛

❝♦✉r❜❡ ✭✹✳✾✮ ❞❛♥s Ω t♦✉t ❡♥t✐❡r ✿

dXt = w∗
n

∇ϕ

|∇ϕ|
dt+ σn

∇ϕ

|∇ϕ|
dBn,t + στ

∇ϕ

|∇ϕ|

⊥

dBτ,t, ✭✹✳✶✸✮

♦ù w∗
n ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ à t♦✉t ❧❡ s✉♣♣♦rt Ω ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ wn ❞❡ ❧❛

❝♦✉r❜❡ ❧✐❜r❡✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ∇f⊥ r❡♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✭∇f⊥ =

(−∂yf, ∂xf)
T ✮✳ ❆♣♣❧✐q✉é❡ à ϕ✱ ∇ϕ⊥

|∇ϕ| ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ t❛♥❣❡♥t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉

ϕ✳

❆✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ dϕ(Xt, t)✱ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ♥✉❧❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ♣❛r ❧❛ ❞é❢♦r✲

♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér❡r ϕ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭❞✬✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✮ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥
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t❡♠♣s ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐r❛✐t s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô à ❛✈♦✐r dϕ(x, t) = ∂ϕt(x)+
1
2

∑
i,j d

〈
X i,X j

〉
t

∂2ϕ
∂xi∂xj

+
∑

i d
〈

∂ϕ
∂xi

,X i
〉
t
+∇ϕσdBn,t = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❛♠è♥❡r❛✐t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬é❝❤❡❧❧❡

❞✉ t❡r♠❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❞✉ t❡r♠❡ à ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ q✉❡ ∇ϕσ = 0 ❡t ❞♦♥❝ σ = 0✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s r❛✲

♠è♥❡r❛✐t à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ à ♥♦s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ ▲✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ϕ ❡st ❞♦♥❝ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ϕ ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t y ∈ Ω ✜①é✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

dϕt(y) = b(y, t)dt+ f(y, t)dBn,t + g(y, t)dBτ,t, ✭✹✳✶✹✮

♦ù ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t t❡♠♣♦r❡❧ dϕt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕt(x) = ϕ(x, t) ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ x ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐

♣❛r ✿

dϕt(y) = ϕ(y, t+ ǫ)− ϕ(y, t). ✭✹✳✶✺✮

❈♦♠♠❡ ϕ(y, t) ❡st ✉♥❡ s❡♠✐✲♠❛rt✐♥❣❛❧❡✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ϕ(Xt = x, t) ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬■tô✲❲❡♥t③❡❧❧ ✭❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ✿

ϕ ◦ Xt✮ ❝♦♠♠❡ ✈✉ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✿

dϕ(x, t) = dϕt(x) +∇ϕT dX +
1

2

∑

i,j

d
〈
X i,X j

〉
t

∂2ϕ

∂xi∂xj

+
∑

i

d

〈
∂ϕt

∂xi

,X i

〉

t

✭✹✳✶✻✮

dϕ(x, t) = dϕt(x) +∇ϕTw∗
ndt+ σn|∇ϕ|dBn,t

+
σ2
τ

2

(
∇2ϕ−

1

|∇ϕ|2
∇ϕT∇2ϕ∇ϕ

)

+
σ2
n

2

(
1

|∇ϕ|2
∇ϕT∇2ϕ∇ϕ

)
dt

+
στdt

|∇ϕ|

∑

i

∂g

∂xi

(
∂ϕ

∂xi

)⊥

+
σndt

|∇ϕ|

∑

i

∂f

∂xi

(
∂ϕ

∂xi

)
= 0. ✭✹✳✶✼✮

❊♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✹✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮✱ ❡t ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❧❡s t❡r♠❡s

❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❧❡s t❡r♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ f(x, t) = −σn|∇ϕ| ❡t q✉❡ g(x, t) = 0✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
∑

i
∂f
∂xi

(
∂ϕ
∂xi

)
= −σn

|∇ϕ|

(
∇ϕT∇2ϕ∇ϕ

)
✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧❡r b(x, t) ✿

b(x, t) = −∇ϕTw∗
n −

σ2
τ

2

(
∇2ϕ−

1

|∇ϕ|2
∇ϕT∇2ϕ∇ϕ

)

−
σ2
n

2

(
1

|∇ϕ|2
∇ϕT∇2ϕ∇ϕ

)

−
σn

|∇ϕ|

∑

i

∂f

∂xi

(
∂ϕ

∂xi

)
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b(x, t) = −∇ϕTw∗
n −

σ2
τ

2

(
∇2ϕ−

1

|∇ϕ|2
∇ϕT∇2ϕ∇ϕ

)

+
σ2
n

2

(
1

|∇ϕ|2
∇ϕT∇2ϕ∇ϕ

)
. ✭✹✳✶✽✮

P✉✐sq✉❡ dϕ(x, t) = 0 ✿

dϕt(x) = b(y, t)dt+ f(y, t)dBn,t

= −∇ϕTw∗
ndt

−
σ2
τdt

2

(
∇2ϕ−

1

|∇ϕ|2
∇ϕT∇2ϕ∇ϕ

)

+
σ2
ndt

2

(
1

|∇ϕ|2
∇ϕT∇2ϕ∇ϕ

)
− σn|∇ϕ|dBn,t. ✭✹✳✶✾✮

❯♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t w∗
n ✐♥❝♦r♣♦r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t✐❢ r❡❧❛t✐❢ à ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ t❡❧ q✉❡ ✿

w∗
n = u∗

n − σ2
τ

∇ϕ

|∇ϕ|
κ, ✭✹✳✷✵✮

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ κ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

κ = div

(
∇ϕ

‖∇ϕ‖

)
=

1

‖∇ϕ‖
(∆ϕ−∇ϕT∇2ϕ ∇ϕ). ✭✹✳✷✶✮

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

dϕt(x) +∇ϕTu∗
ndt+ σn|∇ϕ|dBn,t

=
σ2
τdt

2
∇2ϕ+

(
σ2
n − σ2

τ

)
dt

|∇ϕ|2
(
∇ϕT∇2ϕ∇ϕ

)
. ✭✹✳✷✷✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s♦♥t ♣r✐s é❣❛✉① ✭σn = στ ✮✱ ❧❡

♠♦❞è❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✿

dϕt(x) +∇ϕTu∗
ndt+ σn|∇ϕ|dBn,t =

σndt

2
∇2ϕ. ✭✹✳✷✸✮

❈❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥ ❜✐❛✐s s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ♥♦s

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s✉✐✈✐✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t✐❢ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✬❛ ♣❛s à êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✐♠♣❧é✲

♠❡♥té✳ ❈✬❡st ✐❝✐ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ q✉✐ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦✉r❜❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✳

▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ✿

dϕt(x) = −∇ϕTw∗
ndt −

σ2
τdt

2

(
∇2ϕ−

1

|∇ϕ|2
∇ϕT∇2ϕ∇ϕ

)
✭✹✳✷✹✮

+
σ2
ndt

2

(
1

|∇ϕ|2
∇ϕT∇2ϕ∇ϕ

)
− σn|∇ϕ|dBn,t.

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✱

♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❜r♦✇♥✐❡♥♥❡ ❞✐r✐❣é❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡



✹✳✸✳ ❯◆❊ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❙❚❖❈❍❆❙❚■◗❯❊ P❖❯❘ ▲❊❙ ❈❖❯❘❇❊❙ ▲■❇❘❊❙ ✻✶

♥♦r♠❛❧❡ ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡

♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡

❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ s❛ t❛♥❣❡♥t❡✳

❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬❊✉❧❡r

❡t ❡♥ s✉❜❞✐✈✐s❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, T ] ❡♥ N s♦✉s✲✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳

✹✳✸✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r à ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ✉♥ ♣♦✐❞s ❞✐✛ér❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ✈r❛✐✲

s❡♠❜❧❛♥❝❡ s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ ♣♦✉r ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s tr♦♣ é❧♦✐❣♥é❡s ❞✉ rés✉❧t❛t

r❡❝❤❡r❝❤é✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ ❜❛s❡r ❝❡tt❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡

❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛✉ t❡♠♣s t = 0 ❡t ❝❡❧❧❡s ❛✉ t❡♠♣s t = k ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r

❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ✭♠ét❤♦❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ♣❧✉s

❜❛s✮ ✿

✕ ❆ ❧✬✐♥st❛♥t t = 0✱ ✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st ❝réé✱ ré♣❡rt♦r✐❛♥t ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦♥t❡♥✉❡s

à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳

✕ ❆ ❧✬✐♥st❛♥t t = k✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ h
(i)
k ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ϕ

(i)
k ✭❛✈❡❝ i = 1, ..., N✮✳

✕ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ d
(i)
k ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ h0 ❡t ❝❤❛q✉❡ ❛✉tr❡ h

(i)
k ✳

✕ ▲❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ v
(i)
k = e−λ(1−d

(i)
k

)✳

❍✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❛r ❤✐st♦❣r❛♠♠❡✳ ❯♥❡

s♦❧✉t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s

❞♦♥♥❡ ✉♥ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3× 255 ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥

♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❜❧❡✉❡ ❡t ✉♥❡ ③♦♥❡

✈❡rt❡ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❝②❛♥✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s

❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡s tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡❧❛

♥♦✉s ♣❡r♠❡t✱ ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s

♣ré❝✐s❡✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ✉♥ ✭m3✮✲❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ✭✜❣✉r❡ ✹✳✶✮ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❝❤❛q✉❡

✐♥❞❡① u ∈ (m×m×m) à ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ c q✉✐ ❛ss♦❝✐❡

à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❛♥s ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿

c : R2 → {1...m} × {1...m} × {1...m}

❛✈❡❝ m ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ ré❣✐♦♥ S ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭t❡❧❧❡

q✉❡ S ❡st ❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ C✮✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ r❡❣r♦✉♣❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❘❡♣èr❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

♣✐①❡❧s ✐♥tér✐❡✉rs à ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳

❉✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦②❡♥s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s

❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ♣❧✉s✐❡✉rs✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❤♦✐s✐❡ s❡ ❞♦✐t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❝❡rt❛✐♥s

❝r✐tèr❡s ♣♦✉r êtr❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✿

✕ ❯♥❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs ♣r♦❝❤❡s

✈✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t✳

✕ ❉❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡ ♣❛s ♦✉ ♣❡✉ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡

❧✬✐♠❛❣❡✳

✕ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❡s ③♦♥❡s

❛②❛♥t ♠♦✐♥s ♦✉ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✕ ❊♥✜♥✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t s❡ ré✈é❧❡r ❞é❝✐s✐❢✱ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s ré♣été❡ ✉♥ très

❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳

❉é✜♥✐ss♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ h1 ❡t h2 ❞❡✉① ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝✐t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐st❛♥❝❡s

❡t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✿

d(h1, h2) =

√√√√
K∑

k=1

(h1(k)− h2(k))2.

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s ✿

d(h1, h2) =
√
(h1 − h2)TΣ−1(h1 − h2),

❛✈❡❝ Σ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❖♥ r❡t♦♠❜❡ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù Σ ❡st

❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st s✐♠♣❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ♠❛✐s ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡ rés✉❧t❛t

❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳



✹✳✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✻✸

✕ ■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✿

d(h1, h2) = 1−
K∑

k=1

min (h1(k), h2(k)).

❯♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ ❧✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❛

♥♦♥ s②♠étr✐❡✳

✕ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✿

d(h1, h2) =

K∑

k=1

(h2(k)− h1(k)) ln
h2(k)

h1(k)
.

❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❞❡✉① ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s✳

✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ✿ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❇❤❛t✲

t❛❝❤❛r②②❛ BC(h1, h2) =
∑K

k=1

√
h1(k)× h2(k) ✿

d(h1, h2) =
√
1−BC(h1, h2).

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❡❧❧✐♥❣❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ét❛♥t ❝❡❧❧❡

q✉✐ ré♣♦♥❞ ❧❡ ♠✐❡✉① ❛✉① ❝r✐tèr❡s ❞é❝r✐ts ♣❧✉s ❤❛✉t✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

v
(i)
k ∝ exp−λd(h0,h

(i)
k

), ✭✹✳✷✺✮

❛✈❡❝ d ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s h0 ❞❡ ré❢❡r❡♥❝❡ ✐♥st❛♥❝✐é à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡t h(i)
k ❧✬❤✐s✲

t♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✐♥tér✐❡✉r ❛ss♦❝✐é à ❧❛ iè♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ à ❧✬✐♥st❛♥t k✱ ❡t λ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡

♣♦s✐t✐❢✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦tr❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡

❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s

❝♦♥t✐♥✉✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱

❞✐r✐❣é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❝♦♥t✐❡♥t ❡♥ ♣❧✉s ❞✉ t❡r♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ q✉✐ s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s

❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❊❧❧❡ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ❢♦r♠✉❧é❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ✈✐❛ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s

t❡r♠❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺

▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❞ér✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥❡

❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡

❧✐❜r❡

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡✉① t❡r♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ ▲✬✉♥✱

r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❇r♦✇♥✐❡♥s ♥♦r♠❛✉① ❡t t❛♥✲

❣❡♥ts✳ ▲✬❛✉tr❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ❈✬❡st s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r q✉❡ ♥♦✉s

❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ♣❡♥❝❤❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡♥ ❡①♣♦s❛♥t ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é✜♥✐r✳ ■❧ ❡st

✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❣❛r❞❡r à ❧✬❡s♣r✐t q✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ s❡r❛ ❧❡ s❡✉❧ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ❞♦✐t ❞♦♥❝

êtr❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥ s✉✐✈✐ ❝♦❤ér❡♥t✳

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡

♠♦✉✈❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛②❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é❢❛✉ts✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s

❞❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♥❡ r❡♣♦s❛♥t q✉❡ s✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛✉① ✐♥st❛♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳

✺✳✷ ❉②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ ✜①é❡ ♣❛r ✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡

▲❛ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡

tr❛♥s♣♦rt✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♣❡✉t êtr❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s✳ ▲❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡

q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐r à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st✐♠é❡s s✉r ❧❛

séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳

✺✳✷✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❡t ❞❡♣✉✐s ❢♦rt ❧♦♥❣t❡♠♣s✳ ▲❡

t❡r♠❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✺✵ ❞❛♥s ❬✺✵❪✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❡✉t s❡r✈✐r

✻✺
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à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛✉ s✉✐✈✐✱ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✱ ❛✉ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞❡ r♦❜♦ts✱ ♦✉ à ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥

❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡s ❬✸✱ ✼✾✱ ✶✵✺❪✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❡✣❝❛❝❡s

♣♦✉r ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ r❡✈❡♥✐r s✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té

❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ♣✉✐s ❞é❝r✐r❡ ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡✳

➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

◆♦✉s ♥❡ ♣rés❡♥t❡r♦♥s q✉❡ très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞✉ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r

✉♥ ✐♥✈❡♥t❛✐r❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡s ❞❛♥s ❬✶✶❪✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱

♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ rés✉♠é✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❞ès ✶✾✽✶✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡

ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ ❬✺✼❪✳ ❊❧❧❡ ❡st s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s

t❡❧❧❡s q✉❡ ❬✷✱ ✶✹✱ ✶✾✱ ✹✼✱ ✺✸❪ q✉✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✽✺✱ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧ ♣♦✉r ❛✉❣✲

♠❡♥t❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ✢♦t✳ ❉✬❛✉tr❡s ❬✹✱ ✷✵✱ ✷✶✱ ✸✵❪ ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥t ❞ès ✶✾✽✸ ❧✬❛♣♣❛r✐❡♠❡♥t ♣❛r ❜❧♦❝s

❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

➱q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❡♥t

▲❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✲

✈❛t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts

❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡s s♦♥t ♣❡✉ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡s✲

s✉s✳ ▲❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞é❞✉✐ts ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r❡♥❞ ❧❡ ♥♦♠ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❛♣♣❛r❡♥t ✭❊❈▼❆✮ ✿

∀x,
dI

dt
(x) = It(x) +∇I(x) · v(x) = 0,

❛✈❡❝ It(x) ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❞✉ ♣♦✐♥t x à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r v(x) ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s

r❡❝❤❡r❝❤é✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ s❡✉❧ ❧❡

♠♦✉✈❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢♦rt❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ❡♠♣ê❝❤❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥

❞✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ s❝è♥❡ ♦❜s❡r✈é❡ ✭s♣é❝✉❧❛r✐té✱ ♦♠❜r❡✱

❡t❝✳✮ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t

s♣❛t✐❛❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ✭❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧❡✮ ✿

vn(x) = −
It(x)

||∇I(x)||
·

∇I(x)

||∇I(x)||

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ s❡✉❧❡ ❝❡tt❡ ✈✐t❡ss❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡✱ ❋✐❣✳ ✺✳✶✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐♠✐té❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ✭∇I ≃ 0✮✱ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡s

❝❛s ❜r✉✐tés ✭∇I ❣r❛♥❞ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✬✐♥t❡♥s✐té✱ ❡♥

♣r❡♥❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❡t ❡♥



✺✳✷✳ ❉➱❘■❱❊ ❉❊ ❋▲❖❚ ❖P❚■◗❯❊ ✻✼

✭❛✮ ■♠❛❣❡ à t = 0 ✭❜✮ ■♠❛❣❡ à t = 1

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ✿ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ♠❡s✉r❛❜❧❡✳

❣❛r❞❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡ ✭❬✺✼❪✮✳ ❈❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡st❡♥t ♣❡✉ ✜❛❜❧❡s ❡t ♥♦✉s ♥❡ ❧❡s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s

♣❛s✳

❆♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡s

▲❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ ♠❡tt❡♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥❡ ❞é❝❧✐♥❛✐s♦♥

♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❣ér❡r ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ❣r❛♥❞s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡s

♣❡t✐ts ✭❧❡s ❣r❛♥❞s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts s❡r♦♥t ❣érés à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳✮ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t

❞❡ ♥❡ ♣❛s ✜①❡r à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❡t ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡

♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲é❝❤❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳

✺✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡

▲❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t v = (vx, vy)T ❡st ✐❝✐ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡

r♦❜✉st❡ ❡t r❛♣✐❞❡✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ♠✐♥✐♠✐s❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∫

Ω

f(‖
[
∇ITv + I(t+ dt)− I(t)

]
1
v
(i)
k

≥1−ǫ
(x)‖)dx+ λ

∫

Ω

(‖∇vx‖2 + ‖∇vy‖2)dx. ✭✺✳✶✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❡st ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ s✬é❝❛rt❡♥t ❢♦rt❡✲

♠❡♥t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ♣❤♦t♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✐♥térêt✳

❈❡tt❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ν(x) ❞❡ x ∈ Ω ✭❡q✳ ✹✳✷✺✮✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r♦❜✉st❡

❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♦✉ ❞✉

♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞és✐r♦♥s s✉✐✈r❡✱ ❡♥ ♥❡ ❣❛r❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ s✉♣é✲

r✐❡✉r❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✐ss❛❣❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡

❛✉t♦r✐s❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❧✐ss❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡✲



✻✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ▼❖❉➮▲❊❙ ❉❊ ❉➱❘■❱❊

♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♦♠♠❛✐r❡ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬✐♥térêt✱ ❝❛r

❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡s ❡♥ t❡♠♣s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥

✺✳✹✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❊❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡

❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡

❞♦♥t ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s s♦♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❣ér❡r

❧❡s ③♦♥❡s ❞✬♦❝❝❧✉s✐♦♥s✱ ♦ù ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st s✉❥❡tt❡ à ❞❡s ❡rr❡✉rs ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐✲

s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡①✐❣❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❝❝❧✉s✐♦♥

s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛❧t❡r♥❛t✐❢ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♦❝❝❧✉s✐♦♥s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t✱

à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❬✶✷❪✳

✺✳✸ ❉②♥❛♠✐q✉❡ à ❞ér✐✈❡ ✜①é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s
❝♦✉r❜❡s ❧✐❜r❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✱ ❡♥ ❧✐❡✉ ❡t ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡✱ ❞❡

❞é❞✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❡ s♦♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✈✐❛ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❛♥s

❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✾✻❪✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s✱ ♥♦✉s

✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ψ q✉✐ ❡♥❝♦❞❡ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts

❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ t❡♠♣s ✐♥✐t✐❛❧✳ ●❛r❞❡r ❛✐♥s✐ ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s

❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ré❝❡♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞ér✐✈❡r ✉♥❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s ❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts

❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ❡♥ ❧❡s ❡♥❝♦❞❛♥t ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ψk :

R
2 × R

+ → R
2 ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ψk(x, t) ❞é✜♥✐ss❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t x ∈ Ω ❛✉ t❡♠♣s

t ∈ [k − 1, k] ♦❝❝✉♣❛✐t à ❧✬✐♥st❛♥t ♣ré❝é❞❡♥t k − 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

ψk(x, k − 1) = x. ✭✺✳✷✮

❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡st ❛tt❛❝❤é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t s✉✐t ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s

❞✐❝té❡s ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭✹✳✾✮✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ❞ét❛✐❧s

❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✳

▲❡ ❝❤❛♠♣ ψ ❡st ❝♦♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ✭✹✳✶✸✮ q✉❡ ϕ✳ P❛r ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts

q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♥♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❖♥ ❛

❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❝♦✉rs à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ■tô✲❲❡♥t③❡❧❧✳ P♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①é y ❡t ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ i✱ ❝❡❧❛

♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

dψi
t(y) = b′i(y, t)dt+ f ′

i(y, t)dBn,t + g′i(y, t)dBτ,t. ✭✺✳✸✮
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❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ϕ✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ψ(Xt, t) ❛✉ ♣♦✐♥t Xt = x s✬é❝r✐t ✿

dψi(xt, t) = dψi
t(x) + (∇ψi)T dX

+
1

2

∑

ℓ,j

d
〈
X ℓ

t ,X
j
t

〉 ∂2ψi

∂xi∂xj

+
∑

ℓ

d

〈
∂ψi

t

∂xℓ

,X ℓ

〉

= 0. ✭✺✳✹✮

❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ❝r♦❝❤❡ts ❛✈❡❝ ✭✺✳✸✮ ❡t ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞❛♥s

✭✺✳✹✮ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t❡r♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t ❧❡s t❡r♠❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

f ′
i(x, t) = −σn(∇ψ

i
t)

T ∇ϕ

|∇ϕ|
, ✭✺✳✺✮

g′i(x, t) = −στ (∇ψ
i
t)

T ∇ϕ⊥

|∇ϕ|
, ✭✺✳✻✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈é❡ s✬é❝r✐t ✿

b′i(x, t) = −(∇ψi
t)

Tw∗
n −

1

2
Ai + Fi +Gi, ✭✺✳✼✮

❛✈❡❝

Ai = σ2
n∇ϕT∇2ψi

t∇ϕ+ σ2
τ (∇ϕ⊥)T∇2ψi

t∇ϕ⊥,

Fi =
σn

|∇ϕ|
∇ϕT

[
∇2ψi

t∇ϕ+∇2ϕ∇ψi
t

−
1

|∇ϕ|2
(
(∇ψi

t)
T∇ϕ∇2ϕ∇ϕ

) ]
,

Gi =
στ

|∇ϕ|

(
∇ϕ⊥

)T
[
∇2ψi

t∇ϕ⊥ +∇2ϕ∇ψi
t

−
1

|∇ϕ|2
(
(∇ψi

t)
T∇ϕ⊥∇2ϕ∇ϕ

) ]
. ✭✺✳✽✮

▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✳

▲❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ψ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①é s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

dψi
t(x) = −(∇ψi

t)
T v∗ndt

− σn(∇ψ
i
t)

T ∇ϕ

|∇ϕ|
dBn,t − στ (∇ψ

i
t)

T ∇ϕ⊥

|∇ϕ|
dBτ,t

−
dt

2|∇ϕ|2
Ai + dt

σn

|∇ϕ|
Fi + dt

στ

|∇ϕ|
Gi = 0, ✭✺✳✾✮

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✿

v(x, t)dt =
1

∆t
(x− E(ψk−1(x, k − 1)|Ck−1)), t ∈ [k − 1, k], ✭✺✳✶✵✮

♦ù E(·|Ct) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ Ct ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s t✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡

✈✐t❡ss❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ré❛❧✐s❛✲

t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ϕt✮ ❥✉sq✉✬à ❧✬✐♥st❛♥t ♣ré❝é❞❡♥t k − 1✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
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❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

v(x, t)dt =
1

∆t

(
x−

1

N

N∑

i=1

w(i)ψk−1,(i)(x, k − 1)

)
, ✭✺✳✶✶✮

♣♦✉r t ∈ [k − 1, k]✱ ♦ù ψk−1,(i) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ϕ(i) ❡t

♦ù w(i) ❡st s♦♥ ♣♦✐❞s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞ér✐✈❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù

❡❧❧❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✳

◆♦t♦♥s q✉❡ v(x, t) ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t t = 1✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r

❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✐♥st❛♥ts t ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❛✉

t❡♠♣s ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡st✐♠é ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ✐♠❛❣❡s✱

❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

✺✳✹ ❈♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡

❆✜♥ ❞✬❛✣♥❡r ❧❡ s✉✐✈✐✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ✈✉❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡

♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❧♦❝❛❧ F (ϕ) ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ❬✷✼❪ ét❡♥❞✉ ❛✉① ❤✐st♦❣r❛♠♠❡s

❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❬✷✻❪✱ ❝♦♠♠❡ ♣r❡s❡♥té ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✷✳✸✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣♥❡r ❧❡ s✉✐✈✐ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❧♦❝❛❧❡s q✉✐ s♦♥t ♣❡✉ ❝♦ût❡✉s❡s à

❝❛❧❝✉❧❡r✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❣✉✐❞é❡ ♣❛r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡

❞✬ét❛t q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é✳ ■❧ ❛ t♦✉t❡❢♦✐s été ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s

❞ér✐✈❛t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞s q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❛✈❡❝

❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥

❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❬✾❪✳

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t ❝♦♠❜✐♥és ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s β(t) ∈ [0, 1] ❡t 1−β(t)

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

wn = β(t)vTn+ (1− β(t))∂ϕF (ϕ), ✭✺✳✶✷✮

♦ù F (ϕ) ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ♣rés❡♥té❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳

P♦✉r ✉♥ s✉✐✈✐ ❡✣❝❛❝❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡st ♣❧✉s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ s✐✲

❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✈r❛✐ ❧♦rsq✉❡

❧✬é❝❛rt t❡♠♣♦r❡❧ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r

❣r❛❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✿

β(t) = t− k + 1, t ∈ [k − 1, k]. ✭✺✳✶✸✮
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■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❞❛♣té ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜❡s♦✐♥✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s à

❢♦rt❡s ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❝❝♦r❞❡r ♣❧✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t

❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡

❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥t♦✉r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡✱ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ ❡①t❡r♥❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡♥s❡s r♦❜✉st❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s

rés✉❧t❛ts ❧♦rsq✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ♦✉ ♣❡✉ ❞✬♦❝❝❧✉s✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝❛❧❝✉❧é ♥❡

♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ♦❝❝❧✉s✐♦♥s✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ s❡✉❧ q✉✐ ♣❡✉t ❧❡s ❞ét❡❝t❡r✳

P♦✉r ❣ér❡r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦tr❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s

❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ◆♦✉s ❣❛r❞♦♥s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ♥♦s ❝♦✉r❜❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r

❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❡✉r ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛ssé ❧❡✉r ❢♦r❝❡ ♣rés❡♥t❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡

✈✐t❡ss❡ ♣r♦♣r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♦❝❝❧✉s✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❝❡s ❞❡✉①

♠ét❤♦❞❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s✉✐✈✐ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s r♦❜✉st❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❣✉✐❞❡r ♥♦tr❡ ❝♦✉r❜❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡ ❡t ❞✬✉♥❡

❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡st ❡①tr❛✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s❡❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ❬✷✼❪ ❡t ♠♦❞✐✜é ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❡t s❡r♦♥t

❛❧♦rs ❝♦♠♣❛rés ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s

❧✐❜r❡s ❡t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❧✬✉t✐❧✐s♦♥s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ❞❡s ✐♥st❛♥ts ❞✐s❝r❡ts ❡t

✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❞❡✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ❞✐r✐❣é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛

❝♦✉r❜❡ ❡t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ tr❛♥s♣♦rt q✉❡

❧✬♦♥ ❛ ❞é❝❧✐♥é ❡♥ ❞❡✉① ❝❛s✱ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❡st ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ ♦✉ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r

❝❛s✱ ♥♦tr❡ tr❛♥s♣♦rt ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐ss✉ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥

♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

✈✐t❡ss❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t t♦t❛❧ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

♦♣t✐♦♥s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s à ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ✭❧✐é❡ à ❧❛ ♣❤♦t♦♠étr✐❡ ❧♦❝❛❧❡✮✳ ▲❛

✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❡

❧✬♦❜❥❡t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❡t à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠❛❣❡

❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✳

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ s❡ ❢❛✐t ✈✐❛ ✉♥ ✜❧tr❡ à ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡

à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡

❞✐s❝rét✐sé❡✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛

❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ t✐r❡r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞é❢♦r♠é❡s ♣ré❞✐t❡s✳

✼✸
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❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❙✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ✿ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

✼✺





■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❞❡

♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❞ér✐✈❡✱

❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✈❡❝ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞

t❡♠♣s ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡t q✉❡❧q✉❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛

♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ❝♦♥t♦✉rs à ❝♦✉rt t❡r♠❡✱ ❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥

t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s✉✐✈✐✳

✼✼
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❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥s

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s✉✐✈✐s ré❛❧✐sés ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣✲

♣r♦❝❤❡✳ ◆♦✉s t❡♥t❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s

❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s✳ ◆♦✉s ❡ss❛✐❡r♦♥s ❞❡

s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s q✉❛❧✐tés ❞❡ ❝❡ s✉✐✈✐ s✉r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡s ❞✐✈❡rs❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✉♥

❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✜①és ét❛♥t ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡

t❡st❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r ✉♥ ❥❡✉ ✈❛r✐é ❞❡ séq✉❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♠é✲

té♦r♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❢♦♥t❡ ❞❡s ❣❧❛❝❡s✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts

❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s✱ ♦✉ ❞✬❛♥✐♠❛✉①✳ ❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ✜①♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s à

✶✵✵✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s s✉✣t ♣♦✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❡t r❡st❡ ❝♦rr❡❝t ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t

t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳

✻✳✷ ❉✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞ér✐✈❡

✻✳✷✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ s✉✐✈✐s ❛✈❡❝ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞ér✐✈❡ ♣rés❡♥té ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st✐♠é à

♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ré❛❧✐sés ❛✈❡❝

❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❯♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ r♦❜✉st❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♥st✐t✉❡

✉♥❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❧✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t s✉r ✉♥ ❢♦♥❞ ❥❛✉♥❡ ❡t ✈❡rt✳ ▲❛ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡

✸✵ ✐♠❛❣❡s ❞✬❛ss❡③ ♠❛✉✈❛✐s❡ q✉❛❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✐♥térêt s♦♥t ❡①trê♠❡♠❡♥t

♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t t❡sté ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ♣❛r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ t②♣❡ ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ✭❋✐❣✳ ✻✳✶ ✲ ✭❡✮ à ✭❤✮✮✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛ss✐♠✐❧é à ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✐♥térêt✳ ▲❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡

❡st ✐❝✐ ✢❛❣r❛♥t✳

▲❛ ❝♦✉r❜❡ r♦✉❣❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡
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✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 5 ✭❝✮ t = 25 ✭❞✮ t = 30

✭❡✮ t = 0 ✭❢✮ t = 10 ✭❣✮ t = 20 ✭❤✮ t = 30

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞✬✉♥ ❧✐♦♥ ❡♥ ♣❧❡✐♥❡ ❝♦✉rs❡✳ ❙✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❤❛✉t✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ r♦❜✉st❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛
♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝♦♥t♦✉r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳

▲❛ ❜❛♥❞❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r♦✉❣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❡t s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡

s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❊❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡

♠♦②❡♥♥❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡

♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts✳

❙✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s❦✐❡✉r ❡t ❞❡ s♦♥

♦♠❜r❡ s✉r ✉♥❡ ♣✐st❡ ❡♥♥❡✐❣é❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❧❡ très ❢♦rt ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t

❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✐♥térêt ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦♥t été ③♦♦♠é❡s

s✉r ❧❡ s❦✐❡✉r à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t ❛♣rès q✉❡ ❧❡ s✉✐✈✐ ❡st été ❡✛❡❝t✉é✱ ♠❛✐s ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ s❦✐❡✉r

♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ t❛✐❧❧❡ s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ét❛✐t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉ s✐♠♣❧❡✳ ❙✉r ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡✱

❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡①tr❛✐t❡ ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ r♦❜✉st❡ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡✱

♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡s ❢♦rts ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ♥♦✉s

♠♦♥tr❡ ❧❛ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡ s❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❝♦♥t♦✉r ❛ ❛❧♦rs t❡♥❞❛♥❝❡ à

♣❡r❞r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✐♥térêt✱ ❡♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❛♥t ✐❝✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬♦♠❜r❡ ❞✉ s❦✐❡✉r✳

✻✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ s✉✐✈✐s ❛✈❡❝ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡✱

❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✱ q✉✐ s❡r❛ r❡♣r✐s ✜❣✉r❡ ✻✳✼✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈♦✐r ♣♦✉r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❞②♥❛♠✐q✉❡ ✖ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ ✖ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s

à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ψ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❣✉✐❞❛♥t
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✭❛✮ t = 9 ✭❜✮ t = 12 ✭❝✮ t = 15 ✭❞✮ t = 18 ✭❡✮ t = 21

✭❢✮ t = 9 ✭❣✮ t = 12 ✭❤✮ t = 15 ✭✐✮ t = 18 ✭❥✮ t = 21

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞✬✉♥ s❦✐❡✉r ❡t ❞❡ s♦♥ ♦♠❜r❡✳ ❙✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❤❛✉t✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ r♦❜✉st❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ♣rés❡♥t❡
❧❛ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡ s❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳

✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 10 ✭❝✮ t = 26 ✭❞✮ t = 45

✭❡✮ t = 0 ✭❢✮ t = 10 ✭❣✮ t = 26 ✭❤✮ t = 45

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ✭❛ ✲ ❞✮ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡t ✈✐t❡ss❡s
❞❡ ♣♦✐♥ts ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ✭❡ ✲ ❤✮
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❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r

❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉r❜❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✣❝❤é ❧❡s

❢♦r❝❡s ❞é❞✉✐t❡s ❞❡ ❝❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ❡t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡✳

❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡

♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡ r❛❞❛r ❝♦♥t❡♥❛♥t ✶✶✵ ✐♠❛❣❡s✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥térêt r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❢♦rt❡s ♣❧✉✐❡s

✭❡♥ ✈❡rt s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳✮ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ✉♥❡

❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ s✉r ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ à ❝♦✉rt t❡r♠❡✳

✻✳✸ ❆✈❛♥t❛❣❡s ❞✬✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉

❯♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✐st✐♥❝t✐✈❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡

❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s s♦♥t ❞r❛st✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❧❧✉stré ❝❡tt❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té

t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠é❞✉s❡ ❋✐❣✳ ✻✳✺✳ ❈❡tt❡ séq✉❡♥❝❡

❝♦♠♣♦rt❡ ✶✵✵ ✐♠❛❣❡s ❡t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉ ❢♦♥❞ s♦✐t ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱

❧❡s t❡♥t❛❝✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠é❞✉s❡ s♦♥t s♦✉r❝❡s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♣❡❛✉✳ ▲❡ s✉✐✈✐ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ❜✐❡♥

s✉r ❧❡ ❝❤❛♣❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠é❞✉s❡✱ q✉✐ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✻ q✉❡

❧✬✉t✐❧✐s❡r ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s✉✐✈✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♥❡ rés♦✉❞ ♣❛s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ❧✬❛♣♣ré❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭❧❡ ❝♦♥t♦✉r ♥❡ s❡ r❡str❡✐♥t ♣❛s ❛✉ ❝❤❛♣❡❛✉✮✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ r❛❞❛r ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✳ ✻✳✼ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡

✽✵ ✐♠❛❣❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞✬✐♥térêt s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❡t s❡ ❞é❢♦r♠❛♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s✱ ✐❧

❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ s✉✐✈✐ t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦❤ér❡♥t✳ ❈❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡

❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❛✉① ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✮ ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡s ✐♥❞✐q✉❛♥t

❞❡s ③♦♥❡s ❞✬♦r❛❣❡s ❡t ❞❡ ❢♦rt❡s ♣❧✉✐❡s✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ s✉✐✈✐ ✐♥t❡r✲✐♠❛❣❡s

❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ❧❡s ✐♠❛❣❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ s♦♥t ❛ss❡③ é❧♦✐❣♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ■❝✐✱

❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠❛ss❡s ♥✉❛❣❡✉s❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

P♦✉r ❝❡s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❝♦✉♣❧é❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡

♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ❝♦♠♠❡ ✈✉ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

✻✳✹ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉rs❡ ❞✬✉♥ t✐❣r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡

❧✬❛rr✐èr❡✲♣❧❛♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st s♦✉r❝❡ ❞❡ ❢♦rt❡s ❛♠❜✐❣✉ïtés✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

♦❜s❡r✈❡r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ③♦♥❡s ❛✉t♦✉r ❞❡s ♣❛tt❡s ❞❡ ❧✬❛♥✐♠❛❧✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st ✐♠♣♦r✲

t❛♥t❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ❜♦♥s✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡①t❡r♥❡✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛

q✉❛❧✐té ❞❡s rés✉❧t❛ts✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ✈✐❛ ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❧✬❛♥❛❧②s❡✮ ❞❡ ❧❛



✻✳✹✳ ❱■❙❯❆▲■❙❆❚■❖◆ ❊❚ ❆◆❆▲❨❙❊ ❉❊ ▲❆ ❱❆❘■❆◆❈❊ ✽✸

✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 10 ✭❝✮ t = 20

✭❞✮ t = 30 ✭❡✮ t = 40 ✭❢✮ t = 50

✭❣✮ t = 60 ✭❤✮ t = 70 ✭✐✮ t = 80

✭❥✮ t = 90 ✭❦✮ t = 100 ✭❧✮ t = 110

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞❡ ♥✉❛❣❡s s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✶✶✵ ✐♠❛❣❡s✳ ▲❛ ③♦♥❡ s✉✐✈✐❡ ✭❡♥ ✈❡rt✮ ❡st ✉♥❡
③♦♥❡ ❞❡ ❢♦rt❡s ♣❧✉✐❡s ❡t ♦r❛❣❡s✳



✽✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❱❆▲■❉❆❚■❖◆❙

✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 5 ✭❝✮ t = 10 ✭❞✮ t = 15

✭❡✮ t = 20 ✭❢✮ t = 25 ✭❣✮ t = 30 ✭❤✮ t = 35

✭✐✮ t = 40 ✭❥✮ t = 45 ✭❦✮ t = 50 ✭❧✮ t = 55

✭♠✮ t = 60 ✭♥✮ t = 65 ✭♦✮ t = 70 ✭♣✮ t = 75

✭q✮ t = 80 ✭r✮ t = 85 ✭s✮ t = 90 ✭t✮ t = 95

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞✬✉♥❡ ♠é❞✉s❡✳ ▲✬♦❜❥❡t ❡st ✐❝✐ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✳



✻✳✺✳ ●❊❙❚■❖◆ ❉✬❖❈❈❯▲❚❆❚■❖◆❙ P❆❘❚■❊▲▲❊❙ ❊❚ ❚❖❚❆▲❊❙ ✽✺

✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 25 ✭❝✮ t = 50

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ ♠é❞✉s❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

♣♦♥❞érés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ♣r❛t✐q✉❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡✲

r✐❡ ♠é❞✐❝❛❧❡ ♦ù ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s

✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✜♥❛✉①✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ✐❝✐ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❜❧❛♥❝❤❡ ❛✉t♦✉r

❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✿ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡st étr♦✐t❡✳

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❋✐❣✳ ✻✳✾ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

s✉r ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ séq✉❡♥❝❡ ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦✉r❛❣❛♥ tr♦♣✐❝❛❧ ❱✐♥❝❡✱

❞❛t❛♥t ❞❡s ✾ ❡t ✶✵ ♦❝t♦❜r❡ ✷✵✵✺✳ ❙✉r ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡

❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ s❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❛✉r❛ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉① q✉❡❧q✉❡s

♣❛rt✐❝✉❧❡s ❛②❛♥t ❞é❥à ❝❡ssé ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧✬♦❜❥❡t✳

✻✳✺ ●❡st✐♦♥ ❞✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t t♦t❛❧❡s

❯♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♦✛❡rt ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥

❞✬✉♥ ✢✉① ♦♣t✐q✉❡ ❡①t❡r♥❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❡ ❧❛ ré❣✐♦♥

❞✬✐♥térêt s♦✐t ✈✐s✐❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡

♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ à t♦✉s ❧❡s ✐♥st❛♥ts✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té ♦✉ ♥♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t

❝♦♥s✐❞éré✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s à r❡❝♦✉r✐r à ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡s✳ ▲❡

t❡r♠❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❛ ♠♦✐♥s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥

❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦rr❡❝t❡s✳ ❊♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✶✵ à ✻✳✶✷✱

♠♦♥tr❛♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡s ❣❧❛❝❡s ❛✉ ♣ô❧❡ ◆♦r❞ ♣❡♥❞❛♥t tr♦✐s ❛♥s✱ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s

♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s t♦t❛❧❡s ✭❧❡ ✶✽✴✵✻✴✷✵✵✻✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✉ ✵✹✴✶✵✴✷✵✵✻ ❛✉ ✶✷✴✶✵✴✷✵✵✻✱ ❡t❝✳✮ ❈❡❧❛ ❡st ❞û à

❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣❡rs✐st❛♥ts ♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❥♦✉rs✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡

♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❡st ✈✐t❡ ♠✐s à ❥♦✉r ❞ès q✉❡ ❧✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳

❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✳ ▲❛ ♣❡rs♦♥♥❡ s✉✐✈✐❡
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✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 5 ✭❝✮ t = 10

✭❞✮ t = 15 ✭❡✮ t = 20 ✭❢✮ t = 26

✭❣✮ t = 32 ✭❤✮ t = 38 ✭✐✮ t = 45

✭❥✮ t = 51 ✭❦✮ t = 57 ✭❧✮ t = 66

✭♠✮ t = 71 ✭♥✮ t = 76 ✭♦✮ t = 80

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞❡ t✉r❜✉❧❡♥❝❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ✿ ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t



✻✳✺✳ ●❊❙❚■❖◆ ❉✬❖❈❈❯▲❚❆❚■❖◆❙ P❆❘❚■❊▲▲❊❙ ❊❚ ❚❖❚❆▲❊❙ ✽✼

✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 3 ✭❝✮ t = 5 ✭❞✮ t = 7

✭❡✮ t = 9 ✭❢✮ t = 11 ✭❣✮ t = 13 ✭❤✮ t = 15

✭✐✮ t = 17 ✭❥✮ t = 19 ✭❦✮ t = 21 ✭❧✮ t = 23

✭♠✮ t = 25 ✭♥✮ t = 27 ✭♦✮ t = 29 ✭♣✮ t = 31

✭q✮ t = 33 ✭r✮ t = 35 ✭s✮ t = 37 ✭t✮ t = 40

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞✬✉♥ t✐❣r❡
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✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 11 ✭❝✮ t = 22 ✭❞✮ t = 33 ✭❡✮ t = 44

✭❢✮ t = 55 ✭❣✮ t = 66 ✭❤✮ t = 77 ✭✐✮ t = 88 ✭❥✮ t = 99

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞❡ ❧✬♦✉r❛❣❛♥ ❱✐♥❝❡✱ ♣❛r ❝❛♥❛❧ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ▼❡t❡♦s❛t✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ r♦❜✉st❡✳

❞✐s♣❛r❛ît ✐❝✐ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞ ❡t ❣✱ ♠❛✐s ❧❡ s✉✐✈✐ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ❞ès ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❞✉r❛♥t ❧❡s ♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r✳
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✷✷✴✵✸✴✷✵✵✺ ✶✶✴✵✹✴✷✵✵✺ ✵✶✴✵✺✴✷✵✵✺ ✷✶✴✵✺✴✷✵✵✺

✶✵✴✵✻✴✷✵✵✺ ✸✵✴✵✻✴✷✵✵✺ ✷✵✴✵✼✴✷✵✵✺ ✵✾✴✵✽✴✷✵✵✺

✷✾✴✵✽✴✷✵✵✺ ✶✽✴✵✾✴✷✵✵✺ ✵✽✴✶✵✴✷✵✵✺ ✷✽✴✶✵✴✷✵✵✺

✶✼✴✶✶✴✷✵✵✺ ✵✼✴✶✷✴✷✵✵✺ ✷✼✴✶✷✴✷✵✵✺ ✶✻✴✵✶✴✷✵✵✻

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥t❡ ❞❡s ❣❧❛❝❡s ❛✉ ♣ô❧❡ ◆♦r❞✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ♣r✐s❡ ❝❤❛q✉❡
❥♦✉r ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦✉✈r❡ ❧✬❛♥♥é❡ ✷✵✵✺✳
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✵✺✴✵✷✴✷✵✵✻ ✷✺✴✵✷✴✷✵✵✻ ✶✼✴✵✸✴✷✵✵✻ ✵✻✴✵✹✴✷✵✵✻

✷✻✴✵✹✴✷✵✵✻ ✶✻✴✵✺✴✷✵✵✻ ✵✺✴✵✻✴✷✵✵✻ ✶✽✴✵✻✴✷✵✵✻

✷✺✴✵✻✴✷✵✵✻ ✶✺✴✵✼✴✷✵✵✻ ✵✹✴✵✽✴✷✵✵✻ ✷✹✴✵✽✴✷✵✵✻

✶✸✴✵✾✴✷✵✵✻ ✵✸✴✶✵✴✷✵✵✻ ✵✹✴✶✵✴✷✵✵✻ ✶✷✴✶✵✴✷✵✵✻

✷✸✴✶✵✴✷✵✵✻ ✶✷✴✶✶✴✷✵✵✻ ✵✷✴✶✷✴✷✵✵✻ ✷✷✴✶✷✴✷✵✵✻

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥t❡ ❞❡s ❣❧❛❝❡s ❛✉ ♣ô❧❡ ◆♦r❞✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ♣r✐s❡ ❝❤❛q✉❡
❥♦✉r ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦✉✈r❡ ❧✬❛♥♥é❡ ✷✵✵✻✳
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✶✷✴✵✸✴✷✵✵✼ ✵✶✴✵✹✴✷✵✵✼ ✷✶✴✵✹✴✷✵✵✼ ✶✶✴✵✺✴✷✵✵✼

✸✶✴✵✺✴✷✵✵✼ ✷✵✴✵✻✴✷✵✵✼ ✶✵✴✵✼✴✷✵✵✼ ✸✵✴✵✼✴✷✵✵✼

✶✾✴✵✽✴✷✵✵✼ ✵✽✴✵✾✴✷✵✵✼ ✷✽✴✵✾✴✷✵✵✼ ✶✽✴✶✵✴✷✵✵✼

✵✼✴✶✶✴✷✵✵✼ ✷✼✴✶✶✴✷✵✵✼ ✶✼✴✶✷✴✷✵✵✼ ✵✻✴✵✶✴✷✵✵✽

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦♥t❡ ❞❡s ❣❧❛❝❡s ❛✉ ♣ô❧❡ ◆♦r❞✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ♣r✐s❡ ❝❤❛q✉❡
❥♦✉r ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡✳ ❈❡tt❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦✉✈r❡ ❧✬❛♥♥é❡ ✷✵✵✼✳
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✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 10 ✭❝✮ t = 20 ✭❞✮ t = 30

✭❡✮ t = 40 ✭❢✮ t = 50 ✭❣✮ t = 60 ✭❤✮ t = 70

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬♦❝❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✐❧❤♦✉❡tt❡ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❡rr✐èr❡ ❞❡s ❛r❜r❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

Pré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡

♣❛r❛♠ètr❡s

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❛♣♣♦rté❡s à ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡

s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s q✉✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❣râ❝❡ ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ❡t ❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❞ér✐✈❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s

♥♦tr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♠♦♥tr❡r❛ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛

r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r s✉✐✈✐ à

❝♦✉rt t❡r♠❡ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✹ ♦✉ ✺ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡

s✬❛tt❛❝❤❡r❛ à ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ σn ❡t στ

✭✐♥tr♦❞✉✐ts s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ s✉✐✈✐✳

✼✳✷ Pré❞✐❝t✐♦♥ à ❝♦✉rt t❡r♠❡

✼✳✷✳✶ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡

❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ s❡❧♦♥ ❞❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✱ β(t) ❡t 1 − β(t) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t

✈❛r✐❡r ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ❖r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t

♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ✐♠❛❣❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡

❧❛ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦❧♦♥❣❡r ❧❡ s✉✐✈✐ s❛♥s

❛✉❝✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❝♦✉♣❧é❡ à ✉♥❡

❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s t✳ ◆♦✉s ✜①♦♥s ❡♥s✉✐t❡ β(t) = 1 ❡t ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❧❡ s✉✐✈✐

❥✉sq✉✬à t + 5✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣s t ❡t t + 5 s❛♥s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s

r❡✈❡♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❛✉ t❡♠♣s t ❡t ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ♥♦tr❡ s✉✐✈✐ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à t + 1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ à t + 1✱ ❡t r❡❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à t + 6✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s

s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✺ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳

✾✸
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à t+ 5✱ ❛✈❡❝ ❝✐♥q ♠✐♥✉t❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

✼✳✷✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

▲❡s ✜❣✉r❡s ✼✳✶ à ✼✳✹ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t ✹ ✐♥st❛♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ séq✉❡♥❝❡✱ ♣♦✉r t = 17✱ 22✱

28 ❡t 40 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s s♦♥t ❛✣❝❤é❡s ❞❡ t + 1 à t + 5 ♣❛r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s r♦✉❣❡s✳ ▲❛

❝♦✉r❜❡ ❥❛✉♥❡ ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛✉ t❡♠♣s t ♥♦♥ tr❛♥s♣♦rté❡✳ ▲❛ ③♦♥❡ s✉✐✈✐❡ ❡st ❧❛ ③♦♥❡ ✈❡rt❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉

❞✉ ❜❧❡✉✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❧❛

♣ré❞✐❝t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r ♣❧✉s

❡❧❧❡ ❡st ♣ré❝✐s❡✳

✼✳✸ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s

◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛tt❛❝❤❡ à êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✬♦❜❥❡ts

q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❛♥s t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❛❜❧❡✳ ❯♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♥é❣❛t✐❢s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ét❛✐t

❞❡ ❞❡✈♦✐r ✜①❡r ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ σn ❡t στ s❡r✈❛♥t à ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ❞✐✛ér❡♥t

❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ t❛♥❣❡♥t ❡t ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ ♥♦r♠❛❧✳ ❖r ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts σn ❡t στ

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐ts ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✱ ❝♦♠♠❡

♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr♦♥s ✐❝✐✳

❙♦✐t u(x, t) ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t x ∈ Ω ❛✉ t❡♠♣s k ✈❡rs s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✉ t❡♠♣s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à t+ 5✱ ❛✈❡❝ ❝✐♥q ♠✐♥✉t❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à t+ 5✱ ❛✈❡❝ ❝✐♥q ♠✐♥✉t❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à t+ 5✱ ❛✈❡❝ ❝✐♥q ♠✐♥✉t❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳

k + 1✱ s❡❧♦♥ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ϕ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ✐♥st❛♥ts✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❜r✉✐té❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t v ✿

u(x, k) = v(x, k) + σnndBn,t + στn
⊥dBτ,t, ✭✼✳✶✮

❛✈❡❝ ❞❡s ❜r✉✐ts ♥♦r♠❛✉① ❡t t❛♥❣❡♥ts à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ϕ ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s

q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❜r✉✐ts ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡t ❝❡✉①

❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ s♦♥t ❝♦❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡

✈✐t❡ss❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❡st t❡❧ q✉❡ v(x, t) = E(u(x, k))/dt✳ ▲❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s

❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡ ❜r✉✐t σ2
n ❡t

σ2
τ ✿

σ2
n =

1

N − 1

∑

i=1:N


 1

n− 1

∑

x∈C(i)

(dn− E (dn))
2


 ✭✼✳✷✮

σ2
τ =

1

N − 1

∑

i=1:N


 1

n− 1

∑

x∈C(i)

(
dn⊥ − E

(
dn⊥

))2

 . ✭✼✳✸✮

P♦✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t

❝❛❧❝✉❧é❡s ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡st✐♠é ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ✐♠❛❣❡s✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ✉♥

❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
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✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥

❝♦♥t♦✉r s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥✐q✉❡ tr❛♥s♣♦rt

❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t s❛♥s r❡❝♦✉rs ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡st✐♠❡r ❛✉ ❢✉r ❡t à

♠❡s✉r❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st

♠♦♥tré❡ s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t ❧✬♦♥ ✈♦✐t s✉r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❝♦♠♣❧èt❡s q✉❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

❡st ❛❝t✉❛❧✐sé❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦❧❧❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❛✉ ❝♦♥t♦✉r s✉✐✈✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦✉r❛♥t✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐❢✲

❢ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♣✉ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐

❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦❤ér❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡t r♦❜✉st❡s s✉r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

❡t ✈♦✐r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✬✉♥ ✜❧tr❛❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ s✉r ❧❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ét✉❞✐é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛✲

❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❛♥s

❧❡ ❜✉t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ❝♦♥t♦✉r✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❡t ❛♠é❧✐♦r❛✲

t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡

❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t♦✉r à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡

❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥✜♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ à ❧❛ ✈♦❧é❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡

♥♦tr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ s✉✐✈✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ s❛♥s ❛✈♦✐r à ✜①❡r à ❧❛ ♠❛✐♥

❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

✾✾
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ❜❛②❡s✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡

s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❢❡r♠é❡s ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t ❞✬✉♥❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s✱ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s

❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛✲

❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉♥ ✜❧tr❛❣❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ s✉✐✈✐

❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❧✐❜r❡s

❡t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❧✬✉t✐❧✐s♦♥s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝r✐t ❝♦♠❜✐♥❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐♠❛❣❡

❡♥ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❡t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r

❞❡✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ❞✐r✐❣é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛

♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ t❛♥❣❡♥t❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡

tr❛♥s♣♦rt q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞é❝❧✐♥é ❡♥ ❞❡✉① ❝❛s✱ s❡❧♦♥ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈❡ ❡st ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ ♦✉ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐ss✉ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ❝❤❡r❝❤❡ à ❣❛r❞❡r ✉♥❡

♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣t✐♦♥s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s

à ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t

❝♦♥str✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡s ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡

✐♠❛❣❡✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ s❡ ❢❛✐t ✈✐❛ ✉♥ ✜❧tr❡ à ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té ♣r♦♣♦sé❡ éq✉✐✈❛✉t à ❧❛

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛s ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞✐s❝rét✐sé❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡

♥❛t✉r❡s ❞✐✈❡rs❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t r♦❜✉st❡s✱ ❝♦❤ér❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛

❣❡st✐♦♥ ❞✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♦✉ t♦t❛❧❡s s✉r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ✈❛r✐é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré

❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r

❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ❝♦♥t♦✉r✳

❉✬❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❡t ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡

♣❛rt✐❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t♦✉r à

❝♦✉rt t❡r♠❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té

❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡

✶✵✶
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❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ à ❧❛ ✈♦❧é❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♥♦tr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r

✉♥ s✉✐✈✐ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ s❛♥s ❛✈♦✐r à ✜①❡r à ❧❛ ♠❛✐♥ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❧✐é❡s à ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r q✉❡❧q✉❡s✲✉♥❡s ❞❡s

♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦✉ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❛❥♦✉té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡ ❧✐❜r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é❝r✐t❡ s❡❝t✐♦♥

✹✳✸ ❡st ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✱

❧✬✉♥❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ t❛♥❣❡♥t❡ à ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ♣❧✉s

❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✳ ■❧ ❢❛✉t

♠❛❧❣ré t♦✉t r❡st❡r ♣r✉❞❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡

❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ✜❧tr❡✳

▲❡s ❞ér✐✈❡s ❞é❝r✐t❡s ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡t ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉r❜❡s✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t

❞❡ ♠ê❧❡r ❝❡s ❞ér✐✈❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s✳

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞ér✐✈❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❞✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛

❞ér✐✈❡ ❞❡ ✢♦t ♦♣t✐q✉❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♥♦♥ ❝♦♥t✐♥✉s✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré✱ ❧✐♠✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡

❛✈❡❝ ❧❡ t❡r♠❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ ✭t♦✉s ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞✐s✲

t❛♥❝❡ ❞✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡✱ ❧✬✉♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛✉tr❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✮✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t

❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦❜❥❡ts t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡✉r t❛✐❧❧❡✱ ❧❡✉r ❢♦r♠❡✱ ❡t❝✳

■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r é❣❛❧❡♠❡♥t à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r✐s ♣❛r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✳

▼❛❧❣ré ✉♥❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ♥✬❡st

♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♣❛s ♦♣t✐♠✐sé s✉✣s❛♠♠❡♥t✳ ❆✈♦✐r r❡❝♦✉rs ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ◆❛rr♦✇ ❇❛♥❞ ♣♦✉rr❛✐t

❞é❥à ❞✐♠✐♥✉❡r ❝❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s

♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❞❡ s✉✐✈✐ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❛✜♥ ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡s

❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳



❆♥♥❡①❡s

✶✵✸





❆♥♥❡①❡ ❆

❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ s✉✐✈✐

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡①tr❛✐ts ❞❡ ❬✽✺❪✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ✐❝✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✐st✐♥❝ts✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡

séq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✶✻ ✐♠❛❣❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ r❛✐❡ s✉r ❧❡ s❛❜❧❡ ✭✜❣✳ ❆✳✶✮✳ ➱t❛♥t

❞♦♥♥é q✉❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣♦✐ss♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝❛♠♦✉✢❛❣❡✱ s❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❡t s❛

t❡①t✉r❡ s♦♥t ❡①trê♠❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉ s❛❜❧❡ ❧✬❡♥t♦✉r❛♥t✳ ▲❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞✬✉♥ t❡❧ ♦❜❥❡t s♦♥t ❞♦♥❝

très ❞✐✣❝✐❧❡s à ❡①tr❛✐r❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❜❛sé s✉r ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✐♥t❡♥s✐té✳ ❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡

❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉✐✈✐✱ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥t été r❡❧❡✈é❡s s❡✉❧❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✸ ✐♠❛❣❡s ✭✐✳❡ ♣♦✉r

t = 0, 3, 6, 9, 12, 15✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡

❡t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❧❛ r❛✐❡ ♦♥t été ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t r❡♣r♦❞✉✐t❡s à t♦✉s ❧❡s ✐♥st❛♥ts t ❝♦♠♣r✐s

❡♥tr❡ t = 0 ❡t t = 16✳ ▲❡s ❝♦♥t♦✉rs ❜r✉✐tés ❡t ✐♥st❛❜❧❡s q✉✐ ♦♥t été ♦❜s❡r✈és ♦♥t été ❧✐ssés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡

s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❡t ❛❞éq✉❛t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛

♣❡r♠✐s ❞❡ ❣ér❡r ❧✬♦❝❝✉❧t❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♥❛❣❡♦✐r❡ ✈❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛

r❛✐❡✳ ✭❱♦✐r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✭❡✮ à ✭❣✮ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✳✮

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ séq✉❡♥❝❡ ✭❋✐❣✳ ❆✳✷✮ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❥♦✉❛♥t ❛✉ t❡♥♥✐s ❞❡ t❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡

séq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✷✵ ✐♠❛❣❡s ♦ù ❧❛ ❝❛♠ér❛ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ③♦♦♠ ❛rr✐èr❡✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ♦❜s❡r✈é❡s s♦♥t

❣é♥éré❡s ♣❛r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥ ♠❛sq✉❡ ♥✬❛ été

❞ét❡❝té ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✭❝✮ ❡t ✭❢✮✳ ▲❡s ♠❛sq✉❡s ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s

✭❛✮ à ✭❜✮ ❀ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✭❣✮ à ✭❤✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ♦✉tr❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♦❜s❡r✈é❡s ✈❛r✐❡♥t

❜❡❛✉❝♦✉♣ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ r❛q✉❡tt❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞ét❡❝té❡ ♣❛r

❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✷ ♠♦♥tr❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ♦❜s❡r✈é❡s

❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ré❝✉♣éré❡s s✉✐✈❡♥t ❛ss❡③ ✜❞è❧❡♠❡♥t

❧❛ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ❞✉ ❥♦✉❡✉r ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ♦ù ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r q✉♦✐

q✉❡ ❝❡ s♦✐t✳

✶✵✺
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✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 1 ✭❝✮ t = 3 ✭❞✮ t = 5

✭❡✮ t = 8 ✭❢✮ t = 11 ✭❣✮ t = 15 ✭❤✮ t = 16

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞✬✉♥❡ r❛✐❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❤❛✉t ♠♦♥tr❡
❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❢♦✉r♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦rr✐❣é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡
r❛♥❣✳



✶✵✼

✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 3 ✭❝✮ t = 6 ✭❞✮ t = 9

✭❡✮ t = 11 ✭❢✮ t = 13 ✭❣✮ t = 16 ✭❤✮ t = 18

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞✬✉♥ ❥♦✉❡✉r ❞❡ ♣✐♥❣ ♣♦♥❣ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞✉
❤❛✉t ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❢♦✉r♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦rr✐❣é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ❛✉
❞❡✉①✐è♠❡ r❛♥❣✳



✶✵✽ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❉❊ ▲❆ ▼➱❚❍❖❉❊ ❱❆❘■❆❚■❖◆◆❊▲▲❊ ❉❊ ❙❯■❱■

✭❛✮ t = 0 ✭❜✮ t = 2 ✭❝✮ t = 4 ✭❞✮ t = 6

✭❡✮ t = 7 ✭❢✮ t = 9 ✭❣✮ t = 10 ✭❤✮ t = 12

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸ ✕ ❙✉✐✈✐ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ♠ét❤♦❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ✿ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❤❛✉t ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❢♦✉r♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦rr✐❣é❡s ♣❛r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♦♥t ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ r❛♥❣✳

❈♦♠♠❡ ❞❡r♥✐❡r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❡♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✸ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡

❞✬✐♠❛❣❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ à ✐♥❢r❛r♦✉❣❡s ❞❡ ▼été♦s❛t✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡st ✉♥❡ ❧✐❣♥❡

❞❡ ♥✐✈❡❛✉ à ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞✬✐♥térêt✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✬✐s♦✲

t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❣❛r❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts

❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❡t ✐♥❝❧✉t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ✉♥❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ♣r❡♥❞ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ♠✐♥✉t❡ ♣♦✉r

✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✷✵ ✐♠❛❣❡s✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ❝♦❞❡✱ é❝r✐t ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✱ ♥✬❛ ♣❛s été ♦♣t✐♠✐sé✳ ▲❡s

❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳



❆♥♥❡①❡ ❇

❉ét❛✐❧s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ✈✐t❡ss❡

tr❛❥❡❝t♦r✐❡❧❧❡

▲❡ ❝❤❛♠♣ ψ s✉✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧♦✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ϕ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦✉r ✉♥ y

❞♦♥♥é ✿

dψi(y) = b′i(y, t)dt+ f ′
i(y, t)dBn,t + g′i(y, t)dBτ,t. ✭❇✳✶✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ϕ✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ψ(xt, t) ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛

❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ■tô✲❲❡♥t③❡❧❧ ✿

dψi(x, t) = dψi(x) + (∇ψi)T dX

+
1

2

∑

ℓ,j

d
〈
X ℓ,X j

〉 ∂2ψi

∂xℓ∂xj

+
∑

ℓ

d

〈
∂ψi

∂xℓ

,X ℓ

〉

= dψi(x) + (∇ψi)Tw∗
ndt

+ σn(∇ψ
i)T

∇ϕ

|∇ϕ|
dBn,t + στ (∇ψ

i)T
∇ϕ⊥

|∇ϕ|
dBτ,t

+
dt

2|∇ϕ|2
Ai + dt

σn

|∇ϕ|
Fi + dt

στ

|∇ϕ|
Gi = 0, ✭❇✳✷✮

❛✈❡❝

Ai = σ2
n∇ϕT∇2ψi∇ϕ+ σ2

τ (∇ϕ⊥)T∇2ψi∇ϕ⊥,

Fi =
σn

|∇ϕ|
∇ϕT

[
∇2ψi∇ϕ+∇2ϕ∇ψi

−
1

|∇ϕ|2
(
(∇ψi)T∇ϕ∇2ϕ∇ϕ

) ]
,

Gi =
στ

|∇ϕ|

(
∇ϕ⊥

)T
[
∇2ψi∇ϕ⊥ +∇2ϕ∇ψi

−
1

|∇ϕ|2
(
(∇ψi)T∇ϕ⊥∇2ϕ∇ϕ

) ]
. ✭❇✳✸✮

❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ à ✿

f ′(x, t) = −σn(∇ψ
i)T

∇ϕ

|∇ϕ|
, ✭❇✳✹✮

✶✵✾
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g′(x, t) = −στ (∇ψ
i)T

∇ϕ⊥

|∇ϕ|
, ✭❇✳✺✮

❡t

b′(x, t) = −(∇ψi)Tw∗
n −

1

2
Ai − Fi −Gi. ✭❇✳✻✮

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ré✐♥❥❡❝t❡r f ′✱ g′ ❡t b′ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

❞❡ ψ(xt, t) ✿

dψi(x) = −(∇ψi)T v∗ndt

− σn(∇ψ
i)T

∇ϕ

|∇ϕ|
dBn,t − στ (∇ψ

i)T
∇ϕ⊥

|∇ϕ|
dBτ,t

−
dt

2|∇ϕ|2
Ai + dt

σn

|∇ϕ|
Fi + dt

στ

|∇ϕ|
Gi = 0, ✭❇✳✼✮



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶ ❱✉❡ ❡♥ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡t ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✿ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥✲

❣❡♠❡♥t ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❈❤❛♥ ❡t ❱❡s❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Γ

❞❡ss✐♥é❡ ❞❛♥s ✭❞✮ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ J ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✶✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ◆❛rr♦✇ ❇❛♥❞ ✿ CB1 ⊂ CB2✳ C é✈♦❧✉❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à

❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ CB2✳ ▲❡s ❜❛♥❞❡s s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❧♦rsq✉❡ C ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡

CB1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✶ ❋✐❣✉r❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹❉✲❱❛r✳ ❯♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ rétr♦❣r❛❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

❛❞❥♦✐♥t❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ✭❝♦✉r❜❡ ✧❛♥❛❧②s❡✧✮ ❛♣rès ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

x0 ✭❝♦✉r❜❡ ✧❡st✐♠❛t✐♦♥✧✮✳ ❈❡tt❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ rétr♦❣r❛❞❡ s✉✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡

❡♥tr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦rr✐❣❡ ❛❧♦rs ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛r ✉♥ ✐♥❝ré♠❡♥t

∂x0 ✭❝♦✉r❜❡ ✧tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦rr✐❣é❡✧✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✶ ❘❡♣èr❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✺✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ✿ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
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❬✶✵✹❪ ▼✳ ❙❡③❣✐♥ ❛♥❞ ❇✳ ❙❛♥❦✉r✳ ❙✉r✈❡② ♦✈❡r ✐♠❛❣❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣❡r✲
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▼♦t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✸✷✺✕✸✸✷✱ ✶✾✾✶✳

❬✶✵✻❪ ❇✳ ❙♣♦rt✐ss❡ ❛♥❞ ❋✳✲❳✳ ▲❡ ❉✐♠❡t✱ ❡❞✐t♦rs✳ ❉❛t❛ ❆ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❢♦r ●❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ❋❧♦✇s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱

✷✵✵✷✳ t♦ ❛♣♣❡❛r✳ ✵ ♣❛❣❡s✳

❬✶✵✼❪ ●✳ ❙✉♥❞❛r❛♠♦♦rt❤✐✱ ❆✳ ❏✳ ❨❡③③✐✱ ❆✳ ▼❡♥♥✉❝❝✐✱ ❛♥❞ ●✳ ❙❛♣✐r♦✳ ◆❡✇ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ s♦❜♦❧❡✈
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❬✶✵✽❪ ❆✳ ❚s❛✐✱ ❆✳ ❨❡③③✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙✳ ❲✐❧❧s❦②✳ ❈✉r✈❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉♠❢♦r❞✲

s❤❛❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■❊❊❊
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❘és✉♠é

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡st ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡

❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ✜❧tr❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ♥♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ à

tr❛✈❡rs ✉♥ ✜❧tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦❧♦r✐♠étr✐q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛

❝✐❜❧❡ ❡t ❧❡ ❢♦♥❞✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♠♣❧✐q✉é❡ ❡st ❢♦r♠✉❧é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✱ ❡t

❞✬êtr❡ ❛✐♥s✐ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✐♠❛❣❡s✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡

❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ s✬❡①♣r✐♠❡ s✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ❈❡❧❛ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡

❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❇r♦✇♥✐❡♥ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❉❛♥s

❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♠❜✐♥és ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡s ❡①tr❛✐t❡s ❞❡s ✐♠❛❣❡s

❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛ss♦❝✐é ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s

❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✐♥s✐ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ✜❧tr❛❣❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ❙❡s ❝❛♣❛❝✐tés s♦♥t ✈ér✐✜é❡s s✉r

❞✐✛ér❡♥t❡s séq✉❡♥❝❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❢♦rt❡♠❡♥t ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❥♦✐♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥ ♠❛♥② ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦♣♦s❡s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r t♦ tr❛❝❦ ❛ ❢r❡❡ ❝✉r✈❡ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦❧♦r✐♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ st♦❝❤❛st✐❝

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❧❡✈❡❧

s❡t✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞✳ ❚❤✐s t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧

❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛ ❧♦✲

❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✜❧t❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❝✉r✈❡ tr❛❝❦✐♥❣ t❤✉s ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡
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