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Introduction

Les métamatériaux sont des milieux dont le comportement physique vis-a-vis des

ondes differe de celui des matériaux naturels. De tels milieux possedent par exemple
des parametres physiques (selon la phénoménologie étudiée : indices de permittivité, de
perméabilité, de réfraction, module de masse, coefficients de Lamé,...) de parties réelles
négatives, des parametres fortement variables voir méme singuliers en espace, ou encore
des impédances infinies. Ils ont été introduits pour la premiere fois en 1968 par V.G. Ve-
selago [92] dans une étude théorique sur la propagation d’ondes électromagnétiques dans
des matériaux possédant des indices de permittivités et de perméabilités simultanément
négatifs. En remarquant que le vecteur de Poynting changeait son orientation il nomme
ces matériaux « Left-Handed-Materials » (LHM ou encore « matériaux main-gauche »).
Il dégage aussi de son étude certaines propriétés « exotiques » de ces milieux comme par
exemple 'inversion de ’effet Doppler ou encore l'inversion de ’effet de radiation Vavilov-
Cerenkov.
C’est aux alentours des années 2000 qu’un intérét réel pour les LH M est né avec 'une des
premieres réalisations, proposée par J.B. Pendry [76], de « matériau main-gauche ». Cette
derniere utilise 1’association de deux matériaux précédemment réalisés. Le premier [75]
est basé sur un réseau périodique de fibres paralleles et présente, au dela d’une certaine
fréquence de coupure, une perméabilité de partie réelle négative. Le second [77] est, sur
certaines plages de fréquences, un milieu avec une perméabilité de partie réelle négative
dont la réalisation se base sur un réseau périodique d’anneaux fendus. L’association de
ces deux structures engendre alors [76] un réseau périodique de « Split-Ring-Resonator »
(SRR) qui, pour certaines fréquences, peut étre vu comme un milieu équivalent dont les
indices de permittivité et de perméabilité sont simultanément négatifs. C’est a l’issue de
cette découverte que J.B. Pendry décide de rebaptiser les LHM « métamatériaux ». No-
tons finalement que des métamatériaux ont aussi été réalisés en électromagnétisme [53],
en optique [94], acoustique [57] ou encore en élasticité linéaire [31].

Les comportements exotiques des métamatériaux permettent d’envisager de nom-
breuses applications potentielles. Une des premieres, proposée par J.B. Pendry, concerne
I'utilisation d’un milieu dont les indices de permittivité et de perméabilité sont tous les
deux négatifs. L’indice de réfraction d’une telle structure est alors négatif et peut étre
utilisé [79] pour la création d’une « super-lentille » permettant de passer outre la limite de
résolution des lentilles usuelles. Une autre application emblématique des métamatériaux
consiste en la mise au point de dispositifs d’invisibilité (appelée aussi « cloaking ») pour les
ondes électromagnétiques ou bien acoustiques [27, 41, 80, 46]. Leur principe repose sur des
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transformations d’espaces singuliéres permettant de créer des milieux dont les parametres
physiques sont fortement anisotropes, voir méme singuliers, qui dévient les ondes de toute
une partie de I'espace. Enfin, d’autres applications telles que la « focalisation sonore » [44],
ou encore le controle de la lumiere via des cristaux photoniques [61], peuvent étre trouvées
dans [63, 97].
Au vu des caractéristiques physiques des métamatériaux et des applications visées, plu-
sieurs questions se posent naturellement :
Modélisation des métamatériaux : De par leurs propriétés exotiques, la modélisation
physique ou bien mathématique des métamatériaux sort du cadre habituel d’étude.
Par exemple, d’'un point de vue physique, lorsqu’un LHM est inclus dans un milieu
usuel, I'énergie totale du systeme étudié n’a pas de signe précis ce qui ne permet
plus de prendre en compte la causalité [54, 92]. D’un point de vue mathématique,
la modélisation « correcte » des métamatériaux est difficile du fait de la présence
de parametres physiques négatifs ou bien singuliers. En effet, les méthodes usuelles
permettant d’établir I'existence et 'unicité de solutions aux problemes modélisant
les phénomenes acoustiques, élastiques ou électromagnétiques utilisent toutes la
positivité et le caractere borné des parametres physiques du matériau considéré.
Stmulation numérique des métamatériauz : La simulation numérique de la propaga-
tion d’ondes dans les métamatériaux souffre des mémes difficultés et problemes
que ceux liés & leur modélisation [18, 74, 73]. En effet, les questions en lien avec
la convergence et la stabilité des schémas numériques classiques (Eléments Finis,
Différences Finies, Volumes Finis, Galerkin Discontinu...) permettant d’approximer
les solutions des problemes mentionnés précédemment ne sont établies, a priori, que
dans le cas de parametres physiques positifs et bornés.
Réalisation des métamatériaux : Ce troisieme point concerne la réalisation effective
des métamatériaux. N’existant pas a 1’état de nature, ils sont pour la plupart créés
a partir d’assemblages de petits composants eux mémes constitués de milieux clas-
siques. Ce dernier peut en fait étre considéré comme un milieu équivalent pour des
longeurs d’ondes grandes devant ’espacement de ses constituants [12, 13, 14, 34, 45,
90, 51, 76, 77, 82, 94]. De ce fait, le comportement exotique des métamatériaux a
lieu uniquement a une echelle macroscopique (ou encore « homogénéisée ») et leurs
parametres physiques sont fictifs au sens ou ce sont ceux d’un milieu équivalent.
La principale difficulté liée a la fabrication des métamatériaux réside ainsi dans
I’obtention des parametres physiques équivalents et la pertinence physique ou bien
mathématique de ces derniers (en lien avec leur modélisation).

Modélisation « correcte » des métamatériaux

Un des premiers travaux concernant 1’étude de ’existence et 1'unicité de solutions
pour des équations aux dérivées partielles en présence de métamatériaux a été réalisé
dans [8]. Les auteurs montrent qu’un probleme de transmission scalaire d’ordre 2 entre
un milieu a indice négatif et un matériau « positif », tous deux possédant des parametres
physiques scalaires et constants en espace, est bien posé au sens de Fredholm ('unicité
du probléme entraine son caractére bien posé). Pour ce faire, ils utilisent des méthodes
empruntées au domaine des équations intégrales imposant de ce fait certaines conditions
sur les valeurs des parametres physiques et sur la géométrie de l'interface entre les deux
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milieux. D’autres travaux d’A.S. Bonnet-Ben-Dhia et al. [7], C.M. Zwolf [98] et L. Chesnel
et al. [9] ont ensuite été menés dans le but d’étendre I’étude précédente au cas de milieux
possédant des parametres dépendant de la variable d’espace. Ils ont introduit a cet effet la
méthode de la « T-coercivité ». Elle consiste a utiliser, dans la formulation variationnelle
associée au probleme considéré, des fonctions tests dans I'image d’un opérateur continu et
bijectif T. Ils ont ainsi démontré le caractere bien posé pour des contrastes (le ratio des
parametres physiques des deux matériaux) en dehors d’un certain intervalle borné de R. Ce
dernier peut de plus étre réduit avec des bornes explicites uniquement dépendantes de la
géométrie de 'interface en se restreignant a ’étude du caractere Fredholm du probleme. Le
cas d’interfaces non régulieres a aussi été traité [9, 8, 7, 10] et un « intervalle critique » défini
comme les valeurs du constraste pour lesquelles le probleme ne releve plus de ’alternative
de Fredholm a été mis en évidence. Son étude a été réalisée dans [11] pour des d’interfaces
particulieres. Enfin, cette méthode a été appliquée sur les équations de Maxwell 2D en
polarisation T.M (Transverse Magnetique) et T.E (Transverse Electrique) [10] ou des
résultats similaires ont été obtenus.

Une remarque générale sur les résultats précédents est qu’ils dépendent de la géométrie
de l'interface. En effet, le caractere bien posé est démontré pour toutes interfaces et pour
des contrastes en dehors d’un intervalle dont les bornes, hormis pour certaines géométries
d’interfaces, sont inconnues. Le caractere Fredholm du probleme est, quant a lui, démontré
pour des contrastes en dehors d’un intervalle dépendant seulement de la géométrie de
Iinterface mais, pour ces cas 13, il existe un noyau de dimension finie qui est indeterminé.

Les résultats présentés ci-dessus s’appliquent sur des problemes scalaires d’ordre 2.

Pour des systemes d’équations, des résultats traitants de l’existence et de 1'unicité de
solutions pour des équations de Maxwell en présence de métamatériaux ont été démontrés
par P. Fernandes et al. dans [37, 38]. Ils commencent par réécrire ce systéme comme une
équation d’ordre 2 dont 'inconnue est le champ électrique. Ils étudient alors ce probleme
pour des métamatériaux diélectriques ou encore bi-anisotropiques et démontrent qu’il est
bien posé sous des hypotheses descriptives et phénoménologiques permettant d’utiliser le
lemme de Lax-Milgram.
Les hypotheses introduites entrainent cependant que ces résultats ne s’appliquent que
pour des milieux diélectriques dont les indices de permittivité et de perméabilité ne sont
pas simultanéments négatifs. Pour les matériaux bi-anisotropiques, ils s’appliquent des
lors que le milieu vérifie la restriction précédente ainsi que des relations de compatibilité
entre les signes des parties réelles et imaginaires de ses autres parametres physiques. Plus
précisemment, leurs parties imaginaires doivent étre strictement positive dans les zones
ol soit la permittivité soit la perméabilité est de partie réelle négative et vice-versa. Pour
finir, un exemple de métamatériau bi-anisotropique issu de la littérature ne rentrant pas
dans le cadre d’application de ces résultats est donné dans [37].

Simulation numérique des métamatériaux

La simulation numérique des équations aux dérivées partielles dépend de la nature du
probleme que ’on souhaite approximer. Plus précisemment, la présence de métamatériaux
donne lieu a des problemes « non-classiques » qui sont, de ce fait, hors du champ d’ap-
plication des méthodes d’approximations numériques usuelles. Ainsi elles ne sont a priori
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plus valides pour ces cas la. Par exemple, des travaux menés dans [18, 74, 73] par G.
Oliveri et al. montrent, sur des exemples, que la précision et la validité des résultats
numériques obtenus via des simulateurs du commerce pour 1’électromagnétisme peuvent
étre mises en doute lorsqu’ils sont utilisés en présence de matériaux pour lesquels la validité
de ce schéma n’est pas démontrée, comme par exemple les métamatériaux. Les travaux
d’analyse numérique pour 'approximation des phénomenes physiques des métamatériaux
sont ainsi étroitement liés aux études théoriques précédentes ne serait-ce que pour étudier
numériquement un probleme bien posé en existence et en unicité.

Commencons par donner les travaux numériques associés a la méthode de la T-
coercivité. Un probleme de transmission scalaire d’ordre 2 entre milieux « classiques »
et milieux & indices réels négatifs a tout d’abord été approximé dans [72] par une méthode
d’éléments finis usuelle. Les auteurs se placent sous des hypotheses compatibles avec I'utili-
sation de la T-coercivité sur une géométrie d’interface particuliére et démontrent la conver-
gence de 'approximation ainsi qu’une analyse d’erreur a posteriori pour des maillages
réguliers. Des travaux ont ensuite été réalisés par L. Chesnel et P. Ciarlet Jr. dans [21]
dans le but d’étendre les résultats précédents. Ils se placent, une fois de plus, dans le cadre
d’application de la T-coercivité afin d’approximer un probléme bien posé puis discrétisent
sa formulation variationnelle. Pour ce faire, ils imposent des contraintes sur le maillage
utilisé telles que la stabilité de I’espace d’approximation par 'action de T ou encore la
locale T-conformité imposant des symétries sur le maillage. Dans un second temps et
afin de considérer des maillages généraux, un terme de dissipation v est ajouté dans la
définition des parametres du matériau considéré. Il est alors démontré qu’un bon choix
de v (dépendant du pas de maillage) permet d’approximer la solution du probléeme non-
perturbé par une approximation numérique de la solution du probleme avec dissipation.
Ces méthodes numériques sont toutes basées sur la méthode de la T-coercivité et ont donc
les mémes limitations et difficultés d’utilisation que cette derniere.

Des travaux de simulations numériques associées aux résultats de P. Fernandez et al.
ont été réalisés dans [37, 38] par ces mémes auteurs. Il y est montré que approximation
numérique des équations de Maxwell avec des éléments d’aretes de Nédélec, écrites en tant
que systeme d’ordre 2, en présence de métamatériaux diélectriques ou bi-anisotropiques est
réalisable. Ils supposent pour cela que les hypotheses autorisant I'utilisation du lemme de
Lax-Milgram, et assurant le caractére bien posé du systeme, sont vérifiées. Cette méthode
numérique est ainsi limitée a ’étude de métamatériaux spécifiques.

Enfin, bien que tout les résultats précédemment cités concernent des probléemes écrit
en régime harmonique, notons la possibilité d’études temporelles de certains modeles ho-
mogénéisés de métamatériaux telles que celles réalisées par J. Li dans [58, 59, 60]. Ces
dernieres sont basées sur des relevements par transformée de Laplace inverse des indices
de permittivité et de perméabilité du métamatériau considéré. Cela a pour conséquence
I’ajout d’équations différentielles sur les courants présents en tant que seconds membres
dans les équations de Maxwell. Avec cette méthode, J. Li étudie les plasma NIM (Nega-
tive Index Material) [58] ou encore des métamatériaux de type Debye ou Lorentz [59, 60]
tous constants en espace. Dans chacuns de ces travaux, ’existence et 'unicité de solutions
et la convergence du schéma Eléments Finis avec des éléments d’arétes de Nédélec sont
démontrés.
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Problematique de I’homogénéisation

Les métamatériaux en tant que milieux physiques, étant des milieux dont les ca-
ractéristiques physiques different de celles des matériaux classiques, n’existent pas a 1’état
naturel. Ils sont ainsi, pour la plupart, construits a partir d’assemblages de petits « patchs »
de milieux usuels qui se décrivent comme un matériau équivalent pour des longueurs
d’ondes grandes devant ’espacement des petits composants. Les parametres physiques des
métamatériaux ne vivent donc qu’a une échelle macroscopique ou encore « homogénéisée ».
Citons par exemple le réseau de SRR de Pendry [76] réalisé a partir d’un réseau périodique
de tiges et d’anneaux fendus qui présente, pour certaines fréquences, des indices de permit-
tivité et de perméabilité simultanément négatifs. D’autres exemples peuvent étre trouvés
dans la littérature [12, 13, 14, 34, 45, 90, 51, 76, 77, 82, 94]. Le calcul effectif des pa-
rametres physiques du milieu équivalent fait principalement appel a des techniques d’ho-
mogénéisation.

Une premiere classe de méthodes d’homogénéisation concerne des assemblages péri-
odiques de petits patchs.
Citons, pour commencer, des méthodes [53, 97, 82, 91, 94| utilisées principalement en
électromagnétisme qui déterminent le milieu équivalent en utilisant des moyennes sur
chaque petite cellule du réseau entre les champs et les inductions. Cependant, bien qu’elles
soient physiquement valables, ces homogénéisations par moyennes ne sont pas toujours
mathématiquement justifiées.
Donnons maintenant la technique basée sur des développements par ondes de Bloch [12].
Son principe consiste a considérer un milieu infini pirement périodique et & faire tendre
la période vers zéro dans le développement en ondes de Bloch de la solution du probleme
étudié. Le métamatériau homogénéisé est alors obtenu en identifiant le probleme vérifié
par la limite de la solution.
Il y a, enfin, la convergence a double échelle [2, 71, 13, 14, 15, 45, 34]. Cette méthode
semble, actuellement, étre une des plus utilisées pour ces probléemes. C’est une notion
de convergence faible qui permet de capturer les oscillations d’une structure périodique
lorsque le pas du réseau tend vers zéro. Il est alors possible de justifier rigoureusement
ce passage a la limite et d’obtenir un probleme homogénéisé a partir duquel on peut
déterminer les parametres physiques du milieu équivalent. Son intérét par rapport a I’ho-
mogénéisation par ondes de Bloch réside dans le fait que le convergence & double-échelle
permet de considérer des réseaux périodiques finis.

Les méthodes de dérivation des parametres du milieu équivalent présentées ci-dessus
concernent des répartitions périodiques de petits objets. Les milieux homogénéisés obtenus
a partir d’assemblages périodiques ont des parametres physiques constants en la variable
d’espace. Ainsi ils ne permettent pas de réaliser certaines applications telles qu’un disposi-
tif d’invisibilité qui nécéssite des matériaux fortement anisotropiques voir méme singuliers
et donc dépendant de la variable d’espace. C’est pourquoi nous présentons maintenant
quelques résultats d’homogénéisation non-périodique.

Commencgons par les travaux de G.W. Milton [68]. Ces derniers portent sur la réalisation
de métamatériaux possédant des parametres physiques prescrits. Il démontre que I'on peut
créer, pour une pulsation fixée, un métamatériau possédant des tenseurs de permittivité
et de perméabilité donnés par n’importe quelle matrice symétrique réelle constante en
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la variable d’espace. Il postule, pour ce faire, 'existence de deux métamatériaux ayant
des comportements particuliers pour la pulsation considérée. Le premier est supposé ca-
ractérisé par un tenseur de permittivité symmétrique défini positif ainsi qu’'un tenseur
de perméabilité possédant exactement une valeur propre négative. Le second posséde un
tenseur de permittivité symmétrique ayant une unique valeur propre négative ainsi qu’un
tenseur de perméabilité symmétrique défini positif. Il procede ensuite par stratification
pour obtenir le milieu équivalent.

Mentionnons enfin les travaux d’A.G. Ramm [83, 84, 85]. Ces derniers portent sur la dif-
fraction d’ondes acoustiques par un grand nombre de petits obstacles caractérisés par une
condition aux limites d’impédance sous I’hypothese que le nombre de « particules » tend
vers 'infini lorsque leur taille caractéristique tend vers zéro. A partir d’une représentation
intégrale particuliere de la solution du probleme de diffraction multiple et un passage a la
limite, il donne I'indice de réfraction du matériau dans lequel tous les petits objets ont été
implantés. Il montre aussi, sous certaines hypotheses physiquement raisonnables, que cette
methode d’« homogénéisation » permet de créer un mileu dont l'indice de réfraction est
prescrit et dépendant de la variable d’espace. L’extension de cette méthode a été réalisée
dans [86] ou il est démontré qu’un milieu d’indice de réfraction (donné dans ce cas par la
racine du produit des indices de permittivité et de perméabilité) matriciel et dépendant
de la variable d’espace prescrit peut étre réalisé. L’analyse se fait, tout comme pour le cas
de I’équation de Helmholtz, avec ’aide d’une réprésentation intégrale du champ électrique
solution d’un systeme de Maxwell écrit a I'ordre 2.

Objectifs et plan du manuscript

Le premier objectif de cette these est d’étudier 'existence et I'unicité de solution pour
des systemes d’équations aux dérivées partielles du premier ordre, tels que des systemes de
Friedrichs (équations de Maxwell, systeme de I’acoustique ou encore de I’élasticité linéaire),
en présence de métamatériaux obtenus par homogénéisation, inclus dans un milieu clas-
sique, dont les parametres physiques dépendent de la fréquence comme des fractions ra-
tionnelles. Nous nous focaliserons en particulier, contrairement au travaux mentionnés
précédemment qui considerent uniquement des milieux constants en fréquences, sur une
approche globale en fréquence.

Cette approche est motivée par V.G. Veselago [92] qui, dans son étude théorique des mi-
lieux & indices de permittivité (notés €) et de perméabilité négatifs (notés i), note dans
un premier temps que l’énergie totale associée aux équations de Maxwell en présence
de LHM est négative. Il en déduit alors, afin de respecter la causalité [54, 96], que les
indices de permittivité et de perméabilité de ce type de milieux doivent nécéssairement
dépendre de la pulsation w (et donc aussi de la fréquence £ = w/(27)). Il conclut de
plus son étude en présentant certaines formes possibles pour les €, p des « milieux main-
gauche ». Ils peuvent ainsi étre matriciels (par exemple dans des substances gyrotropiques),
dépendre de w comme des fractions rationnelles et enfin ne peuvent étre négatifs qu’au
voisinage de certaines pulsations. Remarquons enfin que ce type de comportement se re-
trouve dans la grande majorité des réalisations pratiques par assemblages de petits com-
posants ou des obtentions théoriques par homognéisation de métamatériaux issues de la
littérature [12, 13, 14, 34, 45, 90, 51, 76, 77, 82, 94].

Nous essaierons ainsi d’imposer des hypotheses sur le métamatériau qui sont au maximum
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proches des observations de V.G. Veselago, elles-mémes en accord avec des exemples de
métamatériaux homogénéisés décrits dans la littérature. L’outil principal utilisé dans les
démonstrations de nos résultats est la théorie de Fredholm analytique [52]. En effet, la
dépendance en la fréquence des parametres physiques permet en fait de les considérer
comme des fonctions holomorphes de la variable de Laplace p = iw 4 1 sur un ouvert du
plan complexe.

Le second objectif de ce mémoire concerne la simulation numérique de la propaga-
tion d’ondes en présence de métamatériaux obtenus par homogénéisation dépendant de la
fréquence et vérifiant les hypotheses assurant le caractere bien posé des problemes associés.
Notons tout d’abord que la convergence des schémas numériques classiques (Eléments Fi-
nis, Galerkin Discontinu,...) est principalement assurée par la positivité des parametres
physiques et non par le caractere bien posé du probleme continu. Nous allons ainsi nous
interesser a la validité des éléments finis et/ou du galerkin discontinu en présence de
métamatériaux sans savoir s’ils sont convergents en présence de tels milieux exotiques. Le
but suivant sera alors de proposer un schéma numérique adapté au métamatériaux pour
lequel la convergence est assurée des lors que le systeme que ’on cherche a approximer
est bien posé. Nous utiliserons & cet effet des idées issues de [4] pour lapproximation
numérique, par un schéma de type éléments finis, de systémes du premier ordre de type
systemes de Friedrichs.

Le troisieme et dernier but de ce mémoire est en lien avec I’homogénésation et plus
précisemment la maniere de réaliser les métamatériaux. Comme annoncé précédemment,
remarquons tout d’abord qu’une des applications phares envisagée pour ces milieux exo-
tiques est la cape d’invisibilité. Cette derniere fait appel a des matériaux dont les pa-
rametres physiques dépendent de la variable d’espace de maniere fortement anisotro-
pique et ainsi ne peuvent pas étre obtenus par les techniques usuelles d’homogénéisations
périodiques. En effet, a cause de la périodicité des petits composants, elles engendrent
des milieux indépendants de la variable d’espace. De tels milieux doivent ainsi, a priort,
étre réalisés via des méthodes d’homogénéisation non-périodique telles que la méthode
d’A.G. Ramm qui permet de créer des métamatériaux acoustiques possedant un indice de
réfraction prescrit dépendant de la variable d’espace. Cependant, les méthodes utilisées
par A.G. Ramm ne permettent pas de prendre en compte les phénomenes de couches li-
mites [26] au voisinage des petits objets constituants le milieu homogénéisé. Cette derniére
est de plus restreinte au cas de petits obstacles caractérisés par des conditions aux li-
mites d’impédances particulieres. Enfin notons que I'extension de la méthode de Ramm a
I’électromagnetisme semble délicate [86]. En effet, pour les équations de Maxwell, elle per-
met d’obtenir un matériau dont 'indice de réfraction est arbitraire et peut étre matriciel.
Par contre elle ne permet pas d’obtenir un milieu dont les indices de permittivité et de
perméabilité sont prescrits. Cela semble étre principalement dua au fait que I'analyse est
réalisée a l'aide d’une réprésentation intégrale du champ électrique solution d’un systeme
de Maxwell écrit a I'ordre 2.

Ainsi, le dernier objectif de cette these est en lien avec une méthode d’homogénéisation de
métamatériaux possédant un effet exotique voulu. Nous étudierons a cet effet le probleme
de diffraction intervenant dans la méthode de Ramm sans utiliser de représentation inté-
grale de la solution. Une méthode différente permettant de considérer des petits obs-
tacles caractérisés par une condition aux limites d’impédance ou encore par un indice de
réfraction plus généraux sera ainsi employée et 'apparition de couches limites, qui sont a
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Porigine de problémes de perturbations singulieres [26], sera donc prise en considération.
C’est dans cette optique que la méthode des développements asymptotiques raccordés [26,
5, 32, 50, 64] est utilisée. Elle permet en effet de décrire de maniere commode a la fois le
champ interne a chaque couche limite entourant les petits objets et le champ diffracté par
I’ensemble de tous les petits obstacles.

Plan du manuscrit

On présente maintenant le plan du manuscrit qui se divise en cinq chapitres.

Chapitre 1 : Nous commencerons ce mémoire en présentant les métamatériaux a
travers quelques unes de leurs applications et des exemples d’homogénéisations décrits
dans la littérature. Nous rappellerons ensuite des résultats concernant le caractére bien
posé de certains systemes d’ordre 1 que sont les systémes de Friedrichs. Ces derniers seront
utiles pour la suite et permettent d’étudier a la fois les équations de Maxwell et les systemes
de l'acoustique et de I’élasticité linéaire en présence de milieux classiques. Les difficultés
liées a I’étude du caractere bien posé et a ’approximation numérique de problemes d’ordre
2 modélisant la propagation d’ondes dans les métamatériaux sont ensuite présentées a
travers la méthode de la T-coercivité et les travaux de P. Fernandez et al. Un exemple de
métamatériau homogénéisé obtenu a 'aide de la convergence a double échelle sera alors
donné. Pour finir, on présentera la méthode d’A.G. Ramm concernant ’homogénéisation
non-périodique de métamatériaux pour l'acoustique.

Chapitre 2 : Le second chapitre traitera de l’existence et de I'unicité des équations
de Maxwell, du systeme de ’acoustique et de celui de I’élasticité linéaire en présence de
métamatériaux obtenus par homogénéisation vérifiant des hypotheses issues des remarques
de V.G. Veselago. Nous commencerons par donner un cadre mathématique général permet-
tant de décrire le schéma global des démonstrations des résultats du chapitre. Ce schéma
sera ensuite appliqué au cas de I'electromagnétisme en considérant les équations de Max-
well. Cela permettra de démontrer un premier résultat d’existence et d’unicité pour ce
systeme en présence de métamatériaux bi-anisotropiques ou chiraux scalaires. Un résultat
pour des milieux dont les parameétres physiques sont tensoriels, qui vérifient une hypothese
supplémentaire, sera ensuite établi. La méme méthodologie sera appliquée aux systemes de
I’acoustique et de I’élasticité linéaire en présence de métamatériaux homogénéisés et nous
donnerons ainsi des résultats d’existence et d’unicité pour chacun d’eux. Nous termine-
rons enfin ce chapitre par 'application de nos résultats sur des exemples de métamatériaux
obtenus par homogénéisation issus de la littérature.

Chapitre 3 : Le troisieme chapitre concernera la simulation numérique de problemes
modélisant la propagation d’ondes en présence de métamatériaux. On considérera tout
d’abord des cas tests pour lesquels une solution exacte est connue et nous donnerons des
exemples de métamatériaux théoriques dont la solution numérique obtenue avec le schéma
éléments finis pour I’équation de Helmholtz (systéme de 'acoustique écrit & l'ordre 2)
semble diverger de la solution explicite. Ces exemples permettront de mettre en avant
la difficulté de validation des résultats de simulation numérique par éléments finis pour
certains métamatériaux. Cela motivera l'introduction d’un schéma de type élément finis
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particulier, di & A.K. Aziz et S. Leventhal [4] et appelé par la suite schéma EF-AL. Ce
schéma permet d’approximer des systemes de Friedrichs en présence de métamatériaux
appartenant au cadre introduit au chapitre 2. Nous montrerons, sous ces hypotheses, sa
convergence. Des validations numériques sur le systeme de l'acoustique pour les mémes
cas tests que ceux réalisés pour I’étude des éléments finis seront présentées. Enfin, & défaut
de démonstration de convergence, nous ferons une étude numérique du schéma galerkin
discontinu pour I'approximation du systéeme de ’acoustique en présence des exemples de
métamatériaux précédents afin de se faire une idée concernant sa validité.

Chapitre 4 : Le quatrieme chapitre sera dédié a ’analyse asymptotique d’un pro-
bleme de diffraction d’une onde plane par un nombre fini de petites boules en vue de
reprendre, avec une méthode différente prenant en compte I’apparition de couches limites
au voisinage des obstacles, les travaux d’A.G. Ramm. Nous commencerons par supposer
que les petits obstacles sont caractérisés par une condition aux limites d’impédance telle
que celle intervenant dans la méthode de Ramm bien que des impédances plus générales
pourront étre considérées. Ce choix permettra par la suite de comparer nos résultats avec
ceux de Ramm. Un résultat d’existence, d’unicité et de stabilité uniforme (en la taille
caractéristique des petits obstacles) pour le probleme de diffraction multiple modélisé par
une équation de Helmholtz sera tout d’abord démontré. En suivant alors la méthode des
développements asymptotiques raccordés, nous donnerons les formes générales des champs
externe et internes aux couches limites entourant chaque petit objet. L’existence et 'uni-
cité du développement asymptotique a tout ordre sera ensuite prouvée. Des estimations
d’erreurs entre la solution du probleme de diffraction et son approximation seront alors
établies. Cela permettra de valider 'approche formelle des développements asymptotiques
raccordés. Enfin, le chapitre concluera par ’adaptation de la méthode au cas de petits obs-
tacles caractérisés par des indices de réfractions. La méme méthodologie sera alors utilisée
et des résulats similaires seront démontrés.

Chapitre 5 : Le dernier chapitre de cette these sera consacré a ’application des
résultats du chapitre 4 a une méthode d’homogénéisation non-périodique, formelle, de
métamatériaux acoustiques possédant des indices de réfractions prescrits dépendants de
la variable d’espace. Nous commencerons par déterminer, de maniere explicite, les quatre
premiers termes du développement asymptotique raccordé de la solution du probleme de
diffraction par un nombre fini de petits obstacles caractérisés par une condition aux li-
mites d’impédance et un indice de réfractions spécifique. L’approximation de Born d’un
probleme de diffraction par un obstacle caractérisé par un indice de réfraction sera rap-
pelée. Ensuite nous ferons tendre le nombre de petits obstacles vers l'infini en supposant,
comme dans la méthode de Ramm, que leur taille caractéristique tend vers zéro et que
leur répartition asymptotique est fixée par une certaine fonction, dans I’approximation
externe du champ diffracté calculée par développements asymptotiques raccordés. L’in-
dice de réfraction homogénéisé sera alors dérivé en comparant I’approximation obtenue
apres passage formel a la limite avec une approximation de Born d’un probleme de dif-
fraction bien choisi. On montrera, pour des répartitions particulieres, que des métamat
’eriaux acoustiques, non-constants en la variable d’espace, peuvent étre réalisés avec cette
méthode d’homogénéisation non-périodique formelle.







Présentation générale du contexte et de la
problématique

L’objectif de cette these est I'étude de la propagation d’ondes dans les métamatériaux
obtenus par homogénéisation. Nous commencons donc ce chapitre par présenter les méta-
matériaux vus comme milieux équivalents et quelques unes de leurs applications parmi les
plus importantes. On donne ensuite des exemples, issus de la littérature, de réalisations
de ces milieux exotiques pour I’électromagnétisme, I'acoustique et 1’élasticité.

Nous présentons ensuite les résultats principaux concernant les systémes de Friedrichs
stationnaires, en présence de milieux classiques, qui permettent de traiter dans un méme
cadre les systemes d’équations modélisant la propagation d’ondes dans un milieu général.
Nous particularisons ensuite ces résultats aux cas de I’électromagnétisme, de ’acoustique
et de I’élasticité linéaire.

La présence de métamatériaux dans les problemes de propagation d’ondes entraine
une perte de coercivité des coefficients intervenant dans ces derniers. Ainsi, I’étude du
caractere bien posé et de I'approximation numérique de ces problemes est difficile du fait
que les méthodes usuelles ne sont plus appliquables.

La troisieme partie de ce chapitre introduit alors certains des travaux précedemment
réalisés afin de remédier a cette perte de coercivité. On présente a cet effet la méthode de
la T-coercivité [9, 7, 10] et les travaux de P. Fernandez et M. Raffetto [37, 38].

La derniere partie de ce chapitre présente les principales méthodes d’homogénéisation
utilisées pour réaliser des métamatériaux. Nous donnons a cet effet la méthode d’ho-
mogénéisation périodique basée sur la convergence double-échelle puis la méthode de
Ramm qui est une méthode d’homogénéisation non-périodique permettant de fabriquer
des métamatériaux acoustiques dont les caractéristiques physiques dépendant de la va-
riable d’espace.

Nous utilisons, dans toute la suite, les notations standards concernant les espaces
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de Lebesgue LP, de Sobolev H®, de distributions D’, de fonctions k fois différentiables
(respectivement a support compact) ck (respectivement C(’f) et enfin les fonctions C* a
support compact D. Enfin, nous notons F(-,-) un espace de fonctions ou de distributions
avec les conventions suivantes : F est I'une des classes fonctionnelles précédentes, le premier
argument désignera le domaine sur lequel sont définis les éléments de la classe considérée,
le second argument désigne un espace de dimension finie lorsque les éléments de la classe
fonctionnelle sont a valeurs vectorielles. Ce dernier est omis lorsque les éléments sont a
valeurs dans C.

1.1 Les métamatériaux

Les métamatériaux sont des milieux artificiels donnant lieu & des comportements exo-
tiques par comparaison avec les matériaux usuels [97]. Ils ont par exemple des parametres
physiques (selon le cas : indice de permittivité, de perméabilité, de réfraction, module de
masse, coefficients de Lamé,. ..) de partie réelle négative ou encore des parametres forte-
ment variables voir méme singuliers en espace. Cependant, de tels milieux n’existant pas
a l’état naturel, ils sont en général formés a partir d’assemblages périodiques de petits
« patchs » composés de matériaux usuels [12, 13, 14, 34, 45, 90, 51, 76, 77, 82, 94]. Le
métamatériau ainsi formé peut étre vu comme un matériau homogene lorsque le pas du
réseau est a la fois grand devant la taille caractéristique des ses petits constituants et
petit devant la longueur d’onde. Dans ces conditions, les parametres du milieu équivalent
sont alors obtenus via des méthodes d’homogénéisation et peuvent vérifier les propriétés
précedemment présentées. De ce fait, les caractéristiques physiques d’un métamatériau
sont fictives au sens ou elles ne sont valables qu’a une échelle macroscopique (ou encore
homogénéisée).

Nous donnons ici quelques applications des métamatériaux et des réalisations, issues de
la littérature, de ces milieux exotiques en électromagnétisme, acoustique et élasticité
linéaire.

1.1.1 Quelques applications envisagées pour les métamatériaux

Du fait de leurs parametres physiques différent de ceux des milieux usuels, les appli-
cations envisagées pour les métamatériaux sont nombreuses [97]. Nous allons en détailler
deux parmi les principales : la super-lentille et le dispositif d’invisibilité (appelé aussi
« cloaking »).

Application a I'imagerie : la « super-lentille »

L’idée d’utiliser des milieux a indices négatifs pour créer des dispositifs possédant des
propriétés de réfraction inhabituelles a été dégagée pour la premiere fois par V.G. Veselago
en 1968 dans [92]. Il consideére pour cela un milieu électromagnétique dont les indices de
permittivité (noté ¢) et de perméabilité (noté ) relatifs sont tous les deux négatifs qu’il
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plongé dans du vide caractérisé par eyige = fvide = 1. Ensuite, en utilisant les lois de
Snell-Descartes qui décrivent le comportement d’un rayon lumineux a l'interface entre
deux milieux, il montre que l'indice de réfraction n = ,/ex d’un tel matériau est négatif.
Il en déduit de plus que lors du passage d’un milieu & indice positif vers un autre a indice
négatif (et inversement), les rayons incidents et réfractés se retrouvent du méme coté que la
normale au plan d’incidence. Ce phénomene est appelé réfraction négative. La comparaison
avec les milieux classiques est donnée par la figure 1.1.

Il peut sembler surprenant qu'un milieu d’indice négatif soit obtenu a partir d’un matériau
possédant des indices de permittivité et de perméabilité simultanément négatifs. Cela est,
en fait, di a un choix de détermination de la racine carrée basé sur des considérations
physiques [79].
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F1c. 1.1: Rayon lumineux traversant un milieu & indices négatifs [16]

L’application de la réfraction négative a l'imagerie est motivée par le dépassement
de la limite maximale de résolution d’une lentille usuelle, appelée limite de Rayleigh.
Cette derniere affirme qu’une lentille conventionnelle ne peut pas voir des objets deux
fois plus petits que la longueur d’onde de la lumiere utilisée pour les illuminer. Cette
limite de résolution est en fait due a la présence d’ondes évanescentes qui décroissent
exponentiellement vite dans la lentille et qui ne peuvent donc pas étre utilisées pour former
I'image. Au début des années 2000 J.B. Pendry approfondit les travaux de Veselago [79]
en étudiant les coefficients de transmission et de réflexion d’une lame a faces paralleles
constituée d’un milieu d’indice de réfraction n = —1 plongée dans du vide. Il démontre
qu’un tel matériau focalise la partie évanescente des ondes qui ne sont donc plus atténuées
par le processus de transmission et contribuent ainsi a la formation d’une image parfaite.
Cela justifie le terme « super-lentille ». Le principe de la super-lentille est décrit dans
la figure 1.2 issue de [78] ol on peut voir que les rayons lumineux ainsi que les ondes
évanescentes sont focalisées sur le méme point image donnant, de ce fait, une image dont
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(a) Rayons lumineux (b) Onde évanescente

F1c. 1.2: Principe d’une super-lentille [78]

la résolution est maximale.

En pratique la résolution accessible par un dispositif de super-lentille réalisé a partir d’un
milieu & indice négatif est finie. Cela est principalement du & la présence de pertes (parties
imaginaires) sur les indices dans les métamatériaux. En outre, il a été démontré dans [66]
qu’un milieu possédant un indice de réfraction égal a —1 ne peut pas exister et ainsi une
super-lentille au sens de Pendry ne peut étre fabriquée. Il existe toutefois des réalisations
expérimentales de dispositifs de super lentilles « approchées » qui permettent de dépasser,
pour certaines longueurs d’ondes, la limite de résolution classique. Citons par exemple [40)]
ou la limite de Rayleigh a été dépassée dans la gamme de fréquences des micro-ondes
ou encore [36] ou elle a été franchie pour des fréquences optiques (la fréquence est liée a
la pulsation par w = 2xf qui est liée a la longueur d’onde par la formule A = cf, ou ¢
désigne la célérité de 'onde). Enfin, citons [35] ou une super-lentille a été réalisée & partir
de cristaux photoniques. Cette derniére permet d’outrepasser la limite de Rayleigh pour
des objets dits sous-longueur d’onde (appelés aussi sub-\, ce sont des objets de dimension
caractéristique de l'ordre de A\/10).

La cape d’invisiblité et le « cloaking »

Une autre application envisagée pour les métamatériaux est la cape d’invisibilité (ce
phénomene et aussi appelé « cloaking ») et a été proposée pour la premiere fois dans [80].
Cette derniere utilise des milieux avec des parametres physiques fortement hétérogenes
voire méme singuliers en la variable d’espace et impose aux ondes de contourner toute une
partie de I'espace (voir figure 1.3). Ainsi, un objet inclus dans la partie de 1’espace déviant
les ondes devient invisible aux ondes considérées pour tout observateur extérieur. Pour les
ondes électromagnétiques, I’'obtention théorique d’un tel milieu est basée sur 'invariance
des équations de Maxwell par transformations d’espaces (appelées aussi transformations
optiques). Plus précisemment, si 'on fait un changement de variables sur les champs
intervenant dans les équations de Maxwell, les nouveaux champs vérifieront le méme type
d’équations mais avec des indices de permittivité et de perméabilité différents. Le méme
comportement est aussi vrai pour le systeme de ’acoustique.

Supposons maintenant que ’on souhaite « cacher » un objet positionné dans B(0, 1) (voir
figure 1.4), ou B(0,7) désigne la boule de centre 0 et de rayon r > 0. Afin d’obtenir les
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F1G. 1.3: Cape d’invisibilité parfaite [43]

parametres du milieu réalisant la cape d’invisibilité, on utilise un changement de variable
étirant I'origine 0 € R? pour transformer B(0,2)\{0} en B(0,2)\B(0, 1). Les parametres du
nouveau milieu présent dans ’anneau (la cape d’invisibilité) sont alors déterminés a partir
du jacobien du changement de variables qui est singulier en espace. Cette construction
est détaillée dans [89, 22, 27, 46, 41] et la proposition de réaliser une cape d’invisiblité
approchée avec des matériaux dont les parametres sont non-singuliers a été faite dans [42].

B(0,2)\B(0,1)

Onde émise

~Objet a cacher
cape d’invisibilité

Observateur

Fic. 1.4:

Cependant, la fabrication d’une cape d’invisibilité parfaite est difficile du fait de la
forte anisotropie et des singularités des parametres physiques des matériaux qui devraient
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la composer. Des réalisations expérimentales ont été néanmoins produites dans [89] ol une
cape d’invisibilité en 2D pour les micro-ondes a base de métamatériaux a été réalisée. Le
dispositif et les résultats expérimentaux obtenus sont représentés dans la figure 1.5. Cette
derniere décrit le résultat obtenu en envoyant une onde plane sur la cape d’invisibilité
parfaite (figure du haut) puis sur le dispositif expérimental. Ce sont de plus les isolignes
du champ qui sont représentées. On peut remarquer que les d’ondes a droite de la cape
expérimentale sont presque semblables & celles issues de la cape idéale. Ainsi un observateur
ne distingue que faiblement la présence de la cape et de la méme maniere, ’'objet qui y
est inclus.

a) Dispositif expérimental d’une cape
(a) Disp p P
d’invisibilité
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(b) Performances d’une cape d’invisibilité parfaite (en haut) ver-
sus la cape expérimentale (en bas)

Fia. 1.5: Dispositif expérimental et performance d’'une cape d’invisibilité pour les micro-
ondes en 2D [89]
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1.1.2 Quelques exemples de métamatériaux décrits dans la littérature

Cette section présente des exemples de réalisations de métamatériaux issus de la
littérature ainsi que leurs parametres homogénéisés. On présente ainsi des métamatériaux
obtenus par homogénéisation pour 1’électromagnétisme, ’acoustique et 1’élasticité linéaire.
D’autres exemples peuvent de plus étre trouvés dans [12, 13, 14, 16, 31].

Métamatériau pour les micro-ondes : un réseau périodique de
« Split-Ring-Resonators »

Un des premiers exemples de métamatériaux homogénéisés découvert est le réseau
périodique d’anneaux fendus et de tiges introduit en 2000 par D.R. Smith dans [90]. Cette
réalisation est basée sur des travaux de J.B. Pendry [77, 76] et le dispositif est réprésenté
dans la figure 1.6. Il est appelé « Split-Ring-Resonator » (noté SRR).

T T T
3 Himag 7
+2 F .
Hreal
+1
J wl_
0
ot 1 | 1 |
; 0 10 20
— Frequency Ghz
(a) Réseau périodique de SRR et de tiges (b) Perméabilité homogénéisée [75]

Fi1G. 1.6: Métamatériau créé a partir d’un réseau périodique de Split-Ring-Resonators et
de tiges métalliques [90]

La diffraction des ondes électromagnétiques en présence de ce matériau est décrite, dans [90],
par les équations de Maxwell :

{ pe(p,x)e(p,x) — V X h(p,x) = —j(z), dans , (11)
pu(p,x)h(p,z) + V x e(p,z) = —m(x), dans €, ’

oi1, pour ¥ € D'(Q)3, Vx est 'opérateur rotationnel :

0 —(93 82 ‘Ijl
VXxW¥= 83 0 —81 \112
-0y  O1 0 U3

Dans Iéquation (1.1) e désigne le champ électrique, h le champ magnétique, ¢ est la
permittivité du matériau, p sa perméabilité, j et m sont respectivement les courants
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électriques et magnétiques et p = iw + n est la variable de Laplace ou w est la pulsation.
Finalement  est un ouvert borné de R? contenant le réseau périodique. Les parameétres
du milieu homogene équivalent sont calculés dans [90] par :

(14
o) =(15%) 12)
o) = (14 )

ou wg > 0 est la pulsation plasma de l'or et wg, I' et F' sont des constantes positives
dépendantes de la géométrie du réseau et des caractéristiques physiques de ses petites
inclusions. On peut voir, a partir de la figure 1.6 b) et de la formule (1.2), que le caracteére
exotique du métamatériau intervient sur une plage de fréquences localisée autour d’un pole
de p au voisinage de 10Ghz. En effet, au voisinage de cette fréquence, les parties réelles
de ¢ et p sont simultanément négatives [90].

Métamatériau chiral pour I'infrarouge

En 2010, R. Zhao et al. [94] ont construit un métamatériau valable pour des fréquences
appartenant au domaine de l'infrarouge. Ce dernier est réalisé a partir d’'un modele de
type « Q-particle resonator » et la géométrie des petites inclusions est représentée par la
figure 1.7. Les phénomenes électromagnétiques liés & un milieu chiral sont modélisés par
les équations de Maxwell-Drude-Born-Fedorov :

pe(p, z)e(p, ) + pB(p, x)e(p, )V X e(p, z)

—V x h(p,x) = —j(x), dans Q,
pu(p, x)h(p, z) + pB(p, ) p(p, ©)V x h(p, z)

+V x e(p,z) = —m(x), dans Q,

(1.3)

ou 3 est la chiralité du matériau inclus dans 2. Les parametres du milieux homogénéisé
réalisé dans [94] sont alors obtenus en supposant que le réseau est contenu dans un milieu
hote caractérisé par des indices de permittivités et de permeabilités 3, up tous deux réels
et positifs. Les parametres du milieu homogénéisé obtenus dans [94] sont les suivants :

Qw2
e(p,x) = ep + L%T;]Ema
0 2
M(P»l“) = Wy — Wf,m, (1-4)
Q
B(p,x) = ok

i(wd+p2—py)’

ol wp, 7y et €. , 3 sont des constantes strictement positives définies a partir de la géométrie
des inclusions composant le réseau. A partir de la figure 1.7 et des formules 1.4, on peut
voir que le comportement exotique du milieu réalisé dans [94] est localisé en fréquence.
En effet, les parties réelles des indices de permittivité, de perméabilité et de chiralité
deviennent négatives au voisinage de 1.75Thz. Cette fréquence est de plus proche d’un
pOle commun a ces trois indices.
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(a) Géométrie des petits « patchs »
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F1a. 1.7: Résonateurs de type Q-particle et parametres homogénéisés [94]

Métamatériau bi-anisotropique pour I'optique

C.E. Kriegler et al. ont construit dans [53] en 2010 un métamatériau bi-anisotropique
valable pour des fréquences appartenant au domaine du visible. Le comportement physique
d’un tel milieu est modélisé par les équations de Maxwell suivantes :

{ pe(p, x)e(p, ) + p§(p, 2)h(p,x) — V x h(p,x) = —j(z), dans &, (15)
pu(p, x)h(p,x) + pl(p, x)e(p,x) + V x e(p,x) = —m(z), dans €, '

ou ¢ et ¢ sont appelées constantes de couplage et, pour le milieu homogénéisé issu de [53],
sont données ci-dessous :

(1.6)

ou [ et d sont des constantes positives définies a partir des parametres du réseau, ¢y est
la célérité de la lumiere dans le vide, F' est le taux de remplissage des SRR dans le milieu
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ambiant, v > 0 est I'amortissement et enfin wrc > 0 est la pulsation de résonance d’un
circuit LC. La géométrie de I'inclusion est représentée dans la figure 1.8. Aux vues de la

d h

(a) SRR bi-anisotropique
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(b) Courbes des indices homogénéisés

F1a. 1.8: Split-Ring-Resonator bi-anisotropique et parametres homogénéisés [53]

figure 1.8 et des formules (1.6), on peut remarquer que les partie réelles des indices e, u et £
du métamatériau bi-anisotropique deviennent négatives autour w = wrc (soit autour de la
fréquence £ = wrc/27). Ainsi, une fois de plus, le comportement exotique du métamatériau
est localisé en fréquence au voisinage d’un poéle de ses parameétres physiques.

Un métamatériau acoustique

Certains métamatériaux ont aussi été étudiés pour les ondes acoustiques dans le but
de couvrir des appliquations telles que la super-lentille acoustique [44] ou encore le « cloa-
king » [46, 22, 27]. On présente ici le métamatériau acoustique obtenu dans [57]. Ce der-
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nier est construit & partir d’un réseau périodique de petits tubes cylindriques troués (voir
figure 1.9). Les équations modélisant ce milieu sont données & partir du systéme de I’acous-

)

F1G. 1.9: Métamatériau acoustique créé a partir d’un réseau périodique tubes troués [57]

tique :

{ pL(p, z)u(p, x) = Vp(p, ) = fi(z), dans Q, (1.7)
pn(p, x)p(p, z) — div(u(p,z)) = fa(x), dans Q, '

oi1, pour ¥ € D'(Q)3 I'opérateur div est la divergence définie par div¥ = Z?Zl 0;¥;,
u désigne un champ de vitesse, p un champ de pression, I' est le module de masse du
matériau, n son indice de réfraction et f = (f1, f2) est un terme source. Les parametres
homogénéisés calculés dans [57] sont donnés ci-dessous :

_ _ p-1 Wi

I'(p,z) =9, n(p,z)=B (1 - —p2) , (1.8)
oil 7 est le terme de d’amortissement, ¥ = 1.21 kg/m?>, B = 1.42 x 10° Pa est le module
de masse de l'air et wg, > 0 est une constante physique définie dans [57]. A partir des
formules (1.8), on peut remarquer que 'indice de réfraction n est de partie réelle négative
pour toutes pulsations inférieure & wyy,. De ce fait, le comportement négatif du milieu
décrit par les parametres physiques (1.8) est, une fois encore, localisé autour de certaines
fréquences.

Un métamatériau élastique

Les métamatériaux élastiques [31, 95] possedent, par exemple, des densités et/ou des
modules de masses négatifs. Ces derniers permettent de plus d’envisager de nouvelles ap-
plications [63] telles que des guides pour les ondes élastiques, des filtres mécaniques, des
isolateurs de vibrations ou encore du « cloaking » pour les ondes sismiques [47].

Nous présentons maintenant le milieu obtenu dans [95]. Les équations modélisant la pro-
pagation d’ondes élastiques dans un milieu sont données ci-dessous [25] :

{ div(u(p, #)Vuj(p, ) + 9;(A(p, x) + p(p, x))div(u(p, x))

Puy(p,x) = f(x), dans Q, pour j = 1,2,3, ()

ol u désigne le déplacement du solide, A, it sont les coefficients de Lamé du matériau, f
est un terme source donné par une force exercée sur le solide.

Le métamatériaux réalisé dans [95] est représenté dans la figure 1.10. Il consiste en
un milieu composite constitué de trois spheres de rayon r; incluses dans un milieu hote
sphérique de rayon r3 = ro/ ¢1/ 3 ou ¢ désigne le taux de remplissage des spheéres dans le
composite. Chacune des trois régions est supposée étre un matériau élastique caractérisé
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Fic. 1.10: Métamatériau élastique créé a partir de spheéres concentriques et parametres
homogénéisés [95]

par des coefficients de Lamé A; et ;1 et une densité de masse Dj, ou j = 1,2, 3 représente
chaque sphere. On montre alors dans [95] que ce milieu composite peut étre vu comme un
milieu homogene possédant un coefficient de Lamé pog négatif, une densité de masse Deg
et un module de masse keg négatif. Les parametres du milieu homogénéisé équivalent sont
ci-dessous :

(et (p) = p3+
(11 — 12)73 (1, 5(1) + B o (1)) + (2 — i) (u)0(r2) + B (r2))
r3 <u;,2(7“3) + 3“3,2(7“3)>
2

Aeft (P) = ket (P) — S Hett (P), (1.10)
Keft (P) = K3+
7’1(/4,1 — HQ)E(%E}(S, Tl)C(()l) + 7“2(52 - Iig) (Eél(h, 7“2)0,(()3) + Eé?’(h, 7"2))

r3 <E61(h,r3)a(()3) + Eé3(h,7'3)>

9

i

\

ou EZ"} et u;ﬂJ dépendent de p et des fonctions de Bessel et de Hankel sphériques de
premiere espece (voir 'appendice de [95]). A partir de la figure 1.10 b) ou des for-
mules (1.10), on peut noter que le coefficients de Lamé peg présente des poles et fréquence
et devient négatif au voisinage de ces derniers.

1.1.3 Remarques sur les exemples précédents

On a présenté, dans la section 1.1.2, des réalisations de métamatériaux homogénéisés
issus de la littérature. Une observation commune a chacun de ces exemples est que le
comportement exotique des métamatériaux est localisé sur des plages de fréquences et,
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plus précisemment, au voisinage de certains poles des parametres physiques du milieu.
Ces remarques ont aussi été formulées par V.G. Veselago dans son papier [92] de 1968
qui concernait 1’étude théorique de la propagation d’ondes dans des milieux a indices de
permittivité et de perméabilité simultanément négatifs.

Les métamatériaux sont, pour la plupart, obtenus & partir de réseaux périodiques
de petits « patchs » de matériaux usuels (voir section 1.1.2). Leurs indices sont de plus
ceux obtenus lorsque ce dernier peut étre considéré comme un milieu homogene ce qui
correspond au cas de longueurs d’ondes grandes devant le pas du réseau. Ainsi, les com-
portement exotiques des métamatériaux sont liés a des effets macroscopiques et ne vivent
donc qu’a une échelle « homogénéisée ». De plus, pour dériver les parametres homogénéisés
d’un métamatériau, il faut faire appel a des méthodes d’homogénéisation. Notons enfin
que, pour que le milieu homogénéisé soit valable d’un point de vue de la physique, il doit
(au minimum) étre compatible avec les observations précédentes.

1.2 Rappels sur les systemes de Friedrichs

Un des objectifs de cette these est d’étudier les différents problemes de propagation

d’ondes dans des métamatériaux tels que ceux introduits dans la section 1.1.2. Pour ce
faire, nous allons utiliser la théorie des systeémes de Friedrichs qui permet de traiter dans un
méme cadre les équations modélisant la propagation d’ondes électromagnétiques, acous-
tiques ou encore élastiques dans des milieux usuels.
Cette section donne alors des rappels concernant cette classe particuliere de systemes
d’équations aux dérivées partielles. Dans la suite,  désigne un ouvert borné de R? de
frontiere O de classe C! et de normale unitaire sortante v = (v1,...,v4). On se donne,
dans €2, un systeme d’opérateurs aux dérivées partielles du premier ordre défini dans 2
par :

d
L=K(x)+ Y Aj(2)0,

ou 0; désigne la dérivée partielle par rapport a la j—eme cordonnée. On suppose de plus,
tout au long de cette section que les quantités apparaissant ci-dessus vérifient :

K e L*°(€, Hom(C")),

A =A4Aj € Lip(Q, Hom((Ck)), j=1,...,n,
ot1 ’ensemble Hom(C¥, C!) désigne I’ensemble des applications linéaires de C* dans C' et
Hom(CF) := Hom(CF, CF). L’application identité de C* est notée I, € Hom(C*). Pour X
un ouvert de R, Lip(X) est 'ensemble des applications uniformément lipschitziennes sur
X muni de la norme usuelle en faisant un espace de Banach :

u(z) — u(y)|
[l 2ip(x) = sup |u(z)| +  sup :
Lip(X) zeX z,yeX, z#y |l’ - y|
Pour f dans L2(Q)*, on considere le systeme de Friedrichs suivant

trouver u tel que :

(e (L11)

+Conditions aux limites sur 0f2.
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Dans la suite, nous allons étudier le probléme (1.11) posé sur le domaine borné €. Afin
de spécifier les conditions aux limites utilisées, nous avons tout d’abord besoin de résultats
de traces pour des fonctions appartenant aux espaces fonctionnels naturels associés a
Iopérateur L. C’est I'objet de la premiere partie de cette section. Nous rappelons ensuite
un théoréeme d’existence et d’unicité pour cette classe de systeémes valable uniquement
pour des milieux classiques. On particularise enfin ce dernier aux cas des équations de
Maxwell, de I'acoustique et de 1’élasticité linéaire.

1.2.1 Théorémes de traces

Soit la formule d’intégration par parties suivante :

/Q<]Lu,v) dm—/ﬂ<u,Mv> dx—i—/m (Ay(2)u, ) do, (1.12)

ot Lfv = K*(x)v — > 52105 (Aj(z)v) est 'adjoint formel de L et A, (z) = 377 Aj(z)v;
pour z € 9. Pour tout u,v € R™, on note (u,v) = Z?Zl u;v; le produit scalaire usuel et
|u| = /< wu,u> sa norme associée. Le produit hermitien entre deux vecteurs u,v € C"
est alors donné par (u,v). Remarquons tout d’abord que la formule de Stockes précédente
est valable pour tout u,v € H'(Q). Cependant, pour définir de « bonnes » conditions aux
limites, nous avons besoin que la formule (1.12) soit valable pour u et v moins réguliéres.
Considérons a cet effet les espaces fonctionnels suivants :

My = {u e L2(Q)F | Lu € L2(Q)k} :
Hys = {u € L2(Q)F | Liu LQ(Q)k} ,
ot Lu et Lfu sont définis au sens des distributions. On munit respectivement Hy, et Hy s
1/2

des topologies définies par les normes du graphe |ull;, = (HuHiz(Q) + HLUH%Q(Q)) et

1/2
Hu||H[ij = (HUH%Q(Q) + HU“H;(Q)) . Ce sont alors des espaces de Hilbert et I’ensemble

CL(Q, CF) est dense dans chacun d’eux [87]. Cela permet de démontrer le théoréme suivant
qui donne un sens aux traces A, (z)u|spq pour u dans Hy, ou bien dans Hy ;.

Théoréme 1.1 ([87], théoreme 1). L’application
u e CHQ, CF) — A, (z)ulsn,

admel une unique extension en une application linéaire continue de Hy ou Hypy dans
H=12(09Q).

Le résultat précédent n’est cependant toujours pas suffisant. En effet, on ne peut pas
prendre (u,v) € Hy x Hys dans (1.12) car aucune information concernant la régularité
de (Au(x)u,v) |sq n’est connue lorsque (u,v) € Hy, x Hyx. Il admet toutefois I'extension
suivante
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Théoréme 1.2 ([87], théoreme 2). L’application
(u,v) € CH(EL, C) x L@, C*) r— (A (2)u,0) |on

s’étend en une application bilinéaire continue de Hy, X Hyy dans £z’p(8Q)/. Cette extension
est de plus unique. Enfin, la formule (1.12) est valable pour (u,v) € Hy, X Hys.

Le résultat ci-dessus permet d’interpreter [y, (A, (x)u,v)do, comme l'action de la
distribution (A, (z)u,7) loq € Lip(dQ) C D (9Q) contre la fonction test lipschitzienne
constante 1. Notons finalement que le théoréme 1.2 donne un sens a la formule d’intégration
par parties (1.12) pour (u,v) € Hy, X Hys.

1.2.2 Résultats d’existence et d’unicité pour des milieux classiques

Nous sommes intéressé par la résolution du probléme (1.11) en domaine borné. On
suppose que les conditions limites sont décrites par des opérateurs linéaires des compo-
sante de u. Soit donc, en tout point z de JQ, une application linéaire N(x) € Hom(CF)
lipschitzienne en x. On impose alors que u(z) € ker(N(z)) pour tout x € 9. Le systeme
de Friedrich a résoudre devient ainsi le suivant :

trouver u € Hy, tel que :
Lu = f, dans Q, (1.13)
u(x) € kerN (z), = € 99.

Remarquons tout d’abord que résoudre 1’équation (1.13) revient a inverser 'opérateur
LL sur son domaine défini par I’ensemble suivant :

D(L) = {u € HL | u(z) € kerN(x), Vo € 00},

otl les conditions aux limites sont définies dans H~/2(9Q) par le théoreme 1.1. Nous avons
tout d’abord le résultat suivant qui permet 'approximation des éléments de D(L) par des
fonctions régulieres.

Théoréme 1.3 (faible=fort, [87], théoreme 4). On suppose que le rang de la matrice
A, = 2?21 Aj(z)vj est constant sur chaque composante connexe de la frontiére 02 (on
dit dans ce cas que OS2 est de multiplicité constante) et que w € D(IL). Alors il existe une
suite (u), C CH(Q,CF) vérifiant uy(x)|sq € kerN(z) pour x € O et telle que up — u
dans Hy. Le méme résultat reste vrai lorsqu’on remplace L par son adjoint L* = L¥ de

domaine D(L*) = {v € Hys | vloga € (Avker (N(x)))L}

De plus, siuw € Hy, et f = Lu. Alors u(x) € kerN(x) pour x € 0 si et seulement si
pour tout v € Lip(Q) tel que v(x) € N*(z) = (Ayker (N ()", z € 09, on a :

| = [ 4o, (114)
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Le théoreme 1.3 permet de démontrer que 1’ensemble D(LL) est dense dans L?(Q)F.

On obtient ainsi que I'opérateur non-borné (L, D(IL)) est un opérateur fermé de L?(Q)* &
domaine dense. Il en est de méme pour son adjoint (L*, D(L*)). Enfin, ce résultat assure
que toute solution faible de I’équation Lu = f, pour u € D(LL) est aussi une solution forte et
permet de prendre, en raisonnant par densité, u = v € D(LL) dans la formule d’intégration
par parties (1.12). Il reste cependant & montrer qu’un des deux problemes (1.13) ou (1.14)
est bien posé. Pour ce faire, on introduit les conditions aux limites maximales positives
(appelées aussi maximales monotones).

Définition 1.4 ([87]). Les conditions aux limites définies par N(x) sont dites maximales
positives lorsqu’elles vérifient :

— Pour tout x € 99, pour tout u(z) € kerN(x), <A,,(a:)u(w),u(a:)> >0.

— dimkerN(z) = #{valeurs propres > 0 de A,(x) comptées avec leur multiplicité}.

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 1.5 ([87], théoréme 5). Supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :
1. K € L>(Q, Hom(CF)),
2. At =A; € Lip(Q, Hom(C*)) pour j =1,...,d,
3. 00 est de multiplicité constante,
4

. N(z) € Lip (09, Hom(C")) et les conditions aux limites définies par N sont mazi-
males positives.

5. Z(z) =1 (K(z)+ K(2)*) — > i=105A;(z) est comparable a Uidentité. c’est-a-dire :
Yu € CF, pour presque tout = € Q, (Z(x)u, @) > alul?, avec a > 0.

Alors, le systéme

trouver u € Hy, tel que :

Lu:= (K(w) + E;l:l Aj($)8j> u= f, dans ,
u(z) € N(x), = € o0.

admet une solution et une seule pour tout f dans L*(Q)* vérifiant :

1l 2 () -

1
< =
lull g0y =

Démonstration rapide. Soient u et v appartenant & H'($). Une formule de Stockes
donne alors :

1.1
Re (L*v,0) 120y = (Z0,0) 12(q) — Joq (Au(z)v,7) do, (1.15)

{ Re (L, ) 1) = (Zu,T0) 10 + [ (Av(@)u, ) do,
ol (u,v)r2(q) = Jo (u,v) dz. Soit maintenant u € D(L). Par le théoreme 1.3, il existe
(ug)r C CL(Q, CF) vérifiant uy(z)|on € N(z) pour x € O et telle que uj, — u dans Hy.
Alors (A, (.)ug, ug) > 0 par positivité des conditions aux limites. Le fait que (Apug, ug) —
(Ayu,u) dans Lip(9Q) et le théoreme 1.2 impliquent alors que la distribution (A, (.)u,w)
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est positive. De plus la premiere formule de (1.15) est valable pour tout k& et donc un
passage & la limite entraine qu’elle reste vraie pour u dans D(L). La coercivité de Z et
une inégalité de Cauchy-Schwartz entrainent alors :

1
lull 2y = 7 Ll p2q) , Vu € D(L), (1.16)

ce qui donne 'injectivité de l'opérateur (L, D(L)).

Les conditions aux limites maximales positives entrainent que les conditions aux limites
adjointes vérifient (A, (x)v(z),v(z)) < 0 pour tout v(z) € (A ker (N(z)))*. Par densité,
on peut prendre v € D(L*) dans la seconde formule de (1.15). Il vient alors

1 * *
lell 2y < — IL7ull 2y Yu € D), (1.17)

Ainsi (L*,D(L*)) est injectif. Les deux inégalités précédentes montrent que (L, D(L)
et son adjoint sont aussi des opérateurs a images fermées. De ce fait, on a R(L) =
R(L) = N(L*)*t = L2(Q)F [52], ou N(L*) désigne le noyau de I'opérateur non-borné
fermé (L*, D(L*)) et R(L) est I'image de (L, D(L)). L’opérateur (L,D(L)) est donc sur-
jectif et injectif et, par suite, bijectif. m

Remarque 1.6 (Remarque fondamentale). L’hypothése fondamentale assurant le ca-
ractére bien posé du systéme de Friedrichs (1.13) est la coercivité de la matrice

Z(x) =

N |

(K(x) + K(2)") = ) 0;4;(x).
j=1

Elle permet en effet de démontrer les inégalités (1.16) et (1.17). Ces derniéres assurent
que les opérateurs (L, D (L)) et son adjoint sont tout deuz des opérateurs injectifs a images
fermées. Ces propriétés impliquent que l'opérateur (L, D (L)) est inversible et donc que le
systeme de Friedrichs (1.13) est bien posé.

Lorsque des métamatériaux sont inclus dans Q@ (par exemple des SRR homogénéisés (1.2)),
la matrice Z n’est plus coercive. On ne peut alors plus dériver les inégalités (1.16) et (1.17).
De ce fait, la démonstration du théoréme 1.5 ne s’étend pas au cas des métamatériau.

1.2.3 Applications a certains systemes de propagation d’ondes

Nous allons maintenant appliquer les résultats présentés dans la section précédente
au cas des équations de Maxwell, de I'acoustique ou encore celles de 1'élasticité linéaire.
L’objectif n’est pas de redémontrer les théoremes d’existence et d’unicité relatifs a chacuns
de ces systemes mais de les présenter sous une forme compatible avec le théoreme 1.5 pour
introduire le travail réalisé au chapitre suivant.

Systeme de Maxwell

Les trois systemes (1.1), (1.5) et (1.3) peuvent étre traités ensemble. Tout d’abord,
notons que les équations de Maxwell (1.1) sont un cas particulier de (1.5) ot nous avons
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imposé £ = ¢ = 0 et de (1.3) lorsque 5 = 0. Les systémes (1.5) et (1.3) sont eux aussi
équivalents. En effet, en supprimant la dépendance en (p, z) pour plus de lisibilité, on peut
réécrire le systeme (1.3) comme suit :

V X h = pee + pBeV X e + 7,
V xe=—m—puh —pBuV X h.

En reportant alors la premiere équation dans la seconde ainsi que la seconde dans la
premiere, on obtient :

pee + pfe (=m — puh — pBuV X h) =V x h = —j,
pph + pBu (pee 4+ pBeV x e +j) + V x e = —m.

Finalement, en regroupant les calculs précédents, on arrive a :

—_

(I3 + p2BeBp) " (pee — p2Beph) =V x h = —j,
(Is + p*BuBe) (puh + p*Buce) +V x e = —m,

qui correspond a (1.5) avec des constantes de couplages particuliéres.
Le fait que (1.5) peut étre réécrit sous la forme d’un systéeme de Drude-Born-Fedorov (1.3)
se montre de la méme maniere.

Mettons maintenant les équations (1.1), (1.5) et (1.3) sous la forme de systémes de
Friedrichs (1.13). Pour cela, remarquons que la partie principale de chacun d’eux est donnée

par l'opérateur suivant :
o 0]13 -V x
M= < V x 0]13 ) ’

En notant {e;},_, ; la base canonique de R? et [xx] I'application linéaire définie via le
produit vectoriel par
[xX]:y— x Xy,
on obtient :
’ 0;  —[e;x]
M = M;0;, avec M; = J >
; 77 J < [ejx] I

Soit u = (e, h) I'inconnue des équations de Maxwell, les conditions aux limites que nous
considérerons par la suite seront limitées a celles de type impédance. Elles peuvent s’écrire
sous la forme u(x) € kerN(x) avec

N(z)u :=wv(x) x (e(p, z) + A(x)(v(x) X h(p,x))) -

Notons que, par le théoreme 1.1, les traces tangentielles sur 02 des champs (e, h) €
H(curl, Q)? vérifient (v x e|pq,v x hlaa) € H™/?(9Q)%. Nous supposons de plus que
I'impédance vérifie A : 92 — Hom(C3) avec A € Lip(9S2, Hom(C?)) et enfin qu’elle
satisfait la condition de positivité suivante :

V zeC?, Ve o Re(A(zx)z,Z) > 0.

Remarque 1.7. La condition aux limites dimpédance, lorsque A #£ 0, décrit une inter-
face avec un matériau absorbant une partie des ondes.
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Dans le contexte de la diffraction d’une onde électromagnétique en espace libre, elle corres-
pond & une approximation d’ordre 1/2 de la condition de radiation de Silver-Miiller [3] :

limyy) . yoo] <h(:c) X ‘% - e(:r:)) — 0.

Cette derniere, utilisée pour fermer les équations de Maxwell, décrit une onde sphérique
décroissant a l'infini.

Lorsque A = 0, on obtient v x e|spq = 0 correspondant a la modélisation d’un obstacle
électrique parfaitement conducteur.

Les trois systemes modélisant la propagation d’ondes électromagnétiques peuvent
alors étre écrits sous la forme du systéme de Friedrichs suivant qui fournit ainsi un cadre
commun pour leur étude :

trouver u € Hyy tel que :
(K(p,z) + M)u = f, dans , (1.18)
u(z) € kerN(z), = € 99,

ou f = (—7,—m) et I'opérateur de multiplication, K (p, x), est défini dans le cas du milieu
diélectrique (1.1) par :

_ ([ pe(p,z) Ol
K(p,x) = ( 0l pulp. ) ) (1.19)

dans le cas de matériaux bi-anisotropiques (1.5) par :

_ ( pe(p,z) p&(p, )
Kp.z) = ( p¢(p,z) pu(p,) ) ’ (1.20)

et enfin pour les milieux chiraux (1.3) par :

o — ( PM(p,2)(p, @) P2 M (p, 2)B(p, x)e(p, ) p(p, )
K(p,z) ( —pQﬁ(p,x)g(p,x)M(p, x)M(p, x) pu(p, z)M(p, z) ), (1.21)

avec M = (]Ig —i—pQﬂ,u/Bs)*l et M = (]Ig +p2ﬂ5ﬁ,u)71.

En utilisant les résultats de la section 1.2.2, nous avons le résultat suivant :

Théoreme 1.8. Supposons, pour un certain pg € C, que :
1. K(po,.) appartient a L>(2, Hom(C3)).

2. Il existe une constante a > 0 telle que Re <K(p0, x)X, Y> > | X |2, pour tout X € C°
et pour presque tout x dans €.

Alors, pour tout f € L?(Q)°, le systéeme (1.18) admet une unique solution, pour p = po,
qui est de plus continue par rapport au second membre.

Démonstration. On va appliquer le théoréme 1.5 au systéme (1.18). Premiérement, en
notant M, = Z?:l M;v;, un calcul montre que det(M,,) = 0 et donc 052 est de multiplicité
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constante. Le fait que A € Lip(9Q, Hom(C?)) montre que N(z) dépend lui aussi de fagon
lipschitzienne de = € 9. De plus, pour tout u(x) = (e(x), h(z)) € kerN(x), on a :

<Myu(x),m> = 9Re (A(x)(v x h), v x B} > 0,

Enfin dim(kerN(x)) = 4 et le spectre de M,, est {—1,0,+1}, ou toutes les valeurs propres
sont de multiplicité 2. On obtient ainsi que les conditions aux limites définies par N(x)
sont maximales positives. Le théoreme 1.5 montre alors que I'opérateur non-borné fermé
(M, D(M)) est maximal monotone sur le domaine

DM) = {u = (e, h) € (H(curl, 0)? | u(x) € kerN(zx), = € o0} .

L’opérateur de multiplication K (pg,x), étant & la fois coercif et borné, il s’ensuit que
Vopérateur K (po,x) + M est inversible sur D(M) et donc que (1.18) admet une unique
solution continue par rapport au second membre. W

Systeme de I'acoustique

Nous formulons un résultat équivalent pour le systeme (1.7). Dans un premier temps,
la partie principale du systeme de ’acoustique est donnée par :

0I; -V
W= ( —div 0 > '
Ainsi, en notant les vecteurs {ej}j:1,273 de la base canonique en vecteurs colonnes, il
vient :
: 0l; —e;
W:ZWjaj, avec W; = < ol 6 )
j=1 E
Soit maintenant U = (u, p). Comme précedemment, les conditions aux limites que nous
considérons dans la suite sont de type impédance et sont de la forme U(x) € kerN(x)
avec
N(z)U = p(p, ) + A(z) (u(p, z),v) .
Le théoréeme 1.1, les traces normales sur 02 de uw € H(div,Q) vérifient (u,v)|gg €
H=1/2(99) et donc les conditions aux limites sont écrites dans H~1/2(9Q). On suppose
enfin que I'impédance A : 92 — C est telle que A € Lip(9Q, C) et vérifie Re(A) > 0.

On peut maintenant réécrire (1.7) sous la forme d’un systeme de Friedrichs :

trouver U € Hw tel que :
(K(p,x) + W)U = f, dans Q, (1.22)
U(x) € kerN(z), = € 99,

ou K(p,z) est un opérateur de multiplication donné par

K(p.z) = ( pe ) |

On a alors le résultat suivant qui établi le caractere bien posé du systeme (1.22) en présence
de milieux classiques.

(1.23)
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Théoreme 1.9. Supposons, pour un certain pg € C, que :
1. K(po,.) € L>=(Q, Hom(C*)).

2. 1l existe a > 0 tel que Re <K(p0, x)X, Y> > a| X |2, pour tout X € C* et pour presque
tout x dans ).

Alors, pour tout f € L?>(Q)*, le systéeme (1.22) admet une unique solution, pour p = po,
qui est de plus continue par rapport au second membre.

Démonstration. On va utiliser le théoreme 1.5. Dans un premier temps, det(W,) = 0,
ou W, = 2?21 W;0; et donc 91 est de multiplicité constante. L’application A étant
lipschitzienne, il en est de méme pour N(z). De plus, pour tout U(z) = (u(x),p(x)) €
ker N(x) et pour tout x € 99, on a :

(WoU(2),U(@)) = 2Re (A(@)) | (v,u) [2 = 0,

ce qui montre que les conditions aux limites sont positives. Par le calcul, on montre que
le spectre de W, est donné par {—1,0,1}, ou 0 est de multiplicité 2, et dim(kerN(z)) = 3
entrainant que les conditions aux limites sont aussi maximales. Finalement, le théoreme 1.5
implique que lopérateur (W, D(W)) est maximal monotone ou

D(W) = {U = (u, p) € H(div,Q) x H'(Q) | U(z) € kerN(z), = € 9Q} .

L’opérateur de multiplication K (pg,x) étant a la fois coercif et borné, il s’ensuit que
Popérateur K (pg,x) + W est inversible sur D(W). Le systeme de Friedrich (1.22) admet
donc une solution unique continue par rapport au second membre. =

Systéme de I'élasticité linéaire

On commence par réecrire I'équation (1.9) comme un systéme du premier ordre.
Introduisons a cet effet les nouvelles inconnues :

vj = p(p,r)Vuy, j=1,2,3,
w = (A(p, z) + pu(p, z))divu.

Les conditions aux limites utilisées, pour j = 1,2, 3, pour le systéme d’ordre 2 sont [25] :

(((p, 2)Vuj)|aa, v) + vi(A(p, x) + pu(p, x))|sediv(u)|ag — (A(z)u;)|ag = 0, sur 0€,

ou A € Lip(09,C) est une impédance vérifiant Re(A) > 0. On obtient alors le systeme
suivant :
trouver 11 € H(div,Q)3 x H'(Q)3 x HY(Q) tel que :
p*u; — div(v;) — 9jw = — f, dans Q,
pY(p,x)v; — Vu; =0, j=1,2,3, dans Q, (1.24)
(AP, 2) + u(p,))~w = div(u) = 0, dans O,
<wj(z),v > +vjw(zr) — A(z)uj(z) = 0, sur 09,
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ou IT = (v1, ve,v3, u, u2, ug, w). Soit alors 'opérateur

0 0 0 -V 0 0 0

0 0 0 0 -V 0 0
0 0 0 0 0 -V 0
E=| —div 0 0 0 0 0 -0
0 —div. 0 0 0 0 -0
0 0 —div 0 0 0 —03

0 0 0 —-01 -0, —035 O
On peut réécrire les conditions aux limites sous la forme IT € ker N(x) avec

(v1(z),v) + viw(x) — Aug(x)
NI = | (va(x),v)+vow(z) — Aug(z) |, =€ I,
(v3(z),v) + vaw(x) — Ausz(x)

o1, par le théoréme 1.1, les traces sont dans H~/2(9€). Le probleme (1.24) peut mainte-
nant étre réécrit sous la forme du systéme de Friedrich suivant :

trouver II = (v1, v, v3, u1, uz, u3, w) € Hg, tel que :
(K(p,xz) +E)II = F, dans Q, (1.25)
IT € ker (N(x)), sur x € 012,

ott F € L2(2)!3 et K(p,z) est Popérateur de multiplication donné par :

K(p,z) =
p(p,x) 13 0l 0I5 0 0 O 0
0l3 w(p,z) ;3 0l3 0 0 0 0
0I5 1)1 wp, )3 0 0 0 0
0 0 0 p> 0 0 0 (1.26)
0 0 0 0 p*> 0 0
0 0 0 0 0 p? 0
0 0 0 0 0 0 (\p,a)+plpz)!

On a alors le résultat suivant qui établi le caractére bien posé du systeme de Frie-
drichs (1.24) dans le cas de milieux usuels.

Théoreme 1.10. Supposons, pour un certain pg € C que :
1. K(po,.) € L>=(2, Hom(C'?)).
2. Il existe o > 0 telle que Re (K (po,z)X,X) > o|X|?, pour tout X € C'* et pour
presque tout x dans 2.

Alors, pour tout F € L?>(Q)'3, le systeme (1.22) admet une unique solution, pour p = po
qui est de plus continue par rapport au second membre.

Démonstration. On reprend les preuves des théoremes 1.8 et 1.9. Ainsi, par le théoreme 1.5,
Popérateur (E, D(E)) est maximal monotone, ou

D(E) = {Il € H(div,Q)* x H'(Q)® x H'(Q) | II|sq € ker(N(z)) } .

On termine alors la démonstration en utilisant le fait que 'opérateur de multiplication
K (po,x) est a la fois coercif et borné. m
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1.3 Etude et approximation numérique des métamatériaux : état
de I'art partiel

On rappelle qu’un des objectifs de cette these est ’étude mathématique de problemes,
de type systemes de Friedrichs, modélisant la propagation d’ondes dans les métamatériaux
obtenus par homogénéisation. La section précédente donnait des résultats d’existence et
d’unicité, pour des systemes d’équations du premier ordre, qui ne sont a priori plus va-
lables lorsque les milieux considérés sont des métamatériaux (voir remarque 1.6). De nou-
velles méthodes ont alors été mises au point afin d’étudier la propagation d’ondes dans
les métamatériaux. Ainsi, nous présentons ici certains des travaux précédemment réalisés
concernant ’étude du caractere bien posé et I’approximation numérique des métamatériaux
dont la modélisation fait appel a des équations aux dérivées partielles d’ordre 2.

1.3.1 Etude de la modélisation des métamatériaux : équations d’ordre 2

On présente ici des méthodes introduites pour traiter le cas de milieux dont les pa-
rametres physiques ne sont plus coercifs. Les deux principales sont la méthode dite de la
T-coercivité étudiée dans [9, 7, 10, 98] et les résultats de P. Fernandez et al. [37, 38]. Ces
dernieres correspondent chacune a un cadre bien précis.

Remarque 1.11. [ existe d’autres types de métamatériauz tels que ceux possédant des
parametres singuliers en espace. L’exemple typique est la cape d’invisibilité [42, 43] (voir
section 1.1.1).

Pour ce type de milieux, ’hypothése concernant le caractére borné en x des coefficients
du matériau n’est plus satisfaite. Le théoréeme 1.5 ne s’applique donc plus. Citons a cet
effet les travauzx issus de [41] qui, pour réaliser U’étude des équations de Mazwell ou de
Helmholtz en présence d’un tel milieu, ont introduit une nouvelle définition de solutions
faibles basée sur des espaces de type L? a poids. Cela & permis aux auteurs d’obtenir des
solutions d’energie finie [41] pour chacun de ces problémes.

1.3.1.1 La T-coercivité

Cette méthode concerne les problemes d’équations aux dérivées partielles d’ordre 2.
Afin de la présenter, nous considérons le probleme modele consistant & réécrire le systeme
de I'acoustique (1.7) comme une équation scalaire d’ordre 2 et & ne considérer que sa partie
principale :

trouver p € HY(Q) tel que :
div(eVp) = f, dans , (1.27)
{ p =10, sur 02,

ot f est un terme source appartenant & H'(Q) et 0 = 1/T" € L>°(f2) est l'inverse du
module de masse du matériau inclu dans 2. Une formulation variationnelle équivalente




44 1. PRESENTATION CENERALE DU CONTEXTE ET DE LA PROBLEMATIQUE

a (1.27) est donnée ci-dessous :
trouver p € H}(Q) tel que Vip € HL(Q) :

/Q <UVP’ V¢> dr = (—f, w>H—1(Q)><H01(Q) ) (1.28)
ou (—f, w>H—1(Q)XH& (@) estun crochet de dualité désignant I’action de f sur v. En présence
de milieux classiques, o vérifie o(x) > a > 0, pour presque tout x dans . La forme
bilinéaire a(p,v) := [, (cVp, Vip) dx est donc coercive sur Hj(Q) x H}(Q) et le lemme
de Lax-Milgram permet d’obtenir I'inversibilité de l'opérateur u € H}(Q) — div(oVu) €
H1(Q).

Supposons maintenant que {2 soit donné par 'union de deux ouverts Q4 et Q_
contenant respectivement un milieu classique (avec o coercif) et un métamatériau (avec
o_ < 0). Alors, dans ce cas, o(z) = o4, pour z € Q4, change de signe et 'argument
précédent ne fonctionne plus. C’est pour contourner cette difficulté que la méthode de la
T-coercivité a été introduite. Son principe repose sur la définition suivante :

Définition 1.12 ([98]). Soit (u,v) — a(u,v) une forme bilinéaire continue sur V x V,
ou V' est un espace de Hilbert dont la norme associée au produit scalaire est ||.||,. Soit de
plus un opérateur borné et bijectif T : V — V. On dit que a est T-coercive lorsque :

Ja > 0, tel que Vi € V, |a(e, TY)| > o ||¢]|% .

Pou un tel opérateur T, le probleme (1.28) peut alors étre réécrit avec des fonctions
test prises dans 'image de ce dernier :

trouver p € H}(Q) tel que Vi € H} () :
a(p, T) = (=, TY) g1 ()i (@) -

Remarquons que le probleme (1.29) admet une unique solution si la forme a est T-coercive.
Les problemes (1.29) et (1.28) sont de plus équivalents du fait que T est une bijection de
H} (). Ainsi, le probleme initial (1.28) est bien posé des lors que la forme bilinéaire est
T-coercive. Néanmoins, la principale difficulté de cette méthode réside dans la construction
effective d'un opérateur T. Le résultat suivant donne ’existence et d’unicité pour (1.27)
en présence de milieux a indice constant.

(1.29)

Théoréme 1.13 (][9], théoreme 1.1). Soit ¥ = (004 U IN_) \OQ linterface entre les deux
milieux. Considérons les ensembles d’opérateurs suivants :

By = {]B%i : Vi — Vo | Biest continu, (Bivi)m = (v4)n, Yvx € Vi} ,

ot Vi = {vla, | ve Hj(Q)}. Soit de plus les opérateurs T+ : Hj(Q) — HG(Q) définis
par :

Y

T.p— U+ dans 1 T »— vy —2B_v_  dans Q4
+ —v_ +2Byvy dans Q- 7 —v_ dans Q_

ol vy = vlg, pour tout v € H}(Y). Supposons enfin que le ratio rk, = o_ /oy (appelé

-1
aussi contraste) vérifie k, ¢ [— (i1r1f153+65+ HIB%+||2) ,—infg_cp_ |B_|?| o |[By| est la

norme usuelle d’opérateur.
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Alors les opérateurs Ty sont des isomorphismes de H () et la forme bilinéaire a est
a la fois T4 et T_-coercive. L’opérateur u € H}(Q) — div(oVu) € H71(Q) est ainsi un
isomorphisme et le probleme (1.27) est bien posé.

On donne maintenant un autre résultat qui, sous des hypotheéses moins restrictives
sur le contraste, assure le caractere Fredholm du probleme (1.27).

Théoréme 1.14 ([9], théoreme 3.3). Supposons que linterface ¥ soit réguliere et que
Ko # —1. Alors Uopérateur A : u € H}(Q) — div(eVu) € H71(Q) est Fredholm d’indice 0
ce qui signifie que dim(N'(A)) = dim (H1(Q)/R(A)) < oo et son image R(A) est fermée.

Par conséquent le probléme (1.27) reléve de l’alternative de Fredholm.

L’étude de milieux possédant des parametres physiques dépendants de x peut étre
réalisée de la méme maniere [9, 98]. Notons que le théoreme 1.13 assure le caractere bien
posé de (1.27) dés que le contraste n’appartient pas & un certain intervalle qui dépend
de la norme d’opérateurs associés a l'interface entre les deux milieux. Il ne peut donc pas
toujours étre déterminé explicitement. Cet intervalle peut en fait étre réduit [9, 7, 10, 98]
en imposant des conditions plus faibles sur le contraste. Ces dernieres dépendent alors
uniquement de la géométrie de I'interface et ainsi ce nouvel intervalle peut étre déterminé
plus facilement. Cependant, pour les contrastes vérifiant ces conditions, seul le caractere
Fredholm de (1.27) (unicité de la solution entrainant son existence) est démontré.
L’ensemble des valeurs de contraste pour lesquelles le probleme n’est pas Fredholm est
appelé intervalle critique. Pour certains exemples, cet ensemble de valeurs critiques est
égal a celui intervenant dans le théoréme 1.13. Dans ces cas la, I’étude des phénomenes liés
a des contrastes critiques a ensuite été menée dans [11]. Il y est démontré, que le caractere
Fredholm de (1.27) est préservé des lors que la solution est cherchée dans certains espaces
de Sobolev a poids prenant en compte les singularités des solutions.

Remarque 1.15. Les résultats obtenus a partir de la méthode de la T-coercivité ne
concernent que des équations auxr dérivées partielles d’ordre 2. De plus, dans certains
cas, seul le caractére Fredholm peut étre établi pour ces problémes.

1.3.1.2 Les travaux de P. Fernandez et M. Raffetto

Nous présentons ici les travaux de P. Fernandez et M. Raffetto issus de [37, 38].
Ces derniers concernent 1’étude du caractere bien posé d’équations de Maxwell, écrits
sous la forme d’un systéme d’ordre 2, en présence de métamatériaux diélectriques (1.1)
ou bi-anisotropiques (1.5). Pour simplifier les notations, nous présentons uniquement les
résultats qui concernent des milieux diélectriques [38] inclus dans un domaine délimité par
une paroi parfaitement conductrice (le champ électrique vérifie n x e|gq = 0). En éliminant
le champ magnétique dans (1.1), on obtient le systéeme d’ordre 2 suivant :

trouver e € H(curl, Q) tel que :
v x (iv x e) +p2e=f, dans Q | (1.30)
n x e =0, sur 0,
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oil f est un terme source appartenant & L?(2)3. La méthode introduite par P. Fernandez
et M. Raffetto s’appuie dans un premier temps sur une formulation variationnelle associée
a (1.30) :

trouver e € H(curl, Q) tel que V¥ € H(curl, ) :

a(e, V) := /Q <iV X e,V><\I'> +p* (e, ¥) dz = /Q (f, ) da. (1.31)

Ils introduisent ensuite des hypotheéses phénoménologiques sur les indices de permittivité
et de perméabilité du matériau inclus dans € qui leur permettent d’utiliser le lemme de
Lax-Milgram pour montrer le caractere bien posé de (1.31).

Hypotheéses 1.16 ([38]). Pour le systéme (1.31) on suppose que :
(HF1) p =iw avec w > 0. B
HF2) Il existe m ouverts € a frontiére lipschitzienne tels que Q = | ;" Q et de plus
=1
Eloyr Mo, € C%(Q, Hom(C?)) pour tout I.
(HF3) Pour toutl € M ={1,...,m}, pour tout x € Qy, on a :

<WX’X> >0 et <WXX> >0, VX € C3

(HF4) Une des deuz assertions suivantes est vérifice {J,, = M\Jy et Jo = M\ Jq}
ou {Jup = M\Ju et Jop = M\Jaq} avec pour ¥ € {e, u} :

Hx)* — I (x)
21

I(x)* +9(x)
2

Jm:{leM|E|a>0, < X,X>2a]X]2, Vo € etVX€C3},

Jop = {l € M\Jy; [Fa > 0, < X,X> > alX|?, Vo e Qet VX € (C3},

T = {z € M\ Jy [Fy <0, <WX,X> <H|X]% Vo e et VX € <c3} .

Les ensembles Jy;, Jy, et Jy, correspondent, respectivement, a des milieuz 9-a
pertes, U-positifs et ¥-negatifs.

On a alors le résultat suivant

Théoréme 1.17 ([38], théoreme 4). Supposons que les hypothéses (1.16) soient vérifiées.
Alors la forme bilinéaire a est continue et est coercive sur H(curl, Q) x H(curl, ) :

Ja >0, | ¥]F ey < 1a(¥,¥)], VT € H(curl, Q).

Le théoreme 1.17 et le lemme de Lax-Milgram montrent que le probleme (1.31),
équivalent au probleme (1.30), est bien posé.

Concernant les hypotheses (1.16), les trois premieres sont naturellement vérifiées par
des milieux physiques. La troisieme signifie que I’on considére des matériaux & pertes et la
quatrieme permet de prendre en compte la présence de métamatériaux. Le théoreme 1.17
s’applique alors pour des métamatériaux tels que {Jy,, = M\Jy et Jo, = M\Jgq} ou
{Jun = M\Jy et Jog = M\Jq}. Ces résultats s’appliquent donc a des matériaux qui
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sont e-positifs et p-négatifs dans les régions de € ou le milieu n’est pas a pertes. Ils
s’appliquent aussi a des matériaux vérifiant ’assertion précédente en remplagant « positif »
par « négatif ». Il existe ainsi des milieux pour lesquels ces hypotheses ne sont pas vérifiées.
Par exemple, un milieu possédant des indices simultanément négatif ne rentre pas dans le
cadre d’application du théoreme 1.17.

Finalement, notons que le théoreme 1.17 a été étendu dans [37] au cas de métamatériaux
bi-anisotropique sous des hypotheses similaires a (1.16) et souffre, de ce fait, des mémes
limitations.

Remarque 1.18. Les résultats obtenus par P. Fernandez et al. dans [37, 38] permettent
d’étudier le cas d’équations de Mazwell, écrites comme un systeme d’ordre 2, en présence
de métamatériaux di€lectriques et bi-anisotropiques dont les paramétres physiques vérifient
certaines hypothéses phénoménologiques. Ces derniéres entrainent que certains exemples
(voir ci-dessus et [37] section 6) de métamatériauz issus de la littérature ne peuvent pas
étre étudiés avec ces résultats.

1.3.2 Travaux sur I'approximation numérique : équations d’ordre 2

La question de la simulation numérique des métamatériaux est, tout comme leur étude

mathématique, difficile du fait que les méthodes d’approximations classiques (éléments
finis, galerkin discontinu, ---), utilisées pour les milieux usuels, ne sont a priori plus
valables. Citons par exemple les résultats de Raffetto et al sur les performances des codes
commerciaux de résolution numérique des équations de ’électromagnétisme [18, 74, 73].
Ces travaux présentent en particulier des cas ou 'utilisation d’une approche classique
pour résoudre un probleme comportant des métamatériaux donne lieu a des instabilités
numériques. Cela peut étre di aussi bien au schéma d’approximation qu’au fait que le
probleme approximé ne possede pas une unique solution.
Notons que les arguments permettant d’assurer ’existence d’une solution numérique et la
convergence du schéma sont, pour la plupart, empruntés aux démonstrations d’existence et
d’unicité de solution au probleme continu. Ainsi, on présente maintenant quelques travaux
précédemment réalisés en lien avec la simulation numérique des métamatériaux qui sont
basés sur les résultats d’existence et d’unicité présentés dans la section précédente.

1.3.2.1 Méthodes numériques basées sur la T-coercivité

Dans le cas de I’étude des métamatériaux par T-coercivité. Une méthode numérique,
utilisant le probléme variationnel coercif équivalent (1.29), a été proposée dans [21]. Ils
considérent pour cela une triangulation 7; de €2, ou h est la taille caractéristique du
maillage, telle que :

VT €Tp, TCQpouT CQ_,

ainsi que ’espace d’approximation polynomial donné par :

Vi = {v € Hy(Q) | v, €P(T), VT € T},
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ou P1(T) est 'ensemble des polynomes de degré 1 sur 7. Nous pouvons alors définir le
probleme discret associé a I’équation (1.28).

trouver py, € H(Q) tel que pour tout 1y, € Vy, :

a(Phﬂﬁh) = <_fa ¢h>H71(Q)><H3(Q) . (132)

Les résultats de convergence suivants ont alors été démontrés.

Théoréme 1.19. On suppose que l'unique solution de (1.28) est dans H?().
1)([21], corollaire 1) Si a est T-coercive et TVy, C Vi, (maillage T-conforme), on a
Uestimation d’erreur ||u — uhHH&(Q) < Ch|fllg-1-

2)([21], proposition 3) Soient le(:)?h des opérateurs locaux dépendant du maillage ot :

Tloc ,, — | U+ dans Q4
+h —v_ + 2[5 (x)Ryvs dans Q_

Y

Tloc  — J U+~ 2Ih(x)R-v_ dans Q4
—h —v_ dans Q_

ot In(x) = 2?21 x(a;)pi. Les points {a;}}, sont les noeuds du maillage, ¢ € Vj,

sont les fonctions de bases vérifiant ¢;(a;) = 6;; (delta de Kronecker) et enfin
X € C®(Q,]0,1]) est une fonction de troncature telle que x = 1 dans un voisinage
de 004 U ON_.

Alors si a est Ty coercive et Tli’thh C Vi, (maillage localement T-conforme) on a,
pour h assez petit, ||u — UhHHg(Q) < Ch fllg-1-

3)([21], section 5) Soit u” solution de (1.28) avec o remplacée par o7 = o(1 +
isign(o)y) pour v > 0 et uz son approzimation éléments finis. Alors, pour v ~ Vh
et h assez petit, on a Uestimation d’erreur |lu — un| g1 () < CVRfl -1

Les démonstrations des points 1) et 2) du théoréeme 1.19 utilisent fortement la T-
coercivité de la forme bilinéaire a. Le point 3) utilise la coercivité, pour tout vy > 0,
de la forme bilinéaire obtenue en remplagant o par o) et le fait que le probleme li-
mite, obtenu lorsque v — 07, est T-coercif. Ainsi les arguments permettant d’établir ces
résultats numériques sont les mémes que ceux utilisés pour I’étude du caractere bien posé
du probléeme continu (1.28). Ils sont, de ce fait, soumis aux mémes limitations que celles
des théoremes 1.13 et 1.14 (voir remarque 1.15).

1.3.2.2 Méthodes numériques basées sur les travaux de Fernandez et al.

Une autre méthode numérique, dans le cas des équations de Maxwell, a été mise au
point par P. Fernandez et M. Raffetto suite a leurs travaux portant sur l'existence et
l'unicité de solution (voir théoreme 1.17) pour ce type de probléme. Ainsi, 'approxima-
tion numérique des équations de Maxwell, écrites comme un systéme d’ordre 2 (voir (1.30)
et (1.31) pour leur formulation variationnelle), en présence de métamatériaux, a été réalisée
dans [37, 38]. Celle-ci se base sur les hypotheses 1.16 qui assurent que la résolution
numérique est relative a un probleme bien posé. L’espace d’approximation utilisé cor-
respond aux éléments d’arétes de Nédélec [33].

Vi ={¥ € L*(Q)? | ¥, € P{(T), VT € Ty et [np x V] =0, VF € F},
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ou 7; désigne une triangulation de €2 composée de tétrahedres de taille caractéristique
h, Fp, est 'ensemble des faces du maillage et [np x W], est le saut de la composante
tangentielle de W a travers la face F'. Le probleme discret est le suivant.

trouver e € Vy, tel que pour tout ¥y, € Vy, :

alep, ¥y) := /Q <;V X eh,VX‘I/h> +p? (cen, Uy ) dz = /Q (f, W) d. (1.33)

On peut alors obtenir le résultat de convergence suivant.

Théoréme 1.20 ([37], théoreme 7). Supposons que l'unique solution, e, de (1.30) soit
dans HY(Q)3 avec V x e € HY(Q)3. Soit de plus ey, 'unique solution du probléme (1.31).
On a alors 'estimation d’erreur |e — enl| ppcun.0) < CR I fllr2q)-

La démonstration du théoreme 1.20 est basée sur la coercivité de la forme bilinéaire a,
assurée par les hypotheses 1.16, ainsi que sur les propriétés d’approximation des éléments
d’arétes de Nédélec. On retrouve ainsi les résultats de convergence classiques des éléments
finis pour certains types de métamatériaux. Cependant, le cadre d’application du résultat
de convergence ci-dessus est le méme que celui du théoreme 1.17 et, de ce fait, souffre des
mémes limitations que ce dernier (voir remarque 1.18).

1.4 Homogénéisations appliquées aux métamatériaux

Comme présenté en section 1.1, les métamatériaux sont généralement des milieux créés
a partir d’assemblages de petits composants, constitués de matériaux naturels, qui peuvent
étre considérés comme des milieux équivalents pour des longueurs d’ondes grandes devant
I’espacement des petites inclusions. La dérivation des parametres du milieu équivalent fait
donc appel a des techniques issues de ’homogénéisation.

Le principe général de ces méthodes peut étre illustré comme suit : supposons que
I’ensemble des petits composants soit inclus dans €2 et que la propagation d’onde dans ce
milieu est modélisée par un opérateur aux dérivées partielles

Ls = K5+ D,

ou K est un opérateur de multiplication, D un opérateur de différentiation et § désigne
un systeme de parametres du réseau (taille, espacement des inclusions,...). Alors, pour
un terme source f, le comportement physique du matériau est modélisé par le probleme
suivant :

Lsus = f, dans Q. (1.34)

Le milieu homogénéisé est alors déduit en cherchant une limite (en un sens a définir)
lorsque 6 — 0. En supposant que ugs converge vers up (en un certain sens) et que la suite
d’opérateurs s tend vers un opérateur limite Ly (une fois de plus en un sens a préciser),
il vient :

LoUo = f, dans €.
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L’opérateur Ly porte alors toute I'information du milieu homogénéisé et en particulier ses
parametres physiques. Par exemple si, apres passage a la limite, on obtient Lo = Ky + D
les parametres du milieu homogénéisé sont alors donnés par K. La principale difficulté
de toute méthode d’homogénéisation est de trouver la forme de 'opérateur limite et aussi
de justifier le passage a la limite. Il y a de plus plusieurs méthodes d’homogénéisation
possible pour un méme probleme.

Parmis toutes les méthodes d’homogénéisation existantes, nous allons en présenter
deux dans la suite de cette section. Ces dernieres sont particulierement bien adaptées
a 'obtention de métamatériaux homogénéisés. Elles permettent de plus, contrairement
aux méthodes d’homogénéisation par moyenne [53, 97, 82, 91, 94] largement utilisées en
électromagnétisme, de justifier mathématiquement la dérivation du milieu homogénéisé.
La premiere méthode présentée concerne le cas de réseaux périodiques de petits « patchs »
pour lesquels la convergence double échelle [13, 14, 16] est la méthode la plus utilisée. La
seconde classe concerne un exemple d’homogénéisation non-périodique décrit & partir des
résultats d’A.G. Ramm [83, 84, 85].

1.4.1 Homogénéisation périodique par convergence double échelle

La convergence double échelle est une méthode récente introduite en 1989 par N.
Nguetseng [71] et par G. Allaire [2] en 1992. Elle se place usuellement dans un cadre
périodique et permet de donner un cadre rigoureux a la méthode des développements
asymptotiques a deux échelles. Le point de départ de cette derniere est I'anzatz suivant
pour la solution us de (1.34) en présence d’un milieu périodique dont le pas du réseau et
de lordre de § :

(+%)  ug(x) = uo(z,z/8) + dui(z,z/8) + 6ug(z,z/8) + ...,

ou les fonctions u;(x,y) sont périodiques en y. L’insertion du développement ci-dessus
dans I’équation (1.34) et 'identification formelle selon les termes de méme puissance de §
donne alors lieu a une série d’équations emboitées dont la résolution fournit les w;(z,y).
Le premier terme ug permet, en général, de deviner la forme de 'opérateur limite Ly et
ainsi de trouver le milieu homogénéisé. La convergence a double échelle pemet en fait de
donner un sens a la convergence, lorsque  tend vers 0, de us(z) vers ug(x,x/0) et, par
suite, au milieu homogénéisé obtenu.

Nous rappelons maintenant les résultats principaux concernant la convergence double
échelle. Un exemple issu de [16] montrant application de ces résultats a ’homogénéisation
de métamatériaux est ensuite présenté.

1.4.1.1 Résultats généraux

Nous commencons par introduire quelques notations : Y = [0, 1] est le cube unité de
RY, (YY), L?(Y) désigne ’ensemble des fonctions infiniment différentiables, respective-
ment L2, périodiques de période Y. On a la définition suivante.
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Définition 1.21 ([2, 71]). Soit (us)s~q une suite de fonctions de L*(Q). On dit que ug
converge double échelle vers ug € L*(2 x Y) si pour tout o telle que p(.,y) € C®(Q) et
p(z,.) €C(Y), ona:

tim | us(w)e(e./0)dz = /Q /Y wo(,y) (e, y)dady.

Cette notion de convergence permet de donner un sens a la convergence de ug vers
le premier terme de son développement donné par z +— wug(x,z/d). Tout d’abord, nous
donnons un résultat qui lie la limite & double échelle d’une suite avec sa limite faible.

Théoréme 1.22 ([16], p.44 proposition 2.14). Soit (us)s > 0 une suite bornée de fonctions
de L?(S) convergeant double échelle vers ug € L?(2 x Y). Alors us converge faiblement
vers [y uo(z,y)dy dans L*(€).

Le théoreme précédent montre que la limite double échelle d’une suite contient plus
d’information que sa limite faible dans L?. En effet, elle capte des informations concernant
les ocsillations de la suite ug tandis que sa limite faible ne décrit que son comportement
en moyenne.

Le théoréme fondamental concernant la convergence double échelle est le résultat de com-
pacité suivant.

Théoréme 1.23 ([16], p.42 théoreme 2.39). Soit (us)s > 0 une suite bornée de fonctions
de L?(Q). Alors on peut extraire de (ug); > 0 une sous-suite qui converge double échelle
vers un certain ug € L*(Q x Y).

Les théoremes 1.22 et 1.23 constituent les briques de base de I’homogénéisation de

milieux périodiques par convergence double échelle. Le point de départ est une estimation
a priori, uniforme par rapport au petit parametre, de la solution us du probleme considéré.
Le théoreme 1.23 affirme alors que la suite (u;); admet une limite double échelle. Les co-
efficients homogénéisés sont ensuite obtenus en étudiant les propriétés fines de cette limite
et en appliquant le théoreme 1.22. Cela permet en fait de comparer la limite faible de ug
avec la limite a double échelle et ainsi de dériver des relations constitutives définissant le
milieu homogénéisé.
La convergence double échelle permet de justifier rigoureusement la dérivation des pa-
rametres homogénéisé pour une répartition périodique de petits « patchs ». Dans la me-
sure ou les métamatériaux sont, pour la plupart, réalisés a partir de ce type de procédé
(voir section 1.1.2), cette méthode d’homogénéisation est naturellement appliquée aux
métamatériaux. Des exemples peuvent de plus étre trouvés dans [13, 14, 16, 45, 34, 15].

1.4.1.2 Application a I’homogénéisation d’un réseau périodique de petites
inclusions

Nous allons présenter ’homogénéisation d’'un métamatériau réalisé a partir d’un
réseau périodique de petites inclusions, notées ¥ C R3, issu de [15] ou de [16]. Dans
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ces études, ¥ est un compact connexe, strictement inclus dans Y, tel que Y \ X soit sim-
plement connexe. L’ensemble des petites inclusions, noté YXs, est supposé inclu dans Q et
est défini par la périodisation dans les trois directions de I’ensemble 0% C §Y :

So=|Jo(k+%), ={keZ|5(k+%)CQ}.
kels

Les caractéristiques des matériaux considérés inclus dans X5 et dans Q\Xs sont données
par :
1 pour z € R3\Q,
es(x) =< ee pour x € Q\Ys, ps(r) =1, pour z € R3,
£,/6% pour z € s,

ou Im(e;) > 0 et . € RT. Un récapitulatif du dispostif est donné par la figure 1.11. Afin

en=1
TR
—— "
__ Er = 35
D= 3 B
0

/
()
|
e
_mufl
b3

F1a. 1.11: Schéma de la structure diffractante et de la cellule de base [16]

d’obtenir le milieu homogénéisé, on considére un probleme de diffraction, en espace libre,
d’une onde plane par I’ensemble de toutes les petites inclusions. Ce dernier est décrit par les
équations de Maxwell (1.1) dans R3, prises en absorption-limite, pour lesquelles les condi-
tions aux limites sont remplacées par les conditions de radiations de Silver-Miiller [24] :

iwes(x)es — V x hs = 0, dans R3
iwps(z)hs +V x e5 = 0, dans R (1.35)

hm‘x|ﬂ+oo’1" <h X ﬁ — 6) =0,

ol (€inc, Pinc) €st un champ incident vérifiant les équations de Maxwell (1.1) dans le vide.
Le champs électromagnétique (es, hs) est aussi appelé « champ total ». Les théoremes
d’existence et d’unicité pour ce type de probléme de diffraction peuvent étre trouvés
dans [16, 17, 24]. Le résultat d’homogénéisation suivant a de plus été obtenu :

Théoréme 1.24 ([15, 16]). Le champ électromagnétique (es, hs) solution de (1.35) converge
faiblement dans L2, _(R3, C?) vers (e(m), h(m)). Les champs de vecteurs (e(m), h(m)) vérifient

loc
le probleme de Mazwell suivant :

iwe(z)e™ — V x A" =0, dans R?,
iwp(w, 2)h™ +V x ™ =0, dans R?, (1.36)
limpy . aole] (B x & =€) =0,
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ot e(x) = e et p(w,x) = pf (W) pour x € Q et e(x) = p(x) =1 pour x dans R3\Q. Les
parametres homogénéisés sont de plus donnés par :

62? = 66/ (ek + ka) (6[ + VX[), k,l=1,2,3,

uzfﬁ:l:Z e (Lomaran) ([ o eray)

neN

Les fonctions xi et Wy, et les scalaires A, sont définis a partir de problemes aux limites
posés sur la cellule unité Y. Les fonctions xi vérifient :

Xk € Hﬁl(Y), Ayxr =0 dans Y\X, x, = —y; dans X.
Les couples (Wy, \p) sont des solutions du probléme auz valeurs propres suivant :

trouver (Wp, A\p) € Xo x R tel que Vv € Xj :

/2<v X Wi, V % 0) dz +/Ydiv(Wn)div(v)dx = An /Y (W, ),

ot Xo = {u € HX(Y) | vly\s = V4 pour ¢ € Hﬁl(Y)}.

En fait, les parametres du milieu homogénéisé sont déduits grace a la théorie de la
convergence a double échelle et, plus précisément, avec ’aide du théoreme 1.22. Il faut
ainsi identifier la limite double échelle de (es, hs). Pour cela, on a le :

Théoréme 1.25 ([16]). La limite a double échelle du champ électromagnétique solution
de (1.35) est donnée par :

3
eolz,y) =D et (@) (e + V()

ou les (e,(cm), h,(gm)) sont les composantes d’un champ de vecteurs totalement déterminé par

léquation (1.36) décrivant le comportement macroscopique de (es, hg) lorsque § — 0.

Le théoreme 1.22 permet de caractériser la limite faible d’une suite a partir de sa
limite double échelle par la relation e; — €(z) = [, eo(z,y)dy. On peut alors montrer

que ('é(x),ﬁ(m)) = (e(m) (x), h(m)(:v)) pour = ¢ Q. En utilisant de plus les définitions des

limites a double échelle, on obtient que (’é(x),ﬁ(a:)) = (Eeﬁe(m) (z), pThm) (z)) pour tout
x dans Q ou les parametres homogénéisés sont définis ci-dessus (voir [15, 16] pour plus de
details).

Remarque 1.26. Les paramétres physiques des métamatériauzr obtenus par convergence
double échelle dépendent de solutions de problemes aux limites posés sur la cellule unité Y
(voir par exemple [13, 14, 45, 34] et ci-dessus). Ainsi, si cette géométrie est trop compleze,
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les paramétres équivalents ne peuvent pas étre calculés explicitement mais seulement a
partir de simulations numériques (voir par exemple le chapitre 6 de [16]).

La principale limitation de I’homogénéisation périodique réside dans le fait que les pa-
rameétres physiques homogénéisés, bien que dépendant de la pulsation w, sont constants par
morceauz en la variable d’espace x. Cela est di a la périodicité des petites inclusions com-
posant le milieu homogénéisé. Ainsi, certains matériaur possédant des indices dépendant
fortement de x, tels que ceux nécessaires pour la cape d’invisibilité [41, 42, 80, 89], ne
peuvent pas étre obtenus par homogénéisation périodique.

1.4.2 Exemple d’homogénéisation non-périodique : résultats d’A.G. Ramm

Contrairement a 'homogénéisation par convergence double échelle, la méthode de
Ramm est une méthode d’homogénéisation non-périoque qui permet de réaliser des méta-
matériaux acoustiques possédant des indices de réfraction dépendant de la variable d’es-
pace [83, 84, 85]. Son principe repose sur ’étude d’un probleme de diffraction d’une onde
plane par plusieurs petits obstacles caractérisés par une condition aux limites d’impédance
et sur une hypotheése concernant la répartition asymptotique des petits objets. Cette
derniére implique que le nombre d’obstacles croit vers l'infini lorsque leur taille carac-
téristique, notée § > 0, tend vers 0. Ainsi, lorsque § tend vers 0, le domaine dans lequel
tout les petits objets sont inclus, en contient une infinité et peut étre décrit par un indice
de réfraction effectif.

Pour simplifier la présentation, nous supposons que les petits obstacles sont N boules
incluses dans (2, toutes de méme rayon 6 > 0, et de centres respectifs {c; }jvzl Ces dernieres

sont notées B? et n; est la normale unitaire sortante a 88?. Le probleme de diffraction
s’écrit comme un probléeme aux limites, en domaine extérieur, donné par 1’équation de
Helmholtz :

(A + /@2) us =0, R3\ Ujvzl B?,

On,;us = oz?u(g, sur 8[3;-S = SJ‘?, (1.37)

limyy oo 2] ()3 — ik) (5 — Uine) = 0,

ou ug est le champ total, K est le nombre d’onde, a? est I'impédance caractérisant le

ir(d:r) egt un champ incident dont la direction de

matériau inclu dans B? et uinc(z) = e
propagation est donnée par d appartenant & la spheére unité de R3. Enfin la condition &
'infini est la condition de radiation de Sommerfield [24, 17]. Conformément aux hypothéses
sous lesquelles sont établis les résultats d’A.G. Ramm, on considére des impédances de la
forme suivante :
Oz? = % v; € C.

Remarque 1.27. Les hypothéses introduites ici sont équivalentes a celles des téchniques
d’homogénéisation par convergence double échelle. En effet, dans les deux cas, le nombre de
petites inclusions tend vers Uinfini lorsque leur taille caractéristique tend vers 0. De plus,
les matériaux inclus dans les petits obstacles possedent des parametres physiques « forts ».
Ils sont en 1/6% pour I’homogénéisation par convergence double échelle et de l’ordre de 1/

pour la méthode de Ramm.
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Le point de départ de la méthode de Ramm est ’existence d’une représentation
intégrale de la solution de (1.37).

Théoréme 1.28 ([83]). Supposons que Im(~y;) < 0. Alors le probléme (1.37) admet une
unique solution. Il existe de plus b; € C(SJ‘»S,C) tels que cette solution s’écrit sous la forme
sutvante :

N
us(2) = tne() + 3 [ o)ty (1)), (1.38)
j=175;

pirlz—y|

avec gb(x,y) = m

La fonction ¢(z, y) est le noyau de Green de I’équation de Helmholtz vérifiant A¢(.,y)+
K2(.,y) = —0y out J, est la masse de Dirac de support le point y. Elle vérifie aussi
la condition de radiation de Sommerfield. L’établissement de la formule (1.38) se fait
alors en la reportant la formulation intégrale du champ total dans les conditions aux li-
mites d’impédance. Cela donne lieu & un systéme d’équations intégrales sur Uﬁ-V: 18;5 =
0 (RS\) U;VZI B? satisfait par le vecteur (by,...,by) dont le caractére bien posé releve de
I'alternative de Fredholm. La preuve s’obtient ensuite en utilisant ['unicité de (1.37) qui
repose sur le lemme de Rellich suivant (voir lemme 2.11 de [24] ou lemme 1 p.74 de [17]).

Lemme 1.29. Soit D un ouvert borné de R3 et u vérifiant :
Au + x%*u =0, dans R3\D,

lim / w(z)?do = 0.
[t

Alors u =0 dans R3\D.

Afin de trouver un milieu homogénéisé, on impose une condition sur la répartition de
I’ensemble des petits obstacles définie & partir d’une fonction continue R : Q — R™. Pour
tout sous-domaine X de €2, le nombre de petits objets inclus dans X est alors supposé
vérifier :

N(X) = Card {k € {1,..., N}/Bp(6) € X} = (;/X}z(y)dy> (1 +5ﬂo(1)>' (1.39)

L’hypothese ci-dessus implique que 2 se rempli d’une infinité de boules de taille § lorsque
0 tend vers 0. Elle impose de plus aux petits obstacles d’étre éloignés (relativement a 9) les
uns des autres. En effet, en notant d la distance minimale centre-a-centre de deux boules
et en utilisant le fait que N'(Q) = O(1/5) on obtient que d = O(6/3) qui est infiniment
grand par rapport a 4.

Remarque 1.30. L’hypothése (1.39) fait appel a des fonctions de répartitions R quel-
conques. Elle n’impose donc pas la périodicité des B?. C’est pourquoi cette méthode d’ho-
mogénéisation peut étre qualifiée de non-périodique.

Pour déterminer 'indice de réfraction équivalent du milieu contenant tout les petits
objets, il faut faire tendre § vers 0 dans la formule (1.38) en utilisant I’hypothese (1.39)
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sur la répartition. Avant cela, en utilisant le systeme d’équations intégrales vérifiés par
les b; ainsi que la forme spécifique des impédances, on a un premier développement de la
solution de (1.37).

Lemme 1.31 ([83]). Pour tout x tel que |x — c;| > d, pour tout j =1,...,N, on a :

N

; )
us(x) = Uine(x) — 62(]5(3:, cj)47r1 ;Z]% us(cj) + 590 <max (d’ I€(5>> :

j=1

Le point clé de la méthode de Ramm est un résultat permettant de transformer les
sommes sur j = 1,..., N en des intégrales sur {2 :

Lemme 1.32 ([83], lemme 3). Soit ¢ une fonction continue sur Q telle qu’il existe un
voisinage ot Y est absolument intégrable ( par exemple, on a une estimation de la forme
[v(y)| < C/ly — yol® pour un certain yo € Q et pour a < 3). Supposons enfin que ’hy-
pothése (1.39) sur la répartition asymptotique des B? soit satisfaite. On a alors :

N(©)

m s ; b(e) = /Q $(y)R(y)dy.

li
6—0

On a maintenant le résultat d’homogénéisation suivant.

Théoréme 1.33 ([83], théoreme 1). Supposons que la condition (1.89) soit satisfaite et
que v = h(c;) pour tout j =1,..., N pour une certaine fonction h continue sur Q2. Alors
us converge uniformement sur tout compact de R® vers @ vérifiant l’équation de Helmholtz
sutvante :

)

{ AU+ K npom (K, )t = 0, dans R3
llm‘x|*>+oo |IL’| (8\x| — Zﬁ) [U(S - uinc] = 07

R(x)h(z)

T+ () POur® €S et tmom (k@) = 1 sinon.

0t Npom (K, x) =1 —4m

Démonstration rapide. En utilisant successivement les lemmes 1.31 et 1.32 et en faisant
tendre ¢ vers 0, on obtient que u vérifie I’équation intégrale suivante :

u(z) = uine(z) — /Q ¢(x,y)4ﬂ%R(y)ﬂ(y)dy-

11 suffit maintenant d’appliquer 'opérateur A + 2 & I’équation ci-dessus pour trouver I'in-
dice homogénéisé. La condition de Sommerfied et 'unicité de(Tg sont récupérées en étudiant
h(y

Iopérateur intégral faiblement singulier v — [ ¢(x, y)47r1+T(y)R(y)v(y)dy (voir [69]). m

Le théoreme 1.33 montre que l'indice de réfraction homogénéisé du milieu dans lequel
une infinité de petits obstacles ont été implantés suivant la loi (1.39) est donné par

R(z)h(x)

=1—-4r———=.
nhom(/’iax) 4 1+ h(l’)
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Cet indice dépend de x et, en jouant sur les parametres R et h, on peut alors créer
des matériaux ayant des indices de réfraction a parties réelles négatives et donc ainsi
des métamatériaux. Des exemples de distributions produisant des milieux exotiques sont
donnés dans [83, 84, 85].

Remarque 1.34. Les résultats obtenus par A.G. Ramm concernant l’homogénéisation
non-périodique sont trés importants. En effet, les milieux obtenus possédent des parameétres
physiques dépendant de la variable d’espace x et de la pulsation w (car k = w/cy ot ¢y
est, dans le cas de acoustique, la célérité du son dans le vide) dont les parties réelles
peuvent étre négatives pour certains w. Ainsi des métamatériaur acoustiques dont les pa-
rametres dépendent de x et dont les propriétés sont compatibles avec les prédictions de
V.G. Veselago [92] sont réalisables a partir d’assemblages non-périodiques de petits obs-
tacles caractérisés par des impédances particuliéres.







Premiere partie

Modélisation mathématique et
approximation numérique de modeles
homogénéisés de métamatériaux







Etude du caractere bien posé de modeles
homogénéisés de métamatériaux

Rappelons tout d’abord que la principale difficulté liée a 1’étude du caractere bien

posé de problemes en présence de métamatériaux est la perte de coercivité des parametres
physiques du milieu considéré. Ainsi le théoreme général 1.5 ne s’applique plus. Il en est de
meéme pour la plupart des méthodes classiques et des travaux concernant le caractere bien
posé d’équations aux dérivées partielles d’ordre 2 en présence de métamatériaux ont été
réalisés. Cela a amené au développement de nouvelles méthodes telles que celles présentées
a la section 1.3.1.
Le but de ce chapitre est alors ’étude de I'existence et de I'unicité de solutions pour des
problemes, de type systémes de Friedrichs (voir section 1.2.2), modélisant la propagation
d’ondes en présence de métamatériaux homogénéisés tels que ceux présentés dans la sec-
tion (1.1). Plus précisemment on se focalise sur la résolution des probléemes issus de la
modélisation des phénomenes électromagnétiques (équations de Maxwell (1.18)), acous-
tiques (systeme (1.7)) et élastiques (systeme (1.25)).

Dans la premiere partie, on introduit un cadre général d’étude pour le caractere bien
posé des trois systemes de Friedrichs précedemment cités lorsque des métamatériaux sont
considérés. Nous présentons plusieurs hypotheses permettant d’étudier le cas de milieux
dont les parametres physiques sont scalaires. Une hypothése supplémentaire est donnée
pour le cas des matériaux & indices tensoriels.

La seconde section développe le cadre général précédent pour obtenir les résultats
d’existence et d’unicité obtenus pour les équations de I’électromagnétisme en présence
de métamatériaux. On commence par les milieux dont les indices de permittivité, de
perméabilité et dont les constantes de couplages ou la chiralité sont scalaires. Le cas des
métamatériaux a parametres tensoriels est ensuite traité.

Les deux sections suivantes étudient respectivement les systemes de 'acoustiques et de
I’élasticité linéaire. Comme pour 1’électromagnétisme, des résultats portant sur le caractere
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bien posé de ces systemes sont présentés. Les milieux scalaires puis les matériaux a indices
tensoriels sont traités.

Pour finir, afin de justifier ces développements généraux, nous appliquons les résultats
de cette étude a quelques exemples déja introduits dans la section 1.1.2.

2.1 Cadre mathématique général

Les résultats présentés dans la suite de ce chapitre concernent le caractere bien posé
de certains systemes de Friedrichs modélisant la propagation d’ondes en présence de
métamatériaux homogénéisés. L’objectif de cette section est de donner une présentation
synthétique de la formulation des résultats obtenus dans les sections suivantes. Considérons
a cet effet le systéme de Friedrichs suivant :

trouver u € Hs tel que :

{ K(p,z)u+ Su(p,z) = f(z), x € Q, (2.1)
u(p,z) € kerN(x), x € 09,

ot K (p, z) € Hom(CF) est un tenseur contenant les caractéristiques physiques du matériau
inclus dans Q, f € L%(Q)* est un terme source, S = 2?21 §;0;, ou S; = §j, est un
opérateur différentiel du premier ordre et u(x) désigne une quantité physique inconnue.
Les ensembles Hs et D(S) (le domaine de S) ont déja été introduits dans la section 1.2.2.
Enfin, on suppose que N(z) € Hom(CF), N € Lip(9Q, Hom(CF)) et que les hypotheses
du théoreme 1.5 sont satisfaites. L’opérateur (S,D(S)) est ainsi maximal monotone. Par
conséquent, lorsque l'opérateur de multiplication K est coercif (un tel milieu est dit
« classique »), le systéme 2.1 admet une unique solution continue par rapport au second
membre f.

L’argument précédent n’est cependant plus valable lorsqu’un métamatériau est in-
clus dans . Notons tout d’abord, suite & des remarques de V.G. Veselago [92] valables
aussi pour des exemples de réalisations de métamatériaux issus de la littérature (voir sec-
tion 1.1.2), que les parametres physiques des métamatériaux obtenus par homogénéisation
dépendent de la pulsation w comme des fractions rationnelles. Il existe aussi des pulsa-
tions pour lesquelles le milieu se comporte comme un matériau classique. Les indices des
métamatériaux homogénéisés, donnés ici par K (p, x), peuvent donc étre considérés comme
des fonctions holomorphes, sur un domaine Dy C C, de la variable de Laplace p = iw + 7
et sont de plus coercives pour un certain py = iwg + 1. Le probleme (2.1) est alors bien
posé pour p = pg.

L’idée générale des démonstrations de ce chapitre repose sur le fait d’étendre le caractere
bien posé de (2.1) de pp & d’autre p appartenant au domaine d’holomorphie de K (p, z).
L’outil central est la théorie de Fredholm analytique dont le théoreme A.7 (voir An-
nexe A.1), qui requiert de la compacité sur la résolvante de I'opérateur que I'on cherche
a inverser, représente le résultat principal utilisé dans la suite. La figure 2.1 représente
le schéma de la démonstration. On commence par se placer au voisinage d’une pulsation
wgo pour laquelle le milieu se comporte comme un milieu classique. L’holomorphie des
parametres physiques assure alors que le probleme reste bien posé dans un voisinage de
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po = iwg + 1. L’holomorphie de K (p) + S, la théorie de Fredholm analytique et des argu-
ments supplémentaires qui seront explicités dans la suite permettent ensuite d’étendre le
caractere bien posé de pg vers d’autres points du domaine d’holomorphie des indices ho-
mogénéisés. Cela assure que le probleme est bien posé pour des pulsations pour lesquelles
le milieu se comporte comme un métamatériau.

§ Re(K(p)) Tmip)
- Bien—posé
i T car milieu
-
e S "classique"
G D0
P Extension
~1” par holomorphie
! de K(p)+8
: \ / + compacité
% t / Tmp)=0 Re(p)
milieu O~ .
"classique” / 1 Se
4 . =g Probleme métamaq
metamatérian ™ - »
Fomacz bien—posé
Indices homogénéisés Propriétes de K(p)+S

FiG. 2.1: Idée principale des démonstrations d’existence et d’unicité

En accord avec ce qui précede, nous considerons maintenant des matériaux qui vérifient
les hypotheses suivantes :

Hypothéses 2.1 (Hypotheses générales sur le métamatériau).
(H1) L’application p € Dy — K (p,z) € Hom(CF) est holomorphe pour presque tout
x € Q, ot Dy est un ouvert connexe de C.
(H2) L’application x € Q — K(p,z) € Hom(C¥) appartient a L>(Q) (ou Lip(Q)
fonction du cas étudié) pour tout p € Do et K(p,x)~! existe pour presque tout
x € Q.
(H3) Il existe po dans Dy tel que K (po,.) est coercif.

Les hypotheses ci-dessus représentent la base de notre étude du systeme (2.1) en
présence de métamatériaux obtenus par homogénéisation. La premiere, (H1), décrit la
dépendance en la pulsation (et donc de maniere équivalente en la fréquence) des parametres
physiques des métamatériaux. Pour le cas de parametres admettant des poles {p; }jj\il, on
peut toujours considerer un sous-domaine de Dy sur lequel (H1) est vérifiée. Ce sont en
effet des fonctions holomorphes sur Dy = Do\ (Uj]‘ilB (pj, 5)) pour ¢ > 0 fixé. L’hypothese
(H2) peut étre expliquée par le fait que les métamatériaux homogénéisés sont, en général,
inclus dans un milieu classique. Enfin, (H3) signifie que le milieu considéré se comporte
comme un matériau classique pour py.

Nous donnons maintenant la forme générale des résultats présentés dans la suite
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ainsi qu’une ébauche de démonstration. On commence par le cas de matériaux dont les
parametres physiques sont scalaires (K (p, ) est donc une matrice diagonale par blocs).

Théoréme 2.2 (Parametres physiques scalaires). Supposons que les hypothéses 2.1 soient
vérifiées. Alors le probléeme (2.1) admet une unique solution pour tout p € Do\S ot S C Dy
est un sous-ensemble discret, localement fini et éventuellement vide de Dy. Cette solution
est de plus continue par rapport aux données et l'application p € Do\ S — u € L2(Q)k est
holomorphe.

Ebauche générale des démonstrations. Premiérement, pour les systemes de Frie-
drichs étudiés ici, il existe un opérateur différentiel du premier ordre Q tel que

QSp =0, Vo € D'(Q), (2.2)

ou ker(S) = {u € L2(Q)* | Su=0, D/(Q)}. L’opérateur fermé (S,D(S)) possede donc
un noyau de dimension infini (il contient par exemple Q (C2°(2))) et, par conséquent, la
résolvante de I'opérateur S n’est pas compacte. La principale difficulté, en plus de la perte
de coercivité de K(p) pour certains p, vient alors du fait que l'utilisation de la théorie de
Fredholm analytique requiert de la compacité.

Néanmoins, on suppose (et on vérifiera) que 'opérateur (S, D(S)) vérifie des inégalités de
coercivité [65], de Majda, de la forme suivante :

Yu € D(S) N {u e L2(Q)" | Qu e LZ(Q)} ,
ull iy < € { Il oy + I1Sul 2y + 1 Qulla(gy } (23)

L’inégalité (2.3) mesure le « défaut » de compacité de l'injection D(S) C L(Q)*. En effet,
pour récupérer de la compacité sur la résolvante de (S, D(S)), nous devons controler Qu
pour u € D(S). Pour cela on utilise une décomposition orthogonale de L2(Q)* définie &
partir d’une décomposition de Hodge [28, 17] adaptée au systéme considéré :

L2 QfF =RaR*, (2.4)

oil R est un sous-espace vectoriel de L?(Q)* vérifiant les propriétés suivantes :

(i) R C ker(S),

(i) Im(S) c R*,

(iil) R+ C ker(Q).
Les noyaux ci-dessus sont des noyaux distributionnels. De plus, S* = S au sens des dis-
tributions et ainsi les hypotheses (i) et (ii) sont a priori redondantes. Enfin, on note
respectivement Pr : L2(Q)F — R et Pg1 : L2(Q)¥ — R* les projections orthogonales
associées a la décomposition de Hodge.

Nous donnons maintenant les étapes principales de 1’ébauche de démontration du
théoreme. Afin de prendre en compte la non-compacité de la résolvante de 'opérateur S,
on commence par réecrire le probléeme (2.1) en un systéme équivalent dont les inconnues
sont Pru (la projection sur le noyau de S) et Priu (la projection sur l'orthogonal du
noyau de S).

La seconde étape consiste a résoudre le probléeme associé & la composante du noyau. Cette
tache est délicate dans ce cadre général du fait que K (p,.) n’est pas nécessairement coercif
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pour tout p € Dy. Pour ce faire, nous avons besoin de plus d’informations concernant la
structure de I’ensemble R et donc de spécifier la physique considérée. Plus précisemment,
le systeme (2.1) doit étre particularisé a la situation d’étude.

La troisieme étape a pour but d’obtenir un probléme vérifié par la composante orthogonale.
La derniere étape a pour objectif la résolution de ce dernier. Cela fait alors appel a la
théorie de Fredholm analytique.

I - REFORMULATION DE (2.1) EN 2 SYSTEMES COUPLES.

Par les hypotheses (i) et (i), on a que PrS = 0 et SPg = 0 au sens des distributions.
En projetant le systéme (2.1), on obtient alors le probleme équivalent :

trouver u = Pru+ Ppiu € D(S) tel que :
PriK(p,.)(Pru+ Priu) + PriSPriu= Pp. f, dans Q, (2.5)
PRK(p, )(PRU + PRLU) = Prf, dans (.

IT - TRAITEMENT DE LA PROJECTION SUR R.

La seconde équation de (2.5) permet d’exprimer Pru en fonction de Pfiu. Pour ce
faire, on doit inverser l'opérateur Pr K (p,.)Pr sur R. Ce point nécessite plus d’infor-
mations concernant la décomposition de Hodge utilisée ainsi que sur le probleme étudié.
Toutefois, afin d’achever I’ébauche de la démonstration, on suppose que cet inverse existe
et que 'application

p € Do — (PrK(p,.)Pr)”" € B(R),

est holomorphe.

I1I - ECRITURE D’UN PROBLEME VERIFIE PAR LA PROJECTION SUR RL.

A partir du résultat du II, nous pouvons réécrire la seconde équation de (2.5) comme
suit :
Pru = (PrK(p,.)Pr)" " (Prf — PRK(p,.)Pr.u)).

En reportant ce qui précede dans la premiere équation de (2.5) il vient que Ppiu vérifie
le probléme suivant :

trouver Priu € D(S) NR* tel que :

_ 2.6
B(p)Priu+ PriSPriu= Prif — PruK(p,.)Pr (PRK(p,.)Pr) ™" PR, (26)

ot B(p) € B(R™*) est un opérateur borné donné par :
B(p) := PriK(p,.)Pri — PriK(p,.)Pr (PRE (p, ) PR) ™" (PRK (p,-) Priu)).
Enfin, (H2) et ’holomorphie de (Pr K (p, .)PR)_l entrainent que 'application
p € Do — B(p) € B(R),
est holomorphe.

IV - RESOLUTION FINALE PAR THEORIE DE FREDHOLM ANALYTIQUE.
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Nous résolvons maintenant le probléeme (2.6). Notons tout d’abord que les hypotheses
() et (ii) et le fait que I = Pgr + Pri montrent que Pp1SPp1 = S. Par (iii), on a que
QPr 1 = 0. L’inégalité de Majda (2.3) entraine alors I’estimation suivante :

lollszs oy < C {0l 2y + IS0l 2y | Vo € DIS) N RE.

Ainsi, la résolvante de la famille holomorphe sur Dy (par les hypotheses (H1) et (H2)
de 2.1) d’opérateurs (F(p), D(S)N RJ-), oll

F(p) := B(p)Pr+ + Pr1SPr.,

est compacte pour tout p € Dy. La maximale monotonie de I'opérateur (S,D(S)) et le
fait que 'opérateur B(p) est borné sur R+ entrainent de plus que I’ensemble résolvant de
(F(p), D(S)N RL) est non-vide pour tout p € Dy.

On peut maintenant résoudre le probleme (2.6) avec I'alternative de Fredholm analytique.
Nous devons pour cela trouver un py € Dy pour lequel I'opérateur F(pg) est inversible. Par
I'hypothese (H3), le probleme (2.1) est bien posé. L’équivalence entre le probleme (2.1)
et son projeté (2.5) assure que ce dernier admet un unique solution pour p = pg. Il en est
donc de méme pour le probléme (2.6) ce qui entraine que 'opérateur (F(po), D(S) N R*)
est inversible. On obtient alors l’existence et 'unicité de Priu(p,.) pour tout p € Do\S
ou S est un ensemble discret, localement fini et éventuellement vide de Dy.

Nous avons de plus dépendance continue de la solution par rapport au second membre f car
les opérateurs (Pr K (p,.)Pr) ™" et F(p)~! sont bornés sur R et R+ respectivement. Enfin,
les applications p € Dy — (PrK(p,.)Pr) ' € B(R) et p € Do\ S — F(p)~" € B(R*) sont
holomorphes. Ainsi, I'application p € Dy \ S — u € L?*(Q)* est holomorphe et 1’ébauche
de démonstration est terminée. m

Le principal point bloquant de la démonstration est I'inversion sur R de 'opérateur

PrK(p,.)Pr dans ce cadre général. Pour les milieux dont les parametres sont scalaires,
les hypotheses 2.1 et la spécification des inégalités de Majda (2.3) et de la décomposition
de Hodge (2.4) au systéeme physique considéré sont suffisantes pour démontrer un résultat
similaire au théoreme 2.2 pour les équations de Maxwell, le systeme de ’acoustique et
celui de I’élasticité linéaire.
Pour le cas de matériaux possédant des parametres non-scalaires, la difficulté vient du fait
que les systemes d’équations aux dérivées partielles correspondants ne possedent pas tou-
jours les mémes propriétés spectrales. Par exemple, les équations de Maxwell en présence
de milieux chiraux (1.3) possedent du spectre essentiel proche de zéro sur ’axe imaginaire
existe tandis que ce comportement n’a pas lieu pour des milieux dont les parametres phy-
siques sont scalaires [55]. Ainsi, pour traiter ce type de cas, nous ajoutons I’hypothese :

Hypothéses 2.3 (Hypothese générale pour le cas de parametres physiques non-scalaires).
(H4) Il existe a : C x Q — a(p,x) € C, holomorphe sur Dy pour tout = € S, tel

que a(p,.) € Lip (ﬁ, (C) pour tout p € Dq et vérifiant de plus que K (p,x)a(p,x) est
coercive pour tout p € Dy et pour presque tout x € 2.

On donne alors un autre type de résultat, pour les milieux dont les parameétres sont
tensoriels.
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Théoréme 2.4 (Parametres physiques tensoriels). Supposons que les hypothéses 2.1 et 2.3
soient vérifiées. Alors le probleme (2.1) admet une unique solution pour tout p € Do\S o
S C Dy est un sous-ensemble discret, localement fini et éventuellement vide de Dgy. Cette
solution est de plus continue par rapport auzr données et lapplication p € Dy \ S +— u €
L2(Q)* est holomorphe.

Les grandes lignes de la démontration sont les mémes que celles du théoreme 2.2. En
revanche, la principale difficulté liée a ce cadre général reste toujours I'obtention de la
composante de u appartenant au noyau de I'opérateur S.

2.2 Résultats d’existence et d’unicité pour I'électromagnétisme
et I'optique

Nous présentons ici des résultats concernant le caracteére bien posé des équations de
Maxwell (1.18) en présence de métamatériaux obtenus par homogénéisation. En accord
avec la section 2.1, nous présentons deux types de théoreémes. Le premier (théoréeme 2.7)
permet de traiter les milieux bi-anisotropiques ou chiraux possedant des parametres phy-
siques scalaires vérifiant des hypotheses comparables a 2.1. Le second (théoreme 2.14)
permet de traiter le cas de matériaux tensoriels modulo la formulation d’hypotheses
complémentaires.

2.2.1 Métamatériaux électromagnétiques a indice scalaire

On commence par formuler les hypotheses 2.1 nécessaires a 1’étude de la propagation
d’ondes électromagnétiques en présence de métamatériaux a indices scalaires.

Hypotheéses 2.5 (Métamatériaux bi-anisotropiques scalaires (1.5)).
(B1) £(p,z), u(p,x),&(p,x) et ((p,x) sont holomorphes pour tout p € Dy et pour
presque tout x € €.
(B2) e(p,z), u(p,x),&(p, x) et ((p,xz) sont lipschitziens sur Q pour tout p € Dy et de
plus, e(p, z)u(p, z) —&(p, ) (p, ) # 0 pour presque tout x € ) et pour tout p € Dy.
(B3) Il existe py dans Dy et a > 0 tels que l'inégalité suivante soit vérifiée :

Re (< poe(po, )X, X > + < pop(po, #)Y,Y > + < po&(po, )Y, X >)
+Re (< po¢(po, 7) X, Y >) > a(|X[* +|Y]?),

pour presque tout x € Q et pour tout X,Y € C3.

Hypothéses 2.6 (Métamatériaux chiraux scalaires (1.3)).
(C1) e(p,z), u(p,z) et B(p,x) sont holomorphes sur Dy pour presque tout x € §2.
(C2) e(p,x), u(p,z) et B(p,x) sont lipschitziens sur @ pour tout p € Dy. De plus

pPe(p, x)p(p, x)M(p,z) # 0,
1

pour presque tout x € Q avec M(p,x) = (1 + p?B(p, z)%e(p, x)p(p, x)) L.
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(C3) 1l existe py dans Dy et o > 0 tels que, pour presque tout x € € et pour tout
X,Y € C3, on ait :

Re { < poe(po, )M (po, ) X, X > + < pop(po, ©)M (po, z)Y,Y >}
+Re {< piB(po, ©)e(po, ©)p(po, ©) M (po, )Y, X >}
—Re {< p§B(po, )e(po, ) p(po, 2)M (po, 2) X, Y >} > | X[* + [V 7).

Le premier résultat d’existence et d’unicité présenté dans ce chapitre, valable aussi
bien pour des milieux chiraux ou bi-anisotropiques, est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.7. Soient (j,m) € H(div,Q)? et supposons que les hypothéses 2.5 (respecti-
vement 2.6) soient vérifiées. Alors les équations de Mazwell (1.5) (respectivement (1.3))
sont bien posées pour tout p € Do\S ou S est un ensemble discret, localement fini et
éventuellement vide de Dy. La solution (e(p,.),h(p,.)) est de plus continue par rapport

112 Q)6 i (m) LZ(Q)Z 7

I3 M, 2o 41C2)

ot C(p) > 0 est une constante. Enfin, l'application p € Do\ S — (e(p,.), h(p,.)) € L*(Q)°
est holomorphe.

La démonstration du théoréeme 2.7 est donnée en section 2.2.1.1. Elle fait de plus
appel a des résultats intermédiaires dont les démonstrations peuvent étre trouvées en
section 2.2.1.2.

2.2.1.1 Démonstration du théoreme 2.7
On commence par réécrire les équations de Maxwell en présence de milieux bi-aniso-
tropiques (1.5) (out (1.3) pour des milieux chiraux) comme un systeme de Friedrichs (1.18) :
trouver u = (e, h) € Hy tels que :

{ K(p,x)u(p, ) + Mu(p,z) = f(x), z € Q, (2.7)
v(z) x (e(p,z) + Alx)(v(z) X h(p,x))) =0, z € 09,

ot f = (—j,—m) € H(div,Q)?, A € Lip(0Q, Hom(C?)) est une impédance vérifiant
Re (A(x)z,Z) > 0 pour tout (z,z) € Cx 0 et M est 'opérateur non-borné définie par :

0 -V
M= < Vx 0 > ’
de domaine D(M) ou :

DM) = {(e, h) € (H(curl, 2))* | v(z) x (e|an + A(z)((z) x hlan)) =0, z € 90} .

Remarquons, par le théoreme 1.8, que 'opérateur (M, D(M)) est maximal monotone.
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L’opérateur de multiplication intervenant dans les équations de Maxwell (2.7) est
donné par (1.20) pour les milieux bi-anisotropiques et par (1.21) pour des matériaux
chiraux. Afin de traiter simultanément ces deux cas, on note :

Kii(p,x)Is  Kia(p, z)l3 >

K(p, ) = ( Ko1(p, )3 Koa(p, z)l3 (28)

Soit 'opérateur Q donné par :

e\ [ div(e)
o) = (it )
C’est un opérateur différentiel du premier ordre vérifiant, au sens des distributions, QM =
0. Au lieu d’utiliser une décomposition de Hodge comme dans la section 2.1, nous allons
« elliptiser » [55, 81] le systeme (2.7). Le principe de cette procédure est de prendre en
compte le noyau de M avec I'aide de 'opérateur Q en reformulant le probléme (2.7) en

un systeme équivalent qui est & résolvante compacte. On va maintenant suivre les étapes
présentées dans la section 2.1.

I - REFORMULATION DE (2.7) EN UN PROBLEME EQUIVALENT.

Tout d’abord, 'hypothese (B2) permet d’appliquer l'opérateur différentiel Q sur
Iéquation (2.7). Ainsi, en utilisant la formule div (Kjye) = Kpdiv(e) + (VEg(p, x),e)
pour tout k,1, il vient :

Qf = QK(p,x)u+ QMu
= Z(p,z)u+ K(p,z)Qu.

ot K(p,z) € Hom(C?) et Z(p,z) € Hom(C® C?) sont définis par :
> Kll(p’ I‘) Kl?(pa ‘T) )
K = )
(p, @) < Ka1(p,x) Kaa(p,x)

(e ( (VEu(.z).€) + (VEia(p,x),h)
Ze.z): <h> <<VKm@w»@+wVKn@w»m>‘

Les équations de Maxwell sont transformées en un systeme elliptique en ajoutant de nou-
velles inconnues ¢ et 1, dont on montrera plus tard qu’elles sont nulles, au systeme (2.1).
En suivant [55] ou [81], on obtient :

trouver (e, h, p,1b) € D(M) N (H(div,Q))* x H}(Q)? tels que :
w0+ ( )+ (g ) =secn

K(p,z)  Z(p, ) < Z > +Q< Z ) (2.9)

-H?(p,x)_l < :z ) = I~((p, r)7'Qf, z € Q.

Par (2.8) et comme det(K (p,z)) = det(K (p,z)), on obtient que K(p,z) est inversible
par (B2) et I'écriture de 'équation ci-dessus est justifiée. Afin de faire le lien entre (2.9)
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et les systemes de Friedrichs, nous introduisons ’opérateur differentiel :

0 —-Vx V 0

V x 0 0 Vv

div 0 0o o0 |’
0 div. 0 0

T =

de domaine :
D(T) = {U € (H(curl, Q) N H(div, 2))2 x HY(Q)? | U(z)]on € ker(ﬁ(x))} :

ot U = (e, h,,9)T. Les conditions aux limites sont données & partir de I’application

linéaire N : 90 — Hom(C8,C®)) définie par :
v xe(r)+vxAx)(v x h(z))
N(x)U(z) = () , pour z € 0N
()
Notons que N € Lip(0Q, Hom(C?)) par la régularité imposée sur I'impédance A. L’ex-
tension elliptique du systeme de Maxwell (2.9) peut ainsi étre réécrite sous la forme plus
compacte suivante :
trouver U = (e, h, ¢, v)T € Hr tel que :
{ (K(p,2) + T)U (p,2) = F(p,2), 2 €O, (2.10)

U(p,x) € ker(N(x)), = € 09,

olt, par (B1) et le théoréme de Rademacher, K (p,.) € L°(Q, Hom(C?)). De plus, par (B1)
- T
et (B2), F(p,.) := <f,K(p, .)_1Qf) € L*(02)8 est holomorphe pour p € Dy.

- T
Lemme 2.8. Supposons que F(p,.) = (f,K(p, .)*1Qf> pour f € (H(div,Q))? et que
U = (e, h,,9)T € D(T) soit une solution de (2.10). On a alors :
1) ¢ =9 =0,
2) u = (e, h) € D(M) vérifie les équations de Mazwell (2.7).

Le lemme 2.8 montre que la résolution de (2.7) se ramene a celle de son systéme
elliptisé (2.10) pour un second membre particulier. Le lemme qui suit donne quelques
propriétés utiles de 'opérateur T.

Lemme 2.9. L’opérateur (T,D(T)) est mazimal monotone a résolvante compacte.

La partie principale du probleme elliptisé (2.10) est a résolvante compacte. Nous
n’avons donc pas besoin de traiter les étapes II et III de I’ébauche de démonstration
présentée dans la section 2.1. On passe ainsi immédiatement a ’étape IV de la preuve.

IV - RESOLUTION PAR THEORIE DE FREDHOLM ANALYTIQUE.

L’opérateur de multiplication K (p,.) appartient a L>°(£2) pour tout p dans Dy. Le

lemme 2.9 montre alors que ’ensemble résolvant de (I? (p,.)+ T, D(']I‘)) est non-vide pour
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tout p € Dy. La famille holomorphe (par les hypotheses (B1) et (B2)) d’opérateurs fermés
(IN((p, )+ T, D("JI‘)) 5 est de plus a résolvante compacte pour tout p.
pelo

Ainsi, résoudre (2.9) revient a inverser une famille holomorphe d’opérateurs fermés a
résolvante compacte et nous pouvons donc utiliser I'alternative de Fredholm analytique
(théoreme A.7). Pour lever cette alternative, il ne reste plus qu’a trouver une valeur de
p € Dy pour laquelle le systeme (2.10) est bien posé.

Lemme 2.10. L’opérateur (f((po, D)+ T,D(T)), pour pg vérifiant (B3) (respectivement
(C3)), est inversible. De plus, on a :

(f{(po, D)+ T) T eB (L*(2)®,D(T)) .

Le lemme 2.10 et l'alternative de Fredholm analytique (théoréeme A.7) montrent
que la famille holomorphe, sur Dy, d’opérateurs (I? (p,.) + ']T,D(’]I‘)) est inversible pour

p € Do\S ou S est un sous-ensemble discret, localement fini et éventuellement vide de Dy.
Le systeme (2.10) est alors bien posé pour tout p € Do\S. De plus, par (B1) et (B2) (res-

pectivement (C1) et (C2)), les applications p € Dy — (I?(p, )+ ']T) € B(D(T), L3(2)?)

et p € Do — F(p) € L?(Q)8 sont holomorphes. Par suite, le théoréeme A.5 assure que 1'ap-
- -1

plication U : p € Do\S —— U(p,.) := (K(p, D+ T) F(p,.) € L*(Q)® est holomorphe.

On a de plus 'existence d’une constante C'(p) > 0 telle que :
1U®s N 2ys < CO)IF W )l 20 -
Enfin, le lemme 2.8 entraine que ’estimation précédente se réduit a :
le(s I 2y + 170, )l L20)s < Cp) {HfHL?(Q) + ”QfHLQ(Q)} :

et que I'application p € Do\S — u(p,.) € L?(Q)°, ot u(p, .) vérifie (2.7), est holomorphe,
terminant ainsi la preuve.

2.2.1.2 Démonstration des lemmes 2.8, 2.9 et 2.10

Démonstration du lemme 2.8. On suit la démonstration du théoréme 4.2 de [55]. En
appliquant 'opérateur Q a la premiere équation de (2.9), il vient :

(&%) =@r-a(roa(5))

Les applications linéaires K(p,z) et Z(p, z) sont données & partir de la relation QK (p, z)u =
Z(p,z)u + K(p,z)Qu; ce qui montre que la seconde équation de (2.9) peut étre écrite

B (4)-er-e(xw(} )
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Par conséquent, ¢ et ¢ vérifient ’équation suivante :
trouver ¥ € H(Q) tel que :
AY — 9 =0, dans €,

ou ¥ € {p,1}. La fonction nulle est I'unique solution de I’équation ci-dessus ce qui achéve
la démonstration du lemme. m

Démonstration du lemme 2.9. Tout d’abord, remarquons qu’il existe trois matrices
symétriques réelles T; € Hom(C?) telles que T = 23:1 T;0; avec :

0]13 — [ej X] €; 0
T — [ej X] 0]13 0 €;
7 el 0I5 0 0 |”

J

0z e 0 0

ou {e; }j:1’273 sont les vecteurs (écrits en colonnes) de la base canonique de R3.
Pour montrer que 'opérateur (T, D(T)) est maximal monotone, on utilise le théoréme 1.5.
Soit, dans un premier temps, T, = Zj’:l T;vj ol v est la normale unitaire sortante a 9€.
Par le calcul on obtient

det(T,) = (V3 + 12 +v2)" > 0.
La frontiere 9€) est donc de multiplicité constante pour T.
Soit maintenant U(xz) = (e, b, p,1)T € ker(N(x)). La définition de N(z), Pantisymétrie
de la matrice du produit vectoriel [vx], et la positivité de A entrainent :

<Ty(x)U(x),W> = (e)p+ v, W+ {v,e)o+ (v, h)y — (v x he) + (v xeh)
= 2Re(v x e h) =—2Re(v x A(z)(v x h),h)
= 2Re(A(z)(v x h),v x h) > 0.
Les conditions aux limites sont donc positives. Enfin, le spectre de T, est {=1,+1} on
chaque valeur propre est de multiplicité 4. Comme dim(ker(N(z))) = 4, les conditions aux

limites sont aussi maximales. Le théoreme 1.5 assure alors que lopérateur (T, D(T)) est
maximal monotone.

Maintenant, les résultats de [65] (théoreme 1 page 62) montrent qu’'on a, pour tout
u € D(M) N (H(div, Q))?, I'inégalité :

lll sy < € {Ilesl g + Ml 2y + 1Qull 2ye } » € > 0.

Ainsi, 'injection de H'(Q2) dans L?(Q) étant compacte, il s’ensuit que I'injection de D(M)
dans L?(£2)5 est elle aussi compacte. Il en est donc de méme pour I'injection de D(T) dans
L?(92)8. Par conséquent, la résolvante de (T,D(T)) est compacte. m

Démonstration du lemme 2.10. Tout d’abord, notons que l'inversion de I'opérateur
(K (po,.) + ']I‘) sur D (T) se réduit & résoudre le probléme :

trouver U = (e, h, p,)" € Hr tel que :
{ (K(po,x) + T)U(p,7) = G, z € Q, (2.11)

U(p,z) € ker(N(x)), = € 09,
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ott G appartient & L%(Q)%. Le lemme 2.9 donne l’existence d’'un a > 0 dans I’ensemble
résolvant de (T, D(T)). Ainsi (2.11) est équivalent & résoudre :

trouver U € L*(Q)8 tel que :

(1 + (als + 1) ™" (K(po, ) — alls) ) U = G, (2.12)
ot G = (alg +T)' G. Le fait que K (po,z) soit borné et la compacité de la résolvante
de (ol 4+ T)~! montrent que (alg +T)* ([N( (po,.) — a]Ig) définit un opérateur compact
de L%(Q)8. L’alternative de Fredholm assure alors que le probleéme (2.12) est bien posé si
I'opérateur

(Hg + (alls + T) ! (f((po, ) — aﬂg)> € B(L2(Q)®),

est injectif. Posons donc G = 0 dans (2.12). L'opérateur (als+T) ' : L2(Q)® — D(T)
étant borné il suit que U solution de (2.12) appartient a D(T) et vérifie I’équation (2.11)
avec un second membre nul. En appliquant maintenant le lemme 2.8, il vient

U= (e,h,0,)T = (e,h,0,0)7 € DM) x H}(Q)?,

ou (e, h) est solution de (2.7) pour p = pg. L’hypothese (B3) (respectivement (C3)) et
la maximale monotonie de (M, D(M)) entrainent enfin que (e, h) = (0,0). Cela conclut la
démonstration. m

2.2.2 Métamatériaux électromagnétiques a indice tensoriel

Au chapitre 1, nous avons présenté des exemples de métamatériaux dont les indices
sont tensoriels. Le but de cette section est de traiter ce type de cas et les hypotheses
correspondantes sont ci-dessous :

Hypothéses 2.11 (Métamatériaux bi-anisotropiques tensoriels (1.5)).
(BT1) e(p,x), u(p,z),&(p,x) et ((p,x) (qui sont des matrices 3x3) sont holomorphes
pour tout p € Dy et pour presque tout x € ).
(BT2) e(p,x), u(p,z),&(p,x) et ((p,x) sont dans L>(§) pour tout p € Dy. De plus,
det(e(p, z)u(p, z) — &(p, x)C(p, x)) # 0 pour presque tout x € Q et pour tout p € Dy.
(BT3) Il existe po € Dy et o > 0 tels que l'inégalité suivante soit vérifiée :

Re {< pOE(pOa a:)X,Y >+ < polu(p()v l’)Y,? >+ < pOg(p(]v x)Y,Y >}
+Re {< pol(po, 2)X,Y >} > a(|X [ + V),

pour presque tout x € Q et pour tout X,Y € C3. -
(BT4) Il existe une fonction a : CxQ +— a(p,xz) € C, lipschitzienne sur ), holomorphe
sur Do et une constante o > 0 telles que :
Re{< pe(p, x)a(p, z)X, X >+ < pu(p, z)a(p,z)Y,Y >}
+ Re{<pé(p,x)alp,2)Y, X >+ < p((p, x)a(p,2)X,Y >} > a(|X[* + |[Y?),

pour presque tout x € Q et pour tout (p, X,Y) € Dy x C3 x C3.
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Hypotheéses 2.12 (Métamatériaux diélectriques tensoriels (1.1)). Supposons que les hy-
pothéses (BT1), (BT2) et (BT3) sont vérifiées et remplagons (BT4) par :
(DT4) Les constantes de couplages & et ¢ sont nulles et il existe deuz fonctions a., a, :
C x Q — ac(p,x), au(p,x) € C toutes deux lipschitziennes sur Q et holomorphes
sur Dq telles que :

Re {< pd(p, x)ay(p, v) X, X >} > al X%, avec 9 € {e,u}, a >0,
pour presque tout x € Q et pour tout (p, X,Y) € Dy x C3 x C3.

Hypothéses 2.13 (Métamatériaux chiraux tensoriels (1.3)).
(CT1) e(p,x), u(p,x) et B(p,x) sont holomorphes sur Dy pour presque tout x € .
(CT2) e(p,x), u(p,x) et B(p,x) appartiennent a L>°(Q) pour tout p € Dy. De plus

det [p25(p,:c),u(p, :1:)] det M # 0,

pour presque tout x € €, o Mv(p, x) = (]Ig + p%B(p, 2)e(p, ) B(p, ) u(p, :1:))_1.
(CT3) Il existe py € Dy et o > 0 tels que l'inégalité suivante soit satisfaite :

Re {< poM(po, 2)e(po, #) X, X > + < poM(po, z)p(po, )Y, Y >}
+Re { < 3B (po, x)e(po, ) M(po, @) u(po, 2)Y, X >}
~Re { < pEM(po. 2)3(po, ) (o, D)z (po. )X ¥ >} > al(|X]? + |Y]2),
pour presque tout © € Q0 et pour tout X,Y € C3.

(CT4) 1l existe une fonction a :€ C x Q — a(p,z) € C, lipschitzienne sur Q et
holomorphe sur Dy et a > 0, une constante, telles que :

Re {< pa(p,x)ﬁ/lv(p,x)g(p,x)X,Y > + < pa(p, z)M(p, z)u(p, z)Y,Y >}
+Re {< p*a(p, ) B(p, x)e(p, ) M(p, ) u(p, 2)Y, X >}
~Re {< palp, ) M(p, )8, 2)ulp, 2)e(p, )X, ¥ >} = al| X2+ Y ),

pour presque tout x € Q et pour tout (p, X,Y) € Dy x C3 x C3. Ci-dessus, on a
, -1
noté M(p,z) = (I3 + p*B(p, =) u(p, ) B(p, x)e(p, v))

Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréeme 2.14. Supposons que les hypotheéses 2.11 (respectivement 2.12 ou 2.13) soient
vérifices. Alors, pour tout (j,m) € L*(Q)? x L*(Q)? les équations de Mazwell (1.5) (res-
pectivement (1.1) ou (1.3)) admettent une unique solution pour tout p € Dy\S ot S C Dy
est un sous-ensemble discret, localement fini et éventuellement vide de Dy. La solution est
de plus continue par rapport aux termes sources :

() e =@ ()

ot C(p) > 0 est une constante. Enfin Uapplication p € Do\ S — (e(p,.), h(p,.)) € L*(Q)°
est holomorphe.

Vp € Do\S,

9

L2 (Q)G

La démonstration du théoreme 2.14 est donnée dans une section & part (voir sec-
tion 2.2.2.1) et utilise des lemmes intermédiaires. Les preuves de ces derniers sont réalisées
dans la section 2.2.2.2.
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2.2.2.1 Démonstration du théoréme 2.14

Nous nous contentons de résoudre le systéme (1.5) pour un opérateur de multiplication
K (p,z) vérifiant les hypotheses (BT'1), (B12), (BT3) et (BT4) ou (DT4). Le cas de
métamatériaux vérifiant (CT1), (CT2), (CT3) et (CT4) peut étre fait exactement de la
meéme maniere. La démonstration suit le schéma présenté dans la section 2.1.

I - REFORMULATION DE (2.7) EN 2 SYSTEMES COUPLES.

Soit la décomposition de Hodge [28] suivante :
L2(Q)® x L*(Q)3 = (H(div0, Q))? @ grad(HL (Q))?, (2.13)

ot H(div0,) = {v e L2 (@) | divo = 0}. Soient Ry : LA(Q)° — H(div0,Q)* et Py :
L*(Q)® — grad(HE(2))? les projections orthogonales associées a (2.13). Remarquons
que PyMu = 0 pour tout u € D(M). Cela provient du fait que QM = 0 et donc Mu €
H(div0,)? = (gradHol(Q)Q)J' par (2.13). Ainsi, en projetant le systeme (2.7), il vient :

trouver uw = Pyu + Pyu € D(M) tel que :
{ P()K(p, )(PQU + Pvu) + PoMPyu = Py f, (214)
PvK(p, )(Pvu + P()U) = Pyf.

IT - TRAITEMENT DE LA PROJECTION SUR grad(H{ (2))2.

La seconde équation de (2.14) permet d’exprimer Pyu, qui vérifie MPyu = 0, en
fonction de Pyu. Cela est effectué dans le lemme ci-dessous :

Lemme 2.15. Supposons que les hypothéses (B1), (B2), (B3) et (BT4) ou (DT4) soient
vérifiées. Alors Uopérateur PyK(p,.)Py € B (grad(Hg(2))?) est inversible, a inverse
borné, pour tout p € Do\ Sy ou Sy est un ensemble discret, localement fini et éventuellement
vide de Dg. De plus, l'application

p € Do\So — (PyK(p,.)Py)~! € B (grad(H3(2))?),

est holomorphe.

La démonstration du lemme étant technique, elle est donnée a la suite de la preuve
du théoreme dans la section 2.2.2.2.

IIT - ECRITURE D’UN PROBLEME VERIFIE PAR LA PROJECTION SUR H (div0, Q)2.

Par le lemme 2.15, on peut réecrire la seconde équation de (2.14) comme suit :
Pou= (PyK(p,.)Pg)"" [Pof = PeK(p,-)Poul

En reportant cette expression dans la premiere équation de (2.14) il vient que, pour trouver
Pyu, on doit résoudre le probleme suivant :

trouver Pou € D(M) N H(div0,Q)? tel que :

B(p,.)Pou+ PoMPyu = f(p). (2.15)
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ou le second membre est défini, pour tout p dans Dy \ Sy, par :
f(p,.) = Pof = RK(p, )Py (PeK(p,.)Py) ™" Pof € H(div0, 2%,
et B(p) est un opérateur borné donné par :

B(p,.) = RyK(p,.)Py — P K (p,.)Py(PyK(p,.)Py) ' Py K (p,.) Py € B (H(div0,Q)?).

IV - RESOLUTION FINALE PAR THEORIE DE FREDHOLM ANALYTIQUE.

Suite aux hypotheses (BT'1), (BT2) et le lemme 2.15, f(p) et B(p) définissent des
applications holomorphes sur Dy & valeur dans H(div0,Q)? et dans B (H (divO0, Q)Z) res-
pectivement.

Soit maintenant M la restriction de M & I'ensemble (H (div0,$))2. Ainsi, trouver Pyu so-
lution de (2.15) revient a inverser la famille holomorphe sur Dy (par (BT'1) et (BT2))
d’opérateurs fermés de (H(div0,Q))? ci-dessous

(B(p, ) + M, (H(div0, Q)% N D(M)) .

Afin de récupérer de la compacité sur la résolvante de I\7JI, on considere l'inégalité de
Majda [65] suivante :

Vu € D(M) N (H(div,Q))?,
[ull grrye < C {HuHLzm)e + [[Mul| 126 + HQuHLQ(me} : (2.16)

L’inégalité (2.16), la compacité de I'injection de H'(2) dans L?(f2), et la maximale mono-
tonie de (M, D(M)) entrainent que <B(p, ) + M, (H(div0,2))2N D(M)) est holomorphe
sur D\ Sy et possede une résolvante compacte ainsi qu’un ensemble résolvant non-vide
pour tout p € Do\ Sy. Par (BT3), il existe pg tel que K (pg, x) est coercif pour presque tout
r € Q. De ce fait, I'équation (2.7) est bien posée pour p = pg. Les deux problemes (2.7)
et (2.15) étant équivalents, il suit que B(po, .) +M est inversible sur (H (div0, 2))2ND(M).
Enfin, en utilisant le théoreme A.7 (alternative de Fredholm analytique), il vient que
B(p,.)+M est inversible sur (H(div0,))2ND(M) pour tout p € Do\ S avec S = So | 51,
ou S; est un sous-ensemble discret, localement fini et éventuellement vide de Dy\Sp.

N\ -1
Remarquons que 'opérateur (B (p,.) —i—M) est un élément de B(H(div0,)?) et

que Papplication p € Dy\S — <B (p,.) + M) ' est holomorphe. Il en est donc de méme
pour lapplication p — Pyu(p,.). Le lemme 2.15 montre que lapplication p — Pyu(p,.)
est holomorphe et ainsi I'application p € Do\S — u(p,.) = Pyu(p,.)+ Pou(p,.) € L?(2)°
est elle aussi holomorphe.

Finalement, en utilisant le fait que les inverses des opérateurs B(p,.) + M et Pg K (p,.) Py
sont bornés, on obtient que la solution de (2.7) est continue par rapport aux termes
sources :

[u(p, -)”L?(Q)G < [[Peu(p, ~)||L2(Q)6 + || Pou(p, -)HL?(Q)6 <C(p) ||f||L2(Q)6 )

ou C'(p) > 0 est une constante.
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2.2.2.2 Démonstration du lemme 2.15

Nous commengons par démontrer le lemme lorsque les hypotheses (BT1), (BT2),
(BT3) et (BT4) sont vérifiées. Le cas particulier ou (DT4) au lieu de (BT4) est vérifiée
est traité ensuite.

Cas des milieux bi-anisotropiques vérifiant les hypothéses (2.11).

L’inversion, sur grad(H}(2))?, de opérateur Py K (p,.)Py se rameéne a résoudre le
probleme :
trouver ¢ € HE(Q)? tel que pour tout v € H}(2)? :

/Q <K(p, IE)GQD,@> dr =< h,v > H-1(Q)2x HY ()25 (2.17)

ot h est un élement de H~1(Q)% et Gy = (—V1, —V2)T pour p = (¢1,92)" € HI(Q)2.
L’équation (2.17) est équivalente a une équation aux dérivées partielles du second ordre :

trouver ¢ € HE(Q)? tel que :
—Q(K(p,.)Ge(p,z)) = h.

Remarquons que la partie principale de l'opérateur a inverser pour résoudre (2.18) peut
ne pas étre coercive pour certains p € Dy. C’est pourquoi nous introduisons le changement
d’inconnue :

(2.18)

o(p,-) = alp, )Y(p,.), (2.19)

ou a est donnée par (BT4). En reportant (2.19) dans (2.18), il vient

trouver 1 € H(Q)? tel que :

— o alw. - Y1(p,x)Va(p,z) \\ _ (2.20)
S0 i= ~QK (.9) (alp. G () + (10 DTU ) )) .

L’hypothese (BT4) assure alors que l'opérateur de multiplication a(p,.)K (p,.) est coercif
pour tout p € Dy impliquant que la partie principale de (2.20) est coercive. L’application
a(p,.) est de plus holomorphe sur Dy pour presque tout x € €2 et lipschitzienne sur Q
pour tout p € Dy. Le théoreme de Rademacher assure donc que Va(p,.) € L*(Q2). Ainsi,
la famille (en p € Dy) d’opérateurs S(p) : Hi(Q)? — H~1(2)? est une famille holomorphe
d’opérateurs fermés de H ().

Supposons maintenant qu’il existe un élément A appartenant a ’ensemble résolvant de
(S(p), H} (2)?). L'injection de H{ (2) dans H () étant compacte, il suit que la résolvante
de S(p) définie un opérateur compact de H~1(2)2. Par conséquent, résoudre (2.20) revient
a inverser une famille holomorphe (par (BT1) et (B1'2)) d’opérateurs fermés a résolvante
compacte. Cela peut étre fait a 'aide du théoreme A.7.

Il ne reste donc plus qu’a prouver que I’ensemble résolvant de (S(p), H&(Q)Q) est non-vide
pour tout p € Dy et a trouver un élément de Dy pour lequel le probleme (2.20) est bien
posé.
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Soit A € C et Ap(t,v) la forme bilinéaire définie, pour tout 1, v € HE(Q)?, par :

Ap(1),v) _/Q<K(p,x)a(p,x)(@w,(@v> + <K(p, ) ( Z;Ezggzgg ) ,Gv> da.

Par (BT4) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :

Re(Ay(0)) + Re(Y) [ [6Pde > ]| G Isa) +Re() 61y
=2 [|[K(p,.)Ga(p, -)HLOO(Q) ”1/1HL2(Q)2 HG¢||L2(Q)2 :
L’inégalité d’Young ab < £a?/2 + b%/(2€) appliquée au terme 191 1202 G| 22 avec
&= a/(? 1K (p, .)Ga(p, .)||LOQ(Q)) entraine alors :

(0%
p,)Ga(p, )|l e ()
1K (p, )Galp, )| oo (o) 2
Y1 7202 -

1GYl 20 1Vl 2 < Al IGY 1720

En regroupant les calculs ci-dessus, on obtient enfin ’estimation :

1K (p, )Galp, -)H%OO(Q))

Re(Ap(ib,@D))ﬂLRe(/\)/QI%deﬂ: > (Re(/\) 117202

o 2
T g 1G22 -

Ainsi, pour A € C possédant une partie réelle assez grande, le lemme de Lax-Milgram
entraine que Popérateur (S(p) + A) est inversible sur H{ () et ainsi Pensemble résolvant
de (S(p), H}(22)?) est non-vide pour tout p € Dy.

Il reste donc a trouver un élément de Dy tel que (2.20) soit bien posée. En prenant le py
défini par I'hypothese (BT'3), il vient que I’équation (2.17) est bien posée. Le changement
d’inconnue inverse (2.19) implique alors que (2.20) admet une unique solution pour p = py.
La famille holomorphe d’opérateurs fermés (S(p), Hj(€2)?) est donc inversible pour tout
p € Do\Sp ot Sp est un sous-ensemble discret, localement fini et éventuellement vide de
Dy.

Enfin, 'opérateur S(p)~! appartient & B(H ~1(Q)%, H}(Q)?) est holomorphe sur Dy\ Sy par
le théoréme A.5 qui s’applique car Papplication p € Dy — S(p) € B(H(Q)?, H~1(Q)?)
est holomorphe par (BT'1) et (BT2).

Par ce qui précéde, les problemes (2.20) et (2.17) sont équivalents. Ainsi le caractere
bien posé de (2.20) entraine I'inversibilité de 'opérateur Py K (p,.) Py sur (grad(H}(€)))?
pour tout p € D\ Sp. Le théoréme du graphe fermé montre alors que

(PoK(p, ) Py) " € B (grad (H}(©2))?)

Enfin, p € Dy \ Sy — (PvK(p,.)Py)" ' € B (grad(H}(€2))?) est holomorphe par le
théoreme A.5 et le fait que Papplication p € Dy — Py K (p,.)Py € B (grad(Hol(Q))Q) est
holomorphe par (BT'1) et (BT2).




2.3. RESULTATS D’EXISTENCE ET D’UNICITE POUR L’ACOUSTIQUE 79

Cas des milieux diélectriques vérifiant les hypotheses (2.12).

On suppose que (DT4) est vérifiée au lieu de (BT4), 'opérateur de multiplication
K (p, z) est la matrice (1.19) qui est diagonale par blocs avec K (p, z) = pdiag [e(p, x), u(p, z)].
De ce fait, I’équation (2.17) est réduite a :

trouver ¢ € HE(Q) tel que :
—div (pd(p, z)Vy) = hy,

oit hy € H=1(Q) et ¥ € {e, u}. Les parties principales des opérateurs ci-dessus n’étant pas
coercives pour tout p, nous introduisons les changements d’inconnues

Soﬂ(pa ) = aﬁ(pv )wﬂ(]% ')a
ou les fonctions ay sont données dans (D7T'4). On obtient alors :

trouver ¢ € HE(Q) tel que :
—div (p’ﬂ(p, x)aﬂ(pa $)v¢19(p7 'I)) —div (pﬁ(pa $)¢ﬁ(pa x)Vag(p, l‘)) = hy, dans Q.

A partir de 1a, 'existence et 'unicité des 1y peuvent étre démontrées exactement comme
ci-dessus. Il faut toutefois appliquer deux fois le théoreme A.7 (une fois pour ¥ = € et une
autre pour ¥ = p).

2.3 Résultats d’existence et d’unicité pour I’acoustique

On présente maintenant des résultats d’existence et d’unicité pour le systeme de
Pacoustique (1.7) en présence de métamatériaux homogénéisés. On commence par donner
un théoreme ainsi qu’un corollaire permettant de traiter la cas de matériaux a parametres
physiques scalaires. Le cas de milieux dont les indices sont tensoriels est ensuite étudié.

2.3.1 Métamatériaux acoustiques a indices scalaires
Nous considérons ici le systeme de 1'acoustique (1.7) en présence de métamatériaux

caractérisés par des modules de masses scalaires et vérifiant les hypotheses suivantes :

Hypothéses 2.16 (Métamatériaux acoustiques scalaires).
(A1) I'(p,x) et n(p,x) sont holomorphes sur Do pour presque tout x € Q.
(A2) (T(p,z),n(p,x)) € Lip(2,C) x L*(Q) sont inversibles pour tout p € Dy.
(A3) Il existe pg € Do et a > 0 tels que :
Re {< pol'(po, 2) X, X >} + |z[*Re(pon(po, ) > a(|X[* + |2]%),

pour tout (X,z) € C* x C et pour presque tout x € €.

Nous avons le résultat suivant.
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Théoreme 2.17. Supposons que les hypothéses 2.16 soient vérifices et que
L(p,z) =1, VY(p,x) € Dy x 0N

Alors, pour tout f € L*(Q)*, I’équation (1.7) est bien posée pour tout p € Dg\ (S U{0})
o S C Dy est un sous-ensemble discret, localement fini et eventuellement vide de Dqy. La
solution p € Do\S —— (u(p,.), p(p,.)) € L*(Q)* est de plus holomorphe et continue par
rapport aux termes sources :

(s

ot C(p) > 0 est une constante.

< CP) Ifll 2 s
L2(Q)4

Remarque 2.18. Concernant U’hypothése T'|gq = 1. Cette valeur est liée au choiz des
conditions aux limites sur 02 qui interviennent dans la décomposition de Hodge utilisée
pour démontrer le théoréeme 2.17. On peut remplacer 1 par n’importe quelle constante
C' réelle positive. Dans ce cas, les nouvelles inconnues (v, p) vérifient la condition aux
limites :

p(p,z) + Az) (Cv(p,z),v) =0, x € ON.

Nous devons alors résoudre le probleme (2.21) ou le domaine D(W) de l'opérateur W est
remplacé par ’ensemble :

D(W) = {(v,p) € H(div,Q) x H(Q) | p(z) + CA(z) (u(z),v) =0, z € 9Q} .

La démonstration est alors exactement la méme car 'opérateur (W,ﬁ(W)) est mazximal
monotone.

Notons finalement que cette hypothése est physique dans la mesure ou le métamatériau est
supposé inclus dans un milieu classique vérifiant I'(p,.)|oq > 0 pour tout p.

Pour des milieux a indices scalaires dont les parametres ne vérifient pas de condition
additionnelle sur 0f2, nous avons le corollaire (plus restrictif) qui suit.

Corollaire 2.19. Supposons que I'(p,x) € C pour tout (p,x) € Dy x Q, I'(p,.) € Lip(Q)
et que les points (Al), (A2) et (A3) de Uhypothése 2.16 soient vérifies. Supposons de
plus que l'impédance définissant les conditions auz limites vérifie X = 0 (conditions de
Dirichlet). On a alors les mémes conclusions que celles du théoréme 2.17.

Les démonstrations du théoreme 2.17 et du corollaire 2.19 sont données, respective-
ment, dans les sections 2.3.1.1 et 2.3.1.2.

2.3.1.1 Démonstration du théoréme 2.17

Nous suivons une fois de plus les lignes directrices introduites dans la section 2.1.
On commence ainsi par réécrire le systeme de l'acoustique (1.7) dans le formalisme des
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systemes de Friedrichs :

trouver (u, p) € Hyy tel que :
(K(p,x) + W) ( Z > = f(x), = € Q, (2.21)
p(p,x) + Az) (u(p,x),v) =0, z € 09,

ot f € L2(Q)* et K(p,x) est donné dans (1.23). L'opérateur W est défini par W =
O3x3 —V . .

< div 0 > et son domaine par :

D(W) = {(u,p) € H(div,Q) x H(Q) | p(z) + Nz) (u(z),v) =0, = € 0Q},

ou 'impédance A vérifie Re(A) > 0. Remarquons enfin, par le théoreme 1.9, que l'opérateur
(W, D(W)) est maximal monotone.

I - REFORMULATION DE (2.21) EN 2 SYSTEMES COUPLES.

Considérons tout d’abord le changement d’inconnue

uw = a(p,.)v avec a(p, z) = (D(p,z)) .

Comme T'(p,.) € Lip(Q) et T(p,.)|sq = 1 pour tout p € Dy, il vient (v,p) € D(W). Les
nouvelles inconnues vérifient donc I’équation :

trouver (v, p) € D(W) tel que :
pv p733) - V,O(p,.%) = f1($)7 pour x € Qa (2 22)
a Y(p,x)pn(p,x)p(p,z) + a(p,z)~' < Va(p,z),v(p,z) > ‘
—div(v(p, x)) = a~*(p, x) f2(x), pour z € Q.

Comme T'(p,.) € Lip(Q2) est inversible pour tout p € Dy, le théoreme de Rademacher
montre que Va(p,x) appartient & L>(Q2) et donc 1’équation (2.22) peut encore se mettre
sous la forme du systeme de Friedrichs (2.21) ou l'opérateur de multiplication est défini
ci-dessous :

~ _ ([ Dl3 0 0 4
K(p,z) = ( aY(p, ) (Va(p,z), 1) pa~(p,z)n(p, ) > € L>(Q,Hom(C?)).

Notons, par (Al), que K (p, ) est holomorphe sur Dy pour presque tout = de €.
Considérons maintenant la décompositon de Hodge (voir [17] p. 54, théoréme 10) sui-
vante :

12(9)° = gradH'(9) & (V x V), (2.23)

ot V = {U € H(curl,Q) | divl =0, v x ¥|yq = 0}. On a donc la décomposition ortho-
gonale de L?(2)* ci-dessous :

L2(9)* = (grad H'(©) x LA(@) & (V x V x {0}) .

Soient Py : L2(Q)® — V x V et Py : L2(Q)5 — grad H'(Q) les projections orthogonales
associées & (2.23). Notons que divV x ® = 0 pour tout ® € C°(£2,C?) d’ot1 on tire, pour
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tout ¢ € H*(Q), que PyV® = 0. En projetant I’équation vectorielle de (2.21) il vient alors
le systeme équivalent :

trouver (v, p) = (Pov + Pyv, p) € D(W) tel que :
pPyv = Pyf1, x € Q,
pPyv —Vp= Pyfi, v €, (224)
a”!(p,2)pn(p, )p(p, =) + a(p,») "' < Va(p, x),v(p,z) >
—div(Pyv) = a Y(p, z) fo(z), = € Q.

IT - TRAITEMENT DE LA PROJECTION SUR ((V X 17) X {0}).

A partir de la décomposition (v, p) = (Pyv,p) + (Pyv,0) et le fait que (Pyw,0) €
(V X ‘7) x {0} on remarque que W(Pyv,0)T = 0. On va alors chercher & exprimer cette
partie du noyau de W en fonction de Pyv. Pour ce faire il suffit d’utiliser la premiere
équation de (2.24) :
p

I11 - PROBLEME VERIFIE PAR LA PROJECTION SUR (gradH'(Q2) x L?(Q)).

La composante Pyv vérifie le systéeme suivant :

trouwver (Pgv,p) € {(w,p) € D(W) |w € gradH* ()3} tel que :

~ P 2.25
(B(p,-)JrW)( VU>=g, (2.25)
p
olt W = O3x3 -V est un opérateur fermé de domaine
—divPy 0

D(W) = {(v,p) € D(W) |v € gradH" ()"} .

Le second membre, g € gradH'(Q) x L?(€2), est de plus donné par

B Py fi
900 =\ ap) 1 1o - alp) (Vae), LRos) )

Enfin, I'opérateur de multiplication B(p) € B (L*(Q)*) est défini ci-dessous :

_ ([ pPy 0
B(p) = ( a(p)~  (Va(p),I) a(p) ‘pn(p) ) '

IV - RESOLUTION FINALE PAR THEORIE DE FREDHOLM ANALYTIQUE.

Considérons I'inégalité de Majda [65] :
,p) € D(W) N (H(curl, Q) x L*(Q)),

H( o =G (2

+ [V x UHL2(Q)3> - (2.26)
L2(Q)4
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Alors, comme V X Vo = 0 pour tout ¢ € C(f), l'inégalité (2.26) montre que la
résolvante de 'opérateur (W,D(W)) est compacte. De plus, les hypotheses (A1) et (A2)
entrainent que les fonctions p € Do \ {0} — B(p) € B (L*(Q)*) et p € Do\ {0} — g(p) €
grad H(Q2) x L%(Q) sont holomorphes. Ainsi, résoudre (2.25) revient & inverser la famille
holomorphe, sur p € Dy \ {0}, d’opérateurs fermés, a résolvante compacte, donnée par
(B(p, ) +W,D(W)>.

La maximale monotonie de (W, D(W)) et ’équivalence entre (2.21) et le probleme pro-
jeté (2.24) assurent que l’ensemble résolvant de cette famille holomorphe est non-vide
pour tout p € Dy \ {0}. Nous pouvons ainsi utiliser la théorie de Fredholm analytique
(théoreme A.7).

Par (A3), il existe pg € Dy \ {0} tel que K (po,.) est coercif. Le probleme (2.21) est donc
bien posé. L’équivalence entre les problemes (2.21) et (2.24) implique alors l'inversibilité
de B(po,.) + W sur son domaine D(W) Ainsi, Vopérateur B(p,.) + W est inversible sur
D(W) pour tout p € (Do \ {0})\S ot S est un sous-ensemble discret, localement fini et
éventuellement vide de Dy \ {0}.

Remarquons enfin, par le théoreme A.5, que 'application
o\ -1
p€ DO\ (SU{0}) — (B(p,.) + W) € B(gradH'(2) x LA(Q)) ,
est holomorphe. Il en est ainsi de méme pour

p € Do\ (S U{0}) = (v(p), p(p)) = (Pyv(p) + Fov(p), p(p)) € L*(Q)".

En utilisant maintenant le changement inverse d’inconnue u(p,.) = a(p,.)v(p,.) et le fait

que I'(p, .) € Lip(2) on obtient I'estimation :

(n)

Vp € Do\ (SU{0}),

< CO) 1 fllL2 @y s
L2(Q)4

ou C'(p) > 0 est une constante.

2.3.1.2 Démonstration du corollaire 2.19

Le fait que A = 0 entraine que 'on n’a pas besoin d’imposer I'(p,.)|sq = 1, pour
tout p € Dy. Cette condition permet en fait de conserver les propriétés de l'opérateur
(W, D(W)) apres avoir fait le changement d’inconnue u = a(p, .)v avec a(p, ) = I'(p, ).
En effet, le couple (p,v) vérifie alors la condition limite :

p(p,x) + Az) (a(p, z)v(p,x),v) =0, x € ON.

Lorsque A = 0, (p,v) vérifie p|sq = 0 qui est encore une condition maximale positive pour
W qui ne fait plus intervenir les valeurs de la fonction a(p,.) sur le bord.
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2.3.2 Métamatériaux acoustiques a indice tensoriel

Nous résolvons ici le systeme de 'acoustique (1.7) en présence de métamatériaux
caractérisés par des modules de masses pouvant étre tensoriels et vérifiant les hypothéses
suivantes :

Hypothéses 2.20 (Métamatériaux acoustiques tensoriels).
(AT1) T'(p,x) et n(p,x) sont holomorphes sur Dy pour presque tout x € Q.
(AT2) (T(p,x),n(p,z)) € L*(,Hom(C?)) x L>®(Q) et sont inversibles pour tout
p € Dy.
(ATS3) Il existe pg € Dy et o > 0 tels que :

Re {< pol'(po, 2) X, X >} + |2[*Re(pon(po, ) > a(|X[* + |2]%),

pour tout (X,z) € C? x C et pour presque tout x € Q.
(AT4) 1l existe a : C x Q +— a(p,x) € C, lipschitzienne sur Q0 et holomorphe sur Dy
telle que :
Re(T(p,z)a(p,z)X,X) > ol X%,

pouT presque tout x € Q et pour tout (p,X) € Do x C3. Cette fonction vérifie de
plus a(p,.)|oq = 1 pour tout p € Dy.

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.21. Supposons que les hypothéses 2.20 soient vérifiées. Alors, pour tout
f € L)%, I"équation (1.7) est bien posée pour tout p € Do\ (SU{0}) ou S C Dy
est un sous-ensemble discret, localement fini et eventuellement vide de Dy. La solution
p € Do\S — (u(p,.),p(p,.)) € L*(Q)* est de plus holomorphe et continue par rapport
aur termes sources : H ( >

ot C(p) > 0 est une constante.

C) [1f1l L2

L2(Q)4

La démonstration du théoreme 2.21 est donnée dans la section 2.3.2.1. Elle fait appel
a des résultats intermédiaires démontrés dans la section 2.3.2.2.
Remarque 2.22.

1. Sur Uhypothése algpq = 1. On peut en fait remplacer 1 par n’importe qu’elle constante
C' réelle positive (voir aussi la remarque 2.18).

2. L’hypothese la plus génarale sur la fonction a(p,z) sous laquelle le théoréme 2.21
reste vrai est : a(p,.)|oq est indépendant de p et

Re (a(p,z)\(z)) >0, Y(p,x) € Dy x ON.

3. Lorsque X = 0, on n’a plus besoin d’hypothéses sur la trace sur OS2 de la fonction

a(p,x).
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2.3.2.1 Démonstration du théoréme 2.21

Tout comme pour le cas scalaire, nous allons suivre la présentation donnée en sec-
tion 2.1. On reprend les notations de la démonstration du théoréme 2.17 pour les applica-
tions Py, Py et pour 'espace V.

I - REFORMULATION DE (2.21) EN 2 SYSTEMES COUPLES.

Soit le changement d’inconnue

u = a(p,.)v,

ot a(p, z) est donné dans (AT4). L’hypothese a(p,.)|sq = 1 et le fait que a(p,.) € Lip(Q)
entrainent alors que (v, p) € D(W). Les nouvelles inconnues vérifient de plus le systéme :

trouver (v, p) € D(W) tel que :
pl—‘(pa ')a(pa $)U(p, ‘T) - V,O(p, l’) = f1($)7 pour r € Q, (2 27)
a~ (p, x)pn(p, x)p(p, ) + a(p, )" < Va(p, z),v(p,x) > '
—div(v(p, z)) = a~Y(p, z) f2(x), pour z € Q.

Remarquons, par (AT4) et le théoreme de Rademacher, que Va(p, z) appartient a L ()
et donc l'équation (2.27) peut encore se mettre sous la forme d’un systéeme de Frie-
drichs (2.21) avec l'opérateur de multiplication :

1 — (p,:r)a( ) 0 o0 om 4
B0 = (200 S el ey ) &5 @ Tom(EY),

Par (AT1), K (p, ) est holomorphe sur Dy pour presque tout z de €.
On utilise maintenant la décompositon de Hodge (2.23). En projetant 1’équation vectorielle
de (2.21), il vient le systéeme équivalent :

trouver (v, p) = (Pov + Pyv, p) € D(W) tel que :
POPF(I% l’)a(p, 'x)PO/U + POPF(p7 CC)CL(p, .’L‘)Pv’U = P0f17 T E Qa
PypT'(p, x)a(p, z)Pyv + Pypl'(p, z)a(p,x)Pov — Vp = Py fi, x € Q, (2.28)
a™(p, z)pn(p, 2)p(p, ) + a(p,z) " < Va(p, ), v(p, z) >
—div(Pgv) = a”Y(p,z) fo(z), = € Q.

IT - TRAITEMENT DE LA PROJECTION SUR ((V X 17) X {0}).

Pour trouver Pyv en fonction de Pyv, nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.23. L’opérateur PopI'(p,.)a(p,.)Po € B (V X Y7) est inversible, a inverse borné,

pour tout p € Do\ {0} et lapplication p € Do\{0} — (Popl'(p,.)a(p,.)Py)~' € B <V X 17>
est holomorphe.

I1I - PROBLEME VERIFIE PAR LA PROJECTION SUR (gradH'(Q) x L*(1)).
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Par le lemme 2.23, on peut réecrire la premiére équation de (2.28) comme suit :

Pyv = (PopT(p, )a(p, ) Po) ™" (Pofi — PopT(p, -)a(p, .) Pyv) , ¥p € Do\ {0}.

En reportant Pyv dans (2.28), on obtient le probleme :

trouver (w,p) € D(W) tel que :

(B(p,)+W) ( ; > _ 4 (2.29)

N e O3x3 =V
Ouw_vaetW_<—diVPv 0

{(v,p) € D(W) |v € gradH' ()3} . Le second membre, g € gradH*(2) x L*(2), est de
plus donné par

= Pvpf( > (p) Py (PopT(p)a(p) Po) ™" Pofy
9(p) = a(p)” 1fQ —a(p -1 <Va , (PopT'( p)a(p)Po)il P0f1>
)

) est un opérateur fermé de domaine D(W) =

Enfin, 'opérateur de multiplication B(p) € B (L*(Q)*) est défini ci-dessous :

B(p) =
PypT(p)a(p) Py — Pypl(p)a(p) Po (PopT (p)a(p)Po) ™" PopT (p)a(p) Py 0
a(p)~ (Va(p),1 — (Pl (p)a(p) Po) " PopT (p)a(p) P a(p)~'pn(p) )

IV - RESOLUTION FINALE PAR THEORIE DE FREDHOLM ANALYTIQUE.

L’inégalité de Majda (2.26) montre que la résolvante de 'opérateur (W,D(W)) est
compacte. Les hypotheses (AT'1) et (AT2) ainsi que lemme 2.23 entrainent que les fonc-
tions p € Do\ {0} — B(p) € B (L*()*) et p € Do\ {0} — g(p) € gradH'(2) x L?() sont
holomorphes. Ainsi, résoudre (2.29) revient a inverser la famille holomorphe, sur Dy \ {0},
d’opérateurs fermés, a résolvante compacte, donnée par (B (p,.) + W, D(W))
L’inversibilité de 'opérateur B(p, .) +W sur D(W) pour tout p € (D \ {0}) \\S ot S est un
sous-ensemble discret, localement fini et éventuellement vide de Dy \ {0} se démontre de la
méme maniere que dans le cas des milieux scalaires (voir démonstration du théoreme 2.17).

Enfin, remarquons que 'application
-1
p € Do\ (SU{0}) — (B(p, )+ W) € B (grad H'(Q) x L2(Q2))

est holomorphe. Le lemme 2.23 montre que I'application p € Dy \ S — (Pov(p), p(p)) €
D(W) est holomorphe et il en est ainsi de méme pour

p € Do\ (SU{0}) — (v(p), p(p)) = (Pyv(p) + Pov(p), p(p)) € L*(Q)*.

En utilisant maintenant le changement inverse d’inconnue u(p,.) = a(p,.)v(p,.) et le fait
que a(p,.) € Lip(Q, C), on obtient 'estimation :
u(p, .
wepasup, (40| < Co) Il

L2(Q)4

ou C'(p) > 0 est une constante.
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2.3.2.2 Démonstration du lemme 2.23

Le reste de la section est dédié a la démonstration du lemme ci-dessus. Nous com-
mencons par donner un résultat intermédiaire dont la démonstration peut aussi étre
trouvée dans [39].

Lemme 2.24. [] existe une constante C > 0 dépendante uniquement de ) telle que :

12| 25 < C IV % @[ 25 » pour tout & € V. (2.30)

Démonstration. L’inégalité (2.30) est établie par contradiction. Soit donc (@), C V
une suite vérifiant [ ®p[ 2y = 1 et [|[V X ®p[12gys < 1/n. Considérons I'inégalité sui-
vante [28, 65] :

1] 1 (s < C{H‘I’||L2(Q)3 IV X @[ 2(qys + ||diV(‘I’)||L2(Q)} VB EV. (2.31)

L’inégalité (2.31) montre que (®,), est bornée dans H' et donc admet une sous-suite
fortement convergente dans L2(Q)3 vers &y € H'(Q2)3. Comme ®,, € V, pour tout n,
il suit div®y = 0 au sens des distributions et v x ®q,, = 0 dans H_%(89)3. De plus,
IV x @, L2 < % d’ott il vient V x @5 = 0. Considérons maintenant la décomposition
de Hodge ([28] p.353) :

L*(Q)3 = Hy(curl0, Q) & H(div0, ),
ot Ho(curl0, Q) = {v e L*(Q)? | Vxv=0, dans Q, v x v =0, sur Q}. On en déduit

ainsi que @y appartient a la fois & Hy(curl0, ) et & H(div0, ) impliquant &y = 0 et
contredisant le fait que [[®o[[;2gs = 1. ®

Démonstration du lemme 2.23. L’inversion de PypI'(p)a(p)P, sur V x V revient a
résoudre : ~ B
trouver ® € V tel que pour tout ¥ € V :

2.32
/Q<pF(p)a(p)V X O,V x U)de =<h,¥ >z, v, (2:32)

ol h appartient a % (Pensemble des formes linéaires sur X~/) Une intégration par parties, en
utilisant les conditions aux limites, entraine que ® est solution du probleme aux limites :

trouver ® € V tel que :
h
V x I'(p,z)a(p,z)V x & = — sur Q
b
v X ®|pq = 0 sur 01,

L’inégalité (2.31) assure que l’ensemble V est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni
de la norme H'(Q)3. La coercivité de la forme bilinéaire issue de (2.32) est alors une
conséquence du lemme 2.24. Le lemme de Lax-Milgram et (A7'4) entrainent alors que (2.32)
est bien posé. On obtient donc l'inversibilité de PypI'(p)a(p) Py, pour tout p € Do\ {0}, sur
V x V grace a I'hypothese (A4). Enfin, ’holomorphie de p € Dy — (PopI'(p)a(p)Py) " €
B (V X Y7) provient des hypotheses (AT'1) et (AT2) et du théoreme A.5. m
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2.4 Résultats d’existence et d’unicité pour I’élasticité linéaire

On présente ici des résultats d’existence et d’unicité pour l'élasticité linéaire (1.24)
lorsque des métamatériaux homogénéisés sont considérés. Comme pour I’électromagnétisme
et I'acoustique, on donne tout d’abord des résultats concernant les milieux a parametres
physiques scalaires (section 2.4.1) et ensuite pour ceux dont les indices sont tensoriels
(section 2.4.2).

2.4.1 Métamatériaux élastiques a indices scalaires

Pour étudier le probleme (1.24) en présence de métamatériaux homogénéisés a pa-
rametres physiques scalaires, les hypotheses suivantes sont considérées :

Hypotheéses 2.25 (Métamatériaux élastiques scalaires).
(E1) u(p,z)~t et (\(p,x) + u(p,x))~! sont holomorphes sur Dy pour presque tout
x € €.
(E2) (u(p,z)~ 1, (A(p,z) + p(p, x)) 1) € Lip(Q,C) x L>®(Q) pour tout p € Dy.
(E3) Il existe py dans Dy et a > 0 tels que :

Re{< pdX, X > +Re < pu” (po,2)Y,Y >}
+Re (Apo, ) + u(po, ) " 2 > a(|X [P + |V + |2,

pour presque tout x € Q et pour tout (X,Y,z) € C3 x C3 x C.

Nous avons alors le résultat suivant :

Théoreme 2.26. Supposons que les hypothéses 2.25 soient vérifiées et que :
pu(p,z) =1, ¥Y(p,x) € Dy x 0N.

Alors, pour tout F € L?*(Q)'3, I’équation (1.24) admet une unique solution pour tout
p € Do\S ou S C Dy est un sous-ensemble discret, localement fini et eventuellement
vide. La solution est de plus continue par rapport au second membre et lapplication p €
Do\S — (v(p,.),u(p,.), w(p,.)) € L2(Q)'3 est holomorphe.

Remarque 2.27. La remarque 2.18 est aussi valable pour l’élasticité linéaire. Ainsi,
concernant Uhypothése T'|gpq = 1, on peut en fait remplacer 1 par n’importe quelle constante
C réelle positive.

Comme pour le systeme de ’acoustique avec le corollaire 2.19, nous pouvons ignorer
I'hypothese sur les traces sur 92 de p(p,.) en restreignant les conditions aux limites :

Corollaire 2.28. Supposons que les hypothéses (E1), (E2) et (E3) issues de 2.25 soient
vérifiées. Supposons de plus que l'impédance définissant les conditions aux limites vérifie
A = 0 (conditions de Dirichlet). On a alors la méme conclusion que celle du théoréme 2.26.

Les preuves du théoreme 2.26 et du corollaire 2.28 sont données, respectivement, dans
les sections 2.4.1.1 et 2.4.1.2.
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2.4.1.1 Démonstration du théoréme 2.26

......

(voir aussi (1.25)) :

trouver 11 = (v1, v, v3, u1, ug, us, w) € Hg, tel que :
{ (K(p,xz) +E)II = F, dans Q, (2.33)
< (wj)]aq, v > +vv]oa — (A(x)uj)|sq = 0, sur O,

ot F € L?(2)!3 est un second membre, K (p, z) est un opérateur de multiplication, diagonal
par blocs, donné par (1.26). Enfin, opérateur E est défini par

o o0 o0 VvV 0 0 O

0o o o0 0 V 0 O

0o 0 0 0 0 V 0
E=]dv 0 0 0 O 0 0 |,

0 div.0 0 0 0 0

0 0 div 0 0 0 03

0 0 0 0 02 03 O

et admet pour domaine I’ensemble :

D(E) = {Il € H(div,Q)* x H'(Q)* x H(Q) | I|sq € ker(N(z)) } .
out N(x) est 'application linéaire définissant les conditions aux limites. Remarquons, par le
théoreme 1.10, que l'opérateur (E, D(E)) est maximal monotone et ainsi le systeme (2.33)

est bien posé pour p = pg. A partir de maintenant, nous suivons la démonstration du
théoreme 2.21 et donc le plan annoncé dans la section 2.1.

I - REFORMULATION DE (2.33) EN 2 SYSTEMES COUPLES.

On commence par effectuer les changements d’inconnues :

{ vj = p(p, ) X;, 7=1,2,3,
w = p(p,.)w.

Le fait que u(p,.)|an = 1 et que p(p,.) € Lip(Q) pour tout p € Dy entrainent que les
nouvelles inconnues (X, u,w) appartiennent & D(E). Elles vérifient de plus le probleme
suivant :

trouver (X,u,w) € D(E) tels que :
X; —Vu; = g;, dans €2, pour j = 1,2, 3,
Prup, )ty — plp, )~ (Vilp, 2), X;5) — (plp, ) 9ju(p, ) @ (2.34)
—div(X;) — 0;w = —p(p, x) "1 f;, dans Q,
(A(p,z) + pu(p, z)) "t u(p, )w — div(u) = h, dans Q.

Le théoréme de Rademacher et la régularité en = de p(p,.) montrent que Vu(p,.) €
L*>°(Q) et ainsi le probleme (2.34) peut encore se mettre sous la forme du systéeme de
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Friedrichs (2.33) avec 'opérateur de multiplication suivant :

K(p,z) =
I 0L 0L 0 0 0 0
0I5 I3 0l 0 0 0 0
0I5 0I5 I 0 0 0 0
R(p,z) 0 0 p’ulp)! 0 0 —p(p)~ 01 p(p)
0  R(pz) 0 0 p*ulp)! 0 —pu(p) ' Bapu(p)
0 0 R(px) 0 0 pup)™t  —up) T osup)
0 0 0 0 0 0 (A(p) + p(p) =" pulp)

ou R(p,z): X € C* — (—p(p,z)1 (Vu(p,z), X)) € C.

En partant de la décomposition de Hodge (2.23), on obtient la décomposition ortho-
gonale de L?(2)!3 qui suit :

L)1 = ((v X 17)4 X {0}4> ® ((gradﬂl(sz))4 X LQ(Q)4) : (2.35)

On réutilise les notations de la démonstration du théoréme 2.21. En projettant maintenant
le probleme (2.34), il vient :

trouver (X,u,w) € D(E) tels que :
PyX; = Pyg;, dans 2, pour j =1,2,3,
Py X; —Vu; = Pyg;, dans (1, pour j = 1,2, 3,
P*u(p, )" tuy — plp, )~ (Vulp, o), B X; + Py X;)
— (u(p, 2) 7' Op(p, x)) w — div(X;) — 90 = —p(p,x)~" f;, dans Q,
(Ap,x) + p(p, x)) " u(p, z)w — div(u) = h, dans €.

(2.36)

~\3
IT - TRAITEMENT DE LA PROJECTION SUR (V X V) x {0}

Le vecteur (PyXi, PyXo, PpX3,0,0,0,0) est dans le noyau de E et on peut 1’obtenir
facilement & partir du probleme (2.36). En effet :

P()Xj = POgj-

III - PROBLEME VERIFIE PAR LA PROJECTION SUR ((gradHl(Q))4 X L2(Q)4>.

La composante vivant dans l'orthogonal du noyau de E est (Py X, u,w) et elle vérifie
de plus le probleme :

trouver 11 = (Py X1, Py Xa, Py X3, uy,ug, us, w) € D(IE), tel que :

(B.)+E)1=F. (237)
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ou le second membre vaut
Pgg

F(p)=| —u(p,)f+ R(p,.)Pog | € (gradH'(Q))* x L*()*.
h

L’opérateur B(p,.) est défini a partir de 'opérateur de multiplication K (p,.) comme sa
restriction & l'ensemble (gradH 1(9))3 x L%(Q)*. C’est donc un opérateur borné et holo-
morphe sur Dy (par (E1) et (E2)). Enfin E est 'opérateur défini par :

0 0 0 VvV 0 0 0
0 0 0 0 V 0 0
N 0 0 0 0 0 V 0
E=| divPy 0 0 0 0 0 & |,
0 divhg 0 0 0 0 O
0 0 divhy 0 0 0 8
0 0 0 & 9 95 0

ayant pour domaine D(E) = D(E) N ((gradH'(Q))? x L*(Q)*).

IV - RESOLUTION FINALE PAR THEORIE DE FREDHOLM ANALYTIQUE.

En reprenant la construction du théoreme 2.7, on considere I'inégalité de Majda [65]
suivante :

VII = (UI,UQ,U3,U1, Uz, us, /&7) € D(E) N (H(CurL Q))3 X LQ(Q)47

3

I 71 s < € | 1Tl 2o + IETL 2 qys + Y IV X vjll gy | - (2:38)
j=1

Par I'inégalité ci-dessus, la résolvante de (IE,D(?E)) est compacte. Comme (E,D(E)) est

maximal monotone et B(p,.) est un opérateur borné de (gdel(Q))3 x L2(2)* pour tout
p € Dy, il suit que lensemble résolvant de B(p) + E est non vide pour tout p € Dy.
De ce fait, résoudre (2.37) revient a inverser une famille holomorphe d’opérateurs fermés
a résolvante compacte. La fin de la démonstration utilise alors la théorie de Fredholm
analytique (A.7) et est similaire & celle du théoreme 2.21.

2.4.1.2 Démonstration du corollaire 2.28

Il suffit de reprendre la démonstration du théoreme 2.26 et de remarquer que la

condition u(p,.)|aq = C, Vp € Dy, C € RT, n’est pas necessaire lorsque des conditions de
Dirichlet sont considérées.

2.4.2 Métamatériaux élastiques a indice tensoriel

Pour étudier le systeme (1.24) en présence de métamatériaux homogénéisés a indices
tensoriel, on a les hypotheses suivantes :
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Hypothéses 2.29 (Métamatériaux élastiques tensoriels).
p,x) " et p,x) 4+ p(p,x)) " sont holomorphes sur Dy pour presque tout

ET1) u Let (A u 1 hol h D

x € €.
(ET2) u(p,z)~t et (\(p,x) + p(p,x))~1 appartiennent a L>(Q) pour tout p € Dy.
(ET3) 1l existe py dans Dy et a > 0 tels que :

Re {< ng,Y > +Re < ;fl(pg,x)Y,? >}
+Re (Alpo, 2) + p(po, @) "2 > al| X2 + [V + [2),
pour tout (X,Y,2) € C3 x C3 x C et pour presque tout x € ).

(ET}) 1l existe o« > 0 et une fonction a : C x Q +— a(p,x) € C, lipschitzienne sur €2,
holomorphe sur Dy et vérifiant a(p,.)|aq = 1, telle que

Re (< pulp,x) talp,2) X, X >) > a| X2,

pour presque tout x € Q et pour tout (X, p) € C3 x Dy.

Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 2.30. Supposons que les hypothéses 2.29 soient vérifices. Alors, pour tout F €
L2(Q)'3, Iéquation (1.24) admet une unique solution pour tout p € Do\S ot S C Dy est un
sous-ensemble discret, localement fini et eventuellement vide. La solution est de plus conti-
nue par rapport au second membre et l'application p € Do\ S — (v(p,.),u(p,.), w(p,.)) €
L2()'3 est holomorphe.

Remarque 2.31. La remarque 2.22 concernant I’hypothése a(p,.)|aq = 1 est aussi valable
pour le théoréme (2.30).

2.4.2.1 Démonstration du théoréme 2.30

Nous reprenons la schéma de démonstration décrit dans la section (2.1).

I - REFORMULATION DE (2.33) EN 2 SYSTEMES COUPLES.

On commence par effectuer les changements d’inconnues suivants :

Vj = a“(pa )Xj7 ]: 17273 )
w = a(p, .)w,

Lip()) pour tout p € Dy entrainent que les nouvelles inconnues vérifient (X, u, w) € D(E
Elles sont de plus solutions du probleme :

ou a(p,x) est défini a partir de 'hypotheése (AT4). Le fait que a(p,.)|gn = 1 et a(p,.) €
).

trouver (X,u,w) € D(E) tels que :
w(p,z) " ta(p,2)X; — Vu,; = gj, dans Q, pour j =1,2,3,
p2a(p, x)_lu]' - a(p, x)_l <V(L(p, l‘)v XJ> - (a(pv l‘)_laja(p, l‘)) w (239)
—div(X;) — 0;w = —a(p,z)" ' f;, dans Q,
(M(p, x) + p(p, x)) " La(p, x)w — div(u) = h, dans Q.
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On projette alors le systeme (2.39) selon la décomposition de Hodge (2.35). On obtient le
probléme suivant :

trouver (X,u,w) € D(E) tels que :
Pop(p, )" ta(p, x)PoX; + Pop(p, x)_la(p,:c)PvXj = Pyg;, dans Q,
Pyu(p, )" 'a(p, ) Py X; + Pypu(p, ) 'a(p, x) B X; — Vu; = Pygj,
p2a(pv x)_luj - Cb(p, x)_l <va(p7 J,‘), PUXj + PVXj>
— (a(p, x)*laja(p, x)) w — div(Py X;) — 0w = —al(p, x)*lfj,
(M(p, x) + p(p, x))La(p, x)w — div(u) = h, dans Q.

(2.40)

~\3
IT - TRAITEMENT DE LA PROJECTION SUR (V X V) x {0}

En reprenant la démonstration du lemme 2.23 et en utilisant I’hypotheése (ET4), il
vient :

_ —1 _ .
PoX; = (Poplp,.) talp, )Po) " {—Pou(p,.) a(p,.)PyXj + Pogj}, pour j = 1,2,3.

Enfin, I'application p € Do — (Pou(p,.) ta(p, .)Po)f1 € B(V x ‘7) est holomorphe.

III - PROBLEME VERIFIE PAR LA PROJECTION SUR ((gradHl(Q))4 X L2(Q)4>.

La projection sur (gradHl(Q))4 x L?(Q)* vérifie le probleme :

trouver I = (Py Xy, PyXo, Py Xs,ui,uz,us,7y) € D(IE), tel que :

(Bw.)+E)I=F, (2.41)

ol F € (gradH'(€))3 x L2(Q)* est le second membre donné par

PVQ - Pvu(p’ ')_la’(p7 )PO (POM(pJ ‘)_la(p7 ')PO)_l POQ
Fip)=1 —alp,)'f+alp,.) ! <Va(p, s (Pou(p, ) Ya(p, .)PO)_1 Pog>
h

L’opérateur B(p,.) est un opérateur borné de (graud(I-Il(Q)))3 x L2(Q)* qui, par (ET'1) et
(ET?2), est de plus holomorphe sur Dy.

IV - RESOLUTION FINALE PAR THEORIE DE FREDHOLM ANALYTIQUE.

La fin de la démonstration est similaire a 1’étape 4 de celle du théoreme 2.26.

2.5 Etude de quelques exemples

Cette section est consacrée a l'illustration des résultats présentés dans ce chapitre
sur quelques exemples, issus de la littérature, dont la plupart ont été introduits dans
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la section 1.1.2. Nous commencons par les appliquer a 1’étude des équations de Max-
well en présence d’un réseau périodique de Split-Ring-Resonators (SRR) (section 2.5.1),
d’un métamatériau chiral construit a partir d'un réseau de « Q-particle resonator » (sec-
tion 2.5.2) et d’un métamatériau bi-anisotropique (section 2.5.3). Des exemples pour le
systeme de ’acoustique donnés par un métamatériau ayant un indice de réfraction négatif
ainsi que par des conditions aux limites absorbantes de type PML (Perfectly-Matched-
Layer) sont ensuite traités respectivement dans les sections 2.5.4 et 2.5.5. Un dernier
exemple est donné par un métamatériaux élastique ayant une densité de masse et un
coefficient de Lamé o négatifs (section 2.5.6).

2.5.1 Réseau périodique de Split-Ring-Resonator (SRR)

Considérons un réseau périodique de SRR inclus dans Q C R3, un ouvert connexe
borné de frontiere de classe C!. Les parametres du milieu homogénéisé sont donnés par (1.2).
Le théoréme 2.7 est alors utilisé pour étudier le systeme (1.1)-(1.2). Les hypotheses 2.5
doivent ainsi étre vérifiées :

(B1) : € et pdonnés par (1.2) dépendent de p comme des fractions rationnelles et sont donc
holomorphes sur Dy = C\Z ou Z est ’ensemble des zéros de leurs dénominateurs :

Z:{r— 2 —4f F+\/F2—4w(2)}
9 2 Y

2 i

ol nous avons choisi la détermination de la racine carrée complexe telle que /y =
i\/—y pour tout y € R™.

(B2) : Les coefficients € et p ne dépendent pas de x et définissent donc des applications
lipschitziennes sur €.

(B3) : Soit g : p € R\{0} — —p? — w? + pI' € R. Alors g atteint son maximum en
po =I'/2. Comme g(pg) > 0 il suit la validation de (B3).

Le théoreme 2.7 assure alors que les équations de Maxwell en présence d’un réseau
de SRR homogénéisé (1.1)-(1.2) sont bien posées pour tout f € H(div,)? et pour tout p
dans Dp\S ou S est un ensemble discret, localement fini et eventuellement vide de Dy.

Remarque 2.32. Le théoréme 2.1/ peut aussi s’appliquer pour étudier le probléme (1.1)-
(1.2). Il faut dans ce cas vérifier les hypothéses 2.12. La vérification des trois premiéres
est similaire o (B1), (B2) et (B3) et uniquement (DT4) reste a étre validée. Il suffit pour
cela de prendre ay(p,z) = JI(p,x) pour 9 € {6*1,;;*1} et Dy = C\Z. Le théoréme 2.1/
entraine alors lexistence et l'unicité d’une solution pour (1.1)-(1.2), pour tout f € L?(2)°
et pour tout p dans Do\S ou S est un ensemble discret, localement fini et eventuellement
vide de Dy.

Finalement, notons que S peut étre différent de S. Cela provient du fait que les théoremes 2.1/
et 2.7 assurent le caractére bien posé des équations de Maxwell en présence de métamatériaux
obtenus par homogénéisation pour des classes de seconds membres différentes.
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2.5.2 Métamatériau chiral basé sur un modele de type « (2-particle
resonator »

Nous étudions maintenant un métamatériau construit a partir d’un modele de type
« Q-particle resonator » inclus dans 2. Les caractéristiques du milieu homogénéisé sont
données dans (1.4). L’étude du systeme (1.3)-(1.4) se fait en appliquant, une fois de plus,
le théoreme 2.7. Il faut ainsi vérifier les hypotheses 2.6 :
(C1) : La permittivité, la perméabilité et la chiralité définies par (1.4) sont des fractions
rationnelles en p. L’hypothese (C1) est donc vérifiée sur C\Z pour Z = {(v £
VA —u)/2}. B
(C2) : Les coefficients e, p et 5 sont indépendants de x et donc lipschitziens sur 2. La
fonction p2e(p, z)u(p, z) M (p, ) est non-nulle pour tout p ¢ Z U {p;,j = 1---5},
ol (pj); désigne I'ensemble des zéros de cette fonction. Les valeurs explicites des
Qe . €t ep, iy données dans [94] et quelques calculs conduisent a :

p1 = 0,05146743450 — 1.909033734:,
p2 = 0,05146743450 + 1.9090337341,
p3 = 0,05498575999 — 1.9270112421,
pa = 0,05498575999 + 1.9270112424,

ps = 0.

(C3) : Nous utilisons la matrice K (p) donnée par (2.8). En remarquant que ’hypothese
(C3) revient a vérifier la coercivité de K (p), nous calculons ses valeurs propres :

— /e(p)2 = 2e(p)pu(p) + pu(p)® — 4=(p)2pu(p)2p2B(p)%p
2+ 2p%e(p)u(p)B(p)

p) + ve(p)? — 2e(p)u(p) + 11(p)® — 4e(p)2u(p)?)p2B(p)%p
2+ 2p%e(p)u(p)B(p) ’

o(K(p)) = {

chacunes étant de multiplicité 3. Ainsi le spectre de K (1) = K(1)* est
o(K(1)) = {0.9536351793, 3.444237487} C R®,

et donc K(pg) est coercive pour pg = 1.

Le théoreme 2.7 s’applique alors et affirme que les équations de Maxwell (1.3) en
présence d’un métamatériau chiral construit a partir d’'un modele de type « -particle
resonator » (1.4) sont bien posées pour tout f € H(div,2)? et pour tout p € Dg\S ot S
un ensemble exceptionnel de points de Dy.

2.5.3 Un métamatériau bi-anisotropique

Considérons maintenant un métamatériau construit a partir d’'un réseau composé de
Split-Ring-Resonator bi-anisotropiques introduit dans [53]. Les parametres physiques d’un
tel milieu sont définis dans (1.6) et le théoréme 2.7 est utilisé pour étudier le systéme (1.5)-
(1.6). Les hypotheses 2.5 doivent donc étre vérifiées :
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(B1) : Les parametres physiques donnés dans (1.6) dépendent de p comme des fractions
rationnelles. Ils sont donc holomorphes sur C privé de ’ensemble des pdles de leurs
dénominateurs. Plus précisement, leur domaine commun d’holomorphie est :
v EY? -vic
Dy =C\Z avec Z = 5
(B2) : Les coefficients e(p, x), u(p, z),(p, x) et {(p,z) sont trivialement lipschitziens sur
Q pour tout p € C\Z. Il reste & montrer que &(p,x)u(p,z) — &{(p, x)((p, ) est
différent de zéro sur un sous-ensemble de Dy. On peut calculer les zéros en p de
cette fonction en utilisant les valeures explicites de dcg/I? = 0.75wrc, F = 0.3 et
v = 0.05wrc (voir figure 2 de [53]). Cette fonction est ainsi non-nulle pour tout
p€ Dy:=C\(ZU{pij,i=1---5}) ouu:
p1 = (0.1522392099 + 1.128302032¢)wr.c,
p2 = (—0.09152492420 + 1.131232555%)wrc,
ps = (—0.09152492420 — 1312325557 )w,c,
Py = (O 1522392099 + 1.128302032%)wrc,
5 pu—
(B3) : 11 faut trouver pg € Dy tel que la contrainte de coercivité imposée par (B3) soit

satisfaite. Cela se rameéne & trouver py pour lequel I'opérateur de multiplication
K(p) (2.8) soit coercif en pg. Des calculs montrent que le spectre de cette matrice
est :

o(K(p,.) = {(a<p> + plp,.) - ¢<s<p>2 = 2u(p)=(p) + u(p)” + 46(p)%)) £.
(o) + 10) + V@R = 20p, () + 1) +2€0P) 2}

ou chacune des valeurs propres est de multiplicité 3. Ainsi, pour py = wrc, on a
K(wre) = K(wre)* et de plus

o(K (wre)) = {0.7997334285w ¢, 1.132958880wy} C R

K(wpc) est donc coercive.

Le théoreme 2.7 montre alors I'existence et I'unicité d’une solution aux équations de

Maxwell (1.5) en présence d’un réseau périodique de SRR bi-anisotropiques (1.6) pour

tout

f e (H(div,Q))? et pour tout p € Dy\S ot S est un ensemble discret, localement fini

et eventuellement vide de Dy.

2.5.4 Métamatériau acoustique ayant un indice de réfraction négatif

Etudions maintenant le cas d’un métamatériau acoustique créé a partir de petits tubes

troués comme représenté dans la figure 1.9. Le comportement d’un tel milieu est modélisé
par le systéme de 'acoustique (1.7) avec les parametres physiques issus de (1.8). Nous
utilisons le théoreme 2.17 et donc les hypotheses 2.20 doivent étre vérifiées :
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(A1) : Les parametres physiques donnés par (1.8) sont holomorphes sur Dy = C\ {0, ~}.
(A2) : Les quantités I" et n ne dépendent pas de = et sont inversibles pour tout (z,p) €
Q x Do.

(A3) : Pour py € RT suffisamment grand, il vient pgB~! (1 —

w

2

sh 9 \

"{po—pg) > 0 et ’hypothese
est ainsi vérifiée.

Le théoreme 2.17 assure alors que le systéeme (1.7)-(1.8) admet une unique solution

continue par rapport a tout second membre f € L?(Q)* pour tout p € Dg\S ou S est un

ensemble discret, localement fini et éventuellement vide de Dy.

2.5.5 Perfectly-Matched-Layers : Invisibilité approchée pour I’acoustique

Les matériaux permettant de réaliser une cape d’invisibilité parfaite possede des pa-
rametres physiques singuliers en espace (voir la section 1.1.1 et/ou [41, 80, 89, 22, 27]).
Afin de passer outre cette difficulté, des milieux dont les parametres sont a la fois bornés
et coercifs et réalisant de l'invisiblité dite approchée ont été récemment proposés [42].
Cependant, la plupart des milieux théoriques introduits a cet effet ne dépendent pas de la
pulsation comme des fractions rationnelles et ainsi ne sont pas des métamatériaux au sens
de V.G. Veselago [92]. C’est pourquoi nous introduisons maintenant le milieu fictif PML
(Perfectly-Matched-Layers). En effet, ce dernier est défini a partir de conditions aux limites
absorbantes et ainsi fournit un milieu d’invisibilité approchée car il absorbe fortement les
ondes diffractées. On peut se reporter a cet effet & [56] pour I'application a l'invisibilité
en « back-scattering ». En vue des propriétés « exotiques » du matériau PML, nous le
considérons ici comme un métamatériau en un sens étendu. Nous allons donc appliquer
nos résultats au systeme de 'acoustique (1.7) en présence d’un tel milieu.

Introduisons tout d’abord la construction du milieu PML basée sur un plongement
complexe de R? [56]. Soit donc © un ouvert convexe de € de frontiere de classe C3 dont la
normale unitaire sortante est ng. L'ouvert © étant convexe, il existe, pour tout x € €2, un
unique 7, € 90 tel que h = dist(x, 90) = |x—n;| et & = n+hng(n,). Soit ¢ € C3(RT,RT)
tel que lim, 400 0(s) = lims 1000 (s) = +00 et 0(0) = o (04) = 0. La formulation
complexe des PML est alors obtenue en utilisant I'invariance par transformations d’espace
du systeme de ’acoutique et le changement de variables suivant :

h v
TR O, o 3(z) = o+ ZUUDOU) (2.42)
p
Soit enfin J(p,z) = VZ(p,x) le jacobien du changement de variable, nous supposons

que (2.42) définit un diffomorphisme pour tout (p,z) € C\{0} x Q. La justification
précise de ce fait se trouve dans [56]. Le systeme de l'acoustique en présence de PML
est ainsi (1.7) ou l'opérateur de multiplication est définit par (1.23) pour les parametres
physiques :

pL(p,z) = \/det(g(p,x)) g(p. )", pn(p,x) = p*det(g(p, z)), (2.43)

ot g(p,x) = (J(p,x)TJ(p,xz))~!. On suppose de plus que le milieu PML inclus dans
O est ancré dans ) contenant de l'air comme représenté par la figure 2.2. Ainsi, pour
tout x € Q\ O on a z(x) = I et donc I'(p,z) = I3 et n(p,z) = 1 pour tout p dans
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Milien PML

FiGc. 2.2: Milieu PML dans de 'air

C\{0}. Remarquons enfin que I'application z € Q — T'(p, z) € Hom(C?) est (au moins)
lipschitzienne pour tout p en vertue des hypotheses sur © et o.

Nous montrons maintenant le caractére bien posé de (1.7)-(1.23)-(2.43) en appliquant
le théoreme 2.21. Les hypotheses 2.20 doivent donc étre vérifiées :

(A1) : L’application p € Dy = C\{0} — g(p, ) € Hom(C?) est holomorphe pour presque
tout = dans €. Il en est de méme pour p — I'(p, z) et p — n(p, x).

(A2) : g(p,x) est inversible pour tout p € Dy et pour presque tout = € . De plus, g(p,.)
et g(p,.)~! sont bornées sur ) car o est de classe C3(RT,RT), ne s’annule jamais et
le changement de variables x — Z(z) (2.42) est, par hypothese, un difféomorphisme.

(A3) : Lamatrice g(pg) est coercive pour pg = 1. Il en est donc de méme pour 'application
(X,2) — |2|*Re(n(1,2)) + Re {< T'(1,2)X, X >}.

(A4) : Soit a(p,z) = ( det(g(p, x))) 1. Alors, par hypothese, a(p,z) est holomorphe
sur Dy et lipschitzienne sur 2. Comme les PML sont incluses dans de ’air, on a
a(p, .)|aa = 1. De plus (I'(p, z)a(p, )X, X ) = |J(p, z) X |* et ainsi (A4) est satisfaite
car Papplication x — Z(x) est un difféomorphisme.
Le systeme (1.7)-(1.23)-(2.43) est alors bien posé par le théoreme 2.21 pour tout
p € Do\S ou S est un ensemble exceptionnel de points de Dy.

Remarque 2.33. Les équations de Mazwell (1.1) en présence de PML sont aussi bien
posées. En effet, en utilisant linvariance par transformations d’espace des équations de
Mazwell et le changement de variables (2.42), on obtient que le milieu PML est caractérisé
par les parametres physiques :

pe(p, ) = pu(p, ) = o)
Vdet(g(p, x))

Pour cela nous utilisons le théoréme 2.14 et les hypothéses 2.12 doivent donc étre vérifiées.
Remarquons tout d’abord que les hpothéses (BT'1), (BT2) et (BT3) ont déja été validées
lors de la vérification de (Al) ,(A2) et (A3). Pour (DT4), on prend a-(p, z) = au(p,x) =
Vdet(g(p,x)). Ainsi les équations de Mawell (1.1)-(2.44) en présence de PML sont bien

(2.44)
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posées pour tout p € Do\S ou S est un ensemble discret, localement fini et éventuellement

vide de Dy = C\{0}.

2.5.6 Un métamatériau pour I’élasticité linéaire

Le dernier exemple étudié est un métamatériau homogénéisé pour 1’élasticité linéaire
possédant un coefficient de Lamé p(p) négatif. Il a été introduit dans [95] et est décrit
dans 1.1.2. Ses parameétres physiques sont donnés dans (1.10). Nous utilisons maintenant
le corollaire 2.28 et devons alors vérifier les hypotheses 2.29 :

(E1) : L’holomorphie de peg(p) et Aeg(p) est assurée par ’holomorphie des fonctions de
Hankel et de Bessel sphériques de premiere espece. Les définitions et propriétés de
ces fonctions spéciales peuvent étre trouvées dans [1]. Les coefficients de Lamé et
par suite u(p, z) "% et (A(p,x) + u(p,x))~! sont holomorphes sur Dy = C\{0}.

(E2) : Les parameétres du métamatériau homogénéisé (1.10) ne dépendent pas de = € 2
et possedent ainsi la régularité requise.

(E3) : Les figures 4 et 6 issues de [95] (ou encore la figure 1.10) montrent que, pour py = 1,
les coefficients peg et Ao sont des constantes strictement positives.

Le corollaire 2.28 montre alors, pour tout p € Dy\S ou S un ensemble discret, localement

fini et éventuellement vide de Dy, que le systeme (1.25)-(1.26)-(1.10) admet une unique

solution continue par rapport au terme source.







Approximation numérique de modeles
homogénéisés de métamatériaux

Les métamatériaux sont, pour la plupart, obtenus a partir d’'une homogénéisation
réalisée autour de certaines fréquences donnant lieu a des milieux « volumiques ». Nous
sommes donc amenés a travailler en régime harmonique. De ce fait, une maniere natu-
relle de simuler les problemes modélisant la propagation d’ondes dans les métamatériaux
est d’utiliser un schéma de type éléments finis volumique. Rappelons a cet effet que P.
Fernandez et al. ont formulé dans [18, 74, 73| certaines remarques concernant la conver-
gence du schéma éléments finis pour 'approximation des équations de Maxwell écrites
comme un systeme d’ordre 2. Ces travaux fournissent des exemples ou I'approche clas-
sique, appliquée a I'étude des métamatériaux, donne lieu a des instabilités numériques.
Enfin, ils permettent de montrer I'importance de la coercivité des parametres physiques
pour la simulation numérique. Cependant, lorsque des métamatériaux sont considérés,
les parametres physiques perdent leur coercivité. Ainsi, 'approximation numérique de ce
type de milieux souffre des mémes difficultés que celles liées a I’étude de leur modélisation
mathématique. La validité des méthodes numériques classiques utilisées pour 1’approxi-
mation de ces problemes peut donc étre mise en doute lorsque des métamatériaux sont
considérés. Le but de ce chapitre est ’étude de I'approximation numérique de modeles
homogénéisés de métamatériaux.

La premiere section est dédiée a I’étude numérique du schéma éléments finis pour
I’équation de Helmholtz. Cette derniere correspond au systeme de l'acoustique réécrit a
Iordre 2. Nous commencgons par rappeler un résultat de convergence valable seulement
pour des milieux classiques, ou encore coercifs. Nous présentons ensuite des exemples de
métamatériaux théoriques pour lesquels une solution exacte peut étre calculée. On montre
alors que la solution numérique obtenue avec le schéma éléments finis ne converge pas vers
cette solution exacte. Cela fournit des contre-exemples de la validité des éléments finis
pour I'approximation numérique de métamatériaux dont la modélisation donne lieu a un
probleme d’ordre 2.
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Concernant 'approximation numérique de systemes du premier ordre rentrant dans le
cadre introduit au chapitre 2 (cela permet de considérer des métamatériaux conduisant a
un probléme bien posé), on propose un schéma numérique de type éléments finis adapté a la
présence de métamatériau. Ce dernier est appelé par la suite schéma EF-AL. La deuxiéme
section est alors dédiée a I’étude de ce schéma. On commence par donner un résultat de
convergence valable dés que le probleme considéré est bien posé. On présente enfin des
simulations numériques du systeme de ’acoustique sur les cas tests précédents pour les-
quels le schéma éléments finis classique n’était plus valable afin de valider numériquement
le résultat de convergence démontré précédemment.

Nous avons introduit le schéma EF-AL en réponse au contre-exemple montrant la non-
validité des éléments finis pour 'approximation numérique des métamatériaux. Ce schéma
était utilisé pour le systeme d’ordre 1 contrairement aux éléments finis pour ’équation de
Helmholtz. Ainsi, nous nous intéressons dans la derniere partie, a titre de comparaison, &
un schéma adapté aux systemes d’ordre 1 : le galerkin discontinu (GD). La dernieére partie
de ce chapitre concerne alors I’étude numérique du schéma GD pour 'approximation des
métamatériaux homogénéisés. Nous commencons par rappeler un résultat de convergence
valable uniquement pour des milieux usuels. L’application de ce schéma aux exemples
précédemment mentionnés est ensuite présentée. Ces derniers montrent que le GD semble
rester convergent sur ces cas la. Nous n’avons, cependant, aucune démonstration confir-
mant ce comportement.

3.1 Schéma Eléments Finis usuel

On commence par réécrire le systeme de ’acoustique avec des conditions aux limites
de Dirichlet (1.7) comme une équation aux dérivées partielles d’ordre 2. Il suffit, pour cela,
de reporter la premieére équation de (1.7) dans la seconde. On obtient ainsi :

trouver p € HY(Q) tel que :
{ div (o (p, 2)Vp) — p*n(p,x)p = g, pour x € €, (3.1)
,O‘GQ = Oa

ot o= ()"tetg=—fo—div(efi) € H (). Une formulation faible pour (3.1) est
maintenant obtenue en multipliant 'équation (3.1) par des fonctions tests v € H}(2) et
en intégrant par parties. Il vient alors :

trouver p € HY() tel que pour tout v € H}(Q) :

a(p,v) = 1(v), (3:2)

a(p,v) := /Q {(o(p,2)Vp,Vv) + p*n(p, ) pvdz

est une forme sesquilinéaire sur H}(Q) x H(Q) et [ est une forme linéaire sur H} ()

définie ci-dessous
l(v) = —/gvda:.
Q
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Dans la suite de cette section on présente le schéma éléments finis pour le probleme de
Helmholtz. On rappelle tout d’abord un théoréme concernant la convergence de ce schéma
lorsque l'on traite le cas de milieux classiques. Des contres exemples de la validité des
éléments finis pour "approximation numérique des métamatériaux sont alors proposés.

3.1.1 Présentation du schéma

La méthode des éléments finis permet d’approximer numériquement le probléeme (3.2).
On se donne pour cela une famille {V;,},., d’espaces de dimension finie vérifiant les
propriétés suivantes :

{ Vi C HY(Q), Vh > 0,

~ . ~ 3.3
Yo € H}(Q), 3(0n)p-0 € Va tel que limy_g [lv — Uh”Hg(Q) =0, (3.3)

Nous rappelons alors, pour le cas de milieux classiques, le résultat de convergence sui-
vant [33].

Théoréme 3.1. Supposons que T'(po,.) et p3n(po) soient coercifs pour un certain py.
Alors :

1) le probléme
a(pn,vn) = U(vp), Yop € Vp,
admet une unique solution pour tout h > 0.

2) On a, pour C > 0 une constante indépendante de h, l’estimation d’erreur

o= pnllap o) < cvigh lo = vall gy -

8) limp o [lp = prllay(e) =0, ¥p € Do\ S.

Démonstration rapide. Par hypothese, la forme bilinéaire a est coercive sur H}(€2) x
H} (). Le probléme discret admet alors trivialement une unique solution.
Comme V), C H}(£2), on obtient que a(p — pn,vn) = 0, Yo, € Vy, et donc :

a(p = pryp — pr) = alp = pr, p — Vn), YUn € Vh.

Par hypothese, pan(po) et T'(po, .) sont coercifs. Il en est donc de méme pour o = (I'(pg)) L.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine alors :
allo = pall sy < M llp = vallgaey » Yon € Vi (3.4)

ou o > 0 est la constante de coercivité de a et M sa constante de continuité. De
I'inégalité (3.4) on tire l'estimation :

< M f
lo = palliyiey < 5 ,inf llp = onlligeo
L’inégalité précédente et les propriétés d’approximations de V}, entrainent enfin :
}Lli% lp— PhHHg(Q) =0, Vpe Do\ S.

On a donc démontré la convergence de pj, vers p ce qui achéve la démonstration. m
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Remarque 3.2. Par le 2) du théoréme 3.1, l'ordre de convergence des éléments fini est
donné implicitement par inf,, cy, ||p — UhHHg(Q)-

Un des ingrédients essentiels de la démonstration du théoreme 3.1 est I'inégalité (3.4).
Cette derniere provient de la coercivité de T'(pp,.) et de pgn(po,.). Dans le cas ou des
métamatériaux sont inclus dans €2, on perd cette coercivité. Ainsi la convergence du
schéma éléments finis pour 'approximation des métamatériaux n’est plus assurée par
le théoreme 3.1. On propose, ci-apres, des exemples de métamatériaux théoriques pour
lesquels une solution exacte peut étre calculée et dont la solution numérique obtenue par
éléments finis diverge de cette derniere.

3.1.2 Tests numériques

Afin d’étudier 'approximation numérique des métamatériaux avec le schéma éléments
finis, on suppose que {2 contient un milieu caractérisé par un module de masse I' et un
indice de réfraction n. On présente maintenant les différents cas tests que nous allons
approximer dans la suite de ce chapitre. On donne ensuite les seconds membres ainsi que
les solutions explicites associées. Nous présentons alors I'espace d’approximation utilisé et
les résultats numériques obtenus.

3.1.2.1 Un milieu classique

Soit 2 =]0,1[x]0, 1[. Le matériau est supposé inclus dans le disque de centre (3, 3) et
de rayon %, noté D. En particulier, on a :

2
D—{m,y)eR?r<x—;>2+<y—;>2—(g) }

Les parametres du milieu sont donnés par :

[ 1+px107° Vz eQ\D
F(p’x)_{ 543px1075, Ve eD

n(p,x) = 5. Vo € Q,
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Second membre et solutions explicites

On se donne maintenant un second membre particulier pour lequel une solution au
probléeme (1.7) peut étre calculée explicitement.

fi ) _ [ div(pL(p)tex) — Vpex
< f2 ) - < P(p) pex — div(uex) ) ’
pex(z,y) = x(1 — z)y(1 — y) [3icos(z® + y°) + («* + )], (3.6)

izy? + 22
Uex(z,y) = ixly + 242 )

Les graphes des solutions explicites sont représentés dans la figure 3.1. Nous avons choisi
comme solution exacte les fonctions (uex, pex) ci-dessus car elles vérifient la condition a
la limite. De plus, bien qu’elles soient régulieres, leurs approximations numériques par un
espace de dimension fini composé de polynémes va obligatoirement présenter un résidu.

Définition du maillage

Afin de définir I'espace d’approximation Vj, on commence par considérer un maillage
de © C R? donné par une triangulation 7;, composée de triangles non-dégénérés. Nous
avons ainsi () = UTGTh T ou l'intérieur de T est disjoint de l'intérieur de 1" des lors que

T est distinct de 7. On suppose de plus que le maillage est conforme. Cela signifie que

I'intersection de deux mailles distinctes est soit vide, soit un sommet, soit une face. Enfin,

afin d’éviter certains problemes techniques, on suppose que le maillage est régulier au sens

de Ciarlet [33] :

diam(7")
pr

VT € Ty, < h,

ou diam(7T") est le diametre de T et pr est le diametre du cercle inscrit dans 7'. Un exemple
de tel maillage, pour le cas étudié, est représenté dans la figure 3.2.

L’espace d’approximation éléments finis
Nous allons approximer le probleme (3.2) avec des éléments P;. Ces derniers sont des
éléments de l’espace vectoriel suivant :
Vh,EF = {U eC (ﬁ) ‘ ’U|aQ =0, Ul ePy, VI € 771},

ouP; = Vect {1, z, y} désigne 'ensemble des polynémes de degré au plus 1. En suivant [33],
on a la caractérisation suivante de cet espace d’approximation :

VhEF = Vect {¢y, | m=1,...,ng},
¢m(Sn) = 5mn7 1 <m,n <ng,
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0.5 1
005 01 0.5
(b) Zm(pex)

(L)

(aw]
—

(d) Re(uex)

0.5
ﬁ

1 0.5
(8) Re(uex) (h) Zrm(uey)

o
no

FiG. 3.1: Graphe des solutions exactes
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F1a. 3.2: Exemple de maillage de © =]0, 1[x]0, 1]

oll dpn est le delta de Kronecker et {Sj},_;
Les ¢,, sont appelées fonctions de base. Pour les construire explicitement, nous procédons
comme dans [33]. Considérons T € 7, un triangle de sommets S; = (x;,y;) et T le triangle
rectangle unité dont les sommets sont {(0,0), (0,1), (1,0)}. Les fonctions de bases associées
aT sont, pour tout (Z,y) € f, définies par :

s désigne ’ensemble des sommets de 7p,.

¢1(/x\7 i/\) =1-7— @\7 ¢2(?I;\7 i/\) = i'\v ¢3(ZE7 Z//\) = /y\

Soit la transformation affine bijective suivante permettant de passer de T a T (voir fi-
gure 3.3) :

Ty + (22 — 71)T + (23 — 21)Y
y1 + (y2 —y1)T + (y3 — 1)y

@T:(§,§)€f>—> eT.

Les fonctions de bases sur 1" sont alors données par la formule cb? = q@ o (cpT)_l.

Finalement, on rappelle que I'espace Vj, g vérifie :

Proposition 3.3 ([33], p.69 théoreme 3.26). Nous avons la propriété d’approximation
suivante [33] :

Yo € Hy(Q) N H?(Q), 30, € Vi pr tel que [v — @LHH(%(Q) < Ch vl g2y, € > 0.
La proposition 3.3 et le théoreme 3.1 démontrent la convergence de I'approximation

éléments finis pour le cas des matériaux classiques. La remarque 3.2 permet de plus d’af-
firmer que 'ordre de convergence de la méthode est 1.
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(©,1) ¢ S3=(%3,y3)

(0,0) (1,0 Sy=(x,.y,) (RgYg)

FIG. 3.3: Transformation de T vers T

Résultats numériques

Dans toute la suite, 'erreur est calculée sur des maillages, conformes et réguliers, de
Q de plus en plus fin. Pour chaque maillage 7, le parametre h est donné par :

maxrerrr

h= ,
2

ou r7 est le rayon du cercle inscrit au triangle 7. Nous représentons toujours l'erreur
non-normalisée

Erreur = |[Solex — Solnum | £2(q) -

De plus, afin de calculer ces erreurs, nous avons utilisé une formule d’intégration numérique
donnée a partir des points de quadrature de Gauss-Lobatto [33]. Enfin, nous avons pris
un nombre suffisant de points de quadrature pour que l'erreur engendrée par la formule
d’intégration approchée ne pollue pas l'erreur du schéma.

On présente maintenant le résultat de la simulation par éléments finis du probleme (3.2)
en présence du milieu classique (3.5) lorsque p = iw pour w = 1.
La courbe d’erreur est représentée par la figure 3.4. La pente de la droite de régression
est 2.0739. Notons que cela est plus que 'ordre estimé a partir de la proposition 3.3 et du
théoréme 3.1 qui annoncent que la méthode est d’ordre 1. Ce phénomene bien connu [33]
est appelé super-convergence des éléments finis. Il est de plus principalement dia a la
régularité du maillage.
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10 S| - : R ]

: /
- |®*=Log(Erreur) /
. |-~ Droite de régression /’

107+ -

107 /

i

Log(Erreur)
\

10

Log(h)

F1G. 3.4: Erreur L? des éléments finis pour le matériau classique

3.1.2.2 Un métamatériau pour lequel le schéma EF est valide

On suppose que © =|0, 1[x]0, 1[ et que le métamatériau est inclus dans D. Les pa-
rametres physiques du métamatériau considéré sont donnés par :

1, Ve e Q\ D
F(p,:v)—{ e WE% 7
(3.7)
1, Ve €e Q\ D
o ={

Nous reprenons maintenant le second membre et la solution explicite correspondante (3.6).
Les hypotheses sur le maillage ainsi que I'espace d’approximation utilisé sont les mémes
que sur le cas test précédent. Notons cependant que le théoreme 3.1 ne s’applique pas
car I n’est pas coercif. On donne maintenant les résultats numériques obtenus sur ce cas
test.

L’erreur obtenue pour I’approximation par éléments finis du probléme (3.2) en présence
du métamatériau (3.7) lorsque p = iw pour w = 1 est représentée dans la figure 3.5. La
pente de la droite de régression est 2.0792 soit, une fois encore, plus que I'ordre annoncé
par le théoreme 3.1. Nous avons ainsi un exemple de métamatériaux pour lequel le schéma
éléments finis se comporte comme pour le cas d’un milieu usuel.
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10° ] : s ; :
- |@Log(Erreur) ’/.
- |~ Droite de régression /I’
r/r
10°H . // |
10”
10° :

9 ‘ ' 4
10 Log(h) 10

F1G. 3.5: Erreur L? des éléments finis pour le métamatériau constant

3.1.2.3 Un métamatériau constant par morceaux : contre-exemple de la validité des
éléments finis

Une fois encore 2 =|0,1[x]0, 1[ et le métamatériau est inclus dans D. Il possede de
plus les parametres physiques suivants :

[ 1+px1075 V2 eQ\D
L(p, ) _{ “1+3px105, YeeD (38
n(p,z) =1. Vo € Q.

La géométrie ainsi que les caractéristiques du matériau sont représentés dans la figure 3.6.

On reprend le second membre et la solution exacte correspondante donnée par (3.6).
Nous faisons aussi de méme pour le maillage et I'espace d’approximation utilisé. Nous
approximons maintenant le probleme (3.1), en présence du métamatériau (3.8), lorsque
p = iw pour w = 1 par éléments finis avec des polynomes de degré 1 sur chaque triangles.

Les résultats numériques obtenus sont représentés dans la figure 3.8 pour la solution
numérique pour le maillage le plus fin et 3.7 pour erreur L? entre la solution réelle et son
approximation. La pente de la droite de régression est 1.0212. La conclusion est alors plutot
visuelle. En effet, bien que la droite de régression soit décroissante, la courbe d’erreur oscille
énormément. Cela empeche de conclure quant a la la convergence du schéma numérique.
Cette observation se confirme en comparant la figure 3.1 donnant le graphe des solutions
explicites avec 3.8 représentant la solution de (3.1)-(3.8) calculée par éléments finis lorsque
h = hmin. On a ainsi exhibé un exemple de métamatériau constant par morceaux pour
lequel le schéma éléments finis usuel semble ne pas converger.

Remarque 3.4. N’ayant pas montré l'unicité de la solution au probléme (3.1)-(3.8),
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[=143.10%p

n=1

F=1+10_§
n=1

FiG. 3.6: Géométrie et parametres d’un métamatériau constant par morceaux

107 ]

f & og(Erreur)

| |-~ Droite de régression
102 A\ .ﬁ\\

== i = I\ e
g | =X e

i? 1—/ ————
PR

o-0——df
d

-4

10 ' : : :
10° 10"

log(h)

F1G. 3.7: Erreur L? des éléments finis pour le métamatériau constant par morceaux
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Fie(Rho) In(Rho) [Fra

1 1 1
@
y
) ) 05-
0 b
0 1 OO

0.5 1

0 05 10 0.5
002 0 0.020.04 20.05 0 0.050.10.15 0 005 01 015
(a) Re(pnum) (b) Zm(pnum) () |pouml|

F1G. 3.8: Solutions numériques calculées par éléments finis, lorsque h = hpin, pour le
métamatériau constant par morceaux

nous ne pouvons pas conclure réellement a la non-convergence du schéma mais plutot a
Uapparition de résultats numériques pouvant induire une erreur sans autre analyse.

3.1.2.4 Un métamatériau lipschitzien

Le domaine  est le carré unité de R? soit  =]0,1[x]0,1[. Le métamatériau est
maintenant supposé inclus dans I’ensemble (non-convexe) suivant :

O:{(l‘,y)ERQ 3

2
Fzy) = <8(y Ly g8 ;)2) C(1—9(z— %)2) < o} .

Les indices du métamatériaux sont :

(. z) = p, Ve e Q\ O, B
pPLAP,T) = p—i—pf(a:,y)(10p(—x4—y3)+1+10x2+7xy),V:L‘G(’),

p, Yz € Q\ O,
pn(pax) - P <7xyezz+y2p+ 5 COS(3’/T\/:LTy2)) s Vo € 6

Notons que les parties réelles du milieu sont négatives pour p = iw avec w = 1 (voir
figure 3.9).

Une fois encore, nous reprenons le données issues de (3.6) ainsi que le méme maillage
et espace d’approximation que pour les cas tests précédents. Nous approximons mainte-
nant par éléments finis la solution de (1.7)-(3.9) lorsque p = iw pour w = 1. Le résultat
numérique obtenu avec le schéma éléments finis et des polynomes de degré 1 est alors
représenté, lorsque h = hpin, par la figure 3.11 pour I'approximation numérique et 3.10
pour lerreur. La conclusion est, une fois de plus, visuelle. Cette fois-ci la courbe d’erreur ne
semble pas décroitre avec le raffinement de maillage. Cette observation se confirme avec
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0.5

(b) Zm(T'(iw, z))

0.4 0.6 0.4 0.6 0.8

(c) Re(n(iw,x)) (d) Zm(n(iw,x))

F1G. 3.9: Représentation des indices lipschitziens lorsque w = 1.

10 ——
.| Log(Erreur)
' |---Droite de régression

Log(Erreur)

10° : : ' ‘ -1
10 10
Log(h)

F1G. 3.10: Erreur L? des éléments finis pour le métamatériau lipschitzien
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Fe(Fho) IFho]

; 1 ]
0.8
0.6
Ny - .‘0 B 0.5
0.2 .
% 0.5 10 0.5 T % 05 1
01 0 0.1 g m
(a) Re(pnum) (b) Zm(pnum) () |pnuml

Fic. 3.11: Solutions numériques calculées, lorsque h = hpin, par éléments finis pour le
métamatériau lipschitzien

la comparaison des figures 3.1 et 3.11, ol la solution numérique est celle obtenue pour
h = Amin. Le schéma éléments finis ne semble donc donc pas convergent sur ’exemple de
métamatériau lipschitzien possédant les parametres physiques décrits dans (3.9).

3.2 Un schéma éléments finis adapté : le schéma EF-AL

Nous avons présenté, dans la section précédente, des métamatériaux théoriques pour
lesquels le schéma éléments finis usuel donne des résultats a priori non-convergents. Or, si
on considére ces exemples sous la forme de systémes d’ordre 1, les résultats du chapitre 2
permettent de démontrer que ces problémes sont bien-posés (cela est démontré dans la suite
avec les propositions 3.11 et 3.12). Cela motive I'introduction d’un autre schéma numérique
dont le but est d’approximer les uniques solutions de certains systémes de Friedrichs en
présence de métamatériaux obtenus par homogénéisation. Ce schéma, appelé dans la suite
schéma EF-AL, est basé sur des idées de A.K. Aziz et S. Leventhal publiées dans [4]. C’est
un schéma de type éléments finis. Son principal atout est que sa convergence est assurée
des lors que le probleme aux limites considéré est bien posé.

Cette section présente dans un premier temps le schéma EF-AL. Nous donnons en-
suite un résultat de convergence pour ce schéma valable des que le probleme considéré
est bien posé. Nous présentons enfin des validations numériques sur le systeme de 'acous-
tique (1.22) en reprenant les cas test introduits en section 3.1.2.
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3.2.1 Présentation du schéma EF-AL

Nous considérons ici un opérateur différentiel du premier ordre, a coefficients constants,
de type systeme de Friedrichs donné par

d
L=K(pz)+ ZAjaj,
j=1
dont le domaine D (L) est défini ci-dessous :
d
D(L) = ¢ u € L*(Q)F ZAjﬁju € L*(Q), u(z) € ker (N(z)) VYo € 0Q ;,

j=1

ou les conditions aux limites données par N sont supposées maximales positives au sens
de la définition 1.4.

Le schéma EF-AL est basé sur la discrétisation de la formulation variationelle sui-

vante :
trouver u € D (L) tel que pour tout v € D (L) :

Ay, 0) = / (Lu, Lo} dz = / (1, T da, (3.10)
Q Q
ou f € LQ(Q)k est un terme source. On suppose maintenant que le probléeme
trouver u € D (L) tel que : (3.11)

Lu = f, dans ,

est bien posé. Par conséquent, opérateur L : D(L) — L?*(Q)* est un isomorphisme et
les problemes (3.10) et (3.11) sont équivalents. Afin de discrétiser la formulation variatio-
nelle (3.10), nous introduisons une famille d’espaces de dimension finie, notés Vy,, tels que
V, C D(L). On a tout d’abord le :

Lemme 3.5. Supposons que le probléme (3.11) soit bien posé. Alors :

dim (V) = dim (LV},) .

Démonstration. Soit & > 0 fixé et {¢;},_,
vantes

., une base de V. Soit les fonctions sui-

¥ = L.

Alors tout 9y, € LV}, s’écrit comme une combinaison linéaire des ;.
Il ne reste donc plus qu’a prouver que la famille {9); }j:Lm’m est libre. Considérons donc
{Aj}iz1,m C C des scalaires tels que } 37" | A;4); = 0. Par définition des 1); et par linéarité

de 'opérateur L, il suit :
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Comme ¢; € V, C D(L), I'unicité de la solution du probleme (3.11) entraine que

m
> g =0.
j=1
Ainsi, la famille {(bj}j:l _,, ¢tant une base de Vj, il vient Ay = .-+ = A\, = 0 ce qui

termine la démonstration. m

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer 1’existence et ’'unicité d’une solu-
tion au probleme discretisé :

Proposition 3.6. Supposons que le probléme (3.11) soit bien posé et considérons le
probléme discret suivant :

trouver uy, € Vy, tel que pour tout v € Vy, :

Ap(uh,vh):/g<f,]lmh>d$.

(3.12)
Alors il existe un unique up, € Vy, solution du probléme discret (3.12).

Démonstration. Le probleme discret (3.12) est équivalent a linversion de la matrice
A = (Ap(dnj, dna)) ol (gbm)j est une base de Vj. Le lemme 3.5 assure que la matrice
Aj, est une matrice carrée. Elle est donc inversible si elle est injective.

Soit donc up, € Vy, tel que Apup, = 0. Comme Vy, C D(L), il suit que wuy, vérifie (3.11) avec
pour second membre f = 0. Le caractére bien posé de ce probléme entraine alors up = 0
ce qui termine la démonstration. m

3.2.2 Convergence du schéma EF-AL

Nous étudions ici la convergence du schéma EF-AL. On a le résultat suivant :

Théoréme 3.7. Supposons que le probléme (3.11) soit bien posé pour tout p € Dy \ S
ot S est un sous-ensemble discret, localement fini et éventuellement vide de Do (voir cha-
pitre 2 pour les hypothéses nécessaires). Soit (Vy,), une famille d’espaces d’approzimation
de dimensions finies telle que :

Vi C D(L), Vh >0,
Vo € D(L), 3 vy € Vy tel que limpg [|v = Onpqy = 0.

Alors, en considérant up(p,.) la solution du probléme discrétisé (dont lexistence et ['unicité
est assurée par le lemme 3.6), on a :
1) Uestimation d’erreur suivante :

lu(p,.) = un(p; )l 2 < C inf [lu—vnlpy, Vp€ Do\ S,
VR EV

ou C > 0 est une constante indépendante de h,
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2) et limp_o [[u(p;.) — un(p, )|l 20y = 0.

Démonstration. Soit p € Dy\ S fixé. On consideére up, € Vj, 'unique solution du probleme
discrétisé (3.11) dont P'existence et 1'unicité sont assurées par le lemme 3.6. Comme Vj, C
D(L), il vient :

Ap(u,vp) = Ap(up, vg), Yop, € V.

Comme vy, — up, € Vp, on obtient :
Ap(u —up, vy —up) =0, Yo, € V.
En remarquant alors que v, — up = (vp — u) + (u — uy,), il suit :
IIL(u — Uh)”%z(g)k = Ap(u—up, u—up) = Ap(u — up,u —vp), Yo, € V.

Enfin, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le membre de droite de 'inégalité
ci-dessus, on obtient :

IL(w = up)ll 2 yr < IL(w = vn)ll 2k > Yo € Vi

Pour démontrer I'estimation d’erreur, il ne reste donc plus qu’a obtenir des bornes inférieures
et supérieures sur ||Lvl[;2(q)x pour tout v € D(L).
La borne supérieure découle simplement du caractére borné de l'opérateur de multipli-
cation K(p,.). En effet, il existe une constante M > 0 telle que I'inégalité suivante soit
satisfaite :

Il 2o < M llullpg, » Yu € DIL).

Pour minorer la norme de Lv, on utilise le fait que le probleme (3.11) admette une unique
solution continue par rapport aux termes sources. Ainsi I'opérateur L : D(L) — L?(Q)*
est inversible a inverse borné. On en déduit alors ’existence d’une constante a > 0 telle
que :

o lull pzgape < MLt agqye s V€ DIL).

Par suite, il vient 'estimation d’erreur suivante :

M
u(p,.) — up(p, . < — inf ||lu—w Vp e Dg\S.
[u(p; ) h(p )HL?(Q)k =5 thVhH hHD(]L)a p 0\
En considérant maintenant wuy, le projeté de u sur Vj et en utilisant les propriétés d’ap-
proximations des Vp, on a finalement :

m [[u — U py =0,

M .
— 1i
a h—0

Jim fJu = upll g2 <

ce qui acheve la démonstration. m

Remarque 3.8.

1. L’hypothése fondamentale du théoréme 3.7 est le caractére bien posé de (3.11).
Nous avons ainst besoin des résultats démontrés au chapitre 2 pour approximer
numériquement le systéme (3.11) avec le schéma EF-AL lorsque des métamatériaux
sont considérés.
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2. L’ordre de convergence du schéma EF-AL est donné par infy,ev, |lu — vnlpq, (voir
le 2) du théoréme 3.7 ou encore la remarque 3.2 pour le cas du schéma éléments
finis usuel).

3. Le théoréeme 3.7 assure la convergence du schéma FEF-AL pour le systeme de Frie-
drich 3.11 en présence de métamatériauxr homogénéisés dés lors qu’il admet une
unique solution continue par rapport aux données. Le caractere bien posé de ce type
de systémes a été étudié au chapitre 2 ou des résultats d’existence et d’unicité ont
été démontrés pour tout p € Dy \ S avec S un ensemble exceptionnel de points
de Dqg. Ainsi, la convergence du schéma EF-AL a lieu pour tout p dans Dy sauf
pour un certain ensemble inconnu de pulsations. Cependant, lors des expériences
numeériques, nous devons fizer un p = p1 € Dy et la question de savoir si p1 ap-
partient a l’ensemble S ou non est, malheureusement, difficilement résoluble. Par
contre, les fréquences singuliéres ne sont que des points dans le plan complexe et
ainsi la probabilité de selectionner l'un d’euzx est nulle.

3.2.3 Applications au systeme de I’acoustique

On présente ici des applications du schéma EF-AL a I’approximation numérique du
systeme de 'acoustique (1.22) en présence des cas tests présentés dans la section 3.1.2.
Nous commencons ainsi par définir ’espace d’approximation utilisé. On donne ensuite les
résultats numériques.

3.2.3.1 Discrétisation

Afin de définir I'espace d’approximation, on considére 7; un maillage régulier et
conforme de (). L’hypothese fondamentale du théoreme 3.7 est que l'espace d’approxi-
mation utilisé est inclu dans le domaine de I'opérateur que l’on cherche a approximer.
Ainsi, pour approcher les solutions de (1.7), nous devons trouver V), vérifiant :

Vi C D(W) == {(p,u) € H'(Q) x H(div,Q) | plao =0} .

L’approximation de p € H&(Q) peut se faire avec l'espace V), gr qui consiste en des
éléments P; classiques. Concernant l'inconnue u € H(div, (), des éléments spécifiques
doivent étre introduits. Ce sont les éléments de Raviart-Thomas [33] qui sont définis comme
suit :

Virr = {u € L*(0)? |u;, € Py x Py, [((vp,u)] =0, VF € 0T, VT € T},

ol v est une normale unitaire & la face F' et [(vp,u)] désigne le saut de la composante
normale de u sur la face F'.

Notons que la conditions sur les composantes normales des sauts entraine que Vj, gy est
un sous-espace de H(div, ). Considérons maintenant {Fj}j:l’._.’np C Fp, I'ensemble des
faces du maillage 7. Une base de V), gy est donnée ci-dessous :

Virr = Vect {Ry, | m=1,...,np},

/ (R, VE)ds =i, 1 <1,m < np.
Fy
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Remarque 3.9. Le signe du delta de Kronecker intervenant dans relation définissant
les fonctions de base dépend de l'orientation de la normale. Pour avoir le signe 4+, on a
supposé que tous les triangles sont orientés de la méme maniére [33].

Une fois de plus ces fonctions de base peuvent étre calculées explicitement. On reprend
les notations de la section 3.1.2 et on passe alors par le triangle rectangle T pour lequel
on a :

Ri(3,7) = (2,7), R2(,0) = @,7) — (0,1), Bs(2,9) = (&,9) — (1,0).

On obtient ainsi les fonctions de bases sur T', de sommets {S},_; 5 5 et de faces {F},_, , 5,

Y

1 ~ ~
qui sont données par R;‘-F(a:, Yy) = ———— R S; |, ou S; est le sommet opposé a
meas(F})

F; (voir figure 3.12).

Fia. 3.12: Notations pour les éléments de Raviart-Thomas

On considere maintenant ’espace d’approximation suivant pour la simulation numé-
rique, avec le schéma EF-AL, du systéme de l'acoustique (1.22) :

Vh,ar = {(un,pn) | un € Vhrr €t pn, € Vigr}.
Ce dernier vérifie de plus la propriété ci-dessous.

Proposition 3.10 ([33], p.89 théoreme 4.11). L’espace V}, a1, la propriété d’approzimation

suivante
< v % > < ChH( v >
P = Ph J llpew) P

D¥(W) :={ve DW) |ve H*(QQ) et Wo € H*(Q)}.

V(’LL, p) € D2(W)a 3 (uthb\};) € Vh,AL tel que

)

D2(W)

ot C > 0 est une constante et

Le théoreme 3.7 et la proposition 3.10 montrent la convergence du schéma EF-AL
pour I'espace d’approximation défini par V} ar, dés lors que le probleme étudié est bien
posé.

L’ordre de convergence est de plus donné par le 1) du théoreme 3.7. Le schéma EF-AL
est ainsi d’ordre 1.
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3.2.3.2 Validation sur le milieu classique

On reprend ici la cas test donné par la matériau classique dont les parametres phy-
siques sont décrits dans (3.5). On approxime alors le probleme (1.7)-(3.5) avec le schéma
EF-AL dans I'espace d’approximation donné par Vj, r..

La courbe d’erreur est représentée dans la figure 3.13 et la pente de la droite de régression
vaut 1.6161. Le schéma EF-AL est donc convergent avec un ordre de convergence compa-
rable a celui annoncé dans le théoreme 3.7.

107, -

: & og(Erreur)
_| ---Droite de régression k]

107 #

Log(Erreur)

107 gna™

10°

10° 10°
Log(h)

F1G. 3.13: Erreur L? du schéma AL pour le milieu classique

3.2.3.3 Validation sur le métamatériau constant par morceaux

Nous reprenons le cas test (3.6) avec la géométrie représentée par la figure 3.6 et les
parametres physiques (3.8).

Afin d’appliquer le théoreme 3.7, on examine tout d’abord le caracteére bien posé de (1.7)-
(3.8).

Proposition 3.11. Le systéme (1.7)-(3.8) admet une unique solution, continue par rap-
port & tout second membre f € L*(Q)*, pour tout p € Do\ S ot S est un ensemble discret,
localement fini et éventuellement vide de Dy.

Démonstration. On utilise le théoreme 2.21. Il suffit, pour cela, de vérifier les hy-

potheses 2.20 :

(A1) : L’application p € Dy —— (I'(p,z),n(p,z)) € C? est clairement holomorphe sur
Dy := C\ {0} pour presque tout z € Q.

(A2) : L’application z € Q — (I'(p,z),n(p,z)) € C? est bornée pour tout p € Dy et
inversible pour presque tout z € €.
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(A3) :

(A4) :

Soit pg = 10°/2. Alors, pour tout (X, z) € C3 x C et pour presque tout x € €2, on a
Re {< pol(po, )X, X >} + ]z\QRe(pon(pg,x)) > (|X]2 + ]2\2)

Ainsi 'hypothese (A3) est satisfaite.

En vertue de la remarque 2.22, nous devons simplement trouver une fonction
a : (p,z) — a(p,x) € C, holomorphe sur Dy et lipschitzienne sur  telle que
Re <I‘(p, x)a(p, x)X,Y> > «a|X|?, pour tout X € C3. Il suffit en fait de prendre
a(p,z) = —ip et de remarquer, I et a étant scalaires, que

Re(—ipl'(p,2) X, X) =

X2 Re(—i)(1 +107°n) — 10 wIm(—i), z € Q\ D
Re(—i)(=1+3 x 107°n) — 3 x 107 %wIm(—i), z € D ’

ol p = iw + 7. Il suffit maintenant de restreindre I’ensemble des p au domaine
Dy={p=iw+neC"|w>0}

Le théoreme 2.21 peut maintenant étre appliqué ce qui démontre la proposition. m

On approxime maintenant la solution de (1.7)-(3.8), lorsque p = iw pour w = 1, avec

I'espace Vj ar. L'erreur L? est représentée dans la figure 3.14 et la solution numérique,
calculée pour h = hy dans la figure 3.15. Conformément aux résultats annoncés au
théoreme 3.7, le schéma EF-AL est convergent en présence de métamatériaux des lors que
le probleme considéré est bien posé.

La pente de la droite de régression vaut 0.7968. Nous avons donc un ordre de convergence
comparable a celui attendu qui est de 1. La différence provenant peut-étre du manque de
régularité des coefficients du métamatériau.

10" : —

-4 Log(Erreur)
| ——Droite de régression

Log(Erreur)

107

Log(h)

F1G. 3.14: Erreur L? du schéma AL pour le métamatériau constant par morceaux
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O]
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FiGc. 3.15: Solutions numériques obtenues le schéma EF-AL, lorsque h = Ay, pour un
métamatériau constant
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3.2.3.4 Validation sur le métamatériau lipschitzien

Nous reprenons le cas test (3.6) avec les parameétres physiques donnés par (3.9). On
étudie dans un premier temps la caractere bien posé du probleme (1.7), (3.9) avec l'aide
des résultats démontrés au chapitre 2.

Proposition 3.12. Le systéme (1.7), (3.9) admet une unique solution, continue par rap-
port & tout second membre f € L2(Q)*, pour tout p € Do\ S ot S est un ensemble discret,
localement fini et éventuellement vide de Dy.

Démonstration. On utilise le corollaire 2.19. Les hypotheses (A1), (A2) et (A3) provenant

de 2.20 doivent ainsi étre vérifiées :

(A1) : L’application p € Dy — (I'(p, x),n(p,z)) € C? est polynomiale en p et donc est
holomorphe sur Dg := C pour presque tout x € 2.

(A2) : L’application z € Q —— (I'(p,z),n(p,z)) € C? est bornée pour tout p € Dy et
I'(p, z) est inversible pour presque tout z € €. De plus, I'(p,.) € Lip(Q, C) pour
tout p € C car le bord 90O est défini par ’équation f(z,y) = 0.

(A3) : Soit pg = 5. Alors, pour tout (X, z) € C3 x C et pour presque tout z € Q, 5I'(5, )
et 5n(5, x) sont tout les deux réels et strictement positifs et donc ’hypothese (A3)
est satisfaite.

Le corollaire 2.19 achéve alors la démonstration de la proposition. =

On approxime maintenant le probleme (1.7)-(3.9) avec le schéma EF-AL et I’espace
Vi, AL POUr p = iw avec w = 1.
L'erreur L? entre la solution de (1.7) et son approximation est représentée par la fi-
gure 3.16 . La pente de la droite de régression est 1.5166 et, ainsi, I’ordre de convergence
est légérement meilleur que celui fournit par le théoréeme 3.7.
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F1G. 3.16: Erreur L? du schéma AL pour le métamatériau lipschitzien
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3.3 Etude numérique du schéma Galerkin Discontinu

Le schéma Galerkin Discontinu (noté souvent GD) est un schéma numérique d’ordre

élevé. Un de ses principaux intéréts réside dans la trés grande souplesse de sa mise en
pratique [30, 49]. En effet, contrairement aux méthodes de type éléments finis, le schéma
GD autorise la considération de maillages non-nécessairement réguliers et/ou conformes.
De plus, les fonctions de bases ne sont pas soumises a une condition d’appartenance au
domaine de la partie principale 'opérateur que 1'on souhaite approximer. Enfin, tout
comme le schéma EF-AL, il est extrémement bien adapté a I’approximation numérique de
problémes du premier ordre tels que les systémes de Friedrichs [49, 30].
Cependant, comme pour le cas du schéma éléments finis, I’étude de la convergence et de
la stabilité du schéma GD n’a été réalisée que pour le cas des matériaux classiques. Nous
commencons cette section par rappeler les principes de bases du schéma galerkin discon-
tinu ainsi qu'un résultat de convergence valable uniquement pour les milieux classiques.
Une introduction plus compléte et plus détaillée peut étre trouvée dans [30]. Ensuite,
n’ayant a ’heure actuelle aucune démonstration de la validité du schéma GD en présence
de métamatériaux obtenus par homogénéisation, nous allons proposer une étude numérique
en reprenant les cas tests pour lesquels les éléments finis n’étaient pas convergent.

3.3.1 Présentation du schéma

Nous commengons par considérer un maillage 7, de  (supposé ici étre un domaine
borné de Rd) dont I’ensemble des bords des éléments de 7}, est noté Fj. On suppose qu’il
vérifie les hypotheses suivantes :

1. ﬁ - UTeThT,

2. Int (T N f) = () pour tout élément T # T,

3. si F' € Fj, ('ensemble des faces du maillage) vérifie ' C 0 alors il existe un unique
T € T, tel que Int (FNOT) # 0,

4. si F ¢ 09 alors il existe uniquement deux éléments distincs T, T € Th tels que
F=0TnorT.

On associe maintenant a chaque face F' € F}, une définition unique de la normale, notée
Vr, en imposant la convention suivante :

1. SiInt (FNOQ) # 0 alors vp = v|p ce qui correspond & la restriction & la face de la
normale unitaire sortante a 0€2.

2. SiInt (F N o) =0, vp est alors fixée arbitrairement selon la convention suivante :
vp = =*n, dans T, vr = Fn dans f,

ou F'= 0T NIT et n est un vecteur normal unitaire & F'.
Les limites & droite, a gauche et les sauts associés & une face sont alors définis comme
suit :
4+ _ .
)= = lim v(z £ dvp)
6—0+

[o(@)] = v(@)" —v(@)".

v(x
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Notons que, contrairement aux maillages éléments finis utilisés précédemment, aucune
restriction n’interdit a priori le placement de sommets sur le bord d'un élément. Par
exemple, la configuration représentée dans la figure 3.17 n’est pas autorisé par les méthodes
éléments finis mais est valable pour le galerkin discontinu. Un tel maillage est appelé non-
conforme.

Fia. 3.17: Exemple de maillage non-conforme

Le schéma galerkin discontinu pour le systéme (3.11) est maintenant défini & partir
de la formulation variationnelle suivante [49] :

trouver u € L2(Q)* tel que pour tout v € L*(Q)* :

d
Z /T<K(p,x)u+ZAj8ju,v> dx

TET, j=1

+ Z / (N(z)u,v(x)”)ds

FeF,, Fco”F (3.13)

- /<N(_VF)[—U($)]7U($)+>ds

FeF,, Fgoa”t

- Y [ {Fenua@ise )a= Y [ e

FEFy, FEOQ T€T,
Les termes

/ (N (dve) (@), o()7 ) ds, N(v) € Hom(CF),
F

sont appelés flux. En imposant des conditions sur les flux, nous obtenons 1’équivalence
entre (3.13) et le systeme de Friedrichs (3.11).

Théoréme 3.13. Soit f € L*(Q)*. Supposons que
d ~ ~
ker ZAjVj = ker (N(u)) N ker <N(—V)) .
j=1
Alors les problémes (3.13) et (3.11) sont équivalents.

Démonstration. Le fait que (3.11) entraine (3.13) est évident car tout les termes de
sauts sont nuls. En effet, tout u € D(L) vérifie Z;-lzl A;j0;u € L*(Q) ce qui implique que
Z?Zl Ajvp[u] = 0 (conditions de Rankine-Hugoniot) sur chaque face F' € Fy,.
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Supposons maintenant que (3.13) soit vérifiée. Alors, en prenant des fonctions régulieres
a support compact dans chaque ouvert IntT pour T € 7j, il suit que u est solution du
K(p,x)u+ Z;l:l A;0;u = f, au sens des distributions, dans 7. Comme u et f sont toutes
deux dans L?(Q)*, il vient que Z;l:1 A;0ju € L*(T) pour tout élément de 7. B
En considérant maintenant des fonctions régulieres a support compact dans 7', on ob-
tient que u vérifie de plus N(tvp)[u] = 0 sur chaque F € 9T vérifiant F ¢ 00 et
N(z)u(z) = 0 pour tout F' C 0f2. Par hypothese sur les flux, il vient Z‘j:l Ajvplul =0
sur chaque F' ¢ 99 et de ce fait Z?Zl Aj0;u € L*(9). La fonction u est donc solution
de (3.11). m

Remarque 3.14. Un exemple de flux utilisé dans la suite et vérifiant Uhypothése du
théoréme 3.13 est donné par le flux totalement décentré :

d
Nw)=|Y Ay,
j=1

Ci-dessus, comme A € Hom(Rk) est une matrice symmétrique, elle se décompose en A =
P*DP ou D est une matrice diagonale réelle. On a alors noté A~ = P*inf(D,0)P et
AT = P*sup(D,0)P. Nous utilisons uniquement ce type de flux dans la suite.

Afin de discrétiser la formulation variationnelle (3.13) on introduit ’espace d’approxi-
mation suivant :

Vi = {v |v, € Q™(T), VT € Tp,}, (3.14)

m
! !
Q™(T) = Z ap, 7w | (@, mq) €T et oy, €C
1,0 lq=0
Une base de cet espace vectoriel est donnée, localement sur chaque T € 7y, par la famille
{mlf .. .a:ild; l;€{0,..., k:}} Nous avons alors, en présence de milieux classiques et avec

des flux totalement décentrés, le résultat de convergence suivant [49, 30] :

Théoréme 3.15. Supposons que K (p,.) € L>(Q, Hom(CF)) soit coercive pour tout p € Dy
et que les flux soient donnés par les flux totalement décentrés. Supposons enfin que la
solution u de (3.11) soit dans H™(Q)*. Alors il eviste un unique up, € V., solution
de la formulation variationnelle (3.13) ou L2(Q)* est remplacé par Vi m. On a de plus
lestimation de convergence suivante :

1
Ju— Uh||L2(Q)k < Ch™*z ||u||Hm+1(Q)k )

ot C' > 0 est une constante indépendante de h.

La démonstration du théoréme 3.15 utilise fortement la coercivité de 'opérateur de
multiplication K (p,.). Ainsi ce théoréme n’est, a priori, plus valable pour I’approximation
numérique des métamatériaux obtenus par homogénéisation.

A Theure actuelle, nous n’avons pas réussi a étendre cette démonstration aux cas de
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métamatériaux homogénéisés satisfaisant les hypotheses du chapitre 2 qui entrainent le ca-
ractere bien posé de (3.11). De ce fait, nous décrivons maintenant des tests numériques afin
d’essayer de valider numériquement le galerkin discontinu pour la simulation numérique
de modeles homogénéisés de métamatériaux. On reprend a cet effet les cas tests introduits
dans la section 3.1.2.

3.3.2 Tests numériques

Les méme cas tests que ceux utilisés pour les éléments finis ou encore le schéma EF-
AL sont repris pour I’étude numérique du GD. On suppose alors que la dimension d’espace
d = 2. Nous allons de plus considérer des approximations numériques des solutions de (1.7)
dans Vj, ,,, (3.14), pour m = 1,2, avec des flux completement décentrés.

3.3.2.1 Un milieu classique

On présente ici les résultats de I'approximation numérique, avec une méthode de

type GD, du probleme (1.7)-(3.5). La matériau considéré étant classique, le théoréeme 3.15
s’applique et affirme que le schéma galerkin discontinu est convergent avec un ordre en
m+1/2.
L’erreur obtenue pour de la simulation numérique pour des éléments Q' est représentée
dans la figure 3.18. La pente de la droite de régression vaut 1.9572. Cela est donc légérement
supérieur & l'ordre annoncé par le théoreme 3.15. Les solutions calculées numériquement
sur le maillage le plus fin sont données dans la figure 3.19.
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F1G. 3.18: Erreur L? du schéma GD-Q' pour le milieu classique

L’erreur obtenue pour de la simulation numérique avec des éléments Q? est donée dans
la figure 3.20. La pente de la droite de régression vaut 2.9967 ce qui est, une fois encore,
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F1G. 3.19: Solutions numériques obtenues avec du GD Q!, lorsque h = Amin, pour le milieu
classique
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supérieur a l'ordre annoncé par le théoreme 3.15. Les solutions calculées numériquement
sur le maillage le plus fin sont données dans la figure 3.21.
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F1G. 3.20: Erreur L? du schéma GD-Q? pour le milieu classique

3.3.2.2 Un métamatériau constant par morceaux

On reprend le cas test du systeme de 'acoutique (1.7) en présence du métamatériau
caractérisé par les parametres (3.8). La proposition 3.11 assure que ce probléme est bien
posé.

Les résultats numériques obtenus, lorsque p = iw avec w = 1, avec des éléments Q1 sont
représentés dans la figure 3.22 pour la courbe d’erreur L? et par la figure 3.23 pour les
solutions numériques. La pente de la droite de régression vaut 1.5701 ce qui est 'ordre de
convergence annoncé par le théoreme 3.15 dans le cas de milieux classiques.

Notons que 'ordre de convergence est inférieur a celui obtenu numériquement lors de I'ap-
proximation d’un milieu classique qui est proche de 2. On distingue de plus la présence du
métamatériau sur les solutions numériques. Notons aussi que la courbe d’erreur présente
quelques oscillations. Les solutions numériques obtenues pour le pic en h = hgy sont
représentées dans la figure 3.24. Ces dernieres different énormément

Ainsi, bien que le schéma GD-Q' semble approximer correctement le métamatériau ca-
ractérisé par (3.8), la présence d’un tel milieu exotique affecte clairement les performances
du schéma numérique.

Les résultats obtenus avec des éléments Q2 sont représentés par la figure 3.25 pour
Ierreur L? et par la figure 3.26 pour les solutions numériques. La pente de la droite
de régression est de 2.2786 ce qui est légérement plus bas que 'ordre de convergence
annoncé par le théoreme 3.15 pour des milieux classiques. Ainsi, bien que la présence
du métamatériau affecte quelque peu les performances du schéma GD-Q? avec des flux
totalement décentrés, nous pouvons conclure qu’il est convergent sur cet exemple.
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F1G. 3.21: Solutions numériques obtenues avec du GD Q2 lorsque h = hmin, pour le milieu
classique




3.3. ETUDE NUMERIQUE DU SCHEMA GALERKIN DISCONTINU 131

- |48 Log(Erreur) ,.
-—Droite de régression /

Log(Erreur)
—B|
>

ﬁl’mm[

10°

10° 107
Log(h)

F1G. 3.22: Erreur L? du schéma GD Q' pour le métamatériau constant par morceaux

3.3.2.3 Un métamatériau lipschitzien

On reprend maintenant le cas test avec le métamatériau lipschitzien dont les pa-
rametres physiques sont définis en (3.9). On rappelle que ce probléme est bien posé par la
proposition 3.12.

Les solutions numériques obtenues, lorsque p = iw pour w = 1, avec des éléments Q' sont
semblables a celles de la figure 3.1 et ne sont donc pas représentées ici. La courbe d’erreur
est quand a elle donnée dans la figure 3.27. La pente de la droite de régression vaut 1.8639.
Pour I'erreur obtenue avec des éléments Q2, nous avons la figure 3.28 et la pente de la
droite de régression est égale a 2.7488.

Pour ces deux cas, I’ordre de convergence est comparable a celui estimé par le théoreme 3.15
pour des milieux classiques. Nous pouvons alors conclure quand a la convergence du schéma,
GD-QF, avec k = 1,2 et des flux totalement décentrés, en présence du métamatériau lip-
schitzien dont les parametres sont définis en (3.9).

3.3.2.4 Bilan

Les résultats numériques obtenus avec le schéma GD pour des flux totalement décen-
trés et des éléments QF, k = 1,2, présentés dans cette section montrent que les courbes
d’erreurs sont toutes décroissantes. Ainsi, méme si visuellement nous avons obtenu des
effets « étranges » (voir par exemples les figures 3.22 et 3.24), le schéma galerkin discontinu
semble convergent, lorsque des métamatériaux sont considérés. De plus, les ordres de
convergence sont comparables a ceux des milieux usuels.




132 3. APPROXIMATION NUMERIQUE DE MODELES HOMOGENEISES DE METAMATERIAUX

0.5 0.5 1 0.5
0 0.0 0.04 005 0.1 0.15 0 005 01 0.15
(a) Re(pnum) (b) Zm(pnum) (©) [Pnum|

Re(L)

05
0 0204 0.6 08

(€) Zm(unum)

Iy}

0.
(8) Re(upum) (h) Zm(ufum) (i) |(ufum)|

F1G. 3.23: Solutions numériques obtenues avec du GD Q!, lorsque h = hpin, pour un
métamatériau constant par morceaux
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F1G. 3.24: Solutions numériques obtenues avec du GD Q', lorsque h = hg, pour un
métamatériau constant par morceaux
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FiG. 3.25: Erreur L? du schéma GD Q2 pour le métamatériau constant par morceaux
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F1G. 3.26: Solutions numériques obtenues avec du GD Q2, lorsque A = hmin, pour un
métamatériau constant par morceaux
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FiG. 3.27: Erreur L? du schéma GD Q! pour le métamatériau lipschitzien

3 Eneurtietamat-Lip

10 \
- |4 Log(Erreur)
---Droite de régression 2
P
10"
25 >
3
g N
LIJ ///
= ~
S y -
10° il
//X//
[
/./ P
4
10° ;
10* 10"
Log(h)

FiG. 3.28: Erreur L? du schéma GD Q2 pour le métamatériau lipschitzien
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Diffraction multiple par N petits obstacles

Nous avons introduit au chapitre 1 les résultats d’A.G. Ramm en rapport avec I’ho-
mogénéisation non-périodique de métamatériaux pour I’acoustique. Ces derniers se basent
sur la résolution, par des techniques d’équations intégrales, d’un probleme de diffraction
d’une onde plane par N obstacles caractérisés par une condition aux limites d’impédance.
Le milieu homogénéisé était ensuite obtenu en supposant une certaine répartition asymp-
totique sur I’ensemble des petits objets impliquant que leur nombre tendait vers l'infini
lorsque leur taille caractéristique convergeait vers zéro. Dans ce chapitre les calculs de
Ramm sont repris via une autre approche qui permet de préciser les phénomenes de couche
limite apparaissant au voisinage des petits obstacles.

Au cours de ce chapitre, nous étudions ’asymptotique d’'un probléeme de diffraction
multiple par un nombre fini N de petits obstacles. Nous utilisons pour cela la méthode
des développements asymptotiques raccordés [5, 23, 26, 32, 50]. Cette derniére permet de
séparer le comportement du champ dans la proximité immédiate de chacun des obstacles
du comportement d’ensemble du champ. Cette méthode repose sur l'introduction d’'un
champ interne qui permet de prendre en compte ’apparition d’une couche limite au voi-
sinage de chacun des petits obstacles et d’'un champ externe qui décrit le comportement
global du champ a l'extérieur de ces derniers. Elle est basée sur 1’écriture de conditions de
raccord permettant de lier les champs internes et externe et de les déterminer de maniere
unique. Elle permet, dans un premier temps, d’obtenir formellement les développements
asymptotiques des champs internes et externe. Les développements obtenus a priori sont
ensuite justifiés par des estimations d’erreur.

Soient 2 un domaine borné de R? et {c; }jV: , un ensemble fini de points de €. On se

donne, pour chaque c;, une boule de rayon ¢ notée B;-S. Ces boules correspondent aux N
petits obstacles, ou § > 0 est le petit parametre destiné & tendre vers 0. Le probleme de
diffraction est modélisé par une équation de Helmholtz dont le terme source est un champ
incident. Ce dernier est défini par une onde plane uinc(z) = €% ott d € R? est un vecteur
unitaire indiquant la direction ou les B? sont illuminées et ou k est le nombre d’onde.
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Nous commencons ce chapitre en supposant que les matériaux constituant les N petits
objets sont caractérisés par une condition aux limites d’impédance. Nous traitons ensuite
plus rapidement le cas ou les petits objets sont caractérisés par un indice de réfraction.
Nous construisons, pour chacun de ces cas, une approximation de la solution a ’aide de
la méthode des développements asymptotiques raccordés. La validation rigoureuse des
développements asymptotiques est alors obtenue en établissant des estimations d’erreurs.
L’étude est réalisée pour des impédances et des indices de réfraction particuliers. Cela
permet de simplifier 'exposé sans perte réelle de généralité et de comparer nos résultats
avec ceux obtenus par la méthode de Ramm. Les parametres physiques spécifiques sont
introduits dans la suite.

4.1 Diffraction par N petites boules caractérisées par une
condition d’'impédance

Supposons que les propriétés physiques des petits obstacles Bg soient caractérisées
par une condition aux limites d’impédance. On considere alors le probleme de diffraction
multiple suivant (voir figure 4.1) :

(A + k?H)ug(z) =0, R3\ U;'V:I E?,
Onjus = adus, S§ = OBY, (4.1)
hm|m‘ﬂ+oo ‘.’1?| (aw‘ — Z/f) (U6 - uinc) = 07

ol oz? désigne I'impédance équivalente de B? et n; est la normale unitaire a la sphere 8}5,
centrée en c; et de rayon J. Concernant ’orientation de la normale, on impose qu’elle est
extérieure a B? et donc intérieure au domaine R?’\U;V:lB?. Remarquons que les petits objets
seront des obstacles « durs » (sound hard scatterers) lorsque o;j = 0; ce qui correspond
a une condition aux limites de Neumann tandis que les petits objets correspondront a
des obstacles « mous » (sound soft scatterers) lorsque a; tend vers 400, ce qui revient a
imposer une condition aux limites de Dirichlet.

Avant d’étudier le comportement asymptotique de la solution de (4.1), pour § tendant
vers 0, nous établissons I'existence et I'unicité de wus ainsi que sa stabilité (ou encore la
dépendance de la solution par rapport au terme source) relativement a un second membre
général qui inclut en particulier le champ incident.

4.1.1 Existence et unicité
L’unicité est obtenue par des arguments classiques basés sur le lemme de Rellich [24,
19] et, plus particulierement, sur la condition suivante :
) .
Imaj; <0, Vj=1,...,N.

La condition donnée ci-dessus exprime le fait que les petits obstacles sont constitués de
matériaux qui absorbent I’énergie.
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FiG. 4.1: Probleme de diffraction multiple

Pour l'existence d’une solution au probleme (4.1), une approche standard consiste a
introduire une frontiere fictive (voir figure 4.2) afin de tronquer le domaine non-borné et
de prendre en compte la partie non-bornée via un opérateur de Steklov-Poincaré de type
Dirichlet-to-Neumann (DtN) (voir par exemple [6] ou cette réduction est détaillée pour
des problemes similaires). Nous montrons brievement la construction d’un tel opérateur.

Fi1G. 4.2: Probleme de diffraction multiple tronqué

Soit = un domaine borné de R? contenant € dont la normale unitaire sortante est v. On
suppose de plus que sa frontiere = est, au moins, de classe C2. Pour tout ¢ dans H'/ 2(02),
on note v la solution du probléme aux limites suivant dont ’existence et I'unicité peuvent
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étre démontrées, par exemple, par le procédé d’absorption-limite (voir [93]) :

trouver v € D' (R*\ E) tel que v € HY(R?\ E), V8 € D(R?)
(A + H2) v =0,dans R3\ Z,

4.2
v = ¢, sur J=, (4.2)
lim ) — 400 | 7] (8|x| —ir) v =0.
L’opérateur DtN est alors défini par Top = —dpv € H™Y 2(9Z). On remplace ainsi le

probléme (4.1) par un probléme équivalent posé avec une condition aux limites sur 0= :
Opus + Tus = Optine + TUine, sur 0=,

appelée condition transparente. Cela permet maintenant de considérer le probleme de
diffraction comme un probléme en domaine borné. Les propriétés de cet opérateur, utiles
pour la suite, sont listées ci-dessous.

Lemme 4.1. Soit ¢ dans HY?(0Z) et ¢y € HY(R3\ ) lunique solution du probléme
coercif suivant :
Ay — o = 0 dans R?\ E et ¢p = ¢ sur O=. (4.3)

Considérons maintenant l'opérateur To¢p = —0yupg. Alors Ty définit un opérateur a la fois
borné et coercif :

To € B(HY? (92), H/? (02)),
(To6,8) /22 = C 18l p12(0m) » C >0, V6 € HY?(DE).

De plus, lopérateur T — Ty : HY/? (0Z) — H~Y2 (9Z) est compact.

Démonstration. Le fait que Tj soit un opérateur borné est évident en utilisant ’existence,
I'unicité et la régularité de ¢o. En multipliant I’équation (4.3) par g et en effectuant une
intégration par partie assez technique [93] prenant en compte le fait que le domaine R?\ =
est non borné, il vient :

<—6u(pa¢>H71/2><H1/2 - /]Rg\— ‘VSOO‘Q + ‘@O‘de = 0.

En utilisant alors la définition de Ty et g = ¢, on obtient :

<T0¢’$>H*1/2><H1/2 = <—au¢07%>H—l/2xH1/2 = HCPOHHl(Rs\g) >C H¢HH1/2(35)7 >0,

ol la derniére inégalité découle de la continuité de I'opérateur trace. Ainsi I'opérateur Tj
est coercif.

Soit maintenant v 1'unique solution de (4.2) et ©» = v — . Alors ¥» = 0 sur 0=
et vérifie (A + k2)Y = —(1 + k?)pg. Comme ¢ appartient & H'(R3 \ Z) et que 0= est
de classe C2, les théoremes de régularité elliptique montrent que 1) est dans H3(V) pour
V un voisinage de 0Z inclus dans R? \ Z. La fonction 8,1 appartient alors & H3/%(9Z)
qui s’injecte de maniere compacte dans H'/2(9Z) [20] établissant ainsi la compacité de
lopérateur T'— Ty. ®
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Considérons maintenant le domaine borné Z5 = =\ U;V:1 E?. En utilisant 'opérateur
DtN, on peut réécrire (4.1) dans =Zs :

trouver us € H(Z5) tel que
(A + k?)ug(z) = 0, dans =g,
Onjus = a?u(g, sur S]‘-S,
Optts + Tus = Optine + Tine, sur O=.

Une formulation variationnelle pour (4.4) est obtenue en multipliant I’équation par
v € H'(Zs), en intégrant par parties et en utilisant les conditions aux limites. Ainsi (4.4)
est équivalent a résoudre la formulation faible suivante :

trouver us € H*(Z5) Vv € HY(Z;) :

as(us,v) = 15(v), (4.5)

as(us,v) = /_ <Vu5, Vv> — kK2ugv do + (Tus, ) 1725 172 + Z / usvdo

=5 ] 1

est une forme sesquilinéaire définie sur H'(Z5) x H'(Zs). Le second membre 5, qui peut
étre une forme linéaire continue générale sur H'(Z;) (cet ensemble est noté (H* (E(;))/),
est ici donné a partir du champ incident, et est défini par :

ls (SO) = / (8uuinc + Tuinc) (de’.

On a alors le résultat suivant assurant que le probleme de diffraction posé en domaine
tronqué est bien posé.

Théoreme 4.2. Supposons que les impédances vérifient Tm « S O Alors le probleme de

diffraction (4.5) admet une unique solution pour tout ls € ( " et tout § > 0.

Démonstration. Par le lemme 4.1, la compacité des injections H'/2(0Z) C L*(0Z) et
H(Z5) C L*(Zs), il est facile de voir que le probleme (4.5) reléve de Dalternative de
Fredholm. L’équivalence entre (4.5) et (4.1) ainsi que 'unicité de ce dernier, assurée par
le lemme de Rellich, permet alors d’achever la démonstration. m

4.1.2 Stabilité uniforme

Nous examinons maintenant la stabilité de la solution de (4.4) par rapport au second
membre, dépendant ici du champ incident, lorsque § tend vers zéro. On considere pour
cela des impédances oz? particulieres. Cela permet d’éviter certaines difficultés techniques
sans restreindre la généralité des résultats. Nous commencons par établir un résultat qui
ne couvre pas le cas des obstacles « mous » ou « durs » inclus dans 2.
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Théoreme 4.3. Supposons que les impédances oz? sont de la forme

af =7, f(8), v €C,

ot f est une fonction réelle telle que f(§) > 0 pour 6 > 0 et Im~y; < 0. Alors le
probléme (4.4) admet une unique solution us pour tout ls € (Hl(E(;)), et il existe une
constante C > 0 indépendante de § et de ls telle que :

sl i zg) < C sl i zy)y -

Démonstration. L’estimation de stabilité est établie par contradiction en démontrant
que l'inégalité suivante est vérifiée :

||u||H1(55) <C  sup  |as(u,v)],

IIU”Hl(E&):l

ou C' > 0 est une constante indépendante de §. On suppose ainsi qu’il existe des suites
6n > 0 et (ug,), C HY(Z5,) vérifiant lim,—. 4o 6, = 0, us,, [l 1z, ) =1 et telles que :

lim sup |las,, (us, ,v)| = 0. (4.6)

n—-+o0o _
||”||H1(35n)—1

Considérons wu, le prolongement de u;, & = tout entier. L’existence d’un tel prolongement,
assuré par [67], vérifiant I’estimation de stabilité suivante :

s, e,y < Nnllirszy < C llus, iz, ) - (4.7)

_—

ot C' > 0 ne dépend pas de § est fondamentale. Ainsi, la suite (@), C H'(Z) et bornée
et donc admet une sous-suite faiblement convergente dans H'(Z) qui converge fortement
dans L?(Z) vers ug € H'(Z). On va montrer que ug = 0; ce qui nous conduira & la

contradiction recherchée.

Considérons dans un premier temps Zy ’ensemble des fonctions H' nulles au voi-
sinages de chacun des {c;}. Cet ensemble est dense dans H!(Z) [50]. De plus, comme
HYZ) Cc H'(Zs,), on a Zg C H'(Zs,) et donc (4.6) reste valable si on remplace H'(Z;5,)
par Zy. Par définition de Zj et par le fait que 6,, — 0 lorsque n — +00, on obtient, pour
tout v € Zy :

lim o u,vdo = 0.
n—-+o0o J S‘.S”
J

Sachant que u,, converge faiblement vers ug, on obtient :

n—-+o00

0= lim as,(tn,v)= / <VUQ,W> — k2uyT dx + (Two, V) p-1/25 172, YU € Zp.
Es
La densité de Zy dans H'(Z) montre alors que I’égalité précédente est vérifiée pour tout
v € HYZ); ug vérifie ainsi :

(A + Kk%)ug =0, dans =,
Opug + Tug = 0, sur I=.
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La fonction ug peut ainsi étre prolongée en une fonction vérifiant I’équation de Helmholtz
et la condition de radiation dans tout I’espace R3. Le lemme de Rellich assure alors que
up = 0. De ce fait toute la suite (u,),, converge fortement vers zéro dans L?(Z).

Afin d’obtenir la contradiction, il reste & montrer que |[Viy|| 2z converge aussi vers 0.
Pour cela, nous commencons par prendre la partie imaginaire de as, (U, tp) :

N
~ ~ o ~ _ 671 ~ 12
Im as, (tp,Un) =ZIm <Tun’un>H*1/2xH1/2 + g 1Im (aj ) /S% |t | do.
J= J

Par le lemme 4.1, on sait que 'opérateur DtN s’écrit sous la forme T' = Ty+ 1 — Ty avec Ty
un opérateur positif au sens (Tow, @) y-1/25 172 > 0 et T'— Ty compact dans H-12(0=).
Sachant que 1, converge faiblement vers zéro dans H'(Z), on a ainsi :

ngrfoofm <Tumun>H71/2xH1/2 = nEIEOOIm <(T — To)un,un>H71/2le/2 =0
De (4.6), on déduit :
i $0n o) [ e
J
De plus, comme oz? =7, f(0) avec Imy; < 0, il s’ensuit :
lim f(6 )/ |t |? do = 0. (4.8)
n—-+oo Sén

j
Maintenant, la continuité de l'opérateur de prolongement (4.7) et la coercivité de Tj en-
trainent :

~ 12 ~ =
||VunHL2 = = C{HVUHHL?(E&") + <T0u”’u”>H1/2><H1/2}

Finalement, comme ,, converge fortement vers 0 dans L?(Z), ’hypothese (4.6) et la pro-
priété (4.8) impliquent :

N

j=1 j

+ CRe {/E(To - T)Hnﬂnda} .

La convergence vers zéro lorsque n tend vers 400 du second membre ci-dessus contredit
alors le fait que

1= HucanHl (Bs,) = ||Un||H1 = — 0, lorsque n — +o0,

et achéve la démonstration. m

Remarque 4.4. Le théoréme 4.3 assure la stabilité uniforme en § vis a vis du second
membre de la solution du probléme (4.4) équivalent au probléme de diffraction (4.1) deés
que limpédance de chaque obstacle est de la forme

a? =, f(0) avec Im~; < 0,
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ot f est une fonction vérifiant f(§) > 0 pour & > 0. Cette stabilité est l’outil de base pour
établir les estimations d’erreur entre la solution réelle et son approxrimation construite par
la méthode des développements asymptotiques raccordés.

Remarquons que pour les petits obstacles « durs » (conditions auz limites de Neumann)
ou « mous » (conditions aux limites de Dirichlet) les hypothéses du théoréme 4.3 ne sont
pas satisfaites. Cependant la stabilité reste vraie pour ces cas la. En effet il n’y a pas de
termes de bord sur S]‘-S intervenant dans la formulation variationnelle (4.5). De ce fait, la
proprété (4.8) est trivialement vérifiée et la preuve peut se faire exactement de la méme
maniere.

Dans la suite, nous utiliserons des impédances de la forme suivante :

of = 7,f(6) = 2, Tmr; <0, (4.9)

Ce choix permettra de comparer les résultats que nous obtenons avec ceux de la méthode de
Ramm et aussi de simplifier la présentation de I’analyse asymptotique du probleme (4.1).

4.2 Méthode des développements asymptotiques raccordés

Nous introduisons maintenant la méthode des développements asymptotiques rac-
cordés [26, 5, 32, 50] pour étudier I’équation (4.1) en présence de petits obstacles. L’idée
générale de la méthode est décrite dans la figure 4.3. La construction de cette derniere
repose sur l'introduction d’un champ, dit lointain, décrivant le comportement global du
champ diffracté par les petits objets et d’un champ proche défini a 'intérieur de la couche
limite entourant chacun d’entre eux. Le champ lointain est obtenu en postulant que la
solution du probleme de diffraction admet le développement suivant :

m

us(z) = ’;Oakuk(x) +,0,(0M), w € R\ U, {c;}. (4.10)

Ce développement est habituellement appelé champ externe lorsque que ’on travaille avec
les développements asymptotiques raccordés. Le champ proche, appelé aussi champ in-
terne, correspond quant a lui a un zoom de la solution sur chaque B? et est exprimé
par rapport aux variables rapides X = (x — ¢;)/d. Ces dernieres peuvent étre écrites en
coordonnées sphériques X = (R, 0) = (|z — ¢;|/0, (x — ¢;)/|z — ¢;|). Ainsi, en suivant I’ap-
proche générale de la méthode des développements asymptotiques raccordés, on suppose
que le champ au voisinage des petits obstacles admet le développement suivant :

us <53> =1 (x) =Y 1Y) (R, 0) + 10, (6™). (4.11)
k=0

Remarquons que les coordonnées X ou (R, 0) dépendent de j et donc du petit obstacle
considéré. Cependant, afin d’alléger les notations, nous allons laisser cette dépendance
implicite. En appelant les champs interne et externe respectivement champ proche et
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- = champ lointain (externe)
- = champ proche (interne)
— Solution exacte u8

|
0 Couche Zone Zone externe
limite de raccord

F1a. 4.3: Idée générale des développements asymptotiques raccordés

champ lointain, nous adaptons une terminologie classique des problemes de diffraction.
Dans la suite, I'une ou 'autre de ces appellations est utilisée.

Les conditions de raccord permettent de lier les développements des champs interne
et externe et ainsi de les déterminer completement. Ces conditions expriment le fait, connu
aussi sous le nom de principe de Van Dyke, que les développements (4.10) et (4.11) corres-
pondent & une méme fonction. En fait, la définition précise de ces conditions dépend du
probleme étudié (voir par exemple [26, 5, 32, 50]). Pour le probleme de diffraction étudié
ici, nous allons suivre [5]. Les conditions de raccord sont définies comme suit.

— On commence par considérer un développement externe tronqué exprimé en va-

riables rapides :

Um,5(cj + 0RO) == Z S'uy(cj + ORO).

=0

Cette fonction est alors développée en puissances de § et ensuite tronquée pour
obtenir :

S )

l . It m
> d'u(c; + 5RO) Zau (R.©)+ o (5™). (4.12)
1=0
— Les conditions de raccord sont alors définies comme suit :
0 _ ) _ 1 . _

Remarquons que le fait de supposer un développement de u, s(c; + 0R;0;) de la forme
(4.12) impose un ordre de singularité fini des champs externes aux voisinages des {c; };Vzl
Ce comportement sera discuté plus en détail dans la suite.
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La suite de cette section est dédiée a la détermination des coefficients des champs
externe et interne définis respectivement par (4.10) et (4.11). Les coefficients du champ
externe ne posent pas de probleme particulier et on démontre qu’ils sont définis a partir
d’un nombre fini de multipoles donnés par des produits de fonctions de Hankel sphériques
de premiere espece par les harmoniques sphériques correspondantes. La principale diffi-
culté réside dans la détermination des coefficients du champ interne qui fait intervenir
des équations de Laplace emboitées (voir [23] pour un probléme similaire en 2D). Nous
démontrons ensuite que le développement existe a tout ordre. Nous présentons enfin des
estimations d’erreur permettant de valider la construction formelle des développements
asymptotiques.

Dans la suite, nous utilisons des multipoles ou fonction d’onde sphériques qui sont
des solutions de I’équation d’Helmholtz particulieres s’exprimant a 1’aide des fonctions
spéciales et des harmoniques sphériques. Ainsi, on notera h%l
sphériques d’ordre n de premiere espece, j, les fonctions de Bessel sphériques et 1, les
fonctions de Neumann sphériques. Enfin Y"*, pour |m| < 2n + 1 désigne les 2n + 1 har-
moniques sphériques d’ordre n. Les définitions et propriétés de chacune de ces fonctions

peuvent étre trouvées dans [48, 1]. Plus précisément, on a :

) les fonctions de Hankel

YA +k) 5

_2”1,271 ll 2l—|-2n—|—1) _— " (4.14)
€ =i (n+ )1
hiD(z) = T z:: 2ll!((n—?)!zl’ (4.15)
Zyn(z) = h%l)(z) - jn(z)7
m _vm _ (n — m) 1/2 m imep
YM(O) =Y,"(0,9) = ((Zn + l)mm)) P’ (cos(0))e"™?, (4.16)

ott P™(t) = (=1)"™(1 — t2)™/291" P,,(t) sont des fonctions définies & partir des polynémes
de Legendre donnés par :

P,(t) = oM (t? —1)™.

Q”n‘

4.2.1 Forme générale des champs externes

Dans cette section, on montre que la détermination des champs externes' se ramene &

fixer un nombre fini de constantes. En insérant le développement (4.10) dans le probleme (4.1)
et en identifiant les termes de méme puissance de 9, il vient :

{ (A + K2)ug(z) = 0, R3\ UY, {¢;}, (4.17)

hm\x|—>+oo ‘.%" (8‘x| — iH) (Uk - gguinc) =0,

'Par abus de langage commode, on désigne par champs externes ou internes les différents termes des
développements respectifs des champs externe et interne.
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ol fg = 1si k =0 et 0 sinon. Les conditions de raccord (4.13) considérées ici imposent que
uj ne peut avoir qu’un ordre de singularité fini au voisinage de chaque ¢;. Plus précisément,
les champs externes vérifient la condition suivante :

I(mj, Mj, p;) € [0, +00[xR% tels que | — ¢;|™ |ug(z)| < M; pour |z —¢j| < pj.

Le résultat suivant est fondamental. En effet, il donne une caractérisation complete des
solutions de (4.17) en termes de multipoles localisés en chaque c;.

Théoréme 4.5. Soit ui, une solution de (4.17) possédant un ordre de singularité fini au
voisinage de chaque cj. Alors

N
up(x) = Euine () + Z Z A (k|z — c]\)Yn(Jk) (’m—c]> , z € R3\ U " {cits

=1 n>0 z — ¢

ot Yé]k) est une combinaison linéaire d’harmoniques sphériques d’ordre n indéterminées.
b
De plus, les séries ci-dessus ne possédent qu’un nombre fini de termes non nuls.

Démonstration. Par séparation de variables au voisinage de c;, on obtient :

)= Gunel) = 3 (dntule = DY (2 )+t = e (222)).

n>0 ]| |$_CJ|

ol erfk)’l (I = 1,2) sont deux familles d’harmoniques sphériques d’ordre n. Le fait que
I’on cherche des solutions avec un ordre fini de singularité implique que seulement un
nombre fini de erfk)’Q est non nul. La série associée aux Yé?,c)’l est de plus uniformément
convergente sur toute boule centrée en c¢; de rayon assez petit. Considérons maintenant la

fonction suivante :

o) = k(o) — ()~ 33V 2 (=) b el — .

j=1n>0

Cette fonction est réguliere sur tout R® et vérifie 'équation de Helmholtz ainsi que la
condition de radiation de Sommerfield. Le lemme de Rellich (voir par exemple [24]) assure
que v = 0 ce qui acheve la preuve du théoréeme. m

Ce lemme réduit clairement la détermination de chaque terme d’ordre k du champ ex-
terne a un nombre fini d’harmoniques sphériques et donc a un nombre fini de constantes.

4.2.2 Forme générale des champs internes

Nous dérivons maintenant la forme générale des différents termes du développement
du champ interne. On procede de la méme maniere que pour les coefficients du champ
externe et donc on insére (4.11) dans (4.1). Ainsi, en utilisant que A, = 6 Ay et en
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identifiant les termes de méme puissance de §, nous obtenons les équations vérifiées par
les différents termes du développement du champ interne :

ALY (R, ©) + w21, (R,0) = 0, R\ B, (4.18)

ou H(j% = H(j% = 0 et ou l'indice (j) réfere implicitement a la couche limite entourant
la boule B?. Ci-dessus, Bj désigne la sphére unité de R3. En reportant maintenant le
développement (4.11) dans la condition aux limites d'impédance et en utilisant que On; =
d~10R ainsi que I'’hypothese (4.9), il vient :

Y §Fopmy) = 5% Zék + o (a™), sur OBy,

Ainsi les champs internes vérifient la condition aux limites :
GRHU) = VJH(J) pour R = 1. (4.19)

Nous sommes maintenant en mesure d’obtenir les expressions générales des champs in-
ternes. Nous commencgons par traiter I’équation (4.18). Les conditions aux limites seront
examinées plus tard. Remarquons que de telles équations de Laplace emboitées ont déja
été étudiées en 2D dans [23]. Cependant, a cause des difficultés inhérentes a I’équation des
ondes en dimension paire, ces équations sont plus simples & résoudre en dimension 3.

Dans un premier temps et grace a la géométrie sphérique des petits obstacles, nous
pouvons faire une séparation de variables et chercher des solutions sous la forme sui-

vante : A ‘ A
ny) (r,0) =>" POR) Y oy (e).
n>0 Im|<n

Le laplacien en coordonnées sphériques est donné par

A= faR (R?0R) + — As

R2
ou Ag est 'opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére unité. Les harmoniques sphériques
vérifiant AgY," = —n(n + 1)Y;* et formant un systeme linéairement indépendant, les
équations de Laplace emboitées (4.18) se réduisent a :

L,PY) = —x?R*PY)_,, (4.20)

ou L, est 'opérateur différentiel défini par
L, = 8R(R283) — TL(TL + 1).

Le lemme suivant permet de réduire la résolution a la détermination d’un nombre fini de
constantes.

Lemme 4.6. Toute solution de (4.18) admet le développement suivant :

k2] |
H(J) R, @ Z Z Z CTA%)R—(n-&-l)-ﬁ-Ql +dzlr;fi)Rn+2l an(@),
n>0 |m|<n =0

ou les 2(|k/2] + 1) constantes cl(J)k et d( )k sont inconnues et |k/2] désigne la partie
entiére de k/2.
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Démonstration. On commence par faire une séparation de variables; ce qui réduit la
détermination de H,(j ) 4 celle de Pfljlz vérifiant (4.20). Remarquons que l'opérateur L,
s’écrit sous la forme suivante

L, = (ROR)* + (ROR) — n(n +1).

La relation (RORr)’ R = oPR™ entraine alors que L,R* = (o — n)(a + n + 1)R* pour
tout o € R. Ainsi les fonctions R~("*t1 et R"™ constituent un systéme fondamental de
solutions pour I’équation différentielle (4.20). La preuve se termine ensuite par une simple
récurrence. W

Les expressions des différents termes du développement du champ interne peuvent
étre réduites de maniere plus conséquente en utilisant les conditions aux limites (4.19).

Par exemple, pour les deux premiers champs internes qui vérifient AH,(Cj ) —0et 8RH,(€j ) =

'yjH,(cj ) pour R = 1. Le lemme 4.6 et le fait que la somme sur [ se réduit au terme [ = 0
montrent alors que :

n(re) =% Y {R"+ e }d07;<fk>ygn(@), k=0,1,

. pn+l
750 alm n+1+v R

N m . . , s . o1
ou les d, "y sont des constantes inconnues qui seront déterminées par la suite en utilisant
b b
le raccord.

4.2.3 Existence et unicité du développement asymptotique a tout ordre

Nous établissons, dans cette section, ’existence et 'unicité des développements asymp-
totiques raccordés, a tout ordre, de la solution de (4.1). Nous allons en fait démontrer le
résultat suivant.

Théoreme 4.7. Les couples champ externe et champ interne (uk,H,(cj)) sont déterminés
de maniére unique pour tout k € N par les équations (4.17), (4.18) et (4.19) dés lors qu’ils
vérifient les conditions de raccord (4.12) et (4.13).

La démonstration s’effectue par récurrence en supposant que le théoréeme est vrai
jusqu’a l'ordre k et que les différents termes du développement vérifient les hypotheses
suivantes :

Hypothéses 4.8. Les champs externes et champs internes vérifiant respectivement les
équations (4.17) et (4.18),(4.19) ainsi que les régles de raccord (4.13),(4.12) existent et
sont uniques jusqu’a ’ordre k.

Hypotheéses 4.9. Les coefficients du champ interne Hl(j)(R,G), pour l = 0,--- ,k, ne
dépendent que des 21 + 1 premiéres harmoniques sphériques et son développement en puis-
sances de R ne posséde pas de termes en RY pour v > 1 ety < —(l+1).
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Remarque 4.10. L’hypothése de récurrence 4.9 est extrémement utile dans la suite pour
établir des estimations d’erreur. Elle affirme en fait que les champs internes ne dépendent
que d’un nombre fini d’harmoniques sphériques. Cela est di au fait que la géométrie des
obstacles est simple entrainant ainsi que le développement sous-variationnel (termes en
puissances négatives de R) est fini.

En revanche, le nombre fini de puissances positives de R provient uniquement de [’ordre
fini de la singularité des champs externes. Seule cette derniére propriété resterait donc
valable pour des obstacles de forme générale.

Avant de passer a la démonstration du théoreme 4.7, nous établissons certaines pro-
priétés générales utiles pour la suite. Tout d’abord, les fonctions de raccord U%)Z(R, 0)
vérifient des équations de Laplace emboitées.

Lemme 4.11. Soit m un entier etl € {0,--- ,m}. Alors les fonctions de raccord vérifient :
AUV (R,0) = —k2UY),_,(R,0), YR> 1, ¥O € S,

ou U(])

mi—2 =0 sil—2<0 etS? est la sphére unité de R3.

Démonstration. Rappelons que u, s(z) = > %, 6'u(x). Les fonctions de raccord sont
alors définies a ’aide de l'identification suivante :

Uy, 5(cj + ORO) = ZélU (R,0) + 050 (™).

On donne maintenant la formule de Gegenbauer [48] :

Uinc(cj + 0RO) = uinc(cj)e“’“”ﬂd@> = Uinc(cj) Zjn(/iéR)i"(Qn +1)P,((d,0)), (4.21)
n>0

ou P, sont les polynomes de Legendre [48, 1]) qui peuvent s’écrire sous la forme suivante :

Po((s1,52)

Z Yy, ™ Y™ (s9), V(Sl,82)652.

Im|<n

2n—|—1

On donne aussi les formules de translation pour les solutions de 1’équation de Helm-
holtz [48] :

hn<s+t)y,;n<s”> SN s (), st Jsl < I,

t
+1] n'>0 |m/|<n’

ou § = s/|s| et ou les constantes C;Zfl;lm(t) peuvent étre déterminées explicitement. Ici,
les formules de translation sont utilisées avec s = 0RO et t = ¢; — ¢ pour [ # j. De
ce fait, |s| < |t| car 0 est petit. Ainsi, le théoreme 4.5, les formules de translation, de

Gegenbauer (4.21) et les définitions des fonctions de Bessel (4.14) et de Hankel (4.15) avec

des séries entiéres [1], montrent 'existence des fonctions U(] )

De plus, Uy, 5(c;+0RO)=>"", 5lUm)l(R, O) est donné par le reste d’'une série de fonctions
de la variable rapide X = (R, 0) = (z — ¢;)/0 qui est réguliére et converge uniformément,




4.2. METHODE DES DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES RACCORDES 153

ainsi que ses dérivées, sur tout compact de R3\B;. Par conséquent, comme 6’A, = Ay,
en dérivant 1’égalité ci-dessus, il vient :

Ayt s(c; +ORO) = > 6! AxUY (R, ©) + 050 (6™).

1=0
Les champs externes vérifiant 1’équation de Helmholtz Ayuy, = —k2uy sur R3\ U;-Vzl {¢;},
il s’ensuit :
8% Ayt 5(c; + ORO) = —k%0%up 5(c; + RO) = —k*62 Zal L (R, 0) + 050 (6™12)

m+2
= —K? Z S0, ,(R,0) + 050 (6F2)

La comparaison des deux égalités précédentes entraine :

Z(S’AXU]) R,0) 2251Uml 2(R,©) + 050 (6™),
=2

et ainsi en identifiant les termes de méme puissance de §, on obtient que les fonctions de
raccord vérifient des équations de Laplace emboitées. m

On donne maintenant des relations de compatibilité'sur les coefficients intervenant
dans le développement en harmoniques sphériques de U,(j 2 — HZ(J ) lorsque les hypotheses
de récurrence sont vérifiées.

Lemme 4.12. Supposons que les hypothéses 4.8 et 4.9 soient satisfaites. Soit @p; =
U(J) H(j avec | =0,..., k. Alors

[1/2]
1
Pr,l = W Z} Ck,l,’YyZ’YJrkfl,l(@) + R—>0+oo <R’f+1—l> )
=

ot les constantes C ., sont connues et Y, 1(0) est une combinaison linéaire d’harmoniques
sphériques de degré v dont les coefficients sont eux aussi connus. De plus, on a la relation
de récurrence suivante :

162

Ck,l,’ny"{-‘rk—l,l(@) = _2,)/ {2([ —k— 7) _ 1}
Vi€ {0,... k} et ¥y € {1,...,[l/2]}.

Cr1—2.4—1YVoy+k—1,1—-2(0),

()

Démonstration. Par le lemme 4.11 et comme IT;
boitées, il vient :

vérifie des équations de Laplace em-

Apy = —/@24,0;@71_2, sur R3 \ Bi.
Le lemme 4.6 et les hypotheses 4.8 et 4.9 assurent alors que ¢y ; admet le développement
suivant :
11/2]
Ok = Z Z Z 'ynJl)R (n4+1)+2v + d (J)Rn+2'y Yy;m(@),

n=0 Im|<n v=0
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ou, par les hypotheses de récurrence, toutes les constantes sont déterminées. Les conditions
de raccord (4.13) et la représentation ci-dessus imposent que ¢y ; = 0OR— 4o (#) qui est
en fait un Op_ 4o (#) et donc ¢y, est égal a son terme en R!=(+1) plus des termes
en OR— 100 (ﬁ) (qui sont explicites). Pour le déterminer, considérons n et v tels que
—(n+1)+2y = —(k+1) + 1. L’ordre de I’harmonique sphérique correspondante est
alors n = 2y + k — [ et donc le terme en R'™(*1 intervenant dans la représentation
de ¢y est donné par R—(k+1D+ Z%Z%J CriyVoy+k—1,1(0), ot Y, 1(O) est une combinaison
linéaire d’harmonique sphériques de degré v dont les constantes, ainsi que les C},; -, sont
totalement déterminées grace a I’hypothese de récurrence. Cela démontre la premiere partie
du lemme.

Pour déterminer la rélation de récurrence sur les Ck,l7,yy,,7l(®), nous utilisons I’équation
de Laplace emboitée vérifiée par les ¢y ;. Ainsi, en la multipliant par R? et en utilisant
I’expression du Laplacien en coordonnées sphériques, il vient :

R*Agy; = {(ROR)*+ (ROR) + As} pny

[1/2]
1
= R ; 2921 = v = k) = 1)Cr iy Yoy +k-11(0) + 2l <Rk+1—l> ;

ou nous avons utilisé que les harmoniques sphériques vérifient AgY,"(©) = —n(n +
1)Y,"(©) et l'identité (ROR)”RP = p” RP. De méme, on a :

—Kk2R?

L(1-2)/2]
1
—k* R 0 = RRFI-I2 Z Ck7l—2,7y2(7+1)+k—l7l—2(@)+R2R_>0+OO <Rk+1—l+2>
v=0

2 11/2]
= Rkt E, 1Ck,lfQ;y/flyZ'y’+kfl,lf2(6) + R—>0+oo <Rk+1—l> )
Y=

ou la derniere égalité découle du changement d’indice 4’ = v+ 1. La relation de récurrence
est alors obtenue en utilisant la relation Axpy; = —K/2@k’l_2. [

4.2.3.1 Principe de la preuve de I'existence et I'unicité du développement a tout
ordre

Nous décrivons maintenant le principe de la démonstration (assez technique) de ’exis-
tence et I'unicité des développement asymptotiques raccordés a tout ordre. Comme nous
I’avons évoqué ci-dessus, la preuve s’effectue par récurrence en montrant que les hy-
potheses 4.8 et 4.9 sont vérifiées a tout ordre. Le schéma est le suivant : on établit d’abord
que le champ externe d’ordre k + 1 existe de maniere unique. On procede ensuite de méme
pour le champ interne d’ordre k + 1.

La détermination de wug1 utilise le théoreme 4.5 qui la réduit a celle de k + 1 com-
binaisons linéaires d’harmoniques sphériques de degré allant de 0 a k. L’étape suivante

est la dérivation d’une relation de récurrence entre les fonctions de raccord U,(cjll ; et U,g l)
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pour I =0,...,k. Les conditions de raccord et 'hypothese de récurrence permettent alors
de déterminer ug,1 de maniere unique.

La détermination des champs internes d’ordre k + 1, H,(cj_al, est obtenue par une
méthode variationnelle. On introduit & cet effet 1'espace de Beppo-Levi [70] pour la

résolution du probleme associé a H,(jll.

4.2.3.2 Démonstration de I'existence et I'unicité du développement a tout ordre

La démonstration se déroule en plusieurs étapes. On vérifie tout d’abord que les
hypotheses 4.8 et 4.9 sont vérifiées a l'ordre 0. On montre ensuite 1’existence et I'unicité
de w1 puis celle de H,(c]ll.

I - INITIALISATION : DETERMINATION DES TERMES D’ORDRE 0.

En utilisant que hg)(z) ~ Cp /2" lorsque 2z — 0 (voir (4.15)) et le théoreme 4.5, on

obtient que le terme d’ordre 0 reste borné au voisinage de chaque c¢j. On en déduit alors
que ug = Uinc-

Pour obtenir le coefficient d’ordre 0 du champ proche, on commence par calculer la
premiere fonction de raccord (4.12). Un développement de Taylor entraine alors :

uo(cj + SRO) = uinelcj) + 0 (1) = US)(R. ©) + Lo (1).

Le lemme 4.6 assure que le coefficient d’ordre 0 du champ interne admet le développement

suivant :
(9) _ n n—"7j 1 (4)smy m
' (re) =55 (R +n+1+fijn+1>dkm Y;"(6).

n>0 |m|<n

Les conditions de raccord (4.13) impliquent alors que H(()j ) ne dépend que de '’harmonique

sphérique d’ordre zéro YOO =1 et de plus :

H(()J)(R, 0) = (1 -3 +ij R) Uine(Cj)- (4.22)

Les termes ug et Héj ) vérifient bien les hypotheses 4.8 et 4.9 ce qui acheve la détermination
du développement asymptotique a ’ordre zéro.

II - INDUCTION : EXISTENCE ET UNICITE DU CHAMP EXTERNE D’ORDRE k + 1

Nous commencons par déterminer le champs externe d’ordre k+ 1. Le théoreme 4.5 et
le comportement en zéro des fonctions de Hankel sphériques (4.15) montrent qu’il s’exprime

comme suit :
N &k

e () = D Y hy(slz — a i), (0),

=1 ~v=0
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ou Hl(]k) +1(@) est une combinaison linéaire d’harmoniques sphériques d’ordre [ dont les
coefficients ne sont pas encore déterminés.

La détermination de ui4q n’utilise que le développement jusqu’a 'ordre k en § de ugy1 5.
Nous donnons alors le résultat suivant qui permet de lier les coefficients inconnus avec les
fonctions de raccord d’ordre k et celles d’ordre k + 1.

Lemme 4.13. Pour tout j = 1,--- | N et pour tout I = 0,--- ,k, nous avons la formule
sutvante :
) ) 1 & ()
Ugc]—i-l,l(R? @> - U](c],l <R7 @> + RE+1-1 Z N2t+kfl,tH2{§+k_[’k+1(@)a
t=0

ot les constantes N, ~ sont données par le développement en série des fonctions de Neu-
manmn :

n-l—l n—-y .2 n+1
\FZ 74 mv( ) QV—ZNWz 1),

(i) =i e
>0

Démonstration. Soit [ un entier compris entre 0 et k. Les fonctions de raccord d’ordre
k + 1 sont définies par

us 11(c; + ORO) Zal Ml (R, ©) + 05_0(0%).
Par la décomposition usjy1 = ugsy + 6kl ,q et la définition des U,(Cj 2 il ne reste plus
qu’a calculer les termes en 6! de 6** 1wy, 1(c; +8RO) lorsque § — 0. Pour cela, on rappelle

que les fonctions de Hankel sphériques sont définies par h( ) = = jn + iy, (voir [1]). La
formule (4.14) montre que j,(z) ~ Cp 2" lorsque z — 0 et ainsi il vient :

F 1 (cj + ORO) = 5k+12h (KSRYHY) 1 (©) + 05-0(8")
v=0

k
= S iy (RORYHY) 1 (©) + 050 (3").
v=0

Le développement en série entiere de y,(kz) dans I’égalité ci-dessus donne alors :

¥ ugey1 (c; + SRO) —5k+1z N Ny (BR)Z 0D ) 1Y) (0) + 050 (6").
v=0 \v>0

Considérons le changement d’indice t =vetl=2v—(y+ 1)+ (k+1) =2v+ k — v pour
v€{0,...,k}. Alors t € {0,...,|l/2]} et en ne gardant que les termes d’ordre inférieur &
6% il vient :

Eoog 2

5k+1uk+1(0j + 5R@) = Z W Z N2t+k—l,tH§2Lk—z,k+1(@) + 05%0(6]6)‘
=0 t=0
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En regroupant les termes ci-dessus, on obtient la relation recherchée :

‘ ' L1/2] '
U,(ﬂj_i)_u(R7 0) = U,(jl) (R,0) + RETIL Z NQt-&-k—l,tHglk_l,k_i_N@)‘
t=0

Nous donnons maintenant un résultat, utile pour la suite, concernant une relation
de récurrence sur les constantes intervenant dans le développement en série entiere des
fonctions de Neumann.

Lemme 4.14. Les constantes (Ny ), >0 définie par le développement en série entiére
des fonctions de Neumann iy, (kz) vérifient la relation de récurrence suivante :
2 _1\n+1l,.—(n+1)on
K (=1)" 'k 2
N, Y—1» N, 0 = _\/E
2y(2(y—n)-1)""" " L(3 —n)

Nnn -

Démonstration. La démonstration peut s’effectuer via l'expression explicite des Ny, .
On a choisi ici d’utiliser le fait que les fonctions de Neumann vérifient une équation de
Helmholtz.

Soit n € N et m vérifiant |m| < n. Alors le multipdle iy, (kR)Y,*(©) vérifie I’équation
de Helmholtz. Ainsi, en utilisant ’expression du Laplacien en coordonnées sphériques, il
vient :

0 = R*(A+#r?)iyn(sR)Y;"(0) = B* (A+57) V;(0) { D Noy R~V

720
= Y7(0)Y Nupy(2y— (n+1) +n+1)(2y — (n+1) — n) RN~
720
+Y,"(O) Z K2N,, , B2 (142
720
= YM0)) (Nan2y(2(y —n) = 1) + K* Ny y 1) RV (0HD,
v2>1

ou la derniere égalité provient du changement d’indice 4/ = v + 1. La démonstration se
termine alors en utilisant le fait que le second membre est nul. m

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer uy,; de maniére unique.

Lemme 4.15. Le champ lointain d’ordre k + 1 existe et est unique.

Démonstration. Nous devons déterminer les harmoniques sphériques Hl(jg +1(©) consti-
tuant le développement de ugiq pour | € {0,...,k}. Le lemme 4.13 et les conditions de

raccord entrainent :

l/2]
, : , 1
(Ul(cjl) - HI(J)) + RE+1-1 Z N2t+k—l,tng)+kfz,k+1(@) S (Rk+1—l> .
t=0
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Le lemme 4.12 assure que

[1/2]
(Ul(c]l) - Hz(])) =Pkl = T Z CrindVoy+k-12(0) + 2l (Rk+1—l) -
v=0

Les harmoniques sphériques du champ externe uy 1 vérifient ainsi les relations suivantes :

L/2] L/2]

Z N2t+k—l,tHgl_k_le+1(®) =— Z CriyYoy+k-121(0), 1 =0,...,k;
t=0 ¥=0

d’ou on obtient :

; Ck,,
ng’y)+k7l,k+l(@) == —my27+k_l7l(@), Vl = O, ceey k’ \V/’)/ = O, ceey [l/2] .

Les relations précédentes sur-déterminent les Hl(jg +1(@). En effet, v = 2y + k — [ peut

prendre plusieurs fois la méme valeur pour des [ et des ~ différents.

Les quantités —%ygv_i_k_u(@) vérifient cependant des relations de compatibilité
impliquant qu’elles sont égales dés que v = v/ = 24/ + k — I’. Ces relations sont en fait
démontrées dans les lemmes 4.14 et 4.12. 1l suit ainsi que les H,(jjll +1(©) sont déterminées
de maniere unique par la relation précédente et il en est donc de méme pour le champ

externe ugy1. Ceci acheve la démonstration. m

II1 - INDUCTION : EXISTENCE ET UNICITE DES CHAMPS INTERNES D’ORDRE k + 1

Pour terminer la démonstration du théoreme 4.7, il ne reste plus qu’a montrer 1’exis-
tence et 'unicité du champ interne d’ordre k + 1. Il vérifie I’équation suivante :
ATIY) (R, 0) = —x211Y | (R, ©), dans R3\B,
0RH,(€]+)1(R, 0) = fyjH,(ch)rl(R, ©), pour R =1,
), (R,©) ~ U}, 1 1(R.©) = 0pioo (1).

il vient :

En posant & = HECJ.J)FI(R, o) — Ug}rl’wﬂ,
A®(R,0) = F, dans R3\B,
Or®(R,0) =~;®(R,0) + g, pour R =1, (4.23)
P(R,0) = 0100 (1),

ou ‘ .
{ 9= _aRU%jg;LkH(la@) +7(J'}Jl(cj—i)-1,k+1(1’@)’
F=—-r’IL"(R,©) = AU/ (R, 0©).

On introduit maintenant ’espace de Beppo-Levi [29], noté BL, qui est défini comme
’'adhérence des fonctions de D(R? \ B;), pour la norme suivante :

lully, = / Vul?de.
R3\B1
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On a de plus la caractérisation suivante [70] :
BL = {®c D/ (R\B) | (1+ o) """ ® et VO € L? (R\B))) } .

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire suivant :
R3\Bl

car BL ne contient pas les constantes. On peut alors donner une formulation variationnelle
pour (4.23) dans BL :

trouver ® € BL tel que V¥ € BL :

/ (VO V) da +; / STdo — / GTdo — / Fda.
R3\B; oB1 0By R3\ B3

Nous établissons tout d’abord la coercivité de la forme sesquilinéaire intervenant dans le
probleme (4.24).

(4.24)

Lemme 4.16. Soit

a(®, ) = / (VO VT dr + / $Tdo
R3\Bl aBl

une forme sesquilinéaire. Soit 6 €]0, | tel que v; = —]7j|ei9 (on rappelle que Tm~y; < 0).
Alors a est a la fois continue et coercive sur BL x BL :

|a(®, ®)| > sin(6/2) | @[5y, -

Démonstration. La continuité de a découle simplement du fait que BL est inclus dans
HlloC (R3 \ Bl) et des théorémes de traces. Maintenant, soient ® € BL et ¥ = ®¢/2. Alors,
il vient :

a(@, ) = 2 |05, — [le”? )7 g1 -

Ainsi Zma(®, ¥) = —sin(0/2) <||<I>||%L + |5l ||<I>H22(SJ5)> ce qui entraine enfin :

a(@./20)| = |a(®,®)] > [Tma(@, ¥)| = sin(6/2) @]

Nous pouvons maintenant établir ’existence et I'unicité du champ interne d’ordre
k+1.

Lemme 4.17. Le champ interne d’ordre k + 1 existe, est unique et vérifie :

3]

k+1 2
ML (RO) =3 > 3 D R el g PR v e),

n=0|m|<n | 1=0

ot il n’y a pas de termes de la forme RY pour v >k et v < —(k +1).
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Démonstration. Le lemme 4.11, 'hypothese 4.8 et les régles de raccord (4.13) montrent
que :

P (Ufhen) 1w 0) = o ()=, 0. ().

ou la derniere égalité découle du lemme 4.6. Ainsi en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et un passage en coordonnées sphériques nous obtenons, pour tout ¥ € BL, I'estimation
suivante :

/ |FU|dX = / F 1+ (X)) 1+ xP) 7 |dx
R3\B1 R3\31
+0o0 1 2 1/2 |\If|2 1/2
c / ' 1+ R)R%R / —_ax
{ 1 R3 ( ) r3\B, 1+ [X[?

< Cl¥pg-
Le second membre est donc bien une forme linéaire continue sur BL et I’équation (4.24) a
un sens. Le lemme 4.16 et le lemme de Lax-Milgram permettent alors de conclure quant

a l'existence et & 'unicité de H,(jll

IN

(4)

Il reste & montrer que 17/, vérifie ’hypothese 4.9. Il suffit pour cela d’utiliser que,

apres une séparation de variables, la partie radiale de v )1 vérifie (voir 4.20)

() 2 2 pd)
L Pnka_ nRPn{k_l.

L’hypothese de récurrence induit que H,(Ql ne dépend que des 2(k — 1) + 1 premieres
harmoniques sphériques et ne comportent pas de termes de la forme RY pour v > k—1 et
v < —(k —141). On rappelle de plus que l'opérateur L, vérifie la propriété suivante :

L,R"=(y—n)(y+n+1)R".
)

Ainsi, comme II;7 | vérifie la condition aux limites d’impédance, il peut s’exprimer comme

une somme de deux termes. Le premier releve de ’équation de Laplace avec H,(CJ )1 comime

second membre tandis que le second vérifie I’équation de Laplace homogéne avec condition
aux limites d’impédances. Plus précisemment, on a la formule suivante :

2
59—5)—1 R @ Z Z Z Clnk—i—l ~lnt D+ + dl n(kzl—aner YT;TL(@)

n=0 |m|<n

n n—"9 1 k+1,()y m
Y
+ZZ {R +n+1_|_,ijn+1}dnJ ”(@)’

n>k|m|<n

ouil n’y a pas de termes de la forme RY pour v > (k—1)+2 =k+1let vy < —(k—1+1)—2 =
—k—2pour n =0,...,k — 1 et ol toutes les constantes ci-dessus sont déterminées. Le

lemme 4.13 montre que U/,(g_s)_1 w41 De dépend que des 2(k + 1) + 1 premiéres harmoniques
()

sphériques. Ainsi les conditions de raccord I}, (R,©) — U,E:]J)rl pr1 (R, 0) = 0p— 100 (1)
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entrainent que dfjl’(j ) =0 pour tout n > k + 2 et acheve la démonstration. m

Le théoreme 4.7 assure l’existence du développement asymptotique de la solution
de (4.1) a tout ordre. Ce résultat est surtout utile dans la suite pour établir que les
estimations d’erreur entre le champ et son développement asymptotique sont optimales.

Remarque 4.18. Dans la preuve du lemme 4.17 nous avons utilisé que la partie imagi-
naire des impédances est négative. Cela ne nous permet donc pas a priori de traiter le cas
d’obstacles « mous » ou « durs ».

Pour les conditions auzx limites de Dirichlet, il n’y a aucun changement o faire dans la
démonstration car les termes de bord disparaissent. Toutefois, lorsqu’on impose des condi-
tions auz limites de Neumann, on peut s’attendre a n’avoir l’existence et l'unicité qu’a une
constante prés. Cependant, comme l’espace de Beppo-Levi ne contient pas les constantes
(contrairement a la dimension 2), opérateur V agissant sur BL est injectif et il n'y a
ainst aucun changement a apporter a la preuve.

4.2.4 Estimations d’erreurs : justification du développement formel

Les sections précédentes ont permis de démontrer que le développement asymptotique
existait de maniere unique a tout ordre. Dans cette section, nous allons démontrer des
estimations d’erreur afin de valider les développements externe (4.10) et interne (4.11).
Pour cela, on suit approche de [50, 5]. Elle consiste & introduire une approximation
globalement valide, avec ’aide de fonctions de troncature, pour la solution du probléme
de diffraction.

4.2.4.1 L’approximation globalement valide

Aucun des développements internes ou externes ne peut réaliser une approximation
de us dans tout R3\ U;VZI B?. Nous pouvons cependant construire une approximation
globalement valide par une combinaison convexe adéquate de ces deux développements.
Considérons pour cela une fonction de troncature x € D(R™) définie & partir de la fonction
C> a support compact donnée ci-dessous (voir aussi figure 4.4) vérifiant :

1, r<1
X(r) = 0, r>2

et x'(r) < 0 pour tout r. Une approximation globalement valide, notée @y, 5, de us solution
de (4.1) peut ainsi étre définie comme suit :

N m N m
Imas(@) = [1- 3 xY (@) {Z 5%(@} +3 (@) {Z sk (“””;CJ’ @) } ,
j=1 k=0 j=1 k=0

ou ng )(x) =X (\a: — ¢/ \/S) Remarquons que Uy, s est égale au champ externe loin des

petits obstacles tandis qu’elle coincide avec le champ interne dans un voisinage « asymp-
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x(x)
1

F1G. 4.4: Fonction de troncature utilisée pour ’approximation globalement valide

totique » de chacun des petits objets. Plus précisément, on a :

m
s (1) = D 0 ug (), jnin o — o) = 2V5,
rar

T s(a) = 3 oF1IY <W,@> L o<lz—cj|<V5, j=1,...,N.
k=0

C’est uniquement dans les zones de raccord
M((;j): {x€R3 | Vo < |z — ¢ §2\/S},

que les deux développements précédents contribuent simultanément a ’approximation de
us.

4.2.4.2 Estimations d’erreurs

Une maniere naturelle d’obtenir une estimation d’erreur entre u;s et u,, s est d’utiliser
le résultat de stabilité 4.3 puis d’estimer le résidu relatif & i, 5 — us. Soit €5, = us — U, s
Perreur. En la reportant dans (4.4), il vient :

(A + K%)esm = (A + k)l 5, dans =g,
On,€5m = oz?e(gjm, sur SJ‘S, ) (4.25)
Ovesm +1Tesy =0, sur 0=

Le résultat de stabilité entraine alors I’existence d’une constante C' > 0 indépendante de
¢ telle que :
N
2\~ - _ = 5
| €sm |1z < C | (A+ £ )tUms || 12(z5) avec Eg = E\ U B;.
j=1
On réduit ainsi I'estimation d’erreur a celle du résidu H(A + KQ)ﬂmﬁgHLQ(E(S). Avant d’ex-
primer explicitement ce terme, on rappelle la formule suivante valable pour f,g assez
régulieres :

A(fg) = fAg+gAf+2(Vf Vyg).
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On en déduit :

N m
(A + K)iims = (1Zx§”<x> {Zé’“(Am)ukm}
j=1 k=0
N i G) o sk 2y ) (12 = ¢l
Xg (@) | 4> 0% (A + k?) I 50
j=1 k=0
N m
+ ZAXESJ)(x) {Z <H§€j) <|$ 5C]|’@) —uk.(x))}
j=1 k=0
N m
+ 2 V@), v (19 (=5l 0) ~ () }
3L (o (e (55 0) i)

Les champs externes vérifient I’équation de Helmholtz sur R3\ Uévzl {cj} et les champs
internes sont solutions d’équations de Laplace emboitées. On obtient alors :

N m
N~ 2 ) k() (12— ¢l 0 [ lz—¢l
(A+K)lUps = & ng (x)> 6 <H,g( . J,@>—52HJ ( 5 ELNS)
j=1 k=0
N : m N
+ Y A @) {Zé’“ (HEB’ (5], @) - m(ﬂf))}
j=1 k=0

. 2% {i(;k <ngj)(x)’v <H,(j) <|$;Cj|’@> - Uk(l‘)>>}
i=1 Li=o

ou H(f% = H(f% = 0. Le premier terme ci-dessus est appelé « erreur interne », le second et
le troisieme « erreur de raccord ». Pour obtenir une borne sur ||€s,|| ;1 (z;)> Dous allons
estimer ces termes un par un.

Borne sur I’erreur interne

On a le résultat suivant :

Lemme 4.19. L’erreur interne vérifie :

> S (- )}

ou C' > 0 est une constante indépendante de J.

2(Mm{)

Démonstration. En réorganisant la somme intervenant dans ’erreur interne, il vient :

m—2

k=0 k=0
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Une inégalité triangulaire entraine alors :

{Eeese0)

ot C'= C(x) = [[X|l oo (r+)- En utilisant que les harmoniques sphériques sont bornées sur
la sphere unité et qu’il n’y pas de terme de la forme RY pour v > k et v < —(k + 1) dans
les champs internes d’ordre m — 1 et m par le lemme 4.17, il vient :

< CZ&ZHH ‘

LQ(M((SJ)) l=m—1

LQ(M(J>)

k
< oF > BN oty - POUT b =m —1,m. (4.26)
v=—(k+1)

)

Lz(Mt(Sj))

Un passage en coordonnées sphériques et une intégration explicite montrent, pour tout
v €N, que :

1
2 2 1
Ve 2 $3 152 3 1 ( 3+2y 53— > :
Y — Y —
1B pqt, = {/1 /SZIR\ 5Rd@dR} 2\/7752{27+3 2531 1)L
On obtient ainsi I’estimation suivante :
3
02 if24+v<0
Rl/ ) < C ] . 2 9
I ”Lz(Mfsj)) = { §a 1% if S+v>0

En remarquant que pour v = —(k + 1),...,—2 nous avons v + % < 0 et en scindant la
somme intervenant dans (4.26) il suit :

m m _9 k
k v
Z * H ‘m M) C Z g Z + Z IR ”L2(ng))
k=m—1 k=m—1 v=—(k+1) v=-1

IN
Q
il
e L0
—
*
Njw
+
%
e
b
[NIN

A\
Q

{5’”% + ok TE 4 5§+%} <CsEt

il
3
L

Le regroupement des estimations précédentes termine alors la démonstration. m

Borne sur I’erreur de raccord

Lemme 4.20. L’erreur de raccord vérifie :
>l {3 (1) )}
j=1 k=0

ou C' est une constante strictement positive indépendante de J.

< NCs1t%
2 (m§7)
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Démonstration. Soit j un entier de {1,..., N} fixé. Comme X(J )( ) dépend seulement
de rj = |z — ¢4, il vient :

MO - 282 ( \fcﬂ)z\}gg%ma”x(\x\;;ﬂ)

— ¢ 2 |z — ¢
6 s Ve iV X\

Ainsi, comme é < 1 pour tout = € /\/l((sj), on a:
J

SAUHCER) 0

ou C(x) dépend uniquement de la norme L de x et de ses dérivées jusqu’a l'ordre 2. Nous
allons maintenant utiliser les regles de raccord (4.13) afin d’estimer les termes ci-dessus.
Tout d’abord, a I’aide d’une inégalité triangulaire, on déduit :

C
- 5

)

LQ(M((;j))

LQ(ng))

i o* (1) < i ot (1) —ull),)
k=0 L2(MY) k=0 2y
+ i bk (uk - U%)k> )
k=0 7 L2(M((5j))

ot les fonctions de raccord sont exprimées en variables rapides X = (z — ¢;)/d. Un chan-
gement de variables en coordonnées sphériques entraine :

(-0,

L2(M(j))

2
k a B T)) |z — ¢
= [ o (0 (B2 0) vt (550 0))
2
[

Z o () (R, ©) ~ UY),(R,0))| 6°R*dOdR.

dzx

En utilisant maintenant les regles de raccord et le lemme 4.12, il vient Ufi)k — H,(cj ) =

OR— 400 (ﬁ) = ORp— 40 (ﬁ), d’ou on déduit :

1
m m 2 2 2
k (1) () ket 3 Ve 1 2
do (H,j —UTik) < O Mt {/1 e RdR}
k=0 L2(MY)) k=0 Vi
3 1 m
< Cz(skJr% (52m72k71>4 O5s+ gz
k=0 k=0
5
< 1

m+1
C 1oV e
1-+0o




166 4. DIFFRACTION MULTIPLE PAR N PETITS OBSTACLES

Les fonctions de raccord sont données par la relation suivante :

S S _  _ "
kz_oéluk(cj+5R@)—kz_061U7flyl(R,@)—530(5 )= 0 (™).

Ainsi, un changement de variables en coordonnées sphériques sous l'intégrale entraine :

S k 2]
kzocs (uk Um,k)

2 2
< Cgstmtl {/”RQdR}
%

< osmtitis—i — ogmtits

2 (M((Sj))
Finalement, en regroupant toutes les estimations précédentes, il vient :

m —+1
Aok (M) = ) <cC {62“11 ‘/57\/; + 5m+§} < CoEt,
k=0 ) B

PN

LQ(M((sj)

ou C > 0 dépend de x et de N mais est indépendante de §. m

Pour l'estimation du troisieme terme, nous avons le lemme suivant :

Lemme 4.21. 1[I existe une constante C > 0 indépendante de J telle que :

N m ] ) L
SISt (v () - ) < CN§its.
7j=1 k=0 LQ(M((Sj))
Démonstration. Soit j € {1,..., N} un entier fixé. Tout d’abord, en remarquant que

X((;j)(l‘) ne dépend que de r; = |z — ¢;| il vient :

; T — C; 1 T — Cj
ngj)(x) = Vx <|\/Sj|> = %87’1)( <’ \/g]|> €r;,

ol e, = (v —¢;)/|r — ¢;|. Par conséquent, comme 0, = 20, il vient :

<vxgj)(x), v <H§j> ("”;CJ’ @) - uk(:v)>
_ 5lﬁarjx ('“T\;;j') On (HEZ) ('“";Cﬂ",@) - uk(w)> ,

qui donne l'estimation suivante :

k=0 12(Mg) o2 = 12(Mg7)
02 |[}=o 7 £2(MY))
+ OO IS gray (- U, |
92 k=0 LQ(M((;j))
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ou C'(x) est une constante strictement positive, indépendante de §, mais dépendante de la
norme L de x et de ses dérivées premieres.

Nous devons maintenant borner les dérivées des fonctions de raccord. En utilisant que
Or = 60|, et en reprenant la preuve du lemme 4.11, on obtient :

O {Z Slup(c; + 0RO) — 3 §UY (R, @)} — 0 (™).

6—0
k=0 k=0

Un passage en coordonnées sphériques et I’estimation précédente entrainent alors :

m 2 2 %
DI las {/f RQdR}
k=0
1

< Ci5k+% (62m72k+1)4 < C(S%JFZ
k=0

1
Rm—k+2

IN

gjoakaR (m - u)

2(My) V5

Pour borner les dérivées des regles de raccord, on utilise le lemme 4.12 qui montre que la
fonction U%)k — H,(j ) vérifie une équation de Laplace avec une condition a l'infini donnée
les regles de raccord (4.13). On peut ainsi dériver les régles de raccord :

() @\ _ 1
83 (Uri,k - ij ) - R—»O—',-oo <Rm—k+2> '

On obtient alors :

1

m ) 2 2
>~ op (uw, — UG ) < ot {/1” RZdR} < CmTI
G

k=0

L2(ng>)

En regroupant toutes les estimations précédentes, il vient :

m m—+1
Hzgk (939 (1)) 269 ({1—“5 }m 4o
k=0

IN
Q

sl
~—

L2(./\/l((5j>)

IA
Q
i

4

ou C > 0 ne dépend pas de §. m

Le regroupement des bornes des termes d’erreur interne et externe (voir les 3 lemmes
ci-dessus) entraine le résultat suivant :

Théoreme 4.22. Soit U, s 'approximation globalement valide de us solution du probléme
de diffraction (4.1). Alors, pour § — 0, on a lestimation d’erreur suivante :

m
2

_ 1
[|us — “mﬁHHl(E(s) < Coite,

ou C' > 0 est une constante indépendante de 0 mais dépendant de N, le nombre total de
petits obstacles.
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L’estimation d’erreur précédente peut étre raffinée, afin d’obtenir des estimations
optimales, en considérant seulement ’erreur entre les champs externes et ws.

Théoréeme 4.23. Soit F, = =5\ U Bp ==\ U] 1 Bp ot Bp est la boule de centre c;
et de rayon p > 0 ou p est suﬁfisamment petzt de telle sorte que Bp ne contienne aucun ¢
mis a part cj. Alors on a l’estimation optimale suivante :

1
HU§ - Um,&HHl(]:p) < Cp5m+ 5
ot C, > 0 ne dépend pas de & et up s(z) = S jy Fur(z) ot les uy sont les coefficients

du champ externe.

Démonstration. Tout d’abord, pour tout z € F,, on a Uy, 5 = Upm,s OU Uy est I'ap-
proximation globalement valide de us solution de (4.1). Considérons p € N tel que p > m
et vérifiant £+ % > (m + 1). Le théoréme 4.22 entraine alors :

~ 1,p
HU5 . uP’fSHHl(EL;) < 112 < ol iany

Une inégalité triangulaire montre alors :

1z T Z 3 Nl g,

l=m+1

[us = wm.sll o7,y < llus — Ups

Par le théoreme 4.5 les u; appartiennent a H 1(.7-"p) et ainsi 'estimation précédente acheve
la démonstration. m

Les résultats d’erreurs ci-dessus permettent de valider les développements (4.10), pour
le champ externe, et (4.11) pour le champ interne. Cela justifie ainsi I’approche formelle
de la méthode des développements asymptotiques raccordés.

Le théoreme 4.23 montre que les coefficients du champ externe fournissent une bonne
approximation de la solution du probléme (4.1). En utilisant les calculs explicites des
coefficients du champ externe qui seront réalisés au chapitre 5 (voir section 5.1), on obtient
que :

’LLL(;(.%') = uinc + 52 h(l) /ﬁ;‘x _ Cj‘)y’()(7]1)’

ol Yo(,Jl) = —iKY;Uinc(c;)/(1 4+ 7;5). Ainsi, on peut voir qu'une approximation du premier
ordre du champ diffracté par N petits objets est donnée par le champ obtenu en négligeant
les interactions des boules entre elles. Cette approximation peut de plus étre interprétée
comme une approximation de Born (voir [24] pour la définition) d’un probleme de diffrac-
tion dont le terme source est donné par le champ incident.

En fait, 'estimation d’erreur 4.23 montre que I'on dispose d’une approximation plus fine
du champ en considérant les coefficients d’ordres supérieurs du champ externe. En effet, en
utilisant 'expression de uy (voir (5.7)), on obtient 'approximation d’ordre 2 suivante :

_—
(%) = w52 +522h (sl = ) 5 | Yo+ D ()Y
K I#j
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On peut alors voir apparaitre des termes de la forme h(()l)(/ﬂ:c —¢il) > j qui peuvent étre

interprétés comme une approximation (de Born) du champ diffracté par la boule B? dont
le terme source est donné par ’ensemble des rayonnements des autres boules. On obtient
ainsi des termes correspondant aux interactions mutuelles des petits obstacles.

Remarque 4.24. Il peut sembler étonnant de retrouver une approrimation de type Born
dans le développement en champs externes a l'ordre 1 de us. En effet, ces approximations
ne sont valables que pour des objets assez €loignés les uns des autres et donc sous une
hypothése de type k6 — O (voir [24] p.185). Toutefois, dans 'estimation d’erreur 4.22, le
terme résiduel est donné par 6>ug dont on peut voir, a posteriori, que c’est un O (/{2(52). De
la méme maniére on peut remarquer que duy = O (kd) et 53 uz = O (k*6%) (voir (5.8)). Ces
comportements semblent suggérer que la constante C, intervenant dans le théoreme 4.22
serait un O(/im—H) et donc que le résidu tendrait vers zéro lorsque (kd) est petit. On
pourrait ainsi envisager de faire ’étude asymptotique avec k6 comme petit parameétre.
Cela permettrait de dire que les objets sont petits par rapport a la longueur d’onde.
Toutefois, puisque le nombre d’onde est fixé, on pourrait faire le changement de variable
x — kx. On obtiendrait alors un probléme de la forme (4.1) mais avec k = 1 et des
boules de rayon k6. En faisant alors les mémes hypothéses sur la dépendance en ko des
impédances, on aurait des développements et des estimations d’erreur en puissances de ko
avec des constantes pouvant étre indépendantes de k.

4.3 Cas d’obstacles caractérisés par un indice de réfraction

La section précédente étudiait I’asymptotique d’un probleme de diffraction par N
petits obstacles caractérisés par une condition d’impédance dépendant de la taille ca-
ractéristique, notée §, des petits objets. Nous allons maintenant étudier le cas de petits
objets caractérisés par des indices de réfraction, eux aussi dépendant de §. La présentation
est ici plus rapide dans la mesure des résultats établis dans la section précédente s’ap-
pliquent directement au cas considéré ici. Les changements & effectuer sont simplement
donnés a chaque fois qu’ils sont nécessaires.

4.3.1 Diffraction par N boules caractérisées par des indices de réfraction

Supposons que les matériaux inclus dans les petits obstacles B? C Q, pour j =

1,..., N, sont caractérisés par des indices de réfraction ng. Le probleme de diffraction par
tous ces objets est alors donné par :

(A + k20 (2)?)us(z) = 0, dans R3,
: . : (4.27)
hm\x|—>+oo ‘.Z" (a\x| - ZH) ('LL(; - uinc) =0,

ot n%(z) = 1 pour z € R3\ Ujvzl B? et n(x) = n? lorsque z € B?.

Nous allons étudier le comportement de la solution de (4.27), lorsque ¢ tend vers 0, en
utilisant une fois de plus la méthode des développements asymptotiques raccordés. Avant
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cela, il nous faut établir l'existence, 1'unicité ainsi que la stabilité (uniforme en §) de la
solution du probléme de diffraction ci-dessus.

4.3.1.1 Existence et unicité

L’unicité de la solution du probleme de diffraction (4.27) se démontre a 'aide du
lemme de Rellich en supposant que :

Im (n?)2 > 0.

Pour l'existence, nous introduisons une frontiere fictive, afin de ramener I’équation (4.27)
sur un domaine borné, avec I’aide d’un opérateur Dirichlet-to-Neumann (DtN) (4.2). On
obtient ainsi le probleme équivalent suivant :

—_
—

trouver us € H'(Z) tel que
(A + K2n°(2)?)us(x) = 0, dans Z, (4.28)
Orus + Tus = Orttine + TUine, sur 0=

On a alors le résultat :

Théoréme 4.25. Supposons que Im (nf)2 > 0. Alors le probleme (4.28), équivalent
a (4.27), posséde une unique solution.

Démonstration. En multipliant I’équation (4.28) par des fonctions test v € H'(X) on
obtient la formulation variationnelle suivante :

trouver us € H'(Z) tel que Yv € H(Z) :

ag(us, v) = l5(v) , (4.29)

as(ug,v) = / <VU5,W> — m2n5($)QU5ﬁ dx +/ Tusvdo,
= o=
est une forme sesquilinéaire sur H'(Z) x H'(E). L’application l5 € (H I(E))I est définie
par

15(90) = / (8ruinc + Tuinc) SOdO'
0=

Le lemme 4.1 montre que 'opérateur DtN vérifie T' = Ty+ K : H'/? (02) — H~/2 (9Z) on
K est un opérateur compact et Ty est coercif. La compacité de 'injection H(Z) C L*(Z)
entraine que le terme — [-(1 4 x2n°(z)?)uv dx est une perturbation compacte. Ainsi, la
résolution de (4.29) releve de lalternative de Fredholm. On leve alors cette alternative en
utilisant 1'unicité, assurée par le lemme de Rellich, de la solution de (4.27). m

4.3.1.2 Stabilité uniforme

Nous donnons maintenant un résultat de stabilité uniforme en & pour la solution
de (4.27). La démonstration d’un tel résultat suppose une forme particuliere pour les
indices de réfraction considérés.
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Théoreme 4.26. Supposons que les indices de réfraction vérifient Im (n§)2 >0 et:

ng =7;f(6), v €C,

ot f est une fonction vérifiant f( ) > 0 lorsque 6 > 0. Alors l"équation (4.27) admet une
unique solution pour tout ls € ( L(Zs) ) et il existe une constante C > 0 indépendante de
0 et dels telle que :
[usll 1=y < C sl i (=)

Démonstration. On reprend le schéma de la preuve du théoréeme 4.3. Supposons donc
qu'il existe des suites 6, > 0 et (ug,),, C H'(Z) vérifiant lim, oo 6, = 0, |Jug, Iz =1
et :

lim sup |as, (us,,v)| = 0. (4.30)

0 o|| 1 gy =1

La suite ugs, étant bornée dans H'(Z), elle admet une sous-suite fortement convergente
dans L?(Z). Considérons maintenant Zy, 'ensemble des fonctions H! nulles au voisinage
des {c;}. Le fait que Zy C H!(Z) entraine que la propriété (4.30) reste vraie pour des
fonctions de Zy. Pour n assez grand, on a de plus :

Z/(s Vs hdx =0, Vi € 2.
Bn

Ainsi, en notant ug la limite de us,, il vient :

0= lim as,(tp,v)= / <VUO,W> — k2ugv d:U—i—/ Tugvdo.
n—+00 = o=

La densité de Zy dans H'(Z) montre alors que l'égalité précédente & lieu pour tout

v € HY(Z) impliquant que ug vérifie I’équation de Helmholtz et la condition de radia-

tion de Sommerfield. Ainsi ugp = 0 dans Z et il ne reste plus qu’a montrer que u;, converge

fortement vers 0 dans H'(Z) pour finir la preuve. Avant cela, en prenant la partie imagi-

naire de as, (us, , us, ), il vient :

Imas, (us,,us,) = —HQZ/ )2|us, |*dz + Im Tus, ug, do.
0=

Le lemme 4.1 assure que l'opérateur DtN se décompose sous la forme T = Ty + (T — Tp)
ou Ty est coercif et (T'—Tp) est compact Ainsi, en utilisant (4.30), un passage a la limite,
et la forme spécifique des indices (n ) = 2f(0)2, on obtient :

lim f(4 )/ |ug, |*dx =0, Vj=1,...,N.
n—-+00 B?"

Enfin, la coercivité de T entraine :

IVus. e < CRe{ IVl + /B_To[u5n]mda}

IN

C { Re(as, (us, , us,) +n22/ ”Yj )2 us, |2 dx

+ckﬂ/ g, Pdz + Re {/ (To — T) [us, ] ugndo} ,
X\UNX, B oE
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ou C > 0 est une constante indépendante de ¢. De plus, comme us, converge vers 0
fortement dans L?(Z), le théoréme de convergence dominée de Lebesgue entraine

lim 52/ lug, |*dz = 0.
n—+00 X\UN Bon

Jj=1%]

Enfin, la compacité de T'— Ty et (4.30) impliquent que | Vus, || H1(z) tend vers 0 lorsque n
tend vers l'infini et terminent la démonstration. m

Dans la suite et afin de faire les calculs du développement explicitement, nous suppo-
sons que les indices de réfraction sont de la forme suivante :

nl = %, Im~? > 0. (4.31)
Remarque 4.27. Les indices de réfraction de la forme (4.31) sont du méme ordre de gran-
deur que les impédances considérées précédemment (4.9). Ce choix permet en fait d’ap-
pliquer les résultats précédents a l’étude de l’asymptotique du probléme (4.27) en présence
de milieur caractérisés par des indices de réfraction donnés par (4.31).

4.3.2 Forme générale des champs externes et internes

Les champs lointains sont définis & partir du développement (4.10) et les champs
proches par (4.11). La détermination des champs externes se fait exactement de la méme
maniere que pour le cas de petits obstacles caractérisés par des conditions d’impédance.
Ils sont ainsi donnés par le théoreme 4.5. Les champs internes sont cependant différents.
En effet, en reportant (4.11) dans (4.28), on obtient :

PRI ATIY(R, ©) + K?ns(2)TV (R, ©) = 0, R,
k=0

En utilisant la forme spécifique des indices de réfraction (4.31) et en identifiant les termes
de méme puissance de 9, il suit que les champs proches H,(j)
transmission suivant :

vérifient le probleme de

Angj)’+ 2Hl(€]);, dans R?\ By,
Angj)’_ + ’1'2’7]21_[2) =0, dans By,
GRH;gj)’+ — aRHI(Cj)’_, pour R =1
n " =1~ pour R=1

(4.32)

La partie extérieure des champs proches vérifie des équations de Laplace emboitées et leurs
expressions générales peuvent ainsi étre obtenues par le lemme 4.6. La partie interne est
quant a elle déterminée par séparation de variables. Les propriétés des fonctions de Bessel
sphériques [1] entrainent alors que H(J )=
en facteur d’harmoniques sphériques :

) =33 A ik R)Y(O), (4.33)

n>0|m|<n

est donné par un certain nombre de constantes
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ol les ’y(] )™ sont & déterminer par les conditions de transmission. Les conditions de raccord
sont maintenant données par :

() G+ 1 -
U~ = o (Rmk> ,Vji=1,...,N, (4.34)

()

ot les U7’ sont les fonctions de raccord (4.12).

4.3.3 Existence, unicité du développement asymptotique a tout ordre et
estimations d’erreur

Nous donnons ici les résultats concernant I’existence et I'unicité du développement
asymptotique construit par développemens asymptotiques raccordés ainsi que des estima-
tions d’erreur.

Existence et unicité du développement

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 4.28. Les couples champs externes et champs internes, notés (ug, H,(fj)), sont
déterminés de maniére unique pour tout k € N par les équations (4.17) et (4.32) dés lors
qu’ils vérifient les conditions de raccord (4.34),(4.12).

De maniere identique au cas de petits objets caractérisés par une condition aux limites
d’impédance, la démonstration s’effectue par récurrence en supposant que 'hypothese
suivante est vérifiée :

Hypothéses 4.29. Les champs externes et champs internes vérifiant respectivement les
équations (4.17) et (4.32) ainsi que les régles de raccord (4.34,4.12) existent et sont
uniques jusqu’a [’ordre k.

Les champs internes Hl(j)’+(R,®), pour I = 0,--- ,k, ne dépendent que des 2] + 1
premiéres harmoniques sphériques et ils ne possédent pas de termes en RY pour v > 1 et
—(+1).

Vérifions tout d’abord que ’hypothese de récurrence est vérifiée pour 'ordre 0. Le
champ externe d’ordre 0 est donné par uy = uin. et la premiere fonction de raccord
par Ué{())(R,@) = Uinc(cj). Le champ proche vérifie AH((JJ)’Jr = 0 et donc le lemme 4.6

entraine : (
‘7 7m
(J)+ n n,0 m
wo =X ¥ (ain Rnﬂ)me»

n2>0|m|<n

Les regles de raccord (4.34) impose alors aé{%’o = Uinc(cj) et H(j)’+ ne dépend que de

ﬁ(]) s
e 9 ). Les constantes

I’harmonique sphérique d’ordre 0 soit H(()j )’+(R, ) = (uinc(cj) +
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restantes (4.33) sont maintenant déterminées par les conditions de transmission :

yri =0, ¥n >0,

),0 . j),0
tine(c;) + A5 = GokrE)",
),0 . ),0

~53° = (-

La résolution de ce systéme linéaire fournit ’expression du champ interne d’ordre 0 :

()t 1 K330 (K7;) )
II RO =[|1——=- ; Uinc\Cj ),
o (7€) ( R jo(r5) + w540 (kj) ()

G)— Jo(ky R
11 R R 0)= Uinc(Cj) = ; .
o (RO ( ])Jo(/ﬂj) + K536 (K7;)

(4.35)

La démonstration du théoreme 4.28 suit alors exactement les mémes lignes directrices
que celles du théoreme 4.7. En effet, les champs externes ont les mémes propriétés car
issus du théoréeme 4.5 et le raccord est obtenu par identification avec la partie extérieure
des champs internes qui vérifient des équations de Laplace emboitées. Ainsi, I'existence
du champ externe d’ordre k 4+ 1 peut étre établie a partir des lemmes 4.11 4.13 4.12
et 4.14. L’unique différence se situe au niveau de I’existence et 1’unicité des champs internes
d’ordre k + 1 pour lesquels la condition d’impédance est remplacée par des conditions de

3 3 — (])7+ (-]) A 1 ) 3
transmission. Dans ce cas, en notant ® = I\ — Uy k1 On réduit l'existence et
I'unicité de H,(Cj_i’;r a la résolution du probleme suivant :

trouver (@,H(j)’_) € BL x H'(By) tel que :

k+1
AP = —k2 (H,(Q’l—i_ — U,(jll k—l) , dans R3\ By,
b =gl (436)
(4),— 2, 21700 — _ )
Al + 5 17y =0, dans By,
Or® + aRU,(jjl’kH = GRH](Q_’{, pour R =1,
()7+ () —_ (')77 —
Hch+1 + Uk:]+1,k+1 = ijﬂ ; pour R =1,

ou le second membre est obtenu en utilisant le lemme 4.11 et BL désigne l’espace de
Beppo-Levi. Remarquons que 1'unicité du probleme découle de I’hypothese Zm 7]2 > 0.
L’alternative de Fredholm assure alors que le probleme (4.36) est bien posé.

Estimations d’erreur

Les estimations d’erreur entre la solution de (4.27) et son développement asympto-
tique, dont l'existence et I'unicité sont assurées par le théoreme 4.28, sont établies de la
méme maniere que pour les petits obstacles caractérisés par des conditions d’impédance.
Il y a toutefois quelques changements a effectuer. Rappelons qu’une approximation globa-
lement valide de u,, s est définie comme suit :

N m N ) m ) T —
(@) = [ 1= x5 (@) {Z 5kuk<x>} +> @) {Z oty (W @) } ,
j=1 k=0 j=1

k=0
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ou XE;] )( ) = (\a: — ¢/ \/3) ou x est la fonction de troncature décrite dans la figure 4.4.
On a de plus :

U, s (x Zékuk , HllaX ]:U—c]|>2\[
Ji

U5 (2 Z(Sk < 66]‘ @),5§‘$—6j‘§\/5,j=1,...,]\7,

U o(x) = Za'@ <w,@>, o —¢;| <6, j=1,...,N,
k=0

Ainsi, 'unique différence se situe dans I’estimation de I’erreur interne qui doit étre établie
sur M((;J) = {1: €EE||r—¢ < 2\/5} et non plus sur {:c €S| 0<|z—¢| < 2\/5} L’en-

semble ./\/lgj ) peut se décomposer comme ./\/l((;j ) = B; UB,y5 \ Bs et ng ) vaut Hl(j )T sur

B, 5 \ Bs et Hl(] )~ sur Bs. La partie intérieure des champs proches est donnée par une
somme finie de fonctions de Bessel sphériques (voir (4.33)) et donc est bornée sur B;.
La partie externe vérifie des équations de Laplace emboitées, ne dépend que des 2] + 1
premieres harmoniques sphériques et ne possede pas de termes en RY pour v > k + 1 et
v < —k dans sa décomposition (voir le lemme 4.17 pour le cas des impédances). Ainsi,
les Hl(] '+ ont les mémes propriétés que les champs proches du cas d’obstacles caractérisés
par des conditions d’impédance et son estimation peut se faire par le lemme 4.19. Pour
résumer l'erreur interne vérifie :

> {30 (- )|

J=1
En remarquant maintenant que les propriétés des champs externes et des composantes
extérieures des champs internes sont les mémes que dans le cas d’objets caractérisés par
une condition d’impédances, on peut démontrer ’estimation d’erreur suivante.

< O5itE.
LQ(ng))

Théoréme 4.30. Soit U, s l'approzimation globalement valide de ug, solution de (4.27).
Alors, pour § — 0, on a lestimation suivante :

~ 1, m
||U5 - um,5||H1(E) < 054+ 2

ot C > 0 est une constante, indépendante de &, mais pouvant dépendre de N, le nombre
total de petits obstacles.

Comme pour le cas des impédances, I'estimation d’erreur précédente peut étre raf-
finée.

Théoréeme 4.31. Soit F, = 2\ Ujvzl Bj(p) ot p > 0 est suffisamment petit pour que
Bj(p) ne contienne aucun c¢; mis a part cj. Alors, on a Uestimation d’erreur optimale :

ou C, > 0 ne dépend pas de 6 et ups(x) =D 10 (5kuk(x) ou les uyp sont les coefficients
du champ externe.
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La démonstration est identique a celle du théoreme 4.23 et ce résultat permet de
valider les développements supposés pour les champs externes (4.10) et pour les champs
internes (4.11).




Homogénéisation non-périodique formelle de
métamatériaux acoustiques faiblement
denses

Au chapitre 4, nous avons établi rigoureusement ’existence et I'unicité d’une approxi-
mation, construite par développements asymptotiques raccordés, du champ diffracté par
un nombre fini (V) de petits obstacles caractérisés soit par une condition aux limites
d’impédance soit par un indice de réfraction. Nous allons maintenant calculer explici-
tement les trois premiers termes du developpement puis les utiliser pour obtenir les ca-
ractéristiques d’un matériau effectif correspondant aux petits objets. Pour cela on suppose,
tout comme A.G. Ramm, qu’ils sont répartis suivant une loi impliquant que leur nombre
croit indéfiniment lorsque leur taille tend vers 0.

Considérons maintenant un ensemble de petites boules B? , centrées en ¢; et toutes de
méme rayon 6. On suppose que leur répartition asymptotique est décrite par une fonction
R:Q — R, ou Q est un ouvert connexe borné de R3 contenant toutes ces petites boules.
On impose ainsi, pour tout sous-domaine T C 2, que le nombre de petits objets inclus
dans T vérifie :

N(T) = Card{k e {1,...,N}/B} c r} - (;/TR(y)dy> 1+ o (1)). (5.1)

6—0

Remarquons que le nombre de B? contenus dans chaque ouvert connexe T pour lequel

R(y)dy > 0 croit vers l'infini comme O(1/6). Ainsi, lorsque § tend vers 0, N = N (Q)

croit vers 'infini et ) devient rempli d’une infinité de petits obstacles et son comportement,
vis-a-vis de la diffraction de 'onde acoustique, peut alors étre caractérisé par un milieu
équivalent. Notons de plus que ’hypothese (5.1) permet de considérer des répartitions non-
périodiques de petits objets justifiant ainsi que ’on se réfere a cette méthode comme une
méthode d’homogénéisation non-périodique. Le cas périodique peut toutefois étre traité
comme un cas particulier. Supposons en effet que I’ensemble des petits objets soit disposé
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périodiquement dans () avec une période 7. Les obstacles étant des boules de rayon J, on
obtient que le nombre total de petits objets est :

N = N0 = 0 (1))

ol meas(Q2) = [, 1dx est le volume de €. L’hypotheése (5.1) entraine alors que 1 = 53 et
R = 1. Une autre conséquence de (5.1) est que les petits constituants doivent étre éloignés
les uns des autres. En effet, si 'on note d la plus petite distance entre deux obstacles, on
obtient que d = 0(5%) qui, pour § assez petit, est tres grand devant §. Cela justifie la
présence du terme « milieux faiblement denses » dans le titre de ce chapitre. Cela peut
aussi étre compris en regardant le taux de remplissage des petits objets dans 2 dont la
formule est ci-dessous :

Volume rempli par les boules

= O(N&*) = 0(8%).

Taux d i =
aux de remplissage Volume total

Le taux de remplissage tend ainsi vers 0 avec . Finalement notons que ce taux de rem-
plissage vaut 1 dans le cas d’homogénéisations périodiques par convergence double échelle
comme celle présentée dans la section 1.4.1. Dans ces cas la, I’espacement entre les petits
constituants est généralement de ’ordre de leur taille.

On va, dans ce chapitre, dériver les parametres du milieu effectif obtenu par ho-
mogénéisation du domaine contenant les petits obstacles. On commence pour cela par cal-
culer explicitement les trois premiers termes des développements asymptotiques raccordés
correspondant aux problemes de diffraction par tous les petits obstacles caractérisés soit
par une condition aux limites d’impédance soit par un indice de réfraction. La dérivation
est basée sur I’approximation de Born que nous rappelons dans la suite. La derniere section
est dédiée a la dérivation des parametres effectifs.

Notons que 'obtention du milieu homogénéisé va utiliser une approximation, obtenue
par développements asymptotiques raccordés, du champ diffracté par un nombre fini N
de petits obstacles. Ainsi, la validité de cette approximation lorsque 1’hypothese (5.1) est
vérifiée n’est pas claire. On peut par exemple remarquer que la constante intervenant dans
les estimations d’erreur (voir théoréme 4.23) peut dépendre de N. Ainsi, les passages a
la limite ci-dessous ne sont pas tous rigoureusement justifiés. C’est en ce sens que cette
méthode d’homogénéisation est, en 1’état, seulement « formelle ». En fait, comme nous le
verrons a la fin de ce chapitre, I'indice effectif que nous dérivons, pour le cas de petits
obstacles caractérisés par une condition aux limite d’impédance, est le méme que celui
obtenu par A.G. Ramm [84] (voir aussi 1.4.2). Bien qu’obtenu de fagon formelle, plusieurs
arguments dont celui-ci plaident en faveur de la fiabilité de cette approche pour obtenir
un milieu homogénéisé effectif.

5.1 Détermination explicite du développement asymptotique
jusqu’a I'ordre 3

Nous calculons maintenant explicitement les trois premiers termes des développements
asymptotiques raccordés des solutions de (4.1) pour des impédances de la forme (4.9) ainsi
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que pour celles du probleme de diffraction (4.27) pour des indices de réfraction donnés
par (4.31). Pour ce faire, on utilise le théoreme 4.5 et le lemme 4.6.

5.1.1 Cas de petits obstacles caractérisés par une condition aux limites
d’impédance

Les termes d’ordre zéro ont déja été calculés pour initialiser la récurrence ayant permis
d’établir I’existence et 'unicité des développements asymptotiques a tout ordre. Le champ
externe d’ordre 0 est donné par ug = ujye et les champs externes par (4.22).

Détermination des termes d’ordre 1

L’estimation hgll)(z) ~ (/2" valable lorsque z — 0 qui provient de (4.15) et le

théoreme 4.5 entrainent que la détermination de u; se ramene a celle de N constantes :
- (4)
J
ur(z) = ho(klz — ¢;)Vp7.
j=1

Dans le cas contraire, il y aurait des termes en § ! se qui empécherait de faire le raccord.

(4)

Nous devons maintenant calculer les fonctions de raccord Uy’;. Pour cela, on a le lemme

suivant.

Lemme 5.1. Les fonctions de raccords d’ordre 1 sont données par :

(. 0) = teles) —

)

1 j l
UY)(R,0) = R (Vuine(c;), 0) + Yo7 + 3 b (k) Y.

Démonstration. On développe u; 5(¢j +0RO) = (Uinc + du1)(c; + I RO) par rapport a 0.
1

L’expression explicite des fonctions de Hankel (4.15) montre que h(()l)(z) =—+1+ oo(z).
iz z—

Il vient donc :

urs(c; +ORO) = (uinc(cj) _ /<;ZRY0(£)>

8 | R(Vainelc). ©) + Yo + D i (wriy) Y} | + o (8),
I#]

ou r; = |¢j — ¢| est la distance séparant ¢; de ¢;. Ceci donne directement les fonctions de
raccord. m

Les conditions de raccord (4.13) imposent H((]j) —U% = 0R—100(R™1). Comme H(()j) =

(1 — 1-P|Y-J’.yj %) Uinc(cj) (voir (4.22)), il vient :
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Le champ externe d’ordre 1 est ainsi totalement déterminé :

N
2) = 3ok = ) (<2l ) (53)
j=1 L+,
Le lemme 4.6 rameéne la détermination du champ interne d’ordre 1 :

() _ n n—vy 1 m.(5)y m
I/ (R6) = > > (R +n+1+%Rn+1>dOm7lYn (©),

n>0|m|<n

a celle des constantes dgn;L(]i) De la méme maniere en utilisant la fonction de raccord Ugj i,

le fait que (Vuine(cj), @> admet un développement en harmoniques sphériques d’ordre 1 et

la condition de raccord H(] ) Ugj i = OR—4o0o(1) il vient que H(] )(R ©) est donné par :

ng)(R,@) = (1_1—7-j’y ) —l—Zh (kri;) Y
I#5
Rt 220 1) (Duine(e)), ) . (5.4)
2+, R? 7

Le développement asymptotique d’ordre 1 est ainsi calculé explicitement.

Détermination des termes d’ordre 2

L’estimation hg)(z) ~ Cp /2" ! lorsque z — 0 entraine une fois de plus que us est de
la forme suivante :

N ( - c
_ 1) J Y
_E: E:h( (k|z — ])Yn2<|$_cj|>.

On va maintenant calculer les fonctions de raccord (4.12). Pour cela, nous développons
ug,5(c; + 6RO) = (ug + Suy + 6%u2)(c; + 6RO) lorsque § — 0. Afin de rendre le processus
de raccord plus simple, il est nécessaire de développer ug5(c; + 0RO) dans la base des
harmoniques sphériques. Pour ce faire, on utilise d’'une part les formules de translation, a
la base de la méthode multipole rapide [48], pour les solutions de 1’équation de Helmholtz
et d’autre part la formule de Gegenbauer [48]. On obtient ainsi :

Lemme 5.2. Les fonctions de raccords sont données par :

1 ; 1 i
EYO(,JI) - ( R)le(,jQ)(Q)’

UY)(R,©) = inRPy ((d, 0)) uine(c;) + Y h" (ki) Yo — éy(]{g) + Y,
I#j

i kR)? kR)? kR
AR 0) = —unte) (5 + (?,)P2<<d, @>>) MRy v - e

U(2{())(Rv 0)= Uim(cj) -

+Z mRYO(l)h( )(m’lj)Pl << Cz,@>) + Z s m‘l] Yn(2<g/—\cl)
1#£5 0<n<1
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Démonstration. Dans un premier temps, en développant le coefficient d’ordre 1 du champ
externe (5.3) et le champ incident wy = uinc, on obtient :

ups(cj + ORO) = uinc(cj +IRO) + 0V P h{Y (wdR) + 62 3 hV(kdR)Y, (©)

n,2
0<n<1

sY R (ke — ¢ + 6RO
"’Z 01l (Klej —a+ )
1]

c;i —c+ 0RO

+) 6? hD (kle; — ¢ + 6RO|)Y (J )
200 2, Mkl ¢~ + 0RO

Afin de calculer les fonctions de raccord, nous développons chacun des termes ci-dessus
dans la base des harmoniques sphériques. Le champ incident se développe alors, par les
formules (4.21) et (4.14) jusqu’a l'ordre 2 comme suit :

Uine(c; + 6RO) = uine(cy) { (1 — (”56]%)2> + 3i <""(;R> Py ({d, @))}
(KOR)?

—BUinc(c))

P2 ((d,0)) + o (8%).

Les fonctions de Hankel h[()l)(m]cj — ¢+ 0RO|) peuvent aussi étre développées dans cette
1)

base. On utilise pour cela les formules de translation [48]. Pour celles concernant h((] , on
a:

B (sle; — i+ SROI) = > ju(kOR)2n + Dha(srg) P ((5—@,0)) . (55)
n>0
ou r; = |¢j — ¢ et cj/—\cl = |2j — est la projection radiale de (¢j — ¢;) sur la sphere unité

de R3. On obtient ainsi le développement suivant :

SR)? —
B (kley—er+RO) = B (k) (1= - . S b () P (<cj —c,,@>) (irSR)+ 0 (6).
En utilisant maintenant (4.15), il vient :
1) o ikOR 1) _ i i KOR
hy ' (kOR) = SR t1+— —I—égo((S), hi’(kOR) = R 2 3 —1-630(5).

La preuve s’acheéve alors en regroupant tous les calculs précédents. m

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer le développement asymptotique

d’ordre 2. En partant de la définition de U(J ) et de !’ expression explicite de H( ) (4.22), il
vient :

Uéj,())(R, ©) = H(()j)(Ra 0) - WY&)(@).

Les conditions de raccord (4.13) entrainent alors que Ugjo(R 0)-1II J) (R,0) = 0p_0o(R7?),

d’ott on en déduit Yl(é)(@) = 0. En calculant maintenant U(J ) (R ) — 5] )(R, O) et en
négligeant les termes de I'ordre de og_.o.(R™!), on obtient :

UPy(R.0) ~ T (R.©) = ¥l 4 o [ Vil + 3 b)Yy}
K +7; R =
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Les regles de raccord (4.13) imposent que U(])(R, 0) — ng)(R, ©) = op_o(R™Y) ce qui
donne :

ok
vgy = S | Y+ D el | (5.6)
1 1+ 1%

Le champ externe d’ordre 2 est alors totalement déterminé par :
N .
Z h (1) I€|.T — ¢ )Y()(,Jz)- (5.7)
7j=1

La détermination du coefficient d’ordre 2 du champ interne est faite dans le lemme ci-
dessous.

Lemme 5.3. Le champ interne d’ordre 2 est donné par :

() g 2—7 1K K25 Uine(¢j)
II = - 2 | 5 UWinc\Cj P ) 5
5 (R, 0O) <R +3—|—’ij3> U (cj) P> ((d @>)+R<1+’Yj 5

(e E2 ) e ()

R inc\Cj
3+ 3 VRO (o) — (cs)

6
I#j
1 ’Y] 0 K2 Uine(¢j) K uine(cj)
- ' h _
“R1+ s 02‘*‘; 0,2 (ET)+1+% 5 6
P < K2 uine(cy) 'iQumC(cj)>
R1+ Y, 1+ % 2 3 ’

Démonstration. Le lemme 4.6 montre que le coefficient interne d’ordre 2 admet le
développement en harmoniques sphériques suivant :

— Z Z (Z cn,l, —(n+1)+21 +dm RnJrQZ) Ynm(@),

n20|m|<n \I=0

ou la dépendance en j des constantes est omise pour alléger les notations. Nous allons
déterminer les constantes inconnues en procédant par une identification selon les harmo-
niques sphériques. Premierement, comme H( 7 Vérifie léquation (4.18) et H( 7 est donné
par (4.22) on obtient :

1
0 (Z Q2R+ dg,azRQl) = K uine(¢j) R? + K7 1 1j7,“inc(0j)Rv
=0 j

1
n (Z C;LWZZRf(n+1)+21 4 dg’flRQH*n) — 07 v n > 1’
=0
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ot L, = (ROR)? + ROg — n(n + 1) et la partie radiale de R?A. La relation L,R* =
(v = n)(a +n + 1)R* entraine alors :

ny((Re) = Y (ch—<n+1>+ngn) Y™(O)

n>1|m|<n

24, . . 2R2 . )
bt ) (2 o)) )

1—1—’)/]‘ 2 6

Les conditions aux limites (4.19) entrainent, pour les harmoniques sphériques d’ordre 0,
que :

v, 1 1 v, 1 1
—08,0,2 + K2 Uine(cj) (1 —i—]’y~ 5 3> = {08,0,2 + d8,0,2 + K Uine (¢5) (1 ;7, 276
j j

Finalement, comme il n’y a pas d’harmoniques sphériques d’ordre supérieur a zéro dans
M
le Hé] ), on obtient les conditions suivantes :

negn o — (n+ 1)d6’fn72 = 'yj(cgfm? + d’g}mg), pour n > 1 et |m| < n.

Pour déterminer les dernieres constantes inconnues on utilise la condition de raccord
Ug%(R, 0) — ng)(R, ©) = 0gp—+0o(1). En négligeant les termes de l'ordre de op— 4o(1),
il vient :

k%yj Ruine(cj) B K2 R Ui (cj)

(R0 = Y Y RUTYO) +

752 [ml<n 1+’)/j 2 6
R Ay (e d° 1).
+ |211 1"(©) + 0,0+RH0+OO()
m|s

En utilisant la définition (5.2) de la fonction de raccord Ug{%(R, ©), on peut voir, apres
quelques calculs, que :

dit o =0, pour n >3 et ¥ [m| < n, dfo, =Yy + > b (k)Y

i
Z dy1 Y1 (©) = ZmYo(,fhgl)(mj)Pl (<Cj - Cl7@>) )
Im|<1 I#j
m m K}ZUinc C;
S dgaovin(©) = ) p, (g ).
Im|<2

ou les YO(? sont définis par (5.2) pour [ =1 et par (5.6) pour [ = 2. La démonstration est

alors achevée en regroupant tous les calculs précédents. m
Détermination des termes d’ordre 3

Nous poursuivons le calcul du développement asymptotique raccordé de la solution
de (4.1). Une fois encore le théoreme 4.5 et la formule (4.15) entrainent que le champ
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externe d’ordre 3 admet la représentation suivante :

e
h H\x —c; \)Yn(]) <] > ,
Z 2 TS Jo - ¢

=1 n=0,1,2
(4)

ou les combinaisons linéaires d’harmoniques sphériques Y. g ont des coefficients inconnus
qui seront déterminés par le raccord (4.13). Ainsi nous commencons par le calcul des

()

fonctions de raccords Uy ;.
Lemme 5.4. Les fonctions de raccord d’ordre 3 sont données par :
Lyl) 3

Ugf())(R, ©) = tine(¢j) = Y01 —

(HR)?’ YQ(,‘Q (6)7

UJ)(R,©) = inRuinc(c;)P, ((d,0)) + Y2 + 3" V¢ 10 (k)

I#j
IR C) B C)
HRYE)Q (I{R)Q 1/1,3 (@)7
j kR kR ;
Ug{%(R, 0) = —UinC(Cj)i( 3) 5 + P ((d, @>)> + 71/0(1) _ ﬁy] (©) + Yb(’Jz)
+ ZiﬁRhl(Hle)Pl <cj/;\cl, @>) }/()(,ll) + )/b(,lg)ho(ﬁrlj) - é%ﬂ?,
i
j i(kR)3 (kR)? KR)? _ (i
0(0) = uneley) ("5 (@ 0)) - iR (0.0 ) - E )
+Y - SYia(0) + z‘%yo(é)
(kR)? —
+ZY0 i (‘ h(()])( ny) = g ha(kriy) P2 (<Cj - Cl,@>)
I#j
2
+Z ( 2mRh m“lj)Pl (<cj/—\cl,@>> + Zhn(/@rlj)lﬁf’jg(cj/—\cl)) .
I#] n=0

Démonstration. Nous devons développer ug s(c; +3RO) = 3 i_, ug(cj + IRO) en puis-
sances de § jusqu’a l'ordre 3. En utilisant les formules explicites des 3 premiers champs
externes ((5.3) pour l'ordre 1 et (5.7) pour 'ordre 2), on obtient :

uss(c; +0RO) = uine(c; + 5R@) + oY i) (O R) + 821 (w6 R)Y %)
+82 3 WD (koR)YY) (©)
0<n<2
+Z5Y01 /1|c] — ¢ + 0RO|) + §%Y, 0(2 (1)(/<;|c] ¢+ 0RO|)
I#j

dRO
5768 S B (kle; — yO) (G-axt
+> 9 I€|Cj a+0RO|)Y, 3 |c] B T2]

I#j 0<n<2
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La formule de Gegenbauer (4.21) donne :

Uine(cj + 6RO) = uine(c)) { <1 - (“5R)Q> +3i (’?) P ((d, @>)}

6
K 2 K 3
VOB by (10, 09) — 000

+Uinc(cj) <_5 Ps (<d7 @>)> + 620(63)7

Afin de développer h((]l)(/i\cj — ¢; + 0RO|) par rapport a ¢ jusqu’a l'ordre 2, on utilise les
formules de translation (5.5) :

SR 2 —
WD (eles — 1 + RO = KD (sry) (1 _ ("06)) + 0y Py (65—, ©) ) indR
D (er Py ({5 _(woR)? 2
+hg (kr1;) P2 <<CJ le®>> ( 3 5207

Les fonctions h%l)(m]cj —c+ (5R@\)erg ((¢j —a+6RO)/|c; — ¢, + ORO|) étant régulieres
au voisinage de ¢; pour n = 0, 1,2, un développement de Taylor donne directement :

81D (4ol W (CG=atdBO N\ _ 3y O (7 3
53D (ke cl+5R®|)Yn73<|cj_Cl+6R®| 53R (mlJ)Yn,g(c] CZ>+530(5 ).

Enfin, la formule (4.15) pour les fonctions de Hankel sphériques et un développement de
Taylor montrent que :

1 1kOR KOR)?
hgl)(méR):—mRJrlJr 5 ! : ) + 0 (8%,
(1) I KOR  (kOR)? 9
I (ROR) = oRZ 2 3 'R 59,0
(1) 3% i ROR  (kOR)? 9
hy (WOR) = — Rl " 2R s T 15 Te% )

La démonstration se termine alors en regroupant tous les calculs précédents. m

Nous déterminons maintenant le champ externe d’ordre 3. Premiérement, on a la
formule Ug()](R,@) = ng)(R, ) — 32’(/@R)_3Y2(§(@). Les conditions de raccord (4.13)
données par U:())];())(R7 0) — Héj)(R) = OR—t00o(R™3) imposent alors Y2(7j)(®) = 0. Les regles
de raccord d’ordre 1 sont Ugﬁ(R, ) — ng)(R,G) = 0R_100o(R72). En utilisant alors la
définition de YE)(,JQ (5.6) et I'expression du champ interne d’ordre 1 (5.4), il vient :

() ) I 1—;

L’égalité précédente entraine alors :

K21 —
Y13(0) = Ty ,Yj, (Vine(c;), O) -
j
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Les regles de raccord d’ordre 2 sont Ug{%(R, 0)— ng)(R, ©) = 0R— 1 0o(R™1). L’expression
explicite de ng )(R, ©) (voir lemme 5.3) entraine :

. . 1 ; . 1 k2 ine(Ci 1 1
) (re) = vime)+, o (5)+ g+ g e (-

Rotoo \R) kR " "R 1+ \1+72 3
I v + 3 v (s f”vz% Uine(¢;) K Uine(c))
R1+; = 1 +7v; 2 6

L’harmonique sphérique d’ordre 0 du champ externe d’ordre 3 est ainsi donnée par :

YO(J:'))) _ _m< —1 <’€27j Uinc(¢5) _ ’iZUinC(Cj)>)
’ T4+ \1+; 2 3

2 2
; i () 051 Ky Uinc(Cj) K Uine(cj)
—iK Y, +E Yoohy (k1) + —
L4y | 702 = 02ho (i) 1+ 2 6

Le champ externe d’ordre 3 est enfin déterminé :

Z h I<,|.’E |)I{ 1= 3 <vuinc(cj)v@>

t 24y
1 2 (. 2, (.
+h{Y (k| — ¢j]) — m( ( R Uinelj) _ K “mc(cﬂ)» (5.8)
T4+ \1+9; 2 3
, 2 2 (g
. o7 v h(1) K°Yj Uinc(cj) K Uine(¢j)
1K 41_’_ +; 0,2 1_'_7‘7 9 6

Afin de déterminer le champ interne d’ordre 3, on utilise le lemme 4.6 ainsi que I’expression
explicite de ng ) (5.4). Nous obtenons de cette maniere le lemme suivant :

Lemme 5.5. Le champ externe d’ordre 3 est :
) (re) - — <R3 + m;) ilfpg ((d, ©))
(5 ) 5 Sl (57500)
(e g m) e el (7))
i i ey () o

+( ) D43 S m eV G5)

I#§ 0<n<1

R

I#j

"R Y, Y, h Y.
R1+~; <1+%m 022 1+7 6 | 01 +; o (K71)¥o 1
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Démonstration. Le lemme 4.6 donne :
1
Y (Re =53 (Z e R+ +d;’flR”+21> Y;(©).
n2>0|m|<n \I[=0

Nous déterminons les constantes inconnues en travaillant harmonique sphérique par har-

monique sphérique. Le terme Héj ) vérifie AHéj) = —H2H§j ) et ng ) ne dépend que des
harmoniques sphériques d’ordre au plus 1. On a alors :
1 .
0 p2i—-1 _, 0 paa | _ _ 2p2 (1) Lic0)
Lo {Z co R +dy, R } = —k"R + ZYOlhO (kryy) — R;Y&]? ,
=0 l#7
LS > vme Z ik Far R b = 2R (R 20 L) (), 0
1 R2—- 2l =K 2+’Yjﬁ < ulnc(cj)a >7
Im|<1
1
Lo > <ZCQZR—<"+1>+21 + d;;’le”“l) Y7(©) p =0,V n>2.
|m|<n \I=0

En comparant les termes de méme puissance de R et en utilisant l’identité L, R* =
(o—n)(a+n+1)R* il vient que 08,1 = ——YO(Q) et d0 1= —%2 <Y0(7]1) + D 1 Yo(yll)h(()l)(/i"r’lj)).
En procédant de méme pour n = 1, il vient

2

k21— K
Z Y"(©)elly = 99 + <Vumc ¢, Z " (©)dr = ~10 (Vuinc(c;), ©),
Im|<1 Im|<1
et ¢’y = dy'y = 0 pour tout n > 2. Nous prenons maintenant en compte la condition
limite (4.19) :
1
a2y ()
1=0
1 1
D Y(O)> (2= 2)c +di (2l + DR =4 YT YHO)Y e+ diy,
Im|<1 1=0 Im|<1 1=0
D (3 +2d3) YM(O) =5 D (5 +d5) Y3 (O),
Im|<2 Im|<2

neyt — (n+ 1)dy = v;(cy +dy)'), pour n > 3 et |m| < n,

ou la dépendance en [ des cn o> dm est supprimée de la notation lorsque n > 3 car les seules

constantes non nulles sont pour [ = 0. La détermination des constantes inconnues restantes

utilise les régles de raccord. A I'ordre 3, elles sont données par U(] ) 3(R,0) — ng )(R, )=

O0R—+00(1). En négligeant les termes de la forme R” pour v < 0 dans H:(,)j)

I (RO) = > 3 RaIYMO)+ R Y d5v3h(©)+ R Y d'Y/(e)
n23|m|<n Im|<2 Im|<1

2

il suit :

2
1 _ .
+2 22 (Vugne(e;), ©) — R3Z

. i1
2 2+ i 10 <vu1nc(cj) @> + d870 —+ RZI{}/(](,%)§

D AEANRAL 1).
0.1 ; o (KTi5) 01 +R_)0+OO()
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L’expression de U(] )(R, ©) montre enfin :

IY(R,0) = US(RO)+ o (D4 > R'd7Y"(®

’ R—+o00
n>4|m|<n

3 mysm o
+R |Z|<:3d3 Y3 (@)+ 5 P3(<d7@>)

R Y dpysi(e) + thg wrg) Yo Pa((65— @, ©))
|m|<2 I#5

O mzhl(mlj)xffpl(<c7—\cl,@>)

m|<1 1]
+1 | dg, [T ST WD k)Y (G — )
1+ 0<n<1
On obtient ainsi explicitement les constantes suivantes :

dyr =0, Vn >4 et pout tout |m| < n,

K3
> dpyy(e) = —45 F3 ({4, ©)),

Im|<3
2 ‘ -
m§;2 aY§(0) = ; ha(rry) Ve Po (65—, 0)).
;1 aryy™( Z/i;fu K1) Y0(1)P1 <<(/_\Cl,9>) ’
00_ +Z Z h]) /i"l”l] nyjg)(/\cj),
l#7 0<n<1

qui déterminent le champ interne d’ordre 3. =

5.1.2 Cas de petits obstacles caractérisés par un indice de réfraction

Les termes d’ordre zéro ont déja été calculés. Le champ externe d’ordre 0 est, une fois
de plus, up = uijnc. Les champs externes ont été calculés dans (4.35).

Détermination des termes d’ordre 1

Pour le méme raisons que précédemment, le champ externe d’ordre 1 est déterminé
par N constantes :

N
) =Y b (wlz — i)Y,
j=1
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Les fonctions de raccord sont calculées dans le lemme 5.1. La premiere condition de raccord

Ug{% — Héj Wt OR—+00 (R‘l) et Iexpression explicite de H(()j )+ entrainent
Z h(l) (k|z — Cg‘ K570 (K5) Uine(c5). (5.9)
i Jo(kys) + £750(K;5)

La détermination du champ interne d’ordre 1 est effectuée dans le lemme ci-dessous :

Lemme 5.6. Le champ proche d’ordre 1 est donné par l’expression suivante :

o L mdo(my) ) ) (1 0
1 RO) = \1- Yo + ) hy (k115)Y,
e ( R jo(r;) + K56(R5) 01 ; o (hr13)¥o

L ji(kyy) = k591 (k75) >
Vine(cj 76 )
R2 2j1(k;) + K531 (Fj) < (), 6)

= (rR,0) = {Y + 3 h) (kryy)Y, Jo(w7; )
+

= Jo(w5) + K350 (F75)
3 (Vuine(cj), ©)
2j1(k5) + K751 (K;

)J'l (k7 R).

@)+

Démonstration. IT; vérifie une équation de Laplace sur R?\ B;. Les conditions de
raccord (4.34) et le fait que U(] ) ne dépende que des harmoniques sphériques d’ordre au

plus 1 entraine :

LIRS o ol (TR e P

n=0 |m|<n

Rappelons que U(j)(R, ©) = R (Vinc(cj), 0) + Yo(,]i) e h(()l)(my]) () . Ainsi, a(])’o =

l j k)
V) 4 Yy )V et 3 a0 Y7(0) = (Vitine(cs), ©). Les constantes res-
tantes sont maintenant déterminées par les conditions de transmission (4.32). Pour I’har-
monique sphérique d’ordre 0, il vient :

i),0 i),0 . i),0
{ agh’ + 8517 = Go(r)sh
. 0
Bt = H%Jo(w)vé”f .
et ainsi ( o .
. 0
ZD0 _ ag,1 Mo _  Fudo(rr)ags
0L Go(ky) + Kvdh (k)" O jo(k;) + K555 (K5)

Pour les harmoniques sphériques de degré 1, nous devons résoudre, pour |m| < 1, le
systeme suivant :

(&% + ﬁi{(ij) (s ’

11— 261?1 = H'ijl(’ﬁ%)’hjfm'

)
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On obtient alors
30[5{%’7”
b 251(ky) + R ()

Le regroupement de tout les calculs précédents permet de terminer la preuve. m

7 = a4 00

Détermination des termes d’ordre 2

Le champ externe d’ordre 2 est de la forme suivante :

ou Yn(JQ) (©) sont des combinaisons linéaires d’harmoniques sphériques de degré n que ’'on
va déterminer via le raccord. Les fonctions de raccords sont données dans le lemme 5.2.
Ainsi, en utilisant (4.35), il suit U;J()) H(])’Jr = OR—too (R7?) = '(/iR)_zYl(JZ)(G) et ainsi

Y1(2) = 0. L’expression de H(j )+ donnée par le lemme (5.6) et celle de Ué% entrainent :

: : 1 (i K75d0(K5) (1) )
vl gt = = | Ly l) JJ0NT 1 )4 hy’ (ki)Y
2,1 ! R\ & % Go(rys) + mjdh () 01 ; v
Les conditions de raccord montrent alors :
. ./ .
Zho Klx — cj\ GariGal) —l—Zh(l) (KT15) Yb(ll) . (5.10)

i jo(kyj) + Kv5d0(KY;) 175

et ainsi le Champ externe d’ordre 2 est totalement déterminé. Pour le champ interne d’ordre
2, on a le résultat suivant :

Lemme 5.7. Le champ interne d’ordre 2 est :

(R, @)
_ < { 2j2(Ky;) — HijéSHVj) }) </;2Uinc(cj)P2(<d, @>)>

3g2(ky5) + (K5)75(KY5)

< {gl(mj) K351 (K75) }) MZYM (k1) P1(</\cl,@>)

271 (k) + (Kv5)d1 (F;) oy

1 K350(F5) ) () )
+(1-=- , Yoy + h (kr15)Yy
( R jo(kj) + k0o (k) 02 ; 2

1/ K K2 ( KY550(K5) ) >
+—= | == Uinc(Cj) + —Uinc(Cy X .

R ( g ine(¢j) T e (¢5) Jo(kj) + K536 (K5)

1 K7730(K75) K2 uine(¢j) | K2 Uine(¢y) #5530 (Kj)
—— K - + : x

R jo(kvj) + Kvido(Kj) 3 2 Jo(kyj) + K596 (K5)

2R2 2 i/
R eyt Rumc (©) ( 57550 (K5) )
6 2 Jo(ky;) 4 w536 (Kv5)
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2
(j):f 5H UinC(Cj) .
ny~(r,e) = -2 _ | ik R Py ((d,©
2 ) 3 3ja(my) + wd(rng) 2T O)
371(k7; R) : 1, (1) _
+ . A 1K Y . h KTys P C'_Cl,G
2j1(k75) + K751 (K7;5) ; 0,17y " (kr15) 1(< 7 >)
Jo(ky; R) (9)
TG : Y, h (kr
Jo(K;5) + K756 (K5) 0,2 ; 7)Y,
Jo(r;iR) (_ uime(c)/2 + HZUinc(Cj)/‘éijé(KVj)) ‘
Jo(k5) + 17370 (%) ’ Jo(ky;) + K56 (k)

(4),+

.Llex-

Démonstration. Le terme II; 2H(()j),+

vérifie ’équation de Laplace Ang R
pression explicite de H] "+ le lemme 4.6 ainsi que les calculs du début de la démonstration
du lemme 5.3 entrainent :
- 2R? KR Kb (R )
H(])’Jr R,O) = _E Uine(Ci) + Uine(Cs < JJ0 " 1 >
2 O g el el G, + my )

+Z > < "RM %jH)Ym(@)

n=0 |m|<n

/)

En utilisant maintenant les régles de raccord et la fonction de raccord Ugjg calculée dans
le lemme 5.2, on obtient :

agy’ = Ygh + 3 hi (kmy) Yoy,

%
)~ S (5500)).
Im|<1 I#j
Gy 2 ine(¢;)
o)) = -, 1 )

Pour déterminer les ﬂg%’m et les constantes de la partie interne du champ proche 4.33,
on utilise les conditions de transmission. Pour les harmoniques sphériques d’ordre 2, nous
devons résoudre le systeme suivant :

Ay + B = j2(l€’}/j)7§27m7 ’
2%”% 36 = kv dh (ks
On obtient alors
(4)m
. S0y 4 . _ ) )
9 e B ey - o

2 Bja(kyy) + w505 (k7;)
Pour les harmoniques sphériques de degré 1, il vient :

{a% +ﬁ1 (’437])'792) )

- 251,2 = ’f%h(’f%)%]%’ma

)
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et ainsi

(3)m
31 (9) (am _ )m

(7)m _ 272’m = ja(kYj)me — O‘L%

’7 - . . 9
B 251 (k) + w (k)
Enfin, pour 'harmonique sphérique d’ordre 0, les conditions de transmission entrainent :
2 -/
K K530 (K5) , 0
7uinc(cj) <]0( — J'/ )) = ]0</€7j)’7(()?2) )

2
K
5(]) o Uinr:(cj) +

6 2 KY5) + K750k
()0 K2 K2 KY530(K;) (5):0
—Bl" = % Uinc(¢)) + - Uin (c)< E— = K500 (K V002
0,2 g mev 9 e Jo(kys) + w530 (K5) SER
et donc
(7):0 1
~ _ + h (kry;)
0,2 Jo(Kj) + K576( /vyj 02 ; ’
K“Uine(C G
) )i
Jo(k;) + K536 (k)

La preuve se termine alors en regroupant tout les calculs ci-dessus. ®

Détermination des termes d’ordre 3

Le champ externe d’ordre 3 est donné par :

=SS K el - e @)

7j=1n=0
Afin de le déterminer, nous utilisons les fonctions de raccords calculées dans le lemme 5.4.
L’expression explicite de H(()j )+ (4.35) entraine que Ug()) = H(()] W+ _ 3i(/€R)_3Y2(’]3)(@) et
ainsi les conditions de raccord U(j ) _ Héj Wt OR— 400 (R‘3) impliquent YQ%)(G)) =0. En
(4),+ (

utilisant maintenant 1’expression explicite du II; voir lemme 5.6), il vient :

G) gt L (6 J1(ky5) = K31 (F) o
U3 1 1 R2 (FLQ 1,3 (@) + 2]1('%'7]) + H’Y]Ji(ﬁ’y]) <vu1nC(C])7 @> .

Les conditions de raccord U(] ) ng bt OR—+00 (R_2) imposent alors

. 2 4 ) 4l .

v (@)= " 116) — mfi(s%) (o gy
b i 2j1(k5) + K751 (575) Visne(e1), ©)

Le lemme 5.7 donnant I'expression des champs internes d’ordre 2 montre enfin :

. i : Nt 1
Uy} = ﬁ%(,]g) + I 2, (R)

1/ & K < K550 (K75) > )

+—= | — = Uinc(Cj) + —Uinc(Cj ; ;
R ( 3 ne(0) g tnelei) GG ) - g (v)
1 KY550(K5) ) 1) )

- ) Yy + ) hy ' (kr)Y,
R]O(H’Yj) + /‘G')/j](l)(/‘é’}’j) 0,2 ; 0 ( J) 0,2
1 myhe(A) K2uine(¢j) | K tine(cj) KY550(K7;)

—=- ’ = + . L :
R jo(kvj) + Kv500(K7;) 3 2 Jo(ky;) 4 w96 (Kv5)
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Ainsi, la condition de raccord Ué]% — ng o OR—+00 (Rfl) permet de déterminer la

constante restante dans le champ externe d’ordre 3 :

y@ _— F K550 (K75) J) + h (k1)
08 T Jor) + R () ; ’
K uinc(¢j) | K uine(c)) ( K50 (K;) )
— + .,
3 2 Jo(kj) + K500 (K75)

K K < R34(k;) >>
( 3 ineled) g tinel )\ 6 + wdh )

Le champ externe est alors completement déterminé par le développement suivant :

&2 ji(k;) — K1 (65)
i 2j1(kyj) + K01 ()

<Vuinc(cj), @) (5.11)

(klz — ¢ )YO(])

N
Z%m i
-
P

Pour les champs internes, on a le lemme suivant :

Lemme 5.8. La partie exterieure du champ interne d’ordre 3 admet la représentation
sutvante :

(])+R@ ZZ ( Rn fi:ln?;1>ym

n= 2\m\<n

+Z > {y Rt g g0 R yie),

n=0|m|<n

> o)™ ©) = -y (10.0)).

Im|<3

Z ag{%’m%m( - th KT15) Y0(1)P2 (< ¢ — a, @>) ;
Im|<2 I#j

> dREY©) =ik Y ey Vil P ((5—a.0)).

|m|<1 I#5

A0S =Yy + 37 37w (kmy)y,He —a),
I#5 0<n<1

2 -/
G)o _ K ( KY550(K5) ) @, (1)
C = — | = - YE),I“‘E Yoih (HT‘[') )
0,1,3 9 ]O(H’Yj)‘f‘/ﬁ’)/j](l)(/ﬁ’)’j) = 0,1'°0 J

/'432

/),0 hH, @1
d§rs = 7 3 Yoa + 2 Yoih ery) o
1]
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2 . .
() m K J1(ky;) — K391 (K75)
E Y, — inc\¢j ) - . )
|m\<1cl’1’3 O =5 (Vi) @>{231(H7j>+%7131(%7j>

K,2

> dTY(O) = =5 (Viine(e;). 6.

Im|<1

(4)my m _ 3j3(k;) — K J3(K;) ix?
l;gﬁ:s,s Y3"(0) = {4]3( ;) + KR, )} 15 73 ((d.9)),

Z ﬁgg’mYQm(@) _ 2 ~(H’Yj) - /‘i'ij2(f‘€'7j Z ha ml] 0(1)P2 (< /_\Ch @>> ,

Iml<2 3a(m) + R2(k) 3

(4);m (3):m (7),;m
A ) 3di’ys +5d + 2c
Gm _ (d( Hmo G)m d(])’m> . ' 1,0 1,13 11,3
103 ros Terls Tdixs ) + i) 2]1(5%) + K371 (57;) ,

)

(4),0 ()0 (7),0
2c + 3d; +dy
0 (J)O (4),0 , 0,1,3 0,1,3 7 %0,0,3
+cgis+d + jo(k; ,
’ 01"’) 0lr%) ( Jo(kj) + K530 (A5) )

La partie intérieure du champ interne est :

1y~ (R, ©)
J3 "‘VV]
K75 75(K75) + 4]3 K5)

J2 "‘VY] ik () —
+ Y P (<c~—cl,®>)
kg5 (Ky5) + 3]2 KYj) { 3 0.1 J

I#]
N(kyR () —
+ in> v, h kT ) Py (< Cl’®>>
kg1 (Ky5) + 2]1 KY5) ; 0,2 ( ;)
b < Vitine(c), © J (K ) {_ﬂ? e [J’l(w) — k33 (575) H
mnc - -
’ ’%%31(“% + 2.71 (K57;) 5 2j1(k75) + K751 (K75)

PR ] i { ) S S W ey v @)

K550 (K;) +.Jo K5) oy

al .
+ (v 4 h (kr VAY) {— + K2 [ »RW]]O(R"Y?) } } .
0,1 ; l]) 0,1 2 K/’Yj](/)(/i')/j)+]0(’€’}/j) )

Démonstration. La partie extérieure du champ interne vérifie AH(j W —/iQH(j W

Remarquons de plus qu’il n’y a pas d’harmonique sphérique de degré supérieur a 1 dans

H(])7+

le terme et de degré supérieur & 3 dans U(’) (voir lemme 5.4). Ainsi, les réegles de
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G)+ Ugjg3 = OR—+100(1) et le lemme 4.6 entrainent :

3 (j),m
Hé]LJF(R’ 0) = Z Z (ag}f R Rn+1 Y,

n=2 \m\<n

raccord 11

i ZO | Z { —(nt1)+20 dnj}:;aner} Y™(@).
n m|<n

(4)+

Les constantes sont maintenant déterminées en utilisant AIL; —/432ng )’+, le raccord

)

avec U:(g] 3 et enfin les conditions de transmission (4.32). Les calculs étant similaires a ceux
du lemme 5.5, ils ne sont pas détaillés. m

5.2 Rappels sur I'approximation de Born

Nous rappelons ici la construction de I’approximation de Born. Considérons ainsi un
ouvert borné de R3, noté Q, rempli d’un matériau caractérisé par un indice de réfraction
no(x). Soit maintenant u la solution du probleme de diffraction suivant :

{ (A + K*nd(x))u(z) = 0, dans R, (5.12)

limy 400 |2] (Oa — i) (W — tinc) =0,

ot ng(x) = 1 lorsque x € R3\Q. Remarquons que le fait que le probleme (5.12) soit bien
posé est assuré par lemme de Rellich et le théoreme 4.25 des lors que Im(n(z)) > 0.

Considérons maintenant v = u — uijne. Alors v est I'unique solution sortante de
I’équation de Helmholtz suivante :

{ (A + xH)v(z) = K2(1 — n3(z))u(z), dans R3,
limyy) o0 | 2] (8‘x| — i) [v] = 0.
ik|z|

4|z
la condition de radiation de Sommerfield, il vient :

Ainsi, en notant ¢(z) = — le noyau de Green de 'opérateur de Helmholtz vérifiant

v(z) = u(x) — Uinc(x / o(x — (1- no(y)) u(y)dy. (5.13)

Soit maintenant K 'opérateur intégral suivant :

/ oz —y)r? (1 nd(w)) f(v)dy, Vf € LA(Q).

L’approximation de Born du probléeme de diffraction (5.12) est alors obtenue en rem-
plagant u par uin. dans la derniere égalité de (5.13). Cela donne :

w(x) = ine(x) + Kujpe ().
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Nous pouvons maintenant répéter cette procédure en reportant I’approximation de Born
d’ordre 1 (5.14) dans la représentation (5.13). On obtient de cette fagon des approximations
de Born d’ordre n :

() & Uine() + Y Kluine (), (5.14)

ot K! est la composée k-eme de Popérateur K.

Remarque 5.9. Une justification de cette approximation est donnée ci-dessous. Tout
d’abord remarquons que 'opérateur intégral K est un opérateur a noyau faiblement sin-
gulier. Il définit ainsi un opérateur borné de L*(Q) (voir par exemple [69]) et sa norme
d’opérateur vérifie l’estimation suwivante :

IKull o) w2 meas(S )diam ()2 ~

IK]| = sup < 1= nd|, = C,
BUAD ™ cra@), upfoy [ullpe) — 47 | ol @) 2

ou diam(Q2) est le sup des distances entre deuz points de Q (appelé aussi diamétre) et
meas(Sy) désigne aire de la sphére unité de R3. Ainsi, lorsque la constante C est stric-
tement plus petite que 1, la série de Neumann de 'opérateur K converge. En particulier,
la solution de (5.12) est :

U(z) = I+ K) ™ uine(z ZKumC , Yz eQ

Ainsi, les approzimations de Born d’ordre n (5.14) apparaissent comme une troncature de
rang n d’une série de Neumann.

e

5.3 Obtention du métamatériau homogénéisé

Nous présentons tout d’abord les outils fondamentaux permettant d’étudier la limite,
lorsque 6 — 0 de 'approximation construite par développements asymptotiques raccordés
des solutions de (4.1) et de (4.27) lorsque les petits objets vérifient (5.1). Le lemme 1.32
ne permet pas de passer a la limite dans des sommes multiples sur 1’ensemble des pe-
tits objets comme celles intervenant dans ’approximation construite par développement
asymptotiques raccordés de la solution de (4.1) et de (4.27) (voir section 5.1)). Pour ces
cas la nous avons le lemme suivant.

Lemme 5.10. Supposons que (5.1) soit vérifiée et soient ¢, des fonctions continues sur

Q faiblement singuliéres en 0 :

C
lo(y)| < P pour y proche de yp, o < 3,

On a alors la limite sutvante :

N

lim 6220 ) D Wdla—c¢) = /Q <P(y)R(y){ /Q R(z)«ﬁ(y—z)dz}dy

=1 I£j
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Démonstration. Le lemme 1.32 appliqué a la double somme ci-dessus entraine :

N N
5> (o) d 3 wlea-e) = [ RWRE(E - 2)dudy.
- i=A I=1 1] xQ

De plus, comme [)(y — z)| < Cly — z|~* avec a < 3 (idem pour ¢) et R est une fonction
bornée sur (2, I'intégrale Jo o) R(y) {fQ R(2)y¥(y — z)dz} dy est sommable ; ce qui acheve
la démonstration. m

Le lemme 5.10 peut bien évidemment se généraliser au cas de sommes multiples
quelconques.

5.3.1 Cas de petits obstacles caractérisés par une condition aux limites
d’impédance

Le théoréme 4.22 assure qu’une bonne approximation de la solution de (4.1) est donnée
a partir des champs externes calculés par développements asymptotiques raccordés. Plus
précisemment, on a us, () = Y joq 6w () + 050 (6™), ot u; sont les coefficients du
champs externe donné, jusqu’a l'ordre 3, par (5.3)-(5.2)-(5.7),(5.8) avec ug = ujne. Nous
allons maintenant utiliser I'hypothese (5.1) et le lemme 5.10 afin de dégager de us3(x)
une partie homogene qui porte en elle toute I'information du milieu contenant I’ensemble
des petits objets. Rappelons tout d’abord que (5.1) entraine que le nombre total de petits
obstacles vérifie N = N (Q) = Os5_0(1/9). Ainsi, en utilisant les formules explicites des 3
premiers champs externes, il vient :

.
dui(z) =6~ Zh ,@ym_c])Hﬂwwm(cj)Jr&go(a),
al i
82us(z) _52( ) S h) (wlz — el Zh (kle — ;) +l%umc(cl)+690(5),
J=1 T g
(4)'S: .
§us(z) = 63 Zhl (k|lz — cj|)—2
s} 1+

Zh (kla — ¢) 171 Zh(l E‘lecMD Uinc(cp) p + O (0).
% + M ey 7#

Le lemme 5.10 et les estimations précédentes entrainent alors, apres un passage a la limite
quand 6 — 0, que :

SFuy(z) = // /umc Yk) <R(yl)11(zl()y) 1)(/<6|yl—yZ—1|))

R )11(())h(”<m|x )y dy+ 0 (0

= Klupme(a) + 5 90 (8),
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ot v est une fonction continue sur ) vérifiant y(cr) = v pour tout k = 1,..., 400 et
K*v(z) est la composée k-eme de I'opérateur integral suivant :

Ko(z) = ? /Q R(y)%hgn(mlx —yl)dy.

Le théoreme 4.23 montre alors que la solution du probleme de diffraction (4.1) lorsque
I’ensemble des petits objets vérifie (5.1) est approximé comme suit :

3 3
) = L 06) + 0, (Cn") = S Rl ) + 0, (O) + 0,0

ou Cy est une constante dépendante de N et donc, par '’hypothese (5.1), aussi de 4. La
difficulté majeure ici est que nous n’avons aucune information concernant le comportement
de Cy lorsque N — +oo laissant ce processus d’homogénéisation formel. Nous allons tou-
tefois obtenir un coefficient homogénéisé pour le milieu contenant tout les petits obstacles
via des arguments physiques et, plus précisément, en interprétant la formule précédente
avec une approximation de Born (5.14). Rappelons que la premieére fonction de Hankel

sphérique de premiere espece est, par (4.15), hél)(z) = ¢ Jiz. 1l vient ainsi :

Ro(e) = [ 4 YY)
Ro(w) = [ anR(y) {1 2 ble = v}, (515)

Le terme Z?:o ]Kluinc(:c) peut alors étre considéré comme ’approximation de Born d’ordre
3 (5.14) de la solution de (5.12) ot ng = Npom est I'indice de réfraction du milieu contenant
tout les petits obstacles. Ainsi, en imposant ’égalité des opérateurs intégraux K et K, il
vient :

K21 — npom (2)?) = 4%R(x)1j_(%, pour tout x € €.

On obtient alors I'indice de réfraction homogénéisé :

_ 4 R(@)y(@)

— = tout Q. 5.16
20t ) pour tout x € (5.16)

Nhom ()2 =
Notons tout d’abord que cet indice est le méme que celui obtenu par A.G. Ramm [84]
(voir aussi 1.4.2). Les quantités R et v dépendent seulement des données et sont donc
des parametres que 'on peut choisir a notre convenance. L’unique hypothese est que les
parties imaginaires des impédances sont supposées négatives. Cela permet d’assurer le
caractere bien posé de (4.1). Cela impose Zmy(z) < 0 pour tout x dans €. De plus, un
calcul montre, pour tout x € €2, que :

Imnpom(z)? = _%R(x)Im (%)

_ Ampe (@)
= R () 2o

De ce fait, la partie réelle du matériau homogénéisé peut étre choisie arbitrairement et
dépendre de z. Des métamatériaux acoustiques sont ainsi réalisables via cette méthode
d’homogénéisation formelle de milieux faiblement denses. Considérons par exemple le cas
de petits obstacles « mous » (conditions de Dirichlet ou encore v — +00) répartis de
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-3~

Fi1G. 5.1: Parameétre homogénéisé en fonction de k pour une répartition périodique de
petits obstacles mous.

maniere périodique de période (6/ Ro)l/ 3 o0t Ry > 0. Pour ce cas 13, on obtient que la
fonction de répartition R est constante avec R = Ry. Dans ce cas, le milieu homogénéisé
est caractérisé par l'indice de réfraction suivant :

4R

2 0

Nper(T)* =1— ——, x € Q.

per( ) /{2

Cette fonction est représentée dans la figure 5.1. Il est alors facile de voir que nger est

réel et négatif pour tout k < 2y/mRp. En termes de longueur d’onde (on rappelle que
A = 27/k), on obtient que le comportement exotique de ce milieu se produit lorsque

s
A> =
Ry’

ce qui correspond a des longueurs d’ondes assez grandes.

Remarque 5.11. La formule (5.1) induit que le paramétre Ry est homogéne a l'inverse
du carré d’une longueur. Ainsi, l'indice homogénéisé est un nombre sans dimension.

5.3.2 Cas de petits obstacles caractérisés par un indice de réfraction

Nous allons maintenant déterminer 'indice de réfraction homogénéisé du milieu rempli
de petits obstacles caractérisés, cette fois-ci, par un indice de réfraction de la forme (4.31).
Une fois de plus, nous allons faire tendre § vers zéro dans 'approximation externe de la
solution de (4.27). Les trois premiers champs externes sont donnés par (5.9),(5.10),(5.11)
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et ug = Uine. Ainsi, en utilisant ’hypothese (5.1), il vient :

ouy(x) =0— Zh (klx — ¢4l )Y( )umc(c]) + 00 (),

82us () —52() O(ale — YD | S0 (kler — e)Y Duine(er) +.0 (),

1%

||M2

5*uz () < ) Zh(l) (klz — ¢; )Y

Songsle = e )Y D { S A (ler — )Y Winele) | p + O (6),

: 6—0
I#] p#l
K350 (F5)

Jo(kj) + K0 (K5)
le lemme 5.10, il vient :

SFu(e) = / / / Uine yklll Y)hg (sl = 1)

Ry)Y (v(y)hy” (sl = y1l)dys -~ dyi + O (8)
= Rlue(z) + 0 (9).

o YU = Y(v) = . En passant alors a la limite § — 0 et en utilisant

ou <y est une fonction continue sur € telle que v(cx) = v, pour tout k = 1,...,+00 et
KFu(z) est défini & partir de 'opérateur integral suivant :
> K £y ()oK (y)) (1)
Row) =" [ R(w)- )b (sl — )y
i Jo 7 jo(k(y)) + wv(W)ip(ka(y)) O

Nous pouvons alors utiliser Iapproximation de Born d’ordre 3 (5.14) et comparer les
opérateurs intégraux K et K pour obtenir le coefficient homogénéisé suivant :

4r R(x) () g (ry (7))
K2 Jo(ry(2) + Ry () g (k7 ()

Cette formule peut de plus étre simplifiée en utilisant I’expression explicite de fonctions
de Bessel sphériques (4.14) qui est jo(z) = sin(z)/z. On obtient ainsi :

ArR(x) <1 _ tan(ky(z))

2 (@)

nhom(ac)2 =1- , pour tout x € €.

nhom(x)2 =1-

) , pour tout x € €. (5.17)

Une fois de plus, les parametres R et v sont presque arbitraires car, par le théoreme 4.26,
la seule condition imposée est que les indices de réfraction ng = /6 de chaque petit
obstacles B? vérifie Im 'y? > 0. Ainsi, des métamatériaux peuvent encore une fois étre
réalisés avec cette méthode. On peut considérer par exemple une répartition périodique

(R = 1) de petits obstacles B? dont les indices de réfraction sont tous donnés par

5 2+0.0014
n] -_— T.
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304

204
204

i] T T T r 1
10+

=204

L |

D 1 T 1
i} 1 2 3

(a) Partie réelle (b) Partie imaginaire

Fi1a. 5.2: Parametre homogénéisé en fonction de x pour une répartition périodique de
petits obstacles d’indice n? = (2+0.0014)/6.

L’indice homogénéisé est alors donné par la formule suivante :

2 (=1 4m (- tan((2 +0.001i)r)
peri=/ = (2 +0.0017)K

n > , pour tout z € Q.

Nous pouvons de plus vérifier que Zm nper(aﬁ)2 < 0 pour tout z dans €. Il suffit pour cela
d’utiliser la formule suivante :
tana + ith b
tanz = ————, Vz = a + b,
1 —i(tana)thb
ou th est la fonction tangente hyperbolique. Des calculs donnent alors explicitement les
parties réelles et imaginaires de 'indice homogénéisé :

47 N 4 [ katan (ka) (1 — th? (kb)) + kbth (kb) (1 + tan? (ka))
2 #2|20|2(1 + tan2 ath? b) ’

2
Ren?, =1— —
per H2 P

K2

9 4 [ Kath(kb) (1 + tan?(ka)) — kbtan(ka) (1 — th*(kb))
Im Nper = 5 ,
k2|20]2(1 + tan? ath” b)

ou zg = 24 0.001¢ = a + ib. Les fonctions de x > 0 ci-dessus sont représentées dans la

figure 5.2 qui permet de voir (numériquement) que Zm nger > 0 dans €.

5.4 Validité de la méthode d’homogénéisation formelle

Les parametres homogénéisés (5.16) (caractérisation des obstacles par des conditions
d’impédances) et (5.17) (cas d’obstacles caractérisés par des indices de réfractions) ont
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été obtenus a partir d’un passage a la limite formel sur I’approximation, construite par
développements asymptotiques raccordés, de la solution us du probleme de diffraction.
Quelques arguments supplémentaires plaident néanmoins en faveur de cette approche.

Tout d’abord, d’un point de vue de la validité physique, remarquons que les in-
dices de réfraction obtenus via cette méthode d’homogénéisation non-périodique formelle
dépendent de la pulsation (car k = w/v, ol v, est la vitesse de phase), admettent des poles
en k et ne sont négatifs que pour des pulsations dans un ensemble borné. Ils vérifient ainsi
le comportement prédit par V.G. Veselago [92] qui est aussi satisfait par la majeure partie
des métamatériaux, obtenus par homogénéisation, de la littérature (voir 1.1.2). De plus,
lorsque I'on considére une réparition périodique (cela revient & prendre R =1 dans (5.1))
de B? toutes composées du méme matériau, 'indice de réfraction homogénéisé du milieu
contenant ’ensemble des petits objets ne dépend pas de la variable d’espace. Ainsi, il
semblerait que le moyen de créer des métamatériaux dont les parametres dépendent de
x réside a la fois dans la non-périodicité des petits obstacles et dans le fait qu’ils sont
constitués de matériaux différents.

Les différentes approximations du champ diffracté aux ordres 0,1,2 et 3 donnent
respectivement les approximations de Born a l’ordre 0, 1, 2 et 3 d’un probléme de diffraction
correspondant a un milieu caractérisé par un indice de réfraction. C’est cet indice qui donne
les caractéristiques effectives du milieu homogénéisé. Enfin, le fait de retrouver des termes
de l'approximation de Born est plutot encourageant dans la mesure ol cette derniere
correspond & la troncature d’une série de Neumann définissant ug.




Conclusions et perspectives

L’objectif de cette these était ’étude, a la fois mathématique et numérique, de modeles
homogénéisés de métamatériaux. On présente ici des conclusions ainsi que quelques pers-
pectives pour ce travail.

Conclusions

Nous avons débuté ce mémoire par I'étude de l’existence et de 'unicité de solu-

tions pour les problemes d’équations aux dérivées partielles modélisant la propagation
d’ondes électromagnétiques, acoutiques ou encore élastiques dans les métamatériaux ho-
mogénéisés. La principale difficulté provenait de la perte de coercivité, sur certaines plages
de fréquences, des opérateurs de multiplications intervenant dans chacun de ces problemes.
Nous avons considéré une classe spécifique de métamatériaux qui vérifiaient des hypotheses
descriptives et phénomenologiques compatibles avec des exemples de réalisations issus
de la littérature et certaines remarques de V.G. Veselago. On a donc travaillé avec des
métamatériaux dont les parametres dépendaient de la fréquence comme des fractions ra-
tionnelles et, pour au moins une fréquence, correspondaient & ceux d’un milieu usuel. Nous
avons ainsi pu les considérer comme des fonctions holomorphes (ou méromorphes), de la
variable de Laplace p, sur un domaine du plan complexe qui, pour un certain pg, étaient
coercifs.
Sous de telles hypotheses, nous avons établi que les problémes mentionnés ci-dessus étaient
bien posés pour tout p hormis un ensemble discret localement fini et éventuellement vide
du domaine d’holomorphie des parametres physiques du métamatériau. Nous avons en-
fin appliqué nos résultats sur des exemples de métamatériaux homogénéisés issus de la
littérature.

La suite de cette these a concerné 'approximation numérique de problemes modé-
lisants la propagation d’ondes dans les métamatériaux homogénéisés. Nous avons com-
mencé par présenter des résultats numériques sur ’équation de Helmholtz avec conditions
aux limites de Dirichlet sur des cas tests donnés par des métamatériaux théoriques pour
lesquels une solution explicite pouvait étre calculée. On a alors montré que la solution
obtenue numériquement avec le schéma éléments finis usuels pouvait diverger de cette
solution explicite. Ces résultats numériques ont permis de mettre en évidence le risque
d’interprétations des résultats de simulation numérique par éléments finis pour ’approxi-
mation des métamatériaux dont la modélisation faisait appel a un probleme d’ordre 2.
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En réponse aux contre-exemples mentionnés ci-dessus, nous avons proposé un schéma
numérique adapté a ’approximation numérique des systemes d’ordre 1 tels que les systemes
de I’électromagnétisme, de ’acoustique ou de 1’élasticité linéaire. Ce dernier, appelé schéma
EF-AL, était un schéma numérique de type éléments finis. Nous avons de plus montré
sa convergence des lors que le probleme considéré était bien posé. Les métamatériaux
vérifiants les hypotheses introduites au chapitre 2 donnent ainsi lieu a des problémes dont
la solution peut étre approchée numériquement par ce schéma. Des validations numériques
du schéma EF-AL ont ensuite été présentées sur les cas tests précédents pour lesquels les
éléments finis usuels n’étaient plus valables.

Nous avons achévé la partie sur 'approximation numérique des métamatériaux par une
étude numérique du schéma galerkin discontinu avec des flux totalement décentrés et
des éléments QF sur les mémes cas tests que précedemment. Nous avons pu observer
numériquement que le schéma GD semblait convergent sur ces cas la et donc en conclure
qu’il était, a priori, valable pour I’approximation numérique de modeles homogénéisés de
métamatériaux.

La troisieme partie concernait 1’étude d’un probleme de diffraction multiple par un

nombre fini de petits obstacles sphériques. Le but était de mieux comprendre ’asymp-
totique de ce probléeme intervenant dans la méthode de Ramm qui permet d’obtenir
des métamatériaux acoustiques dont les parametres physiques dépendent de la variable
d’espace. On a utilisé la méthode des développements asymptotiques raccordés afin de
construire une approximation de la solution du probleme de diffraction. Cette derniere
était basée sur l'introduction d’un champ externe prenant en compte le comportement
global du champ a l'extérieur des petits objets et d’'un champ interne a chaque couche
limite entourant les obstacles et décrivant le comportement du champ a 'intérieur de ces
dernieres.
On a montré I'existence du développement asymptotique raccordé a tout ordre. On a en-
fin justifé cette approche formelle en établissant des estimations d’erreurs entre le champ
solution du probleme de diffraction et son développement. Toute cette étude a de plus été
réalisée pour des petits obstacles caractérisés par une condition aux limites d’impédance
puis par un indice de réfraction.

La derniere partie de ce mémoire décrivait une méthode d’homogénéisation non-
périodique formelle de milieux faiblement denses. On a considéré pour cela un ensemble
de petits obstacles dont la répartition asymptotique était donnée a partir d’une certaine
fonction. Cette derniere impliquait que le nombre de petits objets diffractant tendait vers
I'infini lorsque leur taille caractéristique convergeait vers zéro tout en restant relativement
éloignés les uns des autres. Elle permettait, de plus, de considérer des répartitions non-
périodiques de petits obstacles.

Nous sommes ensuite passé formellement a la limite, avec ’aide d’un lemme de Ramm,
dans les développements externes aux couches limites calculés par développement asymp-
totique raccordés pour des petits objets caractérisés soit par une condition aux limites
d’impédance soit par un indice de réfraction. En comparant la limite obtenue avec une
approximation de Born de la solution d’un probléeme de diffraction bien choisi, nous avons
dérivé un indice de réfraction homogénéisé pour le milieu contenant ’ensemble des petits
objets. Nous avons ensuite donné des exemples de répartitions pour lesquelles des mi-
lieux exotiques pouvaient étre réalisés avec cette méthode. Enfin, nous avons pu mettre
en évidence plusieurs aspects et propriétés qui permettent de poser comme conjecture la
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validité de cette approche permettant d’obtenir les parametres d’un milieu homogénéisé
par un passage a la limite formel.

Perspectives

Nous donnons maintenant quelques suites directes et des perspectives possibles de ce
travail.

Tout d’abord, concernant ’existence et I'unicité de solutions pour des systemes de
Friedrichs en présence de métamatériaux homogénéisés, nous avons démontré deux types
de résultats. Le premier concerne des milieux dont les parameétres physiques sont lipschit-
ziens en espace et scalaire tandis que le second permet de traiter le cas de matériaux
a indices tensoriels L* vérifiant une hypotheése supplémentaire (voir par exemple 'hy-
pothese (H4) de 2.3). Cette derniére n’est pas toujours facile a vérifier. Par exemple, un
milieu composé d’un matériau classique contenant un métamatériau, tous les deux non-
dissipatifs, ne satisfait pas cette condition. Ainsi, une premiere perspective serait d’étudier
si les systemes de Friedrichs, en présence de métamatériaux dont les parametres physiques
sont L™ et ne vérifient plus la contrainte induite par ’hypothese additionnelle, sont bien
posés. Une premiere piste serait alors d’étudier ces problemes, dans le cas de milieux
constants par morceaux, en elliptisant (voir théoréme 2.7) le probleme de transmission
associé. Cela semble difficile car le processus d’elliptisation n’est a priori possible que
pour des milieux lipschitziens mais permettrait de reformuler ces équations comme des
systemes équivalents dont la résolvante est compacte. On pourrait ainsi établir qu’ils sont
bien posés avec 'aide de la théorie de Fredholm analytique.

Une deuxieme perspective est liée a la simulation numérique des métamatériaux. Au
chapitre 3, nous avons réalisé une étude numérique du schéma galerkin discontinu avec
des flux totalement décentrés et des éléments QF. On a constaté que ce schéma était
convergent en présence de certains exemples de métamatériaux. Cependant nous n’avons
a I’heure actuelle aucune validation rigoureuse de ce comportement. Ainsi, une autre pers-
pective serait ’étude (mathématique) du schéma GD pour Iapproximation numérique
des métamatériaux. Une premiere piste serait d’utiliser le fait que 'on travaille avec
des métamatériaux dont les parametres physiques dépendent de la variable de Laplace
p comme des fonctions holomorphes et qui sont de plus coercifs pour un certain pg. Ainsi,
le probleme discret admet une unique solution pour p = pg. La dépendance holomorphe et
le fait que I'on soit en dimension fini montrent alors I’existence et 1'unicité d’une solution
discrete pour tout p hormis un ensemble discret, localement fini et éventuellement vide
du domaine d’holomorphie. La principale difficulté provient, en revanche, du fait que ’'on
ait besoin de conditions inf-sup uniformes sur la forme bilinéaire discrete pour assurer
la convergence du schéma [30]. Cependant, bien que I'on ait une condition inf-sup sur le
probleme discret (car il est bien posé), il pourrait arriver que la constante intervenant
dans ces inégalités dépende de la taille caractéristique du maillage h ce qui empécherait
de conclure. Il faudrait ainsi étre capable d’estimer les variations de cette constante en
fonction de h pour déterminer si le schéma GD est valable pour I’approximation numérique
des modeles homogénéisés de métamatériaux.
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Concernant la méthode d’homogénéisation non-périodique formelle introduite au cha-

pitre 5 pour 'acoustique, une suite directe consisterait en la validation du milieu ho-
mogénéisé. On pourrait, dans un premier temps, comparer les résultats numériques ob-
tenus a partir de la diffraction d’une onde plane par le matériau homogénéisé avec ceux
de la diffraction par un nombre fini d’objets lorsque ce dernier devient de plus en plus
grand. Une autre idée serait d’essayer d’estimer plus précisemment la constante de sta-
bilité intervenant dans les théoremes 4.3 et 4.26. En effet, cette derniere intervient dans
les estimations d’erreurs entre le champ et son développement asymptotique raccordé
et dépend du nombre de petit objet de maniére non-triviale. Cela empéche de justifier
completement les passages a la limite utilisés pour dériver I'indice de réfraction du milieu
homogénéisé.
Une seconde suite possible serait d’étendre les résultats obtenus aux cas des ondes élec-
tromagnétiques afin de proposer une méthode d’homogénéisation non-périodique permet-
tant de réaliser des métamatériaux dont les indices de permittivité et de perméabilité
dépendent de la variable d’espace. Il faudrait donc commencer par étudier I'asympto-
tique d’un probleme de diffraction, décrit a partir des équations de Maxwell, par un
nombre fini de petits obstacles. La technique des développements asymptotiques raccordés
semble plutot bien adaptée a ce type de systeme d’équations. Par exemple, les calculs des
champs externes et internes aux couches limites devraient se faire sans trop de difficulté
en considérant des développements des champs dans la base des harmoniques sphériques
vectorielles (voir [24] pour les définitions). En revanche, comme pour le cas des ondes
acoustiques, les principaux points bloquants devraient étre ’estimation de stabilité uni-
forme, l'existence du développement a tout ordre et les estimations d’erreurs. Il faudra
enfin étre capable de faire tendre le nombre de petits objets vers I'infini et de dériver des
parametres homogénéisés ce qui semble, pour le moment, difficile.

Nous donnons enfin quelques perspectives a plus long terme.

On pourrait s’intéresser au traitement de problemes inverses afin de définir, ou de
dériver, des métamatériaux possédant un comportement prescrit comme par exemple une
cape d’invisiblité ou encore le milieu PML dont on sait qu’il réalise de l'invisibilité en
« back-scattering ». Pour cela, nous pourrions nous donner au préalable un ensemble de
petits objets (non forcément identiques) et essayer de déterminer, par résolution d’un
probleme inverse, les parametres de ’assemblage (espacement, taille caractéristique,...)
pour lequel le milieu réalise au mieux l'effet voulu a partir de la connaissance de la
solution d’une équation aux dérivées partielles. Ainsi, avec la connaissance des champs
électromagnétique diffractés par une structure ayant l'effet recherché, il serait possible
d’obtenir les indices de permittivité et de perméabilité du matériau...

Dans un second temps, nous pourrions faire de méme en considérant cette fois-ci des distri-
butions de métamatériaux et donner des caractéristiques locales pour produire les « bons
effets ».

On pourrait aussi, en vu d’obtenir un milieu homogénéisé dépendant de la variable
d’espace, effectuer ’analyse asymptotique du probleme de diffraction par un nombre fini
de petite boules en se basant sur la formulation intégrale de la solution proposée par
A.G. Ramm. On pourrait par exemple essayer d’écrire une parametrix de cet opérateur
a partir d’'un développement selon des puissances de ¢ (la taille des petits objets) en
symboles homogenes. Cela permettrait d’écrire symboliquement un inverse modulo un
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reste (a priori donné par des opérateurs régularisants) qui donnerait les premiers termes
du développement de la solution en puissances de §. On obtiendrait ainsi un développement
asymptotique de la solution que I’on pourrait comparé avec celui obtenu par asymptotique
raccordés.







Annexe

Dans ces annexes, on rappel des résultats classiques concernants la théorie de Fred-
holm analytique. On donne aussi la démonstration du lemme de Ramm 1.32.

A.1 Rappels sur la théorie de Fredholm analytique

Nous rappellons ici certains résultats classiques de la théorie de Fredholm analytique.
Ces derniers sont utiles pour établir si les systémes d’équations aux dérivées partielles
relatives & des metamatériaux homogénéisés sont bien posés.

Considérons X et Y des espaces de Banach et Dy un ouvert connexe de C. Dans la
suite B(X,Y') désigne I’ensemble des opérateurs bornés de X dans Y et B(X) := B(X, X).
Alors B(X,Y) est un des espace de Banach pour la norme suivante :

[ Tul|y
T = sup :
BEY) ™ exivoy Nullx

L’ensemble des opérateurs fermés de X dans Y est, quant a lui, noté C(X,Y) avec C(X) :=
C(X,X). Pour tout T € C(X), ensemble D(T) est le domaine de l'opérateur T et I €
B(X) est I'application identité. Enfin, (T, D(T)) désigne le couple composé de 'opérateur
fermé et de son domaine. Nous commengons par rappeler ce qu’est la résolvante d’un
opérateur fermé.

Définition A.1. Soit T € C(X) un opérateur fermé de X et z € C. Alors z appartient
a l'ensemble résolvant de T, noté Res(T), lorsque T — 21 est inversible. On note alors R
Vapplication R(.,T) : z € Res(T) — R(z,T) = (T —zI)"" € B(X). Cette derniére est
appelée résolvante de T.

Remarquons que l'image de la résolvante est D(T). L’opérateur T étant fermé, il suit
que I'ensemble D(T) muni de la norme du graphe [|ul|pr) = [[ul x +[[Tul[x est un espace
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de Banach. De plus l'injection de D(T) dans X est continue. Ainsi, la résolvante d’un
opérateur fermé vérifie R(z,T) € B(X,D(T)) pour tout z dans 'ensemble résolvant. Elle
vérifie de plus la propriété suivante.

Proposition A.2 ([52] p.187). Soit T un opérateur fermé de X et R(.,T) sa résolvante.
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

— Il existe zg € Res(T) tel que R(zo,T) est compacte.

— R(z,T) est compacte pour tout z € Res(T).

La proposition précédente permet en fait de parler de résolvante compacte d’un
opérateur fermé sans avoir a spécifier le point de ’ensemble résolvant pour lequel elle
est évaluée.

A.1.1 Familles holomorphes d’opérateurs

Rappelons maintenant les définitions concernant les familles holomorphes d’opérateurs.
Pour les opérateurs bornés, on a naturellement :

Définition A.3. Soit T : p € Dy +— T(p) € B(X,Y) une famille d’opérateurs bornés. On
dit que T(p) est holomorphe lorsque l'application :

p € Do +— (g, T(p)u) € C,

est holomorphe pour tout u € X et pour tout g € Y’ (le dual de V).

Pour les familles d’opérateurs fermés, nous avons :

Définition A.4 ([52] p.366). Soit T :p € Dy — T(p) € C(X,Y) une famille d’opérateurs
fermés définie sur un voisinage de py € Dy. On dit que T(p) est holomorphe (au sens
généralisé) en pg s’il existe un troisiéme espace de Banach Z et deuz familles holomorphes,
dans un voisinage de po, d’opérateurs bornés U(p) € B(Z,X) et V(p) € B(Z,Y) tels que :

{ U(p) : Z — D(T(p)) est injectif,
T(p)U(p) = V(p).

Enfin, T(p) est dite holomorphe sur Dy lorsqu’il est holomorphe pour tout p € Dy.

La définition A.4 n’est pas trés commode & employer suite a la dépendance en p du
domaine des opérateurs. Pour des familles d’opérateurs fermés dont le domaine D(T(p)) =
D(T(po)) est indépendant de p, elle se réduit, en fait, a la définition A.3. En effet, comme
T(p) € C(X), il suit T(p) € B(D(T(po)), X) et la définition A.3 peut étre utilisée pour
étudier I’holomorphie de telles familles. Dans ce manuscrit, seulement ce type de familles
holomorphes d’opérateurs est considérée.

Nous donnons pour finir un résultat qui permet d’étudier I’holomorphie de I'inverse d’une
famille holomorphe d’opérateurs.
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Théoréme A.5 ([52] p.365). Soit T :p € Dy +— T(p) € B(X,Y) une famille holomorphe
d’opérateurs telle que T(po)~! € B(Y,X) existe pour un certain pg € Do. Alors, pour
lp — po| assez petit, T(p)~' € B(Y, X) ewiste et est holomorphe dans un voisinage de po.

Démonstration. Soit p € Dy. En utilisant I'inversibilité de T(pg), on obtient :

T(p) = T(po) + (T(p) — T(po))
= (I+ (T(p) — T(po)) T(po) ") T(po)-

En posant A(p) = (T(p) — T(po)) T(po)~* € B(Y) on montre que I+ A(p) s’inverse pour
p proche de py. Par ’holomorphie de T(p), il existe n > 0 tel que |p — po| < 7 entraine
IT(p) — T(po)llg(x,y) < IT(Po)llg(x,y) €t donc [[A(p)l gy < 1. Ainsi, la série de Neumann
de l'opérateur I+ A(p) converge en norme d’opérateur et (I+ A(p)) " € B(Y) existe pour
tout p assez proche de pg. L’inversibilité de T(p) pour p proche de py s’en suit.

Il reste & montrer I’holomorphie de T(p). On a la formule suivante :

T(po+h)~" = T(po) " T(po) — T(po + h)
h h

= T(po+h)~" T(po) "

En faisant alors tendre h vers 0 et en utilisant I’holomorphie de T(p), il vient :

. T(po+h)~t—=T(py)~* _ _
tim TR RO )1 gy )

L’application p — T(p)~! € B(Y, X) est donc holomorphe pour p suffisamment proche
de pg.

Ci-dessus T'(po) = limp_o (T(po+ h) — T(po)) /h est la dérivée, en py, de I'application
p € Dy +— T(p) € B(X,Y). La limite précédente est de plus une limite forte dans I’espace
de Banach B(X,Y). m

A.1.2 Alternatives de Fredholm analytiques

La théorie de Fredholm analytique fournit des conditions menant a l'inversibilité
d’une famille holomorphe d’opérateurs. L’alternative de Fredholm analytique classique
est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme A.6 ([52] p.370, théoreme 1.9). Soit T : p € Dy — B(X) une famille holo-
morphe d’opérateurs bornés telles que T(p) est compact pour tout p € Dy. Nous avons
alors Ualternative :
a) (I—T(p))"* nexiste pour aucun p de Dy.
b) (I—T(p))"" ewiste pour tout p € Do\ S ot S est un ensemble discret, localement
fini et éventuellement vide de Dy.

Le résultat précédent établit I'inversibilité de famille holomorphe d’opérateurs de la
forme I — T(p) ou T(p) est compact pour tout p. Nous sommes cependant intéressés par
I'inversibilité de T(p). On présente a cet effet le corollaire suivant :
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Théoréme A.7 ([52] p.371, théoreme 1.10). Soit T(p) une famille holomorphe (au sens
généralisé) d’opérateurs fermés de X dont l’ensemble résolvant est non-vide et la résolvante
est compacte pour tout p € Dy. Nous avons alors Ualternative :
a) T(p)~! n'existe pour aucun p dans Do.
b) T(p)~! existe pour tout p € Do\ S ot S est un ensemble discret, localement fini
et éventuellement vide de Dy.

Avant de donner la preuve, considérons T(p) une famille holomorphe d’opérateurs
fermés a résolvante compacte pour tout p € Dy. Supposons de plus que T(pg) soit inversible
pour un certain pg, alors le théoréme A.7 entraine que T(pg) ™! existe pour tout p € Dg\ S
ol S est un ensemble discret de valeurs. Ainsi, I'inversibilité, pour tout p € Dy, d’une
famille holomorphe d’opérateurs fermés a résolvante compacte se ramene a son inversion
pour un unique p de Dy.

Démonstration du théoreme A.7. Soit py dans Dy. Il existe zy # 0 appartenant
a P(T(po)). L’holomorphie au sens généralisé de T(p) donne alors que zy € P(T(p))
et que lopérateur —zoR(zp, T(p)) est a la fois compact et holomorphe (au sens de la
définition A.3) pour tout p dans un voisinage de pg. En utilisant la relation

R(zp,T(p)) (T — zI) =1,
on obtient l'identité :

T(p)~" = {1~ (—20)R (20, T(p))} " R(z0, T(p))

Le théoreme A.6 appliqué a la famille holomorphe d’opérateurs bornés —zgR(zo, T(p))
démontre alors le résultat au moins dans un voisinage de pg. Le fait que pg soit un élément
arbitraire de Dy entraine que le résultat est vrai dans tout Dy. m

A.2 Démonstration du lemme de Ramm

Nous donnons ci-dessous la démonstration du lemme de Ramm 1.32 car elle permet
de comprendre comment passer d’un nombre fini de petits obstacles & un nombre infini.

Lemme A.8. Soit ¢ une fonction continue sur 2 avec une exception possible en yy au
voisinage du quel elle reste absolument intégrable. Elle peut, par exemple, vérifier une
estimation du type |p(y)| < C/ly — yo|®, o < 3. Supposons que (5.1) soit vérifiée. On a
alors la limite suivante :

Démonstration. Nous commengons par démontrer le lemme pour une fonction ¢ continue
sur ). Considérons une partition de €2 par M petits cubes disjoints, notés par {Cl}l]\il, tels
que

lim sup(diam(Cyps)) = 0. (A.1)
M—+o00
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Soit maintenant y; € C; un point arbitraire et £ = {(j,1)| B;(d) C C;}. La continuité de ¢
entraine alors :

sup |¢(cj) —e(y)| < emr — 0, lorsque M — +o0.

(J,hHee
On obtient donc :
N() M
fmd > wle) = im0 > wly)

J=1 =1 B;()cG

M
= () + Olea) lims > 1.

=1 B;(8)CC

L’hypothese (5.1) imposant la répartition asymptotique de 1’ensemble des petits objets
montre que :

§ Y 1=Card{ke{l,...N}/Bp(6) CC} = ((15 R(y)dy) (1+ o (1)).
B,(8)CC, G -

Ainsi il vient :

N(Q) M
lind 3 eler) = 3 (ol + 0tcan) [ R
6—0 = = ¢
M
= > (elw) + Olenr)) (R(w) + O(@)) meas(Cy)
=1
M
= > meas(C1) (p(y) R(y) + ¢(y) O@) + Olear) R(y) + Olenr) O(@))
=1
ot limp/ 4 oosup;—;  p € = 0 par continuité de R et par (A.1). Ci-dessus, on a noté

meas(C;) = sz 1dz. En utilisant alors (A.1), en faisant tendre M vers 4o et la définition
d’une somme de Riemann, il suit :

fim limd Y- o(c) = | oR)

M—+00 §—0

Lorsque ¢ est singuliére au voisinage d’un yo dans lequel elle est absolument intégrable,
il suffit de reprendre la démonstration en remplagant Q par Q\ B(yo,n), ou nn > 0 est petit.
On obtient alors :

N(Q)
lim & o(c;) = / () R(y)dy. (A.2)
5—0 .Z 7 Janon)
J=1
cj & B(yo,n)

La fonction ¢ vérifiant |[p(y)| < Cly — yo|™® pour a < 3, il vient, aprés un passage en
coordonnées sphériques, ’estimation :

3—a

sup / o(y)R(y)dy < Cmeas(S1) || R 0 (q) ;)707 C > 0.
0<n<no JQ\B(yo,n) o
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Ainsi la formule du lemme peut étre comprise comme la limite du terme de gauche de (A.2)
lorsque n — 0. L’existence de cette limite est, quant a elle, assurée par ’estimation ci-
dessus. m
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