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Introduction

Afin d’étudier un phénomeéne réel, il est essentiel d’essayer de I’approcher au mieux par
un modeéle mathématique. Ainsi, dans 'idée de modéliser des phénoménes & longue dépen-
dance, B. Mandelbrot et J. Van Ness ont introduit le mouvement brownien fractionnaire
{Bu(t);t € R} dans [MVNG68|. Ce modele, implicitement défini dans [Kol40], est & un fac-
teur multiplicatif prés le seul processus gaussien centré autosimilaire d’ordre H ayant des
accroissements stationnaires. Son paramétre d’autosimilarité H €]0, 1], appelé paramétre
de Hurst, donne sa loi mais aussi la régularité de ses trajectoires. De plus, le mouvement
brownien fractionnaire permet de modéliser des phénoménes irréguliers et est limite d’'un
principe d’invariance, ce qui est trés satisfaisant pour les physiciens notamment. Dés lors, il
est utilisé dans de nombreux domaines dont I’hydrologie, ’écologie, la mécanique des fluides
ou encore la finance. Ceci étant, le mouvement brownien fractionnaire, ou sa généralisation
le champ brownien fractionnaire {B () x € Rd}, n’est pas adapté pour la modélisation
de phénomeénes non homogénes. Par suite, dans I'idée de modéliser des phénoménes dont
Iirrégularité des trajectoires varie ou des phénoménes anisotropes, de nombreux champs
autosimilaires ou presque ont été introduits. L’introduction de ces champs a conduit & I’évo-
lution de la notion d’autosimilarité car ces champs peuvent ne ressembler que localement
4 un champ autosimilaire ou satisfaire une propriété d’autosimilarité de type anisotrope.

La plupart de mes travaux de recherche s’insérent dans ces développements. J’ai no-
tamment été amenée & introduire de nouvelles notions d’autosimilarité et je m’intéresse
aux propriétés de régularité des modéles, a leur simulation et ’estimation des paramétres
qui les caractérisent.

De 2006 & 2009, j’ai été membre du projet ANR Géométrie Stochastique et Autosimi-
larité (acronyme GDSA) dont le coordinateur était Fabrice Baudoin (Purdue, USA). Ce
projet a été pour moi l'occasion de découvrir les variétés et d’entamer une collaboration
avec Jacques Istas (LJK, Grenoble) qui a donné lieu a |[IL12|. Méme si certaines données
(comme les données géostatistiques) vivent clairement sur une variété (la sphére en 'oc-
curence), peu de travaux autour de champs de type fractionnaires ou multifractionnaires
indexés par une variété non euclidienne existent. La notion d’autosimilarité locale, que
nous avons introduit dans [IL12], pour les champs indexés par les variétés donne un cadre
pour définir la notion de champ fractionnaire ou multifractionnaire indexé par une variété
quelconque. Cette propriété d’autosimilarité généralise celle définie par [BJRI7, PLV95]
pour des champs indexés par un espace euclidien.

A peu prés a la méme période, le projet ANR MIPOMODIM (acronyme de Milieuz
Poreuz, Modeles, Images), coordonné par Anne Estrade (MAP5, Université Paris Des-
cartes), s’intéressait lui & la modélisation de milieux poreux et ce essentiellement a ’aide
de modéles anisotropes. Les projets GDSA et MIPOMODIM ayant des intéréts communs,
plusieurs collaborations entre les membres de ces projets se sont naturellement nouées.
En particulier, mon premier travail [BL09| avec Hermine Biermé (MAP5, Université Paris
Descartes), membre du projet ANR MIPOMODIM, s’intéresse aux propriétés de champs
stables anisotropes. De plus, profitant de ces deux projets ANR, nous avons pu financer
la venue de Yimin Xiao (Michigan, USA) en 2009 pour un mois en France. Avec Hermine
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Biermé et Yimin Xiao, nous avons alors entamer une collaboration sur les modéles gaus-
siens anisotropes (cf. [BLX09]).

En paralléle de mes activités de recherche autour de la notion d’autosimilarité, j’ai
intégré la jeune équipe projet INRIA Blology Genetics and Statistics (dont 'acronyme est
BIGS). L’essentiel des activités de ’équipe est tourné vers les applications en médecine et
plus particuliérement en cancérologie. En particulier, je participe & deux projets pluridisci-
plinaires en collaboration avec le CRAN (acronyme de Centre de Recherche en Automatique
de Nancy). Le premier projet a donné lieu a la prépublication [LMGRT12] portant sur un
algorithme de débruitage par seuillage itératif. Le second projet, qui a débuté ’an dernier,
porte sur le transport de la lumiére. Notre but principal est d’aider les médecins & mettre
en place une thérapie photodynamique pour traiter une tumeur au cerveau. De plus, dans
le cadre de ce projet, nous venons d’obtenir le projet exploratoire pluridisciplinaire Bio-
Maths-Info (PEPS-BMI) OPTIQUE-PDT (acronyme de mOdélisation et oP Timisation de
UIrradiance dans les tissus biologiQ UEs hétérogénes traités par Thérapie PhotoDynamique
interstitielle). Ce projet PEPS, projet porté par Magalie Thomassin (CRAN), comprend
des membres du CRAN, de BIGS mais aussi du Centre Alexis Vautrin (centre de lutte
contre le cancer de Lorraine) et de 'Unité 703 de 'INSERM (Lille). Enfin, avec Magalie
Thomassin et Samy Tindel (IECN, responsable de BIGS), nous avons encadré Tiphaine
Obara en stage de Master 2 sur la premiére partie du projet et nous encadrerons une post-
doctorante dés octobre (post-doctorat financé par INRIA).

Enfin, en 2010-2011, j’ai obtenu un an de délégation au sein du MAP5 a I’Université
Paris Descartes. Cette délégation m’a permis d’avancer sur mes travaux communs avec Her-
mine Biermé. Nous avons en particulier terminé article [BLS11] sur les modéles localement
& autosimilarité matricielle. Nous avons aussi entamé deux autres projets. Le premier pro-
jet porte sur I’étude de champs définis par une série conditionnellement sous-gaussiennes
(travail en cours de rédaction [BL12]). Le second projet concerne le probléme crucial de
I’estimation du parameétre d’autosimilarité d’un champ a autosimilarité matricielle. Ces
travaux s’insérent dans le projet ANR MATAIM (acronyme de Modéles Anisotropes de
Textures. Applications a I'Imagerie Médicale), projet ANR coordonné par Frédéric Richard
(LATP, Marseille) et dont Hermine Biermé et moi-méme sommes membres. En particulier,
un des objectif est d’aider au diagnostic de I'ostéoporose en proposant des modéles pour
les radiographies du calcanéum. Nous pouvons compter sur 'INSERM U 658 (Orléans) qui
est partie prenante dans le projet ANR MATAIM pour les données réelles (c’est-a-dire les
radiographies).

La caractéristique principale des modéles que j’ai étudiés étant leur propriété d’auto-
similarité, j’ai décidé de consacrer le premier chapitre de ce mémoire a toutes les notions
d’autosimilarité que j’ai pu rencontrer depuis mes débuts dans la recherche. Le chapitre
suit plus ou moins l'ordre chronologique d’apparition de ces diverses notions. Il commence
bien sir par la notion classique d’autosimilarité satisfaite par le mouvement brownien
fractionnaire. Cette propriété étant souvent trop rigide, elle a ensuite été relaxée par
[BJRI7, PLV95|. Ces travaux sont & 'origine de la notion d’autosimilarité que nous avons
introduite avec Jacques Istas (LJK, Grenoble) pour les champs indexés par des variétés.
Le chapitre se poursuit par les versions anisotropes d’autosimilarité : autosimilarité matri-
cielle et autosimilarité matricielle locale asymptotique. J’ai introduit cette derniére notion
d’autosimilarité en collaboration avec Hermine Biermé (MAP5, Université Paris Descartes)
et Hans-Peter Scheffler (Université de Siegen, Allemagne) dans 'idée de pouvoir modéliser
des phénomeénes dont les propriétés d’anisotropie sont susceptibles d’évoluer le long des
trajectoires.



Le deuxiéme chapitre introduit tous les modéles du second ordre que j’ai étudiés. En
particulier, il présente mes travaux de thése [Lac04b, Lac05] portant sur des champs non
gaussiens du second ordre. Suite & mes travaux récents, il existe plusieurs pistes pour
généraliser les résultats issus de ma theése, pistes qui seront données dans le chapitre de
perspectives qui conclut ce mémoire. De plus, ce deuxiéme chapitre présente aussi les ré-
sultats obtenus dans [LM11| avec Renaud Marty (IECN) sur des champs définis par un
principe d’invariance. En particulier, nous établissons que les champs étudiés ressemblent
localement & des draps browniens fractionnaires. Enfin le chapitre se termine par 1’étude
des dimensions de Hausdorff des ensembles d’excursions d’un champ gaussien anisotrope.
L’étude de ces dimensions a été menée en collaboration avec Hermine Biermé (MAPS5,

Université Paris Descartes) et Yimin Xiao (Michigan, USA) dans [BLX09].

Le troisiéme chapitre présente tous les résultats que j’ai obtenus sur les séries « shot
noises ». Ces séries m’ont tout d’abord permis de proposer une méthode de simulation pour
les champs de Lévy multifractionnaires dans [Lac0O4c|. Par la suite, avec Michel Ledoux
(Institut de Mathématiques de Toulouse) et Serge Cohen (Institut de Mathématiques de
Toulouse), nous avons adapté cette méthode a une classe trés générale de champs infini-
ment divisibles dans [CLLOS8]|. Les techniques que nous avons employées sont trés différentes
de mon premier papier sur la méthode. De plus, en collaboration avec Hermine Biermé
(MAP5, Université Paris Descartes), a 1’aide de ces séries, nous avons réussi a obtenir une
borne précise du module de continuité de champs a-stables harmonisables a autosimilarité
matricielle dans [BL09]. Nous avons aussi établi que ces modéles (contrairement a ceux
définis par une moyenne mobile) ont les mémes propriétés de régularité que les modéles
gaussiens. Nous avons ensuite, avec Hans-Peter Scheffler (Université de Siegen, Allemagne),
généralisé ce travail pour obtenir des champs anisotropes de type multifractionnaire dans
[BLS11]. La fin du chapitre présente succinctement le papier [BL12| qui est en cours d’écri-
ture.. Dans ce papier, avec Hermine Biermé, nous reprenons la méthode utilisée dans nos
travaux [BL09, BLS11| dans le cadre de séries conditionnellement sous-gaussiennes et don-
nons un critére général pour étudier la régularité de champs pouvant se représenter a 'aide
d’une telle série. En particulier, nous pouvons appliquer ce critére & 1’étude de champs
stables ou multi-stables.

En vue de valider un modéle sur des données réelles, il est essentiel de pouvoir estimer
de fagon efficace les parameétres du modéle. J’étudie donc des estimateurs pour les modéles
que j’ai étudiés. Le chapitre 4, qui s’'intéresse & mes travaux orientés vers la statistique,
débute par la présentation des résultats obtenus dans [Lac04b] pour l'estimation de la
fonction multifractionnaire d’un champ de Lévy ainsi que ceux établis en collaboration
avec Jean-Michel Loubes (Institut de Mathématiques de Toulouse) dans [LL0O7| pour des
processus fractionnaires. Le travail [Lac0O4b| s’intéresse a un estimateur basé sur les va-
riations quadratiques alors que [LLOT7| propose d’estimer le paramétre de Hurst a laide
des coefficients d’ondelettes du signal modélisé. Dans le cadre du mouvement brownien
fractionnaire, ces deux types d’estimateurs, obtenus en filtrant différemment le champ mo-
délisant les données, étaient déja bien connus.

De plus, il est intéressant de construire des estimateurs optimaux, c’est-a-dire attei-
gnant au moins asymptotiquement la borne de Cramér-Rao. Les modéles paramétriques
satisfaisant la propriété dite LAN (acronyme de Local Asymptotic Normality) fournissent
un cadre trés agréable pour la construction de ces estimateurs. En quelque sorte, dans un
modéle LAN, nous pouvons quantifier 'optimalité d’un estimateur en comparant ses per-
formances au second ordre (c’est-a-dire en terme de variance) avec ses performances dans
un modéle gaussien bien plus simple. En collaboration avec Serge Cohen, Fabrice Gamboa
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et Jean-Michel Loubes (tous trois membres de I'Institut de Mathématiques de Toulouse),
j’ai établi cette propriété dans [CGLL11|, pour une famille de modéles contenant en par-
ticulier les modéles ARFIMA. De plus, nous avons aussi pu en déduire que le mouvement
brownien fractionnaire est un modéle LAN.

Enfin, la derniére partie du chapitre présente un travail [LMGRT12| en collaboration
avec Aurélie Muller-Gueudin (IECN, BIGS), Samy Tindel (IECN, BIGS) et Radu Ranta
(CRAN). Ce travail porte sur un algorithme de débruitage par seuillage itératif utilisé pour
nettoyer des signaux d’électrocardiogramme.

Le dernier chapitre de ce mémoire présente, de fagon non exhaustive, quelques pistes
de recherche en lien direct avec les travaux présentés ainsi que le projet en collaboration
avec le CRAN sur le transport de lumiére et I'application en photothérapie.



Chapitre 1

De 'autosimilarité classique a
I’autosimilarité matricielle locale

Mes travaux de recherche portent essentiellement sur des champs aléatoires vérifiant une
propriété d’autosimilarité globale, locale et/ou prenant en compte 1’anisotropie du champ
proposé comme modeéle. Ce premier chapitre introduit toutes les notions d’autosimilarité
que j’ai pu rencontrer ou définir. Il me permet d’expliquer ce qui a conduit & définir ces
diverses notions d’autosimilarité mais aussi d’introduire quelques notations utiles dans la
suite de ce mémoire. Je mentionne au fur et & mesure mes travaux liés a ces notions et le
chapitre du mémoire dans lequel ils seront plus précisément présentés.

En particulier, ce chapitre présente mon papier [IL12|, en collaboration avec Jacques
Istas (LJK, Grenoble). Dans ce papier, nous étendons la notion d’autosimilarité locale
aux champs indexés par des variétés pour pouvoir modéliser, par exemple, des données
naturellement indexées par une sphére (données géostatistiques). Enfin, je présente aussi
dans ce chapitre quelques résultats sur 'autosimilarité matricielle issus de mes travaux
[BL09, BLS11]. Les autres résultats de ces papiers (portant sur la régularité des modéles
étudiés) seront eux présentés dans le chapitre 3 de ce mémoire.

1.1 Autosimilarité classique

Rappelons qu'un champ {X (x);x € Rd} est autosimilaire d’ordre H si

Ve > 0, {X(s:r);x € Rd} = sH{X(:U);x € Rd} (1.1)
ou (L) désigne 'égalité en loi. Le champ autosimilaire le plus connu est sans nul doute le
champ brownien fractionnaire By = {B m(x);z € ]Rd}, encore appelé mouvement brownien
fractionnaire quand d = 1. Pour étre plus précise, & une constante de multiplication pres,
Byp est 'unique champ gaussien réel centré isotrope a accroissements stationnaires et auto-
similaire d’ordre H €]0, 1]. Le champ brownien fractionnaire By dit standard, c¢’est-a-dire
tel que

VarB,, (1) = [12",
a I’avantage d’étre un modéle dont la loi est caractérisée par un seul paramétre, en I'occu-
rence l'ordre d’autosimilarité H.

L’ordre d’autosimilarité H d’un champ X est souvent lié¢ a la régularité de ses trajec-
toires. Considérons, par exemple, un champ gaussien X qui est & accroissements station-
naires et qui satisfait (1.1). Le champ X étant gaussien stationnaire, son variogramme v,
qui vérifie

2 2
v(u) = E([X(u) - X(0)]") = E([X(z +u) - X(2)]*),

11
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caractérise sa loi. De plus, la régularité des trajectoires de X est donnée par le compor-
tement du variogramme v en u = 0. Notons par ailleurs que la propriété d’autosimilarité
vérifiée par X signifie que son variogramme v est une fonction H-homogéne, c’est-a-dire
que

2H u d

ofu) = ™ (15 ) Y € R0}

A condition que v soit continu et ne s’annule pas sur la sphére Sg_; de R, son compor-
tement en 0, et donc la régularité des trajectoires de X, est prescrit par le paramétre H
car

2H 2H

¢ flul ™ < wv(u) < 6 luf

avec 0 < ¢; < ¢, < +00. En identifiant X a une de ses modifications continues, ce controle
de v permet d’affirmer que I'’exposant de Holder ponctuel en x

Mot X))

H, (z :sup{7>0, lim
<) T Tl

est presque stirement égal au paramétre d’autosimilarité H. En d’autres termes, I'exposant
H donne la rugosité des trajectoires de X : plus H est petit, plus les trajectoires de X
sont irréguliéres. La figure 1.1 illustre ce point pour un champ brownien fractionnaire By
défini sur R2. Elle est obtenue en utilisant un code Matlab qui implémente la méthode de
simulation proposée par [Ste02], code que j’ai réalisé pendant ma thése en collaboration avec
Hermine Biermé (MAP5, Université Paris Descartes) et Aurélia Fraysse (L2S, Supélec).

FIGURE 1.1: Simulation exacte de champs browniens fractionnaires By = { By (z); z € R?}
a partir de la méthode proposée par [Ste02].

La simplicité et le lien avec la rugosité des trajectoires expliquent en partie la popularité des
modéles autosimilaires et plus particulierement celle des champs browniens fractionnaires.
Nous pouvons toutefois citer deux inconvénients qui ont motivé la généralisation de la
notion d’autosimilarité classique (1.1).

Tout d’abord, pour obtenir un champ X dont la régularité varie avec la position, c’est-
a~dire tel que I'exposant de Holder ponctuel H, (z) dépend effectivement du point z, la
propriété d’autosimilarité (1.1) est en général trop forte car elle porte sur tout le champ.
Afin de palier a ce probléme, [BJRI7, PLV95| ont introduit une notion d’autosimilarité
locale, que je présente dans le paragraphe 1.2.1 ci-aprés et que j’ai généralisée en colla-
boration avec Jacques Istas dans [IL12] au cadre de champs indexés par une variété (cf.
paragraphe 1.2.2).

De plus, la propriété d’autosimilarité (1.1) ne révéle pas l'éventuelle anisotropie du
modéle X. Par exemple, pour un champ gaussien continu X & accroissements stationnaires
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qui satisfait (1.1), Pexposant directionnel ponctuel de Holder

X(x+1t0) — X(x)
i 0}

H, (x,0) = sup {7 >0, lim

en x dans la direction 6 est presque stirement égal & H et donc ne dépend pas de la direction
6. Afin de palier & ce probléme, [BMS07] a proposé une notion d’autosimilarité par rapport
a une matrice (cf. paragraphe 1.3). Cette propriété étant globale, j’ai introduit, en collabo-
ration avec Hermine Biermé et Hans-Peter Scheffler, une version locale dans [BLS11] (cf.
paragraphe 1.4).

En général, les modéles que j’ai étudiés ne vérifient pas la propriété globale d’autosi-
milarité (1.1) mais 'une des versions affaiblies mentionnées ci-dessus et présentées dans la
suite de ce chapitre. Toutefois, en collaboration avec Serge Cohen, Fabrice Gamboa et Jean-
Michel Loubes, j’ai établi dans [CGLL11]| la propriété LAN (acronyme de Local Asymptotic
Normality) pour le mouvement brownien fractionnaire qui lui satisfait bien (1.1). Ce travail
sera présenté dans le chapitre 4.

1.2 Autosimilarité locale asymptotique

1.2.1 Champs euclidiens

Afin de modeéliser les phénomeénes dont la régularité ponctuelle (ou locale) varie, [BJR9I7,
PLV95| ont introduit un modéle gaussien, appelé mouvement brownien multifraction-
naire, qui généralise le mouvement brownien fractionnaire. Leur idée consiste a remplacer
dans 'une des représentations intégrales du mouvement brownien fractionnaire I'indice de
Hurst H par une fonction h variant le long des trajectoires. Plus précisément, [BJRI7| dé-
finit le champ brownien fractionnaire By par sa représentation harmonisable, c’est-a-dire
par

By = [ Y Ly R?
u(z) = RdW (d§), =¢€

avec W une certaine mesure gaussienne complexe, et remplace dans l'intégrale le para-
meétre H par h(z). Pour définir un mouvement brownien multifractionnaire, [PLV95]| pro-
céde de méme mais en considérant une représentation moyenne mobile (et non harmoni-
sable) du mouvement brownien fractionnaire Bpy.

En procédant ainsi, si la fonction h n’est pas constante, les processus obtenus par [BJRI7,
PLV95| ne sont plus a accroissements stationnaires et ne satisfont plus la propriété d’au-
tosimilarité (1.1). Néanmoins ils satisfont la version locale suivante.

Définition 1.2.1. Un champ {X(:c); T € Rd} est dit localement asymptotiquement auto-
similaire d’ordre h(xg) au point xo € R? si

lim {X(xo e = X(@wo) o Rd} @ {ZIO (w);u € R} (1.2)

=04 ghlzo) ’
avec Z,  un champ non dégénéré (c’est-a-dire presque sirement non identiquement nul).

Notons d’ores et déja que cette propriété d’autosimilarité généralise bien la propriété
d’autosimilarité classique (1.1). Un champ X autosimilaire d’ordre H est effectivement
localement asymptotiquement autosimilaire d’ordre H en xg = 0.

D’autre part, la propriété d’autosimilarité asymptotique locale dit simplement qu’au-
tour de zo, le champ X ressemble & un champ Z, ~autosimilaire d’ordre h(zo) :

(L)

X (w0 + cu) — X (zp) = ")z, (u) &

I

Z, (eu).

o
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Au cours de ces derniéres années, les articles introduisant et/ou étudiant des champs
vérifiant la propriété (1.2) se sont multipliés. Nous pouvons, sans étre exhaustifs, citer
[BJR97, PLV95, BCI02, ALV00, ST04, FLGLV09| ainsi que mes travaux de recherche
[Lac04b, Lac04c, Lac05, LM11]| qui sont présentés dans le chapitre 2 de ce mémoire.

Pour terminer, précisons qu’en général (1.2) est & comprendre au sens de la conver-
gence des lois fini-dimensionnelles. Ceci étant, si le champ X est continu, il est classique
de demander une convergence en loi dans ’espace des fonctions continues muni de la to-
pologie de la convergence uniforme. Dans ce cas, [Fal02] montre que si (1.2) est vérifiée en
tout point zp, alors pour presque tous les points z, le champ tangent Z, = est a accroisse-
ments stationnaires. Les champs autosimilaires a accroissements stationnaires jouent donc
un réle important et méme essentiel dans I’étude de la propriété d’autosimilarité locale
asymptotique.

1.2.2 Généralisation aux champs indexés par une variété riemannienne

Les champs autosimilaires ou localement autosimilaires décrits précédemment per-
mettent de modéliser bon nombre de phénomeénes aléatoires que l'on peut indexer par
le temps (par exemple, en finance) ou plus généralement par l'espace euclidien R? (par
exemple, en radiologie). Maintenant, il existe des données naturellement indexées par une
variété non euclidienne telles les données géostatistiques. Trés peu de champs de type frac-
tionnaire ont été introduits pour modéliser ces données. Nous pouvons citer les travaux de
[Ist05, Ist06] qui donnent une notion faible de champs fractionnaires. Ceci étant, jusqu’a
[IL12], un travail en collaboration avec Jacques Istas, aucune version d’autosimilarité pour
des champs indexés par des variétés n’avait été proposée.

Afin de définir 'analogue de la propriété (1.2) pour des champs indexés par une variété
riemannienne M, le probléme est qu’en général 'addition n’est pas définie. L’idée est alors
d’interpréter géométriquement le point zg + eu de R?. Les géodésiques de RY étant les
segments, ce point xg + eu peut étre défini comme étant le point du segment [zg,xo + u]
a distance ¢||lu|| de z¢. En d’autres termes,

zo +eu = exp, (eu)

avec exp, I’exponentielle au point xg. Nous basant sur cette interprétation, sur une va-
riété riemannienne M de dimension d, dans [IL12], nous proposons de définir un champ
localement asymptotiquement autosimilaire au point My en remplagant dans (1.2) le point
xo par My et le point xg + eu par

Mo +eu: =exp, (eu)

avec exp, I'exponentielle au point My et u € Ty, M = R?. Nous avons toutefois restreint
I’espace dans lequel vit u de sorte a assurer que My + u soit bien défini pour tout € < 1.
Ainsi, § > 0 est choisi tel que I'exponentielle exp,, est un difféomorphisme de la boule
euclidienne B(0,0) du plan tangent Tz, M sur un voisinage V(Mj) de M. Ce paramétre
0 est choisi petit de sorte & avoir 'unicité de la géodésique entre tout point M € V(M)
et le point My. Au final, un champ X = (X(M))arem est localement asymptotiquement
autosimilaire d’ordre h(Mj) au point My si

E*)O_A,_

lim {X(MO 2‘;@; X(Mo), ¢ o, 5)} & {ZMO (w);u € B(O, 5)} (1.3)

avec Z)r, un champ non dégénéré.
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Une question naturelle est alors : pour quelles valeurs de h(Mj), peut-on construire
un champ localement asymptotiquement autosimilaire d’ordre h(Mj) en My ? Nous ai-
dant fortement des résultats de [ST94] sur 'existence de champs autosimilaires & accrois-
sements stationnaires, nous avons pu donner les valeurs possibles pour h(My) sous une
hypothése de stationnarité faible pour X. En particulier, si le champ tangent 2y, est
gaussien, alors il s’agit d’'un champ brownien fractionnaire d’indice h(My) €]0,1]. Dans le
cas ot le champ Z g €St a-stable (avec o < 2), nous savons simplement que le parameétre
h(Mpy) €]0, max (1,1/«)[. Finalement, ceci revient & étendre les résultats connus dans le
cadre euclidien aux champs indexés par des variétés.

Nous avons aussi illustré la propriété (1.3) par le champ brownien fractionnaire indexé
par une variété (cf. [Ist05]) et des champs gaussiens ou stables de type moyenne mobile.
Concentrons-nous ici sur les exemples définis par une moyenne mobile.

Fixons a € (0,2] et considérons W, a¢ une mesure aléatoire a-stable réelle de mesure
de controle la mesure uniforme opq sur la variété M. Nous étudions alors le champ X
défini par

X (M) :/ d(M, M"YH=4/e f(d(M, M"))Wom (dM'), M € M
M
avec f : Ry — R une fonction C! telle que f(0) =1 et
[ da 2y A [ do (1) < +oc.
M

Cette derniére condition assure que X est bien défini. Les autres conditions sur f assurent
que f ne joue pas sur les singularités du noyau

M v d(M, M"YT=4 £ (d(M, M'))

que 'on intégre pour définir X. Le passage en carte exponentielle permet de se convaincre
que le choix de f est dicté par le comportement du jacobien de I'exponentielle exp, . Nous
avons donc di étre plus précis sur le choix de cette fonction f. De plus, afin de pouvoir ap-
pliquer rigoureusement le théoréme de convergence dominée, nous nous sommes concentrés
sur le cas ot M est soit une sphére soit un espace hyberbolique, et ce méme si formellement
la propriété d’autosimilarité locale (1.3) semble étre vérifiée sur toute variété M.

Avant de donner le comportement asymptotique de X autour du point My, expliquons
notre démarche pour ’obtenir. Nous avons tout d’abord introduit le champ annexe

Y (My, M) = / d(My, M Y=Y f(d(Ma, M")) W p(dM'), My, My € M
M

qui est tel que X(M) = Y (M, M). Dans mes travaux, introduire un tel champ annexe

obtenu en séparant les dépendances en M du noyau définissant X s’est toujours avéré trés

utile. Cette tactique est inspirée de [ALV00|. Ensuite, pour obtenir le comportement de

X (Mo +eu) — X(My) = (Y (Mo + eu, Mo) — Y (Mo, My))
+(Y(M0 + eu, Moy + Eu) — Y(M() + cu, Mg)),

le point clef est de comparer les comportements de Y en ses variables My et Ms. Nous
n’avons pas étudié la régularité des trajectoires de Y car nous n’avons besoin que d’un
comportement en loi.

Si H < 1, le comportement de X en My est donné par celui de Y en sa premiére variable,
c’est-a-dire que les accroissements selon la variable Mo sont négligeables. Finalement, nous
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montrons que le champ X est localement autosimilaire d’ordre H en My et que son champ
tangent Zyz, en My est le champ a-stable défini par

Zng () = /R (I =l = ] )W ).

En particulier, si & = 2, comme attendu, 2y, est simplement un champ brownien frac-
tionnaire d’indice H (indexé par la boule B(0,9)).

Si H > 1, le comportement de X autour de My est donné par celui de Y en sa seconde
variable. Dans ce cas, le champ X est localement autosimilaire d’ordre 1 en My et le champ
tangent est une forme linéaire aléatoire, c’est-a-dire que

ZMO (u) = <u7 SOé)

avec S, une variable aléatoire connue.

Dans le cas critique H = 1, les controles établis ne permettent pas de ramener le com-
portement de X a celui de Y en 'une ou l'autre de ses variables. Les contributions sont
du méme ordre et ce cas reste encore un probléme ouvert.

En remplagant l'indice H dans la définition de X par h(M) avec h : M —]0, +oo[ une
fonction C!, nous obtenons aussi la propriété (1.3) pour le modéle multifractionnaire

X(M) = /M d(M, M YRD=d/e £ (q(M, M)W (dM'), M € M.

En particulier, si h(My) < 1, 'indice d’autosimilarité locale asymptotique au point M est
égal a h(Mj) et dépend effectivement du point Mj.

1.3 Autosimilarité matricielle

1.3.1 Définition

L’autosimilarité classique (1.1) tout comme I’autosimilarité locale (1.2) ne prend pas en
compte la nature éventuellement anisotrope du phénoméne modélisé. Parmi les premiers
modeéles fractionnaires anisotropes introduits, nous pouvons citer [Kam96, ALP02, BE03|.
Le drap brownien fractionnaire étudié¢ dans [Kam96, ALP02| n’est pas a accroissements
stationnaires mais & accroissements rectangulaires stationnaires. Son avantage est que sa
régularité varie selon les directions mais son défaut est qu’il s’annule sur les axes et donc
leur fait jouer un role trés particulier. Les modeéles proposés dans [BE03| sont eux a accrois-
sements stationnaires et localement asymptotiquement autosimilaires au sens de [BJRI7].
Ceci étant, leurs exposants de Holder ponctuels ne révélent pas leur anisotropie, ¢’est-a-dire
ne varient pas avec les directions.

F1GURE 1.2: Coupes de roches

Dans I'idée de modéliser des coupes de roches, coupes sur lesquelles apparaissent clai-
rement une direction priviliégiée correspondant a I’écoulement des eaux (voir figure 1.2),
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[BMS07] propose de remplacer la propriété d’autosimilarité classique (1.1) par une pro-
priété d’autosimilarité caractérisée par une matrice.

Une approche assez similaire a été considérée dans [LS85] pour modéliser des phénomeénes
atmosphériques. D’autre part, nous pouvons d’ores et dé¢ja citer plusieurs travaux [PBAT06,
RBMS08, BRB09| encourageants pour la modélisation de phénoménes anisotropes par des
champs (gaussiens ou non) a autosimilarité matricielle (modélisation de matériaux, de
radiographies des os). Enfin, les premiéres simulations (cf. figure 1.3) fournies par Hans-
Peter Scheffler de champs & autosimilarité matricielle laissent aussi penser que ces champs
peuvent étre utilisés pour modéliser les coupes de roches. D’autres simulations sont données
dans [CV1la].

FIGURE 1.3: Simulation de champs & autosimilarité matricielle.

Pour étre plus précise, au sens de [BMS07], un champ X = {X (x);x € ]Rd} est dit a
autosimilarité matricielle d’ordre £ € M4(R) si

Ve >0, {X(cEa:); e Rd} = C{X(x); z e ]Rd} (1.4)

E

ol ¢ = exp (F'lnc) est 'exponentielle de la matrice (Inc)E.

Comparaison avec I'autosimilarité classique (1.1)

e Bien sir les champs autosimilaires d’ordre H sont des exemples de champs & autosimi-
larité matricielle d’ordre E = 1d/H.

e Dans le cas particulier ou E = diag(1/H;,1/Hs), la propriété d’autosimilarité matricielle
d’ordre E s’écrit

Ve >0, {X(Cl/lel,Cl/HQM); (z1,22) € Rz} & X (21, 22); (w1, 22) € R}

En comparant alors & ’autosimilarité classique, nous constatons que ’autosimilarité
matricielle permet des changements d’échelle d’ordres différents selon I’axe des abscisses
et ’axe des ordonnées. En pratique, cela signifie qu’en zoomant de facon non homogéne,
au facteur d’échelle ¢ prés, nous devons observer une invariance en loi sur le phénomeéne
modélisé.

e De plus, 'autosimilarité matricielle permet d’introduire des directions privilégiées selon
lesquelles X est autosimilaire : si u est vecteur propre de E associé a la valeur propre
A € R*,

(X (ctu);t € R} 2 VA X (tu); t € R).

Pour un champ gaussien a autosimilarité matricielle d’ordre F et a accroissements sta-
tionnaires, la régularité ponctuelle peut alors dépendre de la direction. En effet, si u est
vecteur propre de E associé a la valeur propre A € R, cette régularité est donnée par
1/
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Comme modéle vérifiant (1.4), nous pouvons citer le drap fractionnaire a-stable har-
monisable d’ordre H = (Hy, ..., Hy) € (0,1)% défini par

~ d eixjgj —1 d
Bp(z) = SCE/ H Tl/aWa(dﬁ)? reR
R? 504 &1

avec W, une mesure a-stable complexe isotrope. Dans ce mémoire, nous rencontrerons a
nouveau ce modéle (au moins pour a = 2) lors de la présentation de l'article [LM11] (cf.
chapitre 2). Ce champ, introduit par [Kam96, ALP02| pour a@ = 2 et [Xia09] pour o < 2,
est effectivement autosimilaire pour la matrice diagonale

. 1 1
E—dlag(d}h,...,dfld>

mais est nul sur les axes et n’est pas a accroissements stationnaires. L’article [BMSO07]
se focalise lui sur des modéles & accroissements stationnaires et introduit une trés grande
classe de champs stables ou gaussiens vérifiant la propriété d’autosimilarité matricielle
pour une matrice F en général non diagonale. Ceci étant, les auteurs n’ont étudié que la
régularité des modeles gaussiens, se basant sur I’étude de leur variogramme. Dans [BL09],
en collaboration avec Hermine Biermé, nous avons généralisé les résultats de [BMS07| au
cadre de champs a-stables harmonisables. Ce travail sera présenté dans le chapitre 3. Dans
un second travail [BLX09], présenté dans le chapitre 2, j’ai étudié, en collaboration avec
Hermine Biermé et Yimin Xiao, les dimensions d’Hausdorff d’images inverses dans le cadre
gaussien.

1.3.2 Coordonnées polaires par rapport & une matrice

Dans mes travaux [BL09, BLS11], comme dans tous les travaux portant sur des champs
a autosimilarité matricielle ou presque, un point important est de représenter les éléments
de R? en coordonnées polaires par rapport & E et non en coordonnées polaires classiques.

Afin de pouvoir définir ces coordonnées, nous supposons que les parties réelles des
valeurs propres de E sont strictement positives. Alors selon [MS01], il existe une norme
||I-|| ; dépendant de E telle que I'application

U, (r,0) —rFe

est un homéomorphisme de R x Sg, avec Sp = {z € R?: ||z||; =1} la sphére unité
pour la norme ||| 5, sur R\ {0}. Pour tout # € R¥\{0}, les coordonnées polaires de z par
rapport & E sont alors

(TE(w)vEE(x)) = ‘I’El(iﬁ)

La partie 7, (x) est a interpréter comme la partie radiale de = par rapport a E et £, (x)
comme sa partie angulaire.

Considérons pour l'instant un champ X gaussien & accroissements stationnaires vé-
rifiant la propriété d’autosimilarité matricielle (1.4). Cette propriété d’autosimilarité se
traduit ainsi sur le variogramme v de X :

v(@) = E((X(2) — X(0))*) = 75 (2)0(£, ().

Dés lors, comme pour les champs autosimilaires, si le variogramme v est continu et ne
s’annule pas sur Sg (ce qui est le cas des modéles gaussiens proposés par [BMS07]),

Ve e RY, ¢, (2)% < olz) < ey (2)?, (1.5)



19

avec 7, (0) = 0 par convention. Il est alors clair que la régularité des trajectoires du champ
gaussien X est donnée par celle de la partie radiale 7, en 0. Dans [BL09|, nous constatons
que cela est aussi le cas pour les champs a-stables harmonisables (o < 2) introduits par
[BMS07]. Il est donc trés important de comparer de fagon trés précise 7, avec la norme
euclidienne. Dans [BL09|, nous améliorons les controles (controle global et directionnels)
établis dans [BMS07].

Pour étre plus précise, considérons Wi,..., W, les p espaces E-invariants associés a
la décomposition de Jordan de la matrice £. Chaque espace W; est associé a une valeur
propre A; de E. Pour tout 1 < j < p, supposons que H; = 1/R(A;) > 1. Alors, dans
[BL09], nous montrons que pour tout r € (0,1),

Vu € W\{0} N B0, ), ¢ Jull™ flog [|ull| =™ < 7y (u) < eyl log [luf| 5D

avec 0 < [; < d et ¢ ,c, des constantes. Partant de ces inégalités, nous obtenons bien siir
un controle du comportement global de 7, : pour tout v € B(0,7),

" —(-DH H I-1)H
e, [[ull " log [lufl "V < 7y (w) < ey flul|Elog fJull| S HE

avec 0 <l < d, H= maxi<;j<p Hj et H = minlgjgp Hj.

Ces deux résultats sont utiles pour obtenir la régularité holdérienne des champs harmo-
nisables stables & autosimilarité matricielle (cf. chapitre 3), mais aussi pour étudier les ex-
cursions des champs gaussiens & autosimilarité matricielle (cf. chapitre 2, paragraphe 2.4).

1.4 Autosimilarité matricielle locale asymptotique

Les propriétés d’anisotropie ainsi que de régularité des trajectoires des modéles a ac-
croissements stationnaires proposés dans [BMS07| ne varient pas avec la position z. Afin
d’introduire des modéles plus flexibles, c’est-a-dire avec des propriétés locales variant d’une
position & une autre, avec Hermine Biermé et Hans-Peter Schefller, nous avons introduit
une version locale de la notion d’autosimilarité matricielle. La démarche et les motivations
sont analogues a celles de [BJR97, PLV95] qui ont proposé la version locale de I"autosimi-
larité classique.

Définition 1.4.1. Un champ {X(x); T € Rd} est dit localement asymptotiquement auto-
similaire d’ordre E(z¢) € M4(R) au point zo € R si

E(z0)q,) —
lim {X(wo re v) X(xo);u € Rd} @ {ZI (u);u € ]Rd} (1.6)
e—04 5 0

avec Z,  un champ non dégénéré (c’est-a-dire presque sirement non identiquement nul).

En d’autres termes, autour du point xg, le champ X ressemble & un champ & autosi-
milaire matricielle d’ordre E(x¢) :

X(ao +eP0u) — X(a0) £ e2,, () € 2, (7).

Comparaison avec les autres notions d’autosimilarité

e Tout d’abord, un champ & autosimilarité matricielle est localement asymptotiquement
A autosimilarité matricielle en zg = 0.

e De plus, tout champ localement asymptotiquement autosimilaire d’ordre h(zg) en xg est
aussi localement asymptotiquement & autosimilarité matricielle en 2y d’ordre E(zg) =
Id/h(x0).
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Ainsi, la notion d’autosimilarité matricielle locale généralise les notions d’autosimilarité
considérées précédemment sur RY.

Nous avons illustré la propriété (1.6) dans [BLS11]. De plus, quitte a considérer un
accroissement différent, certains modeéles de [LM11], papier en collaboration avec Renaud
Marty, vérifient aussi ce type de propriété.

Remarque sur les coordonnées polaires par rapport a F
Dans ’étude des champs localement & autosimilarité matricielle, dans [BLS11], nous
considérons la famille des parties polaires et radiales

¢ r € R

TE(a:) ) E(z)?

Fixant un compact K C R%, un point essentiel est 'obtention de controles uniformes en

pour la famille { r e K } en fonction de la norme euclidienne. Afin de nous en sortir,

TB()
nous avons da préciser le choix de la norme ||-||; de sorte & assurer la continuité en E.



Chapitre 2

Modéles (multi)-fractionnaires du
second ordre

Les champs localement autosimilaires, tel le champ brownien multifractionnaire, peuvent
étre utilisés pour modéliser des phénoménes naturels dont la régularité ponctuelle varie.
Ceci étant, nous pouvons toujours nous demander si un modéle gaussien est adapté ou non.
La section 2.1 introduit les travaux que j’ai effectués dans ma thése sur de tels modéles non
gaussiens mais admettant des moments du second ordre. Les techniques employées sont
assez différentes de celles utilisées dans le cadre gaussien.

Les sections suivantes présentent les travaux [LM11, BLX09]| effectués aprés ma thése.
Dans [LM11], nous nous intéressons a des champs gaussiens définis par un principe d’inva-
riance et étudions leurs propriétés d’autosimilarité locale ainsi que la régularité ponctuelle
de leurs trajectoires. Ces champs sont des modéles de type drap et nous avons en particulier
défini un exposant de Holder basé sur la régularité des accroissements rectangulaires. Dans
[BLX09]|, nous nous sommes concentrés sur la géométrie de champs gaussiens anisotropes
en étudiant leurs ensembles d’excursions.

2.1 Champs multifractionnaires harmonisables de type Lévy

2.1.1 Le modéle

Rappelons qu'un champ brownien multifractionnaire se représente sous la forme har-
monisable suivante :

ei($7£> -1 ~ d

ott W est la transformée de Fourier d'une mesure de Wiener W. Pour -~ définir un champ
multifractionnaire dit de Lévy, nous remplacons simplement la mesure W par une mesure
de Lévy L(d€) au sens de [BCI02|. La mesure L a été¢ appelée mesure de Lévy par les auteurs
de [BCIO2| car en dimension d = 1, {L([0,¢]);t € R4} est un processus de Lévy a valeurs
complexes, c’est-a-dire un processus issu de 0, continu en probabilité et & accroissements
stationnaires et indépendants.

Pour étre plus précise, suivant [BCI02|, la mesure L s’écrit
L=aW +bM (2.1)

avec M une mesure indépendante W et construite & I’aide d'une mesure aléatoire de Poisson
N sur R% x C d’intensité
n(d¢,dz) = dév(dz).
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La mesure v est supposée invariante par rotation et telle que
Vp > 2, / |2|Pv(dz) < +oc. (2.2)
C
Comme v admet un moment d’ordre 2, nous pouvons définir la mesure aléatoire M par

M) = [ (144 1a(©2) (V - n)(de. )
RixC
pour tout borélien A de mesure de Lebesgue finie.

Dés lors, pour toute fonction h : R? —]0, 1[ localement B-héldérienne, le champ

ell@g) _ 1
X, = / —— e —L(d¢);z € R?
{ RixC [[¢| 42 M)

est bien défini et appelé champ de Lévy multifractionnaire. La classe des champs de Lévy
multifractionnaires inclut le champ brownien multifractionnaire (cas b = 0 dans (2.1))
ainsi que les champs de Lévy harmonisables fractionnaires définis dans [BCI02| (cas d’une
fonction h constante). Finalement, le premier modéle que j’ai considéré a été construit en
combinant 'idée de [BJR9I7, PLV95| pour définir le mouvement brownien multifractionnaire
(i.e. remplacer l'indice de Hurst H d’un mouvement brownien fractionnaire par une fonction
h) et I'idée proposée par [BCI02| pour obtenir des champs fractionnaires non gaussiens du
second ordre (& savoir remplacer la mesure W par la mesure L).

2.1.2 Comparaison avec le champ brownien multifractionnaire

Un champ de Lévy multifractionnaire X}, est certes un modéle du second ordre mais il
n’a en général que peu de moments. En effet sous ’hypothése (2.2) sur les moments de v,
I’ordre maximum d’intégrabilité en £ du noyau

ei<x7§> — ]_
f(x,&) = Wm

donne le nombre de moments de la variable X (z) (cf. [LacO4a|, Proposition 1.3.4). Ainsi,
les champs de Lévy multifractionnaires sont trés différents des champs gaussiens. Néan-
moins, j’ai établi dans [Lac04b] que les champs de Lévy multifractionnaires ont quelques
propriétés communes avec le champ brownien multifractionnaire : régularité ponctuelle
et autosimilarité locale. Le théoréme suivant, qui regroupe les propositions 3.6 et 3.7 de
[Lac04b| énonce plus précisément ces deux propriétés.

Théoréme 2.1.1.

1. Le champ de Lévy multifractionnaire X;, admet une modification X dont les tra-
jectoires sont continues sur R. De plus pour tout compact K, le champ X est
H-héldérien pour tout H < min (ming h, 3).

2. Fizons x € R? et supposons que h(zx) < B. Alors, au point x € R, en tant que
champ continu, le champ X; 