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;������ �� �������������� %��� 8 �����!���� �� 
����������� �� @� �� !������� ,������3��
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�!�����!��� �"�
��� ������

��� �� 
�!�����!��� ��������

����� ��������� �
 
����������� ��������

���� A �� ����!��� ��������� 
���
������ ��� �� ����!��� �� 
,�!�� ���
,���� ��� B ���

 ��

B ∈
{

χr ∈ {0, 1}R�×Θ , 1 ≤ r ≤ K : ΣK
r=1χ

r(x, ω) = 1
}

E$	$I

�R K ��� �� ��!��� �� �� �,���6 � = 2 �� 3 ��� �� ��!������ �� ������
� ��6 ∀r ∈ {1, . . .K}6
χr ��� ��� 5��
���� 
���
������� �� ���������6 %����� 1 �� �� %�
���� �������� x ��� ���� ��

�,��� r6 �� 0 �����	 ���� 
�  �� ����6 ��� ���
�� �� ��!���
���6 ����� !�
������
���� ����2

����� E�	�	 AI ���� ������4�� 8 ������!��� ��� 5��
����� 
���
������� ���  �� �� 
���
������

E�	�	 BI	 �� ����6 ������!��� ��������� B ���� ������� ������ �� �� ������������	 : ������ ��

������
� ��������� B6 ���� 
,� �� ω ∈ Θ ���� �������� ��� ����������� B(ω) �� 
�!������	

<� ������  �� ���� �� 
�� ��� 
�!������� ���,����6 ��� ����� 5��
���� 
���
������� ��6 ���

�7�!��� 
���� �� �� !����
� χM 6 ��� ��
������� ���� 
���
������� ������!��� �� !�
������
2

���� �� 
�!������	 :4� �� ��4��� ��� @� 
����� E�� ��I �������� ���� �������
,� �� ?���6

���� ������������ ��� ��!����� �� 5��!� ���!���� �� 
����� Ωs
δ,X �� 
������ X = (x1, x2)

�� �� �������� L = δd6 ��4��� ��� Ωs
δ,X = [x1 − L/2, x1 + L/2] × [x2 − L/2, x2 + L/2]	


� @� 
���� Bs
δ,X(ω) �� 
�!������ 
����� �� X �� �� ������ δ ��� ����� 
���
������ ���

�� ������
���� �� �� ����������� �� 
�!������ B(ω) �� ��!���� 
���� Ωs
δ,X 6 �	�	 B

s
δ,X(ω) ∈

{

χr(ω) ∈ {0, 1}Ωs
δ,X , 1 ≤ r ≤ K : ΣK

r=1χ
r(ω) = 1

}

	 ;� !B!� �������� ��� �������� ���� ��

@� 
��� �� �� 
���������� �� 
����� X �� �� ��!���� 
��� �� ��4�� ��� X = (x1, x2, x3) ��

Ωs
δ,X = [x1−L/2, x1+L/2]× [x2−L/2, x2+L/2]× [x3−L/2, x3+L/2]	 <� ��!�� ��  �� ��

%���!� Vδ = |Ωs
δ,X | = (dδ)� ����  ���
�� �� @� Bs

δ,X(ω) ��� ����������� �� �� ����������� ω

���� �� ��� @� ���� 
����� �� 
��� ���	 ���� �� ����� �� 
� !����
���6 �� !�&���� �������� ��

���� 
,�!� ��������� A(x, ω) ����7� ��� Ωs
δ6 ���  ��6 ��� �7�!���6 �� 
,�!� �� ��5��!�����

��
�� ε(x, ω) �� �� 
,�!� �� 
��������� ��
�� σ(x, ω)6 ���� ���� 〈A(ω)〉sδ,X 6 �%�
6 ��� ��4������

〈A(ω)〉sδ,X =
1

Vδ

∫

Ωs
δ,X

A(x, ω)dx. E$	�I

���� 
�  �� ����6 �� ������ �� �� ������������� �� ������!��� ��������� B6 �� ��������
�

�������� ������%� ��7 
������ X ����� 5��B��� 
����� �� 
��� �� �� ���� ���� ���  �� ��

��
�������	 �� ����6 ∂A ������������ �� ���� ���� ����!��� A �� n(x) �� ���!��� ��������	
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���
,���� !����
��� ��6 ������ 
�!�����!��� �������� ��  �� ���������� �� 
�!�����!���

��� ������������ Bs
δ(ω) �� 
�!������6 ������ 8 �� 5��� �� �� ����������� ω �� �� �� ������

��� �; ����� ���� 8 �� 5�����3�� ∂Ωs
δ	 ���� �� 
�� �� ��������
��� ��������6 ��� 
�!�����!����

��������� ����
��� 8 ��� �;�: 2 u(x, ω) = ε̄.x, ∀x ∈ ∂Ωs
δ 2 �� 8 ��� �;�? 2 σ(x, ω).n(x) =

σ̄.n(x), ∀x ∈ ∂Ωs
δ 2 ���� ��
���� �����
��%�!��� ��� ��� �������� ������� 4 ��� !������ Cs,d

δ (ω)

�� ��� ���������� Ss,t
δ (ω) ���������6 
�� �������� ����� ��4��� ���

Vδ ε̄ : C
s,d
δ (ω) : ε̄ = inf

u∈K(ε̄)

∫

Ωs
δ

ε(u(x)) : C(x, ω) : ε(u(x)) dV,

�%�
 K(ε̄) = {u(x) / u(x) = ε̄.x ∀x ∈ ∂Ωs
δ} ,

E$	GI

Vδ σ̄ : Ss,t
δ (ω) : σ̄ = inf

σ∈S(σ̄)

∫

Ωs
δ

σ(x) : S(x, ω) : σ(x) dV,

�%�
 S(σ̄) = {σ(x) / ��%(σ(x)) = 0 ∀x ∈ Ωs
δ; σ(x).n = σ̄.n ∀x ∈ ∂Ωs

δ} .
E$	�I

���� ��� � ������� E$	GI �� E$	�I �� ���� �� ����� �� !�!����6 ��� �7������� d �� t ���� ����

�����
��%�!��� ��� �;�: �� ��� �;�?	 �� ����6 ������
� s �� �7������ ��� �"���� ����

�������� �� 5���  �� ��� !�&����� ���� ������%�� 8 ��� ��!����� 
����� E� ����I �� 
��� ���	

��� ��������6 C(x, ω) �� S(x, ω) ��������� �����
��%�!��� ��� �������� ��� !������ �� ���

���������� ��
��7 ����
��� 8 ��� ����������� ω �� 
�!������	

;�� 
,�!�� ud(x, ω), εd(x, ω), σd(x, ω) E�����
��%�!��� ut(x, ω), εt(x, ω), σt(x, ω)I ����2

����� �� �����3!� %����������� E$	GI E�����
��%�!��� E$	�II ���� ����� ��������� �� �����3!�

��
�� ���%���
⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

��%(σ(x, ω)) = 0,

σ(x, ω) = C(x, ω) : ε(x, ω),

ε(x, ω)) = 1
2

(
∇u(x, ω) +T ∇u(x, ω)

)
,

⎫

⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

∀x ∈ Ωs
δ

u(x, ω) = ε̄.x, ���� ��� �;�:

σ(x, ω).n = σ̄.n ���� ��� �;�?

}

∀x ∈ ∂Ωs
δ

E$	�I

;� ������� ��� !������ Cd
δ (ω) �� ��� ���������� S

t
δ(ω) ��������� �����5��� �����!��� ���

��������� ���%�����

σ̄d
δ (ω) = Cs,d

δ (ω) : ε̄ , ε̄tδ(ω) = Ss,t
δ (ω) : σ̄, E$	�I

�R σ̄d
δ (ω) �� ε̄

t
δ(ω) 
������������ ��7 %������ !�&����� ��� Vδ ��� 
,�!�� ��
��7 σd(x, ω) ��

εt(x, ω) 
��
����� ����� E$	�I	 �� ����6 �� � σ̄t
δ(ω) = σ̄ �� ε̄dδ(ω) = ε̄	
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�!�����!��� �D�
��5

���� �� 
�� �� !�������7 ������ ��� �� �������������6 �� !����� T��6 ��℄  ��

lim
δ→∞

Cs,d
δ (ω) = lim

δ→∞

(
Ss,t
δ (ω)

)−1
= Ceff =

(
Seff

)−1
, E$	PI

:����6 �� ��4������ �� 
�!�����!��� �D�
��5 Ceff !�����  �� 
� ������� �� ������ �� ��� �;

�� �� �� ����������� ω	 ���� �� ����� ��6 ��� ������ E$	PI ��� %���4�� 8 ��� ���
����� ������

���� ��� %������ �� δ ����������� 8 �� %����� 
���� �� δV ER ��4��� 
�!!� ����� �� %����� ��

@�- ����
��� 8 �� ���
����� 
,�����	 +��� �� ���� �� 
� !�!����6 ��,�!�������� �������� ��

�� ��������
��� �� 
�!������ ���� %���4���	

����� ������ ��� ���������� ���
�����

�� %�� ��������� ��� ������ �� 
�!�����!��� �D�
��56 �� @� 
���� Bs
δ(ω) ��� ��
���� ��

4 @� �� 5��!� 
����� Bs
δ′,Xi(ω) 
������ ��7 ������ X i = X + (±L/4,±L/4) �� !B!� ������

δ′ = δ/2 �� �� %���!� Vδ′,Xi = Vδ/4 �� ����� !���3��  �� Bs
δ(ω) =

⋃4
i=1B

s
δ′,Xi(ω)	 �� 3D6

�� ��������� �� ����� 8 ��!����� !��� �� ��!���������� ��� ������ ��� ��!��� ���� �� 
��

2D �� ������ �� �� ��!������� ��� � �������6 �� ��������!��� �� ��� ��������� ����� ��� !B!��

�� 3D  ���� 2D	 : ������ ��� ��������� ud
(i)(x, ω) ��� �����3!�� ��
��7 E$	�I ��4��� ��� ���

����2��!����� Bs
δ′,Xi(ω) �� ����
��� 8 ��� �;�:6 ���� ��4������� �� 
,�!� �� �����
�!���

%������ ũd(x, ω) ��� �� ��!���� Bs
δ(ω)6 
���!��� ��!��� ��!������� �%�
 �� �����3!� E$	�I

����
�� 8 ��� �;�:6 ���  �� �� ������
���� 8 
,� �� ����2��!���� Bs
δ′,Xi(ω) 
���������� ��


,�!� ud
(i)(x, ω)6 �	�	 ũ

d(x, ω) = ud
(i)(x, ω), ∀x ∈ Ωs

δ′,Xi(ω)	 O���� �� ����� �� �� ����
��� ��

��������� ����������� �� �����3!� E$	�I ���� �� �;�:6 �� �������
∫

Ωs
δ

σd(x, ω) : ǫd(x, ω)dV ≤
∫

Ωs
δ

σ̃d(x, ω) : ǫ̃d(x, ω)dV E$	HI

�R ǫ̃d(x, ω) �� σ̃d(x, ω) ���� ��� 
,�!�� �� ��5��!������ �� �� 
���������� ��!�������� ����
���

8 ũd(x, ω)	 �� ����� ���� �� ��!!� �� ?��� ��7 ���7 ���!�� �� ��� ������ E$	HI �� �� ��

���������  �� Vδ′,Xi = Vδ/4 �� �������

〈
σd(ω)

〉s

δ,X
: ǭ ≤ 1

4

4∑

i=1

〈
σ̃d(ω)

〉s

δ′,Xi : ǭ. E$	
I

;� ��4������ (1.6)1 �� !����� �������� ����� ��� ��7 @� Bs
δ(ω) �� B

s
δ′,Xi(ω) 
������ 8

Cs,d
δ,X(ω) ≤

1

4

4∑

i=1

Cs,d
δ′,Xi(ω) E$	$#I
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�R �� �������� ������� A ≤ B ����� ���7 �������� A �� B ���� B��� 
�!����� �� ���� ���

5��!��  ������� ���6 �	�	 t : A : t ≤ t : B : t ���� ���� ������� ������� 2 t �= 0	 �����

������ �� ������������� �� !�������6 �� � E(Cs,d
δ′,Xi) = E(Cs,d

δ/2)6 ∀i = 1, ..., 4	 ��� 
���� ����

E(Cs,d
δ ) ≤ E(Cs,d

δ′ ), ∀δ′ = δ/2	 /�����!���6 �� ��������� ��� ������ E$	PI6 ���� �������� ���

������ ����������� ���%����� �� 
�!�����!��� �D�
��5

Ceff ≤ E(Cd
δ ) ≤ E(Cd

δ′) ∀δ′ = δ/2. E$	$$I

�� ����� ���� ��!������!��� �� ����
��� �� ��������� 
�!���!������� �� �����3!� ����
��

8 ��� �;�? E$	�I E���� ���� �� ������� %��� T��℄I6 �� ������� ��� ,�����
,�� �� ������

����������� ���� �� ��������� �D�
��%� ���� �� 5��!�

Seff ≤ E(St
δ) ≤ E(St

δ′) ∀δ′ = δ/2. E$	$�I

�� 
�!������ ��� ������ E$	$$I �%�
 E$	$�I6 �� ���� ����

(
E(St

δ′)
)−1 ≤

(
E(St

δ)
)−1 ≤

(
Seff

)−1
= Ceff ≤ E(Cd

δ ) ≤ E(Cd
δ′) ∀δ′ = δ/2. E$	$GI

���� ������� E$	$GI6 ���� �%��� ������� �� �������� !��,�!��� �� ��� ���%��� ���%��� � ������

���7 ������� A �� B ��  �����3!� ����� ��%�������� A ≤ B ⇔ B−1 ≤ A−1 �� ���� ��� 5��!��

 ������� ���	 ;� �������� ������� E$	$GI ��� ������ ���������� �� ��5������� �� 
�!�����!���

�D�
��5 � ��� ������� ���� ������� ��� ?��� TG$℄ �� ���� ���� ��� ��� T��℄ ����� 5�0�� ��D�2

�����	 ����� �������� !�����  �� ���
��� ����� ��� ������ ��5������� �� ���������� ��
��W� ��

5��
���� �� δ6 "�� ��8 ������ %��� A��� ���� ��� %������ ��4���� �� δ �R �� %����� �� 
�!���2

��!��� �D�
��5 ��� ��������	 ���� ������ ��� CSC+
δ =

(
E(Cd

δ )
)−1

�� CSC−
δ = (E(St

δ))
−1 ���

������ 
��
����� 8 ������ ��� 
�!�����!���� ��������� ��� @� �� 5��!� ���!���� �� 
�����

 �� ���� ������ ��� SC E%��� 4���� $	$I	

����� ����������� �� �������
�� 
������
�

;� �������� E$	$GI ���!�� ��������� �� ������ �%��������� ��� ���������� �D�
��%�� ����

�� 
�� �� 5������ 8 !�&��� 
��������� ����� ��� �,���� T�G℄	 �� ��%��
,�6 ���� �� 
�� ��


��������� ���%�� 2 �	�	6 ��� �����
���� ������� �� ��� ����� 2 ���
��� ����� ��� ������ ����������

�� ��5������� ��!���� �!������� !B!� ���� ��� ������� %������ �� δ	 
�� ������������ �� 
�

�,���!3�� ��� 5������ ��� �� 4���� $	�  �� ������� ���%������� ��� ������ �� ?��� �� !�����

�� 
�!������������ ����� �D�
��5 �� 5��
���� �� δ ���� �� 
��6 ����� ���� ���� 
�!������

���5��
� �� 5�0�� ������ �� ������� ���� ���� !������� �����76 ��� ���7 !�������7 �����
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������ $	$ Z >��������� ��� @� 8 ������ ����� ������ !�
������
���� � @� �� �&�� E��I


��������� ����� !����
� �������� �������� ������ �� �� �� 4���� 
&������ ��� ������ ��� E�������

�� ��4��!��� �������I �� ������3��� ���������� �� !���3�� �������� ���� �� ���� �����%����	

;�� 
��
��� ��� 
�!�����!���� ��������� ��� ��� ��������6 ����� ��� ����
����  �� ������

��������� ���� �����6 �%�
 �� ����
��� ���!���� 4��� ����G' T
℄ 
����� �%�
 �� ����
��� �� !�������

������ TG#℄	 ;�� !�&����� ������!��� ��� ��� �%������ ���� 2000 ������������ ��D������� ��

�� !�
������
���� ���� 2 ≤ δ < 20 �� ���� 1000 ������������ ���� δ ≥ 20	 
� 
�!�����!���

�������� ������ �� �������� � ��� �������� ��7 4���� �� 5��
���� %���!� �� f I �� !���3�� 8


�  �� �� 
�������� c = kI/kM = µI/µM ����� ��� �,���� ���� ���� 8 104 ���� �� 
�� ����


�!������ ���5��
� ��� ��� 4���� ������� �� 10−4 ���� �� 
�� �� !������� �����7 �R kr �� µr

������������ ��� !������ �� 
�!������������ �� �� 
�������!��� �� �� �,��� r �� ��� �7�������

I,M ��� �,���� ��
������ �� !����
�	 ��� ��������6 �� 
�!�����!��� �� �� �,��� !����
�

�����5��� kM = µM E���� ν = 1/8I	 ���� ������ ��� �����
������ ��!��� ��� ��������� ���� 
�

!�!����6 ��� ��������� �� ���!�� �� !������ �� �� 
���������� ���� ������ ���� ��� �
,����

���!����������� ���� �� ����� µM = 1	

;�� �����
�� �� 
��%�����
� ���� �� ����� ���������� �� 
�!������ ���5��
� ��� ���

4���� ������� �� �� ����� ��5������� �� !������� �����7 ���7��� ���� 
�!!� ���� � �� ������ ��

��������� �� ��5��!����� ��� ��7 �����
����  �� �������
���� �� ���� �� �� 
������ ��%���� ��3�

���%�� ���� �� 
�� �R ��� �;�: E
�� �� 
�!������ ���5��
�I �� ��� �;�? E
�� �� !�������

�����7I ���� ����
��!��� ����� ���� �����
��%�!��� ��7 4���� ������� �� ��7 �����	 ���


���� ����6 �� ����� ���� �� ������ �; ����������� ����
��!��� ��� ��� �����
���� ������� ��

��� �����  �� �������
���� �� ����6 ��� ������ �������� ��� ?��� TG$℄ �� ��� T��℄ �������!���

����L���
� ��� �; ��� �� 
�!�����!��� ��������	
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������ $	� Z ��������� 	
� ��
�
� ����
�
�

 ����� 
� ����
�
�

 ����� 	
 ���
 ��
� 	�

��	��
 	
 
���

��������� ���� 
� ���
���� 	
 δ ���
 �
 
�������
 

���

� (c = 104) 	
 ���


���
�

���
������� ��� 
� �
 ����
��� ��

�� (c = 10−4)���

��� ��������6 ���%������� �� 5��
���� �� δ �� �� ����� ���������� �� 
�!������ ���5��
� ���

��� 4���� ������� E4���� $	��I ������ �� B��� ���%�� ��� �� !��3�� ��!���4� 
�������� �� ��

5�0�� ���%����	 :4� �� 
��
���� �� ������ �� ��������� �� ��5��!����� ��� ��7 �����
����  ��

�������
���� �� ���� ����� 
������ 
����� �� ������ L6 �� @� Bδ(ω) ��� �
���� �� ���7 �������


�!!� �� !����� �� 4���� $	G	 ;� ���!�3�� ������ B1
δ (ω)6 �� ��!���� Ω

(1)
δ �� �� %���!�

V
(1)
δ = 4d(L−d)6 ��� 
��������� ����� ����� ����������� d ������  �� ������ ��� ��
�������  ��

�������
���� �� ���� �� @� ������ ��
����� ���� �� ������ B1
δ (ω) ������  �� �� ��
���� ������

B2
δ (ω)6 �� ��!���� Ω(1)

δ �� �� %���!� V (2)
δ = L2 − V

(1)
δ = (L− 2d)26 
��������� �� 
���� ��

@�6 8 ��%��� �� 
���� �� ������ L− 2d	 �� ������� �� 
���� �����%����� �� �

ε̄ : Cd
δ (ω) : ε̄ =

1

Vδ

min
u∈K(ε̄)

∫

Ωs
δ

ε(u(x)) : C(x, ω) : ε(u(x)) dx

=
1

Vδ
min

u∈K(1)(ε̄)

∫

Ω
(1)
δ

ε(u(x)) : C(x, ω) : ε(u(x)) dx

+ 1
Vδ

minu∈K(2)(ε̄)

∫

Ω
(2)
δ

ε(u(x)) : C(x, ω) : ε(u(x)) dx

= ε̄ :

(

V
(1)
δ

Vδ
CBL

δ (ω) +
V

(2)
δ

Vδ
Capp

δ (ω)

)

: ε̄

E$	$�I

�R ��� ����!���� ��� 
,�!�� �� �����
�!��� 
���!��� ��!��� ��!�������� K(1)(ε̄) ��

K(2)(ε̄) ���� ��4��� ���

K(1)(ε̄) =
{

u(x) / u(x) = ε̄.x ∀x ∈ ∂Ω
(1,out)
δ ; u(x) = ud(x, ω) ∀x ∈ ∂Ω

(1,int)
δ

}

,

K(2)(ε̄) =
{

u(x) / u(x) = ud(x, ω) ∀x ∈ ∂Ω
(2)
δ

}

.
E$	$�I
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���� ��� ��4������� E$	$�I6 �� 
,�!�� �� �����
�!��� ud(x, ω) 
��������� 8 �� �������� ��

�����3!� ��
�� E$	�I ���� ��� �;�:	 ;� 5�����3�� ∂Ω(1)
δ ��� ��%���� �� ���7 ������� ���"������

∂Ω
(1)
δ = ∂Ω

(1,out)
δ

⋃
∂Ω

(1,int)
δ (ω) �R ∂Ω

(1,int)
δ = ∂Ω

(2)
δ �� ∂Ω(1,out)

δ = ∂Ωs
δ 
������������ �����
2

��%�!��� 8 ��� 5�����3��� ���������� �� �7��������	 ;�� �������� CBL
δ (ω) �� Capp

δ (ω) ��4��� ��

E$	$�I ���%��� B��� �����
��%�!��� ����������� �� ����  �� �������� ��� ��������� ����������

�� �� 
��
,� 5�����3�� B1
δ (ω) �� �� 
���� B2

δ (ω) �� @�	 �� ���!�3�� �����7�!�����6 ����

��!������  �� �� ��������
� �� 
�!�����!��� �������� �� �� 
��
,� 5�����3�� B1
δ (ω) ���

������� 8 δ ���� B��� �������� ��  �� �� !����� �������� �� 
����6 Capp
δ (ω)6 ���� B��� !�2

"��� ��� ��� !�����������  �� �� ����%���� ��� ����4
�����!��� �� ����������� ��7 �; �����

 �� ��� �7�!��� 
����  �� ���� ���������� ���� �� ������ $	� �� 
� 
,������ ��  �� ������� 8

��� ����!����� �� ������� ��� ��������� ���������� ����
(
CV OR+

δ (ω)
)
	 ������� �� E$	$�I6 ��


�!�����!��� �������� Cd
δ (ω) �� @� Bδ(ω) ���� ��� �;�: ��� !�"��� ���

Cs,d
δ (ω) ≃ CV OR+

δ (ω) +
4

δ

(

1− 1

δ

)
(
CBL(ω)− CV OR+

δ (ω)
)

E$	$�I

��� 
���� ����

Ceff ≤ E(Cs,d
δ ) ≃ E(CV OR+

δ ) +
4

δ

(

1− 1

δ

)
(
E(CBL)− E(CV OR+

δ )
)
. E$	$PI

��6 �� ����6 ���� ��!������  �� �� 
����������� �� �� 
��
,� 5�����3�� ���� �� 
�!�����2

!��� �������� ��� �����!������6 �	�	 ∀δ, CBL(ω) ≫ CV OR+
δ (ω) �� E(CV OR+

δ ) − Ceff ≪
E(CBL) (1/δ − 1/δ2)6 �� �������

Ceff ≤ CAb
δ = C(1) +

4

δ

(

1− 1

δ

)

C(2), �%�
 C(1) = E(CV OR+
δ=∞ ) = Ceff , C(2) ≃ E(CBL).

E$	$HI

O���� �� 5��� 
����������� ��!��� ��!��� �� �� %����� δ = 30 ��� ���7 
������ ���%����� �

�� !����� �� 
�!������������ ���� KAb
δ = K(1) + 4

δ

(
1− 1

δ

)
K(2) �� �� ����� �����
,�� EAb

���� �����7�!���� �����I CAb
δ �� 
���� �� �� ����� ���������� �� �&�� ?��� KSC+

δ ��

!����� �� 
�!������������ �D�
��5 �� ������� �� 
�������� K(2) = E(KBL) �� ���
 ���%�������


�!��3�� �� KAb
δ �� 5��
���� �� δ ��
,���  �� �� 
�������� K1 = Keff ��� 5������ ���

KV OR+
δ=30 	 ��� �� 4���� $	�  �� ������� ��� %��������� �� KAb

δ �� KSC+
δ �� 5��
���� �� δ ��� 5���

K2 ������6 �� ���� 
��������  �� KAb
δ ��������� �� 5�0�� �

������� ���%������� �� �� �����

���������� �� �&�� ?��� KSC+
δ 6 !������� �����  �� ���%������� �� KSC+

δ ���� �� !�������

���5��
� �� !���3�� ������6 ��� ����
�����!��� ��� 8 �� 
����������� �����!������ �� ��

����� 5�����3�� ���� �� 
�!�����!��� ��������  ���� ��� �;�: ���� ����� ����	 ������

����  �� �� !��3�� ��!���4� ��4�� ��� ��� ������ E$	$HI �� ���� ��� B��� ���������� �� ����
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 �� !����������� ���������� !��� ������ �� ����  �������
,� ��!���4�� [ �%�
 ��� !���� \

%����� 8 !������ �� 5�0�� ��!���  �� �� 
����������� �� �� 
��
,� 5�����3�� B1
δ (ω) �����!���

���� ���%������� �� CSC+
δ �� 5��
���� �� δ	 ;��
��� ����� �� ����� ���������� KSC+

δ �� ��

����� �����
,�� KAb
δ ���� �� 5������ %������ �� δ ��� ��������!��� �S 8 �������7�!�����

����A ������3�� ��� �� ����� ���� �%��� 
��������  �� �� 
�!�����!��� �������� �� �� 
��
,�

5�����3�� �� ��������� ��� �� δ	 ��4�6 
�!!� �� !����� �� 4���� $	�6 �� ��!�� ��  ��

���%������� �� �� ����� ���������� KSC+
δ �� 5��
���� �� δ ��� �� ���5���� ��� ������ �%�


�� 
����� K3/δ +Keff 6 �� 
�������� K3 ����� 
��
���� ��!��� ��!��� 8 ����� �� KSC+
δ ��

5������ 
����������� ��� ���7 
������ �� δ = 30	

���� �� 
�!�����!��� ��%������ �� ����6 �� ������ �� �� �&!����� 
��� �� �� �� �����

���������� �� ?��� ������� ��� �� 5��!� 
����� ��� @�6 �������
,� ��!���4�� ��
���� ���

��� ������ E$	$HI ���� B��� ���3��!��� !���4�� �4� �� ���%��� ��
���� ����3��!��� ���%�������

�� �� ����� CSC+
δ 	 ���������6 �� ����� 
�� �� �� !��,��� !���4�� ����� ���"���� �� 5���

 �� [ ���7������� \ �� �� ��� 
��%�����
� ��� !������ ��%������ ��� ����� ��� 
����� ���

�������
����� ����
�� �� �;�: ��� ��� �����
����  �� �������
���� ��� ����� ��� 
�������	 ���

���
�� �� 
�����6 �������
,� !���4�� ���� ��
���� ���� ���� ���� �� ������ $	� 
����
��� ��7

���
�4
���� �������� ��� �� 5��!� 
����� ��� @�	

������ $	G Z �����%����� ���� @� 
����
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�� 8 �� ����� �� �&�� @���� KAb
δ
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������� Ec = 104, f = 15%I � )%������� ��� ������

�� �&�� ?��� ESC+6 SC−I �� �� �&�� @���� E:�I

�� !����� �� 
�!������������ ���� �� 5��
���� ��

δ

��4�6 ���� ��� �����
������ ��!��� ���6 ���� �%��� ����� ����&� ������!�� �� 
�!���2
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��!��� �������� �� �� 
��
,� 5�����3�� B1
δ (ω) 8 ������ �� �� ����� �� @���� �	�	 CBL =

f ICI + (1 − f I)CM 	 ���� �%��� ����%�  �� ������������� �� �� ����� �� @���� ���� �%�����

CBL(ω) 
������ 8 ��� ����� �����
,�� CAb
δ  �� �������!� ���3��!��� �� ����� ����������

CSC+
δ 	 ����� �������!����� ��� ���� �� 5���  �� ��,&���,3�� ���� "�
���� 8 �� ����� �� @����

 �� 
�����3��  �� �� 
,�!�� ��
�� �� ��5��!����� ���� ��� �����
����  ����2������� Ec = 104I

�� ���� ��� 
������� �� ���� 8 �� ��5��!����� ���5��!� ε̄ ��� ���� 5���� �� ���� B��� ���]
,��	

�� �D��6 �����!��� ��� ������ �� 
,� �� ��
������  �� �������
�� �� ���� �� @� ��  ��� ���


�!�������� εij(x) �� ������� ��� ��5��!������ ��
���� ���� ���5��!�� �� ������ 8 ε̄ij 	

��# $��
����� ������ ���� ��� 
�!������� �� �%�� !����
�&

��
�������

:4� ���%���� ��� ��!�������� �� �������
,� �� ?��� !���������� ���
���!!���6 ����!2

!��� ���
��� ��3� �����4
���5 �����%� ����� ��� ������ ��� ���������� �D�
��%�� ���� �� 
�� ��

5���� 
��������� ������ ��� ��� �����
����� ����
�� ��� �; ��� ��� �����
����6 ���� ���������

���� 
���� ������ ��� ���%���� ���
����� ���� ��
����� ��� ���������� �D�
��%�� ���� 
�!��2

���� ��������� ����� ��� �� 
������
���� �� @� ���2
����� E����	 ���2
��� ���I ���� ��� �����

���������
���� "�!��� ��� �����
����	

�� �� !�
����� 
�����

���� �� "��
�� #����������

:4� �� ���%��� ������� ��� @� ��� ��� ���� �� ���� �!�������� ������� ��� ��� �; ����
2

��!��� ��� ��� ��
�������6 ��� 
�!������� 
��������� ���� 
���� ����� ���� �� �&�� !����
�2

��
�������	 <� ��������� �� ����  ���� ��& � ��� 
����
� ����� ��� ��
������� !��� 
�� �����3���

���%��� B��� �� 5��!� �� �� ������  ���
�� ��	 ;�� ���%���7 @� ����� Bδ(ω) E���� sI6 ����


��������� ���� ����!����� �� 
������� ���!��������6 
,� �� 
������ ���!������� ����� 
�!��2

��� ����� ��� �� ��
������ �������� �� !����
�	 ���� 
��������� �� ���� @�6 ���� �7���&���

�� �� !�
������
���� ��� 5��B��� 
����� ��=��!!��� ������ ����  ������ ���� ����������2

��%� �� �� !�
������
���� E4���� $	�I �� ���� �������� ��� ��������� E�	�	 ��� ��������� ��

@�����JI �� 
���� !�
������
���� �� M 
������� ���!��������6 �R M ��� �� ��!��� ����
��2

����� �� 
���� ������ 5��B��� 
�����	 �������6 n 5��B���� 
������  �� �� �� ��
��%���� ���

En ����� �� ��!��� �� ������������I �� ������ δ ���� �7������� �� 
���� ��3� ������ 5��B��� ��

��������� �4� �� ������� n @� ���2
����� 
��������� 8 ������ ��� 
������� ���!�������� ����
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��� 
������ ������������� 8 �� !B!� 5��B��� �� ������ δ6 �� 
����� �� 
,� �� 
������ �����

��4�� 
�!!� ����� �� 
����� �� ���%��� �� ����
������  ������ 
�������	 
�� 5�0�� 
����� �� ��

������� �� ������ 
������� ���!�������� 
������� 8 �������� ��� ��������� �� @�- E�� 5��B��� ��

��3� ������ ������I �� M 
������� �� @�����J6 
,� �� 
������ ����� ����� 
�!����� ����� �����

��
������ �������� �� !����
� E4���� $	�I	 ����� 5�0�� �� ������� ��� @� ���2
����� �� ��

������ ��� ��� ��������� �� 
������� �� @�����J ���� B��� ����������� 
�!!� ��� �7�������

�� �
,�!� ������� ��� ��������� �� �� T$�℄ ��� !�
������
����� ���������� ������� ��� 8 ���

!�
������
���� 
�!��3��!��� ����������	 ;� ��������� �� @�����J ��� ���� ������� �� 
�� ���

!�
������
����� �� �&�� !����
�2��
������� ���� ��� ������ ��� ��
������� ���� �� !B!� ������

�� �� !B!� 5��!�6 
�!!� 
���� �� 
�� ��� !�
������
����� 
���������� ���� 
���� �����	 ��2

�������6 ���� ��� ��
������� ������������ ��� ������� �� ��� 5��!�� ��D�������6 ��� ���������

���� �������� ���� B��� 
���������	 
� �7�!��� ����� ����� ��������� ���� B��� ������ 8 ������

�� �� ������
� d(x, Ii) ����� �� ����� x ����������� �� @�- �� ��� ��
������ i Ei = 1, ...,MI

�� ��!���� Ii ��4�� ��� d(x, Ii) = min
y∈Ii

d(x, y) �R d(x, y) ��� �� ������
� ��
�������� �����

���7 ������ x6 y	 ;� 
������ ���!������� i ��� ����� ��4��� E
�!!� 
���� �� 
�� ���� 1�����

�� �� T�℄I ��� ������!��� Ωi = {x ∈ V ER, ∀j �= i, d(x, Ii) ≤ d(x, Ij)}6 
���
�������� �����

������!��� �� ���������	
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�� ��� !�
������
����� �� �&��

!����
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������� ���� ��� ������� ��Y�� ��� 5��!�� ��� ��
������� ���� ��D������� ��� 5�����

��� �� ���
������� 8 ������ �� '���5� '���,����� ��� -�����������5� �� �� !�
������
���� ��

!������� ��%������ ��� ����A �� V���� T��℄ �� 1������ �� �� T�℄	 ���� 
���� �����
,�6 �� !�����

,������3�� ��� ��
��� 
�!!� �� ����!��� �� ����2��!����� ���"����� ��
��%���� ����3��!���

���� �� @�-	 <� �������  �� 
�� ���� ��!����� ���%��� B��� ��������� �� ��� 5�!����� �&���

��� ���!������ �� ��� ���������� !�
��� ��� ������ ���	 ��� 5�!����� ���� �������� ^'���5�

'���,����� ��� -�����������5�^ E''-I	 ;� 5�0�� �� ��4��� ���
���!��� �� ''- ��� �7���2

 ��� ���� 1������ �� �� T�℄	 
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�� �7�!��� �� 5���!�������� ��� ''- ����� !�
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&������ ��� �� !B!�� ������� �� ������3���6 ����������� ���������!��� ���� �� ����

�����%���� ��� ���������� ��� �� 4���� $	�	 �� G�6 ��� @� ���2
��� ��� ���%��� B��� �������

�� �������� �� !B!� !��,��������	 ����� �����  �� ��� ��������� ������� �� 2D �������

%������� �� 3D  ���� ��� 
�!�����!���� ��������� ���� ����
��� 8 ��� @� ��� 
��� ���6

���� ���� ��!������� ���� ���� �� ����� �� !�!����6 ��� ���
� �� ��!���
���6 ��7 ����� ���������

�� ��!����������� 
������������ �� 
�� 2D	

������ $	� Z �7���
���� ���� @� ���� ����� ��
�!�������� �� 
������� �� @�����J

�� �� !�
������ $�����

;�� @� ���2
����� Bδ(ω) �������� ���� ����� �� ����� �� !�!���� ��� ��� ������� ���

�� !��,�������� ��
���� ���� �� ������ ���
������	 ;��7������ s ��������� ���
���!!���

���� !����� �� �%����
� �� 5��!� 
����� ��� @� ��� ���
 ������!� ���� ��� ���%���7 @�	

���� 
��������� ��� ���%����� ������6 �� ����� 
�� 
������� 8 ��!�� ���  �� �� 5��!� ∂Ωδ(ω)

�� �� %���!� Vδ(ω) ��� @� ���2
����� Bδ(ω) ��������� �����!��� �� �� ����������� ω	 ��


���� ���
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����� ∂Bs
δ �����!������� ����
���� ��7 @� 
����� ���%��� B��� �������� 8 ��� %���!�� Vδ(ω)
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���!���6 ��� 
�!�����!����

��������� ����
��� 8 ��� �;�: �� �;�? ���� ��4��� ���

Vδ(ω) ε̄ : C
d
δ (ω) : ε̄ = inf

u∈K(ε̄,ω)

∫

Ωδ(ω)

ε(u(x)) : C(x, ω) : ε(u(x)) dV,

�%�
 K(ε̄, ω) = {u(x) / u(x) = ε̄.x ∀x ∈ ∂Ωδ(ω)} ,
E$	$
I

Vδ(ω) σ̄ : St
δ(ω) : σ̄ = inf

σ∈S(σ̄,ω)

∫

Ωδ(ω)

σ(x) : S(x, ω) : σ(x) dV,

�%�
 S(σ̄, ω) = {σ(x) / ��%(σ(x)) = 0 ∀x ∈ Ωδ(ω); σ(x).n = σ̄.n ∀x ∈ ∂Ωδ(ω)} .
E$	�#I

�� ��������� �������
,� �� ?���  �� ���� ����� �� �����!��� 8 ��� @� ���2
����� Bδ(ω)

���� �������� �� ���%����� ������ �� 
�!�����!��� �D�
��5 �

∀ δ ∈ R+, ∀ δ′ = δ/2�

E
(

Vδ′

E(Vδ′)
St
δ′

)−1

≤ E
(

Vδ

E(Vδ)
St
δ

)−1

≤
(
Seff

)−1
= Ceff ≤

E
(

Vδ

E(Vδ)
Cd

δ

)

≤ E
(

Vδ′

E(Vδ′ )
Cd

δ′

)

.
E$	�$I

�������
����� 	
 �� !�� " ��� ���
� �� ��!���
���6 �� ��!���������� �� ��� ������ E$	�$I

��� ������ ��� ��!��� ���� ��� ��������� �� @�����J �� �� !�
������
���� ��
,���  ������

����� %������ ���� �� 
�� �� ���������� ���� ��������� ������  �� 
����� ��
����� ���� �� ������

$	�	$	 ��!������!��� 8 �������
,� �� ?���6 �� @� Bδ(ω) �� ������ δ ��� �
���� �� 4 ����

��!����� Bδ′,Xi(ω) �� ������ δ′ = δ/2 �� �� %���!� Vδ′,Xi(ω) ���  �� Bδ(ω) =
⋃4

i=1Bδ′,Xi(ω)	

;�� @� Bδ′,Xi(ω) ���� 
��������� �� �� !B!� !���3��  �� Bδ(ω)6 �	�	 ��� ����!����� ��


������� �� @�����J �� �� !�
������
���� B(ω) ���� ��� 
������ ������������� �� ��!����


���� Ωs
δ′,Xi �� ������ δ′	 ��!!� �� !����� �� 4���� $	�6 ��� @� Bδ(ω) E�����  �� Bδ′,Xi(ω)I

�� ���� ��� �� 5��!� 
����� �� ��
��� �����
��� ���������
�� ���� ����	 : ������ ��� ���������

ud
(i)(x, ω) ��� �����3!�� ��
��7 E$	�I ��4��� !��������� ��� ��� ���� ��!����� ���2
�����

Ωδ′,Xi(ω) �� ����
��� 8 ��� �;�:6 �� 
,�!� �� �����
�!��� %������ ũd(x, ω) ��4�� ��� ��

��!���� Ωδ,X(ω) 
���!��� ��!��� ��!������� �%�
 �� �����3!� E$	�I ����
�� 8 ��� �;�:

��� 
�������� �� ����� �����  �� �� ������
���� 8 
,� �� ���� ��!���� Ωδ′,Xi(ω) 
����������

��7 
,�!�� ud
(i)(x, ω)6 �	�	 ũ

d(x, ω) = ud
(i)(x, ω), ∀x ∈ Bδ′,Xi(ω)	 ;� �,���3!� �� ���������

����������� ����
�� �� �����3!� E$	�I ��4�� ��� Ωδ,X(ω) ���� ��� �;�: �� ����� �� 8 ũd(x, ω)


������ 8 ��� ������ E$	HI �R Ωs
δ,X(ω) ��� ��!���
� ��� Ωδ,X(ω)	 �� ����� ���� �� ��!!� ��

?��� ��7 ���7 
���� �� �� �������� E$	HI �� �� ��������� �� ��4������ E$	$
I �� 
�!�����!���
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�!�����!��� �D�
��5

�������� ����� ���� ��7 @� Bδ(ω) �� Bδ,Xi(ω) �� �������

Vδ,X(ω)C
d
δ (ω) ≤

4∑

i=1

Vδ′,Xi(ω)Cd
δ′,Xi(ω). E$	��I

����� ������ �� ������������� �� !�������6

E(Vδ′,XiCd
δ′,Xi) = E(Vδ′C

d
δ′), E(Vδ′,Xi) = E(Vδ′) = E(Vδ)/4 = E(Vδ,X)/4 ∀i = 1, ..., 4.

E$	�GI

�� !�&������ ����������� E$	��I �� �� ��������� ��� ��������� E$	�GI ���� ��������

E(VδC
d
δ )

E(Vδ)
≤ E(Vδ′C

d
δ′)

E(Vδ′)
∀δ′ = δ/2. E$	��I

����� �����  �� ��� ������ E$	PI �!��� ��

lim
δ→∞

E(VδC
d
δ )

E(Vδ)
=

E(Vδ→∞Ceff)

E(Vδ→∞)
= Ceff , E$	��I

�� �������

Ceff ≤ E(VδC
d
δ )

E(Vδ)
≤ E(Vδ′C

d
δ′)

E(Vδ′)
∀δ′ = δ/2. E$	��I

: ������ �� !B!� ��������!���6 !��� 
���� 5���2
� �� ��������� �� �,���3!� �� ���������


�!���!������� ����� �� �� �����3!� E$	�I ��4�� �����!��� ���� ��� �;�? ��� Bδ(ω)6 ���

���%���� ,�����
,�� �� ������ ����������� �� �� ��������� �D�
��%� ��� ������� �� ���
���

Seff ≤ E(VδS
t
δ)

E(Vδ)
≤ E(Vδ′S

t
δ′)

E(Vδ′)
∀δ′ = δ/2. E$	�PI

;� ��!���������� �� ��� ������ E$	�PI ��� 5������ �� :���7� �	 ;� 
�!�������� ��� � �������

E$	��I �%�
 E$	�PI 
������ 8 E$	�$I6 �
,�%��� ����� �� ��!����������	

���� �� ����� �� 
� !�!����6 �4� �� ��!���4�� ��� ���������6 ���� ����������� ��� ���������

���%�����

CV OR+
δ = E

(
Vδ

E(Vδ)
Cd

δ

)

, CV OR−
δ = E

(
Vδ

E(Vδ)
St
δ

)−1

,

CSC+
δ = E

(

Cs,d
δ

)

, CSC−
δ = E

(
Ss,t
δ

)−1
E$	�HI

���� ��� ������ ���������� �� ��5������� �� �&�� @�����J C
V OR+

−

δ �� ?��� C
SC+

−

δ 	

�� �� ���
������� �
 ���
���
� ���������

;�� !�&����� ������!��� ��������� ���� �� ���%��� �,���3!� ����
����!��� E$	�$I ��52

53���� �� 
����� �!���&��� ���� �� 
��
�� ��� ������ �� �&�� ?��� E$	$GI �%�
 �� �����������
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Vδ(ω)
E(Vδ)

 �� ��� ��������� 8 Cd
δ (ω) E����	 S

t
δ(ω)I	 :4� ������!�� ���� !�&���� ������!���6 ����

��������� �� !��,�������� ���%����	 ��!!� ���� ���%��� ��
��� ���� �� ������ $	�	$6 8 ���2

��� �� �� ������ !�
������
���� B(ω) ���� �7���&��� n @� Bδ,Xi(ω) Ei = 1...n) 
��������


,�
�� ���� ����!����� �� 
������� �� @�����J ���� ��� 
������ ������������� 8 �� 
������


����� 
������������� �� ������ δ �� �� 
����� X i	 �� �� ������ ��� �� ��������� ��������2


���6 
,� �� @� Bδ,Xi(ω) ���� B��� ���������� 
�!!� ����� ��� ����������� Bδ,X(ωi) �� ��

!�
������
���� �� ������ δ �� �� 
����� X 6 
���� �����3�� ����� ��4��� 
�!!� �� ������
����

�� �� ωi2����������� B(ωi) �� 
�!������ �� ��!���� Ωδ,X(ωi)6 �	�	 Bδ,X(ωi) ≡ Bδ,Xi(ω)	 ��

������ �� �� ��������� �� �������������6 ���� ��!���4�� ��� ���������6 �� ��������
� �� X ���

������!��	 �� ���� 
�����3�� n �
,��������� EECd
δ (ωi), Vδ(ωi)I6 ωi ∈ Θ61 ≤ i ≤ nI �� 
�����

ECd
δ 6VδI6 ��� !�&����� ������!��� ���� ��� ������ E$	�$I ���%��� B��� �%������ ��� �

En

(
VδC

d
δ

En(Vδ)

)

=

∑n
i=1 Vδ(ωi)C

d
δ (ωi)

∑n
i=1 Vδ(ωi)

, E$	�
I

�R ������
� n �����4�  �� ���������
� ��� 
��
���� �� ��������� n ������������ �� 
����� ECd
δ 6VδI	


�� ��
���� ����!����� ��������!��� ���� ���������� ���� B��� ������� �� ������� ���

�������������� �������� �� ��7 ����� Vδ(ω)
E(Vδ)

	 ���� 
���6 ���� ��������� �� �� �����%����� ��

�� ������ !�
������
���� B(ω) �� n @� Bδ(ωi) �� ���� 
���������� N ������ xI = x(ωI)

E4���� $	PI6 1 ≤ I ≤ N 6 ωI ∈ Θ6 N ≫ n6 ���5��!�!��� ���������� ��� B(ω)	 : 
,� �� �����

xI = x(ωI) ���� ����
���� �� !����� Cd
δ �� ��������� St

δ ��������	 ;� !�&���� E(Cd
δ ) ���

����� ����!�� ��� �

EN(C
d
δ ) =

1

N

N∑

I=1

Cd
δ (ωI) =

∑n
i=1

∑nδ(ωi)
j=1 Cd

δ (ωi)
∑n

i=1

∑nδ(ωi)
j=1

=

∑n
i=1 nδ(ωi)C

d
δ (ωi)

∑n
i=1 nδ(ωi)

E$	G#I

�R nδ(ωi) ��� �� ��!��� �� ������ xI = x(ωI)  �� ������������� �� @� Bδ(ωi)	 ���� ��� ��2

���� E$	G#I6 ���� �%��� ������� �� 5���  �� Cd
δ (ωI) = Cd

δ (ωi) ���� 
,� �� ����� xI = x(ωI)

����������� 8 Bδ(ωi)	 ��!!� ��� ������ xI ���� ���5��!�!��� ���������� ��� B(ω)6 nδ(ωi)

��� ����� 8 Vδ(ωi) 8 ���%��� ��� �������� �������� nδ(ωi) = ̺Vδ(ωi) �R ̺ ��� �� ������� %���!� ��

�� ��!��� �� ������ xI 6 �	�	 �� ��!��� �� ������ xI  �� ������������� 8 �� %���!� ��������	

;� �
������ ̺ �� ������ �� �� ωi �� �� δ 
�� �� ������������ ��� ������ ��� ���5��!�	 ���


���� ����6 ��� ������ E$	G#I ���� �� ���
���� ���� �� 5��!� ���%����

EN (C
d
δ ) =

1

N

N∑

I=1

Cd
δ (ωI) =

∑n
i=1 Vδ(ωi)C

d
δ (ωi)

∑n
i=1 Vδ(ωi)

= En

(
VδC

d
δ

En(Vδ)

)

, E$	G$I

;�� ������ E$	G$I 5������ ����� ��� ����� ����!����� �� �� !�&���� ������!��� �����%�����

���� ��� ������ E$	�$I	 ���� ����� �� %�� �,���� ��6 
���� ���7�3!� �����
,� ��� ���� ���2
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�������  �� �� ���!�3�� 
�� ���� �!����� ��� !�&����� ������!��� 
����� ��� ������� ��

!B!� ����� 8 
,� �� �����������	 ���������6 ���� ����� �� %�� ����� ��6 ��� �������
��6 ���

�
����2�&��� �����  �� ��� 5��
����� �� ������������ ��� %�������� ���������� Cd
δ (ω)6 S

t
δ(ω) ����


��
���� �� ������� �� 
�!��� �� ����������� Vδ(ωi)
E(Vδ)

����
��� 8 
,� �� ����������� ωi E4����

$	�I	 ���� ��!���4�� ��� ���������6 ��� �7������� N �� n �������� ���� ��� � ������� E$	�
I6

E$	G#I �� E$	G$I ������ ������!��	

������ $	� Z �7���
���� ��� @� �� �&�� @�����J 8 ������ ����� ������ ����������� �� ��

!�
������
����

������ $	P Z ���
������� �� ���
����� ���������

:4� �� ������� ��� n @� �� 
��
�� �� !B!� ������ δ ������ ��
�������� 8 ������!�����

��� �������
�� E$	�
I �� E$	G$I6 ���� �%��� �!���
���!��� 
�������� E4����� $	� �� $	PI ���

����������� B(ω) �� 
�!������ ��� �� ��� ���� �%��� ��������� ��� ������ �� ��� 47� L = δd


�!����� �� n 
������� �� !B!� ������ L	 ;� ������������� �� 
���� ������ �%�
 �� �����������
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B(ω) �� 
�!������ ����!��� ��� n @� B(ωi) E1 ≤ ωi ≤ nI ���,����� �� !B!� ������ δ	 ��� ��

�����6 ��� @� ����� �� 
���� ���
����� ������ ����!!�� @��	

���� �� ����� ��6 ���� ���%��� ��� ���
��� �� 
���� !���3��	 �� �D��6 ���7���
���� ���

@� �� 
��
�� �� ���D�
��� ��� 8 ������ ����� ������ 47� ����� ��� 8 �� ωi2����������� B(ωi)

�� 
�!������	 ����� �7���
���� ���D�
��� �� 
����� ��� 
������ X �� 5��B��� ���7���
����

���������!��� ����� �� ���
����� �� �������	 ���� �!������ �� ���� �� ��� ��
��%��!��� ���

5��B���� ���7���
���� ��� @� �� 
��
�� �4� �� �� ��� ������� �� �������� �� �� 
�!�����!���

��������	 ����� ���
����� ���� �7��� ��� �� ������� ���� �� ������ $	�	G	 ;�� @� ����� ��


���� ���
������� �������� �� ������ ����� @�$ ��� ��!��� ���� �� 
�� �R ��� 
�!���������

�%�
 �������
,� ��������� ��� @�� ���� �D�
�����	 ���� ������ ��� ������ ���������� E
�����

�R �� ��& � ��� �� @��I6 �� 
��������� 8 ��� ����� ��!���!��� @�	 <� �������� 8 
�  ��

��� ���
����� ���
,���� ��� ����
��� ��7 @� �� �&�� @�$ �� @�� 5���������� ��� !B!��

��������� ��� �� 
�!�����!��� ��������	 ��������� ���� ���%��� ��� ������ 8 !������ 
�

�������� �� 5�0�� �,���� ��	 �� ��%��
,� ���� ���%��� %���4� ��!��� ��!��� �� 
��
����� ���

������ �� 
�!�����!��� �D�
��5 ���� 
�!������ ���5��
� ��� ��� 4���� ������� Ec = 104 ��

f I = 15%I �� ��������,� $	H	$	 ����� 8 
���� %���4
����� ��!��� �� �� ��� ��%����
� �����

��� ���7 ���
�������� �������� ��� 5���������� �����
��%�!��� ��� @�$ �� @��6 ���� �%���

������� ������ ��� ��!�������� 8 ������ �� �������
,� @�$	

��' �����
����� ( )���� �� �� ������� �����
���� �	��


�!������ * !�
������
���� ���������

;� �,���3!� ����
����!��� E$	�$I �������� ���� �� ������ $	�	� ��� %������ ���� ��� 
�!2

������� �� �&�� !����
�2��
������� ����� ���� �� ��!������ 2  ���� ��!������ 3	 ���������6

�4� �� ������� ��� 
�S�� �� 
��
��� �� ��� ���� ���%�������� �� 
�!�����!��� �������� ��


,� �� �����������6 ���� 
���������� 
�!!� ���!�3�� ������������ �� E$	�$I ������� �� �� ��2

����� �����%���� ���� 
�!������ G� ������ �� ��������� 
�!���� ����� !����
� ���5��
�� ���

��� 4���� 
&������ ��� ������3��� �� ������ ���6 ��� �����  �� ���� B��� �D�
���� 8 ������ ��

��!�������� ��!��� ��� 2D ��� 
�S������	 ���� 
� �&�� �� 
�!�������6 �� ��� �������� ��


��
���� ��� !�&����� ������!��� ��� 
�!�����!���� ��������� �� ��!����� �� !���� 1000

������������ ��D������� ���� 
,� �� @� �� ������ δ6 �%�
 ��� �������
� �� 
��
�� ��������	
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��%�� ���
������� �
 �������


;� !������� ������ ��� �� 
�!������ ���,��� 
�������� ����� !����
� ���5��
�� E�� �����2

����I ��� ��� 4���� 
&������ ��� ������3��� �� ������ ��� ����������� ���������!��� ���� �� ����

�����%����	 �,� �� �,��� ���� �� ��� �� ?��N�	 +��� ��� ��������� ������5� 8 ��� 
���������� ����

������ ���� ��� �
,���� ���!����������� ���� �� ����� �� !����� �� 
�������!��� �� �� !����
�

µM %��� 1	 ;� 
�������� ����� ��� �,���� ��� ��4�� �� ����� �����  �� ��� !������ �� 
�!2

������������ �� �� 
�������!��� ��� ��
������� �� �� �� !����
� %����� kI = µI = c �� kM = µM 6

�R ��� ����
�� I �� M ������������ �����
��%�!��� ��� �,���� ��
������ �� !����
�	 >�]
� 8

����%�����
� ��� �������� ������ �� ���7� ��� 4���� e3 ����� ���� ��� ���� �� 
�!�����!���

��� �,���� �� ������� ���� �� �� �������� �� �� ���� ������������ ��������6 �� 
�!�����!���

�D�
��5 �� 
�!������ �������� ��� �������� �����%����	 ;� !B!� ��������� ����� %������ ����

��� ������ ���������� �� ��5������� C
V OR+

−

δ �������� ���� E$	�$I	 �� �D��6 ����  �� 
,� ��

����������� �� 
�!�����!��� �������� Cd
δ (ω)6 S

t
δ(ω) �� ���� ��� �������� �����%���� 2 
�� ��

������������ �������� ��� 4���� ���� �� @� �� ������ 4��� Bδ(ω) ����� ��� �������� �����%����

���� δ ≤ δV ER 2 ���� !�&���� ������!��� ��� 
�������� �������� �����%���� ���� �� �� 5���

�� !�&����� ��� ���� ������
� ��� ������������ ��%���� 8 !�&����� ��� ������ ��� ������������

��������� �� �� !�
������
���� ��� @�6 
��������� ����� 8 �� 
�!�����!��� �������� �����2

%����	 <� ��!�� �� 
��������6 �� �7�!����� ���� ����������!��� ��� �&!������ �� �����

�����3!�6  �� ��� ������ �� @�����J ��������� �� �� ���!����� ��� ��!����� 
����� Ωs
δ 8

������ ��� ���� ��� 
������� �� @�����J ���� ����
�������� ���� ��4��� ��� @�	 ����!���� ��

����� ��6 
���� ����������� ��� �� 5�����  ������ ���� B��� ��������	 ����� �� ���� ��� 
�� 
�

 �� ���� !������� ���� �!����J�� ��� �����
������ ��!��� ���	 ���� �� ����� �� 
� !�!����6

���� 
���������� ���
 ��� ������ �� �&�� @�����J 
�!!� ����� ��������� �����%�����	

:4� �� ��!���4�� ��� 
��
���6 ���� 
���������� ��� ��!��� �� ������� �����%���� �� 
�!2

������	 ;� �����3!� ��
�� 8 �������� ���� ����� �� ������� 8 �� �����3!� 2D �� ��5��!������

������ ���� �� ��� ��� 4���� ���� ������������ ��� ��� ��� ��� �� !B!� ���!3��� d �� ���

@� ���� ���!�� 8 ��� 
,����!���� �����	 >�]
� 8 �� ��������� ����������� �����%���� ��


�!�����!��� �D�
��5 �� �� ��� ������ �� �&�� @�����J6 ���� 
�!�����!��� ���� �� ���� ���

������!��� 
���
������ ��� ��� !������ �� 
�!������������ �� �� 
�������!��� �����	
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��%�� &��������� �� �� ��
�����

�
��

;� !�
������
���� �� !������� ��� ��������� �� �� 5�0�� ���%����	 ;�� 
������ ��� ��� ���

���� ������� ���������!��� ����� �� ���
����� �� �������	 ���������6 ���� �!������ �� ����

��� ������
� �� ���������� !���!��� ����� ��� ��� ��� �� !B!� ���!3��� d �4� ���!�B
,��

���� ��
��%��!��� �� ���� 
����
�	 :� 
���� �� 
���� ���
�����6 ��� ��� ��� ���� ���������� ��

!���3�� �� ��������� � �� �� ��� �� 
������ �� �����5��� ��� �� 
�������� �� ������
� !���!���

�� ����6 �� ��� ������!� �� �� ����� ��� �� ��� �� ���%��� ���� �� ���� "�� ��8 
�  �� ��


�������� �� ������
� !���!��� ���� %���4��	 �� ���%���7 ��� ��� ���� ��"����� "�� ��8 
�

 �� �� 5��
���� %���!� �� �� ���� ���� �������� ��� �� ��!���� �� ��!�������	 ��!!� �� 
��
��

��� 
�!�����!���� ��������� ��� ������� ���� 
���� ����� ��� �� !��,��� ��� ���!���� 4���6

��� ������
� !���!��� ����� ��� ��
������� �� 3.5%d E!��3�� 
,���& ��� �� ��&�� �� 
�����I

� ��� �!����� �4� ���%���� ��� �����3!�� �� !�������	 
�� ����� ������
����6 ��� ��� ��!���

8 �� !��,��� ��� ���!���� 4���6 �������� B��� ������!�� �� ��!���0��� �� '�/ ��� ��������

!��,���� ��!��� ��� ���!������ ����� �� ������� ��� !�
������
����� ���� ��� ��
������� ��

��
��%���� T�$℄	 �� ��� ���� 
����  ����� ����� 5�0�� �� 
��������� �� !�
������
���� 2  ��

��� ��� %������ ���3��!��� !���4�� �� ���������,!� -�: E-����! �� ������� :���������I

2 ����� ��� 
������ �� ������� ��� 
�� �R �� 5��
���� %���!� �� ��� ��
������� ���� �� !����
�

������� ��%���� 35% �� ��	 ���� 
���� ��� !�
������
����� �� �&�� !����
�2��
������� �&���

��� 5��
����� %���!� ��� ���� �!���������6 �� ��� ��
������� �� ��
����� 8 ��� �������,!�� ����

���,���� ��� ���  �� ���������,!� �: E��!������ :��������I T�$6 �#℄	 �� ������ ��!��������

5����� ����"�� �� ���%��7 ����������	 ;� �
,�!� $	$# �������� ���������,!� �� ���������� �� ��

!�
������
����	

E�I E�I

������ $	H Z ��!������ ��������� E�I �� ����������� �� 
������� �� @�����J E�I
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��%�� '�������� �� 
���
��� �� "�����( �� )��������� ��� "* ���+


�����

: ������ �� �� ������ !�
������
���� ������� ���� �� ��
���� $	�	�6 ��� ��������� ��

@�����J ��� �������� 8 ���%��� ��� 
�!!���� �� ����
��� '����� E4���� $	HI	 �������6 
��5��2

!�!��� 8 �� ������ $	�	$6 n 5��B���� 
������ �� !B!� ������ δ ���� �7������� �� 
���� ���������

�� ���� ��������� ���� ������� n @� ���2
����� 
��������� ��� ����!����� ��� 
������� �� @�2

����J ���!�������� ���� �� 
����� ���������� 8 �� !B!� 5��B��� �� ������ δ E4���� $	
I	 ;��

n 5��B���� 
������ �&��� �� !B!� ������ δ ���� �7������� �� !���3�� �� ��������� 8 ���%��� ��

���
����� �� ������� 5���������� ��� 
������ ��� 5��B���� 
������	 ���� �� ��� ���%���� �� ��
��2

%��!��� ��� 5��B����  �� �������� �%��������!��� �����W��� �� ����� �������� ��6 ��� ������
�

!���!��� �� 2δL ����� ��� 
������ ��� �!�����	 �� !���3�� ��!������ 8 �� 
������� ��� 
������

��� ��
�������6 �� �� 
����� �� 
���� �� �����5��� ��� �� 
�������� �� ������
� !���!��� �� ����6

�� ����� ��� ������ �� �� ���%��� ��� ���� �� ���� "�� ��8 
�  �� �� 
�������� ���� �����5����	

������!���6 ��� ����� ������ !�
������
���� ��� ��=����� ���� ���7���
���� �� n 5��B���� ��

!B!� ������ δ �� ���3�� n @� ���2
�����	 ���������6 �� ��!�� �� 
��
�� ���� �������� ���

��������� �� 
������� �� @�����J �%�
 '����� ��!��� ���%�� ��� 
�������
� �7����������� ��

5��
���� �� �� ������ �� �� !�
������
����6 ��������� ����� ��� ��!�� �� 
��
�� ���

��������

���� �� 
�� �� ��3� ������� !�
������
�����	 ���� �� ����� ��6 ��� ������� !�
������
�����

�� ������ 125 δ ���� ��������	 ���� 
,�
��� �� 
�� !�
������
�����6 m(δ) 5��B���� 
������

���� �7�������	 ;� ����!3��� m(δ) ��� �"���� ��!��� ��!��� ���� 
,� �� ������ δ ��� 5���

���� ������	 ;� ��!��� M(δ) ��� !�
������
����� 
���������� ���� �� 
������
���� �� n

@� ���2
����� ��� ����� ��� M(δ) = ⌊n/m(δ)⌋ + 1 �R ⌊x⌋ ������� �� ������ ����3�� �� x	

�� ���
����� ��� ������� ���� 
,� �� ������ δ 
���������	 ���� ��� �����
������ ��!��� ���6

1000 ≤ n ≤ 2000	 ;� ���������� ��� !�
������
����� �� ��� @� ���2
����� ��� ������� 8

���%��� ��� �������� �!���!������ �� �	

��%� ,��

� �
 
����������� ��������

�����7�� ��
��


�� 5��� ��� @� ���2
����� Bδ(ω) �������6 ��� 
�!�����!���� ��������� ����
��� 8 ���

�;�: �� ��� �;�? ���� 
��
����	 ���� ���� ����������� ��� ��!��� 8 �� ������� �����%����

�� 
�!������ ���� �� 
,����!��� �����%����	 ;� �����3!� ��
�� 8 �������� �� ��������� �����



���%����� ������ �� 
�!�����!��� �D�
��5 �


E�I E�I

������ $	
 Z �7���
���� ���� @� �� 
��
�� E�I �� !������� �� @� �7����� E�I

������ $	$# Z ����
���� �� ���������,!� �� ���������� �� !����� ���������
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8 �� �����3!� �� �� �� ��5��!������ ������	

�� ��5��!������ ������6 ��� 
,�!�� �� �������� ������� 2 ����  �� 
��7 �� ��5��!������

�� �� 
���������� ��
���� ��!������ �� ��
�!��������

ε = εmi+ εpseps + εssess, σ = σmi+ σpseps + σssess E$	G�I

�R ��� �������� ������� 2 i6 eps �� ess ���
��%��� ���� �� ���� 
���������� 
��������� Ee3 �����

���7� ����������� �����%����I

i = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2, eps = e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2, ess = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1. E$	GGI

;�� �
������� εm6 εps6 εss E����	 σm6 σps6 σssI ���� ��� 
�!�������� ��,��� ���6 �� [ 
�������!���

��� \ �� �� [ 
�������!��� ��!��� \ �� 
,�!�� �� ��5��!����� E����	 �� 
,�!� �� 
���������I	

;� �����3!� ��
�� �� 8 �������� ���
���
⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

��%(σ(x, ω)) = 0,

σm(x, ω) = 2K(x, ω)εm(x, ω), σ�(x, ω) = 2µ(x, ω)ε�(x, ω),

ε(x, ω) = 1
2

(
∇u(x, ω) +T ∇u(x, ω)

)
,

⎫

⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

∀x ∈ Ωδ(ω)

u(x, ω) = ε̄.x, ���� ��� �;�:

σ(x, ω).n = σ̄.n, ���� ��� �;�?

}

∀x ∈ ∂Ωδ(ω)

E$	G�I

�R

K(x, ω) =
∑

r=I,M

Krχr(x, ω), Kr = kr + µr/3, µ(x, ω) =
∑

r=I,M

µrχr(x, ω). E$	G�I

���� 
�� �7���������6 Kr ��� �� !����� ���� �� 
�!������������ �� �� �,��� r6 ���7������

� ������� �� ������ ��%������ �� ��� �������� �� ��5��!����� �� �� 
��������� E���� εd =

εpseps + εssess �� �� !B!� ���� σdI	 ;�� ��5��!����� ε̄ �� 
��������� σ̄ !�
���
��� ��� ����

��� 
,����!���� ����� �� �� 5��!� E$	G�I	

%�� ������
� �  ���
� �
 	�"�������
�  ��
��

:����  �� ���� ���%��� �7��� �� ���� �� ������ $	�	$6 ��� 
�!�����!���� ��������� Cd
δ (ω)

�� St
δ(ω) �� ���� ��� ��������� �����%����� ���� �� @� �� ������ 4��� δ ≤ δV ER !��� ������!���

�����������	 ���� �� 
�� �� ��5��!������ ������6 
�� �������� ���
��%��� ���� �� 5��!�

Cd
δ (ω) = 2Kd

δ (ω)JT + 2λd
δ(ω)Eps + 2µd

δ(ω)Ess + 2αd
δ(ω)E

s
m,ps + 2βd

δ (ω)E
s
m,ss + 2γd

δ (ω)E
s
ps,ss

St
δ(ω) =

1

2Kt
δ(ω)

JT +
1

2λt
δ(ω)

Eps +
1

2µt
δ(ω)

Ess +
1

2αt
δ(ω)

Es
m,ps +

1

2βt
δ(ω)

Es
m,ss +

1

2γt
δ(ω)

Es
ps,ss

E$	G�I
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�R ��� �������� ������� 4 JT 6 Eps6 Ess6 Es
m,ps6 E

s
m,ss6 E

s
ps,ss ���� ��4��� ���

JT = 1
2
i⊗ i, Eps =

1
2
eps ⊗ eps, Ess =

1
2
ess ⊗ ess, Es

m,ps =
1
2
(i⊗ eps + eps ⊗ i) ,

Es
m,ss =

1
2
(i⊗ ess + ess ⊗ i) , Es

ps,ss =
1
2
(eps ⊗ ess + ess ⊗ ess) .

E$	GPI

;� ������� JT ��� �� ������� ���"�
���� ��,��� �� ���� �� ���� �����%����	 ;�� �������� Eps6

Ess ���������� ��� X����� �� �� T�G℄ ���� ��� ���"�
����� ��� ��� ����2����
�� ��� ��������

��%������ ��� �� ��
��� ����� ��������� �����
��%�!��� ��� eps �� ess	 ;�� �������� �������

Es
m,ps6 E

s
m,ss6 E

s
ps,ss ���!������ ���������� �� ���� �� �� ��� �� 
�!�����!��� �� 
������� �����

��� 
�!�������� ,&�������� ���6 �� 
�������!��� ��� �� �� 
�������!��� ��!���6 ��� 
,�!��

�� ��5��!������ �� �� 
����������	 ��� ���� ���������� ���� ������ 
�!��� ����� �����������

 ���
�� �� �� ��5��!������ ������	 ;�� �
������� Kd,t
δ (ω) ���� ��� !������ �� 
�!��������2

���� ����� ��������� ���� ��� �;�: EdI �� ��� �;�? EtI ������  �� λd,t
δ (ω), µd,t

δ (ω) ����

�����
��%�!��� ��� !������ ����� �� 
�������!��� ��� �� �� 
�������!��� ��!���	 ;�� ������

���������� ���������� αd,t
δ (ω), βd,t

δ (ω), γd,t
δ (ω) 
���
�������� ��� ��������� ����� ��� 
�!��2

������ ,&�������� ���6 �� 
�������!��� ��� �� �� 
�������!��� ��!���	

;�� 6 
�!�������� �� ������� ��� !������ ��������� Cd
δ (ω) ���� 
��
����� ���� 
,� ��

����������� ω �� �����%��� �� �����3!� ��
�� E$	G�I ���� 3 �;�: ��D�������6 �	�	 ε̄ = i, ε̄ = eps

�� ε̄ = ess6 5���������� ����� ���  �������� �� ����� �� !�&������ ��� 
���������� ��
���� ���

���� �� @� Bδ(ω) ���� 
,� �� 
,����!���	 ;�� 
�!�������� �� St
δ(ω) ���� 
��
����� �� ��

!B!� !���3�� �� �����%��� ���� 3 �;�? ������ ��D�������6 �	�	 σ̄ = i6 σ̄ = eps �� σ̄ = ess	

+���� !��,��� ��!��� �� 
������ �� �������� �� �����3!� ��
�� E$	G�I ���� B��� ��������

���� �� 
��
�� ��� 
�!�����!���� ���������	 ���� �%��� ������� �� !��,��� ��� ���!����

4��� 
����� ���6 ���� 
�
� ���� �%��� ������� ��� !�������� ����  �� 
��7 ��������� ��� �� 4����

$	
�6 
��������� ����� �� ����
��� �7���� ���� ��:���7� :	

%��
�� 	�� ��	���� �  ���
��

�� �� 5������ ��� ��� �
������� ������������ ����������� ���
���!!���6 ���� ������ !���2

������ �7���
���� �� ����
��� �� 
��
�� ��� !������ ��������� ��� �������� �� �������� �� ���

����������6 ���� �� @� �� ������ EδI6 ���� ����� ����������� EωI6 �� ���!�� 8 ��� �;�? ��

��� �;�?	 ;� ��������!��� ����� ������ �� ���� ��� ���7 �;6 ���� ���7���!��� ���� 5��!�

!����
�����6 ���� �� 
�� ��� �;�? σ.n = σ̄.n ∀x ∈ ∂Ωδ(ω) ����
� ��� EtI	 ;� ������� �� ��2

5��!����� !�
���
��� �� �7���!� �� 5��
���� �� ������� �� 
��������� ,�!��3�� 8 ���%���
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�!�����!��� �D�
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�� ������� ��� !������ ��������� St
δ ���� �� ���� Ei, eps, essI ���
���

ε̄ = St
δ : σ̄ ⇔

⎛

⎜
⎜
⎝

ε̄m

ε̄ps

ε̄ss

⎞

⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎝

1
2kt

δ

1
2αt

δ

1
2βt

δ

1
2αt

δ

1
2λt

δ

1
2γt

δ

1
2βt

δ

1
2γt

δ

1
2µt

δ

⎞

⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎝

σ̄m

σ̄ps

σ̄ss

⎞

⎟
⎟
⎠

E$	GHI

;� ��� ��� �� �����!���� ��� 
��=
����� �� ������� ��� ���������� �������� ESt
δI �� �!2

������ ��� 
,����!��� ��
��������	 ���� �� 
�� ��� �;�?6 ���� �!������ �� 
,����!���

σ̄ = σ̄mi = i �� 
��
����� ��� 
�!�������� �� ������� ��� ��5��!������ ��
���� �%�
 ����2

��� ��� ���	 ���� 
� ���%���6 ���� �%��� ������� �� !��,��� ��� ���!���� 4��� E'�/I �%�


�� ����
��� ����G'	 
� �7�!��� �� !������� ���� @� ��� 5����� ��� �� 4���� $	
�	 ;��� ��

����2������!���6 ���� 
��
����� �� %����� !�&���� ε̄ �� ������� ��� ��5��!������6  �� �����3�

��� ������ E$	GHI6 
��������� 8 �� ���!�3�� 
������ �� �� !����
� St
δ6 �	�	 ε̄m = 1

2kt
δ

6 ε̄ps = 1
2αt

δ

6

ε̄ss = 1
2βt

δ

	 ;�� 
������� 2 �� 3 �� �� !����
� St
δ ���� �������� ��� �� !B!� ���
����� ��

����� ���� ��� �;�? �� 
�������!��� ��� Eσ̄ = epsI �� ��!��� Eσ̄ = essI	 : ����� ��������2

��56 ��� %�
����� 
���������� ����� ��� 3 �;�? ���� ����������� ��� �� 4���� $	$$	 ;�� 
�����

��� 
�!�������� �� 
,�!� ��
�� �� ��5��!����� ������ ��� �����
����� �� �;�? ����2

!��� ��,��� ��� ���� ������������ ��� �� 4���� $	$�6 ���� !�&���� �����
��%� 5���������� ���


��=
����� kt
δ6 α

t
δ �� β

t
δ	

E�I E�I E
I

������ $	$$ Z /��
�� � ��%������� ��7 ������ ����
��� 8 ��� �;�? ����� ���� ��� �� @�

Bδ(ω) E�I σ̄ = i E�I σ̄ = eps E
I σ̄ = ess

;� !B!� ���
����� ������� �� ���� �� 
��
�� �� Cd
δ (ω) �� ������� �� 3 
,����!����

��D������ �� �;�:	
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��5 GG

E�I E�I E
I

������ $	$� Z ����� ��� 
�!�������� ��� ��5��!������ ��
���� ������ ���� 
,����!��� ��

�;�? ,&�������� �� E�I εm E�I εps E
I εss

��%�% ������ �
 
����������� ���
��-

��!!� ���� ���%��� �7��� �� �� $	�	$6 �� ������ �� ����%�����
� ��� �������� ������

�� ���7� ��� 4����6 �� 
�!�����!��� �D�
��5 Ceff �����  �� ��� !�&����� ������!��� ���


�!�����!���� ��������� ����
��� ��7 @� ���2
�����6 �	�	 C
V OR+

−

δ 6 ���� ��������� �����%�����	

��� 
���� ����6 ��� ���
��%���

Ceff = 2KeffJT + 2GeffKT , C
V OR+

−

δ = 2K
V OR+

−

δ JT + 2G
V OR+

−

δ KT , E$	G
I

�R K �� G ���� ��� !������ �� 
�!������������ �� �� 
�������!��� �����	 ;� ������� KT 6

��������� ��� X������ T�H℄ �� ��4�� ��� KT = Eps + Ess = I − JT 6 ��� �� ���"�
���� ���

�� ����2����
� ��� �������� ��%������ ��� ����� �� ��
��� ����� �� I ��� �� ������� ��������

������� 4	 �� ��������� �� ��4������ E$	�HI �� C
V OR+

−

δ ����
��� ��7 � ������� E$	G�I �� E$	G
I

�� �� ����� ���� ��� ��5��!����� !�
���
��� �� ����!��� ��,��� �� �� ��%������ �� 8 ����2


����!��� E$	�$I ���� �������� ��� ���%����� ������ ���������� �� ��5������� �� �&�� @�����J

��� !������ �� 
�!������������ ���� �� �� 
�������!��� �� 
�!������ ���� �� 5��!�

1
2
JT :: (E (St

δ))
−1

= KV OR−
δ ≤ Keff ≤ KV OR+

δ = 1
2
JT :: E

(
Cd

δ

)
,

1
2
KT :: (E (St

δ))
−1

= GV OR−
δ ≤ Geff ≤ GV OR+

δ = 1
2
KT :: E

(
Cd

δ

)
.

E$	�#I

��!!� ���� ���%��� ���� �� ���� �� ������ $	�	G6 ��� �������
�� �����%����� ���� ��� ������

E$	�#I �����  �� ���� ������ ��� 5��!���� ����
���� ��7 ������ �� �&�� @�����J ���%��� B���


�!������ �� ���� �� ��� ������ E$	G$I	 ���� ��� �����
������ ��!��� ���6 �� 
��
�� ��� ������

�� 
�!�����!��� �D�
��5 ���� ��� �D�
��� ��� �� ����� ��� 5��!���� E$	�#I	 ���� �� ����� ��6


�
� ��%���� 8 
��
���� E
(
Cd

δ

)
6 (E (St

δ))
−1 ���� 8 �7������6 ����� ����6 ��� 
�!�������� ��

JT �� 
�� ��������  �� 
������������ ��7 ������ �� !����� �� 
�!������������ ���� �D�
��5

��6 ������� ����6 �� ��!�2��!!� �� ����� 
�!�������� �� Eps �� �� Ess  �� 
������������
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��7 ������ �� !����� �� 
�������!��� �D�
��5	 ���������6 ���� �� 
�!�����!��� ��������

�����%���� 
�!!� 
���� ��,����� 8 
���� �����6 ��� ������ �� �&�� @�����J ���%��� ����� B���

����!��� ��� ��� �7��������� ���%�����

KV OR+
δ = E

(
Kd

δ

)
, KV OR−

δ =

(

E

(
1

Kt
δ

))−1

, GV OR+
δ = E

(
λd
δ

)
= E

(
µd
δ

)
= E

(
λd
δ + µd

δ

2

)

,

GV OR−
δ =

(

E

(
1

λt
δ

))−1

=

(

E

(
1

µt
δ

))−1

=
1

2

((

E

(
1

λt
δ

))−1

+

(

E

(
1

µt
δ

))−1
)

.

E$	�$I

;�� 5��!���� E$	�$I ������������ 5�
���!��� �� ��������� 8 �� 5��� ����������� �����%���� �� ��

��4������ �� C
V OR+

−

δ 	

��%�. ,��

� ��� $����� ��
� 
� ���$�� ��� �� ������������

;��%�������� ��� ������ E$	�#I �� ����� �� 
��
�� ��� �������
�� E
(
Cd

δ

)
�� (E (St

δ))	 ����

�� ����� ��6 ����� ��� ����!����� �� �� %����� �7�
�� �� 
�� �������
�� ����� �� ��4������

E$	�
I ��� 
��
����	 ���������6 ��� ��������� ������� �� ���� ��� ��� ������ ����
��� �� 
�!2

�����!��� �D�
��5	 �� ������ ��!���!��� ������!������ ��!��� ��� ��� ������ �7�
���6 ���� ��

���
����� ���!���� �� 5��
���� �� ��!��� �� ������������ n	 ;� ���
����� ��!��� �� �� 
��

����!������ ���� B��� �%����� �%�
 �� ������ �������%���� �� 
��4��
� E��I	

�� ���� 
���������� �� %������� ��������� X(ω) �� ��� ����!������ ��� ������� ˆ̄Xn(ω) =
1
n

∑n
i=1Xi(ω)6 Ŝ2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi(ω)− ˆ̄Xn(ω))

2 �� �� !�&���� E(X) �� �� �� %�����
� σ2(x)6

�R X1(ω), . . . , Xn(ω) ���� n �����
������ ������������� �� X(ω)6 �������%���� �� 
��4��
� ��

��%��� 1 − α ∈ ]0, 1[ �� E(X) ����
�� �� n2�
,�������� (X1(ω), . . . , Xn(ω)) ��������� ���

�������%���� ��������� ĈI
n

1−α(E(X))(ω) ���  �� P (ĈI
n

1−α(E(X))(ω) ∋ E(X)) = 1 − α	 ����

�� 
�� �&!���� ��6 �� ��� �����%���� ��� �� �� 5��!� �

ĈI
n

1−α(E(X))(ω) =

[

ˆ̄Xn(ω)− t(α, n)
Ŝn(ω)√

n
, ˆ̄Xn(ω) + t(α, n)

Ŝn(ω)√
n

]

E$	��I

�R t(α, n) ��� �� ��!��� ���� ������5 ���  ��

P

⎛

⎝

∣
∣
∣
ˆ̄Xn(ω)− E(X)

∣
∣
∣

Ŝn(ω)/
√
n

≤ t(α, n)

⎞

⎠ = 1− α. E$	�GI

���� 
���6 �� �� ���� ��� �� 5���  �� �� %������� ���������
√
n
(
ˆ̄Xn(ω)− E(X)

)

/Ŝn(ω) ����

�����7�!���%�!��� ��� ��� �� ������� 8 n−1 ������ �� ������� �� n ��� ��=��!!��� ����� ��
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���� %��� ��� %������� ��������� ���������� �������� ���� �� n → +∞	 : ������ �� 
� ��������6

�� �����%���� �� 
��4��
� �����!������ �� ��%��� (1− α)6 CIn1−α(E(X)) ���� B��� 
��������

���� E(X)	 ���� (X(ω1), . . . , X(ωn)) �� n2�
,�������� ��!��� �� �� X(ω)6 �R (X(ωi), ωi ∈
Θ, 1 ≤ i ≤ n) ���� n ������������ ������������� �� X(ω)	 :���� CIn1−α(E(X)) ��� ����� ���

CIn1−α(E(X)) =

[

Xn − t(α, n)
Sn√
n
, X̄n + t(α, n)

Sn√
n

]

E$	��I

�R Xn = 1
n

∑n
i=1X(ωi) �� S2

n = 1
n−1

∑n
i=1(X(ωi)− X̄n)

2	 
� ��� �����%���� ���� B��� 
��������


�!!� ����� ��� ����������� �����
���3�� �� �������%���� ��������� ĈI
n

1−α(E(X))(ω) TH℄	 :����6

�� �������� t(α,n)Sn√
n

��� ��� 
���
���������� ������������ �� �� ���
����� �� �� %�����Xn ���%���

8 ����!�� ���������
� E(X)	

;� �������� E$	��I ��� ������ �,���� ��!��� �����!��� ���� �� 
�� ������!������ ��� ����2

���� Xn �� Sn  �� ���� ��4���� �� ������� �� !B!� ����� 8 
,� �� �����������	 ���� ���

�����
������ ��!��� ���6 ���� 
���������� ��� �7������� �� E$	��I �R ��� ����!������ Xn ��

Sn ���� �����!��� ��4��� �� ��������� ��� ������������ ��D������� Vδ(ωi)/V δ

Xn =
1

n

n∑

i=1

Vδ(ωi)

V δ

X(ωi), Sn =

√
√
√
√

1

n− 1

n∑

i=1

Vδ(ωi)

V δ

(X(ωi)−Xn)2. E$	��I

�R V δ =
1
n

∑n
i=1 Vδ(ωi)

<� ��!�� ����  �� ���� E$	��I ����
�� ��7 ��4������� E$	��I ��� ��� �� 5����!���� �,���� ���

��������7	 �� 
��������� ��� ��!��� 8 ��� �7������� ,������� �� �� �� ��4������ 
����� ��

E$	��I  �� ������� ��� !�&����� ������!��� 8 ������������ ������	

����� ������ ���� ��� �������� ���� 
��������� ��� ����!������ K+
δ,est �� K−

δ,est ��� ������

���������� �� ��5������� �� 
�!�����!��� �D�
��5 ��4���� �� �� 5�0�� ���%����

K+
δ,est = Kd

δ + ℓCI
(
E
(
Kd

δ

))
, K−

δ,est =
(

1/Kt
δ + ℓCI

(
E
(
1/Kt

δ

)))−1

E$	��I

���� �� ��4������ E$	��I6 ℓCI(E(X)) ������� �� ��!�2�������� �� ���� �� ��%��� E1 − αI ��

���������
� E(X)6 �	�	 ℓCI(E(X)) = t(α,n)Sn√
n

	 :4� �� ��!���4�� ��� ��������� ���� ��� ������

E$	��I6 �� ��������
� �� n �� X �� �� n �� α �� ℓCI(E(X)) �� X±
est � ��� �!���	 ;� ��4������

�� ���� �!��� ��  ��

P
(
K−

δ,est ≤ Keff ≤ K+
δ,est

)
≥ 1− α. E$	�PI

<� ������  �� �� !�&���� ������!��� X �������� ���� ��� ������ E$	��I ���� B��� 
�!�����

���� �� ����� �� 
� !�!���� �� ���� ����� !�&���� ������!��� �������� 
�!!� ��4�� ����
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E$	��I  ���� K+
δ,est �� K

−
δ,est ���� ������� �� ����� ���� �������
,� �� �&�� @�����J ���� ��

���� ����� !�&���� ������!��� 
����� �� �� ����������� �����  ���� K+
δ,est �� K−

δ,est ����


��
���� 8 ������ �� �������
,� 
����� �� �� �&�� ?���	 ;� !B!� �������������� ����� %������

 ���� �� ������ �� 
��
�� �� ������!����� �� ���
���2�&��	

��+ ���
�,
���� ����� * �� 
������ 
�����

���� ��� @� 
�����6 ��� !�&����� ������!��� C
SC+

−

δ ��� 
�!�����!���� ��������� ����
���

��7 
������� 
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C
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−

δ = 2K
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−

δ JT + 2λ
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−

δ Eps + 2µ
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−

δ Ess. E$	�HI
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SC+

−

δ
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δ = E
(
Kd

δ

)
= 1

2
JT :: CSC+

δ , KSC−

δ = (E (1/Kt
δ))

−1
= 1

2
JT ::

(

SSC−

δ

)−1

,

λSC+

δ = E
(
λd
δ

)
= 1

2
Eps :: C

SC+

δ , λSC−

δ = (E (1/λt
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−1
= 1

2
Eps ::

(

SSC−

δ

)−1
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µSC+

δ = E
(
µd
δ

)
= 1

2
Eps :: C

SC+

δ , µSC−

δ = (E (1/µt
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−1
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2
Eps ::

(

SSC−

δ

)−1
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E(X) ��� 47�� 8 99%6 �	�	 α = 0.01	 ���� ��� ����� %����� �� α6 �� ����!3��� �� �������

t(α, n) �����5��� t(0.01, n) = 2.56 ���� ���� n ≥ 100	
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(
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�!������� ��������� ������ ���  �� ������ ��������� �� ����  �� ��2

5����
�� ���� �� ������������ ��� ���������	 ���� ���������� ������� ���� �� ������ �	� ���

�����
,�� ��� ''- �� ����!!��� ��� !��3���  �� %��� ���� ���%�� 8 
��������� ���� ��

������ �	G �� ���%����� ������ ���
,���� ��� �� �����!������� ��!�2����&�� ��� �� �&�� @����

�� -���� ''-	 ���� �� �	�6 ���� 
�!������ ��� ��������� ������� �%�
 
�� ������ ��!�2

����&�� ��� ��7 ������ ��!��� ��� �� �&�� @�����J �� �� �&�� ?��� ��%�������� �� 
,������

1	

��� 0������ ��� ��� �����
3�� �	3�!�4���������� �� 
3�!��

!�%��� �� ������
��� ��������

���� �� 
�!������ 
�������� �� m �,���� r �&��� 
,�
��� �� ������� �� �������� Cr ��

�� ������� �� ��������� Sr	 ;� �����!������� ��� ���������� �D�
��%�� �� 
� 
�!������ ����


,� �� �,��� ��� ������ �� �������� ���� �� !B!� ��!��
,� �� 3 ������  �� 
���� �������� ����

�� 
��
�� ��� 
�!�����!���� ���������

Z ������� �� ��
��������� ε(x) = A(x) : ε̄ 
��������� ��7 
,�!�� ��
��7 ����
��� 8 ���

��5��!����� !�
���
��� �� �!�����6 �� �����
��%�!��� �� 
��
��������� σ(x) = B(x) :

σ̄ ���� �� 
���� �� 
��������� !�
���
��� ��  �� ���� �!����

Z ������� �� �����!������� �� 
,�!� ��
�� �� 
���������� 8 ���%��� �� ��� �� 
�!�����2

!��� ��
��� σ(x) = C(x) : ε(x)6 �%�
 C(x) =
∑m

r=1 χ
r(x)Cr6 �� �����
��%�!��� ��

��5��!������ ε(x) = S(x) : σ(x)6 �%�
 S(x) =
∑m

r=1 χ
r(x)Sr

Z ������� ��,�!������������

σ̄ = 〈σ〉 = Ceff : ε̄ 6 �%�
 Ceff = 〈C : A〉 =
m∑

r=1

f rCr : Ar E�	$I

�� �����
��%�!���

ε̄ = 〈ε〉 = Seff : σ̄ 6�%�
 Seff = 〈S : B〉 =
m∑

r=1

f rCr : Br E�	�I



��!�������� �%�
 �������
,� ��� !���5� !���,����� ��� ������������5� �


���� E�	$I �� E�	�I ��� �������� Ar = 〈A〉r �� Br = 〈B〉r ����  �� ε̄r = Ar : ε̄ �� σ̄r = Br : σ̄6

�R ε̄r �� σ̄r ���� �����
��%�!��� �� ��5��!����� �� �� 
��������� !�&���� ��� �� �,��� r6 ����


����� �����
��%�!��� ���� �� ��! �� ������� �� ��
��������� �� ������� �� 
��
��������� ��

�� �,��� r	 ��!!� ��� 
������
���� 〈A〉 = 11 �� 〈B〉 = 11 E11 ��� �� ������� �������� ������� �I6

�� ��� �������� �� ��5��!���� ��� ��������� E�	$I �� E�	�I �� ���%�������� ��� �,��� �����
���3��6

��� �7�!��� �� �,��� 
����7� !����
����� ������� ��� ���7������ M �����

Ceff = CM +

m∑

r=2

f r(Cr − CM) : Ar E�	GI

��

Seff = SM +
m∑

r=2

f r(Sr − SM) : Br E�	�I

;���� �� ��D����
� �%�
 �� 
��
�� ��� ���������� ���������� ������ ���� �� 5���  �� ���

!�&����� ��������� ���� �����!��� �D�
����� ��� �� @�- %���4��� ��� ,&���,3�� ���5����2

!��� �� 
�������� �� ���������� ���
,����	 ��� 
���� ���� Ceff =
(
Seff

)−1
	 �� ���� Ceff 6

Ar �� Br �� ��������� ���� �� �� �� ����������� ω6 �� ��� �;6 8 
��������  ������� ������

!�
��,�!��3���	 �� ��� �� �����
����� �������� ������� ���� ��� �;�: �� ��� �;�?6 ����


���� ���
� ��� �� ��������	

:����6 
�!!� �� !������� ��� 5��!���� E�	$I �� E�	�I ���!������ ���%�������� �� 
�!2
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!������� ,������3�� ������ ���� �� 
��
�� ��� �������� �� ��
��������� !�&�� ��� �,��� Ar

E�� ��� �������� �� 
��
��������� �� 
���������� BrI	

O���� �� !�
������
���� ��� ����3��!��� 
�����6 �� ��� �� ����
��� �������� 8 ������ ��
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��� �� 
,�!�� 
�!����� ��������� ��� ����!����� [ �7�
�� \ 8 ��� ���
����� ��!��� ��

������ ��� �������� Ar �� Br6 ����� ��� ����
���� ���
,�� �� 
��7 �7����� �� 
,������

$	 ���������6 ���� ���� ��� 
��6 ������ 
�������� ��5��!������ �������� ��� 
��
������ ��

!�
������
���� ���� 
������	 <� �� ���� �����  ��������� ��� ����!������ ��� �������� ��

��
��������� �� �� 
��
���������  �� 
��������� 8 ��� ����!������ �� 8 ��� ������ �� 
�!2

�����!��� �D�
��5	 ;�� �,������ ��,�!������������ ��� 
,�!�� !�&��� 5����������6 ���� ���


�!������� ������ ��� ���������6 ��� ����!������ ����&�� ��� �� ��!�2����&�� ��� 
��
������


�� �������� ����
���� 8 ��D������ �&��� �� !���,������� �� !������� 
��������	



�# ��!�������� �%�
 �������
,� ��� !���5� !���,����� ��� ������������5�

����� ������ �� "��)� �� 4�
��

;�� ����!������ ��� ���� ��!���� ��� �������� Ar �� Br ���� 
�����  �� 
��������� ��7

������ �� @���� T�P℄ �� -���� T�
℄ �� 
�!�����!��� �D�
��5	 ;��� ��!���
��� ��� ���� �� 5���  ��

�� ����� ��5��!����� �������� �� ��
������� 8 ���� �����!������� ��� �� 5��
���� %���!� �� ���

�,����  �� 
��������� �� 5��� �� !�!��� ������� 1 f r = 〈χ〉r ��� 5��
����� 
���
������� ���
��� �,����6 ���R ����  ����4
����� ������� 1	

���� ��� �������6 �� �������  �� �� 
,�!� ��
�� �� ��5��!����� E���� �� ����� �� @����I ��

�� 
��������� E���� �� ����� �� -����I ��� ���5��!� ��� ���� �� %���!�	 �� ��� ��� 
���� ����

���� 8 �� ��5��!����� ε̄ E@����I �� 
��������� σ̄ E-����I !�
���
��� �� �!�����	 �� ���� ����

 �� ��� �������� �� ��
��������� ��� ��5��!������ Ar ���� ���� ����7 8 ���������� Ar = 11 = Br	

��� 
���� ����6 ��� ����!������ �� @���� ECV I �� �� -���� ECRI ��� 
�!�����!���� �D�
��5�

���
��%��� �� �� ��5����� ��7 ��������� E�	$I �� E�	�I
{

CV =
∑m

r=1 f
rCr

SR =
∑m

r=1 f
rSr ⇔ CR = (SR)−1 = (

∑m
r=1 f

r(Cr)−1)
−1 E�	�I

�� ��������� ��� �,���3!�� �� ��������� ����������� �� �� ��������� 
�!���!������� �� ��������
���

��������6 �� ���� !������ 5�
���!���  �� ��� �������� CV �� CR ���� ��� ������ ���������� ��

��5�������6 ����� �� @���� �� -����6 �� 
�!�����!��� �D�
��5 �� ���� ��� 5��!��  ������� ���
(

m∑

r=1

f r(Cr)−1

)−1

≤ Ceff ≤
m∑

r=1

f rCr E�	�I
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��
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��%��	 ��!!� ���� �� %������ �� ��������,� �	�	G ��� ����� ���2

������ ���� ��� ������� ���%��� B��� �������� 8 �������
,� ��� ''- 
��������� ��7 ������

�� @���� �� -���� ''-	

����� *���������� �� $����� �� 5����� �� �����6���

���� ��������� �� 5�0�� ��������� ��� ����!������ �� ?��,�� �� �,���N!�� E?�I �� 
�!2

�����!��� �D�
��5  �� 
�J�
����� �%�
 ��� ������ �� ?��,�� �� �,���N!�� ���� �� 
������


,��7 �� !�����7 ��4���	 ���� 
��������� 
�� ����!������6 �� ���� ������&�� ��� �� ����������

�� ����
������ ,�!��3��6 ���� ,������3��6 ����,���&	

;� �����3!� �� ����
������ ,�!��3�� ����,���& 
������� 8 �������6 ���� �� 
���� �� ������2

��
��� ��������6 ��� ������� !�
��� �� ����� ��
������ ���!��� 8 ��� ��5��!����� �����6 ��������
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 �������
,� ��� !���5� !���,����� ��� ������������5� �$

����� !����
� ��4���	 ;���
������ �� �� !����
� ���� 
���������� �� !B!� !�������	 ���� Ω ��

��!���� ��4��  ���

��� �� !����
� �� I �� ��!���� �

��� ��� ����
������	 ;� ��5��!�����

����� εt ������� ���5��!� ���� ����
������ ��� 
����  ������ ������ �� ���� ������� ��� ��������

�� !����
�	 �� ���� ��� �7�!��� ������ ����� ��5��!����� �,��!� �� ǫt = α∆θ ��� 8 ���

%�������� �� ��!�������� ∆θ	 ������ ��� εI(x) �� ��5��!����� �� ����
������ 8 ��� ������� ��

C �� ������� �� �������� ������� 4 �� !����� ������	

����������� ���� ������� �� 
�� �R Ω ����� ��� ���!�� 8 �� 
,����!��� ��� ��� ���� ∂Ω 8

����4��	 ��,���& T$P℄ � !�����  �� �� ��5��!����� ���� ����
������ 8 ��� ������� ��� ,�!��3��

EεI(x) = εI , ∀xI ��  ���� �7���� �� ������� ������� 4 ���� SE  �� ������ �� C �� �� �� 5��!�

�� ����
������6 ��� ������� ����,���&6  �� ����� εI 8 εt ��� �

εI = SE : εt = −P : τ E�	PI

�R τ = −C : εt ������� �� 
��������� �� ������������ ����
��� 8 �� ��5��!���� �����	 ;�

������� P = SE : C−16 ������ ������� �� ?���6 ��� �&!���� �� �� ��4�� ������5	 ;� 
���������

σI(x) ���� ����
������ ��� �����!��� ,�!��3�� �� ���
��� �

σI = C : εI + τ = C : SE : εt + τ E�	HI

����� �������� ��� ������� �� 
�� �R �� ��!���� Ω ��� E��&!����� ��!���I ���!�� 8 ��


,����!��� ,�!��3�� �� ��5��!������ ε̄ �� �� 
���������� σ̄	 ;�� � ������� E�	PI �� E�	HI ��

���
��%��� ����� ���� �� 5��!�

εI = ε̄+ SE : ǫt = ε̄− P : τ E�	
I

σI = σ̄ + C : (SE − 11) : εt = σ̄ − C : (SE−1 − 11) : SE : εt E�	$#I

<� �� ������ �� ��� ��������
����

σI − σ̄ = −C∗ : (εI − ε̄) E�	$$I

��4������� ����� �� ������� ����L���
� �� ?��� C∗ = C : ((SE)−1 − 11)  �� ��� �&!���� �� ��

��4�� ������5	 �� ������� 
���
������ �� ���
���� �� !����� ��4�� %��282%�� �� �� ��5��!�����

�����  �� 
,��
,� 8 ��� �!����� ����
������	 �� ������� �� ������  �� �� C �� �� �� 5��!�

���!���� �� �� ����
������	 ���� ���%��� ����� ���
���� �� 5��
���� �� ������� �� ?��� ����

�� 5��!� C∗ = (P )−1 − C	

;� 
��������� �� ������������ τ  �� ������W� ���� �� �����3!� �� ����
������ ,�!��3��

����,���& ������ ��� ,������������ �� 
��������� ������ �� 8 
���� ������� ���� �� �����3!�
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���� ���� �� ��! �� �����3!� �� ����
������ ,������3��6 
� ������� 
��
������ ��� ��
������

,������3�� �� �������� CH ������ ���� ��� !����
� ��4��� �� �������� ��D������ C �� ���!���

8 ��� ��5��!����� ,�!��3�� ε̄ 8 ����4��	 ;� ������
� �� ����
������ ������ ��� ������������

�� 
� 
,�!� ,�!��3��	 �� ��
��� �����3!� ���%3�� � ��%����� �� ���!���	 �� �D��6 ������

εH(x) �� σH(x) �����
��%�!��� ��� �������� �� ��5��!����� �� �� 
��������� ��
��7 8 ������

��� ������� ���� ����
������ ,������3��	 ���� �� ���!��� �� �� ��
��� �����3!�6 ��� 
,�!��

�� 
��������� %���4��� ��� ������� �����5��� ��� ��������� �� 
�!�����!��� ��
��  �� ���
��%���

�����
��%�!���
{

σ(x) = C : ε(x), ∀x ∈ Ω\I
σI = C : εI + τ, ∀x ∈ I

E�	$�I

�� {

σ(x) = C : ε(x), ∀x ∈ Ω\I
σH(x) = CH : εH(x) = C : εH(x) + (CH − C) : εH(x), ∀x ∈ I

E�	$GI

����  �� ��� ��������� �� E�	$�I �� E�	$GI 
�J�
�����6 �� ��=�  ��

εH(x) = εH = εI �� τ = (CH − C) : εH E�	$�I

��
� ��� �������� �� 5��� �� ��,�!��������� ��� 
,�!�� ���� ����
������ �� ���!��� �����3!�	

�� ��%����� 8 ���7�������� E�	�I �� �� �������� εI �� 
� �������6 �� �� ������ �

εH = ε̄− P : (CH − C) : εH =
(
I + P :

(
CH − C

))−1
: ε̄ E�	$�I

���R ���7�������� �� ������� �� [ ��
��������� \ AH �� ���� �� ��,������������6 5������ �� ����

����� �� ��5��!����� 8 ����4�� �� 
���� ���� ����
������ ���� �� ��
��� �����3!� �

AH =
(
11 + P :

(
CH − C

))−1
. E�	$�I

���� 
������� 
�� �����
������ ���  �� 
���� ����� ��
������ ��,��� �� �� ���� ����� !����
�

��������6 �� ���������� �� �����3!� ���!�� ���%��� ��� �7��������� ����3��!��� ����&�� ���

���� SE 6 P 6 C∗ �� AH 	 �� �����
�����6 �� ������� ����,���& ���7���!� �� 5��
���� ��� !������

�� 
�!������������ k �� �� 
�������!��� µ �� �� !����
� C = 3kJ + 2µK ��� �

SE =

{
3k

3k + 4µ
,
6(k + 2µ)

5(3k + 4µ)

}

. E�	$PI
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��������� ��� ��
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���������%�� ��
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����!���� 8 �� ��5��!����� E�� 8 �� 
���������I ���5��!� ����� ,������������ ��,��� ��6 ��

!B!�� !������  �� �� �,���6 �!!����� ���� ��� !����
� ,�!��3�� �� !����� ��� ��� C0

�� ���!��� 8 ��� ��5��!����� ε0 E�� 
���������I ��� ����	 :� %� �� �����3!� �� ����,�!�2

�������6 �� ��5��!����� !�&���� �� �� �,��� r ���� ����� B��� ����!�� ���

ε̄r =
(
11 + P 0 :

(
Cr − C0

))−1
: ε0 E�	$HI

<�

〈ε〉 = ε̄ ⇒ ε0 =
〈(

11 + P 0 :
(
C − C0

))−1
〉−1

: ε̄ E�	$
I

���R

ε̄r = Ar : ε̄ �%�
 Ar =
[
11 + P 0 :

(
Cr − C0

)]−1
:
〈(

11 + P 0 :
(
C − C0

))−1
〉−1

E�	�#I

��� 
���� ����6

CHS(C0) =
〈

C :
[
11 + P 0 :

(
C − C0

)]−1
〉

:
〈[

11 + P 0 :
(
C − C0

)]−1
〉−1

E�	�$I

;� ������� CHS(C0) ����
�� 8 �� !����� ��4�� C0 
��������� 8 
�  �� ���� ������� ������!�����

�� ?��,�� �� �,���N!�� �� ������� ��� !������ �D�
��5�	 ;��� �� �� !����� ��4�� 
���������

�� ���� ����� E�� ���� ��� 5��!��  �������� ���I ������� C0
+ �� �� ���� ����� ������� C0

−

����  ��
{

ε̄ : C0
+ : ε̄ ≥ '�7r (ε̄ : Cr : ε̄) ∀ε̄

ε̄ : C0
− : ε̄ ≤ '��r (ε̄ : Cr : ε̄)

E�	��I

�� ���� ��,&���,3�� ����� ������������ �������� �������� ��� �,���� 
���������%�� �� 
�!������6

?��,�� �� �,���N!�� T��℄ ��� !�����6 8 ������ �� ���� �����
,� %�������������6  �� CHS+ =

CHS(C0
+) �� C

HS− = CHS(C0
−) ���� �����
��%�!��� ��� ������ ���������� �� ��5������� E�����

�� ?��,�� �� �,���N!��I �� 
�!�����!��� �D�
��5	 :� ���%��� �� �������
,� �������� �� 5��2

!���� ��� ?��,�� �� �,���N!��6 �� 5��!� ��,��� �� ����
��� ��7 ��
������� ���� �� �����3!�

����,�!�������� ��� ����
�� 8 ��,&���,3�� �� ������������ �������� ��� �,���� ����� �� �����

�� 5��
���� �� 
���������� 8 ���7 ������ ��� �,���� ϕrs(x) = 〈χr(.)χs(.+ x)〉 �� ������

 �� �� �� ���!� �� x � ϕrs(x) = χrs(|x|)	 ��!!� 
���� ,&���,3�� ����� ��� ��� !�!����

������� 2 ��� 5��
����� 
���
������� ��� ��� �,����6 ��� ������ �� ?��,�� �� �,���N!�� ����

����� ������� 2	 ����� �����  ������� �������� �� 
�!��� ��� ��5��!����� �������� �� ����

��
,�  �� ��� ������ �� @���� �� -����6 8 ��%��� 
���� ,&���,3�� ����������� �� �� 5��
����

�� 
���������� 8 ���7 ������6 ��� ������ �� ?� �!�������� ���"���� �� ���� �� !���� �����

���5��!�����  �� 
�� �����3���	
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,� ��� '���5� '���,����� ��� -���������2

��5� E''-I ���������� ��� ����A �� V���� T��℄6 ���� ��%������� ��� 1������ �� ��	 T�6 �℄6 ���

�� ����� ���� ���� ���������� ���� 
��������� �� ���%����� ������ ��!�2����&�� ��� ��� 
�!2

�����!���� ��������� �� �D�
��5	 ;��%������ �� 
���� !��,��� ��� ������� ��7 �����
,��


����� ��� ���������� ���
���!!��� ������ ���� �� 5���  ������ ����� �� 
�!��� ��� ��5��2

!������ !�
������
������� �������� ���� ��� �����
,�� 
����� ��� ������  �� �� 
��������� ��

�� ���
��������� ��� �,����6 �� ����������� ��� ��
������� ���� ��� !����
�6 �� L�
�������

�������� ��� 5��
����� %���!� ��� ��
����6 ���!������ ����� ��������� ��� ����!������ �� ���

������ �� 
�!�����!��� �D�
��5 �� !��������  ������	

;������
,� ��� ''- T��℄ 
��
���� ��� !�����7 ,������3���  �� ���%��� B��� ��
�!�����

�� �� ����!��� �� !���5�6  �� ���� ��� 5�!����� �� ��!����� 
�!������� 4��� ���� �� 
�!����2

���� ��� 
�����	 ���� 
,� �� !���5 λ6 �� ���� 
��������� ��� ������ ,�!�������6 ��� �7�!���

��� 
������ ��� !���5� Xk
λ 6  �� ����3���� �� !B!� �������� ������%� ���� ��� Nλ ��D������ ��2

!����� Dk
λ	 ���� �� !������� ������ �� �� !����� ��������
��� C(x)6 �� y = Xk

λ + x ∈ Dk
λ6

����� y
′

= y+X l
λ−Xk

λ = X l
λ+x ∈ Dl

λ �� C(y) = C(y
′

)6 
����282���� C(Xk
λ +x) = C(X l

λ+x)	


� !���5 λ ��� ��4�� ��� �� ��!���� 
����� 8 ���������6 ���� ��� �7�!��� Dλ6 �� %���!� Vλ6

��� �� ������������ �������� ��� !������ ��
��7 ���� 
� ��!���� E�	�	 Cλ(x), ∀x ∈ DλI6 ���

�� 5��
���� %���!� �� cλ �� �� ������� �� ��� ��!����� ���� �� @�- �� ��� ��� ��������� Xk
λ

��� 
������ ��� !���5� ���� �� @�-	 ;� !������� ,������3�� ��� 
�!��3��!��� 
���
������

��� �� ���
������� �� ���� ��� !���5� �����  �� ��� �� ������������ ��� 
������ Xk
λ , ∀k ∈ [1, Nλ]6

∀λ ∈ [1, P ]6 P ����� �� ��!��� �� !���5�	

O���� �� ������� ��� ��!����� �� ���� ��� !���5� ��
��%�� ���� �� @�-6 �� !�
������
����

�� 
� ������� ��� ������!��� �����!����6 �� ���� B��� 
��������� 
�!!� �� ����!����� ��

!���5� �� ?��,�� ����������	 ��
� ����� 
�������� ��� 5��
�!��� �� 
�� T�℄	 O���� ��� !���5�

�� ��
��%���� ��� 
�!��3��!��� �� @�-6 �� �������  �� �� ��!���� ��%��������6 ���� D06

��� �

��� ��� ��� �,��� ,�!��3�� �� 5��
���� %���!� �� c0 �� �� !����� C0 = S−1
0 6  ��

���� B��� ��
���� ��� �� !���5 ,�!��3�� �����������	

���� �� 
�� �� �; ,�!��3��� ����� ���� �� @�-6 ��� ������ �� @���� �� -���� ����2

�������� ���%��� B��� 
��
����� 5�
���!��� �� �����5����� 
�� �; �� ���� �� 
,� �� ��!����

Dk
λ6 8 ��%���

u
′

λ(x) = ε̄.x �� σ
′

λ(x).nλ(x) = σ̄.nλ(x)6 x ∈ ∂Dk
λ 6∀k ∈ [1, Nλ] 6∀λ ∈ [1, P ] E�	�GI



��!�������� �%�
 �������
,� ��� !���5� !���,����� ��� ������������5� ��

�R u
′

λ(x) �� σ
′

λ(x) ���� �����
��%�!��� ��� 
,�!�� 
���!��� ��!��� E��:I �� ����� ��!���

E��:I ��!�������� �� nλ ��� �� %�
���� �������� ���!�� 8 ∂Dλ	 ���� �� !����
� ��%���������6


�� 
,�!�� ���� ��������� ��� ��� ��: �� ��: ,�!��3��� 
����� ��!��� �������� ���� ���

������ �� @���� �� -����� � u
′

λ(x) = ε̄.x �� σ
′

(x) = σ̄ ���� x ∈ D0	 
�� 5��� 
��
�����

E��!��� ��!��� �� ����&�� ��!���I ��� ��������� 
�������������� ε
′

λ(x) �� σ
′

λ(x) ���� Dλ6

∀λ6 �� ����� �� @���� CV
MMR �� !����� �D�
��5 �� 
���� �� -���� SR

MMR �� �� ���������

�D�
��%� ���� ���������

CV
MMR ≥ Ceff 6 CV

MMR : ε̄ =
〈

C : ε
′

〉

= c0C0 : ε̄+
P∑

λ=1

cλ

〈

Cλ : ε
′

λ

〉

Dλ

∀ε̄ E�	��I

(
SR
MMR

)−1 ≤ Ceff 6 SR
MMR : σ̄ =

〈

S : σ
′

〉

= c0S0 : σ̄ +

P∑

λ=1

cλ

〈

Sλ : σ
′

λ

〉

Dλ

∀σ̄ E�	��I

�R Sλ(x) ��� �� ������� ��� ���������� ��
�� �� 〈a〉Dλ
�� !�&���� ���
���� �� a ��� �� ��!����

Dλ	

:4� �� 
��������� ��� ������ �� ��� ����!������ ���� ���������� �� 
�!�����!��� �D�
��5

��� !�������7 ,������3��� 8 
�!�����!��� ��������6 ����A �� V���� T��℄ ��� ������� �������
,�

%������������� 
����� �� �� ?��,�� �� �,���N!�� T��℄ �%�
 ��� 
,�!�� �� ������������ ���

���5��!�� p∗ ���� ��� ��!�����6 !���  �� �������� �� !B!� %����� ��7 ������ ,�!�������

�� 
,� �� !���5 λ

p∗λ(x) = p∗(x+Xk
λ) ∀x ∈ Dλ, ∀k, ∀λ. E�	��I


� 
,�!� �� ������������ ,�!��3�� 
����� �� p∗0 ��� ������� ���� �� !����
� �� ��,��� ���

!���5�	 ��� 
,�!�� ���������� ��� 
,�!�� �� ��5��!����� ε∗(p∗) �� �� 
��������� σ∗ = C0 :

ε∗(p∗)+ p∗ �� ���� ���� !����� ,�!��3�� �� ��5����
� 4
��5 �� !������ ������ ��� �����������

C0 �� �� !B!�� ���!����� �� 
��������� ��7 ��!����  �� �� @�- �
����	 ;�� 
,�!�� ε∗(p∗) ��

σ∗(p∗) ���%��� B��� �������� 
�!!� 
,�!�� ������� ���� �� �����3!� �������	 ��� ���� ����������

���� �� 5��
��������� �� ?��,�� �� �,���N!�� HS0

2HS0(p∗, ε̄) = ε̄ : C0 : ε̄+ ε̄ : 〈p∗〉+ 〈ε∗(p∗) : p∗〉 −
〈

p∗ :
(
δC0
)−1

: p∗
〉

E�	�PI

 �� 5������ ��� ������ ���������� �� ��5������� 8 ��������� �� ��5��!����� �������� �D�
��%�

W (ε̄) �� �����3!� ������� ���� 
,� �� 
,��7 �� p∗  ���� ��� !������ C0 ���� 
,����� �� 5�0��

���������� � �� δC0 = [C(x)− C0] ��� ���� ��4�� ������56 ���� ��4�� ������5 �� ���� ����� x

����������� �� @- V 6 ����� HS0 5������ ��� ����� ���������� �� ��5������� �� W (ε̄)	 ����

,&���,3�� �� !�
��,�!��������6 ��� 
,�!�� �� ��5��!����� ε∗ �� �� 
��������� σ∗ ����
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������� 8 ������ ��� ��
,�� ��� �� >���� �� �� ����������� �� >���� !���5� �� ��5��!������

Γ(x− x
′

) ���� !����� ��4�� �� !����� C0 ����� ��� ������

ε∗(x) = ε̄−
∫

V

Γ0(x− x
′

) :
(

p∗(x
′

)− 〈p∗〉
)

dω(x
′

) E�	�HI

 �� �������� �� 
�������� �� !�&���� 〈ε∗〉 = ε̄	

<� ������� ����� ��� ������ ����!���� ���� �� ��� 
,�!�� �� ������������ ���� 
,����� ��

5�0�� 8 !���!���� �� !�7�!���� �� 5��
���� HS0	 :4� �� 
��������� ��� ������ �7���
����6

�� ������� �� ������ �� %������ !�&����� ��� !���56 ������ fM
λ (x) ���� �� !���5 λ �� ������

 ��6 ���� ���� 
,�!� f(x) ��4�� ��� V �

fM
λ (x) =

1

Nλ

Nλ∑

k=1

f
(
x+Xk

λ

)
6 ∀λ. E�	�
I

;�� 
,�!�� �� ������������ ����!��7 p %���4��� pλ(x) = (Cλ(x)− C0) : ε(p)Mλ (x), ∀x ∈
Dλ6 ���� ���� ��� !���5� λ �� p0 = (C0 − C0) : 〈ε(p)〉06 �R 〈ε(p)〉0 ���������� �� !�&����

�������� �� ε(p) ���� �� !����
� �� ��,��� ��� !���5�	

���� ,&���,3�� ����� ������������ �������J���� ��� 
������ ��� ��!�����6 1������ �� ��

T�℄ ��� !�����  �� ��� ��5��!������ !�&����� ����!���� ��� !���5 ���� ��� ��������� ���

�����3!�� ��,������������ ����,���&6 �R �� !����
� ��4���6 ���!��� 8 �� !B!� ��5��!�����

���5��!� ε̄ 8 ����4��6 � ���� !������ C0 �� �R ��� ,������������� 
�!������� ���� 
����������

��� ��� ��D������ !���5�	 ���� 
�� 
���������6 �� ��� �����!��� !�����  ���� ��� ��������� E��

��������I �� 
,����� ��� !���5� ���� �� 5��!� �7�������� ��� �������J����6 �� ������� �� 5��!�

�� ������������� ����
��� 8 �� �&!����� �� �� ������������	 ;��%�������� !����
� ��������� ���

!���5� ��� ������� 
�!!� �� !���5 ������!������� ,�!��3�� �� �� !B!� 5��!�	 ;�� � �������

��������� �� �����3!� ���
��%��� �����6 ���� ��� 
,�!�� ���� ��� !���5� �

∀λ ∈ [1, P ] 6 ∀x ∈ Dλ6 ε
M
λ (x) = ε0 −

∫

Dλ

Γ0(x− x
′

)
(

Cλ(x
′

)− C0
)

: εMλ (x
′

)dω(x
′

) E�	G#I

���� �� ��5��!����� !�&���� ε0 ���� �� !����
� ����������6 ��� ������ 
����� �� �� ��,�����2

������� ����,���&  �� �� ����� 8 �� ��5��!����� 8 ����4��� ε0 ��� ������%��	 ;� ��5��!����� ε0

��� �����!���� ��� �� 
�������� c0ε0 +
∑P

λ=1 cλ
〈
εMλ
〉

Dλ
= ε̄	 ���� �� 
�� ����� ������������

�������� ��� 
������ ��� !���5� E
�!!� 
��� ��� 
�������� ���� �� ����� �� 
� !�!����I6 ���

���
������� 
�,������ �� �� !�
������
���� 
������� 8 ��������� ��� 5��!� ��,��� �� 8 �� 5���2

��3�� �7�������� ��� !���5� !���,����� ��� Dλ6 !B!� �� 
���� 
�������� ����� ��� ������!���

��
������� ���� �� �� 5��
���� %���!� �� �� �� !����
� �������� ����� ��� �����	
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MMR

����
�� 8 �� !����� �� ��5����
� C0 ��������4� 8 ������ ��� ��������� ���%�����

∀ε̄6 CHS
MMR(C

0) : ε̄ = c0C0ε0 +
P∑

λ=1

cλ
〈
Cλ : εMλ

〉

Dλ
E�	G$I

����� ��� ����� ���������� �� ��5������� �� ������� ��� !������ �D�
��5� ���� �� C0 ��� 
,����
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(
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(
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���� 8 ������!����� �� !���5� ���� �� ��

��������� �� 
������� �� @�����J �� @�-I �� 
�!�����!��� �D�
��5 �� !�������	

/�����!���6 �� ���"����� ��� � ������� E�	�#I �� E�	�$I ��� JT �� KT 6 ���� �������� ���

������ ���%����� ���� ��� !������ ����� �� 
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����� ��� ��

������������ ��� ''- ���� ����������� � ��� ��������� ���� �� ��������,� �	�	
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 ��	 ��� ��	�� 	������

���� ������������ ��� �� 4���� �	� ��� �%�������� �� 5��
���� �� δ ��� ��D������� ������
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�!��������6 ���� �%��� ����� ������� �� ����� ��5�������
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�&�� @���� �!������ �����!��� �� ����� SC+ �� ����� ��� ��!����7 
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�� L�
���2

����� �� 5�0�� ���������� ���� �� 
��
������ ���� 
���3�� �� @�-	 ;� ������������ �� ���2

%���7 
���3��� �� @�- ���� ������� �� 
,������ 4	 ������� ����6 �� �7���� �� 
������ ��!���

�� ���������� ���� ��� ������ �� �� ������� ��� 5��
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��� �� �� ���������2

���� �� ���� ��� %���4���	 ���� 
�� ����������6 �� ����� ��5��!����� ���� �� ���� �������� 8
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,� ��  ������� 
���������6 ���� �������� ���%�2

������ �� 
��=
���� �� %�������� �� 5��
���� �� �� ������ �� @� δ	 ���� ���� �����������

�����!��� 8 �� �������� �� 
�!��3�� ��� !������ ��������� �� 
�!������������ ���� �� �� 
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�!!� ��� !�����
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Zδ(ω) ��4���� ��� �

−���� ��� �;�: � Zd
δ (ω) = Kd

δ (ω), G
d
δ

︸ ︷︷ ︸

������ ��	��	��

,
µd
δ(ω)− λd

δ(ω)

2
, αd

δ(ω), β
d
δ (ω), γ

d
δ (ω),

︸ ︷︷ ︸
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−���� ��� �;�? � Zt
δ(ω) =

︷ ︸︸ ︷

1

Kt
δ(ω)

,
1

Gt
δ

,

︷ ︸︸ ︷

1

2

(
1

µt
δ(ω)

− 1

λt
δ(ω)

)

,
1

αt
δ(ω)

,
1

βt
δ(ω)

,
1

γt
δ(ω)

.

EG	$I

���� �� �������� EG	$I6 ��� !������ Kd
δ (ω), K

t
δ(ω), G

d
δ(ω), G

t
δ(ω) ��4��� ���

Kd
δ (ω) =

Cd
δ (ω) :: JT

2
, Gd

δ(ω) =
Cd

δ (ω) :: KT

4
,

1
Kt

δ
(ω)

= 2St
δ(ω) :: JT ,

1
Gt

δ
(ω)

= St
δ(ω) :: KT ,
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������������ ���� �� 
�� ���� �����3!� !�
��� �� 2D �� ��5��!������ ������ ��� ���"�
�����

��������� ��� !������ ��������� ��� �������� �� �������� Cd
δ (ω) �� ��� ���������� S

t
δ(ω)	 ��

��������� ��� ��������� �� �� �������� E$	G�I6 ��� !������ Gd
δ(ω) �� G

t
δ(ω) %���4��� ��� ���������

���%�����

Gd
δ(ω) =

λd
δ(ω) + µd

δ(ω)

2
, Gt

δ(ω) = 2

(
1

µt
δ(ω)

+
1

λt
δ(ω)

)−1

. EG	GI

�� ���� �� ��53�� 8 �� �������� EG	$I6 ��� %�������� ���������� Zδ(ω) ���%��� ����� B��� 
���2

���� �� ���7 �������	 ;� ���!��� ������ 
������� ��� %�������� ���������� 
���
�������� ��

������ �������� ��� !������ �� �������� Cd
δ (ω) �� �� ��������� St

δ(ω) ���������6 
����282����

Kd
δ (ω), Gd

δ(ω) K
t
δ(ω), Gt

δ(ω)6 ������  �� �� ���7�3!� ������ ��� ���������� ��� ��� 
�!��2

������ �� �������� �� �� ��������� ��
��%��� ���
��� 8 ����������� 
����282����
(
µd
δ(ω)− λd

δ(ω)
)
/26
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αd
δ(ω)6 β

d
δ (ω)6 γ

d
δ (ω)6 (1/µ

t
δ(ω)− 1/λt

δ(ω)) /26 1/α
t
δ(ω)6 1/β

t
δ(ω)6 1/γ

t
δ(ω)6 
� ������� ����� ��2
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�!!� ���
��� ��� �������� Cd
δ �� St

δ 8 ���� ���"�
���� ��������	

���� �%��� %� �� 
,������ 1  �� �� 
��
�� ��� ������ �� 
�!�����!��� �D�
��5 �� 5��� ��2

���%����  �� ��� !������ Zδ(ω) ������� ��� �� ������ �������� �� 
�!�����!��� ��������	 ��

�D�� E%��� ��������,� $	�	�I6 �� 5��� �� ����%�����
� ��� �������� ������ �� ���7� ��� 4����6 ��
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δ ���� ��������� �����%�����	

��� 
���� ����6 ���� �� 
�� ���� �����3!� �� ��5��!������ ������6 �� 
�!�����!��� �D�
��5

���
��� ����� ��� ������ E$	G
I	 �� ����� ���� ��� ������ E$	G
I ��7 ���������� E$	�$I6 ����

��������

KV OR−
δ ≤ K�� ≤ KV OR+

δ , GV OR−
δ ≤ G�� ≤ GV OR+

δ , EG	�I

�R ��� ������ K
V OR+

−

δ 6 G
V OR+

−

δ 6 ���%��� B��� �%������ ��� ��� ��������� ���%�����

KV OR+
δ = E

(
Kd

δ

)
, KV OR−

δ =

(

E

(
1

Kt
δ

))−1

,

GV OR+
δ = E

(
λd
δ

)
= E

(
µd
δ

)
= E

(
Gd

δ

)
,

GV OR−
δ =

(

E

(
1

λt
δ

))−1

=

(

E

(
1

µt
δ

))−1

=

(

E

(
1

Gt
δ

))−1
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��� L�
�������� ��������� �� ��������� ����!3���� ����  �� �� ��������� !�
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����2

����� 2 8 ��%��� �� !����� Zδ(ω) 2 ��� �;6 ��� L�
�������� �� �� !�
������
����6 �� ������

δ �� @� �� ��� ���������� �� !������� ,������3��6 
�!!� �� 
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�������	 ���� 
� ���%���6 ������&�� ��� L�
�������� �� 
,� �� %�2

������ ��������� Zδ(ω) ��� �������� ����� ���� 8 ���%��� ������� �� ��� 
��=
���� �� %��������

CoV (Zδ) = σ (Zδ) /E (Zδ)  �� 5������ ��� ��5��!����� ��������� ��� �� �������� �� �� Zδ(ω)6 ��

������� ���� 8 ���%��� 
���� �� �� ������� �� ����������� Edp(Zδ)I  �� 
������� ����� �� ������2

�� �� �� Zδ(ω)	 ����������  �� 
���� ������� ��� 
��
���� �� ���������� �� ����� Vδ(ω)/E(Vδ)

8 
,� �� ����������� ω �� Zδ(ω)	 ��� ��������6 ���� �� ��� ��  �����4�� ����L���
� ��� �; ���

��� L�
�������� ��� !������6 ���� 
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����� ����� ��� L�
�������� ∆ZV OR
δ /ZV OR

δ  �� ����

��4������� ���
∆ZV OR

δ
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δ

=
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δ − ZV OR−
δ
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δ + ZV OR−

δ

=
E(Zd

δ )− E(1/Zt
δ)

−1

E(Zd
δ ) + E(1/Zt

δ)
−1

, EG	�I
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�������  �� ��� L�
��������

����� 8 �� %���������� �� �� !�
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δ /ZV OR

δ 	

�� �D��6 �� ������ ��� !�&����� ������!���  �� ���� �D�
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��� L�
�������� ∆ZV OR
δ /ZV OR
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δ

�� CoV (Kd
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E�I E�I
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σ
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(
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��� !�������7 ���,���� 8 5����� 
�������� Ec = 5 �� c = 1/5I	 ;�� 
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��� ��� ��� �������� ����
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����� %���!� ��� Ef I = 15%, 30%I	 ���� ������ ��� �����
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�� ������������ n ��� 47� 8 2000 ���� 2 ≤ δ < 20 �� 8 1000 ���� 20 ≤ δ ≤ 30	
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�!�����!��� �D�
��5 ��� ��2
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��%������ ���� �����!��� %��� 0  ��

���� �� 
�� �� 
�!������ ���5��
� ��� ��� 4���� �������6 ��������� ����� ��� ������ �� @�-
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��

�� 
�!������ ���5��
� �����  ������� ��D3���� ���� �� 
�� �� !������� �����7	 ���� ���%���

���
 ���� �������� 8 ��� ������ �� @�- ������ �� ���� ��� ���7 !������ �� 
�!������������

���� �� �� 
�������!��� ���� �� 
�� �� !������� ���5��
� �����  �� �� ������ �� @�- ����
��� ��

!����� �� 
�������!��� ������ ���������� 8 
���� ����
��� �� !����� ���� �� 
�!������������

���� �� 
�� �� !������� �����7	 ��� ��������6 ��� 4����� G	� �� G	G !�������  �� ���
��� �����

��� CoV 
��
���� ���� ��� �;�: �� ���� ��� �;�? 
��%���� ���� ������!��� %��� 0  ��

��� CoV ��7 !B!�6 !������� �����  �� ����L���
� ��� �; ��� ��� L�
�������� ��� !������

��� ���� ����� �� �������� ���� 5�����  �� ����L���
� ��� L�
�������� ����%�������� �� ��



H� )���� �������� �� ��� 
�!�����!���� ���������

!�
������
����	 ����� ��!�� �� ��� %������ ���� ������ ��� 
������ ���������� ��� ��� 4�����

G	� �� G	G6 8 ���7
������ ��� �%�������� ��� CoV �� 5��
���� �� δ �� !����� �� 
�������!���

���� �� 
�� �� !������� �����7 E4���� G	G�I	

����� ������
� ��� 
��������� ��� ���%������� �� 5��
���� �� δ ��� L�
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8 ���7
������ 8 ���%��� �� �� 4���� G	G�6 ��� L�
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CoV �� ��%������� ������������ 8 ������ ����� %����� �� δ  �� 
��������� �����7�!���%�!���
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�� 5��
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�%��� 
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��� ��� �������� �� ����������� ��� !������ ��������� ���� ��� ��D������� �������

δ 
���������� "�� ��8 ������� �� ���� 2 5��
����� %���!� ��� ����
������� Ef I = 15%, f I =

30%I	 : ���%���6 ��� 
��
��� ��� ��� �������� ����� ���� ���� ��� !�������7 8 
�������� ��4��

8 ��%��� �� 
�!������ ���5��
� ��� ��� 4���� ������� Ec = 1046 4����� G	� �� G	PI �� �� !�������

�����7 Ec = 10−46 4����� G	H �� G	
I6 �� ������� ���� ���� ��� !�������7 ���,���� 8 5�����


�������� Ec = 56 4����� G	$# �� G	$$ �� c = 1/56 4����� G	$� �� G	$GI	 ���� 
,�
�� ���
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� ��� �������� �� ����������� ��� !������ ���������

�� 
�!������������ ����� Kd/t
δ (ω) �� �� 
�������!��� ��������� Gd/t

δ (ω) ��� ��!��� ���� ���7

%������ �� �� ������ �� @� Eδ = 2, δ = 12I6 
�� ���7 %������ ����� 
,������ �� 5�0�� 8

��������� ��� ���
������� �����5������� �� ���%������� ��� �������� �� ����������� �� 5��
����

�� δ	 ���� �%��� �����!��� ������� ��� ��� !B!�� 4����� ��� ������������� >����������

�&��� ���� !�&���� E(Kd
δ ) E����	 E(Gd

δ)I �� �
���2�&�� σ(Kd
δ ) E����	 σ(G

d
δ)I ���� ��� ���7

!������ 
���������	 ���� �� ��� �� ���%��� 
�!����� ��� ������������� ������ �� ��D�������
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Keff =
E(Kd

δ=30) + E(Kt
δ=30)

2
, Geff =

E(Gd
δ=30) + E(Gt

δ=30)

2
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������� �������6 ��� �������� �� ����������� �� Kd,t
δ (ω) 8 δ = 2 ���� ����A ���
,�� ����� ��

�������6 !B!� �� �� ������� �� ����������� �� Kd
δ (ω) ��� ���3��!��� ��
���� %��� �� ������ ��

�

��� �%�
 �� �������� ����
����!��� $	�$	 ����� ���7�!��� ��������� ��� ��� �� 5���  �� ��

%���������� ����%������� ��!��� ���D�� ��� �;	

;�� �������� �� ����������� �� Kd,t
δ (ω) ���������� ������ ��� ���7 ��� ��&!����� ������%�

�%�
 ��� ������  ���� �� ������������ %��� �� ������ ��  ����!��� ��
���  ���� �� ������2

������ %��� �� ���
,�	 <� ��!�� ��  �� ��� @� Bδ(ω) 8 δ = 2 �� f I = 15% ���� 
�!�����
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�����!��� ����� ����� 
������ �� @�����J6 !B!� ���� �7���� ���  ������� ��� �����������

�� @� ��������� �� �� 
��
��������� �� ���7 
������� �� @�����J	 ���� 
� ������� �&�� �� @�6

�� ��!�� ��  ���� !�&���� �� �������� �� %���!� ���������� 8 �� !�&���� ��� %���!�� ���

������ ��� ������������6 ��� 
���� ���� �� ����������� Vδ(ω)/E (Vδ) ����� �����	 ;�� !������
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� �&�� �� @� ���� ����� �� !�&���� ���� �������  �� ���� %����� !�&���� ���
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�!������ E
(

Kd,t
δ

)


�� �� 5��
���� %���!� �� ����
������� ��
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� �&�� �� @�

��� ���������� 8 �� 5��
���� %���!� �� ����
������� ������� f I 	 ��� 
������������ ���!������

���7��� ��� �������� ��� �������� �� ����������� �� Kd,t
δ (ω) 8 δ = 2 �� f I = 15%6 �R ��� �������

 ����� �� ������������ %��� �� ������ ���� �������� ��� 
�� @� 8 2 
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�� ������ 
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��� �������� �� ����������� ��� !������ ��������� �� 
�!������������ ����� �%���� �����!���

�� 5��
���� �� δ �� ���� %��� ��� ������� ���������� �3�  �� δ = 126 �R ���� 
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�� ������� �� Kd
δ (ω) ��� �� ������� ���������� �� !�&���� E

(
Kd

δ

)
�� ���
���2�&�� σ

(
Kd

δ

)
	

: ������ �� δ = 126 ��� �������� �� ����������� 
�����%��� ���� ������ �� ����������  ���� δ
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δ (ω) ���� ��"8 ����A ���
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������ G	� Z ��!������ ���5��
� ��� ��� 4���� ������� (c = 104)	 �������� �� �����������

��� !������ �� 
�!������������ ����� ���!������� Kd
δ /K

eff 6 Kt
δ/K

eff �� ������� ����������

����
��� 8 Kd
δ /K

eff E�I f I = 15%6 δ = 2 F E�I f I = 15%6 δ = 12 F E
I f I = 30%6 δ = 2 F E�I

f I = 30%6 δ = 12	


�!����� ���� �����6 ���� �� 3 %���� ���� ����!��� �� 4 
�������	 ���� �� 
�� ����� ����� 
������

�� @�����J6 �� ����� �D�
�� �� !����� 
��
��� ��� ��5������ �� ������ �� 5����� %���!�  ��

���������� 
� �&�� �� @� ��� ������� 8 �� !�&���� �� ���� ��� @� �� 
��
��6 
�  �� ����� ���

5����� 
����������� ��� !������ ��������� ���� �������� 4���� �� �� ������� �� �����������	

��� !������ ���� !���� �������  �� ���� !�&���� ��� �� @�- E
(

Kd,t
δ

)

�� ������ �� �� 5�����

5��
���� %���!� �� ��
��� ����
������� ���� 
� �&�� �� @� E��5������� 8 �� 5��
���� %���!� ��

!�&���� f II	 ���� ��� @� 8 3 �� 4 
�������6 �� �,���!3�� ��%���� �� 
�  �� 
��
���� �� �����

�� �� �������� �� !����� �� 
�!������������ ���� �������� 
��
��� �� �������	 �� �� 5������

��� 
�� 
������������6 �� �� ������  �� �� ������ 
������� �� �� ������� ��� ���� ��7 @� 8

2 
������� �����  �� ���  ����� ��5�������� �� ����������� ���� �������� �����
��%�!��� ���




� )���� �������� �� ��� 
�!�����!���� ���������

E�I 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

0

1

2

3

4

5

6

d
p
(G

δ
)

f
I
=15%, δ=2

G
δ

d
/G

eff

G
δ

t
/G

eff
loi de Gauss

E�I 0.95 1 1.05 1.1

0

5

10

15

d
p

(G
δ
)

G
δ

d
/G

eff

G
δ

t
/G

eff
loi de Gauss

f
I
=15%,δ=12

E
I 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

0

1

2

3

4

d
p
(G

δ
)

G
δ

d
/G

eff

G
δ

t
/G

eff
loi de Gauss

f
I
=30%, δ=2

E�I 0.9 0.95 1 1.05 1.1

0

2

4

6

8

10

12

d
p

(G
δ
)

G
δ

d
/G

eff

G
δ

t
/G

eff
loi de Gauss

f
I
=30%, δ=12

������ G	P Z ��!������ ���5��
� ��� ��� 4���� ������� (c = 104)	 �������� �� �����������

��� !������ �� 
�������!��� ���!������� Gd
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eff 6 Gt
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eff �� ������� ���������� ����
��� 8

Gd
δ/G

eff E�I f I = 15%6 δ = 2 F E�I f I = 15%6 δ = 12 F E
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δ (ω)
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(
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(
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���� �%��� ������� ��� �� 4���� �	G ��� �%�������� �� CoV (Zt
δ) �� 5��
���� �� δ ����

8 
��������� ��D������ �� 2 5��
����� %���!� ��� Ef I = 15%6f I = 30%I	 ;��%������� �� 
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���������

c = 104, 10−4, 5, 1/5	 ����� ���� ��������� ���� 
� 
,������ ���� ���� ��� 
��������� ��� ��2

!��� �� %�� ����������� �� 
��
�� ��� ������� �� @�- δCoV (Z)	 ���� �%��� ��� �������� �������

��� ��!��� ��� CoV ���� 8 ��� �;�? 
�� ���� �� ������� ��� 
�� ��� ���� ���������� 8 
��7

���� 8 ��� �;�:	

;� 4���� �	� �������� ���%������� �� 5��
���� �� 
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����� %���!� ��� ����
��2

����� (f I = 15%, 30%)	 ;�� !B!�� ������
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����� �������� ���� �� 
�� �� �� ������ δBC
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����� 5���� ��� ������������
� ��� �; ���� �����%���	 <� ��!�� �� 
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�������  �� �� ������� �� ������ �� @�- δBC 6 �%�
 �� ���� ��� ���3�� ��!������� �� ��

������ ���� �� ���� ����� �� $�` 8 G#`	 ��4�6 
�!!� �� ��& ��������� E%��� ��
���� �	$I6 ��

��!�� �� �������!���  �� 
� ���7�3!� 
���3�� 5������ ��� ������� �� @�- δCoV ����������� 8
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!����� �� 
�!������������ ���� ���� ��� 5��
���� %���!� �� f I = 15% E�I �� f I = 30% E�I6
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�� �� !����� �� 
�������!��� ���� ��� 5��
���� %���!� �� f I = 15% E
I �� f I = 30%
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���3�� �� @�-  �� ������� �� 
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����� ����� ��7 �;6 ���� ������ ��
����� ��7 ��������� ������� ��� ?�A���% ��

?��� T��℄ 
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������ ��� 
�!�����!���� ���������	 ��� ������� ��� !�����  �� �� ������� ���

!������ ��������� Capp
δ (ω) ���� @� Bδ(ω) ���!�� 8 ��� �;  ���
�� ��� !���  �� �����5���

�� 
�������� �� !�
��,�!�������� �� ?���6 ��� ��
���� ��� ��� �������� ��� !������ ��������

Cd
δ (ω) �� Ĉ

t
δ(ω) = (St

δ(ω))
−1 ����
��� �� !B!� @� !��� ���!�� �����
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�������� c ���� ��D������� ���
������ ε ��

5��
����� %���!� ��� ����
������� f I 	 ;� 5��
���� %���!� �� f I = 15% ��� ����������� ��� ���

������ 
�������� �����  �� �� 5��
���� f I = 30% ��� ����������� ��� ��� ������ ���
��������	

�� ��� �;�? �

Ĉt
δ(ω) = (St

δ(ω))
−1 ≤ Capp

δ (ω) ≤ Cd
δ (ω). E�	�I

;� ���"�
���� �� �� �������� ������� E�	�I ��� JT �� KT 
������ 8

Ẑt
δ(ω) ≤ Zapp

δ (ω) ≤ Zd
δ (ω)

�%�


⎧

⎨

⎩

Zapp
δ (ω) = 1

2
JT : Capp

δ (ω), Ẑt
δ(ω) =

1
2
JT : Ĉt

δ(ω) ���� Z = K,

Zapp
δ (ω) = 1

4
KT : Capp

δ (ω), Ẑt
δ(ω) =

1
4
KT : Ĉt

δ(ω) ���� Z = G.

E�	�I

;�� !������ Zd
δ (ω) E���� Z = K �� GI  �� �����%������� ���� ��� ������ E�	�I ��� ��"8

��� ���������!��� ��4��� ��� ��� ������ EG	�I	 : ������ �� ����������� E�	�I6 ��� L�
��������

����%�������� �� !����� ���� �������� Zapp
δ (ω) ���%��� ����� B��� ��
������ �� �� 5������

��� ��� 5��
����� �� ������������ �� ��� ������ ��5�������� Ẑt
δ(ω) �� ���������� Zd

δ (ω)  ��


��%������ ������ ��� ���7 %��� �� !B!� ������������ �� ����
 
������ �� Zeff  ���� δ ����

%��� ����4��	 �� �� 5������ ��� 
���� ��!�� ��6 ���� ���%��� ������� �� ������3!� 
���3��

�� @�-  �� �������� �� 5������ L�
�������� ����%�������� ��� !������ ���������	 ���� 
���6

���� ������ ��
����� 8 ���7 %������ Za(δ, α) �� Zb(δ, α)6 ��������� ����� ����������� α �� ��

�� ������ δ �� @�6 ��4���� ���

P (Ẑt
δ(ω) ≥ Za(δ, α)) = 1− α/2, P (Zd

δ (ω) ≤ Zb(δ, α)) = 1− α/2. E�	PI


�� ������������ ����,� �� �� 
�� ���7 %������ ��� 5������ ��� �� 4���� �	� ���� �� 
�� ��

!����� �� 
�!������������ ���� EZ = KI	 : ������ ���  �������� Za(δ, α) �� Zb(δ, α)6 ����
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�������� ����%�������� ���� �� ������ δIF (Z)6 ���� ���

���
����� �� ���� ε ������ �����!���� ���

δIF (Z) = '��
δ

{

δ,
Zb(δ, α)− Za(δ, α)

Zb(δ, α) + Za(δ, α)
≤ ε

}

. E�	HI

�� 
���3�� ���� ������������� �������� ��!��� �� �� 5�0�� ���%����	 ;�� ������ E�	HI ��������

 �� �� δ > δIF (Z)6 �� !���� ��� ���������� (1− α) ��� %������ �� Zapp
δ (ω) %���4�

∣
∣
∣
∣
Zapp

δ (ω)− Za(δ, α) + Zb(δ, α)

2

∣
∣
∣
∣
≤ ε

Za(δ, α) + Zb(δ, α)

2
. E�	
I

:���� �6 ��� ���������� ���� !���� (1 − α) ��� !������ ��������� Zapp
δ (ω) �� ���
����  ��

��� �� �� %����� Za(δ,α)+Zb(δ,α)
2

	 -�!�� ����  �� ����L���
� ��� L�
�������� ����� ��7 �; ���

����� �� 
�!��� ���� �� ��4������ �� 
���3�� E�	HI  �� ������ ��� ���
��� Zb(δ, α) − Za(δ, α)

���� �� �� ��D����
� ����� ��� �;�: �� ��� �;�?	 :4� �� !���7 %��������� 
� 
���3��6 ����

�%��� ������� ��� �� 4���� �	� ���%������� �� ��  ������� Zb(δ,α)−Za(δ,α)
Zb(δ,α)+Za(δ,α)

�� 5��
���� �� δ ����

��������� 
��������� �� ���7 ������������ α = 5% �� α = 10%	 ��!!� �������6 
����  �������

��
��W� %��� 0  ���� δ ���!����	

������ �	� Z �������������� ����,� �� �� 
���3�� �� @�- δIF (K)

;� 4���� �	P E�����
��%�!��� �� 4���� �	HI 5������ ���%������� ��� ������� �� @�- δIF

����
���� ����� ���� �� !����� �� 
�!������������ ���� �� ������� ���� �� !����� �� 
�������2

!��� �� 5��
���� �� 
�������� c ���� ��D������� ���
������ ε �� ������������ α �� ���� ���

�� �� ����	
 ��
���	
��
 �������
�	��

 �
 �������
����

 �	�	��	���
 �
� ���������	�� P (Ẑt

δ
≥ Za) 
	

P (Zd

δ
≤ Zb) 
	 �� 
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 α �
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���� �� δ ���� ��D������ 
���������

Ef I = 15%I	 ��� �� !����� �� 
�!������������ ���� EZ = KI ���� α = 5% E�I �� α = 10%

E�I	 ��� �� !����� �� 
�������!��� EZ = GI ���� α = 5% E
I �� α = 10% E�I	

5��
���� %���!� �� �� 15% E�����
��%�!��� f I = 30%I	 ;� ���� ������ %����� �� ���
�����6

ε = 5%6 � ��� 
,����� �4� �� ���%��� ������� ��� ������� �� @�- ��5�������� 8 δ = 30	 ��!!�

�� ���� �� 
�������� ��� ��� 4����� �	P �� �	H6 �� %����� δIF = 30 ���� ε = 5% ��� ��3� %���

�������� ���� �� !����� �� 
�������!��� �� !������� E ����2I�����7 Ec = 10−26 c = 10−4I ��

��� �������� ���� ε = 5% �%�
 c = 10−4	 ��!!� �� !������� 
�� 4�����6 ���� ������%��� ���

!B!�� ������
��  �� 
����� �����%��� ���� �� 
�� ��� ���7 �������� 
���3��� �� @�- δBC ��

δCoV E%��� �� ��
���� �	�I	 ���������6  ���� �� 
�!���� ��� %������ ��� ������� �� @�- δIF 8
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� Eε = 5%I6
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���� �� ����
���� �������	 ;� ���
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� �� �� ������ ��� �� 5��!���
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0���� ;�
�
����

���� �� !������� �� ���� �� ����
������6 �� 
,��
,� 8 ���%��� 8 ������� �� !������� 4�

�� 
��� �� �������5�
� !����
�2��
������ �� �� !������� �� ��� ���� �������� �� 
����� ��



$�� :���7��

����
������	 ���� 
���6 �� �D�
�� ��7 ������ P26 P3 �� P4 ��� !B!�� �������� �� !������� δar


��
����� ���� 
�� !B!�� ������ ���� �� !����
�	 :4� �� �����!���� ��� ��� �� !������� δinc

�� ��%��� �� 
����� �� ����
������ P1 E�� & �� � G �� 5��
���� �� ���!��� 
�������� 8 ��%���

[P1, P2]6 [P1, P3] �� [P1, P4]I6 �� �� ���� ��� ������������� ����� ����� ���!���� �� �� ������ q̃6
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�� ������� �� ��!��� �����!���� �� ����
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���� ����G' �3� ����  �� ��� �������� ��� ������ P56 P6 �� P7 ���� 
������	 �� ��� �!������5

���%��� �� !B!� ��!��� �����!���� �� !������� ���� ��� 
�!������� ���!���� ��� E���!����

�� ��
�I ������� �� �� !����
� 
�� 
����2
� ��� !������ �%�
 �� 
�!!���� �'66  �� 8 ���%���


� ���2�� ��� ������� ��� !�������� ��������� ���� �� 
������� ������!��� �� ��!��� �����!����	

;������ ���%���� �� !������� ���� �� ���� ���,������� 
������� 8 ���������� �� ����!3��� α0

 �� ��� ������� �� rad ���  �� rα0 �������� �� �������� !�&���� ��� ���!���� ���� ����
	 ;�



:���7�� $�G

����!3��� α0 �������� �� ��!��� !���!�� �����!���� �� !������� ���� �� ���� ���,�������	

���� 
���6 �� 
��
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rα0
⌋ + 1 �R ⌊a⌋ ������� �� ������ ����3�� �� a �� Larc ��� ��

�������� �� ����
 ����!��� ���� ��� ��� ������ P2 �� P3 ���� ��� ��� ������ P3 �� P4	 <� ����� ��

������� �� ���� ���%��� �

�� N0 > N el
arc ����� ��!������ �%�
 N0 ����� ������� N el

arc

�R N el
arc ��� �� ��!��� �����!���� �� !������� ��� ����
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δarc < rθmax �R θmax = Arccos
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r

r + δar
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� �� �&�� �������� ������� ��� ������ P26

P3 �� P4 �� �� 
������	 ;� 4���� :	G �������� 
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Sup
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rα0
⌋+ 1, ⌊ Larc

rθmax
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�� N0 > N el
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 N0 ����� ������� N el

arc	

�� ����� ��6 
��� 
������� 8 ��=��� �� !������� �� ��%��� ���,������� �� 5�0�� 8 
�  ���� ����


�!������� �%�
 �� 4����� �� !������� �� ��%��� ������	 ���� ��� �����
������ ��!��� ���


���������� �� 
���� �� 
� !�!����6 ��� ����!3���� �� !������� ��� ��� 47�� 8 N = 6,M =
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�� ��� �;�:6 �� @� Bδ(ω) �� ������ δ ��� �
���� �� 4 @� Bδ′,Xi(ω)

E
��������� �� �� !B!� 5�0��  �� Bδ(ω)I �� ������ δ′ = δ
2
�� �� %���!� Vδ′,Xi(ω) ���  ��

Bδ(ω) =
⋃4

i=1Bδ′,Xi(ω)	 : ������ ��� ��������� σt
(i)(x, ω) ��� �����3!�� ��
��7 E$	�I ��4���

��� ��� ���� ��!����� ���2
����� Ωδ′,Xi(ω) �� ����
��� 8 ��� �;�?6 �� 
�������� �� 
,�!�
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��������� %������ σ̃t(x, ω) ��4�� ��� �� ��!���� Ωδ,X(ω) ����� ��!��� ��!������� �%�
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Ωδ′,Xi(ω) 
���������� ��7 
,�!�� σt
(i)(x, ω)6 �	�	 σ̃

t(x, ω) = σt
(i)(x, ω), ∀x ∈ Ωδ′,Xi(ω)	 ;�

�,���3!� �� ��������� 
�!���!������� ����
�� �� �����3!� E$	�I ��4�� ��� Ωδ,X(ω) ���� ���

�;�? �� ����� �� 8 σ̃t(x, ω) 
������ 8 ��� ������

1

2

∫

Ωδ(ω)

σt(x, ω) : ǫt(x, ω)dV ≤ 1

2

∫

Ωδ(ω)

σ̃t(x, ω) : ǫ̃t(x, ω)dV E�	$I

�R ��� 
,�!�� ut(x, ω), εt(x, ω), σt(x, ω) ���� ��������� �� �����3!� %����������� E$	�#I �� �R

ǫ̃t(x, ω) ��� �� 
,�!�� �� ��5��!����� ��!������� ����
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Vδ,X(ω)S
t
δ(ω) ≤

4∑

i=1

Vδ′,Xi(ω)St
δ′,Xi(ω). E�	�I

��!!� �� !������� ��� ������������6 �� � �����

E(Vδ′,XiSt
δ′,Xi) = E(Vδ′S

t
δ′), E(Vδ′,Xi) = E(Vδ′) = E(Vδ)/4 = E(Vδ,X)/4 ∀i = 1, ..., 4.

E�	GI
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E(VδS
t
δ)

E(Vδ)
≤ E(Vδ′S

t
δ′)

E(Vδ′)
∀δ′ = δ/2. E�	�I

����� �����  �� ��� ������ E$	PI �!��� ��

lim
δ→∞

E(VδS
t
δ)

E(Vδ)
=

E(Vδ→∞Seff)

E(Vδ→∞)
= Seff =

(
Ceff

)−1
, E�	�I

�� �������

Seff ≤ E(VδS
t
δ)

E(Vδ)
≤ E(Vδ′S

t
δ′)

E(Vδ′)
∀δ′ = δ/2. E�	�I

<� ������� ����� �� ��������� ���%���� � ������ ���7 ������� A �� B ��  �����3!� �����

��%��������6 ����� A ≤ B ⇔ B−1 ≤ A−1 �� ���� ��� 5��!��  ������� ���	 ����� ���������
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(
E(St

δ′)
)−1 ≤

(
E(St

δ)
)−1 ≤

(
Seff

)−1
= Ceff ≤ E(Cd

δ ) ≤ E(Cd
δ′) ∀δ′ = δ/2. E�	PI
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