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ous POUVONSs qualifier le contexte général dans lequel nous travaillons en les termes algébre
linéaire efficace. La premiere partie de cette description — algébre linéaire — nous emmene a
la recherche de nouveaux algorithmes, de nouvelles techniques pour résoudre des problemes
dlalgebre linéaire, tandis que la seconde — efficace — nous entraine dans des considérations logicielles
ou matérielles. En essence donc, l'art de I'algebre linéaire efficace consiste a développer de pair ces deux
aspects. A la différence des numériciens, nous développons de l'algebre linéaire sur des corps dont la
représentation et les opérations sont exactes, p.ex. les entiers, les corps finis. Nous disons alors que nous
faisons du calcul exact.
Dans ce mémoire donc nous allons introduire et développer de nouveaux algorithmes, adapter des
techniques, implanter efficacement des routines, mais aussi réfléchir a la conception (design) d’'un lo-
giciel a la fois générique et efficace.

Quelques problématiques du calcul exact.

Lalgebre linéaire est une brique élémentaire du calcul exact et beaucoup de problemes algorith-
miques en découlent. Ces probléemes peuvent se situer a un niveau de base: multiplier des matrices,
faire des opérations sur les vecteurs (Bacic Linear Algebra Subroutines). Nous pouvons aussi cher-
cher les meilleures complexités pour certains problemes majeurs (rang, résolution de systéme, noyau,
déterminant, formes normales de matrices, polyndmes caractéristiques ou minimaux...). A un niveau
intermédiaire, de nombreux algorithmes ont un role de pierre angulaire (restes chinois, relevements...).
Savoir créer logiciellement une bonne alchimie entre ces trois niveaux nest pas tache aisée: cest un en-
jeu que nous devons constamment garder a lesprit.

Dans cette idée directrice de rendre efficace nos probléemes phares d’algébre linéaire, il nest évidem-
ment pas suffisant, méme si cela est nécessaire, de ne chercher qu'a réduire leur complexité asympto-
tique, soient-elles praticables. Il faut justement pouvoir en créer une implantation efficace, pour toute
taille de parameétres. Savoir rendre une implantation performante passe par plusieurs étapes. Cela peut
commencer par réduire théoriquement les constantes et les termes cachés dans nos complexités théo-
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riques en O(-) ouen O~ (-). Cela passe aussi par une utilisation adéquate et aisée d’autres algorithmes de
plus bas niveau, tres optimisés. Il y a dans cette derniere phrase une grande partie de la problématique
de nos travaux de recherche. D’abord, rendre une utilisation simple, cest avoir a disposition une inter-
face claire et simple vers les routines requises. Cependant, devant la multitude d’algorithmes proposés,
choisir le bon algorithme releve aussi de la compréhension de ces algorithmes dans leur contexte: cela
passe par une organisation pertinente du code et de sa documentation.

Se rapprocher de niveaux les plus bas nest cependant pas sans risques, cest pourquoi il faut créer
un certain niveau d’abstraction dans lécriture de nos algorithmes. En effet, le matériel évolue rapi-
dement, les paradigmes associés évoluent aussi (modeles de mémoire, modeles de calculs), les inter-
faces logicielles sont souvent propriétaires, non completes, ou non pérennes (p.ex. la technologie Cuda
de ATI/AMD qui sans cesse évolue). Il faut donc toujours savoir intercaler une couche d’abstraction
afin de mieux anticiper les évolutions. En particulier, apres la montée en puissance des cartes meres
— plus de jeux d’instructions sur les processeurs, des caches plus importants, une mémoire plus grosse,
plus rapide, des bus plus rapides, et surtout plus d’instructions par secondes — , arrive une générali-
sation du parallélisme (multi-cceurs, multi-processeurs, cartes graphiques en mode compute) et des
ressources hybrides (typiquement multi-coeur/GPU sur les ordinateurs personnels). Des questions se
posent alors : comment adapter les algorithmes existants aux nouveaux paradigmes paralléles ? A quel
niveau mettre le parallélisme ?

Les instructions de type SIMD (Single Instruction Multiple Data, instruction unique, données mul-
tiples) ne sont certes pas toutes récentes (SSE, altivec), ni I'utilisation des cartes graphiques pour faire
du calcul numérique (OpenGL, GLSL), mais a 'heure des débuts du GPGPU (General Purpose GPU), il
semble que leur visibilité se soit fortement accrue et surtout que leur puissance ait gagné des ordres de
grandeur. Il semble aussi que les opérations vectorielles redeviennent a la mode chez les constructeurs
de processeurs — instructions vectorielles AVX sur les processeurs récents (Intel Sandy Bridge, AMD
Bulldozer...). Une preuve de cette généralisation se trouve dans la naissance d'un nouveau langage et
d’un standard, OpenCL, congu pour les systémes paralleles hétérogeénes, supporté et développé par une
majorité des grands constructeurs. Tout comme la création du langage C a permis d'utiliser tres effi-
cacement l'architecture des processeurs alors a disposition, ce langage permettra-t-il de produire des
codes efficaces sur des environnements hétérogenes et paralleles ?

Environnement logiciel.

Nous confrontons ces problémes a la réalité des implantations dans divers logiciels de calcul exact
que nous développons et utilisons. Nous les présentons maintenant briévement:

+ Labibliothéque Givaro ' [GVR*05] permet de faire de I'arithmétique rapide sur les corps finis, les en-
tiers et rationnels, les polyndmes. Il est en concurrence avec de nombreux autres projets (NTL, FLINT...).
Avec les développements et les besoins en théorie des nombres et en cryptographie, cette concurrence
ne peut que saccroitre.

+ Labibliothéque FFLAS-FFPACK * [Pero1, DGPo8] permet de faire de l'algébre linéaire rapide sur les
corps premiers de taille machine. Elle mene une analogie avec les BLAS sur lesquelles elle repose fon-
damentalement en fournissant un sous ensemble intéressant des routines de type BLAS sur ces corps.
La seconde analogie, avec LAPACK, concerne des routines d’algébre linéaire de plus haut niveau qui se
basent sur les FFLAS, p.ex. LUdivine, Rank ou NullSpace.

+ Finalement et non des moindres, la bibliothéque LinBox? [DEG"05], permet de faire de l'algébre
linéaire exacte sur les entiers, rationnels et les corps finis. Cette bibliotheque est développée internatio-
nalement (Canada, Etats-Unis, France) depuis maintenant bient6t une quinzaine d’années. La biblio-
theéque LinBox, ainsi que Givaro, est disponible sur de nombreuses distributions Linux (Debian, Fedora,

1 — Disponible a l'adresse https://forge.imag.fr/projects/givaro/.
2 — Disponible a I'adresse http://1inalg.org/projects/fflas-ffpack.
3 — Disponible a I'adresse http://1linalg.org/.
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Gentoo...). Elle est batie avec un double souci de généricité et de hautes performances. Nous allons dans
les paragraphes suivants la décrire plus précisément.

LinBox: un intergiciel.

Comme lillustre la figure 0.1, la bibliothéque LinBox se situe comme un intergiciel (middleware).
Elle propose une interface vers d’autres logiciels de plus haut niveau en leur proposant ses solutions
(rang, déterminant, résolution de systéme...) mais aussi elle interface de nombreux autres logiciels et
bibliotheques spécialisés. De cette maniere, LinBox permet par exemple d’abstraire pour Sage une partie
de son algebre linéaire dense. Mais aussi, en reposant sur une sous-couche assez stable et modulaire,
LinBox gagne en puissance et en fonctionnalités et Sancre dans un environnement logiciel foisonnant.

SDQR  mapesoft  GAP

N

/;n Box interface

NTL™  YGimro  FFLAS-FFPACK

solution

IML,  fplll, /MPFR, M4RI(E),
LAPACK, mpir, FLINT...

GMP fournisseur BLAS

FIG.. 0.1 — LinBox: un intergiciel

LinBox: une bibliothéque générique et performante.

Un but de LinBox est dallier la généricité a la performance. Elle est écrite en langage C++, facilitant
en partie cette double tache grace au mécanisme de template/spécialisation qui est fortement utilisé.

Etre générique, Cest savoir résoudre de maniére satisfaisante le méme probléme pour des types de
données variés (par exemple calculer un déterminant sur des matrices creuses ou denses, sur des corps
finis ou non). Etre performant, cest, sur un probléme donné, offrir une solution par rapport a laquelle
dautres logiciels et ou travaux de recherches pourront se comparer. Ces deux problémes ne sont pas
étrangers et ils entrainent des problemes de conceptions ardus.

LinBox: une bibliothéque libre.

Pour finir, la plus grande partie de lenvironnement logiciel dans lequel nous évoluons est libre, avec
une licence GPLv2 ou similaire. Les projets logiciels que nous développons partagent aussi cette philo-
sophie. Car il est important que les techniques logicielles que nous développons tout comme nos algo-
rithmes soient disponibles librement pour la communauté académique, les étudiants, mais aussi bien
au-dela. Il est aussi important que les chercheurs de domaines connexes et autres utilisateurs puissent
trouver un outil performant dans lequel coder et tester aisément leurs nouveaux algorithmes et en faire
a leur tour bénéficier toute la communauté. La facilité d’utilisation et dadaptation a LinBox est donc
aussi probablement une des lignes directrices qui doit orienter la conception de notre bibliotheque.

Plan du mémoire.

Dans cette these, nous allons nous pencher sur divers sujets, tous liés a la conception et a la distribu-
tion d’une bibliothéeque mathématique d’algebre linéaire exacte, générique et efficace. Nous commen-
cerons dans la partie I par réfléchir a divers algorithmes de multiplication efficace de matrices denses
en mettant 'accent sur la recherche dordonnancements performants, notamment du point de vue de
l'utilisation de la mémoire. Dans une seconde partie (II), nous nous attellerons a rendre efficace la mul-
tiplication entre une matrice creuse et une matrice ou un vecteur dense. Pour cela, nous utiliserons et
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créerons d'abord des algorithmes et des formats de stockage de données, mais aussi nous explorerons
les capacités de nouveaux horizons de parallélisation (calculs numériques sur GPU). Finalement, dans
la partie III, nous nous intéressons a la conception d’une bibliotheque mathématique — en particulier
LinBox — . Nous montrerons comment nous pouvons rendre, grace a des choix de conception perti-
nents, une bibliotheque mathématique et générique performante.



Notations.

notons en capitales grasses les ensembles, tels les entiers Z. Les scalaires seront généralement
des minuscules grecques a, ... Les matrices sont représentées en lettres capitales (A) tandis
que les vecteurs seront représentées des minuscules grasses, v. En général p représente un nombre

N OUS ESSAIERONS tout au long de ce manuscrit de conserver une unité dans les notations. Nous

premier et les autres minuscules (1, g...) des entiers.

Les noms de logiciels ou de programmes sont écrits avec une police sans empattements (LinBox)
et tout ce qui se rapporte a du code machine est écrit dans une police a chasse fixe (forall). Parfois,
méme si nous essayons de les éviter, les mots issus de 'anglais sont en italique (wrap).

Sauf mention explicite, les ordinateurs utilisés pour les mesures sont nommés:

— Joran@imag: processeur Intel” Core2™ Duo E8400 2X 3GHz, carte graphique NVidia Quadro

NVS 290, architecture * Cuda.1, 4Go (giga-octets) de mémoire RAM;

— Palo-Alto@ujf : processeur Intel® Xeon® X5482 8% 3,2GHz, carte graphique NVidia GTX 280, ar-

chitecture Cudan.3, 32 Go de RAM;

— Montpellier@lirm: processeur Intel® Xeon® E5345, 8% 2,33GHz, 16 Go de RAM;

— Perso@home : processeur AMD 2,2GHz sans carte graphique utilisable par ATI Stream SDK, 1Go

de RAM.

4 — Pour plus de détails: http://developer.nvidia.com/cuda-gpus.
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et exacte>. Nous allons dans un premier temps montrer comment réduire la complexité spa-
tiale pour les multiplications rapides du type Strassen—-Winograd. Notre objectif consiste a les
rendre en place, cest-a-dire de ne pas utiliser plus de mémoire qu’il nen faut pour stocker les entrées et

D ANS CETTE partie, nous nous allons étudier des techniques de multiplication matricielle dense

les sorties. Puis nous exposerons des méthodes pour produire de nouvelles formules sous-cubiques.

Nous commengons par rappeler quelques résultats existants sur l'algorithme de Strassen [Str69],
algorithme de multiplication matricielle qui a ouvert la voie aux complexités sous-cubiques en utilisant
seulement le minimum de 7 multiplications ([HK71, Winy1]) au lieu des 8 pour produit le naif des
matrices de taille 2 x 2.

L'algorithme de Strassen et ses variantes.

Nous commengons par présenter divers algorithmes qui sont des variantes de I'algorithme de Stras-
sen, tout d'abord pour le produit standard C = AB puis pour le produit avec accumulation C < C+AB.
Mais avant d’aller plus loin, fixons une notation pour le découpage de matrices. Soit A une matrice de
dimensions paires. On la découpe alors en blocs A;; de taille moitié de la maniére suivante:

A= All A12 .
A21 A22

11
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Algorithme o.1: Lalgorithme de Strassen. Algorithme o.2: Lalgorithme de Winograd.
10 pré-additions 8 pré-additions
Sie=Ap—Ay Ty« By+By Si <Ay +Ay Ty« Bp-By
S, <A, +A,, T,«<B;;+By, S, <S8, —Aj T, <« B,, - T
S; < Apn—4Ay T3« By +By S; <A —Ay T3« By—By
Sy < Apn+Ap T, By —By S < Ap=95, Ty < Ty =By
S; « Ay +A,, T;« B, —By 7 multiplications
7 multiplications P, «A; XB;;, P;<§ XT,
P, «§, xXT, P; <« A, XT, P, « A, XB,, Pg<S,XxT,
P, «S,xT, Pg «— Ay X T; P; < §, X B,, P, <« §; X T;
Py « §; X T; P, < S5 X By, P, <A, XT,
P, < S, XB,, 7 post-additions
8 post-additions Cy, <P, +P, Cp, < U,+P;
U <P, +P, U, «<P,-P, U, <P, +P, C, < U,-P,
U,<U -P, U, <U,+P, U, <« U, +P, C,, < U,+P,
C,<U,+P, Cp<U,-P, U, < U, +P;

Ciy «Py+Ps Cy < Pg+P;

Les algorithmes pour le produit C < AB.

Présentons tout dabord l'algorithme de Strassen (algorithme o.1). Cet algorithme a été amélioré
trois ans plus tard par Winograd [Winy1] (algorithme o0.2) en réduisant le nombre d’additions de 18 a
15, le minimum ([Pan84]). Faisons rapidement un calcul de complexité. Le nombre dopérations dans
‘algorithme de Strassen (algorithme o.1) satisfait a la récurrence S(n) = 7S ("/2) + 18 (n/z)z, qui, avec
la condition initiale S(1) = 1, donne:

S(n) = 7n® — 6n* avec w = log,(7) = n(7)/1n(2).

Nous remarquons ® que réduire le nombre d’additions permet de diminuer la constante principale, dans
algorithme de Winograd a 6n® — 5n°.

Tout récemment, une autre amélioration consistant a chercher des formules « symétriques » a été
publiée par Marco Bodratto ([Bod1o]). Son algorithme, présenté dans l'algorithme 0.3, utilise une phase
de pré-calculs identiques pour les variables S et T. Tout en gardant le nombre minimal dopérations,
cette écriture est plus simple et elle permet éventuellement la parallélisation des pré-calculs et la pos-
sibilité d'améliorer le calcul des puissances de matrices.

Notons aussi que les algorithmes du type Strassen sont tout a fait utilisables en pratique. Les premiers
a sétre appliqués a décrire précisément des implantations de l'algorithme de Winograd sont [HL]] " 96a].
Leur rapport technique a beaucoup influencé les exemples de la partie suivante ainsi que plusieurs des
chapitres suivants. Parmi les autres références pour la mise en pratique cet algorithme, nous pouvons
aussi citer [Bai88, HLJJ*96b, DHSS94].

Remarques. 11 existe de meilleures complexités asymptotiques pour la multiplication de matrices,
notamment, la meilleure connue est © (n2'376) dans [CWoo] (cf. aussi [BPg4, CBS97]). Cependant,
cest actuellement 'algorithme de Strassen—-Winograd qui est le plus efficace en pratique et qui est donc
le plus souvent implanté.

5 — Les matrices ont pour coefficient des éléments de corps « 2 mémoire fixe », par exemple des éléments de F, avec p de
la taille d'un mot machine.
6 — Dans le reste de ce manuscrit, sauf mention contraire, nous utiliserons la notation w = log,(7).
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Lalgorithme de Strassen et ses variantes.

Algorithme o.3 : Lalgorithme de Bodrato.

pré-additions symétriques
S;<Apn+A, T, <By+By,
Sy <~ Ap—~Ay T, <By—By
S; <S5, +A, T, <« T,+ B,
Sy = S3—Ay T, < T;-By
I
P, < §; XT, P; < A}, X By,
P, «§,xT2 Py < S, X By,
P; «§;xT3 P, « A, xT4
Py« A X By
>
U, «<P;+Ps U, <P, -U;
U; < U, =P,
C,, <P, +P; C,«<U,-P,
Cpu«Uy=P;  Cp<P+1,

Produit avec accumulation C <« C + AB.

Il est souvent utile de calculer le produit plus général C = C+ AB, que nous appellerons dans la suite
produit avec accumulation. En effet, ce produit permet deffectuer en méme temps qu'une multiplication
une opération (addition) supplémentaire. Généralement, il est plus rapide en pratique d’utiliser ce genre
dopérations (on trouve par exemple fma (fused add-multiply) dans le fichier standard math.h, ou axpy
(axx+y) dans Givaro ou LinBox). Dans le tableau suivant, nous montrons a titre dexemple les temps
dexécution pour les opérations ‘C=AB; ‘C=C+AB’ et ‘D=AB;C=C+D’ en utilisant la fonction dgemm sur des
matrices 3 000x3 000. Ce tableau montre bien I'utilité de fusionner une addition avec une multiplication

TaB. 0.1 — Comparaison des temps (secondes) mis pour divers produits matriciels 3 000 X 3 000
utilisant dgemm (GotoBLAS2-1.13) sur Palo-Alto@ujf

opération C=AB C+=AB gfég

temps (1 coeur) 4,45 4,42 4,52
temps (8 coeurs) 0,59 0,57 0,66

quand cela est possible. Une explication a cela est que 'addition est aussi rapide que la vitesse du bus
(trés lent) alors que dans dgemm , 'addition supplémentaire seffectue au pire a la vitesse de la mémoire
RAM : cest un probléme de localité des données.

Nous rappelons maintenant l'algorithme de [HL]J " 96b, fig. 6] (algorithme 0.4) pour le produit avec
accumulation. Cet algorithme utilise 7 multiplications et 19 additions. Bien sir, certaines de ces mul-
tiplications/additions peuvent étre regroupées en un appel récursif. Dailleurs, ils proposent un ordon-
nancement performant sur lequel nous reviendrons longuement dans le chapitre 1.

Implantations dans les logiciels de calcul exact.

La bibliothéque FFLAS-FFPACK” [Pero1, DGPo2, DGPo4, DGPo8] implémente efficacement l'algo-
rithme de Winograd dans sa routine fgemm sur les corps Z/pZ avec p plus petit qu'un mot machine.
Notamment, cette routine est trés efficace sur les corps finis premiers représentés par des doubles et
avec en général p < 2% Cette routine est une des pierres angulaires de FFLAS-FFPACK.

7 — Disponible sur http://linalg.org/projects/fflas-ffpack.
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Algorithme 0.4 : Lalgorithme C < AB + C de [HL]J]J " 96b].

S; et T; comme dans l'algorithme o.2.
>
P; comme dans l'algorithme o.2.
Iad
Cpp < Cp +Ps Cp < Cyp +Ps
U, « P, + P4 U; < U, +P,
Cy<Cy+P+P, C,«Ch+P;+1U,
Cy < Cy+Us =Py Cp < Cy+ Uy

Lalgorithme de Bodrato a été implémenté par lui-méme dans m4ri en remplacement de celui de Wi-
nograd, apportant un gain tangible de performance (1% d’aprés la page personnelle de 'auteur ®). Tl est
aussi implémenté dans les algorithmes de multiplications rapides génériques de LinBox (cf. section 5.2).

Plan de la premiére partie.

Cette partie se divise autour de deux probleémes liés a l'algorithme de Strassen.

+ Nous cherchons d'abord a minimiser l'utilisation de la mémoire (chapitre 1). Nous y développons un
jeu de galet (section 1.1) qui nous aide a trouver de nouveaux ordonnancements (section 1.2) utilisant
le moins possible de mémoire supplémentaire tout en restant performants. Pour parvenir a nos fins,
nous combinerons diverses techniques:

— nous cherchons des ordonnancements qui autorisent décraser des opérandes;
— nous combinons finement des produits standards C=AB avec des produits avec accumulation
C+=AB;
— nous modifions des algorithmes et en construisons de nouveaux en rajoutant par exemple des
pré-additions;
— nous créons des ordonnancements hybrides qui combinent divers algorithmes (classiques, ra-
pides, en place...).
+ Nous cherchons ensuite a améliorer lexposant w (chapitre 2). Nous mettons en ceuvre des méthodes
numériques pour tenter dobtenir (semi-)automatiquement de nouveaux algorithmes pour des tailles
de matrices plus générales.

8 — ¢f. http://bodrato.it/software/strassen.html.
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A MULTIPLICATION naive de matrices n'utilise pas d’allocations en plus de celles de ses entrées

et sorties (opération dite en place). Par contre, méme les meilleurs ordonnancements connus

de multiplication rapide de matrice en utilisent. D’autre part, multiplier deux matrices de taille

10 00010 000 sur un corps représentable sur un mot machine peut seffectuer en environ 200 secondes

sur un processeur Intel Core 2 duo avec 4Go de mémoire RAM. Par contre, la multiplication de ma-

trices a peine plus grosses sur la méme architecture avec l'algorithme de Winograd (algorithme o.2,

ordonnancement du tableau 1.1, p. 22) jusquau dernier niveau de récursion, ne tient pas en mémoire.

Ces remarques menent au probleme: « dans quelle mesure peut-on limiter voire supprimer 'usage

de cette mémoire supplémentaire ? » Ce chapitre sattache a répondre a cette question et a proposer des

implantations efficaces a la fois en complexité arithmétique et spatiale. Nous allons exposer un algo-

rithme (jeu de galet) qui permet de créer des ordonnancements pour un algorithme de multiplication

et des contraintes données. Notamment nous allons autoriser des algorithmes qui écrasent leurs en-

trées. Cest lobjet de la section 1.1. Nous expliquons d’abord en quoi un jeu de galet nous permet de

créer de nouveaux algorithmes qui répondent a nos attentes, puis nous définissons nos regles du jeu et

finalement montrons comment nous pouvons produire une implantation générique — i.e. réutilisable
sur d’autres jeux, extensible a d'autres regles avec un minimum de code a fournir.
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1.1

1.7.1

1. Amélioration du placement en mémoire pour la multiplication de matrices.

Nous allons aussi créer dans la section 1.2 de nouveaux algorithmes a l'aide de diverses techniques
(utilisation de pré-additions, premiére étape de calcul classique sur des blocs, jonglage entre le nombre
dappels récursifs et des appels a des fonctions spécialisées...). Nous commencons par présenter les or-
donnancements existants et nous exhibons de nouveaux algorithmes et ordonnancements qui nous
permettent de les améliorer. Nous étudions le cas des multiplications et accumulations qui écrasent
un ou deux opérandes; avec des calculs complets de complexités et une recombinaison fine des di-
vers ordonnancements, nous parvenons a créer des ordonnancements efficaces dont les entrées sont
constantes. Nous concluons par un tableau récapitulatif.

Meilleur placement en mémoire: un jeu de galet.

Nous allons développer dans cette section un algorithme qui permet de trouver les meilleurs ordon-
nancements en terme de mémoire pour une formule de multiplication rapide donnée. Ordonnancer
des taches est un probléme ancien en informatique et particuliérement pour les compilateurs ou les
systémes dexploitation. Cest en général un probléeme NP-complet ([Set73]) cependant, pour de petites
tailles, nous pouvons utiliser des techniques de force brute. Lidée initiale pour trouver et certifier des
ordonnancements se retrouve dans [HLJ]J"96b]. Nous avons adapté leurs techniques a nos besoins en
modifiant les régles du jeu classique.

Présentation générale du probléme.

Nous représentons un ordonnancement par un graphe acyclique orienté. Les nceuds initiaux sont
les données de l'algorithme, les nceuds terminaux ses résultats. Un nceud peut a la fois étre initial et
terminal. En chaque nceud seffectue une opération, les parents étant les opérandes (possiblement or-
donnés). Un jeu de galet représente un espace mémoire. Au début du jeu, tous les nceuds initiaux sont
alloués, donc possedent un galet.

Voici par exemple le graphe qui représente ' I'algorithme de Winograd (figure 1.1). Dansla figure 1.2,

F1G.. 1.1 — Arbre des dépendances dans l'algorithme de Winograd.

1 — Les losanges correspondent aux multiplications, les cercles aux états finaux ou initiaux, les carrés aux autres variables
intermédiaires. Le bleu foncé est utilisé pour mettre en avant les nceuds finaux correspondant a C.
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1.1.2

1.1. Meilleur placement en mémoire: un jeu de galet.

nous représentons * larbre des dépendances pour le nouvel algorithme d’accumulation (algorithme 1.2,
Voir p.ex. page 24), tandis que dans la figure 1.3, nous représentons le graphe de l'algorithme utilisé par
exemple pour lordonnancement du tableau 1.13 (voir page 31).

C22 CIZ C21

UK

F1G.. 1.2 — Arbre des dépendances pour C < aAB + PC avec 6 accumulations.

Nous rappelons que nous cherchons a ordonnancer les opérations de ces algorithmes de maniere
a utiliser le moins possible de mémoire temporaire. Pour y parvenir, I'idée dans [HL]J]J"96b] est de
représenter un espace mémoire par un galet et de trouver une suite dopérations (de nceuds) qui mi-
nimise l'utilisation de ces galets. Un ordonnancement correspondra a la suite des opérations sur les
galets dans le graphe des dépendances, jusqua ce que tous les nceuds terminaux en possédent un. Le
cas contraire — aucun ordonnancement trouvé apres une recherche exhaustive — certifie qu’il nexiste
pas dordonnancements qui répondent aux regles fixées, au nombre de galets et a l'arbre donnés. Défi-
nissons maintenant plus précisément ce jeu de galets.

Le jeu de galet.

Intuitivement, nous nous autorisons a déplacer un galet sur 'arbre (effectuer une opération en place
dans cette mémoire), le supprimer (libérer la mémoire correspondante) ou en ajouter un (allouer de
la mémoire). Cest sur ces idées que [HL]J*96b] ont créé les régles du jeu de galet (pebble game). Nous
précisons donc les régles du jeu pour le jeu classique — a la différence notable ou, pour nous, des galets
sont initialement placés sur les nceuds initiaux.

Suppression. Un galet peut étre supprimé de tout nceud non initial (i.e. un espace mémoire est libéré).

Ajout. Sitous les parents d’'un nceud ont un galet, alors un galet peut étre placé sur ce nceud (i.e. une
opération peut étre effectuée lorsque opérandes et résultat sont alloués).

Déplacement. Si tous les prédécesseurs d'un nceud sans galet ont un galet et que lopération est une
addition ou soustraction, alors le galet d’'un parent qui nest pas initial peut étre placé sur ce nceud
(i.e. cette opération peut étre effectuée en place dans la mémoire correspondant au galet déplacé).

Le jeu sarréte lorsque tous les nceuds terminaux ont un galet. La suite des opérations effectuées consti-
tue alors un ordonnancement pour l'algorithme joué.

2 — Ici, létiquette * dans un nceud indique la multiplication dans le produit avec accumulation.
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1.1.3

1. Amélioration du placement en mémoire pour la multiplication de matrices.

F1G.. 1.3 — Arbre des dépendances pour C « aAB + C avec 5 accumulations.

Nous allons maintenant complexifier ce jeu pour ajouter de nouvelles contraintes. Nous décrivons
ainsi quatre nouvelles regles qui relaxent un peu les hypothéses classiques: il peut étre autorisé de ra-
jouter des opérations, d’altérer I'arbre, de jouer avec des galets non homogenes (spécifier des contraintes
sur les zones mémoires).

+ Tout dabord, nous remarquons que laisser les galets initiaux fixes correspond a conserver les en-
trées constantes au cours du jeu. Nous pouvons cependant autoriser des galets initiaux a étre déplacés,
supprimeés, voire écrasés (i.e. des données de l'algorithme sont modifiées lors de son exécution, il nest
plus « a entrées constantes »).

+ Un galet peut étre dupliqué (copié/restauré). Algorithmiquement, cela revient a effectuer une opé-
ration quadratique supplémentaire.

+ Un galet peut avoir des attributs: par exemple la taille de la mémoire qu'il représente, un drapeau...

+ Une variante d'une opération peut étre sélectionnée sur un nceud. Cela permet notamment de pou-
voir choisir entre divers algorithmes (p.ex. entre des multiplications ou accumulations qui peuvent ou
non écraser leurs entrées) mais cela permet aussi de pouvoir décomposer certaines opérations (p.ex.,
un produit avec accumulation peut devenir une multiplication suivie d'une addition).

Cet algorithme a été implanté une premiére fois en mettant I'accent sur la généralité dans les possi-
bilités sur les opérations et les galets. Il était difficilement maintenable. Il a donc été totalement réécrit
dans un souci de généricité d'une part et de meilleure efficacité et de simplicité dautre part.

Implantation du jeu de galet.

Lalgorithme va rechercher récursivement (par force brute) s’il est possible de créer un ordonnan-
cement avec des conditions initiales prescrites (par exemple le nombre de galets autorisés). Nous
montrons dans lalgorithme 1.1 la structure simple de cet algorithme. Le programme l'implantant
sappelle galet, son code source est bien str libre (licence GPLv2+) et il est disponible a l'adresse
https://forge.imag.fr/projects/galet/. Limplantation que nous avons cherchée a créer devait
rendre ce jeu de galet le plus générique possible.

En effet, faisons quelques instants une digression sur un jeu des galets bicolores ([HK81]) dont le
traitement par galet ma été proposé par [MMog]. Ce jeu modélise des probléemes dentrée/sortie, par
exemple sur une mémoire cache. Des galets bleus représentent une mémoire lente tandis qu’un galet
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1.1.3.1

1.1. Meilleur placement en mémoire: un jeu de galet.

Algorithme 1.1: Explore(G,2%)

Entrées: Un graphe G représentant un algorithme alg, un ensemble % de regles du jeu.
Sorties: un/tout/aucun ordonnancement pour alg satisfaisant aux regles.
% « listeCoupsPossibles(G)
pour tout coup ¢ € ¥ faire

G’ < joueCoup(c, G)

si nonExploré(G’) alors

‘ Explore(G', %)

fin

fin

rouge est une mémoire rapide. Mettre un galet coloré sur un nceud d’un arbre signifie placer cet élément
dans lespace mémoire correspondant. Le cache étant le plus proche des instructions il est petit, rare,
donc le nombre de galets rouges sera tres limité. Par contre, le nombre de galets bleus peut étre infini.
Le jeu est terminé quand tous les éléments finaux ont un galet bleu. Les regles du jeu sont alors les
suivantes:

Initialisation. Un galet bleu peut étre placé sur un noeud initial a n"importe quel moment.
Entrée. Un galet rouge peut étre placé sur un nceud ayant un galet bleu.

Sortie. Un galet bleu peut étre placé sur un noeud contenant un galet rouge.

Calcul. Un galet rouge peut étre placé sur un nceud si tous ses parents ont un galet rouge.
Suppression. Un galet peut étre retiré de nimporte quel nceud.

Ce jeu de galet bleu-rouge est tres similaire au nétre dans sa formulation: nous cherchons donc
a factoriser un maximum de code pour pouvoir traiter également ces deux exemples (cf. la sous-
section 1.1.3.1 suivante), I'idéal étant de ne proposer a coder, pour chacun, que des regles et une des-
cription des galets et ce de maniere simple (cf. la sous-section 1.1.3.2). Nous terminons maintenant
avec la présentation de galet par la description de ses parties génériques et spécifiques.

La partie générique.

Pour proposer une vue densemble, le logiciel galet est constitué den-tétes C++ structurés en classes
pour chaque objet, aux noms évocateurs?: Tree, Node, Pebble et Move. La partie non générique se
retrouve dans un dossier ./games/<+game_name+>/. La question qui se pose alors est: parmi toutes
ces classes et leurs membres, quest ce qui est générique ? Toutes les fonctions suivantes sont tout a fait
génériques.

+ Comme son noml'indique, la classe Tree implante la structure d’arbre et les opérations sur les galets.
La majorité de ses fonctions membres peut étre factorisée. La classe Node décrit génériquement un
neeud dont Tree est composé.

+ Une fonction Explore explore récursivement un arbre. Elle permet de rechercher tous les ordon-
nancements possibles ou sarréte au premier trouvé. Nous notons que pour éviter de rentrer dans une
boucle infinie (p.ex. en situation de boucle, lorsque des opérations successives rameénent a une posi-
tion déja explorée), chaque arbre est haché, cest ce qui correspond a la fonction nonExploré de l'algo-
rithme 1.1. En outre, pour limiter le nombre dordonnancements a traiter en sortie, il peut étre décidé
que la fonction joueCoup propage tous les coups qui ne nécessitent pas de décision. Finalement, il est
tenu a jour une liste des nceuds sur lesquels une opération peut étre effectuée, ce qui permet a liste-
CoupsPossibles de ne tester quun nombre limité de nceuds et dopérations.

3 — Contrairement a lerreur faite dans la premiére mouture de galet, I'anglais est choisi pour rendre les noms de classes,
fonctions, efc. encore plus évocateur...
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1. Amélioration du placement en mémoire pour la multiplication de matrices.

+ Les entrées (un graphe) et sorties (lordonnancement) se font dans des fichiers au format XML (et
en utilisant la petite bibliothéque tinyxml 4. En particulier, ce format les rend facile a lire, transformer.
Clest notamment utile pour traiter les ordonnancements en sortie.

+ Deplus, il est possible de visualiser a tout moment le graphe ou de suivre son avancement dans des
fichiers .dot grace a Graphviz>.

Nous concluons ce paragraphe par un exemple de graphe (simple) qui représente la suite dopéra-
tions S3=S1+S2; T2=T1xS3; reproduit dans le code 1.1.

<?xml version="1.0" ?>
<Tree>

<NodelList size=”5”" depth=72">

<Node name="S1">

5 <Property initial="true” terminal="true”/>
</Node>
<Node name="S2">

<Property initial="true” terminal="true”/>

</Node>
10 <Node name="S3">
<Property initial="true”/>
</Node>

<Node name="T1”>
<ParentlList ordered="true”>

15 <Parent node="S1"/>
<Parent node="S2”"/>
</ParentList>
<Operation name="mul”/>
</Node>
20 <Node name="T2”>
<ParentlList>

<Parent node="T1"”/>
<Parent node="S3"/>

</ParentlList>
25 <Operation name="add”/>
<Property terminal="true”/>
</Node>
</NodelList>

</Tree>

Code 1.1 — Exemple d’arbre en entrée de galet.

1.1.3.2 La partie spécifique.
La partie non générique — et donc le travail a apporter lorsque lon crée de nouvelles regles — se
réduita:
— les reégles (détection/exécution d’'un coup possible) ;
— la classe Pebble qui décrit les caractéristiques d’un galet;
— la classe Move (quelques lignes) qui énumere seulement les noms des actions.
Cette partie générique est donc réduite de maniére satisfaisante a une portion congrue °.

4 — Disponible sur http://www.grinninglizard.com/tinyxml/index.html et dans toutes les bonnes distributions.

5 — Disponible sur http://www.graphviz.org/, convertit des fichiers au format dot en fichiers au format PDF en parti-
culier.

6 — Leur implantation se fait sous un répertoire games/mygame/ du source. Un fichier den-téte games/mygame . h, incluant
les classes d'arbre générique et de galet, régles, opérations correspondantes spécifiques, est ensuite simplement inclu avant
Explorer.h.
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1.2. Ordonnancements efficaces en mémoire.

1.1.4 Conclusion et prolongements.

1.2

Nous avons donc réussi a réduire la partie spécifique au codage minimum pour nos besoins. Cet
algorithme a été utilisé avec succes pour trouver de nouveaux ordonnancements, exposés dans la sec-
tion 1.2 suivante. Il existe cependant quelques idées et techniques qui nont pas encore été introduites
dans galet. Parmi les taches faciles a implanter et qui ne demandent que du temps, il manque une vé-
ritable documentation au projet, une fonction qui génére automatiquement du code C++ a partir d'un
ordonnancement et une batterie de tests. Parmi les taches plus ardues, cet algorithme ne fait pas de
réécriture de graphe (notamment, ajouter des pré-additions ou savoir extraire un produit avec accu-
mulation). Nous pouvons aussi imaginer de le coupler avec des méthodes symboliques. Cet algorithme
explore rapidement les graphes du type Strassen-Winograd (figure 1.1, p. 16) mais n'a pas été testé sur
des arbres plus importants.

Les ordonnancements de taches ont été naturellement beaucoup étudiés dans le cas des systemes
dexploitation et des compilateurs par exemple et aussi dans le cadre du parallélisme (de taches, d’ins-
tructions cf. [TOUo2]). Nous pourrions tirer des idées a partir de leurs techniques, tout en gardant a
lesprit que notre probléme est aussi et surtout un probleme de minimisation et de certification.

Ordonnancements efficaces en mémoire.

Dans cette section, nous allons rappeler certains ordonnancements et en créer de nouveaux pour
les produits standards ou avec accumulation. Lobjectif est de réduire au maximum, voire de supprimer
tout recours a de la mémoire supplémentaire. Pour arriver a nos fins, nous allons créer toute une série
de nouveaux ordonnancements qui écrasent ou non certains de leurs opérandes et nous allons ensuite
les recombiner entre eux. Nous allons voir que si nous gagnons en complexité spatiale, nous perdons
tres peu en terme de complexité algorithmique.

Plus précisément, dans la section 1.2.1, nous rappelons les ordonnancements classiques pour les
produits qui nécrasent pas leurs entrées et nous en proposons de nouveaux avec une meilleure com-
plexité. Ensuite, dans les sections 1.2.2 et 1.2.3, nous nous restreignons au cas des tailles en entrée
carrées. Nous nous autorisons ou non a écraser certains opérandes, cela nous permet de créer des cas
de base aux caractéristiques spécifiques pour d’autres algorithmes plus généraux. Finalement, dans la
section 1.2.4, nous combinons tous les résultats précédents avec des techniques hybrides pour par-
venir a des ordonnancements trés efficaces, ce que nous montrerons par la suite dans I'implantation
(section 1.2.6). Un tableau de synthese regroupe dans la section 1.2.5 les résultats de complexité des
ordonnancements et algorithmes présentés dans cette section.

Nous allons représenter les ordonnancements trouvés dans des tableaux, comme par exemple le
tableau 1.1 ci-apres, dont la lecture, par colonne, indique lordre dans lequel les appels sont faits (n°),
lopération algorithmique effectuée et la variable algorithmique dans laquelle cette derniere est effec-
tuée (loc.). A la suite de chaque ordonnancement, nous allons calculer diverses complexités, soit, dans
lordre:

— la complexité spatiale (mémoire supplémentaire maximale nécessaire), notée E;

— la complexité algorithmique (le nombre dopérations), notée W ;

— le nombre d’allocations nécessaires (la taille cumulée de la mémoire utilisée), noté A.

En outre, dans les tableaux suivants, la notation alg(A;By) fait appel a l'algorithme noté alg pour ef-
fectuer Topération A;B;;. De la méme manicre, les complexités pour cet algorithme seront notées E,
W, Ou A,y Par similarité avec les notations de [HLJJ*96b], la matrice C se découpe comme suit :

Chu Cp\_(U U

C= =
C21 C22 U6 U7

Finalement, les tailles de A et B sont respectivement m X k et k X n.
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1. Amélioration du placement en mémoire pour la multiplication de matrices.

1.2.1 Ordonnancements avec entrées constantes: une premiére approche.

Dans un premier temps, nous rappelons le cas classique de la multiplication standard avec entrées
constantes (sous-section 1.2.1.1) puis nous considérons le cas du produit avec accumulation (sous-
section 1.2.1.2) et enfin proposons notamment, dans la sous-section 1.2.1.3, un nouvel algorithme de
produit avec accumulation et des pistes pour améliorer les résultats existants de ces deux premiéres
sections, que nous développerons ensuite (section 1.2.2 et suivantes).

1.2.1.1  Multiplication standard.

Nous considérons donc d’abord lopération C < A X B pour laquelle [DHSS94] propose l'ordon-
nancement wino (cf. tableau 1.1). Comme [HL]J* 96b] le montre, il nlest pas possible pour cet ordon-
nancement d’utiliser moins de deux temporaires. Faisons les calculs de complexité.

TaB. 1.1 — Ordonnancement wino de Winograd pour C « A X B, avec deux temporaires

n° opération loc. n° opération (suite)  loc.
1S,=A;,—-4, X 12 P; =wino (A;;B};) X
2 T;=B,, =B}, Y 13 U, =P, + P Cyy
3 P, =wino (S5T3) Cy 14 U;=U, +P, Cy,
4 S=A+A, X 15 Uy =U, +P; Cp,
5 T, =B, —By; Y 16 U, =U; + P; Cyp,
6 P; =wino (SITI) Cy, 17 Us; =U,; +P; Cp,
75 =5-4A, X 18 T, =T, -B,,; Y
8 T,=8B,, - T, Y 19 P, =wino (A,,T,) Cy
9 Pg =wino (S,T,) Cy, 20 Ug=U,; -P, C,;

10 S,=A;, -5, X 21 P, =wino (A},B,) Cyy

11 P; =wino (S4B22) Cy 22 U =P, +P, Cn

Complexités de 'ordonnancement wino.

+ Une étude attentive de chaque étape de cet ordonnancement montre que lordonnancement wino
requiert deux blocs temporaires X et Y dont les dimensions sont respectivement 7/ X max (k/z, n/z) et
kh X nh. La mémoire supplémentaire utilisée vérifie donc la relation:

Eino (M, k,n) = mp max (k/27 n/z) + khrh + Eyino (m/27 kh, n/2) .

En sommant ces allocations de blocs temporaires jusqu’au dernier niveau de récursion, on obtient une
mémoire supplémentaire (ot M = min {m, k, n}):

log,(M) 1
E,ino (M, k, 1) = Z 7 (mmax (k, n) + kn) (1.1)
i=1
_1 1—L (mmax (k, n) + kn)
=3 e ,

< 15 (mmax (k, n) + kn).

De la méme maniere, on prouve le lemme suivant :
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1.2.1.2

1.2. Ordonnancements efficaces en mémoire.

Lemme 1.1. — Soient m, k et n des puissances de deux, g(x, y,z) une fonction homogéne, M =
min {m, k,n} et f(m, k, n) une fonction telle que

sinon.

fim, k,n) = {g(m/z,k/z, nh) +f(mh, kh,nh)  sim,netk > 1;
9 ) - 0

Alors f(m, k,n) = % (1 - #)g(m,k, n) < 1sg(m, k,n).

En supposant que m = n = k, on obtient E,; , (1, n, n) < 24n%, quantité en particulier inférieure a la

taille d'un opérande (n?).

wino

+ Ici, 7 multiplications et 15 additions sont utilisées, donc la complexité arithmétique du tableau 1.1
est donnée par la relation:

Wwino (l’l) = 7V\'/vwino (n/z) +15 (n/z)z
Wwino (1) =1

On obtient W ; ., (n) = 61 — 5n°.
+ A chaque étape de récurrence, deux temporaires sont alloués. Le nombre total d’allocations satisfait
donca:
{Awino (n)=2 (”/2)2 + 7Awino (Vl/z)
AWinO (1) = 0

ce qui donne A, (n) = 25 (n® — n?).

Produit avec accumulation.

Pour lopération plus générale C < aA X B + BC, il existe un meilleur ordonnancement que la mé-
thode naive qui aurait consisté a effectuer C' « aA X B avec le tableau 1.1, puis C « C' + BC, en
utilisant donc une mémoire supplémentaire de taille (1 +24)n* dans le cas carré. En effet, le tableau 1.2
de [HL]J*96b, fig. 6] ne requiert que trois blocs temporaires pour le méme nombre dopérations (7
multiplications et 4 + 15 additions) et permet comme on va le voir de de limiter la mémoire supplé-
mentaire nécessaire. Le nombre de trois blocs temporaires est, d’apres la méme référence, minimal pour
cet algorithme.

TaB. 1.2 — Ordonnancement wacc pour lopération C < aA X B + BC avec 3 temporaires

n° opération loc. n° opération (suite) loc.
15, =A+A, X 12 S, =A;, =S, X
2 T, =B,-B Y 13 T, =T, -8B, Y
3 P5; =wino (aSlTl) Z 14 C;, =wacc (aS4B22 + Clz) Cp,
4 Cp =Ps+pCy C 15 Us =U, +Cpy Ci
5 Cip =P5 +BCy, Ci 16 P, = wacc (“A22T4 - [3C21) Ca
6 S,=5-4A, X 17 S35 =A — Ay X
7 T,=B,, =T, Y 18 T3 =B,, — B, Y
8 P, =wino (qAHBH) Z 19 U; =wacc (aS3T3 + Uz) Z
9 G =P +pCy, Cn 20 U; =U; +Cyy Ca

10 U, =wacc (aS,T, +P;) Z 21 Uy =U; - Cy, o

=
[
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1. Amélioration du placement en mémoire pour la multiplication de matrices.

Complexité de I'algorithme wacc.

+ Les trois blocs temporaires X, Y, Z ont des dimensions 7/, X kh, kh X 1/, et mj X n5. Puisque les deux
blocs temporaires dans lordonnancement wino sont plus petits, on a E > E Donc, d’apres le
lemme 1.1, nous obtenons:

wacc wino*

Eacc (M, k,n) = % <1 - #) (mk + kn + mn) . (1.2)

(n,n,n) < n.
+ Lacomplexité arithmétique satisfait a la relation:

Avec m = n = k, cela donne en particulier E, .

2
Wwacc (n) = 5vaac:c (n/z) + 2Wwino (”/2) + 14 (n/Z) (1.3)
Wwacc (1) = 2
Donc W, ... (n) = 6n® — 4n”.
+ Son nombre d’allocations est donné par: A,,.. (1) = 3 ("/2)2 + 5Aacc (1) + 24,400 (75) - Cette
récurrence se résout en A, (1) = 2n® + n'°8®) — 54u2,

1.2.1.3 Pistes pour améliorer les complexités des produits avec ou sans accumulation.

En observant attentivement ces ordonnancements, nous pouvons faire plusieurs remarques qui nous
guiderons par la suite. Cest [objet des paragraphes suivants.

Modifier les algorithmes.

En tout premier lieu, avec les algorithmes présentés tels quels (algorithme o.1 et suivants), nous ne
pouvons pas espérer réduire le nombre de blocs temporaires nécessaires; par contre, nous pouvons
modifier les algorithmes eux-mémes. Nous pouvons remarquer dans l'algorithme 0.4 que le moment
ou C est accumulée au produit AB est en fait postérieur aux deux premiéres phases (pré-additions et
multiplications). Nous avons cherché « a la main » (en fait aidé par Maple) des algorithmes qui feraient
aussi des pré-additions sur C. Cest ainsi que, par exemple, est apparu l'algorithme 1.2. Par contre, cet
algorithme utilise 21 > 19 additions. Ensuite, le logiciel galet a permis de montrer que seulement

Algorithme 1.2 : Un nouvel algorithme de Winograd pour
C«< AB+C.

Cp < Cyy—Cpy Cp, «Cp—GCy

I

S; et T; comme dans l'algorithme o.2.
I
P, <« A, XB; P; < S, %X By, +Ps
P, <A,XB,,+C;;, P« S, XT,+C),
P; «§, XT +Cp,

>
Cip <P +P, Cy < —Ap XT,+Us
U, < P + P Cyp < P5+Cyy
U; « S5 xT;+ U, Cy < Us;+Cy

deux blocs temporaires étaient nécessaires pour cet algorithme. Lordonnancement accw proposé (ta-
bleau 1.3) est spécial dans le sens ot lon a en outre autorisé le recalcul de certaines variables (ici T,,
au prix de deux additions supplémentaires). Nous proposons donc dans le tableau 1.3 un nouvel or-
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1.2. Ordonnancements efficaces en mémoire.

donnancement, nommé accw, pour cette opération C < aA X B + PC qui n'utilise que deux blocs
temporaires et nous étudions ensuite ses complexités.

TaB. 1.3 — Ordonnancement accw pour C < aA X B + fC avec deux temporaires

n° opération loc. n° opération (suite) loc.
17, =Cy-Cp Ca 14 P, = accw (“Alszl + ﬁcu) Cn
2 723=Cpp=Cy Ci 15 Uy =P, +P, Cn
38, =A +A,, X 16 Us = U, + P, C,
4 Ty =B, =By Y 17 S3= Ay — Ay X
5 P;=accw (aS,T, +BZ;) C;, 18 T3 =B,, — B}, Y
6 S5,=5—-A, X 19 U; =P, + U, Cy,
7 T, =B,,— T, Y = accw (aS3T3 + Uz)
8 Pg = accw (aS,T, + BCyy) Cyy 20 U, =U;+ W, C,,
9 S,=A,-5, X 21 T =B, =B, Y
10 W, =P +pZ, C,, 22 T) =By, —T) Y
11 Py =acew (aS,By +P5) Cp, 23 T, =T, By, Y
12 P; =wino (aAHBH) X 24 Ug=U;-P, Cy
13 U, =Ps+ Py Cy = accw (—aA22T4 + U3)

Complexité de 'ordonnancement accw.

+ Les deux blocs temporaires X, Y ont des dimensions X, = 7/ X max { kb, ”/2} et Y, = kh X 1. Nous
pouvons donc écrire E, ., (m, k, n) = E ., ("4, kb, h) + X+ Y,. D'apreés le lemme 1.1, nous obtenons
E,.oy (M, k, ) < Vs (mmax(k, n) + kn) . Avec m = n = k, cela donne E,__, (1, n,n) < 25n* < E

+ Lacomplexité arithmétique satisfait la relation W .., (n) = 6W .., (75) + Wy (72) + 17 ("/2)2 .
Donc W, (n) = 6n® + 2118 — 652,

+ Son nombre d’allocations est A, (n) = 2 ("/2)2 + 6A,ccy ("5) + Ayino (7h) . Cette récurrence se
résout en A, (n) = 25 (n° — n2) .

accw wacc*

contient un terme en #n'°%© r ;258

Nous remarquons que la complexité W__., , ce qui, il faut bien
le dire, est mauvais. Par contre, A__, est meilleure (pas de terme en n'°%®) ~ #>32). Nous allons
maintenant étudier des solutions pour limiter la quantité de mémoire utilisée tout en réduisant cette

complexité arithmétique.

Optimiser le nombre d’appels récursifs ?

Nous constatons que l'utilisation de deux blocs temporaires seulement nous permet de faire passer
la quantité de mémoire supplémentaire de #? a 24n. Cependant, dans la complexité arithmétique, un
terme en n'°%2® x 2,58 est apparu. Afin de rester le plus proche des complexités classiques, nous fixons
nos recherches a des complexités arithmétiques dans la classe 6n® + 0~ (n) ; donc cette complexité
W, Dest pas acceptable.

Pour mieux comprendre la relation de récurrence (1.3) que satisfait lordonnancement wacc, étu-
dions la relation suivante, pour un ordonnancement alg dont u est un parametre entier entre 0 et 7,
représentant le nombre d’appels récursifs, et v décrit le nombre d’additions. Si lordonnancement alg
est un produit avec accumulation, alors les parametres u et v sont liés par le fait que lordonnance-
ment alg contiennent k = u + v additions au total (en comptant les additions dans les produits avec
accumulation).

Walg(n) = uWalg (n/z) + (7 - u)Wwino (”/2) +v (n/z)z (1‘4)
We(1) =2
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1. Amélioration du placement en mémoire pour la multiplication de matrices.

Pour u € [0, 6], cette relation de récurrence prend la forme 6n° + f(k,n) n* + o(n*). Pour u = 7, le
terme dominant est 7,3 > 6 ce qui est exclu. Dans la figure 1.4 suivante, nous représentons ce terme f(k)
afin de mieux cerner le role de du nombre d’appels récursifs u par rapport au nombre total d'additions.

SN N O S B

flk) | Ya(k —35) ‘ 15 (k — 31) ‘ 1 (k —27) ‘ k—23

log, (1) _ _
2T (k- 19) -4

u 5 ‘ 6
fik) | n°82®72 (k- 19) + 15 — k ‘ 1 (10871 (k - 19) + 11 — k)

F1G.. 1.4 — Importance du nombre d’appels récursifs dans la complexité de wacc.

Nous constatons que le cas u = 5 (pour l'algorithme wacc) nest intéressant que si k < 19, ce qui est
le cas. Nous remarquons aussi que nous avons intérét a produire des algorithmes avec u et k petits...
Ainsi avisés, nous transformons lordonnancement accw en lordonnancement accw2 , comme indiqué ’
dans le tableau 1.4. Nous avons donc cherché a remplacer certains appels récursifs par des appels a
lordonnancement wino. En effet, d’apres la figure 1.4 pour k = 23, parmi les possibilités u € [3, 6], le
plus petit f(k) correspond & u = 3. Ainsi, nous atteignons une complexité W, = 61 —4n'°8®), avec
toujours E, ., < 25E,,... Par ailleurs, quels que soient u et k, le nombre d’allocations reste constant et
Agcenz = Aacew = % (nw - nZ) :

TaB. 1.4 — Optimisation accw? de Jordonnancement accw.

n° opération loc.

11 W3 = awino (S4B22) Y

11bis Py = W; +P; Cp,
—~
14 W, = awino (A12B21) Y
14bis P, = W, + pC; Cn
24 P, =awino (A22T4) X
24bis U =U; — P, Cyu

Nous allons explorer par la suite des possibilités supplémentaires daméliorations de ces ordonnan-
cements.

Comment améliorer la complexité spatiale de ces algorithmes ?

Il est raisonnable de penser quen relachant des hypotheses sur les regles du jeu de galet on pourra
exhiber de meilleurs algorithmes que ceux présentés jusqualors. Par exemple, nous pouvons laisser un
algorithme écraser ses entrées (en autorisant les galets initiaux a étre déplacés ou écrasés par exemple).
Nous remarquons alors que, dans lordonnancement proposé pour accw, a létape 5 par exemple, Z;
peut étre écrasé, ou dans Iétape 19, les opérandes S; et T; peuvent tous deux étre écrasés. Cette idée a
été proposée par [Krey6]. Il va alors savérer capital de trouver des algorithmes efficaces qui écrasent
(certaines de) leurs entrées.

Toutes ces améliorations vont étre testées, appliquées et évaluées dans la section 1.2.2 et suivantes.
Le cas particulier des ordonnancements pour des entrées carrés est traité d’abord.

7 — Dans ces tableaux, la notation Xbis’ signifie que lopération numérotée Xbis’ suit lopération numérotée X

26



1.2.2

1.2.2.1

1.2. Ordonnancements efficaces en mémoire.

Ordonnancements avec écrasement des opérandes: cas carré.

Nous allons commencer par étudier le cas de la multiplication de matrices carrées. Nous dévelop-
pons des algorithmes qui écrasent leurs entrées a droite, a gauche ou des deux cotés, pour le produit
standard (sous-section 1.2.2.1) et pour le produit avec accumulation (sous-section 1.2.2.2). Se res-
treindre au cas carré correspond a relacher une contrainte sur les tailles des galets — cela revient a
autoriser par exemple d'utiliser un bloc mémoire alloué pour une sous-matrice de A pour stocker un
bloc mémoire de C ou réciproquement.

Produit standard.

Ordonnancement en place écrasant ses entrées.

Plus nous relachons de contraintes, plus nous aurons de facilités a créer un ordonnancement, telle
est notre conviction de départ. Dans le tableau 1.5 nous commengons donc par créer un nouvel ordon-
nancement (IP) pour le produit C < A X B totalement en place. Une recherche exhaustive avec galet
montre que lon ne peut pas écraser moins de quatre sous-blocs.

TaB. 1.5 — Ordonnancement IP en place pour lopération C < A X B.

n° opération loc. n° opération (suite) loc.
1 S3=A;—4Ay (g 12 §4=A;; =S, Ay
2 S, =A +A, Ay 13 Pg=1P(S,T,) Cy
3T, =B,-B; Cyp 14 U, =P, +Pg Cyp
4 T3=By—-B;, By 15 P, = IP (A;;By) Cyy
5 P, =1P(S;T;) Cy 16 U =P, +P, Cy
6 S,=8—-Ay Ci 17 Uy=U, +Ps Ci
7 Py =1P(A;B);) Cy 18 U;=U,+P, Cy
8 T,=B,-T, By, 19 Ug=U; - P, Cy
9 P;=1P(S,T;) Ay 20 U, =U;+P;  Cy
10 T,=T,-B,, Cyp 21 P; =1P(S4B,,) Ay,
11 Py =1P (A,T,) Ay 22 Us=U,+P; Cp

Nous remarquons que cet ordonnancement utilise seulement deux blocs de B (et tout A) mais écrase
tout B (et tout A). En effet, le calcul de P, écrase des parties de B,; aussi. Cependant, au prix de copies
et restaurations, nous parvenons a nécraser que deux blocs de A et deux blocs de B. Nous le montrons
dans le tableau 1.6.

TaB. 1.6 — IPbis: réductions des parties écrasées dans l'algorithme IP.

n° opération loc. n° opération (suite) loc.

10bis Cj, = A,, Cp 20bis A, = A, Ay

11 P, =1P (A22T4) Ay 2oter By, =B, By,

11bis A,, =Cj, A, 21 P, =1P(A;,B,;) By

~ 21bis B,; =B, B,;

15bis By, = By, B, 21ter A, = Ay, A,
16 Py =1P(S4B,,) By,
16bis B,, = B, B,

Par la suite, IP (pour in-place) désignera I'un ou l'autre de ces ordonnancements. Les complexités
sont ici aisées a calculer.
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1. Amélioration du placement en mémoire pour la multiplication de matrices.

Complexités de 'ordonnancement IP.

+ Dans la version proposée dans le tableau 1.5, la complexité arithmétique Wy, satisfait a la méme
relation que W, ;. donc lui est égale: W, = 6n° — 51%. Dans le tableau 1.6, il faut bien stir compter
en plus le colit quadratique des copies et restaurations.

+ Cetalgorithme est en place donc A;p = E;p = 0.

Ordonnancements écrasant seulement une entrée.

Dans les tableaux 1.7 et 1.8 (page 28) nous proposons de nécraser que lopérande gauche ou le
droit. Ces deux ordonnancements (OvL et OVR) utilisent de la mémoire supplémentaire — seulement
un temporaire — mais une recherche exhaustive a montré qu’il nexiste aucun ordonnancement nécra-
sant quun coté qui soit en place. Par ailleurs, une recherche exhaustive montre aussi qu’il nexiste pas
dordonnancement écrasant seulement un bloc de lopérande A.

TaB. 1.7 — Ordonnancement OvL pour lopération C < A X B
en utilisant deux blocs de A et un temporaire

n° opération loc. n° opération (suite) loc.
1S3=A;, -4, Cy 12 Pg=0vL (S,T,) Cy
2 S = Ayt Ay A 13 T, =T, =By An
35,=5 -4y Cp 14 Uy =P + P Cy
4 Ty =B; =By Ca 15 Uy =U, +P; Ci
5 Py =0vL(AB);) Cy 16 U;=U, +P, C,,
6 Ty =By — By Ap 17 Uy =U; + Ps Cx
7 P,=1P(S;T;) X 18 Us; =U, +P; Cp,
8 T,=By, —T, Aj 19 P, =0vL (A},B,) X
9 P, =1P(S,T;) C, 20 Uy =P, +P, Cu

10 S,=A,-5, C,, 21 Py =1P(A,T,) Ay

11 Py =0vL (S,By,) Ay 22 Ug=U; -P, C,,

TaB. 1.8 — Ordonnancement OVR pour C <« A X B
(pendant symétrique de OvL)

n° opération loc. n° opération (suite) loc.
1S,=A,-4, Cyp 12 P, = 0w (A,,T,) By,
2§, =47y +Ap Ca 13 S, =Ap =95, By
3 T, =B, —-By Ci 14 Uy =P +Pg Ca
4 Py =0wR(A;;B};) Cy, 15 U, =U, +Ps Cp,
55, =5 Ay By 16 U; =U, +P; Ca
6 T;=By,—B;, By 17 U; =U; +P5 Cy
7 P,=1P(S;T;) X 18 Ug=U; - P, Cyy
8 T,=Bp-T, By, 19 Py =1P(S,By) By
9 Ps=1IP(S,T;) Cy 20 Uy =U, + P, Cp,

10 T, =T, —-B,, Cyp, 21 P, =0wR (A;,B,;) By,

11 Pg=0wR(S,T,) Cy 22 Uy =P, +P, Cu

En autorisant des copies et en combinant les deux algorithmes OvL et OVR, nous remarquons que
nous pouvons écraser seulement deux blocs de A dans OvL, en modifiant cet ordonnancement comme
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1.2. Ordonnancements efficaces en mémoire.

présenté dans le tableau 1.9. La méme technique sapplique pour OvR et nous pouvons écraser seulement
deux blocs de B (voir le tableau 1.10).

TAB. 1.9 — OvLbis: modifications de OvL pour TAB. 1.10 — OvLbis: modifications de OvR pour
nécraser que deux blocs de A nécraser que deux blocs de B
n° opération loc. n° opération loc.
T~ —~
19bis A, = Ay Ay, 20bis B;; = By, By,
T~ T~
21 P, = O0WR (Ap,T,) Ay 21bis B,; =B, B,

Complexités des ordonnancements OvL et OvR.
Considérons par exemple le tableau 1.8 pour lordonnancement OvR. Comme lordonnancement OvL
satisfait aux mémes relations, il vérifie donc les mémes expressions pour C, W et A.
+ Lataille du bloc temporaire X est ("/2)2, donc la mémoire supplémentaire requise par lordonnan-
cement OVR vérifie Eq 5 (1, 1, n) < sn?.
+ Sa complexité arithmétique est donnée par W5 (1) = 15 ("/2)2 + 4Woe (1) + 3Wyp (74) . On
obtient donc W5 (1) = W,;,,, = 6n° — 5n%,
+ Sonnombre dallocations satisfait A, (1) = ('1/2)2 +4Aqu (%5) +3A5 (742) . Onadonc Ay g (n) =
1/4712 log,(n).
Ici, faire le maximum dappels a IP permet de réduire le nombre d’allocations. Par exemple, si le

dernier appel (ligne 21, tableau 1.8) avait été fait avec wino dans le bloc temporaire X, la complexité
arithmétique n'aurait pas diminué et A aurait significativement augmenté.

1.2.2.2 Produit avec accumulation.

Ordonnancement écrasant ses deux entrées.

Considérons donc maintenant lopération C < aA X B 4+ fC ou les opérandes A et B peuvent
étre écrasés. Dans le tableau 1.11, nous proposons un ordonnancement AcLR nécessitant seulement
deux blocs temporaires au lieu des trois dans lordonnancement wacc. Nous revisitons en effet notre
ordonnancement accw en utilisant notamment lordonnancement IP. Dans notre jeu de galet, nous ne
pouvons par exemple utiliser cet algorithme pour lopération mul que lorsque ses deux arguments ont
un galet qui peut étre écrasé (cest le cas en particulier lorsque ces galets nont pas d’autres fils que celui
impliqué dans la multiplication).

Complexités de l'ordonnancement AcLR.

+ La mémoire supplémentaire requise dans le tableau 1.11 pour X et Y est 2 ("/2)2 . Dong, avec le
lemme 1.1, on obtient E, (1, n, n) < 2/3n°.

+ Lacomplexité arithmétique du tableau 1.11 vérifie W, ¢ () = 2W, ¢ (%h) +5Wp (5) +19 ("/2)2 .
Ainsi W,z (1) = 6n° = 3n* —n < W,..,, ().

+ Sonnombre d’allocations est donné par la récurrence A, (1) =2 ("/2)2 +2A,r (72) +5A5 (14).
Cela se résout en A, (n) = 2n* — 2n'°8:@)

Remarque. Nous notons que plusieurs appels pourraient étre remplacés par des appels récursifs,
notamment les calculs de W, et W, (et aussi, assez facilement, ceux de P, P;) mais W, ; croit.
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1. Amélioration du placement en mémoire pour la multiplication de matrices.

TaB. 1.11 — Ordonnancement AcLR pour C < aA X B 4+ BC écrasant A et B
avec deux temporaires et deux appels récursifs

n° opération loc. n° opération (suite) loc.
172 =Cyp—-Cp Cp 14 S4=Ap =95, A
2§, =A+A, X 15 Py =alIP (Ssz) X
3 T, =B, -B Y 16 W, =1IP (aAp,B,;) Y
4 2,=Cy—2, Ca 17 P=W,+pC;; Cyy
5 T;=B,,—B), B, 18 Py =alP(A;By;) Y
6 S3=A; — Ay Ay 19 Uy =P, +P, Cn
5 P, = AcLR (aS;T5 +BZ;) Cyy 20 U, =P, + P X
8 S,=5-A, A,y 21 U;=U, +P, C,,
9 T, =B, T, By, 22 Uy, =U, +P; X
10 Py =AcLR (aS,T; +BCyp,) Cp, 23 Ug=U; -P, Cyu
11 T,=T,-B,, X 24 U, =U; +P; Cy
12 Wy = IP (aA,,T,) Y 25 Py =alP(S,By) Cp
13 Py, =W, -pBZ, Cy, 26 U; =U,+P; Cp,

Ordonnancement écrasant son opérande droit.

Nous créons aussi le tableau 1.12 qui représente un ordonnancement similaire a AcLR mais qui
nécrase que lopérande de droite. Il utilise lui aussi seulement deux temporaires et fait appel a lor-
donnancement OvR.

TaB. 1.12 — Ordonnancement AccR pour C < oA X B + fC écrasant B
avec deux temporaires et trois appels récursifs.

n° opération loc. n° opération (suite) loc.
172,=Cp—-Cp Cn 14 S, =85, — Ay Y
> T, =B, - B, X 15 Pg=a0OWR (S,T,) By
32,=Cy -7, Ca 16 Sy = A =5, Y
4 Ty =B, — By, B, 17 P, =aOWR (A};B};) X
5 S3=A,—Ay Y 18 U, =P, + Py B,,
6 P, = AcLR (aS;T; + PZ;) Cy, 19 Uy =U, +P, Cy,
7 Si=A +Ay, Y 20 Uy =U, + P4 B,
8 T, =By -T By, 21 Ug=U; — Py Ca
9 P5 =AccR (aS,T, +BCy,) Cy, 22 U =P, +P, Ch
10 T, =T, -By; X 23 U, =U; +P; Cy
11 Py = AccR (aA,, T, — BZ,) Cy 24 Py =alP(S,By) Cy,
12 W, = OWR (aA,B,)) X 25 U =U, + Py Cp,
13 P, =W, +pCy, Cn

Complexités de 'ordonnancement AccR.
. . . 2 2
+ Lamémoire supplémentaire E, g (1, 11, n) est ("/2) + ("/2) + max (EAcch Eour; EAcLR> (n/z, nh, n/z) .
Nous avons E, .z > Eq s car lordonnancement OvR n'utilise qu'un bloc temporaire. Au final, d'apres le
lemme, et puisque AcLR utilise le méme nombre de blocs temporaires, nous obtenons E, . (1, 1, n) <

2/3712.

Acc
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+ La complexité algorithmique du tableau 1.12 vérifie W, (1) = 2W, g (%5) + Wyr (72) +
3Wour (72) + Wrp (72) +18 ("/2)2 - Donc W g = 61 — 5hn® — 1hnlog,(n) = 3hn < W
+ Par ailleurs, le nombre d’allocations supplémentaires de AccR satisfait la relation A, . z(n) =
2 (”/2)2 +2A,cr ("h) + Apcir (%5) + 3Agug (74) + A (74) , ce qui donne A, (n) = 3sn* log,(n) +
Syn? — 21183 4 35,
Remarque. Ici aussi W aurait pu étre calculé avec un appel récursif, mais les complexités n'auraient
quaugmenté.

accw2*

Ordonnancement écrasant son opérande gauche.

Nous présentons finalement dans le tableau 1.13 un tout nouvel ordonnancement qui est I'analogue
a gauche du tableau 1.12.

TaB. 1.13 — Ordonnancement AccL pour C < aA X B + fC écrasant A
avec deux temporaires et 4 appels récursifs.

n° opération loc. n° opération (suite)  loc.
17;=Cyp-Cp Cn 14 Uy =P +P, Ciy
2 7,=Cy -7, Cy 15 Pg=a0vL (S,T,) A,
3 8=A,-4Ay X 16 T, =T, - By, Y
4 S =Ay + Ay Ay 17 W, =1P (QA22T4) Ag
5 T3 =By =By, Y 18 Py =W, - pZ, Ca
6 P, =AclR (aS;T5 +Z,)  Cp, 19 U, =P¢ + P, X
7 T, =B, — By, X 20 U; =U, +P, C,,
8 T, =B, T, Y 21 Ug=U; -P, Cyu
9 Ps =AccR (aS;T; +pC,) Cp, 22 U, =U; 4+ Py Cy,
10 §,=5,-4A A, 23 U, =U, +P; Cpy
11 P, = aOvL (A;By;) X 24 W3 =0vL (a$;B,,) Y
12 S, =A, =S, A 25 Us =W;4+ U, Cp,

P, = AccL (aA,B,; + BCyy) Cyy

=
w

Complexités de I'ordonnancement AccL.

+ La mémoire supplémentaire E, . (1, n, n) satisfait a la relation de récurrence ("/2)2 + ("/2)2 +
max {EAchvEAccR’EOVUEAcLR} (ﬂ/z, nh, n/z) . Nous avons E,., > Eg, pour les mémes raisons que
précédemment. Comme E,., E, g et E . utilisent le méme nombre de blocs, nous obtenons
Euo (1,1, 1) < 217,

+ La complexité algorithmique de Iordonnancement AccL vérifie W, (n) = W, (72) +
Wicer (72) + Wi (%2) + 3Woy (nh) + Wip (n5) + 18 ("/2)2' On trouve W, . (1) = 6n* —
5hn? — n°83) —1hp log,(n) —3hn < W

+ Son nombre dallocations supplémentaires est A, . (n) = 2 (”/2)2 + A (2) + Aner (72) +
Apcr (7h) + 340, (7h) + A (7h) , ce qui donne A, (1) = 3sn*log,(n) + San® — 21083 4 340,

accw2*

Remarques sur ces calculs de complexités.

Méme si ces tableaux et ces calculs de complexités peut apparaitre austéres ou énumératifs, ils nen
sont pas moins essentiels pour parvenir a les comprendre et, en les combinant, retrouver, comme nous
T'avons formulé plus haut, une complexité de la forme 61 + 0~ (n?). Mieux encore, nous avons réussi
a confiner les complexités en deca de 6n° — 2n*. Globalement, pour arriver a nos fins, a partir de
lordonnancement wacc, nous avons dii :

— créer de nouveaux ordonnancements aux propriétés décrasement des opérandes diverses;
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1. Amélioration du placement en mémoire pour la multiplication de matrices.

— jouer finement sur la complexité de nouveaux ordonnancements;
— jongler entre nombre d'appels récursifs et appel a des fonctions spécialisées.
Par contre, nos ordonnancements ne sont valables que dans le cas dopérandes carrés.

1.2.3 Ordonnancements avec entrées constantes: cas carré.

En combinant les techniques des sections 1.2.1 et 1.2.2 précédentes, nous parvenons a améliorer
significativement lordonnancement accw. Nous proposons donc, dans le tableau 1.14, un ordonnance-
ment hybride qui calcule C < aA X B + BC avec des opérandes constants et une mémoire supplémen-
taire plus petite que celle de [HLJJ*96b] (tableau 1.2) et dont la complexité entre dans la classe ciblée
(61n° + O~(n?)).

TaB. 1.14 — Ordonnancement Acc pour lopération C « aA X B 4+ BC avec 2 blocs temporaires

n° opération loc. n° opération (suite) loc.
1 Z,=Cy—Cyp, Cy, 15 W, =wino (aA;,B,) Y
2 Z;=C = Cy Ci 16 Py =W, +pCyy Cn
38, =A+A, X 17 Uy =P, +P, Cyy
4 T, =B, - B, Y 18 Us = U, + P, C,
5 Py =Acc (aS,T; +pZ;) Cp, 19 S;=A;; — Ay X
6 S,=5-4A, X 20 T3 =B,, = B}, Y
7 T,=8B,,-T, Y 21 Uz = aAcLR (S3T5 + U,) Cy
8 Pg = AccR (aS,T, + BCyy) Cyy 22 U, =U;+ 74 C,,
9 S4=Ap=35, X 23 T) =B, - By, Y
10 Z3 =Ps + BZ, Cy, 24 T) =By, =T Y
11 W, = 0vL (aS,B,,) Y 25 T, =T, By Y
12 Py =W, + P, Cp, 26 Py = aOWR (A,,T,) Y
13 P, =wino (qAHBH) X 27 Ug=U; -P, Cy
14 U, =P+ P, Cy

Complexité de 'ordonnancement Acc.

+ Encore une fois, les blocs X et Y ont des dimensions (74)* de telle sorte que: Eioe = 2(nh) +
max {Ecc, Excir Eovs Ewinos Eacer | (%2, 5, %5) . Dans tous les cas, ces ordonnancements n'utilisent
pas plus de deux temporaires, dot1 E, _ (m, k, n) < 231>

+ La complexité algorithmique de lordonnancement Acc satisfait W, (n) = W, () +

2 .
2\Nwino (n/z) + WAcLR (n/z) + WAccR (”/2) + 2WOVR (n/z) + 20 (n/z) . On Obtlent WAcc (7’1) =
6n® — 1Wen* — 1hnlog,(n) — 3hn — 3.

+ Sonnombre total d’allocations satisfait Ay.. (1) = Ayce (72) 24,100 (%2) +Axcr (12) FApcer (72)+

2A0 1 ("/2) +2 (11/2)2 , s0it A, . (n) = 2/on® + 7/24112 log,(n) + 11/12112 — 21080 4 3un + o.

Acc

1.2.4 Cas général: ordonnancements hybrides.

Nous avons jusqua présent considéré des algorithmes pour le cas ou les entrées étaient carrées (m =
k = n). Nous étendons maintenant ces algorithmes au cas général.

Quelles contraintes pour des tailles générales ?

Tout d’abord, nous expliquons dans la proposition 1.1 suivante pourquoi nous avons di nous res-
treindre a étudier le cas carré. Lidée est naturellement que si nous réutilisons de lespace mémoire, alors
cela va contraindre la taille des variables qui I'utilise.
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Proposition 1.1. — Pour l'algorithme de Winograd (algorithme o.2), il nexiste pas dordonnancement
en place pour des entrées de tailles générales.

Démonstration. Cette démonstration consiste a jouer au jeu de galet sur l'arbre de la figure 1.1 avec
huit galets non fixes sur les entrées et quatre supplémentaires pour recouvrir la sortie.

Tout d’abord, les tailles de A et B ne doivent pas étre plus grandes que celles de C (i.e. nous imposons
k < min(m, n)). En effet, jouons un jeu de galet avec 4 galets supplémentaires, de la taille des C; ;.
Aucun galet sur un nceud initial ne peut étre déplacé puisquau moins deux arrétes partent de chacun.
Sila taille de Aj; est plus grande que celle des galets libres, alors aucun galet ne peut étre placé sur un
S;. On ne peut pas non plus en mettre un sur P, ou P, puisque leurs entrées seraient alors écrasées. La
taille des A;; est donc plus petite que celle des C;;. Le méme raisonnement sapplique pour B;;.

Maintenant, si nous considérons un jeu qui a terminé, on peut prouver de la méme maniere que,
parmi la taille de A et celle de B, I'une doit étre plus petite que celle de C. En particulier, 'un ou l'autre
doit étre de la taille de C. O

Le tableau 1.5 (IP) montre en outre qu’il est possible de trouver un ordonnancement tel que décrit
dans la preuve de la proposition 1.1, avec k = n < m. Il est aussi possible déchanger les roles de m et n.
En outre, dans les tableaux 1.5 a 1.8, les tailles de A, B et C doivent étre égales. Il nest donc pas possible
avec ces arguments d'utiliser nos tableaux pour des entrées de tailles générales. Une solution que nous
proposons consiste a découper les matrices en entrée en sous-blocs carrés et d'utiliser notre ensemble
dlalgorithmes spécialisés pour le cas carré dessus. Le niveau le plus haut dans l'algorithme nest donc
autre qu'une multiplication naive.

Puisque les algorithmes précédents utilisent moins de mémoire supplémentaire que la taille d'une
de ces petites matrices carrées, nous pouvons les utiliser des que 'une est libre. Nous proposons l'algo-
rithme 1.3 (IPOVMM, In-Place Overwrite Matrix Multiply) pour le cas n < min (m, k):

Algorithme 1.3 : IPOVMM: multiplication de matrice en place avec écrasement
Entrées: A et Bde taillem X ketkxn
Entrées: n < min (m, k) et m, k, n des puissances de 2.
Sorties: C=A X B
1 Soit ky = k/n et my = min

A1,1 1,kg
2 Découpe A = :
L mg,1 my,ky
B, G,
3 Découpe B = : etC = : /* ol Ai,j et Bj ont pour dimension nXxXn */
| By, Cy,
4 C, «<wino (AMBI) /* avec la mémoire C,. =x/
s pouri=2...m, faire
6 ‘ C;, < ovL (Ai,1B1) /% avec la mémoire A, . */
7 ﬁn
8 pourj=2...k, faire
9 pour i =1...m, faire
10 ‘ C,; < wacc (Ai7ij+Ci) /* avec la mémoire A; . */
11 ﬁn
12 ﬁn

11 est facile de voir que l'algorithme 1.3 (IPOVMM) calcule bien le produit C = A X B, et qu’il est en

place, en écrasant seulement une partie de A. En effet, les tailles des sous-matrices A, ;, B; et C; sont
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1. Amélioration du placement en mémoire pour la multiplication de matrices.

toutes égales a n” et la mémoire nécessaire pour des multiplications de taille (1, 1, n) est inférieure a n>

avec les ordonnancements OvL ou wacc et wino.
Remarques. Nous pouvons faire diverses remarques sur cet algorithme.
+ Tout d’abord, supposons que m = k > n. Dans ce cas, un petit calcul de complexité donne

7 m?  1lm

Wwino (ma m, Yl) = gnw ( I’l_2 + 7) - 1/3 (m2 + mn) (15)
w m2 2

Wipowm (M, m,n) = 6n" X P (4m® + mn) . (1.6)

La complexité obtenue nest donc pas extrémement intéressante... Nous montrerons dans lalgo-
rithme 1.4 ci-aprés une meilleure approche.

+  Cet algorithme peut éventuellement avoir une meilleure complexité en commengant a Iétape 4 par
la plus grande multiplication possible — cest-a-dire le plus grand (m, k, n) tel que la somme des tailles
de la mémoire supplémentaire de wino et de son résultat soit maximale dans la taille de C.

+ Pour avoir les meilleures complexités nous utilisons wino et wacc ! En effet, méme si les complexités
spatiales sont moins bonnes, leurs complexités arithmétiques est meilleure.

+ Enremplacant OvL par wino, il est possible de nécraser que A, ;, et donc, a une mémoire de sauve-
garde de n? prés, cet algorithme ne modifie pas ses entrées.

Nous proposons maintenant, dans l'algorithme 1.4 (IPMM, In-Place Matrix Multiply), un algorithme
pour C <« AXBen O (n“’) opérations arithmétiques sans mémoire supplémentaire et sans écraser
ses opérandes. En conséquence, cet algorithme permettra daméliorer la complexité spatiale du produit
avec accumulation C « aA X B + C.

Lidée principale est encore de découper la matrice C en quatre sous-matrices de dimension moitié
et de les calculer en utilisant dans un premier niveau l'algorithme trivial. Pour chacune des trois sous
matrices C;,, C,, et C,;, on fait 2k/, multiplications rapides sur des matrices de taille 74 x7/5. La mémoire
temporaire pour ces calculs est prise dans C,,. Finalement, le bloc C,, est calculé récursivement.

Algorithme 1.4: IPMM: multiplication matricielle rapide en place

Entrées: A et B, de dimensions resp. n X k et k X n avec k, n des puissances de 2 et k > n.
Sorties: C=A X B

C, C A A
Découpe C = [ 5 12]’A= - ‘ ‘ Lk
C21 C22 A271 ‘ cee ‘ A272k/n
LL ou chaque A;,,B;; et C.. ont
Découpe B = * . W " */
S . — pour dimension nh X nf.
Bay1 | Bay,2
début
C,; =wino (A1,1B1,1) /* avec C,, comme espace temp. */
Cy, = wino (Al,lBl,Z)
fin
pouri=2... % faire
C,; = wacc (Al,iBi,l + CH) /% avec C,, comme espace temporaire: */
C12 = wacc (Al,iBi,Z + Clz)
C21 = wacc (AZ,iBi,l + C21)
fin
C,, = IPMM (A27* X B*72) /* récursivement. x/
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1.2. Ordonnancements efficaces en mémoire.

Théoréme 1.1. — La complexité de l'algorithme 1.4 (IPMM) est, lorsque k = n:
W iem(1) = 7,2n° — 13n* + 6,8n.

Démonstration. Nous rappelons que le cotit d'un appel a l'algorithme de Winograd est W, (n) =
6n° —5n* et W, .. (n) = 6n° — 4n* pour opération C « A x B+ C. Le cotit Wpy (1, k) est donné par
la relation de récurrence

WIPMM (}’l, k) = 3Wwino (n/z) +3 (Zk/” - 1) Wwacc (n/z) + WIPMM (n/27 k) )

le cas de base étant un produit scalaire W gy (1, k) = 2k — 1. Ainsi, Wy (1, k) = 7,2kn®"" — 12kn —
n® + 34k/5. O

Théoréeme 1.2. — Pour tout m, n et k, l'algorithme IPMM est en place.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que m > n > 1 (sinon, on transpose). Nous
avons déja calculé E ;,,, et E

Si nous découpons B en p; bandes a [étape de récurrence i, alors les tailles des sous-matrices sont
pour A (resp. B) mhi X kf (resp. K. X 1/i). Or Cy, a pour taille mhi X nji. Nous avons donc besoin de

vérifier que:
m k n mn
max (Ey;n0, Eyace) (;7 Ea ;) < E; (1.7)

wino wacc*

Il est clair que E,;,, < E,,., ce qui simplifie Iinégalité précédente. Soit K = k/,, M = mpi et N = nji.
Nous avons besoin de trouver, pour chaque i un entier p; > 1 tel que Iéquation (1.7) soit vraie. En
dautres mots, montrons qu’il existe K < k tel que pour tout couple (M, N), I'inégalité E .. (M, K, N) <
MN a lieu. Alors, le fait que E(M, 2,N) < 152M + 2N + MN) < 15(4M + MN) < MN permet de
trouver au moins un tel K.

Comme les pré-requis de l'algorithme IPMM permettent d'avoir k > N et M = N, il reste simplement
a prouver que E(M, N, N) < MN. Puisque E(M, N, N) < 152MN + N?) et que M > N, lalgorithme
IPMM est bien en place. O

Nous avons donc un algorithme en place, avec une complexité de © (n“’). La constante multiplica-
tive a cependant un peu augmenté (de 6a 7,2, soit 20%). Nous pouvons bien stir étendre cette approche a
des tailles plus générales, en découpant généralement la matrice selon des carrés de taille min (m, k, n).
Nous y reviendrons dans la section 5.2.

Produit avec accumulation: réduction de la mémoire temporaire.

Dans le cas du produit avec accumulation, la matrice C ne peut pas directement étre utilisée comme
espace mémoire et nous ne pouvons pas nous abstraire dune mémoire supplémentaire Nous utilisons
encore l'idée de la multiplication classique par blocs au premier niveau puis les appels aux routines
rapides.

Comme précédemment, C est divisée en quatre blocs puis le produit peut étre fait avec 8 appels a
l'algorithme de Winograd sur les petits blocs et un temporaire de dimension 7/ X 7.

Plus généralement, on peut découper une matrice C de taille 7 x 1 en * blocs de dimension #/; X 7.
Alors on peut calculer chaque bloc avec l'algorithme de Winograd en utilisant une mémoire temporaire
de taille (n/t)z. La complexité arithmétique satisfait alors R, (n) = £* + tW,.. (), qui se résout en
R,(n) = 6£~“n® — 4tn*. On peut alors trouver le meilleur paramétre t. Par exemple, avec ¢ = 2,

2
R, = 6,857n° — 8n* et ExtraMem = nz

etavect =3,
2

R; = 7,414n® — 12n* et ExtraMem = %
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1.2.5

1.2.6

1.3

1. Amélioration du placement en mémoire pour la multiplication de matrices.

On remarque que lon peut utiliser lordonnancement Acc (tableau 1.14) et alors la mémoire supplémen-
taire utilisée devient 2152 tandis que la complexité arithmétique croit a R, (n) 4 271083 l0826) _ 2,

Syntheése.

Nous proposons dans le tableau 1.15 une synthése des résultats obtenus dans ce chapitre. Nous avons
réussi a réduire les besoins en mémoire pour lopération C < aA X B + BC avec des entrées constantes
(de n* a 25n*). Lajout dopérations supplémentaires (les pré-additions, les recalculs) fait certes croitre
les complexités mais cest en quelque sorte amorti par les gains en mémoire.

Lorsque les opérandes peuvent étre écrasés, nous avons un algorithme IP completement en place
pour lopération C < A X B sans changer la complexité arithmétique. Des variantes de ces opération
(ou lon peut écraser certains opérandes) nous ont permis de réduire efficacement la mémoire supplé-
mentaire dans C < aA X B + pC.

Nous avons aussi considérablement amélioré et complété les résultats présentés dans [BDPZog].

Implantation des nouveaux ordonnancements.

Nous nous intéressons maintenant a I'implantation de ces différents algorithmes. Si toutes les com-
plexités précédemment énoncées étaient valables pour des algorithmes appelés jusquau dernier niveau,
nous ne pousserons pas la récursion jusquau cas de base trivial (cf. section 5.2.1). Nous concluons donc
par quelques mesures de performances . Nous notons aussi que la quantité A d’allocations nécessaires
nentre pas directement en compte dans notre implantation car nous pré-allouons un bloc de mémoire
dans lequel seront puisés les espaces mémoires des blocs temporaires, a la maniere d'une mémoire
tampon (buffer) ; la quantité A donne alors peut-étre une indication sur le nombre d’indirections.

Premiére implantation.

Les routines précédentes ont été d'abord implantées en C. Nous montrons dans le tableau 1.16 les
performances de diverses procédures. Nous avons utilisé la routine dgemm (multiplication de matrice
sur des double) fournie par atlas-3.9.4 et un seuil de 1 024. Nous observons que les nouveaux ordonnan-
cement sont trés compétitifs et rendent possible des tailles de matrices plus importantes (nous notons
‘MT’ pour « memory thrashing »)

TaB. 1.16 — Multiplication de matrices rectangulaires: temps de calculs en secondes sur Joran@imag.

Dims. (m, k, n) Classique [DHSS94] IPMM IPOVMM
(4096, 4096, 4096) 14,03 11,93 13,59 11,98
(4096, 8 192, 4096) 28,29 23,39 27,16 23,88
(8192,8192,8192) 113,07 85,97 98,75 85,02
(8192,16384, 8192) 231,86 MT 197,24 170,72

Nous avons donc trouvé des algorithmes performants en pratique qui limitent voire éliminent l'uti-
lisation de mémoire supplémentaire. Nous reviendrons dans la section 5.2, sur I'implantation de ces al-
gorithmes dans LinBox. Notons finalement l'utilisation dans ma4ri de certains de nos ordonnancements
(cf. src/strassen. c dans le source de ma4ri).

Prolongements.

Parmi les prolongements les plus directs figure une automatisation des recherches précédentes de
maniére par exemple a pouvoir répliquer tout ce travail sur d’autres algorithmes comme celui de Bodrato
(algorithme 0.3) ou sur une formule pour des matrices de tailles plus générales (3 x 3...).
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TaB. 1.15 — Complexités des différents ordonnancements présentés dans ce chapitre

Algorithme ou entrées écrasées?  nb blocs mémoire nb dallocations complexité
ordonancement (O si carrées) temp. suppl. (E) suppl. (A) arithmétique (W)
wino (tab. 1.1, [DHSS94])  constantes 2 2sn? 25(n® — n?) 6n® — 5n°
‘:;2 IP (tableau 1.5) A, B écrasées; O 0 0 0 6n® — 5n°
< OvL, OVR (tab. 1.7, 1.8) A ou B écrasées; 0 1 sn? Vyn? log,(n) 6n® — 5n>
IPMM (algorithme 1.4) constantes 0 0 0 7.2n®° — 13n?
wacc (tab. 1.2, [HLJJT96b]) constantes 3 n? 2n® + 18 _ 54,2 6n° — 4n?
accw (tableau 1.3) constantes 2 23n? 23 (n“’ - nz) 6n” + 2n'°8© _ gp?
O accw? (tableau 1.4) constantes 2 2sn? 23 (n“’ - nz) 6n® — 4n'°%>)
‘f‘_‘ AcLR (tableau 1.11) A, B écrasées; O 2 2/3112 2n* — 211980 6n° —3n* —n
";2 AccR (tableau 1.12) B écrasée; O 2 2sn? 3gn? log,(n) + 5hn® — 210803 6p¢ — 5hn? log,(n) — 1/4nlog,(n)
<§ AccL (tableau 1.13) A écrasée; 0 2 2in? 3gn? log,(n) + sn® — 211983 6n® — 5hp? log,(n) — nlo&:®
Acc (tableau 1.14) constantes 2 2/3112 2fon® — 7/14112 log,(n) + 11/12112 6n® — 11/6112 + 1h4nlog,(n)
section 1.2.4 constantes N/A yn? yn? 6,857n° — 8n*
section 1.2.4 constantes N/A Yon? Yon? 7,414n° — 12n°

‘syuowaguooid ‘€T



1. Amélioration du placement en mémoire pour la multiplication de matrices.

Il serait aussi intéressant de pouvoir automatiser la recherche des pré-additions, ici faites « a la main »,
par des techniques symboliques par exemple.

Lopération Y < A suivie de A « Y permet, si Y nest pas modifié entre temps de faire une « co-
pie » de A au prix de deux opérations quadratiques supplémentaires mais sans utiliser de mémoire
supplémentaire. En particulier cette technique pourrait autoriser décraser un galet non écrasable (par
exemple une entrée constante) car elle serait restaurée a son état initial.

Il serait aussi intéressant de pouvoir générer automatiquement du code avec des conditions sur la
localité des appels afin de tester en pratique les meilleurs ordonnancements. Une recherche automa-
tique de formules guidée par le calcul des complexités (p.ex. avec un script en Sage) serait tout a fait
intéressant et permettrait d'automatiser une grande partie du travail « a la main » de cette section, voire
dapporter des certifications sur les complexités obtenues. Dans la méme veine, méme si paralléliser la
multiplication rapide de matrice nest pas tache aisée, il peut étre intéressant de produire des ordon-
nancements en vue de parallélisme de tiches/données ([RT92, DSo2]).

Tous les ordonnancements de type Strassen-Winograd présentés sont utilisés dans le cadre du cal-
cul exact, mais aussi utilisables numériquement. Des études ont été effectuées sur la stabilité des al-
gorithmes de Strassen ou Winograd ( ??) et seraient tres vraisemblablement valables pour nos ordon-
nancements. Cependant, nous ne sommes pas affectés par ces questions tant que nous utilisons des
représentations exactes des coefficients.
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Recherche de nouvelles formules

Chap. de multiplication.
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formules a la Strassen-Winograd. Nous sommes notamment intéressés par de nouvelles for-

mules pour des matrices rectangulaires ce qui permettrait décrire des algorithmes adaptatifs
lors des récursions — par exemple dans IPMM lorsque les appels récursifs deviennent trés « rectangu-
laires ». Nous allons essayer de construire des outils pour aller dans ces directions. Précédemment,
[Lady6, JM86, Smio2] ont cherché a la main ou aidé d’'un ordinateur de nouvelles formules. Nous avons
voulu étudier et développer leurs techniques pour reproduire leurs résultats, et chercher a les améliorer
en tirant par exemple parti de Iévolution matérielle.

NOUS CHERCHONS dans ce chapitre a diminuer lexposant w = log,(7) en établissant dautres

Recherche automatique de formules de multiplication matricielle...
Présentation et formalisation du probléme.

Pour fixer dés a présent les notations, nous utiliserons des matrices A et X de tailles m X k, B et
Y de tailles k X n et C ou Z de tailles m X n. Si lon multiplie A et B nous parlerons de format de
multiplication (m, k, n). On peut préciser le nombre de multiplications p et parler de multiplication de
type (m, k, n) — .

Dans l'algorithme de Winograd (algorithme 0.2) par exemple, une symétrie apparait clairement dans
le role joué par les sous-matrices de A d’'une part et celles de B d’autre part.

Définition 2.1. — Soient U et V des matrices de taille p X g. On note (-, -) le produit scalaire dit de
Frobenius. On a par définition:

M~

q
=1

=1 j
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2.1.2

2. Recherche de nouvelles formules de multiplication.

Nous allons rechercher un algorithme qui « ressemble » a I'algorithme de Strassen et on dira quon re-
cherche une formule bilinéaire non commutative ([Str73]). Lors du produit AXB, on effectuera quelques
combinaisons linéaires sur les éléments de A et B avant de les multiplier entre elles et de les réinsérer
dans la matrice produit C. Cela revient a chercher un algorithme de la forme suivante.

v
C= ) (AX") (B, Y") 7" (2.1)
r=1

ot1 les inconnues sont les 3p matrices X, Y™ et Z. Bien stir, u correspond au nombre de multi-
plications maximal que I'on souhaite réaliser. A titre dexemple, voici dans le tableau 2.1 les matrices
impliquées dans l'algorithme de Winograd.

TaB. 2.1 — Lalgorithme de Winograd bis.
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Par la suite, nous appelons formule (de multiplication rapide) un tel tableau et cest ce type de ta-
bleaux que nous cherchons a obtenir. Pour une telle formule, nous rappelons que, en notant A lexposant
principal dans la complexité du produit matriciel, on a:

_ 3ln(w
" In(mnk)’

Voici maintenant quelques propriétés de Iéquation (2.1). On note §;; le symbole de Kronecker qui
vaut 1 sii = j et 0 sinon. On note comme a l'accoutumée E;; les éléments de la base canonique des

matrices m X n, i.e. <Eij>kl = 6;5;.

Préparation de Iimplantation de la recherche de formes bilinéaires.
Tout d’abord une telle formule est valable sur lensemble des matrices A, j X M., X M, , si et

seulement si elle Test sur la base canonique. On utilise les propriétés E;Ey; = 8 E; et <Eij7 > =X

pour énoncer que [équation (2.1) est valide si et seulement si lon a:

u
8,eSOpe = ZX%Y%ZS} Vi<a,e<mV1<bc<kVli<df<n (2.2)
r=1
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2.1. Recherche automatique de formules de multiplication matricielle...

On obtient donc un systeme non linéaire déquations d’inconnues (X(’), YO, Z(r))re[[1 o’ soit au total

= (mk + kn + mn)u inconnues — ou 3un® dans le cas carré.

2.1.2.1 Invariances.

La symétrie de cette relation fait apparaitre plusieurs invariances. Pour simplifier leurs expressions,
nous notons X le vecteur des matrices XV, ..., X™. On note aussi ' X le vecteur X dont les éléments sont
les transposées "X des matrices élémentaires. Si o est une permutation de <, alors le vecteur X° a
pour i¢ coordonnée X,

On a alors les invariances suivantes, pour toutes matrices P, Q et R inversibles, pour tous scalaires
a, b et c et pour toute permutation o,

X, Y,2) » (X°,Y%°2Z% (2.3)
X.Y,2) ~» (Y,"X,72) (2.4)
X,Y,Z) — (aX,bY,cZ)oluabc=1 (2.5)
(X,Y,Z) ~ (PXRL,RYQ7!,'P7'Z27Q). (2.6)

Ces invariances sont bien naturelles: elles correspondent a réordonner les triplés de matrices élémen-
taires, ou, lorsque C = A X B, aux relations de transposition 'C = 'Bx A ou d’homotétie cC = aAx bB
ou de changement de base PCQ = PAR™! x RBQ.

2.1.2.2 Re-formulation polynomiale.

Nous cherchons a résoudre le systemes déquations (2.2) via les racines d'un polynome. La fagon la
plus directe est de former le polynéme:

2
Q03.0= 33 3 (6,40, TXG¥020) @

asm c<k e<m r=1
bk dsn f<n

Nous remarquons que lon a une formule exacte (2.1) si et seulement si Q = 0. Minimiser Q sera donc
notre objectif; on verra comment on peut s’y prendre plus bas (section 2.1.3). Naturellement, on peut
écrire cette fonction pour une autre norme mais la norme euclidienne nous sera trés intéressante.

Un jeu de réécriture permet de trouver, en développant Iéquation (2.7), une autre formulation qui
fait intervenir moins dopérations:

[
QX,Y,Z) = mkn—ZZ Z X“LY;’LZ%
r=1 a<m,b<k
d<n

n
2 <X(e)7x(f)> <Y(€)7y(f)> <Z(e),Z(f)> ) (2.8)
e,f=1

Cette formule est plus agréable et elle conserve les symétries. En effet, on peut par exemple écrire que:

(r) (f) (7) _ ) ~x(N~(r)
2 Xab b,c ac - <ZV’X7Y">
as<m,b<k
c<n

— <X(f)’ y® Tz(r)>
<Y(f)’ Tx(f)z(r)> )
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2.1.2.3

2.1.3

2.1.3.1

2.1.3.2

2. Recherche de nouvelles formules de multiplication.

Nous allons maintenant chercher a minimiser ce polynéme. Pour cela nous avons besoin de le dé-
river deux fois.

Différentiation de la formulation polynomiale.

Lécriture (2.8) permet de dériver facilement par rapport a chacune des variables:

2Q () Try(u) O (v )\ 70 )
== =2 (YOTZ0) 42 Y XN (YO, Y W) (20,2
)
5.t r<p
2Q T ()7 (1) ) /) @\ (70w
o= —2(X@zW) 2 3 YO(XO,XW) (20, 2)
aYS,t <
2Q (W) () ) /@ @\ /v v
o= (XYW 42 3 Z0(XO,XW) (YO, Y W)
aZs,t r<p
’Q
- =< (u) v(uy) (uy) 7 (uy)
ax<u1)ax(uz) 2651526tltz <Y U Y ><Z 0,z >
S1Hh Sysby
7’ Q = 25,8, (X0 X)) (Z0) 70w
aY(ul) aY(uz) - 51ty ’ )
S, Systy
°Q = 26,6, (X, X0 (Y ye)
aZ(ul) Z(uz) - s1 hty ? ) :
S5t Sy5hp

Fixons Y et Z. Alors Q est quadratique en X. Soit H sa matrice hessienne en 0, de taille mkp et soit —D
son vecteur gradient, évalué en 0. Alors, on a Q(X) = Q(0) — DX + 15 TXHX. Minimiser Q revient
alors a résoudre le systtme HX = D si H est inversible; sinon, on cherchera a minimiser |HX — D]
par exemple. Cest la base de notre algorithme de minimisation.

Nous avons maintenant amené tous les outils nécessaires pour chercher de nouvelles formules
(semi-)automatiquement : nous expliquons par la suite quels problémes nous avons rencontrés et quelle
implantation nous en avons faite.

Recherche automatique de nouvelles formules.

Nous décrivons maintenant toutes les méthodes implémentées pour essayer de trouver une formule.
Le premier probleme est I'apparition de formules a coeflicients réels dont le polyndme Q est petit mais
non nul. Or, nous sommes intéressés par des coeflicients qui sont essentiellement égaux a 0 et 1, voire
de petits coefficients entiers ou rationnels. Comment obtenir des formules de « meilleure qualité » ?

Arrondir.

On peut arrondir aux rationnels et/ou aux entiers les plus proches. On peut narrondir que les va-
leurs tres proches dentiers et/ou de certains rationnels a petit dénominateur, pénaliser les termes qui
séloignent trop de 0. En effet, un ennui important est lexistence de solutions approchées dont des
termes grossissent vers l'infini, un peu comme un « zéro a l'infini ». Il nous faut donc aussi essayer de
contraindre notre recherche pres de zéro. Une solution est la suivante:

Maitriser les coefficients.

2 2 2
On ajoute un poids quadratique de la forme ex (Z (Xg”ﬁ) + <Y£”t)) + (ZE”B) ) pour éviter

que les termes ne partent a l'infini. Ce poids garde la simplicité de Iécriture lors de la différenciation.
On introduit un € «a la main » et par essais successifs car on cherche a ce que le poids n'aie pas un
effet négligeable ou prépondérant. I est aussi important de vérifier qu'un coefficient ne prend pas de
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grandes valeurs (« grand » signifiant de lordre de la dizaine ou la centaine pour les petites valeurs de
(m, k, n)) car cela conduit rapidement a des dépassements de capacité.

Réduire le nombre d'inconnues et normaliser.

Grace a la transformation (2.6), on peut utiliser des matrices de passage pour convertir une for-
mule vers une forme plus agréable. Par exemple, on peut essayer de transformer un certain nombre de
matrices en matrices triangulaires, ou diagonales, sous forme normale. Par exemple on peut vouloir
mettre X sous une forme normale puis utiliser une autre transformation, par exemple QR sur 'Z.
Ensuite, on peut utiliser la transformation (2.5) pour se rapprocher de rationnels sur la ligne 1.

On peut aussi demander a chercher une formule en fixant certains coefficients, par exemple avec

* 0 * 0
X = 0 et zV = . Nous avons donc permis a ce que lon puisse bloquer certains
* %%

termes en les for¢ant a certaines valeurs, de fagon a réduire la taille de lespace dans lequel on minimise
ou a aider et diriger la recherche.

Implantation.

Nous avons utilisé les BLAS, LAPACK, GSL* pour implémenter ces opérations (Schur, QR, décom-
position en valeurs singulieres, multiplication matricielle...). Nous avons commencé par faire un petit
programme avec une interface toute simple dans un terminal, tout d’'abord tres basique (cf. figure 2.1),
puis en utilisant des séquences déchappement VT100, puis en ncurses *>. Cependant, devant les dif-
ficultés rencontrées, nous avons fini par considérer la trés portable bibliotheque Qt-4 3, qui avec son
systeme de « signal-slot » permet décrire rapidement et aisément, en C++, des interfaces graphiques
puissantes et interfactives. En outre, cette bibliotheque est intéressante par le grand nombre de controles
(widgets) proposé, leur simplicité d'utilisation, ses modules « tout préts « comme les piles faire/défaire
(undo/redo), ou la gestion de fichiers, notamment en XML pour les imports et sorties de formules. Fina-
lement, de maniére a ne pas dépendre d’une interface graphique dans Iévolution de ce logiciel, le code
de calculs est totalement indépendant et séparé de I'interface graphique (patron de conception MVC,
modeéle-vue-controlleur).

Nous présentons dans la figure 2.2 une capture décran du logiciel winosearcher.

Résultats.

Nous retrouvons assez rapidement une formule du type Strassen-Winograd. Par contre nous n'avons
pas encore trouvé de nouvelles formules exactes pour des tailles plus grandes. Nous présentons quelques
résultats dans la tableau 2.2.

TAB. 2.2 — Résultats (prémisses)

Type Q Type Q

(2,2,2) 7 0 (2,2,2) 6 1l+¢
(2,2,3) 10 0,0000038 (2,2,3) 9 1,00054
(2,3,2) 10 0,0000379 (2,3,2) 9 1,00002
(2,4,2) 14 0 (2,4,2) 13 1,000 34
(3,3,3) 23 0,001351 (3,3,3) 22 1,00129

Ces résultats approchés sont accessibles en quelques minutes. Par contre, converger vers des solu-
tions entiéres ou rationnelles est un sujet plus délicat. Au cours de nos expérimentations, nous consta-
tons que les minima de Q obtenus sont presque toujours a peine supérieurs a des entiers et que lorsqu’ils

1 — GNU Scientific Library, disponible a I'url http: //www.gnu.org/software/gsl/.
2 — Bibliotheque d’affichage pour console, http://www.gnu.org/software/ncurses/.
3 — http://qt.nokia.com/, http://qt-project.org/.
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¥ ofnew_forumula -a2 -b2 - -m7
#=e¢ on cherche une forumule du type
2, 2, 2» avec 7 multiplications,
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F1G.. 2.1 — Un exemple de prompt.
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F1G.. 2.2 — Une capture décran de l'interface Qt.
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sont pres de zéro, il existe une formule connue. Il est tres difficile pour loptimiseur de descendre au
dessous d’'une barriere entiere sans que nous ne sachions expliquer ce phénomene.

Les formules obtenues pour de petits Q ne sont pas sans valeur. En effet, elles nous permettent
dobtenir des formules approchées, trés utiles en théorie (p.ex. [Bin8o]) et qui ne semblent pas dénuées
d'intérét en pratique sur des corps finis comme nous allons le voir dans la sous-section suivante.

Utilisation de formules approchées sur les corps finis ?

Nous appellerons ici pour simplifier formule approchée une égalité de la forme C = A, X B, + D (¢)
avec D (g) v 0. Soit la formule approchée suivante (tableau 2.3) due* a [Bin80o] qui fournit une
e—

multiplication approchée de type (3, 2, 2) en 10 multiplications (et donc w = 2.78).

XD =

X? =

XO®) =

X® =

X® =

X©) —

X7 =

X® =

XO =

x(10 _

nmn O O m = O O O O O = O O +H O O O OO O O o O OO O O -

—_ 0 O O O O B O O O O O = O O O o mnm O~ ;m O O o o - O O - O

Yy — (&
0
yo—(°
-1
& = (©
0
Y@ — (¢
1
v® = (©
0
y©o = (1
0
v = (71
0
y® - (1
0
yo - (©
0
yao _ (1
€

0 70
1
0) o _
-1
0 7() _
1
0 @ _
0
€ 70) —
1
0 76 _
€
-1\ Lo
0
0 7®
0

1 7O
—&

0 7(10) _
0

TaB. 2.3 — Formule approchée (3, 2, 2) de Bini.

S O O O~ O O O O
o

Lutilisation d’une telle formule se préte particulierement aux double pour p.ex. représenter des
entiers modulaires. Pour que le résultat d’'une telle multiplication soit correcte, il suffit de choisir un
e tel que D (e) < 1. Dans le cas de lalgorithme tiré du tableau 2.3, en utilisant une multiplication

4 — En fait, certains termes de W dans la référence sont incorects, nous les avons corrigés ici.
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«exacte » (dgemm) sur des doubles pour chacune des 10 multiplications, nous avons, pour ¢ < 15,
linégalité D (¢) < 7¢||AB||,. Par exemple, avec la représentation standard des éléments des anneaux
Z/pZ, nous obtenons D (¢) < 7n ( p— 1)2 . Nous choisissons & = 272° de maniére a ce que ¢ = 0. Le
plus grand modulo que nous pouvons alors utiliser est donné par 74 (p — 1)2 < 2%, En particulier,
pour p = 101, nous pourrions utiliser des dimensions jusque 13 0oo — a compter d’avoir assez de
mémoire...

Nous proposons dans le tableau 2.4 suivant un comparatif pour lopération C « AB entre l'algo-
rithme approché de Bini avec un seul niveau de récursion sur des double et FFLAS : : fgemm sur un corps
Modular<double>.

TaB. 2.4 — Algorithme approché de Bini vs. Winograd (fgemm) sur Z/101Z avec seuil de 1 ooo.

temps (s)
dimensions fgemm-bini fgemm-wino
(1080,1080,1080) 0,33 0,32
(1800, 1800,1800) 1,37 1,35
(2700,2700,2700) 4,38 4,56
(2700, 1800,1800) 3,18 3,24
(4500, 1800,1800) 1,95 1,98
(4050, 2700,2700) 6,35 6,75

Nous constatons que notre premiere implantation de l'algorithme (3, 2,2) de Bini est compétitive
avec fgemm, en particulier pour les multiplications rectangulaires. En écrivant de méme des algorithmes
dérivés pour les cas symétrique (2, 3,2) ou (2,2, 3), nous pourrions, pour les petits anneaux Z/pZ,
bénéficier d'une accélération — d’autant plus que l'algorithme implémenté pourrait étre encore travaillé
au niveau de lordonnancement des additions et des opérations avec e.

Prolongements.

Le programme winosearcher peut encore étre amélioré de diverses manieres. D'une part, pour
éviter les problémes liés aux arrondis et aux dépassements de capacité, il nous faudrait utiliser des
flottants de plus grande précision — par exemple des flottants multi-précision. Il serait aussi intéressant
de paralléliser le code de calcul. Comme nous sommes partis d’'une interface ou l'utilisateur guide les
recherches, il nest pas pour le moment destiné a distribuer des recherches sur un cluster par exemple.
Si nous pouvons relaxer I'influence de 'utilisateur sur les recherches, nous pourrions imaginer, avec un
cluster de N ordinateurs, lancer simultanément N recherches avec chacune un parameétre fixé.

Une autre idée que nous avons essayé de suivre consiste a énumérer toutes les formules valables dans
Z./2Z et de les remonter sur Z ([Bod1o]). Cependant, nous navons pas réussi a réduire suffisamment
le nombre d’inconnues et diminuer la combinatoire pour les tailles intéressantes comme (3, 3, 3).
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U cOURS des derniéres années, un énorme travail a été effectué pour rendre les routines d’al-

gebre linéaire dense sur des corps premiers de la taille d'un mot machine extrémement effi-

cace ([DGPoz2]). Une des idées clefs fut de mettre a profit les routines numériques existantes
(BLAS, LAPACK). Ces routines sont bien définies, avec une grande communauté d’utilisateurs et des dis-
tributions libres (ATLAS, Goto2) ou propriétaires (ACML, MKL) extrémement performantes. Un déve-
loppement logiciel peut donc étre béti sainement sur ces bases. Dans [DGPo8], une étude approfondie
est menée sur ces techniques et les performances obtenues.

Pourquoi l'opération SpMV ?

Cependant, dans LinBox en particulier, il existe encore de nombreux domaines ot les opérations
matricielles de base ne sont pas optimisées: BLAS sur les corps non premiers, sur les entiers et les ra-
tionnels, opérations sur les matrices structurées et/ou creuses.

Dans ce chapitre, nous allons optimiser le produit d'une matrice creuse par un vecteur dense. Clest
lopération de base dans les algorithmes dits en « boite noire » (black box, [KL94]) lorsque la boite noire
est une matrice creuse, ou une composée de matrices creuses par exemple. Il est donc crucial de rendre
cette opération performante. Par exemple, cette opération est au cceur des algorithmes de type Lanzcos
ou Wiedemann. Elle est aussi indispensable pour calculer le produit A - B - v sans avoir a calculer le
produit A - B qui est de trop grande taille (et souvent dense).

Nous appelons par la suite SpMV (sparse matrix-vector product) cette opération. Nous implémen-
tons une opération SpMV sur des anneaux finis Z/qZ avec q de la taille d'un mot machine. Plus pré-
cisément, nous nous baserons sur lopération y <~ A - x+y pour en déduire lopération plus générale
y < aA - x+py, avec a # 0. En particulier, [opération apply de l'interface boite noire de LinBox est
réalisée par y « 0;y < A - x+y. Nous produirons d’autre part une routine y < 'A - x+7y. Enfin,
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nous spécifierons ces opérations dans le cas ol x et y sont des blocs de vecteurs (cest-a-dire des ma-
trices avec peu de colonnes par rapport aux lignes). Cette opération particuliére rejoint une opération
plus générale sur les matrices denses notée alors SpMM, le second "M’ étant pour matrice et est capitale
pour les algorithmes par blocs. Les routines y <= A® - x+y ne sont fournies dans le cas ol A est carrée
quiafin de comparer les performances entre une seule itération et des utilisations répétées typiques des
processus itératifs.

Généralités sur SpMV.

Disons qu'une matrice creuse de taille # comprend O(n) entrées non nulles. En général, on peut
considérer quil y en a cn, avec ¢ une constante tres petite devant 1, appelée sa densité ou sparsité (spar-
sity). La quantité ¢ est souvent aussi considérée comme une approximation du nombre dentrées non
nulles sur une ligne. Cest un cas qui se retrouve souvent en pratique méme si on doit pouvoir aussi trai-
ter des distributions plus générales. La complexité du produit matrice vecteur est de O(n) opérations
élémentaires. Elle est minimale dans le sens ou elle est égale a la taille de la matrice creuse.

Clest une opération rapide, seulement en #, mais en pratique, nombre d’acces se font de maniére
aléatoire et il est donc difficile doptimiser l'utilisation du cache et les défauts de page [HHM 10, TSo06].
Ceest en fait, la difficulté principale pour une implantation efficace. D’autre part, il existe une diversité
de formats de stockage que l'algebre linéaire dense ne connait pas (en général, une matrice dense est
stockée sous un format BLAS selon ses colonnes ou ses lignes d'abord), ce qui introduit une difficulté
logicielle supplémentaire.

Formats de stockage.

Il existe donc une multitude de formats de stockage. Certains refletent des structures de données
variées, d'autres sont apparus pour optimiser certaines opérations, notamment SpMV. Nous allons en
lister les plus courants dans le chapitre 3.

Outils logiciels.

Les numériciens nous proposent quelques outils. Nous allons en citer quelques uns des plus connus.
Nous reprenons ici quelques projets:
— sparseBLAS (http://math.nist.gov/spblas/) assez simple et complet;
— sparselib++ (cf: [ALN*94], http://math.nist.gov/sparselib++/) plus complet, écrit et déve-
loppé pour le C++;
— cxsparse (http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/CXSparse/) est tres complet et a ce
jour encore développé et présent dans de nombreuses distribution Linux;
— OSKI (¢f. [VDYo5, VMos]) une librairie qui sauto-optimise mais nest plus développé;
— PSBLAS (http://www.ce.uniroma2.it/psblas/), une implantation style BLAS et paralléle (uti-
lise MPI).
— Les spécifications BLAS incluent les Sparse BLAS > mais ces routines sont rarement complétement
implémentées dans les implantations libres des BLAS.
— Metis ® permet de partitionner une matrice pour loptimiser par blocs.
Nous voyons que tous les projets ne sont pas tous régulierement maintenus. Il n’y a en général pas de
compatibilité directe entre eux (au niveau des formats) ni de leur interface (a part les rares respectant
les spécifications BLAS). En outre, aucun nest développé pour du parallélisme a mémoire partagée.

5 —www.netlib.org/blas/blast-forum/chapter3.pdf
6 — http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/views/metis
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L'évolution du matériel.

Environnements multi-coeurs.

Comme nous l'avons déja mentionné, il est impératif de considérer a la fois les versions séquentielles
et a mémoire partagée des algorithmes que nous développons, pour tirer meilleur parti des architec-
tures multi-coeurs aujourd’hui classiques, mais aussi pour laisser les algorithmes (au dessus) choisir
la version séquentielle ou parallele de SpMV. Nous n'avons pas connaissance de version multi-fils de
SpMV disponibles. Nous avons choisi OpenMP (Open Multi-Processing) comme outil de parallélisation.
Les raisons de ce choix sont multiples: une interface de programmation simple est trés documentée,
un support par de nombreux compilateurs (icc, gcc...) et une hybridisation facile avec MPI ou d’autres
technologies.

Environnements graphiques.

Avec lapparition puis la généralisation des cartes graphiques puissantes, le standard graphique
OpenGL (Open Graphics Library) permettait de faire du calcul intensif (notamment via GLSL, OpenGL
Shading Language) qui facilite l'utilisation des shaders. Cependant, programmer des shaders pour le
calcul scientifique est encore loin d’un véritable langage de programmation général pour les cartes gra-
phiques.

Les constructeurs de carte graphique, notamment AMD et NVidia, ont créé des langages de pro-
grammation pour le calcul de leur cartes graphiques, souvent seulement disponibles pour les derniéres
sorties et les plus puissantes et délaissant rapidement leur support pour leurs cartes une fois celles-ci
vieillies.

Chez ATI, cest Close to Metal (devenu Stream SDK en 2007, puis APP pour Accelerated Parallel Proces-
sing) tandis que chez NVidia, cest Cuda (Compute Unified Device Architecture), dont la premiére version
publique est aussi sortie en 2007. Ce sont tous les deux des extensions du langage C. Rapidement le
standard OpenCL est apparu, notamment sous I'impulsion d’Apple, et les vendeurs ont fourni des im-
plantations du standard. Pour NVidia, les drivers ont été fournis aux développeurs enregistrés en avril
2009, et en aolt pour AMD. La version 1.0 du support de OpenCL par AMD ou NVidia nest sortie que
fin 2009. Actuellement, la version 1.1 de OpenCL est disponible chez IBM, Intel, AMD, ATI. Le systéme
dexploitation Linux est supporté par chacune de ces implantations.

Motivations.

Nous voulons donc implanter cette opération sur des architectures paralleles (multi-cceurs et pro-
cesseurs graphiques). Dans le cas des matrices denses, il existe des versions multi-threadées des BLAS
(Goto2); il existe aussi une librairie pour Cuda de ATI: cuBLAS. Nous connaissons les accélérations liées
al'utilisation des BLAS paralleles. Celles liées aux BLAS sur GPU semblaient prometteuses (mi 2009 les
performances de créte étaient quasiment atteintes, des tests rapides montrent que cette technologie est
potentiellement extrémement intéressante pour les opérations FFLAS).

Ces précédents nous motivent donc dans la volonté de parallélisation de lopération (plus difficile
que l'algorithme triple boucle) SpMV.

Pourquoi Cuda?

La bibliotheque développée pour faire lopération SpMV sur les corps fini se nomme ffspmvgpu”.
11 fallait choisir un langage de programmation. Les cartes graphiques disponibles étaient congues par
NVidia et au début de Iécriture du code, le langage OpenCL nétait pas encore disponible; Cuda en était
déja a sa version 2.0. Méme s’il manquait de nombreuses fonctionnalités a Cuda (qui a I'heure de la
rédaction en est a la version 4.1, beaucoup plus aboutie), ce langage semblait mirir et avait une com-
munauté d’utilisateurs grandissante. Un inconvénient majeur, dont nous étions conscient des le départ
est lenfermement dans une solution propriétaire. Lors du portage du code dans LinBox, une réécriture
avec le choix d’OpenCL a la place de Cuda sera vraiment considérée. Cela permettra une indépendance
(toute relative pour le moment) envers les constructeurs et une généricité plus propre a LinBox.

7 — disponible sur https://forge.imag.fr/projects/ffspmvgpu/.
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Travaux précédents sur SpMV sur GPU.

Quelques noyaux (kernel) ont été proposés pour lopération SpMV sur GPU: [VGMFog, BFF* 09,
BGog]. Ce dernier a participé a la création — postérieure a flspmvgpu — de la bibliothéque cuSPARSE
publiée par NVidia.

Plan du chapitre.

Tout d'abord, nous énoncerons les formats de stockage les plus connus (chapitre 3). Ensuite, nous dé-
crirons les algorithmes utilisés et les comparerons. Lidée consiste a chercher a tirer profit des méthodes
numériques, bien que le probleme soit différent des FFLAS. En effet, contrairement au cas dense, il est
difficile dextraire une sous-matrice d'une matrice creuse. Pour améliorer les performances de SpMV,
nous avons suivi les axes suivants.

— Nous introduirons de nouveaux formats et ferons des adaptations de formats existants pour en

tirer des optimisations dans le cas des corps finis.

— Nous essaierons aussi de tirer automatiquement parti des architectures (par exemple multi-
ceeurs+GPU) pour gagner encore en rapidité.

— Nous proposons des formats hybrides, spécifiés par l'utilisateur ou découverts heuristiquement,
une matrice creuse étant alors découpée en différentes parties selon différents formats pour tirer
parti des architectures des machines.

Dans le chapitre 4, nous utiliserons cette bibliothéque pour améliorer l'algorithme par blocs de Wie-

demann dans LinBox. Une application directe concerne alors le calcul du rang.

8 — Voir http://developer.nvidia.com/cusparse.
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OUS COMMENCONS par présenter des formats usuels dans les logiciels ou la littérature (sec-
‘ \ ‘ tion 3.1) puis nous indiquons une premiére implantation de SpMV et les problemes soulevés

(section 3.2) avec comme premiére réponse de nouveaux formats (section 3.3). Finalement,
dans la section 3.4, nous généralisons SpMV a des blocs de vecteurs.

3.1 Formats traditionnels.

Soit la matrice suivante qui va nous servir dexemple dans tous les paragraphes suivants. Nous mon-
trons comment elle est représentée dans divers formats de stockage.

0 1 2 0 0 0

1 0 O 8§ 0 4
A=

0 000 0 O0ODO

0 050001



3. Présentation de ffspmvgpu.

Format C00.

Le format de stockage par coordonnées est le format le plus intuitif et le plus commun. II
stocke un triplé de vecteurs® de taille nbnz, nommés data, idcol et idlig, tels que datalk] =

Alidlig[k], idcol[k]]. Souvent, data est stocké ligne d'abord (comme des vecteurs C), rendant idlig
croissant. On écrit A sous la forme:

idlig|]0 0 01 1133
idcol|1 23 04626
data |1 2318451

F1G.. 3.1 — Format COO

Format CSR.

Le format CSR (Compressed Storage Row) stocke les lignes de maniére plus efficace. Le vecteur idlig
est remplacé par un vecteur de taille (1ig + 1), nommé debut, tel que, pour la ligne i, si debut[i] < k <
debut[i + 1], alors data[k] = A[i, idcol[k]]. En d'autres termes, debut indique a quel indice dans les
deux autres champs une ligne commence et a quel indice elle sest terminée.

debut|0 3 6 6 8
idcol|1 23 04626
data |1 2318451

F1G.. 3.2 — Format CSR

Format CSC.

Clest le méme format que CSR mais ce sont les colonnes (idcol) qui sont compressées dans 'A
(lorsque lon stocke les éléments non nuls de A colonne d’abord).

idlig;1 0030113
debut|0 1 24566 8
data |1 1253841

Fi1G.. 3.3 — Format CSC

Nous notons que dans ce cas il n'y a pas de compression car le nombre dentrée par colonne est
proche de un.

Format ELL.

Le format ELL (ELLpack) essaie de rendre le stockage des donnés plus dense. Les vecteurs data et
idcol sont tels que datali, j,] = A[i, idcol[i, j,11, ou j, varie entre 0 et le nombre maximum dentrées

non nulles sur une ligne de A. Ces deux tableaux peuvent étre stockés colonne (style Fortran) ou ligne
(C) dabord.

1 — par analogie avec le langage C, nous notons v[0] le premier élément de v
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3.1. Formats traditionnels.

idcol

data

U © = = N O O =
— O 00 NN O N

S O B~ LW O O W

F1G.. 3.4 — Format ELL

Ce format permet de stocker assez proprement des matrices dont la distribution des poids de lignes
est constante (ou presque). Si certaines lignes sont de trés grand poids, on devra allouer un espace
mémoire beaucoup trop grand.

Format ELL_R.

Le format ELL_R est une variant de ELL, introduit notamment dans [VGMFog]. On ajoute un vecteur
nblig de taille 1ig qui indique combien déléments non nuls il y a par ligne (supprimant ainsi le role
des 0 terminant chaque ligne de ELL).

nblig|3 2 0 2
1 2 3
0 4 6
idcol
* % %
2 6 *
1 2 3
1 8 4
data
% % %
5 1 =«

F1G.. 3.5 — Format ELL_R

Format DNS.
Ceest la représentation dense des matrices creuses, a ne pas oublier...

Formats DIA ou CDS.
Soit par exemple

O = O W
N O g =
ON O
O U1 o O
—_ - O O
o O O N

Ce format est dédié aux matrices dont les valeurs non nulles sont alignées sur des diagonales. La matrice
sous format DIA est représentée par un vecteur debut de taille nbdiag et une matrice data de taille
nbdiag X col. Dans debut, I'indice 0 correspond a la diagonale, 1 a la premiére sur-diagonale, —1 a la
premiére sous-diagonale. Dans data se trouvent les diagonales. Plus précisément, la diagonale j telle
que debut[i] = j est la ligne i de data.

55



3. Présentation de ffspmvgpu.

debut|—-2 012 5
1 2 % =%
4 5 7 9
data [|1 0 5 1
2 1 8 0
7 % ok ok

F1G.. 3.6 — Format DIA

Format JDS.

Dans ce format, on considére la matrice sous forme ELL rangée colonne d’abord et on permute les
lignes par longueur croissante. Une permutation perm enregistre ce ré-arrangement de sorte que la
ligne j dans la forme JDS correspond a la ligne perm[j] dans A. Un vecteur debut enregistre les indices
de début de colonne.

idcol|{1 2304626
debut|0 3 6 8
data |1 2318451
perm [0 3 5

F1G.. 3.7 — Format JDS

Format BCSR.

Ce format est similaire & CSR, par blocs. Soit X c la taille de chaque bloc. Le vecteur debut contient
lig/r + 1 éléments désignant le début des blocs dans idcol et dans data. Si, pour la ligne i, debut[i] <
k < debut[i + 1], alors data[k] est le premier élément du bloc dont élément (0, 0) est A[i, idcol[k]].
Si jamais r ne divise pas 1ig, alors on peut rajouter un triplé pour les blocs de taille 7’ X cou r’ = lig
mod r.

Format VBR.

On peut aussi imaginer des blocs de taille variable. Cest le format VBR (variable block row). Il a été in-
troduit dans la bibliothéque SPARSKIT. Il consiste a partitionner la matrice A en sous matrices dont cer-
taines sont nulles. On commence avec deux tableaux bcol et browstart qui décrivent, comme dans CSR,
les positions des blocs non nuls. Sur la i€ ligne de blocs, pour k entre browstart[i] et browstart[i+ 1],
on trouve un bloc sur la bcol[k]¢ colonne de bloc. Cest un codage CSR pour les blocs non nuls. Ensuite,
un tableau blockid donne les pointeurs vers le début de chaque bloc dans A. Un tableau rowstart
pointe du début de chaque bloc de lignes dans la matrice A, tandis que colstart code les indices des
premieres colonnes. Découpons la matrice A comme suit et indiquons son stockage (figure 3.8).

browstart|0 1 4 4 6
ol1 2 310lo0lo0 bcol 102 41 4
Ao 110 0o 018014 rowstart (01 2 3 4
“lolo o olololo colstart |01 4 5 6 7
00 5 0]0]|0]1 blockid |0 3 4 5 6 7 8
data 12 3;1; 8; 4, 5; 1;

F1G.. 3.8 — Format BCSR

Remarque. 11 est difficile de trouver un découpage optimal dans le sens ou les blocs sont les plus
denses et les plus gros possibles ou dans le sens oit SpMV sera optimale ([VMos])
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3.2

3.2.1

3.2. Implantation de base.

Autres formats.

Il existe de nombreux autres autres formats ; nous en citons quelques uns:

— RSB, Recursive Sparse Block, ¢f. [MFPT10];

— SKS, Skyline Storage pour les matrices du méme nom;

— HiSM, Hierarchical Sparse Matrix (cf. [SVCo3]);

— BBSM, Block Based Compressed Storage (cf. [VCSoo]) ;

— découpage en sous-matrices super-creuses;

Devant cette multitude de formats diversement utilisés, implantés et courants, nous avons choisis
les plus simples et les plus courants (CO0, CSR, ELL, DIA), les autres pouvant génériquement étre rajoutés.

Implantation de base.

Nous allons montrer comment, initialement, une opération SpMV sur un anneau Z/gZ peut étre
implantée.

Représentation des corps finis.

Comme dans la librairie FFLAS, nous avons le choix d'une représentation centrée ou a droite ainsi
que du type de données (int32_t, float, double...). Nous devons aussi minimiser le nombre de ré-
ductions modulaires trés cotteuses. Par exemple, nous préférerons, chaque fois que cest possible la

for (i=0 ; i<n ; ++i){ for (i=0 ; i<n ; ++i){
y += alil = b[i] ; y += alil = b[i] ;
y = fmod(y, m); }

} y = fmod(y, m);

FI1G.. 3.9 — Retarder fmod

boucle de droite a celle de gauche dans la figure 3.9. Cependant, les matrices creuses ont en général peu
déléments non nuls par ligne et donc le nombre d’appels a fmod sera souvent égal a la taille de y dans
une représentation standard. Ce ne sera cependant pas le cas pour les formats qui ne permettent pas
de parcourir les lignes en une seule traite. Soit en effet M, le nombre maximal d'accumulations avant
réductions (pour un type de donnée fixé). On effectue alors [I\CA—Z] réductions par ligne; on remarque

que cet entier est égal a 1 des que M, est assez grand et cn petit — cest par exemple sur des double et
p = 65537, pour nimporte quelle valeur de cn raisonnable.

Lart d'une opération SpMV rapide réside donc en partie dans un bon ajustement de ces parametres
en plus d’une représentation efficace. Dans la figure 3.10, nous illustrons notre propos en comparant
les performances du format ELL_R pour différentes tailles d'anneau selon que le type de données est des
flottant float ou double. Nous utilisons seulement un coeur de Palo-Alto@ujfet son GPU. Les temps
donnés sont la moyenne de 50 opérations SpMV, ol x et y sont générés aléatoirement sur le CPU et les
temps de transfert entre CPU/GPU (host/device) sont tenus en compte. Les mesures sont en millions
dopérations par seconde et une opération SpMV requiert 2 X nbnz opérations.

Les matrices * utilisées sont présentées dans le tableau 3.1. Les vignettes sont créées avec lexécu-
table smf2png disponible sur http://1jk.imag.fr/membres/Brice.Boyer/progs/smf2png.tar.gz
et avec la suite libre imagemagick pour exagérer les densités en redressant lhistogramme
(convert $i -equalize $i). La densité de rouge représente la densité des +1 tandis que le bleu
représente la densité des autres entrées non nulles.

2 — matrices disponibles sur http://www-1jk.imag.fr/membres/Jean-Guillaume.Dumas/simc.html
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1600
1400
1200
1000
800
600
400
200

Mflops

| QW e

GL7d15

bibd_81_3

Matrices

B m=31 (double) B m=31 (float) B m=2010 (double) B m=2010 (float)
4 m=31 (double centred) [ m=31 (float centred) E4 m=2010 (dble centred) [ m=2010 (float centred)

4500
4000 —
3500
3000
g 2500 7
S 2000
= 4500
1000
500
0
bibd_81_3 EX5 GL7d15
Matrices
B m=31 (double) B m=31 (float) B m=2010 (double) H m=2010 (float)

m=31 (double centred) [ m=31 (float centred) ¥4 m=2010 (dble centred) [ m=2010 (float centred)

F1G.. 3.10 — Comparaison des performances entre float et double pour différentes tailles de Z/mZ, sur un
CPU (en haut) et un GPU (en bas). Format ELL_R.
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3.2.2

3.2.3

3.3

3.3. Nouveaux formats.

Nous constatons une chute de performance significative pour les opérations sur les flottants double
sur ce GPU. Dans le cas tangent (gros nombre premier, petit type de données), le GPU ne tire pas autant
a profit du format de données plus grand (double) autant que le CPU. Nous soupgonnons en outre que
la parallélisation massive sur le GPU cache le cotit de lopération fmod.

Note: Sauf mention contraire, dans le reste de ce chapitre, les tableaux seront créés avec des float,
q = 31 et la représentation classique.

Adapter les bibliotheéques numériques.

Une approche type FFLAS consiste & utiliser des routines numériques classiques. Par exemple, nous
proposons le pseudo-code 3.1 suivant pour illustrer comment génériquement une opération SpMV peut
étre effectuée sur un anneau Z/mZ en utilisant des routines numériques.

spmv(y, A, x){
foreach submatrix Ai in A do {
spmv_num(y, Ai, x); //guaranti sans overflow
reduce(y, m);

Code 3.1 — Utilisation de routines numériques.

La difficulté provient de créer ou dextraire facilement une sous-matrice d'une matrice creuse, pro-
bléeme qui nexiste pas dans le cas dense. Supposons que lon puisse effectuer b accumulations sur y][i]
avant réduction. Supposons aussi que la ligne i de A contienne r; éléments non nuls. Alors on doit

4

découper cette ligne entre matrices. On peut améliorer cette technique avec une majoration plus

fine, car les coeflicients de la matrice sont connus au moment du découpage en sous-matrices; la borne
peut donc dépendre de ces coeflicients. Découpons la ligne i en une union disjointe de x; ensembles
S; k- Soit p le plus grand élément représentable en valeur absolue (en général g ou [g/2]). Pour tout i, k,
on demande que )’ acs;, lal i < M et créons max(k;) sous-matrices. Finalement, nous pouvons utili-
ser les bibliotheques nﬁmériques sur ces sous-matrices. Sur le CPU, des routines numériques ont été
implémentées pour chaque format tandis que sur le GPU, nous avons adapté les routines de [BGog].

Utilisation d’OpenMP.

La simplicité de l'interface d'OpenMP (simples annotations pré-processeur #pragma omp) nous a
permis de paralléliser rapidement notre code sur CPU. Cette technique a donné de bonnes perfor-
mances comme montré dans la figure 3.11. Comme on peut le constater, OpenMP nous permet un
gain de performances d’un facteur presque N (ou N est le nombre de coeurs disponibles).

Nouveaux formats.

A part CO0, tous les formats implémentés présentent un parallélisme au niveau des lignes. Le cas
COO0 nest pas évident a paralléliser et est généralement beaucoup plus lent. Les performances en mode
parallele des autres formats dépendent de la longueur des lignes et de la régularité des données. Par
exemple, des lignes de tailles disparates sur un GPU laissent de nombreux fils inactifs (idle), ce qu’il
faut éviter...

Plusieurs solutions existent: I'approche vectorielle de Bell et al. consiste a découper les lignes en
morceaux plus courts et les réduire (gather/scatter) ou le réarrangement des lignes par poids décrois-
sants avec des permutations de lignes (dans ce cas, une distribution en puissance par exemple ne mar-
chera pas).

Lorsque les lignes sont de tailles sensiblement égales, le format ELL répond tres bien au probleme
du parallélisme. Le cas des lignes de poids proche de c se retrouve tres fréquemment en pratique. On
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3. Présentation de ffspmvgpu.

TAB. 3.1 — Profil des matrices creuses

name lig col nbnz rang profil

mati916 1916 1916 195985 1916

bibd_81_3 3240 85320 255960 3240

EX5 6545 6545 295680 4740

GLyd15 460261 171375 6080381 13204

mpolyoutz 2410560 2086560 15707520 1352011
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3.3.1

10

3.3. Nouveaux formats.

5000
4500
4000
3500
3000
» B Xeon N=1
g 2500 B Xeon N=2
S 2000 [ Xeon N=4
B Core2 N=1
1500 B Core2 N=2
1000
500 ‘L
0
bibd_81_3 EX5 GL7d15 mat1916 mpolyout2
matrices

F1G.. 3.11 — Format CSR parallélisé par OpenMP avec N ceeurs, sur Palo-Alto@ujf et sur Joran@imag

peut aussi couramment modéliser des matrices creuses par une distribution de poids de type ¢ + r;
avec ¢ constant et r; trés variable. Alors, comme introduit dans par exemple [BGog], on peut partager
la matrice A en une somme de matrices, avec une partie dense (correspondant a ¢) sous format ELL, et
lautre (r;) sous format C00. Ils nomment HYB le format ainsi créé.

Enfin, un autre parallélisme correspond au découpage de la matrice A en sous-matrices par blocs
de lignes et de les traiter en parallele.

D’autre part, nous devons garder a lesprit que cette bibliothéque est pensée pour une utilisation de
type boite noire et donc il y a un équilibre a trouver entre le temps passé sur loptimisation de la matrice
et celui passé dans SpMV — cf. la librairie introspective Oski. En particulier, dautres pré-traitements
incluent un ré-ordonnancement des lignes/colonnes pour créer des parties plus denses, extraire des
parties trés structurées, choisir le format le plus rapide, découper la matrice en sous-matrices plus ef-
ficaces ([VMos, TS06])... Par exemple, dans Oski, si le nombre de SpMV attendu est tres grand, une
meilleure optimisation de la matrice sera effectuée ; en cours de route, un retour sur les statistiques des
précédents appels permet aussi, sil reste du chemin, de ré-optimiser la matrice.

Premier essai: compilation a la volée (JIT).

Une approche tout a fait différente pour améliorer SpMV sur une matrice donnée a été de coder
cette opération dans une bibliothéque dynamique. Nous lisons le fichier de la matrice et créons un
matname.cpp qui applique cette matrice sur un vecteur. Par exemple, lopération y « y+Ax sur la
matrice (3 1) deviendrait (si ¢ = 27) le code 3.2.

// matname.cpp

extern 7"C” {

void spmv(float * y, const float x x) {
y[0] += 2*x[Q] ;

y[o]l += x[1] ;

y[@] = fmod(y[@],27);
y[11 += 3*x[1] ;

y[1] = fmod(y[1],27);

3
} // extern C

Code 3.2 — Compilation d’'une matrice creuse
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3. Présentation de ffspmvgpu.

E user$ g++ -shared -fPIC -o matname.so matname.cpp ]

Code 3.3 — Compilation de matrice en librairie dynamique.

Alors, on compile ce fichier source en une librairie dynamique (code 3.3). Et finalement nous utili-
sons dlopen pour accéder a ses fonctions (code 3.4).Nous avons aussi implémenté cette technique sur
GPU, nous utilisons alors le code 3.5.

void * spmv_jit_lib ;
/7. ..
spmv_jit_lib = dlopen(lib.c\_str(), RTLD\_LAZY);

Code 3.4 — Utilisation de la matrice dans la librairie dynamique.

user$ nvcc --shared -Xcompiler ”-fPIC -W” -00 -lcudart -o matname.so -shared
matname.cu

Code 3.5 — Compilation d’'une matrice sur GPU.

Comme on peut le voir dans cet exemple, on peut implémenter diverses optimisations directement
dans le . cpp. Notamment, on peut replacer les +1 par des additions/soustractions.

Cependant, les grosses matrices prennent beaucoup de temps a compiler, méme avec des options
de compilations -Ox tres basses, ou méme si l'on découpe la matrice en petites matrices (plus simples
a compiler). Cest avec cette derniére méthode seulement que l'on peut compiler bibd_81_3, mais cela
prend 63s sur un Intel Xeon. Une fois compilée, la version CPU ne tourne qua 620 Mflops, ce qui est
raisonnablement rapide mais pas utilisable ni compétitif.

Cette idée navait pas pris en compte la pression sur le cache d’instructions et une bande passante
du CPU possiblement trés limitée. Cependant, cela a produit I'idée suivante pour de nouveaux formats
de données.

Prise en compte des +1.

Lobservation précédente sur loptimisation des opérations lors du JIT et la remarque du fait que
beaucoup de matrices entiéres qui proviennent de diverses applications ont un grand nombre de +1 a
attiré notre attention sur ce cas particulier. En outre, en moyenne 2/(q — 1) éléments sont des +1 pour
une distribution aléatoire des entrées non nulles. Sur un petit corps, cette quantité est non négligeable.

Nous extrayons donc deux matrices correspondant aux —1 et +1 et remplagons les multiplications
par des soustractions et additions, dans nos représentations bien moins cotiteuses en espace. En effet,
le champ data de nombreux formats (sauf ELL, DIA) peuvent étre omis car on sait qu’ils correspondent
uniquement a la valeur —1 ou +1. Finalement, faire des additions/soustractions au lieu des axpy permet
de retarder significativement plus loin des réductions.

La figure 3.12 montre un gain significatif de performances lorsque l'on singularise les +1 (notés dans
la légende “+1’ par opposition aux routines et formats standards, notés ‘'mul’). Précisons un instant les
remarques visuelles que lon peut faire sur la structure de ces matrices d’apres le tableau 3.1. La matrice
GL7d15 compte pres de moitié/moitié de 1 et de —1, les matrices bibd_81_3 et EX5 nont que des 1 et
55% des coeflicients non nuls de mat1916 sont des 1.

Il existe cependant deux problemes majeurs liés a la ségrégation des +1. D’une part, a notre connais-
sance, il nexiste pas de librairie spécialisée dans ce domaine. Nous avons modifié spécialement les rou-
tines numériques implantées sur CPU et GPU pour sadapter a ces nouveaux formats pour les +1.
D’autre part, une structure qui était par ailleurs efficace avant la discrimination peut étre alors cassée...
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3.3. Nouveaux formats.
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F1G.. 3.12 — Amélioration des performances sur Palo-Alto@ujfselon que I'on sépare ou non les +1; format CSR

Cette derniere éventualité nest cependant pas un argument qui doit nous réfréner dans la séparation
des +1 de la matrice initiale.

Retour sur les formats de base.

Comme évoqué précédemment, la matrice A peut étre découpée en sous-matrices qui auraient un
format spécial et qui pourraient étre traitées différemment. Par exemple, on peut les découper par lignes
etles distribuer pour du parallélisme en blocs de lignes et/ou des découper selon les colonnes dans le cas
de la réduction retardée (code 3.1). Cela crée (possiblement) beaucoup de matrices creuses a optimiser
individuellement.

Tout d’abord, le format COO est lent a cause des trop nombreux appels a fmod. Seulement dans les
cas extrémement creux est-il utilisable. Le format CSR est plus dense et peut permettre la réduction re-
tardée, mais il faut sassurer que les lignes sont bien équilibrées avant de paralléliser (surtout sur GPU).
Les formats ELL sont tres efficaces sur les matrices qui ont un poids de lignes a peu prés constant.
Une différence d’architecture CPU/GPU rend ELL plus performant « colonne d’abord » sur le GPU
(meilleur coalescing) et «ligne d’abord » sur le CPU (meilleure utilisation du cache). La figure 3.13 sui-
vante confirme, sur bibd_81_3, cette observation. Les chiffres sont normalisés pour que CSR soit 1 sur
le CPU ou le GPU.

1,2

1

0,8
Q.

7 06
°
)

& 04
w

0,2

0

COO (gpu) ELL_col (gpu) ELL_row (gpu)
COO (cpu) ELL_col (cpu) ELL_row (cpu)
format

F1G.. 3.13 — Comparaison des performances des divers formats de stockage pour bibd_81_3 sur
Palo-Alto@ujfentre CPU et GPU ; la référence est CSR sur chaque architecture
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3.34

3.3.5

3.4

3. Présentation de ffspmvgpu.

Formats hybrides.

Les points forts des différents formats de stockage nous entrainent a les combiner entre eux pour
tirer avantage de chacun dentre eux. Plus précisément, nous divisons notre matrice en deux sous-
matrices, ou plus, pour chacune desquelles nous choisissons un format adapté. Des formats hybrides
tels ELL (_R)+C00 ou ELL (_R)+CRS donnent alors de bonnes performances, comme nous le montrons
dans la sous-section suivante.

Quand le format ELL est extrait d'une matrice dont les lignes sont de poids semblables, beaucoup
de lignes peuvent étre laissées vides. Pour éviter les répétitions correspondant aux lignes vides dans
le champ debut du format CSR, nous créons alors un nouveau format, nommé C0O0_S. Pratiquement,
cest un format basé sur CSR mais avec des pointeurs seulement sur les lignes non vides; cela permet
une bonne compression des informations de lignes, comparé aux formats CO0O ou CSR tout en gardant
une structure CSR sur les lignes non vides. Le format COO_S possede des champs data, idcol comme
CSR et C00. Le nombre idlig[k] correspond a la k¢ ligne non vide qui commence dans data et idcol
a debut[k]. Nous notons que ce format pourrait étre omis si nous ordonnions préalablement les lignes
par poids croissants par exemple. Nous donnons en exemple la figure 3.14, en reprenant la matrice A
de la section 3.1.

idlig|0 1 3
debut|0 3 6 8
idcol|1 23 046 26
data |1 2318451

F1G.. 3.14 — Format CO0_S

Algorithme heuristique pour le choix des formats.

Toutes les remarques précédentes montrent une grande complexité et une diversité dans les ma-
nieres de découper/ordonner les matrices. Nous avons implémenté un algorithme heuristique qui per-
met daider a ce choix. Lutilisateur peut aussi forcer/aider l'algorithme dans ses choix. Lalgorithme
essaie de trouver pour chaque sous matrice (+1, générale) un format efficace. Lefficacité d’'un format
est choisi a la compilation, selon larchitecture.

Lhybridisation est faite comme suit. Si la matrice est petite, nous choisissons CSR. Sinon, si les lignes
sont a peu pres de méme taille, on choisit ELL ou ELL_R, selon la régularité. Le reste de la matrice est
mis sous le format CSR, CO0 ou CO0_S selon le nombre de lignes vides et le nombre déléments non nuls
restants. Les parametres qui décident du moment ou découper les 1 et/ou les —1 sont choisis selon les
architectures, de méme que les meilleures tailles pour les matrices ELL, ELL_R. Ces réglages (tuning)
sont définis manuellement a la compilation de la bibliotheque.

Les résultats donnés dans la figure 3.15 montrent que cette heuristique donne souvent des perfor-
mances au moins égales sinon meilleures que les formats simples sur CPU et GPU.

Version itératives et par blocs de vecteurs.

Nous avons jusqua présent introduit de nouveaux formats en tirant parti des propriétés des ma-
trices. Notre cadre est certes celui d'une opération SpMV performante, mais aussi d'une opération SpMV
utilisable dans nos algorithmes « boite noire ». Nous devons donc étre efficaces sur un grand nombre
d’itérations de SpMV (sur une méme matrice creuse donc, par exemple la création d’un espace de Kry-
lov) mais aussi sur des blocs de vecteurs (algorithmes par blocs). Cest ce que nous nous attachons a
réaliser maintenant.
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3.4.1

3.4.2

3.4. Version itératives et par blocs de vecteurs.
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bibd_81_3 GL7d15 mat1916
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F1G.. 3.15 — Accélération du format auto-généré par rapport a CSR sur CPU et GPU.

Utiliser les multi-vecteurs.

Nous avons décrit lopération SpMV poury < A x ol x et y sont des vecteurs. Nous avons aussi besoin
du cas ou x et y sont des multi-vecteurs, cest-a-dire des matrices denses avec tres peu de colonnes.
Clest nécessaire en particulier dans les algorithmes par blocs. Il existe au moins deux maniéres de les
représenter : ligne ou colonne d’abord. Dans le cas ligne d’abord, nous pouvons utiliser SpMV plusieurs
fois (et aligner les vecteurs). Dans le cas colonne d’abord, nous devons écrire * des versions dédiées et
essayer de faire bon usage du cache/de la réutilisation des données. En effet, dans ce cas, on ne traverse
A qu'une seule fois et x, y sont lus/écrits de maniére contigué. Sur la figure 3.16, nous notons que

2500 2500
2000 2000
1500 B1 1500
‘é’_ W4

< 1000 I8 1000

= W16
o '] '] o
0 0

EX5 mat1916 mat1916
bibd_81_3 GL7d15 mpolyout2 blbd_81_3 GL7d15 mpolyout2
matrices matrices

F1G.. 3.16 — Accélération de SpMV sur Palo-Alto@ujfentre CPU (gauche) et GPU (droite) pour les
multivecteurs colonne d’abord, avec 1, 4, 8 et 16 vecteurs ; format ELL_R

l'utilisation sur le CPU des vecteurs colonne d’abord représentent un gain non négligeable de vitesse.
Au contraire, sur le GPU, I'implémentation ne permet pas des tailles de bloc supérieures a 8. Nous
soupgonnons que le probléme ne vienne d'une mauvaise utilisation de la mémoire locale. De plus, les
tres grosses matrices commencent a atteindre les limites de mémoire embarquées sur le GPU utilisé.

Performance et problémes.

Tout d'abord, nous faisons quelques remarques générales sur loptimisation d'un appel a SpMV sur
GPU. Le kit Cuda ne permettait pas alors des transferts asynchrones transparents entre host et device
qui auraient permis de masquer quelques temps de transferts, notamment lors de lenvoi sur GPU des
diverses sous-matrices et lors de la réception des vecteurs. Par contre, nous avons eu la possibilité de

3 — ou profiter des opérations SpMM (multiplication matrice creuse-matrice dense) que certaines librairies implantent...
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3. Présentation de ffspmvgpu.

mettre en général le vecteur x dans une mémoire texturée de fagon a cacher les acces non réguliers.
Nous avons aussi di faire trés attention a la pression sur la mémoire locale (ne pas trop la remplir, les
tailles physiques nétant pas connues alors) et a la pression sur le nombre de threads (Cuda préfere étre
saturé, mais il savere que les grilles ou blocs de threads ne doivent pas étre de nimporte quelle taille ; cela
dépend de la carte et doit étre défini par titonnements, toutes les caractéristiques nétant pas connues).

Loptimisation sur GPU d’un seul appel a SpMV du point de vue du host est surtout tres lent du
fait du transfert des vecteurs/matrices de/vers la carte (device). Dans la figure 3.17, nous illustrons ce
probléme par le calcul de y « A" x ou de la suite {Aix}ie[[o ] qui sont utilisés dans les techniques
boite noire. Les deux pseudo-codes utilisés sont présentés dans le code 3.6.

void smpv_n(y, A, x, n){
y_d = copy_on_gpu(y);
x_d = copy_on_gpu(x);
A_d = copy_on_gpu(A);

5 for (i=0 ; i<n ;++i) {
y_d = A_d *x x_d ; // spmv sur GPU
x_d = y_d; // copie complete
}
}

void n_spmv(y, A, x, n){
A_d = copy_on_gpu(A);
for (i=0 ; i<n ;++i) {
copy_on_gpu(y_i);
copy_on_gpu(x_i);
A_d x x_d ; // spmv sur le GPU

15

o o o
1

< X <

Code 3.6 — Pseudo-code pour y « A”x et n répétitions de y « Ax sur le GPU avec x généré aléatoirement sur
CPU.

Comme attendu, la figure 3.17 montre clairement qu’il faut limiter les transferts CPU/GPU. Méme
avec un petit nombre d’itérations, un gain est déja décelable. Note: Les graphiques de ce chapitre in-

3,5
3 285
2,5
2
g_ 2 W N=5
) 1,57 B N=10
2 15 [ N=20
a M N=1000
1
0,5
0

EX5 mat1916 GL7d15
matrices

F1G.. 3.17 — Accélération sur GPU (Palo-Alto@ujf) de y < A"x comparée a n fois y < Ax, avec n = 5,10,20;
format CSR.
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3.5

3.5. Prolongements.

cluent tous les temps de transferts de/vers le GPU pour chaque opération SpMV !

Prolongements.

Nous avons donc implanté un produit matrice creuse-vecteur dense rapide sur architectures multi-
cceurs et GPU. Nous avons été limités par les possibilités de Cuda (qui a Iépoque nétait qu'un trés fine
sur-couche du C++). Un autre inconvénient fut 'impossibilité d'utiliser OpenMP sur le host pendant que
Cuda faisait une partie des calculs. Il nétait aussi (logiciellement) pas possible de faire du multi-GPU. La
gestion de la mémoire locale et des nombres de fils n’a pas été aisée et cela a di étre totalement effectué
a la main (et de fagon expérimentale). Si les dernieres versions de Cuda ne présentent plus ces défauts
(notamment une bien meilleure prise en charge des mécanismes de template, des noyaux, une gestion
automatique de la mémoire locale...) il serait de toute évidence une perte de temps de mettre a jour le
code en Cuda-4.1. Entre temps cependant, une librairie cuSPARSE est apparue : en particulier, le produit
SpMV y est disponible numériquement. Il serait donc intéressant de I'utiliser (surtout que notre design a
été congu pour envelopper au besoin des routines numériques externes). Il serait cependant beaucoup
plus intéressant de voir cette bibliotheque utilisable facilement depuis une interface  de type OpenCL...
Aussi, une version paralléle d’Oski (pOski) vient de sortir. Finalement, et ce nest pas le travail le plus
difficile a réaliser, nous m'avons pas encore utilisé de routines numériques optimisées pour remplacer
notre code générique de SpMV numérique. Lidée est que la conception est bonne et donc que cela
sera fait directement dans LinBox, qui commence a se voir lié des bibliotheéques spécialisées dans les
opérations creuses (superlu®).

Finalement, tout comme nous avons fait une analyse statistique pour détecter I'intérét de séparer
ou non les +1, nous pourrions envisager de prolonger cette étude a la détection de sous matrices plus
denses ou plus creuses, avec une forte densité diagonale...

4 — Mentionnons que ce nest pas une attente irréaliste: AMD propose déja une implantation OpenCL de leur BLAS entre
autres (AMD APPML).
5 —cf. http://crd.1bl.gov/~xiaoye/SuperLU/.
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Cram: Application au calcul du rang.
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pide, il y a les méthodes « boite noire » basées sur les approches de type Lanczos, Krylov. En

particulier, les méthodes proposées par Wiedemann [Wie86] et sa version par blocs proposée
par Coppersmith [Copg4] peuvent parfaitement mettre en lumieére lefficacité d'une opération SpMV
puisque cette derniére en est souvent une pierre d'achoppement. Nous présentons dans ce chapitre une
parallélisation du code du rang avec ré-écriture minimale, en parallélisant diverses parties du calcul.

PARMI LES applications les plus représentatives dans LinBox requérant une opération SpMV ra-

Parallélisation de SpMV sur CPU et GPU.

En application donc, nous proposons d'améliorer I'implantation du rang de Wiedemann par bloc
présenté dans [DGEVUo7]. Rappelons brievement cet algorithme. Nous renvoyons vers [Turo6] pour
plus de détails.

Soit A € F™" une matrice qui satisfait les conditions de pré-conditionnement de [KS91]. Alors
lalgorithme peut étre décomposé en trois étapes:

i. Calcul de la suite matricielle S; = YTA'Y pour i = 0,...,2n/s + O(1), avec Y € F™* choisi
aléatoirement.

ii. Calcul du générateur minimal Fy € F**[x] de la série matricielle S(x) = ¥, S;x’.
iii. Renvoyer le rang r = deg (det (F?)) — codeg (det (F?))

Notre approche consiste a séparer la parallélisation de chaque étape. La premiére (4.1:1) est claire-
ment reliée a SpMV et nous réutiliserons nos outils présentés dans le chapitre précédent. Pour utiliser
ffspmvgpu dans LinBox, une simple sur-couche (wrapper) — pour les vecteurs, les matrices, les corps et
la fonction read — est nécessaire.
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4.1.1

4.1.2

4. Application au calcul du rang.

Le second est effectué par la parallélisation dans le calcul des o-bases (cf [BDGu1o, section 3.2],
[DGEVUoy, section 2.2]). Finalement, la derniére étape se réduit au calcul du co-degré du déterminant
de cette o-base.

Parallélisation du calcul de la suite matricielle.

La parallélisation proposée dans [DGEVUoy] correspondait a envoyer un ensemble indépendant
de blocs de vecteurs V vers différents cceurs et de les appliquer en paralléle. Puis les résultats sont
rassemblés pour calculer un produit scalaire dense avec le bloc TU. Une alternative est, bien entendu,
I'usage de SpMV. Dans la figure 4.1 nous comparons les vitesses de I'implantation SpMV native de LinBox
a celle introduite dans ffspmvgpu pour la création de la suite matricielle lors de Iétape 4.1:i.

3,5

2,5

1,5

speed-up

-

0,5

bibd_81_3 EX5 mat1916
matrices

F1G.. 4.1 — Accélération due a ffspmvgpu comparée a I'implantation de LinBox dans la génération de la suite
matricielle (2# itérations) sur un cceur de Montpellier@lirm

Nous montrons maintenant une parallélisation du point 4.1:ii. Le choix de conception dans cette
sous-section sera de réutiliser efficacement des composants rapides existants dans la bibliotheque, plu-
tot que den créer dautres ad hoc.

Parallélisation du calcul des o-bases.

Une o-base peut étre efficacement calculée en utilisant 'algorithme PM-Basis de [G]Vo3]. Cet algo-
rithme se réduit essentiellement a la multiplication de matrices polynomiales. Une premiere approche
peut donc consister a paralléliser cette multiplication.

Soient A, B € F™"[x] deux matrices polynomiales de degré d. On peut multiplier A et B dans F
avec une complexité O (n3 d + n*dlog d) — lorsque F a une racine primitive d¢ de I'unité, c¢f. [CK91].
En supposant que lon dispose de k processeurs tels que k < #?, on peut effectuer cette multiplication
n*dlogd
&
rithme 4.1 rapide et séquentiel de multiplication de matrices polynomiales suivant. Nous notons, dans
cet algorithme DFT(P, L) Iévaluation multi-points du polyndme P en les points de L et ® est le produit

point-a-point (Kronecker).

3
avec une complexité parallele de © an + ) opérations dans F. En effet, soit a paralléliser I'algo-

Nous pouvons paralléliser cet algorithme 4.1 ainsi:

+ Les étapes 1, 2 et 4 sont des transformées de Fourier rapides sur chaque entrée, cest-a-dire n? x

0(dlog d) opérations (cf. [GG99, Théoreme 8.15]). Sur chacun des k processeurs, on peut effectuer une
2 2

FFT sur "? + O(1) éléments matriciels. Ceci donne une complexité parallele en O (@) opérations

dans F.
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4.1. Parallélisation de SpMV sur CPU et GPU.

Algorithme 4.1 : Multiplication rapide de matrices polynomiales
Entrées: A, B € F"[x] de degré d

Entrées: w une racine d¢ primitive de 'unité dans F

Sorties: A X B

1 A =DFT(A, [1, w, w2, -, 0*9])

2 B :=DFT(B,[1, 0, @2, -+, w*])

3 C Z=A®B

4+ C 1= 0FT(C, [0 072, 07

s retourner C

+ Létape 3 quant a elle correspond au calcul de 2d produits matriciels indépendants, de dimension #,
ce qui donne une complexité de @ (n’d) opérations dans F. Il est facile de distribuer ces calculs sur k
wd
k
Nous montrons dans la figure 4.2 les performances de I'implantation de cet algorithme parallele
dans LinBox. Nous constatons dans la figure 4.2 que notre code natteint pas les performances paral-

processeurs tel que chacun effectue © ( > opérations.
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F1G.. 4.2 — Passage a léchelle d'une multiplication matricielle polynomiale parallele avec LinBox et OpenMP sur
un 16 coeurs (Quad-Core AMD Opteron). La dimension des matrices est .

leles attendues. Au mieux, nous narrivons qua un gain de 5,5. Cependant, sur un sous-ensemble des
processeurs disponibles, nous arrivons tout de méme a 75% des performances optimales. Ce phéno-
mene est peut-étre dii a l'architecture (problémes de cache selon la localité des calculs et des coeurs). Il
serait trés intéressant de paralléliser ce code avec kaapi et observer.

Comme attendu cependant, la figure 4.2 montre que la taille croissante des matrices permet une
meilleure parallélisation. Probablement, les latences dues aux opérations sur la mémoire/les caches
locaux et au traitement des fils par OpenMP sont cachées par le travail plus important sur les grosses
matrices.

Implantation paralléle des o-bases.
D’apres la réduction de l'algorithme PM-Basis a la multiplication de matrices polynomiales, nous
n’d 4 n’dlogd
k k

pouvons obtenir une complexité paralléle de 6~ < ) opérations dans F (ot k est le nombre
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4.1.3

4. Application au calcul du rang.

de processeurs disponibles, tel que k < n?. Ainsi, il suffit d’utiliser directement notre algorithme po-
lynomial dans le code de o-base orignal de LinBox pour en obtenir une implantation parallele. Nous
montrons les performances obtenues dans la figure 4.3. Encore une fois, nous mavons pas atteint les

degree of approximation = 256
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E 15 =—n=32
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1 2 3 4 6 8 10 12 14 16
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F1G.. 4.3 — Passage a Iéchelle lors du calcul paralléle des o-bases dans LinBox, avec OpenMP sur un 16 cceurs
(Quad-Core AMD Opteron). La taille des matrices est n.

performances théoriques de passage a léchelle parallele mais nous avons tout de méme obtenu une
accélération de 3X sur 16 processeurs. Nous remarquons cependant que ces temps sont en accord avec
les performances précédemment obtenues (5X dans la figure 4.2).

Une explication quant au légerement moindre gain obtenu réside dans la structure récursive de l'al-
gorithme PM-Basis. En effet, cet algorithme est de type « diviser pour régner » sur le degré de I'approxi-
mation (cf. [GJVo03, théoréme 2.4]) : les appels récursifs sont donc effectués sur des approximations de
plus en plus petit degré ce qui entraine une perte defficacité de la multiplication en paralléle. Un pro-
longement de ce travail consisterait a paralléliser aussi I'algorithme M-Basis ([GJVo03]) qui, lorsque les
tailles deviennent petites, est en pratique plus rapide.

Calcul paralléle du co-degré du déterminant.

[étape 4.1:iii est aisée a paralléliser. Ce calcul se fait par « évaluation/interpolation ». Nous évaluons
en parallele en différents points le polynome matriciel et calculons les déterminants des matrices obte-
nues en ces points. Dans notre implantation, nous parallélisons simplement les s X deg (FX) + 1 points
dévaluation ; nous pourrions aussi paralléliser les calculs de déterminant lors de ces évaluations. Lin-
terpolation seffectue séquentiellement avec la classe Poly1CRT de Givaro. Notons que nous pourrions
utiliser une parallélisation de cette étape aussi (cf. [DGR10]).
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4.2. Prolongements.

4.1.4 Performances de la version paralléle de I'algorithme de Wiedemann.

4.2

Dans le tableau 4.1, nous montrons les performances de notre algorithme sur un processeur 8 coeurs
(Montpellier@lirm). La ligne *-LB contient les temps pour Iimplantation actuelle dans LinBox, les lignes
*-SpMV correspondent a la bibliothéque ffspmvgpu wrappée dans LinBox.

LCaccélération pour SpMV entre 1 et 8 cceurs est sensiblement supérieure a 5 pour toute les matrices
alors que l'accélération pour I'implantation de LinBox est entre 4 et 4,9. De plus, l'accélération obtenue
grace a SpMV par rapport a LinBox sur le point 4.1:1 (suite matricielle) semble passer a Iéchelle et samé-
liore méme dans la version paralléle. En comparant avec la figure 4.1, nous pouvons confirmer que la
pierre dachoppement dans la phase de génération de la suite est bien SpMV.

TaB. 4.1 — Calcul du rang modulo 65 521 avec OpenMP pour l'algorithme parallele par bloc de Wiedemann sur
Montpellier@lirm (temps en secondes)

Matrix mati1916  bibd_81_3 EXs
nb. de coeurs 1 8 1 8 1 8
Seq-LB 15,09 3,08 47,73 12,41 84,21 20,22
Seq-SpMV 5,02 0,91 41,28 7,56 49,66 7,36
o-base 9,02 1,64 18,45 3,63 37,45 8,39
Interpolation 0,37 0,29 1,07 0,82 2,29 1,75

Total-LB 24,48 5,01 67,25 16,86 123,95 30,36
Total-SpMV 14,41 2,84 60,80 12,01 89,40 17,50

Prolongements.

Si les performances obtenues sont déja tout a fait encourageantes, nous pouvons faire encore
mieux. Ce dernier tableau 4.1 devra en effet étre complétée par I'inclusion d’une ligne correspon-
dant au (multi-)GPU *. Cela implique d’une part du travail dans LinBox et FFLAS-FFPACK (introduction
d’OpenCL dans LinBox, utilisation des BLAS sur GPU, par exemple) et dautre part du travail dans ff-
spmvgpu (utilisation de cuSPARSE ou équivalent en OpenCL, probablement devrons-nous en attendant
porter notre code écrit en Cuda vers OpenCL).

Du point de vue de la conception, nous pouvons certainement tirer comme conclusion de cette
partie qu’il est bénéfique sinon essentiel d’utiliser des standards ouverts (OpenMP, OpenCL) qui sont
garants de performances portables et de stabilité plutot que les solutions propriétaires synonymes de
fermeture et de performances ponctuelles. D’autre part, notre conception modulaire nous permet dob-
tenir une grande généricité: nous pouvons choisir d’utiliser nos routines aussi bien que des routines
spécialisées fournies par dautres logiciels, et Sassurer ainsi de bonnes performances, sans changer le
code supérieur — i.e. au dessus de apply — mais simplement un parametre template.

1 — Méme si techniquement cela est possible et a été testé, l'utilisation du GPU pour calculer les produits SpMV dans
LinBox a donné de trés mauvaises performances, liées a des problémes techniques dans Cuda. Comme le code na pas été porté
dans les derniéres versions de Cuda, nous ne pouvons pas dire si le probleme persiste, mais comme l'utilisation des différents
niveaux de mémoire a été revue et automatisée, nous pouvons penser que les problémes ont été réglés.
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“Most software today is very much like an Egyptian pyramid
with millions of bricks piled on top of each other, with no
structural integrity, but just done by brute force and
thousands of slaves”

Alan Kay
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particulier, on s’intéressera aux éléments de ces espaces, les vecteurs et a des transformations
linéaires qui « respectent » la structure de ces espaces. En dimension finie, la représentation de
ces transformations par des matrices dans des bases permet des applications informatiques pratiques.

D E MANIERE résumée, l'algébre linéaire est létude des espaces vectoriels sur un corps donné. En

Dans cette introduction, nous allons d’abord cerner et définir les problemes que nous avons a consi-
dérer lors de la conception d’une bibliotheque générique — en particulier LinBox — puis nous intro-
duirons quelques concepts liés au développement du code de cette bibliothéeque. Nous remarquons que
ces idées sont indépendantes de Iécosystéme dans lequel vit LinBox et sappliquent a toute bibliotheque
de calcul qui doit définir des structures, fournir des algorithmes performants et étre la plus générale
possible. Nous renvoyons par exemple a [FWHo4] qui examine la conception templétée de la biblio-
theque CGAL ot a la conception de MTL (Matrix Template Library) qui utilise les concepts de généricité
de la STL et doptimisations lors de la compilation, cf. [SL98]. Nous voulons dans ce chapitre non seule-
ment expliquer des choix de conception pour LinBox mais aussi les rendre généraux et les abstraire de
manieére a les appliquer dans d’autres domaines.

Quelques problémes et défis pour une bibliotheque de calcul.

Une bibliotheque d’algebre linéaire doit donc définir proprement ses corps, vecteurs et matrices
avant de proposer d’une part des opérations élémentaires sur ces objets (cf. les BLAS ou autres briques
de base) et d’autre part des algorithmes plus sophistiqués. Les choix de représentation, de structuration
représentent souvent dimportants défis et de véritables problemes dont les solutions ne sont générale-
ment pas triviales. La réponse apportée par LinBox a ces défis tient en un concept: la généricité.

Construire une bibliotheque générique est donc un de nos challenges principaux. Nous voulons
ainsi étre capable, sur un probleme donné, de le résoudre génériquement; par exemple, sur tout type
de matrice et de corps nous devons étre capable de calculer un rang. Il est fort probable que la méthode
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TAB. 4.2 — Evolution du nombre de lignes de code (en milliers) dans LinBox, FFLAS-FFPACK et Givaro (fcontient
Givaro, fcontient FFLAS-FFPACK).

4

LinBox 1.0.0" T

1.1.0" ¥

1.1.6% 1.4.7% 120 122 130
lignes de code 77,3 85,8 93,5 103,1 107,7 109 111,8

FFLAS-FFPACK N/A N/A N/A 133 1.4.0 1.43 1.5.0
lignes de code  — — — 11,6 23,9 25,2 25,5

Givaro N/A N/A 3.2.16 3.3.3 3.4.3 3.5.0 3.6.0
lignes de code  — — 30,8 33,5 39,4 48,3 48,6

total (milliers) 77,3 85,8 124 137 171 182 186

générique ne soit pas la plus efficace dans certaines conditions. Donc, une fois cerné un probléeme
particulier, nous allons le spécialiser : cest l'autre défi majeur de LinBox, lefficacité.

Nous soutenons que la généricité et leflicacité sont des concepts qui peuvent aller de pair, méme dans
une bibliotheque. Les bibliotheques de calcul que nous pouvons utiliser (gmp, BLAS, FLINT...) sont en
général tres spécialisées — et extrémement efficaces. Cette idée se retrouve dans la conception initiale
de LinBox mais aussi nous trouvons des références comme [GJK"05] qui la théorisent et sen servent
pour détecter des limites aux standards. Donner des réponses a la question combinée de la généricité
et de lefficacité est donc un objectif crucial de cette partie.

D’autre part, la conception, le développement et la maintenance d’'un logiciel entrainent des pro-
blémes généralement non triviaux. Dans cette partie, nous allons aussi discuter de solutions et de ca-
dritiels (framework) apportés a divers problemes techniques: comment optimiser et assurer de bonnes
performances, comment rendre un code existant plus stable, plus fiable, plus facilement maintenable ?

Car si proposer un code générique et efficace constitue des défis premiers pour LinBox, il ne faut
pas pour autant négliger la qualité de I'interface utilisateur et celle de Iécriture du code. En effet, cette
bibliothéque ne doit pas se cantonner a une bibliotheque dédiée a la recherche mais aussi a un véritable
outil pour implanter facilement et efficacement les algorithmes d'un nouvel utilisateur. La conception
d’une bibliotheque dont la sophistication ne nuit pas a son utilisation ni a ses performances ou a son
évolutibilité et a la réutilisation des concepts développés est un autre défi, probablement mésestimé,
qui mérite néanmoins que lon s’y attarde.

Nous constatons quau cours des années le nombre de lignes de code de LinBox n'a cessé d’augmenter,
comme le montre* le tableau 4.2. Ce code a été contribué par de nombreuses personnes qui nont
souvent été actives que ponctuellement. Malgré certaines régles et conventions de codage publiées 3,
le code produit est tres hétérogene, certaines parties non maintenues ou désuétes, de larges parties du
code plus ou moins documentées...

Il existe une large bibliographie sur les questions de standard de codage, de conception logicielle
([Aleo1, Gamgs, SAos, Strg4]), de nombreuses ressources sur Internet et surtout lexpérience acquise
par de nombreux projets libres dont la structuration, les fagons de procéder sont disponibles a tous et
éprouvées. Nous allons tirer profit de ces enseignements et essayer d'apporter quelques pierres a Iédifice.

Le choix du langage C++ modéle la bibliotheque.

Nous présentons dans cette section une introduction sur les styles avec lesquels est écrite la biblio-
théque LinBox : son style d’architecture, de fonctions, de gestion de la mémoire. Pour une approche tres
détaillée nous renvoyons a la these [Gioo4].

2 — Réalisé avec sloccount, disponible a 'adresse http://sourceforge.net/projects/sloccount/.
3 —¢f. http://www.linalg.org/developer.html#standards.
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4.2. Le choix du langage C++ modele la bibliotheque.

Une bibliotheque d’en-tétes.

La bibliotheque LinBox se présente comme une bibliotheque den-tétes contenant des fonctions et
classes template (patrons) écrits en langage C++. Le choix de ce langage a été fait des la création de
LinBox pour sa généricité, son efficacité et sa prise en charge par de nombreux compilateurs. Souvent,
en C, on écrit un code de la maniére dont la machine le pense. Le langage C++, certes une « extension »
du C, nous permet en outre abstraction et généricité.

Le code est structuré autour de structures de données (p.ex. dans les dossiers field/, matrix/,
vector/, blackbox/, etc.), d'algorithmes (répertoire algorithms/) sur ces structures et finalement de
solutions (solutions/). Siles deux premiers points sont essentiellement destinés aux développeurs, le
troisiéme point fournit une interface avec les utilisateurs, et le choix des algorithmes via des méthodes.

template <class Blackbox, class Method >

inline unsigned long &rank ( unsigned long &r
, const Blackbox &A
, const Method &M = Method: :Hybrid()
)5

Code 4.1 — Exemple de solution rank.h.

Cette solution, en fonction de la méthode donnée et de traits (caractéristiques) sur A, va choisir
— de préférence a la compilation — le meilleur algorithme a sa disposition. C’est ce style d’'interface
qui est recherchée dans LinBox.

Styles de fonctions.

De maniere préférentielle, les fonctions de LinBox retournent une référence sur leur type de retour.
Cette référence est aussi le premier argument de la fonction. En outre, pour éviter les recopies 4 les argu-
ments sont toujours appelés par référence — les références sont plus faciles a utiliser que des pointeurs,
permettent un code plus stir. Les codes 4.1 et 4.2 en sont des exemples.

Matrix& oneFunction (Matrix& B, const Matrix& A) ;
Matrix& someFunction (Matrix& A)
{
Matrix B (A.field(), A.rowdim(), A.coldim() );
oneFunction(B, A);
return A ;
3

Code 4.2 — Style de programmation de LinBox.

En particulier, tous les arguments doivent étre déclarés et initialisés avant l'appel d’'une fonction ou
la création d’une classe.

Modele d'allocation.

Finalement, dans la conception de nos objets, nous nous imposons un modele d’allocation parti-
culier ([DGPS10]) qui est un analogue du style de programmation RAII (Resource Acquisition Is Ini-
tialisation), introduit par [Strg4], dans le sens ol la mémoire utilisée par les objets est allouée par le
constructeur et libérée seulement a la destruction; la gestion de la mémoire acquise par lobjet lui est
exclusivement réservée. Dans le cas ot la taille d'un objet ne peut pas étre connue a I'avance (p.ex. po-

4 — Parfois cela ne suffit pas: on évitera I'utilisation des std : : pair qui recopient leurs arguments et dupliquent alors la
mémoire utilisée.
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lyndémes de matrices, noyau), une fonction resize permet de réallouer de la mémoire a lobjet. Ce style
de programmation est stir dans le sens ou I'utilisateur n'a pas a se soucier des fuites de mémoire (il n'y
en a pas, méme en cas de levée dexception), ni a désallouer explicitement la mémoire, ni a utiliser des
systemes tels le comptage de référence — qui induisent un surcott arithmétique. Il n’y a pas non plus
d’utilisation avant initialisation ou apreés destruction °. En outre, par systéme de portée (scope) la durée
de vie des objets peut étre assez finement choisie. De plus, nous nous autorisons les vues sur les objets
alloués. Nous nous contraignons a utiliser des classes différentes pour les objets qui gérent leur mé-
moire et ceux qui la partagent, par exemple class myObjectOwner et class myObjectView. La classe
myObjectView pourra contenir une référence vers un objet myObjectOwner mais il lui sera interdit de
modifier sa mémoire allouée. Nous appellerons meére une classe du premiére type et vue une du second
type. Comme un objet de classe mere est créé et alloué avant toute vue sur lui, la portée des vues est
inférieure a celle de la mére et la mere, désallouée seulement en fin de portée ne peut étre désallouée
avant ses vues.

Configuration et installation simplifiées, préalable a une bonne conception.

Le premier principe que nous pouvons énoncer est: la bibliothéque doit étre facile a configurer, com-
piler et installer. En particulier, I'intervention de 'usager pendant ce processus doit étre minimale. Nous
nous sommes donc fortement penchés sur la question.

En particulier, compiler LinBox, Givaro ou FFLAS-FFPACK doit étre aussi simple qu’un ebuild® de
quelques lignes de Gentoo Linux. Les dépendances doivent étre claires et les phases de préparation ou
d’installation tenir en quelques opérations standards seulement. Les personnes en charge du paquetage
doivent aussi avoir a fournir un nombre si possible nul de corrections (patches).

Ne pas respecter ce principe entraine une perte defficacité lors de la distribution du code et une
réaction de rejet de la part des utilisateurs. Nous proposons quelques solutions de base.

Les autotools: un systéme de construction puissant.

Les bibliothéques LinBox et Givaro sont toutes deux configurées et installées avec les autotools (GNU
build systems”). Ce systéme est robuste, éprouvé. Il est vrai qu’il faut cependant s’habituer a des syntaxes
parfois déroutantes (notamment les macros .m4). Méme si d’autres systémes paraissent plus ‘sexy’ ou
modernes (scons, cmake), la tache de portage vers un autre systeme aurait été trop fastidieuse. Au lieu
de cela, nous avons préféré d’une part synchroniser les scripts avec Givaro pour une maintenabilité plus
aisée et dautre part respecter plus strictement les conventions m4 en utilisant de préférence leur syn-
taxe plutdt que celle tirée du bash et sujette a problemes selon les interpréteurs. Nous avons aussi créé
de nouvelles macros m4 pour simplifier la détection de certaines dépendances (IML, fplll, mpfr...), sim-
plifier la détection selon les fournisseurs des BLAS et de LAPACK ou la détection des compilateurs — afin
p-ex. d’adapter finement les options de compilation. Ainsi, nous fournissons un systeme facile a utiliser
(./configure --help, make install) et assez simplement maintenable, réutilisable directement dans
chacun des projets.

Une fois cette homogénéisation bien réglée, il restait le probleme du développement de FFLAS-
FFPACK, sous forme d’une liste den-tétes qu'un script pouvait copier dans les répertoires de LinBox adé-
quats, ces fichiers étant aussi versionnés dans LinBox. Cette bibliothéque était donc trés difficilement
maintenable car doublement versionnée : des changements pouvaient facilement sopérer sur chacune
de ces systémes de révision. Nous avons donc décidé de donner une autonomie a la bibliotheque FFLAS-
FFPACK. Aussi, nous avons créé a partir de la liste den-tétes de FFLAS-FFPACK une véritable bibliotheque
basée sur ces mémes autotools, avec ses exemples et ses tests propres. Au passage, nous avons extrait
de LinBox tout ce qui appartenait a FFLAS-FFPACK. Il est ainsi plus facile de compiler et utiliser la bi-

5 — De préférence, nous utilisons la pile et non le tas, de sorte qu'une meére nest jamais désallouée avant ses vues, ce qui
ne serait pas garanti avec des new, delete.

6 — Un court script, ¢f. http://www.gentoo.org/proj/en/devrel/handbook/handbook.xml?part=2

7 — ¢f. http://www.gnu.org/software/automake/.
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bliothéque FFLAS-FFPACK et surtout de la tester et la documenter. Nous apportons ici une deuxiéme
recommandation simple: garder séparés les projets dont les utilisateurs peuvent étre distincts de ma-
niére a laisser a ces projets une liberté dévolution.

Nous conclurons ce paragraphe sur ce build system des autotools avec la remarque qu’une instal-
lation ou désinstallation propre sont elles aussi importantes (notamment, ne pas oublier de fichiers a
désinstaller et ne pas retourner une installation sur un code erreur ®)! Tester la bonne installation et
désinstallation permet aussi de faciliter la diffusion du code!

Gestion de version des projets et inter-compatiblité clarifiée.

Ensuite, nous avons du faire des choix sur évolution et les dépendances entre LinBox d’'une part et
FFLAS-FFPACK ou Givaro d’autre part. Lévolution des versions de ces bibliotheques se faisait souvent sur
le dernier chiffre, quelle que soit Iétendue de Iévolution du code. Nous avons choisi de numéroter les
versions selon le schéma plus classique version_majeure.version_mineure.correction_de_bogue.
Cela permet d’'une part détre plus clair sur les évolutions apportées a LinBox (p.ex. dans le ChangeLog ou
les News sur le site), mais aussi de pouvoir fixer des bogues sur des versions antérieures et assurer une
maintenance des précédentes versions. Par exemple, Sage utilise encore la version 1.1.6 publiée il y a
plusieurs années sans que lon puisse inclure leur corrections (patches) autrement que dans une numé-
rotation trés lourde 1.1.6-rX, puisque la prochaine version majeure publiée étaitla 1.1.7. La bibliotheque
LinBox névolue pas suffisamment vite pour nécessiter quatre niveaux de numérotation.

Le méme systéme est appliqué a Givaro et FFLAS-FFPACK. Les dépendances se font de telle sorte que
la publication 1.2.x de LinBox doit étre compatible avec la publication 3.4.y de Givaro et 1.4.z de
FFLAS-FFPACK par exemple. De cette maniére, nous devons assurer une certaine stabilité dans les API
de Givaro ou FFLAS-FFPACK, notamment un changement dAPI, méme mineur, implique un changement
de version (mineure!). Cela permet d'assurer une stabilité générale entre ces trois bibliotheques et des
dépendances entre les versions bien définies, tout en laissant une certaine liberté a leur développement
et leur maintenance.

Finalement, du c6té du développeur, un script incremente-version.sh aide a incrémenter facile-
ment les numéros de versions de ces projets — et en paralléle les soname des bibliotheques.

Test automatique de l'installation.

Afin de bien étre str que les versions de Givaro ou FFLAS-FFPACK concordent avec celles demandées
par LinBox, non seulement la macro givaro-check.m4 ou fflasffpack-check.m4 émettra un mes-
sage clair en cas de désaccord, mais aussi un script auto-install.sh a la racine du source de Lin-
Box donne explicitement les dépendances. Ce script récupere, configure et installe localement Givaro,
FFLAS-FFPACK et ensuite configure et installe LinBox automatiquement ; il utilise bien str la chaine des
autotools afin de ne pas diverger du systeme de configuration et d'installation de LinBox. Des options
supplémentaires permettent de sadapter aux configurations non courantes — notamment des BLAS
hors des chemins standards ou des vendeurs de BLAS particuliers.

La création d’un tel script permet, pour le développeur, aprés un make dist de vérifier que la version
distribuée compile et s'installe parfaitement et permet aussi a l'utilisateur d'installer facilement LinBox
et ses dépendances”? :

E sh auto-install.sh ]

Code 4.3 — Configuration et installation automatique de LinBox.

8 — Ce sont des remarques qui peuvent paraitre triviales, mais certains paqueteurs vérifient les installations et les dés-
installations : une fabrication de RPM échouera si make install renvoie un code derreur. Si nous prenons ce code derreur
comme une blague « erreur, I'installation sest bien passée » des personnes plus strictes y verrons un vrai probléme.

9 — Ce script et de simplifier la tAche de l'utilisateur.
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Diminution des temps de compilation.

Dans le méme souci de faciliter lexpérience de l'utilisateur face a une bibliothéque den-tétes, il est
important de produire une bibliothéque qui soit efficace a installer et a utiliser, nous parlons ici def-
ficacité au sens de rapidité. La cible make install est extrémement rapide car la plus grande partie
du code de LinBox nest pas compilée a I'installation. La bibliotheque LinBox est en effet essentiellement
une bibliotheque den-tétes mais les mécanismes avancés de template utilisés rendent généralement
la compilation cotliteuse en temps en en mémoire. Pour des raisons defficacité, indépendamment des
questions de durée et d'utilisation de la RAM, nous compilons les exemples avec des parametres pous-
sés doptimisation (au minimum -02 *°) afin que leur exécution soit efficace. Par contre, ce nest pas
nécessaire pour les tests: nous avons de nombreux tests et il faut trouver un juste milieu entre temps
de compilation et temps dexécution. Dans les tableaux 4.3 et 4.4, nous comparons les temps mis pour
effectuer les tests basiques de LinBox avec diverses options doptimisation — des plus basses -00 aux
plus élevées -03 ou -Ofast en passant par -Os qui essaie de produire de petits exécutables. D’apres

TAB. 4.4 — Temps de ‘make check -j2’ avec
LinBox-1.3.0, sur Joran@imag, avec
gcc-4.7

TAB. 4.3 — Temps de ‘make check’ avec LinBox-1.3.0,
sur Joran@imag, avec gcc-4.7

options “0p -01 -0s -02 options 06 -01 -Os -02

temps (min) 2,38 5,28 4,45 7,14 temps (min) 1,33 3,12 2,37 4,2

les temps des tableaux 4.3 et 4.4, nous choisissons -00 comme option de compilation par défaut pour
compiler et exécuter rapidement les tests. Cette remarque se reproduit pour Givaro ou FFLAS-FFPACK
et vérifie que les tests effectués ne sont pas gourmands en ressources — le temps étant principalement
passé lors de la compilation.

Plan de la troisieme partie.

Dans cette introduction, nous avons fait une présentation rapide de la bibliotheque LinBox. Nous
allons dans cette partie nous pencher sur des questions de généricité, deflicacité, de robustesse, de
fiabilité, dévolutibilité.

+ Dans un premier temps (chapitre 5), nous allons présenter un exemple de solution, la solution mul
qui permet de multiplier des matrices ou des vecteurs. Nous introduirons d'abord des classes de vecteurs
et de matrices générales avant de proposer divers algorithmes (en cascade, adaptatifs) dont la solution
mul peut faire usage et qui fournissent de bonnes performances en pratique.

+ Nous allons ensuite développer et exposer des techniques et maniéres de coder qui permettent de
rendre efficace la bibliothéque sans pertes de généricité (chapitre 6).

+ Dans le chapitre 7, nous développerons quelques problématiques liées a la qualité du code: com-
ment le rendre plus str, plus stable, plus compréhensible, comment effectuer efficacement ce travail de
supervision si le code ne respecte pas certains critéres en premier lieu ?

10 — En principe, LinBox résiste trés bien a un niveau doptimisations élevé, mais nous sommes toujours a la merci de code
mal généré par le compilateur lors doptimisations trop poussées
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“We share a philosophy about linear algebra: we think
basis-free, we write basis-free, but when the chips are down
we close the office door and compute with matrices like fury”

Irving Kaplansky

Conception d’'une multiplication
matricielle efficace et générique:

Chap. la solution mul.
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NE MULTIPLICATION matricielle efficace et générique est une opération non triviale a implanter.
Jusqu'a présent, la situation dans LinBox était la suivante : les multiplications matrices—matrices
ou matrices—vecteurs étaient effectuées a I'intérieur de domaines * et bien souvent I'algorithme
utilisé était une triple boucle sans que son choix soit paramétrable. Des problemes d’interopérabilité
entre ces classes, ainsi que des API trés restrictives nous ont poussé a revoir ces choix. Par exemple,
l'utilisation de structures de données de m4ri aurait conduit d’'une part a la création d’'une nouvelle
classe de matrices, p.ex. MariMatrix, eta des modifications profondes dans les deux classes de domaines
pré-citées, voire un nouveau domaine MariDomain. Nous pensons que cette approche nest pas toujours
judicieuse et a la vue de l'importance de lopération multiplication en algebre linéaire, nous avons décidé
den faire une solution — libérée de tout domaine — et de développer des algorithmes spécifiques.
Avant de présenter la solution mul dans la section 5.2, nous allons définir proprement ses opérandes,
a savoir matrices ou vecteurs dans la section 5.1.

Matrices et Vecteurs dans LinBox : simplification et homogénéisation.

Nous appelons matrice dense un tableau déléments d'un corps. Dans la série LinBox-1.1.x, on trou-
vait par exemple de nombreuses classes différentes pour les matrices denses (BlasMatrix<_Element>,

1 — classes qui implantents des opérations sur une certaine classe de matrice, par exemple les classes BlasDomain, ou
MatrixDomain.
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DenseSubmatrix<_Element>etDenseMatrixBase<_Element>, oules BoiteNoire DenseMatrix<_Field>
et BlasBlackbox<_Field>, voire DenseRowsMatrix non utilisée, etc.). Chacune de ces classes compte
environ 200 lignes et souvent il est nécessaire de convertir une matrice dense vers une autre classe,
éventuellement avoir a changer de domaine. Par exemple, la convention dans LinBox veut qu'une
matrice soit une BlackBox (cf. code 5.3, [DGG*02]). Pour les matrices denses, prenons donc une
DenseMatrix<Modular<double> > A.Sinous voulons bénéficier d'une multiplication rapide, il faut uti-
liser un BlasDomain (un MatrixDomain, compatible avec A, utilisera une triple boucle) et donc convertir
A vers une BlasMatrix<double>, effectuant possiblement une copie profonde.

Nous avons voulu simplifier et ordonner tout ceci afin de navoir a effectuer de conversions que si les
formats de données ou les corps changent et en profiter pour rendre certaines interfaces plus simples.
Idéalement, nous ne voudrions utiliser que des Matrix ou des Vector et éventuellement subMatrix
ou subVector pour les types de matrices qui sont effectivement des conteneurs (p.ex. matrices denses,
creuses, structurées) par opposition aux matrices abstraites (Compose, Sum...).

Nouvelles matrices et vecteurs dans LinBox.

La premiére simplification que nous apportons consiste a templéter toutes les matrices et vecteurs
par un corps au lieu du type de ses éléments. Cela permet aux matrices détre indépendantes — en
ne connaissant que ses éléments, une matrice ne sait pas faire dopérations dessus — mais aussi une
unification de l'interface de toute classe de matrice.

La seconde simplification consiste & décrire le format de la matrice dans un paramétre template ,
dont un défaut pourra étre donné.

namespace matrixStorage {
struct dense {}

struct blas : public dense { ... }; // stockage type BLAS
struct vectOfRows : public dense { ... }; // vecteurs de vecteurs
struct mari : public dense { ... }; // structure de matrices de mgri

} // matrixStorage

Code 5.1 — Exemple de formats de matrices denses.

Nous notons que nous préférons utiliser des noms despaces pour lister les traits plutdt que des
classes car cela nous laisse plus de libertés — en particulier la liberté pour une personne utilisant Lin-
Box de définir par ailleurs son propre format de matrice. Limplantation des matrices se fait alors par
spécialisation. Nous pouvons donner des valeurs par défaut ou faire des alias, comme le montre le
code 5.2.

template<class _Field, class _Storage = matrixStorage::blas>
class Matrix ;

template<class _Field>

class Matrix<_Field, matrixStorage::blas> {

public
typedef _Field Field ;
typedef matrixStorage::blas storageType ;

};

template<class _Field>
class Matrix<_Field, matrixStorage::mari> {

2 — Notons l'analogie avec la STL: template < class T, class Allocator > class vector;
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Code 5.2 — Classes de matrices dans LinBox.

Interface commune des matrices.

En outre, nous forgons a ce que toutes les matrices partagent linterface d’'une BoiteNoire (code 5.3).
En effet, cette interface regroupe la moindre des choses que lon puisse demander a une matrice: une
BoiteNoire correspond a une approche application linéaire d'une matrice; seules les opérations ma-
trices—vecteurs sont fournies ainsi que son corps de base et ses dimensions. Nous rajoutons un opéra-
teur rebind qui permet deffectuer un morphisme de corps — nous en reparlerons dans la section 5.1.2.

template< ... >
class Matrix {
public:
/* constructeurs x/

/* y <= A.x ouy <- A*T.x %/

template<class _in, class _out>

_out& apply(_out &y, const _in &x) const;
template<class _in, class _out>

_out& applyTranspose(_out &y, const _in &x) const;

/* opérateur rebind x/
template<typename _Tpl>
struct rebind ;

/* dimensions */
size_t rowdim() const;
size_t coldim() const;

/* acces au corps */

const Field& field() const;
protected:

/* interne */

3

Code 5.3 — Interface d’'une BoiteNoire

Nous proposons donc cette architecture pour toutes les matrices dans LinBox. Nous remarquons que
les membres apply et applyTranspose ne sont plus seulement templétés par des vecteurs mais peuvent
tout aussi bien prendre en argument des matrices (utiles p.ex. dans les algorithmes par blocs). Cest une
nouvelle interface de apply qui laisse plus de libertés.

Nous remarquons que cette interface nest pas maximale. Par exemple, nous pourrions rajouter un
membre getEntry — car Iélément (i, j) d'une matrice A est [élément i du vecteur A.apply(e_j) ou
e_j est le j¢ élément de la base canonique. Cependant, nous préférons ne pas fournir cette méthode
par défaut car elle nest pas performante. Dans les cas ol elle nest pas présente, une solution getEntry
permet toutefois de récupérer cette fonctionnalité. Cela force le concepteur d’algorithmes a utiliser de
préférence des apply, plus efficaces.
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Vecteurs.

Une commodité largement utilisée dans LinBox consiste a utiliser les vecteurs fournis par la STL.
Cependant, ils ne sont alors templétés que par des éléments, non un corps. Nous avons donc proposé
de créer une classe unique Vector (code 5.4), sur le méme modele que Matrix.

namespace vectorStorage {

class blas : public dense {}; // dense avec des strides

class mari : public dense {}; // mé4ri

class ratdense : public dense {}; // couple vecteur/dénominateur commun
class sparseSeq . public sparse {}; // creux

class canonicalBasis : public sparse {}; // base canonique

}
template<class _Field, class _Storage = VectorStorage::blas() >
class Vector ;

Code 5.4 — Vecteurs unifiés dans LinBox.

Limplantation nest encore que partiellement effectuée mais elle est capitale dans le sens ot une
implantation propre des matrices impose une définition propre des vecteurs. Les formats principaux
de vecteurs développés sont des formats denses (éventuellement avec des strides), des formats creux et
des formats externes (comme matri).

5.1.2 Opérateur rebind et modeéle d’allocation.

5.1.3

10

Nous rappelons que dans notre modele d’allocation, nous avons une dichotomie entre les objets qui
possedent et gérent leur mémoire et ceux qui la partagent avec d’autres. Notre modeéle d’allocation nous
impose en particulier de faire attention a lopérateur rebind (cf. code 5.5). Cet opérateur est classique
dans les allocateurs des structures standards de la STL: il permet au moyen d’un typedef de changer le
type de base. Nous l'utilisons pour changer le corps de base d’'une matrice, i.e. faire un morphisme de
corps. Le typedef ... other doit donc se faire vers un type de matrice mere. Un operator() permet
deffectuer la conversion.

template <class _Matrix>

template<class _OtherField>

struct someMatrix< _Matrix >::rebind {
// typedef typename _Matrix::template rebind<_OtherField> Rebinder
typedef someMatrixOwner<Rebinder::other > other;

void operator() (other & Ap, const Self_t& A) {
// Rebinder () (...);

+

Code 5.5 — Exemple dopérateur rebind.

Ce mécanisme de rebind séloigne du standard mais permet une grande généricité lors des conver-
sions. La classe someMatrixOwner<T> est une classe qui contient une copie de T; I'appel a son opérateur
rebind permet de construire effectivement Ap.

Description des matrices BLAS et creuses.

A Topposé d’une BoiteNoire, une matrice sous format dense ou creux est 'approche « tableau de
nombres » d’'une matrice: chaque élément peut étre atteint et modifié. Pour ce type de matrice, nous
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pouvons fournir une interface plus riche (code 5.6). Notamment, nous avons des accés rapides en lec-
ture/écriture aux éléments, et des itérateurs (sur les lignes, les colonnes, les éléments).

template<class _Element>
class Matrix {
public:
/* constructeurs et dimensions */
5 .
/* resize x/
void resize (size_t m, size_t n);
/*x E/S *x/
template <class Field>
10 std::istream &read (std::istream &file, const Field &F);
template <class Field>
std::ostream &write (std::ostream &os, const Field &F) const;
/* Eléments */
void setEntry (size_t i, size_t j, const Element &a_ij);
15 Element &refEntry (size_t i, size_t j);
const Element &getEntry (size_t i, size_t j) const;
Element &getEntry (Element &x, size_t i, size_t j) const;
/* utils x/
Matrix &transpose (Matrix &M) const;
20 /* Rebind =/
/* Row, Col... iterators */
3

Code 5.6 — Ancienne interface d'une matrice

Nous proposons une implantation des matrices au format BLAS (codes 5.7 et 5.8) dans notre modele

allocation :
template<class _Field>
class Matrix<_Field, matrixStorage::blas>
public
typename _Field::Element Element;
5 PP
void resize(size_t m, size_t n);
protected
size_t _row,_col ;
std::vector<Element> _rep ;
10 1

Code 5.7 — Matrice dense (format BLAS)

template<class _Field>
class subMatrix<_Field, matrixStorage::blas> > {
typename _Field::Element Element;

5 // pas de resize ici

protected
size_t _row, _col ;
size_t _ro, _co ;
size_t _stride ;
10 Base_t& _ref ;
3
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Code 5.8 — Sous-matrice dense (format BLAS)

Une Matrix en représentation BLAS alloue donc une matrice pleine sous forme d’'un vecteur. Il lui est
possible de modifier sa taille. Si cette matrice est de taille m X n, alors ce vecteur aussi et [élément (i, )
est a la place i X _col + j. Dans une vue sur cette matrice BLAS, Iélément (i, j) est a la place (i + _ro) X
_stride + (j + _c0).

A cette interface, nous avons rajouté notamment des membres getRow, refRow, setRow et leurs ana-
logues pour les colonnes (Col) qui sont Iéquivalent pour des vecteurs des fonctions existantes sur les
entrées (xEntry).

Matrices creuses.
Limplantation des matrices creuses dans LinBox se faisait avec des vecteurs creux:

template <class _Element, class _Row>
class SparseMatrixBase<_Element, _Row, VectorCategories::SparseSequenceVectorTag
> .

)

Code 5.9 — Matrice creuse dans LinBox-1.1.7.

Nous proposons, pour le format de stockage C00 (figure 3.1), la classe suivante, plus générale, dans
la méme veine que les matrices denses. Nous utilisons un corps comme patrons et nous identifions les
API (¢f. code 5.10).

namespace matrixStorage {
struct sparse {} ;
struct COO : public sparse {} ;
struct CSR : public sparse {} ;
struct ELL : public sparse {} ;
struct ELLR: public sparse {} ;
struct HYB : public sparse {} ;

};

template<class _Field >
class Matrix<_Field, matrixStorage::C00> {
//spécialisation par traits pour COO

};

Code 5.10 — Matrice creuse sous formats standards.

Toutes les matrices creuses sous un format donné portent le méme nom Matrix, le patron _Storage
permet de spécifier les formats de stockage. Linterface est la méme que celles des Matrix sous format
BLAS. Les membres getEntry, setEntry et refEntry peuvent nécessiter une recherche, souvent dans
un tableau rangé par ordre croissant. Contrairement au cas dense, ces acces seffectuent donc en O7(1)
au lieu de O(1). Par contre, setEntry doit insérer un élément et refEntry doit créer une référence sur
un élément qui peut tres bien étre nul: il faut donc éventuellement insérer un élément nul. Cela peut
provoquer divers problemes. Dans certains cas (p.ex. ELL) on peut éventuellement utiliser le 0 comme
un marqueur de fin de ligne, ce qui est alors faux; ou alors l'insertion peut étre tres cotiteuse — dans
le cas du format ELL, si le nombre de colonnes maximal est dépassé, il faut en général ré-allouer un
tableau avec une colonne de plus: on double la mémoire nécessaire. Les matrices creuses nécessitent
beaucoup dattention quant a la manipulation de leurs éléments (et leurs itérateurs) : il faut privilégier
leur interface BoiteNoire.

Une autre différence se situe dans read et write ot nous introduisons le support de différents for-
mats:
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+ Leformat sms dont le nombre déléments non nuls est inconnu et la lecture se fait jusqu'a l'apparition
d’un triplé @ @ 0, nécessitant une numérotation a partir de 1 et non de 0. Chaque ligne est un triplé
ligne colonne entrée.

+ Le format smf dont une majoration du nombre déléments non nuls nbnz est connu dés la premiere
ligne et la lecture se fait jusqua la fin du fichier ou de nbnz lignes du fichier. La numérotation peut se
faire alors a partir de 0.

+ Ces mémes formats de fichier, mais sous un format de donnée type CSR. Le format est identique
aux formats sms et smf a ceci pres qu'une ligne de données est constitué soit d'un couple formé par un
numéro de colonne et une entrée soit d'un singleton -1. Chaque singleton correspond au saut d’une
ligne (figure 5.1). Ce format permet de gagner environ 30% despace, vu que chaque ligne posséde en

lig col nbnz
cl el

c2 e2

-1

c3 e3

F1G.. 5.1 — Format de fichier CSR.

général deux entrées au lieu de trois.

+ Ilestprévu de supporter les formats MatrixMarket * et d'utiliser des commentaires en début de fichier
pour compléter les spécifications répondant a nos attentes (types dentrées plus vastes, autres formats
supportés...).

Ajouts a l'interface générique.

Dans le cas des matrices denses, le probleme du format de stockage ne se pose pas vraiment. Les ma-
trices denses sont sous format BLAS, ligne d’abord. Dans LinBox, les matrices denses ne sont en pratique
jamais représentées comme vecteurs de vecteurs ou colonne d’abord. Par contre, pour les matrices
creuses, selon lemploi que lon veut en faire, le format du format stockage peut étre un probléeme de
base. Nous proposons des conversions de format avec des fonctions import et export. Le minimum
requis pour ces fonctions est la conversion de/vers le format CSR. Au besoin, pour éviter les doubles
conversions, des conversions particuliéres (p.ex. CO0 > ELL) peuvent étre spécialisées.

La distinction entre éléments nuls ou non étant importante, nous avons des fonctions clean
qui suppriment les 0 inutiles ou une fonction fonction clearEntry qui permet de spécialiser
setEntry(i, j, F.zero).

5.1.4 Permutations.

Un type tres particulier de matrice est celui des permutations. Ces matrices nont pas directement
besoin de corps puisque leurs entrées sont des naturels sur lesquels nous navons a priori pas dopération
a effectuer. Nous avons créé deux classes pour ces permutations:

template<class _UINT, class _Storage>
class PermutationMatrix ;

template<class _UINT, PermutationStorage::LAPACK>

s | class PermutationMatrix ;

template<class _UINT, PermutationStorage::Standard>
class PermutationMatrix ;

3 — cf.http: //math.nist.gov/MatrixMarket/.
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Code 5.11 — Matrices de permutations dans LinBox..

+ Lapremiere est la représentation compressée des permutations que lon retrouve dans de multiples
routines LAPACK (alors couramment appelé ipiv). Un vecteur ipiv représente la décomposition de
o € S, en produit de transpositions (1, ipiv[1])-(2, ipiv[2]) -+« (r, ipiv[r]). Cette décomposition est
économique dans le sens ot 'application de cette transposition a une matrice est litération d'un nombre
limité déchanges de lignes ou de colonnes et que l'application de la permutation inverse consiste sim-
plement a appliquer les transpositions dans le sens inverse.

+ Laseconde correspond a la représentation naturelle : un vecteur s de taille n représente o € §,, tel
que s; = o(i).

Nous avons implanté ces classes en se basant sur 'interface unifiée des matrices. Nous avons pré-
féré distinguer Matrix et PermutationMatrix car les corps de base sont trés différents. A la limite,
pourrions-nous considérer un corps UnparametricField<_Uint>ou un indexDomain pour unifier ces
deux types de matrice. Dans la convention LAPACK, certaines fonctions comme transpose ou getEntry
peuvent étre tres coliteuses. Pour y remédier, nous construisons a la demande une représentation stan-
dard, ce qui facilite certaines opérations. Nous y gagnons en complexité arithmétique — par exemple
sur les fonction getEntry ou transpose avec un simple cott en #n sur la mémoire.

Prolongements.

Ce travail de conception a notamment été pensé pendant les deux précédentes réunions autour de
LinBox : DublinBox et RaleighBox. Uimplantation pratique est en cours et seffectue de maniére incré-
mentale. Dans LinBox-1.3, les matrices sont toutes templétées par un corps, respectent toutes l'interface
d’une BoiteNoire et respectent le modéle d’allocation vue/mere. Terminer ce travail est un objectif ma-
jeur avant LinBox-2.0.

Nous avons donc réussi a unifier toutes les matrices de LinBox dans une notation assez simple. Le
prochain pas a franchir entraine la création d'un apply performant. Nous proposons pour cela de créer
une solution, nommée mul, pour les matrices—conteneurs. Sa conception constitue lobjet de la section
suivante.

La solution mul.

Nous nous attachons dans cette section a décrire comment implémenter génériquement et effica-
cement une solution qui permet les multiplications entre matrices et avec des vecteurs. Implémenter
une solution mul, cest fournir une solution de niveau BLAS ; cest une routine de base d’algebre linéaire
et dans cet esprit, nous plagons la multiplication matrice-vecteur dans un espace de noms blas2* et
la multiplication matrice-matrice dans blas3. Ces espaces de noms apportent du sens — favorisent la
compréhension du relecteur — au code qui les utilisent. Cependant, contrairement aux routines BLAS
dont les spécifications sont tres strictes, notre solution mul doit sadapter a divers structures de données
et corps de base.

Nous avons donc voulu créer une solution mul.h dont l'interface est une simple fonction templétée :

/* C = AB %/
template<class _Matrixl, class _Matrix2, class _Matrix3, class _Method>
_Matrix1& mul ( _Matrix1& C, const _Matrix2& A, const _Matrix3& B

, const _Method& myMehtod = mul3Method::default() ) const ;

Selon la méthode choisie (triple boucle, Strassen, restes chinois, efc.), la nature du corps (entier,
modulaire, etc.) et le type de matrice (BLAS, m4ri, creuse, efc.) cette solution appelle divers algorithmes.

4 — par analogie avec les niveaux 2 et 3 des spécifications BLAS.
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5.2. La solution mul.

Le seul pré-requis est que _Matrix1 posséde un membre setEntry. En particulier, I'interface des Boi-
teNoire actuelle peut alors prendre la forme, au lieu du traditionnel domaine plus contraignant:

template<class _outVector, class _inVector>
OutVector &apply (_outVector &y, const _inVector &x) const
{

//return _MD.vectorMul (y, *this, x);

return blas2::mul(y, *this, x);

Code 5.12 — Implantation d’apply sur un vecteur par solution mul.

Multiplication générique: systéme contréleur-modules.

Nous allons maintenant donner un patron d’algorithme générique et efficace que nous appliquons
dans le cas de la multiplication dense. Ce modele permet dobtenir des performances au moins aussi
bonnes que celles du meilleur algorithme a disposition.

Seuils et Cascades.

Supposons que nous implémentions un algorithme récursif dont nous puissions choisir les cas de
bases. Comment implanter génériquement un tel algorithme dont lefficacité soit garantie ?

Nous proposons un modele, dans lequel les appels récursifs se font tous dans une procédure séparée
(les modules) et appellent tous en retour une routine de base (le contrdleur). Cette fagon de coder
présente un double intérét; le controleur choisit toujours la meilleure routine qu’il a a sa disposition
et les modules fonctionnent comme des routines spécialisées, voire peuvent étre considérées comme
systéme de greffons (plug-in). Nous schématisons ce patron dans la figure 5.2.

A notre connaissance, il nexiste pas de patron de conception qui gouverne cette construction. Le
patron stratégie sen rapproche le plus. Nous proposons de faire une analogie avec des contréleurs pour
systémes dynamiques — une fois que le contrdleur a envoyé une correction au systéme, il recoit de
celui-ci une nouvelle mesure qui lui permet de faire & nouveau une correction.

entrée N sortie
—>| Controleur |——

appel retour

appel

F1G.. 5.2 — Patron de conception contrdleur-modules

Dans la figure 5.3, nous illustrons cette idée sur un exemple de multiplication matricielle dense
utilisant un algorithme récursif de type Winograd (tableau 1.1) et p.ex. un cas de base type BLAS.

Nous prouvons dans les figures 5.4 a 5.6 le bien fondé d’un tel algorithme en cascade. L'utilisation de
ces seuils permet en effet de diminuer les complexités spatiales et arithmétiques des divers algorithmes.
Nous tragons les complexités relatives théoriques pour les trois algorithmes suivants, en utilisant les
formules de la section 1.2

— lalgorithme naif seul (classique, triple boucle) ;

— lalgorithme de Winograd seul (tableau 1.1) ;

— lalgorithme 5.1 avec pour BaseCase lalgorithme naif et pour RecursiveCase lalgorithme de

Winograd.
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5. Conception d’'une multiplication matricielle efficace et générique: la solution mul.

Algorithme 5.1: AlgoSeuil: controleur

- - y Algorithme 5.2: RecursiveCase: module
Entrées: A et B, denses, de dimensions

récursif
resp. n X k et k X n. Entrées: A, B, C et t comme ci-contre.

Sorties: C=AXB Sorties: C = A X B
si min(m, k, n) < t alors Découpe A,B,CenS,, T, -

‘ BaseCase(C,A,B) /* BLAS rapide %/
sinon )

| RecursiveCase(C,A,B,t) P; = AlgoSeuil(s;, T;, )
fin

retourner C
retourner C;

F1G.. 5.3 — Conception d’un algorithme récursif contrdlé

Nous remarquons que pour la complexité algorithmique, des un seuil de 300, on a théoriquement un
gain. Par contre, en complexité spatiale, il faut limiter le nombre d’appels récursifs pour qu’il y ait un
réel intérét. En revanche, le nombre d'allocations est drastiquement réduit dans I'algorithme en cascade.

Cette méthode tout a fait générale de conception controleur-module permet d’une part la réuti-
lisation des modules et dautre part assure automatiquement lefficacité. Par exemple, une technique
de cascade permet de fournir un algorithme global toujours plus rapide que les modules particuliers.
En outre, le controleur a une totale liberté de choix de modules, pouvant par exemple sadapter a l'ar-
chitecture (c¢f. benchmarks), aux ressources (notamment la mémoire) et aux modules disponibles. La
conception d’'un controleur doit toutefois respecter une regle : les cycles processeurs utilisés pour faire
les choix doivent étre réduits, p.ex. limités & quelques branchements ou switches.

Nouvelles routines BLAS dans FFLAS.

Dans I¢élaboration d'une multiplication générique, nous nous retrouvons souvent devant des algo-
rithmes trés spécifiques a implanter. Un exemple provient de la création rapide de matrices aléatoires
de rang donné pour laquelle nous avons choisi de multiplier une matrice triangulaire inférieure inver-
sible avec une matrice triangulaire supérieure de rang donné. Utiliser une routine type ftrmm qui prend
en argument une matrice triangulaire et une matrice dense nest pas optimal : nous avons donc proposé
des algorithmes en place, qui permettent de multiplier plus rapidement des matrices triangulaires entre
elles.

Multiplication de matrices triangulaires.

Il nexiste pour le moment pas de multiplication rapide de matrices triangulaires autre que
formm (Triangular matrix-matrix multiplication) pour la multiplication d’'une matrice triangu-
laire et d'une matrice dense. Cette opération fait partie des spécifications BLAS avec la signature
(x)trmm(side, uplo, transA, diag, m, n, alpha, A, 1dA, B, 1dB).Lopération est faite en place
dans la matrice rectangulaire dense B. Nous cherchons donc a créer une opération (nommeée ftrtrm)
qui permet de multiplier entre elles deux matrices triangulaires A et B, en place dans la seconde B. La
signature proposée est:

[ftrtrm(side, uploA, trans, diag, uploB, n, alpha, A, 1dA, B, 1dB) ; ]

Code 5.13 — ftrtrm

Lopération effectuée est B < aop (A)XB ou B < aBXxop (A) selon le paramétre side. La diagonale
de A est implicitement unitaire selon le parameétre diag. Selon le paramétre trans, soit op(A) = A
soit op(A) = A. Les matrices A et B sont considérées triangulaires inférieures ou supérieures selon les
parametres uploA et uploB.
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La difficulté algorithmique provient du fait que les données a lextérieur du tableau triangulaire de
taille n X n dans la matrice (B, 1dB) ne doivent pas étre modifiées. Par exemple, lorsque les matrices
triangulaires inférieures et supérieures sont superposées dans un méme tableau de données, le résultat,
représenté par la matrice entiére, doit se retrouver calculé correctement en place.

Nous découpons les matrices comme suit.

Nous proposons les algorithmes suivants, pour lesquels nous supposons que nous avons une fonc-
tion fgemm(uplo, A, uplo, B, C) qui effectue lopération C = C + op(A) X op(B). De plus, dans la suite,
les matrices triangulaires inférieures ou supérieures en argument seront notées L ou U et la matrice
résultat, notée B plus haut, est découpée en quadrants:

B= BNW BNE
BSW BSE

Dans lalgorithme 5.3, nous proposons un ordonnancement pour lopération ftrtr(left,
istrans, L, U),ie. U « op(L) X U. Nous notons que la copie effectuée a létape 3 nest utile
que lorsque L et U ne sont pas stockées dans la méme matrice (i.e. en arithmétique de pointeurs
L+n/2 !=U)

Algorithme 5.3: ftrtr(left, istrans,L, U)

Bgp « ftrtr(left,istrans,L,, U,) /% recursive %/
1 Bgg < gemm(uplo, istrans, M, notrans, N) /% dense accumulation %/
2 By < ftrmm(left, istrans, L, N) /% ftrmm %/
3 Bgw <« M /* copy */
4 Bgyw < ftrmm(right, istrans, U;, M) /% ftrmm %/
5 Byw < ftrtr(left, istrans,L;,U;) /* recursive x/

Les autres combinaisons de parameétres pour ftrtrm sont des variantes de lalgorithme s5.3.
Nous montrons dans lalgorithme 5.4 comment adapter cet algorithme pour obtenir par exemple
ftrtr(left,istrans, U, L).

Algorithme 5.4: ftrtr(left, istrans, U, L)

Byw < ftrtr(left,istrans,U;,L;) /% recursive %/
Byw < fgemm(N, istrans, M, notrans, Byw) /* dense accumulation =*/
Byg < ftrmm(right, istrans, N, L,) /*x ftrmm %/
Bgyw <« M /% copy */
Bgy < ftrmm(left, istrans, U,, M) /* ftrmm %/
Bgp < ftrtr(left, istrans, U,,L,) /* recursive %/

De méme, des ordonnancements adéquats fournissent aisément les algorithmes correspondant a
ftrtr(x, *, L, L) etftrtr(x, *, U, U) (p.ex. algorithme 5.5).

Algorithme 5.5: ftrtr(right, istrans, LW 1@)

By < ftrmm(right, istrans,L(ll),M(z)) /* trmm  x/
Bgyw < Bgw + ftrmm(left, istr‘ans,ng),M(l)) /* trmm dans L, =%/
Byw < ftrtrm(right, istrans, L(ll)7 L(lz),M, notrans, Byw) /* Recursive =*/
Bgp < ftrtrm(right, istrans,L(zl),ng),M, notrans, Byw) /* Recursive =*/
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5.2.3

5.2.3.1

5.2.3.2

5.2. La solution mul.

Rappel des complexités

Nous rappelons les complexités des algorithmes pour les ordonnancements proposés telles que cal-
culées dans [DGPo8], et en utilisant une multiplication rapide en M(n) = 6n“:

2
29 —4

Wftrmm(n) = M(I’I)

La complexité de l'algorithme ftrtrm, que la copie soit effectuée ou non effectuée, vérifie:

20 y
(2° —2)(2° — 4)

(n).

Wftrtrm—LU(n) =

Dans le cas non symétrique, nous avons:

4
Wftrtrm—LL(n) = (Zw _ 2) (2w _ 4) M(H)

Cet algorithme peut ainsi étre utilisé dans la solution mul lorsque les matrices A et B sont triangulaires
denses — diminuant le terme constant devant n® de 4 a 2,8 ou 1,6 pour la multiplication rapide de
Winograd.

Multiplication modulaire sur types entiers.

Les routines BLAS ont d’abord été créées pour les numériciens. Les types de données supportés sont
les réels en simple et double précision (float et double) et les complexes (simple et double précision
aussi). En particulier, il nexiste pas de routines pour les types entiers (ni pour la quadruple précision).
Avec les nouvelles instructions SIMD sur les types entiers (SSE, AVX), il est raisonnable denvisager tester
les performances de petits noyaux tels fgemm sur les entiers. En outre, les opérations sur les types entiers
non signés se font en fait modulo 2*? ou 2% : pour ces moduli particuliers, la réduction modulaire nest
alors pas nécessaire et il est possible den tirer partie par exemple dans un cas de base d'un schéma de
restes chinois.

Multiplication de matrices entiéres.

La multiplication de matrices entiéres apporte diverses complications par rapport a celle sur les
corps finis. En particulier, la taille de la matrice résultat nest pas connue a l'avance et généralement
bien plus importante que celle des matrices opérandes. Aussi, la multiplication atomique nest pas aussi
rapide que celle sur les types natifs et les structures de données représentant les entiers longs sont
plus compliquées. Toutes ces remarques vont nous causer bien des problemes. Pour nous attaquer a ce
probléme, nous considérons divers algorithmes : l'algorithme naif, les restes chinois et celui de Stras-
sen-Winograd avec comme cas de base 'un des deux précédents.

L'algorithme triple boucle.

Cet algorithme est le plus facile a implanter et utilise directement les entiers en multi-précision
de gmp. Une simple triple boucle ijk ou jik fournira généralement de bonnes performances sur les
petites matrices ou petits entiers. Au prix de quelques efforts (pré-transposition de sous-matrices de B
ou spécialisation de lopération atomique mul selon la taille des opérandes sur chaque coefficient de A
et de B comme dans FLINT, efc.) il est possible daméliorer sensiblement les performances d’une triple
boucle naive. La parallélisation via OpenMP de cette triple boucle est aussi assez aisée. La complexité
d’un tel algorithme est 21°1(b) si I(b) est la complexité pour multiplier ou additionner deux entiers de
taille b en entrée et si n est la taille d'une matrice (carrée pour simplifier).

Restes chinois.

Il existe de nombreuses implantation des restes chinois — avec ou sans terminaison anticipée, ou
des systemes de résidus (RNS, residue number system), des bases combinées (mixed radix) — que l'on re-
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trouve en particulier dans LinBox, Givaro, IML ou FLINT. Nous renvoyons par exemple a [DGR10, CSos].
La méthode des restes chinois est tres efficace pour les grands entiers et est parallélisable (notamment
le calcul des (A mod p;) X (B mod p;). Si nous supposons que nos entrées sont de taille b et que nous
utilisons une multiplication de matrice rapide sur les résidus Z/p,Z en M(n) = 6n®, la complexité de

lalgorithme des restes chinois est O(kM(n) + kbn?) ot k est le nombre de nombres premiers requis, par
2b+log,(n)

b

exemple si chacun a une taille 2[3, alors k =

Algorithme de Winograd.

Il existe toujours la possibilité dimplanter un algorithme de Winograd. Dans ce cas, il faut faire at-
tention a la mémoire supplémentaire utilisée car les tailles des temporaires sont arbitrairement grandes,
ala grande différence de la multiplication sur un Z/pZ ot les cofits des opérations atomiques sont uni-
taires. Si M (n, b) est le cotit d'une multiplication entiére dans le cas de base, alors la complexité de I'algo-
rithme de Winograd — ¢f. algorithme 0.2 avec 8 pré-additions, 7 multiplications et 7 post-additions —
avec un seul niveau de récursion est 814%1(b) + 7M (75, O(b)) + 7nh?1 (2b +1log, (74)).

Construction d’un algorithme de multiplication entiére.

Lefficacité d'une multiplication entiére dépend beaucoup de la taille des coefficients. Mis a part
les petites tailles de matrice, cest donc un paramétre nécessaire a calculer avant la multiplication a
proprement parler afin de choisir l'algorithme adéquat — sauf éventuellement pour un algorithme a
terminaison anticipée.

TaB. 5.1 — Comparaison de divers algorithmes pour la multiplication matricielle entiére (normalisé par
2n° max (b, by)/sec. X 10~°) sur Joran@imag.

matrices algorithme

n by by naif CRA FLINT Wino-naif Wino—-CRA Wino-FLINT

100 10 10 0,7 1,3 15 0,6 0,58 5,0
100 1000 1000 4,1 2,4 7,5 4,5 1,4 4,5
100 1000 5000 4,7 2,7 4,6 5,4 1,8 5,4
10 5000 5000 1 0,1 1,8 1,2 0,03 1,5
16 5000 5000 1,3 0,2 1,1 1,4 0,08 1,3
50 5000 5000 1,4 0,8 1,4 1,5 0,5 1,6
500 500 500 4,8 10 22 5,4 6,7 18
1000 10 10 0,3 10,5 14,8 0,3 5,8 11,8
1000 100 100 2 20 29 2 12 25
2000 50 50 1,5 26,7 39 1,5 17 36
3000 5 5 — 16,5 12,8 — 8,4 11,3

Nous constatons que 'implantation des restes chinois de FLINT est en général significativement plus
performante que celle de LinBox et que les « petits » cas sont souvent mieux traités aussi. En outre, I'uti-
lisation de l'algorithme de Winograd peut entrainer des améliorations — avec les algorithmes utilisés,
cela apparait sur les petites tailles de matrices et grandes tailles en entrée. Lefficacité de la multiplica-
tion dépend ici autant de la complexité que de l'implantation. Nous proposons donc de fournir tous les
algorithmes a disposition de maniere a ce qu’'un autre mécanisme (cf. section 6.1) permette de choisir
le meilleur dans un cas donné. En effet, prenons lexemple de FLINT pour lequel le choix de basculement
entre l'algorithme triple boucle et les restes chinois se fait a partir de constantes indépendantes de len-
vironnement. Il se trouve quentre les lignes 4 et 5 du tableau, l'algorithme de Winograd avec comme

96



15

5.2.4

5.2. La solution mul.

cas de base la routine de FLINT prend le pas sur la routine de fmpz_mul de FLINT. Un meilleur seuil dans
cette derniére aurait pu éviter cela et rendre fmpz_mul inconditionnellement plus rapide >.

Une bonne implantation de multiplication sur Z doit donc déja prendre en compte la taille des
matrices et des entrées mais aussi de lenvironnement et des performances des algorithmes de base.
Nous mettrons en ceuvre (chapitre 6) des techniques pour parvenir a sadapter a lenvironnement et
aux algorithmes a disposition, tandis que les choix des algorithmes seront effectués essentiellement par
traits.

Implantation par traits.

Finalement, Iimplantation de chaque algorithme (code 5.14) se fait donc par traits ® et la solution,
selon les dimensions des matrices, la taille des entrées et les parametres doptimisation (cf. plus bas)
utilisera l'algorithme choisi.

namespace Protected {
template<class Matrixl, class Matrix2, class Matrix3>

Matrix1& mul(Matrixl & C,
const Matrix2 & A,
const Matrix3 & B,
const RingCategories::IntegerTag & tag,
const MMMethod: :CRA & meth)

{

3

template<class Matrixl, class Matrix2, class Matrix3, class Method>
Matrix1& mul(Matrix1& C, const Matrix2& A, const Matrix3& B, const Method& meth)
{
typedef typename FieldTraits<typename Matrixl::Field> matField ;
return Protected::mul(C,A,B,matField::categoryTag(), meth);

Code 5.14 — Sélection des algorithmes par traits.

Cette méthode de programmation permet deffectuer des choix a la compilation et offre une faci-
lité décriture: le nom de la fonction appelante est constant, seuls les traits changent, cest un exemple
typique de conception par blocs de base.

Conclusion, prolongements.

Nous avons vu dans cette section diverses approches pour effectuer une multiplication ma-
trice-matrice. Nous avons cong¢u des algorithmes:

— en cascade qui permettent d'avoir de trés bonnes complexités ;

— des algorithmes spécifiques aux propriétés des matrices.
Nous proposons donc un ensemble d’algorithmes, de briques élémentaires que la solution mul adapte
en fonction des caractéristiques des matrices et, comme nous le verrons dans un prochain chapitre, en
fonction de lenvironnement.

5 — Apres, a nous développeurs de LinBox de partir de cette situation pour améliorer nos restes chinois, FLINT n'utilisant
méme pas de routines BLAS pour leurs cas de base...!

6 — tag dispatching,cf. http://www.boost.org/community/generic_programming.html, aussi communément utilisé
dans la STL.
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Formes de Hermite.

Nous généralisons cette approche a dautres solutions. Par exemple, nous avons introduit dans
LinBox le calcul de la forme de Hermite d'une matrice dense”. Nous en avons donc implémenté di-
vers algorithmes. Tout d’abord, il y a lalgorithme classique de pgcd (voir par exemple l'algorithme
ClassicHermite, [Stog4, chapitre 3]). Nous avons aussi implanté lalgorithme de Kannan-Bachem
([KB79]) amélioré par Chou-Collins ([CC82]) ainsi que I'amélioration de l'algorithme de Miccian-
cio—Warinschi ((MWo1]) proposée par [PS10] (et implantée par les auteurs dans Sage et partiellement
dans LinBox). Parmi les algorithmes avec réduction modulaire, nous avons implanté une variante de
lalgorithme classique par pgcd et, dans ses cas d'utilisation, utilisé la routine NTL : : HNF de NTL. Dans le
cas ot nous cherchons a réduire la taille des coefficients de U, nous avons aussi implanté I'algorithme
de Havas—-Majewski-Matthews ([HMMg8]). Finalement, nous avons modifié l'algorithme de [G]So1]
dans le cas ou la partie essentielle est supposée petite — et fait donc la simplification que lors du premier
appel récursif, nous pouvons supposer que nous nobtenons aucun autre élément diagonal que l'unité.

Limplantation d’un algorithme de Hermite a été faite avec le prototype du code 5.15. Selon le para-
metre template, la matrice unitaire est, ou nest pas, calculée. La méthode fait partie d'un espace de nom
(namespace) nommé hermiteMethod. Nous avons quatre choix dimplantation : la matrice H est trian-
gulaire inférieure ou supérieure, la matrice U est appliquée a droite ou a gauche (lignes ou colonnes).
La fonction hermiteInBase fait partie des algorithmes, les détails étant placés dans lespace de noms
Protected habituel.

template< class Ring
, bool withU >
BlasMatrix<Ring> &

hermiteInBase( BlasMatrix<Ring> & H
, BlasMatrix<Ring> & U
, const hermiteMethod::hermiteGCD & meth
, const implementedLeftLower &
)

Code 5.15 — Implantation de l'algorithme Hermite.

Lorsqu’une méthode nest pas implantée, une routine hermiteSwitcher effectue les transformations
suivantes qui permettent de passer d'une décomposition a droite a une décomposition a gauche et d'une
décomposition selon les lignes a une décomposition selon les colonnes:

— transpose(hermite(A, right)) = hermite(transpose(A, left));

— si] est une matrice anti-diagonale, J.hermite(A, left).J = hermite(J.A.J, right).

template< class Ring
, enum LinBoxTag::Side s
, enum LinBoxTag::Shape t
, class myMethod >
BlasMatrix<Ring>&
hermiteIn( BlasMatrix<Ring>& H
, const myMethod & meth = hermiteMethod::hermiteGCD()

)

BlasMatrix<Ring> U(H.field(), 0, 0);

const bool withU = false;

Protected::hermiteSwitcher<Ring, s, t, withU, myMethod>(Z, H, U, meth);
return H;

7 — Leffort a été porté sur les matrices denses. En effet, des techniques, comme par exemple celle présentée dans [BM10],
permettent de réduire le probléme sur des matrices creuses a des matrices denses — une élimination heuristique est effectuée
jusqua ce que la matrice soit suffisamment densifiée pour lancer un algorithme dense rapide.
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template< class Ring
, enum LinBoxTag::Side s
, enum LinBoxTag::Shape t
, class myMethod >

BlasMatrix<Ring>&
hermite( BlasMatrix<Ring> & H
, const BlasMatrix<Ring> & A
, const myMethod & meth = hermiteMethod::hermiteGCD()
{
H=A;
hermiteIn<Ring, s, t>(H, meth);
return H;
}

Code 5.16 — Implantation de la solution Hermite

Nous obtenons un ensemble d'implantations de la forme de Hermite pour des matrices denses sur
les entiers et, avec une interface commune, les diverses définitions de décompositions de Hermite que
lon peut trouver dans la littérature.

Résolution de systémes entiers.

Nous nous sommes aussi intéressés a la résolution de systemes entiers, pour lesquels nous avons a
disposition des implantations de l'algorithme de Dixon ([Dix82]) — dans LinBox ([Gioo4]), mais aussi
IML ([CSo5]) — et proposons leur adaptation avec l'algorithme de Moenck et Carter ([MCy79]). Nous
montrons que nous pouvons directement utiliser les routines d’IML dans LinBox, sans conversions de
données — a la différence de FLINT — , et bénéficions ainsi directement de ces routines.

BlasMatrix<PID_integer> A(PID_integer(), m, n);
mpz_t * mp_A = preinterpret_cast<mpz_tx>(A.getPointer());

IML::nonsingSolvL1hsMM(IML::RightSolu,B.rowdim(),1, mp_A, mp_B, mp_N, mp_D);

Code 5.17 — IML wrapping

Dautre part, il existe des algorithmes numériques—symboliques qui sont nettement plus rapides
dans leur domaine d'utilisation (entrées de taille en générale inférieure a 40 bits), citons par exemple
[Wano6, SWY11], implantés par leurs auteurs dans LinBox. Le travail de la solution solve, la encore
consistera a choisir en fonction des bons parametres le meilleur algorithme a disposition parmi toutes
les briques offertes.
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célebres parmi ceux que nous utilisons est certainement ATLAS : Automatically Tuned Linear

Algebra Subroutines, cf. [WPDo1]. Citons aussi par exemple NTL. Plus récemment, une op-
tion -pgo (profile guided optimisations) a été introduite pour le compilateur gcc qui permet de définir
les codes générés les plus rapides sur lenvironnement de compilation. Le point commun a tous ces
exemples est une machinerie permettant, avant l'installation, de découvrir les meilleurs parametres
pour une architecture donnée.

D E NOMBREUX logiciels et bibliothéques sont optimisés lors de leur installation. Cun des plus

Dans la bibliotheque FFLAS-FFPACK en particulier, il existe notamment une option de configuration
--enable-optimizations qui permet de détecter le meilleur seuil de basculement entre les algorithmes
de Winograd et ceux des BLAS pour la multiplication matricielle sur des double. Nous voulons aller plus
loin. Cependant, a la différence des exemples sus-cités, nos choix doptimisations peuvent se situer a
des niveaux tres divers, et compliquer donc notre tache:

+ Auniveau purement algorithmique, nous pouvons écrire de meilleurs algorithmes avec de meilleurs
complexités, implanter des algorithmes plus efficaces dans certains cas particuliers, détecter les
meilleurs algorithmes en fonction de divers parameétres.

+ Au niveau des routines de base, nous avons souvent le choix entre diverses implantations, dont les
performances peuvent significativement varier selon les architectures de processeurs par exemple.

Nous allons donc apporter (section 6.1) des propositions d’auto-optimisation qui seront assez géné-
riques pour recouvrir nos besoins, du choix de la réduction modulaire en fonction du type d'argument
au choix de la méthode de résolution de systéme en fonction des caractéristiques de la matrice en en-
trée, en passant par la sélection des meilleurs algorithmes de restes chinois... Nous voulons fournir une
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framework claire et générale pour permettre non seulement des mesures de performances, mais aussi
leur comparaison.

D’autre part, nous profitons de ce systéme de mesures pour permettre a l'utilisateur de représenter
les performances de la bibliothéque. Dautres logiciels implantent aussi des moyens de mesurer leurs
propres performances (%timeit dans Sage, profiler.c dans FLINT...); nous proposons d’associer les
deux objectifs : des benchmarks (banc dessai comparatif) pour les fins de l'utilisateur et pour loptimi-
seur automatique.

Ensuite, dans la section 6.2 nous proposons des modéles de conception modulables qui permettent
dassurer des performances tout en gardant le code tout a fait générique.

Garantir des performances par leur mesure (benchmarking).

La création d’un répertoire benchmark/ répond a des attentes multiples (cf. section 6.1.1). Les pro-
blémes qui se posaient alors étaient de:

— Sassurer des performances et de leur reproductibilité ;

— vérifier les performances et détecter les régressions;

— créer des outils pour mesurer effectivement les performances.
Nous proposons ensuite (section 6.1.2) den dériver des outils et de créer des pratiques pour optimiser
automatiquement notre bibliothéque en déterminant, a l'installation, les meilleurs choix d’algorithmes
sur une architecture donnée.

Des benchmarks pour mesurer, tester, paramétrer.

Dans un premier temps, nous décrivons précisément nos motivations et nos objectifs. Ils sont
triples: détecter les régressions, fournir un syst¢eme de mesure de performances a l'utilisateur, créer
une infrastructure (framework) doptimisation automatique du code.

Tester et cibler les régressions.

Initialement, cette framework a été créée pour vérifier les performances de fgemm, notamment en
fonction des parametres alpha et beta, mais aussi en fonction des corps: un ModularBalanced<T>
nétait pas plus rapide qu'un Modular<T> alors quon sattendait au contraire. Aucun test ne permettait
de vérifier cela. Il est critique de vérifier que les routines de base sont aussi efficaces quattendu et, dans
le cas contraire, il nest pas forcément aisé de détecter, lors de lexécution d’'un algorithme complexe,
dou proviennent certaines pertes de performances. Mesurer les performances en tant que test a donc
été un point de départ.

Considérons par exemple la création d’une matrice aléatoire sur un certain corps par la classe
RandomMatrix. Nous disposons d’un algorithme de référence — utilisant p.ex. simplement une fonc-
tion rand() — et d’une tolérance — disons T = 5%. Le test de benchmark passera si, a la tolérance
pres, la classe RandomMatrix nest pas au moins aussi rapide que la routine triviale, sur toute la plage
de valeurs. De cette maniére, nous sommes parvenus a détecter de mauvaises implémentations de la
fonction init, qui seraient par ailleurs passées probablement encore longtemps inapergues.

Mesurer les performances.

Ensuite, il découle pour l'utilisateur d’un outil pour représenter graphiquement les performances
de tel ou tel algorithme et de les comparer. Par exemple, en fonction de divers parametres (méthode,
domaine...) il est aisé de découvrir et comparer les combinaisons qui produisent les meilleures perfor-
mances. Les benchmarks lui permettent aussi de comparer automatiquement les algorithmes de LinBox
avec ceux provenant d’autres bibliotheques (IML, NTL...), ou de comparer les performances de son nou-
vel algorithme en fonction de ce qui se fait déja dans la bibliotheque.

102



6.1. Garantir des performances par leur mesure (benchmarking).

Aussi, nous rajoutons la contrainte qui demande que la création d’'un tel graphique soit aisée pour
l'utilisateur et réclame un minimum d’investissement. Finalement, proposer un systeme de mesure de
performances permet de sassurer de la reproductibilité des performances mesurées.

6.1.1.3 Etablir des paramétres par défaut.

6.1.2

6.1.2.1

Finalement, nous voulons utiliser cette architecture pour améliorer les performances de la biblio-
theque. Cest I'un des défis les plus relevés de ce systéme de mesure. En effet, une étude exhaustive des
performances des divers algorithmes qui constituent les méthodes d’une solution permet de choisir
les méthodes par défaut et au besoin de les changer. Cest en particulier utile pour vérifier que les mé-
thodes hybrides ou sélectives par défaut font les bons choix (i.e. les plus efficaces). Clest aussi utile pour
découvrir a linstallation les meilleurs parametres sur un environnement donné, exactement comme
--enable-optimisation lors de la configuration de FFLAS-FFPACK permet de trouver, pour fgemm, le
meilleur seuil entre la multiplication rapide par Winograd et celle avec les BLAS.

Ainsi, le développeur trouvera un outil pour tester automatiquement si une modification quil a
apportée quelque part dans un code entraine une régression ; I'utilisateur vérifiera que son installation
est correcte et aura une vue densemble des performances accessibles sur sa machine.

Nous allons maintenant présenter l'architecture mise en ceuvre pour mesurer automatiquement et
efficacement les performances.

Une framework de benchmarks partagée par les utilisateurs et I'optimiseur.

Comme nous l'avons déja mentionné, un objectif de ce systeme de benchmarks est de pouvoir pro-
duire facilement des tableaux de données de qualité et de les exploiter aisément, notamment par des
créations de graphes; il est facilement extensible par I'utilisateur — cest une forme de généricité.

Production de graphiques.

Un de nos buts est donc la production simplifié de graphes de qualité représentant des mesures
de performances. Nous allons décrire la conception des classes qui permettent de répondre a cette
question.

Abstraction de gnuplot.

Tout d’abord, le logiciel libre gnuplot * permet de créer des graphiques de qualité a partir de tableaux
de données et d'un langage de script: ce logiciel est donc tout a fait pertinent quant a nos besoins.
Ensuite, nous avons voulu permettre a 'utilisateur de pouvoir 'utiliser sans avoir a connaitre sa syn-
taxe ou ses options, simplement a travers une classe-interface en C++: pour cela une classe PlotData
(code 6.1) permet daccumuler les données tandis qu'une classe PlotStyle permet de définir aisément
le style de graphiques — légendes (abscisses, ordonnées, titres), les styles de tracé, les formats de sor-
tie, les échelles, etc. Une classe PlotGraph combine les deux pour créer un graphe combinant le style
et les données. Ces classes sont bien documentées et elles sont faciles a utiliser pour des besoins cou-
rants. Dans une utilisation plus pointue, elles laissent néanmoins la possibilité a 'utilisateur averti de
personnaliser a loisir ses graphes.

En résumé, une structure de données permet denregistrer des points, une autre permet en quelques
appels de fonctions de faire des choix simples et courants de formatage et enfin une structure de données
combine et articule ces deux derniéres pour créer un graphe.

template<class T>

class PlotData {
vector<vector<double> > data_y ;
vector<string> names_y ;
vector<T> data_x ;

1 — Disponible a www. gnuplot.info/.
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public
PlotData (size_t n_x, size n_y =1) ;
void setEntry (size_t i, size_t j, double val) ;
void setAbsciName (size_t j, T name);
void setSerieName (string name);
double getEntry (size_t i, size_t j) ;
b

Code 6.1 — Structure de données des benchmarks.

Un fichier d'image (eps, png, jpeg, pdf, svg...) est créé. On peut aussi choisir un simple tableau en
format texte brut, html ou ETEX. Nous montrons dans la figure 6.1 un exemple de mesures effectuées sur
la routine fgemm en caractéristique 13 sur divers corps. Un corps de réels (UnparametricField) sert de
référence. Nous constatons que pour un petit modulo, I'utilisation des float est plus avantageuse que
celle des double et que les représentations centrées sont un peu plus efficaces que les représentations
classiques des corps. Nous constatons que le fait de convertir automatiquement les int32_t en float
permet de rendre lopération fgemm rapide sur ce type de données. Nous pouvons aussi noter que lorsque
la caractéristique est petite, la routine fgemm aurait généralement intérét a convertir vers des float.

FFLAS::fgemm

8000 T T T T T T
7000 | [P — A,,,E,,g,,:
6000 - 57 i
5000 o i
8 kT *
S 4000 . e i
3000 . o e
2000 + 7 L;;%/;;::,j o
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400
dimensions
double mod 13 —+— balanced float mod 13
float mod 13 - balanced int32, mod 13
int32y mod 13 ---x--- unparameterized field(8,d) - -e- -
balanced double mod 13 o unparameterized field(4,f) — & —

F1G.. 6.1 — Exemple de sortie de benchmark sur Perso@home: fgemm.

Une nouvelle cible make benchmarks permet actuellement de créer un certain nombre de graphes
que l'utilisateur peut consulter, comme celui de la figure 6.1.

Adaptabilité des mesures a I'environnement.

Non seulement nous voulons pouvoir produire des graphiques, mais aussi voulons-nous pouvoir
les comparer, p.ex. entre deux versions de LinBox différentes. Nous voulons aussi que la création des
graphiques dépende de lenvironnement. Nous ne pouvons pas demander de tester inconditionnelle-
ment par pas de 20 toutes les tailles de matrices entre 1 et 10000 car certaines machines mettraient
des heures a effectuer ces tests tandis que d’autres échoueraient faute de mémoire disponible pour les
grandes tailles... Il nous faut donc laisser une certaine adaptabilité a la création des mesures.
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6.1.2.2

6.1. Garantir des performances par leur mesure (benchmarking).

Nous devons étre capable de faire des mesures depuis les petits cas jusquaux limites des machines,
de maniére transparente pour I'utilisateur et sa machine.

Pour cela, il est possible de controler précisément le temps passé sur la création de ces benchmarks.
Chaque itération est répétée un nombre de fois suffisant pour qu'un point corresponde a une durée mi-
nimale représentative dexécution, mais sans dépasser un temps et nombre de répétitions maximaux.
Cela permet p.ex. de sadapter aux machines lentes ou rapides, disposant de plus ou moins de mémoire.
Typiquement, un test sur fgemm pourra voir testées des matrices plus ou moins grosses selon lenviron-
nement. Une progression est dautre part affichée sur le terminal, au cas ot la création d’'un benchmark
dure plus de temps que prévu, afin de ne pas surprendre l'utilisateur.

Optimisation automatique via les mesures de performances.

Nous avons un moyen de fournir a I'utilisateur des réponses a des questions telles « sur quel corps
fgemm est-il plus rapide ? », « sur des entiers de 1 ooo bits, quel est le meilleur algorithme de reste chi-
nois ? »... Nous voulons maintenant que, lorsqu’une bibliotheque que nous développons est configurée
avec le parametre --enable-optimizations, ce soit le script configure qui réponde a ce genre de
questions et que toute la bibliothéque profite de ces optimisations.

Il existe divers types doptimisation a pratiquer. Tout dabord, nous trouvons les optimisations
de parameétres. Par exemple, loptimiseur découvre le parameétre LINBOX_WINO_THRESHOLD_DOUBLE ou
LINBOX_SOLVE_INTEGER_METH et dans le code, on retrouve des passages comme dans les codes 6.2 et 6.3.

if ( m < LINBOX_WINO_THRESHOLD_DOUBLE )
mul_blas(...);

else
mul_wino(...);

Code 6.2 — Parametre par défaut (multiplication).

template<class Vector, class Matrix, class Method>

Vector & solve(Vector &x, const Matrix &M, const Vector &b,
const RingCategories::IntegerTag & tag,
const Method & M = LINBOX_SOLVE_INTEGER_METH)

Code 6.3 — Parameétre par défaut (systémes entiers).

Ensuite, il existe les optimisations des fonctions simples ou de base dont il peut exister plu-
sieurs versions. Nous présentons dans le code 6.4 un exemple dimplantation. La méthode utili-
sée est la suivante. Le script configure découvre les parametres de lenvironnement et les définit
dans un fichier linbox-config.h. Les choix par défaut (avant loptimisation) se trouvent dans un
fichier linbox-configuration.h. Ce fichier remplace exactement linbox-config.h, qui devait étre
inclus dans tout fichier de LinBox. Ce fichier 1inbox-configuration.h inclut lui-méme un fichier
linbox-optimise.h qui est créé par le script configure. Si les optimisations sont activées, les défi-
nitions de macros dans ce fichier prévalent sur les défauts de 1inbox-configuration.h. Finalement,
le fichier linbox-optimise.h est créé incrémentalement, de sorte que loptimisation n° k bénéficie des
parametres découverts lors des optimisations n° 1, ..., k — 1. Ainsi, nous parvenons a créer proprement
et lors de la configuration un systéeme de configuration par défaut qui sadapte a lenvironnement.

// file : linbox/linbox-configuration.h

#include ”linbox/linbox-config.h”

#include ”linbox/linbox-optimise.h”

#ifndef LINBOX_MOD_DOUBLE

#define LINBOX_MOD_DOUBLE ((a),(p)) fmod((double)a, (double)p)
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#tendif

// file : linbox/field/Modular/modular-double.h
template<>
10 | class Modular<double> {

Element &init(Element &x, Element&y) const

{
x = LINBOX_MOD_DOUBLE (x,y)

’

15

3

Code 6.4 — Fonction par défaut (fmod).

Finalement, et cest certainement le plus difficile, il existe les optimisations qui dépendent de fonc-
tions compliquées ou de divers parametres. Par exemple, selon la taille des entrées en argument, cer-
tains algorithmes pour résoudre des systemes linéaires sur les entiers se comportent trés différem-
ment (cf. section 5.2.4, §2). Dans ce cas particulier, il faut découvrir ces combinaisons : pour un certain
nombre dalgorithmes testés en fonction de certains parametres (ici tous les algorithmes de résolution
de systemes sur les entiers en fonction de la taille maximale des coefficients de la matrice) loptimiseur
découvre a partir des tableaux de performances les algorithmes les plus rapides et les seuils associés.

// file : linbox/linbox-optimise.h (autogenerated)

#define LINBOX_SOLVE_INTEGER_THRES®@ 45

#define LINBOX_SOLVE_INTEGER_THRES1 78

#define LINBOX_SOLVE_INTEGER_ALGO solveMethod::WanTrait

s | #define LINBOX_SOLVE_INTEGER_ALG1 solveMethod::Dixon

#define LINBOX_SOLVE_INTEGER_ALG3 solveMethod::IML

#define LINBOX_SOLVE_INTEGER (x,A,b,1) {

if (1< LINBOX_SOLVE_INTEGER_THRESQ) {
solve(x,A,b,LINBOX_SOLVE_INTEGER_ALGO());

10 }

else if (1 < LINBOX_SOLVE_INTEGER_THRES1) {
solve(x,A,b,LINBOX_SOLVE_INTEGER_ALG1());

}

else {

15 solve(x,A,b,LINBOX_SOLVE_INTEGER_ALG2());

Code 6.5 — Seuils et fonctions par défaut.

6.1.3 Prolongements.

Comme cette architecture de benchmark est toute récente, il existe encore diverses pistes a explorer.
Nous citons quelques futurs axes de travail.

+ Idéalement, tous les algorithmes et les solutions devraient étre présents dans ce répertoire. Ce sera
encore le fruit de longs efforts.

+  Cette architecture de benchmark pourrait étre portée dans Givaro ou dans FFLAS-FFPACK.

+ Nous nous sommes axés sur les performances liées au temps (les unités de 'axe des y sont essentiel-
lement les secondes, les mffops...) mais pas a lespace. Par exemple loutil massif de valgrind permettrait
de vérifier automatiquement l'utilisation mémoire de certains algorithmes et den tirer des graphes.

106



6.2

6.2. Amélioration des performances: conception par briques de base.

+ Limplantation de --enable-optimization lors de la configuration pour choisir et adapter des
seuils, des morceaux de codes ou des choix dalgorithmes dont loptimisation dépend de l'architecture
nest pas compleéte a ce jour...

Nous avons découvert a posteriori la bibliotheque template C++ eigen * d’algebre linéaire numérique
qui propose deux systémes de benchmarks, loutil final pour la création de graphes étant aussi gnuplot:

— Lun est a base de scripts non génériques récoltant les résultats dexécutables. Cela permet en
particulier de pouvoir mesurer des performances entre divers compilateurs ou avec diverses op-
tions de compilation. Le seul moyen pour y parvenir dans notre systeme de benchmark est de
remplir le fichier .dat avec divers exécutables (par exemple compilés par divers compilateurs)
et de construire ensuite nos structures de données a partir des valeurs dans ce fichier (avec un
constructeur PlotData(const std::string & datafile)).

— Lautre systéme est dérivé d’'une version significativement modifiée de BTL3 ([PHo8]). Il est in-
téressant de noter que la bibliotheque BTL est construite pour étre générique a travers un méca-
nisme dencapsulation de fonctions (actions) pour diverses implantations (noyaux) qui permet
de mesurer les performances de ces diverses implantations et méme de les tester automatique-
ment par rapport a une routine supposée stire.

Dans la bibliotheque eigen, ces benchmarks sont purement destinés a des fins de mesures et de
tests, et non destinés a l'auto-optimisation. Cependant, la bibliothéque BTL prévoit comme nous — mais
elle ne la distribue pas a notre connaissance — une synthése automatique des meilleurs algorithmes
pour une fonction donnée. Leur probleme est cependant plus général que le nétre car ils prévoient par
exemple de changer de vendeur de BLAS (implantations différentes mais interfaces identiques) au sein
d’'une méme routine, doti des problemes de lien (utilisation de dlopen ala place). Ceci nest ni prévu par
LinBox ni démontré en pratique dans BTL. Bien que le code bench<timer_t, action_t< implem_t > >
> puisse étre considérée comme treés générique car laissant a I'utilisateur la flexibilité décrire sa propre
classe action_t pour des implantations données, nous pensons donner plus de libertés a l'utilisateur en
lui permettant d'implanter lui-méme sa fonction. Cela permet par exemple la liberté du constructeur
de données aléatoires (avec ou sans certaines propriétés, depuis un fichier...), de pouvoir mesurer les
performances de deux implantations différentes d'une méme fonction dans une méme bibliotheque...
En outre, nous offrons la liberté de créer via une interface simple, en C++, et dans le méme fichier, des
graphiques correspondant aux données (liberté étant laissée a l'utilisateur de retravailler son fichier
.dat): contrairement a BTL nous fournissons via un effort minimum la possibilité de formater son
graphe de sortie sans avoir a relancer un script non paramétrable bash apres la création du fichier brut
de données . dat.

Le projet BTL nest donc pas directement utilisable dans LinBox mais cet exemple de bibliotheque
de benchmarks générique cautionne # nos objectifs de cette section; les idées se rejoignent: prévoir un
systéme de mesures proposant a la fois une production de graphes et de code (hybride) optimal, tout
en étant « générique ® ». Aussi, la bibliothéque BTL met en avant, a juste titre, 'importance du choix du
chronometre et permet de templéter ses benchmarks par un timer, cest une piste que nous devrions
aussi suivre. Cest typiquement le genre de mécanisme qui permet aussi une meilleure portabilité entre
différents systemes dexploitation.

Amélioration des performances: conception par briques de base.

Selon 'adage de Donald Knuth, « on devrait oublier les petites optimisations locales, disons, 97% du
temps : loptimisation prématurée est la source de tous les maux ». Nous n'allons pas chercher a optimiser

2 — Disponible sur http://eigen. tuxfamily.org.

3 — Benchmark Template Library http://projects.opencascade.org/btl/.

4 — Il nest pas fréquent dans la littérature ou dans la vie des logiciels de rencontrer ce genre de problémes et d’y apporter
des solutions.

5 — en fait les actions proposées par BTL ne sont pas si génériques et contrairement & notre systeme de benchmark moins
flexibles quant aux possibilités de représentations et de comparaisons de données.
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le code de nos bibliotheques tel quel. Au lieu de cela, nous cherchons a rendre le code modulable, bati a
partir de briques de bases (building block) performantes. Nous démontrons pourquoi dans cette section.

Le code de LinBox étant essentiellement templété, lors de I'inclusion d’'un entéte, le compilateur voit
tout le code. Cest un atout pour le compilateur, mais un désavantage si la taille de lexécutable ex-
plose. Par exemple, la bibliotheque Givaro étant trés peu templétée, nous avons restructuré de nom-
breux fichiers pour permettre ¢ d’inliner un maximum de code afin que le compilateur puisse effectuer
de meilleurs choix. Ceci se fait au détriment du temps de compilation — et de l'utilisateur — car une
majorité du code de Givaro est compilable. Nous laissons a I'utilisateur le choix, a la configuration,
entre code pur et code pré-compilé. Cette question de généricité et de performance a soulevé de nom-
breuses études. Nous citons en particulier [UEKM9g6] qui étudient la possibilité de fournir un code gé-
nérique tout en proposant dans son source divers types de polymorphisme ; [TWBSo9] qui proposent
des techniques et une surcharge au langage C++ afin de minimiser les dépendances entre les membres
d’une classe générique et avec ses parametres template pour alors diminuer la taille des exécutables.
Nous notons que nous pouvons aussi utiliser, pour les combinaisons les plus communes, un systéme
de compilation séparée ([DGPS10]).

Optimisations, micro-optimisations: défi ou temps perdu?

Lorsque ces modules arrivent a un bas niveau, le compilateur saura généralement fournir un code
performant. Néanmoins, nous devons garder un ceil dessus (le profiler, tester son efficacité) pour sassu-
rer des meilleurs performances a tous les niveaux. Une autre option utilise des routines spécifiques, op-
timisées et sires provenant dautres bibliotheques — p.ex. BLAS, NTL, IML... Une derniére option consiste
a créer dans LinBox du code optimisé (cf. SpMV, partie II).

Laisser les optimisations au compilateur.

Bien entendu, nous laisserons généralement au compilateur la lourde tache doptimiser le code de
bas niveau et éviterons les optimisations spécifiques, non toujours portables, comme les jeux d’ins-
tructions SSE ou MMX par exemple. Nous laisserons aussi le choix au compilateur de dérouler ou dop-
timiser les boucles — dans les cas ou cela est possible, on préférera cependant prendre 'habitude de
la pré-incrémentation histoire de ne pas créer de temporaires inutiles, surtout lorsque cette opération
est cotiteuse. On cherchera au maximum a guider le compilateur en favorisant les choix effectués a la
compilation (utilisation de traits) ou en spécifiant le mot clef const par exemple — plus un compilateur
a d'informations, plus il pourra effectuer doptimisations agressives.

Voici par exemple comment nous pouvons essayer doptimiser une addition. Cette opération est en
général lente car la réutilisation des données est nulle “et elles sont transportées seulement a la vitesse
du bus... Une simple boucle for bien optimisée fournira donc de bonnes performances. Nous avons
cependant essayé d'utiliser des routines SSE (code 6.6).

void add_sse(double *c, const double *a, const double *b, size_t n)

{

__m128d =*av, *xbv, xcv;

av = (__ml28dx)a; // alignés
bv = (__ml128dx*)b;
cv = (__ml28dx*)c;
size_t 1 = 0 ;
for ( ; i < n/2 ; ++i)
cvli] = _mm_add_pd(av[il, bv[il);
if (n&l)

c[n-1]1 = a[n-1] + b[n-11;

6 — Ces codes peuvent néanmoins aussi se retrouver pré-compilés dans la bibliothéque, cest une option de configuration.
7 — en effet, lopération add nest pas dans les spécifications BLAS...
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6.2. Amélioration des performances: conception par briques de base.

Code 6.6 — Utilisation d’instructions SSE pour additionner deux vecteurs.

11 est treés difficile de mesurer précisément la rapidité de cette routine pour les n petits. Pour des
tests ou lon répete n fois cette routine sur des vecteurs de taille n, (typiquement une sous-matrice
dont les pointeurs sont alignés), 'accélération obtenue se retrouve généralement entre 1,2 et 2. Par
contre, lorsque les pointeurs ne sont pas alignés (sur 16 bits), la version non alignée de ce code (utilisant
alors _mm_loadu_pd et _mm_storeu_pd) est généralement plus lente qu'une boule naive optimisée par le
compilateur. Il faut donc connaitre 'alignement d’'un pointeur a lentrée dans cette fonction (sous peine
de segfault ou de pertes de performances), ce que ne prévoit pas FFLAS-FFPACK... Bref, cette optimisation
en particulier napporte rien, si ce nest, éventuellement, des bogues. Nous garderons par contre les
fonctions add, sub et leurs dérivées qui apportent plus de sens et de clarté a la lecture d'un code que
des doubles boucles (cf. section suivante) et autorisent éventuellement les optimisations locales — p.ex.
une addition sur des mots compressés, sur Z/2Z.

Lopposé de cette approche consiste a fournir un code non nécessairement optimisé avec lequel le
compilateur fera du mieux qu’il peut. Nous proposons une conception différente, a la fois générique et
performante qui permet de laisser le choix entre I'utilisation d'un code hyper-optimisé ou d'un code de
base, tout en laissant la liberté d’'une optimisation « entre les deux extrémes ».

Conception générique par building blocks (briques modulables).

Nous proposons dans cette sous-section une approche de conception de la bibliotheque par briques
de base. Nous voyons dans la généralisation de cette approche divers avantages. Cerner des briques de
base, cest décrire des unités dans le code et leur donner sens. Cest aussi permettre d’interchanger ces
briques, ou de pouvoir les optimiser une a une, séparément. Cest surtout ne pas perdre en performances
tout en fournissant un code qui reste générique et modulable. Nous donnons des exemples a divers
niveaux: au niveau de concepts, au niveau sémantique, au niveau des fonctions.

Exemples d’optimisations des corps.

Les opérations sur les corps sont des opérations de base, souvent atomiques, et donc leurs perfor-
mances doivent étre optimisées. Un corps est un des building block essentiel dans notre bibliotheque,
comme tout concept parametre template d'une majorité de fonctions le serait dans une bibliotheque
générique quelconque.

Par exemple, pour des soucis defficacité, nous avons rajouté dans I'interface de chaque anneau les
éléments zero, one et mOne, car ces éléments existent toujours et sont souvent utilisés, donc inutiles a
re-créer ®. Nous avons donc extrait une opération parfois coliteuse (Element one; F.init(one, 1) ;)
en une opération optimale et pleine de sens (F.one).

Dans le but doptimiser les opérations sur les corps, nous avons fait divers tests, profilé diverses opé-
rations. Notamment, nous avons implanté une version de Modular et ModularBalanced qui compte
elle-méme ses opérations (nombre d’additions, de multiplications, de cast, de divisions...). Cela nous
procure des informations plus précises qu'un profilage de code avec -pg. Nous en avons tiré de nom-
breux enseignements et petites optimisations, par exemple que lopération fmod peut étre moins rapide
quespéré:

// x = fmod (double(y), modulus); // lent
x = (double) ((int64_t)y%lmodulus); // rapide

Code 6.7 — Opérateur réduction modulaire % ou fmod.

8 — Cela impose cependant au corps de savoir construire ses éléments: en particulier, cela nous a conduit a séparer du
corps UnparametricField ses opérations et initialisations (p.ex. UnparametricOperations). En effet, un anneau qui hériterait
de UnparametricField<K> ne saurait pas forcément construire son élément zero...
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TaB. 6.1 — Comparaison des opérations axpy et .+=.*. (us) sur Joran@imag

Corps axpy a+=bxc

Givaro::integer 0.039 0.17
LinBox ::integer 0.039 0.19
mpz_class 0.033 0.18
mpz_t 0.027 —

Nous avions pensé que décentrer la représentation d'un ModularBalanced vers des valeurs po-
sitives permettrait de trouver des compromis entre taille maximale de 'anneau et vitesse. La classe
ModularCrooked I'implémente et montre bien un compromis.

Dans le code 6.8, nous donnons un exemple d’utilisation cruciale de brique atomique qui rend le
code significativement plus rapide.

// test-integer-speed.C
Integer a,b,c ;

/* lent : a += b*c ; */
Integer::axpyin(a,b,c) ; // rapide

Code 6.8 — Utilisation des blocs génériques vs. les opérateurs.

En effet, comme Givaro ne fait pas dévaluation paresseuse et de surcharge de certains opérateurs,
le code axpyin qui combine lopération ‘+ et*” sera plus rapide que les deux opérations successives
sur la ligne commentée. Dans la méme veine, nous avons implanté les opérations axmy et maxpy et
leur variante en place (suffixée de in) — et propagé cette notation a dautres domaines, notamment
matriciels.

En général, nous avons donc essayé denvelopper (wrapper) les fonctions spécialisées de gmp pour
notre usage, et de faire une veille des nouvelles fonctionnalités, ajouter de nombreuses fonctions (rési-
dus, opérations combinées, nombres aléatoires, nouvelle classe Rationnel?...

Classes ou noms de d'espaces?

Lutilisation de classes ou structures avec constructeur (implicite) trivial et fonctions statiques ou
de noms despace permet de regrouper du code sous une méme autorité, lui donnant ainsi une unité
et un sens. Nous avons choisi de placer Givaro, FFLAS, FFPACK, ainsi que les librairies externes IML ou
fplll dans des noms despace plutot que d’utiliser des classes. La raison en est dabord structurelle: il
est plus agréable de travailler dans un nom despace car il y a moins de contraintes de programmation.
Par exemple, il est tres facile de rajouter une fonction ou une classe @ un nom despace en dehors de la
ou il a été premiérement défini, alors que cest impossible pour une classe, ou toutes les fonctionnalités
doivent étre groupées ensemble — on évite ainsi en particulier les #ifndef. Il est généralement agréable
d'utiliser des noms despace pour séparer clairement les fonctionnalités et les attributs de chaque identité
de code. La raison provient aussi des performances: il nest pas moins efficace *° d’utiliser des noms
despace.

Fonctions spécialisées.

Prenons quelques nouvelles fonctions apportées a FFLAS-FFPACK : les fonctions fzero, fcopy, fmove,
fadd, etc. Ces fonctions ne sont pas bien difficiles a implanter, généralement l'affaire d’'une simple

9 — Nom temporaire en attendant de supprimer l'ancienne classe Rational qui tirait mal parti de gmp.
10 — En fait, depuis gcc-4.5, une fonction provenant d'un nom despace est autant optimisée qu'un membre statique dans
une structure.
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TaB. 6.2 — Optimisations de applyP: calcul de P (P_IAP) P! (secondes).

dimension 2000 5000 10000

FFLAS-FFPACK-1.3.3 0,18 1,24 6,6
FFLAS-FFPACK-1.5.0 0,08 0,54 2,3

TAB. 6.3 — Optimisations de fgemm: calcul de C = 0AB + PC (secondes).

dimension 2000 5000 8000

FFLAS-FFPACK-1.3.3 (B = 1) 0,03 0,20 0,56
FFLAS-FFPACK-1.3.3 (B # +1) 0,03 0,21 0,55
FFLAS-FFPACK-1.5.0 (B = 1) 0,00 0,00 0,00
FFLAS-FFPACK-1.5.0 (B # +1) 0,03 0,22 0,56

boucle, voire double. Pourtant, il y a de réels bienfaits a cela. D’une part, extraire les fonctions réutili-
sables et les nommer de maniére appropriée permet de faciliter la compréhension et la réutilisation du
code, de diminuer sa taille, facilite parfois le ciblage des problemes lors de débogage ou de profilage.
D’autre part, extraire des fonctionnalités d'un code permettra de sattaquer de maniére « atomique » a
ses performances et de le rendre modulable. Bien souvent, la routine par défaut utilisée par fcopy sur
un vecteur sera une simple boucle ou un std : : copy. Cependant, sur des doubles, nous pouvons aussi
utiliser la fonction standard memcpy, voire une routine BLAS ! Nous rendons notre fonction spécialisée
plus générique et plus performante.

C’est ce style de programmation que nous essayons de mettre en ceuvre. Etudions par exemple dans
la bibliothéque FFLAS-FFPACK quelques routines: applyP et fscal. Dans la premiére nous constatons
de nombreux défauts de cache dus a la fonction fswap : nous écrivons donc deux sous-fonctions selon
que lon permute les lignes ou les colonnes, le parcours des éléments est alors différent. Nous constatons
dans le tableau 6.2 le bienfondé de ce choix.

Dans le tableau 6.3 suivant, nous avons réécrit la fonction fscal (code 6.9) de maniere a la généra-
liser aux matrices et a traiter les cas particuliers via des retours rapides. Cette fagon de faire permet de
ne pas perdre de performances dans le cas général (a quelques branchements pres mais nous voyons
quils n'interviennent pas dans les temps mesurés) tout en bénéficiant des cas particuliers. En outre, la
partie de code de fgemm I'utilisant devient plus claire. Lorsque le parameétre a dans fgemm vaut 0, lopé-
ration se réduit alors a C = BC, soit une opération fscal, nous comparons donc les temps mis par la
routine fgemm avec le parametre  a 1, mais aussi avec un parameétre f non trivial. Nous avons un gain
de performances maximal pour = 1 et pas de perte de performances dans le cas général, ce qui valide
notre conception du bloc fscal.

template<class Field>

void

fscal (const Field& F, const size_t m , const size_t n,
const typename Field::Element alpha,
typename Field::Element * A, const size_t lda)

typedef typename Field::Element Element ;

if (F.isOne(alpha))
return ;

else {
if (lda == n)

fscal(F, n*m, alpha, A,1);
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else {
15 for (size_t i =0 ; i < m ; ++i)
fscal(F, n, alpha, A+ixlda,l);
}
return;
}
20 }

Code 6.9 — Optimisation de fscal: retours rapides.

6.2.3 Conclusion.

Nous avons montré que la construction par blocs a tous les niveaux ne sont pas de « petites optimi-
sations locales », elles sont totalement nécessaires des la conception de l'algorithme, assurant a la fois
généricité et efficacité. La conception par blocs permet aussi de mieux organiser le code — en regrou-
pant certaines fonctionnalités (classes et noms despace), et en extrayant d'autres (fonctions, membres
de classes) — tout en facilitant sa compréhension. Cest cependant souvent avec du recul, avec de nou-
veaux besoins, aprés de nombreuses « refactorisations » de code ou apres un profilage attentif que lon
arrive a bien cerner et extraire les briques de base les plus essentielles. Le contrainte que nous essayons
de décrire ici est déviter une conception du code « a la demande » et de la remplacer par une conception
du code « par brique » qui seront réutilisables, interchangeables et optimisables. Cest d’ailleurs tout a
fait le style de codage que nous prévoyons pour intégrer un parallélisme générique dans LinBox-2.0 ou
cette conception par building block conduira peut-étre a un langage de programmation ad hoc.
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“Any code of your own that you haven’t looked at for six or
more months might as well have been written by someone
else”

Eagleson’s Law

Amélioration de la qualité du
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A QUALITE d’un code est une notion subjective. Elle est cependant certainement liée a la qualité

du logiciel développé. Un code bien structuré, bien écrit, bien documenté est un code plus facile

a maintenir, a faire évoluer, plus facile & pérenniser et a déboguer. Cependant, la tentation est
souvent forte de rajouter un petit hack deci-dela, oublier de commenter sa nouvelle classe, ne pas pro-
pager complétement certaines modifications, remettre a plus tard [écriture des tests... Dans ce chapitre,
nous allons proposer des moyens pour rendre des codes hétérogenement écrits plus homogenes et plus
faciles d’acces.

En effet, prenons la version 1.1.7 de LinBox; nous constatons une diversité dans la qualité de cer-
tains fichiers. Nous pouvons expliquer cela par la variété des développeurs de LinBox, le maintien inégal
de leurs contributions... Par exemple, compilons les tests de cette version de LinBox avec CXX=g++-4.4
d’une part et le compilateur CXX=icpc d’autre part, avec les options de compilation par défaut. Dans le
premier cas, nous obtenons 370 lignes d’avertissements tandis que dans le second, nous en sommes a
486 000! Une lecon a tirer impose de forcer la compilation avec le plus possible de niveaux d’avertisse-
ments de maniére a simplement ne pas géner 'utilisateur *.

Afin de sassurer de '’homogénéité d’'un code, il existe la solution de le soumettre a une revue.
Cette revue peut étre communautaire, effectuée par des pairs, comme p.ex. dans Sage ou effectuée
par quelques personnes en charge du code, par des chefs de projets (leaders). Le nombre de dévelop-
peurs de LinBox et des projets associés est trop petit pour que ces solutions aient un sens. Au lieu de
cela, nous préférons avoir un acces libre et responsable aux modifications du source. Il nous faut donc

1 — Imaginons en plus que parmi ces Mo de messages davertissement I'utilisateur cherche la source d’un véritable message
;
erreur !
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superviser le code produit, établir des regles, pouvoir les vérifier et les corriger — automatiquement
dans la mesure du possible.

Comment pouvons-nous assurer, vérifier et maintenir une certaine qualité de code ? Nous propo-
sons d'abord (section 7.1) des méthodes pour documenter efficacement un code générique puis dans
la section 7.2 nous mettons en ceuvre différentes techniques afin de proposer un code plus stable, plus
robuste.

Comment documenter une bibliotheque générique ?

Pour la continuité, la maintenance ou 'utilisation d’un logiciel, une documentation claire, précise,
facilement disponible et utilisable est indispensable. Un premier probléme que nous rencontrons pour
documenter une bibliothéque générique consiste a présenter et décrire les concepts ainsi que leurs
relations avec le code et les algorithmes. En effet, LinBox étant une bibliotheque de mathématiques qui
utilise des techniques de programmation et de conception non triviales, il est facile de s’y perdre sans
un bon fil rouge — de bonnes explications, documentations, références.

Nous avons choisi de proposer une documentation située a deux niveaux: au niveau du code lui-
méme pour le rendre clair et lisible (section 7.1.1), mais aussi au niveau des fonctionnalités, de sa struc-
turation (section 7.1.2). Il savére aussi qu'un utilisateur et un développeur ne réclament pas le méme
niveau de documentation : 1a aussi nous fournissons des niveaux de documentations adéquats.

Annoter proprement et simplement le code.

Il nest dans cette sous-section rien de trés novateur: nous proposons simplement des techniques
pour clarifier et structurer la documentation interne du code. En effet, le mot commenter peut avoir une
signification ambigué. Nous utilisons ce verbe dans le sens d'annoter, expliquer, décrire. Commenter un
code est en quelque sorte une documentation interne du code, dédiée seulement a sa compréhension
interne, non a lexplication des fonctionnalités. Nous préférons aussi le terme désactiver dans le sens de
cacher un morceau de code — que l'on a pas envie de voire disparaitre pour diverses raisons, parfois
affectives souvent paresseuses. Noublions pas enfin que le premiére fagon de commenter un code, cest
de écrire avec des classes aux noms évocateurs, des noms de fonctions et de variables bien choisis...

Styles proposés d’annotation.

Commenter un code constitue une tache difficile a effectuer a posteriori si elle n'a pas été proprement
faite en premier lieu. Globalement, lors de la relecture de code, un effort a été fait pour mettre les
commentaires importants en multi-lignes (/* comment /), résistants a I'insertion et au saut de ligne
et les commentaires trés précis ou locaux en fin de ligne (// comment). La désactivation de code, quant
a elle, est effectuée via le pré-processeur :

#if @ /* pour quoi ce code est inconditionnellement désactivé =*/
dead_code();
#endif

Code 7.1 — Désactivation de code par pré-processeur.

Un avantage réside dans le fait que tout code (méme du code imbriquant des commentaires) peut
étre exclu avec quelques frappes au clavier, sans rien changer par ailleurs. Certains éditeurs de texte
(p.ex. vim) comprennent cette désactivation et permettent un repli de code et sa coloration syntaxique.
Un désavantage réside néanmoins dans le fait que certains éditeurs ne le prennent pas en compte et
alors la lecture du code est bien moins aisée quen rajoutant devant chaque ligne un commentaire style
C++ (/7). Nous remarquons que la désactivation permet, avec un simple grep, de retrouver le code
mort pour lauditer et le supprimer totalement ensuite.
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7.1.2.1

7.1.2.2

7.1. Comment documenter une bibliotheque générique ?

Supervision et audit.

Un effort certain a été effectué pour simplifier et nettoyer des commentaires du code. Cependant,
afin de faciliter la maintenance des divers codes écrits par diverses personnes, qui ne sont plus forcé-
ment toujours actives, ce travail de supervision est totalement nécessaire — un code écrit est toujours
destiné un jour ou l'autre a étre maintenu par une autre personne. Il n'y a pas de mesure que l'on puisse
apporter a ce travail, ni de mesure qui permette de quantifier la qualité du commentaire d’un code.
La relecture d’'un code par une autre personne, un travail de revue* permet cependant de valider ou
non le travail dannotation: sl y a des problémes de compréhension, cest alors souvent au relecteur
(supervision) d'apporter les commentaires pertinents manquants.

Nous concluons simplement ce paragraphe par la remarque quun code bien structuré, clair, lisible
et annoté est le premier pas vers un code sain, facile a déboguer et a faire évoluer : cest une marque de
qualité.

Documenter simultanément et efficacement la bibliotheque pour I'utilisateur et le dévelop-
peur.

Nous exposons dans cette sous-section le modele de documentation que nous avons utilisé pour
LinBox et introduit dans Givaro et FFLAS-FFPACK. Nous proposons une méthode pour discerner aisément
deux niveaux de documentation: celle adressée a l'utilisateur général et celle adressée a l'utilisateur
averti ou au développeur. Nous montrons aussi comment nous parvenons a documenter la structure
du projet, ses fonctionnalités, ses objectifs et les concepts développés et utilisés.

Le logiciel doxygen pour documenter.

Nous ne voulons pas d'une documentation caricaturale qui renvoie par exemple a une bibliographie
ou nexplicite pas les inter-connections au sein de la bibliothéque. Au contraire, le choix avait été fait
d’utiliser un véritable outil de documentation, doxygen * et de sen servir pour structurer la documen-
tation. Ce logiciel est utilisé par de nombreux projets (Qr, KDE, Adobe Open Source, GNU STL...)
pour leur documentation et permet, grace a une syntaxe assez aisée, de documenter facilement et ef-
ficacement des codes mémes complexes. Le résultat peut en particulier étre un document html. Il nest
aussi pas tres difficile de personnaliser son rendu.

Que documenter?

Une difficulté lors de la documentation d’un code provenant den-tétes par rapport a des fonctions
dans une bibliothéque ou une interface est la notion d’accessibilité et de visibilité de certaines fonctions
aux utilisateurs. Pour cela, nous avons créé une documentation orientée utilisateur et une autre orientée
développeur. 11 est facile de basculer entre ces deux arborescences (utilisateur et développeur) car elles
sont placées cote a cote sur la page principale de la documentation et sont similairement construites (a
un suffixe _dev pour le chemin et a des conventions de couleur pres).

Le mot clef @internal permet simplement de rendre un paragraphe de documentation visible
seulement pour le développeur et ainsi de différentier les deux documentations. Lidée est de ne fournir
que lessentiel des fonctionnalités a I'utilisateur et de tout décrire au développeur. Lun cherchera une
approche synthétique, l'autre une approche en profondeur, dans les détails. Principalement, les algo-
rithmes, les solutions, les fonctions et classes non spécialisées sont destinées a la documentation utili-
sateur. Les fonctionnalités internes (par exemple tout ce qui réside dans le nom despace Protected : :
ou certaines spécialisations de fonctions ou membres obscurs de classes) sont quant a elles seulement
documentées dans la partie développeur.

Nous créons ainsi, grace a de simples fichiers « makefile pour doxygen », une documentation html
interactive et automatiquement structurée qui permet a l'utilisateur débutant comme a l'utilisateur

2 — ou plutdt review: rapport, critique, audit.
3 — Disponible a 'adresse http://www.stack.nl/~dimitri/doxygen/.
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avancé de s’y retrouver facilement. Le développeur de la bibliotheque trouve quant a lui un travail ré-
duit a effectuer — ne pas oublier @internal quand la description quil apporte devient trop technique
ou pointue.

Comment documenter efficacement ?

Nous cherchons déja a produire une documentation qui permette une vision synthétique et efficace
des fonctionnalités de notre bibliotheque. Pour cela doxygen fournit automatiquement des documen-
tations arborescentes et thématiques (classées par structure, par espace de noms, par fichier, par réper-
toire, par liste dexemples) qui permettent d’atteindre rapidement les documents ciblés et de naviguer
entre eux. Faut-il encore pouvoir les ordonner, les regrouper et les interconnecter clairement.

Un des problemes de doxygen est qu’il ne regroupe pas par défaut la documentation des fonctions
«humainement ou visiblement proches ». Afin déviter trop de répétitions et de lourdeurs, les fonctions
qui partagent un méme nom et des signatures égales au type prét peuvent avoir une documentation
factorisée en utilisant par exemple les délimiteurs //@{ et //@}. Il est aussi possible de grouper de la
méme maniere des ensembles de fonctions par « thémes » afin de clarifier et simplifier la documentation
et son rendu.

Documentation automatique par modules.

Dans cette idée de classements par theme, il existe les groupes — modules — que Ion peut orga-
niser selon une arborescence. Ceci se fait avec les commandes @defgroup, @ingroup. Par exemple,
algorithms.doxy définitle groupe algorithm qui appartient au groupe linbox et explique ce que sont
les algorithmes dans LinBox. Au dessous, il y a p.ex. le groupe CRA auquel appartiennent toutes les classes
de restes chinois et qui explique comment faire des restes chinois avec LinBox. Chaque groupe posséde
un texte explicatif. Les classes concernées apparaissent dans ce groupe. Cela crée une vue densemble
et arborescente des fonctionnalités de la bibliotheque tout en expliquant les concepts (que sont les al-
gorithmes, quels restes chinois avons-nous implantés, quest-ce qui les différencie ?).

Le développeur peut aussi créer lui-méme des pages arborescentes (@page, @subpage) découpées en
sections (@section). Cest ainsi que nous avons regroupé sur la page d’accueil (@mainpage) les tutoriels,
explications d’installation, efc. auparavant écrits en html pur et donc moins facilement maintenables et
moins bien intégrés visuellement que dans une approche de style css « tout doxygen ». Notamment,
nous pouvons bénéficier gratuitement des colorations syntaxiques des extraits de code, etc. Dautre
part, des listes et pages orphelines sont regroupées dans un onglet pages liées. Nous y avons entre autres
introduits la liste des bogues, des codes dépréciés, des choses a faire, des fichiers de tests et des références
bibliographiques, qui sont autant de points dentrée diftérents dans la bibliotheque.

Les mots clefs @todo (choses a faire) et @bug (bogues et problémes) @deprecated permettent de bien
cibler certains problemes. Bien quapparue a posteriori et timidement dans la version 1.7.5 de doxygen,
nous avions créé une commande @cite afin de pouvoir ajouter a la documentation une bibliographie
(référencée par ailleurs dans une page spéciale) permettant de citer les articles clefs, la littérature de
base, efc.

Prolongements.

De maniére plus pragmatique, il savere que commenter et maintenir une documentation sont des
taches souvent pénibles et fastidieuses — et que lon procrastine aisément. Cette documentation par
thémes peut savérer initialement laborieuse et nécessite une véritable vue densemble de la bibliotheque
— dans le cas de LinBox, une connaissance des algorithmes implantés, des mathématiques associées
mais aussi des techniques de programmation et concepts associés. Le plus difficile est de la garder a
jour: sl est facile de rajouter un algorithme dans un fichier, lexpérience montre qu’il est beaucoup plus
difficile de décrire clairement et précisément ses fonctionnalités et utilisations ou de le replacer dans
un contexte général dans le fichier . doxy qui définit un groupe auquel il appartient.
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7.2. Rendre le code plus stir.

Cette framework a été reproduite pour les projets Givaro et FFLAS-FFPACK. Comme la documentation
de ces projets est trés lacunaire, il reste de gros efforts a effectuer pour la rendre complete.

Rendre le code plus siir.

Lors de la distribution d’'une bibliothéque de calcul, nous voulons nous assurer de son bon fonc-
tionnement et ceci dans toutes les configurations sous lesquelles elle pourra étre utilisée. Pour une
bibliothéque dont le code est générique, cela pose des problémes additionnels. De plus, a I'introduc-
tion de nouveaux compilateurs, de nouveaux environnements, de nouveaux standards, nous voulons
minimiser le temps passé a ajuster le code. Nous mettons en ceuvre des techniques pour répondre a ces
défis.

Tester et vérifier une bibliothéque générique.

Tester le bon fonctionnement d’une bibliothéque générique est un probléme délicat; p.ex. nous ne
pouvons pas certifier que toutes les combinaisons possibles de parameétres template soient testées. En
effet, nous devons avant tout proposer une architecture de tests simple, efficace et rapide et et 1 combina-
toire des possibles nous empéche de les tester entierement. Nous proposons deux approches combinées.
D’une part, a lintérieur méme du code, nous nous assurons que certaines propriétés ou pré-requis sont
vérifiés, a lexécution ou — mieux — a la compilation. Cest une programmation par contrat ([MJo7]).
Un exemple de contrat des plus simples préconise I'utilisation du mot clef const pour qualifier certains
membres, argument ou variables. Il existe de nombreux autres contrats. Dautre part, lexécution des
programmes de tests externes (dans les répertoires tests ou benchmark par exemple) permet classi-
quement de vérifier le bon fonctionnement de certains algorithmes et solutions.

Tester le bon fonctionnement des solutions.

Les tests, les exemples * et les benchmarks dans notre bibliothéque permettent d’'une part de vérifier
les bons fonctionnements et compilations des algorithmes et d'autre part de vérifier que la bibliotheque
est bien installée. Cest tres classique. Afin de rendre ces tests plus conviviaux pour les utilisateurs et
efficaces pour les développeurs, B. David Saunders a créé la cible make fullcheck ol « tout » est testé
et a modifié la cible make check afin quelle teste seulement l'intégrité de I'installation.

Comme notre bibliothéque est une bibliotheque générique, et méme si le contraire est tentant, il
est nécessaire de tester ces algorithmes sur divers corps, avec divers types de matrices et sur des cas
particuliers. Par exemple, dans LinBox, sil est facile de choisir un Modular<double> pour tester son
algorithme sur un corps Z/pZ, il peut aussi étre intéressant de le tester sur un corps de NTL ou de Givaro
ouméme sur unModular<int>ouModularBalanced<float>... Ce travail de vérification de la généricité
a révélé de nombreuses lacunes, incompatibilités, voire des erreurs. Désormais, lors de la découverte
d’un code non testé une annotation par pragma est incluse afin de ne pas surprendre l'utilisateur et de
marquer le code pour revue — car si tester une fonction ne représente pas une garantie ultime quant a
son bon fonctionnement, ne pas la tester ouvre grandement la voie aux codes faux ou non compilables
lors des évolutions de LinBox .

La suite valgrind ® a permis, via son outil memcheck de colmater de bien nombreuses fuites de mé-
moire dans les tests et les exemples. Un script présent dans le répertoire des tests automatise ce débo-
gage. Cependant, dans une bibliothéque den-tétes, vérifier les fuites de mémoire ne peut se faire que
sil y a instantiation: cela illustre encore, dans les tests et les exemples, la nécessité de recouvrir une
majorité (de la combinatoire) des fonctions de notre bibliothéque générique.

Finalement, nous proposons un moyen de vérifier certaines méthodes et fonctions utilisées. Parfois,
au lieu d’utiliser l'algorithme attendu, le compilateur choisira — a raison — une méthode différente.

4 — servant aussi dexemples simples d’utilisation de la bibliotheque.
5 — Morale: de grands coups grep/sed ne font généralement pas tout !
6 — Disponible a http://valgrind.org/.
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Afin de tester I'utilisation de la méthode correcte, une solution consiste en un journal (log) au format
XML des opérations effectuées — par exemple selon le schéma d’un commentator. Nous proposons qua
lentrée et a la sortie de certaines fonctions, en mode débogage, nous ouvrions et fermions des balises
avec attributs, dans un flux XML. Ainsi, nous créons un moyen automatique de vérifier que les che-
mins suivis a lexécution sont effectivement les bons: il suffira de parser le fichier obtenu — bien plus
facilement qu'un rapport de commentator car structuré.

Vérifier le code par lui-méme.

Nous utilisons aussi des moyens introspectifs pour vérifier le code, en mode débogage. Les tech-
niques utilisées sont par exemple les fonctions *_check() similaires a des assertions (assert.h), in-
clure” des tests entre des #ifndef NDEBUG, etc. En effet, tant que ces directives représentent un cotit
de compilation et dexécution nuls en mode « distribution » (release), elles sont autant de garde-fous,
daide au débogage et de sécurités en mode debug. Dans la méme veine, et récemment, le nouveau
standard c++11 (ISO/IEC 14882:2011) apporte une nouvelle fonctionnalité — qu’il fallait auparavant
maladroitement émuler ® — qui permet deffectuer des tests a la compilation: static_assert.

#ifdef __LINBOX_SUPPORT_CXX11
static_assert(MatrixTraits<Matrix>::hasGetEntry::value == true,

”you need <Matrix> to have a getEntry method here.”);
#endif

Code 7.2 — static_assert: assertion lors de la compilation.

D’autres méthodes que nous navons pas encore explorées existent pour découvrir des erreurs des
linstanciation, notamment [SLoo].

Cependant, bien souvent certains codes ne fonctionnent que dans des cas particuliers, n'interagis-
sent pas comme on laurait souhaité, ou ne font pas ce quon attend — p.ex. les opérateurs mod et
operator% suivent des conventions différentes dans les entiers de Givaro, ou la fonction ged qui n'avait
pas la méme signature entre LinBox et Givaro... Pour cela, les champs de documentation @warning (para-
graphe attirant l'attention) et @re (pré-requis pour la fonction) révelent déja une utilité. Bien entendu,
un avertissement dans la documentation html du code d'une fonction est totalement inutile lorsque
cette fonction est enfouie dans un arbre d’appels (i.e. trés indirectement appelée). Cest dans ces cas-la
par exemple que les tests derreurs (a la compilation ou a lexécution) sont primordiaux, mais seulement
en mode de débogage. Nous pourrons encore aussi utiliser, certes avec parcimonie, des annotations de
code invisibles en mode release sous forme de #pragma message "msg...".

Le langage C++ prévoit aussi un systeme dexceptions et leur récupération, mais nous éviterons de
les utiliser en cas derreurs. En effet, nous préférons les garder comme alternative au systéme de return
status, ot nous levons une exception sur une possibilité connue et attendue déchec d’'un algorithme.
Par exemple, nous préférons un test statique a faux que de lever une exception NotImplementedYet
qui donnerait a lexécution la surprise: *** Error! xxx \n in file ’xxx’, at line yyy: the
function ’zzz’ is not implemented yet *xx .

7 — avec parcimonie car nous voulons éviter les directives pré-processeur qui nuisent a la bonne lecture du code.
8 — Par exemple:

#define STATIC_ASSERT(X, Y) ({ \
int __attribute__( error(”assertion failed: ’” #X 7’ (” #Y ”)”) ) static_assert(); \
( (X)?0:static_assert() ); })
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7.2.1.3 Conclusion, prolongements.

7.2.2

7.2.2.1

Apres une bonne maturation dans LinBox, la cible check de make a été portée dans Givaro et FFLAS-
FFPACK. D’une part, nous allégeons ainsi la tache de vérification de LinBox qui na besoin alors que
de tester le bon interfagage vers ces bibliothéques; dautre part, cela apporte des garanties sur le bon
fonctionnement de ces bibliothéques elles-mémes.

Bien siir, il manque encore de nombreux efforts dimplantation, notamment de nombreux tests cor-
respondant a des algorithmes non testés ou des configurations de template non instanciées, ou connues
pour échouer.

Il manque aussi des tests qui vérifient que les bibliothéques que nous développons échouent « gra-
cieusement » 1a ot elles le devraient, par exemple, en vérifiant qu'une (la bonne) exception a été levée.

Il existe cependant des vérifications qui sont pour le moment impossible, par exemple vérifier au-
tomatiquement la bonne utilisation de la fonction espérée. Soit par exemple lerreur suivante. Une
classe LinBox : :myField hérite d'une autre, FFPACK : :myField qui redéfinit init avec un argument
Givaro::Integer, sans rappeler la fonction init de base (oubli de using Father_t::init ;). Bien
que nécessaire a la conception générique d’'un corps, cette fonction est cependant environ dix fois plus
lente qu'un init sur un double dans FFPACK : :Field. Comment remonter systématiquement jusqua
ce genre d’« erreurs » ? Il faut déja sen rendre compte! Pour cela, nous avons proposé un systéme de
benchmarks (section 6.1). Autre solution, il faudra profiler « a la main » le code. Pour cela, on peut
utiliser gprof avec loption -pg passée a g++ (passée automatiquement si LinBox est configurée avec
--enable-profiling). On peut aussi utiliser loutil callgrind de valgrind et une interface graphique
comme KCachegrind pour se repérer plus facilement dans l'arbre des appels.

Normalisation du code: robustesse et pérennisation.

Cette section sattache a décrire les choix effectués pour rendre le code d’une bibliotheque plus ro-
buste. Les buts affichés sont de la rendre plus facile a packager pour les distributions Linux, le code plus
facile a appréhender ou a modifier, plus stable et plus portable. Nous avons besoin d’'un code standard,
structuré homogeénement selon certaines conventions. D’'une part, nous devons les décrire clairement,
dlautre part pouvoir sassurer quelles sont respectées — nous devons cependant éviter que ces regles ne
deviennent trop contraignantes en en imposant par exemple un minimum possible et en les rendant
supervisables automatiquement.

Standardisation du code.

La standardisation du code que nous avons entreprise affiche principalement deux objectifs:

— permettre une meilleure portabilité du code (entre architectures);

— rendre le code plus robuste.
Rendre du code portable, cest respecter les normes du C++ tout en prenant en compte les spé-
cificités des divers compilateurs. Pour cela, une premiére étape consiste a utiliser les mécanismes
davertissements des compilateurs. Pour commencer, par défaut, seul -Wall est activé, en mode
--enable-warning=yes, nous rajoutons pour gcc les options -Wextra -Wno-unused-parameter et
en mode --enable-warning=full, les options -Wuninitialized -Wconversion -Wcast-qual -ansi
-pedantic -Wshadow -Wpointer-arith -Wcast-align -Wwrite-strings -Wno-long-long. Avec icc,
on rajoutera par exemple -Wcheck. Cela a entrainé un impressionnant nombre d’avertissements qu’il a
fallu réduire a (presque) zéro. Dans le cas de LinBox, comme cette bibliotheque inclut directement du
code de Givaro et FFLAS-FFPACK, le méme traitement a été appliqué a ces bibliothéques. Cela a conduit a
une factorisation des configure.ac et des macros *.m4 dans le répertoire macros/ et ainsi donc a une
meilleure maintenance de ces mécanismes. Au passage, ce méme type d'avertissements a été appliqué
au systéme de Makef1ile, ce qui a permis de mettre a jour les conventions obsoletes, de moderniser une
partie du code lié aux autotools et de supprimer bon nombre de messages d’avertissement lors de la
configuration par exemple.

119



10

7. Amélioration de la qualité du code.

Ensuite, tester ce code avec différents compilateurs rend le code encore plus robuste. Cela permet
aussi de détecter les erreurs produites par les compilateurs. Par exemple, le compilateur gcc-4.4.5 ne
définit pas un long int comme un type standard: dans ce cas-13, on singularisera le code pour cette
version particuliére de gcc, grace a des macros pré-processeur. Nous montrons des exemples dans le
code 7.3.

// matrix/blas-matrix.h

#ifdef __GNUC__

# ifndef __x86_64__

# if ( __GNUC__==4 && __GNUC_MINOR__==4 && __GNUC_PATCHLEVEL__==5 )

// code for gcc-4.4.5 on non x86_64 machines where long is not an intX_t type.
template<class T>

BlasMatrix (const _Field &F, const long &m, const T &n) ;

# endif
i endif
#tendif

Code 7.3 — Spécialisation du code pour certains compilateurs.

Dans le tableau 7.1 nous montrons en exemple Iévolution de la prise en charge ® des compilateurs au
fil des évolutions récentes de LinBox (et Givaro, FFLAS-FFPACK) sur des architectures x86 et x86_64. Le
support de nvcc nécessite de sérieuses modifications (renommer les . C en . cpp ou . cc, passer certaines
options avec le switch -Xcompiler, etc.).

Tas. 7.1 — Evolution de la prise en charge des compilateurs dans LinBox.
¢ les tests compilent, X incompatibilité profonde, 4 1égéres adaptations (patches) nécessaires.

environnement compilateur

_ CC-4.1 QCC-4.4 icc- nvcc clan ekopath
LinBox - Givaro IEIEII;QEK gfl 4.3 gé‘l 4.5 gec-4.6 Iz: 112‘I geca 3.0,4.1 2.9, 3?0 (20F')| 2)
116 3216 — v oa) £ X X X X X
117 333 — v v i») v X X X X
1.2.0  3.4.2 140 v v v v X X X X
122 350 1.4.4 v v v v V> X X X
1.3.0 3.6.0 1.5.0 v v v v v X v v

Finalement, nous rendons le code plus robuste en obéissant aux notations standards. Prenons par
exemple le cas des types entiers. La bibliothéque LinBox propose les entiers arbitrairement longs via
Givaro (qui eux-mémes sont wrappés depuis gmp) ainsi que des entiers machines, signés ou non. Le
fichier stdint.h permet d’utiliser des types standards qui remplacent int32 ou int64 précédemment
définis dans integer. h et construits a la compilation. On utilise donc les types standards UintX_t avec
X € {8,16,32,64} etU=""ou ‘U’ De plus, on généralise les entiers non signés size_t dans une utilisation
en tant que taille — avec éventuellement sa variante signée ssize_t.

Remarque. Comme dans la bibliotheque ffspmvgpu, on pourrait aussi utiliser un type indice index_t
qui est défini comme typdef uint32_t index_t. Cela permettrait notamment de ne pas utiliser des
indices trop grands (64 bits) alors que les tailles des vecteurs sont rarement plus grandes que 10 000 X
10 000.

9 — Selon les versions de LinBox, le compilateur gcc-4.2 peut produire du mauvais code.
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7.2. Rendre le code plus stir.

Structuration du code: quelques conventions.

Pour donner une unité a notre bibliothéque de calcul (ici les projets LinBox, FFLAS-FFPACK ou Givaro),
une structuration des fichiers sources a été engagée. Cela passe par des conventions, des styles den-
téte et de pied de page... Nous pensons qu’un style de fichier propre et cohérent permet de faciliter la
maintenance et la lisibilité du source.

Les licences.

Tout d'abord, ces bibliothéques sont publiées dans le domaine public sous une licence libre : 1a LGPL-
2.0 jusque LinBox-1.2.2, FFLAS-1.4.3 puis LGPL-2.1 *° ou ultérieure pour les versions suivantes de LinBox
et FFLAS. La bibliotheque Givaro est quant a elle sous une licence CeCILL-B '*.

Suite & des problémes '* de paquetage, un effort a été fait pour rendre LinBox et FFLAS-FFPACK en
regle par rapport a leur licence. Les probléemes majeurs étaient: des fichiers sans licence, sans auteur,
sans copyright ou avec des licences diverses. Il a donc da falloir faire un « grand ménage ». Pour ne pas
avoir a répéter ce travail trés fastidieux, nous avons décidé de rendre homogene les en-tétes de tous les
fichiers en suivant les recommandations des licences GNU *3. Tous les en-tétes sont donc similaires au
code 7.4.

Copyright (C) <+years+> the members of the LinBox group
Written by <+someone+> < <+her mail+> >

This file is part of the LinBox library.

* % % X X

*

LinBox is free software: you can redistribute it and/or modify

it under the terms of the GNU Lesser General Public

License as published by the Free Software Foundation; either
version 2.1 of the License, or (at your option) any later version.

LinBox is distributed in the hope that it will be useful,

but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU
Lesser General Public License for more details.

You should have received a copy of the GNU Lesser General Public
License along with this library; if not, write to the Free Software
Foundation, Inc., 51 Franklin Street, Fifth Floor, Boston, MA ©2110-1301 USA

b S I R I . . T . S N .

* %

*

other mentions
*/

Code 7.4 — Mention longue de la licence de LinBox.

Chaque fichier publié mentionne donc un copyright, le nom de la licence, la mention « any later
version » et les fichiers COPYING et COPYING.LESSER contiennent les textes des licences nécessaire a leur
compréhension. Un délimiteur ========L ICENCE======== permet essentiellement de faciliter le travail
d’un scriptlors d'un éventuel changement de version et surtout de vérifier que fous les fichiers distribués
portent une licence!

10 — Voir http://www.gnu.org/licenses/1gpl-2.1.html.

11 — Voir le texte a l'adresse http: //www.cecill.info/licences/Licence_CeCILL-B_V1-fr.html. Cette licence se rap-
proche d’une licence BSD et ne serait pas compatible avec la GPL. Sa déclinaison ‘C’ est par contre compatible avec la LGPL.

12 — par exemple le bogue https://bugzilla.redhat.com/show_bug.cgi?id=529466

13 — ¢f. http://www.gnu.org/licenses/licenses.html.
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Remarque. Ce texte est long et gaspille de la place — au moins pour les éditeurs qui ne plient pas
automatiquement ce code. Nous avons donc proposé de changer la mention entre les délimiteurs par

le code 7.5.

* ..
* This file is part of the LinBox library.
*
* LinBox is free software.

5 * <+LinBox is licenced under the GNU LGPL 2.1 or any later version. See the
* files COPYING and COPYING.LESSER in the source directory for more
* information about the licence.+>
*/

Code 7.5 — Licence raccourcie.

Il ne reste alors qu’a remplacer le texte entre les marqueurs <+ et +> lors de la création des sources
a distribuer (make dist) par len-téte traditionnel recommandé (code 7.4). Cet en-téte de fichier est
moins distrayant.

7.2.2.4 Architecture des fichiers.

Toujours dans un souci d’homogénéité, nous avons proposé le style de fichier suivant (code 7.6).

/* Copyright =*/
/* Licence */

/*! @file nom-unique.h

5 * @ingroup monmodule

* Q@brief courte description

* @details description plus precise ici
*/

w0 | #ifndef __LINBOX_monmodule_nom_unique_H
#define __LINBOX_monmodule_nom_unique_H
#endif //__LINBOX_monmodule_nom_unique_H
/* vim/emacs formatting lines x/

Code 7.6 — Modéle d’un fichier source . h.

Les gardes sont la concaténation du préfixe __LINBOX_, d’un identifiant unique en minuscule avec
comme séparateur une espace soulignée _ et du suffixe _H, _INL selon lextension. Ces gardes ont une
double utilité. D’une part ce préfixe unique assure I'inclusion du fichier den-téte car il nest pas dé-
fini dans une autre bibliotheque. Ce fut par exemple le cas du trop général blackbox/transpose.h
qui définissait simplement un TRANSPOSE_H, défini par ailleurs. D’autre part, pour rendre la garde fa-
cilement greppable, bien compréhensible et unique, le fichier 1inbox/solutions/solve.h aura par
exemple "4 comme garde __LINBOX_solutions_solve_H. Cela permet par exemple de différentier les
fichiers blackblox/dense.h et matrix/dense.h.

14 — Pour mémoire, le petit script suivant répond a cette régle:

tr '[:upper:]’ ’[:lower:]’ | tr -cs ’[:alnum:]" ’_" |

sed "s/\(La-z]*\)_\(.*\)_\([a-zJI*\)_/_\UNI\E_\2_\U\3\E_/g’
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Remarque. Aussi, pour éviter les définitions multiples, nous avons choisi de nommer une définition
locale __LBX_XXX (et ala fin de chaque fichier, on trouve un #undef __LBX_XXX) alors qu'une définition
globale est préfixée par __LINBOX_. De cette maniére, toutes les définitions globales sont préfixées de la
méme maniere.

Finalement, en début de code, le commentaire doxygen (@file...) apporte une description du
fichier pour en avoir une vue densemble: quelle utilité, quelles classes et fonction fournies, pour quel
usage, efc. ?

Style de codage.

Un style de codage est proposé depuis des années sur le site internet de LinBox dans la section dé-
veloppement, mais de nombreux fichiers ne le respectaient pas. Il nest pas trés important en soi que
certaines accolades ne soient fermées sur la bonne ligne, on pourrait méme dire que de rechercher a
appliquer strictement les regles de placement des accolades est une perte de temps, voire une erreur.
Cependant, il est important que le code en général respecte des régles établies et que tous les program-
meurs « jouent le jeu ». Des bonnes regles de style de codage donnent une unité a un projet et facilitent
sa lecture.

Pour suivre donc les recommandations de style de codage et rendre ce style homogéne dans la bi-
bliothéque toute entiére, tous les fichiers se terminent par les lignes suivantes (code 7.7), compréhen-
sibles par vim et emacs en configuration standard. Elles permettent un (re-)formatage *> automatique
du code.

// Local Variables:

// mode: C++

// tab-width: 8

// indent-tabs-mode: nil

// c-basic-offset: 8

// End:

// vim:sts=8:sw=8:ts=8:et:sr:cino=>s,f0,{0,g0,(0,\:0,t0,+0,=s

Code 7.7 — Styles de codage pour Vim et Emacs.

I existe une multitude de styles de fichier et de conventions *¢, nous montrons ici quelques exemples
du formatage voulu, trés proche du style Linux (K&R avec huit espaces d’indentation). Globalement,
nous essayons de coder avec du bon sens, sans religion stricte ; nous proposons cependant quelques
regles. Nous évitons les indentations trop profondes, les instructions multiples sur une ligne, les mor-
ceaux de codes difficiles a lire. Les accolades rendent les codes plus stirs et lisibles (sauf éventuellement
pour les instructions tenant sur une ligne) et facilitent le pliage de code. Il vaut mieux rajouter des es-
paces pour ne pas rendre le code trop dense a lire. Le parenthésage implicite est source derreurs. Les
variables utilisent de préférence plusieurs caractéres, leur nom est évocateur. Les fonctions sont de pré-
férence notée en style camelCase *7 ou approché et les variables du pré-processeur seront en majuscules,
sur plusieurs caracteres (éviter surtout les _[A-Z] qui peuvent étre définis par ailleurs, notamment sur
les architectures solaris!). Dans les énumérations, les listes, efc. un alignement sur les symboles & ou =
par exemple peut les rendre plus lisibles.

Un fichier linbox/template.h a été créé pour résumer entre autres ces conventions dans un
exemple. Il peut servir de modele pour la création d’'un nouveau fichier.

Si comme nous l'avons dit plus haut, nous n’allons pas chercher toutes les accolades mal fermées
ou ouvrir pour réindenter tous les fichiers du projet, nous avons cependant écrit de petits scripts qui
permettent de corriger automatiquement, ou du moins détecter, certaines erreurs (code 7.12).

15 — Cependant, bien que trés proches, ces formats ne sont pas tout a fait équivalents.

16 — p.ex.,, http://www.kernel.org/doc/Documentation/CodingStyle ou http://wiki.qt-project.org/Coding_
Style et suivants (Coding_Conventions, API_Design_Principles...)

17 — chatMot, mots en minuscules, sans espace ni espace souligné, débutant par une majuscule, sauf le premier
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namespace LinBox {

HHHHHHHH template<class T>
uuuuuuuu int function (T& toto)
uuuuuuuu {

uuuuuuuuuuuuuuuu int i=1,7;
uuuuuuuuuuuuuuuu code(toto);
uuuuuuuuuuuuuuuu if (toto.bad())
uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu return 1;
uuuuuuuuuuuuuuuu return 0;
uuuuuuuu }

} // LinBox

Code 7.8 — Style de codage: fonctions

if (a) {

uuuuuuuu a_ok();
HHHHHHHH //. ..

}

else { /* cas non a */
uuuuuuuu non_a();

}

for (i =0 ; i <10 ; ++i) {
HHHHHHHH faire(i);
uuuuuuuu /] ..

3

Code 7.10 — Style de codage: if-else

10

template< class T >
class A {
public:

uuuuuuuu void b();

private :
HHHHHHHH a
Y; /7 A

-

Code 7.9 — Style de codage:: classe

switch (b) {
case 1 : {
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Code 7.11 — Style de codage : switch




7.3

7.3. Conclusion.

#1/bin/bash -
# Use Vim to indent properly a (list of) file(s)
vim -E -s $1 <<-ENDMSG
:args $1 | argdo execute ”normal gg=G” | update
ENDMSG

Code 7.12 — Exemple d'automatisation de respect des regles.

Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons d’une part montré comment documenter aisément, grace au pro-
gramme doxygen, une bibliotheque générique: documentation transversale par groupes et modules,
structurations de la documentation en fonction des utilisateurs... Il est en effet essentiel de documen-
ter un code efficacement de maniere a ce que le nouvel utilisateur se retrouve facilement, comprenne
la structuration et les dépendances dans la bibliothéque, cerne ses fonctionnalités. Une bonne docu-
mentation, ainsi qu'une annotation propre du code est une premiére étape vers un code maintenable,
évolutif et débogable. D’autre part, nous avons montré comment combiner diverses techniques afin de
sassurer d'une qualité de code. Cela passe par un ensemble de tests hors et a I'intérieur du code, rési-
dant sur l'instanciation effective du code mais aussi lors de son exécution. En amont, la qualité du code
est assurée par une normalisation et des régles pour lesquelles nous avons des scripts qui vérifient leur
bon usage et assurent homogénéité et robustesse du code. Indirectement, documentation et robustesse
du code le rendent stable et pérenne.

En pratique, dans LinBox, FFLAS-FFPACK et Givaro nous avons restructuré la documentation et aug-
menté tres sensiblement la couverture de code en termes de documentation et de tests.
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“Always code as if the guy who ends up maintaining your
code will be a violent psychopath who knows where you live”

Martin Golding

Conclusion et perspectives.

PRES QUATRE années de thése, quavons-nous réellement apporté et quel prolongements a ces
travaux pouvons-nous raisonnablement attendre ? Nous décrivons dans les prochains para-
graphes quelles réponses nous apportons et quelles perspectives nous proposons.

Tout d'abord, nous avons congu, développé et utilisé des outils qui nous ont permis de répondre
a la question « comment ordonner efficacement un algorithme de multiplication rapide a la Stras-
sen? » Grace au développement de nombreux outils et détudes précises de complexité, nous avons
permis de réaliser une multiplication rapide en place. Puis nous avons essayé plus loin: nous avons
développé des outils pour rechercher de meilleurs algorithmes que celui de Winograd. Malgré la
puissance des ordinateurs a disposition, la situation na guére changé dans les derniéres décennies
([BDEZ12,0M10, CBH11]). Si nous navons pas non plus permis de trouver de meilleurs algorithmes,
pour les petites tailles au moins, nous avons cependant dévoilé la perspective d’utiliser des formules
approchées pour accélérer la routine fgemm. En outre, une nouvelle perspective qui souvre dans le dé-
veloppement de LinBox est la création de solutions dont une méthode est inPlace et qui cherche a
réduire « au maximum », tout en gardant une complexité « raisonnable », la mémoire supplémentaire
allouée lors de lexécution de cette solution, ces problémes restant a définir.

Si la multiplication de matrices denses est essentielle pour la famille des algorithmes « par blocs »,
la multiplication de matrices creuses et de (blocs de) vecteurs denses est elle essentielle pour les al-
gorithmes BoiteNoire. Nous avons étudié les divers formats de stockage pour ces matrices creuses et
en avons extrait de nouveaux formats hybrides performants sur les anneaux Z/mZ. Nous avons aussi
exploré des techniques de parallélisation (multi-fils sur multicceurs, massivement multi-fils sur cartes
graphiques) qui nous ont permis daccélérer significativement lopération SpMV et en avons démon-
tré la puissance dans lexemple du calcul du rang. Une introduction générique et transparente de ces
accélérateurs est une question qui reste grandement a explorer dans loptique de LinBox-2.0.

La remarque triviale consistant a dire que cette opération de multiplication est lopération de base
en algebre linéaire nous a permis de mieux centrer LinBox autour de ses problemes d’API en faisant de
cette opération une solution, un bloc de base. Nous avons alors dégagé divers principes — conception
de la bibliotheque par briques de base, modulables et interchangeables — et ceci dans le but non seule-
ment de conserver voire accroitre, si cela est quantifiable, la généricité de nos bibliothéques mathé-
matiques, mais aussi daméliorer leurs performances. Cette modularisation permet aussi de bétir des
bibliothéques avec le principe concevoir pour changer : changer d’algorithmes, d'implantations, de mo-
dele de calcul...
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7. Conclusion et perspectives.

Dans le projet du développement de la bibliotheque LinBox vers sa version 2.0, nous avons abordé
divers problémes de conception:

— définition claire et structurée des matrices et des vecteurs;

— standardisation, normalisation du code pour sa pérennisation ;

— agencement et approfondissement de la documentation ;

— meilleure couverture des tests pour une bibliotheque den-tétes;

— systeme de mesure de performances permettant une auto-optimisation de la bibliotheque et une

visualisation de ses performances.

La route est encore longue vers LinBox-2.0 et un gros travail d'ingénierie et de recherche est encore
nécessaire mais nous avons contribué a en poser les bases et a faciliter la transition vers nos nouvelles
attentes. Nous voulons certes essentiellement concevoir une utilisation transparente et modulaire des
architectures paralléles via des blocs PBB (parallel building blocs, cf. kaapi, Intel® TBB **, Thurst *, le pro-
jet ANR hpac *°). Mais si ces accélérations via les nouvelles architectures paralléles sont tentantes, nous
pouvons aussi nous pencher sur des questions telles la réduction de la taille des exécutables ([BJ11]),
ou une meilleure auto-optimisation de nos bibliothéques ([DMV*08, LDTog]).

18 — ¢f. http://threadingbuildingblocks.org/.
19 — cf http://code.google.com/p/thrust/.
20 — description et avancement sur http://hpac.gforge.inria.fr/.
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Titre: Multiplication matricielle efficace et conception logicielle pour la bibliothéque de calcul
exact LinBox.

Résumé : Dans ce mémoire de thése, nous développons d’abord des multiplications matricielles
efficaces. Nous créons de nouveaux ordonnancements qui permettent de réduire la taille de
la mémoire supplémentaire nécessaire lors d'une multiplication du type Winograd tout en
gardant une bonne complexité, grace au développement doutils externes ad hoc (jeu de galets),
a des calculs fins de complexité et a de nouveaux algorithmes hybrides. Nous utilisons ensuite
des technologies paralléles (multicoeurs et GPU) pour accélérer efficacement la multiplication
entre matrice creuse et vecteur dense (SpMV), essentielles aux algorithmes dits boite noire, et
créons de nouveaux formats hybrides adéquats.

Enfin, nous établissons des méthodes de design générique orientées vers leflicacité, notam-
ment par conception par briques de base, et via des auto-optimisations. Nous proposons aussi
des méthodes pour améliorer et standardiser la qualité du code de maniére a pérenniser et
rendre plus robuste le code produit. Ces méthodes sont appliquées en particulier a la biblio-
theque de calcul exact LinBox.

Mots-clés: algebre linéaire exacte, matrices creuses, SpMV, matrices denses, multiplication
matricielle dense, jeu de galet, ordonnancements, patrons de conception, bibliothéque ma-
thématique générique.

Title: Efficient matrix multiplication and design for the exact linear algebra library LinBox.

Abstract: We first expose in this memoir efficient matrix multiplication techniques. We set up
new schedules that allow us to minimize the extra memory requirements during a Winograd-
style matrix multiplication, while keeping the complexity competitive. In order to get them,
we develop external tools (pebble game), tight complexity computations and new hybrid al-
gorithms. Then we use parallel technologies (multicore CPU and GPU) in order to accelerate
efficiently the sparse matrix-dense vector multiplication (SpMV), crucial to blackbox algo-
rithms and we set up new hybrid formats to store them.

Finally, we establish generic design methods focusing on efficiency, especially via building
block conceptions or self-optimization. We also propose tools for improving and standardiz-
ing code quality in order to make it more sustainable and more robust. This is in particular
applied to the LinBox computer algebra library.

Keywords: exact linear algebra, sparse matrix, SpMV, dense matrix, fast matrix multiplication,
pebble game, schedulings, design patterns, generic mathematics library.



