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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Historiquement, la logique est la science du raisonnement. C’est au début du 20¢ siecle que
celle-ci s’est imposée pour la formalisation des mathématiques — on parle dans ce cas de
logique mathématique. Traditionnellement, la logique mathématique consiste en deux enti-
tés : d’'un coté la syntaxe qui décrit la maniére de construire les formules mathématiques et
leurs preuves — la description du monde (mathématique), de I'autre la sémantique qui étu-
die les modéles d'une théorie — le monde, ou les structures mathématiques. La syntaxe est en
quelque sorte affaire de vérité, ou plutét de prouvabilité : usuellement les regles de construc-
tion de la syntaxe empéchent I’écriture de preuves incorrectes, on étudie alors les formules
prouvables a partir d'un ensemble donné d’axiomes (une théorie). D’un autre c6té, les modeles
sont affaire de réfutation : ainsi, pour montrer qu'une formule A n’est pas conséquence d’une
théorie, on construira un modele de cette théorie dans lequel la formule A n’est pas satis-
faite. Ces deux faces de la logique sont mises en dualité par le théoréme de complétude : une
formule A est dérivable dans une théorie si et seulement si elle est satisfaite dans tous les
modeles.

La théorie de la démonstration, 'étude des systemes de dérivation, se trouve donc appartenir
a l'axe syntaxique. De nombreux systémes de dérivations ont été développés pour les logiques
classique et intuitionniste. A premiere vue, la régle la plus importante d’un systéme de déri-
vation est le modus ponens, généralisée en régle de coupure, qui permet, a partir d'une preuve
de A et d’'une preuve de A = B, de déduire une preuve de la formule B. Cette regle semble
essentielle : c’est 1a régle qui permet I'utilisation de lemmes. Cependant, I'un des résultats fon-
damentaux en théorie de la démonstration, le Hauptsatz (« théoréme fondamental ») prouvé
par Gentzen [Gen64], affirme que la régle de coupure est redondante : s’il existe une dériva-
tion d’'une formule B, alors il existe une dérivation de B n’utilisant pas la regle de coupure. Si
ce résultat est important en lui-méme, il devient réellement fondamental apres la découverte
de la correspondance de Curry-Howard.

La correspondance de Curry-Howard

Au moment ou certains étudiaient les axiomatiques des mathématiques, Church proposa une
axiomatique pour la théorie des fonctions : le A-calcul [Chu41l]. Il s’avere que le A-calcul per-
met de représenter toutes les fonctions calculables, et présente donc une approche alternative
aux machines de Turing [Tur37] pour la théorie de la calculabilité. Dans cette théorie, le cal-
cul est représenté par la regle de S-réduction : si ¢ représente une fonction et © un argument,
alors 'application (¢)u se réduit — ou se f-réduit — en un terme r représentant le résultat du
calcul de la fonction représentée par ¢ lorsqu’on lui donne 'argument représenté par le terme
u. La correspondance de Curry-Howard [Cur34, How80] relie la procédure d’élimination des
coupures en déduction naturelle — I'un des systémes de déduction — pour la logique intui-
tionniste et la B-réduction en A-calcul. En d’autres termes, elle établit une correspondance
entre I'exécution d’'un programme et ’élimination des détours dans les preuves. Ainsi, il est
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possible d’étudier les programmes par le biais des systemes de déduction, et particulierement
de leur dynamique — leur procédure d’élimination des coupures.

En logiques classique et intuitionniste, 'implication A = B peut étre comprise comme une
fonction qui, a tout élément de type A, associe un élément de type B. Cette intuition est ren-
forcée par la correspondance de Curry-Howard puisqu’'un terme représentant une fonction
des entiers N dans les entiers correspondra & une preuve de la formule Nat = Nat (Nat re-
présente le type des entiers naturels). En étudiant les modeles du A-calcul [Gir88all, Girard a
découvert que I'implication classique = se décomposait naturellement en deux opérations in-
dépendantes. La premiére de ces opérations, 'exponentiation — ou la pérennisation, consiste
a rendre disponible un nombre arbitraire de copies de A, tandis que la seconde, I'implication
linéaire — notée —o, est 'opération qui & A associe B, consommant A au passage, comme une
machine effectuant une transformation. Girard introduit donc dans les années 80 [Gir87all
un raffinement de la logique classique tenant compte de cette observation : 1a logique linéaire
(LL). La logique linéaire est sensible aux ressources et est donc particulierement adaptée a
I’étude des programmes. Ainsi, une preuve de Nat —o Nat est une fonction des entiers dans
les entiers qui utilise exactement une fois son argument, c’est-a-dire une fonction linéaire.
La réutilisation des ressources étant gérée par les connecteurs exponentiels, on peut alors
modifier les regles régissant ceux-ci afin d’obtenir des logiques allégées, parmi lesquelles la
logique linéaire bornée (BLL) de Girard, Scedrov et Scott [GSS92], les logique linéaire élé-
mentaire (ELL) et light (LLL) introduites par Girard [Gir95bl, ou encore la logique linéaire
« douce » (Soft Linear Logic, SLL) de Lafont [Laf04]. Ces systémes sont intéressants en cela
qu’ils permettent de représenter des fonctions dont la complexité est bornée.

Avec la logique linéaire, Girard a introduit deux systémes de déduction permettant de re-
présenter les preuves : un calcul des séquents et une sorte de déduction naturelle multi-
conclusion : les structures de preuve. Les structures de preuves ont une particularité intéres-
sante par rapport aux syntaxes traditionnelles : la grammaire permettant de les construire
n’est pas assez restrictive et il est donc possible d’écrire des structures ne correspondant pas
a des preuves en calcul des séquents. Certaines structures de preuves correspondent donc a
des preuves erronées. I1 faut alors caractériser les structures séquentialisables — qui corres-
pondent a une dérivation en calcul des séquents — de celles qui ne le sont pas. De nombreuses
caractérisations ont été obtenues depuis I'introduction de la logique linéaire sous le nom de
critéres de correction. Cette particularité est le point de départ du projet de la géométrie de
Uinteraction : la reconstruction de la logique a partir des preuves et leur dynamique — 1’élimi-
nation des coupures. En effet, I’extension de la syntaxe permet d’ajouter une saveur séman-
tique a celle-ci dans le sens ou les objets syntaxiques ajoutés — qui ne sont pas des preuves
— jouent en quelque sorte le réle de contre-modeéles.

La géométrie de l'interaction

La géométrie de I'interaction (GdI) est au départ une représentation des preuves de la logique
linéaire fondée sur une étude en profondeur des réseaux. Une preuve n’est plus un morphisme
de A dans B — une fonction de A dans B, mais un opérateur agissant sur ’'espace A ®B. Ainsi,
la composition, qui représente généralement le modus ponens, n’est plus de mise et I'opéra-
tion permettant d’obtenir un élément de B a partir d’'un élément de A consiste a résoudre
une équation : I'équation de rétroaction. La géométrie de 'interaction pourrait donc étre com-
prise comme une sémantique opérationnelle en cela qu’elle représente les preuves par des
opérateurs agissant sur les formules — ou leur lieux — et non par de simples fonctions.

Cependant, le programme de la géométrie de I'interaction est plus ambitieux : on ne cherche
pas uniquement a représenter les preuves, mais a reconstruire la logique a partir de celles-ci.
Ainsi, les objets de la géométrie de I'interaction sont des épreuves — ou parapreuves, c’est-a-
dire une généralisation des preuves. Cette généralisation permet d’envisager une reconstruc-
tion de la logique reposant sur l'interaction entre épreuves, offrant ainsi une vision plus homo-
géne que la traditionnelle opposition preuves et contre-modeles. Ce n’est donc ni une séman-
tique — car trop syntaxique, ni une syntaxe — car trop sémantique. Il s’agit d'un entre deux,
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d’'une syntaxe discursive, ou les épreuves — une généralisation des preuves — s’opposent, se
disputent, chacune essayant de convaincre I'autre de ce qu’elle a a prouver. La discussion se
termine lorsqu’un consensus est trouvé, c’est-a-dire lorsque I'une d’elles abandonne. Ainsi, les
épreuves s’opposent au travers d’'une notion d’exécution qui définit la solution a I'équation de
rétroaction et généralise donc la procédure d’élimination des coupures. Deux épreuves sont
alors dites orthogonales lorsque la discussion termine. De cette notion d’orthogonalité se des-
sinent les formules — ou les types — qui sont définis comme les ensembles d’épreuves clos
par bi-orthogonal, une construction classique de réalisabilité.

Une fois les formules définies, on peut alors reconstruire les connecteurs en partant d’'une dé-
finition de « bas niveau » — entre les épreuves — pour en arriver a une définition de « haut
niveau » — entre les types. Ainsi, les connecteurs ne sont pas définis de maniére ad-hoc,
mais leur définition est une conséquence de leur contenu calculatoire : on définit 'action d'un
connecteur sur les épreuves, et les connecteurs — au niveau des formules — ne sont que le
reflet de l'effet de l'interaction entre la notion d’exécution et cette définition de bas niveau.
On obtient ainsi une interprétation des formules de la logique linéaire — ou d’un fragment de
celle-ci dans certains cas. On peut de plus caractériser les épreuves, dites gagnantes, qui cor-
respondent intuitivement aux preuves. Cette définition induit une notion de vérité au niveau
des formules : une formule est vraie lorsqu’elle contient une épreuve gagnante.

Au fil des ans, de nombreuses constructions réalisant ce programme ont été proposées par
Girard. Dans chacune de ces constructions, les épreuves sont définies comme des opérateurs
agissant sur un espace de Hilbert. Dans les premieéres versions [Gir89al |Gir88b, |Gir95al, les
épreuves étaient des isométries partielles appartenant a une algébre stellaire fixée. L'exé-
cution entre épreuves était alors définie par la « formule d’exécution », formule impliquant
I'inversion d’un opérateur. La construction était alors basée sur 'opposition entre épreuves :
A et B sont orthogonales si et seulement si AB est nilpotent (resp. faiblement nilpotent),
assurant que l'inversion de 'opérateur 1 — AB soit possibleEl

Dans la derniére version en date, la géométrie de linteraction dans le facteur hyperfini in-
troduite dans l'article Geometry of Interaction V : Logic in The Hyperfinite Factor [Girllal,
les épreuves sont les opérateurs hermitiens de norme au plus 1 dans une algebre de von
Neumann particuliere : le facteur hyperfini R de typeE] I1;. Girard ayant donné une solution
générale a I'équation de rétroaction [GirQ6l, 'exécution entre épreuves est toujours définie.
Llorthogonalité entre épreuves est dans ce cas définie au travers du déterminant de Fuglede-
Kadison [FK52], une généralisation du déterminant aux facteurs de type II;. Cette construc-
tion permet de reconstruire les connecteurs de la logique linéaire sur cette base, a ceci pres

que la restriction a cette algebre de type II; contraint les exponentielles : on obtient une
construction de la Logique Linéaire Elémentaire, une logique avec exponentielles bornées.

Contenu de la theése

Dans le but de mieux comprendre les constructions de la géométrie de l'interaction, nous
avons commencé par étudier une généralisation de la construction de I’'article multiplicatives
[Gir87bll, en choisissant de travailler dans un cadre ou les épreuves sont des graphes orientés
pondérés. Dans ce cadre, nous avons découvert que la mesure de 'interaction entre épreuves
définie par le déterminant de Fuglede-Kadison dans la GdI5 correspondait & une certaine me-
sure des cycles alternant entre deux graphes. Ainsi, nous avons montré comment ’adjonction
— la propriété fondamentale sur laquelle est fondée la construction des connecteurs multipli-
catifs — utilisée par Girard correspond & une propriété sur les ensembles de cycles alternants
entre plusieurs graphes, ce qui nous a permis de développer une version combinatoire de la
GdI5.

1. Dans le cas faiblement nilpotent, I'inversion de 1 - AB n’est pas nécessairement possible, mais on peut toujours
définir la solution de 'équation de rétroaction.

2. En réalité, les opérateurs u considérés sont des éléments du facteur hyperfini R 1 de type I, mais tels qu’il
existe une projection finie p satisfaisant u € pRg 1p. Ce sont donc des éléments d’'un sous-facteur de type II; du
facteur Ry 1.
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Cependant, la propriété sur les cycles — 'adjonction — ainsi obtenue est en réalité une consé-
quence d’une identité géométrique plus générale qui ne dépend pas de la fonction de mesure
choisie. Nous avons alors essayé d’abstraire les constructions de la GdI5, traitant par exemple
le cas des tranches (correspondant a la notion d’idiome commutatif de GdI5) de maniére pure-
ment combinatoire avec des sommes formelles. Ainsi, on obtient une construction de GdI pour
la logique linéaire multiplicative additive paramétrée par une fonction de mesure, qui repose
sur cette seule propriété géométrique que 'on nomme propriété cyclique. Cette propriété as-
sure a la fois la bonne définition des connecteurs multiplicatifs et le fait que 'on puisse définir
une sémantique catégorique pour MALL. On montre ensuite que les constructions diverses
proposées par Girard correspondent & deux choix particuliers de parameétres, montrant ainsi
que ces différentes GdI reposent sur une méme propriété géométrique traitant des cycles.

On a ensuite généralisé le cadre des graphes afin de définir des connecteurs exponentiels;
ces graphes généralisés sont appelés graphages. Cette généralisation repose sur le passage
au continu : on remplace les sommets des graphes par des boréliens de la droite réelle et les
arétes par des transformations préservant la mesure de Lebesgue. La propriété cyclique qui
est vérifiée dans ce cadre est une conséquence directe de celle des graphes. On montre alors
que 'on peut interpréter une version polarisée de la Logique Linéaire Elémentaire. Cette
généralisation permet d’obtenir également une construction des quantificateurs du second
ordre.

On étudie ensuite la notion de vérité subjective de la GdI5. Girard définit en effet la notion
d’épreuve gagnante qui correspondrait en sémantiques de jeux a la notion de stratégie ga-
gnante. Cela lui permet de définir une notion de vérité : un type est vrai lorsqu’il contient
une épreuve gagnante. Le but originel de I'’étude de cette notion était d’obtenir un résultat
d’adéquation forte, c’est-a-dire que I'on souhaite montrer qu’il est possible d’interpréter les
formules de la logique linéaire par des types et les preuves par des épreuves dans la GdI5
de facon a ce que la notion de prouvabilité (en logique linéaire) et celle de vérité (en GdI5)
soient compatibles : si 7 est une preuve d’'une formule A, alors l'interprétation de 7 sera
une épreuve gagnante dans linterprétation de A. A la différence de la Ludique, la notion
d’épreuve gagnante dépends ici du choix d’'une représentation du facteur hyperfini de type
IT., c’est donc une notion subjective de vérité que I'on obtient. Afin de mieux comprendre
cette notion, on introduit dans un premier temps une version légérement modifiée de la GdI5
ou la vérité dépend d’une sous-algebre commutative maximale. Ceci permet d’utiliser la clas-
sification de Dixmier [Dix54], ainsi que I'invariant de Pukansky [Puk60] pour montrer une
correspondance entre le fragment de la logique linéaire qu’il est possible d’interpréter selon
une sous-algébre commutative maximale ‘3 et le type de 3 (réguliére, semi-réguliere, sin-
guliére) dans la classification de Dixmier. On montre ensuite en quelle mesure cette notion
modifiée de vérité correspond a celle de la GdI5.

Enfin, on présente le résultat d’un travail sur 'article Normativity in Logic de Girard [Girllc].
Dans ce dernier Girard propose une caractérisation de la classe de complexité co-NL (le
complémentaire de la classe des ensembles reconnaissable par une machine de Turing non-
déterministe en espace logarithmique) basée sur la représentation des entiers en GdI5. On
présente ici le résultat de Girard, explicitant la démonstration du fait que tout ensemble
dans co-NL peut étre représenté en montrant comment coder un ensemble co-NL complet.
Le codage de ce probleme est fait via 'introduction de la notion de machines & pointeurs non
déterministes, qui s’avérent étre une caractérisation nouvelle de co-NL en terme de machines
abstraites. On propose également une légere modification de la construction permettant d’en-
visager la caractérisation d’autres classes de complexité en utilisant une approche similaire.

La propriété cyclique.

Partant de la premiére version de la géométrie de l'interaction (GdI) ou les épreuves sont
des permutations, nous développons dans un premier temps une construction ou les épreuves
sont des graphes orientés pondérés. Lopération principale de notre construction, 'exécution de
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deux graphes F et G, consiste a considérer I'ensemble des chemins (suites d’arétes) alternant
entre F' et G — une aréte de F ne peut étre suivie que d'une aréte de G et inversement.

Nous considérons alors les ensembles de cycles alternés apparaissant entre deux graphes
donnés, et prouvons une propriété décrivant I’évolution de ces ensembles de cycles lors de
Popération d’exécution. Nous verrons dans les chapitres suivants que cette propriété — que
nous nommons la propriété cyclique, est un résultat fondamental. Nous développons dans le
chapitre [5| quatre notions d’exécution, chacune associée a une notion de cycle, pour lesquelles
nous montrons que la propriété cyclique est satisfaite.

Dans un deuxieme temps, nous définissons les graphes tranchés, les graphes épais et les
graphes épais tranchés. Ces trois généralisations des graphes correspondent a l'introduction
des idiomes — des algebres de von Neumann finies — dans la GdI5. Les idiomes sont une no-
tion utilisée par Girard dans le cadre de la géométrie de I'interaction dans le facteur hyperfini
[Girllall permettant de définir les connecteurs additifs et les exponentielles. La correspon-
dance entre nos généralisation des graphes et les idiomes peut étre décrite plus précisément
ainsi : les graphes tranchés correspondent a I'introduction d’idiomes commutatifs, les graphes
épais correspondent a l'introduction des idiomes purement non-commutatifs (cas ou 'idiome
est un facteur), et les graphes épais tranchés correspondent au cas général. Nous expliquons
comment la propriété cyclique sur les graphes induit une propriété similaire pour chacune de
ces généralisations.

Adjonctions a trois termes et Logique Linéaire Multiplicative-Additive

L'une des conséquences de la propriété cyclique est une adjonction géométrique a trois termes
reliant I'exécution avec I'union de graphes disjoints — opération qui représente le tenseur
de la logique linéaire ® dans le modéle que nous définissons. Nous pouvons alors, pour tout
choix d’une fonction de quantification des circuits, déduire une adjonction numérique a trois
termes. Cette adjonction, qui relie I’exécution a I'union disjointe, est le fondement sur lequel
repose l'interprétation des connecteurs multiplicatifs.

Dans le chapitre [6] nous montrons donc comment une telle adjonction a trois termes, dans
le cadre des graphes orientés pondérés et celui des graphes épais, permet de construire une
géométrie de l'interaction pour la logique linéaire multiplicative (MLL) avec la regle MIX.
Nous déduisons de cette construction une famille, indexée par ’ensemble des fonctions de
quantification des circuits, de modeéles catégoriques de MLL+MIX. Il est de plus possible de
définir une notion de vérité; on montre alors un théoréme d’adéquation forte pour le calcul
des séquents de MLL+MIX avec unités.

Dans le chapitre |7} on décrira la construction additive dans notre modeéle permise par l'intro-
duction de tranches. Ainsi, dans le cadre des graphes tranchés ou des graphes épais tranchés
il est possible de définir les connecteurs multiplicatifs et additifs de la logique linéaire avec
leurs unités. Cette géométrie de I'interaction restreinte aux connecteurs multiplicatifs permet
d’obtenir, comme dans le Chapitre [6] une famille de modeles catégoriques de MLL (catégories
x-autonomes). Comme c’est le cas dans toutes les GdI traitant des connecteurs additifs, le
connecteur & ne définit pas un produit catégorique du fait du caractére local de 'exécution.
Cependant, il est possible de définir une notion d’équivalence observationelle et de montrer
les résultats suivants, qui sont tous des corollaires de la propriété cyclique :

— Le connecteur & est un produit modulo I’équivalence observationelle ;

— Léquivalence observationelle est une congruence : il est donc possible de quotienter la

catégorie *-autonome obtenue a partir des constructions multiplicatives ;

— La catégorie quotient hérite de la structure *-autonome.
On en déduit donc un modele catégorique de MALL avec les unités additives dans lequel
les regles d’affaiblissement et de MIX ne sont pas satisfaites. De plus, ce modeéle est obtenu
comme une sous-catégorie pleine d’'une catégorie *-autonome, c’est-a-dire un modele de MLL
avec les unités multiplicatives.
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Exponentielles et Second Ordre

Dans le chapitre (8] on expliquera comment utiliser la possible non-commutativité de 'idiome
pour définir la contraction et on en déduira la morphologie nécessaire des types exponentiels.
Cette discussion permet de justifier la définition de la pérennisation — I’exponentiation — qui
est une opération transformant un graphe épais en un graphe sans tranches. Afin d’obtenir
un cadre permettant la définition d’'une pérennisation intéressante — c’est-a-dire permettant
d’interpréter la reégle de promotion usuelle —, on développe ensuite une généralisation des
graphes : les graphages sur un espace mesuré. Cette généralisation des graphes consiste a
considérer des graphes dont les sommets sont des ensembles mesurables et dont les arétes
sont des bijections préservant la mesure entre le sommet source et le sommet but. On définit
dans ce cadre les notions d’exécution et de cycles correspondant aux diverses constructions
sur les graphes introduites dans le Chapitre |5l Ces notions satisfont, pour tout choix d’une
fonction de quantification des circuits, la propriété cyclique.

On se restreint alors a une notion d’exécution particuliére et la notion de cycle correspondante
et on considere les graphages dont les sommets sont des parties mesurables de la droite réelle.
On montre dans ce cas comment définir une famille de fonctions de quantification des circuits.
Etant donné que la propriété cyclique est satisfaite, on peut alors suivre les constructions des
chapitres précédents et définir une famille de modeles de la logique linéaire multiplicative
additive. De plus, le passage des graphes aux graphages, c’est-a-dire le passage d’objets dis-
crets a des objets continus, nous permet de définir des connecteurs exponentiels. On définit
alors une version polarisée de la logique linéaire élémentaire pour laquelle on montre un ré-
sultat d’adéquation forte. On montre également que cette généralisation permet de définir les
quantificateurs du second ordre.

La géométrie de l'interaction hyperfinie

Les chapitres suivants sont consacrés a des résultats liés a la GdI5. Dans un premier temps,
on étudie les constructions sur les graphes des chapitres précédents pour deux fonctions
particulieres de quantification des cycles. On montre que les constructions obtenues sont
des versions combinatoires de celles définies par Girard. En effet, la premiére valeur du
parametre définit une géométrie de l'interaction construite autour de la notion de nilpo-
tence, et correspond a une version légerement raffinée des anciennes constructions de Girard
[Gir89al |Gir88b, |Gir95al. La deuxiéme valeur du parametre définit une géométrie de I'inter-
action construite autour du déterminant. On montre alors comment associer un opérateur
dans le facteur hyperﬁni[ﬂ de type I, a un graphe de maniere a préserver les opérations
logiques : les graphes d’interaction sont donc une version combinatoire de la géométrie de
Pinteraction dans le facteur hyperfini [Girllal, et permettent de comprendre le déterminant
comme une maniére de mesurer des cycles.

Ce résultat montre en particulier que les adjonctions sur lesquelles sont fondées ces diffé-
rentes versions de la GdI sont toutes deux conséquences d'une méme propriété géométrique
portant sur les ensembles de cycles : la propriété cyclique. Ceci permet donc de mettre en lu-
miére les similarités et les différences de ces deux constructions — celles fondées sur la notion
de nilpotence et celle utilisant le déterminant.

On s’intéressera ensuite a la notion de vérité subjective introduite avec la GdI5. En effet,
la notion de gain — et par conséquent celle de vérité — définie dans la construction de Gi-
rard dépend du choix d'une représentation du facteur hyperfini R¢ ; de type Il.. Apres avoir
expliqué la raison d’étre de cette notion subjective de vérité, nous expliciterons une version
légérement modifiée de la GdI5 dans laquelle la vérité subjective dépend du choix d’une sous-
algebre maximale commutative de 9ig1. Dans ce cadre, on montre qu’il existe une corres-
pondance entre le fragment de la logique linéaire que 'on peut interpréter selon un point
de vue 3 — une sous-algébre maximale commutative du facteur 93y 1, et une classification

3. Les opérateurs associés sont en réalité définis comme les éléments d’'un sous-facteur de type II; du facteur
Ro,1, en accord avec les définitions de la GdI5.
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des sous-algeébres maximales commutatives définie par Dixmier [Dix54]] dans les années 60.
On explicitera ensuite la relation entre les deux notions de vérité subjective — celle dépen-
dant du choix d’une représentation et celle dépendant du choix d'une sous-algébre maximale
commutative — afin de mieux comprendre la notion de vérité subjective de la GdI5.

Complexité

Le dernier chapitre est dédié a une relecture de la caractérisation de co-NL proposée par Gi-
rard [Girllc]. On présente donc en détail la représentation des entiers et la notion de paire
normative. Apres cela, on explique comment le remplacement de la condition exprimée par le
déterminant par une condition de nilpotence permet d’envisager plus aisément la caractéri-
sation d’autres classes de complexité en utilisant une approche similaire. On présente enfin
le résultat de Girard en proposant une preuve alternative du fait que tout probléme co-NL
peut étre représenté dans ce cadre. La preuve proposée consiste a montrer comment coder le
complémentaire du probleme NL-complet ST-conn consistant a décider s’il existe un chemin
entre deux points donnés dans un graphe orienté.
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TTF R Axadd FT,A FT,-A a
- Cut?
0 =T
e FTA  FASA
, 71 I—F,A ut
FT,A FT,B +T,A,B
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FT,AAB FIT,AVB
FLA _ FAB O FTAL
FT,A,AAB FT,A1vVAg '
FT . FT,A,A
FT,A FT,A ctr
FT,A 0 FT,A[B/X]
FT,VXA ° FT,3XA

FIGURE 2.1 — Regles de LK

Logique Classique

Cette section présente simplement une reformulation de la démonstration syntaxique de com-
plétude du calcul propositionnel classique. Cette reformulation a 'avantage de contenir un
certain nombre d’idées que 'on retrouvera par la suite. Celle-ci est donc I'occasion pour le lec-
teur qui n’est pas familier avec la géométrie de I'interaction ou la ludique de gagner quelques
intuitions tout en restant dans un cadre plus « classique ».

Logique Classique

DEFINITION.
Soit 7 un ensemble de variables. Les formules de la logique classique sont définies par la
grammaire suivante :

F=X|-F|FAF|FVvF |VYXF |3XF (X¢eV)

On présentera ici uniquement le calcul des séquents monolatéral. Celui-ci est suffisant car
la négation d’'une formule est toujours équivalente logiquement a une formule ou seules les
variables sont niées. En effet, on peut quotienter 'ensemble des formules par les lois de De
Morgan qui permettent de repousser la négation aux sous-formules.

DEFINITION.
Un séquent - A1,...,A, est un multi-ensemble de formules A1,...,A,.

Il faut comprendre un séquent - A1,...,A, comme I'affirmation que I'une des formules parmi
Aiq,...,A, est vraie.

DEFINITION.

Une preuve d’'un séquent - I' en logique classique (dans le systéme LK) est une dérivation
construite a partir des régles de la Figure [2.1] et de conclusion + I, c’est-a-dire un arbre
construit a partir des regles de la Figure dont la racine est le séquent - I' et dont les
feuilles sont des regles axiomes.

Preuve syntaxique de complétude pour LK propositionnel

Il semble que la premiere preuve syntaxique de complétude soit due a Schutte [Sch77]. On
présente ici une reformulation de ce résultat en empruntant quelques notations de ludique.
Ceci permet de mettre en avant le fait que I'extension de la syntaxe — en l'occurrence I'ex-
tension de la regle axiome — permet de donner une saveur sémantique a celle-ci. Ainsi, le

1. La variable X n’est pas libre dans I'.
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—————— axXe) }_F,A,B |_F,A I_F,B
—_— V
FIL,X, X FT.AVB FT.ANB
FIGURE 2.2 — Les regles de pLKg
+T,A,B FT,A +T,B
= g T aon Y A
+FI,AVB FI,AAB

FIGURE 2.3 — Les regles de pLKI?

calcul que nous allons définir est incohérent au sens strict du terme puisqu’il permet de dé-
river n'importe quel séquent. Cependant, il est possible de caractériser certaines dérivations,
les dérivations correctes, qui correspondent aux preuves du calcul des séquents usuel de la lo-
gique classique. Cette caractérisation se fait uniquement sur la base des axiomes généralisés
que nous avons introduits. On peut alors montrer qu'un séquent est prouvable si et seulement
si il est conclusion d’'une dérivation correcte. La preuve de se résultat permet de comprendre
comment les axiomes incorrects jouent le réle de contre-modéles.

DEFINITION (FORMULES).
Soit &/ un ensemble de variables propositionnelles. On définit I'ensemble — noté Form — des
formules par la grammaire suivante :

F=X|-X|FVF|FANF Xe)

DEFINITION.
Le systéme pLKp est défini par les régles de la Figure[2.2]

DEFINITION.
Le systeme pLK }’? est défini par les regles de la Figure

PROPOSITION (INVERSIBILITE).
Les regles v et A sont inversibles dans le systéeme pLK;?.

Démonstration. La preuve se fait par induction sur le nombre de connecteurs dans le séquent
conclusion. Les deux preuves (pour V et A) étant similaires, on montre uniquement l'inversi-
bilité du v. Le cas de base pour I'induction est un séquent ne contenant qu’un seul connecteur,
c’est-a-dire une régle "X suivie d’'une régle v. Dans ce cas, la régle "X seule nous donne une
dérivation de la prémisse de la régle v. On suppose maintenant que la propriété est vraie
pour tout séquent contenant au plus n connecteurs, et on considére un séquent - I',A v B
contenant n + 1 connecteurs. Soit 7 une dérivation de -I",A v B. Si 7 se termine par une regle
V, la dérivation obtenue en supprimant la derniére regle est une dérivation de la prémisse. Si
7 ne se termine pas par une regle v, alors la derniere regle de 7 est nécessairement une regle
A

51 2

FALAVB,C FA,AvB,D
FAAVB,CAD

En utilisant I’hypothése d’induction sur les prémisses on obtient deux dérivations 7| et 7, de
conclusions - A,A,B,C et - A,A,B,D respectivement. On définit alors la dérivation :

2. Le séquent I I ne contient que des formules atomiques ou des négations de formules atomiques.
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! !
(1 )

FA,A,B,C  +FA,A,B,D
FA,A,B,CAD

Cette dérivation est celle recherchée. ®

PROPOSITION.
Tout séquent est dérivable dans pLK;?.

Démonstration. Il s’agit d'une induction triviale sur le nombre de connecteurs du séquent. ©

DEFINITION.
Etant donné une preuve 7 de pLKX, on note £() le multi-ensemble des séquents introduits
par une régle "X dans 7.

LEMME.
Soit n et n’ des dérivations de conclusion T dans pLK'B, alors £(r) = &(').

Démonstration. La preuve se fait par induction sur le nombre de connecteurs dans le séquent
FT'. Le cas de base est évident. Supposons que le lemme soit valide lorsque le nombre de
connecteurs dans I est inférieur ou égal a n. On va montrer que les dérivation de - I',F,G
dont la derniére regle introduit la formule F' possédent le méme invariant que les dérivations
dont la derniére regle introduit la formule G. On traitera uniquement le cas ou F = A AB et
G =C AD, qui est le cas le plus complexe. Prenons les dérivations :

T b2 T3 T4
FT,A,C  FT,AD +T,B,C  +T,B,D

FT,A,CAD " FT.B.CAD
FT,AAB,CAD

p1 p2 P3 P4
+T,A,C +T,B,C +FT,A,D +T,B,D
A A
FT,AAB,C +T,AAB,D
FI,AAB,CAD

En utilisant 'hypothése d’induction, on obtient les égalités £(m1) = £(p1), L£(m2) = L(p3),
Lmg) = Lp2), L(ry) = £(p4). En utilisant celles-ci et 'hypothése d’'induction a nouveau, on
obtient alors :

— toute dérivation 7 de - T',A,C A D satisfait £(x) = £(m1) + £(72) ;

— toute dérivation 7 de - T',B,C A D satisfait £(x) = £(3) + £(74) ;

— toute dérivation 7 de - I', A A B, C satisfait £(x) = £(1) + £(3) ;

— toute dérivation 7 de - I, A A B, D satisfait £(x) = £(o) + £(74) ;
On a donc montré que si 7 est une dérivation de conclusion - I';)A AB,C A D dont la der-
niére régle est une régle A introduisant A A B et si p est une dérivation de méme conclusion
terminant par une régle A introduisant C A D, alors leurs invariants sont égaux, c’est-a-dire :

gm= Y £0m)=Lp)
i=1,..4

Les autres cas se traitent de maniére similaire. ®

REMARQUE. Par la Proposition [§2.1.12] et le lemme précédent il est possible de considérer
L(FT) pour tout séquent - T'.
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DEFINITION.

Un séquent F I' est correct lorsque toute formule dans I' est un atome ou la négation d’'un
atome, et qu’il existe un atome X tel que les formules X et =X appartiennent toutes deux
a F I'. Par extension, une régle "I est dite correcte lorsque le séquent qu’elle introduit est
correct.

PROPOSITION.
Un séquent T est dérivable dans pLKg si et seulement si £(+T') ne contient que des séquents
corrects.

Démonstration. Supposons que 7 soit une dérivation de - I' dans le systeme pLKg, alors en
remplacant chaque régle axiome par une régle M on obtient une dérivation 7’ de I I' dans
pLKI’g. Chaque régle "It dans 7’ est évidemment correcte.

Inversement, si 7’ est une dérivation de I dans pLK}%< telle que £(n') ne contient que des
séquents corrects, alors chaque séquent dans £(n') peut étre introduit par une régle axiome
dans pLKg. On obtient ainsi une dérivation 7 de - I" dans pLKg. @)

DEFINITION.

Soit § : Form — {0, 1} une Valuationﬁ Alors :
— 0 FT siet seulement s’il existe un A €T tel que 6(A)=1
— ET si et seulement si pour tout §, 6 FT.

LEMME.
Pour toute valuation 6, § ET si et seulement si 6 E A pour tout — A dans £(+T).

Démonstration. Remarquons que, par définition de la satisfaisabilité d'un séquent (et ’asso-
ciativité de v), 5 F A, A,B si et seulement si S FA,A v B.

Dans le cas de la régle A, supposons dans un premier temps que § F A, A et 6§ EA,B. Alors
soit il existe une formule satisfaite dans A, soit les deux formules A et B sont satisfaites, et
donc 6 F A,A A B. Inversement, supposons que § ¥ A, A, alors toute formule dans A est non
satisfaite et A non plus, donc A A B n’est pas satisfaite. On en conclut que § ¥ A,A AB. Le
lemme est alors prouvé par une simple induction. ©)

PROPOSITION.
ET si et seulement si tous les séquents dans £(FT') sont corrects.

Démonstration. Supposons que £(F I') ne contient que des séquents corrects, alors pour toute
valuation § et tous séquents - A dans £(-T'), § F A d’apres la définition des séquents corrects.
On utilise alors le Lemme pour montrer que § T,

Inversement, supposons que £(F I') contient au moins un séquent incorrect, par exemple
FXi,...,X5,7Y1,...7Y, tel que pour tout i € [1,n] et j € [1,p], X; ZY;. On choisit une va-
luation ¢ telle que 6(X;) =0 et 6(Y;)=1. Alors on a § ¥ Xy,...,X,,7Y1,...7Y, et donc par le
Lemme on en déduit 6 ¥ T. ©)

Logique Linéaire
DEFINITION (FORMULES DE LA LOGIQUE LINEAIRE).

Soit 7 un ensemble de variables. Les formules de la logique linéaire sont décrites par la
grammaire suivante :

F:=X|X*|1|T|L|0|F®F|FeF|FeF|F&F|!F|?F (Xe¥)

3. On rappelle qu’une valuation est une fonction assignant & chaque atome de < une valeur de vérité dans {0,1}
étendue aux formules suivant les tables de vérité des connecteurs.
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- A& FAA FI,AL
I—A,AJ' FT.A Cut

(a) Groupe Identité

FTLAB FT,A  FAB
- ®
FT,A®B FT,A,A®B
FT o
FT,L © F1

(b) Groupe Multiplicatif

FT,A; N FT,A +T,B .
FT,A19Ag9 FT,A&B
Pas de régle pour 0 rT |

(c) Groupe Ad