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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Quantification optimale d'une variable aléatoire

@ N-quantifieur (grille de quantification de taille N) : o ={og,...,an}
o Discrétisation par a-quantification X%:Q — a = {og,...,an} de
X € Ly(RY)

X% = Proj, (X)

ou Proj, représente la projection sur « suivant la régle du plus proche voisin
[GershoGray00].

@ Erreur induite :

HX—X“

2 1<i<N

2 _ )
—IE{ min | X(w)— o]
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Controle stochastique

Quantification optimale d'une variable aléatoire

@ N-quantifieur (grille de quantification de taille N) : o ={og,...,an}
o Discrétisation par a-quantification X%:Q — a = {og,...,an} de
X € Ly(RY)

X% = Proj, (X)

ou Proj, représente la projection sur « suivant la régle du plus proche voisin
[GershoGray00].

@ Erreur induite :

HX—X“

2
—E{mln |X(w)— 06,2]
2 1<i<N

e XV Quantifieur Ly-optimal

2
= me

HX—X“
2 =N 1<I<N

n, IX(0) - aif!
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Exemple : quantification optimale d’une loi normale dans R?
(N = 100) [PagésPrintems03]




Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Application a l'intégration numérique

Loi de X% : poids associé a chaque o
P(X“ :a;) —P(XeC(a) VI<i<N
ot C; () représente la cellule de Voronoi de ¢; défini par
G(a)= {xé]R [|x — o] 1§mj|§nN|x ol }

Intégration numérique :

E[F(X)] ~E {F()A(O‘)} - ip (f(a - a,-) F(o;)
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Application a l'intégration numérique

Loi de X% : poids associé a chaque o
P(X“ :a;) —P(XeC(a) VI<i<N
ot C; () représente la cellule de Voronoi de ¢; défini par
Ci(a)= {x €RY||x— 0| = min |x—aj|2}
1<j<N
Intégration numérique :

E[F(X)] ~E {F()A(O‘)} - ip (f(a - a,-) F(o;)

o Erreur : ’E [F(X)]-E {F()A(O‘)} ‘ <[F1,,E HX — X }
© Vitesse de convergence connu via théoréme de Zador ([zadors2],
[GershoGray00]) €t lemme de Pierce ([LuschgyPagés08])

R 1
x5 < CapnlXlp g
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Quantification d'une chaftne de Markov (saiypagssprintempso]

loi de transition :
plj=P (kkﬂ =oM%, = a}“) =P (xk+1 € CF(alkt) X, € c,.k(a<k>))
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Lignes directrices

@ Contréle stochastique par quantification

@ Controle stochastique
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Probléme de contréle stochastique

But : Résoudre numériquement des problémes de contréle

stochastique :

- Opt|0n américaine ([BallyPagésPrintems01], [BouchardWarin11])
- EDSR ([bouchardTouzi04], [GobetLemorWarin05])

- Filtrage (PhamRunggaldierSellamios], [Phamos])

- Controle stochastique associé a une chaine de Markov
([PagésPhamPrintems04], [deSaportaDufourl2], [GobetPhamPagésPrintems06])

- EDSR .du .Second. Ordre ([CheriditoSonerTouziVictoir07])
- Volatilité incertaine (fLelandss])

- Maxlm|sat|0n d’utlhté ([EIKarouiRougeOO])
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Probléme de contréle stochastique

But : Résoudre numériquement des problémes de contréle

stochastique :

- Opt|0n américaine ([BallyPagésPrintems01], [BouchardWarin11])
- EDSR ([bouchardTouzi04], [GobetLemorWarin05])

- Filtrage (PhamRunggaldierSellamios], [Phamos])

- Controle stochastique associé a une chaine de Markov
([PagésPhamPrintems04], [deSaportaDufourl2], [GobetPhamPagésPrintems06])

- EDSR .du .Second. Ordre ([CheriditoSonerTouziVictoir07])
- Volatilité incertaine (fLelandss])

- Maxlm|sat|0n d’utlhté ([EIKarouiRougeOO])

Proposition :
@ Mise en place d'un cadre général de controle stochastique

@ Discrétisation en espace par des méthodes de quantification
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Equation générale

Equation de programmation dynamique rétrograde générale

@ Condition terminale

@ Schéma rétrograde : de k+1a k :

Up.a(X) = E [ (Xeq1) Or,a (%, Gk1 ) [ X = X]
Vi(x,a) = Tk, (x, uk,a(x)) , ac€A
Vi(x) = Re(x,vk(x,2)), 0<k<n-1

ou :
© a € Ay est une variable de contréle a valeurs dans Ay I'espace de controle
admissible,
o (€k)1<k<n une suite de v.a. i.i.d. Fy-mesurables,
o h, O 5, Tk a et Ry sont des fonctions déterministes.
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Discrétisation en espace

Estimation de E [yi 1 (Xks1)0k.a(x: Eks1)| Xk = x] par des
approximations par quantification

Nous proposons 3 schémas :
@ par arbre de quantification
@ par régression linéaire

@ par méthode des gerbes
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Schéma par arbre de quantification

loi de transition :
< k+1), ¢ k
P,kj =P (Kppr = a} + )‘Xk —od =p Xis1 € Cjk+1(a(k+1))‘xk c C,-k((x(k))
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Schéma par régression linéaire

&4

1
xkeC"

N, f
E[Mes1X] = B4 E Thga P(ngc'_k)} Ix,eck
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Schéma par méthode des gerbes

7 o i d de o (k+1) (k+1)
’/rk+1 [Jk 1] extrapolation sur RY de y; 4 (Xj ) avec X S

E (ko1 (Xhes1)0k a0 k) Xk = %] =B [, L 4 2) Ky 1)0% 00 Gy 2)1 X = %]
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Erreurs des schémas

Théoréme

Sous des hypothéses Lipschtziennes sur les paramétres, on a

n—1
sup |y (Xi) = (Xl < Ko ¥ (1+2 sup [uk,a]L,-p) [ — %
k k=1 acAy p

Avec une quantification optimale, on a, avec p >0,

SUPHyk(Xk) X, < Kaponn Z (14—2 sup [Ukah,p> [ Xl gy N a

acA

Derniére étape : obtenir la propriété lipschtzienne des fonctions {ux 5}« :
— utilisation de la régularité du semi-groupe de transition ou flét de la
chaine de Markov X.
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Régularité Lipschitzienne pour une option américaine

Enveloppe de Snell : yx(x) =sup.E [h(XTk’X)} (Xk* chaine de Markov, X,f’x =x)

Programmation dynamique : y;(x) = max (h(x);IE {yk_H (X:fl)D
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Régularité Lipschitzienne pour une option américaine

Enveloppe de Snell : yx(x) =sup.E [h(XTk’X)} (Xk* chaine de Markov, X,f’x =x)
Programmation dynamique : y;(x) = max (h(x);IE {yk_H (X:fl)D

o Semi-groupe de transition Lischitzien : (E[f(x’”‘ )}w[f(x“* ‘gpx [FlLip x— %I

. k+1 k+1)]
[vk]Lip < max (["]Lip iPX [ykﬂhip) <[hip (P)”

[yk}Lip ne dépend pas de n si PX < 1+%
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Régularité Lipschitzienne pour une option américaine

Enveloppe de Snell : yx(x) =sup.E [h(XTk’X)} (Xk* chaine de Markov, X,f’x =x)
Programmation dynamique : y;(x) = max (h(x);IE {yk_H (X:fl)D

o Semi-groupe de transition Lischitzien : (E[f(x’”‘ )}w[f(x“* ‘gpx [FlLip x— %I

. k+1 k+1)]
[vk]Lip < max (["]Lip iPX [ykﬂhip) <[hip (P)”

[yk}Lip ne dépend pas de n si PX < 1+%
k,x k,x
XX _ xk
J J

k() = vk ()] < supe [E[A(XE)] =B [B(XE®)] | < [AlLip E [supgeicn

o Flot Lischitzien :  [supy<jc,

]gFX|x7:<|

k., k % -
xkx _ x! "H < FX [h]Ljp Ix — %]

i i
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Contréle stochastique par quantification Probléme central

Controle stochastique

Régularité Lipschitzienne pour une option américaine

Enveloppe de Snell : yx(x) =sup.E [h(XTk’X)} (Xk* chaine de Markov, X,f’x =x)
Programmation dynamique : y;(x) = max (h(x);IE {yk_H (X:fl)D

o Semi-groupe de transition Lischitzien : (E[f(x,ffl)} —]E[f(X“(‘fl)” < PX[FLip b~ %

klLip = max ([h]'-ip X [kaL_ip) <lhlip (PX)” )

[yk}Lip ne dépend pas de n si PX < 1+%

]gFX|x7:<|

k., k % -
xkx _ x! "H < FX [h]Ljp Ix — %]

o Flot Lischitzien : E [supkggn Xjk’x fXjk’;(

k() = vk ()] < supe [E[A(XE)] =B [B(XE®)] | < [AlLip E [supgeicn

i i

o Flot Lispchizien = semi-groupe de transition Lipschitzien, mais PX > /2
pour Xy = (Sk, maxp<ij<k Si)

o Xjp1 = Xy +sign(Xg )€k 1: semi-groupe de transition Lischitzien, mais pas le
flot
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Discrétisation

Discrétisation d’'EDSR E ..
xemples numériques

Lignes directrices

© Discrétisation d’EDSR
@ Discrétisation
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Lone . Discrétisati
Discrétisation d’'EDSR Elscre isation
xemples numériques

EDSR doublement réfléchie

EDSR avec double réflexions avec sauts :

Ye=Ivgnu(X7)+ J,] F(Os)ds+ -

— [T ZedW; — [T [z Us(e)Ti(de,ds), Vte[0,T], P—p.s.
I(X:) < Ye<u(X;), Vtel0,T], P—p.s.
et fo (Ys—1(Xs)) K+—f0 (Ys—u(Xs))dK; =0, P—p.s.

oti K* sont continus et croissants et © := (X, Y, Z,T) avec

M= Jep(e)U(e)A(de).

Le processus progressif X; = &, ((55)ogsgt) 3 valeurs dans RY est
une fonctionnelle du processus S qui est solution de I'EDS :

Si— 50+/b dr+/ dW+//[3,, fi(de, dr)

Ref : [PardouxPeng90], [EIKarouiPengQuenez97],[Kifer00], [CvitanicMa01], [Zhang04],
[BouchardTouzi04], [BallyPagésPrintems05], [HamadéneHassani06], [BouchardElie08],
[BouchardChassagneux08], [Chassagneux09]

C. llland Soutenance de thése



Discrétisation

Discrétisation d’'EDSR E ..
xemples numériques

Approximation du processus progressif

Soit une grille de discrétisation temporelle 7= {tg <t; <..<t, =T}
Schéma d'Euler S™ :

@ valeur initiale : ST = Sy,

@ Detjatiyg:

SE.0 = SEB(SE) i1~ ) + 0(SE) (W, — We)+ [ BSE. )i(e. (b 141D
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Discrétisation

Discrétisation d’'EDSR E ..
xemples numériques

Approximation du processus progressif

Soit une grille de discrétisation temporelle 7= {tg <t; <..<t, =T}
Schéma d'Euler S™ :

@ valeur initiale : ST = Sy,
@ Detjatiyg:

SE.0 = SEB(SE) i1~ ) + 0(SE) (W, — We)+ [ BSE. )i(e. (b 141D

Processus progressif dépendant de la trajectoire Xy = ®(t,(Ss)o<s<¢) :

Xi = 0(t,(Sg(s)Joss<e)  7(t) = inf {ti|t; <t}

C. llland Soutenance de thése



Discrétisation

Discrétisation d’'EDSR E ..
xemples numériques

Erreur du schéma d'Euler du processus progressif

@ Erreur du schéma d'Euler : E [suptl.eﬂ |St; —Sg‘z] < Cln|
2
@ Cas continu (8 = 0) [zhangos] : E {SUPOSth ‘St -5z t)’ } < C|n| In(‘lﬂ)

@ Faux en ajoutant des sauts : E [supogth ‘Nt t)‘ } >P(Ny>1)

avec N processus de Poisson

Théoréme

On a la convergence du schéma d’Euler avec la métrique de Skorokhod :

]E[dD(S,S,’,’) ] < Clafin(-2)

||
avec dp(x,y) =infycp (Supte[O,T] |A(t) — t] +supsefo, 17 [X(A(t)) —)/(f)\) :
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Lone . Discrétisati
Discrétisation d’'EDSR Elscre isation
xemples numériques

Approximation de la partie rétrograde

Schéma rétrograde
o Valeur finale :

Yt7,-r = g(X;r')
o Partie rétrograde de I'EDSR : de t;,1 a ¢ :
=70
Zi =E[vz, %]
=
. =E|vE, 7]

Yr =E YE P |+ (tiea — ) F (i, XT, ?g,f,?’tj,r;j)

@ Projection sur les barriéres :

YE =1, XF)V YE A u(ti, XT)
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Discrétisation

Discrétisation d’'EDSR E ..
xemples numériques

| ntU Itlon d @ | ,a p prOXI m atlon Z [Zhang04], [BouchardTouzi04], [BallyPagésPrintems05]

o Théoréme de représentation des martingales

T V23 n own L 7T fita T fita T —
Yt,-+1 = Yt,-7(tl'+17ti)f(tizxtl-zYtl-zzt,-:rt,-)+/t Zs dWS+/t /EUS (e),u(de,ds)
o En multipliant par et avec Ay, € Fy;

rtiia
E|YF \3@.} —E [/ ZZdW, \,%.}
i+1 1 t i
tiy1 [ P
TE|{Ag+ [ [ UZ()E(de,ds)) | F
t
1 t
=E {7 / o Zs"ds\ﬂt.}
tiy1 =t Jg; !

o Approximation de Z :
Z; =E {Y’f

; |Z+. | est la meilleure approximation .%#;.-mesurable dans L,
tiv1 ' !

de L [+ Z7ds

i1t
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Discrétisation

Discrétisation d’'EDSR E ..
xemples numériques

Intuition de |'approximation I (eeuchardtseosy

© Théoréme de représentation des martingales
~ ~ . . t t
Yr = yg_(t_t,-)f(t,-,xg;,y,’;,zg,r’:i)Jr/t_ Zs"dWs+/t_ /EUf(e)ﬁ(dads)

o En multipliant par [z p(e)i(de,[ti, tj11[) et avec Ay, € Fy;

t;
E|ve, I%,-] :]EM +1/EUf(e)ﬁ(de,ds) \.%,.}

tita x
FE|{Ag + / ZEdW, ) EA
Jt;

1 "t '
=E{7/ ds/ u;f(e)p(e)x(e)de\,fft.]
tiv1—ti Jg E !

o Approximation de I :

rf'_ =E [Yt"?+1 \a@}i] est la meilleure approximation .7, -mesurable dans
Lz de gt [¢** ds [ UX(e)p(e)2(e)
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Lone . Discrétisati
Discrétisation d’'EDSR Elscre tsation
xemples numériques

Convergence du schéma discret

Théoréme

Sous des hypothéses de régularité Lischitzienne, on a

E

sup |Ye— YEP| =750+ 0
te[0,T]

de maniére générale et avec une vitesse d'au moins |m| In(ﬁ) si f
est indépendante de (Z,T).

E

n—1
Z/t H{}Zt—zgfﬂrt—rgf}dt] 0+ 0
=07t
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Discrétisation

Discrétisation d’'EDSR E ..
xemples numériques

Cadre quantification

o Cadre de la premiére partie : X Markovien :
Schéma rétrograde : de k+1 a k :

uga(x) =E [}/k+1(Xk+1) | Xk = x

Vi (x,8) = Tia (%, ke a(x)) = u () + (i1 — t)F (%, ug 5(x))

yi(x) = Ri(x,vi(x,a)) = I(t;,x) V vk (x,a) Au(tj,x), YO<k<n-1
o Discrétisation en espace par quantification

sup || Ye, — 7k (Xk)|| < €(temps) + €(quantification)
73

Q=

acAyx

ug Lipschitz =  &(quantification) < Z <1+2 sup uk B]Lip> N,

, 1
< C'nN 4
C. llland Soutenance de thése



Discrétisation

Discrétisation d’'EDSR oo
Exemples numériques

Lignes directrices

© Discrétisation d’EDSR

@ Exemples numériques
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Discrétisation d'EDSR pacritieation
xemples numériques

Option Lookback américaine

Résolution de I'option américaine : Po = Esssup . EF [e’” (suPo<u<s Su 75T)+}
Processus markovien : option Lookback X; = (S¢,supp<y<¢ Su) ot S suit le modéle de

Black-Scholes : % = rdt +odW,;

Payoff h(t,S:,supg<y<¢ Su) avec h(t,x,m)=e " sup(m—x,0)
paramétres : r = 0.1, T =1 Sp = 100, volatilité 0 =20%, n =5, méthode par arbre de

quantification
32,50
R
s * TTe——
32,00 p~
37 + 31,50 ¥
3.
32 5 /
31,00 y
27 - * /
5 = 4
2 — @ 3050
2,2 + = /
E —
S17 —— R
1 st
R |
1,2 — ‘,'. + 29,80 -/
1 et
0.7 et |
o . w0
0.2 * assaiacele |
4 2 5 ) 2850 T : .
0 50 100 150 200 250 300 350
w1 N1
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Discrétisation
Exemples numériques

Discrétisation d’'EDSR

EDSR linéaire

EDSR linéaire (f générateur linéaire) :

| Wi /1 Zs.1 /1
Y, = Ys+—— — [ ZsdW,
t \/g + . s+ \/g ds . sdWs

Solution explicite : Yy = eIE {% exp(%)} (indépendante de d) .
Par Monte Carlo, Yo =3.171 et Zo =1.856
(E[Yr] = E[|Wa[] = 0.7 et E[Zr] = E[sign(Wr)] = 0)

Résultat utlilisant la méthode par régression sur une base quantifiée

[ Dim=1 (N=100)
v Dim=2 (N=500)
4 Dim=3 (N=500)
> (N=500)
< Dim=5 (N=500)
e Exact

[+ Dim=1 (N=100)
v Dim=2 (N=500)
4 Dim=3 (N=500)
> Dim=4 (N=500)
< Dim=5 (N=500)
e Exact

n n pas de temps
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Dérivés sur variance réalisée

P L. . P Exemples
Réplication robuste de dérivés sur variance réalisée P

Lignes directrices

© Réplication robuste de dérivés sur variance réalisée
@ Dérivés sur variance réalisée
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Dérivés sur variance réalisée

P L. . P Exemples
Réplication robuste de dérivés sur variance réalisée P

Swap de variance

Contrat payant la variance réalisée d'un sous-jacent S sur
I'intervalle [0, T] que I'on approche par sa version continue :

(X) /T 20— i Y (I (5““))2
= O = m n T~
0,7 JO t SUP‘ti+1*ti‘4)00§t’.<T St;

Hypothése : S continu, taux d'intérét nul (pour simplifier),
Possibilité de traiter toutes les options européennes

Réplication modéle indépendant et non paramétrique
. Mea . _ 2
via la formule d'ltd :  (X), 7 = —2In ( )—i—jo < dS:

@ Position statique initiale : option européenne de maturité T :
_ ST\ _ o [S + dK o + dK
—2Xr=-2In(FL) =222 (K=57)" iz +2 /s, (ST—K)" iz

@ Position dynamique a la date ¢ : couverture en delta : s% en

sous-jacent St
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Dérivés sur variance réalisée

P L. . P Exemples
Réplication robuste de dérivés sur variance réalisée P

Extension aux options sur variance réalisée

Problématique : Peut-on étendre cette couverture modéle
indépendant aux options sur variance réalisée et sur le sous-jacent
de payoff F(Xp, T, <X>0_’T) ?

t
Xst=1In (?) et la variance réalisée (X), :/ c2du
5 S
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Dérivés sur variance réalisée

P L. . P Exemples
Réplication robuste de dérivés sur variance réalisée P

Extension aux options sur variance réalisée

Problématique : Peut-on étendre cette couverture modéle
indépendant aux options sur variance réalisée et sur le sous-jacent
de payoff F(Xp, T, <X>0_’T) ?

S : . t
Xst=1In (St et la variance réalisée (X), :/S c2du
S

Nombreuses recherches proposent des dynamiques pour la volatilité o. Mais
des difficultés apparaisent :

@ calibration des options long terme et court terme

@ possibilité de sauts pour la volatilité stochastique

@ simulations des trajectoires

Nous parlerons de réplications robustes quand la couverture ne dépend pas du
modéle sur ©. [FritzGatheral05], [CarrLee08]
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Dérivés sur variance réalisée

P L. . P Exemples
Réplication robuste de dérivés sur variance réalisée P

Extension aux options sur variance réalisée

Notation sous le modele de Black-Scholes : v = (X), ;= o?(T —t) et
® Prix BS : hF5(v) = B [Fe(Xe 1, (X),, 7)1 %5, (X)p 7 =]
® «Delta » BS : 685(v) = B[ Fe(Xe 7. (X) ¢ 1)l Fe, (X) .7 = v]

ou Fy(x,v) = F(Xot+x,(X), 7 +Vv).
Formule BS : h3S(v) =E [F:(\/ve— %,v)|.F¢] et 6B5(v) =E [(%(Ft(ﬁsf g,v)|,%]
avec € ~./(0,1).
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Extension aux options sur variance réalisée

Notation sous le modele de Black-Scholes : v = (X), ;= o?(T —t) et
® Prix BS : hF5(v) = B [Fe(Xe 1, (X),, 7)1 %5, (X)p 7 =]
® «Delta » BS : 685(v) = B[ Fe(Xe 7. (X) ¢ 1)l Fe, (X) .7 = v]

ou Fy(x,v) = F(Xot+x,(X), 7 +Vv).
Formule BS : h3S(v) =E [F:(\/ve— %,v)|.F¢] et 6B5(v) =E [(%(Ft(ﬁsf g,v)|,%]
avec € ~./(0,1).

Hypothése : Le sous-jacent et sa volatilité sont indépendants, i.e.

] ~ X t,
(dSe,doe) =0, d'ot Xg 1~ A (—%; (X)er)
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Probléme inverse

Formule Clark-Ocone conditionnellement 3 la variance réalisée :

;
F(Xo,.(X)o.1) = hES((X)o.1) +/0 5f5(<X>t,r)%

Question : Existe-t-il une option européenne de payoff P de méme
prix et de méme delta que F(Xp, 1,(X)o 1) pour toute variance
réalisée 7

E[PIHES, 6851 (X 1)l Fe, (X)o7 = v| = hES(v), Wy >0
5B [PI0ES, 8851 (X, 1) 72, (X) o r = v] = 885(v), wv>0
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Solution du probléme inverse

Exemples

E[PIF.6(Xe 1) Fe. (K)o =v] = F(v) et SE

avec P[f g] = P[f,0]+ P[0.,g] ,

1
PIF.0](x) = e 3 |x|.21 (““ ’(ﬁ)) (x2)— Y e 3 sign(x) 21 (%4%)) =),

i
P[0,g](x) = E e ¥ sign(x).£ 1 ( 102
A2

s()) o,

et .Z la transformée de Laplace Zf(1) = [+ f(s)e

—Asds.

[PIF.£1(Xe,7)| Fe.(X)e 7 = v] = &(v)

22
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Solution du probléme inverse

E[PIF.81(Xe ) Fe.(X)er =v| = F(v) et 2 E[PIF 8l(Xe.T)Fe. (X)o7 =v] =5()
avec P[f g] = P[f,0]+ P[0.,g] , .
P[f,0](x) = Ve 3 |x|.21 (* T (i)) (x®)— YE e % sign(x).2~1 (Q?if (i)) (x2),
22
1
61

P0.g](x) = 5 e 2 sign(x) (1% g(ﬁ)> =),

et .Z la transformée de Laplace Zf(1) = [+ f(s)e *5ds.

Stratégie de réplication :
Position dynamique sur I'option européenne de payoff P[hBS 6BS](X, 1) a la date t

E[P[h8S 8E5)(Xe. 7| Fe, (X)o7 = v] = hES(v)

E[PIhES 65%1(Xe )| Fe, (X)o7 = v| = 565(v)

C. llland Soutenance de thése
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Solution du probléme inverse

E[PIF.81(Xe ) Fe.(X)er =v| = F(v) et 2 E[PIF 8l(Xe.T)Fe. (X)o7 =v] =5()
avec P[f g] = P[f,0]+ P[0.,g] , .
P[f,0](x) = Ve 3 |x|.21 (* T (i)) (x®)— YE e % sign(x).2~1 (Q?if (i)) (x2),
22
1
P0.g](x) = 5 e 2 sign(x) (}zf g (ﬁ)) =),

et .Z la transformée de Laplace Zf(1) = [+ f(s)e *5ds.

Stratégie de réplication :
Position dynamique sur I'option européenne de payoff P[hBS 6BS](X, 1) a la date t

E[P[h8S 8E5)(Xe. 7| Fe, (X)o7 = v] = hES(v)

E[PIhES 65%1(Xe )| Fe, (X)o7 = v| = 565(v)

Décomposition en deux payoff P[ABS 0] et P[0,5B85] en prix et delta.
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Relachement de I'hypothése d'indépendance

Nous supprimons ici maintenant I'hypothése d'indépendance entre I'actif
risqué et la volatilité. Nous regardons 'impact de la corrélation sur notre
couverture robuste. On considére

ds®P) = \/1=p26,5P dW} + po,SP) dw?

ol |p| <1, W et W? sont des mouvements Brownien .#;-adaptés et o
. . 1

et W? sont adaptés a une filtration 7% C .%; avec % et FV

indépendants.

Théoréme

Cette couverture est robuste a I'ordre 2 en la corrélation volatilité-actif
risqué :

E¢[F (X7, (X)) |Z¢] = Ee [Plhe, 8:] (Xe.7)] + O(p?)
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Lignes directrices

© Réplication robuste de dérivés sur variance réalisée

@ Exemples
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Exemple : Swap de volatilité /(X)

Payoff :\/(X) 1 =he(v)=/(X)¢+v et d=0

N T X Xe, T Xe, T
Payoff de couverture robuste a t =0 : P[hg,00](Xe 1) = Eef [Xe. | ( fo > —Iy 5

Profil du payoff

Payoff 1,5~

&
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Exemple : Sharpe ratio e |

. St _ Xt 1
Payoff : X = he(v) = Xetv

5 7 XeT Xe, T
Payoff de couverture robuste 3 t =0 : P[hg,8](X¢ 1) = 3¢ 2 sign(Xe,1)lo >

Payoff

S.TIS.0
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Extension : Option sur fond (FT — K)"

Dynamique du fond F : ? :ﬁp? +By/1—p20e dWi- +edWE
t t

=/B202 +e2dwf

. he(v) = Fe¥ (d (v) - KA (d_(v))
Payoff (F1 — K) _ 7|n(—7{)i%
8e(v) = BpFe ¥ (d4 (v)), di(v)= MK

Payoff de couverture sur Indice d'un Call 1Y : F=11 0%, K=100%, beta=80%

25% /
15% \‘\-\‘ / il

/

70%  75% B80% B5%  90%  95% 100% 105% 110% 115% 120% 125% 130%
Indice
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Merci de votre attention

C. llland Soute
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