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Chapitre 1

Introduction
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Mon travail de recherche a couvert ces dernières années un spectre assez large de modélisation,
analyse numérique et simulation pour des problèmes physiques et biologiques, de la mécanique à
l’échelle moléculaire ou particulaire, niveau dit « microscopique », à la diffusion non-linéaire, niveau
« macroscopique », en passant par des équations cinétiques décrivant la distribution en vitesse de
particules, niveau « mésoscopique ». Le point commun de ces travaux est l’étude de comportements
asymptotiques et la recherche d’explications de phénomènes observables macroscopiques par des
descriptions micro ou mésoscopiques à l’aide d’outils numériques. Les applications auxquelles on
s’intéresse ici sont, pour la partie physique, liées à la thermodynamique couplée ou non avec du
transfert radiatif ou une dynamique particulaire raréfiée et, pour la partie biologie-chimie, à des
problèmes de propagation d’information par des mécanismes de transport ou de diffusion, ainsi
qu’à la recherche de formation de motifs et à l’étude d’extinction de populations. Les équations
aux dérivées partielles que j’ai étudiées proviennent de modèles déterministes ou probabilistes et se
classent dans les catégories de transport et de diffusion évolutifs. L’apparition, lors de l’adimension-
nement des problèmes, de petits paramètres qui augmentent l’influence de certains des phénomènes
caractéristiques dans la solution peut entraîner des difficultés importantes lors du traitement nu-
mérique, ce qui impose le recours à des solutions nouvelles permettant de recouvrer au minimum
le comportement macroscopique prédit par les observations et par l’analyse mathématique.

Ce mémoire se découpe en cinq parties : on traite au chapitre 2 de la discrétisation d’équations
cinétiques en régime diffusif couplées à des équations hydrodynamiques décrivant les interactions
entre le transfert radiatif et un fluide compressible non visqueux puis celles entre un polluant
dispersé et l’air. Ensuite viennent au chapitre 3 la modélisation et la simulation du phénomène de
fluctuation-dissipation par une chaîne d’oscillateurs. Le chapitre 4 est consacré à l’étude numérique
d’une équation de diffusion non-linéaire que l’on peut rencontrer dans la description de polymères
à leur point de solidification. Enfin, le chapitre 5 regroupe des problèmes ayant trait à la biologie.
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L’objectif de ce chapitre est de présenter les méthodes numériques mises en place dans [k1, k2,
k3, k4, k7, k8], pour obtenir des simulations dans divers contextes physiques pouvant être modélisés
par des équations cinétiques où apparaissent plusieurs échelles de temps. Dans tous ces travaux, on
présente des schémas préservant l’asymptotique (AP) au sens de Jin [K36], c’est-à-dire permettant
d’obtenir des approximations numériques mésoscopiques qui, à maillage en temps-espace-vitesse
fixé, tendent à la limite du petit paramètre vers des approximations des solutions macroscopiques.
Les deux types de modèles abordés correspondent à un phénomène de transfert radiatif photons-
fluide d’une part et à la pollution atmosphérique d’autre part. Les équations abordées sont de deux
types : dans le cadre du transfert radiatif, on s’intéresse à des termes de collision linéaire, ce qui
permet une intégration exacte de l’équation homogène en espace, et pour la pollution à des termes de
diffusion en vitesse, de type Fokker-Planck, qui rendent compte du mouvement brownien. Pour des
raisons d’unité de modélisation, j’ai choisi de présenter également dans ce chapitre les travaux [k5]
relevant des simulations numériques macroscopiques d’une asymptotique particulière du système
décrivant le système photons-fluide. Enfin je précise que, les schémas ayant été développés dans
des cas-modèles à une dimension d’espace, les discrétisations choisies sont des différences finies en
temps, en espace et éventuellement en vitesse. La vision de l’équation cinétique comme un système
d’équations de transport couplées, à vitesse nécessairement finie, même si la limite considérée mène
à une équation diffusive, nous a menés à ne considérer que des schémas explicites, et à privilégier
des décentrages amont et aval en espace. Les méthodes décrites peuvent être utilisées en dimension
supérieure en choisissant des approximations en espace et en vitesse adaptées. Comme pour des
schémas similaires [K39], la condition de stabilité L2, appelée de Courant-Friedrichs-Lewy ou CFL,
des schémas aux différences finies pour l’équation de diffusion est toujours suffisante, et on peut
l’améliorer dans le cas ε > 0. Dans tout ce chapitre, l’espace des vitesses mesuré est appelé (V, µ)
et on note

∀h ∈ L1(V ), 〈h〉 =
∫

V
hdµ(v).

Dans toutes les applications considérées, (V, µ) est supposé vérifier






〈1〉 = 1,

pour toute fonction h impaire µ-intégrable, 〈h〉 = 0,
〈
‖v‖2

〉
= d > 0.

(2.1)

Par conséquent, l’espace V sera supposé symétrique, et scindé en V± := {v ∈ V/±v > 0}, la vitesse
nulle n’étant pas considérée. Après discrétisation de l’espace des vitesses, on définira p ∈ N∗ comme
étant le cardinal de V ± et on considérera notamment pour µ la mesure atomique, les distributions
f devenant des fonctions vectorielles f(t, x) à valeurs dans R2p.

2.1 Modélisation et description des équations

2.1.1 Système photons-fluide

Le problème physique qui m’a menée à l’étude des schémas préservant l’asymptotique est celui
du transfert radiatif [k1, k8]. On s’intéresse au couplage des radiations avec un fluide et on suppose
être en asymptotique diffusive [K24, K25]. Il s’agit de décrire l’évolution ses photons, dont on
caractérise l’intensité spécifique f(t, x,~v) ∈ R+ où t > 0 est le temps, x ∈ RN , N ∈ {1, 2, 3}, est la
position et ~v ∈ V = SN−1 est un vecteur de direction, les photons ayant tous la même célérité c =
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3 ·108ms−1. On travaille dans l’hypothèse que le modèle est gris, c’est-à-dire moyenné en fréquence.
On souhaite modéliser l’interaction avec un fluide compressible, pouvant être représenté par sa
densité n(t, x) ∈ R+, sa vitesse ~u(t, x) ∈ RN et son énergie totale E(t, x) ∈ R+. La température
du fluide, que l’on suppose être ici un gaz parfait, est reliée à l’énergie interne e = E − u2/2 par la
formule e = Rθ/(γ − 1), où R = 8.314J ·mol−1K−1 est la constante universelle des gaz parfaits et
γ est la constante adiabatique du gaz, typiquement γ = 7/5 pour un gaz diatomique. La pression
est donnée par la loi d’état p = Rnθ = (γ−1)ne. Les équations en présence sont donc une équation
cinétique couplée ici au système d’Euler compressible 1 :

1
c
∂tf + v · ∇xf = Qscatt +Qem/abs (2.2)

et 





∂tn+ ∇x · (nu) = 0,

∂t(nu) + ∇x(nu⊗ u+ p) = −1
c

〈
v

(
Qscatt

ℓs
+
Qem/abs

ℓa

)
〉
,

∂t(nE) + ∇x · (nEu+ pu) = −
〈
Qscatt +Qem/abs

〉
,

(2.3)

où ℓs et ℓa sont des longueurs caractéristiques du libre parcours moyen. Les termes sources rendent
compte des phénomènes de scattering (Qscatt), c’ est-à-dire la réflexion après collision des photons
et des molécules de gaz, et d’absorption et émission d’énergie par rayonnement (Qem/abs). Ces deux
termes sources peuvent se voir comme la somme d’un terme de gain et d’un terme de perte. En
prenant en compte les corrections Doppler

Λ : (t, x, v) ∈ R+ ×RN × SN−1 7→ 1 − v · u(t, x)/c
√

1 − ‖u(t, x)‖2/c2
,

qui proviennent du fait que certaines quantités sont exprimées dans un repère mobile, ils prennent
la forme 





Qscatt(t, x, v) = σs

(
1

Λ(t, x, v)2
〈Λf〉 − Λ(t, x, v)f(t, x, v)

)

et

Qem/abs(t, x, v) = σa

(

σθ4

πΛ3
− Λf

)

,

où σ = 5, 670 400.10−8 JK−4m−2s−1 est la constante de Stefan-Boltzmann. La propriété fonda-
mentale qui caractérise ce couplage est la conservation de l’énergie globale du système photons-
fluide :

d

dt

(∫

RN

∫

SN−1

f

c
dµ(v)dx+

∫

RN
nEdx

)

= 0, (2.4)

le terme 〈f/c〉 représentant l’énergie radiative.
Une analyse dimensionnelle exhaustive nous mène ensuite aux équations







∂tn+ ∇x · (nu) = 0,

∂t(nu) + ∇x(nu⊗ u) + ∇xp = −P
(

1
Ls

〈vQscat〉 +
1

La

〈

vQem/abs

〉)

,

∂t(nE) + ∇x · (nE u+ p u) = −PC
(

1
Ls

〈Qscat〉 +
1

La

〈

Qem/abs

〉)

,

1
C ∂tf + v · ∇xf =

1
Ls

Qscat +
1

La
Qem/abs,

(2.5)

1. suivant le contexte physique, on peut choisir pour le fluide d’autres descriptions, comme les équations de
Navier-Stokes [K34]
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où trois paramètres sans dimension caractérisent le comportement :
– C est le rapport de la vitesse de la lumière et de la vitesse caractéristique du fluide,
– Ls,a sont les nombres de Knudsen associés respectivement au scattering et à l’absorption,

c’est-à-dire les rapports du libre parcours moyen de chacun des phénomènes et de la longueur
caractéristique du système,

– P est le rapport des énergies caractéristiques des radiations et du fluide.
Nous avons supposé que la vitesse du fluide est très petite devant la lumière, d’où l’apparition d’un
petit paramètre ε := 1/C et nous nous sommes intéressés particulièrement au cas où le phénomène
de scattering est prédominant par rapport au phénomène d’absorption/émission, dans le rapport
La = ε = 1/Ls. Cela conduit à écrire les opérateurs du terme source sous la forme

Qscat = σs

(
1

Λ3
ε

〈
Λ2

εf
〉

− Λεf

)

et Qem/abs = σa

(
1

Λ3
ε

θ4 − Λεf

)

,

avec

Λε(t, x, v) =
1 − εu(t, x) · v
√

1 − ε2u(t, x)2
.

Sous les hypothèses (2.1), dans l’asymptotique ε → 0 qui constitue notre motivation, on peut
dériver, à l’aide d’un développement de Hilbert en ε de la distribution f , un système macroscopique
de quatre équations ne faisant intervenir, pour les photons, que la densité ρ(t, x) := 〈f(t, x, v)〉 :

∂tn+ ∇x · (nu) = 0, (2.6)

∂t(nu) + ∇x(nu2 + p) = −P ∇xρ

3
, (2.7)

∂t(nE) + ∇x · (nEu+ pu) = −P 1
3
u · ∇xρ+ Pσa(ρ− θ4), (2.8)

∂tρ− 1
3

∇x ·
(

1
σs

∇xρ

)

+
4
3

∇x · (ρu) − 1
3
u · ∇xρ = σa(θ4 − ρ). (2.9)

On appelle ce régime hors-équilibre en référence au fait qu’il y a deux températures distinctes à la
limite, pour le fluide d’une part, et pour les radiations d’autre part, ceci contrairement au cas où
l’absorption serait dominante et où restent seulement trois équations. Ce cas d’asymptotique hors
équilibre est bien connu des physiciens [K45] et a été étudié par Buet et Després [K27, K28] sous
l’angle notamment de fermetures aux moments. L’équation mésoscopique de la distribution mène
donc, dans ce régime asymptotique, à l’équation de convection-diffusion en l’intensité macroscopique
des radiations ρ (2.9), avec terme source en θ la température du fluide, d’où le nom d’asymptotique
diffusive. Ce comportement était prévisible car les vitesses caractéristiques de l’équation cinétique
du système (2.5) sont en O(C), c’est-à-dire en O(ε−1). Les termes de convection apparaissant dans
les équations (2.8)-(2.9) à la vitesse u du fluide sont dus uniquement aux corrections Doppler.
Comme dans le cas ε > 0, on note qu’il y a conservation de l’énergie globale

d

dt

∫

RN
(Pρ+ nE)dx = 0. (2.10)

Les caractéristiques des solutions sont
– la positivité des densités du fluide n, des radiations ρ et de la température ;
– la conservation globale de l’énergie.

Mes travaux traitent de trois cas particuliers de transfert radiatif :
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– dans le premier article avec T. Goudon [k1], nous avons restreint le couplage de quatre à deux
équations :







1
C ∂tfε + v · ∇xfε = Lsσs

(
1

Λ3
ε

〈
Λ2

εf
〉

− Λεf

)

+ Laσa

(
1

Λ3
ε

θ4 − Λεf

)

,

∂tθ + ∇x · (uθ) − D∆θ

= −PLs

〈

Λ
ζ

(〈
σsΛ2f

〉

Λ3
−
〈
σs

Λ2

〉

Λf

)〉

− PLa

〈

Λ
ζ
σa

(

θ4/π

Λ3
− Λf

)〉

où u(t, x) est donnée, Λ et ζ sont définis par

Λ(t, x, v) = ζ(t, x)
(

1 − u(t, x) · v
C

)

et ζ(t, x) =
1

√

1 − ‖u(t, x)‖2/C2

et D est une constante de diffusion artificielle, système pour lequel nous avons établi la
convergence, dans des espaces adaptés, des quantités ρε = 〈fε〉 et θε vers ρ et θ respectivement
satisfaisant aux équations macroscopiques dérivées à l’aide de développements de Hilbert, à
savoir

∂tρ− divx(D∇xρ− 3 〈v ⊗ v〉uρ) = −
〈

(Dxu)T v · v
〉

ρ+ 〈σa〉 (θ4/π − ρ),

∂tθ + divx(uθ) − ∆θ = 〈σa〉 (ρ− θ4/π),

dans le cas hors-équilibre (La = ε = 1/Ls) où les températures des radiations et du fluide
sont distinctes et

∂t
(
θ + ρ

)
+ divx

(

u
(
θ + 〈v ⊗ v〉 ρ

)
− ∇xθ −

〈
v ⊗ v

σa

〉

∇xρ

)

= −
〈

(Dxu)T v · v
〉

ρ.

dans le régime Ls = ε = 1/La où les températures sont à l’équilibre, avec ρ = θ4/π. Ce choix
de restriction sur le couplage était lié à notre objectif, qui était d’obtenir une justification
rigoureuse et de développer des schémas numériques sur un modèle élémentaire du point de
vue fluide, mais enrichi par la présence des termes Doppler.

– le travail mené avec J.-F. Coulombel [k5] faisait suite à la thèse de C. Lin [K42] qui a étudié
le modèle 





∂tn+ ∇x · (nu) = 0,
∂t(nu) + ∇x(nu⊗ u+ p) = 0,
∂t(nE) + ∇x · (nEu+ pu) = ρ− θ4,
−∆xρ = θ4 − ρ.

(2.11)

Ce système peut être vu comme la limite

P → 0, σaP = 1, 3σsσa = 1

du système complet (2.5) dans lequel la correction Doppler est à remplacer par 1 ; les si-
mulations numériques que nous avons effectuées visaient à compléter la compréhension de
la régularité et de la non-monotonie de la température des profils pour les chocs de grande
amplitude annoncées par les textes de référence [K49, K52], sachant qu’il existe des théorèmes
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montrant l’existence de profils réguliers pour de petites amplitudes [K43, K44]. Les conclu-
sions auxquelles nous sommes parvenus confortent les résultats pour les petites amplitudes,
mais contredisent notamment l’existence de profils réguliers pour de grands chocs énoncée par
Mihalas et Mihalas [K49] (voir Figure 2.1). Nous avons en particulier montré que, à l’instar
du modèle étudié par Kawashima et Nishibata [K38] où le fluide est simplement décrit par
une équation de Burgers, il existe un phénomène de seuil en-dessous duquel les profils sont
continus et au-delà duquel ils sont clairement discontinus. Les schémas numériques employés
reposaient sur le schéma Lagrange-Projection de B. Després et F. Lagoutière [K40, K41] ou
le schéma de Godunov pour la partie hydrodynamique et sur les polynômes de Laguerre pour
la diffusion inverse, ce qui permet d’obtenir des simulations précises à l’ordre 1 en espace sous
la condition CFL hyperbolique ∆t = O(∆x) (voir Figure 2.2) ;

– dans un article en préparation avec T. Goudon [k8], nous considérons le système complet (2.5)
en régime hors-équilibre. Nous nous intéressons particulièrement aux effets de convection dus
aux corrections Doppler et aux échanges d’énergies radiative et hydrodynamique, dans le but
de comprendre la structure des profils de chocs étudiés numériquement en collaboration avec
Jean-François Coulombel.

(a) Schéma LP (b) Schéma de Godunov

Figure 2.1 – Profils de densité, vitesse, pression et température. Pour un 1-choc stationnaire de grande
amplitude, les profils ne sont pas réguliers.

2.1.2 Interaction fluide-particules

Je me suis intéressée à la modélisation de systèmes fluide-particules dans le cadre de la pollution
atmosphérique [k3, k4, k10]. Il s’agit cette fois encore d’un couplage de particules avec un gaz
parfait que l’on suppose être ici l’air et que l’on décrit à l’aide des équations d’Euler. Cependant,
l’équation cinétique n’a plus de terme source collisionnel comme le terme de scattering Qscatt

décrit au paragraphe précédent, mais un terme source diffusif en la variable de vitesse v ∈ RN

qui décrit le comportement aléatoire des particules dans un fluide. Cette notion est développée au
chapitre 3. La différence de concept entre ces deux termes sources repose sur la vision déterministe
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(a) Schéma LP (b) Schéma de Godunov

Figure 2.2 – Erreur ponctuelle pour un 1-choc de grande amplitude

« microscopique » du changement de direction post-collisionnelle dans le cas des photons à opposer
à la vision qui consiste à « résumer » un fluide, constitué d’obstacles et de zones vides, à un milieu
visqueux, exerçant une friction sur les particules, soumises également à des forces aléatoires liées à
l’agitation thermique. Il est à souligner que ces équations ont été utilisées pour le développement
du code KIVA2 dans les laboratoires de Los Alamos [K21], notamment pour la simulation des
moteurs diesel. On pourra trouver une classification de tels modèles diphasiques dans les thèses de
C. Baranger [K23] et J. Mathiaud [K46]. Des avancées mathématiques significatives sur l’existence
et l’analyse asymptotique ont été obtenues récemment par Mellet et Vasseur [K47, K48].

À partir d’un modèle proposé par J. A. Carrillo et T. Goudon [K29], on assimile dans ces
travaux le mélange air-polluant à une suspension fine, ou spray fin, modélisée à l’aide d’un couplage
d’un système macroscopique pour le fluide et mésoscopique pour les particules. On note ρf la
masse volumique typique de l’air, soit ρf = 1kg/m3 et ρp la concentration massique du polluant,
typiquement ρp = 1µg/m3. Pour les particules, assimilées à des sphères dures de même rayon et de
même masse mp = 10−15kg, on écrit une équation de type Vlasov/Fokker-Planck

∂tf + v · ∇xf = −ηpϕ∇xΦ · ∇vf + ϕdivv

(

(v − u)f +
κθ

mp
∇vf

)

(2.12)

où f représente la distribution des particules, θ la température du fluide, ϕ sa constante de friction.
ηpΦ est un potentiel dont dérive la force extérieure, typiquement ici les actions combinées de la
gravité et de la force d’Archimède, soit Φ = gz, z variable de hauteur et g constante de gravité,
et ηp = 1 − ρf/ρp, exprimant le fait qu’une faible concentration implique que la force est dirigée
vers le haut et inversement. L’expression de la constante de diffusion en vitesse dérive de la loi
de fluctuation-dissipation évoquée au chapitre 3, soit ϕκθ/mp. Par ailleurs, l’air est décrit par les
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équations d’Euler






∂tn+ divx(nu) = 0,

∂t(nu) + Divx(nu⊗ u) + ∇x(Rnθ) = F − ηfn∇xΦ,

∂t

(

n

(

‖u‖2

2
+

Rθ

γ − 1

))

+ divx

((

‖u‖2

2
+

Rγ

γ − 1
θ

)

nu

)

= E − ηfnu · ∇xΦ,

(2.13)

où ρfn et u représentent respectivement la densité et la vitesse du fluide et ηf la constante symé-
trique de ηp pour les particules, soit ηf = 1 − ρp/ρf . Étant donné la dépendance en la température
de (2.12), on choisit d’exprimer la pression et l’énergie interne en fonction de cette variable.

On introduit de plus les quantités macroscopiques suivantes :
– la densité particulaire ρ = 〈f〉,
– la vitesse moyenne V à l’aide de la quantité de mouvement ρV = 〈vf〉,
– la température particulaire θp au moyen de l’énergie des particules Nθp +ρ‖V ‖2/2 =

〈
‖v2‖f

〉
.

Afin d’assurer que la quantité de mouvement et l’énergie totale du système sont conservées en
l’absence de force extérieure, on ferme le système en imposant

F(t, x) = ϕ
ρp

ρf
ρ(V − u)(t, x) et E = ϕ

ρp

ρf

(

ρV · (V − u) +Nρ

(

θp − κ

mp
θ

))

. (2.14)

Dans (2.12), le couplage intervient dans l’opérateur de Fokker-Planck, dans lequel on identifie
un terme de friction faisant intervenir la vitesse du fluide u et un terme de diffusion Brownien à
température θ. Le terme F correspond en réaction à la force de friction exercée par les particules
sur le fluide. Le terme E peut être vu comme la somme d’un terme visant à la mise à l’équilibre
des températures et d’un terme d’échange d’énergie dû à la puissance de F .

Le bilan d’énergie du système (2.12)-(2.13)-(2.14) ainsi obtenu, en présence d’une force exté-
rieure, est alors

d
dt

(
∫

RN
nEdx+

∫

RN

∫

RN

v2

2
fdvdx

)

=
∫

RN
(ηpρV − ηfnu) · ∇xΦdx,

et on montre de plus que l’entropie totale du système est dissipée

d
dt

(∫

RN
nSdx+

∫

RN

∫

RN
f ln(f)dvdx

)

= −
∫

RN

∫

RN

∣
∣
∣

√
θ

∇vf√
f

+
v − V√

θ

√

f
∣
∣
∣

2
dvdx−

∫

RN

∫

RN
f

|V − u|2
θ

dvdx ≤ 0,

où

S = − R

γ − 1
ln
(
pn−γ) = − R

γ − 1
ln
(

R
θ

nγ−1

)

est l’entropie du fluide.
Dans le même esprit que pour le transfert radiatif, on s’intéresse à des régimes particuliers

de paramètres. Pour T , L U = L/T et Θ un temps, une longueur, une vitesse et une température
caractéristiques, on fait apparaître le temps et la vitesse caractéristiques de sédimentation de Stokes
TS = 1/ϕ, VS = |ηp|gTS et la vitesse moyenne liée à l’agitation thermique du système Vth =
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√

κΘ/mp. On renormalise les quantités en présence en t = Tt′, (x1, . . . , xN ) = L(x′
1, . . . , x

′
N ),

θ = Θθ′, v = Vthv
′, u = Uu′, et on omet les ′ pour plus de lisibilité. En notant







α =
ρp

ρf
, β =

Vth

U

ε =
TS

T
, η =

VS

εVth
,

on obtient donc le système adimensionné







∂tf + βv · ∇xf =
1
ε

(

−sgn(α− 1)ηε∇xΦ · ∇vf + divv

((

v − u

β

)

f + θ∇vf

))

∂tn+ divx(nu) = 0,

∂t(nu) + Divx(nu⊗ u) + ∇x(Rnθ) =
α

ε
(ρ (βV − u) − sgn(1 − α)ηεβn∇xΦ) ,

∂t

(

n‖u‖2

2
+
Rnθ

γ − 1

)

+ divx

((

‖u‖2

2
+

Rγθ

γ − 1

)

nu

)

=
1
ε

(
αβV · (βV − u) + αNβ2ρ(θp − θ)

−sgn(1 − α)αηεβnu · ∇xΦ) ,

Le régime particulier, nommé « bubbling », auquel nous nous sommes intéressés est caractérisé
par la limite

ε → 0, β = η =
1√
ε
, α = ε,

dans laquelle la masse des particules est supposée extrêmement faible. Le système devient donc







∂tf +
v√
ε

· ∇xf =
ηε∇xΦ · ∇vf√

ε
+

divv

((

v − u

β

)

f + θ∇vf

)

ε

∂tn+ divx(nu) = 0,

∂t(nu) + Divx(nu⊗ u) + ∇x(Rnθ) =
ρ (V − √

εu)√
ε

− n∇xΦ,

∂t

(

n‖u‖2

2
+
Rnθ

γ − 1

)

+ divx

((

‖u‖2

2
+

Rγ

γ − 1
θ

)

nu

)

=
V · (V − √

εu) +Nρ(θp − θ)
ε

− nu · ∇xΦ,

À la limite ε → 0, les deux températures θp et θ s’équilibrent et le système comprend notamment
deux équations de convection-diffusion, une pour la densité des particules et une pour la tempé-
rature. Plus précisément, à l’aide d’un développement de Hilbert, on peut montrer que, au moins
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formellement, le système à la limite s’écrit






∂tn+ divx(nu) = 0,

∂tρ+ divx
(
ρu− ∇x(ρθ)

)
= −divx(ρ∇xΦ),

∂t(nu) + Divx(nu⊗ u+Rnθ) = −∇x(ρθ) + (ρ− n)∇xΦ,

∂t

(

n

(

‖u‖2

2
+Nθ

)

+
N

2
ρθ

)

+ divx

(

n

(

‖u‖2

2
+ (R+N)θ

)

u+
N + 2

2
ρθu

)

=
N + 2

2
divx(θ2∇xρ) +

2(N + 2)
3

divx(ρθ∇xθ)

− N + 2
2

divx(ρθ∇xΦ) + (ρ− n)u∇xΦ + ρ‖∇xΦ‖2 − ∇xΦ · ∇x(ρθ).

En collaboration avec José Antonio Carrillo et Thierry Goudon, nous avons étudié [k3] numéri-
quement le cas du système sans équation de température développé dans [K29], en supposant que
la pression suivait une loi isotherme ou isentropique. Nous avons traité le régime diffusif « bub-
bling » décrit ci-dessus ainsi que le régime « flowing », qui mène à une asymptotique hyperbolique.
Les calculs précédents pour le cas avec température, ainsi qu’un premier schéma numérique, ont
fait l’objet d’un travail au CEMRACS, publié dans les Actes 2008 [k4]. L’année de post-doctorat
que Benjamin Boutin, à présent maître de conférences à Rennes, a passée à l’INRIA Lille a été
consacrée à l’élaboration de nouvelles techniques plus performantes et plus robustes, le rôle de la
température dans le système pour ε > 0 demandant un traitement plus précis que nous ne l’avions
cru de prime abord [k10].

Dans le paragraphe qui suit sont présentées les méthodes numériques développées pour traiter
spécifiquement les cas d’asymptotique diffusive intervenant dans des systèmes couplés cinétique-
Euler.

2.2 Présentation des schémas et résultats numériques

On suppose avoir discrétisé l’espace des vitesses, le temps et l’espace de manière uniforme, les
constantes positives ∆t, ∆x et ∆v désignant respectivement les pas de temps, d’espace et de vitesse.
Les équations cinétiques sont posées en 2N + 1 dimensions, et on s’intéresse au comportement
macroscopique asymptotique, tout en voulant garder une description mésoscopique, ardue du fait
que les vitesses de convection tendent vers l’infini en régime diffusif. L’idée est alors de tenter de
comprendre comment se hiérarchisent les phénomènes en fonction de leur temps caractéristique, ce
qui amène à considérer différentes fermetures. La notion de consistance du schéma est à comprendre
ici dans le sens d’une sensibilité macroscopique aux perturbations et est calculée pour la densité : en
effet, on désire avoir la possibilité de passer à la limite de la petite échelle. Une très large littérature
a été consacrée depuis une quinzaine d’années aux schémas AP pour l’asymptotique hyperbolique
comme pour l’asymptotique diffusive, sous l’égide de R. Caflisch, P. Degond, F. Filbet, S. Jin,
A. Klar, R. Natalini, L. Pareschi, G. Russo... Les classes de schémas numériques AP que je vais
présenter ici reposent, pour la première, sur une discrétisation de l’équation cinétique avec splitting
en temps, pour la deuxième sur des méthodes de fermetures aux moments et, pour la dernière,
sur une intégration projective, c’est à dire l’extrapolation sur un pas de temps macroscopique
d’itérations en un pas de temps lié à la petite échelle. Le principe sous-jacent de cette dernière
approche est de calculer une dérivée en temps sur une petite échelle, ce qui approche une projection
sur les états d’équilibre, puis d’approcher la solution au temps macroscopique suivant en utilisant
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cette pente. Les équations d’Euler sont approchées par le schéma anti-diffusif de type Lagrange-
Projection (LP) de B. Després et F. Lagoutière [K40, K41], qui permet d’attribuer le comportement
diffusif des simulations au régime des équations cinétiques que l’on veut étudier. Enfin, les conditions
au bord sont adaptées à chacune des modélisations.

2.2.1 Équations modèles

Les équations cinétiques que nous avons étudiées prennent la forme

∂tfε +
v

ε
∂xfε =

1
ε2
Q(fε) + S(fε), (2.15)

où l’opérateur Q est linéaire, intégral ou différentiel en la variable v, et S est un terme source, Q et
S étant d’ordre 0 en ε. Le couplage avec les équations d’Euler peut intervenir dans Q comme dans
S. Plaçons-nous dans des cas simplifiés à l’extrême pour chacune des modélisations rencontrées :

– pour le transfert radiatif, l’opérateur Q est de la forme

Q(f) = 〈f〉 − f. (2.16)

L’espace V est le segment [−1, 1] et µ est la moitié de la mesure de Lebesgue. Ces équations
se rencontrent aussi dans la modélisation du transport de neutrons. Le point crucial est la
forme simple des états d’équilibre qui implique une résolution explicite de l’équation (2.15)
dans le cas homogène en espace, car la partie du terme source en Q est de moyenne nulle en
v ; sous les hypothèses (2.1), les propriétés cruciales de l’opérateur Q sont

1. le caractère borné sur Lq(V, dµ), 1 ≤ q ≤ ∞ ;

2. la conservativité, c’est-à-dire

∀f ∈ L1(V, dµ), 〈Q(f)〉 = 0;

3. le caractère dissipatif :

∀f ∈ L2(V, dµ), 〈Q(f)f〉 = −
〈

‖f − 〈f〉 ‖2
〉

≤ 0;

4. le noyau de Q, ou états d’équilibre, est indépendant de v ;

5. et enfin l’inversibilité dans le sens où, pour tout h ∈ L2(V, dµ) tel que 〈h〉 = 0, il existe
un unique f ∈ L2(V ) tel que Q(f) = h et 〈f〉 = 0 d’après l’alternative de Fredholm.

En écrivant un développement de Hilbert fε = 〈fε〉 + εgε, on peut réécrire l’équation (2.15)
comme 





∂t 〈fε〉 + 〈v∂xgε〉 = 0,

∂tgε +
1
ε

(v∂xgε − 〈v∂xgε〉) = − 1
ε2

(gǫ + v∂x 〈fε〉) ,

ce qui, puisque gε = −v∂x 〈fε〉 + ε {〈v∂xgε〉 − v∂xgε} +O(ε2), mène formellement à l’équation
parabolique

∂t 〈fε〉 − 〈v2〉∂xx 〈fε〉 = O(ε2). (2.17)

D’après [K26], la différence ‖ 〈fε〉 − ρ‖2 où fε est solution de (2.15) et ρ solution de ∂tρ −
〈
v2
〉
∂2

xxρ = 0 est au moins d’ordre 1 en ε quand fε(t = 0) est une petite perturbation d’un
état constant ;
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– pour la pollution, on résume Q à l’opérateur de Fokker-Planck avec friction

Q(f) = ∂v(vf + ∂vf) = ∂v(e−v2/2∂v(ev2/2f)),

qu’il est plus difficile de traiter explicitement, même si la propriété de conservation de Q
est toujours vérifiée et que l’entropie est dissipée. L’espace V est R et la mesure dµ(v) =
e−v2/2dv/

√
2π.

Dans la suite, on fera souvent référence à des opérateurs de décentrage amont D et aval D̄ en espace
définis par, pour (φj)j∈Z,

[
Djφ

]

i
=

{

−v(φj − φj−1) si v ∈ V+,
−v(φj+1 − φj) si v ∈ V−,

[
D̄jφ

]

i
=

{

−v(φj+1 − φj) si v ∈ V+,
−v(φj − φj−1) si v ∈ V−,

(2.18)

utilisés ici comme discrétisation modèle pour des équations de type transport.
Dans les cas étudiés ici, on s’intéresse au couplage d’équations cinétiques en régime diffusif,

c’est-à-dire à vitesses de propagation tendant vers l’infini en O(1/ε), et d’équations hyperboliques, à
vitesses de propagation finie. D’un point de vue numérique, il y a trois conditions CFL à considérer :
∆t = O(∆x), liée aux équations d’Euler, ∆t = O(ε∆x) due à l’équation cinétique et ∆t = O(∆x2),
CFL naturelle de l’équation de diffusion-limite. Lorsque ε → 0, seules restent la première et la
troisième conditions. Cependant, la troisième englobant la première, on pourrait être tenté d’adopter
uniformément la CFL O(∆x2). L’inconvénient est alors que le très grand nombre d’itérations du
schéma LP fait apparaître de la diffusion numérique. Pour pallier ce problème, on fait appel à
la technique du sous-cyclage : pour un pas de temps ∆th de l’ordre de ∆x, appelé pas de temps
hyperbolique, on procède à une itération du schéma LP et à O(1/∆x) itérations du schéma pour
l’équation cinétique en limite diffusive calculées avec un pas de temps parabolique ∆tp de l’ordre de
∆x2.

2.2.2 Schémas cinétiques discrets (SCD)

Pour le cas de l’opérateur de type relaxation (2.16), nous nous sommes inspirés des schémas
cinétiques discrets développés par D. Aregba-Driollet et R. Natalini [K22]. En effet, l’idée est
d’utiliser la résolution explicite de l’équation homogène en espace : un schéma de splitting en temps
faisant alterner la résolution de l’équation différentielle et la résolution d’une équation de transport
paraît alors indiqué. Dans le cas de la convergence vers un régime hyperbolique, on peut traiter le
petit paramètre sans autre complication [K22]. Cependant, pour l’asymptotique diffusive se pose
le problème de la croissance des vitesses de transport en O(1/ε). La solution proposée dans [k1] est
de faire intervenir les fluctuations gε = (fε −〈fε〉)/ε comme inconnue et d’utiliser le développement
de Hilbert associé fε = 〈fε〉 + εgε pour transformer la singularité de convection v/ε en v : au lieu
de considérer l’équation (2.15), on fait un splitting de Strang sur

∂tfε + v∂x

(
f − 〈fε〉

ε

)

=
Q(f) − v∂x 〈fε〉

ε2
+ S(fε), (2.19)

le nouvel opérateur Q− εv∂ 〈fε〉 étant toujours de moyenne nulle, ce qui mène à l’algorithme en f
et g
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1. résoudre sur un demi-intervalle de temps l’équation de type convection

∂tfε + v∂xgε = S(fε)

2. résoudre sur un intervalle de temps l’équation différentielle de type

projection sur les états d’équilibre







d

dt
fε =

〈fε〉 − fε − εv∂x 〈fε〉
ε2

d

dt
gε =

−gε − v∂x 〈fε〉
ε2

sous la forme d’une combinaison convexe, 〈fε〉 étant constante dans cette étape,







gε(t+ ∆t) = e−∆t/ε2

gε(t) + (1 − e−∆t/ε2

)(−v∂x 〈fε(t)〉)

fε(t+ ∆t) = e−∆t/ε2

fε(t) + (1 − e−∆t/ε2

) 〈fε(t)〉 +O(ε)

(2.20)

3. répéter l’étape 1.

Dans l’étape 1, on choisit la discrétisation amont, afin de respecter au mieux le sens de propagation
pour chacune des équations et on utilise une discrétisation aval dans l’étape 2 pour le terme en
∂x 〈fε〉 afin de s’assurer qu’on obtienne bien, à la limite ε = 0, le schéma explicite centré pour l’équa-
tion de diffusion correspondant à (2.17) pour S = 0. L’obtention de cette limite à partir du schéma
s’apparente beaucoup à la méthode utilisée pour dériver l’équation de diffusion macroscopique par
développement de Hilbert. L’intérêt est la simplicité de mise en œuvre, qui permet de traiter les
couplages avec facilité, les termes singuliers en ε se retrouvant seulement dans les coefficients de la
combinaison convexe (2.20) en exp(−∆t/ε2) qui renferment les échelles en temps en présence, ∆t
et ε2. Cependant, à ε > 0, la positivité de fε n’est pas assurée à cause de l’étape de type transport,
même si elle est observée dans les faits quand ε → 0. Pour le cas de l’équation de Fokker-Planck,
la résolution de l’équation homogène en espace reposant sur un noyau de convolution, l’étape de
projection ne se résout pas explicitement. Cependant, la limite qui nous intéresse étant à ∆t, ∆x
fixé et ε → 0, les formules données par J.-A. Carrillo et G. Toscani [K30] nous ont permis d’éla-
borer une stratégie analogue, en considérant le développement limité de la solution de l’équation
différentielle en exp(−∆t/ε2). La difficulté numérique supplémentaire tient en le traitement des
termes différentiels d’ordre 1 en v, provenant de la gravité. Pour l’opérateur de type relaxation, on
montre [k11] en faisant une analyse de stabilité à la Von Neumann que la stabilité L2 du schéma
SCD repose sur une condition uniforme en ε de type parabolique et que l’erreur de consistance en
ρ est d’ordre 1 en temps et en ε et 2 en espace. Sous la condition CFL uniforme, le schéma est donc
uniformément d’ordre 1 en temps et en ε.

2.2.3 Schémas issus de fermetures par minimisation d’entropie (M)

Le but que nous souhaitons atteindre étant de garder une approximation mésoscopique conve-
nable quand ε → 0, on pourrait être tenté d’approcher fε par ρ−εv∂xρ, avec ρ solution de l’équation
de diffusion limite (3.5), approximation dite P1 résultant du développement de Hilbert. Cependant,
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pas plus que pour les schémas cinétiques discrets, il n’y a garantie de préservation de la positivité
de fε qui impliquerait également la propriété de flux limité

∣
∣
∣
∣

〈
v

ε
fε

〉∣
∣
∣
∣ ≤

‖v‖L∞(V )

ε
〈fε〉 ,

l’espace discret des vitesses étant supposé fini et les vitesses de propagation également.
Pour assurer la positivité au moyen d’une approximation de type P1 ou pour retrouver la

vitesse finie de propagation menant à l’équation de diffusion ont été introduites des méthodes
faisant apparaître un système d’équations satisfaites par les moments d’ordre 0 à k où on a imposé
une fermeture permettant d’exprimer le moment d’ordre k + 1 en fonction de ces derniers [K32].
On obtient alors des équations macroscopiques, dont on dérive des schémas en introduisant des
équations de relaxation [K50, K37]. Je détaille ci-dessous le cas de la fermeture par le premier
moment et évoque le résultat pour la fermeture suivante.

Ainsi, la conservation de la masse

∂tρε + ∂xJε = 0, (2.21)

où ρε := 〈fε〉 et Jε =: 〈vfε〉 /ε, mène à l’équation

∂tρ− ∂x

(
ρ

ε
G

(

ε
∂xρ

ρ

))

= 0, (2.22)

obtenue en développant fε comme fε = exp(a0 + εa1 + . . .) et en considérant la fonction F : β 7→
〈

eβv
〉

et G : β 7→ F
′(β)/F(v). Cela permet d’approcher la distribution au moyen de la formule

f̃ε(t, x, v) =
ρ(t, x)
Z(t, x)

exp
(

−εv∂xρ

ρ

)

(2.23)

où Z permet de normaliser 〈fε〉 à ρ. La difficulté inhérente à la discrétisation de (2.22) est le
choix de décentrage pour chacune des dérivées en x, le signe des vitesses ayant disparu dans la
moyennisation. La méthode développée consiste alors à introduire un système de relaxation







∂tρ+ ∂xJ = 0,

∂tJ +
ζ2

ε2
∂xρ = − 1

α

[

J +
ρ

ε
G

(

ε
∂xρ

ρ

)]

,

où α, ζ > 0 et dont la limite en α → 0 peut être vue comme étant (2.22). La densité est alors
scindée en deux quantités f± = ρ/2 ± εJ/(2µ) solutions exactes d’une équation cinétique à deux
vitesses opposées ±ζ

∂tf± ± ζ

ε
∂xf± =

1
α

[
ρ

2
− f± ∓ ρ

2ζ
G

(

ε
∂xρ

ρ

)]

.

Pour obtenir le schéma numérique, on applique le même principe de splitting que pour SCD en
passant à la limite α = 0, ce qui donne

ρn+1 = ρn + ∆t

{

D+

[

ρn

2εµ
G

(

ε

µ

D̄+ρ
n

ρn

)]

+D−

[

ρn

2εµ
G

(

ε

µ

D̄−ρ
n

ρn

)]}

.
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Dans la limite ε = 0, ce schéma devient la discrétisation classique de l’équation de diffusion.
Intéressons-nous maintenant à une fermeture à deux moments. En adjoignant à (2.21) la conserva-
tion de la quantité de mouvement

∂tJε + ∂xPε = 0,

avec Pε :=
〈
v2fε

〉
, on peut utiliser le principe de fermeture par minimisation d’entropie, dû à D.

Levermore (voir les références dans [K32]), et qui consiste à minimiser, à ρ, J donnés, la quantité
〈f ln(f)〉 sous les contraintes 〈(1, v/ε)f〉 = (ρ, J). Il s’agit du modèle M1, très populaire en transfert
radiatif [K33]. En définissant ψ : u 7→ (F′′/F) ◦ G

−1(u), qui vérifie ψ(0) = d
〈
v2
〉
, on obtient le

système
{

∂tρ+ ∂xJ = 0,

∂tJ + ∂x(ρψ(εJ/ρ)) = −J,
(2.24)

la distribution approchée étant alors donnée par

f̃ε(t, x, v) = ρ(t, x)
exp(vG−1(εJ/ρ(t, x)))
F ◦ G−1(εJ/ρ(t, x))

.

Comme pour la fermeture (2.22), on choisit d’introduire un système de relaxation augmenté en
considérant une inconnue supplémentaire, des vitesses conjuguées et un petit paramètre α, puis le
schéma obtenu est écrit à la limite α = 0.

2.2.4 Intégration projective (IP)

L’idée de l’intégration projective vient de méthodes employées pour les grands systèmes en
chimie où il peut y avoir couplage entre réactions lentes et rapides, ce qui fait apparaître différentes
échelles de temps [K35]. Le principe est de calculer une dérivée en temps petit en faisant un nombre
fini K, indépendant de ε, d’itérations du schéma d’Euler explicite pour l’équation cinétique pour
un pas de temps δt, puis d’extrapoler la solution approchée sur un pas de temps parabolique ∆t
grand devant δt. On définit donc

Sδt : f ∈ R2p 7→ f − δt

ε
vD(f) +

δt

ε2
(〈f〉 − f),

où D désigne l’opérateur centré de discrétisation en espace. L’algorithme est alors le suivant, pour
fn ∈ R2p ×RJ , où J désigne le nombre de points de discrétisation :
1. on itère K fois l’opérateur Sδt

fn,k = (Sδt)kfn, 1 ≤ k ≤ K,

2. on calcule une approximation de la dérivée en temps

δf =
fn,K − fn,K−1

δt

3. on calcule fn+1

fn+1 = fn,K + (∆t−Kδt)
δf

δt
.
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Afin que la méthode d’intégration projective soit stable, il faut s’assurer que le spectre de l’opérateur
Sδt est inclus dans la réunion de deux boules disjointes B0 et B1 définies par

B0 = B

(

0,
(
δt

∆t

)1/(K−1)
)

et B1 = B

(

1 − δt

∆t
,
δt

∆t

)

où B(a, r) est le disque du plan complexe de centre a et de rayon r > 0. Naturellement, B0 et
B1 sont incluses dans la région de stabilité D(0, 1) et sont représentatives de la séparation des
échelles de temps : B0 contient les valeurs propres proches de 0 qui sont amorties très rapidement
par l’équation cinétique alors que celles contenues dans la boule B1 correspondent aux modes
persistants qui subsistent en temps long. L’analyse de Von Neumann de l’opérateur Sδt à l’aide des
séries de Fourier et de l’étude de la perturbation d’une matrice de projection mène à la conclusion
que le schéma IP est L2 stable sous la condition CFL parabolique δt = ε2 et d∆t/∆x2 ≤ 1/4 où
d =

〈
v2
〉
. De plus, il suffit de K = 4 pour assurer la séparation entre B0 et B1. Il est à noter que,

avec ce choix δt = ε2, la première étape s’apparente, comme pour SCD, à une projection sur les
états d’équilibre car Sε2(f) = 〈f〉 − εvD(f). L’analyse de consistance sur 〈f〉 conclut à l’ordre 1 en
temps, 2 en espace et 2 en ε, d’où un ordre de convergence sous CFL de 2 en espace et 2 en ε. Nous
travaillons actuellement à l’élaboration de schémas IP pour des équations cinétiques dont la limite
mène à des systèmes hyperboliques de lois de conservation non linéaires, dans l’esprit des travaux
de D. Aregba-Driollet et R. Natalini [K22], mais dans l’optique de prouver que, contrairement
aux schémas impliquant une méthode de splitting et ne pouvant donc être portés à plus que deux
en ordre en temps sans faire apparaître des coefficients négatifs, l’intégration projective permet
d’obtenir des approximations beaucoup plus précises sans ces restrictions.

2.3 Comparaison

Les tests menés pour les schémas SCD, M et IP ont été de deux sortes : on a considéré d’une
part la résolution d’un problème de Cauchy avec différentes conditions initiales et d’autre part le
problème de Su et Olson, introduit comme modèle de base en transfert radiatif [K51].

2.3.1 Equation cinétique

Afin d’illustrer la différence dans la limite ε → 0 entre un schéma bien adapté à une équation
cinétique sans petit paramètre et SCD, nous avons procédé à des simulations numériques d’un
schéma semi-lagrangien à oscillations contrôlées (SL-WENO), développé pour des équations de type
Vlasov par J. A. Carrillo et F. Vecil [K31], qui consiste à faire un splitting en temps en interpolant
d’une part par des méthodes de type WENO les projections des caractéristiques rétrogrades sur
le maillage des équations de transport libre et, d’autre part, en résolvant exactement l’équation
différentielle

d

dt
fε =

〈fε〉 − fε

ε
.

Le premier résultat visible sur la Figure 2.3 montre la comparaison entre la résolution par SL-
WENO et deux versions du schéma SCD, no update représentant celle exposée au paragraphe 2.2.2
et update correspondant à une mise à jour des fluctuations gn+1 = (ρn+1/2−fn+1/2)/ε, qui, bien que
paraissant naturelle, engendre des oscillations et est moins performante. Les domaines de validité
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Figure 2.3 – Erreur en norme L2
t,x,v de la distribution f par rapport à la solution de l’équation de la chaleur

avec condition initiale symétrique en x et en v, f0(x, v) = 2 si −0.5 ≤ x ≤ 0.5 et −0.5 ≤ v ≤ 0.5, et
f0(x, v) = 1 sinon, sur un maillage 100 × 100 en (x, v).

de SL-WENO d’une part (au-dessus de ε ∼ 0.026) et de SCD apparaissent clairement sur cette
figure. L’explosion de l’erreur de SL-WENO pour ε petit résulte de l’utilisation des caractéristiques
alors que les vitesses de propagation sont en O(ε−1), d’où la perte d’information, le maillage en
espace étant fixé. Les ordres de convergence en ε pour ρ qui ressortent des simulations effectuées
pour des données initiales dissymétriques (voir Figure 2.4) et symétriques en vitesse sont 1.3 pour
SCD et M, et 2 pour IP ce qui est cohérent avec le résultat continu énoncé dans [K26] et avec les
résultats de consistance exposés dans [k7, k11]. L’erreur devient constante quand ε est trop petit
du fait de l’estimation de consistance en ∆x2 du schéma à la limite.

2.3.2 Problème de Su et Olson

Il s’agit de coupler l’équation cinétique pour les photons à une équation différentielle pour la
température du fluide (Θ = T 4) par un terme d’absorption/émission







∂tfε +
v

ε
fε =

1
ε2

(〈fε〉 − fε) + σa (Θε − 〈fε〉) + S,

∂tΘε = σa (〈fε〉 − Θε) ,

S étant un terme source ne dépendant que de la variable d’espace. Au temps initial t = 0, le système
est à l’équilibre thermique, c’est-à-dire fε(t = 0) = Θ(t = 0) = 10−10.

On termine ce chapitre par les résultats à t = 1 pour la densité des radiations ρ, la fonction Θ
et le rapport εJ/ρ, montrant la propriété de flux limité (Figure 2.5). Les échelles sont légèrement
différentes du fait du terme source S, qui n’est pas le même dans les deux cas. Cependant, on
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Figure 2.4 – Comparaison des ordres en ε sur ρ des schémas SCD, M et IP pour des données asymétriques
en vitesse, les courbes pour IP représentant les erreurs obtenues pour différents temps finaux.

observe la similarité des profils pour ρ et Θ, la propriété de flux limité de IP étant comparable à
celles obtenues pour les autres schémas AP proposés.
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Chapitre 3

Phénomènes de transport en mécanique
statistique
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Dans ce chapitre sont décrits les travaux menés en collaboration avec Stephan de Bièvre, Paul
Parris et Bénédicte Aguer, dont j’ai coencadré la thèse avec S. De Bièvre à l’Université Lille 1 [m12,
m13, m14]. Il s’agit d’étudier numériquement les propriétés de transport de modèles hamiltoniens
classiques décrivant la trajectoire d’une particule non confinée couplée à une infinité d’oscillateurs
à température strictement positive.

3.1 Modèle physique

On considère le mouvement d’un ensemble de particules dansRN soumises à une force extérieure
uniforme dérivant d’un potentiel dans un milieu ambiant, que l’on suppose être à température T ,
ce qui signifie que l’énergie cinétique moyenne microscopique des constituants du milieu (molécules
pour un fluide, oscillateurs, etc.) est de l’ordre de κBT , où κB = 1, 3806504 · 10−23 J · K−1, est la
constante de Boltzmann. La variation de l’énergie de la particule lorsqu’elle traverse le milieu est
la somme de deux contributions : une partie est dissipée lors des interactions microscopiques, par
transfert d’énergie cinétique de la particule aux constituants, et l’autre partie fluctue du fait de
l’agitation thermique interne du milieu. On parle alors de phénomène de fluctuation-dissipation.
Si on considère que l’énergie caractéristique de la particule est très grande devant κBT = 1/β, le
mouvement peut être décrit par l’équation différentielle déterministe

q̈ + ϕq̇ = −∇qV (q), t > 0, (3.1)

où t est le temps, q : t 7→ q(t) la position de la particule, V le potentiel par unité de masse dont
dérive la force et ˙ est la dérivée par rapport au temps. Les conditions initiales sont données par
q0 et v0 = q̇(0). La constante ϕ « résume » les propriétés de dissipation du milieu, représentées par
une force de friction opposée au mouvement et qui tend à ralentir la particule. Cette constante ϕ
n’est a priori pas connue ni calculable. Cependant, pour V (q) = −F ·q où F est un vecteur constant
donné, la vitesse q̇ tend vers une constante v∞ = F/ϕ = µF où µ est appelée mobilité. On parle
alors de réponse linéaire de la particule. Pour atteindre cette limite, la particule doit accélérer ou
décélérer. Notons qu’une description mésoscopique naïve, à l’aide de la fonction de distribution f ,
peut être écrite ici sous la forme d’une équation cinétique conservative de type Vlasov en q variable
d’espace et v variable de vitesse

∂tf + v · ∇qf = −divv ((∇qV − ϕv) f) (3.2)

non collisionnelle et dont les caractéristiques définissent les solutions de (3.1). Cependant, la des-
cription précédente n’est plus valide lorsque les particules sont à l’équilibre thermique avec le milieu,
c’est à dire que la distribution du module de leurs vitesses suit la loi de densité (SN surface de la
sphère en dimension N)

(β/2π)N/2SN ‖v‖2 exp(−β‖v‖2/2),

dite distribution thermique de Maxwell-Boltzmann : on ne peut plus négliger la partie fluctuante de
la force totale s’exerçant sur les particules. On décrit alors le mouvement microscopique au moyen
de l’équation de Langevin

q̈ + ϕq̇ = F + ξ(t), t > 0, (3.3)

où q0, v0 = q̇(0) sont donnés et où ξ est une force aléatoire, d’espérance nulle et décorrelée en temps
c’est à dire 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = Cδ(t − t′) où 〈·〉 représente la moyenne par rapport aux réalisations de ξ
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et où C vaut (βµ)−1 (voir le calcul de Briels [M55] dans le cas de particules colloïdales dans un
fluide). On en tire la relation d’Einstein, qui est une forme de théorème de fluctuation-dissipation,
et qui relie la mobilité µ du milieu à la température T et à la constante de diffusion D :

µ = βD. (3.4)

Ici, la constante D est définie par la relation
〈

‖q(t) − q0‖2
〉

∼
t→∞

2Dt. (3.5)

En effet, du fait des collisions auxquelles sont soumises les particules, le milieu devient diffusif,
phénomène dit du mouvement Brownien, d’après les études menées par R. Brown, biologiste, sur
la trajectoire de particules de pollen dans l’eau. L’équation cinétique correspondante est de type
Vlasov/Fokker-Planck

∂tf + v · ∇xf − ∇xV · ∇vf = ∆vDf + ϕdivv(vf) (3.6)

(voir la dérivation dans le livre de Risken [M58], déjà rencontrée au chapitre précédent dans la
modélisation de la pollution atmosphérique).

On s’intéresse au modèle dit du gaz de Lorentz, c’est à dire un système de particules supposées
sans interaction entre elles mais soumises à des forces localisées dans des boules à supports disjoints.

3.2 Étude de la mobilité en dimension 1

Le gaz de Lorentz étudié ici est supposé dissipatif, car la particule influe sur le milieu. Les
diffuseurs en présence sont des oscillateurs harmoniques. La force extérieure est constante égale à
F et les forces d’interaction entre la particule et les oscillateurs sont localisées au voisinage de la
particule et proportionnelles au déplacement de l’oscillateur affecté. Le temps est adimensionné de
sorte que les particules soient de masse 1.

Le système peut alors être décrit par le hamiltonien

H =
1
2
p2 − F · q +

∑

k∈Z

1
2

(π2
k + ω2φ2

k) + α
∑

k∈Z

φkχ[−σ,σ](q − ka) (3.7)

où φk, πk (resp. q, p) sont la position et le moment du k-ème oscillateur situé en qk = ka (resp.
de la particule) et les constantes a et σ sont définies sur la Figure 3.1. La constante α mesure la
force d’interaction, dans le sens où la position d’équilibre de l’oscillateur « descend » de φ0 = 0
à φα = −α/ω2 quand il y a interaction, et χI est la fonction indicatrice de l’intervalle I (voir
Figure 3.1). Entre deux oscillateurs, la particule n’est soumise qu’à la force F et est donc accélérée
uniformément.

Les oscillateurs sont supposés de même fréquence ω, ce qui rend le « bain » monochromatique.
L’énergie de couplage, qui correspond à l’énergie du système au repos, notée −EB = −α2/(2ω2),
est obtenue quand la particule est au repos dans un oscillateur, dans sa position d’équilibre par
conséquent abaissée, et tous les autres oscillateurs sont au repos φk = πk = 0.
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Figure 3.1 – Modèle couplé particule-oscillateurs

D’après certains travaux, il était impossible qu’une telle répartition de fréquences puisse mener
à un transport normal, montrant un phénomène de diffusion classique. Cependant, pour ce gaz de
Lorentz, S. De Bièvre, P. Parris et A. Silvius avaient déjà prouvé [M59] qu’en temps long il y a
bien diffusion, la constante D se comportant comme une puissance de la température T suivant la
grandeur de celle-ci : D ∼

T →0
T 3/4 et D ∼

T →+∞
T 5/2. Dans la continuité de ces travaux, nous avons

montré numériquement et théoriquement que, sous l’influence d’une force extérieure, les particules
ont asymptotiquement une vitesse limite linéaire en cette force, d’où la possibilité de définition
d’une mobilité µ. De plus, la comparaison de µ et de βD nous a permis de conclure que ce gaz de
Lorentz répond à une loi de type fluctuation-dissipation (3.4).

L’étude théorique de ce modèle repose sur l’analyse d’une marche aléatoire. Cependant, suivant
la gamme de température dans laquelle se trouve le gaz de Lorentz, le comportement de la particule
est très différent. À haute température, le moment caractéristique p ∼ β−1/2 des particules devient
si grand que le temps mis à traverser un oscillateur est faible devant la période d’oscillation, ce qui
a pour effet que la particule à haute vitesse initiale peut traverser un grand nombre d’obstacles sans
rencontrer de barrière énergétique qui l’emprisonnerait dans un oscillateur ou la ferait retourner
en arrière. Cependant, en traversant les oscillateurs, elle perd de l’énergie, ce qui correspond à la
friction, et sa vitesse diminue, ce qui augmente la probabilité de se trouver face à une barrière
énergétique comparable à son énergie cinétique. Dans le cas de basses températures, le mécanisme
microscopique est différent : la particule subit de nombreuses réflexions et peut aussi rester enfer-
mée longtemps dans un oscillateur. La constante de diffusion dépend de la probabilité de sortie
d’un obstacle. Dans ces deux cas, nous fournissons donc une explication du comportement asymp-
totique à l’aide d’une marche aléatoire, inspirée du comportement microscopique de la mécanique
hamiltonienne sous-jacente.

Pour les mêmes gammes de températures que celles ayant fourni des résultats quantitatifs sur
la constante de diffusion dans [M59], il s’agit dans [m12, m13] d’appliquer une force extérieure
uniforme non nulle mais destinée à tendre vers 0 afin de trouver la constante de mobilité µ du
gaz de Lorentz définie comme limite du quotient de la vitesse asymptotique par la force, et de la
relier à un théorème de fluctuation-dissipation (3.4). Dans les paragraphes suivants sont détaillés
les raisonnements numériques et analytiques y ayant abouti.
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3.3 Investigations numériques

Afin d’évaluer quantitativement le comportement statistique des particules, on tire aléatoire-
ment leur vitesse initiale et les couples amplitude-phase des oscillateurs, au fur et à mesure des
interactions, suivant la distribution thermique d’équilibre de Boltzmann à température T , c’est à
dire la loi Gaussienne centrée de variance 1/β pour les vitesses des particules et la loi exponentielle
de paramètre β pour l’énergie E = π2 + ω2φ2 des oscillateurs. Dans le cas d’une force extérieure
F non nulle, on constate que, pour calculer explicitement la trajectoire d’une particule, il faut
distinguer deux types de situations :

1. si la particule se trouve entre deux oscillateurs (∃ k ∈ Z/|q − ka| > σ) ou à l’intérieur d’un
oscillateur (∃ k ∈ Z/|q − ka| < σ), son accélération est constante et vaut F ; les oscillateurs,
quant à eux, évoluent selon leur propre période ;

2. si la particule rencontre le bord d’un oscillateur (∃ k ∈ Z, ∃ ε ∈ {−1, 1}/q − ka = εσ), elle
est confrontée à une barrière énergétique de grandeur |αφk| qui la fait retourner en arrière de
manière élastique ou la laisse passer en modifiant son moment p. L’effet de l’interaction sur
l’oscillateur est alors un changement de sa phase et de son amplitude.

L’intégration des équations du mouvement est donc très simple. Cependant, on s’intéresse au com-
portement en temps très long (entre 106 et 107 périodes d’oscillateurs), pour un nombre très im-
portant de trajectoires (entre 103 et 105) et cela pour des variations de F et des paramètres sans
dimension βEB =: c1, EB/E0 =: c2 et 2σ/L =: c3, où E0 := σ2ω2 représente l’énergie cinétique
d’une particule traversant un oscillateur en exactement une période. Le défi numérique est de trou-
ver un moyen raisonnable d’obtenir et de traiter ces données. Pour ce qui est de la programmation,
les codes ont été réalisés en Fortran 90, puis lancés en parallèle sur environ 500 processeurs de la
grille expérimentale Grid’5000 dont Lille est un site. Le temps requis pour obtenir des résultats
a varié entre 10 minutes et une semaine. La première étape a été de retrouver le comportement
diffusif exhibé dans [M59], afin de valider le code et de pouvoir être par la suite capable de calculer
les constantes de diffusion nécessaires à l’étude de la relation d’Einstein (3.4). Ensuite, nous nous
sommes intéressés au système en présence de force extérieures de faible intensité. Le déplacement
linéaire des particules en temps long indique l’existence d’une vitesse asymptotique vF dépendant
de la force F (voir Figure 3.2). L’étude de cette vitesse (voir Figure 3.3) montre une dépendance
linéaire en F pour des forces assez petites, ce qui permet de calculer la mobilité comme limite
µ = limF →0 vF /F , qui est représentée en fonction de la température βEB dans les Figures 3.4
(hautes températures) et 3.5 (basses températures).

En ce qui concerne les hautes températures, un modèle de marche aléatoire avec biais rend
compte des résultats observés : en effet, l’énergie cinétique d’une particule, en moyenne β−1, étant
beaucoup plus élevée que les barrières énergétiques rencontrées, d’ordre

√

EBβ−1, la plupart des
particules ne subiront que très peu de réflexions. À travers une cellule de taille a, contenant un
oscillateur et une zone vide, pour une vitesse v, elles traverseront les oscillateurs en moyenne en un
temps 2σ/v faible devant la période 2π/ω abandonnant ainsi une partie ∆E = −4EBE0/v

2 de leur
énergie à l’oscillateur et gagnant, si v > 0, ou perdant, si v < 0, une énergie Fa. La différence de
vitesse lors du passage à travers une cellule de taille a est donc

∆v = −4EBE0

v3
+

1
|v|Fa. (3.8)

La conséquence est qu’au-delà d’un seuil critique de la force F les particules sont accélérées in-
définiment et il n’y a pas de vitesse limite. Dans le cas contraire, elles perdent de la vitesse, au
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point de recevoir aléatoirement une haute énergie d’un des oscillateurs, mécanisme dont on peut
supposer qu’il rétablit une distribution thermique pour les particules. En calculant alors la distance
moyenne parcourue par la particule avant de ralentir et le temps caractéristique associé, on trouve
une vitesse limite, quotient de ces deux quantités, et qui est linéaire en F . On en tire une prédiction
de la mobilité compatible avec les résultats montrés dans la Figure 3.4.

µ =
15
16

√
π

2
EB

E2
0

(βEB)−3/2.

Pour ce qui est des basses températures, le problème de la faible fraction de particules qui
sort du premier oscillateur et le fait que la probabilité d’être dans une zone sans oscillateur est
proportionnelle à exp(−βEB) [M59] compliquent la tâche numérique. En particulier, une particule
emprisonnée ne contribuant pas à la mobilité, on ne calcule pas sa trajectoire. Ces cas sont écartés
par un test immédiat déduit par une analyse tirée de [M54] : en effet, pour (q, p, φ, π) ∈ [0, 2σ]×R3,
l’énergie totale du système particule-oscillateur s’écrit

E =
1
2
p2 − F (q − 2σ) +

1
2
(π2 + (φ+ α)2) − EB − 2Fσ,

et les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une particule puisse quitter un oscillateur sont

2EB − 1
2
p2 − F (q − 2σ) ≥ 1

2
(π2 + (φ+ α)2) ≥ 1

4EB

(
1
2
(π2 + (φ+ α)2) − 2EB

)2

.

Pour analyser la dépendance de la mobilité en la température, on raisonne à l’aide de la théorie de
la réponse linéaire due à Kubo [M56]. En définissant

〈
q(t, F ) − q0

〉
comme le déplacement moyen

d’une particule au temps t par rapport à sa position initiale, on s’intéresse aux quotients

vF : t 7→
〈
q(t, F ) − q0

〉

t
et µF : t 7→ vF (t)

F
.

En utilisant la théorie des perturbations au premier ordre et en introduisant

D : t 7→ (q(t, 0) − q0)2

2t
,

on obtient une version en temps fini de la relation d’Einstein

µF (t) = βD(t) +O(F )

On ne peut espérer que le terme d’erreur en O(F ) va rester uniformément petit en temps long.
Cependant, les expériences numériques [M59] montrent que le régime diffusif est atteint en temps
assez court, c’est à dire D(t) ∼t→∞ D et, en prenant F assez petit à t fixé, on obtient l’équivalence

µF (t) ∼
F →0

βD.

Cette équivalence est illustrée sur la Figure 3.6.
Toutefois, au-delà d’un certain seuil de la force, l’aspect transitoire de la vitesse vF paraît dans

les expériences numériques : en effet, on voit les particules accélérer brutalement à partir d’un
temps critique tc(F ) (voir Figure 3.7). D’après la formule (3.8), on considère une vitesse critique
vc(F ) = λ

√

4EBE0/(Fa), où λ est un paramètre sans dimension, au-delà de laquelle les particules
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accélèrent indéfiniment. Plus la force F est grande, plus la vitesse moyenne des particules sera
comparable à vc(F ). La fraction de particules de vitesse plus grande que vc(F ) est donnée par

ρF ≡
(
β

2π

)1/2 ∫ +∞

vc(F )
e− βv2

2 dv ∼
F →0

(8πβEBE0/Fa)
−1/2 exp (−2βEBE0/Fa) .

Cette quantité étant exponentiellement petite en F−1, pour F assez petit, les particules ont pour la
plupart une vitesse strictement plus petite que vC(F ) et atteignent la vitesse limite vF . La vitesse
moyenne est par conséquent de l’ordre de

〈v (t)〉 ∼
F →0

vF + (Fa)3/2 t

a

e−β
2EBE0

F a√
8βEbE0π

,

ce qui, par comparaison des deux termes, permet de conclure à l’existence d’un courant constant
observable tant que les particules de haute vitesse, qui sont moins nombreuses, ne dominent pas le
courant macroscopique. On définit le temps critique comme l’instant où les deux termes deviennent
comparables :

tc(F ) = vFa

√

8λ2βEBE0π

F 3a3
e

2βλ2EbE0
F a . (3.9)

La dépendance numérique de tc en fonction de F est illustrée dans la Figure 3.8.
La conclusion de cette étude est que la double limite

µ := lim
t→+∞

lim
F →0

µF (t) = βD

existe, mais que, du fait de la présence inévitable de particules indéfiniment accélérées, les deux
limites ne sont pas interchangeables, même si on peut donner le développement suivant

µF (t) =
vF (t)
F

= βD +O(F ) +O(1/t)

où l’erreur en F est uniforme en temps tel que µ << t << tc(F ).

3.4 Résultats en dimension 2

Nous avons étudié dans le cas de la dimension 2 le comportement asymptotique de l’énergie
cinétique moyenne et de la variance du déplacement de particules dans un gaz de Lorentz inélastique,
non dissipatif et aléatoire, c’est à dire des particules en mouvement soumises à un champ de forces
dont le support est contenu dans une union dénombrable de boules disjointes, appelées diffuseurs,
disposées aléatoirement ou sur un réseau, et qui sont elles-mêmes le support de forces locales
dérivant ou non d’un potentiel dont on suppose la dépendance en temps connue. Il n’y a pas de force
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Figure 3.2 – Déplacement moyenné
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figures (a) (où c1 = 1, 5 · 10−2 et c3 =
0.5) et (c) (où c1 = 0, 5 et c3 = 0, 5),
les triangles sont associés à c2 = 0, 5
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figures (b) (où c1 = 2 · 10−3 et c3 = 2)
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Figure 3.5 – Mobilités numériques en fonction de
βEB (échelle lin-log) et pour les mêmes jeux de pa-
ramètres que pour la figure 3.4. La courbe en trait
plein correspond à la fonction x 7→ 0, 14(x1/2 +
1, 5x−3/2)e−x.
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par système.
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extérieure. Comme dans le cas exposé ci-dessus, les résultats théoriques ont nécessité l’introduction
d’une marche aléatoire, qui a confirmé le comportement asymptotique numérique observé en

〈

‖p(t)‖2
〉

∼ t2/5 et
〈

‖q(t)‖2
〉

∼ t2/3

quand les forces locales dérivent d’un potentiel et
〈

‖p(t)‖2
〉

∼ t2 et
〈

‖q(t)‖2
〉

∼ t8/3

sinon. Ce type de modèle a été proposé par Lorentz [M57] pour étudier les phénomènes de conduc-
tivité des métaux par la compréhension du mouvement des électrons et sert dans de multiples
contextes physiques à dériver des lois macroscopiques à partir de phénomènes microscopiques. On
trouvera dans la thèse [M53] de Bénédicte Aguer, une revue exhaustive des résultats sur les gaz de
Lorentz.
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Chapitre 4

Transition de phase
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Ce chapitre présente les travaux [d15] réalisés en collaboration avec Corrado Mascia. Il s’agit
de l’étude numérique d’une équation de type diffusion non linéaire modélisant dans les polymères
au point de vitrification la phase solide et la phase liquide, représentées par des domaines de valeur
de la solution, d’après un modèle introduit par J. Jäckle et H. Frisch [D61, D62]. Chacune des
phases est affectée d’une fonction de diffusion à dérivée positive, ce qui assure le caractère bien
posé du problème de Cauchy quand les valeurs de la condition initiale sont entièrement contenues
dans l’une ou dans l’autre. La jonction entre les deux fonctions de diffusion est une fonction à
dérivée strictement négative, ce qui a pour effet d’introduire une zone instable où la solution ne
peut pas prendre de valeur, le problème de Cauchy y étant alors mal posé. On s’intéresse au
mouvement d’interfaces, modélisées par la position des sauts de la solution, en cas de condition
initiale multiphasique.

4.1 Modèle

L’équation non linéaire étudiée, ici en une dimension d’espace, est

∂u

∂t
=
∂2φ(u)
∂x2

(x, t) ∈ R× (0,+∞), u(x, t) ∈ R, (4.1)

où la fonction de diffusion est de type cubique à trois zéros distincts, c’est à dire croissante sur
] − ∞, b] ∪ [a,+∞[ et décroissante sur [b, a], avec b < a. La droite réelle se divise alors en trois
intervalles : deux régions stables S− :=] − ∞, b] et S+ := [a,+∞[ et une région instable U :=]b, a[.
On peut obtenir (4.1) comme limite singulière de l’équation pseudo-parabolique

∂u

∂t
=

∂2

∂x2

(

φ(u) + ε
∂u

∂t

)

x ∈ R, t > 0, (4.2)

introduite et étudiée par A. Novick-Cohen et R. Pego [D65]. Le problème de Cauchy pour l’équation
(4.2) est bien posé [D65] et exhibe des oscillations lorsque la solution prend des valeurs dans U ,
pour ε tendant vers 0 [D60]. Les solutions généralisées de (4.1), que nous nommerons diphasiques,
à considérer sont régulières par morceaux et satisfont à des conditions d’entropie [D64]. Ici, nous
nous penchons sur le cas d’une fonction continue, affine par morceaux, qui exhibe la même allure
générale, comme représenté sur la figure 4.1.

A

B

a

b

c

d u

φ

Figure 4.1 – La fonction de diffusion affine par morceaux φ.
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Notre but a été d’analyser une discrétisation aux différences finies pour (4.2), avec ε → 0, et
pour (4.1) et de proposer un schéma spécifique utilisant les conditions d’entropie. Les conditions
initiales auxquelles nous nous sommes intéressés sont des problèmes de Riemann, pour lesquels nous
donnons une solution explicite et qui nous fournissent donc un élément de validation des schémas
numériques.

4.2 Solutions diphasiques

La première description de solution pour (4.1) reposait sur la notion de mesure de Young
[D66, D67]. L’idée était que la limite singulière de la famille de solutions uε de (4.2) se décompose
suivant les trois phases en une combinaison convexe

u = λ−(φ−)−1(v) + λu(φu)−1(v) + λ+(φ+)−1(v) (4.3)

où λu, λ± et v sont des fonctions bornées et φ−, φu, φ+ représentent les restrictions de φ à S−, U
and S+, respectivement. Les fonctions λ sont positives et satisfont à

λ−(x, t) + λu(x, t) + λ+(x, t) = 1 et

{

λ−(x, t) = 1 si v(x, t) < A,

λ+(x, t) = 1 si v(x, t) > B.

Pour toute fonction g ∈ C1(R) croissante, si v est définie en (4.3) pour u solution de (4.1), si on
pose G := s 7→

∫ s
0 g(φ(σ))dσ et G∗(v) := λ−G((φ−)−1(v)) + λuG((φu)−1(v)) + λ+G((φ+)−1(v)),

l’inégalité
∂G∗(v)
∂t

− ∂

∂x

(

g(v)
∂v

∂x

)

+ g′(v)
(
∂v

∂x

)2

≤ 0 (4.4)

est vérifiée au sens des distributions. Cette inégalité peut être interprétée comme une inégalité
d’entropie, qui garde la mémoire de l’irréversibilité du passage à la limite.

En linéarisant autour d’un état constant dans U , on est confronté à l’échappée exponentiellement
rapide de la solution de U vers les zones stables. À la limite ε → 0, la sortie de l’état instable est
instantanée et les valeurs prises par les coefficients de la combinaison convexe sont donc λu = 0 et
λ± ∈ {0, 1}.

En supposant que la frontière entre les deux états stables, que nous appellerons désormais
interface, est régulière, Evans et Portilheiro ont utilisé la condition d’entropie (4.4) pour déterminer
des conditions ponctuelles vérifiées le long de cette interface par une solution régulière par morceaux,
définissant ainsi un concept de solution faible. Voici le cadre adapté : pour T > 0, on note γ :=
{(ξ(t), t), t ∈ [0, T ]} une courbe régulière et R± := {(x, t)/t ∈ [0, T ],±(x− ξ(t)) > 0}. On suppose
la solution u régulière en dehors de γ et telle que, pour tout t ∈ [0, T ], u(R−) ⊂] − ∞, b] et
u(R+) ⊂ [a,+∞[. Enfin, on suppose l’existence de limites

lim
η→0+

(u, ∂xu)(ξ(t) ± η, t) =: (u, ∂xu)(ξ(t)±, t).

La condition (4.4) permet alors de caractériser complètement des solutions diphasiques.

Proposition 1 ([D60]). Une solution faible régulière par morceaux u dont la structure est décrite
ci-dessus vérifie la condition d’entropie (4.4) si et seulement si :
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i. la fonction u est une solution classique de (4.1) en dehors de la courbe γ ;
ii. le long de la courbe γ, on a les égalités suivantes :

[φ(u)]γ = 0, ξ′(t) [u]γ +
[
∂φ(u)
∂x

]

γ
= 0 (4.5)

où [f ]γ := f(ξ(t)+, t) − f(ξ(t)−, t) est le saut de f le long de γ.
iii. le long de la courbe γ, on a les conditions d’entropie suivantes







ξ′(t) ≥ 0 si φ(u)(ξ(t), t) = A ,

ξ′(t) ≤ 0 si φ(u)(ξ(t), t) = B ,

ξ′(t) = 0 si φ(u)(ξ(t), t) ∈ (A,B).

(4.6)

Ceci signifie qu’il y a deux cas de figure :
Interface immobile : soit φ(u)(ξ(t), t) ∈]A,B[. Alors l’interface γ ne bouge pas et les conditions

de transmission sont simplement

[φ(u)]γ = 0,
[
∂φ(u)
∂x

]

γ
= 0. (4.7)

Le problème se résout alors en calculant les solutions de deux équations de diffusion classiques
et en connectant ces solutions à l’interface grâce à (4.7).

Interface mobile : soit φ(u)(ξ(t), t) ∈ {A,B} et l’interface γ bouge, devenant une frontière libre
dont la direction de propagation dépend de la valeur de φ(u)(ξ(t), t). La première condition
de (4.6) donne les valeurs à gauche et à droite de u(ξ(t), t), c’est à dire u(ξ(t)−, t) = c (resp.
= b) et u(ξ(t)+, t) = a (resp. = d) si φ(u)(ξ(t), t) = A (resp. = B). La deuxième condition
permet de déterminer la vitesse ξ′(t).

C. Mascia, A. Terracina et A. Tesei ont montré [D64] l’existence locale et l’unicité de ces
solutions diphasiques.

Il est à noter que, grâce aux conditions d’entropie (4.6), il est possible de calculer explicitement
la solution d’un problème de Riemann de donnée initiale

u0 : x 7→
{

u−, x < 0

u+, x > 0
, (4.8)

où u± sont données. En effet, l’invariance par le changement d’échelle (x, t) → (λx, λ2t) pour λ > 0
permet d’affirmer que la solution (4.1)-(4.8) est de la forme

u(x, t) = f (ξ) avec ξ :=
x√
t

(4.9)

où f est telle que f(±∞) = u±. Les courbes de discontinuité, c’est à dire les interfaces, sont de la
forme x = ξ̄

√
t où ξ̄ est un réel à déterminer. Pour ξ 6= ξ̄, la fonction f est solution de l’équation

différentielle ordinaire du second ordre

φ(f)′′ +
1
2
ξ f ′ = 0. (4.10)

Aux points de discontinuité ξ̄, les égalités suivantes, dérivées de (4.5), doivent être vérifiées :

[
φ(f)

]

ξ̄
= 0,

[
φ(f)′]

ξ̄
+

1
2
ξ̄
[
f
]

ξ̄
= 0. (4.11)
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En précisant la fonction de diffusion φ

φ(u) = φ−(u) := m− u+ q− pour u ≤ b,

φ(u) = φ+(u) := m+ u+ q+ pour u ≥ a,

avec m± > 0 et q± ∈ R, en se restreignant au cas où u± ∈ S± et en introduisant, pour m > 0, les
fonctions

E−
m(ξ) :=

1√
4πm

∫ ξ

−∞
e−y2/4m dy, E+

m(ξ) :=
1√

4πm

∫ +∞

ξ
e−y2/4m dy = 1 − E−

m(ξ),

nous avons montré la proposition suivante :

Proposition 2 ([d15]). Interface immobile Le problème de Riemann (4.1)-(4.8) a une solution
diphasique d’interface immobile si et seulement si

√
m+

√
m+ +

√
m−

φ(u−) +

√
m−

√
m+ +

√
m−

φ(u+) ∈ [A,B], (4.12)

Dans ce cas, la solution est de la forme (4.9) où

f(ξ) :=

{

(φ−)−1(g(ξ)) ξ < 0,

(φ+)−1(g(ξ)) ξ > 0,

et

g(ξ) :=







φ(u−)E+
m−

(ξ) + φ(u+)E−
m−

(ξ) −
√
m+ −

√
m−

√
m+ +

√
m−

[
φ
]
E−

m−
(ξ) ξ < 0,

φ(u−)E+
m+(ξ) + φ(u+)E−

m+(ξ) −
√
m+ −

√
m−

√
m+ +

√
m−

[
φ
]
E+

m+(ξ) ξ > 0.

(4.13)

Interface mobile Si (4.12) n’est pas satisfaite, l’interface bouge. Dans le cas simplifié où m± =
m, (4.12) est équivalente à

1
2
(φ(u−) + φ(u+)) ∈ [A,B].

Si φ(u−) + φ(u+) > 2B (resp. < 2A), la relation φ(f(ξ̄)) = B (resp. = A) est implicite et
l’interface a pour équation x = ξ(t) = ξ̄

√
t.

4.3 Schéma aux différences finies

La première idée est d’obtenir un schéma pour (4.1) en passant à la limite ε → 0 dans un schéma
pour (4.2). On se place sur l’intervalle borné [0, 1] et on suppose que les conditions aux limites sont
de type Neumann

∂u

∂x

∣
∣
∣
x∈{0,1}

= 0. (4.14)

Soient J ≥ 5 et xj := j∆x avec ∆x = 1/(J−1) une discrétisation uniforme de [0, 1]. En considérant
la discrétisation centrée usuelle de l’opérateur Laplacien en une dimension, on obtient le système
semi-discret en espace suivant :

(

∆x2
I + εA

) dU

dt
= −Aφ(U),
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où U = (U1 . . . , UJ)T : R+ → RJ , I ∈ RJ×J est la matrice identité et

A :=


























1 −1 0 · · · · · · · · · 0 0 0

−1 2 −1
. . . · · · · · · 0 0 0

0 −1 2
. . . . . . · · · 0 0 0

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
...

...
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
...

...
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...

0 0 0 · · · . . . . . . 2 −1 0

0 0 0 · · · · · · . . . −1 2 −1
0 0 0 · · · · · · · · · 0 −1 1


























. ∈ RJ×J (4.15)

ce qui donne, le spectre de la matrice A étant positif et la matrice ∆x2
I+ εA inversible, le schéma

dU

dt
= −

(

∆x2
I + εA

)−1
Aφ(U) =: −A∆x2,εφ(U). (4.16)

La notion de limite qui nous intéresse ici est celle qui préserve l’asymptotique, au sens de Jin [D63],
quand ε → 0 à ∆x fixé. On constate que la présence du terme

(
∆x2

I + εA
)−1 agit comme un filtre

passe-bas R : x 7→ x/(1 + x) sur les valeurs propres de la matrice ∆x−2A, et que le spectre de
A∆x2,ε s’en trouve contenu dans l’intervalle [0,min(1/ε, 4/∆x2)].

La limite en ε = 0 de la matrice A∆x2,ε étant régulière, on étudie maintenant le schéma semi-
discret

dU

dτ
= −Aφ(U), (4.17)

où τ = t/∆x2. Le problème de Cauchy associé à cette équation admet une solution globale de classe
C1.

La fonction φ ayant été supposée continue affine par morceaux, le système (4.17), non-linéaire
et autonome, peut en fait être vu comme un système linéaire dépendant du temps de la forme

dU

dτ
(τ) = −M(τ)U(τ) +W (τ), (4.18)

oùM : R+ → RJ×J etW : R+ → RJ sont des fonctions constantes par morceaux, les discontinuités
se produisant lorsque une composante Uj passe d’une zone stable à une zone instable, c’est à dire
quand l’interface bouge.

Remarque 1. On se place désormais dans le cas symétrique où φ±(s) = 2 s ∓ 3, a = −b = 1,
d = −c = 2 et B = −A = 1. La condition (4.12) devient alors u− + u+ ∈ [−1, 1]. L’analyse
numérique repose sur les propriétés spectrales remarquables de la matrice A. Si φ a des pentes
m+ 6= m− différentes à gauche et à droite, l’analyse qui suit reste valable en remplaçant la matrice
A par DA où D = diag(m−, . . . ,m−,m+, . . . ,m+), qui conserve les mêmes propriétés.

En accord avec la Proposition 2, nous examinons les deux cas de données initiales à considérer.
On note U0 = (U0

j )1≤j≤J le vecteur colonne de donnée initiale. On le suppose de la forme

U0
j = u− si j ≤ K, U0

j = u+ si j ≥ K + 1

pour K ∈ {2, . . . , J − 1}. Si u− et u+ n’appartiennent pas à la même phase stable, il y a une
interface, située initialement entre xK et xK+1. On se place dans le cas où u± ∈ S±.
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Interface immobile

En supposant que u− + u+ ∈ [−1, 1], la proposition 2 assure que l’interface ne bouge pas. On
prouve que les composantes Uj , pour j ≤ K d’une part et pour j ≥ K+1 d’autre part, ne changent
pas de phase et que la matrice M(τ) est constante égale à −A. Ceci est dû au fait que la fonction
vectorielle V = (φ(U1), . . . , φ(UJ))T satisfait au système

dV

dτ
= −2AV.

En effet, pour s ≥ 0, la matrice exp(−2τA) est à coefficients positifs et de norme infinie plus petite
que 1. Si Vj(0) ∈ [−1, 1], Vj(s) ∈ [−1, 1] pour tout s ≥ 0. Si Vj(0) 6∈ [−1, 1], on se ramène à ce cas
par homothétie de la condition initiale.

L’analyse spectrale de la matrice A conduit au calcul de la limite en +∞ de V : A ayant 0
comme valeur propre simple associée au vecteur propre (1, . . . , 1)T et ses autres valeurs propres
étant strictement positives, on trouve, pour tout j ∈ {1, . . . , J},

lim
t→+∞

Vj(t/h2) =
φ(u+) + φ(u−)

2
= v∞, (4.19)

ce qui implique

U∞
j =

{

(φ−)−1(v∞) si j ≤ K,

(φ+)−1(v∞) si j ≥ K + 1.
(4.20)

La vitesse de convergence vers cette fonction en escalier est, d’après l’étude spectrale de A,

8
∆x2

sin2
(
π

2J

)

∼
J→+∞

2π2. (4.21)

Interface mobile

Dans le cas où u+ + u− 6∈ [−1, 1], il faut effectuer une analyse locale en temps : l’opérateur de
diffusion discrétisé tendant à diminuer la valeur de UL+1 et à augmenter la valeur de UL, on se
ramène à l’étude de la condition initiale modèle

U0 = (b, . . . , b, d, d+ δ)T ,

où δ est un réel strictement positif. C’est une configuration dans laquelle on sait que l’interface va
bouger vers la gauche. Le développement limité de la solution U au voisinage de τ = 0 montre que la
matrice M(τ) vaut, au moins localement en temps, −2AD avec D = diag(1, . . . , 1,−1/2, 1, . . . , 1),
où le coefficient −1/2 est situé en j = L + 1, et que (Uj)j≤L−1 (resp. (Uj)j≥L+1) reste dans la
phase stable S− (resp. dans S+). C’est le coefficient UL qui va « traverser » la phase instable U ,
décalant ainsi l’interface vers la gauche. Comme dans le cas continu, la sortie de UL de la phase
U se fait exponentiellement rapidement, du fait que la matrice DA a un spectre comprenant une
valeur propre nulle, une valeur propre strictement positive, les J − 2 autres valeurs propres étant
strictement négatives. Dès lors que UL est sorti de U , la matrice M(τ) change de valeur et devient
−2A, comme dans le cas d’une interface immobile, ce qui signifie que deux problèmes de diffusion
linéaires sont résolus et connectés. Cependant, si δ est grand, UL+1 va à son tour être strictement
plus grand que 1 et la configuration va de nouveau être celle d’une interface mobile. En conclusion,
pour un problème de Riemann tel que |u+ + u−| > 1, le mécanisme est le suivant :
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1. les coefficients UL, UL+1 vont converger exponentiellement rapidement vers les valeurs-frontières
« les plus proches » prédites par la condition d’entropie (4.6), c’est à dire que (UL, UL+1) →
(−2, 1) (resp. (UL, UL+1) → (−1, 2)) u+ + u− < −1 (resp. si u+ + u− > 1) ;

2. seul le point UL+1 (resp. UL) traverse la zone instable et l’interface se déplace alors vers la
droite (resp. la gauche) ;

3. si la différence UL+2 − UL+1 (resp. UL − UL−1) est faible, l’interface ne bouge plus ; sinon, le
processus est réitéré.

Schéma discret

On considère une discrétisation uniforme du temps tn = n∆t, n ∈ N∗ avec ∆t > 0. Afin de
valider les schémas numériques, on utilise les formules explicites (4.13) de la solution des problèmes
de Riemann. Dans le cas d’une interface immobile, le système étant linéaire tridiagonal, il est indiqué
d’utiliser un schéma implicite, ne requérant pas de condition CFL pour les stabilités L∞ et L2. Il
n’est pas judicieux de choisir un schéma de Crank-Nicolson, car la discontinuité de la condition
initiale limite de toute façon l’ordre de convergence du schéma, estimée ici numériquement à 0, 5 en
temps et 1 en espace. Dans le cas du schéma complètement explicite, dont le temps d’exécution est
beaucoup plus élevé du fait de la condition CFL 4∆t/∆x2 ≤ 1, l’erreur en espace est d’ordre 1. En
temps petit, comme prédit par les formules (4.13), la solution discontinue a un profil exponentiel
de part et d’autre de l’interface ; il n’y a pas de changement de phase (voir Figure 4.2). Pour le cas
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Figure 4.2 – Solution numérique par le schéma implicite au temps T = 0.05

d’une interface mobile, le schéma choisi est le schéma explicite centré classique, le schéma implicite
nécessitant la connaissance précise des temps de changement de phase. L’aspect non physique
de ces simulations est la présence inévitable, lors de la transition, de coefficients appartenant à
la zone instable (voir Figure 4.3). Le mouvement de l’interface est bien restitué : il s’agit d’un
profil parabolique, comme prédit par la proposition 2 (voir Figure 4.4). Cependant, des oscillations
apparaissent.
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Figure 4.3 – Évolution en temps petit pour les données (u−, u+) = (−2, 4). Les graphes de droite représentent la
solution dans l’espace (u, φ(u), où on voit clairement un point dans la région non physique.

4.4 Schéma diphasique

Pour pallier l’apparition de points non physiques et les oscillations, on implémente un schéma
utilisant les conditions d’entropie (4.11), qui découple dans un premier temps les problèmes de
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Figure 4.4 – Données de Riemann u− = −2, u+ = 4 avec ∆x = 0.01.

diffusion dans chaque phase pour les connecter ensuite à l’aide des conditions de transmission.
Pour cela, on introduit la matrice de projection

Πj :=






Oj−1 0 0
0 I2 0
0 0 OJ−j−1




 ,

où Oj et Ij représentent respectivement la matrice nulle et la matrice identité de taille j × j et la
fonction de troncature définie par T : U 7→ max{A,min{U,B}}.

L’algorithme est le suivant : soient U ∈ RJ et j∗ ∈ {1, . . . , J} un vecteur donné et la position
de l’interface. Posons C := C(U, j∗) la valeur de transition suggérée par (4.19) :

C = C(U, j∗) :=
1
2

(

φ−(Uj∗−1) + φ+(Uj∗+2)
)

. (4.22)

Deux cas se présentent :
– si |C| > 1, on utilise la fonction de troncature T pour rendre la valeur admissible au sens de

(4.6) : si C > 1 (resp. C < −1), T (C) = 1 (resp. T (C) = −1) et on pose alors Uj∗
= −1 et

Uj∗+1 = 2 (resp. Uj∗
= −2 et Uj∗+1 = 1) ;

– si |C| ≤ 1, les équations (4.5) sont alors satisfaites et les nouvelles valeurs Uj∗
et Uj∗+1 sont

données par

φ(Uj∗
) = φ(Uj∗+1) =

1
2

(φ(Uj∗−1) + φ(Uj∗+2)) = C(U, j∗). (4.23)

La fonction de troncature T permet ainsi que (φ−)−1(T (C)) et (φ+)−1(T (C)) soient respectivement
dans S− et S+.

Posons
F(U, j∗) := (0, . . . , 0 , (φ−)−1(T (C))

︸ ︷︷ ︸
, (φ+)−1(T (C)), 0, . . . , 0).

j∗ème élément

(4.24)

Finalement, pour Un ∈ RJ donné et Ũn := F(Un, jn
∗ ) + (I− Πjn

∗ )Un, le schéma diphasique s’écrit






Πjn
∗
Un+1 = F(Un, jn

∗ ),

(I− Πjn
∗
)Un+1 = (I− Πjn

∗
)
(

Un − ∆t
h2

Aφ(Ũn)
)

.
(4.25)
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Il est à noter que ce schéma ne diffère du schéma explicite centré, dans le cas d’une interface
immobile, qu’aux points de transition. En particulier, la matrice représentant la discrétisation de
∂2

xxφ(u) dans le schéma est celle du laplacien centré. Par construction, il n’y a pas de point dans la
zone instable et le mouvement de l’interface calculé grâce à ce schéma apparaît considérablement
lissé (voir Figure 4.5). Le schéma diphasique est également, sous la même condition CFL que le
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Figure 4.5 – Mouvement de l’interface pour différentes données de Riemann avec ∆x = 0.01.

schéma explicite centré, d’ordre 1 en espace. Enfin, l’interface numérique, calculée respectivement
avec le schéma explicite centré et avec le schéma diphasique, comparée à la solution parabolique
exacte (proposition 2) donne un net avantage au schéma diphasique, même si le schéma explicite
centré, obtenu de manière naïve, donne un résultat honorable (voir Figure 4.6).
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Figure 4.6 – Évolution de l’erreur relative de la position de l’interface pour (u−, u+) = (−2, 4).

4.5 Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons proposé et analysé différents schémas numériques pour un modèle
de transition de phase en dimension 1. Nous souhaitons désormais nous consacrer au cas multidi-
mensionnel, pour lequel la théorie n’a pas encore été développée. Nous projetons d’aborder cette
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problématique par le côté numérique, en nous inspirant notamment des schémas volumes finis déve-
loppés pour les problèmes elliptiques en milieu fracturé, bien adaptés à des solutions non régulières,
et notamment à des comportements diphasiques.
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Chapitre 5

Problèmes en biologie
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Ce court chapitre est consacré aux travaux achevés ou en cours de finalisation qui ont trait à des
problèmes rencontrés en biologie. Ma première approche date du stage de M2 en 2007 d’Anne De-
vys, dont j’ai par la suite coencadré la thèse avec Thierry Goudon, et qui est maintenant professeur
en classe préparatoire. En premier lieu, nous avons abordé [b16] l’analyse mathématique et numé-
rique de la croissance tumorale, à partir d’un article de chercheurs japonais [B73] qui modélisent
les premiers développements de la maladie par une loi de conservation avec une condition au bord
non locale. L’enjeu est particulièrement important du fait de la difficulté qu’ont les appareillages
actuels à détecter les prémices des cancers. La suite de la thèse d’Anne Devys a porté sur l’étude
mathématique de mécanismes de transport intra-cellulaire de protéines [b17], modélisés par une
équation de réaction-diffusion, prenant en compte des phénomènes de dégradation et de satura-
tion, et pour laquelle on cherche à savoir s’il existe des ondes progressives, porteuses du signal.
Les résultats théoriques sont complétés par des simulations numériques illustrant les effets de seuil
prédits sur la taille des conditions initiales et au bord. Ce travail a été réalisé en collaboration avec
Ralf Blossey, directeur de recherches CNRS à l’Institut de Recherches Interdisciplinaires affilié aux
universités Lille 1 et 2, et Jean-François Bodart, professeur en Biologie à Lille 1. Par ailleurs, Jésus
Rosado, Francesco Vecil, respectivement en contrat post-doctoral à l’Université Paris-Dauphine et
à l’Université de Valence en Espagne et moi-même nous intéressons à la simulation numérique de
formation de motifs dans les bancs de poissons en deux et trois dimensions d’espace [b19], d’après
des modèles particulaires et cinétiques introduits par A. Bertozzi, J. A. Carrillo, L. Chayes, Y.
Chuang, M. D’Orsogna, Y. Panferov [B71, B69]. Enfin, je me penche actuellement sur des pro-
blèmes de dynamique de populations, et plus précisément de leur probabilité d’extinction. D’une
part, avec Sophie Hautphenne [b18], actuellement en contrat post-doctoral à l’Université Libre de
Bruxelles où elle a soutenu sa thèse en 2009, nous abordons des questions concernant la modélisa-
tion par des processus de branchement multitypes sous des conditions extérieures, qui, en agissant
ponctuellement ou de manière pérenne, introduisent un couplage entre les individus d’une popula-
tion [B72]. D’autre part, une collaboration en cours avec Kilian Raschel, en contrat post-doctoral
à l’Université de Bielefeld en Allemagne et Viet Chi Tran, maître de conférences à l’Université
Lille 1, porte sur la reproduction sexuée de plantes distyles [b20], c’est à dire dont deux variantes
génétiques coexistent et qui sont inter-compatibles et intra-incompatibles. Le modèle fait appel au
concept de marche aléatoire dans le quart de plan, les bords étant considérés comme absorbants car
ils correspondent au fait qu’une des populations a disparu, ce qui entraîne l’extinction de l’autre.
L’intérêt des biologistes pour ces modèles est de savoir s’il existe une taille critique de population en
dessous de laquelle l’espèce sera menacée. Ces deux travaux font intervenir des chaînes de Markov,
affectées par des conditions extérieures aléatoires dans le premier cas, et non homogènes dans le
deuxième, conduisant à des équations aux dérivées partielles de transport, que l’on cherche à ré-
soudre explicitement ou au moins numériquement, le traitement purement probabiliste du problème
de départ pouvant s’avérer coûteux.

5.1 Évolution des métastases

Le modèle étudié est de type McKendrick-Von Foerster et s’écrit






∂tρ+ ∂x(wρ) = 0, x ∈]1, b[, t > 0,

w(1)ρ(t, 1) =
∫∞

1 β(y)ρ(t, y)dy + β(xp(t)), t > 0,

ρ(0, ·) = 0,

(5.1)
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où t ≥ 0 représente le temps, x ∈ [1, b], b > 0, la taille des tumeurs, ρ leur distribution en taille et
où on prend en compte deux phénomènes :

– un tumeur de taille x croît à la vitesse strictement positive w : x 7→ ax ln(b/x), xp(t) = b1−e−at

étant la caractéristique associée,
– une tumeur en croissance émet des cellules malignes à un taux β : x 7→ mxα, le terme β(xp(t))

correspondant à la contribution de la tumeur initiale.
En b, la vitesse est nulle et on n’a pas besoin de condition au bord. Notre travail a consisté en
l’étude mathématique du problème à l’aide d’outils faisant intervenir la dissipation d’entropie,
nous permettant ainsi d’exhiber, dans l’esprit de la thèse de P. Michel [B74], le comportement
asymptotique ρ(t, x) ∼t→+∞ C exp(λ0t)N(x), où λ0, dit taux malthusien, et N sont une valeur
et un vecteur solution d’un problème aux valeurs propres associé par transformation de Laplace
à (5.1). La constante C conserve la mémoire de la condition initiale et fait intervenir le vecteur
propre dual de N . La partie numérique a consisté en le calcul de λ0 et de C, et en l’élaboration
d’un schéma nous permettant d’obtenir une approximation des solutions du problème continu.
La difficulté majeure rencontrée a été la large échelle en taille, b ∼ 1011, qui nous a contraints
à introduire un maillage logarithmique, très raffiné au voisinage de x = 1, permettant ainsi de
tenir mieux compte de la condition au bord non locale. De plus, notre connaissance préalable du
comportement asymptotique nous a incités à mettre l’inconnue sous forme exponentielle, afin de
suivre au mieux l’évolution. Pour le problème résultant, nous avons utilisé un schéma de type
Weighted Essentially Non Oscillatory (WENO) d’ordre 5 et une intégration d’ordre 4, ce qui nous
permet d’obtenir une erreur numérique environ d’ordre 4. Les simulations numériques concordent
en temps long avec le profil asymptotique de manière satisfaisante (voir Figure 5.1).

5.2 Cascades de protéines

Le but de ce travail est d’étudier mathématiquement et numériquement un modèle simplifié
de transmission d’information de la membrane d’une cellule à son noyau, au moyen d’une cascade
de réactions de phosphorylation de la protéine MAPK (Mitogen Activated Protein Kinase). La
motivation est d’identifier des comportements reproductibles par des expériences in vivo. Nous nous
intéressons en particulier aux ovocytes de grenouilles, dont on connaît les propriétés physiologiques.
Par ailleurs, en raison de leur taille importante et de leur forme sphérique, nous faisons l’hypothèse
d’une configuration radiale. En supposant que le seul mécanisme de transport est dû à la diffusion
moléculaire, et non à des agents protéiniques spécialisés, et que l’on considère toutes les réactions
chimiques de phosphorylation comme instantanées en comparaison des phénomènes spatiaux, nous
proposons une équation simplifiée adimensionnée en une dimension d’espace







∂tm(t, x) − ∂2
xxm(t, x) = αf(m(t, x)) −m(t, x), x > 0, t > 0,

m(0, x) = m0(x), x > 0,

m(t, 0) = ψ(t), t > 0,

(5.2)

pour la concentration m de MAPK3 (MAPK di-phosphorylée) qui joue le rôle d’activateur et où α
est le paramètre quantifiant la synthèse de la molécule par rapport à sa dégradation. On suppose
f de forme sigmoïde, et plus précisément on considère une fraction rationnelle de degré 0, nulle
en 0 et tendant vers 1 en +∞. On appelle exposant de Hill, noté h, le degré du numérateur, qui
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Figure 5.1 – Résultats comparés pour la répartition en taille des tumeurs à différents temps (solution numé-
rique en trait plein et profil asymptotique en pointillés

est aussi le degré du dénominateur. On se concentre pour l’étude mathématique sur le cas h = 4,
typique de la cascade MAPK, et plus particulièrement sur la fonction

f : m 7→ m4

m4 +m2 + 1
.

Au-delà d’une valeur critique αc, il existe trois états stationnaires : 0, localement stable, aα, instable
et bα, avec 0 < aα < bα. L’étude menée nous a permis de montrer mathématiquement, au moyen
de théorèmes de comparaison, qu’une injection suffisante de masse par la condition initiale m0 et
par la condition au bord ψ permet au système d’atteindre l’état stationnaire bα. Par ailleurs, nous
montrons l’existence d’un front de propagation à la vitesse c⋆, évaluée ensuite numériquement en
fonction de α. Les simulations ont été effectuées pour différents exposants de Hill h = 2, 3, 4, 6,
qui apparaissent dans d’autres problèmes biologiques, l’enjeu étant de comprendre l’influence de
ce paramètre. L’intuition biologique de la croissance de c∗ par rapport à α, liée à la décroissance
de la dégradation, est vérifiée sur la Figure 5.2. Par ailleurs, en effectuant des simulations pour
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différents jeux de données initiales et de conditions au bord dont le support et la norme infinie
varient, on montre des situations où l’état stationnaire bα est atteint et d’autres où le signal s’éteint
(voir Figures 5.3 et 5.4). En conclusion, ce modèle, bien que simplifié, nous a permis de répondre

Figure 5.2 – Comportement de la vitesse asymptotique c⋆ par rapport à α pour différentes valeurs de
l’exposant de Hill h

à plusieurs questions de grand intérêt pour les biologistes. Tout d’abord, le rôle de l’exposant de
Hill dans le terme de réaction est contrasté : bien qu’il influe sur la vitesse de propagation c∗ des
fronts, il n’est pas corrélé à sa monotonie, ce qui semblait contre-intuitif. Par ailleurs, la très grande
sensibilité de la réponse à la condition initiale et à celle au bord rend compte de la complexité du
phénomène de cascade, même pour une situation simplifiée : on ne peut en effet pas résumer la
réponse cellulaire à un seul paramètre, comme la norme infinie ou la norme L1. Ceci appelle des
comparaisons expérimentales qui pourraient aider à cerner de nouveaux critères. La question de
l’étude de géométries plus réalistes, quant à elle, demandera le développement d’une modélisation
beaucoup plus poussée.

5.3 Bancs de poissons

On s’intéresse à l’équation cinétique de type Vlasov

∂tf + v · ∇xf + ∇v((α− β‖v‖2)vf) − ∇v((∇xW ⋆ ρ)f) = 0

où f(t, x, v) représente la distribution massique des poissons au temps t, à la position x ∈ RN ,
N = 2, 3 et à la vitesse v ∈ RN , α étant une constante d’autopropulsion et β une constante de
friction, apparaissant du fait du choix d’une loi de friction de type Rayleigh. Le potentiel W , quant
à lui, modélise des phénomènes d’attraction et de répulsion qui s’expriment sous la forme

W : x 7→ −Cae
−‖x‖/la + Cre

−‖x‖/lr
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(a) Condition initiale x 7→ m0(x), mmax = 1.05 (b) Solution x 7→ m(T, x)

(c) Condition initiale x 7→ m0(x), mmax = 1.0 (d) Solution x 7→ m(T, x)

Figure 5.3 – Influence de la condition initiale m0(x) = mmaxe
−|x−5|2/10 pour une condition au bord nulle.

où Ca et Cr (resp. la et lr) sont des amplitudes (resp. longueurs) caractéristiques. Ce modèle
cinétique est issu d’une limite en champ moyen du système à N particules de positions et vitesses
(xi, vi)1≤i≤N

ẋi = vi,

v̇i = (α− β|vi|2)vi − 1
N

∇xi

∑

j 6=i

W (xi − xj).

D’après les travaux de M. D’Orsogna, Y. Chuang, A. Bertozzi et L. Chayes [B71], les deux para-
mètres déterminants dans la formation de motifs sont C = Cr/Ca et l = lr/la. La loi de friction
entraîne la concentration sur les vitesses de module

√

α/β, sans prescription, cependant, de la di-

57



(a) Condition au bord, ψ(t) = 2 sur (0, 4) (b) Solution x 7→ m(T, x)

(c) Condition au bord, ψ(t) = 2 sur (0, 3.5) (d) Solution x 7→ m(T, x)

Figure 5.4 – Influence de la longueur du support en temps de la condition au bord ψ. La donnée initiale est
nulle.

rection. En effet, pour certains (C, l) se forment des regroupements en espace en forme de disques
au sein desquels les individus se répartissent en vitesse pour moitié dans chaque direction, ceci
afin d’échapper aux prédateurs en créant l’image d’une confusion. De tels régimes de paramètres
sont qualifiés de catastrophiques. Notre but est, à partir de couples (C, l) de paramètres faisant
apparaître ces motifs lors de simulations particulaires, d’étudier leur stabilité à l’aide de l’équation
cinétique, en développant des schémas numériques permettant d’observer le comportement asymp-
totique des bancs de poissons. La première approximation proposée, en deux dimensions d’espace
et deux dimensions de vitesse, repose sur une discrétisation par différences finies, sur un maillage
cartésien en espace et polaire en vitesse et est codée en Fortran 90. La convolution est traitée en re-

58



marquant que x 7→ exp(−‖x‖) est la transformée de Fourier du symbole de l’inverse de (Id−∆)3/2.
L’autre discrétisation repose sur un schéma semi-lagrangien, les caractéristiques de l’équation hors
convolution pouvant être calculées explicitement. Les simulations particulaires étant très coûteuses
en trois dimensions, nous nous intéressons au développement des codes pour les équations ciné-
tiques qui sont potentiellement parallélisables et pourraient fournir des solutions statistiques plus
rapidement, permettant ainsi l’étude d’une plus grande variété de régimes de paramètres.

5.4 Extinction de populations multitypes

On considère une population comprenant plusieurs classes. Typiquement, ici, ces subdivisions
modélisent dans le premier cas les tranches d’âges d’humains et dans le deuxième des morphes,
c’est à dire des variantes génétiques d’un caractère donné dans une espèce de plante à fleurs. Les
deux approches probabilistes de l’extinction abordées ici sont en réalité deux façons très différentes
d’appréhender le problème, sous l’angle des taux de reproduction par classe (processus de branche-
ment en temps discret), supposées homogènes en la taille des classes pour l’une, et sous la vision
des processus de naissance et de mort en temps continu, les probabilités d’extinction dépendant de
la taille initiale des classes (marche aléatoire). Avec les processus de branchement, on considère une
population initiale composée d’une seule classe i, et on définit la probabilité qi d’extinction de la
population totale en temps fini. En ce qui concerne la marche aléatoire, on part d’une population
initiale composée de manière quelconque, et on cherche à savoir si, en temps fini, une des classes
peut s’éteindre, entraînant alors la disparition de l’autre, car il s’agit de reproduction sexuée. Dans
les deux cas, on va étudier une fonction génératrice afin de caractériser la probabilité d’extinction.

5.4.1 Conditions extérieures pour des processus de branchement

On s’intéresse à des arbres markoviens binaires (MBT en anglais) pour n classes, qui modélisent
le cas où les individus ne peuvent donner naissance qu’à un seul enfant à la fois, mais sous l’influence
de conditions extérieures qui peuvent altérer la durée de vie ou la fécondité. On considère que
l’environnement peut se trouver dans m configurations, la transition étant modélisée par une chaîne
de Markov de distribution stationnaire π. Pour la distribution jointe de Z(t) ∈ Nn et de ξ(t), où Z

a pour composantes la taille de chaque classe et où ξ : R+ → {1, . . . ,m} désigne l’état dans lequel
se trouve l’environnement, on définit la fonction génératrice F : (s, t) ∈ Rn ×R+ 7→ F (s, t) ∈ Rn×m

par
Fij(s, t) =

∑

k∈Nn

P [Z(t) = k|(ξ(t) = j,Z(0) = ei)] s
k1

1 . . . skn
n ,

et ei est le ième vecteur de la base canonique. On trouve les probabilités d’extinction de la po-
pulation totale en fonction de la classe de départ, composantes du vecteur q ∈ R1×n grâce à la
formule

q = lim
t→+∞

F(0, t) · 1

où 1 ∈ Rm désigne le vecteur colonne dont toutes les composantes sont 1. Or on peut montrer que
la fonction F satisfait à l’équation aux dérivées partielles de transport

{

∂tF(s, t) − (∇sF(s, t)) ·A(s) = F(s, t) ·Q
F(s, 0) = s · π,
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où A : Rn → Rmn×m contient les taux de mort et de reproduction des classes dans les différents
états de l’environnement extérieur et est polynomiale de degré 2 en la variable s et Q, représentant
l’environnement aléatoire extérieur, peut être non local en s. Le but était donc de construire des
schémas numériques performants permettant d’approcher la limite en temps long de F. Nous avons
traité le cas n = 1 avec succès, en considérant un splitting de la partie terme-source et de la partie
transport, pour laquelle nous avons utilisé d’une part l’expression explicite des caractéristiques et
d’autre part une discrétisation d’ordre 2 de type Lax-Wendroff. La difficulté majeure réside dans
le fait que les vitesses de transport apparaissant dans le couplage ont deux racines, dont l’une est
toujours s = 1 et l’autre peut varier suivant l’équation qu’on considère, d’où la complexité du
système en temps grand. Ces travaux constituent deux chapitres de la thèse de Sophie Hautphenne
[B72].

5.4.2 Reproduction de plantes distyles

On s’intéresse à la reproduction sexuée de fleurs distyles, c’est à dire possédant deux variantes
génétiques d’un caractère, dites morphes. Certaines variétés de narcisses [B70] ont cette particu-
larité. Bien que chaque fleur possède les deux organes reproducteurs côte-à-côte, chaque morphe
est incompatible avec toutes les plantes du même morphe, y compris lui-même, et ne peut être
fécondé que par du pollen provenant d’individus de l’autre morphe. On s’intéresse à la probabilité
d’extinction d’une des deux classes, dont on note les tailles X et Y , de la population. Le modèle de
naissances et de morts discret en temps de la reproduction des morphes est établi à partir de celui
proposé par S. Billiard et V. C. Tran [B68] et repose sur une chaîne de Markov dont les transitions
sont de la forme, pour i, j ∈ N∗,

P(X0,Y0)=(i,j)[(X1, Y1) = (i− 1, j)] =
d i

(r + d)(i+ j)
, P(X0,Y0)=(i,j)[(X1, Y1) = (i+ 1, j)] =

r

2(r + d)
,

P(X0,Y0)=(i,j)[(X1, Y1) = (i, j − 1)] =
d j

(r + d)(i+ j)
, P(X0,Y0)=(i,j)[(X1, Y1) = (i, j + 1)] =

r

2(r + d)
,

où r est le taux de production des ovules et où la durée de vie d’un individu est supposée suivre une
loi exponentielle de moyenne 1/d, d > 0. La difficulté nouvelle réside dans l’aspect non homogène
des probabilités de transition de la marche aléatoire. On suppose r > d, l’extinction presque sûre
ayant été prouvée dans le cas contraire [B68]. On appelle τ0 l’instant où une des deux populations
s’éteint, entraînant la disparition de l’autre. Pour i, j ∈ N, on introduit les probabilités d’extinction
en temps fini

pi,j = P(X0,Y0)=(i,j)(τ0 < ∞)

et la fonction génératrice qui leur est liée

P (x, y) =
∑

i,j≥1

pi,jx
iyj .

Les deux populations ayant des caractéristiques identiques, on a symétrie :

∀i, j ≥ 0, pi,j = pj,i

et, l’extinction de l’une impliquant celle de l’autre

∀i ≥ 0, pi,0 = 1.
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Le but est d’étudier la fonction P et de comprendre le comportement de pi,j quand i, j tendent
vers l’infini, à i + j fixé et de vérifier si on a une probabilité de survie strictement positive quelle
que soit la condition initiale.

En utilisant la propriété de Markov forte, on peut trouver une récurrence sur i, j qui permet de
calculer en O(ij) opérations la probabilité pi,j :

pi,j =
d i

(r + d)(i+ j)
pi−1,j +

d j

(r + d)(i+ j)
pi,j−1 +

r

2(r + d)
pi,j+1 +

r

2(r + d)
pi+1,j .

Ceci implique que la fonction génératrice P satisfait à une équation aux dérivées partielles de
transport stationnaire

AP (x, y) = h(x, y, P ),

où

AP (x, y) = Q(x, y)
∂P

∂x
(x, y) +Q(y, x)

∂P

∂y
(x, y) +R(x, y)P (x, y),

Q(x, y) = (r + d)x− r

2
− r

2
x

y
− d x2,

R(x, y) =
r

2x
+

r

2y
− dx− dy,

et

h(x, y, P ) = −r

2

(
∑

i≥1

pi,1ix
i +

∑

j≥1

p1,jjy
j

)

+ d

(
∑

i≥1

xiy +
∑

j≥1

yjx

)

.

On peut calculer explicitement les caractéristiques s 7→ (x(s), y(s)) issues d’un point (x0, y0). Elles
atteignent toutes (0, 0), point singulier, en un temps fini s0(x0, y0), ce qui permet alors de donner
une formule explicite de P en fonction des pi,1 :

P (x0, y0) =
r

2

∑

i≥1

pi,1

∫ s0

0
i
(

(x(u))i + (y(u))i
)

e
∫ u

0
R(x(α),y(α))dαdu

− d

∫ s0

0
x(u)y(u)

(
1

1 − x(u)
+

1
1 − y(u)

)

e
∫ u

0
R(x(α),y(α))dαdu.

Nous travaillons actuellement à l’exploitation des propriétés de cette formule, afin de déterminer
si elle peut fournir des informations sur le comportement des probabilités d’extinction quand les
populations initiales sont de grande taille, notamment dans l’optique de savoir s’il existe un seuil
critique en dessous duquel la survie ne serait pas assurée.
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