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Introduction

La géométrie sous-riemannienne a pour objet I'étude d’un triplet (M, D, B)
(dite une variété sous-riemannienne), ot M est une variété différentiable réelle de
dimension n et de classe C°°, D est une distribution sur M de classe C* et B
est une forme bilinéaire définissant un produit scalaire dans chaque D,, ¢ € M.
On considére une courbe horizontale v : [0, 7] — M telle que §(t) € D, presque
partout. Sil’algebre de Lie G engendrée par les sections de D satisfait G(q) = T, M,
pour tout ¢ € M, alors on peut joindre n’importe quels deux points gy et ¢; de
M par une courbe horizontale (théoréme de Rashevsky et Chow). En géométrie
sous-riemannienne, on explore la nature de M en suivant seulement les courbes
horizontales, en particulier la distance sous-riemmannienne qui est définie comme
I'infinimum des longueurs (mesurée a I’aide de B) des courbes horizontales en joi-
gnant des points donnés.

L’étude systématique de la géométrie sous-riemannienne a été introduite par
de célébres mathématiciens tels que Strichartz dans [86], [87] ou il a introduit ce
concept d’'une maniére trés générale, ou par Vershik et Gershkovich dans [90] o
ils étudient la géométrie sous-riemannienne et ses relations avec la dynamique non
holonome, ou par Gromov qui a developpé ’approche basée sur les espaces mé-
triques dans [46]. Il est aussi important de signaler que les ouvrages, respectifs, de
Bellaiche et Risler [13|, Montgomery [67] et de Calin et Chang [24], constituent
des références fondamentales dans 1’étude de la géométrie sous-riemannienne.

L’importance de la géométrie sous-riemannienne provient essentiellement de ses
applications riches et multiples, citons quelques une des plus importantes : ’ap-
proche géométrique a la thermodynamique par Carathéodory (voir Boyling [21],
Hermann [48] et Flankel [33]) peut étre considérée comme le début de la géomé-
trie sous-riemannienne (théoréme de Chow [25], obtenu aussi indépendamment par
Rashewsky [76]) ; la théorie des opérateurs hypoelliptiques sur des groupes de Lie



nilpotents d’ordre 2 étudiée, par exemple, par Gaveau dans [41] (ou il a établi
des relations entre le probléme variationnel et le probléme de contrdle optimal) ;
la mécanique non holonome et ses relations multiples avec le controle et le calcul
variationnel sous contraintes (voir le livre de Bloch [15] et ses références) ; le pro-
bléme classique d’élasticité introduit par Euler |29] puis étudié par Jurdjevic [54|
et [56] ou par Sachkov [80], [81] et [82]; les contrdles de systémes quantiques étu-
diés notamment par Gauthier et ses collaborateurs [36], [37], [38] ou par Khaneja,
Brockett et Glaser dans [58].

Dans ce mémoire, nous considérons les variétés sous-riemanniennes (M, D, B),
ou la variété M est un groupe de Lie G simplement connexe, D est une distribution
analytique invariante et de rang constant (vérifiant la condition de Hérmander) et
B est une forme bilinéaire symétrique définie positive invariante sur D. Nous allons
les noter (G, D, B) et nous les appelerons des groupes de Lie sous-riemanniens.

Nous étudions dans toute la thése deux classes de (G, D, B). La premiére classe
étant le cas ou G est un groupe de Lie nilpotent d’ordre deux. Notons que la
géométrie riemannienne sur les groupes nilpotents d’ordre 2 fait 'objet d’études
détaillées de Eberlein [26], [27]. La géométrie sous-riemannienne sur les groupes
nilpotents, dont les applications sont trés riches, intéresse de nombreux auteurs.
Le modéle basique, retrouvé partout, est le groupe de Heisenberg (qui est nilpotent
d’ordre 2) de dimension 3 puis celui de dimension n voir, par exemple, Anzaldo
et Monroy [8], Brockett [23], Liu et Sussmann [64] ou Vershik et Gershkovich [90].
La deuxiéme classe de (G, D, B) correspondent aux variétés sous-riemanniennes
symétriques de contact étudiées par Falbel et ses collaborateurs dans [30], |31] et
[32]. En fait, dans [31], Falbel et Gorodski classifient les espaces sous-riemanniens
symétriques de contact en dimension 3 et 4, puis dans [32], Bieliavsky, Falbel et
Gorodski élargissent la classification a la dimension n. Dans cette thése, nous nous
intéresserons a uniquement deux cas de cette classification (de variétés symétriques
de contact) : 50(4)/50(2) et SO(2, 2)/50(2>.

Il est intéressant de s’attarder quelques peu sur un point passionnant de la
théorie du controle qui est I’approximation nilpotente. Cette derniére consiste a
approximer (dans un sens approprié) les champs de vecteurs d’un systéme par
des champs qui engendrent une algébre de Lie nilpotente. En terme d’application,
on construit une commande qui controle exactement le systéme nilpotent qui ap-
proxime le systéme d’origine et on applique cette commande & ce dernier. Dans
la littérature des résultats sur les approximations nilpotentes et leurs applications
sont nombreux, au début dans les travaux de Krener [59], puis ceux (consacrés
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au probléme de controlabilité locale) de Hermes [49], [50], Kawski [57], Bianchini
et Stefani [14], Agrachev et al [6], ainsi que ceux de Murray [72] (pour la planifi-
cation de trajectoires). Jean dans [51] ou Laumond dans [61], [62] appliquent ces
méthodes d’approximations nilpotentes des systémes de controles dans le but de
résoudre certains problémes appliquées a I'ingénierie.

Pour une variété sous-riemannienne (M, D, B) nous construisons I’approxima-
tion nilpotente de la fagon suivante. Soit (X7, ..., Xj) un repére local orthonormé,
c’est-a~dire X, ..., Xy engendrent localement D et B(X;, X;) = d;;. Autour d’un
point ¢ donné, on considére des coordonnées privilégiées (voir [12], [53]) dans les-
quelles X; sont d’ordres > —1 et on peut les représenter en série de champs de
vecteurs homogénes de la forme X; = X;' + X% + X! + ... On pose X; = X,
i = 1,...,k et le systéme de champs de vecteurs (Xl,...,Xk) est appelé 'ap-
proximation nilpotente canonique homogeéne du systéme (X7, ..., X;) en ¢. On a
X, = )A(Z + R, i =1,....k, ou Xz est homogéne d’ordre —1 et R; est d’ordre
> 0 en ¢ et c’est en ce sens que les XZ approximent les X;. L’approximation
nilpotente canonique homogéne n’est pas unique car elle dépend du choix des
coordonnées privilégiées mais pour deux approximations nilpotentes (Xl, ,Xk)
et (X’ll, s Xk/) correspondant a deux systémes de coordonnées privilégiées, leurs
algebres de Lie Lie(Xy,..., X)) et Lie(Xll,.. Xk,) sont isomorphes (|12]). O
considére lapproxnnatlon mlpotente de (M, D, B) en définissant la variété sous-
riemannienne (R", D B) out X1, ..., X engendrent D et sont orthonormés par rap-
port a B. La distribution D satisfaisant la condition de Chow implique que D la
satisfait aussi et, en plus, la distance a?, définie par B, est homogeéne d’ordre 1 et

1 A
satisfait —||z|| < d(0, z) < ¢||z||, pour tous z € R" et une certaine constante c. Ces
c

approximations nilpotentes ont été utilisé, par exemple, en robotique [89], géomé-
trie sous-riemannienne [5], planification de trajectoires [35],[39], [40], [52], I’étude
de volume de Hausdorff [2]| ainsi qu’en théorie des opérateurs hypoelliptiques de-
puis les travaux de Rothschild et Stein [77] et de Goodman [42].

A (G,D,B) un groupe de Lie sous-riemannien nilpotent d’ordre 2, on peut
associer le triplet (g, p, B), dite une algébre de Lie sous-riemannienne, en prenant
g = T.G I'algébre de Lie de G (aussi nilpotente d’ordre 2), p le sous espace vectoriel
de g donné par p = D, et B = B, ou B est la forme bilinéaire symétrique définie
positive sur p (définie comme la restriction de B a p = D,). Un premier objectif
de cette thése est de donner la classification (en mettant en évidence les invariants
algébriques et géométriques) de ces algebres de Lie sous-riemanniennes nilpotentes
d’ordre 2 de dimension n dans le cas o 3 < n < 7, et celles de dimension arbitraire

11



n telles que I'algébre dérivée est de dimension une. Remarquons que le probléme
de classifier les algébres de Lie nilpotentes au sens algébrique est résolu en petite
dimension jusqu’a la dimension 7, voir e.g., [74]. Pour les dimensions inférieures
ou égales a 6, il n’existe, & un isomorphisme prés, qu'un nombre fini d’algébres
de Lie nilpotentes, tandis que dans notre étude des familles & paramétres conti-
nue apparaissent dés la dimension 5. Le nombre d’algeébres de Lie nilpotentes non
isomorphes monte moins vite dans la classification algébrique que dans la classifica-
tion au sens sous-riemannien (notre étude), car notre classification est plus subtile
au sens ol les transformations que nous effectuons sont orthogonales. Pour la classe
(G, D, B) des variétés sous-riemanniennes symétriques données par 50(4)/50(2)
et SO(2,2)/ SO(2), hOUS passons aux algébres de Lie sous-riemanniennes correspon-
dantes, qui nous améne a 'étude de (g, p, €, B), ou soit g = s0(4), soit g = s0(2, 2),
p est un sous espace vectoriel de g de dimension 4, £ C § est une sous algebre de
Lie compacte de h de codimension 1 (o h est une sous-algebre de Lie de g telle que
[h,p] C p et [p,p] ChH) et B définit un produit scalaire sur p. Nous objectif initial
étant de donner un modéle canonique pour ces algébres de Lie sous-riemanniennes.

Dans une seconde partie de la thése, on étudie les équations géodésiques as-
sociées aux algebres de Lie sous-riemmanniennes obtenues dans notre classement.
En utilisant le principe du maximum de Pontryagin (qui est basé sur la struc-
ture symplectique du fibré cotangent 7G), I'équation géodésique sur une variété
sous-riemannienne est un systéme hamiltonien sur TG qu’on identifie & G x g*
voir le livre de Jurdjevic [54] (nous ne considérons pas les courbes anormales). Ce
systéme se décompose en un systéme adjoint de Lie-Poisson sur g* et en un sys-
téme sur GG. On s’intéressera particuliérement au systéme adjoint de Lie-Poisson
sur g* et notre but sera d’étudier l'intégrabilité de ce systéme. Il est connu que sur
Hj (Heisenberg de dimension 3) les solutions du systéme adjoint de Lie-Poisson
sont des fonctions trigonométriques, cependant dans d’autres cas plus complexes
a I’étude mais plus intéressants, les solutions sont exprimables en termes de fonc-
tions elliptiques. Beaucoup d’auteurs se sont intéressés aux fonctions elliptiques
dans l'intégrabilité des problémes sous-riemanniens : Brockett et Dai, dans [22],
ont découvert I'importance des fonctions elliptiques; Jurdjevic, dans [55], étudie
plusieurs problémes sous-riemanniens et donne les solutions de I’équation adjointe a
I’aide des fonctions elliptiques ; Gauthier, Boscain, Chambrion et al s’intéressent au
probléme sous-riemannien dans les systémes quantiques et sa résolution (d’abord
grace a la décomposition de Cartan [36] et aprés a l'aide des fonctions elliptiques
[37] et [38]; Bonnard, Chyba et Trélat ont intégré dans [17], a l'aide des fonctions
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elliptiques, la cas de Martinet (qui est la dégénération générique du cas de Marti-
net). L’intégration de I’équation géodésique est effectuée en détail pour SO(3) et
SL(2) dans [19] et pour SE(2) dans [78]. Enfin, il est important de signaler qu’il
existe des problémes (nilpotents) qui sont non-intégrables, en effet, Montgomery et
al [68] ont découvert une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 3 telle que I’équation
adjointe n’est pas Liouville-intégrable dans la catégorie de fonctions méromorphes.

Maciejewski, Pasillas-Lepine, Respondek, et Strelcyn [65] ont donné la liste
compléte des équations adjointes intégrables (a 1’aide des fonctions elliptiques) des
espaces SR-symétriques en dimension 3. Ensuite, El Assoudi et Gerber [28] ont
classifié complétement les espaces homogeénes et étudié 'intégrabilité des équa-
tions géodésiques associées en dimension 4. Ces résultats fut une source de départ
pour notre étude et ont aussi servi de pont entre le chapitre 2 (classification) et
le chapitre 3 (intégrabilité) de ce mémoire de theése de doctorat. En effet, en di-
mension 3 et 4, ces auteurs ont prouvé la relation entre la géométrie du probléme
sous-riemannien (espaces symétriques sous-riemanniens) et Iintégrabilité la plus
élémentaire, c’est-a-dire, l'existence d’intégrales premiéres quadratiques. On vou-
drait analyser comment les paramétres de notre classification correspondent a des
catégories différentes d’intégrabilité, c’est-a-dire, comment les similitudes se pro-
longent en dimensions plus grande.

Ce mémoire de theése se divise en quatre chapitres comme suit.

Chapitre 1. Dans le Chapitre 1, on rappelle les définitions et les notions dont
nous avons besoin pour la suite. On commence par la géométrie sous-riemannienne,
on fait le lien avec le principe du maximum de Pontryagin, présenté dans [75], et
les problémes du controle optimal, puis les propriétés d’intégrabilité d’un systéme
hamiltonien.

Chapitre 2. Le Chapitre 2 est consacré a la classification des algébres de Lie
sous-riemanniennes (g, p, B) nilpotentes d’ordre 2 et p est de codimension un. On
réalise la classification compléte des algébres de Lie sous-riemanniennes de dimen-
sion n lorsque la dimension de ’algébre dérivée vaut 1, ainsi que celle des algébres
de Lie sous-riemanniennes de dimension n, avec 3 < n < 7, dans le cas nilpotent
d’ordre 2 et on s’arréte a dimg = n < 7 aprés avoir montré que la méthode est
applicable & n > 3 (sauf que le nombre de classes ou de modéles croit trés vite).
Ce chapitre est primordial dans le sens ot il met en évidence I'importance de la

13



dimension du centre de I'algebre de Lie et de la dimension de ’algébre dérivée pour
réaliser la classification. On met en évidence les invariants algébriques et géomé-
triques qui donnent la classification. Ces invariants dépendent des dimensions du
centre et de I'algébre dérivée de g ainsi que du rang de la matrice de Poisson et des
constantes de structure de 'algébre de Lie g. Une fois la classification réalisée, on
souhaite distinguer les algébres de Lie sous-riemanniennes de contact et de quasi-
contact. Une paire (g, p) est dite une algébre de Lie de contact si g est une algebre
de Lie de dimension n et p un sous-espace de g de dimension n— 1 telle que I'appli-
cation (forme de Levi) £L:p xp — 9/13 est non-dégénérée. Pour une algébre de Lie
de quasi-contact la définition est plus subtile (voir chapitre 2 section 2.7). On met
en place deux théorémes caractérisant les algebres de Lie sous-riemanniennes de
contact et de quasi-contact. Enfin, on calcule, pour tous les modéles en dimension
5, le groupe des symétries infinitésimales sous-riemanniennes.

Chapitre 3. Basé sur la classification du Chapitre 2, nous étudions 'intégrabi-
lité des systémes adjoints de Lie-Poisson associés a chaque modéle d’algébres de Lie
sous-riemanniennes nilpotentes d’ordre 2 de dimension n. En fait, on détermine le
nombre exact et la nature des intégrales premiéres (qui dépendent des invariants al-
gébriques et géométriques) de ces systémes adjoints (de la forme P= BP, linéaires
et & parameétres) en les reliant aux relations de N-résonances. Le rang de B vaut
2r et, on montre que 1'on a exactement n — 2r relations de N-résonances d’ordre 1,
ce qui donnent des intégrales premiéres indépendantes (fonctions de Casimir) I;
1 <7 <n—2r. Le feuilletage symplectique est alors de dimension 2r et est donné
par les variétés I;—const. De plus, on montre qu’il existe au moins r relations de
N-résonances d’ordre 2 ce qui nous aménent a au moins 7 intégrales premiéres
quadratiques indépendantes (ou polynomiales) et donc a la Liouville-intégrabilité
sur chaque feuille (dans la catégorie polynomiale) du systéme. On montre qu'’il
existe des intégrales premiéres polynomiales ou logarithmiques additionnelles qui
nous donnent toujours la super-intégrabilité dans la catégorie logartithmique (on
donne méme explicitement ces intégrales premiéres dans tous les cas sauf un). Par
ailleurs, on étudie également dans ce chapitre les solutions de ces systémes ad-
joints de Lie-Poisson, c’est-a-dire les controles optimaux, et on montre qu’il s’agit
de polyndmes trigonométriques. Enfin, dans la derniére section de ce chapitre, on
cherche les géodésiques sous-riemanniennes.

Chapitre 4. Nous étudions dans le détail le cas des espaces sous-riemanniens
symétriques 50(4)/50(2) et SO(2, 2)/50(2> qui sont de dimension 5. Nous pas-
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sons a la SR-algebre de Lie correspondante, qui nous améne a I’étude de (g, p, €, B),
ou soit g = s0(4), soit g = s0(2,2). On cherche dans un premier temps un modéle
canonique pour ces algébres de Lie sous-riemanniennes. Ensuite, nous étudions les
valeurs propres de la matrice associée a la forme bilinéaire B qui sont en fait soit
deux & deux égales soit toutes égales, i.e., A = p ou A\ # u. Nous nous consacrons
ensuite a I'intégrabilité (Liouville-intégrabilité ou super-intégrabilité) des systémes
adjoint de Lie-Poisson associés aux modéles obtenus. On montre qu’en fonction des
cas (A = pou A # p), 'analyse est totalement différente. En fait, dans le cas A = p,
la métrique est un multiple scalaire de la forme de Killing et il existe une formule
explicite générale qui donne les géodésiques, voir [36]. En effet dans ce cas le sys-
teme adjoint est linéaire et ses solutions sont trigonométriques. Dans 1’autre cas
A # i, le systéme adjoint n’est pas linéaire et son étude est beaucoup plus intéres-
sant dans le sens ot ses solutions sont exprimables a 1’aide des fonctions elliptiques.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Variété sous-riemannienne

Soit M une variété différentiable réelle de dimension n et de classe C*°. Une
distribution D sur M est une application qui & chaque point ¢ de M associe un
sous espace vectoriel D, de 'espace tangent a M en ce point T, M. La distribution
D est dite de rang constant k si la dimension de D, est constante partout sur M
et égale a k. Une distribution D de rang constant k est de classe C'™ si, autour de
chaque point ¢ € M, il existe des champs de vecteurs X, ..., X} sur M de classe
C tels que :

D, = Vectg{X1(q), ..., Xx(¢)} ; on notera D = span { X1, ..., Xi. }.

Soit X un champ de vecteurs sur M, on dira que X appartient a la distribution
D si X(q) € D, pour tout ¢ € M.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que toutes les distributions sont de
classe C'™° et de rang constant k tel que 2 < k <n — 1.

Exemple 1.1. Considérons la distribution D de rang 2 dans R?, muni des coor-

9, 0 0
données (x,y, z), engendrée par X; = p et Xy = p» + To Le champ de plans
x Yy 2

définis par D est illustré dans la Figure 1 ci-dessous :
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FIGURE 1.1 — Exemple de distribution dans R?, voir [63]

On pose D' =D et pour r > 1
D' =D + D, D] ou [P}, D"]=span {[X,Y]: X € DY € D'},

on note D = U D" Padhérence de Lie de la distribution D.
r>1
Choisissons des champs de vecteurs X1, ..., X; engendrant localement D, i.e., D =

span { X7, ..., X }. Pour un multi-index I = (¢4, ...,4;), 1 < i; <k, on définit |I| =1
et XI = [Xi17 [, [Xil—17 Zl]] On a

D" =span{ X : |I| < r}.

Autrement dit, D' est engendrée par X; pour 1 < i < k, D? est engendrée par X
et [X;, Xj] pour 1 < i < j < ket D’ est engendrée par X;, [X;, X;] et [X;, [X;, Xi]],
ainsi de suite.

Définition 1.2. On dit que la distribution D satisfait la condition de Hormander
(ou génere les crochets) au point ¢ s'il existe un entier m = m, tel que dim D}" = n.

Une courbe absolument continue 7(t) : [0,7] — M est dite horizontale (ou
admissible) si son vecteur tangent vérifie y(t) € D, presque pour tout ¢ € [0, 7.
Toutes les courbes ne sont pas admissibles, comme l'illustre I’exemple 1.4 suivant.

Théoréme 1.3. (Chow et Rashevsky)

Soit M une variété réelle connexe de dimension n, de classe C™, et soit D une
distribution sur M qui vérifie la condition de Hérmander partout. Alors pour tous
points qo,q1 € M, il existe une courbe horizontale v : [0,T] — M, telle que

7(0) = qo et ¥(T) = q.
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On peut trouver la démonstration de ce théoréme par exemple dans le livre de
Montgomery [67] ou dans [53|. Dans le cas analytique cette condition est nécessaire
et suffisante. En théorie du controle, la condition de Hormander est appelée aussi
la condition du rang de Lie.

Exemple 1.4. On considére le modéle du monocycle. Pour simplifier, on étudie sa
projection sur le plan. Considérons (x,y) le point de contact avec le plan horizontal
et 0 I’angle qui caractérise I'orientation du monocycle.

Y

r

=1 (Gy(T))

~ (0,y(0))

FIGURE 1.2 — Le monocycle projeté dans le plan ainsi que sa position initiale et
finale.

L’espace de configuration est alors Q = R* x S' > (z,,60). La vitesse ins-
tantanée du monocycle est paralléle & son axe, alors le monocycle ne peut se
déplacer transversalement par rapport a son axe. Le systéme est donc soumis a
une contrainte non-holonome donnée par la forme différentielle suivante :

w = sin fdx — cos Ody,

qui annule la vitesse (i,7,0)". On définit alors la distribution comme I’annulateur
de la contrainte (le noyau de w) :

g . 0 0
D = span {cos 9% + sin Qa—y, %}

On note X; = cos 92 + sin 92 et Xy = ETh Toutes les courbes admissibles

ox dy
(horizontales) (z(t),y(t),0(t)) satisfont alors :

T cos 0
:f/ = U (t) Sil’l 6 + U9 (t) 0 y
0 0 1
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ou les fonctions réelles w;(t), i = 1,2, sont appelées controles. On calcule les cro-
chets de Lie et on trouve :

0 0

[X1, Xo] = sinf—— —cos—, [Xi, [ X1, Xo]] = 0 et [Xo, [X1, Xo]] = X1

ox oy
Il est clair que la dimension de span {X;, X», [X1, X5|} est égale a 3 partout. La
condition de Hormander est donc satisfaite et implique que pour tout (xo, Yo, 00) =
qo et (a:T, yr, 9T) = qr, il existe alors une courbe horizontale v : [0, 7] — @, telle
que ¥(0) = qo et ¥(T') = gr. Prenons gy = (0,0,0) et g2 = (0,1,0) et, supposons
pour simplifier, que 7' = 2. Posons w;(t), ¢t € [0,27]) :

1
u(t) = 5 pour t €1]0,2n]

{ 1 pourtel0,n|

t
ua(t) —1 pourt € [, 27]

et on peut vérifier, par le calcul direct, que la trajectoire (¢) correspondant a
u(t) = (u1(t), ua(t)) joint go et gor.

Définition 1.5. Une variété sous-riemannienne est un triplet (M, D, B), ou M
est une variété différentiable réelle de dimension n et de classe C* orientable, D
est une distribution orientée sur M de classe C™ et de rang constant &k tel que
2 <k <n-—1et B est une forme bilinéaire sur D symétrique définie positive et
dépendante C'*°-différentiablement de ¢ € M (i.e., ¢ — B, est C* et B, est une
forme bilinéaire symétrique définie positive sur D,,).

Nous allons définir une métrique sous-riemannienne. Considérons une courbe
horizontale v : [0,T] — M (satisfaisant 4(t) € D,«) presque partout), on définit
sa longueur [(7) par :

I(7) = / (BG(1), 4() ¥, (L1)

Etant donné deux points qo et q; de M, on définit la distance d(go,q1) de qo
et ¢; comme étant 'infinimum des longueurs de toutes les courbes horizontales
joignant ces deux points :

d(qo, q1) = inf{l(y) : v(0) = qo,¥(T) = q1,~-horizontale}. (1.2)

Si la distribution D satisfait la condition de Hormander, on peut joindre n’im-
porte quels deux points par une courbe horizontale et la distance d définit alors
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une métrique sur M, dite une métrique sous-riemannienne. Pour toute la suite, on
suppose que la distribution D vérifie la condition de Hérmander.

Par ailleurs, si une courbe horizontale v réalise la distance, i.e., [(y)=d(v(0),v(T")),
alors 7y est appelée une courbe minimisante ou une géodésique sous-riemannienne.

Remarque 1.6. 1l est clair que lorsque k = n, (M, D, B) est une variété rieman-

nienne.

Soient M et M deux variétés différentiables réelles de classes C*™ et de méme
dimension. On considére ¢ un difféomorphisme de M dans M. Soit X un champ
de vecteurs sur M, 'image de X par ¢ est un champ de vecteurs sur M, noté ¢,.X,
défini par :

(0:X)(q) = Doy(X(q)),
ou ¢ = ¢(q) et Do, : T,M — TqM est la différentielle de ¢ en g € M.

Définition 1.7. Soit (M, D, B) une variété sous-riemannienne. Une symétrie sous-
riemannienne est un difféfomorphisme ¢ : M — M qui préserve la distribution D
et la forme B, i.e., ¢.(D) =D, B = ¢*(B) et ¢ préserve l'orientation.

Rappelons que ¢*, I'image réciproque de ¢ ("pull-back"), est donnée par
(0*(B))q(Xi(q), X;(q)) = Ba(¢:(X:)(q), ¢:(X;)(q)),
ott ¢ = ¢(q).
Définition 1.8. Une variété sous-riemanienne est dite homogéne si le groupe des

symétries sous-riemanniennes est un groupe de Lie qui agit de maniére lisse et
transitive sur la variété.

Définition 1.9. Une variété sous-riemannienne homogéne est dite symétrique si,
pour chaque point ¢ € M, il existe une symétrie sous-riemannienne ¢ telle que

o(q) = q et ¢i|p, = —1d.

Soit (M, D, B) une variété sous-riemannienne simplement connexe homogeéne.
Puisque le groupe des symétries sous-riemanniennes est toujours un groupe de Lie
qui agit transitivement sur M, alors la variété M peut étre représentée comme ’es-
pace quotient G/K, ou G est le groupe de toutes les symétries sous-riemanniennes
de M et K est le sous-groupe de G d’isotropie, voir, e.g., Falbel et Gorodski dans
[30]. La classification des espaces G/K sous-riemanniens symétriques de contact
est faite par Bieliavsky, Falbel et Gorodski dans [31].
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1.2 Principe du maximum de Pontryagin et géo-
désiques

Nous allons définir I’hamiltonien et ’équation géodésique associés a une variété
sous-riemannienne (M, D, B), voir le livre de Montgomery [67] pour d’avantages
de détails. Pour tout point ¢ € M, l'espace tangent T, est isomorphe a son
dual T;M et B, est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur D, un
sous espace vectoriel de T; M de dimension k& < n — 1. On considére 'application
linéaire 9, : T/ M — T, M telle que, pour p € T/ M, 1,p satisfait, pour tout v €
D

q

BQ<U7wqp) = <p> U>a (13)

ou (, ) est la forme bilinéaire de dualité définie par (p,v) = p(v).

L’application linéaire 1 : g +— 1, est de classe C™ et est appelée cométrique
pour la variété sous-riemannienne (M, D, B). Elle vérifie ¢, = 1, ot ¢ est I'ap-
plication adjointe ¢, : T/ M — T;*M = T, M. La cométrique 9 pour la variété
sous-riemannienne (M, D, B) est uniquement définie par la condition (1.3), 'image
de 9, est D, et son noyau est ’annulateur de D,. Réciproquement, étant donné
une cométrique de rang constant v, : T, M — T, M dont I'image est D,, il existe
une unique forme bilinéaire symétrique définie positive B, sur D, satisfaisant (1.3),
voir [67].

Définition 1.10. La fonction définie sur le fibré cotangent T*M par H(q,p) =

1
§<p, yp) pour tous ¢ € M et p € Ty M, est appelée hamiltonien sous-riemannien.

Définition 1.11. Soit X un champ de vecteurs sur M. La fonction Py : T"M — R
définie par Px(q,p) = p(X(q)) = (p, X(q)), pour p € T, M et q € M, est appelée
fonction moment de X.

Pour calculer I'hamiltonien sous-riemannien associé a (M, D, B), choisissons k
champs de vecteurs orthonormés par rapport a B, notés X, ..., X, engendrant
localement D. Soit Py, la fonction moment de X;, pour 1 <7 < k. On a pour tous
q€ MetpeT;M, Px(q,p) = p(Xi(q)) = (p, Xi(q)). Alors H est quadratique
sur les fibres et H est donné par

T
_52_:

l\DI»—t

Z(p, Xi(q))*. (1.4)
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On écrit, par abus de notation,

k
1
H(p) =5 P’ ou Fi=Px.
i=1
Comme toutes fonctions de classes C'™ sur le fibré cotangent, la fonction H génére
un systéme d’équations différentielles hamiltoniennes :

. OH . O0H
Q—a—p ) P——a—q- (1-5)

Définition 1.12. Les équations différentielles hamiltoniennes (1.5) sont appelées
aussi les équations géodésiques.

Maintenant nous allons donner le lien entre ces équations géodésiques (1.5)
définies par I'hamiltonien H associé & une variété sous-riemannienne (M, D, B)
et le principe du maximum de Pontryagin, voir pour plus de détails, le livre de
Pontryagin et al. [75], le livre de Bonnard, Faubourg et Trélat [18]| ainsi que le
livre de Trélat [88].

Le but est de trouver les courbes horizontales v réalisant la distance sous-
riemannienne, autrement dit, minimisant la longueur

Etant donné une courbe horizontale 7 : [0,T] — M joignant deux points g et ¢
de M, considérons son énergie

E(y) =

N | —

/mewmw

Il est clair qu’il est plus simple de minimiser I’énergie E(+) parmi toutes les courbes
horizontales v : [0,7] — M joignant deux points de M, plutot que sa longueur
[(7y). On peut montrer que les courbes minimisant la longueur et ’énergie sont
(comme en géométrie riemannienne) les mémes, voir [67]. Plus précisément, en
utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

1
T T 2

zm:/umwmsﬁ:/mmw — V2TE().

0
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On a égalité si et seulement si 7 est une courbe de vitesse constante ||y(t)|| = c.
Ceci prouve que la courbe horizontale v minimise ’énergie le long de toutes courbes
joignant qo & ¢, au temps T’ si et seulement si v minimise la longueur le long de

toutes courbes joignant qg a ¢q; et est paramétrée pour avoir la vitesse constante

d(qo, o : . ,
c= M. Minimiser I’énergie F(v) d’une courbe horizontale est équivalent a

minimiser sa longueur [(7).

Pour trouver les courbes horizontales qui minimisent (), choisissons k champs
orthonormés par rapport & B, notés Xy, ..., Xj, engendrant localement D. Toute
courbe horizontale v satisfait (presque partout) 1’équation différentielle :

Y(t) = ZXi(’y(t))ui(t), ou u;(t) € R, pour 1<i< k. (1.6)

Ces fonctions wu;(t) sont dites les fonctions de contréle qui sont des fonctions me-
surables, essentiellement bornées du temps ¢. On a :

k

) = 5 [0 Pt =3 [ B =5 [ Y w10

=1

car puisque les champs X1, ..., X} sont orthonormés, on a

BO(),4(1) = Y wit)u () BX:(v(1), X; (v(1)) = Y ui(t).

1<i,j<k i=1
Maintenant nous allons formuler le principe du maximum de Pontryagin qui per-
mettra d’écrire les courbes minimisant 1'énergie (7).

k
On consideére le systéme ¢(t) = ZXi(q(t))ui(t) ou u;(t) € R et on veut mi-
i=1

k
1
nimiser le cotit E = 5 / Zu?(t)dt. On définit pour tous ¢ € M et p € Ty M, la
7 =1

fonction hamiltonienne H par :

H:T"M xRF — R
k k
(gpu) — (0> XilQu) —po »_ul.
=1

=1

Grace a ’homogénéité, on prend py = — (voir Remarque 1.14 ci-dessous). L’ha-

N —

miltonien maximisé H est défini par



H(q,p) = max H(q,p,u).
u€Rk
L’hamiltonien H est une fonction quadratique de wu;, son maximum est atteint
lorsque

~

oH
(9ui

=(p, X;) —u; =0.
On trouve :

u = (p,Xi), (1.8)
appelés les controles optimaux qui sont alors les fonctions moment de X;. On

retrouve, voir la relation (1.4),

k

H(q,p) = %Z(p,Xi(Q)V- (1.9)

=1

On donne le théoréme du principe du maximum de Pontryagin que nous allons
utiliser dans notre cas. On considére le systéme de controle sur M donné par

k
q(t) = ZXi(q(t))ui(t), ou q : [0,T] - M et u(t) € R, pour 1 < i < k.
i=1

Soient ¢(0) = qo et ¢(T) = ¢ deux points de M. On veut minimiser 1'énergie
k
1
E = 3 / Z uZ(t)dt parmi toutes les courbes horizontales g(t) joignant g & ¢; au
7 =1
temps 7.

Théoréme 1.13 (PMP). Si un controle u(t) et la courbe horizontale correspon-
dante q(t) minimisent [’énergie E parmi toutes courbes joignant qo ¢ ¢1 au temps
T, alors il existe une courbe p(t) € T,y M dans le fibré cotangent telle que q(t) et
p(t) satisfont les équations hamiltoniennes suivantes :

oOH

i) = 5 a0).(0) (1.10)
pt) = —%—Z@(mp(t)), (L.11)

ou H est l’hamiltonien mazximisé. En plus, u;(t) = (p(t), X;(q(t))), pour 1 <1 <k,
sont les controles optimau.
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Observons que les équations (1.10)-(1.11) données par le principe du maximum
de Pontryagin sont les équations hamiltoniennes (1.5). L’équation (1.11) est appe-
lée [’équation adjointe.

La figure suivante illustre I'aspect géométrique du principe du maximum de
Pontryagin.

™™

La paire {qg,p) satisfait
["équation hamiltonienne :

plt)
/-J e BH
gle) = ap (gle), p(e))
e s— gqsM e BH
/ ’,r—’ pli) = 7g (gle), plt))

qlt)
FIGURE 1.3 — Visualisation du PMP

1
Remarque 1.14. Par homogénéité, si py # 0, on peut toujours prendre py = 5 (le

cas normal). Si pg = 0, ce cas est dit anormal. En général, les courbes anormales
peuvent minimiser (voir [67] pour une analyse détaillée) mais dans notre cas, on
s’intéresse seulement aux courbes minimisantes normales.
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1.3 Groupes et algébres de Lie sous-riemanniens

On s’intéresse au cas ou la variété différentiable est un groupe de Lie noté G, i.e.,
une variété différentiable analytique réelle de dimension n, munie d’une structure
de groupe et les opérations de groupe sont analytiques.

Définition 1.15. Un champ de vecteurs X sur G est dit invariant a droite s’il est
invariant par toute translation a droite Ry, o g € G, i.e., (R,).X = X.

Un champ de vecteurs invariant a droite X sur G est déterminé par sa valeur
en e, élément neutre de G, X(e) € T.G ou T.G est Pespace tangent de G en e.
Soit v € T.G, on définit un champ de vecteurs invariant & droite X sur G par
X(9) = (Ry)«(v) pour chaque g € G. On identifie ainsi 'espace tangent 7.G' a G
en e avec I’ensemble des champs de vecteurs invariants a droite sur G, noté g et
appelé 'algébre de Lie de G.

Une distribution D analytique et de rang constant k& sur G est dite invariante
a droite si elle est engendrée par des champs de vecteurs invariants a droite. Une
forme bilinéaire symétrique définie positive B sur une distribution D invariante
est dite invariante si pour tout g € G on a (R,)"B = B.

Définition 1.16. Soient G un groupe de Lie, D une distribution analytique orien-
tée invariante et de rang constant k, avec 2 < k < n — 1, vérifiant la condition de
Hormander et B une forme bilinéaire symétrique définie positive invariante sur D.
Le triplet (G, D, B) est appelé un groupe de Lie sous-riemannien, briévement ap-
pelé un SR-groupe de Lie.

Exemple 1.17. Un exemple de groupe de Lie sous-riemannien est le modéle de
Heisenberg (voir, e.g., [60], [67]). Sur R, muni des coordonnées (z,y, z), on définit
la structure d’un groupe, noté Hs, par :

1
(r.y.2) o (¢ ) = (x+ 'y ¢ 2+ 2 oy —2'y)),

D est la distribution invariante & droite sur R?, définie en élément neutre 0 € R?
comme le noyau de la forme dz et B est la forme bilinéaire symétrique définie
positive invariante a droite sur D, définissant la métrique sous-riemannienne, dont
la valeur en 0 est dr ® dx + dy ® dy. On trouve

19 0 1 0

0
D= Span{a—x + ¥ oy 51:@}
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Remarquons que 1'on retrouve les champs de vecteurs donnés dans ’exemple 1.1

en appliquant le difféeomorphisme z — z — §:cy qui laisse invariant x et y.

Au triplet (G,D, B) définissant un groupe de Lie sous-riemannien, on peut
associer le triplet (g,p,B) en prenant g = T.G l'algébre de Lie de G, p le sous
espace vectoriel de g donné par p = D, et B = B, ou B est la forme bilinéaire
symétrique définie positive sur p (définie comme la restriction de B a p = D,).
Notons que p = D, posséde l'orientation induite par celle de D.

Définition 1.18. Une algébre de Lie sous-riemannienne, briévement appelée une
SR-algebre de Lie, est un triplet (g, p, B) ou g est une algébre de Lie de dimension
n, p est un sous espace vectoriel de g de dimension < n — 1 qui engendre g en tant
qu’algébre de Lie, p est orienté et B est une forme bilinéaire symétrique définie
positive sur p.

Réciproquement, soit (g, p, B) une SR-algébre de Lie. On considére G 'unique
groupe de Lie connexe et simplement connexe tel que T.G = g, D une distribution
invariante sur G telle que D, = p et B est la forme bilinéaire symétrique définie
positive invariante et définie sur D par B.=B. Il est clair que 'orientation de
I'espace vectoriel D, = p définit une orientation sur la distribution D qui est
invariante par translation. Le triplet (G, D, B) est le groupe de Lie sous-riemannien
associé a (g,p, B).

1.3.1 Le principe du maximum de Pontryagin sur les groupes
de Lie

Maintenant on s’interesse au probléme de trouver les géodésiques pour un
groupe de Lie sous-riemannien (G, D, B) de dimension n. Conformément & I'ana-
lyse présentée en section 1.2, on considére le systéme :

q(t) = Xi(g(t)ui(t), ot ¢ : [0,T] — G et u;(t) € R, pour 1 <i < k.

i=1

Les champs de vecteurs X; invariants a droite sont orthonormés par rapport a B et

k
1
engendrent D. Pour minimiser 1’énergie 5 / Zuf(t)dt parmi toutes les courbes
s =1

horizontales ¢ joignant deux points qo,q1 € G, il faut résoudre les équations ha-
miltoniennes (1.10)-(1.11) données par le principe du maximum de Pontryagin
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(Théoréeme 1.13). Ces équations se simplifient dans le cas ou la variété M est un
groupe de Lie car le systéme hamiltonien évolue sur le fibré cotangent 7*G qu’on
identifie & G X g" et on peut utiliser la structure de Poisson sur g*, le dual de g.

On considére (g, p, B) la SR-algébre de Lie associée a (G, D, B). On note g* les-
pace vectoriel dual de g et (g*)" s’identifie naturellement & g. On note C*°(g*) 'en-
semble des fonctions de classes C* sur g* a valeurs réelles. Pour fi, fo € C*(g"),
on définit le crochet de Poisson {fi, fo} par

{f1, f2}(p) = (p, [df1,df2](p)), pour tout p € g*, (1.12)

ou (, ) est la forme bilinéaire de dualité définie pour z € g par (p, z) = p(2) et ou
df1(p), df=(p) € (g%)* ~ g (df; désigne la différentielle de f;).

Rappelons que le crochet de Poisson sur g* est une application bilinéaire anti-
symétrique {, }: C™(g") x C*(g*) — C*(g") qui vérifie I'identité de Jacobi :

Wi fobs fsy + {f 3} iy + U s fil o} = 0,

et la propriété de dérivation de Leibniz :

{1, fafs} = {f1, fad fa + foA f1, f3} pour tout  fi, fo, f3 € C™(g%). (1.13)

Remarque 1.19. Nous nous intéresserons pour la suite aux SR-algébres de Lie
(g,p, B) réelles de dimension n > 3 qui vérifient g = p + [p, p|. Dans les chapitres
2 et 3, on considére g soit nilpotente d’ordre 2, soit vérifiant dim®(g) = 1, avec
dimp = n — 1. Dans le Chapitre 4, on s’intéresse aux cas ou g est une algebre de
Lie semi-simple, en particulier g = s0(4) ou bien g = s0(2,2) de dimension n = 6
avec p de codimension 2 (i.e., dimp =n —2 = 4).

Soit (ey, e, ..., ex) une base orthonormée de p par rapport & B ou ¢; = X;(e),
rappelons que X7, ..., X sont des champs de vecteurs invariants a droite et ortho-
normés par rapport a B. Puisque g = p + [p,p], avec dimg = n et dimp = k, il
existe n — k crochets [e;, e,,] € [p,p] indépendants modulo p, avec 1 < I;m < k,
que l'on note e; pour k41 < j <n. On obtient (eq, e, ..., en) une base de g.

Plus précisément, lorsque & = n — 1, on posera e, := [e1, es] et si k =n—2, on
posera es 1= [e1, €3] = k et eg 1= [eq, e3] = €eq, voir la Proposition 4.1 du Chapitre
4.

29



Soit (e', €%, ...,e") la base de g*, duale par rapport a (ey, es, ..., €, ). On considére
’hamiltonien sous-riemannien donné par la relation (1.4) associé¢ a (G, D, B) (voir
aussi (1.9)) :

H(q,p) = Zm Xi(q))*.

N | —

En ¢ = e, élément neutre de G, on a
k k

Hp) = Hie) = 50 X)) = 5 (e

i=1 =1

n
Ecrivons p = Zpiei avec p; = (p,e;) € C*(g*). On obtient :
i=1

k. n k
1 . 1
- - el e N2 = 2
H(p) = 2ZZPJ<€ vei)? = QZpi, (1.14)
=1 j=1 =1
puisque (¢, e;) = 6;; (ot1 6;; = 1 si i = j et d;; = 0 sinon). En calculant le crochet
de Poisson, pour p; € C*(g*), 1 < j <n, et H € C*(g"), on trouve en utilisant
la propriété (1.13) :

Y = 32 st = Ynlmon) (115

1.3.2 Systéme adjoint de Lie-Poisson et géodésiques

Dans le cas général, sur une variété M, résoudre les équations hamiltoniennes
(1.10) et (1.11), qui forment un systéme de dimension 2n, est compliqué. Pour le cas
d’un groupe de Lie, ceci est plus simple. En effet, lorsque la variété différentiable
est un groupe de Lie, on peut représenter le systéme hamiltonien (1.10)-(1.11) sur
le fibré cotangent 7*G comme le systéme suivant, défini sur G x g* (voir le livre
de Jurdjevic [54] et Agrachev et Sachkov 7] pour plus de détails) par :

k

¢ = Y pXig), q€G (1.16)
i=1
k

pi = Y_pi{pipi}, p= (01 pn) €97 (1.17)
=1

Notons que les n derniéres équations (1.17) sont définies sur g* et ne dépendent
pas de I’évolution de ¢(t) sur G.
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Définition 1.20. Le systéme (1.17) est appelé systéme adjoint de Lie-Poisson
associé a (g, p, B).

Le systéme (1.16)-(1.17) désigne les équations géodésiques et les solutions ¢(t)
sont les géodésiques normales ou les trajectoires optimales.

Il suffit de résoudre d’abord le systéme adjoint de Lie-Poisson (1.17) de di-
mension n et ensuite on introduit ses solutions p; = p;(t), 1 < j < n, qui sont les
k

controles optimaux (voir (1.8)), dans le systéme ¢ = Zpi(t)Xi(q) pour déterminer

les géodésiques. On va montrer que dans le cas d’urzlzalalgébre de Lie g nilpotente
d’ordre 2 (voir Proposition 3.24 du Chapitre 3), le systéme adjoint de Lie-Poisson
associé se réduit a un systéme linéaire de la forme P = BP ou B est une matrice
antisymétrique paramétrée linéairement par les fonctions moments d’éléments du
centre de g. Mais avant, nous allons donner dans le chapitre suivant, la classifi-
cation des algébres de Lie sous-riemanniennes nilpotentes d’ordre 2 de dimension
n, avec 3 < n < 7, et celle des algebres de Lie sous-riemanniennes de dimension
n telle que la dimension de l'algeébre dérivée est égale a un. Ceci nous permet-
tra d’écrire les équations géodésiques normales associées a une SR-algébre de Lie.
Puis, dans le Chapitre 3, nous allons étudier I'intégrabilité de ces équations géo-
désiques sous-riemanniennes. Nous montrerons que, dans le cas nilpotent d’ordre
2, les solutions du systéme adjoint de Lie-Poisson sont des combinaisons linéaires
de fonctions trigonométriques et constantes et que les solutions des équations géo-
désiques s’expriment & ’aide des fonctions trigonométriques et polynomiales du
temps.

Dans le Chapitre 4, on montrera que les solutions du systéme adjoint de Lie-
Poisson lorsque g est semi-simple, g = s0(4) s’expriment & 1’aide des fonctions
elliptiques. Cependant, les géodésiques sont plus compliquées a déterminer.

31



32



Chapitre 2

Classification des algeébres de Lie
sous-riemanniennes nilpotentes

d’ordre 2

2.1 Algébres de Lie nilpotentes

On considére dans toute la suite, g une algébre de Lie réelle de dimension n,
i.e., un espace vectoriel sur R, muni d’une application bilinéaire antisymétrique
(x,y) — [z,y] qui vérifie I'identité de Jacobi :

[z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [z, [, y]] = 0, pour tout x,y, z € g.
On note €(g) et D(g) le centre et I'algébre dérivée de g, respectivement, :
¢(g)={z € g : [z,y]=0 pour tout y € g},
D(0)~lg,0] = {[z,y] : 2,y € g}.

On pose g = g et pour tout entier i > 1, g* = [g,g" ']. Notons que g' =

9, 0] = D(g).

Définition 2.1. Une algébre de Lie g est dite nilpotente s’il existe un entier ¢ > 1
tel que g' = {0}. Une algébre de Lie nilpotente g est dite nilpotente d’ordre k si

g" = {0} mais g"! #0.

Nous nous intéresserons aux cas des algeébres de Lie g nilpotentes d’ordre 2
(dites aussi métabéliennes), i.e., g*> = [g,0'] = [g,[g,0]] = {0} mais [g,g] # 0.
Il est évident que dans ce cas g est non abélienne et que D(g) C €(g) et alors
dim®(g) < dim €(g). Notons que l'identité de Jacobi est dans ce cas triviale.
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Exemple 2.2. [’algebre de Lie de Heisenberg de dimension impaire n = 2m + 1,
notée 0, donnée dans une base (1, ..., T, Y1, .-, Ym, Z), par les crochets non nuls
[zi,y;]) = z pour 1 < i < m est évidemment nilpotente d’ordre 2 et elle vérifie
dim €(h,) = dimD(h,) = 1.

La proposition suivante donne certaines propriétés des dimensions de €(g) et
D(g) pour des algebres de Lie g nilpotentes d’ordre 2 que nous utiliserons pour la
classification.

Proposition 2.3. Soit g une algébre de Lie nilpotente d’ordre 2 de dimension n.
On a les propriétés suivantes :

(i) n>3etdim€(g) <n-—2.

(i) Sidim€(g) =n —2 alors dim®D(g) = 1.

(ili) dim &(g) = n — 2 si et seulement si g est isomorphe a la somme directe

hs @R 3, 0w by est Ualgébre de Lie de Heisenberg de dimension 3.
(iv) Sidim€(g) =n — 3 alors 2 < dimD(g) < 3.
(v) Pourn =4 on a dim€(g) = 2.

Démonstration. On note E un sous espace vectoriel de g complémentaire de &(g)
dans g et on écrit g = E @ €(g).

(i) 11 est clair que [g,g] = [E, E] = ©(g). Puisque g n’est pas abélienne, on a
dim [E,E] > 1 et dimE > 2, donc dim €(g) < n — 2. Par ailleurs, [E, E] est inclus
dans €(g), donc n > 3.

(ii) Si dim€(g) = n — 2 alors dimE = 2; on a clairement dim [E, E] = 1 et on
sait que [E, E] = ©(g). On en déduit alors facilement le (iii).

(iv) Si dim €(g) = n — 3, alors dim E = 3. Dans une base (e, €5, €3) de E, on a
[E, E] engendré par [e1, ea], [e1, €3] et [ea, e3], on en déduit que dim [E, E] < 3. D’ou
1 < dim®(g) < 3. Pour montrer que dim®(g) > 2, supposons dim®(g) = 1,
alors dans une base (e, es,e3) de E on a les relations [e1, es] = ax, [e1,e3] = bz
et [eg, €3] = cx avec x # 0 et (a,b,¢) # (0,0,0). Si a # 0, on vérifie que dans la
base (e1, e2, €3) avec €3 = ce; — bes + aes, on trouve [e1, €3] = 0 et [eq, €3] = 0, donc
és € €(g) ce qui est absurde car EN€(g) = {0}. Sia=0et b+# 0 (resp. ¢ # 0)
dans la base (ey, és,e3) ot é; = ce; — beg, on vérifie que é; € €(g) (resp. dans la
base (€1, ea,e3) ou € = ce; — bey, on vérifie que €; € €(g)) ce qui est absurde. On
a alors 2 < dim®(g) < 3.
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(v) Sin =4, parle (i) on adim€(g) < 2. Si dim€(g) = 1 alors dimD(g) = 1 et
dim E = 3. Comme précédemment on montre que ¢’est impossible donc dim €(g) =
2. O]

On donne le Lemme 2.5 suivant que nous utiliserons souvent pour la classifica-
tion et dont la preuve, assez technique, est faite dans la Section 2.6 (Preuves des
lemmes).

Définition 2.4. Soit (eq, ..., €,) une base d’une algébre de Lie g. Une rotation du
plan Vectr {e;, ex}, pour j # k et 1 < j,k < n, est un isomorphisme R : g — g,
telle que Re; = €, = ¢; pour | # j, k et

€\ [ cosp sing e
éx) \—sinyp cosp ek
ol ¢ € R est I'angle de la rotation.

Lemme 2.5. Soit (ey, ..., e,) une base d’une algébre de Lie g.
(i) Soient 1 <i < j <k <n tels que
lei,ej] =ax +by et [e;er] = cx +dy,
o x,y sont deux éléments indépendants de g et a,b,c,d € R. Si (a,c) #
(0,0), alors il existe une rotation R du plan Vectg {e;, ey}, telle que
(6, 6,] = ai +bj et [6, 6] =dj,
ot =Rz, =Ry eta>0 (b,deR).
(ii) Soient 1 <1 < m < n. Ecrivons [e;, em) = ch-ei avec ¢; € R. Si (¢, ¢x) #

i=1
(0,0), alors il existe une rotation du plan Vectg {e;, ex} telle que
n

61, 6m] = Z@-éi ot ¢ = 0.

=1
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2.2 Algébres de Lie sous-riemanniennes

Rappelons, voir la Section 1.3, qu'une algébre de Lie sous-riemannienne, brié-
vement appelée une SR-algébre de Lie, est un triplet (g, p, B) ou g est une algébre
de Lie réelle de dimension n, p est un sous espace vectoriel de g de dimension
< n —1 qui engendre g en tant qu’algébre de Lie, p est orienté et B est une forme
bilinéaire symétrique définie positive sur p.

Définition 2.6. Deux SR-algébres de Lie (g,p,B) et (§,p,B) sont dites SR-
isomorphes s’il existe un isomorphisme d’algébres de Lie ¢ : g — g telle que :

(i) p(p)=p et @ préserve Porientation.

(ii) ¢y satisfait B(z,y) = B(p(z), ¢(y)) pour tout z,y € p.

Remarque 2.7. La transformation ¢, est un élément du groupe spécial orthogo-
nal SO(n —1).

Pour toute la suite, dans les chapitres 2 et 3, on s’interesse au cas ou p est de
codimension un (i.e., p de dimension n — 1). Il est clair qu’alors [p,p] Z p et on
peut écrire g = p + [p, p]. Il est évident que g est non abélienne.

Soit (g, p, B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2 de dimension n > 3.
Considérons Papplication (la forme de Levi)

Lipxp = gl
(v,w) + [v,w] modulo p.
Cette application dont le rang mesure la distance entre p et une algébre de Lie,
peut-étre représentée en coordonnées de la facon suivante. Choisissons une base
(€1, ..., en_1,€,) de g telle que p = Vect g{ey, ..., e,_1} et [e1, €2] = €, et considérons
les relations de commutations :

e, ej] = Zcfjek, avec ¢f; € R pour 1 <i,j <n— 1. (2.1)
k=1
Soit (e',...,e") la base duale. L’application L est représentée par la matrice (Cy;),
1 <14,5 <n—1, définie par
Ciij = €"([ei,e5]) = i},

ou la constante c;; est donnée par (2.1). La matrice C = (Cy;) est antisymétrique
et de rang pair 2r (avec r > 1) et peut étre normalisée de la fagon suivante (voir,

e.g., [34]) :
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Lemme 2.8. La matrice C étant antisymétrique de rang 2r a coefficients réels,
il existe alors une matrice orthogonale R, & coefficients réels telle que R™'CR =

0 1
1 0) et O est la

matrice nulle de taille (n — 2r) x (n — 2r). On peut supposer que |wi| < ... < |w,|.

Diag(wiJ, ...,w,J,0) avec w; € R* pour 1 < i < retJ = (

La preuve de ce lemme est donnée dans la Section 2.6 (Preuve des lemmes).

Notation 2.9. Dans toute la suite, on note ¢ = dim&(g), d = dim®D(g) et le
rang £ = 2r = rang C.

Proposition 2.10. Soit (g,p, B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2. On
al<d<c<n-—2r etil existe une base (ey,...,e,) de g telle que :

(i) (e1,...,en_1) est une base orthonormée directe de p et [e1,es] = ey,.

(i) ©(g)=Vect g{€n—ds1,---s€n—1,€n} €t €(g)=Vect {€n—_ci1,-.-; €n_1,€n}.

(iii) Les relations de commutations sont

n—1
le1,e0) = e, et e e;] = Z alier + cijen, 1 <i,j<n—c (22)
k=n—d+1

et tous les autres crochets sont nuls, o la matrice (¢;;) = Diag(ciJ, ..., ¢,.J, O)

Ai .
avec c; =1, ¢; € R*, pour 1 <i<retc = v 1<i<r, ou £A,..., £\,
1
sont les valeurs propres, non nulles, de la matrice antisymétrique C = (c;;).

Définition 2.11. Une base (e, ..., e,) de g satisfaisant (i), (ii), (iii) sera appelée
une base adaptée a (g,p,B).

Remarque 2.12. Si ¢ > d, on peut écrire €(g) = D(g) ® R ou R =
Vect g{en_ci1, - ena} et g = gB® R ot § = Vectr{er, ..., n_c, Cnodils - En}
avec les relations de commutations données par (2.2), ou, en effet, les éléments

€n—ci1, -, €n_q N'interviennent pas. L’algébre de Lie g est nilpotente d’ordre 2 de
dimension n — (¢ — d) et elle vérifie dim €(g) = dim®(g) = dimD(g) = d.

On note p = pN g, et p posséde Porientation induite par celle de p, et B = BJ;.

Notation 2.13. Pour toute la suite, par abus d’écriture, on note R % le triplet
(g,p, B), ott g est Palgébre abélienne R“%, le sous espace p est, en fait, p = g = R*¢
et B est la métrique euclidienne sur R¢™¢.
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Corollaire 2.14. Soit (g,p,B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2. Si
¢ > d, alors (g,p, B) est SR-isomorphe & (§,p, B)®R™?, o0 § = Vect g{eq, ..., en—e,
Cn—di1s - €n} VErifiant les relations (2.2), et p = pN g de codimension un dans g,
avec B = Bl;. La SR-algébre de Lie (g, p, B) est nilpotente d’ordre 2 de dimension
n—(c—d).

Notons que par ce corollaire, la classification des SR-algébres de Lie (g,p, B)
se raméne a celles des (g, p, B) et donc on peut s’intéresser au cas ou le centre et
I’algébre dérivée ont la méme dimension.

Démonstration. de la Proposition 2.10. (i) et (ii). On sait que p C g et on a une
forme bilinéaire symétrique définie positive sur p. Il est évident que dimpN&(g) =
c—1etdimpnN®D(g) =d— 1. Notons E3 = pND(g) et soit Ey le complément
orthogonal, par rapport a B, de E3 dans pN&(g), i.e., pN€(g) = EsBE;. Soit ensuite
E; le complément orthogonal de Eo @ E3 = pN€&(g) dans p, ie., p = E; ® Ey @ Es.
Il est clair que Eq et E3 sont abéliens et [p,p] = [Eq, E1] et il existe deux vecteurs
v, w € E; tels que [v,w] ¢ p. On considére le plan Vect g{v, w} dans p et choisissons
dans ce plan deux vecteurs orthonormés e; et es. On peut écrire e; = av + fw et
ey = v + dw avec [e1, €3] = (ad — y0)[v, w] telle que (ad — vfF) # 0 car ces deux
vecteurs sont indépendants. Puisque [v, w] € p, on en déduit que [e, es] ¢ p et alors
on définit e,, := [e1, e2]. Complétons ensuite la paire (eq, e5) & une base orthonormée
directe (eq, ..., e,_1), par rapport a BB, de p de telle facon que (ey, ..., €,_) soit une
base de Ei, (€p—ct1,---, €n_q) s0it une base de Es et (€,_gi1, -, €n_dy---, €n_1) SOit
une base de Es :

\617 ) en—g7 ?n—c+17 ) 671—%7 \en—d-i-la ooy En—1

J/

v~

By Eo E3=pnD(g)

(iii). Par le Lemme 2.8, il existe une transformation orthogonale R : g — g telle que
RCR ™' = Diag(wJ, ..., w,J, 0), avec w; € R*, pour 1 <i <7, ot O est la matrice

nulle de taille (n —c—2r) x (n—c—2r). Changeons la base (e1, ..., e,) par la trans-
n—1

formation orthogonale R en posant €; = Z Rﬁel. On a [é;, €] = ¢&;je, modulo p et
=1

on vérifie par le calcul direct que la matrice de constantes de structure C = ()

se transforme en C = RCR™!. En plus [é1, &) = ¢2e, + p, 00l p € p et on pose

C12€n, + p = €, (notons que ¢12 # 0). Ce qui achéve la preuve de (iii). Si la base

(é1,...,€,_1) n’est pas directe, il suffit de considérer la base (és, €1, €3, ..., €,_1) qui

est directe et toutes les propriétés de la proposition restent valables. O
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2.3 Classification des SR-algéebres de Lie telles que
dim®(g) =1

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux SR-algebres de Lie (g, p, B) de
dimension n avec dim p = n—1, telles que 'algébre dérivée ©(g) est de dimension 1.
L’algébre de Lie g peut étre nilpotente d’ordre 2 ou non. Nous allons montrer que
(g, p, B) peut appartenir a seulement deux classes.

Définition 2.15. On appelle une SR-algebre de Lie de Heisenberg de dimension
n = 2m+1, notée (b, p", B?) une SR-algébre de Lie telle qu'il existe une base adap-
tée (eq, ..., e,) dans laquelle b, est donnée par les crochets non nuls [eq;_1, €9;] = cie,
avec ¢; # O pour i = 1,....m et ¢; = 1, ph est engendré par les 2m générateurs
(€1, ...,eam), et ot B" est la forme bilinéaire symétrique définie positive sur p,

donnant la métrique sous-riemannienne décrite dans la base duale (e', ..., ¢*™) par
m

2(621'71 ® 621‘71 + 621' ® €2i).

i=1

Il est clair que dim D (h,,) = dim €(h,) = 1.

Théoréme 2.16. Soit (g,p,B) une SR-algébre de Lie de dimension n > 3 telle
que dim®(g) = 1. Alors

(i) soit g est nilpotente d’ordre 2 et dans ce cas (g,p,B) est SR-isomorphe a
(Bp—cr1, P, BNYOR 01 B, yy est Ualgébre de Lie de Heisenberg, nilpotente
d’ordre 2 de dimension n —c+ 1 avec ¢ = n — 2r = dim €(g).

(ii) soit g n'est pas nilpotente et dans ce cas (g,p, B) est SR-isomorphe a (g, p, B)®
R"3, 0w (g,ﬁ,[;’) est une SR-algébre de Lie de dimension 3 (qui n’est pas
nilpotente) donnée dans une base adaptée par [ey, es]=e, et |e1, e,|=ae,, avec
a>0eta>0 est un SR-invariant.

Démonstration. On choisit une base (ey,...,e,_1) orthonormée directe de p telle
que [e1,e9] & p, on pose e, = lej,ez]; on a g = Vectg{ey,...,e,}. Il est clair
que ©(g) est engendrée par e,. Les relations de commutations de g s’écrivent
i, ;] = cijen, avec ¢;; € R pour 1 < i,j < n tels que : ¢;; = —c¢j; et ¢c12 = 1.
L’identité de Jacobi [e;, [e;, ex]] +[e;, [ex, €i]] + [ex, [ei, €;]] = 0 donne les conditions :

CinCjk + CjnCri + CrnCi; = O pour 1 < 4,5,k < n. (2.3)

On applique le Lemme 2.8 a la matrice C = (¢;;) pour 1 < i,j < n —1 et
par une transformation orthogonale, on peut écrire C = Diag(c1J, ..., ¢, J, O) avec
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¢; # 0. Si la base orthonormée (€1, ...,€é,_1) de p ot & = Re; pouri = 1,...,n — 1
n’est pas directe, il suffit de considérer la base (€, €1, €3, ...,€,-1) qui est directe.
Dans cette base que 'on notera (e;) pour simplifier, g est donnée par les relations
de commutations suivantes :

[622‘_1, 621'] = Ci€n, C % 0 pour 1 S ) S r,
ler, en] = bien, bpeRpour1 <l <n-—1,

et tous les autres crochets sont nuls. En plus, les constantes ¢; et b; vérifient les
conditions de l'identité de Jacobi (2.3). En particulier, [e;, [e1, ea]] + [e2, [ej, e1]] +
le1, [e2,€;]] = 0 donne les conditions ¢1b; = 0 pour 3 < j < n —1 (car [e1,¢;] =
le2, ;] = 0). Puisque ¢; # 0, on en déduit que b; = 0 pour 3 < j <n — 1. Il reste
les constantes réelles b, et by. On obtient les relations de commutations :

[€2Z‘_1, Ggi] = Ci€n, C; 7é 0 et ]_ S Z S r,

le1, €n] = biey,

[ea, €n] = bae,, avec by, by € R,

et tous les autres crochets sont nuls. On vérifie facilement que g est nilpotente
d’ordre 2 si et seulement si (by, by) = (0,0).

1) Si (b1,b2) = (0,0), g est donnée par les crochets non nuls
leai—1,€9)] = cienavec ¢ #0et 1 <i<r. (2.4)
Il est alors évident que :
@(g) = Vectg{ea 11, ...,e,} et dim&(g) = c=n — 2r. (2.5)

On écrit alors g = b, .11 @R ot bh,,_cy1 = Vectg{eq, ..., €ar, €, } est Ialgébre de
Lie de Heisenberg (de dimension 2r +1 = n — ¢ + 1) donnée par les relations de
commutations [eg;_1, €] = ¢c;e, pour 1 < i <r et ¢; # 0.

2) Si (by,b2) # (0,0), alors en utilisant le Lemme 2.5(i), par une rotation du
plan Vectg{ey, ea}, on peut supposer que by = 0 et by # 0. Dans ce cas 'identité
de Jacobi (2.3), appliquée au triplet (i,7,k) = (1,2l — 1,2l) pour 2 < [ < r,
implique que ¢; = 0. On obtient alors les seuls crochets non nuls [eq, es] = e, et
le1, en] = bre,. Alors il est évident que g n’est pas nilpotente et que (g, p, B) est SR-
isomorphe a (g, p, B) ®R™3 ou g est une algébre de Lie de dimension 3 qui n ’est
pas nilpotente, donnée par les crochets non triviaux [e1, es] = e, et [e1, e,] = aep,
avec a € R*. On peut toujours supposer que a > 0; en effet, si a < 0, il suffit
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d’utiliser la symétrie e; — —eq, eo — —ey et e3 — e3 qui préserve l'orientation et
on trouve a > 0. UJ

Le corollaire suivant découle immeédiatement du Théoréme 2.16 :

Corollaire 2.17. Soit (g,p, B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2.
(i) dim&(g) =n—2 si et seulement si (g, p, B) est SR-isomorphe a (hs, p", B") @
R"™3, ou by est l’algébre de Lie de Heisenberg de dimension 3.
(ii) Pour n =4, (g,p,B) est SR-isomorphe a (hs,p", B?) @R, od b3 est 'algebre
de Lie de Heisenberg de dimension 3.

Démonstration. (i) On sait par la Proposition 2.3(i) que si dim €(g) = n — 2 alors
dim ®(g) = 1. Il suffit alors d’appliquer le Théoréme 2.16.

(ii) Pour n = 4, on sait par la Proposition 2.3(v) que dim€(g) =n —2 =2 et on
applique le (i). ]
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2.4 Classification des SR-algébres de Lie nilpotentes
d’ordre 2

Pour toute la suite, pour simplifier, on note g(,.q4 une SR-algebre de Lie
(g,p,B) ou g est une algébre de Lie nilpotente d’ordre 2 de dimension n telle
que ¢ = dim &(g) et d = dimD(g) (d < ¢), p est un sous-espace de g orienté de
dimension n — 1 et B une forme bilinéaire symétrique définie positive sur p.

On considére application (la forme de Levi) £ : p x p — g/}J définie, pour
v,w € p, par L(v,w) = [v,w] modulo p (voir le début de la section 2.2). On note
C la matrice de I'application bilinéaire antisymétrique £, on pose rang L = 2r et
+); = Fiw;, pour 1 < j < r, avec w; # 0, les valeurs propres imaginaires pures
de C. On peut toujours supposer (Lemme 2.8) que |\ < || < ... < A

Maintenant, en utilisant la Proposition 2.10 et le Théoréme 2.16, nous allons
faire la classification des SR-algébres de Lie nilpotentes d’ordre 2 pour n = 5,
n =6 et n = 7. On utilise les entiers ¢, d et r, qui sont des invariants géométriques,
pour réaliser cette classification. On rappelle que 1 < d <c¢ <n —2r.

Considérons une SR-algebre de Lie g(,.aq) et choisissons une base adaptée
(é1,...,€,) qui donne les relations de commutations (voir Proposition 2.10)

n—1
lei,ej] = Z afjek + ¢;jj€n, avec afj eR*, 1<i,j<n—¢ (2.6)
k=n—d+1

ot la matrice C = (¢;;) = Diag(c1J, ..., J,0) avec ¢ = Let ¢; # O pour 1 < i <r.

Définition 2.18. On dit que les constantes afj et ¢, pour 1 < 4,5 < n—g
n—d+1<k<n-—1et1l<1<r, sont des SR-invariants si pour chaque base

adaptée (€1, ...,€,) telle que (cq,...,c.) = (¢, ..., ¢ ), et aussi si af”j = 0 implique
k

~k _ _ sk
que a;; = 0, alors on a a;; = a;;.

2.4.1 Classification des SR-algébres de Lie nilpotentes d’ordre 2
de dimension n =5

Théoréme 2.19. Soit (g,p,B) une SR-algebre de Lie nilpotente d’ordre 2 de
dimension n = 5. Alors (¢,d) € {(1,1),(2,2),(3,1)}, ot ¢ = dim€&(g) et d =

dim®(g).
(i) (c,d) = (1,1) si et seulement si (g,p,B) est SR-isomorphe a (hs,p", B"), ot
b5 est l'algébre de Lie de Heisenberg de dimension 5 donnée par [eq,es] = es
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A2

et [es, e4] = coes, avec co € R tel que |ca] = > 1, ot (eq,...,e5) est une

1
base adaptée. De plus, |ca| > 1 est un SR-invariant.

(ii) (c,d) = (2,2) si et seulement si (g,p,B) est SR-isomorphe @ g(52,2) donnée
par le1,ex] = ey et [er,e3] = areq avec a3 > 0, o (ey,...,e5) est une base
adaptée. En plus, a; > 0 est un SR-invariant.

(iii) (c,d) = (3,1) si et seulement si (g, p, B) est SR-isomorphe a (hs,p", B?) ©R?,
ou by est lalgébre de Heisenberg de dimension 3 donnée par |e1, es] = es, ot
(e1,...,e5) est une base adaptée.

Démonstration. Si n = 5, déterminons les possibilités pour (¢, d). On sait que
1 <d<c¢<n-2r=>5-=2r (par la Proposition 2.10), donc r = 1 ou r = 2 et
1 <d<c<3. 8id=1, on utilise le Théoréme 2.16 et on a vu que dans ce cas
(¢,d) = (3,1) ou (¢,d) = (1,1). Rappelons que si ¢ = 3, d’aprés la Proposition
2.3(ii) nous avons vu qu’alors d = 1 (de méme si ¢ = 1 alors d = 1). Si ¢ = 2, alors
d’aprés la Proposition 2.3(iv) on a 2 < d < 3 et puisque ¢ > d, nous obtenons
(c,d) = (2,2).

Les preuves de (<) sont évidentes. On va montrer les implications (=).

Pour (i) et (iii), on est dans le cas ot d = 1, il suffit d’utiliser le Théoréme 2.16
pour démontrer que si (c,d) = (1,1) alors (g, p, B) est SR-isomorphe a (bs, p", B")
et que si (¢,d) = (3,1) alors (g, p, B) est SR-isomorphe a (b3, p”, B”) & R%. De plus,
pour le (i), par le Lemme 2.8, on sait que |A;| < |A2] et on écrit C = Diag(wJ, wsJ)

(£A; = %iw;). En prenant é5 = wies, on trouve C = Diag(J,ﬂJ), Le., |co| =
w1

w
= > 1. 11 est clair que (wy,ws) sont SR-invariants par rapport aux rotations
w1
A2 L . .
dans p et |co| = sv Bl P est invariant par rapport a la translation es — kes,
1 w1

keR

Pour (ii), nous avons (¢,d) = (2,2) et donc r = 1. Grace a la Proposition 2.10,
il existe une base adaptée (e, ..., e5) telle que €(g) = ©(g) = Vectg{eq, €5} et les
relations de commutations s’écrivent :

[e1,e0] = €5, [er,e3] = clzes,  [ea, €3] = cazeu,

avec iy, 33 € R tels que (ciy, ¢h3) # (0,0) (car d = 2). On utilise alors le Lemme

2.5(i), et par une rotation du plan Vectg{e,,es}, on peut supposer d’abord que
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0313 = 0, puis que 633 = 0. On obtient, en posant a; = ci‘g, le modele g5 22y, donné
par les relations de commutations [eq, es] = e5 et [eq, e3] = ajeq, avec a; € R™.

On peut toujours supposer que a; > 0, en effet, si a; < 0, il suffit d’utiliser la
symeétrie e; — —eq, ey — —eg et e3 — ez (qui préserve lorientation) et on trouve
a; > 0.

Montrons que a; > 0 est un SR-invariant. En effet, on a (ey, s, €3, €4, €5) est une
base adaptée avec E; = Vect g{e1, e2,e3}, €(g) = D(g) = Vectg{es,e5}, Ea =0 et
E; =pne&(g) = pnD(g) = Vectg{es}. On trouve ker C = Vect g{es, e4}, et ker CN
E; = Vect g{es}, i.e., pour tout e;, [e;, es] = 0 modulo E;. La direction ez est définie
géométriquement et doit donc étre préservée. Le complément orthogonal de ker CN
E; dans Ey, i.e., Vectg{ey, ea}, doit aussi étre préservé. Alors les transformations
disponibles sont des rotations de Vect g{eq, e2} ainsi que la symeétrie e; — —e; pour
i = 3,4 qui n’ont pas d’influence (au signe preés) sur les relations de commutations.
Donc a; > 0 est un SR-invariant. O

Remarque 2.20. Il est clair qu’en dimension n = 3 (resp. n = 4), qui correspond
a lalgebre de Lie d’Heisenberg b3 (resp. h3 @ R), il y a un seul modéle de SR-
algébres de Lie nilpotentes d’ordre 2 de dimension n et il n’y a pas de SR~invariants.
Notons qu’en dimension n = 5, nous avons trouvé 3 modéles et, au plus, un seul
SR-invariant dans chaque modéle. Nous allons montrer que pour n = 6, on obtient
plusieurs modéles et d’avantages de SR-invariants.

2.4.2 Classification des SR-algébres de Lie nilpotentes d’ordre 2
de dimension n =6

Pour cela, nous allons donner deux théorémes, le premier correspond a la clas-
sification des modeéles g, 4) pour n = 6 en précisant les SR-invariants et le second
pour interpréter ces SR-invariants (pour le cas restant ¢ = d = 2).

Théoréme 2.21 (Classification en dimension 6). Soit (g,p, B) une SR-algébre de
Lie nilpotente d’ordre 2 de dimension n = 6. Alors (c,d) € {(2,1),(2,2),(3,2),
(3,3), (4,1)}.
(i) (c,d) = (4,1) si et seulement si (g,p,B) est SR-isomorphe a (b3, p°, B") @ R?
ot (3,9, B") est la SR-algébre de Lie de Heisenberg de dimension 3.
(i) (c,d) = (2,1) si et seulement si (g,p,B) est SR-isomorphe a (hs, p°, B”) &R

ot (f)5,ph, Bh) est la SR-algébre de Lie de Heisenberg de dimension 5 donnée
A

par [e1,es] = eg et |es, eq] = caeq, avec co € R* tel que |co| = — > 1, ou

| A1l

(e1,...,e6) est une base adaptée. De plus, |ca| > 1 est un SR-invariant.
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(iii)

(iv)

(c,d) = (3,2) si et seulement si (g,p,B) est SR-isomorphe & g522) @ R,
0l g(522) est donnée par : [e1,es] = e et [e1,e3] = ares avec a1 > 0, ou
(e1,...,e6) est une base adaptée. En plus, a1 > 0 est un SR-invariant.
(c,d) = (3,3) si et seulement si (g,p,B) est SR-isomorphe & g 3,3 donnée
par e, es] = eg, [e1,e3] = aseq, [es,e3] = ases, avec ay > 0 et a5 > 0,
ot (e1,...,e5) est une base adaptée. En plus, ay > 0 et a5 > 0 sont des
SR-invariants.
(c,d) = (2,2) et r =1 si et seulement si (g,p, B) est SR-isomorphe a

[e1, €] = €6, [er1,e3] = ares, [ea, eq] = ages, [e3, e4] = azes,
ol (e1,...,eq) est une base adaptée, avec :

9%6,2,2) ca;p =ay =0 et ag > 0.
9%6,2,2) cap =0, a; >0 etaz>0.
9?6,2,2) a3 =0, a3 >0 etay>0.

En plus, toutes les constantes a; > 0, pour 1 < j < 3, sont des SR-invariants
pour chaque modéle 9%6,2,2) pour 1 <1 < 4.
c,d) = (2,2) et r =2 si et seulement si B) est SR-isomorphe a
(c,d) = (2, g9.p, 2
[e1,e0] = €6, [e1,e3] = ares, [ea, eq] = anes, [e3,e4] = azes + caeg,

avec |co| > 1 ot (eq, ..., e6) est une base adaptée, avec :
5

G622 ‘01 =a2=0, az>0etc;>0.

9?6,2,2) tag=a3=0, a; >0 etcy>0.

9267272) tas =0, a; >0,a3>0 et cy>0.

9?672’2) a3 =0, a;>0etcy € R pouri=1,2 ou bien co > 0 et

lun des a; > 0.

9?672’2) D ap,ag, a3 € R
En plus, co et toutes les constantes aj, pour 1 < j < 3, sont des SR-invariants
pour chaque modéle gl@’m) pour 5 <1 < 9.

Les modéles donnés dans (i), (ii), (iii) et (iv) sont distingués géométriquement
par les invariants (c,d). Pour les modéles donnés dans (v) et (vi), on a toujours
(¢,d) = (2,2). Deux groupes sont distingués par la valeur de r (r = 1 ou r = 2),

mais parmi ces groupes, on veut caractériser géométriquement chacune des SR-

algébres de Lie obtenues. Pour cela, rappelons que dans la démonstration de la
Proposition 2.10, nous avons défini E3 = pN®(g), Es le complément orthogonal de
E; dans pN&(g) et E; le complément orthogonal de E; @ E3 dans p (I'orthogonalité
est toujours considérée par rapport a ). Nous avons alors p = E; @ Eo @ E3 et,

en particulier, E; = E3 si ¢ = d. On note
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E) =kerCNE; = {v € E; : [v,w] = 0 modulo p,Vw € E}

et E7 le complément orthogonal de EY dans Ey, i.e., E; = E! @ E?.

Sic=2etr =1alors dimE’ = dimE} = 2, ot E{ et E} sont les sous-
espaces invariants de la restriction de I'application £ a E; x E;, correspondant,
respectivement, aux valeurs propres 0 et +X # 0.

Sic=2etr=2alorskerCNE; = 0et E; = E}'@E}2, ou dimE}' = dimE}? =
2 et Ei‘l, Ei‘r" sont les sous-espaces invariants de la restriction de I'application £ &
E; x Ei, correspondant, respectivement, aux valeurs propres £\; # 0, £y # 0
telles que || > |Aq].

On utilise le Théoréme 2.22, ci-dessous, pour montrer que les constantes des
modéles du Théoréme 2.21(v) et (vi) sont des SR-invariants. En effet, le Théoréme

2.22 donne la description des SR-invariants en dimension 6 pour tous les cas ou
(c,d) = (2,2).

Théoréme 2.22 (Description des SR-invariants en dimension 6 lorsque (¢, d) = (2, 2)).
Soit (g,p, B) une SR-algebre de Lie nilpotente d’ordre 2 de dimension n = 6.
1. Si (¢,d) = (2,2) et r =1, alors :
(i) (g,p,B) est SR-isomorphe a 9%6’272) si et seulement si [E},EY = 0.
ii) (g,p,B) est SR-isomorphe a g si et seulement si il existe v € E}
(6,2,2) 1
tel que [v,EY] =0 et il existe w € EY tel que [w,E}] = 0.
(iii) (g,p,B) est SR-isomorphe a 9?6,272) si et seulement si [EY,EY] = 0
et il existe deuz paires de vecteurs orthonormés (es,es) € E} x E?
et (e1,eq4) € E} x EO, commutatives, i.e., |eg,e3] = |ler,eq] = 0, ou
1 1
(€1, €9, €3, €4,€5) est une base adaptée.
(iv) (g,p,B) est SR-isomorphe a 9?67272) si et seulement si [V, EY] # 0 et il
existe deux paires (e, e3) € E} xEY et (eq, e4) € E}Y xE?, commutatives,
i.e., [ea,e3] = [e1,e4] =0, 0u (e, €2, €3, €4, €5) est une base adaptée.
2. 81 (¢,d) =(2,2), r =2 et |ca| # 1, alors :
i) (g,p,B) est SR-isomorphe & g, si et seulement si il existe B} @ EM
(6,2,2) 1 1
tel que [E}', E}2] = 0.
1) (g,p, est -isomorphe a g st et seutement si 1 eriste v €
.o B SR . I’L N ?6’272) . l . l . Ei\l
tel que [v,E}2] = 0 et il exziste w € E? tel que [w,E}'] = 0 et [E}, B
est paralléle o [B)2, E?).
iii) (g,p,B) es -isomorphe a g si et seulement si il existe v €
B) est SR-i he G @02 Si et seulement si il exist EM
tel que [v,E3?] = 0 et il existe w € E}? tel que [w, E}'] = 0 et [E}', E]
n'est pas parallele o [E}2, E}?].
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(iv) (g,p,B) est SR-isomorphe a 9?672’2) si et seulement si [B)',E}] est
parallele o [E}?,E2] et il existe deuz paires de vecteurs orthonormés
PYRUEPYS Mo T2 - : _
) ’ s ) ey ) -
(e9,e3) € BT X E1? et (e1,e4) € Ef* X E{?, commutatives, i.e., [es, €3]
le1,e4) =0, ou (€1, 9, e3,€e4,€5) est une base adaptée.
v) (g,p,B) est SR-isomorphe a g si et seulement si [EM,EM] nest
(6,2,2) 1,5
pas parallele & [E}2 E?] et il existe deuzx paires (es,e3) € E}' x E}2
et (e1,e4) € Ei\l X Ei\2, commutatives, i.e., les,e3] = [e1,e4] = 0, ou
(€1, €2, €3, €4,€5) est une base adaptée.

Remarque 2.23. Le cas ot |c3] = 1 est plus délicat puisque dans ce cas n’importe
quelle rotation du plan Vect g{eq, s, €3, €4} est possible. L’étude de ce cas reste un
probléme ouvert, qui sera étudié ultérieurement.
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2.4.3 Classification des SR-algébres de Lie nilpotentes d’ordre
2 de dimension n =7

Pour n = 7, on donne la classification des SR-algébres de Lie nilpotentes d’ordre
2 sous la forme de deux théorémes. Le Théoréme 2.24 correspond au cas ou ¢ =
d =1 et au cas ou ¢ > d. Le Théoréme 2.25 correspond au cas ou ¢ = d > 2.

Théoréme 2.24. Soit (g,p, B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2 de di-
mensionn = 7. Alors (c,d,r) € {(5,1,1),(4,3,1),(4,2,1),(3,3,2),(3,3,1),(3,2,2),
(3,2,1),(3,1,2), (2,2,2), (2,2, 1), (1,1,3)}.
(i) (c,d,r) = (5,1,1) si et seulement si (g, p, B) est SR-isomorphe a (b3, p?, B")@
R*.
(i) (c,d,r) = (3,1,2) si et seulement si (g, p, B) est SR-isomorphe a (bs,p", B?)®
R? ou b5 est lalgébre de Lie de Heisenberg de dimension 5 donnée par

| Az
— > 1 et
DT

(e1,...,e7) est une base adaptée. De plus, |ca| > 1 est un SR-invariant.
(iii) (c,d,r) = (1,1,3) si et seulement si (g,p, B) est SR-isomorphe a (hy,p", BY),
ot by est lalgébre de Lie de Heisenberg de dimension 7, donnée par les cro-

le1,e2] = er et [es,eq] = caer, avec o € R* tel que |ca| =

chets [e1, es] = er, [e3,eq] = coer et [es,e6] = czer, avee ca,c5 € R* tel que
A A

les| = % > leo| = % > 1, ou (eq,...,e7) est une base adaptée. De plus,
1 1

les| > |ea| > 1 sont des SR-invariants.

(iv) (c,d,r) = (4,3,1) si et seulement si (g,p,B) est SR-isomorphe & g33 ® R
donnée par [e1,es] = e7, le1,e3] = ases et |ea,e3] = ases, avec ay > 0 et
as > 0, ou (ey,...,e7) est une base adaptée. En plus, ay > 0 et a5 > 0 sont
des SR-invariants.

(v) (c,d,7) = (4,2,1) si et seulement si (g,p, B) est SR-isomorphe & g(5 2.9 ®R?,
0l §(52,2) D R? est donnée par [e1,es] = er et [eq, e3] = ajeq avec a; > 0 ot
(é1,...,e7) est une base adaptée. En plus, a; > 0 est un SR-invariant.

(vi) (e,d,r) =(3,2,1) si et seulement si (g,p,B) est SR-isomorphe a

le1,ea] = e7, [e1,es] = artes, [eo,eq] = ases, |es,eq] = azes,
ou (eq,...,e7) est une base adaptée, avec :
1,272)@1[% cap =az =0 etas > 0.

96

9%6,2,2) GR:a;=0, a3 >0 etaz>0.
9?6,2,2) AR :a3=0, a; >0 etay > 0.
9?6,2,2) SR:a; >0,a>0etaz>0.

(vii) (¢, d,r) = (3,2,2) si et seulement si (g,p,B) est SR-isomorphe a
le1,e0] = €7, e, e3] = ares, [ea, €3] = azes, [e3, ea] = azes + caer,

48



avec |co| > 1, o (eq, ...
tap =ay =0,

des a; > 0.

9?6,2,2) OR:

:(12:(13:(),
ICLQIO,
cag =0,

,e7) est une base adaptée, avec :

as >0 et co > 0.

a; >0 et cg > 0.

a1 >0, a3 >0 et cy>0.

a; >0 et co € R* pour i = 1,2 ou bien co > 0 et l'un

ai, Q9,03 € R*.

Evidemment, pour tous les cas, & I'exception de (b7, p", Bh) décrit par (iii), le
Théoréme 2.22 de description des SR-invariants est applicable ici (car on se raméne

a la dimension 6).

Théoréme 2.25. Soit (g,p,B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2 de di-
mension n =17 telle que c = d > 2.

(i)

(iii)

(c,d,r)

ol (61,...,

- *
soit ay,ay € R,

=(2,2,1) si et seulement si (g,p, B) est SR-isomorphe a
e1, e2] = eq,
[ea, €3] = azes,
[es, e5] = ages,

e7) est une base adaptée, avec :

[617 65] = Q266
[63, 64] = Q5€¢

le1, e3] = aqeq,
[62, 64] = Q4Cg,
[64, 65] = Q7€g,

et a; € R pour 3 < i <7 telle que (ay,as,a7) # (0,0,0) et

(as, a5, ag, a7) # (0,0,0,0).

soit a;

soit a1 = a3 = a4 = a7 = 0,
soit a; = a3 =ag = ag = ay =0,

:a,4:O’

as,az € R* et as, ag,a7 € R tel que (as,ar) # (0,0).
2,05, 06 € R*.
2,05 € R*.

(c,d,r) = (3 3,1) si et seulement si (g,p, B) est SR-isomorphe a

[62, es] = ases + ases,
e7) est une base adaptée, avec :

ol (61,...,

[617 64] = as3€s,
[637 64] = Qg€sp

le1, e3] = ares + aseg,
le2, e4] = ages + ares,

]_67;

soit ag,ag € R* et ay,as, aq, as, ag, ay € R.

soitag =0, as € R* et a; € Rpourl <i <7,i# 2 tels que (ay, as, ay, ag) #
(0,0,0,0) et (a3, aq,a7) # (0,0,0).
(c,d,r) =(2,2,2) si et seulement si (g,p, B) est SR-isomorphe a
61762] = ér7, [61, 3] = (16, [61765] = 266,
€2, 63] = Qa3€g, [ €2, 64] = Q4€¢, [63, 64] = as€6 + C2€7,
les, e5] = ases, 4, €5] = azes,

avec |co| > 1, ot (e, ...,

e7) est une base adaptée, avec :
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soit ay, as € R*, et as, aq, as, ag, a7 € R.

soitag =ay =0, ao,a3 € R* et as,ag, a7 € R.
soitag =az =ayg =ay; =0, as,as € R* et a5 € R.
soit ay =az =ay =ag =ay; =0, ay € R* et a5 € R.
soit ag = a7y =0, ay,as € R* et ay,as,a; € R.

soit as = a3 = a4 = a7 = 0, al,aGGR* et as € R.
soitag =as =a3=as=a7; =0, ag € R* et a5 € R.

(iv) (e, d,r) = (3,3,2) si et seulement si (g,p,B) est SR-isomorphe a
le1, e2] = e, le1, e3] = ares + aseq, €1, eq] = ages,
le2, €3] = ases + ases, €2, e4] = ages +azes, [es, eq] = ages + coer
avec |co| > 1, 0w (eyq,...,e7) est une base adaptée, avec :
soit as, ag € R* et aq,as, ay, as, ag, ar € R.
soitag =0, as € R* et a; € Rpour1 <i <7,i# 2 tels que (ay, as, ay, ag) #
0,0,0,0).

Remarque 2.26. Pour n = 5 (resp. n = 6) nous avons obtenu 3 (resp. 13) classes
de SR-algébres de Lie nilpotentes d’ordre 2. Pour n = 7, le nombre de classes est
beaucoup plus important. On a donné les résultats sous formes regroupées. Pour
n = 7, dans le cas ol ¢ = d > 2, on n’étudie pas les SR-invariants et les distinc-
tions géométriques puisque le nombre de classes obtenues est trop important. Pour
n > 8 on peut obtenir la classification en utilisant la méme méthode (Proposition
2.10 et les autres propositions), cependant, on arréte la classification a n = 7 car
pour n > 8 les classes sont beaucoup trop nombreuses.
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2.5 Preuves des Théorémes en dimension 6 et 7

2.5.1 Preuve du Théoréme 2.21

Démonstration. Si n = 6, on sait que 1 < d < ¢ < n—2r =6 —2r (par la
Proposition 2.10), donc 7 = 1 ou r = 2 et alors 1 < d < ¢ < 4. Rappelons que si
¢ =4, d’apreés la Proposition 2.3(ii) nous avons vu que d = 1. Si ¢ = 3, en utilisant
la Proposition 2.3(iv) on obtient 2 < d < 3, d’ou les couples (¢,d) = (3,2) ou
(c,d) = (3,3). Sic=2et d> 2 alors d =2, d’ou le couple (¢,d) = (2,2). Le cas
¢ = 1 ne se présente pas en dimension n = 6 (en effet si ¢ = 1, alors d = 1, et
d’aprés le Théoréme 2.16 on a alors ¢ > 2).

Les preuves de (<=) sont évidentes. On va montrer les implications (=).

(i), (ii) correspondent au cas d = 1 et il suffit d’utiliser le Théoréme 2.16. Pour
la preuve de |cy| > 1 est un SR-invariant, voir le Théoréme 2.19.

(iii). On a (¢, d) = (3,2) alors r = 1, et en utilisant la Proposition 2.10, on peut
choisir une base adaptée (eq,...,eq) telle que €(g) = Vectg{ey, e5,6e6} et D(g) =
Vect g{es, e6}. Les relations de commutations sont :

[61, 62] = €e,

le1, €3] = 0?365,

[, €3] = Chae5 avec iy, ch3 € R tel que (33, ¢53) # (0,0) car d = 2.
Alors en appliquant le Lemme 2.5(i), par des rotations du plan Vectg{e;,es},
on peut supposer d’abord que 6?3 =% 0, puis que 052’3 = 0. On obtient le modéle

95,22 PR.On aa; = 0?3 > 0 et a; > 0 est un SR-invariant (pour la preuve voir
Théoréme 2.19).

(iv). Si (¢,d) = (3,3), alors 7 = 1 et en utilisant la Proposition 2.10, on peut
choisir une base adaptée (eq, ..., e) telle que €(g) = D(g) = Vectg{ey, €5, €6} Les
relations de commutations sont :

le1, €] = eg, [er,e3] = 011364 + 0?365 et [eg, €3] = 03364 + 03365;

avec Ciy, Cig, Cas, Coz € R tel que clschy — cy3¢h3 # 0 (car d = 3). En appliquant
le Lemme 2.5(i), par des rotations du plan Vect g{ej,es}, on peut supposer que
cl3 # 0, puis que ¢33 = 0. Dans ce cas c5; est non nul car sinon d < 2. Les relations
de commutations deviennent alors :
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[61, 62] = €g, [61, 63] = 0?364 + 0?3657 [627 63] = 03365

et les autres crochets nuls, avec cjy, co; € R* et ¢} € R.

De plus, on a (eq, €9, €3, €4, €5, €¢) une base adaptée avec E; = Vectg{es, s, €3},
C(g) = D(g) = Vectr{es,es,e5}, B = 0 et E3 = pnNe&(g) = pND(g) =
Vectg{ey, e5}. On trouve ker C = Vectg{es, eq,e5} et kerCNE; = Vectg{es}.
La direction e3 est définie géométriquement et doit donc étre préservée. Le com-
plément de ker C N E; dans Ey, i.e., Vect g{ey, €2}, doit aussi étre préservé. Soit il
existe (€1,62) € Vectr{er,ea} tel que [€y,e3]L[és, €3] soit non. Pour simplifier la
notation, on pose a; = ¢y, as = chy et ag = c53. Si ag = 0, on a déja [ey, e3] L[es, e3].
Si ag # 0, on cherche une base orthonormée

€1 =cospe; +sinpe; et €y = —sin pe; + cos pes (2.7)
du plan Vect g{e1, e2} telle que [é1, e3] et [é2, e3] soient orthogonaux. On calcule

[éla 63] - [COS per + sin ¥ €2, 63]
= cosper, es] +singp[es, €3]

= agcospes+ (agcosp + azsing)es =v

[€a,e3] = [—singpe; + cospes,es]
— sinpler,es] + cos g ea, 3

= —aysinpey + (—agsinp + ascos ) es = w.
Nous avons B(ey, e5) = 0, B(ey, e4) = B(es, e5) = 1 ce qui implique que
B(v,w) = —ajsinpcosy + (agcosp + assin )(—agsin g + as cos ).
La condition B(v, w) = 0 entraine
a; = (ag+ astanp)(—ag + ascotany).
On note tan ¢ = x et alors
a; = (ag+ asz)(—as+ %)
Ceci est équivalent a

2 2, 2 2
—asagx” + x(—aj + a; — ag) + asag = 0
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qui posséde deux solutions réelles x; et xy car le discriminant A = (—a?1 + ag —
ag)? + 4azai > 0.
On pose ¢ = arctan z;. On peut supposer que l'orientation de (e4, e5) est la méme
que celle de (v, w) (sinon on remplace v par —v). On définit &4 = HUTH et é5 = m
La rotation donnée par la relation (2.7) ou ¢ = arctanx;, suivie par la rotation
qui transforme la paire (ey, e5) sur la paire (é4, €5), permet d’obtenir ag = 0 avec
ag = |[v]| et a5 = [lwl.

On a ainsi montré que I'on peut supposer les relations de commutations comme :

[61, 62] = €g, [61, 63] = Q4C4, [62, 63] = Q5Cs,

et les autres crochets nuls, avec a4, a5 € R*. De plus, on peut supposer as > 0
et as > 0. En effet, si ay > 0, a5 < 0, on remplace e; par —ey, ez par —e3 et eqg
par —eg; si aqg < 0, a5 > 0, on remplace e; par —es, e par —es et eg par —eg ; si
as < 0, a5 < 0, on remplace e; par —e; et e par —es.

Maintenant que I’on a montré que I’on peut obtenir ag = 0 et ay > 0 et a5 > 0,
on veut montrer que ags > 0 et as > 0 sont des SR-invariants. Autrement dit,
on veut savoir comment la transformation Vect g{eq, e5} influence les crochets. En
effectuant une rotation du plan Vectg{e;,e2} et en utilisant la méme démarche
qu’au dessus pour ag = 0, on trouve

B(v,w) = —ajsingcosp + azsinpcos .

= (a2 —a?)sinpcos .

La condition B(v,w) = 0 entraine soit
m

. (2.8)

ai#aiet o =0, oup=moup==+
soit

ag=as=a (ag>0,a; >0) (2.9)

Dans le cas (2.8), les rotations d’angles ¢ = 0,7 ou ig n’ont pas d’influence (au

signe prés) sur les crochets. Dans le cas (2.9), on trouve

[é1,e3] = a(cospey + sin pes)

[€9,e3] = —a(sinpey + cos pes).
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On pose €, = cos pey + sin pes et €; = sin ey + cos pes et on voit que cette trans-
formation change juste les signes des crochets. Donc ay > 0 et a5 > 0 sont des
SR-invariants.

(v). Si (¢,d) = (2,2) et r = 1, alors en utilisant la Proposition 2.10, on peut
choisir une base adaptée (ey,...,eq) telle que €(g) = D(g) = Vectr{es,ec}. Les
relations de commutations sont :

e1, €] = eg le1,e3) = clses er,eq] = ¢l 65
[627 63] = 63365 [62, 64] = 03465 [637 64] = 0;53)465;

et tous les autres crochets nuls, avec c?j € R, pour 1 <1 < j < 4, telles que
(0?37 Cg?ﬂ Cg4> 7& (07 07 0) et <C§47 0347 624) 7é (07 07 0) car ¢ = d=2.

1" cas : Si tous les coefficients cl5j sont nuls, pour 1 < [ < j < 4, tel que
(1,7) ¢ {(1,2),(3,4)}, alors c3, # 0. Dans ce cas on obtient le modéle gg 5 5) donné
par [e1,es] = e et [e3, eq] = azes avec az = c3, € R*. En remplagant e; par —ey,
e3 par —es et eg par —eg, on obtient az > 0.

2°™¢ cas : Si au moins un coefficient clsj est non nul, pour 1 <[ < j <4, tel que
(1,7) ¢ {(1,2),(3,4)}, alors en appliquant le Lemme 2.5(i), par des rotations du
plan Vect g{e;, es} et du plan Vect g{es, e,} on peut supposer d’abord que ¢}; # 0,
puis que ¢}, = 0. On obtient les relations de commutations suivantes :

et tous les autres crochets nuls, avec ¢}, € R* et ch,, c5,, 3, € R telle que (¢34, c3,) #
(0,0).

On distingue trois cas possibles selon les valeurs des constantes chy, ch,, 3.
Si un seul des coefficients s, chy, Cay est non nul
B 5 _ 5 _ - NP _ 5
— Soit ¢34 # 0 et ¢33 = ¢34 = 0, on obtient le modéle gig 5. On pose a1 = cj;
et ay = c5,. On peut toujours avoir a; > 0 (sinon, on remplace es par —e; et
e4 par —ey) et az > 0 (sinon, on remplace e; par —e; et es par —es).
— Soit ¢}, # 0 et 53 = c5, = 0, on obtient le modéle 9%672,2). On pose a; = ¢
et as = 024. On peut toujours obtenir a; > 0 (sinon, on remplace e; par —e;
et es par —ey) et az > 0 (sinon, on remplace e; par —ey, 4 par —ey et eg par

—66).
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Si exactement deur des coefficients 53, a4, Cay SONt MON NUlS :

— Soit ¢ - c5, # 0 et ¢, = 0, on note ce modéle @?67272).

— Soit ¢y - ¢y # 0 et ¢3, = 0, alors on applique le Lemme 2.5(i) et on peut
supposer par une rotation du plan Vectg{ei,es} que ¢5; = 0, on obtient le
modéle 9?67272).

— Soit ¢5, - c5, # 0 et ch3 = 0 on obtient le modéle 9?6,272). On pose a; = 3,
ay = 034 et az = 034. On peut toujours avoir a; > 0 car on obtient a; > 0,
as > 0 comme pour 9?672,2) et si az < 0 on remplace e3 par —es3, e; par —e;
(on garde a; > 0 alors) et eg par —eg.

Si les trois coefficients chs, c5,, 3, sont non nuls, on note ce modéle @?6?272).

e Les modéles @?672,2) et ﬁ?‘&m) sont SR-isomorphes, respectivement, aux mo-
deles 9?6,272) et 9?672,2). En fait, on va montrer que pour les deux il existe une couple
de paires (eq,e3) et (e1,e4) commutatives, i.e., [ea, e3] = [e1,e4] = 0 (autrement
dit, deux plans commutatifs). Soit les relations de commutations :

[e1, €] = €6, [e1, €3] = ares, | [ea, €3] = azes, [e2, 4] = bes,
([es, e4] = 0 ou # 0 ne joue aucun role) On applique deux rotations

€1 = COS e + sin pesy

€y = — sin ¢ey + cos pesy
et
€3 = cos ez + sin ey
€4 = — sines + cos yey.
On veut
[€9, €3] = (—ay sin ¢ cos ) + ag cos ¢ cosh + beos psin)es = Aes =0
et

[€1,€4] = (—ay cospsiny — agsin psiny + bsin ¢ cos)es = Bes = 0.

En divisant les deux coefficients (A et B) par cos ¢ cos®), en notant tan ¢ = x et
tanvy = y et en calculant bA + a; B et a; A + bB on obtient

(b — a?)y + ash — ayasry = 0

(b* — a)z + ajag — agbry = 0.
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On élimine x et si b* — a] # 0, on obtient
—agby® + y(b* — a] — a3) + azb = 0.

Cette équation posséde toujours deux solutions réelles car A = (b*—a2 —a3)*+4a3b”

1

—(by + az). Dans ce cas,
a1
on prend ¢ = arctanz et ¢ = arctany et on obtient A = B = 0, ce qui montre

est positif. On prend une de ces solutions ainsi que x =

I’isomorphisme.

Maintenant, on considére le cas particulier b* — a3 = 0, i.e., a; = b = a (car

a; > 0et b>0), et on veut que A = B = 0. En divisant les deux coefficients A et
B par cos ¢ cos ) (supposé # 0) on trouve :

aly—z)+ay = 0 (

a(lr —y) —agry = 0. (

0)
1)

a
La relation (2.10) implique que x —y = —2, en substituant ce résultat dans (2.11)
a

2.1
2.1

on trouve az(1 — zy) = 0, i.e., xy = 1 car az # 0. On a forcément y # 0 et on

exprime donc x comme x = —. En éliminant = dans (2.10), on trouve I’équation
Y
du second degré

ay* +ay—a = 0.

Cette équation posséde toujours deux solutions réelles car A = a3 + 4a” est tou-
jours positif. Il existe donc ¢ et ¢ telle que A = B = 0, d’ou 'isomorphisme dans

le cas particulier ot b* = a?.

(vi). Si (¢,d) = (2,2) et r = 2, alors en utilisant la Proposition 2.10, on peut
choisir une base adaptée (eq,...,eq) telle que €(g) = D(g) = Vectr{es,es}. Les
relations de commutations sont :

le1, 2] = €4 le1,e3] = clses  [en, eq] = €5
leg, €3] = 03365 [eg, €4] = 03465 les, e4] = 62465 + 02466,

et tous les autres crochets nuls, avec c5, € R* et c;r’j € R, pour 1 <[ < j <4 telles
que (ci, iy, ¢35, G54, ¢34) # (0,0,0,0,0) car d = 2.

On peut toujours avoir ¢, := 5, satisfaisant |cy| > 1 (sinon on pose eg := [e3, e4]
et on permute e; avec es et ey avec 64).
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1" cas : Si tous les coefficients c;’j sont nuls, pour 1 < [ < j < 4, tel que
(1,7) ¢ {(1,2),(3,4)}, alors ¢, # 0. Dans ce cas on obtient le modéle 9(5672,2) donné
par [e1, es] = e et [es, e4] = azes + caeq, avec az = c3, € R* et ¢y = 5, satisfaisant
|co| > 1. En remplacant e; par —eq, e3 par —es et eg par —eg, on obtient az > 0 et
en remplacant e3 par —es, es par —es, on obtient co > 0.

2°™¢ cas : Si au moins un coefficient cl5j est non nul, pour 1 <[ < j <4 tel que
(1,7) ¢ {(1,2),(3,4)}, alors en appliquant le Lemme 2.5(i), par des rotations du
plan Vect g{e;, s} et du plan Vect g{es, e4} on peut supposer d’abord que ¢35 # 0,
puis que ¢;, = 0. On obtient les relations de commutations suivantes :

[e1, e2] = €6 [e1, es] = cises [e1,e4] =0
[ea, €3] = chses 9, e4] = 5y €5 [e3, e4] = 3,65 + Cacq
et les autres crochets nuls, avec ¢, = c5, satisfaisant |c| > 1, ¢}3 € R* et

o3, Coys Cay € R. On distingue les cas possibles selon les valeurs des constantes
0337 0347 C?‘A :

Si tous les coefficients c?j € R pour 2 <1 < j <4 sont nuls, on obtient le modeéle
9?67272). On pose a; = 6?3 et cg = cg4. On peut toujours obtenir a; > 0 (sinon, on
remplace e; par —e;j et es par —eg) et ¢o > 0 (sinon, on remplace e; par —ey, s
par —ey, e4 par —ey et es par —es).

St un seul des coefficients cfj e R pour 2 <1< j <4 est non nul :

— Soit c53 # 0 et ¢, = c3, = 0, on applique le Lemme 2.5(i) et on peut supposer
par une rotation du plan Vectg{ei,es} que ¢33 = 0 et on obtient le modéle
9?6,2,2)'

— Soit ¢, # 0 et 5y = c3, = 0, on obtient le modéle 9?672’2). On pose a; = ¢y
et as = c5,. On peut toujours obtenir a; > 0 et ay > 0 (sinon, on remplace
es par —es et ey par —ey) ou as > 0 et ¢ > 0 (sinon, on remplace e3 par —e;
et e; par —e;) ou a; > 0 et ¢; > 0 (sinon, on remplace ey par —ey et e5 par
—es5).

— Soit ¢}, # 0 et by = ¢, = 0, on obtient le modéle gzﬁjm). On pose a; = ¢y
et ag = 024. On peut toujours obtenir a; > 0 (sinon, on remplace e; par —e;
et es par —es), ag > 0 (sinon, on remplace ey par —ey, €4 par —ey et eg par
—eg) et co > 0 (sinon, on remplace e; par —ej, e par —es, €4 par —ey et es
par —es).

Si exactement deux des coefficients C?j € R pour 2 <1< 3 <4 sont non nuls :
— Soit ¢ - c5, # 0 et ¢, = 0, on note ce modéle §?6,2,2)'
~ Soit 55+ c5, # 0 et c5, = 0, on applique le Lemme 2.5(i) et on peut supposer
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par une rotation du plan Vectg{e;,e2} que 052’3 = 0 et on obtient le modéle

7
9(6,2,2)"
— Soit ¢y - c5, # 0 et ¢33 = 0, on obtient le modéle 9?67272).
S1 tous les coefficients C?j € R pour 2 <1 < j <4 sont non nuls, on note ce modéle

@?6,2,2)-

e Les modeles ﬁé(3672,2) et ﬁ?67272) sont SR-isomorphes, respectivement, aux mo-
deles 9?6,2,2) et 9?67272) pour la méme raison que ﬁ?&m) et @?67272) sont SR-isomorphes,
respectivement, aux modeles 9?672’2) et 9?672’2).

La preuve de la SR-invariance des paramétres a; et ¢y est présentée dans la dé-

monstration du Théoréme 2.22 car nous utilisons les descriptions des SR-invariants
des modéles 9%67272).
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2.5.2 Preuve du Théoréme 2.22 et de la SR-invariance des
paramétres

1. On consideére le cas (¢,d) = (2,2) et r = 1. On a (eq, eg, €3, €4, €5,€) une
base adaptée avec E; = Vect g{ey, ea, €3, €4}, €(g) = D(g) = Vect g{es, e}, Ea =0
et E3 = pNE&(g) = pnND(g) = Vectr{es}. Puisque r = 1, on a rangC = 2 et
dim(ker C) = 3. Donc dim(ker C N E;) = 2. On trouve

E) =kerCNE; = Vect g{es, e} et E} = Vectg{er, es}.

L’espace EY = Vect g{es, e4} est défini géométriquement et doit donc étre préser-
vée par toutes les transformations orthogonales. Le complément de ker CNE; dans
Ey, ie., E} = Vectg{es, ey}, doit aussi étre préservé. Alors les transformations
disponibles sont des rotations de Vect g{ey,e2} et de Vectg{es, e4}.

Les relations de commutations dans n’importe quelle base adaptée dans le cas
(¢,d) = (2,2), r = 1 sont (comparer la démonstration du Théoréme 2.21(v) :

[€1> 62] = €¢ [61, 63] = 0?365 [31, 64] = 0?435
[627 63] = 03365 [62, 64] = 03465 [637 64] = 0:53)465,

et tous les autres crochets nuls, avec cl5j € R, pour 1 <1 < j < 4, telles que
(6?37 033, 634) 7& (Oa 07 0) et (C?4a 0347 024) 7& (07 07 0) car ¢ = d = 2.

1.(i). La description des SR-invariants de 9%672’2) est évidente. Puisque les ro-
tations du plan Vectg{ei,es} et du plan Vect g{es,es} n’ont pas d’influence sur
les relations de commutations (& un signe prés), on trouve que az > 0 est un SR-
invariant.

1.(ii). Il est évident que pour 9%672,2), nous avons [v, E] = 0 pour v = e, et
[w, E?] = 0 pour w = e4. Réciproquement, choisissons une base adaptée telle que
es = v, e4 = w, e; le complément orthogonal & e, dans E} et e le complément
orthogonal a e, dans EY, ce qui donne le modéle 9?672,2). La paire (a1,a3), a; > 0,
asz > 0, est SR-invariante car toutes les directions sont invariantes : ey (colinéaire
avec v), e; (orthogonal & e, dans E7), e4 (colinéaire avec w), ez (orthogonal a ey
dans EY).

1.(iii). La description des SR-invariants de 9?67272) est évidente. La paire (ay, az),
a; > 0, as > 0, est SR-invariante car toutes les directions (celles de ey, eg, e3 et ey)
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sont invariantes. Pour le prouver, on va montrer que si deux paires (a un signe prés)
(eg,e3) € B} x EY et (e1,e4) € E} x EY, commutatives, i.e., [y, 3] = [e1,e4] = 0,
existent, il n’y en a pas d’autres. Soit (é;,€3) et (€1, €,4) un autre couple de paires
commutatives. On a

€1 = cose; + sin pes
€y = —sinpe; + cos pes
€3 = cosies+ sinyey
€4 = —sinyes+ cosyey

On consideére a% # a% et on veut

(€9, €3] = (—ay sin p cos ) + ay cos psin)es = 0
[€1, 4] = (—aq cos psiny + ag sin g cosy)es = 0.

Alors (a3 — a?) cos psiny = 0 et, puisque a® # a3, on a cos @siny = 0. De méme

s T
cos 1 sin = 0. Donc soit ¥ =0 ou 7 et ¢ = 0 ou 7 so0it ¢ = :I:E et Y = :|:§.
Sia; =a,=a>0,o0na

[€2, €3] = —asin(p —Y)es =0 et [é1,64] = asin(p —)e; =0
et ¢ — 1 =0 ou ¢ — ¥ = 7. Par un simple calcul, on trouve
[€1,63] = acos(p —1)es et [E2,64] = acos(p —1)es
ou cos (p — 1) = £1 et a > 0 est préservé.
Observons que si a; = ay = a, toutes les rotations par 'angle ¢ dans ’espace
Vect g{e1, €2} et par le méme angle ¢ = ¢ dans 'espace Vect g{es, e4} produisent

un couple de paires (€, €3) et (€1, €4) commutatives mais toutes ces rotations pré-
servent a et on montre que a > 0 est, en effet, un SR-invariant.

1.(iv). La description des SR-invariants de 9?6’272) est évidente. Si a® # a3, on
montre que le couple de paires est unique (par le méme argument que pour 9?67272)
car [es, e4] n'intervient pas dans le calcul de [eg, €3] ou [eq, eq]). Il en est de méme
si a3 = ag. De plus, ag > 0 est un SR-invariant car le crochet [e;, es] n’intervient
pas dans les rotations.

2. On considére le cas (¢,d) = (2,2) et 7 = 2. On a (e, €9, €3, €4, €5, €5) une
base adaptée avec E; = Vect g{ey, €2, €3, €4}, €(g) = D(g) = Vect g{es, e}, Ea =0
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et E3 =pnNE&(g) = pnND(g) = Vectr{es}. Puisque r = 2, on a rangC = 4 et
dim(ker C) = 1. Si |w;| # |wa|, on peut décomposer p telle que p = B} @E2GE; ol
dim E}* = dim E}2 = 2 et E}*, E? sont les sous-espaces invariants de la restriction
de lapplication £ & E; x E;, correspondant, respectivement, aux valeurs propres
A # 0 et £y # 0 (£); = $iw;) telles que |Az] > |A] et ot E3 = Vectg{es}.
On trouve Ei\l = Vectg{es, e} et Ei‘Q = Vect g{es, e4}. Les espaces Vect g{e1, e}
et Vect g{es, €4} sont définis géométriquement et doivent donc étre préservés par
toutes les transformations orthogonales. Alors les transformations disponibles sont
des rotations de Vect g{eq, es} et de Vect g{es, e4}.

Les descriptions des SR-invariants de tous les modéles g’&672’2), 5 <11 <9, sont
évidentes. Notons seulement que dans le cas de 9?67272) et 9(76’272) on pose e; = v et
€4 = W.

2.(i). On applique le méme raisonnement que pour 9%67272). Puisque les rota-
tions de Vectg{ey,es} et de Vectg{es,es} n’ont pas d’influence sur les relations
de commutations (au signe prés), on trouve ag > 0 et ¢ > 0 sont des SR-invariants.

2.(ii). La paire (a1,c2), a3 > 0, co > 0, est SR-invariante car toutes les di-
rections sont invariantes : e, (colinéaire avec v), e; (orthogonal a ey dans E}'),
es (colinéaire avec w), ez (orthogonal & e4 dans E;?). Dans une base adaptée,
on a [eq, es], [es,eq] ¢ p (colinéaire & eg) et puisque les rotations disponibles sont
Vectg{er, e} et Vectg{es, es} on laisse ces crochets invariants (au signe prés).

2.(iii). Les constantes a; > 0, ag > 0 et co > 0 sont SR-invariantes car toutes
les directions sont invariantes : ey (colinéaire avec v), e; (orthogonal a ey dans
E}'), ey (colinéaire avec w), es (orthogonal a e, dans E7?). Dans une base adaptée,
on a [er, es] ¢ p (non colinéaire a eg) et [e3, eq] € pND(g). Puisque les rotations
disponibles sont Vect g{e1,e2} et Vect g{es, e4}, on laisse ces crochets invariants
(au signe prés).

2. (iv). On montre que le couple de paires est unique (par le méme argument
que pour 9?672,2) car [es, e4] n’intervient pas dans le calcul de [eq, €3] ou [e1, e4]). La
constante ¢y est un SR-invariant car les rotations disponibles sont Vect g{e1, e}

et Vect g{es, e4} et laissent le crochet [es, e4] invariant (au signe pres).

2. (v). Démonstration similaire & (iv) avec [eq, 3] et [es, e4] non colinéaires et
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ces crochets sont laissés invariants par les rotations disponibles.

2.5.3 Preuve du Théoréme 2.24

On donne les possibilités de r suivant les valeurs de c.

Onsaitque 1 <d<c<n—-2r=7—2ravecr > 1. Doncl<d<c<5 Si
d = 1 alors on utilise le Théoréme 2.16 et ceci est équivalent a (¢, d,r) = (5,1,1)
ou bien (¢,d,r) = (3,1,2) ou bien (¢,d,r) = (1,1,3). Rappelons que si ¢ = 5,
d’aprés la Proposition 2.3(ii), nous avons d = 1 (de méme si ¢ = 1 alors d = 1).
Dans le cas ot d > 2 on a les possibilités suivantes :

Si ¢ = 4 alors r = 1, et d’aprés la Proposition 2.3(iv), nous avons aussi 2 <
d < 3, d’ou les triplets (c,d,r) = (4,2,1) et (c,d,r) = (4,3,1).

Sic=3alors 1 <7 <2 etdeplus d <3 dou les triplets (c,d,r) = (3,3,2),
(c,d,r) = (3,3,1), (¢,d,r) = (3,2,2) et (¢,d,r) = (3,2,1).

Si c=2alors d =2 (et alors 1 <r < 2), d’ou les triplets (¢,d,r) = (2,2,1) et
(c,d,r)=1(2,2,2).

Pour montrer que 'on peut supposer les constantes a; > 0 et pour montrer
qu’ils s’agit de SR-invariants, on utilise les Théorémes 2.21 et 2.22, sauf pour le
cas du SR-algébre de Heisenberg (b7, p", BY).

Les cas (i), (ii), (iii) correspondent & d = 1 et il suffit d’utiliser le Théoréme 2.16.
Pour (iii), on peut toujours supposer que les valeurs propres non nulles de la ma-

trice C (£\; = =iw;) sont rangées dans l'ordre croissant |[A;| < |[A2] < [A3]. On

A A
= % > e = M > 1. Les valeurs
1

Al
A
propres A1, Ao, Az sont préservées par les rotations de p et les fractions |cy| = %
1

trouve C = Diag(J,ﬂJ,ﬂJ), ie., |cs]
w1 w1

A
et |c3| = % sont invariantes par rapport aux transformations e; — kes, k € R*.
1
Pour les cas (iv), (v), (vi) et (vii), on a ¢ > d; alors par le Corollaire 2.14, on
obtient (dans tous les cas) (g, p, B) est SR-isomorphe a (g, p, B) SR, ou (g, p, B)

est un des modeles g(63,3), 9(5,2,2) ou 9%6,2,2)'
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2.5.4 Preuve du Théoréme 2.25

(i). On a (¢, d,r) = (2,2,1) et en utilisant la Proposition 2.10, on peut choisir
une base adaptée (eq, ..., e7) telle que €(g) = Vect g{es, €7} et D(g) = Vect g{eg, e7}.
Les relations de commutations sont :

e, ea] er [e2, ea] 03466
[e1,es] = S Jea,es] = chses
ler,ed] = cyes [es,ea] = Sye (2.12)
[e1,e5] = cSses  les,es] = chses
[e2, €3] 02366 [e4, €5 02566

et les autres crochets nuls, avec c e Rpour 1 <1<y <5, telles qu’au moins un
coefficient ¢}; soit non nul (car d = 2).

On distingue deux cas : (S5, c55) # (0,0) ou bien (c%5, c55) = (0,0).

1 0 Si (85, c55) # (0,0). D’aprés le Lemme 2.5(i), par des rotations du
plan Vect r{e1, €2}, on peut supposer que 0?5 #0 et 035 = 0. Nous avons les
deux possibilités suivantes :

e Si (cf5,¢%,) # (0,0). D’aprés le Lemme 2.5(i) par des rotations du plan
Vect g{es, €4}, on peut supposer que c§3 # 0 et &, = 0. Les relations de
commutations (2.12) deviennent :

le1, 2] €7 e, €4] 03466

e1,e3] = 0?366 e3,e4] = 02466 (2.13)
le1,e5] = chses [es,es] = e '
[e2, €3] yee  les,es] = e

et les autres crochets nuls, avec cis, cs € R* et les autres c € R telles
que (¢, ¢34, cis) # (0,0,0) et (c33, ¢35, 5) # (0,0,0) (car ¢ = 2)-

e Si (55, c8,) = (0,0). On a alors :
- Soit (c55,¢5,) # (0,0). D’aprés le Lemme 2.5(i), par des rotations du

plan Vect g{es, €4}, on peut supposer que c5, = 0 et c5; # 0. Les relations
de commutations (2.12) deviennent :

[617 62] = €7 [637 64] = 02466
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le1, 5] = cises [es, 5] = c35e6

[ea, €3] = 03366 e4, €5] = 02566
et les autres crochets nuls, avec cis, c5; € R* et les autres c?j € R, telles
que ¢4, et cis ne soient pas tous les deux nuls (car ¢ = 2).
- Soit (¢33, c5,) = (0,0) et dans ce cas on a deux possibilités. Si (c5s, c5s) #
(0,0), d’apreés le Lemme 2.5(i), par des rotations du plan Vect g{es, €4},
on peut supposer cgs # 0 et cjs = 0. Les relations de commutations
(2.12) deviennent :

le1, e9] = €7 [e3, e4] = c5,e6
le1, es] = cises les, 5] = c35e6,
et les autres crochets nuls, avec c%s, c3; € R* et c5, € R* (car ¢ = 2).
Si (c55,c55) = (0,0), alors les relations de commutations (2.12) de-
viennent :
[e1, €2] = €7 le1, es] = cises, les, ea] = c34e6,

et les autres crochets nuls, avec c’s € R* et ¢, € R* (car ¢ = 2).
2°¢ cas ¢ Si (cf5,¢5) = (0,0). On a obligatoirement (c55,cS5) # (0,0) car
sinon ¢ > 2. D’aprés le Lemme 2.5(i) par des rotations du plan Vect g{es, e},
on peut supposer que cg5 #£0 et 025 = 0. On obtient les relations de commu-
tations suivantes :

leq, €] er leg,eq] = 63466

le1,e3] = 0?366 e, e4] = 03466 (2.14)
ler,ea] = e [es,es] = e, '
[e2, €3] 0336&

et les autres crochets nuls, avec ¢35 € R* et les autres c € R telles que 5, ¢5,
et c3, ne soient pas tous nuls (car ¢ = 2). En apphquant le Lemme 2.5(i), par
des rotations du plan Vect g{e1, €2} on montre que (3, c5,) = (0,0) n’est pas
possible, donc (cf,,c5,) # (0,0). On applique alors le Lemme 2.5(i) et par
des rotations du plan Vect g{e1, e2} on peut supposer que ¢i, = 0 et c5, # 0.

Les relations de commutations (2.18) deviennent :

le1,e2] = e7 [e2,e4] = 03466
[e1,e3] = Saes [es,es] = Sues (2.15)
[627 63] = 03366 [63, 65] = 62566;

6 6 * 6 6 6
et les autres crochets nuls, avec cy,, c35 € R™ et ¢y, c3,c34 € R.
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Ce cas se réduit aux cas précédent : en permutant dans (2.15) e; et ey ainsi
que ey et e; (les espaces invariants sont p N ker C = Vectg{es, eq,e5} et
son complémentaire Vectg{ey,es}). Les relations de commutations (2.15)
deviennent (avec les nouvelles constantes) :

le1, e2] = €7 [e1,e5] = Bseq (ancien c5))
[e1, €3] = Bae6 [es, e5] = cSseq (ancien c5,)
[e2, €3] = cS3€6 [e3, e4] = c54e6 (ancien c5s)

avec ¢S5 # 0 et c5, # 0.

1l s’agit de la liste (2.13) avec I'hypothése ¢ # 0 (et avec, additionnellement
S, =5, = 0). Alors, si %5 # 0 on retrouve la premiére famille et si ¢’ = 0

donc (%5, c%,) = (0,0) alors on retrouve la deuxiéme famille ou la quatriéme.

(ii). On a (c,d,r) = (3,3,1) et en utilisant la Proposition 2.10, on peut choi-
sir une base adaptée (eq,...,e7) telle que €(g) = D(g) = Vectr{es,eq,e7}. Les
relations de commutations sont :

le1,ea] = er ler,e5] = cizes + e

[e1,e4] = Ces+Sies [ea,es] = chges + Sses (2.16)

[ea,e4] = Coues+ 566 les,es] = ces + Sye,
et les autres crochets nuls, avec cfj, cfj € Rpour 1l <1 < j <4 tels que les vecteurs
(¢;) et (cf;), 1 < i < j <4, soient indépendants et au moins un des coefficients
(35, S5, Chs, €53, Cagy €54) est mon nul (sinon ez € €(g)) et au moins un des coeffi-

cients (¢4, ¢Sy, Chy, Co4,Css €54) st non nul (sinon ey € &(g)).

Soit (¢34, c5,) # (0,0) et on applique le Lemme 2.5(ii), par des rotations du plan
Vect g{es, €6}, on peut supposer que ¢, = 0 et ¢, # 0 puis en utilisant le Lemme
2.5(i), par des rotations du plan Vect g{es, e4}, on peut supposer que 0?3 # 0, puis
que ¢}, = 0. Les relations de commutations (2.16) deviennent :

le1,€9] = ey le1,e3] = 6?365 + 6?366
le1,64] = c‘;’4e5 lea, €3] = 03365 + 63366
[ea,eq] = e+ S [es,es] = cSyes,

et tous les autres crochets nuls, avec 0?3, 024 € R* et les autres c?j, cfj € R.
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Soit (c5,,c5,) = (0,0) alors on applique le Lemme 2.5(i) et par des rotations
du plan Vectg{es,es}, on peut supposer que 0?3 £ 0 et ¢, = 0. Les relations de
commutations (2.16) deviennent :

le1,e0] = ey le1,e3] = 0?365 + 6?366
le1,eq] = Cyes [ea, €3] = chzes + a6
[ea,e4] = chyes+coie6  les,eq] = 0,

et tous les autres crochets nuls, avec cf; € R* et les autres CU, Z] € R tels que
(€3, €15 €33, €34) 7 (0,0,0,0) car d = 3 et (¢, ¢34, ¢54) # (0,0,0) car ¢ = 3.

(iii). On a (¢, d,r) = (2,2,2) et en utilisant la Proposition 2.10, on peut choisir
une base adaptée (eq, ..., e7) telle que €(g) = D(g) = Vect g{es, e7}. Les relations
de commutations sont :

le1, €] er le2, 4] 62466
ler,es] = claes  [ea,es] = chzeq
le1,e4] = 0(13466 les,eq] = 02466 + 0:2467 (2.17)
[e1,e5] = Sse6 [es,es] = cSseq
lea, €3] = 63366 lea,e5] = 02566

et les autres crochets nuls, avec ¢, € R* et c € Rpourl<i<j<5, telles que
(55, S5, 55, ¢35) # (0,0,0,0) (car ¢ = d = 2).

On distingue deux cas : (cl5, c35) # (0,0) ou bien (S5, c55) = (0,0). Nous avons
les deux possibilités suivantes :

1 0 Si (85, c55) # (0,0). D’aprés le Lemme 2.5(i), par des rotations du
plan Vect r{€1, €2}, on peut supposer que 6(155 #0 et 035 =0.

e Si (c55,¢5,) # (0,0). D’aprés le Lemme 2.5(i), par des rotations du plan
Vect g{es, €4}, on peut supposer que c§3 # 0 et &, = 0. Les relations de
commutations deviennent :

le1,e2] = €7 €2, €4] 02466
le1,es] = Sse  les,es] = cSyes + chier
ler,e5] = clse [es,es] = e
le2, €3] 03366 [e4, €5 6461566

et les autres crochets nuls, avec c%,, %, i, € R* et les autres c?j e R.
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e Si (55, c8,) = (0,0). Dans ce cas, on a :

2eme

- Soit, (c55,¢5,) # (0,0) et d’aprés le Lemme 2.5(i), par des rotations
du plan Vectg{es,es}, on peut supposer que c5, = 0 et c5; # 0. Les
relations de commutations deviennent :

[61, 62] = ey [63, 64] 06466 + 03467
[e1, e5) = Ssee s, e5] = 03566
[627 63] = 03366 [647 65] C45€67

et les autres crochets nuls, avec c%s, c5,, 5, € R* et les autres c cR.

- Soit (c55,¢5,) = (0,0) et si (c5s,c55) # (0,0), d’aprés le Lemme 2.5(i),
par des rotations du plan Vectg{es,es}, on peut supposer cy; # 0 et
8. = 0. Les relations de commutations deviennent :

le1,e2] = €7 [es, e4] = Sye6 + chyer

6 6

1, e5] = cise6 [e3, e5] = c35es,
et les autres crochets nuls, avec ¢, ck,, c3s € R* et ¢§, € R. Si (¢35, %) =
(0,0), alors les relations de commutations deviennent :

6 6 7
[617 62] = €7, [617 65] = C15€6; [637 64] = C34€6 + C34€7,

et les autres crochets nuls, avec c%s, c5, € R* et ¢, € R.

: Si (%5, c55) = (0,0), alors obligatoirement (c3s, c3s) # (0,0) car si-

non ¢ > 2. D’aprés le Lemme 2.5(i), par des rotations du plan Vect g{es, €4},

on peut supposer que ¢y # 0 et cjs = 0. On obtient les relations de commu-

tations suivantes :

le1, €] er leg,eq] = 02466

le1,es] = Sse6  les,eq] = cSye6 + chieq (2.18)
le1,ea] = Sues [es,es] = Sses '
[e2, €3] 03366

et les autres crochets nuls, avec iy, c5s € R* et les autres c?j € R. Nous avons

les deux possibilités suivantes :

e Si (c8,,c5,) # (0,0). On applique le Lemme 2.5(i) et par des rotations du

plan Vect g{e1, s}, on peut supposer que c5, = 0 et c5, # 0. Les relations

de commutations (2.18) deviennent :

[61, 62] = ey [627 64] = 03466
[61, 63] = 0615366 [637 @4] = 03466 + 05437
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6 6
[e2, €3] = chse6 [637 es] = c35€6,
et les autres crochets nuls, avec c5,, ci,, c5s € R* et les autres c € R.

e Si (cf,,¢c5,) = (0,0). Soit (35, c53) # (0,0) et on applique le Lemme 2.5(i)
et par des rotations du plan Vectg{e;,es}, on peut supposer 033 =0 et
%, # 0. On obtient les relations de commutations suivantes :

le1, €2] = €7 [e1, e3] = Bae6

[e3, €4] = Sye6 + Chyer [e3, e5] = chsé6,
et les autres crochets nuls, avec 35, c5,, ¢S5 € R* et 5, € R. Soit (5, c53) =
(0,0) et alors on obtient les relations de commutations suivantes :

[e1, 2] = €7, les, ea] = 6 + cier, les, €] = c35¢6,

et les autres crochets nuls, avec ci,, c5s € R* et c5, € R.

(iv). On a (c,d,r) = (3,3,2) et en utilisant la Proposition 2.10, on peut choi-
sir une base adaptée (eq,...,er) telle que €(g) = Vectr{es, es,er} et D(g) =
Vect g{es, €6, €7 }. Les relations de commutations sont :

le1,ea] = ey [e1,e3] = chyes + cSaeq
[e1,e4] = cles+ e [ea,es] = chyes + Sses (2.19)
lea,ea] = chyes +chuee lesed] = c3465 + chyes + chyer

et les autres crochets nuls, avec ¢, € R* et cw, w € Rpour 1 <14 < j <4 vérifiant
d = 3 et ¢ = 3. Nous avons les deux possibilités suivantes :

e Si (c3,,c5,) # (0,0). On applique le Lemme 2.5(ii) et par des rotations du
plan Vectg{es, eg}, on peut supposer que 624 =0 et 024 # 0. Puis en utilisant le
Lemme 2.5(i), on peut supposer par des rotations du plan Vect g{ey, €2} et du plan
Vect g{e3, e} que ¢f; # 0 et par une rotation du plan Vect g{es,es} que ¢f, = 0.
On a les relations de commutations :

le1, €2] = e7 leq, e3] = 0?365 + 0?366
[e1, e4] = &5 e5 [ea, €3] = chyes + Ses
[e2, 4] = Bye5 + Sye6 le3, €4] = 3465 + ciyer,

et tous les autres crochets nuls, avec i3, c3,, c5, € R* et tous les autres coefficients
2 eR.

z;? i

e Si (c5,,c5,) = (0,0). On applique le Lemme 2.5(i), par des rotations du plan
Vect g{es, 4}, on peut supposer d’abord que c$; # 0 puis que 5, = 0. On a les
relations de commutations :
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[61, 62] = €7 [61, 63] = 0?365 + 0?366

le1,eq] = 6?465 lea, €3] = 03365 + 62366
[e2, €4] = 3 €5 + 546 [es, e4] = chyer,

et tous les autres crochets nuls, avec ¢S5, ci, € R* et tous les autres coefficients

c?j,cfj € R tels que (0?3,0‘;’4,033,034) #(0,0,0,0).
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2.6 Preuves des lemmes

2.6.1 Preuve du Lemme 2.5

(i). Soit (e, ..., e,) une base d’une algébre de Lie g. Soient 1 <i < j <k <n
tels que [e;, €;] = ax + by et [e;, ex] = cx + dy, on z,y sont deux éléments indépen-
dants de g et a,b,c,d € R. On considére une rotation R du plan Vectg {e;, ex} qui
laisse invariant chaque e;, pour [ # j, k, i.e.,

€

Re, = 6 = ¢, et ( ) ( CO?ﬁp SIIUP) <ej)'
€k —singy Ccosy €k

(€, €;]=(acos ¢ + csinp)T + (bcos ¢ + dsin p)7,
[€i, €x]=(—asiny + ccos )T + (—bsin ¢ + d cos )7,

On obtient :

n
avec f:Z Z;€; tel que T; = x; pour | # 7,k et
i=1

Tj; =T;C08Q+ Tsinp et T = T, Cco8p — T;sn e,

et ’g:z ijéz tel que gl = Y pour l 7é j? k et
=1

Yj = yjcosp +ypsing et yp = y; CoSp — Yy sin .

Si (a,c) # (0,0), il suffit de choisir ¢ tel que —asin g + ccosp = 0. On prend :
a - c
CoOsSp=—— et SiNYP= ——,
4 Va2 + c? 4 Va2 + c?

et on obtient, dans la base (éy, ..., é,), les relations de commutations

6,6,] = ai+ by et [&,ér] = dy,

~ ab + cd ~  —=bc+ad
avec a=vVat+c2>0, b=—0==, et d=——.
va? +c? va? +c?

n
(ii). Soient 1 < I < m < n. Ecrivons [e;, e,,] = Z cie; avec ¢; € R. On considére
i=1
une rotation R du plan Vectg {e;, ex}, et on obtient :
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n
€1, Em] = E Ci€i, avec ¢; = ¢; pour i # j, k et
i=1

Cj =CjCosp+cpsing et Cp = —¢; S Y + ¢ Cos .

Si (¢, cx) # (0,0), il suffit de choisir ¢ tel que ¢;j cos p + ¢ sinp = 0. On prend :

Ck . Cj
COSpY = —————= et sinp=—

2 2 2 2.
\/ €+ Ck \/ €5 T ¢

On obtient ¢ = ¢; pour i # j,k et & = (/c; + ¢ et ¢ = 0. Ce qui finit la dé-

monstration du Lemme 2.5.

2.6.2 Preuve du Lemme 2.8

La matrice C est antisymétrique a coefficients réels de rang 2r. Par le théoréme
réel de Jordan, il existe une matrice inversible M telle que C=M"'CM ou C est
sous la forme de bloc, C = Diag(wiJ, ...,w,J,0), ou J = (_01 (1)> et w; € R et
O est la matrice nulle de taille (n — 2r) x (n — 2r). On peut supposer que, pour
i=1,..,7,0ona |w| < .. < |w| car il suffit de permuter les blocs w;J. Notons
que chaque permutation de deux blocs w;J et w;J est de signature paire donc elle
respecte Porientation. La matrice C est aussi antisymétrique et on obtient, par
la transposée, —M'C(M™')T = —M~'CM et on en déduit que MM C=CMM ",
alors C commute avec MM " qui est une matrice symétrique définie positive. Par le
théoréme de décomposition polaire, voir le livre de Mneime et Testard [66], on sait
qu’il existe deux matrices S = VMM symétrique définie positive et O orthogonale
telles que M = SO et C commute avec S. On en déduit alors que C = O~1CO, ce
qui signifie que C et C sont semblables par une matrice orthogonale O.
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2.7 SR-algébres de Lie de contact et de quasi-contact

Dans cette section, on va caractériser les SR-algébres de Lie (g, p, B) nilpotentes
d’ordre 2 de dimension n, ou p est un sous espace vectoriel de g de codimension
un, qui sont de contact ou de quasi-contact. Rappelons la notion de forme de Levi
définie dans la section 2.2.

Définition 2.27. Une paire (g,p) est dite une algébre de Lie de contact si g est
une algebre de Lie de dimension n et p un sous-espace de g de dimension n —1 tels
que 'application (la forme de Levi) £ : p X p — g/p, définie par L(z,y) = [z, y]
modulo p, est non-dégénérée.

La définition entraine que n = 2m + 1 est impair et que rang £ = 2m.

Soit G un groupe de Lie dont I’algébre de Lie est g. Cette définition dit que la
distribution D invariante a droite telle que D.=p est une distribution de contact
sur G, i.e., w A (dw)™ # 0, on w # 0 est une 1-forme différentielle annulant D, ce
qui signifie, D = ker w.

Définition 2.28. Une paire (g,p) est dite une algébre de Lie de quasi-contact si
g=g®Rou (g,p) est une algébre de contact avec p =p N g.

Il est immeédiat d’observer que la Définition 2.28 est équivalente a la propriété
suivante :

Proposition 2.29. Une paire (g,p) est dite une algébre de Lie de quasi-contact
st g est une algébre de Lie de dimension n, p est un sous-espace de g de dimension
n—1, rang L =n —2 et il existe p C p satisfaisant p = p O ker L tel que (g,p) est
une algébre de Lie de contact ot § = p + [p, p].

Le rang de £, qui est une application antisymétrique, est pair, posons rang £ =
2m — 2 alors n = 2m et dimp = 2m — 1. Le noyau ker L est donc de dimension
un et engendré par le centre €(g) de g. Observons que le choix de p dans la dé-
composition p = p @ ker £ n’est pas unique (c’est seulement une somme directe
car aucune notion d’orthogonalité n’est utilisée) mais si g est nilpotente d’ordre
deux, la définition ne dépend pas du choix de p. En fait, [p,p] = [p, p] est de di-
mension un (sinon rang £ est plus petit que 2m — 2) et notons par z un élément
non nul z € [p, p]. Fixons une base z1, ..., ¥9,,_2 de p. Si p est un autre espace tel
que p = p + ker £ alors p = Vectg{z1 + a1v, ..., Topm_2 + dom 20}, ot a; € R et
v ekerL, v#0.Sip+[p,p] est une algébre de Lie de contact, alors p + [p, p]
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est aussi une algébre de Lie de contact car [z; +a;v, z;+a;v] = [z;, z;] € Vect g{z}.

La définition d’une algébre de Lie de quasi-contact est plus subtile que celle de
contact. En fait, une paire (g,p), o g est une algeébre de Lie et p un sous-espace
de g de codimension un, est une algebre de Lie de contact si et seulement si la
distribution invariante a droite D telle que D, = p est de contact. En revanche, soit
(g,p) une paire ou g est une algébre de Lie et p est un sous-espace de codimension
un telle que la distribution D invariante a droite, satisfaisant D, = p, soit de
quasi-contact, alors en général (g, p) n’est pas une algébre de Lie de quasi-contact.
Comme le montre 'exemple suivant.

Exemple 2.30. Considérons les champs de vecteurs sur R°

0 0 0 0
e = 8_x1’ 6228—%4—%1&, 6328—%2

0 0 0 0 0
€14 = a—y2 + CLQCEQa + ale% et e = %, g = %,

ol ay,as # 0.

Posons p = Vect g{e1, €2, €3, €4, €5} et g = p+[p, p] = Vectg{ey, €2, €3, €4, €5, €6}
Prenons B(e;,e;) = d0;5, 1 < i,j < 5. Notons que (g,p,B) est SR-isomorphe
au modéele 9?67272) de la classification. On a ker £ = Vect g{es}. Choisissons p =
Vect g{e1, €2, €3,e4} et alors p + [p,p] = g = g et alors la paire (g, p) n’est pas une
algébre de Lie de quasi-contact car dimp = 4 mais dim g = 6 (voir la Proposition
2.29). En revanche la distribution

0 0 0 0 0
0m28y1 8282

D = span {ey, ez, €3, €4, €5 } = span{

N o 0 )
AT —

2202 ow
est de quasi-contact, i.e., son annulateur w satisfait w A (dw)? # 0 .

Définition 2.31. On dira qu’une SR-algébre de Lie (g, p, B) est de contact (resp.
quasi-contact) si la paire (g, p) est de contact (resp. quasi-contact).

Théoréme 2.32. Considérons une SR-algébre de Lie (g, p, B) nilpotente d’ordre 2
ot dimg=mn et dimp = n — 1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (g,p,B) est de contact.

(i) dim€&(g) =

(iii) (g,p, B) est SR-isomorphe a la SR-algébre de Lie de Heisenberg (b, p", B).
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Démonstration. On va prouver que (i)= (ii)=(iii) =(i).

(i)= (ii). On a dimp = n — 1. Puisque g = p + [p, p], alors dimD(g) > 1 et par
suite dim €(g) > dim®D(g) > 1. Par ailleurs, rang £ = 2m et donc p N €(g) = 0
alors dim €(g) < 1. D’ou dim &(g) = 1.

(ii)= (iii). D’aprés la Proposition 2.10(i) et (iii), on peut choisir une base adaptée
telle que p = Vectg{ey, ..., e,_1}, la matrice C de I'application £ s’écrit dans cette
base C = Diag(c1J,...,¢cJ), ou J = (_01 (1)) et ¢; # 0 pour 1 < i < m. Ce
qui définit la SR-algébre de Lie de Heisenberg donnée, dans la Section 2.3, par les
relations de commutations (2.4) suivantes : [eg;_1, €] = cien, ¢; # 0 pour 1 < i <
m, et B” est la forme bilinéaire symétrique définie positive sur p, définissant la

m 2m
métrique sous-riemannienne Z(e%_1 e’ 4 er e?) = Z e/ @ e
i=1 j=1
(iii)=> (i). Il est clair que (h,,p?, B?) est de contact. O

Théoréme 2.33. Considérons une SR-algébre de Lie (g,p, B) nilpotente d’ordre 2
ot dimg =n et dimp =n — 1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (g,p,B) est de quasi-contact.

(i) dimD(g) =1 et dim&(g) = 2.

(iii) (g,p,B) est SR-isomorphe a (h,_1,p",B") @R o1 (h,_1,p", B") est une SR-

algébre de Lie de Heisenberg de dimension n — 1.

Démonstration. On va prouver que (i)= (ii)=(iii) =(i).

(i)= (ii). On a (g, p) de quasi-contact alors, par la Proposition 2.29, il existe p C p
de codimension un tel que p = p +ker £ et (g,p) est de contact, ou g = p + [p, p],
et donc dim®(g) = 1 (grace au Théoréme 2.32). On voit que g = g + ker £ alors
dim®(g) = 1 et dim €(g) = 2 car ker L € €(g).

(ii)= (iii). Les conditions dim®(g) = 1 et dim€(g) = 2 impliquent, par le co-
rollaire de la Proposition 2.10, que (g,p, B) = (§,p,B) @ R. La SR-algebre de Lie
(8, p, B) satisfait la condition (ii) du Théoréme 2.32 (car dim®(§) = dim €(g) = 1
et § est nilpotente d’ordre deux) alors (§,p, B) est SR-isomorphe a (h,_1,p", B).
(iii)= (i). Si g est SR-isomorphe a (h,_1,p", B") @ R, le noyau de L est la droite
R. On prend alors p = p” et g = p + [p,p] = b1 donc (g,p, B) est de quasi-
contact. 0

Exemple 2.34. (Continuation de I'exemple 2.30). Nous avons [ej,es] = eg et
les, eq] = ares + azeq alors dim®(g) = 2, donc la condition (ii) du Théoréme 2.33
n’est pas satisfaite, ce qui confirme que (g, p, B) n’est pas de quasi-contact.
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2.8 Groupe des symétries infinitésimales

sous-riemanniennes

Soit (g, p, B) une SR-algebre de Lie réelle de dimension n > 3. Soit G le groupe
de Lie connexe et simplement connexe admettant g pour algébre de Lie. Soit D la
distribution de rang n — 1 invariante a droite sur G telle que D.=p et soit B la
forme bilinéaire symétrique définie positive invariante sur D telle que B.=B. Le
triplet (G, D, B) est un groupe de Lie sous-riemannien associé a (g, p, B).

Rappelons la Définition 1.7.

Définition 2.35. Une symétrie d’'une variété sous-riemannienne (G, D, B), est un
difféeomorphisme ¢ de G tel que ¢, D =D, ¢*B = B et ¢ préserve l'orientation.

Soit v un champ de vecteurs sur G, on note (/) le flot de v au temps . On dit
que v est une symétrie infinitésimale sous-riemannienne de (G, D, B), briévement
appelée une SR-symétrie infinitésimale, si (7/).D = D et (7})*B = B, pour tout
réel t, pour lequel (7)) existe.

On note ISym(G, D, B) l'algébre de Lie des SR-symétries infinitésimales de la
variété sous-riemannienne (G, D, B). On dira que ISym(G, D, B) est aussi ’algébre
de Lie des SR-symétries infinitésimales de la SR-algébre de Lie (g, p, B).

La proposition suivante caractérise les symétries infinitésimales (voir, e.g., [16]
et [79]) :

Proposition 2.36. Soit v un champ de vecteurs sur G. On a v € ISym(G, D, B)
si et seulement si l'application linéaire ad, : D — Dy, donnée par ad,u = [v,u|(g),
satisfait ad,(D) C so(D,).

On va déterminer 'algébre de Lie des SR-symétries infinitésimales pour toutes
les SR-algébres de Lie nilpotentes d’ordre 2 en dimension n = 5 (pour n > 6, la
méthode est similaire avec plus de calculs).

Soit (g, p, B) une SR-algeébre de Lie nilpotente d’ordre 2 réelle et de dimension
n = 5. Soit (ey, ..., e5) une base adaptée a (g,p, B) (voir Définition 2.11). En parti-
culier, D, = span{ey, ..., e4} et les champs ey, ..., e4 sont orthonormés par rapport
a B. On considére v € ISym(G, D, B), on a ad, € s0(D,) pour 1 < i < 4, alors v
vérifie les crochets de Lie suivants :

[61, v]:a162 + (pes + (zey
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[627 U]:—Oé1€1 + ayes + asey
les, v]=—ane; — aues + agey
le, v|=—aze; — ases — ages,

ol ; sont des fonctions C'™°, pour 1 < i < 6. On note A la matrice antisymétrique
de ad, dans la base (eq, ...,e4) de D, :

0 (0751 (65) Q3
—Q1 0 Qg (073
A=

—Qy —0Oy 0 (673

—Q3 —05 —0Op 0

Nous allons déterminer les algébres des SR-symétries infinitésimales associés a
toutes les SR-algebres de Lie de dimension 5 nilpotentes d’ordre 2 dont la classifi-
cation a été donnée par le Théoréme 2.19 dans la Section 2.4.1. Nous avons obtenu
trois modéles g5 1,1) = (b5,p",B"), g 9(52,2) €t 9(5,3,1) = (hs, p", B") © R?. On calcule
ces algébres des SR-symétries infinitésimales sur des modéles dans R

e Pour I'algébre de Lie g(s1,1), dont les relations de commutations sont

[e1, 2] = e5 et [es, e4] = caes avec |co| > 1,

on considére dans R, muni des coordonnées (g, ..., gs), le modéle suivant,

0 0 0 0 0 0 0

—, ea=—+ =—fc et es=
36]1 8 A= 4 2435 — 5—

e1= e3———, €4—
! dqs’ g3 Oqu dqs dqs’

ot (eq,...,e5) est une base adaptée de g(51,1)-

e Pour I'algébre de Lie g(s2.2), dont les relations de commutations sont
le1, €2] = €5 et [eq, e3] = ajeq avec ay > 0,

on considére dans R®, muni des coordonnées (g1, ..., gs), le modéle suivant,

0 0 0 0 0 0 0

Gt —, 3= —taiqi—, e4—— et es———
oq 0qz 0gs 0qs aQ4 0qa 3(]5

€1—=
ot (eq, ..., e5) est une base adaptée de g(2.9).

e Pour I'algébre de Lie g(53.1), dont les relations de commutations sont

[e1, e2] = e5 et tous les autres crochets nuls,
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on considére dans R°, muni des coordonnées (g, ..., gs), le modéle suivant,

i 4 —_—+ 4 *i ey4—— J et e 4
o0 0 10 0gs ™ 0q O © 0gs

ot (eq, ..., e5) est une base adaptée de g 3.1).

€1—

Théoréme 2.37. Soit (g,p,B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2 de di-
mension J.

(i) L’algébre des SR-symétries infinitésimales du modéle g(51.1) est de dimension
7 (resp. 8 et 9) si|ca| > 1 (resp. si co = —1; sicg = 1) et est donnée par 5
translations et 2 rotations (resp. 3 rotations; 4 rotations ).

Les translations sont
0 0

v q 0 v 0 v 0 Caq 0 v 0
1= 57 V2=—F " ~—Q7 -, 3=45—, 4=—5——CQy—, Us= 7,
0qs A Iq Iqs 044 dq3 Igs Jgs
les 2 rotations sont
0 0 1,5, 5 0 0 0 Ca, 5 9 O
Ug = — Qoo — @)~ el =g —dqay—+ (g5 —qi) 5~
Do Pog T2\ g, da " Yag T 2B T Wy
st cg = —1 on a une rotation supplémentaire donnée par
0 0 0
Ug = Qa7 — T B
, 9g:  Poq " " ogs oq’
st co = 1 on a deux rotations supplémentaires données par
0 0 n 0 0 ; 0 0 n 0 0
vg = — — et vg = — —
8 Q3a2 8q3 Q184 CI481 9 Q1a3 3q1 Q284 Q48q2

(ii) L’algébre des SR-symétries infinitésimales du modéle g(52.2) est de dimension
6 et est donnée par 5 translations et une rotation :

o9 . 0 0 90 _9 _29
1 ) ai1qs P 92— 8(]5 2 8q2’ 3 )
- _ 7 N
U5 = 90, et vg = Cha Q281+2<q1 92)8%

(iii) L’algébre des SR-symétries mﬁmteszmales du modéle g5 3,1) est de dimension
7 et est donnée par 5 translations et 2 rotations :

' g5’ 2T 8q1 ® 045 g5’ ’ g3’ ! 0qs’ ° dqs’
0 0 0

2
_—— — et vy = —
= 94 Q2a 7 (fh QQ) 945 7= Q3a 7 qi~— 8q3

Démonstration. On donne la preuve pour le (i). Pour le (ii) et (iii), la démonstra-
tion est similaire. Soit v une symétrie infinitésimale, on écrit pour ¢ = (g1, ..., q5) €
R5

0 0 0 0

05+ Q)5 + R + S5 +T

=P
! ( ) 0qs dqs 0qa ( )8q5
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. . . oF
On applique la Proposition 2.36 et on obtient en notant [j,———, le systéme aux

dq;’

dérivées partielles du premier ordre suivant :

PQ1:07 Pq2+QIPq5:_a1;

Qq1 = Qq, qu + quqs = 07

th = (g, qu + QIR% = Oy,

S(h = a3, SqQ + q1Sq5 = Qs,

Ty = onq1 + 2033, Ty, + 1Ty, — P = caa5g3,

Pq3 = —(Q_, Pq4 + CQ(]qu5 = —Qs3.

Qg = —au, Qo T 2@3Qys = —ais.

Rq3 = O, Rq4 + CQQgRq5 = —04.

Sq3 = GO, Sq4 + CQQ35q5 =0.

Ty = —uq1 + 206603, Ty + 23Ty — caR = —asq.
On pose f(q)= [ Qdgq et alors @ = f,,. On va exprimer toutes les composantes

P Q,R,S et T en fonction de f.

On exprime 7' en fonction de f et de S :
on a Ty, = aqqi + ceazqs avec o = g, et az = Sg,. On intégre par partie

en fonction de ¢; et on obtient
T=qfy — [+ cqsS.

On exprime P en fonction de f :
on sait que P =T, + 1T, — coaisq3 avec oz = Sg, + q1.54,, par conséquent

2
P=qfopg — foo T8 aes — 0l

On montre que f ne dépend pas de g5 :

on dérive P par rapport a ¢; et on utilise P, = 0, puis on utilise la relation
Qg + 11Q4 = 0, en dérivant cette expression par rapport a ¢; et multipliant le
résultat par ¢;. On trouve que f=f(q1, 2, q3,q1). Et on en déduit que

quz = 0> P = _fQQ et fqu]l = fl]zgz'
On exprime R en fonction de f :
1
(TQ4 + C2Q3Tq5 + CY5C]1>, or Tq5 = CQQ38q5 s Sq4 -+ C2Q3Sq5 =0

Co
et Qq4 + C2Q3Qq5 = —aj5, donc R = —%‘
2

on sait que R—=
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On exprime S et T" en fonction de f :
on sait que Ty, ——uq) + C206q3, Sgy = 6 €t o = — fg,4,, donc

S=1 ot T qfy +asfu—f.

Co

On peut vérifier facilement que fg,q, = 0 et fo00—Friqs-

Et finallement on trouve que

9 0 Ju 0 | Jud 0
f%aql +fq1aq2 Co 8(]3 + o 8(] +(QIfq1 +Q3qu f)aq5
On cherche a présent f : en utilisant fy,4, = 0, fo.0.=foogos fgzqs = 0 €t

fasqs=fquqs» O €xprime f en fonction polynomiale de qi, g2, g3 et qu :

1 d d
fla1, a2, g3, Q4):§(Q% + qg)(é(qg +q;) + dogs + d3qa + d4)+Q1(§5(Q§ +q5) + degs +
dgy dy
drqs +dg)+q2(— 5 (Q3 +q3) + diogs + d11qs + dia)+ 23 (3 +q3) + diaqs + disqs + dig

avec d; € R, pour 1 < < 16.

f¢12¢I4 fq1q4 fq2q3 ) O

C2

quQS fq2q4 -

De plus, on sait que : fy,4,= et fog=—

fq1q3
Co
en déduit que
fQ2Q4(1 - C%) =0et fql(M(Cg - 1) =0.

e Si |c2| > 1 on montre par identification que f s’écrit

@ Coty
_1(Qf + q§)+ﬂ(q§ + @3) +dsqu+diago + diags + disqs + dig,

a1, 42,3, q4)= 5 5

et donc

1
(co06qa + di5) =

0 0
v=—(1q2 + d12) =— o
)

0

5 oq 3_612 Jq 3 Co
a Coty

d14)8_q4 + (71(61% — @)+ %(qg —@3) — diago — di15qs — dig)) =—

avec o; € Ret d; € R pour i € {1,6} et j € {8,12,14,15,16}.

+ (oqq1 + ds)
0
0q5

e Si co = —1 on montre par identification que f s’écrit

[0} (87
F(@1, @2, @3 41) == (@ + @3) +0n(quaa + gogs) — Eﬁ(qg + q;)+dsqi+di2go + diags +

2
d1594 + dis,

et donc
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0
B + (g1 — 6qa + d15)8_q3 +
Qg

0
(- ¢?) - 5 (63 — ¢3) — di2ge — disqa — d16))@—q5,

0
v=—(a1q2 + @2q3 + d12) = + (@1 + oqqs + ds) =—

oq

0
(—a2qe + asqs — d14)8_ + ( 5

avec a; € Ret d; € Rpouri € {1,2,6} et j € {8,12,14,15,16}.
e Si ¢c; = 1 on montre par identification que f s’écrit
a1
fla1, g2, 63, CI4):7(Q§ + 43)+as(q1a3 + 2q4)-

a
a2(q1qs — q2q3) + —6(q§ + @2) +deqy +diaqe + diaqs + disqs + dig,

2
et donc
0
v=—(a1q2 + 2q3 + a3q4 + d12)8 + (uq1 — aoqs — oqq + ds)% + (g1 —
a1 2
0 0 o «
3@y — Qg4 — d15>a_ + (o3q1 + a2q2 + g3 + d14)8 + (—I(Q% — @)+ _6<C]§ -
q3 4 2 5 2
Q4) + a3(q193 — 2q4) — di12Ge — d15qs — d16>>a_
qs
avec a; € Ret ¢; € Rpouri € {1,2,3,6} et j € {8,12,14, 15,16}
0 a (0] [6R]
_ 0 _
— On a ainsi la matrice A de ad, qui s’écrit A— o ds , avec
—Q9 a3 0 (675

—Q3 —0Qgp —0Op 0
a; € R pour i € {1,2,3,6}. Et on a les trois cas suivants :

— Si |eg| > 1 alors as=a3=0 et 1'algébre des SR-symétries infinitésimales est
de dimension 7.

— Sicyg = —1 alors az=0 et ay € R et I'algébre des SR-symétries infinitésimales
est de dimension 8.

— Sicy =1 alors ag, az € R et I'algébre des SR-symétries infinitésimales est
de dimension 9.

Pour ¢, quelconque, on trouve 5 translations

o9 ,__9 90 _90 __ 0 9 _9
1_6(]2’ 2 = s Q28q5, 3_8q4’ 4 = D45 2q48q5’ 5—0%,
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et 2 rotations :

33123 3302

vg = s— +=(¢f —¢3)=— et = U=+ = (6 — q})—.
Si ¢ = —1 on a une rotation supplémentaire
vy = + 0
8 = (44 X a2 P q1 75— D45 35— Ers
Si co = 1 on a deux rotations supplémentaires
y 0 0 . 0 0 ot v 0 0 n 0 0
8§ = Q3a @ — 425 945 41 P qa 75— X 9 = C]1a % — 43 s Q25— 941 C]4aq2

]

Le groupe G, connexe et simplement connexe, de 'algébre g(s1,1) peut étre
représenté comme le groupe nilpotent de matrices sous-diagonales :

1 0 0 0
q2 1 0 0
G = : eR
g @ 0 1 0 q1, , 45
L B @ Cc2q3 1
Son algebre de Lie est
( 0 0 0 0
aa 0 0 O
g a 0 0 0 ay,...,as €
as ap das 0

Soit E; la matrice nilpotente, définie par a; = 1 et a; = 0, pour j # 7. Considé-
rons le champ invariant & gauche gE; correspondant a E;. En identifiant G = R5,
muni des coordonnées (g, ...,q5), on peut identifier I'algébre de Lie des champs
invariants a gauche g = Vect R{gaEl, e g%:)} avec l'algébre de Lie engendrée par

=t

les champs e;—=— e e3———. €
P 18(11723(]2 a5 33(]37454

+Coq3— et es=—.
Jgs Jgs
Tout champ de vecteurs invariant a droite v commute avec tous les champs
invariants a gauche et alors v est une SR-symétrie infinitésimale. En fait, on peut
vérifier par un calcul direct que les champs vy, ...,v5 du Théoréme 2.37(i) sont,
respectivement, les champs invariants a droite v; = E;g.
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L’analyse similaire montre que pour g 22y et g¢3,1), si on identifie les champs
€1, ...,e5 avec des champs invariants a gauche alors les champs vy, ..., v5 du Théo-
réme 2.37(ii) et (iii) sont des champs invariants a droite respectifs.

La nature des champs v;, © > 6, est différente : la projection de leurs flots sur
'espace p donne des rotations. Rappelons (voir la Définition 1.9) qu’un espace SR~
homogeéne (M, D, B) est dit symétrique si pour chaque point ¢ € M, il existe une
SR-symétrie ¢ telle que ¢(q) = q et ¢,|p, = —Id. Notons par Hs = G511y, Hz X
R? = G531 et G(52.2) les groupes connexes et simplement connexes correspondant,
respectivement, a g(s1,1), 9(5,2,2) et 9(s,3,1). Le Théoréme 2.37 nous donne alors le
résultat suivant.

Corollaire 2.38. Les SR-espaces Hs = G (51,1 et Hz X R? = G(53,1) sont symé-
triques, le SR-espace G(52,2) ne l’est pas.
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Chapitre 3

Géodésiques associées a des
SR-algébres de Lie nilpotentes
d’ordre 2

Dans le Chapitre 2, nous avons obtenu la classification des SR-algébres de Lie
nilpotentes d’ordre 2 de dimension n, avec 3 < n < 7, ainsi que la classifica-
tion des SR-algébres de Lie nilpotentes d’ordre 2 de dimension n > 3, telles que
dim ®(g) = 1. Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude du systéme hamiltonien
(1.16) et (1.17) associé a ces SR-algébres de Lie. Nous commencons par ’étude
du systéme adjoint de Lie-Poisson (1.17). Nous allons montrer que, dans tous les
cas de la classification, ce systéme est linéaire & paramétres et, en plus, Liouville-
intégrable dans la catégorie polynomiale et super-intégrable dans la catégorie loga-
rithmique. Par ailleurs, nous allons donner explicitement les intégrales premiéres
polynomiales (en particulier, linéaires et quadratiques) et logarithmiques, que le
systéme adjoint admet. Dans un premier temps, nous rappelons des définitions et
des propriétés d’intégrabilité, que nous utiliserons pour la suite. Pour ces notions,
on peut se référer aux livres de Arnold [9], Arnold et Novikov [10], Audin [11],
Goriely [44] et Jurdjevic [54].

3.1 Intégrales premiéres et intégrabilité

Dans cette partie, on rappelle certaines définitions d’intégrabilité pour un sys-
téme d’équations différentielles d’ordre 1 sur le corps K ou K = C ou R. On
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considére un systéme :

i(t) = F(z(t)), o z(t) € KV et F est de classe O™, (3.1)

N
0 .. . .
On note Ly = Z Fi(x) P la dérivation définie par le champ de vecteurs F' associé
, T
=1
a ce systéme. On veut caractériser les fonctions des variables xy, ..., xx qui sont
constantes sur les trajectoires du systéme (3.1). L’intérét de ces fonctions, qui sont
les intégrales premiéres, est le fait que les trajectoires de ce systéme restent dans

leurs ensembles de niveaux constants.

Définition 3.1. Soit [ : U — K une fonction de classe C°, ou U est un ouvert
de K. On dit que I est une intégrale premicre du systéme (3.1) si
N
ol
Lp(I)=) F=—=0sur U

i=1

Il est clair que, si I est une intégrale premiére de (3.1), toute fonction f(I) ou
[ est de classe C°°, est aussi une intégrale premiére de (3.1) mais [ et f(I) sont
fonctionnellement dépendantes.

FIGURE 3.1 — [44]. Indépendance des intégrales premiéres : ensembles de niveaux
constants de I; et I et leur intersection autour de xq

Définition 3.2. Soient k intégrales premiéres I, I, ..., I de (3.1) définies sur des
k

ouverts, Uy, ..., Uy, de K tels que U = ﬂ U; est non vide. On dit que les intégrales
i=1
premiéres [, ..., I sont fonctionnellement indépendantes s’il existe un ouvert dense

U de U tel que pour tous points 2o € U nous avons (dI; A ... A dI},)(zo) # 0.
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Les intégrales premiéres d’un systéme, lorsqu’elles existent, appartiennent a des
classes de fonctions différentes (polynomiales, rationnelles, algébriques, logarith-
miques,...). Pour illustrer ceci, on donne I’exemple suivant d’un systéme dépendant
de parameétres qui, selon leurs valeurs, peut admettre différents types d’intégrales
premieres.

Exemple 3.3. Lotka-Volterra ABC system (voir Bountis et al. [20]) :

t = x(Cy+2),
g o= ylz+Az),
= 2(Br+y),

ou A, B,C' € R sont des paramétres constants. L’intégrabilité et la non-intégrabilité
de ce systéme quadratique a été étudié par beaucoup d’auteurs au cours de ces
derniéres années : pour I'intégrabilité, par Strelcyn et Wojciechowski [85] et Gram-
maticos et al. [45]; et pour la non-intégrabilité, par Moulin-Ollagnier [69] ; Moulin-
Ollagnier |70]; Moulin-Ollagnier et Nowicki |[71]|. Pour différentes valeurs des pa-
rameétres (A, B, (), ce systéme admet une intégrale premiére I quadratique ou
rationnelle ou logarithmique :

1 2
(AB,C) = (—5,-21), I = a’+y’+ = —2ay+yz+uz,

4
ABC) =111, | = &=vly=2)
)
(AyB;C):(17170), [ g g+10g<1_y>7
x z
_ - Z(y_x>\/§+1
(A,B,C)=(1,—Vv2,1), I = T

ABC+1=0, I =—-ABlog|z|+ Blog |y| —log|z| + (AB + 1)log |x — Cy + Az|.
Nous allons maintenant formaliser ceci de la maniére suivante.

Notation 3.4. On note K[z] = K[zy, ..., xy] Panneau des polyndomes & N variables
a coefficients dans K et K(x) = K(x1,...,xy) Pensemble des quotients d’éléments
de K[z}, i.e., quotients de polyndomes en z, ¢a veut dire, fonctions rationnelles en z.

Définition 3.5. Une intégrale premiére I d’un systéme (3.1) est polynomiale si I €
K[z], elle est rationnelle si I € K(x). Une intégrale premiére I est dite algébrique
sur K ¢’1l existe des polynoémes pg, p1, ..., ps € Klz], s > 1, tels que

Po +p1[+p2]2+...—|—p315 :0, (32)
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i.e., po + p1C + paC? + ... + p,C* = 0 ot I(x(t)) = C constante de niveau et z(t)
solution de (3.1).

Il est clair que si s = 1 et p; € K, une intégrale premiére I qui vérifie (3.2) est
polynomiale. Si s = 1 et p; ¢ K| elle est rationnelle.

Définition 3.6. Une intégrale premiére I est dite logarithmique s’il existe Jy, ..., Js,
s > 1, des fonctions algébriques sur K et ¢y, ..., cs € K tels que

I = Jo—f—ZcZ-logJi.
i=1

Il est clair que si s = 0, I est algébrique sur K.

Remarque 3.7. Les fonctions trigonométriques et leurs fonctions inverses s’ex-
priment a l'aide de la fonction exponentielle et de la fonction logarithme a variables
complexes, en particulier la fonction arctan que nous allons utiliser dans la suite
(voir Lemme 3.16). On sait que pour z = x + iy, on a arg(x + 1y) = arctan%

siz > 0 (si z < 0 on ajoute £7 suivant le signe de y). Par ailleurs, la fonction
logarithme & variable complexe est définie par log z = log |z| + i arg(z).

Fixons une catégorie C de fonctions (polynomiales, rationnelles, algébriques,
logarithmiques). La premiére définition d’intégrabilité fondamentale pour nous,
est la suivante.

Définition 3.8. Le systéme (3.1) est dit super-intégrable dans la catégorie C s'il
admet N — 1 intégrales premiéres indépendantes appartenant a la catégorie C.
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3.1.1 Intégrabilité d’un systéme linéaire autonome

On considére un systéme linéaire & coefficients constants dans K = C ou R,
& = Az, A€ My(K), zecK". (3.3)

Nous rappelons les définitions et résultats d’intégrabilité suivants que nous uti-
liserons par la suite. On note Aq,...,Ay € C, les valeurs propres de la matrice

A.

Définition 3.9. On dit que Aq,..., Ay € C sont E-indépendants, ou £ = N ou
N

E=ZoukF =Q,si Zai/\i = 0, pour «; € E, implique que «; = 0 pour tout
i=1

i=1,..,N.

Remarque 3.10. Il est clair que Ay, ..., Ay sont Q-indépendants si et seulement
si A1, ..., Ay sont Z-indépendants.

Définition 3.11. Si les valeurs propres Aq,..., Ay de la matrice A ne sont pas E-
indépendantes (F = N ou £ = Z), on appelle une relation de E-résonance pour le

N
systéme (3.3), un N—uplet a = (v, ..., ay) satisfaisant Z a; A = 0 tel que a # 0
i=1
et a; € E.
Définition 3.12. On appelle ordre de la relation de N-résonance o = (v, ..., an),
N
noté ord(«), la somme des «;, i.e., ord(a) = Z ;.
=1

Définition 3.13. On dit que m N—uplets (af, ..., ay),...,(a}", ..., a’%) sont indé-
pendants si le rang de la matrice formée par ces coefficients est plein, i.e.,

1 m
o e . A
; ay’
rang =m
1
AN eee .. QA

L’existence d’intégrales premiéres polynomiales ou rationnelles pour le sys-
téme (3.3) est donnée par le théoréme suivant et ses corollaires :

Théoréme 3.14. [{4]. Considérons un systéme linéaire & coefficients constants
& = Az o0 A est une matrice semi-simple et v € CN et \i,..., \y désignent les
valeurs propres de A. Alors :
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(i) le systéme admet m intégrales premiéres polynomiales indépendantes si et
seulement si il existe m relations de N-résonances o, pour i = 1,....,m,
données par m N—uplets o' = (o', ..., ay) indépendantes. En plus, les degrés
des intégrales premieres sont, respectivement, les ordres des résonances.

(i) le systéme admet m intégrales premieéres rationnelles indépendantes si et
seulement si il existe m relations de Z-résonances données par m N —uplets
o = (ad,...,ay), 1 <i<m, indépendantes.

Nous allons démontrer 'assertion (i) de ce théoréme car nous aurons besoin
des résultats et du raisonnement de cette démonstration pour la suite. On suppose
que la matrice A est diagonale (on peut toujours diagonaliser A sur C car elle est
semi-simple), i.e.,

M O - 0
Av_:
0 - 0 My

et soit I = 223 (ou o € N*) un monome de degré a; + ... + ay. La dérivée
de I le long de champ de vecteurs linéaire Az est

LT = (oqh + ...+ andy) 2250

et alors I est une intégrale premiére de 1'équation différentielle z = Az si et
seulement si a = (aq,...,ay) définit une relation de N-résonance. Si I’équation
2= Az est représentée dans une base quelconque (pas nécéssairement propre)
comme & = Az et si Vi, ..., Vy sont des vecteurs propres indépendants de A alors
I'intégrale premiére Ide 2 = Az définit, en coordonnées x, l'intégrale premiére
I = oo, ou v; = (x,V;). Pour obtenir une intégrale premiére réelle, il suffit
d’observer que si le systéme & = Az est réel (v € ]RN) alors les parties réelles
et imaginaires de ces intégrales premiéres complexes sont des intégrales premiéres
réelles. On a ainsi montrer qu’a chaque intégrale premiére polynomiale il corres-
pond une N-relation de résonance et a chaque relation de N-résonance il correspond
une intégrale premiére polynomiale.

Montrons & présent que l'existence de m relations de N-résonances o', 1 <
1 < m, indépendantes, est équivalent au fait que le systéme admet m intégrales
premiéres polynomiales indépendantes. Dans un premier temps, on suppose qu’il
existe m relations de N-résonances o', 1 < i < m, indépendantes. Dans ce cas on

N
a Zaé)v = 0 pour 1 <17 < m, et puisque a chaque relation de N-résonance il
7j=1
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. , LN . 7 a1 QN . ’
correspond une intégrale premiére polynomiale donnée par 2z;"...z3", on a m inté-
N

‘s ol ab . . ., )
grales premiéres [;(z) = z;'...z," polynomiales, respectivement, de degré E a;.
=1

ol
On calcule le rang de la matrice <8_)’ oul = (1Iy,.., Im)T, et pour cela on peut
z

.. . . at—1 a’;—1 . .
diviser chaque ligne 7 par z;' "...z5" , puis chaque colonne j par 21...2;-12j41...2N

pour 1 < 53 < N et on montre que, sur un ouvert dense, le rang de la matrice

ol , .
— | est égale au rang de la matrice

0z
1 1
al - .. aN
2 2
al . .. aN
m m
al . .. aN

Puisque les m relations de N-résonances o' sont indépendantes, le rang de la
matrice est m et donc le systéme admet m intégrales premiéres polynomiales
indépendantes. Maintenant supposons que le systéme admet m intégrales pre-
miéres polynomiales indépendantes I;, 1 < ¢ < m. La matrice A est diagonale
et donc chaque monome de [; est aussi une intégrale premiére. Il existe alors
[ > m monomes qui sont aussi des intégrales premiéres polynomiales de la forme

Oéi Oti . . a[
2z .zt pour 1 < ¢ < p. On recalcule le rang de la matrice donnée par <8_)’
z

ou I = (I, ...,IM)T, et avec les mémes astuces de calcul, on montre que le rang
de cette matrice est égal au nombre de relation de N-résonances indépendantes,
ce rang est donc au moins m. Il existe alors au moins m relations de N-résonances
indépendantes ; ce qui finit la démonstration.

Corollaire 3.15. (Nowicks, [73]). Considérons un systéme linéaire a coefficients
constants © = Ax ou A est une matrice semi-simple et x € CY et A\, ...,\y sont
les valeurs propres de A. Alors :
(i) A1,..., AN, sont N-indépendants si et seulement si ce systéme n’admet pas
d’intégrale premiére polynomiale.
(i) A1,..., An, sont Z-indépendants si et seulement si ce systéme n’admet pas
d’intégrale premiere rationnelle.

L’intégrabilité des systémes linéaires (3.3) est étudiée en détails par Gorbuzov
et Pranevish dans [43], o ils donnent, en utilisant la méthode des valeurs propres,
la forme explicite des intégrales premiéres polynomiales, rationnelles et d’autres
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exprimées a 'aide de la fonction arctan.

On utilisera le lemme suivant dans la suite, sa preuve est simple mais technique,
elle sera donnée pour compléter cette partie dans I'annexe du Chapitre 3.

Lemme 3.16. Si un systéme linéaire & = Az, © € CV, & coefficients constants,
admet une intégrale premiére I de la forme

I(z) = arctany, (z) + cvarctan yo (), (3.4)

ot a € R et y;(x) € K(z), le corps des fonctions rationnelles en x, pour i = 1,2,
alors ce systeme admet une intégrale premiere I (étant une fonction de I) qui est
rationnelle si o est rationnelle et logarithmique si o est irrationnelle.

Le résultat suivant est fondamental pour notre étude sur l'intégrabilité.

Théoréme 3.17. Considérons un systeme linéaire a coefficients constants © = Ax
ot A est une matrice antisymétrique, de rang 2r, et x € RY. Alors :
(i) Il'y a N — 2r relations de N-résonances d’ordre 1 indépendantes et alors le
systeme © = Ax admet N — 2r intégrales premiéres linéaires indépendantes.
(ii) Il y a au moins r relations de N-résonances d’ordre 2 indépendantes et alors
le systeme & = Ax admet au moins r intégrales premiéres quadratiques indé-
pendantes.
(iii) Le systéeme & = Ax admet 2r — d(A) intégrales premiéres polynomiales indé-
pendantes de degrés au moins 2, ot d(A) = dim Vect o{\; : \; € 0(A)}.
(iv) Le systéme & = Ax admet N — 1 intégrales premiéres logarithmiques indé-
pendantes dont N — 2r sont linéaires, au moins r sont quadratiques et les
autres sont logarithmiques (peuvent étre polynomiales suivant d(A)).

Démonstration. Considérons I’équation différentielle
i(t) = Ax(t), v € RY,

ot A est une matrice antisymétrique a coefficients réels constants. La matrice A
étant antisymétrique (et de rang 2r pair), alors ces valeurs propres sont soit nulles
soit imaginaires pures conjuguées deux a deux; on note les valeurs propres par

Agj—1 = +iw; et Agj = —iw; pour 1 < j <,

otw; >0et \; =0,pour 2r +1 < ;5 <N .
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Puisque la matrice A est antisymétrique, d’aprés le Lemme 2.8, il existe une
matrice orthogonale R a coefficients réels telle que RAR™!=A, on

- ) 0 1 .

A = Diag(wiJ,waJ, ...,w,J,0) et J( 1 O> avec w; > 0 pour 1 < j <.

On change les variables en posant £ = Rz et on va considérer dans la suite le
systéme différentiel linéaire suivant

i(t) = Ai(t), on i e RY, (3.5)
appelée forme normale de Jordan. En coordonnées, on écrit le systéme sous la
forme : )

Toj_1(1 iToi(t

2 1) %MZ() } pour 1 < j <7 etw; >0,
To;(t) = —wjdaja(t)
;) = 0 pour 2r+1 < j < N.

Les assertions (i) et (ii) sont des corollaires immédiats du Théoréme 3.14. En
effet, nous avons N — 2r relations de N-résonances d’ordre un, 1-\; = 0, pour
2r+1 < j < N qui nous donne les N —2r intégrales premiéres linéaires [;(Z) = Z;,
pour 2r +1 < 7 < N. Nous avons aussi r relations de N-résonances d’ordre 2
indépendantes définies par 1-Agj_1 +1-Xg; =0, 1 < j < r, qui nous aménent aux
intégrales premieres

Ii(z) = i’gj—l + i%j» pour 1 <j <r.

(iii). D’abord on va relier la dimension d(A) avec les Z-résonances. On suppose

qu’il existe m relations de Z-résonances ', indépendantes, d’ordre supérieur ou
2r

égal & deux. Ces relations de Z-résonances vérifient, pour 1 <7 < m, Z Oz;)\j =0.

j=1
Autrement dit, matriciellement, en notant A = (Ay, ..., Ay,) " et A = (aé), pour
l1<i<metl<j<2ronaA\ = 0. En permuttant si besoin les valeurs
propres, on peut supposer que A\ = 0 s’écrit comme (A, .Z))\ = 0 ol A est une
matrice de taille m x m de rang m (la matrice A est alors inversible). En multi-
pliant & gauche par A, on obtient

AN A AN = 0, ie.,
(14, T)A = 0,
ol = A" A. Ainsi, pour 1 <i < m,ona AH‘Z 7;-/\]' =0oul = (7;) Par consé-

i>m

quent, Vect g{\;,1 <1i < 2r} = Vecto{\;,m+1<1i<2r}, ie., d(A) <2r—m.
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Maintenant si Vect o{\;} = d(A) alors il existe d(A) valeurs propres Q-indépen-
dantes que I'on peut supposer étre Ai, ..., A\gea). Alors toutes les autres valeurs

d(A)
propres sont des combinaisons de ces valeurs propres, i.e., A, = E Y;A; pour
j=1

i > d(A). Il existe alors 2r — d(A) relations de Z-résonances et donc m < 2r —d(A),
i.e., d(A) < 2r—m. On en conclut que d(A) = 2r —m et que le nombre de relations
de Z-résonances indépendantes est donc 2r — d(A).

Par ailleurs, le nombre de Z-résonances indépendantes est égal au nombre de
N-résonances indépendantes (dans le cas ou A est antisymétrique). Pour montrer
cela, on suppose que A\gj = —Ag;_1, pour 1 < j <r, et on considére m relations de
Z-résonances indépendantes données par

2r
Zaé)\j = 0, pourlgigmetaéez.
j=1
On peut regrouper ces relations de Z-résonances telles que les r premiéres relations

sont les N-résonances données par

al, = o =1
1-Xgig+1-X: =0, ie. 2i-1 2i 1< <
ot b Ay =0 den o,j#%—l,zz‘}pom SI=n

—_

oL

2r
suivies par m — 7 relations de Z-résonances (o', \) = Z oz;»)\j pour r+1 <i<m.
j=1
Supppons qu’il existe ¢ > r et qu’il existe 1 < j < r tels que au moins un
coefficient parmi oéjfl et ozéj est négatif, i.e., soit ozéjfl < 0, soit agj < 0, soit
les deux négatifs. On définie ,6’;- = min{oéj_l, ozéj} et on remplace la Z-résonance
o = (at,...,ab,) par o +6§-oﬂ = a'. Dans ce cas, un coefficient parmi &éj_l et &éj
sera nul et 'autre forcément positif. On répéte 'opération pour toutes les paires
o/éjfl et aéj parmis lesquelles au moins un coefficient est négatif. Dans tous les
cas on se raméne a des coefficients naturels, et alors a chaque ensemble de m re-
lations de Z-résonances indépendantes on associe un ensemble de m relations de
N-résonances indépendantes. Ce qui finit la démonstration de (iii).

(iv) Le systéme z = AZ admet toujours N — 2r intégrales premieres linéaires

voir (i)) et r intégrales premiéres quadratiques, correspondant aux relations de
g

N-résonances 1 - Agj—1 + 1 - Ay; = 0 (voir (ii)). En plus, il admet toujours r — 1

92



intégrales premieres

x%jfl) ~ % arctan (?), pour 2 < j <, (3.6)

I;(z) = arctan( . o %
j

indépendantes de ceux citées précédemment. Maintenant, il suffit d’appliquer le
Lemme 3.16 pour conclure que [;, 2 < j < r, engendrant r — 1 intégrales premiéres
logarithmiques indépendantes. Ces intégrales additionnelles I; peuvent engendrer
des intégrales premiéres polynomiales (dont le nombre est 7 —d(A)), voir le Lemme
3.16. O
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3.1.2 Intégrabilité d’un systéme hamiltonien

Soit (M, w) une variété symplectique réelle de dimension 2n. Un systéme ha-
miltonien est un systéme différentiel associé & une fonction H sur M. La forme
symplectique w permet d’associer a H un champ de vecteurs Xy, défini par la
relation suivante (voir [11]) :

we(y, Xp(x)) = (dH),(y) pour tous z € M, y € T, M. (3.7)

Le systéme hamiltonien associé a la fonction H est le systéme d’équations diffé-
rentielles donné par :

t = Xy(z), =€ M. (3.8)

On remarque que la fonction H est constante sur les trajectoires ou les courbes
intégrales du champ Xp ; en effet, comme la forme w, est alternée, on a :

wo (Xt (@), Xpr(2)) = (dH ) (X g (2) = 0.

Par ailleurs, pour une variété symplectique M, la forme w définit un crochet
de Poisson (voir la section 1.3.1) sur C*°(M) par la relation suivante :

{f,9} = w(Xy, Xy) =dg(Xy) pour f,g € C=(M). (3.9)

Rappelons qu’une fonction I : U — R, ou U est un ouvert de M, est dite
une intégrale premiére d’'un champ de vecteurs [’ sur une variété M si Lpl =

N
ol

E F’a_ = 0 (voir la Définition 3.1). Bien évidemment, Lrl = 0 signifie que /
T

i=1

est constante sur les trajectoires de 'équation différentielle © = F(z). Dans le cas
ou M est une variété symplectique et F' un champ hamiltonien Xy sur M, la
condition Lx,I = (dI)Xg = 0 est équivalente a {/, H} = 0. Bien évidemment,
on a {H, H} = 0 ce qui justifie, d’une autre fagon, le fait que H est une intégrale
premiére de (3.8).

Soient Iy, ..., I}, des intégrales premiéres, définies sur M, d'un systéme hamil-
tonien. On rappelle (voir la Définition 3.2) que I, ..., I, sont fonctionnellement
indépendantes si il existe un ouvert dense M de M tel que (dIy A... AdI},)(z0) # 0,
pour tous points zg € M. Si {I;, I;} = 0 pour 1 < i,5 < k, on dit que les intégrales
premiéres [; et I; commutent ou sont en involution.

Fixons une catégorie C de fonctions (polynomiales, rationnelles, algébriques,
logarithmiques).
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Définition 3.18. Un systéme hamiltonien (3.8) sur une variété symplectique M
de dimension 2n est dit complétement intégrable dans la catégorie C au sens de
Liouville (briévement, Liouville-intégrable) s’il posséde n intégrales premiéres in-
dépendantes en involution et appartenant a la catégorie C.

3.2 Systéme hamiltonien sous-riemannien

Dans cette section, on considére (g,p,5) une SR-algébre de Lie réelle de di-
mension n > 3, oul p est un sous espace vectoriel orienté de g de dimension k,
2 <k<n-—1, tel que g=p + [p, p] et B est une forme bilinéaire symétrique défi-
nie positive sur p. On considére G 'unique groupe de Lie connexe et simplement
connexe, tel que T,G = g, muni de la distribution invariante D sur GG définie par

D. = p et B est la forme bilinéaire symétrique définie positive invariante, définie
sur D par B.—B.

On considére une base (e, €a, ..., €;) de p orthonormée par rapport a B. Soient
X1, ..., X les champs de vecteurs invariants a droite et orthonormés par rapport
a B définis par X;(e) = e; pour i = 1,..., k. En utilisant la relation (1.14), on écrit
’hamiltonien sous-riemannien associé a (g, p, B) qui est une fonction quadratique :

k
1 *
H(p) = 5> #f p=(pr.pa) €8" (3.10)
=1

De plus, le systéme hamiltonien associé & H sur le fibré cotangent T*G (que 1'on
peut identifier & G x g*, et qui est une variété symplectique de dimension 2n),
est donné par les relations (1.16)-(1.17). Dans le cas qui nous interesse dans cette
partie, k = n — 1 et en posant e, = [ej, €], on obtient :

n—1
q = ZpiXi(Q)7 e (3.11)
=1
n—1
=1

Le systéme (3.12) est le systéme adjoint de Lie-Poisson associé a (g,p,B) (voir
Définition 1.20) et ses solutions p;(t) = (p(t), e;) sont les controles optimaux. Le
systéme (3.11)-(3.12) décrit 1’équation géodésique et les solutions de (3.11) sont
les trajectoires optimales (les géodésiques).
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Remarquons que pour ce systéme hamiltonien donné par les équations (3.11)-
(3.12), le systéme adjoint de Lie-Poisson (3.12) ne dépend que des variables p =
(p1, ..., pn)- Il suffit alors d’intégrer d’abord ce systéme (3.12), on obtient les controles
optimaux que nous utiliserons aprés dans I’équation (3.11) pour déterminer les tra-
jectoires optimales. On utilisera les définitions suivantes pour la suite :

Définition 3.19. Une intégrale premiére du systéme adjoint de Lie-Poisson (3.12)
est une fonction I € C*°(g*) qui vérifie {1, H} = 0.

Définition 3.20. Une fonction de Casimir du systéme adjoint de Lie-Poisson (3.12)
est une fonction C' € C*°(g*) telle que {f,C'} = 0, pour tout f € C*(g").

Nous allons étudier dans la section suivante le systéme adjoint de Lie-Poisson (3.12)
associé a une SR-algebre de Lie (g, p, B) nilpotente d’ordre 2.

Observons que le systéme (3.12) s’écrit comme
p = J)VH(p), (3.13)

ou H(p) est 'hamiltonien du systéme, VH le gradient de H, et ou J(p) est la
matrice définissant la structure de Poisson sur g*, dépendant linéairement de p et
donnée par

Jii(p) =) ckipr pour 1 < i, j <mn,
k=1

ou les coefficients cfj sont les constantes de structure de la SR-algebre de Lie
(g,p, B) de dimension n. On obtient immédiatement la proposition suivante :

Proposition 3.21. Une fonction C sur g* est une fonction de Casimir de (3.13)
si et seulement si elle satisfait J(p)VC(p) = 0.

Notons que les fonctions de Casimir dépendent seulement de la matrice de
Poisson J(p) (et pas de 'hamiltonien H). Elles sont données par 1’équation aux
dérivées partielles J(p)VC(p) = 0 et, comme la Proposition 3.21 assure, elles
Poisson-commutent avec toutes les fonctions f(p), i.e., {C(p), f(p)} = 0.

La matrice de Poisson J(p) du systéme p = J(p)VH (p) étant antisymétrique,

son rang en chaque p est pair, que Pon note 2r(p) € N, avec 2r(p) < n, ou n est la
dimension de l'algébre de Lie. On appelle le rang de la matrice (ou de la structure)
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de Poisson max 2r(p) et on le note 2r.
pEY”
La deuxiéme définition fondamentale (aprés celle de la super-intégrabilité) est
la suivante :

Définition 3.22. Fixons une catégorie C de fonctions sur g* (polynomiales, ration-
nelles, algébriques, logarithmiques, etc...). On dit qu'un systéme de Lie-Poisson de
dimension n, avec une structure de Poisson de rang 2r, est Liouville-intégrable dans
la catégorie C s’il admet n—r intégrales premiéres fonctionnellement indépendantes
Ci,...,Ch_op, 11, ..., I, appartenant a la catégorie C et tels que C1, ..., C),_o, sont des
fonctions de Casimir de la structure et [y, ..., I, sont deux a deux commutatives.

Cette définition dit que les systémes hamiltoniens obtenus par la restriction du
systéme de Lie-Poisson aux feuilles symplectiques sont complétement Liouville-
intégrables dans la catégorie C, précisé dans la Définition 3.18 et, en plus, que le
feuilletage symplectique est aussi défini par des fonctions appartenant a C.
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3.3 Equation adjointe pour des SR-algébres de Lie
nilpotentes d’ordre 2 et sa résolution

Soit (g,p,B) une SR-algebre de Lie réelle de dimension n > 3. On considére
(é1,...,en_1) une base orthonormée de p et [e1,es] = e,. On rappelle le systéme
adjoint de Lie-Poisson associé :

n—1
pi = > _pi{pupi}. p=(p1,pn) €07 (3.14)
j=1

Ce systéme est toujours quadratique (voir ci-dessous) mais, dans certains cas, il
peut se réduire a un systéme linéaire.

Définition 3.23. Le systéme adjoint de Lie-Poisson (3.14) est dit linéaire s'il
existe une transformation linéaire P = pM, ou M est une matrice inversible a
coefficients réels et une partition P = (P*, P%) telles que (3.14) devient

P! = P'A

P’ = 0,

ou la matrice A = (A;;) est linéaire par rapport aux composantes de PY (i.e.,
A = Z Aij,?) et donc constante.
k

On montre la proposition suivante qu’on utilisera dans la suite. On rappelle
que €(g) désigne le centre de g.

Proposition 3.24. Soit (g,p,B) une SR-algébre de Lie de dimension n > 3.
Alors :
(i) Le systéme adjoint de Lie-Poisson (3.14) est toujours quadratique.
(ii) Sie; € €(g), pour un certain 1 <i < n, alors {p;,p;} = 0 pourtoutl < j <n
et (p(t),e;) = pi(t) =constante le long des solutions de (3.14).
(iii) Si g est une algébre de Lie nilpotente d’ordre 2, alors le systéme adjoint de
Lie-Poisson associé est linéaire.

Remarque 3.25. Notons que si e; € €(g), par le (ii) on a p;(t) est une fonction
de Casimir puisque pour tout f € C*(g*) on a {f,p;} =0.

n—1
Démonstration. (i). Pour tout 1 < j <mn,onap; = Zpi{pj,pi}. On rappelle que

i=1
n

{p;,pi}=(p, e, ei]) (voir la section 1.3.1) et on écrit [ej,ei]:z cfiek ou c;?i e R.
k=1
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n—1 n

Puisque (p, ex) = pi, on obtient p; = Z Z ¢j;Pkpi qui est quadratique.
=1 k=1

(ii). Soit e; € €(g). On a [ex, e;] = 0 pour tout 1 < k < n et alors {px,p;} =0,
donc p; = 0, ce qui signifie p;(t) =constante.

(iii). Si I'algebre de Lie g est nilpotente d’ordre 2, en utilisant la Proposition
2.10, il existe une base adaptée (eq, e, ..., €,) telle que D(g) = Vect g{e,_a11, .-, €n}
et €(g) = Vectr{€n_ci1,--s€n—1,6,} o1t d = dimD(g) et ¢ = dim €(g) avec 1 <
d<c<n-—2.0n pose :

Pl:(pla 7pnfC)T et Poz(pnfc+17 7pn)T-

Par le (ii), on a PO =0, i.e., P° est constant. On utilise les relations de la Propo-
sition 2.10 qui donnent les crochets [e;, e;], éléments de D(g), par
n—1
lei, €] = Z afjek + cijen, pour 1 <i.j <n—c,
k=n—d+1
et tous les autres crochets sont nuls, ot la matrice C' = (¢;;) = Diag(c1J, ..., ¢.J, O)
avec ¢; =1, ¢; # 0 pour 1 <14 <r. On rappelle que {p;,p;} = (p, e, e;]), alors :

n—1 n—1
{pi7pj} = <p7 Z k ek + Czyen — Z @] p, ek + Czy<p7 en)
k=n—d+1 k=n—d+1
n—1
= Z afjpk + CijPn-
k=n—d+1

Le systéme adjoint de Lie-Poisson (3.14) devient :

n n—1

D = Z( Z afjpk + ¢ijpn)pj, pour 1 < i < n. (3.15)
j=1 k=n—d+1
Le systéme (3.15) se décompose alors sous la forme :
n—c n—1

pro= Z( Z afjpg + cijpg)p;, pour 1 <i<n-—g¢, et
j=1 k=n—d+1
Py = Opourn—c+1<i<n.

(3.16)

Ce systéme (3.16) est linéaire (Voir Définition 3.23) car P* = 0 et P = P'A on
A = (A;;) est donnée par A;; = Z Ak Pk et donc est une matrice constante,

k=n—d+1
ce qui montre la proposition. O
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Remarque 3.26. Il est clair que la matrice (A;;) = (A;;(P°)) est antisymétrique.

On va résoudre le systéme adjoint de Lie-Poisson (3.14), c’est-a-dire, donner
les controles optimaux.

Théoréme 3.27. Les solutions du systéeme adjoint de Lie-Poisson

> pifpipi}, p=(p1.pn) €97,

sont des combinaisons linéaires de fonctions trigonométriques et constantes.

Démonstration. En utilisant la Proposition 3.24, on écrit le systéme (3.14) sous la
forme .

P! = P'A

P’ = 0,

ol la matrice A = (A;;) est linéaire par rapport aux composantes de P’ et donc
constante. Les solutions du systéme P° = O sont des constantes et celles du
systéme P(t) = AP(t) sont P'(t) = e**P'(0). Fixons des valeurs de P°. On sait

que si A est une matrice antisymétrique, alors e’

est une matrice orthogonale.
De plus, on note {£iw;} pour 1 < j < 2r, les valeurs propres de A non nulles
qui sont imaginaires pures conjuguées deux a deux, avec w; # 0 dépendant des
paramétres P° de la matrice A. On applique le Théoréme réel de Jordan, il existe

alors une matrice inversible R a coefficients réels telle que RAR™! =A, ou A=

1
Diag(mJ,wQJ, e wrd, 0) et J( 01 O) avec J> = —Id,. Alors on a et — RetAR!

avec et = Diag(e1?!, e*27 .. ¢*7 1d). On obtient par bloc, pour tout 1 < i <
2r
e“’i‘“( cos(w;t) sin(wﬁ))

—sin(w;t) cos(wjt)

Et R étant une matrice a coefficients réels constants, les solutions P'(t) = e PL(0)
ol €'t = Re! R~ sont des combinaisons de fonctions trigonométriques et constantes
(les p;(t) sont des fonctions trigonométriques pour 1 < j < 2r et constantes pour
2r+1<j<n). O

On va maintenant étudier l'intégrabilité du systéme adjoint de Lie-Poisson
(3.14) qui est de la forme
P! = PlA

. 1
PO — O, (3 7)



ot P = (P', P’ € g* 2 R" et la matrice A = (A;;) est antisymétrique et linéaire
par rapport aux composantes de P (i.e. , A = Z AF.PQ). Pour cela, on va utili-

ser les propriétés d’intégrabilité d’un systéme hnea1re rappelées dans les Sections
3.1.1 et 3.1.2.

0

Notons P = (P', P")" et B = (0 AT

(3.17) s’écrit

) alors le systéme adjoint de Lie-Poisson

P = BP, Peyg,

oil B est une matrice antisymétrique qui dépend linéairement de P°.

Pour P° fixé, le systéme P = BP est un systéme linéaire a coefficients réels
constants et on peut appliquer explicitement le Théoréme 3.17. Pour P° dans un
ouvert dense, le rang de B vaut 2r et on a exactement n — 2r valeurs propres
nulles, A\; = 0 pour 2r +1 < j < n; les autres valeurs propres sont de la forme
Agj—1 = iwj et Agj = —iw;, pour 1 < j < 7. On a n — 2r relations de N-résonances
d’ordre 1 définies par 1-A; = 0, pour 2r +1 < j < n, qui donnent les inté-
grales premiéres (fonctions de Casimir) [;_o, (et pas d’autre fonction de Casimir
car rang J(p) = 2r). Le feuilletage symplectique est de dimension 2r et est donné
par les variétés I;_o,—const, pour 2r +1 < j < n. Il existe au moins r relations
de N-résonances d’ordre 2 définies par Ag;_1 + Ag; = 0, pour 1 < 5 < r, qui nous
ameénent aux intégrales premiéres quadratiques I,_9,4;, pour 1 < 5 < r. Le sys-
téme hamiltonien est donc Liouville-intégrable sur chaque feuille (dans la catégorie
polynomiale).

Si on fait varier P, alors tous les objets que nous avons définis et utilisés (les
valeurs propres, les résonances, les espaces invariants, etc...) peuvent, en général,
changer méme si la nature de ces objets restera invariante. Pour illustrer ceci,
observons que nous avons n — 2r valeurs propres nulles donnant n — 2r relations de
N-résonances d’ordre 1. Bien évidemment, ces valeurs propres et leurs résonances
ne change pas si P° varie. En revanche, I’espace invariant correspondant a la valeur
propre nulle (de multiplicité n — 2r), autrement dit, le noyau de B, peut changer.
En fait, ¢ vecteurs engendrant le centre €(g) de dimension ¢ ne changent pas
mais les autres n — 2r — ¢ vecteurs engendrant le noyau de B (et correspondant,
en fait, au noyau de A) dépendent linéairement de P°. Les intégrales premiéres
qui leurs correspondent s’élévent en degré méme si leurs N-résonances d’ordre 1
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ne change pas. Dans la section suivante, nous analyserons ces changements (des
valeurs propres, intégrales premiéres et leurs degrés, résonances, etc...) en fonction
de P°, dans le détail cas par cas.
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3.4 Intégrabilité des équations adjointes associées
aux modéles g, .q) pour n <7

Dans cette partie, nous allons donner explicitement les intégrales premiéres
fonctionnellement indépendantes pour les systémes adjoints de Lie-Poisson associés
a chaque modéle g, .4 d’une SR-algebre de Lie nilpotente d’ordre 2 pour n < 7.
On utilise la classification faite dans le chapitre précédent. On a le résultat suivant.

Théoréme 3.28. Soit (g,p, B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2 de di-
mension n ou 3 <n <7.
(i) L’équation adjointe (3.14) est toujours Liouville-intégrable (en tant qu’un
systéme de Lie-Poisson) dans la catégorie de polynomes.
(i) L’équation adjointe (3.14) est toujours super-intégrable (en tant qu’un sys-
téeme d’équations différentielles) dans la catégorie logartithmique.

La démonstration se fait cas par cas et alors elle est donnée dans les sous-
sections 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3, ou on étudie l'intégrabilité pour chaque cas de notre
classement. En fait, le Théoréeme 3.28 englobe les Théorémes 3.29, 3.30 et 3.31 qui
donnent explicitement le nombre et la nature des intégrales premiéres dans chaque
cas (notons que si n = 3 ou n = 4, on sait que dim®(g) = 1 (voir Corollaire 2.17)
et ce cas sera étudié par la suite en dimension arbitraire n dans la section 3.5).

Notons que le Théoréme 3.17 décrit toutes les propriétés qualitatives de I'inté-
grabilité de équation P(t) = BP(t), avec P € RN et B € My(R) antisymétrique
non nulle. Dans I’Appendix du Chapitre 3 on donne une liste explicite de toutes
les intégrales premiéres de ce systéme dans le cas ou N = 4; cette liste sera utile
pour donner explicitement les intégrales premiéres en dimension 5,6 et 7.

3.4.1 Etudeducasn=>5

Dans la classification des SR-algébres de Lie nilpotentes d’ordre 2, pour n = 5,
nous avons obtenu 3 modéles qui sont donnés dans une base adaptée (e, ..., e5)
par les crochets non nuls suivants (Théoréme 2.19) :

9(5,3,1) = (b37pb7 Bh) S R2 : [617 62] = Cs.
96,11y = (05,0", B%) : [e1, €2] = e5 et [e3, e4] = cae5 avec [y > 1.
0(52,2) : [e1,€2] = €5 et [er, e3] = areq avec a; > 0.
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Pour chaque modéle, nous écrivons le systéme adjoint de Lie-Poisson en utili-
sant la relation (3.16) de la Section 3.3 et nous donnons les intégrales premiéres
indépendantes explicitement.

A la fin de cette sous-section (aprés la démonstration) nous donnerons une
courte description de la géométrie du systéme adjoint de Lie-Poisson correspondant
a chaque modéle de dimension 5.

Théoréme 3.29. Soit (g,p, B) une SR-algebre de Lie nilpotente d’ordre 2 de di-
mension n = 5.

(i) Si(g,p,B) est SR-isomorphe a (h3,p", B") © R?, alors le systéme adjoint de
Lie-Poisson associé admet 3 intégrales premieres linéaires et une quadra-
tique indépendantes.

(ii) Si(g,p,B) est SR-isomorphe a (52,2, alors le systeme adjoint de Lie-Poisson
associé admet 2 intégrales premiéres linéaires et 2 intégrales premiéres qua-
dratiques indépendantes.

(iii) Si (9,9, B) est SR-isomorphe a (hs,p”, B") alors le systéme adjoint de Lie-
Poisson associé admet n — 1 = 4 intégrales premieres indépendantes dont 1
intégrale premiére linéaire, 2 intégrales premiéres quadratiques et soit une
intégrale premiére polynomiale de degré |m| + q lorsque co est rationnel,
cy = % irréductible (q¢>0), soit une intégrale premiére logarithmique si cs

est irrationnel.

Démonstration. (i). Le systéme adjoint de Lie-Poisson associé a la SR-algébre de
Lie (b3, p", B") @ R? s’écrit :

pit) = pa(t)ps(t),  pa(t) = —pr(O)ps(t) et pa(t) = pa(t) = ps(t) = 0.
Ce systéme admet 4 intégrales premiéres indépendantes dont 3 fonctions linéaires

qui sont des fonctions de Casimir [;(p) pour i = 1,2, 3 (voir la Remarque 3.25) et
I’hamiltonien H = I, :

1
I (p) = ps, Ip) =ps, I3(p)=ps et IL(p) = 5(19% + ps + 3+ P

(ii). Le systeme adjoint de Lie-Poisson associé au modeéle g5 22y s’écrit :

p1(t) = pa(t)ps(t) + arps(t)pa(t), p2(t) = —p1(t)ps(t), p3(t) = —aip1(t)pa(t),
et pa(t) = ps(t) = 0, avec a; > 0.
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Ce systéme adjoint de Lie-Poisson admet 4 intégrales premiéres quadratiques
indépendantes dont 3 fonctions de Casimir Iy, I et I3 et ’hamiltonien H = I,
donnés par :

Li(p) =ps, ILa(p) =ps,  I3(p) = —aipaps + psps et

1
Li(p) = = (i + p3 + P35 + pJ).
2

(iii). Le systéme adjoint de Lie-Poisson associé & la SR-algébre de Lie (b5, p", B?)
s’écrit :

pi(t) = p2t)ps, Pa(t) = —p1(t)ps, P3(t) = capa(t)ps,
pa(t) = —caps(t)ps et ps(t) =0 ou |co] > 1.

En posant P'=(pi, py,ps,ps)’, ce systéme s’écrit alors Pl(t) = AP (t), avec

J 0 0 1 . . .
A = ps ou J = . On trouve une intégrale premiére linéaire

0 coJ -1 0
qui est [; (une fonction de Casimir) et deux intégrales premiéres quadratiques
indépendantes, données par :

1 1
L(p) =ps,  Lp) =5@1+p), L) =505+ 1)

L’hamiltonien est donné par H = I+ 3. Il existe une quatriéme intégrale premiére
I, indépendante des trois autres; /4 est polynomiale ou logarithmique suivant le
paramétre co. On utilise le Théoréme 3.17(iii) et le Lemme 3.16 et on obtient Iy,
polynomiale s’il existe une autre relation de N-résonance indépendante, i.e., ¢y

. L, m ., .
rationnel et dans ce cas on peut le réprésenter comme co = — irreductible et ¢ > 0

q
et la résonance est mA; +gA\y = 0, si m > 0, et —mA; + g3 = 0, si m < 0. Ces
résonances donnent l'intégrale premiére polynomiale :

Iy = Re((—ip1 +p2)"(ips + ps)?) si m > 0,
I = Re((ip1 + p2)™(—ips + ps)?) sim < 0.

Si ¢y est irrationnel, I, est une intégrale premiére logarithmique (voir Théoréme
3.17(iv) et le Lemme 3.16 et sa preuve). O

Analysons les résultats obtenus :

e Pour 9(5,3,1)7 on a dlmqr(g) = 3 et p3 = <pa €3>, Ps = <p7 64)7 Ps = <pa €5>
ou €(g) = Vectr{es, e, e5} qui donnent les trois fonctions de Casimir : [; = ps,

Iy = py et I3 = ps.
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Les valeurs propres sont A3 = Ay = A5 = 0 et \; 2 = %ips. Les valeurs propres
dépendent de P° = (ps,p4, ps) mais les résonances non. Notons o = (ay, ..., a5),
on a trois N-résonances d’ordre 1 :

1- A3 =0 donnant o = (0,0, 1,0,0),
1- Ay =0 donnant o = (0,0,0,1,0),
1- A5 =0 donnant a = (0,0,0,0,1),

et une N-résonance, \; + Ay = 0, d’ordre 2 correspondant a o = (1,1,0,0,0), et
1
donnant I'intégrale premiére Iy = —(p? +p3). Le feuilletage symplectique est formé

par p;=const, 3 < ¢ < 5, et sur chaque feuille on a un systéme intégrable avec

1
'intrégrale premiére I, = a(p% + p3), la méme sur chaque feuille.

e Pour g(52,2), on a dim €(g) = 2. Les valeurs propres sont A3 = Ay = A5 = 0 et

A2 = tiy/aipi + p2. On a trois N-résonances, 1 - A3 =0,1- Ay =0et 1- 5 =0,
d’ordre 1, et une N-résonance, A\; + Ao = 0, d’ordre 2. L’espace propre correspon-
dant & A = 0 (i.e., le noyau de B) dépend explicitement de py et ps. En fait, cet
espace propre est engendré par ey, es et a;pies — pses qui donnent, respectivement
(voir l'analyse réalisée dans la démonstration du Théoréme 3.14(i)) les intégrales
premiéres (fonctions de Casimir) Iy = py, Is = ps et I3 = —a1paps+p3ps. Observons
que pour toutes les valeurs fixées de p, et ps, la fonction de Casimir I3 est linéaire
mais elle est quadratique en tant qu’une fonction sur g* =2 R®. Le feuilletage sym-
plectique est formé par les surfaces I;=const, 1 < i < 3, et sur chacune nous avons
I'intégrale premiére quadratique I, correspondant & la N-résonance \; + Ay = 0.

e Pour g(5,1,1), on a dim €(g) = 1. Les valeurs propres sont Ay = £ips, Az4 =
+ipsca, A5 = 0. On a une N-résonance d’ordre 1 donnée par 1- A5 = 0 définissant
'intégrale premiére (fonction de Casimir) I1 = ps (et pas d’autre fonction de
Casimir car rang J(p) = 4). Le feuilletage symplectique est de dimension quatre
et est donné par les variétés I, = ps—const. Il existe au moins deux relations de
N-résonances d’ordre 2 définies par A\ + A\ = 0 et \3 + Ay = 0 qui donnent les
intégrales premiéres I, = %(p% +p3) et I3 = §(p§ + p3). L’hamiltonien est donné
par H = I, + 13 et le systéme hamiltonien est Liouville-intégrable sur chaque feuille
(dans la catégorie polynomiale).

Il peut exister une quatriéme résonance qui donne la super-intégrabilité dans
la catégorie polynomiale. En fait, une quatriéme résonance existe si et seulement
si ¢y est rationnel (ou les valeurs propres sont Ay = ips, Ao = —ips, A\3 = ipsca,
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Ay = —ipsce). Dans ce cas on peut le réprésenter comme ¢ = — irreductible et
q
q > 0 et la résonance est mA; + gAy = 0, si m > 0, et —mA; + gA3 = 0, si m < 0.
Ces résonances donnent l'intégrale premiére polynomiale :
Iy = Re((—ip1 + p2)"(ips + psa)?) si m > 0,
Iy = Re((ipy + p2)"(—ips + ps)?) si m < 0.
Enfin, nous avons démontré, voir Proposition 3.27, que les solutions des sys-
témes adjoints, qui sont les controles optimaux, sont des fonctions trigonométriques

du temps ou des constantes. Pour compléter ce résultat, en dimension n = 5, on
calcule explicitement les solutions de ces systémes.

e Pour (b3, p’, Bh) ®R?, nous avons ps, ps et ps sont constantes et les solutions
p1(t) et po(t) sont données par :

(pl(t)) ( cos(pst) Sin(p5t)) (pl(O))
pa(t) —sin(pst) cos(pst)) \p2(0)

e Pour (b5, p, B), nous avons ps est constante et les solutions py(t), p2(t), p3(t)
et py(t) sont données par :

p1(t) cos(pst)  sin(pst) 0 0 p1(0)
p2(t) | | —sin(pst) cos(pst) 0 0 p2(0)
ps(t) 0 0 cos(capst)  sin(copst) p3(0)
pa(t) 0 0 —sin(copst) cos(copst) p4(0)

e Pour g(52,2), on a py et ps sont constantes. Il est évident que si py = ps = 0,
on a le systéme p = 0, donc on peut supposer que (py,ps) # (0,0). Posons w; =

\/aip3 + p?. Les solutions p;(t), p2(t) et p3(t) sont données par :

pi(t) = COS(w1t)p1(0)+(a1p4p3(0)+p5p2(0))w7
mlt) = —m%"f%(m+%(—a%pi+p§cos<w1t>>pg<o>

1
+ ‘7<—Glp5p4 cos(wit) + a1pspaps(0)),
1

sin(wqt aipsp. aipsp
ps(t) = —a1p4—( ! )p1<0) — 2 cos(wit) + ——a—ps(0)
w1 Wi Wi
2 2,9
Ps a1Py
+ (—=—=% — — cos(wyt 0).
( w% w% ( 1 ))p3( )
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3.4.2 Etude ducasn =56

Pour n = 6, on utilise la classification faite dans le Théoréme 2.21. A la fin de
cette sous-section (aprés la démonstration) nous donnerons une courte description
de la géométrie du systéeme adjoint de Lie-Poisson correspondant a chaque modéle
de dimension 6.

Théoréme 3.30. Soit (g,p,B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2 de di-
menston n = 6.
(i) Si(g,p,B) est SR-isomorphe i (h3,p", B") ®R? ou 9(52,2) DR ou d g6,33)
alors le systeme adjoint de Lie-Poisson associé admet n — 1 = 5 intégrales
premiéres quadratiques indépendantes (dont 3 ou 4 sont linéaires selon les

cas).
(ii) Si (g,p,B) est SR-isomorphe a (hs,p”,B") @ R alors le systéme adjoint de
Lie-Poisson associé admet n — 1 = 5 intégrales premieres indépendantes,

dont 2 intégrales premiéres linéaires, 2 intégrales premiéres quadratiques
et soit une intégrale premiére polynomaale de degré |m|+q si co est rationnel

m . .
(co = — irréductible avec g > 0), soit une intégrale premiére logarithmique

81 co est irrationnel.

(iii) Si (g,p,B) est SR-isomorphe a 9367272) ou a 9?6,272), alors le systéme adjoint
de Lie-Poisson associé admet n — 1 = 5 intégrales premiéres indépendantes,
dont 2 intégrales premiéres linéaires, 2 intégrales premiéres quadratiques
et une intégrale premiere logarithmique.

(iv) Si (g,p,B) est SR-isomorphe a 9%67272), pour 2 < i < 9 eti # 5, alors le
systeme adjoint de Lie-Poisson associé admet n — 1 = 5 intégrales premieres
indépendantes, dont 2 intégrales premiéres linéaires, une intégrale premiére
quadratique, une intégrale premiére polynomaiale degré 4 et une intégrale
premiere logarithmique.

Démonstration. (i). Nous avons dim €(g) = 3. Dans ce cas on a P° = (p4, s, ps) "
avec P° = 0. Par conséquent les systémes adjoints associés admettent 3 fonctions
linéaires qui sont des fonctions de Casimir :

L,(p) = Pi+3, pour L= 17 27 3.

Notons que pour (hg,ph, Bh) @ R? ou 9(5,2,2) © R, on se raméne au cas ou g est de
dimension 5. La quatriéme intégrale premiére est une fonction de Casimir donnée
par :

]4(]9) = Ps3, pour (h37pb76h) @Rsa
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et

I,(p) = —a1paps + Psps pour ges22) & R.

De plus, nous avons ’hamiltonien H = I5 donné par :

1
Is(p) = (P} + 13 + 13 + i + p3)

Pour g 3,3, le systeme adjoint de Lie-Poisson associé est donné par :

pi(t) = pa(t)ps + aips(t)pa,
pa(t) = —pi(t)ps + azxps(t)ps, (3.18)
p3(t) = —ap1 (t)p4 - a2p2(t)p5, avec a; > 0,a9 >0

etpy = ps = pe = 0.
On a 4 fonctions de Casimir indépendantes données par I; = p;13 pour ¢ = 1,2,3
et

I4(p) = azp1ps — a1papa + paps avec a; > 0 et az > 0,

et Phamiltonien

1
H=I5(p) = 5(19? + p5 + ps + i+ p3).

(ii). On se raméne a (b5, p°, B") étudié dans le Théoréme 3.29(ii) pour n = 5
et nous avons en plus pg = 0, qui donne une intégrale premiére linéaire.

Pour (iii) et (iv), on est dans le cas ou dim €(g) = 2 avec ps = pg = 0. Donc p;
et pg sont des intégrales premiéres linéaires qui sont des fonctions de Casimir.
e Pour (iii), le systéme adjoint associé est donné par :

pi(t) = p2(t)ps,

pa(t) = —pi(t)ps,

pa(t) = bipa(t)ps + bapa(t)pe, (3.19)
pa(t) = —bips(t)ps — baps(t)ps, avec by, by > 0

et ps = ps =0.

En posant P'=(py,p2,ps, ps) ', le systéme adjoint est de la forme P! (t) = AP'(t)

aJ 0
A —
avec ( 0 b

Théoréme 3.17 et on utilise I'annexe du Chapitre 3 pour conclure que ce systéme
posséde 2 intégrales premiéres linéaires (qui sont des fonctions de Casimir) et deux
intégrales premiéres quadratiques indépendantes :

), ol a = pg et b = byps + baps avec a,b € R. On applique le
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1 1
L(p) =ps, L(p) = ps, Is(p)=§(p?+p§) et 14(p)=§(p§+pi),

et une intégrale premiére I5(p) indépendante des quatre autres, définie lorsque
p2 # 0 et py # 0 donnée par :

Is(p) = pgarctan (?) — (bips + bapg) arctan (%)
4 2

Il suffit d’utiliser le Lemme 3.16 pour montrer qu’il existe une intégrale premiére
logarithmique indépendante de I;(p) pour i = 1,2, 3, 4.

e Pour (iv), on regroupe les relations de commutations des algébres de Lie
associées aux modeles 92672,2), pour 2 < i < 9et ¢ # 5, sous la forme générale
suivante :

le1, e2] = e, e1, e3] = byes, 2, €4] = baes, le3, e4] = bses + byeg,

avec b; € R pour 1 < i < 4 qui vérifient les conditions du Théoréme 2.21. On
regroupe ainsi les systémes adjoints associés sous la forme générale suivante :

pi(t) = pa(t)ps + bips(t)ps
p2(t) = —p1(t)ps + bapa(t)ps
: (3.20)
p3(t) = —bip1(t)ps + bspa(t)ps + bapa(t)pe
pa(t) = —bopa(t)ps — b3ps(t)ps — baps(t)ps et ps = ps = 0,

avec b; € R pour 1 < i < 4 vérifiant les conditions du Théoréme 2.21.
En posant P'=(py, ps, p3,ps4) ", le systéme adjoint (3.20) s’écrit P(t) = AP(t), il
aJ M)

suffit d’utiliser le Théoréme 3.17 et I’annexe du Chapitre 3 avec A= (—MT b

d, 0
et M = (01 d ) ol a = pg, b = bzps + baps, d1 = bips et da = baps.
2
Les systéemes adjoints associés aux algebres de Lie notées 91&67272), pour2 < <9,
1 # 5, possédent 2 intégrales premiéres linéaires et une quadratique indépendantes :
]’ ( _ I _ t I _ 1 2 2 2 2
1(p) = ps, 12(p) = ps et Is(p) = 5 (pi +pa + p3 + 1),
et une quatriéme intégrale premiére polynomiale de degré 4 indépendante des
autres. On note cette intégrale premiére I,. Elle dépend des coefficients b;, 1 <17 < 4
et de dy,dy (vérifiant les conditions du Théoréme 2.21) et est donnée par (voir
I'annexe du Chapitre 3) :
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L(p) = pi(=b +b3)p5 + (pF — pg + (bsps + baps)*)p3
+ (—bfpé + b§p§ — pé + (bsps + b4p6)2)p421 + 2p5(b1pe + b2(bsps + baps) ) p2ps
— 2p5(bape + b1(bsps + baps) ) p1pa (3.21)

Une cinquiéme intégrale premiére I5 est donnée par :

2 2 1 1
YiP1 + ViPa YiP1 + Va4
I5(p) = +/ajarctan (—) — /o arctan (—),
B2ps + B2ps Bips + Pips

(lorsque [3ps + Bips # 0 et Byps + Byps # 0) ou les valeurs propres de A sont
+i/ag et Fiv/as et V1,71, Bs, B3, V15 V4, B, B3 sont des constantes réelles qui sont
données en détails dans 'annexe du Chapitre 3. Il suffit d’appliquer le Lemme 3.16
pour en déduire une intégrale premiere logarithmique.

[

Analysons les résultats obtenus :
e L’étude des cas (b3, p", B") @ R?, 9(5,2,2) DR et (b5, p?, B") R est similaire a
celle réalisée en dimension 5 avec en plus une fonction de Casimir supplémentaire

donnée par pg.

e Pour g(s,3,3), on a dim €(g) = 3. Les valeurs propres sont A3 = Ay = A5 = A\¢ =

0et Ao = ii\/a%pi + a3p? + p2. On a quatre N-résonances d’ordre 1 données par
1-A3=0,1-X2=0,1-X5=0,et1-X =0, et une N-résonance, \; + Ay = 0,
d’ordre 2. L’espace propre correspondant & A = 0 (i.e., le noyau de B) dépend
explicitement de py, ps et pg. En fait, on a les intégrales premiéres (fonctions de
Casimir) Iy = p4, Iy = ps, I3 = ps et Iy = asp1ps — a1paps + psps. Observons que
pour toutes les valeurs fixées de py4, p5 et pg, la fonction de Casimir I est linéaire
mais elle est quadratique en tant qu’une fonction sur g* = R®. Le feuilletage sym-
plectique est formé par les surfaces I;=—const, 1 < ¢ < 4, et sur chacune nous avons
I'intégrale premiére quadratique I5 correspondant & la N-résonance \; + Ao = 0.

e Pour 9%67272) et 9?672’2), on a dim €(g) = 2. Les valeurs propres sont A5 = \g = 0
et A2 = £ips et A3 4 = £i(b1ps +bapg). On a deux N-résonances d’ordre 1 définies
par 1- A5 = 0 et 1- A = 0 qui donnent les intégrales premiéres (fonctions de
Casimir) I, = p; et Iy = pg (et pas d’autre fonction de Casimir car rang J(p) = 4).
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Le feuilletage symplectique est de dimension quatre et est donné par les variétés
I, = ps—const et I, = pg—const. Il existe au moins deux relations de N-résonances
d’ordre 2 définies par Ay + Ao = 0 et A3 + Ay = 0 qui nous ameénent aux intégrales
premiéres [3 = %(pf +p3) et I = %(pg + p3). L’hamiltonien est donné par H =
I3 + I, et le systéme hamiltonien est Liouville-intégrable sur chaque feuille (dans
la catégorie polynomiale).

Il existe une cinquiéme intégrale premiére qui donne la super-intégrabilité dans

la catégorie logarithmique construite a partir de Uintégrale (a4 I'aide du Lemme
3.16)

Is = pgarctan (@) — (bips + bapg) arctan (ﬂ)
y2! y2)

e Pour 9267272), on2<i:<9eti+#D5 onadm€(g) =2 Les valeurs propres
sont A\s = A\¢ = 0 et A\j o = Fiw; et 34 = Fiwy out w; et wy dépendent de ps et pg.
On a deux N-résonances, 1- A5 = 0 et 1-A\g = 0, d’ordre 1 qui nous aménent aux in-
tégrales premiéres (fonctions de Casimir) I1 = p;s et [o = pg (et pas d’autre fonction
de Casimir car rang J(p) = 4). Le feuilletage symplectique est de dimension quatre
et est donné par les variétés Iy = ps—const et I = pg—const. Il existe au moins
deux relations de N-résonances d’ordre 2 définies par Ay + A\a =0 et A3+ Xy =0
qui nous aménent aux intégrales premiéres I3 = %(p% +p3+ p§ + p3) et I, donnée
par (3.21). La raison pour laquelle les résonances d’ordre deux nous produisent
les intégrales dont une est de degré plus haut que deux (quatre dans ce cas) est
que les espaces invariants (correspondant, respectivement a A 2 et A3 4) dépendent
explicitement de ps et pg. Alors cette intégrale I, pour toutes les valeurs fixées
de ps et pg, est quadratique mais elle est polynomiale de degré 4 en tant qu'une
fonction sur g* = RS, L’hamiltonien est donné par I5 et le systéme hamiltonien est
Liouville-intégrable sur chaque feuille (dans la catégorie polynomiale).

Il existe une cinquiéme intégrale premiére qui donne la super-intégrabilité dans

la catégorie logarithmique construite a partir de lintégrale (a I'aide du Lemme
3.16)

2 2 1 1
+ +
]5(p) = W arctan (M) — Wsy arctan (M))
B3pe + B3ps Bape + Bips

(lorsque B3ps + Baps # 0 et Bapa + B33 # 0) oit les valeurs propres de A sont +iw;
et +iwy et v7, V1, B3, B3, 71, V4, B3, B3 sont des constantes réelles qui sont données
explicitement dans I’annexe du Chapitre 3. Il suffit d’appliquer le Lemme 3.16 pour
en déduire une intégrale premiére logarithmique.
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3.4.3 Etudeducasn=7

A la fin de cette sous-section (aprés la démonstration) nous donnerons une

courte description de la géométrie du systéme adjoint de Lie-Poisson correspondant

a chaque modéle de dimension 7. Rappelons que par d(A) on note dim Vect p{\; €
a(A)}, ot o(A) est le spectre de la matrice A définissant 1’équation P' = AP,

Théoréme 3.31. Soit (g,p, B) une SR-algebre de Lie nilpotente d’ordre 2 de di-
mension n = 7.

(i)

(iii)

Si (g,p, B) est SR-isomorphe a (b3, p", B")OR* ou 9(5,272)63]1%2 ou G g(6,3,3) D
R ou a l'une des deur SR-algébres de Lie données dans une base adaptée
(e1,...,e7) par [e1,es] = er, le1,e3] = bies + boeg et [e1,eq] = bzes, avec
by, b3 € R* et by € R, alors le systéeme adjoint de Lie-Poisson associé admet
n — 1 =6 intégrales premiéres quadratiques indépendantes (dont 3, 4 ou 5
sont linéaires selon les cas).

Si (g,p,B) est SR-isomorphe i (s, p", B") @ R? alors le systéme adjoint de
Lie-Poisson associé admet n — 1 = 6 intégrales premieres indépendantes,
dont 3 intégrales premieres linéaires, 2 intégrales premiéres quadratiques
et soit une intégrale premiere polynomiale de degré |m|+q si ¢y est rationnel
(co = % irréductible avec g > 0), soit une intégrale premiére logarithmique

81 co est irrationnel.

Si (g,p,B) est SR-isomorphe a (b7,p", B%) alors le systéme adjoint de Lie-
Poisson associé admet n — 1 = 6 intégrales premiéres indépendantes, dont
une intégrale premiére linéaire, 3 intégrales premieres quadratiques et 2
intégrales premieres additionnelles logarithmiques. On peut remplacer une
(resp. deur) de ces intégrales premiéres logarithmiques par une (resp. deux)
intégrale(s) premiére(s) polynomiale(s) si et seulement si d(A) = 2 (resp.
d(A) =1).

Pour tous les autres cas, le systeme adjoint de Lie-Poisson associé admet
n — 1 = 6 intégrales premiéres indépendantes. Plus précisément, si (c,d) =
(3,2), on a 3 intégrales premiéres linéaires et soit 2 intégrales premiéres
quadratiques et une intégrale premiere logarithmaique, soit une intégrale
premiere quadratique, une intégrale premiére polynomaale de degré j et
une intégrale premiere logarithmique; si (c,d) = (3,3), on a 3 intégrales
premieres linéaires, une intégrale premiére quadratique, une intégrale pre-
miere polynomaale de degré 4 et une intégrale premiere logarithmique ; si
(¢,d) = (2,2), on a 2 intégrales premiéres linéaires, une intégrale premiére
quadratique, 2 intégrales premiéres polynomiales de degré, respectivement,
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3 et 4 et une intégrale premiére logarithmaique.

Démonstration. (i). Pour (hs, p”, B”) @ R*, on a dim €(g) = 5. Dans ce cas
P = (pg,p4,p5,p6,p7)T et P® = 0. Par conséquent le systéme adjoint de Lie-
Poisson associé admet 5 fonctions linéaires qui sont des fonctions de Casimir :

[’L(p) = Pi+2, pour 1 S v S 5)

et ’hamiltonien H = I donnée par :
1
Is(p) = 5 (P} +P3 + P3 + PL+ P35 + j)-
Notons que pour g(s22) ® R? ou 9(6,3,3) @ R on se raméne au cas ou g est de
dimension 6. On a dim&(g) = 4, et donc les systémes adjoints de Lie-Poisson
associés admettent 4 fonctions de Casimir données par

L,(p) = Pi+3; pour 1 S { S 47
et on a une fonction de Casimir supplémentaire donnée par

I5(p) = aspips — aspaps — a1paps + P3pr.

Dans la classification, si ay = a5 = 0 et a; # 0 alors I5(p) = —a1p2ps + P3p7
est la cinquiéme intégrale premiére quadratique du systéme adjoint de Lie-
Poisson associé a gs.2.2) ® R®.

Si asas # 0 et a; = 0 alors I5(p) = aspips — aspaps + pspr est la cinquieme
intégrale premiére quadratique du systéme adjoint de Lie-Poisson associé a
9(6,3,3) DR,

De plus, 'hamiltonien H = I est donné par
1
Is(p) = 5 (P + 13 + P3 + Pt + P + ).
Considérons les algébres de Lie données par les crochets non nuls :
[e1,e2] = €7, [e1,e3] = bies+baeg et [eq, eq] = bses, avec by, by € R* et by € R.
On a dim €(g) = 3; les systémes adjoints de Lie-Poisson associés s’écrivent :

pi(t) = p2(t)pr + bips(t)ps + baps(t)pe + bspa(t)ps

Pa(t) —p1(t)pr

pa(t) —bip1(t)ps — bap1(t)ps

pa(t) = —bspi(t)ps et ps =pe=pr =0 (3.22)
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avec by, b3 € R* et by € R. Ces systémes admettent 5 fonctions de Casimir (car
rang J(p) = 2) :

[’L(p) = Di+4, pour 1 S { S 3)
et

1y (p) = b3paps — pap7r et Is (P) = bybspaps — bspspr + bipapr pour by € R.

De plus, ces systémes adjoints admettent I’hamiltonien comme intégrale premiére
quadratique
H = Is(p) = pi +p5 + p3 + pi + p3 + pg-

(ii). Pour le cas (bs,p", B") @ R?, on se raméne a (bhs,p", B?) en dimension 5
avec en plus pg = pr = 0, ce qui donne 2 intégrales premiéres linéaires indépen-
dantes, qui sont des fonctions de Casimir et qui s’ajoutent aux intégrales premiéres
obtenues pour (hs, p”, BY).

(iii). Le systéme adjoint de Lie-Poisson associé a I’algébre de Lie (b7, p?, BY) est

le suivant :
pi(t) = pa(t)pr, pa(t) = —p1(t)p7, Ds(t) = copa(t)pr,
pa(t) = —caps(t)pr, Ds(t) = csps(t)pr, Pe(t) = —csps(t)pr
et pr = Ootlcs| > || > 1.

En posant Plz(pl,pg,pg,p4,p5,p6)T, le systéme adjoint de Lie-Poisson associé
est donc de la forme normale de Jordan P!(t) = AP'(t), avec

J 0 0
A=p: |0 cJ 0 | ou p; est constante et |c3| > |co| > 1.
0 0 CgJ

On trouve 4 intégrales premiéres quadratiques indépendantes, dont une fonc-
tion linéaire I; (une fonction de Casimir), données par :

Il(p) = P,

1 1 1
L(p) = 5(19? +p3), Lp) = 5(19% +p3), et L(p) = 5(192 + pg)-

L’Hamiltonien s’exprime comme H = I, + I3+ 1,. Il existe une cinquiéme (resp.
et une sixiéme) intégrale(s) premiére(s) indépendante(s) suivant les parameétres cs
et ¢, si et seulement si d(A) = 2 (resp. d(A) = 1) (voir le Théoréme 3.17(iii)). Par
exemple pour des parameétres cy et c3 rationnels, qu’on peut réprésenter comme
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mq mg . . , .
¢y = — et c3 = — irreductibles et ¢; > 0, les résonances sont miA1+q Ay, simq >

41 q2
0, et —m1/\1+q1)\3, simy < 0, et mg)\1+QQ/\6, sl my > 0, et —mg)\1+QQ/\5, si my < 0.
Ces résonances donnent, respectivement, les intégrales premiéres polynomiales :

Is = Re((—ip1 + p2)™ (ip3 + ps)™) si mq > 0,
Is = Re((ip1 + p2)™ (—ips + ps)™) si my < 0.
Is = Re((—ip1 + p2)™ (ips + ps)?) si my > 0,
Is = Re((ip1 + p2)™ (—ips + pe)®) si my < 0.

Dans tous les cas (méme si d(A) = 3), le systéme adjoint admet deux intégrales
premiéres logarithmiques indépendantes (voir le Théoréme 3.17(iv)) engendrées,
via le Lemme 3.16, par :

I5(p)=pr7 arctan (]2) — cop7 arctan (&),
D4

D2
Is(p)=pr arctan (@) — cgpr arctan (&)
Ds D2

(iv). On considére 92672,2) @R, pour 1 < i < 9; les crochets de Lie regroupés
sont alors donnés par :

[617 62] = ér, [617 63] = bi¢s, [62, 64} = byes, [63, 64] = bzeg + baer,

avec b; € R pour 1 < i < 4 vérifiant les conditions de relations de commutations
du Théoréme 2.24. Les systémes adjoints associés sont sous la forme suivante :

pi(t) = pa(t)pr + bips(t)ps,

pa(t) = —pi(t)pr + bapa(t)pe

ps(t) = —bipi(t)ps + bspa(t)ps + bapa(t)pr,
pa(t) —bapa(t)ps — bsps(t)ps — baps(t)pr

et ps = pPo=pr=0 (3.23)

]

avec b; € R pour 1 < i < 4 qui vérifient les conditions du Théoréme 2.24. On se
raméne au cas ou g est de dimension 6 (voir cas n = 6). On a, en plus, p; qui est
une fonction de Casimir d’ou on obtient le résultat.

Maintenant, pour étudier les autres cas restants qui correspondent & d = ¢ avec
d € {2,3}, on distingue les cas (¢,d) = (3,3) et (¢,d) = (2,2).

1*cas : Si (¢, d) = (3,3), les systémes adjoints associés admettent 3 fonctions
linéaires qui sont des fonctions de Casimir :
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Ii(p) = piys, pour 1 <i < 3.

On regroupe les formes générales obtenues dans le Théoréme 2.25 sous la forme
suivante :

[e1, ea] = e, [e1, €3] = bies + baes,  [e1, ea] = bes,
[ea, €3] = baes + bses,  [e2, ea] = bges + bres,  [e3, eq] = bges + boer
et tous les autres crochets nuls, avec b; € R pour tout 1 < i < 9 satisfaisant les

conditions du Théoréeme 2.25. Les systémes adjoints de Lie-Poisson associés sont
donnés par :

pi(t) = p2(t)pr + bips(t)ps + baps(t)pe + bspa(t)ps

Pa(t) —p1(t)pr + baps(t)ps + bsps(t)ps + bepa(t)ps + brpa(t)pe

p3(t) = —bipi(t)ps — bapi(t)ps — bapa(t)ps — bspa(t)ps + bspa(t)ps + bopa(t)pr
pa(t) = —bspi(t)ps — bep2(t)ps — brpa(t)ps — bsps(t)ps — bops(t)pr

ps(t) = pe(t) = pr(t) = 0 (3.24)

avec b; € R pour tout 1 < ¢ < 9 satisfaisant les conditions du Théoréme 2.25. En
posant P'=(p1, 2, ps, ps) ', le systéme (3.24) s’écrit sous la forme P1(t) = AP'(t),

M dy d
avec A= (_%T bJ) et M = (d; di) non nulle. On utilise le Théoréme 3.17

et I'annexe du Chapitre 3, en posant a = p7, b = bgps + bop7, dy = byps + baps,
dy = beps + brps, d3z = byps + bspe et dy = b3ps.

1
On obtient 'hamiltonien H = I,(p) = 5(]9% + p3 4+ p3 + i + ps + pg), et une
intégrale premiére polynomiale de degré 4 donnée par :
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Is(p) = 2bibapipap? + 2b3bepipap? — bipap? — bipap? + bipap?
+ bgp3ps + 2bsbsp1psps + 2bgbspapsps — b3paps + bipsp: + bipsp:
—  2b1bgp1paps — 2bsbspapapi + 2b1bapapaps + 2bsbpapapz — bipips + bapip:
+  bapap3 + 2b2bap1papspe + 2b1bsp1papsps + 2bsbrp1papsps — 2b1bap3pspe
+  2b4bsp3psps + 2b6brpapspe + 2b7bspapspspe + 2babspapsps — 2b2bsprpapspe
— 2b5bspapapsps + 2babspspapspe + 2b5bep3papsps + 2b4brpspapspe — 2b1bapipspe
+ 206bpipspe + 2babspipapg — b3papg + bipape + bapipe
+  b2pipg + 2bsbrpspapg — b3pipe + b3pipg + 2b9bsp1pspspr

—  2byp1pspspr + 2b1papspspr + 2bgbrpapapspr + 2bobspipspr — 2b1bgp1papspr
—  2bsp1papspr + 2b3papapspr — 208bapapapspr + 2bobspipspr — 2bsp1pspepy

+  2bapapspepr + 2bgbrpapspspr — 2b9bapipapepr — 2b7p1papepr — 2b9bspapapepy

2, .2, 2 2,2, 2

—  pap% + Uopip? — pip? + bopipr. (3.25)

Par exemple, pour A = (—MT QJ) ou M = (1 0) (resp. M = (0 1));

on trouve :

I5(p) = 2p1ps + 3p5 — 2papa + 3p; (vesp. Is(p) = —2paps — p3 + 2p1ps — P3).

En plus, on obtient Iz une intégrale logarithmique donnée par le Théoréme
3.17(iv) et le Lemme 3.16, voir 'annexe du Chapitre 3.

2°"cas @ Si (c,d) = (2,2), les systémes adjoints de Lie-Poisson associés ad-
mettent 2 fonctions linéaires qui sont des fonctions de Casimir :

Ii(p) = piys, pour 1 <i <2

On regroupe les relations de commutations obtenues dans le Théoréme 2.25 sous

la forme :
[61, 62] = ér, [61, 63] = by eg, [61, 65] = byeg [62, 63] = bseg,
[62, 64] = byes, [63, 64] = bseg + bger, [637 65] = bres, [64; 65] = bges,

et tous les autres crochets nuls, avec b; € R pour 1 < ¢ < 8 satisfaisant les
conditions du Théoréme 2.25. On regroupe les systémes adjoints de Lie-Poisson
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assocCiés :

pi(t) = pa(t)pr + bips(t)ps + baps(t)ps

pa(t) —p1(t)pr + bsps(t)ps + bapa(t)ps

p3(t) = —bipi(t)ps — bsp2(t)ps + bspa(t)pe + bepa(t)pr + brps(t)ps

pa(t) = —bapa(t)ps — bsps(t)ps — beps(t)pr + bsps(t)pe

ps(t) = —bopi(t)ps — brps(t)ps — bspa(t)ps

pe(t) 0

pr(t) = 0 (3.26)

avec b; € R pour 1 <1 < 8 satisfaisant les conditions du Théoréme 2.25. En posant
P'—=(p1,pa, p3, pa, 0s) |, ce systéme (3.26) s’écrit P1(t) = AP(t) :

0 D7 bipe 0 baps

—p7 0 bsps baps 0
A= —bips —bsps 0 bsps + bepr  brps
0 —baps  —bspe — bepr 0 bsps

—bops 0 —brpe —bgpe 0

On trouve une intégrale premiére I, polynomiale de degré 3 qui est une fonction
de Casimir

Li(p) = —bybrpips + b3bspipg — babspaph — bibspaps + babapsps — babspaps — bibapspe
—  bobspapepr + bspspspr — brpapepr + bspspepr + bepspr, (3.27)

I’hamiltonien H = I,

1
I3(p) = Q(p? + P34 P53 + pi + P+ pp),

et une intégrale premiére /5 polynomiale de degré 4 donnée par

Is(p) = 2bibspipaps — bipape — bapspg + bipsps + bipape + 2babrpipape + 2bsbspapspi

—  b2p2pE + bApEpE + bEpEpE + LEpApE — 2b1bspipapl + 2babspipape — 2bsbspapap

+  2bsbapspapg + 2b7bopspapy — Uipipg — b3pips + bipipe + bipips + bipivg

— 2b1brp1pspg — 2b3brpapspg — 2b5bspapspg + 2b1bapspspg — 2bsbspspspg (3.28)
+  2bsbrpapspg — bipapg + b3pipg + bapig — 2bsp1pspepr + 2b1papspept + 2bsbspapspepr

+  2b5bsp3pspr — 2baprpapspr — 2b1bsp1papepr — 2b3bspapapept + 2bsbepipepT + 2b2p2ps5PeD7T

—  2bsbspapspepr + 2b6brpapspepr — paps + bapsps — Pip3 + bgpips — paps.
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En plus, le Théoréme 3.17 montre qu’il existe une intégrale premiére I qui est
logarithmique indépendante des autres (en utilisant le Lemme 3.16). O

Remarque 3.32. Il est clair que pour dim g = n = 7, on obtient plusieurs modéles
des SR-algebres de Lie g(5.q4) @ R? et 9(6,c,d) © R . Dans le cas ot ¢ = d, on ne
peut pas se ramener a des dimensions plus petites (en plus, le calcul des intégrales
devient plus lourd). Pour cette raison, on s’arréte & n = 7. Pour n > 8 la méthode
de classification utilise les mémes propriétés. L’étude de 'intégrabilité des systémes
adjoints de Lie-Poisson associés est similaire. Par contre, pour n > 3 et lorsque
dim®(g) = 1 on donne le résultat général dans la section suivante.

Analysons les résultats obtenus :

e L’étude des cas (b3, p?, Bb) @R, 9(5,2,2) D R?, (h5,p", B") & R?, 96,33 DR et
926,272) DR, ou 1l <i <9, est similaire a celle réalisée en dimension 6 avec en plus
une fonction de Casimir supplémentaire donnée par p;.

e Pour les algébres de Lie données par les crochets non nuls :

le1,e2] = €7, e1,e3] = bies+baeg et [er, eq] = bses, avec by, by € R* et by € R.

On a dim €(g) = 3, les valeurs propres sont \; = 0, pour 3 < i <7, et A\ =
+iw; ol wy dépend de ps, pg et p7. On a cing N-résonances 1-)\; = 0, pour 3 < < 7,
d’ordre 1. En fait, on a les intégrales premiéres (fonctions de Casimir) [; = ps,
Iy = ps et I3 = pr et 14(p) = bspaps — papr, et Is(p) = babspaps — bspspr + bipapr.
Les deux derniéres sont linéaires par rapport a pi, ps, p3, p4+ mais quadratiques
par rapport a p € g* = R car le noyau de B dépend explicitement de ps, pg et
pr. Le feuilletage symplectique est formé par les surfaces I;=const, 1 <17 < 5. La
relation de N-résonance d’ordre 2 donnée par A\; + Ay = 0 définie ’hamiltonien I
et le systéme hamiltonien est super-intégrable sur chaque feuille (dans la catégorie
polynomiale).

e Pour (h7,p",B"), on a dim @(g) = 1. Les valeurs propres sont ;o = %ipr,
N34 = Eiprca, A\se = Liprcz et Az = 0. On a une N-résonance d’ordre 1 donnée
par 1 - A; = 0 définissant 'intégrale premiére (fonction de Casimir) I; = p; (et
pas d’autre fonction de Casimir car rang J(p) = 6). Le feuilletage symplectique est
de dimension six et est formé par les variétés I; = py=const. Il existe au moins
trois relations de N-résonances d’ordre 2 définies par A\{ + Ao = 0, A3+ Ay = 0

1
et A\s + A\¢ = 0 qui donnent les intégrales premiéres [, = 5(1)% +p3) et I3 =
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%(p% +p3) et Iy = %(pg + pg). L’hamiltonien est donné par H = I + I3 + I4 et le
systéme hamiltonien est Liouville-intégrable sur chaque feuille (dans la catégorie
polynomiale).

Il peut exister une cinquiéme et une sixiéme résonance qui donnent la super-
intégrabilité dans la catégorie polynomiale. En fait, une cinquiéme (resp. et une
sixiéme) résonance(s) existe(nt) si et seulement si d(A) = 2 (resp. d(A) = 1), voir
Théoréme 3.17. Par exemple pour des parameétres ¢y et c3 rationnels, qu’on peut

mg
réprésenter comme cy = — L et c3 = — irreductibles et ¢; > 0, les résonances sont
q1 q2
MiAL 4+ g1 g, simy > 0, et —miA; + @1 A3, si my < 0, et maA; + @oAg, si Mo > 0, et

—maA1 + @25, si my < 0. Ces résonances donnent, respectivement, les intégrales
premiéres polynomiales :

Is = Re((—ip1 + p2)™ (ips + pa)®) si my > 0,
Is = Re((i; +p2) Y(—ips + ps)™) si my < 0.
Is Re((—ip1 + p2)™*(ips + ps)®) si my > 0,
Is = Re((ip1 + p2)™*(—ips + p)®) si my < 0.

Notons qu'une N-résonance peut exister méme si ¢y et c3 ne sont pas rationnelles.
Par exemple, les valeurs propres Ao = j:i\/i N34 = j:z(\/§ +1) et A5 = =+
donnent la N-résonance 1 - (2\/5) +1- z(—\/§ —1)+1-(i)=0.

e Si (¢,d) = (3,3), les valeurs propres sont \; = 0, pour 5 < ¢ < 7, et
A2 = Fiw; et A\34 = Fiws ol wy et wy dépendent de ps, pg et p;. On a trois
N-résonances 1 - \; = 0, pour 5 < ¢ < 7, d’ordre 1. En fait, on a les intégrales
premiéres (fonctions de Casimir) I} = ps, Io = ps et I3 = p; (et pas d’autres car
rang J(p) = 4). Le feuilletage symplectique est formé par les variétés I;—const,
1 <4 < 3. Les deux relations de N-résonances d’ordre 2 définies par Ay + Ay = 0
et A3 + Ay = 0 nous ameénent aux intégrales premiéres H = I4(p) et I5(p) donnée
par (3.25). Le systéme hamiltonien est donc Liouville-intégrable sur chaque feuille
(dans la catégorie polynomiale). Observons que pour toutes les valeurs fixées de
Ps, Pe et pr (autrement dit, sur chaque feuille symplectique), Uintégrale premiére
I5 est quadratique mais elle est polynomiale de degré 4 en tant qu’une fonction
sur g* = R”. De plus, on obtient une intégrale premiére logarithmique /g donnée
par le Théoréme 3.17 et le Lemme 3.16 qui montre la super-intégrabilité dans la
catégorie logarithmique.

e Si (¢,d) = (2,2), les valeurs propres sont \; = 0, pour 5 < i < 7, et A\jo =
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+iwy et A\34 = Fiwy out wy et wy dépendent de pg et pr. On a trois N-résonances
1-X\; =0, pour 5 <i < 7d’ordre 1. En fait, on a les intégrales premiéres (fonctions
de Casimir) I} = pg et Iy = p; et I3(p) donnée par (3.27). La derniére est linéaire
par rapport aux composantes pi, p2, p3, P4 et ps de P! mais polynomiale de degré
3 par rapport a p € g* = R” car le noyau de B dépend explicitement de pg et
p7. Le feuilletage symplectique est formé par les variétés I;—const, 1 < 7 < 3. Les
deux relations de N-résonances d’ordre 2 données par Ay + Ao =0 et A3+ Ay =0
nous aménent aux intégrales premiéres H = I;(p) et I5(p) définies par (3.28).
Le systéme hamiltonien est donc Liouville-intégrable sur chaque feuille (dans la
catégorie polynomiale). Observons que pour toutes les valeurs fixées de pg et pr,
I'intégrale premiére [5 est quadratique mais elle est polynomiale de degré 4 en
tant qu’une fonction sur g* = R”. De plus, on obtient une intégrale premiére
logarithmique Is donnée par le Théoréme 3.17 et le Lemme 3.16 qui montre la
super-intégrabilité dans la catégorie logarithmique.
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3.5 Intégrabilité des équations adjointes associées
a (g,p,B) lorsque dim®(g) =1

Soit (g, p, B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2 de dimension n > 3,
telle que dim®(g) = d = 1. On a vu, dans le Théoréme 2.16(i) du Chapitre 2,
qu'alors (g,p,B) est SR-isomorphe & (h,_ci1,9",B") @ R ot b, .1 est une
algebre de Lie de Heisenberg de dimension n — ¢+ 1, ou dim €(g) = ¢, donnée par
les relations (2.4) :

n—=c

[€9i_1,€0]] = ciep avec ¢g =1l et ¢; A0 pour 1 <i<r onr= 5

Le systéme adjoint de Lie-Poisson associé s’écrit sous la forme :

p2i—1(t> = Cip%(t)pn(t),
Pai(t) —Cip2i_1(t)pn(t), avec ¢y =1 et ¢; # 0 pour 1 < i <r, (3.29)
pi(t) = 0, pourn—c+1<j<n.

<~

Le systéme (3.29) est un systéme linéaire de la forme P(t) = BP(t) avec B =
pnDiag(ci1J, cod, ..., J,0) ot ¢ = 1, ¢; # 0 pour 1 < i < r et p, est non nulle.
Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3.33. Soit (g,p, B) une SR-algebre de Lie nilpotente d’ordre 2 de di-
mension n > 3, telle que dim®D(g) = 1, alors le systéme adjoint de Lie-Poisson
associé est Liouville-intégrable (dans la catégorie de polynomes de degré 2) et super-
intégrable (dans la catégorie logarithmique).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer directement le Théoréme 3.17. Notons qu’en
fait, le systéme admet r — d(A) intégrales premiéres polynomiales additionnelles
en particulier si d(A) = 1 le systéme adjoint de Lie-Poisson est super-intégrable
dans la catégorie polynomiale. O
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3.6 Géodésiques sur des groupes de Lie nilpotents
d’ordre 2

Soit (g, p, B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2 de dimension n > 3.
Soit (G, D, B) le groupe de Lie sous-riemannien associé a (g, p, B) ou G est 'unique
groupe de Lie connexe et simplement connexe tel que T.G = g, D est la distribution
invariante sur G telle que D, = p et B est la forme bilinéaire symétrique définie
positive invariante sur D telle que B.=B. Le groupe de Lie G est nilpotent d’ordre
2 car g est une algébre de Lie nilpotente d’ordre 2. On rappelle que dans le cas ou g
est nilpotente, I'application exponentielle exp : g — G est un diffecomorphisme [83].

On considére g = {Ny, ..., Ny} 4 l'algébre de Lie engendrée par des matrices
nilpotentes N;, i = 1,....k pour 2 < k < n—1, ou p = Vectg{Ny,..., Np}. On
peut représenter le systéme hamiltonien associé sur TG (voir (1.16)-(1.17) lorsque
g=p+[p,p]), comme le systéme suivant défini sur G x g* :

k

X = ) pNX, XeG (3.30)
=1
k

pj = Zpl{pjapz}7 b= (plv apn) € 9*7 (331)
=1

ou N;X sont les champs invariants a droite correspondant a N; € g. Les géodé-
siques du probléme sous-riemannien sont solutions de I'équation (3.30).

L’équation adjointe (3.31) a été résolu dans le Chapitre 3 lorsque g est nil-
potente d’ordre 2. On a obtenu que les solutions de cette équation, qui corres-
pondent aux controles optimaux, sont des combinaisons linéares de fonctions tri-
gonométriques et constantes du temps. On va intégrer le systéme hamiltonien
sous-riemannien en utilisant des modéles sur R" et des modéles matriciels.

Remarque 3.34. Dans le cas nilpotent d’ordre 3, il y a des cas pour lesquels le
systéme adjoint de Lie-Poisson (3.31) n’est pas intégrable, voir, e.g., [68].

3.6.1 Intégrabilité du systéme hamiltonien sur un modéle
de R".

Dans cette sous-section on calcule explicitement les géodésiques pour le cas ot
dim®(g) = 1 et n > 3, puis le cas ot dimD(g) > 1 avec n =5 et n = 6.
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1) Soit (g, p, B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2 de dimension n > 3,
telle que dim®(g) = d = 1. On sait (le Théoréme 2.16) que (g,p,B) est SR-
isomorphe & (hp—_ci1,p”, BY) R 01 b,_cy1 est une algébre de Lie de Heisenberg
de dimension n — ¢+ 1, ot dim €(g) = ¢, donnée par :

[€9i_1, €9 = cien, avec ¢ = 1 et |¢;| > 1 pour 1 <i < n-e

On va utiliser un modéle sur R", qui correspond a la SR-algebre de Lie (b,,—c11, P’ Bh)@
R, pour intégrer le systéme hamiltonien.

La solution du probléme sous-riemannien sur le groupe de Heisenberg est bien
connue (voir, par exemple, Agrachev et Gauthier [3|, [4]) mais pour que notre pré-

sentation soit compléte, on va ’exposer ci-dessous.

On considére, dans R™, muni des coordonnées (qy, ..., ¢, ), la base adaptée (eq, ..., e,)

suivante :
0 1 d 0 1 9, 0
ezi_lzaqgi,l — §CiCI2ia_qn; 621':@ + ECiQm—la—qn, et 6j:8_qj’
n-—c

ou |¢;| > 1, pour 1 <i < et pour tout n —c+1<j <n.

n—1
On sait que ¢(t) = Zui(t)ei(q(t)) ou u;(t) € R, pour 1 < i <n—1, sont des
i=1

controles. On obtient alors

n—c

2

) . . 1
gj=uj,pour 1 <j<n-—1etgqg, = ZQ’(Q%—IU% — Qoill2i—1)-
2=

n—1
1
L’hamiltonien est donné par Hié Z ug, ot u,(t) verifie u;(t) = (p(t), es(q(t)))
i=1

pour 1 <7 <n—1 (u; sont les controles optimaux). Pour ce modéle, on trouve :

n—c

1< CiPnG2i\ 2 CiPnq2i—1\? 1 —
S ) 21 8
22[1921 5 P2+ ]4‘242 Pj
=1 i=n—c+1
On pose :
CiPnq2i CiPnq2i—
Py = poi_1 — 22, P2i2p2i+%etpj:pja
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n—=c¢

pour 1 <7 < et n —c+ 1 < j <n.L’hamiltonien devient alors :

1n—l
_ 2
Hégpi.

En appliquant le principe du maximum de Pontryagin, le systéme hamiltonien

est :
. 0H .  0H
T=9p " T Tag
On obtient :
1 ngc
gj=PFPj,pourl1<j<n—-1 et ¢,= 5201‘((]2171]32@' — @2 Pai1),
1 1 =
Py = _§CiPnP2i7 Py = §CiPnP2i—1 et P; =0,
. n—=c .
pour 1 <37 < etn—c+1<j53<n.

On a P; sont constantes pour n —c+ 1 < j < n et on trouve :

1 1 —
Goi—1(t) + §CiPnQ2i<t) =0 et §yu(t) — §CiPnQ2z‘—1(t) =0, || >1let1<i< n 5 ‘<

Il s’agit de sous-systémes linéaires, il s’intégre facilement et les solutions sont des

fonctions trigonométriques. En effet :

Goi—1(t) = cos < > G2i-1(0) — sin < 5 > 42i(0),

2
G2i(t) = sin (Ci];"t) G2i—1(0) + cos (Ci];"t) 42i(0),
g;(t) = by,
pour 1 <i < n—e etn—c+1<j<nou|g| >1etb; €R. Par conséquent les
solutions sont :
G (t) = chn (sin <Ci§ "t) Por1(0) + cos (C”; "t) in(0)> e dy,

2 Clpnt . Clpnt
q@i(t) = P (cos ( 5 ) Py;_1(0) — sin ( 5 ) Pgi(0)> + dy;,
g;(t) = bt +dj,
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n—=«c

pour 1 <7 < et n —c+1<j < n,avec dyi_1,ds,b;,d; € R. Pour terminer

I'intégration du systéme hamiltonien, il faut calculer g,(t). Pour le calculer, on
utilise la relation suivante :

' 1 n;c
Qn:§ Z Ci(Q2i—1P2i - CI2¢P2¢—1),

=1

On trouve :

n—c

1¢ '
(t) = §Z/Ci(Q2i1P2i — qoiPpi1)dt, e :

=1

2 1 CZPnt
qn(t) = ZZ_I: Fn[PQ%fl(O)t + P221(O>t — <d2171P2i71(0> -+ dQZPm(O)) COS < 9 >

+(dgi—1P2i(0) — da; Py;—1(0)) sin (C 2 )] +C,

n—=c

avec |¢;| > 1 et do_1,de; € R, pour 1 < i < ,et C e R.

Par conséquent, dans le cas ou dim®(g) = 1 quel que soit n > 3, les trajec-
toires optimales sont des sommes de fonctions trigonométriques et de fonctions
affines du temps.

2) Soit (g, p, B) une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre 2 de dimension n = 5
ou n = 6.

e Pour n = 5, en utilisant la classification, on a trouvé trois classes. Pour
(hs, p", B") @ R? et (b5, p", B"), ils sont étudiées précédemment. On s’intéresse a
0(5,2,2) donnée dans une base adaptée par [e1, es] = es et e, e3] = areq avec a; > 0.
On considére, dans R°, muni des coordonnées (qy, ..., ¢5), la base adaptée (e, ..., e5)

suivante :
o 0 1a 0 1 0 . 0 N 1 0
178q1 5 143 Y 2Q2 95’ 278q2 2Q1 g5’
e 0 + 1a 0 e 0 et e oua; >0
—_=— — -, — Y — A u .
’ g3 2 1 0qa ! 0qa ° g !
1 ! a
L’hamiltonien est donnée par H:§ Z u3, et nous posons Py—(p, ;) =p; — 1];4(13 —
i=1
Dsq Psq a1Paq
%; P,=(p, €2>:p2+%, Ps—(p, e3)=ps+— 24 L, Py=(p,es)=pyet Py = (p,e5) =
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ps. Alors, nous obtenons le systéme hamiltonien suivant :

) ) . a . 1
gi = PF;, pour1 <i <3, Q4=§1(Q1P3—Q3P1)+P4, Q5:§(CI1P2—Q2P1)
(3.32)

On sait que les composantes P;, P, et P3 sont des combinaisons des fonctions
trigonométriques et les composantes Ps et Py sont constantes. Les solutions du sys-
téme (3.32) donnent les géodésiques. Les composantes q1, ¢2, g3 sont des fonctions
trigonométriques puisque les primitives des fonctions trigonométriques P, P, P;
sont des fonctions trigonométriques. Par ailleurs, ¢4 et ¢5 sont des combinaisons
des fonctions P;, pour 1 < i < 4, et des fonctions ¢1, ¢2, g3, par conséquent q4 et gs
sont des sommes de fonctions trigonométriques et de fonctions affines du temps.

e Pour n = 6, en utilisant la classification, on s’intéresse a 3 cas qui corres-
pondent & d >2 (d=2oud=3)avecc=d:

1" cas : Pour g52,2) @ R, on se raméne & g(s2,2), ce cas est déja étudié.

2°™° cas : On considere les algebres de Lie g 3 3) donnée dans une base adaptée
par [e1, es] = eg, [e1,e3] = aseq et [eq, €3] = ases avec ay,a; > 0. On considére,

dans R°, muni des coordonnées (qi, ..., gs), la base adaptée (ey, ..., eg) suivante :

0o 1 o 1 0

elia—ql - §G4Q3a—q4 - 5(]28_(]6’
o010 10
278q2 5 5Q38q5 2(118%,
0 +1 0 +1 0
e3—— + —auq1—— + —a5qGo——
3 8(13 5 4Q1aq4 B 56126%,
0 0 ;
ey——, eg—— et eg———
Y0 7 0 Y Oge’

ou ag,a; > 0 vérifiant les conditions du Théoréme 2.21. On sait que ¢(t) =
5

Zui(t)ei(q(t)) ou u;(t) € R, pour 1 < i < 5, sont les controles. Alors on ob-
i=1
tient :

¢i = uy, pour 1 <4< 3

Ga = 5[@4(611“3 - C_I3U1)]

1

g5 = 5[@5(Q2U3 — q3us)]
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. 1
G = 5[(Q1U2 - QQul)]

5
1 1
L’hamiltonien est donné par Hi;u? = 5;@, e;)?, puisque u;(t) vérifie
u;(t) = (p(t),ei(q(t))) pour 1 <i <5 (u; sont les controles optimaux). On a :

1 1 1 1 1
H=(p1 — =qa2ps — —a4q3p4)2 + (p2 + =q1p6 — —G5Q3p5)2+ (p3s+ —asqips+ —6l5612ps)2 +

2 2 2 2 2 2
P} + pz. On considére alors les notations suivantes :

1 1

= (p,e1) =p1 — 56122?6 - 5&4%1047
1 1

= (p,e2) =pa+ 5¢]1p6 - §G5Q3p5
1 1

Ps = (p,es) = ps + §a4q1p4 + §a5q2p5
= (p, e4) = pu, Ps = (p,es) =ps et Fs=(p, es) = pe.

En utilisant le principe du maximum de Pontryagin, on obtient le systéme hamil-
tonien suivant :

g = B, pourl1<i<3

, a

s = 54(@1P3—QSP1)+P4,

, a

g5 = 55(qu3 — 3 P),

. 1

46 = §(CI1P2 — qP). (3.33)

On a montré précédemment que les controles optimaux étaient des fonctions tri-
gonométriques ou constantes. Les composantes P, P, et P; sont trigonométriques
et les composantes Py, Ps et Ps sont constantes. Les solutions du systéme (3.33)
donnent les géodésiques. En utilisant le méme raisonnement que précédemment,
on montre que les géodésiques sont des sommes de fonctions trigonométriques et
de fonctions affines du temps.

3¢ cas : On considére enfin les algébres de Lie telles que (¢, d) = (2,2) : g’tﬁ’m)
pour 1 < i < 9. On considére, dans R®, muni des coordonnées (qi, ..., gs), la base
adaptée (e, ..., eg) suivante :

AN W R V2
' oq QqQaQG 2 qa%’
. 6+1 0 1 0
2— o 9186 22Q48



+1 0 1 0 1 0

e3——— + —a1g1—— — — — — —CoQs—

3 Dgs 5 1Q18q5 5 36]4(9 - 5 2q48q6’
0 +1 0 +1 0 +1 0

ey—— + —a9go—— + —a3q3—— + —Cogz3——

4 @q4 B 2q28q5 B 3q3c9q5 9 2%8%,
0 ‘ 0

es—— et eg———

° dgs ‘ 36]6’

avec a; € R vérifiant les conditions du Théoréme 2.21. On a :
G; = u;, pour 1 <i <4
45 = zla1(qrus — gsur) + aa(qouy — quus) + as(qsus — quus)] + us

O | —

G = 5 [(@1u2 — goun) + e2(gsts — qaus)

5
1
On prend H— > ul, ot ui(t) vérifie ui(t) = (p(t), ei(q(t))) pour 1 < i < 5.
=1

5

1
On écrit alors I’hamiltonien comme H:§ Z(p, ei)?, ot p €R® et on a :
i=1

1 1 1 , 1 1 , 1 1
H=-((p1— 5%2ps — 501q3D5)" + (P2 + 5 q1P6 — 5 a2qaPs) "+ (P3+ S a1G1P5 — 5a3qaps —
2 2 2 2 2 2 2
1 , 1 1 1 .
5026]4]36) + (pa + 5012612?5 + 5613(13]95 + 502%}76) +p3).
On pose :
1 1
P = (p,e;) =p1 — 502Ps — 50143Ds;
1 1
Py = (p,es) =pa+ ithpﬁ — 502614}75
1 1 1
Py = (p,e3) = p3 + §G1Q1p5 - §CL3Q4P5 - 562(]4}76
1 1 1
Py = (p,es) =ps+ §GQQ2P5 + §G3Q3p5 + §C2Q3p6, Ps = (p,e5) = s et

Ps = (p, e6) = pe-
En utilisant le principe du maximum de Pontryagin, on obtient le systéeme
hamiltonien suivant :

g = B, pourl1<i<4

. ai as as

s = E(ChPs —qsPr) + 3(Q2P4 — ) + 5(CI3P4 — quP3) + Ps,

) 1 c

g6 = §(Q1P2 —q@P)+ 52((]3]34 — uPs). (3.34)

En utilisant le méme raisonnement que précédemment, on montre que les trajec-
toires optimales sont des sommes de fonctions trigonométriques et de fonctions
affines.
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3.6.2 Modéle matriciel d’'une SR-algébre de Lie de Heisen-
berg

On considére 'algébre de Lie de Heisenberg hs,, 11, en tant qu’espace vectoriel
matriciel formé par des matrices nilpotentes de tailles (m+2) x (m+2) de la forme :

(

0 . ) 0
fl . 0 .
Bomi1 = ) 0 . A fi e fn 91 Gy h ER ¢ € R B
Im
L h 191 ' CmGm O

Une base de ’algeébre de Lie bop, 1 est :

_ i+1,1 _ m+2,i+1
Ni = F > Ni—l—m = CZ'E >

_ g2l (3.35)

et Noppy1 = pour 1 <17 < m,

oil £ est la matrice (eV), pour 1 <i,j < m+2, tel que 'élément ¢! =1 et les
autres coefficients sont nuls. Cette base vérifie les relations de commutations non
triviale de I'algebre de Lie de Heisenberg de dimension 2m + 1, qui sont :

[Ni, Nitm] = ¢iNapmi1, avec ¢; € R* pour 1 < i < m et on pose ¢; = 1.

0 S . 0
fi O
Pour un élément N € oy, N=1| . O - - |, on trouve
Jm
h cig CmGm 0
1 0 0
1 O
exp N = O ,
T . 0
Z o ayr v GplYm 1
avec x; = fi, i = Cigi, 1 <1< met z= h—i-EZcifigi.
- 235

Par conséquent, le groupe de Heisenberg, noté Hs,, .1, est un groupe des ma-
trices triangulaires inférieures de taille (m+2) x (m+2), avec le produit de matrice
usuel, de la forme :
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1 0 0
T 1 O
Hypiq = - O STy ey Ty Y1y ooy Yy 2 € R 3 C GL(M 4 2, R),
Tm
L\ Z U o Ym 1 )

Notons par X les matrices nilpotentes appartenant a Hs,,11. Les géodésiques sur
le groupe Hy,,11 sont données par

2m

X = ) PNX, (3.36)
i=1

oit N; € hopyq sont définies par (3.35). Le groupe Ho,,y1 est isomorphe a R*™*!

muni des coordonnées i, ..., Tpy, Y1, ..., Ym, 2 dans lesquelles 1'équation (3.36) est
représentée comme

rj = B
Y;

1<j<m
1<j<m

Cij—l-j
m

E CﬂiPier
i=1

Ce systeme est équivalent au systéme analysé dans la Section 3.6.1.
Si in identifie Hopmiq & R*™ de la facon suivante

z =

I
([1 0 - 0 ) n
T - O
Hoypy1 = . . iz, T Yty e, U, 2 € R 2 RZH ,
Tm 0 Tm
L\ %z Ym 1 ) Ym
z

alors la multiplication se faisant par la multiplication matricielle usuelle, on trouve :

1 0 0 1 0 0
I o - xy O
T 0 x 0
Z Ym 1 2y yr, 1
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T+ 1) . O
Ty + ), : 0
2+ Y Ty YYD Ym Uy ]
i1
et I'inverse est
10 0 -1 1 o --- 0
_:,Ul . O
T, - O - .
- — T, 0
Tm . m
Z oy o Ym 1 inyi—z —Y1 o —Ym 1
i—1
Donc dans R*™*! on trouve :
N o T+ 7]
! ! v+,
hn U
| T + X,
Tom z
ym ym m
2 2 242 + Z Y
i1

m

On peut symétriser cette loi en utilisant la transformation z = z — 5 Zmzy; et
i=1

m
Y 1 / t .
z =2 — 5 Z;Y;, On trouve :

i=1

) o T+ 7
! ! Y1+
n Y1
: - T + X,
T x
/ Ym + y;n
z 7 E+E g ) (wwl— i)
i1
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3.6.3 Modéle matriciel pour g, g

Pour n =5, on s’intéresse a g(s2,2). Les modeles matriciels des SR-algebres de
Lie (b3, p", B") @R? et (bs, ", B") ont été étudié précédemment (en prenant m = 1
et m = 2 dans le cas général), on étudie maintenant g o2).

On considére une base adaptée matricielle formée par les matrices triangulaires
inférieures, de taille 4 x 4, suivantes :

0000 0000
100 0 0000
_ 21 42
Nl_E_oooo’NQ_E_oooo’
0000 0100
0000
0000
N3 = bE* =
3 0b 00
0000
0000 0000
1
N, = B 0 00| Ny — B — 0000
0000 0000
0000 1000

Cette base vérifie en effet les relations de commutations non triviale de I’algébre
de Lie g(522), a savoir :

[N1, Na] = N5, [Ny, N3] = bN,.

L’algebre de Lie g(52,2) est donc donnée par

0 0 00
ag 0 00
= L a; R, b R*
9(5,2,2) a; bas 0 0 a; € €

as Qa9 0 0

0O 0 00
Pour un élément N € g(52,2), NV = “ bO 8 8 , on obtient :

ay as
as ag 0 0
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1 0 00
expN _ I 1 0 0 :

T4 T3 10

T T9 0 1

1
avec r; = a1, To = A9, T3 = bas, T4 = a4 + §ba1a3 et x5 = as + =ajae.

2

Le groupe de Lie associé, noté G5 2,2, est un groupe de taille 4 x 4 des matrices
triangulaires inférieures, avec le produit de matrice usuel, de la forme :

1 0 00
zy 1 00
G2 = 1211 10| r; € Ry C GL(4,R).

LL’5I201

Maintenant pour X = (z;;) € G52.2), 1 < 1,7 <4, et pour N; € g(522) définie
au-dessus ; on obtient I’équation géodésique

4
X = ZIDZ-NiX.
i=1

On a G599 = R° muni des coordonnées (xi, Ts, T3, T4, T5) et on peut réecrire
(5,2,2) ’ ) y 43 s &5
cette équation comme

T =P
g = Py
T3 = bPs
$4:P4+bP3$1
5 = P5s + Poxy

Ce systéme est équivalent au systéme (3.32).

135



136



Chapitre 4

Intégrabilité des équations adjointes
associées a s0(4) et & s0(2,2).

Dans cette partie, on s’intéresse a I’étude d’une algebre de Lie sous-riemannienne
(g,p, B), lorsque g est semi-simple involutive et de contact. Ces SR-algébres ont été
étudiées dans la classification des espaces sous-riemanniens simplement connexes,
symétriques et de contact G//f, faite par Bieliavsky, Falbel et Gorodski dans [31].
Nous nous intéresserons au cas particulier ol g est en plus non simple de dimen-
sion 6 et p de dimension 4, qui correspond aux espaces sous-riemanniens symé-
triques simplement connexes, de contact 80(4)/50(2) et SO(2, 2)/50(2). Pour la
classification compléte voir la liste dans [31].

Nous donnons I’équation adjointe associée a (g, p, B) lorsque g = s0(4) et g =
50(2,2) et nous montrons que les solutions de cette équation s’expriment a I’aide de
fonctions elliptiques, ce qui est différent du cas ou (g, p, B) est nilpotente d’ordre 2,
pour lequel les solutions sont des polynomes trigonométriques.

4.1 SR-algébre de Lie involutive de contact

Une algeébre de Lie réelle g de dimension n est dite involutive si il existe un
automorphisme d’algébre o de g involutif (i.e., 0? =1d et o non trivial) ; on peut
alors décomposer g en somme directe des espaces propres associés aux valeurs
propres £1 (décomposition de Cartan). On écrit g = p @ b, ou

p={reg:o(x)=—z}leth={reg:o(x)=ur}

Il est clair que, p est un sous-espace vectoriel de g, de dimension < n — 1; b est
une sous-algebre de Lie de g, [h,p] C p et [p,p] Ch.
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En suivant Falbel et ses collaborateurs [31], [30] et [32], on dit qu’un triplet
(g,p,t) est de contact si € C b est une sous algebre de Lie compacte de h de co-
dimension 1, ¢ agit transitivement sur p par la représentation adjointe ad (pour
tout k € & ady est un endomorphisme de p, défini par ady(z) = [k,x]). Donc
on a [£,p] = p et la forme bilinéaire antisymétrique Q : p x p — h/p définie par
Q(x,y) = [x,y] modulo € est non dégénérée.

Une SR-algébre de Lie réelle, involutive et de contact, sera notée par (g, p, €, B) ;
dans les travaux de Falbel et al [31], [30] et [32] une telle algébre est appelée
Sub-OIL-algébre, ou B est une forme bilinéaire symétrique définie positive non
dégénérée sur p et B est ad, invariante, ce qui signifie :

B([k,x],y) + B(x,[k,y]) = 0, pour tous =,y € p et k € £.

Les algeébres de Lie involutives sont les objets linéaires naturellement asso-
ciés aux espaces riemanniens symétriques. Une Sub-OIL-algébre est la linéarisa-
tion de la structure des espaces sous-riemanniens symétriques. Ces espaces sous-
riemanniens symétriques ont été étudiés par Strichartz |86], [87|, puis ensuite par
Falbel, Gorodski et Bieliavsky [31], [30] et [32].

On s’intéresse au cas ol g est une algébre de Lie réelle semi-simple et non simple,
involutive et de contact de dimension n = 6 et p est un sous espace vectoriel de g
de dimension 4. On sait (tous les détails se trouvent dans [31]) que dans ce cas on
a € = s0(2) de dimension 1 et h est une sous algeébre abélienne maximale de g de
dimension 2 avec [p,p] = b et [&,p] = p.

Soit k un élément non nul qui engendre €, 'application ady : p — p est antisy-
métrique de rang 4 et la forme bilinéaire B sur p est ady invariante.

Nous allons montrer que g, en tant qu’une algébre de Lie, est isomorphe soit a
50(4), soit & s0(2,2) et nous donnerons la liste des modéles des SR-algébres de Lie
(g,p, 8 B), involutives et de contact, dans les deux cas. Rappelons que ce résultat
est donné dans [31] mais la preuve lorsque dim p = 4 n’est pas faite.

4.2 SR-algébres de Lie so0(4) et s0(2,2).

Le théoréme ci-dessous donne la classification des SR-algébres de Lie (g, p, £, 3)
involutives de contact lorsque dimp = 4 et g est semi-simple et non simple (de

dimension 6). De plus, on obtient deux modéles canoniques correspondant a g =
s0(4) et g = 50(2,2).
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Théoréme 4.1. Soit (g,p, €, B) une SR-algebre de Lie involutive de contact ot g
est semi-simple et non simple de dimension 6 et dimp = 4. Alors g est isomorphe
(en tant qu’une algébre de Lie) soit a so(4), soit a 50(2,2) et, en plus, il existe
une base orthogonale (e, eq,€3,e4) de p par rapport a B dans laquelle la matrice

0 0 1
de ady, s’écrit par bloc (g J) on J = (_1 O> et la matrice de ad., s’écrit par

bloc ( ?d I§2> ol ey € b est indépendant de k et Idy = (1
—ldy

crochets de Lie suivants :

0 .
0 1> et g vérifie les

le1, e2] = [e3, eq] = €k, [e1,e4] = 0 et [e1, e3] = ceq,
et e = £1 tel que e =1 pour g = s0(4) et ¢ = —1 pour g = s0(2,2).

Pour montrer ce théoréme, on donne la proposition suivante qui caractérise les
propriétés de B qui est ady invariante.

Notation 4.2. On note {+iay, *ias}, avec ay # 0 et ap # 0, les valeurs propres
de I'application ady : p — p qui est antisymétrique de rang 4.

4.2.1 Meétrique ad;, invariante

Proposition 4.3. Soit (g, p, t, B) une SR-algébre de Lie réelle involutive de contact
avec dimp = 4, B est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur p qui est
ady, invariante (k € b). Soient x,y, z,w € p tels que

[ka JI] = a1y, [k7y] = -, [ka Z] = LW, et [k7w] = —Qgz, Q10 7é 0.

Alors :

(i) B(z,y) = B(z,w) =0, B(z,z) = B(y,y) et B(z,2) = B(w,w).

(ii) Si af # a3, alors la base (x,y, z,w) de p est orthogonale par rapport a B et
donc on a une famille & deuz paramétres pour B, i.e., B(x,x) = B(y,y) =
A>0 et B(z,2) = Blw,w) =p > 0.

(iii) Si o = a3, alors la forme bilinéaire B est donnée par quatre paramétres.

Démonstration. Cette proposition est donnée dans [31] sans preuve. Nous présen-
tons ici une démonstration détaillée. Puisque B est ady invariante, il est clair que
pour tout x € p, B([k,z],x) = —B(x, [k,z]) = 0, de plus, a1 B(z,y) = B(z, [k, z])
avec oy # 0 donc B(z,y) = 0 (de méme B(z,w) = 0). On a oyB(y,y) =
B([k,z],y) = —B(z,[k,y]) = a1B(x,z) ce qui implique que B(z,z) = B(y,y)
car oy # 0 (de méme on vérifie que B(z, z) = B(w,w)). Ce qui montre le (i).

Par ailleurs, on a :
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a1B(y, z) = B([k, ], z) = =B(x, [k, z]) = —axB(z,w) et
—B(y, z) = B(y, [k, w]) = =B([k, y], w) = a1 B(z, w).
On en déduit que
B(y,z) = —%B(a:,w) = —%B(a:,w).
051 0%
De la méme facon on vérifie que

« (6%
B(z,2) = a—;B(y,w) = a—QB(y,w)-

1

.. . Qay a2 N .
Ceci implique que — = — et alors o2 = a3 d’olt a; = Fas, ou bien o # a; ce
2 Q1

qui implique que B(z,w) = 0 et B(y,w) = 0 et donc B(y, z) = B(x, z) = 0. Ceci
signifie que Vect g{x, y} est orthogonal & Vect g{z, w} par rapport a B et par le (i)
la base (z,y, z,w) est orthogonale. Dans le cas o # a3, B dépend alors de deux
paramétres B(x,z) = B(y,y) = A et B(z,2) = B(w,w) = p, ce qui montre (ii).

Il est évident que si a; = fay, on a B(y,z) = £B(x,w) et B(z,z) = B(y, w)
et alors la forme de B dépend des quatre paramétres : B(x,x), B(x, z), B(z,w) et
B(z, z). Ce qui finit la preuve de cette proposition. O

4.2.2 Preuve du Théoréme 4.1

Notons par A et F, respectivement, les matrices de B et ady, i.e., B(x,y) =
' Ay et adyy = Fy, pour z,y € p. Puisque B est ad; invariante, les matrices
A de B et F de ady commutent. En effet, pour tout z,y € p, on a B([k,z],y) +
B(z,[k,y]) = 0. On en déduit que z' F' Ay+x" AFy = 0, en particulier pour tout
reponaz (FTA+AF)z =0, ce qui implique que FA = AF (car F' = —F, F"
étant la transposée de F'). Rappelons que si o? # a3, il existe une base (z,y, 2z, w)
orthogonale par rapport a B (la propriété (ii) de la Proposition 4.3).

On va montrer que lorsque oy = +ap, il existe une base de p orthogonale dans

Ald 1
laquelle A = < 0 2 /Lf(h) et ['= (g (;), oudJ = (_01 0) et on a les relations
de commutations du Théoréme 4.1.

Les matrices A et F' commutent, A est symétrique et F' est antisymétrique (A
et F' sont diagonalisables dans C), il existe alors une base (1,2, z3,z4) de p dans
laquelle A et F' sont diagonalisables simultanément. Il est clair que (x1, 22, 3, 24)
est orthogonale par rapport a B. On écrit F' = Diag(iay, —iaq,iag, —ias). On
prend x = 1 + X2, y = i(x; — x3), 2 = x3 + x4 et w = i(x3 — x4). On trouve
Fr = oy, Fy = —aqx, Fz = asw et Fw = —asz. On utilise la Proposition
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4.3(i), on en déduit que B(z,z) = B(y,y), B(z,y) = 0, B(z,2) = B(w,w) et
B(z,w) = 0. On vérifie facilement que (z,y, z,w) est une base orthogonale de p
(car B(z,2) = B(z,w) = 0 et B(y,2) = B(y,w) = 0, puisque B(x;,z;) = 0 pour
i#javec 1 <i,5 <4).

On obtient (z,y, z, w) base orthogonale de p satisfaisant

[k, x] = vy, [ky] = —aiz, [k 2] = ww et [k,w] = —asz.

Dans cette base, les matrices A et F s’écrivent

Aldy, 0 a0
A= F = = tos.
( 0 uIdg) et ( 0 a2J> avec aq %)

Par ailleurs, en utilisant I'identité de Jacobi on vérifie facilement que :

uwzgmwmmwzﬂmw

(&%)
1 1 aq .
En effet [z,2] = ——[z, [k, w]] = —[w, [z, k]] = —[y,w] (car [x,w] € h qui est
(6] 1 (6] 1 (0%)]
abélienne) et [x,w] = —|x, [k, 2]] = ——|z, [z, k]] = ﬂ[z,y]. On en déduit que
o Qo a2

2
[p, p] est engendré par les crochets [x,y], [z, 2], [z, w] et [z,w]. On veut écrire les
autres crochets de g.

Remarque 4.4. Notons que l'espace p s’écrit p = po, D Pa, OU les p,, pour
1 = 1,2 sont les espaces invariants réels de ad, qui correspondent aux espaces
propres complexes associés aux valeurs propres £iay et tiasy. Ces espaces p,, et
Pa, sont aussi des espaces de racines pour une algébre de Lie semi-simple [47]|. On
sait que :

e Si a; = tay, les crochets [z,y] et [z,w] qui engendrent respectivement
[Pays Pyl €6 [Pay, Pas) sOnt non nuls et appartiennent a € et en plus [pa,, Pa,] 7# {0}

e Si a] # a3 alors |ay| et |as| sont deux racines positives distinctes. On a
[Pays Pas] = {0} car £(a1+az) et £(a; —ay) ne sont pas des racines de g (dim h = 2.
Dans ce cas, la forme Q(z,y) = [z, y] modulo £ est dégénérée et alors (g, p, £) n’est
pas de contact.

Dans toute la suite, on s’intéresse au cas ol af = a3 car (g, p, €) est de contact.

Remarque 4.5. Il est clair que (pour ag = Fas), on peut supposer que oy =
(et ag > 0), il suffit de permuter les éléments de la base.
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Remarque 4.6. On peut supposer que «; = 1, il suffit de normaliser 1’élément

k € ¢, en prenant — & la place de k. Il est clair que, pour ay = ay = 1, les
a

1

paires (x,y) et (z,w) jouent le méme role (une permutation de p,, et p,,). Donc
[z,y] = [z,w]. On pose [z,y] = ak, avec & € R*. Par ailleurs, on peut supposer
que a = £1. En effet, sans perdre de généralités, il suffit de diviser les éléments

x,y,z et w par \/|al.

On sait que [p,p] = b, ot b est une algebre abélienne maximale de dimension 2,
contenant k. Soit 2o un élément non nul de b, indépendant de k. Ecrivons alors
[z, 2] = ak + bxg et [x,w] = ck + dxg, avec a,b,c,d € R. Puisque [z,y], [z, w] € ¢
et [p,p] est engendrée par [z,y], [z, w], [z, 2] et [z, w], il est clair que (b, d) # (0,0).

Maintenant on montre que, par des rotations dans p, on peut se ramener au cas
ou [z,w] = 0 et [z, 2] est un élément non nul de h indépendant de k, en utilisant
le Lemme 2.5(i). En effet :

Sid#0,on a [z, z] = ak + bxg et [z, w] = ck + dxy. On considére une rotation
du plan Vect g{z, w} d’angle ¢, qui laisse invariant z et y. Les deux crochets [z, y]
et [z, w] ne changent pas par cette rotation. On veut annuler le coefficient d. On

pose :
Z =cospz +sinpw et w = —sin pz + cos pw.
Par de simples calculs, on obtient, en choisissant ¢ tel que cos p = p sin @ :
[z, 2] = ak + bxy et [z,0] = ék
. ab+cd . - b +d? _ —ad+bc
avec &= ———siny, b= sinp # 0 et ¢=——_—singp.

Remarquons que cette transformation conserve 'action de adj sur l'espace
Vect p{z,w}, ie., [k, 2] = @ et [k, @] = —Z.

On montre maintenant que le coefficient ¢ est nécessairement nul. Supposons
que ¢ # 0. On fait une rotation du plan Vect g{x, 2} d’angle ¢ et une rotation du
plan Vect g{y,w} de méme angle ¢. On pose :

T =cos¢gr+singz et Z= —singor + cosz,
Jy=-cosoy+sinow et W= —sineoy + cosow

On vérifie facilement que :
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[kjai’] = Q: [k’@] =—Tet [ka 2] = wa [k?,UA]] - _27
(&, 2] = ak + bxg (avec b # 0) et [&, 1] = (cos® ¢ — sin” ¢)ék.
1l suffit de choisir ¢ tel que cos®¢ = sin®¢ et on a [#,w] = 0. Par ailleurs, on

trouve que :

[, 9] = &k et [2,40] = Bk ot & = v+ Esin2¢ et f = a — &sin 2¢.

Mais, en utilisant la Remarque 4.4, on sait que & = 3, ce qui implique que ¢ = 0,
puisque sin 2¢ # 0. Ce qui est absurde.

On obtient ainsi une base (x,y, Z,w) orthogonale de p dans laquelle la matrice
Ald 0 J 0

de B s’écrit 2 et la matrice de adj s’écrit , et elle vérifie les

relations de commutations suivantes :

[z, y] = [2,0] = ek avec e = £1
[z, W] =0 et [z, Z] = ak + bxg, avec b # 0.

On note ak + bxo = &o un élément de b indépendant de k.

Remarque 4.7. L’application adz;, est donnée par I'identité de Jacobi.

En effet : [Zo, 4] = [[z, 2], 4] = —[ly, z], 2] = = [k, 2] = w,
[Z0, 2] = —[Zo, [k, y]] = [k, [y, To]] = [k, 0] = 2,
[Zo, @] = [[, 2], w] = —[[z, @], 2] = —[k, 2] = —y,
[Z0, 2] = =[Zo, [k, w]] = [k, [@, To]] = [k, y] = —=.

Notons que 'application adj, laisse invariant chacun des plans Vect g{x,y} et
Vect g{Z,w}, mais I'application ad;, permute ces deux plans.

On pose e; =, e5 =y, e3 = Z, 4 = W et eeg = To et on obtient les relations
de commutations du Théoréme 4.1 qui sont : [e1,e] = [es,e4] = €k, [e1,e4] =
0 et [eq, e3] = eep.

Montrons que sie = 1 (resp. € = —1), on obtient g = s0(4) (resp. g = s0(2,2)) :

Pour so(4), on note E;; la matrice antisymétrique (az,), pour 1 < I,m < 4,
telle que a;; = 1, a;; = —1 et les autres coefficients sont nuls, on prend pour base
de s0(4) les éléments suivants :

e1 = Fi3, €9 = By, 3 = Faz, €4 = Eoyy, k= —Fs3y et eg = —Es.

On obtient les relations de commutations du Théoréme 4.1 avec € = 1.

Pour s0(2,2), on note £ la matrice (a;y,), pour 1 < I,m < 4, telle que la
matrice a;; = 1 et les autres coefficients sont nuls, on prend pour base de s0(2,2)
les éléments suivants :
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ep = E14+E41, €y = E13+E31, e3 = E24+E42, ey = E23+E32, k= E34 et
ep = —Ens.

On obtient les relations de commutations du Théoréme 4.1 avec ¢ = —1. Ce qui
finit la démonstration de ce théoréme.

Remarque 4.8. L’élément ¢ est dit I’élément caractéristique dans la classification
de Bielavsky, Falbel et Gorodski, qui caractérise la structure de contact. Pour plus
de détails, voir [31].

Le Théoréme 4.1 nous donne le modéle des relations de commutations |[e;, €;]
pour s0(4) et s0(2,2) (qui correspond respectivement a £ = 1 et € = —1) présenté
sous la forme suivante (dans l'ordre eq, es, €3, €4, k, €9 en ligne et en colonne) :

0 ek eeg 0 —ey —e3
—ek 0 0 geg e —ey
—eeq 0 0 ck —es € (4.1)
0 —ceg —¢ek 0 es e
€9 —e €4 —e3 0 0
es es —e; —ey O 0

4.3 Systéme adjoint et intégrales premiéres pour
s0(4).

On va étudier I'intégrabilité du systéme adjoint de Lie-Poisson associé a la SR-
algebre de Lie (g,p,B) pour g = so0(4). Le cas ou g = s0(2,2) est similaire. On
obtient les mémes résultats a un signe prés de € dans (4.1).

Nous utiliserons la base orthogonale (eq, ez, e3,e4) de p donnée par le Théo-
réme 4.1 dans le cas ou g = s0(4). L’hamiltonien sous-riemannien donné par (1.14),
dans le cas ot les champs de vecteurs sont orthogonaux, s’écrit :

H(p) = Ap} + Ap3 + pups + s,

avec A, u réels strictement positifs qui sont les valeurs propres de B.
On écrit les crochets de Lie de la SR-algébre de Lie (g, p, B) en utilisant (4.1)

avec € = 1 et en notant, pour simplifier, —k = e5 et ey = ¢4 :

6
[eiaej] - ZC%G}C, (42)
k=

1

144



avec [e1, es] = [e3, eq] = —es, [e1,e3] = [e2,e4] = €6, [e1,€4] = [e3,2] = 0, [e5,€1] =
—€2, [65762] = —eq, [65763] = —é€y4, [65,64] = —€3, [66761] = €3, [66762] = €4,
g, e3] = —eq, [eg,eq] = —ea et [eg, e5] = 0.

Dans la base (e, e9,e3,eq4,€5,€6), on écrit 'équation adjointe en utilisant la
4

relation (1.17), i.e., p; = sz-{pj,pi}, pour 1 < j <6, ou (p1,....,06) =P € g~
i=1
Notation 4.9. Dans cette partie, pour simplifier les notations, un élément p €

g" sera noté © = (x1,T9,x3,T4,T5, ) et un élément P € p sera noté X =
(X17X27X37X4)-

On trouve le systéme adjoint de Lie-Poisson associé a 'hamiltonien H(z) =
ANat + 23) + p(al + 23)

Ty = —AToTs + UT3%g

To = AT+ [UT4%g

Ty = —AT1Tg — [T4T5 (4_3)
Xy = —AToXg+ UT3xs

rs = 0

T = (A — p)(x123 + T224).

On veut étudier I'intégrabilité de ce systéme quadratique (4.3). On va déterminer
les intégrales premiéres fonctionnellement indépendantes de ce systéme, d’abord
dans le cas ot A = p, ce qui donne un systéme linéaire, puis on étudiera le cas ou
A # 1, qui donne un systéme non linéaire. Nous montrerons que les solutions de
ce systéme (4.3) sont trigonométriques (ou constantes) dans le cas linéaire A =
et elles s’expriment & I'aide de fonctions elliptiques dans le cas non linéaire.

On utilise les propriétés d’intégrabilité rappelées dans la section 3.1.

Le systéme de Lie-Poisson (4.3) s’écrit comme & = J(z)VH(x), ou H(z) est
’hamiltonien du systéme, VH le gradient de H, et ou J(z) est la matrice définis-
sant la structure de Poisson et elle dépend linéairement de z, i.e.,

n
Jij(z) = Zcf]xk pour 1 <i,j <mn,
k=1

ou les coefficients cfj sont les constantes de structure de la SR-algebre de Lie

(g,p,B) de dimension n (dans notre cas g = so0(4), n = 6 et cfj sont données
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par (4.2)).

Rappelons les définitions de I'intégrabilité données dans la Section 3.2.

Définition 4.10. Une fonction de Casimir d’une matrice de Poisson J(z) est une
fonction C'(x) satisfaisant J(z)VC(x) = 0.

Notons que les fonctions de Casimir dépendent seulement de la matrice de
Poisson J(z) (et pas de 'hamiltonien H). Elles sont données par 1'équation aux
dérivées partielles J(x)VC(z) = 0 et elles Poisson-commutent avec toutes les fonc-

tions f(z), i.e., {C(z), f(x)} = 0.

La matrice de Poisson J(z) du systéme & = J(z)VH (x) étant antisymétrique,
son rang en x est pair, que l'on note 2r(x), r(z) € N, avec 2r(z) < n, ou n
est la dimension de l'algébre de Lie. On appelle le rang de la matrice de Poisson
max 2r(x) et on le note 2r.
reg*

Définition 4.11. On dit qu’'un systéme adjoint de Lie-Poisson de dimension n,
avec une structure de Poisson de rang 27, est Liouville-intégrable si ce systéme ad-
met n—r intégrales premieéres fonctionnellement indépendantes C1, ..., Cy,_o,, I1, ..., I,
tels que C1, ..., C,,_a, sont des fonctions de Casimir de la structure et Iy, ..., I, sont
deux a deux commutatives.

Rappelons qu'un systéme adjoint de Lie-Poisson de dimension n est dit super-
intégrable s’il admet n — 1 intégrales premiéres logarithmiques fonctionnellement
indépendantes.

La matrice de Poisson associée au systéme adjoint de Lie-Poisson (4.3) est
donnée par les relations de commutations (4.2) :

0 —T5 T 0 T —XI3
Ty 0 0 Tg —X1 —X4
() = -z O 0 —z5 24 T
0 —Tg Ty 0 —XI3 )
—T2 il —XTy T3 0 0
T3 Ty -1 —xo O 0

On a rang J(x) = 4, par conséquent, d’aprés la définition 4.11, le systéme
doit admettre 2 fonctions de Casimir et deux intégrales premiéres supplémentaires
qui commutent pour étre Liouville-intégrable. En effet, dans ce cas, les ensembles
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de niveau constant de deux fonctions de Casimir sont des variétés de dimension
quatre et la structure de Poisson restreinte a ces variétés donne une structure
symplectique. Pour avoir I'intégrabilité sur chaque feuille nous avons besoin de
deux autres intégrales premiéres fonctionnellement indépendantes qui commutent.

4.3.1 Lecas A=_p

Dans cette partie, on va étudier le systéme adjoint de Lie-Poisson (4.3) dans
le cas A = p. Ce qui signifie que la matrice de la métrique définie par B est
égale a Aldy. Notons que dans le cas de la décomposition de Cartan pour une
algébre semi-simple (ce qui est notre cas), ot la métrique est un multiple scalaire
de la forme de Killing (ce qui correspond a notre situation A = g o la métrique
est Aldy), il y a une formule explicite générale pour les géodésiques, voir [36].
En effet, Gauthier et ses collaborateurs appliquent dans [36] les techniques de la
géométrie sous-riemannienne sur les groupes de Lie dans un systéme quantique
a trois niveaux (laser-induit). Ces auteurs prouvent en particulier que le systéme
hamiltonien donné par le principe du maximum de Pontryagin est dans ce cas
complétement intégrable. Pour cela, ils utilisent le fait que ce probléme peut étre
exposé sur un groupe de Lie semi-simple dont 1’algébre de Lie semi-simple g admet
une décomposition g = €@ p de Cartan, alors [¢,p] = p et [p, p] = €. Les équations
sont données par la forme de Lax-Poincaré :

dM (1)
dt

ou on a la décomposition M = M,+ M, avec M, € p, M, € £ et H est I’hamiltonien
du probléme. En fait ils montrent que les candidats pour les trajectoires optimales

= [dH(P(t)), M(t)],

pour ce probléme dont g = £ @ p sont seulement les géodésiques normales et sont
données par la formule suivante :

q(t) — e*Aete(AerAp)tq(O)’

ol Ap = MP(O), A{g = Mg(())
En revanche le cas A # u, analysé dans la section suivante, est beaucoup plus
riche et nous allons donc lui préter davantage d’attention.

Théoréme 4.12. S7 A = p, alors :
(i) Le systéme adjoint de Lie-Poisson (4.3) est Liouville-intégrable dans la ca-
tégorie de polynomes de degré deux.
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(ii) Le systéme adjoint de Lie-Poisson (4.3) est toujours super-intégrable dans la
catégorie logarithmique.
(iii) Ses solutions sont des fonctions trigonométriques du temps ou des constantes.

Démonstration. Si A = p, alors le systéme adjoint de Lie-Poisson (4.3) est donné

par :
¥ = M—w2x5 + 2376)
To = MNwizs+ 2476)
T3 = MN—z126 — T475) (4.4)
Py = MN—mzoz6 + 1375) ’
g = 0,
T 0.

Preuve de (i). Le systéme adjoint de Lie-Poisson (4.4) admet 4 intégrales pre-
miéres indépendantes qui sont données par :

L(z) = Oy(x) =% + a5+ a5+ 2]+ 25 + 1
L(z) = Cy(x) = —xox3 + 124 + T6x5

I(z) = xg

Li(x) = s,

dont Iy = C} et I, = Cy sont des fonctions de Casimir. De plus les intégrales
premiéres I, I, I3 et I, sont commutatives. Ceci prouve la Liouvill-intégrabilité
dans la catégorie de polynomes de degré deux.

Preuve de (ii). Pour montrer la super-intégrabilité dans la catégorie logarith-
mique, on va chercher une cinquiéme intégrale premiére indépendante 5. Bien
évidemment, les trajectoires x5(t) et z4(t) sont des fonctions constantes du temps.
Par conséquent, pour simplifier I’étude, il suffit d’étudier le sous-systéme de di-
mension 4 qui est linéaire donné par :

T 0 —IT5 g 0 T
1?2 Y Iy 0 0 T ) (45)
X3 —Tg 0 0 —ux5 T3
Ty 0 —x¢ 25 O Ty

Ce systéme s’écrit sous la forme X (t) = NMAX(t) oi A est une matrice antisymé-

—x5J Id 0 1
trique donnée par (—;;idQ Qf%i) avec X = [z1, T2, 73,24 et oit J = (_1 O>
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et Id, est la matrice identité de taille 2 x 2.

Par homogénéité (A # 0), on peut supposer A = 1. On a vu dans 'annexe du
Chapitre 3 que ce systéme (4.5) admet une intégrale premiére, notée I5, donnée,
lorsque x # +x4, par
—T2 — I3

—To +
—2 75 (—x5 4 x6) arctan (

Is(x) = (x5 + xg) arctan .
5() (5 6) <$1+.Z'4 —$1+.Z'4

(4.6)
Il est clair que si x1(t) = dx4(t) alors &1 = +iy, ce qui est équivalent &
(x9 & z3)(x6 & 25) = 0. Par conséquent on a soit xo + 23 = 0, soit zg £ x5 = 0.

Il suffit d’utiliser le Lemme 3.16, et on en déduit 'existence d’une intégrale
premiére [5, indépendante de I, Is, I3, 14, ce qui prouve la super-intégrabilité
dans la catégorie logarithmique.

Preuve de (iii). Pour simplifier la démonstration, on considére le systéme (4.5),
avec A =1:

X@-—(Lﬁifﬁﬁ)X@—Axw, (4.7)

La matrice A étant antisymétrique, on sait que les solutions de ce systéme sont
des combinaisons linéaires de fonctions trigonométriques et constantes, pour mon-
trer ceci voir la preuve du Théoréme 3.27 du Chapitre 3. On donne les solutions
explicitement dans ce qui suit. On considére la matrice :

vt 0 V 0
B = A
( 0 V1> (0 V)’

ot V est la matrice de passage diagonalisant la matrice J, i.e.,

e (100
v Jv_<0 —¢>

On obtient alors :

—i.T5 0 Te 0

B — 0 ’L.IL‘5 0 Tg :
—Tg 0 —izs O
0 —Tg 0 1T5

Par ailleurs, puisque
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0V 0 V!

<v0—1 v01> X(t) = B (Vo_l Vol) X(0).

X(f) = AX (1) et que A — (V 0) B (Vl 0 )

on a alors

On pose

et on obtient Y () = BY (t), i.e.;

g1 = —irsy1 + Teys (4.8)
Ys = —TeyY1 — ITs5Y3

Yo = iTs5Ys + TeYs (4.10)
Ys = —eY2 + 1Ty (4.11)

En multipliant (4.9) par x4 et en dérivant (4.8) par rapport au temps, on trouve
o= —2ixsyy + (22 — xf)y (4.12)

De méme on obtient
i = 2ixsys + (3 — 3)ys (4.13)

On résoud ces équations différentielles du second ordre a coefficients constants
sans second membre, on obtient y;(t), puis y3(t) et yo(t), puis y4(¢). Puis en utilisant
le changement linéaire suivant :

x1(t) i —i 0 0 yi(t)
(1) 1 10 0] [w@®
z3(t) 0 0 i —i|[w@)]|
4(t) 0 0 1 1) \w®

on trouve Iensemble des solutions du systéme (4.5). Ses solutions sont données
sous la forme :
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oit X(0) € R* et ¢(t) est la solution fondamentale donnée par

sin (xg — x5)t  —cos (g — x5)t  cos(xg — x5)t  sin(zg — x5)t
6(1) = cos (zg —x5)t  sin(zg —x5)t  —sin(zg — x5)t  cos(xg — x5)t
| sin(wg +a5)t  cos(wg+a5)t  cos (g 4+ x5)t  —sin (w6 + x5)t

(cos (zg + x5)t  —sin(xg + x5)t —sin (g + x5)t  — cos (xg + x5)t

4.3.2 Lecas A\# pu

Dans le cas A # u, le systéme adjoint de Lie-Poisson (4.3) est quadratique
Ald, 0

0 plds
allons utiliser les propriétés des fonctions elliptiques de Weierstrass, voir le livre
de Watson et Whittaker [92] ou le livre de Siegel [84].

(non linéaire) et la matrice de B s’écrit < ) Pour étudier ce cas, nous

Définition 4.13. Une fonction elliptique est une fonction méromorphe f définie
sur C pour laquelle il existe deux nombres complexes non nuls a et b (les périodes)

tels que % ¢Ret f(z+a)= f(z+b) = f(2) pour tout z € C.

Une classe trés importante de fonctions elliptiques est celle des fonctions ellip-
tiques de Weierstrass que nous allons utiliser par la suite. Les fonctions elliptiques
de Weierstrass, notées p(z), sont des fonctions elliptiques qui ont un pole d’ordre
2 en z = 0. De maniére plus explicite, on les définit comme suit.

Définition 4.14. La fonction elliptique p(z) = p(2;w;,ws) de Weierstrass, avec
2w1 et 2ws qui sont les périodes, est

1 1 1
p(z) = 2 + Z { (z — 2mw; — 2nwy)? B (2mwy + 2nws)? } '

m,n
En effet, p(z) = p(z;w1,ws) est double-périodique, avec les périodes 2w; et

2wy, 1.e., p(z 4 2wr) = p(z + 2w2) = p(z) (voir [92] p. 434 pour plus de détails).

On sait que, voir [84], tout quotient de fonctions polynomiales de p et de sa
dérivée est une fonction elliptique. De plus, toute fonction elliptique s’écrit comme
un quotient de deux polynomes de @ et de sa dérivée a coefficients constants.
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Par ailleurs, en posant ©,, ,, = 2mw; +2nw,, on définit les invariants elliptiques
par (voir [92] p. 436 pour plus de détails) :

g2 = 60> O,
g5 = 140> O,

Dans ce cas, on notera aussi p(z) = p(z;wi, ws) = ©(2; 92, g3)-

Nous serons également amené a utiliser les fonctions sigma et zeta de Weies-
trass. La fonction sigma de Weiestrass, notée par o(z), est définie par

o(z) = =z ﬁ {(1—%)6”’””}.

La fonction zeta de Weiestrass, notée par ((z), est définie par

o'(2)

o(z)

Théoréme 4.15. Considérons le systéme de Lie-Poisson (4.3), dont ’hamiltonien
est H = Ao} + \a3 + pas + pxi et supposons \ # . Alors :

(i) Le systéeme adjoint de Lie-Poisson (4.3) est Liouville-intégrable dans la ca-
tégorie de polynomes quadratiques, des intégrales premieres étant

¢(2)

I = C=a]+a5+a5+2]+ 72 + 28
I, = Cy=2124 — 22x3 + T6T5
Iy = H=X\a}+ \vj+ paj; + paj
I, = x5
(i) x¢(t) est exprimable a l'aide de la fonction elliptique de Weierstrass p(t; ga, gs)-

(iii) z5(t) est constante et x;(t) pour 1 < i < 4 sont exprimables en coordonnés
polaires :

ni(t) = RUO)sinb(t),  walt) = R(t) cos (),
z3(t) = r(t) sin g(t), z4(t) = r(t) cos ¢(t),
avec \

T <cl_x§_f§_§) v = L (C’l—xg—lf—%),
o )(t) et ¢(t) s’écrivent comme la somme d’une fonction linéaire du temps t
et de la composée des fonctions elliptiques o(t) et ((t) de Weierstrass, donnée
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par la forme générale suivante :

Al (D=0 o ucwy om (CW =02 4 ocicy)
ot + a O'(t)“—bl U(t)+b2
1 2
v/ —93 + Bga — 4B3 V=93 + Dga — 4D?

ot by et by sont respectivement les uniques racines des équations :
o(t;92,93) + B =0 et p(t; 92,93) + D =0,
et aq, a0, A, B,C, D sont des constantes.

4.3.3 Preuve du Théoréme 4.15(i)

On vérifie, par un simple calcul, que les I;, pour 1 < i < 4, sont des intégrales
premiéres indépendantes du systéme adjoint de Lie-Poisson (4.3) (A # ).

On a de plus, {/;,I;} = 0, pour tout 1 < ¢ < 4, ce qui signifie que toutes les
intégrales premieres commutent entre elles.

Il est bien connu, voir par exemple [1], que pour une structure standard de
Poisson définie sur l’algébre de Lie so(n), le nombre de fonctions de Casimir est

n n n
donné par [ﬂ, ou [5] désigne la partie entiére de 5 et que les fonctions de Ca-
simir sont données par Tr 2% pour 1 < i < [5] pour x € s0(n).

L’algébre s0(4) est un espace vectoriel de dimension 6 engendré par 1’ensemble
des matrices réels antisymétriques de taille 4 x 4. Soit = € s0(4), alors on a

r = x1B+ vokhg + w3k + w43y + w5 Fy + 16 Eo3,
ot E;; est la matrice antisymétrique (az,), pour 1 < I,m < 4, telle que a;; = 1,

a;; = —1 et les autres coefficients sont nuls.

Il existe deux fonctions de Casimir qui sont données par :

1
C, = —§Trx2:x§—l—x%+x§—l—x§+xi—l—x§ et

Cy

Tra* = (=] — 23 — 23)? + 2(— w610 — 2375)% + 2(2671 — T475)*

2(w123 + Toxs)? + (=22 — 22 — 23)2 + 2(—2129 — T374)?

2(—m1w5 + 614)° + (=78 — 5 — 23)? + 2(—T975 — T6T3)*

+ + +

(=5 — 2% — 23)°,

153



Il est alors facile de montrer que :

1 2 ~
Clzll et ngz(%—CQ)

On remarque alors que Iy = C et I, = (5 sont des fonctions de Casimir.
Ainsi le systéme adjoint de Lie-Poisson (4.3) admet deux fonctions de Casimir
indépendantes et deux autres intégrales premiéres (une linéaire et I’hamiltonien
quadratique) indépendants et commutant toutes entres elles. Ce systéme de Lie-
Poisson est donc Liouville-intégrable dans la catégirie de polynomes de degré deux.

4.3.4 Fonction elliptique de Weierstrass et preuve du Théo-
réme 4.15(ii).
En calculant la dérivée seconde de zg, nous obtenons :

Or, les intégrales premiéres étant constantes le long des trajectoires, on a

A H

2 2 H 2 , H

il = M (o -2 —I——)

1 2 M_/\< 6T
T1Xy — ToX3 — Ig — XgTs.

En remplacant ces expressions dans (4.14), on obtient :
g = (A= p)*Coly + w6[—(X = )21} = 2Mu(Cy = IF) = (A + p) H] = 2p)ag (4.15)

Nous avons donc transformé 1'équation différentielle (4.14) en ’équation différen-
tielle (4.15), définie par un polynome de zg de degré trois. On peut alors noter
cette équation sous la forme

i6(t) = A+ Bag(t) + Cxa(t) avec A, B et C constantes (4.16)

On peut résoudre ’équation (4.16) a I’aide de la fonction elliptique de Weierstrass
en utilisant la méthode présentée dans [92]. En intégrant I’équation (4.16) par

rapport & xg, nous obtenons :
1

1 1
590'62 = (Awg + 531;2 + ZCxé) + FE, avec E constante,
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ie.,
:Ce(t)
dZL’G

g{ \/2E + 2(Azg + 2 Ba + 1Cxf)

=t —t. (4.17)

Le probléme concerne l'intégration de la fonction (agaﬁé+4a1x2+6a2x%+4a3$6+
a4)’%. Ce probléme d’intégration, qui ne se résoud pas en utilisant seulement le
moyen des fonctions élémentaires, peut étre résolu en utilisant la fonction p(t) de
Weierstrass (voir Définition 4.14).

Reécrivons notre équation différentielle comme % = f(x), ot

4
— L4 2 _1 —
f(x) = 50z + B +2Ax + 2F = ch(x zr,)

le polyndme de degré 4 qui n’a que des racines simples. Rappelons que pour ’équa-
tion (4.15) on a

A=N—=p)’Coly, B=—(\—p)*I? —22u(Cy — I3) — A+ p)H, C = —2uA.

Soient go et g3 les invariants de Weierstrass :

_ 2
g2 = apay — 4ajaz + 3a3,
_ 2 2 2
g3 = apagay + 2a1a2a3 — a5 — ApQs — 104
ou
1 B A
a0:§C, a; =0, = 3= et a4y =2F

Les invariants sont alors donnés par

B2
g = CE+—

12
_ oME+ (=N — w)2If = 22u(Cy — IF) — (A + p)H)?
12
et
_ CBE B> (A
BT T T 36 8
_ 2AE(=(A = )’ I} = 22u(Ch — IF) — (A + ) H)
6
_ A= WP E = 220(C = ) = A+ W H)® | 2p0A = ) G
36 8 '
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Ze

Soit t = /(f(ac))_%dx, ou z, est une racine de I’équation f(x) = 0. Dans la

section suivaﬁte, nous allons rappeler la méthode de Ferrari qui permet de trouver
les racines des polynomes de degré quatre. Alors, si la fonction p(t) est construite
avec les invariants g» et g3, il est possible d’exprimer xg comme une fonction
rationnelle de ©(¢; g2, g3). C’est ce que 'on va faire dans la suite.

Par le théoréme de Taylor, nous avons

f(x) = 443(z —x,) + 645(z — 2,)* + 4A,(z — ,)* + Ao(z — 2,)*, (4.18)

(comme f(z,) =0), ou :

1 1
AOZ%C; . AIZ%CJ;T: 5
Ay = —Ca 4 = Ay = =Ca 4y + 2
2 2OZL’T+ 6, 3 20$r+ 2(13 + 5

En écrivant (z —x,) ' =7, (2¢ — z,) ' =7, et en posant pour simplifier ¢, = 0, nous
avons pour (4.17) :

t = /(41437'3 + 61427'2 + 41417' —|— Ao)_%d’r.

7
Pour enlever le deuxiéme terme dans la partie cubique, nous écrivons
et nous obtenons

1 1
T:A?Tl <§_§A2>77]:A31 <8_§A2>7

t = /(453 _ (314% — 4A1A3)£ — (2A1A2A3 _ A;ﬁ _ AOAg))iédf

Il est facile de vérifier que
?)Ag - 4A1A3 et 2A1A2A3 - Ag - A()Ag

sont respectivement égale a go et gs, les invariants du polynéme originale de degré
4, et donc s = (t; g2, g3). Maintenant :

1 -1
re = T, + As (S— 5142) )
et donc 4 a été exprimé comme une fonction rationnelle de o(t; g, g3) :
if (@)
o(t; 92, 93) — 57" (x0)

Te = Ty +
ce qui prouve (ii).
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4.3.5 Meéthode de Ferrari pour obtenir une racine z,.

Pour compléter 'analyse présentée dans la section précédente, nous allons
rappeler la méthode classique de Ferrari, voir e.g. [91], qui permet de trouver
les racines des polyndmes de degré quatre. On cherche une racine du polynome

1
f(z) = 50954 + Ba? + 2Ax + 2F. L’équation f(x) = 0 est équivalente a :

2B , 4A 4E

4 2
=1+ —=r+— =0.
C C C
2B 4A
Pour simplifier, on note p = Yok q= Yl et r= Yok Cette fonction polynomiale

ne contient pas de terme en 3

, ce qui simplifie la méthode. Le point central
de la méthode de Ferrari consiste a remplacer le monome z* par le polynome
(2% +y)? — 2yx® — 9, paramétré par ¥, et de trouver une valeur de y convenable,

qui permette, via une identité remarquable, de factoriser I’expression :
ot ptdqr+r = (2 +y)? - 2y —pa®+qr—y:

Plus précisément, il s’agit de déterminer y de fagon & ce que le terme (2y —
p)z® — qx + y* — r, vu comme polynéme en z, s’écrive sous forme d'un carré, ce

. L. <1y . .. 2 2
qui est équivalent a l’annulation de son discriminant ¢ — 4(2y — p)(y” — 7). En
effet, si le discriminant est nul et que (2y — p) ne lest pas, il s’agit d’une propriété
du polynéme du second degré, si le discriminant est nul et si 2y — p 'est aussi,
le coefficient devant x est nécessairement nul et le polyndéme est constant, carré
d’une constante éventuellement complexe. Cette annulation équivaut a :

8y° —dpy* — Sry+4rp—¢* = 0.

Cette équation se résoud par radicaux en utilisant, par exemple, la méthode de
Cardan, qui donne au moins une valeur réelle 3, convenable. On pose a = —288pr—+
108¢2+8p? et B = — 76813 +384r%p? —48rp* —432prq® +81¢* +12¢*p? et on trouve :

3( % 1p2)
_ 1 A M S
Yo = 12(04+12\/5) @t 1278} + 5P

En reportant la valeur yo obtenue dans I’équation précédente, on obtient :
(2% + 10)* — (aoz + by)* =0

avec ag (réel ou complexe) tel que
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ag = —p + 2yo
et by tel que

2@0

) L 2y -p#0
0:
yg—r si 2yp—p=20

et, par une identité remarquable, cette égalité est équivalente a
(2° + yo — apx — bo)(x* + yo + apx + by) =0
ce qui équivaut a I’annulation d’un des deux facteurs du second degré en z :
x2+y0—aoa¢—b0:0 ou x2+y0—a0x—b020.

Chacune de ces deux équations fournit deux valeurs pour x, soit quatre valeurs en
tout pour x.

4.3.6 Preuve du Théoréme 4.15(iii).

L’idée principale est de représenter les variables x1, x9, x3 et 4 comme :
x1 = RsinyY, x9= Rcosvy, x3=rsing, x4=1rcosq.

Nous avons calculé xg = z4(t) dans la Section 4.3.4 et nous connaissons aussi les
intégrales premieres

L = Ci=x3+a3+x5+a2; +22+ 28
12 = Cg = T1T4 — T2T3 + Texs
I; = H =i+ \vj+ pal + paj

]4:1‘5

Nous obtenons alors les relations suivantes :

A H
P2 = e (01 -z -1 - T) (4.19)
1 H
Cy—a615 = rRsina, ota=¢—1 (4.21)

D’ou toutes les solutions sont paramétrées en termes de deux fonctions ¢(t) et
x¢(t) et de quatre intégrales premiéres. En effet :
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1 = Rsin(¢ — a), 9 = Rcos(¢p — a), w3 = rsin @, xqy = rcos ¢,

ou 7, R, et o sont données en fonction de x¢(t) et des valeurs de quatre intégrales
premiéres Iy = C, [, = Cy, I3 = H et I, comme ci-dessus.

En coordonnées polaires, le systéme (4.3) devient :

Rsine + Y Rcostp = —ARxscosth + purgsind (4.22)
Rcost) —pRsing = ARzssint + puragcos d (4.23)
Fsing 4+ ¢reosg = —ARwgsiny — uras cos ¢ (4.24)
7 COS ¢ — ér sing = —ARxgcosy + urzssin ¢ (4.25)

et les intégrales premiéres sont données par

L(z) = Ci=a+7r"+ R+ a2 (4.26)
Iy(x) = Cy= Rrsin(¢ —v¢) + x¢xs (4.27)
I5(x) H = AR* + pur® (4.28)
Ii(x) = w5 (4.29)

En multipliant (4.22) par cosv et (4.23) par —sint et en calculant la somme, on
obtient :

YR = —ARxs+ przgsin(y — o)

et en multipliant (4.24) par cos ¢ et (4.25) par —sin ¢ et en calculant la somme,
on obtient :

ér = —pras+ ARz sin(y) — ¢).

Si R et r sont non nuls, alors :

TZTgq

bt) = / (—Azs + P75 gin(y — ¢))dt

et en notant les valeurs des intégrales premiéres, respectivement, par I1(x) = hq,
I(x) = hy, I3(x) = hs, I4(x) = hy et en utilisant (4.27), nous obtenons :

Te(xghs — h
W) = —Ah4t+u/%dt
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i.e., en utilisant (4.20) nous avons :

(A — p)? / x2hy — w6ho

(t) = —Mhgt+

En utilisant la méme démarche nous obtenons :

xg(zehs — Ha)
2

dt

6(t) = —phat+ A /

i.e., en utilisant (4.19) nous avons :

l’gh4 — l’6h2

dt. 4.30
TRk (4.30)

o) = —puhat + (A p1) /

~ h
Pour simplifier, on pose h = h; — h3 — =2 On transforme expression de o(t)

donnée par (4.30) en utilisant 'astuce de calcul suivante :

l’%h4 — hQQfG — iLh4 + iLh4

t) = —phgt+ (N — / = dt
(1) hy ( 1) —24h
ie.,
Eh4 — hgl‘ﬁ
t) = —phgt+ (A— /—h + —————dt
o) = =it + =) [ —hes T
En simplifiant, nous trouvons :
ilh4 — h2I6
t) = —Ahgt+ (A — /—~dt.
(1) at+ (A —p) 2k

Nous allons décomposer la fraction rationnelle obtenue en éléments simples. Pour
cela, on note r; et ry les racines du polynome de degré 2 en z donné par xg — h.
On a alors la factorisation z2 — h = (6 — 1) (26 — r2) et on décompose la fraction
comme suit :

A i B . —h21’6+l~1h4
Te — T Te — T2 (336—7"1)(3136—7"2)7
ou
Ao “herithha o —hors ot hhy
M —T9 To —T1
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Dans ce cas,
A B
o(t) = =Myt + (A — u)/ ( + ) dt
Te —T1 Te —T2
. . if/ () N ,
or puisque z4(t) = x, + T ,ou f(z) est donnée par (4.18), nous
ot 92,93) — 51/ ()
trouvons
/ A / Ap(t; g2, 93) — 55 () o
- 1 ’ 1 p/
L6 — 11 (@r = r1)9(t: 92, 93) — g7 (xr — 1) (@) + 2./ ()
A + A A 1 . if (zr) A 1 g if,(mr)
_ / @( 792793) 24f (xr) (24f (:L’T) Tr—T1 )+ (24f (x’") Tr—T1 >dt
= T
(20 = 1) (9(t: 92, 95) — 31" () + 552)
4f/(fcr))

— 4 f () + A S () — 255 it

A
_ / & dt+/ i
Tr =T (@, — 1) (p(t; 92, 93) — 2_14f (ar) + 4xr*7"1

On pose :
A @) A S @) - ey if (@)
i 21 r 24 r Tr—T1 et B = ——f”({ET) + 4 -
T, — 11 24 Ty —T1
et on trouve :
A A A
T6 — 1 Ty — T o(t; g2, 93) + B

Nous pouvons intégrer cette expression comme suit :

Aln(%) + 2At¢(by)

/ A A
dt = t+

)

ou by est l'unique racine de I'équation p(t; g2, g3) + B = 0 et ou o et ¢ sont
respectivement les fonctions elliptiques sigma et zeta de Weierstrass.

De méme on trouve :
~ U(t) - b2 ~

In(—&+—~= 2DtC(b
B G, TP

B
/ dt = t+ 2 .
e \/—93 + Dgy —4D3

Te — T2

avec
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—B " s +B L ! Ty) — if/(:m‘) ~ 1 7 i '
B @) BT ) A L M6

Ty — T9

),

Ty — T9

C =
ou by est P'unique racine de 'équation p(t; g2, g3) + D =0.

Finalement, on obtient :

o(t) = —Mut+(N—p) <x fn + - ?m)t
~ (t) - bl ~ ~ O'(t) — bQ ~
Al (T =20 o dte(by)  Cln (2" 22) 4 2Cte(by)
=g o(t) +bf i . o(t) +b~2 i
\/—93 + Bgy — 4B? \/—93 + Dgy — 4D3

Par ailleurs, avec un raisonnement analogue, on montre que ¥ (t) s’écrit sous une
forme similaire a celle de ¢(t). Nous ne donnerons pas le détail du calcul dans ce

cas, en effet il suffit de reproduire le calcul de ¢(t).
Ceci finit la démonstration du Théoréme 4.15(iii) et donc du Théoréme 4.15.
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Annexe du Chapitre 3

Dans cette partie, on montre en détail le Lemme 3.16 dont la preuve est assez
technique et on donne la liste des intégrales premiéres d'un systéme Pl(t) =
AP'(t) avec P! € R* et A matrice antisymétrique non nulle & coefficients réels
constants.

Preuve du Lemme 3.16

On rappelle I’énoncé de ce lemme :

Lemme 3.16. Si un systéme linéaire & = Az, z € CV, a coefficients constants,
admet une intégrale premiére I de la forme

I(x) = arctany(x)+ aarctanyy(x), ot a € R (4.31)

et y;(x) est un quotient de polynoémes en x pour i = 1,2, alors ce systéme admet
une intégrale premiére I; (qui est une fonction de I) rationnelle si « est rationnel,
logarithmique si le réel « est irrationnel.

Démonstration. On pose pour j = 1,2, arctany; = z,; ce qui est équivalent a
T

—3 5[ et on vérifie facilement, en exprimant tanz; en

tanx; = y; avec x; € ]

fonction de e, que

i, _ 1HWi (1 +dy;)”
et alors
log €*"i = 2ix; + 2imm;, o m; € Z.

On en déduit que
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On écrit
I = arctany; + aarctany, = r1 + azs

et on obtient

1 141 142
I = % (log ( + Zyl) + alog ( + ZyQ)) —7m(my +mea).  (4.32)
i

1 —ay 1 -y,

On peut écrire I sous la forme

(L 121 20
I = ‘%bg((fly;li)gli;%l +5 (B0, (4.33)

et on en déduit que I = <

(1 +2'y1)2) ((1 +iy)?

est aussi une intégrale pre-
1+ 7 1+ 43 ) B P

miére.

Il est clair que si « est un entier, /; est rationnelle a coefficients complexes. Si
a € Q, on pose a = q irréductible, avec ¢, m € Z, m > 0. On voit que I;" est
aussi une intégrale preTr?liére rationnelle. Si a ¢ Q, on utilise I sous la forme (4.33)
et on en déduit que 2log (1 + iy;) —log (1 + y7) + a(2log (1 + dyz) — log (1 + v3)),

L

Qi(z)

est une intégrale premiére. Puisque y;(z) = , pour 7 = 1,2, quotient de deux

polynomes, on écrit :

0, =log (Q1+iP1) —logQ1 +~ (y€C).

log (1 +iy1) = log

On en déduit que

L = 2log(Q1+iP) —logQq — log (Q% + Pf) + log Q%
+a(2log (Q2 + i) — log Q2 — log (Q3 + P3) + log Q3)

est une intégrale premiére logarithmique a coefficients dans C. O]
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Liste compléte des intégrales premiéres d’un sys-
téme P(t) = AP(t) avec P € R*

Dans cet appendix, on va donner explicitement les trois intégrales premiéres
indépendantes d’un systéme P = AP avec P € R* et A une matrice antisymétrique
non nulle & coefficients réels constants, que ’on écrit sous la forme

. aJ M . dl d4 0 1
(—MT bJ> ot <d3 dg) J <—1 0) ’ (4:34)
ou a,b,d; € R pour 1 <17 < 4.

Remarquons que lorsque la matrice M est nulle, on a A = Diag(aJ,bJ). Les
aJ 0

0 bJ> P avec (a,b) # (0,0) sont données par :

intégrales premiéres de P= (

p D
L(p)=pi+p3, L(p)=pi+p; et Is(p)Zbarctan(p—l)—aarctan(p—g),
2 4

ou I3(p) est définie lorsque papy # 0.

Le Théoréme 3.17 donne le nombre et la nature des intégrales premiéres indé-
pendantes (polynomiales ou logarithmiques). Maintenant, on va calculer explici-
tement les intégrales premiéres dans le cas ou M # 0. Par un simple calcul, on
trouve que le polynome caractéristique de la matrice A est

M4 (a® +0* +di +d5 + di + d3)* N + (dsdy — dydy + ab)? = 0.
Le discriminant de cette équation bicarrée est donné par

A = (B*—a®)? 4 (d5 — d2)* + 2(dya + dib)? + 2(dya + dob)* + (d5 — d3)?
+  2(dids + dody)? + 2(dudy + dods)* + 2(dsa — dsb)?® + 2(dyb — dza)®.

On pose :
6 = @B dE R VA (@.35)
ay = §(a2+b2+d§+d§+d§+di—\/ﬁ).

Les valeurs propres de A sont alors \; = w1, Ay = —iwy, A3 = W, Ay = —iws, Ol

wj = y/aj, pour j = 1,2.
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Il est évident que puisque la matrice A est non nulle, on a a; > 0 et as > 0.
On a as = 0 si et seulement si il existe une valeur propre nulle et a; = ay si et
seulement si il y a deux paires de valeurs propres doubles. Dans les cas as = 0 et
a1 = o on trouve trois intégrales premiéres indépendantes quadratiques corres-
pondant aux N-résonances 1-A;+1-Xy =0, 1-A3+1-X4 = 0 et a, respectivement,
1-d3=0o0ual-A\+1-X=0.5ia#0et a; # as, on trouve trois intégrales
premiéres indépendantes : deux intégrales premiéres quadratiques et une troisiéme
logarithmique. L’obtention des formes explicites de ces intégrales premiéres est
lourd en calcul et on va les chercher cas par cas.

1" cas : ag = 0 ce qui est équivalent & dsdy — dyds + ab = 0. On va considérer
plusieurs cas et leurs sous-cas.

didy — ab
1) @ Siay =0 et dy # 0 alors d3 = %a avec a,b,d;,d, € R. On trouve
4
dans ce cas
1
L(p) = 501 +ps+p5+p),

I(p) = bp1 — dyps + dipy,
Li(p) = (=di+dy+d;—dj)ps + (—a® + 0"+ dj — di)pj
+ (=a*+ b — d + d3)p; + 2(dids + dady)pip2 + 2(—ads + bdy)p1ps
+  2(ady + bda)paps — 2(bdy — ada)pips + 2(—bds + ads)paps + 2(dods + dids)psps.
2) ® Si ay = dy = 0, alors ab — d1dy = 0 (avec d3 € R). On distingue trois
sous-cas :

2.1)Sia=dy =dy =0 et b,dy,ds € R non tous nuls, alors la matrice M

d
du systéme (4.34) est M = (dl 8) (avec a = 0). On trouve
3
1
L(p) = 501 +py+p5+p),

Iy(p) = bpi+dips,
I3(p) = (—di+d3)p;+ (0> +d3)p3 + (b* — d})p} + 2d1dspips — 2bdyp1ps — 2bd3papy.

22)Sia=d; =dy =0etb,dy,ds € R non tous nuls, alors la matrice M

du systéme (4.34) est M = (; c(i)) (avec a = 0). On trouve
3 d2
Lo o o, 2
L(p) = 501 +p2+p5+pi),
12(p) = D1,

Is(p) = (d3+d3)p5 + (b* 4 d3)p3 + (b* + d3)p] + 2bdapops — 2bdspaps + 2dadspspy.
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dqrd
2.3) Si a # 0, alors b = —— et on trouve
a

L(p) = %(p? +p3 +p3 + i),

I(p) = dap1 + aps,

Lp) = (=di+d;+d3)ps+ (=a® + b+ d3)p5 + (—a® + 0" — di + d3)pj
4+ 2(d1d3)p1p2 — 2adspips + 2(dya + bda)paps — 2(bdy + daa)p1ps
+ 2(=bds + dads)(—dy + a)psps.

2°"¢ cas : i = . La matrice A posséde deux paires de valeurs propres doubles

si et seulement si oy = ay. Bien évidemment ceci signifie que A = 0 (et alors
as # 0) et on obtient que

> =0, =8, &E=d, (4.36)
ad2 + bd1 = 0, CLdl + bdg = 0, d1d3 + d2d4 = O, d1d4 + d2d3 = O,
ad4 - bdg =0et bd4 — ad3 =0. (437)

La relation (4.36) implique que a = +b, d; = +ds et d3 = £d,. On distingue les
cas selon a = b ou a = —b.

1) @ Si a = b, on va distinguer les cas suivants :

1.1) Si a =0, alors b = 0. Les relations (4.36) et (4.37) deviennent :
df = dg, d% = di, dyds + dody = 0 et dydy + dods = 0. Dans ce cas, on distingue
des sous-cas :

1.1.1) Si dy = dy, alors d;(d3 + dy) = 0, donc soit d; = 0 (et donc
dy =0 et di = d3), soit d3 = —d,.

- Sid; =0 (et donc dy = 0 et d3 = d3, on prend dz = dy, le cas
d3 = —d, étant similaire), on obtient trois intégrales premiéres quadratiques
indépendantes

L(p) = pi+pi,
Iy(p) = pipa2 + papa,
I3(p) = pips — papa-

- Sids =—dy (et a=0b=0 et d; =dy), on obtient trois intégrales

[ay
o
3

~—

premiéres quadratiques indépendantes

1
L(p) = 5(17? + p3 + P53+ pi),
L(p) = d3pi+ dipi + d3p; + 2dadapsps + dipj,

Li(p) = dspips + dipipa — dodups + dopsps — dipsps + dadyps.
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1.1.2) Si dy = —dp, alors dy(d3 — d4) = 0, donc soit d; = 0 (et donc
dy =0 et di = d3), soit ds = dj.

- Sid; =0 (et donc dy = 0 et di = d}) voir le cas au dessus.

-Sids=dy (et a=0=0 et d, = —dy), on obtient trois intégrales
premiéres quadratiques indépendantes

1
L(p) = 5(17? + p3 + P34+ pi),
L(p) = dipi+ dip; + dap; — 2dadypsps + dip],
Li(p) = dspips + dipipa — dodups — dapsps + dipsps + dadyps.

1.2) Sia#0,0n ad; = —dy € R (car ads + bd; = 0) et d3 = dy € R (car
ady — bds = 0). On obtient trois intégrales premiéres quadratiques indépendantes

L(p) = %(p? + 15 + P+ p3),

L(p) = dypi + dipt — 2bdapaps — b*ps + d3ps + 2bdapapa — 2dadapspa — b*pi + dipd,

Ii(p) = didupips+ dipips — bd3paps + bdipaps — b*dop; — dodips — bd3pips — bdipips
+  2bdadypaps — dsdspaps + dipsps — b2 dop + dodipy.

2) e Supposons que a = —b, alors si @ # 0, on a d; = dy et d3 = —d4. On
obtient trois intégrales premiéres quadratiques indépendantes

1
L(p) = 5(19? +p3 + P+ pi),
L(p) = d2p1 + d4p1 2bdapaps — 52 d2p3 2bdypaps + 2dadspsps — b p4 + d4p4,
I3 (p) = d2d4p1p2 + d4plp2 - bd§p2p3 + bd; aD2P3 — b? d2p3 d2d4p3 + bd%plm + bd4p1p4

—  2bdadspops + d§d4p3p4 — d2p3p4 52d2p4 + d2d4p4

Sia=0,alorsb=0 et on a df = d%, d% = d4, dyids 4+ dods = 0 et didy + dads = 0.
On se raméne a la méme étude que pour le 1).

3°M¢ cas : ay # g et ay # 0. Nous allons donner les trois intégrales premiéres
indépendantes dans ce cas : deux intégrales premieéres, Iy et [, sont quadratiques
et nous les donnerons dans chaque cas, de plus, nous montrerons qu’il existe une
troisiéme intégrale premiére logarithmique (voir Théoréme 3.17(iv)). Pour trouver
cette troisiéme intégrale premiére, on va utiliser la méthode du spectre de la ma-
trice A proposée par V.N. Gorbuzov et A.F. Pranevish dans [43] pour une matrice
A quelconque. Dans notre cas, la matrice A est antisymétrique non nulle.
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Soient V; et Vo € C! deux vecteurs propres associés aux deux valeurs propres
distinctes et non nulles i/a; et iy/ay de la matrice A. On a Vi—(vi, vy, v3,v;)7 et
Vo=(v7,v3,v3,03)" ot vj = Bl4ivj et v7 = B7+iv; pour 1 < j <4 (i € C,i* =1).
La forme générale d’une intégrale premiére, notée I3, est donnée par I’expression
suivante (voir [43] et la formule (3.6) dans la démonstration du Théoréme 3.17(iv)) :

4 4
> D > Vipi

I3(p) = /ajarctan Zzl — /s arctan Zzl , (4.38)
> Bipi > Bipi
i=1 i=1

4 4
ou I3(p) est définie lorsque Z B2p;i # 0 et Z Bip; # 0.
i=1 i=1

. ) , aJ M R
Dans notre cas, la matrice A est représentée comme A = MT b)) ou

J = 01 et M = di dy . Nous allons distinguer les différents cas pour
-1 0 ds do

calculer I3(p) suivant dy = 0 ou d4 # 0, en commengant par des cas particuliers.
Nous calculons I3(p) en trouvant les composantes %1, Bz-l et %-2,@2, des vecteurs
propres V;, pour 1 < i < 4. Puis il suffit d’utiliser le Lemme 3.16 et on en déduit
une intégrale premiére logarithmique.

1°" cas : On suppose dy = 0. On étudie les possibilités suivantes :
1) ® Si ady + bdy = 0 et d3 = 0, on obtient deux sous-cas :
1.1) Sia=0et dy # 0, alors b =0 (car le cas ou do = 0 a été étudié
1
précédemment). On obtient a; = §(d§ +d5 + |d5 — d3]) et

1
g = E(df +d5 — |d5 — d3]) (alors d; # dy). On trouve 3 intégrales premiéres

indépendantes données par

L(p) = pi+p;
L(p) = p3+pi,

I3(p) = dyarctan (&) — dy arctan (]2)
P3 P4
212
1.2) Si a # 0, alors d; = __22, on en déduit que oy = a® + d; et
a
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bQ
ay = —2(a2 + d3). Dans ce cas dy # 0 (car sinon M est nulle), on trouve
a

1
L(p) = §(p?+p§+p§+pi),
b2d
Lp) = (=di+d)p; + (—a* + P)p] + (—a® + 17 — dy + d3)pf — 2(—=—= + ada)pips,
oLy b \QEPQ
I = a1 | arctan (=—%——) — —arctan (—=—) | .
3(p) Vai (%p1+p4) , <2—§P1+P4

2) @ Sidy =0 et (ady + bds,ds) # (0,0), on obtient

L(p) = %(p? +p3 + 13+ b)),
Lp) = (=di+dy+d3)p; + (—a® +b" + d5)ps + (—a” + b* — di + d3)pi,
4+ 2d1dspips — 2adspips + 2(ady + bdy)paps — 2(bdy + ady)pips — 2bdspaps + 2dadspspay,
I3(p) est donnée par (4.38) avec 75 = 75 = 0 et telle que +7,~3,77, 55, B3, B3, 3
et V1,73, 74, 51, By, B3, B1 sont des constantes réelles données dans la Liste () &

la fin de I’annexe.
2°™M¢ cas : Si d4 # 0, on distingue les cas a = 0 et a # 0.

1) @ Si a =0, alors on a deux sous-cas :

dod d2 & d2)d?
1.1) Soit b=0et d; = —%. Dans ce cas a; = (3 + dy)ds —;2 1) et
4 1

oo = d3 + di et on trouve

1
L(p) = 501 +py+p5+p),
L(p) = —(di+d3+d5—di)ps + (di — d)ps — (di + d3)pi + 2(dids + dady)prps
+  2(dads + dydy)pspa,
oo (d d A oo (—d d
I3(p) = +/ajarctan Qz(daps + 2p2)—\/o¢2arctan Qz(=dap1 + dup2)

yz b3
1.2) Soit dydy + dads # 0 et b # 0, on trouve

L(p) = %(p? +p3 + 13+ ph),
Lip) = (=di+d;+d;—di)ps + (0" +d3 — di)ps + (0" — di + d3)p + 2(dds + doda)prps
4+ 2bdyp1ps + 2bdapaps — 2bd1p1ps — 2bdspapy + 2(dads + didy)psps,
I5(p) est donnée par (4.38) avec 75 = 73 = 0 et telle que v, 3,73, 3%, B3, B2, B3
et V1,73, 71, B1, By, B3, B1 sont des constantes réelles données dans la Liste (x*) a
la fin de 'annexe.
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2) ® Si a # 0, alors on a deux sous-cas.

2.1) Soit dy = ds = 0 et on trouve

L(p) = %(pf +p3 + 03 + 03,
Lp) = (d3—d)ps+ (—a® +0° — di)p; + (—a® + b° + d3)p] + 2dadaprps + 2bdapips
+  2bdapaps — 2adapips + 2adspapa,
I3(p) est donnée par (4.38) avec :
7 = aco(dy +di), 75 =0, 75 = (—a® +ag)bady, i = —(—a® + az)dsas,
B = apdady(—a® + an), B3 = Jon(a*di + dsas), B3 = /az(—a® + ay)bdy,
B2 = \Jay(—a® + ag)adyps, Vi = acy(da +d?), 75 =0, v = (—a® + ay)bady,
vy = —(=a* + a1)dyay, B = Jar(dads(—a* + 1), By = Jaq(a’d; + dya),
B3 = vai(—a® + a1)bdyps, Bi = v/ai(—a® + ai)adspy.

2.2) Soit a # 0 et (dy,ds3) # (0,0), alors on trouve

1
L(p) = 5(19? + p3 + P34+ pl),

Lip) = (=di+d;+d;—dj)p;+(—a® + " +ds — d})ps + (—a® + 0" — di + d3)p}
4+ 2(dyd3 + dady)pipa + 2(—ads + bdy)pips + 2(ady + bda)paps — 2(bdy — adsy)p1ps
+  2(=bdsz + ady)paps + 2(dads + didy)pspa,
I3(p) est donnée par (4.38) avec 7, = 73 = 0 et telle que v;,73,77, 51, 53, Bs, B3
et V1,73, %, 81, Bas B3, B1 sont des constantes réelles données dans la Liste ( * *)
a la fin de 'annexe.

Les constantes de I3 sont :

Liste (x) :

Vi = azads + azad; + agdadib — dydib — adidy + dya’dib + b2ads,

75 = ap(—auds + dsds + dsa®), B = dids\/az (o — a® — d3),

Vi = —(daa®d} + d3adib + basady + b*asdy — ba’dy — b*a’dy + dadjas),
B3 = Vaz((adi +bd2)? + ad3),  Bi = ~bdz/az(—d5 + as — a®)

ﬂg = \/052<ad1@2 + Ctgbdg — a3d1 — a2bd2 — dgb — d%adl),
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1 = aqads + arad? + aydydib — dadib — adida + dya’dyb + brad?,

73 = ai(—onds + dsds + dsa?), B = dyds/oq (o — a® — d3)

vy = —(doa®d} + d3adib + bayady + bPaydy — ba’dy — b*a’dy + dadiary),
By = ai((ady +bdy)? + ayd?), By = —bds\/ar(—d3 + oy — a?)

B3 = v/ai(adiog + arbdy — a*dy — a®bdy — dyb — diad,).

Liste () :

Vi = didydsdy + didad: — d2dPdy — dydids + diand; + dyondsads + dib?as,
V5 = dsdid; + dydydad; + dsb*ay — dodidy — didyds + dycadydy + adsds
Vi = —aob(—di — di + o), B = byfag(—didy — dyd; + aody),

0 = b~ — i+ 0) = S = (s + o)+ o)
B = —Vaa(—d; — di + ag)(—didy — dads)

i = d2dydsdy + dydids — dic?dy — dydidy + diandy + dyandads + dib*an,

’Y; = dgd%di + d1d4d2d§ + d362a1 - dgdi’d4 — d%dgdg + d2a1d1d4 + Ckldgdg

vy = —aib(—ds —d3 +ay),  Bi =bJar(=didy — dyd; + andy),

dy )l
\/Oé_]_ 45
ﬂi = —\/a_l(—d% — d§ —+ Oél)(—dld4 - d2d3).

By = dobyJory (—d? — d2 + o) = — B3 = a1 ((didy + dads)? + b*ay)

Liste (s % ) :

’)/% = —\/agdibdldg + d3\/062d4d§b + \/OCQCLZdlbdQ + \/OJQCLbZClg — \/Oégdgdlb —
3 3
d3/azadi+/azdib*a—\/agdsdia— a3 dsdsb+ a3 dibdy — ds/azabd, +ds\/and b+
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3
2ds+\/azadydydy + o dia + a3 d2

3 3 3
73 = —yagad,dib — ajdidydy — \Jagdiab + aidza® — dy\/asds + ol dzds —
3 5 3
ds/Qadsds + a3 abdy — dsy/aza’d; — ad ds + 203 dsd; + \/agdadidy — \/aza’bdy +
\/a2a2d4d2d1 + \/Oégdldgdi,

’)/4 = \/_d d2d2 \/_d d3d1d4 — a§d1d4d3 \/_adld b — \/_QQdeQ —
(07} bCLdl + \/_dldgdg + \/_d1d4ab + \/_d2d2d4 + 2\/_d2d3abd4 + \/_CL d3d4d1 +
\/_Cl2b2d2 + \/_a?’bdl — 062 b d2 — 062 dgdg,

ﬂ% = —Oégdgdldg + O[2d§d4d2 + d3d1ag — didgdg — dgd%d;l — b2a2d2d4 — 2d3(lbd2di +
2&bd%d1d4 — Oszgdldi + 2d3did§d1 + a2d4b2d2 — OZngCLle + OéQd%dgdAL,

B2 = (dy(dsdy — dids + ab) — aads)? + as(dab + ady)?,
53 = O./dez + a2ad1 — agadld — Ojgbdgd — O[deCLQb Ozgd?’b a2 d1 — Oégd adl,

52 = —OCdeg - ad2d3 - a3b2d4 -+ Oégbdgd2 —+ a2d2d4a -+ OéQdegb — 2a2d3dzb +
4 2 394 4 1 2 4
a2boz2d3 + ad§d4a2 + a2b2ad4 - ad%d§d4 + 2d3adid1d2 + 2a2d1d2bd4,

—v/ d bdldg + d3\/ d4d2b + a2d1bd2 + CLde — N/ dgdlb —
dzw/_ad4+\/_d4b2 \/_defa o d3d4b+a1 dybdy — d3/ana’bdy + dsv/a d3b+
2d3\/oz1ad1d2d4 + Oél dQCL + aq d2

3 3 3
7; = —\/oqad4d§b — 0412 d1d2d4 — \/aldiab + O[Ed?,CLQ — dgy/(lldi + 0412 dgdg —
3 5 3
dg«/aldgdi + Oé12 abd4 — d3\/a1a2di — Oé12 d3 + 20512 dgdi + \/Oéldgdldzl — \/a1a3bd4 +
Vara*dydydy + J/aydidod

’Yi = —\/_dzdidg — \/_d2d3d1d4 — Oélgdldzldg — \/_adldzb — \/_a2d2d2 —
ay bad1 + \/_d1d3d3 + \/_d1d2ab + \/ d2d2d2 + 2\/_d2d3abd4 + \/_CL d3d4d1 +
\/_(12b2d2 + \/_asbdl — 09 b2d2 — dgd?)’,

511 = —Oéldgdldg + Oéldgd4d2 + d3d10(% - didgdg - dgd%dgl — b2a2d2d4 — 2d3abd2di +
2abdsdydy — cydydydi + 2dsdidydy + aydyb®dy — aqdza®dy + aydidady,
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By = (dy(dsdy — dydy + ab) — ayds)® + ay(daob + ady)?,
Bs = aibdy + alad, — ayadidi — aybdadi — iy dea®b — aqdab — ara’dy — andsady,

Bl = —a?bdy — ad?d® — a®b2dy + a1bdsd? + asdidya + aydidsb — 2a%dsd2b +
4 1 3%4 4 1 2 4
a2b0[1d3 + ad§d4a1 + a1b2ad4 — ad%d%dll + 2d3adid1d2 + 2a2d1d2bd4.
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Conclusions

Nous pouvons essentiellement distinguer ’étude réalisée dans ce mémoire en
deux parties : la classification des algébres de Lie sous-riemanniennes nilpotentes
d’ordre 2 et l'intégrabilité du systéme hamiltonien associée, puis 1'étude des es-
paces sous-riemanniens symétriques SO(4)/50(2) et SO(2, 2)/50(2) et 'étude de
'équation géodésique associée sur s0(4) et s0(2,2). Nous résumons dans cette par-
tie nos résultats principaux.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions la classification des SR-algébres de
Lie nilpotentes d’ordre 2 et de dimension n, avec 3 < n < 7, ainsi que la classifica-
tion des SR-algébres de Lie de dimension n > 3, telles que la dimension de I’algébre
dérivée vaut 1. Nous avons réalisé la classification compléte de ces algébres en di-
mension 5 et 6, voir les Théorémes 2.19, 2.21 et 2.22. Dans les Théoréemes 2.19
et 2.22, nous avons donné la description géométrique compléte des SR-invariants
pour chaque SR-algébres de Lie. Nous avons aussi classifié les algebres de Lie sous-
riemanniennes de dimension n lorsque la dimension de 1’algebre dérivée vaut 1,
voir Théoréme 2.16. On obtient que, soit g est nilpotente d’ordre 2 et dans ce cas
(g,p, B) est SR-isomorphe & (b, _cy1,p", B?) @ R ot b, _.y1 est I'algébre de Lie
de Heisenberg, nilpotente d’ordre 2 de dimension n — ¢+ 1 avec la dimension du
centre de g égale & ¢ = n—2r; soit g n’est pas nilpotente et dans ce cas (g, p, ) est
SR-isomorphe & (g, p, B) & R"™3, ou (g, p, B) est une SR-algébre de Lie de dimen-
sion 3 (qui n’est pas nilpotente) donnée dans une base adaptée par [e1, es]=e,, et
le1, en]=ae,, avec un SR-invariant a > 0. Nous avons également classifié, cette fois-
ci, par groupement de classes, les algebres de Lie sous-riemanniennes nilpotentes
d’ordre 2 et de dimension 7, voir Théorémes 2.24 et 2.25. Nous avons vu que I’étude
en dimension supérieure était trop compliquée du fait des nombreuses classes ob-
tenues. De plus, nous avons distingué les algébres de Lie sous-riemanniennes de
contact et de quasi-contact et on les a caractérisées, voir Théorémes 2.32 et 2.33.
Enfin, nous avons calculé, en dimension 5, le groupe des symétries infinitésimales
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sous-riemanniennes et nous avons montré que la dimension de ce groupe peut dé-
pendre des paramétres de la classification, voir Théoréme 2.37.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons étudié dans un premier temps l'inté-
grabilité des systémes adjoints de Lie-Poisson associés a chaque modeéle g, . q4) de
SR-algebres de Lie nilpotentes d’ordre 2 (la classification de ces modéles étant
faite dans le chapitre précédent). Nous avons démontré que tous ces systémes ad-
joints de Lie-Poisson se ramenés a des systémes linéaires a paramétres et que leurs
solutions (les contrdles optimaux) étaient des combinaisons linéaires de fonctions
trigonométriques et de constantes. Nous avons en particulier donné un des résul-
tats fondamental de ce chapitre, le Théoréme 3.17, qui donne le nombre exact et
la nature des intégrales premiéres d’un systéme linéaire & coefficients constants
& = Az o A est une matrice antisymétrique, de rang 2r, et + € R" (en reliant
les intégrales premiéres aux relations de N-résonances). En utilisant ce théoréme,
nous montrons que les systémes adjoints de Lie-Poisson associés a chaque modéle
O(n,c,q) de SR-algebres de Lie nilpotentes d’ordre 2 obtenus dans la classification
sont toujours Liouville-intégrable dans la catégorie de polynomes et toujours super-
intégrable dans la catégorie logartithmique. De plus, nous avons aussi résolu les
systémes hamiltoniens (et donc ’équation géodésique) associés aux SR-algébres
de Lie nilpotentes d’ordre 2 classifiées précédemment en dimension 5 et 6. Pour
calculer les géodésiques nous avons utilisé les modeéles sur R® et RS.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons étudié dans le détail, les cas des es-
paces sous-riemanniens symétriques 50(4)/50(2) et 50(2,2)/50(2) qui sont de
dimension 5. Nous passons a la SR-algébre de Lie correspondante, qui nous améne
a I'étude de (g,p, €, B), ou soit g = so0(4), soit g = s0(2,2), p est un sous espace
vectoriel de g de dimension 4, € C h est une sous algébre de Lie compacte de b
de codimension 1 (ou b est une sous-algébre de Lie de g telle que [h,p] C p et
[p,p] C bh) et B définit un produit scalaire sur p. Nous avons donné un modéle ca-
nonique pour ces SR-algébres de Lie, voir Théoréme 4.1, et nous avons montré que
les valeurs propres de la matrice de la forme bilinéaire symétrique définie positive
étaient soient deux a deux égales soient toutes égales, i.e., A = p ou A\ # u. Nous
avons ensuite montré que les systémes adjoints de Lie-Poisson associés aux mo-
déles étaient toujours Liouville-intégrables dans la catégorie de polynomes de degré
deux. De plus, dans le cas ou A = p, nous montrons que le systéme de Lie-Poisson
est un systéme linéaire a parameétres et est toujours super-intégrable dans la catégo-
rie logarithmique. Les solutions de ce systéme sont des fonctions trigonométriques
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du temps ou constantes. Pour le cas ou A # p, nous montrons que les solutions
(21, o, T3, x4, T5, Tg) de ce systéme sont telles que xg(t) est exprimable & laide de
la fonction elliptique de Weierstrass o(t; g2, g3), ©5(t) est constante, et xy, z9, x3, 4
sont exprimables en coordonnés polaires dont les composantes s’écrivent comme
la somme d’une fonction linéaire du temps t et de la composée des fonctions ellip-
tiques o(t) et ((t) de Weierstrass.

Perspectives.

A Tissue de cette thése, certains problémes liés a nos études demeurent encore
non-résolus et indiquent de possibles directions de recherche pour ’avenir :

(1). Dans le deuxiéme chapitre, nous avons donné la classification compléte des
SR-algébres de Lie nilpotentes d’ordre 2 en dimension 5 et 6. Nous avons donné
la description invariante pour tous les modéles classifiés, voir Théoréme 2.22. Ce-
pendant, le cas ou les valeurs propres de la matrice C sont égales (w1 = Zfws)
i.e., c; = co = 1, est un probléme ouvert. En effet, dans ce cas n’importe quelle
rotation dans Pespace (e, ez, €3, e4) est applicable. Deux problémes intéressants se
posent :(i) Est-ce que, dans le cas ou ¢; = ¢ = 1, les différents modéles obte-
nus sont SR-isomorphes ou non ? (ii) Est-ce que les constantes de la structure de
chaque modéles sont des SR-invariants 7.

(2). Dans le deuxiéme chapitre, nous avons donné la classification en dimen-
sion 7 dans le cas o ¢ = d > 2 en regroupant par classe les modéles, voir Théo-
réme 2.25. Peut-on distinguer chaque modéle ? Et dans chaque cas peut-on étudier
les SR-invariants 7.

(3). Dans le deuxiéme chapitre, nous avons étudié la classification des SR-
algebres de Lie nilpotentes d’ordre 2. Qu’en est-il de la classification des SR-
algébres de Lie nilpotentes d’ordre 3 et méme nilpotente d’ordre quelconque. Le
probléme naturel est ensuite d’étudier I'intégrabilité de ’équation géodésiques as-
sociée et en particulier de I’équation adjointe mais 'intégrabilité se complique ;
Montgomery et al [68] ont découvert une SR-algébre de Lie nilpotente d’ordre
3 telle que I'équation adjointe n’est pas Liouville-intégrable dans la catégorie de
fonctions méromorphes. On peut également s’intéresser a la classification des SR-
algébres de Lie pas forcément nilpotentes en dimension 5 et en plus grande dimen-
sion.
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(4). Dans le quatriéme chapitre, nous pouvons nous intéresser aux autres es-
paces sous-riemanniens symétriques classifiés dans [31]. Quel modéle existe t-il
pour les algeébres de Lie associées? Est ce que le systéme adjoint de Lie-Poisson
associé est intégrable? Si oui, de quel type sont les solutions ? trigonométriques ?
elliptiques ? ou autres? Nous avons étudié I’espace sous-riemannien symétrique
50(5)/50(3) et la SR-algébre de Lie correspondante (ot g = s0(5)) et les diffi-
cultés se manifestent dans les deux points; d’un coté nous n’avons pas réussit a
exprimer les solutions du systéme de Lie-Poisson en terme de fonctions elliptiques ;
et de 'autre coté l'algébre des intégrales premieres n’est pas commutative et ne
permet donc pas d’obtenir 'intégrabilité au sens de Liouville.
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