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Introduction

David Hilbert proposa au début des années 1920 un systéme formel élémentaire capable de re-
présenter les démonstrations. Son projet, que 'on a ensuite appelé Programme de Hilbert, avait pour
but de justifier de facon définitive les fondements des mathématiques. Un des points essentiels de ce
programme était de montrer qu’un tel systéme minimal devait étre en mesure de prouver sa propre
cohérence et étre suffisamment expressif pour démontrer la cohérence des théories moins élémentaires,
en outre, l'analyse réelle.

Le fameux théoreme d’incomplétude, publié en 1931 par Kurt Godel | , |, marque l’anéan-
tissement du programme de Hilbert, ainsi que le début de la théorie de la démonstration moderne.
En effet, il affirme qu’il est impossible qu'une théorie cohérente et “suffisamment expressive” puisse
démontrer sa propre cohérence. Afin de donner un sens formel a la condition d’expressivité, il montre
comment arithmétique peut étre utilisée pour réifier les démonstrations valides, puis énoncer la co-
hérence d’une théorie et donc sa propre cohérence. Il introduit alors une notion de calcul élémentaire,
exprimable en arithmétique, aujourd’hui connue sous le nom de récursivité primitive.

Cette notion de calcul lui permet alors de formaliser le concept de démonstration valide en “pro-
grammant la procédure de vérification de preuve”. Nous pouvons constater que, tres tot, les fondateurs
du domaine ont compris qu’il n’était pas possible de décrire les preuves en tant qu’objets formels, sans
comprendre ce qu’est le calcul. Ainsi, ils ont tres profondément ancré les fondements des mathéma-
tiques dans leur rapport a l'informatique théorique. Ce n’est pas un hasard si le A-calcul de Church
(1932, | |) et les machines de Turing (1936, | ]) ont été développés peu de temps apres les
travaux de Godel. Ces deux formalismes ont permis de donner une signification précise a ce que 1’on
considere comme une fonction “calculable”. Distincts du cadre des fonctions primitives récursives, ces
deux modeles de calcul permettent de prendre en compte des procédures qui ne “terminent pas” (on dit
dans ce cas qu’elles implémentent des fonctions partielles, tandis que les fonctions primitives récursives
sont totales).

Une des ambitions du programme de Hilbert était de donner une réponse finale au probléeme des
fondements des mathématiques. Or, le théoreme d’incomplétude a montré qu’il était voué a I’échec dans
la mesure ou il affirme I'existence de “vérités mathématiques” qui échappent a tous les systemes. Le
théoreme de Godel indique une impasse, en réfutant le projet réductionniste de Hilbert, mais il a aussi
conduit les logiciens a explorer et & comparer de nombreux systéemes de démonstrations, dans le but
d’étudier leurs propriétés relatives. Une des méthodes souvent employée pour comparer des systemes
consiste a s’intéresser aux calculs qu’ils sont capables de décrire, aux fonctions dont ils prouvent la
terminaison. Ainsi, il est possible d’associer a tout systéme de démonstrations, suffisasamment expressif
pour formaliser les notions de calculabilité, la classe des fonctions prouvablement totales de ce systeme.
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En pratique, la classe des fonctions prouvablement totales dans un systéme est relativement large, car
les preuves de terminaison des algorithmes usuels nécessitent rarement des arguments logiques avancés.
Néanmoins, une des conséquences du théoreme de Godel est que, pour une théorie cohérente donnée,
il existe un programme qui termine toujours et dont la théorie ne peut prouver la terminaison !.

La théorie de la réalisabilité est un des outils méta-théoriques centraux de la théorie de la démons-
tration. Elle a été introduite par Stephen Cole Kleene en 1945 | ], afin de construire une sémantique
pour Parithmétique intuitionniste. La réalisabilité consiste a associer des programmes aux formules, que
I’on nomme réalisateurs. Par exemple, les réalisateurs d’une implication correspondent aux programmes
qui acceptent en entrée les réalisateurs de la prémisse et construisent un réalisateur de la conclusion.
Une fois les définitions posées, on montre que la réalisabilité généralise la prouvabilité en montrant que
I'on peut calculer, & partir de n’importe quelle démonstration d’une formule, un réalisateur de cette
formule. En donnant un contenu calculatoire aux démonstrations, la réalisabilité offre de nombreuses
applications méta-théoriques. En outre, elle permet de montrer une propriété essentielle des systémes
intuitionnistes : la propriété de l'existence. Celle-ci affirme que si une formule de la forme Va3yP(z,y)
est prouvable, alors il existe une fonction f calculable, qui accepte en entrée un entier n et retourne
un entier f(n) tel que P(n, f(n)) est vérifié. On comprend donc qu’une telle propriété constitue un
outil de choix pour étudier la classe des fonctions prouvablement totales d’un systéme. La théorie de la
réalisabilité a par la suite été étendue a de nombreux systémes afin de donner un sens calculatoire aux
diverses constructions logiques. Une des extensions qui nous intéressera tout particulierement, dans ce
travail de these, est la réalisabilité dite “modifiée” congue par Georg Kreisel (1959, | ). 11 déve-
loppe une théorie de la réalisabilité dans laquelle les programmes sont représentés par des termes d’un
langage typé, aujourd’hui appelé “systeme T de Godel”. 11 établit un théoréme de représentation qui
affirme que les fonctions prouvablement totales dans 'arithmétique du premier ordre sont exactement
les fonctions que 1'on peut programmer dans systeme 7. Ce résultat a ensuite été appliqué a l’arith-
métique du second ordre par Jean-Yves Girard [ ]. Pour cette tache, il a introduit un nouveau
langage de programmation : systeme JF et il a montré que ce systéme capturait exactement les fonc-
tions prouvablement totales dans larithmétique du second-ordre. C’est donc pour étudier la logique
du second-ordre que systéme F a été introduit par Girard en 1971; mais c’est en grande partie grace
a son exploitation par les informaticiens que ce systéme a été popularisé, suite a sa redécouverte par
John Charles Reynolds | ]. Depuis, de nombreux langages de programmation fonctionnels typés
ont pour base théorique un fragment de systeme J ou I'inférence de types est décidable ; a savoir au sein
duquel 'utilisateur n’a pas besoin de fournir explicitement les types des fonctions qu’il programme : ils
sont inférés par le systéme | ]

Suite a ses travaux sur systéme JF, Reynolds a introduit en 1983 la notion de paramétricité afin
d’étudier la quantification de type dans systéme F | ]. Son but était de donner un sens formel
au fait que les fonctions, dont le type est quantifié universellement, se comportent uniformément. Par
exemple, il n’est pas possible qu'un habitant du type Va.ae — o — « retourne son premier argument,
lorsqu’il est appliqué a un type, et son second argument, lorsqu’il est appliqué a un autre type. C’est
cette notion que l'on appelle paramétricité; elle est formalisée par le fait que les programmes satisfont
une relation définie inductivement sur la structure des types. Nous verrons dans ce travail que ces

1. Le programme qui accepte en entrée un entier n et qui diverge si et seulement si n code une démonstration de
I’absurdité logique dans la théorie concernée ; un tel programme termine pour toute entrée si et seulement si la théorie est
cohérente.
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relations, appelées relations logiques, sont trés étroitement liées a la théorie de la réalisabilité.

La paramétricité a par la suite été largement popularisée par Philip Wadler | ]. Il a montré
qu’elle pouvait étre tres utile aux programmeurs pour déduire les propriétés d’uniformité de programmes
concrets. La théorie de la paramétricité a été introduite comme une construction sémantique, et, par la
suite, les pré-requis nécessaires pour la définir, ont été formalisés afin d’obtenir des logiques spécifiques,
suffisamment expressives pour y définir les relations logiques. Notre travail s’inscrit dans cette démarche
qui consiste a formaliser une “logique des programmes”. Cette derniére permet d’énoncer et de prouver
des propriétés sur les programmes et peut en particulier étre utilisée pour les spécifier et pour prouver
leur correction. En cela, notre travail est fortement inspiré du systéme d’aide a la preuve COQ et ne se
bornera pas uniquement aux programmes du systeme F.

L’assistant de preuve CoOQ est un programme informatique qui aide son utilisateur, de fagon in-
teractive, & énoncer des propriétés et a construire des preuves valides | ]. On peut diviser son
champ d’application en deux axes principaux : la certification des programmes et la formalisation des
mathématiques. Les exemples d’applications dans ces domaines sont tres nombreux; ceux que nous
donnons a présent sont emblématiques :

— Le projet compcert?, initié en 2005 par Xavier Leroy, a pour but de développer un compilateur

d’un large sous-ensemble du langage C vers des architectures réalistes (PowerPC, ARM, x86, .. .).
Le développement de compcert est un programme Coq d’une centaine de milliers de lignes dont est
extrait un compilateur programmé en Caml qui compile du code C vers une de ces architectures.
La formalisation en COQ permet de prouver que ce compilateur préserve la sémantique du langage
de départ. Cela assure donc a 'utilisateur du compilateur que ce dernier n’introduira aucun bogue
en traduisant le C en assembleur.

— Le théoréme de Uordre impair est un résultat important de la théorie des groupes?; il a été dé-
montré en 1963 par Walter Feit et John Griggs Thompson | ]. Contrairement a la plupart
des théoremes de théorie des groupes, le théoréme de Feit-Thompson est réputé pour 'impres-
sionnante longueur de sa démonstration*. En septembre 2012, c’est-a-dire six ans apres le début
du projet, George Gonthier et son équipe sont parvenus a formaliser une preuve de ce théoreme
dans son intégralité®.

Les fondements logiques de CoQ sont basés sur l'isomorphisme de Curry-Howard, aussi appelé la
correspondance preuve-programme. Elle met en place une correspondance formelle entre les systémes
de démonstrations et les systemes de typage pour les programmes. La paternité de cette idée est souvent
attribuée a Haskell Curry et a William Alvin Howard car ils 'ont explicitée dans le cadre de la logique
combinatoire ¢ pour Curry | | et, plus tard, du A-calcul pour Howard | |. Dans ce contexte, les
preuves sont représentées par des termes dont le type est la proposition qu’ils prouvent. Originellement
présentée pour la logique propositionnelle, la correspondance a depuis été étendue & des logiques de
plus en plus expressives. Ainsi, le calcul typé sous-jacent a CoQ s’appelle le calcul des constructions
inductives | , ].

Aujourd’hui, la correspondance preuve-programme constitue un programme de recherche dont le
but est de mettre en relation les différentes constructions de la programmation avec les constructions

. http://compcert.inria.fr/

11 affirme que tout groupe fini d’ordre impair est résoluble.

L’article originel fait plus de 250 pages!

. http://www.msr-inria.inria.fr/events-news/feit-thompson-proved-in-coq
. Un autre modeéle de calcul équivalant aux machines de Turing et au A-calcul.

SRS INUIN


http://compcert.inria.fr/
http://www.msr-inria.inria.fr/events-news/feit-thompson-proved-in-coq

INTRODUCTION

logiques. Ainsi, tout un courant de recherche” s’attache & donner des interprétations calculatoires des
preuves, afin de chercher les “programmes derriere les preuves”.

Dans ce travail, notre approche sera légérement décalée : au lieu de fixer un systeme de démons-
trations et de chercher a l'interpréter de facon calculatoire, nous aborderons la question réciproque
suivante : dans quelle mesure un langage de programmation donné peut-il induire une logique qui peut
étre interprétée de fagon calculatoire par ce méme langage de programmation ? Nous allons proposer
une construction qui, étant donnée la description d’un langage de programmation, nous fournira un
systeme logique, qui permettra d’énoncer des propriétés a propos des programmes ainsi que les preuves
de ces propriétés. Nous verrons ensuite que les constructions logiques de ce systéme sont réalisées par
le langage de programmation de départ et que cette logique offre un cadre adéquat pour développer
une théorie de la paramétricité.

Pour parvenir a notre objectif, nous avons di trouver un cadre formel dans lequel il était possible
de représenter de fagon uniforme des langages de programmation, ainsi que des systemes de démonstra-
tions : les systémes de types purs | ]. Ces derniers fournissent un cadre syntaxique au sein duquel
il est possible de décrire une grande famille de calculs typés dont certains peuvent étre vus, a travers
I’isomorphisme de Curry-Howard, comme des systémes formels de démonstrations. Parmi les systéemes
présentables sous forme de systemes de types purs, on trouve par exemple systéeme J, mais également
le calcul des constructions de Gérard Huet et Thierry Coquand | ] (dont le calcul des constructions
inductives, que est la base de COQ, est une extension).

L’un des leurs attraits principaux est de pouvoir factoriser les théorémes méta-théoriques de tous
les systemes qu’ils décrivent. Ils permettent parfois de mieux comprendre les probléemes : en effet, en
se placant dans un cadre trés abstrait, on a alors la possibilité de s’éloigner des spécificités inhérentes
aux systémes particuliers. Mais cette sensation peut étre illusoire car, plutét que de repousser les cas
particuliers, il est parfois nécessaire de les considérer tous.

Une particularité essentielle des systeémes de types purs réside dans le fait que leurs expressions
permettent de décrire a la fois les termes représentant les calculs et les types : il n’y a donc pas deux
catégories syntaxiques distinctes qui scinderaient les programmes et les types. Certains systemes de
types purs sont ainsi capables de représenter des calculs sur les types. Les expressions de ces systémes
étendent donc les termes du A-calcul avec une construction qui permet d’exprimer les types : les produits
dépendants. Ils permettent, étant données deux expressions A et B, de construire le type que I’on note ®
ici Va : A.B. Ils représentent le type des fonctions qui prennent en argument un objet x de type A et
retournent un objet de type B. Le point important qui les distingue des types simples (notés”? A — B)
est que le type de retour B peut dépendre de la valeur de x. Les types dépendants s’averent étre
trés utiles pour la formalisation des mathématiques. On peut considérer a titre d’exemple 'opérateur
M, m(R) qui désigne les matrices de taille n fois m sur un anneau R. On pourrait alors lui donner le
type :

M : nat — nat — Ring — Ring

7. On peut par exemple citer les travaux récents de Jean-Louis Krivine dans lesquels il étend la réalisabilité afin
de construire des modeles de l'arithmétique classique avec axiome du choix dépendant | ] ou de la théorie des en-
sembles [ ].

8. On trouve également souvent la notation Ilz : A.B.

9. Nous utiliserons la notation A — B pour désigner le produit dépendant Vz : A.B lorsque la variable x n’apparait
pas dans B.
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On congoit donc cet opérateur M comme une fonction qui, étant donnés deux entiers et un anneau,
retourne un anneau. Le type de la multiplication de deux matrices peut alors étre donné par le type
dépendant suivant :

Vn km :nat. M, ,(R) = Mg m(R) = My m(R)

De plus, nous utiliserons le constructeur de produit dépendant pour représenter les quantificateurs
universels dans les propositions logiques : si P est une proposition logique qui dépend d’un individu
x de type A, alors Vo : A.P désignera la proposition “pour tout x de type A, P”. On observe ici
I’isomorphisme de Curry-Howard & ’ceuvre puisqu’une preuve de cette proposition sera alors un terme
qui, lorsque qu’on lui fournit un objet de type A, retourne une preuve de P.

Chaque systéme de types purs est défini par des parameétres; ceux-ci spécifient les constructions
autorisées dans le calcul. Ils sont constitués de trois ensembles : le premier décrit un ensemble de
constantes, appelées sortes, le second décrit le type des sortes et enfin le troisiéme décrit les produits
dépendants autorisés. C’est donc en fixant ces parametres que l'on caractérise le systéme que 1'on veut
étudier. Tout l'intérét du cadre des systemes de types purs est de pouvoir étudier les propriétés des
systémes en se ramenant aux propriétés des parametres. Hélas, tous les calculs typés ne peuvent pas
étre décrits comment des systémes de types purs. C’est pourquoi nous présenterons deux extensions
naturelles des systemes de types purs : la cumulativité et les types inductifs. Elles permettront d’intégrer
dans notre cadre & la fois systeme T et le calcul des constructions inductives.

Ainsi, nous montrerons qu’il est possible de développer une théorie de la paramétricité pour les
termes du calcul des constructions inductives. Ce qui nous permettra de déployer, au sein de Co0Q,
de nouveaux outils pour prouver la correction des programmes polymorphes (on pourra en particulier
formaliser tous les exemples de Philip Wadler de | ]). Nous verrons également un exemple origi-
nal d’application de la paramétricité a la formalisation des mathématiques concernant les structures
algébriques discrétes (nous prendrons 'exemple des groupes finis).

Dans le chapitre 1, nous considérons deux extensions des systémes de types purs (PTS) qui nous
permettront d’englober davantage de systémes : les systémes de types purs cumulatifs (CTS) et leurs
extensions aux types inductifs (CTSI). Les CTS permettent de capturer les systémes qui utilisent
une relation de sous-typage appelée la cumulativité, introduite par Zhaohui Luo dans le calcul des
constructions étendu | ]. Les CTS accolent donc un nouveau parametre aux PTS, permettant de
décrire les relations de sous-typage entre les sortes. La deuxieme section du chapitre 1 se compose d’une
étude complete des propriétés des systemes en fonction de la forme de leurs parametres. Nous verrons
que les CTS permettent de capturer beaucoup de systemes et seule une faible partie d’entre eux constitue
des systemes raisonnables. Enfin, les deux dernieres sections présenteront deux nouvelles notions : les
systemes prédicatifs et les systeémes faiblement imprédicatifs. Ces deux notions se définissent par un
critere syntaxique sur les parametres des CTS mais nous verrons qu’ils correspondront chacun au fait
qu’il existe un plongement du systéme vers un systeme de référence : la théorie des types de Martin-Lof,
dans le cas prédicatif et le calcul de construction avec univers, dans le cas faiblement imprédicatif. A
partir de ces criteres syntaxiques sur la forme des parametres, nous en déduisons un test qui permet en
pratique de prouver la forte normalisation (et donc la cohérence) de nombreux systémes. Si ce premier
chapitre ne contient pas de résultats fondamentalement nouveaux, il nous a paru nécessaire de voir
comment les propriétés des systémes particuliers pouvaient s’exprimer dans le cadre général de notre
travail. Les outils ainsi développés permettent de défricher I’ensemble des systeémes et de factoriser les
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résultats méta-théoriques qui serviront a étudier les différents systémes introduits par la suite.

Le chapitre 2 est consacré a I'extension aux types inductifs. Il étend les parametres des CTS par
le biais de deux nouveaux parametres : le premier, afin de décrire les inductifs autorisés et le second,
pour décrire les éliminations autorisées (a savoir les contextes dans lesquels il est autorisé de faire une
distinction de cas sur un inductif). Les définitions introduites sont volontairement trés proches de la
présentation des inductifs du systéme CoOQ : cela nous permettra de proposer une présentation du calcul
des constructions inductives fidéle a son implémentation dans Co0Q.

Le chapitre 3 décrit la transformation qui & un CTS P associe un CTS P2, qui permet d’engendrer
la logique sur les programmes de P. Dans ce chapitre, la construction est essentiellement illustrée par
le systeme F?2, généré par systeme F. Nous introduisons ensuite la notion de systéme de notations
pour l'arithmétique qui formalise des conditions suffisantes pour représenter les preuves d’arithmétique
dans nos systemes. Cet expédiant s’avérera essentiel pour énoncer les théorémes de représentation
du chapitre 4. Nous montrons ensuite comment ajouter aux termes du systéme des annotations qui
simplifieront les définitions des différentes transformations que nous introduisons sur les termes de P2.
Enfin, le chapitre conclut sur la description d’une large famille de CTS, les systémes stratifiés engendrés;
ces derniers nous intéresseront car la transformation - — -2, appliquée & ces systémes, se comporte bien
vis-a-vis des propriétés liées a la cumulativité.

Dans le chapitre 4, nous développons la théorie de la réalisabilité dans P2. Nous introduisons la
définition de la relation de réalisabilité, puis nous montrons le théoréme d’adéquation qui affirme que
de toute preuve m d’une proposition P de P2, on peut extraire un programme, noté ||, et construire
une preuve, notée ||| que || réalise P, ce que l'on notera |7 IF P. Dans la seconde section, nous
montrons comment appliquer ce résultat pour prouver les théoremes de représentation dans les systémes
qui encodent leurs données grace aux encodages de systeme JF. Enfin, nous concluons sur I’extension de
la construction du chapitre 3 aux types inductifs, afin d’en déduire un théoreme de représentation pour
les systemes qui représentent leurs données par des types inductifs. Ceci nous permettra d’étendre nos
résultats aux extensions du systéme 7.

Enfin, dans le chapitre 5, nous constaterons un lien syntaxique entre la réalisabilité et les relations
logiques. Dans ce chapitre, nous montrons que ces relations peuvent étre définies en termes de réali-
sabilité. Ainsi, il est possible d’utiliser le théoreme d’adéquation de la réalisabilité afin de démontrer
que tout terme clos satisfait la relation engendrée par son type. L’approche, qui consiste a formaliser la
méta-théorie dans laquelle il est possible de formaliser la paramétricité, a été suivie par de nombreux
auteurs pour systeme F. Puis, elle a été étendue par Jean-Philippe Bernardy, Patrik Jansson, et Ross
Paterson | | & une classe de systémes de types purs. La différence entre la présentation faite ici et
celle de Bernardy et al. réside dans le fait que ces derniers considerent une classe de systémes stables
par la construction - — -2. Ainsi, le mérite principal de notre approche est de pouvoir étre appliquée
a de nombreux systemes, méme s’ils ne sont pas suffisament expressifs pour satisfaire la condition de
stabilité. La seule condition étant qu’ils soient décrits comme des systemes de types purs.

Une fois les définitions explicitées, nous discuterons des diverses applications de la construction
de paramétricité. En particulier, nous nous attacherons & montrer comment cette approche peut étre
déployée dans le systeme d’aide a la preuve COQ. Nous donnerons ensuite quelques exemples d’appli-
cation. Enfin, nous concluons sur I’ébauche d’une implémentation dans le systeme COQ d’une tactique
de démonstration automatique basée sur la paramétricité.
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Chapitre 1

Etude des systémes de types cumulatifs

1.1 Les systéemes de types cumulatifs

Les systémes de types purs ont été introduits indépendamment par Berardi | ] et Terlouw | ]
pour étudier les systémes avec types dépendants et ils ont été popularisés dans leur forme actuelle par
Geuvers et Nederhof | ]. Ils constituent une généralisation englobant une grande famille de va-
riantes du A-calcul dites “a la Church”, c’est-a-dire ou les termes a typer sont annotés afin de faciliter
la génération de la dérivation de type. Nous verrons dans la suite qu’elles contiennent, par exemple,
le A-calcul simplement typé, le A-calcul polymorphe (systéeme F) et son extension d’ordre supérieur
(systeme F), différentes variantes du Calcul des Constructions et certains exemples historiques de
systeémes incohérents (tous les types y sont habités et certains termes bien typés sont divergents).

L’intérét principal des systémes de types purs est de fournir un cadre général et unifié pour étudier
les systemes de types pouvant contenir des types dépendants.

Ils permettent de modéliser les systemes de typage des langages de programmation fonctionnels
(comme par exemple Haskell | ], Objective Caml | ]) mais également le noyau logique des
assistants de preuves dans lesquels les propositions sont représentées par des types (comme par exemple
Coq | ], AGpA [ |). Dans ce travail, nous utiliserons le cadre des PTS pour représenter a
la fois des langages de programmation et des systéemes logiques en déduction naturelle construits au
moyen de la correspondance preuves-programimes.

On appelle systéme de types cumulatifs faible (WCTS en abrégez pour weak cumulative type system)
la donnée P = (S, A, R,C) de quatre ensembles : I'ensemble S des sortes, la relation A C S x S des
aziomes, 'ensemble R C & x § x S des régles et enfin la relation C C S x S de cumulativité. On appelle
systéme de types purs (PTS en abrégé pour pure type system), tout WCTS tel que C = ) et on parle
de systéme de types cumulatifs (CTS en abrégé pour cumulative type system) lorsque C est un ordre
strict.

CT
CTS

11



1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

On notera P = PTS (resp. P = CTS) pour signifier que le WCTS P est un PTS (resp. un CTS).
Et on se permettra d’omettre le P lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur le WCTS considéré.

Dans le reste du texte, nous ferons en sorte que les définitions et les propriétés standards énoncées
pour les CTS et les WCTS se spécialisent dans le cas des PTS dans leur équivalent dans la littéra-
ture | , ].

La définition de CTS a été introduite par Bruno Barras | , | afin d’étudier les systémes de
types dépendants munis d’une relation de cumulativité. Elle permet en particulier de capturer le noyau
fonctionnel de systemes tels que le Calcul des Constructions Etendu de Luo | ] (qui est également
le noyau fonctionnel du calcul sous-jacent au systeme CoQ | 1), ou encore la théorie des types
de Martin-Lof intentionnelle qui peut étre présentée comme un CTS (le systeme obtenu est alors tres
proche de celui implémenté dans AGDA | D.

Enfin, la notion de WCTS est introduite ici afin d’étudier dans un premier temps I'impact des
conditions imposées par la relation d’inclusion sur les propriétés des systéemes. Mais en pratique, tous
les exemples concrets qui seront considérés par la suite seront présentés comme des CTS.

1.1.1 Syntaxe

Etant donné un WCTS P = (S, A, R,C), on définit ’ensemble des expressions de P comme étant
les termes générés par la grammaire suivante :

A B,.. = (A B) application
| Az : A.B abstraction
| Vx: A.B produsit
| x variable
| s sorte

ou z parcourt un ensemble de variables V et s I’ensemble des sortes S.

Les constructions A et V se comportent comme des lieurs et 'on considere les expressions a re-
nommage des variables liées pres (a-équivalence). On suppose également que ’on dispose d’une bonne
notion de substitution, c’est-a-dire préservant I’a-équivalence : on notera A[B/x] 'expression obtenue
en remplacant dans A les occurrences libres de la variable x par B. L’ensemble des variables libres d’un
terme A sera désigné par FV(A).

On notera A — B les produits non-dépendants, c’est-a-dire les produits de la forme Vz : A.B avec
x & FV(B). On adoptera les conventions suivantes pour noter les imbrications de produit, d’abstraction
et d’applications :

My My -+ M,, désignera ((---(M; My) ---)M,)
Axy i Ay, oy A M désignera (Axp Ay (A 2 A M) -+ )
Vay: Al ... xn 0 Ap.B désignera  (Vay: Aj.---(Azp 2 Ap.B)--+)
Al - Ay — -+ —> A, > B désignera A} — (Ay— - (A, = B)--)

On définit également la relation — comme étant la plus petite relation entre les expressions qui
satisfait les regles suivantes :

(Ax: A.B)C — B|C/x]

12



1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

M — M’ N —» N’

A—» A M — M’
M AM —» ) x: A M A AM — Mz AM

A— A B —» B
Ve: AB —-»Vz:A'.B Ve: AB —»Vx: AB'

On notera > la cloture transitive de —, > la cléture réflexive de > et = la cloture symétrique et
transitive de —. On dira d’un terme A qu’il est en forme normale s’il n’existe pas de terme A’ tel que
A A’. Un corollaire de la confluence de ce calcul (voir 1.1.3) est l'unicité des formes normales. On
désignera donc par NF(A) la forme normale de A quand elle existe.

1.1.1 Définition (Normalisation faible et forte)

Soit P un WCTS. On dit d’une expression A de P qu’elle est faiblement normalisante (resp. fortement
normalisante si A a une forme normale (resp. s’il n’existe pas de chaine infinie de réduction pour >
qui part de A). On dit de P qu'il est faiblement normalisant (resp. fortement normalisant) si toutes les
expressions bien typées (voir plus avant) sont faiblement normalisantes (resp. fortement normalisante).
On notera cette propriété WEAKLY-NORMALISING (resp. NORMALISING).

On mentionne au passage une des conjectures les plus fameuses® | ]:

1.1.2 Question ouverte (Conjecture de Barendregt—Geuvers—Klop)
Tous les PTS faiblement normalisants sont fortement normalisants.

Evidemment cette conjecture s’étend aux WCTS : on ne connait pas de WCTS qui normalisent faible-
ment mais pas fortement.

Le lemme suivant énonce la confluence de la réduction des termes. Il dépend uniquement de la
syntaxe des PTS qui est la méme que celle des WCTS. Et la preuve est similaire & celle du A-calcul
pur, voir | | par exemple.

1.1.3 Lemme (Propriété de Church-Rosser)
Si A= A alors il existe C tel que A>C et A'>C.

On en déduit alors facilement le lemme suivant :

1.1.4 Lemme (Injection de la syntaxe)

A=A ANB=H
A=A ANB=PB

Vr: AB=Vzr:A.B
Me:AB=Xx:A.B

S=S

R

ZL'ELU/ = T =

1. c’est le neuvieme probléme ouvert de TLCA, voir http://tlca.di.unito.it/opltlca/
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1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

1.1.2 Cumulativité

La définition suivante introduit la relation de sous-typage < qui est paramétrée par C; A < B
signifie que A est convertible en un terme de la forme Va; : Cy,--- ,x, : Cy.s (on dira alors que A est
une arité de sorte s) et B est convertible en un terme de la forme Vxq : Cq,--- , 2, : Cp.s" (pour les
mémes C;) avec (s,s") € C. Plus formellement :

1.1.5 Définition (Relation de cumulativité)
On définit les w relations =g, <1, ..., ainsi que leur union < et leur cléture réflexive < vis-a-vis de la
conversion = par les équations suivantes :

A=<9oB & A=sAB=sA(s,8)eC

A<,y1B & A=<,BV(A=V2:CAANB=Vz:C.B' NA' <, B
A<B & dneNA<,B
AxB & A=BVA<B

Tout comme celle du Calcul des Constructions Etendu (ECC) Zhaohui Luo | |, notre regle de
cumulativité n’est pas contra-variante pour la construction de produit. En effet, on ne peux pas déduire
de A’ X Aetde B<B queVx:AB<Vx:A.B'. Ce choix de conception est essentiellement imposé
par deux conditions :

— Premiérement, nous souhaitons interpréter (en théorie des ensembles) la cumulativité par 'in-
clusion des interprétations des types “Si on a A < B, on veut que [A] C [B]”. Ce qui n’est pas
possible pour une relation de sous-typage qui serait pleinement contra-variante.

— On souhaite que, sous hypothese de forte normalisation, la relation de cumulativité soit décidable.
Or, on sait par exemple que la relation de sous-typage de systéme F.. est indécidable (et donc le
probléme de la vérification de type 'est également) | ].

On notera qu’il existe néanmoins une généralisation des PTS avec quantification bornée [ ,
mais celle-ci ne permet pas le sous-typage entre sortes et ne permet donc pas de capturer les systemes
de types avec univers qui nous intéressent tout particulierement dans ce travail.

La relation de cumulativité est stable par substitution :

1.1.6 Lemme

A< B = A[C/z] < B[C/a]

Démonstration On prouve
A <, B= A[C/z] <, B[C/z]

par induction sur n :
— Si A < B cela signifie qu’il existe s4 et sp tels que A = s4 et B = sp. Et donc A[C/z] = s4 et
B[C/z] = sp et on a bien A[C/x] <9 B[C/x].
— Si A <,4+1 B, on distingue deux cas :
— Soit on a directement A <, B, et I'on conclut directement d’apres ’hypothese d’induction.
— Soit il existe A, B" et D tels que A =Vz : D.A', B=Vx: D.B et A’ <,, B'. Par hypothése
d’induction, on en déduit que A'[C/x] <,, B'[C/xz]. Et donc Vz : D[C/z].A'[C/x] <p41 YV :
D[C/xz].B'|C/x]. Or Vz : D[C/z].A'|[C/x] = A et Va : D|C/x].B'|C/x] = B, donc A <,,+1 B.
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1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

Supposons que A < B, alors deux cas sont possibles :
— Soit A = B, et alors A[C/z] = B[C/z] et donc A[C/z] < B[C/x].
— Soit A < B et dans ce cas il existe un n tel que A <,, B et d’aprés ce que 'on vient juste de

démontrer A[C/z] <,, B[C/z] et donc A[C/z] < B[C/x]. ©)
1.1.7 Lemme
Les relations <, <,, < sont compatibles avec = :
A<, B A<B AXB
A=A } =A<, B A=A } =A< B A=A y =A< DB
B=pB B=pB B=pB

Démonstration La preuve de la premiére implication est immédiate par induction sur n et les deux
autres en découlent. ©

1.1.3 Regles de typage

On appelle contexte toute liste I ordonnée aq : A, ..., a, : A, ou les a; sont des variables et les A;
des expressions, et on désigne par () le contexte vide. On notera x : A € " pour signifier que T est de
la forme IV, z : A,T” et on notera z € T" s’il existe un A tel que z : A € I'. On ne confondra pas avec
x € FV(T') ou FV(T') est défini récursivement par :

FV) =0
FV(z: AT) = FV(A)U(FVD)\{z})

On définit ensuite le systeme de regle de typage paramétré par P, c’est a dire la plus petite relation
ternaire Fp (qu’on notera simplement F lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur le WCTS considéré)
entre les contextes et les couples d’expressions qui satisfait les huit regles de la figure 1.1. On notera
' - A : B pour dire que (I', A, B) sont en relation et on dira que A est une expression bien formée
de type B dans le contexte I'. On dit d’un contexte I' qu’il est un contezte bien formé s’il existe deux
expressions A et B telles que I' - A : B (ce que 'on notera WF(T'), voir définition 1.1.25). On dit de
A qu’elle est une expression bien formée dans un contexte I' si c’est une sorte ou s’il existe une autre
expression B telle que I' H A : B. On définit les types comme étant les expressions qui habitent les
sortes ; pour étre précis, on dit d’une expression A qu’elle est un type de sorte s dans le contexte I' si
onal'F A:s. On notera plus avant (définition 1.1.25) WFp(A) le fait que A soit un type bien-formé
dans un contexte I'.

Les sortes servent donc a donner un type aux types, elles sont donc elles-mémes des types; c’est le
parametre A qui fixe les types des sortes grace a la régle ci-dessous.

R (s,s) e A
AXIOME

On dispose également de deux regles structurelles, I'une pour donner un type aux variables libres,
l’autre pour rajouter des variables dans le contexte. On voit que les regles assurent que le type de la
variable est bien formé.
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1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

I'HFA:s I'-A:B I'-C:s
I’,x:Al—$:Ax¢P 'z:CHA:B zgl
VARIABLE AFFAIBLISSEMENT

Nous disposons également de deux régles pour typer 'abstraction et ’application ; il est important
de noter que la regle d’abstraction vérifie a la fois que le corps de I’abstraction est bien formé, et que
son type est bien formé.

z:A-B:C F'EVe:AC:s THM:Vr: AB TEN:A
F'FXx:AB : Vz:AC ' MN : B[N/z]
ABSTRACTION APPLICATION

C’est la regle de produit ci-dessous qui indique si un produit est autorisé, c’est-a-dire bien formé.
Elle est paramétrée par I’ensemble de regles R qui décrit la sorte du produit en fonction des sortes des
types du domaine et du codomaine du produit.

I'A:sy I'z: A+ B :sp
I'FVz:AB:s
PRroDUIT

(sa,sB,8) €ER

Enfin, les deux derniéres regles du systéme sont les regles de cumulativité, elles permettent d’intro-
duire le sous-typage paramétré par ’ensemble C.

'-A:B I'B':s B=<B 'A:C C<s
THA:B '-A:s
CUMULATIVITE CUMULATIVITE-SORTES

La régle CUMULATIVITE permet de remplacer un type par un sur-type a condition que ce dernier
soit bien formé. Les types bien formés sont divisés en deux classes disjointes (voir 1.1.25) : les arités
qui admettent pour type une sorte et les sortes maximales pour la relation A. On les appellera tout
simplement les sortes mazximales lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

La régle de conversion permet de remplacer le type d’une expression par un type équivalent pour
la relation = a condition que ce dernier soit bien formé.

1.1.8 Lemme
La régle suivante est admissible :

I'-A:B I'-B':s
r-A:B
CONVERSION

B=F

Dans le cas des PTS, CUMULATIVITE se réduit a la régle de conversion car :
C=10 = A<X<B&s A=B

De plus, la régle CUMULATIVITE-SORTES devient superflue car s; < s3 < s1 = s9. On retrouve donc
bien la présentation usuelle des PTS de la littérature.
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1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

(s,8) € A

Fs:s
AXIOME

I'HFA:s I'-A:B I'-C:s
I’,:E:Al—$:A:C€P 'z2:CHA:B zgl
VARIABLE AFFAIBLISSEMENT

Ie:A-B:C I'EVz: AC:s T'FM:Vz:AB 'EN:A

'Xx:AB : Vz:AC ' MN : B|N/z|
ABSTRACTION APPLICATION

I'HA:sy I''z: A+ B:sp

(sa,8B,5) €ER

I'FVx: AB:s
ProbpuilT
'-A:B I'B:s B<B 'A:C C<s
THA:B 'FA:s
CUMULATIVITE CUMULATIVITE-SORTES

FIGURE 1.1 — Regles de typage des WCTS .
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1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

1.1.4 Le A-cube de Barendregt
Parmi, les PTS il existe une sous-classe particulierement naturelle :

1.1.9 Définition (PTS fonctionnel)
Un PTS est fonctionnel si A et R sont des relations fonctionnelles, ¢’est-a-dire si
1. (s1,82) €A A (s1,85) €A = S9 = &b
2. (s1,82,83) €ER A (s1,82,83) €ER = S3 = Sh
On notera P = FUNCTIONAL pour signifier qu'un WCTS P est un PTS fonctionnel (ou simplement

E FUNCTIONAL s’il n’y a pas d’ambiguité sur le WCTS concerné).
Ces systémes ont la propriété d’unicité du typage :

1.1.10 Lemme (Unicité du typage dans les PTS fonctionnels)
Si = FUNCTIONAL, alors on a :

'-M: A
= A=Ay
'EM: A
Démonstration On trouve par exemple une preuve dans | ]. C’est également une conséquence
du lemme 1.2.31 comme nous le verrons plus avant. ©

1.1.11 Définition (WCTS homogeéne)
On dira d'un WCTS P qu’il est homogene si (s1, s2, $3) € R, implique s, = s3. On notera cette propriété
HOMOGENEOUS.

Le A-cube est une représentation graphique des 8 PTS fonctionnels et homogenes avec deux sortes
S = { x,0 }, un unique axiome A = {(x,0)}, et contenant la régle (x,x, ). Cette présentation est due
a Henk Barendregt | ].

Fu CC
F AI?
imprédicativité Aw > Al
ordre s,u’périeur /
M- AIL
dépendance
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1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

Voici leurs regles respectives :

Ry = {(x*,%)}

Rr = {(x*x*),(0,%%)}

Raw = {(*%),(0,0,0)}

Rr, = {(*%),(0,%%),(0,0,0)}

Ran = {(x*%),(x,0,0)}

Ramz = {(x%%),(0,%%), (x,0,0)}

Ram, = {(x%%),(0,0,0),(,0,0)}

Roc = {(ox%),(0,%%),(0,0,0), (x,0,0)}

Voici une breve description du réle que jouent ces regles :

— La regle (x,*,*) de formation des produits entre types de sorte x. Nous donnons & présent un
exemple de dérivation qui ne requiert que cette régle (le symbole () indique son utilisation). On
peut voir que la régle (x,*,x) permet d’autoriser la formation des types simples :

Fx:0O
aixlFaix Fx:0O Fx:0O
Fx:0 Fx:0O a:ixFx:0
ik acx a:kFa:x ik, talax ()
a:xriabFx:a a:kFa—a:x

a:xFlr:ar:a—>a

— Imprédicativité : La régle (O, *,*) de quantification permet de fabriquer un produit de sorte
* en quantifiant un type de sorte * par un type de sorte 0. Elle permet donc d’autoriser la
quantification sur les variables de types. Il s’agit de la quantification de Systeme F ; elle est dite
imprédicative car elle permet de fabriquer un type de sorte x en quantifiant sur les objets de sorte
*. Voici un exemple de son utilisation (le symbole (x) indique I'utilisation de cette régle) :

Fx:0O a:*l—a—>a:*(*)
a:xFlXr:ar:a—>a FVYoa:xa— a:*
Fla:x,z:az:Va:*xa— «

— Ordre supérieur : La régle (0,0, 0) autorise les constructeurs de type qui dépendent d’autres
types. On peut par exemple définir un “constructeur de type” qui prend comme parameétre un
type a et retourne le type o — «. Le type de ce constructeur de type est alors x — x qui est
lui-méme typable en utilisant cette régle. En exemple, la dérivation suivante :

Fx:O Fx:0O
Fx:0O txbE%x: O
a:xFa—a:*x Fx—%x:0 (+)
FAla:*xa—a:*x— %
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On peut donner des exemples de constructeurs de type plus utiles : le constructeur de listes de
type * — %, le produit cartésien et la somme disjointes tous deux de type * — x — *.

— Dépendance : La régle (x, O, ) autorise les constructeurs de type qui dépendent de valeurs. Elle
permet d’écrire un constructeur de type qui prend en parametre un objet dont le type est de sorte
* comme par exemple dans la dérivation suivante :

Fx:O Fx:O Fx:O
ok ok a:xbE*x:0
a:xFa—=%:0 (+)

Les types dépendants peuvent s’avérer tres utiles en programmation. On peut citer par exemple le
constructeur de type des vecteurs qui fabriquent des listes de taille fixée. Le Calcul des Construc-
tions permet de donner de donner le type nat — * — * au constructeur de type des vecteurs .
Dans la sous-section suivante, on verra que les types dépendants sont également un cadre de choix
pour représenter les preuves en logique intuitionniste.

La plupart des systémes du A-cube ont été étudiés avant la présentation de Barendregt :

1. A, le A-calcul simplement typé :
Initialement introduit par Alonzo Church en 1940 | ], il constitue le plus simple exemple de
calcul typé. Il est important de noter que la seule dérivation valide dans un contexte non-vide est
le séquent - x : 0. En effet, dans ce systéme on ne dispose pas de régle pour former des types
sans variable libre.

2. F, le A-calcul polymorphe, aussi connu sous le nom de systéme F :
Introduit indépendamment par Jean-Yves Girard | | et par John Reynolds | ], il ajoute
la quantification imprédicative au A-calcul simplement typé. Le systeme obtenu a depuis été tres
étudié en particulier pour son caractere tres expressif.

3. Fu, le A-calcul polymorphe d’ordre supérieur, aussi connu sous le nom de systeme F,, :
Egalement introduit par Jean-Yves Girard [ ]. Il s’agit d’une extension de systeme F dans
laquelle on peut exprimer les constructeurs de type.

4. MI, aussi connu sous le nom de LF :
C’est le noyau fonctionnel du systéme TWELF | | et c’est aussi une approximation raisonnable
du systéme AUTOMATH congu par DeBruijn | | (voir aussi | | pour une discussion sur la
représentation d’AUTOMATH dans les PTS).

5. CC, le calcul des constructions de Thierry Coquand et Gérard Huet | ]:
Il s’agit du systeme le plus complet du A-cube, a 'origine de 'assistant de preuve CoQ. Il a donné
lieu & de multiples extensions dont les plus notables sont probablement le Calcul des Constructions
Inductives (C1C) [ ] et le Calcul des Constructions Etendu (ECC) | ]

1.1.5 Programmer dans le \-cube

Les systemes du A-cube peuvent étre percus comme des langages de programmation purement
fonctionnels. Néanmoins, ils ne contiennent aucune notion de type de données primitif; c’est donc au

2. Nous verrons néanmoins que cette présentation n’est pas suffisamment expressive pour que 'on puisse utiliser
effectivement le type des vecteurs sans ajouter des types inductifs munis de schéma d’élimination dite “forte”.
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programmeur de choisir un moyen de les représenter. Les entiers de Church constituent un moyen
commode pour encoder les entiers en terme d’abstractions et d’applications. Etant donnés un entier n
et une expression 7, on définit I’entier de Church ouvert m” comme étant le terme

n fois
Mot —=rxir. f(f-(fz)-)

On vérifie alors facilement que « : x -y % : v(«) ou v(a) = (@« = a) = o — «. Plus généralement, on
notera v*(7) pour le type défini par la récurrence sur i suivante :

O(r) = ()
v = V() = Vi(r)

et on pose par convention v~ 1(7) = 7 — 7 et v 2(7) = 7. On montre alors facilement que les seuls
habitants de v%(a) dans le contexte « : * sont extensionnellement équivalents & un entier de Church
ouvert :

1.1.12 Lemme

Si P est un systéme du cube et si a: x Fp A : vi(a) pour un certain i, alors il existe un entier n tel

que Afe=n"""(@ fg.

Démonstration Quitte a le réduire, on peut supposer que A est en forme normale (par préservation
du typage, voir la sous-section 1.1.6). En inspectant les formes possibles de la dérivation (ce qui se
fait formellement a l'aide du lemme 1.1.32 dit “d’inversion” que l'on verra plus avant), on montre que
A est nécessairement de la forme A\f : v 1(a). A’ et que A’ est soit égal & f, soit il est de la forme
Az : v 2(a).M avec M de type v'~2(a) dans le contexte f : v'~!(a),z : v*~2(a). Enfin, les seuls termes
de type v'~2(a) que I'on peut obtenir sont construits en appliquant f un certain nombre de fois & .
On a donc montré que A est :

— Soit de la forme Af : v} (a).f, et donc Afz = fz=1"

— Soit de la forme 7" (@) pour un certain n et la conclusion est immédiate. ©)

i—1

On en déduit donc que les habitants des types de la forme v%(a) représentent tous un entier modulo
réduction.

Programmation dans le A-calcul simplement typé. Dans ce paragraphe, on s’intéressera aux
fonctions représentables dans le PTS A.
On peut implémenter la fonction retournant le successeur des entiers :

succio ¢ Vi(a) = vi(a)
succia = An:vi(a), f:v ),z v (). f (n(fx))

vi(a)

SUCC; o O |
De méme on implémente ’addition :
plus; , : Vi(a) = vi(a) = vi(a)

plus,, = Inm:v'(a),f: v (a),z: vi72(a).n f (m f )

plus; ,, ' @Om @ nEm
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... et la multiplication :

mult,, @ Vi(a) = vi(a) = V()
7

)
mult,, = Anm:vi(a),f: v a),z: v 2 (a)n(mf)a

mult; o A @@ (@

La donnée d’un entier est en réalité la donnée d’un opérateur qui permet d’itérer n fois une fonction
a un argument. On peut donc utiliser cet opérateur pour construire de nouvelles fonctions. Il est par
exemple possible d’itérer une fonction constante pour implémenter une fonction qui retourne 0, si on
lui passe un entier nul et 1 sinon :

sgn; o ui(oa)—u/i(a)

sgn = n:via), fv N a),z v T @) (O v T () .(fr)) x

(e
SEN; @ > min(1,n)” ()
On peut utiliser le méme principe pour implémenter I’exponentiation en itérant la multiplication :

exp; o ui(a) — 1/i+2(a) — yi(a)
exp;, = An: vi(a),m: v (a).m (mult; o n)TVZ(a)

vi(a) mui""l(a) vi(a)

m m
exp; o T n

Mais comme nous pouvons le constater, il y a un cofit pour pouvoir utiliser un entier comme itérateur :
il faut incrémenter I'indice du type de I'entier utilisé comme itérateur.

1.1.13 Définition (Fonction représentable)
On dira d’une fonction (au sens ensembliste) f : N¥ — N qu’elle est représentable dans un WCTS qui
contient une sorte s et la regle (s,s,s) € R s'il existe un terme M et des indices i1, ..., ix+1 tel que
a:skEM:vt — ... — U et vérifiant :
i i S |
Mmyl ...Wluk Df(nl,...,nk)y

On peut prouver qu’il n’existe pas d’implémentation avec un type “uniforme” de ’exponentiation. Il
s’agit d’une conséquence du théoréeme classique suivant (le sens direct de la preuve se montre facilement
a l'aide des exemples que l'on a vus jusqu’a présent et nous renvoyons les lecteurs germanophones
al ] pour une preuve de la réciproque) :

1.1.14 Théoréme (Helmut Schwichtenberg [ D

Les fonctions représentables dans le A-calcul simplement typé avec un type de la forme v — -+ = v
sont exactement les polynomes multivariés étendus avec un test d’égalité a zéro. Plus formellement,
c’est le plus petit ensemble de fonctions contenant les fonctions constantes, les projections, la fonction
x — min(1,x) et stable par addition et multiplication point d point.

Les fonctions fabriquées par itération ne peuvent pas étre a leur tour itérées car elles n’ont pas un

type uniforme (de la forme v*(a) — v*(a)). On ne peut donc pas itérer la fonction exp; , par exemple
2n

pour implémenter la fonction (k,n) — 2°  ou k est la hauteur de la tour. C’est ce que prouve le

théoréeme suivant :
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1.1.15 Théoréme (Steven Fortune, Daniel Leivant, et Michael O’Donnell | D
Les fonctions représentables dans le A-calcul simplement typé sont bornées par une tour d’exponentielle.

Les auteurs de | | rapportent que Richard Statman a prouvé que le test d’égalité et d’ordre
n’est pas représentable par une expression du A-calcul simplement typé. Ceci implique que la soustrac-
tion des entiers (la fonction (n,m) — max(n — m,0)) n’est également pas représentable. De ce fait,
I’ensemble des fonctions représentables dans le A-calcul simplement typé est un sous-ensemble strict
des fonctions élémentaires (les fonctions bornées par une tour d’exponentielles?).

Le A-calcul simplement typé est donc un langage de programmation peu expressif, a fortiori car
on ne dispose pas d'un unique type pour représenter les entiers. Nous allons voir a présent que 'ajout
de 'imprédicativé permet a systeme F d’avoir a la fois un type plus naturel pour typer les entiers de
Church et de représenter beaucoup plus de fonctions.

Programmer avec 'imprédicativé. Notons nat le type Vo : x.(a = a) = a — «, on définit alors
le n-ieme entier de Church (fermé) @ comme étant le terme Ao : .. Nous obtenons immédiatement
que pour tout n, =7 7 : nat. On peut alors implémenter facilement les opérations de base sur les entiers :

succ = An:nat,o:*.succyq (na)

plusm = Anm :nat,a: % plusy, (na)(ma)

mult = Anm:nat,a:* multy, (na) (ma)
exp = Anm:nat,a:x.expg, (na)(mv(a))

En généralisant, on montre aisément que toutes les fonctions représentables dans le A-calcul simplement
typé par un terme f de type vt (a) — --- — v"*(a) — v(a) (dans le contexte “a : x”) peuvent étre
représentées dans F par le terme Anj : nat,...,ny : nat,a : x.(f (n1 v (a)) (ng - v%(a)) de type
nat — --- — nat — nat.

La quantification imprédicative nous donne un acces beaucoup plus souple a 'itérateur utilisé pour
encoder les entiers.

Il est possible de s’en servir pour implémenter le test d’égalité a zéro qui retourne son second
argument ou son troisieme argument selon que la valeur de son premier argument vaut 0 ou non :

iszero : nat—Va:xa—oa—
iszero = An:nat,a:xzxy:ana(A:ay)x
iszero Dazy > =
iszeron+laxzy > y

De plus, on observe que le type de retour de is_zero est un bon candidat pour représenter les valeurs
booleenes. Notons bool = Va : x.a = a — «a. On montre que bool n’a que deux habitants en forme
normale A : x,zy : a.x et A : x,zy : .y que I'on nommera respectivement true et false. On peut

3. Les fonctions élémentaires sont le troisieme étage €3 de la hiérarchie de Grzegorczyk, voir [Ros] par exemple.
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alors implémenter sans difficultés les opérateurs usuels sur les booléens :

and : bool — bool — bool
and = Apgq: bool.p bool g false
or : bool — bool — bool
of = Apq : bool.p bool true g
not : bool — bool
not = Ap: bool.p bool false true

Et on vérifie facilement qu’ils satisfont les tables de vérité habituelles. Tout comme pour les entiers, cette
représentation des booléens contient en elle-méme son éliminateur. Ainsi, la construction if standard
s’effectue en appliquant au booléen que 1’on veut tester un type et deux valeurs de ce type chacune
correspondant & I'une des branches du test (c’est par ailleurs ce que I'on a fait pour vérifier la correction

de is_zero ci-dessus). Nous pouvons par ailleurs généraliser cet encodage pour représenter les types de
n fois

7 \ ’1 2 /_/% . 2 o . .
données a n éléments par Vo : x. & — -+ — a— «. On s’intéressera ici surtout au type unit = Vo :
*. — a a1 élément noté id = Ao : x,x : a.x et au type empty = Vo : x.a a 0 élément. On peut alors
prouver le lemme :

1.1.16 Lemme
1l y a exactement n habitants en forme normale du type

n fois

———
Va:x. o — - = a— «

dans un contexte vide.

n fois
’, . . e e 7 .
Démonstration Sik- A :Va:x. a— -+ — a— a et que A est en forme normale, alors, en étudiant
les cas possibles, on montre qu’il est nécessairement de la forme Ao : x,z1 : «,...,z, : a.x; avec
1< <n. ©)

En particulier, on en déduit que empty ne peut avoir d’habitant dans un contexte vide (car la norma-
lisation du calcul nous donnerait un habitant en forme normale et contredirait le lemme précédent).
Le fait que les types des opérations sur les entiers soient homogenes, permet d’utiliser le schéma
d’itération afin obtenir de nouvelles fonctions dont le type sera également homogene. Ainsi, grace
A Ditération, on pourra donc obtenir ad libitum des fonctions de plus en plus croissantes. A titre
d’exemple, on peut représenter la fonction d’Ackermann? qui s’implémente comme une itération de

4. On rappelle que la fonction d’Ackermann est définie par les équations récursives suivante : ack(0,n) = n + 1,
ack(n+1,0) = ack(n,1), ack(n+1,m+1) = ack(n, ack(n+1,m)) (la terminaison est triviale, car I'ordre lexicographique
des arguments décroit strictement a chaque appel récursif).
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fonctions construites par itération :

ack : nat — nat — nat
ack = An:nat.
n (nat — nat)(Ap : nat, f : nat — nat,m : nat.
m nat f(f 1)) succ

ackmm > ack(n,m)

L’imprédicativé permet également de représenter des constructeurs de type : étant donnés deux
types bien formés I' - o : x et I' b 7 : %, on peut construire le type bien formé prod, . défini par
Vy %, (0 — T =) —vetona bienI'F prod, . : . On notera par la suite o x 7 le type prod, . On
peut ensuite implémenter le constructeur de paires et les deux projections par les termes suivants :

pair,, = Ar:oy:T,y:ixfio—=>T =y fay

Proj7, ry, = AC:ITI X T2.CTg (Axy @ 11,29t T2.2)

Et on vérifie aisément que
.k .
Projy, -, (pair,, ., A1 A2) > Ay

On dispose également du méme genre d’encodage, pour implémenter le type 0 +7 = Va : %, (60 — ) —
(T — =) — 7 représentant les sommes disjointes, ou encore le type list, =Va : %, (7T > a - a) > a = «
des listes, il est en réalité possible de représenter de cette fagon tous les types de données récursifs dit
“strictement positifs”.

Voici les primitives qui permettent de manipuler ces constructeurs de type :

left : Vaf:xa—a+f

left = Xaf:xz:a,y:xf:a—=v9:8—=>7fx
right : VYapf:xf8—=a+p

right = Xaf:xz:08,v:%xf:a—v9:08—=>v9x
disjy : VafBvy:xa+f—=>(a—=7y)— (B =) =y
disj = Xafy:xhiatp fra—=vy,g:8=vhyfg

Les fonctions left et right implémentent les deux injections canoniques et la fonction disj implémente la
disjonction de cas : si I’on a deux méthodes, I’'une pour fabriquer un objet de type v a partir d’un objet
de type « et 'autre a partir d’un objet de type 3, alors on saura fabriquer un objet de type ~ a partir
d’un objet de type a + 5. On vérifie sans peine que ces fonctions sont conformes au comportement
calculatoire attendu :

disjafB fg(leftx) > fx
disj af fg(right z) > gz
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Pour les listes, on obtient un encodage extrémement proche de celui des entiers :

nil : Va:*. list,

nil = da:xB:xf:a—p—B,x:6.x
cons : Va:*x.a — list, — list,
cons = Aa:xhd:a,tl:listy,B:xf:a— 0= B,x:[.f hd(tl B fx)
fold : Vapf:x(a—p—p) = a—listy, >

fold = Mapf:xf:a—0—p,xz:al:listq.lB fx

Si lon note [x1;...;xy] le terme cons avx1 (cons avxy ... (cons axy, (nil @) ...)) (dans un contexte ou les
x; sont de type «), alors I'on vérifie que 1’on obtient bien :

nila = ]
cons axg[T1;...;Tn] = [To;x1;...; ]
fold a fylei;...5mn] > far(faz - (fany) )

On peut par exemple se servir de fold pour implémenter la fonction fold nat plus 0 de type list nat — nat
qui calcule la somme des éléments d’une liste d’entiers. On peut également utiliser 'itérateur fold pour
implémenter la concaténation de deux listes :

concat : Va: . list, — list, — list,

concat = Aa:x,ljly: list, . fold o (cons o) Iy 1y

La présence de constructeurs de type ajoute de ’expressivité au langage ; on peut en particulier s’en
servir pour implémenter la fonction prédécesseur et un schéma de récursion. Si’on note (M, N) le terme
pair,, M N et (C)* pour k = 1,2 les termes (proj];,T C) ou o, T et 0 X T sont les types respectifs de
M, N et C dans le contexte ou ils sont définis. Alors la fonction ci-dessous implémente le prédécesseur

des entiers :
pred : nat— nat

pred = An:nat.
(n (nat x nat)
(Ac : nat x nat.(succ (c)!, (¢)!))
2
0,0))

Elle procede en appliquant n fois la fonction p,q — p + 1,¢ sur le couple (0,0) puis en récupérant la

seconde composante. On obtient alors (0,0), (1,0), ..., (n,n —1). On en déduit donc bien que :
predn+1 > 7
pred0 > 0

On peut donc l'itérer pour implémenter la soustraction :

minus : nat — nat — nat

minus = Anm :nat.m nat pred n
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et en déduire le test de supériorité large :

greater_or_equal : nat — nat — bool

greater or equal = Anm:nat,zy: «.is_zero(minus nm)zy
ainsi que le test d’égalité :

equal : nat — nat — bool

equal = Anm :nat. and (greater_or_equal nm) (greater_or_equal mn)

En suivant la méme technique, il est possible d’implémenter le récurseur des entiers :

rec : Va.(a — nat - a) - a — nat — a.
Aa:x f:ra—nat— o,z a.
(n (o X nat)

(Ac: alx nat.(f (¢)! (¢)?,succ (c)?))
(2,0))

Etant donnée une fonction f : N x N — N, le récurseur est construit en appliquant n fois la fonction
p,q — (f(p,q),q+ 1) sur le couple (x,0) puis en récupérant la premiere composante du résultat. Elle
vérifie donc bien que :

recafz0 > x
n + 1 fois
I — _ -
recafzn+1 > f(f---(fz0)---n—-1)7n
On en déduit que toutes les fonctions primitives récursives® sont représentables dans le systeme F. Ce
schéma de récursion est plus général que le schéma de récursion primitive car c’est un schéma d’ordre
supérieur : il peut également étre utilisé pour générer des fonctions par récursion. On a d’ailleurs vu
que 'on pouvait représenter la fonction d’Ackermann qui est essentiellement connue pour ne pas étre
primitive récursive. En réalité, le schéma d’ordre supérieur prouve que toutes les fonctions représentables
dans le systeme T de Godel (voir sous-section 2.4) sont également représentables dans le systéme F.
Le systéeme F est encore bien plus expressif que systeme 7, en effet, Jean-Yves Girard | | a prouvé
que les fonctions représentables dans systeme JF sont exactement les fonctions dont on peut prouver la
totalité (on dira prouvablement totale) dans l'arithmétique du second-ordre PA,. Tandis que Godel a
prouvé que les fonctions représentable dans systéme T sont les fonctions prouvablement totales dans
I’arithmétique du premier-ordre PA. Nous y reviendrons quand nous étudierons les caractérisations
logiques de ces systemes dans la sous-section 4.2.6.

5. L’ensemble des fonctions primitives récursives est le plus petit ensemble de fonctions qui contient les projections,
les fonctions constantes, la fonction successeur et qui est stable par composition et par le schéma de récursion du premier
ordre : si f(7) et g(Z,y) sont primitives récursives alors la fonction h(n, ') telle que h(0, @) = f(Z) et h(n+1,7) =
g(Z,h(n, 7)) est primitive récursive.
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Apport des types d’ordre supérieur dans \w Dans le systéme Aw, les types d’ordre supérieur ne
sont que superficiels, ils n’aident pas a la programmation. En effet, si un terme ne contient pas de rédex
formé a l'aide de la régle (O, 0, O), alors tous ses réduits n’en contiendrons pas. Les rédexs de type de
Aw forment donc une couche de sucre syntaxique que l'on peut réduire dans une phase préalable; ils
ne font rien de plus que d’internaliser les notations du niveau méta.

Cela nous permet de justifier la définition des trois fonctions ci-dessous.

— La fonction £ efface les dépendances dans les types,

— La fonction £ applique £2 aux annotations de type.

— Enfin, la fonction £ applique £2 aux types de sorte x du contexte et remplace les types de sorte

O par * (qui est le seul habitant de O dans A).

Q) = 0

EM,z: A) = {5(F)7$152<NF(A)> ST A«

EMT),x: = silFA: 0O

E'\z: AM) = Xz:E3(NF(A)).E1(M)
EYMN) = &Y(M)EYN)

Elx) = =z
E2(Vx: A.B) = Vax:E%*(A).E%(B)
E*(\r: A.B) = E*B)
EAMN) = E*(M)
Ez) = =z

La fonction £2 se comporte bien uniquement quand elle est appliquée & des termes en forme normale
dont le type vit dans 0. Si le terme n’est pas en forme normale, alors elle peut détruire des liaisons.
Par exemple si on applique £2 au terme M = (A« : *.a) 3, on obtient E2(M) = a & FV(M). Cest
pour éviter ce cas dégénéré que les fonctions £ et €' normalisent les types avant de les passer a 2.

On prouve alors aisément le lemme suivant :

1.1.17 Lemme
-~ SiThy, A: K :0O, alors E(T) Fy E2(NF(4)) : .
~ SiThy, M:A:x, alors E(T) Fy EY(M) : E2(NF(A)).

A titre d’exemple, si on a :
a:xlix—=axcia=la—laelaby, Az:a,y:acx(cye):a—a—la
alors en le lemme précédent nous montre que :
a:xlixecia=l—=lelbyx A a,y:acz(cye):a—a—1

L’effacement €' normalise tous les redex de type mais il conserve la structure du niveau objet. Nous
en déduisons donc que :
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1.1.18 Lemme
SiThy, M:A:xet M>M, alors EY(M) > EY(M').

De méme la structure des entiers de Church est préservée (seules les annotations de type changent) :

1.1.19 Lemme
SiTF A:x, alors EY(7?) = 72 (NF(A))

On en conclut donc :

1.1.20 Lemme
Les fonctions représentables dans Aw sont exactement les fonctions représentables de .

Démonstration Il faut d’abord remarquer que les entiers de Church se typent dans Aw avec un type
de la forme v(A). Ainsi un terme F' représente une fonction f dans Aw et dans un contexte I' si et
seulement s’il existe Ay, ..., A, A, en forme normale tels que

My Frv(A) — - = v(Ag) = v(4)
(4)

. - . Y ———
et pour tous entiers ni, ..., ng on a Fa?A) .../ (A6) > f(ny, ... nyg)
précédents, on en conclut que

. Or d’apres les lemmes

EM) Fy ENF) : v(E* (A1) = - — v(E2(Ay)) — v(EX(A))
et que

EVF AT AD ARy = V() mpeEA0) € A0) s Tl g mk)V(“(AD

En d’autres termes, £ (F) représente f dans A et dans le contexte &(T). ©)

Apport des types d’ordre supérieur dans Systeme F,. Dans F,, 'ordre supérieur des types
apporte un réel gain d’expressivité. Il est possible de s’en servir pour internaliser les opérateurs de
type. Ainsi on peut définir dans F,, le terme prod = Aaf : x.a X S et on a F prod : ¥ = * — *.
Mais on peut surtout utiliser I'imprédicativité pour définir des fonctions qui prennent en parametre un
constructeur de type abstrait ainsi qu’une famille de primitives sur ce constructeur. On aura ensuite la
garantie que la fonction n’aura pas acces a I'implémentation effective du type. Ce genre d’abstraction
est essentielle dans la pratique de la programmation, elle permet aux programmeurs de rendre public
uniquement l'interface des bibliotheques qu’ils implémentent afin de se réserver le droit de changer
I'implémentation des structures de données et des primitives dans les versions futures. Le systeme de
modules du langage de programmation Objective Caml | , ] implémente un sous-systéme ¢ de
F. pour réaliser ce mécanisme.

A titre d’exemple, on peut construire une fonction M qui prend en paramétre I'implémentation
d’une monade donnée par un constructeur de type t de type x — x et ses deux primitives return et
bind de type respectif Vo : x.a — ta et Yaf : x.(a — tf3) — ta — t . Cette fonction retournera

6. Ce fragment a été choisi de fagon & garantir que les annotations de typage (en particulier les applications de type)
soit inférées plutot que données explicitement par le programmeur.
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une implémentation des fonctions map et join de types respectifs Va § : x.(a — ) — (ta) — (t ) et
Vo : %t (ta) — «a. Le type de M sera donc :

M:V t:x— %,
return : Vo : . = t
bind : Va g : x.(a = tf) > ta —tf.
Vaf:*(a—=p) = (ta) = (tF)) x Va:xt(ta) = )
Et une implémentation possible serait alors :
M= t:x—x*,
return : Vo : x.a — t a,
bind : Va g : x.(a > tf) > ta —t5.
(A B :x, f:a— B.bind (ta) B (Ax : ae.return (f z)),
Aa s % bind (t @) a (Az : ta.x))

et elle peut étre utilisée avec la monade des listes :
M list (Ao : x,x: a.[z]) (A B : %, f : o — list 5.fold B (Ahd tl.concat 5 (f hd) tl))

Néanmoins Systeme F, n’a pas le pouvoir expressif pour garantir que les parametres passés a M
vérifient effectivement les axiomes que I'on attend d’une monade. On verra dans le paragraphe suivant
que les types dépendants permettront eux d’exprimer la correction des parameétres par des formules
logiques.

Apport des types dépendants : La correspondance de Curry-Howard. Les types dépendants
sont introduits en ajoutant la régle (%,0,0), elle permet d’inclure au systéme la possibilité d’avoir
des types qui dépendent des individus. Ainsi dans les systémes qui ne contiennent pas cette regle
(la face gauche du A-cube), les produits formés par la régle (x,*,*) sont tous non-dépendants : Si
Ve : AB:xet ' A: %, alors x ¢ FV(B) et 'on note alors le produit A — B. Ainsi dans I, le
plus petit systéme du cube avec des types dépendants, on peut dériver le séquent ci-dessous. Soit I le
contexte suivant :

I' = a:x,
H:a— x*,
G:a—*,
M :a— *,
hi:Vz:a.Gx — Hzx
ho:Vx:aHx — Mux
S«

On peut alors dériver :
Lk Ah:Gs.has(hish):Gs — Ms

A présent, si ’on interpréte a comme étant le type des individus, H comme le prédicat “étre un homme”,
G comme le prédicat “étre grec” et M le prédicat “étre mortel” et s comme “Socrate”, alors on peut voir
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le terme Ah : G s.hy s (hy s h) comme une preuve du fait que “si Socrate est un grec, alors il est mortel”
sous les hypotheses que (h1) “tous les grecs sont des hommes” et (ha) “tous les hommes sont mortels”. 11
s’agit de la correspondance de Curry-Howard | | : il est possible de mettre en relation les preuves
et les programmes. Dans cette perspective, 'hypothése hi est interprétée comme un programme qui
transforme les preuves de nationalité en preuves d’humanité et hy comme un programme qui transforme
les preuves d’humanité en preuve de mortalité. En composant ces deux programmes, on obtient donc
un programme qui transforme les preuves de nationalité en preuve de mortalité.

Comme tous les systémes de la face inférieure du cube, AIl n’est pas trés expressif puisque que la
sorte x n’est jamais habitée dans un contexte vide. C’est une fois encore 'imprédicativé qui va permettre
d’effectuer des encodages intéressants. Dans AII? on peut par exemple 1'utiliser pour dériver le séquent
suivant :

a:xriayabp VX ia—-*«xXz— Xy:*

Si U'on interprete la quantification comme une quantification sur les prédicats d’individus, alors ce type
peut se lire comme une proposition affirmant que tous les prédicats vérifiés par x sont vérifiés par y. En
d’autres termes, cela dit qu’il n’existe pas de prédicat capable de discerner x et y. Cette proposition qui
dépend de «a, = et y est en fait une bonne notion d’égalité; c’est 1’égalité de Leibniz : “on dit de deux
choses qu’elles sont égales si elles sont indiscernables”. On notera donc cette formule z =, y. On peut
alors prouver (dans AII?) par les termes ci-dessous que =,, est une relation d’équivalence pour tout « :

eqrefl : Va:xz:ax=4z
eqrefl = da:xz:a0, X :a—xh:Xz.h
sym : VYa:x5ITy:Qr=qY Y=ol
sym = da:xzy:oa,h:x=4,y.h(Az:a.z=4x)(eq_refl ax)
trans : VYo :xTyz:iaT =(qUy =Y =aqZ T =¢qZ2
trans = VYa:xxyz:a,h; iz =4y, ha:y=42he(Az:ax=42)h

Si I'on ajoute l'ordre supérieur des types & MI2, on obtient le Calcul des Constructions CC dans
lequel on peut définir le terme eq = Ao : %, zy : a.x =4, y et on a Fcco eq : Va : x.a — a — % qui peut
étre considéré comme un constructeur de propositions : eq construit une proposition (1’égalité) a partir
d’un type et de deux individus de ce type.

Les encodages imprédicatifs des constructeurs de type de Systeme F,, vus précédemment prennent
une nouvelle dimension dans CC. En effet, ils peuvent étre percus a travers la correspondance de Curry-
Howard comme des encodages des connecteurs logiques propositionnels. Ainsi, le produit cartésien Ax B
s’'interpreéte par la conjonction de A et B et la paire construite a partir d’une preuve de A et de B
et du constructeur pair constituera une preuve d’une conjonction. De la méme facon, les projections
proj! et proj? implémentent les régles d’élimination habituelles de la conjonction. La somme disjointe
que I'on notait A + B implémente la disjonction entre deux propositions, left et right implémentent
les regles d’introduction et disj la regle d’élimination de la disjonction logique. Enfin le type unit a un
élément représentera la proposition toujours vérifiée (elle a une unique preuve) et empty représentera
Pabsurdité logique (elle n’a aucune preuve). On remarque que le lemme 1.1.16, est donc une preuve de
la cohérence de Calcul des Constructions, car elle implique que le type vide qui représente I’absurdité
logique n’est pas prouvable.
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Il y a donc bien une superposition compléete entre la notion de proposition et celle de type de données,
dans le Calcul des Constructions présenté. Nous verrons plus bas qu’il existe une variante dans laquelle
on sépare la sorte x en deux sortes Prop et Set, 'une servant a représenter les propositions et 'autre, les
types de données. Nous utiliserons alors des notations différentes pour les distinguer : nous garderons
(X) : Set — Set — Set pour le produit cartésien et nous utiliserons (A) : Prop — Prop — Prop pour
la conjonction. De la méme fagon, pour les autres connecteurs, nous suivrons le tableau suivant :

Set Prop
X A
+ \

unit T

empty 1

Dans le calcul des constructions avec une unique sorte, nous utiliserons 'une ou 'autre notation selon
que l'on veut interpréter le type considéré comme un type de données ou une proposition.
L’imprédicativité permet également d’encoder le quantificateur existentiel suivant :

ex : VYa:Prop.(a — Prop) — Prop

ex = Aa:Prop,P:a— Prop.VX :Prop.(Vz:a.Pz— X)— X
exintro : Va:xP:a—xz:a0.Prx—exaP
ex_intro = Aa:x,P:a—*xz:a,h: Px,X :Prop,f:Vx:a.Px— X.fzh
exelim : Va:%,P:a—*exaP —VX:Prop.(Vz:a.Pz— X)— X
exelim : Ada:xP:a—*c:exaP, X :Prop,f:Vr:a.Prx— XcXf

Nous pouvons alors noter 3z : A.P le terme ex A (Ax : A.P) et les termes ex_intro et ex_elim représentent
respectivement le regle d’introduction et d’élimination de ce nouveau connecteur. Il est important de
noter que ce nouveau connecteur n’est pas une généralisation dépendante du produit cartésien, car on
ne peut pas construire de terme qui implémente la seconde projection. On peut programmer la premiere
projection de la maniéere suivante :

m : VYa:Prop,P:a —Prop.exaP =«
m = Aa:Prop,P:a— Prop,c:ex aPca(Ax:a,h: Pz.x)
Mais il a été démontré [ | que toute tentative d’ajout d’un terme 7y de type Vo : Prop, P : a —

Prop,c: ex a P.P (m a P c) vérifiant 11y o P (ex_intro « P x h) = h rendrait le calcul incohérent. Enfin,
notons également qu’il n’es pas possible de représenter le quantificateur du second ordre “3X : Prop.P”
dans ce calcul, mais nous verrons que ce sera possible en utilisant un univers (c’est-a-dire une sorte au
dessus de O) dans le Calcul des Constructions avec univers présenté dans la sous-section 1.4.1.

Revenons a notre exemple de “module” M du paragraphe précédent (page 30) qui implémente les
opérations map et join a partir d’'un constructeur de ¢ sensé représenter une monade et des deux
opérations return et bind. Dans le calcul des construction, on peut utiliser le pouvoir expressif du
systeme pour formaliser la spécifications des types de données et de leurs primitives.
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Considérons le contexte I' suivant :

I'= t:ix— %,
return : Vo : x.a — t a,
bind : Va g : x.(a > tf) > ta —tj,

hi:Va:*,z:a.bind aa(return o) x =4 =,
hy :¥Ya B :% f:a— f,z:a.bind af f (return ax) =5 fx,

hs:VYaBy:xf:a—=tB,g: 8 —ty,m:ta,
bind v g (bind a8 fm) =, bind oy (Az : a.bind Sy g (fx))m,

he:Vafp:x, fg:a—tBm:ta,
(Vo :a.(fz) = (92)) = (bind a5 fm) =5 (bind a B gm).
VafB:*(a—=p) = (ta) = (tP)) x Va:xt(ta) = )

Etre sous le contexte I' c’est disposer d’un opérateur de type t, de ses deux primitives return et
bind ainsi que de quatre hypothese h1, ha, hs et hy prouvant que les opérations return et bind satisfont
bien les axiomes attendus d’une monade. Ainsi h; devra prouver que return est un élément neutre a
gauche pour bind, hy prouver que c’est un élément neutre a droite, hg prouvera que bind est associatif
et enfin hy prouvera que bind retourne le méme résultat si on lui passe comme argument des fonctions
extensionnellement égales.

Posons map = (M t return bind); et join = (M ¢ return bind)s, alors on peut construire dans CC
des preuves de types suivants (nous conseillons vivement au lecteur qui voudrait les retrouver d’utiliser
un assistant de preuve) :

map id : Va:x,m:ta,map aaid m =, m
map comp : Vaf:x, f:08—>a,g:a— 5,m:tao.
map aa (Az: a.f (gz))m =, map Sa f (map a S gm)
map return : VYaf:% f:a— f,x:a.return S (fx) =5 map o f f (return a z).
joinmap : Va:x,m:t(t(ta)).join a (join (t ) m) =4 join o (map (¢ (t @) (t &) (join «) m)
join return : Va(m: ta).join a(map « (ta) (return a) m) =44 m
join_join : Vaf:x,m:t(ta),f:a— 5.
join 3 (map (ta) (¢ B) (map a 8 f)m) =5 map a 8 [ (join am)
Ce que 'on peut paraphraser en :
— Les preuves map_id et map_comp montrent que ¢ a une structure de foncteur (au sens catégorique).
— Les preuves map_return et join map montrent que return et join sont des transformations natu-
relles vis-a-vis du foncteur ¢.
— Enfin join return et join_join montrent respectivement que return est un élément neutre pour
join et que join est associative.

Maintenant si 'on veut utiliser ces preuves pour prouver qu’une instance particuliére, comme par
exemple t = list, return = Ao : %, 2 : a.[x]) et

bind = (Aa S : %, f : @ — list B.fold 5 (A hd tl.concat B (f hd) tl))
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il faut alors fournir des preuves concretes pour hi, ho et hg et hy. Nous verrons dans le prochain
paragraphe que ce n’est pas possible sans rajouter d’axiomes au Calcul des Constructions. Nous verrons
que 'on touche ici aux limites des encodages imprédicatifs.

Les types dépendants sont donc tres utiles pour représenter les preuves et ils peuvent servir a rajouter
des contraintes de spécification dans les types. Mais il ne permettent néanmoins pas de représenter plus
de fonctions : on peut effacer les dépendances des termes dans les types pour obtenir un type moins
contraint. De cette facon, on projette naturellement tous les systemes de la face droite du cube vers la
face gauche.

Nous allons maintenant esquisser a gros traits le fonctionnement de cette projection, nous renvoyons

le lecteur a | , , ] pour une description plus détaille de la fonction d’effacement des
dépendances (dans le cas CC vers F,).
On pose :

EP(() =
EXP(Dz: A) = EP(D),x: EP(A)

EP(Vr: AB) = &P (B)siTFA:xetT,2:AFB:0O

EPO: AM) = &P, (M)siTkFA:xetT,2:A-M:B: 0
EXP(MN) = EXP(M)siThM:Ve:AB THVe:AB:Oet Tk A:x
sinon :

ET(MN) = &P(M)ET(N)
P AB) = Xu:&P(A).EP,(B)
ELP(Vr i AB) = Va:&P(A)EPT,(B)

dep( ) = s

El(jep (x) = =z

Les fonctions 515161’(-) et £9°P(-) ne sont bien définis que lorsque que I est bien formé (ce que I'on notera
plus avant WF(T")) et aussi parce que nous avons 'unicité du typage dans le cube.

On utilisera également la notation £4°P(P) pour désigner la projection des systémes de la face droite
vers la face gauche :

EP(AIT) = A
EFP(NIL,) = Iw
EP(NII?) = F

glr(Cce) = F,

Nous montrons alors facilement par induction que la face droite du cube est envoyée vers la face
gauche :

1.1.21 Lemme
Si P € {\II, A, AL, \IT2}, on a :
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I Fp A: B implique % (T) Fgaen(p) ELP(A) : EXP(B).

Tout comme la fonction £ d’effacement de 1’ordre supérieur dans \w, la fonction £9°P préserve les
réductions :

A B =  ESP(A) > EXP(B)

et conserve le type des entiers de Church :
de
Thp A:x= EXPmA) =nfr 4

Nous en concluons donc que

1.1.22 Lemme
Si P € {\, M1, CC, \I?}, alors les fonctions représentables dans P sont exactement les fonctions
représentables de £%P(P).

Pour résumer, il n’y a que trois classes de fonctions différentes représentables par les systémes du
A-cube : les fonctions représentables dans A, les fonctions représentables dans F et celles représentables
dans F,.

Les limites des encodages imprédicatifs dans le Calcul des Constructions. Lorsque l'on

cherche a faire des preuves dans le Calcul des Constructions en utilisant les encodages imprédicatifs

pour représenter les données, on tombe rapidement sur les deux probléemes suivants :

— L’existence de modeéles triviaux. Il est possible de construire un modele ensembliste du Calcul
des Constructions dans lequel la sorte x est interprétée par 'ensemble a deux éléments {0, {0} }.
Dans une telle interprétation, tous les habitants de * sont interprétés comme des ensembles & au
plus un élément | |. Dans ce modele les interprétations des termes true et false sont égales
et puisque ’égalité de Leibniz y est effectivement interprétée par 1’égalité ensembliste, 1’existence
de ce modele implique que la proposition true #p0 false ne peut pas étre démontable (c’est-a-
dire habitable) dans le Calcul des Constructions. En conséquence, le modele satisfait également
0 =nat 1 ce qui permet de conclure que 0 #pool 1 n’est pas démontrable. Le calcul des constructions
n’est donc pas suffisamment puissant pour contenir 'arithmétique, ce qui limite beaucoup son
expressivité. Un moyen de pallier ce probléme est d’étendre le systeme avec des types inductifs
munis de schémas d’élimination forte. Nous verrons dans le chapitre 2, que I'on peut se servir de
ces derniers pour prouver que true #n,; false.
— L’existence de modéles non-paramétriques. Pour justifier que le type des booléens bool

ne contenait moralement que deux éléments, nous avons utilisé un argument méta-théorique : il
n’existe que deux termes différents en forme normale qui habitent le type bool. Or, sans 'aide
d’axiomes, cet argument ne peut pas s’internaliser dans le Calcul des Constructions. En effet, s’il
est effectivement impossible de construire par la syntaxe un terme de type bool qui ne se normalise
ni sur true, ni sur false, on peut toute fois avoir dans I'interprétation du type bool des fonctions
différentes a la fois de l'interprétation de true et de l'interprétation de false. En conséquence,
la proposition Vz : bool,x =poo true Vax =poo false ne sera pas démontrable dans le calcul des
constructions. Nous verrons toutefois dans le chapitre 5 que 'on peut exprimer dans le Calcul
des Constructions les conditions nécessaires d’uniformité a satisfaire pour que les habitants des
encodages imprédicatifs aient un comportement analogue a ceux construits par la syntaxe.
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1.1.6 Meétathéorie

Le typage des expressions dans les WCTS satisfait la plupart des propriétés que 1'on attend d’un
systéeme de types a l'exception de la préservation du typage et de la propriété de renforcement qui
restent des problémes ouverts (nous verrons néanmoins des conditions raisonnables pour obtenir ces
propriétés dans les cas qui nous intéressent).

1.1.23 Lemme (Substitution)
Sil,2: AJ/AFB:C etI'FD: A, alors",A[D/x] - B[D/z] : C[D/x].

Démonstration Le théoréme s’obtient aisément par induction sur la structure de la dérivation I', x :
AAF B : C (voir | ] lemme 5.2.11). Le cas des regles de cumulativité ne pose ici aucun de
probléeme (on utilise le lemme 1.1.6). ©)

1.1.24 Lemme (Affaiblissement généralisé)
La régle suivante est admissible :

IAFM:A I'EB:s
I'z:B,AFM:A

T A

Démonstration On prouve le résultat par induction sur la dérivation de I'; A = M : A en supposant
' B:setax & I'y)A. L’induction est facile, on ne traitera que les cas AXIOME, VARIABLE et
CUMULATIVITE :
—~ AXIOME : Dans ce cas, on a I')A = (), M =r, ' = A et (r,7) € A. Et l'on doit prouver
x: Bt r:r on utilise pour ca la régle AFFAIBLISSEMENT :

ooy FB:s
z:BFr:¢

— VARIABLE : Il faut distinguer les deux cas possibles :
— Soit A = (), et T est de la forme I,y : A avec I - A : r pour un certain r et & # y. On montre
alors ',z : BF y: A grace a la régle AFFAIBLISSEMENT :
I"EA:r
INy:AFy: A I'-B:s
I'y:Ajz:BFy: A

— Soit A est de la forme A’,y : A avec I'; A’ = A : r pour un certain r et x # y. Alors par
hypotheése d’induction on en déduit que I',z : B, A’ = A : r et d’apres la régle VARIABLE, on a
bien I'yz : B,AF y: A.

— CUMULATIVITE : Dans ce cason a I, A+ M : A’ avec I', A+ A : r pour un certain r et A’ < A.

Par hypotheése d’induction, on en déduit que I'z : B, AR M : A et que ',z : B,AF A :r, et

donc d’apres la régle CUMULATIVITE, on en déduit I',z : B,AF M : A. ©
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1.1.25 Définition (Type bien formé)

On notera WFp(A) pour signifier que le terme A est un type bien formé, c’est-a-dire que A est soit
syntaxiquement égal a une sorte, soit A admet comme type dans I' une sorte (il existe s tel que
' A:s). Et on note WF(I') le fait qu’un contexte soit bien formé, c’est-a-dire WF(I") s’il existe A et
Btelque' A: B.

Un contexte est bien formé si et seulement si les types qui y figurent ont tous pour type une sorte
(en particulier si z : s € I' et WF(I"), alors s ne peut pas étre une sorte maximale) :

1.1.26 Lemme
On a WF(z1 : A1,... 2+ Ay) si et seulement s’il existe sq, ..., s, telles que pour tout 1 <i<mn on a
I . Al,...,xi,l . Ai,1 H Al LS.

Démonstration On note I'; le contexte x1 : A1,...,x; : A;.
= : On procede par induction sur I';, - A : B, on traite uniquement les cas AFFAIBLISSEMENT et
ABSTRACTION (les autres cas sont tout aussi immédiats) :
— AFFAIBLISSEMENT : Dans ce cas,ona I',_1+HA: BetI'y,_1 F A, : s, pour un certain s,. Par
hypothese d’induction, on sait qu’il existe si,..., s, telles que pour tout 1 <7 < n — 1 on ait
I';_1 F A; @ s; et on utilise s, pour conclure.
— ABSTRACTION : Dans ce cas, on a A de la forme Az, 11 : A,11.A" et B de la forme Vx : A, 41.B’

avec I'y, Tpa1 : Aps1 B A’ B'. Par hypothese d’induction on sait qu’il existe s, ..., s,41 telles
que pour tout 1 <7 < n+1onait I';_1 : A;_1 F A; : s;. Clest donc vérifié en particulier
1< <n.

< : On peut montrer facilement que si A est vide alors le WCTS ne type aucun terme dans aucun
contexte (c’est-a-dire pour tout I'y A, B on I' ¥/ A : B). On peut donc supposer qu’il existe
(s,7) € A. On montre alors que I' - s : 7 en enchainant n régles AFFAIBLISSEMENT :

Fs:r FA: s
I'MEs:r

FpnobFAn_1:8,-1
I'h_1kFs:r I'h_1F A, s,
I',bFs:r

®

Soit A et I' deux contextes, on note A C T" si et seulement si A peut étre obtenu a partir de I' en
enlevant certaines déclarations. Ce que I'on peut formaliser par les regles suivantes :

ACT ACT
() € () Ax:ACIz: A ACT,z: A

On montre alors facilement que A C I' si et seulement si I' peut s’écrire de la forme I' = I'y, 2 :
A, Do 20 Ag, o0 T 1, 0 A, Ty avee A =11, T, ..., [
On en déduit la généralisation du lemme 1.1.24 suivante :
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1.1.27 Lemme (Affaiblissement généralisé étendu)
SiACT et A+ A: B avec WF(T'), alorsT'H A : B.

Démonstration Supposons A C T, alors nous avons vu que I' peut s’écrire de la forme I' = T'y, 1 :

A1, To,x0: Ao, oo, T 1,2 0 Ap, T avec A =T11,12,...,T',. On procede par récurrence sur n :
— Supposons n =0, alors ' = A= () etona A+ A: B implique ' - A : B.
— Supposons I' de la forme IV, z,11 : Api1,Tnyr avec IV = Iy, @ Ay, To,m0 @ As,... T, et

A'=T4,T9,...,T et A=A T,11. Par hypothése d’induction, on obtient que I, T',11 - A : B.
Alors, comme on a WF(T') on obtient d’apres le lemme précédent que IV = A, : s pour un certain
s. De plus, comme nous avons A’ T’ 11 = A : B, nous en déduisons que z,,+1 ¢ FV(A) et donc,
d’apres le lemme 1.1.24, on obtient I, z,41 : Apy1, L1 A B. ©)

La notion de type bien formé est souvent commode, elle permet en particulier de subsumer les deux
regles de cumulativité :

1.1.28 Lemme (Lemme de cumulativité étendus)
La régle suivante est admissible :

I'A:B  WFp(B
r(B) 5 _

/
FHA:B ~ B

Dans les CTS, on a <*=< (voir le lemme 1.2.11 démontré plus loin dans la section 1.2), nous verrons

dans la section 1.2 que si C n’est pas transitive, alors la régle suivante n’est en général pas admissible :

I'HA:B  WFp(B')
THA:B

B=<*B

C’est pourquoi nous introduisons la définition suivante :

1.1.29 Définition (Relation de cumulativité entre un terme et un type bien formé)
On note <r la relation définie par :

a et on note <7 sa cloture transitive.

On a alors trivialement :

1.1.30 Lemme
La régle suivante est admissible :

'-A:B

Tra:p DS

Démonstration Sion a By <r --- <r By alorson a B; < --- < By, et WFp(B;) pour tout 1 < i < n.
On peut donc appliquer n — 1 fois le lemme 1.1.28 pour prouver ' - A : B, a partirde ' A: By. ©

1.1.31 Lemme
Si WE(T), alors
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1. (s,r) € A implique T F s : r,
2. x: Ael impligue'Fx: A.

Démonstration Par induction sur la taille de I' :
1. Sil'= () :
(a) On prouve I s : r avec la régle AXIOME.
(b) Trivialité car x : A € T' est impossible
2. SiT = A,z : B, alors par définition de WF(T"), on a WF(A) et A+ B: s pour un s € S.

(a) On a A F s : r par hypothése d’induction, et on utilise la régle AFFAIBLISSEMENT pour
prouver I' - s : 7.

(b) Deux cas sont a distinguer :
— Soit x = y et A = B, dans ce cas on utilise la regle VARIABLE pour prouver que I' - z : A.
— Soit x #Zy et x: A € A et par hypothese de récurrence on a A F z : A. On utilise alors la
régle AFFAIBLISSEMENT pour conclure I' -z : A. ®

1.1.32 Lemme (Inversion)
'ks:A=3rxp A (s,1) € A,

'Fz:A=3B <} A (x:B)el,
'FXe:AM:C=3(B,s),I'FVe: AB:sAT,o: A-M:BAVz: AB<}C,
F'FVYx:AB:C= 3(s1,82,83) € R,ITFA:s; ATlz: AF B:sg Asg <p C,
TFMN:C=3(AB),TFM:Ve: ABATF N : AAB[N/z] <% C.

AR

Démonstration On procede dans chaque cas par induction sur la structure de la dérivation. Le sys-
teme de types est globalement dirigé par la syntaze, hormis les deux regles de cumulativité et celle
d’affaiblissement qui ne “marquent” pas le terme dérivé. En conséquence, dans chaque cas, on lit ce
qu’il faut démontrer dans les prémisses de la régle d’introduction associée (c’est-a-dire AXIOME pour
(1), VARIABLE pour (2), ABSTRACTION pour (3), PRODUIT pour (4) et APPLICATION pour (5)). Et
on utilise I’hypothése d’induction et éventuellement la regle d’affaiblissement généralisé pour traiter les
cas ol la derniere régle utilisée est AFFAIBLISSEMENT, CUMULATIVITE, ou CUMULATIVITE-SORTES.

1.1.33 Lemme
Onal b x: A siet seulement s’il existe A’ tel que x: A" €T, A’ g1 A et WEF(T).

Démonstration Le sens direct est prouvé par le lemme d’inversion (lemme 1.1.32). Supposons que T’
contient = : A" et que WF(T'). D’apres le lemme précédent, on a I' -z : A’. Et d’aprés le lemme 1.1.30,
onaalors'Fuax: A ©

1.1.34 Lemme
Si T+ M :Vx: A.B, alors il existe (s1,82,83) € R telles que ' A: sy et T,z : AF B: sg (et donc
I'-Va: AB:s3).
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Démonstration On proceéde par induction sur la dérivation de I' - M : Vz : A.B :

— Les régles VARIABLE, CUMULATIVITE, ABSTRACTION imposent de par I'une de leurs prémisses
qu’il existe s telle que I' - Vo : A.B : s et on peut conclure avec le lemme d’inversion.

— Dans le cas AFFAIBLISSEMENT, I" est de la forme A,y: Cetona AF M :Vx: ABet AFC:s.
D’apres 'hypothese d’induction, on en conclut qu’il existe (s1, $2,83) € R telles que A+ A : 51
et Az : AF B: sg. Et le lemme d’affaiblissement (lemme 1.1.24), nous permet de conclure que
I'FA:s1etlyz: AF B : ss.

— Dans le cas APPLICATION, M est de la forme (M Ma) et il existe C, A’ et B’ tels que I' - M :
Vy: CNVx : A.B', Vo : AB =Vx : A'ly/Ms].B'[y/Ms], T b My : C. Par hypothése d’induction,
on en déduit qu’il existe s tel que I,y : C = Vz : A'.B’ : s, puis d’aprés le lemme d’inversion, on
en déduit qu’il existe (s1,s2,53) € R telles que I',y : O+ A’ : sy et T,y : C,x: A’ B’ : s5. Enfin
le lemme 1.1.23, nous permet de conclure que I' - A: sy et 'z : AF B : so.

— Les cas AXIOME, PRODUIT et CUMULATIVITE-SORTES sont impossibles. ©)

Le lemme suivant affirme que les types habitables sont bien formés :

1.1.35 Lemme
Sil'F M : A, alors WET(A).

Démonstration On proceéde par induction sur la dérivation de I' = M : A.

— Les cas des régles AXIOME, PRODUIT et CUMULATIVITE-SORTES ne posent aucun probléme car
A est dans ce cas une sorte.

— Les cas ABSTRACTION, VARIABLE, CUMULATIVITE sont également directs car une des prémisses
impose que A soit typable par une sorte.

— Le cas AFFAIBLISSEMENT consiste simplement & appliquer I’hypothese d’induction.

— On traite le cas APPLICATION. Dans ce cas, M est de la forme (M; Ms) et A de la forme Ag[Ms/x],
et il existe Ay tel que '+ My : Vo : A1.As et ' My @ Aq. Ainsi d’apres le lemme 1.1.34, il existe
bien une sorte s telle que I';x : A; F Ay : s et d’apres le lemme de substitution (lemme 1.1.23),
onal'F Ay[My/x] : s. &)

1.1.36 Lemme

Si = WEAKLY-NORMALISING (resp. NORMALISING), alors WET(A) implique A est faiblement
normalisant (resp. fortement normalisant). Et ainsi I'+= M : A implique A est faiblement normalisant
(resp. fortement normalisant).

Démonstration Si WFr(A), alors par définition :
— Soit A est une sorte s, et donc A est en forme normale.
— Soit il existe une sorte s telle que I' - A : s, et donc A est faiblement normalisant (resp. fortement
normalisant).
Sil'k M : A, alors d’apres le lemme 1.1.35, on a WFp(A) et on peut conclure. ®

1.1.37 Lemme (Cumulativité du contexte)
La régle suivante est admissible :

Mx:AARB: C '-A:s
x: AL A-B:C

A=A
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Démonstration On procéde par induction sur la dérivation de I',z : A/, A + B : C. On ne traite
que le cas variable (les autres consistent simplement & propager ’hypotheése d’induction). Dans le cas
variable, on distingue les deux cas possibles :
— Soit A= (),B=xet C=A"avec'F A" :r pour un certain r. On peut dériver ',z : Atz : A’
par :

F-A:s rEA:r -A:s
Nr:AkFxz: A Cx: AR A :r ,
Dx:AkFz: A As4

— Soit A est de la forme A’y : D avecy €,z : A, A", T,x : AANFB:Cetl,o: AANFD:vr,
alors par hypothese d’induction, on peut prouver I';z : A/, A’ = B : C et appliquant la régle
AFFAIBLISSEMENT on conclut que I',z : A/, A+ B : C. ©

1.1.38 Définition
On dit d’'un WCTS P qu’il est un sous-WCTS de P’ (on note P C P’), lorsque Sp C Spr, Ap C Apr,

1.1.39 Lemme (Compacité)
Soit T'Fp A : B, alors il existe un sous-WCTS fini P’ de P tel que T Fpr A: B.

Démonstration Cela se prouve facilement par induction sur la dérivation de typage de I' -p A : B.
L’idée étant de “collecter” les sortes qui apparaissent dans la dérivation (qui est un objet fini). ©)

1.1.7 Préservation du typage

Dans cette sous-section, nous expliquerons pourquoi la préservation du typage semble difficile a
prouver dans le cas général des WC'TS, bien que la preuve standard s’adapte tres bien au cas des CTS.

1.1.40 Définition (Préservation du typage par réduction)
Soit P un WCTS, on dit que P satisfait la préservation du typage par réduction s’il vérifie la propriété :

Sil'kp A: Bet A> A’ alors ' p A’ : B.

On notera P |= SRg pour signifier que P préserve les types, ou simplement = SRg s’il n’y a pas
d’ambiguité sur le WCTS concerné.

Le lemme suivant, vrai dans tous les WCTS, constituera un point essentiel pour prouver la préser-
vation du typage dans les CTS :

1.1.41 Lemme (Substitutivité non-typée de la cumulativité des produits)
Pour tout terme N,

Vz:AB<Vz:A.B = A= A" ANB[N/z] < B'[N/x]

Démonstration Supposons Vz : A.B < Vo : A'.B’. Par définition de < et de <, on distingue trois
cas :
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— Soit Vo : A.B =Vz : A.B’ et dans ce cas d’aprés le lemme 1.1.4, on a A = A, B = B’ et donc
B[N/z] = B'[N/x].

— Soit Vo : A.B <o Vo : A/.B’. Ce cas est impossible car cela signifierait que les deux produits sont
convertibles en des sortes ce qui contredit la confluence.

— Soit Vz : A.B <p41 Vo : A'.B’. Par définition, on sait qu’il existe Ay, By et B tels que Vx :
A.B =Vaz: Ag.By, Vo : A.B' =Vx : Ay.Bj|, et By <, Bj. Et donc d’apres le lemme 1.1.4, on a
bien A = Ay = A’ et d’apres lemme 1.1.6, on a By[N/z| < B{[N/x] et donc par compatibilité
avec la conversion (lemme 1.1.7), on a B[N/z] < B'[N/x]. ©)

On en déduit donc :

1.1.42 Lemme (Préservation du typage des CTS)
Les CTS préservent les types :
E CTS = = SRg

Démonstration La preuve a été formalisée en coq par Bruno Barras et Benjamin Grégoire | |, de
plus on prouvera dans la suite un lemme plus général (lemme 1.1.45). On ne traitera donc ici uniquement
le cas clef. Supposons que la derniére regle appliquée dans la dérivation soit :

(1) (2)
FEXx:AM:Vo: A.B r-N:A
'k (Az: AM)N : B'[N/z]

(0)

On cherche & montrer I' = M[N/z] : B'[N/z] (*). Si on applique le lemme d’inversion (lemme 1.1.32)
sur (1), on obtient qu’il existe B et s tels que 'z : A M : B (2), ' - Vo : AB : s (3) et
Vo : AB <} Vo : A.B" (4). Or comme on se trouve dans un CTS on a x*=< et ainsi on déduit de
(4) que Vo : AB xVa: A.B" (4) et que WFp(Va : A'.B’) (4”). D’apres le lemme 1.1.41 on déduit de
(4") que A = A’ et que B[N/xz] < B'[N/z]. Or d’apres le lemme d’inversion 1.1.32, (3) implique qu’il
existe s4 telle que I' - A : s4 (5) et la regle de conversion (lemme 1.1.8) on en déduit I' = N : A (6).
Puis de (6), (2) et grace au lemme de substitution (lemme 1.1.23), on a I' = M[N/z] : B[N/x]. Enfin,
le lemme 1.1.35 et (0) nous permettent de déduire que WFp(B'[N/z]) et lemme 1.1.28, nous permet
de conclure (*). ©)

Comme nous pouvons le deviner dans la démonstration, si on veut étendre la préservation du typage
au WCTS, il semble nécessaire de prouver la substitutivité de la cumulativité des produits :

1.1.43 Définition (Substitutivitée de la cumulativité des produits)
On dit d’'un WCTS qu’il a la propriété de substitutivité de la cumulativité des produits si

Vz:AB<} Vo: A BATEN:A = A= AN B[N/x] <} B'[N/z]

On notera P = SCP pour signifier qu'un WCTS a cette propriété ou tout simplement = SCP §’il n’y
a pas d’ambiguité sur le WCTS concerné.

En réalité, cette propriété est nécessaire pour prouver la préservation du typage. En effet, les WCTS
qui préservent les types vérifient la propriété de substitutivité de la cumulativité des produits :
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1.1.44 Lemme

= SRy = | SCP

Démonstration On procede par induction sur la longueur de la chaine qui meéne de Vo : A.B a
Vo : A.B:

~ SiVae : A.B =Vx : A.B' (avec WFp(Vz : A".B’)), on a A = A’ et B[N/z| x* B'[N/x]. Par
inversion (lemme 1.1.32), on a WFr ;. 4/(B’) et par substitution (lemme 1.1.23), WFp(B'[N/z]).
Et donc on a bien B[N/z] 5 B'[N/z].

— Supposons Vx : A.B = P| <r -+ <r Py <r Ppt1 = Vo : A.B’ D’apreés le lemme 1.2.2, il existe
Ag, By tel que P, >Vx : Ag.By, A’ > Ay, et By < B’. Par préservation du typage et comme
WFF(Pn+1) on a WFF(VZ’ : AQ.BO) et donc Ve : AB<xr Po<r - <r P_1 <r Vo : Ay.By et par
hypothése de récurrence, on en déduit que A = Ag et B[N/x] <. ;.4 Bo[IN/z]. D’apres le lemme
d’inversion (lemme 1.1.32), WFp(P,41) implique WFp ;. 4/(B’). D’aprés le lemme de substitution
(lemme 1.1.23), on en déduit que WFp(B'[N/z]). Enfin, le lemme 1.1.6, permet de conclure que
By[N/z] < B'[n/z] et donc que By[N/z] <r B'[n/x]. ©)

Mais elle est également suffisante. Un WCT'S préserve les types si et seulement s’il vérifie la propriété
de substitutivité de la cumulativité des produits :

1.1.45 Lemme (Préservation du typage dans certains WCTS)

= SCP = = SRg
Démonstration On montre SRz en prouvant I'implication plus forte suivante :
I'-M:A = M—>M=T+HM:4 (1) AN >I"=>T'FM:A (2)

par induction sur la dérivation I' - M : A.
— AXIOME : On est dans le cas ou I' = (), M = s et A =r avec (s,7) € A.

1. Ce cas est trivial car M = s ne peut pas contenir de redex.
2. Ce cas est également trivial car ' = () et on ne peut donc pas avoir I' — I".

— VARIABLE : On est danslecasouI' = A,z : A, M =z et ou A+ A : s pour une sorte s.
1. Ce cas est trivial car M = x ne peut pas contenir de redex.

2. Sion a ' - I alors deux cas sont a distinguer :
— Soit I = A’z : Aet A - A’. Par hypotheése d’induction, on déduit A’ - A : s et donc
d’apres la régle VARIABLE, A,z : A+ x: A.
— Soit IV = A,z : A’ et A - A’. Par hypotheése d’induction, on déduit A - A’ : s et donc
A,x: A'Fx: A, puis grace a la dérivation suivante :

AFA :s AFA:s AFA:s
T/ g A VARIABLE I'FA:s
IVFx: A

— AFFAIBLISSEMENT : On est dans lecasou I'=A,z: B, e € A, AFM:Aet AF B :s.

AFFAIBLISSEMENT
CONVERSION
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1. Si M — M’, alors par hypothése d’induction, A F M’ : A et d’apres la régle AFFAIBLISSE-
MENT, I' - M’ : A.

2. SiT —» I, on distingue deux cas :
— Soit I = A’z : B et A — A’. Par hypothése d’induction, on déduit A’ = M : A,
A"F B : s et donc d’apres la régle AFFAIBLISSEMENT, A’z : B+ M : A.
— Soit I = A,z : B’ et B — B’. Par hypotheése d’induction, on déduit A = B’ : s et donc
A,z :B'F M : A d’apres la régle AFFAIBLISSEMENT.

— ABSTRACTION : Ici, M est de la forme Az : A;.N et A de la forme Vz : A;.A avec I',x : A1
N:AQ etFl—Vw:Al.Ag:s.

1. Si M — M’, on distingue deux cas :

— Soit M’ est de la forme Az : A;.N’ avec N — N’, auquel on a par hypothese d’induction
que I',z : Ay = N’ : As et on conclut grace a la régle ABSTRACTION que I' - Az : A1.N':
Vi : A1.As.

— Soit M’ est de la forme Az : A|.N avec A; — A}, alors par hypothese de récurrence on a
I'EVe: Al As o s (car Vo : A1.Ag — Vo @ AJ.Ag) et T,z : A] F N : As et ainsi la regle
ABSTRACTION nous prouve que I' = M’ : A.

2. SiI' — I", alors par hypothése d’induction on a : IV, 2z : Ay - N : Ag et IV - Vo : A1. Ay : s
et la régle ABSTRACTION, nous donne I'' = Az : A1.N : Vx : Ay.As.

— APPLICATION : Dans ce cas, M est de la forme My My avec '+ M; : Vo : B'.C' (1) et T+ My : B’
(2) et A est de la forme C'[My/x].

1. Si M — M’, alors on distingue trois cas :
— M’ est de la forme (M] My) avec M7 — M, alors par hypothése d’induction on a T' = M :
Vz : B'.C" et donc d’apres la régle APPLICATION, on conclut que I' = M{ My : C'[May/x].

— M’ est de la forme (M; MJ) avec My — M), alors par hypothése d’induction on a I' -
M . B'. Or d’aprés le lemme 1.1.34, on déduit de (1) qu’il existe une sorte s telle que
Iz :B'FC:set dapres le lemme de substitution (lemme 1.1.23) et (2), on en déduit
que I' = C'[My/z] : s. Enfin, on a C'[My/x] = C'[M}/z] on peut donc finir avec la

dérivation suivante :
'k M, :Vz: B.CM 't M,:B
T+ M, M, : C'[M} /4] T+ C'[My/a] :
T+ M, M, : C'[Ma/a]

— M est de la forme Az : B.N et M’ est de la forme N[My/z]. On est ici dans le cas clef
de la démonstration (c’est le seul que l'on avait traité pour la preuve du lemme 1.1.42).
Reprenons donc cette démonstration. On cherche & montrer que I' = N[Ms/z] : C'[May/z]
(*). Si on applique le lemme d’inversion (lemme 1.1.32) sur (1), on obtient qu’il existe C
telque ',z : BF N :C (2), WFp(Vz : B.C) (3) et Vo : B.C <} Vo : B'.C' (4). Comme on
se trouve dans WCTS qui a la propriété de substitutivité de la cumulativité des produits,
on déduit de (4) et de (2) que B = B’ et que C[Ma/z] <X} . C'[M2/x]. Par inversion de
(2), on a WE(B) et donc I' = My : B (5). Enfin, le lemme de substitution (lemme 1.1.23)
avec (2) et (5), nous donne I' b N[My/x] : C[My/z] et le lemme 1.1.28 nous permet de
conclure (*).

CONVERSION
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2. Si I" — I, alors par hypothése d’induction on a IV = M; : Vo : B'.C' et TV = My : B’ et la
régle APPLICATION permet de conclure que IV = My My : C'[May/z].

— PRODUIT : Ici, M est de la forme Vx : A1.As et A est une sorte s3 et on a I' H Ay : s9 et
[,z: A F Ay s pour (s1,82,53) € R.

1. Si M — M’, on distingue deux cas :

— Soit M’ est de la forme Vz : A}.As avec Ay — A], et par hypotheése d’induction on a
I'E A} :sget Tyax : A F As : s9 et donc d’apres la régle PRODUIT on en conclut
CHVr: A Ay: ss.

— Soit M’ est de la forme Vz : Aj.A} avec Ay — A, et par hypothése d’induction on a
[ z: A b A : sy et done d’apres la régle PRODUIT on en conclut T' - Va : A;. AL : s3.

2. SiI' — I", alors par hypothése d’induction on a IV + Ay : so et IV, z : A1 F As : 59 et donc
d’apres la régle PRODUIT, on conclut IV =V : A1. A5 : s3.
— CUMULATIVITE : Dans ce cas,ona I' - M : Bet I' - A : s pour un certain B tel que B < A.

1. Si M — M, alors par hypothése d’induction, on a I' = M’ : B et d’apres la régle CUMULA-
TIVITE, on a I' = M’ : A.

2. De méme si I' — I, alors par hypothése d’induction, on a IV = M : B et d’apres la régle
CUMULATIVITE, on a IV = M : A.

— CUMULATIVITE-SORTES : Dans ce cas,ona ' M : C et A= s avec C < A.

1. Si M — M’ alors par hypothese d’induction, on aI' = M’ : C et d’apres la régle CUMULATIVITE-
SORTES, on a I' = M’ : s.

2. De méme si I' — I, alors par hypothése d’induction, on a IV = M : C et d’apres la régle
CUMULATIVITE-SORTES, on a I'' = M : s. ©)

Ainsi, il apparait que la preuve habituelle pour démontrer la préservation du typage ne fonctionne
pas dans le cas le plus général puisqu’elle nécessite de prouver un lemme qui lui est équivalent. Et il ne
semble pas y avoir de décroissance évidente qui permettrait de prouver SRg et SCP par une récurrence
mutuelle. Le probléeme reste donc ouvert :

1.1.46 Question ouverte
A-t-on pour tout WCTS P, P = SRs ?

1.1.47 Lemme (Réduction du type)
Si = SRg, alors la régle suivante est admissible :

I'+tA:B ,
rra.p 8258
Démonstration SiT'F A : B, alors B ne peut pas étre une sorte (car B ne contiendrait pas de redex)
et donc d’apres le lemme 1.1.35 il existe s telle que I' = B : s. Par préservation du typage, on en déduit
que I' F B’ : s et la régle de conversion nous permet de conclure que I' = A : B’. ©
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1.1.8 Théorémes de renforcement

Le renforcement est la régle duale de I'affaiblissement généralisé (lemme 1.1.24), il permet d’enlever
les variables du contexte qui n’apparaissent pas dans le terme & typer ni dans les types des autres
variables.

1.1.48 Définition (Renforcement)
Soit P un WCTS, on dit que P admet la propriété de renforcement s’il vérifie :

silz: A, Atp M : Betquex ¢ FV(A),FV(M),FV(B), alors ', AFp M : B.
En d’autres termes, la régle suivante est admissible :

ax: A Ap M : B
I''Arp M : B

x & FY(A),FV(M), FV(B)

On note P = STRENGTHENING pour signifier que P admet la propriété de renforcement ou simple-
ment = STRENGTHENING s’il n’y a pas d’ambiguité sur le WCTS concerné.

Le renforcement est utilisé fréquemment dans I'implémentation des assistants de preuves. Il implémente
le déchargement d’hypothéses. Par exemple, dans le systéeme Co0Q, lorsque I'on ferme une Section, le
systeéme utilise le renforcement pour éliminer les hypotheéses non-utilisées :

Require Import Omega.
Section Renf.
Variable x : nat.
Variable y : nat.
Lemma t1 : x + x = 2 % x.
omega.
Qed.
Lemma t2 : y + x = y + x.
omega.
Qed.
End Renf.
Check tl1. (* Affiche “‘t1 : forall  : mat, = + T = 2 * g’’ *)

De plus, nous verrons ensuite qu’il est essentiel afin de prouver le typage des constructions syn-
taxiques définies par induction sur la structure des termes (en particulier, lorsque celles-ci peuvent
rajouter des variables dans le contexte).

Une des conséquences du renforcement est la possibilité de faire commuter deux déclarations du
contexte lorsque la seconde ne dépend pas de la premiere :

1.1.49 Lemme (Commutation des variables du contexte)
Si P E STRENGTHENING, alors la régle suivante est admissible :

Nax:Ay:B,AFM:T
b b b B
Ty Bo AArM.T %
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Démonstration On proceéde par induction sur la dérivation de I';z : A,y : B, A+ M : T tous les cas

a l’exception de VARIABLE et AFFAIBLISSEMENT consiste a propager les hypotheéses d’inductions (le cas

AXIOME est impossible puisque le contexte est non-vide par hypothese). On traite donc ces deux cas :

— VARIABLE : On distingue deux cas :

— Dans le cas ou A # (), il suffit d’appliquer ’hypothése d’induction puis d’appliquer la regle
VARIABLE.

— Dans lecasou A = (),ona M =y et B=T avec ',z : AF B :s. Or, d’apres la propriété

STRENGTHENING, on a I' = B : s. De plus, on a, d’apres le lemme 1.1.35, WF(I',z : A)

c’est-a-dire I' = A : r pour une sorte r. On peut donc conclure a ’aide de la dérivation suivante :

I'EB:s FFA:r I'EB:s
Ny:BFM:T Iy:BFHA:r
Ny:B,x:Ar-M:T

— AFFAIBLISSEMENT : On distingue deux cas :
— Dans le cas ou A # (), il suffit d’appliquer ’hypothése d’induction puis d’appliquer la régle
AFFAIBLISSEMENT.
—~ Dans lecas ot A = () avec e : AF M : TetI'z: AF B :s. On en déduit que
y & FY(M)UFV(T). Or d’apres STRENGTHENING, on a I' F B : s. Et donc d’apres le
lemme 1.1.24, on en déduit que I',y : B,z : A- M : T. ©

Il peut étre assez surprenant & premiere vue d’apprendre que la propriété de renforcement est difficile
a prouver. La premiere preuve de la propriété de renforcement dans un systéme de types dépendants
est due & van Daalen | |, puis est venue celle de Luo pour ECC, un systéme de types dépendants
avec cumulativité | .

1.1.50 Théoréme (Renforcement de ECC, Luo, 1990)

ECC E STRENGTHENING

Dans ECC, le produit dépendant entre deux types bien-formés est toujours autorisé et ¢’est pourquoi
I’équivalent de la regle ABSTRACTION dans ECC n’a qu’une seule prémisse : il n’y a pas besoin de vérifier
que le produit est autorisé lorsque 1’on cherche & typer une abstraction. C’est cette simplification qui
permet a Luo d’écrire une preuve naturelle et simple de la propriété de renforcement. Cette preuve a
ensuite été adaptée sans difficulté pour prouver le renforcement des PTS fonctionnels par Geuvers et
Nederhof | ].

1.1.51 Théoréme (Renforcement dans les PTS fonctionnels, Geuvers, 1991)

E FUNCTIONAL = | STRENGTHENING

Mais c’est van Benthem Jutting [ | qui a réussi le tour de force de prouver le renforcement
pour la classe de tous les PTS. Pour cela, il est lui aussi parti de la preuve de Luo et il a su développer
des outils non-triviaux pour adapter le résultat de Luo. La preuve obtenue est étonnamment technique.
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1.1.52 Théoréme (Renforcement dans les PTS, van Benthem Jutting, 1993)

= PTS = | STRENGTHENING

Enfin, Jiménez | | a adapté la preuve de van Benthem Jutting pour prouver que les CTS, dont
la relation de cumulativité préserve le typabilité vers le haut et vers le bas, vérifient la propriété de
renforcement. Hélas, la présentation des CTS de Jiménez ne dispose pas de la régle CUMULATIVITE-
SORTES : dans son systéme, on ne peut donc pas utiliser la cumulativité entre sortes maximales. Ainsi
pour importer son résultat, nous nous restreindrons aux CTS qui ne comparent par la cumulativité que
des sortes qui ne sont pas maximales :

Y(t,s) € C,3r, (s,r) e A

On notera cette propriété NICE-TOPSORT.

1.1.53 Lemme
Si = NICE-TOPSORT et si I' = M : A est dérivable, alors T'+= M : A est également dérivable sans
utiliser la régle CUMULATIVITE-SORTES.

Démonstration Par induction sur la dérivation I' = M : A, on ne traite que le cas de la regle
CUMULATIVITE-SORTES, les autres cas consistant simplement & propager les hypothéses d’induction.

— CUMULATIVITE-SORTES : On dispose par hypotheses d’induction d’une dérivation de ' = M : C

qui n’utilise pas la régle CUMULATIVITE-SORTES, on sait que C' < s et on veut montrer que

'+ M : s sans utiliser la régle CUMULATIVITE-SORTES. Si C' < s, par définition cela signifie que

C =t avec (t,s) € C. On sait alors d’apres = NICE-TOPSORT, qu’il existe r telle que (s,7) € A.

On a donc bien I' F s : 7. On peut alors conclure & 1'aide de CUMULATIVITE que ' M :s.  ©

La préservation de la typabilité par la cumulativité est définie par :

1.1.54 Définition (Préservation de la typabilité par la cumulativité)

On dit que la relation de cumulativité d'un WCTS préserve la typabilité vers le haut (resp. vers le bas),
silTHFA:set A< A (resp. A < A), alors il existe A” tel que A’ > A” et WFp(A”). On notera ces
deux propriétés respectivement WEAK-SR. et WEAK-SR...

On notera que la préservation de la typabilité est toujours vérifiée dans les PTS :

1.1.55 Lemme

= PTS = | WEAK-SR,AWEAK-SR.

Démonstration Il faut montrer que si ' H A : s et que B = A, alors il existe C tel que B> C et
WEFp(C). Or on montre facilement que I' - C' : s par confluence et par préservation du typage. ©

Et le théoreme de Jiménez peut alors s’énoncer de la maniere suivante :

1.1.56 Théoréme (Renforcement pour une classe de CTS, Jiménez, 1999)
Si = NICE-TOPSORT, alors

= CTSAWEAK-SR, AWEAK-SR, = |k STRENGTHENING
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On ne confondra pas WEAK-SR. et WEAK-SR. avec les propriétés plus fortes suivantes :

1.1.57 Définition (Préservation du typage par la cumulativité)
On dit que la relation de cumulativité d'un WCTS préserve le typage vers le haut (resp. vers le bas),
sil-A:set A< A’ (resp. A’ X A), alors il existe A” et s’ tels que s <* s (resp. s’ <* 5), A'> A" et
' A”: . On notera ces deux propriétés respectivement SR et SR..

La préservation du typage par la cumulativité est également vérifiée dans les PTS :

1.1.58 Lemme

=PTS = k= SRLASR,

Démonstration Il faut montrer que siI' - A : s et que B = A, alors il existe C et r tel que B> C,
s =ret ' C :r. Il suffit de prendre » = s et on montre facilement que I' - C' : s par confluence et
par préservation du typage. ©)

En général, les conditions WEAK-SR. et WEAK-SR,. du théoréme ne sont pas toujours triviales a
vérifier, on donnera dans la section 1.2 (lemme 1.2.36) des conditions suffisantes sur les parametres et
faciles a vérifier (elles sont méme décidables dans le cas fini) pour prouver WEAK-SR. et WEAK-SR,..

On démontrera également le théoréeme de renforcement (théoréme 1.2.42) suivant qui sera au théo-
reme 1.1.56 de Jiménez ce que le théoreme 1.1.51 de Geuvers est au théoreme 1.1.52 de van Benthem
Jutting.

Théoréme (Renforcement de certains WCTS)
Si = SRp et si

I'tFAi:s1 Alx: At Ay :so ANTFV2: A1 Ay i s = 383,(81,82,83)€R
alors on a = STRENGTHENING.

La notation R désigne la cloture des régles par la relation de cumulativité (voir définition 1.2.14). La
preuve est plus simple que celle de van Benthem Jutting (et a fortiori que celle de Jiménez) et elle
capturera tous les WCTS qui nous intéresseront. Néanmoins, elle ne s’appliquera pas pas aux PTS
non-fonctionnels. Nous donnerons également un critére sur les parametres (lemme 1.2.44) pour vérifier
la condition du théoréme qui coincideront a peu de choses preés avec le critere utilisé pour prouver
WEAK-SR. et WEAK-SR,..

Dans le cas général, il semble que la question reste ouverte :

1.1.59 Question ouverte
Est-ce que tous les WCTS ont la propriété du renforcement ?

1.1.9 Morphismes

Les morphismes permettent de plonger la syntaxe d’'un WCTS dans un autre WCTS moralement
plus complet. Ils permettront de donner une interprétation sémantique aux systémes qui se plongent
dans les systemes disposant de bonnes notions de modele. C’est donc un outil de choix pour prouver
des résultats de cohérence relative.
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1.1.60 Définition (Morphisme)
Soient P et P’ deux WCTS. On dit de ¢ : S — &’ qu’elle est un morphisme de WCTS si

1. Pour tout (s1,s2) € Ap, (¢(s1),¢(s2)) € Apr,
2. Pour tout (s1, s2,53) € Rp, (p(s1),¢(s2),¢(s3)) € Rpr.
3. Pour tout (s1,s2) € Sp, s1 <p s2 = v(s1) <pr p(52)-

Et on peut étendre ¢ & I’ensemble des expressions et des contextes de P de la maniére suivante :

plz) = =
p(MN) = ¢(M)p(N)
oAz : A.B) = Xx:p(A).o(B)
(Ve : A.B) = Vz:9(A).o(B)

)
p(lyz: A) = o),z :¢(A)

On notera P <, P’ pour signifier que ¢ est un morphisme entre P et P’, on notera P — P’ pour qu’il
existe un tel morphisme.

Comme le fait remarquer Geuvers dans sa these | |, les PTS forment une catégorie avec un
objet initial (le PTS vide), un objet terminal (voir lemme 1.1.69), un produit et un coproduit. On
remarquera également que P C P’ si et seulement si I'identité est un morphisme de WCTS.

Les morphismes ne transforment pas la structure des termes, on prouve donc aisément le lemme
suivant.

1.1.61 Lemme
SiP =, P’ alors, A A" & o(A) > p(A), AD A & pA)>p(A) et A= A < p(A) = p(4).

Les morphismes préservent la relation de cumulativité :

1.1.62 Lemme
Si P, P alors,
A<p B = p(A) <p @(B)

Démonstration Si A = B, alors d’apres le lemme 1.1.61, on a ¢(A) = ¢(B). Il suffit donc de montrer
que
A=pnB = ¢(4)<p ¢(B)

et de procéder par induction sur n.

— Siona A <py B, alors cela signifie qu’il existe s4 et sp telles que A = s, B = sp et (sa,5B) €
Cp. Comme ¢ est un morphisme, on a ¢(s4) <p’ ¢(sp) et comme p(A) = @(sq) et (B) = ¢(sp)
(lemme 1.1.61), la compatibilité (lemme 1.1.7) donne ¢(A) < ¢(B).

— Sion a A <p 41 B, alors par définition deux cas sont possibles :

— Soit A <p, B et 'hypothese de récurrence nous donne bien que p(A) < ¢(B).
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— Soit il existe A’, B’ et C tels que A =Vz: C.A', B=Vz:C.B, A’ <p, B'. Or par hypothése
de récurrence, on a p(A’) < p(B’) et on en conclut que p(Vz : C.A") =V : o(C).o(A") < Va :
o(C).p(B') = p(Vx : C.B"). ©)

Par une induction facile sur la dérivation de I' -p A : B, on déduit le lemme suivant :

1.1.63 Lemme
Si Py, P alors,
I'Fp A:B= o) Fpr p(A) : ¢(B)

Par ailleurs, comme les morphismes préservent de fagon tres fidéle la réduction des termes, on déduit
immédiatement a partir des lemmes 1.1.61 et 1.1.63 le résultat suivant :

1.1.64 Lemme
Si P, P et que P' est faiblement normalisant (resp. fortement normalisant) alors P est faiblement
normalisant (resp. fortement normalisant).

Nous allons maintenant donner une définition de la cohérence qui s’adapte a tous les systémes, y
compris ceux qui ne disposent pas d’encodage de I'absurdité logique (on trouve cette définition par
exemple dans [ D :

1.1.65 Définition (Sorte cohérente, Systéme cohérent)

Une sorte s d’un systeme P est dite ['-cohérente (ou simplement cohérente dans le cas ou I' = ()) s'il
n’existe pas de terme M tel que ', : s Fp M : a. Et un systeme est I'-cohérent si toutes ses sortes
sont I'-cohérentes.

On remarque les sortes maximales pour la relation A sont toujours cohérentes car « : s n’est alors
pas un contexte bien formé.

Dans CC, on peut montrer que la cohérence est équivalente & I'impossibilité de dériver I’absurdité
logique :

1.1.66 Lemme
CC est I'-cohérent si et seulement s’il n’existe pas de terme M tel que ' - M : VX : x. X.

Démonstration Clairement s’il existe un tel M, alorson a I';a : x = M « : a et donc CC n’est pas
I'-cohérent. Réciproquement, si CC n’est pas I'-cohérent on sait, par définition, qu’il existe N tel que
[a: %+ N : «a (on notera que * est la seule sorte qui n’est pas maximale pour A dans CC). Donc
d’apres le lemme de substitution, on obtient que I' - N[VX : x.X/a] : VX : x.X et il suffit de prendre
M = N[VX : *.X/a] pour conclure. ©)

On dispose du lien suivant avec la normalisation :

1.1.67 Lemme
Si P = WEAKLY-NORMALISING A SRg, alors P est cohérent.

Démonstration Procédons par I’absurde, supposons que P ne soit pas cohérent. Alors il existerait un
terme M et une sorte s tel que av: s = M : a.. Par préservation du typage, on a a: s = NF(M) : a. On
peut donc utiliser le lemme d’inversion 1.1.32 pour inspecter les formes possibles de NF(M). On sait
que NF(M) ne peut pas commencer par une abstraction car « n’est pas convertible en un produit. De
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méme, il ne peut pas commencer par un produit ou étre une sorte car a n’est pas convertible en une
sorte. Enfin, si NF(M) est une variable ce ne peut-étre que « car c’est la seule variable du contexte,
or le lemme d’inversion montre bien qu’il est impossible d’avoir v : s = e : o (car on a pas s <} ).
On en déduit donc que NF(M) est nécessairement de la forme (Mo M; --- M,) pour un certain n > 0
avec My qui n’est pas une application. Maintenant par n inversions successives, nous en déduisons que
a:sbk My:Vz: A.B pour deux termes A et B. De plus comme NF (M) est en forme normale, My ne
peut pas commencer par une abstraction. De plus, par inversion il ne peut pas non plus étre une sorte,
ou un produit. C’est donc qu’il doit étre une variable, or la seule variable disponible dans le contexte
est a et on ne peut pas avoir a : s - a : Vo : A.B car on ne peut pas avoir s <> Vo : A.B. On en
conclut qu’il ne peux exister de tel terme M et donc que P est cohérent. ©)

Comme indiqué dans 'introduction de cette sous-section, les morphismes sont un outil fort commode
pour prouver des résultats de cohérence relative :

1.1.68 Lemme

Supposons P <, P'.
—- Sip(s) € Sp est p(I')-cohérent, alors s est I'-cohérente.
— Si P est cohérent, alors P est cohérent.

Démonstration — Si s n’est pas I'-cohérente, alors il existe un terme M tel que I';a: sbkp M : «
et donc d’apres le lemme 1.1.63, on en déduit ('), a : ¢(s) Fp @(M) : a et donc ¢(s) n’est pas
©(T")-cohérente.

— C’est une conséquence directe du cas précédent. ©

1.1.10 La théorie des types naive

L’un des premiers PTS que l'on est tenté de considérer est le PTS a une sorte, un axiome et une
regle. On appellera ce systeme Ax.

Sxe = {*}

Ay = {(#)}
Rax = {(x*,%)}
Cxo = 0

Le systeme que l'on obtient correspond a la premiere version du systeme de type de Martin-
Lof | ]. Les types habitent tous la méme sorte, x, le type de tous les types; on a donc F * : .

Tous les encodages que nous avons étudiés dans le calcul des constructions CC s’importent natu-
rellement dans Ax et il suffit de remplacer toutes les occurrences de O dans une dérivation de CC pour
en faire une dérivation de Ax.

Tout comme CC, le systeme identifie les propositions et les types de données; ils habitent la méme
sorte. En particulier, le vrai, le faux, la conjonction, la disjonction, le connecteur existentiel sont éga-
lement des encodages respectifs du type singleton, du type vide, du produit cartésien, du type somme,
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et de la somme forte. Mais I’axiome F * : x a pour effet de ramener également les types au niveau des
individus. Ce qui permet par exemple de programmer le prédicat

D = Xz : bool.if, x T L : bool —
qui permet de distinguer le booléen true du booléen false. Le terme de preuve
AR : true =poo false A D (AX : %, h : X.h)

prouve b true =poo false — L. Cette propriété qui implique l'inexistence de modeéles triviaux (dans
le sens ou les interprétations des types sont réduits a des ensembles d’au plus un élément) est indé-
montrable dans la logique du second-ordre et dans le calcul des constructions. C’est I'une des raisons
principales qui a amené a 'introduction de type inductifs dans le calcul des constructions (comme nous
le verrons plus avant, c’est grace a I’élimination forte des types inductifs que I'on peut construire un
prédicat analogue D pour le calcul des constructions inductives).

Le systeme que 'on obtient est donc tres expressif et 1'utiliser comme langage de programmation
est a bien des égards tres agréable, hélas Jean-Yves Girard prouva dans sa these d’Etat [ | que ce
systeme est incohérent : on dispose d’un terme 7 tel que - 7 : L. Or par inversion des regles, on peut
montrer qu’il n’existe aucune expression en forme normale de type L ; on en déduit donc que m n’est
pas (faiblement) normalisante. Et donc que Ax n’est pas faiblement normalisant. C’est regrettable car
on aurait pu en déduire la normalisation de tous les PTS :

1.1.69 Lemme (Terminalité de Ax)

Soit P = (S, A, R) un PTS. La fonction
S — {x}
s >

est un morphisme de PTS entre P et \x.

On en déduit donc que

1.1.70 Lemme
Si A est faiblement normalisant (resp. fortement normalisant), alors tous les PTS sont faiblement
normalisants (resp. fortement normalisants).

Du point du vue du logicien, ce systeme ne présent donc plus beaucoup d’intérét, toutes les pro-
positions sont démontrables. Néanmoins, du point du vue du programmeur, ce systeme permet de
représenter toutes les fonctions calculables. En effet, Herman Geuvers et Joep Verkoelen | | ont
réussi a implementer dans Ax un “combinateur de bouclage” (looping combinator en anglais) permettant
de programmer dans ce systéme toutes les fonctions récursives.

1.2 Propriétés liées a la cumulativité

Nous avons choisi de n’imposer aucune condition sur le parametre C de la définition des WCTS. En
pratique néanmoins la relation de cumulativité des exemples que nous étudierons satisfera un grand
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nombre de bonnes propriétés. Dans cette sous-section, nous étudierons les répercussions de ces propriétés
sur le systeme.

Nous nous intéresserons tout particulierement aux conditions sur les parametres faciles a vérifier
(elles seront méme tres clairement décidables dans le cas fini). Nous prouverons les implications (cer-
taines ont déja été démontrées) de la figure 1.2.

Les propriétés DOWNSTABLE, MINLOC, et PRINCIPAL sont toutes les trois des conditions sur
les parametres. La condition DOWNSTABLE impliquera (si ’on admet la préservation du typage) que
le WCTS type exactement les méme termes que le CTS obtenu en prenant la cloture transitive de
C. La condition MINLOC plus forte que DOWNSTABLE généralise la condition de fonctionnalité vue
précédemment (définition 1.1.9). Elle implique que si nous avons deux types A; et Ay d’'un méme terme,
alors il existe un type A de ce terme tel que A < A1 et A < As. Et finalement, la propriété PRINCIPAL
est la conjonction de MINLOC et de la bonne fondation de la relation de cumulativité. On montrera
qu’elle implique l'existence d’un type principal, c’est-a-dire I'existence d’un plus petit type (au sens de
<) pour tout terme bien-typé.

1.2.1 Propriétés ne dépendant pas du typage

1.2.1 Lemme

A>Vz: CA
A=<,1B & A<,B v 3FA B, C,{B>Vx:C.B
A <, B
Démonstration = : Supposons A =Vz : C". A", B=Vz : C'.B" et A” <,, B". Par confluence,
il existe C”, A’, C" et B’ tels que A>Vr : C" A", B>Vx : C".B' et A = A", B = B”,

C’'=C" = C". Comme <, est compatible avec = (lemme 1.1.7), nous obtenons A’ <,, B". Enfin,

la confluence nous donne qu’il existe également C' tel que C” > C et C" > C. Et nous avons alors
bien prouvé que A>Vz: C.A', B>V :C.B et A’ <, B'.
< : La réciproque est immédiate car > C=. ©)

1.2.2 Lemme

C > Va : Ao.BO
C <n+1 Vr: A.B = JAp, By, s A> Ag
By <, B

C>Vr: Ay.By
C <Vx:AB & JAg, Bg,{ A> Ag
By < B

C ‘va : Ao.BQ
C<xVx:AB = JAg, By, { AD> Ay
BO <n B
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FIGURE 1.2 — Propriétés des WCTS
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C ‘va : A().B(]
C<*Vz:AB & dAg, By, A> Ag
By x*B
A1 > Ay
* . A2 EAO
g P :x j f'? } o 349,Bo,{ C>Vae: Ay.B
h v By <™ By
By <* By

Démonstration Les réciproques sont immédiates, nous ne montrerons que les sens directs :

1. Par induction sur n.

—SionaC <1 Vo : A.B, le cas C <9 Vo : A.B étant impossible d’aprés la confluence, le
lemme 1.2.1 nous dit que ’on est nécessairement dans le cas ou C>Vx : Ag.By, Vr : A. B>V :
Ag.B’ (en particulier A > Ay), et By <9 B’ pour certains Ay, By et B’. Or B’ = B et d’aprés
le lemme 1.1.7, on a bien By <o B.

— Sion a C <pyoVa: A.B, d’aprées le lemme 1.2.1, deux cas sont possibles :

— Soit C' <41 Vx : A.B, et on conclut par hypothése d’induction.
— Soit il existe Ag, By et B’ tels que C' > Vx : Ag.By, Vx : A.B>Vx : Ag.B’ (en particulier
A Ag), et By <nt1 B'. Or B’ = B et d’apres le lemme 1.1.7, on a bien By <,4+1 B.

2. Si C' < Vx : A.B, alors il existe un n tels que C <, Vx : A.B, or par confluence on a n > 0 et
d’apres le cas précédent, on en déduit qu’il existe Ay et By tels que C' >Vz : Ag. By, A> Ag, et
By <,,_1 B. Et donc on a bien By < B.

3. Si C =Vzx : A.B, alors on peut conclure en prenant Ag = A et By = B. Si C # Vz : A.B, on se
ramene au cas précédent.

4. Par induction sur la longueur de la chaine menant de C' a Vo : A.B :

— Si C =Vzx: A.B, c’est évident.

— Supposons que 'on ait Cy < C1 <* Vo : A.B et que I'on ait par hypothése d’induction Ay et By
tels que C1 >V : A1.B1, A> Ay, et By <* B. Alors d’aprés le lemme 1.1.7, Cy < Vx : A1.B;
et on peut alors appliquer le cas précédent pour trouver Ay et By tels que Cy B>V : Ay.By,
Ay > Ap, et By < By. Et on conclut bien que By <* B.

5. C’est une conséquence de la confluence et du lemme 1.1.7. ©

Symétriquement, on obtient :

1.2.3 Lemme

C > Va : Ao.Bo
Vr:AB <41 C = dAg, By, A> Ag
B <, By
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Ve: AB<C

Ve:AB<C

Ve:AB=<C

Vr:A3.By <* C
Vo :As.By <* C

54

54

=

ElAO) BOv

EIA07B07

3"407 B07

CEVJZ‘:A().BO
Al A
B < By

C > Vo : A().B[)
A A
B <n BO

CEVI : AO.B[)
Al Ay
B <* By

A1 > Ay
Ay > Ay

} < dAy, By, C>Vr: Ay.By

B <* By
By <* By

Démonstration Les preuves sont similaires : il suffit de considérer la relation <’ générée par le para-

metre C' = {(s1, 52)|(s2,51) € C}.

1.2.4 Lemme

®©

1. Si A < s (resp. s < A), alors il existe s4 telle que A = s4 et (sa,s) € C (resp. (s,s4) € C) (et

donc s < sa).

2. ST A< s (resp. s < A), alors il existe s4 telle que A = sy et sq4 < s (resp. s < S4).

Démonstration On montre par récurrence sur n que si A <, s, alors il existe s4 tel que A = sy
(sa,s) € C (le cas symétrique est similaire). Les cas 1. et 2. en découlent alors naturellement.
— Sin =0, alors A < s signifie par définition qu’il existe s tel que A =s4 et (s4,s) € C.

— Supposons que A <41 S, alors par définition deux cas sont possibles :

— Soit A <, s et on peut conclure en invoquant ’hypothése de récurrence.

— Soit s est convertible en un produit, ce qui est impossible.

1.2.5 Lemme
Pour tout terme A, B, C, D :

A<p BAN(B<n CVA=<y, DVA=<, CVD <y B)= A <nnmnm B

Démonstration On peut définir une famille de plus petits ensembles (D) en de termes modulo

vérifiant pour tout entier n € N,
- Si A= B, alors A €D, & B € D,,
— Pour tout s € S, s € D,
- Vr:ABeD,,1 & BeD,.
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On a alors par une induction immédiate sur n, que D,, C Dy, 1.
On montre maintenant que :

1. A<, B = AeD,ABeD,
2. AeD,NA<B = A <,B
3. BeD,NA<B = A <,B

On procede par induction sur n :
— Sin =0, alors
1. Supposons A <o B. Par définition cela signifie qu’il existe deux sortes (s4,sp) € C telles
que A =sy et B=sp. Et on a bien s4 € Dg et sp € Dy.

2. Supposons A € Dy et A < B. Par définition, il existe une sorte s telle que A = s4. Et
d’aprés le lemme précédent on en déduit que s4 < B et donc que A < B.

3. Similaire au cas précédent.
— Supposons la propriété vraie & un rang n, on montrons la au rang n + 1 :

1. Supposons A <,11 B. Par définition, cela signifie que
— Soit A <, B et on conclut en invoquant ’hypothese de récurrence que A € D,, et B € D,,.
Et donc A € D11 et B€ Djyyg.
— Soit il existe A, B’, D, tels que A =Vx : D.A" et B=Vx : D.B" avec A’ <,, B'. Dans ce
cas, par hypothese de récurrence, on a que A’ € D,, et B’ € D,, 1. Et par définition de
D, on en déduit que Vo : D.A" € Dy,11 et Vo : D.B’' € D41, et donc que A € Dy et
BeDyy.

2. Supposons A € D, 11 et A <,,, B, alors par définition de D, on a que :
— Soit A € D, et on obtient par hypothese de récurrence que A <,, B et donc A <,,+1 B.
— Soit il existe D et A’ tel que A =Vx : D.A" et A’ € D,,. On a donc Vz : D.A’ < B et
d’apres le lemme 1.2.3, cela signifie qu'il existe B’ tel que B = Vz : D.B" et A’ < B’ et
donc par hypothese de récurrence que A’ <,, B’ et donc Vz : D.A’ <41 Vx : D.B’. On
conclut alors bien que A <, 411 B.

3. Similaire au cas précédent.

On peut maintenant démontrer ’énoncé du lemme. Supposons A <,, B et montrons que A <,, B (si
n <m il n’y a rien a démontrer) :

- SiB<,CVvD <, B,alors B € D,, et donc A <,, B.

- SiA<,DVA=<,C,alors a € D,, et donc A <,, B. ©

1.2.6 Lemme
Si C est une relation transitive, alors < est également transitive (et donc <*=<).

Démonstration Par induction sur n, on montre que <, est transitive.
— <o est transitif : Soit A <9 B et B <y C par définition on sait qu’il existe s4, sp, s¢ tels que
A=s4, B=spet C=sctelsque (sa,sp) € C et (sp,sc) € C. On prouve donc par transitivité
de C que (sa,s¢c) € C et donc que A <o C.
— <p41 est transitif (sachant <, transitif) : Soit A <, 41 B et B <,4+1 C par définition :
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— Soit
A=Vr:CL.A B=Vz:(Cy.B)
B=Vx:C1.B} et {C=Vr:Co.l!
A <, B} B <, C'

et donc Vx : C1.B] = Vx : C2.B). On en déduit C; = Cy et B} = B). Le lemme 1.1.7 nous
montre donc C = Vz : C1.C" et A’ <,, B} et par hypothése de récurrence A" <,, C’. Enfin, par
définition de <,,+1 on obtient A <, 11 C.

— Soit A <, Bet B, C:ona A=<, C par hypothése d’induction.

— Soit A <p41 Bet B<,Coud=<, Bet B-<,11C,alors d’aprés le lemme 1.2.5,ona A <, B
et B <, C et on peut se reporter au cas précédent. ©

On en déduit le corollaire suivant :

1.2.7 Lemme

Si C est transitive, alors < est une relation d’ordre vis-d-vis de =, c’est-a-dire :
— Réflexivité : A= B = A< B,
— Anti-symétrie : A BANB< A= A=B,
— Transitivitée : A BANB<C=A<C.

1.2.2 Clo6ture par transitivité

Dans cette sous-section, nous étudierons les propriétés des WCTS obtenus en prenant la cléture
transitive de la relation de cumulativité.

1.2.8 Définition (Cléture par transitivité)
Soit P un WCTS, on définit P* la cléture par transitivité par

Spr=Sp
Ap- = Ap
Rp =Rp
Cp = (Cp)*

ou (Cp)* désigne la cloture transitive de Cp.

Il faut noter que P* et P ne typent pas nécessairement exactement les mémes termes, si 'on prend
par exemple PTS suivant :

Sp = {*1,%*2,%3, 0}

Ap = {(*17 D)? (*37 D)}

Rp ={(0,0,0)}

Cp = {(*1,%2), (%2, %3)}
On a f: Va : sx Fpx 1 Va : sz (il suffit d’invoquer la régle de cumulativité car on a bien
Vo : sokp <px Vo @ s.kg) et B : Va : sx /p B Va @ sx3 @ on ne peut pas enchainer deux régles de

cumulativité car Yo : s.xg n’est pas bien formé; mais si 'on rajoute 'axiome (%o, ) alors le séquent
redevient dérivable.

99



1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

Néanmoins, si la relation de cumulativité préserve la typabilité vers le bas, alors la regle est admis-
sible.

1.2.9 Lemme
Si = WEAK-SR.., alors la régle suivante est admissible :

I'-A:B I'-B':s
T'-A: B

B <* B

Démonstration Il faut donc montrer que I' = A : B’ sachant que B<* B'et ' A: Bet '+ B’ : s.
Deux cas sont possibles :
— Soit B’ = B, et on prouve I' = A : B’ grace a la régle de conversion.
— Soit B <* B’ et on sait alors qu'il existe p termes tels que B = By < By < --- < B, = B’. Ensuite
d’apres la propriété WEAK-SR. et par induction sur p, on montre que WFp(B;) pour 1 < i < p.
Enfin, en enchainant p — 1 régles de cumulativité (lemme 1.1.28) on prouve I' - A : B’. ®©

La régle CUMULATIVITE-SORTES peut toujours étre étendue a la cloture transitive (car les sortes
sont toujours des types bien-formés par définition),
1.2.10 Lemme

La régle suivante est admissible :

I'HFA:C

'FA:s C<"s

Démonstration Supposons C' <* s, alors, d’apres le lemme 1.2.4, il existe n > 1 sortes C' < 51 5 -+ <
s, = s. Nous pouvons alors prouver I' - A : s, en enchainant n — 1 régles CUMULATIVITE-SORTES :

I'HA:C

———(C<s
FFA:s; 71
—— 51 52
S S N
CEA:is 20
— T sh s
TFA:s, "'
1.2.11 Lemme
La cloture transitive de <p est égale 4 <p+.
Démonstration - Si Ay <p -+ <p A, alors A} <px -+ <px A, car <pC=<p, or d’apres le

lemme 1.2.6, <p+ est transitive. On a donc bien Ay <p= A,.
— Réciproquement, montrons que A <p» B = A <% B. Pour cela, montrons par induction sur n

que A <p+, B implique A <%, B :

— Supposons A <p+ o B, alors par définition, il existe s4 et sp tels que (sa,sp) € C*, A = 54
et B = sp. Il existe donc bien p sortes s; = sa,s2,...,5, = sp telles que (s;,si41) € C (pour
1 <4 < p). On en déduit donc que s; <pg -+ <po Sn et également que sy 4;‘;,0 sp. Et par
compatibilité avec =, on en déduit que A <3 4 B.

— Supposons que A <p+ 11 B, alors deux cas sont possibles :
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— Soit A <p= , B et on conclut par hypothese d’induction.

— Soit A=Vz: C. A" et B=Vz:C.B avec A" <p+,, B'. Par hypothese d’induction on aurait
A'<p ,*B’, ce qui signifie qu’il existe p termes tels que A" = Ay <p,, Ag <py - <pn Ap =
B’. Or par définition, on aurait alors

A=Vr: C.A <P n+l Vx : C.As <Pn+l " <Pn+l Vo : C.Ap =B

et donc A %}B’HH B. @)

1.2.12 Lemme
La cloture transitive X de <p est égale a <Xp~.

Démonstration On commence par montrer le sens direct de ’énoncé suivant (la réciproque est im-
médiate) : Ap B& A=BV A<, B.
Si A <% B, alors par définition il existe n > 1 et

A =By -<7DAQEBQ ‘<’])“"<73AnEBn
tels que A; = Aet B, =B.Sin=1, alorson A= B. Sin > 1, alors d’aprés le lemme 1.1.7, on a
Ay <p By <p Bs--- <p B,

et donc A <} B.
Supposons A <* B, alors soit :
— Soit A = B et dans ce cas on a bien A <p+ B.
— Soit A <% B et d’apres le lemme 1.2.11, A <p+ B et donc A <p+ B. ©

On déduit alors des lemmes 1.2.9, 1.2.10 et 1.2.12 le lemme ci-dessous.

1.2.13 Lemme
Si P = WEAK-SR.,
'tpA:BeTl'kp- A: B

1.2.3 Cloture par cumulativité

Dans les WCTS, les regles sont facilement redondantes. En effet, si dans WCTS P on a (s,r) € Ap
alors pour toute sorte 7’ telle que r <* 7/, on a - s : /. Ainsi le WCTS P’ obtenu en ajoutant a P
Paxiome (s,7’) type exactement les méme termes. Et le méme genre de redondance peut apparaitre au
niveau des regles. C’est pourquoi on introduit la notion ci-dessous.

1.2.14 Définition (Cléture par cumulativité)
Soit P un WCTS, on définit la cloture par cumulativité P de P de la facon suivante :

Sz = Sp

5 = {(s,5) ¢ (Sp)?|3s”, (s5,8") € Ap, s <p s’}
Ry = {(s1,52,53) € (Sp)*|3(s], s5, 55) € Rp,s1 <p 81 A s2 <p shA s <p s3}
Cz = Cp

Dans un souci de concision, on désignera également Az (resp. Rf) par A (resp. R).
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Le WCTS P est obtenu en saturant les axiomes et les régles par les conséquences de la relation de
cumulativité. Nous verrons que P et P typent exactement les mémes termes (bien que P contienne des
dérivations plus courtes que P car elles peuvent faire moins appel aux régles de cumulativité).

1.2.15 Lemme
La cléture par cumulativité est un opérateur de fermeture :

PCP esPCP

On en déduit immédiatement les propriétés suivantes :
1. Extensif : P C P,
2. Croissant : PCP = PCP,
3. Idempotent : P = P.

Démonstration Il faut montrer que si 7 C P’ (*), alors P C P’ (la réciproque étant directe car

P CP).Ona 85 =Sp CSpret Cﬁ =Cp C Cﬁ. Il nous reste & montrer que Aﬁ - .Aﬁ et R5 C Rﬁ :

— Soit (s, ') € Az, par définition, il existe s” tel que (s,s”) € Ap et s” <3 s'. Or d’apres (*), on a
(s,8") € A7 et 8" —4% s’ et donc (s, € Aﬁ = Az

— Soit (s1,s2,83) € Ry, par définition, il existe (s7,s3,s5) € Rp tels que s1 <p 871 A s2 <p

sy A 85 <p s3. Or d’apres (¥), on a (51,85, 83) € R, $1 <& shy 2 <& sh et sh <% s3. Donc

(81,82,83) G%ZRH. ®

1.2.16 Lemme
Les regles suivantes sont admissibles :

— I'FA:sy I''x:AF B:sp —

W(S’S/)GA TEVr:ADB:s (s4,5B,5) €ER

Démonstration ~ — AXIOME : Si (s,s') € Az et par définition, il existe s” tel que (s,s”) € A et
s <* §'. Et donc d’apres le lemme 1.2.10, on a :

Fs:s’ s g*§
Fs:s

— PRODUIT : Si (54, 5B, 5) € Rp. Ensuite, par définition, il existe (s'y, 53, 5") € R tels que s4 <* 8y,
sp <" s’p et s <* 5. Et donc d’apres le lemme 1.2.10, on a :

I'FA:sy sax*sy I'z:AF B:sp sp <* sy
'kA:d, I'Nz:AF B: sy
I'kvVz:AB:s s’ <*s
I'FVz:AB:s

Nous en déduisons alors le corollaire suivant :
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1.2.17 Corollaire
La typabilité des termes de P est équivalente a celle de P :

THpA:B&TH5A:B

et donc _
f:P’é(FFpA:B@F"p/AZB)

Ce corollaire nous fournit un bon moyen de comparer les WCTS, en effet si P = P’ nous considé-
rerons que P et P’ sont deux présentations équivalentes du méme WCTS.

1.2.4 Stabilité vers le bas

Avant d’étudier les conditions sur les parametres, nous allons présenter une représentation diagram-
matique des contraintes. Elle servira —nous ’espérons— a faciliter la lecture de cette section mais elle
ne remplacera pas les formulations explicites des conditions.

Nous représenterons par un trait simple la relation de cumulativité. Les diagrammes se liront de la
gauche vers la droite ; les éléments gauches seront plus petits (au sens de <) que ceux auxquels ils sont
reliés & leur droite. Ainsi, le diagramme ci-dessous signifiera s < 7.

S

N

r

Nous représenterons les axiomes par une ligne entourée de deux points qui se lira également de la
gauche vers la droite. Le diagramme ci-dessous indiquera donc le fait que (s,r) € A.

S ——7T

La relation R est une relation ternaire, nous la représenterons par une fleche qui part de la sorte
du domaine, traverse la sorte du codomaine et arrive sur la sorte du produit. Ainsi, la condition
(s1,82,83) € R sera représentée par :

51 — S92 — 83

Suivant la convention venue du domaine de la réécriture, nous représenterons les conditions «exis-
tentielles» par des pointillés.

Par exemples, les WCTS clots par transitivité et par cumulativité (tels que P* = P = P) doivent
vérifier les trois diagrammes suivants :
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Comme nous exprimerons également des conditions pour les WCTS qui ne sont a priori ni clos par
transitivité, ni clos par cumulativité. Il nous faudra représenter la cloture transitive <* de la relation
de cumulativité ainsi que I’appartenance a A et a R.

Nous rajouterons une astérisque pour la cléture transitive et nous doublerons les lignes pour l'ap-
partenance & A et & R. Ainsi les diagrammes suivants représenteront respectivement s <* r, (s,7) € A
et (s1,82,53) € R.

S S=—=T §1 = S§2 =» S3

N

r

Enfin, nous représenterons la typabilité sous un contexte I' par le diagramme suivant :

Qui signifiera que I' = A : B. On notera que dans le cas particulier ou I' = () est videet A =set B=r
sont deux sortes, le diagramme

signifie que (s,7) € A et non (s,r) € A.

Sous hypothese de préservation du typage, la définition suivante est une condition suffisante pour
que la typabilité soit stable vers le bas par la cumulativité (lemme 1.2.21) : un sous-type d’un type bien
formé est bien formé (modulo S-réduction). Elle entrainera I’équivalence a la cléture par transitivité.

1.2.18 Définition (Stabilité vers le bas)
On dira d'un WCTS qu’il est stable vers le bas s’il vérifie la condition suivante :

(S’T) €4 } = (s,r)e A (DOWNSTABLE)

=S
On notera cette propriété DOWNSTABLE.

Nous représenterons graphiquement cette condition par :

Nous avons choisi la formulation de la condition la plus simple a vérifier, mais elle est admet d’autres
formulations équivalentes.

1.2.19 Lemme
La condition DOWNSTABLE est équivalente aux formulations suivantes :

e } = (ned (1
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“;Z");SA } = (i) ed (2
el } S () ed ()

Démonstration On a trivialement (k) = DOWNSTABLE pour k£ = 1,...,3 car les prémisses des (k)
sont plus générales que celle de DOWNSTABLE. Il reste a prouver les réciproques suivantes :

1. DOWNSTABLE = (1) : Si s x* ¢/, alors il existe une chaine s = s1 < -+ < s, = §. On
construit alors une chaine r; <* ro <™ -+ <™ rp_1 <™ 1 telle que (sg, 7)) € Apour k =1,...,n
en invoquant n — 1 fois DOWNSTABLE :

2. DOWNSTABLE = (2) : Si (s,7) € A, cela signifie qu’il existe sq telle que (sp,7) € A et s <* s¢.
On a donc s’ <* sq et le point (1) montre que (s',r) € A.

3. DOWNSTABLE = (3) : Si (s,r) € A, alors par définition il existe sq telle que (sg,7) € A et
s <* 59. De plus, si on a s’ <* s, on en déduit alors s’ <* sg et on peut conclurent en utilisant

(1).

On en déduit facilement que cette condition est stable par les deux opérations de cloture.
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1.2.20 Lemme

P = DOWNSTABLE & P* = DOWNSTABLE
& Pl DOWNSTABLE <« P = DOWNSTABLE

Sous hypothese de préservation du typage, la relation de cumulativité des WCT'S stables vers le bas
préserve le typage :

1.2.21 Lemme
Si = DOWNSTABLE A SRg, alors = SR

Démonstration On doit prouver que si I' = B : 7 et A < B alors il existe C' et v’ tel que A > C,
F'EC:7" et x*r (et donc I' - C : 7). Graphiquement,
Bf———r
o

AECI:? r!

Le cas A = B étant évident, on montre par induction sur n que si A <,, B alors il existe v’ et C tel

que A>C, T'FC:7"etr <*r.

- Si A <o B, cela signifie qu'il existe deux sortes s4 et sp telles que (s4,s5) € C, A> sy4, et
B> sp. D’apres la préservation du typage = SRs, I' F sp : r. Donc d’apres le lemme d’inversion
(lemme 1.1.32), (sp,r) € A. La condition DOWNSTABLE nous prouve que (sa,7) € A. 11 suffit
alors de prendre C' = s4 pour conclure.

— Supposons la propriété vraie a un rang n et supposons que I' = B : r et A <,,41 B. Alors, d’apres
le lemme 1.2.1,

— Soit A <, B et on conclut directement grace a I’hypothese de récurrence.

— Soit A>Vx : DA, B>Vx : D.B" et A’ <, B'. D’apres la préservation du typage, I' I
Vo : D.B' : r et donc par inversion (lemme 1.1.32), on obtient que I' + D : sp et que
Iz :DF B :sp pour (sp,sp,r’) € R avec ' <* r. Par hypothése de récurrence, il existe
C" et sor tels que A'>C', T,z : D+ C": scr et sor <* spr. On a donc bien (sp, scr, ') € R
d’apres le lemme 1.2.16, on a I' - Vo : D.C" : v'. On conclut donc en prenant C' = Vz : D.C".©

On déduit alors le lemme ci-dessous a partir des lemmes 1.2.21 et 1.2.9.

1.2.22 Lemme
Si P = DOWNSTABLE A SRg, alors la régle suivante est admissible :

TrpA:B ThrpB:s

I'kp A: B BB

Et donc,
'tpA:B&Tbkp A:B
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1.2.5 Propriété du minorant local

Dans cette sous-section, nous étudions la propriété du minorant local, donnée par la définition ci-
dessous. Elle fait partie des propriétés parmi les plus importantes de CTS, puisqu’elle implique que
si un terme M admet deux types 17 et 15, alors il existe un type T tel que T <x* T et T X*
Ty (voir lemme 1.2.31). En cela, elle constitue une généralisation de la propriété de fonctionnalité
(FUNCTIONAL).

1.2.23 Définition (Minorant local)
On dit que P a la propriété du minorant local si

(81, 7“1) S A o
(s2,72) € A b =3rs,r)e ANT I riAr <y (MINLOC-AXIOMS)
s<Xs81 N 5§82

et
R

R = Jr3, (r1,72,73) ER A 13 <" s3Ar3 <™ 84 (MINLOC-RULES)

(817 52, 53) €
(s1, 59, 83) €
rm<st N gt 5/1
ro <F 52 A T X* S

On notera la conjonction de ces deux propriétés MINLOC.

On représentera graphiquement cette définition de la fagon suivante :

§1 —+—T1 51 — S2 — S3
S v A
o 0%
S§=2=7 TL==T2=5T3
N N X
N NN
Sg —— T2 sy — sh — sh

1.2.24 Lemme

Ir,(s,r) e AN < ri Ar<*ry & Ir (s,r) EANT L T Ar < g

Démonstration =: Si (s,7) € A, alors par définition il existe r’ <* r tel que (s,7’) € A. Et si
r <* ry et r <* r9, alors on a également 7’ <* r; et ¥’ <* ro. Et 1’ est un témoin valide pour
prouver la conclusion.

«: Evident car A C A. ®)

La propriété du minorant local est plus forte que la stabilité vers le bas :

1.2.25 Lemme
On a
MINLOC-AXIOMS = DOWNSTABLE

et donc les WCTS ayant la propriété du minorant local sont stables vers le bas.
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Démonstration On prouve DOWNSTABLE en prenant s; = s et 1 = ro dans MINLOC-AXIOMS.®

1.2.26 Lemme
La condition MINLOC-AXIOMS est équivalente aux formulations suivantes :

(81,7‘1) S A o

(s2,7m2) € A =3 r)eAANrTrmArir (1)

s<*s1 A s=<*s9

(81,7’1) S E o

(s2,7m2) € A by =3r(s,r)e AN riAr <t rg (2)
s<Xs1 N s$=<X 5892

(s1,m1) € A B

(s2,7m2) € A =3 s,r)eAANrTrmArir (3)

s=x*s1 A s=x*s9

Démonstration On a trivialement (k) = MINLOC-AXIOMS pour k = 1,...,3 car les prémisses des
(k) sont plus générales que celle de MINLOC-AXIOMS.
— MINLOC-AXIOMS = (1) : Supposons que MINLOC-AXIOMS, (s1,71) € A, (s2,72) € A, s <* 51

et s <™ s9. Alors, il existe s =511 S S12 < - S Sin =516t 5 =521 <X 8522 ==X S =
sp. Posons 11, = r; et 7o, = r2. En invoquant n — 2 + m — 2 fois DOWNSTABLE (qui est
vérifié d’apres le lemme 1.2.25), on prouve l'existence de 71 p—1,...,712,722,...,72m—1 tels que

(s1,is71,4) € A, Friiprpour2 <i<mn—1let (s2;,72:) € A rii < rip1pour2 <i<m—1:

Si,n : T1in
/ %
Sin—1 ----Tin—-1
81,2 - - -- 1,2
/ g
§========7T
\ NG
8§22 - - -- 72,2
S2m—1 ----T2m—1
\ NN
S2.m : T2.m

Ensuite, en invoquant MINLOC-AXIOMS, on trouve un r tel que (s,7) € A, 7 <* rig et r <* roo.
On en déduit alors que r <* r1 et r <* ro.

— MINLOC-AXIOMS = (2) : Supposons MINLOC-AXIOMS, (s1,71) € A, (s2,72) € A, s < 51 et
s < s9. Alors par définition, il existe 7} et 7 tels que (s1,7]) € A et (s2,75) € A avec r] <* 1
et 5 <* ro. Il est alors possible de trouver grace & MINLOC-AXIOMS une sorte r telle que
(s,rye A, r<*rietr<*rh:
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Nous pouvons conclure car r <* v} <* r1 implique r <* 71 et r <* 1y <* ro implique 7 * r9.

— MINLOC-AXIOMS = (3) : Supposons MINLOC-AXIOMS, (s1,71) € A, (s2,72) € A, s <* 51 et
s <* s9. Alors par définition, il existe r| et 74 tels que (s1,7]) € A et (s2,75) € A avec 7] <* rq
et i, <* ro. On peut alors trouver grace a (1) une sorte r telle que (s,r) € A, 7 <* r] et r <* 7}

|
Vs

51 =1}

On conclut car r <* 7} <* r1 implique 7 <* 1 et r <* 75, <* ro implique 7 <* ro.

1.2.27 Lemme

La condition MINLOC-RULES est équivalente a :

(s1,82,53)
(s1,5%,53)
rr < 81
re ¥ s2

SRSRS]

VA
O~ =~

= Irg, (r1,72,73) ER A 13 <" s3 Ar3 <™ s (%)

Démonstration On a trivialement (x) = MINLOC-RULES car la prémisse de () est plus générale que
celle de MINLOC-RULES. On montre (%) <~ MINLOC-RULES, supposons pour cela MINLOC-RULES.
Soit (s1,82,53) € R, (8}, 5h,55) € R, r1 <* 81, r1 <* 8}, 12 <* 82, r2 <* 8. Par définition, il existe donc
(t1,ta,t3) € R et (t),th,th) € R avec s1 <* t1, s2 <* to, t3 <* 53, 8 < 1], s <* th et th <* s4. Ensuite
d’apres MINLOC-RULES, il existe une sorte r3 telle que (r1,72,73) € R, 13 <™ t3 et r3 <* t5. Or on
conclut en remarquant que 73 <* t3 <* s3 implique r3 <* s3 et que 74 * th <* 4 implique r3 <* s :
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b -- to - t3

* %, / ¥
51 j 52 ,#) 53
*k * / ///
/ / // - /*
T1==T2======%T3
A
AN L
S sy s 5,
KN X I *
th-- th--th o
On déduit des lemmes 1.2.26 et 1.2.27 que :
1.2.28 Lemme
P E MINLOC <« P*E MINLOC <« PE MINLOC <« P = MINLOC
1.2.29 Lemme
Si E MINLOC, on a
(s,71),(s,m2) € A= Tr (s,r) € ANT < i Ar <F g
Ce qui donne graphiquement,
™
§iz=71
N&
\7‘2
Démonstration Il suffit de prendre s; = so = s dans (1). ©)
1.2.30 Lemme
Si P E PTS, alors
P = MINLOC & P = FUNCTIONAL

Démonstration C’est immédiat une fois que l'on a constaté que s <* r < s = r dans un PTS. ©)

On en déduit alors la généralisation du lemme 1.1.10 suivante :

1.2.31 Lemme (Existence d’un type minorant)
Si = MINLOCASRg et siI' - M : Ay et ' M : Ay, il existe A tel que I' =M : A et A" Ay et
A x* Ay, Graphiquement,

Ay
1y //>I<
Me- A
r N
Az
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Démonstration On procede par induction sur la structure de M,
— M = z : Par inversion (lemme 1.1.32), on sait que I' est de la forme I' = I';,z : A, T’y avec
A<*Aret A* Ay. Etonabien 'z : A.
— M = s : Par inversion, on sait qu’il existe 71 telle que (s,71) € A, (s,72) € A et 11 * A; et
ro <* Ag et comme on a = MINLOC-AXIOMS, on en déduit qu’il existe r telle que (s,r) € A,
r <*ry et r <* ro. Donc il suffit de prendre A = r.
— M =Vax : P.Q : Par inversion, on sait qu'il existe (s1,71,t1) € R et (s2,72,t2) € R telles que :

I'EP:s; I'EP:so
IFz:PHQ:r Ix:PHQ:ro
t1 <" Ay ta <" Ao

Or par hypothéese d’induction, on sait qu’il existe S et R tels que S <* s1, 5 <* 59, R <™ 11,
Rx*ro,TEFP:SetI',xz: PF Q@ : R. On montre facilement que nécessairement, S> s et R>r
pour deux sortes s et 7. Or comme = SRg,onal'FP:set ',z : PF Q :r. Enfin, puisque 'on
a = MINLOC-RULES, on en déduit qu’il existe une sorte ¢ telle que (s,r,t) € R avec t <* t et
t <"ty et donc que I' FVz: P.Q :t (lemme 1.2.16). On conclut donc en prenant A = ¢.

— M = UYV : Par inversion, on sait qu’il existe By, C1, Bo, C tels que

I'+U:Vy: B.C4 'V :B;
I'FU:Vy: By.Cy 'V :By

Par hypothese d’induction, on obtient un D tel que D <* Vy : B1.C1, D <" Vy : By.Cs et
I' = U : D. D’apres le lemme 1.2.2, il existe B et C tel que D >Vx : B.C, B1 > B, By = B,
C=x*Cret C<x*Cy. Commeonal= SRg,onadonc ' U :Vo: B.CetI'-V :B. Et donc on
abien I' - UV : B[V/z]. Posons donc A = B[V/z], alors le lemme 1.1.6 nous permet de conclure
que A <" Ay et A" As.
— M = Ax : D.N : Par inversion, on sait qu’il existe By, s; et B, so tels que :

I''x:DFN: B Ve :D.By:sp (1)

I'x:DFN: By I'EVz:D.By: sy
Par hypothese d’induction, on en déduit qu’il existe B tel que I''z : D - N : B, B x* By et
B <* Bs. Par inversion de (1), on obtient qu'’il existe (¢t,7,s) € R tel que s <* sy et ' D : ¢,
I,z : D F By : 7. Or d’apres le lemme 1.2.21, on obtient qu’il existe B’ tel que B > B’ et
I,z :DF B :r (2). On en conclut donc que I' - Vz : D.B’ : ¢ grace a la régle PRODUIT. Enfin
d’apres le lemme de réduction du type (lemme 1.1.47), on en déduit 'z : D = N : B’ (3). On

en conclut grace a (3), (2) et la régle ABSTRACTION que I' = Az : N.B’ : Vz : D.B’ et on a bien
Vo :D.B'"XVz:D.ByetVz:D.B <Vz:D.Bs. @)

1.2.32 Lemme
Si = MINLOCA = SRg,

C<xANTHFA:s5
C<BATFB:sy

alors il existe D et s tels que C> D, et '+ D : s, s <* s1 et s X* so. Graphiquement,
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S
r 1

A
/
C b Dl:I*’S
AN
B

S
r 2

Démonstration On montre le résultat pour C' <,, A par induction sur n,
— Si C < A, il existe par définition s¢ et s4 tels que C = s¢, A = s4 et (s¢,s4) € C. D’apres
le lemme 1.2.5, on a également C' <y B, B = sp et (s¢,sp) € C. Par confluence, on a C' > s¢,
AP sy et BD sp. Puis par préservation du typage (= SRg), ona ' sq:s1 et I' - sp: so.
Enfin, d’apres MINLOC-AXIOMS, il existe s tel que (sc, s) et s <* s4 et s * sp.

SA — S8
AF 0 1

/ v
sc > sc-r s
NS
SB 52
— Si C <41 A, d’apres les lemmes 1.2.1 et 1.2.5, on peut se ramener a I'un des deux cas suivants :

— Soit C <, A et C <,, B, et on conclut par hypothese d’induction.

— Soit il existe B, A’, B’ vérifiant C>Vz : E.C' AbVx: E.A' B>Vx : E.B et tels que C' <, A’
et C" <,, B'. Ensuite par préservation du typage (= SRg) on en déduit que I' - Vz : E.A" : 51,
I'FVz: E.B': sy. Et par inversion (lemme 1.1.32), on déduit 'existence de (¢1,71,s}) € R et
de (tg,ro, s5) € R telles que :

r + E:f (1)
I' v E:t (2)
Fe:E F A:n (3)
z:E + B':r (4)
shoxF s (5)
sy <* sy (6)

D’apres le lemme 1.2.31, de (1) et (2) on déduit qu’il existe une sorte ¢ vérifiant I' = E : ¢
et vérifiant t <* t; et ¢ <* to. Ensuite par hypotheése d’induction, de (3) et (4) on obtient
lexistence de D’ et r vérifiant I',x : EF D' : r tels que C'> D" et r <* r1 et 7 <* r9. On est
alors dans la situation suivante :

"%‘/TE /Tl
7/ /*
(G P
’ *
@ITE 2

72



1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

Puis comme nous sommes dans un WCTS ayant la propriété du minorant local, on peut trouver
une sorte s
S1

Vs

t1h — 11— s

Pour conclure, on pose D =Vx : E.D' etonabien 'FD:s5,C>D ,s<*s1et s<*sy. ©

1.2.6 Autres notions de stabilité

Nous présentons ici les autres notions de stabilité. Elles sont moins intéressantes que la stabilité
vers le bas (a cause des régles de cumulativité qui orientent le systéme), mais elles pourront se révéler
utiles.

1.2.33 Définition (Faible stabilité vers le haut et vers le bas, stabilité vers le haut)
1. On dira qu'un WCTS est faiblement stable vers le bas s’il vérifie

(s,r)e A

s’ <*s

} = I, (s',r") e A

Et on notera cette propriété WEAK-DOWNSTABLE.

2. On dira qu'un WCTS est stable vers le haut pour les axiomes s’il vérifie

(5,7) G,A } = I = (s 1) e A

s<*s

Et on notera cette propriété UPSTABLE-AXIOMS.

3. On dira qu'un WCTS est stable vers le haut pour les regles s’il vérifie

(817 52, 83) € R .
s1 x* s = Jsh =" s3, (8], 85, 85) € R
sy x* 4
Et on notera cette propriété UPSTABLE-RULES.

4. On dira qu'un WCTS est stable vers le haut ’il vérifie UPSTABLE-AXIOMS et UPSTABLE-RULES.
On notera UPSTABLE la conjonction de ces deux propriétés.
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5. On dira qu'un WCTS est faiblement stable vers le haut pour les axiomes s’il vérifie

s<*s

(5,7) G,A }:>3r',(s',r') cA

Et on notera cette propriété WEAK-UPSTABLE-AXIOMS.

6. On dira qu'un WCTS est faiblement stable vers le haut pour les regles s’il vérifie

(517 52, 83) S R -
st x* s = Js5, (81,85, 55) € R
sg x* &

Et on notera cette propriété WEAK-UPSTABLE-RULES.

7. On dira qu'un WCTS est faiblement stable vers le haut s’il vérifie WEAK-UPSTABLE-AXIOMS
et WEAK-UPSTABLE-RULES. On notera WEAK-UPSTABLE la conjonction de ces deux pro-
priétés.

On dispose des implications ci-dessous.

1.2.34 Lemme

= DOWNSTABLE = | WEAK-DOWNSTABLE (1)

= UPSTABLE = k= WEAK-UPSTABLE (2)

= DOWNSTABLEASR; = [ SR, (3)
= UPSTABLEASR; = | SRy (4)

= WEAK-DOWNSTABLE # | WEAK-SR, (5)
= WEAK-UPSTABLE # k£ WEAK-SR. (6)

Démonstration 1. Immédiat.
2. Immédiat.
3. Lemme 1.2.21.

4. Supposons = UPSTABLE A SRg. 11 suffit de montrer que si I' - A : 7 et A < B alors il existe C

et v’ tel que B>C, THC 1" et r g* 7.

Le cas A = B étant trivial, on montre par induction sur n que si A <,, B alors il existe r’ et C

tel que B>C, I'+C 7" et r <* 1.

- Si A < B, cela signifie qu’il existe deux sortes s4 et sp telles que (sa,sp) € C, A> sy,
et B> sp. D'apres la préservation du typage = SRg, I' = s4 : r. Donc d’apres le lemme
d’inversion (lemme 1.1.32), (s4,7) € A. La condition UPSTABLE-AXIOMS nous prouve qu’il
existe 7’ =* r telle que (sp,r’) € A. I suffit alors de prendre C' = sg pour conclure.

— Supposons la propriété vraie a un rang n et supposons que ' F A : r et A <,11 B. Alors,
d’apres le lemme 1.2.1,

— Soit A <, B et on conclut directement grace a I’hypothese de récurrence.
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— Soit A>Vx : D.A", B>Vx : D.B' et A <,, B'. D’aprés la préservation du typage, I' +
Vo : D.A" : r et donc par inversion (lemme 1.1.32), on obtient qu'’il existe sp et su/ telles
que (sp,sa,7) €E R, T F D :spetquel,z:DHF A" :sy. Par hypothése de récurrence,
il existe C’ et scr tels que B'>C', T',x : D+ C' : scr et sq4 <* scr. Donc la propriété
UPSTABLE-RULES, prouve qu’il existe r’ =* r telle que (sp,scr,r’) € R. Donc d’apres le
lemme 1.2.16, on a I' - Vz : D.C" : v’. On conclut donc en prenant C' = Vx : D.C". ©

5. Soit P le CTS égal a

({*17 U1, x2, U2, 0, A}a {(*17 Dl): (*2’ DQ)’ (07 A)L {(A, Uo, D2)}7 {(*17*2)})

On peut vérifier facilement que P = WEAK-DOWNSTABLE, or on a bp o — %9 : 02 et
0 — x| <X 0 — %o et pourtant il n’existe pas de sorte s telle que Fp o — % : s.

6. Symétriquement, soit P le CTS égal a

({*17 U1, x2, U2, 0, A}v {(*17 Dl)v (*Qa DQ)? (07 A)}a {(Aa U1, Dl)}7 {(*17*2)})

On peut vérifier facilement que P = WEAK-UPSTABLE, or on a Fp 0o — % : g et 0 = *1 <
0 — %9 et pourtant il n’existe pas de sorte s telle que Fp o — %9 : 5.

Les implications (5) et (6) nous montrent qu’on ne peut pas déduire la préservation de la typabilité
en la vérifiant simplement sur les parametres. On dispose néanmoins du lemme suivant qui se révélera
utile dans la sous-section 1.2.8 :

1.2.35 Lemme

= SRz AMINLOC AWEAK-UPSTABLE = = WEAK-SR.

Démonstration Supposons SRg AMINLOC A WEAK-UPSTABLE et I' = A : s.
Montrons que si A < B alors il existe C tel que B> C et WEp(C).
— Si A = B, alors d’apres le lemme 1.1.3, il existe C tel que A>C et B> C. D’aprés la préservation
du typage (= SRg), ' C : s et donc WFp(C).
— Montrons par induction sur n que si A <,, B, alors il existe C' tel que B> C et WF(C).

— Si A <o B, alors par définition, il existe s et sp telle que s4 < sp, AD> s et B> spg. D’apres
la préservation du typage, on a I' - s4 : s et comme on a WEAK-UPSTABLE on sait qu’il
existe r tel que I' - sp : r. Donc on peut conclure en prenant C = sp et on a bien B> C' et
WEFEr(C).

— Si A 5p41 B, alors d’apres le lemme 1.2.1, alors
— Soit A <, B et on conclut par hypothese de récurrence,

— Soit il existe A, B et D tel que A>Vz: D.A', B>Vx: D.B' et A’ <,, B'. Par préservation
du typage, on a I' - Va : D.A’ : s et par inversion (lemme 1.1.32), on en déduit qu’il existe
(s1,82,83) € R telle que s3 <* s, ' D :s; (1) et I',x: D A" : s5. On a donc WFp ;.p(4)
et par hypothése de récurrence, on sait qu’il existe C’ tel que B’ > C’ et WFr ,.p(C’).
Montrons maintenant qu’il existe 73 telle que I',z : D = C" : ry (2). Comme WFr ,.p(C"),
deux cas sont possibles :

— Soit il existe une sorte ro telle que I',z : D+ C : 7.
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— Soit O’ est une sorte scr, et comme A’ <, C’, on en déduit qu’il existe une sorte sy
telle que A’ > s4. Et par préservation du typage, on a Iz : D F s : so, et d’apres
WEAK-UPSTABLE-AXIOMS, on en déduit qu’il existe une sorte 7o telle que I'yz : D
Scr T,

Comme on a = DOWNSTABLE (car on a la propriété plus forte = MINLOC), le lemme 1.2.21

et A <* C’, montrent qu'il existe sh, <™ ro et A” tels que A/>A" et ',z : DF A” : s, Or par

préservation du typage, on a également ',z : D - A” : s9 et = MINLOC et le lemme 1.2.31,

prouvent qu’il existe to tel que ',z : D+ A” : tg et to9 <* s} et t3 <* s2. On a donc bien

(s1,t2,83) € R et ta <* ro. On peut donc appliquer la propriété WEAK-UPSTABLE-RULES

pour prouver qu'il existe r telle que (s1,72,7) € R (3). Et donc le lemme 1.2.16, (1), (2) et

(3) prouve que I'  Vz : D.C" : r. On conclut donc en prenant en C = Vz : D.C". ©)

On en déduit le critere suivant pour prouver WEAK-SR4 A WEAK-SR,. :
1.2.36 Lemme

= SRg AMINLOC A WEAK-UPSTABLE = E WEAK-SR, AWEAK-SR.

Démonstration On a = MINLOC == DOWNSTABLE = SR, = WEAK-SR, et le lemme
précédent prouve WEAK-SR.. ©

On peut donc utiliser ce critere et le théoréme 1.1.56 pour obtenir un critere de renforcement :

1.2.37 Lemme
Si = NICE-TOPSORT, alors

= CTS AMINLOC A WEAK-UPSTABLE = = STRENGTHENING

1.2.7 Sur 'anti-symeétrie de la cumulativité

On remarquera que jusqu’a présent nous n’avons pas contraint la relation de cumulativité a étre anti-
symétrique. Dans un WCTS, si on a a la fois s <* r et r <* s, alors s et r sont “observationnellement
équivalents” dans le sens ou tous les types qui habitent s habitent également r et réciproquement.

Soit ~ la relation d’équivalence définie par s ~ r si et seulement si s <* r Ar <* s. On notera
7: 8§ — S/~ la fonction qui & une sorte s associe sa classe d’équivalence 3. Soit P un WCTS, on définit
le WCTS P/~ par :

Spy. = )/~
Ap). = {(3,7)|(s,7) € Ap}
Rey. = {(51,52,83)|(s1,52,83) € Rp}
Cp. = {(5,7)|(s,r) €Cp}
Clairement <% ™ est une relation d’ordre stricte. La fonction ~ est par construction un morphisme
P <:P/~. On en déduit donc que :

1.2.38 Lemme . o
Sil'Ep M : A, alors T'Fp, . M A.
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Réciproquement, on a :

1.2.39 Lemme
Si P = DOWNSTABLE v UPSTABLE-AXIOMS, alors

(8,7) € Ap). = (s,7) € Ap

Démonstration Par définition (5,7) € Ap/., signifie qu'il existe (s',7') € Ap telles que s ~ s et
r ~ r’. On a donc en particulier ¥’ <* r, s <* s et s <* s. D’aprées UPSTABLE-AXIOMS ou
DOWNSTABLE (avec le lemme 1.2.19), on en déduit que (s,r’) € Ap. Et comme r' <* 7, on a
également (s,7) € Ap. ©)

1.2.40 Lemme

<8~1,S~2, S~3) S RP/N = (81,82,33) € 'R,ip

Démonstration Par définition (s1,52,53) € Rp/. signifie qu'il existe (s, s5,s3) € R telles que s1 ~
S1Ns2 ~ shAs3 ~ sh. Et donc en particulier, on a s <* sjAs2 <* shAsh <* s3 et donce (s1, s2,83) € Rp.©

Fixons une fonction repr : S/~ — S qui fournit un représentant canonique de chaque classe, c¢’est-

a-dire telle que pour toute sorte s, repr(5) ~ s. On déduit alors des lemmes 1.2.39 et 1.2.40, le lemme
suivant :

1.2.41 Lemme
Si = DOWNSTABLE vV UPSTABLE-AXIOMS, alors repr est un morphisme : P/~ —pepe P et

Lhpo M: A = repr(I') Fp repr(M) : repr(A)
Il est important de remarquer que ne nous n’avons pas :
f‘l—p/NMizZl :>F|—7DM:A

et qu’ainsi le choix de fixer en amont une notion de représentant canonique était important.
En effet, soit le CTS suivant :

{x,%',3,0}
{~0),(,0), (B,0)}
- {(07 o, o)}

= {(x+), (+, %)}

A A0
I

Nous avons * ~ " et )
X:ﬁ%ﬁ,h:X%l—p/Nh:X*’

mais nous n’avons pas

X:D—>D,h:X*|—p/Nh:X*/

Nous voyons donc que P et P/~ ne typent pas exactement les mémes termes. Il ne serait donc pas
exclu que les relations de cumulativité, qui ne sont pas anti-symétriques, puissent avoir une utilité bien
que nous n’en connaissions aucune a ce jour.
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1.2.8 Un théoréme de renforcement

Dans cette sous-section, nous allons prouver un théoréme de renforcement suffisant pour tous les
WCTS qui nous intéresseront.

1.2.42 Théoréme (Renforcement)
Si = SRg et si

I'FA1:51 AN Thx:AiFAs:s9 A TEVz:A1.As:s = dss3, (s1,82,83) € R
alors on a = STRENGTHENING.

Démonstration La preuve est une généralisation aux WCTS de celle que I'on trouve pour ECC dans
la these de Luo | ]. On commence par remarquer que pour prouver STRENGTHENING, il suffit
de prouver ’assertion plus faible suivante.

SiT,z: A/ AFM:Betadg FV(A), FV(M), alors il existe B’ x* Bet ', A+ M : B'. (%)

En effet, supposons que I',z : AJ/A+ M : B, x & FV(A),FV(M), FV(B) et qu’il existe B’ <* B (1)
tel que ' A+ M : B’ (2). Alors d’apreés le lemme 1.2.22 pour prouver I'y A = M : B il suffit de prouver
que WEpA(B). Or 'z : A,A = M : B implique WFr ;.4 A(B) (lemme 1.1.35). On distingue alors
deux cas :
— Soit B est une sorte, (1), (2) et la régle CUMULATIVITE-SORTES nous permet de conclure que
I'N'A+FM:B.
— Soit il existe s tel que I', z : A, A+ B : s et dans ce cas, nous pouvons invoquer () pour en déduire
que I'y A+ B : s et conclure a I'aide de (1), (2) et la régle CUMULATIVITE que I, A+ M : B.

L’absence de condition sur les variables de B dans (*) est essentielle, c’est ce qui nous permettra
de traiter le cas de la régle CUMULATIVITE. On prouve donc (%) par induction sur la dérivation de
I,z: A Ak M: B. Supposons que z & FV(A), FV(M) :

— AXIOME : Ce cas est impossible car I', x : A, A est nécessairement non vide.

— VARIABLE : Comme x ¢ FV(M), le seul cas & traiter est le cas out A est de la forme A’y : B
et M =y. Alorson a I',z : A,A’ - B : s et par hypothése d’induction il existe un S’ tel que
S"x*set A’ B: S On en déduit qu’il existe une sorte s’ tel que S’ > s (lemme 1.2.4). Et
donc d’apres le lemme 1.1.47 et la préservation du typage, on a I' A’ = B : s'. Et on conclut que
' AF M : B en utilisant la régle VARIABLE (le B’ qui convient est donc dans ce cas égal & B).

— AFFAIBLISSEMENT : On distingue les deux cas possibles :

— Soit A= ()etonal'FM:Bet ' A:s. Dans ce cas on obtient directement I'y/ A+ M : B
(le B" qui convient est donc dans ce cas égal & B).

—Soit A=A"y:Cetonal,z: A A'FM:BetT,z:A A+ C:s. Alors par hypothése de
récurrence, on sait qu’il existe B’ tel que B’ <* B, et T, A’ M : B' et S’ < s telle que T', A’ -
C : S’. On en déduit qu’il existe une sorte s’ telle que S’>s’. Et donc d’apres le lemme 1.1.47 et
la préservation du typage, on a I'; A’ = C : s’. On conclut ainsi que I'; A = M : B’ en utilisant
la régle AFFAIBLISSEMENT.
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— ABSTRACTION : Dans ce cas M est de la forme Ay : B1.N et B de la forme Vy : B1.Bs avec :
Ie:AAy: Bi1FN: B et Fz: A AFYy:B1.By:s (1)

Par hypothese d’induction, en en déduit qu’il existe By <* Ba tel que I'; A,y : By = N : B) (2).
On remarque qu’on ne peut pas appliquer 'hypothése d’induction a la seconde prémisse car on
ne peut pas prouver que x ¢ FV(Vy : B1.Bg). Mais d’apres (1) et (2), le fait que By ne peut pas
étre une sorte maximale (par inversion de (1)), les lemmes 1.1.26 et 1.1.35, on montre facilement
qu’il existe s1, so telles que T, A+ By : s; et T, Ay : By - B} : s9. Et donc, le lemme 1.1.24
nous donne I',z : A/AF By sy et Ix: AJ/Ayy : By b B} @ s9. Or, d’aprés ’hypothése du
théoréme, on conclut qu'il existe s3, tel que (s1,s2,53) € R et donc le lemme 1.2.16, nous permet
de conclure que I'; A - Vy : By1.B> : s3. On peut donc conclure avec la régle ABSTRACTION que
AR Ay : B1.N:Vy: By.B) et on a bien Vy : B1.B,Y <* Vy : By.Bs.
— APPLICATION : Dans ce cas M est de la forme M; My et B de la forme By[Ms/y] avec :

Ix: A AFM :Vy:B1.Bos et T,x:AAFMy: B

Par hypothése d’induction, on en déduit qu’il existe C <* Vy : By.By, BY <* Bj tels que
[LAE M, :Cet I',AF My : Bf. D’apres le lemme 1.2.2 et le lemme 1.1.3, Il existe B] et B} tel
que C>Vy : B{.Bj tel que B1 > Bj et B{ > B{. On a donc Vy : B].B) <* Vy : B;.By et B} <* By.
Grace a la préservation du typage et grace au lemme 1.1.47, on a I'yA + M; : Vy : B}.Bj et
IAF M, : Bj. Dapres la régle APPLICATION, on en déduit I'y A = My My : B5[Ms/y] et on a
bien Bj[Ms/y] <* Ba[Ma/y].

— PRODUIT : Dans ce cas, M est de la forme Vy : M1.Msy, B est une sorte s3 et on a

Fx: AAFM :s1 et T,x:AAy: M F Ms: sy

avec (s1,$2,53) € R. Par hypothése d’induction on arrive & la conclusion qu’il existe S] <* s1
et Sy x* so tels que I AF My 0 ST et Ty Ay« My F My : S5 On en déduit qu'il existe s] et s
tels que S1 > s}, S5 > s9, 8§ <* s1 et sh, <* s3. On a donc (s}, 85, s3) € R. Or, la préservation du
typage et le lemme 1.1.47, nous donnent alors ' A = My : s} et T, A,y : My = My : sh. Ainsi le
lemme 1.2.16, nous prouve I'; A - Vy : My.Ms : s3 et 'on prend B’ = B = s3.

— CUMULATIVITE et CUMULATIVITE-SORTES : Dans ce cas,ona ',z : A, A+ M : C avec C < B et
par hypothese d’induction, on sait qu’il existe B’ <* C tel que I'; A+ M : B'. Or ce B’ convient
car on a bien B’ <* B. ©

1.2.43 Lemme
Si = SRz AMINLOC A WEAK-UPSTABLE-RULES, alors

I'FAi:s1 AT,z :AiF Ay :so ANTHEV2: A1 Ay: s = 383,(81,82,83)67?,
Démonstration Supposons

Fl—Alisl (1)
F,.’L’:A1FA2:82 (2)
I'kVz: Al.AQ .S (3)
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Alors par inversion de (3) (lemme 1.1.32), on sait qu'il existe (s}, s, s5) € R telles que s§ <* s3 et :

Fl—Alzsll (1/)
F,x:All—AQZSIQ (2/)

Le lemme 1.2.31 appliqué a (1), (1) et & (2), (2) nous montre I'existence de r; et ro telles que

{?"1 <* 51 (3) {7“2 <* 59 (4)

T <* s o ¥ 8h

et

Et, puisque 'on a = MINLOC, on en déduit qu'il existe r3 telle que (r1,72,73) € R (5) (et r3 <* s5).
Et donc = WEAK-UPSTABLE-RULES, (3), (4) et (5) implique qu’il existe s3 telle que (s1, s2,83) € R
(6). ®

On en déduit un critere pour appliquer le théoreme 1.2.42 :

1.2.44 Lemme (Critére de renforcement)

SRz AMINLOC A WEAK-UPSTABLE-RULES = STRENGTHENING
et
CTS AMINLOC A WEAK-UPSTABLE-RULES = STRENGTHENING

On peut alors montrer que théoréeme 1.2.42 n’est pas un cas particulier du théoréeme 1.1.56. En effet,
le CTS défini par

= {x«,0,0,8}
{(x,0),(c,@)}
{(®,0,0)}

= {6}

ne vérifie pas la condition du théoréme 1.1.56 car si nous avons WEF((o — x) nous n’avons pas en
revanche WF y (o — «’). Et pourtant il vérifie bien SRy (car c’est un CTS, lemme 1.1.42), MINLOC et
WEAK-UPSTABLE-RULES. Mais ceci est probablement un artefact di au fait que la présentation de
Jiménez ne comporte pas la régle CUMULATIVITE-SORTES et que notre preuve l'utilise pour I’exemple
ci-dessus. On remarquera également (pour les méme raisons) que le critére sur les parameétres, proposé
ci-dessus, est plus général que le lemme 1.2.37.

a0
1

1.2.9 Types principaux

Dans cette sous-section, nous généralisons les théoremes de Luo | | afin de prouver le Théo-
reme 1.2.48.

1.2.45 Lemme
Si C est un ordre strict, alors < est un ordre strict.
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Démonstration
— transitivité : traité par le lemme 1.2.6.
— irréflexivité : Par induction sur n, on montre que <, est irréflexif :
— <o est irréflexif :
A <o Aimplique A = set A = s tel que (s, s’) € C or la confluence implique que nécessairement
s = s, ce qui contredit irréflexivité de C.
— <n+1 est irréflexif sachant que <, irréflexif :
Sion a A <,4+1 A, alors par définition :
— Soit A <, A : impossible car <,, est irréflexif.
— Soit il existe A’, A” et B tels que A=Vx: B.A =Vx: B.A” et A’ <,, A” or par confluence
on obtient que A’ = A” et donc A’ <,, A’ ce qui est également impossible.

— anti-symétrie : Si A < B et B < A alors il existe n et m tels que A <, B et B <,,, A et d’apres
le lemme 1.2.5, A <in(nm) B €t B <uin(n,m) A. 1l suffit donc de montrer que pour tout n, <,
est anti-symétrique. On proceéde par induction sur n :

— <o est anti-symétrique :

A=sy A=¢,
A<9gBAB =<y A= B =sp et {B=sp
(sa,sB) €C (s'5,84) €C

or par confluence on obtient que s4 = s’y et sp = s’3, ce qui contredit I'anti-symétrie de C.

— <p+1 est anti-symétrique sachant que <, 'est : Par définition A <,,11 BA B <,4+1 A implique
que
— Soit A <, B et le lemme 1.2.5 impliquent B <,, A et on conclut par hypothese d’induction.
— Soit B <, A et on conclut de la méme maniere.

— Soit
A=V :C1.A B=Vz:(C5.By
B=Vx:C1.B; et A=V :(Cy. A
Ay < By By <, Ao
or par confluence on obtient que A7 = Ay et By = By et donc By <, A1, ce qui contredit
I'anti-symétrie de <,,. ©

1.2.46 Lemme
st C est un ordre strict bien fondé, alors < l’est également.

Démonstration Montrons tout d’abord par induction sur n que <, est bien fondée.

— Le cas de base est trivial car <og= C.

— Supposons C et <, bien fondées, montrons que <11 l'est également. On procede par I’absurde :
supposons qu’il existe une suite Ag >,4+1 A1 >n41 - - infinie décroissante pour >=,41. Deux cas
sont alors possibles (d’apres le lemme 1.2.5 et la définition de <,41) :

— Soit on a Ay =, A1 =, -+ ce qui contredit la bonne fondation de <.
— Soit il existe A, A, ... et Btels que Ag =V : C. Ay, Ay =Va: C. A}, ... et Aj =p A} >0 -+
Ce qui contredit également la bonne fondation de <.
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Donc pour tout n, <, est bien fondée (*).

Supposons maintenant qu’il existe une suite Ay > A > - - - infinie décroissante pour ». Si Ay > Aq,
cela signifie qu’il existe un entier k tel que Ag >, A1 et donc d’apres le lemme 1.2.5, Ag = Ay >4 -+
ce qui contredit (*). ©

1.2.47 Définition (CTS principal)
On appelle CTS principal, un CTS qui a la propriété du minorant local et dont la relation de cumula-
tivité est bien fondée. On note cette propriété PRINCIPAL.

1.2.48 Théoréme

Soit P un CTS principal. Soient M et T" tels que ' = M : A, alors il existe C tel que ' = M : C et
pour tout B, ' M : B si et seulement si C < B et WFp(B). Un tel C est appelé un type principal
de M (dans le contexte T").

Démonstration Soit 7r s = {B|[' - M : B} I'ensemble des types de M dans le contexte I'. Et soit
C' un élément minimal de 7r ps pour < (il existe car < est bien fondée et Tr s est non vide).
= : Soit B tel que ' M : B. On a WFp(B) et on sait qu'il existe D tel que ' M : D et D X B
et D < C (lemme 1.2.31). Comme C' est minimal, on a nécessairement D = C' et donc C < B.
< : Réciproquement, soit C' < B tel que WFp(B), alors d’apres lemme 1.1.28, onaT'F M : B. ©

1.2.49 Lemme (Unicité des types principaux modulo =)

Dans un CTS principal, si A et B sont deux types principauz d’un méme terme, alors nécessairement,
A= B.

Démonstration Comme A et B sont deux types principaux, on a A < B et B < A. D’apres le
lemme 1.2.45, on en déduit que A = B. ©

1.2.10 Inférence du type principal

Dans cette sous-section, nous étudierons un algorithme d’inférence du type principal. L’existence
d’un tel algorithme est essentielle si 'on souhaite utiliser les termes bien-typés comme des témoins
effectifs de 'existence d’une dérivation.

On distingue les trois problemes suivants :

1. La vérification de type : étant donnés I', M et A, a-t-on '+ M : A?
2. L’inférence d’un type : étant donnés I', M, existe-t-il A tel que ' M : A?

3. L’inférence d’un type principal : étant donnés I' et M, existe-t-il un type principal A de M dans
le contexte I'?

Dans les assistants de preuves ou les propositions sont représentées par des types (comme en COQ
par exemple), la vérification de type permet & l’assistant de preuve de vérifier qu’un terme est bien une
preuve correcte d’une proposition.

L’inférence de type est surtout utile dans les systemes de programmation ou I’existence d’une dériva-
tion de typage implique que le programme considéré aura certaines bonnes propriétés opérationnelles :
par exemple, la normalisation ou l’absence de programmes dégénérés qui se réduiraient sur un terme
en forme normale et qui ne représentent pas une valeur.
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Enfin, nous verrons que l'inférence du type principal est un moyen de résoudre le probléme de
vérification de type dans les CTS principaux.

Il nous faudra, avant tout, supposer la condition suivante d’effectivité du systeme que I’on cherchera
a implémenter :

1.2.50 Définition (WCTS décidable)

On dira qu'un WCTS est décidable s’il est faiblement normalisant et si les tests d’appartenance aux
ensembles A, R, et C sont décidables (on supposera qu’on dispose également d’une représentation
concrete des sortes en machine). On notera cette propriété DECIDABLE.

On en déduit alors la décidabilité des relations = et < :

1.2.51 Lemme (Décidabilité de =)
Si = WEAKLY-NORMALISING et si WEr(A) et WFR(B), alors le test A= B est décidable.

Démonstration D’apres le lemme 1.1.36, on sait que A et B sont faiblement normalisants. On peut
alors utiliser une stratégie de réduction en appel par nom dont il est facile de montrer qu’elle terminera
sur une forme normale. Et d’apres le lemme 1.1.3, on en déduit qu’il suffit de comparer les formes
normales pour décider si A = B. ©)

1.2.52 Lemme (Décidabilité de =)
Dans un WCTS décidable, si WFr(A) et WFp(B) le test A <* B est décidable.

Démonstration D’apres le lemme 1.1.36, on sait que A et B sont faiblement normalisants. On re-
marque que si A et B sont en forme normale, alors A <* B si et seulement si

— Soit A = B,

— Soit A est de la forme Va1 : Cq, ..., 2, : Cp.54 et B est de la forme Vaq : Cq,..., 2, : Cp.sp avec

sa <*sp.

Donc, pour tester si A <* B il suffit de normaliser A et de normaliser B puis de vérifier que soit
les formes normales sont égales, soit elles sont toutes les deux une imbrication de n produits de forme
respective Vay : C1,..., 2, : Cp.s4 et Yoy : Cq,...,xy, : Cp.sp avec sy <* sp (qui est décidable par
hypothese). ®

1.2.53 Définition (princ-sorte(:) et princ-regle(:,-))

Dans un CTS principal, on notera princ-sorte(s) la plus petite (au sens de <) sorte r telle que
(s,7) € A, en d’autres termes princ-sorte(s) est le type principal de s et on posera par convention
princ-sorte(s) = & si une telle sorte n’existe pas (pour les sortes maximales par exemple). Et on
notera princ-regle(si, s2) la plus petite sorte s3 telle que (s1, s2,s3) € R.

Nous avons clairement :

1.2.54 Lemme
Si P est décidable, princ-sorte(-) et princ-regle(-,-) s’implémentent effectivement.
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Dans CTS principal et décidable, considérons I’algorithme récursif ci-dessous qui infére le type principal
de son argument (sous hypothese, comme on le verra plus avant, que tous les produits sont autorisés) :

NF(A)siz:Ael
inferp(z) = { ( )siz <
b sinon
inferp(s) = princ-sorte(s)

Vz : NF(A). inferp ».4(M) si infer(A) € S
inferr(\x : A M) = {&w ' (A).inferr ,.4(M) si inferp(A) €
sinon
NF(B|N i inf M) =Vx: A.B, et inf N)< A
inferr(M N) = {& Sgno[n /z]) si inferp (M) T , et inferp(N)
inferp(Vz : A.B) = {Pl‘inc—regle(sl, $2) si s1 = inferp(A) et sy = inferp ;. 4(B)

& sinon

ou & se comporte comme un résultat exceptionnel : si 'un des appels récursifs retourne k alors le
résultat est également & Notons qu’il ne peut pas il y avoir une infinité d’appels récursifs car ceux-ci
ont toujours lieu sur des termes strictement plus petits. Il suffira donc de montrer ’existence des formes
normales dans chaque cas pour étre convaincu de la terminaison de 1’algorithme.

Par inspection des cas possibles, on a clairement :

1.2.55 Lemme
Si inferp (M) termine et inferp(M) # Y%, alors inferp (M) est en forme normale.

Cet algorithme cherche & inférer le type principal de son argument par induction structurelle. Dans
le cas, abstraction il vérifie que A est bien un type; il s’assure pour cela que le type A est une sorte.
On notera qu’il ne vérifie pas que le type est autorisé. C’est pourquoi, nous allons avoir besoin de la
condition FULL, définie ci-dessous, afin de prouver la correction.

1.2.56 Définition (WCTS complet)
On dit qu'un WCTS est complet si pour tout couple de sortes sq, s2 il existe une sorte ss telle que
(s1,82,53) € R. On note cette propriété FULL.

On montre aisément :

1.2.57 Lemme
Si = FULL, alorsTH A:sy etT,x: AF B : sy implique WEp(Vz : A.B).

Le lemme ci-dessous énonce la correction de 'algorithme d’inférence : si inferp(M) termine sans
retourner d’erreur, alors inferr(M) est un type principal de M dans le contexte I'. De surcroit, le
lemme précédent et le lemme 1.2.49 montrent qu’il est 'unique type principal en forme normale.

1.2.58 Lemme (Correction de ’inférence du type principal)
Supposons = DECIDABLE A PRINCIPAL A FULL, et soit I" tel que WF(I") et M un terme quelconque.
Alors inferp (M) termine. Et de plus,

inferr(M) #Y = T+ M :inferp(M)
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Démonstration On procede par induction sur la taille de M, on justifiera dans chaque cas I'existence
des formes normales pour prouver la terminaison de ’algorithme :

M = s : Comme on a inferr (M) = princ-sorte(s) # Y, on a (s, princ-sorte(s)) € A. Et d’apres
le lemme 1.1.31 et WF(I"), on a I' - s : princ-sorte(s).

M = z : Si inferp(z) # Y cela signifie que I est de la forme I';,z : B,T's et que inferr(z) =
NF(B). Notons que NF(B) existe car WF(I') = WEFr,(B) (lemme 1.1.26) et le lemme 1.1.36
prouve que B est normalisant. D’apres le lemme 1.1.33 et WE(I'), on a I' F x : B et par réduction
du type (lemme 1.1.47), on a I' - = : NF(B).

M = My M : Si inferp(M) # & cela signifie que inferp(M;) = Va : B1.By # & et que
inferp(N) = C # 17 avec C' < Bj. Par hypotheése de récurrence, on a I' = My : Va : B1.Bo
et ' B My : C. D’apres le lemme 1.1.34, on en conclut que WFp(Bj). Et ainsi, d’apres le
lemme 1.1.28 et C < By, on a I' F M5 : By. On conclut alors en utilisant la régle APPLICATION
que I' = Mj My : Bs[Msy/x]. Par voix de conséquence, d’apres le lemme 1.1.35, on en déduit
que WFp(Ba[Msy/z]) et donc NF(Ba[Ma/x]) existe (lemme 1.1.36). On a alors inferp(M) =
NF(By[Ms/z]). Par réduction du type, on a I' = M; My : NF(By[Ma/x]).

M = Xz : B.N : Si inferp(M) # } cela signifie qu'il existe C' tel que inferp ,.5(N) = C # '}
et qu’il existe une sorte s telle que inferp(B) = s. Par hypothese de récurrence, on I' - B :
inferp(B) et en en déduit WF(I', z : B) et l'existence de NF(B) (lemme 1.1.36). On a donc bien
inferp(M) = Vo : NF(B).C. Par hypothese de récurrence (permise car on a montré WF(I', z : B))
onal z: BF N:C et comme on a = FULL, on a également WFp(Vx : B.C'). Et donc
I'F Ax : B.N : Vx : B.C d’aprés la regle ABSTRACTION. Et par réduction du type, on a
' Az : B.N:Vz:NF(B).C.

M = Vz : B1.Bs : Si inferr(M) # b cela signifie qu’il existe (s1,s2,s3) € R avec s3 minimale
telles que inferp(B;) = s; et inferr ;.5 (B2) = s2. Nous avons également inferp(M) = s3.
Par hypotheése d’induction, on a T' - Bj : s1, on en déduit donc que WF(I',z : By). Et on
peut alors appliquer une seconde fois I’hypothése de récurrence pour prouver que I',xz : By +
By : inferp,z:Bl(Bg) et donc que I',x : By F By : s9. On en conclut alors I' - Vz : B1.Bs : s3
(lemme 1.2.16). ©)

L’hypothese de FULL n’est pas nécessaire pour prouver la complétude de ’algorithme :

1.2.59 Lemme (Complétude de I’inférence du type principal)
Supposons P = DECIDABLE A PRINCIPAL.
SiI'EM: A, alors

1.
2.
3.

inferr (M) termine et inferp(M) # Y,
'+ M :inferp(M),
inferp (M) 5 A.

Démonstration Supposons I' = M : A (*). On procede par induction sur la taille de M :

M = s : Par inversion de (*) (lemme 1.1.32), on sait qu'il existe r < A, telle que (s,7) € A. On
a donc bien princ-sorte(s) # Y, on a (s, princ-sorte(s)) € A. On en déduit donc 1., 2. et 3.
immédiatement.
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— M = z : Par inversion de (*), on sait que I' est de la forme I';,z : B,T's avec B < A.
1. On a bien inferr(M) = NF(B) # Y (NF(B) existe d’apreés le lemme 1.1.36 et WFp, (B)).

2. D’apres le lemme 1.1.33 et WF(I") (par définition de WF), on a I' - x : B. Et par réduction
du type (lemme 1.1.47), on en conclut que I' + z : NF(B).

3. Ona B < A donc NF(B) x A.

— M = M M : Par inversion de (*), on sait qu’il existe B et C tels que I' - M; : Vx : B.C,
' My : B et C[My/z] < A. Par hypothése de récurrence, on en déduit que :

inferp(M;) # Y
'k M1 : inferp(Ml) (1)
inferp(M;) X Vz : B.C (2)

De méme, on a :

inferp(Ms) # Y
'+ M2 : inferp(Mg) (3)
inferpr (M) < B (4).

D’apres le lemme 1.2.55, inferp(M;) est en forme normale donc le lemme 1.2.1 et (2) nous
montrent que inferp(M;p) est bien de la forme Vz : B'.C’" avec B> B’ et C' < C. Et par
compatibilité de la cumulativité (lemme 1.1.7), on en déduit que inferpr(Mz) < B’. Ensuite,
par réduction du type, on prouve I' - My : B’ (5). La régle APPLICATION, (1) et (5) montrent
que I' F M : C'[My/x] (6) et donc WFp(C'[Ms/z]) (lemme 1.1.35). On en déduit alors que
NF(C'[M/x]) existe.

1. Dans ce cas, on a inferp(M) = NF(C'[My/z]) # b

2. Par réduction du type dans (6), on obtient I' - M : NF(C'[Mz/x]).

3. Lelemme 1.1.35 appliqué a (*), prouve que WF(A) et lemme 1.1.6, montre que NF(C’'[Ms/x]) =
C'[Ma/z] < C[Ms/z] < A.

— M = Az : B.N : Par inversion de (*), on en déduit qu’il existe C et s tels que I';z : BF N : C
(1), T FVz:B.C:s(2),etVr: B.C < A (3). Ensuite par inversion de (2), on en déduit qu’il
existe (s1,52,53) € R tellesque '+ B :s1 (2') et ',z : BE C: 59 (2") (et s3 < s). Par hypothese
de récurrence, on a inferr ;.p(N) # k, inferr ;,.p(N) < C (4), I,z : B+ N : inferp ;.p(N)
(5). Toujours par hypothése de récurrence, on a inferp(B) # Y, I' B : inferr(B) (6) et
inferp(B) < s1 (7).

1. On sait que inferp(B) est en forme normale (lemme 1.2.55), on déduit donc de (7) (et de la
confluence) que inferr(B) € S. Or (6) et | WEAKLY-NORMALISING, ce qui implique
que NF(B) existe. On a alors inferr(Az : B.N) = Vz : NF(B).inferr ,.5(N) # b.
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2. D’apres (2”), (4) et le lemme 1.2.21, on sait qu’il existe D tel que inferr ;.p(N) > D et
Iz : BF D : sy. Or inferr ;. p(N) est en forme normale (lemme 1.2.55), on a donc
D = inferr ;.(N). On en déduit donc (régle PRODUIT), que I' - Vz : B.inferp ;.p(N) : s3
(9). Et donc la regle ABSTRACTION, (6) et (9) prouvent que I' = M : Va : B.inferr ,.p(NV).
Et par réduction du type, on en déduit que I' - M : Vz : NF(B). inferr ,.g(N).

3. On a Vz : B.inferr ;.p(N) < Vo : B.C (d’apres (4)) et on en conclut :

Vz : NF(B).inferr ;.p(N) < A

— M =Vx : By.Bs : Par inversion de (*), on en déduit qu'’il existe (s1, s2,53) € R telles que
I'EB;:s; et I''z:BiFBsy: s

avec s3 < A. Par hypotheése de récurrence, on a donc inferp(Bi) # Y, I' - By : inferp(By),
inferr(B1) < s1, inferr .5, (B2) # Y, I',x : By & By : inferr ,.p, (B2) et inferr ,.p, (B2) <
s9. Comme infer ne retourne que des termes en forme normale (lemme 1.2.55), on a alors
inferp(B1) = r et inferp(By) = 79 pour deux sortes r; et ro. Soit 73 la plus petite sorte
(au sens de <), telle que (r1,72,73) € R (cet ensemble est non-vide car (1,72, s3) € R).

1. inferp(M) = princ-regle(ri,r2) =13 # 4.
2. La regle PRODUIT prouve bien que I' F Vx : B1.By : r3.

3. Enfin, par minimalité de r3, on a bien r3 < s3 < A. ©)

Dans un CTS principal et décidable, considérons maintenant ’algorithme récursif suivant :

is wf(()) = true
true  si is wf(T') = true
s wE(l,z: A) — et inferp(4) # Y
- et inferp(A) =s

false sinon

Clairement ’algorithme termine et il ne retourne pas d’erreur. Il nous permet de décider de la formation
des contextes :

1.2.60 Lemme
Supposons = DECIDABLE A PRINCIPAL A FULL, alors pour tout T, et

is wf(I') =true < WF().

Démonstration Par induction sur la longueur de T,
— SiI' = (), alors is wf(I') = true et on a bien WF(T').
— SiT' = A,z : A, par hypothése de récurrence on sait que is wf(A) = true & WF(A). Deux cas
sont alors & distinguer :
— is.wf(A) = false : Dans ce cas on a is_wf (') = false et on a bien = WF(T') (car = WF(A)).
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— is wf(A) = true : Dans ce cas, on sait que WF(A), on peut alors appliquer le lemme 1.2.58,
pour prouver que infera(A) termine et que
— Soit infera(A) = k, et d’apres la contraposée du lemme 1.2.59, on en déduit que A A:s
pour tout s et donc que - WF(I'). Or dans ce cas, on a bien is wf(I") = false.
— Soit infera(A) # Y et infers (A) est un type principal de A. On conclut en distinguant les
deux derniers cas :
— Soit infera(A) € S, et dans ce cas on a bien WF(I') et is wf(I") = true.
— Soit infera (A) € S. Supposons que WF(I'), on aurait alors A = A : s pour une certaine
sorte s, et donc infera (A) < s. Or cela est impossible car infer (A) est en forme normale
et n’est pas une sorte. On en conclut donc que = WF(T") et on a bien is wf(T") = false. ®

Enfin, I’algorithme suivant nous permet de résoudre le probléeme de la vérification des types :

true  si is wf(I') = true
et inferp(M) # b

of type(I', M, A) = et (inferp(A) # Y5 ou A€ S)
et inferp(M) < A

false  sinon

On a alors :

1.2.61 Lemme
Supposons = DECIDABLE A PRINCIPAL AFULL. Alors pour tout ', M, et A, of type(I', M, A)
termine, of type(I',M,A) # Y et

of type(I', M,A) =true < TI'FM:A.

Démonstration L’algorithme of type termine toujours car on montré que is_ wf termine toujours
sans erreur.
— Si is_ wf(I") = false, alors of _type(I', M, A) = false et on a = WF(I'), on ne peut donc pas avoir
'kEM:A.
— Si is wf(T") = true, alors on a WF(I") et on sait alors que inferp termine.
— Siinferp(M) = Y, alors of type(T, M, A) = false. Et par complétude de infer, on déduit bien
qu’on ne peut pas avoir I' - M : A.
~ Siinferr(4A) =% et A ¢ S, alors of type(T, M, A) = false. Et par complétude de infer, on
montre qu’on ne peut pas avoir WFp(A4). Et donc d’apres le lemme 1.1.35, on ne peut avoir
'-M:A.
— Siinferp(M) # Y, et (inferpr(A4) # % ou A € S), alors par correction de infer, on a WFr(A)
et I' - M : inferpr(M) et donc WFr(inferp(M)). On peut alors décider si inferp(M) < A
(lemme 1.2.52). Ainsi :
— Siinferpr(M) < A, alors on a of _type(I', M, A) = true. Et comme on a WFp(A) et I' = M :
inferp(A), on peut utiliser la cumulativité (lemme 1.1.28) pour montrer que I' = M : A.
— Si inferp(M) £ A, alors on ne peut pas avoir I' = M : A car inferp(M) est principal par
correction de infer. ®
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Nous pouvons néanmoins remarquer qu’en ’absence de la propriété FULL, le lemme de complé-
tude 1.2.59, nous donne une réduction du probleme de l'inférence d’un type principal a celui de I'in-
férence de type. En effet, supposons que 1'on dispose d’une procédure well-typed (M) qui termine
toujours et qui retourne true ou false selon qu’il existe ou non un A tel que I' M : A. Alors le
lemme 1.2.59 nous garantit que la procédure infer’ définie par

infer!, (M) {inferp(M) ?.i well-typed (M) = true
b sinon
est correcte et complete et ceci méme en I'absence de 'hypothese FULL.

On notera que van Benthem Jutting | | propose une implémentation de well-typed pour tous
les PTS normalisants. Il utilise pour cela les outils qu’il a développés pour prouver son théoréme de
renforcement. Jiménez | | a par la suite également adapté cette démonstration pour étendre le
résultat aux CTS qui satisfont les hypotheses WEAK-SR,. et WEAK-SR. (auxquelles il faut rajouter
NICE-TOPSORT pour importer son résultat puisqu’il I’a prouvé dans un systéeme ne comportant pas
la régle CUMULATIVITE-SORTES).

En pratique, en I’absence de ’hypothese FULL, l'utilisateur qui ne dispose pas d’une procédure
well-typed peut employer P’algorithme ci-dessous. Soit P | DECIDABLE A PRINCIPAL et soit 1’al-
gorithme “semi-récursif” suivant :

NF(A)siz:Ael

infery.(z) = { ( Jsiz: A€
b sinon

infer{.(s) = princ-sorte(s)
Vx : NF(A).infer} .. 4(M) si inferp(A) = s

inferf(\x : A M) = et infery . 4 (inferp ;. 4(M)) = s2
et ds3, (s1,82,83) €ER
infort (M N) = {NF.(B[N/x]) si inferi (M) =V : A.B, et inferf(N) < A

b sinon

inferf(va : A.B) — {princ—regle@l, s2) si 51 = inferf(4) ot s, = inferf.,..,(B)

b sinon
La terminaison de infer® n’est pas garantie, en effet, il n’y a pas d’argument direct de décroissance
qui prouverait 'impossibilité d’obtenir une infinité d’appels récursifs lors du calcul d’infer* & cause

'appel récursif “inferf. . ,(inferf ,. 4(M))”. Mais sous hypothése de terminaison on peut prouver la
correction et la complétude de l'algorithme ci-dessus sans avoir a utiliser I'hypothése FULL :

1.2.62 Lemme (Correction de ’inférence du type principal)
Supposons = DECIDABLE A PRINCIPAL, et soit T' tel que WE(T') et M un terme quelconque. Sup-

posons que le calcul de infery (M) termine, alors :

infery (M) # b = ' M : inferf (M)
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Démonstration On procéde par induction sur le nombre d’appels récursifs employés pour calculer
infer (M), puis par analyse par cas de la structure de M. On ne traite que le cas M = Az : B.N (les
autres cas sont similaires & ceux de la preuve du lemme 1.2.58).

~ Supposons M = Az : B.N. Si infer{:(M) # Y cela signifie qu’il existe C' tel que infer}. ;. g(N) =
C # b, quil existe une sorte s telle que inferf.(B) = s1, une sorte s, telle que inferf. ,. 5(C) = s2,
et une sorte s3 telle que (sy, s2,s3) € R. Par hypothese de récurrence, on I' - B : infer(B) et
on en déduit WF(I', z : B) et l'existence de NF(B) (lemme 1.1.36). On a donc bien infery (M) =
Va : NF(B).C. Par hypothése de récurrence (autorisée car on a montré WF(I',z : B)) on a :

I''z:BFN:C I'-B:s; I'x:BFC: s

On en déduit donc que I' F Vz : B.C' : s3 et donc la régle ABSTRACTION montre que I' F Ax :
B.N :Vx : B.C. Et par réduction du type (lemme 1.1.47), ona I' - Az : B.N : Vz : NF(B).C. ©®

Ainsi, on prouve aisément la complétude :

1.2.63 Lemme (Complétude de I’inférence du type principal)
Supposons P = DECIDABLE A PRINCIPAL.
SiT'F M : A et siinfer*(M) termine, alors inferf(M) = inferp (M),

1.3 Les systémes de types purs prédicatifs

La concept d’imprédicativité a été introduit par Henri Poincaré afin d’évacuer les cercles vicieux
dans les définitions mathématiques. Une définition d’un objet x est imprédicative si elle contient une
quantification sur une collection qui contient un z. Le bon sens dictait alors que I'on évite les définitions
imprédicatives pour éviter les antinomies.

C’est par ailleurs ce genre d’antinomies qui rendent la théorie des types naive incohérente (voir
Section 1.1.10). On cherchera donc & présent a formaliser cette notion d’imprédicativité pour écarter
les PTS qui ressembleraient trop a la théorie des types naive. La définition suivante introduit un ordre
sur les sortes : s <p r doit se penser comme “s a été définie avant r”.

1.3.1 Définition (Relation de dépendance)
On définit la relation de dépendance <p C S xS d’'un WCTS P, comme étant la plus petite relation
satisfaisant les regles de dépendance ci-dessous.

(s,8') e A (s,8,8")€R r<ps (s,8',8")eR r<ps
s <p s r<p s r<p s
AXIOME PREMISSE CONCLUSION

s<pés s’ <p s s<ps (s',s")ecC
s<ps’ s<ps”
TRANSITIVITE CUMULATIVITE
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On notera <p sa cloture réflexive.

On construit cette relation comme étant 'intersection de tous les ordres satisfaisant ces regles
(Uintersection de deux ordres qui satisfont ces reégles est bien une relation qui les satisfait). Nous ne
nous étonnerons pas que notre définition de prédicativité est ...imprédicative (nous n’y verrons donc
rien d’essentiel).

1.3.2 Remarque
On notera que si P est fini alors <p est décidable : il existe un nombre fini de relations qui vérifient
les régles de dépendance, il suffit donc de toutes les tester.

1.3.3 Lemme
Sis<ps ets 5", alors s <p s".

Démonstration Si s <p s’ et s’ < s”, alors :
— soit (¢',5"”) € C et donc s <p §”,
— soit ' = s” et on a alors bien s <p s”. ®

1.3.4 Lemme
Si P, P, alors
51 <p 52 = ©(51) <pr (s2)

Démonstration Par induction sur les regles de dérivation de s1 <p so :

— Axiome : Si on suppose (s1,s2) € A, alors (p(s1),¢(s2)) € A" et donc ¢(s1) <pr p(s2) (d’apres
la réegle AXIOME).

— Prémisse : On a (s1,s2,53) € R, s <p s1 et 'hypotheése de récurrence ¢(s) <pr p(s1) et doit
montrer que ¢(s) <pr ¢(s3). Cest la régle PREMISSE avec (o(s1), ¢(s2), p(s3)) € R/, nous permet
de conclure.

— Conclusion : similaire au cas précédent.

— Transitivité : Par hypotheése d’induction, ¢(s1) <pr @(s2) et p(s2) <pr ©(s3) et donc par transi-
tivité de <pr, on déduit ¢(s1) <pr ©(s3).

— Cumulativité : On a ¢(s1) <pr ©(s2) et s2 <p s3. Comme ¢ est un morphisme, p(s2) <p @(s3).
D’apres le lemme précédent, on prouve p(s1) <pr ¢(s3). ©)

On en déduit le lemme ci-dessous.

1.3.5 Lemme
Si P C P, alors
81 <p 82 = 81 <pr 82

Démonstration L’identité est un morphisme de P dans P’. ©

On propose la définition suivante :
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1.3.6 Définition (Systéme de type pur prédicatif)
On dira d’'un WCTS qu’il est prédicatif si sa relation de dépendance est un ordre strict bien fondé. On
dira qu’il est imprédicatif dans le cas contraire. On notera cette propriété PREDICATIVE.

La condition de bonne fondation dans la définition précédente est évidemment superflue dans le cas
des WCTS finis.

1.3.7 Lemme
Ak est un PTS imprédicatif.

Démonstration On a (x,*) € Ay, = * <)x * et donc <), est réflexif. ©

1.3.8 Lemme
Soit P et P' deux WCTS tel que P —, P’ (ou moins généralement P C P’), alors si P' est prédicatif
(resp. si P est imprédicatif), alors P est prédicatif (resp. P’ est imprédicatif).

Démonstration Il s’agit d’une conséquence directe du lemme 1.3.4. ©

1.3.9 Lemme
La face supérieure du cube de Barendregt (F, F.,, NI et CC) est constituée de systémes imprédicatifs.

Démonstration Le systéme F est imprédicatif car (x,0) € Ar = * <z O et donc (O, *,%x) € Rr =
* <F *. Bt comme F est inclus dans F,,, A\II? et CC ils sont également imprédicatifs. ©

1.3.10 Lemme
La face inférieure (A, dw, AL et \I1,,) du cube de Barendregt est consitutée de systémes prédicatifs.

Démonstration On a <)=<j),=<xnp=<)11,= {O)}. ©

1.3.11 Définition (Rang dans les systémes prédicatifs)

Soit P un WCTS prédicatif. Soit s € Sp, on définit par induction bien fondée un ordinal Rangp(s) de
la facon suivante :

0 si s est minimal pour <p

Rangp(s) = {

SUpy <, s(Rangp(s’) + 1) sinon

et note Rang(P) = SUDseS Rangp(s).

1.3.12 Lemme
s1 <p s2 implique Rangp(s1) < Rangp(sz2).

Démonstration On a
Rang(s1) + 1 € {Rang(sh) + 1]sh <p s2}

car 1 <p $2. Donc Rang(s1) + 1 < sup{Rang(sh) + 1|s5 <p s2} = Rang(sa) et donc Rang(s1) <
Rang(s2). ©)

1.3.13 Lemme
s1 <p S2 implique Rangp(s1) < Rangp(sz).
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Démonstration Supposons s1 <p So, alors on a :
{Rangp(s) + 1|s <p s1} C {Rangp(s) + 1|s <p sa2}
car la cumulativité (lemme 1.3.3) pour <p prouve s <p s1 A $1 <p S2 = § <p S2. Et donc :

Rangp(s1) = sup{Rangp(s) + 1|s <p s1} < sup{Rangp(s) + 1|s <p s2} = Rangp(s2)

1.3.14 Lemme
Soit P un WCTS prédicatif. Si (s1,s2,53) € Rp, alors Rangp(s1) < Rangp(s3) et Rangp(sa) <
Rangp(ss)-

Démonstration On a
{Rang(s)) + 1]s) <p s1} C {Rang(s3) + 1|s5 <p s3}
car s} < s1 implique s} < s3 d’aprés la régle PREMISSE de <p. Donc
Rang(s1) = sup{Rang(s}) + 1|s] < s1} < sup{Rang(s}) + 1|s§ < s5} = Rang(s3)
et de fagon symétrique on montre Rang(s2) < Rang(ss). ©

1.3.1 Théorie des types prédicative

Un moyen de contourner l'incohérence de * : x consiste a stratifier la sorte x en une hiérarchie de

sortes xq, %1, . ... S0it @ € Ord un ordinal. On définit le systeme Ax, suivant :
Sxve = {Xli<a}
Aniew = {(xi,%j))i <j<a}
Rova = Axisxjxp)]i,j <k <a}
C)\*a = A)\*a

On remarque que Axq est clos par cumulativité : Axq = A%,. Ce systéme que nous appelons “théorie des
types prédicatives”, en fait une présentation sous forme de CTS de la théorie des types de Martin-Lof
avec univers | ].

Le systéme admet plusieurs présentations équivalentes, dont le CTS M, :

Sp = {uli <o}

Ay = A, xip)i+1 < a}
Roawo = Axis*i*i)|i < a}
Coana = {(kisxj)li<j<a}

qui a ’avantage de contenir moins de regles et moins d’axiomes mais aussi le désavantage de nécessiter
des dérivations de type en général plus longues pour typer les mémes termes que Ax,. On a le lemme
suivant :
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1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

1.3.15 Lemme
Le CTS M, est le plus petit sous-CTS P de My tel que P = Ixq.

Démonstration On montre tout d’abord que Ax,’ = A%, puis on vérifie que c’est le plus petit sous-
CTS de Ax, qui vérifie cette propriété :
— Ao = Mg
— C : D’apres le lemme 1.2.15 et le fait que A = Axq, il suffit de vérifier que Axy’ C Axq, ce qui
est immédiat.
_ 2 :
- S)\*a = S}\*a/ et C)\*a = C)\*a/,
= A, € A/\*a, : Soit (xj,%;) € Axk,, montrons que (x;,*;) € ‘AAT’ pour cela il suffit de
constater que nécessairement i < j, que (%4, %i41) € Ay, s et que xj11 <,/ *;-
— R, C R/\*—a, 2 Soit (%4, %j, %K) € R, , montrons que (%, *j,*) € R/\*—a/ pour ca il suffit
de constater que nécessairement i, j < k, que (kmax(i,j)s *max(i,j)s *max(i,j)) € Roaxa’ €t que
*iy K = ke *max (i,5) et *max(i,j) ke ¥k
— Soit P C Mg tel que P = Axp, montrons que Ax,’ C P : il suffit de vérifier I'inclusion des axiomes
et des regles :
— Soit i < a, on sait que (x;,*;j+1) € Az, or par définition de P, cela signifie qu’il existe j < «
tels que (x;,%;) € Ap et que x; < *;41 et on obtient donc que i < j < i+1 c’est-a-dire j = i+1
et (i, *i+1) € Ap. B
— Soit I < «, on sait que (x,%;,%) € Ry, or par définition de P, il existe i,j < k < « tels
que (i, %j, %) € Rp et * < 1, ;] < *i, % et donc k <[ < ¢,5 < k. On en déduit alors que
k=1=1i=j et donc on a bien (x,*;,*;) € Rp. ®©

Le systeme A, vérifie les propriétés suivantes :

1.3.16 Lemme
Mo = CTS,

Mk = SRg,

A*a = MINLOC,

Mo |E PRINCIPAL,

A%a = UPSTABLE,

Mo | FULL,

Mo = STRENGTHENING,

NS O e~

Démonstration 1. La relation C),, est une relation transitive.
C’est une conséquence directe du lemme 1.1.42.

La vérification est immédiate.

La relation Cy,,, est un ordre strict bien-fondé.

La vérification est immédiate.

La vérification est immeédiate.

R A T o

C’est une conséquence directe du lemme 1.2.42. ©)
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1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

Le CTS A, est un sous-systéme du Calcul des Constructions Etendu (ECC) de Luo | |. ECC
est une variante du calcul des constructions, avec univers, sommes fortes, et une sorte imprédicative. Luo
a prouvé que ce systéeme est fortement normalisant en adaptant la preuve des candidats de réducibilité
de Girard aux types dépendants | ]. On admettra donc le théoréme suivant :

1.3.17 Théoréme
Ak, est fortement normalisant.

Dans Ax, la relation d’axiome, la relation de cumulativité et la relation de dépendance coincident :

1.3.18 Lemme

<)\*Q - A)\*a

Démonstration
C : trivial car {(x;,%;)|i < j} = A\, satisfait les regles qui définissent <), :
— Axiome : A),, contient Ay, .
— Prémisse : Soit (%4, %j, %) € Raw, €t (%1,%;) € Ax.,, alors on a par définitions, 7,57 < k et [ < 1.
On en conclut bien que [ < k et donc que (x, *;) € Axx, -
— Conclusion : similaire au cas précédent.
— Transitivité : Ay, est bien une relation transitive.
— Cumulativité : Puisqu’on a Aj,, = Cis, la cumulativité est synonyme de transitivité.

D : La régle d’axiome nous montre bien que (s,s") € Ay, implique s <), s @)

1.3.19 Lemme
Rang,, (%) =1
Démonstration Par induction sur ¢,
Rangy, (x;) = sup (Rangy, (x;)+1)
*5 <Axq ¥i
= sup (Rang,, (%;)+1)
1<t
(HR)
= sup(j+1)
7<t
= 1 ©

On en déduit donc que Ax, est un CTS prédicatif de rang « :

1.3.20 Lemme
On a Mo = PREDICATIVE et Rang(A*y) = .
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1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

Terminalité faible de \x, pour les WCTS prédicatifs Nous montrons ici que tous les WCTS
prédicatifs se plongent dans Ax, pour un certain « : il existe un morphisme (a priori pas unique, c’est
pourquoi on parle de terminalité faible) entre les WCTS prédicatifs et Axq.

1.3.21 Lemme
Soit P un WCTS prédicatif et soit o = Rang(P).

SP — S)\*a
S ? *Rangp(s)

est un morphisme.

Démonstration Soit ¢ cette fonction, montrons qu’elle est un morphisme :
— Préserve les axiomes : Si (s1,s2) € Ap, on a s; <p sz et donc Rangp s; < Rangp s2 et donc

(p(51), p(s2)) € Arsa-
— Préserve la cumulativité : Soit s1,s2 € Sp tels que s; <p s2, le lemme 1.3.13 nous dit que

Rangp(s1) < Rangp(s2) et donc ¢(s1) <, ¢(s2).
— Préserve les régles : (s1,s2,s3) € Rp, d’aprés le lemme 1.3.14, on a Rang(s;) < Rang(ss) et
Rang(s2) < Rang(s3) et donc (¢(s1), p(s2),9(s3)) € Akq. ©)

Réciproquement, on montre que les WCTS prédicatifs sont exactement les WCTS qui se plongent
dans Ax,.

1.3.22 Lemme
Un WCTS P est prédicatif si et seulement s’il existe un ordinal v et un morphisme ¢ tels que P —, Axq.

Démonstration C’est la conjonction du lemme 1.3.21 et du lemme 1.3.8. ®

1.3.23 Théoréme
Tous les WC'TS prédicatifs sont fortement normalisants.

Démonstration Soit P un WCTS prédicatif et I', A et B tels que I' Fp A : B, par compacité
(lemme 1.1.39), il existe un sous-WCTS fini P’ de P tel que I' p/ A : B. D’apres le lemme 1.3.8, P’
est prédicatif et il existe donc un morphisme ¢ : P’ — Ak,. Et puisque ¢(T) Fe, ©(A) : ¢(B), on
obtient d’apres le Théoréeme 1.3.17 que ¢(A) est une expression fortement normalisante et que, d’apres
le lemme 1.1.64, A I'est aussi. On a donc bien prouvé que P est fortement normalisant. ©

En particulier, on peut généraliser le Théoreme 1.3.17 :

1.3.24 Corollaire
Pour tout a, Ak, est fortement normalisant.

Démonstration A, est un CTS prédicatif. ©

1.3.25 Lemme
On a A, = DECIDABLE.

Démonstration Le théoreme 1.3.17 affirme que Ax, est fortement normalisant et on implémente
facilement les tests d’appartenance aux parameétres en comparant des entiers. ©)

De plus, d’apres les lemmes 1.2.58 et 1.2.59, l'algorithme infer (sous-section 1.2.10) peut étre utilisé
directement pour résoudre le probleme de l'inférence du type principal.
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1.3.2 Systeme F stratifié

On appelle Systéme F stratifié le CTS défini par la spécification suivante :

Ssre = {*,0ii < a}

Asre = {(x,0j)li <j <a}

Rsre = {(kisxjoxi)li,j <k <afU{(Oi,*j,%)|0 <i,j <k <a}
Csre = {(xi,%)li <j<a}U{(0;0)0<i<j<a}l

Tout comme Ax,, le systéeme SF* admet une présentation plus succincte équivalente :

Ssper = Ssro

Asper = {xi,Oipr)li +1 < a}

Rorer = {(xi, %5, %i)|i < a}U{(0y,*i,%)]0 < @ < a}
Cspar = Csre

et on peut prouver que SF* est le plus petit sous-CTS P de SF* tel que P = SF°.
Ce systeme se plonge naturellement dans Systeme F : la fonction

Y 1 SsFpe — Sr
*; = %
O; — O
est trivialement un morphisme de SF* dans systeme F. Il peut étre vu comme la version “prédicative”
de systéme F, puisqu’il a été obtenu en stratifiant la sorte des types. On peut par ailleurs prouver que
tous les WCTS prédicatifs qui se plongent dans F se plongent dans SF® pour un certain « :

1.3.26 Lemme
Soit P un WCTS prédicatif tel que P, F, alors il existe un morphisme x tel que P, S FRang(P)
et p=1ox.

Démonstration Soit x la fonction définie par :

X @ Sp —> Sgrrang(P)

*Rang(s) si 90(8) =%
DRang(s) si ‘*P(S) =0
Posons o = Rang(P) et montrons que P —, SF* :

— Soit (s,r) € Ap, on doit montrer que (x(s),x(r)) € Asra. Or comme ¢ est un morphisme,
on a (p(s),e(r)) € Ar et donc (p(s),p(r)) = (x,0). On en déduit donc que (x(s),x(r)) =
(*Rang(s)s ORang(r))- Or par définition de <p, on a s <p r et donc d’apreés le lemme 1.3.12, on en
déduit Rang(s) < Rang(r). On a donc bien (xgang(s), DRang(r)) € Asre-

— Soit (s1,s2,53) € Rp, on doit montrer que (x(s1),x(s2), x(s3)) € Rsra. Or comme ¢ est un
morphisme, on a (¢(s1), p(s2), ¢(s3)) € Rr. Deux cas sont alors possibles :

S —

1. Soit (¢(s1), @(s2), p(s3)) = (*,*,*) et dans ce cas on a :

(X(51)7 X(52)7 X(S?’)) = (*Rang(sl) » *Rang(s2)s *Rang(33))
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2. Soit (¢(s1), p(s2),¢(s3)) = (O, *,*) et dans ce cas on a :

(X(Sl)) X(S2)7 X(SS)) = (DRang(s1)7 *Rang(s2)» *Rang(83))

Donc pour prouver (x(s1),x(s2), x(s3)) € Rsre il suffit de montrer que Rang(s;) < Rang(ss) et
Rang(s2) < Rang(ss). Or c’est exactement le lemme 1.3.14.

— Soit (s,r) € Cp, on doit montrer que x(s) <sre x(r). Or comme ¢ est un morphisme et comme
Cr =0, 0n a ¢(s) = ¢(r). Donc il suffit de montrer que Rang(s) < Rang(r). On utilise pour ¢a
le lemme 1.3.13. ®©

Ce systéme a été introduit par | | afin de contourner I'imprédicativité de Systeme F : En effet,
contrairement a systeme JF, l’absence d’imprédicativité permet de donner des modeles ensemblistes
simples.

Le systeme SF< vérifie les propriétés suivantes :

1.3.27 Lemme

SF* E CTS,

SF® = SRg,

SF* = MINLOC,

SF* = PRINCIPAL,

SF* &= UPSTABLE,

SF* = STRENGTHENING,
SF* = PREDICATIVE,
SF¥ E DECIDABLE,

Sl R T A e

Démonstration 1. La relation Csra est une relation transitive.
C’est une conséquence directe du lemme 1.1.42.

La vérification est immédiate.

La relation Cgre est un ordre strict bien-fondé.

La vérification de UPSTABLE est immédiate.

C’est une conséquence directe du lemme 1.2.42.

A T

La relation <gro est égale a la la relation {(%;,%;), (*;, d;)|¢ < j < a} que I'on peut représenter
par :

x3 O
e

*9 (2

e

*1 5]

|/

*0 o
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On a x; <gre O; car Asre C <gre et *; <gra *; car (0, *j,*;j) € Rere et x; <gre 0.
8. Tous les CTS prédicatifs sont fortement normalisables (théoréme 1.3.23) et on implémente faci-
lement les tests d’appartenance aux parametres en comparant des entiers. ©

Ce CTS ne vérifie néanmoins pas la condition FULL et donc I’algorithme infer de la sous-section 1.2.10
ne peut pas étre utilisé directement pour résoudre le probléme de I'inférence du type principal.

Or le fait que SF* ne soit pas un CTS dépendant (c’est-a-dire nous n’avons pas la régle de la forme
(%i,04,0)), nous permet de montrer facilement par inversion (lemme 1.1.32) qu’on ne trouve jamais
de redex dans les types. On en déduit alors que ’ensemble des habitants de x; est décrit par :

Inhabr(x;) = {ala:%x;elAj<i}
{A — BJ|A € Inhabr(x;) A B € Inhabr_.4(%;)}
@] {V(X : *j.A‘A € Inhabp,m*j (*7,) Ng < Z}

(-

et donc que l'appartenance a Inhabr(x;) est décidable : il suffit simplement de vérifier récursivement
que le terme a la bonne forme. De la méme fagon, on se convainc que 'appartenance a ensemble
Ui<., Inhabr(x;) est décidable.

On en déduit alors sans difficulté que I'algorithme suivant est correct et complet pour le probleme
de l'inférence du type principal dans SF¥.

) Asiz:Ael
inferp(z) = { sinon
inferp(x;) = 041
inferp(0;) = }

Vo : A.inferp ,.4(M)  s'il existe i € N et j € N tels que
A € Inhabp(*;) VA = x;
inferp ;.4(M) € Inhabr(x;)
& sinon
B[N/z] si inferp(M)=Vx: A.B,
et s'il existe i € N tel que inferp(N) = x;
inferr(M N) = (B si inferp(M) =Vz : A.B
et 8'il existe i € N tel que inferp(N) € Inhabr(x;)

inferr(A\z : A.M) =

k sinon
*max(ij) S 8; = inferp(A) avec s € {x, 0}
inferp(Vx : A.B) = et x; = inferp ;.4 (B)

b sinon

Cet algorithme traite les abstractions et les applications en distinguant deux cas : les abstrac-
tions/applications de type (dans le cas ou le domaine de l’abstraction est égal a *; ou dans le cas ou
Pargument de I’application appartient & Inhabr(x;)).
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Programmation. On peut représenter les entiers en suivant ’encodage habituel des entiers de Church

paramétré par le niveau du type. Si n est un entier, on notera n* I'expression

n fois

———
Aacix, fra—=az o f(f - (fx)--)

et on notera nat; son type principal, c’est-a-dire :
nat; = Vo : *j.(a > a) > a — «
On a F nat; : ;41 et, pour tout entier n, la régle suivante est admissible :
F 7t nat;
On peut implémenter la fonction retournant le successeur des entiers :

succ; : nat; — nat;

succ; = An:nat,a:ix, fra—a,z:iaf(na(fz))

suce; i > n+ 1

Et on peut itérer cette fonction via ’encodage des entiers pour implémenter I’addition :

plus; : nat;4; — nat; — nat;

plus; = An:nat;y;.n nat; succ;

plus, m'lm' > nF¥m
On note au passage que le niveau du type de largument sur lequel on effectue l'itération doit étre
incrémenté pour que le terme soit bien typé. On peut alors voir les entiers de type nat; comme étant
des entiers que l'on peut utiliser pour construire par itération d’une fonction des entiers de niveau
strictement inférieur a 7. ‘

On utilise alors les fonctions coercion! pour j < i afin de plonger la représentation d'un entier vers
un niveau inférieur :

coercion? nat; — nat;
coercion] = An:nat,a:x;,f:ia—a,zianafz
coercion’ ' > 7’

%

On remarque que si on accepte “d’ouvrir la représentation des entiers” (en introduisant a gauche la
quantification de type), on peut parvenir & implémenter certaines opérations avec un type plus souple.
Comme par exemple pour ’addition :

plus; : nat; — nat; — nat;

plus, = Anm:natja:*, f:a—=a,z:anaf(mafzx)

plus, ' m" > n+m'
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De méme pour la multiplication :

mult; : nat; — nat; — nat;
mult; = Anm:nat,a:x, f:a—a,z:ana(maf)x
mult;, i m' > nx m
L’implémentation de I’exponentiation est un peu plus difficile, mais ’idée est la méme : il faut repousser
le plus tard possible I'utilisation de ’abstraction de type.

exp;, : nat; — nat; — nat;
exp; = An:nat;,m:nat;,a: *;.
m((a = a) = a— a)
MNe:(a—=a)ma—=a f:a—=ana(kf))
AN :a—a,z:afr)
exp, i > n
La fonction qui permet de représenter les tours d’exponentielles de hauteur arbitraire peut étre
implémentée par le terme ci-dessus de type nat;;; — nat; — nat;.

tower; : nat;y; — nat; — nat;
tower; = An:natiy1,m : nat;.n (nat;) (exp; 2°)m
—mt
tower; 7Tt > 227 (la tour est de hauteur n)

On verra plus tard qu’on atteint ce qui semble étre les limites de I'itération dans ce systeme, puisqu’on
montrera qu’elle ne peut pas étre implémentée avec un type de la forme nat; — nat; — nat;.

On peut également utiliser ’encodage standard pour encoder le produit cartésien a l'aide de la
quantification du second-ordre. On notera donc o xj 7 le type V7 : x;.(0 — 7 — ) — ~. On notera
que le type du produit doit étre indexé par le niveau de la conclusion. On a alors av: %, 8 : x; = o X, 3 -

*max(k+1,i,j):
F'Fa:x*; g% C'Eyoxg
a kg, Bk okt Oggn FE(a—=B—=7) =7 *max(k

a:x, BixjEaxg B *max(k+1,,5)

7i7j)

Cette famille de types est alors munie des fonctions de construction et destructions suivantes :

proj}  VYapB:ix.ax;f—«

projl = Xaf:x,c:ax;fea(dr:ay: f.x)

projz : VYaf:x.ax;f —

projz = Aaf:x,c:ax;fea(Ar: oy fy)

pair, : VYapf:x.a—f—ax;f

pair, = Aaf:*x,rioy:fB,yiki, fra—=>08—=>y.fxy
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On notera (A, B); le terme pair; o7 AB ou o et 7 seront les types principaux de A et B dans le
contexte considéré (il peut toujours étre inféré). De la méme fagon, on notera (A)¥ le terme proj¥ o7 A
quand o x; T sera le type de A. On montre alors facilement que les dérivations de typage suivantes sont
admissibles :

'-M:r I'N:o | R I'o:x
PE(M,N);,:7x;0

FI—M:7-1><,~72 Fl—Tli*i Fl—Tgt*i
L' (M)F:7

(2

Et on vérifie facilement les regles de réduction suivantes :

(A1, A2)y)} > Ay
((A1,A2)0); > Ay

On peut en déduire par une technique standard une implémentation du prédécesseur sur les entiers :

pred, : nat;;; — nat;
pred, = An:nati,a:%,fra— a2

(n (o x; @)

(Ac:a x;au(f (c), (c);))

2

(z,2))

1

predin—l—lA+1 > 7t
pred; 071 > 0

Et, en suivant la méme technique, on peut implémenter l'itérateur “rec” qui nous donne un schéma
de récursion général :

rec, : Voa.(a— nat; — a) = o — nati1o = «
rec; = Aa:*;,f:a—nat; > a,r:a,n:nate.
(n (Oé Xit+1 natz-)
(Ae @ xiprnat; (f ()4 (€)F1,succi (€)711)it1)
(0,001,
- Z, i+1 i1
rec; afa:ﬁ”r

v

x
n + 1 fois
rec; o fam+ 17 f(f-(f 20" --.n—=1")7*

v
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On peut utiliser ce schéma de récurrence pour implémenter des schémas de produit, de somme et
de “tétration” bornés :

sum; : (nat; — nat;) — nat;y2 — nat;
sum; = A(f:nat; — nat;)(n : natj12). rec; nat; (Arn : nat; . plus; r (f n))ﬁln
sum; f i t? fO) 4+ fln—1)

prod, : (nat; — nat;) — nat;;2 — nat;

prod;, = A(f:nat; — nat;)(n : natj12). rec; nat; (Arn : nat; . mult; r (f n))?n
prod; F''? = J(0) x5 fn = 1)

tret; (nati — nati) — nat; 419 — nat;

tret; A(f : nat; — nat;)(n : natj42). rec; nat; (Arn : nat; . exp; v (f n))TZn

i i oy
tret; f ™' > f(n— 1)(f(n—2)'

ot f' désigne un terme de type nat; — nat; représentant une fonction numérique f: N —s N (c’est-a-
dire tel que pour tout n, Tzﬁ‘ > mz)

On ne peut néanmoins pas utiliser le schéma rec; pour itérer sur des fonctions qui ne sont pas de la
forme o — nat; — «. En particulier, on ne peut pas 'utiliser sur la fonction tower; vue plus haut.

Daniel Leivant [ | a prouvé que les fonctions représentables dans ce systéme sont exactement
les fonctions super-élémentaires correspondant au quatrieme étage &4 de la hiérarchie de Grzegorczyk
(voir [Ros] par exemple). Cet ensemble de fonctions est strictement inclus dans ’ensemble des fonctions
primitives récursives qui est lui-méme strictement plus petit que 1’ensemble des fonctions représen-
tables dans systeme F. En particulier, la fonction d’Ackermann ack, connue pour ne pas étre primitive
récursive, est représentable dans systeme F.

1.4 Les systemes de types purs imprédicatifs

Nous avons vu que le critére de prédicativité implique la forte normalisation des CTS (théo-
reme 1.3.23) et donc la cohérence. Ce critére permet en particulier d’écarter des systémes tels que
Ax. Mais nous avons également étudié des systémes imprédicatifs qui sont tout de méme fortement nor-
malisants ; comme par exemple toute la face supérieure du A-cube. Dans cette section, nous chercherons
donc a élargir le critére de prédicativité pour prendre en compte ces systemes.

1.4.1 Définition (faiblement imprédicatif)
Soit P un WCTS, on dit qu’il est faiblement imprédicatif s’il existe un ensemble S C Sp de sortes tel
que :

1. S est un ensemble de sortes minimales pour Ap :

pour toutes sortes 5,5 € Sp, s € S = (s',5) & Ap
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2. S est un ensemble stable vers le bas pour Cp :
pour toutes sortes 5,5’ € Sp, s € SAs Ks=5¢€8

3. Si (s1,82,83) € Rp, alors s € S < s3 € S.
4. Le WCTS P, défini par les parameétres ci-dessous, est prédicatif.

Sp = Sp
Ap = Ap
Rp = {(s1,52,53) ERplsa & SAs3 &5}
Cp = Cp

On notera WEAKLY-IMPREDICATIVE cette propriété.

On remarque qu’il suffit de vérifier qu’il existe un plus petit ensemble, noté 8171;1 PIde sortes qui
vérifient les conditions 1.-4., il peut étre construit en prenant l'intersection de tous les ensembles qui
vérifient ces conditions. En effet, il est clair que que les conditions 1.-3. sont stables par intersection. Pour
la condition 4. on remarque que si S; et Sy sont deux ensembles de sortes vérifiant les condition 1.-4.,
alors les WCTS Pg, et Pg, contiennent tous les deux le WCTS Pg,ng, et donc d’apres le lemme 1.3.8,
le fait que Pg, et Pg, soient prédicatifs (un seul aurait suffi) implique que Pg,ns, 'est aussi.

On notera, dans la suite, P le WCTS P simes et on appellera les sortes s € S;;n P' des sortes impré-
dicatives.

1.4.2 Remarque

Dans le cas des WCTS finis, la “faible imprédicativité” est décidable. Soit P un WCTS fini, on peut
construire de fagon effective l’ensemble S;;nm vérifiant les conditions de la définition 1.4.1 : il y a en
effet un nombre fini de parties de S et les conditions 1.-4. sont toutes décidables dans le cas fini (voir

aussi remarque 1.5.2).

1.4.3 Lemme
Si P est prédicatif, alors il est faiblement imprédicatif.

Démonstration L’ensemble Sp™" = ) convient. ©®

1.4.4 Lemme
Sis € Sp™", alors Rangp(s) = 0.

Démonstration On montre que
impr

/ /
Vs's,s <ps=s¢&Sp

par induction sur la structure des régles permettant de prouver s’ <p s :

— Axiome : Dans ce cas, on a (s',s) € A, on en déduit s ¢ Sp™" par minimalité de Sp™" pour la
relation A.
— Prémisse / Conclusion : Dans ces cas, on aurait (s”,s’,s) € Rp ou (s/,s”,s) € Rp ce qui n’est

pas possible puisque s € Si;n Pt
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— Cumulativité : Dans ce cas, il existe s” < s, tel que & <p s”. Or par stabilité de Si;;npr par
cumulativité, on a s’ € Sif)npr et donc par hypothese d’induction on en déduit une contradiction.
— Transitivité : Dans ce cas, il existe s” <p s et par hypothese d’induction, on en déduit une
contradiction. ®

1.4.5 Lemme
Soient P et P' deux WCTS tels que P <, P’ (ou moins généralement P C P’), alors si P’ est faiblement
imprédicatif, alors P est faiblement imprédicatif.

Démonstration Soit S ’ensemble des sortes qui s’envoient par ¢ vers des sortes imprédicatives :
S={seS|p(s) € SH}

On vérifie alors facilement que :

— S est un ensemble de sortes minimales pour Ap : Supposons (s,s’) € A et s’ € S, alors on aurait
(p(s),p(s) € Apr et p(s') € Si;}pr ce qui contredirait la minimalité des sortes de Si;;pr par la
relation Ap.

— S est stable vers le bas pour C : Supposons s <p s’ et s’ € S, alors on aurait ¢(s) <p ¢(s') et

o(s') € Si;;npr et donc par stabilité vers le bas de Si;;,lpr, on en déduirait que ¢(s) € S et donc
que s € S.

— Si(s1,82,83) € Rp,alors sy € S < s3 € S: Supposons (s1, S2,S3) € Rp, alors (¢(s1), p(s2), ¢(s3))
Rpr. De plus :

s9 €5 S ¢(s9) GS%npr@)gp(s;g) GSif,npr<:>53 es
— Py est prédicatif : I1 suffit pour ca de remarquer que ¢ est un morphisme de Ps dans P’. En effet,
si (s1,52,53) € Rpg, alors on a :
= (p(s1), (s2), p(s3)) € Rpr, _ _
~ Et sy ¢ Set s3 ¢S, clest-a-dire p(s2) € Sp”" et p(s3) € Sp™
On en déduit donc que (p(s1), ¢(s2), ¢(s3)) € Rpr. La préservation des axiomes et de la cumula-
tivité ne posent pas de probléme puisque Apy = Apr et Rp, = Rpr. Enfin, le lemme 1.3.8 nous
permet de conclure que Pg est prédicatif.
Le WCTS P est donc bien faiblement imprédicatif. ©

Nous allons maintenant définir le Calcul des Construction CC, avec o “univers” qui sera le WCTS
terminal pour les WCTS faiblement imprédicatifs.
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1.4.1 Le Calcul des Constructions avec univers

Soit @ € Ord un ordinal. On définit le systeme CC, suivant :

Sce, = { *}
U { *; | i<a}
Acca = { (*, *z’) ’ 1< Oé}
U { (*iu*j) | 1< j < a}
Rcec, = {  (s,%%) | s€Sce,}
U { (%,%) | i<ji<a}l
U { (i*,%k) | ,i<k<al
Cce, = { (%, %) | i< a}
U { (*’ia*j) | 1< ] < OZ}
Dans ce systéeme, que 'on appellera Calcul des Constructions avec univers, les sortes xg, 1, ... sont

appelées univers.

1.4.6 Lemme

Soit P un WCTS faiblement imprédicatif et soit o« = Rang(P). Alors la fonction

Sp — Scc,

* Si
S
*Rangg(s)

est un morphisme de PTS de P dans CC,.

impr

s€Sp

sinon

Démonstration Soit ¢ cette fonction, montrons qu’elle est un morphisme : '
— Préserve les axiomes : Supposons (si,s2) € Ap, nécessairement, sy ¢ S;I;H P' car sy n’est pas
minimal pour Ap et donc ¢(s2) # *. On distingue alors deux cas :
— Soit 51 € S, alors ¢(s1) = *, et donc (p(s1), p(s2)) € Acc,.
— Soit s1 ¢ Sp™, dans ce cas p(s1) = *Rangp(s1) €6 P(52) = *Rangp (s)- Or (s1,$2) € A implique

que Rangp(s1) < Rangp(sz). On en déduit donc que (p(s1), ¢(s2)) € Acc, -

— Préserve les?égles : Supposons (s1, 52, 53) € Rp, .

— Soit s € Sp, dans ce cas on a également s3 € S car P est faiblement imprédicatif, et
donc p(s2) = ¢(s3) = *. On a alors bien (¢(s1),*,*) € Rca, -

— Soit sp & SpT", dans ce cas on a également s3 & Sp

impr

. On a alors (s1,s2,53) € Rp et donc

Rangp(s1) < Rangp(s3) et Rangp(s2) < Rangp(ss) (lemme 1.3.14). De plus, par définition de

Y, on a:

90(52) = *RangE(SQ) et 90(53) = *Rang2(33)

On distingue alors deux cas :
impr

— 51 €SH : Alors p(s1) = *, et on a bien (p(s1), p(s2), (53)) € Rcc,-

~ 51 ¢Sp "t Alors (s1) = *Rangp(s1) €t done (p(s1), ¢(s2), ¢(s3)) € Rec, -
— Préserve la cumulativité : Supposons s1 <p s2.
— Soit s9 € S%npr, et dans ce cas on a s; = s et donc p(s1) <cc, ©(s2)-
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1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

— Soit s & Si;;npr. Dans ce cas, on a p(s2) = *Rangp(so) €0 O peut distinguer deux cas :
- 81 € S;;npr : On a alors ¢(s1) = % et donc on a bien ¢(s1) <cc, ©(s2).
~ 52 ZSpT 1 On a p(s1) = *Rang,(s;) avec Rangp(s1) < Rangp(sg) (lemme 1.3.13). On en

déduit donc ¢(s1) <cc, ¢(s2). ©

Tout comme ko, CC, est clos par cumulativité et il est équivalent au systéme CC,’ défini par les
parametres suivants :

Sce,, = {xPU{xili<a}
Acc, = {x%0)} U{(xi,%it1)]i < o}
Rec, = 1(s,%%)[s € Sco,}

(
{ (%, %4, % Hi < a}
{ (%, %iy %)t < a }
Coc, = {(58)s € SanafU{(xi, %)t <j < a}

On vérifie facilement que CC," = CC,. Or, CC,’ est un sous-systéme direct du calcul des constructions
étendu de Luo | |, on admettra donc que :

1.4.7 Théoréme
CC,, est fortement normalisant.

On en déduit alors de fagon similaire au cas des systemes prédicatifs que :

1.4.8 Théoréeme
Tous les systémes faiblement imprédicatifs sont fortement normalisants.

Démonstration Soit P un WCTS faiblement imprédicatif et I', A et B tels que I' Fp A : B, par
compacité (lemme 1.1.39), il existe un sous-WCTS fini P’ de P tel que I' 5 A : B. D’apres le
lemme 1.4.5, P" est prédicatif et il existe donc un morphisme ¢ : P’ — M. Et puisque ¢(T') Fcc,
©(A) : p(B) et que, d’apres le théoreme 1.4.7, p(A) est une expression fortement normalisante et que,
d’apres le lemme 1.1.64, A 'est aussi. On a donc bien prouvé que P est fortement normalisant. ©

Faible imprédicativité : un critére de terminaison puissant. Le théoréme précédent indique
que la faible imprédicativité est un critére de terminaison. Ce critére est de plus décidable dans le
cas fini (remarque 1.4.2). La plupart des systémes étudiés normalisants dans la littérature satisfont ce
critere. On notera toutefois qu’il existe des systémes fortement normalisants qui ne le satisfont pas,
comme par exemple le systeme F “cyclique” défini par les parametres suivants :

= {*7D}
{(x0),(@,%) }

= (%), (0,%%)}

=0

O A X G

Ce systeme n’est pas faiblement imprédicatif car il n’est pas prédicatif et ne contient aucune sorte
minimale pour la relation A. On trouvera une preuve de la normalisation de ce systéme dans | ].
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Propriétés métathéoriques du calcul des constructions avec univers. Le systeme CC,, vérifie
les propriétés suivantes :

1.4.9 Lemme

© % RS G e e =

CC, E CTS,

CC, = SRy,

CC, E MINLOC,

CC, | PRINCIPAL,

CC, | UPSTABLE,

CC, E FULL,

CC, E STRENGTHENING,

CC, E WEAKLY-IMPREDICATIVE,
CC, = DECIDABLE,

Démonstration 1. La relation Ccc est une relation transitive.

® N o e W

C’est une conséquence directe du lemme 1.1.42.
La vérification est immédiate.
La relation Cco o est un ordre strict bien-fondé.
La vérification est immédiate.
La vérification est immédiate.
C’est une conséquence directe du lemme 1.2.42.

Si on considere S = {x}, alors :

— x est bien une sorte minimale pour A.

S est stable vers le bas : si on s < %, alors s = *.

Soit (81, 82,83) € R. on a bien sg = * < s3 = *.

— Enfin, le systéeme Pg = A, est bien prédicatif (lemme 1.3.20).

. Le théoreme 1.4.8 prouve la normalisation et on implémente facilement les tests d’appartenance

aux parametres en comparant des entiers. ©)
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Chapitre 2

Extension aux types inductifs

Dans cette section, nous présenterons une extention des systemes de types cumulatifs aux types
inductifs. Notre présentation sera succincte et nous ne nous intéresserons pas aux propriétés sémantiques
des types inductifs. Plus précisément, nous n’aborderons pas I’étude de la normalisation. Nous renvoyons
le lecteur aux travaux de Jean-Pierre Jouanaud, Frédéric Blanqui et Mitsuhiro Okada pour des études
plus complétes dans des cadres un peu moins généraux | , , ].

La présentation des inductifs de ce travail sera volontairement la plus proche possible de celle
des inductifs du systéeme CoOQ; du reste, nous encourageons le lecteur a consulter le Manuel de Réfé-
rence | | pour plus de détails. Cela nous permettra de donner un cadre uniforme aux exemples
des chapitres suivants tout en nous appuyant sur les bonnes propriétés du systeme de COQ. Ainsi tous
les systemes avec types inductifs que nous étudierons se plongeront naturellement dans CoQ, ce qui
fournira une garantie de leur normalisation a tout ceux qui sont préts a admettre celle du systéme de
types de CoQ.

2.1 Syntaxe et définitions

2.1.1 Définition (Systéme de types cumulatifs avec inductif)
On appellera systeme de types cumulatifs avec inductif (CTSI en abrégé), la donnée P de :
— Un CTS (Sp, Ap,Rp,Cp),
— D’un ensemble Zp d’identifiants des inductifs,
— D’un ensemble £p C Zp X Sp qui décrira 'ensemble des éliminations autorisées,
— A chaque identifiant d’inductif I € Z, on associera :
— Un entier p qui désignera le nombre de parameétres,
Une famille de p termes @1, ..., @, désignant les types des parameétres,
— Un terme A que I'on appelle arité de I,
— Un entier k qui désignera le nombre de constructeurs,

— Une famille de k identifiants cg, ..., ¢, de constructeurs frais,

— Un ensemble ordonné de termes C1, ..., C; qui désigneront les types respectifs de chacun des
constructeurs.

Et on note cette association Ind(zq : Q1,...,2p : Qp, I : A,co : Cp, ..., cx : Ck). On demandera

de plus que les identifiants de constructeurs soient associés a au plus un identifiant d’inductif.
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2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

On étend de plus les termes par la grammaire suivante :

AB, ... = -
| I[?] nom
| c[?] constructeur
| fixf: A, mM point-fixe
|

—_—
cases(M, ?, Ay : §,i CT, Az ﬁF) analyse par cas

ou z parcourt un ensemble de variables V, I 'ensemble des noms de types inductifs Z, ¢ parcourt
I’ensemble des identifiants de constructeurs. On notera simplement I et ¢ pour désigner les identifiants
I[] et les constructeurs c|[] des inductifs sans parameétre.

Notation vectorielle. La notation vectorielle X désigne une famille finie A1, ..., A, que ’on notera
n
également Z pour spécifier sa taille. On imbriquera parfois cette notation pour désigner les familles de

%k
familles de termes. Par exemple, les expressions de la forme case;(M, ?p, Ay §n,i :CT Az ng )
se déplient en :

casey (M,Pl,...,Pp,)\yl 2By, .. yn: Bp,i: C.T,

)\2171 . El,l; <.y Z1my - El,ml-Fla

M1 B, Zemy Ekmka>

Cette notation est également étendue aux substitutions; ainsi, on notera M [ﬁn /2" les substitutions
successives M[Ny/x1,..., Np/zy].

Nouvelles régles de réduction. Nous étendons la relation de réduction (et donc de conversion)
aux regles suivantes :
— La regle de réduction qui permet de réduire case vers la branche correspondant au constructeur

analysé :
<:ase1(c]~[?p]]\_4> ],6]),)\3/: B i CT, Az E" F )DFJ[]\_4> TIZ™)

— La regle de réduction du point-fixe :
I+1 I+1 I+1 I+1
((fix f: A,z : §+ M) ﬁ+ )> M[fixf: Az : §+ .]\J/f,ﬁJr /?I—H]

Puis, nous définissons également deux notations qui permettent d’instancier I’arité et les constructeurs
avec une valeur concrete de parametres. Dans le cas ou I est un inductif Ind(x; : Q1,...,2p 1 Qp, I :
A, co: Cop,...,c: Cg) on notera :
p P
arity,(B") = A[B'/2")
=D p
Constrjl(? ) = Cj[? Vs
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2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

(TE P Qi[Pr/x, -, Poa /i) )imy
T+ I[P : Arity,(P)

p>0VvI =)

INDUCTIF

Tk P QilPi/x1, - Pici/xica] )imy
I'k¢ [?p] : Constrjl'(?p)

p>0VvI =) P CONSTRUCTEUR

r-M:1[P)G" Ty B.i:I[B)9"FT:r

N (0B BBy 7 B 2 )

T+ case;(M, P Ay B i: I[P 9".T, AZTE’”.Fk) T[T /9", M)

CASE

Ou (*) est la condition suivante :

(I,ry € &

k est le nombre de constructeurs de I

Arityl(?p) = Vy:gn.s
Constr]}(?p) = Vz:Ejmj.I[ﬁp] D;

FIGURE 2.1 — Les regles des types inductifs.

l
F,f:A}—Aa::gH.M:A
l
Fl—fixf:A,x:gﬂ.M:A

f est gardé PoOINT-FIXE

FIGURE 2.2 — La regle de typage de I'opérateur de point-fixe.

111



2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

Et on ajoute également les quatre régles de typage présentées dans les figures 2.1 et 2.2. La régle
CASE a k+2 prémisses est particulierement difficile a lire, cette regle est paramétrée par £ ; ce parametre
permet donc de restreindre les utilisation de case selon 'inductif détruit et la sorte du type de retour
de chacune des branches. Le lecteur qui n’est pas habitué au typage des inductifs pourra commencer par
lire la sous-section 2.2 ou nous détaillons quelques exemples. Les regles INDUCTIF et CONSTRUCTEUR
ont p prémisses, il est de plus nécessaire de rajouter la contrainte I' = () dans le cas ou p = 0 pour
éviter la dérivation de séquent dont le contexte est mal-formé.

Remarque sur les lieurs dans la régle case. La syntaxe de la construction case peut paraitre
surprenante au premier abord car elle contient des lieurs explicites. Bien que nous ayons utilisé le
symbole A, la régle de typage CASE ne requiert pas que ces “pseudo-abstractions” soient typables par
un produit autorisé. De la méme fagon, nous pouvons alors voir la notation c[-] comme une “pseudo-
application” ne vérifiant pas que le produit V:U’:‘ép.A est autorisé, dans ce type, A désigne larité de
I'inductif associée au constructeur.

Néanmoins, dans les systémes qui vérifient la propriété FULL, on peut présenter les inductifs en rem-
placant ces “pseudo-applications” et ces “pseudo-abstractions” par des applications et des abstractions
puis, en remplacant la régle CASE par la regle ci-dessous :

T-M:IP' G THT:Vy: A TP 3" =

(PrF vz By TD; (¢ ?p7m])>j:1...k

I' - caser(M, ?p,T, ?k) : TanM

Bonne formation des inductifs Les inductifs sont rajoutés au systéme incrémentalement, c’est
pourquoi nous introduisons la définition suivante :

2.1.2 Définition (Ajout d’une déclaration d’inductif)
Soient P un CTSI et I € Ip, cp,...,c; k identifiants frais, et soient Qo, ..., @p, 4, Co,...,Cr p+k+1
termes de P, on notera

P+Ind(xy:Qu,....2p: Qp, LA co:Cop,... c:Cy)
le CTSI P’ obtenu en posant Zpr = Zp U{I} et en associant dans P’ a I la déclaration :
Ind(xl :Ql,...,:rp : QZ”I : A,CO : C(),...,Ck : Ck)

On dira qu'un CTSI est bien-formé s’il existe un fagon d’ordonner les inductifs afin de les définir
les uns apres les autres de fagon a ce que 'arité et les types des constructeurs soient bien typés et de
la bonne forme.

2.1.3 Définition (CTSI bien-formé)
— Cas fini : Soit P un CTSI tel que Z est fini. On définit le fait que P soit bien formé par récurrence
sur la taille de Z :
— SiZ =0, alors P est bien formé,
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2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

— Sl existe I € Z et P’ bien formé tel que P se décompose en
P=P +Ind(z1:Q1,....2p: Qp, I : Ajc1 : C1,...,cx: Cy)

et que

1. Si on note I'p le contexte z1 : Q1,...,Tp : Qp, alors A est un type bien formé de P’ dans
le contexte I'p (c’est-a-dire WFp, (A)).

n
2. A de la forme Vy : g .8, on dira alors que A est une arité de sorte s et que I est un inductif
de sorte s.

3. pour tout j, C; est de la forme C}[I [2?]/ag] avec I wapparaissant pas dans C7. On
demande également a ce que C’j‘ soit un type bien formé de P’ et de sorte s dans le
contexte I'p, oy : A, c’est-a-dire I'p,ay : A Fpr C’]’- : s. On substitue ici les occurrences de
I[-] par une variable de type a; car I'inductif I n’est pas encore déclaré comme un inductif
bien formé.

4. pour tout j, Cj aura la forme
Vy:E, I[Z7"D;

ou I ne peut apparaitre a I'intérieur de E; que comme une conclusion. Cette restriction
s’appelle la condition de stricte positivité. En pratique, cette condition sera suffisante
pour garantir la monotonicité de I'opérateur de type dont on prend implicitement le point
fixe lorsque que 'on introduit un nouveau type inductif (voir par exemple | , ,

D)-
— Cas général : On dira que P est bien formé si pour tout I € Z il existe un ensemble fini 7/ C T
contenant I tel que P restreint & Z’ soit bien formé.

On remarque que notre présentation traite uniquement les inductifs définis dans un contexte vide.
Nous pourrions 'étendre facilement pour prendre en compte les définitions des types inductifs dans
un contexte non vide, mais cela alourdirait les notations qui sont déja bien assez complexes. Cette
présentation n’en est pas moins générale, puisqu’il est toujours possible d’ajouter le contexte dans les
parametres des types inductifs. De plus, notre cadre ne permet pas de prendre en compte les inductifs
mutuellement définis ; cela pourrait aisément étre fait au prix d’un nouvel alourdissement des notations
(voir par exemple le manuel de Coq | | pour une présentation des inductifs mutuellement définis).

2.1.4 Convention

Par la suite, nous ferons systématiquement I’hypothése que les CTSI que [’on considére sont bien formés.
Nous nous permettrons donc d’énoncer des lemmes sans expliciter le fait que nous nous plagons dans
un CTSI bien formé. Comme dans I’exemple suivant :

2.1.5 Lemme
SiInd(x1: Quy. ..y 2p: Qp, L Ajcr 1 Ch, ... et C), alors

1. Wle:Qlw--,zp:Qp(A)
2. A est de la forme Yy : gn.s
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3. pour tout j, x1: Q1,...,7p: Qp - Cj : s,
4. pour tout j, C; est de la la forme

———m; —
Vy:E, I[Z7)D;
ot I ne peut apparaitre a l'intérieur de E; que comme une conclusion.

Démonstration Il s’agit d’une conséquence directe de la définition précédente, et aussi du fait qu’en
ajoutant des éléments dans Z, on ne type pas moins de termes (on a également besoin d’invoquer le
lemme de substitution pour prouver que x1 : Q1,...,%p : Qp Fpr Cj : s a partir de 1 : Q1,...,7p :
Qp,ar: Abp C; [I[2'?)/az] : s mais sa preuve ne pose aucun probléme). ©)

l
Condition de garde pour la construction fix. On dira que fixf: A, x: E i+ C.M vérifie la
condition de garde si M satisfait un critere syntaxique assurant que :
n
— C est un type inductif complétement appliqué (c’est-a-dire de la forme [?p] B ), et

— les appels récursifs a 'intérieur de M sont de la forme f?k (y a) ou y est une variable introduite
par une suite de destructions de x.
Moralement y est “structurellement plus petit que x”, ce qui devrait assurer la terminaison de la fonction
ainsi définie. On trouvera une formalisation plus rigoureuse de cette décroissance dans [ ] (bien
qu’elle ne soit plus vraiment fidéle aux critéres plus généraux implémentés aujourd’hui dans ’assistant
de preuve C0OQ).

2.2 Explications informelles

Dans cette sous-section, nous donnerons quelques exemples pour illustrer la syntaxe et les regles des
types inductifs. Le systeme sous-jacent ici choisi est le Calcul des Constructions Inductives. La seule
sorte qui sera explicitement utilisée sera la sorte Set et nous reviendrons par la suite sur les spécificités
de ce calcul.

L’inversion des listes. Les notations introduites ainsi que les régles que 'on expliquera plus loin
sont complexes; en guise d’illustration on utilisera dans cette sous-section la syntaxe de CoOQ pour
illustrer la syntaxe des CTSI :

Inductive list (o : Set) : Set :=
| nil : list «
| cons : a— list a— list «.
Fixpoint rev (a : Set) (acc 1 : list a) : list «o :=

match 1 return list o with

| nil = acc

| cons hd t1 = rev a (cons o« hd acc) tl
end .
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L’inductif list est un inductif a p = 1 parametre, kK = 2 constructeurs et n = 0 argument, on énoncera
sa bonne formation a 'aide du prédicat :

Ind(« : Set, list : Set, nil : list[a], cons : o« — list[a] — list[a])

De plus, la fonction rev sera représentée par le point-fixe suivant :

rev =fix f:Va : Set.listja] — listfa] — list[a], a : Set, acc : list[a], [ : list[a].
casejst(l, o, _ : list[al]. list[a], ace, A hd @ a, tl : list]a]. f a (cons[a] hd acc) tl)

Ainsi f représente le nom de la fonction utilisée pour les appels récursifs, f est donc du méme
type que le point fixe (ici Vo : Set.listja] — listja] — list[a]), a et acc sont les deux arguments
“non-structurels” de la fonction et le troisieme argument [ est celui sur lequel portera la décroissance.

Pour chaque inductif I (ici I = list), la construction case; a quatre familles de parametres :

Le terme que I'on cherche a détruire (ici /) qui doit étre de type I [?p] a" (ici list[a]).

La valeur des parameétres B’ (ici o).

Le type de retour T, qui peut dépendre des arguments, et qui peut aussi dépendre ou non de
Pinductif détruit selon la régle de typage utilisée (nous sommes ici en présence d’un cas non
dépendant T' = A_: list[a]. list[a] est une fonction constante).

Les k branches de I'analyse par cas sont représentées par k fonctions dépendantes des arguments
de chacune des constructions (ici k& = 2, F} = acc ne dépend d’aucun argument c’est le cas
correspondant au constructeur nil et Fo = Ahd : a,tl : list[a]. f a (cons|[a] hd acc) tl dépend des
deux arguments correspondant au constructeur cons).

Ce point-fixe satisfait la condition de garde (I’appel récursif se fait sur la queue de la liste passée en
argument). La fonction retourne la liste qu’elle accepte en argument puis elle concaténe ’accumulateur.
Voici un exemple de réduction utilisant les deux nouvelles regles introduites :

rev af|[z;y] > casejst([x;y], o, listla], [, A hd : a, tl : list|a]. rev a [hd] tl)
> rev alz][y]
> casejist([y], o, list[a], [x], A hd : o, tl : list[a]. rev a [hd; x] t])
> rev aly; o] ]
> casejst([], o, list[a], [y; 2], \hd : o, tl - list[a]. rev o [hd; x] 1)
> [y; 2]
ou l'on note [z1;...;x,] le terme cons[a] 1 (cons[a] za . .. (cons[a] zy, nil[a]...)) dans un contexte ou

les z; sont de type «a.
Si l'on note I' le contexte

= f:Va: Set.listja] — listla] — list[a], « : Set, acc : list[a], [ : list[a]

alors nous prouvons le séquent typage suivant en utilisant la regle CASE

I' - casejst (I, a, A_: list[a]. list[a], ace, A hd = o, tl - list[a]. f « (cons[a] hd acc) tl)

en nous assurant que (list,Set) € £ puis en prouvant les quatre prémisses suivantes :
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T F 1 list[a]

T, _:listla] F list[a] : Set

. T'F acc : list[a]

. T hd s a,tl:listja] F f a(cons[a] hd acc) tl : list[a]

A~ W N

Autres exemples de types inductifs. Parmi les exemples les plus simples de types inductifs, on
trouve les énumérations comme par exemple le type des booléens. Dans notre syntaxe il est représenté
par Ind(bool : Set,true : bool, false : bool); c’est un type inductif avec zéro parametre, zéro argument
et deux constructeurs sans argument. Dans le systeme CoOQ il est défini par le script suivant :

Inductive bool : Set :=
| true : bool
| false : bool.

Viennent ensuite les types récursifs, qui correspondent aux types inductifs sans arguments, comme
par exemple, le type des listes vu précédemment, ou bien encore, le type des entiers

Ind(nat : Set, zero : nat,succ : nat — nat)

représenté en COQ par :

Inductive nat : Set :=
| zero : nat
| succ : nat— nat.

Un cas particulierement dégénéré de type inductif est le type vide Ind(empty : Set) représenté en
CoqQ par :

Inductive empty : Set :=.

On peut alors utiliser case pour détruire n’importe quel habitant de empty et déduire un habitant
de n’importe quel type. C’est pourquoi empty est aux types de données ce que 'absurdité est aux
propositions. Ainsi le terme Ao : Set,b : empty.caseempty(b, A\_ : empty.a) est bien de type Va :
Set,empty — « et est implémenté en COQ par :

Definition Absurd (a : Set) (x : empty) : «a :=
match x return o with end.

On prouve le séquent de typage o : Set, b : empty I caseempty(b, A_: empty .a) : v par la dérivation
de typage suivante :

« :Set,b:empty - b: empty « :Set,b:empty, :empty F «: Set

empty, Set) € £
o :Set,b: empty - caseempty (b, A_: empty) : & (empty, Set)

Voici notre premier exemple de type inductif avec un argument (et zéro parametre) :

Inductive fin : nat— Set :=
| fin_zero : forall n:nat, fin n
| fin_ succ : forall mn:nat, fin n—fin (succ n).
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Ce type inductif permet de représenter les entiers plus petits que son argument. Ainsi, fin_zero représente
Pentier 0 et il est bien plus petit que tous les entiers. Le constructeur fin_succ retourne le représentant
d’un entier plus petit que n + 1 lorsqu’on lui passe en argument un entier plus petit que n. Il est
représenté dans notre syntaxe par la déclaration suivante :

Ind(fin : nat — Set, fin_zero : Vn : nat.vect n,fin_succ : ¥n : nat. fin n — fin (succ n))

A titre d’exemple, on peut programmer les deux injections réciproques suivantes :

Fixpoint fin_nat (n : nat) (x : fin n) : nat :=
match x return nat with
| fin_zero _ =  zero
| fin_succ k p = succ (fin_nat k p)
end.
Fixpoint nat_fin (n : nat) : fin n :=
(¥ Elimination dependante : %)

match n as m return fin m with

| zero = fin_zero zero

| succ p = fin_succ p (nat_fin p)
end .

La premieére se traduit par :

fix f :Vn:nat.fin n — nat,n : nat,x : fin n.
casefin n (2, A_: fin n.nat,
A_: nat. zero,
Ak :nat,p: fin k.succ (f kp))

Et la seconde constitue notre premier exemple dans lequel le type des branches dépend de la valeur
analysée :
fix f:Vn:nat.fin n,n:nat.
casenat(n, Az : nat.fin z,
fin_zero zero,

Ap : nat.fin_succ p (fp))

On prouve le séquent de typage
I' - casenat(n, Az : nat.fin x, fin_zero zero, \p : nat. fin_succ p (fp))

ouI'= f:Vn:nat.fin n,n: nat en vérifiant que (nat,Set) € £ et les quatre prémisses suivantes :
1. '+ n: nat,
2. 'z : natFfin z : Set,
3. ' fin_zero zero : fin zero,
4

. T',p:natF fin_succ p(fp) : fin (succ p).
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Nous conseillons ici au lecteur de se rapporter a la reégle CASE pour bien comprendre en quoi ces quatre
séquents sont des instances des prémisses de la regle.
Voici un autre inductif avec un argument (et un parametre) qui est a fin ce que list est a nat :

Inductive vect (o : Set) : nat— Set :=
| nilV : vect zero
| consV : a— forall (n : nat) (v : vect « n), vect o« (succ n).

Il permet de représenter les listes de taille fixée, ainsi les habitants (en forme normale) du type vect n
sont tous construits avec exactement n constructeurs consV. Les types dépendants permettent donc
d’écrire dans le type de données des informations sur leur structure. On peut se servir de ces informations
pour contraindre le domaine des fonctions aux endroits ou elles sont bien définies. Ainsi, on peut par
exemple écrire le type

Vo : Set,n : nat. vect[a] (succ n) — vecta]n

que 'on peut donner a la fonction qui prend en parametre un vecteur de taille strictement positive et
retourne ce méme vecteur, privé de son premier élément. Mais, pour implémenter cette fonction, nous
avons tout d’abord besoin de comprendre ce qu’est I’élimination forte.

Elimination forte. On parle d’élimination forte lorsque 'on utilise un case pour construire un objet
dont la sorte du type n’est pas minimale pour la relation A. On peut par exemple décrire un constructeur
de type qui dépend d’une valeur booléenne

Ab : bool . casepgol(b, A_: bool . Set, nat, bool)

ce qui donne en CoOQ :

Definition NatOrBool (b : bool) : Set :=
match b return Set with
| true = nat
| false = bool
end.

Si on note Type le type de Set, alors on vérifie le séquent
b : bool - casepol(b, A_: bool . Set, nat, bool) : Set

en s’assurant que (bool, Type) € £ puis en vérifiant les quatre prémisses suivantes :
1. b:bool - b: bool,
2. b: bool,_: bool - Set : Type,
3. b:bool - nat : Set,
4. b : bool - bool : Set.

C’est bien parce que la sorte du type de retour est Type, et non une sorte minimale comme Set, que
l'on a affaire a une élimination forte. On verra plus avant, qu’il est souvent nécessaire d’introduire
des restrictions, sur la forme de I'inductif, pour contraindre ces éliminations, sous peine d’obtenir un
systeme incohérent.
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Ainsi NatOrBool : bool — Set retourne nat ou le type bool selon que son argument soit true ou
false. On peut ensuite se servir de ce constructeur de type pour implémenter une fonction de type

Vb : bool .NatOrBool b comme par exemple la fonction
Ab : bool . casepool(b, Az : bool .NatOrBool z, zero, true)

qui s’implémente en CoQ de la facon suivante :

Definition f (b : bool) : NatOrBool b :=
match b as x return NatOrBool x with
| true = zero
| false = true
end.

On prouve alors le séquent
b : bool - casepgol(b, NatOrBool, zero, true) : NatOrBool b

en vérifiant les quatre prémisses suivantes et (nat,Set) € £ :
1. b: bool b : bool
2. b: bool,z : bool - NatOrBool x : Set
3. b: bool - zero : Nat0OrBool true
4. b : bool I- true : NatOrBool false

Nous avons maintenant les outils pour implémenter la fonction vect_tail qui récupere la queue d’'un

vecteur :

Inductive unit : Set :=
| I : unit.

Definition vect tail
(v : Set) (n : nat) (v : vect o (succ m)) : vect o« n
match v in vect _ m return
match m return Set with
| zero = unit
| succ p = vect a p
end
with
| nilV = I
| consV _ k t1 = tl
end.

Nous voyons pour la premiere fois dans ce script la notation utilisée par CoQ pour lier les arguments
(ici m) dans le type de retour. Le type de retour du case le plus superficiel est lui-méme défini par un
case sur la valeur de 'argument m du type de v. Si cet argument est nul, il retourne un type dont on
connait un habitant (nous utilisons ici unit) et s’il est de la forme succp, il retourne le type vect|a] p.
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Ainsi, dans le cas nilV, il nous suffit de retourner un habitant de unit, et dans le cas consV, on peut
retourner ¢l.
Cette définition s’écrit de la maniére suivante dans notre syntaxe :

A : Set,n :nat,v : vect[a] (succ n).
caseyect (v, @, Am : nat, _: vect[a] m.
casenat(m, A_: nat.Set, unit, Ap : nat. vect[a] p),
I,
Ao,k nat, tl : vect[a] k. tl)

Sil'on note I' = a : Set,n : nat, v : vect|a] (succ n), alors pour vérifier le séquent :

caseyect(v, @, Am : nat, _: vect[a] m.

casenat(m, Az : nat. Set, unit, Ap : nat . vect[a] p),

I+ : vect[a] n

I
Ahd : o,k : nat, tl : vect|a] k. tl)

il suffit de vérifier les quatre prémisses suivantes :
1. T Fwv: vect[a] (succ n),
2. I',m : nat,x : vectjo] m = T : Set,
3. '+ 1I:T[zero/m,nilV[a]/x],
4. T hd : o, k : nat, tl : vect[a] k F tl : T[succ k/m,consV|a] hd k tl /x].

et que T'[succ n/m,v/x] = vectla]n ou T = casepat(m, A\x : nat.Set,unit, A\p : nat.vect[a]p). Ces
vérifications sont aisées une fois remarqué que :

T[zero /m,nilV][a]/x] > unit
T[succ k/m,consV[a] hd k tl /z] ©> vect[a]k
n

T[succ n/m,v/x] = vectja]n > vect|q]

Le lecteur qui souhaiterait s’exercer a la manipulation des regles d’élimination dépendante peut
essayer de construire un terme de type Vo : Set,n : nat.fin (succn) — vectla]n — a qui retourne le
k-ieme élément d’'un vecteur de taille n avec k < n.

Retour sur la condition de stricte positivité. La condition de stricte positivité esquissée plus
haut permet d’évacuer certains inductifs problématiques. L’exemple emblématique de type inductif
qui ne satisfait pas la condition de stricte positivité est ’encodage des termes du A-calcul pur, par la
technique nommé “syntaxe abstraite d’ordre supérieure” (Higher-Order Abstract Syntax en anglais,
souvent abrégé en HOAS) [ |. Avec la syntaxe de COQ, cette représentation peut se traduire par
le script ci-dessous.

Inductive lam : Set :=
| abs : (lam— 1lam)— lam.

Definition apply (s t : lam) :=
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match s with
| abs f = f t

end .
Definition § := abs (fun x— apply x x).
Definition w := apply 4§ J.

On remarque que si la définition de lam était acceptée, on aurait a disposition un terme w tel que w>w.
donc que le systéme ne serait pas normalisant.

2.3 Meétathéorie

Dans cette sous section, nous énoncerons la facon dont la métathéorie des PTS peut s’étendre aux
types inductifs. Mais, a ’heure de la rédaction, tous les détails n’ont pas encore été vérifiés. On admettra
en particulier la confluence du calcul (ci-dessous), ainsi que le lemme 2.3.8.

2.3.1 Lemme (Propriété de Church-Rosser avec type inductifs)
Si A= A alors il existe C tel que A>C et A'>C.

Les propriétés métathéoriques suivantes s’étendent aux CTSI :

2.3.2 Lemme (Métathéorie des CTSI)
Les lemmes suivants restent vrais en présence d’inductifs :
— Le lemme 1.1.23 (substitution) :

Fz:AAAFM:B AN THEN:A = I'A[N/z| - M[N/x] : B[N/x]
— Le lemme 1.1.24 (affaiblissement généralisé) : Pour x frais,
INAFM:A AN T'EB:s = I'z:B,AFM:A

Démonstration Les deux énoncés se prouvent par induction. Les seuls cas intéressants de ces dé-
monstrations sont les cas VARIABLE, et AXIOME et AFFAIBLISSEMENT. Tous les autres cas, y compris
ceux introduits par les regles pour les inductifs se traitent simplement en propageant les hypothese de
récurrence, puis en réappliquant la regle en question. ©

Pour le lemme d’inversion, on procede de la méme facon : on remonte les affaiblissements et les
regles de cumulativité jusqu’a arriver a la regle “active”. L’énoncé du lemme d’inversion s’obtient donc
en lisant a 'envers la régle d’inférence concernée :

2.3.3 Lemme (Inversion)
Le lemme 1.1.32 s’étend aux types inductifs de la fagon suivante :
1. SiT+ c[ﬁp] : Z, alors
- WF(I),
— Pour tout 1 <i<p, '+ P;:Qi[Pi/x1, -, Pi_1/xi—1].
— 1l existe un entier j tel que c = c;, et Constrjl(?p) <7,
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2. SiT+I[P']: Z, alors
~WE(T),
— Pour tout 1 <1 Sp, '+ B : Qi[Pl/xl,--- ,Bfl/l‘ifl].
- AritYI(?p) < Z,

3. SiT F caser(M, ?p,)\y:—zzln,i : I[?p] YT, ?k) : Z, alors on a une famille de n termes 8n
telle que :
- (I,r) €€,
— I est un inductif a k constructeurs,
- Arityl(?p) = an.s,
- Constrg(ﬁp) = Vz:—E;mj.I[?p] D;,
“TrM-I[PNE,
- I’,y:—/>1n7i : I[?p] YET
— Pour tout 1 <i <k :
T,z E " FETD, J2", ¢ [P 2™ /i)
- T[E" Y M) < 2.

I+1
4. SiTFfixf: A x: § M T, alors il existe une sorte s telle que

-I'FA:s,
+1

-, f:AF Xz M A,

- AXT.
Démonstration La preuve s’esquisse de maniere similaire a celle du lemme 1.1.32. ©
2.3.4 Lemme
Si I est inductif de sorte s Ind(z1 : Q1,...,2p: Qp, I : Ajc1 : Cr,...,cp : Cy) (s est donc la conclusion
de A), et si on dispose d’une suite Py, ..., P, et d’'un contexte I' tels que pour tout 1 < k < p,
't P : Q. Alors,

P
- WFr(Arity,(P"))

— I' - Constr)( p) S

Démonstration Sip = 0, il n’y rien a démontrer, on supposera donc que p > 0. D’apres le lemme 2.1.5,
on a :

1. Wleth...,{l‘piQp (A)’

2. pour tout j, x1: Q1,...,2p: Qp - Cj 1 s. ©)
Or d’apres le lemme précédent I' - P; : Q1 implique que WF(T") et donc d’apres Paffaiblissement géné-
ralisée et on montre que WFr 4.0, ,....0,:0,(A4) et T', 21 : Q1,...,2p : @, = Cj : s, puis par substitutions

successives on en déduit que
P BYar
WFr(A[P"/x]) et THCy[P /2" s
Or, par définition on a :

arity, (P')= A[P /2] et  Constr)(B') = ;[P /77
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On en déduit alors que :

2.3.5 Lemme
Le lemme 1.1.35 reste vrai dans les CTSI :

I'M:A =  WFp(A)

Démonstration Par induction sur la dérivation de I' = M : A. On traite les cas POINT-FIXE, CASE,
CONSTRUCTEUR, et INDUCTIF :
I+1 I+1
— POINT-FIXE : On a M est de la forme fix f : A, x: § NetTD,f: AF Ax: N A et
donc WF(T, f : A), ce qui implique WFR(A).
— CONSTRUCTEUR et INDUCTIF : Conséquence directe du lemme précédent.
— CASE : On a M de la forme

caser(N, ?p, )\mn,i : I[?p] T, /\ﬁka)

et A de la forme T 857” , N/i] avec :
(1) 'EN:
—B) B9 T :r
Donc pour prouver que A est bien formé, on peut utiliser le lemme de substitution appliqué a
(2). Pour pouvoir I'appliquer de fagon successives, il faut montrer que

(Hy) : L't Gy: Br[G1/y1, -, Gr—1/yr—1]pour 1 <k <n
D n
et enfin il faut montrer ' = NV : [ [? ] 3 , ce qui ne pose pas de probléme puisque c’est (1). Or
n
par hypothése d’induction, on obtient qu’il existe s’ telle que T F I p] : 8" (3). Or par n
inversions successives a partir de (3), on peut déduire H,, ..., H. ©

Le lemme technique suivant sera utile pour démontrer la préservation du typage :

2.3.6 Lemme

Sz'Fl—cj[? M ?p T et si
Arity,( ? = Vy: gn

ConstrI ? = Vz:E, .I[?p} D;

alors
—_—n . —
1. ¢" = D',
2. FI—MZ: j[Ml/Zl,...,lel/Zlfl] pOUT‘lSlSm]‘.

Démonstration Le cas général étant similaire, nous allons prouver le lemme dans le cas particulier
mj = 2. On a donc I' - cj[?p} M My - I[?p
que :

~ (H):TFe;[B") My : ¥ : AB,

]3" Par inversion, on obtient qu’il existe A et B, tels
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- (HQ) :T'F M2 A
~(Hs): B[Ma/z] < I[P']C".
Par inversion (Hj), on obtient qu’il existe A’ et B’ tels que :
- (H}):TH Cj[ﬁp] :Vz: AB
~ (Hy)):TF M : A,
— (Hé) : B’[Ml/zl] <Vy: A.B.
Enfin, par inversion de (H}), on dispose de :
- WE(I),
— Pour tout 1 <i<p, I'+ P;: Q.
— Il existe un entier j tel que ¢ = ¢;, et :

Vzy : Ej71, 29 . Ejg.[{?p] Dj <Vz: A'.B

et on en déduit que Ej; = A’ et
B}n

oy : B0 [P Dy < B

et donc que : -
D n
Vay: Bya[My /). (I[BY) D) [My/z1] < B'[My/21] < V22 - AB

ainsi nous obtenons :
EjplMi/z)=A et (I[P')D;") [Mi/z] < B'[Mi/=] < B
Comme z1, 20 € ]:V(?p), on a ?p[Ml/Zl,MQ/ZQ] = ?p et donc :
[[P) D" [My/21, My /2] < B[My)25) < I[P] G

On a donc bien l—)_;n[P/x,M/y] = C" 1l reste donc & prouver que I' = My : Ej1 et I' = My[M; /2] :
E;2[Mi/z]. Afin d’y parvenir, on peut invoquer le lemme 2.3.4 pour montrer que I" - Constr?(?p) .S,
c’est-a-dire

FI—Vzl jl,ZQ EJQI[?I)]D]':S

Or, on en déduit donc aisément par inversion que WFr(Ej1) et WEr .., , (Ej2). On peut alors utiliser
la cumulativité pour prouver que I' = M : E;; a partir de A" = Ej; et (Hj). Puis par substitution,
dans WFr .., , (Ej2), on montre que WEp(E;2[M;/z1]). Nous sommes donc autorisé & utiliser les
cumulativité avec Ejo[Ms/z] = A et I' = My : A pour déduire I' = My : Ejo[Ma/29). ©

2.3.7 Lemme (Préservation du typage par réduction)
La préservation du typage des CTS s’étend aux CTSI :

SiTEM:AetM>M, alorsT =M : A.

Démonstration Les nouvelles regles de réduction introduites pour réduire case et £ix nous contraignent
a traiter deux nouveaux cas clefs :
— Supposons que la derniere régle appliquée dans la dérivation soit une application de la regle CASE
de la forme ci-dessous (il y a k + 2 prémisses numérotés (1), (2),...,(k+2)) :
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(1) (2)

ChoP | M™ 1B G" Ty A i 1B 7" T
(J+2)

(r,,TE;mj - F TD, /9", ;| P 2™ /i)

j=1..k

T+ caser(c; [P | M™, B My A i I[P 9" T, Aﬁ'Fk) TG )" e [B) M)
(0)

Avec I un inductif & k constructeurs tel que (I,7) € Z et :

Arityl(?p) = Vy:
; —>
Constrjl(?p) = V2B .][?p} D;
On doit alors montrer que

T EM™ )27 TG 9" [ BT M) (%)

D’apres le lemme précédent appliqué a (1), on a :

~(H): G = Dy g,
- (HQ) :I'F Ml ¥ [Ml/yl,...,lel/yl,ﬂ pour 1 < l < m;.

On déduit de (i 4 2), du lemme de substitution (lemme 2.3.2) et de (Ha) :
rrRM™ 2™ (10D 7P 2 ) T 2
or Z™ & FV(T), on a donc
Dr R 2™ 1D 2T (B ) )
or on a d’apres (H),
(D, (" )2 7" [ BT ) = T " [P M

et le point 3. du lemme 2.3.2 appliqué a (0), nous donne WFF(T[én/ﬁn ?p _>mj/ On
peut donc utiliser la régle CUMULATIVITE, pour déduire (x) & partir de ().

Supposons que la derniére regle appliquée dans la dérivation soit une application de la regle
APPLICATION de la forme ci-dessous

(1) (2)
F(fixf: Az B,i: CM)N :Vi: PQ TF Ny, :P

Tk (fixf: Aﬁ cCM) N Q[N /]
(0)
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On a alors
(fix f: A,ml,y :C.M) ﬁlﬂ > M[fix f : A,mlﬂ.M/f, ﬁlﬂ/?lﬂ}
et on doit montrer que
TFMgixf: Az B M/EN T ZHY QN /]
Le cas général étant similaire, nous n’allons traiter que le cas [ =1 :

(1) (2)
M (fixf: A,z :B,i: C.M)Ny:Vi: P.Q I'ENy: P
'k (fixf: A,x: B,i: C.M) Ny Na: Q[N2/i]

(0)

On doit montrer que
' Mfix f: A,z : B,i: C.M/f,N1/x,Na/i] : Q[N2/i] (%)

Par inversion de (1), obtient qu’il existe P’ et @’ tels que :

~ (Hy):THfixf: Az :B,i:C.M :Vx : P'.Q',

-~ (Hg):THNy: P,

(Hy): QNi/a] < Vi: PQ

Par inversion de (H1), on en déduit que

- (Hy):T,f:Ab Xz :B,i:C.M : A,

- (H)) : A Vx: P.Q,

— (Hj}) : il existe une sorte t telle que '+ A : ¢.

Par inversion de (Hj), on en déduit que

— (HY) : il existe A" et s, tels que I', f : AFVa: B.A" : s,

- (HY):T,f:Ajz:BFXi:C.M: A,

- (HY) :Vx: BA' < A.

Par inversion de (HY), on en déduit que

— (HY") : il existe A” et r, tels que I, f : A,z : BFVi: C.A" :r,

- (HY):T,f:Ajz:B,i:C+HM:A",

- (HY):Vi:C A" A,

Posons FF'=fix f: A,x: B,i: C.M.

De (H}) et (HY) on déduit que Vo : P'.Q' = Vo : B.A' et donc que P' = Bet Q' = A". A
partir de (H3), on montre que WFr f.4(B) et d’apres le lemme de substitution, on en déduit que
WE(B[F/f]) or f & FV(B) implique que WFp(B). Et donc par conversion, on a I' - N; : B.
Par transitivité (Hj) et (H%), montre que Va : B.A" < Va : P.Q)". On en déduit alors que B = P/,
A" X Q' et donc que A'[F/f,Ni/x] < Q'[F/f, N1/xz].

A partir de (H), on déduit que f & Q' (car f € T et z # f) et donc que Q'[N1/z] = Q'[F/f, N1 /x].
On en déduit alors :

(Vi: C.A")[F/f,Ni/x] < A'[F/f,Ni/z] < Vi: P.Q
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On a donc C[Ny/x] = P, A"[F/f,N1/x] < Q et donc A"[F/f, N1/x,No/i] < Q[Na/i] (Hy).
Or & partir de (H"), on montre que WFT .4 ..5(C) et donc par substitution on en déduit que
WFr(C[F/f, N1/x]) et par conversion de (2) on prouve que I' - Ny : C[F/f, N1/x].

Ensuite a l'aide de la regle POINT-FIXE appliquée & (H}), on montre I' - F' : A et comme on a
prouvé I' = Ny : Byon a f & FV(N1)UFV(B) et donc I' = Ny[F/f] : B[F/f]. On peut donc

appliquer le lemme de substitution a (H3’) et conclure que

'+ M[F/f,Nl/.T,NQ/Z} IA,/[F/f,Nl/.T,NQ/Z'}

Enfin on peut déduire de (0) que WFp(Q[N2/i]) et donc (Hy) et la cumulativité nous permettent
de prouver (*). ©)

Il est raisonnable de penser que les résultats de la section 1.2 s’étendent naturellement aux CTSI.
On a admettra en particulier les résultats suivant :

2.3.8 Lemme
1. Si P E MINLOC, alors ' M : A et T' = M : B implique qu’il existe C tel que T'= M : C et
C<xAetC<B.

2. Si P = MINLOC A WEAK-UPSTABLE-RULES, alors P = STRENGTHENING.

2.4 Le A-cube avec types inductifs

Dans cette section, nous présentons brievement quelques exemples de systemes avec types inductifs.

Systéme 7 Le premier d’entre eux est le systeme 7 de Godel, c’est une extension du A-calcul
simplement type avec un produit cartésien de type et trois types de bases : les entiers, les booléens
et un type a exactement un habitant. Dans sa présentation standard (voir [ | par exemple), les
types de données viennent chacun avec leur schéma de récursion. Ici, nous le présenterons comme le
CTSI muni des parameétres suivants :

St = {x0}

A7 = {(xD)}

Rr = {(xx%)}

Cr =0

Zr = {nat,bool, prod}

&r = {IWeT}
et il contient un inductif pour représenter les entiers :

Ind(nat : %,zero : nat,succ : nat — nat)
un inductif pour représenter les booléens :

Ind(bool : x,true : bool, false : bool)
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ainsi qu’'un encodage du produit cartésien :
Ind(a : %, 3 : %, prod : %, pair : « — 3 — prod|c, 3])

Il partage donc les sortes, les axiomes et les regles de A mais contient en plus deux types de base nat
et bool ainsi qu’un constructeur de type prod pour représenter les produits cartésiens. On se permettra
dans la suite de noter o x 7 le terme prod[o|[r] tout en gardant en téte que le produit (x) n’est
pas un terme du langage . On verra plus loin I'extension systeme 7, ou on peut typer I’abstraction

Aoz x, B 1 . prod[a][f].
On peut définir les deux projections a 'aide de case :
proj"ﬁm2 DT X Tg = Tk

Proj;, 7, = AC:TI X To.cCaseprod(C,T1,T2, A1 T1 X T2.Tk, AT1 : T1, Ta : T2.Tk)
Puis, on vérifie aisément qu’elle satisfait les regles de réduction attendues pour un produit :
.k .
Proj7, = (pair[r1][m2] A1 A2) > Ag

Nous pouvons programmer également dans ce systeme d’une famille de schémas de récurrence pour
chaque type 7 bien formé :

recc : (T—nat—7)—=>7—>nat—r7
rec; = fixf:(r - nat—7)—>7—nat—r,
g:7T—nat—7,xr:7,n:nat.
casenat(n, A_: nat.T,
x,
Ap:nat.g(fgxp)p)
Nous notons 7 la représentation du n-ieéme entier :

n fois

succ (succ - - - (succ zero)---)
Et on vérifie facilement que nous disposons bien des réductions suivantes :

rec: fz0 > =z
n + 1 fois
- —— — -
recc fan+1 > f(f--(fz0)---n—-1)m
Nous pouvons d’ores et déja remarquer un avantage des représentations des types de données via les
types inductifs par rapport aux encodages imprédicatifs : on dispose d’une implémentation des destruc-

teurs en temps constant. Ainsi, nous pouvons programmer dans Systéme 7T la fonction prédécesseur de
maniére beaucoup plus naturelle que dans Systeme F (voir page 26) :

pred : nat— nat
pred = \:nat.casens(n,\_:nat.nat,0,\p: nat.p)
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Nous pouvons alors vérifier que deux étapes de réduction, une pour le A, une pour le case, suffisent
pour réduire ces fonctions appliquées a la représentation d’un entier :

Nous avons déja mentionné lors I'étude de Systeme F que la présence d’un schéma de récursion
d’ordre supérieur permet d’implémenter une treés grande classe de fonction (contenant les fonctions les
fonctions primitives récursives, mais aussi la fonction d’Ackermann). Gédel a donné une caractérisation
de cette classe en terme logique en prouvant que les fonctions représentables dans Systéme 7T sont les
fonctions prouvablement totales dans l'arithmétique du premier ordre PA. Nous reviendrons sur ce
résultat dans le chapitre 4.

Systeme 7,. Nous pouvons étendre Systeme 7T en autorisant I’ordre supérieur dans les types. Nous
définissons donc le systeéme 7, par les parameétres suivants :

St = {»0}

Ar = {(xD)}

Ry = {(xx*x*),(0,0,0)}
Cr =0

Zr = {nat,bool, prod}

&r = {IeT)

Nous obtenons donc un systéme qui est & T ce que Aw est a A. Et tout comme ce dernier, cette extension
est essentiellement cosmétique, elle permet simplement d’internaliser les notations de type. Ainsi dans
ce systéme, on peut définir des constructeurs de type comme par exemple :

Ao : *. (a0 — nat) x (nat — «)

mais ces notations dans les types peuvent toujours étre réduites. On montre aisément que la construction
case ne peut pas apparaitre dans un terme A siona '+ A : K : O (c’est une conséquence immédiate
du fait que (I,0) ¢ £ pour I = nat, prod, bool). Il suffit alors d’étendre la fonction d’élimination de
l'ordre supérieur vue a la page 28 de la facon suivante :

E2(prodjo,7]) = prod[€3(NF(0)), £2(NF(7))]
£?(nat) = nat
£?(bool) = bool
El(zero) = zero
El(succ) = succ
El(pairjo,7]) = pair[£2(NF(0)),E%(NF(1))]
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El(casenat(n, \_: nat. T, Fy, Ap : nat .Fy)) =
casenat(E1(n), A_: nat E2(NF(T)), EX(FL), Ap : nat .£1(F))
E'(casepool(b, A_: bool . T, Fy, Fy)) =
casepool (E1(b), A_: bool £2(NF(T)), EL(Fy), EL(Fy))
E(caseprod(c, 0,7, A_: prodjo, 7. T, Az : 0,y : T.F)) =
casepod(E(c), E2(NF(0)), E(NF(7)),
A_: prod[o, 7].E4(NF(T)), Az : E2(NF(0)),y : E2(NF(7)).E1(F))
On montre alors de la méme fagon que :
2.4.1 Lemme
- SiTkr, A: K : 0O, alors E(T) Fr E2(NF(A)) : x.
~ SiT b7, M: A:x%, alors E(T) 7 EY(M) : E2(NF(A)).
Pour en déduire le lemme suivant :
2.4.2 Lemme
Les fonctions représentables de T, sont exactement les fonctions représentables de T .

2.4.1 Extension aux inductifs avec élimination faible

On introduit maintenant la notion de CTSI saturé. Un CTSI est saturé s’il contient toutes les
déclarations d’inductifs autorisées :
2.4.3 Définition (CTSI saturé)
On dira d’'un CTSI qu’il est saturé si pour toute famille de termes Q1, ..., Qn, A, C1,...,C/ qui vérifie
les conditions de la définition 2.1.3, c’est-a-dire :

1. WEr, (A)oul'p =21:Q1,...,2p: Qp,
n

2. A est de la forme Vy : § .8

3. Tp,a: AFC:s

4. pour tout j, C; est de la la forme

Vy : Ejmj e’ Djn

ol « ne peut apparaitre a 'intérieur de E; que comme une conclusion.

il existe un inductif I bien formé :
Ind(z; CQ1, .y Qp, I Aycr : Cpy ..o e Cy)
ot les C; = C'[I[Z"]/ql.

2.4.4 Définition (Extensions aux types inductifs avec élimination faible)
Etant donné un systéme P du A-cube, on dira quun CTSI saturé P’ est une extension de P aux types

inductifs avec élimination faible, si :

Sp = Sp
Ap = Ap
Rp = Rp
Cp = 0
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et si de plus : (I,7) € & si et seulement si I est un inductif de sorte x et r = *.

2.4.5 Convention
Pour tout systeme P du A-cube, on désignera par I'P une extension quelconque de P aux types inductifs.

Nous pouvons maintenant étendre le A-cube avec des inductifs :

IF, ICC
IF INIT?
imprédicativité Dw » IAID,
ordre ﬁs_up'“‘érieur /
N —— I
dépendance

Le A-calcul simplement avec type inductif : I\. C’est 'extension naturelle de systéme 7 dans
laquelle nous disposons de beaucoup plus d’inductifs que simplement nat, bool et prod. On peut donc y
encoder tous les types inductifs qui vérifient les conditions de stricte positivité et dont les constructeurs
sont bien typables. Dans ce systéme, la seule arité bien formée de sorte minimale est la sorte x. On ne
peut donc pas construire d’inductif avec un ou plus arguments. On peut tout de méme construire le
produit cartésien, la somme disjointe, les listes, les arbres, les booléens, les entiers, . .. Tous ces inductifs
restent encodables par des opérations sur les entiers. A premiére vue, il pourrait sembler que nous ne
gagnons pas en expressivité par rapport au systéme 7. Ce n’est pas le cas. On dispose en effet de type
inductifs qui ne s’encodent pas dans les entiers, comme par exemple, le type des arbres a branchement
infini dénombrable (parfois appelé le type des ordinaux de Brouwer) :

Ind (ordfbrouwer : Set, zero brouwer : ord_brouwer,
succ_brouwer : ord_brouwer — ord_brouwer,
sup_brouwer : (nat — ord_brouwer) — ordfbrouwer)

Ce type inductif permet de décrire des ordinaux dénombrables dont certains plus grands que ¢,.
Bien que nous n’en ayons pas la preuve, il semble raisonnable de penser que le systeme I\ permet de
représenter strictement plus de fonctions que le systeme 7. Nous en rediscuterons apres avoir décrit le
théoreme de représentation en présence d’inductif (page 257).

On notera qu’il est possible de définir dans I\ des inductifs avec des argument qui ne sont pas des
types. Comme par exemple I'inductif U défini par

Ind(n : nat,U: x,cy : Un))
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qui désigne une famille d’inductifs tous équivalent a I'inductif unit :
Ind(unit : %, tt : unit)
On peut donc alors construire le type suivant :
FVn :nat.Un| — Uln| : *

Notre A-calcul simplement typé étendu avec des inductifs est devenu un systéme de types... dépen-
dants. Mais, si cela est souhaitable, il est possible de restreindre ce systéme en interdisant les inductifs
contenant des arguments dont le type est dans . Il est clair que cela ne permet de toute facon pas de
représenter plus de fonctions.

En effet, on dira d’un parameétre qu’il est informatif si son type est typé par x. Alors, I’absence
de régle pour forme des types dépendants fait que ces parametres ne pourront pas apparaitre dans
le type des constructeurs si ceux-ci ne contiennent pas d’occurrences de ces inductifs avec au moins
un parametre informatif (et encore moins dans arité puisqu’elle est toujours égale a ). Soit donc
H un inductif avec des parametres informatifs qui ne contient pas d’occurrence d’un autre inductif
ayant des parametres informatifs dans sa déclaration (c’est-a-dire dans le type de ses parameétres,
constructeurs et arité). Dans ce cas, H est équivalent au type inductif H’ obtenu en enlevant ces
parametres informatifs de sa déclaration (c’est 'opération qui fait passer de U a unit). On peut alors
remplacer dans une dérivation de typage toutes les utilisations de H par une utilisation de H’ tout
en préservant la typabilité (il faut bien stir remplacer également les utilisations de ses constructeurs et
ses case). En procédant récursivement, on peut alors remplacer tous les inductifs avec des parametres
informatifs par des inductifs qui n’en contiennent pas.

Ajout de ’ordre supérieur de type : IA\w. Il est clair que tout comme pour Aw, et Tw, I’ajout de
Pordre supérieur de type ne permet pas de représenter plus de fonctions. On prouve le lemme ci-dessous
de fagon analogue a 7, en étendant la fonction d’effacement de la maniére suivante :

e(1(P") = 1P
E2([P) = cleV(P")]

——
El(caseI(M,?p,/\x 1T,y E" ) =
Sk

cases () (E1(M), EY2(B"), \a : (1) EX(NF(T)), y : EX(NF(E)) E\(F) )

ou :
— 51/2(?]9) = P|,..., P, avec P = EY(P) ou P, = E?(NF(P)) selon que le k-itme argument de
I'inductif correspondant est informatif ou non.
— &(I) désigne l'inductif :

Ind(z1: Q... 2p: Q;,I:*,cl L E2C, .. e EXCY)
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si
Ind(z1: Q1,...,2p: Qp, L i %,c1:C1,...,cp: Cy)

et avec Q) = £%(Q1) ou Q), = * selon que le k-itme argument est informatif ou non.
On peut alors montrer aisément que :

2.4.6 Lemme
- SilThkpo A: K : 0O, alors 5<F) Fn EZ(NF(A)) Dok
~ SiThpy M:A:x, alors E(T) Fpy EX(M) : E2(NF(A)).

Et en déduire que :

2.4.7 Lemme
Les fonctions représentables de IAw sont exactement les fonctions représentables de I\.

Ajout des types dépendants En l’absence d’élimination forte, Christine Paulin [ , ]
a montré que la fonction d’effacement des dépendance £9°P s’étend bien aux inductifs.
En effet, soit P € {AIl, AL, AIl,,, A\IT?}, nous définissons £9°P(IP) par :

EWP(INIT) = 1IN
EXP(INII,) = Dw
EP(INI?) = IF
£dP(ICC) IF,

Alors nous pouvons étendre la fonction £9°P vue page 34 aux inductifs en posant :

glr(1[B)) = et (D)etr(p) |

—D
(P = (El(P) ]
k —p ek
£8P (case; (M, P\, T, F ) = caseguen(p(EXP(M),EXP(P) , E3P(T), €% (F) )

k
Si Ind(x : ajp,l A C ) est un inductif de IP, alors £9P(I), £9°P(c;) désignent un inductif de
E4eP(IP) tel que

Ind(z : 5<d>ep(Q1), ey Ty 53162217.”7%_1:%_1(621,), ;lprh Ly Qp(A),é’dep(C) : ggle%l,...,xp:Qp(C) )

(son existence est assurée par la saturation).
Nous montrons que, tout comme dans le cas sans inductif, la face droite du cube est envoyée vers
la face gauche :

2.4.8 Lemme
Si P € {1, A, A1, A1}, on a :

I'Fp A: B implique £%P(T) Fgden(1p) Sde (A): Elilep(B).
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De plus nous avons,
A>B =  ESP(A) > EXP(B)

et £9°P(nat) = nat (modulo renommage), on en déduit donc que :

2.4.9 Lemme
Si P € {MI, ML, M1, A2}, alors les fonctions représentables dans P sont evactement les fonctions
représentables de £%P(IP).

Les encodages imprédicatifs des types inductifs. Les encodages imprédicatifs permettent d’en-
coder tous les types inductifs en I’absence d’élimination forte. Ce résultat a d’abord été démontré pour
systeme F par Corrado Béhm et Alessandro Berarducci | | puis étendu a systeme F,, par Christine
Paulin et Frank Pfenning | ].

k
Soit I un inductif dont la déclaration est : Ind(z : ajp, I:Ac: (2 ) Soit « une variable fraiche et
(C)i=1. .k la famille de termes telle que pour tout 1 < i < k on ait

CII[7")/a] = C; et I napparait pas dans C/
D . e P
Alors on note [[x : (j | Uencodage imprédicatif de I défini par le terme :
Iz : (qu] =Va:AC], = ... C, —Vy: gn.aﬁn

on retrouve bien des types isomorphes & ceux vus lors de I’étude de systéme F :

nat = Va:xa— (a—a) =«
prodla:x,B:x] = Vy:x(a—=B—=7) =7
listlo %] = VB:xB - (s B B)— B

Ot nat, prod et listg sont les inductifs bien-formés de IF suivant :
Ind(o : *, list : %, nil : list[a], cons : @ — list[a] — list[a])

Ind(nat : %, zero : nat,succ : nat — nat) c
Ind(«: %, 3 : %, prod : %, pair : « — 3 — prod)

L’encodage fonctionne également pour systéme JF,. Si on prend la définition inductive prod’ du
produit cartésien du produit sans parameétre suivante :

Ind(prod’ : x — x — *, pair’ : Va3 : x,a — 3 — prod’ a j3)

Elle est une définition inductive bien formée de IF,, et est interdite dans IF car son arité n’est pas un
type valide de F. Son encodage imprédicatif est alors :

prod =Vy:% =% =% (VafB:x,a— B —=vyapB) = Vaf :xyaf

On peut alors montrer le lemme suivant :
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2.4.10 Lemme » X
Soit P € {F,F,}. SiInd(z : (ij A c: (% ) est un inductif bien formé de IP, alors

2O Fp Lz Q) A

De plus s’il n’est fait mention d’aucun autre inductif dans la déclaration de I, alors

G e llr: Q) A

, P s,
Les auteurs de [ | donnent également un encodage c[z : (5 ] des constructeurs puis décrivent
comment construire des termes pour implémenter les schémas de récursion primitive (voir aussi la these
de Christine Paulin [ ] pour plus détails). Si on admet que notre présentation des inductifs avec

case et fix est équivalente & une présentation des inductifs avec récursion primitive, alors on peut
remplacer les occurrences des inductifs et de leurs constructeurs par leurs encodages imprédicatifs et
utiliser les schémas de récursion primitive pour remplacer les utilisation de case et fix. On en déduit
alors le théoreme :

2.4.11 Lemme

Soit P € {F,Fu}.

Les fonctions représentables de I'P sont exactement les fonctions représentables de P.

Pour conclure, on remarque que le A-cube étendu aux types inductifs n’a rajouté qu’une seule
nouvelle classe de fonctions représentables, les fonctions représentables dans Systéme I\.

2.4.2 Elimination forte non restreinte dans une sorte imprédicative

Dans cette sous-section, nous allons étudier le danger qu’il peut il y avoir lorsque que ’on ne restreint
pas ’élimination forte en présence d’une sorte imprédicative.

2.4.12 Définition (Extension aux types inductifs avec élimination forte non-restreinte)
Soit P un systéme du cube, on dira qu'un CTSI saturé P’ est une extension de P aux types inductifs
avec élimination forte non-restreinte, si :

Sp = Sp
Ap = Ap
Ry = Rp
Cp = Cp

et si de plus : (I,7) € & si et seulement si I est un inductif de sorte x et r est quelconque.

2.4.13 Convention
Pour tout systéme P du cube, on désignera par I;.P une extension quelconque de P auz types inductifs
avec élimination forte.

Le type inductif suivant est bien-formé dans I/, c’est un inductif sans parameétre et avec un
argument (on a besoin de la régle (0O, %, x) pour vérifier que le type du constructeur habite bien ).

Ind(star : %, close : x — star)
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Le constructeur de cet inductif permet de plonger tous les types (c’est-a-dire les habitants de x) vers le
type star. L’élimination forte, nous permet alors de typer la fonction réciproque suivante :

open : star — x
open = \b:star.casegtar(b, \_: star.x, Ao : *x.q)

open(closea) > «

C’est une élimination forte car le type de retour du case est x, c’est-a-dire une type de sorte O et
par définition, nous avons bien (star,d) € £. Nous allons maintenant voir que cet inductif permet de
plonger le systeme incohérent Ax dans tous les systemes qui contiennent Is.F.

On définit la transformation des termes et des contextes de Ax suivante :

01 = 0
[T,z :A] = [I'],z: open[A]

[z] = =
[x] = closestar
[Vz: A.B] = close(Vx :open[A].open[B])
[Mx : AM] = Az:open][A].[M]
[MN] = [M][N]

Cette transformation se comporte bien vis-a-vis de la substitution et donc de la conversion :

2.4.14 Lemme

- [B[N/alll = [BI[[V]/x],
-B=B = [B]=[B]

Démonstration
— Immédiat par induction sur la structure de B.

— On montre que
[(Ax: AM)N] =[M[N/x]]

En effet, d’apres le cas précédent, on a
[(Ax: AM)N] = (Az:open[A].[M])[N]
- [M][[N]/z]
= [M[N/z]] ©
Cette transformation permet de plonger les termes typables de Ax dans I F :

2.4.15 Lemme
SiT ke M : A, alors [I'] Fr, 7 [M] : open[A].

Démonstration On procede par induction sur la dérivation de I' Fy, M : A et on désignera par HI
les hypotheses d’induction. Dans cette démonstration les séquents = désigneront la typabilité . 7.
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— Axiome % : % :

F close : x — star I star :
F [*] : star
F [*] : open [%]

On doit montrer que - close star : open (close star), ce qui peut se faire a l'aide de la regle de
conversion, puisque l'on a open (close star) > star, - open (close star) : x et - close star :
star.

— Affaiblissement :
HI
IT] F [A] : open []
HI [T'] - open : star — % [T] F [A] : star
[I']+ [M] : open[B] [T'] - open [A] : x
[T],« : open [A] F [M] : open [B]
— Variable :
HI
[I'] - open : star — % [T]F [A] : star
[T] F open [A] : %
[T],z : open[A] F x : open [A]
— Application :
HI
[T]+ [M] : open[Vz : A.B] HI
[T] + [M] : Vz : open [A].open [B] [T] + [N] : open [A]
[~ DVTINT (open [BDINI/a]
[T]+ [M][N] : open [BIN/z]] o
— Abstraction :
HI H

[T],« : open[A] F [M] : open [B] [T] F Vz : open[A].open[B] : %
[T] F [Az : A.M] : open [Vz : A.B]

On peut dériver (H), par exemple, en dérivant le séquent :

HI
[I'] - close (Vz : open [A].open [B]) : open (close star)
[T] - open : star — x [T'] - close (Vz : open [A].open [B]) : star
[T'] + open (close (Vz : open [A].open [B])) : star
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puis en invoquant la préservation du typage : open (close (Vz : open[A].open[B])) > Vz :
open [A].open [B].
— Produit : A I'aide des hypothése d’induction on prouve les deux séquents ci-dessous.

HI HI
[T,z : [A] F [B] : open [x] [T]F [A] : open ]
[T],z : [A] F [B] : star [T] F [4] : star

On en déduit facilement [I'] F close (Vz : open[A].open[B]) : star en appliquant close et
open.

— Conversion : Par hypothese d’induction, on a [I'] F [M] : open [B] et [I'] + [B'] : open [x]. On
en déduit par conversion que [I'] - open [B’] : x. Et en enfin d’apres le lemme précédent, on a
open [B] = open [B’] et on peut donc montrer que [['] - [M] : open [B]. ©)

On en déduit alors le théoréme suivant :

2.4.16 Théoréme (Incohérence de I . F)
Soit I' b1, 7 7 1 %, alors il existe M tel que alors I' br, 7 M : 7.

Démonstration On sait qu’il existe 7 tel que Fy, 7 : Vo : x.a (voir section 1.1.10). II suffit alors de
prendre M = [r] (close 7). Or, on a bien F [r] : open [Va : x.a], c’est-a-dire par réduction du type
que b= [7] : Vo : star. open «. Enfin, on bien I' - close 7 : star et donc I' - M : open (close 7) et par
réduction I' = M : 7. ©)

L’élimination forte non-restreinte pour les inductifs ayant pour sorte une sorte imprédicative im-
plique donc I'incohérence du systéme. La solution adoptée par CoQ pour pallier ce probleme est d’au-
toriser I’élimination forte uniquement pour détruire des “petits inductifs”.

Un petit inductif est un inductif dont les arguments des constructeurs sont typables par une sorte
minimale pour la relation A :

2.4.17 Définition (Petit inductif)
Un petit inductif est un inductif

Ind(xl IQl,...,l'p:Qp,I:A,Cl:Cl,...,cktck)

—Sm; —sn
dont les types des constructeurs C1,...,C} sont de la forme C; = Vy : Ej ].I[?p] D; et tel que pour
tout j et tout 1 <14 < myj, il existe une sorte s minimale pour la relation A vérifiant : z1 : Q1,..., 2 :

Qp;yl : Ej,la-- Yt Ej,i |_ Ejﬁ' )

A titre d’exemple, l'inductif star vu précédemment n’est pas un petit inductif puisque I’argument
* du constructeur close est de type O (qui n’est pas minimal pour A4).

Nous allons maintenant voir comment cette définition est utilisée dans le Calcul des Constructions
Inductives, c’est-a-dire le calcul sur lequel est basé ’assistant de preuve C0Q.
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2.5 Les variantes du Calcul des Constructions Inductives

Le Calcul des Constructions Inductives avec univers (CCI) est le calcul sous-jacent a ’assistant de
preuve CoOQ. Dans cette section, nous allons introduire trois variantes de ce calcul. Elles correspondent
a trois organisations différentes de la hiérarchie des sortes :

1. Le Calcul des Constructions Inductives avec Set imprédicatif que 1’on notera CIC™ :
nat
list » € Set
Va.ao — « €

Typeq € Type; € Typey---
PAQ c

r=y p€ Prop
VXX = X

2. Le Calcul des Constructions Inductives (sans Set) que ’on notera CIC :

nat,list € Type, € Type; € Type; € Typey:--
PAQ c w w
r=y o€ Prop Va.ao —a VE.Va.a—a)—f
VX.X = X

3. Le Calcul des Constructions Inductives avec Set prédicatif que I’on notera CIC™ :

nat,list  Va.ao —a VE.(Va.a —a)—f

m m m
Setg C Set; c Seto
€ € €
Type, = Type, = Types

Prop

Le systéeme CIC™ correspond au calcul implémenté dans le systéeme COQ avant la version 8.0 (c¢’est-
a-dire avant 2006). Le systéme CIC est celui qui est actuellement implémenté par CoqQ et enfin CICT
est une variante originale introduite dans ce travail.

Ces trois systemes sont faiblement imprédicatifs, si on ignore les inductifs, ils se plongent dans
le calcul des constructions CC,, que nous avons étudié précédemment. Ils satisfont tous les trois les
propriétés liées a la cumulativité suivantes (le dernier point est une conséquence du lemme 2.3.8 que
nous avons admis) :

2.5.1 Lemme
Si P € {CIC™, CIC, CIC"}, alors

1. P = CTS,
2. P = SRy,
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3. P = MINLOC,
/. P = PRINCIPAL,
5. P = UPSTABLE,
6. P = FULL,
. P = WEAKLY-IMPREDICATIVE,
8. P = STRENGTHENING,

Ils ont en commun la présence d’une sorte notée Prop dont les habitants sont des types interprétés
comme des formules logiques.

La sorte des propositions. La sorte Prop permet de confiner tout le contenu logique, ce qui est
rendu possible essentiellement grace a son caractere imprédicatif qui autorise la quantification sur tous
les objets du systéeme. Ainsi, si 7 est un type bien formé de sorte s, c’est-a-dire tel que I' - 7 : s, et si P
est une proposition avec une variable libre x de type 7, c’est-a-dire telle que I';xz : 7 = P : Prop, alors la
quantification Vx : 7.P est une proposition valide dans toutes les variantes du calcul des constructions :
on a toujours I' - Va : 7.P : Prop. L’imprédicativité permet, comme nous avons pu le voir auparavant,
d’encoder les différents connecteurs logiques. En pratique dans le calcul des constructions inductives,
on choisit plus souvent d’encoder ces derniers par des types inductifs de sorte Prop. A titre d’exemple,
on peut donner ’encodage de la disjonction :

Inductive or (P Q : Prop) : Prop :=
| left : P— or P Q
| right : Q— or P Q.

Cet inductif dispose de deux constructeurs pour construire une preuve de PV @, 'un a partir d’une
preuve de P et 'autre a partir d’une preuve de Q. Il peut-étre représenté dans notre syntaxe par la
déclaration suivante :

Ind(P : Prop, @ : Prop,or : Prop,left : P — or PQ,right: Q — or P Q)
Et on pourra par exemple utiliser la construction case pour prouver que VP : Prop,or PP — P :

AP :Prop,h:or PP.caseo (P, P,h,\_:or PP.P,Ax: Px,\x: P.x)

Ce qui donnerait dans la syntaxe de CoQ le terme suivant :

fun (P : Prop) (h : or P P) =
match h return P with
| left x = x
| right x = x
end

De la méme facon, on encode le vrai logique, noté True, le faux logique False, la conjonction, 1’égalité
de Leibniz, et le connecteur existentiel par les inductifs suivants :
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Inductive True : Prop :=
| tauto : True.

Inductive False : Prop :=.

Inductive and (P Q : Prop) : Prop :=
| conj : P> Q— and P Q.

Inductive eq (X : Type) (x : X) : X—Prop :=
| eq refl : eq X x x.

Inductive ex (X : Type) (P : X— Prop) :=
| ex_ intro : forall x:X, P x—ex X P.

On utilisera dans les suite les notations habituelles pour alléger ces encodages :

Terme Notation
True T
False 1
P — False -P
and PQ PAQ
or PQ PVQ
eq TXY T =;y
ex X (Ax: X.P) | Jz: X.P

Un des principaux attraits du Calcul des Constructions est sa compatibilité avec des axiomes clas-
siques. Le premier que I'on peut vouloir considérer est le tiers-exclu. Cet axiome peut s’énoncer dans
le calcul des constructions par le terme suivant :

EM =VX : Prop.~X VX

Or, Thierry Coquand a prouvé | | que si on dispose d’un schéma d’élimination dépendante pour la
disjonction (ce qui est le cas lorsqu’on encode la disjonction par un type inductif) alors le tiers-exclu EM
implique I’équivalence des preuves Pl. L’équivalence des preuves s’énonce par la proposition suivante :

Pl =VP : Prop,hi he : P,h1 =p ho

Elle affirme que deux preuves d’une méme proposition sont indistinguables. La compatibilité du systeme
avec cet axiome a pour corollaire qu’il est impossible d’écrire dans le systéme une fonction non constante
de type TV T — bool. En effet, si on dispose d’une telle fonction f vérifiant f (left tauto) = true et
f (right tauto) = false, alors on montrerait facilement que Pl = true = false et donc que le systéme
est incompatible avec Pl et donc a fortiori avec EM. C’est pourquoi il est important de restreindre les
utilisations de case qui détruisent un inductif de sorte Prop pour fabriquer un objet dont le type n’est
pas une proposition.
Ainsi le systeme CoQ rejette la définition suivante :
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Definition f (h : True V True) : bool :=
match h return bool with
| left _ = true
| right _ = false
end .

L’interpréteur de CoQ retourne le message suivant :

Error: Incorrect elimination of ‘‘h’’ in the inductive type ‘‘or’’:
the return type has sort ‘‘Set’’ while it should be ‘‘Prop’’.
Elimination of an inductive object of sort Prop

is not allowed on a predicate in sort Set

because proofs can be eliminated only to build proofs.

Néanmoins, on ne veut pas interdire toutes les éliminations des inductifs propositionnels vers autre
chose que des propositions sinon nous n’aurions aucune interaction entre les termes calculatoires et
les termes propositionnels. On veut en effet pouvoir utiliser les propositions pour spécifier des pré-
conditions qui doivent étre satisfaites pour appliquer certaines fonctions. On peut par exemple vouloir
implémenter la division entiere par une fonction du type :

nat — Vy : nat.y #nat 0 — nat

L’implémentation de la division aura alors besoin d’étre capable de construire un objet de type nat dans
la branche sensée étre impossible : celle ou y vaut 0. Pour c¢a il faut pouvoir détruire une preuve de L
pour construire un objet de type quelconque. Ce qui explique que le programme suivant soit accepté :

Definition absurd (X : Type) (h : False) : X :=
match h return X with end.

Enfin, on mentionne qu’il peut-étre également utile de détruire des égalités pour pouvoir réécrire dans
les types dépendants. Ceci est utile par exemple pour construire un terme de type :

Vo : Set,n : nat.vect[a] (n — n)

Par exemple, on peut implémenter un tel terme en CoQ par le terme suivant :

fun (o : Set) (n : nat) =

match m# n as _ = X return vect @ x with
eq_refl = nilV
end .

ou 7 :Vn:nat.0 =n —n est une preuve que n —n = 0.

Il y a un donc un critere sur la forme des inductifs pour décider si celui-ci peut-étre détruit pour
fabriquer autre chose qu’un habitant d’une proposition. Ce critere doit étre suffisamment général pour
que l’on puisse détruire les égalités et ’absurdité logique tout en restant compatible avec 1’équivalence
des preuves.

Le critere retenu par CoQ est le suivant :

— Il faut que cet inductif ait au plus un constructeur,
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— Et que tous les arguments de ce constructeur soient propositionnels.
Ce que l'on formalise par la définition ci-dessous :

2.5.2 Définition (Petit inductif logique)
Un petit inductif logique est un inductif

Ind(z1: Q... ,xp: Qp, I Ajc1 1 Cr,y.oiyci 2 Cf)

de sorte Prop, avec k < 1 et dont le type de I’éventuel constructeur C' est de la forme : C' =
m n

Vy:g .I[?p]B et tel que pour tout j et tout 1 < ¢ < m, on ait : x; : Q1,...,2p : Qp,y1 :

Ey,...,y;: E; - E; : Prop

Les inductifs true, false, and et eq sont des petits inductifs logiques tandis que or et ex n’en sont pas
(I'un parce qu'il a deux constructeurs et I’autre parce que ex_intro a un argument de type X et que X
n’est pas une proposition).

Le Calcul des Constructions Inductives avec Set imprédicatif. Nous pouvons maintenant
présenter la premiere variante du systéme de types de Co0Q. Il est défini dans notre cadre par la
spécification suivante :

Scie- = A Prop, Set, Type; | i <w}
Acie- = | (Prop, Type) }

U | (Set, Typeg) }

U { (Type;, Type; ;1) | i <w}
Ree- = | (s, Prop, Prop) | s€Scice-}

u { (s,Set,Set) | se€See-}

U { (Prop,Type; Type;} | i<w}

U { (Set,Type;,Type;} | i <w}

U { (Type,;,Type;,Type;) | i<j<w}
Carc- = { (Type;, Type;) | i<j<w}

et (I,r) € Eqpo- si et seulement si :

— Soit I est un inductif de sorte Type;,

— Soit I est un inductif de sorte Prop et r = Prop,

— Soit I est un inductif de sorte Set et r = Prop ou r = Set,

— Soit I est un petit inductif de sorte Set.

Soit I est un petit inductif logique.

Les sortes Prop et Set sont toutes les deux imprédicatives. La sorte Set est utilisée pour typer les
types de données, la sorte Prop les propositions et la hiérarchie de sortes Type permet de donner un
type aux sortes. Si I’on omet la présence des inductifs, CIC™ se plonge dans le Calcul des Constructions
avec univers CC,, vu précédemment par le morphisme :

Prop — x
Set — %
Type, — X
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Dans ce calcul, la sorte Prop se distingue de la sorte Set uniquement de par les éliminations autorisées
pour détruire les inductifs. Comme nous ’avons vu, ces restrictions garantissent la compatibilité avec
I’équivalence des preuves et comme nous le verrons plus avant la possibilité d’effacer le contenu logique
afin d’extraire le contenu calculatoire des termes.

Le passage de CIC™ a CIC. Dans le systeme CIC™ la sorte Set est imprédicative. Elle est utilisée
pour contenir les types de données. Or, il a été démontré par Herman Geuvers | | en adaptant la
preuve du paradoxe de Hurkens [ ] que I'imprédicativité de Set était incompatible avec 'existence
d’une rétraction de Prop vers bool. Une rétraction est la donnée de deux fonction f : Prop — bool et
g : bool — Prop qui satisfait :

VP :Prop.g(fP) <« P

Herman Geuvers montre dans | | que 'on peut dériver dans CIC™ le séquent suivant :
FVf : Prop — bool, g : bool — Prop, (VP : Prop.g(f P) <+ P) — L

Si on admet la cohérence de CIC™, cela montre que ’on ne peut pas construire une telle rétraction
dans un contexte vide. Mais cette découverte a pu déplaire aux utilisateurs de CoOQ qui utilisaient le
systeme pour formaliser des preuves classiques. En effet, la conjonction du tiers-exclu EM et d’un axiome
de description Descr implique I'existence d’une rétraction de Prop dans bool. L’axiome de description
s’énonce de la facon suivante :

Descr =VA:Set,P: A — Prop.(3lx: A.Px) — {z: APz}

Il contient deux notations de COQ que nous n’avons pas eu l'occasion de voir jusqu’a présent :
— Le connecteur d’existence unique :

Jzx: APx=3x: APxAVzxy: APx— Py—>x=4y

Il exprime le fait qu’il existe un unique objet x de type A qui satisfait le prédicat P.
— Le type “sous-ensemble” : {x : A|P x} désigne le type des sous-ensembles des éléments de A qui
vérifient la propriété P. Il est encodé par 'inductif suivant :

Inductive sig (A:Set) (P:A— Prop) : Set :=
exist : forall x:A, P x— sig P.

Ainsi {z : A| Pz} est une notation pour I'inductif sig A P. Il peut-étre vu comme un couple
dépendant contenant un objet x de type A et une preuve de P z.
Cet axiome est tres utile en logique classique puisqu’il donne la possibilité d’obtenir un nom pour
un objet dont on a prouvé 'existence unique. Or il est possible de s’en servir pour implémenter une
rétraction de Prop dans bool de la fagon suivante :

F AP : Prop .m; (Descr bool (Ab : bool .b = true <+ P) H) : Prop — bool
ou m; est la premiere projection de sig et ou H est une preuve utilisant I’axiome EM de :

3! : bool .b = true <+ P
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Cette preuve H consiste & exhiber le témoin true lorsque P est vraie et false dans le cas contraire, et
I'unicité vient du fait que ’on ne peut pas avoir a la fois P et =P. Et on montre facilement que cette
fonction implémente une rétraction par rapport a la fonction Ab : bool .b =pg, true.

L’équipe de CoQ a donc cherché a corriger le systeme pour rétablir la compatibilité avec ces deux
axiomes. La solution qui a été adoptée fut de supprimer la sorte Set et d’utiliser la hiérarchie des
univers pour contenir les types de données. La constante Set a été conservée mais elle n’est aujourd’hui
rien de plus qu’un synonyme pour Type,. C’est ainsi que le systeme CIC s’est imposé pour devenir le
systeme de types de CoQ. Ce systéme se formalise dans notre cadre par les parameétres suivants :

Scic = { Prop, Type; | i <w}
Acic = { (Prop, Type,) }

U {  (Type;;Type,,;) | i<w}
Rcic = { (s,Prop,Prop) ‘ SESClc}

U { (Prop,Type;,Type;} | i<w}

U { (Type,;,Type;,Type;) | i<j<w}
Cac = { (Type;, Type;) | i<j<w}

et (I,r) € Ecic si et seulement si :

— Soit [ est un inductif de sorte Type;,

— Soit I est un inductif de sorte Prop et r = Prop,

— Soit I est un petit inductif logique.
Ce systéme est clairement inclus dans CIC™ ; il est obtenu en enlevant des parametres tout ce qui
concerne la sorte Set. On notera que l'identifiant “Set” est toujours utilisé comme un synonyme de
Type, L

Nous verrons dans le paragraphe suivant que cette solution présente toutefois des désavantages qui
nous ont conduits & proposer une nouvelle version du calcul de constructions inductives qui contient
une hiérarchie de sortes Set pour confiner les types de données tout en restant compatible avec ces
axiomes classiques.

L’extraction de Coq. Le fait que les programmes ne puissent pas dépendre des preuves permet au
systeme COQ de fournir un mécanisme qui extrait le contenu calculatoire des définitions en fabriquant un
programme non-typé qui calcule les mémes valeurs que le terme dont il est extrait. Ainsi, si I'utilisateur
fait confiance a ce mécanisme d’extraction il peut obtenir un programme efficace implémentant les
fonctions qu’il a spécifiées dans CoQ.

L’extraction constitue une des caractéristiques principales de I'assistant de preuve C0Q. L’exemple
le plus notable de son utilisation est le compilateur certifié du projet COMPCERT de Xavier Leroy et
al. [ |. I s’agit d’'un compilateur d’un sous-ensemble large du langage C vers plusieurs langages
d’assemblage réalistes (ARM, x86 et PowerPC). En plus de I'implémentation effective du compilateur,
le développement COQ contient une formalisation compléte des sémantiques des langages sources et
cibles ainsi qu’une preuve que la fonction de compilation les préserve. L’extraction fournit donc un
programme efficace sensé générer le méme code que celui qui aurait été généré par le terme CoQ réduit
par l'interprete de CoQ.

1. Dans le systéeme Co0Q, les indices des univers sont inférés par le systéme. Le mot-clé Set de coq n’est donc pas
entierement superflu puisqu’il permet a 'utilisateur de désigner explicitement le premier niveau d’univers.
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Le systéme implémente une fonction d’extraction &(+) qui construit un programme non-typé a partir
d’un terme bien typé de CIC. Elle procede en effagant les sous-termes “non-informatifs”, c’est-a-dire
sans contenu calculatoire. On peut trouver la description de la fonction d’extraction pour CIC et CIC™
dans [ , , ].

Essentiellement, le critere pour décider si un sous-terme M de type T' dans un contexte I' est
informatif consiste a inspecter la forme normale de son type. Ainsi M n’est pas informatif :

— Si T est une arité, c’est-a-dire convertible en un terme de la forme

T=Vay:Aq,...,xp: Ap.s
— QOu si T est une proposition, c¢’est-a-dire tel que
I'ET: Prop

L’idée étant que les termes dont le type est une arité sont des constructeurs de type et doivent
donc disparaitre (les programmes extraits sont non-typés). De plus, les termes dont les types sont
des propositions sont également effacés car les restrictions imposées sur I’élimination des inductifs
garantissent que le contenu calculatoire des termes ne peut pas dépendre du contenu logique.

Dans les détails, I'implémentation de la fonction d’extraction est loin d’étre triviale. Elle effectue des
optimisations pour limiter la taille des programmes extraits, elle dispose d’heuristiques pour recouvrer
des informations de typage lorsque le langage cible est typé (comme c’est le cas de Haskell et Objective
Caml), et enfin elle doit gérer les multiples extensions de CoQ. Bien que cette partie du code de
CoQ soit critique, peu de choses assurent que I'implémentation actuelle soit exempte de bug. Si une
certification compléte de I'extraction semble étre une tache ardue, nous pensons qu’a long terme elle
peut étre tout a fait envisageable. Des travaux ont par ailleurs déja été entrepris dans cette direction.
Stéphane Glondu | | a réussi le tour de force d’implémenter en CoQ une fonction d’extraction pour
Ci1C et a formaliser les preuves des propriétés suivantes (elles avaient été démontrées sur papier dans
la these de Pierre Letouzey | E

1. Sile programme &(M) se réduit en £(M’), alors M se réduit en M’ en au moins autant d’étapes.

2. Si un terme M se réduit en un terme M’ alors le programme &(M) peut se réduire vers le
programme &(M').
Le premier point prouve la normalisation du programme extrait a partir de la normalisation de CiC.
Tandis que le second permet de garantir que la forme normale du programme extrait d’un terme M est
identique au programme extrait de la forme normale de M.

Si cette approche de la correction est satisfaisante pour étudier le comportement de l'extraction
sur les termes clos, elle n’est pas suffisamment souple pour garantir la correction de programmes s’in-
terfacant avec d’autres programmes qui ne sont pas obtenus par extraction. C’est en particulier pro-
blématique pour étudier les programmes manipulant des entrées-sorties ou effectuant d’autres appels
systemes. Nous pensons que pour prouver dans un cadre souple la correction de la fonction d’extraction
nous avons en fait besoin d’une théorie de la réalisabilité. Une telle théorie de la réalisabilité fournirait
des outils pour énoncer et prouver la correction des programmes extraits, mais permettrait également
de spécifier les interfaces avec des programmes non-certifiés qui seraient représentés par des axiomes du
systeme. On trouve dans la littérature sur ’extraction dans le calcul des constructions essentiellement
deux notions de réalisabilité :
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2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

— Dans la these de Christine Paulin | ], on trouve une construction de réalisabilité pour pour
le calcul des constructions avec Set et Prop imprédicatifs. Elle permet de prouver la correction
d’un programme extrait typable dans F,.

— Dans la these de Pierre Letouzey | ], on trouve une notion de réalisabilité plus complexe
grace a laquelle il parvient a prouver la correction de son extraction non-typée pour CIC.

Le Calcul des Constructions avec Set prédicatif Dans ce paragraphe, nous proposons un nou-
veau systeme qui présente un compromis entre CIC et CIC™. Le systeme obtenu peut étre présenté par
les parameétres suivants :

Scict = {  Prop,Set;,Type; | i<w}
Acier = | (Prop, Type;) }
u { (Set;, Type;) }
U {  (Type;,Type, 1) | i<w}
Reer = | (s, Prop, Prop) | s€Scer}
U { (Prop,Type;Type;)} | i<w}
U { (Prop,Set;,Set;)} | i<uw}
U { (Seti,Setj,Setj) ‘ 1<j<w }
U { (Type;,Set;,Set;) | i<j<w}
U { (Set;Type;,Type;) | i<j<w}
U { (Type;,Type;,Type;) | i<j<w}
CCIC+ - { (Seti, Set]) ‘ 7 <] < w}
U A{ (Type;, Type;) | i<j<w}

et (I,r) € Eqpe+ si et seulement si :
— Soit I est un inductif de sorte Set;,
— Soit I est un inductif de sorte Prop et r = Prop,
— Soit I est un petit inductif logique.
Il contient toujours la sorte Prop imprédicative pour représenter les propositions, mais il contient

également une hiérarchie de sortes Setg, Sety, ... permettant de confiner les types de données. Les
encodages inductifs des types de données usuels (nat, bool, list[a], ...) habitent la sorte Set( tandis
que les types polymorphes (Vo : Set;,a — «, Vo : Sety, list[a], ...) habiterons la sorte Set;+1 (pour ¢

fixé). On notera que l'on dispose de relations de cumulativité entre les sortes Set; et Set;;1 mais que
le systéme reste construit de fagon a ce que les sortes restent minimales pour la relation Aqqe+.
Ce systeme fournit une définition plus naturelle de ce que signifie “étre informatif” :

2.5.3 Définition (Type informatif et Programme dans CIC™)
1. On appellera type informatif (relativement a un contexte I') tout terme 7" pour lequel il existe 4
tel que I' Fpo+ T : Set;.

2. On appellera programme (relativement & un contexte I') tout terme M tel que I' by M : T et
T est un type informatif.

Le systétme CICT est donc construit avec I'idée que 'on doit pouvoir reconnaitre par le typage
les sous-termes qui ne doivent pas étre effacés par la fonction d’extraction. Ainsi dans ce systeme, les
habitants des habitants de Type sont :
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2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

— Soit des arités, c’est-a-dire des termes de la forme :
Voy: A, ..., xpn : Ap.s

— Soit le type des “constructeurs d’arité”; c’est-a-dire des termes du langage qui calculent sur les
arités. Un exemple de tel programme serait le terme :

relation; = AX : Set; . X — X — Prop

Il fournit la signature d’une relation dont le support est le type informatif qu’il prend en parametre.

Les éliminations correspondent & des branchements dans le programme. C’est pourquoi on interdit
les inductifs de sorte Type. Ainsi, on a purgé la hiérarchie Type de tout contenu calculatoire.

Nous avons introduit le systéme CICT dans l'article | | co-écrit avec Chantal Keller afin de
développer une théorie de la paramétricité pour le systeme C0Q. Nous verrons plus loin que le fait que
les sortes Set soit minimales pour la relation A est un ingrédient essentiel pour construire des relations
logiques représentées par des prédicats a valeur dans Prop. Mais nous pensons que ce systéme pourrait
par ailleurs avoir de bonnes propriétés vis-a-vis de I'extraction et 'effacement des dépendances. Une
implémentation de I'extraction non-typée pourrait alors procéder en effacant tous les sous-termes qui
ne sont pas des programmes.
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Chapitre 3

Des programmes a la logique

Dans ce chapitre nous décrivons une méthode systématique pour construire une logique a partir
d’un systeme de type pur cumulatif. Les formules de cette logique expriment des propriétés concernant
les programmes. Nous verrons les raisons pour lesquelles cette logique constitue le cadre adéquat pour
développer a la fois une théorie de la réalisabilité et une théorie de la paramétricité. De plus, nous
constaterons que la seconde se définit & partir de la premiere.

Une des ambitions principales de la théorie de la démonstration est de donner une interpréta-
tion calculatoire aux démonstrations mathématiques; c’est-a-dire, étant donné un systéme de preuve,
chercher a observer les preuves comme des objets “calculant”. Dans ce chapitre, nous adopterons une
approche opposée : notre point de départ sera un langage de programmation et nous verrons comment
construire une logique dont les preuves s’interpreteront comme des programmes du langage de départ.
Nous intéresserons tout particulierement & la question suivante : “Etant donné un langage de program-
mation, peut-on construire une logique dont les réalisateurs des formules sont les programmes ?” Afin
d’y répondre, nous serons amenés a répliquer la structure du langage de programmation au niveau des
démonstrations tout en rajoutant le minimum de régles pour en faire une logique utilisable. Ainsi, le
pouvoir expressif de la logique sera directement conditionné par les constructions disponibles dans le
langage de programmation. A titre d’exemple, la possibilité de construire des couples de programmes
induira la présence d’une conjonction dans la logique.

3.1 Logique engendrée par un langage de programmation

On décrit dans cette section la logique que l'on utilisera pour raisonner a propos des expressions
d’un CTS arbitraire P. Elle sera elle-méme décrite comme un CTS que ’on notera P2.

3.1.1 Définition (Logique engendrée par un CTS)
Etant donné un CTS P, on définit P? par les équations suivantes :

8732 = Sp U { ’—S~| ‘ seSp }
Apz = Ap U | ([s11, [s21) | (s1,82) € Ap }
Rpx = Rp U { ([s1],[s2],[s3]), (51, s3], [s3]) | (s1,82,83) €ERp }

U { (s1,[s2], [s2]) | (s1,82) €Ap  }
Cpz = Cp U { ([s11, [s21) | (s1,82) €Cp  }
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Puisque 1’on verra P comme un langage de programmation et P? comme une logique pour raisonner
sur les programmes, nous adopterons les conventions suivantes : on appellera

— sorte de premier miveau les sortes s € Sp et on appellera sorte de second miveau les sortes

[S-| S 57;2 \Sp.

— type les habitants d’une sorte de premier niveau et programmes les habitants d’un type.

— propositions les habitants d’une sorte de second niveau et preuves les habitants d’une proposition.
De plus, on dira que les types et les programmes sont des termes de premier niveau et les preuves et
les propositions des termes de second niveau.

Explications de la construction. On dispose de deux morphismes qui vont de P dans P? :
— L’identité : on a bien P C P2,
— Le soulevement : défini par le morphisme ci-dessous.

[1:P — P2
s — [s]

Toutes les sortes, axiomes et régles ont été dupliqués pour fabriquer le second niveau, il est donc
clair que [-] est un morphisme.
Le CTS P? peut étre percu comme deux copies du systéme P auxquelles nous avons ajouté deux familles
de regles :
— Pour chaque régle (s1, s2, s3) € Rp du systeme de départ, on rajoute dans Rp2 laregle (s1, [s3], [s3]).
Cette regle permet de quantifier sur les programmes dont le type est de sorte s; dans les formules

de sorte ss3.
— Pour chaque axiome (s1,s2) € Ap, on rajoute dans Rp2 la regle (si, [s2], [s2]). Elle autorise la
construction des arités de sorte [s1], c’est-a-dire des termes de la forme Vx; : Ay, ..., 2, : Ap.[s1]

ou les A; habitent s1. Ces arités nous permettront de construire des prédicats sur les programmes.

La logique du second-ordre (avec individus d’ordre supérieur). Un premier exemple de lo-
gique générée par cette construction est F2, la logique engendrée par systéme F.

3.1.2 Exemple
Le PTS F? est spécifié par les équations suivantes :

Srpz = { *, O, [*-" ﬂ:” }

Arp = | (. 0), ([x],101) }

R = { (*7*7*)7(‘:‘7*7*)7([*—‘7H:I? ’—*1)7((D—‘7 H:I? ’—*-I)
(% O, 181), G 1L %), (B, %1, [51) }

C]:2 = @

Ce systeme est une présentation de la logique du second ordre dont les individus sont des termes
de systeme F. Elle contient en plus de systeme F :

— Une sorte [*] pour typer les propositions,

— Une regle ([x], [x], [x]) pour construire I'implication entre deux propositions :

X:[*],Y:[x]|FX =Y ][]
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3. DES PROGRAMMES A LA LOGIQUE

— Une régle (%, [O], [O]) pour construire le type des prédicats :
a:xba—[x]:[0O]
— Une regle (%, [*], [x]|) pour quantifier sur les programmes :
a:x X a— [x|FVe:aXaz: [¥]
— La reégle d’imprédicativité dans les propositions pour quantifier sur tous les prédicats :

a:*xFVX ta— [*],z:aXz: [¥]

Et enfin la regle (O, [x|, [x]) pour quantifier sur les types :
FVa:*xX:a— [*],z:aXz: x|

La logique F? est une logique du second-ordre dans la mesure oli 'on peut quantifier & la fois sur
les individus et sur les “ensembles d’individus”.
Cette logique se plonge dans CIC™ par le morphisme suivant :

F? — CIC™
* — Set
[x] —— Prop
O +— Type
[O] +— Type

Dans le paragraphe suivant nous allons voir les pré-réquis que doivent satisfaire les logiques engen-
drées pour étre des logiques “raisonnables”, c¢’est-a-dire capables de représenter les preuves d’arithmé-
tique.

3.2 Systéemes de notations pour ’arithmétique

Le systeme F? est suffisamment expressif pour représenter des formules et des preuves de I'arithmé-
tique. Il contient l'arithmétique du second ordre (AF2) introduite par Daniel Leivant [ , ] et
Jean-Louis Krivine | ]. Dans ces systémes, les individus, c’est-a-dire ’ensemble des termes du pre-
mier ordre, sont décrits par des expressions arithmétiques. Les expressions arithmétiques sont générées a
partir de variables et de symboles de fonctions d’arité fixée (par exemple plus(z, succ(y)) est une expres-
sion arithmétique). Les expressions arithmétiques ne présentent pas de notion de réduction et AFs ne
contient pas d’équivalent de la regle de conversion. Les calculs dans AFy sont représentés par réécriture
des propositions via des axiomes (comme par exemple Vz y.plus(z, succ(y)) = succ(plus(z,y))).

Nous décrivons dans cette section, un systeme de notations pour arithmétique qui offre les connec-
teurs logiques nécessaires pour exprimer et prouver les propriétés arithmétiques. Elle contient un type
pour représenter les entiers, et des termes pour représenter ’entier zéro, la fonction successeur, ainsi
qu’un récurseur. Enfin, on disposera également d’atomes et de connecteurs logiques.
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3. DES PROGRAMMES A LA LOGIQUE

I'+ P : prop I'FQ : prop
F L : prop I'EPAQ : prop

I' M : nat I z:7F P :prop
I'M e N: prop I'3dz:7.P: prop

- I'o:set ' 7:set
'+ nat : set T'FO0:nat 'S :nat — nat I'Fox7:set

I'E7:set I'E7:set I'E7:set
'k (7) : set 't open[r] : (1) = 7 I+ close[r] : 7 — (7

I'Fr7:set
I'krecfr]: (r—nat—7) > 7 —=>nat—> 71

I'Fo:set ' 7:set
L'k pairfo,7]:0 57— 0 xT

I'Fo:set I'7:set I'-o:set I'F7:set
[ Fprojifo,7]:oxT =0 [+ proj?[o,7]: 0 x T =T

I'F7:set I'-M:r I'-N:7
I'M =, N : prop

FIGURE 3.1 — Regles des systémes de notations pour larithmétique (typage).
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'kFrm:L I'= P : prop I'F7:set T'HM:T
I'telim [Px]: P I'Fintro=[r,M]: M =, M

I'E7:set 'to: M=, N I'Fo: P[M/x] Iz:7F P:prop
I'+elim=[r,z, P, 7, o] : P[N/z]

I'tm: P F'kFm:Q '+ P : prop I'FQ : prop
['Fintrop[P,Q, 71, m) : PAQ

I'F7n:PAQ T'EP:prop T'HQ : prop I'kFn:PAQ I'EP:prop T'FQ : prop
I - elim-gauche,, [P, Q, 7| : P I I elim-droiten [P, Q, 7] : Q

'FM:7 I'km:PM/x] I',z:natt P : prop
I' Fintrog[r,z, P, M, x| : 3z : 7.P

I'tn:3z:7.P I'FQ : prop Fx:mh:PkFo:Q
'k elimg[r,z, P,h,Q,m, 0] : Q

' M :nat 'Fn:MeN
I+ intro-zeroy : 0 € N I b intro-sucey[M, 7] : (SM) € N

Iyz:natk P:prop 'F7n:NeN T z:nat,h: PHm : P[Sz/x] T'Fmg: P[0/z]
I' - inductiony[z, h, P, N, 7, w1, m2] : P[N/z]

' 7:set
I' F open-close[7] : Va : T.x =, open[7] (close[T] x)

' 7 o:oset I'Fm:set
T+ pair—projk[rl,Tg] VT, i T, X0 T T =4 projk[n,v'z] (pair[o, 7] 21 x2)

k=12

I'F7:set

I'F rec-succ[r] : Vf : 7 — nat —» 7,z : 7,n:natn € N — rec[r] fx (Sn) =, f (rec[r] fzn)n

' 7 :set
I' b rec-zero[r] : Vf : 7 — nat — 7,2 : T.rec[7] f2 0 =, x

FIGURE 3.2 — Reégles des systémes de notations pour Parithmétique (logique).
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On appelle termes avec n trous, la donnée d'un terme FE[Xi,...,X,] dépendant de n “méta-
variables”. On distingue ces méta-variables par le fait que leur substitution ne prévient pas la cap-
ture des variables liées (par exemple, le terme avec trou E[M]| = Az : A.M, peut étre instancié en

E[x] = Ax : A.x). Dans un souci de lisibilité, nous prenons la liberté d’introduire des notations pour
les termes avec trous et on indiquera le nombre de trous et leurs emplacements par le symbole “_".

3.2.1 Définition (Systéme de notations pour ’arithmétique)
Etant donné un CTSI P contenant deux sortes set et prop tel que

{(set, set, set), (prop, prop, prop), (set, prop, prop)} C Rp

on appelle systéme de notations pour arithmétique la donnée Systp(set, prop) de :

1. Trois constructeurs de type ! :
nat, _ x _, ()
Ainsi que leurs primitives :
S, 0, proj'[], proj?[], pair[], rec[ ], open[], close[ ]
2. Cinqg connecteurs logiques2 :

L, A, =, eNdr:7._

Ainsi que leurs reégles d’introduction et d’élimination :

3. Les régles de réécriture pour le produit, le récurseur et d’un opérateur “d’encapsulation” () :
pair-proj![ |, pair-proj?[ ], rec-zero[ ], rec-succ| |, open-close] |

Ces notations sont telles que les regles des figures 3.1 et 3.2 sont admissibles. On notera P = NOTATION
pour signifier que P est muni d’un systéme de notations pour 'arithmétique.

1. On désigne ici informellement par constructeur de type les termes dont le type est une arité de sorte de premier
niveau.

2. Les constructeur de type désignent les termes dont le type est une arité de sorte de second niveau.
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3.2.2 Définition (Notations pour ’arithmétique)
Dans un CTSI muni d’un systéme de notations pour 'arithmétique, on adoptera les notations suivantes :

plus = Anm : natrec[nat] (Azy : nat.Sxz)mn
N+M = plusNM
mult = Anm : nat.rec[nat] (Azy : nat.plusmx)0n
N+«M = multNM
pred = An:natrec[nat] (Axy: nat.z)0n
minus = Anm : nat.rec[nat] (Az y : nat.predx) nm
N—-M = minusNM
VereN.P = Vr:natx e N= P
Jr e NP = dx:natz e NAP
lw = Vz:natz =p 0
w P = P— 1y
PvQ = 3zeNO0=pgtz—P AN Fy:natSy=naz—Q

PeQ = (P2QAQ—P)
On notera également 7 le terme S (S ---0) avec n occurrences de S.

On désignera également par Vay --- 2, € N.P et dx1 -+ x,, € N.P les termes Vx; € N.---Vx, € N.P
et dr1 € N.---dz,, € N.P.

On adoptera la convention suivante lorsque que nous ne nous intéresserons pas a la forme précise
des termes de preuves :

3.2.3 Convention

On notera dans la suite I' = P le fait qu’il existe un terme w tel que I' = 7w : P. On utilisera cette
notation pour toutes les relations de typage _F _: _. On wutilisera cette notation lorsque que w sera un
terme de preuve dont l’existence nous importera plus que sa forme. On se permettra de plus de décrire
la construction de ces preuves dans un style informel.

On utilise par exemple cette convention dans le lemme suivant :
Etant donnée une proposition I' = P : prop typable dans un contexte I', on notera I' - P le fait
qu’il existe un terme (de preuve) 7 tel que I' - 7 : P.

3.2.4 Lemme

Si = NOTATION, alors on peut démontrer que la relation - =, - est une relation d’équivalence :
1. a:set-Vr:a.x =, x,
2. a:setEFVey : ax =,y —>y=qcz,

3. a:setEFVryz:ar=qy —>yY=az2—T=q2

Démonstration Les termes suivants sont des preuves respectives de ces énoncés :

1. Az : a.intro=|a, z]
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2. Axy:a,h:x =4 yelim_[a, z,z =, x, h,intro_[a, x]]

3. Azyz:ia,hy i =4y, he:y =4 zelim_[a,z,x =4 2, ho, hi] ®

Le récurseur permet d’implémenter les opérations arithmétiques usuelles et de prouver que ces
opérations satisfont les axiomes de I'arithmétique :

3.2.5 Lemme
Si = NOTATION, alors
F VxeN. T =pat 0+
F VeyeN.  S(z+y)=nat(Sz)+y
F  VaxeN. 0 =pat Ox
F VeyeN.  zxy+y=pa (Sx)*y
- 0 =nat pred0
F VaxeN X =nat pred (Sz)
F  VzeN. T =pat T —0
F VxyeN. pred(z —y) =nat z — (Sy)

Démonstration Les points impairs se prouvent directement en appliquant rec-zero[nat] et les points
pairs en appliquant rec-succ[nat]. ©

On peut par ailleurs montrer que tous les entiers clos satisfont le principe d’induction :

3.2.6 Lemme
Supposons P = NOTATION.
Pour tout entier n, on a -n € N.

Démonstration On procede par récurrence sur n. Pour le cas de base, on utilise la regle intro-zeroy et
pour 1’hérédité on utilise intro-succy[_]. On remarque donc que la preuve construite dépend de la valeur
de n (elle utilisera n fois la regle intro-succy] ). ©)

3.2.7 Lemme
Si = NOTATION, alors
FVn e N.O=pynV3Iy:natSy=pan

Démonstration Cette dérivation est tautologique : lorsque ’'on déplie la notation _V _ on obtient :
FVneNIzeNO=pstz—=>0=patn A (Jy:nat.Sy=nax) = (Fy:nat.Sy =na n)
Il suffit donc de prendre x = n pour conclure. ®)

Nous pouvons démontrer les schémas d’introduction et d’élimination du connecteur _V _

3.2.8 Lemme
Si = NOTATION, alors

X :prop,Y :propk (X = XVY)A (Y - X VY)
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Démonstration On prouve X — X VY en prenant = 0 comme témoin du connecteur existentiel sous
la notation et on prouve Y — X VY en prenant comme témoin x = S0 pour prouver que —y 0 =pat 2.0

3.2.9 Lemme
Si = NOTATION, alors

X :prop,Y :prop, Z :propF (XVY) = (X > 2)=> (Y > 2)—> Z

Démonstration On procede en utilisant le principe d’induction sous la notation X V Y. Dans le cas
de base, on utilise la réflexivité de 1’égalité pour dériver X et pour prouver I’hérédité, on démontre Y
en fournissant n comme témoin pour dériver Jy : nat.(Sy) =nat (Sn) (I'’hypotheése d’induction n’est pas
utilisée). ©

Bien que l'on peut représenter tous les énoncés de l'arithmétique a ’aide du systeme de notations
présentés ci-dessus, les régles d’introduction et d’élimination ne sont pas suffisamment complétes pour
représenter toutes les preuves de 'arithmétique intuitionniste. En effet, les deux axiomes ci-dessous
seront, en général, indémontrables dans les systemes que 1’on considérera dans cette section. On verra
néanmoins plus loin qu’il seront réalisables.

3.2.10 Définition
On nomme les formules suivantes :

succ_inj = Vaxy:nat.Sz =nx Sy=x =nat ¥
not cyclic = Vz:nat.Sx =p0= L

et on notera HA le contexte contenant succ_inj et not_cyclic.

Finalement, on admettra® que toutes les preuves de 'arithmétique de Heyting (la logique du pre-
mier ordre intuitionniste munie des axiomes de 'arithmétique de Peano) se représenteront dans les
CTSI munis d’un systéme de notations pour l'arithmétique (dans un contexte ou les axiomes HA sont
démontrables).

Arithmétique dans F2. Dans cette thése nous introduirons uniquement deux systémes de notations,
I'un dans F? qui nous permettra d’étudier I'arithmétique sur les programmes utilisant les codages
imprédicatifs des entiers de Church dans F. Puis, plus loin nous verrons un systéme de notations
utilisant les inductifs pour représenter les types de donnée.

Dans F2, I'utilisateur dispose de toute la puissance de systéme F pour écrire les termes du premier
ordre. Ainsi, les propositions de F? expriment des propriétés sur les termes de systéme F modulo
réduction et non plus uniquement sur les expressions arithmétiques. Le systéme F2 est exactement
celui décrit par Philip Wadler dans | ] dans lequel il présente une version avec des individus typés
de l'arithmétique du second ordre en s’inspirant de la logique pour la paramétricité de Gordon Plotkin
et Martin Abadi | | et de celle de Izumi Takeuti | ).

3. Pour s’en convaincre, il suffit de plonger 'arithmétique de Heyting en utilisant les notations vue ci-dessous. Les
quantificateurs Vz et 3z sont alors interprétés par les notations Vx € N et 3x € N et on remarque que tous les axiomes de
Iarithmétique de Heyting sont démontrables dans le contexte HA.
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Systz2(x, [x]) = {

elim_ [P, 7]

introp [P, Q, 71, 2]
elim-gauche, [P, Q, 7]
elim-droite, [P, @, 7]
introg|[7, z, P, M, ]

elims[r, z, P, h,Q, m, o]
intro-zeroy

intro-succn[ M, 7]
inductiony|x, P, 7, N, w1, 2]
intro_|[7]

elim_[r,z, P, 7, o]
open-close[7]

pair—projl[ 0, 7]

pair-proj*[o, 7]
rec-succ|T]
rec-zero|[ |

Va !
An
Y
Vo :
AT

AC :

* (= a) = a—

nat,a: %, fra—a,z:anaf(fz)
*x fra—a,r:ax
*(c=>T—=a)—=a

oy:T,a:k fro—=>T17T—o>afxy
oxT1.co(Ar:oy:T.2)

Ac:oxT.et(Ax:o,y:T.y)
Vo : (1 = a) = «
AxT,aix fiT—=afx
Ae: (7).em (Ax : T.2)

(rec 7) (voir page 27)
VX : prop. X

VX :

vX

TP

AX

[x] (A= B—X)— X

T = %] XM — XN
vX
VX :

nat — [x|.(Vy :nat.Xy — X (Sy)) = X0—> X M
[x].Vz:7.P - X) = X

(*—|,f:P—>Q—>X.f7T17T2

TP (Ax: Py:Q.x)
TQ A\ Py Quy)

AX

(x|, f:(Vx:7,P— X).fMn

7Q(Ax:T,h: Pg)

X
X

nat — [*], f: (Vy:nat. Xy — X (Sy)),z: X0.x
1. f

nat — [*

7 (Az : nat.P) (Az : nat,h : Pomy) mo

A1, X 17— [x|,h: Xz.h
m(Ax:7.P)p
A7, X T — prop,h: Xz.h

AT :
AT

o,y:7,X 10— prop,h: Xz.h
o,y:7,X 7 — prop,h: Xy.h

(voir lemme 3.2.11)
(voir lemme 3.2.11)

FIGURE 3.3 — Systéme de notations pour I'arithmétique dans F2
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On trouvera sur la figure 3.3 la description d’un systéeme de notations pour l'arithmétique dans
F2. Ces notations utilisent essentiellement les encodages imprédicatifs pour représenter les différents
connecteurs.

La notation M € N signifie que M vérifie le plus petit prédicat satisfait par 0 et stable par successeur.
Cette notation est encodée par :

VX :nat — [%|.(Vy:nat.Xy - X (Sy)) > X0—> X M

On montre facilement que tous ces termes satisfont bien les régles des figures 3.1 et 3.2, a I’excep-
tion des termes rec-succ|| et rec-zero[] que nous ne donnons pas explicitement en raison de leur taille
importante (voir lemme 3.2.11).

Le lemme suivant nous permet d’affirmer que rec-succ|-| et rec-zero|-] sont dérivables :

3.2.11 Lemme
Il existe deux preuves m et m telles que les deux séquents ci-dessous sont dérivables dans F2.
1. Frem s Va:x f:a—nat = a,z: arecla] f20 =4 x

2. Fr2my:Va % f:a—nat — a,x:a,n:natn € N — recla] fz (Sn) =, f (recla] fzn)n

Démonstration On notera rec’ le terme ci-dessous :

rec’ : Va.(a — nat — «a) = @ — nat — a X nat.

Aa:x, fra—nat = o,z a.
n (a X nat)
(Ac:a x nat.(f (c)! (¢)?,succ (c)?))
(z,0)

ot 'on rappelle que (M, N) est une notation pour (pair[c, nat] M N) et (M)! et (M)? deux notations
pour respectivement (proj![a, nat] M) et (proj?[a, nat] M). On remarque que rec[a] = Af : o — nat —
o,z : a.(rec’ a fz)!. Pour montrer les points 1 et 2 il suffit de dériver les deux séquents suivants :

FVa:x f:ia—nat— o,z a. (rec o f20) =qxnat (7,0) (1)

FVa:x fra—nat = a,z:a,n:natn € N— (rec afz(Sn)) =qnat (f (rec’ a fazn)n,Sn) (2)
Le séquent (1) se montre facilement en remarquant que :
rec' a fz0 = (x,0)

et par la réflexivité de - =, nat - permet de conclure.
Pour dériver le séquent (2) on procede par induction sur n grace a 'hypotheése n € N. Dans le cas
de base il faut prouver :

ik fra—nat—a,x:ak (rec’ afr(S0)) =qnat (f (rec’ o f20)'0,50)

orona:

rec’ o f 2 (S0)) = (f (rec’a f20)'0,S0)
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et on peut conclure grace a la réflexivité de - =4 nat -. Et pour I'hérédité il faut prouver :

ik fra—nat—a,x:a,n:nath: (rec’ afx(Sn)) =ana (f (rec’a fzn)n,Sn)
F (rec’ a f2(S(Sn))) =anat (f (rec’a fx(Sn))' (Sn),S(Sn))

orona :

rec’ a fz(S(Sn)) = (f (rec’a fz(Sn)) (Sn),S (rec’ a f z (Sn))?)

Or, grace a ’hypothese de récurrence h on montre que :

ik fra—nat = a,x:a,n:nat,h: (rec afxz(Sn)) =ana (f (rec’ a fzn)tn,Sn)
- (rec’ a f x (Sn))? =nat (Sn)

On se rameéne donc & démontrer

ok fra—nat = a,x:a,n:nath: (rec’ afx(Sn)) =ana (f (recla] fzn)!n,Sn)
= (f (recla] f 2 (Sn))! (Sn),S (Sn)) = (f (recla] f 2 (Sn))" (Sn),S (Sn))

et on conclut par réflexivité. ©

On en déduit donc bien que :

3.2.12 Lemme
F = NOTATION.

3.3 Petites annotations dans les logiques engendrées

Dans cette section, nous allons voir qu’il est possible d’annoter les variables des termes de P?
dans le but de reconnaitre facilement le niveau des sous-termes; ce qui s’avérera essentiel pour définir
la fonction de projection et les transformations de réalisabilité sans que ces fonctions dépendent du
contexte dans lequel leur argument est bien typé. Ces annotations viendront nécessairement avec de
nouvelles relations de réduction (que ’on notera —*, >T et =)) qui préserveront les annotations ainsi
qu'une nouvelle relation de dérivabilité, notée T, qui s’assurera que les termes sont bien annotés en
plus d’étre bien typés. On conclura cette section avec la preuve que tout séquent bien typé I' - M : A
pourra étre annoté de facon unique en un séquent I'™ =T M T : AT,

Soit P un CTS, nous allons voir qu’il est possible d’annoter les termes de P? avec des informations
sur le niveau des variables, c’est-a-dire avec ’entier 1 ou 2 selon le type de la variable qui sera dans le
premier cas de sorte s et dans le second de sorte [s] (avec s € Sp). La grammaire des termes de P2
devient alors :

= (A B)

| Atk AB
| vak . A.B
I

|

S
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avec k € {1,2} et s € Sp2. On notera également les variables dans les contexte :
I:=( | Ia":4
On définit le niveau Ivl(s) d’une sorte s par :

lvl(s) = 1siseSp
vl(s) = 2siseSp2\Sp

On peut étendre la notation Ivl(-) & tous les termes de la facon suivante :

Wi(zF) = k
WI((M N)) = WI(M)
WI(A\z® - AM) = Iv(M)
WI(Vz® : A.B) = WI(B)

Les relations A et C préservent le niveau des sortes :

3.3.1 Lemme
Si (s,1) € Ap2 ou (s,7) € Cp2, alors Ivl(s) = lvl(r).

Démonstration La preuve est immédiate d’aprés la définition de P2. ©)

On prouve alors :

3.3.2 Lemme

WI(M[N /2 MN]) = (M)

Démonstration Par induction sur la structure de M :
~ Si M =sou M =y* avec y* # 2VW) on a M[N/z™N)] = M et donc c’est immédiat.
~ Si M = zMW) on a (M) = WI(N) = WI(M[N/2zVV)]),
~ Si M = (M; M), on a WI(M[N/2M M) = IvI(M;[N/2"(M)]). Or par hypothése d’induction, on
a WI(M;[N/2V M)y = Wvl(My) = IvI(M).
~ Si M = Xz : My.My ou M =V : My.Ms,, on a WI(M[N/zVM)]) = WI(My[N/zV)]). Or par
hypothese d’induction, on a Ivl(My[N/zV(N)])) = Ivl(My) = Ivl(M). ©

Nous allons maintenant définir la relation de réduction —1 en une étape entre les termes annotés.
Cette relation est définie de fagon analogue a la relation — a ceci pres qu’elle s’assure que les annotations
sont préservées. Elle est donc générée par les regles suivantes :

()\xl"l(c) : A.B)C —7T B[C’/xl"l(o)]

M —t M N —»T N’
(M N) —»T (M'N) (M N) —»T (M N'")
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AT A M -t M’
ek AM -t Mk AM ek ALM —T Ak AMY

A—»t A B —»t B
Vak: A.B »t VzF . A'.B Vak : A.B »t Vzk . A.B

On notera > la cloture transitive de —1, >7 la cloture réflexive de > et =T la cloture symétrique
et transitive de —T.
Le fait que ces réductions ne réduisent pas les rédexs qui ne respectent pas les niveaux nous permet

de montrer le lemme suivant :

3.3.3 Lemme
Si M =" N, alors WI(M) = IvI(N).

Démonstration Il suffit de montrer que si M —* N, alors Ivl(M) = Ivl(IV). On proceéde par induction
sur les régles définissant M —+ N :
— Si M est de la forme (Az™MM2) : A M) My) et N = My[My /2™ M2)], On a WI(M) = WvI(M;) et
d’apres le lemme 3.3.2, on a IvI(IV) = Ivl(M;).
— Si M est de la forme (M; M) et N de la forme (N7 Ms) avec My —T Nj, alors par hypothése
d’induction on a Ivl(M) = Ivl(M;) = Ivl(Ny) = lvl(N).
Si M est de la forme (M; M) et N de la forme (M; N2) avec My —T Na, on a lvl(M) = Ivl(M;) =
WI(N).
— Si M est de la forme Az : M;.My (resp. YV : M;.Ms) et N de la forme Az : Nj.Mjy (resp.
Va : Ni.Ms). avec My —T Ny, on a WI(M) = Ivl(My) = Ivl(N).
— Si M est de la forme \x : My.Ms (resp. Va : M;.Ms) et N de la forme \x : M;.Ny (resp. Vz :
M;j.N3). avec My —T Na, on a par hypothése d’induction Ivl(M) = Ivl(Ms) = Ivl(N3) = Ivl(N).©

3.3.4 Lemme
Soit k = IVI(IV).

1. 8i M —+ M', alors M[N/x*] -+ M'[N/z¥].
2. Si M >+ M, alors M[N/z*] > M'[N/z*].
3. 8i M =% M', alors M[N/z*] =+ M'[N/x*].

Démonstration Les points 2 et 3 se déduisent immédiatement du premier point. On prouve celui-ci
par induction sur les régles qui définissent M —* M’. On ne traite que le cas clef : si M est de la forme
(M AMY) My et M = My [My/y¥'] avec y¥' # 2 et ¥ ¢ FV (N), on a alors :

MIN/a"] = (\y* : AIN/2*].M[N/2¥]) My[N/a*] — Mi[N/a, Ma[N/a] /¥

Or comme y* & FV (N), on a bien M;[N/xF, My[N/x*]/y¥] = (M [Ma/y¥])[N/zF]. ©
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De la méme facgon les différentes relations de cumulativité sont ensuite étendues aux termes avec
annotations :

A<fB & A=tsAB="dA(s,8)€Cpe

A<t B & A<fBV(A=tvab:CANB="Vb: OB AN <} B)
A<tB & IneNA<'B

Ax*B & A="BVA<"B

On notera que la cumulativité impose que les annotations entre produits comparables soient les
mémes :
3.3.5 Lemme
SiVak i AB <t V¥ A B, alors k =k .

Tout comme la version sans annotation, la cumulativité est stable par substitution :

3.3.6 Lemme
Si A<t B, alors A[M/z*] < B[M/x*].

Démonstration La preuve est similaire a celle du lemme 1.1.6. ©)

Et tout comme la conversion, la cumulativité préserve les niveaux :

3.3.7 Lemme
Si M <t N, alors WI(M) = IvI(N).

Démonstration D’apres le lemme 3.3.3, il suffit de montrer que :
Si M <, N, alors lvl(M) = Ivl(N).

On proceéde par induction sur n :
— M <{ N signifie qu'il existe s, = M et s, =" N tels que (s, $n) € Cp2. Or par construction
de P2, on a Ivl(s,,) = vl(s,,). Et d’aprés le lemme 3.3.3, on en déduit Ivl(M) = IvI(N).
— Si M <41 N, par définition deux cas sont possibles :
— Soit M <" N, et on conclut par hypothese de récurrence.
— Soit il existe M’, N’ et C tels que M =+ Va* : C.M', N =% VzF : C.N' et M' <+ N’
Or par hypotheése de récurrence, on a Ivl(M') = IWI(N'). Et d’apres le lemme 3.3.3, on a
WI(M) = (V2 : C.M") = IvI(M") = WI(N') = Ivl(Vz* : C.N') = IVI(N). ©)

La figure 3.4 montre comment on adapte les regles de typage afin de s’assurer que les termes sont
bien annotés.

Le lemme suivant montre que les annotations des variables sont bien positionnée avec le niveau de
leur type.

3.3.8 Lemme
SiT,zkF: A/ AT M : T, alors k = IWI(A) et il existe s tel que T HT A : s.
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s1,89) € A
F+81:82 (1’ 2) P?

AXIOME

Pt A:s k " A:B T C:s
r k=WIC z ¢l
Tk Artah Al ? ©) T.e5:CFA:B ?
VARIABLE AFFAIBLISSEMENT

't A:s Iak:AFt B:sy
It Vak: AB: s3
ProbDuUIT

k= lvl(A) (81, S9, 83) S sz

L2k At B:C CHTVZF: AC : s -t M:Vzk . AB FTN:A
Tt Ak : AB : Vab: AC '+ (MN): B[N/a"
ABSTRACTION APPLICATION

T+t A:B T B :s B=xtPB 't A:C C=<xTs
't A: B 't A:s
CUMULATIVITE CUMULATIVITE-SORTES

FIGURE 3.4 — Regles de typage munies de petites annotations pour les logiques engendrées.
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Démonstration On proceéde par induction sur la dérivation de I', 2% : A, AT M : T. Le cas AXIOME
est impossible car le contexte n’est pas vide. Les cas PRODUIT, ABSTRACTION, APPLICATION, CUMU-
LATIVITE et CUMULATIVITE-SORTES se traitent simplement en utilisant ’hypotheése d’induction relative
a l'une des prémisses qui ne modifient pas le contexte (il y en a toujours une). Il nous reste a traiter
les cas VARIABLE et AFFAIBLISSEMENT. Pour chacune de ces deux régles, on distingue deux cas :

— Soit A = () et on d’apres la condition de bord que k = 1vl(A) et 'une des prémisses nous donne

I FT A:s.
— Soit A = A/, yk/ : Bavec I',zF : A, A’ T B : s et on peut conclure par hypothése d’induction. ®

On définit ensuite 'oubli | - | qui envoie les termes annotés vers les termes tout en préservant leur
structure :
(A B)l = (4][B])
Az*: AB| = Az:|A||B]
\Vz* : A.B| = Vz:|A|.|B|
¥ = 2
s[ = s

01 = 0
D,z * A = [D],z:|A]

On montre alors facilement le lemme ci-dessous :

3.3.9 Lemme
Si A <T B, alors |A| < |B|.

Et par une induction immédiate on montre :

3.3.10 Lemme
Si T+t M: A, alors |T| F |M] : |A]

Nous cherchons maintenant a prouver la réciproque (voir le lemme 3.3.23) qui nous montrera que
I'on peut toujours annoter les termes bien typés. Pour cela nous allons avoir besoin de développer
la métathéorie du systéme T avec annotation. Nous démontrerons donc le minimum de propriété
métathéorique nécessaire pour prouver 1’équivalence de F et T car une fois ’équivalence les autres
propriétés en découleront. On remarquera que hormis les vérifications directement liées aux annotations
les démonstrations seront similaires a leurs versions sans annotations.

Le lemme de substitution reste vrai en présence d’annotations.

3.3.11 Lemme (Substitution avec annotations)
SiT,zF : AAAFT B:C ettt D: A, alors T',A[D/z*] -+ B[D/2*] : C[D/z"].

Démonstration Tout comme pour le lemme 1.1.23, il suffit de procéder par une induction routiniéere
sur la structure de la dérivation de I', 2% : A, A+t B : C. Les cas CUMULATIVITE et CUMULATIVITE-
SORTES sont traités en appliquant 'hypothese d’induction et le lemme 3.3.6. Ici, on traite donc sim-
plement le cas VARIABLE. Pour cela on distingue deux cas :
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— Soit A = (). Dans ce cas, B = zF et C = A et on a donc I', A[D/2*] = T, B[D/2*] = D et
C[D/z*] = A[D/x*] = A (car 2* ¢ A). On doit donc montrer que I' ¥ D : A que 'on a dans
nos hypotheses.

— Soit A = A/, y* : Cavec B=y*, y¥ £ zF et T, 2k : A, A’ -t C : 5. Alors par hypothése d’induc-
tion, on a I', A'[D/z*] F* C[D/z*] : 5, et donc la régle VARIABLE montre que T', A’'[D/zF], y*"
C[D/z*] =t y¥ . C[D/2*]. On conclut donc en remarquant que y* = B[D/z"]. ©)

Le lemme suivant nous sera utile pour démontrer le lemme d’inversion.
3.3.12 Lemme (Affaiblissement généralisé dans les systémes avec petites annotations)
La régle suivante est admissible :

ILAFTM: A 't B:s

R Y Y FNE ST

e, A

Démonstration La preuve s’obtient par la méme induction routiniére que la preuve du lemme 1.1.24
sur la structure de la dérivation de I’ A =T M : A en supposant ' FT B :set x ¢ T', A. ©)

On peut alors prouver le lemme ci-dessous :

3.3.13 Lemme (Inversion de -7)
I.THYs: A= 3r gt A (s,7) € A,

2. Tt 2 : A= 3B <t A (2% : B) €T,
FHFTVzk: AB:s
8 TH X2k AM:C=3(B,s),{T,a": A+t M:B

Vzk i AB <t C
F|—+A281
4. TFY Y2k AB:C = 3(s1,89,83) ER,{T,ak: AT B:sy
83$+C

IHTM:Vzk: AB
5. THY (MN):C = 3(A,k,B),{T’FT N: A
B[N/z*) <+ C
Démonstration La preuve est similaire & celle du lemme 1.1.32. ©)

3.3.14 Lemme
SiT H+ M :Va* : A.B, alors il existe (s1,s9,53) € R telles que T T A: sy et T,zF : AT B sy (et
donc k =1vl(A))

Démonstration La preuve est similaire a celle du lemme 1.1.34, le fait que k = lvl(A) est justifié par
le lemme 3.3.8. @)

3.3.15 Lemme
SiT T M : A, alors il existe s telle que A=s ouT'FT A :s.

166



3. DES PROGRAMMES A LA LOGIQUE

Démonstration La preuve est analogue au lemme 1.1.35. Dans les cas AXIOME, PRODUIT et CUMULATIVITE-
SORTES, on a bien A qui est une sorte. Dans les cas ABSTRACTION, VARIABLE et CUMULATIVITE, une
prémisse donne directement I' = A : s. Dans le cas AFFAIBLISSEMENT, il suffit d’appliquer I’hypothese
d’induction. Il nous faut encore traiter le cas de APPLICATION : Ici, M est de la forme M; My avec
DHH My Vb s A Ay et T Y My @ Ay et A = Ay[My/2¥). D’apres le lemme précédent, il existe une
sorte s telle que T, 2% : Ay F+ Ay : s et par substitution, on obtient bien que I' -+ Ag[My/2F] 5. ©

On peut alors prouver le lemme suivant :

3.3.16 Lemme
SiTHY M : T, alors W(M) = WI(T).

Démonstration On procéde par induction sur la dérivation de I' =T M : T :

— AXIOME : Dans ce cas, M = s et T = r avec (s,r) € Ap2 et donc par construction de P2 on a
vl(s) = vl(r).

— VARIABLE : Ona M =2F, T =1",2% : T et I " T : s avec s € Sp2 et k = Ivl(s). Par hypothese
d’induction, on a WWI(T') = lvl(s) = k = Ivl(M).

— AFFAIBLISSEMENT : On a I est de la forme IV, 2% : A et TV -+ M : T et par hypothése d’induction
on obtient directement lvl(M) = IvI(T).

— ABSTRACTION : Ona M = Az : ANetT =Vz: A Bavecl',z: AT N : B. Donc par hypothése
d’induction, on obtient que Ivl(N) = 1vl(B). Or on a bien Ivl(M) = Ivl(NV) = IvI(B) = Ivl(T).

— APPLICATION : On a M = (M Ms) et T = B[My/z*] avec T' -1 My : Vok : ABet T My : A.
Et d’apreés le lemme précédent, on en déduit que k = lvl(A), puis par hypotheése d’induction,
on a V(M) = Wi(Va*¥ : A.B) = WI(B) et Ivl(My) = Ivl(A). On peut donc conclure d’aprés le
lemme 3.3.2 que Ivl(B[My/x*]) = Iv1(B).

~ ProODUIT : Ona M =Va*: ABet T =s3avec " A:syet I,o: AFY B:syet (s1,52,83) €
Rp2. Or par hypothese d’induction on a lvl(B) = lvl(s2). Or par construction de Rp2, on a
lvl(s2) = 1Ivl(s3). On en conclut donc bien que IVI(M) = IVI(B) = lvl(s2) = Ivl(s3) = Wvl(T).

— CUMULATIVITE, CUMULATIVITE-SORTES : Dans ces deux cason a 7/ T T et T -+ M : T’ et
donc par hypothése d’induction on obtient que lvl(M) = Iv1(7”). Enfin, d’aprés le lemme 3.3.5,
on en conclut que Wvl(M) = vl(T). ©)

3.3.17 Lemme (Préservation du typage avec annotations)
SilFtM:Aet M>T M, alorsT T M’ : A.

Démonstration La démonstration s’adapte sans probleme a la préservation du typage. A titre d’illus-
tration, nous traitons le cas clef. Supposons que la derniere regle appliquée dans la dérivation soit :

(1) (2)
T \ak: AM:VaF . A.B I\ Y
L+t (\z*: AM)N : B'[N/2"]
(0)
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avec k = IVI(IV).

On cherche maintenant &4 montrer I' -+ M[N/z*] : B'[N/z¥] (*). Si I'on applique le lemme d’in-
version (lemme 3.3.13) sur (1), on obtient qu'il existe B et s tels que I';z* : A -+ M : B (2),
DHFVzk: AB:s (3)etVa¥: AB <t v : A B (4).

D’apres le lemme 3.3.5, on en déduit que k = k' et donc on déduit de (4) que A =T A’ et que
B[N/z*] <+ B'[N/z¥]. Or d’apreés le lemme d’inversion 3.3.13, (3) implique qu’il existe sa telle que
I'FT A: sy (5) et par cumulativité on en déduit T' FT N : A (6). Grace a (6), (2) et au lemme de
substitution (lemme 3.3.11), on a I' =+ M[N/2*] : B[N/z"].

Enfin, par inversion de (3), on obtient que T',z* : A -t B : sg pour une sorte sorte sp € Sp2 et
par substitution et (6), on a I' =+ B[N/z*] : s et on en déduit (*) par cumulativité. ©)

Le lemme ci-dessous affirme 'unicité des annotations des termes bien typés, il est essentiel pour
démontrer le lemme 3.3.18 puisqu’il permettra de démontrer I'unicité des annotations obtenues a partir
des hypotheses induction associées aux différentes prémisses de chaque cas.

3.3.18 Lemme
SiTHTM: A T+T N:Bet|M|=|N|, alors M = N.

Démonstration Par induction sur la structure de M :

— M = s : dans ce cas, on a nécessairement N = s, on n’a donc rien & démontrer.

— M = 2* : on a nécessairement N = z*'. Par inversion de ' ++ M : A et de I' -+ N : B, on sait
qu'il existe C tel que (2% : C) € T tel que C <t A et C T B. D’aprés le lemme 3.3.16, on
obtient que k = V(M) = Ivl(A) et k' = Iv1(IV) = Ivl(B), or d’apres le lemme 3.3.7, on en déduit
que Vl(C) = Ivl(A) = vl(B) = k = k’. On a donc bien M = N.

— M = Mj M : dans ce cas, N est de la forme Ny Ny avec |My| = |Np| et |[Ma| = |Ns|. Par
inversion de I' =T M : A, on obtient qu’il existe T} et T tels que I' T My : Ty et T =T My : Th.
De méme par inversion de I' =T N : B, on obtient qu’il existe S1 et Ss tels que I' =T Ny : S7 et
' = Ms : Ss. Par hypothése d’induction, on obtient alors que M; = Ny et My = N5 et donc que
M = N.

— M = Az : My.M, : dans ce cas, N est de la forme Az¥ : Ni.Ny avec |M;| = |Ny| et |My| = | Na|.
Par inversion de T' F+ M : A, on obtient qu’il existe C' et s tels que T',2* : My F+ My : C (1) et
[+ Vak . My.C : s (2). Par inversion de (2), on montre qu'il existe s telle que T' =+ M : s' (3).
De méme, par inversion de I' F+ N : B, on obtient qu’il existe D et r tels que T, z¥' : Ny v+ Ny : D
(1) et Tt Va¥ : N..D : r (2'), puis par inversion de (2’) on montre qu'il existe ' telle que
'+t Nyt (3). Dapres le lemme 3.3.8, on a k' = Wvl(Ny) et k = lvl(M;). Par hypothése
d’induction avec (3) et (3’), on montre donc bien que N3 = M; et donc que k = k’. On a donc
bien T, z* : M, = F,:z:k/ : N1, on peut donc appliquer une nouvelle fois I’hypothése d’induction
sur (1) et (1’) pour montrer que M; = Ny. Et donc M = N.

— M =Va* : M. M, : dans ce cas, N est de la forme V¥ : Ni.Ny avec | M| = |Ny| et |My] = |Na|.
Par inversion de I' F+ M : A, on obtient qu’il existe s; et so telles que I' =T M : s1 et
I, zk . My F+ My : sy avec k = Ivl(M;). Et par inversion de I' =+ N : B, on obtient qu'il existe
ri et ry telles que T Ft Ny : rp et T,zF : Ny T Ny 1 1y avec k' = Ivl(NNy). Par hypothése
d’induction on en déduit que M; = N; et donc que k = k. Et donc I, zF : M, = I‘,:):k/ : Np,
on peut donc appliquer une nouvelle fois 'hypothése d’induction pour montrer que M; = Ns. Et
donc M = N. ©)
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Nous avons un résultat analogue pour les annotations des contextes :

3.3.19 Lemme
SiTHT A:B etV A" B avec |T'| = |TV], alors T =T".

Démonstration Par récurrence sur la taille de I" :
— Si ' = (), alors comme |I'| = |I”|, on a nécessairement I = () et donc I =T".
~SiT=Az": Aet TV = A, zF . A, alors d’aprés le lemme 3.3.8,ona AF A:s, A+ A : ¢,
k= Il(A4), ¥ = Wvl(A4’). Ensuite |I'| = |I”| implique |A| = |A/| et |A] = |A’|. Et donc par
hypothése de récurrence, on obtient A = A’. Et donc d’apres le lemme précédent, on obtient
A =A". On en déduit finalement que k = lvl(A4) = Ivl(A") = k' et donc T’ =T". ©)

Le lemme suivant affirme que nous pouvons recouvrer les annotations des termes bien typés apres
réduction :
3.3.20 Lemme
SiT T M:T et |M|> N, alors il existe N tel que [N| = N~ et M >T N.

Démonstration D’apres la préservation du typage (lemme 3.3.17), il suffit de démontrer la proposition
pour |[M| — N~. On procede par induction sur les regles définissant la réduction.

— Si M est de la forme (Ax* : A.M;) My et N~ = |M;|[|Ma| /=] :
Par inversion de I' =+ M : T, on obtient que I' F Az* : AM; : Vab' : A’ B’ (1) et T +T My : A’
(2) pour deux termes A’ et B’. Par inversion de (1), on en déduit qu’il existe B et s tels que
D,azb : AFt My : B,T Ft Vab : AB:setVab : AB <t Va¥ © A.B. On en déduit (lemme
3.3.5), que k = k' et que A =1 A’. Et d’apreés le lemme 3.3.8, on a k = Ivl(A) = vl(4’). Enfin, le
lemme 3.3.16 et (2) prouvent que Ivl(My) = Ivl(A’) = k. On peut alors prendre N = M;[Ms/2*],
et on a bien M - N et |[N| = N~.

— Si M est de la forme (M; M) avec |M;| — Ny et N™ = (N; |Ma|) (resp. |Ma| — N, et
N© = (1M1 N;) :
Par inversion de I' =" M : T', on obtient qu’il existe 7" tel que I' = My : T” (resp. I' =1 My : T7)
et donc par hypothese d’induction on sait qu’il existe Ny (resp. Na) tel que M1 — Ny et [Ni| = Ny
(resp. My — Ny et |Na| = Ny ). Il suffit alors de prendre N = (Nj Ms) (resp. N = (M N2)).

~ Si M est de la forme Va* : M. My avec |M;| — Ni et N~ =Va : Nj .|Ma| (vesp. |Ma| — Ny et
N~ =Vx:|M|.Ny):
Par inversion de I' =" M : T, on obtient qu’il existe 7" tel que T' =" My : T (resp. ',z : My F+
My : T") et donc par hypothese d’induction on sait qu’il existe Ny (resp. N2) tel que M7 — Ny
et |[N1| = Ny (resp. My —» N et |[N2| = N5 ). 11 suffit alors de prendre N = Va* : Ni.M; (resp.
N =VaF : My.Ny). ©

Le lemme suivant affirme si deux termes bien typés dont on a effacé les annotations sont convertibles,
alors ils sont également convertibles lorsque que ’on conserve les annotations.

3.3.21 Lemme
SiTHYM:T etTHY M T et si |M| =|M'|, alors M =T M.

Démonstration Par confluence (lemme 1.1.3), on sait qu'il existe C~ tel que |M|>C~ et |[M'|>C.
Donc d’apres le lemme précédent, on sait qu’il existe Cy tel que M > Cq et Cy tel que M > Cy avec
|C1| = |C3| = C~. Par préservation du typage, on en déduit que I' =" Cy : T et T' =T Cy : T" et donc,
d’apres le lemme 3.3.18, on a C7 = Cy. On en déduit donc que M =T M’. ©
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Le résultat précédent s’étend naturellement a la relation de cumulativité :

3.3.22 Lemme
SiTHETM:T etT' M T et si |M| < |M'|, alors M <t M.

Démonstration Le cas |[M| = |M’| est traité par le lemme précédent. On montre donc :
SiTHt M :Tet T M :T etsi|M| <, |M|, alors M < M.

On procede par induction sur n :
— Si |M| <o |M'|: Alors il existe s et s’ telles que |[M| > s et [M'| > s avec (s,s") € Cp2. D’apres
le lemme 3.3.20, on M >+ s et M’ >+ s et donc M < M'.
— Si |[M| <p+1 |M'|, on distingue deux cas (lemme 1.2.1) :
— Soit on a directement |M| <, |[M’|, et on peut conclure par hypothése de récurrence.
— Soit |[M|>Vx : C7.N~ et |[M'|>Va : C7.N'" avec N~ <,, N'7. D’apres le lemme 3.3.20,
on sait qu’il existe k, C' et N tels que |Va* : C.N| = Vz : C~.N~ avec M >+ Va* : C.N (0).
Par préservation du typage on obtient donc I' F+ VzF : C.N : T (1). De méme, on obtient
qu'il existe &/, C" et N’ tels que |Vz*' : C".N'| = V& : C~.N'~ avec M’ >* VzF' : C'.N' (0/)
et par préservation du typage on obtient I' F+ Vz¥' : ¢/.N’ : T' (1'). Par inversion de (1)
et (1'), on en déduit qu’il existe s1, sg, s}, sh telles que T' =T C : sy (2), T FT C" : 8] (2),
D,zF: CF N:sy (3) et D2k : ¢/ T N’ : s, (3'). D’apreés le lemme 3.3.18 appliqué a (2) et
(2"), on prouve que C = C’. D’apres le lemme 3.3.8 appliqué a (3) et (3'), on en déduit que
k= 11(C) = WI(C") = K. On a donc bien I',z* : O+ N : sy et I',2¥ : C =t N’ : s}, on peut
alors appliquer I'hypothése d’induction montrer que N <" N’. Et donc & 'aide de (0) et (0'),
on conclut que M <,J{+l M. ®©
Nous avons a présent démontré tous les outils qui vont nous permettre de démontrer que ’on peut
toujours annotés de fagon unique les séquents dérivables.

3.3.23 Lemme (Equivalence de 1 et )
SiT = M : T, alors il eviste U7, MT et T tels que [T =T, |M*T| =M, |TT|=T etTt -+ M*T:T+.

Démonstration

— AXIOME : Dans ce cas, I' = (), M = s et T = r avec (s,7) € Ap2. On peut alors prendre I'* = (),
Mt =setTT =retonabien T M+ :TT,

~ VARIABLE : Ona M =z, I =T"z: T et I"F T : s avec s € Sp2 et k = Ivl(s). Par hypothese
d’induction, on obtient 'existence de I'" et T tels que I'" ++ T+ : s, [T/ =17 et [TH| = T
On pose done It = VT oMUT) .7+ ppt = oMT) gt on a bien [DH] =T, [M | = M, [Tt =T
et PP+ M*T T,

— AFFAIBLISSEMENT : On a I est de la forme IV, z : A, I+ M : T et I' = A : 5. Or par hypothese
d’induction on obtient qu’il existe I'", M+ et T+ tels que I/ H+ M+ . T+, || =1V, M+ | = M
et [T*H| = T. De méme, on a lexistence de I"", AT tels que I"'" ++ At . 5, |I7F| =T, |AT| = A.
D’aprés le lemme 3.3.19, on obtient que I'" = I’*. On peut alors poser I't = TV aV(AT) . A+
et onabien | =T, | MT|=M,|TH| =T et "+ M*T:TT,
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ABSTRACTION : Ona M =Xz : ANetT =Vr: ABavecl,o : A-r N:BetI'FVx:AB:s.
Par hypothése d’induction, on montre Pexistence de I't, I'", k, AT, N*, Bt et de k', A", B'"
tels que :

tH=["=r  [Af|=]A"|=4  |BY|=|B"|=B INT|=N

avec It 2k + AT T Nt . Bt et I'" HF vk o AT BT . 5. Le lemme 3.3.8 montre que
k=1Ivl(A1) et It F+ AT : r pour une sorte r. Le lemme 3.3.19 montre donc que I't = I'". Par
inversion de I't =+ W2+’ A’ . B'" . s, on montre qu’il existe s; et so telles que It T A1 1 s et
It 2k AT T BT 1 55, Le lemme 3.3.8 montre alors que k' = Ivl(A’"), puis le lemme 3.3.18,
montre successivement que A'T = A% (et donc & = WI(AT) = k) puis que B'Y = B*. On peut
alors montrer I'" =T M™ : TT grace a la régle ABSTRACTION.

APPLICATION : On a M = (M Ms) et T = B[Ms/x] avec I' = My : Vo : ABet ' My : A. Par
hypothése d’induction, on obtient qu'il existe I't, M;", k, AT et B* tels que T'T F+ M, : vak .
AT Bt et T/ Ht M AF. D’apreés le lemme 3.3.19, on a I't = I'". Puis d’aprés le lemme 3.3.14,
on obtient qu’il existe s telle que I't =+ AT : 5. Et d’aprés le lemme 3.3.15, on sait qu’il existe r
tel que I't 1 A’ : r et donc d’aprés le lemme 3.3.18, on montre que A’ = A*. On peut donc
prendre T+ = B[ M, /x¥] et utiliser la régle APPLICATION pour conclure I't =+ M+ : T+,
PrODUIT : Ona M =Vx: ABet T =s3avec'F A:spet Ix: AF B: sy avec (s1,82,53) €
R p2. Par hypothése d’induction, il existe I't, AT tels que I'" F+ AT sy, [TT| =T et |[AT| = Aet
il existe I'", k, A’" et Bt tels que I'", zF : AT =+ Bt . 5. D’aprés le lemme 3.3.8, on en déduit
que et ATy pour une sorte r avec k = lvl(A’). On peut donc utiliser le lemme 3.3.19 pour
montrer que I't = I"" et le lemme 3.3.18 pour montrer que AT = A’T. On en déduit donc que
k = Ivl(A’) = Ivl(A). Si on pose M = V¥ : A*.B* et T = s3, alors on peut donc invoquer la
régle PRODUIT pour montrer I't =+ M* : TT,

CUMULATIVITE : Ona ' F M : T et T' =T : s avec T < T et donc par hypothése d’induction
on obtient lexistence de I't, M+ et T'" tels que I't ++ M* . T'" |TF| =T, M| = M
et |[T'"| = T'. De méme, on obtient quil existe I'", T+ tels que I'T F+ T : 5. D’apres le
lemme 3.3.19, on a I't = I'T. Et d’apres le lemme 3.3.22, on a 7’7 <™ TF. On peut donc utiliser
la régle CUMULATIVITE, pour prouver '™ =+ M+ . T+,

CUMULATIVITE-SORTES : On a I' = M : T' et T = s3 avec T’ < T. Par hypothése d’induction
on obtient Pexistence de I't, MT et T'" tels que I't ++ M+ : T'7 [Tt =T, |M*| = M et
|T"T| = T’. Posons T+ = s3, alors d’aprés le lemme 3.3.22, on a "7 <t TF. On peut donc
utiliser la régle CUMULATIVITE-SORTES, pour prouver I't =+ M™* . T, ©)

Maintenant que nous avons démontré que les annotations peuvent toujours étre ajouté aux termes
bien typés et que donc les systémes avec ou sans annotations sont équivalents, nous considérerons que
tous les termes sont annotés bien que 1’on n’écrira explicitement les annotations que lorsqu’elles seront
utiles (en particulier en I'absence d’hypothese affirmant que les termes considérés sont bien typés). De
plus nous n’utiliserons dans la suite le symbole I & la place de FT.

3.4 La structure de la logique engendrée

Nous allons & présent étudier la structure des termes typables dans le systéme P? ainsi que les

propriétés satisfaite par P? en fonction de celle satisfaite par P.
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Nous avons vu dans la section précédente que les termes de P? pouvait étre divisé en deux catégories :
les termes de premier et de second niveau.

Le premier lemme que nous démontrons dans cette section affirme que I’ensemble des termes de
premier niveau typables dans P? le sont également dans P. Ainsi P? contient une “copie fidele” de P.

P P2

Ensuite, nous verrons que les termes de second niveau contiennent également une copie de P qui
est 'image de P par la fonction de soulévement [-] vue précédemment. Enfin, tous les termes de second
niveau s’envoient vers les termes de premier niveau (et donc vers P) par une fonction de projection ||
qui est un inverse a gauche de la fonction de soulévement.

On propose la définition suivante :

3.4.1 Définition (Filtrage des termes de niveau 2)
On définit la fonction filter(-) qui enléve des contextes les variables de second niveau :

flter(()) =
filter(T,z' : A) = filter(T),z: A
filter(T', 2? : A) = filter(I)

On peut alors énoncer le lemme qui affirme que les termes de premier niveau sont typables dans P :

3.4.2 Lemme (separation)
Siltpe M T et W(M) =1, alors filter(I') Fp M : T

Démonstration Par induction sur la structure de la preuve de I -p2 M : T'.

— AXIOME : On a T = (), M = s et T = r avec (s,7) € Ap2. Par construction de P?, on a bien
Ivl(s) = lvl(r) = 1 et donc (s,7) € Ap. On a donc bien filter(I') Fp M : T

— VARIABLE : On a I' de la forme IV, 2% : T et M = 2% avec I'" b2 T : 5. On a vl(M) = W|(T) = 1
d’apres le lemme 3.3.16 et donc filter(T') = filter(I"”),2 : T. On en déduit donc par hypothese
d’induction on a filter(I'') Fp T : s. On peut donc utiliser la régle VARIABLE pour montrer que
filter(T) Fp M : T.

— AFFAIBLISSEMENT : On a I' de la forme I",2% : A avec IV tpo M : T et I Fp2 A : s. Par
hypothese d’induction, on a filter(I') Fp M : T. On distingue alors deux cas :
— Soit k =2 et on a filter(I") = filter(I') et on a bien filter(T") Fp M : T.
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— Soit kK = 1 et on a filter(I") = filter(I"),z : A. D’aprés le lemme 3.3.8, on montre que k =
Ivl(A) = 1. D’aprés 'hypothése d’induction, on obtient que filter(I') Fp A : s. Et donc d’aprés
la réegle AFFAIBLISSEMENT, on montre bien que filter(I') Fp M : T.

PRODUIT : On a M de la forme Vz* : A;. Ay et T = s3 tels que T’ Fp2 Ay s, T, zk: A Fp2 Aot 5o

avec (s1,52,53) € Rp2. Comme on a Ivl(M) = 1, cela signifie que Ivl(Az) = WWI(M) = 1. Et

d’apres le lemme 3.3.16, Ivl(A2) = 1vl(s2). Or par construction de Rpz2, si on a (s1,s2,53) € Rp2

et Ivl(se) = 1, alors (s1,82,53) € Rp et vl(s1) = lvl(s2) = lvl(s3) = 1. D’apres le lemme 3.3.16,

on a donc Ivl(A;) = 1vl(s1) = 1 et d’apres le lemme 3.3.8, on en déduit k£ = lvl(A4;) = 1. On a alors

que filter(T', z¥ : A;) = filter(T),z : A;. Et par hypothése d’induction, on a filter(T') Fp A : s;

et filter(T"),z : Ay Fp Aa : so. On peut alors utiliser la régle PRODUIT pour montrer filter(I") Fp

M:T.

APPLICATION : On a M de la forme M; My et T' de la forme B[My/x] et il existe A tel que I' Fp2

My :Vx: ABetD Fp2 My: A. Comme on a lvl(M) = 1, on en déduit que Ivl(M;) = vl(M) =1

et donc, d’apres le lemme 3.3.16, que 1vl(B) = 1. D’apres le lemme 3.3.14, on sait qu’il existe

(51,52,53) € Rp2 telles que I' p2 At 51, I'yx : A Fp2 B @ sp. D’apres le lemme 3.3.16, on en

déduit que lvl(sz) = Ivl(B) = 1. Or par construction de Rp2, on en déduit que 1vl(s;) = 1 et donc

que, d’apres le lemme 3.3.16, 1vl(s;) = lvl(A) = Ivl(M2) = 1. On peut donc appliquer ’hypothese
d’induction pour montrer que filter(I') Fp M; : Vo : A.B et filter(T') Fp My : A. 11 suffit alors
d’appliquer la régle APPLICATION, pour prouver que filter(T') Fp (M My) : B[Ms/x].

ABSTRACTION : On a M de la forme Az¥ : A.N et T de la forme Vz : A.B avec T, 2% : A Fp2 N : B

et I' Fp2 Vo : AB : s. Comme Ivl(M) = 1, on a WI(N) = WI(M) = 1. Et donc d’apres le

lemme 3.3.16, on en déduit lvl(B) = IvI(N) = 1. Puis, par inversion de I' Fp2 Vo : A.B : s

et par construction de Rp2, on montre que lvl(A) = 1 et d’apres le lemme 3.3.8, on en déduit

que k = Ivl(A) = 1. On a donc filter(T', 2* : A) = filter(T'),z : A et par hypotheése d’induction,
on a filter(T'),z : A Fp N : B et filter(I') Fp Vo : A.B : s. On peut donc appliquer la régle

ABSTRACTION pour montrer I' -p M : T.

CUMULATIVITE : Ona T Fp2 M : T' et T' < T avec I' Fp2 T': 5. On a Ivl(M) = 1 par hypothese,

on peut donc appliquer le lemme 3.3.16 pour montrer que vl(7”) = Ivl(M) = 1. Et d’apreés le

lemme 3.3.22; on en déduit que Ivl(7") = 1. On peut donc appliquer les hypothése d’induction pour
montrer que filter(I") Fp M : T” et filter(TI') Fp T : s. On conclut grace a la régle CUMULATIVITE

que filter(I") Fp M : T.

CUMULATIVITE-SORTES : On a ici I' Fp2 M : T" et T = s avec T' < s. Par hypotheése on a

Ivl(M) =1 et on peut donc appliquer I’hypothése d’induction pour montrer que filter(I') Fp M :

T" et on conclut grace a la régle CUMULATIVITE-SORTES que filter(T') Fp M : T ©

Soulévement et projection. Nous avons déja introduit la fonction de soulévement définie par le
morphisme s — [s] de P dans P2. Par exemple, dans F?2, la fonction [-] envoie les types de F vers des
formules du second ordre (sans premier ordre). Ainsi [Va : x.ae — «] s’envoie vers VX : [x].X — X (on
a ici renommeé la variable pour insister sur le fait qu’on est passé d’une variable de type a une variable
propositionnelle). Le soulévement envoie les termes de premier niveau (c’est-a-dire les termes de P)
vers des termes de second niveau ne contenant aucun sous-terme de premier niveau.

3.4.3 Lemme

SiTkp M :T, alors [I'| bp2 [M] : [T] et WI([M]) = 2.
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Démonstration Le fait que [-] soit un morphisme montre que l'on a bien [I'] Fp2 [AM] : [T']. Nous
montrons alors facilement que 1vl([M]) = 2 par induction sur la dérivation de I'=p M : T ©

On étendra donc [-] aux termes annotés de la fagon suivante :

a1 .
El [81
Wx A B]
[z
[

- [A].]B]
Bl = : [A].[B]
(A Bﬂ = [ HBW

(01 =
T,z': A] = [T],2%:[A].

On définit maintenant la projection |-| qui sera un inverse a gauche de la projection : [[A]] =
Son roéle est d’effacer, dans les termes de second niveau, les quantifications, les abstractions et les

applications des termes de premier niveau. C’est donc les quantifications sur les individus qui sont
effacées.

3.4.4 Définition (Projection)
La fonction de projection |-] est défini par les équations suivantes :

=

[2?] @

[1s1) = s

vzl : A.B] = |B]

|Vz?: A.B] = Val':|A|.|B]
|\z!: A.B] = |B]

|\2?: A.B] = Mo':|A]|.|B]
|(AB)] = |A|silvl(B)=1
|(AB)] = |A]|B] sinon
0] =

T,zt:A] = [T

|IT,22: A = |T],z:|A].

On notera que | A] n’est bien défini que lorsque 1vl(A4) = 2.
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Voici quelques exemples de projections de propositions dans F? :

|True] = [VX:[*].X - X]|=VX: %X — X = unit

\Va:xz:azx=2] = |Va:xz:a,X:a— [x].Xz— Xz
VX :a— [x]. Xz — Xz
VX x| Xz — Xz

= VX :xX > X
= unit
[teN|] = |[VX :nat— [*].(Vy:nat.Xy — X (Sy)) > X0 — Xt

VX :x|(Vy:nat.Xy — X (Sy)) —» X0 — X t]
VX :x|Vy:nat.Xy — X (Sy)] — [X0— Xt]
VX x| Xy—= XSy ->X—-X

VX ix(X>X) > X=X

= nat

La projection se comporte de la fagon suivante vis-a-vis de la substitution :

3.4.5 Lemme
Soit M tel que IVI(M) =2 et N tel que WI(N) = k, alors :

| M| sik=1

2" =
LN/ {LMJHNJ/xl] sik=2

Démonstration Par induction sur la structure de M,
~ M =192 (avec y? # 2¥) ou M = s : On a bien |[M[N/2*]| = |[M| = | M|[|N]/z"].
~ M =2%:Danscecas,ona k =Ivl(M)=2, |[M|] =x'etona:

[#*[N/2®]] = [N] = &' [[N]/a'] = [M][|N]/2"]

— M = My Mo, (resp. M =Yy : My.Mj, resp. M = Ay : My.M;) : On a Wvl(M) = Ivl(M;) =2, on a
donc par hypothese d’induction :

:Ek _ {Mlj sik=1
LN {LMlj[LNJ/wl] k=2

On distingue deux cas :

— Ivl(M3) = 1: Dans ce cas, | M| = | M |, WI(M2[N/z*]) = Iv1(Ms) = 1 (d’apres le lemme 3.3.2)
et donc | M[N/z*]| = | M1[N/2*]]. Et on conclut par hypothese d’induction.

~ Ivl(M3) = 2 : Dans ce cas, |[M| = |Mi]|Ma]| (vesp. |Vy? : Ma. M| = Vy' : | Ms|.| M,
resp. |[Ay? : Mo.Mp| = Myt : | Ms].|M;]). De plus, d’aprés le lemme 3.3.2, Wl(Ms[N/2*]) =
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Ivl(Ms) = 2. On en déduit donc que |M[N/z¥]| est égal & (| Mi[N/z*]| | Ma[N/z*]]) (resp.
vyl o | Ma[N/xF]).| M1 [N/2¥]], resp. Ay : | Ma[N/2*]|.| M1[N/2*]]). On peut donc appliquer
I’hypothese d’induction pour montrer que :

LMQJ sik=1

2" | =
AR {LMszJ/xw k=2

On a donc selon le cas considéré :

- k=1:
(LM [N/2)) [Mo[N/aM|) = (|0 ] [Mp))

Wyl [Mp[N/a]).[MA[N/2']) = vyl M) | M)

Ay [Ma[N/z']].[Mi[N/a']] = Ay': | Ma).| M|
k=2

(L 1[N/2?)) [Mo[N/2a]]) = ([My][N/2?] [ M) [N/a?))

L[ Mo[N/2Y | MUN/Y]| = Wyt (M) [N/a?) M) [N/

L [ Mo[N/2?) ) MUN/Y]] = Nyt (Mo [N/a] [ My [N /2]
On en conclut bien :

| M | sik=1

| =
M {LﬂfJHAU/wﬂ si k=2

Dans le systéme P2, on peut classer les rédexs en trois catégories :

— Les rédexs correspondant a la réduction des abstractions de premier niveau dont le type de
Pabstraction est formé avec une régle de la forme (si, s2,s3) € Rp.

— Les rédexs correspondant a la réduction des abstractions de second niveau dont le type de 'abs-
traction est formé avec une regle de la forme ([s1], [s2],[s3]) € Rp2 (avec sq, s2, 53 trois sortes
de premier niveau appartenant a Sp).

— Les rédexs correspondant a la réduction des abstractions de second niveau dont le type de I’abs-
traction est formé avec une regle de la forme (s1, [s2],[s3]) € Rp2 (avec s1, s2, 3 trois sortes de
premier niveau appartenant a Sp).

On définit donc trois réductions —1, —2 et —*/2 pour ces classes respectives. Les regles correspon-

dant a la réduction des rédexs sont les suivantes :

WWl(B) =1 Wl(B) =Wv(C) =2
(AM(© 2 AB)C —! B[C/2M(O] (XM A.B)C -2 B[C/2™MO)]
REDEX REDEX

WWl(B) =2et Ivl(C) =1
(AM(©) 1 A.B)C -2 B[C/a™(@)]
REDEX

176



3. DES PROGRAMMES A LA LOGIQUE

Ces trois relations satisfont également les régles de congruence suivantes (pour ¢ = 1,2,3/2) :

M —' M N !N’ A =t A
(M N) =" (M'N) (M N)—" (M N b s AM =P \xF s ALM
APPLICATION-GAUCHE APPLICATION-DROITE ABSTRACTION-GAUCHE
M —* M’ A —t A B —»' B’
Aok ALM - \gk  AMY Vok . A.B -t Vaxk . A'.B Vak : A.B -t Vak : A.B’
ABSTRACTION-DROITE PRrRODUIT-GAUCHE PRODUIT-DROITE

3.4.6 Lemme
Si M — M, alors M —* M’ ou M —*2 M’ ou M —2 M.

Démonstration On procéde par une induction immédiate sur les régles définissant M — M’. Dans
le cas REDEX, on choisit la relation qui convient par inspection des niveaux de la fonction et de
I’argument. ©

. . . , 3 3 7
Le lemme ci-dessous montre que la projection efface les rédexs de —! et —/2 et préserve les rédexs

de —

2

3.4.7 Lemme
Supposons WWI(M) = 2.

1.

NS G e e

Si M —t M, alors |M| = | M'].
Si M —** M', alors | M| = | M'].
Si M —2 M', alors | M| — | M'].
Si M > M, alors |[M] > |M'].
Si M =M, alors |M | = |M'].
Si M <, M', alors |[M| <, |[M'].
Si M < M, alors |[M | < | M'].

Démonstration 1. Par induction sur la structure des régles définissant —!. Le cas REDEX est

impossible car Ivl(M) = 2. Cela signifie que le rédex réduit se trouve dans une partie nécessaire-
ment effacée par la projection. Pour prouver APPLICATION-(GGAUCHE, ABSTRACTION-DROITE,
PRODUIT-DROITE se traitent en invoquant ’hypotheése d’induction (car on a Ivl(M; M) =
WI(My), Wl(Az : A.N) = lvl(Vzx : A.N) = Ivl(IV)). Pour chacun des cas APPLICATION-DROITE,
ABSTRACTION-GAUCHE, PRODUIT-GAUCHE, on distingue deux cas selon le niveau du sous-terme
qui se fait potentiellement effacer par la projection (I’argument pour les applications, le domaine
pour 'abstraction et le produit). Dans le cas ou ce sous-terme est de niveau 2, on peut conclure
par hypothese d’induction et dans le cas ou il est de niveau 1, ce dernier est effacé par la projection
et il n’y a plus rien a démontrer.
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2. On procede par induction sur les régles définissant —*/2. Le cas REDEX est ici possible. En effet,
si M est de la forme (Az""(©) . A.B)C et M’ est de la forme B[C/2z™()] avec IvI(B) = 2 et
WI(C) = 1, alors [ M| = [\ () AB| = |B] et [M'] = |B[C/2"(©)]] = | B| (lemme 3.4.5).
On a donc bien dans ce cas, |[M| = |M’']. Enfin, les autres cas se traitent de fagon analogue a

-1

3. On procede par induction sur les régles définissant —»2. Dans le cas REDEX, on a M est de la
forme (Az™(©) : A.B) C et M’ est de la forme B[C/zV()] avec Ivl(B) = Ivl(C) = 2. On a donc
d’apres le lemme 3.4.5 :

[M] = [(\a®: AB)C] = (A’ : [A].|B]) [C] — |B][[C]/a"] = | BIC/a?]] = |M']

Les autres cas se traitent de facon analogue & —»1.

4. C’est une conséquence directe du lemme 3.4.6 et de 1, 2, et 3
5. C’est une conséquence directe du cas précédent.

6. On procede par induction sur n :

— Si M <o M’ alors il existe (s, s") € Cp2 telles que M = s et M’ = s'. D’apres le cas précédent, on
en déduit que [ M| = [s] et |[M'] = [s']. Or par construction de P?, (s,s') € Cp2 et Ivl(s) = 2
implique (|s], |s'|) € Cp2. On en déduit donc bien que |M| < |M'].

~ Si M <41 M, alors on distingue deux cas :

— Soit on a directement M <, M’, et on peut conclure en appliquant I’hypothese de récurrence.
— Soit M = VzF : C.N et M’ = Va* : C.N" avec N =,, N'. Montrons M <,.1 M'. Or
2 =WI(M) =1Wvl(Vz : C.N) = Ivl(N), on peut donc appliquer ’hypotheése de récurrence pour
montrer que [N | <, [N'] (1).
—k=1:ona|M]=|N]et |M]=]|N|, et donc, d’apres (1), on a [ M| <, |[M']. On en
conclut alors | M | <p4+1 [M'].
~k=2:ona |M|=Vsl:|C].IN]et |M]=Vzt:|C].|N'] Dapres (1), on obtient
bien :
|M| =Vz!: |C].N <py1 V2! : |C].N' = | M']

7. Conséquence directe des deux cas précédents. ®)

Enfin, voici le lemme de correction de la projection :

3.4.8 Lemme
SiThpe M:T et W(M) =2, alors |I'] Fp [ M| : [T].

Démonstration Par induction sur la structure de I' Fp2 M : T':

— AXIOME : Dans ce cas, I' = (), M = s et T = r avec (s,r) € Ap2. Puisque lvl(s) = 2, on sait
qu’il existe (s',7) € Ap telles que [s'] = s et [r'] = r. On a donc bien Fp | M| : |T].

~ VARIABLE : On a I de la forme IV, 2? : T et M = 22 avec I b2 T : s. On a Ivl(T) = 2, on peut
donc appliquer 'hypothése d’induction pour montrer que [I"| Fp |T| : |s] et utiliser la régle
VARIABLE pour montrer que |I'| = [M ]| : |T].

— AFFAIBLISSEMENT : On a I' de la forme IV, 2% : Atel que I - M : T et T' A : 5. Par hypothese
d’induction on a [IV] F [ M| : |T']. On distingue alors deux cas :
—k=1:onal|l'|=|"]etona |l'|F|[M]:|T|.
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—k=2:ona|l'| =[I"|,z:|A] et on alvl(A) = 2. On peut donc appliquer 'hypothése d’induc-
tion, pour prouver que ||+ |T|: [s] et [["|+ [M] : |T]. Enfin, la régle AFFAIBLISSEMENT,
nous permet de déduire |I'| = M| : |T].

— ABSTRACTION : Dans ce cas, on a M = A\zF : AN et T =Va* : ABavecT,zF: A+ N:B
et T - Vak : AB:s OnalvlM) = IVI(N) = WI(B) = WI(T) = 2, on peut donc appliquer
I'hypotheése d’induction pour montrer que |I',z* : A| - |N|: |B]| (1) et |T'| - |Vz* : A.B] : |s|
(2). On distingue alors deux cas :

— k=1:Danscecas,ona |[[,z!: A] = [T], [M] = |N] et |T| = |B]. On a donc bien d’aprés
(1) que [T) - |M] : |T).

~ k=2:Danscecas,ona |[[,2%: A| = |T'|,x: |A], [M] =Xz : |A].|[N]|et |T| =Vax:|A].|B]
et d’apres la régle ABSTRACTION, (1) et (2) on montre bien que [I'| - [M ] : |T].

— APPLICATION : Dans ce cas, on a M = M; My et T de la forme B[My/z] avec I' - M; : Va* : A.B
et I' - My : A. On a Wvl(M) = lvl(M;) = 2. On a donc par hypothese d’induction que |I'|
| M| : |Vx¥ : A.B] (1). On distingue alors deux cas :

— k=1:Dans ce cas, on a |Vo! : A.B| = |B] et [M] = | M;]. De plus d’aprés le lemme 3.4.5,
|T| = |B]. On a donc bien d’apres (1) que |I'| = [M ]| : |T].

— k =2 : Dans ce cas, on a lvl(A) = Ivl(M3) = 2 (lemme 3.3.16) et par hypothese d’induction
on obtient |T'|  |Mz] : |A]. De plus, |Va? : A.B| =Va : [A].|B], |[M] = (|[M1] | Ma]) et,
d’apres le lemme 3.4.5, |T'| = | B][[M2]/z]. Et donc d’apres la régle APPLICATION et (1), on
a bien |I'| - |[M] : |T].

— PRODUIT : Dans ce cas, M est de la forme Va* : ABetT =ssavecT FA:sjetT,2F: AF B : s9
pour (si,52,53) € Rpz2. On a par hypothese, Ivl(M) = Ivl(B) = 2, on peut donc appliquer
I’hypotheése d’induction on a |I',z¥ : A| - |B] : |s2] (1). On distingue alors deux cas :

—k =1:Dans cecas,on a [M] = |Vz! : A.B] = |B] et |[I',2! : A] = [T']. On a donc bien
d’apres (1) que || F [M] : |T] car s9 = s3.

— k =2 : Dans ce cas, on a Ivl(A) = 1vl(s1) = 2 et [[,2?: A] = |I'],z: |A]. Or par hypothese
d’induction on obtient |I'| F [A] : [s1] (2). Et par construction de Rp2, ona (|s1], [s2], [s3]) €
Rp et donc d’apres la regle PRODUIT, (2) et (1), on montre bien |I'| = M| : [T].

~ CUMULATIVITE : Ona ' M : T/, T" X T et ' = T : s. On a par hypothese Wvl(M) = 2,
on en déduit donc, d’apres le lemme 3.3.16, que Ivl(T”") = 2 puis d’aprés le lemme 3.3.22 que
Ivl(T) = 2. On peut donc appliquer ’hypothese d’induction pour montrer que |T'| = |M | : |T]
et [I'] F |T] : |s]. Or d’apres, le lemme 3.4.7, on a |T'] < |T'] et donc en appliquant la regle
CUMULATIVITE, on prouve bien |I'| - M| : |T].

— CUMULATIVITE-SORTES : Ona ' M : T" et T' < s = T. D’apres les lemmes 3.3.16 et 3.3.7, on a
(M) = WI(T") = 1vl(s) = 2. Par hypothese d’induction, on en déduit que |[T'| - |M | : |T’] et
d’apres le lemme 3.4.7, on a |T'] < |s] = |T']. On peut donc invoquer la régle CUMULATIVITE-
SORTES, pour conclure |I'| - | M| : |T]. ©

Une premiere application de la projection consiste a ramener la cohérence de la logique engendrée
P2 i celle du systeme de départ P.

3.4.9 Lemme
— Si s est filter(I")-cohérente, alors s est I'-cohérente.
— Si s est |[I']|-cohérente, alors [s] est I'-cohérente.
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— Si P est cohérent, alors P? est cohérent.

Démonstration — C’est une conséquence du lemme 3.4.2. Si s n’est pas ['-cohérente, cela signifie
que qu'’il existe un terme M tel que I',a! : s = M : a!. D’apres le lemme 3.3.16, on a Ivl(M) = 1 et
donc d’apres lemme 3.4.2; on obtient filter(T'), o : s = M : « et donc s n’est pas filter(T")-cohérente
(et a fortiori I'-cohérente puisque filter(I') C T).

— C’est une conséquence du lemme 3.4.8. En effet, si [s] n’est pas I'-cohérente cela signifie qu’il
existe un terme M tel que I',a? : [s] Fp2 M : a?. D’aprés le lemme 3.3.16, on a Ivl(M) = 2
et donc d’apres le lemme 3.4.8, on en déduit que |I'|,a : s Fp |M] : a. Et donc s n’est pas
| |-cohérente.

— Si P? n’est pas cohérent cela signifie qu'il existe une sorte s telle que s ne soit pas cohérente. On
distingue alors deux cas : soit 1vl(s) = 1 et on peut appliquer le premier tiret, soit Ivl(s) = 2 et
on peut appliquer le second. ©

Nous allons & présent voir les propriétés préservées par la construction qui fait passer de P a P2
Nous verrons plus tard (page 186) sur des exemples que cette derniére ne préserve pas les conditions
de stabilité.

3.4.10 Lemme
On dispose des implications suivantes :

P = PTS = P? = PTS (1)
P = HOMOGENEOUS = P2 = HOMOGENEOUS (2)
P E NICE-TOPSORT = P? E NICE-TOPSORT (3)
P = FUNCTIONAL = P? = FUNCTIONAL (4)
P | PREDICATIVE = P? = PREDICATIVE (5)
P |  WEAKLY-IMPREDICATIVE = 7P? |k WEAKLY-IMPREDICATIVE (6)

Démonstration 1. Onabien:Cp=0 = Cp2=0.

2. Supposons P = HOMOGENEOUS et soit (s1, s2,53) € Rp2. On distingue quatre cas :
— Ivl(s1) = 1 et vl(sg) = 1 : Alors par définition de P2, on a (s1, 52, s3) € Rp et puisque 'on a
P = HOMOGENEOUS, on en déduit bien sy = s3.
— l(s1) = 2 et Ivl(sp) = 2 : Par définition de P2, on a I'existence de (s}, s, s3) € R telles que
si = [s;] pouri =1,2,3. Or, P = HOMOGENEOUS implique que sh) = s4 et donc [s5] = [s5].
— Ivl(s1) = 2 et Ivl(sg) = 1 : Ce cas est impossible par définition de P? (on n’a aucune régle de
la forme ([ri],r2,73) € Rp2 avec 11,72 € Sp).
— Ivl(s1) = 1 et Ivl(s2) = 2 : Alors par définition de P?, on a sy = s3.
3. Supposons P = NICE-TOPSORT et soit (t,s) € Cp2. Montrons qu'il existe r telle que (s,r) €
Apz. Pour cela, on distingue deux cas :
— Soit (t,s) € Cp et, d’apres P |= NICE-TOPSORT, il existe r telle que (s,r) € Ap C Ap2.
— Soit il existe (t',s") € Cp avec t = [t'] et s = [s']. Et d’aprés P = NICE-TOPSORT, il existe
7’ telle que (s',7") € Ap C Aps. Et donc par construction de P?, on a bien ([s'], [r']) € Ape.
11 suffit donc de prendre r = [r'].
On a donc bien montré que P? = NICE-TOPSORT.
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4. Supposons P = FUNCTIONAL. Montrons que P? = FUNCTIONAL :
— Soit (s1,52) € Ap2 et (s1,72) € Ap2. Alors par construction de P?, on distingue deux cas :

— (s1,82) € Ap : Dans ce cas on a également, (s1,73) € Ap (car par construction de P2, la
relation Ap2 préserve les niveaux). Or, P = FUNCTIONAL implique bien que sy = 73.

— Soit il existe (s},s5) € Ap telles que s1 = [s]] et so = [s5]. Dans ce cas, on a également
Iexistence de 75 tel que ro = [15] et (s1,72) € Ap. Or, puisque 'on a P = FUNCTIONAL,
on déduit que 5 = sh et donc que ro9 = s9

— Soit (s1, s2,53) € R et (s1,82,73) € R. On distingue quatre cas :

— Ivl(s1) = Let1vl(sg) = 1: Alors par définition de P2, on a (s1, 52, 53) € Rp et (s1,52,73) € Rp
et puisque 'on a P = FUNCTIONAL, on en déduit bien so = r3.

— Ivl(s1) = 2 et Ivl(sg) = 2 : Par définition de P?, on a I'existence de (s}, sh,s5) € R et de
(sh,sh,15) € R telles que s; = [s)] pour i = 1,2,3 et r3 = [r5]. Or, P = FUNCTIONAL
implique que s§ = 75 et donc r3 = ss.

— Ivl(s1) = 2 et vl(s9) = 1 : Ce cas est impossible par définition de P2.

— Ivl(s1) = 1 et Ivl(s3) = 2 : Alors par définition de P?, on a s = s3 et s5 = r3. On en déduit
donc bien que s3 = r3.

5. Pour prouver qu'un CTS est prédicatif, il suffit d’exhiber une relation bien fondée R qui satisfait
les regles de la définition 1.3.1. Par construction, on aura <p2C R et donc R bien fondé implique
<p2 bien fondé (et donc P? est un systéme prédicatif). On définit s R r si I'une des conditions
suivantes est vérifiées :

— (CONDL1) : (s <p r Alvl(s) = Ivl(r) = 1),

— (COND2) : (IWl(s) =Wl(r)=2As=[s]Ar=[r|ANs <p 1),

— (COND3) : (Ivl(s) = 1 Alvl(r) = 2).

et vérifions que R satisfait bien les régles de la définition 1.3.1 :

— AXIOME : Soit (s,7) € Ap2, alors il existe (s,7) € Ap tel que l'on ait soit s = s’ et r =7/ (1),
soit s = [¢'] et r = [r'] (2). Par définition de <p, on a ' <p . On en déduit donc bien s Rr
grace a (COND1) dans le cas (1) et grace & (COND2) dans le cas (2).

— PREMISSE : Soit (s,7,t) € Rp2 et soit u R s. Montrons que u Rt. On distingue pour cela quatre
cas selon la définition de Rp2 :

— (s,r,t) € Rp : Dans ce cas, lvl(s) = 1 et donc u R s signifie que lvl(u) = 1 et u <p s. Et
donc, par définition de <p, on obtient bien u <p t et donc u Rt d’aprées (COND1).

— (s, t) e Rp, [s'] =s,[r'] =r,[t'] =t : Dans ce cas, Ivl(s) = 2 et donc u R s signifie :
— Soit Ivl(u) = 2 et il existe u’ tel que [u'] = u et avec v’ <p . Or, par définition de <p,

on a bien u’ <p t’ et donc u Rt d’aprées (COND2).

— Soit Ivl(u) =1 et on a alors bien u Rt d’apres (COND3).

— (s, ) € Rp,[t'] =r=tou(s,) € Ap,[r'] =t =r:Dans ce cas lvl(s) = 1 et donc uRs
signifie que Ivl(u) = 1. Or lvl(¢) = 2. On a donc bien u R t.

— CONCLUSION : Soit (s,7,t) € Rp2 et soit w Rr. Montrons que v Rt. Tout comme dans le cas
précédent, on distingue pour cela quatre cas selon la définition de Rp2. Les cas se traitent de
maniere similaire.

— TRANSITIVITE : 11 suffit de vérifier que la relation R est bien transitive.

— CUMULATIVITE : Pour traiter ce cas, il suffit de montrer que si s; Rr; et (r;,r;) € C, alors
s; Ry 11 suffit pour cela de distinguer les trois significations possibles de s; R r;. Dans les cas
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(COND1) et (COND2) on se ramene la propriété de cumulativité de <p. Enfin, dans le cas
(COND3), on utilise le fait que la relation de cumulativité Cp2 préserve le niveau des sortes
(pour tout (s,7) € Cp2, Ivl(s) = Ivl(r)).

6. Soit S C Sp un ensemble qui vérifie les propriétés de la définition 1.4.1 relative a la faible
imprédicativité de P. Alors on pose S? = {s, [s]|s € S}. Montrons que S? est un témoin de la
faible imprédicativité de P2. On vérifie facilement que S? satisfait les propriétés suivantes :

— 82 est un ensemble de sortes minimales pour Ap2,

— 52 est un ensemble stable vers le bas pour Cpe,

— Si (s,7,t) € Rp2,alorsre S & tesS.

Il nous reste & démontrer que le systéme P2, défini par les parameétres ci-dessous, est prédicatif.

Sp2 = Spo
Ap2 = Ap:
Rpz = {(51,52,53) € Rpz|s2 & S2 A s3 ¢ 52}
Cpr = Cpo

Pour cela il suffit de remarquer que (E)2 = P?. En effet, on a :

Spp = {s,[s]|s e Sp }
= {s;[sllscSp}

= Spe
et :
Apz = {(s,7), ([s],[rDl(s,r) € Ap } Cpyz = {(sr),([s],[rDI(s,7) €Cp }
= {(877,)7((3—‘7“'1)’(377,)EAP} - {(37T)7([3~|7’—T-|)|(57T ecC }
— Ap — Cp
= Aﬁ = 012

Il faut encore démontrer que R(B)2 = Rpe.
- R(E)Q C Rpz: Soit (s,r,t) € R(B)Q’ par définition deux cas sont possibles :

— Soit r =t et il existe t' tel que [t'] =t et (s,t') € Ap = Ap. On a donc (s,t,t) € Rp2 or
comme S? est un ensemble de sortes minimales pour Ap2 on en déduit que t ¢ S? et donc
que (s,t,t) € Rpe.

— Soit il existe (s',7",t') € Rp tel que 'on est dans 'une des situations suivantes :

-~ (CAS1) : s =s,7" =1t =t,

~ (CAS2) : [s'] =s, [ =71, [{'] =t,

— (CAS3): ' =35, [t =t =r.
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Les équivalences suivantes sont des conséquences immédiates des définitions :

A Y

(s',r',t') e Rp
s (S )Y eRpAT ESAY ¢S
& () eRpa A €SP AT @ S AI(S) = IVI(r) = IvI(F) = 1
s (87 t) € REAIVI(S’) =) =Wvl(t') =1 (1)
& ([$1.171, 1) € Rpe Al & SPATH] ¢ S AWI(s') = Wi(r) = Wl(t) =1
& ([ 171, [H]) € Rp2 AlVI(s) = WI(r') = WI(') = 1 ©)

[']
5],
Ainsi on montre (s, r,t) € Rp2 dans le (CAS1) et le (CAS2) grace au sens direct des équivalences
(1) et (2). B

(s', ', t") e Rp
(', r'tYeRpA €SN &8
(s, [, [t]) € Rp2 A[Y'] & 52
(", [t"]

/
S,

T, 1t7) € Rpz (3)

R(2)2 2 Rpe @ Soit (s,m,t) € Rpe. Par définition de Rp2, cela signifie que (s,7,t) € Rp2 et

r¢& S?At ¢ S? Puis, par définition de Rp2, quatre cas sont possibles :

— Soit (s,7,t) € Rp. Dans ce cas, on a s,7,t € Sp et, par définition de S?, r ¢ S et t ¢ S. On
en déduit que (s,7,t) € Rp € R(p)2.

— Soit il existe (s',7',¢') € Rp avec [s'] = s, [r'] =7, et [t'] = t. Or, par définition de S?, on

ar' ¢ Sett ¢S5, onen déduit donc que (s',7',') € Rp et donc ([s'], [r'], [t']) € R p)2.

Soit il existe ' et ¢’ telles que (s,7/,t') € Rp avec [t'] =r =t. Oron a t = [t'] & S? et donc

t' ¢ S. Or S vérifie bien que t/ € S & ' € S. On en déduit donc que 7’ € S et donc que

(s,7",t') € Rp puis que (s,t,t) € R (py2-

~ Soit il existe 7 telle que (s,7') € Ap avec [r'] =t =1r. On Ap = Ap, on en déduit donc que
(s,[r"],[r']) € R (py2-

On conclut enfin en appliquant le cas précédent pour montrer, a partir de la prédicativité de P,

que (P)? est prédicatif.

®©

De la forte normalisation de P a la forte normalisation de P2. Dans ce paragraphe, nous allons
démontrer que la construction P — P2 préserve la forte normalisation des systémes. En pratique, la
preuve de cette propriété ne s’aveére pas tres utile puisque ’on a vu précédemment que la construction
préserve la propriété WEAKLY-IMPREDICATIVE ; cette derniére est satisfaite par la grande majorité
des systémes étudiés et implique la forte normalisation. Néanmoins, nous pensons que la preuve directe
que l’on propose ici offre une perspective intéressante sur la structure du systéme P2. Elle est basée sur
’observation selon laquelle, si un terme A est dans P2 et s’il n’est pas normalisable alors on est dans
I'une des situations suivantes :

— Soit il existe un sous-terme de A qui est de premier niveau et qui n’est pas normalisable.
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— Soit A est un terme de second niveau et | A| n’est pas normalisable.
Or, d’apres le lemme de séparation (lemme 3.4.2), & la fois le sous-terme et | A] sont typables dans P.
Donc chacune de ces situations contredit la propriété de forte normalisation de P.

3.4.11 Théoréme
Si P = NORMALISING, alors P* = NORMALISING.

Démonstration On commence par remarquer les faits suivants :
Soit A un terme bien typé (il existe I et T' tel que I' = A : T').

1.Si A »2 A ou A -*2 A’ alors A est un terme de second niveau (dans le cas contraire, le
lemme 3.4.2 montre que A est typable dans P, il ne peut donc contenir de sous-terme de niveau
2) .

2. Si A =2 A’ alors |A| — | A’]; car la projection conserve les rédexs réduits par —2 (lemme 3.4.7).

3. Si A est un terme de second niveau, alors
A(—' U -7 A" implique |A] = |A']

car la projection efface tous les rédexs réduits par —»! et par —»7/2 (lemme 3.4.7).

4. Si A -2 A’ alors le nombre de rédex que on peut réduire grace & —»"/2 (on appelle ces rédexs
des rédexs d’interaction) est réduit de exactement 1 dans A'.
En effet, un rédex d’interaction est I'application d’un terme de second niveau & un terme de
premier niveau. L’argument qui peut étre éventuellement dupliqué ne peut donc pas contenir de
rédexs d’interaction (puisque ce dernier est un terme de premier niveau). De plus, pour la méme
raison, I’argument ne peut étre une abstraction qui engendrerait un rédex d’interaction puisqu’il
est de premier niveau. On en conclut donc bien que —%2 ne peut créer ni dupliquer des rédexs
d’interaction.

5. Le nombre de rédexs d’interaction est invariant par —! puisque les rédexs d’interaction sont des
termes de second niveau.

Montrons, la contraposée du lemme : supposons qu’il existe
A—» Al — Ay — ... > A, — ...

une suite infinie de termes obtenue par réductions successives de A avec I' Fp2 A : T Si Ivl(A4) = 1,
d’apres le lemme 3.4.2, filter(I') Fp A : T et donc la suite infinie contredit la forte normalisation de P.
Traitons a présent le cas ou Ivl(A) = 2.
Alors nous sommes dans 'une des deux situations suivantes :
— Soit il est possible d’extraire une sous-séquence (A, );en telle que Ay, ((—»1 U —*?)*o —»2) Apiy
(ou - — -* désigne la cléture transitive de la relation et o la composition des relations) pour tout
1€ N;
— Soit il existe N tel que pour tout n > N, A,(—'U - ?)A,+1 ou plus prosaiquement : —
pas utilisé dans la suite a partir du rang N.
Dans le premier cas, puisque A(—!' U —%2)*o —2 A’ implique |A] — | A’], on peut construire une
suite infinie (| Ap,])ien de termes en relation pour —1.

2 nest
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Dans le second cas, puisque —/2 fait strictement décroitre le nombre de rédexs d’intéraction et que
la réduction —! ne change pas ce dernier, on montre qu’il existe un entier M > N tel que pour tout
n 2 M, An —»1 An+1.

On définit, par induction sur la structure d’un terme M de second niveau, la liste SS(M) des sous-
termes “superficiels” de premier niveau de M. Puisque M est un terme de second niveau, il n’y a donc
que les cas suivants a traiter :

S(%) =

S5([s1) [
S(N) — {SS(M) + SS(N) i lvI(N) =2
N = SS(M) silvi(N) =1

S(ha: MN) = $(Vx:M.N):{$(M)H'SS(N) () =2

M :: SS(N) si Ivl(M)

ou +, ::, et [] désignent respectivement la concaténation des listes, 'ajout d’un élément en téte et la
liste vide.
Soit [t1,...,tx] la liste générée par SS(M), on montre facilement que :
1. (PROP1) : Si M —! M' il existe 1 <i <k, S(M’) = [t1,...,ti—1,th,tis1 ... 1] avec t; — t; (on
rappelle que pour les termes de premier niveau t; — t est équivalent a ¢; —»1 t). La preuve se
fait facilement par induction sur les régles définissant M —1 M.

2. (PROP2) : Pour tout 1 < ¢ < k, il existe T; tel que filter(I") Fp t; : T; (par induction sur la
dérivation de I' p2 A : T).

Soit [t} ..., tM] = SS(Ap). Or, puisque Apy — Aprpq — -+ -, on sait, grace a (PROP1), qu'il
existe k suites ¢ M+ M MAL M ML et une suite iz, ipria, ... d'entiers entre
1 < i, < k telles que t} = t?“ sii # in et t] —» t?nﬂ pour tout 1 < 7 < k et tout n > M. De
plus, (PROP2) nous montre que ¢ est typable dans filter(I') pour tout 1 <14 < k et tout n > M. Or,
par un argument de cardinalité immédiat on peut extraire une sous-suite constante de ins,ips41,- - -,
c’est-a-dire, il existe 1 <7 < n et une fonction strictement croissante ¢ : N — N telle que ¢(n) > M

() _, poln+1)

et i,(,) = r. On a alors bien ty pour tout n, ce qui contredit la forte normalisation de P.©®

Comportement de - — -2 vis-a-vis de la cléture par cumulativité. La construction qui fait
passer de P & P? n’a néanmoins pas de bonne propriété vis-a-vis de la cléture par cumulativité. En
effet, la propriété suivante n’est pas vérifiée :

Si P =P, alors P2 = W (%)

Or elle implique (en prenant P’ = P) que (52) = P2. Nous allons voir un exemple de systéme P

qui ne vérifie pas (52) = P2 (ce qui prouvera donc que (*) n’est pas démontrable). Le systéme que
nous allons introduire n’admet aucun séquent typable puisqu’il ne contient pas d’axiome. Il est défini
par les parametres suivants :

873 = {*,*l } .AP = @ RP = {(*a *a*)} CP = {(*a */)}

Nous pouvons calculer sa cloture P par cumulativité ainsi que le systéeme P2 :
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85 = é*,*’} Sp2 = é*, [x],~, [¥] }
Ry = {(xxx),(xx)} Rpe {6 x, %), (T, [T, [1), Gy [T, [*1)}
Cz = {(x¥)} Cpz = {(*), ([x], %]}

On peut calculer maintenant la cléture par cumulativité de P? (on ne calcule que le parametre R les
autres étant égaux & ceux de P?) :

=
3
I

(*7*7*) ’ (’ ’*/)7
Rpz =4 (XL LD (] [x] D),
O L D) O el [+

_\2 —
De méme, on calcule (P) , puis sa cléture par cumulativité (P) (les autres parametres sont

également égaux A ceux de P?) :

On en déduit donc bien que ( 2) £ P2,

Préservation des propriétés de stabilité. La construction - — -2 ne préserve pas les propriétés de
stabilité. Ainsi dans ce paragraphe nous allons construire trois systémes P qui vérifient P = MINLOC et
P2 = MINLOC. Ces trois contre-exemples illustrent trois maniéres différentes de générer des systémes
violant la propriété MINLOC. Le premier ne disposera d’aucune regle (i.e. Rp = ), le second d’aucun
axiome (i.e. Ap = ()) et enfin le dernier disposera d’exactement une régle et un axiome.

Le premier contre-exemple exploite le fait que la construction fabrique une regle de la forme
(s,[t],[t]) € Rp2 a partir d'une regle de la forme (s,7,t) € Rp. On remarque donc que des sortes
qui sont en “troisiéme position” d’une régle dans P (ici t) apparaitront en “seconde position” d’une
régle dans P2. Cette situation peut donc engendrer de nouvelles contraintes & vérifier pour satisfaire
MINLOC-RULES qui n’ont aucune raison d’étre vérifiée a priori :

Spz = { x1,%2,%h,x3, %5, %,
Sp = {*1’*2?*2’*3a*gv* } [*1—|7 [*2—|a [*/2—|a [*3—|a [*g—|v [*—| }
Ap = 0 Apz = 0 Le sys-
Rp = {(*1,*2,*3) (k1,%9,%3)}  Rpz = {(x1,%2,%3), ([*11], [*2], [*3]), (x1, [x3], [*3])} Y
Cp = {(x%x3), (%, %3)} U { *17*2,*3)7/(£*11’ [%5], [* ﬁﬂ)a}(*h (%51, [%51)}
= *3

Cpo { O, %3), (%, x3), ([%1, [*s]), ([*], [*31)}
téme P satisfait trivialement MINLOC-AXIOMS car Ap = () et MINLOC-RULES est vérifiée car si
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(s1,82,83) € Rp et (t1,ta,t3) € Rp avec r1 < s1, 11 < b1, r2 < S2 et ro < to alors nécessairement
71 =81 =1t] = x1 et Tg = Sy = xp OU Ty = Sy = x4 et donc on a bien (71,72, s3) € Rp.

Le systéme P? réfute bien la propriété MINLOC : on a (%1, [*3], [*3]), (x1, [¥5], [*4]) € Rp2 et
[*] < [*3] et [x] < [¥5] or il n’existe pas de sorte s telle que (%1, [x],s) € Rp2 ([*] est la seule sorte
vérifiant [x] < [*3] et [x] < [*3] et on n’a pas (%1, [*], [x]) € Rpe.

On pourrait pallier ce probleme en imposant la condition HOMOGENEOUS, mais ce n’est pas la
seule situation ou la propriété MINLOC est mise en défaut : le systeme ci-dessous réfute lui aussi la
préservation de MINLOC par la construction - — -2.

Sp = {x01,0,00 }

Ap = {(*7D1)7(*7D2)7(*7D)}

Rp = 0

Cr = {(O,00),(0,0), (0, 00), (O, 02)}

Nous avons bien P = MINLOC. En effet, MINLOC-RULES est trivialement vérifiée puisque Rp est
vide et vérifie facilement MINLOC-AXIOMS : soit (s1,71), (s2,72) € Ap avec s < $1 et s X 9, il existe
r telle que (s,7) € Ap ((%,0) € Ap). La construction - — -? va générer des régles dans Rp2 a partir
des axiomes Ap et ces derniéres mettrons en défaut la propriété MINLOC :

Spz = {*0On,02,0,0 }
U A%, [x2], %], [Oa], [O21, [Ol, [OT }
Apz = {(x,01), (x,02), (x,0)}
U AL T, (T [O21), ([*1, o)}
Rpz = {(x[Ou],[O1]), (x [O2], [O21), (x, [T, [O])}

Cpz = {(O,01),(0,09), (0, 1), (O, 02)}

U {(Jol, [ouD), (1al, [32D), (18], Teu), (12, [321)}

En effet, nous avons bien P? £ MINLOC puisque (x, [01], [O1]), (x, [O2], [D2]) € Rp2 avec [0'] <
[O1] et [O'] = [O2], mais nous n’avons pas (, [O'], [O']) € Rpe.

On pourrait vouloir chercher une condition raisonnable & imposer sur les axiomes pour que la
construction préserve la propriété MINLOC, mais comme nous allons le voir dans le dernier contre-
exemple, il faudrait que cette derniere porte également sur les regles. En effet, le systeme ci-dessous
montre qu’une mauvaise “interaction” entre les axiomes et les regles peut également donner lieu a un
systeme qui ne préserve pas MINLOC :

o~ o~ o~ o~

Sp = {x01,0,0}
Ap {(x,01)}

Rp = {(x,0O2,02)}

Cr = {(O,m),(O0,02)}

Nous avons bien P = MINLOC :
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— MINLOC-AXIOMS : Trivial car (x, 1) est le seul axiome et x est minimal pour Cp.
— MINLOC-RULES : Il n’y a qu'une seule régle, il suffit donc de vérifier que s < % et r < 09 alors
il existe 7’ telle que 7’ < Os et (s,7,7") € Rp. Or la relation de cumulativité impose que s = %
et r = 0 ou r = Oz et dans les deux cas, on a 7’ = Os qui convient : (x,0z2,02) € Rp C Rp et
(%,0,02) € Rp.
Calculons maintenant P? :

Spz = {x0O1,02,0} U {[x],[Ou],[O2],[O] }

Ap = {(x D), ([*], [O1])}

Rpz = {(x,02,02), ([*],[02],[02]), (x, [O2], [O2]), (x, [O1], [O1])}
Cpz = {(0,02), (0, 00), ([O], [O2]), ([O], [O1])}

Nous avons bien P? = MINLOC puisque (x, [01], [01]), (x, [O2], [02]) € Rpe avec [O] < [O1],
[O] < [O2] et il n’existe pas de sorte s telle que (x, [O],s) € Rp2 avec s < [O1] et s < [O2].

On remarque donc que les conditions a imposer sur le systeme de départ pour que la construction
préserve la propriété MINLOC sont particulierement ad-hoc et n’aident pas vraiment a la compréhension
des liens entre notre construction et la relation de cumulativité. Nous pensons que ceci est di au fait
que la classe des CTS contient beaucoup de systemes “pathologiques”. C’est pourquoi dans la section
suivante nous allons introduire une nouvelle classe de CTS qui contiendra suffisamment de systémes
pour étre digne d’intérét et dont les éléments satisferont toutes les propriétés de stabilité. De plus cette
classe sera stable par la construction - — -2.

3.5 Systeme stratifié engendré

Dans cette section, nous allons introduire la classe des systémes stratifiés engendrés par un PTS
fonctionnel et homogeéne P. Une stratification {2p de P sera obtenue en dupliquant chaque sorte s € Sp
un certain nombre de fois que 'on notera e;. Ainsi, les sortes de {p consisteront en la donnée, pour
chaque sorte s de P, de

80y S1yenySiyens

avec i < €4 (en pratique on aura toujours €5 < w). On dira alors que 7 est la hauteur de s; et que s; est
engendrée par s.

3.5.1 Convention

Dans un contexte o nous étudierons les sortes d’un systéme stratifié, nous n’utiliserons uniquement

les indices sous les sortes pour indiquer la hauteur de ces derniéres et nous utiliserons pas les indices

pour distinguer les “méta-variables” Ainsi si s € Sp et sg € Sq, alors sg désigne la sorte de hauteur
. , y

0 engendrée par s (ce n’est donc pas n’importe quelle sorte de Sq,, ).

La relation de cumulativité est générée a partir de l'ordre associé a e, ainsi on aura s; <o, r; si
et seulement si s = r et i < j. Les axiomes de ()p seront engendrés a partir de chacun des axiomes
(s,r) € Ap et d'une fonction notée &, : €, —> € + 1 qui donnera la hauteur du type de s; :
(8i,7¢, (i) € Aqp & condition que & ,(7) < € ; le “+1” permet donc de spécifier qu'une sorte cesse
d’étre typable a partir d’une certaine hauteur. Enfin, les régles de (2p sont générées a partir des regles
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(s,r,7) € Rp et d’une fonction notée s, : €, — €, + 1 qui donne, en fonction d’une hauteur ¢ pour
s, la hauteur v, (i) pour r a partir de laquelle les produits de la forme (s;,7;,7;) sont autorisés pour
(i) < j < € ; donc si s, (i) = €, alors la regle (s;,,7;,7;) n’est pas autorisée.

La donnée des familles (€s)sesp, (§s,r)(s,r)edp €6 (Vsr)(s,rr)er,p cOnstituent donc les parametres de
la stratification 2p de P. Ce que 'on résume par la définition suivante :

3.5.2 Définition (Systéme stratifié engendré)
Soit P un PTS tel que P = HOMOGENEOUS AFUNCTIONAL et soit la donnée de :
— Une famille (&;)ses, d’ordinaux
— Une famille (&) (s)ea, de fonctions croissantes & : €5 — € + 1.
— Une famille ws,r)(s,r,r)e?%p de fonctions croissantes s, : €, —> €, + 1.
Notons Qp = (€,£,1). On définit alors le systeme stratifié engendré par Qp comme étant le CTS, que
I'on désignera également par 2p, défini par les équations suivantes :

Sq, = { s | seSp A 1 < €g }
Aop = { (iyre,,0) | (ssm)€Ap A i <esNsr(i) < € }
Ra, = { (si,rj,r5) | (s,mr)€Rp AN i<esANs,(i) <j<e }
Car = { (si,55) | seSp A i< j<e€s }

On dira d'un CTS P’ tel que Qp = P’ qu'il peut étre présenté comme une stratification de P selon Qp.

La plupart des systemes que nous avons étudiés jusqu’a présent peuvent étre représentés comme
une stratification de PTS :

3.5.3 Exemple
— Soit P un PTS fonctionnel et homogéne, alors P est une stratification de P selon :

€s = 1 pourse Sp
&r(0) = 0 pour (s,r) € Ap
Vs, (0) = 0 pour (s,r,7) € Rp

— Le systéme A, (page 93) est une stratification de Ax (page 52) selon

€ = W
f*,* (Z) = 141
77/1*,* (Z) =1

— Le systéme SF (page 97) est une stratification de F selon

& = a &po) = i+1
€0 = a (i) = i
1/}\]7*@) = 1
— Le systéme F,, défini comme une stratification de F, selon
€& = 1 &o() = 0
eg = n+l P (0) =
Yop() = i+1
(2) 0
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Le systeme Fqy correspond a systéme F, le systéme F1 autorise les quantifications sur les construc-
teurs de types comme par exemple :

Fr Veix =% =% a:x0:xcaf:*

(on note ici * d la place de o car il n’y a pas d’ambiguité puisque €, =1).
Le systéme Fo autorise les quantifications sur les constructeurs de constructeurs de types comme
par exemple :

Fr, Ve (x = %) = ka:xc(AF:*xf)a:x

Le systéme F3 autorise les quantifications sur les constructeurs de constructeurs de constructeurs
de types, etc. ..

Ainsi F,, peut se comprendre comme la limite des F,, puisqu’il n’admet aucune limite dans [’ordre
des constructeurs de type.

S0it Mpropset le PTS fonctionnel et homogene défini par les équations suivantes :

S)\*Prop,Set = {Set? Prop? Type}
Aspropsee = 1(Set, Type), (Prop, Type), (Type, Type)}
RA*Prop,Set = {(8’ Ty T)‘(Sv T) €S X S}

1l est obtenu en ajoutant d Ax les sortes Set et Prop. On a alors :
— Le systéme CIC™ (page 139) est une stratification de A*prop,set Selon

€Type = W §Type,Type ('L) = i+1 ws,Prop ('L) = 0
€prop — 1 gProp,Type (0) =1 1/}s,Set (Z) =0
€set = 1 éSet,Type (0) =1 wType,Type (Z) = 1
¢Prop,Type (0) =0

Pset, Type (0) 0

— Le systéme CIC (page 139) est une stratification de Mtpropset Se€lon

€Type — W §Type,Type(i) = i+1 wType,Type(i) = 1
€Prop — 1 §Prop7Type(0) =1 ¢Type7Prop(i) =0
€set = 0 £Set,Type =0 wProp,Type(O) =0
wProp,Prop = 0
wSet,s = @
ot () désigne la fonction de domaine vide.
— Le systéme CICT (page 139) est une stratification de Mxprop set S€lon
€Type — W §Type,Type(i) = 1+1 ws,Prop(i) 0
€prop — 1 §Set,Type(i) = 1+1 Q;Z)Prop,Set(O) = 0
€Set — W §Prop,Type(0) =1 wSet,Set(i) = 1
Q;Z)Type,Set ('L) = 1
wType,Type (Z) = 1
¢Prop,Type (0) =0
¢Set,Type (Z) = 1

190



3. DES PROGRAMMES A LA LOGIQUE

Les systémes stratifiés satisfont les propriétés suivantes :

3.5.4 Lemme
Qp E HOMOGENEOUS,

Qp = MINLOC,
Qp | PRINCIPAL,

Si pour tout i < €, pour tout (s,r) € Ap,&s (1) < € et pour tout (s,r,r) € Rp,s,(i) < €,
alors Qp = UPSTABLE A STRENGTHENING

e o o~

Démonstration 1. Par définition, les regles de 2p sont toutes de la forme (s, 7, 7).

2. 11 faut montrer Qp = MINLOC-AXIOMS et Qp = MINLOC-RULES :
— Qp = MINLOC-AXIOMS : Soit (si,7¢, (1)) € Aap, (55,7, . (j)) € Aap, et k < es tel que k < i
et k < j. Il faut montrer qu'il existe k" < ¢, tel que (sg,74) € Aqp, k' < &, (1) et K/ < &.(7)).
Or par croissance de &, k' = &;»(k) convient.
~ Qp = MINLOC-RULES : Soit (s;,74,7i) € Rap, (8j,7j,75) € Ra, et k < €5 et k' < ¢ avec
k<i k<jetk <i etk <j.Ilfaut montrer quil existe k” < €, tel que (sg, 7, 747) € Rap
avec kK < i’ et kK < j'. Par définition de Rg,, on a ¢, (1) < ¢ < € et Py, (J) < j' < €.
Posons, k" = max(k', 1, ,(k)). On a alors bien k" <" et k" < j' car :

k/ S Z'/

k/ S j/
Vsr(k) < (i) <
ws,r(k‘) S ¢s,r(j) S j/

Enfin, on a (s, i, 767) € R, car (sg, Ter, i) € Rap et k' < E' <.

3. Pour prouver que Qp = PRINCIPAL, il faut montrer que la relation de cumulativité Cq,, est
bien fondée (ce qui est évident car chacune des composantes connexes de la relation est isomorphe
a l'un des ordinal €5 pour un s € Sp) et vérifier que Qp = MINLOC. Ce qui est traité par le cas
précédent.

4. La vérification de UPSTABLE est aisée :

— UPSTABLE-AXIOMS : Soit (s;,rj) € Aq, et s; < sy. Par définition de Qp, cela signifie
que i < i’ et que &,(i) < j < €. Alors par croissance de &, on a (1) < &, (7). Et
par hypothese on a &, (i) < €. Et donc, si on pose j' = max(j,&s,(i")), nous obtenons bien
i = 15, Esr (i) < j' < € et donc (s, 750) € Aqy,.

— UPSTABLE-RULES : Soit (s;,7j,7r%) € Rigp avec s; <X sy et rj < ry; c’est-a-dire i < i < e
et j <j <€ et k <e. Il faut montrer qu'il existe k < k' tel que (sy,rj,71) € TQP : Posons
k' = max(j', k, s (7). Par hypothese, on a 5 ,(i') < €., on en déduit donc que k' < ¢,. De
plus, par définition de Rq,, on a (sy,74,72) € Ra, pour tout € > x > 1) ,(i') on en déduit
donc que (sy, 1y, 7) € Rap. Or k' > j', on a donce (i, ), 1) € Rap-

Enfin STRENGTHENING est une conséquence directe de UPSTABLE, des points précédents et

du lemme 1.2.37. @)

On dispose du critere ci-dessous pour tester la prédicativité des systemes stratifié.
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3. DES PROGRAMMES A LA LOGIQUE

3.5.5 Lemme

S’il existe pour chaque sorte s € Sp, un ordinal 05 tel que :
— Pour tout (s,1) € Ap, 0y + &5 (i) > 05 + 1.
— Pour tout (s,r,7) € Rp, 6 + s, (1) > 05 + 1.

alors Qp = PREDICATIVE.

Démonstration Pour prouver qu'un CTS est prédicatif, il suffit d’exhiber une relation bien fondée R
qui satisfait les regles de la définition 1.3.1. Par construction, on aura <g,C R et donc R bien fondée
implique <q,, bien fondée (et donc Q2p est un systéme prédicatif). Posons s; Rrj < 65 +1i < 0, + j et
vérifions que R satisfait bien les regles de la définition 1.3.1 :

— AXIOME : Il faut montrer que I'on a pour tout (si, ¢, (i)) € Aqp, si Rre, () c'est-a-dire o5 +i <
Or + &sr(4). Ce qui est bien une des hypotheses du lemme.

— PREMISSE : Soit (s;,7,75) € Ra, avec Y5 (i) < j < €. Supposons t; Rs; (c-a-d §; +k < 05 +1).
Montrons que ¢; R r;. On montre montre grace a la seconde hypothése du lemme que §; + k <
ds + 1 < 0p + 15 (i) < 6, + j et donc on a bien t; R ;.

— CONCLUSION : Ce cas est tautologique dans les systemes vérifiant HOMOGENEOUS (il faut
vérifier que si (s;,7,7;) € Ra,, alors t, Rr; implique t; R ;).

— TRANSITIVITE : La relation R est bien transitive.

— CUMULATIVITE : Pour traiter ce cas, il faut montrer que si s; Rrj et (rj,r;) € C, alors s; R ry.
On remarque que Cq, C R et donc la transitivité de R, nous permet bien de conclure s; Rrj. ©

A titre d’exemple on prouve que la théorie des types prédicative Ak, le systéme stratifié SFY, le
A-calcul simplement typé A sont prédicatifs :

— M, = PREDICATIVE : On prend 60, = 0 et on a bien & (i) =i+ 1 > i et 9, (i) =1 > 1.

— SF¥ = PREDICATIVE : On prend ég = 0, = 0. On a bien {,g(7) = 14+ 1 > i et ¢, (i) =
V(i) =i > i.

— A PREDICATIVE : Pour montrer que le systéeme \ est prédicatif, on peut prendre é5 = 1 et
d, = 0. Et on vérifie bien que §,+0 = 040 < & 5(0)+dg = 0+1 et que 0,+0 < 9, . (0)+J, = 0+40.

Ce critere s’étend en un critére pour tester la faible imprédicativité de la fagon suivante :

3.5.6 Lemme
Soit S C Sp un ensemble de sortes minimales pour Ap et un ordinal s pour chaque sorte s € Sp.
Supposons de plus que :
— Pour tout (s,r) € Ap, 0, + & (1) > 65 + 1.
— Pour tout (s,r,7) € Rp avecr € S, 0y + s, (i) > 65 + i.
Alors Qp E WEAKLY-IMPREDICATIVE.

Démonstration On pose S’ = {s;|s € S,i < €5}.
1. L’ensemble S’ est un ensemble de sortes minimales pour Ag, : En effet si (s;,7;) € Agq,, alors
(s,r7) € Ap. Or par hypothese, si r € S, alors 7 est minimale pour Ap et donc on en déduit que
Ty € S/.
2. L’ensemble S’ est stable vers le bas pour Co, :Sis; € S et s < 8; (c-a-d j < 1), alors on a bien
S; € S’
3. Si (s,7,t) € Ro, alors r € 8" &t € 5" : Qp vérifie HOMOGENEOUS, on a donc r = t.
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3. DES PROGRAMMES A LA LOGIQUE

4. Le systéme P, défini par les parametres ci-dessous, est un systéme prédicatif.

Sap = Sop
Ao, = Aqg,
Rap = {(s1,52,83) € Raplsa €S Nsy ¢S5}
Caop = Cap

Il suffit de remarquer qu’il peut étre présenté comme une stratification {2p de P et qu’il vérifie
bien les conditions du lemme 3.5.5. ®)

On peut se servir du précédent critéere pour démontrer que F, CIC™, CIC, et CIC™ sont faiblement
imprédicatifs :
1. F  WEAKLY-IMPREDICATIVE : On prend S = {x}, d, = 0 et 5 = 1. On a bien d, + 0 =

04+0<&,0(0)+d5 =0+1 et il n’y aucune condition & vérifier sur 1) car toutes les regles de F
sont de la forme (s, *,*).

2. P = WEAKLY-IMPREDICATIVE pour P = CIC~, CIC,CIC™ : On prends S = { Prop, Set}
et 03 = 0 pour tout s € Sp. On vérifie bien :
o és,r (Z) > i,
— si r # Prop, Set, alors 9 ,(i) > ¢ pour tout i < €.
On remarquera que dans les cas de CIC et CICT on peut également utiliser le critére en prenant
S = { Prop }.

La transformation - — -2 des systémes stratifiés. Le lemme ci-dessous montre que I'image par la
construction - — -2 d’un systéme stratifié engendré par un PTS P peut étre présentée comme un systéme
stratifié engendré par P?. Ce lemme nous garantira que les systémes auxquelles nous appliquerons la
transformation - — -2 auront toutes les bonnes propriétés des systémes stratifiés.

3.5.7 Lemme
Nous avons (Qp)2 = Qp2 ot Qp2 est le systeme stratifie définit par P? en étendant la spécification de
Qp auz sortes de second-niveau de la facon suivante :

€] = €s
151, (1) = &sr(d)
VYrs1, i (0) = sr(4)
min(ws,'f'(i)’ 65,7’(1:)) S/L. (57 r’ ,r) 6 R /\(57 r) 6 A
ws,[ﬂ (Z) = 1/’8,7" (71) st (57 r, 7”) ER A(S7 T) € A
0 si (s,r,r) € RA(s,7) € A
et ou on identifie [s;] et [s];.

Démonstration On montre ’égalité des parameétres, les vérifications pour S, C et A sont aisées :
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3. DES PROGRAMMES A LA LOGIQUE

P2 (Qp)*
SQP2 = { Si | 8687;2/\i<65 }
= { sils]; | seSphi<e }
={ s | seSphi<es } U { [si] | s€eSphi<es }
={ s | s € Sap Pou A Tsl | 5 € Sap }
= Sy
_ CQ'P2 C(Q )2
CQPZ = { (si,s85) | seSpANi<j<e }
= { (siss5), ([slis[s]y) | seSpAi<j<es }
= { (s;m), ([s],[r]) | (s,7) € Cap }
- C(Qv)2
p2 = Agp)?
AQPZ = { (Si,rgs,r(i)) | (s,7) € Ap2 Ni < € N (i) < €}
= { (3i7T£s,r(i))a ([3117 [ﬂgw(i)) | (s,7) € Ap Ni < €5 A §s7r(i) <& )
- 'A(Qp)2
P2 7?'(977)2
RQPQ
— { (S’UT]';T]) ‘ (S,T, T) € pr2,7; < 68)1/)8,7‘(7:) S j < €p }
_ (Sivrjvrj)a . N . .
= { (Tsi, [r15. [715) | (5,7,7) € Rp,i < €5, Ys(1) = waLW (1) <j<er }
U { (Si7 [’I"—|]', P’ﬂj) | (S,’I") € Ap,i < €Sa¢s,|—r-\ (Z) <J<e }
U { (Si7 [T-|j, P’ﬂj) | (S,T‘,T) €ERp,i < 687¢s,[r] (Z) <J<e }
Posons
& = { (ilrlilrly) | (1) €Apyi <es, Y5 (i) <j<e  }
U { (Siv [T“jv P’ﬂ—|j) | (s,r,r) €ERp,i < esﬂ/}s,[r] (Z) <Jj<e }
et

& = { (8i7 P’A—|j7 [flj) ‘ (S,?“) € .Ap,i < €sa§s,r(i) <Jj<eé }
U { (Siv P’n]j? Dﬂj) ‘ (S,T‘, T) € Rp,i < 65a¢s,r(i) <Jj<e& }

On a clairement & C & puisque que l'on a toujours 9, 1,1 (i) < &s(4) si (s,7) € Ap et ¥, ,1(i) <
s r(1) si (s,7,7) € Rp. Montrons que & C &,.
— Supposons (s,7) € Ap avec i < € et P ,1(i) < j < €.
Montrons que (s;, [r];, [r];) € &2. On distingue deux cas :
~ (s,7,7) € Rp : On a 9, 1,1 (1) = min(ts ,(7), §s,+ (7). Deux cas sont alors possibles :
— & (1) < gr(i) : On a alors & (1) < j et donc (s4, [r];, [r];) € &a.
— (i) < &r(7) 1 On a alors 1 ,(i) < j et donc (s4, [1]5, [7];) € Ea.
= (8,7,7) € Rp : On a v ,1(i) = & (@) et donc & (1) < j et (s, [7]5,[7]5) € &
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— Supposons (s,7,7) € Rp avec i < €5 et P, ,1(7) < j < &. On peut également supposer que
(s,7) & Ap (car le contraire a été étudié dans le cas précédent). Dans ce cas, 1, [,1(7) = ¥s(4)
et on a donc 9, (1) < j et (s4, [1]5,[r];) € Ea.

Nous en déduisons donc que & = &1, d'ou :

= { swff’”ﬁzm | (1) € R Abunli) <5 < 6 i < }
U sz,s“b,féﬁ” | )b ) Si<eni<e }
- { NN (5.7,8) € Ray }
U ek U) | (5,7) € Aq, )
- (Qp)?
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Chapitre 4
Réalisabilité

Le concept de réalisabilité a été introduit par Kleene en 1945 dans un article | | qui depuis
fait école. L’idée de mettre en relation les programmes et les formules, afin d’étudier leur contenu cal-
culatoire, a été largement utilisée par les théoriciens de la démonstration. Un des premiers exemples
d’application de la réalisabilité est de fournir des outils pour prouver que certaines formules sont
indépendantes de certains systémes d’axiomes. Par exemple, elle peut étre utilisée pour prouver l'in-
dépendance du tiers-exclu dans des systémes intuitionnistes | , |. Elle permet également de
démontrer d’autres résultats méta-mathématiques comme le fait que les systémes intuitionnistes satis-
font la propriété de ’existence! (voir | , |). Nous renvoyons le lecteur intéressé par les aspects
historiques du développement de la réalisabilité au compte rendu historique de Jap Van Oosten | ].

Dans larticle originel, Kleene représente les programmes comme des entiers grace a une énumération
a la Godel des fonctions récursives. Cette technique a été étendue afin de prendre en compte d’autres
notions de programme comme les algebres de combinateurs | , | ou encore les termes du
Systeme 7 de Godel grace a une variante de la réalisabilité —dite modifiée— due a Kreisel | ) ].
Dans notre travail, nous généralisons cette derniére approche en utilisant un systeme de type pur
arbitraire (un CTSI) comme langage pour les programmes.

Cette approche a déja été suivie auparavant par Daniel Leivant | |, ainsi que par Jean-Louis
Krivine et Michel Parigot | , | dans le but de prouver le théoréme de représentation de Girard

[ | = les fonctions définissables dans F sont exactement les fonctions prouvablement totales dans
I’arithmétique du second ordre.

4.1 Définitions

Dans cette section, nous allons définir deux termes de second niveau :

— La relation de réalisabilité. Elle admet deux parameétres, correspondant aux termes mis en re-
lation ; I'un est un terme de premier niveau et I'autre un terme de second niveau. On note la
relation de réalisabilité P IF F' entre deux termes et on dit alors que “P réalise F.

— La transformation de réalisabilité. Elle n’admet qu’un parametre et n’est bien définie que sur les
termes de second niveau. On la note ||A|| et on I’étend également aux contextes. La transformation

1. SiVz3y.p(x,y) est dérivable, alors il existe un programme f qui fournit des témoins, c-a-d. tel que Vz, ¢(z, f(z))

196



4. REALISABILITE

de réalisabilité fournira, étant donnée une preuve 7 d’une formule F' dans un contexte I' (c’est-
a-dire I' - 7 : F avec Ivl(F') = lvl(m) = 2), une nouvelle preuve ||7|| de la formule |7] I F' dans
le contexte ||I'||. En d’autres termes, ||7r|| est une preuve que la projection |7] est un programme
qui réalise la formule F.

terme de second niveau terme de second-niveau
—_——~
L el
T T T
programme/type formule/arité terme de second niveau
relation de réalisabilité transformation de réalisabilité

Pour définir les relations de réalisabilité, nous avons besoin d’un générateur de noms frais. Etant
donnée une variable z, on notera xzp une nouvelle variable fraiche explicitement associée a x. Les
variables xr et yr seront syntaxiquement égales si et seulement si x et y sont syntaxiquement égales.
De plus on étendra la notation Agr & tous les termes de second niveau en remplacant les occurrences
libres des variables 22 de second niveau par x%{. Et on étend cette notation aux contextes en appliquant
aux assignations de second niveau. Plus formellement :

(X)r = Xp

Sp = S8
(Az': AM)r = Xz':A Mg
(Va': AM)g = Va':AMpg
(M2 : A.B)r = Ma%:Ag.Br
(Va®: A.B)rp = Va%:Ag.Bg

Mg Np s WI(M) = I(N) =2

MN)r = {MRN si WI(M) = 2 et WI(N) = 1

Or = ()
T,z' - A)p = Tg,a':A
(T,2%: A)p = FR,$2RZAR

4.1.1 Lemme
Supposons I' =p2 M : T
= SiWI(M) =WIT) =1, alors Tptp2 M : T,
- SilVI(M) =WI(T) =2, alors 'g Fp2 Mg : Tg.

Démonstration La preuve de ce lemme s’obtient facilement par induction sur la dérivation de I" -p2
M : T. C’est essentiellement un lemme d’a-conversion, la dérivation de typage est utile uniquement
pour s’assurer que les niveaux sont bien respectés afin de pouvoir appliquer les hypothéses d’induction
(par exemple, pour montrer que si M = Az' : A.N alors Ivl(A4) = 1). ®
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Nous pouvons maintenant définir la relation de réalisabilité. Puisque dans les systémes de types
purs les termes et types habitent la méme catégorie syntaxique, il faut définir simultanément la relation
t Ik P qui affirme que t est un réalisateur de P, et la transformation ||| qui envoie les preuves m
d’une formule P vers une preuve de la formule |7 |- P. Nous allons & présent décrire pas a pas cette
définition, et la définition 4.1.2 récapitulera tous les cas de notre discussion. Ces transformations de
termes sont définies par induction, sur la structure de P pour la relation ¢ I+ P et sur la structure de
7, pour la transformation ||7|. Nous verrons que, méme si la définition peut sembler ardue, la plupart
des cas sont contraints par le théoréeme d’adéquation 4.1.8 qui impose que si M a le type T, alors || M|
doit avoir le type | M| IFT.

Commencons par étudier la transformation de ¢ I- Va : P.QQ avec lvl(P) = Ivl(Q) = 2. Nous voulons
signifier qu'un programme ¢ réalise P — @) s’il envoie les réalisateurs de P vers les réalisateur de (). La
formule qui semble naturellement exprimer cela est donc :

tl-vx: PQ = Vx:|Pl,zp:zlFP.(tz)lFQ

Comme nous le constatons, la transformation a dupliqué le produit : nous sommes passé de Vz : P.Q)
(un produit) aVz : | P,z : x IF P.(tz) IF Q (deux produits). Nous utilisons ici le “générateur de noms
frais” - — g afin d’obtenir un identifiant, pour le nouveau produit généré. De plus, nous souhaitons
que la réalisabilité se comporte uniformément vis-a-vis des quantificateurs de premier niveau. Ainsi,
pour traiter le cas t IF Va : A.Q) avec Ivl(A) =1 et 1vl(Q) = 2, nous posons :

tIFVe: AQ = Va:AtIFQ

Puisque nous avons en téte de démontrer que F 7 : P implique ||7|| : |7]| IF P, nous allons devoir
retrouver cette duplication au niveau des abstractions. Ainsi, une fois la transformation définie pour
le produit, il semble inévitable de définir la transformation des abstractions de la fagon suivante (on a
toujours vl(P) = vl(Q) =2 et Ivl(A) =1) :

Az : P.Q|| = Az : |P],zr : z IF P.JQ|

et
Az : A.Ql = Az : A.|Q|

Ainsi, si ||| prouve que |7 ] IF @, alors ||[Ax : P.7|| prouve que
Vo : |Pl,zr: x|k P.|||Az: Px||] zIFQ
(car [|[Az: Prl|] 2= Az : [P].|l|«][]) 2 = [ll=]|]) et [[Az : Ax|| prouve que
Vo : Az Ax|] IFQ

(car |||Ax : A.r||] = |||]|])- De plus, si on constate cette duplication sur les abstractions, on comprend
bien que 'on doit nécessairement la retrouver dans les applications et dans les contextes. On pose donc
pour les contextes :

o1 =0
IT,z: Al = |T|l,z:A silvl(4)=1
IT,z:P| = |T|,z:|P],zr:xlFP silvl(P)=2
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et pour les applications :

I(M N :{ IM| N si M(N) =1 )
IM|| [N][IN]| silvI(N) =2

De la méme fagon, nous n’avons guére le choix pour définir ||z||. En effet, considérons la traduction du
séquent : x : A x: A avec Ivl(A) = 2. Le contexte = : A se traduit en x : |A],zg : z IF A et doit
construire une preuve ||z|| de |z | IF A, c’est-a-dire de x I+ A puisque |z| = . On voit donc bien que le
seul choix “raisonnable” est de poser :

[zl = 2r

Nous allons chercher comment traduire ¢ I z et ¢ - [s]. Ce sont probablement les deux cas les plus
difficiles a appréhender. En effet, nous n’avons a priori aucune information sur la forme des réalisateurs
d’une variable libre; il est donc raisonnable de chercher a les construire a partir des informations du
contexte. Une solution qui convient est de poser :

thFz = (zgpt)ettlk[s] = t—]s|
Voyons ce qu’elle donne si I'on calcule le contexte transformé suivant :
|x:[s],h:z|]|=x:s,2p:x — [s],h:z, hg: xR

Ainsi, le prédicat O-aire z : [s] se transforme en un prédicat unaire zp : * — [s] qui décrit moralement
lensemble des réalisateurs de x (avant transformation). Dans le cas ou le prédicat de départ n’est
pas d’arité nulle, on voit que les définitions précédemment vues “incrémentent son arité”. Si x est de
type A — [s], alors zg sera, dans le contexte transformé, de type x |- A — [s| c’est-a-dire de type
A—x—[slouVy: |A],ylF A— (zy) — [s] selon que A soit de niveau 1 ou 2.

Pareillement, si M est de type A — [s] et N est de type A, alors ||[M N|| est de type | M N| I+
(A — [s]) c’est-a-dire de type A — |[M N| — [s] ouVx : |A],zIF A — |[M N| — [s] selon que lvl(A)
es égale a 1 ou 2. On en déduit que || M N|| est un prédicat d’arité |[M N | I+ (A — [s]). C’est pourquoi
nous pouvons utiliser ce prédicat pour donner la signification de t I M N ; on pose donc :

tl-F(MN) = (|MN]|¢t)

Enfin, le dernier cas restant a traiter est le calcul de ||Vx : A.B||. Sion a Vz : A.B de type [s], alors
on devrait avoir ||Vx : A.B|| de type |Vx : A.B| IF [s] = |Vz : A.B] — [s]. On observe que ||Vz : A.B||
est un prédicat unaire et d’apres le cas précédent, il doit étre vérifié par les réalisateurs de Vz : A.B.
C’est pourquoi on pose :

IVz : A.B|| = Af : |Vx: AB|.fIFVx: A.B

199



4. REALISABILITE

Des lors, nous avons suffissamment défini de cas pour regarder ce que donne la transformation sur
le prédicat € N de F? :

riFzeN

rlE (VX :nat — [x]. (Vy:nat. Xy — X (Sy)) - X0 — X )

VX :x,Xp:nat = X — [x].(r X)IF (Vy :nat Xy — X (Sy)) > X0 — X z)

VX :x,Xp:nat > X — [, f: X > X, fr: fIF(My:nat.Xy — X (Sy)).
(rXf)IF(X0— Xua)

VX %, Xp:nat=> X = [x|,f: X = X, fr: fIF(Vy:nat Xy — X (Sy)),
2: X, 2p: Xp0z.(r X f2)IF X x

VX % Xg:nat—>X =[x, f: X > X, fr: fIF(Vy:nat Xy — X (Sy)),
2:X,2p: Xp02Xpax(rX fz2)

VX %, Xg:nat > X — [x],f: X = X,
fr:(Vy:nat,z: X, zr: Xpy2z.Xr(Sy) (f2)),
2: X, 2p: Xp02Xpe(r X f2)

Va:*,X nat - a— [x|,f:a— a.
(Vy:nat,z:a.Xyz— X (Sy)(fz2) =2 Vz:aXg0z— Xz (rafz)

Afin de rendre la formule plus lisible, la derniere égalité est obtenue en renommant les variables liées

et en utilisant la notation

«,

— -7 pour les produits non-dépendants. Par la suite, lorsque nous “dé-

plierons” les formules de réalisabilité, nous renommerons souvent les variables “a la volée”, privilégiant
ainsi la lecture de la formule (au détriment du calcul de la forme dépliée).
Ainsi, on peut paraphraser le prédicat » I x € N de la facon suivante :

Pour tout type «, tout prédicat binaire X d’arité nat — o — [x|, pour toute fonction f de
type f: a — «, et pour tout z de type a, si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Le prédicat X est stable par S & gauche, et f a droite (c’est-a-dire si X y z est vérifiée
alors X (Sy) (f z) est vérifiée),

2. Le prédicat X est satisfait par 0 et z (c’est-a-dire on a X 02)

alors le prédicat est X est satisfait par x et r o f z.

On voit que si 'on prend o = nat, f =S, 2 =0 et X = Xab : nat.a =, b, alors les conditions 1
et 2 sont vérifiées. On peut en déduire que x =pa¢ 7 natS0. Par ailleurs, on verra plus loin que si I'on
dispose d’un axiome d’extensionalité, alors on peut montrer r natS0 =p,¢ 7 et déduire que r IF z € N
implique 7 =pat « ou, en d’autres termes, que les réalisateurs de = € N sont (extensionellement) égaux

a x.

On peut récapituler par la définition suivante :

4.1.2 Définition (Relation de réalisabilité)
On définit simultanément la relation de réalisabilité, notée - I -, et la transformation de réalisabilité,
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notée || - ||, par les équations suivantes.
CIF [s] = C—[s]
Cl-Va':AB = Va':ACIFB
ClFVa?: AB = Val:|A|,2%: 2t IF A(C2') kB
Cl-F = ||F|| C sinon
el = o
Az : A.B]| = Ml: A|B|
|Az? : A.B]| = Azl:|A], 2% 2t IF A B
(II1A]l B) silvl(B) =1
I(AB)| = { . _
(AlLBIIBI) - si WI(B) = 2
7| = Az':|T].2' IF T sinon (1 ¢ FV(T)UFV(|T)))
1O =
IT, 2t : Al = ||, z': A
T, 22 : Al = 7,2t : |A],2% 2t IF A

Cette transformation “conserve la structure du second niveau” dans le sens suivant :
4.1.3 Lemme (Projection de la réalisabilité)
Soit t tel quelvl(t) =1 et P tel que IWI(P) =2, on a |t I+ P| = | Pr] et pour tout contexte [|T'||| = [T'r].

Démonstration Par une induction immédiate sur les formes possibles de P. ©

Le lemme ci-dessous décrit comment la substitution des termes de premier niveau se comporte
au travers des transformations de réalisabilité. On notera la condition “d’hygiéne” qui impose que la
variable substituée n’apparait avec ’annotation de second niveau que dans le terme & transformer. Ce
qui est en pratique vérifié lorsque 'on s’assure que les termes ne contiennent pas deux occurrences de
la méme variable annotées différemment.

4.1.4 Lemme (Substitution des termes de premier niveau)
Soit A un terme de second niveau tel que x> ¢ FV(A) et B et M deux termes de premier niveau :

1. || A [M /2] = [|A[M /2],

2. (BIF A)[M/x'] = (B[M/x]) IF (A[]M/z]),

Démonstration On procéde par induction sur la structure de A. La démonstration consiste essentiel-
lement & réécrire les substitutions a ’aide des définitions, des hypothéses d’inductions et du lemme 3.4.5
pour réécrire sous les projections. ©

La substitution des termes de second niveau nécessite quant & elle une ou plusieurs étapes de
réduction. Par exemple le terme

BIF 2?[[s]/2?] = BIF [s] = B — [s]
n’est pas égal au terme
(B I a®)[s/a’, |[s]ll/aR] = 2% Bls/«', [[s1]l/=&] = |[s]l| B(si «* ¢ FV(B))

I1 lui est néanmoins convertible; en effet, on a ||[s]|| B = (Az: 5.2 = [s]) B - B — [s].
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4.1.5 Lemme (Substitution des termes de second niveau)
Soient A un terme de second niveau tel que x' ¢ FV(A), B un terme de premier niveau et M un
terme de second niveau. Alors,

1 |JA[LM ] /2t | M| /2 7] &= | AlM /2],
2. (BIFA)[|M]/t, |M||/F] = (B[[M]/="]) I (A[M/2?]).

Démonstration On procéde par induction sur la structure de A. Le cas de base A = 22 se traite
par une égalité dans les cas ou M est une variable, une application ou une abstraction, et par une
réduction dans les autres cas. Ce cas est le seul qui puisse éventuellement introduire une étape de
réduction. Les autres cas consistent essentiellement & propager les hypotheses de récurrence en récrivant
les substitutions & I’aide de la condition “d’hygiéne” 2! ¢ FV(A) en pratique toujours vérifiée et du
lemme 3.4.5 de substitution de la projection. ©)

Le lemme suivant énonce les propriétés de la transformation de réalisation vis-a-vis des réductions
annotées. Ces résultats sont faux en ’absence de contraintes de niveaux lors des réductions. On rappelle
toutefois que si le terme A et A’ sont bien typés, alors les relations annotées et les relations non-annotées
sont équivalentes (lemmes 3.3.20, 3.3.21, 3.3.22).

4.1.6 Lemme
1. Si A -t A, alors

(a) [|A] > (A et

(b) si B>T B, alors BIF A>T B'I- A'.
Si AT A alors || Al > | A
Si A>T A et BT B, alors BIF A>T B I A’
Si A=t A, alors || Al =T || 4.
SiA=T A et B=" B, alors BIFr A=T B'I- A'.
SiA<T A et BIFA<TBIFA.
SiA<T A et BIFA<T BIF A’

NS G e e

Démonstration Pour alléger les notations dans cette preuve, on omettra les exposants - indiquant
que les relations de réduction sont annotées.
1. On procede par induction sur les régles définissant A — A’ :
~ Si A est de la forme (Ax!: A1.45) Az et A’ de la forme As[Az/z'] avec Ivl(A3) = 1.
(a) On a : ||[A] = (\x! : Ay||A2|) A5 — ||A2||[As/x!]. Or d’aprés le lemme 4.1.4 on a
| 4s[As/21] = || As[As/z1]]l. On a donc bien [|A] & [ 4|
(b) Supposons B> B’. On a B I A = ||A|| B et donc d’apres le cas précédent, on a ||A|| B >
|A’|| B'. On distingue les formes possibles de A’ :
— Soit A’ est une sorte ou un produit : Dans ce cas |A'|| = Az : |A']|.z Ik A" avec z & FV(A)
et donc BIF Ap [|[A'|B' = (\z: |[A'|.zIFA)B > B' I+ A.
— Soit A" est une application, une variable ou une abstraction. On a B’ I+ A" = ||A’|| B’ et
donc Bl A ||A'||B'=B'I+ A'.
— Si A est de la forme (A\z? : Aj.A3) A3 et A’ de la forme As[As/x?] avec Iv1(A3) = 2.
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(a) Ona:
1Al = Azt = [Ar] 2k 2t - Ay Ao[l) [As] [|As]| — || Ao||[[As] /=", || As]l/2%]

Or d’apres le lemme 4.1.5 on a ||As||[[As] /2!, || As||/2%] & ||A2[A3/2?%]||. On a donc bien
JA] & [|47).
(b) Similaire au cas (b) précédent.

— Les autres cas de I'induction s’effectuent facilement en distinguant selon les niveaux afin de

déplier les définitions de réalisabilité, et a I'aide des lemmes 4.1.4, 4.1.5 et 3.4.7.
2,3,4,5. Ce sont des conséquences immédiates du cas 1
6. On montre par récurrence sur n que A <, A’ implique pour tout terme B de premier niveau

BIFA<BIFA.

— Si A < A’ alors il existe (s4,5") € Cp telles que A= [sa] et A" = [s,]. D’apres le cas 5, on
en déduit que BIF A=B — [sa] et BIF A =B — [s)]. Orona B — [sa] < B — [s,] et
donc d’apres le lemme 1.1.7 on en conclut B I- A < B I- A'.

— Supposons A <, 11 A’, alors par définition :

— Soit on a A <,, A’ et on conclut par hypothése de récurrence.

— Soit il existe D, D' et C tels que A = Vo : C.D et A’ = Vz : C.D' avec D <,, D'. Par
hypothese de récurrence, on en déduit pour tout B de premier niveau, B I+ D < B I+ D' (H).
Soit B un terme de premier niveau. D’apres le cas 5, on a BIF A = B IFVz : C.D et
BIF A"= BI-Vz: C.D'. On distingue deux cas selon le niveau de C :
~ Wl(C)=1:Danscecas, BltVz:C.D=Vz:C.BIF Det BIFVz:C.D'=Vz:C.BIFD’

on a donc bien d’apres (H) :

BIWFVz:C.D=Vz:C.BlFtD<Vz:C.BIFD' =BI-Vz:C.D

D’apreés le lemme 1.1.7, on en déduit bien Bl A < B I+ A,

- WI(C)=2:1Ici, BIFVax: C.D=Vz: |C|l,zgr:xlF C.Bz - D et BI-Vz:C.D =V :
|C|,zg : z IF C.Bx I+ D' Or on peut appliquer (H) avec Bz pour obtenir Bx I D <
Bz I D' et donc :

Vz:|Cl,zg:zl-C.Bxl- D <Vzx:|Cl|,zg:x - C.Bz |- D’

C’est-a-dire BIFVz : C.D < B IFVz : C.D’ et donc d’apres le lemme 1.1.7, BIF A < B I+
A
7. Conséquence immédiate de 5 et 6. ©

4.1.7 Lemme
On a filter(I') C ||| et [T'] C ||T|.

Démonstration Par induction sur la longueur de T'.
— I'=() : Dans ce cas, filter(I') = ||T'|| = [T'| = ().
~T'=T",2' : A: Dans ce cas, on a filter(I') = filter(I"),x : A, [T] = [I"] et |T|| = |TV||,z : A.
Or par hypothese d’induction on a filter(I”) C ||IV|| et [I'] C ||IV|l. On en déduit donc bien
flter(T) C T et [T) C T

203



4. REALISABILITE

~ T =122 : A: Dans ce cas, on a filter(T') = filter(I"), |[T'| = [IV],z : |A] et ||T|| = ||TV]], :
|A],zg : z |- A. Par hypotheése d’induction on a filter(IV) C ||[IV]] et [I”] C |II||. On en déduit
bien filter(I') C [|T'|| et [I'| C ||T. ©)

Nous avons a présent développé tous les lemmes nécessaire pour prouver le théoreme d’adéquation
ci-dessous. La preuve consiste en une longue vérification que la transformation de termes typées demeure
typée. L’induction procede par induction sur la structure des dérivations. Or, comme les construction
|| - || et de - IF - sont mutuellement définies, il nous sera nécessaire prouver simultanément que ces deux
transformations préserve le typage (ce qui explique en grande partie la longueur de la démonstration.
La démonstration ne pose pas de probleme particulier, une fois I’énoncé du théoréme établi, chaque cas
consiste en une simple vérification que le séquent transformé est dérivable.

4.1.8 Théoréme (Théoréme d’adéquation de la réalisabilité)
Soit P un CTS tel que P? = STRENGTHENING A WEAK-DOWNSTABLE.
SiTH-M:T, alors

W(M)=W(T)=1 = |DFM:T (1)
THT:[s] = || FI|IM||:|M]|FT 2)
T=[s] = |Tl,z: | M]FalM:[s] (3)

Démonstration Par induction sur la structure de la dérivation de I' = M : T, on notera HI;, HI>
et HI3 les hypotheses d’induction associées a chacune des implications. On traite séparément le cas ol
WI(M) = IWI(T) =1 et le cas ou Ivl(M) = W|(T) = 2.

Supposons vl(M) = vI(T) = 1.

Les implications (2) et (3) sont triviales car les prémisses sont impossibles si M et 7" sont des
termes de premier niveau. Pour montrer (1) dans chacun des cas de I'induction, on remarque qu’il
suffit de prouver WFE(||T'||) (0). En effet, on utilise le fait que, d’apres le lemme 3.4.2, T' = M : T im-
plique que l'on a filter(I') = M : T' (). Or par définition de filter(-) et de ||-|| on a filter(A) C [|A||
(lemme précédent). D’apres le lemme 1.1.27 appliqué & (x) et (0), on obtient ||T'|| - M : T.
Montrons maintenant que dans chacun des cas de 'induction, nous avons WF(||T'[|). Le cas
AXIOME est immédiat car dans ce cas ||[I'|| = ||()|| = (). Les cas APPLICATION, ABSTRACTION,
PrODUIT, CUMULATIVITE, et CUMULATIVITE-SORTES s’obtiennent directement en appliquant
I’hypothése d’induction puisque ces regles ne modifient pas le contexte.

Il reste donc a traiter les cas VARIABLE et AFFAIBLISSEMENT :
—  VARIABLE: Danscecas,onal’ = A,y :T,avec M =yet AFT :¢t.Onaici ||| = ||Al,y: T
(on est dans le cas ou 1vl(T') = 1). Or par 'hypothése d’induction HI; associée & A+ T : ¢,
on a |[|[A||F T :tetonen déduit bien WF(||All,y : T).
—  AFFAIBLISSEMENT : Dans ce cas,ona ' = A y: Aavec A M : T et A+ A:t. 1l faut ici
distinguer deux cas :
—  Wl(A) =1lvl(t) = 1: On adanscecas, ||| = ||A|l,y : A et on peut appliquer ’hypothese
d’induction HI; associée & A F A : ¢ pour obtenir que ||A|| F A : t et donc que
WE(|A],y : A).
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- WI(A) = WI(t) = 2 : Ici, [T = ||All,y : |A],yr : y IF A. On peut donc appliquer
I'hypothese d’induction HI3 associée a A = A : ¢ pour montrer que |All,y : [A] Fy IF
A :t et en déduire que WE(||A]l,y : [A],yr : y IF A).

Supposons WI(M) = vl(T) = 2.
Dans ce cas, 'implication (1) est triviale car sa prémisse est impossible si M et T" sont des termes
de second niveau.
~  AXIOME : Il existe ([r], [t]) € Ap (HO) avec M = [r] et T = [t]. Par construction de P2,
nous en déduisons : (r,t) € Ap2 (H1) et (r, [t], [t]) € Rp2 (H2).

—  Implication (2) : Supposons que t- [t] : [s], alors d’apres le lemme d’inversion on montre
quil existe s’ < s telle que ([t], [s']) € Apz (H3). On en déduit donc par construction
de P? que :

— (H4) : (t,5) € Ape,
—  (H5) : (¢, [s'],[5']) € Rpe.
Ona:
M| =X |[r]].x— [r] = Az :ra — [r]

et :
| M| IFT =r— [t]

On montre bien ||| = ||[M]|| : |M] IF T a laide des dérivations suivantes :

(HL) Fr:t
zirbxz:ir  xir, _taxb[r]:ft] EE;;et(HO)

x:rtkax—[r]:[t]

Fr—[t]:[s]

M| [ M]IFT
Et de :

Wi Wy

Forct BT TS
For—[t]:[s]
—  Implication (3) : Si T = [s], on a donc ¢t = s. On doit alors montrer que = : |[M | F z |-
M : [t]. Nous avons ici [ M| =retzl- M=z — [r].
(H1)

(H1)

e BT

x:rkx:r xirbr]:[t]
x:|M|Fxl-M:[t]
— VARIABLE : OnaTl = Az :T et M =z avec A+ T : [t] pour un certain ¢t. Par hypothese
d’induction, on a ||All,z : |T|FaI- T : [t] (H) et on en déduit WF (||A]]) (H).
—  Implication (2) : Supposons I' = T : [s] (on n’utilisera pas cette hypothese). On a
IT|| = ||All,z : |T],zr : |- T avec ||M|| = zg et [ M| = z. On peut donc utiliser la
régle VARIABLE avec (H) pour montrer ||I'|| F || M| : |[M] IFT.

(H2)
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—  Implication (3) : Supposons T' = [s]|. D’apres le lemme 3.4.8, on a |A] - |T'] : . Or,
d’apres le lemme précédent on a |A| C ||A]| et, d’apres le lemme 1.1.27 et (H'), on en
déduit ||A|| F | T : ¢ (H”).

De plus, T' = [s| implique, par confluence, T'> [s]| et d’apres le lemme 3.4.7, |T'| > s.
Onayl- M = (zg y), on doit donc montrer ||Al,z: T,zg:zlF-T,y:xF (zg y) : [s]
et on procede en suivant I’arbre de dérivation suivant :

(i)
(7) Az :T||Fax:s
A, z:T|,y:ztzr:x— [s] Az T|,y:zFy:x

A z:T|,y:xt-zry:|s|
ou le séquent (i) [|A,z: T||,y:xF xr:x — [s] est obtenu par :
D) (i7)
Az :T||Fzp:z— [s] Az :T||Fz:s
A,z :T|,y:zFzrp:x— [s]

(4)
et le séquent (i7) |[A,z: T|| F x : s par:
(H")
[AI 1T ¢
[z IT) - T lemme 1.1.47 (H)
Al z: |T|+Fx:s " A,z : |T|Faxl-T:[t]
A, z:T||Fx:s
(i)
et le séquent (iii) ||[A,z: T||F zg: 2z — [s| par:
(H)
Alz: [T]Fal-T: [t _
(H) Hlu['x; LIL“JJFx ST :[Hﬂ Red. Sujet
A,z : |T|Faxl-T: [t A,z : |T],zg:xlFTkFxz— [s]:[t] é?; + (H)
A, z: |T|,zp:x2 - Tz :zl-T Az :T||Fx—[s]:[t]
A,z :T||Fap:z—[s]
(i)

—  AFFAIBLISSEMENT : On I'= Ay : Aavec AF M : T et A+ A :t. En appliquant HI; et
HI, on montre les faits suivants :

Wi(t)=1 = |A|FA:t (H1)
Wit)=2 = |Al,y:|AlFylFA:t (H2)
—  Implication (2) : Supposons I' - T : [s]. Nous avons y ¢ FV(T) et d’apres P |-

STRENGTHENING, on en déduit que A+ T : [s]|. Et donc par hypotheése d’induction
HI, : |A|| F M| : [M]IFT (*). On distingue deux cas :
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vl(t) =1:On a ||T|| = ||All,y : A. On peut appliquer la régle AFFAIBLISSEMENT
avec (*) et (H1), pour obtenir ||[A|,y: AF ||M]: [M]|IFT .

Wi(t) =2 : Ici, ||| = 1A,y : [A],yr : y IF A. On peut donc appliquer successi-
vement deux fois la régle AFFAIBLISSEMENT, & l'aide de (*) et (H2), pour montrer
1ALy : [Al,yr:y IE AF (M| : [M]IFT.

—  Implication (3) : Supposons T' = [s]. On doit montrer que |||,z : |[M ]| FxI- M : [s].
Par hypothese d’induction HI3, nous avons ||All,z : |[M] F x I M : [s] (*). Tout
comme pour montrer 'implication précédente, on distingue deux cas :

lvl(t) = 1, dans ce cas on a ||| = [|A||,z : A. On peut appliquer le lemme 1.1.24
avec (*) et (H1) pour montrer [|A|,y: A,z : |M|Faxl- M : [s].

lvl(t) = 2, dans ce cas on a ||| = [|All,y : [A],yr : y IF A et donc nous pouvons
appliquer deux fois le lemme 1.1.24 a l'aide de (*) et (H2) pour montrer ||A|],y :
|Al,yr:ylF Ajx . [M|Faxl-M: [s].

— PropulT : Ona M =V : Mi.Myet T = [t] avec ' My : t; et T'yx : My F My : [ta] avec
WI(My) = 2 et (t1, [t2], [t]) € Rp2 (HO).
—  Implication (2) : Supposons I' = T : [s]. On en déduit par inversion, qu’il existe
s’ < s telle que ([t],[s']) € Ap2 (H1) et par construction de P? que (t,s') € Ape
et (¢,[s'],[s"]) € Rp2 (H2). On distingue deux cas :

Ivl(t1) = 1 : Par construction de P2, on en déduit que to = ¢ (en effet, si (s1, 52, 53) €
Rp2 avec vl(s1) = 1 et Ivl(s2) = lvl(s3), alors s = s3). On a

IM|| = Af:|M|J.fIFM = Xf:|M|No:M.fI M,

or par hypothese d’induction HI3 on a [|T'||,z : My, f : [Ma| = fIF My : [t2]
et on a x ¢ [Ma]| car lvl(z) = 1 et x est effacé par la projection, on peut donc
utiliser le lemme 1.1.49 (on utilise donc ici STRENGTHENING) pour montrer
L), f: [Ma],x: Myt f I My [ta]. D’apres le lemme 3.4.8, |[I'| = |Ma] : to et
donc d’apres le lemme précédent et le lemme 1.1.27, on en déduit ||| - | Ma] : to.
Or d’aprés HIy, nous avons ||T'|| H My : t; et donc ||T||, f : [M2] B My : t;
(d’apres la regle AFFAIBLISSEMENT). D’apres (HO) et la regle Propult, ||T|, f :
|Ma] B Vo @ My.f I My : [t]. On a ||T|| B [ Ma] — [t] : [$'] grice a la
regle PRODUIT et (H2). La régle ABSTRACTION nous permet bien de conclure
T = Af @ [Ma] Ve : My.f IF My @ |Ms| — [t] or |[My] — [t] = [M] I+ T.
Ce que l'on peut résumer par 'arbre de dérivation suivant :

||FH H M1 2t1 HFH F LMQJ th

D, f: [Ma| My oty ||Tf, f: [ Ma],x: My & flF My [ta]

T, f: [ M| FVx: M. fIF My : [t] ITIIE [ M| — [t] : [$]
Ivl(t1) = 2 : 1l existe donc t] telle que t; = [#}] et on a :

(HO)
(H2)

M| = Af:|M].fIEM
= AN :Vo: |M]|.|My] Vo : |M|,zg:xl- M.(fx)IF Mo

De plus, par construction de P?, ([t;], [t2], [t]) € Rp2 implique que (¢, t2,t) € Rp
et donc que (¢, [t], [t]) € Rpe.
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D’apres le lemme 3.4.8 appliqué aI' =V : M1.My : [t],ona |I'| - Vo : M. M| - t
et donc, puisque |[I'| C |||, on en déduit que ||T'|| - |Va : M;.Ms] : t. Nous avons
de plus |Vx : My .My| = Vo : | M;|.[M2] car Ivl(M;) = Ivl(t;) = 2. De méme, on
montre que ||T'|| F | M] : ¢].

Par hypothése d’induction HI3 associée & I' = My : t; on a ||T'||,z : |[Mi| F =z IF
M : [t}]. Puis d’apres le lemme 1.1.24, on en déduit que :

[Tl f : Vo [My ][ Mo, 2o [ My] bk My s [t]

De méme, par hypothese d’induction HI3 associée a I',x : My = My : [ta] on a
TN,z : [Mi],zg - My,y: [Ma] by lb My : [ta].
Et d’apres le lemme 1.1.24, on en déduit que :

T, f:Vo: [Mi].[Ma],z: | My],zp:x - My,y: M) Fylk My: [to]
Et donc, d’apres le lemme de substitution (lemme 1.1.23), on obtient

T, f o Va: [My . [Ma] 2 : [ M), og :xl- My b (y IF Ma)[f/y] : [ta]
Puis d’apres le lemme 4.1.4, on obtient (f ¢ FV(M3)) :

T, f: Vo [My].[Ma],z: |My],zr:xl- My b falk My : [ta]

On peut donc utiliser la régle PRODUIT pour dériver (on a bien ([t}], [t2], [t]) €
RP2) :

T, f:Vo: [Mi].[Ma],z: |My] FVep:xl- My.folk M : [t]

On peut alors utiliser une nouvelle fois la réegle PRODUIT avec (¢, [t], [t]) € Rp2
pour prouver :

T, f:Vo: [M].[Ma] bV : | M],zr:xl- My.f ok My : [t]

Avant de conclure ce cas, il est important de remarquer que le produit Va : | M |.| Mz ] —
[t] est un produit autorisé dans le contexte ||T'|| car (t,[s'],[s"]) € Rpz2. On ap-
plique la régle ABSTRACTION pour montrer :

||FH F /\f Vo . LMlJLMQJVCU : LMlj,wR cx Ik Ml.fw I+ MQ : LMJ — ’—ﬂ

Or [M|IFT = |M] — [t], on a donc bien montré |I'|| = ||M|| : |[M] IFT.

—  Implication (3) : Supposons T' = [s] (on a donc s = t). On distingue deux cas :

lvl(t1) = 1 : Dans ce cas on a |[M| = |Ma] et y I M = Vz : My.y I M. On
doit montrer que |||,y : |[Ma] & Vo : My.y IF My : [s]. D’apres le lemme 3.4.8,
|[I'| F | Mz : t et puisque |[I'| C ||T'|| et d’apres le lemme 1.1.27, on en déduit que
IT|| F | Mz] : t. Or par hypothése d’induction HI; associée a I' = M : t1, on a
IT|| = Mj : t1 et par hypothese d’induction HIg associée a I',z : My = My : [to] on
a HFH,x . Ml,yi LMQJ = Y I+ M2 . [tQ-l.
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Or x & | Mz| : les occurrences de x dans My sont des occurrences de premier niveau
et sont effacées par la projection. Et donc d’aprés le lemme 1.1.49, on obtient
IT|,y : [Ma],x : My &yl My : [ta]. D’apres le lemme d’affaiblissement 1.1.24,
on obtient ||I'||,y : [Ma]| = Mj : t1. On peut alors utiliser la réegle PRODUIT avec
(t1, [t2], [s]) € Rp2 pour dériver ||T'||,y : [Ma] F Vo : My.yl- My : [s].

lvl(t;) = 2 : On sait donc qu’il existe une sorte ¢} telle que [t]] = t; et, par
construction de P?, ([t,], [t2], [t]) € Rp2 implique que (t},%2,t) € Rp et donc que
(t/h (ﬂ? (ﬂ) € RPQ'

Onaici |[M]| =Vz: |[M].|Ma] et yl- M =Vx: |M],zr: xIF Mi.(yz) IF M.
On doit donc montrer :

T,y : Vo : |[My].|Ma| Vo : [Mi],zg x|k Mi.(yx) - My : [s]

Tout comme dans le cas précédent, on prouve a l'aide des lemmes 3.4.8 et 1.1.27
que |T|| F [M] : tet [T F [ M]:t). Par la suite, les hypotheses d’induction HI3
associée & I' b M : t1 ainsi qu’a ',z : My F My : [t2]| nous donnent respectivement
T,z : [Mi| b al- M [t)] et |T|,z: [Mi],zg: 2zl My,y: [Ma] Fylk M, :
[ta].

Or, d’apres le lemme 1.1.24, on en déduit que :
DI, f o [M] 2 [Ma] =2 l- My [t]

et
WC|, f: [M],z: |[Mi],zp:xl- M,y [Ma] Fylk My [to]

Or T, f: [M],x: |Mi|,zgr:x - M1 & fx: |Ma] et ona (y Ik M)[fz/y] =
fxlF My d’apres le lemme 4.1.4 et y & M.
On peut donc appliquer le lemme de substitution pour dériver :

HFH,fﬁ LMJ,.CC: LMﬂ,LL’R:x”— M1 [ (fx) I+ M2 . ’—tﬂ

Puis, en appliquant deux fois la régle produit avec ([t}], [t3],[t]) € Rp2 puis
(t1,[t], [t]) € Rp2 on conclut :

\IC|, f: [M] Ve |M],zg:xl- M.(fx)F M : [t2]

—  APPLICATION : On a M = (M} Ms) avec ' My : Vo : ABet ' My: Aet T = B[Ma/x].

Implication (2) : Supposons I' - T" : [s]. On rappelle que I’on est dans le cas ou lvl(M) =
Wl(M;) = Wvl(Vx : A.B) = 2. D’apres le lemme 1.1.35, on sait qu’il existe r telle que
'+ M :Va: A.B : [r]. On peut donc appliquer ’hypotheése d’induction HIy associée
al' - M : Vo : A.B pour dériver ||I'|| - ||My]| : |M1] IF Vo : A.B. On distingue alors
deux cas :

Ivl(M3) = IvI(A) = 1 : Dans ce cas, | M| IFVz : A B =Vx : A.|M;] |- B et on
applique 'hypothése d’induction HI; associée a I' = My : A pour dériver |I'|| F Mo :
A. On utilise donc la régle APPLICATION pour dériver ||I'|| F || M| Mz : (| M1] I+
B)[Ms/x]. Or d’apres le lemme 4.1.4, on a (| M;1] I+ B)[Msy/z] = (| M1|[Ma/z]) I+
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(B[My/z]) = [ M1] IF B[Ma/x] car ¢ | M;]. Or dans ce cas, || M| = ||My|| M2 et
|M | IF B[Msy/x] = | M;] IF B[Mz/z]. On a donc bien montré ||T'|| & ||M]|| : [M] IF
(B[Ms/x]).

Wvl(Ms) = Ivl(A) = 2 : D’apres le lemme 1.1.34 appliqué a I' = M; : Vz : A.B,
on a lexistence d’une sorte t telle que I' = A : [¢]. On utilise donc 'hypothese
d’induction HIj associée a I' = My : A afin de dériver ||| F || Mzl : [ M2] IF A.

Icei (| My FVz: AB)= (Vo : |A|,zp: x - A.|M;| z I+ B), on en déduit donc que
IC) F M (Ma) |Mal] 5 (LM )@ - B)[Ma)/z, [Ma] /2r). Or d'apres le lemme
4.1.5,0on a:

([My] = B)[[My]/x, || Myl /2 R] & ([M1] 2)[| M2] /] IF B[My/x]

et on a (|[Mi]x)[|Mz2]/x] = (| M1] | Mz]) var = & FV(|M1]). Et donc d’apres le
lemme 1.1.47 (on utilise donc ici = SR3), on en conclut que :

T = (M| [Me] (| M2]]) = ([M1] [M2]) IF B[M2/x]

Implication (3) : Supposons T' = [s] (on a donc s = t). D’apres I'hypothése d’induction
HI, associée a ' = M; : Vo : A.B, on a ||| & || M| : [M;] IF Vo : A.B. On distingue
alors deux cas :

lvl(Ms) = Ivl(A) = 1 : Dans ce cas, on peut utiliser ’hypothese d’induction HIy
associée & I' = My : A pour démontrer ||I'|| = Mz : A. Or dans ce cas |M; | IF Va :
AB =V : A|M]| IF B et (|My] I+ B)[May/z] = | M| IF B[Ms/z] dapres le
lemme 4.1.4 et x ¢ FV(|M;]). On peut donc utiliser la régle APPLICATION pour
dériver :

[T = ([[My]| Mz) = [ Mi] IF B[M2/x]

Wl(Ms) =Ivl(A) =2 :

D’apreés le lemme 3.4.8, on a [I'| & |Ms] : |A] et puisque [I'| C ||T'||, d’apres
lemme 1.1.27, on a [|T'|| - [M2] : [A].

Puis d’apres I'hypotheése d’induction HI, associée a T'H My : A (ona T'F A : [r|
pour une sorte r d’apres le lemme 3.4.8 appliqué a I' = M; : Vx : A.B), on en déduit
ITH 1Mo+ [Ma] 1 A

Orici |M;|IFVx: AB=Vz: |A|,zr:x - A(|Mi]z)F B et donc en appliquant
deux fois la regle APPLICATION, on dérive le séquent :

[T = 1M [ Me] |Ma] = (([M1] =) IF B)[[M:]/z, [ M2]/zR]
Or d’apres le lemme 4.1.5, on a
(([My] z) I B)[|M]/z, |M2]/zr] & (|M1] | M2]) I+ (B[M2/z])
car x ¢ | M;|. Et donc d’apres le lemme 1.1.47, on en déduit :

[T M M ] | Ma] = (LMo ] [Ma]) I (B[My/x])
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—  ABSTRACTION : On a M = Az : M. My et T = Vo : M1.B avec I',x : M1 + My : B et
CET:[t].

Implication (2) : Supposons I' = T": [s]. On doit montrer ||I'[| - ||M]| : [M | IF T. Par
inversion de I' = T : [t] on en déduit qu'il existe r telle que I';z : My + B : [r]. 1l
est donc possible d’utiliser I’hypothese d’induction HI, associée a I',x : My - My : B
pour en déduire ||I',x : M| & ||Ms]| : |[M2] IF B (H1). De plus d’apres I'hypothese
d’induction HI3 associée a I' =T : [t], on a ||T'||,f: |T] F fIF T : [t]. Or, d’apres le
lemme 3.4.8, ona |[I'| - [M] : |T] et, puisque [T'| C ||T'|| et d’apres le lemme 1.1.27, on
en déduit ||T|| F [M] : |T|. Et donc, le lemme de substitution nous permet de dériver
le séquent : [|T'|| F (f IF T)[|[M]/f] : [t] or comme f & FV(T) on déduit a I'aide du
lemme 4.1.4 que ||| F [M ] IF T : [t] (H2). On distingue deux cas :

lvl(M;) =1 : Dans ce cas :

=T My = T My

M) = s My M|

M) = M)

— M| IFT =Va: M. M)IFB

et donc la régle ABSTRACTION appliquée a (H1) et & (H2) nous permet de conclure

que |U|| F Az« My ||Ms|| : Vo : My.|Ms| IF B, c’est-a-dire |T'|| F || M]| : [M] IFT.
- IWvl(M;) =2 : Dans ce cas :

— Tz : M| =|T|l,z: | Mi],zr:xIF M;

—  ||M||=Xx: | Myi],xg : x|k M. || M|

- M| =MXx: [ M].| M

— M| WFT=Va: | M|,z 2 Mi.((Ax: [ M].|Ma])z) I B

Or par inversion de (H2), on obtient qu’il existe ¢’ telle que :

IT|l,z: |[Mi|FVog:zlk My.((Ax: [ My].|[Mz])z) - B:[t']

Or le lemme 4.1.6 prouve que ((Az : [Mi].[M2])z) IF B> |Msy] IF B et donc
d’apres SR, on en déduit que :

IT|,z: [Mi|FVag:zl- M. |My| Ik B:[t] (H3)

On peut alors appliquer la régle ABSTRACTION & (H1) et a (H3) pour dériver le
séquent :

HFH,x . LMIJ = A.I'R cx Ik MIHMQH :V.%'R cx Ik MlLMQJ I+ B

Puis en utilisant une seconde fois la régle ABSTRACTION avec le séquent précédent
(H2), on en déduit :

I F Az : [ My, 2R : x Ik My.|| Ml : Vz:|M|,zg: x| My.|Ms] I+ B
c’est-a-dire ||| & ||M]| : |[M] FT.

—  Implication (3) : T' = [s]| est impossible : 'implication est donc triviale.
—  CUMULATIVITE : T T avecT'H M : T et T H T : [t].
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Implication (2) : Supposons que I' - T : [s], on veut montrer qu’il existe s’ telle que
['F T : [s'] afin de pouvoir appliquer ’hypothese d’induction HI, associée a T' - M : T".
D’apres le lemme 1.1.35 appliqué & T'= M : T on a WF(T") c’est-a-dire soit il existe
s’ telle que I' = T" : [s'] soit T" est une sorte r’. Dans ce dernier cas, on en déduit que T
est convertible en une sorte r avec (r’,r) € Cp2. Et par préservation du typage SRg, on
en déduit que I' - r : [s]. On peut appliquer ici 'hypothéese WEAK-DOWNSTABLE
pour conclure qu’il existe une sorte s’ telle que I'=T": [s].

On peut donc bien appliquer I’hypothése d’induction HI, associée & I' = M : T' pour
en conclure que ||T|| & [|M]| : |M ]| IFT" (H1). Or, d’apres le lemme 4.1.6, on a | M| I+
T" < |[M] IFT. Et donc 'hypothese d’induction HIg associée & I' - T : [t], nous donne
I,z : |T| FalFT:[t]. Etona ||| F |[M] : |T] en utilisant le lemme 3.4.8 ainsi
que le fait que |I'| C ||T'||. Donc, d’aprés le lemme de substitution, on en déduit que
IT|| F |M]IFT: [t] (H2) car (z IF T)[|M]|/x] = |[M] IF T d’apres le lemme 4.1.4 et
le fait que x ¢ T. On peut alors conclure que ||| = ||M|| : [M] IF T grace a la régle
CONVERSION appliquée a (H1) et (H2).

Implication (3) : Supposons 7' = [s], alors on a également 7" = [s'| pour une sorte
s’ vérifiant (s',s) € Cp. On peut donc appliquer I'hypotheése d’induction HI3 associée
al't M:T'. On en déduit donc que |||,z : |[M]| F x I M : [s'] et on peut utiliser
la régle CUMULATIVITE-SORTES pour dériver |I'||,z : |[M]| F x|k M : [s] car on a bien

[s"] < [s]-

—  CUMULATIVITE-SORTES : T/ T = [t] avec '+ M : T" .

Implication (2) : Supposons I' =T : [s]. En utilisant un raisonnement identique au cas
de la preuve de l'implication (2) pour traiter la régle CUMULATIVITE, on montre que
' T’ : [s'] pour une certaine sorte s’. On peut donc utiliser I’hypothése d’induction
HI; associée a I' - M : T" afin de dériver le séquent ||T'|| - ||[M]| : |[M ] IF T (H1).
Montrons maintenant que | M | IF T'= | M| — [t] est typable dans le contexte ||I'[|. Par
inversion de I' - [t] : [s] on en déduit qu'’il existe s” < s telle que ([t], [s"]) € Ap2. Par
construction de P%, on a (¢,s”) € Ap et donc (¢, [s"], [s"]) € Rp2. Orona ||| F |[M] : ¢t
d’apres le lemme 3.4.8 et |[I'| C ||T'||. On en déduit donc que ||T'|| F [ M| — [t] : [s"]
(H2). On peut donc utiliser la réegle CONVERSION avec (H1) et (H2), pour dériver ||T'|| I
|M]| : |[M]| — [t] (on abien |M|IFT' < |M|IFT d’apres le lemme 4.1.6).
Implication (3) : Identique & la preuve pour CUMULATIVITE. ®

4.2 Le cas des systémes utilisant les notations de F?

Dans cette section, nous allons illustrer des conséquences de la théorie de la réalisabilité dans les

systémes qui contiennent F? et qui utilisent les notations pour Iarithmétique de F?2.

Nous insisterons tout particulierement sur les spécificités de F2. En particulier, le choix de repré-

senter les types de données en utilisant des encodages imprédicatifs qui induisent un changement de
polarité, nous poussera a considérer de nouveaux axiomes afin d’obtenir des propriétés attendues des
types de données positifs.

Nous introduirons pour cela des définitions et des lemmes qui ne sont pas spécifiques a F2 et
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qui s’appliqueront également aux systémes utilisant les inductifs pour représenter les données. Nous
prendrons donc garde & bien préciser pour chacune des notions introduites si elle concerne F2, un
systéme contenant F? ou un systéme quelconque pouvant vérifier certaines propriétés.

4.2.1 Définition (Formule réalisable)
Soit une formule P typable dans un contexte I' : I 52 P : [s], on dira de P qu’elle est réalisée dans
un contexte A lorsque qu'il existe un programme r (de type | P]) tel que A F r |- P.

Le théoréme 4.1.8 implique que les formules prouvables dans un contexte I' sont réalisées par la
projection de leur preuve dans le contexte ||I'||. Dans un contexte vide (ou dans un contexte auto-
réalisé, voir plus loin), on dira simplement que les formules prouvables sont réalisables. Ainsi, il est
possible de comprendre la réalisabilité comme une extension de la notion de prouvabilité. De plus, dans
les systemes disposant d’une notation 1 pour l'absurdité logique et qui sont capables de prouver que
cette derniére n’est pas réalisée (c-a-d. que Vo : | L|.((xz |- L) — 1)), on montre facilement que 1’on ne
peut pas avoir P et P — L simultanément réalisées (en effet, si ¢t |- P et fIF P — L, c-a-d. en dépliant
Ve : |Pl,zIF P — (fz)lF L, alorsona ftl-1).

Ainsi, on peut organiser ’ensemble des formules bien typées selon le diagramme suivant :

=P prouvable

- P réalisable

P réalisable

Il existe néanmoins des formules otl les deux notions coincident. Par exemple, dans F2, les notations
1, _€ N, x =; y sont réalisables dans tous les contextes ou ils sont vérifiés. Pour préciser cette idée,
nous introduisons les deux définitions suivantes :

4.2.1 Formule auto-réalisée

4.2.2 Définition (Formule autoréalisable, réalisateur canonique)
Une formule F' est auto-réalisable dans un contexte I s’il existe un terme ¥ et un réalisateur canonique
tr tels que :

Fl‘pﬂFZF%tF“—F

On dira de plus que le tp est uniforme si FV(tp) = (), et on dira alors que F est uniformément
auto-réalisable.

Dualement, on définit les formules “honnétes” comme étant les formules dont ’existence d’un réali-
sateur est une condition suffisante pour qu’elles soient prouvables (“les réalisateurs ne mentent pas”).
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4.2.3 Définition (Formule honnéte)
Une formule F' est honnéte dans un contexte I' §’il existe un terme 7p tel que :

'Frnp:Vo: |Fl,zl- F - F

Dans F2, on a le lemme suivant :

4.2.4 Lemme
On a :
1. Uabsurdité est honnéte : Fr2 Vo : |[L]xlF 1L — L1
2. les égalités sont honnétes : br2 Vo : x,xy o,r: |z =qy|,rlFx=qy— 2=y
3. les égalités sont uniformément auto-réalisées : Fr2 Vo : %, xy rax=qy —idlFx =4y
4. le prédicat d’induction est honnéte : Fr2 Vxr :natrlFx e N—x €N

&

le prédicat d’induction est auto-réalisé (non-uniformément) : b2 Ve € Nz Ik z €N

ot on rappelle que id = A : x,  : a.x.

Démonstration On montre dans un style informel comment construire la preuve dans chacun des

cas :
1.

Onazlk L=xzlF (VX :[x].X)=Vy:% X :v— [x].X (z7) et donc en posant v = Va : x.a (ou
n’importe quel autre type bien formé) et X = Az : .Y on démontre bien VY : [x].Y, c’est-a-dire
1.

. De la méme facon, r IF x =, y se déplie de la fagon suivant :

riFe=qy = rlFNVX:a—[x].X2z— Xy)
= VX :xXp:a=> X > [x.(rX)IF(Xz— Xy)
= VX 5 Xp:a—=X = [x|,z: X,2p: Xpz2.(rXz)FXy
= VX:xXp:a—=X = [x],2: X,2p: Xpx2Xy(rXz)
On peut renommer les variables liées et utiliser la notation - — - pour les produits non-dépendants.

On obtient :
Vy:x,X:ia—y—[x,z:7vXxz— Xy(ryz)

On peut conclure en instanciant v en un type habité comme par exemple Vo : x.a — « et z en un
habitant, ici I'identité, et de prendre X = Az : a, z : 4.Y = pour prouver VY : a« — [x].Y =z — Yy,
c’est-a-dire x =, y.

. Réciproquement, (Ao : x,z : a.x) Ik =, y se déplie en

Vy:ix X:a—=y—= [x],z:7.Xzz = Xy((Aa:*xz:ax)yz2)
ce qui peut se réduire en
Vy:x, X:ia—y—=[*],z:7.Xzz— Xyz
puis, grace a x =, y, on peut récrire cette formule en la tautologie suivante :

Vy:x,X:a—y—[x,z:7vXaxz—> Xz
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4. On dérive Vxr : natr IF x € N — = € N de maniére similaire aux cas précédents. En effet,
r Ik 2 € N se déplie en (voir page 200) :

Va:x, X :nat = a— [x|,f:a—a.
(Vz:nat,z:a.Xzz— X (Sx)(f2) —
Vz:aX0z— Xz(rafz)

On obtient donc le résultat en instanciant X par Ay : nat,z : a.Y y pour dériver VY : nat —
[x].(Vy :nat.Yy - Y (Sy)) = Y0 — Y c’est-a-dire z € N.

5. En utilisant le principe d’induction « € N on se raméne a démontrer :
~ 0IF0 &N : La formule 0 I 0 € N se déplie en

Va:x, X :nat > a— [x|,f:a—a
(Vz:nat,z:aXzxz— X (Sx)(fz) —
Vz:a.X0z2— X00a«f2)

puis se réduit en la tautologie suivante :

Va:*,X :nat - a— [x|,f:a— a.
(Vz:nat,z:aXzxz— X (Sx)(fz2) —
Vz:a.X0z— X0z

— (nlFneN)— (Sn)lF(Sn) € N: La formule (Sn) IF (Sn) € N se déplie en

Va:*,X nat - a— [x|,f:a— a.
(Vz:nat,z:aXzxz— X (Sz)(fz2) —
Vz:a.X0z— X (Sn)(Snafz)

ce qui est convertible en

Va:x, X :nat > a— [x|,f:a— a.
(Vx:nat,z:a.Xzz— X (Sz)(fz2) —
Vz:a.X0z— X (Sn)(f(nafz))

Or on peut dériver cette formule dans F? & partir de n IF n € N en se ramenant & prouver
Xn(nafz)) grice a la prémisse (Vz : nat,z : a.X zz — X (Sz) (f 2z)) instanciée avec © = n
et z=(nafz). ©

On notera que ’absurdité logique n’est pas uniformément auto-réalisée car le type | L] n’a pas d’habitant
clos. Ainsi, nous n’aurons pas de critére syntaxique pour montrer que les négations sont auto-réalisées
(par exemple, la formule Va : nat.Sx =, 0 — L ne sera pas auto-réalisée ?). Une facon de pallier ce
probléme pourrait étre d’ajouter dans le contexte un “démon” de type | L| qui permettrait de montrer
que L est auto-réalisé. Mais cette solution a le désavantage de polluer I’espace des programmes. On
choisit plutét d’utiliser ici une version plus faible de 'absurdité (L, = Vz : nat.z =nat 0) qui a Pavantage
d’étre auto-réalisée et presque aussi dévastatrice que I'absurdité.

2. On notera toute fois que le fait que L apparaisse comme conclusion d’une formule n’est pas une condition suffisante
pour ne pas étre auto-réalisée. Par exemple, la formule | — | —comme toutes les formules prouvables— est auto-réalisée.
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4.2.5 Définition (Systéme de notations pour la réalisabilité)
Enfin, on appellera systéme de notations pour la réalisabilité tout systéme de la forme P? tel que :

~ prop] = set,

— |N € N| = nat,

~[PAQI=LP] x @),

— |3z : A.P| = (|P])
c’est-a-dire dans lequel les réalisateurs des formules de type prop sont des programmes dont le type vit
dans set, les réalisateurs du prédicat d’induction sont les entiers, les réalisateurs de la conjonction sont
des pairs de réalisateurs et les réalisateurs du connecteur existentiel sont marqués par l'opérateur ().
On notera cette propriété P? = NOTATION-REALIZABILITY.

On vérifie alors bien que F? est muni d’un systéme de notations pour la réalisabilité :

4.2.6 Lemme

F? = NOTATION-REALIZABILITY

Dans de tels systémes, le fait que (set, prop, prop) € R permet de quantifier sur les réalisateurs dans les
formules. Et 'implication P — @ entre deux formules est bien réalisée par des programmes de type
|P| — |@Q] qui habitent set.

On verra par la suite que la propriété d’étre auto-réalisé est essentiellement désirée pour les formules
en “position négative” (ainsi on cherchera surtout a montrer que les formules des contextes sont auto-
réalisées) tandis que le fait d’étre honnéte est plutot désiré pour les formules en “position positive” (par
exemple dans le théoreme 4.2.30, on demande a ce que la conclusion du séquent soit honnéte).

On ne s’étonne donc pas d’observer le comportement suivant de ces concepts vis-a-vis de I’implica-
tion :

4.2.7 Lemme

Supposons P? = NOTATION-REALIZABILITY.

Supposons de plus que l’on ait I =p2 P : prop et I' =52 @ : prop.

Si P est auto-réalisé dans I' et Q) est honnéte dans I', alors P — Q est honnéte dans I" et Q — P est
auto-réalisé dans I'.

De plus, si P est uniformément auto-réalisé, alors Q — P est uniformément auto-réalisé.

Démonstration On utilise un style informel et on donne les termes construits entre parentheses :
~Thpeapag:Vf: |P=Q.(fIF(P—=Q) =P —Q:
Supposons f IF P — @ (H;) pour un certain f de type |P — @] et supposons P (Hs3). Par
hypothese, on sait qu'’il existe tp tel que tp IF P (terme : ¥p Hs). On peut donc utiliser (H;) pour
montrer que (ftp) IF @ (terme : Hytp (Vp Ha)) et d’apres I'hypotheése d’induction on en déduit
que @ (terme : g (ftp) (Hitp (Yp Hz))). On a donc construit :

mpag=A:|P—=Q,H1: fIFP— Q,Hy: P (ftp) (Hitp (Vp Hz))
— il existe tgp tel que I' Fp2 Yop 1 (Q = P) = toguplF Q — P

On prend tgp = Az : |Q].tp. Supposons Q — P (Hi), on doit montrer que tg_,p IF (Q — P)
c’est-a~dire Vz : [Q].x IF Q — tg_,p x IF P ou encore par conversion que : Vz : |Q].z |- Q — tp |-
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P. Soit donc x de type |@Q] tel que z IF Q (H2). On déduit @ grace a mg (terme : mgx H) et
donc Q — P nous permet de déduire P (terme : H; (mg « H2)) puis ¢¥p nous permet d’en déduire
que tp I- P (terme : Op (Hy (mg x H2))). On a donc construit :

19Q_>p:)\H1 : Q—)P,[BZ LQJ,HQQ:'”_ Qﬁp(Hl (ﬂQng))

Enfin, dans le cas ou P est uniformément auto-réalisé, on a FV(tp) = 0 et donc FV(tg—p) =0
également et donc Q — P est bien uniformément auto-réalisé dans I'. ©

Le lemme suivant montre que si une formule P est honnéte (resp. uniformément auto-réalisée) alors
Vx : A.P est honnéte (resp. uniformément auto-réalisée). Mais ce résultat ne s’étend pas facilement aux
formules non-uniformément auto-réalisées car les réalisateurs canoniques peuvent dépendre de .

Néanmoins, lorsque que le quantificateur est relativisé et que le contexte permet de démontrer que
rlFx € N= r =, z, alors P auto-réalisé implique Vx € N.P auto-réalisé.

Notons datatype la formule :

datatype =Var:natrlFz e N = r =t

4.2.8 Lemme
Supposons P? = NOTATION-REALIZABILITY.
Supposons que U'on ait ' A:s etT,x: Abp2 P [r| avec (s, prop,prop) € Rpe.
Alors,
— 87 P est honnéte dans I',x : A, alors Vx : A.P est honnéte dans I.
— 51 P est honnéte dans I', x : nat, alors Va € N.P est honnéte dans T'.
— Si P est uniformément auto-réalisée dans I',x : A, alors Vx : A.P est uniformément auto-réalisée
dans T.
— Si '+ datatype et si x € N est honnéte dans I', x : nat, alors si P est auto-réalisée dans I',x : A,
alors Vo € N.P est auto-réalisée dans .

Démonstration —OnarlVe: AP=Vz:Arl- P, le terme myy.4p = Ar: |Vo: A.P|,h:7rl-

Vz : A.P.wp (hz) montre donc bien que Vr: |Vz : A.P|.(r IFVz : A.P) - Vz: A.P.

— On aVex € NP =Vz:nat.x € N — P, on peut donc utiliser le cas précédent et lemme 4.2.7 pour
conclure.

~Onal,z:Abp dp: P—tpl- Pavec FV(tp) = 0. On pose tyz.4.p = tp (ce réalisateur est bien
uniforme car FV(tyz.a.p) = FV(tp) = 0) et on veut montrer la formule (Va : A.P) — tp |-V :
A.P Cest-a-dire (Vx : A.P) — Vz: Aitp Ik P. Le terme Yyyap = Ah: (Vo : A.P),xz: Adp (hx)
convient bien pour cela.

~Onal,z:AkFp dp: P — tpl- P. On pose tyzen = Az : nat.tp et on veut montrer dans le
contexte I' que (Vx € N.P) — tyzen.p IF Vo € N.P c'est-a-dire (Vo € N.P) — Vz : nat,r : nat,r |-
S N-(theN.P ’I“) - P.
Dans un style informel :
Supposons Vz € N.P (hy), soit x et r de type nat tels que r IF z € N (hg). Soit g une preuve de
rl-x € N — r =nt « (on en dispose d'une par hypothese). Alors, en appliquant ¢ & hg, on en
déduit 7 =nat z. On peut utiliser cette égalité pour se ramener & montrer (tyyen.p ) IF P. On a
(tyzen.px) > tp, on doit donc montrer tp I P. Or, x € N est fidéle, il existe donc une preuve
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wny de la formule Vr : nat,r IF z € N — x € N que 'on peut utiliser pour en déduire x € N en
Pappliquant & r et hy. Puis, on obtient une preuve de P en utilisant hy (terme : hy (my7 h2)).
Enfin, on conclut que tp I+ P grace a 9p appliqué a la preuve de P. On a donc construit le terme :

ﬂv:ceN.P = M :VxeN.Pxr:nat,hy :rlFx € N.
elim_[nat, 7, (tyzen.p7) IF P,0ha,Op (h1 (7n7 h2))] ©

Les deux lemmes suivants montrent que la conjonction de formules honnétes (resp. auto-réalisées)
est honnéte (resp. auto-réalisée) a condition que les réalisateurs de la conjonction se comportent bien.

4.2.9 Lemme
Supposons P? = NOTATION-REALIZABILITY.
Sion a :

[ hpe Ve: [P] x |Q).cl- PAQ — (proj'[LP], [Q]]¢) IF P A (prof’[| P, [Q]]¢) IF Q
et P et Q sont honnétes dans I', alors P A Q est honnéte dans T'.

Démonstration Informellement. On doit montrer la formule suivante dans le contexte I" :
Vr:|P|x|Q|,rIFPANQ — PAQ

En utilisant I'hypothése, on montre que (proj![| P, [@Q]]r) I P et par honnéteté on en déduit P. De
méme pour ) et on peut donc utiliser introx[ | pour conclure P A Q. ®

4.2.10 Lemme
Supposons P*? = NOTATION-REALIZABILITY.
St on a :
I'bpe Vo : |Plal-P—=Vy: |QlylkQ— (pair[|[ P, |Q]]zy) IF PAQ

et P et Q sont (uniformément) auto-réalisées dans T', alors P A Q est (uniformément) auto-réalisée
dans T

Démonstration Soit tprg = pair[| P], |Q]]tptg.
Montrons que I' F PAQ — tpag IF PAQ. Supposons PAQ), en utilisant elim-gauche [ | et elim-droitex [ ],
on peut déduire P et déduire ). Puis ¥p et ¥ nous permettent de construire des preuves de tp I- P
et tg IF Q, puis 'hypotheése nous permet d’en déduire tpag IF P A Q.

Enfin, on a bien FV(tp) = FV(tg) = 0 implique FV(tppg) = 0 et donc si tp et tg sont uniformes
alors tppg 'est aussi. ®)

Le lemme suivant montre que, dans F2, les hypothese des deux lemmes précédents sont vérifiées :

4.2.11 Lemme
SiT,z:|PlFrpxl-P:prop et x:|Q|F xl-Q : prop, alors

FFrpVe: |PlzlFP —Vy: |QlylkQ — (pair[|P], |Q]]zy) IF PAQ
et
Db Ve: [Pl x [Qlelr PAQ— (proj [P, [Q]]c) IF P A (prof’[| P, Q] ¢) IF Q
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Démonstration On montre les deux formules suivantes sous le contexte I :
~Vz:|PlzlFP—-Vy:|Q|lylkQ— (pair[|[P],|Q]lzy) IF PAQ :
Supposons z |- P (H1) et y IF Q (H2). Il faut montrer (pair[| P], |Q]]zy) IF P A Q; cette formule
se déplie en :
Vy:x, Xy —[x],f:|P] = Q] = .
(Vz: |Pl,zF P —=>Vy:|QlylFrQ — X (fzy)) —
X ((pair[LP], (@] zy)v f)
Or la conclusion X ((pair[| P]|, |Q]]zy)v f) se réduit en X (fzy). On peut utiliser la prémisse
Ve : |Pl,x IF P = Vy:|Qlylk Q = X (fxy) et (H1) et (H2) pour démontrer X (fzy) et
conclure.
Ver [P)x |QLelk PAQ = (proit[[P), Q] ) IF P A (proft[LP), Q] ) I Q :
L’hypothese ¢ IF P A Q se déplie en

Vy:x, Xy = [*],f:|P] — Q] —~.
(Vz: |Pl,zF P —=Vy: |QlylFQ — X (fzy)) —
X (e f)
11 suffit donc de l'instancier en prenant v = |P| et f = Az : |P|,y : |@Q].« pour démontrer
(proj*[|P], |Q]]c) IF P car proj'[| P], |Q]]c est convertible en c|P|(A\z : |P|,y : |Q].x). De
méme on prouve (proj?[| P|,|Q]]¢) IF Q en prenant v = [Q] et f = Az : |P],y: |Q].y. ®

Le lemme précédent montre que, dans F2, la formule suivante est prouvable :

Ve: |Plyy: |Q].xlF PAylkQ « (pair[| P, |Q]zy) IF PAQ

On notera toutefois qu’il ne permet pas de démontrer :

D Eve: [P]x |Q.(prof' [LP], [Q]]¢) IF P A (prof®[LP], [QJ] ) IF Q ¢+ cIF PAQ

Dans les cas ou cette propriété est désirée, on peut vouloir admettre 'axiome d’extensionalité des
paires :
VaB:x, ¢t a x B.pairla, B (proj [a, 8] ¢) (proj*[a, 8] ¢) =axp ¢

(c’est une formule auto-réalisée et honnéte, on verra qu’elle est donc compatible avec la réalisabilité).

Afin de généraliser les pré-réquis nécessaires pour que la réalisabilité soit exploitable dans un systéeme
P2, on introduit la définition ci-dessous. Elle impose que I'absurdité, 1’égalité, et le prédicat d’induction
soient honnétes, que les égalités soient uniformément auto-réalisés et que le prédicat d’induction soit
auto-réalisé. De plus, elle impose que les réalisateurs de la conjonction et du connecteur existentiel se
comportent bien vis-a-vis de la réalisabilité (dans la prochaine sous-section, nous reviendrons plus en
détails sur les réalisateurs du connecteur existentiel).

4.2.12 Définition (Adéquat pour la réalisabilité)
On dit de P? qu’il est adéquat pour la réalisabilité si P? = NOTATION-REALIZABILITY et si :

1. Pabsurdité est honnéte : Fp2 Vo @ | L]z l- L — L

2. les égalités sont honnétes : Fp2 Va i x,zy 1,7 : [ =qy|,rlFe =0y 22 =0y
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3. les égalités sont uniformément auto-réalisées : il existe un terme clos tt tel que
FpeVa:ixzy tax=y—ttlbx=4y

4. le prédicat d’induction est honnéte : Fp2 Vor:natrl-Fz e N—z €N
5. le prédicat d’induction est auto-réalisé : Fp2 Vo € Nz l- 2 € N

et si les réalisateurs de la conjonction et du connecteur existentiel vérifient les conditions suivantes :
— Sil'F P :propet I' - Q : prop, alors
ST hpe Ve [P)x [Qlelk PAQ— (profl [P, [Q]e) I P A (pro[LP), [Q] ) IF Q.
~ThkpeVo: |PlazlFP —=Vy:|QlylFQ— (pair[[P], |Q]]zy) IF PAQ,
— Sil',z:7F P : prop, alors
~ThkpeVr:(Pl)rlk(3z:7.P) — 3x:7.(open[|P|]r)I-P
~I'kpeVz:7,r: |PlrikP — (close[|P|]r)IF3x:7.P
enfin on demande également que la condition P? = STRENGTHENING A WEAK-DOWNSTABLE
du théoreme 4.1.8 soit vérifiée.

On note P? = REALIZABILITY.

Nous avons déja prouvé (lemmes 4.2.4 et 4.2.11) que F2 vérifie toutes ces conditions & 1’exception des
deux dernieres. Nous reviendrons dans la sous-section 4.2.3 sur ces propriétés concernant les réalisateurs
du connecteur existentiel, puis nous montrerons que 2 = REALIZABILITY (lemme 4.2.29).

Il manque néanmoins une “bonne propriété” aux systémes qui vérifient REALIZABILITY ; il s’agit
du fait que la formule datatype = Vzr : nat.r Ik ¢ € N — r =, x soit dérivable. Nous n’avons pas
incorporé cette propriété a la définition car F2 ne la vérifie pas.

Dans les systemes qui satisfont REALIZABILITY, si on peut démontrer datatype, alors les réalisa-
teurs de x € N sont exactement les objets de type nat égaux a x et qui vérifient le principe d’induction :

4.2.13 Lemme
Si P? = REALIZABILITY et si I' -2 datatype alors I' Fp2Vzr:natrlFz e N&r=proAzeN.

Démonstration — = : T =pat « est donné par datatype et = € N par le fait que x € N est honnéte.
— <= Gréce a 'égalité r =5t  on se ramene a démontrer que Va € N.z IF = € N ce qui est une des
conditions de REALIZABILITY. ©)

En combinant les lemmes précédents (4.2.4,4.2.7,4.2.8, 4.2.9, 4.2.10) on obtient le critére syntaxique
suivant :

4.2.14 Lemme (Grammaire pour les formules honnétes et auto-réalisées)
Supposons P = REALIZABILITY. Soit les trois grammaires mutuellement définies suivantes :

H,Hy,Hy = 1
| teN

| ti=r1t2

| A—H

|  HiAH;

| Val:AH
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A AL Ay = U
| teN

| H—A

| Aj A A

| VzeNA (%

UULUy = t, =t
| H—-U
| UL AUy
| Val: AU

Alors :

—on al' Fp2 H : prop implique H honnéte dans T'.

—on al'Fp2 A:prop implique A auto-réalisée dans T'.

—on al' Fp2 U : prop implique U uniformément auto-réalisée dans I,
ot la régle de production (*) est autorisée a condition que I' - datatype.

On verra plus tard (lemme 4.2.27) que, dans F2, il suffit que I' implique un principe d’extensionalité
sur les entiers pour vérifier la derniére condition.

4.2.15 Exemple
— Ly Vo :nat.x =, 0 : honnéte et uniformément auto-réalisée.
— succ_inj : Vxx :nat.Sx =nat Sy = © =nat y : idem.
— not_cyclic : Vo : nat.Sx =n5: 0 — Ly - idem.
—extnat :Vey:nat.(Va:x f:a— o, z:axafz=qyafz) =z =nty : idem.
— Toutes les formules prouvables dans un contexte vide sont trivialement honnétes et uniformément
réalisées.
- Vz : nat.x € N : honnéte.

La notion de contexte auto-réalisé est importante puisque elle nous donne une condition suffisante
pour obtenir des réalisateurs canoniques pour les axiomes.

4.2.16 Définition (Contexte auto-réalisé, contexte uniformément auto-réalisé)
On définit les contextes auto-réalisés I' par induction sur la structure des contextes :
— Le contexte vide est auto-réalisé.
— Silvl(A) =1 et I' auto-réalisé alors I', z : A est auto-réalisé.
— Si lvl(A) = 2, T auto-réalisé et si A est auto-réalisée dans I', alors I', x : A est auto-réalisé.
On dit d’un contexte de la forme I',; A qu’il est auto-réalisé uniformément dans A s’il satisfait la
définition inductive (sur A) suivante :
— Le contexte T, () est auto-réalisé uniformément dans () si I" est auto-réalisé.
— Si Ivl(A) =1 et I', A auto-réalisé uniformément dans A alors I', A,z : A est auto-réalisé unifor-
mément dans A,z : A.
— Silvl(4) =2, T', A auto-réalisé uniformément dans A et si A est uniformement auto-réalisée dans
I',A, alors I', A, z : A est auto-réalisé uniformémént dans A, x : A.
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Enfin, on dira simplement qu’un contexte I' est uniformément auto-réalisés si (),I" est auto-réalisé
uniformément dans I'.

4.2.17 Exemple
— Le contexte HA (voir 157) est uniformément auto-réalisé.
— Les contextes de “spécification”, c-d-d. formés da partir de variables du premier ordre et d’égalités
quantifiées, sont uniformémement auto-réalisables. Comme par exemple :

A = f:nat — nat — nat,hy : Vo :nat.f 20 =nat x, he : Vo y i nat.f 2 (Sy) =nat S (f 2 y)

— Le contexte suivant :
I'=xz:nat,h;:x €N

est auto-réalisé pas uniformément (le réalisateur canonique de x € N est x qui n’est pas clos).
Cela signifiera que le réalisateur produit par le théoréme 4.2.22 (voir plus loin) pourra contenir
la variable x.

— La concaténation I'y A des deux contextes précédents est auto-réalisée uniformément dans A.
Ainsi, x peut apparaitre dans les réalisateurs produit par le théoréme 4.2.22 mais pas f.

Les contextes auto-réalisés ont 'avantage d’étre compatibles avec la réalisabilité dans le sens suivant
(ce sera le théoreme 4.2.22) :

SiI'p2 m: P alors il existe un programme p tel que I' Fp2 p |- P.

a condition que I' et P ne contiennent pas de variable libre de second niveau, ce que I'on appellera “étre
clos au second niveau” :

4.2.18 Définition (Clos au second niveau)

Un terme P est clos au second niveau si z € FV(P) implique lvl(z) = 1 et un contexte I" est clos au
second niveau si pour tout x : A € I', A est clos au second niveau.

Un exemple de contexte qui n’est pas clos au second niveau est le contexte de F? suivant : X : nat —
prop,h : X 3 car X est une variable de second niveau qui apparait dans “X 3”. La théorie que 1'on
développe ici ne permet pas de bien gérer les contextes qui ne sont pas clos au second niveau.

Pour prouver le théoréme 4.2.22, il nous suffit de substituer dans le séquent ||I'|| F ||| : |7] IF P
obtenu par le théoréme 4.1.8, pour chaque 22 : F € T' les occurrences de z par le réalisateur canonique
tr et les occurrences de xg par la preuve (Jp x) (ou x désigne alors une preuve de F).

Pour ce faire, nous introduisons la définition suivante :

4.2.19 Définition (Substitution par les réalisateurs canoniques)
Soit I' un contexte auto-réalisé, on définit, par induction sur la structure® de I, la fonction substr des
termes de P? dans les termes de P? de la facon suivante :
substy(M) = M
subst,. a1 (M) = substp(M)silvl(4) =1
subst,. a1 (M) = substp(M)[ta/z, (Vaz)/xR] silvl(A) =2

avec dans le dernier cas 'F 94 : A — t4 IF A (U4 et t4 existent car le contexte est auto-réalisé).

3. On notera que c’est a dessein que nous définissons cette fonction en commencant par la premiére variable du
contexte.
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On montre alors le lemme suivant :

4.2.20 Lemme
Soit A, I" un contexte auto-réalisé clos au second niveau.
Si AT = M : T, alors A, T I substp(M) : substp (7).

Démonstration Par récurrence sur la longueur de I :

— Si I est vide, 'implication est triviale.

— Si T est de la forme = : A,T”, on distingue deux cas :
— Ivl(z) = Ivl(A) = 1: Dans ce cas ||| = z : A, ||I’|| et substp(M) = subst (M), on peut donc
conclure directement grace a I’hypothése de récurrence (on a fait diminuer I" et grandir A).

— lvl(z) = IVI(A) = 2 : Dans ce cas |I'|| = : |[A],zr : z IF A, [|[I7||. Comme A est auto-réalisée
dans A, on a
AF94:A—tylFA

pour une preuve ¢4 et un programme t4. On peut donc utiliser les lemmes 1.1.23 et 4.1.4,
pour en déduire A, xp : ty I- A, ||U||[ta/x] b M[ta/z] : T[ta/x]. D’aprés le lemme 1.1.24, on
en déduit que :

Az Ajxgtalk A |T||[ta/z) b Mta/x] : T[ta/x]

Or AFdgzx:tyal- A, on peut donc utiliser le lemme de substitution (lemme 1.1.23) afin de
démontrer que :

Az AN |[ta/z, (9az)/zg) - Mta/x, (9az)/zR] : Tlta/z, (9az)/2R]

Or comme I est clos au second niveau, on a z,zr & FV ||| et donc ||I||[ta/z, (Vax)/zr] =
IT’]]. On a donc montré que :

Az AT\ = Mlta/x,(9ax)/zg]: Tlta/x,(9az)/zR]
On peut donc appliquer 'hypothése d’induction pour en déduire que :
Az AT & substy (M[ta/x, (9ax)/xR]) : substp (T[ta/x, (94 z)/zR])
or substp (M[ta/x, (04 x)/xg]) = substp(M) substy (T[ta/x, (94 x)/zg]) = substp(T') on

a donc démontré :

A, T F substp(M) : substr(T)

4.2.21 Lemme
Soit T un contexte autoréalisé, tel que '+ P : [s]|. Si P est clos au second niveau et vl(t) =1 :

substr(t I P) = substr(t) IF P
Démonstration (Esquisse) Supposons 2 : A € I'. On montre que :

1P\[ta/z, 0 a2/xR] = ||P]
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En inspectant la définition de || - | on se convainc que le seul moyen pour que z' € FV(||P]|) ou
% € FV(|P|) est d’avoir 2?2 € FV(P). Comme P est close au second niveau on en déduit que
zt, 2% & FV(||P|) et donc que la substitution ne modifie pas le terme.

Enfin, on peut montrer pour tout P clos au second niveau, on a

(tIF P)ta/z,9ax/xR] =t[ta/x] IF P
en procédant par induction sur la structure de P. ©)

4.2.22 Théoréme (Adéquation pour les contextes auto-réalisés)

Soit P un CTS tel que P? = STRENGTHENING A WEAK-DOWNSTABLE.

Et soient I' un contexte auto-réalisé et P un terme tous deux clos au second niveau.
SiI' Fp2 P alors il existe p tel que I' Fp2 p IF P.

Démonstration Supposons que l'on ait I' Fp2 7 : P. Alors d’apres le théoréme 4.1.8, on a ||T'|| Fp2
|||l : || IF P. D’apres le lemme 4.2.20, on en déduit que

I Fp2 substr(||7|) : substr (|7] I- P)

puis le lemme 4.2.21 nous montre que substr (|7] IF P) = substp(|7]) IF P. On en déduit que p =
substrp(|7|) convient. ©

Enfin, on remarque que I'on peut généraliser sans probléme ce théoréme aux contextes uniformément
auto-réalisés de la maniere suivante. Cette généralisation est utile lorsque que 'on souhaite s’assurer
que certaines variables du premier niveau n’apparaissent pas dans le réalisateur fourni par le théoreéme
précédent.

4.2.23 Théoréme (Adéquation pour les contextes uniformément auto-réalisés)

Soit P un CTS tel que P? = STRENGTHENING A WEAK-DOWNSTABLE.

Soient I') A un contexte auto-réalisé uniformément dans A et P un terme tous deuzx clos au second
niveau.

Si T, A bp2 P alors il existe p tel que I', A Fp2 p Ik P et filter(I') Fp p : [ P].

Démonstration (Esquisse) Soit x : F' € A, alors le réalisateur ¢ est uniforme (c-a-d. FV(tr) = ()
et donc il ne dépend d’aucune variable (du premier niveau) de A. Or, seuls les réalisateurs canoniques
de A peuvent introduire des variables de A lors du calcul de substp(|7]). On en déduit donc que si
x € FV(substp(|n])), alors 2 ¢ A. Or, puisque que I'on a P? = STRENGTHENING, I',AF p: |P)
implique I' - p : | P| et enfin le lemme 3.4.2 nous permet de déduire filter(I') Fp p : | P|. ©)

4.2.2 Type de donnée dans F?

Dans F les entiers sont représentés par les habitants du type nat = Va : *.(a = o) - o — «. On
peut montrer aisément que les seuls termes clos qui habitent ce type sont exactement les entiers de
Church. Mais la logique F? n’impose pas que tous les habitants de nat soient générés par la syntaxe.
En effet, on dérive facilement le séquent 2 7 € N pour tout entier n fixé, mais nous allons voir que
I’on ne peut pas démontrer la formule Vx : nat.x € N.

224



4. REALISABILITE

Le prédicat x € N signifie que x satisfait un principe d’induction, c¢’est-a-dire qu’il est satisfait par
tous les prédicats qui contiennent 0 et qui sont stables par successeurs. Ainsi, on peut comprendre
z € N comme étant la “facon interne” que le systéme a de voir les entiers obtenus a partir de 0 et par
itérations successives de la fonction S.

Tout comme pour l'encodage du produit (et comme on le verra également un peu plus avant pour
I’encodage du connecteur existentiel), I'encodage des entiers de F n’est pas aussi souple que ce que 'on
pourrait souhaiter. En effet, on ne peut pas démontrer la propriété ext_nat d’extensionalité suivante :

t
ext_nat = Vx y : nat.xz = nat Y — & =nat Y

N . ext , .
ou la notation x =, y est définie par :

xeétnaty:Va:*,f:a—>0472306-$04f22ay0‘fz

t . : . . . , :
La formule x =, ¥ signifie que les entiers z et y fournissent toujours le méme résultat lorsqu’ils sont
utilisés comme des itérateurs. Bien siir, on peut montrer que tous les entiers de Church satisfont ce
principe car
t

Fre =, T — T =nat T
pour tout entier n et m (il suffit pour cela de remarquer que mnatS0 > 7 pour tout entier n). Plus
généralement, on peut montrer

Fre Vo € N.aaznatS0 =t

en se ramenant a démontrer, grace au principe d’induction, que :
— (0natS0) =,at 0 : Trivial par réflexivité car OnatS0 > 0.
~ Yy : nat.(ynatS0) =nat y — (SynatS0) =pat Sy : on utilise 'hypothese pour transformer le but
en (SynatS0) =pat (S(ynatS0)) et on conclut par réflexivité car SynatS0 > S (ynatS0).
On en déduit alors facilement le lemme suivant :

4.2.24 Lemme
On a 2 ext_nat, c’est-a-dire :

Fr Ve NVy € Nz egnat Y —=> X =nat Y

Le prédicat x € N est parfois appelé un “type de donnée” pour la réalisabilité dans le sens ou 'on
peut prouver que les réalisateurs de z € N sont extensionellement égaux a x.

4.2.25 Lemme (Type de donnée dans F?)
1l existe une preuve m du séquent :

ext

Frm:Vey:natylrzeN—2z =,y

Démonstration Supposons y |-z € N (H) pour deux variables x et y de type nat et soit « de type *,
f de type a — a et z de type a.

225



4. REALISABILITE

Montrons x « f z =4 ya f z.
La proposition y IF x € N se déplie en :

Va:#, X nat > a — [x], f:a— a.
(Vz:nat, 2’ :a.Xz2' - X (Sz)(f2)) —
Vz:a.X0z—= Xz (yafz)

On peut utiliser (H) et donc instancier X en Az : nat,y : a.xa fz =, y pour se ramener a
démontrer :
~Vrx:nat,2 axafz =42 = (Sxafz) =, (f7): On peut donc utiliser x v f 2 =, 2’ pour
réécrire le but (Szxa fz) =4 (f(xa fz)). Orle terme Sza f 2> f (za fz) on peut donc utiliser
la réflexivité pour conclure.
~0afz=q2:0ronalafz>zeton peut donc conclure par réflexivité. ©)

Une des conséquences du lemme précédent est I'indépendance de Vz : nat.z € N dans F? :

4.2.26 Lemme
Soit I' un contexte auto-réalisé clos au second niveau.
SiT'Fr Vo :natx €N, alors ' Fr2 Ly,

Démonstration Soit 7 une preuve de I' - Vz : nat.z € N. D’apres le théoreme 4.2.22, on peut prouver
dans le contexte I' que ¢ I Vx : nat.x € N pour un programme t c’est-a-dire que Vz : nat.t |-z € N et
d’apres le lemme précédent on en déduit que Vz : nat.t eétnat x.

Soit x de type nat. On peut utiliser 7 pour démontrer que * € N et |7] € N et donc d’apres le
lemme 4.2.24 on en déduit que |7] =pat . On a donc montré que pour tout = de type nat, on a t =p,t @
et donc 0 =pat . On a donc bien dérivé 1 . ®

On déduit que si I' I/ Ly (c’est-a-dire il existe un modele de I" ol nat est interprété par un ensemble a
au moins deux éléments), alors Vz : nat.z € N n’est pas démontrable dans le contexte T'.

4.2.27 Lemme
Si'Fz2 ext_nat alors ' Fx2 Vo :nat,y :natylFz e Ne (y e NAz =4t y)

Démonstration C’est une conséquence directe des lemmes 4.2.4, 4.2.25 et 4.2.24. ©

4.2.3 Réalisateurs du connecteur existentiel

Dans F?2, les réalisateurs sont peu marqués par le passage au travers du connecteur existentiel. En
effet, le type des réalisateurs de dz : nat.P est égal a

|Fz:a.P|=|VX : [x].(Vz:a.P - X) = X)| =Vy:x(|P] =) = v=(P])

ou la notation (7)) est utilisée pour désigner le type Vv : x.(7 — ) — ~. Ce constructeur de type est
un opérateur monadique qui encapsule les objets de type 7. On dispose de deux opérations, I'une pour
injecter les objets de type 7 dans (7)) et 'autre pour récupérer les valeurs encapsulées :

close[a] a — (o)

closela] = Az:a,y:x fra—y.fx
open|a] (o) = «

openfa] = Af:(a)).fa(Ax: a.x)
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On a de plus open[7] (close[r]t) >t on peut démontrer dans F? par réflexivité que open[r] est une
rétraction de close[7] :
Vo : x,x : a.open|a] (close[a] x) =4

Néanmoins, on ne peut pas prouver dans F2 que c’est une bijection (c’est une nouvelle fois un probléme
d’extensionalité).
On peut montrer que F? satisfait les deux derniéres conditions nécessaires pour vérifier REALIZABILITY :

4.2.28 Lemme
Supposons T'yx : 7+ P:prop et sz :7,r: |P| bz m:r Ik P:prop, alors

'trVe:7,r:|Plri-P — (close[|P]]r)|F3z:T.P

et
ke Vr:(|P])rlk(3z:7.P) — 3Jx:r1.(open[|P]]r)IFP

Démonstration — La formule close[r] IF 3z : 7.P se déplie en :

Vy ik, Xy =[x, f:|P] =7
Ve:1,y: |PlylFP—X(fy)) —
X (close[| P|]r~ f)

Or close[| P]]r~ f & fr. On se rameéne donc a démontrer :

Vy:ix, X iy = [*],f:|P] — 7.
Vx:7my: |PlylFP— X (fy)) —
X (fr)
Pour cela il suffit donc d’appliquer la prémisse Vz : 7,y : |P|l.y IF P — X (fy) en utilisant
Ihypothese r I- P.
— La formule r I+ dx : 7.P se déplie en

Vy:ix, X iy = [*],f:|P] — 7.
Ve :7my: |PlylFP— X (fy)) —
X(ryf)
on peut donc l'utiliser en prenant v = |P|, X = Az : |P|]. 3z : 7.2k P, f = Az : | P|.z puis en

prouvant

Ve:7,y:|PlylkP— (Az:|P|3zx:7.2IF P)((Ax: |[P].x)y)

qui se réduit en la tautologie Vx : 7,y : |P|l.y IF P — Jx : 7.y IF P. On déduit alors que
Jdx: 7.0 [P| (Ax : | P|.x) IF P qui est bien convertible en 3z : 7.(open[7]r) I- P. ©)

On en déduit bien :

4.2.29 Lemme
Pour tout P? tel que F2 C P? et P? = STRENGTHENING A WEAK-DOWNSTABLE :

P? = REALIZABILITY
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On peut alors utiliser la réalisabilité pour démontrer une variante de la propriété de 'existence
(pour les formules auto-réalisées) :

4.2.30 Théoréme (Propriété de I’existence pour les formules auto-réalisées)
Supposons P? = REALIZABILITY.

Soit T'; A un contexte auto-réalisé uniformément dans A.

Si
I', A Fp2 datatype
et si
IVAbFpe Ve €N, 2, € NIy €N, ..,y € NP
ot P est une formule honnéte, alors il existe m termes clos ty, ..., t,, tels que :
(t1$1 $n) eN
A-- A
IAbFpVzp €N, ... 2, €N (tmxy - zp) €N
A
P[tlxl"' $n/yl»-”atmxl"' xn/ym]

avec

n fois

—N—
filter(T") Fp t : nat — - - - nat — nat

pour 1 < k <m.

Démonstration On montre le cas n = m = 1, le cas général étant similaire. Supposons I', A =12 Vx €
N.3y € N.P d’aprées le théoreme 4.2.23 on a I'; A 52 p IF Vo € N.3y € N.P pour un programme p tel
que filter(T') Fp p : nat — (nat x [P]). On en déduit d’apres REALIZABILITY que (on rappelle que
Jy € N.P est égal & Jy : nat.y e NAP) :

proj[nat, | P]] (open[natx | P]] (p7rz)) IFy € N
I'Abp2 Vor, :natr, IF 2z € N — Jy : nat. A
proj%[nat, | P|]] (open[nat x | P]] (prz)) I+ P
On pose t = Az : nat.proj![nat, | P|] (open[natx | P]] (pz)). Puisque P est honnéte, on en déduit que
I'Fp2Var, inatr, -z € N—= Jy:nat. ((tr,) IFy e N)A P

Enfin, on utilise datatype pour déduire que :

I'Fp2 Vo :natz € N — (tz) € NA P[f z/y]
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4.2.4 Fonctions prouvablement inductives

On trouvera tous les résultats de cette sous-section dans 'article [ ], dans lequel Philip Wadler
a formalisé les résultats de Jean-Yves Girard, John Reynolds, Daniel Leivant et Jean-Louis Krivine dans
F2.
4.2.31 Définition (Prouvablement inductif)
Supposons :

n fois

I'Fp2 t:nat — --- — nat — nat

On dit alors de t qu’il est prouvablement inductif dans un contexte I' si

Fbp2 Vo €N,z e N(fay--2p) €N

On dira qu’un terme est prouvablement inductif s’il est prouvablement inductif dans le contexte vide.

Afin de prouver que tous les termes clos de P sont prouvablement inductifs dans P2, nous avons
besoin d’introduire un “avant-goiit” de la théorie de la paramétricité (développée dans le prochain

chapitre). Nous noterons donc t; ~, . t2 le terme de P? suivant :

b1~ b2 = to I t1 IF [nat]
Dans F2, ce dernier se déplie en :
t~ppt = tHIFtIF [nat]
= t'IFthF [Va:*(a—a) = a—a]
= tIFtFYVX %] (X = X)X = X
= tIEVy Xy = [x],f:y— .
Ve:vXoe—X(fz) >Ve:vXz— X(tyf2)
= VY x5 Xiy—=y =[x, fiy=7f 9 =+
(Vo :v,2 v Xza' = X (fz)(f2)) =
Veiy,2 v Xz = Xty f2)('y f2)
4.2.32 Lemme
Les objets en relation paramétrigue sont extensionnellement égauz :

ext
Fr2Vnm:natn~,,m — n=,,m

Démonstration On peut utiliser ’hypothése n ~, ., m en prenant le cas particulier on 7 = ~,
X =Xzxa' :vy.x =,z etou f/ = f. On obtient alors

Vyix fiy =V, 2 iy =2 = (fz) = (f2)) —
Vz:iv,2 iyz=,2 = (nyfz)=y (my[f2)

Ce qui est bien équivalent a :
Vyik foy = y,ziv.(ny fz) = (my f2)

NI ext
c’est-a-dire n =, m. ®
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4.2.33 Lemme

t —
FraVn:natn~g,n  —  n =, nnatSo

Démonstration Supposons n ~,., n (H) et soit v un type, f de type v — v et z de type v. La preuve se
construit en utilisant ’hypothese (H) dans le cas particulier oy’ = nat, X = Az : y,n : nat.x =, nvy f z,
f'=S et 2/ =0. Les deux prémisses & prouver pour utiliser (H) sont alors :

— Vz:v,2 inate =y (&' fz2) = (fz) =, (Sa' v [fz2)

—2=407fz
Or par réduction de S et 0, on obtient les formules suivantes :

~ Vo g, 2 inatx =, (&' fz) = (fz) =y (f (2" f2))
- 2=q 2
Ces deux prémisses sont des tautologies, ce qui nous permet de conclure :

(ny fz) =y (nnatS0~ f2)
On a donc bien montré n =, nnatSD. ©)

4.2.34 Lemme (Paramétrique implique inductif)
Si 'k ext_nat, alors I' - Vn : natn ~ n —néeN.

Démonstration On remarque tout d’abord que n ~,, n implique n I [nat] : il suffit pour cela
d’instancier toutes les variables dupliquées z et 2’ dans n ~,_, n par z, on obtient alors bien n I+ [nat].
Or n |- [nat]| se déplie en :

Vy:x, X:iy—=[x],fiy=vVe: v Xe— X(fz) 2Vz: 7 Xz—> X (nyfz)
En prenant le cas particulier, v = nat, X = Az :nat.z € N, f =S et z = 0 on obtient :
(Vz:natz e N— (Sz) e N) - 0€ N — (nnatS0) e N

Or nous avons déja vu que ces deux prémisses sont prouvables (par intro-succy]] et intro-zeroy). On en

déduit donc bien (nnatS0) € N. Or, d’aprés le lemme précédent, on a n eétnat nnatS0, on en déduit
bien de ext_nat que n € N. ©)

Réciproquement,

4.2.35 Lemme (Inductif implique paramétrique)

FreVneNn~_ . n

Démonstration On utilise le principe d’induction. Il suffit donc de montrer que 0 ~, . 0 (1) et que
Vr : natx ~p ¢ — Sz~ Sz (2). On peut pour cela utiliser le théoreme 4.1.8. En effet, on a
Fr0:natet kxS :nat — nat. On en déduit donc que Fx2 [0] : [nat] et que -2 [S] : [nat] — [nat].
En utilisant le théoreme 4.1.8, on obtient :

2 I[O]] = LTO]] I [nat]
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et
Fx2 [IST]: [IS1] IF [nat] — [nat]

En appliquant ce méme théoreme une seconde fois, on obtient que

2 (I[TOT[I[F : LITOTIIJ 1 [[O1] 1F [nat]
et
Fr2 (IIITSTHI = LITSTI E [[S1) W [nat] — [nat]

Or d’apres le lemme 4.1.3, on sait que :

— LIIfO]IlJ, L[O7] sont tous deux a-convertibles en 0,

= LIITSTI, L[S]] sont tous deux a-convertibles en S.
On en déduit alors

Fr2 01F 0 IF [nat]
c’est-a-dire (1) et
Fr2 SIFSIF [nat] — [nat]

Ce dernier se déplie en :
S’
Et en prenant le cas particulier ot 2/ = x, on en déduit bien (2). ®

4.2.36 Lemme
Supposons F2 C P?. Si

Fre Vo' :nata ~ 7 — ST~y

n fois

Fp2 t:nat — --- — nat — nat

alors t est prouwvablement inductif dans P? sous le contexte ext_nat.

n fois

Démonstration Si Fp2 ¢ : nat — --- — nat — nat alors d’apres le lemme 3.4.2 on a Fp t : nat —
.-+ — nat — nat. On peut alors appliquer la fonction de soulevement pour obtenir :

Fp2 [t] : [nat] — -+ — [nat] — [nat]
puis le théoréme d’adéquation 4.1.8 pour en déduire :
Fp2 I[21]] = [[21] I ([nat] — - -+ — [nat])
puis en 'appliquant une second fois :

=p2 WITETI = LITETI) = LTe]) = (fnat] = - - — [nat] — [nat])

Or d’apres le lemme 4.1.3, on obtient que |||[¢]||| et [[¢]] sont a-convertibles a t. On en déduit donc
que t IF ¢t - ([nat] — --- — [nat]). Si on déplie cette derniere formule on obtient :
Vay @) i natwy ~pp o) — o = Vo, o i natmy, ~oga T = Ty 0 Ty o~ tT) 0 T
En prenant les cas particuliers ot x), = xj, on obtient :
Voy:inat.xy ~p T1 — - = Vo tnatey ~pg T = 821 0 Ty g T2 0 Ty
Puis d’apres les lemmes 4.2.35 et 4.2.34, on en déduit bien :

extnat-Vr; € N, ..z, € N(txy -+~ xp) €N
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4.2.5 Programmation par preuve

Les résultats précédents ont été utilisés par Jean-Louis Krivine, Michel Parigot et Daniel Leivant
pour prouver le théoreme de représentation ci-dessous.

On notera que dans la présentation de Krivine, la notion de modele est introduite tres tot. Il
construit un modele de réalisabilité dans lequel les individus sont interprétés par des programmes (plus
précisément des éléments d’une algebre combinatoire) et les réalisateurs des axiomes sont exhibés &
Iintérieur du modele et non comme des objets décrits par la syntaxe. Cette approche est plus souple a
deux égards :

— Elle permet d’étendre la syntaxe des programmes dans le modele, ainsi il est possible d’y exhiber
des réalisateurs qui ne peuvent pas étre construits par extraction des preuves. C’est en suivant
cette démarche que Jean-Louis Krivine | | est parvenu a étendre la théorie de la réalisabilité
a la logique classique.

— Elle permet de ne considérer que des modeles qui satisfont Vx : nat.x € N et donc I'extensionalité.
Ce qui simplifie grandement les énoncés des théorémes.

Nous n’avons pas eu vraiment la possibilité de suivre cette approche puisque nous ne disposons pas
de notion générale de modeéle pour nos systémes. C’est pourquoi nous cherchons a repousser le plus loin
possible 'utilisation des modeles. Nous verrons néanmoins que certaines hypotheses des théoremes que
nous présenterons nécessiteront I’emploi de techniques “sémantiques” pour étre prouvées. Un exemple
d’une telle hypothese est la condition de non-dégénérescence ; elle affirme que si t1 =pat t2 est prouvable
sous un contexte I' pour deux programmes clos, alors les programmes sont convertibles ¢; = to.

Dans notre cadre donc, le théoréme de représentation de Krivine s’énonce ainsi :

4.2.37 Théoréme (Krivine & Parigot | | et Leivant | D

Soit P tel que F* C P2

Soit I' un contexte uniformément auto-réalisé clos au second niveau et tel que I' -p2 ext_nat.
OnalbFp2Vry €N,...,x, € N(tay... x,) €N, si et seulement il existe un terme p tel que

Fpp:inat— ... —nat et DIbtpVeieN.. ., z,eN(tzr...2,) =nat (Px1... Tp)

Démonstration — = : Supposons I' Fp2 Vo1 € N,... 2, € N.(tz;... z,) € N alors d’apres le
théoreme 4.2.23, on a I' bp2 p I Vo € N,... 2z, € N.(tzy... x,) € N pour un programme p
tel - p : nat — --- — nat. Enfin, en dépliant, puis en utilisant le lemme 4.2.27, on obtient que
Fbp2 Vo €N, oy € Ni(pay oL 2y) =nat (21 .. @p).

— < : Supposons Fp p : nat — ... nat (1) et I Fp2 Vo € N,... 2, € N(tz1... 2,) =nat
(px1...xy) (2). D’apres le lemme 4.2.36 appliqué a (1), on montre que p est prouvablement
inductif, c’est-a-dire que :

IF'bp2 Vo eN,. ... ,z, € N(pay ... 2) €N
On en déduit bien & l'aide de (2) que :

I'bp2VoyeN, ..z, e Ni(tay ... 2,) €N
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Ce théoreme fournit un nouveau paradigme de programmation : la programmation par preuve.
L’idée de cette méthodologie introduite par Daniel Leivant et Jean-Louis Krivine, consiste a demander
au programmeur de spécifier son programme dans un contexte uniformément auto-réalisé. Ce dernier
doit ensuite prouver que le programme qu’il a spécifié est prouvablement inductif. S’il y parvient, le
théoreme précédent assure que 'on pourra extraire de la preuve une implémentation concrete de son
programme. Afin d’illustrer cette méthodologie, nous allons voir comment ['utiliser pour trouver une
implémentation de ’addition dans le contexte suivant :

I' = f:nat — nat — nat,
Axy :Vz :nat.x =na f2 0,
Axg : Vz :nat,y : nat.S(fzy) =nat f2(Sy)

On peut alors trouver une preuve 7 telle que :
Pk n:VeeNyeN(fzy) €N

Décrivons une preuve possible dans un style informel.
Supposons que I'on dispose de z et y de type nat vérifiant € N (H,) et y € N (H,) et montrons que
(fzy) € N. Soit donc X un prédicat de type nat — prop, stable par successeur (Hy) et vérifié par 0
(H.), montrons que (f zy) satisfait X : X (fzy). Pour cela on peut utiliser le principe d’induction H,
pour se ramener & démontrer :
~Vz:nat. X (fzz) = X (fx(Sz)): Soit z de type nat et supposons X (f z z) (H). On doit montrer
X (fx(Sz)). Pour cela on peut utiliser 'axiome Axy pour réécrire (fx (Sz)) en (S (f zz)) puis
utiliser la stabilité par successeur (Hy) et pour conclure avec (H).
— X (fx0) : On peut utiliser 'axiome Ax; pour réécrire (f 2 0) en z. On se raméne donc & montrer
X x et pour cela on utilise le principe d’induction H, avec Hy et H..
Le terme de preuve sous-jacent a cette preuve informelle est le suivant :

7 = Mr:nat,H,:xeNy:nat, H,:y € N, X :nat — [x],
Hf:Vz:nat.Xz— X (Sz),H,: X0.
Hy(Az :nat.X (fzz))
(Az:nat,H : X (fxz)Axoxz X (Hf (frz)H))
(Ax; 2 X (H, X Hy H.,))

On peut calculer le programme extrait de cette preuve en calculant la projection de 7 :
7] = AHg:nat,Hy:nat, X : %,
Hf: X - X, H,: X.
H,X
()\H : X.AXQX (Hf H))
(A X (H, X Hf H.))

233



4. REALISABILITE

La projection contient deux occurrences libres : Ax; et Axs que 'on peut instancier par des réalisateurs
canoniques (ici, comme il s’agit d’égalités, les réalisateurs canoniques sont des identités). C’est le rdle
du théoréeme 4.2.22 qui construit le programme |7|" suivant :

ks

|7 |[Aaw s %, @ /Ay, Ak, @ o/ Axa]
> AH, :nat, Hy :nat, X : x,
Hf: X - X, H,:X.

Hy X
(\H : X.H; H)
(H, X Hy H.)

= Ary:nat,y:x f:v7v—7v2:a.
yy(Az:v.f2) (@ f2)

La derniere étape est simplement une a-conversion qui nous permet de reconnaltre un terme extension-
nellement égal au terme plus vu page 23.

L’intérét de cette méthode se situe dans le fait que I’étape d’extraction du programme et d’instancia-
tion des axiomes par leur réalisateur canonique peut étre entierement automatisée. On voit ainsi que le
programmeur dispose d’un langage expressif (les contextes auto-réalisés) pour spécifier ses programmes
et que, une fois le programme f spécifié par un contexte I', il ne lui reste qu’a trouver une preuve
que f est prouvablement inductif. Quelle que soit la preuve qu’il construit, il aura la garantie que le
programme qui en est extrait est prouvablement égal —dans le contexte I'- au programme f spécifié.

Lorsque cette méthodologie a été découverte, elle a suscité quelques espoirs de pouvoir découvrir
de nouveaux algorithmes par des procédés automatiques. Hélas, la recherche de preuve en logique du
second ordre est particulierement difficile (en particulier I'instanciation des quantificateurs du second
ordre est difficilement automatisable). Ainsi, il n’est pas aisé de prouver la formule requise sans avoir
en téte une implémentation concrete de la fonction.

Un autre désavantage majeur dans l'utilisation de cette méthode est de devoir s’assurer que le
contexte a un modele non trivial (c’est-a-dire ne satisfiant pas L) dans lequel on pourra interpréter
raisonnablement la conformité aux spécifications. Or, montrer qu’il existe un tel modele revient en
général a montrer que les symboles de fonctions introduits dans le contexte sont implémentables. On
obtient donc une implémentation correcte de la fonction spécifiée a condition que les spécifications
soient implémentables : a 'impossible nul n’est tenu.

Une facon de pallier ce probleme est d’imposer des restrictions sur les axiomes autorisés dans le
contexte. On peut par exemple demander & ce que le contexte ne contienne que des formules dérivables
dans HA ainsi que des symboles de fonctions frais et des formules égalitaires qui décrivent un systéme
de réécriture implémentant des fonctions primitives récursives. Par exemple, les deux équations — lues
de droite a gauche — du contexte I' donné plus haut décrivent bien un tel systeme de réécriture. On a
alors la garantie que les symboles de fonctions sont interprétables par ces fonctions primitives récursives
et donc qu’il existe un modele non trivial.

Extension de la méthodologie a 7, et a CC. Le théoréme précédent est énoncé de facon suffisam-
ment générale pour étre appliqué aux systémes engendrés par les systemes du A-cube qui contiennent
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F o (F.)% (AH2)2 (Ia notation n’est ici pas trés heureuse) et CC?. On peut également I'appliquer 4 la
famille de systeme (F,,)? (voir page 189).

On peut par exemple les comprendre comme des sous-systemes du calcul des constructions avec Set
et Prop imprédicatifs (CIC™ sans inductifs ni univers) a travers le morphisme suivant :

[x] + Prop
* > Set

[O] +— Type
O = Type

Nous avons vu dans ce chapitre que ’on pouvait comprendre le systéme F2 comme une version de
I’arithmétique du second-ordre avec des individus typés. Selon la méme analogie le systeme (.7-",1)2 peut
étre compris comme l'arithmétique d’ordre n 4 2 avec des individus typés. Et le systeme (fw)2 comme
de I'arithmétique d’ordre supérieur.

En effet, le systéme (.7-],)2 est un peu plus expressif que le systéme F?2 on a :

R(]_-w)z = RreURg,
u {([ol,[al,[o]), @, [al, [a]) }

On dispose donc de deux nouvelles regles pour fabriquer les formules :
— La regle ([0, [O], [O]) permet de dériver par exemple :

FEe [x1 =[x [O]
Ce qui permet en outre de typer les “constructeurs de formules” comme :
AXY : [*]. X AY @ [*] = [x] = [*]

De fagon beaucoup plus intéressante pour I’expressivité du systeme, cette regle permet de former
des prédicats sur les prédicats comme par exemple :

(nat — [%]) — [*] : [O]

Qui peuvent s’interpréter comme des “ensembles d’ensembles d’entiers” ; on voit ici que 'on peut
alors se servir de ce systeme pour faire de la logique d’ordre supérieur.
— La regle (O, [O], [O]) permet de dériver :

|—(]_—w)2 * = [x| : [O]

Cette regle permet de typer des prédicats sur les types. Ainsi dans (.7-"50)2 on peut définir “I’égalité
de Leibniz” entre deux types 7 et o :

VX :ix— [x]. X772 Xo
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Le systéme (A12)° (resp. CC?) rajoute & F (resp. F.,) uniquement la régle ([«], [O], [0]) car la
régle (, (O], [O]) € Rz2. Cette régle permet de former des prédicats sur les preuves. On peut donc
s’en servir pour encoder 1’égalité de Leibniz entre deux preuves Hi et Ho d’une méme formule P :

VX : P — [«].X Hy — X Hy

On peut alors énoncer le principe d’équivalence des preuves qui affirme 'indistinguabilité des preuves
d’un méme énoncé :

VX : [‘k“,hl thVXP—) (*-|Xh1 —)th

4.2.6 Fonctions prouvablement totales

Dans systéme F les habitants du type nat ne sont pas tous convertibles en un entier de Church. En
effet, le terme A\« : %,z : @ — a.z n’est pas convertible en 1, bien qu’il lui soit extensionnellement égal.
Il y a deux moyens habituels de contourner ce probleme :

— considérer les termes modulo “n-conversion” : on rajoute la régle de réduction Az : A.M x —, M
qui est une régle de calcul compatible avec I'extensionalité des fonctions, au sens ou ou elle ne
permet pas de distinguer deux fonctions extensionnellement égales. Grace a cette regle, on a
1 =) da:~xz:a— o,

— utiliser le type VYo : x.a — (@ — a) — « pour représenter les entiers. En effet, on peut montrer
que tous les habitants clos de ce type sont de la forme :

Va:xx:a, f:a—af(f - x)

Dans ce travail, nous allons utiliser une troisieme solution, car la premiere requiert d’étendre tout le
cadre des PTS pour prendre en compte 1I'n-conversion et la seconde nous parailt ad-hoc au type des
entiers.

Nous allons introduire un opérateur de relecture des données qui nous assurera que ’objet inductif
considéré est bati avec ses constructeurs. Pour le type des entiers (qui est le seul que I'on prend en
compte dans ce travail), cet opérateur est donné dans un systéme muni de notations pour I'arithmétique
par le terme suivant :

read = An : nat.rec[nat|SOn

On montre alors facilement que cet opérateur ne change pas la valeur des entiers (du point de vue
du systeme) :

4.2.38 Lemme
Si P? = NOTATION,
Fp2 Vn € Nireadn =pat n

Démonstration En utilisant le principe d’induction, on se ramene a prouver que :
— (read 0) =nat 0 : ce qui est une application directe de rec-zero[nat].
— (readn) =pat n — (read (Sn)) =nat (Sn), or on a read (Sn) =nat S (readn) d’apres rec-succ|nat],
on se ramene donc & démontrer Sn =4t Sn. ©)

Cet opérateur de lecture permet de décider si deux termes représentent le méme entier.
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4.2.39 Définition (Equi-représentabilité)
Soit P? E= NOTATION. On dit de deux termes M et N qu’ils sont équireprésentés, ce que ’on notera
M= N,siona:

(read M) = (read N)
ou read = An : nat.rec[nat] SOn.

Ainsi, dans systéme F, on a bien 1 = Ao : %, 2 : o — a.x car :
reclnat]SOn (Aa: x,z:a = a.x) > (Aa: *x, 2 : a — a.z)natSO0> S0

Clairement,

4.2.40 Lemme
La relation = est une relation d’équivalence contenant =.

En pratique, les systémes considérés vérifient les propriétés suivantes :

4.2.41 Définition (Systéme injectif)
Soit P = NOTATION.
On dira de P qu'il est injectif si

~Y

n = m implique n = m pour tous entiers n et m

On notera P = INJECTIVE.

Réciproquement :
4.2.42 Définition (Systéme surjectif, systéme bijectif)
Soit P = NOTATION.
On dira de P qu’il est surjectif si - ¢ : nat implique qu’il existe un entier k tel que ¢ = k.
On notera P = SURJECTIVE.
De plus, on dira d’un systeme qu'’il est bijectif si P = INJECTIVE A SURJECTIVE ce que 'on
notera BIJECTIVE.

On montre facilement que :

4.2.43 Lemme

F? = BIJECTIVE

On notera que c’est essentiellement une propriété des programmes, c’est-a-dire de F ici.
On dit d’un contexte qu’il est non-dégénéré : si deux termes clos de type nat sont prouvablement
égaux dans ce contexte, alors ils représentent le méme entier. Plus précisément :

4.2.44 Définition (Contexte non-dégénéré, Systéme non-dégénéré)

Supposons que P = NOTATION.

On dira d’un contexte I' qu’il est non-dégénéré, s’il vérifie pour tous termes clos t1 et t9 tels que - ¢1 : nat
et Fty:naton a:
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SiI'bFp t1 =pat to, alors t1 = to.

Enfin, on dira qu’un systéme muni de notations pour 'arithmétique est non-dégénéré si le contexte vide
est non-dégénéré.

On notera P = NONDEGENERATE.

Clairement, si I" est un contexte non-dégénéré d’un systeme P, alors P = NONDEGENERATE, mais
comme nous allons le voir, la réciproque est fausse.

Dans les systeémes injectifs, si I' - Ly, alors T' est dégénéré (puisque I' =0 =pat 1 et 0 £ 1).

En pratique, le meilleur moyen pour montrer qu'un contexte est non-dégénéré est de construire
un modele pour ce contexte qui interprete les termes de premier niveau par des A-termes modulo
conversion. C’est donc bien dans I’hypothése de non-dégénérescence que devra se glisser la sémantique
lorsque 'on appliquera les résultats de cette section a des systémes particuliers.

4.2.45 Lemme
Dans un systeme non-dégénéré et bijectif, on a :

readnm =7
On a donc M =7 si et seulement si read M = 7.

Démonstration Par surjectivité, on sait qu’il existe un entier & tel que :

readm = k
Par réflexivité, on en déduit que
Freadm =pat k
et d’apres le lemme 4.2.38, on obtient :
l_ n —nat l{?
la non-dégénérescence donne :
=

n
et I'injectivité nous permet de conclure que n = k. ©)
Si P? = NOTATION alors le terme de P suivant implémente le test d’égalité des entiers :

comp = rec[nat — nat]
(Af: nat — nat,_: nat.rec[nat] (A_: nat.f)0)
(rec[nat] (A__: nat.0) 1)

ou _ désigne un nom de variable quelconque qui n’apparait pas dans le corps de 'abstraction.
On peut montrer :

4.2.46 Lemme
Si = NOTATION, alors les formules suivantes sont prouvables dans un contexte vide :

1. comp00 =pat 1
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2. Vn : nat.comp0(Sn) =nat 0

3. Vn : nat.comp (Sn)0 =nat 0

4. Vnm : nat.comp (Sn) (Sm) =nat compnm

5. VYn € NVm € N.(compnm) =nat 0V (compnm) =pat 1

6. Yn € NVm € N.(compnm) € N

7. ¥n € N.compnn =pat 1

8. Vn e NVm € Nccompnm =pat 1 = n =npat m

Démonstration 1,2,3,4. Les quatre premieres formules se démontrent a I’aide des regles rec-succ| |,

rec-zero[ ] et les regles de réécriture intro—[ |, elim—[].

5. Immeédiat par induction sur n puis m et en utilisant les quatre cas précédents.
6. Direct d’apres le cas précédent et le fait que 0 € N et 1 € N.
7. La cinquieme formule utilise le principe d’induction pour se ramener a démontrer la formule 1
pour le cas de base et 4 pour I’hérédité.
8. La sixiéme formule utilise les deux principes d’induction :
— Le cas n = m = 0 est traité par 1.
~Lecasn=0et m=Sm'etlecasn =Sn" et m = 0 utilisent 2. et 3. pour déduire 0 =, 1.
Or on montre facilement que Vk € N.O =5t 1 — k =nat 0 (pour cela il faut utiliser le principe
d’induction ainsi que les regles de réécriture).
— Enfin, le cas n = Sn/ et m = Sm’ est traité grace a ’hypotheése d’induction et aux regles de
réécriture. ©

4.2.47 Lemme
— Dans un systéme non-dégénéré et injectif on a pour tous entiers n et m :

compnm = 1 si et seulement sin =m
— Dans un systéme non-dégénéré et bijectif on a pour tous entiers n et m :
read (compnm) =1 si et seulement sin =m

Démonstration Le deuxiéme point est une conséquence directe du premier et du lemme 4.2.45. Mon-
trons donc le premier point. Soit n et m deux entiers.
— <= : Supposons n = m. On peut utiliser la preuve de la formule 7 du lemme précédent pour
démontrer que
Fcompnn =nat 1

on peut alors utiliser la non-dégénérescence du systeme pour en déduire que

— = : Supposons que :
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Or, par conversion et par réflexivité (intro—[]), on a
F read (compmm) =pat (read 1)

Or,on adéjavuque-neN, Fm €N, 1eN et donc d’apres le lemme précédent on en déduit
que
F read (compmm) =nat cCOMpR T

et
Freadl =pat 1

et donc que :
Fcompnm =npat 1

On peut donc utiliser la preuve de la formule 8 du lemme précédent pour en déduire que - 7w =pt ™
puis la non-dégénérescence nous donne 7 = m et 'injectivité n = m. ®

4.2.48 Définition (Fonction représentable)
Soit P tel que P? = NOTATION. Une fonction f : N¥ — N est représentable dans P s'il existe un

terme clos ¢ tel que
k fois

bFp ty:nat — --- — nat — nat

et qui vérifie pour tout k-uplet d’entiers (ny,...,n;) € N*
read (tfm <o Wk) = f(nl, oo ,nk)

4.2.49 Lemme (Les fonctions primitives récursives sont représentables)
Soit un systeme P tel que P? = NOTATION ANONDEGENERATE A BIJECTIVE.
Si f est une fonction primitive récursive, alors f est représentable dans P.

Démonstration Par induction sur la “structure des fonctions primitives récursives” :
— constante 0 : On prend ¢y = 0. La vérification est une trivialité, il faut vérifier que readty = 0
(pour tout O-uplet). On utilise pour cela lemme 4.2.45.
— successeur : Soit s(n) = n + 1 la fonction successeur. On prend t; = S et on a bien :

read (tsm) =read (Sm) =readn+1=n+1=s(n)
d’apres le lemme 4.2.45 et la définition de la notation -.
— projections : Soit 7}*(n1,...,nm) = ng (1 < k < m) une fonction de projection. On prend
b = Axq:nat, ...,z : nat.z, on a bien :
read (tﬂznnﬁ o Ty) D> read g = T = (N, -2 )
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— composition : Soit f: N¥ = N, g1 : N™ = N, ..., g5 : N™ — N. Alors par hypothese d’induction il
existety, ty, ,. . .,tg, représentant ces fonctions. Soit h(ni,...,nm) = f(g1(n1, .. ), -, ge(n1, .., 7))
la composée de ces fonctions. On peut alors prendre

th = Axy:nat,...,xpy : natty (read (tg, x1 - T)) -+ (read (tg, 1 -+ Tm))
On a alors :

read ({71 -~ M) D read(ty (read (tg, M1 -+ ) -+ (read (tg, M1 -+ Tm)))
read (trgi(ni,....nm) -+ ge(n1, ..., 7))
f(gl(nl,...,nm),...,gk(nl,...,nm))

h(ni,...,nm)

— récursion primitive : Soit f: N¥ — N et g : N¥2 — N et soit & une solution des équations :

h(nl,...,nk,O) = f(nl,...,nk)
h(ni,...,ng,m~+1) = g(ny,...,ng, h(ng,...,ng,m),m)

Par hypothese d’induction, on obtient 'existence des représentants ¢y et t,. On construit le
représentant de h de la facon suivante :

th = Az :nat,...,z : natorec[nat] (Ar : nat.tg @y --- xp (readr)) (tpzq -+ xp)
Soient nq, ..., ni k entiers et m un entier. On a :
thmy -+ mpm > recnat] (Ar : nat.itymy - - Ty (read ) (tp 7y - ) ™

On montre par induction sur m que tj représente bien une solution des équations définissant A :
— m = 0, On doit montrer :

rec[nat] (\r : nat.tymy - -~ Tig (read 7)) (ty 71 -+ 7ig) 0 = f(na,...,ng)
Or, on peut utiliser rec-zero[nat] pour montrer :
Frec[nat] (Ar : nat.tymy --- T (readr)) (ty7aq - - Tg) 0 =nat tp g -+ g
Et donc comme on est dans un systéme non-dégénéré, on en déduit :
I read rec[nat] (A7 : nat.ty 7y - - - g (readr)) (ty 7y -+ ) 0 = read ty 7y -+ - g
Puis, comme t; représente f on montre bien :
readt;mg -+ g = f(n1,...,nk)

On en conclut donc bien que :

readtpmy -+ 1 0 = h(ng, ..., ng,0)
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— m =m/ + 1 : Par hypothése d’induction on a :

read (rec[nat] (Ar : nat.ty g - - T (read 1)) (ty 7y -~ i) m') = h(n,...,ng,m')

et on doit montrer que

read (rec[nat] (Ar : nat.ty 7y - - T (read r)) (ty iy -+ ) m/ + 1)

g(ni,...,ng, h(ny,...,ng,m’),m’)
Or, en utilisant rec-succ[nat], on montre bien (on a m/ +1 =S (m/)) :

F rec[nat] (Ar : nat.ty 7y --- Ty (readr)) (tf 7y - - T) m/ + 1

=nat tgM1 - g, (read (rec[nat] (Ar : nat.ty 7y - - - Ty (read 1)) (ty oy - - - 7ag) ™)) m’)

Or par conversion on en déduit :

- rec[nat] (tgm1 - M) (b g -+ M) M + 1 =nar tg0g -+ Mg h(n, ... ng, m/)m/

Puis en utilisant la non-dégénérescence du systeme on obtient :

reclnat] (tgmy -+~ g) (tpmy -+ mg)m/ + L = tgmy - A h(ng, ... ng,m') m/

En utilisant le fait que ¢, représente bien g et par conversion on en déduit :

read (rec[nat] (ty 1 -+ g) (tpmq -+~ ) m/ + 1) = g(na, ..., ng, h(na, ..., ng, m'),m’)

C’est-a-dire :

read (tpmy - mgm/ + 1) = h(ng, ..., ng,m + 1)

®

La définition suivante formalise la notion de récursivité comme une propriété de nos systémes.
Elle est donc paramétrée par un langage de programmation P qui joue un role analogue a celui des
automates finis dans la formalisation de la calculabilité pour les machines de Turing. Ainsi, dés que
P est un minimum expressif (c’est-a-dire deés qu’il est capable d’implémenter toutes les fonctions de
transition des machines de Turing), alors la récursivité au sens de P sera équivalente a celle des machines
de Turing.

On notera qu’on ne consideére que le cas des fonctions unaires : le cas n-aire pourrait se développer
de fagon similaire (on ne perd pas en généralité car le codage des paires d’entiers dans les entiers permet
de nous ramener au cas unaire).

4.2.50 Définition (Fonction récursive au sens de P)

Soit un systeme P tel que P? = NOTATION.

Une fonction numérique f: N — N est dite récursive au sens de P s’il existe un terme turing; tel que
Fp turing; : nat — nat — nat — nat et vérifiant :

Pour tout couple d’entiers n,m € N, il existe un entier k € N tel que read (turingf nmk)=1siet
seulement si f(n) = m.
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Bien siir avec une telle définition de la récursivité, on obtient “gratuitement” la récursivité au sens
de P pour toutes les fonctions représentables dans P :

4.2.51 Lemme (Représentable implique récursif)
Soit un systeme P tel que P* = NOTATION ANONDEGENERATE A BIJECTIVE.
Les foncions représentables dans P sont récursives au sens de P.

Démonstration On rappelle qu'une fonction f : N — N est représentable dans P s’il existe un terme
Fp ty : nat — nat tel que pour tout entier n, t;mf(n). On peut donc poser turingy = Anmk :
nat.comp (read (ty n))m (on notera que k n’est pas utilisé).

On a alors bien, d’apres le lemme 4.2.47, pour tout n et tout m, 'existence d’un entier k£ (n’importe
quel entier convient) tel que read (turing; mm k) = 1 si et seulement si f(n) = m (car turing, nmk =

©

comp (read (ty 7)) M = comp f(n) m).

4.2.52 Lemme

Soit un systéme P tel que P?* = NOTATION ANONDEGENERATE ABIJECTIVE et tel que P |=
WEAKLY-NORMALISING, alors pour toute fonction f : N — N, f est récursive au sens de P si et
seulement si elle est récursive au sens de Turing (il existe une machine de Turing qui implémente f).

Démonstration — = : Supposons f récursive au sens de P. Alors il existe un terme turing; typable
dans P. On peut implémenter f par une machine de Turing qui procede de la fagon suivante :
— Elle lit sur son ruban d’entrée un entier n,
— Pour chaque couple d’entiers (m, k) = (0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(0,2),... énumérés selon
une bijection N — N2 :
— Elle normalise * une représentation du terme read (turing ¥ nmk).
— Puis, elle teste si le résultat est convertible en 1 :
— Si c’est le cas, la machine écrit 7 sur son ruban de sortie et s’arréte.
— Sinon elle continue avec le prochain couple.
Alors le fait que P = WEAKLY-NORMALISING nous montre que ’étape de normalisation ter-
mine toujours et on en déduit donc que la machine s’arréte sur U'entrée n si et seulement il existe
k et m tels que read (turing; nm k) = 1. C’est-a-dire si et seulement si f(n) = m.

— <« : Soit Ty(n,m,k) la fonction qui retourne 1 si et seulement si la machine de Turing M,
lorsqu’elle démarre sur 'entrée n, s’arréte apres k étapes en inscrivant m sur son ruban de sortie.
On peut montrer (voir par exemple | ]) que Ty est une fonction primitive récursive.

Soit My une machine de Turing qui implémente f, puisque P permet de représenter toutes les
fonctions primitives récursives, on prend pour turing; un terme représentant Tjs,. On a bien qu’il
existe un entier k € N tel que read (turing; nm k) = 1 si et seulement si f(n) = m. ®

4.2.53 Définition (Prouvablement totale)
Soit P un systeme tel que P? = NOTATION. Une fonction f : N — N récursive au sens de P est dite
prouvablement totale dans un contexte I' si :

[ Fp2 Vo € N3y € N3k € Nturing; xy kb =nar 1

4. En employant une stratégie de réduction en appel par nom au cas ou la conjecture 1.1.2 est fausse.
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4.2.54 Lemme (Prouvablement inductive implique prouvablement totale)

Soit un systéme P tel que P? = NOTATION ANONDEGENERATE A BIJECTIVE,

et soit f : N — N une fonction représentée par un terme ty.

Si ' Fp2 Vo € Ni(tyx) € N, alors la fonction f est prouvablement totale dans P? (sous le contexte
vide).

Démonstration On a vu au lemme 4.2.51 que le terme turing; = Anmk : nat.comp (read (ty n))m est
un témoin de la récursivité de f. Il faut alors montrer que le séquent suivant est prouvable :

[ Fp2 Vo € N3y € N3k € N.turing; vy kb =nar 1
C’est a dire par conversion, que :
I' Fp2 Vo € N.3y € N.3k € N.comp (read (tf z)) y =nat 1

Soit  de type nat vérifiant € N. On prend comme témoin pour y le terme (read (tfx)), on montre
alors que (read (t7x)) € N grace a I'hypothese I' Fp2 Vo € N.(tf 2) € N appliquée a = et H ; puis grace
au lemme 4.2.38. On peut prendre n’importe quel témoin pour k a condition qu’il vérifie le prédicat
_ € N car k n’apparait pas dans la conclusion (donc & = 0 convient). Reste donc & montrer que
comp (read (tf x)) (read (tf «)) =nat 1. On utilise pour cela le lemme 4.2.46. ©)

Dans la section précédente nous avons vu que les fonctions représentables des systemes qui contiennent
F?2 sont prouvablement inductives. On en déduit donc :

4.2.55 Lemme (Représentable implique prouvablement totale)
Supposons F2 C P? tel que P? = NONDEGENERATE ABIJECTIVE. Si f : N — N est représentée
par un terme ty de P, alors f est prouvablement totale dans tout contexte I' tel que I' - ext_nat.

Démonstration On a Fp ¢y : nat — nat. Donc d’apres le lemme 4.2.36, on en déduit que I' Fp2 Vo €
N.(tyz) € N. Et donc d’apres le lemme précédent, on en déduit que f est prouvablement totale dans
T ©

Le théoréme suivant montre que les fonctions prouvablement totales sont représentables :

4.2.56 Théoréme (Prouvablement totale implique représentable)

Soit P? tel que P* = NOTATION ANONDEGENERATE A BLJECTIVE. Soit T' un contexte de P?
uniformément auto-réalisé, clos au second niveau et non-dégénéré tel que I' 2 datatype.

Si f : N —= N est prouvablement totale dans I', alors f est représentable.

Démonstration Puisque f est prouvablement totale dans I', on a :
[ Fp2 Vo € N3y € N.3k € N.turing; vy kb =nar 1

D’apres le lemme 4.2.30, on en déduit que il existe deux termes t; et to tels que Fp t1 : nat — nat,
Fp to i nat — nat et :

[hpe Vo €N (t1 ) € NA (tar) € NAturingy x (11 %) (12 2) =nat 1
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Montrons que ¢; représente f. Soit n un entier, il faut montrer que read (t;7) = f(n). Onatp2n €N
(lemme 3.2.6), on en déduit donc que

[ Fp2 turing ;7 (t17) (t270) =nat 1
De plus, on a, d’apres le lemme 4.2.38 et le fait que (t17) € Net (t27m) € N :
'ty 0 =nat read (t1 churchn) et T' F to T =4t read (to churchn)

On en déduit :
' Fp2 turing ;7 (read (11 7)) (read (t272)) =nat 1

La non-dégénérescence du contexte montre alors que :
read (turing; 7 (read (t; 7)) (read (t2m)) = 1

Enfin, par surjectivité du systéme on en déduit qu’il existe k1 et ko tels que read (t1m) = ky et
read (to 1) = ko et donc :
read (turing; mky k2) =1

Et par définition de turing; on en déduit que f(n) = k1 et donc que read (t1 1) = f(n). ©)

Voici I’énoncé du théoreme de représentation de Jean-Yves Girard tel qu’on le trouve dans Proofs
and Types | ] :

4.2.57 Théoréme (Théoréme de représentation de Jean-Yves Girard | D
Les fonctions représentables de F sont exactement les fonctions prouvablement totales dans ’arithmé-
tique de Peano du second-ordre PA,.

Pour y parvenir, il commence par prouver le résultat pour 'arithmétique de Heyting HA5 du
second-ordre qui est similaire a I'arithmétique de Peano, a ’exception de la possibilité de prouver le
tiers-exclu. Une fois le résultat obtenu pour HA5, Jean-Yves Girard montre que ’ajout du tiers-exclu
ne change pas les fonctions prouvablement totales. Il utilise pour cela les traductions standards de la
logique classique dans la logique intuitionniste .

Les axiomes de I’arithmétique sont nécessaires afin de développer les codages des machines de Turing
suffisant a énoncer la “prouvabilité totale”. Comme nous avons pu le voir, dans notre cadre, toute la
puissance de I'arithmétique n’est pas nécessaire puisque les individus sont suffisamment expressifs pour
pouvoir exprimer cette propriété.

Nous généralisons donc le résultat de Girard selon deux axes :

— Notre théoréme peut étre appliqué & tous les systémes qui contiennent F? (c’est-a-dire qui repré-

sentent les entiers selon I'encodage imprédicatif),

— I1 peut étre utilisé avec n’importe quelle théorie a condition qu’elle vérifie les conditions du
théoréme : cela signifie que 'on peut ajouter a HA n’importe quel axiome uniformément auto-
réalisé (mais il faudra toutefois prouver que ces ajouts n’ont pas pour conséquence la perte de
non-dégénérescence).

5. Nous n’aborderons pas ce sujet dans cette theése, mais il pourrait étre intéressant d’essayer de porter ces traductions
dans notre contexte ; ce qui ne semble pas étre une mince affaire puisqu’il faut montrer qu’elles se comportent bien vis-a-vis
des produits dépendants.
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Le théoreme de représentation s’énonce donc de la fagon suivante :

4.2.58 Théoréme (Théoréme de représentation)

Soit P tel que F> C P? et P? = BIJECTIVE. Et soit T un contexte de P? uniformément auto-réalisé,
clos au second niveau et non-dégénéré tel que I' Fp2 ext_nat.

Alors, f: N — N est prouvablement totale dans I' si et seulement si f est représentable.

Démonstration Le sens direct est démontré par le lemme précédent et le lemme 4.2.55 prouve la
réciproque. ©

En particulier, on obtient :

4.2.59 Lemme

Pour P = F, Fn, Fo ou CC, si on suppose que le contexte I' = Ax : ext_nat est non-dégénéré.

Alors, f : N — N est prouvablement totale dans P? sous le contexte T' si et seulement si f est repré-
sentable.

Ce résultat n’est pas nouveau : Jean-Yves Girard avait déja étendu ses résultats pour F a F
(mentionné dans l'annexe de | ]). De plus, nous avons constaté que les fonctions représentables de
CC sont les mémes que celles de F,, (lemme 1.1.22). Ce qui est original ici, c’est de fournir un cadre
général dans lequel ces résultats sont des instances d’'un méme théoreme.

4.3 Le cas des systemes utilisant les inductifs

Dans cette section, nous allons chercher a appliquer les résultats de la section précédente. Dans
un premier temps, nous allons voir sur des exemples comment les transformations de réalisabilité se
comportent en présence d’inductifs ; nous admettrons donc dans un premier temps que le théoréme 4.1.8
s’étend aux inductifs. Ce sera dans la section 4.3.3 que nous verrons formellement comment étendre la
transformation - — -2 aux inductifs, puis nous esquisserons la preuve du théoréme 4.1.8.

4.3.1 Introduction par ’exemple : le cas de T

Nous rappelons que le systeme 7 est le CTSI défini par les spécifications du A-calcul simplement
typé A auquel on ajouta les trois inductifs présentés ci-dessous dans la syntaxe de CoQ (voir page 127).

Inductive nat : Set :=
| zero : nat
| succ : nat— nat.

Inductive bool : Set :=
| true : bool
| false : bool.

Inductive prod (a B : Set) : Set :=
| pair : a— fB— prod a f.
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Afin que le lecteur puisse “tester” les exemples donnés avec la syntaxe de COQ, nous ne distinguerons
pas les applications des parameétres des inductifs de 'application usuelle des fonctions. Ainsi, dans
Pexemple ci-dessus le sous-terme prod « [ représente le terme prod[c, 5] de 7. De méme, la sorte Set
des exemples en COQ désignera la sorte x de 7. Par ailleurs, on rappelle que I’on emploiera la notation
o x 7 pour désigner prod|o, 7].

Nous allons maintenant décrire la logique engendrée & partir de 7 de fagon informelle; elle sera
notée T2. La définition générale sera donnée dans la section suivante : elle sera définie comme un CTSI
dont les sortes, les axiomes et les régles sont les mémes que le systéme A2 :

Sy = { *, L, (*-|7 [D] }
{ 0). (%], 18]) }
Ry = {(*7 *, *)7 (’—*-Iv [*—‘7 (*-l)’ (*7 [*—‘7 [*-l) }

Dans les exemples illustrés avec la syntaxe de COQ, la sorte [*]| sera représentée par la sorte Prop. En
effet, le systéme A2 se plonge dans CIC via le morphisme suivant :

b
9
I

* — Set [x] — Prop O — Type [O] — Type

Comme on peut l'observer, les sortes O et [J] sont envoyées vers la méme sorte de CIC. On notera
toute fois que I'on ne perd pas beaucoup d’information puisque le seul habitant de O (resp. [O]) est %
(resp. [x]); il est donc aisé, étant données I'image d’un terme par ce morphisme, de retrouver le terme
de départ.

La logique sous-jacente au systéme A2 est une logique du premier-ordre avec :

— Une quantification sur les individus dont le type vit dans % (régle : (x, [x], [*])),

— Ainsi que la possibilité de former I'implication entre deux formules (regle : ([x], [*], [*]))-

Néanmoins, cette logique est aussi peu expressive que A I’est en tant que langage de programmation.
En effet, tout comme dans ), les seuls habitants clos des sortes sont des sortes dans A% : il n’y a pas
d’atomes pour former les formules et les types. C’est pourquoi 7 est une extension intéressante de A
dans la mesure ou elle fournit deux types de bases (nat et bool) qui permettent de construire des
types clos et de représenter les données. Ainsi, dans 72, ce seront les inductifs qui fourniront les atomes
logiques.

Inductifs autorisés dans 72. Les inductifs autorisés dans 72 seront définis comme les inductifs
qui, lorsqu’on leur applique la fonction de projection |-], donnent la définition d’un des trois inductifs
de T (modulo renommage du nom de l'inductif et des constructeurs).

Par exemple I'inductif suivant, qui nous servira a implémenter la notation pour I’arithmétique x € N,
se projette bien vers I'inductif nat.

Inductive nat_ind : nat — Prop :=
| zero_ind : nat_ind =zero
| succ_ind : forall y:nat, nat_ind y— nat_ind (succ y).

En effet, on a :
— |nat — prop| = |prop| = set : nat est effacé car c’est un terme de premier niveau,
— |nat_ind zero| = [nat_ind| : zero est effacé car il est également de premier niveau.
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— |Vy : nat.nat_indy — nat_ind (Sy)| = |nat_ind] — [nat_ind] : car Vy : nat est une quantification
de premier niveau et nat_indy et nat_ind (Sy) sont des sous-termes de premier niveau.
On étendra donc la fonction de projection aux noms des inductifs et des constructeurs en prenant
I'inductif du systeme de départ vers lequel ils se projettent. Par exemple, on a aura ici :

|nat_ind] = nat
|zero_ind] = zero
|succ_ind| = succ

De toute évidence, nat_ind n’est pas le seul inductif qui se projette sur nat. Comme par exemple le
prédicat “étre pair” suivant :

Inductive even : nat — Prop :=
| zero_even : nat_ind zero
| succ_even : forall y:nat, even y—

even (succ (succ y)).

On a |even| = nat. Nous verrons que tout comme dans le cas sans inductif, la fonction de projection
permet d’obtenir le type des réalisateurs des formules. On voit ainsi que le prédicat “étre pair” est
réalisé par un entier £ dont on devine qu’il témoignera de la parité de 2k.

La transformation de réalisabilité peut étre également appliquée aux inductifs avec parameétres,
comme par exemple :

Inductive and (X Y : Prop) : Prop :=
| conj : X— Y— and X Y.

Cet inductif permet d’encoder le connecteur logique de la conjonction. Dans notre syntaxe, il est donné
par la déclaration suivante :

Ind(X : [%],Y : [%],and: [*],conj: X =Y — and[X,Y])

et on notera P A @ le terme and[P, Q]. On constate alors |and]| = prod, c’est-a-dire que les conjonctions
sont réalisées par des produits cartésiens.

On peut également étendre la fonction de soulévement aux inductifs du systéme de départ, en
appliquant la fonction [-] & chacun des constructeurs de I'inductif, aux parametres et a larité. Ainsi la
projection demeure une rétraction du souléevement (|[A]] = A).

Par exemple, on définit [nat] par l'inductif suivant :

Inductive [nat]| : [Set] :=
| [zero]| : [nat]
| [succ] : [nat]— [nat].

ou [set] = prop.

Elimination autorisée dans 72. Dans le paragraphe précédent, nous avons décrit les inductifs que
I'on pouvait utiliser dans 72 et nous avons vu comment étendre la fonction de projection et la fonction
de souléevement aux définitions inductives. Il nous reste a voir comment se comporte ’élimination des
inductifs pour avoir complétement illustré 72.
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Le role de la fonction de projection est d’effacer les sous-termes de premier niveau pour pouvoir
ensuite se propager au travers de la construction case. Il est donc primordial que ’on ne puisse pas
détruire d’objet du premier niveau afin de construire un objet du second niveau. En effet, la fonction
de projection serait alors dans I'impossibilité de “choisir une branche” de I’élimination.

Ainsi la fonction ci-dessous doit étre rejetée par le systeme :

Fixpoint f (n : nat) : [nat]| :=
match n with
| zero = zero_ind
| succ p = succ_ind (f p)
end.

Si cette définition était autorisée la fonction de projection effacerait la variable n et ne saurait pas
quelle branche garder pour calculer | f]. C’est pourquoi 'ensemble £p2 est défini ainsi :

Epz = Ep U{(I, [T € Tpa, WI(I) = 2,(|1),5) € Ep }

ou le niveau d’un inductif (noté 1vl(I)) est donné par le niveau de son arité. On peut paraphraser cette
idée de la fagon suivante :
Il est autorisé de détruire un inductif I de second niveau pour fabriquer un objet dont le
type est de sorte s si et seulement si on peut détruire l'inductif |I| de premier niveau pour
fabriquer un objet dont le type est de sorte [s].

Le systéeme 71t. Le systeme 72 engendré par 7 ne contient pas suffisamment d’inductifs pour
pouvoir engendrer tous les atomes nécessaires pour avoir un systeme de notations pour 'arithmétique.
En effet, il manque :

— Un type vide pour typer les réalisateurs® de L,

— Un type a un élément pour typer les réalisateurs des égalités,

— Un type opérateur pour encapsuler les types afin de réaliser les connecteurs existentiels.

On rajoute donc & 72 les trois inductifs suivants :

Inductive empty : Set :=.
Inductive unit : Set :=
| tt : unit.
Inductive box (a : Set) : Set :=
| close : a— box «.

Dans notre syntaxe il sont donnés par les déclarations suivantes :
— Ind(empty : %)
— Ind(unit : *, tt : unit)
— Ind(a: x,box : x,close : @« — box[a])
On appelle 7T le systéme ainsi obtenu.
On peut montrer que ces trois inductifs ne rajoutent pas de réel pouvoir calculatoire au systéme

T :

6. Il n’y en aucun, mais il leur faut tout de méme un type.
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4.3.1 Lemme
Pour toute fonction f: N — N,

f N — N est représentable dans T si et seulement si elle est représentable dans T .

Démonstration (Esquisse) Le sens direct est trivial puisque 7 C 7 1. Pour montrer la réciproque
nous allons définir une transformation des termes de 71 dans ceux de 7 qui préserve la réduction.
On peut montrer facilement que les types de 7+ sont générés par la grammaire suivante :

g, T

:= nat

bool

unit

(7
oXT

|
|
| empty
|
|
| o—rT

Et on peut les envoyer vers les types clos de 7 par la transformation inductive suivante :

[nat|
|bool
lunit|

lempty|
Nl
lo x 7|

lo — 7|

Pour la transformation des termes, le seul cas

= nat

bool

nat

nat

= T

o] X |7]

= o] = I7|

délicat est celui de D’élimination sur l'inductif vide.

Elle nécessite en effet de trouver un habitant de n’importe quel type pour remplacer 1’élimination ;
heureusement les types de T ont la propriété appréciable d’étre tous habités. Etant donné un type clos
7 de T, on définit un habitant canonique 7™ de 7 de la fagon suivante :

nat®* = zero
bool* = true
(o xT)* = pairlo,7]o" 7"
(c—=>1)" = Xx:o7"

On montre alors facilement que si - 7 : % alors - 7% : 7.
On peut maintenant définir la transformation sur les termes (le seul cas non-trivial est le cas de la
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traduction des éliminations sur empty) :
4]
(M N)|
| Az : 7. M|
[tt]
|close[7]]
|pair[o, 7]|
| caseynit (M, A_: unit.7, N)|
| casepox (M, T, A\_: (7)).0, A\x : 7.N)|
| caseempty (M, A_: empty.T)|
| casepool (M, A\_: bool.7, N1, Na)|
| casenat(M, A_: nat.7, N1, Ap : nat.Ny)|

A pour A = true,false, zero, succ

(1M] V)

Az ||| M|
zero

Ar :T.x
pairf|a], |7|]

[N

Az : 7.|N|) | M|
7"

casepool (| M|, A_: bool.|7], | N1]|, | Nal)]
casenat(| M|, A_: nat.|7|, | V1|, Ap : nat.|Na|)|

| caseprod (M, 71, T2, A_: prod[Ty, T2].0, Ax1 : 71,22 : T2.N)| =

caseprod (| M|, |11], |T2], A_: prod[| 71, [T2[].|o|, Az1 : |71, 22 ¢ [T2].|IN])

On peut alors vérifier que si F7++ M : 7 : x, alors b7 |M] : |7] et que M > M’ implique |M| > |M’|.
Soit un terme F++ ty : nat — nat qui représente f dans 7+ alors on en déduit bien que le terme
|t7| représente également f dans T car f(n) = (t;7n) = (|tf| 7). ©)

Ainsi dans le systeme T++2, on peut utiliser les inductifs pour représenter ’absurdité logique,
I’égalité de Leibniz et le connecteur existentiel. On utilise pour cela les inductifs suivants :

Inductive False Prop :=
Inductive eq (« Set) (x : ) a— Prop :=
| refl eq a X X.
Inductive exists (a Set) (P a— Prop) Prop :=

| ex_intro forall x:a, P x—ex a P.

Dans notre syntaxe, ces inductifs sont représentés par les déclarations suivantes :
— Ind(False : [x]),
— Ind(a:x,z:a,eq:a— [x|,refl : eqlo, 2] ),
— Ind(a: %, P:a — [*],exists : [*],ex_intro : Vx : o, Px — exists|c, P)).

Ce sont bien des inductifs de 7++? car :

| False

]
leqfa, «]]
|exists|a, P]| =

= empty

= unit

(LD

On notera L le terme False, M =; N le terme eq[r, M| N, et 3z : 7.P le terme exists[a, Az : 7.P].

On peut donc représenter dans T++2 toutes les notations réquises pour le munir d’un systéme de
notations pour 'arithmétique :
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nat est défini par 'inductif nat décrit page 246.

S et 0 sont donnés par les constructeurs de 1'inductif nat.

Le produit cartésien o x 7 est une notation pour l'inductif prod o, 7 décrit page 246.
pair[o, 7] est le constructeur conjlo, 7] de I'inductif précédent.

Les projections proj![o, 7] et proj?[o, 7] sont implémentées par les deux fonctions suivantes :

fun c:0 X7 = match ¢ return ¢ with pair x y =
X end

fun c:0 X7 = match ¢ return 7 with pair x y =
y end

(7) est donné par I'inductif box décrit page 249.
close[T] est donné par le constructeur close[r| de I'inductif précédent.
open[7] est donné par la fonction suivante :

fun c:(7) = match c return 7 with close x = x
end

rec[r] est donné par la fonction suivante :

fun f : 79 nat— 7, x T =
fix g (n : nat) : nat =
match n with
| zero = x
| succ p = f (g p) p
end

1 est défini par [empty]| décrit page 251.

P A Q est défini par inductif and[P, Q] décrit page 248.

M =, N est défini par 'inductif eq[7] M N décrit page 251.

M € N est défini par 'inductif nat_ind M décrit page 247.

Jz : 7.P est défini par 'inductif exists[r, \z : 7.P] décrit page 251.

FIGURE 4.1 — Systéme de notations pour 'arithmétique dans T2 (premiere partie)
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elim | [P, 7] est donné par le terme suivant :
match m return P with end.

introp [P, Q, 71, m2] est donné par le constructeur de l'inductif and[P, Q).
elim-gauche, [P, Q, 71| et elim-droite,[P, @, w] sont donnés par les deux termes :

match 7 return P with conj x y = x
match 7 return Q with conj xy =y

introg[T, z, P, M, 7| par le constructeur de 'inductif exist[r, Az : 7.P].
elimg[r,z, P, h,Q, 7, 0] est donné par le terme suivant :

matchp m return Q return
| ex_intro x h = p
end.

intro-zeroy et intro-succy[M, 7] sont donnés par les constructeurs de l'inductif nat_ind.
inductiony(x, P, m, N, w1, m2] est donné par le terme suivant :

(fix £ (x : mnat) (h : nat_ind x) : P :=
match h in nat_ind x return P with
| zero = w9
| succ x h = m
end) N «

intro=[M, 7] est donné par le constructeur de I'inductif eq.
elim_[7,z, P, 7, o] est donné par le terme suivant :

match 7 in eq _ _ x return P with
| refl = o
end .

Enfin, les termes open-close[r], pair-proj[o, 7], pair-proj?[o, 7], rec-succ|[r], et rec-zero[r]
sont donnés par les “identités” respectives suivantes :

fun x:7 = refl 7 x

fun (x:0) (y:7) = refl o x

fun (x:0) (y:7) = refl 7y

fun (f : 7= nat— 7) (x : 7) (n : nat) (h : nat_ind
n) = refl 7 (f (rec[r] £ x n) n)

fun (f : 7w nat— 7) (x : 7) = refl 7 x

Ces termes de preuves sont tous des projections de la preuve de la réflexivité car dans ce
systeme les programmes, dont on veut prouver 1’égalité, sont convertibles. On notera en
particulier que le terme pour rec-succ|[r] n’a pas besoin d’utiliser le principe d’induction
nat_indn (alors qu’il était nécessaire dans F?).

FIGURE 4.2 — Systeéme de notations pour 'arithmétique dans T2 (seconde partie)
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4.3.2 Lemme

T++% = NOTATION A NOTATION-REALIZABILITY

Démonstration

— NOTATION : les différents connecteurs sont donnés par la figure 4.1 et les régles d’introduction
et d’élimination par la figure 4.2.

— NOTATION-REALIZABILITY : on vérifie bien :
= [prop] = [[*]] = * = set,
— | N € N] = |nat_ind M| = nat,
- [PAQ] = [and[P,Q]] = conj[| P],|Q]] = | P] x |Q],
— |3z : 7.P] = |exists[T, \x : 7.P]| = box[| P|] = (| P])- ©)

Reéalisabilité en présence d’inductifs. La transformation de réalisabilité s’adapte aisément aux
inductifs. Pour appliquer la tranformation de réalisabilité a un inductif, il suffit de 'appliquer a ’arité
et a chacun des constructeurs. Ainsi si

Ind(mp, 1:A, ﬁk)

est une définition inductive de second niveau (c-a-d. Ivl(A) = 2), alors l'inductif de nom Ir et de
constructeurs ci g, ..., cpp défini par la déclaration

k
Ind(|z: Q' |, Ir : I)[Z7) IF A,cr - c)[Z7] F C )
est un inductif de second niveau bien formé qui a les mémes réalisateurs que I :
1] = [Ir]

Nous donnons quelques exemples de cette transformation :
L’inductif even, vu précédemment dans la syntaxe de COQ, se présente dans notre systeme de la
fagon suivante :

Ind(even : nat — Prop,
Zero_even : even zero

succ_even : Yy : nat.eveny — even (succ (succy)))

Nous avons déja remarqué que les réalisateurs de ce prédicat sont de type |even| = nat. Voyons
maintenant ce que signifie la formule r IF eveny en appliquant la transformation de réalisabilité a
I'inductif even :

Ind(eveng : even |- nat — [x],
zero_evengp, : zero - (even zero),

succ_evenp, : succ |- (Vy : nat.eveny — even (succ (succy))))
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en dépliant la notation de réalisabilité dans les types des constructeurs et dans ’arité on obtient :

Ind(eveng : Vn : nat.evenn — []
Zero_evenp : eVenp zero zero

succ_evenp : Vyr : nat.eveng ry — evenp (succr) (succ (succy)))

C’est-a-dire dans la syntaxe de CoQ :

Inductive even_R : forall n, even n— Prop :=
| zero_even R : even R zero =zero
| succ_even_R : forall y:nat, r : nat, even R r y—

even_R (succ r) (succ (succ y)).

On peut alors montrer que si r I even z alors r est égal a la moitié de x :
}—THQ Vrr:nat,evenprx — 2% 7 =pat &
On en déduit donc que le prédicat even est honnéte :

briy2 Vo :nat,evengraz — evenx

. N p . . . .
La liste des parameétre x : (f_) est traduite comme un contexte. Par exemple, en traduisant I'inductif
and, on obtient :

Ind( X:%Xp:X — [*],

Y% Xp:Y — [¥],

andp : X XY — [%],

conjp: Vo : X, Xpz — Vy: Y, Yry — andg (pair[ X, Y]z y))

C’est-a-dire dans la syntaxe de COQ :
Inductive and_R (X : Set) (X_R : X— Prop)
(Y : Set) (Y_R : Y= Prop) : pair X Y— Prop :=

| conj_R : forall x : X, X_R x—

forall y : Y, Y_R y—

and_R (pair X Y x y).

On voit alors qu’une paire (z,y) réalise une conjonction P A @ si et seulement si x réalise P et y réalise
Q:
4.3.3 Lemme
SiT'H P :prop et ' Q : prop, alors
S Thgee Ve [P x Qe PAQ = (profl[LP), Q] ¢) I P A (proi?[ [P, [Q]] o) IF Q)
- Tk 2 Vo [PlazlFP—=Vy: |QlylFQ— (pair[ [P, [Q]]zy) IF PAQ

Démonstration — La preuve s’effectue en détruisant 'inductif ¢ IF P A Q et montre que c est de
la forme pair[| P|, |Q|] zy avec z IF P et y IF Q. Puis par les réductions

proj' [[P], [Q]] (pair[[P]. |Q]lzy) = a et prof’[|P], Q] (pair[[P], [Q]xy) =y

on se rameéne a montrer x I P et y IF @ ; ce que 'on a par hypothese.

255



4. REALISABILITE

— On utilise pour cela le constructeur conjp pour conclure directement. ©)

De facon analogue et sans plus de difficulté, on peut démontrer I’équivalent du lemme précédent
pour le connecteur existentiel.

4.3.4 Lemme

Sil,z:7F P : prop, alors
- Tk Ve ([Pl)r F (32 :7.P)  — 3z :7.(open[|P]]7) IF P
-ThreVoirmr: [Plri-P —  (close[| P[]r) -3z :7.P

On peut également appliquer la transformation de réalisabilité aux termes de premier niveau, a
condition de leur appliquer la fonction de soulévement au préalable (la transformation de paramétricité
dans notre prochain chapitre).

Par exemple, on peut appliquer la transformation de réalisabilité a l'inductif [nat] que 'on a pré-
cédemment vu avec la syntaxe de CoQ. Cet inductif est défini par la déclaration suivante :

Ind([nat] : [x]|, [zero] : [nat], [succ] : [nat] — [nat])
Si on lui applique la transformation de réalisabilité, on obtient I'inductif nat_ind :
Ind([nat]y : nat — [%], [zero|g : [nat]p zero, [succ|y : Vy : nat.[nat]| ¥y — [nat]p (succy))

Ainsi on observe que la notation = € N signifie que = appartient aux réalisateurs de [nat].

On applique une seconde fois la transformation de réalisabilité afin d’obtenir la relation z I+
(y I [nat]) que l'on a noté = ~,, y dans la section précédente. Ainsi, ces trois notations désignent
trois formules syntaxiquement égales :

zl-(ylF [nat]) = zlhkyeN = z~,_vy

L’inductif généré est le suivant :

Inductive nat_param : nat— nat— Prop :=
| zero_nat_param : nat_param zero zero
| succ_nat_param : forall y y’ : nat, nat_param y y’—

nat_param (succ y) (succ y’).
On peut montrer le lemme suivant :

4.3.5 Lemme
On a b2 datatype, c’est-a-dire :

Frpiz Voyinate ~ Yy € @ =nat yAz €N

Démonstration — = : On procede en utilisant le principe d’induction associée a I’hypothése x ~
y pour se ramener a démontrer les trivialités suivantes :
- 0=ht 0ND €N,
~VYyy nat,y =pa ¥ Ay €N —  Sy=p.Sy A (Sy) eN.
— <« : On utilise pour cela le principe d’induction associé a x € N qui nous rameéne a démontrer
exactement le type des constructeurs de nat_param. ©)
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On constate ici un avantage majeur de la représentation des entiers par les types inductifs : il n’est
pas nécessaire d’admettre des axiomes pour déduire la propriété datatype qui est une des hypotheses
du théoreme de représentation 4.2.58.

Une des conséquences du lemme précédent est que le prédicat x € N est honnéte et auto-réalisé.
Plus généralement, on démontre sans difficulté le lemme suivant :

4.3.6 Lemme
Le systéme TH2 est adéquat pour la réalisabilité :

T++? & REALIZABILITY

Si on admet que le théoreme d’adéquation de la réalisabilité 4.1.8 s’étend au CTSI (on rappelle
qu’on verra une esquisse de sa démonstration dans la sous-section suivante), alors on peut démontrer
le théoréme 4.2.30 pour les CTSI (sans changer son énoncé) ainsi que les quatres lemmes et théorémes
ci-dessous. Les preuves sont similaires a ceci pres qu’il n’est pas nécessaire de supposer datatype puisque
nous avons vu qu’il est prouvable dans T++2. On notera que le lemme 4.3.7 et le théoréme 4.3.9 ne
nécessitent pas de disposer de I'ensemble du systéme de notations ce qui implique qu’ils sont vrais pour
tous les systémes qui contiennent 7 (et non 771).

4.3.7 Lemme
Supposons T2 C P?. Si

n fois

Fp2 t:nat — --- — nat — nat

alors t est prouvablement inductif dans P? (sous le contexte vide).

4.3.8 Lemme (Représentable implique prouvablement totale)
Supposons T+ C P2 tel que P2 = NONDEGENERATE ABIJECTIVE. Si f : N — N est représentée

par un terme ty de P, alors f est prouvablement totale dans P? (sous le contexte vide).

4.3.9 Théoréme (Programmation par preuve)

Soit P tel que T2 C P2

Soit I' un contexte uniformément auto-réalisé clos au second niveau.

OnalbFp2Vry €N, ..z, € N(tay... x,) €N, si et seulement il existe un terme p tel que

Fpp:inat— ... —nat e TDIbpVeieN ... z,eN(tar...2,) =nat (Px1... Tp)

4.3.10 Théoréme (Théoréme de représentation)

Soit P tel que T+° C P? et P? = BIJECTIVE. Et soit T' un contexte de P? uniformément auto-
réalisé, clos au second niveau et non-dégénéré tel que I' Fp2 ext_nat.

Alors, f: N — N est prouvablement totale dans I' si et seulement si f est représentable.

Nous discuterons d’'une application du théoreme 4.3.9 dans la sous-section suivante.

Le théoréme de représentation semble particulierement intéressant lorsqu’on I’applique aux systemes
qui sont entre 7 et I\. A savoir les systémes obtenus en ajoutant de nouveaux inductifs & 7. En effet,
chaque définition inductive autorisée dans P O T augmente (pas toujours strictement) le pouvoir
expressif de P2.
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Ainsi, on note T le systéme obtenu en ajoutant & 71 I'inductif ci-dessous, déja vu page 131, qui
permet de représenter des ordinaux strictement plus grands que gq :

Ind (ordfbrouwer : Set, zero_brouwer : ord_brouwer,
succ_brouwer : ord_brouwer — ord_brouwer,
sup_brouwer : (nat — ord_brouwer) — ord_brouwer )

Alors le prédicat de (7g)? suivant
Az : ord_brouwer .z |- [ord_brouwer|

nous donne acces & un principe d’induction transfini qui dépasse 'ordinal &.

La terminaison des suites de Goodstein dans 752, Le théoréme d’incomplétude de Godel affirme
qu’une théorie qui contient I'arithmétique ne peut pas prouver sa propre cohérence. Ainsi, si on admet
la cohérence de 'arithmétique, le théoreme d’incomplétude prouve l'existence d’une formule “vraie”
et non prouvable. Par la suite, d’autres énoncés indépendants de I'arithmétique ont été étudiés; nous
allons discuter dans ce paragraphe de I'un d’entre eux : la terminaison des suites de Goodstein. L’énoncé
de la terminaison des suites de Goodstein est souvent informellement présenté comme étant de nature
plus arithmétique que 1’énoncé de la cohérence d’une théorie. Il a ainsi pu étre utilisé pour illustrer le
fait qu’il existait des énoncés “vrais” et non démontrables en dehors des énoncés “purement logiques”;
c’est-a-dire que 'incomplétude toucherait également les énoncés des “vraies mathématiques”.

Les suites de Goodstein sont définies de la fagon suivante : étant donné un entier m € N, on définit

la suite ¢ (0),. .., gm(n), ... par les équations suivantes :
gm(0) = m
gm(n+1) = Gul(gm(n))

ou Gy : N — N est une fonction primitive récursive obtenue de la facon suivante : soit n € N, on effectue
la décomposition héréditaire en base b de n; c’est-a-dire en décomposant ’entier n en base b, puis en
décomposant en base b les exposants de la décomposition précédente, puis en décomposant en base b
les exposants de la décomposition en base b des exposants des exposants, etc... Par exemple, 'entier
59780 se décompose héréditairement en base 3 de la facon suivante :

59780 = 310 4+ 36 1 9 — g3+l 4 32x3 | 9

Gy(n) est alors obtenu en remplagant tous les b par b + 1 dans la décomposition héréditaire, puis en
soustrayant 1. Ainsi : ,
G3(59780) = 44T 4 4%%4 12 1 = 17179934721

Le théoreme de Goodstein | |, affirme que pour tout entier m la suite g, est ultimement
constante égale a 0. L’auteur démontre que la suite atteint 0 grace a une induction ordinale jusqu’a .
L’énnoncé de ce théoréme peut s’exprimer dans tout systeme muni de notations pour 'arithmétique
par la formule suivante :
VYm e N.dn e Ngmn =pat 0

ou g désigne un terme qui représente la fonction g : N x N — N.
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Plus tard, Laurie Kirby et Jeff Paris ont démontré | ] que le théoréeme de Goodstein était
indépendant de PA. On peut en déduire qu’il n’existe pas de terme de T qui représente la fonction qui
a m associe l'entier n tel que g,,(n) = 0. On en déduit donc que :

4.3.11 Lemme

Vrer2 Vm € N3n € Ngmn =nar 0

Un exercice intéressant pourrait étre celui de formaliser dans To? une preuve de Vm € N.3n €
N.gmmn =nat 0. Cela permettrait d’obtenir par extraction un terme de 7¢ qui représente une fonction
qui n’est pas représentable dans 7. On pourrait alors en déduire que le systéme 7o? n’est pas une
extension conservative de 772.

4.3.2 Programmation par preuve dans les systémes qui contiennent 7

Le théoreme 4.3.9 implique que la méthodologie de programmation expliquée dans la section pré-
cédente peut étre étendue aux systémes qui contiennent 7, c’est-a-dire aux systémes qui utilisent les
inductifs pour représenter leurs données.

Dans ce paragraphe, nous allons voir que 'on peut utiliser le systeme d’extraction de CoQ pour
mettre en ceuvre ce paradigme. Pour cela, il faut aller a rebours de la philosophie de I'extraction de
CoQ. En effet, le principe de la “programmation par preuve” consiste a placer le contenu calculatoire
non pas dans les programmes mais dans les preuves ; tandis que dans le systeme Co0Q, c’est I'inverse qui
est encouragé : le role du mécanisme d’extraction est d’épurer les programmes de tout contenu logique.

Ainsi, lastuce est d’inverser le role de Prop et Set : nous allons utiliser Set pour typer les formules
et Prop pour typer les types des programmes. Nous observerons donc 72 au travers du morphisme
suivant :

* +— Prop
[x] +— Set

O ~— Type

[O] = Type

En guise d’illustration, nous allons maintenant décrire une session CoQ dans laquelle nous utiliserons
CoQ pour programmer avec les preuves. On commence avec les définitions suivantes :

Inductive nat : Prop :=
| 0 : nat
| S : nat— nat.

Inductive ind_nat : nat— Set :=

| ind_0 : ind_nat O

| ind_S : forall x, ind_nat x— ind_nat (S x).
Notation "x€’N’" := (ind_nat x) (at level 40).

Elles définissent un nouveau type de donnée nat ainsi que le prédicat ind_nat qui sera noté x € N.
La commande suivante permet de renommer les constructeurs ainsi que l'identifiant type extrait de
nat_ind (ce qui rendra les programmes extraits plus lisibles) :
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Extract Inductive ind_nat = "mat" [ "O" "S" 1].

On définit ensuite 1’égalité que nous allons utiliser. L’égalité étant une formule, son arité est dans
Set :

Inductive eq_nat (x : nat) : nat— Set :=
| refl : eq_nat x x.
Notation "x==y" := (eq_nat x y) (at level 70).

Par la suite, on donne la liste des axiomes qui nous serviront a prouver les fonctions que 'on
souhaite implémenter. Ces axiomes sont choisis de fagon a spécifier compléetement les fonctions 1’on
veut implémenter (ici la fonction prédecesseur, 'addition, la multiplication et la fonction de division
par deux). On voit bien que ces axiomes décrivent un systeme de réécriture orthogonal ; 'auteur de ces
énoncés avait probablement en téte une implémentation particuliere de ces fonctions.

11 faut également prendre garde a ce que ces axiomes ne nuisent pas a la cohérence du systeme (car
on aurait pu implémenter ces fonctions directement par des termes C0Q).

Axiom pred : nat— nat.

Axiom pred_0 : pred 0 == 0.

Axiom pred_S : forall x, pred (S x) == x.

Axiom plus : nat— nat— nat.

Axiom plus_0 : forall x, plus 0 x == x.

Axiom plus_S : forall x y, plus (S x) y == S (plus x y).
Axiom mult : nat— nat— nat.

Axiom mult_O0 : forall x, mult 0 x == 0.

Axiom mult_S : forall x y, mult (S x) y == plus (mult x y) y.
Axiom half : nat— nat.

Axiom half_0 : half 0 == 0.

Axiom half_1 : half (S 0) == 0.

Axiom half_S : forall x, half (S (S x)) == S (half x).

Hint Rewrite pred_0 pred_S plus_0 plus_S mult_0 mult_S half_O
half_1 half_S : spec_db.

La derniere ligne permet d’enregistrer la liste de ces axiomes dans une base de donnée nommée spec
qui nous permettra d’invoquer des tactiques automatiques pour réécrire dans les formules.

On renseigne également une seconde base de donnée nommée ind_db qui contiendra les preuves
des fonctions dont on a déja prouvé qu’elles étaient prouvablement inductives. La base ind_db est
donc initialisée avec les constructeurs de l'inductif ind_nat qui prouvent que 0 et la fonction S sont
prouvablement inductifs.

Hint Resolve ind_0 ind_S : ind_db.
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On définit ensuite une tactique (un petit programme écrit dans le langage spécialisé de CoQ) qui
nous permet d’implémenter une procédure de recherche de preuves automatique. Il n’est pas utile pour
lire la suite de comprendre précisément son fonctionnement. Elle procéde en inspectant le contexte a la
recherche d’un principe d’induction (c’est-a-dire un élément du contexte de la forme “_ € N”), puis elle
cherche a 'appliquer pour démontrer le but courant. Si cela est possible elle démontre le cas de base
et 'hérédité en réécrivant le but grace aux regles de la base de donnée spec_db et tente de conclure
en utilisant les lemmes de la base de donné ind_db. Dans le cas, ou elle ne parvient pas a résoudre les
buts, la procédure se réexécute récursivement jusqu’a une profondeur de trois appels récursifs. Enfin, a
chaque étape, si elle ne parvient pas a conclure en utilisant un principe d’induction, elle essaye le suivant.
Cette procédure implémente donc une recherche de preuves rudimentaire “en profondeur d’abord”; ce
qui —comme nous allons le voir— n’est pas idéal puisque elle n’effectue pas sa recherche en énumérant
les preuves par taille croissante (elle peut retourner une preuve obtenue a profondeur 3 méme s’il en
existe une a profondeur 1).

Ltac bruteforce
let rec aux n :=
match n with Datatypes.S 7n’ =
match goal with
[H: _eNF _]1 =
induction H; intros;
autorewrite with spec_db in *;
eauto with ind_db; aux n’
end
end
in intuition; aux 3.

On peut maintenant utiliser cette tactique automatique afin de tenter de prouver que les fonctions a
programmer sont prouvablement inductives. Nous commencons par prouver que la fonction prédécesseur
est prouvablement inductive :

Lemma ind_pred
forall x, x € N - (pred x) € N.
Proof.
bruteforce.
Defined.
Hint Resolve ind_pred : ind_db.

La tactique bruteforce parvient & démontrer automatiquement que la fonction prédécesseur est prou-
vablement inductive. On utilise alors la commande Defined. pour signifier au systeme que le terme de
preuve est significatif. Enfin, on rajoute le lemme a la base de donnée de ind_db.

On peut maintenant demander au systéeme d’extraire le contenu calculatoire grace a la commande
suivante :

Extraction ind_pred.

La mécanisme d’extraction génere alors le programme OCAML suivant :

(** val ind_pred : nat -> nat *x*)
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let ind_pred = function
| 0 -> internal_eq_nat_rew_r 0 pred_0
| S i -> internal_eq_nat_rew_r i (pred_S __)

Ainsi que 'avertissement suivant :

Warning: The following axioms must be realized in the extracted code:
pred_0 pred_S.

Puisque les axiomes sont informatifs, CoQ nous demande de fournir un réalisateur. Or, le terme”

internal_eq_nat_rew_r est un terme généré par coq qui est intercalé a chaque fois que la tactique de
réécriture rewrite est utilisée. On peut demander au systeme d’afficher le contenu calculatoire de ce
terme avec la commande :

Extraction internal_eq_nat_rew_r.

Le systeme produit le terme suivant :
let internal_eq _nat_rew_r hC h = hC

Comme on peut le constater, ce terme est une identité qui “oublie” son argument h, correspondant a
la preuve de I'égalité utilisée pour 1’étape de réécriture.

Le mécanisme d’extraction de CoQ offre la possibilité de déplier automatiquement (“d’inliner”)
certains programmes extraits. On peut utiliser ce dispositif pour faire disparaitre ce terme qui pollue
nos programmes. Ceci a pour conséquence d’éliminer également les utilisations des axiomes égalitaires
(nous n’aurons donc pas besoin de leur trouver un réalisateur). On utilise pour ce faire la commande
suivante :

Extraction Inline eq_nat_rew_r.

Le programme extrait optimisé est alors le suivant :

(** val ind_pred : nat -> nat *x*)
let ind_pred = function
| 0->0
| Si->1i
On a donc ici obtenu —par recherche de preuves— la fonction que ’on aurait pu programmer “naturel-
lement”. On constate bien qu’il implémente la fonction prédécesseur.
On peut faire de méme avec la fonction plus et la fonction mult :

Lemma ind_plus
forall x y, x € N=» y € N=» (plus x y) € N.
Proof.
bruteforce.
Defined.
Hint Resolve ind_plus : ind_db.
Lemma ind_mult

7. On utilise ici la version 8.4 de C0Q. Le lecteur qui voudrait tester ce script dans une version antérieure devra
remplacer toutes les occurrences de internal_eq nat_rew_r par eq nat_rew_r; en effet, I'identifiant généré par le systeme
a changé entre la version 8.3 et la version 8.4.
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let rec ind_plus h = function let rec ind_mult h = function
| 0 —> | 0 —>
let rec £ = function let rec £ = function
| 0->0 | 0 ->0
| S i0 -> S (f i0) | S i0 -> ind_plus (f i0) O
in f h in f h
| Si-> | Si->
let rec £ = function let rec £ = function
| 0 > | 0 —>
let rec f0O = function let rec £f0O = function
| 0 ->S i | 0 ->0
| S i2 -> S (f0 i2) | S i2 -> ind_plus (f0 i2) (S i)
in fO h in fO h
| S i1 -> f i1 | S i1 -> f il
in £ (ind_plus h i) in f (ind_mult h i)

FIGURE 4.3 — Extraction des fonctions plus et mult.

forall x y, x € N=» y € N=» (mult x y) € N.
Proof.

bruteforce.
Defined.
Hint Resolve ind_mult : ind_db.

La procédure de recherche de preuves parvient a prouver automatiquement ces deux lemmes. On peut
extraire le résultat grace aux commandes suivantes :

Extraction ind_plus.
Extraction ind_mult.

Le résultat de 'extraction est donné par la figure 4.3. On remarque alors que le programme produit est
particulierement compliqué : certaines inductions, inutiles dans la preuve, génerent des sous-programmes
qui implémentent des identités (par exemple la fonction locale £ de la premiére branche de ind_plus
implémente 'identité de fagon coiiteuse). Néanmoins, la théorie nous garantit sa correction.

Il nous reste a démontrer que half est prouvablement inductive. Comme on le constate dans le script
ci-dessous, la tactique bruteforce ne permet pas de résoudre le but. En effet, cette procédure auto-
matique n’est pas capable de généraliser les buts lorsqu’elle essaye d’appliquer un principe d’induction.
C’est pourquoi nous sommes obligés de prouver manuellement le lemme

L’idée de la preuve est d’introduire la coupure “z € N A (Sz) € N” grace a la tactique cut. Ainsi,
Ihypothése d’induction est suffisamment générale pour en déduire facilement le lemme. Mais avant
d’effectuer la coupure, il est nécessaire de définir la conjonction.

Lemma ind_half
forall x, x € N—» (half x) € N.
try bruteforce. (* mne parvient pas 4 résoudre le but *)
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Inductive and (X : Set) (Y : Set) :=
| conj : X—» Y— and X Y.

Notation "XAY" := (and X Y) (at level 60).

(¥ On domne les notations pour extraire les couples en caml: *)
Extract Inductive and = "(x)" [ "(,)" ].

intros.

(¥ On fournit la coupure suivante: *)
cut (half x € N A half (S x) € N).
(* La coupure implique trivialement le résultat: *)
intuition.
(* Le motif [| 2 2 [? 2]] permet de détruire la conjonction dans
l’hypothése d’induction: *)
induction H as [| ? ? [? ?7]1];
autorewrite with spec_db; split; auto with ind_db.
Defined.

Le terme généré par la preuve de ind_half est le suivant :

(*x val ind_half : nat -> nat *x)
let ind_half h =

let hO =
let rec £ = function
| 0 -> 0,0
| S i0 -> let h1,h2 = f i0 in h2,(S hil)
in f h
in

let x,x0 = hO in x

On voit que ce programme calcule par récursion sur n le couple (half n, half (Sn)) en suivant les équations
de récurrence suivantes :

f(0) = (0,0)
fln+1) = (y,5z) ou (z,y) = f(n)

Ce programme est satisfaisant du point de vue de lefficacité, mais nous savons qu’il existe un
programme plus simple qui implémente la division par deux. La question que I'on pourrait donc se
poser est : existe-t-il un preuve ind_half_opt que half est prouvablement inductive dont on pourrait
extraire le programme ci-dessous ?

(** val ind_half_opt : nat -> nat **)
let rec ind_half_opt = function
| 0->0
| S hp —>
(match hp with
| 0->0
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| S hq > S (ind_half_opt hq))
La réponse est oui; et pour cela nous allons “tricher” et utiliser la preuve de la réciproque du théo-
reme 4.3.9. Nous allons voir que si le programme généré est certainement le plus “naturel” pour implé-

menter cette fonction, la preuve elle ne le sera pas.
Nous savons que le programme half est implémentable par le terme de 7?2 suivant :

Fixpoint cheat_half (n : nat) :=
match n with

| 0 = 0

| S0 = 0

| S (8 p) = 8 (cheat_half p)
end.

Ce programme est témoin que la fonction de division par deux est représentable dans T++2. Nous
allons donc maintenant utiliser la preuve du lemme 4.3.7 pour montrer que ce terme est prouvablement
inductif. Nous rappelons que la preuve procéde en appliquant la transformation de réalisabilité au
soulévement de cheat_half :

||[cheat_half]|| : Vn : nat.n € N — (cheat_halfn) € N

Nous allons donc calculer (& la main!) le terme ||[cheat_half]||. On obtient :

Fixpoint cheat_half_ind (n : nat) (h : n € N)
(cheat_half n) € N :=
match h with
| ind_ 0 = ind_0
| ind_S p Hp =
match Hp with
| ind_ 0 = ind_0O
| ind_S q Hq =
ind_S (cheat_half q) (cheat_half_ind q Hq)
end
end.
Extraction Inline cheat_half_ind.

On demande au systéme d’inliner cette fonction (on ne veut pas montrer que 'on a triché). On peut
constater la similarité de la structure de cheat_half ind avec celle de cheat_half. Cela tient au fait

que :
| ||cheat_half]||| = cheat_half

Rester a prouver que cheat_half est égal a half :

Lemma half_eq_cheat_half

forall x, x € N—» half x == cheat_half x.
Proof.
intros x H.
cut ((half (S x) == cheat_half (S x)) A (half x == cheat_half x)).
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intuition.
induction H as [| ? ? [H1 H2]1];
split; autorewrite with spec_db;
try rewrite H2; try rewrite H1; reflexivity.
Defined.

On constate que la preuve est similaire & celle du lemme ind_half a la différence prét que la conclusion
est une égalité (elle disparaitra donc lors de “I'inlinage” des étapes de réécritures).
On peut maintenant conclure facilement en utilisant les deux lemmes précédents :

Lemma ind_half_opt
forall x, x € N—» (half x) € N.
Proof.
intros.
rewrite half_eq_cheat_half.
apply cheat_half_ind; assumption.
assumption.
Defined.

Et on peut alors vérifier que 'extraction appliquer a ind_half_opt fournit bien le programme OCAML
que 'on attendait.
Dans cette section, nous avons constaté les limites de cette méthodologie de programmation :
— Les spécifications paraphrasent le programme que ’on souhaite implémenter.
— La recherche de preuves —lorsqu’elle fonctionne— peut fabriquer des programmes particulierement
inefficaces.
— Il semble compliqué de mécaniser la recherche de preuves lorsque ’on a a faire a des spécifications
non-triviales : il faut des “idées” pour trouver les coupures nécessaires.
— Enfin, on prouve difficilement les lemmes demandés sans avoir en téte une idée de I'implémentation
de la fonction a programmer.

4.3.3 Logique engendrée par un CTSI

Dans la section précédente, nous avons vu, par ’exemple, comment on pouvait étendre la construc-
tion du chapitre 3 aux types inductifs. Nous allons ici étendre de fagon formelle la transformation de
réalisabilité aux inductifs.

Le but de cette section sera de convaincre le lecteur que le théoreme d’adéquation de la réalisabilité
s’étend au cas des inductifs, nous donnerons une preuve complete de ce théoréme mais nous admettrons
néanmoins quelques résultats métathéoriques sur les CTSI (comme par exemple le fait que 'on peut
annoter les variables avec leur niveau afin d’étendre la fonction 1vl(+)).

266



4. REALISABILITE

4.3.12 Définition (CTSI pré-engendré)
Soit P un CTSI. On dit d’'un CTSI bien-formé P’ qu’il est un systéme pré-engendrée par P si

Sp = Sp
Ap = Ape
R’P/ - RPQ
Ip C Ip
E&p C Ep

et si (I,s) € Ep implique WVI(I) = 1vl(s) ou Ivl([) désigne le niveau d’un inductif I de sorte r (on
rappelle que la sorte d’un inductif désigne la sorte qui apparait a la conclusion de son arité).

CTSI annoté. Soit P’ est un CTSI pré-engendré par P.
On annote les variables des expressions de P’ et on étend la fonction de niveau 1vl(-) de la fagon
suivante :

MI[P]) = W)

lvl(c[?]) = 1vl(I) (ou c est un constructeur de I)
/ 1
lvl(caser(M, ?,)\y“ :B,i% :CT, 2% 1 E.F)) = W)
—l+1

Wl(fix f*: A,z : B M) = Wl(M)

De fagon similaire a la section 3.3, on contraint les réductions pour qu’elles préservent les annotations
de la fagon suivante :
= Siay; =WI(M), ..., ap ;= WI(M;), alors :

—
- wm k

m; —n / " m; .
casej(cj[?p] M ],317, Ny B i% :CT, 2" :E .F )T }7][]\_4> T2
— Si WI(N;) = Wvl(B;) pour 1 <i <k, alors
! ! ! !
(fixf: Az B M) N ot Mgixf: Az B M/EN 7Y

On peut alors montrer de fagon similaire au lemme 3.3.7 que :
4.3.13 Lemme
Si M <t N, alors (M) = Ivl(N)

Le fait que les systémes pré-engendrés ne contiennent pas d’élimination autorisée entre un inductif et
une sorte de premier niveau est essentiel pour vérifier que :

e
- sm k

m; —n ’ " m; .
Ivl(casef(cj[?p]]v> ],5p,)\y“:B Ji% C T\ ' E L F )):lvl(Fj[]\—/I> TIZ™)
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On admettra qu'il est possible d’introduire une relation de typage 1, de facon similaire au systéme
de la sous-section 3.3 : la définition de cette relation de dérivabilité est obtenue en rajoutant les an-
notations sur les variables et un “+” sur le symbole de dérivation dans les régles CASE, POINT-FIXE,
INDUCTIF, CONSTRUCTEUR (seules les régles VARIABLE et AFFAIBLISSEMENT sont renforcées par des
conditions sur les niveaux).

Nous admettrons que les démonstrations de la section 3.3 s’adaptent aux inductifs et que 'on
disposera, en particulier, des deux lemmes suivants :

4.3.14 Lemme

SiT L, M : T, alors WI(M) = WI(T).

4.3.15 Lemme

On al Fpr M :T siet seulement s’il existe v, Mt et T tels que T'" l—;, M* T avec || =T,
IMt|=M et |TT|=T.

Ou | - | est la fonction d’oubli des annotations.

Tout comme dans le cas des CTS, on s’autorise a n’écrire les annotations que lorsqu’elles sont
significatives et & écrire - & la place de .

Projection. La définition 2.1.3 induit un ordre® Iy, I», ... sur les inductifs d’un CTSI bien-formé P
tel que

1 1 2 2
P = Cts(P) + Ind(z : Qip I ALt C’ik )+ Ind(z : sz oy A% C’gk )RR

ot Cts(P) est le CTS sous-jacent a P, “+” désigne la notation de la définition 2.1.2, z : Qip JAL C’gk
désignent respectivement les parameétres, I’arité et les constructeurs de I. Cet ordre correspond & ’ordre
dans lequel les définitions inductives sont introduites.

Ainsi, en toute rigueur, il faudrait définir la transformation de projection dans la définition ci-dessous
par induction sur cet ordre (en plus de l'induction structurelle). En effet, un inductif I* peut contenir
dans sa déclaration des occurrences d’inductifs I7 pour j < i dont la projection doit étre “définie avant”.

4.3.16 Définition (Projection, adéquat pour la réalisabilité)
Soit P’ un CTSI pré-engendré de P. On dit qu’il est adéquat pour la réalisabilité, si :
— pour tout inductif de second niveau I dont la déclaration est de la forme

k
Indp (2 : ajp,l c A c: (é )
il existe un inductif, noté |I ], de constructeurs notés |c1],..., |cxk], tel que :

Indp (17 Q). 1] : AL, [e] : [€])
ou la fonction |-] est étendue aux inductifs de la fagon suivante :
1[B")] = 1)[| "]
[e[B"]) = L[| P")]
l£ixf: A,z B.M| = fix[: |A], |z: B |.|M|

8. Il faut admettre 'axiome du choix pour montrer I'existence de cet ordinal pour tout ensemble Z.
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|caser(N, ﬁp, )\mn,i : I[?p] Y T, A B Fk
case ;| (IN], [B"| Ay B J,i: [I[B") 9").|T), Az—é LFJ

et ou :
A7) = A7) S vl(4) = 1
A7 = LZPJ [Apt1] si Iv(A) = 2
i A = |z A S VI(A) = 1
2 A = [ A e (A i vl(4) = 2

— Les éliminations autorisées sur les inductifs de second niveau sont exactement celles qui se pro-
jettent sur les éliminations des inductifs de premier niveau :

Epr = EpU{(L, [sDI € Ip, WI(I) = 2, (1], ) € Ep}

4.3.17 Exemple
Par exemple dans T?, on dispose de Uinductif de premier niveau :

Ind(nat : *,zero : nat,succ : nat — nat)
et de linductif de second niveau :
Ind(nat_ind : nat — [x|,zero_ind : nat_ind zero, succ_ind : Vn : nat.nat_ind n — nat_ind (succn))
On peut alors calculer :
Ind(|nat_ind| : [nat — [%|], |zero_ind]| : |nat_ind zero|, [succ_ind] : |Vn : nat.nat_ind n — nat_ind (succn)|)
qui est égal a :
Ind(|nat_ind]| : ||, [zero_ind]| : |nat_ind], |succ_ind] : |nat_ind| — |nat_ind])

Ce type inductif est identique d nat : ainsi, on peut supposer, sans perdre en généralité, que |nat_ind| =
nat (|zero_ind| = zero, |succ_ind] = succ).

On peut prouver le lemme :
4.3.18 Lemme
Silbtp M :T et W(M) =2, alors |I'| Fp | M| :|T].

Démonstration On étend sans probléme la preuve du lemme 3.4.8 aux cas des régles POINT-FIXE,
CASE, INDUCTIF et CONSTRUCTEUR (dans chacun des cas il suffit d’appliquer les hypothéses d’induc-
tion, puis de ré-appliquer la regle). ©)
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On peut maintenant définir la notion de “CTSI engendré par P” : il s’agit des systémes adéquats
pour la réalisabilité pour P dans lesquels une définition inductive est autorisée si et seulement si elle
se projette sur un inductif de P. Ce que 'on formalise par la définition suivante :

4.3.19 Définition
Soient P’ un CTSI pré-engendré de P. On dit de P’ qu’il est un CTSI engendré par P si pour toute
famille de termes Q1, ..., Qn, 4, C1,...,C), qui vérifie :

— les conditions de la définition 2.1.3, c’est-a-dire :

1. WEr,(A)oul'p =21:Q1,...,2p : Qp,
2. A est de la forme Vy : gn.s
3. Fp,oz:Al—C'j’-:s

4. pour tout j, C; est de la la forme

Yy : EjmJ Qv Djn

ol « ne peut apparaitre a 'intérieur de E; que comme une conclusion.

— il existe un inductif de premier niveau I; bien formé :

md(|7: ') s A le: O )

ot les C; = | C'|[I1[| 27 ]]/al.

il existe un inductif de second niveau Iy bien formé tel que :
Ind(acl :Ql,...,l‘p : QP,IQ : A,Cl : Cl,...,ck : Ck)
ot les C; = C'[I[Z"] /.

On admettra I’existence, pour tout CTSI P, d’un CTSI engendré, que I’on notera P? (il est construit
par “saturation” de I’ensemble Zp2). On adoptera donc la convention suivante :
4.3.20 Convention
On désignera par P* n’importe quel CTSI engendré par P.

Ainsi par “saturation” de P2 on a :

4.3.21 Lemme
Ona :

Indp2(x : é;p, I:A, ﬁk)

st et seulement st
WE 9 (A) et WE_zr (C") et Tndp(|z: Q' J, ] : A, [ C))

ot C = C'[I[Z7)/al.
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Morphismes de CTSI. On définit de fagon analogue aux CTS la notion de morphisme de CTSI :

4.3.22 Définition (Morphisme de CTSI)
Soient P et P’ deux CTSI et ¢ : Sp — Spr.
On dit que la donnée ¢ est un morphisme de CTSI, si :

— Pour tout I € Zp, tel que
k
Indp(z : @p,] cA e C )

il existe un inductif de P, noté ¢(I), tel que :

Indp (2 9(Q) » o(I) : 9(A), ¢ 9(C) )

— Si (I,s) € Ep, alors (p(I),p(s)) € Epr.
ol ¢ est étendue aux termes de fagon analogue au cas des morphismes de CTS : p(M) est obtenu a
partir d'un terme M, en remplacant chaque occurrence de chaque sorte s apparaissant dans M par
©(s).
On notera P <, P’ pour signifier que ¢ est un morphisme entre P et P’.

Tout comme dans le cas des CTS, les morphismes ne changent pas la structure des termes ; ainsi on
obtient :

4.3.23 Lemme
Si Py, P alors, A A" & p(A) > p(A), A A& p(A) > p(A) et A=A & p(A) = p(4).

On montre de fagon identique au lemme 1.1.62 que les morphismes préservent la relation de cumu-
lativité :
4.3.24 Lemme
Si P, P alors,
AspB = ¢(A)<p ¢(B)

La définition de morphisme contient donc exactement les hypotheses suffisantes pour montrer le
lemme :

4.3.25 Lemme
Si P, P alors,
I'p A: B = o) bpr o(A) : ¢(B)

Démonstration Par une induction immédiate sur la dérivation de I' -p A : B. ©

Soulévement. Tout comme dans le cas des CTS, on dispose de deux morphismes entre P et P? :
I'identité (car P C P?) et le soulévement :

4.3.26 Définition
Soit P un CTSI et P? un CTSI engendré par P. La transformation de soulévement [-] est définie par
le morphisme de CTSI s +— [s] ou a chaque inductif I de déclaration :

Ind(z: O, T: A,c:C)
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on associe un inductif [I] dont la déclaration est

P k
Ind([z: Q'] [T] : [A].[e]  [CT)
L’existence est assurée par le fait que |[A]] = A et le lemme 4.3.21.

Ainsi comme [-] est un morphisme, on a :

4.3.27 Lemme
SiTkEp M :T, alors [I'| Fp2 [M] : [T].

Transformation de réalisabilité. Tout comme pour la projection (et le soulévement), il faudrait
en toute rigueur introduire la définition suivante par induction sur I'ordre dans lequel les inductifs sont
introduits.

4.3.28 Définition (Réalisabilité pour les CTSI)
On étend || - || et - IF - aux inductifs de la fagons suivante :
— Si I est un inductif de second niveau, on pose :

P P
127 = 2alI P71
— Si ¢ est le constructeur d’un inductif de second niveau, on pose :

1B = call Pl

— Sifix f: A, A.M est un point fixe de second niveau, on pose :

|fix f: A, A M| = (fix fr: fIF A A M) [|fix f: A, A.M |/ f]

—k
Si caser(M, ?p, Ay gn,i : I[?p] YT \z gm.F ) est une élimination de second niveau, on
pose :

—
lcaser(M, B Ay : B ,i: I[P )Y " T, 2 £ .F )| =
casery (| M| | B I Aly = B i : I[B1 9" in - ik 1B )9 0 Ik T, NELTE)

~ ©=|case;(i, P Ay B i I[P 9T, Aﬁm.pk) |

||?p|| est défini par les équations suivantes :

B0l = 1P',Q  sivi(Q) =
P70l = 1P 1QLlQl  sik(Q) =2

—
— Si T est de la forme I[?], c[?], fixf : A x: §.N, ou case(M,?,)\x: §,i : C.T, )\y.:.z.F),

alors on pose :
M FT = IT|| M
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- Si

Ind(z: O T: A,c:C)

alors I est un inductif tel que :

(|7 O, In: LI) I+ Ayen: ] F C)

L’existence de I est assurée par le fait que la transformation de réalisabilité “conserve la structure
du second niveau” et le lemme 4.3.21 :

4.3.29 Lemme
Soient t tel que Wl(t) = 1 et P tel que WWI(P) = 2, on a [t Ik P| = |Pgr| et pour tout contexte

LT = [T&J-

Démonstration Par une induction immédiate sur les formes possibles de P. ©

Exemple. Le cas le plus difficile a comprendre dans la définition précédente est celui de la trans-
formation de CASE; en particulier I'introduction du terme ©. Le plus simple pour le comprendre est
probablement de le voir déplié sur un exemple. Nous prendrons la syntaxe de CoQ pour la rendre la
définition plus lisible ; on supposera donc ici que Set est une sorte de premier niveau et Prop une sorte
de second niveau. Et nous utilisons pour cet exemple les inductifs définis a la figure 4.4.

Nous allons traduire une preuve de 1’énoncé

Vn : nat.evenn — nat_indn

définie par le terme CoOQ :

Fixpoint even_nat_ind (n : nat) (hn : even n) : nat_ind n :=
match hn in even x return nat_ind x with
| zero_even = zero_ind
| succ_even p hp = succ_ind (succ p)
(succ_ind p (even_nat_ind p hp))
end.

Les prédicats inductifs even et nat_ind se projettent tous deux sur nat; ainsi |even| = |nat_ind| = nat.
Si on applique la fonction de projection & even_nat_ind, on obtient le terme suivant :

Fixpoint even_nat_ind_proj (hn : nat) : nat :=
match hn in nat return nat with
| zero = zero
| succ hp = succ (succ (even_nat_ind_proj hp))
end.

Nous pouvons maintenant calculer le terme |leven_nat_ind||. Les commentaires désignent le terme
“replié” dans notre syntaxe.
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(¥ détail: on demande d coq de ne pas générer les schémas
d’induction des inductifs sinon il wva Tréserver
l’4identifiant "mat_ind". *)

Unset Elimination Schemes.

Inductive nat : Set :=

| zero : nat

| succ : nat— nat.

Inductive even : nat— Prop :=

| zero_even : even zero

| succ_even : forall n, even n— even (succ (succ n)).

Inductive even_R : nat— nat— Prop :=

| zero_even_R : even_R zero zero

| succ_even_R : forall n r, even R n r —

even_R (succ (succ n)) (succ r).

Inductive nat_ind : nat— Prop :=

| zero_ind : nat_ind zero

| succ_ind : forall n, nat_ind n— nat_ind (succ n).

Inductive nat_ind_R : nat— nat— Prop :=

| zero_ind_R : nat_ind_R zero zero

| succ_ind_R : forall n r, nat_ind R n r —

nat_ind_R (succ n) (succ r).

FIGURE 4.4 — Exemple de transformation avec la syntaxe de CoQ.
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Fixpoint even_nat_ind_R
(n : nat)
(* hn:|evenn| *)
(hn : nat)
(* hng:hnl-evenn *)
(hn_R : even_R n hn)
(* |even_nat_indn hn| IF nat_indn *)
nat_ind_R n (even_nat_ind_proj hn) :=
match hn_R as i_R in even_R y i
return
(* |even_nat_ind|ilF nat_indy *)
nat_ind_R y (even_nat_ind_proj i)
with
| zero_even_R = zero_ind_R (* |zero_ind| =*)
| succ_even_R p hp hp_ R =
(* ||succ_ind (succ p) (succ_ind p (even_nat_ind p hp))|| *)
succ_ind_R (succ p) (succ (even_nat_ind_proj hp))
(succ_ind_R p (even_nat_ind_proj hp)
(even_nat_ind_R p hp hp_R))
end .

Ainsi, dans cet exemple © = |even_nat_ind]| ¢, et on peut vérifier le typage des branches (ou demander
au systeme CoQ de le faire) :

F ||zero_ind|| : |even_nat_ind| zero I nat_ind zero
et

p:nat,hp : nat, hpp : hp I- evenn
||succ_ind (succ p) (succ_ind p (even_nat_indp hp))|| : |even_nat_ind| (succp) IF nat_ind (succ (succ hp))

Théoréme d’abstraction. On admet que la réalisabilité se comporte de fagon similaire vis-a-vis de
la substitution lorsqu’on I’étend aux inductifs :

4.3.30 Lemme
Soit A un terme de second niveau :
1. Siz* g FV(A) :
- [|[AN[M/z] = [|[A[M/z]|| si WI(M) =1,
- (BIFA)[M/z] = (B[M/z] IF A[M/x]) si Wl(M) =1,
2. Sixt ¢ FV(A) :
- ||A[l[lM] [z, [|M||/zR] & [|A[M/z]|| si v1(M) = 2,
~ (BIF A)|M]/a, | M||/or] & (BIIM]/a] I A[M]a]) si WI(M) = 2.

On en déduit le lemme suivant qui nous sera utile pour la preuve du théoreme d’adéquation :
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4.3.31 Lerlglme » »
1. 1| P")) I arity, (P") < arity, (|P"])

2. |eJ[|P")] IF Constr)(P") < constr], (| P'|)

Démonstration Soit Ind(z : ap, I1:Ac: la déclaration de I. Par définition, on a :

— AP" /7
= [P/

k

)
Arityl(?p)
Constrjl(?p)
On a donc

L[ PY)) 1 arity (PT) = 1Bk (A[P"/27))
= (LETP"E) - (A[PT/27)
(lemme 4.3.30)
(LLJ[Z*) - AP /27)))

— arity, (| 7))

ou ||[?p /2'P]|| désigne la substitution définie par les équations :

M|[P' /2, Bt fapiall = (MI[B /2N [Port/apra] i WI(Ppar) = 1
MI[B" /@7, Pyr Japill = (MNP 2PN Ppsr ) /tps | Ppii lfapeng i VL (Ppar) = 2
La preuve de |c] [Lﬁpﬂ I+ Constr]}(?p) g Constr}R(|]?p|]) est similaire. ©)

Nous pouvons a présent nous attaquer a la preuve du théoreme d’adéquation. Tout comme la
définition de || - ||, la preuve procede implicitement par induction sur l'ordre dans lequel les inductifs de
P? sont définis, ainsi, on pourra admettre la bonne formation des inductifs Ir qui peuvent apparaitre
dans les termes a transformer (on utilisera cette hypothese dans le cas CASE).

4.3.32 Théoréme (Théoréme d’adéquation de la réalisabilité)
Soit P un CTS tel que P? = STRENGTHENING A WEAK-DOWNSTABLE.
SiT'HM:T, alors

WI(M)=W(T)=1 = |T||+-M:T (1)
ET:[s] = |T|F M| :|M]IFT (2)
T=1s| = |T|,z:|M]Fal-M:T[s] (3)

Démonstration On étend la preuve du théoreme 4.1.8. On ne traitera que les cas (2) et (3) (le cas
(1) se traite de fagon similaire).

— INDUCTIF : On a M = I[?p] et T = Arityj(?p) avec :

(F F B : Qi[Pl/'Tla e ’f)i*l/xifl] )i:l...p
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D’apres la bonne formation de I'inductif I on déduit que :
WF (21 :Q1,...,2p: Qp)
on en déduit donc que pour 1 <7 < p il existe une sorte s; telle que :
1 Q1 Tim1 Qi1 E Qi s
ainsi par hypothese d’induction (et par induction sur p) on en déduit que :
IT|| F P;: Qi[P1/x1,- -, Pim1/mi—1] si vl(Q;) =1

et
[Tl 5] P - (Qil Py /2y - -+, Pt /wia]) st VI(Qq) =1

De plus, comme on a ||T'|| C [I'|, d’apres le lemme 4.3.18, on obtient :
(TN LB Q[P /2, Pica/zia]] silvl(@Q) =1
On peut donc utiliser la regle INDUCTIF, pour en déduire :
p , P

ITHE Rl P Arity, (1P )

Or, par réduction du type, et d’apres le lemme précédent, on a :
P P , P
IPNE Rl LIR)[LPT)] - Axity, (P")

~ Tmplication (2) : par définition, [|M|| = Ip[|B"|l] et M I T = [Ix|[| P" ] I Arity,(B"). On
montre donc bien I'implication (2) (sans avoir besoin d’utiliser la prémisse I' =T : [s]).
— Implication (3) : Supposons T' = Arityl(?p) = [s].

IR [|P7)] 1 Arity (B) = In)[LP7)] I [s] = UIg)[[B")] = [s]
On obtient par réduction du type :
T F /[ B : LIsJ[L BT )] — [s]

et donc :

P p
Il @ r) (LY F Iall PY) s 8]
?P ?P S .
Or [Ir|[|P |]] = |M] et IR[|| P |]x =« IF M. Nous avons ainsi bien montré :
IT||,z: | M| FaxlkM:s]
— CONSTRUCTEUR : On montre de fagon similaire au cas précédent que :

TN - erll 7N Le)[LP)] I Constr (P
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— Implication (2) : par définition, ||M|| = cP[H?pH] et M IFT = LCRJH?pJ] I+ Constrj(?p). On
montre donc bien I'implication (2) (sans avoir besoin d’utiliser la prémisse I' - T": [s]).

P P L .
— Implication (3) : Le cas est impossible car |cr]|[| P |] IF Constrf(? ) n’est jamais convertible
en une sorte (c’est une suite de produits dont la conclusion est un inductif).

CASE : on a N
M = casej(N, ?p,)\y : Em,i : I[?p] DANIOYE E" F )

et T de la forme T = R[@"/?", N/i] avec :

r-n:1p"¢" (H1)
T,y B ,i: I[P "FR:[r] (H2)
T,z E, " FF:RD, /9" ¢;[B) 2™ i) pour 1 < j <k (H3)

ou :

arity;(P')=Vy:B s et Constrl(B") =vz: &, " I[P D;"

On montre implication (2) sans utiliser la prémisse (nous n’en avons pas besoin car on peut la
déduire des hypotheses).

On a:
M| IFT = | M| IF (R[G" /", N/Ji])
et
n 'k
M| = caser, (1M, B I Ay B [li : LI P70 1 RJAz: 2" || F]| )

— |cases(i, P hy: B i I[?”]?”.T,Az':‘ﬁm.Fk)J

Or, d’apres lemme 4.3.30 et le fait que 7 ¢ FV(©) on a:
©IF R)|[G" /7" N/i]|| = O[N] /i IF (R[G"/F",N/i]) = M I T
Ainsi, par réduction du type, pour montrer ||T'|| - || M| : [M ] IF T, il suffit de démontrer
ITI - 12] = (@ Ik R)|[G" /7™ N/l (BUT)

Pour cela, nous pouvons appliquer la régle CASE, et on se ramene a démontrer les séquents
suivants :
— le typage de la transformation ||N|| de l'objet détruit :

T F IV : (V] F I[P G (BUT1)
— le typage du type de retour © I+ R :

IT,y:B"i: I[P FOFR:[r] (BUT2)
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— le typage de la transformation de chacune des branches :

% ]

[INEX |- 150 @k RYIDS /9", ¢;(P") 2™ /il (BUT3)

pour 1 < j < k.
Nous allons a présent montrer que ’on peut dériver ces séquents :
— (BUT1) : on déduit de (H1) que WFF(I[?ID] n); il existe donc une sorte s; telle que T' F
I [?p} a". [s1]. Ainsi par hypotheése d’induction appliquée a (H1), on obtient bien (BUT1).
— (BUT?2) : le cas (3) de I'hypothése d’induction associée & (H2), nous donne :

IT,y:B i: I[P 9",z R FxlFR:[r] (1)

Nous démontrerons (BUT2) en substituant dans cette derniére équation ; pour cela, nous com-
mengcons par montrer que © est de type | R| dans le contexte de (BUT2). Ainsi nous appliquons
le lemme 4.3.18 & (H1), (H2), (H3), puis nous utilisons la régle CASE, pour démontrer :

T,y B ,i:I[P)¥"|FO:|R]
v D,y B i I[P 19" I,y B i I[P'] 9", on en déduit :
Iy B"i: 1P 19" Fo: R

Ainsi, par substitution dans (1), on montre bien (BUT2).
— (BUT3) : Soit 1 < j < k. D’apres la bonne formation de I, on a pour 1 <1 < mj :

v
z:1E; " F Dy Bi[Dj1/ys- .., Dji—1/yi-1] (2')

et z: Ejmj F ¢ [?p] Z7 I[?p] D" Ainsi, par substitution dans (H3), on obtient :
DB RIDS eGP 2 (3)

pour une sorte r’. On peut donc appliquer le cas (2) de 'hypothése d’induction a (H3) pour
déduire :

IT. 2 5| - IE : LF) - (RID; /9" ¢ [P 2™ 1)) ()
On a
Olle; [P 2™ /]| = | ) (5')
D’apres la bonne formation de Ir on a, pour tout 1 < j < ket 1< <m;:
Iz Bl F Dy Bl[Dja/y1,- -, Dyact /i)l s W(Dyp) = 1
122 B I+ [Dyal < \BUIDsa /wns- s Diaet Jyia)ll siWU(Dy) =2 ¢ (6)
1z B, Il = 1Dl = (L) BOIID;a /91 - Dy sl si WU(Dy) =2
Ainsi, en substituant dans (1’), on obtient :
IT.z2 B | F (@ RID; /7" e[ B 2™ /i)l : [r] (7)
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D’aprés le lemme 4.3.30 et le fait que ¥ € O, on a :
©F R)ID;" /7" s [P'1 2™ /il = OlLe;[PT1 2™ /il] I+ (R[D; /7", ¢;[B") 2™ /i)
= || - (R} /7", [ BT) 2™ /) (8)

Ainsi, par conversion (régle CUMULATIVITE), on déduit de (4), (7°) et (8’), la dérivation du
séquent (BUT3).
Nous avons donc bien montré I'implication (2) sans utiliser la prémisse. Ainsi, on peut utiliser
le fait que ||I'| F ||M]| : |[M] IF T pour démontrer 'implication (3) : supposons que T = [s].
Puisque [M] I+ [s] > |M] — [s], on en déduit bien que : ||T||,z : |[M]| F |[[M]z : [s]. Or
(|M||x) = x IF M par définition.

— POINT-FIXE : On a M de la forme fix f : A,mlﬂ.N avec :
T f:AF)z:B .N:A4A
— Implication (2) : Supposons I' = A : [s]. Ainsi, par hypothese d’induction, on en déduit :
IV £+ LAL fr: fF A A BN s e BN I A
Or, d’apres le lemme 4.3.18, on en déduit
[C) = [M] - |A]
Et donc, puisque |I'| C ||T'||, on obtient :

[Tl =M - [A]
Ainsi, par substitution, on a :
Tl fr M- AF Az BN s (e BN I A)M/ (1)
De plus, on en déduit que :
IIT|| = M I A:Jt] (2")

pour une sorte ¢.
Puis, d’apres le lemme 4.3.30, on a

(Ma:B NI A)[M]/Lf]

(car f ¢ FV(A) implique fr & FV(| Mz B .N| I A))
= (Me:B N IF A)M/LF] M/ fr]
> (B NJ[M]/f]IF (ADM/ )

(car f ¢ FV(A))
= (B NI/ A

(car | M| est un point fixe)
IM] I A

IA

280



4. REALISABILITE

Ainsi, par conversion (régle CUMULATIVITE), appliquée & (17) et (2’) on obtient que :

+1
Tl fr: MIFAF|Az: B .N|:FIFA

On peut donc appliquer la régle POINT-FIXE, pour en déduire que :

I+1
DI F fixfr: M- A |Me: B .N|:FIA

— Implication (3) : ce cas est impossible car T est nécessairement convertible en un produit. ©
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Chapitre 5

Parameétricité

La paramétricité est un concept introduit par John Charles Reynolds | | afin d’étudier 1’abs-
traction de type polymorphe de systeme F. Elle renvoie au fait que des programmes bien typés ne
peuvent “inspecter le type de leurs arguments” : ils doivent se comporter uniformément au regard des
types abstraits. Reynolds formalise cette notion en montrant que les programmes polymorphes de sys-
teme F satisfont des relations logiques définies par induction sur la structure des types. Dans ce travail
nous souhaitons montrer que la logique engendrée P? est un bon cadre pour formaliser ces relations
logiques.

Harry Mairson [ | semble étre le premier & formaliser la logique dans laquelle on peut définir
ces relations, tout en reconnaissant que cette logique se plonge dans 'arithmétique du second-ordre
de Leivant [ |. La différence principale entre la logique de Mairson et celle de Leivant est que

les individus sont des A-termes purs alors que, dans 'arithmétique du second-ordre de Leivant, les
individus sont représentés par des “expressions arithmétiques simples”. Ainsi, la logique de Mairson
se passe de codages pour exprimer des propriétés sur les programmes. Par la suite, d’autres auteurs
ont poursuivi dans cette voie en considérant des individus typés (les termes du premier ordre dans
ces logiques du second-ordre sont des A-termes typés dans systéeme F). En exemple, on peut citer les

travaux de Martin Abadi, Luca Cardelli & Pierre-Louis Curien | ], ceux de Gordon Plotkin et
Martin Abadi | |, ceux de Izumi Takeuti | |, et enfin ceux de Philip Wadler | ]. Les
systémes présentés dans [ , , ] se plongent dans F2. A la différence des autres, la

logique pour la paramétricité de Abadi-Plotkin dispose de schémas d’axiomes pour la paramétricité :
la logique prouve que tous les individus sont paramétriques. C’est pourquoi il est nécessaire d’ajouter
des schémas d’axiomes a F2 pour y interpréter les preuves de | ].

Dans ce chapitre, nous verrons comment représenter les relations logiques comme des formules de
P? (section 5.1 et 5.2).

Le premier article présentant une facon de représenter les relations logiques dans le cadre des PTS
est l'article de Jean-Philippe Bernardy et. al | |. Les auteurs y présentent une théorie de la
paramétricité pour une classe de PTS. Nous verrons dans la section 5.3 comment cette présentation se
compare avec la notre.
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5. PARAMETRICITE

5.1 Présentation par ’exemple

Dans cette section, nous introduirons les définitions de notre théorie de la paramétricité sur des
exemples, puis nous reviendrons dans la section suivante sur les définitions formelles.

Les relations logiques M ~_ N sont définies entre deux termes de premier niveau M et N et indicées
par un type de premier niveau 7.

Dans F?2, on peut définir la relation logique M ~_ N par les équations suivantes :

M~, N = Vz:0,2 :0d/x~, 2" - (Mz)~_ (N2) (%)
M~y N = Ya:x,d :ixap:a—ad = [x].(Ma)~, (Nd) (%)
M~,N = apMN

ou o’ désigne le type obtenu en remplagant toutes les occurrences des variables libres a par o’ (par
exemple si 0 = Va : x.a — [ — 7, alors 0/ = Va : x.a — /' — 7). A titre d’exemple, on peut calculer
la relation :

f ~vasasa [/ = Yad ixap:a—ad = [x].far~g,,, fd
= Vad :xap:a—d = [x,z:0,2" :dw~ 2 = fax~, fd2

= Vad :xap:a—ad = [x|,r:0,2" :daprr’ — ap(faz)(f o)
On peut alors montrer dans F2 la formule suivante :

Vif Voo = a.f ~vgpasa =V ixy 7.7y =1y

En effet, supposons f ~y,., oy /' €t soit 7 un type et y de type . Sion prend X = Az :y_ :v.x =4y
et « =o' =~y dans f ~y,, o [, alors on obtient : Vo' @ y.x =, y = fyx =nat y. Et donc que
fryv=yy.

Tout comme la réalisabilité, les relations logiques disposent d’un théoréme “d’adéquation” parfois
appelé théoréme d’abstraction. Il peut s’exprimer dans F? de la facon suivante :

Sikxt: 7, alors il existe une preuve, notée [t] tel que Fx2 [t] : t ~_ t.

Ainsi, en combinant les résultats précédents, on montre que tous les habitants clos du type de 'identité
sont extensionnellement égaux a l'identité :

5.1.1 Lemme
SikFrt:Va:xa— a, alors
FrVa:xz:atar =42

Ceci est probablement I’exemple le plus simple de “theorem for free” tels qu’ils sont présentés par
Philip Wadler | |. L’idée étant que l'on peut obtenir “gratuitement” certaines propriétés des
programmes en générant, par la transformation de paramétricité, des preuves a partir de leur dérivation
de typage. Ainsi, on déduit de la dérivation de typage d’un terme de type Va : .o — « qu’il est
extensionnellement égal a l'identité. Bien sir, seule la preuve générée par le théoreme d’abstraction
est calculée automatiquement. L’utilisateur de cette “méthodologie” doit trouver par lui-méme une
bonne facon d’instancier les relations, dans I’énoncé de paramétricité, afin d’en déduire des propriétés
intéressantes.

283



5. PARAMETRICITE

La paramétricité définie en termes de réalisabilité. Comme nous avons pu le mentionner dans
le chapitre précédent, la relation de paramétricité est ici définie en termes de réalisabilité et de soule-
vement. On posera donc :

M~y N = NIF(MIF[T))

et la transformation sera donnée par :
[pM] = T

Nous ne sommes pas les premiers & constater ce lien syntaxique entre réalisabilité et paramétricité; il
est mentionné pour F? dans larticle | |. Nous reviendrons sur les propriétés formelles de cette
définition dans la section suivante.

On peut constater que le traitement des deux produits de systeme F est uniforme ; ainsi, les équa-
tions (x) et (xx) sont deux instances de :

Moyoapg N=NIF(MIF[Vz: AB]) =Va: Az : Ayzp: 2 I (¢ - [A]).(N2') IF (Mz) - [B))
=Vo: Az :Azpx~y 2/ (M)~ (M)

Comme on peut le voir, la formule a ~;, o = o' |F (o F [s]) = o = o — [s] est une arité
correspondant a la “signature” de la relation associée au type a.

Ainsi, les relations logiques - ~. - sont des termes de second niveau qui mettent en relation deux
objets de premier niveau et qui sont indicés par un terme de premier niveau qui habite une sorte. De
méme, la transformation [-] envoie les termes de premier niveau vers des termes de second niveau qui
habitent (et donc prouvent) une relation logique. Ce que 1’on peut résumer par la figure ci-dessous.

terme de second niveau terme de second-niveau
—_——~
) ~ ) [ - ]
T T T T
programme/type type/arité programme/type terme de premier niveau
relation de paramétricité transformation de paramétricité

Paramétricité et inductifs. Tout comme la réalisabilité, les relations logiques s’étendent naturelle-
ment aux inductifs en appliquant la transformation de paramétricité a chacun des constructeurs. Ainsi,
on associera a tout inductif de premier niveau :

k
Ind(z : ap,l tA e C )
I'inductif de second niveau suivant :
Ind([x : é}p]],fp L~y 1cpic~g )

A titre d’exemple, nous proposons d’étudier la traduction d’inductifs de I\ dans la logique engendrée
I)\2. On rappelle que le systéme I\ est Pextension du systéme 7 & tous les inductifs bien formés autorisés
dans notre cadre. La logique engendré I\? est I’extension aux inductifs du systéme A2 ot les éliminations
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autorisées £ ,2 sont constituées de 1'union de celles autorisés dans I\ et de celles qui se projettent sur
I
Epz =EnU{(L,s)| V(1) = WI(s) =2 A ([1], [s]) € En }

Dans ce systéme, il est donc impossible de construire des objets de second niveau par élimination d’objet
de premier niveau.

Le systéme I\? contient le systéme 7-++2, c’est pourquoi on utilisera les notations établies pour
7++2 dans la suite de cette section.

Nous pouvons calculer la relation associée a I'inductif encodant les listes. Nous rappelons que, dans
notre syntaxe, on définit cet inductif par la déclaration :

Ind(a : %, list : %, nil : list[a], cons : a — list[a] — list[a])

qui s’exprime en COQ par la définition :

Inductive 1list (A : Set) : Set :=
| empty : list A
| cons : A— list A— list A.

On peut alors calculer la définition de I\? suivante :

Ind (a: %, :kap:a— o — [x],listp : list ~, list,
nilp : nilla] ~jig nilla],

consp : cons[a] ~g_stla] S ista] €ONS[])

qui se déplie, dans la syntaxe C0Q, de la facon suivante :

Inductive list_P (a o : Set) (a_P : a—a'— Prop)
list a— list o/— Prop :=
| empty_P : list_P a o «a_P (empty a) (empty o)
| cons_P : forall (x : «a) (x’:d/), a_P x x’—
forall (tl : list a) (tl’ :list o),
list P o o o P tl t1’—
list P o o a_ P (cons a x tl) (cons a x’ tl1°’).

On voit bien que listp[a, o, ap] définit un prédicat inductif vérifié exactement par les listes de méme
taille, dont les éléments sont points a points en relation pour ap.

Ainsi, on montre qu’en instanciant le prédicat ap par un prédicat toujours vrai, alors le prédicat
listp[a, &/, Az a,y + @.0 =nat 0], que 1'on note same_size|a, /], est vérifié uniquement par les listes de
méme taille.

Ce qui peut se traduire (dans I)\? par exemple) par :

a:xa i x bV list[a], U list[o]. (same size[o, '] 11') — ((length[a] 1) =nat length[a/] 1))
ou length[a] désigne le terme qui calcule la longueur d’une liste :

fix f:listfa] — nat,l : list[a]. casejst(, o, A_: list[a].nat, 0, \_: «, @l : list[a].S (f 1))
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La réciproque le I'implication précédente n’est pas prouvable, on dispose pas d’un principe d’induction
sur les listes. Nous détaillerons ce phénomene sur un autre exemple dans le paragraphe suivant.

Ainsi, on obtient (dans IA\? ici), un nouveau “theorem for free” : les termes de types listja] — nat
sont des fonctions constantes sur les listes de méme taille. Ce que I'on peut exprimer ainsi :

5.1.2 Lemme
Si o x byt listja] — nat, alors

a:*bpe VI :list[a]. (same size[a, '] 11') — (£1) =nat (£1)

Paramétricité et “naturalité”. Plus généralement, les relations logiques permettent de prouver des
propriétés de “naturalité”. Soit f de type a — 3, on note Graphy le prédicat Az : a,y : B.fz =3 y, le
prédicat (listp a 3 Graphy I; l2) s’'interpréte comme le fait que I = mapla, 5] f I1 oit map[a, 3] désigne
le terme

mapla, 5] =fixm : listja] — list[3], f : o — B, 1 : list[a].
caseyst (1, a, A_: list[a].list[3],
i3],
Ahd = o, Bl : list[a].cons[B] (f hd) (m f 1))

vérifiant « : %, 5 : % - map[a, 8] : (o — ) — list]a] — list[5].
On peut alors montrer que :

a:x Bk fra=p Fpe Viclistjal], ls - list][].
(listp[a, B, Graphy| 11 l2) — (mapla, B] f i =jstg) l2)

Il est important de constater que la réciproque n’est pas prouvable. En effet, on peut montrer que
si r I listp[a, 8, Graphy]ly ls, alors r est de type [listp[o, 3, Graph]li 2| = list[unit] qui correspond
“moralement” & une liste [rq,...,ry] telle que 74 I up =g (fvg) pour 1 < k < n ou n est la longueur
commune aux listes /1 et [y d’éléments respectifs [uq, ..., uy] et [v1,...,v,]. En particulier, on en déduit

que r I listp|a, 3, Graphf] l1lo — lengthr =, length 7.
Or le contexte

P=a:xB:%f: a— B, :listla],ls : list[8], h : mapla, 8] f 11 =jist) 2

est un contexte uniformément auto réalisé. Donc si listp Graph f l1 lo est prouvable sous le contexte I,
il existe un programme r tel que I' - r IF listp[a, B, Graph] Iy Iy et vérifiant 7,  : list[unit]. On peut
alors en déduire la dérivabilité du séquent :

a % Fp2 Vi list[a].length r =pat length

Ce séquent signifie que toutes les listes ont la méme longueur qu’une liste fixée. A partir de 13, il est
aisé de prouver que ;2 Ly. On en déduit :
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5.1.3 Lemme
St on a :

a:x Bk fra—=p Fp2 Viclistjal,ly : list[].
(mapla, B] f l1 =jistjg) l2) — (listp[a, B, Graphy]ly l2)
alors Fpo Ly (c-d-d. IN* n’admet que des modéles triviauz).

La réalisabilité nous permet donc de prouver des résultats d’indépendance : c’est parce que la conclusion
listp o 8 Graphy 1 I3 est “informative” qu’elle ne peut pas étre déduite d'un contexte uniformément
auto-réalisé.

Néanmoins, en renforcant le contexte avec une hypothese “informative”, on peut prouver une im-
plication moins forte. Soit le prédicat :

Ind (« : %, list_ind : list[a] — [*],
nil_ind : list_ind nil[a],

nil_cons : Va : o, 1 : list[a].list_ind I — list_ind (cons[a] 1))

Ce prédicat énonce un principe d’induction pour les listes qui peut étre utilisé pour prouver I'implica-
tion :

a:x, B fra— BEpe Vilist[allistindl — (listp[o, 8, Graph|l (mapa, 5] f1))

Ce qui nous permet de déduire :

5.1.4 Lemme

a:x Bk fra—=p Fp2 Vi clistjal,ly : list[].
(listp[a, B, Graphy] iy l2) <+ (map[a, 8] f 1 =) [2 A list_ind 1)

Considérons a présent un programme t tel que
a:x bt listfa] — list[a]
et grace au théoréeme d’abstraction, on en déduit que :
a:xa txapia—ad = [x| Fpe Vicdistfal, U list[o/]listp[a, o, ap] 11— listpla, o, ap] (£1) (¢1')
On en déduit alors que :
ik Bk fra— Blpe Viciistla], I list[].listpla, 8, Graph,] 11" — listp|a, 3, Graphy] (t1) (t1')

On peut alors utiliser le lemme précédent pour montrer que tous les programmes qui envoient des
listes d’éléments de type « vers des listes d’éléments de type « sont prouvablement “naturels” :

5.1.5 Lemme
Si byt listfa] — list[a], alors

a % Fpe Vi list[ad list_ind I — t (map[a, 8] f1) =g mapla, 5] f (t1)
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La relation de paramétricité est définie pour les termes du premier niveau (les termes de P donc) et
la logique engendrée P? peut alors étre comprise comme une logique minimaliste, dans laquelle on peut
exprimer la paramétricité des termes de P. Ainsi, comme la paramétricité ne concerne que les propriétés
des programmes, il peut étre utile de plonger la logique P? dans des logiques plus expressives. En
particulier, en présence d’inductifs, les éliminations interdites afin d’étre compatible avec la réalisabilité
(celles de la forme (7, s) lorsque lvl(1) =1 et lvl(s) = 2) peuvent étre autorisées une fois la traduction
effectuée. Ainsi, on peut déduire du lemme précédent que :

5.1.6 Lemme
Soit P tel que IN* C P et tel que o : Set Fp Vi : list[a].list_ind [.
Sia:x byt listja] — list[a], alors

a % bFp Vi listja].t (map[a, B] f1) =g mapla, B] f (t1)

Nous verrons d’autres exemples de ce type d’interprétations dans des systemes plus expressifs dans
la section 5.3.

5.2 Définitions & théoréme d’abstraction

On définit la relation et la transformation de paramétricité en termes de réalisabilité itérée. On ne
traite ici que le cas des relations logiques binaires. Le cas des relations n-aires pourrait toutefois étre
développé de fagon similaire en itérant n fois la réalisabilité (au lieu de deux fois).

5.2.1 Définition (Relation de paramétricité)
Soit P un CTSIL.
On définit la relation de paramétricité - ~ - par ’équation :

M ~p N =N Ik (M IF [T])

pour trois termes M, N et T de P. De méme, on définit la transformation de paramétricité [-] par

[M] = [ITATIHI

pour un terme M de P et par
[0 = [T

pour un contexte I' de P. Ainsi, [I'] est un contexte de P? et les termes [M] et M ~5 N sont des
termes de second niveau de P2
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On notera que dans la définition précédente le “générateur de noms frais” x — xr est donc itéré deux
fois. Observons ce phénomene sur la transformation d’un produit :

frvean f = fIF(fIF[Ve: ABY)

fI- (Voo |[[A]], 2R : z - [A].(f2) IF B)

fI-(Vo: Ajxg:x - [A].(f ) IF B)

Vo : A f I (Vg : x|k [A].(f2) IF B)

= Va:Axg: |zlk[A]],2rr : 2 IF (x Ik [A]).(f 2r) IF ((fz) IF B)
(lemme 4.1.3)

= Va:Axg: |[Alr],2rr : zr Ik (x IF [A]).(f zR) IF ((fz) I+ B)

= Vz: A,J}R : HA—‘RJ,Z’RR T~y xR.fw ~B f’xR

On voit donc que les deux premiéres prémisses A et |[A]r] ne sont pas égales : la seconde voit
ses variables libres renommeées par le générateur de noms frais. Ce que 'on peut observer par exemple
lorsqu’on déplie (elles sont soulignées ici) :

f ~vasasa [ =Va:x ag:x arp:a— ar — [x],z:a,z2r : ar.aprr TR — arg (fx) (f' zR)

Puisque les doubles indices g ne facilitent pas la lecture, nous renommons les variables liées dans
les formules de paramétricité, selon la convention suivante :

5.2.2 Convention
Dans un contexte ou l'on décrira une formule de paramétricité, c’est-a-dire une formule obtenue par
itération de la construction de réalisabilité, nous adopterons les conventions suivantes :
— On notera x' les variables de premier niveau de la forme xR.
— Si A est un terme de premier niveau, on désignera par A’ le renommage des variables x de A par
TR, c’est-a-dire :

A= [[Alr]

— On désignera par xp les variables de la forme xrp.

En adoptant cette convention, on peut déplier ’exemple précédent de la fagon suivante :
[ ~vasasa f'=Va:ixd ixap:a—ad — [x|,2:0,2" : apra’ — ap (fz)(f o)

De fagon générale, on utilisera le lemme suivant pour déplier les relations de paramétricité (en adoptant
la convention précédente) :
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5.2.3 Lemme (Paramétricité dépliée)

On a :
M~ N = M— N —|[s]
M ~ypup N = Vo Aax :Aapia~y 2/ Mo ~g Na'
M~ N = [C]MN siC est une application, une abstraction ou une variable
[2] = =p
Dx:AM] = Xe:Aad" A ap:xn~, 2 [M]
[(MN)] = (IM]NN'[NT)
[M] = Xe:M,2': M .x~,; 2’ si M est une sorte ou un produit
[01 = 0O
[C,z:A] = [U],z: A2 :Aap:x~ya
Démonstration Dans chacun des cas, il suffit de déplier les définitions de réalisabilité. ©)

Le théoreme d’abstraction de la paramétricité est une conséquence du théoreme d’adéquation 4.1.8 :

5.2.4 Théoréme (Théoréme d’abstraction)
Soit P un CTSI tel que P* = STRENGTHENING A WEAK-DOWNSTABLE.
SiTkp M : T, alors

1[0 bpe M T et [I] Fpe M': T,

2. SiTFT:s, alors [T] Fp2 [M] : M ~p M,

3. SiT=s,alors [T,x: M,2" : M' bFp2 x ~y, 2’2 [s].
Démonstration Supposons I' =p M : T, alors on a I' Fp2 M : T (1) avec Ivl(M) = IvI(T) = 1 (car
P C P?). En appliquant le morphisme -+ [-], on obtient alors [I'] Fp2 [M] : [T (2).

1. En utilisant le cas (1) du théoreme 4.1.8, on montre que ||I'[| Fp2 M : T, puis en I'appliquant
une seconde fois, on en déduit [I'] Fp2 M : T (3). En appliquant le lemme 4.1.1 & (2), on obtient
[I'r Fp2 [M]g : [T|g. Puis le lemme 3.4.8, nous permet d’obtenir : |[['|g] Fp2 [[M]R] :
[T r]. Or [[T]r] C [I']. On en déduit donc bien que [I'] = M’ : T".

2. Supposons I' =p T : s. En appliquant le soulevement on obtient [I'] Fp2 [T : [s] (4). En
appliquant le cas (2) du théoréme 4.1.8 & (2) et (4), on en déduit que :

ITETI 2 [TMII] = MO [T
Puis, en appliquant le cas (3) du théoréeme 4.1.8 & (4) on obtient que

T2 : T pe o - [T 2 [s]
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Et donc d’apres les lemmes de substitution 1.1.23 et 4.1.4 et (3), on en déduit que
ITETI 2 MAF T = [s]
On peut donc appliquer une seconde fois le cas (2) du théoréme 4.1.8 :
T Epz T LT = (M 1F [TT)
On peut alors simplifier |[|[[M]|]] = M’ (lemme 4.1.3) :
TV e T = M7 1 (M 1F [TT)

Et en conclure que :
[T] bp2 [M] : M ~p M’

3. SiT = s, alors [T'] = [s] et le cas (3) du théoréme 4.1.8, montre que :
1TV s M bp kM < [s]
En appliquant une nouvelle fois le cas (3) du théoréeme 4.1.8, on obtient :
HIETll 2 M2’ [z 1F M) bpe o I (o1 M) : [5]

Or z est une variable de premier niveau, on en déduit donc que ||||[T]||,z : M| = |[|I[T]IIll, = : M.
De plus, d’apres le lemme 4.1.3, on a |z IF M| = M’. On en déduit que :

IITCTI, 2 = M, 2" s M bp2 2 I (z I M) : [s]
Ce qui nous permet de conclure :

[C],z: M, 2" : M bp2 @~y 2 [s]

Paramétricité dépliée pour les inductifs. Comme nous avons pu le voir dans la section 5.1, on
étend la paramétricité aux inductifs en associant a toute déclaration d’inductif :

Ind(mp, I:A, ﬁk)

I'inductif de second niveau suivant :

Ind([z : @p]],lp I~y Icpicrg )

Par exemple, dans systéme 72, on pourra associer & I'inductif nat, le prédicat nat_P de paramétricité
suivant (ici dans la syntaxe de CoQ pour faciliter la lecture) :

Inductive nat_P : nat— nat— Prop :=
| O_P : nat_ P 0 O
| S_P : forall x y, nat_P x y— mnat_P (S x) (S y).

On étend ensuite la transformation [-] :
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— aux identifiants d’inductifs et aux constructeurs :
P — D P —D
[Z[P")] = Ip[P, P, [P] ] [(P"]] = cplP, P, [P] ]

l
— aux point-fixes F' de la forme fix f: A,z : § M

[F) = (23x(fe £~ £, [0 B 1LIMY ) (F/al[F'/')

—>k
— aux analyses par cas D de la forme case;(M, ?p, Ay gn,z’ O T Az ng )

P
[D] = caser,([M],P, P,[P] . (terme détruit et parametres)
n
Xy:B,y B yp:y~gy ,i:C0:Cip:in~gi.©~p 0, (type de retour)

k
Ne: B2 E zp:rz~p2 [[F]) (branches)

n ——m 0k
ou © = casel(i,?p,)\y: § NENON FOVE E F).

De plus, dans chacun de ces cas, la relation M ~q N est définie par [T] M N.
Il est possible de voir & ’'ceuvre ces transformations dans la traduction ci-dessous. On y définit par
point-fixe une fonction identité id sur les entiers, puis on calcule sa transformation id_P :

Fixpoint id (n : nat) : nat :=
match n with
| 0 = 0
| Sk = s (id k)
end.

Fixpoint id_P (n n’ : nat) (n_P : nat_P n n’)
nat_ P (id n) (id n’) :=
match n_P in nat_P n n’ return nat_P (id n) (id n’) with
| O_P = O0O_P
| SPkk’” kP = S P (id k) (id k’) (id P k k’ k_P)
end.

5.3 Plongement de la logique engendrée

Comme nous avons pu le voir a la fin de la section 5.1, il est souvent intéressant de plonger la logique
P? dans des logiques plus expressives pour étudier la paramétricité de P.

Nous considérerons donc des extensions de P? qui préservent les programmes mais peuvent étendre
la logique engendrée :

5.3.1 Définition (Morphisme préservant le premier niveau)
Soient P et £ deux CTSI et ¢ un morphisme tel que P? —, L. On dit de ¢ qu’il préserve le premier
niveau si P C L et p(P) = P.
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On peut alors relativiser les notations de paramétricité en suivant ces plongements :

5.3.2 Définition (Paramétricité plongée)
Soient P et £ deux CTSI et P? <, £ un morphisme préservant le premier niveau. On notera M ~7 N
la formule (M ~p N), [M], la formule p([M]) et [I'], le contexte ¢([I']).

Le théoréme d’abstraction devient alors :

5.3.3 Théoréeme (Théoréme d’abstraction plongée)
Soient P et L deux CTSI et ¢ un morphisme préservant le premier niveau tel que P> o L.
SilTkp M :T, alors

L[l e M:T et [, e M T,
2. SiTtpT:s, alors [U], bp [M] : M ~5 M,
3. SiT=s, alors [[p,x: M, : M' bpa~%, 2" [s].

Un des avantages de la paramétricité plongée est qu’il n’est pas nécessaire de calculer la logique
intermédiaire P? pour l'utiliser. Ainsi, on peut étendre le lemme 5.2.3 de la facon suivante :

5.3.4 Lemme (Paramétricité plongée dépliée)

M~*N = M— N—= o(s])
M~y g N = Vo Aa :Aep o~ o' Mo~ Na/
M~LN = [C]l,MN siC est une application ou une abstraction
[z], = P
\e:AM], = e:A2 :Azp:a~% 2 [M],
[(MN)], = [M],NN[N],
M], = Xx:M,2": M'.x~% 2" si M est une sorte ou un produit

[0l, = O
[C,z:Al, = [[lpz:Ax A ap:x~% o

La définition suivante présente un cas intéressant de tel plongement. En effet, dans les systemes
suffisamment complets, il est possible d’interpréter la paramétricité dans le systéme de départ.

5.3.5 Définition (Systéme réflexif)
On dira d’un CTSI P qu’il est un systeme réflexif s’il existe un morphisme ¢ préservant le premier
niveau de P? dans P.

5.3.6 Lemme
Soit P un CTS vérifiant les deuz conditions suivantes :
— Pour tout (s1,82) € Ap, alors (s1, S2,82) € Rp.
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— Pour tout (s1, $2,53) € Rp, alors (s1,S3,83) € Rp.
Alors P est réfiexif.

Démonstration Soit ¢ : Sp2 — Sp définie par :

o(s) = ssiseSp
o([s]) = ssiseSp

Montrons que ¢ est un morphisme de P? dans P.
— si (s,r) € Ap2 alors :
— soit Ivl(s) = 1lvl(r) = 1 et on a alors (¢(s), (1)) = (s,7) € Ap.
— soit vl(s) = lvl(r) = 2 et alors il existe (s',r") € Ap tel que [s'] = s et [r'] = r. Dans ce cas,
on a (p(s),¢(r)) = (s',7') € Ap.
— si (s1,52,53) € Rp2 alors on est dans 1'un des trois cas suivants :
— (s1,52,83) € Rp : on a bien (¢(s1),p(s2), p(s3)) = (s1, 52,53) € Rp
— (81,85, 85) € Rp avec [s;] = s; pour 1 <i < 3:on a bien (¢(s1),¢(s2),¢(s3)) = (8], sh,s5) €
Rp
— (81,85, 85) € Rp avec [s5] = so = s3 : par hypothése, on en déduit que (s1,sh,s5) € Rp et
donc on a bien (¢(s1),¢(s2),¢(s3)) = (s}, s4, s5) € Rp
— (s1,85) € Ap et s9 = s3 = [sh] : alors par hypothese, (s1, 5, s5) € Rp et donc (¢(s1), p(s2), ¢(s3)) =
(s1,85,85) € Rp.
— si (s,r) € Cp2, on montre de fagon similaire au cas axiome que (¢(s), (1)) € Cp (tout comme
la relation d’axiome, la relation de cumulativité de P? ne compare que deux sortes de méme
niveau). ©)

5.3.7 Exemple
Les systémes Ax, NI, M1, AII2, CC, CCq, Axq sont réflexifs.

Les systemes réflexifs sont en quelque sorte capables d’interpréter leur propre théorie de la paramé-
tricité. A titre d’exemple, on peut utiliser CC dans lequel on utilise la sorte x pour représenter a la fois
les preuves et les programmes.

5.3.8 Exemple
Ona:

T _
Foc Vno:natn ~5en —n €, nnatS0

© _
et donc Fcoc t: nat implique Foc t gtnat tnatS0. Ou on a adopté les notations suivantes dans CC :

nat = Va:x(a—a)—=a—a

neét‘:atm = gp(negnatm):Va:*,f:*—>*,:z::*,X:a—>*,h:X(naf:U)—>X(mozfm)
S = M:nat,a:x, fra—=a,z:a.f(nafx)
0 = M:nat,a:x, f:a—a,z:a.x
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Démonstration — On a F2 C CC?, on peut donc utiliser le lemme 4.2.33 pour prouver

t —
Foe2 Vnoinatn ~pen —n =, nnatS0

puis en appliquant le morphisme ¢ on en déduit :

@ -
Foo Vn:natn ~%n—n =, nnatS0

— D’apres le théoréme d’abstraction plongée, on a oo t ~jm t; on en déduit donc bien :

® _
Foo t = tnatSo0

nat

®©

Comparaison avec la relation de paramétricité de Bernardy et. al. Dans article [ I, la
transformation de paramétricité présentée correspond a notre théoréeme d’abstraction plongée restreint
aux PTS réflexifs vérifiant la propriété (%) : pour toute sorte s € Sp, il existe une sorte r telle que
(s,r) € Ap. Ainsi, cette propriété n’est pas vérifiée par les systémes du cube par exemple. Cette
condition permet aux auteurs de | | de définir la transformation de paramétricité plus simple
suivante :

[z]. = =p
Az s, s —a — p(s)
[Ax : A.M]. e Ayt A xp : [A]wz 2! [M].
[(MN)]. = [M].NN[N].
[Vx: AB]. = XN :Vo:AB,f Vo:A.B'Nz: Az : A xp:[Alsz2 [B]«(fz)(f2)

=
V,)
=
*
I

[0l = 0
[T,x: Ay = [[]e,x:A 2" : A zp: [A]xa’

Ici, la relation M ~7 N est une notation pour le terme [T M N. La différence principale entre la
définition de Bernardy et la paramétricité plongée, présentée plus haut, tient au fait qu’elle crée des
rédexs superflus. Comme par exemple :

Ma:s,h:ah], = la:s,d :sap:[s]liaa’ hp

> Xa:s, o isap:a—ad — [x].hp

Si P ne vérifie pas la condition (x), alors ces abstractions superflues ne sont pas typables. C’est donc au
prix d’une légere complication des définitions de paramétricité que nous pouvons “réduire a la volée”
ces rédexs, et ainsi capturer les systémes qui ne vérifient pas ().
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5.4 Plongements pour CIC, CIC™ et CIC"

On peut vérifier que les systémes CIC, CIC™ et CICT sont réflexifs pour le morphisme ¢ de CTSI,
défini par :

p(s) = ssiseSp
o([s]) = ssiseSp

ou P = CIC, CIC™ ou CICT.

Ce plongement de P? dans P est correct, mais il peut désarconner les utilisateurs de CoQ. On
effet, ces derniers sont habitués a représenter les relations par des prédicats a valeur dans la sorte
Prop des propositions. En utilisant ce plongement, un type 7' de sorte s générera une relation d’arité
T~, T =T — T — s. Par exemple, dans CIC, les types informatifs sont encodés par des inductifs
de sorte Type, ; ainsi, I'inductif nat est de type Type,. L’inductif natp engendré par nat est alors un
inductif d’arité nat — nat — Type,. Cela pose plusieurs problemes :

— Cette relation ne pourra pas étre utilisée par les lemmes et définitions déja prouvés et qui attendent

comme hypothese une relation a valeur dans Prop,

— Il est possible que ces définitions utilisent I'imprédicativité de Prop et qu’elles ne puissent pas

étre adaptées pour étre utilisées avec des relations a valeur dans une sorte prédicative.

— Les preuves de paramétricité ne seront pas effacées par le mécanisme d’extraction.

C’est donc afin d’obtenir une relation de paramétricité plus fidele a la philosophie de COQ, que nous
allons utiliser le plongement suivant pour P = CIC,CIC™, CIC™ :

xp(s) = ssiseSp
xp([s]) = Prop si s € Sp et s minimal pour Ap
xp([s]) = ssiséeSpetsnest pas minimal pour Ap

Ce qui nous donne dans chacun de ces systémes :

CIC CIC™ cIrct
xcic([Prop]) = Prop Xcic- ([Prop]) = Prop Xcic+ ([Prop]) = Prop
xcic([Typey|) = Prop Xcic- ([Set]) = Prop Xcic+([Seti]) = Prop

xcic([Type;111) = Typeiy | Xcic-([Type;]) = Type; Xcic+ ([Type;]) = Type;

Dans ces systémes, les types de données informatifs habitent les sortes minimales pour la relation
A. Par exemple, le type list[nat] des listes d’entiers habitent les sortes Type, Set et Setq selon que le
systéme considéré est CIC, CIC™ ou CICT. Ainsi dans ces systémes on a :

Fcic list[nat] : Type, Foro- list[nat] : Set Foro+ list[nat] : Sety
et le théoréme d’abstraction nous permettra de dériver pour P = CIC, CIC™, CIC™" :

Fp [list[nat]], : list[nat] — list[nat] — Prop
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Nous avons introduit, dans l'article | ], le systéme CIC™ car le systéme CIC est défaillant du
point de vue de la représentation des types informatifs. En effet, les types de données polymorphes,
comme par exemple le type de l'identité Vo : Type,.acc — «, n’habitent pas la sorte Type, mais une
sorte plus élevée (ici Type; pour le type de l'identité).

Puisque, dans CIC, les types de données polymorphes n’habitent pas une sorte minimale pour la
relation Acic, les relations induites par ces types ne sont pas a valeur dans la sorte des propositions.
Comme par exemple :

Faic [Vo : Typeg.a = afy : (Vo : Typey .o = o) = (Vo : Typej .o = o) — Type,

C’est pourquoi les systemes CICT et CIC™ sont plus satisfaisants du point de vue de la paramétricité
puisqu’ils arrivent a contenir les types polymorphes dans des sortes minimales pour la relation A :

Fepo- Voo :Set.ao — ¢ @ Set Fope+ Voo: Set;.ao — o @ Setjyg

Et donc les relations induites sont bien a valeur dans Prop :

Foio- [Voo:Set.ao = a, @ (VYa:Set.a — o) = (Va : Set.a — o) — Prop
et :
Forer [Voo: Set;.ao —» ]y, :  (Va:Set;j.a = o) = (Va : Set;.a — ) — Prop
5.4.1 Lemme

Soit P € {CIC,CIC~,CICT}.
La fonction xp est un morphisme de CTS préservant le premier niveau de P? dans P.

Démonstration On montre le résultat pour P = CIC™, les autres vérifications sont similaires.
— Doit (s, 1) € 2, montrons que s), x(r)) € As. On distingue les deux cas possibles :
Soit (s,7) € Ap que (x(s), x(r)) € Az. On distingue les d possibl
~ (s,7) € Ap : dans ce cas, on a (x(s),x(r)) = (s,7) € Ap C Ap.
— (s',1") € Ap et [§'] = s et [r'] = r, on distingue selon les valeurs possibles de (s',77) :
~ & = Prop,’ = Type, : (x(5), X(r)) = (Prop, Type,) € Ap C Ap,
— ' = Set;,r’ = Type; avec i < j : (x(s), x(r)) = (Prop, Type;) € Az,
— s’ = Type,,’ = Type; avec i < j : (x(s),x(r)) = (Prop, Type,) € Az.
—~ Soit (s,7,7) € Rp2 (on rappelle que P? = HOMOGENEOUS), montrons que (x(s), x(r), x(r)) €
R%. on distingue tous les cas possibles de la construction P2
— (s,7,7) € Rp : Dans ce cas (x(s),x(r),x(r)) = (s,r,7) € Rp C Rp2 C Res-
— (¢/,7',1") € Rp avec [¢'] = s, [r'] = : on distingue selon les valeurs possibles de s et r’ :
— 1" =Prop ou r’ = Set; : (x(s), x(r), x(r)) = (x(s),Prop, Prop) € Rp C R,
~ s’ = Set; ou s’ = Prop et 1’ = Type, avec i < j :

(x(s), x(r),x(r)) = (Prop, Type;, Type;) € Rp C Ry

— s’ = Type;,r’ = Type; avec i < j : (x(s), x(r), x(r)) = (s',r',7") € Rp € Rp2.

— (s,r",r") € Rp avec [r'] = r : On distingue selon les valeurs possibles de 1’ :
— Si 7' = Prop ou r’ = Set;, alors (x(s), x(r), x(r)) = (x(s),Prop,Prop) € Rp C Rz.
— Sir" = Type;, on a (x(s),x(r),x(r)) = (s,7',r") € Rp C Rp.
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~ (s,7") € Ap avec [r'| = r : le systéme P vérifie la condition de réflexivité vue plus haut,
a savoir : (s,7’) € Ap implique (s,7,r") € Rp. Or on a nécessairement ' = Type, et donc
(x(8); x(1), x(r)) = (s,7",7") € Rp C Rp2.
— Soit (s,7) € Cp2, montrons que x(s) <p x(r). On distingue selon les cas :
— Si (s,7) € Cp, alors (x(s),x(r)) = (s,7) € Cp et donc x(s) <p x(r).
— Si (s,7) = ([Type; |, [Type; 1), alors (x(s), x(r)) = (Type;, Type;) € Cp et donc x(s) <p x(r).
— Si (s,7) = ([Set;]|, [Set;]), alorsx(s) = x(r) = Prop et donc x(s) <p x(7). ®
Hélas, ces morphismes ne sont pas des morphismes de CTSI, le fait de transformer les arités de
sorte Set en arités de sorte Prop, enverra certaines éliminations fortes vers des éliminations fortes
non-autorisées.
On peut apercevoir ce phénomene en essayant de typer la traduction de la fonction n_or_b suivante :

Inductive nat_P : nat— nat— Prop :=
| OP : nat P 0 O
| S_P : forall x y, nat_P x y— mnat_P (S x) (S y).

Inductive bool_P : bool— bool— Prop :=
| true_P : bool_P true true
| false_ P : bool_P false false.

Definition n_or_b (b : bool) : Set :=
match b with
| true = nat
| false = Dbool
end.

Definition n_or_b_P (b b’ : bool) (b_P : bool_P b b’)
n_or_b b— n_or_b b’— Prop :=
match b_P in bool_P b b’ return n_or_b b— n_or_b b’— Prop with
| true_P = nat_P
| false P = bool_P
end. (* ERREUR *)

Au moment de typer le terme n_or_b_P le systéme retourne l’erreur suivante :
Error: Incorrect elimination of "b_P" in the inductive type "bool_P":
the return type has sort "Type" while it should be "Prop".
Elimination of an inductive object of sort Prop is not allowed
on a predicate in sort Type because proofs can be eliminated only
to build proofs.

En effet, le type de 'objet b_P est donné par I'inductif bool_P qui n’est pas un petit inductif logique
(car il a deux constructeurs). C’est pourquoi I’élimination n’est pas autorisée. Seules les éliminations
fortes posent ici probléme. Soit P € {CIC, CIC™,CIC"}; on peut définir le systéme Py, comme ayant
les mémes parametres que P, a I’exception de Ep qui est défini de la facon suivante :

Epy. =Ep \ {({,Type;)|] n'est pas un petit inductif logique et il est de sorte minimale pour Ap }
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En d’autres termes, Py, est obtenu, a partir de P, en interdisant les éliminations fortes des inductifs
de sorte minimale qui ne sont pas des petits inductifs logiques.
On peut alors vérifier que :

5.4.2 Lemme
Soit P € {CIC,CIC™, CIC+}.

La fonction xp est un morphisme de CTSI préservant le premier niveau de (Pwe)2 dans Pye.

On en déduit alors le théoréme d’abstraction suivant :

5.4.3 Théoréme (Abstraction dans Prop avec élimination forte interdite)
Soient P € {CIC,CIC™,CIC"} et soit le x = xp le morphisme défini précédemment.
Sil'Fp,. M :T, alors

1 [Cly Fpo. M T et [Ty Fp,, M T,
2. SiTFT:s, alors [T]y bp,. [M] : M ~% M,
3. SiT=s, alors [[y,z: M, : M' bp,, x~, o' : [s].

L’élimination forte est un outil essentiel de C0OQ, puisqu’elle permet, comme nous avons pu le voir au
chapitre 2, de dériver 0 # 1 et qu’elle est souvent utilisée dans les programmes avec types dépendants.
Il est donc primordial de pouvoir dépasser cette restriction, si on veut pouvoir appliquer la théorie de
la paramétricité au systeme CoQ.

Nous allons a présent voir que dans bien des cas on peut réussir a traduire les éliminations fortes par
des éliminations autorisées. Regardons sur un exemple comment on peut contourner cette restriction.

Inductive NB : Set :=
| N : nat— NB
| B : bool— NB.

Inductive vector : nat— Set :=
| vector_nil : vector O
| vector_succ : forall n, nat— vector n— vector (S n).

Definition f (x : NB) : Set :=
match x with
| Nn = vector n
| B b = nat
end.

L’inductif NB implémente la somme disjointe du type des entiers et des booléens. Nous cherchons
a traduire la fonction f qui associe a un élément x de type NB un type de sorte Set. Elle retourne le
type des vecteurs de taille n si z est de la forme N n et le type des entiers si = est de la forme B b (on
notera que b n’est pas utilisé dans cette branche). Dans cet exemple, nous avons choisi de retourner
un type dépendant (ici vector) et un type non-dépendant (nat), afin d’illustrer la différence entre le cas
dépendant et le cas non-dépendant. Mais nous aurions pu adapter cet exemple en remplagant vectorn
et nat par n’importe quel autre habitant de Set, sans que cela ne pose probleme.

Si 'on appliquait directement la traduction de paramétricité on obtiendrait le terme :
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Definition f_ P (x x’ : NB) (x_P : NB_P x x’) :=
match x_P with
| NP nn’” nP = vector_ P n n’ n_P
| BPbb” bP = nat P
end.

Or nous avons vu qu’une telle définition est refusée par le systéme (car x_P est une preuve d’un prédicat
inductif de sorte Prop qui n’est pas un petit inductif logique). Nous allons donc proposer une traduction
alternative pour fp qui procede en échangeant la destruction de xp par deux destructions imbriquées
de z et 2’. Ce qui a pour effet de produire k? branches (o1 k est le nombre de constructeurs de I'inductif,
ici k = 2); mais seules k d’entre elles sont effectivement possibles :

Program Definition f_P (x x’ : NB) (x_P : NB_P x x’) :=
match x with
| N n = match x’ with

| N n’ = 1let n_ P := inv n n’ x_P in vector_P n n’ n_P
| B b> = absurd (vector n—nat— Prop) (absis n b’ x_P)
end

| B b = match x’ with
| N n> = absurd (nat— vector n’— Prop) (abse; b n’ x_P)
| B b = nat_P

ou les termes suivants sont implémentés grace a des éliminations autorisées :

inv : V(nn':nat).NBp (Nn)(Nn') — natp nn'
absiy : V(n:nat)(t':bool).NBp (Nn)(Bb) — False
absg; : V(b:bool)(n':nat).NBp (Bb) (Nn') — False
absurd : V(o :Type,).False = «

Les termes absis et abso; permettent de déduire de zp que le cas ol x et 2’ ne commencent pas
par le méme constructeurs est impossible. Et le terme inv permet de reconstruire a partir de zp une
preuve que n et n’ sont en relation pour natp (on pourrait faire de méme pour construire une preuve
bp que b et b’ sont en relation pour boolp mais ce n’est pas nécessaire car bp n’est pas liée dans cette
branche).

A titre indicatif, nous donnons leur implémentation sur la figure 5.1 : les termes T1 et T2 donnent
les types de retour des éliminations autorisées. Ces types de retour permettent d’avoir a prouver des
propositions triviales dans les cas impossibles des éliminations qui les suivent.

On remarque que cet exemple se déroule correctement car les arguments des constructeurs de NB
sont de types Prop ou Set; NB est un petit inductif. Il ne serait pas possible d’effectuer la méme
“astuce” pour traduire la destruction de 'inductif de CIC™ suivant :

Ind(box_set; : Set; 1, close; : Set; — box_set;)
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Definition T1 (x x° NB) Prop :=
match x, x’ with
| Nn, Nn’> = nat_P n n’
I _, = True
end .

(n_P
nat_P n n’

Definition inv n n’ NB P (N n) (N n’))

match n_ P in NB_P x x’ return T1 x x’ with
| NP nn’” nP = nP
| B_P = I (* preuve de True %)
end .
Definition T2 (x x’ NB) Prop :=
match x, x’ with
| N _, N = True
| B _, B = True
| _, = False
end.
Definition abs12 (n nat) (b’ bool)
(h : NB_P (N n) (B b’)) : False
match h in NB_P x x’ return T2 x x’ with
| N_P = I (* preuve de True *)
| B_P = I (* preuve de True *)
end.
Definition abs21 (b bool) (n’ nat)
(h NB_P (B b) (N n’)) False
match h in NB_P x x’ return T2 x x’ with
| N_P = I (* preuve de True *)
| B_P = I (% preuve de True %)
end.
Definition absurd (X Type) (b False) X :=

match b return X with end.

FIGURE 5.1 — Implémentation des fonctions inv, absig, abso;
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En effet, cet inductif se traduit par :
Ind ([box set;] : box set; — box set; — Prop,
[close;] : V(A A’ : Set;).(A — A" — Prop) — [box_set,] (close; A) (close; A'))

Ce n’est pas un petit inductif car le type de 'argument de close est de type Type;,; et n’est pas minimal
pour la relation A. Ainsi, il n’est pas possible de programmer la fonction suivante :

inv: V(oo : Set;).box setp (close @) (close ') = a ~&,,, o

Car box_setp (close a) (close ') est de type Prop et a ~g,. ' est de type Type,, ;. Et donc, 'élimination
de 'argument de type box_setp (close ) (close o) n’est pas autorisée pour construire un objet de type

X
«Q NSeti Q.

Ainsi, si on modifie la définition de Pgman de facon analogue a Pye en posant :

Epan =Ep \ {(I,Type;)|I n’est pas un petit inductif et il est de sorte minimale pour Ap }

On remarque que :
— Cette restriction est exactement celle présente pour 1’élimination des inductifs de Set dans CIC™,
— De méme, dans CIC, la sorte Type, ne contient uniquement que des petits inductifs. En effet,
si un inductif de sorte Type; a un constructeur dont un des types est de sorte Type;, alors on a
j <i;etdoncsij+#0 alorsi #0.
On en déduit donc :
5.4.4 Lemme

CIC, ., = CIC™  CICqpan = CIC

Par contre, dans CIC™, cette construction impose une nouvelle restriction. Néanmoins, en pratique,
la plupart des termes utiles ne sont pas concernés par cette restriction puisque les petits inductifs
contiennent la grande majorité des types de données utilisés (cette restriction était présente jusqu’a la
version 8.0 de CoQ).

Parmi les éliminations interdites dans CIC™ par cette restriction, on trouve ’encodage de Peter Aczel
qui permet de représenter les ensembles de la théorie des ensembles intuitionniste (voir | , DE

Ind(Ens : Set;y1,sup : Va : Set;.(w — Ens) — Ens)

Cet inductif est autorisé dans CICT mais il ne peut pas étre détruit pour fabriquer un objet dont le
type est une sorte minimale dans CIC;‘maH.

Bien que nous ne ’avons pas formalisée dans ses détails, nous sommes convaincu qu’il est possible
de généraliser I’exemple de la figure 5.1 au cas général. Nous donnons une ébauche de cette modification
de la transformation de paramétricité dans le cas case a la figure 5.2. Cette derniére ne s’adapte pas
exactement dans notre cadre car cette modification a besoin du contexte dans lequel les termes sont
définis pour pouvoir récupérer :

— la sorte du type de retour du case (la sorte s dans laquelle habite 7' dans les notations de la

figure 5.2),
— et la valeur des arguments de l'inductif qui apparait dans le type principal de 'objet détruit (ie.
si M est de type principal 1 [?p] 8n, les 8n est la valeur des arguments de 'inductif I).
Nous utilisons donc ici le fait que les systémes CIC, CIC™ et CICT satisfont la propriété d’existence
d’un type principal.
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On modifie la définition de [-], pour détruire un petit inductif I avec p parametres, n arguments et k
constructeurs

- Sk
[case;(M, P* Ay B i I[B) 9" T 2 E.F )]y = C[M]

avec :

—n —n
M'.(© ~5 O)M').G" [y ],

¢ =casey (M, ?p, )\mn,i : I[?p} Y". Vip i N;C[I_gp] -

—m —m —p, =
Mz : By .case (M', Xy B 1, ) I[P’p] . Yip:ca [?p] 7™ N>I<[_P>p] - i'.©~X% 0

—m —p. —m

DY 1. Azp: cl[?p] z™ N}C[?p] 7" €1 [P/p] z’ 1. [F1] (= ml/—>m1]
ﬁm — —)m

)\x’ : E2 2. )\Zp : Cl[?p] 7m1 NX?p n [P’p] . absurds 191 251 2,

I[Py o

——7m —p —m

X' By, " oxepia [?p] T RX 2P n ck[P’p] o . absurds 914 61 k)

I[Py o
—m —m —p. =N
Mt By . case (M’, Xy B 1,i/ : I[P’p] y . Vip: ck[?p] "k Nﬁﬁp] 7 .0 ~% 0'),

—m P, —m

)\{L‘/ : Ei 1. /\Zp : Ck[?p} ?mk NX?p n [P/p] 1. absurds 791@ 1 (Sk 1,

I[Py o

———M_ —) — M

X' By o Azp : ck[?p} T AX L, W Cl—1[P p} c absurdg Y g1 0k k—1,

i A

——?m —m

A’ By, " Azp : ¢y [?p} 2 N’;[_PW] on Gk [P’p] Z [Fe] 7™ /3U_>Pmk])>

Lorsque :

4m>k
© = case(1, P’ JAY § :C.T,)\zﬁ' F)

le type principal de M est de la forme I [?p] 8n et que le type principal de T" est Type; avec 7 > 0.
les instanciations de ’arité et des constructeurs par les parameétres sont de la forme :

Arity](?p) = an.s Constrj}(? )= Vz—mlj.l[?p] D;

pour 1 < j < k, les termes 7j1, ..., Tjm; sont construits de fagon similaire a la fonction inv de la
figure 5.1.

le terme absurdg est 1’élimination de | de type : VX : s.1 — X avec s la sorte de T,

pour 1 < j l<kavecj#I:

— on pose ¥;; = [T][c; [? 1 2™ /i, cl[P’ ] /z]

— et les termes 4;,; sont construits de fagon similaire aux fonctions abs12 et abs21 de la figure 5.1.

FIGURE 5.2 — Traduction des éliminations fortes des petits inductifs.
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A

Ainsi, cette transformation de paramétricité “patchée” devrait étre, en toute rigueur, indicée par
le contexte dans lequel les termes sont définis. C’est donc avec un certain abus des notations que nous
admettrons le théoreme suivant. C’est ce théoreme qui sera utilisé pour développer les exemples de la
prochaine section.

5.4.5 Théoréme (Abstraction dans Prop avec élimination forte des petits inductifs)
Soient P € {CIC,CIC™,CIC"} et soit le x = xp le morphisme défini précédemment.
SiTFp, .. M:T, alors

1' [[F]]X l_Psmall M : T et [I:FIIX }_,Psmall M/ g T,’
2. SiT+T:s, alors [Ty bp,,., [M] : M ~% M,

3. SiT=s, alors [Ty, z: M,2’ : M'bp__ x~X 2 [s].

Que ce soit sur papier ou sur machine, formaliser completement la preuve d’un tel théoréme serait
une tache de tres longue haleine. Ce qui semble néanmoins beaucoup plus raisonnable serait d’implé-
menter une nouvelle tactique de CoQ qui calcule les termes générés par la transformation [-],. Il ne
serait alors pas nécessaire de certifier 'implémentation de cette transformation puisque la typabilité
des termes générés serait de toute fagon vérifiée en aval par le systeme. Avec Chantal Keller, nous avons
commencé & ébaucher une telle tactique ! (néanmoins, & ’heure de la rédaction, cette ébauche n’est pas

capable de traiter les inductifs).

5.5 Applications dans ’assistant de preuve Coq

Dans cette section, nous donnons quelques exemples de “théoremes gratuits” pour 'assistant de
preuve COQ. Il ne serait pas difficile de formaliser dans ce cadre tous les exemples que Philip Wadler
donne dans [ |. Nous préférerons plutét donner ici des exemples originaux d’applications.

Dans le premier de ces exemples (sous-section 5.5.1), nous montrerons que les habitants clos du
type des entiers de Church sont extensionnellement égaux a un opérateur d’itération de fonctions. Le
second (sous-section 5.5.2) montrera la naturalité de tout terme ayant le méme type que l'opérateur
p associée & une monade d’arbre. Dans le troisieme exemple (sous-section 5.5.3), nous verrons que
I'on peut étendre la paramétricité en présence de 'axiome d’équivalence des preuves et nous verrons
également comment utiliser le théoreme d’abstraction pour déduire des propriétés d’indépendance;
nous montrerons pour cela que 'axiome du tiers-exclu n’est pas dérivable. Enfin, nous donnerons un
exemple d’application de la théorie de la paramétricité utile pour la formalisation des mathématiques
(sous-section 5.5.4).

Dans cette section, nous donnerons des exemples formalisés dans le systéme CIC™. Néanmoins, en
indicant convenablement la sorte Set, on pourra facilement porter ces exemples dans CIC™ car aucun
d’entre-eux n’utilise I'imprédicativité de Set. De méme, mis a part I’exemple de la sous-section 5.5.1,
les autres exemples pourront étre formalisés dans CIC en remplagant Set par Type. Ainsi, les séquents
F (resp. Fgman) désigneront Fp (resp. Fp_ ) pour P = CIC™, P = CICT ou P = CIC (sauf dans la
sous-section 5.5.1).

small

1. http://www.lix.polytechnique.fr/~keller/Recherche/cogparam.html
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5.5.1 Le type des entiers de Church

Dans cette sous-section, on désignera par church le type Vo : Set.(aw — a) — «a — « et par nat
I'inductif usuel (dans Set) pour représenter les entiers. Soit alors la fonction iter qui permet de composer
une fonction n fois avec elle-méme :

Fixpoint iter (m : nat) : church :=
fun (o : Set) (f : a—=a) (z : a) =
match n with
| 0 = =z
| Sp = £ (iter p a f z)
end.

On peut prouver que tout objet de type church en relation paramétrique avec lui-méme est extensionnel-
lement égal & iter k pour un certain k. Autrement dit les “habitants paramétriques” de church sont tous
des opérateurs d’itération. Ce que l'on peut exprimer par la formule suivante (on utilise les encodages
standards de COQ pour le connecteur existentiel et ’égalité) :

5.5.1 Lemme

FVf:church.f ~X o f— Jk:natVa:Set,g:a — a,z:aiterkagz =, fagz

Démonstration On décrit la dérivation dans un style informel.

Soit f de type church vérifiant f ~% ... f (H).

On pose k = (fnatSO) (o S et O sont les constructeurs de nat).

Soit « de type Set, g de type a — « et z de type a.

On doit montrer iter (f natSO)agz =, fagz.

Nous allons pour cela utiliser I'hypothése (H). La proposition f ~X . f se déplie en :

Vaao' :Set,ap:a— o —Prop,Vg:a —a,¢ :d —d.
(Vo :a,2' :d.apxa’ — ap(gz) (¢’ 7)) —

Vzia,2 1dlapz —ap(fagz)(fd g 2)

Ainsi en instanciant cette formule avec & = o, @’ = nat, ap = Ay : a,n : natiternagz =y, g = g et
g’ =S, on rameéne la preuve de iter (f natSO)a gz =, f a gz aux preuves de :
— Yy : a,n: natiternagz =, y — iter(Sn)agz =, gy : or, on a

iter (Sn)agz>g(iternagz)

et donc on peut utiliser la prémisse puis la réflexivité de 1’égalité pour conclure ce cas.
— iterOa gz =, z : trivial par réflexivité car iterOa gz > z. ©

Le théoreme d’abstraction nous permet alors de conclure que les termes clos de type church sont
prouvablement extensionnellement égaux a iter k pour un certain k.

5.5.2 Lemme
St Fgman t 2 church, alors Fp 3k : nat.Va : Set,g:a — o,z : a.iterkagz =4 tagz
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5.5.2 La monade d’arbres

On peut représenter les arbres binaires portant une information de type « sur leurs feuilles par la
définition inductive suivante :

Inductive tree (o : Set) : Set :=
| leaf : a— tree «
| node : tree a— tree a— tree «.

Il est alors aisé d’implémenter la fonction map qui applique une fonction a chacune des feuilles de
I’arbre :

Fixpoint map (a S : Set) (f : a—f) (t : tree a) : tree [ :=
match t with
| leaf x = 1leaf (B (f x)
| node 1 r = node § (map o S £ 1) (map o 8 £ r)
end.

La relation générée par la transformation appliquée a I'inductif tree est donnée par la définition

suivante :
Inductive tree_P (a o : Set) (ap : a— &’ — Prop) : Set :=
| leaf : forall x x’, o P x x’—>tree a o ap (leaf x) (leaf x’)
| node : forall 1 1’, tree o o ap 1 1’—

forall r r’, tree a o ap r r’—
tree a o ap (node 1 r) (node 1’ r’).

Deux feuilles sont en relation pour treep si et seulement si leurs informations sont en relation pour le
parameétre ap et deux nocuds sont en relations si et seulement si les deux branches de gauche et les
deux branches de droite sont en relation.

On montre alors facilement :

5.5.3 Lemme

FYapB:Set, f:a— [t treela], ts : tree[S].
(treepa, B, Azt a,y 2 B.fx =g y|t1t2) > (t2 =tree[s) Mapa B ft1)
Démonstration Le sens direct utilise une induction sur la relation treep et le sens réciproque une

induction sur la structure de I’arbre ¢;. Nous donnons & titre indicatif, figure 5.3, une formalisation de
cette démonstration en CoQ. ®

On en déduit alors le lemme suivant :

5.5.4 Lemme
Si Fsman M : Vo : Set .tree[tree[a]] — tree[a], alors

FYap:Set, f:a— (3,t: treetree[a]].
M 3 (maptree[a] tree[3] (map & 3 f) t) =ree[s) (Map a3 f (M art))
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(* Some lemmas *)
Lemma tree_P_mapl
forall (o o : Set) (f : a—d),
forall (a : tree «a) (a’ : tree o),
forall R,
tree P o o R a a’—
R = (fun x x’ = f x = x’)—
map a o f a = a’.
Proof.
do 7 intro.
induction H; intro; subst.
simpl; rewrite H; reflexivity.
simpl; rewrite IHtree_ Pl;[rewrite IHtree_P2]|];
reflexivity.
Qed.

Lemma tree_P_map?2
forall (a : Set) (a : tree a) (d' : Set)

(f : a=d') (a’ : tree o),

map a o f a = a’—

tree_ P a o (fun x x’ = f x = x’) a a’.
Proof.

induction a; intros;
subst; simpl; constructor; eauto.
Qed.

FIGURE 5.3 — Formalisation en CoQ du lemme 5.5.3.
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Démonstration Pour cela il suffit de montrer () :

F Vs Vo : Set tree[treefa]] — tree[a].pu ~ o, treeftreefa]]streefa] M
Vaf:Set, f:a— f5,t: treeftree[a]].
ytree(§] (map treela] tree[8] (map @ £) £) Zyee(s| (map e f (1axt))

Puis d’appliquer d’utiliser le théoreme d’abstraction pour déduire de
= M :Va : Set .treeftree[a]] — tree|q]

que
M~ M

Va:Set .tree[tree[a]]—tree[a]

La preuve de () se formalise relativement facilement en CoQ, voir figure 5.4. ©

Ainsi, il peut étre utilisée pour montrer que tous les termes de type Vo : Set .tree[tree|a]] — tree[a]
sont vérifient la propriété de naturalité. On dispose donc d’un moyen automatique pour prouver la
naturalité de 'opérateur flatten de multiplication de la monade des arbres.

Fixpoint flatten (a : Set) (t : tree (tree «)) : tree a :=
match t with

| leaf t = ¢t

| node 1 r = node a (flatten a 1) (flatten «a r)
end .

mais également de toutes les autres fonctions qui ont ce type; et elles sont nombreuses, comme par
exemple :

Fixpoint leftmost (o : Set) (t : tree (tree a)) : tree « :=
match t with

| leaf t = t

| node 1 r = (leftmost a 1)
end.
Fixpoint flatten_swap (a : Set) (t : tree (tree a)) : tree a :=
match t with

| leaf t = t

| node 1 r = node a (flatten_swap « r) (flatten_swap a 1)
end.

5.5.3 Axiomes classiques

Une des caractéristiques intéressantes de CoOQ est la possibilité d’ajouter des axiomes au systeme.
Mais lorsque la transformation de paramétricité rencontre un de ces axiomes, elle demande une preuve
que 'axiome est en relation avec lui-méme. Soit P un axiome tel que - P : s avec s = Prop ou Set.
Alors trois cas sont possibles :
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(¥ The translation : *)
Definition mu_P (a o':Set) (a_P:a—a’— Prop)
(u : tree (tree a)— tree )
(i : tree (tree o')— tree o) :=
forall (a:tree (tree a))(a’:tree (tree o)),
tree_P (tree a) (tree &)
(tree P o & o P) a a’—
tree P a o a_P (u a) (4 a’).

(¥ The proof that, 4if it satisfies the relation induced by
its type, the function commutes with map *)
Lemma mu_map
forall
(p : forall «a:Set, tree (tree a)— tree «),
(forall a o o_P,
mu_P a o a P (p a) (u o))—
forall (a o : Set) (f : a—da)
(z : tree (tree a)),
@ o (map (tree a) (tree ') (map a o £) z)
=map a o« £ (u a z).
Proof.
intros.
symmetry.
eapply tree_P_mapl; [|reflexivity].
apply H.
induction z; simpl; constructor; auto.
apply tree_P_map2.
reflexivity.
Qed.

FIGURE 5.4 — Formalisation en CoQ du lemme 5.5.4.
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— Soit P est ce qu’on appelle prouvablement paramétrique : L’utilisateur peut fournir une preuve de
Vh : P.[P] h h et cette preuve peut alors étre utilisée par le théoréeme d’abstraction pour traduire
les termes utilisant cet axiome.

— Soit P est prouvablement non-paramétrique : il existe une preuve de V(hh' : P).~([P]h1'). Ceci
signifie qu’il n’est pas possible de prouver la paramétricité de 'axiome sans compromettre la
cohérence du systéme. Dans ce cas, il n’y a aucun moyen d’invoquer le théoreme d’abstraction
pour des termes qui utilisent cet axiome.

— Soit P n’est ni prouvablement paramétrique, ni prouvablement non paramétrique (ou l'utilisateur
ne le sait pas). Dans ce cas, la paramétricité de ’'axiome peut étre ajoutée par l'utilisateur comme
un nouvel axiome (mais cet ajout risque de rendre le systéme incohérent).

On remarque que si =P est prouvable alors P est a la fois prouvablement paramétrique et prouva-
blement non-paramétrique. De méme si P est prouvable, alors, d’aprés le théoreme d’abstraction, il
est prouvablement paramétrique. Il est également facile de déduire du théoreme d’abstraction que si
P — @ est prouvable, alors :

— P prouvablement paramétrique implique () prouvablement paramétrique,

— (@ prouvablement non-paramétrique implique P prouvablement non-paramétrique.

Ainsi si P est équivalent & @, alors P est prouvablement paramétrique (resp. non-paramétrique) si et
seulement si @) est prouvablement paramétrique (resp. non-paramétrique).

L’axiome d’équivalence des preuves. L’axiome d’équivalence des preuves affirme que quelle que
soit la proposition, toutes les preuves de cette proposition sont égales. On peut exprimer cet axiome,
noté Pl, par la formule suivante :

Pl =V(X : Prop)(pq: X),p=x ¢
ol p =x ¢ est un notation pour eq_prop[X,p| g ou eq_prop est I'inductif encodant ’égalité de Leibniz
pour la sorte Prop :

Inductive eq_prop (X : Prop) (h : X) : X— Prop :=
| refl_prop : eq_prop X h h.

Et I’énonce Pl s’écrit dans la syntaxe de CoqQ de la facon suivante :

Definition PI :=
forall (X : Prop)(x y : X), eq_prop X x y.

On peut traduire I'inductif eq_prop par :

Inductive eq_prop_P (X X’: Prop)(X_P : X— X’— Prop)
(h @ X) (h> : X’) (h_P : X_P h h’)
forall (k : X) (k’> : X’) (k_P : X_P k k),
eq_prop X h k— eq_prop X’ h’ k’— Prop :=
| refl _prop_P : eq_prop_P X X’ X_P h h’” h P h h’” h_ P (refl_prop X
h) (refl_prop X’ h’).

Et la formule pi ~3, pi se déplie de la fagon suivante :
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Definition PI_P (pi pi’ : PI) :=
forall (X X’ : Prop) (X_P : X— X’— Prop)
(h : X) (h? : X’) (h_P : X_P h h’)
(k ¢ X) (k?> : X’) (k_P : X_P k k’),
eq_prop P X X X.P hh’ h P k k’ kP (pi X h k) (pi’ X’ h’ k’).

Or en utilisant p7 on peut montrer que :

Vpi: Pl.pi ~)|§| P <>
VX X' :Prop,Xp: X — X' — Prop,
h:X,h:X' hp: Xphl.
eq_prop.p X X' Xphh' hphh' hp (refl_prop X h) (refl_prop X' h’)
Pour cela on utilise pi cing fois afin de prouver les égalités : h =k, b’ = k', hp = kp, (refl_prop X h) =

(pi X hk), (reflprop X' 1) = (pi X' h'K'). On en déduit que, dans un contexte pi : Pl, le type du
constructeur refl_prop_P implique pi ~§, pi. On obtient donc :

5.5.5 Lemme

L’axiome Pl est prouvablement paramétrique :

FVpi: Pl.pi ~>|§| j

Indépendance du tiers-exclu. Du point de vue de 'utilisateur, apprendre qu’un axiome est prou-
vablement non-paramétrique est une mauvaise nouvelle ; mais cela offre aux méta-théoriciens un nouvel
outil pour prouver des résultats d’indépendance. En effet, d’aprées la réciproque du théoreme d’abstrac-
tion, on a le lemme suivant :

5.5.6 Lemme

Si P est prouvablement non-paramétrique, alors il n’existe pas de terme M tel que Fgmau M : P.
C’est-a-dire, P n’est pas prouvable par une preuve qui n'utilise pas d’élimination forte sur les petits
inductifs.

Par exemple, la loi de Peirce
Peirce =V(X Y : Prop).((X - Y) = X) - X

connue pour étre équivalente a I'axiome du tiers-exclu est prouvablement non paramétrique. En effet,

si H est a pour type h ~>,§eirce h, alors le terme

(H TTO__:T.T)
TLO T, :L.1))

a pour type, apres réduction, le terme suivant :
(T>T)=T)=2(T>L)=T)=(T=>T)=2(T>L)=>(T>T—=>1L->T)—=>1)—> 1

Or ce terme est bien équivalent & L (le trois prémisses sont prouvables). On en déduit que :
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5.5.7 Lemme
Peirce est prouvablement non-paramétrique :

Yhh' :Peirce.h ~X. h— |

Peirce

Et donc :

5.5.8 Lemme (Indépendance du tiers-exclu)
1l n’existe pas de terme M tel que :
Feman M : Peirce

5.5.4 Théorie des groupes finis

Dans cette sous-section, nous allons montrer qu’il est possible d’obtenir des “théoremes gratuits”
sur des types de données avec une structure mathématique, ce qui, a notre connaissance, n’avait jamais
était entrepris. Nous prendrons I’exemple de groupes finis, mais il aurait bien siir été possible d’adapter
la méthode présentée ici a d’autres structures algébriques.

Dans le chapitre 3.4 de sa thése | |, Frangois Garillot observe que les formalisations d’algebre
requierent de nombreuses preuves similaires. Intuitivement, une définition polymorphe, concernant un
groupe abstrait, ne peut procéder qu’en composant avec les éléments communs & tous les groupes.

Nous proposons d’étudier des “opérateurs de groupe finis” : étant donné un groupe arbitraire de
référence H, possiblement infini, on appellera opérateur de groupe fini de H, toute fonction Z qui
associe & un sous-groupe fini G de H, un sous-groupe fini Z(G) de H. Les sous-groupes finis seront
alors représentés comme des listes d’éléments de H, stables par les opérations du groupe; ainsi Z sera
implémenté par une fonction informative (dont le type du type est Set) des listes dans les listes.

Nous verrons les propriétés que 'on peut déduire de Z en fonction des axiomes auxquels cette
fonction a acceés sur H. Plus particulierement, nous allons montrer que si Z est défini par un terme de
CIC, dans un contexte ou H est décrit par :

— un domaine « : Set,

— un élément neutre e : «,

— une loi de composition interne op : @« — o — «,

— une fonction d’inversion inv : o — «,

— les axiomes standards des groupes :

— l’associativité de la loi op,
— la neutralité de e pour op,
— le fait que inv soit I'inverse de op
alors Z satisfait nécessairement les deux propriétés suivantes, pour tout sous-groupe fini G de H :
(1) Z(G) est inclus dans G (et donc Z(G) est un sous-groupe de G),
(2) pour tout endomorphisme f de G dans G, Z(f(G)) = f(Z(G)) (ou f(H) désigne I'image d’un
sous-groupe H par f).
Nous dirons d’un opérateur qu’il est un opérateur pleinement paramétrique lorsqu’il vérifie ces deux
propriétés.
On peut donner des exemples d’opérateurs de groupe implémentables avec cette axiomatique :
— Le sous-groupe trivial :

T(G) = {e}
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— L’identité est un opérateur de groupe.
— Le sous-groupe des puissances n-iemes (n € N) généralise les deux cas précédents (pour respecti-
vement n =0etn=1):
P(G) ={g"lg € G}

— Le sous-groupe dérivé :

D(G) = {ghg 'h!|g,h € G}

— Plus généralement, pour toute famille C finie de mots wy, ..., w,, générés par la grammaire :
_ -1
U, v = x | e | w | wu
ot x € {1, -+, 2.}, alors on définit le sous-groupe verbal> W¢ par :

Wel(GQ) = {wr, ..., wnl|21,..., 2, € G}

On peut également définir des opérateurs de groupe qui ne sont pas définis de maniere unique. En
effet, les sous-groupes finis sont représentés comme des listes d’éléments. Or, ces listes peuvent tres
bien contenir plusieurs fois le méme élément. Ainsi, deux listes différentes peuvent tres bien représenter
le méme sous-groupe, que ce soit car 'ordre des éléments n’est pas le méme ou car les éléments sont
répétés un nombre de fois différent.

Notons G ~ G’ la formule G C G’ NG’ C G (ou C désigne l'inclusion des listes). Tous les opérateurs
de groupes que nous avons vus jusqu’a présent satisfont la propriété suivante :

VGG, G ~ G — Z(G) ~ Z(G)

On appellera opérateur bien défini tout opérateur de groupe qui vérifie cette propriété. De plus, on
nommera opérateur monotone tout opérateur qui vérifie la propriété :

VGG, G C G — Z(G) C Z(G)

Il est clair que les opérateurs monotones sont bien définis.

Il est aisé de construire des opérateurs mal définis, comme par exemple I'opérateur G +— P (G)
ou |G| désigne la longueur de la liste qui représente G (et ou P, est l'opérateur du sous-groupe des
puissances n-iéme vu précédemment).

Si Z est un opérateur pleinement paramétrique et monotone, on en déduit que Z(G) est invariant par
endomorphisme : on a f(Z(G)) = Z(f(G)) d’apres (2). Or, on a f(G) € G (f est un endomorphisme)
et la monotonie permet de déduire que Z(f(G)) C Z(G). Ainsi nous obtenons que f(Z(G)) C Z(G).
Cette propriété de Z(G) est parfois appelée “étre un sous-groupe pleinement caractéristique” ou “sous-
groupe pleinement invariant” 3. En particulier, I'invariance par endomorphisme implique l'invariance
par automorphisme. Lorsqu’un sous-groupe H d’un groupe G est invariant par auto-morphisme, on
dit alors qu’il est un sous-groupe caractéristique de GG. Tous les sous-groupes caractéristiques sont des
sous-groupes normaux. Un sous-groupe normal est un sous-groupe invariant par les automorphismes
intérieurs (un automorphisme intérieur est un morphisme f; tel que fy(z) = gzg~!). La propriété de

2. http://groupprops.subwiki.org/wiki/Verbal_subgroup
3. http://groupprops.subwiki.org/wiki/Fully_invariant_subgroup
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normalité est I'une des propriétés des sous-goupes les plus utilisées par les théoriciens des groupes. Elle
est essentielle car elle caractérise les noyaux des homomorphismes et elle permet de définir la notion de
groupe quotient trés utile pour construire de nouveaux groupes.

Ainsi, les exemples d’opérateurs donnés plus haut sont tous des opérateurs monotones, et ils peuvent
étre programmés avec I’axiomatique présentée plus haut. On en déduit “for free” que leurs images sont
toujours des sous-groupes pleinement caractéristiques de leur entrée.

Si Z est un opérateur pleinement paramétrique et bien défini, alors Z(G) est un sous-groupe carac-
téristique de G. En effet, f(Z(G)) = Z(f(G)) et comme f est surjectif, on a f(G) ~ G, puis comme Z
est bien défini, on en déduit : f(Z(G)) ~ Z(G). Nous n’avons pas réussi a construire, sous I’axiomatique
présenté ci-dessus, d’opérateur bien défini qui ne soit pas monotone.

Néanmoins, si on ajoute 'axiome de la décidabilité de 1’égalité sur les éléments de H, c’est-a-dire
une fonction informative qui implémente le test d’égalité, alors on peut implémenter d’autres opérateurs
de groupe :

— Le centre d’un groupe :

C(G) ={z|Vy € G,zy =yx }

— Le sous-groupe de Fratting :
F(G) = (N H
HCG
H sous-groupe maximal

On peut montrer que ces deux opérateurs sont bien définis (aucun d’entre eux n’est monotone). Mais,
nous verrons que l'ajout d’un tel axiome affaiblira ce que I’on déduira du théoréme d’abstraction. Nous
montrerons qu’un opérateur Z implémenté dans un contexte contenant ’axiomatique précédent auquel
on aura ajouté la décidabilité de 1’égalité, vérifiera les propriétés suivantes (obtenues en remplacant
“endomorphisme” par “automorphisme” dans la définition d’opérateur pleinement paramétrique) :
(1’) : Z(G) est inclus dans G (et donc Z G est un sous-groupe de G),
(2’) : Pour tout automorphisme f de G dans G, Z(f(G)) = f(Z(G)) (ou f(H) désigne I'image d’un
sous-groupe H par f).
Nous dirons d’un opérateur qu’il est un opérateur paramétrique lorsqu’il vérifie ces deux propriétés.
Ainsi, on pourra conclure que 'image des opérateurs implémentés avec 'axiome de décidabilité de
I’égalité est un sous-groupe caractéristique de son entrée.

Formalisation. Soit I'y le contexte suivant (décrit avec la syntaxe de COQ) :

Variable o : Set.

Variable e : «.

Variable op : a—a— .
Variable inv : a—«.

Infix "-" := (op) (at lvel 35).

Variable assoc
forall x y z, x(yz)=(xy)z.
Variable neutral_left
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forall x, ex = x.
Variable inverse
forall x, (inv x)x = e.

La commande Infix permet de déclarer la notation M - N pour signifier op M N.
Une fois cette structure fixée, on peut définir le type des sous-groupes finis sur cette structure.

Structure fingrp := Fingrp {
elements :> list «;
e_comp : e € elements;
op_comp : forall x y, x € elements—
y € elements— x-y € elements;
inv_comp : forall x, x € elements— inv x € elements

}.

Le mot clef Structure de CoQ permet de déclarer un nouvel inductif avec un unique constructeur, et
de nommer les projections qui lui sont associées (un inductif & un constructeur représente un n-uplet
dépendant). La définition de cette inductif dépend de «, op, inv, e qui sont implicitement ajoutés par le
systeme comme des arguments de 'inductif. De plus, la premiére projection est désignée par la syntaxe
“:>” comme étant une “coercion”. Cette projection sera implicitement intercalée par le systéme lorsque
que 'on fournira un terme de type fingrp 1a ou on l'on attendrait un terme de type list «. Ce qui
nous permettra d’écrire x € G a la place de x € (elements G).

Soit Z un terme qui encode un opérateur de groupe, qui associe a un groupe fini sur la structure H
un groupe sur cette méme structure ; soit :

Ty Faman Z : fingrp[a, e, op, inv] — fingrp|a, e, op, inv]

A titre d’exemple, on peut implémenter par un tel terme Z, Popérateur des sous-groupes verbaux.
IlIs s’implémentent en construisant la liste des éléments par itération, puis en prouvant que cette liste
est stable par les opérations du groupe.
Le théoréme d’abstraction, nous permet de déduire que :
[Co] - [2] - Z ~5

fingrp[a, e,0p,inv]—fingrp|a,e,0p,inv]

Pour la suite, nous n’avons pas besoin d’utiliser cette preuve avec des relations hétérogenes, ainsi
nous allons instancier o par «, € par e, etc ... De plus, en présence de I’équivalence des preuves, il
nous sera possible d’éliminer la dépendance en assocp, neutral_leftp et inversep ; et ceci grace au lemme
suivant :

5.5.9 Lemme
En présence de l'axiome d’équivalence des preuves, les égalités sont “prouvablement paramétriques pour
les relations homogénes”, c’est-a-dire :

pi:PlFVa:8et,R:a— a— Prop,x:a,zp: Rxx,y:a,yp: Ryy,h:x =4 y.
(h~_,y b) /o', Rap,2/2' y/y)

Démonstration La preuve est formalisée en COQ par le script figure 5.5. ©
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Inductive eq_P (a o':Set) (a_P : a—d'— Set)
(x @ o) (x? &) (x_P : a_P x x7)
forall y y’, o P y y’—=x = y=>x’ = y’— Prop :=
| refl P : eq P a o a_P x x’ x_P x x’ x_P (eq_refl x) (eq_refl

x7).
Axiom pi : forall (X : Prop) (pq : X), p = q.

Lemma eq_P_auto
forall (o : Set) (R: a—a— Prop) x x_P y y_P (h : x
eq_. P aa R xx xPyyy_Phh.
intros. subst.
rewrite (pi _ y_P x_P).
apply refl_P.
Qed.

¥,

FIGURE 5.5 — Formalisation en CoQ du lemme 5.5.9.

Soit © la substitution définie par :
O(M) = M[a/d',R/ap,e/c, op/op, inv/inv,

/
assoc/ assoc’, Tassoc / aSsocp,
/
neutral_left/neutral_left', Tpeytral efe/ neutral_leftp,
. . / .
inverse/inverse', Tipyerse | inversep|

ou 7y est construit facilement a ’aide du lemme précédent.
Alors, par substitution, on peut en déduire que :

pi:PLTy,R:a— a— Prop, A+ O([Z]) : ©(Z

X
Nfingrp[a,e,op,inv]—)ﬁngrp[a,e,op,z'm/] Z)
ou A est le contexte :
A= R.: Ree,
Rop:Vza':a.Rxa' - Vyy' :a.Ryy — R(z-y) (@ - y),
Riny :Vz2' i a.Rz 2’ — R (invz) (inva')
Si on note fingrp_rel le terme :
fingrp_rel = A R:a— a— Prop,
.: Ree,
Rop:Vza':a.Rzxa' - Vyy' :aRyy — R(z-y) (2" ),
Riny : Vo o' a.Rz ' — R(invz) (inva').
fingrppla, a, R, €, €, Re, 0p, 0p, Rop, inv, inv, Rin,)
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Alors on a :

ez

fingrpla,e,op,inv]—fingrp[a, e, op,inv]

(VG G' : fingrp|a, op, inv, €].fingrp_rel R Re Rop Riny G G’ — fingrp_rel R Re Rop Riny (Z G) (Z G"))

Ainsi on prouve :

5.5.10 Lemme
Si Ty Fsman Z : fingrp[a, e, op, inv] — fingrpla, e, op, inv], alors

pi:PLI'y - VR :a— a— Prop,
R, : Ree,
Ry,y :Vza':a.Rzxad' -Vyy :a.Ryy — R(z-y) (@ -y),
Ry :Vza':a.Rzxx' — R(invz) (inva')
GG :fingrp[a, op, inv, €].
fingrp_rel RR.RopRiny G G' — fingrp_rel R Re Rop Riny (Z G) (Z G')

On peut alors utiliser ce résultat en instanciant R par le graphe d’un automorphisme :
R=Xx:a,y:a.fr=,y

Puis, en dépliant correctement les définitions, on peut prouver la propriété (2) de la définition d’opé-
rateur pleinement paramétrique. Nous avons formalisé en CoQ le fait que les termes qui satisfont la
conclusion du lemme précédent, satisfont également la condition (2) :

Variable Z : fingrp— fingrp.
Hypothesis Z_param : forall R R_e R_op R_inv G G’,
fingrp_rel R R_e R_op R_inv G G’—
fingrp_rel R R_e R_op R_inv (Z G) (Z G’).

Variable G : fingrp.

Variable f : a— «.

(* f is morphism : *)

Variable f_op : forall xy, x € Gy € G=>(f x)-(f y) = f (x - y).
Variable f_endo : forall x, x € G—f x € G.

(¥ G’ is the image of G by f *)
Definition G’ := image G f f_op.

Theorem fully_parametric

elements (Z G’) = map f (elements (Z G)).
(% ... %)
Qed.
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Soit f un automorphisme de G, ce théoréme, formalisé en CoQ, affirme que I'image G’ du groupe G
par f est représentée par la méme liste d’éléments que la liste des éléments du groupe Z(G) auquel on
a appliqué la fonction f.

Pour prouver la condition (1) de la définition de pleinement paramétrique, nous avons utilisé la
paramétricité unaire, puisque cette derniere est suffisante pour l'inclusion. Tout ce qui a été dit précé-
demment en utilisant la paramétricité binaire s’adapte sans aucun probléme a la paramétricité unaire.
Ainsi, nous avons formalisé en CoQ, le théoreme ci-dessous :

Hypothesis Z_param_UR : forall UR UR_e UR_op UR_inv G,
fingrp_urel UR UR_e UR_op UR_inv G—
fingrp_urel UR UR_e UR_op UR_inv (Z G).

Variable G : fingrp.

Theorem inclusion : forall x, x € (Z G)—x € G.
(* ... %)
Qed.

La démonstration de ce théoréme procéde en instanciant la relation unaire UR par Az : a.x € G, la
relation d’appartenance a G.
Nous avons donc montré le théoréme suivant :

5.5.11 Théoreme
Si Ty Faman Z : fingrp[a, e, op, inv] — fingrpla, e, op, inv], alors

pi : Pl,I'y F fully_parametric_operator Z

ot fully_parametric_operator Z est une formalisation de la notion d’opérateur pleinement paramétrique.

Ajouter ’axiome de décidabilité de 1’égalité dans I'y;. Dans CoQ, il est possible de formaliser
la décidabilité d’une égalité par 'inductif suivant :

Inductive SB (a : Set) (x y : «a) : Set :=
| left : x = y=>SB a x ¥y
| right : x <> y—=SB a x y.

C’est un inductif informatif (dans Set) qui a deux constructeurs, I'un demandant une preuve de 1’égalité,
et l'autre une preuve de la différence de ses parametres. On énonce ’axiome de décidabilité de 1’égalité
de la fagon suivante :

eq_decla] =Vzy: a.SBla]zy

Cet axiome peut étre utilisé pour construire une implémentation du centre du groupe de G en utilisant
une fonction de filtrage sur les éléments de G qui sélectionne les éléments = € G vérifiant le prédicat qui
affirme que z commute avec tous les éléments de G. Le fait que I’égalité soit décidable et que les groupes
soient finis permet d’implémenter une telle fonction. De méme, on peut implémenter le sous-groupe de
Frattini de G’ en énumérant tous les sous-groupes de G, puis en filtrant les sous-groupes maximaux et
en calculant leur intersection (la décidabilité de ’égalité permet d’implémenter une fonction qui teste

318



5. PARAMETRICITE

si une liste est sous-groupe d’un groupe arbitraire ainsi qu’une fonction qui implémente l'intersection
de deux sous-groupes).

Hélas, eq_dec n’est pas prouvablement paramétrique pour toutes les relations R. En, effet, on peut
montrer que s’il existe trois éléments a,b et b’ de type « tels que Rab, Rab et b # U/, alors on a
- ((eqfdec[a] aa ~gg, oy €ddecla] ab’) [@/a, R/ap, a/a’]). Ce que l'on peut formaliser par le script
figure 5.6. Il est toutefois possible de prouver que si R est le graphe d’une fonction injective, alors eq_dec
est prouvablement paramétrique pour R. Soit inj_fun le terme défini par le script suivant :

Definition inj_fun (a o : Set) (R : a—a'— Prop) :=
(forall x y y’, R x y=>R x y’—=y = y’) A
(forall x x> y, R x y=>R x’ y—=>x = x’).

Alors, inj_fun a o’ R signifie que R est une relation fonctionnelle et injective. On peut alors prouver que :

5.5.12 Lemme
En présence de l’équivalence des preuves, l’axiome eq_dec est “prouvablement paramétrique” pour les
relations homogénes, fonctionnelles et injectives :

pi: PlFVa : Set, R: a — a — Prop.inj_funaa R —
Vaz : eq decla],z2’ : a,zp: Raa',yy :a,yp: Ryy'.

(aa:xy N)SCB[a,x,y] ax ' y') [a/d’, R/aR]

Démonstration La preuve est formalisée en CoQ par le script figure 5.6. Elle procede en distinguant
selon les valeurs possibles de (azzy) et (axa’y'). Lecas x =y Aa’ =y et le cas © # y Aa’ # ¢ sont
triviaux en utilisant le constructeur de SBp. Et les autres cas sont impossibles car on a Rz 2’ et Ry v/
et cette relation est fonctionnelle et injective. ©)

En utilisant le lemme précédent, on peut alors montrer que :

5.5.13 Lemme
Si Ty, ax : eq_dec[a] Fgman Z : fingrp|a, e, op, inv] — fingrpla, e, op, inv], alors

pi: Pl,Ty, az : eq_decla] F VR :a — a — Prop,
R, :Ree,
Ryy :Vza':a.Rzxaz' —Vyy :a.Ryy — R(x-y) (@ -y),
Riny :Vza':a.Rzax' — R(invz)(inva')
GG :fingrp[a, op, inv, €.
fingrp_rel RR.RopRiny G G' — fingrp_rel R Re Rop Riny (Z G) (Z G')

On peut donc formaliser le fait que les termes qui vérifient la conclusion du lemme précédent vérifient
Pinvariance par automorphisme (la condition (2’) de la définition d’opérateur paramétrique). Nous
n’axiomatisons que la condition d’injectivité de I’endomorphisme pour deux raisons : seule la condition
d’injectivité est nécessaire pour la preuve; et la surjectivité est une conséquence de l'injectivité pour
les endomorphismes de groupes finis.
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Inductive SB_P a o «a_P x x’ x_ P y y’ y_P
SB o x y—>»SB o x’ y’— Prop
| left_P : forall h h’,
eq_ P a o a P x x’ x
SB.P o & a_P x x’ x
| right_ P : forall h h’,
(forall k k’, eq P a o a P x x> x Py y’ y_P k k’— False)—
SB.P ad a P x x> x_ Py y’ y P (right _ _ _ h) (right _ _ _ h’).

» y_P h h’—

Pyy
Py y’> y_P (left _ _ _ h) (left _ _ _ h’)

Axiom pi : forall (X : Prop) (pgq : X), p = q.

Lemma SB_prov_not_param
forall (o : Set) (R : a—a— Prop)
abb” (x P :Rab) (y . P:Rab’)),bc<>b—
forall (ax : forall (x y : a), SB _ x y),
~(SB_P o @« R ab x_ P ab’” y P (ax a a) (ax b b’)).
Proof.
intros.
destruct (eq_dec a a); destruct (eq_dec b b’); subst;
intro Habs;inversion Habs; auto.
Qed.

Lemma SB_prov_inj_param
forall (o : Set) (R : a—a— Prop), inj_fun _ _ R— forall
(ax : forall (x y : a), SB _ x y),
forall x x’ x_P y y’ y_P,
SBPaaBRx x> x Pyy’” y P (ax x y) (ax x’ y’).
Proof.
intros. destruct H.
destruct (ax x y); destruct (ax x’ y’); subst; try econstructor.
erewrite (pi x_P); econstructor.

absurd (x’ = y’); eauto.
absurd (x = y); eauto.
auto.

Qed.

FIGURE 5.6 — Formalisation du lemme 5.5.12
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Variable Z : fingrp— fingrp.

Variable Z_inj_param : forall R, inj_fun _ _ R—
forall R_e R_op R_inv G G’, fingrp_ R R R_e R_op R_inv G G’—
fingrp_R R R_e R_op R_inv (Z G) (Z G’).

Variable G : fingrp.

Variable f : a— «.

Variable f_op : forall xy, x € G=>y € G—= (f x)-(f y) = £ (x - y).
Variable f_endo : forall x, x € G—f x € G.

Variable f_inj : forall xy, x € Gy € G=f x = f y—>x = y.

Definition G’ := image G f f_op.

Theorem parametric : elements (Z (image G f f_op)) = map f (Z G).
(* ... %)
Qed.

Enfin, on prouve la condition (1’) de fagon similaire au cas sans ’axiome de décidabilité de 1’égalité : il
faut prouver que I'axiome de décidabilité de I’égalité est prouvablement paramétrique pour les relations
unaires homogenes ; mais cela ne pose aucune difficulté.

Nous avons donc montré le théoreme suivant :

5.5.14 Théoreme
Si T, ax : eq_dec|a] Fgman Z : fingrpa, e, op, inv] — fingrpla, e, op, inv], alors

pt : PI,T" - parametric_operator Z

ot parametric_operator Z est une formalisation de la notion d’opérateur paramétrique.

Conclusion de la sous-section. Il est possible de voir en germe dans la notion de sous-groupe verbal
I’idée que les opérateurs de groupe définis sur des groupes abstraits sont invariants par auto-morphisme.
Dans cette sous-section, nous avons montré qu’il est possible de donner une formalisation concrete de
cette idée lorsque I'opérateur est défini dans le calcul des constructions inductives.

Ainsi, nous montrons que la théorie de la paramétricité, bien qu’elle soit originellement développée
pour l'étude des langages de programmation, peut étre appliquée a certaines définitions de nature
mathématique.

En prouvant que tous les opérateurs, définis en utilisant uniquement les axiomes standards qui
spécifient un groupe abstrait ainsi qu’'un axiome de décidabilité de ’égalité, sont des opérateurs para-
métriques, nous avons montré que la paramétricité pouvait étre utilisée pour déduire des métapropriétés
intéressantes. En plus d’offrir une meilleur compréhension de la nature de ces opérateurs, elle offre a
I'utilisateur un moyen automatique pour déduire a partir de la définition des opérateurs une preuve
qu’ils ne générent que des sous-groupes caractéristiques.

A titre d’exemple, Francois Garillot répertorie dans [ | 16 opérateurs de groupe utilisés dans
le développement de SSREFLECT *, la bibliotheque utilisée pour la formalisation de théoréme de Feit-

4. http://ssr2.msr-inria.inria.fr/doc/ssreflect-1.4

321


http://ssr2.msr-inria.inria.fr/doc/ssreflect-1.4

5. PARAMETRICITE

Thompson. Si la transformation de paramétricité était implémentée par une tactique C0OQ, alors elle
pourrait fournir a l'utilisateur, pour chaque définition d’opérateur de groupe, une preuve générée a
partir de la structure de la définition que 'opérateur ne produit que des sous-groupes caractéristiques.

Bien sfir, une telle tactique ne serait plus utile pour la formalisation du théoréme de Feit-Thompson,
puisque les preuves ont été écrites. Mais la théorie des groupes n’a été prise ici que comme exemple.
Par ailleurs, il est raisonnable de penser que les résultats présentés ici peuvent s’adapter a toutes les
structures algébriques finies axiomatisées par des égalités universellement quantifiées (monoides finis,
anneaux finis, etc...).

Nous pensons donc qu’une tactique capable de calculer les preuves et les énoncés de paramétricité
pourrait étre utile aux utilisateurs de CoQ.
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Conclusion

La principale construction mise en place dans ce travail est un moyen systématique de spécifier
une logique a partir d’un langage de programmation. Nous avons choisi le cadre des systémes de types
purs pour la réaliser. Les deux premiers chapitres introduisent de nombreux d’outils qui permettent de
ramener ’étude des propriétés des systemes a 1’étude de propriétés décidables sur les parameétres qui
les décrivent. Ils pourront de surcroit étre réutilisés pour étudier d’autres systemes que ceux que nous
avons proposeés ici.

La logique engendrée par les langages de programmation est construite de fagon a contenir exacte-
ment “ce qu’il faut” pour exprimer les formules de réalisabilité. Ainsi, nous avons pu voir que ’expres-
sivité du langage de programmation de départ conditionne I’expressivité de la logique engendrée. Dans
ces conditions, on peut alors dire que la notion de calcul préexiste a celle de démonstration. La théorie
de la réalisabilité, développée dans la logique engendrée, généralise la réalisabilité dite “modifiée” de
Kreisel. Elle permet de considérer la réalisabilité pour systéme F et systéme 7 comme deux instances
d’une méme construction et est appropriée a 1’étude de leurs extensions. Nous avons en particulier
prouvé que les fonctions représentables dans les extensions de F et de T sont exactement les fonctions
prouvablement totales dans la logique que ces extensions engendrent.

Nous nous sommes concentrés sur le lien syntaxique entre cette théorie de la réalisabilité et les
relations logiques issues de la théorie de la paramétricité. Nous avons montré que les formules encodant
les relations logiques pouvaient étre définies en itérant la construction de réalisabilité. La logique engen-
drée fournit donc un moyen d’obtenir, pour tout langage de programmation décrit comme un systeme
de types purs, un cadre formel pour exprimer et prouver les propriétés de paramétricité du systéme.
Si notre méthode fournit de maniere automatique une logique formelle, elle n’explique pas comment
interpréter ces formules. Construire des modeles généraux des logiques engendrées pourrait faire I’objet
d’un travail prochain, comme prolongement de la présente recherche. Néanmoins, nous avons pu voir
que lorsque le langage de départ est suffisamment expressif, c’est le cas du calcul des constructions
inductives, il est alors capable d’interpréter ses propres formules de paramétricité. Ainsi, nous avons
montré dans quelle mesure on peut en déduire une théorie de la paramétricité pour le systeme d’aide a
la preuve CoQ. Elle peut étre utilisée afin de formaliser les applications standards de la paramétricité
et pour prouver des résultats d’indépendance ; en outre, nous avons constaté qu’elle pouvait aussi avoir
des applications utiles a la formalisation des mathématiques.

Nous avons développé une théorie de la paramétricité pour trois variantes du calcul des construc-
tions. Le plus souvent possible, nous avons représenté les relations de paramétricité en utilisant ’enco-
dage standard des relations (& savoir comme des prédicats & valeur dans la sorte des propositions). La
premiere variante correspond au systeme CoOQ actuel, la seconde, dite “avec Set imprédicatif” corres-
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pond au systéeme COQ dans ses versions antérieures a la version 8.0 et enfin la troisieme a été introduite
dans ce travail et constitue un compromis entre les deux premiers systémes. L’avantage principal de
ce nouveau systéme est de renouer avec la démarche originelle sous-jacente a la distinction Prop/Set,
présente dans les versions antérieures de CoQ, tout en préservant la compatibilité avec les axiomes
classiques. De fait, dans ce systeme, le typage permet de distinguer les termes qui seront effacés de ceux
qui seront conservés, par le mécanisme d’extraction. Ce systeme s’est avéré intéressant dans le cadre de
notre recherche dans la mesure ou il offre un systeme aussi souple pour la paramétricité que le systeme
avec Set imprédicatif. En effet, les types qui induisent des relations & valeur dans la sorte des pro-
positions sont restreints aux types monomorphes dans la premiere variante tandis qu’ils comprennent
des types polymorphes dans les deux autres. En outre, dans la derniére version, ’élimination forte sur
une classe d’inductifs doit étre restreinte si I'on veut que les relations soient a valeur dans la sorte des
propositions. Un prochain travail pourrait étre celui de comprendre le pourquoi de cette restriction,
qui est si difficile a contourner ; en effet, il semble que, en présence d’éliminations fortes sur tous les
inductifs, les relations de paramétricité ne se modélisent pas par des relations ensemblistes usuelles.

Cette théorie de la paramétricité pour CoQ est sans doute 'application la plus concrete de notre
travail ; on 'a ici exprimée de fagon théorique; reste maintenant a implémenter la transformation de
paramétricité au sein du systeme CoQ. Cette perspective présente un double intérét pour les utilisa-
teurs : d’une part, bénéficier d’un outil pour calculer et vérifier les formules de paramétricité, d’autre
part, développer leurs propres conséquences de la paramétricité, en s’appuyant sur les mécanismes
automatiques de C0Q.
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