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Introduction

David Hilbert proposa au début des années 1920 un systéme formel élémentaire capable de re-
présenter les démonstrations. Son projet, que I'on a ensuite appelrogramme de Hilbert, avait pour
but de justi er de facon dé nitive les fondements des mathématiques. Un des points essentielsedce
programme était de montrer qu'un tel systéme minimal devait étre en mesure de prouver sa propre
cohérence et étre su samment expressif pour démontrer la cohérence des théories moins élémentaires,
en outre, l'analyse réelle.

Le fameux théoréme d'incomplétude, publié en 1931 par Kurt Godel G631, ], marque l'anéan-
tissement du programme de Hilbert, ainsi que le début de la théorie de la démonstration moderne.
En eet, il arme gu'il est impossible qu'une théorie cohérente et su samment expressive puisse
démontrer sa propre cohérence. A n de donner un sens formel a la condition d'expressivité, il montre
comment l'arithmétique peut étre utilisée pour réi er les démonstrations valides, puis énoncer la co-
hérence d'une théorie et donc sa propre cohérence. Il introduit alors une notion de calcul élémtaire,
exprimable en arithmétique, aujourd'hui connue sous le nom deécursivité primitive .

Cette notion de calcul lui permet alors de formaliser le concept de démonstration valide en pro-
grammant la procédure de véri cation de preuve. Nous pouvons constater que, trés tét, les fondateurs
du domaine ont compris qu'il n'était pas possible de décrire les preuves en tant qu'objets formels, sans
comprendre ce qu'est le calcul. Ainsi, ils ont trés profondément ancré les fondements des mathéma-
tiques dans leur rapport a l'informatique théorique. Ce n'est pas un hasard si le -calcul de Church
(1932, | ]) et les machines de Turing (1936, | ]) ont été développés peu de temps apres les
travaux de Gddel. Ces deux formalismes ont permis de donner une signi cation précise a ce que l'on
considere comme une fonction calculable. Distincts du cadre des fonctions primitives récursives, ces
deux modeles de calcul permettent de prendre en compte des procédures qui ne termimigpas (on dit
dans ce cas qu'elles implémentent des fonctiorgartielles, tandis que les fonctions primitives récursives
sont totales).

Une des ambitions du programme de Hilbert était de donner une réponse nale au probléme des
fondements des mathématiques. Or, le théoréme d'incomplétude a montré qu'il était voué a I'échec dans
la mesure ou il arme l'existence de vérités mathématiques qui échappent a tous les systémes. Le
théoréme de Godel indique une impasse, en réfutant le projet réductionniste de Hilbert, mais il a aussi
conduit les logiciens a explorer et a comparer de nombreux systéemes de démonstrations, dans le but
d'étudier leurs propriétés relatives. Une des méthodes souvent employée pour comparer des sysés
consiste a s'intéresser aux calculs gu'ils sont capables de décrire, aux fonctions dont ils prouvent la
terminaison. Ainsi, il est possible d'associer a tout systeme de démonstrations, su samment expressif
pour formaliser les notions de calculabilité, la classe des fonctions prouvablement totales de ce systéme.
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En pratique, la classe des fonctions prouvablement totales dans un systeme est relativement large, car
les preuves de terminaison des algorithmes usuels nécessitent rarement des arguments logiques avancés.
Néanmoins, une des conséquences du théoréme de Godel est que, pour une théorie cohémmmée,

il existe un programme qui termine toujours et dont la théorie ne peut prouver la terminaisornt.

La théorie de la réalisabilité est un des outils méta-théoriques centraux de la théorie de la démons-
tration. Elle a été introduite par Stephen Cole Kleene en 19454 ], a n de construire une sémantique
pour l'arithmétique intuitionniste. La réalisabilité consiste a associer des programmes aux formules, que
I'on nomme réalisateurs. Par exemple, les réalisateurs d'une implication correspondent aux programmes
qui acceptent en entrée les réalisateurs de la prémisse et construisent un réalisateur de la conclusion.
Une fois les dé nitions posées, on montre que la réalisabilité généralise la prouvabilité en montrant que
I'on peut calculer, a partir de n'importe quelle démonstration d'une formule, un réalisateur de cette
formule. En donnant un contenu calculatoire aux démonstrations, la réalisabilité o re de nombreuses
applications méta-théoriques. En outre, elle permet de montrer une propriété essentielle des systéemes
intuitionnistes : la propriété de I'existence. Celle-ci a rme que si une formule de la forme8x9yP (x;y)
est prouvable, alors il existe une fonctionf calculable, qui accepte en entrée un entien et retourne
un entier f (n) tel que P(n;f (n)) est véri é. On comprend donc qu'une telle propriété constitue un
outil de choix pour étudier la classe des fonctions prouvablement totales d'un systéme. La théorie de la
réalisabilité a par la suite été étendue a de nombreux systemes a n de donner un sens calculatoire aux
diverses constructions logiques. Une des extensions qui nous intéressera tout particulierement, dans ce
travail de thése, est la réalisabilité dite modi ée congue par Georg Kreisel (1959, [ D. Il déve-
loppe une théorie de la réalisabilité dans laquelle les programmes sont représentés par des termes d'un
langage typé, aujourd'hui appelé systemeT de Goédel. Il établit un théoréeme de représentationqui
arme gque les fonctions prouvablement totales dans l'arithmétique du premier ordre sont exactement
les fonctions que l'on peut programmer dans systemé& . Ce résultat a ensuite été appliqué a l'arith-
métique du second ordre par Jean-Yves Girard Gir71]. Pour cette tache, il a introduit un nouveau
langage de programmation : systemd- et il a montré que ce systéme capturait exactement les fonc-
tions prouvablement totales dans l'arithmétique du second-ordre. C'est donc pour étudier la logique
du second-ordre que systemé& a été introduit par Girard en 1971 ; mais c'est en grande partie grace
a son exploitation par les informaticiens que ce systeme a été popularisé, suite a sa redécouverte par
John Charles Reynolds | ]. Depuis, de nombreux langages de programmation fonctionnels typés
ont pour base théorique un fragment de systemé& ou l'inférence de types est décidable ; a savoir au sein
duquel l'utilisateur n'a pas besoin de fournir explicitement les types des fonctions qu'il programme : ils
sont inférés par le systéemelJ ]

Suite & ses travaux sur systeme-, Reynolds a introduit en 1983 la notion de paramétricité an

d'étudier la quanti cation de type dans systéeme F | ]. Son but était de donner un sens formel
au fait que les fonctions, dont le type est quanti € universellement, se comportent uniformément. Par
exemple, il n'est pas possible qu'un habitant du type8: ! ! retourne son premier argument,

lorsqu'il est appliqué a un type, et son second argument, lorsqu'il est appliqgué a un autre type. C'est
cette notion que l'on appelle paramétricité ; elle est formalisée par le fait que les programmes satisfont
une relation dé nie inductivement sur la structure des types. Nous verrons dans ce travail ge ces

1. Le programme qui accepte en entrée un entiern et qui diverge si et seulement sin code une démonstration de
I'absurdité logique dans la théorie concernée ; un tel programme termine pour toute entrée si et seulement si la théorie est
cohérente.
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relations, appeléegelations logiques sont trés étroitement liées a la théorie de la réalisabilité.

La paramétricité a par la suite été largement popularisée par Philip Wadler | ]. Il a montré
gu'elle pouvait étre tres utile aux programmeurs pour déduire les propriétés d'uniformité de programmes
concrets. La théorie de la paramétricité a été introduite comme une construction sémantique, et, par la
suite, les pré-requis nécessaires pour la dé nir, ont été formalisés a n d'obtenir des logiques spéci gs,
su samment expressives pour y dé nir les relations logiques. Notre travail s'inscrit dans cette démarche
qui consiste a formaliser une logique des programmes. Cette derniére permet d'énoncer et de prouver
des propriétés sur les programmes et peut en particulier étre utilisée pour les spéci er et pourrpuver
leur correction. En cela, notre travail est fortement inspiré du systéeme d'aide a la preuveCoq et ne se
bornera pas uniquement aux programmes du systéme .

L'assistant de preuve Coq est un programme informatique qui aide son utilisateur, de facon in-
teractive, a énoncer des propriétés et a construire des preuves validesg04. On peut diviser son
champ d'application en deux axes principaux : la certi cation des programmes et la formalisation des
mathématiques. Les exemples d'applications dans ces domaines sont trés nombreux; ceux gue nous
donnons a présent sont emblématiques :

Le projet compcert?, initié en 2005 par Xavier Leroy, a pour but de développer un compilateur
d'un large sous-ensemble du langage C vers des architectures réalistes (PowerPC, ARM, x86, ...).
Le développement de compcert est un programme Coq d'une centaine de milliers de lignes dont est
extrait un compilateur programmé en Caml qui compile du code C vers une de ces architectures.
La formalisation en Coq permet de prouver que ce compilateur préserve la sémantique du langage
de départ. Cela assure donc a l'utilisateur du compilateur que ce dernier n'introduira aucun bogue
en traduisant le C en assembleur.

Le théoréme de I'ordre impair est un résultat important de la théorie des groupes ; il a été dé-
montré en 1963 par Walter Feit et John Griggs Thompson | ]. Contrairement a la plupart
des théorémes de théorie des groupes, le théoréme de Feit-Thompson est réputé pour l'impres-
sionnante longueur de sa démonstratiofi. En septembre 2012, c'est-a-dire six ans aprés le début
du projet, George Gonthier et son équipe sont parvenus a formaliser une preuve de ce théoréme
dans son intégralité®.

Les fondements logiques dé€€oq sont basés sur fsomorphisme de Curry-Howard aussi appelé la
correspondance preuve-programme. Elle met en place une correspondance formelle entre les systéemes
de démonstrations et les systemes de typage pour les programmes. La paternité de cette idée est souvent
attribuée a Haskell Curry et a William Alvin Howard car ils I'ont explicitée dans le cadre de la logique
combinatoire® pour Curry [ ] et, plus tard, du -calcul pour Howard [ ]. Dans ce contexte, les
preuves sont représentées par des termes dont le type est la proposition qu'ils prouvent. Originellenten
présentée pour la logique propositionnelle, la correspondance a depuis été étendue a des logiques de
plus en plus expressives. Ainsi, le calcul typé sous-jacent @oq s'appelle le calcul des constructions
inductives [ ! ].

Aujourd'hui, la correspondance preuve-programme constitue un programme de recherche dont le
but est de mettre en relation les di érentes constructions de la programmation avec les constructions

2.

3. Il arme que tout groupe ni d'ordre impair est résoluble.
4. L'article originel fait plus de 250 pages!
5
6

. Un autre modéle de calcul équivalant aux machines de Turing et au -calcul.
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logiques. Ainsi, tout un courant de recherche s'attache a donner des interprétations calculatoires des
preuves, a n de chercher les programmes derriére les preuves.

Dans ce travail, notre approche sera légérement décalée : au lieu de xer un systeme de démons-
trations et de chercher a l'interpréter de facon calculatoire, nous aborderons la question réciproque
suivante : dans quelle mesure un langage de programmation donné peut-il induire une logique qui peut
étre interprétée de facon calculatoire par ce méme langage de programmation? Nous allons proposer
une construction qui, étant donnée la description d'un langage de programmation, nous fournira un
systeme logique, qui permettra d'énoncer des propriétés a propos des programmes ainsi que les preuves
de ces propriétés. Nous verrons ensuite que les constructions logiques de ce systeme sont réalisées par
le langage de programmation de départ et que cette logique o re un cadre adéquat pour développer
une théorie de la paramétricité.

Pour parvenir a notre objectif, nous avons d trouver un cadre formel dans lequel il était possible
de représenter de fagon uniforme des langages de programmation, ainsi que des systemes de démonstra-
tions : les systémes de types purf ]. Ces derniers fournissent un cadre syntaxique au sein duquel
il est possible de décrire une grande famille de calculs typés dont certains peuvent étre vus, a texg
l'isomorphisme de Curry-Howard, comme des systémes formels de démonstrations. Parmi les systémes
présentables sous forme de systémes de types purs, on trouve par exemple systédmanais également
le calcul des constructions de Gérard Huet et Thierry Coquand( ] (dont le calcul des constructions
inductives, que est la base de&Coq, est une extension).

L'un des leurs attraits principaux est de pouvoir factoriser les théorémes méta-théoriques de tous
les systémes qu'ils décrivent. lls permettent parfois de mieux comprendre les problémes : en e et, en
se plagant dans un cadre trés abstrait, on a alors la possibilité de s'éloigner des spéci cités inhérentes
aux systemes particuliers. Mais cette sensation peut étre illusoire car, plutét que de repousser les cas
particuliers, il est parfois nécessaire de les considérer tous.

Une patrticularité essentielle des systémes de types purs réside dans le fait que leurs expressions
permettent de décrire a la fois les termes représentant les calculs et les types : il n'y a donap deux
catégories syntaxiques distinctes qui scinderaient les programmes et les types. Certains systémes de
types purs sont ainsi capables de représenter des calculs sur les types. Les expressions desgstémes
étendent donc les termes du -calcul avec une construction qui permet d'exprimer les types : leproduits
dépendants lls permettent, étant données deux expressions et B, de construire le type que I'on note®
ici 8x : A:B. lls représentent le type des fonctions qui prennent en argument un objek de type A et
retournent un objet de type B. Le point important qui les distingue des types simples (notéS A! B)
est que le type de retourB peut dépendre de la valeur dex. Les types dépendants s'averent étre
trés utiles pour la formalisation des mathématiques. On peut considérer a titre d'exemple l'opérateur
M n:m (R) qui désigne les matrices de taillen fois m sur un anneauR. On pourrait alors lui donner le

type :
M :nat! nat! Ring! Ring

7. On peut par exemple citer les travaux récents de Jean-Louis Krivine dans lesquels il étend la réalisabilité an
de construire des modeles de l'arithmétique classique avec axiome du choix dépendant i ] ou de la théorie des en-
sembles | 1.

8. On trouve également souvent la notation x : A:B.

9. Nous utiliserons la notation A ! B pour désigner le produit dépendant 8x : A:B lorsque la variable x n'apparait
pas dansB.
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On congoit donc cet opérateurM comme une fonction qui, étant donnés deux entiers et un anneau,
retourne un anneau. Le type de la multiplication de deux matrices peut alors étre donné par le type
dépendant suivant :

8n km :natM nx(R)! Mm(R)! Mnpm(R)

De plus, nous utiliserons le constructeur de produit dépendant pour représenter les quanti caters

universels dans les propositions logiques : $ est une proposition logique qui dépend d'un individu
x de type A, alors 8x : A:P désignera la proposition pour tout x de type A, P. On observe ici

l'isomorphisme de Curry-Howard a I'+uvre puisqu'une preuve de cette proposition sera alors un terme
qui, lorsque qu'on lui fournit un objet de type A, retourne une preuve deP.

Chaque systéme de types purs est dé ni par des paramétres; ceux-ci spécient les constructi®n
autorisées dans le calcul. lls sont constitués de trois ensembles : le premier décrit un ensemble de
constantes, appeléesortes, le second décrit le type des sortes et en n le troisieme décrit les produits
dépendants autorisés. C'est donc en xant ces parameétres que I'on caractérise le systéme que l'on veut
étudier. Tout l'intérét du cadre des systemes de types purs est de pouvoir étudier les propiiés des
systémes en se ramenant aux propriétés des parameétres. Hélas, tous les calculs typés ne peuvent pas
étre décrits comment des systemes de types purs. C'est pourquoi nous présenterons deux extensions
naturelles des systémes de types purs : leumulativité et lestypes inductifs. Elles permettront d'intégrer
dans notre cadre a la fois systémd et le calcul des constructions inductives.

Ainsi, nous montrerons qu'il est possible de développer une théorie de la paramétricité pour les
termes du calcul des constructions inductives. Ce qui nous permettra de déployer, au sein deoq,
de nouveaux outils pour prouver la correction des programmes polymorphes (on pourra en particulier
formaliser tous les exemples de Philip Wadler de\j ). Nous verrons également un exemple origi-
nal d'application de la paramétricité a la formalisation des mathématiques concernant les structures
algébriques discrétes (nous prendrons I'exemple des groupes nis).

Dans le chapitre 1, nous considérons deux extensions des systemes de types purs (PTS) qui nous
permettront d'englober davantage de systémes : les systémes de types purs cumulatifs (CTS) et leurs
extensions aux types inductifs (CTSI). Les CTS permettent de capturer les systemes qui utilisent
une relation de sous-typage appelée l@umulativité, introduite par Zhaohui Luo dans le calcul des
constructions étendu| ]. Les CTS accolent donc un nouveau paramétre aux PTS, permettant de
décrire les relations de sous-typage entre les sortes. La deuxiéme section du chapitre 1 se compose d'une
étude compléte des propriétés des systemes en fonction de la forme de leurs paramétres. Nous verrons
gue les CTS permettent de capturer beaucoup de systémes et seule une faible partie d'entre eux stitue
des systemes raisonnables. En n, les deux derniéres sections présenteront deux nouvellesions : les
systemes prédicatifs et les systemes faiblement imprédicatifs. Ces deux notions se dé nissent par un
critere syntaxique sur les parameétres des CTS mais nous verrons qu'ils correspondront chacun au fait
gu'il existe un plongement du systéme vers un systeme de référence : la théorie des types de Martin-Lof,
dans le cas prédicatif et le calcul de construction avec univers, dans le cas faiblement imprédicati
partir de ces critéres syntaxiques sur la forme des paramétres, nous en déduisons un test qui permet en
pratique de prouver la forte normalisation (et donc la cohérence) de nombreux systémes. Si ce premier
chapitre ne contient pas de résultats fondamentalement nouveaux, il nous a paru nécessaire de voir
comment les propriétés des systemes particuliers pouvaient s'exprimer dans le cadre général de notre
travail. Les outils ainsi développés permettent de défricher I'ensemble des systémes et de factorises
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résultats méta-théoriques qui serviront a étudier les di érents systémes introduits par la suite.

Le chapitre 2 est consacré a l'extension aux types inductifs. Il étend les parameétres des CTS par
le biais de deux nouveaux parametres : le premier, a n de décrire les inductifs autorisés et le second
pour décrire les éliminations autorisées (a savoir les contextes dans lesquels il est autorisé de faire une
distinction de cas sur un inductif). Les dé nitions introduites sont volontairement trés proches de la
présentation des inductifs du systémeCoq : cela nous permettra de proposer une présentation du calcul
des constructions inductives déle a son implémentation dansCoq .

Le chapitre 3 décrit la transformation qui & un CTS P associe un CTSP?, qui permet d'engendrer
la logique sur les programmes dé. Dans ce chapitre, la construction est essentiellement illustrée par
le systémeF 2, généré par systémeF . Nous introduisons ensuite la notion desystéme de notations
pour l'arithmétique qui formalise des conditions su santes pour représenter les preuves d'arithmétique
dans nos systémes. Cet expédiant s'avérera essentiel pour énoncer les théorémes de représentation
du chapitre 4. Nous montrons ensuite comment ajouter aux termes du systéme des annotations qui
simpli eront les dé nitions des di érentes transformations que nous introduisons sur les termes deP?.

En n, le chapitre conclut sur la description d'une large famille de CTS, lessystémes strati és engendrés
ces derniers nous intéresseront car la transformation7! 2, appliquée a ces systémes, se comporte bien
vis-a-vis des propriétés liées a la cumulativité.

Dans le chapitre 4, nous développons la théorie de la réalisabilité danB2. Nous introduisons la
dé nition de la relation de réalisabilité, puis nous montrons le théoreme d'adéquationqui a rme que
de toute preuve d'une proposition P de P2, on peut extraire un programme, notéb c, et construire
une preuve, notéek k que b c réalise P, ce que I'on noterab ¢ P. Dans la seconde section, nous
montrons comment appliquer ce résultat pour prouver les théorémes de représentation dans les systemes
qui encodent leurs données grace aux encodages de systédeEn n, nous concluons sur I'extension de
la construction du chapitre 3 aux types inductifs, a n d'en déduire un théoréme de représentation pou
les systémes qui représentent leurs données par des types inductifs. Ceci nous permettrateli@re nos
résultats aux extensions du systemd .

En n, dans le chapitre 5, nous constaterons un lien syntaxique entre la réalisabilité et les relations
logiques. Dans ce chapitre, nous montrons que ces relations peuvent étre dé nies en termes de réali-
sabilité. Ainsi, il est possible d'utiliser le théoreme d'adéquation de la réalisabilité a n de démontrer
gue tout terme clos satisfait la relation engendrée par son type. L'approche, qui consiste a formaliser la
méta-théorie dans laquelle il est possible de formaliser la paramétricité, a été suivie par de hombreux
auteurs pour systemeF . Puis, elle a été étendue par Jean-Philippe Bernardy, Patrik Jansson, et Ross
Paterson | ] & une classe de systémes de types purs. La di érence entre la présentation faite ici et
celle de Bernardyet al. réside dans le fait que ces derniers considérent une classe de systémes stables
par la construction 7! 2. Ainsi, le mérite principal de notre approche est de pouvoir étre appliquée
a de nombreux systemes, méme s'ils ne sont pas su sament expressifs pour satisfaire la condition de
stabilité. La seule condition étant gu'ils soient décrits comme des systémes de types purs.

Une fois les dé nitions explicitées, nous discuterons des diverses applications de la construction
de paramétricité. En particulier, nous nous attacherons a montrer comment cette approche peut étre
déployée dans le systeme d'aide a la preuM€oq . Nous donnerons ensuite quelques exemples d'appli-
cation. En n, nous concluons sur I'ébauche d'une implémentation dans le system€oqg d'une tactique
de démonstration automatique basée sur la paramétricité.
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Chapitre 1

Etude des systémes de types cumulatifs

1.1 Les systemes de types cumulatifs

Les systémes de types purs ont été introduits indépendamment par Berardifer89) et Terlouw [ ]
pour étudier les systémes avec types dépendants et ils ont été popularisés dans leur forme ake par
Geuvers et Nederhof { ]. lls constituent une généralisation englobant une grande famille de va-
riantes du -calcul dites a la Church, c'est-a-dire ou les termes a typer sont annotés a n de faciliter
la génération de la dérivation de type. Nous verrons dans la suite qu'elles contiennent, par exemple,
le -calcul simplement typé, le -calcul polymorphe (systémeF) et son extension d'ordre supérieur
(systeme F, ), di érentes variantes du Calcul des Constructions et certains exemples historiques de
systemes incohérents (tous les types y sont habités et certains termes bien typés sont divergents).

L'intérét principal des systemes de types purs est de fournir un cadre général et uni € pourtédier
les systémes de types pouvant contenir des types dépendants.

lls permettent de modéliser les systemes de typage des langages de programmation fonctionnels
(comme par exempleHaskell [ ], Objective Caml | ]) mais également le noyau logique des
assistants de preuves dans lesquels les propositions sont représentées par des types (comme par exemple
Coqg [ ], Agda [ ]). Dans ce travail, nous utiliserons le cadre des PTS pour représenter a
la fois des langages de programmation et des systémes logiques en déduction naturelle construits au
moyen de la correspondance preuves-programmes.

On appellesystéme de types cumulatifs faibleWCTS en abrégez poumweak cumulative type system
la donnéeP = (S;A;R;C de quatre ensembles : I'ensembl& dessortes, la relation A S S des
axiomes l'ensembleR S S S desréglesetennlarelation C S S decumulativité. On appelle
systeme de types pur¢PTS en abrégé pourpure type systen), tout WCTS tel que C= ; et on parle
de systéme de types cumulatif{CTS en abrégé pourcumulative type system lorsque C est un ordre
strict.

CT
CTS

11



1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

On notera P = PTS (resp. P = CTS) pour signi er que le WCTS P est un PTS (resp. un CTS).
Et on se permettra d'omettre le P lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité sur le WCTS considéré.

Dans le reste du texte, nous ferons en sorte que les dé nitions et les propriétés standards énoncées
pour les CTS et les WCTS se spécialisent dans le cas des PTS dans leur équivalent dans la littéra-
ture [ : ].

La dé nition de CTS a été introduite par Bruno Barras | , ] a n d'étudier les systémes de
types dépendants munis d'une relation de cumulativité. Elle permet en particulier de capturer lenoyau
fonctionnel de systémes tels que le Calcul des Constructions Etendu de Lubi[o89] (qui est également

le noyau fonctionnel du calcul sous-jacent au system€oq [ 1), ou encore la théorie des types
de Martin-Lof intentionnelle qui peut étre présentée comme un CTS (le systéme obtenu est alors trés
proche de celui implémenté dansAgda [ D.

Enn, la notion de WCTS est introduite ici an d'étudier dans un premier temps l'impact des
conditions imposées par la relation d'inclusion sur les propriétés des systémes. Mais en pratique, tous
les exemples concrets qui seront considérés par la suite seront présentés comme des CTS.

1.1.1 Syntaxe

Etant donné un WCTS P = (S;A:R;C), on dé nit 'ensemble des expressions dé® comme étant
les termes générés par la grammaire suivante :

A;B;n = (AB) application
j X :AB abstraction
i 8x : AB produit
j X variable
i s sorte

ou x parcourt un ensemble de variables/ et s I'ensemble des sortes.

Les constructions et 8 se comportent comme des lieurs et lI'on considére les expressions a re-
nommage des variables liées pres (équivalence). On suppose également que I'on dispose d'une bonne
notion de substitution, c'est-a-dire préservant I' -équivalence : on noteraA[B=x] I'expression obtenue
en remplacant dansA les occurrences libres de la variabl par B. L'ensemble des variables libres d'un
terme A sera désigné paiFV (A).

On notera A! B les produits non-dépendants, c'est-a-dire les produits de la form&x : A:B avec
X 62 F\(B). On adoptera les conventions suivantes pour noter les imbrications de produit, d'abstraction
et d'applications :

M1 M> Mp désignera (( (M1M32) )Myp)
X1:A1;:0Xn Ap:M désignera (X 1A (X n:iApM) )
8x1:A1;::;Xn i Ap:B  désignera Bx1:Ai1: (xnp:AnB) )

Al Ayl ! An! B désignera Ai! (Ay! (An! B) )

On dé nit également la relation comme étant la plus petite relation entre les expressions qui
satisfait les régles suivantes :

(x :AB)C B[C=x]

12



1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

M MO N NO
(MN) (MON) (MN) (MN9

A AO M MO
X :A:M X :A%M X 1AM X :AMPO

A A0 B BO
8x :A:B 8x:A°B 8x:A:B 8x:AB?°

On notera B la clbture transitive de , D la cl6ture ré exive de B et la cléture symétrique et
transitive de . On dira d'un terme A qu'il est en forme normale s'il n'existe pas de termeA°ltel que
A B A% Un corollaire de la con uence de ce calcul (voirl.1.3 est l'unicité des formes normales. On
désignera donc par NFA) la forme normale deA quand elle existe.

1.1.1 Dé nition (Normalisation faible et forte)

Soit P un WCTS. On dit d'une expression A de P qu'elle estfaiblement normalisante (resp.fortement
normalisante si A a une forme normale (resp. s'il n'existe pas de chaine in nie de réduction pouB
qui part de A). On dit de P qu'il est faiblement normalisant (resp. fortement normalisant) si toutes les
expressions bien typées (voir plus avant) sont faiblement normalisantes (resp. fortement normalisante).
On notera cette propriété WEAKLY-NORMALISING (resp. NORMALISING ).

On mentionne au passage une des conjectures les plus fameus§s ]:

1.1.2 Question ouverte (Conjecture de Barendregt Geuvers Klop)
Tous les PTS faiblement normalisants sont fortement normalisants.

Evidemment cette conjecture s'étend aux WCTS : on ne connait pas de WCTS qui normalisent faible-
ment mais pas fortement.

Le lemme suivant énonce la con uence de la réduction des termes. Il dépend uniquement die
syntaxe des PTS qui est la méme que celle des WCTS. Et la preuve est similaire a celle ducalcul
pur, voir [ ] par exemple.

1.1.3 Lemme (Propriété de Church-Rosser)
SiA Alalors il existe C tel queAD C et A°D C.

On en déduit alors facilement le lemme suivant :
1.1.4 Lemme (Injection de la syntaxe)

8x:AB 8 x:A%B% ) A AlrB RO
x AB x :A%B° ) A A%AB B
s ) s=¢°
x x%) x=x°

1. c'est le neuvieme probléme ouvert de TLCA, voir

13



1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

1.1.2 Cumulativité

La dé nition suivante introduit la relation de sous-typage qui est paramétrée parC; A B
signi e que A est convertible en un terme de la formeB8x1 : C1;  ;Xp : Cp:s (on dira alors que A est
une arité de sortes) et B est convertible en un terme de la forme8x; : Cy; :Xn : Cn:s? (pour les
mémesC;) avec (s;s9) 2 C. Plus formellement :

1.1.5 Dé nition (Relation de cumulativité)
On dénit les ! relations o; 1;::, ainsi que leur union et leur cléture ré exive 4 vis-a-vis de la
conversion par les équations suivantes :

A oB , A s*"B s (s;sH2cC
A 1B , A ,B_ A 8x:CA»B 8x:cB»A° ,B®
A B , 9n2NA ,B

A4B , A B_A B

Tout comme celle du Calcul des Constructions Etendu (ECC) Zhaohui Luo [ ], notre régle de
cumulativité n'est pas contra-variante pour la construction de produit. En e et, on ne peux pas déduire
de A%4 A etdeB 4 BOque8x : A:B 4 8x : A%BC Ce choix de conception est essentiellement imposé
par deux conditions :

Premiérement, nous souhaitons interpréter (en théorie des ensembles) la cumulativité par ['in-
clusion des interprétations des types Si on aA 4 B, on veut que JAK JBK Ce qui n'est pas
possible pour une relation de sous-typage qui serait pleinement contra-variante.

On souhaite que, sous hypothése de forte normalisation, la relation de cumulativité soit décidable.
Or, on sait par exemple que la relation de sous-typage de systente. . est indécidable (et donc le
probléme de la véri cation de type I'est également) | 1.

On notera gu'il existe néanmoins une généralisation des PTS avec quanti cation bornée/j ],
mais celle-ci ne permet pas le sous-typage entre sortes et ne permet donc pas de capturer les systéemes
de types avec univers qui nous intéressent tout particulierement dans ce travail.

La relation de cumulativité est stable par substitution :

1.1.6 Lemme

A4 B) A[C=x]4 B[C=X]

Démonstration  On prouve
A ,B) A[C=x] ,B[C=X]

par induction sur n :

Si A (B cela signi e qu'il existe sp et sg tels queA sp etB  sg. Etdonc A[C=x] sp et

B[C=x] s eton abienA[C=x] (o B[C=X].

Si A 41 B, on distingue deux cas :
Soit on a directement A |, B, et I'on conclut directement d'aprés I'hypothése d'induction.
Soit il existe A B%et D tels queA 8 x : D:A°B 8 x:D:BY%et A° , B Par hypothése
d'induction, on en déduit que A9C=x] , BYC=x]. Et donc 8x : D[C=x]:AQC=X] n+1 8X :
D[C=x]:BYC=x]. Or 8x : D[C=x]:AYC=x] A et8x:D[C=x]:BYC=x] B, doncA .1 B.

14



1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

Supposons queéA 4 B, alors deux cas sont possibles :
Soit A B, etalorsA[C=x] B[C=x] et doncA[C=x]4 B[C=X].
Soit A B et dans ce cas il existe um tel que A , B et d'apres ce que l'on vient juste de
démontrer A[C=x] , B[C=x] et donc A[C=x] 4 B[C=x]. ,

1.1.7 Lemme

Les relations , ,, 4 sont compatibles avec
9 9 9
A B = A B = A4B =
A A°_ ) A° ,B® A A°_ ) A® BO A A% ) A% BO
B BC7 B BOY B BOY

Démonstration  La preuve de la premiere implication est immédiate par induction surn et les deux
autres en découlent. ,

1.1.3 Regles de typage

des expressions, et on désigne pdni le contexte vide. On noterax : A 2 pour signi er que est de
la forme %x :A; %eton noterax 2 s'il existe un A tel que x : A 2 . On ne confondra pas avec
X 2FV()ou FV() estdénirécursivement par :

Fv(h) = ;
FV(x:A;) = FV(A)[ (FV() nfxg)

On dé nit ensuite le systéme de regle de typage paramétré paP, c'est a dire la plus petite relation
ternaire ~ p (qu'on notera simplement °~ lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité sur le WCTS considéré)
entre les contextes et les couples d'expressions qui satisfait les huit regles de la gutel. On notera

" A : B pour dire que ( ;A;B) sont en relation et on dira que A est une expression bien formée
de type B dans le contexte . On dit d'un contexte qu'il est un contexte bien formés'il existe deux
expressionsA et B telles que ~ A : B (ce que I'on notera WF(), voir dé nition 1.1.25. On dit de
A qgu'elle est uneexpression bien forméedans un contexte si c'est une sorte ou s'il existe une autre
expressionB telle que ~ A : B. On dé nit les types comme étant les expressions qui habitent les
sortes; pour étre précis, on dit d'une expressiorA qu'elle est untype de sortes dans le contexte si
ona  A:s. On notera plus avant (dé nition 1.1.25 WF (A) le fait que A soit un type bien-formé
dans un contexte .

Les sortes servent donc a donner un type aux types, elles sont donc elles-mémes des typésstde
paramétre A qui xe les types des sortes grace a la régle ci-dessous.

—(s;89) 2A
s (sis)
Axiome

On dispose également de deux régles structurelles, I'une pour donner un type aux variables libres,
l'autre pour rajouter des variables dans le contexte. On voit que les régles assurent que le type de la
variable est bien formé.
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“A:s TA:B " C:s
;x:A‘x:AX62 Xx:C* A:B x 62
Variable Affaiblissement

Nous disposons également de deux régles pour typer l'abstraction et I'application; il est important
de noter que la regle d'abstraction véri e a la fois que le corps de l'abstraction est bien formé, et que
son type est bien formé.

XA B:C "8x:AC:s M :8x:AB N A
" x AB : 8x:AC " MN :B[N=x]
Abstraction Application

C'est la régle de produit ci-dessous qui indique si un produit est autorisé, c'est-a-dire bien formé.
Elle est paramétrée par I'ensemble de régleR qui décrit la sorte du produit en fonction des sortes des
types du domaine et du codomaine du produit.

TAcsa XA B:sg
"8x:AB :s
Produit

En n, les deux derniéres régles du systéme sont les régles de cumulativité, elles permettent d'intro-
duire le sous-typage paramétré par I'ensembl€.

(sa;se;s) 2R

“A:B * BO:s B 4 BY “A:C C4s
*A:BO “Ac:s
Cumulativité Cumulativité-Sortes

La regle Cumulativité ~ permet de remplacer un type par un sur-type a condition que ce dernier
soit bien formé. Les types bien formés sont divisés en deux classes disjointes (v@il.25 : les arités
qui admettent pour type une sorte et les sortes maximales pour la relatiorA. On les appellera tout
simplement lessortes maximaleslorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité.

La regle de conversion permet de remplacer le type d'une expression par un type équivalent pour
la relation  a condition que ce dernier soit bien formé.

1.1.8 Lemme
La régle suivante est admissible :

“A:B " BO:s
*A:B?
Conversion

B B

Dans le cas des PTSCumulativité  se réduit a la regle de conversion car :

C=; ) A4B, A B
De plus, la régle Cumulativité-Sortes devient superue cars; 4 s, S1 = Sp. On retrouve donc
bien la présentation usuelle des PTS de la littérature.
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—(s;8) 2A
) s:so( )
Axiome
“A:s X 62 TA:B ‘C:sx62

XA XA Xx:C* A:B
Variable Affaiblissement

XA B:C "8x:AC :s M :8x:AB N A

x :AB : 8x:AC " MN :B[N=x]
Abstraction Application

TAcsp XA B:sg
"8x:AB :s
Produit

(sa;se;s) 2R

“A:B * BO:s B 4 BO “A:C C4s
*A:BO “A:s
Cumulativité Cumulativité-Sortes

Figure 1.1 Regles de typage des WCTS .
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1.1.4 Le -cube de Barendregt
Parmi, les PTS il existe une sous-classe particulierement naturelle :

1.1.9 Dé nition (PTS fonctionnel)
Un PTS est fonctionnel si A et R sont des relations fonctionnelles, c'est-a-dire si
1. (s1;S2) 2A N (s1;89) 2A ) Sp= 89
2. (s1;82;83) 2R N (s1;82;89) 2R ) s3= s
On notera P = FUNCTIONAL pour signi er qu'un WCTS P est un PTS fonctionnel (ou simplement
F FUNCTIONAL s'il n'y a pas d'ambiguité sur le WCTS concerné).

Ces systémes ont la propriété d'unicité du typage :

1.1.10 Lemme (Unicité du typage dans les PTS fonctionnels)
Si E FUNCTIONAL , alors on a:

)

M A
N ) A1 Az
M A
Démonstration  On trouve par exemple une preuve dans@ ]. C'est également une conséquence

du lemme 1.2.31comme nous le verrons plus avant. ,

1.1.11 Dé nition (WCTS homogene)
Ondira d'un WCTS P gu'il est homogéne si §1;s2;s3) 2 R, implique s, = s3. On notera cette propriété
HOMOGENEOUS.

Le -cube est une représentation graphique des 8 PTS fonctionnels et homogénes avec deux sortes

S=1f ?;, g, ununique axiomeA = f(?; )g, et contenant la régle (?; ?; 7. Cette présentation est due
a Henk Barendregt | ].

Fi CC

imprédicativité ! >

ordre supérieur /

dépendance
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Voici leurs regles respectives :

R = (%7279

Re = f(%?2,9:( ;799

Ry = f(22:(, ;)9

Re, = f(29:( 522,05 5 )9

R = f(%22:(2 ; )9

R 2 = (222, :27:(2 , )9

R , = f(29:(: : )5 )9

Rce = (22290 :222:C 5 5 (2 5 )9

Voici une bréve description du réle que jouent ces regles :
La régle (?;?;? de formation des produits entre types de sorte?. Nous donnons a présent un
exemple de dérivation qui ne requiert que cette regle (le symbole § indique son utilisation). On
peut voir que la régle (?;?;? permet d'autoriser la formation des types simples :

Imprédicativité : La régle ( ;?;?) de quanti cation permet de fabriquer un produit de sorte
? en quanti ant un type de sorte ? par un type de sorte . Elle permet donc d'autoriser la
guanti cation sur les variables de types. Il s'agit de la quanti cation de Systeme F ; elle est dite
imprédicative car elle permet de fabriquer un type de sorte? en quanti ant sur les objets de sorte
?. Voici un exemple de son utilisation (le symbole () indique l'utilisation de cette regle) :

T2 20 e
1?20 x x| "8 7| D ? ()

Ordre supérieur : La regle ( ; ; ) autorise les constructeurs de type qui dépendent d'autres
types. On peut par exemple dé nir un constructeur de type qui prend comme parameétre un
type et retourne le type ! . Le type de ce constructeur de type est alor? ! ? qui est

lui-méme typable en utilisant cette régle. En exemple, la dérivation suivante :
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On peut donner des exemples de constructeurs de type plus utiles : le constructeur distes de
type ?! 2, le produit cartésien et la somme disjointes tous deux de type! ?! 2.
Dépendance : Laregle ; ; ) autorise les constructeurs de type qui dépendent de valeurs. Elle
permet d'écrire un constructeur de type qui prend en paramétre un objet dont le type est de sorte
? comme par exemple dans la dérivation suivante :

A !?:” - ()

Les types dépendants peuvent s'avérer trés utiles en programmation. On peut citer par exemple le
constructeur de type des vecteurs qui fabriquent des listes de taille xée. Le Calcul des Construc
tions permet de donner de donner le typenat! ?! ? au constructeur de type des vecteurs.
Dans la sous-section suivante, on verra que les types dépendants sont également un cadre de choix
pour représenter les preuves en logique intuitionniste.

La plupart des systemes du -cube ont été étudiés avant la présentation de Barendregt :

1. ,le -calcul simplement typé :
Initialement introduit par Alonzo Church en 1940 [ ], il constitue le plus simple exemple de
calcul typé. Il est important de noter que la seule dérivation valide dans un contexte non-vide est
le séquent™ ?: . En eet, dans ce systéme on ne dispose pas de regle pour former des types
sans variable libre.

2. F, le -calcul polymorphe, aussi connu sous le nom de systénte :
Introduit indépendamment par Jean-Yves Girard [ ] et par John Reynolds | ], il ajoute
la quanti cation imprédicative au  -calcul simplement typé. Le systéme obtenu a depuis été tres
étudié en particulier pour son caractére trés expressif.

3. Fi, le -calcul polymorphe d'ordre supérieur, aussi connu sous le nom de systérke :
Egalement introduit par Jean-Yves Girard [ ]. Il s'agit d'une extension de systemeF dans
laquelle on peut exprimer les constructeurs de type.

4. , aussi connu sous le nom de LF :
C'est le noyau fonctionnel du systemeTwelf [ ] et c'est aussi une approximation raisonnable
du systéemeAutomath  concu par DeBruijn [ ] (voir aussi [ ] pour une discussion sur la
représentation d’Automath  dans les PTS).

5. CC, le calcul des constructions de Thierry Coquand et Gérard HuetTH8d] :
Il s'agit du systéme le plus complet du -cube, a l'origine de I'assistant de preuveCoq . Il a donné
lieu & de multiples extensions dont les plus notables sont probablement le Calcul des Constructions
Inductives (CiC) [ ] et le Calcul des Constructions Etendu (ECC) | B

1.1.5 Programmer dans le -cube

Les systéemes du -cube peuvent étre percus comme des langages de programmation purement
fonctionnels. Néanmoins, ils ne contiennent aucune notion de type de données primitif; c'est dorau

2. Nous verrons néanmoins que cette présentation n'est pas su samment expressive pour que l'on puisse utiliser
e ectivement le type des vecteurs sans ajouter des types inductifs munis de schéma d'élimination dite forte.
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programmeur de choisir un moyen de les représenter. Lesntiers de Church constituent un moyen
commode pour encoder les entiers en terme d'abstractions et d'applications. Etant donnés un entier
et une expression , on dé nit I'entier de Church ouvert n comme étant le terme

n .fois
z__} —{
foo b axf(f (fx) )
On véri e alors facilementque :?° m : ()ou ()=( ! )! I . Plus généralement, on

notera '( ) pour le type dé ni par la récurrence sur i suivante :

= O
VI+l — I()| I()

et on pose par convention ()= ! et 2( )= .On montre alors facilement que les seuls
habitants de '( ) dans le contexte : ? sont extensionnellement équivalents & un entier de Church
ouvert :

1.1.12 Lemme

Si P est un systéme du cube et si : 2 p A: () pour un certain i, alors il existe un entier n tel

queAfx m' ‘Ofx.

Démonstration  Quitte a le réduire, on peut supposer queA est en forme normale (par préservation
du typage, voir la sous-section1.1.6). En inspectant les formes possibles de la dérivation (ce qui se
fait formellement a l'aide du lemme 1.1.32dit d'inversion que l'on verra plus avant), on montre que

A est nécessairement de la formef : ' 1( ):A% et que A% est soit égal af, soit il est de la forme
x : 1 2():M avecM detype ' 2( )dans le contextef :vi 1( );x: ' 2( ).Enn, les seuls termes
de type ' 2( ) que I'on peut obtenir sont construits en appliquant f un certain nombre de fois ax.
On a donc montré queA est :

Soit de laforme f : ' 1( ):f,etdoncAfx fx 1
Soit de la forme n ' () pour un certain n et la conclusion est immédiate. ,

i1

On en déduit donc que les habitants des types de la forme' () représentent tous un entier modulo
réduction.

Programmation dans le -calcul simplement typé. Dans ce paragraphe, on s'intéressera aux
fonctions représentables dans le PTS.
On peut implémenter la fonction retournant le successeur des entiers :

sucg, () ()
sucg = n oz fC)f PO x: T 20 )f (n(fx))
sucg ') B n¥T O)

De méme on implémente I'addition :

plus. = ()t )Y ()
plus. = nm : "C)f PO x: T2 )inf (mfx)

plus; m'Om'Q) B aFm O
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... et la multiplication :
mult, () () ()
mult; nm () fr U )x: T2 )in(mf)x

mult, ™' Om') B Aom )

La donnée d'un entier est en réalité la donnée d'un opérateur qui permet d'itérem fois une fonction
a un argument. On peut donc utiliser cet opérateur pour construire de nouvelles fonctions. Il est gr
exemple possible d'itérer une fonction constante pour implémenter une fonction qui retourne 0, si on
lui passe un entier nul et 1 sinon :

sgn. = ()t ()

sgn. = noc PO f T RO xs TR T30 )(fx)x
sgn. m'() D min(;n) )
On peut utiliser le méme principe pour implémenter I'exponentiation en itérant la multiplication :

exp. ()Y TRy ()
exp. = n:C)ym: 20 )ym(mut, mT O
exp m'Om™O g fm'O)

Mais comme nous pouvons le constater, il y a un cot pour pouvoir utiliser un entier comme itérateur :
il faut incrémenter l'indice du type de I'entier utilisé comme itérateur.

1.1.13 Dé nition (Fonction représentable)

On dira d'une fonction (au sens ensembliste¥ : N I N qu'elle estreprésentable dans un WCTS qui
contient une sorte s et la régle (5;s;s) 2 R s'il existe un terme M et des indicesiy, ..., ix+1 tel que
s Mot k41 et vériant :
i i 00000 ks
Mng ' ooong “Bf(ngiiiing

On peut prouver gu'il n'existe pas d'implémentation avec un type uniforme de I'exponentiation. Il
s'agit d'une conséquence du théoréme classique suivant (le sens direct de la preuve se montre facilement
a l'aide des exemples que l'on a vus jusqu'a présent et nous renvoyons les lecteurs germanopisone
al ] pour une preuve de la réciproque) :

1.1.14 Théoréme (Helmut Schwichtenberg [ D

Les fonctions représentables dans le-calcul simplement typé avec un type de la forme ! !

sont exactement les polyndmes multivariés étendus avec un test d'égalité a zéro. Plus formellement,
c'est le plus petit ensemble de fonctions contenant les fonctions constantes, les projections, la fonction
x 7' min(1;x) et stable par addition et multiplication point a point.

Les fonctions fabriquées par itération ne peuvent pas étre a leur tour itérées car elles n'ont pam

type uniforme (de la forme '( )! ( )). On ne peut donc pas itérer la fonction exp. par exemple
.2n

pour implémenter la fonction (k;n) 7! 2°  ou k est la hauteur de la tour. C'est ce que prouve le

théoréme suivant :
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1.1.15 Théoréme (Steven Fortune, Daniel Leivant, et Michael O'Donnell [ )
Les fonctions représentables dans le-calcul simplement typé sont bornées par une tour d'exponentielle.

Les auteurs de [ ] rapportent que Richard Statman a prouvé que le test d'égalité et d'ordre
n'est pas représentable par une expression du-calcul simplement typé. Ceci implique que la soustrac-
tion des entiers (la fonction (n;m) 7! max(n m;0)) n'est également pas représentable. De ce fait,
I'ensemble des fonctions représentables dans lecalcul simplement typé est un sous-ensemble strict
des fonctionsélémentaires (les fonctions bornées par une tour d'exponentielle®).

Le -calcul simplement typé est donc un langage de programmation peu expressi, fortiori car
on ne dispose pas d'un unique type pour représenter les entiers. Nous allons voir a présent qugdlat
de l'imprédicativé permet a systéemeF d'avoir a la fois un type plus naturel pour typer les entiers de
Church et de représenter beaucoup plus de fonctions.

Programmer avec l'imprédicativé. Notonsnatle type 8 :?2:( ! )! I, on dénit alors
le n-ieme entier de Church (fermé)n comme étant le terme  : ?:n . Nous obtenons immédiatement
gue pour tout n, " ¢ I : nat. On peut alors implémenter facilement les opérations de base sur les entiers :

succ = n :nat :?:suce, (n )

plus = nm :nat, :?:plug (N )(m )

mult = nm :nat, :?:mults, (n )(m )

exp = nm :nat :?:exg (N )(m ()

En généralisant, on montre aisément que toutes les fonctions représentables dans lealcul simplement

typé par un terme f de type 1( ) ! ! '“( )1 () (dans le contexte  : ?) peuvent étre
représentées dand= par le terme n 1 : nat;:::;ng : nat, : ?2:(f (ng 't( ))(ng (1)) de type
nat! ! nat! nat

La quanti cation imprédicative nous donne un accés beaucoup plus souple a l'itérateur utilisé pour
encoder les entiers.

Il est possible de s'en servir pour implémenter le test d'égalité a zéro qui retourne son second
argument ou son troisieme argument selon que la valeur de son premier argument vaut O ou non :

iszero : nat!8 7 !
iszero = n :nat :?;xy::n  ( _:y)X
iszero0 xy B x
iszeron+1l xy B vy

De plus, on observe que le type de retour dés zeroest un bon candidat pour représenter les valeurs

booleenes. Notonshool= 8 : ?: ! I . On montre que bool n‘a que deux habitants en forme
normale D?7Xy Lox et :?;Xy .y que I'on nommera respectivementtrue et false On peut
3. Les fonctions élémentaires sont le troisieme étage 3 de la hiérarchie de Grzegorczyk, voir [Ros] par exemple.
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alors implémenter sans di cultés les opérateurs usuels sur les booléens :

and : bool! bool! bool
and = pq :bool:p boolqfalse
or : bool! bool! bool
or = pg :bool:pbool trueq
not : bool! bool
not = p :bool:p bool false true

Et on véri e facilement qu'ils satisfont les tables de vérité habituelles. Tout comme pour les entiers, cette
représentation des booléens contient en elle-méme son éliminateur. Ainsi, la constructiah standard
s'e ectue en appliquant au booléen que l'on veut tester un type et deux valeurs de ce typehacune
correspondant a I'une des branches du test (c'est par ailleurs ce que I'on a fait pour véri er la cormion

de is zeroci-dessus). Nous pouvons par ailleurs généraliser cet encodage pour représenter les types de
n.fois

données an éléments par8 : ?: ! }! {! . On s'intéressera ici surtout au type unit = 8
2. a 1 élément notéid = :?;X: X etautypeempty=8 :?: a0 élément. On peut alors
prouver le lemme :

1.1.16 Lemme

Il y a exactementn habitants en forme normale du type

n fois
8 7. | }f; {!

dans un contexte vide.

n frJis
. , oA a —H —{ P
Démonstration Si™ A:8 7. 1 7l ! et que A est en forme normale, alors, en étudiant
les cas possibles, on montre qu'il est nécessairement de la forme : ?;X1 : ;::i;X n © X avec
1 i n. ,

En particulier, on en déduit que empty ne peut avoir d'habitant dans un contexte vide (car la norma-
lisation du calcul nous donnerait un habitant en forme normale et contredirait le lemme précédent).

Le fait que les types des opérations sur les entiers soient homogénes, permet d'utiliser le schéma
d'itération an obtenir de nouvelles fonctions dont le type sera également homogéne. Ainsi, grace
a l'itération, on pourra donc obtenir ad libitum des fonctions de plus en plus croissantes. A titre
d'exemple, on peut représenter la fonction d'Ackermanrf qui s'implémente comme une itération de

4. On rappelle que la fonction d'Ackermann est dé nie par les équations récursives suivante : ack(O;n) = n +1,
ack(n+1;0) = ack(n; 1), ack(n+1;m+1) = ack(n;ack(n+1;m)) (la terminaison est triviale, car I'ordre lexicographique
des arguments décroit strictement a chaque appel récursif).
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fonctions construites par itération :

ack : nat! nat! nat
ack = n :nat:
n(nat! nat)(p :natf :nat! natm:nat:
m nat f (f 1)) succ
ackmm D ack(n;m)

L'imprédicativé permet également de représenter des constructeurs de type : étant donnés deu
types bien formés ° - ?et 72 on peut construire le type bien forméprod. dé ni par
8 :?;( ! o) eton abien ° prod. :?. On notera par la suite le type prod. . On
peut ensuite implémenter le constructeur de paires et les deux projections par les termesigants :

pair.

&k _ . . D e
proj,., = C: 1 2:C k(X1 1;X2: 2:Xk)

X i3y o ot I fxy

Et on véri e aisément que
prof,. , (pair .., A1A2) B A

On dispose également du méme genre d'encodage, pour implémenter le typg =8 :?;( !
(' )! représentant les sommes disjointes, ou encore le tygist = 8 :?;( ! o) !
des listes, il est en réalité possible de représenter de cette fagon tous les types de donnéesrsifsudit
strictement positifs.

Voici les primitives qui permettent de manipuler ces constructeurs de type :

left : 8 7?7 | +

left = cxsy ot bosgs b fx
right : 8 7?1 +

right = cxs o o b g b ogx
disj : 8 2+ L Ccro)yr o)

disj = c?h:a+ ;f ' 5g: ! :hifg

Les fonctionsleft et right implémentent les deux injections canoniques et la fonctiordisj implémente la
disjonction de cas : si I'on a deux méthodes, I'une pour fabriquer un objet de type a partir d'un objet

de type et l'autre a partir d'un objet de type , alors on saura fabriquer un objet de type a partir
d'un objet de type + . On vérie sans peine que ces fonctions sont conformes au comportement
calculatoire attendu :

disj fg (leftx) B fx
disj fg (rightx) B gx
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Pour les listes, on obtient un encodage extrémement proche de celui des entiers :

nil : 8 :?:list
nil = P ?f I X @ X
cons : 8 :?. ! list I list
cons = ?:hd: ot clist ;o o f ! ' sx o :fhd (tI fx )
fod : 8 (! o) I list !
fold = 2 f ! oax ol qdist ol fx
Sil'on note [x1;:::;Xn] le termecons x 1(cons x »:::(cons X n(nil ):::)) (dans un contexte ou les

fold fy [xg;::5;xp] B fxa(fxz2 (fxny) )

On peut par exemple se servir déold pour implémenter la fonction fold nat plus0 de typelist nat! nat
qui calcule la somme des éléments d'une liste d'entiers. On peut également utiliser l'itérateuold pour
implémenter la concaténation de deux listes :

concat : 8 :?:list ! list I list
concat = 21y lo s list ifold  (cons )lslg
La présence de constructeurs de type ajoute de I'expressivité au langage ; on peut en particulier s'en
servir pour implémenter la fonction prédécesseur et un schéma de récursion. Si l'on ndtiel; N i le terme
pair. MN et (C) pour k = 1:2 les termes proj‘§ C)ou , et sont les types respectifs de

M, N et C dans le contexte ou ils sont dé nis. Alors la fonction ci-dessous implémente le prédécesseur

des entiers :
pred : nat! nat

pred = n :nat:
n (nat nat)
(c :nat nat:hsucc(c)?; (c)h)
0,0
Elle procéde en appliquantn fois la fonction p;q 7! p+ 1;q sur le couple (Q0) puis en récupérant la
seconde composante. On obtient alors (@), (1;0), ..., (n;n 1). On en déduit donc bien que :

predn+1 B n

pred0 B 0
On peut donc l'itérer pour implémenter la soustraction :
minus : nat! nat! nat

minus = nm :nat:m nat predn
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et en déduire le test de supériorité large :

greateror equal : nat! nat! bool
greateror equal = nm :natxy : : iszero(minusnm)xy

ainsi que le test d'égalité :

equal : nat! nat! bool
equal = nm :nat: and(greateror_equaln m) (greateror_equalmn)

En suivant la méme technique, il est possible d'implémenter le récurseur des entiers :

rec : 8:( ! nat! )! I nat!
:2:f 1 nat! ;X
n ( nat)
(c: nat:H () (c)?; suce(c)?i)
hx; Oi !

Etant donnée une fonctionf : N N ! N, le récurseur est construit en appliquantn fois la fonction
p;q7! (f (p;0);q+ 1) sur le couple (x; 0) puis en récupérant la premiére composante du résultat. Elle
véri e donc bien que :

rec fx 0 B X
n + 1 fois

rec fx n¥1 B f(f (fx0) n I)n

On en déduit que toutes les fonctions primitives récursives sont représentables dans le systémi. Ce
schéma de récursion est plus général que le schéma de récursion primitive car c'est un schéma d'ordre
supérieur : il peut également étre utilisé pour générer des fonctions par récursion. On a d‘ailleunau
gue l'on pouvait représenter la fonction d'Ackermann qui est essentiellement connue pour ne paire
primitive récursive. En réalité, le schéma d'ordre supérieur prouve que toutes les fonctions représables
dans le systémeT de Gddel (voir sous-section2.4) sont également représentables dans le systente.
Le systemeF est encore bien plus expressif que systénig, en e et, Jean-Yves Girard [ ] a prouvé
gue les fonctions représentables dans systéenfe sont exactement les fonctions dont on peut prouver la
totalité (on dira prouvablement total§ dans l'arithmétique du second-ordre PA ,. Tandis que Godel a
prouvé que les fonctions représentable dans systénie sont les fonctions prouvablement totales dans
l'arithmétique du premier-ordre PA . Nous y reviendrons quand nous étudierons les caractérisations
logiques de ces systemes dans la sous-secti®2.6.

5. L'ensemble des fonctions primitives récursives est le plus petit ensemble de fonctions qui contient les projections,
les fonctionls constalntes, la fonction successeur et qui est stable par composition et par le 'schéma (|:1e récursion du| premier
olrdre : si'f'( x ) et g( x;y) sont primitives récursives alors la fonction h(n; x ) telle que h(0; x) = f(x)et h(n+1; x) =
g( x;h(n; x)) est primitive récursive.
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Apport des types d'ordre supérieur dans I Dans le systeme! , les types d'ordre supérieur ne
sont que super ciels, ils n'aident pas a la programmation. En e et, si un terme ne contient pas de rédex
formé a l'aide de larégle (; ; ), alors tous ses réduits n'en contiendrons pas. Les rédexs de type de
I forment donc une couche de sucre syntaxique que l'on peut réduire dans une phase préalable; ils
ne font rien de plus que d'internaliser les notations du niveau méta.
Cela nous permet de justi er la dé nition des trois fonctions ci-dessous.

La fonction E? e ace les dépendances dans les types,

La fonction E! applique E? aux annotations de type.

Enn, la fonction E applique E? aux types de sorte? du contexte et remplace les types de sorte

par ? (qui est le seul habitant de dans ).

E(hi) = Pi
E( ;x:A) = E() ;x : E3(NF(A)) s :A:?
E() ;x:? s A
EYx :AM) = x :E?NF(A)):E}(M)

EXMN) = EYM)EYN)
El(x) = x

E?(8x : A'B) = 8x:E?’(A):E*B)
E’(x :AB) = FE?*®B)
E2(MN) = E?(M)
E*(x)

X

La fonction E? se comporte bien uniquement quand elle est appliquée a des termes en forme normale
dont le type vit dans . Si le terme n'est pas en forme normale, alors elle peut détruire des liaisons.
Par exemple si on appliqgueE? au terme M = ( :?:) ,onobtient E3(M) = 62 FM). C'est
pour éviter ce cas dégénéré que les fonctios et EX normalisent les types avant de les passer B.

On prouve alors aisément le lemme suivant :

1.1.17 Lemme
Si Ty A:K: ,alorsE() ° E’NF(A)): 2.
Si "y M:A:?alorsE() ° EYM):E?NF(A)).

A titre d'exemple, si on a :
220?20 2 VLV el Ty o x iy ex (cyg: ! I
alors en le lemme précédent nous montre que :
20 ?2c I el x iy cex (cye: ! [
L'e acement E! normalise tous les redex de type mais il conserve la structure du niveau objet. Nous

en déduisons donc que :
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1.1.18 Lemme
Si "y M:A:?etM BM?C alors EX(M)D EY{(M9.

De méme la structure des entiers de Church est préservée (seules les annotations de type changent)

1.1.19 Lemme
Si  A:?, alors E}(nA) = nE (NF(A)

On en conclut donc :

1.1.20 Lemme
Les fonctions représentables dand sont exactement les fonctions représentables de

Démonstration |l faut d'abord remarquer que les entiers de Church se typent dans! avec un type
de la forme (A). Ainsi un terme F représente une fonctionf dans ! et dans un contexte si et
seulement s'il existeAs, ..., Ak, A, en forme normale tels que

R (A (A (A)
(A)

et pour tous entiersny, ..., nx on aFny A1) mc A D f(ng;:ii;ng)
précédents, on en conclut que

. Or d'aprés les lemmes

E() © EYF): (B(A)! ! (E*(AK) ! (E*(A))

et que

- 2
EXF g AY e Ay = EYF) np B e BAD) DT(ngng & )

En d'autres termes, EX(F) représentef dans et dans le contexteE(). ,

Apport des types d'ordre supérieur dans Systéme F,. DansF,, l'ordre supérieur des types
apporte un réel gain d'expressivité. Il est possible de s'en servir pour internaliser les opérateurs de
type. Ainsi on peut dé nir dans F,, le terme prod = e etona” prod:?! ?! 2
Mais on peut surtout utiliser I'imprédicativité pour dé nir des fonctions qui prennent en paramétre un
constructeur de type abstrait ainsi qu'une famille de primitives sur ce constructeur. On aura ensduite la
garantie que la fonction n'aura pas accés a l'implémentation e ective du type. Ce genre d'abstraction
est essentielle dans la pratique de la programmation, elle permet aux programmeurs de rendre public
uniguement l'interface des bibliothéques qu'ils implémentent an de se réserver le droit de changer
l'implémentation des structures de données et des primitives dans les versions futures. Le systéme de
modules du langage de programmatiorDbjective Caml [ , ] implémente un sous-systémé de
F\ pour réaliser ce mécanisme.

A titre d'exemple, on peut construire une fonction M qui prend en paramétre l'implémentation
d'une monade donnée par un constructeur de typd de type ? ! ? et ses deux primitives return et
bind de type respectif8 :?: | t et8 2! t)! t ! t . Cette fonction retournera

6. Ce fragment a été choisi de fagcon a garantir que les annotations de typage (en particulier les applications de type)
soit inférées plutdt que données explicitement par le programmeur.
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une implémentation des fonctions map et join de types respectif§ :?2:( ! )! (t )! (t )et
8 :?7t(t )! .LetypedeM seradonc:
M:8 t:?!1 72
return: 8 :?: I t;

bind:8 :?:( ! t,)! t ot
8 2! HYr@)yr @y @ 2t )y )

Et une implémentation possible serait alors :

M= t 2?20 2
return: 8 :?: ! t;
bind:8 (! t ) t ! t:
:2f 01 cbind(t ) (x ::oreturn(fx));
c?2:bind(t ) (x :t:x)

et elle peut étre utilisée avec la monade des listes :
M list( - ?7;x: o XD ( :?2;f 0 1 dlist : fold ( hdtl: concat (f hd) tl))

Néanmoins SystéemeF, n'a pas le pouvoir expressif pour garantir que les parametres passésih
Vvéri ent e ectivement les axiomes que I'on attend d'une monade. On verra dans le paragraphe suivant
gue les types dépendants permettront eux d'exprimer la correction des paramétres par des formsle
logiques.

Apport des types dépendants : La correspondance de Curry-Howard. Les types dépendants
sont introduits en ajoutant la régle (?; ; ), elle permet d'inclure au systeme la possibilité d'avoir
des types qui dépendent des individus. Ainsi dans les systémes qui ne contiennent pastte regle
(la face gauche du -cube), les produits formés par la régle ?;?;? sont tous non-dépendants : Si

"8x:AB :?et ~ A:? alorsx 62 F\(B) et I'on note alors le produit A! B. Ainsi dans , le
plus petit systéeme du cube avec des types dépendants, on peut dériver le séquent esdous. Soit le
contexte suivant :

= 27
H: I 72
G: ! 2
M: I 2

On peut alors dériver :
h :Gshhys(hish): Gs! Ms

A présent, sil'oninterpréte  comme étant le type des individus,H comme le prédicat étre un homme ,
G comme le prédicat étre grec etM le prédicat étre mortel et scomme Socrate , alors on peut voir
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le terme h : Gs:hy s(h; sh) comme une preuve du fait que si Socrate est un grec, alors il est mortel
sous les hypothéses quéhg) tous les grecs sont des hommes etli,) tous les hommes sont mortels. Il
s'agit de la correspondance de Curry-HowardH ] : il est possible de mettre en relation les preuves
et les programmes. Dans cette perspective, I'hypothésh; est interprétée comme un programme qui
transforme les preuves de nationalité en preuves d'humanité gt, comme un programme qui transforme
les preuves d'humanité en preuve de mortalité. En composant ces deux programmes, on obtient donc
un programme qui transforme les preuves de nationalité en preuve de mortalité.

Comme tous les systémes de la face inférieure du cube, n'est pas trés expressif puisque que la
sorte ? n'est jamais habitée dans un contexte vide. C'est une fois encore l'imprédicativé qui va permettre
d'e ectuer des encodages intéressants. Dans 2 on peut par exemple l'utiliser pour dériver le séquent
suivant :

SXIyy T 28X b 2 Xx ! Xy ?

Si I'on interpréte la quanti cation comme une quanti cation sur les prédicats d'individus, alors ce type

peut se lire comme une proposition a rmant que tous les prédicats véri és parx sont veri és par y. En

d'autres termes, cela dit qu'il n'existe pas de prédicat capable de discerner et y. Cette proposition qui

dépend de , x ety est en fait une bonne notion d'égalité ; c'est I'égalité de Leibniz : on dit de deux
choses qu'elles sont égales si elles sont indiscernables. On notera donc cette formule y. On peut
alors prouver (dans  2) par les termes ci-dessous que = est une relation d'équivalence pour tout

eqre : 8 :7;x: X = X
eqre = (?2x X o ?2h Xxh
sym @ 8 :?;xy:x = yl y= Xx
sym = c?xy i sh ix= yh(z ::z = x)(eqre Xx)
trans : 8 :?;xyz:x = yl y= z! x= z
trans = 8 :?;xyz: ;hi1:x= y;hy:y= zhy(z ::x = z2)h;

Si I'on ajoute l'ordre supérieur des types & 2, on obtient le Calcul des Constructions CC dans
lequel on peut dé nir le terme eq= Xy X = yetona cceq:8 1?0 ! I ? qui peut
étre considéré comme un constructeur de propositionseq construit une proposition (I'égalité) a partir
d'un type et de deux individus de ce type.

Les encodages imprédicatifs des constructeurs de type de SystérRe vus précédemment prennent
une nouvelle dimension dans CC. En e et, ils peuvent étre percgus a travers la correspondande Curry-
Howard comme des encodages des connecteurs logiques propositionnels. Ainsi, le produit cartégienB
s'interpréte par la conjonction de A et B et la paire construite a partir d'une preuve de A et de B
et du constructeur pair constituera une preuve d'une conjonction. De la méme facgon, les projections
proj* et proj? implémentent les régles d'élimination habituelles de la conjonction. La somme disjointe
que l'on notait A + B implémente la disjonction entre deux propositions,left et right implémentent
les régles d'introduction et disj la régle d'élimination de la disjonction logique. En n le type unit a un
élément représentera la proposition toujours véri ée (elle a une unique preuve) eempty représentera
I'absurdité logique (elle n'a aucune preuve). On remarque que le lemmeg.1.16 est donc une preuve de
la cohérence de Calcul des Constructions, car elle implique que le type vide qui représente l'absurdité
logique n'est pas prouvable.
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Il'y a donc bien une superposition compléte entre la notion de proposition et celle de type de données,
dans le Calcul des Constructions présenté. Nous verrons plus bas qu'il existe une variante dans laquelle
on sépare la sorte? en deux sortesProp et Set, I'une servant a représenter les propositions et l'autre, les
types de données. Nous utiliserons alors des notations di érentes pour les distinguer : nous gardeson
():Set! Set! Set pourle produit cartésien et nous utiliserons () : Prop! Prop! Prop pour
la conjonction. De la méme facon, pour les autres connecteurs, nous suivrons le tableau suivant :

Set | Prop
N
+ p—
unit >
empty | ?

Dans le calcul des constructions avec une unique sorte, nous utiliserons l'une ou l'autre notation selon
gue l'on veut interpréter le type considéré comme un type de données ou une proposition.
L'imprédicativité permet également d'encoder le quanti cateur existentiel suivant :

ex : 8 :Prop:( ! Prop)! Prop

ex = :Prop;P: ! Prop:8X :Prop:(8x: :Px ! X)! X
exintro : 8 :?22P: I ?2:x: Px ! ex P
exintro = P 2ixsh P x; X cProp;f :8x: :Px ! Xifxh
exelm : 8 :?;P: I ?2ex P 18 X :Prop:(8x: :Px ! X)! X
exelim : 2P 1 ?;ciex Py X cProp;f :8x: Px ! XieXf

Nous pouvons alors noteOx : A:P letermeex A (X : A:P) et les termesex intro et ex elim représentent
respectivement le régle d'introduction et d'élimination de ce nouveau connecteur. Il est important de
noter que ce nouveau connecteur n'est pas une généralisation dépendante du produdrtésien, car on
ne peut pas construire de terme qui implémente la seconde projection. On peut programmer la premiéere
projection de la maniére suivante :

1 8 :Prop;P: ! Prop:ex P !
1 = :Prop;P : I Prop;c:ex P:c (x :;h :PxX)
Mais il a été démontré [ ] que toute tentative d'ajout d'un terme , de type 8 : Prop;P : !

Prop;c:ex P:P ( 1 Pc)vériant 1 P (exintro P xh ) h rendrait le calcul incohérent. En n,
notons également qu'il n'es pas possible de représenter le quanti cateur du second ordréX : Prop:P
dans ce calcul, mais nous verrons que ce sera possible en utilisant un univers (c'est-a-dire une sorte au
dessus de ) dans le Calcul des Constructions avec univers présenté dans la sous-sectibd .1

Revenons a notre exemple de module Mdu paragraphe précédent (page30) qui implémente les
opérations map et join a partir d'un constructeur de t sensé représenter une monade et des deux
opérations return et bind. Dans le calcul des construction, on peut utiliser le pouvoir expressif du
systeme pour formaliser la spéci cations des types de données et de leurs primitives.
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Considérons le contexte suivant :

= t:?2! 2

return: 8 7. ! t;
bind:8 :2:( ! t ) t ! t;

hi:8 :?;x: : bind (return )X =¢ X;

h,: 8 c2f 1 sx o bind f (return x ) =¢ fx;
hs: 8 2fc D tyg s botom oot

bind g (bind fm )= bind (x ::bind g (fx))m;
hy:8 2;fg: ! t;m :t;

Bx::(fx)= (gx))! (bind fm )= (bind gm ):
8 2V HYr )y )y (@8 2ttt )yr )

Etre sous le contexte c'est disposer d'un opérateur de typet, de ses deux primitives return et
bind ainsi que de quatre hypothéseh,, hy, hs et hy prouvant que les opérations return et bind satisfont
bien les axiomes attendus d'une monade. Ainsh; devra prouver que return est un élément neutre a
gauche pour bind, h, prouver que c'est un élément neutre a droitehs prouvera que bind est associatif
et enn hy prouvera que bind retourne le méme résultat si on lui passe comme argument des fonctions
extensionnellement égales.

Posons map = (Mt return bind) ; et join = (Mt return bind) », alors on peut construire dans CC

des preuves de types suivants (nous conseillons vivement au lecteur qui voudrait les retroavd'utiliser
un assistant de preuve) :

mapid : 8 :?;m:t; map idm=; m
mapcomp : 8 :f: ! ;g ! ;m :t:
map (x ::f (gx))m=¢ map f (map gm )
mapreturn @ 8 2 f: ! ;x ::return (fx)={ map f (return x):
join map : 8 :?;m:t(t(t )):join  (join(t )m)=¢ join (map(t(t ))(t )(@oin )m)
join return  : 8 (m:t ):join (map (t )(return )m)=¢{ m
join join : 8 :?ym:t(t );f: !

join  (map(t )(t )(map f )Ym)=¢ map f (join m)

Ce que l'on peut paraphraser en :
Les preuves mapid et mapcompmontrent que t a une structure defoncteur (au sens catégorique).

Les preuves mapreturn et join _mapmontrent que return et join sont des transformations natu-
relles vis-a-vis du foncteurt.

Enn join _return etjoin _join montrent respectivement que return est un élément neutre pour
join et que join est associative.

Maintenant si lI'on veut utiliser ces preuves pour prouver gu'une instance particuliere, comme par
exemplet = list, return = $?x X)) et

bind = ( :?;f 0 1 list : fold ( hdtl: concat (f hd)tl))
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il faut alors fournir des preuves concréetes pourhi, h, et hy et hy. Nous verrons dans le prochain
paragraphe que ce n'est pas possible sans rajouter d'axiomes au Calcul des Constructions. Nous verrons
gue I'on touche ici aux limites des encodages imprédicatifs.

Les types dépendants sont donc trés utiles pour représenter les preuves et ils peateervir a rajouter
des contraintes de spéci cation dans les types. Mais il ne permettent néanmoins pas de représenggus
de fonctions : on peut e acer les dépendances des termes dans les types pour obtemir type moins
contraint. De cette fagon, on projette naturellement tous les systemes de la face droite du cube vers la
face gauche.

Nous allons maintenant esquisser a gros traits le fonctionnement de cette projection, nous renvoyons

le lecteur a | : , ] pour une description plus détaille de la fonction d'e acement des
dépendances (dans le cas CC vels, ).
On pose :
E%P(hi) = hi

EdeP( :x:A) = EP() :x:E®P(A)

E®P(8x : AB) = Edﬁ(p:A(B) si. TA:?2 et ;x:A B:
E%®P(x :AM) = Edi(p:A(M)si TA:?,et ;x:A M :B:
E®PMN) = E®P(M)si ~M:8x:AB, "8x:AB: et ~A:?
sinon :
EP(MN) = E™P(M)E™P(N)
E(x :AB) = x :E™P(A):E"P,(B)
E%P(8x : AB) = 8x:E™P(A)E"P,(B)
E*®P(s) = s
E®P(x) = x

Les fonctionsEdep( ) et E9P( ) ne sont bien dé nis que lorsque que est bien formé (ce que I'on notera
plus avant WF()) et aussi parce que nous avons l'unicité du typage dans le cube.

On utilisera également la notation E9eP(P) pour désigner la projection des systémes de la face droite
vers la face gauche :

E%P( ) =

EdeP( ) = !
Edep( 2) = F
E‘P(CC) = F

Nous montrons alors facilement par induction que la face droite du cube est envoyée vers la face
gauche :

1.1.21 Lemme
SiP2f ; ; ; Z?gona:
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“p A B implique E%P() " geen(py EP(A) : E%P(B).

Tout comme la fonction E! d'e acement de I'ordre supérieur dans ! , la fonction EYP préserve les
réductions :
ABB ) E %P(A)DE®P(B)

et conserve le type des entiers de Church :
o A:?)E dep(ﬁA) — TTEdepA

Nous en concluons donc que

1.1.22 Lemme
SiP2f . 1 CC; 2g, alors les fonctions représentables dan® sont exactement les fonctions
représentables deE9eP(P).

Pour résumer, il n'y a que trois classes de fonctions di érentes représentables par les systémes du
-cube : les fonctions représentables dans, les fonctions représentables dank et celles représentables
dansF, .

Les limites des encodages imprédicatifs dans le Calcul des Constructions. Lorsque I'on

cherche a faire des preuves dans le Calcul des Constructions en utilisant les encodages imjuoatifs

pour représenter les données, on tombe rapidement sur les deux problémes suivants :
L'existence de modéles triviaux. Il est possible de construire un modéle ensembliste du Calcul
des Constructions dans lequel la sort& est interprétée par I'ensemble a deux élément§ ;f,gg .
Dans une telle interprétation, tous les habitants de? sont interprétés comme des ensembles a au
plus un élément | ]. Dans ce modeéle les interprétations des termesue et falsesont égales
et puisque I'égalité de Leibniz y est e ectivement interprétée par I'égalité ensembliste, I'existence
de ce modéle impligue que la propositiortrue 6 poo false ne peut pas étre démontable (c'est-a-
dire habitable) dans le Calcul des Constructions. En conséquence, le modele satisfait également
0 =pat 1 ce qui permet de conclure qué 6,0 1 Nn'est pas démontrable. Le calcul des constructions
n'est donc pas su samment puissant pour contenir I'arithmétique, ce qui limite beaucoup son
expressivité. Un moyen de pallier ce probléme est d'étendre le systeme avec des types inductifs
munis de schémas d'élimination forte. Nous verrons dans le chapitr@, que I'on peut se servir de
ces derniers pour prouver qudrue 6 4 false
L'existence de modeéles non-paramétriques. Pour justi er que le type des booléensbool
ne contenait moralement que deux éléments, nous avons utilisé un argument méta-théorique : il
n'existe que deux termes di érents en forme normale qui habitent le typebool Or, sans l'aide
d'axiomes, cet argument ne peut pas s'internaliser dans le Calcul des Constructions. En e et, s'il
est e ectivement impossible de construire par la syntaxe un terme de typdoolqui ne se normalise
ni sur true, ni sur false on peut toute fois avoir dans l'interprétation du type bool des fonctions
di érentes a la fois de linterprétation de true et de l'interprétation de false En conséquence,
la proposition 8x : bool x =0 true_Xx =poo falsene sera pas démontrable dans le calcul des
constructions. Nous verrons toutefois dans le chapitres que I'on peut exprimer dans le Calcul
des Constructions les conditions nécessaires d'uniformité a satisfaire pour que les habitants des
encodages imprédicatifs aient un comportement analogue a ceux construits par la syntaxe.
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1.1.6 Meétathéorie

Le typage des expressions dans les WCTS satisfait la plupart des propriétés que I'on attend d'un
systeme de types a l'exception de la préservation du typage et de la propriété de renforcement qui
restent des problemes ouverts (nous verrons néanmoins des conditions raisonnables pour obtenir ces
propriétés dans les cas qui nous intéressent).

1.1.23 Lemme (Substitution)
Si ;x:A;, "B:Cet " D:A alors ;[ D=x] B[D=x]:C[D=x].

Démonstration  Le théoréme s'obtient aisément par induction sur la structure de la dérivation ;X :
A; B : C (voir [ ] lemme 5.2.11). Le cas des régles de cumulativité ne pose ici aucun de
probléme (on utilise le lemmel.1.6). ,

1.1.24 Lemme (A aiblissement généralisé)
La régle suivante est admissible :

. M A B:s
’ . X 62 ;
X 1 B; M:A
Démonstration  On prouve le résultat par induction sur la dérivation de ; ~ M : A en supposant
B : setx 62 ;. L'induction est facile, on ne traitera que les cas Axiome , Variable et
Cumulativité
Axiome : Danscecas,ona; = hi,M =r,r%= A et (r;r‘ﬁ 2 A. Et I'on doit prouver

x :B " r:rC on utilise pour ca la régleAffaiblissement

r:r% " B:s
x:B r:r0
Variable : Il faut distinguer les deux cas possibles :
Soit = hi,et estdelaforme C%y:Aavec °° A :r pourun certainr etx 6 y. On montre
alors ;x:B " y:A grace a la régleAffaiblissement
O A
Cy:ATy:A “B:s

Oy:A;x:B y:A

Soit estde laforme %y :Aavec ; °° A :r pour un certain r et x 6 y. Alors par
hypothése d'induction on en déduit que ;x :B; © A :r et d'aprés la régleVariable , on a
bien ;x:B; "~ y:A.

Cumulativité :Danscecasona; ~ M :A%avec ; ° A:r pouruncertainr et A4 A.
Par hypothése d'induction, on en déduit que ;x:B; ~ M :Aletque ;x:B; ~ A:r,et
donc d'apres la régleCumulativité¢ , on en déduit ;x:B; ~ M :A. :
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1.1.25 Dé nition (Type bien formé)

On notera WF (A) pour signi er que le terme A est un type bien formé, c'est-a-dire queA est soit

syntaxiquement égal a une sorte, soitA admet comme type dans une sorte (il existe s tel que
" A :s). Et on note WF() le fait qu'un contexte soit bien formé, c'est-a-dire WF() s'il existe A et

B telque ~ A:B.

Un contexte est bien formé si et seulement si les types qui y gurent ont tous pour type une sorte
(en particulier si x : s2 et WF(), alors s ne peut pas étre une sorte maximale) :

1.1.26 Lemme
On aWF(x1:Ag:::;x n) si et seulement s'il existess;:::;sy telles que pour toutl i nona
X1 AL X 1 A 10 A..

Démonstration  On note  le contexte X1 : Aq;:::;Xi : Aj.
) : On procéde par induction sur , = A : B, on traite uniquement les casAffaiblissement et
Abstraction  (les autres cas sont tout aussi immédiats) :
Affaiblissement :Danscecas,ona, 1 A:Bet , 1 Ap:s,pourun certain s,. Par
hypothese d'induction, on sait qu'il existe s3;:::;s, telles que pourtoutl i n 1 on ait
i 1 Aj:s; eton utlise s, pour conclure.
Abstraction : Dans ce cas, on & de la forme X n+1 : An+1:Alet B de la forme8x : An+1:B°
avec n:Xns+1 :Ans1 = A%:BC Par hypothese dlnductlon on sait qu'il existe sp;:::;sn+1 telles
que pour tout 1 i n+lonait ; 1:A 1 A:s. Cestdonc vérié en particulier
1 i n.
(' : On peut montrer facilement que siA est vide alors le WCTS ne type aucun terme dans aucun
contexte (c'est-a-dire pour tout ;A;B on 6 A : B). On peut donc supposer qu'il existe
(s;r) 2 A. On montre alors que ~ s:r en enchainantn reglesAffaiblissement

T sir T A1IS
1. S:r
n An 1:S7 1
n1 S:r n1 An:isn
n. S:r
Soit et deux contextes, on note si et seulement si peut étre obtenu a partir de en

enlevant certaines déclarations. Ce que I'on peut formaliser par les régles suivantes :

hi hi (XA XA XA
On montre alors facilement que si et seulement si peut s'écrire de la forme = 1,X1
A1y 2:X2 A2 n 1iXn fAp navec = g5 2;ill n.

On en déduit la généralisation du lemmel.1.24 suivante :
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1.1.27 Lemme (A aiblissement généralisé étendu)

Si et ~ A:B avecWF() ,alors ~ A:B.
Démonstration  Supposons , alors nous avons vu que peut s'écrire de la forme = 1;Xq:
A1, 2;X2 A2 n X s A, navec = 1; 2;:::; n. On procéde par récurrence sun :
Supposonsn =0, alors = = hietona ~ A:B implique ~ A:B.
Supposons de la forme Cxp+1 @ Ans1; n+t avec 0= 1ixg @ Ag 2iXo ¢ Apiiii g et
0= 4; oiii pet = 8 .. Par hypothése d'induction, on obtient que ¢ ,.1 ~ A:B.

Alors, comme on a WF() on obtient d'aprés le lemme précédent que °° A, :'s pour un certain
s. De plus, comme nous avons 0 .1 A:B, nous en déduisons quen+1 62 F(A) et donc,
d'aprés le lemme1.1.24 on obtient % Xxn+1 :Ans1; ns1  A:B. ,

La notion de type bien formé est souvent commode, elle permet en particulier de subsumer les deux
regles de cumulativité :

1.1.28 Lemme (Lemme de cumulativité étendus)
La régle suivante est admissible :

“A:B  WF (B9

A BO B4 B

Dans les CTS, on a4 =4 (voir le lemme 1.2.11démontré plus loin dans la sectionl.2), nous verrons
dans la sectionl1.2 que siC n'est pas transitive, alors la régle suivante n'est en général pas admissible :
“A:B WF (B9
T A:BO

B4 BO

C'est pourquoi nous introduisons la dé nition suivante :

1.1.29 Dé nition (Relation de cumulativité entre un terme et un type bien formé)
On note 4 la relation dé nie par :

A4 B A4 B”~WF (B)
a et on note4 sa clbéture transitive.

On a alors trivialement :

1.1.30 Lemme
La régle suivante est admissible :

—_A:B g4 go
A:B

Démonstration Sion aB; 4 4 B, alorsonaB; 4 4 B, et WF (Bj) pourtoutl <i n.
On peut donc appliqguern 1 fois le lemmel.1.28pour prouver ~ A :B, a partirde ~ A:Bj. ,

1.1.31 Lemme
SiWF() , alors
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1. (s;r) 2A implique ~ s:r,
2. x:A2 implique °~ x:A.

Démonstration  Par induction sur la taille de
1. Si = hi:
(@) On prouve * s:r avec la régleAxiome .
(b) Trivialité car x : A 2 estimpossible
2. Si = ;x:B, alors par dé nition de WF(), on a WF() et "B:spouruns?2S.

(@ Ona ° s:r par hypothése d'induction, et on utilise la régle Affaiblissement pour
prouver " Ss:r.

(b) Deux cas sont a distinguer :
Soit x = y et A = B, dans ce cas on utilise la regl&ariable pour prouver que ~ X :A.
Soit x 6 yetx:A 2 etparhypothése de récurrence ona ~ x:A. On utilise alors la
regle Affaiblissement  pour conclure ~ x : A. ,

1.1.32 Lemme (Inversion)
Ts:A)9 r4d A(sir)2A,

"x:A)9 B4 A (x:B)2 ,

X :AM :C)9 (B;s); 8x:AB:s™ ;x:A M :B”"8x:AB 4 C,
"8x:AB :C)9 (s1;52;83)2R; T AisiM x:A T B:isp;Ms34 C,
"MN :C)9 (A;B); "M :8:AB” "~ N:AMB[N=x]4 C.

o ks Db PE

Démonstration  On procéde dans chaque cas par induction sur la structure de la dérivation. Le sys-
teme de types est globalementdirigé par la syntaxe, hormis les deux régles de cumulativité et celle
d'a aiblissement qui ne marquent pas le terme dérivé. En conséquence, dans chaque cas, on lit ce
qu'il faut démontrer dans les prémisses de la regle d'introduction associée (c'est-a-didxiome pour
(1), Variable pour (2), Abstraction pour (3), Produit pour (4) et Application  pour (5)). Et
on utilise I'nypothése d'induction et éventuellement la régle d'a aiblissement généralisé pour traiter les
cas ou la derniére regle utilisée esfffaiblissement |, Cumulativité , ou Cumulativité-Sortes

1.1.33 Lemme
Ona  x:A sietseulement s'il existeACtel quex : A°2 , A%4 A et WF() .

Démonstration  Le sens direct est prouvé par le lemme d'inversion (lemmé.1.32. Supposons que
contient x : A%et que WF(). D'aprés le lemme précédent, ona ~ x : A® Et d'aprés le lemme1.1.3Q
onaalors = x:A. ,

1.1.34 Lemme
Si M :8x:AB, alors il existe (s1;s2;83) 2R tellesque ~ A:sjet ;x:A B :s, (etdonc
"8x:AB :s3).
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Démonstration  On procéde par induction sur la dérivation de ™ M :8x : AB :
Les régles Variable , Cumulativité , Abstraction imposent de par l'une de leurs prémisses
gu'il existe stelle que "~ 8x:A:B :seton peut conclure avec le lemme d'inversion.
Dans le cas Affaiblissement , estdelaforme ;y:Cetona ~ M :8x:ABet "~ C:s.
D'aprés I'nypothése d'induction, on en conclut qu'il existe (s1;s2;S3) 2 R tellesque ~ A :s;
et ;x:A° B :sp. Etlelemme d'aaiblissement (lemme 1.1.24), nous permet de conclure que

TAisiet ;Xx:A W B:ss.

Dans le cas Application , M est de la forme M1 M>) et il existe C, Aet B%tels que ~ My :
8y : C:8x : A’BC 8x : A:B = 8x : AQy=M]:Bdy=M,], M : C. Par hypothése d'induction,
on en déduit qu'il existe s tel que ;y:C ~8x :ACBO: s, puis d'aprés le lemme d'inversion, on
en déduit qu'il existe (s1;S7:S3) 2R tellesque ;y:C~ AP:sjet ;y:C:x:A% BO%: s, Enn
le lemme1.1.23 nous permet de conclure que ~ A:s;et ;x:A B :s,.
Les cas Axiome , Produit et Cumulativité-Sortes sont impossibles. ,

Le lemme suivant a rme que les types habitables sont bien formés :

1.1.35 Lemme
Si " M A, alors WF (A).

Démonstration  On procéde par induction sur la dérivation de ™ M : A.
Les cas des réglesAxiome , Produit et Cumulativité-Sortes ne posent aucun probléme car
A est dans ce cas une sorte.
Les cas Abstraction , Variable , Cumulativité  sont également directs car une des prémisses
impose queA soit typable par une sorte.
Le cas Affaiblissement  consiste simplement a appliquer I'hypothése d'induction.
On traite le cas Application . Dans ce casM est de laforme M1 M>) et A de la formeA;[M »=X],
etil existe Aptelque ~ M1:8x:A1:Aet ~ My: Az Ainsi d'apres le lemmel.1.34 il existe
bien une sortes telle que ;x :A; "~ A, :s et daprés le lemme de substitution (lemmel.1.23,
ona ~ AjM.=x]:s. )

1.1.36 Lemme
Si F WEAKLY-NORMALISING (resp. NORMALISING ), alors WF (A) implique A est faiblement
normalisant (resp. fortement normalisant). Et ainsi = M : A implique A est faiblement normalisant

(resp. fortement normalisant).

Démonstration  Si WF (A), alors par dé nition :
Soit A est une sortes, et donc A est en forme normale.
Soit il existe une sorte stelle que ~ A :s, et donc A est faiblement normalisant (resp. fortement

normalisant).
Si ° M : A, alors d'aprés le lemmel.1.35 on a WF (A) et on peut conclure. ,

1.1.37 Lemme (Cumulativité du contexte)
La régle suivante est admissible :

C A

x 1 AC B :
XA, T B:C
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Démonstration ~ On procéde par induction sur la dérivation de ;x : A2 * B : C. On ne traite
gue le cas variable (les autres consistent simplement a propager I'hypothése d'induction). Dans le cas
variable, on distingue les deux cas possibles :

Soit = hiB=xetC=A%avec * A°:r pour un certain r. On peut dériver ;x :A " x:A°
par :
“Acs CAQ:r “A:s
‘XA XA x A Al A4 AD
XA x:A°

Soit estdelaforme Cy:D avecy62 ;x:A; ¢ ;x:A; 9" B:Cet ;x:A; 2 D:r,
alors par hypothése d'induction, on peut prouver ;x : A% 0> B : C et appliquant la régle
Affaiblissement  on conclut que ;x :A% ° B:C. ,

1.1.38 Dé nition
On dit d'un WCTS P qu'il est un sous-WCTS deP%(onnote P P 9, lorsqueSp S po, Ap A po,

1.1.39 Lemme (Compacité)
Soit " p A :B, alors il existe un sous-WCTS ni P%deP tel que " poA:B.

Démonstration  Cela se prouve facilement par induction sur la dérivation de typage de " p A : B.
L'idée étant de collecter les sortes qui apparaissent dans la dérivation (qui est un objet ni). :

1.1.7 Préservation du typage

Dans cette sous-section, nous expliqguerons pourquoi la préservation du typage semble dicile a
prouver dans le cas général des WCTS, bien que la preuve standard s'adapte trés bien au cas des CTS.

1.1.40 Dé nition (Préservation du typage par réduction)
Soit P un WCTS, on dit que P satisfait la préservation du typage par réduction s'il véri e la propriété :

Si "pA:BetADA%alors “p AC:B.

On notera P j= SR pour signier que P préserve les types, ou simplemeni= SR s'il n'y a pas
d'ambiguité sur le WCTS concerné.

Le lemme suivant, vrai dans tous les WCTS, constituera un point essentiel pour prouver la préser-
vation du typage dans les CTS :

1.1.41 Lemme (Substitutivité non-typée de la cumulativité des produits)
Pour tout terme N,

8x:AB 4 8x:A%B? ) A A% B[N=x] 4 BYN=x]

Démonstration ~ Supposons8x : A:B 4 8x : A®B° Par dé nition de 4 et de , on distingue trois
cas:
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Soit 8x : A:-B 8 x : A%BCet dans ce cas d'aprés le lemmé.1.4 onaA A% B BP%etdonc
B[N=x] BIN=x].

Soit 8x : A:B 8x :A%BO Ce cas est impossible car cela signi erait que les deux produits sont
convertibles en des sortes ce qui contredit la con uence.

Soit 8x : A'B 41 8x : A%BC Par dé nition, on sait qu'il existe Ao, Bo et B tels que 8x :
AB 8 x :AgBg, 8x:A%BY 8 x: Ag:BJ, et By n BY. Et donc d'aprés le lemmel.1.4 on a
bien A Ay ACet daprés lemmel1.1.6 on a Bg[N=x] BJ[N=x] et donc par compatibilité
avec la conversion (lemmel.1.7), on a B[N=x] BJN=x].

On en déduit donc :

1.1.42 Lemme (Préservation du typage des CTS)
Les CTS préservent les types :
F CTS ) j = SR

Démonstration  La preuve a été formalisée en coq par Bruno Barras et Benjamin Grégoiré3[505], de
plus on prouvera dans la suite un lemme plus général (lemmk.1.45. On ne traitera donc ici uniquement
le cas clef. Supposons que la derniére regle appliquée dans la dérivation soit :

1) 2
X 1AM :8x:A%BO T NC:AO
(x :A:M)N :BYN=x]
(0)
On cherche a montrer ~ M [N=x] : BYN=x] (*). Si I'on applique le lemme d'inversion (lemme 1.1.32)
sur (1), on obtient qu'il existe B et stelsque ;x : A~ M :B (2, ~8x:AB :s (3) et

8x : AB 4 8x :A%BP(4). Or comme on se trouve dans un CTS on & =4 et ainsi on déduit de
(4) que 8x : A:B 4 8x : A®B9(49 et que WF (8x : A°B9 (4%. D'aprés le lemme1.1.410n déduit de
(49 que A Alet que B[N=x] 4 BYN=x]. Or d'aprés le lemme d'inversion1.1.32 (3) implique qu'il

existe sp telle que ~ A :sa (5) et la régle de conversion (lemmel.1.8) on en déduit ~ N : A (6).
Puis de (6), (2) et grace au lemme de substitution (lemmel.1.23, ona = M [N=x]: B[N=x]. Enn,

le lemme 1.1.35et (0) nous permettent de déduire que WF (BYN=x]) et lemme 1.1.28 nous permet
de conclure (*).

Comme nous pouvons le deviner dans la démonstration, si on veut étendre la préservation du typage
au WCTS, il semble nécessaire de prouver la substitutivité de la cumulativité des produits :

1.1.43 Dé nition (Substitutivitée de la cumulativité des produits)
On dit d'un WCTS qu'il a la propriété de substitutivité de la cumulativité desproduits si

8x:AB 4 8x:A%’Br " N:A0 ) A  A°2 B[N=x]4 BIN=x]

On notera P = SCP pour signi er qu'un WCTS a cette propriété ou tout simplement F SCP s'il n'y
a pas d'ambiguité sur le WCTS concerné.

En réalité, cette propriété est nécessaire pour prouver la préservation du typage. En e et, les WCTS
qui préservent les types véri ent la propriété de substitutivité de la cumulativité des produits :
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1.1.44 Lemme

F SR ) j = SCP
Démonstration  On procéde par induction sur la longueur de la chaine qui mene d8x : A:B a
8x : AOBO:

Si 8x : AB = 8x : A%BC (avec WF (8x : A®BY), ona A Alet B[N=x] 4 BIN=x]. Par
inversion (lemme 1.1.32, on a WF .4o(B9 et par substitution (lemme 1.1.23, WF (B IN=x]).
Et donc on a bienB[N=x]4 BJN=x].

Supposons8x : AB = P 4 4 Pp4 Ppi = 8x:A%BOD'aprés le lemmel.2.2 il existe
Ao, By tel que P, D 8x : Ag:Bg, A°D Ay, et Bg 4 BC Par préservation du typage et comme
WF (Pn+1)onaWF (8x :Ag:Bp)etdonc8x:AB 4 Py 4 4 P, 14 8x:AqBgetpar
hypothese de récurrence, on en déduit qué  Ag et B[N=x] 4 ., Bo[N=x]. D'apres le lemme
d'inversion (lemme 1.1.32, WF (Pp+1) implique WF .40(B9. D'aprés le lemme de substitution

(lemme 1.1.23, on en déduit que WF (BIN=x]). Enn, le lemme 1.1.6 permet de conclure que
Bo[N=x] 4 BYn=x] et donc queBo[N=x] 4 Bqn=x].

Mais elle est également su sante. Un WCTS préserve les types si et seulement s'il véri e la propriété
de substitutivité de la cumulativité des produits :

1.1.45 Lemme (Préservation du typage dans certains WCTS)

E SCP ) j=SR

Démonstration  On montre SR en prouvant l'implication plus forte suivante :

M A ) M M9 S M%A @) A 9 O M:A (2
par induction sur la dérivation ~ M : A.

Axiome :Onestdanslecasou =hi,M =setA=r avec (5;r) 2A.

1. Ce cas est trivial carM = s ne peut pas contenir de redex.
2. Ce cas est également trivial car = hi et on ne peut donc pas avoir 0

Variable :Onestdanslecasou = ;x:A, M =xetou  A:spourune sortes.

1. Ce cas est trivial carM = x ne peut pas contenir de redex.
2. Siona Oalors deux cas sont a distinguer :
Soit 9= Cx:A et 0 Par hypothése d'induction, on déduit °> A : s et donc

d'aprés la régleVariable , °%x:A° x:A.
Soit %= :x:A%etA  AC Par hypothése d'induction, on déduit ~ A°: s et donc
;x 1 A? x : AC puis grace a la dérivation suivante :
N 0. N . ~ .
ﬁVariable A — AS ffaiblissement
XA A .
0~ o Conversion
XA
Affaiblissement :Onestdanslecasou = ;x:B,x62, "M:Aet " B:s.
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1. SiM M © alors par hypothése d'induction, ~ MP9: A et d'aprés la régle Affaiblisse-

ment, - MO A.
2. Si 0 on distingue deux cas :
Soit %= COx :B et O Par hypothése d'induction, on déduit °° M : A,
0* B :setdonc daprés la régleAffaiblissement , %x:B > M :A.
Soit %= ;x:B%etB BC Par hypothése d'induction, on déduit ~ B?:s et donc

:x : B9 M : A daprés la régleAffaiblissement

Abstraction 2lci, M est de la forme x : A1:N et A de la forme8x : A1:A, avec ;X : A~
N:Aret "8x:Ap:A:s.
1. SiM MO on distingue deux cas :
Soit M%est de la forme x : A1:N%avecN N9 auquel on a par hypothése d'induction
que ;x:A1° NO9: A, eton conclut grace a la régleAbstraction que ~ x :ApNO:
8x : A1:Ao.
Soit M %est de la forme x : AY:N avecA;  AY, alors par hypothése de récurrence on a
"8x:ALA; is(car 8x : AptA, 8x 1 AYAy) et ;x: AT N :A;etainsila régle
Abstraction  nous prouve que - MO%: A,
2. Si 0 alors par hypothése d'inductionona: %x:A;" N :Aret 2" 8x:ApAs:s
et la régle Abstraction , nous donne ©° x : AN :8x :Aj:A,.

Application : Dans ce casM est de la formeM{Mj, avec * Mq:8x:B%C°(1)et * M,:B°
(2) et A est de la formeCIM»=x].

1. SiM M © alors on distingue trois cas :
M Cest de la forme M IM,) avecM; MY, alors par hypothése d'inductionona ~ MY:
8x : B&CCet donc d'aprés la régleApplication , on conclut que ~ MM, : CYM,=x].
MO est de la forme M1 MJ) avecM, MY, alors par hypothése d'induction on a
M3 : BC Or d'aprés le lemme1.1.34 on déduit de (1) qu'il existe une sortes telle que
:x :B?" CP: s et daprés le lemme de substitution (lemmel.1.23 et (2), on en déduit

que ° CYM,=x] : s. Enn, on a CqM,=x] CYM2=x] on peut donc nir avec la
dérivation suivante :
* Mg:8x:BoCO " M9:BO
T MM COM I=x] P CAMo=x]:s

“M1iMZ: CIMo=x] Conversion
M est de la forme x : B:N et M %est de la formeN [M,>=x]. On est ici dans le cas clef
de la démonstration (c'est le seul que I'on avait traité pour la preuve du lemme 1.1.42).
Reprenons donc cette démonstration. On cherche & montrer que > N [M2=x] : CIM »=x]
(*). Si on applique le lemme d'inversion (lemme1.1.32 sur (1), on obtient qu'il existe C
telque ;x:B N :C(2), WF (8x:B:C)(3)et8x:B:C 4 8x:B%C°(4). Comme on
se trouve dans WCTS qui a la propriété de substitutivité de la cumulativité des produits,
on déduit de (4) et de (2) queB  BP%et que C[M2=X] 4 .,.50 C{M2=x]. Par inversion de
(2),onaWF (B)etdonc ~ M,:B (5). Enn,le lemme de substitution (lemme 1.1.23
avec (2) et (5), nous donne ~ N[M>=x]: C[M,=X] et le lemme 1.1.28 nous permet de
conclure (*).
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2. Si O alors par hypothése d'induction ona 9> M :8x : B%CPet 2 M, :Bletla
régle Application  permet de conclure que > M1 M, : CIM,=x].
Produit : Ici, M est de la forme8x : A1:A, et A est une sortesz etona =~ A : s et

;X A1 Az sy pour(s1;sy;s3) 2R.

1. SiM M © on distingue deux cas :

Soit M%est de la forme8x : AY:A, avecA;  AY, et par hypothése d'induction on a
CAY isp et ;x i AY T A i sy et donc daprés la régleProduit  on en conclut
"8x:ALA; :ss.

Soit MPest de la forme8x : A:A avecA, A9, et par hypothése d'induction on a
X A1 AY:s; et donc d'aprés la régleProduit  on en conclut =~ 8 x : Ap:A9 : s3.

2. Si 0 alors par hypothése d'inductionona % A;:s;et %x:A; > A,:s, etdonc
d'aprés la régleProduit , on conclut 8 x : A1:A, : ss.
Cumulativitté : Danscecas,ona ~ M :B et ~ A:spourun certain B tel que B 4 A.

1. SiM M © alors par hypothése d'induction, ona ~ MP: B et d'aprés la régleCumula-
tivite ,ona "~ MPO:A.

2. De méme si 0 alors par hypothése d'induction, ona °> M : B et d'aprés la régle
Cumulativitt ,ona 9 M :A.
Cumulativité-Sortes :Danscecas,ona M :CetA=savecC4 A.

1. SiM M © alors par hypothése d'induction,ona ~ M%: C et d'aprés la régleCumulativité-
Sortes ,ona ~ MO:s,

2. De méme si 0 alors par hypothése d'induction, ona > M : C et d'aprés la régle
Cumulativité-Sortes ,ona 2" M :s. ,
Ainsi, il apparait que la preuve habituelle pour démontrer la préservation du typage ne fonctionne

pas dans le cas le plus général puisqu'elle nécessite de prouver un lemme qui lui est équivaleritil Be

semble pas y avoir de décroissance évidente qui permettrait de prouv&R et SCP par une récurrence
mutuelle. Le probléme reste donc ouvert :

1.1.46 Question ouverte
A-t-on pour tout WCTS P, P = SR ?

1.1.47 Lemme (Réduction du type)
Si E SR, alors la régle suivante est admissible :

TA:B 0
—~,.goBBB

Démonstration Si ~ A : B, alorsB ne peut pas étre une sorte (caB ne contiendrait pas de redex)
et donc d'aprés le lemmel.1.35il existe s telle que °~ B :s. Par préservation du typage, on en déduit
que ° BO:setlarégle de conversion nous permet de conclure que® A : B°
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1.1.8 Théoremes de renforcement

Le renforcement est la regle duale de I'a aiblissement généralisé (lemmk1.24, il permet d'enlever
les variables du contexte qui n'apparaissent pas dans le terme a typer ni dans les types des autres
variables.

1.1.48 Dé nition (Renforcement)
Soit P un WCTS, on dit que P admet la propriété de renforcement s'il vérie :

si ;x:A; "pM:Betquex62F\Y) ;FV(M);FV(B),alors ; “p M :B.
En d'autres termes, la régle suivante est admissible :

XA, "pM:B
;. "pM:B

x 62 F\() ;FV(M);FV(B)

On note P = STRENGTHENING pour signi er que P admet la propriété de renforcement ou simple-
ment F STRENGTHENING s'il n'y a pas d'ambiguité sur le WCTS concerné.

Le renforcement est utilisé frequemment dans I'implémentation des assistants de preuves. Il implémente
le déchargement d'hypothéses. Par exemple, dans le systéen@mq, lorsque I'on ferme uneSection , le
systeme utilise le renforcement pour éliminer les hypothéses non-utilisées :

Require Import Omega.

Section Renf.
Variable x : nat.
Variable y : nat.
Lemmatl : x + x = 2 * X,
omega.
Qed
Lemmat2 : y + X =y + X.
omega.
Qed

End Renf.

Check t1. (* Affiche "'t1 : forall x : nat, x + x = 2 * x" *)

De plus, nous verrons ensuite qu'il est essentiel an de prouver le typage des constructions syn-
taxigues dé nies par induction sur la structure des termes (en particulier, lorsque celles-ci peuvent
rajouter des variables dans le contexte).

Une des conséquences du renforcement est la possibilité de faire commuter deux déclarations du
contexte lorsque la seconde ne dépend pas de la premiere :

1.1.49 Lemme (Commutation des variables du contexte)
Si P = STRENGTHENING , alors la regle suivante est admissible :

X:IAy:B;, T M:T

YViBix A T MT x 628
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Démonstration  On procéde par induction sur la dérivation de ;x :A;y :B; ~ M : T tous les cas

a I'exception deVariable et Affaiblissement  consiste a propager les hypothéses d'inductions (le cas

Axiome est impossible puisque le contexte est non-vide par hypothése). On traite donc ces deux cas :
Variable : On distingue deux cas :

Dans le cas ou 6 hi, il sut d'appliquer I'hypothese d'induction puis d'appliquer la régle
Variable

Danslecasou = hi,onaM =yetB =T avec ;x:A B :s.Or dapres la propriété
STRENGTHENING , ona ~ B :s. De plus, on a, d'aprés le lemmel.1.35 WF( ;x : A)
c'est-a-dire  ~ A :r pour une sorter. On peut donc conclure a l'aide de la dérivation suivante :

"B:s TAGT "B :s
5y:B M T 5y:B T AT
5VIBjX:A M T
Affaiblissement : On distingue deux cas :

Dans le cas ou 6 hi, il sut d'appliquer I'hypothese d'induction puis d'appliquer la régle
Affaiblissement
Dans lecasou = hiavec ;x : A~ M : Tet ;x: A B :s. On en déduit que
y 62 F(M)[FV (T). Or d'aprés STRENGTHENING , ona ~ B :s. Et donc d'aprés le
lemme 1.1.24 on en déduit que ;y:B;x :A~ M : T. ,
Il peut étre assez surprenant a premiere vue d'apprendre que la propriété de renforcement est di cile
a prouver. La premiére preuve de la propriété de renforcement dans un systéme de types dépants

est due a van Daalen JD80], puis est venue celle de Luo pour ECC, un systeme de types dépendants
avec cumulativité [ ].

1.1.50 Théoréme (Renforcement de ECC, Luo, 1990)
ECC  STRENGTHENING

Dans ECC, le produit dépendant entre deux types bien-formés est toujours autorisé et c'estqurquoi
I'équivalent de la régleAbstraction  dans ECC n'a qu'une seule prémisse : il n'y a pas besoin de véri er
gue le produit est autorisé lorsque I'on cherche a typer une abstraction. C'est cette simpli cation qui
permet a Luo d'écrire une preuve naturelle et simple de la propriété de renforcement. Cette puye a

ensuite été adaptée sans di culté pour prouver le renforcement des PTS fonctionnels par Gewrs et
Nederhof [ ]

1.1.51 Théoreme (Renforcement dans les PTS fonctionnels, Geuvers, 1991)

E FUNCTIONAL ) j = STRENGTHENING

Mais c'est van Benthem Jutting [ ] qui a réussi le tour de force de prouver le renforcement
pour la classe de tous les PTS. Pour cela, il est lui aussi parti de la preuve de Luo et il a suwiopper
des outils non-triviaux pour adapter le résultat de Luo. La preuve obtenue est étonnamment technique.
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1.1.52 Théoréme (Renforcement dans les PTS, van Benthem Jutting, 1993)

E PTS ) j = STRENGTHENING

Enn, Jiménez [ ] a adapté la preuve de van Benthem Jutting pour prouver que les CTS, dont
la relation de cumulativité préserve le typabilité vers le haut et vers le bas, vérient la propriété de
renforcement. Hélas, la présentation des CTS de Jiménez ne dispose pas de la reglemulativité-
Sortes : dans son systéme, on ne peut donc pas utiliser la cumulativité entre sortes maximales. Ainsi
pour importer son résultat, nous nous restreindrons aux CTS qui ne comparent par la cumulativité que
des sortes qui ne sont pas maximales :

8(t;s) 2C;9r; (s;r) 2A

On notera cette propriété NICE-TOPSORT .

1.1.53 Lemme
Si F NICE-TOPSORT etsi ~ M : A est dérivable, alors = M : A est également dérivable sans
utiliser la régle Cumulativité-Sortes

Démonstration  Par induction sur la dérivation " M : A, on ne traite que le cas de la régle
Cumulativité-Sortes , les autres cas consistant simplement a propager les hypothéses d'induction.
Cumulativité-Sortes : On dispose par hypothéses d'induction d'une dérivationde ~ M : C
qui n'utilise pas la regle Cumulativité-Sortes , on sait que C 4 s et on veut montrer que
* M : s sans utiliser la regleCumulativité-Sortes . SiC 4 s, par dé nition cela signi e que
C tavec (;s) 2 C. On sait alors d'aprésE NICE-TOPSORT , gqu'il existe r telle que (s;r) 2 A.
On a donc bien ~ s:r. On peut alors conclure a l'aide deCumulativité¢ que ~ M :s.

La préservation de la typabilité par la cumulativité est dé nie par :

1.1.54 Dé nition (Préservation de la typabilité par la cumulativité)

On dit que la relation de cumulativité d'un WCTS préservela typabilité versle haut (resp. versle bas),
si ~ A:setA 4 Al(resp. A%4 A), alors il existe A%tel que A°D A%et WF (A%). On notera ces
deux propriétés respectivementWEAK-SR 4, et WEAK-SR <.

On notera que la préservation de la typabilité est toujours véri ée dans les PTS :
1.1.55 Lemme
E PTS ) j = WEAK-SR, " WEAK-SR <

Démonstration |l faut montrer que si - A :setqueB A, alors il existe C tel que B D C et
WF (C). Or on montre facilement que ~ C : s par con uence et par préservation du typage. ,

Et le théoréme de Jiménez peut alors s'énoncer de la maniére suivante :

1.1.56 Théoréme (Renforcement pour une classe de CTS, Jiménez, 1999)
Si F NICE-TOPSORT, alors

| CTS™ WEAK-SR 4~ WEAK-SR< ) j = STRENGTHENING
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On ne confondra pasWEAK-SR 4 et WEAK-SR < avec les propriétés plus fortes suivantes :

1.1.57 Dé nition (Préservation du typage par la cumulativité)

On dit que la relation de cumulativité d'un WCTS préservele typage vers le haut (resp. vers le bas),

si. © A:setA4 Al(resp. A4 A), alors il existe A%t s®tels ques 4 sO(resp.s%4  s), ACD A%t
* A%: 50 On notera ces deux propriétés respectivemernBR, et SR-.

La préservation du typage par la cumulativité est également véri ée dans les PTS :
1.1.58 Lemme

F PTS ) j = SRy ™ SR
Démonstration |l faut montrer que si -~ A:setqueB A, alors il existe C et r tel que B D C,
s ret " C:r.llsutde prendre r = s et on montre facilement que ~ C : s par con uence et

par préservation du typage. )

En général, les conditionsWEAK-SR 4, et WEAK-SR < du théoréme ne sont pas toujours triviales a
Vvéri er, on donnera dans la section1.2 (lemme 1.2.36 des conditions su santes sur les paramétres et
faciles a véri er (elles sont méme décidables dans le cas ni) pour prouveWEAK-SR 4 et WEAK-SR <.

On démontrera également le théoréme de renforcement (théorénte2.42 suivant qui sera au théo-
reme 1.1.56 de Jiménez ce que le théoremé.1.51de Geuvers est au théoremd.1.52de van Benthem
Jutting.

Théoreme (Renforcement de certains WCTS)
SiE SR etsi

CALisi N xiALT Ariso M T8X:IALAZIs ) 9 s3i(s1seis3) 2 R
alors on aF STRENGTHENING .

La notation R désigne la cléture des régles par la relation de cumulativité (voir dé nition 1.2.14. La
preuve est plus simple que celle de van Benthem Jutting (et fortiori que celle de Jiménez) et elle
capturera tous les WCTS qui nous intéresseront. Néanmoins, elle ne s'appliquera pas pas aux PTS
non-fonctionnels. Nous donnerons également un critére sur les paramétres (lemrie2.44) pour véri er
la condition du théoréme qui coincideront a peu de choses prés avec le critére utilisé pour prouver
WEAK-SR 4 et WEAK-SR <.

Dans le cas général, il semble que la question reste ouverte :

1.1.59 Question ouverte
Est-ce que tous les WCTS ont la propriété du renforcement ?

1.1.9 Morphismes

Les morphismes permettent de plonger la syntaxe d'un WCTS dans un autre WCTS moralement
plus complet. lls permettront de donner une interprétation sémantique aux systémes qui se plongent
dans les systemes disposant de bonnes notions de modéle. C'est donc un outil de choix pour prouver
des résultats de cohérence relative.
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1.1.60 Dé nition (Morphisme)
SoientP et P°deux WCTS. Onditde ' : S!S “qu'elle est un morphisme de WCTS si

1. Pour tout (s1;52) 2Ap, (" (51);"' (S2)) 2Apo,
2. Pour tout (s1;S2;83) 2Rp, (" (51);" (S2);" (S3)) 2 R po.
3. Pour tout (S1;S2) 2Sp,S14p S2) ' (S1) 4po’ (S2).

Et on peut étendre’' a I'ensemble des expressions et des contextes Bede la maniére suivante :

"(x) = X
"(MN) = "(M)"(N)
"(x :AB) = x :'(A): (B)
"(8x:AB) = 8x:'(A): (B)
" (hi) = hi

"(xtA) = () sx it (A)

On noteraP ! - P%pour signi er que ' est un morphisme entreP et P® on noteraP P °pour qu'il
existe un tel morphisme.

Comme le fait remarquer Geuvers dans sa thésespu9d, les PTS forment une catégorie avec un
objet initial (le PTS vide), un objet terminal (voir lemme 1.1.69, un produit et un coproduit. On
remarquera également que® P Osi et seulement si l'identité est un morphisme de WCTS.

Les morphismes ne transforment pas la structure des termes, on prouve donc aisément le lemme
suivant.

1.1.61 Lemme
SiP)]  Plalors, AB A9, (A)B' (Afﬁ, ADA°, (A)D (Afb etA A9, (A) (A().

Les morphismes préservent la relation de cumulativité :

1.1.62 Lemme
SiP)] - PPalors,
A4p B ) " (A) 4po’ (B)

Démonstration SiA B, alors d'aprées le lemmel.1.61, ona' (A) ' (B). Il sutdonc de montrer
que
A pnB ) " (A)4po’ (B)

et de procéder par induction surn.
Siona A p. B, alors cela signi e qu'il existe sy et sg telles queA sa, B sg et(sa;Ss) 2
Cp. Comme' est un morphisme, on a (sa) 4po' (sg) etcomme' (A) ' (sa)et' (B) ' (ss)
(lemme 1.1.61), la compatibilité (lemme 1.1.7) donne ' (A) 4 ' (B).
Siona A pq+1 B, alors par dé nition deux cas sont possibles :
Soit A p., B et I'hypothése de récurrence nous donne bien que(A) 4 ' (B).
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Soit il existe A° B%et C tels queA 8 x:C:ACB 8 x:C:B% A® ., BC Or par hypothése
de récurrence, on d (A9 4 ' (BY et on en conclut que' (8x : C:A9 = 8x :' (C):' (A% 4 8x:
' (C): (BY =" (8x:C:BY. ,

Par une induction facile sur la dérivation de " p A : B, on déduit le lemme suivant :

1.1.63 Lemme
SiP! . PCalors,
"pPAIB) () po'(A):'(B)

Par ailleurs, comme les morphismes préservent de facon trés déle la réduction des termes, on déduit
immédiatement a partir des lemmesl.1.61et 1.1.63le résultat suivant :

1.1.64 Lemme
SiP | . PY%et quePPest faiblement normalisant (resp. fortement normalisant) alorsP est faiblement
normalisant (resp. fortement normalisant).

Nous allons maintenant donner une dé nition de la cohérence qui s'adapte a tous les systemes, y
compris ceux qui ne disposent pas d'encodage de l'absurdité logique (on trouve cette dé nition par
exemple dans BS0Q) :

1.1.65 Dé nition (Sorte cohérente, Systéme cohérent)

Une sorte s d'un systemeP est dite -cohérente (ou simplement cohérente dans le cas ou =hi) s'il
n'existe pas de termeM telque ; :s p M : . Etun systétme est -cohérent si toutes ses sortes
sont -cohérentes.

On remarque les sortes maximales pour la relatiold sont toujours cohérentes car : s n'est alors
pas un contexte bien formé.

Dans CC, on peut montrer que la cohérence est equivalente a I'impossibilité de dériver I'absurdité
logique :

1.1.66 Lemme
CC est -cohérent si et seulement s'il n'existe pas de term® tel que ~ M :8X : ?:X.

Démonstration  Clairement s'il existe un tel M, alorsona ; :? M : etdonc CC n'est pas
-cohérent. Réciproquement, si CC n'est pas -cohérent on sait, par dé nition, qu'il existe N tel que
; :?° N : (on notera que ? est la seule sorte qui n'est pas maximale pouA dans CC). Donc

d'aprés le lemme de substitution, on obtient que = N[8X : ?:X= ]:8X : ?:X etil sut de prendre
M = N[8X :?:X= ] pour conclure. ;

On dispose du lien suivant avec la normalisation :
1.1.67 Lemme
Si P  WEAKLY-NORMALISING ~ SR, alors P est cohérent.

Démonstration  Procédons par I'absurde, supposons qui ne soit pas cohérent. Alors il existerait un
terme M et une sortestelque :s° M : . Par préservation du typage,ona :s  NF(M): .On
peut donc utiliser le lemme d'inversion 1.1.32 pour inspecter les formes possibles de NM). On sait
gue NF(M ) ne peut pas commencer par une abstraction car n'est pas convertible en un produit. De
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méme, il ne peut pas commencer par un produit ou étre une sorte car n'est pas convertible en une
sorte. Enn, si NF( M) est une variable ce ne peut-étre que car c'est la seule variable du contexte,
or le lemme d'inversion montre bien qu'il est impossible d'avoir :s” : (caronapass4 ).
On en déduit donc que NFM ) est nécessairement de la formeM o M 1 M) pour un certain n> 0
avecMy qui n'est pas une application. Maintenant par n inversions successives, nous en déduisons que
:S~ Mg :8x :A:B pour deux termesA et B. De plus comme NFM ) est en forme normale,M( ne
peut pas commencer par une abstraction. De plus, par inversion il ne peut pas non plus étre urserte,
ou un produit. C'est donc qu'il doit étre une variable, or la seule variable disponible dans le contexte
est et on ne peut pas avoir : s : 8x : A:B car on ne peut pas avoirs 4 8x : A:B. On en
conclut qu'il ne peux exister de tel termeM et donc queP est cohérent. :

Comme indiqué dans l'introduction de cette sous-section, les morphismes sont un outil fort commode
pour prouver des résultats de cohérence relative :

1.1.68 Lemme

SupposonsP | + PO
Si ' (s) 2Sp est' () -cohérent, alorss est -cohérente.
Si P%est cohérent, alorsP est cohérent.

Démonstration Si s n'est pas -cohérente, alors il existe un termeM telque ; s p M :
et donc d'aprés le lemmel.1.63 on en deéduit’ () ; :'(s) p'(M): etdonc' (s)n'estpas
" ()-cohérente.
C'est une conséquence directe du cas précédent. ,

1.1.10 La théorie des types naive

L'un des premiers PTS que I'on est tenté de considérer est le PTS a une sorte, un axiome et une
régle. On appellera ce systéeme? .

S, = 2

A, = (299
R-. = (2,799
C, =,

Le systeme que l'on obtient correspond a la premiere version du systeme de type de Martin-
Lof [ ]. Les types habitent tous la méme sorte?, le type de tous les types; on a don¢ ?: 2.

Tous les encodages que nous avons étudiés dans le calcul des constructions CC s'importent Ratu
rellement dans ? et il sut de remplacer toutes les occurrences de dans une dérivation de CC pour
en faire une dérivation de ? .

Tout comme CC, le systéme identi e les propositions et les types de données; ils habitent la méme
sorte. En particulier, le vrai, le faux, la conjonction, la disjonction, le connecteur existentiel sont éga-
lement des encodages respectifs du type singleton, du type vide, du produit cartésiedy type somme,
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et de la somme forte. Mais l'axiome™ ?: ? a pour e et de ramener également les types au niveau des
individus. Ce qui permet par exemple de programmer le prédicat

D = x :bool:if, x>? :bool!l ?
qui permet de distinguer le booléentrue du booléenfalse Le terme de preuve
h :true =poo falseehD ( X :?;h:X:h)

prouve ~ true =0 false! ? . Cette propriété qui implique l'inexistence de modeles triviaux (dans

le sens ou les interprétations des types sont réduits a des ensembles d'au plus un élément) iesté-
montrable dans la logique du second-ordre et dans le calcul des constructions. C'est I'une des raisons
principales qui a amené a l'introduction de type inductifs dans le calcul des constructions (commaous

le verrons plus avant, c'est grace a I'élimination forte des types inductifs que I'on peut construire un
prédicat analogueD pour le calcul des constructions inductives).

Le systéeme que I'on obtient est donc trés expressif et I'utiliser comme langage de programmation
est & bien des égards trés agréable, hélas Jean-Yves Girard prouva dans sa thése d'Etar[2] que ce
systeme est incohérent : on dispose d'un terme tel que ~ :?. Or par inversion des régles, on peut
montrer qu'il n'existe aucune expression en forme normale de typ€ ; on en déduit donc que n'est
pas (faiblement) normalisante. Et donc que ? n'est pas faiblement normalisant. C'est regrettable car
on aurait pu en déduire la normalisation de tous les PTS :

1.1.69 Lemme (Terminalité de ?)
Soit P =(S;A;R) un PTS. La fonction

s 7! 7
est un morphisme de PTS entreP et ?.

On en déduit donc que

1.1.70 Lemme
Si ? est faiblement normalisant (resp. fortement normalisant), alors tous les PTS sont faiblement
normalisants (resp. fortement normalisants).

Du point du vue du logicien, ce systeme ne présent donc plus beaucoup d'intérét, toutes les pro-
positions sont démontrables. Néanmoins, du point du vue du programmeur, ce systéme permet de
représenter toutes les fonctions calculables. En e et, Herman Geuvers et Joep Verkoele® [09] ont

réussi a implementer dans? un combinateur de bouclage (looping combinator en anglais) permettant
de programmer dans ce systéeme toutes les fonctions récursives.

1.2 Propriétés liees a la cumulativité

Nous avons choisi de n'imposer aucune condition sur le paramétr€ de la dé nition des WCTS. En
pratique néanmoins la relation de cumulativité des exemples que nous étudierons satisfera un grand
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nombre de bonnes propriétés. Dans cette sous-section, nous étudierons les répercussions de cesiptép
sur le systéme.

Nous nous intéresserons tout particulierement aux conditions sur les parameétres faciles a véri er
(elles seront méme trés clairement décidables dans le cas ni). Nous prouverons les implications (cer-
taines ont déja été démontrées) de la gurel.2

Les propriétésDOWNSTABLE , MINLOC , et PRINCIPAL sont toutes les trois des conditions sur
les parametres. La conditionDOWNSTABLE impliquera (si I'on admet la préservation du typage) que
le WCTS type exactement les méme termes que le CTS obtenu en prenant la cl6ture transitive de
C. La condition MINLOC plus forte que DOWNSTABLE généralise la condition de fonctionnalité vue
précédemment (dé nition 1.1.9). Elle implique que si nous avons deux type#\1 et A, d'un méme terme,
alors il existe un type A de ce terme tel queA 4 A; et A 4 A,. Et nalement, la propriété PRINCIPAL
est la conjonction de MINLOC et de la bonne fondation de la relation de cumulativité. On montrera
gu'elle impligue I'existence d'un type principal, c'est-a-dire I'existence d'un plus petit type (au sens de
4) pour tout terme bien-typé.

1.2.1 Propriétés ne dépendant pas du typage
1.2.1 Lemme

8
3ADB8x:CA°
A .. B , A .B _ 9AQ,BOEC;BBD8x:C:B°
; AO n BO
Démonstration ) : SupposonsA 8 x : CCA B 8 x : C%B%et A% | B par con uence,

il existe C% A% C9%%t BOtels que AD 8x : C%°C B D8x : COUBOet AO A00OBO B
c? c% cY%comme , estcompatible avec (lemme 1.1.7), nous obtenonsA® |, B% Enn,
la con uence nous donne qu'il existe égalemen€ tel que C°D C et C%® C. Et nous avons alors
bien prouvé queA D 8x : C:A° B D 8x : C:B%et A |, B

( : Laréciprogue est immédiate carD . ,

1.2.2 Lemme

8
3CD8x:AgBg

C n+1 8x:AB , 9 AO;BO;SADAO

8
3CD8x:AgBo

C 8x:AB , 9 AO;BO;BADAO
'Bo B

8

3CD8x:ApBo
C4 8x:AB , 9 Ao;Bo;BADAo

"Bo4n B
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type principal
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Figure 1.2 Propriétés des WCTS
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8
3CD8x:ApBo

C4 8x:AB 9 AoBoi JADAg
"Bop4 B
8
% A1 D Ag
: . A>D Ag
g j gi:ﬁz:gz , 9 Ag;Bo; CD8x:ApBo
e 3 Bo4 B
' Bo4 B>

Démonstration  Les réciprogues sont immédiates, nous ne montrerons que les sens directs :

1. Par induction sur n.
SionaC 18x:AB,lecasC ( 8x : A:B étant impossible d'apres la con uence, le
lemme 1.2.1nous dit que I'on est nécessairement dans le cas @D 8x : Ag:Bg, 8x : A:-B D8x :
Ao:BO (en particulier A D Ag), et By o B®pour certains Ag, Bg et B% Or B® B et d'aprés
le lemmel.1.7, on a bienBy ¢ B.
Siona C . 8x:A:B, dapres le lemmel.2.1, deux cas sont possibles :
Soit C 41 8x: A:B, et on conclut par hypothése d'induction.
Soit il existe Ag, Bo et B%tels que C D 8x : Ap:Bo, 8x : A:B D 8x : Ag:B? (en particulier
ADAg), et Bg n+1 B2 OrBY B etdaprésle lemmel.1.7, on a bienBg n+1 B.

2. SiC 8 x:AB, alors il existe unn tels queC , 8x : A:B, or par conuence on an > 0 et
d'aprés le cas précédent, on en déduit qu'il existé\p et Bg tels que C D 8x : Ag:Bg, A D Ay, et
Bg n 1B.EtdonconabienBg B.

3. SiC 8 x:A:B, alors on peut conclure en prenantAg = A etBg=B.SiC6 8x:AB, onse
ramene au cas précédent.

4. Par induction sur la longueur de la chaine menant deC a 8x : A:B :
Si C = 8x : A:B, c'est évident.
Supposons que l'on aitCp 4 C1 4 8x : A:B et que I'on ait par hypothése d'induction A; et B
tels queC1 D 8x : A1:B;, ADA., etB1 4 B. Alors daprés le lemme 1.1.7, Co 4 8x : A1:B;
et on peut alors appliquer le cas précédent pour trouvery et Bg tels que Co D 8x : Ag:Bo,
A1 D Ag, et Bp 4 B1. Et on conclut bien queBg 4 B.

5. C'est une conséquence de la con uence et du lemniel.7. ,

Symétriquement, on obtient :

1.2.3 Lemme

8
3CD8x:ApBog
8X:AB .41 C , 9 Ao;Bo;gADAo

56



1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

8
3CD8x:ApBo

8 :AB C , 9 AO;BO;BADAO
"B Bo
8
3CD8x:ApBo
8x:AB 4 C , 9 Ao;Bo;BADAo
"B 4, Bg

8
3CD8x:AgBo

8x:AB 4 C , 9 Ao;Bo;BADAo
B4 By
8

) % AlDAo
VA A, D Ag
gi:ﬁz:gz j g .9 Ap:Bo;. CDB8x:ApBg
e 3 B14 Bo
' B>4 By

Démonstration  Les preuves sont similaires : il sut de considérer la relation ©générée par le para-
métre C°= f(s1;S2)j(s2; 81) 2 Cg ,

1.2.4 Lemme
1. SiA s (resp.s A), alors il existe sa telle queA  sp et (sa;s) 2 C (resp. (s;sa) 2 C) (et
doncs sp).

2. Si A4 s(resp.s4 A), alors il existe sa telle queA sp etsa 4 s (resp. s4 sa).

Démonstration  On montre par récurrence surn que siA , s, alors il existe sy tel que A sp et
(sa;s) 2 C (le cas symétrique est similaire). Les cas 1. et 2. en découlent alors naturellement.
Si n=0, alors A ¢ s signi e par dé nition qu'il existe s tel que A sp et (sa;s) 2 C.
Supposons queA 41 S, alors par dé nition deux cas sont possibles :
Soit A , s et on peut conclure en invoquant I'hypothése de récurrence.
Soit s est convertible en un produit, ce qui est impossible. ,

1.2.5 Lemme
Pour tout terme A, B, C, D :

A nBA(B mC_A mD_A mC_D mB)) A min(n;m)B

Démonstration  On peut dé nir une famille de plus petits ensembles Dn)n2n de termes modulo
véri ant pour tout entier n 2 N,

SiA B,alorsA2D,, B2D,,

Pourtout s2S,s2D,,

8X:AB 2Dp+1, B 2Dy.
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On a alors par une induction immédiate surn, que D, Dp+1.
On montre maintenant que :

1.A B ) A2D,"B 2Dy
2.A2D,"A B ) A B
3.B2D,"A B ) A B
On procede par induction surn :
Si n =0, alors
1. SupposonsA ( B. Par dé nition cela signi e qu'il existe deux sortes (sa;sg) 2 C telles
qgueA spetB sg.Etonabiensy 2 Dgetsg 2 Do.

2. SupposonsA 2 Dy et A B. Par dé nition, il existe une sorte sp telle que A sp. Et
d'aprés le lemme précédent on en déduit qusy, B et donc queA  B.

3. Similaire au cas précédent.
Supposons la propriété vraie & un rangn, on montrons la au rangn +1 :
1. SupposonsA 41 B. Par dé nition, cela signi e que
Soit A, B et on conclut en invoquant I'hypothése de récurrence qué 2 D, etB 2 D,.

Etdonc A2 Dp+; €t B 2 Dpyr.
Soit il existe A®BC%D, tels queA 8 x :D:A%etB 8 x :D:B%avecA® |, B® Dans ce

cas, par hypothése de récurrence, on a qu&®2 D, et B®2 D . Et par dé nition de
D, on en déduit que8x : D:A%2 D41 et 8x : D:B%2 D41, et donc queA 2 Dp41 et
B 2Dnp+.

2. SupposonsA 2 D41 et A 1 B, alors par dé nition de D, on a que :
Soit A 2 Dy, et on obtient par hypothése de récurrence qué& , B etdoncA 41 B.
Soit il existe D et A°tel que A 8 x : D:A%et A2 D,. On adonc8x : D:A® B et
d'aprés le lemme1.2.3 cela signi e qu'il existe B%tel que B 8 x : D:B%et A° BPet
donc par hypothése de récurrence qua® , B°et donc8x : D:A® .41 8x : D:B% On
conclut alors bien queA .1 B.

3. Similaire au cas précédent.
On peut maintenant démontrer I'énoncé du lemme. Supposon& , B et montrons queA , B (si

n milnyarien a démontrer) :
SiB nC_D nB,alorsB2DyetdoncA ,B.
SiTA nD_A ,C,alorsa2D etdoncA ., B. ,

1.2.6 Lemme
Si C est une relation transitive, alors  est également transitive (et donc ?= ).

Démonstration  Par induction sur n, on montre que , est transitive.
o est transitif : Soit A o B et B o C par dé nition on sait qu'il existe sa;sg;Sc tels que
A sp,B sgetC sctelsque (sa;sg) 2 Cet(sg;sc) 2 C. On prouve donc par transitivité

de Cque (sa;sc) 2 C et donc queA ¢ C.
n+1 €st transitif (sachant |, transitif) : Soit A 41 B et B 41 C par dé nition :
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Soit 8 8
3A 8 x:Cp:A° 3B 8 x:CyBY
B 8x:Ci:BY et_C 8x:CxCO
2 2
T AO n B:? ; B(z) N CO

et donc 8x : C;:BY 8 x : C:BY. Onen déduitC; Cr et BY B Le lemme 1.1.7 nous
montre doncC 8 x : C1:C%et A° , BY et par hypothése de récurrenceA® , C% Enn, par
dé nition de 41 on obtient A .4+ C.

Soit A nBetB ,C:onaA | C parhypothése dinduction.

Soit A 1 BetB ,CouA ,BetB n+1 C,alorsdapréslelemmel.25onaA B
et B | C et on peut se reporter au cas précédent.

On en déduit le corollaire suivant :

1.2.7 Lemme

Si C est transitive, alors 4 est une relation d'ordre vis-a-vis de , c'est-a-dire :
Réexivite: A B) A4 B,
Anti-symétrie: A4 B~ B4 A) A B,
Transitivitée : A4 B"*B4C) A4C.

1.2.2 Cl6ture par transitivité
Dans cette sous-section, nous étudierons les propriétés des WCTS obtenus en prenant la cléture
transitive de la relation de cumulativité.

1.2.8 Dé nition (Clbture par transitivité)
Soit P un WCTS, on dé nit P la cl6ture par transitivité par

8

%Sp = Sp
Ap = Ap
ERP = Rp
"G =(G)

ou (Cp) désigne la cléture transitive deGep.
Il faut noter que P et P ne typent pas nécessairement exactement les mémes termes, si I'on prend
par exemple PTS suivant : 8
%SP =1?1,72;73 @
Ap = (71 )(?s )9

ERP =f(; 5 )9
-G = 1(?1:72): (72, ?73)9
Ona :8 :s? p : 8 :s:?3 (il sut d'invoquer la régle de cumulativité car on a bien

8 8?1 p 8 :s?3) et :8 :s?716p 8 :s:?3:0nne peutpas enchainer deux régles de
cumulativité car 8 : s:?, n'est pas bien formé; mais si lI'on rajoute I'axiome @»; ) alors le séquent
redevient dérivable.
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Néanmoins, si la relation de cumulativité préserve la typabilité vers le bas, alors la régle est admis-
sible.

1.2.9 Lemme
Si F WEAK-SR <, alors la régle suivante est admissible :

" A:B " BO:s 0
N B4 B
A :BO

Démonstration Il faut donc montrer que ° A :BCsachantqueB 4 BPet ~ A:Bet " BO:s.
Deux cas sont possibles :

Soit B® B, etonprouve ° A :BCgrace a larégle de conversion.

Soit B BCet on sait alors qu'il existe p termes tels queB = B; B, Bp = BC Ensuite

d'aprés la propriété WEAK-SR < et par induction sur p, on montre que WF (Bj) pourl i p.

Enn, en enchainant p 1 régles de cumulativité (lemme1.1.28 on prouve ~ A :B° ,

La regle Cumulativité-Sortes peut toujours étre étendue a la cléture transitive (car les sortes

sont toujours des types bien-formés par dé nition),
1.2.10 Lemme

La régle suivante est admissible :
“A:C
A s C4 s

Démonstration  SupposonsC 4 s, alors, d'apres le lemmel.2.4 il existen 1 sortesC 4 s; 4 4
sn = s. Nous pouvons alors prouver ~ A : sy en enchainantn 1 réglesCumulativité-Sortes

+}C C4s
%'1 Sl 4 52
A - Sn 1 Sn 2 . Sn 1
A S n 1 n
1.2.11 Lemme
La cléture transitive de p est égale a p .
Démonstration Si A1 p p Ap, alors A1 p p Apcar p p or daprés le

lemme1l.2.6, p esttransitive. On a donc bienA; p An.
Réciproquement, montrons queA p B ) A  B. Pour cela, montrons par induction sur n
queA p ., B implique A . B:
Supposons A p o B, alors par dé nition, il existe sa et sg tels que (Sa;sg) 2C , A sa
et B sg. Il existe donc bienp sortess; = sa;Sp;:::;Sp = Sp telles que &i;Si+1) 2 C (pour
1 i<p). On en déduit donc ques; pqo p:0 Sn et également quesp . Sg. Et par
compatibilit¢ avec , on en déduit queA ., B.
Supposons queA p .41 B, alors deux cas sont possibles :
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Soit A p ., B et on conclut par hypothese d'induction.
Soit A 8 x:C:A%etB 8 x:C:B%avecA®? ., B® Par hypothése d'induction on aurait
A° 5., BC ce qui signi e qu'il existe p termes tels queA®= A; pn Ay po pn Ap =
BO Or par dé nition, on aurait alors

A 8 Xx:CA1 pn+1 8X:CA2 ppu pn+1 8X:C:Ap B

etdoncA ., B.

1.2.12 Lemme
La cl6ture transitive 4 , de4p est égale a4 p .

Démonstration  On commence par montrer le sens direct de I'énoncé suivant (la réciproque est im-

mediate) :A4, B, A B_A ,B.
SiA 4, B, alors par dé nition il existe n 1 et

A1 Bi1 pA2 B2 p pAn Bn
tels queA; = AetB,=B.Sin=1,alorson A B.Sin> 1, alors d'aprés le lemmel.1.7, on a
A1 p Bz pBs p Bn

etdoncA  B.
SupposonsA 4 B, alors soit :
Soit A B etdans ce cason abieh4p B.
Soit A, B etdapres lelemmel.2.1, A p B etdoncA4p B.

On déduit alors des lemmesl.2.9, 1.2.10et 1.2.12le lemme ci-dessous.

1.2.13 Lemme
Si P | WEAK-SR <,
‘"pA:B, p A:B

1.2.3 Clbture par cumulativité

Dans les WCTS, les régles sont facilement redondantes. En e et, si dans WCT8B on a (s;r) 2 Ap
alors pour toute sorte rOtelle quer 4 r% ona’ s:r% Ainsi le WCTS PP obtenu en ajoutant & P
l'axiome (s;r9 type exactement les méme termes. Et le méme genre de redondance peut apparaitre au
niveau des régles. C'est pourquoi on introduit la notion ci-dessous.

1.2.14 Dé nition (Clbture par cumulativité)
Soit P un WCTS, on dé nit la cléture par cumulativité P de P de la fagon suivante :
Ss = Sp
f(s;8) 2 (Sp)3j9s™(s;s™ 2 Ap;s%% , sY
f(s1;52;53) 2 (Sp)3j9(s9;5%;83) 2R p;s14p {7 sp4p S97 4, s3g
G = 6

Dans un souci de concision, on désignera égalemefts (resp. R) par A (resp. R).

0 >
T T
n o
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Le WCTS P est obtenu en saturant les axiomes et les régles par les conséquences de la relation de
cumulativité. Nous verrons queP et P typent exactement les mémes termes (bien qué contienne des
dérivations plus courtes queP car elles peuvent faire moins appel aux régles de cumulativité).

1.2.15 Lemme
La cléture par cumulativité est un opérateur de fermeture :

P PP PO

On en déduit immédiatement les propriétés suivantes :
1. Extensif : P P,
2. Croissant:P P % ) P PO

3. Idempotent : P = P.

Démonstration Il faut montrer que si P P°(*), alors P PP (la réciproque étant directe car
P P).OnaSz=Sp S poetG =G C 4o llnous reste a montrer queAs A getRy R 5o:
Soit ( s;8) 2 A, par dé nition, il existe s%tel que (s;s°Y 2 Ap et s%4 , O Or d'aprés (*), on a
(s;8% 2 A 55 et s°°4ﬁ sPet donc (s;89 2 A== Age
Soit (s1;52;83) 2 R, par dé nition, il existe ( s9;s2;s3) 2 Rp tels ques; 4p s§" s; 4p
s~ sd 4, s3. Or daprés (*), on a (s9;s3;s9) 2 R=q, 1 4 9, s 4o s9 et s3 4 = s3. Donc

Fl
(51:82;83) 2R == Rppo. :
1.2.16 Lemme
Les régles suivantes sont admissibles :
. — T Acsp XA B:sg —
W(S’S%ZA "8X:AB :s (Saiss;s) 2 R
Démonstration Axiome : Si (s;s) 2 A5 et par dé nition, il existe s%tel que (s;s°Y 2 A et

s®%4 <0 Et donc d'aprés le lemmel1.2.1Q on a :

Y s:s00  g004 &0
Y s:sl

Produit : Si(sa;Sg;s) 2 R Ensuite, par dé nition, il existe ( s3;s3;s) 2R tels quesa 4 R,
sg 4 s$ ets’4 s Etdonc daprés le lemmel.2.1Q on a:

CA:sp sad s X:A B :sg sg 4 sY
TAS? XA B s
"8x:AB : s %94 s
"8x:AB :s

Nous en déduisons alors le corollaire suivant :
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1.2.17 Corollaire
La typabilité des termes deP est équivalente a celle d® :

"pA:B, ‘5A:B

et donc
P=P% ( "pA:B, “poA:B)

Ce corollaire nous fournit un bon moyen de comparer les WCTS, en e et sP = P nous considé-

rerons queP et P%sont deux présentations équivalentes du méme WCTS.

1.2.4 Stabilité vers le bas

Avant d'étudier les conditions sur les parametres, nous allons présenter une représentation diagram-
matique des contraintes. Elle servira nous I'espérons a faciliter la lecture de cette section mais elle
ne remplacera pas les formulations explicites des conditions.

Nous représenterons par un trait simple la relation de cumulativité. Les diagrammes se liront de la
gauche vers la droite ; les éléments gauches seront plus petits (au sens4lgque ceux auxquels ils sont
reliés a leur droite. Ainsi, le diagramme ci-dessous signieras 4 r.

S

N

r

Nous représenterons les axiomes par une ligne entourée de deux points qui se lira également de la
gauche vers la droite. Le diagramme ci-dessous indiquera donc le fait qus;¢) 2 A.

S—r

La relation R est une relation ternaire, nous la représenterons par une éche qui part de la sorte
du domaine, traverse la sorte du codomaine et arrive sur la sorte du produit. Ainsi, la condition
(s1;52;83) 2 R sera représentée par :

S1 — S2 — S3

Suivant la convention venue du domaine de la réécriture, nous représenterons les conditionsxis-
tentielles par des pointillés.

Par exemples, les WCTS cl6ts par transitivité et par cumulativité (tels que P = P = P) doivent
Véri er les trois diagrammes suivants :

r S1 — S2 — S3
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Comme nous exprimerons également des conditions pour les WCTS qui ne soatpriori ni clos par
transitivité, ni clos par cumulativité. Il nous faudra représenter la cléture transitive 4 de la relation
de cumulativité ainsi que I'appartenance aA et a R.

Nous rajouterons une astérisque pour la cléture transitive et nous doublerons les lignes pour l'ap-
partenance aA et a R. Ainsi les diagrammes suivants représenteront respectivemerst 4 r, (s;r) 2 A
et (s1;S2;83) 2 R.

s S——r S1 — Sy —» S3

N

r

En n, nous représenterons la typabilité sous un contexte par le diagramme suivant :
A—+—B

Qui signieraque ° A :B.On notera que dans le cas particulier ou = hi estvide etA=setB =7r
sont deux sortes, le diagramme

Shi

signie que (s;r) 2 A etnon (s;r) 2A.

Sous hypothése de préservation du typage, la dé nition suivante est une condition su sante pour
gue la typabilité soit stable vers le bas par la cumulativité (lemme1.2.27) : un sous-type d'un type bien
formé est bien formé (modulo -réduction). Elle entrainera I'équivalence a la cléture par transitivité.

1.2.18 Dé nition (Stabilité vers le bas)
On dira d'un WCTS qu'il est stable vers le bas s'il véri e la condition suivante :

)
(s;r) 2A

-
Was ) (STD2A (DOWNSTABLE )

On notera cette propriété DOWNSTABLE .

Nous représenterons graphiqguement cette condition par :

Nous avons choisi la formulation de la condition la plus simple & véri er, mais elle est admet d'autres
formulations équivalentes.

1.2.19 Lemme
La condition DOWNSTABLE est équivalente aux formulations suivantes :

(s;r) 2A :

0l o) (2R @
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)

CO2A ) @n2r @
)

R0 ) «@n2r @

Démonstration  On a trivialement (k) ) DOWNSTABLE pour k =1;:::;3 car les prémisses dek]
sont plus générales que celle dBOWNSTABLE . Il reste a prouver les réciproques suivantes :
1. DOWNSTABLE ) (1) : Sis 4 s° alors il existe une chaines = s; 4 4 s, = s% On
construit alors une chaineri1 4 ry 4 4 ry 14 rtelleque (sk;rk) 2A pourk =1;:::;n
en invoquantn 1 fois DOWNSTABLE

2. DOWNSTABLE ) (2):Si(s;r) 2 A, cela signi e qu'il existe sg telle que (So;r) 2A ets4 sq.
On adoncs® 4 s et le point (1) montre que (sr) 2 A.

o

3. DOWNSTABLE ) (3): Si(s;r) 2 A, alors par dé nition il existe sp telle que (so;r) 2 A et
s4 sg. De plus, sion as®4 s, on en déduit alorss®4 sq et on peut conclurent en utilisant

).

On en déduit facilement que cette condition est stable par les deux opérations de clbture.
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1.2.5 Propriété du minorant local

Dans cette sous-section, nous étudions la propriété du minorant local, donnée par la dé nition ci-
dessous. Elle fait partie des propriétés parmi les plus importantes de CTS, puisqu'elle impliqgue que
si un terme M admet deux types Ty et T, alors il existe un type T tel que T 4 T etT 4
T, (voir lemme 1.2.31). En cela, elle constitue une généralisation de la propriété de fonctionnalité
(FUNCTIONAL ).

1.2.23 Dé nition (Minorant local)
On dit que P a la propriété du minorant local si

9
(s1;r1) 2 A =
(s2;r2) 2 A S YO (S;r)2AN T4 r1”rd 1y (MINLOC-AXIOMS )
s4s; N s4 50
et
9
(s1;82;83) 2 R 3
(shis3isg) 2 R~ )9 r3;(ri;roir3) 2R ™ rz3d sghrzd s MINLOC-RULES
4 s A ord 3 3;(r1;r2;ra) 3 3" I3 3 ( )
rr4 s, N ro4 3(2)'

On notera la conjonction de ces deux propriétéMINLOC .

On représentera graphiquement cette dé nition de la facon suivante :

Sp = Tr1 S] — Sp — S3
S/ rl/rz/%l'3:/
\Sz 5\\r2 \59\53453
1.2.24 Lemme
I(SN2AN T4 rifrd 1, 9 n(SN2ANTA 1ifr4
Démonstration ) : Si(s;r) 2 A, alors par dé nition il existe r°4 r tel que (s;r9 2 A. Et si

r4 ryietr 4 ry alors on a égalemenr®4 rqyetr®4 r,. Et r®est un témoin valide pour
prouver la conclusion.
( : Evidentcar A A. ,
La propriété du minorant local est plus forte que la stabilité vers le bas :

1.2.25 Lemme
On a
MINLOC-AXIOMS ) DOWNSTABLE

et donc les WCTS ayant la propriété du minorant local sont stables vers le bas.
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Démonstration  On prouve DOWNSTABLE en prenants; = sy etr; = rp dansMINLOC-AXIOMS .,

1.2.26 Lemme
La condition MINLOC-AXIOMS est équivalente aux formulations suivantes :
9
(s1;r1) 2 A =z
(s2;r2) 2 A )9 B(S;N)2AN 14 r1"rd 1y (1)
s4 s; N s4d sy
_ 9
(s1;r1) 2 A =z
(s2;r2) 2 A_)Irn(siN2AN T4 11714 o (2)
s4s; N s4 50
(s1;r1) 2 A g
(s2;r2) 2 K>)9 B(S;N2ANT4 11714 1y (3)

s4 s34 N s4 sy

Démonstration  On a trivialement (k) ) MINLOC-AXIOMS pour k =1;:::;3 car les prémisses des
(k) sont plus générales que celle dMINLOC-AXIOMS .
MINLOC-AXIOMS ) (1) : Supposons quevVIINLOC-AXIOMS , (s1;r1) 2A,(s2;r2) 2A,s4 s
et s4 sp. Alors, il existe s= S1.1 4 s12 4 4 Sgn=S1ets=5y14 S04 4 spm =
Sp. Posonsri, = rp etrom = rz. Eninvoquant n = 2+ m 2 fois DOWNSTABLE (qui est

veri € d'apres le lemme 1.2.29, on prouve l'existence derq.n 1;:::;r1:2;r2:2;: 0 Fam 1 tels que
(Sisrei) 2A,r1i 4 ryivapour2 i n let(syi;rai)2A,r1id ryjeppour2 i om 1:
Si;n : rl;n
S1;n 1/: M;n /]j
31;2.~ —————— ;2
s /: r /
\52;2'\ 2,2
Sﬁ;m 1---- I’.z;m 1
\SZ;m \\fz;m

Ensuite, en invoquantMINLOC-AXIOMS , on trouve unr tel que (s;r) 2 A, r 4 rysetr 4 roo.

On en déduit alors quer 4 rpetr 4 r.
MINLOC-AXIOMS ) (2) : SupposonsMINLOC-AXIOMS , (s1;r1) 2 A, (s2;r2) 2 A, s 4 s; et

s 4 s;. Alors par dé nition, il existe r9 et rJ tels que (51;r9) 2 A et (sp;r)) 2 A avecr{4 r;
et rS 4 r,. Il est alors possible de trouver grace aVINLOC-AXIOMS une sorter telle que

(ssnn2A,r4 rfetra r9:
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ra
-/
S1 = r?
s
S=i-1
S2 =19

Nous pouvons conclure car 4 r$4 rqimpliguer4 rietr4 r94 r,impliquer 4 ry.
MINLOC-AXIOMS ) (3): SupposonsMINLOC-AXIOMS , (s1;r1) 2 A, (S2;r2) 2 A,s4 s et
s4 sp. Alors par dé nition, il existe r9 et r9 tels que (51;r9) 2 A et (s;r9) 2 A avecr? 4 r;

etr4 r,. On peut alors trouver grace a (1) une sorter telle que (s;r) 2 A, r 4 rfetr4 r9:

ra
e
st 19
sci-r’
S2 =9
AN
Iz

Onconclutcarr 4 r94 ryimpliquer 4 ryetr4 r34 ryimpliquer 4 r.

1.2.27 Lemme
La condition MINLOC-RULES est équivalente a :
_9
(s1;82;83) 2 R 3
(s;s3;s3) 2 R~ o . . 0
rid s; ~ ri4d s(l’g)g r3(rirairs) 2R ™ rsd ssrgd s3 ()
I’24 Sy N I’24 Sg !

Démonstration  On atrivialement( )) MINLOC-RULES car la prémisse de () est plus générale que
celle deMINLOC-RULES . On montre ( ) (  MINLOC-RULES , supposons pour celMINLOC-RULES .
Soit (s1;52;83) 2 R, (82;8%;s9) 2 R, r14 s;,r14 sP,r24 sp,rp4 S8, Par dé nition, il existe donc
(t1;to;t3) 2R et (10;t2;t9) 2R avecs; 4 t1,s,4 tp,t34 s3,804 t9,s34 tdettd4 sJ. Ensuite
d'aprés MINLOC-RULES, il existe une sortery telle que (ry;ro;r3) 2 R, rs34 tzetrz4 tg. Or on

conclut en remarquant querz 4 tz 4 szimplique rz34 szetquer4 t$4 s§impliquerz4 s3:
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On déduit des lemmesl.2.26et 1.2.27 que :
1.2.28 Lemme

PjE MINLOC , P F MINLOC P j= MINLOC

1.2.29 Lemme
Si F MINLOC, on a

, P E MINLOC

(S;r1);(S;12) 2A)9 1 (S;1)2ANT14 rihré4 ry,

Ce qui donne graphiquement,

ra
s <
\rz
Démonstration 1l sut de prendre s; = s, = s dans (1). ,
1.2.30 Lemme
Si P | PTS, alors
P = MINLOC , P j = FUNCTIONAL

Démonstration  C'est immédiat une fois que l'on a constaté ques4 r, s=r dans un PTS.

On en déduit alors la généralisation du lemme1.1.10suivante :

1.2.31 Lemme (Existence d'un type minorant)
SiF MINLOC "SR etsi ~ M :Ajet ~ M :Ap ilexiste Atelque "M :AetA4 A;et
A 4 Aj. Graphiquement,

A1
M --A

N

A;
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Démonstration  On procéde par induction sur la structure deM ,
M = x : Par inversion (lemme 1.1.32, on sait que est de la forme = 1;x : A; » avec
A4 AjetA4 A, Etonabien °~ x:A.
M = s : Par inversion, on sait qu'il existe rq telle que (s;r1) 2 A, (s;r2) 2 A etri 4 Aq et
r, 4 A, etcomme on aF MINLOC-AXIOMS , on en déduit qu'il existe r telle que (s;r) 2 A,
r4 rpetr4 rp. Doncilsutde prendre A=r.
M = 8x : P:Q : Par inversion, on sait qu'il existe (s1;ri1;t1) 2R et (sz;r2;t2) 2 R telles que :

TPis TPrsy
X:PTQ:ir X:P T Q:ry
t1 4 Aq to 4 A

Or par hypothése d'induction, on sait qu'il existe Set R telsqueS 4 s, S 4 s, R4 ry,
R4 rp, " P:Set ;x:P  Q:R.On montre facilement que nécessairementSDsetRDr
pour deux sortess etr. Or commeF SR ,ona "~ P:set ;x:P ™ Q:r.Enn, puisque l'on
ajFE MINLOC-RULES, on en déduit qu'il existe une sortet telle que (s;r;t) 2 R avect 4 t; et
t 4 tretdoncque “8x:P:Q:t(lemmel.2.16. On conclut donc en prenantA = t.

M = UV : Par inversion, on sait qu'il existe B1;C1;B2; C, tels que

"U:8y:B1:Cy VB
T U:8y:ByCsy "V B>

Par hypothése d'induction, on obtient un D tel que D 4 8y : B1:C;, D 4 8y : B,:.C, et
" U :D. Daprés le lemmel.2.2 il existe B et C tel que D D 8x : B:C, B1 D B, B> B,

C4 CietC4 Cy.CommeonaF SR,onadonc ~U:8x:B:Cet ° V:B.Etdoncon

abien ° UV :B[V=X. Posons doncA = B[V=X], alors le lemmel.1.6 nous permet de conclure

queA 4 AjetA4d A,

M = x :D:N : Parinversion, on sait qu'il existe B1, s; et By, s tels que :

:Xx:D N :Bp "8x:D:B1:s1 (1)
Xx:D " N :B> "8x:DBs:sy

Par hypothése d'induction, on en déduit qu'il existe B telque ;x:D ° N : B, B 4 B; et
B 4 B,. Par inversion de (1), on obtient qu'il existe (t;r;s) 2 R telques4 s;et ~ D :t,
X : D By :r.Or daprés le lemme1.2.21, on obtient qu'il existe B° tel que B D B et
;x:D " B9:r (2). On en conclut donc que "~ 8x :D:BY:t grace a la régleProduit . Enn
d'aprés le lemme de réduction du type (lemmel.1.47), on en déduit ;x : D ° N : B%(3). On
en conclut grace a (3), (2) et la régleAbstraction  que ° x :N:B?:8x :D:B%et on a bien
8x :D:B%4 8x :D:B; et 8x :D:B%4 8x : D:B». ,

1.2.32 Lemme

SiE MINLOC " j= SR, (
C4A"N "A:s
C4B”™ "B:s

alors il existe D etstelsqueCDD,et " D:s,s4 s;ets4 sp Graphiqguement,
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Puis comme nous sommes dans un WCTS ayant la propriété du minorant local, on peut trouver
une sortes
S1

tp —r1— s

s

t---r--»s

NN

tp —r2 — s

N

S2

Pour conclure, on poseD = 8x : E:D%tonabien D:s,CDD,s4 sjets4 s,

1.2.6 Autres notions de stabilité

Nous présentons ici les autres notions de stabilité. Elles sont moins intéressantes que la stabilité
vers le bas (a cause des régles de cumulativité qui orientent le systéme), mais elles pourront se révéler
utiles.

1.2.33 Dé nition (Faible stabilité vers le haut et vers le bas, stabilité vers le haut)
1. On dira qu'un WCTS est faiblement stable vers le bas s'il véri e

(s;r) 2A )

o4 s )9 réstrd 2 A

Et on notera cette propriété WEAK-DOWNSTABLE .
2. On dira qu'un WCTS est stable vers le haut pour les axiomes s'il véri e

)
(s;r) 2 A

o4 o )9 %< r(s%r9 2 A

Et on notera cette propriété UPSTABLE-AXIOMS .
3. On dira qu'un WCTS est stable vers le haut pour lesrégles s'il véri e

(s1;82;83) 2 R =2
s1 4 )
s 4 Y

) 9 8§ < sg(s)sdsd) 2R

Et on notera cette propriété UPSTABLE-RULES .

4. Ondira qu'un WCTS est stableversle haut s'il vérie UPSTABLE-AXIOMS et UPSTABLE-RULES .
On notera UPSTABLE la conjonction de ces deux propriétés.
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5. On dira qu'un WCTS est faiblement stable vers le haut pour les axiomes s'il véri e

(s;r)ZK)

a4 o )9 rés®r9 2A

Et on notera cette propriété WEAK-UPSTABLE-AXIOMS
6. On dira qu'un WCTS est faiblement stable vers le haut pour lesréegles s'il vérie

9
(s1;82;83) 2 R 2
s; 4 8 S ) 9 s3:(s%;s2:s9) 2 R

s 4 89

Et on notera cette propriété WEAK-UPSTABLE-RULES .

7. On dira qu'un WCTS est faiblement stable vers le haut s'il vérie WEAK-UPSTABLE-AXIOMS
et WEAK-UPSTABLE-RULES . On notera WEAK-UPSTABLE la conjonction de ces deux pro-
priétés.

On dispose des implications ci-dessous.

1.2.34 Lemme
F DOWNSTABLE ) j = WEAK-DOWNSTABLE (1)
i UPSTABLE ) j = WEAK-UPSTABLE 2)
i DOWNSTABLE "SR ) j = SR« (3)
E UPSTABLEASR ) j = SR4 (4)
E WEAK-DOWNSTABLE 6) j= WEAK-SR« (5)
E WEAK-UPSTABLE 6) j= WEAK-SR,4 (6)
Démonstration 1. Immédiat.
2. Immeédiat.
3. Lemmel.2.21
4. Supposong= UPSTABLE " SR . Il sutde montrerquesi ~ A:r etA 4 B alors il existe C

etr®telqueBDC, " C:rletr4 rO©

Le casA B étant trivial, on montre par induction sur n que siA , B alors il exister®et C

telqueBDC, "~ C:rletr4 rO©
Si A o B, cela signie gu'il existe deux sortessa et sg telles que Ga;sg) 2 C, A D sa,
et B D sg. D'aprés la préservation du typageiE SR, =~ sa : r. Donc d'aprés le lemme
d'inversion (lemme 1.1.32, (sa;r) 2 A. La condition UPSTABLE-AXIOMS nous prouve qu'il
exister®< r telle que (sg;r% 2 A. Il sut alors de prendre C = sg pour conclure.
Supposons la propriété vraie a un rangn et supposons que - A :r et A .41 B. Alors,
d'aprés le lemmel.2.1,

Soit A, B et on conclut directement grace a I'nypothése de récurrence.
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Soit AD8x : D:AC BD8x : D:B%et A |, B D'aprés la préservation du typage,

8x : D:AY: r et donc par inversion (lemme1.1.32, on obtient qu'il existe sp et spo telles
gue (Sp;saor) 2 R, D :sp etque ;x:D AC:spo Par hypothése de récurrence,
il existe C%et sco tels queBOD C% ;x : D~ CO: sco et spo 4 sco. Donc la propriété
UPSTABLE-RULES , prouve qu'il existe r®< r telle que (Sp;sco;r% 2 R. Donc d'aprés le
lemmel.2.16 ona " 8x:D:C% r% On conclut donc en prenantC = 8x : D:C° ,

5. Soit P le CTS égal a
(21, 1?20 25 :49:5F(71 1);(%2; 2):(:4)gf(4; 25 2)0f(?1;,22)0)

On peut vérier facilement que P = WEAK-DOWNSTABLE ,orona p ! ?22: et
I 2704 | 72, etpourtant il n'existe pas de sortestelleque p ! ?;:s.

6. Symétriquement, soitP le CTS égal a
(21 1% 2 3407?20 1) (%2 2):(:4)af(4: 1 161 (71 22)9)

On peut véri er facilement que P = WEAK-UPSTABLE ,orona’p ! ?29: et | 72,4
I ?, et pourtant il n'existe pas de sortestelleque p ! 2 :s.

Les implications (5) et (6) nous montrent qu'on ne peut pas déduire la préservation de la typabilité
en la véri ant simplement sur les paramétres. On dispose néanmoins du lemme suivant qui se révélera
utile dans la sous-sectionl.2.8:

1.2.35 Lemme
F SR ~ MINLOC ™ WEAK-UPSTABLE ) j = WEAK-SR 4

Démonstration  SupposonsSR ~ MINLOC » WEAK-UPSTABLE et ~ A:s.
Montrons que siA 4 B alors il existe C tel que B D C et WF (C).
Si A B, alors d'apres le lemmel.1.3 il existe C tel que ADC et B D C. D'aprés la préservation
du typage (F SR ), ~ C:setdonc WF (C).
Montrons par induction sur n que siA , B, alors il existe C tel que B D C et WF (C).
Si A 4 B, alors par dé nition, il existe sa et sg telle quesa 4 sg, ADsa et B Dsg. D'aprées
la préservation du typage, on a ~ sa : s et comme on aWEAK-UPSTABLE on sait qu'il
exister tel que ° sg :r. Donc on peut conclure en prenantC = sg et on a bienB D C et
WF (C).
Si A 4,. B, alors d'aprés le lemmel.2.1, alors
Soit A 4, B et on conclut par hypothése de récurrence,
Soit il existe A B%et D tel que AD8x : D:A® B D8x :D:B%t A%4 , BC Par préservation
du typage, ona "~ 8x : D:AY: s et par inversion (lemme 1.1.32, on en déduit qu'il existe
(s1;52;83) 2R tellequesz4 s, "~ D:s;(l)et ;x:D > A% 's,. Onadonc WF .p (A9
et par hypothése de récurrence, on sait qu'il existeC®tel que B°D C°%et WF .,.p (C9.
Montrons maintenant qu'il existe r telle que ;x : D~ C%:r, (2). Comme WF ..p(C9,
deux cas sont possibles :
Soit il existe une sorte r, telle que ;x:D "~ CO:r».

75



1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

Soit C?est une sortesco, et comme A% 4, C% on en déduit qu'il existe une sorte sao
telle que A°D spo. Et par préservation du typage, on a ;X : D ° spo: sp, et d'aprés
WEAK-UPSTABLE-AXIOMS , on en déduit qu'il existe une sorter, telle que ;x:D °
Sco:Io.
Comme on a= DOWNSTABLE (car on a la propriété plus forte= MINLOC ), le lemme1.2.21
et A% 4 CC montrent qu'il existe s34 r et A%%els queADAet ;x:D " A%: s8. Orpar
préservation du typage, on a également ;x : D ~ A%: s, et  MINLOC et le lemme1.2.3],
prouvent qu'il existe tp tel que ;x : D~ A% t,ett; 4 slett; 4 s, Onadonc bien
(s1;t2;83) 2 R ettt 4 rp. On peut donc appliquer la propriété WEAK-UPSTABLE-RULES
pour prouver qu'il existe r telle que (s1;r2;r) 2 R (3). Et donc le lemme 1.2.16 (1), (2) et
(3) prouve que " 8x :D:C%: r. On conclut donc en prenant enC = 8x : D:C° ,

On en déduit le critere suivant pour prouver WEAK-SR 4 * WEAK-SR < :
1.2.36 Lemme

E SR ~ MINLOC *» WEAK-UPSTABLE )

WEAK-SR 4 * WEAK-SR <

Démonstration On aF MINLOC )j = DOWNSTABLE )j SR: )j = WEAK-SR < et le lemme
précédent prouve WEAK-SR 4. ,

On peut donc utiliser ce critére et le théorémel.1.56 pour obtenir un critére de renforcement :

1.2.37 Lemme
Si E NICE-TOPSORT, alors

F CTS” MINLOC » WEAK-UPSTABLE ) ] = STRENGTHENING

1.2.7 Sur l'anti-symétrie de la cumulativité

symétrique. Dans un WCTS, siona alafoiss4 retr 4 s, alorssetr sont observationnellement
équivalents dans le sens ou tous les types qui habitens habitent égalementr et réciproquement.

Soit  la relation d'équivalence dé nie pars r si et seulement sis4 r”~r 4 s. On notera
~:S | S= Jafonction qui a une sortes associe sa classe d'équivalence Soit P un WCTS, on dé nit
le WCTS P= par:

Sp. = (Sp)=

Ap- = f($59j(s;r) 2Apg

Re= = f(s1;92;%)j(S1;52;83) 2R pg
G- = f(s;Pj(s;r) 2Cpg

Clairement 4 ,_ est une relation d'ordre stricte. La fonction ~est par construction un morphisme
P! _P= . On en déduit donc que :

1.2.38 Lemme
Si "pM:A alors T e M A
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Réciproquement, on a :

1.2.39 Lemme
Si P = DOWNSTABLE _ UPSTABLE-AXIOMS , alors

(55D 2A6- ) (S;r)2 Ap

Démonstration  Par dé nition (~s;F) 2 As- signie qu'il existe (s2r9% 2 Ap telles ques  sPet
r  r% On a donc en particulierr® 4 r,s 4 sPets®4 s. Daprés UPSTABLE-AXIOMS ou
DOWNSTABLE (avec le lemme1.2.19, on en déduit que 6;r% 2 Ap. Et commer®4 r, on a
également 6;r) 2 Ap. ,

1.2.40 Lemme

(81;%2;93) 2Rp= ) (S1;52;83) 2 W

Démonstration  Par dé nition (-S1;32;83) 2 Re- signi e qu'il existe (s9;s3;83) 2 R telles ques;
s{rs,  sHrsz s Etdonc en particulier,onas; 4 s{*s; 4 sIrs3 4 szetdonc (sy;Sp;S3) 2 Rp.,

Fixons une fonctionrepr :S= 'S  qui fournit un représentant canonique de chaque classe, c'est-
a-dire telle que pour toute sortes, repr (s) s. On déduit alors des lemmesl.2.39et 1.2.4Q le lemme
suivant :

1.2.41 Lemme
Si F DOWNSTABLE _ UPSTABLE-AXIOMS , alors repr est un morphisme :P= | o P et

= M A ) repr () “p repr (M) : repr (A)
Il est important de remarquer que ne nous n‘avons pas :
T e MIA ) pM A

et qu'ainsi le choix de xer en amont une notion de représentant canonique était important.
En e et, soit le CTS suivant :

s = 2% ;g

A = £1(? )2 ) ;)

R = f(,;,)d

C = (2P (%?)g
Nous avons? et

X:~1 ~h:X2 6 h:X®
mais nous n'avons pas

X: 1 :h:X? s h:X?°

Nous voyons donc queP et P= ne typent pas exactement les mémes termes. Il ne serait donc pas
exclu que les relations de cumulativité, qui ne sont pas anti-symétriques, puissent avoir une utilité bien
gue nous n‘en connaissions aucune a ce jour.
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1.2.8 Un théoreme de renforcement

Dans cette sous-section, nous allons prouver un théoréme de renforcement su sant pour tous les
WCTS qui nous intéresseront.

1.2.42 Théoreme (Renforcement)
SiF SR etsi

CApisg A X:ALT Arisy A 88X :ALAs:S ) 9 s3;(s1;52;83) 2 R
alors on aE STRENGTHENING .

Démonstration  La preuve est une généralisation aux WCTS de celle que I'on trouve pour ECC dans
la these de Luo [ ]. On commence par remarquer que pour prouveSETRENGTHENING , il sut
de prouver l'assertion plus faible suivante.

Si ;x:A; " M:Betx62F\) ;FV(M), alorsil existeB°4 Bet ;: ~ M :B%()
En eet, supposons que ;X :A; M :B,x62F\) ;FV(M);FV(B) et qu'il existe B4 B (1)
telque ; ~ M :B°(2). Alors d'aprés le lemme1.2.22pour prouver ; ~ M :B il sut de prouver
que WF . (B). Or ;x:A; ~ M :B implique WF .a. (B) (lemme 1.1.35. On distingue alors
deux cas :

Soit B est une sorte, (1), (2) et la régleCumulativité-Sortes nous permet de conclure que

M :B.
Soitil existe stelque ;x:A; = B :setdansce cas, nous pouvons invoquer) pour en déduire
que ; ~ B :setconclure al'aide de (1), (2) et la réegleCumulativitté  que ; ~ M :B.

L'absence de condition sur les variables d& dans (*) est essentielle, c'est ce qui nous permettra
de traiter le cas de la régleCumulativit¢ . On prouve donc () par induction sur la dérivation de
;X:A; M :B. Supposons quex 62 F\() ;FV(M):

Axiome : Ce cas est impossible car ;x : A; est nécessairement non vide.

Variable : Commex 62 F\(M), le seul cas a traiter est le cas ol est de la forme %y : B

etM = y. Alorsona ;x:A; 9 B :setpar hypothése dinduction il existe un S°tel que

S% set ; 9 B :S% Onen déduit qu'il existe une sortes®tel que S°D s (lemme 1.2.4). Et

donc d'aprés le lemmel.1.47 et la préservation du typage, ona ; °° B : s Et on conclut que

;> M : B en utilisant la régle Variable (le B°qui convient est donc dans ce cas égal B).

Affaiblissement  : On distingue les deux cas possibles :
Soit = hietona ~ M :B et ° A:s. Dans ce cas on obtient directement; -~ M :B
(le B®qui convient est donc dans ce cas égal B).
Soit = Cy:Cetona ;x:A; © M:Bet ;x:A; 9 C:s. Alors par hypothése de

récurrence, on sait qu'il existeB%tel que B°4 B,et ; 9 M :BC%etS% stelleque ; ©°
C : S° On en déduit qu'il existe une sortesCtelle que S°D s® Et donc d'aprés le lemmel.1.47et
la préservation du typage, ona ; °° C:s% On conclut ainsique ; ~ M :BP%en utilisant
la régle Affaiblissement
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Abstraction : Dans ce cadMl est de la formey : B;:N et B de la forme8y : B1:B, avec :
X:A; ;¥y:B1 N :B et XA, "8y:BiBa:s (1)
Par hypothése d'induction, en en déduit qu'il existeBS4 By telque ; ;y:Bi N :BJ(2).

On remarque qu'on ne peut pas appliquer I'hypothése d'induction a la seconde prémisse car on
ne peut pas prouver quex 62 F\(8y : B1:B»). Mais d'aprés (1) et (2), le fait que B, ne peut pas
étre une sorte maximale (par inversion de (1)), les lemme4.1.26et 1.1.35 on montre facilement
qu'il existe s1, sp telles que ; ~ Bp:spet ; ;y:B;  BY:s, Etdonc, le lemmel.1.24
nous donne ;x : A; " Bp:spet ;x:A; ;y:Bi1° Bg . S2. Or, d'apres I'hypothése du
théoréme, on conclut qu'il existess, tel que (S1;s»;S3) 2 R et donc le lemme1.2.16 nous permet
de conclure que ; "8y :B1:By: sz On peut donc conclure avec la régléAbstraction  que
;" y :BiIN:8y:Bi:BYetonabien8y:B;:BY4 8y:B;:B».
Application : Dans ce casM est de la formeM1 M, et B de la forme B,[M»=y] avec :

XA, T Mp:8y:Bi:B, et XA T Mo:B3

Par hypothése d'induction, on en déduit qu'il existe C 4 8y : B1:B,, B{°4 B; tels que
, " Mp:Cet ; " My:Bf Dapresle lemmel.2.2et le lemmel.1.3 Il existe BY et B tel

queCD8y:BYBltelqueB;DB{etB{DBY. Onadonc8y :BY:BS4 8y:Bi:B,etBY4 Bj.

Gréace a la préservation du typage et grace au lemmé.1.47, ona ; ~ My : 8y : B):BJ et
;" My :B). Daprés la régle Application , on en déduit ; ~ MiM;: BIM,=y] et on a

bien BIM>=y] 4 B[M,=yl.

Produit : Dans ce casM est de la forme8y : M1:M», B est une sortesz et on a

XA T Mpisp et (XCA) Yy M1T Maisp

avec (s1;S2;83) 2 R. Par hypothése d'induction on arrive a la conclusion qu'il existeS? 4 s;

etS84 spytelsque ; ~ Mp:SPet ; ;y:M;i  My:SY On en déduit quil existe s et s9
tels queSYD s?, SYD sy, s94 s etsy4 sy Onadonc (59;s9;s3) 2 R. Or, la préservation du
typage et le lemme1.1.47 nous donnent alors ; "~ Mp:sfet ; ;y:Mi  Mj:s). Ainsile
lemme 1.2.16 nous prouve ; " 8y:M1:M,: sz etlonprend B%= B = s3.

Cumulativité¢ et Cumulativité-Sortes :Danscecas,ona;x:A; ~ M:CavecC4 B et
par hypothése d'induction, on sait qu'il existe B4 Ctelque ; ~ M :B° Or ce B°convient

car on a bienB%4 B. ,

1.2.43 Lemme
SiE SR " MINLOC ™ WEAK-UPSTABLE-RULES , alors

CALIsi N Xt ALT Ariso M T8XIALA:IS ) 9 s3;(s1;52;83) 2 R
Démonstration  Supposons

: A1:s51 (1)
XA Azisy (2)
"8x:A1:A2:s (3)
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Alors par inversion de (3) (lemme1.1.32, on sait qu'il existe (s$;s3;s9) 2 R telles quesl 4 sz et :
CA:s? (19
XA Agisy (29
Le lemme 1.2.31appliqué a (1); (19 et a (2); (29 nous montre I'existence der; et r, telles que

( (
r 4 S1 (3) ot ro 4 So (4)
ri4 s? rp4 s
Et, puisque l'on a F MINLOC , on en déduit qu'il existe r3 telle que (r1;r2;r3) 2 R (5) (et rz 4 s)).
Et donc F WEAK-UPSTABLE-RULES , (3), (4) et (5) implique gu'il existe sz telle que (s1;S2;S3) 2 R

(6)' )
On en déduit un critére pour appliquer le théorémel.2.42:

1.2.44 Lemme (Critére de renforcement)

SR " MINLOC ™ WEAK-UPSTABLE-RULES ) STRENGTHENING
et
CTS”™ MINLOC » WEAK-UPSTABLE-RULES ) STRENGTHENING

On peut alors montrer que théoremel.2.42n'est pas un cas particulier du théorémel.1.56 En e et,
le CTS dé ni par

s = 2% ;9
A = (2 )(; )9
R = f(C: ;)9
c = f(2¥Hg
ne véri e pas la condition du théoréme 1.1.56 car si nous avons WkK;( ! ?) nous n'avons pas en

revanche WR,i( ! 9. Et pourtant il véri e bien SR (car c'est un CTS, lemme1.1.42, MINLOC et
WEAK-UPSTABLE-RULES . Mais ceci est probablement un artefact d( au fait que la présentation de
Jiménez ne comporte pas la réegl€umulativité-Sortes et que notre preuve l'utilise pour I'exemple
ci-dessus. On remarquera également (pour les méme raisons) que le critére sur les parameétres, proposé
ci-dessus, est plus général que le lemnie2.37.

1.2.9 Types principaux

Dans cette sous-section, nous généralisons les théorémes de LuodP0] a n de prouver le Théo-
reme 1.2.48

1.2.45 Lemme
Si C est un ordre strict, alors  est un ordre strict.

80



1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

Démonstration
transitivité : traité par le lemme 1.2.6
irré exivité : Par induction sur n, on montre que , est irré exif :
o est irré exif :
A oAimplique A setA sPtelque (s;s9 2 Corlacon uence implique que nécessairement
s = s% ce qui contredit l'irré exivité de C.
n+1 €estirré exif sachant que | irré exif :
SionaA 4 A, alors par dé nition :
Soit A, A :impossible car , est irré exif.
Soit il existe A% A%et B tels queA 8 x:B:A? 8 x:B:A%et A° |, A%0r par con uence
on obtient que A° A%et donc A° |, ACce qui est également impossible.
anti-symétrie : Si A B etB A alorsil existen et m telsqueA B etB A etdapres
le lemme1.2.5 A qingnm) B €1 B mincn:m) A. Il sut donc de montrer que pour tout n,
est anti-symétrique. On procede par induction surn :
o est anti-symétrique :

08 8 1
3A sa 3A SR

A oB~B (A) %BB Sg et B sJ §
“(sa;sg) 2C “(s3;s8)2C

or par con uence on obtient que sa = sg etsg = sg, ce qui contredit I'anti-symétrie de C.
n+1 €st anti-symétrique sachant que | l'est: Par dé niton A .1 B~ B n+1 A implique
que
Soit A , B etlelemmel.25impliquent B, A et on conclut par hypothése d'induction.
Soit B, A et on conclut de la méme maniére.

Soit 8 8
3A 8 x:CiA 3B 8 x:CyB>
gB 8 x:C1:B1 etgA 8 x:CA>
A1 nB1 "Bz nA2

or par con uence on obtient queA; Ao etB; By etdoncB; , Aj, ce qui contredit
l'anti-symétrie de . ,

1.2.46 Lemme
si C est un ordre strict bien fondé, alors I'est également.

Démonstration  Montrons tout d'abord par induction sur n que | est bien fondée.
Le cas de base est trivial car o= C.
SupposonsCet |, bien fondées, montrons que ,+1 lI'est également. On procéde par I'absurde :
supposons qu'il existe une suiteAg n+1 A1 n+t in nie décroissante pour ,+1. Deux cas
sont alors possibles (d'aprés le lemmé.2.5et la dé nition de  +1) :
Soitona Ag n A1 n ce qui contredit la bonne fondation de .
Soit il existe AJ, AY,::: etB telsqueAy 8 x:C:AS,A; 8 x:C:AY, ::: etA] ,AY ,
Ce qui contredit également la bonne fondation de .
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Donc pour tout n, , est bien fondée (*).

Supposons maintenant qu'il existe une suiteAg  Aj in nie décroissante pour .SiAp Aj,
cela signi e qu'il existe un entier k tel que Ag ¢ A1 et donc d'apres le lemmel.2.5 Ag « A1«
ce qui contredit (*). ,

1.2.47 Dé nition (CTS principal)
On appelle CTS principal, un CTS qui a la propriété du minorant local et dont la relation de cumula-
tivité est bien fondée. On note cette propriété PRINCIPAL .

1.2.48 Théoreme

Soit P un CTS principal. Soient M et telsque ~ M : A, alorsil existe C telque ~ M :C et
pour tout B, ~ M :B siet seulement siC 4 B et WF (B). Un tel C est appelé untype principal
de M (dans le contexte ).

Démonstration Soit T .yw = fBj ~ M : Bg l'ensemble des types deM dans le contexte . Et soit
C un élément minimal de T .y pour (il existe car est bien fondée etT .y est non vide).
) :SoitBtelque ~ M :B.OnaWF (B)eton sait qu'il existe D telque " M :D etD 4 B
et D 4 C (lemme 1.2.31). Comme C est minimal, on a nécessairemenD C etdoncC 4 B.
( : Réciproquement, soitC 4 B tel que WF (B), alors d'aprés lemmel.1.28 ona ~ M :B.,

1.2.49 Lemme (Unicité des types principaux modulo )
Dans un CTS principal, si A et B sont deux types principaux d'un méme terme, alors nécessairement,
A B.

Démonstration Comme A et B sont deux types principaux, on aA 4 B et B 4 A. D'apres le
lemme 1.2.45 on en déduit queA B. ,

1.2.10 Inférence du type principal

Dans cette sous-section, nous étudierons un algorithme d'inférence du type principal. L'existence
d'un tel algorithme est essentielle si I'on souhaite utiliser les termes bien-typés comme des témoins
e ectifs de l'existence d'une dérivation.

On distingue les trois problémes suivants :

1. La vérication de type : étant donnés , M et A,a-t-on -~ M :A?
2. L'inférence d'un type : étant donnés , M, existe-t-il Atelque ~ M :A?

3. L'inférence d'un type principal : étant donnés et M, existe-t-il un type principal A de M dans
le contexte ?

Dans les assistants de preuves ou les propositions sont représentées par des types (commEau
par exemple), la véri cation de type permet a I'assistant de preuve de véri er qu'un terme est bien e
preuve correcte d'une proposition.

L'inférence de type est surtout utile dans les systémes de programmation ou I'existence d'une dériva-
tion de typage implique que le programme considéré aura certaines bonnes propriétés opérationnelles :
par exemple, la normalisation ou I'absence de programmes dégénérés qui se réduiraient sur un terme
en forme normale et qui ne représentent pas une valeur.
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Enn, nous verrons que l'inférence du type principal est un moyen de résoudre le problémeed
Véri cation de type dans les CTS principaux.

Il nous faudra, avant tout, supposer la condition suivante d'e ectivité du systéme que I'on cherchera
a implémenter :

1.2.50 Dé nition (WCTS décidable)

On dira qu'un WCTS est décidable s'il est faiblement normalisant et si les tests d'appartenance aux
ensemblesA, R, et C sont décidables (on supposera qu'on dispose également d'une représentation
concrete des sortes en machine). On notera cette propriétBECIDABLE .

On en déduit alors la décidabilité des relations et 4 :

1.2.51 Lemme (Décidabilité de )
Si F WEAKLY-NORMALISING et si WF (A) et WF (B), alors le testA B est décidable.

Démonstration  D'apres le lemme1.1.36 on sait que A et B sont faiblement normalisants. On peut
alors utiliser une stratégie de réduction en appel par nom dont il est facile de montrer qu'elle terminera
sur une forme normale. Et d'aprés le lemmel.1.3 on en déduit qu'il sut de comparer les formes
normales pour décider siA B. ,

1.2.52 Lemme (Décidabilité de 4)
Dans un WCTS décidable, siWF (A) et WF (B) le testA 4 B est décidable.

Démonstration  D'apres le lemme1.1.36 on sait que A et B sont faiblement normalisants. On re-
marque que siA et B sont en forme normale, alorsA 4 B si et seulement si
Soit A = B,

sa 4 sg.
Donc, pour tester sSiA 4 B il sut de normaliser A et de normaliser B puis de véri er que soit
les formes normales sont égales, soit elles sont toutes les deux une imbrication migoroduits de forme

hypothése). :

1.2.53 Dé nition (princ-sorte( ) et princ-regle( ;)

Dans un CTS principal, on notera princ -sorte (s) la plus petite (au sens de4) sorte r telle que
(s;r) 2 A, en d'autres termesprinc -sorte (s) est le type principal de s et on posera par convention
princ -sorte (s) = si une telle sorte n'existe pas (pour les sortes maximales par exemple). Et on
notera princ -regle (s1;s,) la plus petite sorte sz telle que (Sy;S2;s3) 2 R.

Nous avons clairement :

1.2.54 Lemme
Si P est décidableprinc -sorte () et princ -regle (; ) s'implémentent e ectivement.
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Dans CTS principal et décidable, considérons l'algorithme récursif ci-dessous qui infére le type principal
de son argument (sous hypothése, comme on le verra plus avant, que tous les produits sont autorisés) :

(NF(A)six:AZ

infer (x) = sinon

infer (s) Princ -sorte (S)
8x : NF(A):infer x.o(M) si infer (A)2S
sinon
( NF(B[N=x]) si infer (M) = 8x:A:B; etinfer (N)4 A
sinon

infer (x :AM) =

infer (MN)

princ -regle (s1;s2) si s1 = infer (A) et sp = infer x.A(B)

infer (8x:AB) = _
sinon

ol se comporte comme un résultat exceptionnel : si I'un des appels récursifs retourne alors le
résultat est également . Notons qu'il ne peut pas il y avoir une in nité d'appels récursifs car ceux-ci
ont toujours lieu sur des termes strictement plus petits. Il su ra donc de montrer I'existence des formes
normales dans chaque cas pour étre convaincu de la terminaison de l'algorithme.

Par inspection des cas possibles, on a clairement :

1.2.55 Lemme
Siinfer (M) termine et infer (M) 6 , alors infer (M) est en forme normale.

Cet algorithme cherche a inférer le type principal de son argument par induction structurelle. Dans
le cas, abstraction il vérie que A est bien un type; il s'assure pour cela que le typeA est une sorte.
On notera qu'il ne véri e pas que le type est autorisé. C'est pourquoi, nous allons avoir besoin de la
condition FULL , dé nie ci-dessous, a n de prouver la correction.

1.2.56 Dé nition (WCTS complet)
On dit gu'un WCTS est complet si pour tout couple de sortess;, s il existe une sorte s3 telle que
(s1;S2;83) 2 R. On note cette propriété FULL .

On montre aisément :
1.2.57 Lemme
SiF FULL,alors ~ A:s;et ;x:A B :s;impligue WF (8x:A:B).

Le lemme ci-dessous énonce la correction de l'algorithme d'inférence : isifer (M) termine sans
retourner d'erreur, alors infer (M) est un type principal de M dans le contexte . De surcroit, le
lemme précédent et le lemmel.2.49 montrent qu'il est I'unique type principal en forme normale.

1.2.58 Lemme (Correction de l'inférence du type principal)
Supposong= DECIDABLE ” PRINCIPAL ™ FULL, et soit tel queWF() etM un terme quelconque.
Alors infer (M) termine. Et de plus,

infer (M) 6 ) " M :infer (M)
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Démonstration  On procede par induction sur la taille deM , on justi era dans chaque cas l'existence
des formes normales pour prouver la terminaison de l'algorithme :
M = s: Comme on ainfer (M) = princ -sorte (s) 6 , on a (s;princ -sorte (s)) 2 A. Et d'apres
le lemmel.1.31let WF(),ona ~ s:princ -sorte (S).
M = x : Siinfer (x) 6 cela signie que estde laforme 1;x:B; » etqueinfer (x)=
NF(B). Notons que NF(B) existe car WF() ) WF ,(B) (lemme 1.1.29 et le lemme 1.1.36
prouve queB est normalisant. D'aprés le lemmel.1.33et WF(), ona  x : B et par réduction
du type (lemme 1.1.47,0ona ~ x:NF(B).
M = M1M» : Siinfer (M) 6 cela signie que infer (M1) = 8x : B1:B, 6 et que
infer (N) = C 6 avec C 4 B;. Par hypothése de récurrence, ona =~ M1 : 8x : B1:B>

et ~ My : C. Daprés le lemme1.1.34 on en conclut que WF (B1). Et ainsi, daprés le
lemme 1.1.28et C 4 By, ona ~ M5 : Bj. On conclut alors en utilisant la regle Application
que ~ MMy : By[M»=x]. Par voix de conséquence, d'aprés le lemm#.1.35 on en déduit

que WF (B2[M2=x]) et donc NF(B2[M>=x]) existe (lemme 1.1.39. On a alors infer (M) =
NF(B2[M2=x]). Par réduction du type, ona ~ MMy : NF(B2[M>=x]).
M = x :B:N :Siinfer (M) 6 cela signi e qu'il existe C tel que infer xg(N)= C 6
et qu'il existe une sorte s telle que infer (B) = s. Par hypothése de récurrence, on = B :
infer (B) et en en déduit WF( ;x : B) et I'existence de NF(B) (lemme 1.1.36. On a donc bien
infer (M) = 8x: NF(B):C. Par hypothése de récurrence (permise car on a montré WF(; x : B))
ona ;x:B "~ N :C etcomme onaF FULL, on a également WF (8x : B:C). Et donc
" x : B:N : 8x : B:C daprés la régle Abstraction . Et par réduction du type, on a
X :B:N :8x:NF(B):C.
M = 8x : B;:B, : Siinfer (M) 8 cela signie qu'il existe (s1;S2;S3) 2 R avec sz minimale
telles queinfer (B1) = s; et infer .g,(B2) = s2. Nous avons égalemeninfer (M) = ss.
Par hypothése d'induction, on a ~ Bj : s;, on en déduit donc que WF( ;x : B1). Et on
peut alors appliquer une seconde fois I'nypothése de récurrence pour prouver quex : Bp °
B, :infer .x.g,(B2) et donc que ;x : Bi B2 :Sp. Onenconclutalors "~ 8x:BiBa:s3
(lemme 1.2.16. ,

L'hypothése de FULL n'est pas nécessaire pour prouver la complétude de l'algorithme :

1.2.59 Lemme (Complétude de l'inférence du type principal)
SupposonsP = DECIDABLE " PRINCIPAL .
Si M A, alors

1. infer (M) termine etinfer (M) 6
2. " M :infer (M),
3. infer (M) 4 A.
Démonstration  Supposons = M : A (*). On procéde par induction sur la taille de M :
M = s: Par inversion de (*) (lemme 1.1.32), on sait qu'il existe r 4 A, telle que (s;r) 2 A. On

a donc bienprinc -sorte (s) 6 , on a (s;princ -sorte (s)) 2 A. On en déduit donc 1., 2. et 3.
immédiatement.
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M = x : Par inversion de (*), on sait que estde laforme 1;x:B; » avecB 4 A.
1. On a bieninfer (M)=NF(B) 6 (NF(B) existe d'aprés le lemme 1.1.36et WF ,(B)).

2. D'aprés le lemmel.1.33et WF() (par dé nition de WF), on a * x : B. Et par réduction
du type (lemme 1.1.47, on en conclut que ~ x : NF(B).

3. OnaB 4 A donc NF(B) 4 A.

M = M1M; : Par inversion de (*), on sait qu'il existe B et C tels que = M1 : 8x : B:C,
" My:B et C[Mo=x] 4 A. Par hypothése de récurrence, on en déduit que :

infer (M1) 6
" My :infer (My) Q)
infer (M1) 4 8x:B:C (2)

De méme, on a :

infer (M») 6
" Mo infer (My) 3)
infer (M2) 4 B (4):

D'aprés le lemme 1.2.55 infer (M31) est en forme normale donc le lemmel.2.1 et (2) nous
montrent que infer (M) est bien de la forme8x : BAC%avec B D B®et C° 4 C. Et par
compatibilité de la cumulativité (lemme 1.1.7), on en déduit que infer (M,) 4 BY Ensuite,
par réduction du type, on prouve My : BO(5). La régle Application , (1) et (5) montrent
que M : CYM,=x] (6) et donc WF (CIM,=x]) (lemme 1.1.35. On en déduit alors que
NF(CIM»=x]) existe.

1. Dans ce cas, on anfer (M) = NF( CIM,=x]) 6

2. Par réduction du type dans (6), on obtient ~ M : NF(CYM »=x]).

3. Le lemmel.1.35appliqué a (*), prouve que WF (A) et lemme1.1.6, montre que NF(CYM 2=x])
CYM2=x]4 C[M,o=x] 4 A.

M = x :B:N : Par inversion de (*), on en déduit qu'il existe C et stelsque ;x:B N :C
(1), "~8x:B:C :s(2),et8x:B:C 4 A (3). Ensuite par inversion de (2), on en déduit qu'il
existe (51;57;S3) 2R tellesque " B :s;(29et :x:B  C:s, (2% (et s34 s). Par hypothése
de recurrence, on ainfer x.g(N) 6 ,infer xg(N) 4 C (4), ;x:B ~ N :infer 4.g(N)
(5). Toujours par hypothése de récurrence, on anfer (B) 6 , ~ B : infer (B) (6) et
infer (B) 4 s1 (7).
1. On sait queinfer (B) est en forme normale (lemmel.2.55, on déduit donc de (7) (et de la
conuence) queinfer (B) 2 S. Or (6) et E WEAKLY-NORMALISING , ce qui implique
que NF(B) existe. On a alorsinfer (x :B:N)= 8x:NF(B):infer .xg(N)#6
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2. D'aprés (29, (4) et le lemme 1.2.21, on sait qu'il existe D tel que infer 4.g(N) D D et

;X : B 7 D : sy Orinfer x.g(N) est en forme normale (lemmel.2.55, on a donc

D = infer .g(N). On en déduit donc (regleProduit ), que ~8x :B:infer ., .g(N):s3

(9). Et donc la régle Abstraction , (6) et (9) prouvent que ~ M :8x :B:infer ..g5(N).
Et par réduction du type, on en déduit que ~ M :8x : NF(B):infer ...g5(N).

3. Ona8x:B:infer 4x.g(N)4 8x:B:C (dapres (4)) et on en conclut :

8x : NF(B):infer xg(N)4 A

M = 8x : B1:B, : Par inversion de (*), on en déduit qu'il existe (s1;s2;s3) 2 R telles que

"Biiss et X:B1  Bsa:isy
avec sz 4 A. Par hypothése de récurrence, on a doninfer (B;) 6 , =~ Bj :infer (B31),
infer (B1) 4 sip, infer x.5,(B2) 6 , ;x :B1 By :infer g,(B2) etinfer .g,(B2) 4

s;. Comme infer ne retourne que des termes en forme normale (lemm&.2.55, on a alors
infer (B1) = rq1 et infer (B») = ry, pour deux sortesr; et rp. Soit r3 la plus petite sorte
(au sens de4 ), telle que (rq1;ro;r3) 2 R (cet ensemble est non-vide carr(;r»;s3z) 2 R).

1. infer (M) = princ -regle(ry;r2) = r3 6
2. LarégleProduit prouve bienque “8x:Bi1:Bs:rs.
3. Enn, par minimalité de r3, on a bienrz34 s34 A. ,

Dans un CTS principal et décidable, considérons maintenant I'algorithme récursif suivant :

Hue
%true si is.wf ()= true
et infer (A) 6
et infer (A)=s
- false sinon

is wf (hi)

iswf( ;x:A)

Clairement I'algorithme termine et il ne retourne pas d'erreur. Il nous permet de décider de la formation
des contextes :

1.2.60 Lemme
Supposons= DECIDABLE ~ PRINCIPAL " FULL, alors pour tout , et

iswf()= true WF() :
Démonstration  Par induction sur la longueur de
Si = hi, alorsis_ wf ()= true et on a bien WF().
Si = ;X A, par hypothése de récurrence on sait quées_wf () = true, WF(). Deux cas

sont alors a distinguer :
is.wf ()= false: Dans ce cas on as_wf () = falseet on a bien: WF() (car : WF()).
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is.wf () = true: Dans ce cas, on sait que WF(), on peut alors appliquer le lemme1.2.58
pour prouver queinfer (A) termine et que
Soit infer (A)= , et d'aprés la contraposée du lemme..2.59 on en déduit que 6'A:s
pour tout s et donc que: WF(). Or dans ce cas, on a bienis_wf () = false

Soit infer (A) 6 etinfer (A) est un type principal de A. On conclut en distinguant les
deux derniers cas :

Soit infer (A) 2 S, et dans ce cas on a bien WF() etis_ wf () = true.

Soit infer (A) 62 S Supposons que WF(), on aurait alors ~ A : s pour une certaine
sorte s, et doncinfer (A) 4 s. Or cela est impossible caiinfer (A) est en forme normale
et n'est pas une sorte. On en conclut donc que WF() et on a bien is.wf ()= false ,

En n, l'algorithme suivant nous permet de résoudre le probléme de la véri cation des types :

et infer (M) 6
et (infer (A)6 O0OuA?2S)
et infer (M) 4 A

" false sinon

8
%true si is.wf ()= true
of type ( ;M;A) = %

On a alors :

1.2.61 Lemme

SupposonsiE  DECIDABLE ~ PRINCIPAL ~ FULL. Alors pour tout , M, et A, of type ( ;M;A)
termine, of type ( ;M;A)6 et

of type ( ;M;A) = true M A

Démonstration  L'algorithme of type termine toujours car on montré queis wf termine toujours
sans erreur.

Si is_wf () = false alors of _type ( ;M;A) = falseet on a: WF(), on ne peut donc pas avoir
"M A
Si is_.wf ()= true, alors on a WF() et on sait alors que infer termine.
Siinfer (M)= , alorsof type ( ;M;A) = false Et par complétude deinfer , on déduit bien
qgu'on ne peut pas avoir = M :A.
Si infer (A)= et A 62 Salors of _type ( ;M;A) = false Et par complétude de infer , on
montre qu'on ne peut pas avoir WF (A). Et donc d'apres le lemme1.1.35 on ne peut avoir
"M A
Si infer (M)6 ,et(infer (A)6 ouA 2S), alors par correction deinfer , on a WF (A)
et °~ M :infer (M) et donc WF (infer (M)). On peut alors décider siinfer (M) 4 A
(lemme 1.2.5). Ainsi :
Si infer (M) 4 A, alors on aof type ( ;M;A)= true. EtcommeonaWF (A)et "~ M :
infer (A), on peut utiliser la cumulativité (lemme 1.1.28 pour montrer que ~ M : A.

Si infer (M) 8 A, alors on ne peut pas avoir =~ M : A carinfer (M) est principal par
correction deinfer .
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Nous pouvons néanmoins remarquer qu'en l'absence de la propriet€ULL , le lemme de complé-
tude 1.2.59 nous donne une réduction du probléme de l'inférence d'un type principal a celui de I'in
férence de type. En e et, supposons que l'on dispose d'une procédureell -typed (M) qui termine
toujours et qui retourne true ou false selon qu'il existe ou non unA tel que ~ M : A. Alors le
lemme 1.2.59nous garantit que la procédureinfer ° dé nie par

(infer (M) si well-typed (M) = true

infer (M) = _
sinon

est correcte et compléte et ceci méme en l'absence de I'hypothéBeJLL .

On notera que van Benthem Jutting [ ] propose une implémentation dewell -typed pour tous
les PTS normalisants. Il utilise pour cela les outils qu'il a développés pour prouver son théoréme de
renforcement. Jiménez J ] a par la suite également adapté cette démonstration pour étendre le
résultat aux CTS qui satisfont les hypothésesWEAK-SR <« et WEAK-SR 4 (auxquelles il faut rajouter
NICE-TOPSORT pour importer son résultat puisqu'il I'a prouvé dans un systéme ne comportant pas
la régle Cumulativité-Sortes ).

En pratique, en l'absence de I'hypothéseFULL , l'utilisateur qui ne dispose pas d'une procédure
well -typed peut employer I'algorithme ci-dessous. SoitP = DECIDABLE ~ PRINCIPAL et soit I'al-
gorithme semi-récursif suivant :

( :
infer (x) = NF(.A) Six:A?2
sinon
infer (s) = grinc -sorte (s)
3 8x :NF(A):infer .,.A(M) siinfer (A)=s;
et infer .a(infer ,.A(M))=s;
et 9s3;(s1;52;83) 2R
( NF(B[N=x]) si infer (M)= 8x:A:B; et infer (N)4 A
sinon

infer (x :A:M) 5

infer (M N)

princ -regle (s1;sy) si s; = infer (A) et sp = infer ,.A(B)
sinon

infer (8x:A:B)

La terminaison deinfer n'est pas garantie, en e et, il n'y a pas d'argument direct de décroissance
qui prouverait lI'impossibilité d'obtenir une in nité d'appels récursifs lors du calcul d' infer a cause
I'appel récursif infer .,..(infer .,.A(M)). Mais sous hypothese de terminaison on peut prouver la
correction et la complétude de Il'algorithme ci-dessus sans avoir a utiliser I'hypothéseULL :

1.2.62 Lemme (Correction de l'inférence du type principal)
Supposons= DECIDABLE ” PRINCIPAL , et soit tel queWF() et M un terme quelconque. Sup-
posons que le calcul dinfer (M) termine, alors :

infer (M) 6 ) " M rinfer (M)

89



1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

Démonstration  On procéde par induction sur le nhombre d'appels récursifs employés pour calculer
infer (M), puis par analyse par cas de la structure deM . On ne traite que le casM = x :B:N (les
autres cas sont similaires a ceux de la preuve du lemmk2.58.

SupposonsM = x :B:N. Siinfer (M) 6 cela signie qu'il existe C tel que infer .,.g(N)=
C 6 ,qu'ilexiste une sortes; telle queinfer (B) = sg, une sortes; telle queinfer .,.5(C) = sz,
et une sorte sz telle que (s1;s2;s3) 2 R. Par hypothese de récurrence, on = B :infer (B) et
on en déduit WF( ;x : B) et I'existence de NF(B) (lemme 1.1.36. On a donc bieninfer (M) =
8x : NF(B):C. Par hypothese de récurrence (autorisée car on a montré WF(x : B)) on a :

Xx:B " N:C " Biss X:B T C:sp

On en déduit donc que "~ 8x : B:C : s3 et donc la régle Abstraction montre que =~ X
B:N :8x :B:C. Et par réduction du type (lemme 1.1.47,ona ~ x :B:N :8x:NF(B):C. ,

Ainsi, on prouve aisément la complétude :

1.2.63 Lemme (Complétude de l'inférence du type principal)
SupposonsP = DECIDABLE " PRINCIPAL .
Si M :Aetsiinfer (M) termine, alors infer (M) = infer (M),

1.3 Les systemes de types purs prédicatifs

La concept d'imprédicativité a été introduit par Henri Poincaré a n d'évacuer les cercles viciaix
dans les dé nitions mathématiques. Une dé nition d'un objet x est imprédicative si elle contient une
guanti cation sur une collection qui contient un x. Le bon sens dictait alors que I'on évite les dé nitions
imprédicatives pour éviter les antinomies.

C'est par ailleurs ce genre d'antinomies qui rendent la théorie des types naive incohérente (voir
Section 1.1.10. On cherchera donc a présent a formaliser cette notion d'imprédicativité pour écarter
les PTS qui ressembleraient trop a la théorie des types naive. La dé nition suivante introduit un ordre
sur les sortes s <p r doit se penser comme s a été dé nie avant r .

1.3.1 Dé nition (Relation de dépendance)
On dénit la relation de dépendance<p S S dun WCTS P, comme étant la plus petite relation
satisfaisant lesréglesde dépendance ci-dessous.

(s;s9 2 A (s;s%s%9 2R r<ps (s;s®s§2R r<ps®
s<ps? r<ps® r<ps®
Axiome Prémisse Conclusion

s<ps® sP<ps® s<ps? (s8sPh2cC
s<p s® s<p s%
Transitivité Cumulativité
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On notera p sa clbéture ré exive.

On construit cette relation comme étant l'intersection de tous les ordres satisfaisant ces régles
(lintersection de deux ordres qui satisfont ces régles est bien une relation qui les satisfait). Nous ne
nous étonnerons pas que notre dé nition de prédicativité est ...imprédicative (nous n'y verrons donc
rien d'essentie).

1.3.2 Remarque
On notera que siP est ni alors <p est décidable : il existe un nombre ni de relations qui véri ent
les regles de dépendance, il sut donc de toutes les tester.

1.3.3 Lemme
Sis<p slet P4 s glors s <p s

Démonstration Sis<p sPet s°4 s% alors :
soit (s2s% 2 C et doncs <p s
soit s°= s%%t on a alors biens <p s%

1.3.4 Lemme
SiP! . PCalors
S1<p S2) '(s1)<po'(S2)

Démonstration  Par induction sur les régles de dérivation des; <p S :
Axiome : Si on suppose 61;s2) 2 A, alors (' (s1);' (s2)) 2 A%et donc' (s1) <po' (sp) (d'aprés
la regle Axiome ).
Prémisse : On a (s1;S2;S3) 2 R, s <p s; et I'hypothese de récurrence’ (s) <po ' (s1) et doit
montrer que' (s) <po' (s3). C'est la régle Prémisse avec ( (s1);' (S2);' (s3)) 2 R % nous permet
de conclure.
Conclusion : similaire au cas précédent.
Transitivité : Par hypothése d'induction, ' (s1) <po' (S2) et ' (S2) <po' (S3) et donc par transi-
tivité de <po, on déduit ' (s1) <po" (S3).
Cumulativité : Ona ' (s1) <po' (s2) ets; p szg. Comme' est un morphisme," (S2) 4 po’ (S3).
D'apres le lemme précédent, on prouve (s1) <po' (S3). ,

On en déduit le lemme ci-dessous.

1.3.5 Lemme
SiP P 9 alors
S1<p S2) S1<poS

Démonstration  L'identité est un morphisme de P dans P° :

On propose la dé nition suivante :
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1.3.6 Dé nition (Systéme de type pur prédicatif)
On dira d'un WCTS qu'il est prédicatif si sa relation de dépendance est un ordre strict bien fondé. On
dira qu'il est imprédicatif dans le cas contraire. On notera cette propriétéPREDICATIVE .

La condition de bonne fondation dans la dé nition précédente est évidemment super ue dans leas
des WCTS nis.

1.3.7 Lemme
? estun PTS imprédicatif.

Démonstration Ona(?;?22A, ) ?<, ?etdonc<, estré exif. ,

1.3.8 Lemme
Soit P et P%deux WCTS tel queP | - P°(ou moins généralementP P 9, alors si P°est prédicatif
(resp. si P est imprédicatif), alors P est prédicatif (resp. P° est imprédicatif).

Démonstration |l s'agit d'une conséquence directe du lemméd..3.4. :
1.3.9 Lemme
La face supérieure du cube de Barendregi(, F1, 2 et CC) est constituée de systémes imprédicatifs.

Démonstration  Le systémeF est imprédicatif car (?; )2Ag) ?<g etdonc( ;72,79 2R¢)

? <g ?. Et comme F estinclus dansF,, 2 et CC ils sont également imprédicatifs. :
1.3.10 Lemme

La face inférieure ( , ! , et 1) du cube de Barendregt est consitutée de systémes prédicatifs.
Démonstration Ona< =<, =< =<, =1{(?; )o. ,

1.3.11 Dé nition (Rang dans les systémes prédicatifs)

Soit P un WCTS prédicatif. Soit s2 Sp, on dé nit par induction bien fondée un ordinal Rangp (s) de
la facon suivante :

0 si s est minimal pour <p

Rangp (S) =
% (5) SUPse< , s(Rangp (s9 + 1) sinon

et note Rang(P) = sups,s, Rangp (s).

1.3.12 Lemme
S1 <p S implique Rangp (S1) < Range (sy).

Démonstration On a
Rang(s) +1 2 f Rang(s) + 1jsJ <p s»g

car s; <p Sp. Donc Rang(s:) +1 supf Rang(s9) + 1js <p spg = Rang(s;) et donc Rang(s;) <
Rang(s;). :

1.3.13 Lemme
s14p sy impliqgue Rangp (s1) Range (s2).
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Démonstration  Supposonss; 4p Sp, alors on a :
fRangs(s)+ 1js <p s1g f Rangs(s)+1js<p 29
car la cumulativité (lemme 1.3.3) pour <p prouves<p s1" s14p Sp) s<p Sp. Et donc:

Rangp (s1) = supfRangp(s) +1js <p s1g supfRangs(s) + 1js <p s2g = Rangp (s2)

1.3.14 Lemme
Soit P un WCTS prédicatif. Si (s1;S2;S3) 2 Rp, alors Rangp (S1) Rangp (s3) et Rangp (s2)
Rangp (s3).

Démonstration On a
fRang(s) + 1js? <p s19 f Rang(s9) + 1js§ <p ssg
car s < s implique s? < s3 d'aprés la régleprémisse de <p. Donc
Rang(s1) = supfRang(s?) + 1js? <s1g supfRang(s?) + 1 s < sJg = Rang(s3)
et de fagon symétrique on montre Rang$,) Rang(sz). ,

1.3.1 Théorie des types prédicative

Un moyen de contourner I'incohérence de? : ? consiste a strati er la sorte ? en une hiérarchie de

sortes?g; ?1;:::. Soit 2 Ord un ordinal. On dé nit le systéme ? suivant :
S, = f%ji< ¢
A, = f(Z;%ii<i< ¢
R> = f(?:;%:;2)i;] k< g
C, = A»
On remarque que ? est clos par cumulativité : 2 = ? . Ce systéme que nous appelons théorie des

types prédicatives , en fait une présentation sous forme de CTS de la théorie des types de Martin-Lof
avec univers | ].
Le systéme admet plusieurs présentations équivalentes, dont le CTS ©:

S, o = f?2ji< g

A, o = f(%;2)ji+1< ¢
R, o = f(?2:;%;%)ji< 0

C, o = f(?:7)ji<j< g

qui a l'avantage de contenir moins de régles et moins d'axiomes mais aussi le désavantage de nécessiter
des dérivations de type en général plus longues pour typer les mémes termes g@e . On a le lemme
suivant :
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1.3.15 Lemme
Le CTS ? Yest le plus petit sous-CTSP de ? tel queP = ?

Démonstration ~ On montre tout d'abord que ? %= ? , puis on véri e que c'est le plus petit sous-
CTS de ? qui véri e cette propriété :

? 9= 2
: D'aprés le lemmel.2.15et le faitque ? = ? ,ilsutdevérierque ? ° ? ,ce qui
est immédiat.

S, =S, oetCy =0C, o
Ao, A ——: Soit (?;7) 2 A> , montrons que (?;?) 2 A-— pour cela il sut de
constater que nécessairemerit<j , que (?;?+1) 2A 5, oetque?+1 4, 07.
R R 5—:Soit (7;7,7%) 2 R > , montrons que (?;7;?%) 2 R—— pour ¢a il sut
de constater que nécessairemerit | K, que (Pmax(ij ) ?max(ij )s “max(ij )) 2 R 7 o et que
2% 4 9 0 Pmaxij) €t Pmax(ij) 4 2 © k-
Soit P ? telqueP = ?p, montronsque ? ° P :ilsutde vérier linclusion des axiomes
et des regles :
Soit i< , on sait que (?;?+1) 2 A, or par dé nition de P, cela signi e qu'il existe j <
tels que (%;7?) 2Ap etque? 4 7.1 eton obtient donc quei < i+1cest-a-direj = i+1
et (?;2+1)2Ap.
Soit | < , on sait que (?;?;?) 2 Ry, or par dé nition de P, il existe i;] k < tels
que (7;?:%) 2Rp et 2 4 2,2 4 7,7 etdonck | ij k. On en déduit alors que
k=1=1i=] etdonconabien (?;?;?)2Rp. ,

Le systéeme ? véri e les propriétés suivantes :

1.3.16 Lemme
1. ? E CTS,
2. ? F SR,
3. ? F MINLOC,
4. ? F PRINCIPAL ,
5. ? F UPSTABLE,
6. ? F FULL,
7. ? E STRENGTHENING ,
Démonstration 1. Larelation C, est une relation transitive.
2. C'est une conséquence directe du lemm&1.42

N o ok w

La véri cation est immédiate.

La relation C, est un ordre strict bien-fondé.

La véri cation est immédiate.

La véri cation est immédiate.

C'est une conséquence directe du lemm&2.42 ,
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Le CTS ?, %est un sous-systéme du Calcul des Constructions Etendu (ECC) de Lud.[i089). ECC
est une variante du calcul des constructions, avec univers, sommes fortes, et une sorte imprédicatil@io
a prouvé que ce systeme est fortement normalisant en adaptant la preuve des candidats de réducibilité
de Girard aux types dépendants { ]. On admettra donc le théoréme suivant :

1.3.17 Théoreme
? 1 est fortement normalisant.

Dans ? la relation d'axiome, la relation de cumulativité et la relation de dépendance coincident :

1.3.18 Lemme

Démonstration

: trivial car (?;7)ji<j g= A, satisfait les régles qui dé nissent< -
Axiome : A, contient A »
Prémisse : Soit (7%;7,7%) 2R » et(?,?%)2A , , alors on a par dé nitions, i;jj ketl<i.
On en conclut bien quel <k et donc que ;%) 2 A »
Conclusion : similaire au cas précédent.
Transitivité : A , est bien une relation transitive.
Cumulativité : Puisqu'ona A, = C, la cumulativité est synonyme de transitivité.

. La régle d'axiome nous montre bien que§;s%) 2 A » implique s<, s°

1.3.19 Lemme
Rang, (7)=i

Démonstration  Par induction sur i,

Rang, (%) sup Rang, (?)+1

?<92 P

sup Rang, (?7)+1
ji

(HR)

sup (j +1)

ji

On en déduit donc que ? est un CTS prédicatif de rang

1.3.20 Lemme
Ona ? [ PREDICATIVE etRang(? )=
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Terminalité faible de ? pour les WCTS prédicatifs Nous montrons ici que tous les WCTS
prédicatifs se plongent dans? pour un certain : il existe un morphisme (@ priori pas unigue, c'est
pourquoi on parle de terminalité faible) entre les WCTS prédicatifs et ?

1.3.21 Lemme

Soit P un WCTS prédicatif et soit = Rang(P).

Sp I'' S »
s 7! ?Rangp(s)

est un morphisme.

Démonstration  Soit ' cette fonction, montrons qu'elle est un morphisme :
Préserve les axiomes : Si §1;S2) 2 Ap, on as; <p Sy et donc Rang s; < Rangp sy et donc
(" (s1);" (s2)) 2A -
Préserve la cumulativité : Soit s1;s, 2 Sp tels ques; 4p sy, le lemme 1.3.13 nous dit que
Rangep(s1) Range(sy) etdonc' (s1) 4, ' (s2).
Préserve les régles : $1;s2;83) 2 Rp, d'aprés le lemmel.3.14 on a Rang(s;)  Rang(ss) et
Rang(sz) Rang(ss) et donc (' (s1);" (s2);" (s3)) 2 ? . :

Réciproquement, on montre que les WCTS prédicatifs sont exactement les WCTS qui se plongent
dans ?
1.3.22 Lemme
Un WCTS P est prédicatif si et seulement s'il existe un ordinal et un morphisme' tels queP ! - ?

Démonstration  C'est la conjonction du lemme1.3.21et du lemme 1.3.8 ,

1.3.23 Théoreme
Tous les WCTS prédicatifs sont fortement normalisants.

Démonstration  Soit P un WCTS prédicatif et , A et B tels que “p A : B, par compacité
(lemme 1.1.39, il existe un sous-WCTS ni P°de P tel que " poA : B. D'aprés le lemme1.3.8 P°
est prédicatif et il existe donc un morphisme' : P°! ?,. Etpuisque’ () " -, ' (A):"(B), on
obtient d'apres le Théorémel1.3.17que’ (A) est une expression fortement normalisante et que, d'apres
le lemme1.1.64 A l'est aussi. On a donc bien prouvé queP est fortement normalisant. ,

En particulier, on peut généraliser le Théoréemel.3.17:

1.3.24 Corollaire
Pour tout , ? est fortement normalisant.

Démonstration  ? est un CTS prédicatif. :

1.3.25 Lemme
Ona ?, F DECIDABLE .

Démonstration Le théoréme 1.3.17 arme que ?, est fortement normalisant et on implémente
facilement les tests d'appartenance aux paramétres en comparant des entiers. :

De plus, d'aprés les lemmed.2.58et 1.2.59 l'algorithme infer (sous-sectionl.2.10Q peut étre utilisé
directement pour résoudre le probléme de l'inférence du type principal.
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1.3.2 Systeme F strati €

On appelle SystemeF strati é le CTS dé ni par la spéci cation suivante :

Ssg = 7 jji< g

Ase = f(?Z; ii<j< ¢

Rse = (27,2051 k< g[f ( 1%:2i0<i;j k< g
G = f(Z;?)i<j< gl[f (i j)io<i<j< g

Tout comme ? , le systtmeSF admet une présentation plus succincte équivalente :

Sgr o Sse

Agp o = (% in)ji+l< ¢

Rsp o = f(Z;202)ji< glf (i;2:2%)j0<i< g
Csp o = GCsk

et on peut prouver queSF %est le plus petit sous-CTSP de SF tel que P = SF .
Ce systeme se plonge naturellement dans Systénte : la fonction

Ssp ! S F
2 72
i 7!
est trivialement un morphisme deSF dans systemeF . |l peut étre vu comme la version prédicative
de systémeF, puisqu'il a été obtenu en strati ant la sorte des types. On peut par ailleurs prouver que

tous les WCTS prédicatifs qui se plongent dang= se plongent dansSF pour un certain

1.3.26 Lemme

Soit P un WCTS prédicatif tel que P} « F, alors il existe un morphisme tel queP ! SFRana(P)
et' =

Démonstration  Soit la fonction dé nie par :

Sp ! S ( SFRana(P)
?Rang(s) si'(s)=7?

S 7! .
Rang(s) Sl (s)=

Posons = Rang(P) et montrons queP ! SF
Soit (s;r) 2 Ap, on doit montrer que ( (s); (r)) 2 Asg . Or comme' est un morphisme,
ona((s);"(r)) 2 Ag etdonc ( (s);' (r)) = (?; ). On en déduit donc que ( (s); (r)) =
(PRang(s) Rang(r))- Or par dé nition de <p, onas<p r et donc d'apres le lemmel.3.12 on en
deduit Rang(s) < Rang(r). On a donc bien (?rang(s); Rang(r)) 2 AsF -
Soit ( s1;S2;83) 2 Rp, on doit montrer que ( (s1); (s2); (s3)) 2 Rsg . Or comme' est un
morphisme, on a ( (s1);' (s2);" (s3)) 2 R . Deux cas sont alors possibles :

1. Soit (" (s1);"' (s2);" (s3))=(?;?;?) etdansce casona:

( (s1); (s2); (s3)=( ?Rang(s1); ?Rang(sz);?Rang(53))
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2. Soit (" (s1);' (s2);' (s3))=( ;?;? etdanscecasona:
( (s1); (s2); (s3)) =( Rang(sl);?Rang(sz);?Rang(53))

Donc pour prouver ( (s1); (s2); (s3)) 2R sk il sut de montrer que Rang( s1) Rang(ss) et

Rang(s;) Rang(s3). Or c'est exactement le lemmel.3.14

Soit ( s;r) 2 Cp, on doit montrer que (s) 4sg (r). Or comme' est un morphisme et comme
C-=;,0ona'(s)="(r). Donc il sut de montrer que Rang( s) Rang(r). On utilise pour ¢a

le lemme1.3.13 ,

Ce systéeme a été introduit par | ] a n de contourner l'imprédicativité de Systéme F : En e et,
contrairement a systémelF, l'absence d'imprédicativité permet de donner des modéles ensemblistes

simples.

Le systemeSF vérie les propriétés suivantes :
1.3.27 Lemme

1. SF F CTS,

2. SF F SR,

3. SF E MINLOC,

4. SF E PRINCIPAL ,

5. SF F UPSTABLE,

6. SF F STRENGTHENING ,

7. SF F PREDICATIVE |,

8. SF' £ DECIDABLE ,

Démonstration 1. Larelation Csg est une relation transitive.
2. C'est une conséquence directe du lemmg& 1.42

La véri cation est immédiate.

La relation Csg  est un ordre strict bien-fondé.

La véri cation de UPSTABLE est immédiate.

C'est une conséquence directe du lemm&2.42

N o ok ow

La relation < est égale a la la relationf (7;7);(%; j)ji<j< gque l'on peut représenter
par :
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Ona? <gf jcarASF <gp et? <sf ')J car( 1,9],71)2RSF et? <sr i
8. Tous les CTS prédicatifs sont fortement normalisables (théoremd.3.23 et on implémente faci-
lement les tests d'appartenance aux parameétres en comparant des entiers. ,

Ce CTS ne véri e néanmoins pas la conditionFULL et donc I'algorithme infer de la sous-sectiori.2.10
ne peut pas étre utilisé directement pour résoudre le probléme de l'inférence du type principal.
Or le fait que SF' ne soit pas un CTS dépendant (c'est-a-dire nous n'avons pas la régle de la forme

(7, i, «)), nous permet de montrer facilement par inversion (lemmel.1.32 qu'on ne trouve jamais
de redex dans les types. On en déduit alors que I'ensemble des habitants @eest décrit par :
Inhab (?) = f j 22 ~j g

[ fA! BjA2Inhab (?)”~ B 2 Inhab . .A(?)9
[ 8 :%:AjA2Inhab . » (?)"j<ig

et donc que l'appartenance alnhab (?;) est décidable : il sut simplement de véri er récursivement
ue le terme a la bonne forme. De la méme fagon, on se convainc que l'appartenance a ensemble
i« Inhab (?) est décidable.
On en déduit alors sans di culté que l'algorithme suivant est correct et complet pour le probléme
de l'inférence du type principal dansSF' .

(
Asix:
infer (x) = SIx:A2
sinon
infer () = i+1
infer ( ) =

8x 1 Arinfer x.a(M) S'ilexistei 2 Netj 2 N tels que
A2lnhab (?)_A=7
infer .x.a(M) 2 Inhab (7))
sinon

infer (x :AM) =

et s'il existe i 2 N tel que infer (N)= 7

si infer (M)= 8x:AB

et s'il existei 2 N tel que infer (N) 2 Inhab (7))
sinon

infer (MN) =

?max(ij) Sisi = infer (A)avecs2f?; g
et ? = infer ,.a(B)
sinon

infer (8x:A:B)

:
:
8
%B[Nzx] si infer (M) = 8x:A:B;
g
3
2

Cet algorithme traite les abstractions et les applications en distinguant deux cas : les abstrac-
tions/applications de type (dans le cas ou le domaine de Il'abstraction est égal & ou dans le cas ou
l'argument de I'application appartient a Inhab (?;)).
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Programmation. On peut représenter les entiers en suivant I'encodage habituel des entiers de Church
paramétré par le niveau du type. Sin est un entier, on noteran' I'expression

n fois

st b ax o f(f _(fx) )
et on notera nat; son type principal, c'est-a-dire :
naty = % ) !
On a’ nat : 241 et, pour tout entier n, la regle suivante est admissible :
On peut implémenter la fonction retournant le successeur des entiers :

suc¢ : nat! naf
suc¢ = n :nat; :?;f: ! o x . (n (fx))
suc¢m D n+1l

Et on peut itérer cette fonction via I'encodage des entiers pour implémenter I'addition :

plus : nats ! nat ! nat
plus = n :nat+; :n nat sucg
i+1

plus i*'m D n+m
On note au passage que le niveau du type de l'argument sur lequel on e ectue l'itération doit étre
incrémenté pour que le terme soit bien typé. On peut alors voir les entiers de typ@at; comme étant
des entiers que l'on peut utiliser pour construire par itération d'une fonction des entiers de niveau
strictement inférieur a i. _

On utilise alors les fonctionscoercioh pour j <i an de plonger la représentation d'un entier vers
un niveau inférieur :

coercioh : nat! na

coerciot n:nat; :?;f: ! ;x ::mnfx

coercionm D m
On remarque que si on accepte d'ouvrir la représentation des entiers (en introduisant a gauche la

guanti cation de type), on peut parvenir a implémenter certaines opérations avec un type plus soufe.
Comme par exemple pour I'addition :

plus : nat! nat! nat
plus = nm :nat; :?;f: ! ;x :nf (mfx)
pusnm D n+m
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De méme pour la multiplication :

multi : nat! nat! naf
multt = nm :nat; :?2;f: ! ;x :mn (mf )x
mul m#m' D m'

L'implémentation de I'exponentiation est un peu plus di cile, mais l'idée est la méme : il faut repousser
le plus tard possible l'utilisation de I'abstraction de type.

exg : nag! nat! nat

exg = n :nat;m:nat; :%:
m@ ! )! )
(k:(C !V )! Fsf b in (kf))
(f = 1 ;x ::dfx)

exgn'm D nm

La fonction qui permet de représenter les tours d'exponentielles de hauteur arbitraire peut étre
implémentée par le terme ci-dessus de typeati;; ! natj! nat.

tower;, : nats+1 ! nat! nat
tower, = n :nats;;m:nat:n(nat)(exp 2)m

i

tower i'*'m D 227 (latour est de hauteur n)

On verra plus tard qu'on atteint ce qui semble étre les limites de [l'itération dans ce systéeme, puisqu'on
montrera qu'elle ne peut pas étre implémentée avec un type de la formeat; ! nat ! nat;.
On peut également utiliser I'encodage standard pour encoder le produit cartésien a l'aide de la

guanti cation du second-ordre. On notera donc k letype8 : 2:( ! I )! . On notera
que le type du produit doit étre indexé par le niveau de la conclusion. On a alors : ?; :7? ° K
?max(k+1;i;j) :
: ?i ) . ?i ) : ?k
% 0T A ka Y Y Pmaxkiig )
S K Pmax(k+1:ij )

Cette famille de types est alors munie des fonctions de construction et destructions suivantes :

projf : 8 :?: ;|

proji = 2?5C e (X iy oiox)

proff : 8 :?: ;i |

projf = D9 c i (X 13y y)

pair, : 8 %7 ! ! i

pair, = Caxyy oy a7t Iofxy
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On notera hA;Bi; le terme pair, AB ou et seront les types principaux deA et B dans le
contexte considéré (il peut toujours étre inféré). De la méme fagon, on notera&)X le terme proj* A

guand ; serale type deA. On montre alors facilement que les dérivations de typage suivantes sont
admissibles :
M N T N
“h M; N ii . i
"M o2 Tl ? Y
C(M)E

Et on véri e facilement les régles de réduction suivantes :

(M ANDE B Ay
(PA1;Azi)2 B A

On peut en déduire par une technique standard une implémentation du prédécesseur sur legtiens :

pred : nats+1 ! na
pred = n nats+; $?f 0 x o
n ( i)
(c: aE i (c)l; (0)t)
hx; xi

. _ i
ped n+1 " D n
pred 0" D 0

Et, en suivant la méme technique, on peut implémenter l'itérateur rec qui nous donne un schéma
de récursion général :

reg : 8:( ! nat! )! I natjy !
reG = :?20f 0 U nat! ;x :n o inatis
n ( i+ nat)
(¢t s natiHf (©h1 (0Z1;5UCG (O)Zqii+1)
I"|>(;6lii+1 )
i+1

reg fx 02 D x
n + 1 fois
yA—

reg fx n¥I2 D f(¢f (fx0) n I)n
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1. ETUDE DES SYSTEMES DE TYPES CUMULATIFS

On peut utiliser ce schéma de récurrence pour implémenter des schémas de produit, de somne e
de tétration bornés :

sum : (nati! nat)! nat+x ! nat
sum = (f :nat! nat)(n:nat+):reg nat (rn :nat:plusr(fn)) On
sum f' ni*2 D fO)+ +f(n 1)

prod : (nat! nat)! nat. ! nat

prod = (f :nat! nat)(n:nat.y):reg nat(rn :nat:multr(fn))Tn
prod F'mi*2 D f(0) f(n 1)

treti : (nat! nat)! nat.x ! nat

tret; = (f :nat! nat)(n:nats2):reg nat (rn :nat:exgr(fn)) 1n

©

L f
tret; ' n'*2 D f(n 1)f( >

ou ' désigne un terme de typenat; ! nat representant une fonction numériquef : N! N (c'est-a-
dire tel que pour tout n, f' W D f (n)).

On ne peut néanmoins pas utiliser le schémeeg pour itérer sur des fonctions qui ne sont pas de la
forme ! nat! . En particulier, on ne peut pas l'utiliser sur la fonction tower;, vue plus haut.

Daniel Leivant [ ] a prouvé que les fonctions représentables dans ce systéme sont exactement
les fonctions super-élémentaires correspondant au quatrieme étage de la hiérarchie de Grzegorczyk
(voir [Rod par exemple). Cet ensemble de fonctions est strictement inclus dans I'ensemble des fonctgon
primitives récursives qui est lui-méme strictement plus petit que I'ensemble des fonctions représen-
tables dans systemd-. En particulier, la fonction d'Ackermann ack connue pour ne pas étre primitive
récursive, est représentable dans systénie.

1.4 Les systémes de types purs imprédicatifs

Nous avons vu que le critere de prédicativité implique la forte normalisation des CTS (théo-
reme 1.3.23 et donc la cohérence. Ce critere permet en particulier d'écarter des systémes tels que
? . Mais nous avons également étudié des systemes imprédicatifs qui sont tout de méme fortement nor-
malisants ; comme par exemple toute la face supérieure du-cube. Dans cette section, nous chercherons
donc a élargir le critére de prédicativité pour prendre en compte ces systemes.

1.4.1 Dé nition (faiblement imprédicatif)
Soit P un WCTS, on dit gu'il est faiblement imprédicatif s'il existe un ensembleS S p de sortes tel
que :

1. S est un ensemble de sortes minimales poukp :

pour toutes sortess;s°2 Sp,s2 S) (s®s) 62 A

103
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2. S est un ensemble stable vers le bas pouee :

pour toutes sortess;s°2 Sp,s2 S2s4 s) P28

3. Si(s1;s2;83) 2Rp,alorss, 2 S, s32S.
4. Le WCTS P, dé ni par les paramétres ci-dessous, est prédicatif.

Sp = Sp
Ap = Ap
Rp = f(s1;52;83) 2Rpjsp 625" s3 6259
G = G

On notera WEAKLY-IMPREDICATIVE  cette propriété.

On remarque qu'il sut de véri er qu'il existe un plus petit ensemble, noté S',L“pr, de sortes qui
véri ent les conditions 1.-4., il peut étre construit en prenant l'intersection de tous les ensemblegjui
véri ent ces conditions. En e et, il est clair que que les conditions 1.-3. sont stables par intersection. Pou
la condition 4. on remarque que siS; et Sy sont deux ensembles de sortes véri ant les condition 1.-4.,
alors les WCTSPg, et Ps, contiennent tous les deux le WCTSPs,\ s, et donc d'apres le lemmel.3.8
le fait que Ps, et P, soient prédicatifs (un seul aurait su) impliqgue que Ps;\ s, I'est aussi.

On notera, dans la suite,P le WCTS PSiFerr et on appellera les sortess 2 S;L"pr dessortes impre-
dicatives.

1.4.2 Remarque
Dans le cas des WCTS nis, la faible imprédicativité est décidable. Soit P un WCTS ni, on peut

construire de facon e ective I'ensembIeSiLnpr véri ant les conditions de la dé nition 1.4.1:ily aen
e et un nombre ni de parties de S et les conditions 1.-4. sont toutes décidables dans le cas ni (voir
aussi remarquel.3.2).

1.4.3 Lemme
Si P est prédicatif, alors il est faiblement imprédicatif.
Démonstration  L'ensemble ST = ; convient,

1.4.4 Lemme
Sis2Sg™, alors Rangs(s) = 0.

Démonstration ~ On montre que .
8s%;<p s) s628™
par induction sur la structure des régles permettant de prouvers®<p s :
Axiome : Dans ce cas, on a 62s) 2 A, on en déduits 62 " par minimalité de SI"™" pour la
relation A.
Prémisse / Conclusion : Dans ces cas, on aurait§9s%s) 2 Rp ou (s%s%s) 2 Rp ce qui n'est
pas possible puisques 2 SITP" .
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Cumulativité : Dans ce cas, il existe s%°4 s, tel que s® <p s% Or par stabilité de S5™ par

cumulativité, on a s°02 SiFr,“pr et donc par hypothése d'induction on en déduit une contradiction.
Transitivité : Dans ce cas, il existe s?°<p s et par hypothése d'induction, on en déduit une
contradiction. ,

1.45 Lemme
Soient P et P°deux WCTS tels queP | + P°(ou moins généralementt P 9, alors si P%est faiblement
imprédicatif, alors P est faiblement imprédicatif.

Démonstration  Soit S I'ensemble des sortes qui s'envoient par vers des sortes imprédicatives :
S=fs2Sj (s)2Spg

On véri e alors facilement que :
S est un ensemble de sortes minimales poukp : Supposons §;s) 2 A et s°2 S, alors on aurait

(" (s);' (sY) 2Apoet’ (sh2SCP" ce qui contredirait la minimalité des sortes deSgy" par la
relation Apo.

S est stable vers le bas poulC : Supposonss 4p sPet s°2 S, alors on aurait ' (s) 4po’ (s9 et

' (s 2 Sp™ et donc par stabilité vers le bas deS7?", on en déduirait que' (s) 2S¢ et donc
ques?2 S.

Si(s1;82;83) 2Rp,alorss; 2 S, s32 S:Supposons$:;sy;s3) 2Rp,alors (' (s1);' (S2);" (s3)) 2
Rpo. De plus :

$22S, '"(s2)2SPP, "(s3)2Sp™, 532S

Ps est prédicatif : Il sut pour ¢ca de remarquer que ' est un morphisme dePs dansP® En e et,
Si (S1,S2;83) 2R pg, alorson a :

(" (s0):' (s2)i" (s3)) 2R o, | |

Et s2 625 et s3 625, c'est-a-dire’ (s2) 62 87 et' (s3) 62 87 .
On en déduit donc que ( (s1);" (S2);" (S3)) 2 R po. La préservation des axiomes et de la cumula-
tivité ne posent pas de probleme puisqueip = Apo et Rps = Rpo. Enn, le lemme 1.3.8 nous
permet de conclure queP s est prédicatif. B o

Le WCTS P est donc bien faiblement imprédicatif. ,

Nous allons maintenant dé nir le Calcul des Construction CC avec univers qui sera le WCTS
terminal pour les WCTS faiblement imprédicatifs.
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1.4.1 Le Calcul des Constructions avec univers

Soit 2 Ord un ordinal. On dé nit le systéme CC suivant :

SCC = f ?g

[ f 2 j i< g
Acc = f (7)) i< g

[ f %:%) ) i1<j< g
Rece = f (529 j s2Scc ¢

[ f &%%) 71 < ¢

[ £ (%7520 1 ) k< g
Cc = f (%2) ji< ¢

[ f (7;?%) ] i<j< g

Dans ce systéme, que I'on appeller&alcul des Constructions avec universles sortes?y; ?1;::: sont
appeléesunivers.

1.4.6 Lemme
Soit P un WCTS faiblement imprédicatif et soit = Rang(P). Alors la fonction

Se IS gec
<?si s2 s

s 7! ) ]
-?Rangi(s) sinon

est un morphisme de PTS deP dansCC .

Démonstration  Soit "' cette fonction, montrons qu'elle est un morphisme :

Préserve les axiomes : Supposonss{;s;) 2 Ap, nécessairements; 62 $' car s; n'est pas

minimal pour Ap et donc' (sp) & ?. On distingue alors deux cas :
Soit 512 S, alors' (s1) = 2, etdonc (' (s1);' (S2)) 2Acc -
Soit 5162 $", dans ce cas (S1) = Zrang, (s1) €t ' (52) = PRang, (s5)- OF (S1;52) 2 A implique
que Rang (s1) < Rangp (s2). On en déduit donc que ( (s1);' (S2)) 2Acc .

Préserve les régles : Supposonss(;s;;s3) 2R p, _
Soit s, 2 SE", dans ce cas on a égalemersz 2 Sg™ car P est faiblement imprédicatif, et
donc' (s2) = ' (s3) = 2. On a alors bien ( (s1);?;?) 2Rcc -
Soit s, 62 ™, dans ce cas on a égalemert; 62 $™ . On a alors (s1;S2;83) 2 Rp et donc
Rangs(s1) Rangp(s3) et Rangp(sz) Rangp(s3) (lemme 1.3.14. De plus, par dé nition de
',ona:

" (s2) = ?RangE(SZ) et' (s3) = ?Rangi(53)
On distingue alors deux cas :
s12Sp™ : Alors ' (s1) = ?, eton abien ( (s1);' (S2);' (s3)) 2Rcc -
s1 62 ™" : Alors ' (s1) = ?Rang, (s1) €t donc ( (s1);" (s2);" (ss)) 2Rcc -
Préserve la cumulativité : Supposonss; 4p Sp.
Soit s; 2 SE™, et dans ce cas on &; = s etdonc' (s1) 4cc ' (S2)-
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Soit s 62 $’1pr. Dans ce cas, on & (Sz) = ?rang, (s,) €t ON peut distinguer deux cas :
S12 S:_L"pr : On a alors' (s1) = ? et donc on a bien' (s1) 4cc ' (So).
s2 62 $™ 1 Ona’ (s1) = Zrang, (s) aveC Rang(s1) Rangp (sz) (lemme 1.3.13. On en
déduit donc ' (s1) 4cc ' (S2). ,

Tout comme ? , CC est clos par cumulativité et il est équivalent au systéme CC°dé ni par les
parametres suivants :

Scc o = f2g[f 2ji< ¢
Acc o = F(?,2)9[f (?;?2+1)ji< ¢
Rec o = 1(S8;?7,7jS2 Scc o9
[ f(%2:;20i< g
[ f(2;%:2)ji< ¢
Cec 0 = f(?2:9js2S, g[f (:?2)jii<j< ¢

On Véri e facilement que CC %= CC . Or, CC %est un sous-systéme direct du calcul des constructions
étendu de Luo | ], on admettra donc que :

1.4.7 Théoréme
CC, est fortement normalisant.

On en déduit alors de facon similaire au cas des systemes prédicatifs que :

1.4.8 Théoréme
Tous les systémes faiblement imprédicatifs sont fortement normalisants.

Démonstration  Soit P un WCTS faiblement imprédicatif et , A et B telsque "p A : B, par
compacité (lemme 1.1.39, il existe un sous-WCTS ni P%de P tel que " po A : B. D'aprés le
lemme 1.4.5 PCest prédicatif et il existe donc un morphisme' : PO ! ?,. Et puisque ' () " cc
"(A):' (B) et que, d'aprés le théoremel.4.7, ' (A) est une expression fortement normalisante et que,
d'aprés le lemmel.1.64 A I'est aussi. On a donc bien prouvé qué® est fortement normalisant. ,

Faible imprédicativité : un critére de terminaison puissant. Le théoreme précédent indique

gue la faible imprédicativité est un critere de terminaison. Ce critere est de plus décidable dans le
cas ni (remarque 1.4.2). La plupart des systemes étudiés normalisants dans la littérature satisfont ce
critere. On notera toutefois qu'il existe des systemes fortement normalisants qui ne le satisfont pas,
comme par exemple le system& cycliqgue dé ni par les paramétres suivants :

S = 2, ¢
A = (7 )(:?0g
R =

f(2,2,9:( ;2,99
c =

Ce systéme n'est pas faiblement imprédicatif car il n'est pas prédicatif et ne contient aucune sorte
minimale pour la relation A. On trouvera une preuve de la normalisation de ce systéme dan&/[/V96].
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Propriétés métathéoriques du calcul des constructions avec univers.

les propriétés suivantes :
1.49 Lemm

© 0o Nk wWwDbdPE

CC
CcC
CcC
CcC
CcC
CcC
CcC
CcC
CC

J:

T T T T T T

J:

CTS,

SR,

MINLOC ,

PRINCIPAL ,

UPSTABLE,

FULL ,

STRENGTHENING ,
WEAKLY-IMPREDICATIVE
DECIDABLE ,

Démonstration 1. La relation Ccc  est une relation transitive.

2.

© N o 0~ W

C'est une conséquence directe du lemmg& 1.42

La véri cation est immédiate.

La relation Ccc  est un ordre strict bien-fondé.

La véri cation est immédiate.

La véri cation est immédiate.

C'est une conséquence directe du lemm&2.42

Si on considéreS = f?g, alors :
? est bien une sorte minimale pourA.
S est stable vers le bas : sios 4 ?, alorss= ?.
Soit (s1;S82;83) 2R . onabiens, = ?, s3= 2.

Enn, le systtme Pg= ? est bien prédicatif (lemme 1.3.20.

aux parametres en comparant des entiers.
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Chapitre 2

Extension aux types inductifs

Dans cette section, nous présenterons une extention des systémes de types cumulatifs aux types
inductifs. Notre présentation sera succincte et nous ne nous intéresserons pas aux propriétés sémantiques
des types inductifs. Plus précisément, nous n'aborderons pas I'étude de la normalisation. Nous reryams
le lecteur aux travaux de Jean-Pierre Jouanaud, Frédéric Blanqui et Mitsuhiro Okada pour des études
plus complétes dans des cadres un peu moins générautx {04, , 1.

La présentation des inductifs de ce travail sera volontairement la plus proche possible de celle
des inductifs du systemeCoq ; du reste, nous encourageons le lecteur a consulter le Manuel de Réfé-
rence | ] pour plus de détails. Cela nous permettra de donner un cadre uniforme aux exemples
des chapitres suivants tout en nous appuyant sur les bonnes propriétés du systeme @eq . Ainsi tous
les systemes avec types inductifs que nous étudierons se plongeront naturellement dafieq, ce qui
fournira une garantie de leur normalisation a tout ceux qui sont préts a admettre celle du systeme de
types de Coq.

2.1 Syntaxe et dé nitions

2.1.1 Dé nition (Systeme de types cumulatifs avec inductif)
On appellera systéeme de types cumulatifs avec inductif (CTSI en abrégé), la donnée de :
Un CTS (Sp;Ap;Rp;Cp),
D'un ensemble | p d'identi ants des inductifs,
D'un ensemble Ep | p S p qui décrira I'ensemble des éliminations autorisées,
A chaque identi ant d'inductif | 21, on associera :
Un entier p qui désignera lenombre de paramétres,
Une famille de p termes Qg, ..., Qp désignant les types des parametres,
Un terme A que I'on appellel'arité de |,
Un entier k qui désignera lenombre de constructeurs,

Une famille de k identi ants cp;:::;cc de constructeurs frais,
Un ensemble ordonné de terme<Cy, ..., Cx qui désigneront les types respectifs de chacun des
constructeurs.

Et on note cette associationIind (X1 : Q1;:::;Xp 1 Qp;l © AjCo 1 Co;::i; ¢k : Ck). On demandera

de plus que les identi ants de constructeurs soient associés a au plus un identi ant d'inductif.
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On étend de plus les termes par la grammaire suivante :

A;B;in = |
i 1P nom
j cP] | constructeur
i fix f:A'x:B:M point- xe

| | b
i case(M; P; 'y:B;i :C:T; "z:E:F) analysepar cas

ol x parcourt un ensemble de variablesV, | I'ensemble des noms de types inductifd , ¢ parcourt
I'ensemble des identi ants de constructeurs. On notera simplement et c pour désigner les identi ants
I [] et les constructeursc|] des inductifs sans parameétre.

|
Notation Yectorlelle La notation vectorielle A désigne une famille nieAq, ..., A, que I'on notera

égalementA pour spéci er sa taille. On imbriquera parfois cette notatlon pour deS|gner Ies familles de
k

familles de termes. Par exemple, les expressions de Iaformase|(M p” ; y B i CT z E™:F )
se déplient en :

case; M;Pq;:::Ppyy1:By;iiiyn i Bpi i CT,

Zq1:E1g;c: FZim, " E1xm,iF1;

yZkm, - Emy Fx

. . . I - I n I
Cette notation est également étendue aux substitutions ; ainsi, on noteraV [N Ly "] les substitutions
successiveM [N1=X3;:::; Np=Xn].

Nouvelles régles de réduction. Nous étendons la relation de réduction (et donc de conversion)
aux régles suivantes :
La régle de réduction qui permet de réduire case vers la branche correspondant au constructeur
analyseé : | )

m! p ! n . 'l m L mj

case|(q![Pp]lM ,Q, y:B;i:CT; z:E F )BF[M =z™]

La regle de réduction du point- xe :

. | +1 I I+1 . | 1+1 N E Y N
((fix f:A;x:B M) N )YBMI[fix f :A;x:B M=f; N =x""]
Puis, nous dé nissons également deux notations qui permettent d'instancier l'arité et les constructeurs

avec une valeur concréte de parameétres. Dans le cas duest un inductif Ind (X1 : Q1;:::;Xp : Qp; |
A;co: Co;:ii; ¢ : Ck) on notera :

ATP X 7]
c/1P Ex )

) ! p

Arity (P ")
N

Constr’l'(Pp)
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( C P :Qi[Plle; TP 17X 1])i=1:::p

p>0_ = hi —p —p Inductif
I[P ] Arity (P )
) ( h Pi :Qi[Plle; ’PI 1=Xi 1] )i:l:::p
p>0_ = hi —p T Constructeur
[P ]:Constr{(P")
N | pl n | n . ! p n-
M:ITP]G ;y:B;l:I[Pﬁy T:r
1 . | | ]
;'z:E,-m' T F :T[Djn'zy”;q'[Ppﬁ z ™ =i] N
*) | — Case

! I I ) |
“case (M P’y B i I[P YTz ETF ) T[G By ™ M=i]

Ou (*) est la condition suivante :

(hr)y 2 E
k est le r'wombre de c'onstructeurs de
Arity (P p) = 8y: B":s
j! p ! mj 1 p
Constri(P') = 8z:E; I[P ]D;j

Figure 2.1 Les regles des types inductifs.

f:A° x:B M:A
1

i T Point-Fixe
Tfix fIAX:B M A

f est gardé

Figure 2.2 La régle de typage de l'opérateur de point- xe.
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Et on ajoute également les quatre régles de typage présentées dans les gurd4 et 2.2, La regle
Case ak+2 prémisses est particulierement di cile a lire, cette regle est paramétrée park ; ce parametre
permet donc de restreindre les utilisation decase selon l'inductif détruit et la sorte du type de retour
de chacune des branches. Le lecteur qui n'est pas habitué au typage des inductifs pourranemencer par
lire la sous-section2.2 ou nous détaillons quelques exemples. Les reglexductif et Constructeur
ont p prémisses, il est de plus nécessaire de rajouter la contrainte =hi dans le cas oup = 0 pour
éviter la dérivation de séquent dont le contexte est mal-formé.

Remarque sur les lieurs dans la regle case. La syntaxe de la construction case peut paraitre
surprenante au premier abord car elle contient des lieurs explicites. Bien que nous ayons utilisé le
symbole , la regle de typageCase ne requiert pas que ces pseudo-abstractions soient typables par
un prodwt autorisé. De la méme facon, nous pouvons alors voir la notatiorc] ] comme une pseudo-

application ne véri ant pas que le produit 8x Q :A est autorisé, dans ce type A désigne l'arité de
l'inductif associée au constructeur.

Néanmoins, dans les systémes qui véri ent la propriété-ULL , on peut présenter les inductifs en rem-
plagcant ces pseudo-applications et ces pseudo-abstractions par des applications et des abstractions
puis, en remplacant la régleCase par la régle ci-dessous :

! n . ! nl
“m:rptc T:8y:A TP Y"1 ¢
! m ! n 1 p
Fj:8z:E; TDj (gP z"7) .
J:

. Fop ko 1 o
casey(M; P ;T;F ): TG M
Bonne formation des inductifs Les inductifs sont rajoutés au systeme incrémentalement, c'est

pourquoi nous introduisons la dé nition suivante :

2.1.2 Dé nition (Ajout d'une déclaration d'inductif)
SoientP un CTSl et | 62 Ip, Co;:::; ¢ K identi ants frais, et soient Qo, ..., Qp, A, Co;:::;Cx p+ k+1

P+Ind(x1:Q1;:::;Xp: Qpsl 1 A;co: Cosiiick : Cy)
le CTSI P%obtenu en posantl po= | p [f 1 g et en associant danPa | la déclaration :
Ind (X1 :Q1;::5;Xp : Qps I tAjco: Co;iiiyok : Cy)

On dira qu'un CTSI est bien-formé s'il existe un fagon d'ordonner les inductifs an de les dé nir
les uns aprés les autres de fagon a ce que l'arité et les types des constructeurs soient bien t/péde
la bonne forme.

2.1.3 Dé nition (CTSI bien-forme)
Cas ni: Soit P un CTSl tel que | est ni. On dé nit le fait que P soit bien formé par récurrence
sur la taille de |
Si | = ;, alors P est bien formé,
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S'il existe |1 21 et P%bien formé tel queP se décompose en

et que
1. Sion note p le contexte x; : Q1;:::;Xp 1 Qp, alors A est un type bien forme deP?dans
le contexte p (C'est-a-dire WF  (A)).
| n
2. A de la forme8y : B :s, on dira alors queA est une arité de sortes et que | est un inductif
de sortes.

3. pour tout j, C; est de la forme CjO[I![x Pl= |] avec | n'apparaissant pas danstO. On
demande également a ce qué:jo soit un type bien formé de PP et de sorte s dans le

contexte p; | : A, cest-a-dire p; | 1A po CJ-0 : S. On substitue ici les occurrences de
I[] par une variable de type | car l'inductif | n'est pas encore déclaré comme un inductif
bien formé.

4. pour tout j, C; aura la forme | N Do
8y:E; :I'[xPID,
ou | ne peut apparaitre a l'intérieur de E; que comme une conclusion. Cette restriction
s'appelle la condition de stricte positivité. En pratique, cette condition sera su sante
pour garantir la monotonicité de l'opérateur de type dont on prend implicitement le point
xe lorsque que l'on introduit un nouveau type inductif (voir par exemple [ , ,
D.
Cas général : On dira que P est bien formé si pour tout| 2 | il existe un ensemble nil? |
contenant | tel que P restreint & | °soit bien formé.

On remarque que notre présentation traite uniguement les inductifs dé nis dans un contexte vide.
Nous pourrions I'étendre facilement pour prendre en compte les dé nitions des types indud dans
un contexte non vide, mais cela alourdirait les notations qui sont déja bien assez complexes. Cette
présentation n'en est pas moins générale, puisqu'il est toujours possible d'ajouter le contexte dans les
parameétres des types inductifs. De plus, notre cadre ne permet pas de prendre en compte les iotis
mutuellement dé nis ; cela pourrait aisément étre fait au prix d'un nouvel alourdissement des notations
(voir par exemple le manuel deCoq [ ] pour une présentation des inductifs mutuellement dé nis).

2.1.4 Convention
Par la suite, nous ferons systématiquement I'hypothése que les CTSI que I'on considere sont bien formés.

Nous nous permettrons donc d'énoncer des lemmes sans expliciter le fait que nous nous placons dans
un CTSI bien formé. Comme dans I'exemple suivant :

2.1.5 Lemme

!
2. A est de la forme8y : B":s
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3. pour tout j, X1 :Qq;::5Xp:Qp~ Cj i,
4. pour tout j, C;j est de la la forme

Lo Mmoo opln "
8y :E; I[x"]D;
ou | ne peut apparaitre a l'intérieur de E; que comme une conclusion.

Démonstration |l s'agit d'une conséquence directe de la dé nition précédente, et aussi du fait qu'en
ajoutant des éléments dansl , on ne type pas moins de termes (on a également besoin d'invoquer le
lemme de substltutlon pour prouver quexy : Q1;:::;Xp 1 Qp po Cj : s a partir de Xg : Qq;:iirX

Qp; 1 A po CO[I [xP]= ]:s mais sa preuve ne pose aucun probléme). ,

! I -
Condition de garde pour la construction fix . Ondiraquefix f :A;x:B;i:C:M vériela
condition de garde siM satisfait un critére syntaxique assurant que :
C est un type inductif completement appliqué (c'est- a-dlre de la formel [P ] D ) et
|

les appels récursifs a l'intérieur deM sont de la formef T “ (y Q) ou y est une variable introduite
par une suite de destructions dex.
Moralementy est structurellement plus petit que X , ce qui devrait assurer la terminaison de la fonction
ainsi dé nie. On trouvera une formalisation plus rigoureuse de cette décroissance dans[m94] (bien
gu'elle ne soit plus vraiment dele aux critéres plus généraux implémentés aujourd’hui dans l'assistant
de preuveCoq).

2.2 Explications informelles

Dans cette sous-section, nous donnerons quelques exemples pour illustrer la syntaxe et les régles des
types inductifs. Le systéme sous-jacent ici choisi est le Calcul des Constructions Inductives. La seule
sorte qui sera explicitement utilisée sera la sortéSet et nous reviendrons par la suite sur les spéci cités
de ce calcul.

L'inversion des listes. Les notations introduites ainsi que les regles que I'on expliquera plus loin
sont complexes; en guise d'illustration on utilisera dans cette sous-section la syntaxe deoq pour
illustrer la syntaxe des CTSI :

Inductive list ( . Set) : Set :=
| nil : list
| cons : I list I list
Fixpoint rev ( . Set) (acc | : list ) : list =
match | return list with
| nil ) acc
| cons hd tl ) rev (cons hd acc) tl
end.
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L'inductif list est un inductif & p = 1 paramétre, k = 2 constructeurs et n = 0 argument, on énoncera
sa bonne formation a l'aide du prédicat :

Ind( : Set;list: Set;nil : list] J;cons: ! list] 1! list[ ])
De plus, la fonction rev sera représentée par le point- xe suivant :

rev=fix f :8 :Set:listf ]! list[ ]! list[ ]; :Set;acc:list[ ];I :list[ ]:
casejit(l; ; _:list[ J:list[ ];acc; hd : ;tl :listf :f (cong ] hd acg tl)

Ainsi f représente le nom de la fonction utilisée pour les appels récursif§, est donc du méme
type que le point xe (ici 8 : Set:listf ]! listf 1! list[ ]), et accsont les deux arguments
non-structurels de la fonction et le troisiéme argument | est celui sur lequel portera la décroissance.

Pour chaque inductif I (ici | = list), la construction case, a quatre famllles de paramétres :

Le terme que l'on cherche a detruwe (ici 1) qui doit étre de type | [P ] G (ici list[ ])-

La valeur des parametres P (ici ).

Le type de retour T, qui peut dépendre des arguments, et qui peut aussi dépendre ou non de
l'inductif détruit selon la régle de typage utilisée (nous sommes ici en présence d'un cas non
dépendantT = _:list[ ]:list[ ] est une fonction constante).

Les k branches de I'analyse par cas sont représentées plrfonctions dépendantes des arguments
de chacune des constructions (ick = 2, F; = acc ne dépend d'aucun argument c'est le cas
correspondant au constructeurnil et F, = hd : ;tl :listf ]:f (cong ] hd aco tl dépend des
deux arguments correspondant au constructeurcons.

Ce point- xe satisfait la condition de garde (I'appel récursif se fait sur la queue de la liste passée en
argument). La fonction retourne la liste qu'elle accepte en argument puis elle concaténe I'accumulateur.
Voici un exemple de réduction utilisant les deux nouvelles régles introduites :

rev [1[x;yl] B case;st([X;y]; ; listf 1;[]; hd : ;tl :list] J:rev [hd] tl)
B rev [x][y]
B casejgt([y]; ; list[ I;[x]; hd : ;tl :list] J:rev [hd;x]tl)
B rev [y;x]l
B casejg([]; ; list[ 1;[y;x]; hd : ;tl :list] J:rev [hd;x]tl)
B Iy:x]

ou I'on note [X1;:::;Xn] le terme cong ]x;(cong ]xz2:::(cong ]xn nill ]:::)) dans un contexte ou
les x; sont de type
Si I'on note le contexte

= f:8 :Set:listf ]! listf ]! list] ]; :Set;acc:list[ ];I:list[ ]
alors nous prouvons le séquent typage suivant en utilisant la regl€ase
T ocasegt(l; ; _:list] J:list[ ];acc; hd :o;tl clist[ :f (cong ] hd acg tl)

en nous assurant quel{st; Set) 2 E puis en prouvant les quatre prémisses suivantes :
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1. " I:list] ]
2. ;_:list[ 1 list[ ]: Set
3. " acc:list] ]
4. ;hd: ;tl :listf 17 f (cong ]hdaco tl :list[ ]
Autres exemples de types inductifs. Parmi les exemples les plus simples de types inductifs, on

trouve les énumérations comme par exemple le type des booléens. Dans notre syntaxe il est représenté
par Ind (bool : Set;true : bool false: bool); c'est un type inductif avec zéro parameétre, zéro argument
et deux constructeurs sans argument. Dans le system€oq il est dé ni par le script suivant :

Inductive bool : Set :=
| true : bool
| false : bool

Viennent ensuite les types récursifs, qui correspondent aux types inductifs sans argumentsprame
par exemple, le type des listes vu précédemment, ou bien encore, le type des entiers

Ind (nat : Set; zero: nat; succ: nat! nat)

représenté enCoq par :

Inductive nat : Set :=
| zero : nat
| succ: nat! nat.

Un cas particulierement dégénéré de type inductif est le type viddnd (empty : Set) représenté en
Coq par:

Inductive empty : Set :=.

On peut alors utiliser case pour détruire n'importe quel habitant de empty et déduire un habitant
de n'importe quel type. C'est pourquoi empty est aux types de données ce que l'absurdité est aux

propositions. Ainsi le terme . Set;b : empty: caseempty(b; _ : empty: ) est bien de type 8
Set; empty! et est implémenté enCoq par :
Definition Absurd ( : Set) (x : empty) : =
match x return with end .

On prouve le séquent de typage : Set;b: empty  caseempy(b; _:empty: ): par la dérivation
de typage suivante :

:Set;b:empty” b:empty :Set;b:empty,_:empty :S

et
Set) 2 E
: Set;b: empty” caseempy(b; _: empty) : (empty, Set)

Voici notre premier exemple de type inductif avec un argument (et zéro paramétre) :

Inductive n : npat! Set :=
| n_zero: forall n:nat, n n
| n_succ: forall n:nat, n n! n (succn).
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Ce type inductif permet de représenter les entiers plus petits que son argument. Ainsin _zeroreprésente
I'entier O et il est bien plus petit que tous les entiers. Le constructeur n _succretourne le représentant
d'un entier plus petit que n + 1 lorsqu'on lui passe en argument un entier plus petit quen. Il est
représenté dans notre syntaxe par la déclaration suivante :

Ind(n :nat! Set; n_zero:8n:nat:vectn; n_succ:8n:nat: n n! n (succn))

A titre d'exemple, on peut programmer les deux injections réciproques suivantes :

Fixpoint n_nat (n : nat) (x : n n) : nat :=
match x return nat with
| n_zero _ ) zero
| n_succk p ) succ ( n_nat k p)
end.
Fixpoint nat.n (n : pat) : n n :=

(* Elimination dependante : *)
match n as m return n m with

| zero ) n_zero zero

| succp ) n_succ p (nat_n p)
end.

La premiére se traduit par :

fix f:8n:nat: n n! natn:natx: n n:
casenn X, _: n n:nat
_:nat:zerg
k :nat;p: n kisucc(fkp)

Et la seconde constitue notre premier exemple dans lequel le type des branches dépend devddeur
analysée :
fix f :8n:nat: n n;n:nat:
caseng(n; X :nat: n Xx;
n_zero zero
p :nat: n_succp (fp))

On prouve le séquent de typage

T casenat(n; X :nat: n Xx; n_zero zergp :nat: n_succp (fp))

ou = f :8n:nat: n n;n:naten vériant que (nat; Set) 2 E et les quatre prémisses suivantes :
1. ° n:nat,
2. ;x:nat® n Xx: Set,
3. n_zero zera n zero,
4. ;p:nat’ n_succp(fp): n (succp).
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Nous conseillons ici au lecteur de se rapporter a la régiase pour bien comprendre en quoi ces quatre
séquents sont des instances des prémisses de la régle.
Voici un autre inductif avec un argument (et un parameétre) qui est & n ce quelist est anat :

Inductive vect ( : Set) : nat! Set :=
| nilV : vect zero
| consV : I forall (n : nat) (v : vect n), vect (succ n).

Il permet de représenter les listes de taille xée, ainsi les habitants (en forme normale) du typeectn
sont tous construits avec exactementn constructeurs consV. Les types dépendants permettent donc
d'écrire dans le type de données des informations sur leur structure. On peut se servir de cesdnmhations
pour contraindre le domaine des fonctions aux endroits ou elles sont bien dé nies. Ainsi, on peut par
exemple écrire le type

8 :Set;n:nat:vec J(succn)! vecf ]n

gue l'on peut donner a la fonction qui prend en parameétre un vecteur de taille strictement positive &
retourne ce méme vecteur, privé de son premier élément. Mais, pour implémenter cette fonction, nsu
avons tout d'abord besoin de comprendre ce qu'est I'élimination forte.

Elimination forte. On parle d'élimination forte lorsque I'on utilise un case pour construire un objet
dont la sorte du type n'est pas minimale pour la relationA. On peut par exemple décrire un constructeur
de type qui dépend d'une valeur booléenne

b : bool: casepo(b; _: bool: Set; nat; bool)

ce qui donne enCoq :

Definition NatOrBool (b : bool) : Set :=
match b return Set with
| true ) nat
| false ) bool
end.

Si on note Type le type de Set, alors on veéri e le séquent
b: bool™ casepgo(b; _: bool: Set; nat; bool) : Set

en s'assurant que bool Type) 2 E puis en véri ant les quatre prémisses suivantes :
1. b: bool” b: bool
2. b: bool_:bool" Set: Type,
3. b: bool" nat: Set,
4. b: bool” bool: Set.

C'est bien parce que la sorte du type de retour esfType, et non une sorte minimale commeSet, que

l'on a aaire & une élimination forte. On verra plus avant, qu'il est souvent nécessaire d'introduire

des restrictions, sur la forme de l'inductif, pour contraindre ces éliminations, sous peine d'obtenir un
systeme incohérent.
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Ainsi NatOrBool : bool! Set retourne nat ou le type bool selon que son argument soitrue ou
false On peut ensuite se servir de ce constructeur de type pour implémenter une fonction de type
8b: bool:NatOrBool b comme par exemple la fonction

b : bool: casepqo(b; x : bool:NatOrBool x; zerg true)

qui s'implémente enCoq de la facon suivante :

Definition f (b : bool) : NatOrBool b :=
match b as x return NatOrBool x with
| true ) Zero
| false ) true
end.

On prouve alors le séquent
b: bool™ casepeo(b;NatOrBool; zerg true) : NatOrBool b

en Vvéri ant les quatre prémisses suivantes et ffat; Set) 2 E :

1. b: bool™ b: bool

2. b: boot x : bool™ NatOrBool x : Set

3. b: bool” zero: NatOrBool true

4. b: bool" true: NatOrBool false

Nous avons maintenant les outils pour implémenter la fonctionvect tail qui récupére la queue d'un
vecteur :

Inductive unit : Set :=
| I : unit.

Definition vect tail
( : Set) (n : nat) (v : vect (succ n)) : vect n :=
match v in vect _ m return
match m return Set with

| zero ) unit
| succp ) vect p
end
with
| nilvV ) I
| consvV _ k tl ) tl
end.

Nous voyons pour la premiére fois dans ce script la notation utilisée pa€oq pour lier les arguments
(ici m) dans le type de retour. Le type de retour ducase le plus super ciel est lui-méme dé ni par un
case sur la valeur de I'argument m du type de v. Si cet argument est nul, il retourne un type dont on
connait un habitant (nous utilisons ici unit) et s'il est de la forme succp, il retourne le type vect ]p.
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Ainsi, dans le casnilV, il nous sut de retourner un habitant de unit, et dans le casconsV, on peut
retourner tl.
Cette dé nition s'écrit de la maniere suivante dans notre syntaxe :

:Set;n:nat;v: vecf ](succh):
caseyect(V; ; m :nat_:vecf Im:
casengt(m; _:nat:Set;unit; p : nat:vecf ]p);
I
_k ornattl cvecf Tk:tl)

Sil'on note = : Set;n : nat;v:vecf ](succn), alors pour véri er le séquent :

1
caseyect(V; ; m :nat_:vecf |m:

casenat(m; X : nat:Set;unit; p : nat:vecf ]p); % )
|- cvecf ]n

r11d c ok onatptl s vecf ]k:tl)
il sut de vérier les quatre prémisses suivantes :
1. ° v: vecf ](succn),
2. ;m:natx:vecf Im  T: Set,
3. | :T[zero=m;nilV[ ]=x],
4. ;hd: ;k :nattl :vecf ]k tl: T[succk=m;consV{ ] hd k tl=x].

et que T[succn=m;v=x] vecf ]n ou T = casenyt(m; X : nat:Set;unit; p : nat:vecf ]p). Ces
Véri cations sont aisées une fois remarqué que :

T[zero=m;nilV[ ]=x] B unit
T[succk=m;cons{{ ] hd k tlI=x] B vecf ]k
T[succn=m;v=x] vecf ]n B vecf ]n

Le lecteur qui souhaiterait s'exercer a la manipulation des régles d'élimination dépendante peut
essayer de construire un terme de type8 : Set;n : nat: n (sucen) ! vecf ]n! qui retourne le
k-ieme élément d'un vecteur de taillen aveck <n.

Retour sur la condition de stricte positivité. La condition de stricte positivité esquissée plus
haut permet d'évacuer certains inductifs problématiques. L'exemple emblématique de type inductif
gui ne satisfait pas la condition de stricte positivité est I'encodage des termes du-calcul pur, par la

technique nommé syntaxe abstraite d'ordre supérieure (Higher-Order Abstract Syntax en anglais,
souvent abrégé en HOAS) If ]. Avec la syntaxe deCoq, cette représentation peut se traduire par
le script ci-dessous.

Inductive lam : Set :=
| abs : (lam ! lam)! lam.

Definition apply (s t : lam) :=
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match s with
| abs f ) ft

end.
Definition = abs (fun x! apply x x).
Definition I = apply

On remarque gue si la dé nition de lam était acceptée, on aurait a disposition un terme! tel que! B! .
donc que le systéeme ne serait pas normalisant.

2.3 Meétathéorie

Dans cette sous section, nous énoncerons la fagon dont la métathéorie des PTS peut s'étendre aux
types inductifs. Mais, a I'heure de la rédaction, tous les détails n'ont pas encore été véri és. On adettra
en particulier la con uence du calcul (ci-dessous), ainsi que le lemm2.3.8

2.3.1 Lemme (Propriété de Church-Rosser avec type inductifs)
SiA Alalors il existe C tel queAD C et A°D C.

Les propriétés métathéoriques suivantes s'étendent aux CTSI :

2.3.2 Lemme (Métathéorie des CTSI)
Les lemmes suivants restent vrais en présence d'inductifs :
Le lemme 1.1.23 (substitution) :

X:A TM:B A "N:A ) i [ N=x]° M[N=x]:B[N=x]
Le lemme 1.1.24 (a aiblissement généralisé€) : Pour x frais,
i T MIA A "B:s ) ;x:B; T M A

Démonstration  Les deux énoncés se prouvent par induction. Les seuls cas intéressants de ces dé-
monstrations sont les casvariable , et Axiome et Affaiblissement . Tous les autres cas, y compris
ceux introduits par les regles pour les inductifs se traitent simplement en propageant les hypothésesd
récurrence, puis en réappliquant la régle en question. :

Pour le lemme d'inversion, on procéde de la méme facon : on remonte les a aiblissements et les
regles de cumulativité jusqu'a arriver a la régle active. L'énoncé du lemme d'inversion s'obtient donc
en lisant a I'envers la regle d'inférence concernée :

2.3.3 Lemme (Inversion)
Le lemme 1.1.32 s'étend aux types inductifs de la fagon suivante :

1.Si ° é[Pp] . Z, alors
WF() ,
Pourtout 1 i p, ° Pi:QilPi=xs; Py 17X 4l.
Il existe un entier j tel quec= ¢, et Constr‘l'(P )4 Z,
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2. 1P":Z, alors
WF() ,
Pour tout 1 i p, ~ P:Qi[Pi=x1; P 1=X 1)
Arity (P )4 Z,
3.Si case|(M; P ; 3!/:An;i : I![Ppﬁ y”:T!; Fk) . Z, alors on a une famille den termes! G
telle que :
(I;r) 2 E,

| est yn mductllf ak constructeurs
Arity | (P )—8y B S,
Constr! (P )- 82 E" P D;,
I[P ]G :
YA I[P Ty" T,
Pour tout 1 i ok
2 E R :T'[DJ-m:z”;cj![Ppﬁ z ™M =i

|
TG hy™ M=i]4 Z.

! 1+1 I
4. Si  fix f:A;x:B ' ‘M : T, alors il existe une sortes telle que
T Acs,
! [+1
A Xx:B M A,
A4 T.

Démonstration  La preuve s'esquisse de maniére similaire a celle du lemniel.32 ,

2.3.4 Lemme

Si | est inductif de sortes Ind (X1 : Q1;:::;Xp : Qp; I tAjc1:Cyq;iii; ¢ - Ck) (s est donc la conclusion

de A), et si on dispose d'une suitePy, ..., Py et d'un contexte teIs que pour toutl k p,
© Py Qk. Alors

WF (Arity (P ))
* Constr! (P ) S

Démonstration  Sip =0, il n'y rien a démontrer, on supposera donc quep > 0. D'aprées le lemme2.1.5
ona:

2. pourtout j, X1:Q1;::5Xp:Qp Cj s ,
Or d'aprés le lemme précédent ~ P;: Qi impliqgue que WF() et donc d'apres I'a aiblissement géné-
ralisée et on montre que WF x1:Quixp:Qp (A) €1 X1 1 Q1111 Xp ! Qp = Cj :'s, puis par substitutions
successives on en déduit que

| |
WF (A[P"=x]) et CGIP X s
Or, par dé nition on a :

! ! 1 !
Aty (PP = A[P"=] et Constrl(P")= ¢j[P ExP]
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On en déduit alors que :

2.3.5 Lemme
Le lemme 1.1.35 reste vrai dans les CTSI :

“M:A ) WF (A)

Démonstration  Par induction sur la dérivation de ~ M : A. On traite les casPoint-Fixe , Case,

Constructeur , et Inductif ' |
1 I+1 | 1+1
Point-Fixe :On aM estde laformefix f : A;x:B Ne :f:A> x:B :N:A, et

donc WF( ;f : A), ce qui implique WF (A).
Constructeur et Inductif : Conséquence directe du lemme précédent.
Case : On aM de la forme

Fop ! n. 1 _p 5 N m K
case (N; P ; y:B ;i:I[P ﬁy T, z:E F)
et A de la formeT[G "L y ;N=i] avec :
@: N [P e
@) : y:BiiI[Py" Tr
Donc pour prouver que A est bien formé, on peut utiliser le lemme de substitution appliqué a
(2). Pour pouvoir I'appliquer de fagon successives, il faut montrer que

(Hi) : :Bk[G1=y1; 111Gk 1=k 1lpourl  k n

et enn il faut montrer ~ N : I'[P p] G , ce qui ne pose pas de probleme puisque c'est (1). Or
par hypothése d'induction on obtient qu |I eX|ste so telle que I[P ]G : s9(3). Or par n

Le lemme technigue suivant sera utile pour démontrer la préservation du typage :

2._3.6‘ Le!mmp¢ m 1 ol n _
Si GI[P'IM " I[P ]G etsi
| n
Arity | (P ) = 8y:B s
| o
Constrl(P®) = 8z:E™11P"ID,
alors -
1 6" D, M Ez™,
2. cEj[M1=2z1;:::; M) 1=7 4] pourl | m;.
Démonstration Le cas general étant S|m|Ia‘|re nous allons prouver le lemme dans le cas patrticulier
m; =2.Onadonc ~ [P ]Mle I[P ]G Par inversion, on obtient qu'il existe A et B, tels
que : o
(H1): °~g[P IM1:82:AB,
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( H2) . ) Mz CA, ol .
(Hg)l B[M2=ZZ] 4 |'[P ]G .
Par inversion (H 1)|, on obtient qu'il existe ACet B tels que :
(HY): * g[P"]:82,: A®BO
(H): " Mi:A°
(HY): BIM1=7]4 8y : AB.
En n, par inversion de (HJ), on dispose de :
WF(),
Pourtoutl i p, ~ Pi:Q;.
Il existe un entier j tel quec= ¢, et:

|
821 :Ej1;,22: Ej 21 [P 1D 4 8z : A%B®
et on en déduit queEj; ACet .
! ! n
82, Ej2I [P ID; 4 BO

et donc que : | Lo
82, Ej2[M1=z1]: I[P D} [Mi=z1]4 BIM1=2]4 82, : AB

ainsi nous obtenons :

| |
EioMi=z1] A et I[P'ID; [Mi=z]4 BIM1=z]4 B

| I |
Commez;;z, 62 F(P p), onaP p[M 1=21;Mo=2] = P ? et donc :
I _pl n I _pl n
|[P ]Dj [M1=21;M2=zz]4 B[M2222]4 |[P ]G

On a donc bien!Dj n[P=x; M=y] ! G". Il reste donc a prouver que ~ M :Ejiet Mg[M 1=71] :
Ej;2[M1=z1]. An d'y parvenir, on peut invoquer le lemme 2.3.4pour montrer que ° Constr’l'(P p) 'S,
c'est-a-dire L b

"82z1:Ej1;22 Ej2I[P 1D s
Or, on en déduit donc aiseément par inversion que WF(Ej.1) et WF ., , (Ej;2). On peut alors utiliser
la cumulativité pour prouver que ~ My : Ej;1 a partir de A0 Ej;1 et (HY). Puis par substitution,
dans WF .z, ,(Ej;2), on montre que WF (Ej;2[M1=2]). Nous sommes donc autorisé a utiliser les
cumulativité avec Ej;2[M>=2] A et ~ My:A pour déduire ~ M3y : Ej2[M2=2]. ,

2.3.7 Lemme (Préservation du typage par réduction)
La préservation du typage des CTS s'étend aux CTSI :

Si "M:AetMBM%alors * M9:A.

Démonstration  Les nouvelles régles de réduction introduites pour réduirease et fix nous contraignent
a traiter deux nouveaux cas clefs :
Supposons que la derniére régle appliquée dans la dérivation soit une application de la regiase
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L ol (1). Lol I |(2)
CgPAM™ PG APy T
. o | (JnTZ) .
Z:E; " F T Ey"ig[P 2™ =i 1
> case (cj![PdOiMmj!; pP. 3!/:An;i :I![Ppﬁ y"T; !z ; E:Fk) ; 'I"I[Gm:y”;cj![Pp]lej =i

()

Avec | un inductif & k constructeurs tel que (;r) 21 et:

|
8y:Bn:s

|
Arity (P

! b mp I p
SZ.EJ‘ .|[P ]Dj

p
Constr{(P")

On doit alors montrer que
! i | | | .
CRIMTEZ™MTIG Ry g P IM =] ()
D'apréslle lemme plrécéident appliqué a (1), on a:
| n | nl mj | )
(H) G Dj M "=y ™],
(H2): " My :Ej[M=y;::; My 1=y qJpourl | m;j.
On déduit de (i +2), du lemme de substitution (lemme 2.3.2) et de (H>) :
| i ) | | ) | i :
CRIMTEz™MT TRy el 2= TR
of z™ 62 F\(T), on a donc
! i ) I ! i . ! ! i
CRMT LM T M M ez M ey P IM MmO
or on a d'aprés H1),
Lol m, . Loploomi ] L ploomy
TID M 5z ™IEy alP M =il TIG By Mg IP M =

| | | )
et le point 3. du lemme 2.3.2 appliqué a (0), nous donne WF (T'[Gn'zy n;cj'[Pp]M " =i]). On
peut donc utiliser la régle Cumulativité , pour déduire ( ) & partir de ( 9.
Supposons que la derniére régle appliqguée dans la dérivation soit une application de la régle

Application  de la forme ci-dessous

o @
‘(fixf:A;'x:BI;i:C:MiNI:Si:P:Q " Nisg i P
T (fix f :A;!x:BI;i :C:MiN|+1 s Q[N+ =i]

(0)
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On a alors

. | I I+l . | I+1 |
(fix f :A/x:B;y:C:M)N BMIfix f :A;x:B :M=f; N

1+1
+ |=XI+1]
et on doit montrer que
N . ! [+1 Dol g .
MIfix f:Ax:B :M=f; N =x ""]: Q[N+ =i]

Le cas général étant similaire, nous n'allons traiter que le cag=1:

1) (2)
T (fix fiA;x:B;i :C:M)Np:8i:P:Q "Ny P
T (fix fiA;x:B;i :C:M)N1N2: Q[No=i]
(0)

On doit montrer que
T MIfix f A x :B;i i C:M=f;N 1=x; N»=i] 1 Q[No=i] ()

Par inversion de (1), obtient qu'il existe P%et Q°tels que :
(Hy): ~fix f:A;x:B;i:CM :8x:P%QC
(H2): " N1:P¢
(H3): QYNi=x] 4 8i : P:Q
Par inversion de (H1), on en déduit que
(HY): ;f:A° x :B;i :C:M :A,
(HY) : A4 8x:P2QF°
(HY : il existe une sortet telle que ~ A :t.
Par inversion de (HY), on en déduit que
(H9 : il existe ACet s, tels que ;f : A 8x:B:AC:s,
(HY: ;f :Ax:B i :CM :A°
(Hy: 8x:B:A%4 A.
Par inversion de (HYY, on en déduit que
(HO%: il existe A%t r, tels que ;f :A;x :B 8i:C:A%,
(HY%: ;f:Ax:B;i:C M :A®
(H{%: 8i : C:A%%4 AC
PosonsF = fix f : A;x :B;i :C:M.
De (HY) et (HYY on déduit que 8x : P%Q® 8 x : B:A%et donc queP® B et Q°

AC A

partir de (H99, on montre que WF .4 (B) et d'aprés le lemme de substitution, on en déduit que
WF (B[F=f]) or f 62 F(B) implique que WF (B). Et donc par conversion,ona ~ Nj:B.

Par transitivité ( HY) et (HJY, montre que 8x : B:A%4 8x : P%QC On en déduit alors queB
A% 4 QCet donc queAJF=f;N 1=x] 4 QIF=f;N 1=x].

PO

A partir de (H1), on déduit quef 62Q°%carf 62 et x 6 f)etdonc queQIN1=x] = QJF=f; N 1=x].

On en déduit alors :

(8i : C:AY[F=f;N 1=x] 4 AF=f;N1=x]4 8i : P:Q
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On a donc C[N1=x] P, A%F=f;N1=x] 4 Q et donc A°PF=f;N 1=x;N2=i] 4 Q[N2=i] (Ha).

Or a partir de (H?% on montre que WF .ax:g(C) et donc par substitution on en déduit que
WF (C[F=f;N 1=X]) et par conversion de (2) on prouve que -~ N»: C[F=f;N 1=x].

Ensuite a l'aide de la réglePoint-Fixe appliquée a HY), on montre * F : A et comme on a
prouvé ~ Nj:B,onaf 62 F\(Nj)[FV (B) etdonc ~ Njy[F=f]: B[F=f]. On peut donc
appliquer le lemme de substitution & H 9% et conclure que

* M [F=f; N 1=x; No=i] : A%F=f; N 1=x; N,=i]

En n on peut déduire de (0) que WF (Q[N»=i]) et donc (H4) et la cumulativité nous permettent
de prouver (*). :

Il est raisonnable de penser que les résultats de la sectidn2 s'étendent naturellement aux CTSI.
On a admettra en particulier les résultats suivant :

2.3.8 Lemme
1. SiP = MINLOC,alors ~ M :Aet ~ M :B implique quil existe C tel que -~ M : C et
C4 AetC4 B.

2. Si P = MINLOC ™ WEAK-UPSTABLE-RULES , alors P = STRENGTHENING .

2.4 Le -cube avec types inductifs

Dans cette section, nous présentons brievement quelques exemples de systemes avec typesciifdu

Systeme T Le premier d'entre eux est le systemel de Godel, c'est une extension du -calcul

simplement type avec un produit cartésien de type et trois types de bases : les entiers, les ddéens
et un type a exactement un habitant. Dans sa présentation standard (voir { ] par exemple), les
types de données viennent chacun avec leur schéma de récursion. Ici, nous legaméterons comme le
CTSI muni des paramétres suivants :

St = 72, ¢

Ar = (7 )g
Rr = (%799

G =
I + = fnat bool prodg
Er = f(;?)jl 21g

et il contient un inductif pour représenter les entiers :
Ind (nat : ?;zero: nat; succ: nat! nat)
un inductif pour représenter les booléens :

Ind (bool: ?;true : bool false: bool)
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ainsi qu'un encodage du produit cartésien :
Ind( :?; :7?;prod:?;pair: ! I prod; )

Il partage donc les sortes, les axiomes et les régles damais contient en plus deux types de baseat
et bool ainsi qu'un constructeur de type prod pour représenter les produits cartésiens. On se permettra
dans la suite de noter le terme prod ][ ] tout en gardant en téte que le produit ( ) n'est
pas un terme du langage . On verra plus loin I'extension systemd; , ou on peut typer |'abstraction

:?, ?prod I ]
On peut dé nir les deux projections a l'aide de case :

prof., © 1 2! «
projkl; , = C 1l 1 2:CaSprod(C; 15 25 _: 1 2 ks X1: 1;X2! 21Xk)
Puis, on véri e aisément qu'elle satisfait les regles de réduction attendues pour un produit :
prof.. , (pairf 1][ 2]A1Az) B Ay

Nous pouvons programmer également dans ce systeme d'une famille de schémas de récurrence pour
chaque type bien formé :

rec : (! nat! )! I nat!
rec = fix f:( ! nat! )! I nat! ;
g: ! nat! ;x:;n:nat:
casenat(n; _:nat:;
X,

p :nat:g(fgxp)p)
Nous notonsn la représentation du n-iéme entier :
n .fois

z }
succ(succ  (succ zerd )

Et on véri e facilement que nous disposons bien des réductions suivantes :

rec fx 0 B x
n +1 fois
yA—

rec fxn+1 B f(f _(fxﬁ) n I)n

Nous pouvons d'ores et déja remarquer un avantage des représentations des types de donnéades
types inductifs par rapport aux encodages imprédicatifs : on dispose d'une implémentation des destruc
teurs en temps constant. Ainsi, hous pouvons programmer dans Systenie la fonction prédécesseur de
maniére beaucoup plus naturelle que dans Systénie (voir page 26) :

pred : nat! nat
pred = :nat:casepgt(n; _:nat:nat;0; p : nat:p)

128



2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

Nous pouvons alors véri er que deux étapes de réduction, une pour le, une pour le case, su sent
pour réduire ces fonctions appliquées a la représentation d'un entier :

predn+1 B n
pred0 B 0

Nous avons déja mentionné lors I'étude de SystemE& que la présence d'un schéma de récursion
d'ordre supérieur permet d'implémenter une trés grande classe de fonction (contenant les fonctionssle
fonctions primitives récursives, mais aussi la fonction d'Ackermann). Gddel a donné une caractérisation
de cette classe en terme logique en prouvant que les fonctions représentables dans Systdmsont les
fonctions prouvablement totales dans l'arithmétique du premier ordre PA . Nous reviendrons sur ce
résultat dans le chapitre 4.

Systeme T,. Nous pouvons étendre Systemd& en autorisant I'ordre supérieur dans les types. Nous
dé nissons donc le systemer, , par les paramétres suivants :

St = f?2, ¢

At = (2 )g

Rr = f(%22:( 5 )9
G =

I + = fnat bool prodg

Er = f(1;?)jl 21g

Nous obtenons donc un systéme qui est@ ce que! esta . Ettoutcomme ce dernier, cette extension
est essentiellement cosmétique, elle permet simplement d'internaliser les notations de type. Ainsi dans
ce systéme, on peut dé nir des constructeurs de type comme par exemple :

:?2( ! nat) (nat! )

mais ces notations dans les types peuvent toujours étre réduites. On montre aisément que la construction
case ne peut pas apparaitre dans un termeA siona -~ A:K : (c'est une conséquence immédiate
du fait que (I; ) 62 Epour | = nat; prod; bool. Il sut alors d'étendre la fonction d'élimination de
l'ordre supérieur vue a la page28 de la fagon suivante :

E2(prod; 1) = prodE*(NF( )); EZ(NF( ))]

E%(nat) = nat
E?(boo) = bool
El(zerg = zero
El(sucg = succ

E'(pairf; 1) = paifE(NF( ));E*(NF( ))]

129



2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

El(casena(n; _:nat:T;Fy; p :nat:Fy)) =
casenat(EX(n); _: nat:E’(NF(T));EY(F1); p : nat:EX(Fy))
El(casepooi(b; _:bool:T;Fq;F»)) =
casenool(EL(b); _: bool:E3(NF(T)); EX(F1); EX(F2))
E'(casepod(C; ; 5 _:prod; IT;x iy : F))=
caseprod(E*(C); EX(NF( )); EA(NF( ));
_oprod; LEA(NF(T)); x : EX(NF( ));y : EX(NF( )):EY(F))
On montre alors de la méme facon que :
2.4.1 Lemme
Si "1 A:K: ,alorsE() "1 E’(NF(A)): 2.
Si "1, M:A:?alors E() "1 EX(M): EX(NF(A)).
Pour en déduire le lemme suivant :
2.4.2 Lemme
Les fonctions représentables dd, sont exactement les fonctions représentables dE.

2.4.1 Extension aux inductifs avec élimination faible

On introduit maintenant la notion de CTSI saturé. Un CTSI est saturé s'il contient toutes les
déclarations d'inductifs autorisées :
2.4.3 Dé nition (CTSI saturé)

On dira d'un CTSI gu'il est saturé si pour toute famille de termesQq, ..., Qn, A, c9.. .,Cr? qui véri e
les conditions de la dé nition 2.1.3 c'est-a-dire :
1. WF (A)ou »p =I xlzgl;:::;xp:Qp,

2. A est de la forme8y : B s
3. p; A° CJ-O:s
4. pour tout j, Cj est de la la forme

! mp I _n
8y:E; . Dj
ol ne peut apparaitre a l'intérieur de E; que comme une conclusion.
il existe un inductif | bien formé :

ol lesCi = CYI'[x "= 1.
2.4.4 Dé nition (Extensions aux types inductifs avec élimination faible)

Etant donné un systémeP du -cube, on dira qu'un CTSI saturé P%est une extensionde P aux types
inductifs avec élimination faible, si :

SPO = Sp
Apo = Ap
RPO = Rp
Goo =
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etside plus: (;r) 2 E si et seulement sil est un inductif de sorte? etr = 2.

2.4.5 Convention
Pour tout systemeP du -cube, on désignera pat P une extension quelconque dB aux types inductifs.

Nous pouvons maintenant étendre le -cube avec des inductifs :

IF ICC

imprédicativité I b !

ordre supérieur /

e

dépendance

Le -calcul simplement avec type inductif : | . Cl'est I'extension naturelle de systemeT dans
laguelle nous disposons de beaucoup plus d'inductifs que simplemenat, bool et prod. On peut donc y
encoder tous les types inductifs qui véri ent les conditions de stricte positivité et dont lesconstructeurs
sont bien typables. Dans ce systéme, la seule arité bien formée de sorte minimale est la soPteOn ne
peut donc pas construire d'inductif avec un ou plus arguments. On peut tout de méme construe le
produit cartésien, la somme disjointe, les listes, les arbres, les booléens, les entiers, ... Tousic@sictifs
restent encodables par des opérations sur les entiers. A premiére vue, il pourrait sembler que rsone
gagnons pas en expressivité par rapport au systeme. Ce n'est pas le cas. On dispose en e et de type
inductifs qui ne s'encodent pas dans les entiers, comme par exemple, le type des arbres a lofa@ment
in ni dénombrable (parfois appelé le type des ordinaux de Brouwer) :

Ind ord brouwer: Set; zerobrouwer: ord brouwer
succbrouwer: ord brouwer! ord brouwer
supbrouwer: (nat! ordbrouwe) ! ord brouwer

Ce type inductif permet de décrire des ordinaux dénombrables dont certains plus grands que .
Bien que nous n'en ayons pas la preuve, il semble raisonnable de penser que le systémgermet de
représenter strictement plus de fonctions que le systémeé . Nous en rediscuterons aprées avoir décrit le
théoreme de représentation en présence d'inductif (pag257).

On notera qu'il est possible de dé nir dans| des inductifs avec des argument qui ne sont pas des
types. Comme par exemple l'inductif U dé ni par

Ind(n :nat;U: ?;a4: UnJ)
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qui désigne une famille d'inductifs tous équivalent a l'inductif unit :
Ind (unit : ?;tt : unit)
On peut donc alors construire le type suivant :
“8n:nat:Un]! Un]:?

Notre -calcul simplement typé étendu avec des inductifs est devenu un systéme de types..émkn-
dants. Mais, si cela est souhaitable, il est possible de restreindre ce systéme en interdisant les inductifs
contenant des arguments dont le type est dan£. Il est clair que cela ne permet de toute fagon pas de
représenter plus de fonctions.

En e et, on dira d'un paramétre qu'il est informatif si son type est typé par?. Alors, I'absence
de regle pour forme des types dépendants fait que ces parametres ne pourront pas apparaitre dans
le type des constructeurs si ceux-ci ne contiennent pas d'occurrences de ces intiscavec au moins
un parametre informatif (et encore moins dans l'arité puisqu'elle est toujours égale &). Soit donc
H un inductif avec des paramétres informatifs qui ne contient pas d'occurrence d'un autre indctif
ayant des parametres informatifs dans sa déclaration (c'est-a-dire dans le type de ses paramétres,
constructeurs et arité). Dans ce cas,H est équivalent au type inductif H® obtenu en enlevant ces
parameétres informatifs de sa déclaration (c'est l'opération qui fait passer deJ a unit). On peut alors
remplacer dans une dérivation de typage toutes les utilisations déd par une utilisation de H ° tout
en préservant la typabilité (il faut bien sdr remplacer également les utilisations de ses constructeurs et
sescase). En procédant récursivement, on peut alors remplacer tous les inductifs avec des parameétres
informatifs par des inductifs qui n'en contiennent pas.

Ajout de l'ordre supérieur de type : It . llestclair que tout comme pour ! ,etT!, I'ajout de
l'ordre supérieur de type ne permet pas de représenter plus de fonctions. On prouve le lemme cisdeus
de facon analogue al, , en étendant la fonction d'e acement de la maniére suivante :

| [E1=2:( PP
qEFZ(P )]

E2(1'P "))
(P ")

1 I p !! m _K
E* casey(M; P ;x :IiT;y:E F) =
P 1 m “
caseg()(EX(M); EF(P7); x : E(1):EA(NF(T));y : EANF(E)) :EYF))
ou : L b
EFZ(P") = PY:::;PY avec PY = EY(P) ou P2 = E2(NF(P)) selon que lek-igme argument de
l'inductif correspondant est informatif ou non.
E(l) désigne linductif :
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Si

et avecQf = E%(Q) ou QP = ? selon que lek-iéme argument est informatif ou non.
On peut alors montrer aisément que :

2.4.6 Lemme
Si o A:K: ,alorsE() T, E?(NF(A)): 2
Si i M:A:?alorsE() T EY(M):E3NF(A)).

Et en déduire que :

247 Lemme
Les fonctions représentables dé! sont exactement les fonctions représentables de.

Ajout des types dépendants En l'absence d'élimination forte, Christine Paulin [ , ]
a montré que la fonction d'e acement des dépendanc&9eP s'étend bien aux inductifs.
Eneet,soit P2f : ; ; 2g, nous dé nissonsEP(IP) par :
E%®P1 ) = |
E%P(l ) = I
E®°P(1 ) = IF
E%P(ICC) = IF,

Alors nous pouvons étendre la fonctionE%P vue page34 aux inductifs en posant :

G

|
E%eP (1 )[E%P(P) |
|

PP = EFPQIEN(P) ]

de R I de !de P _de !de k
E*P(case; (M; P ;T;F ) = casegen()(E™"(M); EP(P) ;E™P(T);E™P(F) )

! Ik
SiInd{x:Q"™1 : A;c:C") est un inductif de IP, alors E%P(]), EYP(c;) désignent un inductif de
EdeP(1P) tel que

| k
Ind (Xl : El?iep(Ql); e ;XP : E)?fi%l """ Xp 1:Qp 1(Qp); E)?finl """ XpZQp(A); Edep(c) : Egle:le """ XpiQp(C) )

...............

(son existence est assurée par la saturation).
Nous montrons que, tout comme dans le cas sans inductif, la face droite du cube est envoyée vers
la face gauche :

2.4.8 Lemme
SiP2f ; ; ; ?gona:

“1p A 1B implique E%P() * gueppy EZP(A) 1 EP(B).
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De plus nous avons,
ABB ) E %“P(A)DE™P(B)

et E%P(nat) = nat (modulo renommage), on en déduit donc que :

2.4.9 Lemme
SiP2f ; ; ; Z2g alors les fonctions représentables dan® sont exactement les fonctions
représentables deE%P(1P).

Les encodages imprédicatifs des types inductifs. Les encodages imprédicatifs permettent d'en-
coder tous les types inductifs en I'absence d'élimination forte. Ce résultat a d'abord été démontré pour
systemeF par Corrado Bohm et Alessandro Berarducci [ ] puis étendu a systémeF, par Christine
Paulin et Frank Pfenning [ ].

. . . . . ! Ik . . -
Soit | un inductif dont la déclaration est : Ind (X : Qp;l :A;c:C ) Soit une variable fraiche et
(Cﬂizl;;;k la famille de termes telle que pourtoutl i Kk on ait

cY'[xP= 1= C; et | napparait pas dansC?
|
Alors on note | [x : Qp] I'encodage imprédicatif de | dé ni par le terme :
L API— @ A0 ooy (Ojaiu.p™ !N
Ix:Q]=8 :AC7! :::! C/!8y:B:'y

on retrouve bien des types isomorphes a ceux vus lors de I'étude de systefre:

nat = 8 22! (! )!
prod :?; :? = 8 :?:( ! o)
listf :?] = 8 221 (! o)

Ou nat, prod et list sont les inductifs bien-formés del F suivant :

Ind( :2;list: ?;nil: list] J;cons: I list] 7! list[ ])
Ind (nat : ?;zero: nat; succ: nat! nat) c
Ind( :7?; :?;prod: ?;pair: ! I prod)

L'encodage fonctionne également pour systémé&; . Si on prend la dé nition inductive prod® du
produit cartésien du produit sans paramétre suivante :

Ind (prod®: 21 2?1 2:;pai®:8 :?; ' 1 prod )

Elle est une dé nition inductive bien formée de IF, et est interdite dans |F car son arité n'est pas un
type valide de F. Son encodage imprédicatif est alors :

prod®=8 :?! 2! 28 2, | | )!8 L P

On peut alors montrer le lemme suivant :
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2.4.10 Lemme | 0 | "
Soit P 2fF ;F,g. SiInd(x:Q ;I : A;c:C ) est un inductif bien formé delP, alors

! P ! p
x:Q Tiplx:Q]:A
De plus s'il n'est fait mention d'aucun autre inductif dans la déclaration del, alors
! p. | p
X:Q “pIx:Q]:A

Les auteurs de | ] donnent également un encodag@'[x : Qp] des constructeurs puis décrivent
comment construire des termes pour implémenter les schémas de récursion primitive (voir aussi la thése
de Christine Paulin [ ] pour plus détails). Si on admet que notre présentation des inductifs avec
case et fix est équivalente a une présentation des inductifs avec récursion primitive, alors on peut
remplacer les occurrences des inductifs et de leurs constructeurs par leurs edages imprédicatifs et
utiliser les schémas de récursion primitive pour remplacer les utilisation dease et fix . On en déduit
alors le théoréme :

2.4.11 Lemme
Soit P 2fF ;F, g.
Les fonctions représentables déP sont exactement les fonctions représentables de.

Pour conclure, on remarque que le -cube étendu aux types inductifs n'a rajouté qu'une seule
nouvelle classe de fonctions représentables, les fonctions représentables dans Systéme

2.4.2 Elimination forte non restreinte dans une sorte imprédicative

Dans cette sous-section, nous allons étudier le danger qu'il peut il y avoir lorsque que I'on ne restreint
pas I'élimination forte en présence d'une sorte imprédicative.

2.4.12 Dé nition (Extension aux types inductifs avec élimination forte non-restreinte)
Soit P un systéme du cube, on dira qu'un CTSI saturéP? est une extensionde P aux types inductifs
avec élimination forte non-restreinte, si :

Spo = Sp
Apo = Ap
Rpo = Rp
Co = G

et side plus: (;r) 2 E si et seulement sil est un inductif de sorte ? et r est quelconque.

2.4.13 Convention
Pour tout systéemeP du cube, on désignera pat sJP une extension quelconque dB aux types inductifs
avec élimination forte.

Le type inductif suivant est bien-formé dans | &, c'est un inductif sans paramétre et avec un
argument (on a besoin de la régle (;?;?) pour véri er que le type du constructeur habite bien ?).

Ind (star : ?;close : ?! star)
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2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

Le constructeur de cet inductif permet de plonger tous les types (c'est-a-dire les habitants de) vers le
type star . L'élimination forte, nous permet alors de typer la fonction réciproque suivante :

open . star! ?
open = b :star:caseggr (b; _: star:?; 1?0)
open(close ) D

C'est une élimination forte car le type de retour du case est?, c'est-a-dire une type de sorte et
par dé nition, nous avons bien (star; ) 2 E. Nous allons maintenant voir que cet inductif permet de
plonger le systéme incohérent? dans tous les systemes qui contienneritsd- .

On dé nit la transformation des termes et des contextes de? suivante :

JhiK = hi
J ;x:AK = J Kx:open JAK

XK = x
J?K = close star
J8x : AABK = close (8x : open JAKopen JBK
Jx tAMK = x :openJAKIMK
JMNK = IMKNK

Cette transformation se comporte bien vis-a-vis de la substitution et donc de la conversion :

2.4.14 Lemme
JB[N=x]]K= JB KJIN K=x],
B B° ) JBK BX

Démonstration
Immédiat par induction sur la structure de B.
On montre que
Jx :AM)NK IM[N=x]K

En e et, d'aprés le cas précédent, on a

Jx :AAM)NK ( x :open JAKIM K INK
IM KIN Kex]

IM [N=x]K :

Cette transformation permet de plonger les termes typables de? dansl|d :

2.4.15 Lemme
Si "2 M:A, alorsJ K| JMK: open JAK

Démonstration  On procéde par induction sur la dérivation de ™ » M : A et on désignera parHI
les hypotheses d'induction. Dans cette démonstration les séquents désigneront la typabilité ~ | ¢ .
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2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

Axiome ?:7?:

" close :?! star T ostar ?
T J?K: star

© J?K: open J?K

On doit montrer que = close star : open (close star ), ce qui peut se faire a l'aide de la régle de
conversion, puisque I'on aopen (close star ) D star, ~ open (close star ) : ? et ° close star :
star .

A aiblissement :

HI
J K* JAK: open J?K
HI J K open :star | ? J K' JAK: star
J K M K: open JBK J K* open JAK: ?
J Kx :open JAK® JM K: open JBK

Variable :

HI
J K open :star ! ? J K JAK: star

J K' open JAK: ?
J Kx :open JAK™ x:open JAK

Application :

HI
J K" JMK: open J8x : AABK HI

J K JMK: 8x:openJAKopen BBK J K IJNK: open JAK
J K' IM KN K: (open JBK[JIN K=x]
J K IM KNK: open JB[N=x]K

Lemme 2.4.14

Abstraction :
HI H
J Kx:open JAK® IMK:openJBK J K" 8x :open JAKopen JBBK: ?
J K" Jx :A:M K: open J8x : A:BK

On peut dériver (H), par exemple, en dérivant le séquent :

HI
J K close (8x : open JAK open JBK) : open (close star )

J K open :star ! ? J K* close (8x : open JAK open JBK) : star
J K open (close (8x : open JAK open JBK) : star

137



2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

puis en invoquant la préservation du typage :open (close (8x : open JAKopen JBK) B 8x :
open JAK open JBK
Produit : A l'aide des hypothése d'induction on prouve les deux séquents ci-dessous.

HI HI
J Kx :JAK IBK:open J?K J K JAK: open J?K
J Kx :JAK® JBK: star J K JAK: star

On en déduit facilementJ K™ close (8x : open JAKopen JBK : star en appliquant close et
open.

Conversion : Par hypothése d'induction, on aJ K JM K: open JBKet J K* JBX: open J?K On
en déduit par conversion queJ K' open JBX: 2. Et en en n d'aprés le lemme précédent, on a
open JBK open JB%Xet on peut donc montrer queJ K* IM K: open JBXK ,

On en déduit alors le théoréeme suivant :

2.4.16 Théoréme (Incohérence de  |gF)
Soit " :7? alors il existe M tel que alors | M :

Démonstration  On sait qu'il existe telque >, :8 :?: (voir section 1.1.10. Il sut alors de
prendre M = J K(close ). Or, on a bien" J K: open J8 :?: K c'est-a-dire par réduction du type
que” J K:8 :star:open .Enn,onbien ° close :star etdonc ~ M :open (close ) etpar
réduction -~ M : . ,

L'élimination forte non-restreinte pour les inductifs ayant pour sorte une sorte imprédicative im-
plique donc l'incohérence du systeme. La solution adoptée pafoq pour pallier ce probléme est d'au-
toriser I'élimination forte uniqguement pour détruire des petits inductifs.

Un petit inductif est un inductif dont les arguments des constructeurs sont typables par une sorte
minimale pour la relation A :

2.4.17 Dé nition (Petit inductif)
Un petit inductif est un inductif

Quyr1:Ej1:iyyitEji  Eji :s

A titre d'exemple, l'inductif star vu précédemment n'est pas un petit inductif puisque I'argument
? du constructeur close est de type (qui n'est pas minimal pour A).

Nous allons maintenant voir comment cette dé nition est utilisée dans le Calcul des Constructions
Inductives, c'est-a-dire le calcul sur lequel est basé I'assistant de preuv@oq .

138



Set

\/



2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

P = MINLOC,

P = PRINCIPAL ,

P = UPSTABLE,

P FULL,

P = WEAKLY-IMPREDICATIVE |,
P = STRENGTHENING ,

© N o bk~ W

lls ont en commun la présence d'une sorte notérop dont les habitants sont des types interprétés
comme des formules logiques.

La sorte des propositions. La sorte Prop permet de con ner tout le contenu logique, ce qui est
rendu possible essentiellement grace a son caractere imprédicatif qui autorise la quanti cation sur tous
les objets du systéme. Ainsi, si est un type bien formé de sortes, c'est-a-dire telque ~ :s,etsiP
est une proposition avec une variable librex de type , c'est-a-dire telle que ;x: ~ P :Prop, alors la
guanti cation 8x : :P est une proposition valide dans toutes les variantes du calcul des constructions :
on a toujours "~ 8x : :P : Prop. L'imprédicativité permet, comme nous avons pu le voir auparavant,
d'encoder les di érents connecteurs logiques. En pratiqgue dans le calcul des constructions inclives,
on choisit plus souvent d'encoder ces derniers par des types inductifs de sofFop. A titre d’exemple,
on peut donner I'encodage de la disjonction :

Inductive or (P Q : Prop) : Prop :=
| left : P! or P Q
| right : Q! or P Q.
Cet inductif dispose de deux constructeurs pour construire une preuve d® _ Q, I'un a partir d'une

preuve deP et l'autre & partir d'une preuve de Q. Il peut-étre représenté dans notre syntaxe par la
déclaration suivante :

Ind (P : Prop; Q : Prop;or: Prop;left: P! orP Q;right:Q! orP Q)
Et on pourra par exemple utiliser la construction case pour prouver que 8P : Prop;orPP ! P :
P :Prop;h:orP P:caseq(P;P;h; _:orP P:P; x :P:x; X :P:x)

Ce qui donnerait dans la syntaxe deCoq le terme suivant :

fun (P : Prop) (h : o P P) )
match h return P with
| left x ) X
| right x ) X
end

De la méme facon, on encode le vrai logique, notérue, le faux logique False la conjonction, I'égalité
de Leibniz, et le connecteur existentiel par les inductifs suivants :
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2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

Inductive True : Prop :=
| tauto : True.

Inductive False : Prop :=.

Inductive and (P Q : Prop) : Prop :=
| conj: P! Q! and P Q.

Inductive eq (X : Type) (x : X) : X ! Prop :=
| eqgre : egq X x X.

Inductive ex (X : Type) (P : X I Prop) :=
| ex.intro : forall x:X, P x! ex X P.

On utilisera dans les suite les notations habituelles pour alléger ces encodages :

Terme Notation
True >
False ?

P! False P
andP Q P™Q

orPQ P _Q

eq Xy X=y

exX (x :X:P) |9 :X:P

Un des principaux attraits du Calcul des Constructions est sa compatibilité avec des axiomes clas-
siques. Le premier que I'on peut vouloir considérer est le tiers-exclu. Cet axiome peut s'énoncer dans
le calcul des constructions par le terme suivant :

EM= 8X :Prop:: X _ X

Or, Thierry Coquand a prouvé | ] que si on dispose d'un schéma d'élimination dépendante pour la
disjonction (ce qui est le cas lorsqu'on encode la disjonction par un type inductif) alors le tiers-exclEM
implique I'équivalence des preuvedl. L'équivalence des preuves s'énonce par la proposition suivante :

Pl= 8P : Prop;hi1hs: P;hy=p hy

Elle a rme que deux preuves d'une méme proposition sont indistinguables. La compatibilité du systéme
avec cet axiome a pour corollaire qu'il est impossible d'écrire dans le systéme une fonction non constante
de type>_ > bool En e et, si on dispose d'une telle fonctionf vériant f (left tauto) = true et
f (right tauto) = false alors on montrerait facilement que Pl ) true = false et donc que le systéme
est incompatible avecPl et donc a fortiori avec EM C'est pourquoi il est important de restreindre les
utilisations de case qui détruisent un inductif de sorte Prop pour fabriquer un objet dont le type n'est
pas une proposition.

Ainsi le systemeCoq rejette la dé nition suivante :
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2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

Definition f (h : True _ True) : bool :=
match h return bool with
| left _ ) true
| right _ ) false
end.

L'interpréteur de Coq retourne le message suivant :

Error: Incorrect elimination of “"h" in the inductive type “or":
the return type has sort ~"Set" while it should be Prop".
Elimination of an inductive object of sort Prop

is not allowed on a predicate in sort Set

because proofs can be eliminated only to build proofs.

Néanmoins, on ne veut pas interdire toutes les éliminations des inductifs propositionnels vers autre
chose que des propositions sinon nous n‘aurions aucune interaction entre les termes calculatoires et
les termes propositionnels. On veut en e et pouvoir utiliser les propositions pour spécier des pré-
conditions qui doivent étre satisfaites pour appliquer certaines fonctions. On peut par exemple vadair
implémenter la division entiére par une fonction du type :

nat!8 y:nat:y 6,4 0! nat

L'implémentation de la division aura alors besoin d'étre capable de construire un objet de typaat dans
la branche sensée étre impossible : celle guvaut 0. Pour ¢a il faut pouvoir détruire une preuve de ?
pour construire un objet de type quelconque. Ce qui explique que le programme suivant soit accepté :

Definition absurd (X : Type) (h : False) : X :=
match h return X with end.

En n, on mentionne qu'il peut-étre également utile de détruire des égalités pour pouvoir réécrire dans
les types dépendants. Ceci est utile par exemple pour construire un terme de type :

8 :Set;n:nat:vecf ](n n)

Par exemple, on peut implémenter un tel terme enCoqg par le terme suivant :

fun ( : Set) (n : nat) )
match n as _ = X return vect X with
eq.re ) nilv
end.

ol :8n:nat:0=n n estune preuve quen n =0.

Il y a un donc un critére sur la forme des inductifs pour décider si celui-ci peut-étre déuit pour
fabriquer autre chose qu'un habitant d'une proposition. Ce critére doit étre su samment général pour
gue l'on puisse détruire les égalités et I'absurdité logique tout en restant compatible avec I'équivalence
des preuves.

Le critére retenu par Coq est le suivant :

Il faut que cet inductif ait au plus un constructeur,
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2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

Et que tous les arguments de ce constructeur soient propositionnels.
Ce que l'on formalise par la dé nition ci-dessous :

2.5.2 Dé nition (Petit inductif logique)
Un petit inductif logique est un inductif

ge sorte Pro;?, avec k 1 et dont le type de I'éventuel constructeur C est de la forme :C
m n . . .
8y:E :I![xp]D et tel que pour tout j et tout 1 I m, on ait : X3 @ Q1;::5;Xp ¢ Qpiyr :

Les inductifs true, false and et eqsont des petits inductifs logiques tandis queor et ex n'en sont pas
('un parce qu'il a deux constructeurs et l'autre parce queex intro a un argument de type X et que X
n'est pas une proposition).

Le Calcul des Constructions Inductives avec Set imprédicatif. Nous pouvons maintenant
présenter la premiere variante du systéme de types d€oq. Il est dé ni dans notre cadre par la
Spéci cation suivante :

Scic = f Prop; Set; Typeg, j i<l g
Ace = f (Prop; Type,) g

[ f (Set; Typey) g

[ f (Type; Type,,) | i<! g
Recic = f (s;Prop; Prop) j s2S¢qc O

[ f (s; Set; Set) j s2S¢c O

[ f (Prop;Typg;Typeg j i<! g

[ f (Set;Typg;Typgg | i<! g

[ £ (Type;Typg;Typg) j i j<! g
Cc = f (Type; Typg) ji<j<! g

et(l;r) 2Egc sietseulementsi:
Soit | est un inductif de sorte Typsg,
Soit | est un inductif de sorte Prop et r = Prop,
Soit | est un inductif de sorte Set etr = Prop our = Set,
Soit | est un petit inductif de sorte Set.
Soit | est un petit inductif logique.

Les sortesProp et Set sont toutes les deux imprédicatives. La sorteSet est utilisée pour typer les
types de données, la sortéProp les propositions et la hiérarchie de sortedype permet de donner un
type aux sortes. Sil'on omet la présence des inductifs, CIC se plonge dans le Calcul des Constructions
avec univers CG vu précédemment par le morphisme :

Prop 71 ?
Set 7! ?
Type 7! 7
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Dans ce calcul, la sorteProp se distingue de la sorteSet uniqguement de par les éliminations autorisées
pour détruire les inductifs. Comme nous l'avons vu, ces restrictions garantissent la compatibilité avec
I'équivalence des preuves et comme nous le verrons plus avant la possibilité d'e acer le contelogique
a n d'extraire le contenu calculatoire des termes.

Le passage de CIC a CIC. Dans le systeme CIC la sorte Set est imprédicative. Elle est utilisée
pour contenir les types de données. Or, il a été démontré par Herman GeuverS§u01] en adaptant la
preuve du paradoxe de HurkensH ] que l'imprédicativité de Set était incompatible avec I'existence
d'une rétraction de Prop vers bool Une rétraction est la donnée de deux fonctiorf : Prop ! bool et
g: bool! Prop qui satisfait :

8P :Prop:g(fP)$ P

Herman Geuvers montre dans ( ] que I'on peut dériver dans CIC le séquent suivant :
"8f :Prop! boolg:bool! Prop;(8P :Prop:g(fP)$ P)!?

Si on admet la cohérence de CIC, cela montre que I'on ne peut pas construire une telle rétraction
dans un contexte vide. Mais cette découverte a pu déplaire aux utilisateurs d€oq qui utilisaient le
systeme pour formaliser des preuves classiques. En e et, la conjonction du tiers-exckMet d'un axiome
de description Descrimplique I'existence d'une rétraction de Prop dans bool L'axiome de description
s'énonce de la facon suivante :

Descr= 8A : Set;P : Al Prop:(9x : AP x)!f x:AjP xg

Il contient deux notations de Cog que nous n'avons pas eu l'occasion de voir jusqu'a présent :
Le connecteur d'existence unique :

OIX AP X =9 :APXx"8xy:APx! Pyl x=pYy

Il exprime le fait qu'il existe un unique objet x de type A qui satisfait le prédicat P.
Le type sous-ensemble : fx : AjP xg désigne le type des sous-ensembles des élémentsAdqui
véri ent la propriété P. Il est encodé par l'inductif suivant :

Inductive sig (A: Set) (P:A! Prop) : Set :=
exist : forall x:A, P x! sig P.

Ainsi fx : Aj P xg est une notation pour l'inductif sig AP . Il peut-étre vu comme un couple
dépendant contenant un objetx de type A et une preuve deP x.
Cet axiome est trés utile en logique classique puisqu'il donne la possibilité d'obtenir un nom pour
un objet dont on a prouvé l'existence unique. Or il est possible de s'en servir pour implémenter une
rétraction de Prop dans bool de la fagon suivante :

P :Prop: 1(Descr boo(b :bool:b= true$ P)H): Prop! bool
ol ; est la premiére projection desig et ou H est une preuve utilisant I'axiome EMde :

9lb: bool:b= true$ P
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Cette preuve H consiste a exhiber le témointrue lorsque P est vraie et falsedans le cas contraire, et
l'unicité vient du fait que I'on ne peut pas avoir a la fois P et : P. Et on montre facilement que cette
fonction implémente une rétraction par rapport a la fonction b : bool:b =g true.

L'équipe de Coq a donc cherché a corriger le systéeme pour rétablir la compatibilité avec ces deux
axiomes. La solution qui a été adoptée fut de supprimer la sorteSet et d'utiliser la hiérarchie des
univers pour contenir les types de données. La constantBet a été conservée mais elle n'est aujourd'hui
rien de plus qu'un synonyme pourTypg,. C'est ainsi que le systeme CIC s'est imposé pour devenir le
systeme de types de€Coq . Ce systéme se formalise dans notre cadre par les paramétres suivants :

Scic = f Prop; Type j i<l g
Acc = f (Prop; Type,) g

[ f (Type;Type,) ] i<! g
Rcc = f (s; Prop; Prop) j s2Scicg

[ f (Prop;Type;Typeg j i<! g

[ £ (Type;Typg:;Typg) j i j<! g
Coc = f (Type; Typg) ji<j<! g

et (I;r) 2 Egc si et seulement si :

Soit | est un inductif de sorte Typsg,

Soit | est un inductif de sorte Prop et r = Prop,

Soit | est un petit inductif logique.
Ce systéme est clairement inclus dans CIC; il est obtenu en enlevant des paramétres tout ce qui
concerne la sorteSet. On notera que l'identiant Set est toujours utilisé comme un synonyme de
Typey .

Nous verrons dans le paragraphe suivant que cette solution présente toutefois des désavantages qui
nous ont conduits & proposer une nouvelle version du calcul de constructions inductives qui cibent
une hiérarchie de sortesSet pour con ner les types de données tout en restant compatible avec ces
axiomes classiques.

L'extraction de Coq. Le fait que les programmes ne puissent pas dépendre des preuves permet au
systemeCoq de fournir un mécanisme qui extrait le contenu calculatoire des dé nitions en fabriquant un
programme non-typé qui calcule les mémes valeurs que le terme dont il est extrait. Ainsi, si l'utilisateur
fait con ance a ce mécanisme d'extraction il peut obtenir un programme e cace implémentant les
fonctions qu'il a spéci ées dansCoq .

L'extraction constitue une des caractéristiques principales de l'assistant de preuv€oq . L'exemple
le plus notable de son utilisation est le compilateur certi € du projet CompCernt de Xavier Leroy et
al. [ ]. Il s'agit d'un compilateur d'un sous-ensemble large du langage C vers plusieurs langages
d'assemblage réalistes (ARM, x86 et PowerPC). En plus de l'implémentation e ective du compilateur,
le développementCoq contient une formalisation compléte des sémantiques des langages sources et
cibles ainsi qu'une preuve que la fonction de compilation les préserve. L'extraction fournit donc un
programme e cace sensé générer le méme code que celui qui aurait été généré par le ter@@y réduit
par l'interprete de Coq.

1. Dans le systemeCoq, les indices des univers sont inférés par le systeme. Le mot-cléSet de coq n'est donc pas
entierement super u puisqu'il permet a l'utilisateur de désigner explicitement le premier niveau d'univers.
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Le systéme implémente une fonction d'extraction () qui construit un programme non-typé a partir
d'un terme bien typé de CIC. Elle procéde en e agant les sous-termes non-informatifs , c'est-a-dire
sans contenu calculatoire. On peut trouver la description de la fonction d'extraction pour CIC et CIC
dans | , , ].

Essentiellement, le critere pour décider si un sous-termé/ de type T dans un contexte est
informatif consiste a inspecter la forme normale de son type. AinsM n'est pas informatif :

Si T est une arité, c'est-a-dire convertible en un terme de la forme

Ou si T est une proposition, c'est-a-dire tel que
" T: Prop

L'idée étant que les termes dont le type est une arité sont des constructeurs de type et doivent
donc disparaitre (les programmes extraits sont non-typés). De plus, les termes dont les types sont
des propositions sont également e acés car les restrictions imposées sur I'élimination des inductifs
garantissent que le contenu calculatoire des termes ne peut pas dépendre du contenu logique.

Dans les détails, I'implémentation de la fonction d'extraction est loin d'étre triviale. Elle e ectue des
optimisations pour limiter la taille des programmes extraits, elle dispose d'heuristiques pour recouvrer
des informations de typage lorsque le langage cible est typé (comme c'est le castdaskell et Objective
Caml), et enn elle doit gérer les multiples extensions deCoq. Bien que cette partie du code de
Coqg soit critique, peu de choses assurent que l'implémentation actuelle soit exempte de bug. Si une
certi cation complete de I'extraction semble étre une tache ardue, nous pensons qu'a long terme elle
peut étre tout a fait envisageable. Des travaux ont par ailleurs déja été entrepris dans cette direction
Stéphane Glondu | ] a réussi le tour de force d'implémenter erCoq une fonction d'extraction pour
CiC et a formaliser les preuves des propriétés suivantes (elles avaient été démontrées sur papier glan
la thése de Pierre Letouzey[ D:

1. Sile programme (M) se réduiten (M9, alors M se réduit enM °en au moins autant d'étapes.

2. Si un terme M se réduit en un terme M © alors le programme (M) peut se réduire vers le
programme (M 9.
Le premier point prouve la normalisation du programme extrait a partir de la normalisation de CiC.
Tandis que le second permet de garantir que la forme normale du programme extrait d'un term#l est
identique au programme extrait de la forme normale deM .

Si cette approche de la correction est satisfaisante pour étudier le comportement de I'extraction
sur les termes clos, elle n'est pas su samment souple pour garantir la correction de programmes s'in-
terfagant avec d'autres programmes qui ne sont pas obtenus par extraction. C'est en particulier pro-
blématique pour étudier les programmes manipulant des entrées-sorties ou e ectuant d'autres appels
systemes. Nous pensons que pour prouver dans un cadre souple la correction de la fonction d'extraction
nous avons en fait besoin d'une théorie de la réalisabilité. Une telle théorie de la réalisabilité fournirait
des outils pour énoncer et prouver la correction des programmes extraits, mais permettrait également
de spéci er les interfaces avec des programmes non-certi €s qui seraient représentés pasd@xiomes du
systeme. On trouve dans la littérature sur I'extraction dans le calcul des constructions essentiellement
deux notions de réalisabilité :
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2. EXTENSION AUX TYPES INDUCTIFS

Dans la thése de Christine Paulin | ], on trouve une construction de réalisabilité pour pour
le calcul des constructions avecSet et Prop imprédicatifs. Elle permet de prouver la correction
d'un programme extrait typable dans F, .

Dans la thése de Pierre Letouzey [ ], on trouve une notion de réalisabilité plus complexe
grace a laquelle il parvient & prouver la correction de son extraction non-typée pour CIC.

Le Calcul des Constructions avec Set prédicatif  Dans ce paragraphe, nous proposons un nou-
veau systéme qui présente un compromis entre CIC et CIC. Le systéme obtenu peut étre présenté par
les parametres suivants :

Scc+ = f Prop; Setj; Type | i<! g
Acic+ = f (Prop; Type,) g
[ f (Set;; Type,) g
[ f (Type;Typg.) J i<! g
Rec+ = f (s;Prop;Prop) | s2S¢c+g
[ f (Prop;Type;Typg)g j i<! g
[ f (Prop; Setj;Seti)g j i<! g
[ f (Setj; Setj;Setj) j i j<! g
[ £ (Typg;Setj;Setj)) j i j<! g
[ f (Seti;Typg;Typg) ] | ]:<! g
[ £ (Type;Typg;Typg) j i j<! g
Cacr = f (Set;; Set;) j i<j<! g
[ f (Typs: Typs) j i<j<! g

et (l;r) 2Eqc+ sietseulement si:
Soit | est un inductif de sorte Set;,
Soit | est un inductif de sorte Prop et r = Prop,
Soit | est un petit inductif logique.
Il contient toujours la sorte Prop imprédicative pour représenter les propositions, mais il contient

également une hiérarchie de sorteSetg, Seti, ... permettant de con ner les types de données. Les
encodages inductifs des types de données usuelgat, bool, list[ ], ...) habitent la sorte Sety tandis
qgue les types polymorphes§ : Set;; ! , 8 :Setj;list[ ], ...) habiterons la sorte Setj,; (pour i

xé). On notera que l'on dispose de relations de cumulativité entre les sortesSet; et Setj+1 mais que
le systeme reste construit de fagon a ce que les sortes restent minimales pour la relatif - .
Ce systeme fournit une dé nition plus naturelle de ce que signi e étre informatif :

2.5.3 Dé nition (Type informatif et Programme dans CIC )
1. On appelleratype informatif (relativement a un contexte ) tout terme T pour lequel il existei
tel que "+ T :Set;.

2. On appelleraprogramme (relativement a un contexte ) tout terme M tel que e+ M T et
T est un type informatif.

Le systéme CIC est donc construit avec l'idée que l'on doit pouvoir reconnaitre par le typage
les sous-termes qui ne doivent pas étre e acés par la fonction d'extraction. Ainsi dans ce systéme, les
habitants des habitants de Type sont :
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Soit des arités, c'est-a-dire des termes de la forme :

Soit le type des constructeurs d'arité , c'est-a-dire des termes du langage qui calculent sur les
arités. Un exemple de tel programme serait le terme :

relation ;= X :Setj:X! X! Prop

Il fournit la signature d'une relation dont le support est le type informatif qu'il prend en paramétre.

Les éliminations correspondent a des branchements dans le programme. C'est pourquoi on interdit
les inductifs de sorteType. Ainsi, on a purgé la hiérarchie Type de tout contenu calculatoire.

Nous avons introduit le systétme CIC dans l'article [ ] co-écrit avec Chantal Keller an de
développer une théorie de la paramétricité pour le system€oq . Nous verrons plus loin que le fait que
les sortesSet soit minimales pour la relation A est un ingrédient essentiel pour construire des relations
logiques représentées par des prédicats a valeur daRsop. Mais nous pensons que ce systeme pourrait
par ailleurs avoir de bonnes propriétés vis-a-vis de l'extraction et I'e acement des dépendances. Une
implémentation de I'extraction non-typée pourrait alors procéder en e acant tous les sous-termes qui
ne sont pas des programmes.
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Chapitre 3

Des programmes a la logique

Dans ce chapitre nous décrivons une méthode systématique pour construire une logique a partir
d'un systeme de type pur cumulatif. Les formules de cette logique expriment des propriétés concent
les programmes. Nous verrons les raisons pour lesquelles cette logique constitue le cadre adéquat pour
développer a la fois une théorie de la réalisabilité et une théorie de la paramétricité. De plus, nous
constaterons que la seconde se dé nit a partir de la premiére.

Une des ambitions principales de la théorie de la démonstration est de donner une interpréta-
tion calculatoire aux démonstrations mathématiques; c'est-a-dire, étant donné un systéme de preuve,
chercher a observer les preuves comme des objets calculant. Dans ce chapitre, nous adajpies une
approche opposée : notre point de départ sera un langage de programmation et nous verrons comment
construire une logique dont les preuves s'interpréteront comme des programmes du langage de départ.
Nous intéresserons tout particuliérement a la question suivante : Etant donné un langage de program-
mation, peut-on construire une logique dont les réalisateurs des formules sont les programmes? An
d'y répondre, nous serons amenés a répliquer la structure du langage de programmation au niveau des
démonstrations tout en rajoutant le minimum de régles pour en faire une logique utilisable. Ainsi, le
pouvoir expressif de la logique sera directement conditionné par les constructions disponibles dans le
langage de programmation. A titre d'exemple, la possibilité de construire des couples de programmes
induira la présence d'une conjonction dans la logique.

3.1 Logique engendrée par un langage de programmation

On décrit dans cette section la logique que I'on utilisera pour raisonner a propos des expressions
d'un CTS arbitraire P. Elle sera elle-méme décrite comme un CTS que l'on noterR?.

3.1.1 Dé nition (Logique engendrée par un CTS)
Etant donné un CTS P, on dé nit P? par les équations suivantes :

Sp2 = Sp [ f d se j s2Sp g
Apz = Ap [ f (ds1€; dsz€) i (sus2)2Ap @
Rp2 = Rp [ f (dsiedsye; dsze);(s1;dsze;dsze) j (S1;S2;S3) 2Rp @

[ f (S1; Os2€; dsz€) i (sus2)2Ap @
G2 = & [ f (ds1€; dsz€) ] (s1;82) 2 Cp g
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3. DES PROGRAMMES A LA LOGIQUE

Puisque I'on verraP comme un langage de programmation eP? comme une logique pour raisonner

sur les programmes, nous adopterons les conventions suivantes : on appellera

sorte de premier niveaules sortess 2 Sp et on appellera sorte de second niveaules sortes

dse 2 Sp2nSp.

type les habitants d'une sorte de premier niveau eprogrammesles habitants d'un type.

propositions les habitants d'une sorte de second niveau gireuvesles habitants d'une proposition.
De plus, on dira que les types et les programmes sont désrmes de premier niveauet les preuves et
les propositions desermes de second niveau

Explications de la construction. On dispose de deux morphismes qui vont d® dansP? :
L'identité : on a bien P P 2,
Le soulévement : dé ni par le morphisme ci-dessous.

de:P | P 2
s 7! d se

Toutes les sortes, axiomes et régles ont été dupliqués pour fabriquer le second niveau, il est donc
clair que d e est un morphisme.

Le CTS P? peut étre percu comme deux copies du systénfe auxquelles nous avons ajouté deux familles
de regles :
Pour chaque regle (s1; s2; s3) 2 R p du systeme de départ, on rajoute dan® 2 la regle (sg; dsze; dsze).
Cette régle permet de quanti er sur les programmes dont le type est de sorte; dans les formules

de sortess.
Pour chaque axiome (s1;S2) 2 Ap, on rajoute dansRp2 la regle (sy; dsz€; dsy€). Elle autorise la
construction des arités de sorteds; e, c'est-a-dire des termes de la form@x4 : A1;:::; Xy : Apidsie

ou lesA; habitent s;. Ces arités nous permettront de construire des prédicats sur les programmes.

La logique du second-ordre (avec individus d'ordre supérieur). Un premier exemple de lo-
gique générée par cette construction esk 2, la logique engendrée par systéme .
3.1.2 Exemple
Le PTS F?2 est spéci € par les équations suivantes :
Sp2 = f ?. d?ed e g
Ap2 = f (?; );(d?e;d € g
Rez = 1 (2,2,9:( ;2,7);(d?% d?e;d?); (d e d?e; d?€)

(?;d ed e);(?;d?%;d?);( ;d?e d?e) g
G2 =

Ce systéme est une présentation de la logique du second ordre dont les individus sont des termes
de systéemeF . Elle contient en plus de systémeF :
Une sorte d?e pour typer les propositions,
Une régle (d?e; d?e; d?e) pour construire l'implication entre deux propositions :

X :d?eY :d?e” X! Y :d?
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3. DES PROGRAMMES A LA LOGIQUE

Une régle (?;d ed €) pour construire le type des prédicats :
:?° 1 d?%:d e
Une régle (?;d?e; d?e) pour quanti er sur les programmes :
22X 0 1d 27 8x 1 Xx :d?e
La régle d'imprédicativité dans les propositions pour quanti er sur tous les prédicats :
1?27 8X 1 Id ?ex: Xx :d?e
Et enn laregle ( ;d?e d?e) pour quanti er sur les types :
8 72X 1 ld ?ex: Xx :d?

La logique F ? est une logique du second-ordre dans la mesure ol I'on peut quanti er a la fois sur
les individus et sur les ensembles d'individus.
Cette logique se plonge dans CIC par le morphisme suivant :

FZ2 1 CIC
? 71 Set
d?e 7! Prop

7! Type

de 7! Type

Dans le paragraphe suivant nous allons voir les pré-réquis que doivent satisfaire les logiques engen-
drées pour étre des logiques raisonnables, c'est-a-dire capables de représenter les preuves d'arithmé-
tique.

3.2 Systemes de notations pour l'arithmétique

Le systémeF 2 est su samment expressif pour représenter des formules et des preuves de l'arithmé-
tique. Il contient l'arithmétique du second ordre (AF ;) introduite par Daniel Leivant [ : ] et
Jean-Louis Krivine | ]. Dans ces systémes, les individus, c'est-a-dire I'ensemble des termes du pre-
mier ordre, sont décrits par desexpressions arithmétiquesLes expressions arithmétiques sont générées a
partir de variables et de symboles de fonctions d'arité xée (par exemple plus(; succfy)) est une expres-
sion arithmétique). Les expressions arithmétiques ne présentent pas de notion de réduction et Afe
contient pas d'équivalent de la régle de conversion. Les calculs dans Asont représentés par réécriture
des propositions via des axiomes (comme par exemp8xy:plus(x; succfy)) = succ(plus(x;y))).

Nous décrivons dans cette section, un systéme de notations pour l'arithmétique qui o re les connec-
teurs logiques nécessaires pour exprimer et prouver les propriétés arithmétiques. Elle contient un type
pour représenter les entiers, et des termes pour représenter l'entier zéro, la fonction susseur, ainsi
gu'un récurseur. En n, on disposera également d'atomes et de connecteurs logiques.
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3. DES PROGRAMMES A LA LOGIQUE

" P : prop © Q:prop
*? :prop P~ Q:prop

" M :nat ;X1 P prop
"M 2 N:prop "9x: :P :prop

B . set - .set
* nat: set * 0:nat * S:npat! nat ) : set

T set T :set T set
L M set Toped ]:LM “clos¢ 1: ! LM

: set
“red ]:( ! nat! )! I nat!

T set T oset
Tpad; ] ! !

: set : set T :set T set
" oprof'[; 1: ! " prof[; ]: !

. set "M "N

M= N.:prop

Figure 3.1 Régles des systémes de notations pour l'arithmétique (typage).
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? P :prop © :set S M
Telim([P; 1:P “intro=[;M]:M = M

: set M= N T %: P[M=x] ;X1 P :prop
Telime[;xP; ;%] P[N=x]

1:P T2 Q © P :prop T Q:prop
Tintroa[P;Q; 15 2] PN Q
:PAQ " P:prop " Q:prop P~ Q T P:prop  Q:prop
* elimgauche[P;Q; ]: P * elimdroite~ [P;Q; 1:Q
"M © P[M=x] ;x:nat’ P :prop

Tintrog[ ;x;P;M; ]:9x P

9% P © Q : prop X h:P™ %Q
*elimg[ ;x;P;h;Q; ;%]:Q

" M :nat " M 2N
*intro-zerqy : 02 N " intro-suc[M; ]1:(SM)2 N
;X:nat> P:prop © :N2N ;x:nath:P" 1:P[Sx=x] =~ 2:P[0=X]

" inductiony[x; h; P;N; 5 15 2] 1 P[N=X]

T iset
" openclosg ]:8x: :x = open ](closg ]x)

1 set T 5 set K=1-2
* pairproff[ 1; 2] :8X1: 1;X2: 2Xk = Prof[ 1; 2] (paif; 1x1x2) ’
: set
“recsucg ]1:8f @ ! nat! ;x:;n:natn2 N! red ]fx (Sn)= f (red ]fxn)n
: set

“reczerd ]:8f : ! nat! ;x::red ]fx 0= X
Figure 3.2 Reégles des systémes de notations pour l'arithmétique (logique).
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variables. On distingue ces méta-variables par le fait que leur substitution ne prévient pas la cap-
ture des variables liées (par exemple, le terme avec troE[M] = x : A:M, peut étre instancié en
E[x] = x : A:xx). Dans un souci de lisibilité, nous prenons la liberté d'introduire des notations pour
les termes avec trous et on indiquera le nombre de trous et leurs emplacements par le symbole

3.2.1 Dé nition (Systeme de notations pour l'arithmétique)
Etant donné un CTSI P contenant deux sortesset et prop tel que

f (set set sed); (prop; prop; prop); (set prop; prop)g  Rp

on appelle systtemede notations pour l'arithmétique la donnée Syst , (set prop) de :
1. Trois constructeurs de type! :

Ainsi que leurs primitives :

S, 0, proj*[ ], proj?[ ], pair ], red ], oper ], closé ]

2. Cing connecteurs logiques :

?2,N, = , 2N,9%:

Ainsi que leurs régles d'introduction et d'élimination :

intro=[; ], elime[; ;_;_; ], intro-zerqy, intro-suc[ ], inductiony[; ;5 ;]

3. Les regles de réécriture pour le produit, le récurseur et d'un opérateur d'encapsulationL M:
pair-proji[ ], pair-prof[ ], reczerd ], recsucqg ], openclosd ]

Ces notations sont telles que les régles des gureslet 3.2sont admissibles. On noteraP = NOTATION
pour signi er que P est muni d'un systéme de notations pour l'arithmétique.

1. On désigne ici informellement par constructeur de type les termes dont le type est une arité de sorte de premier
niveau.

2. Lesconstructeur de type désignent les termes dont le type est une arité de sorte de second niveau.
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3.2.2 Dé nition (Notations pour l'arithmétique)
Dans un CTSI muni d'un systéme de notations pour l'arithmétique, on adoptera les notations suivantes :

plus = nm :natrednat](xy :natSx)mn
N+M = plusNM
mult = nm :natrednat](xy :natplusmx)0n
N M = multNM
pred = n :natrednat](xy :natx)O0n
minus = nm :natrednat]( xy :natpredk)nm
N M = minusN M

8Xx2 NP = 8x:natx2N) P
X2 NP = 9x:natx2 N*P
?w = 8x:natx =pa0
wP = PI1I?2
P Q = 9X2NO=pgx! P 7~ 9y:natSy=pgxx! Q
P$ Q = (P! Q*(Q! P)

On notera égalementn le terme S(S  0) avecn occurrences deS.

On désignera également paBx1 Xn 2 N:P et 9x; Xn 2 N:P les termes8x1 2 N:  8x, 2 N:P
et9x1 2 N: 9%, 2 N:P.

On adoptera la convention suivante lorsque que nous ne nous intéresserons pas a la forme précise
des termes de preuves :

3.2.3 Convention

On notera dans la suite ~ P le fait qu'il existe un terme tel que ° : P. On utilisera cette
notation pour toutes les relations de typage = _: _. On utilisera cette notation lorsque que sera un
terme de preuve dont l'existence nous importera plus que sa forme. On se permettra de plus de décrire
la construction de ces preuves dans un style informel.

On utilise par exemple cette convention dans le lemme suivant :

Etant donnée une proposition ° P : prop typable dans un contexte , on notera P le fait
gu'il existe un terme (de preuve) telque -~ :P.
3.2.4 Lemme
Si E NOTATION , alors on peut démontrer que la relation =  est une relation d'équivalence :

1. :set’8x: :x = X,

2. :set'8xy:x = yl y= X,
3. :set' 8xyz:x = yl y= z! x= z

Démonstration  Les termes suivants sont des preuves respectives de ces énonces :
1. x @ :intro=[;x ]
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2. xy :;h :x= yelmJ;z;z = x;h;intro=[;x 1]

3. xyz i ;hqi:ix= y;hy:y= zelim[;z;x = z;hy;hy] ,

Le récurseur permet d'implémenter les opérations arithmétiques usuelles et de prouver que ces
opérations satisfont les axiomes de l'arithmétique :

3.2.5 Lemme
Si E NOTATION , alors

8x2N: X =pat 0+ X
8xy 2N S(X+VY)=na (SX)+ Yy
8x2N: 0=pna0 x
CO8XYZN X yH+y=na(SX) Y
) 0 =pat predo
T 8x2N: X = nat pred(Sx)
8x2N: X=paX O

~

8xy 2 N: pred(Xx VY)=naXx (Sy)

Démonstration  Les points impairs se prouvent directement en appliquantrec-zerdnat] et les points
pairs en appliquant recsucdnat]. ,

On peut par ailleurs montrer que tous les entiers clos satisfont le principe d'induction :

3.2.6 Lemme
SupposonsP = NOTATION .
Pour tout entier n,ona”™ m2 N.

Démonstration  On procéde par récurrence sun. Pour le cas de base, on utilise la réglatro-zergy et
pour I'hérédité on utilise intro-sucg[ ]. On remarque donc que la preuve construite dépend de la valeur
de n (elle utilisera n fois la régleintro-sucg[ ]). ,

3.2.7 Lemme
Si F NOTATION , alors
"8Nn2N0=pzn_9y:natSy=pg n

Démonstration  Cette dérivation est tautologique : lorsque I'on déplie la notation__ _ on obtient :
T8N2NOX2NO=pgx! O=pan ~ (9y:natSy=pa x)! (9y:nat:Sy = n)
Il sut donc de prendre x = n pour conclure. :

Nous pouvons démontrer les schémas d'introduction et d'élimination du connecteur _ _

3.2.8 Lemme
Si E NOTATION , alors

X :progY :prop™ (X! X _Y)M(Y! X _Y)
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Démonstration Onprouve X ! X _Y enprenantx = 0 comme témoin du connecteur existentiel sous
la notation et on prouve Y ! X _ Y en prenant comme témoinx = SO pour prouver que: y 0 =pat X.,

3.2.9 Lemme
Si E NOTATION , alors

X :progY :propgZ :prop” (X _Y)! (X! Z)! (Y! Z2)! Z

Démonstration  On procede en utilisant le principe d'induction sous la notation X _ Y. Dans le cas
de base, on utilise la ré exivité de I'égalité pour dériver X et pour prouver I'hérédité, on démontre Y

en fournissantn comme témoin pour dériver9y : nat:(Sy) = nat (Sn) (I'hypothése d'induction n'est pas

utilisée). :

Bien que l'on peut représenter tous les énoncés de l'arithmétique a l'aide du systéme de notations
présentés ci-dessus, les régles d'introduction et d'élimination ne sont pas su samment complétes pour
représenter toutes les preuves de l'arithmétique intuitionniste. En e et, les deux axiomes ci-dessous
seront, en général, indémontrables dans les systémes que I'on considérera dans cette section. On verra
néanmoins plus loin qu'il serontréalisables

3.2.10 Dé nition
On nomme les formules suivantes :
succinj = 8xy :natSXx =pa SY) X =pay
not cyclic 8X :nattSx =pat 0)?

et on notera HA le contexte contenantsuccinj et not _cyclic

Finalement, on admettra® que toutes les preuves de l'arithmétique de Heyting (la logique du pre-
mier ordre intuitionniste munie des axiomes de l'arithmétique de Peano) se représenteront dans les
CTSI munis d'un systéme de notations pour l'arithmétique (dans un contexte ou les axiome$iA sont
démontrables).

Arithmétique dans  F2. Dans cette thése nous introduirons uniquement deux systémes de notations,
I'un dans F? qui nous permettra d'étudier l'arithmétique sur les programmes utilisant les codages
imprédicatifs des entiers de Church dansF. Puis, plus loin nous verrons un systéme de notations
utilisant les inductifs pour représenter les types de donnée.

Dans F 2, I'utilisateur dispose de toute la puissance de systémE pour écrire les termes du premier
ordre. Ainsi, les propositions deF 2 expriment des propriétés sur les termes de systtmE modulo
réduction et non plus uniquement sur les expressions arithmétiques. Le systénfe? est exactement

celui décrit par Philip Wadler dans [ ] dans lequel il présente une version avec des individus typés
de l'arithmétique du second ordre en s'inspirant de la logique pour la paramétricité de Gordon Plotkin
et Martin Abadi [ ] et de celle de Izumi Takeuti [ ].

3. Pour s'en convaincre, il sut de plonger I'arithmétique de Heyting en utilisant les notations vue ci-dessous. Les
quanti cateurs 8x et 9x sont alors interprétés par les notations 8x 2 N et 9x 2 N et on remarque que tous les axiomes de
l'arithmétique de Heyting sont démontrables dans le contexte HA .
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Systg2(?;d?%) = f

elim; [P; ]
intro~ [P; Q; 1; 2]
elimgauche [P; Q; ]
elim-droite: [P; Q; ]
introg[ ;x; P;M; ]
elimg[ ;x;P;h; Q; ;%]
intro-zerqy
intro-suc[M; ]
inductiony[x; P; ;N;  1; 2]
intro=[ ]

elim[;x;P; ;%]
openclosg ]
pair-proj[; ]
pair-prof[; ]
recsucq |

reczerd |

>

O o x ™

c:LNM (x

(rec
8X
8X

X :nat!d ?gf :(8y:natXy!
X :nat!d ?ef :(8y:natXy!
(x :natP)(x :nath:P: 1) 2

X
(x
X
X
X
(voir
(voir

(! !
Y

‘nat!d ?e(8y:natXy !
cd?e(8x: P!

X!

).!.
f ] !
c (x 1y @ Xx)
e (x 1y )

2 )!

X

2 b X
DX

) (voir page 27)

> prop:X
cd?e (Al

B!
I'd ?2eXM !

X)! X
XN

X)! X

X:f 1 2

Bx: ;P! X)fM

X 1d ?eh:Xxh
D P)%

prop; h : X x:h
y X o]
y X!
lemme 3.2.11)
lemme 3.2.1)

con f

X (Sy) !

prop; h : X x:h
prop;h : Xy:h

(fx)

fxy

X0! XM

X (Sy));x : X 0:x
X (Sy);x: X 0fx ( Xfx )

Figure 3.3 Systéme de notations pour l'arithmétique dansF ?
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On trouvera sur la gure 3.3 la description d'un systéme de notations pour l'arithmétique dans
F 2. Ces notations utilisent essentiellement les encodages imprédicatifs pour représenter les di érents
connecteurs.

La notation M 2 N signi e que M Vvéri e le plus petit prédicat satisfait par O et stable par successeur.
Cette notation est encodée par :

8X :nat!d ?e(8y:natXy! X (Sy))! X0! XM

On montre facilement que tous ces termes satisfont bien les régles des gur8sl et 3.2, a I'excep-
tion des termesrecsucd] et reczerd] que nous ne donnons pas explicitement en raison de leur taille
importante (voir lemme 3.2.11).

Le lemme suivant nous permet d'a rmer que recsucd ] et reczerd ] sont dérivables :

3.2.11 Lemme

Il existe deux preuves 1 et » telles que les deux séquents ci-dessous sont dérivables daAs
1. g2 1:8 :2;f: 1 nat! ;x ::red ][fx 0= x
2. g2 2:8 2 ! nat! ;x :;n :natn2 N! red ]fx (Sn)= f (red ]fxn)n

Démonstration  On notera rec®le terme ci-dessous :

rec® : 8:( ! nat! )! ! nat! nat:
?2:f 0 ! npat! o x
n ( nat)
(c: nat:if (c)! (c)?; succ(c)?i)
hx; Oi

ol I'on rappelle quehM; N i est une notation pour (paiff ; natfM N ) et (M)? et (M)? deux notations
pour respectivement @roji[; nat]M) et (proj[; natfjM). On remarque quered ] f : ! nat!
:x o 1 (rec® fx ). Pour montrer les points 1 et 2 il sut de dériver les deux séquents suivants :

“8 :2f: ! onat! ;x :: (rec®fx 0)= pa X Oi 1)
8 :2f: ! nat! ;x :;n :natn2N! (rec®fx (Sn))= . ,u b (rec® fxn )n;Sni  (2)

Le séquent (1) se montre facilement en remarquant que :
rec’ fx 0 hx 0

et par la ré exivité de = ., permet de conclure.
Pour dériver le séquent (2) on procéde par induction sum grace a I'hypothésen 2 N. Dans le cas
de base il faut prouver :

:2;f 0 1 onat! ;x ;" (rec® fx (SO)) = . et HF (rec® fx 0)10; SOI

orona:
rec® fx (S0)) hf (rec®fx 0)!0;S0i
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et on peut conclure grace a la ré exivité de = . 5t . Et pour I'nérédité il faut prouver :

:2;f 0 1 nat! ;x :;n :nath:(rec® fx (Sn))= . u i (rec®fxn )ln;Sni
S (rec® fx (S(SN) = . nat M (rec®fx  (Sn))L(Sn); S(Sn)i
orona:
rec® fx (S(Sn)) hf (rec® fx (Sn))1(Sn);S(rec® fx (Sn))?i

Or, grace a I'hypothése de récurrencdén on montre que :

:2:f 1 ! nat! ;x ::n :nath:(rec® fx (Sn))= ;nath‘(recofxn ) n; Sni
* (rec® fx (Sn))? =nat (SN)

On se ramene donc a démontrer

:?2;f: 1 nat! ;x :;n :nath:(rec® fx (Sn))= . tf (red 1fxn)in;Sni
“hf (red 1fx (Sn))1(Sn);S(Sn)i = ff (red 1fx (Sn))1(Sn);S(Sn)i

et on conclut par ré exivité.

On en déduit donc bien que :

3.2.12 Lemme
F j= NOTATION .

3.3 Petites annotations dans les logigues engendrées

Dans cette section, nous allons voir qu'il est possible d'annoter les variables des termes @&
dans le but de reconnaitre facilement le niveau des sous-termes; ce qui s'avérera essentielrpaéinir
la fonction de projection et les transformations de réalisabilité sans que ces fonctions dépendent du
contexte dans lequel leur argument est bien typé. Ces annotations viendront nécessairement avede
nouvelles relations de réduction (que lI'on notera *,B* et *)) qui préserveront les annotations ainsi
gu'une nouvelle relation de dérivabilité, notée™ *, qui s'assurera que les termes sont bien annotés en
plus d'étre bien typés. On conclura cette section avec la preuve que tout sequent bien typé™ M : A
pourra étre annoté de facon unique en un séquent™ ~* M* 1 A*.

Soit P un CTS, nous allons voir qu'il est possible d'annoter les termes d®? avec des informations
sur le niveau des variablesc'est-a-dire avec I'entier 1 ou 2 selon le type de la variable qui sera dans le
premier cas de sortes et dans le second de sortelse (avec s 2 Sp). La grammaire des termes deP?
devient alors :

A;B;::

(AB)

x K:AB
8xX : A:B
K

S
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aveck 2f1;2g et s2 Sp2. On notera également les variables dans les contexte :
= hi j xK:A
On dé nit le niveau Ivl( s) d'une sorte s par :

Ivi(s) = 1sis2Sp
IvI(s) = 2sis2Sp2nSp

On peut étendre la notation Ivl( ) a tous les termes de la facon suivante :

VI(x¥) = k
M((MN)) = IVI( M)
M(x*:AM) = NI(M)
IVI(8x* : A:B) = IvI( B)

Les relations A et C préservent le niveau des sortes :

3.3.1 Lemme
Si(s;r) 2Ap2 ou(s;r) 2 Cp2, alors IVI(s) = IVI( r).

Démonstration  La preuve est immédiate d'aprés la dé nition de P2, ,

On prouve alors :
3.3.2 Lemme

IVI(M [N=xM(NDTy = vi( M)

Démonstration  Par induction sur la structure de M :
Si M =souM = yK avecyk 6 xVM(N) on aM[N=xV(N)]= M et donc c'est immédiat.
Si M = xMN) “ona Ivi(M) = Ivi( N) = Ivi( M [N=xM(N)]),
Si M =(M1My), on a Ivi(M [N=xM(N)]) = [vi( M1[N=xM(N)]). Or par hypothése d'induction, on
a VI(M 1 [N=xMNT) = i( M) = VI M).
SiM=x :Mi:My,ouM = 8x : M1:My, on a II(M [N=xM(N)]) = vI( M[N=xM(N)]). Or par
hypothése d'induction, on a IVI(M 2[N=xM(N)]) = [vi( M) = Ivi( M). ,

Nous allons maintenant dé nir la relation de réduction * en une étape entre les termes annotés.

Cette relation est dé nie de facon analogue a la relation a ceci prés qu'elle s'assure que les annotations
sont préservées. Elle est donc générée par les regles suivantes :

(x M(©):A:B)C *+ B[C=xM(C)]

M+t MO N *NO
(MN) * (M°N) (MN) *(MN9
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A *AO M * MO
xkK:AM * xk:AO0M xkK:AM  *f xk:AMO

A A0 B *BO
8xk:AB * 8xk:ACB 8xk:AB * 8xk:ABO°

On notera B* la cl6ture transitive de  *, D* la cloture ré exive de B* et * la cl6ture symétrique

et transitive de "
Le fait que ces réductions ne réduisent pas les rédexs qui ne respectent pas les niveaoxnsipermet

de montrer le lemme suivant :

3.3.3 Lemme
SiM * N, alors IvVi(M) =IvVI( N).

Démonstration Il sutde montrerquesi M * N, alors IvI(M) = Ivi( N). On procéde par induction
sur les régles dé nissantM  * N :
Si M est de la forme ((x M(M2) : A:M () M3) et N = M{[M,=xM(M2)] On a IvI(M) = Ivi( M) et
d'aprés le lemme3.3.2 on a IVI(N) = Ivi( M1).
Si M est de la forme M1 M>) et N de la forme (N1 M) avecM; * Ny, alors par hypothése
d'induction on a IVI(M) = Ivi( M1) = IVI( N1) = IvI( N).
Si M estde laforme M1 M) et N de laforme M1Njy)avecM, * Np,onalviM)=Ivl( Mq) =
IVI(N).
Si M est de la forme x : M1:M, (resp. 8x : M1:M5y) et N de la forme x : Ni1:M»> (resp.
8x :N1:My). avecM; ¥ Nj,onalvi(M)=IvI( My) =IvI( N).
Si M est de la forme x : M1:M> (resp. 8x : M1:M>) et N de la forme x : M1:N, (resp. 8x :
M1:Nj). avecM, * Ny, on a par hypothese d'induction IVI(M ) = IvI( M) = IVI( N2) = IvI( N).,

3.3.4 Lemme
Soit k = IvI( N).

1. SiM  * MC alors M[N=xK] * MqN=xK].
2. SiM B* M@ alors M [N=x¥] B* M qN=xK].
3.SiM * MC alors M[N=xX] * MqN=xK].

Démonstration  Les points 2 et 3 se déduisent immédiatement du premier point. On prouve celui-ci
par induction sur les régles qui dé nissentM * M2 On ne traite que le cas clef : sM est de la forme
(y ¥ AM1)M; et M= M1[Mo=y¥"] avecyk’ & x¥ et y° 62 FV(N), on a alors :

M[N=x]=(y kO . A[N=XK:M 1[N=xK]) M[N=x¥]  M[N=xK; Mz[N:Xk]:yko]

Or comme yk’ 62 FV(N), on a bien M 1[N=xk; M 2[N=xK]=y"] = ( M 1[M 2=y’ [N=xX]. ,
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De la méme facon les di érentes relations de cumulativité sont ensuite étendues aux termes avec
annotations :

A (B , A *srB *s(s;892Cp
A f.B , A B_ A *"8&k:caAB *8xk:cB2A? ;B
A "B , 9n2NA ;B
A4*"B , A "B_A "B
On notera que la cumulativité impose que les annotations entre produits comparables soient les
mémes :
3.3.5 Lemme
Si 8xk: AB 4* 8x<°: A%BO alors k = kO
Tout comme la version sans annotation, la cumulativité est stable par substitution :

3.3.6 Lemme
SiA 4% B, alors A[M=xK] 4* B[M=xX].

Démonstration  La preuve est similaire a celle du lemmel.1.6. ,

Et tout comme la conversion, la cumulativité préserve les niveaux :

3.3.7 Lemme
SiM 4% N, alors IVI(M) = IvVI( N).

Démonstration  D'apres le lemme3.3.3 il sut de montrer que :

SiM N, alors V(M) =IvI( N).

On procéde par induction surn :

M § N signie qu'il existe s, * M ets, * N tels que (Sm;Sn) 2 Cp2. Or par construction

de P2, on a IVI(sy) = IVI( s,). Et d'aprés le lemme 3.3.3 on en déduit IvI(M ) = Ivi( N).

Si M ,:1 N, par dé nition deux cas sont possibles :
Soit M} N, et on conclut par hypothese de récurrence.
Soit il existe M%NCet C tels queM * 8xK : CM% N * 8xK:C:INCet MO * NO
Or par hypothése de récurrence, on a Ivi9 = IvI( N9. Et d'aprés le lemme 3.3.3 on a
VI(M) =IvI( 8xX:C:MY=IvI{ MY =IvI NY = IvI( 8xK:C:NY =IvI( N). ,

La gure 3.4 montre comment on adapte les regles de typage a n de s'assurer que les termes sont

bien annotés.
Le lemme suivant montre que les annotations des variables sont bien positionnée avec le niveau de

leur type.

3.3.8 Lemme
Si ;xk:A; "t M :T,alorsk =IvI( A) etil existes tel que * A:s.

163



3. DES PROGRAMMES A LA LOGIQUE

—(s1;82) 2A
e s (s1;82) p2
Axiome
"t A:s K _ "*A:B "C:s
xK 62 k=IWI(C X 62
xkKo AT xkA (€) xK:C**A:B
Variable Affaiblissement
B YA xK:A*B:sy
k—|V|( A) " 8Xk:A:B s (81,52,53)2RP2
Produit
xK:A*B:C “*t8xk:IAC s T M :8xK:AB "t NC:A
“toxk:AB o 8xkK:A«C "t (MN):B[N=xK]
Abstraction Application
“*A:B **+ BO:s B4+ BO “tA:C C4*ts
* A:BO “tAs
Cumulativité

Cumulativité-Sortes

Figure 3.4 Reégles de typage munies de petites annotations pour les logiques engendrées.
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