N
N

N

HAL

open science

Contributions a la commande prédictive des systémes de
lois de conservation

van Thang Pham

» To cite this version:

van Thang Pham. Contributions a la commande prédictive des systemes de lois de conservation.

Automatique / Robotique. Université de Grenoble, 2012. Frangais. NNT: . tel-00770985v1

HAL Id: tel-00770985
https://theses.hal.science/tel-00770985v1
Submitted on 8 Jan 2013 (v1), last revised 17 Jul 2013 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00770985v1
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE DE GRENOBLE
THESE

Pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE LUNIVERSITE DE GRENOBLE

Spécialité : Automatique-Productique

Arrété ministérial : 7 ao(t 2006

Présentée par

Van Thang PHAM

Thése dirigée par Didier GEORGES
et codirigée par Gildas BESANCON

préparée au sein du laboratoire GIPSA-Lab
et de I’école doctorale EEATS

Contributions o
a la commande predictive

des systemes _
de lois de conservation

Thése soutenue publiquement le 06 septembre 2012,
devant le jury composé de :

M. Bernhard MASCHKE

Professeur, Université Claude Bernard, Président

M. Jean-Michel CORON

Professeur, Université Pierre et Marie Curie, Rapporteur
M. Panagiotis D. CHRISTOFIDES

Professeur, University of California, Rapporteur

M. Denis DOCHAIN

Professeur, Université Catholique de Louvain, Examinateur
M. Didier GEORGES

Professeur, Grenoble INP, Directeur de these

M. Gildas BESANCON

Professeur, Grenoble INP, Co-Directeur de thése










Remerciements

Je tiens a adresser ma sincere et profonde reconnaissance a mon directeur de these,
Didier Georges et a mon co-directeur de these, Gildas Besangon, de qui j'ai recu un
soutien constant, des remarques et conseils pertinents. Grace a eux, les trois ans de ma

these ont été un réel plaisir.

Je remercie également les membres du Jury : M. Bernhard Maschke d’avoir présidé
la soutenance dans une vraiment agréable ambiance, M. Jean-Michel Coron et M. Pana-
giotis D. Christofides d’avoir consacré leurs temps précieux pour me faire part de leurs
remarques constructives sur ce mémoire, M. Denis Dochain d’étre venu a ma soutenance

et de m’avoir proposé des pistes intéressantes.

Je remercie tous les permanents du GIPSA-lab pour leur accompagnement, particu-
lierement aux membres de I'équipe SYSCO. Les échanges avec eux ont été toujours tres
ouvertes et sympathiques.

Je remercie toute I’équipe administrative, en particulier Virginie, Marie-Thérese, Pa-
tricia, Isabelle, Caroline et Houria qui m’ont bien aidé a préparer les démarches admi-

nistratives et les missions, toujours dans la bonne humeur.

Je remercie également Ministere d’Education et de Formation du Vietnam pour I’at-
tribution de la bourse qui m’a permis effectuer mes études en France, M. Michel Dang
et M. Tan-Phu Vuong qui m’ont suivi et soutenu tout au long de mon parcours, mes
enseignants de 'ESISAR, mes tuteurs de master et mon tuteur au GI qui m’ont transmis
avec passions leurs connaissances et leurs expériences précieuses, particulierement a M.
Eduardo Mendes, M. Laurent Lefevre, M. Bastien Chopard, M. Damien Koenig, Mme.
Nathalie Fulget et M. Pierre-Marie Boitel.

Je tiens aussi a remercier mes colleges et amis du laboratoire, avec lesquels j’ai partagé
tant de chose et qui ont fait ma vie a Grenoble une expérience inoubliable : Lizeth, Jou-
mana, Andra, Jennifer, Antoine, Irfan, Haiyang, Oumayma, Simona, Amine, Marouane,
Federico, Sarah, Emilie, Valentina, Gabriel, Soheib, Sebastien, Humberto et Sonia. Je
remercie particulierement a mes seniors vietnamiens : Van, Lam et Hieu.

Je laisse la fin pour adresser un tres grand remerciement a mon trésor, Luna, a mon
amour, Nhung et a ma famille qui ont été et seront toujours un support solide de mon

parcours.






Résumé

La Commande prédictive ou Commande Optimale a Horizon Glissant (COHG) de-
vient de plus en plus populaire dans de nombreuses applications pratiques en raison de ses
avantages importants tels que la stabilisation et la prise en compte des contraintes. Elle
a été bien étudiée pour des systemes en dimension finie méme dans le cas non linéaire.
Cependant, son extension aux systemes en dimension infinie n’a pas retenu beaucoup
d’attention de la part des chercheurs. Ce travail de these apporte des contributions a
I’application de cette approche aux systémes de lois de conservation.

Nous présentons tout d’abord une preuve de stabilité complete de la COHG pour
certaines classes de systémes en dimension infinie. Ce résultat est ensuite utilisé pour
les systemes hyperboliques 2 x 2 commandés aux frontieres et appliqué a un probleme
de contréle de canal d’irrigation. Nous proposons aussi ’extension de cette stratégie au
cas de réseaux de systemes hyperboliques 2 x 2 en cascade avec une application a un
ensemble de canaux d’irrigation connectés. Nous étudions également les avantages de la
COHG dans le contexte des systemes non linéaires et semi-linéaires notamment vis-a-
vis des chocs. Toutes les analyses théoriques sont validées par simulation afin d’illustrer

lefficacité de I'approche proposée.

Abstract

The predictive control or Receding Horizon Optimal Control (RHOC) is becoming
increasingly popular in many practical applications due to its significant advantages
such as the stabilization and constraints handling. It has been well studied for finite
dimensional systems even in the nonlinear case. However, its extension to infinite dimen-
sional systems has not received much attention from researchers. This thesis proposes
contributions on the application of this approach to systems of conservation laws.

We present a complete proof of stability of RHOC for some classes of infinite di-
mensional systems. This result is then used for 2 x 2 hyperbolic systems with boundary
control, and applied to an irrigation canal. We also propose the extension of this stra-
tegy to networks of cascaded 2 x 2 hyperbolic systems with an application to a set of
connected irrigation canals. Furthermore, we study the benefits of RHOC in the context
of nonlinear and semi-linear systems in particular with respect to the problem of shocks.
All theoretical analyzes are validated by simulation in order to illustrate the effectiveness

of the proposed approach.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation et Principe de la COHG

La commande prédictive (CP) fait partie des techniques de commande a modele
interne (IMC : Internal Model Control) qui utilisent explicitement un modele mathé-
matique du processus pour le calcul de la commande. Nous nous intéressons plus par-
ticulierement a la Commande Optimale a Horizon Glissant (COHG) dans laquelle la
commande a chaque instant d’échantillonnage est calculée en-ligne en résolvant un pro-
bléeme de commande optimale a horizon fini en boucle ouverte en utilisant 1’état courant
comme condition initiale. Puis, la premiere partie de la solution obtenue est appliquée
au systeme jusqu’a l'instant ou la prochaine mesure est disponible. Ceci fait la diffé-
rence majeure entre la COHG et les commandes traditionnelles, qui utilisent une loi
de commande pré-calculée en fonction de ’état courant. La raison pour laquelle cette
stratégie est employée est liée au fait qu’elle peut traiter les problemes de commande
optimale ou un calcul hors-ligne de la loi de commande est difficile ou impossible. Parmi
ces problemes, nous pouvons mentionner quelques cas typiques suivants :

1. Le probleme de commande optimale des systémes linéaires en présence de
contraintes. La commande optimale pour des systémes linéaires a été bien étudiée
depuis longtemps et a atteint une certaine maturité (voir par exemple [Kirk, 1998]).
Nous pouvons résoudre le probleme de commande optimale a horizon infinie hors-
ligne, et la commande peut étre mise en oeuvre sous la forme de retour d’état.
Dans ce cas, la COHG et la commande LQG sont fortement connectées (voir
[Garcia et al., 1989]). Cependant, les processus réels fonctionnent toujours sous
contraintes (la saturation de I’actionneur, les limites de sécurité, etc.). La présence
des contraintes rend le probleme de commande optimale non linéaire et par consé-
quent une formule générale de la commande sous la forme de retour d’état devient
tres difficile voire impossible. Nous ne pouvons calculer que la commande pour un
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état spécifié ce qui motive 1'utilisation de la COHG.

2. Le probleme de commande optimale des systémes non linéaires avec ou sans
contrainte. Ce probleme méme dans le cas sans contrainte conduit a des équa-
tions aux dérivées partielles de Hamilton-Jacobi-Bellman, qui ne peuvent étre ré-
solues que pour certaines classes de systemes particulieres (voir [Primbs, 1999]) ou
doivent étre résolues par des méthodes numériques (voir [Sargent, 2000]). Lorsque
les contraintes sont prises en compte, le probleme se complique davantage et il
devient d’autant plus difficile de trouver une solution analytique.

3. Le probléeme de commande optimale des systémes en dimension infinie (linéaires
ou non linéaires). Les systémes en dimension infinie sont décrits par des équations
aux dérivées partielles. Bien qu’il existe une formule explicite sous la forme de re-
tour d’état de la commande LQR (sans contrainte) pour une classe de systémes
linéaires en dimension infinie, le gain optimal demande la résolution d’une équation
différentielle de Riccati d’opérateur (dans le cas d’horizon fini) ou d’'une équation
de Riccati d’opérateur (dans le cas d’horizon infini) (voir [Curtain & Zwart, 1995]
ou [Curtain, 1984]). La solution de ces équations d’opérateur ne peut étre obtenue
que pour certains cas particuliers (voir [Aksikas et al., 2009]), et en général, elle est
tres difficile a calculer. Le probleme de commande optimale pour les systémes non
linéaires en dimension infinie accumule toutes les difficultés précédentes et 1'utili-
sation d'une stratégie de type d’horizon glissant devient une solution favorable.

Le principe de la COHG peut étre résumé comme suit.

Z(t)‘\

Etat prédit

Y

Commande prédite

Y

t tto t+T

Horizon de prédiction

F1G. 1.1 — Principe de la COHG

Soient Z et U deux espaces de Hilbert. Nous considérons le probléeme consistant a
stabiliser le systeme suivant :

5(6) = f(=(),u(®)), 2(0) = 2 (11.1)
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ou z(t) € Z et u(t) € U désignent 'état et la commande respectivement, f: Z x U — Z.
Supposons que I’évolution du systéme se fasse sous les contraintes sur la commande et
sur I’état pour tout ¢t > 0 :

2(t) € Z., wu(t)eU,, (1.1.2)

ou Z,. C Z et U, C U sont fermés et convexes.

Le principe de la COHG comporte les étapes suivantes :

— A chaque instant ¢, nous obtenons 1’état actuel z().

— Puis, pour un horizon de prédiction 7" donné, nous calculons la solution optimale
parmi les fonctions @ : [t,t+ 71| — U de carré sommable (noté u € Ly([t,t+T],U))
du probleme sur l'intervalle [t,¢ + T :

u€L2([tt+T] U) J(2(t);w) = /tt+TF(§(T) u(r))dr + E(Z2(t +1T))

Z(r) = f( (7), 4(7)), V7 € [t,t + T]
Z(r) € u(r) e U, Vreltt+T] (1.1.3)
2(t) = <> ’
Zt+T) e

ou la notation - représente les variables prédites. La fonction F'(z,u), appelée coiit
intermédiaire, spécifie le critére a optimiser. La fonction E(z) et I'ensemble Q C Z.
sont appelés cotit final et contrainte finale respectivement.

— La premiere partie de la commande optimale est appliquée au systeme pendant la
période [t,t + o) pour un petit o, et la procédure est recommencée a t =t + o.

A partir de cette formulation, nous pouvons déduire les caractéristiques suivantes de la
COHG (voir [Findeisen, Imsland, Allgower & Foss, 2003], [Mayne & Michalska, 1990]) :
— La COHG nous permet d’utiliser des modeles non linéaires pour la prédiction.

— La COHG permet la prise en compte explicite de contraintes sur les états et sur

les commandes.

— Le cofit final et la contrainte finale peuvent étre choisis pour garantir la stabilité.

— La COHG nous donne une commande optimale par rapport a un critere donné.

— Le comportement prédictif est en général différent de celui de la boucle fermée.

— Pour faire la prédiction, I’état du systeme doit étre mesuré ou estimé.
Parmi ces caractéristiques, nous nous intéressons particulierement a la prise en compte
de contraintes et a la capacité de garantir la stabilité en boucle fermée. Concernant la
stabilité, deux approches peuvent généralement étre considérées : soit utiliser une fonc-
tion de cotit final £ appropriée (cette approche sera appelée dans la suite la COHG
avec cout final), soit imposer ’état final & zéro, c’est-a-dire {2 = 0 (cette approche sera
appelée dans la suite la COHG avec état final fixé a zéro). La premiere approche est
plus flexible en termes de la mise en oeuvre numérique, mais elle dépend de 'existence
de la fonction de cotit final, qui est souvent une fonction de Lyapunov locale ou globale.




Chapitre 1. Introduction

La deuxieme approche est moins compliquée théoriquement, mais elle demande ’attei-
gnabilité du systeme a zéro (c’est-a-dire la possibilité de ramener le systeme de 1'état
initial & zéro), et elle pose plus de difficultés pour la mise en oeuvre numérique. Pour
plus de détails, il est possible de consulter [Mayne & Michalska, 1990], [Chen & Allgo-
wer, 1998], [Mayne et al., 2000], ou [Findeisen & Allgower, 2002]. A part de ces deux
approches, il est intéressant de mentionner qu’il existe également ’approche sans cotit
final, ni contrainte finale étudiée par [Griine et al., 2009] ou I’approche par fonction de
Lyapunov proposée par [Mhaskar et al., 2005], [Mhaskar et al., 2006] et [Liu et al., 2009]
(voir aussi le chapitre [7] de ce manuscrit).

Grace a ces caractéristiques, nous pouvons dire que la COHG est la seule straté-
gie de commande avancée (c’est-a-dire plus avancée que la commande PID tradition-
nelle) qui a eu un impact important sur le probleme de commande des processus indus-
triels ([Maciejowski, 2002]). Elle a attiré de plus en plus I'attention des chercheurs et a
trouvé sa place dans de nombreux applications pratiques. Bien que cette stratégie ait
été bien étudiée pour des systemes en dimension finie, méme dans le cas non linéaire
(voir [Findeisen, Imsland, Allgéwer & Foss, 2003]), son application & des systémes en
dimension infinie retient moins d’attention, a part, a notre connaissance, des travaux de
[Ito & Kunisch, 2002], [Dubljevic, El-Farra, Mhaskar & Christofides, 2006], [Christofides
& Daoutidis, 1997] et [Georges, 2009]. Ce manuscrit vise a apporter des contributions
a I'analyse de la COHG pour des systemes en dimension infinie en général et pour des
systemes de lois de conservation en particulier.

1.2 Les systemes de lois de conservation

Les systemes de lois de conservation de n inconnues sont des équations aux dérivées
partielles (EDPs) qui décrivent un grand nombre de problemes physiques intéressants
dans divers domaines tels que la dynamique des gaz (voir [Serre, 1999]), le trafic routier
(voir par exemple [Bastin et al., 2007], [Colombo et al., 2011] et [Serre, 1999]), le trafic
aérien (voir [Bayen et al., 2006]), le modele des processus de transport-réaction (voir
[Christofides & Daoutidis, 1998] et [Dubljevic et al., 2005a]), et les canaux a surface libre
(voir [Georges, 2009] et [Georges & Litrico, 2002] ). Pour le cas uni-dimensionnel (c’est-
a-dire lorsque la dimension longitudinale est beaucoup plus grande que la dimension
transversale), ces systémes sont souvent modélisés sous une de trois formes suivantes :

e Forme dérivée :

Oz(x,t) + Ou f(2(x, 1)) = g(x,t, 2), (x,t) € Q x [0,00) (1.2.1)
ot z(w,t) = (z(x,t) -+ zp(z,t))T est la grandeur comservée, f(z) =
(fi(z) - fa(2) le flux, Q C R le domaine spatial du systéme et ¢ le temps.

4
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e Forme intégrale :

En intégrant 1’équation ci-dessus sur le rectangle [z, zo] X [t1,22] C Q X [0, 00), nous
obtenons une autre forme équivalente :

t

/ z(x, t)dx + [f( a2dt = /2/ (x,t,z(x,t))dxdt (1.2.2)
d t1 ty

Ces équations représentent le bilan de la quantité z sous leffet du flux f(z) et de la

contribution du terme de source g(z).

e Forme d’un systeme hyperbolique :

Si le flux f est dérivable, nous pouvons mettre (|1.2.1]) sous la forme suivante :
Oz(x,t) + J(2(x,1))0p2(x,t) = g(z,t, 2) (1.2.3)

ou nous faisons apparaitre .JJ le Jacobian de f. Si J possede n valeurs propres réelles,
est un systeme hyperbolique et sera appelé dans la suite systéme hyperbolique
n xn. Dans le cas ot J ne dépend pas de z et g est linéaire en z, le systéme est linéaire ; si
J ne dépend pas de z et g est une fonction non linéaire de z, le systéme est semi-linéaire ;
si J dépend de z, le systeme est quasi-linéaire (pour plus de détails, voir [Courant &
Hilbert, 1962]).

Nous donnons ci-dessous quelques exemples de systémes physiques gouvernés par des
lois de conservation. Le probléeme de commande pour certains entre eux sera traité dans
la suite de ce travail.

— FEquation de Burgers (voir [Burgers, 21948]). Elle représente la conservation de la

vitesse z sous leffet du flux f(z) = % :

22

Malgré sa simplicité, I’équation de Burgers peut étre utilisée dans la modélisation
de la dynamique des gaz ou du trafic routier.

— FEquation de Lighthill-Whitham-Richards (LWR) (voir [Lighthill & Whitham, 1955
et [Richards, 1956]). La dynamique de la densité des véhicules p dans un segment
d’autoroute peut étre modélisée par :

Dup + 0,0(p) = 0 (1.2.5)

ou ®(p) est le flux des véhicules. Ce modele sera pris comme exemple dans le
chapitre [6]

— Equations de Saint-Venant (voir [Saint-Venant, 1871] ou [Graf & Altinakar, 2000]).
Un écoulement a surface libre (comme dans les canaux ou les rivieres) est généra-

5
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lement modélisé par :

, (x,t 0, L 0,

(1.2.6)
ol h est le niveau d’eau, ) le débit, g 'accélération de la gravité, B la largeur de
I’écoulement, I, la pente et J, le terme de frottement. Ce systeme sera étudié dans
les chapitres [] et [o]
— Equations de coup de bélier (voir [Wylie & Streeter, 1978]). La dynamique d'un
fluide dans une canalisation sous pression est modélisée par :

CL2
@H—l— 78$V == 0,
g (1.2.7)

f
OV +goH = —55VIVI,

ou du H est le niveau piézométrique, V', la vitesse de 1’écoulement, a > 0, la vitesse
de propagation d’onde, g, 'accélération de la gravité, «, la pente, f, le coefficient
de frottement Darcy-Weisbach et D, le diametre de la canalisation. Ce systeme fait
I'objet de I'étude menée dans le chapitre [7]

Précisons quelques caractéristiques particulieres de cette classe de systemes :

— Probléeme de commande frontiére. Les systemes physiques sont toujours contenus
dans un domaine fermé. Les interactions avec ’environnement extérieur sont faites
grace aux conditions fronticres. Ces interactions peuvent étre les entrées de com-
mande ou des perturbations. D’un point de vue mathématique, les commandes
frontiéres agissent sur le systéme a travers un opérateur non borné qui demande
plus d’attention lors de ’analyse de la solution.

— Présence de discontinuités dans la solution. Une des difficultés des systemes de
lois de conservation est la possibilité d’avoir des discontinuités (appelées également
chocs) dans la solution. Les discontinuités apparaissent a cause de la non-linéarité,
de la discontinuité de la condition initiale ou de I'incompatibilité entre la condition
initiale et la condition frontiere. Les discontinuités se traduisent dans la réalité par
des situations indésirables, comme les embouteillages dans une autoroute ou les
tsunamis dans un écoulement a surface libre. D’un point de vue théorique, les sin-
gularités exigent beaucoup plus d’efforts pour analyser la solution (voir [Colombo
et al., 2011], [Serre, 1999] et [Jacquet, 2006]).

— Stabilité. Malgré son nom de lois de conservation, la présence du terme de source et
I'interaction avec les conditions frontieres peuvent créer I'instabilité du systeme. La
stabilité des systemes de lois de conservation reste toujours une question ouverte,
méme dans des cas linéaires ([Bastin & Coron, 2010]).

— Interconnexion entre sous-systemes. Les systemes physiques gouvernés par les lois
de conservation sont souvent interconnectés dans un réseau. Nous pouvons prendre
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comme exemple les réseaux de canaux d’irrigation, de canalisations de gaz, de trafic
routier ou de trafic aérien, etc... Les interactions entre les sous-systeémes créent un
nouveau défi pour 'analyse et pour la stabilisation du systéme entier.
Ces caractéristiques ont fait I'objet de plusieurs de recherches dans divers domaines
scientifiques de la physique et des mathématiques jusqu’a 'automatique. Un bref résumé
de ces travaux est présenté au paragraphe ci-dessous.

1.3 Etat de l’art sur la commande des systéemes de

lois de conservation

Les systemes de lois de conservation font partie des systemes en dimension infinie dont
la commande a été étudiée depuis 1970 par [Lions, 1971]. Depuis, ce probleme a attiré de
plus en plus I'attention des chercheurs ([Russell, 1978], [Russell, 1973]), [Curtain & Zwart,
1995], [Curtain, 1984], [Lasiecka & Triggiani, 2000], [Fattorini, 1999], [Krstic, 2008],
[Krstic & Smyshlyaev, 2008], [Christofides & Daoutidis, 1997], [Dubljevic et al., 20055],
[Coron et al., 2007], [Coron et al., 2009], [Coron et al., 1999], [Aksikas et al., 2009],
[Aksikas et al., 20070, [Aksikas et al., 2007a], [Bamich et al., 2012]). La liste est bien
str loin d’étre complete et elle montre juste que ce probleme devient un domaine de
recherche de plus en plus étudié.

Systémes physiques

Y

Equations aux dérivées partielles

e e

Modeles d'ordre réduit Synthesgs de !a chmande
en dimension infinie

y V

Syntheses de la commande

. . . Commandes approchées
en dimension finie

Approche indirecte Approche directe

F1G. 1.2 — Deux approches pour le probleme de commande des systémes en dimension
infinie

Afin de synthétiser la commande pour de tels systemes, il existe deux approches dif-
férentes résumées par la figure [[.2] La premiére approche, dite indirecte, commence par

7
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une approximation des équations aux dérivées partielles (EDPs) par des équations dif-
férentielles ordinaires (ODEs) (appelées également modeles d’ordre réduit) sur lesquels
les méthodes de synthese de commande en dimension finie sont appliquées (voir la figure
[1.2)). L’avantage d’une telle approche est la disponibilité des techniques de synthese de
commande pour les ODEs, telles que la commande linéaire quadratique, la commande
prédictive ou la synthese H,. Dans cette direction, nous pouvons citer, a titre d’exemple,
'approche de commande prédictive pour un réacteur chimique [Mohammadi et al., 2010],
la commande optimale pour un écoulement a surface libre [Dulhoste et al., 2004] ou la
commande robuste pour des équations paraboliques [Christofides & Daoutidis, 1997]. Un
des inconvénients de cette approche est lié au fait que pour retrouver la dynamique du
systeme en dimension infinie, il faut souvent augmenter 1’ordre du modele réduit, ce qui
entraine des difficultés pour la synthese de la commande. En outre, I'approximation par
des ODEs fait perdre parfois des dynamiques ou des caractéristiques importantes des
EDPs (la discontinuité par exemple). Ces facteurs motivent la deuxiéme approche dans
laquelle la synthese de la commande est faite en se fondant directement sur les EDPs. La
commande est ensuite approximée pour la mise en oeuvre numérique (voir la figure [1.2)).
Plusieurs techniques de synthese de commande pour des systemes en dimension finie
ont été généralisées pour des systemes en dimension infinie. Nous pouvons mentionner
la commande optimale linéaire quadratique ([Curtain & Zwart, 1995], [Curtain, 1984],
[Russell, 1973] et [Aksikas et al., 2009]), la commande robuste ([Curtain & Zwart, 1995] et
[Foias et al., 1996]), la commande par fonction de Lyapunov ([Coron et al., 2007], [Coron
et al., 1999] et [Coron et al., 2008]), I'analyse fréquentielle ([Litrico & Fromion, 2004]
et [Litrico & Fromion, 2009q]), ou la commande prédictive ([Ito & Kunisch, 2002] et
[Georges, 2009]). Cette deuxiéme approche nous permet également d’avoir une vue ap-
profondie sur les caractéristiques intrinseques de ces systemes. C’est dans cette direction
que nous menons le travail de recherche de cette these.

L’approche directe a été appliquée a des systemes de lois de conservation dans plu-
sieurs travaux. Il faut tout d’abord mentionner les études menées sur la solution des
systemes hyperboliques dans [Rauch, 1972], [Rauch & Massey, 1974], [Russell, 1978],
[Serre, 1996], [Li et al., 2000] et [Lasiecka & Triggiani, 2000] et constitue la base mathé-
matique pour le probleme de commande. Les analyses de stabilité de ces systemes ont
été étudiées par la méthode des caractéristiques dans [Greenberg & Li, 1984], [Rauch
& Taylor, 1974], [Prieur, 2009], [Halleux et al., 2003| et [Prieur et al., 2008] ou par la
dissipativité dans [Coron et al., 2008] et [Coron et al., 2009]. La synthese de la commande
par fonction de Lyapunov a été proposée dans [Coron et al., 2007], [Coron et al., 2009],
[Coron et al., 1999], [Xu & Sallet, 2002] et [Dick et al., 2010], et implémentée dans
[Santos & Prieur, 2008]. L’approche par la commande optimale a été également consi-
dérée dans [Russell, 1973], [Jacquet, 2006], [Gugat et al., 2010] et [Bayen et al., 2006].
L’étude de ce systéme dans le domaine fréquentiel a été présentée dans [Georges &
Litrico, 2002] et [Litrico & Fromion, 2009b]. La commande pour différents types de ré-
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seaux de lois de conservation a été étudiée, par exemple, pour des canaux d’irrigation
([Georges & Litrico, 2002] ou [Litrico & Fromion, 2009b]), pour des canalisations de gaz
([Dick et al., 2010] ou [Prieur, 2009]), pour le trafic routier (|Gugat et al., 2010]) ou pour
le trafic aérien ([Bayen et al., 2006]).

L’utilisation d’une stratégie de type a horizon glissant pour des systemes en dimension
infinie en général et des systemes de lois de conservation en particulier, semble offrir un
potentiel important, en raison de la capacité a prendre en compte des contraintes et
a garantir la stabilité en boucle fermée rappelée précédemment. Néanmoins, a notre
connaissance, il y a tres peu de littérature étudiant cette problématique. A ce propos,
nous pouvons citer I’étude de la COHG des systémes en dimension infinie de [Ito &
Kunisch, 2002]. Cependant ce travail ne concernait que le cas des commandes distribuées.
Dans [Dubljevic, N. H. El-Farra & Christofides, 2006] et [Christofides & Daoutidis, 1997],
les auteurs ont proposé la COHG pour des équations paraboliques en se fondant sur
un modele en dimension finie obtenu par décomposition spectrale. La COHG pour le
probleme de commande frontiere des équations de Saint-Venant non linéaires a aussi été
examinée dans [Georges, 2009] et [Chen & Georges, 1999] et résolu par I’approche du
calcul variationnel. Une solution numérique de cette commande a été proposée et validée
en simulation, mais aucune preuve de stabilité n’a été fournie. L’idée d’utiliser la COHG
pour la commande de trafic routier a aussi été proposée dans [Jacquet, 2006], mais il
manque également la preuve de stabilité. C’est la raison pour laquelle nous voudrions a
travers ce travail apporter quelques contributions sur ce sujet qui seront résumées dans
le paragraphe ci-apres.

1.4 Résumé des contributions

L’objectif de ce travail est d’exploiter les avantages de la COHG dans le contexte
de commande des systéemes en dimension infinie en général et des systemes de lois de
conservation en particulier.

Dans un premier temps, nous apportons une contribution au probleme de stabilité
de la COHG en dimension infinie. Les deux approches de COHG en dimension finie sont
généralisées et appliquées a une classe de systemes en dimension infinies avec une preuve
complete de stabilité.

Dans un second temps, nous appliquons la COHG a des systemes hyperboliques
linéaires 2 x 2. En particulier, nous montrons que la COHG peut stabiliser un systeme
dont les coefficients spatiaux ne sont pas constants. A notre connaissance, ce résultat et
celui de [Vazquez et al., 2011] sont les premiers concernant la stabilité pour ce systéme.
Nous généralisons également la COHG pour un réseau des systemes hyperboliques en
cascade. Toutes ces analyses sont appliquées aux systémes des canaux d’irrigation a
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surface libre et validées par simulation.

Comme indiqué précédemment, un des avantages de la COHG est la capacité a

prendre en compte des contraintes et un des défis des systemes de lois de conservation

est la présence de discontinuités (chocs) dans la solution. Dans ce travail, nous montrons

comment la COHG peut étre utilisée pour éviter le choc et stabiliser des systemes de

lois de conservation scalaires non linéaires.

Enfin, nous apportons des contributions a ’analyse de stabilité des systemes de ca-

nalisation sous pression, ainsi qu’a 1'utilisation de la COHG pour les stabiliser.

Les contributions scientifiques de cette these peuvent étre résumées ainsi :

1.

Une preuve complete de stabilité de la COHG pour certaines classes des systemes
linéaires en dimension infinie.

. La stabilité des systemes linéaires hyperboliques 2 x 2 par la COHG avec des

commandes frontieres.

L’application de la COHG, avec une preuve de stabilité, a I’écoulement a surface
libre.

La généralisation de la stabilité de la COHG a un réseau de systemes hyperboliques
2 x 2 et I'application a un réseau de canaux d’irrigation.

Des conditions pour éviter les chocs dans des systemes de lois de conservation
scalaires non linéaires et 1'utilisation de la COHG pour les stabiliser et pour éviter
les chocs.

. Les conditions suffisantes de stabilité pour des systemes de canalisation sous pres-

sion et I'application de la COHG pour les stabiliser et prendre en compte des
contraintes.

L’application de méthodes numériques différentes a la résolution du probleme de
commande optimale.

Cette these a donné lieu aux publications suivantes :

1.

Pham Van Thang, Didier Georges et Gildas Besangon [2010], Infinite-dimensional
Receding Horizon Optimal Control for an Open-channel System, dans "Procedings
of 8th IFAC Symposium on Nonlinear Control Systems’, Bologna, Italie.

Pham Van Thang, Didier Georges et Gildas Besangon [2010], On the Use of a
Global Control Lyapunov Functional in Infinite-dimensional Predictive Control,
dans 'Procedings of 4th ITFAC Symposium on System, Structure and Control’,
Ancona, Italie.

. Pham Van Thang, Didier Georges et Gildas Besancon [2010], Predictive Control

with guaranteed stability for hyperbolic systems of conservation laws, dans 'Pro-
ceding of 49th IEEE Conference on Decision and Control’, Atlanta, Georgia USA
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4. Pham Van Thang, Didier Georges et Gildas Besangon [2011], Receding Optimal
Boundary Control of Non-linear Hyperbolic Systems of Conservation Laws, dans
"Proceding of 18th World Congress of the International Federation of Automatic
Control’, Milano, Italy

5. Pham Van Thang, Didier Georges et Gildas Besangon [2012], 'Receding Horizon
Boundary Control of Nonlinear Conservation Laws with Shock Avoidance’;, Auto-
matica, Vol 48/9, pages 2244-2251.

6. Pham Van Thang, Didier Georges et Gildas Besancon [2012], 'Infinite-dimensional
predictive control for hyperbolic systems’, version révisée soumise a SIAM Journal
of Control and Optimisation

7. Pham Van Thang, Didier Georges et Gildas Besangon [2012], Predictive Control
with terminal constraint for 2 x 2 hyperbolic systems of conservation laws, accepté
a '5lst IEEE Conference on Decision and Control (CDC)’, Maui, Hawaii

8. Pham Van Thang, Didier Georges et Gildas Besangon [2012], Analyse de stabilité
de la commande prédictive d'une classe de lois de conservation, Accepté a ’Septieme
Conférence Internationale Francophone d’Automatique’, Grenoble, France.

9. Pham Van Thang, Didier Georges et Gildas Besangon [2012], Commande prédictive
avec stabilité pour une classe de systemes de lois de conservation, JESA - Numéro
spécial sur la commande prédictive, Vol 46/2-3 - pages 251-265.

1.5 Organisation du mémoire

Les contributions ci-dessus sont présentées dans 6 chapitres (du chapitre 2 au chapitre
7) dont les contenus sont résumés dans ce qui suit.

Dans le chapitre 2, nous étudions la stabilité de la COHG pour des systemes linéaires
décrits sous forme abstraite. Dans un premier temps, nous proposons une généralisation
dulemme 5.1 de [Curtain & Zwart, 1995] pour obtenir une condition suffisante de stabilité
des systemes bouclés par la COHG. Grace a ce lemme, nous montrons la stabilité de
la COHG pour certaines classes de systemes, soit par I'approche avec cott final, soit
par 'approche avec état final fixé a zéro. Dans les deux cas, nous utilisons le calcul
variationnel pour caractériser la solution optimale en fonction de I’état adjoint, ce qui
constitue la base des méthodes numériques pour calculer cette solution.

Nous discutons dans le chapitre 3 de la COHG pour des systémes hyperboliques 2 x 2
avec des commandes frontieres. Nous étudions tout d’abord la régularité de la solution
puis nous présentons la démonstration de ’atteignabilité de ce systéme avec une ou deux
commandes frontieres. Le probleme de commande frontiere est ensuite reformulé sous
forme abstraite et les théories présentées dans le chapitre [2| sont appliquées pour obtenir
une stabilité exponentielle.

11
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Le chapitre 4 est consacré a ’application de la COHG aux équations de Saint-Venant
linéarisées. Nous considérons deux cas : la linéarisation autour d’un profil d’équilibre
uniforme (ou la hauteur d’eau et le débit d’équilibre sont constants tout au long du
canal) et la linéarisation autour d'un profil d’équilibre non uniforme (ou la hauteur
d’eau et le débit d’équilibre varient par rapport a la variable spatiale). Pour le premier
cas, en se fondant sur la fonction de Lyapunov proposée par [Coron et al., 2009], la
COHG avec cotit final peut étre utilisée pour stabiliser le systeme. Quant au deuxieme
cas, nous combinons le résultat de ’atteignabilité avec la stabilité de la COHG avec état
final fixé a zéro pour obtenir la preuve de stabilité de la boucle fermée. Les analyses sont
validées par simulation.

Le chapitre 5 présente la généralisation de la COHG pour un réseau de systemes
hyperboliques 2 x 2 en cascade et 'application de cette approche a un réseau de canaux
d’irrigation. Le chapitre a la méme structure que le chapitre 4. Nous montrons tout
d’abord 'atteignablité de ce systéme, puis le probleme de commandes frontieres est mis
sous forme abstraite, et la COHG avec état final fixé a zéro est appliquée pour garantir
la stabilité. Enfin, des résultats de simulation sont fournis afin d’illustrer la validité de
I’approche proposée.

Dans le chapitre 6, nous utilisons la capacité a prendre en compte des contraintes de
la COHG pour éviter le choc dans la solution des systemes de lois de conservation non
linéaires scalaires avec commande frontiere. Nous montrons qu’afin d’éviter le choc, un
ensemble des contraintes sur la commande et 1’état a la limite doit étre satisfait. Puis,
une démonstration de la stabilité du systeme est établie des lors que ces contraintes
sont vérifiées et que 1’état a la limite est stable. Ces conditions sont garanties grace a la
COHG. Une simulation est enfin réalisée sur le modele de trafic routier pour démontrer
le potentiel de la commande proposée.

Le chapitre 7 traite du probleme de stabilité des équations de coup de bélier. Des
conditions pour garantir une convergence asymptotique du systeme a 1’état d’équilibre
sont introduites, puis la COHG est utilisée pour assurer ces conditions et pour minimiser
en méme temps une fonction de cofit qui pénalise la variation du niveau piézométrique
et du débit par rapport a un état d’équilibre. Cette approche est également validée en
simulation.

Enfin, les conclusions sur les résultats de cette étude et quelques perspectives pour
les travaux a venir sont présentées a la fin de ce mémoire.
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Stabilité de la commande prédictive
en dimension infinie

Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité de la COHG pour une classe de systemes
en dimension infinie. Nous proposons également les algorithmes pour calculer la solution
numérique du probléme. Les résultats présentés fournissent ainsi la base théorique pour
les développement proposés dans les chapitres [3] [ et [5

Considérons le systeme linéaire sous forme abstraite :
5(t) = A=(t) + Bu(t), 2(t) € Z, u(t) € U, 2(0) = 20, y(t) = C(t),  (2.0.1)

ou Z et U sont deux espaces de Hilbert, A est le générateur infinitésimal d'un Cjy-
semigroupe ®(t) avec le domaine D(A), B et C sont des opérateurs linéaires bornés
(B € £(U,Z), C € £(Z) respectivement). z(-), u(-) et y(-) sont 1’état, la commande et
la sortie, respectivement. Nous rappelons que la solution de est donnée par (voir
[Curtain & Zwart, 1995]) :

z(t) = ®(t)zo + /Ot O(t — s)Bu(s)ds (2.0.2)

Dans le paragraphe , nous commencgons par proposer un résultat technique (générali-
sant le lemme 5.1 de [Curtain & Zwart, 1995]), qui nous donnera une condition suffisante
de stabilité des systemes bouclés par la COHG. Nous montrons ensuite dans les para-
graphes et que la COHG peut étre appliquée au systeme pour garantir
la stabilité exponentielle. S’il existe une fonction de Lyapunov globale pour ce systeme,
nous pouvons l'utiliser pour construire la fonction de cotit. Si le systéme est atteignable
a l'origine, nous pouvons appliquer I'approche avec état final fixé a zéro. Dans le pa-
ragraphe nous utilisons le calcul variationnel (voir [Lasiecka & Triggiani, 2000],
[Georges, 2009], [Bayen et al., 2006] ou [Gugat et al., 2010]) pour exprimer la commande
optimale en fonction de ’état adjoint, puis des algorithmes itératifs sont proposés pour
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résoudre numériquement les problemes. Le chapitre se termine par un bref résumé de la
procédure pour reformuler des systemes de commande frontiere sous forme abstraite pro-
posée par [Curtain & Zwart, 1995], permettant 'utilisation des résultats de ce chapitre
pour différents systémes spécifiques aux chapitres suivants.

2.1 Lemme de stabilité de la COHG

Un résultat important sur la stabilité des systemes sous forme abstraite de type (2.0.1])
tels qu’étudiés dans [Curtain & Zwart, 1995] notamment est une condition nécessaire et

suffisante de stabilité exponentielle de semi-groupe, énoncé comme suit dans [Curtain &
Zwart, 1995] (lemme 5.1.2) :

Lemme 2.1.1. Un Cy-semi-groupe ®(t) sur un espace de Hilbert Z est exponentiellement
stable si et seulement si :

Vz € Z,30 <, < 00 : / 1D (£)2]2dt < .. (2.1.1)
0

Dans ce paragraphe nous proposons une extension de ce résultat, en vue de son
utilisation pour la preuve de stabilité de la COHG.

Soient ¢ une constante positive et Z un espace de Hilbert. Considérons I'opérateur

d’évolution U : A(o) — L(Z) ou
Alo) ={(t,s) e RxR;0<s<t<o}
c’est-a~dire que U a les propriétés suivantes (voir [Curtain & Zwart, 1995], page 117) :
a. U(s,s) =1, s€[0,0].
b. U(t,r)U(r,s) =U(t,s),0<s<t<o.
c. U(-,s) est fortement continu dans [s, o] et U(t,-) est fortement continu dans [0, ¢].
Supposons que ||U(t, s)|| < My, (t,s) € A(c) avec My > 1. Nous définissons 'opérateur
H:R" — L(Z) par :
H(t)z=U ({t/o}a,0) U (0,0)2, z€Z (2.1.2)

ou nous utilisons la notation [z] pour désigner 'entier tel que [z] < z < ([z] + 1) et
{z} = = — [z]. En fait, H(t) n’est pas un Cy-semigroupe, mais nous pouvons également

établir un critere pour la stabilité exponentielle qui est similaire au lemme 5.1.2 de
[Curtain & Zwart, 1995] :

Lemme 2.1.2. Si pour chaque z € Z il existe une constante 0 < v, < oo telle que :
|2 < (2.13)
0

alors H(t) est exponentiellement stable, c’est-a-dire |H(t)|| < Moe ', pour certaines
constantes positives My et wy.
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Démonstration. Puisque ||U(t,s)|| < My, nous avons : ||[H(t)|| < M,[Jt/a]ﬂ, t > 0. Pour
chaque n > 1 opérateur Q,, défini par : Q2 := 1y, (t)H (t)z, est un opérateur linéaire
borné de Z dans Ly([0,00); Z) o 1jg,,(t) est égal a 1 sit € [0,n] et & 0 ailleurs. Nous
avons :

1Qu 0000 = || IH()2]ds < 2 2.1.4)

C’est-a-dire que la famille {Q,z,n > 1} est bornée pour chaque z, et donc par le
théoreme de Banach Steinhaus (voir le théoréme 5.3.9, page 586 de [Curtain & Zwart,
1995] ou le théoréme dans I'annexe[A)), [|QnlLy(0,00),2) €st uniformément borné par
rapport a n, ce qui signifie que ||Qy|Ly([0,00),2) < ¥ Pour un certain v indépendant de n.

Alors pour tout t > 0 :
t n
/ 1 H (5)2]|%ds g/ |H (s)z|%ds < A2)|2]|2,  avec n > t. (2.1.5)
0 0

Nous allons montrer maintenant que || H (ko)|| est borné pour tout k£ > 0. Pour k = 0,
|H(ko)|| = 1. Pour k > 1, 0on a :

o(1 — M;*) ko _2s
Sy, 0 = | Mg 7 | H (k)= ?as
o 2
= / My = U (0,0)U (0,0 — {s/o}o) U (o — {s/c}o,0) UF~E/71"1 (g, 0)2H2 ds
0
ko 2s
< MJ?M(QJ([S/UHU |H(ko — s)z||*ds  car U(t, s) est borné par My
0
ko
< M [ IH(s)]s
0
< Mpy*|zl|® dapres (2.1.5)
Donc :

2MEY*In My 2ME~*In My
o(l=My*) = ol = My?)
C’est-a-dire qu’il existe My > 0 tel que pour tout k > 0, ||H(ko)|| < Mpy. De plus :

| H(ko)|]* < (car k > 1). (2.1.6)

kol # (ko) = [ 1 (ko)z P
= /O’W HU[s/o}(a, 0)U (0,0 — {s/o}o) U (o — {s/o}o,0) UFI5/71"1 (g, O)zH2 s
= [N (/o)) U (0.0~ {sfo}o) Hiko — o) ds
< My My /Okg |H (ko — s)z||* ds < MEME?||2||?

My My~
Vko -

tout k > ko. Désormais, nous utilisons H(k) = H (ko) pour k € N. Posons

Donc ||H (ko)| < ; ceci implique qu'il existe kg € N tel que ||H(ko)|| < 1 pour

y=Hk)| <1, et C= max [[H(k)].

0<k<ko
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Pour chaque k, il existe n tel que nky < k < (n + 1)ky. Alors
[H (K)|| = || H(nko) H(k — nko)[| < C3" < CF**~t = M7

ot M = Cy ' et 5 = 7!/ko

1)l = U ({t/o}0,0) H ([t/o] o)|| < MyMA"7 < MyMF"7~" = Moe™"!

< 1. Pour tout ¢ > 0, nous obtenons finalement :

~ 1
avec My = MyMA ™! et wg = ——1In7 > 0.
o

2.2 Approche avec coiit final

Dans ce paragraphe, nous allons appliquer la COHG au systeme ([2.0.1]) avec le pro-
bleme de commande optimale suivant :

i J jU) = t+TF z U d E(z T
i JGE0) = [P, a(r)dr + B+ 1))

(1) = AZ(r)+Bu(r),V7 € [t,t + T), z(t) = 2(t) (2.2.1)
y(r) = Cz(r),V1 € [t,t+T] ’

ol les fonctions de cotlit F' et E prennent la forme quadratique :
F(z,u) = (y, Qy) + (u, Ru), FE(z)= (2, Mz) (2.2.2)

et R = R* coercif (c’est-a-dire R > el pour un certain ¢ > 0), @ = Q" > 0 et
M = M* > 0. La notation (-,-) signifie, selon le contexte, le produit interne dans
I’espace d’état Z ou dans 'espace de commande U. Nous pouvons démontrer le théoreme
de stabilité suivant :

Théoreme 2.2.1. Si E et F' sont choisies telles que pour toutes conditions initiales 2,
il existe une commande ug (T) satisfaisant :

E(z(1)) + F(z(1),uk(7)) <0, (2.2.3)

tout au long de la trajectoire de et F(z,u) > €||z]|* pour un certain e > 0, alors la
COHG garantit la stabilité exponentielle de la boucle fermée. La fonction E est appelée
fonction de Lyapunov globale.

Démonstration. La démonstration est décomposée en trois parties. Tour d’abord, nous
allons montrer 'existence de la solution du probleme de commande optimale a chaque
instant d’échantillonnage. Nous allons ensuite prouver que la trajectoire de la boucle
fermée peut étre mise sous la forme z(t) = H(t)zp, ou 'opérateur H(t) a la forme
(2.1.2). Enfin, par un raisonnement similaire & celui de la COHG en dimension finie,
nous allons montrer que H(t) satisfait le lemme du paragraphe précédent, et par
conséquent, que le systeme bouclé est exponentiellement stable.
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Existence de la commande optimale

Comme le systeme est temps-invariant, le probleme d’optimisation a résoudre a
chaque instant d’échantillonnage est le suivant (ou zy correspond a ’état courant) :

min J(z05u) = /0 F2(r),u(r))dr + E(z(T))

u€La([0,T

o (1) = Az(r)+ Bu(r),vr € [0,T], 2(0) = 2 (2.2.4)

y(t) = Cz(r),vr € 10,7

En appliquant les résultats du théoreme 6.1.4 (page 272), du lemme 6.1.7 (page 277)
et du théoréme 6.1.9 (page 281) de [Curtain & Zwart, 1995] (voir le théoréme [A.0.3] le
lemme et le théoréme dans I'annexe [A]), nous obtenons, pour tout 7' > 0, le
résultat suivant, qui est tres similaire au résultat de la commande optimale en dimension
finie :

e Il existe une unique commande Upmi(s;20) € Lo([0,7],U) telle que
J (205 Umin (-5 20)) < J(20;u) pour tout u € Lo([0,T],U).

e La commande optimale est déterminée par :
umln(t; Zo) = —RilB*H(t)Zmln@, Zo), YVt € [O,T], (225)

ou lopérateur TI(-) satisfait ’équation différentielle de Riccati d’opérateur :

Do la) = (eI A) - (A (1))
—(Cz2, QC21) + (T(t) BR™'BII(t) 2, 21),
I(r)y = M,

pour tout t € (0,7") et 21, 2o € D(A).

e Le coit minimal, noté V(z), est :

V(zo) = min  J(zo;u) = (20, 11(0)z20). (2.2.6)

u€L2([0,11,U)

e [I(t) est un opérateur non-négatif pour tout ¢ € [0, 7.

Trajectoire de la boucle fermée

Définissons l'opérateur U(t, s) dans le domaine A(o) = {(t,s) e RxR;0<s <t <
o} par:

U(t, s)z = Dt — )z + /t Bt — ) D()U(a, s)=da (2.2.7)
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oit D(t) = —BR'B*II(t) et ®(t) est le Cy-semigroupe généré par A. Alors, U(t, s) est
un opérateur d’évolution et U(t, s)z est la solution faible de :

(1) = (A+ D(7))é(r), &(s) == (2.2.8)

Lorsque la COHG est appliquée a (2.0.1), la trajectoire de la boucle fermée z(t) sur
ko, (k + 1)o] (kK = 0,1,...), et la solution &£(7) de (2.2.8) sur [0,0] avec la condition
initiale £(0) = z(ko) sont identiques, c¢’est-a-dire :

2(t) = Ut — ko, 0)2(ko), t € [ko, (k + 1)o]

Donc :
2(t) = H(t)z avec H(t)zg = U ({t},0) U (0,0)20, Yz € Z (2.2.9)
Nous montrons que U (t, s) est borné. Posons K = sup || ®(¢)||. A partir de (2.2.7]), pour
0<t<o
tout 0 <s<t<o:
t
U@ s) < (@ = s)ll +/ |t = )| D() U (ex, 5)|dex
) s (2.2.10)
< K+ [ KIDIIU(e, 5)lda
Par le lemme de Gronwall, nous obtenons :
|U(t,s)|| < KeKIPIE=) < [gKIDle (2.2.11)

Donc il existe My > 1 tel que |U(t,s)|| < My, 0 <s<t<o.

Stabilité

Premierement, nous allons montrer que la fonction de cotit minimum diminue. 11 est
utile de remarquer le fait qu’il n’y a aucune différence entre le modele et le systeme, et
donc z(7) = zpmin(T; 2(t)) pour tout 7 € [t,t + o).

A Tinstant ¢ + o, nous considérons la solution sous-optimale :

(2.2.12)

a(r) = Unin(T52(t)) T € [t+0,t+ T
v ug(t) 7€ (t+T,t+T+ 0]

La trajectoire est alors Z. La fonction de cofit devient :

J(z(t+ o)) = /t:”" F(2(r),a(r))dr + EG(t+T + o))
— _/tt+o F(Zmin (T3 2()), tin (75 2(8)))dT + V (2(1))
+ t:T +o F2(r),ug(T))dr + E(3(t+ T +0)) — E(2(t + T)).
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De plus, en utilisant la notation V' de (2.2.6), V(2(t + o)) < J(z(t + o);a(-)) et grace a
(2.2.3), nous avons :

ZETUF@“%wdﬂMT+E@@+T+o»—E@u+T»ga

donc :

V(z(t+0)) —V(z(t) < — /t+gF(zmm(T; 2()), Umin (T3 2(1)) )dT. (2.2.13)

t

Cette derniére inégalité signifie que V' (z(t)) décroit en fonction de t. Gréce a la relation

F > €| z||?, (2.2.13) entraine :
t+o
V(z(t+0)) —V(z(t) < —e/ |2(7)||dr. (2.2.14)
t
Par récurrence, pour tout £ > 1, nous obtenons :
ko ko
V(a(ko) = V(0) < =€ [ () Pdr = [ 2(r)|dr < 'V (=(0))
0 0
La derniere inégalité combinée avec I'expression (2.2.9) signifie que la trajectoire générée
par la COHG satisfait le lemme [2.1.2] et donc le systéme en boucle fermée est exponen-

tiellement stable, au sens ou la solution de I’équation ([2.0.1]) ou u provient de la COHG
tend exponentiellement vers 0 quand t — oc.

a

2.3 Approche avec état final fixé a zéro

Nous allons considérer une deuxieme approche de la COHG pour stabiliser le systeme
(2.0.1]), avec le probléeme de commande optimale suivant :

min J(=(0)) = [ P ayr

u€La([t,t+T),U)

Z(1) = Az(7) + Bu(7),¥1 € [t,t + T

y(t) = Cz(t) (2.3.1)
(1) = (1) ’

Zt+T)=0

ou la fonction de colit F' prend également la forme quadratique :

F(z,u) = (y, Qy) + (u, Ru) (2.3.2)
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et R = R* coercif, @ = Q" > 0. Puisque nous utilisons 1’état final fixé a zéro z(t +
T) = 0, pour garantir la faisabilité du probleme d’optimisation, il faut que l'origine soit
atteignable a t + T a partir de 1’état initial z(¢) a t. Cette remarque nous conduit a la
définition suivante de 'opérateur d’atteignabilité G' au temps 7" :

G = /OT B(t — 5)Buls)ds (2.3.3)

et aux définitions suivantes de commandabilité et atteignabilité [Curtain & Zwart, 1995] :

Définition 2.3.1. a. Le systéme est exactement commandable sur [0,T] si tous
les points de Z peuvent étre atteints depuis l'origine au temps T', c’est-a-dire que :

Im(G) = Z (2.3.4)

b. Le systéme est exactement atteignable sur [0,T] dans V, un sous-espace li-
néaire de Z si tous les points de V' peuvent étre atteints depuis l’origine au temps T,
c’est-a-dire que :

Im(G) =V (2.3.5)

Nous avons besoin également de la notion suivante :

Définition 2.3.2. Un sous-espace linéaire V' de Z est dit invariant par rapport au Sys-

téme Si :
neV=z1t eV Vit>0 (2.3.6)

c’est-a-dire que st l’état initial est dans V', la trajectoire du systéme reste dans V' pour
tout t > 0.

Nous pouvons maintenant établir le théoreme suivant concernant la stabilité de la
COHG avec état final fixé a zéro :

Théoréeme 2.3.1. Soit V un espace de Banach réfiexif et sous-espace linéaire de Z avec
une injection continue. Si les hypothéses suivantes sont satisfaites :

a. Le systéme est exactement atteignable sur [0, T] dans V.
b. V est invariant par rapport au systéme .

c. C*QC est coercif.
Alors la COHG garantit la stabilité du systeme en boucle fermée.

Démonstration. La démonstration peut de nouveau se faire en trois temps : d’abord
I'existence de la commande optimale, puis I’établissement de la trajectoire en boucle
fermée, et enfin 'utilisation du lemme [2.1.2 pour conclure a la stabilité.
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Solution optimale

Nous établissons tout d’abord 'existence de la solution optimale du probleme suivant :

T
min  J(zo;u) :/ F(z,u)dr
0

u€L2([0,T1,U)
2(1) = Az(1) + Bu(r),¥7 € [0, T
y(r) = C2(7) (23.7)
2(0) = zo 7
2(T)=0

Puisque le systeme est exactement atteignable dans V', en appliquant le théoreme 5.2
[Curtain, 1984] (voir le théoreme dans l'annexe [A]), nous obtenons le résultat
suivant :

e ] existe une commande optimale du probleéme ([2.3.7)) donnée par :

e Le colit minimal V(zp) est :
V(z0) = (®p(T,0)z0, W5 ®p(T,0)20) + (20, 11(0) z0) (2.3.9)

ou Il(t), ®p(t,s), Gp et Wp sont définis comme suit :

e L’opérateur I1(t) est la solution unique de I’équation intégrale de Riccati d’opérateur
suivante :

1(t)z = (T ~ )M(T 1)z + | Lt (s - 1)[C*QC — T1(s)BR-BTI(s)] (s — t)=ds

(2.3.10)
avec un certain M = M* > 0.
e L'opérateur ®p(t, s) défini par :
t
Op(t,s)z =D(t —s)z — / Ot — r)BRBT(r)®p(r, s)zdr (2.3.11)

est l'opérateur d’évolution obtenu en perturbant le Cy-semigroupe ®(t) par D(t) =
—BR'BI(t).

e L’'opérateur Gp défini par :
T
Gpu = / ®p(T, s)BR™V2u(s)ds (2.3.12)
0

est 'opérateur d’atteignabilité correspondant a I'opérateur d’évolution ®p(t) et 'opéra-

teur de commande BR ™2
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e L’opérateur Wp défini par :
Wp = GpG (2.3.13)

est le Grammien de commandabilité.

Trajectoire en boucle fermée

Nous pouvons remarquer que la commande optimale a deux parties, une par-
tie feedforward calculée par ’état initial et une partie de retour d’état avec le gain
—R'BII(t). Ainsi, comme dans le paragraphe précédent, la trajectoire en boucle fermée
sur [ko, (k + 1)o] coincide avec la solution de ’équation suivante sur [0, o] :

E(t) = AL(t) + D(t)E(t) + Kz(ko),  £(0) = z(ko) (2.3.14)
ot K = —BGHWp'®p(T,0). Définissons I'opérateur U(t,s) suivant :
U(t,s)z = ®p(t,s)z + /t Op(t,r)Kzdr. (2.3.15)

Alors, la trajectoire z(t) en boucle fermée peut étre exprimée sous la forme :

2(t) = H(t)zo avec H(t)zo = U ({t},0) UM(0,0)20, Vzo € Z (2.3.16)

A partir de (2.3.11]), nous pouvons montrer (de fagon similaire a (2.2.10]) et (2.2.11])) que
O p(t,s) est borné :

[®p(t,s)]| < My, 0<s<t<o (2.3.17)

Ensuite, a partir de ([2.3.15]), nous avons I'inégalité suivante pour tout 0 < s <t <o :

t
IU(E, s)l| < [ @p (2 s) +/ 1@p(t,r)||K]ldr < Mg + oMs||K|| = My (2.3.18)

Stabilité

Il reste a montrer que la trajectoire satisfait le lemme [2.1.2] De facon similaire au cas
précédent, au temps t + o, nous considérons la commande sous-optimale :

{ Umin(T; 2(t)), T € [t + 0t +T] (2.3.19)

0, Tet+T,t+T+ 0]

La trajectoire correspondante est donc Z. Nous pouvons remarquer que Z(7) = 0 pour
tout 7 € [t +T,t + T + o]. Le colit de cette commande est :
t+T+o

J(2(t + 0);7) = /HU F(3(r), a(r))dr
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= — /t+a F(me,('f Z(t)) umin(’r. Z(t)))dT

b [ P a7 2000) (75 2(0))) 7

(car F(3(),a(r)) = 0, Vr € [t + T,t + T + o))

t+o
F(Zmin (75 2(t)), wmin (73 2(2)) ) dT.

t

De plus, nous avons V (z(t + o)) < J(z(t + o); u(-)), alors :

V(z(t+0)) —V(z(t) < — /:Jrg F(Zmin(T; 2(1)), Umin (75 2(8)))dT  (2.3.20)
Nous évaluons maintenant la fonction F'(z,u)
F(z,u) = (y, Qy) + (u, Ru) = (Cz, QCz) + (u, Ru) = (2,C*QCz) + (u, Ru) (2.3.21)

Le fait que C*OC est coercif entraine :

F(z,u) > €|z (2.3.22)
Ainsi, ([2.3.20)) nous donne :
t+o
V((t+0)) — V(2(t) < —/ el|2(r)|2dr (2.3.23)
t

Par récurrence, pour tout k > 1, nous avons :
V(z(ko)) — V(2(0)) < —/ ellz(7)||?dr = / )Pdr < e 'V (2(0).  (2.3.24)
0

La derniere inégalité montre bien que la trajectoire satisfait le lemme [2.1.2] et donc que
le systeme en boucle fermée est exponentiellement stable.

a

Remarque 2.3.1. Bien que 'opérateur M puisse étre librement choisi pour résoudre
I’équation de Riccati (2.3.10]), la commande optimale obtenue est unique. Ce fait
peut étre démontré par un simple raisonnement grace a la convexité de la fonction de
colit F'(z,u). Supposons qu'’il y ait deux solutions optimales u; et uy du probleme
et considérons la commande définie par :

1
(r) = (u(r) + us(7)), 7 €[0,T] (2.3.25)
ou la trajectoire correspondante est Z. Par la linéarité du probleme, nous avons :

3r) = ;(21(7) + (), TE€,T] (2.3.26)
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ou z1 et 29 sont les trajectoires correspondantes a u; et us respectivement. Ainsi, @ est
également une solution admissible car 2(0) = zg et Z(T') = 0. Puisque la fonction de cofit
F(z,u) est quadratique :

F(z,d) = (,C"OC3) + (@, Ra) (2.3.27)
< ;((zl,C*QCzﬁ + (22,C"QCz)) + ;((ul,Rm) + (ug, Rug)) (2.3.28)
_ ;(F(zl,ul) + F(2,u3)) (2.3.29)

Par conséquent :

—_

J(z0;0) < §(J(zo;u1) + J(z0;u2)) = J(z0;u1) car uy et up sont optimales  (2.3.30)

C’est-a-dire @ est aussi une solution optimale, et les inégalités de (2.3.29]) deviennent des
égalités. En particulier :
<U1 — U2, R(u1 — UQ)> = O, (2331)

ce qui signifie que u; = us.

2.4 Caractérisation de la commande optimale par
I’état adjoint

Bien que les commandes précédemment obtenues puissent étre exprimées explicite-

ment sous forme de retours d’état (voir les équations ([2.2.5) et (2.3.8))), elles nécessitent

d’utiliser les solutions des équations de Riccati d’opérateur, qui ne sont pas facile a
résoudre. En vue de permettre la mise en pratique de la COHG, nous proposons de ca-
ractériser la commande optimale en fonction de I’état adjoint, puis d’utiliser une méthode
numérique pour calculer la solution approchée.

2.4.1 Commande optimale avec cofiit final

Rappelons le probleme d’optimisation a résoudre a chaque instant d’échantillonnage :

werin, o (0iu) = /0 T<y(7), Qy(7)) + (u(r), Ru(7))dr + (2(T), M=z(T))
A1) = Az(r)+ Bu(r),¥r € [0,T], 2(0) = 2 (2.4.1)

Sous ,

y(t) = Cz(r),vr € 10,7

Nous avons le théoréme suivant :
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Théoreme 2.4.1. Soient Unmin, Zmin la commande optimale et la trajectoire correspon-
dante du probléme . 11 existe un état adjoint py, satisfaisant :

pm'm(7—> = _A*pmm<7—) -Cr chmin(T)a TC [OaT]7 pmm(T) = Mme<T), (242)
tel que la commande optimale peut étre mise sous la forme :

Upin (T) = =R B prin(7), 7€ [0,T] (2.4.3)

Démonstration. La démonstration se fonde sur la méthode standard des multiplicateurs
(voir par exemple [Lasiecka & Triggiani, 2000]). Rappelons que la trajectoire z corres-
pondant a la commande u est exprimée par :

z(t) = ®(t)zo + /Ot O(t — r)Bu(r)dr (2.4.4)

Pour chaque u € Ly([0,T],U), z € Lo([0,T],Z) et A € Ly([0,T], Z), nous introduisons
le Lagrangien suivant :

T
| {te(n), @ez(n)) + (ulr), Ru(r))
+ (), (1) = @)z = [ 07 = r)Bulr )dr>>}d7
0
< zo—ir/ T —r)Bu( )drM( Zo+/ T —r)Bu( )d>>
(2.4.5)
Notons par L,, L, et L, la variation de L par rapport a u, z et A respectivement.
Par le théoreme de Liusternik (voir [Luenberger, 1969, théoreme 1, p. 243), il existe

(Wmin, Zmin, Amin) tels que Ly, = L, = Ly = 0 & (Umin, Zmin, Amin)- Ainsi, la condition
Ly = 0 nous donne :

Zmin(T) = ©(7)20 + /T (7 — 1) Bttyin (r)dr, 7€ [0,T] (2.4.6)
0
La condition L, = 0 nous donne :
Amin(T) = =2C"QC2pin(7), T € (0,7 (2.4.7)

Pour calculer L,, nous utilisons le fait que pour A € Ly([0,7], Z) et u € Lo([0,T],U),
les égalités suivantes sont vraies :

/OT <A(7), /0 B(r — T)Bu(r)dr> dr — / /

T

(1 — r)Bu(r)drdr)

T

(A(
(A( (1 — r)Bu(r))drdr
< (2.4.8)

I,
/ B ®* (1 — 1)A(r), u(r))drdr

! </T (1 —r)\(7)dr, u(r)> dr

I
o\o\ﬂo\
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Alors, L, = 0 signifie que :
ORtnin (T) — / U B (r — DAV + 2B (T — 1)z (T) = 0 (2.4.9)
En combinant avec ([2.4.7]), nous avons :
Unin (T) = —R ' B* (@*(T — ) Zmin(T) + /TT O*(r — 7)C* Qszm(r)dr> (2.4.10)
Posons
Pnin(r) = (T = 7)en(T) + [ LBt (r — 1)C* QC i (7)dr (2.4.11)

alors P, est la solution de (2.4.2)) et u,,;, est donnée par (2.4.3)).

2.4.2 Calcul de la solution numérique

Dans le paragraphe [2.4.1] nous avons caractérisé la commande optimale en fonction
de I'état adjoint. Nous allons utiliser ce résultat pour chercher la solution optimale par
la méthode du gradient. L’algorithme est décrit ci-dessous :

1. Choisir une estimation initiale de la solution u().

2. Résoudre le systeéme suivant sur [0,77] :
2(t) = Az(t) + Bu(t), =2(0) =2z, z2(t) € D(A). (2.4.12)

3. Utiliser ’état final a t = T comme condition initiale pour I’état adjoint p et résoudre
le probleme suivant pour 1'état adjoint det =T at =0 :

p(t) = —A*p(t) —C*QCz(t), p(T)=M=z(T), p(t)e D(A"). (2.4.13)
4. Mettre a jour la commande par la méthode du gradient :
u = u®) — g (u™ - R7IBp) (2.4.14)

avec un pas de descente k > 0 qui doit étre réglé pour obtenir une compromise
entre la rapidité et la stabilité numérique.

5. Répéter I'étape 2 tant que la norme du gradient
T
Ly =2 / (Ru(t) + Bp(t)) dt (2.4.15)
0

est supérieure a une tolérance donnée.
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2.4.3 Commande optimale avec état final fixé a zéro

Considérons maintenant le probleme d’optimisation (2.3.7)) :

min  J(zo;u) = /0T<y(7'), Qy(7)) + (u(1), Ru(r))dr
A

u€Ls([0,7],U)
(1) = Az(1) + Bu(r),V7 € [0,T]
y(1) =Cz(1) (2.4.16)
2(0) = 2o ’
2(T)=0

Nous pouvons énoncer cette fois le résultat suivant :

Théoreme 2.4.2. Soient Unmin, Zmin la commande optimale et la trajectoire correspon-
dante du probléme . 1l existe un état adjoint ppi, et V., satisfaisant :

1
pmm(T) - _A*pmiTL(T) -C" chmin(T)v T € [07 T]7 pmin<T) = E‘I]Tmm (2417)
tel que la commande optimale peut étre mise sous la forme :

Upin (T) = =R B prin(7), 7€ [0,T] (2.4.18)

Démonstration. Procédons aux mémes calculs que ceux du théoreme [2.4.1} avec le La-
grangien suivant :

L= [ {{Ca(r), QCx(r) + (ulr), Ru(r)
+ <)\(T), (Z(T) — ®(7)z — /OT O(r — T’)BU(T‘)dT’>>} dr (2.4.19)
HO(T)n + [ (T = r)Bu(r)dr)

I existe (Umin, Zmins Amins Ymin) tels que L, = L, = Ly = Ly = 0 a
(Wminy Zmins Amin, Ymin). Les conditions Ly = 0 et Ly = 0 donnent la dynamique de
la trajectoire :

min(7) = ®(7)20 + /0 (1 — 1) Bupan(r)dr, T € [0,T] (2.4.20)

et
O(T)z + /OT O(T — 1) Bityin (r)dr = 0 (2.4.21)

La condition L, = 0 nous donne :

Amin(T) = =2C*QC=z(7), T €1[0,T] (2.4.22)
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Comme précédemment, la condition L, = 0 signifie que :

YR yin () — / LB O (1 — 1) (r)dr + BT — 7) iy — 0 (2.4.23)
Donc
Upmin(7) = —R'B* <;<I>*( L A / (r = 7)C* QCzpin(r )dr> (2.4.24)
Posons
Prin(7) = S8 (T = )it [ 80 = 7)C" QL) (2.4.25)
Alors poin est la solution de :

Pmin(T) = = A" Pimin(7) — C*OC2pin(T) (2.4.26)
avec la condition terminale py,;,, (1) = §‘I/mm- La commande optimale peut étre exprimée
en fonction de p,,;, comme suit :

Upin (T) = =R B* Prnin (7). (2.4.27)

a

2.4.4 Calcul de la solution numérique

Considérons ici le probleme de calcul numérique de la commande a partir de (2.4.17)-
([2.4.18)). Puisque I'état final est fixé & zéro z(t) = 0, nous obtenons un probléme aux deux
bouts (two-point boundary value problem) et par conséquent, la méthode du gradient ne
peut pas étre appliquée. Il nous faut utiliser une autre méthode, comme celle décrite
ci-dessous.

Supposons que u,,;, est la commande optimale, z,;,, la trajectoire et p,,i,, 'état
adjoint correspondant. Conformément au paragraphe [2.4.3] la dynamique de I'état 2,
et celle de I'état adjoint p,,;, doivent satisfaire :

Zrmin () A —BR'B*) [ zmin(t) Zmin(t)
= , eDA) e D(A"),t 0,7
pmin(t> _C* QC _-/4* pmm(t) pmin(t>
(2.4.28)
avec les contraintes z,i,(0) = 2(0) et zuin(T) = 0. Une méthode de discrétisation doit
étre employée pour résoudre le systéme ci-dessus pour obtenir z,,;, et Pmin. La commande
optimale est finalement calculée par :

Upmin = —R B Prnin. (2.4.29)

Une application concrete de cette procédure sera présentée en détail plus tard pour le
systeme de canal & surface libre (voir chapitre [4).
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2.5 Probleme de commande frontiere

En pratique, il arrive régulierement que la commande ne soit pas appliquée sur tout
le domaine, mais sur la frontiere du systeme. Il s’agit de problémes de commande fron-
tiere. Dans ce cas, 'opérateur de commande B n’est plus borné. Afin d’utiliser les ana-
lyses présentées précédemment pour ce type de probleme, il nous faut mettre le systeme
sous forme abstraite (2.0.1)). Pour cela, nous résumons dans ce paragraphe la théorie
de ([Curtain & Zwart, 1995]) qui sera utilisée plus tard dans les chapitre [3 [ et i
Considérons le systéeme suivant :

2(t) =Az(t), =2(0) = z,
Bz(t) = u(t),

(2.5.1)

oun2: D) C Zw— Z, u(t) € U, un espace de Hilbert, et 'opérateur frontiere B :
D(®B) C Z — U satisfait D(2() C D(8).

Afin de reformuler I’équation ([2.5.1)) sous la forme ([2.0.1)), il faut imposer certaines
conditions supplémentaires sur le systeme.

Définition 2.5.1. Le systéme est un systéme de commande frontiére si :
a. L'opérateur A:D(A) — Z avec D(A) = D() Nker B et

Az =z pour z € D(A) (2.5.2)

est un générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe dans Z.

b. Il existe un B € L(U,Z) tel que pour tout u € U, Bu € D(), l'opérateur AB est un
élément de L(U,Z) et
BBu=u, uwelU (2.5.3)

En introduisant une nouvelle variable :
v(t) = z(t) — Bu(t), et a(t)=u(t) (2.5.4)

nous avons :

o(t) = Av(t) — Ba(t) + 2ABu(t), v(0) = 2 — Bu(0) (2.5.5)

Nous pouvons considérer un espace d’état étendu Z° := U @ Z et une nouvelle variable

u(t)

d’état 2°(t) = et obtenons le systéeme suivant :
v(t)
0 0 I
29(t) = 2°(t) + u(t), (2.5.6)
AB A -B
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2°(0) = (2.5.7)

Par le lemme 3.2.2 de [Curtain & Zwart, 1995] (voir le lemme dans I"annexe [A]),

0 0
I'opérateur A° := avec le domaine D(A°) = U @ D(A) est le générateur
AL A
I
infinitésimal d’un Cy-semigroupe dans Z¢. De plus, nous avons € L(U, Z°). Ainsi
-B

le systeme original est mis dans la forme abstraite (2.5.7)).

2.6 Conclusion

Ce chapitre regroupe les analyses théoriques sur la COHG pour des systemes linéaires
en dimension infinie décrits sous forme abstraite. Une preuve compléte de la stabilité de
cette approche est présentée pour une certaine classe de systemes. Pour la résolution
numérique, la commande optimale est exprimée en fonction de I'état adjoint, et des
algorithmes sont proposés afin de chercher une solution approchée au probléeme qui puisse
étre utilisée en pratique.

Deux approche de la COHG ont été étudiées : I'approche avec cotit final et I’approche
avec état final fixé a zéro. La premiere est plus flexible en termes de mise en oeuvre
numérique mais sa stabilité dépend de 'existence d'une fonction de Lyapunov pour définir
la fonction de cofit final. La deuxiéme par contre laisse plus de marge de manoeuvre en
vue du choix de la fonction de cofit, mais elle pose plus de difficultés pour le calcul
numérique de la commande optimale. Le choix entre ces deux approches dépend donc du
probleme considéré. Dans les chapitres 4 et 5, nous allons montrer que les deux approches
peuvent étre utilisées pour stabiliser des systemes hyperboliques linéaires 2 x 2.

Notons que le lemme [2.1.2] est assez général et peut étre exploité pour d’autres pro-
blemes, méme non linéaires. Tout d’abord, la période d’échantillonnage o peut étre va-
riable (mais bornée) et la preuve de stabilité reste toujours valide. De plus, 'opérateur
d’évolution U(-,-) dans la définition peut étre remplacé par une famille d’opé-
rateurs d’évolution uniformément bornés {U,(-,-)} (c’est-a-dire ||U,(-,-)|| < My, ¥n).
Enfin, en considérant un systéme qui posséde une fonction E satisfaisant locale-
ment dans I'ensemble  (voir [Ito & Kunisch, 2002]) et en supposant que le probléme
d’optimisation (2.2.1)) avec une contrainte z(t + 7') € ) génere une trajectoire qui peut
étre mise sous la forme ([2.1.2)), alors la COHG garantit également la stabilité de la boucle
fermée. La difficulté reste de déterminer ’expression de la trajectoire optimale ce
qui sera étudié dans nos travaux a venir.

30



Chapitre 2. Stabilité de la commande prédictive en dimension infinie

Enfin, nous voulons rappeler que bien que les deux approches présentées dans ce
chapitre garantissent une stabilité asymptotique globale, grace au caractere global de
la fonction de Lyapunov (pour I'approche avec cotit final) et de l'atteignabilité (pour
I'approche avec état final fixé a zéro), ces résultats peuvent étre limités en réalité. Par
exemple, lorsque des contraintes sont prises en compte, nous n’obtenons en général qu'une
stabilité locale car il faut déterminer le domaine d’attraction correspondant a I’ensemble
des états initiaux qui rendent les problémes d’optimisation faisable. De plus, la COHG
est souvent implémentée sous forme de fonctions constantes par morceau (la commande
est maintenue constante entre deux échantillons temporels) ce qui n’entraine pas a une
stabilité asymptotique mais & une stabilité dite pratique (voir [Christofides et al., 2011]).
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Chapitre 3

Application de la COHG a des
systemes hyperboliques linéaires
2 X 2

Dans ce chapitre, nous allons étudier la stabilité de la COHG appliquée a des systemes
hyperboliques linéaires 2 x 2 ayant la forme :

Oy = M (2)01 + 1 (2)y1 + 61(x)ye . (z1) € [0, L] x [0, 00) (3.0.1)

Oy2 = Aa(x)0y2 + Y2 ()1 + d2(x)ya

ou A, v; et & (i = 1,2) sont les fonction réguliere, A\j(z) > 0 > A\y(x), x € [0, L]. Les
conditions initiales sont :

y1(z,0) = y10(x), wya(x,0) = yoo(z), = €][0,L]. (3.0.2)

Les conditions frontieres ont la forme :

yi(L,t) = gi1(t) + aya(L, t) Creo,00) (3.0.3)
Y2(0,t) = g2(t) + By1(0,t)

ou «, [ sont deux constantes et g(t), go(t) sont des entrées de commande.

Les résultats obtenus dans ce chapitre seront appliqués aux équations de Saint-Venant
(chapitres [ et [f). Le paragraphe est consacré a la démonstration de la régularité de
la solution du systéme (3.0.1]). En se fondant sur les résultats de [Rauch & Massey, 1974]
et [Rauch, 1972], nous montrons que si la condition initiale et les conditions frontieres
sont régulieres et compatibles, la solution reste réguliere. Dans le paragraphe [3.2] nous
montrons l'atteignabilité de ce systéme avec deux commandes frontieres et dans le para-
graphe [3.3], 'atteignabilité avec une commande frontiere. Ces résultats sont utilisés pour
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montrer la stabilité de la COHG dans le paragraphe 3.4, Pour cela, nous suivons tout
d’abord les procédures décrites au paragraphe |2.5 pour mettre le probléme sous
forme abstraite, puis utilisons les résultats du paragraphe et du paragraphe pour
obtenir les preuves de stabilité de la COHG. L’approche avec cofit final sera considérée
au paragraphe m pour stabiliser un cas particulier de (3.0.1)) ou les coefficients sont
constants. Dans ce cas, le cotit final est inspiré de la fonction de Lyapunov proposée par
[Coron et al., 2009]. L’approche avec état final fixé a zéro sera étudiée au paragraphe
[3.4.3] En combinant avec le résultat d’atteignabilité aux paragraphes[3.2] et [3.3 nous al-
lons montrer que cette approche peut garantir la stabilité pour les cas général de (3.0.1))
ou les coeflicients ne sont plus constants. A notre connaissance, I’approche proposée ici
et celle de [Vazquez et al., 2011] sont les premiéres qui peuvent garantir la stabilité de
ce type de systeme.

3.1 Régularité de la solution

Considérons tout d’abord un opérateur Lz plus général que celui du (3.0.1)), ayant la
forme :

Lz =0z — Az, )0,z — B(x,t)z, (3.1.1)

dans €2, ou

Q={reR|0<xz< L}, avecsesfrontiecres 0Q_ = {zx =0}, 0, ={x=L}.

(3.1.2)
Les matrices A et B de dimension n x n sont régulieres et
AT 0
A= ,
0 A"
(3.1.3)

At =diag(M\1, ..., Np), AT =diag(Mpr1, -+ Apig)

M >A > >N >0> N0 > > Mgy, 2 €0,

Les conditions frontieres sont définies a I’aide des opérateurs frontieres M, et M_ (voir
(3.1.25)). My (resp. M_) est une matrice p X n (resp. ¢ X n) et rang(M,) = p (resp.
rang(M_) = q).

Dans la suite, pour un certain m et pour V' C R™, noterons Cg°(R™), la classe des
fonctions infiniment dérivables qui s’annulent a 'infini ; CE’B’)(V), I’espace des restrictions
dans V des fonctions de C°(R™). La norme d’une fonction ¥ = (¥; --- ¥,)" de

carré sommable dans V', notée ¥ € Ly(V'), est définie par :

leit = [ 1wi.av. (3.0.4)
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ou ||¥|lg~ est la norme euclidienne dans R".

Nous allons alors établir la régularité des solutions d’un systeme défini par ces opé-
rateurs a ’aide d’un résultat préliminaire que nous allons montrer :

Lemme 3.1.1. [l existe des constantes Cy et ¢ telles que pour tout z € C‘(’g)(R x ),
nous avons la magjoration :

C
1@l + S121Faxa + 121faxoa- + 121 axon,

o 1 (3.1.5)
< Coe 9 (l2() I + 2 IL2IR e+ IM-2AE gon + 1Mo,

avec —o0 < s < t < 0.

Démonstration. Dans [Rauch, 1972], 'auteur a montré qu’il existe C' (ne dépendant que
des coefficients de l'opérateur Lz) et ¢ telles que pour tout z € Co) (RxO_):

lz®lla_  + cllzllnxon o + 12l1Enxa

1 ) ) (3.1.6)
< C (I ne + I gna e+ M2 gron_ )
avec Q_ = {x € R |z > 0} et la norme || ||7xq. est définie par :
610 = [ et (3.0.7)

ou I est un intervalle de R (ou peut étre déduit a un point). Nous utilisons ce résultat
pour prouver le lemme. Considérons deux fonctions ¢_(z) € C*(R) et ¢, (z) € C*(R)
satisfaisant :

Oo_(r)=1 six<1/4, ¢_(xr)=0 sixz>3/4 (3.1.8)

et p4(z)=1—¢_(z), x € R. Posons :
2o=¢_z, zy=¢,z (3.1.9)
Alors z = z_|gxo + 24 |rxq, OU la notation f|, représente la restriction de f dans V.

Nous avons z_ € C( (R x€_). En appliquant I'inégalité (3.1.6) a z_, nous obtenons :

le=®)lle e + ellz=Ilgxa e + 12= 1 gxon_c

1 (3.1.10)
< (It IR o+ IM-2 IR guon_)
Une inégalité similaire peut étre obtenue pour z, = ¢, 2 :
2+ ON18, c + cllzrfnxay e + 12 Faxon, . G111

1
< (N e 124 1R g, o+ 1M 241 g o
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avec 0 = {x € R |z < L}. En combinant les deux inégalités ci-dessus, nous obtenons :

||Z—<t)||522,,c + OéHZ—”[zs,t}XQ,,c + ||Z—||[2s,t]><89,,c
"‘HZ+(t)H?2+,c + aHZ+H[2s,t]><Q+,c + ’|Z+||[2s,t]><89+,c

1 3.1.12
< O (IO e+ e B e+ 1M guom o (3442

I+ (6B e+ NE2e o+ 12 Wgons )

Par le choix de ¢_, la valeur a la frontiere 0€2_ de z_ est identique a celle de z :

Z_|l1s _ = IZ|lIs _
12 lls.x00- = lIzllisnxo0 (3.1.13)
[M_z_[js.9x00_ = | M-2|jsgxo0_

De fagon similaire nous avons pour z :
z s = |Z]l[s
12+ lis0x00, = 12 lls0x00, (3.1.14)
Mzl s <00, = [My2]lsx00,

De plus :

IOl = llz-Mla + 24 Dlallae < 2 (1= Olla_ e + 12+ O)lla, )

||Z||[25,t]x9,c = ||Z—(t)|[s,t}xﬂ + Z+(t)|[s,t]x9||[25,t]x9,c <2 (||Z—||[25,t]x9,,c + ||Z+||[25,t]><§2+,c)

(3.1.15)
Ainsi, le terme de gauche de (3.1.12]) est supérieur a :
20l + all2lfogxae + 12l1Egxon e + 121 o0 o (3.1.16)
Nous allons maintenant estimer le terme de droite de (3.1.12). Nous avons :
2= (A e + 12+ ()@, e = Nl0-2()[Ee + 16+2(5) e (3.117)
< (6= 1wy + 6+ [Bmey) ()1
Le terme Lz_ peut étre exprimé comme suit
Lz =L(p_2)=0(¢p_2) + AD,(¢p_2) + B(dz) = ¢_Lz+ ¢ Az (3.1.18)
alors :
12— [f gxae < lo-llem@ I1L2 15 axae + 10 [Em @ AN 21 axa.e (3.1.19)
Une majoration similaire peut étre faite pour Lz, :
121 [fs gxae < 0+lle@ L2 nxae + [0 E @ AN 21 gxa.e (3.1.20)

A partir de (3.1.17), (3.1.19)) et (3.1.20) (voir également (3.1.13)) et (3.1.14))), nous dé-
duisons que le terme de droite de (3.1.12) est inférieur a :

1
CK (2@ e + = (162 Bneae + 12 wae) + M- Pgeon_ M2 g, )
(3.1.21)
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avec K ne dépendant que de ¢_, ¢, et A.

La combinaison de (3.1.21)) et (3.1.16)) nous donne :

CK
2O+ (= =) 1l e + 12l gson_c + I2Bon,

N S . ) (3.1.22)
< O (1) + Il uae + M2 Bogson M2 g,
Nous avons d’une part ¢ — — > g avec ¢ suffisamment grand et, d’autre part :
c
e v < I guvie < eI lsgxy car e >0, (3.1.23)
ou V représente €2, 0Q2_ ou 0€), . Finalement, nous obtenons :
c
211G + 5121k g0 + [2lFgxon. + 12]fgxoq,
2 1 (3.1.24)
< Goe ) (J5) B+ 1L + 1Ml o + IM-2IE, 100, )
a
Considérons maintenant le probléme suivant :
Lz = F dans [0,7] x
M,z = g dans [0, T] x 9N
’ " 0.1 02 (3.1.25)

M_z = g-  dans [0,7] x 0Q2_
20) = f
pour F' € Ly([0,7] x ), f € La(R), g+ € Lo([0,T]) x 094) et g € Lo([0,T]) x 002_).

Nous rappelons qu’une solution forte de (3.1.25)) est la fonction z € Ly([0,T] x )
telle qu’il existe une suite 2" € C{([0,7] x Q) ainsi que 20 € La([0,T] x 0Q_) et
z1 € Lo([0,T] x 09,) avec

12" — 2[[p7)x@ —— 0,

12" = 20llo,r1x00- ~—— 0, [|12" = 21[lpr)x00, —= 0,
1£2" — Flljo,r1x0 — 0, (3.1.26)
12"(0,-) = flla = 0,
M_zg=g-, Miz1 = g4
A Taide de la majoration du lemme , la méthode présentée dans [Rauch & Massey,

1974] (voir I’annexe [B]) peut étre utilisée pour obtenir les résultats suivants concernant
I'existence et la régularité de la solution de (3.1.25)) :
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Proposition 3.1.2. Pour tout T > 0, F € Ly([0,T] x ), f € Ly(Q), g+ € Ly(]0,T7]) x
00y ) et g € Ly([0,T]) x 09Q_), le probléeme a une solution forte unique z. De
plus, cette solution satisfait

C
1216 + Slzlb4xa + 12lfoaxon- + 121Fgx00,
1 (3.1.27)
¢

< Coe® (£ + 21 F I+ I9-bgson + I+, )
pour tout t € [0,T].

Proposition 3.1.3. Soient f € H*(Q2), FF € H*([0, 7] xQ), g € H*([0,T]x09Q_), g+ €
H*([0,7] x 0824). La solution z de appartient a C"([0,T]; H*7"(Q)), 0 <r <s
si et seulement si les conditions de compatibilité en (0,08_) et (0,00 ) sont satisfaites

gusqu’a l'ordre s. De plus, les restrictions de z dans [0, T] x 02— (resp. dans [0,T] x 02 )
sont dans H*([0,T] x 09_) (resp. H*([0,T] x 0€)).

Nous rappelons que H*(V') représente ’espace de Sobolev des fonctions dans V' dont
les dérivées jusqu’a lordre s appartiennent a Lo(V'). Les conditions de compatibilité
d’ordre 1 sont :

Myf =g.(0), M_f=g-(0) (3.1.28)

et celles des ordres supérieurs sont obtenues en dérivant les équations ci-dessus (voir
annexe [B]). En se fondant sur la proposition [.1.3) nous pouvons établir le corollaire
suivant :

Corollaire 3.1.4. Soit z la solution mentionnée dans la proposition alors pour
chaque € € Q) :

Démonstration. Notons v, la solution du probleme suivant :

Pv=A"'F dans Q¢ x[0,7],
v=uvg=2z2 dans {0} x[0,T7,
M,y = M,z dans Q¢ x {0},
My = M,z dans Q¢ x {T}

(3.1.30)

avec Qe = {r € R |0 <z <&} M, (resp. M,) est de dimension p x n (resp. ¢ X n) ayant
la forme M, = (I, 0) (resp. M, = (I, 0)) ou I, (resp. I,) est la matrice d’'identité de
dimension p x p (resp. ¢ X q). L’opérateur P est défini par :

Pv =00 — A0+ A Bv (3.1.31)

Puisque z est la solution dans C"([0,T]; H*7"(Q2)), 0 < r < s, les conditions de compa-
tibilité pour vy, A7LF, M,z et M,z en (0,0) et (0,7") sont satisfaites jusqu’a l'ordre s.
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Alors, v appartient a C"(Qe; H*"([0,77)), 0 < r < s. En particulier v(,-) € H*([0,T7).
Il est évident que z est aussi une solution de (3.1.30)), et par I'unicité de la solution, z = v
dans Q¢ x [0, 7. Par conséquent, z(&,-) € H*([0,T]).

a

3.2 Atteignabilité d’un systeme hyperbolique 2 x 2

avec 2 commandes frontiéres

Revenons dans ce paragraphe au systeme (33.0.1)-(3.0.3). Nous pouvons constater
qu'il s’agit d’un cas particulier du probleme (3.1.1)) avec z = (y1  y2)"

A 0O Mo 01
A= B= M, =(1 —a),M_=(-3 1). (3.2.1)

0 X Y2 02
C’est-a-dire que, en appliquant la proposition avec s = 1, nous obtenons que pour
Y10
un certain 7" > 0, si les conditions initiales € H*(92) et les conditions frontieres

Y20
g1, g2 € H?([0,T]) satisfont les conditions de compatibilité d’ordre 1 ([3.1.28]) en (0,0)

Y
et (0, L), alors la solution "1 de (3.0.1)-(3.0.3 appartient a C"([0, T]; H"(2)), 0 <
Y2
r < 1. En se fondant sur ce résultat, nous allons établir I’atteignabilité de ce systeme :

nr

Yor

Lemme 3.2.1. Soient 2y = (3/10) et zp = ( ) dans HY(Q), T satisfaisant :
Y20

T > Qmax{ OL Aﬁ),/{f _;lj(w)} (3.2.2)

Il existe g1 € H'([0,T)) et g» € H'([0,T)) tels que la solution de -(3.0.3) satisfait :

2(0) = z9, 2(T)=2z2r (3.2.3)

De plus, z(t) € HY(Q), t € [0,T] et 2(0,-), z(L,-) € H*([0,T)).

Démonstration. Nous suivons la technique utilisée par [Cirina, 1969] (et généralisée par

[Li et al., 2000] et [Wang, 2008]). Posons T} = /L d (resp. Ty = /L dix) le
°) g7 . 1 — 0 Al(x) p 2 — 0 _)\2(];)

temps de propagation de 1'onde issue du point x = L (resp. x = 0) (voir la figure .
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Ea
T
T—-1T
Ty !
B
) A I =z

F1G. 3.1 — Notions utilisées dans la preuve de la proposition [3.2.1

Sans perte de généralité, supposons que Ty > Ty. Prenons §¢, §¢ € H'([0,T}]) satis-
faisant les conditions de compatibilité :

31(0) = Myz(L),  §5(0) = M_2(0) (3.2.4)

et résolvons le probleme (3.0.1)-(3.0.3) dans Q x [0, 73], avec g; remplacé par §¢, i = 1,2

et la condition initiale

2(0) = zp, dans Q (3.2.5)
Par la proposition [3.1.3] la solution de ce probléme z¢ satisfait :

2(t) e HY(Q), t € [0,TY]; et zd(s, ) e HY([0,T1]) (3.2.6)

Prenons ensuite g, g € H'(T — Ty, T) satisfaisant les conditions de compatibilité en
(0,7) et (L,T) :
91 (T) = Myzp(L), §5(T) = M_z7(0) (3.2.7)

et résolvons le probleme (3.0.1])-(3.0.3) dans Q x [T'— T3, T] en temps inverse de T &

T — T), avec g;, remplacé par g;' (i = 1,2) et avec la condition a t =T :
2(T) = zr dans Q (3.2.8)

Par la proposition |3.1.3] la solution z* de ce probléme satisfait :

) e HYQ), te [T =Ty, T]; et z“(s, Y e HY([T — Ty, 7)) (3.2.9)

. <12 . 1 . .
Maintenant, considérons la fonction & = ( ) construite de fagon suivante :

2

2%

2

), t€[0,T1]

£(t) = (3.2.10)

po| 0|

), te [T —T,T]
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Puisque T' > 27}, la valeur de &(t), t € [T1,T — T1] peut étre choisie telle que ¢ €
H'([0,T7]).

Considérons a présent le probléme suivant :

Duth = M 'Oy — ATy — AL iy

- - - , (3.2.11)
OpYo = As 1at?/2 — Ay 1’72?/1 — Ay 15292

L
dans ; = [0, 5] x [0,T], qui a la méme forme que (3.0.1]) mais les roles de = et de ¢ sont

échangés. La condition "initiale" est maintenant spécifiée a x = 3"

z(s,t) —¢(t), te[0,T), (3.2.12)

et les conditions aux frontieres sont spécifiées at=0et at =T :

D (2,0) = ro(a), (e, T) = (), v € [0, ] (3213

Notons la solution de (3.2.11))-(3.2.13)) par z' = . Nous constatons que z? satisfait

I
1
2
également ([3.2.11))-(3.2.13)) dans la triangle OAB (voir la figure [3.1]). Par I'unicité de la

solution, nous obtenons :

yh(w,0) = y(2,0) = yo(z), € [0, L/2] (3.2.14)
De méme, nous avons :

vz, T) = y¥(x,T) = yir(x), x€[0,L/2] (3.2.15)

Considérons ensuite la solution 2" = (yi) du probleme :
Y2

Duth = A 'Oy — ATy — AL iy

o L L , (3.2.16)
Oxl2 = Ay Oz — Ay Yay1 — Ay O2%2
L .. L
dans Q, = [5, L] x [0, 7], avec la condition "initiale" :
L
(5 1) =€), 1€ 0,7, (3:2.17)
et les conditions aux frontieres :
Ya(,0) = yoo(x), 11(2,T) = y1r(x), x € [L/2, L], (3.2.18)
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En utilisant 'argument utilisé précédemment pour z', nous avons :

yi(z,0) = yf(x, 0) = yio(x),
@ T) = (@, T) = gor(a) /2, L] (3.2.19)

Définissons maintenant z = | ' | étant 2 dans O, 2" dans Q,.; g1(t) = yi(L,t) —
Y2

ay2(L7t)7 g2(t) = y2(07t) - 5%(0:75)7 alors z et Gi; 1= ]-72 satisfont " " et
(3.2.3). De plus z(t) € H'(Q), t € [0,T] et 2(0,-), 2(L,-) € H'([0,T)).

a

Ce lemme garantit donc bien I'atteignabilité du systeme (3.0.1])-(3.0.3)) au sens de la
définition 2.3

3.3 Atteignabilité d’un systeme hyperbolique 2 x 2

avec 1 commande frontiére

Nous considérons ici le méme systeme que ([3.0.1]), mais avec une seule commande g,
a x = L. Nous avons également l'atteignabilité du systeme (3.0.1))-(3.0.3) :

Lemme 3.3.1. Soient zy = J10 et zp = nr dans H(Q), T satisfaisant :
Y20 Yor
L dx L dx
T>2 , / 3.3.1
max{ o Ai(z) " Jo —)\2(15)} ( )

et go € HY([0,T]), g2(0) = M_20(0) et go(T) = M_27(0). Il existe g, € H*([0,T)) tel
que la solution de -(5.0.9) satisfait :

2(0) = z9, 2(T)=z2r (3.3.2)

De plus, z(t) € HY(Q), t € [0,T] et 2(0,-), z(L,-) € H*([0,T)).

Démonstration. Posons T et T, comme dans la démonstration du lemme [3.2.1] et sup-
posons aussi que T} > Ts.

Prenons §§ € H*([0, T}]) satisfaisant la condition de compatibilité :

§(0) = M. z(L) (33.3)
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TA
T T,
T
D T,
0 ¢ >
O L =z

F1G. 3.2 — Notions utilisées dans la preuve de la proposition [3.3.1

et résolvons le probleme (3.0.1))-

la solution obtenue par z% =

satisfaisant la condition de compatibilité :
gi(T) = My zr(L) (3.3.4)
et résolvons le probléme ([3.0.1))-(3.0.3) dans Q x [T — T}, T] en temps inverse, avec g;

U

, ~ . . 1 .
remplacé par g;'. La solution de ce probleme est donc z* = [~ '|. Nous construisons
Y2

£= (?) de fagon suivante :

2

(3.3.5)

oo 2%0,t) site|[0,Ty]
(t)= 24(0,¢) site [T —T,T]

Choisissons ensuite &,(t), t € [Ty, T — Ti] tel que & € H([0,7]). Prenons &(t) =
G2(t)+BEL(t), t € [Ty, T —T1], alors & € H'([0, T]). Considérons maintenant le probléme

suivant : ) . .
Opy1 = AL Ouy1 — AL My — AL 01y

Oeta = A3 Oyr — A3 ' yayn — Ay 0o (3:3.6)
dans Q x [0, 7], avec la condition initiale :
2(0,t) =&(t), te]|0,T] (3.3.7)
et les conditions frontieres :
y2(z,0) = yoo(x), w(z,T) =11z, x €. (3.3.8)

Nous allons montrer que le solution z = (yl) de ce probleme satisfait les conditions
Y2

du lemme [3.3.1] Nous constatons que 2% est aussi une solution de (3.3.6)-(3.3.8) dans le
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triangle OC' D, et par 'unicité de la solution, nous avons :

y1(z,0) = y¥(x,0) = ypo(x), z€Q (3.3.9)
Par un méme raisonnement, nous obtenons :

yo(z, T) = y5 (2, T) = yor(x), x €N (3.3.10)

Prenons ¢1(t) = y1(L,t) — ays(L,t), t € [0,T], alors z et g; satisfont (3.0.1)-(3.0.3)) et
(3.3.2). Les faits que 2(t) € H'(Q), t € [0,T] et 2(0,-), 2(L,-) € H*([0,T]) sont dérivés

en utilisant la proposition [3.1.3]

a
3.4 COHG pour des systemes hyperboliques 2 x 2
Rappelons que le systéeme a commander est le suivant :
Oy1 = A (2)0,y1 +1(2)yr + 01 (2)y
=10t 0D 0 o, 00) (3.4.1)
Oy = Ao(2)0py2 + Y2()y1 + 2(2)y2
avec les conditions initiales :
y1(2,0) = yio(x),  yo(z,0) = yoo(x), = €]0,L]. (3.4.2)
et les conditions frontieres :
y1(L,t) = g1(t) + aya(L,
L =al) towlLt) [0, 00) (3.4.3)

y2(07 t) = 92<t> + Byl (07 t)

Afin de pouvoir mettre ce systéme sous forme abstraite (voir le paragraphe ci-dessous),
nous ajoutons des intégrateurs sur les commandes g, et g :

g1(t) = ui(t), ga(t) = ua(t). (3.4.4)

3.4.1 Formulation abstraite

Nous suivons la procédure décrite au paragraphe pour mettre le systeme ([3.4.1))-
(3.4.3) sous forme abstraite (2.0.1). En fait, ce probleme peut étre reformulé sous la

forme :

2(t) =Az(t), =z(0) = 2,
Bz(t) = g(t), (3.4.5)
2(tye Z, ¢g(t)ed
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ouZz = L2([07L]7R2>7 G = R27 z = . y § = - y R0 = oo et
Y2 g2 Y20
h A O h ) h
2 L _ (™ i 1 i 701 1 | (3.4.6)
h2 0 )\2 dx h2 Y2 52 h2

D) = {h = (hy hy)" € Z | h est absolument continue, ;Zh € Ly([0, L], R?)}. (3.4.7)
x

avec le domaine

L’opérateur frontiere B : Ly([0, L], R?) — R? est définie par :
h hi(L) — ahse(L
o 1) _ [ (B) —aha(L) (3.48)
ha)  \=Bhi(0) + ho(0)

S R ERET O S Y R
hQ 0 )\2 dx hQ Y2 62 h?

D(A) =D@)NkerB = {h=(hy hy)" € Ly([0,T],R?) | h est absolument continue,

Définissons

avec le domaine

W € La((0, L, B?), (L) — aha(L) = ~ha(0) + ha(0) = 0}
(3.4.10)
et
o
Bg=|t ;_.lg vea (3.4.11)
0 L

Avec la majoration (3.1.27)), il est évident que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-
semi-groupe (voir aussi [Zwart et al., 2009]). De plus, B € L(G, Z), BBg = g, Vg € G et

)\1 + Y 51(L — $)

_| Tz L
R I A T Rt (3.4.12)
L L

Ainsi, le systeme (3.4.1)-(3.4.3]) appartient a la famille de systemes de commande frontiere
(voir définition [2.5.1)) et peut étre reformulé sous forme abstraite. En introduisant les
nouvelles variables :

Ul(t)
v(t) = ( ) = z(t) — By(t) (3.4.13)
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ou explicitement

x
vi(z,t) = yi(x,t) — zgl(t), vo(z,t) = ya(x,t) — 7 g2(t), (3.4.14)
les commandes auxiliaires :
us (t) ,
u(t) = = g(t) (3.4.15)
ua(t)
)2 / e g<t> e 2
et 'état étendu 2°(t) = € Z° =R" @ Z, nous obtenons
v(t)
e e e e ) 9(0)
29(t) = A°2°(t) + Bu(t), =2°(0) = (3.4.16)
zo — Bg(0)
ol
0 0 0 0
" (0 0) ’ ’ ]
- - Al—l-’}/ll’ 61([/—5(]) d T
AB A 7 )\4_5[’([1 | Al%""h d51
i et byl -z a
L L o gy o

avec son domaine D(A°) = G @ D(A) est le générateur d'un Cy-semigroupe, et

1 0
0 1
B =| & € L(R? Z9), (3.4.18)
—= 0
L L
— X
() _
L

(9 (t)) —C(t), C— (I 0) (3.4.19)
2(t) B I

Ainsi, toutes les analyses présentées au chapitre [2] peuvent étre appliquées au systeme

B41)-(3-4.3).
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3.4.2 Approche avec coiit final

Afin d’appliquer ’approche avec cofit final, nous avons besoin d’une fonction de cofit
final satisfaisant la relation du théoreme[2.2.1] ¢’est-a-dire qu’il faut trouver des fonctions
E(z) = (2°,Mz°) et F(2°,u) = (Cz%, QCz°) + (u, Ru) telles que pour toute condition
initiale z§, il existe une commande uk(7) satisfaisant :

E(2°(7)) + F(2°(7), uk (1)) < 0 (3.4.20)

tout au long de la trajectoire de (3.4.16) et F(z° u) > €||z°||* pour un certain e > 0.
Pour les cas généraux de systemes (3.4.1), trouver les fonctions E et F n’est pas une
tache facile. Il nous faut toujours faire I’hypotheése d'une forme particuliere de E. Par
exemple, si nous prenons :

E(2¢) = /OL s1(2)yi(z) + so(2)ya(z)dx + g" Pg = /DT 21S(z)zdr + g" Pg  (3.4.21)

ou S(z) = diag(si(x), s2(x)), en utilisant la relation :

g I 0
= Cz% avec C = (3.4.22)
z B I
P 0
E(z°) peut étre mis sous la forme F(z°) = (2¢, Mz¢), avec M = C* C.
0 S
Pour simplifier I'écriture, nous posons A(z) = diag(A\i(z), A\a(z)) et T'(z) =

() 01(z)
2(x)  da(x)

. Alors, le long de la trajectoire de (3.4.1)) :

BE() = [ " 0T (0, 1) S, 1) + 2 (2, 7) SOz (z, 7Y + §7 Py + g7 PG
- U (0,7 (@, T)AS 2, 7) + 27 (2, 7) SAD, 2, 7)
+27 (2, 7)(I"'S + ST)2(w, 7)| da + 29" () Pu(7)
= ["(x.7)AS(z,7)]. + 247 (r) Pu()
+ /0 " (@ 7Y (—(ASY + TTS + ST)(x, 7)da
(3.4.23)

ol la notation f’ désigne la dérivée de f en x. Nous pouvons considérer une commande
par retour d’état ug (1) = —Kg(r) (K > 0) et la fonction F' sous la forme :

L
F(2%u) / 21Q(x)zdx + g" Prg + u' Ru
0

= (Cz° QCz°) + (u, Ru)

(3.4.24)
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P 0
ou Q = ! et R = R > 0. Nous avons le lemme suivant :
0 @
Lemme 3.4.1. Soient Q(x), Py >0 et Q,C € L(Z°) ayant la forme

(PO (10
Q—(O Q), c_(B ]) (3.4.25)

Alors C*QC est coercif.

Démonstration. Nous avons
I B* Py 0 I 0

C*oC =
0 I 0 @ B I

Py 0) (o B*Q) (0 0) (B*QB o)
= + + +
0 Q 0 0 QB 0 0 0

(3.4.26)

La derniere inégalité peut étre mise sous la forme :

) Pr+(1-p)B"QB 0 1 (I pB*\ [0 0\ (I O
¢ = 0 (1—2)@ +p(o 1)(0 Q) (pB 1)
(3.4.27)

avec une certaine constante p > 1. Puisque @) et B sont bornés, pour p assez proche de

1, il existe € > 0 telle que :

(Pf +(1—p)B*QB 0
(3.4.28)

Ainsi, a partir de (3.4.27]), nous obtenons : C*QC > €I, c’est-a-dire que C*QC est coercif.
Qa

Une conséquence directe de ce lemme est F(2%,u) > €||2¢/|*>. Nous calculons mainte-

nant :

E(z°(7)) + F(2°(), uk (7))

[ZT(ZL’, T)ASz(x, T)]j + g7 (7)(P; + K"RK — 2PK)g(T) (3.4.29)

- /OL 2@, 7)(—(AS) + 7S + ST + Q)z(x, 7)dx
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Nous allons traiter les termes aux frontiéres. Pour simplicité, nous notons \;; = A;(L),
A0 = A1(0) et ainsi de suite. Nous avons :

L
[ZT(x, T)ASz(z, 7')]0 + gT(T)(Pf + KTRK — 2PKqg)(T)
= )\1L31Lg% + 20\ LS10.91Y2L + ()\1L81L0é2 + )\2L32L)y§L
—(/\10810 + )\20320ﬂ2)yf0 - )\2082093 - 2»3/\2082092ny + QT(T)(Pf + K"RK — ZPK)Q(T)

g1 g2

= (g1 v21)G1 + (g2 10)Ga +g'(7)(® + Py + KTRK — 2PK)g(7)
Yar Y10
(3.4.30)
ou
AMLS1L — o1 aMLSIL —A20820 — ¢52 —ﬁ)\20820
Gl == ) G2 =
aMLS1L >\1LS1LOZ2 + AarSar —BA20520 —A10510 — )\2082052
et & = diag(¢q, ¢o). Si
/\1L51LCY2 + /\QLSQL <0 et — )\10810 — )\2082062 < O, (3431)

alors nous pouvons choisir ¢; et ¢ suffisamment grands, pour que G; < 0 et G5 < 0.
Nous prenons ensuite un P suffisamment grand pour que ® + Py + K TRK —2PK <.
Avec ces parametres, les termes aux frontieres de (3.4.29)) sont négatifs. Nous constatons
que si « = [ = 0, les conditions sont satisfaites, et nous pouvons prendre

01 =y =0et P = JREK.
Le coeur du probleme est de trouver les opérateur S et @) tels que :
Q(r) >0, et —(AS) +TTS+ST+Q <0 (3.4.32)

Dans [Bastin & Coron, 2010], les auteurs ont montré que l'existence de tels S et @
dépend de l'existence de la solution de I’équation différentielle ordinaire suivante :

(@) = lala) + ba) (@), @ € [0,1], 1(0) =0, (3.4.33)
a0 =550 0= sy ) - & () (3.4:31)

Nous voyons que vérifier la condition d’existence de est tres difficile analytique-
ment ainsi que numériquement. Dans la suite, nous considérons un cas particulier de
ol les coefficients sont indépendants de x et 73 =% =7 < 0,0, =y =6 < 0.
Nous avons dans ce cas la forme explicite de E et F', qui est inspirée de la fonction de
Lyapunov proposée dans [Coron et al., 2009]. Prenons :

si(x) = —ye' >0, so(x)=—-de " >0, xz€]0,L], (3.4.35)
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avec 1 > 0 a déterminer. Nous calculons

A — 27)ett —o(e7HE 4 et
H(z) = —(ASY + TS5+ st — | T2 70 " 3ass)
—y0(e7HF —et®)  §(—Agpu — 20)e™HF

En suivant I'analyse faite dans [Coron et al., 2009], il existe u > 0 tel que H(x) < 0 pour
tout = € [0, L].

Prenons Q(z) = €el, avec € = — m[goi] Amaz(H(2)) > 0 ol Apaz(-) désigne la partie
xe|0,

réelle maximale des valeurs propres d’une matrice, alors les inégalités de sont
satisfaites. Ainsi, pour le cas ou les coefficients sont constants et 73 = 15 = v < 0,
01 = 0 = 0 < 0, nous avons trouvé les fonctions F et F satisfaisant le théoreme [2.2.1].
Cela signifie que la CHOG peut étre appliquée pour garantir la stabilité exponentielle
dans ce cas.

Remarque 3.4.1. La démonstration de la stabilité de la COHG avec cotit final présentée
dans le paragraphe ci-dessus forme une base formelle qui nous permettra exploiter dans
les travaux a venir les autres avantages de cette stratégie, telles que la robustesse ou la
prise en compte de contraintes sur la commande et/ou sur I'état.

3.4.3 Approche avec état final fixé a zéro

Contrairement a l'approche avec cotit final, la fonction de cotlit de I’approche avec
état final fixé a zéro peut étre librement choisie. Par contre, il nous faut vérifier la
faisabilité du probleme d’optimisation & chaque instant d’échantillonnage. En combinant
les résultats sur la stabilité de la COHG (théoréme et sur l'atteignabilité des
systemes hyperboliques 2 x 2 (lemme , nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3.4.2. Supposons que yig et yao € H'([0, L]) et g1, g satisfont les conditions
de compatibilité

Y10(L) = 1(0) + ayao(L),  y20(0) = 92(0) + By10(0) (3.4.37)

alors lapproche de COHG avec état final fixé a zéro garantit la stabilité du systéme
~(3-4-3) avec la fonction de cott quadratique

F(z%u) = (Cz° QCz°) + (u, Ru) (3.4.38)

. , , L dx L dx
pour un certain opérateur Q coercif, et T > 2 max , / .
0 A(x) Jo —Xa(x)
Démonstration. Nous allons vérifier les conditions du théoreme|2.3.1} avec V' = D(A°) C
9(t)

2(t)

Z°. Notons par 2°(t) = ( ) la solution de (3.4.1f)-(3.4.3)). Rappelons que I'état étendu
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2% est lié 4 Détat du systéme original par z¢(t) = C~12¢(t). Définissons 'ensemble V
comme suit :

V={*=( 9% u v |, reH(0L),

(3.4.39)
y1(L) — aya(L) = g1, y2(0) — By1(0) = g2}

Il est facile de vérifier que V = CV. Considérons maintenant z5 € V, alors Cz% € V.
Puisque 28 = (¢1(0)  ¢2(0) w10 w20)" € V et en appliquent le lemme [3.2.1] le systéme
(3.4.1)-(3.4.3) est exactement atteignable & V, il existe une commande u € Ly ([0, T])

telle que #¢(T) = C25. Alors, 'état étendu satisfait 2¢(T) = C12%(T) = 25, c’est-a-dire
que le systeme ([3.4.16]) est exactement atteignable a V' sur [0, 7.

De plus, 2°(t) € V entraine 2¢(t) € V pour tout ¢ € [0,T], ce qui signifie que V est
invariant.

Finalement, en appliquent le lemme C*QC est coercif. Le théoreme s’ap-
plique et la stabilité de la boucle fermée avec ’approche de COHG est garantie.

a

Par une méme argumentation, nous pouvons utiliser le résultat du théoreme [2.3.1] et

celui du lemme pour montrer la stabilité de la COHG pour le systeme ((3.4.1))-(3.4.3))

avec une seule commande frontiére.

Théoréme 3.4.3. Supposons que yyo et yoo € H' ([0, L]) et g1 satisfont les conditions de
compatibilité
y10(L) = 91(0) + ayzo(L), (3.4.40)

alors lapproche de CHOG avec état final fixé a zéro garantit la stabilité du systeme
-(3.4-3) avec go = 0 et la fonction de coit quadratique

F(z%u) = (Cz° QCz°) + (u, Ru) (3.4.41)

. , , L dx L dx
pour un certain opérateur Q coercif, et T > 2 max , / .
0 A(x) Jo —Xa(x)

3.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons étudié la régularité de la solution d’une classe de sys-
temes hyperboliques 2 x 2 et la propriété d’atteignabilité pour ce type de systeme. Les
deux approches de la COHG, 'une avec cofit final et 'autre avec état final fixé a zéro,
ont été considérées et les preuves de stabilité ont été établies. La premiere approche
dépend de 'existence de la fonction de cofit final et ne peut étre appliquée qu’a certains
systemes particuliers. Par contre, la deuxieme approche, en combinant avec le résultat
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de I'atteignabilité, peut étre appliquée a tous les systemes hyperboliques 2 x 2, ce qui
fait la contribution majeure de ce chapitre.

Soulignons que la généralisation des résultats présentés dans ce chapitre pour des
systemes hyperboliques nxn est possible en suivant la méme démarche. Un cas particulier
de tels systémes, correspondant a un réseau de systemes hyperboliques 2 x 2, sera étudié
au chapitre o]
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Chapitre 4

Les équations de Saint-Venant
linéarisées

Ce chapitre est consacré a 'application de la COHG a la stabilisation d’un écoule-
ment dans un canal a surface libre de type de canal d’irrigation ainsi que la mise en
ouvre numérique de la commande. Le paragraphe présente brievement la modélisa-
tion de ce systeme ainsi que les modeles linéarisés qui seront utilisés pour la synthese
de la COHG en rappelant aussi que ce type d’application a fait ’objet de plusieurs
étude ces derniéres années (voir par exemple [Coron et al., 2007], [Coron et al., 2009] et
[Litrico & Fromion, 2009]). Dans le paragraphe[4.2] nous considérons le modele linéarisé
autour d’un profil d’équilibre uniforme dont la structure correspond a la configuration
étudiée au paragraphe [3.4.2] ce qui nous permet d’utiliser 'approche de la COHG avec
cotit final. Une résolution numérique de la commande optimale est proposée en utili-
sant la méthode de Boltzmann sur réseaux (MBR) dont l'efficacité et la précision ont
été établies pour résoudre des EDPs diverses [Chopard & Droz, 2005], [Junk & Rhein-
lainder, 2008], et en particulier les équations de Saint-Venant [Pham, Chopard, Lefevre,
Ondo & Mendes, 2010]. Dans le paragraphe [4.3] nous étudions le modeéle linéarisé autour
d’un profil d’équilibre non uniforme. Dans ce cas, nous obtenons un systeme hyperbolique
dont les coefficients ne sont plus constants. Cependant, comme montré au paragraphe
[3.4.3] lapproche de la COHG avec état final fixé a zéro peut garantir la stabilité. Un
schéma numérique pour calculer la commande optimale, fondant sur la méthode dite
de Galerkin (voir par exemple [Fletcher, 1991] ou [Szymkiewicz, 2010]), est également
¢élaboré. Des résultats de simulation sont présentés pour illustrer les performances et la
validité des approches proposées.
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4.1 Introduction aux équations de Saint-Venant

Nous considérons ici un écoulement dans un canal rectangulaire dont la longueur est
L et la largeur est B. Le débit et la hauteur d'un tel écoulement sont classiquement
modélisés par les équations dites de Saint-Venant qui sont obtenues a partir des lois
de conservation du moment et de la masse sous certaines hypotheses. Ces hypotheses
sont : la pente est faible, la longueur est beaucoup plus grande que la hauteur d’eau,
la distribution de la pression est hydrostatique, le fluide est incompressible, et enfin la
viscosité interne est négligée (voir [Litrico & Fromion, 20090]). Les équations de Saint-
Venant sont donc :

Bo:h + 0,Q -0
, (z,t) € [0, L] x [0, 4.1.1
0:Q + 0y (g; + ;Bgif) = gBh(I — J(Q,h)) (z,1) € [0, L] x [0,00)  (4.1.1)

ou h est le niveau d’eau, () le débit, g 'accélération de la gravité, I la pente du canal.

FiG. 4.1 — Coupe longitudinale d'un canal a surface libre

Le terme de frottement J peut étre modélisé par la formule de Manning (voir [Graf
& Altinakar, 2000)) :
_ @’

o ()"

J(h, Q) (4.1.2)

ou k est le coefficient de Manning-Strickler (noté MS dans la suite).
Les conditions frontieres sont spécifiées par les équations de vanneaz =0etax = L
(voir [Graf & Altinakar, 2000]) :
Q*(0,t) = KgO5(t)29(his, — h),

, o oo (4.1.3)
Q (L’t) - Klgl(t)zg(hus hds)’
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ou h¥i est la hauteur d’eau a 'amont, A%, la hauteur d’eau a I’aval de la vanne i (i = 0, 1).
Les ouvertures des vannes ©g(t) et O1(t) sont les entrées de commande. Enfin, Ky et K;
sont des constantes qui dépendent de la structure de la vanne.

Nous considérons un profil d’équilibre du systeme (h(z), Q(z)) qui doit satisfaire :

Q = constante

i -] 414
O.h(x) = 1= Jh.Q) n J(;TQ), Fr= —th ( )
- 9

ot Fr est le nombre de Froude du profil d’équilibre, qui représente le rapport entre la
vitesse de I’écoulement L?h et la vitesse de 'onde gravitationnelle \/ gh . Nous considérons

ensuite la variation de h et Q autour du profil (h, Q) :

h=h—h, Q=Q-Q. (4.1.5)
Alors :
Bhy + Q. =0,
- 20 4 Q*\ ; 2Q -]
~*0, h— ——=|hy = |—==h, — gBhJ

@+1%Q'+<g BW) lBM ~9BhJe| @

_ Q2 _ |~

B(I—1J L _ Bgh, — gBhJ,| h.

a8t = ) 2L~ By, - g,

Désormais, pour des raisons de simplicité, la notation tilde * sera omise, et nous noterons
par f, la dérivée de f en «, et f la valeur de f a I’état d’équilibre (h, Q). Les équations
ci-dessus se ré-écrivent :

ht = _B_lea
(4.1.6)
Qt = a(x)hw + ﬁ(x)Qx + p(fL‘)h + QS(:B)Qa
ou :
Q? 2Q - oh -
:;Sgh—i—th, 6—_ﬁ p:gB(I—J)—2BB3 — Bgh, — gBhJy,
o= B —=—h, — gBhJg.
(4.1.7)
Les conditions frontic¢res deviennent :
Q(0.1) = Ku®o(1)y 20(t — h(0.1) ~ h(0)) + Q(0) e
Q(L,1) = K101 (t)y/2g(h(L.1) + h(L) — h%) + Q(L)
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Posons :

0 —-B! 0 0
G(x)( ), H(x)( )
a(z)  B(r) p(z) o)

Nous constatons que la matrice G possede 2 valeurs propres réelles données par :

Qe Q@
Al_—Bhﬂ/;h, d === Joh. (4.1.9)

Considérons la matrice P constituée des vecteurs propres de G :

1 —1 BXy, 1
P = ,avec P71 =

1
S (4.1.10)
——ZgAl ngg ——ng\/gfl l3A1 1

La matrice P nous permet de diagonaliser G comme suit :

B A0
PGP = . (4.1.11)
0 X

(yl) —pt (h) , (4.1.12)
Y2 Q

)T.

En appliquant la transformation :

nous obtenons un nouveau systeme en (y; o
y A 0 y 70 Yy

o =" N I N . (4.1.13)
Yo 0 A Y2 Yo 0y Y2

v 0
( P ) — P'GP,+ P'HP.

avec

Y2 02

Nous pouvons calculer les ouvertures des vannes afin d’implémenter les conditions aux
frontieres sous la forme suivante :

yi(L,t) = g1(t), 12(0,t) = galt). (4.1.14)
En fait, grace a la transformation (4.1.12]), nous avons :

—2By\/ gh(L)y.(L,t) = BA\h(L,t) + Q(L,1)

. (4.1.15)
—2B1/gh(0)y5(0, ) = BAh(0,£) + Q(0, 1)
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Donc, les ouvertures des vannes peuvent étre déterminées en utilisant les relations (4.1.8]) :

_ —2B1\/gh(L)g:(t) — B\sh(L,t) — Q(L)
K1y/2g(h(L, ) + h(L) — hS.)
—2B4/gh(0)ga(t) — BA1h(0,t) — Q(0)
@O(t) - —
Koy/2g(h%., — h(0,t) — h(0))

Nous pouvons également introduire deux intégrateurs sur les conditions aux frontieres

01()
(4.1.16)

afin de reformuler le probleme sous forme abstraite (voir paragraphe [3.4)) :

i(t) =ui(t), ga(t) = ua(t). (4.1.17)
Selon la valeur du nombre de Froude, nous avons deux régimes d’écoulement différents :

e Si Fr < 1 : nous sommes dans le régime fluvial. Les deux valeurs propres de la
matrice G sont de signes opposés A\; > 0 > )\,. La variable y; représente 'onde se
propageant de x = L a x = 0, et la variable y, représente 'onde se propageant dans le
sens inverse.

e Si F'r > 1 : nous sommes dans le régime torrentiel. Les deux valeurs propres sont
négatives 0 > \; > \y. Les deux ondes y; et 4o se propagent de x =0 a x = L.

Dans ce travail, nous nous limitons a étudier ’écoulement fluvial. Dans ce régime,
selon la relation entre la pente I et le frottement J(h, @), nous avons des profils différents
de h.

e Si J(h,Q) = I, nous avons un profil d’équilibre uniforme :

h(z) =ho, Q(z)=Qy, z€][0,L] (4.1.18)

o Si J(h, Q) # I, nous avons un profil d’équilibre non uniforme qui est, soit un profil
d’accélération (J(h, Q) < I), soit un profil de décélération (J(h,Q) > I).
Les différents régimes d’écoulement sont présentés sur la figure [4.2]

Le probleme de commande de ce systeme a été étudié dans divers travaux précé-
dents. Une approche naturelle est de discrétiser ce systeme en espace afin d’obtenir un
modele en dimension finie et puis utiliser les méthodes classiques pour synthétiser la com-
mande. Dans cette catégorie, nous pouvons mentionner la commande PID de [Skertchly
& Miles, 1996, la commande H,, de [Litrico & Fromion, 2006] ou la commande par linéa-
risation entrée-sortie de [Dulhoste et al., 2004]. Des approches qui utilisent les modeles
en dimension infinie ont également été considérées. Dans [Coron et al., 2007] les auteurs
ont proposé une fonction de Lyapunov pour déduire les commandes frontieres qui sta-
bilisent le systeme non linéaire dans le cas d’un canal sans pente ni frottement.
Cette fonction de Lyapunov a été simplifiée dans [Coron et al., 2009] pour les équa-
tions de Saint-Venant linéarisées avec pente et frottement autour d’un profil uniforme.
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I 1 1 1 !
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
x (m)

F1G. 4.2 — Profils de niveaux pour différents régimes d’écoulement

Cette commande a été testée expérimentalement dans [Santos et al., 2008] et [Santos &
Prieur, 2008|. L’analyse de stabilité de ce systéme par la méthode des caractéristiques
a été considérée dans [Prieur et al., 2008] et [Halleux et al., 2003]. L’approche de la
COHG pour les commandes frontiéres des systémes non linéaires a aussi été étu-
diée dans [Georges, 2009], et résolue par I'approche du calcul variationnel. Une solution
numérique de cette commande a également été proposée et validée en simulation, mais
aucune preuve de la stabilité n’a été fournie.

En se fondant sur les analyses de stabilité présentées dans le chapitre précédent, nous
allons étudier dans la suite deux approches de la COHG pour stabiliser deux modeles
linéarisés du systeme : autour d’un profil d’équilibre uniforme et autour d’un
profil d’équilibre non uniforme.

4.2 Modele linéarisé autour d’un profil uniforme

4.2.1 Stabilisation

La hauteur & et le débit @ doivent satisfaire la relation suivante :

I=Jh,Q) (4.2.1)
Ainsi, étant donnée la hauteur A, le débit correspondant est déterminé par :
— L 2/3
- - Bh
— kBh - VI 4.2.2
Q= ki (575) 122

Nous allons montrer que le systeme (4.1.13|) possede la structure étudiée au para-
graphe m Puisque () = constante et h = constante, nous avons :

p=—gBhJ,, ¢=—gBhJg (4.2.3)
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et grace & la structure particuliere de H, P et P!, nous avons :

) — BNy —p+ B
71 01 _plgp— _ 1 _ P oM P A2 (4.2.4)
" 8 2By\/gh \p— Bo —p+ Bo,

et51:52:5:—

p— BoA —p+ BoAy

YN 2B\/gh

Nous allons montrer que v < 0 et 6 < 0. Tout d’abord, nous étudions la fonction

alors v, =

suivante s
f(h) = kK*B*R? (Bih%) (4.2.5)
qui est le dénominateur du terme de frottement .J. Alors :
4/3 7/3
f'(h) = K*B* |2h (BT%) + § (Bﬁh%) >0 (4.2.6)
Nous avons donc :
p=—gBhJ, = gB’ﬁ:}_g(m >0, ¢ = —gBhJg = _ABRQ _, (4.2.7)

Ces inégalités entrainent p — BoA; > 0 (car A\; > 0), ce qui signifie que v < 0. Ensuite :

0<0& —p+Boly >0 & —ng}?;_]:(h)JrBQ??hQ( +\/>>>0

@23( +\/7> Qf/

(4.2.8)

Mais nous avons \/ gh > B?B’ et il suffit de montrer que

& Af(h) > hf'(h)

Bh \*? Bh \Y? 4 Bh \?
211212 211212 - 2 D2
o 4k2B%h gB+2h> > 2k2 B2, <B+2h) +3k:Bh<B+2h>
9

3B +2n

=

(4.2.9)
La derniere inégalité est toujours vraie, alors nous avons § < 0. Ainsi, selon les analyses
du paragraphe [3.4.2] la COHG avec cotit final peut garantir la stabilité du systeme
(4.1.13)).
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4.2.2 Validation par simulation

Comme indiqué au paragraphe [2.4.2] afin de résoudre le probléme de commande
optimale par la méthode du gradient, il nous faut utiliser un schéma numérique pour les
EDPs du modele. Nous proposons dans ce travail la méthode de Boltzmann sur réseaux
(MBR), compte tenu d’expériences précédentes ayant mis en évidence son efficacité pour
ce type d’équation (voir [Pham, Chopard, Lefevre, Ondo & Mendes, 2010]).

Méthode de Boltzmann sur Réseaux (MBR)

La MBR est attractive en raison de son efficacité pour simuler les écoulements de
fluides et d’autres phénomenes physiques [Chopard & Droz, 2005].

Dans cette méthode, nous considérons le mouvement des particules sur une grille
réguliere (appelée aussi réseau). Les particules au point (z,t) sont représentées par plu-
sieurs quantités f;(x,t) animées d’'une vitesse v;. L’algorithme consiste en l’alternance de
deux phases : la phase de collision et la phase de propagation. Dans la phase de collision,
les particules entrant dans le site x & I'instant ¢ f{"(z,t) se heurtent et entrainent une
nouvelle distribution f*(z,t). Puis, pendant la période [t,t + At] de la phase de propa-
gation, la nouvelle distribution se déplace vers le site voisin dans le sens de la vitesse v;.
Ces deux phases peuvent étre formulées comme suit :

) 1 )
Collision = f7"(x,1) = [i"(x, 1) + —(fi" = fi"),
T
Propagation :  f{"(z + v;At,t + At) = f2(x,1),

(4.2.10)

ou Az est le pas d’espace et At est le pas de temps. La phase de collision ci-dessus est
basée sur 'approximation de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) avec un temps de relaxation
unique 7 et les fonctions de distribution & I’équilibre f;/?, dont I'expression dépend du
processus physique a modéliser. Nous allons indiquer sa forme plus tard, pour le cas
d’une loi de conservation scalaire. Pour garantir la stabilité de ce schéma explicite, 7
doit étre supérieure a 0.5.

Les équations (4.2.10]) peuvent étre combinées pour obtenir ’équation d’évolution :
Lo e

oll f représente ™.

Application de la MBR a une loi de conservation scalaire

Considérons le probleme suivant :

O+ cOA=0, >0, (4.2.12)
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avec la condition initiale A(x,0) = Ag(x). Comme ¢ > 0, seule la condition & la limite
x = 0 est a définir : A\(0,¢) = wu(t). Nous proposons une grille avec 2 vitesses comme
indiquée sur la figure ounvg=0et vy =v=Azx/At.

Azx

b ®
Vo U1

F1G. 4.3 — Une grille avec 2 vitesses (¢ > 0)

Les fonctions de distribution a 1’équilibre doivent satisfaire :

C
SR U\ o= (1-9)a
v &y A (4.2.13)
v lq = C)\ 1q = ;)\

et A est déterminé par \ = Z fi = fo+ f1. Avec ces fonctions de distribution a ’équilibre,

on peut montrer que la MBR peut résoudre (4.2.12)) avec une précision d’ordre (Az)?
et (At)? [Junk & Rheinlainder, 2008]. Dans ce cas, I’équation d’évolution (4.2.11)) a la

forme :
folwt+ A = folw,t) + ~(f" — fo)
7 (4.2.14)
filz + oAt t+ At) = fi(z,t) + ;( = f1).

Lorsqu’un terme de source F' est présent a droite de I'équation (4.2.12)), les équations
ci-dessus prennent la forme suivante :

fola t 4+ A = o 0) + (f5" = fo) + ALE,

1 (4.2.15)
filz+ oAt t+ At) = fi(z,t)+ ;( = f1).
La condition a la limite x = 0 est garantie en imposant :
f1(0,t) = u(t) — fo(0,1). (4.2.16)
Dans le cas ou ¢ < 0 nous utilisons une grille avec vy = 0 et v; = —v = —Ax/At (figure

7).
Azx

b o
U1 Vo

F1G. 4.4 — Une grille avec 2 vitesses (¢ < 0)
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Longueur L (m) | Largeur B (m) | Pente I | Coefficient de frottement k
3000 4.36 2.4 x 10~ 30

TAB. 4.1 — Parameétres du canal

Résultats de simulation

Considérons un canal dont les parametres sont donnés dans le tableau [£.1]

Nous allons linéariser ce systéme autour d’un profil d’équilibre uniforme h = 1,97 (m)

- —( Bh
et Q = kBh _
B +2h
teme diagonalisé sont donnés dans le tableau [4.2] ot nous voyons bien que v et 0 sont

2/3
> VI = 4,08 (m?/s) (voir [4.2.2)). Alors, les paramétres du sys-

négatifs.

)\1 /\2 Y 5
3,92 | -4,87 | -0,0051 | -0,0048

TAB. 4.2 — Parameétres du systeme diagonalisé

Pour le schéma numérique, en tenant compte la condition de stabilité et le temps
de calcul (voir [Pham, Chopard, Lefevre, Ondo & Mendes, 2010]), nous utilisons les
parametres donnés dans le tableau [4.3]

Az (m) | At (s)
300 1 1

TAB. 4.3 — Parametres du schéma numérique

Les parametres de la COHG selon les équations (3.4.21)), (3.4.24) et (3.4.35) sont
donnés dans le tableau 4.4l

T (s) | o(s) 1 € Py P R

30 | 10 |0,2x10°3 | 4x 109 | diag(0,01;0,01) | diag(0,55;0,55) | diag(10, 10)

TAB. 4.4 — Parametres de la commande

Les résultats sont présentés sur les figures [4.5}/4.8] Nous voyons bien que la hauteur
et le débit normalisés convergent vers zéro, ce qui signifie que la hauteur et le débit
réels convergent vers le profil d’équilibre (h, Q). La norme de 1’état étendu est également
présentée sur la figure[4.8] Les résultats obtenus sont donc bien en accord avec les analyses

de stabilité du paragraphe [3.4.2,

Nous testons également la commande proposée sur un modele non linéaire construits
par la MBR a trois vitesses (voir [Pham, Chopard, Lefevre, Ondo & Mendes, 2010]) avec
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0
-0.5
-1
-154]
3000
3000
1500
1000 500 1000
0 0
X (m) 0 Temps (s) x(m) ° Temps (s)
Fi1G. 4.5 — Hauteur normalisée Fi1G. 4.6 — Débit normalisé
0.1 T T T T T ) . . . . .
—
-9
0.05 . i
oL
l’ 70 o
1
-0.05{! B N
{r di 60 o
o1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ E
500 1000 1500 2000 2500 3000 $ 50 i
Temps (s) B
g
5
10° = i
45 T T T T T g 40
“ :
ok -=-u, | 230 E
1
‘
oL 20 |
z/’ 4 10 4
. ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ . ‘ ‘ ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Temps (s) Temps (s)

Fic. 4.7 — Etats et commandes fron- FIG. 4.8 — Norme de I'état étendu ||2¢||?
tieres

les mémes parametres que le modele linéaire (Ax, At et 7). Les évolutions aux points
z =0 et x = L sont présentées sur les figures [£.9] et [£.10] Nous constatons bien que la
commande garantit également la convergence du systeme non linéaire.

T T
Systéme linéaire
= = = Systéme nonlinéaire

T T
Systeme linéaire
- - - Systéme nonlinéaire

h(0.)
h(0.)

L il L fl
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Temps (s) Temps (s)

Q.
|
QO.H

. . . . . .
500 1000 1500 2000 2500 3000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Temps (s) Temps (s)

F1G. 4.9 — Niveau et débit en x =0 F1G. 4.10 — Niveau et débit en x = L
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4.3 Modele linéarisé autour d’un profil non uniforme

Reprenons maintenant le systeme (4.1.13))-(4.1.14) et considérons le cas d'un profil

d’équilibre non uniforme. Nous allons montrer que la COHG avec état final fixé a zéro
peut étre utilisée pour la stabilité en boucle fermée. Pour cela, nous choisissons la fonction
de cotit suivante :

L q(x) 0 ppn 0 r1 0
F(2%u) = / 2T zdx +g" ! g+u” u o (4.3.1)
0 0 gofx) 0 pp 0 ro
. hn g U1 Lo .
ouz = , g = , U = et les pondérations ¢;, py; et r; (1 =1,2) sont toutes
Y2 g2 U2

positives.

La stabilité de cette approche a été montrée au paragraphe [3.4.3 Il nous faut mainte-
nant utiliser un schéma de discrétisation pour obtenir une approximation de la commande
optimale qui soit implémentable. Dans ce travail, nous utilisons la méthode de Galerkin
dont le principe est résumé dans le paragraphe ci-dessous, et qui a déja fait ses preuves
dans Papplication numérique de commande optimale a ce type de systémes [Dulhoste
et al., 2004].

4.3.1 Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin appartient a une famille des méthodes dites de résidus pon-
dérés (pour plus de détails, consulter [Fletcher, 1991]). Le but est d’approximer la solu-
tion dans un sous-espace de 'espace d’état. Considérons un probléme ou nous voulons
rechercher la solution f(z,t) de I’équation abstraite suivante :

O(f(z,t)) =0 surll (4.3.2)
avec la condition frontiere :
B(f(x,t)) =0 sur la frontiere OII. (4.3.3)

La solution approchée est supposée ayant la forme :
falz, 1) = a;i(t)Ni(z), (4.3.4)
i=1

ou fu(z,t) est Papproximation de la solution exacte f(z,t), les a;(t) sont des coeffi-
cients & déterminer et les N;(x) sont appelés les fonctions de base. En substituant cette
approximation dans 1’équation (4.3.2)), nous obtenons :

O(falz,t)) = R, (4.3.5)
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ou R est le résidu. Les coefficients «;(t) sont déterminés de telle sorte que le produit
interne du résidu avec des fonctions de pondération wy(z) soit zéro (c’est-a-dire que le
résidu est orthogonal avec les wy(x)) :

(R, wy) = 0. (4.3.6)

Un choix particulier des fonctions de pondération consiste a utiliser les fonctions de base
Nz’ .

Ce choix nous donne la méthode de Galerkin, qui sera utilisée pour la suite.

4.3.2 Application a approximation de la commande

Rappelons qu’il nous faut résoudre le systéme suivant (voir le paragraphe [2.4.4]) :

() A BRUB (@) (Zinl®)
= ; e D(A)@eD(A*),t € [0,T]

pmin (t) _C* QC _Ae* Pmin (t) Pmin (t>
(4.3.8)

avec les contraintes 2, (0) = 2°(0) et z; . (T') = 0. La commande optimale est calculée,

selon I'équation ([2.4.29)), par :
Upmin = —R ™ B* Prnin.- (4.3.9)

Dans la suite, pour des raisons de simplicité, 'indice -,,;, sera omis. Pour le cas des
équations de Saint-Venant et de la fonction de cotit (4.3.1)), les opérateurs dans (4.3.8))

sont donnés par :

0 0 0 0
0 0 0 0
A° = AL+ mw 0 (L —x) \ d N 5 (4.3.10)
. A 5L L do " d 1
Yt —Aat (L — ) o vl s,

dx

avec le domaine

DAY) = {z*=(01 ¢ n ) eR*@Ly([0,L],R?) |

. dU1 d'U2
v1, v9 sont absolument continues, —, —

ey L), (4311
U1(L) = 1)2(0) — 0}’
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LA +ma

del' + /
0

L
Y2Z
—~—vod
LX2$

— L )Xo+ 0o(L —
x)de:z—i-/ 2+ 9 ?)
0

I Xa2dx

Ae*p

avec le domaine

D(A) =G & x1

x2(L) = x1(0) =

Pr1g1 +

+
C* 00 — Pr2g2 /

dx1
B WS _
Yz +(

dix1 —

XQ)T

X1, X2 sont absolument continues, —, ——

0},

LxQ

dx2
Ay 22
> da

AL+ 7)x1 + vexe

€ R* @ Ly([0, L], R?) |
dx1 dxe

dzr = dx

LZ gld +/ 71)1(11'

—37%

e+ |

q
—g—l—v
7 it an

(L
L

- )CIQ

g2 + G202

LQ([O’ L]),

(4.3.12)

(4.3.13)

(4.3.14)

et finalement

BRBp = (4.3.15)

L

Nous allons utiliser la méthode de Galerkin pour calculer une solution approchée du
systeme (4.3.8]). La procédure va étre détaillée dans la suite.

Nous utilisons les fonctions triangulaires (voir la figure [4.11) comme fonctions de
base. Nous divisons l'intervalle [0, L] en M — 1 segments par M points équidistants.

L
x1=0,29=Ax,---,x; =(j —1)Ax, oy =1L, Axr=
1 2 (j ) M M_1
L’équation de la fonction de forme NNV; est donnée par :

r— X

ng”; i1 <x < x

Tiy1 —

Nj(z) = %, 2 << xjp (4.3.16)
x
0 z<zj0ur <xjp
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Fi1c. 4.11 — Fonctions de base utilisées pour discrétiser le probleme de commande opti-
male

11 est facile de calculer :

1
El, xj—l S s S .I‘j
/ —
Nj(z) = v <z <xip (4.3.17)

0 z<zj0ur <xjy

Pour une fonction f € Ly([0, L]), nous introduisons les notations suivantes :

L) = [ f@N@dr, () = [ f@)N@)Ni@)ds (4.3.18)
Alors
j Ti+1 Az . Tj+1 Az
L) = /x Nj(z)dr = 5 et (1) = /m N;(x)N;(v)dx = =5 (4.3.19)

Les fonctions inconnues sont approximées par :
v(z,t) = Zv}(t)Ni(x), x;(z,t) ZXJ j=1,2 (4.3.20)

Notons tout d’abord que la condition (z¢ p)* € D(A) ® D(A*) impose que :
v =v3 =0, xi=x3 =0 (4.3.21)

En remplagant la solution approximée (4.3.20) dans ’équation (4.3.8)), nous obtenons :
e Pour ¢ :

= _7<1 + ZIl 1,i+1 ( x[/) Xl (4322)

e Pour g, :

L — )
:-fmzlﬁ v (S ) 4 (43.23)
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e Pour v; :
M M M M
y A+ Tz oL —x ~ ~ -
I R 1D DL NIST) SIARE) It
i— i=1 i=1 i=1

M

L
7C1 _ 7“17 2 (/0 x]\@-(x)dx) X1

1

En prenant le produit interne de I’équation ci-dessus avec Ny et en utilisant (4.3.17]) et
(4.3.19)), nous avons :

1., 2. 1. A+ Tz (L —x)
Az (61)? t+ gvlf + 6U]f+1> = Iliz—l,kﬂ (L) 91+ Illz—l,kﬂ (L 92

1 1
—EIQ—L;@(/\ Joyt + s (12_1 eA) = I (M )) vf FIQ pr (Ao ™!
+IZ 12(71) L4 Ik: 1k+1(71)v1 + Iﬁ ﬁii(%) P
+I£ 12(51%}2_ +Ik,—1,k+1(51)1}2 +IZ:ZE(51) ]5
M
x N x ; T,
+I et 1 (7"1L> G —LE g 5 (7"1L> i:ZlIi—l,i—&—l(E)Xl
(4.3.24)

e Pour vy, de fagon similaire, nous avons :

Loy, 2. 1. Yo —X + 6o(L — )
Az (61]5 L 5“5 + 6U§+1> =T 1 ( I )91 + 1 ( i 92

+IZ 12(72)1’1 +Ikz 1k+1(72)U1 +I]Z iﬁ(%)vf“
1 _ 1 1
T - (T O) Ik w1 () 05 + A AT Qo)™
TR (G) 05+ IE o (G0)0f + I 211(52) A
L—=x M -z, .
+I§—1,k+1 <7“2L) G — Ii-1,k+1 ( ) ZI 1H—1 L —)X3
=1
(4.3.25)
e Pour (; :
G = (pfl +/ deI> g1 — ZIz 1i+1 <L1> Uy
M (4.3.26)
_ZI <)\1+71$> ZI (72$> X
— 1—1,241 L 1—1,04+1 L 2
e Pour ( :
; L(L—w)’q (L—1)g2\
G = —<pf2+/0 T ) ZIZ““(L Vg
(4.3.27)

_flz - <5(LL>> ZL » (—A2+52(L—a:)>xg

68



Chapitre 4. Les équations de Saint-Venant linéarisées

e Pour y; :

1 9 1
A k-i-l)
v <6 LN g

rq:

Ik 1,k+1 ( I >91 - I: i:(fh) - Ik 1k+1(Q1) Ik ZE(QI)Uiﬁl
1 1 1

T o () — Ik7k+l<A1>) T O™t (43.28)
FLTR O = )T I O = y)xE IO — )

=1,k k1
+L (= o)X+ I 1k+1( 72)X§+Ik,kil( Vo) x5

e Pour x» :

1.y 2. 1.
Ax <6X§ 1+3X§+6X§H) =

(L - x)fh
Ik 1k+1 (L g2 — IZ 1:(‘12) Ik 1 k+1(Q2) Ill: IZE(%)UQCH

+I§i";§(—51) +Ik 1k+1( 51)X1+Ik£ﬂ( S)xE

1 1 1
_Aka 1r(A2)Xs 51+ E (Ik—l,k()‘2> - Ik,k—i-l()‘Q)) X5+ A*Ii k+1()‘2)X12€+1
+IZ:%:Z(X S2)x5 "+ Ik Les1(Ay — 82) X5 + IZ]ZEO‘Q o) x5
(4.3.29)
En tenant compte des conditions (4.3.21f), nous pouvons enlever les termes concernant

oM vl xb et x5, Les autres termes sont mis dans les vecteurs des inconnues comme

suit :
= i
vaa = (V3 v )T
xu= 04 i it oah’
12 M-2  M-1\T
X2d = (X2 X X X )
(X2 X2 2 > ) (4.3.30)
g1 G
. 92 G
g=(n )", (=G &)= . Pa=
U1d X1d
Vad X2d
Alors, nous pouvons combiner les équations (4.3.22))-(4.3.29) pour obtenir :
g = MgCC+ngxda
E,oq = M, g+ Myyva + M, C+ M, Xds
’ ‘ X (4.3.31)

¢ = Megg + Meyvg + MeyXa,
Ede = ngg + Mxvvd + MXCC + MXXXd7
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ou les entrées de M., My, , etc. dépendent des fonctions de base Nj, 'opérateur A et la
fonction de cotit J, tandis que les entrées de F, et E, dépendent seulement des fonctions
de base Nj. Les équations peuvent étre ré-écrites sous la forme :

25 25
E|™|=mMm[T (4.3.32)
Dd Pd
ou
I 0 0 0 0 0 Mg My
O EU O O Mq)g MUU MUC MUX
E- .M = ) (4.3.33)
0 0 I O Meg My 0 My
0 0 0 Ex ng Mxv MXC Mxx

Les matrices E et M sont de dimension 4M x 4M et leurs entrées sont données dans

I'annexe [C]
Finalement le systeme discrétisé a la forme suivante :

e [
Zd Zd
=E'M

Dd Pd

(4.3.34)

En ajoutant la condition initiale z5(0) = zo, et la condition finale z5(7T") = 0, ou zo, est
I’approximation de I’état initial zy dans la base des Vi, nous obtenons un probléme aux
deux bouts standard, qui peut étre résolu par différentes méthodes (voir par exemple
[Ascher et al., 1995]). Dans ce travail, nous utilisons la fonction bvpsc de Matlab®
[Mathworks, 2010] qui se fonde sur un schéma de différences finies.

4.3.3 Résultats de simulation

Nous réalisons la simulation pour un canal dont les parameétres sont les mémes que
ceux utilisés au paragraphe La linéarisation est faite autour d’un équilibre non-
uniforme avec Q = 2(m?/s) et h(L) = 1,97 (m). La hauteur et le débit d’équilibre
sont présentés sur la figure et les coefficients du systeme linéarisé diagonalisé sont
présentés sur la figure [4.13]

Le systeme est discrétisé par M = 13 points (Ax = 250 (m)). Le pas de temps
de simulation est At = 75(s). Les parametres de la commande sont donnés dans le
tableau Nous remarquons que 'horizon de prédiction est beaucoup plus important
par rapport a 'approche avec cotit final car il faut vérifier la condition d’atteignabilité

(voir le paragraphe (3.4.3)).

70



Chapitre 4. Les équations de Saint-Venant linéarisées

I
[
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-
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x (m)

o
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FiG. 4.12 — Hauteur et débit d’équilibre Fia. 4.13 — Coeflicients du systeme li-
néarisé diagonalisé

T(s) | o(s) By Q R
3000 | 600 | diag(1;1) | diag(1;1) | diag(0,5;0,5)

TAB. 4.5 — Parametres de la commande

Les évolutions de la hauteur et du débit normalisés sont données sur les figures
et [4.15] tandis que les états et les commandes sont présentés sur la figure [£.16] La figure
donne la convergence de la norme de I'état étendu z°. On trouve bien les résultats
de convergence attendus.
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Fi1a. 4.14 — Hauteur normalisée (deux F1a. 4.15 — Débit normalisé (deux com-

commandes) mandes)

Comme dans le paragraphe [£.2.2] nous testons aussi la commande proposée sur un
modele non linéaire construit par la MBR a trois vitesses. Les résultats sont présentés
sur les figures et [£.19] Nous constatons bien la convergence du systéme non linéaire
malgré un écart statique lié aux erreurs de modélisation.

71



Chapitre 4. Les équations de Saint-Venant linéarisées
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Fic. 4.16 — Etats et commandes fron-
tieres (deux commandes)
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F1G. 4.18 — Niveau et débit en z =0
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Fic. 4.17 — Norme de l'état étendu
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. . .
1000 2000 3000 4000 5000 6000
Temps (s)

F1G. 4.19 — Niveau et débit en x = L

Une autre simulation est réalisée en utilisant juste une commande a x = L. Les

résultats sont présentés sur les figures (4.20])-(14.23]).

Nous constatons de nouveau la bonne convergence du systeme, ce qui est en accord
avec les analyses du paragraphe[3.4.3] Cette commande est également testé sur un modele
non linéaire comme le cas précédent. Les résultats sont présentés sur les figures
et [£.25] Nous constatons également un écart statique dans la réponse du systéme non

linéaire.

Nous voulons enfin souligner que le calcul de la commande optimale a chaque instant
d’échantillonnage prend environ 10s pour un laptop Intel Core 2 Duo 2.4Ghz, 1.95Go
RAM. Cela signifie qu'une application en temps réel est envisageable.
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Fic. 4.20 — Hauteur normalisée (une
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Fi1G. 4.22 — Etat et commande frontiere
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FiG. 4.24 — Niveau et débit en z = 0
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F1G. 4.21 — Débit normalisé (une com-
mande)
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Fig. 4.23 — Norme de 1’état étendu
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F1G. 4.25 — Niveau et débit en o = L
(une commande)
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, les théories développées au chapitre [3|ont été appliquées aux équa-
tions de Saint-Venant linéarisées, puis validées en simulation. Les résultats obtenus sont
encourageants pour ’application de ce type de commande a un canal réel, dans la limite
ou le modele linéarisé reste valide. L’application de cette stratégie en pratique nécessite
néanmoins la mise en oeuvre d'un observateur pour estimer 1'état du systeme a partir
des mesures aux frontieres. Ce probleme sera étudié dans nos travaux a venir.

Les résultats des chapitres 2, 3 et 4 font 1'objet des publications suivantes : [Pham,
Georges & Besancon, 2010q|, [Pham, Georges & Besancon, 2010b], [Pham, Georges &
Besangon, 2010¢|, [Pham, Georges & Besancon, 2012q|, [Pham, Georges & Besangon,
2012¢|, [Pham, Georges & Besangon, 2012¢| et [Pham, Georges & Besangon, 2012].
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Chapitre 5

La COHG pour un réseau de
systemes hyperboliques 2 x 2

Dans ce chapitre, nous considérons I'extension des analyses de stabilité de la COHG
du chapitre[3|dans le cas d’un réseau de systémes hyperboliques 2x 2, et I'application a un
réseau de canaux d’irrigation. Le paragraphe présente le systeme considéré ainsi que
les résultats concernant la régularité et I'atteignabilité de la solution. Les preuves sont
obtenues en appliquant de fagon récurrente les résultats sur les systemes hyperboliques
2 x 2 étudiés au chapitre [3] Dans le paragraphe [5.2] nous considérons la stabilisation de
la COHG. Nous montrons tout d’abord que le réseau peut également étre reformulé sous
forme abstraite, puis la COHG avec état final fixé a zéro est utilisée afin de garantir la
stabilité. Les analyses sont ensuite appliquées a un réseau de canaux d’irrigation, avec
une validation par simulation au paragraphe [5.3|

5.1 Reéseau de systéemes hyperboliques 2 X 2 en cas-
cade

Nous nous intéressons a un systeéme constitué de n sous-systémes hyperboliques 2 x2 :

Oy = Ni(2)02yi + 7 (2)Ys + 05 (2) Y

,(z,t) €[0,L] x [0,T], ¢=T1,n,
OtYnvi = Anti(T)OeYnyi + Ynri()Ys + Onpi(T) Y
(5.1.1)
ou Ai, Antis Vi Vnsi, 0i et 0,4 sont des fonctions suffisamment régulieres. Nous ne
considérons que les systemes strictement hyperboliques, c’est-a-dire que \;(z) > 0 >
Anyi(x), Yo € [0,L] (i =1,...,n). Les conditions frontieres sont spécifiées par les rela-
tions entre les variables aux jonctions. Supposons que ces relations peuvent étre mises
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Chapitre 5. La COHG pour un réseau de systémes hyperboliques 2 x 2

sous la forme suivante :
— Pour la premiere jonction :

Ynt1(0,t) = gni1(2). (5.1.2)

— Pour les jonctions intermédiaires :

Unti+1(0,1) = 0i9i(t) + aiyn+i(L,t) + Biyis1(0,1)
yi(L, 1) = gi(t)

ou «;, (; and 0; sont des constantes dépendant des caractéristiques de la jonction.
— Pour la derniere jonction :

i=1,...,n—1(5.13)

yn(Lvt) = gn(t)- (5.1.4)

Le probleme est complété par la condition initiale :

yi(-,0) =y, i=172n (5.1.5)
Pour la suite, notons 20 = (¢) ... ¥) Yo ... ys) et z =
(v - Yn Yni1 - ygn)T, respectivement la condition initiale et la solu-
tion du systéme entier; 20 = (v) y°..)" et 2 = (yi Ynyi)', respectivement la

condition initiale et la solution du sous-systeme i , ¢ = 1, n.

5.1.1 Existence de la solution

Nous allons établir une majoration de la solution du systeme (5.1.1))-(5.1.4) dans
esprit du lemme [3.1.T] du chapitre [3]:

Proposition 5.1.1. Soient 2, € L*(Q), ¢ € L*([0,T]), i = T,n+ 1. Il existe une
solution forte unique z de - et il existe certaines constantes C' et c telles
que :

c . n+1
211G + §||Z||[20,t]><§2 + 2l gxoa_ + 12llfgxea, < Ce* <||Zo||?z + > llgillfog
i=1
(5.1.6)

Démonstration. Nous allons montrer par récurrence que pour chaque j = 1, n, le systéme

(5.1.1)-(5.1.4) (avec n remplacé par j) possede une solution et il existe des constantes
C; et c; telles que :

j .

> (OIS + S llzilloaxe + zillfogxon_ + 1zillo.gxa0,
2

=1

; ; (5.1.7)
< G | 2211206+ D2 Ngillio g + lgneillfo

i=1 i=1
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Nous allons appeler cette proposition P. Selon la proposition |3.1.2} la solution de (5.1.1))-

(5.1.4) existe et la majoration (5.1.7)) est vraie pour j = 1. Supposons que P est vraie

pour j = k, c’est-a-dire que la solution de ([5.1.1)-(5.1.4) comprenant k sous-systeme

existe et satisfait :
k

Ck
> (IO + Sllzlloasn + llfgwon. + I, )
=1 (5.1.8)
k k
2¢ 2 2 2
< G (IR + 3 oo + lonen o
=1 =1

pour certains Cj, et ¢. Considérons maintenant le (k + 1)ieme sous-systeme. Posons
gk(t) = ngk<t) + akyn+k<L, t), (519)
et considérons la solution du systéme suivant :

0 = A Oy + i+ 0 n
{ tYk+1 k1 (2)0pYs1 + Y1 (2)y k1 (T)Yns iy , (z,t) € [0, L] x[0,T]

OrYntkt1 = Anti () OuYntrt1 + Yotk 1 () U1 + Onpror1 (T) Yngotr

(5.1.10)
avec la condition initiale
2111(0) = 2944 (5.1.11)
et les conditions frontieres :
kit (0,8) = Gu(t) + 0,1),
Y +k+1( ) gk( ) ﬂkﬂykﬂ( ) (5.1'12)

Yes1(L,t) = grya (1)
En appliquant a nouveau la proposition [3.1.2] la solution z;,; de ce systeme existe et
satisfait

Cht1
H2k+1<t)H?2+THZICJJH[QOJ}XQ_'_sz+1H[207t}><8SL+sz+1|

< Crn@® ! (20113 + 16l + lgrealtg)

2
[0,8]x 062+ (5.1.13)

pour certains Cyy1 et dyq1. De plus :

[20,t] <2 (%Hgkllﬁ),t] + CiHyan(La t)“[zo,t])

k k
< 203\ gk lfo ) + 2¢RCre ™ (Z 122018 + > Nlgellfor + llgnsillfos

i=1 i=1

1G]

) (5.1.14)

Posons cx11 = ¢ + Cr11, et en combinant (5.1.8]), (5.1.13]) et (5.1.14)), nous avons :

k
Ck
> (IO + Slzlloasn + llfguon_ + Ilfgeon, )
i=1 R
Ck+1
Hlaen O + E o1 e + lnlaxon + len Fason,

k k
< G (10 + 3 ol + onon o (5:1.15)
i=1

=1
+Cy ekt (HZI(gHH?z + 2607 9|

[20,t] + [l ghs1 ||[20,t})

k K
+203 Cloya Cpelertor)t (Z 122118 + D llgklliog + ||gn+1||[20,t}>
i=1 i=1
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Le partie gauche de ([5.1.15)) est supérieure a :

k+1

Ck4+1
o3 (I + 2 il oan + Izl ason + lallh o, (5.1.16)
i=1
avec p = min{ c’i , thl }, et la partie droite est inférieure a :
Ck + Cky1 Ck + Crt1
k+1 k41
2 012 2 2
cenot (32101 + 3 oo + lonea o (5.L.17)
i=1 i=1
~ 2 2 N C
avec C' > max {Ck+1, (205 + 2¢;.C)Cry1 + Ck}. En prenant Cj,; = —, nous obtenons
0
finalement :
k+1 ,  Chsl , ,
Z [2:(t) o + TH%H[O,WQ + zilljo.gxa0_ + 2illjogxa0,
=1 b1 ftl (5118)
2eps1t 012 2 2
< G (120 + 3 Il + loner o
i=1 i=1
La proposition est démontrée avec j = n.
Q

5.1.2 Atteignabilité

Nous allons établir I’atteignabilité de ce systeme avec les commandes ¢;, © = 1,n + 1.

Lemme 5.1.2. Soient 2o = (4 ... 2 v2, ... y,)" € HY(Q), 2r =
W Y e oo t2)T €HN(Q), et
L d
T > 2 max / v (5.1.19)
i=12nJo | Ni(z)]
Alors il existe g; € H'([0,T]), i = T,n+ 1 tels que la solution z de -
satisfait
2(0) =29, et 2(T)=zp (5.1.20)

De plus, z(t) € H'(Q), t € [0, 7).

Démonstration. La démonstration se fonde sur I'atteignabilité du systéme hyperbolique
2 x 2 avec deux commandes frontieéres (lemme et avec une commande frontiére
(lemme [3.3.1)). La méthode utilisée est inspirée de celle de [Li & Rao, 2004]. Considérons
tout d’abord le premier systéme (i = 1 dans ), avec les conditions frontieres :

Un+1(0,1) = gn1 (1), . tel0,T] (5.1.21)
yi(L,1) = g:(?)
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En appliquant le lemme m, il existe v et v,y € H'Y([0,T]) tels que la solution de

(5.1.1) avec i = 1 et (b.1.21]) satisfait

21(0) = ( i’? ) Ca(T) = ( ny ) (5.1.22)
Yn+1 Ynt1

Pour ¢ = 2 jusqu’a i« = n, nous répétons les étapes suivantes pour construire la solution
dans chaque sous systeme :
— Posons §;_1(t) = 0;-19i-1(t) + ai_1Ynri—1(L, 1), qui est déterminé par la solution
du sous-systeme ¢ — 1.
— Considérons le probléme avec les conditions frontiéres comme suit :

Yn+i(0,t) = Gi1(t) + Biyi(0, 1),
yi(L,t) = gi(t)

et appliquons le lemme m - il existe alors g; € H'([0,T)) tel que

%(0) = (‘zo ) (1) = (yTT) (5.1.24)
Yn+i Ynti

Nous obtenons finalement z = (y1 ... Yo Yns1 ... Yon)' satisfaisant (5.1.20) et

z(t) e HY(Q), t € [0,T].

(5.1.23)

a

5.2 CHOG pour un réseau de systemes hyperbo-
liques 2 X 2 en cascade

5.2.1 Formulation abstraite

Nous pouvons appliquer la méme procédure que dans le cas d'un seul systeme afin de
reformuler le probleme ([5.1.1))-([5.1.4)) sous forme abstraite. Tout d’abord, nous constatons
que ce systeme peut étre mis sous la forme suivante :

2(t) = Az(t), =2(0) = 20, Bz(t) = By(t),z2(t) e Z, g¢g(t)eG (5.2.1)
avec Z = Ly([0, L], R*™), G = R,
2=y v ven) g = (g1 )T 0= () Y yo)T
L’opérateur 2 est défini par :
AT 0\ an Iy A

Ah = e h (5.2.2)
0 A Jdz 1, A,
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avec le domaine

dh
D) = {h € Z | h est absolument Continue,d— €z} (5.2.3)
T

ot AT = diag(A,- -, \), A7 = diag(A\ny1, 0 5 Aan), [ = diag(yy, -+, %), T2 =
diag(Vns1, -+ »v2n), A1 = diag(dy, -+ ,0,), Ay = diag(d,i1, -+ ,02,). Les opérateurs
B et B sont définis par :

hi(L) 10 -0 0
ha(L) 01 -0 0
ho(L) 00 -1 0

Bh = ,B= (5.2.4)
Pn41(0) 00 -0 1
Pnt2(0) — arhyi1 (L) — Brha(0) b 0 --- 0 O
hQn(())_an—thn—l(L)_ﬁn—lhn(O) 0o 0 ---0 en—l

Définissons 'opérateur A comme suit

AT 0 an I, A
Ah = S (5.2.5)
0 A )dr \p, A,

avec le domaine :

D(A) = D() Nker(B)
dh S
={h=(hy - han)" € Z | h est absolument continue, I € Z, et hi(L)=0,1=1,n,
T

hps1(0) =0, hpyis1(0) — by (L) — Bihip1(0) =0, i =1,n — 1}

(5.2.6)

Gréace a la majoration du paragraphe [5.1.1], A avec son domaine est le générateur infini-

tésimal d'un Cy-semigroupe (voir aussi la démonstration par I’approche par fonction de
transfert de [Zwart et al., 2009]).
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Considérons l'opérateur B défini par :

g1 gz - 9n In+1
e

4 R PR 0
L X

. 0 T 0 0

- 0 0 % 0

_ L—
By Znt1 0 0--- 0 Lm 9. 9€G.

L_

2is | 6 on 0 0

: : L

o 0 0---6, Lx 0

Nous pouvons vérifier que B € L(G,Z) et BBg = Bg pour tout g € G. Donc les
conditions frontieres Bz(t) = Bg(t) se transforment en v(t) € ker(B). De plus, AB €
L(G, Z), car explicitement :

g1 g2 - Ggn-1 9n  Gn+1

21 ay 0 --- 0 0 C
z9 Hldg Qg - - 0 0 0

AB = ~

Zng1| €1 o0 00 by ’
Zn+2 91[)2 0 --- 0 0 0
Zom o 0 --- 0 6,_1b, ¢,
avec
b= Nt~ Angi o+ i (L — @)
(A L y Y1 T L Y
. Ynpi 5 L—x L—x
C'l L bl (] 61 L ) /L ’n’ C L

Ainsi, le systeme ({5.1.1))-(5.1.5)) appartient a la famille de problemes décrits au para-
graphe [2.5] Nous introduisons la nouvelle variable

v(t) = z(t) — By(t), (5.2.7)

la commande auxiliaire

u(t) = g(t) (5.2.8)
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g
ainsi que I'état étendu z¢ = € Z° =G & Z. Nous obtenons alors la forme abstraite
v
du systeme :
€ e_e e e e g(o)
29(t) = A%C(t) + Bu(t), 2°(0) =25 = : (5.2.9)
2o — Bg(0)
avec
0 0
A = ,D(A°) =GaD(A), (5.2.10)
A A
et
I
B = : (5.2.11)
-B

5.2.2 Stabilité de la COHG avec état final fixé a zéro

Sur la base des résultats précédents, nous pouvons établir un théoreme similaire au

théoréeme [3.4.2] :

Théoréme 5.2.1. Supposons que zy € H'([0,L]) et g(0) satisfait les conditions de
compatibilité

Bzy = Bg(0). (5.2.12)

Alors lapproche de COHG avec état final fixé a zéro (pamgmphe garantit la stabilité

du systéme -(5-1.5), avec la fonction de coit quadratique

F(2%u) = (Cz°% QCz°) + (u, Ru) (5.2.13)

L dx
avec l'opérateur Q coercif et T > 2 mﬂ/ :
i=12nJo | N\i(x)]

Démonstration. Avec les méme arguments que ceux utilisées dans la preuve du théoreme
3.4.2) nous pouvons utiliser le lemme pour montrer que D(A®) est exactement
atteignable et invariant par rapport au systeme . De plus, par le lemme m,
C*QC est coercif. Nous obtenons enfin la conclusion du théoréme en appliquant le
théoreme 2.3.11

a
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5.3 Application a un réseau de canaux d’irrigation

Nous considérons maintenant un systéme de canaux d’irrigation contenant n biefs
interconnectés par n + 1 vannes. Chaque bief est modélisé par les équations de Saint-

Venant :

Bzathz + 617@7, =0 (I‘, t) € [07 Lz] X [O, OO)

2 1 ) .
0,Q; + 0, (BQ;L + QBigh?) = gB;hi(L; — J(Qi, hi) i=1,...,n
(5.3.1)
ou B; et L; sont la largeur et la longueur du bief ¢ respectivement.
Bief'i Bief i+l
A

gi ,
& | = M) g

F1G. 5.1 — Un réseau des canaux d’irrigation

Les interconnexions entre les biefs sont contraintes par un ensemble de n+1 équations
de vanne :

Q= K107 (1)29(h%i — h3:),i=0,....n (5.3.2)

et n — 1 équations de conservation du débit :
Q1<Lz,t> = QiJrl(O,t), 1= 1,...,7’L— 1, (533)

ou pour la vanne i, @),, est le débit a travers la vanne, K, le coefficient, ©;, 'ouverture,
hJi et hf. sont la hauteur d’eau a I'amont et a 'aval de la vanne respectivement.

Le probleme de contréle de ce type de systémes a été considéré par exemple dans
[Litrico & Fromion, 20095] ou [Coron et al., 2009]. Cependant, la premiere contribution
se fonde sur un modele par fonction de transfert qui ne prend pas en compte la caracté-
ristique distribuée du systeme, tandis que la deuxieme contribution considere le modele
distribué mais linéarisé autour d’un profil uniforme. Concernant les autres réseaux de
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lois de conservation, il est possible de consulter par exemple [Dick et al., 2010] pour un
réseau de canalisation de gaz ou [Gugat et al., 2010] pour un réseau de trafic routier.

Dans la suite, nous allons utiliser la COHG pour stabiliser le systeme ([5.3.1)) linéarisé
autour d’un profil d’équilibre non uniforme (h;(x), Q;(x)), i = 1,...,n. En utilisant la
méme transformation que le cas d’un seul bief, nous obtenons :

Ot = N()0uti + (@) + 6 @8 €0 L x(0,00) - 0

atyn+i = )\n+l(x)aryn+z + Vi (Jﬁ)yl + 5n+i (x)yn+l 1= 17 R

. . . . - x
Pour chaque bief, nous introduisons une nouvelle variable d’espace ¥ = fL’ pour un

(2
certain L, alors le systeme ([5.3.4]) peut étre ré-écrit comme suit :

Oryi = Ni(®)05y; + Vi (B) i + 04(Z)Yns (Z,t) € [0, L] x [0, 00) (5.35)
Otnsi = Anti(B)Ostnri + Vi (B)Yi + Oni(B)nss i=1,-+-,n
~ L\, . . .. .
ou \ = 7 1 =1,---,2n. Pour la suite, la notation * sera omise. Comme dans le cas
d’un bief, nous pouvons calculer les ouvertures des vannes ©;, i = 0, --- , n pour réaliser

les conditions suivantes (voir (4.1.16) :
yi(L,t) = gi(t), i =wi i =1,....n5  Yn11(0,8) = gns1(t), gnr1 = tng1.  (5.3.6)

La conservation du débit a travers les vannes peut étre exprimée en terme des nouvelles
variables comme suit :

BiXi(L)yi(L,t) + Bidnyi(L)ynyi(L, t)

= Bi+1)\i+l(0)yi+1(0> t) + Bi+1)\n+i+l(0)yn+i+l(07 t)- (5-3'7)

Cette relation peut étre mise sous la forme :

Ynti+1(0,1) = 031 (L, t) + ayni (L, ) + Biyiy1(0,1), (5.3.8)
avec :
B (L B ,+i(L Ait1(0
0; = O ;= (&) , Bi= 2en0) : (5.3.9)
BryiviAit1(0) BuyiviAir1(0) Anit1(0)

Ainsi, le systeme (5.3.5) avec les conditions aux frontieres (5.3.6) et (5.3.8]) a la forme

du systeme étudié précédemment au paragraphe [5.2.20 Si la fonction de colit suivante
est utilisée : .
J:/ F(°,u)dt (5.3.10)
0
avec

n_ L
F(2%u) = Z/ 21 Qizidx + g" Prg + u" Ru, Qi P, R > 0, (5.3.11)
=170

le systeme des canaux d’irrigation peut également étre stabilisé par I'approche de la
COHG avec état final fixé a zéro, ce qui sera illustré par la simulation effectuée dans le
paragraphe ci-apres.
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5.4 Validation par simulation

Nous considérons un systeme de 3 canaux en cascade dont les longueurs sont L; =
1000 (m), Ly = 2000 (m) et Lz = 3000 (m) respectivement. Les autres parametres sont
les mémes que ceux du cas d’un bief (voir tableau [£.1)). L’équilibre autour duquel nous
faisons la linéarisation est présenté sur la figure

3 T T T T
1

15k

Hauteur (m)

1k

0.5F

0 L L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

x(m)

Débit (m*/s)

. . . . .
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
x(m)

F1G. 5.2 — Hauteur et débit d’équilibre

Le systeme est discrétisé par la méthode de Galerkin comme dans le cas d'un bief,
puis le probleme aux deux bouts est résolu par la fonction bupse de Matlab®. Le nombre
de points de discrétisation est M; = 5, My = 9 et M3 = 13 pour le bief 1, bief 2 et bief
3 respectivement (le pas d’espace Az = 250 (m)). Le pas de temps est At = 75(s). Les
parametres de la commande sont donnés dans le tableau [5.1]

T(s) | o(s) Py Q; R
3000 | 600 | diag(1;1;1;1) | diag(1;1) | diag(1;1;1;1)

TAB. 5.1 — Parametres de la commande

Les résultats de simulation sont présentés sur les figures [5.3}5.10] Nous constatons
que la hauteur et le débit normalisé de chaque bief convergent bien vers l'origine ce qui
signifie que la hauteur et le débit réels convergent vers le profil d’équilibre. Les résultats
obtenus sont donc en accord avec les analyses du paragraphe [5.2]

5.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons montré que la COHG peut étre appliquée a la stabilisa-
tion d’un réseau de systemes hyperboliques 2 x 2. La simulation réalisée avec un réseau de
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» | , Q

-0.054] 800 \\\\\\\\\\\\ S
X (m) o s i 15 2 25 35

x(m) o0 Temps (s) Temps (s) x10°
F1G. 5.3 — Bief 1 : La hauteur normali- F1G. 5.4 — Bief 1 : Le débit normalisé
sée

x(m) oo Temps (s) x(m) oo Temps (s)
F1G. 5.5 — Bief 2 : La hauteur normali- F1G. 5.6 — Bief 2 : Le débit normalisé
sée

3000

X (m)

X (m)

Temps (s) Temps (s)

Fi1G. 5.7 — Bief 3 : La hauteur normali- Fi1G. 5.8 — Bief 3 : Le débit normalisé
sée

canaux d’irrigation indique que cette stratégie a un potentiel important pour des appli-
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2
Temps (s)

Fic. 5.9 — Les états et les commandes
aux frontiéres

140+

Norme de I'état étandu ||2%]%
e o
© 5 IS
3 8 3

@
3
T

40

20

. . . .
15 2 25 3 35
Temps (s) x10°

F1c. 5.10 — La norme de D'état étendu
[l

cations pratiques. Cependant, le réseau constitué de sous-systemes en cascade est juste

un cas particulier parmi les différentes structures envisageables en réalité. Nous voulons
souligner que 'extension des résultats obtenus ici a des réseaux dont la complexité est
plus élevée est totalement faisable, sachant que les résultats concernant I’atteignabilité

de certaines structures des canaux d’irrigation (structure en étoile ou en arbre) ont été

déja considérés par [Li & Rao, 2004].

On remarquera qu’il reste un écart entre la COHG en dimension infinie et son ap-
proximation en dimension finie car la convergence du schéma numérique vers la solution
exacte n’a pas été établie. Comme indiqué par [Zuazua, 2002], il est indispensable de vé-
rifier la controlabilité du systeme approché ce qui peut étre obtenu en suivant la méthode

proposée par [Zuazua, 2004] ou [Zuazua, 2002].

Les travaux réalisés dans ce chapitre font ’objet de la publication [Pham, Georges &

Besangon, 2012].
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Chapitre 6

COHG pour une classe de systemes
de lois de conservation scalaires non
linéaires

Ce chapitre traite du probleme de commande frontiere des systémes de lois de conser-
vation scalaires non linéaires. Un des problémes dans ce cas est la présence possible de
singularité dans la solution appelée "choc". L’objectif ici est d’éviter ce type de singu-
larité et de stabiliser le systeme. Dans le paragraphe [6.1] la forme caractéristique du
systeme est présentée et les conditions pour éviter le choc sont déduites. Nous montrons
ensuite que la convergence de 'état a la limite garantit la convergence de 1’état dans
le domaine. La stabilité de la COHG est présentée au paragraphe [6.2] Le cas o il y a
une perturbation mesurable est également traité. A titre d’exemple, dans le paragraphe
[6.3] toutes les théories présentées dans ce chapitre sont appliquées au modele de trafic
routier et certains résultats de simulation sont donnés pour illustrer 'efficacité de cette
approche.

6.1 La stabilité des systémes hyperboliques scalaires

avec commande frontiere

Un des défis des systemes de lois de conservation non linéaire est qu’ils admettent
des singularités appelées chocs. La présence du choc dans la solution, d’un point de vue
pratique, peut conduire a des situations (tres) critiques telles que les embouteillages sur
les flux de voitures ou les tsunamis pour des écoulements a surface libre. D’un point
de vue théorique, les singularités exigent plus d’efforts pour 1'analyse (voir par exemple
[Bressan, 2000] , [Colombo et al., 2011] et [Colombo & Goatin, 2007] ). Comme point
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de départ, nous proposons dans cette étude une méthode pour éviter ces situations dans
le cas des systemes de lois de conservation scalaires non linéaires. 1’extension de cette
approche pour des systemes n x n sera étudiée dans nos travaux a venir. Dans la suite,
le systeme suivant sera considéré :

0w+ 0,F(a) =0, (z,t) € [0,1] x RY, a(-,0) = ag (6.1.1)

Cette équation représente la conservation de la quantité a sous l'effet du flux F'(a). Nous

supposons que la fonction F est suffisamment réguliére (au moins C?) ce qui signifie que
(6.1.1)) peut également étre écrit sous la forme :

0a+ f(a)0a =0 (6.1.2)
ou f(a) = —. Sans perte de généralité, nous pouvons aussi supposer que la commande
agit au point x =0 :

a(0,t) = w(t) (6.1.3)

Pour garantir la régularité de la solution, nous introduisons un intégrateur pour I'état a
la frontiere :
w(t) = u(t) (6.1.4)

Le probleme de controle d'un réseau de ces équations a été étudié précédemment par
[Bastin et al., 2007]. Dans cet article, la stabilité est garantie par 'utilisation d’une
approche de Lyapunov, mais le probleme des chocs n’est pas explicitement traité. Le
probleme de commande optimale de ce systeme a été considéré par [Gugat et al., 2010]
et [Jacquet, 2006] ou les chocs sont pris en compte. L’objectif de ce chapitre est de
manipuler la commande a la limite de maniere a éviter le choc. L’idée est d’utiliser le
modele non linéaire afin d’anticiper le comportement du systeme et ensuite ajouter des
contraintes a la commande, ce qui motive I'utilisation de ’approche de la COHG.

Les idées principales sont résumées comme suit : Nous allons tout d’abord introduire
des contraintes pour I'état et la commande a la limite de telle sorte quun choc ne puisse
pas apparaitre, puis utiliser la COHG pour garantir en méme temps ces contraintes et la
convergence de la valeur a la limite w(t). Nous allons voir plus tard que la convergence
de w(t) entraine la convergence de 1'état a(zx,t) sur le domaine entier.

6.1.1 Les conditions pour éviter le choc

Dans ce travail, nous allons essayer d’éviter une singularité dans la solution du sys-
teme —, c’est-a-dire garantir que a(-,t) est dans C°([0, 1]), pour tout t > 0.
Le probleme est bien posé si f(w(t)) > ¢ > 0 pour tout ¢ > 0. Cette condition assure
que la valeur de 'état dans le domaine [0, 1] est déterminée par celle a la limite z = 0.
Il est bien connu que les courbes de caractéristique du systéme sont déterminées par
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dz
’équation i f(a), et le long de ces courbes, la dérivée totale de la solution a(z,t) est

d
done 2 =0 (voir [Serre, 1999] pour une introduction générale, voir [Shang et al., 2005]

et [Shang et al., 2007] pour Iapplication de cette méthode a la synthese de la com-
mande pour des systemes paraboliques et hyperboliques). Par conséquent, la variable a
est constante le long des caractéristiques et ces derniéres sont des lignes droites dont la
pente est déterminée par la condition initiale ou par la condition a la limite.

t P S
fw(t))
1—=x
t flao(x))
0 x 1 T

F1G. 6.1 — Caractéristiques et conditions pour éviter le choc

Nous nous référons a la figure pour illustrer les conditions pour éviter le choc. Il
est évident que pour éviter le choc, les caractéristiques ne doivent pas se croiser dans
I'intervalle [0, 1]. Par conséquent, I'ordonnée de U'intersection d’une caractéristique avec
la ligne x = 1 doit étre une fonction croissante du temps. Considérons 2 cas :

eCasl:t< . Dans ce cas, la pente d’une caractéristique est déterminée par

b
f(ao(0))

la condition initiale. L’intersection d’une caractéristique émise a partir du point (z,0)

1 —
avec la ligne x = 1 a ’abscisse T qui doit étre une fonction croissante de z. Alors :
flao(x))
f*(ao(z))
e Cas 2 : t > ————. La valeur au point z = 1 est gouvernée par la condition

f(ao(0))

en r = 0. La caractéristique émise a partir du point (0,¢) arrive en z = 1 au temps

1
H_f(i(t))? et cette valeur doit étre une fonction croissante de t. Cette condition entraine :
w
uf'(w
1— ];( )20 (6.1.6)
fHw)
o df : P L TN
ou f' = ——. Pour conclure, si la condition initiale satisfait (6.1.5) et la condition a la

w
limite satisfait (6.1.6)), il n’y a aucun choc dans l'intervalle [0, 1].

6.1.2 La stabilité

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que la convergence de la valeur a la limite
vers une référence donnée entraine la convergence de la valeur dans le domaine entier.
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Théoréme 6.1.1. Soit v > 0 une constante suffisamment petite. Nous considérons le
probleme suivant :

Owa+ f(a)0za =0

. (6.1.7)
a(-,0) = ag, a(0,1) = w(t), w(t)=u(l)
avec la commande u(+) et la trajectoire correspondante w(-) satisfaisant :
uwt) eUCR, wlt)eWcCR
LT 20 (6.9

Pl =7
Sous les hypothéses suivantes :
i) ag satisfait la condition pour éviter le choc (6.1.5).
i) W et U sont des intervalles fermés de R, 0 € U.
i) f(w) > ¢ pour tout w € W, pour une certaine constante ¢ > 0.

Alors, si la commande u(-) stabilise w(t) a une référence w, € W, a(-,t) converge égale-
ment (dans la norme C°) vers cette référence.

1
Démonstration. Pour t > Tlao(0))’ nous allons montrer que a(zx,t) est continu en x.
o

Puisque il n’y a aucun choc, la solution de (6.1.7) peut étre déterminée par la méthode

des caractéristiques :

a(z,t) =w(t — ——) (6.1.9)

Notons s =t — ——~ =t— " Donca= (t—s)f(w(s)) et :

flale,0) ~ ' Jlu(s)
dr = [~ f(w(s)) + (t — ) (w(s))u(s)] ds

Nous évaluons le terme entre les parentheses :

—f(w) + (t — 5) f'(whu < — f(w) + ffw)u — ) f2(w)

< —7f(w) < —c
Pour un t fixé, nous calculons :

da(@t)’ _ ‘ dw(s)

dx [=f(w(s)) + (¢ = 5)f"(w(s))u(s)] ds

u(s)| o

T (w(s) + (¢ — ) (w(s))uls)] ~ e web

Par conséquent, a(z,t) est continue en x. Nous avons :

lla(z,t) — w.||co = max |a(x,t) — w,]|
z€(0,1]
= ma fu(s) -
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ou 7 est déterminé par une relation implicite :

S (6.1.10)
flw(r)) = ¢

Alors

|la(z,t) — w,||co < max |w(s) — w,| — 0 lorsque t — co.
s€ft—1/c,t]

a

Remarque 6.1.1. Nous pouvons également démontrer que a(z,t) est continue en x
pour t < 1/f(ap(0)) par une méme argumentation.

6.2 La stabilité par COHG

Supposons que les trois hypotheéses du théoreme [6.1.1] sont vraies pour le systeme
(6.1.7). Nous allons montrer que la COHG peut étre utilisée pour obtenir une conver-
gence asymptotique de w et garantir les conditions pour éviter le choc . Pour
cela, nous considérons le probleme d’optimisation consistant a résoudre a chaque instant
d’échantillonnage :

min J(a,w, )
a()
o+ f(a)o.a =0,

a(0,7) = w(r), w(r) = u(r), V7 € [t,t + T

sous (6.2.1)
a(-,t) =a(-t), w(t) =w(t),uc U, weW
AL
P 2

ou a(-,t) et w(t) représentent 1’état a I'instant t. Nous voulons réguler I’état en = = 1
autour d’une référence constante a,., donc la fonction de cotit prend la forme suivante :

Jawm= | @) — )+ (r))dr
+qs(a(1,t+7T) — a,)?

ouqg>0,7r>0et gr >0 sont les constantes de pondération. L’horizon de prédiction T'
est déterminé par la relation :

1

A R

(6.2.2)
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FI1G. 6.2 — La relation entre T, T} et tg

avec une constante positive Ty (voir la figure [6.2)).

La raison pour laquelle cet horizon est choisi est que le probleme de commande
optimale en dimension infinie (6.2.1) peut étre transformé en un probléme de commande
optimale en dimension finie a la maniere décrite ci-apres.

La fonction de cotlit J peut étre décomposée en 2 parties : I'une sous l'effet de la
condition initiale et I’autre sous l'effet de la commande au point x =0 :

t+to t+T
J(EL,QI),@) :/ Q(d(]-?T) - ar)2d7—+ Q(d(]-?T) - ar>2d7—
t t+t
t+T t+T ’
-# 7@%ﬂmu#'rﬁ@m7+%@u¢+yj—wf (6.2.3)
t t+Tf

1

outy = m Le premier terme ne dépend pas de u. Pour le deuxiéme, nous avons
a )

(
a(l,7) =w(s) on s =7 —1/f(w(s)). Alors :

t+T
[ at@(1,7) - a)ar
t+to

_lﬁﬁm@)—mf<1—me$ﬁWQ>@

car dr = <1 - J‘W) ds.

La commande dans l'intervalle [t + T, t + T] n’a aucun effet sur I’état en x = 1 sur
I’horizon de prédiction, donc peut étre annulée pour minimiser la fonction de cott. Par

conséquent, le quatrieme terme dans (6.2.3) s’annule. Le probleme original (6.2.1]) est

maintenant équivalent a :

. o t+Tf o _
m?ﬁ@m:l‘ F(z,a)ds + B(2(T}))

[2% 2(t) = 2(t) = w(t) — ar,
(6.2.4)

|

TVeU z(r)e Z=W —a,, T €[t,t+ Ty
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ou nous avons introduit une nouvelle variable z = w — a, et :

— 21— g'(2)u rul
F(z,u) =¢q (1 g2(2)>+ ,
E(2) = qs2°, g(2) = f(z +ar).

Dans un premier temps, nous montrons l’existence de la solution optimale. Nous remar-

(6.2.5)

quons que pour tout z(t) € Z le probleme ci-dessus a toujours une solution admissible
u(+) = 0. Nous définissons la zone (dépendant de 1’état) de la commande :

Q) ={uecU|1- gggz‘x > 41 (6.2.6)
et notons
N(2) = {(F(z,u) + 6,u) | § > 0,u € Q2)} (6.2.7)

Il est facile de vérifier que N(z) est convexe pour tout z € R, donc l'existence de la
solution optimale est garantie en appliquant le théoreme de Fillipov-Cesari (voir [Hartl
et al., 1995]).

Dans un second temps, nous établissons la preuve de stabilité. Il est évident que
le cotlit intermédiaire F' satisfait les conditions suivantes : F'(0,0) = 0, F(z,u) > 0,
V(z,u) € Z x U\ (0,0) et F(z,u) > vqz*. Nous allons montrer que pour tout z(t) € Z
nous pouvons trouver une commande admissible u; (c’est-a-dire que cette commande
satisfait toutes les contraintes (6.2.4)) telle que :

aafaf(f) + F(2(r),ap(7)) <0, V7€ [t,t+T] (6.2.8)

Premieérement, nous voyons que :

F(z,u) < Qz* Q= max {q (1 - g’(z)u/gQ(z)”

ze€ZuclU

Deuxiémement, puisque ¢'(z) est borné, il existe uy; tel que pour tout u € U =
[—unr, up]

lg'(2)al < (1 =) < (1 —7)g*(2) (6.2.9)
Nous considérons donc la commande par retour d’état sous la forme uy = kz ou k < 0 et
kZ C U™. Une telle constante existe car (0,0) € Z x U*. Alors, ii; est une commande
admissible et si la constante de pondération final g; est choisie de maniere que :

2qrk + Q + rk* <0, (6.2.10)

nous avomns OE
i+ F(z(7),u5) < (2q7k +Q +rk*)z* <0. (6.2.11)

0z
Le théoreme 2.1 présenté dans [Findeisen, Imsland, Allgower & Foss, 2003] peut étre

appliqué et garantit que w(t) converge vers a,, le domaine d’attraction étant ’ensemble
Z. Finalement, en appliquant le théoreme [6.1.1] I’état du systeme (6.1.7) converge éga-
lement vers a,..
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Remarque 6.2.1. Afin d’éviter la contrainte non linéaire dans (6.2.4]), nous pouvons la
remplacer par la contrainte & € U%. Cela conduit & une solution pessimiste mais plus
robuste car elle apporte une grande marge pour éviter le choc.

Remarque 6.2.2. Nous pouvons considérer une fonction de cotit plus simple qui traite
seulement 1’état a la limite £ = 0 de la maniére suivante :

J(z, 1) = /tHTf 02%(s) + 1] ds + q;2(T). (6.2.12)

Cette fonction de coflit garantit également la convergence de w vers a, et par conséquent
garantit la convergence de I’état du systeme entier, mais elle ne peut pas tenir compte
d’une perturbation dans le domaine. Ce probléme sera considéré au paragraphe ci-apres.

6.2.1 Les conditions pour éviter le choc en présence d’une per-
turbation mesurable

Considérons le systeme (6.1.7]) en présence d’une perturbation. Dans ce cas, I’équation
de conservation prend la forme suivante :

0w+ f(a)0ya = p(x,t) (6.2.13)

et les caractéristiques ne sont plus des lignes droites en général. Dans ce travail, nous
traitons un probléme plus simple dans lequel la perturbation agit a un point z = z, €
[0, 1]. Alors elle prend la forme :

p(x,t) = 0(x — xp)p(t) (6.2.14)

ou §(x) représente la fonction de Dirac. Nous supposons en plus que p(t) est une fonction
suffisamment réguliere de t. Nous pouvons vérifier que les caractéristiques sont dans ce
cas des lignes droites mais avec des pentes différentes dans [0, z,] et [z,, 1].

Comme dans le cas traité au paragraphe [6.1.1] pour éviter le choc dans [0, z,,|, nous
avons besoin que :

x
Lt)=t+——2— (6.2.15)
fw(t))
soit une fonction croissante de temps. Ce qui signifie que :
: z,f'(w)u
I =1-"2 2.1

ou la dépendance en t a été omise pour raison de simplicité. En outre, pour éviter le
choc dans l'intervalle [z, 1], la fonction :

N (1— xp)
Bit) = h() + S o ) (6.2.17)
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doit étre également une fonction croissante. Nous obtenons alors la condition suivante :

(1 — ) f'(w + p(1)) (u + p(1L) 1)

L=1 - >0 6.2.18
2= h Pl +p(0) (0219

Ces conditions, ainsi que les conditions de probleme bien-posé :
Fw(t) = e >0, flwlt)+p(h(t) = e >0 (6.2.19)

ne peuvent pas étre satisfaites en général car elles dépendent a la perturbation p(t). Dans
la suite, nous supposons que la perturbation et sa dérivée sont bornées, c’est-a-dire :

p®)| <o, PO <B Vi (6.2.20)

ou « et ( sont suffisamment petits. Dans ce cas, nous pouvons trouver les sous-ensembles
U;d CUet W;d C W tels que les conditions Q6.2.16D, Q6.2.18[) et q6.2.19[) soient satisfaites
pour tout u € U;‘d et w e W;d comme décrit plus tard pour le modele de trafic routier

par exemple. Les autres systemes peuvent étre traités de facon identique. Nous pouvons
implémenter directement ces conditions dans le schéma de la COHG, mais la preuve de
stabilité devient tres compliquée. Cette option ne sera donc pas considérée ici, mais dans
un travail a venir.

6.2.2 La solution de la commande optimale

Le probleme d’optimisation a résoudre a chaque instant d’échantillonnage est donc :
T

min J(a, w, u) = / lqla(1,t) — a,)? + ru(t))dt
0

u(-)
+Qf(a( ) - ar)
dva + f(a)0ra = 6(x — x,)p(t)

a(0,1) = w(t), w(t) = u(t)
a(z,0) = ap(x), w(0) =wo, u e U, w e W

(6.2.21)

sSous

Contraintes pour éviter le choc (CEC)
ou CEC dépend du probléme considéré :

e Sans perturbation :

_ f z(w)u > ~ (Contrainte non linéaire)
CBC — 72(w) (6.2.22)

or u € U (Contrainte linéaire)

e Avec perturbation :

CEC:=uelU}, weW
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Les contraintes sur u et w sont traitées par la méthode de "barriere" (voir [Boyd &
Vandenberghe, 2004]). Dans cette technique, chaque inégalité de type C' > 0 est prise

en compte en ajoutant un terme / Y —plog C'dt dans la fonction de cofit, ou p est une
constante positive suffisamment petite. Le probleme d’optimisation devient le probleme
de minimiser la fonction de colit modifiée sans contrainte sur u et w. A ce stade, nous
pouvons suivre la méme procédure que celle décrite au paragraphe[6.2]afin de transformer
le probleme (6.2.21]) en un probléme d’optimisation en dimension finie. La solution est
ensuite obtenue en utilisant une méthode standard, par exemple la méthode de gradient

(voir [Boyd & Vandenberghe, 2004]).

6.3 Exemple

Nous appliquons ici, a titre d’exemple, les théories présentées précédemment pour le
modele de trafic routier. Les autres systemes comme 1'équation de Burgers (voir [Serre,
1999]) ou le modele de 'onde diffusante pour les canaux a surface libre (voir [Georges &
Litrico, 2002]) peuvent étre traités de fagon identique.

6.3.1 Modeéle de trafic routier

Dans ce travail, nous considérons le modele de Lighthill-Whitham-Richards (LWR)
(voir [Garavello & Piccoli, 2006]). L’évolution de la densité des véhicules dans une auto-

route est modélisée par :
O+ 0. F(p,v) =0 (6.3.1)

ol p > 0 est la densité de véhicules, v, la vitesse moyenne des véhicules. Le flux du trafic
F(p,v) est calculé par F(p,v) = pv. L’hypothese principale du modele de LWR est que
la vitesse moyenne ne dépend que de la densité. Ainsi, le flux est une fonction de p :

F(p) = pv(p) (6.3.2)

qui est appelé le diagramme fondamental. Une propriété de v est qu’elle est une fonction
décroissante de la densité. Le diagramme fondamental le plus simple est obtenu si nous
supposons que v est une fonction linéaire de p :

v(p) = vy (1 - p) (6.3.3)

PM

ou vy est la vitesse fluide (la vitesse a laquelle les véhicules roulent lorsque la densité est
faible) et pps est la densité maximale. Alors, nous avons :

ro=u(1-2), -2 (6:34)
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Supposons que la commande agit au point z = 0 :
p(0,t) =w(t), w(t)=wu(t), u(lt)eU, t>N0. (6.3.5)

La commande auxiliaire u représente ’accroissement de densité a I’entrée de ’autoroute.
L’ensemble W est choisi comme suit :

c
W= [Oawmax]a Wmaz = p7M < - > .
2 Uy
Alors la condition fiii) du théoreéme est satisfaite. Nous montrons maintenant com-
ment trouver Ugd et W;d afin d’assurer Q6.2.16[)—(]6.2.19[) dans le cas ou il y a une per-
turbation. Les conditions ((6.2.19)) sont satisfaites si nous avons :

O§u5w+pgﬂ§pM<1—C> (6.3.6)

c
Nous pouvons choisir w?\g = %\4 (1 — ) —«a et wﬁf = «, alors (|6.3.6)) est vrai pour
vy

tout w € Wi = [wi, wif]. Le probleme restant est de trouver une constante ug telle

que les conditions (6.2.16)) et (6.2.18)) soient satisfaites pour tout u > u2. Pour (6.2.16)),

nous avons besoin que :

2
2
1ﬂ2—WW<L—w>NwQWd (6.3.7)

" (23%) PM

Dans W;d, le terme de droite de I'inégalité ci-dessus est une fonction croissante, alors
son maximum est atteint en w = w4%. L’équation (6.3.7)) signifie que :

Py 2w3d”
ad > .O— ):m. (6.3.8)
(22) Pm
La condition (6.2.18) signifie que kyu®® > —ky olt k; et ky sont donnés par :
b — 22,05 N 2(1 — xp,)vy (1 2p([1)xpvf>
L= 2P et S
pufP(w)  puf*(w + p(hh)) pu [P (w)

2(1 — xp)vsp(Lh)
pu f2(w + p(11))

Grace aux relations (6.2.19) et (6.2.20]), nous pouvons vérifier facilement que :

U

ko =1+

22,V 2(1 —z,)v 20x,v
< P ; + ( 5) f 1+ ﬁ p2f)
pPmcC PmC PMC
C2(1 —xp)veB _
(PMC2)

ki

A

= kma:ca

by > 1

kminv
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pour tout w € W;d, Ip| < a et |p| < B. Alors, nous pouvons choisir :

k-
u® = max (—mm, u1> + 4, (6.3.9)
kma:ﬂ
< _ad . .. . . . ., .,
ol 7v** est une petite constante positive introduite afin de garantir les inégalités (6.2.16|)
et (6.2.18)). Alors U;d peut étre déterminé par U;d = [uf,‘j, oo)NU. Finalement, pour tout

uwe Uy etwe W;d, les conditions (]6.2.16[), QG.2.18[) et (]6.2.19[) sont satisfaites, ce qui
garantit qu’il n’y a aucun choc dans le domaine.

6.3.2 Reésultats de simulation

Afin d’illustrer 'approche proposée, nous présentons dans ce paragraphe des résultats
de simulation du modele de trafic routier avec vy = 80 km/h et py; = 315 véhicules/km.
La fonction de cott a la forme (6.2.2)) avec ¢ = 100, » = 1 et gy = 1184 qui satisfont

(6.2.10f) avec k = 2,9.

.....

I’approche proposée dans le cas ou il n’y pas de perturbation. Nous testons les deux
types de contrainte : la contrainte non linéaire (CNL) et la contrainte linéaire (CL) dans
(6.2.22). Pour cela, nous initialisons le systéeme a un point critique ol w & Wye. A ce
point, le choc apparait facilement. Les résultats sont présentés sur la figure [6.4] Nous
constatons que les deux types de contrainte peuvent empécher la formation du choc,
mais la CNL profite au maximum de I'avantage des conditions pour éviter le choc et
converge plus rapidement que la CL.

Pour souligner le role essentiel des conditions pour éviter le choc, nous réalisons la
méme simulation mais avec une commande en boucle ouverte et une autre simulation
sans contrainte . Les résultats sont présentés sur les figures et . Dans les
deux cas, l'intersection des caractéristiques signifie 'apparition d’un choc. Sur la figure
6.7, nous présentons le résultat de simulation dans le cas ou il y a une perturbation
asymptotiquement constante. Nous pouvons constater que la commande rejette com-
pletement ce type de perturbation. Un point intéressant est que la commande réagit
avant I'apparition de la perturbation, car I’évolution a été intégrée dans le calcul de la
commande.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, une preuve complete de la stabilité de la COHG pour une classe
de systemes hyperboliques scalaires non linéaires a été établie et validée par simulation.
Tout d’abord, un ensemble de contraintes pour éviter les chocs a été introduit. Si ces

100



Chapitre 6. COHG pour des systemes de lois de conservation scalaires
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contraintes sont satisfaites, la stabilité de I’état a la limite entraine la stabilité du systeme
entier. Nous avons montré que la COHG peut étre utilisée pour assurer ces conditions.
Finalement, une simulation avec le modele du trafic routier a été fournie afin d’illustrer

efficacité de I'approche proposée.

Ces résultats nous ouvrent certaines directions pour les recherches a venir. Parmi

celles-ci, nous pouvons mentionner la possibilité de généraliser les conditions pour éviter

les chocs pour un réseau de systemes de lois de conservation. Nous pouvons également

étudier le cas ou la perturbation ne peut pas étre mesurée et doit étre estimée a ’aide

d’un observateur utilisant les mesures aux extrémités du domaine. Enfin, I’extension
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de la stratégie proposée pour des cas dans lesquels la présence du choc est inévitable
(par exemple si la condition initiale créé un choc ou la référence se trouve en dehors de
'ensemble W) est aussi intéressante a étudier.

Les travaux réalisés dans ce chapitre font I'objet d’une publication suivante [Pham,
Georges & Besangon, 2012d).
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Chapitre 7

COHG pour les équations de coup
de bélier

Dans ce chapitre, nous allons présenter ’application de la COHG a la stabilisation
d’une canalisation sous pression décrite par les équations dites de coup de bélier. Le
paragraphe présente le systeme étudié qui correspond a un systéme hyperbolique 2 x 2
semi-linéaire avec commande frontiere. Dans le paragraphe [7.2] ce systéme est reformulé
sous forme abstraite dans laquelle I’existence et 1'unicité de la solution faible sont établies
grace a la théorie des Cy-semigroupes de contraction présentée dans [Luo et al., 1999].
Nous présentons ensuite certaines conditions pour garantir la stabilité asymptotique de
la solution faible. Dans le paragraphe [7.4] nous présentons 'utilisation de la COHG pour
a la fois minimiser une fonction de cotit et garantir la stabilité de la boucle fermée. Enfin,
nous proposons au paragraphe quelques résultats de simulation réalisés a 1’aide de la
méthode de Boltzmann sur réseaux afin d’illustration I’application de de cette approche.

7.1 Introduction

Les canalisations sous pression se caractérisent souvent par le fait que la dimension
longitudinale est beaucoup plus grande que la dimension transversale, de sorte qu’une
approche unidimensionnelle suffit pour les modéliser, sous les hypotheses suivantes (voir
[Prieur, 2009] ou [Larock et al., 2000]) :

— L’écoulement est orthogonal a la surface traversée A

— La pression p, la vitesse d’écoulement V' et la densité p sont uniformes a travers la

surface A.
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Le modele se fonde également sur la conservation de la masse et de la quantité de
mouvement et s’écrit :

op + pald,V+Vo,p = 0
fVIV] , (z,t) €[0,L] x RT (7.1.1)

1
oV + ;@Cp + V0o,V + gsin(a) + D = 0

ou L est la longueur, D, le diametre de la canalisation, a > 0, la vitesse de propagation
d’onde, g, I'accélération de la gravité, a, la pente, f, le coefficient de frottement Darcy-
Weisbach. Nous introduisons une nouvelle variable appelée le niveau piézométrique H =
Z + ﬁ’ ou Z est la hauteur de la canalisation (notons que 0,7 = «), et en supposons

en plus que
— Il n’y a pas de déplacement vertical, alors 9,7 = 0.
— La vitesse de propagation d’onde a est grande par rapport a la vitesse d’écoulement

V', alors le terme C'0, est négligeable.
Alors, nous obtenons finalement un modele simplifié qui modélise ’évolution du niveau
piézométrique et la vitesse d’écoulement de la maniere suivante :

a2
O H + ;&EV = 0,

(7.1.2)

_ I
O + 90, H = —5VIV

Le systeme est complété par les conditions initiales et aux frontieres. Supposons que le
niveau piézométrique a I'amont est fixé par une constante donnée H :

H(0,t) = H,, (7.1.3)

c’est le cas d’une la canalisation connectée a un réservoir a ’amont. La condition a ’aval
x = L est assurée par une équation de vanne :

V(L,t) = KO(t)\/2g(H(L,t) — Hy). (7.1.4)

ou K est le coefficient de la vanne, Hy, le niveau a ’aval de la vanne et ©, 'ouverture
de la vanne (voir la figure [7.1]).

Le terme de frottement non linéaire —2J;)V\V\ rend le systeme (|7.1.2)) semi-linéaire.

Bien que I’étude des systémes semi-linéaires en dimension infinie ait été considérée dans

de nombreux travaux précédents ([Haraux, 1988], [Haraux & Zuazua, 1987] et [Luo et al.,
1999]), Papplication de ces théories au probleme de commande du systéme n’a
pas été considérée. Cependant, nous pouvons citer [Prieur, 2009] et [Dick et al., 2010]
ot les auteurs ont étudié la solution classique de (7.1.2)), et montré que la stabilité locale
(au voisinage d'un état équilibre) peut étre obtenue en utilisant une commande par
retour d’état a la limite. Une application du principe d’invariance de LaSalle (voir [Luo
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A L

F1a. 7.1 — Une canalisation sous pression

et al., 1999]) a des systémes semi-linéaires a été étudiée dans [Aksikas et al., 20074.
La preuve de stabilité asymptotique s’appuie sur le fait que le terme non linéaire est
globalement lipschitzien, ce qui n’est pas le cas pour le systeme (7.1.2)).

Un autre défi pour les systémes de canalisation sous-pression est une variation im-
portante de la pression lors de la fermeture de la vanne (voir [Larock et al., 2000] ou
[Bartman et al., 2009]). Ces pics de pression (appelés également "coups de bélier" ce
qui explique le nom de ces équations) peuvent entrainer des conséquences indésirables
telles que la vibration, la déformation ou des endommagements encore plus graves de
la conduite (pouvant aller jusqu’a la rupture). L’objectif de ce travail est double. Nous
voulons d’une part garantir la stabilité asymptotique globale de et d’autre part
minimiser la variation de la pression et de la vitesse, ce qui nous motive pour utiliser la

COHG.

7.2 Formulation abstraite

Considérons un état d’équilibre (H,V) (V > 0) correspondant aux conditions fron-
tieres (Ho, V1) donné par :

V=V, H)= —2gng\VL1x + H,, (7.2.1)

et un probléeme de commande dont le but est de stabiliser le systéeme autour de cet
équilibre. Notons :

H(z,t) = H(z,t) — H(z), V(x,t)=V(z,t)-V, (7.2.2)

nous obtenons les équations suivantes :

2

O, + C;axv —0, (7.2.3)

OV + g0 H = —m((V + V)|V + V| = V?) (7.2.4)
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avecm = f/2D. Dans la suite, la notation tilde* sera omise pour des raisons de simplicité.
Nous faisons le changement de variable suivant :

Y —g/a 1 H H 1(—a/g a/g Y
o (9 o _1[elg af ! (7.2.5)

Y2 gla 1 \% 1% 2 1 1 Y2

Alors, le systeme est mis sous la forme des caractéristiques :

diyr = adyyn — F(y1,2) (7.2.6)

Oy2 = —a0,ys — F(?/h 3/2)
ou
F(y1,y2) = F(V) =m[(V + V)|V + V|- V7.

Les conditions initiales dans le systéme de coordonnées (H,V') peuvent étre exprimées
sous la forme :

y1(-,0) = y10,  %2(-,0) = yoo. (7.2.7)

La condition au point = 0 dans le nouveau systeme de cordonnées devient :

Comme dans le cas des équations de Saint-Venant, I’'ouverture de la vanne dans I’équation
(7.1.4) peut étre calculée de sorte que la condition au point x = L soit réalisée sous la
forme :

yi(L,t) = w(t). (7.2.9)

Afin de mettre les équations ci-dessus sous forme abstraite, nous introduisons un inté-
grateur sur w de la fagon suivante :

w(t) = —kw(t) + u(t), w(0)=wy=y(L), (7.2.10)

a
avec une certaine constante k > 5 La raison pour laquelle nous ajoutons le retour d’état

—kw sera clarifiée plus tard. Nous notons z = (w y1 w2)’ € Z = R® [Ly(0,L)]*. 11
est évident que Z est un espace de Hilbert avec le produit interne :

w w
< yi || > = ww + /OL (Y191 + Y2Uo) dx (7.2.11)
Yo Y2/
alors les équations — peuvent étre mises sous la forme :
2(t) = Aoz(t) + F(2(t)) + Bu(t), =z(0) = 2, (7.2.12)
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ot 20 = (wo Y10 Ya0)" et

1
B=|o]. (7.2.13)
0
Les opérateurs Ay et F sont définis par
—k 0 0
A 0 d 0 (7.2.14)
0 0 —ai
dx

avec le domaine :

D(Ay) ={z=(w w1 )" € Z|y, yosont absolument continus,
dy1  dys

dr dr © L2(0, L), y2(0) = 11(0), y1 (L) = w},
w 0
Floy | =|-Fly, )|, (7.2.15)
Yo —F(y1,12)
avec le domaine
DF)={z=w i v2)" €Z|y,y €Ly(0,L)}. (7.2.16)

Afin d’étudier le comportement du systeme ([7.2.12)), nous rappelons les notations
suivantes [Tucsnak & Weiss, 2006] :

Définition 7.2.1. L’opérateur A : D(A) — Z est dit dissipatif si
<A21 — AZQ, 21 — Z2>Z < O,V,Zh 29 € D(A) (7217)

Définition 7.2.2. Lopérateur A : D(A) — Z est dit dissipatif maximal (en bref m-
dissipatif) si A est dissipatif et Im(I — A) = Z, ot Im(T) signifie l'image de l’opérateur
T.

Pour montrer qu’'un opérateur est m-dissipatif, nous énoncons la proposition suivante
(voir la proposition 4.1.11 de [Tucsnak & Weiss, 2006]) :

Proposition 7.2.1. Soit A: D(A) — Z dissipatif avec un domaine dense. Alors A est
m-dissipatif si et seulement si A est fermé et A* est dissipatif.
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Nous étudions maintenant 'opérateur F concernant le terme de frottement.

Lemme 7.2.2. L'opérateur F satisfait (Fz,z); <0, Vze& D(F).

Démonstration. Pour z = (w 1y y2)" € D(F), nous avons :

<]:Z, Z>Z = _<F(ylay2)ayl>L2(0,L) - <F(y1792)7y2>L2(0,L)
L (7.2.18)
= —/0 (Y1 + y2) F(y1,y2)dx
Considérons 2 cas :
e V4+V>0:
(g1 + 12)F (1, 42) = 2mV3(V +2V) > 2mVV? (7.2.19)
eV +V <0,alors V< -V < 0. Nous avons :
(g1 + 92) Fy1. ) = 2mV[-V? = 2VV — 277 (7.2.20)
= 2m(=V)[(V +V2V)? + 2(vV2 = )V (=V)] (7.2.21)
> 4m(vV2 - 1)VV? (7.2.22)
Ainsi, dans les 2 cas, nous avons :
(y1 +y2)F(y1,92) > V2, ¢ = 4m(\/§ - 1)V (7.2.23)
L
Par conséquent (Fz, z) < —/ e, V3dz < 0.
0
Q

De plus, on peut montrer que F est localement lipschitzien, c’est-a-dire pour chaque
r, il existe w, tel que :

| Fz1 — Faol|| < wpllz1 — 22l], V21,22 € B, (7.2.24)

B, ={zeD(F) |||z <r}. (7.2.25)

Quant a l'opérateur Ag, nous avons le résultat suivant :

Lemme 7.2.3. L’opérateur Ay est m-dissipatif.

Démonstration. 11 est évident que D(Ap) est dense dans Z. Nous allons montrer que Ay
est fermé. Pour cela, nous montrons que Ay est inversible avec A;* € £(Z). Définissons
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lopérateur S : Z — Z :

1
w ——w
1 L 1
Sly | = _5/ yl(s)ds—%w (7.2.26)
1 o Y1 L 1
Y2 —f/ d —f/ ds —
a o Ya(s)ds alo y1(s)ds kw

Nous voyons que S € L(Z) et que SAy = Ipa,) et AogS = Iz. Selon le théoréme A.3.46
dans [Curtain & Zwart, 1995], nous obtenons que Ay est fermé. Ensuite, nous montrons :

(Apz,2) <0 Vz € D(A) (7.2.27)
(Ajz,2) <0 Vz e D(A)) (7.2.28)

ou l'opérateur adjoint Aj est déterminé par

w —kw + ay, (L) 0 0
din
Ayl | = 0 o 0 (7.2.29)
dy»
Y2 272
0 0 a

avec le domaine :

DA ={z=(w y1 )" € Z |y, yasont absolument continus,

sz?i ?2 € Ly(0, L), 11(0) = 32(0), yo(L) = 0},

En fait :

(Aogz, 2) = —kw? —I—/ a— yld:p+/ —a—ygdx

1 1
— —kw + lagflh + 5

9 2[—ay2]0
Loy 1
=(—k+ ia)w — §ay2(L)
, a
Puisque £ > 5 nous avons :
(Agz,2) <0 (7.2.30)

Cette inégalité explique la raison pour laquelle le retour d’état —kw a été ajouté dans la
dynamique de w. De fagon similaire, pour z € D(.A4;), nous calculons :

(Afz, 2) = —kw® + awy, (L) — ;ayf(L) < —g(w —y1(L))* <0. (7.2.31)

Ainsi, 'opérateur Ay satisfait la proposition [7.2.1] et donc il est m-dissipatif.
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Nous rappelons la définition d’un semigroupe de contraction :

Définition 7.2.3. ®(t) est un semigroupe de contraction s’il est un Cy-semigroupe sa-
tisfaisant ||®(t)|| < 1 pour tout t > 0.

Nous allons montrer le résultat suivant :

Proposition 7.2.4. L'opérateur A = Ag + F avec le domaine D(A) = D(Ap) est le
générateur infinitésimal d’un semigroupe de contraction ®(t) dans D(F).

Démonstration. Pour cela, il suffit montrer que
i. D(Ap) ND(F) dense dans D(F).
ii. Pour chaque r > 0, il existe Ay € (0,400) tel que pour tout A € (0, ), Im(I —
MAog+ F)) D B, et |[(I = AAg+F)) || < |jv| Vv € B,.

Alors par le théoreme 2 de [Oharu & Takahashi, 1987], Ag + F est le générateur infini-
tésimal d'un Cyp-semigroupe de contraction dans D(F).

La premiere condition est évidente car D(Ay) ND(F) = D(Ap) et D(Ap) est dense
dans D(F). Nous allons montrer la deuxieme condition, en adaptant la méthode de
[Oharu & Takahashi, 1986] lorsque 'opérateur non linéaire F est localement lipschitzien.
Considérons v € B,. Choisissons une constante 6 € (0, 1), alors il existe w, /g tel que

| Fz1 — Fral| < wppoll21 — 22l], V21,22 € Brjg (7.2.32)

Nous prenons ensuite A¢ suffisamment petit satisfaisant Aow,/9 + 6 < 1. Considérons
maintenant A € (0, Ag). Pour chaque v dans B,, nous définissons 'opérateur P : B,y —

Z de fagon suivante :
Pz=(I—-MA)) (v + \F2) (7.2.33)

Puisque A est m-dissipative, Jy = (I — A\Ay) ™! est un opérateur linéaire de contraction
de Z a D(Ap) (voir par exemple le corollaire 2.10 page 20 de [Miyadera, 1991]), c’est-a-
dire que :

| nz1 — Iaza|| < [|z1 — 22|, V21,20 € Z. (7.2.34)

Pour tout z € B, /p, nous avons :

|Pz[| < [|[Pz— PO + [|PO]
< [IIAAF2) + [ Ja0]] (72.35)
< w2 + vl -
< lw r +r < r
>~ 7"/69 =9
De plus :
|Pz1 — Pzl < Ll|z1 — 20|, L= Awpp < 1. (7.2.36)
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Donc P est une application de contraction de B, 9 a B, y. Par le théoréme de point fixe
de Banach (voir par exemple [Khalil, 1996]), il existe un unique z, tel que

Pzy=zy= 2y — MAo+ F)zy = v. (7.2.37)
Cette derniere équation montre que I'm(I — A(Ag+ F)) D B,. Finalement, nous avons :
(v,v) = (zx — M Ao + F)zx, 2a — AM(Ao + F)za) > (2, 20) (7.2.38)

car ((Ag + F)zy, zn) < 0. Par conséquent :

(I — XA +F) || < |jv|| Vv € B,. (7.2.39)
Q

Ainsi, par les méthodes standards (voir [Schechter, 1983], [Pazy, 1983]), nous pouvons
montrer que pour tout u(-) € Ly([0,77]) et zo € D(F) le probleme (7.2.12]) a une solution
unique faible donnée par :

(6) = Bolt)z0 + | "ot — 8)(F2(s) + Bu(s))ds (7.2.40)

De plus, si u(-) € C([0,T]) et zo € D(A) alors z(t) € C'([0,T],Z) N D(A) pour tout
t€10,7].

7.3 Stabilité

Nous allons maintenant étudier la stabilité du systeme ([7.2.12)).
Théoréme 7.3.1. Soit u(-) € Ly([0,00)) satisfaisant

{ utyw(t) < (—p+ k)w?(t), siw(t) #0
=0

ult) = 0, si w(t) vt € [0, 00), (7.3.1)

pour un certain p > 0. Alors le systéme avec zy € D(F) est asymptotiquement
stable autour de l’origine, c’est-a-dire que :

|2(t)||* — 0 lorsque t — oo. (7.3.2)

Démonstration. Nous considérons tout d’abord le cas ot zy € D(A) et u(-) € C'([0, 00))
satisfont ([7.3.1]). Dans ce cas, le systeme ((7.2.12]) a une solution classique z(t). Considé-

rons la fonction suivante :

S(t) = pw’(t) + s (Ol + [y, 1) (7.3.3)
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a
pour un certain p > 2 Puisque z(t) € D(.A) pout tout ¢ > 0, nous pouvons calculer la

dérivée de S(t) :
: L
3(6) = 2w (kw4 ) + @y (L,0) — i (L.0) — [ 200n + o) Pl ) (7.3.0)

L
< (a —2pp)w® — /0 2(y1 + y2)F(y1,y2)dz < 0 (7.3.5)

car p > 2& et (7.2.23). Par le lemme de Barbalat (lemme 4.2, page 192 de [Khalil, 1996]),
P

nous avons S (t) — 0 lorsque t — 00, ce qui entraine :
L
w?(t) — 0 et / 2(y1 + y2) F(y1, y2)dx — 0 lorsque ¢ — 0o (7.3.6)
0
Par la relation ([7.2.23)), nous obtenons en plus :

/OL V2(z, t)de — 0 (7.3.7)

Considérons maintenant la fonction suivante :
W - b 4 L 4 d L 4 d
—§U} + 0 yl(xat) I‘+ 0 yZ(J:at) €z (738)
La dérivée de cette fonction est donc :
. L L
W = 2pw3(—kw +u) + /0 4yiq’(a8xy1 — F(y1,y2))dx +/0 4y§’(—ac9$y2 — F(y1,y2))dx
L
= 2pw’(—kw + u) + [ayi]y + [—aysls — /0 Ay? +y3) F(y1, yo)dz
L
< (a —2pp)w* — /0 Ay + 12) (UF — v1ye + ¥3) F(y1, y2)dz < 0

Une fois a nouveau, par le lemme de Barbalat, nous avons :

/OL(y1 +12) (7 — vav2 + ¥3) F (y1, y2)da — 0 (7.3.9)
D’autre part, nous avons :
i — e + Y > i(yl + 1) = V7, (7.3.10)
et en prenant compte (7.2.23)), donc implique que :
/OL Vide — 0, (7.3.11)

L
Nous allons montrer que / y2(z,t)dz — 0 lorsque ¢ — oco. Par la méthode des caracté-
0
ristiques, nous avons :
¢

yi(2,8) = 41 (L, 7) — / Fly, 1) (€, 8)ds (7.3.12)

T

112



Chapitre 7. COHG pour les équations de coup de bélier

L—z

avec T =1 — et £ =L —a(s—7). Alors :

a

2

;ylz(x,t) < (L, 7) + m? [/:[(v V)V + V| = V(€ 8)ds

(7.3.13)

L
Gréace a ([7.3.7)), dans la bande finie {(z,7) | 0 < =z < L, t — — < 7 < t}, la mesure
a

de I'ensemble des points ot V(z,7) +V < 0 tend vers zéro lorsque ¢ — 0o, donc nous

pouvons considérer seulement le cas ou V(z,7)+V > 0. Dans ce cas, le deuxiéme terme

dans (7.3.13)) peut étre borné comme suit :
t _ 2 t _
m? { / (V2 + QVV)ds] < om? / (V* 4+ 4V2V%)ds
Donc :
1 (L L L gt _
5/ y2(x,t) §/ y%(L,T)d:E%—QmQ/ /(V4+4V2V2)dsdx.
0 0 o Jr

En utilisant ((7.3.6[), (7.3.7]) et (7.3.11)), nous pouvons conclure que :

L
/ v (x,t)dr — 0.
0

Nous avons en plus :

1

L L L
/0 y3(z,t)dx < /0 2(y1 + y2)* + 2yi)da = /0 (2‘/2 - yf) dz.

Par conséquent :

/OL ya(x, t)dx — 0.
Considérons maintenant le cas ol zgp € D(A) et u(-) € Ly([0,00)). Posons
€(t) = (=k+ p)w(t) + u(t)
alors la condition devient :
w(t) = —pw(t) +€(t), w(0)=wy,
et la condition ([7.3.1)) est équivalente a

e(t)w(t) <0, tel0,00).

(7.3.14)

(7.3.15)

(7.3.16)

(7.3.17)

(7.3.18)

(7.3.19)

(7.3.20)

(7.3.21)

Supposons que wy > 0, alors w(t) > 0 pour tout ¢t > 0 (le cas ot wy < 0 peut étre traité

de fagon similaire). L’inégalité ci-dessus devient :

e(t) <0, te0,00)

(7.3.22)
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Considérons une suite de fonctions {€"} € C'([0,00)) telles que
€% = €]l a(0.00)) 220 et € (1) < 0,1 € [0, 00). (7.3.23)

Notons w", la solution de ([7.3.20]) avec € remplacé par €, et 2", la solution de ([7.2.12))
avec u remplacé par u" = €" + (k — p)w". Alors :

t
w'(t) = e " —|—/ e P9 (5)ds
0

¢

(7.3.24)
2(E) = Bo(t)20 + /0 Bo(t — 8)(F(2"(s)) + Bu(s))ds

Pour un temps ¢ fixé et pour tout 7 € [0, ], nous avons :
/ e~PT=5) (" (5) — ¢(s)|ds / € (s) — e(s)|ds
0 0

<
< VTl = elaorny (7:329)
< V" = €llrao

|w™ (1) —w(T)| =

C’est a dire :
[w™ = w|[E, 0. < e = el (7.3.26)

Par conséquent :

t
o = ulgusy = [ (€6~ els) k= pllw(s) — w(s))*ds
2l|e" — el o) + 20k — AP llw" — wllE, 00 (7:3.27)

<
< 20+ 2k = pl*)l€" — ellfno. = Clle” — el

. A n—oo . 7
Ceci entraine que ||[u" — ul|p,p9) —— 0. Par la continuité de z(t) en u, nous avons

127(t) — 2(t)|| z 2= 0. Mais selon le résultat de la premiére partie, ||2"(t)], == 0,

t—o00

donc ||z(t)||z — 0.

Enfin, pour le cas général ou 2y € D(F) et u(-) € Ly([0,00)), en considérant une
suite {2z} C D(A) qui converge vers 2y, nous obtenons par un méme raisonnement que
l=(®)]lz = 0.

a

Remarque 7.3.1. En examinant Uexpression de V dans , on peut penser a utiliser
le principe d’invariance de LaSalle [Luo et al., 1999], mais il y a 2 points qui freinent
cette approche. Premiérement, le systéeme n’est pas autonome, car nous voulons laisser
un libre choix de la commande afin de minimiser un critere plus tard. Deuxiémement,
méme si nous considérons un systéme autonome (c’est-a-dire u = 0), afin d’appliquer le
principe d’invariance de LaSalle, nous avons besoin de la pré-compacité de I'orbite v(zp)
passant zg définie par :

Y(z0) = {P(t)20,t > 0} (7.3.28)

ce qui n’est pas une tache simple.
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Remarque 7.3.2. Nous ajoutons le retour d’état & la dynamique de w dans
juste pour garantir la passivité de l’opérateur Ay et pour reformuler le probleme original
sous la forme abstraite . Pour la stabilité, nous n’avons besoin que la
cond1t10n soit satisfaite. S1 nous posons :

u(t) = —kw(t) + u(t), (7.3.29)
alors la dynamique de w devient
w(t) = u(t), (7.3.30)
et la condition de stabilité devient
a(t)w(t) < —pw?(t), si w(t) #0, a(t) =0 si w(t) =0 (7.3.31)

Ces relations signifient que pour garantir la stabilité, il suffit d’avoir une convergence
exponentielle de w. Dans la suite, nous allons utiliser % comme variable de commande
car elle nous permet de controler directement la vitesse de convergence de w.

7.4 Application de la COHG

7.4.1 La stabilité de la COHG

Pour un certain horizon de prédiction 7' > 0, certaines fonctions de pondération
A(xz) >0, B(z) > 0(z € [0, L]) et certaines constantes positives g et r, nous considérons
la COHG avec le probleme d’optimisation suivant :

min J = / / (2)H(2,t) + B(2)V?(x, t)]dwdt

+ /0 [qu?(t) + ri®(t)]dt (7.4.1)

sous les contraintes de la dynamique du systeme :

CL2
8,5H+781V = O,
9

oV +g0,H = —F(V) te[0,T], (7.4.2)
w(t) = aft)
les conditions aux limites et les conditions initiales :
H(0,t) =0, V(L,t)=w(t)+ gH(L, t), t € [0,7],

; (7.4.3)
H(:,0) = Ho, V(-,0) = Vo, w(0) = wo = Vo(L) — ~Ho(L)

115



Chapitre 7. COHG pour les équations de coup de bélier

la contrainte pour assurer la stabilité :

a(t)w(t) < —pw(t), siw(t) #0, 4(t) =0 siw(t) =0, t € [0,T] (7.4.4)

et enfin, nous ajoutons une contrainte pour prendre en compte la saturation de la com-
mande :
|a(t)| < Umaz, t € [0,T]. (7.4.5)

Afin d’assurer que le terme de frottement est bien défini, on suppose que les conditions
initiale Hy et Vp est dans Ly(0, L) (voir (7.2.16)). Le probléme d’optimisation ci-dessus
peut étre ré-exprimé (& laide de la transformation (7.2.5])) en fonction de la variable z
comme suit :

min J = /0T<z(t), Q= (t)) + (u(t), Ru(t))dt = /OT F(=(t), u(t))dt

(t) = Aoz(t) + F(2(t)) + Bu(t), t € [0,T], =2(0) = zp € D(F),
(Hw(t) < (=p+ k)w?(t), si w(t) # 0, u(t) = 0 siw(t) =0, t € (0,7
u(t) = kw(t)| < tmaz, t € [0,T].

z
sous u

(7.4.6)
ou l'opérateur Q : 7 — Z défini par
qg O 0
Qu Q| 1 (d’/g*A(z) + B(x) —a/gA(z) + B(z)
Q=10 Qu Q| U 5 9
Q21 Q2 —a/gA(z) + B(x) o /g°A(z) + B(x)
0 Qa Qo

(7.4.7)

Nous pouvons montrer le résultat suivant :

Théoreme 7.4.1. La COHG avec le probleme d’optimisation stabilise le systeme
en boucle fermée.

Démonstration. Puisque la commande optimale satisfait la condition du théoreme [7.3.1]
la stabilité de la boucle fermée est garantie. Le probleme restant consiste a montrer la
faisabilité a chaque instant d’échantillonnage. Pour cela, nous supposons que wy > 0,
alors w(t) > 0 pour tout ¢ > 0 et la condition de stabilité devient :

u(t) < (—p+ k)w(t),t € [0,T]. (7.4.8)
Pour un z € Z donné, définissons le domaine de la commande de la maniere suivante :
Qz)={v e R | |u—kw| < Una et u < (—p+ k)w}. (7.4.9)

Il est évident que €2(z) est convexe pour tout z € Z (c’est-a-dire pour tout w € R).
Définissons ensuite I’ensemble suivant

Nz ={(f,y) eRxZ| f>F(z,u),y=F(z)+Bu,uecQz)} (7.4.10)
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Nous voyons facilement que N(z) est aussi convexe pour tout z € Z. Alors, notre pro-
bleme d’optimisation satisfait les conditions du théoreme 2.12 de [Yong, 1992], donc
possede au moins une solution optimale.

a

7.4.2 Calcul de la commande optimale

Nous allons formuler la commande optimale en fonction de 1'état adjoint afin de
I'utiliser plus tard pour le schéma numérique. Pour prendre en compte les contraintes
sur la commande, nous utilisons a nouveau la méthode de barriere. Pour un certain g > 0
suffisamment petit, nous introduisons le critere modifié suivant :

I = /OT(z(t), Qz(t)) + (u(t), Ru(t)) + G(=(t), u(t))dt (7.4.11)
G(z,u) = —plog ((—p + k)w?® — uw)(u2,,, — (u— kw)2)> (7.4.12)

Comme au paragraphe [2.4, nous utilisons le calcul variationnel. Pour chaque u €
Ly([0,T],R), z € Ly([0,T],Z) et X € Ly([0,T],Z), nous introduisons le Lagrangien
suivant :

L= /OT {;(Cz(T), QCz(1)) + ;(U(T),RU(T» + ;g(z(ﬂ’ (7))

+ <A(T>, (z(ﬂ — ®o(7)20 — /0 " (7 — ) (F(2(r)) + Bu(r)dr)>} dr (74.13)

Notons L,, L, et L, les variations de L par rapport a u, z et A respectivement. Par le
théoréme de Liusternik ([Luenberger, 1969)), il existe (tm, Zm, Am) tels que L, = L, =
Ly =0 & (Um, Zm, Am)- Ainsi, la condition Ly = 0 nous donne :

n(r) = @o(r)z+ [ Bl — 1) (Fen () + Bun(r)dr, 7 (0,7] (7.4.14)

La condition L, = 0 nous donne :
T
A (T) = =P (z(7), um (7)) + fz(zm(T))/ O (r — )\ (r)dr, T € [0, T (7.4.15)
1
ou P(z,u) = C*QCz — igz(z,u), F. et G, représentent la dérivée en z de F et G

respectivement. La condition L, = 0 implique que :
T 1
Ry (1) — / B*®*(r — 7)\(r)dr + §Qu(zm(7-), U (7)) = 0 (7.4.16)

Posons
plT) = — / O (1 — ) A (r)dr (7.4.17)
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alors, en utilisant :
p(r) = /TT &*(r — 7) <P(zm(r), (1)) = F(zm(r)) /T (s — 'r’))\m(s)ds> dr

T

-/ Lt (= ) (P (1), 1 (1)) + (2 (1)) (7))
(7.4.18)

Donc, nous pouvons considérer p,, comme solution de 1’équation suivante :

Pm(7) = = Aspm(T) = F= (2 (1)pim () = P(2m(7), (7)) (7.4.19)

Finalement, la commande est la solution de :
1
U (T) + RIB*pon(T) + iR_lgu(zm(T), um (7)) =0 (7.4.20)

Sous cette forme, nous pouvons utiliser des méthodes numériques (la Méthode de Boltz-
mann sur réseau par exemple) pour les discrétiser et puis utiliser la méthode du gra-
dient décrite au paragraphe pour calculer la commande optimale a chaque instant
d’échantillonnage. Ceci sera illustré dans le paragraphe ci-dessous.

7.5 Résultat de simulation

Afin d’illustrer la validation des analyses précédentes, nous avons réalisé quelques
simulations avec le systéeme dont les parametres sont donnés dans le tableau [7.1] Suppo-
sons que nous voulons changer la vitesse d’écoulement de Vj = 0,87 (m/s) a Vy =0 (les
variables considérées sont les variations par rapport au profil d’équilibre). Nous simulons
tout d’abord la stratégie pour laquelle la vitesse diminue de facon linéaire. Les résultats
sont présentés sur les figures[7.2] et Nous voyons bien dans ce cas qu’il y a des ondes
de pression (des coups de bélier) dans la canalisation.

Nous réalisons maintenant la simulation avec la COHG dont les parametres sont ceux
du tableau . Rappelons que le parameétre o est la période d’échantillonnage (voir le
chapitre [1)).

L a f D % ,
85 (m) | 379 (m/s) | 0,0223 | 0,0635 (m) | 0,5 (m/s) | 6,5 (m)

TAB. 7.1 — Parametres du systeme

Les équations aux dérivées partielles sont discrétisées par la méthode de Boltzmann
sur réseaux dont les parametres sont donnés dans le tableau [7.3]

L’évolution du niveau piézométrique et celle de la vitesse sont présentées sur les
figures[7.4] et [7.5] Nous voyons que le systéme converge bien vers 1'origine. Nous pouvons
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sur la figure [7.8] Nous constatons que les deux commandes ont une performance presque

identique, mais la COHG nous assure d’avoir une commande optimale par rapport au

critere ((7.4.1)).

\\\\\\\\\\\‘
W
TR

N\

AN
N

0.8

0.7+

Fi1c. 7.6 — Niveau piézométrique avec Fi1c. 7.7 — Vitesse avec

commande par
commande par retour d’état

retour d’état

T
COHG
'+ Retour détat |

[ 5 10 15
Temps (s)

20 25

15
Temps (s)

Fi1G. 7.8 — Etat a la limite et commande

7.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit des conditions suffisantes afin de garantir
la stabilité asymptotique d'un systeme de canalisation sous pression. La COHG a été
utilisée pour a la fois stabiliser le systeme, prendre en compte des contraintes et minimiser
une fonction de cotlit portant sur la variation du niveau piézométrique et de la vitesse par
rapport a un profil de référence. Les résultats de simulation ont montré que la COHG
fait converger le systeme vers 'origine et ne crée pas d’ondes de pression.
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Nous notons que, grace aux conditions de stabilité, la COHG n’utilise pas de cofit
final ni de contrainte finale (cette approche a été considéré pour des systémes en di-
mension finie dans, par exemple, [Mhaskar et al., 2005] et [Liu et al., 2009]). II est vrai
que la COHG n’est pas primordiale pour la stabilisation mais elle apport 'avantage de
I'optimisation d’un critere et de la prise en compte de contraintes. Les contraintes par
exemple sur le niveau piézométrique maximal ou sur la vitesse de la vanne pourraient étre
prises en compte. La difficulté principale demeure de montrer la faisabilité du probleme
d’optimisation. Ceci sera considéré dans nos travaux a venir.

Les travaux réalisés dans ce chapitre font 'objet de I'article [Pham, Georges & Be-
sangon, 2012].
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Chapitre 8

Conclusions et Perspectives

Ce chapitre vise a résumer les contributions, les discussions ainsi que les perspectives
déduites de ce travail de these dont, I'objectif principal était d’étudier I'extension de la
Commande Optimale & Horizon Glissant (COHG) aux systémes en dimension infinie en
général et aux systemes de lois de conservation en particulier. Deux aspects de la COHG
ont été considérés et exploités : il s’agit de la stabilisation et la capacité a prendre en
compte des contraintes.

Dans un premier temps, nous avons proposé et montré un résultat de stabilité d’opé-
rateur généralisant une caractérisation de [Curtain & Zwart, 1995] (lemme 5.1), qui nous
donne une condition suffisante de stabilité de la COHG pour une classe de systémes en
dimension infinie. En se fondant sur ce résultat, nous avons fourni les preuves compléetes
de stabilité de la COHG avec deux approches différentes : 'approche avec cotit final et
I’approche avec état final fixé a zéro.

Dans un second temps, nous avons montré la stabilité exponentielle de la COHG pour
des systemes hyperboliques 2 x 2 avec des commandes frontieres. Pour cela, nous avons
tout d’abord démontré la régularité et ’atteignabilité de ces systémes. Le probleme de
commande frontiere a été reformulé sous forme abstraite dans laquelle les preuves de
stabilité de la COHG peuvent étre appliquées.

Les analyses théoriques ont été appliquées a un systeme physique : un canal d’irriga-
tion. La dynamique d’un tel systéme est décrite par les équations de Saint-Venant qui
constituent un systeme de lois de conservation non linéaire 2 x 2. Deux modeles linéaires
ont été considérés : I'un autour d’un profil d’équilibre uniforme et 'autre autour d’un
profil d’équilibre non uniforme. Nous avons employé la COHG avec cotit final pour le
premier, et la COHG avec état final fixé pour le deuxieme. Dans les deux cas, grace
aux résultats généraux obtenus pour des systemes hyperboliques 2 x 2, nous avons pu
montrer la stabilité exponentielle de la boucle fermée. Les analyses ont été validées en
simulation, donnant des résultats encourageants.
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L’application de la COHG pour un réseau de systemes hyperboliques 2 x 2 en cascade
a été considérée. En utilisant les résultats concernant la régularité et 'atteignabilité de
chaque sous-systéme, nous avons déduit la régularité et l'atteignabilité du réseau. Nous
avons reformulé ce systeme sous forme abstraite puis montré que la COHG peut étre
utilisée pour garantir la stabilité. L’approche proposée a été testée par simulation, et les
résultats obtenus en accord avec les analyses théoriques.

Nous avons également étudié l'application de la COHG a des systemes de lois de
conservation non linéaires scalaires. Un des défis de ces systemes vient du fait qu’ils
admettent des singularités appelées chocs dans la solution. Nous avons introduit des
conditions suffisantes afin d’éviter cette situation. La COHG a été ensuite utilisée afin
de garantir les conditions pour éviter le choc et garantir la convergence de la solution
vers une référence. Cette approche a été validée par simulation avec le modele du trafic
routier. Pour cette application, nous avons exploité a la fois la capacité a prendre en
compte des contraintes et la stabilité garantie de la COHG, ce qui démontre un potentiel
important de la COHG pour cette classe de systemes.

Enfin, 'utilisation de la COHG au probleme de stabilisation d’une canalisation sous
pression a été considérée. Les conditions suffisantes pour garantir la stabilité asympto-
tique de ce systéme ont été fournies. Nous avons montré que la COHG peut a la fois
stabiliser le systeme, prendre en compte des contraintes et minimiser un critére donné. A
travers cette application, nous avons abordé une stratégie de la COHG pour un systeéme
en dimension infinie sans cotit final ni état final fixé ce qui n’avait pas été considérée
auparavant, a notre connaissance.

Nous pouvons envisager d’étendre les travaux présentés dans cette étude selon plu-
sieurs directions.

La premiere piste concerne ’application de la COHG a des réseaux des lois de conser-
vation. L’extension des résultats du chapitre [5| a des réseaux dont la structure est plus
complexe reste encore un travail a faire. Sachant que les résultats concernant I'atteigna-
bilité de certaines structures de canaux d’irrigation (structure en étoile ou en arbre) sont
disponibles (voir [Li & Rao, 2004]), cette proposition est tout a fait envisageable sans
nouvelle difficulté théorique. En outre, considérer un réseau mixte de canaux d’irrigation
et de canalisations sous pression est un probléme tres intéressant a approfondir d'un
point de vue théorique ainsi que d'un point de vue pratique. Les interactions entre les
sous-systemes a travers des conditions frontieres peuvent imposer des conditions sup-
plémentaires pour la stabilité du systeme global. Cette difficulté permet a la COHG de
valoriser davantage sa capacité a prendre en compte des contraintes. Enfin, 'application
de la COHG au réseau de trafic routier apporte aussi un grand intérét pour éviter des
embouteillages.

La deuxieme piste concerne le probleme de stabilité de la COHG par retour de sortie.
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Les théories développées dans ce travail se fondent sur I’hypothese que tous les états sont
mesurés ce qui n’est pas faisable en réalité. Il nous faut mettre en place un observateur
afin d’estimer I'état du systéme a partir des mesures qui sont souvent aux frontieres.
Sachant que la stratégie a horizon glissant pour des observateurs a été considérée pour les
systemes en dimension finie ([Michalska & Mayne, 1995], [Alamir, 1999]), une extension
de cette approche en dimension infinie est particulierement intéressante a étudier. Une
généralisation des résultats de stabilité de la COHG en couplage avec un observateur de
[Findeisen, Imsland, Allgower, & Foss, 2003] dans le contexte des systémes en dimension
infinie sera également intéressante a considérer.

Une étude comparative en terme de performance et de robustesse de la commande
proposée par rapport aux différentes stratégies existantes est aussi nécessaire. Nous pou-
vons mentionner par exemple la commande par la fonction de Lyapunov de [Xu & Sal-
let, 2002] ; la commande par retour des mesures aux frontiéres de [Coron et al., 2009],
[Prieur, 2009] ; la commande par backstepping de [Vazquez et al., 2011], [Krstic & Smysh-
lyaev, 2008] et éventuellement ’approche d’'Hamiltonienne & port de [Santos et al., 2009].

Finalement, I’approche de la COHG synthétisée completement en dimension infinie
pour d’autres classes de systémes tels que des systemes paraboliques ou des systemes
elliptiques est également a approfondir, sachant que la COHG par décomposition spec-
trale pour des systémes paraboliques a déja été considérée dans [Dubljevic et al., 20058],
[Dubljevic, N. H. El-Farra & Christofides, 2006] et [Dubljevic et al., 2005a]. Une autre
possibilité est de généraliser les résultats du chapitre [2| au cas de systemes ne possédant
qu'une fonction de Lyapunov définie localement. De tels résultats, nous permettraient
d’utiliser la COHG sur un plus grand nombre d’applications.

Pour conclure, les résultats obtenus montrent que ’application de la COHG a des sys-
temes en dimension infinie apporte un intérét considérable, grace a sa capacité de garantir
la stabilité et son efficacité dans la prise en compte de contraintes. Cependant, plusieurs
questions restent ouvertes qui nécessitent des recherches approfondies afin d’élargir le
champ d’applications de cette approche.
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Annexe A

Rappel des principaux résultats de
la commande optimale en dimension
infinie

Nous rappelons dans cette annexe les principaux résultats, notamment des résultats
de [Curtain & Zwart, 1995], utilisés dans les preuves de ce travail. Notons que certaines
notations sont modifiées pour s’adapter a celles employées dans ce manuscrit.

Théoréme A.0.1. Théoréme A.3.19, page 586 de [Curtain & Zwart, 1995]( Théoréme
de Banach Steinhaus).

Soit {T,,} une famille d’opérateurs bornés dans L(X,Y), ou X est un espace de
Banach et Y, un espace linéaire normé. Si la famille {T,x} est bornée pour chaque x
(c’est-a-dire que :

| Tx|ly < M,, (A.0.1)

avec M, dépendant de x, mais indépendant de n), alors la famille {||T,||} est uniformé-
ment bornée par rapport a n.

Lemme A.0.2. Lemme 3.2.2, page 11} de [Curtain & Zwart, 1995].

Soient O1(t) et Po(t) deuxr Cy-semigroupes dans leurs espaces de Hilbert Zy et Zs, et
avec leurs générateurs infinitésimaux Ay et Ay respectivement. Supposons que :

|®; || < Me*, i=1,2, (A.0.2)
A 0

et D € L(Zy,Z5). Alors lopérateur A = D A avec D(A) = D(A;) @ D(A;y) est
2

le générateur d’un Cy-semigroupe ®(t) dans Z = Zy, @ Zy donné par :

_ (2@ 0 _ [ — s s)zds
o(t) = (S(t) @2@)), S(t)z_/o Oyt — 5) DD, (s)2ds. (A.0.3)
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De plus, il existe une certaine constante positive M telle que :
[o(t)] < Me, (A.0.4)

0l w = max(wy,ws) St wy # wy et w > wy ST w; = ws.

Considérons Z, U et Y, les espaces de Hilbert, A avec le domaine D(.A), le générateur
infinitésimal d’un Cy-semigroupe ®(t) dans Z, B € L(U,Z), C € L(Z,Y). Les résultats
suivants concernent le probleme d’optimisation du systeme

t
2(t) = (t —to)zo + | P(t — s)Bu(s)ds, y(t) =Cz(t). (A.0.5)
to
avec la fonction de coiit sur l'intervalle [to, t.] :
te
J (205 to, te,u) = (2(te), Mz(te)) + | (y(s),y(s)) + (u(s), Ru(s))ds (A.0.6)
0
ou M = M* € L(Z) non négative et R € L(U) coercif.
Théoréme A.0.3. Théoréme 6.1.4, page 272 de [Curtain & Zwart, 1995].

Considérons le systéme avec la fonction de coit (A.0.6). Pour tout
20 € Z, il existe une unique commande Umin(-; 20,t0,te) € Lo([to,te],U) telle que
J (205 to, te, Umin (3 20, to, te)) < J(20;to, te, u) pour tout u € Ly([to, te], U).

Lemme A.0.4. Lemme 6.1.7, page 277 de [Curtain & Zwart, 1995].

Pour un certain t; € [to,t.|, définissons l'opérateur suivant dans Z :

le
H(tl)ZO = (I)*(te - tl)Mme(te; 20, tl, te) + (I)*<t - tl)C*szm(t; 20, tl, te)dt. (AO7)

t1

Cet opérateur posséde les propriétés suivantes :
a. II(t1) € L(Z) pour tout t; € [to,t.];

b. Nous avons la relation suivante entre la trajectoire optimale et la commande optimale :

Umin(t1; 20, to, te) = —R B TL(t1) 2min (t1; 20, to, te)- (A.0.8)

c. Nous avons la relation suivante entre le coit minimal et T1(t;)

in J(z20:t1, Lo, u) = (20, TI(t1)20): A.0.9
T Y

d. II(t1) est un opérateur autoadjoint, non négatif;
e. Si to S tl S tQ S te, alors H(tg) S H(tl) 5
fATE) < 11XEo)|l
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g. 11(+) est fortement continu de la droite dans [ty,t.], c¢’est-d-dire que }Lirr(l) [(t1 + h)zo =
I1(t1)z0 pour tout zg € Z et t; € [to,te].

Théoréme A.0.5. Théoréme 6.1.9, page 281 de [Curtain & Zwart, 1995].

Soit TI(+) la fonction définie par Uéquation (A.0.7). Alors pour z1, z» € D(A) et
t € (to,te), la fonction (z1,11(t)zs) est différentiable et satisfait I’équation différentielle
de Riccati d’opérateur :

CZ(ZQ,H(t)Zl) = —(29,I1(t)Az1) — (Azo, 11(t)21)
—(C2,C2) + (L) BRBIL(t) 2, 21), (A.0.10)
TI(T) - M,

De plus, il est la solution unique de cette équation différentielle d’opérateur dans la
classe d’opérateurs fortement continues et autoadjoints dans L(Z) tel que (z1,11(t)z2)
est différentiable pour z1, zo € D(A) et t € (to,t.).

Considérons maintenant le probleme d’optimisation de (A.0.5) avec état final fixé
z(te) = 2z et la fonction de cofit suivante :

J (20, 21; to, te, u) = /te(z(s), Qz(s)) + (u(s), Ru(s))ds. (A.0.11)

to
Définissons les opérateurs I1(t), ®p(t,s), Gp et Wp de la maniére suivante :

e L’opérateur I1(#) est la solution unique de I’équation intégrale de Riccati d’opérateur
suivante :

[(t)z = (T —t)YMP(T — t)z + /tT d*(s — 1)[C*QC — TI(s)BR B T(s)|®(s — t)zds

(A.0.12)
avec un certain M = M* > 0.
e L'opérateur ®p(t, s) défini par :
t
Op(t,s)z = Bt — 5)z — / O(t — r\BRBII(r)®p(r, s)2dr (A.0.13)

est l'opérateur d’évolution obtenu en perturbant le Cy-semigroupe ®(t) par D(t) =

_BRIBI(1).
e L’opérateur Gp défini par :
T
Gpu = / ®p(T, s)BRY2u(s)ds (A.0.14)
0

est I'opérateur d’atteignabilité correspondant a 'opérateur d’évolution ®p(t) et I'opéra-

teur de commande BR ™2
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e L’opérateur Wp défini par :
Wp = GpGp (A.0.15)

est le Grammien de commandabilité. Nous avons le théoréme suivant concernant la
commande optimale de ce probléme :

Théoréme A.0.6. Théoréme 5.2 de [Curtain, 1984).

Soit V' un espace de Banach réflexif et sous-espace linéaire de Z avec une injection
continue. Supposons que

§=2—P(te,t0) €V (A.0.16)
et est exactement atteignable dans V', avec

G € L(Ly([to,t.], U), Z). (A.0.17)

Alors, il existe une commande optimale pour le systéme et le cott (A.0.11), avec
état final fizé z(t.) = z1, donnée par :

Umm<t) = G};W];1<Zl — (I)P(te, to)Zo) — Rill/)’*H(t)Zmln(t) (AOlS)
avec le cotut minimal :

J (20, 215 t0s te, Umin) = (21 — Pp(te, to)20, Wp ' ®p(t1, t0)20) + (20, (t0)20) — (21, Mz1).
(A.0.19)

130



Annexe B

Preuve de la régularité de la
solution des systemes hyperboliques

Afin de faciliter la lecture, nous présentons brievement dans cette annexe le travail de
[Rauch & Massey, 1974] qui étudie la régularité de la solution du systéme hyperbolique

suivant :
Lz=F dans [0,T] xQ, Mz= g dans [0,T] x 09,
(B.0.1)
2(0,z) = f(z) pour z € .
ou Lz = 0,z — Gz avec
Gz =Y A;(t,2)0;z + B(t,x)z. (B.0.2)
j=1

ou 0; = 0/0x; et 0; = 0/0t. Les matrices A; et B de dimension k x k sont régulieres
définies dans R x €. La solution z(t,s) est un vecteur de k éléments. 2 est un sous-
ensemble ouvert de R™ ayant la forme :

Q = {xeR™|x >0},

Jdo = {x€eR™ |z =0},

o = o =0 (B.0.3)
Q = QuUIQ,

z = (-rla"' 7xm)-

M (t, z) est une matrice réguliére de dimension [ X k définie dans R x 02, Rang(M) = [,
ou [ est le nombre de valeurs propres négatives de A;.

Supposons qu’il existe certaines constantes C' et (3 telles que :

lz@®)lla < Ce™ I ([l2(s)lla + 1£2].x0).

t (B.0.4)
[o(s)lle < Ce™™ I ([lo(t)lla + [1£70]js.1x0),
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—00 < 5 <t < 0o, pour tout z, v € C)(R x Q) tels que Mz = 0, M*v = 0 dans R x 9.
Ici, £*, adjoint de L, est défini par
LY =—-0w—Gv, avec G'v=—) 0;A5v+ B, (B.0.5)

ot A} représente la transposé conjuguée de Aj, et de fagon similaire pour B*. M*(t, z),
I'opérateur frontiere adjoint, est de dimension (k — 1) x k et régulier dans R x €.

Pour V' C R™, notons Cy°(R™), la classe des fonctions infiniment dérivables qui
s’annulent a 'infini; C{ (V'), Uespace des restrictions dans V' des fonctions de Cg°(R™).
La norme et le produit interne dans V' sont notés par || - ||y et (-,-)y respectivement.
H?*(V) représente 'espace de Sobolev des fonctions dans V' dont les dérivées jusqu’a
l'ordre s appartiennent a Lo(V'). La norme dans cet espace est noté par || - ||s.v .

La condition nécessaire pour que la solution z de (B.0.1)) soit dans la classe
CP([0, T]; H7P(Q2)), 0 < p < s est la condition de compatibilité suivante :

Mz = 0Vg, dans [0,T] x Q pour 0 <p<s—1, (B.0.6)
ce qui entraine
P [P
Z (Ot'M)(0) f,—s = 9Fg(0), dans Q pour 0 < p < s—1, (B.0.7)
=1
[P p!
ou = ———— et les fonctions f, sont définies par :
i il(p —1)!
fO f7
p—1 p— 1 71 (B08)
I = Z ) G(0) fp—1-: + (07 )(0),
i=0 i

Nous allons montrer qu’elle est également la condition suffisante.

Pour z € C"([0,7]; H*"(Q2)), 0 <r < s, et 0 <t <T, définissons

[1[2( IHSQ—ZH@]Z 350 (B.0.9)

Nous avons tout d’abord le résultat suivant concernant 'existence de la solution du
probléeme avec condition frontiere homogene (c’est-a-dire que g = 0 dans|B.0.1))) suivant :

Lz =F dans [0,7] x Q, Mz =0 dans [0,T] x 09,
(B.0.10)
2(0,z) = f(z) pour z € Q.
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Proposition B.0.1. Pour chaque F' € Ly([0,T] x Q), f € La(Q), il existe une unique
solution forte de (B.0.1(). Cette solution appartient d la classe C([0,T]; Ly(Q)) et satis-
fait :

lz®)lle < Ce™ (I flla + I lloax0), (B.0.11)

0<t<T, avec C et 3 sont les constantes dans .

Nous énoncons maintenant le résultat concernant la régularité de la solution du pro-
bleme avec condition frontiere homogene (B.0.10)) :

Théoréme B.0.2. Soient f € H*(Q), H*([0,T] x Q), et f, défini par (B.0.8§). Une
condition nécessaire et suffisante pour que la solution z de appartienne a
C'([0,T]; H(22)), 0 < r < s est que les conditions de compatibilité sotent
satisfaites avec g = 0. Dans ce cas, il existe une constante Cy, indépendant de F et f,

telle que :

2@ ls.e < ColLFIl+ 1 F s + [FO)[ls-1.0, (B.0.12)
pour 0 <t <T.
Démonstration. La preuve du théoréme utilise les quatre lemmes suivant :

Lemme B.0.3. Soient f € H*"(Q), F € H**3([0,T] x Q). Supposons que les condi-
tions de compatibilité sont satisfaites avec g = 0 pas seulement pour 0 < p < s—1,
mais aussi pour p = s,8 + 1 (ot fs, fsr1 sont définies par (B.0.8) avec p = s,s + 1).
Alors il eviste w € H*T2([0,T] x Q) tel que Mw = 0 dans [0,T] x 02, w(0) = f, et
X (Lw— F)(0) =0 pour 0 <p<s.

Lemme B.0.4. Supposons que » € H*™([0,T] x Q) satisfait (B.0.1(}). Alors linégalité
est satisfaite.

Lemme B.0.5. Si f et F' satisfont les hypothéses du théoreme |B.0.9 et r > s + 2,

alors il existe des suites {f,} < H"(Q), {F,} < H"([0,T] x Q) avec f, — [ dans
H" (), F,, — F dans H"([0,T] x Q) et pour chaque n, f,, F, satisfont les conditions de

compatibilité avec g =0 pour 0 < p < s+ 1.
Lemme B.0.6. Si f =0, F = H*([0,T] x Q) et &/F(0) = 0 pour 0 < j < s — 1, alors
la solution de est dans H*([0,T] x Q).

Pour les preuves de ces lemmes, il est possible de consulter [Rauch & Massey, 1974].

Supposons que f et F satisfont les hypotheses du lemme [B.0.3] Nous allons montrer
que la solution z de appartient a H*™([0,T] x Q) et I'inégalité est
satisfaite. Pour cela, notons v = z — w, ol w satisfait les conclusions du lemme [B.0.3]
Alors v est une solution forte de Lv = F' — Lw, Mv = 0, v(0) = 0. Nous avons F'— Lw €
H*"([0, 7] x Q) et 9/(F — Lw)(0) =0, 0 < j < 5. En appliquant le lemme nous
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obtenons que v appartient a H*™([0,T] x Q). Donc z 'est également. De plus, par le

lemme [B.0.4] I'inégalité (B.0.12]) est vraie pour z.

Supposons maintenant que f et F' sont des données générales satisfaisant les hy-
potheéses du théoréme [B.0.2, et considérons {f,} et {F,} les suites qui satisfont les
conclusions du lemme [B.0.5] Si z, est la solution correspondant aux données f, et F,,
alors l'inégalité (B.0.12) appliquée a z, — z,, montre que la suite {z,} converge dans
C"([0,T]; H (), 0 < r < s. Puisque z, — z dans L5([0,7] x Q), z appartient a
([0, T H (), 0 < r < s.

a

Le théoréme peut étre étendu au cas du probléme avec condition frontiére non
homogene :

Proposition B.0.7. Soit f € H*(Q), F € H*([0,T] xQ), g € H*Y2([0, T] x 99Q). Alors
la solution z de appartient a C™([0,T]); H*""(Q)), 0 < r < s si et seulement si
les conditions de compatibilité sont satisfaites.

Démonstration. 1 existe v € H*T([0,7] x Q) tel que Mv = g dans [0,7] x 0. Si
F'=F—Lvet f'=f—wv(0), alors on peut montrer que F’ et f’ satisfont avec
g = 0. Considérons w, la solution de avec F' et f remplacés par F' et f'. Par
le théoréme [B.0.2} w appartient a C"([0,T]; H*"(Q2)), 0 < 7 < s. Puisque z = v + w, 2
possede également cette propriété.

a

Il est possible de réduire I'hypothese sur g dans cette proposition a g € H*([0, T x 952)
a condition que 'on puisse montrer 'inégalité suivante a la place de (B.0.4) :

lz@®)lle < Ce™I([l2(s)lla + I£2].x0 + M 2] s.0x00),

—00o<s<t<oo, z€CHMRXQ).

(B.0.13)

De plus, si on peut ajouter le terme ||z||js xo & gauche de (B.0.13)), la restriction de z
dans [0, 7] x 09 est dans H*([0, T x 09Q.
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Annexe C

Structure des matrices du systeme

discrétisé par la méthode de
Galerkin

Nous donnons dans cette annexe la structure des matrices introduites au paragraphe
2.4.4] Rappelons que le systeme discrétisé a la forme :

g = MgCC + ngXda
Ev'l.}d = MU g+ Mvvvd + Mv C+ Mv Xds
. 9 ¢ x (C.0.1)
¢ = Mcyg + M¢yvg + MeyXa,
Ede = ngg + Mxvvd + MXCC + MXXXd7
Pour des raisons de simplicité, notons a = A\ + 712, b = —Ag + 62(L — ), ¢ = Yz,

d=06(L—2z), 1=\ —7 et 5y = A\, — 0. Les matrices dans 1) ont les structures

comme suit :

1
- 0
Mye=| " 1| (C.0.2)
0 -
(]
<pf +/L Iqud ) 0
_ L - 4l
1.2
MCg = 0 . (L _ x)2q2 (0.0.3)
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M, 0
ng _ Ciu1 ’
0 Mszz

1
Mo = (~alea) —Baleq) - —Ti(ea)) (C.0.4)

Mo, = 7 (“By(L—)) ~Bu(L—2)g) -~ (L —)a2)

M91X1 0
ng = )
O M92X2

C.0.5
My = 7 (Bylafr) Balafn) - By ae/r). 0
z%mf:z@b«L—@ww I ,((L—2)fra) - THh (L —2)/ry)),
My = (MCXl MCXz) )
M — l _Ii:;(@) _13,3(0) T _I%fl,M(@
UL\ B (L - 0) —Ey(L-a) - DL (0L —2))  (C06)
M l _11,2(72@ _I%,s(%x) _I%:iM(%x)
UL e ) e T, (0)
I, (x/r)
2, (x/r1)
| L)
My = — C.0.7
CL By ((L = 2)/r) e
I3, (L — 2)/ra)
(D —2)/ra)
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I} 5(a) I »(d)
133((1) Iig(d)

1 , ;
My, = — (C.0.8)
L Ii3(c) 13,3(5)
12,4(0) I§,4(b)
I%—l m(c) IJ\A;[I—I m(0)
_13,3@(11)
13,4@(11)
Mo — 1 _I%—l,M(ﬂh) (C.0.9)
X9 = 7 .0.
L L 5((L - 7)go)
—11 (L — 7)go)
_I%_é v (L= x)%)
My, 0
va - ( * ) )
0 Mvzxz
Ii,z(x)
1 I%,3(5E)
Mo = | | (@) Ba@) o Tu),
I%:%,M(ﬂf)
I%,?,(L — )
1 13,4([/ — )
Mua = 375 | (Lol —2) ByL—o) - LIS u(L—2))
1%4 m(L =)
(C.0.10)
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MX’U = s (0011)
O MXQ'UQ
v% vf vi’ v{w_l
xi [ -Is(q) —Izé(fh) —Igjg(fh)
Xi ~L5(q) —Ii(q1)
MX1U1 - .
X1’ ~Iy (@)
v% Vg -2 [ -1 Uy
VRS fet (7))
M, ., = ' oM o M
o X% 2 _I%é’%é(%) _I%%ﬁ\%é(%) M—1,M
xa —Ly o1 (@) Ty (a2) =Ty~ (g2)
My v, 0
M,, = + Dy, (C.0.12)
0 My,
v% vf v{w_l
Ui _11,20‘1) Ii2()‘1>
M 1 U% _I%,zo‘l) Ii2<)‘1) - 13,30‘1)
ViU T E .
U{Wfl 1%72 mo1(A1) — IM:%,M(Al)
U% Ug .. Uéw
Ug I%,2(>‘2) - 13,30‘2) 13,3()‘2)
1 v I35()) I35(X2) — I3, (A2)
Mo = 3z -
Uéw I%—l,M()Q)
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v% vf U{W_l vg vg’ véw
vy I?%(’Ylﬂig(’h) Iié(él) ,
v; I5(v) s () I75(01) I55(01)
I = U =11
v g I5(72) I§:§(72> 1%33(52) 1333(52)
vj I55(72) I55(d2) I574(02)
vy I 1:%(’72) I%%,M((S?)
MX1X1 0
My, = + Dy, (C.0.13)
0 MX2X2
Xi X3 X1
Xz I%,zO‘lg) - 13,30‘1) , 13,3()\13)
M 1 X1 12,3()\1) 12,3()‘1) - I3,4()\1)
X1X1 E .
Xi\/[ I%—l M()‘l)
X3 X5 Xo
X% _Ii,2()‘2) I%,z(/\2)
2 2 2 2
M 1 Xo _11,2()‘2) 11,2()‘2) - 12,3()‘2)
we = Ay '
X2 - I%_z M—l(/\2) - I%:%,M(/\ﬁ
% X Xt X X3 xo
Xi Iijg(’_h) Ié:g(’_ﬁ) 15 (—0) Ii:g(—%)
X3 () Li(n) I55(—2)
| LG R
Xy, I%g(—(m ’s —I;’5(d2) 1131255g) Vo
X3 I75(—61) I35(—01) —I15(02) I75(62)
Xa I%_}:%<_51) Iﬁiéjﬂ_l(&)
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. 11

1 36

.2 121

1 636

o 1

U{V[—l g
EU:EX: ) 11

v2 36

3 121

2 636

Uéw §
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Résumé

La Commande prédictive ou Commande Optimale a Horizon Glissant (COHG) de-
vient de plus en plus populaire dans de nombreuses applications pratiques en raison de ses
avantages importants tels que la stabilisation et la prise en compte des contraintes. Elle
a été bien étudiée pour des systemes en dimension finie méme dans le cas non linéaire.
Cependant, son extension aux systemes en dimension infinie n’a pas retenu beaucoup
d’attention de la part des chercheurs. Ce travail de theése apporte des contributions a
I’application de cette approche aux systémes de lois de conservation.

Nous présentons tout d’abord une preuve de stabilité complete de la COHG pour
certaines classes de systemes en dimension infinie. Ce résultat est ensuite utilisé pour
les systemes hyperboliques 2 x 2 commandés aux frontieres et appliqué a un probleme
de controle de canal d’irrigation. Nous proposons aussi l'extension de cette stratégie au
cas de réseaux de systemes hyperboliques 2 x 2 en cascade avec une application a un
ensemble de canaux d’irrigation connectés. Nous étudions également les avantages de la
COHG dans le contexte des systemes non linéaires et semi-linéaires notamment vis-a-vis
des chocs. Toutes les analyses théoriques sont validées par simulation afin d’illustrer

lefficacité de I'approche proposée.

Abstract

The predictive control or Receding Horizon Optimal Control (RHOC) is becoming
increasingly popular in many practical applications due to its significant advantages such
as the stabilization and constraints handling. It has been well studied for finite dimen-
sional systems even in the nonlinear case. However, its extension to infinite dimensional
systems has not received much attention from researchers. This thesis proposes contri-
butions on the application of this approach to systems of conservation laws.

We present a complete proof of stability of RHOC for some classes of infinite dimen-
sional systems. This result is then used for 2 x 2 hyperbolic systems with boundary
control, and applied to an irrigation canal. We also propose the extension of this strat-
egy to networks of cascaded 2 x 2 hyperbolic systems with an application to a set of
connected irrigation canals. Furthermore, we study the benefits of RHOC in the context
of nonlinear and semi-linear systems in particular with respect to the problem of shocks.
All theoretical analyzes are validated by simulation in order to illustrate the effectiveness

of the proposed approach.
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Chapter 1

Introduction

1.1 Motivation and principle of RHOC

Model Predictive Control (MPC) is one of the so-called Internal Model Control (IMC)
techniques which use an explicit mathematical model of the process for computing
the control. We are particularly interested in the Receding Horizon Optimal Control
(RHOC) approach in which the control at each sampling time is computed on-line by
solving a finite horizon open-loop optimal control using the current state as initial con-
dition. Then, the first part of the solution obtained is applied to the system until the
next measurement becomes available. This is the major difference between RHOC and
conventional controls that use a pre-computed control law. The reason for which RHOC
is employed lies on its ability to treat optimal control problems where an off-line compu-
tation of the control law is difficult or impossible. Among them, we can mention some
typical cases as follows:

1. The optimal control problem of linear systems in the presence of constraints. The
optimal control for linear systems has been well studied for a long time and has
reached a certain maturity (see e.g. [Kirk, 1998]). We can solve off-line the infi-
nite horizon optimal control problem, and the control can be implemented in the
feedback form. In this case, the RHOC and the Linear Quadratic Gaussian (LQG)
control are strongly connected (see [Garcia et al., 1989]). However, real processes
always operate under constraints (actuators saturation, safety limits, etc.). The
presence of constraints makes the optimal control problem nonlinear and therefore
it is not easy to get a general formula of the control in the feedback form. The fact
that the optimal control can only be computed for a specified state motivates the

use of RHOC.
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2. The optimal control problem of nonlinear systems with or without constraints. This
problem, even in the unconstrained case, leads to Hamilton-Jacobi-Bellman partial
differential equations that can only be solved for some special classes of systems (see
[Primbs, 1999]) or by numerical methods (see [Sargent, 2000]). When constraints
are taken into account, the problem becomes more complicated and an analytical
solution is difficult to obtain.

3. The optimal control problem of (linear or nonlinear) infinite-dimensional systems.
Infinite-dimensional systems are described by partial differential equations. Al-
though there exists an explicit formula in feedback form for Linear Quadratic Reg-
ulator (LQR) (without constraint) for a class of infinite-dimensional linear systems,
the optimal gain requires the solution of a Riccati differential operator equation
(in finite horizon case) or a Riccati algebraic operator equation (in infinite hori-
zon case) (see [Curtain & Zwart, 1995] or [Curtain, 1984]). Explicit solutions
of these operator equations can only be obtained for special cases (see [Aksikas
et al., 2009]), and in general are very difficult to compute. The optimal control
problem for infinite-dimensional nonlinear systems accumulates all the previous
difficulties and the adoption of a receding horizon strategy becomes a favorable
option.

The principle of RHOC can be summarized as follows.

A

E Predicted state E

Y

Predicted control

Y

t tto L7

Prediction horizon

Figure 1.1: Principle of RHOC

Let Z and U be two Hilbert spaces. We consider the stabilization problem of the
following system:

5(6) = f(=(0),u(t)), 2(0) = 2, (111)
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where 2(t) € Z and u(t) € U denote the state and control respectively, f : Z x U — Z.
Suppose that the system evolution takes place under the following constraints on the
control and the state for all t > 0:

2(t) € Z., wu(t) € U, (1.1.2)

where Z, C Z and U, C U are closed and convex.

The principle of RHOC consists of the following steps:

At each time ¢, we obtain the current z(t).

Then, for a given prediction horizon T, we compute the optimal solution w : [¢,t +
T| — U among all square integrable functions (denoted by u € Ly([t,t +T],U)) of
the following problem on the interval [¢,¢ + T:

aeLa(b i TLD) J(2(t);w) = /tt+TF(5(T) u(r))dr + E(Z(t +T))

Z(T) f( (1), u(r)),vr € [t,t+T]
t Z(r) € u(r) €U, Vreltt+T) (1.1.3)
O > |

Ht+T) e

where the notation - represents the predicted variables. The function F'(z, u), called
stage cost, specifies the criterion to be optimized. The function E(z) and 2 C Z,.
are called final cost and final region respectively.

The first part of the optimal control is applied to the system during the period
[t,t + o) for small o, and the procedure is repeated at t =t + o.

From this formulation, we can deduce the following characteristics of RHOC (see
[Findeisen, Imsland, Allgéwer & Foss, 2003|, [Mayne & Michalska, 1990]):

RHOC can use nonlinear models for prediction.

RHOC allows an explicit consideration of constraints on states and controls.
The final cost and final region can be chosen to ensure stability.

RHOC gives us an optimal control with respect to a given criterion.

Predictive behavior is generally different from that of the closed-loop trajectory.

To perform the prediction, the system states must be measured or estimated.
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Among these features, we are particularly interested in the ability of constraints
manipulation and the guaranteed stability. For the stability issue, two approaches can
generally be considered: either use an appropriate final cost £ and final region €2 (in the
following called RHOC with final cost), or impose the final state to zero, which means
that 2 = 0 (in the following called RHOC with zero terminal equality constraint). The
first approach is more flexible in terms of numerical implementation, but it depends on
the existence of the final cost function, which is often a local or global Lyapunov function.
The second approach has less complexity in theory, but it requires the reachability of
the system to zero (that is the ability of steering the system from any initial state to
zero), and it causes more difficulties for the numerical implementation. For more details,
it is possible to refer to [Mayne & Michalska, 1990], [Chen & Allgéwer, 1998], [Mayne
et al., 2000] or [Findeisen & Allgéwer, 2002]. Besides these two approaches, one can
mention the approach without final cost or zero terminal constraint studied in [Griine
et al., 2009] or Lyapunov-based approach proposed by [Mhaskar et al., 2005], [Mhaskar
et al., 2006] and [Liu et al., 2009] (see also Chapter 7 of this manuscript) .

With these particular characteristics, we can say that the RHOC is the only advanced
control strategy (in the sense of more advanced than the traditional PID control) that has
had a significant impact on the industrial control engineering ([Maciejowski, 2002]). It
has attracted more attention from researchers and has found its place in many practical
applications. Although this strategy has been well studied for finite-dimensional systems,
even in the nonlinear case (see [Findeisen, Imsland, Allgéwer & Foss, 2003]), its applica-
tion to infinite-dimensional systems receives less attention, except in a few cases, such as
the work of [Ito & Kunisch, 2002], [Dubljevic, El-Farra, Mhaskar & Christofides, 2006],
[Christofides & Daoutidis, 1997] and [Georges, 2009]. This manuscript aims to make
contributions to the analysis of RHOC for infinite-dimensional systems in general and
for systems of conservation laws in particular.

1.2 Systems of conservation laws

Systems of conservation laws are partial differential equations (PDEs) that describe many
interesting physical problems in various fields such as gas dynamics (see [Serre, 1999)),
road traffic (see e.g. [Bastin et al., 2007], [Colombo et al., 2011] and [Serre, 1999)), air
traffic (see [Bayen et al., 2006]), transport-reaction processes (see [Christofides & Daou-
tidis, 1998] and [Dubljevic et al., 20054]), and open-channel systems (see [Georges, 2009]
and [Georges & Litrico, 2002]). For the unidimensional case (in which the longitudi-
nal dimension is much larger than the transverse dimension), these systems are often
modeled by one of the three forms:

4
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e Derivative form:

Opz(x,t) + 0o f(2(,1)) = g(,t, 2), (x,1) € 2 x [0, 00), (1.2.1)
where z(z,t) = (z(z,t) --- zu(x,t))" is the conserved quantity, f(z) =
(fi(z) - fa(2)7, the flux, Q C R, the space domain of the system. Here 2 and

t classically stand for space and time coordinates.

e Integral form: By integrating the above equation on the rectangle [z, xo] X [t1,t2] C
2 x [0,00), we obtain another equivalent form:

d T t t T

= Cde e+ [ f(e(,t))dt = / ’ / Cg(x,t, 2(x, b)) dxdt, (1.2.2)
x1 t1 t1 1

These equations represent the balance of the quantity z under the effect of the flux f(z)

and the contribution of the source term g(z).

e Hyperbolic form: If the flux f is differentiable, we can rewrite (1.2.1) as follows:
Oz(x,t) + J(2(x, 1)) 0pz(2,t) = g(x,t, 2) (1.2.3)

where J is the Jacobian of f. If J has n real eigenvalues, (1.2.3) is a hyperbolic system
and will be referred in the sequel as n x n hyperbolic system. In the case where J does
not depend on z, and g is linear in z, the system is linear. If J does not depend on
z, and g is a nonlinear function of z, the system is semi-linear. If J depends on z, the
system is quasi-linear (for details, see [Courant & Hilbert, 1962]).

We give below some examples of physical systems governed by conservation laws.
The control problem for some of them will be treated later in this work.

e Burgers’ equation (see [Burgers, 1948]). It represents the conservation of speed z

2
under the effect of the flux f(z) = %:

22

Despite its simplicity, the Burgers’ equation can be used for modeling different
physical systems such as gas dynamics or traffic flow.

o Lighthill-Whitham-Richards (LWR) equation (see [Lighthill & Whitham, 1955] and
[Richards, 1956]). The dynamics of the vehicle density p in a highway segment can
be modeled by:

up + 3, (p) = 0 (1.2.5)

where ®(p) is the flow of vehicles. This model will be taken as an example in
Chapter 6.
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e Saint-Venant equations or shallow-water equations (see [Saint-Venant, 1871] or
[Graf & Altinakar, 2000]). A free-surface flow (as in canals or rivers) is usually
described by:

(et) € [0.1] % [0,
9,0 + 0, (g; + ;th2> — gBA(I - J(O. ) (r.£) € [0. L] 10, 00)

(1.2.6)
where h is the water depth, @, the flow, g, the gravitational acceleration, B, the
width of the flow, I, the slope, and J, the friction term. This system will be studied
in Chapters 4 and 5.

o Water hammer equations (see [Wylie & Streeter, 1978]). The dynamics of a hy-
draulic pipeline system is modeled by:

2

@H+Z@V::Q

f
v H = vy

(1.2.7)

where the H is the piezometric head, V', the flow velocity, a > 0, the propagation
speed of the pressure wave, g, the gravitational acceleration, f, the Darcy-Weisbach
friction coefficient and D, the diameter of the pipe. This system will be considered
in Chapter 7.

Let us point out some special features of this class of systems:

e Boundary control problem. Physical systems are always contained in a closed do-
main. Interactions with the external environment are made through boundary con-
ditions. These interactions may be controls or disturbances. From a mathematical
point of view, the boundary controls act on the system through an unbounded
operator which requires more attention in the analysis of the solution.

o The presence of discontinuities in the solution. One of the difficulties of systems of
conservation laws is the fact that the solution can admit singularities (also called
shocks), which arise because of the nonlinearity, discontinuity of the initial condi-
tion or incompatibility between initial condition and boundary condition. From a
practical point of view, the singularities can lead to undesirable situations, such
as congestion in a highway or a tsunami in open-channel flow. From a theoretical
point of view, they require much more effort to analyze (see [Colombo et al., 2011],
[Serre, 1999] or [Jacquet, 2006]).

e Stability. Despite its name conservation laws, the presence of the source term
and the interaction with the boundary conditions can make the system unstable.
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Stability of systems of conservation laws is still an open question, even in linear
cases ([Bastin & Coron, 2010]).

e [nterconnection between subsystems. Physical systems governed by conservation
laws are often interconnected in a network, for example the networks of irrigation
canals, gas pipeline systems, road or air traffic, etc. The interactions between
subsystems create a new challenge for the analysis and the stabilization of the
whole system.

These characteristics have motivated several scientific research in various fields from
physics or mathematics to automatic control. A brief summary of these works will be
presented in the following section.

1.3 State of the art in control problem for systems

of conservation laws

Systems of conservation laws belong to the class of infinite-dimensional systems for which
the control problem has been studied since 1970s by [Lions, 1971]. Since then, this
problem has increasingly attracted attention of researchers ([Russell, 1978], [Russell,
1973]), [Curtain & Zwart, 1995], [Curtain, 1984], [Lasiecka & Triggiani, 2000], [Fattorini,
1999], [Krstic, 2008], [Krstic & Smyshlyaev, 2008], [Christofides & Daoutidis, 1997],
[Dubljevic et al., 2005b], [Coron et al., 2007], [Coron et al., 2009], [Coron et al., 1999],
[Aksikas et al., 2009], [Aksikas et al., 2007b], [Aksikas et al., 2007a|, [Bamieh et al., 2012]).
The list is of course far from being exhaustive and it shows that this problem becomes
a more and more considered research field.

To synthesize the control for such systems, one can adopt either of two different
approaches summarized in Figure 1.2. The first approach, called indirect, begins with an
approximation of partial differential equations (PDEs) by ordinary differential equations
(ODEs) (also called reduced-order models) to which finite-dimensional control techniques
are applied (see Figure 1.2). The advantage of this approach is the availability of control
synthesis techniques for ODEs, such as linear quadratic regulator, predictive control or
H, approach. In this direction, we can cite, for example, the predictive control approach
for a chemical reactor [Mohammadi et al., 2010], the optimal control for open-channel
flow [Dulhoste et al., 2004] or the robust control for parabolic equations [Christofides &
Daoutidis, 1997]. A drawback of this approach lies on the fact that to recover the infinite-
dimensional systems dynamics, it is often necessary to increase the order of the model,
which causes much difficulties in the control synthesis. Furthermore, the approximation
by ODEs looses sometimes important dynamics or features of PDEs (e.g. singularity).
These factors motivate the second approach in which the control synthesis is based

7
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Physical systems

Y

Partial differential equations

~— T

nthesis of
Reduced-order models e S.y e§s °
infinite-dimensional control

’ v

Synthesis of

finite-dimensional control Approximated control

Indirect approach Direct approach

Figure 1.2: Two control approaches for infinite-dimensional systems

directly on PDEs. The control is then numerically approximated for implementation (see
Figure 1.2). Several control synthesis techniques for finite-dimensional systems have been
generalized to infinite-dimensional systems, such as the linear quadratic optimal control
([Curtain & Zwart, 1995], [Curtain, 1984], [Russell, 1973] and [Aksikas et al., 2009]), the
robust control ([Curtain & Zwart, 1995] and [Foias et al., 1996]), the control Lyapunov
function approach ([Coron et al., 2007], [Coron et al., 1999] and [Coron et al., 2008]),
the frequency analysis ([Litrico & Fromion, 2004] and [Litrico & Fromion, 2009q]), or
the predictive control ([Ito & Kunisch, 2002], [Dubljevic et al., 2005b] and [Georges,
2009]). This second approach also allows us to have a deeper insight on the intrinsic
characteristics of these systems. This is the direction that we have chosen for the research
in this thesis.

The direct approach has been applied to systems of conservation laws in several works.
One can firstly mention the studies on the solution of hyperbolic systems in [Rauch, 1972],
[Rauch & Massey, 1974], [Russell, 1978], [Serre, 1996], [Li et al., 2000] and [Lasiecka &
Triggiani, 2000], which are the mathematical basis for the control problem. Stability
analysis of these systems was studied by the method of characteristics in [Greenberg
& Li, 1984], [Rauch & Taylor, 1974], [Prieur, 2009], [Halleux et al., 2003] and [Prieur
et al., 2008] or by dissipativity in [Coron et al., 2008] and [Coron et al., 2009]. The
control Lyapunov function approach was proposed in [Coron et al., 2007], [Coron et al.,
2009], [Coron et al., 1999], [Xu & Sallet, 2002] and [Dick et al., 2010}, and implemented
in [Santos & Prieur, 2008]. The optimal control approach was considered in [Russell,
1973], [Jacquet, 2006], [Gugat et al., 2010] and [Bayen et al., 2006]. The study of these
systems in the frequency domain was presented in [Georges & Litrico, 2002] and [Litrico
& Fromion, 2009b]. The control problem for different types of networks of conservation

8
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laws has been studied, for example, for irrigation canals ([Georges & Litrico, 2002] or
[Litrico & Fromion, 20090]), for gas pipeline system ([Dick et al., 2010] or [Prieur, 2009]),
for highway traffic ([Gugat et al., 2010]) or for air traffic ([Bayen et al., 2006]).

Using a receding horizon strategy for infinite-dimensional systems in general and
for systems of conservation laws in particular, seems to offer great potentials, because
of the ability to take into account constraints and to ensure closed-loop stability as
mentioned above. However, to the best of our knowledge, there are only few example in
the literature examining this issue. Among them, we can cite the study of RHOC for
infinite-dimensional systems by [Ito & Kunisch, 2002]. However this work only considered
the case of distributed control. In [Dubljevic, N. H. El-Farra & Christofides, 2006]
and [Christofides & Daoutidis, 1997], the authors proposed the RHOC for parabolic
equations based on a finite-dimensional model obtained by spectral decomposition. The
RHOC for the boundary control problem of nonlinear Saint-Venant equations was also
discussed in [Georges, 2009] and [Chen & Georges, 1999], and solved by calculus of
variations approach. A numerical solution of this control was proposed and validated
in simulation, but no proof of stability was provided. The idea of using the RHOC for
highway traffic was proposed in [Jacquet, 2006], but the proof of stability also lacking.
That is the reason why we would like through this work to make some contributions on
this subject.

1.4 Contributions summary

The objective of this work is to exploit the advantages of RHOC in the context of control
problem of infinite-dimensional systems in general and of systems of conservation laws
in particular.

Firstly, our work makes contributions to the stability problem of the infinite-
dimensional RHOC strategy. Both finite-dimensional RHOC approaches mentioned
above are generalized and applied to a class of infinite-dimensional systems with a com-
plete proof of stability.

Secondly, we apply the RHOC to linear 2 x 2 hyperbolic systems. In particular,
we show that the RHOC can stabilize a system whose coefficients are not constant in
space. To our knowledge, this result and that of [Vazquez et al., 2011] are the first
controls having this ability. We also generalize the RHOC for a network of cascaded
hyperbolic systems. All these theoretical analyses are applied to an open-channel system
and validated by simulation.

As mentioned previously, one of the advantages of RHOC is the ability to take into
account constraints and one of the challenges of systems of conservation laws is the
presence of discontinuities (shocks) in the solution. In this work, we show how the

9
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RHOC can be applied to scalar nonlinear systems of conservation laws in order to, at
the same time, avoid the shock and obtain the stability.

Finally, we make a contribution to the stability analysis of pipeline systems, and the
application of RHOC to these systems.

The scientific contributions of this thesis can then be summarized as:

1. A complete stability proof of RHOC for a class of infinite-dimensional linear sys-
tems.

2. The stability of RHOC for linear 2 x 2 hyperbolic systems with boundary controls.
3. The application of RHOC with proof of stability to open-channel flows.

4. The extension of RHOC to a network of 2 x 2 hyperbolic systems and application
to a network of open-channel flows.

5. The shock avoiding conditions for scalar nonlinear systems of conservation laws
and the use of RHOC to stabilize them and to avoid shocks.

6. The sufficient stability conditions for pipeline systems and the application of RHOC
to stabilize them and to manipulate constraints.

7. The application of different numerical methods to solve the optimal control prob-
lem.

This thesis has led to the following publications:

1. Pham Van Thang, Didier Georges and Gildas Besangon [2010], Infinite-dimensional
Receding Horizon Optimal Control for an Open-channel System, in 'Proceedings
of 8th IFAC Symposium on Nonlinear Control Systems’, Bologna, Italie.

2. Pham Van Thang, Didier Georges and Gildas Besancon [2010], On the Use of a
Global Control Lyapunov Functional in Infinite-dimensional Predictive Control, in
"Proceedings of 4th IFAC Symposium on System, Structure and Control’, Ancona,
Italie.

3. Pham Van Thang, Didier Georges and Gildas Besangon [2010], Predictive Control
with guaranteed stability for hyperbolic systems of conservation laws, in "Proceed-
ing of 49th IEEE Conference on Decision and Control’, Atlanta, Georgia USA

4. Pham Van Thang, Didier Georges and Gildas Besangon [2011], Receding Opti-
mal Boundary Control of Non-linear Hyperbolic Systems of Conservation Laws, in
"Proceeding of 18th World Congress of the International Federation of Automatic
Control’, Milano, Italy

10
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5. Pham Van Thang, Didier Georges and Gildas Besangon [2012], 'Receding Hori-
zon Boundary Control of Nonlinear Conservation Laws with Shock Avoidance’,
Accepted for publication in Automatica

6. Pham Van Thang, Didier Georges and Gildas Besancon [2012], Analyse de sta-
bilité de la commande prédictive d'une classe de lois de conservation, Accepted
to 'Septieme Conférence Internationale Francophone d’Automatique’, Grenoble,
France.

7. Pham Van Thang, Didier Georges and Gildas Besangon [2012], Commande prédic-
tive avec stabilité pour une classe de systemes de lois de conservation, Accepted to
JESA - Numéro spécial sur la commande prédictive

And the following submitted /in preparation papers:

1. Pham Van Thang, Didier Georges and Gildas Besangon [2012], ’Infinite-
dimensional predictive control for hyperbolic systems’, Revised version submitted
to SIAM Journal of Control and Optimisation

2. Pham Van Thang, Didier Georges and Gildas Besangon [2012], Predictive Control
with terminal constraint for 2 x 2 hyperbolic systems of conservation laws, Sub-
mitted to ’51st IEEE Conference on Decision and Control (CDC)’, Maui, Hawaii

3. Pham Van Thang, Didier Georges and Gildas Besangon [2012], "Predictive control
with guaranteed stability for water hammer equations’, In preparation for IEEFE
transactions on automatic control.

1.5 Thesis outline

The contributions above will be briefly presented in six chapters (from Chapter 2 to
Chapter 7). More details about the proofs and calculations can be found in the French
version, or in the indicated publications.

In Chapter 2, we study the stability of RHOC for linear systems described in abstract
form. Firstly, we propose a generalization of Lemma 5.1 of [Curtain & Zwart, 1995]
to obtain a sufficient condition for infinite-dimensional RHOC. With this lemma, the
stability of RHOC for some classes of systems, either by final cost approach or by zero
terminal equality constraint approach can be obtained. In both cases, we use the calculus
of variations to characterize the optimal solution in function of the adjoint state, which
is the basis of numerical methods used later for simulation.

Next, we discuss in Chapter 3 the RHOC for 2 x 2 hyperbolic systems with boundary
controls. First of all, we study the regularity of the solution and present the proof of

11
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the reachability of the system with one or two boundary controls. The boundary control
problem is then reformulated in abstract form and the theories presented in Chapter 2
are applied to obtain an exponential stability.

Chapter 4 discusses the application of RHOC to linearized Saint-Venant equations.
We consider two cases: the linearized model around a uniform equilibrium profile (for
which the water depth and the flow are constant along the channel) and the linearized
model around a non uniform equilibrium profile (for which the water depth and the flow
vary with respect to the space variable). For the first case, by using the Lyapunov func-
tion proposed by [Coron et al., 2009], the RHOC with final cost can be used to stabilize
the system. Whereas for the second one, by combining the results of the reachability
and the stability of the RHOC with a zero terminal equality constraint, we obtain the
stability proof of the closed-loop system. Those analyses are validated by simulation.

Chapter 5 presents the generalization of RHOC to a network of cascaded 2 x 2
hyperbolic systems and the application of this approach to a network of open-channel
flows. The chapter has the same structure as that of Chapter 4. We firstly show the
reachability of this system, then the boundary control problem is put in abstract form,
and the RHOC with zero terminal equality constraint is applied to ensure the stability.
Finally, simulation results are provided to illustrate the validity of the proposed approach.

In Chapter 6 we use the ability to manipulate constraints of RHOC to avoid shock
in the solution of scalar nonlinear systems of conservation laws with boundary control.
We show that in order to avoid the shock, a set of constraints on the control and on
the value at the boundary must be satisfied. Then, a proof of the exponential stability
of the system is established provided that there is no shock and that the state at the
boundary is exponentially stable. These conditions can be achieved by RHOC approach.
A simulation is finally carried out with the freeway traffic model to demonstrate the
effectiveness of the here-proposed control.

Chapter 7 addresses the stabilization problem of water hammer equations. Sufficient
conditions to guarantee an asymptotic stability are firstly introduced and then integrated
in the RHOC scheme. For the implementation, the calculus of variations is employed
to characterize the optimal solution in function of the adjoint state. This approach is
finally validated in simulation.

Finally, Chapter 8 presents some conclusions and perspectives issued from the results
of this thesis.
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Chapter 2

Exponential stability of
infinite-dimensional RHOC

In this chapter, we study the stability of the RHOC for a class of infinite-dimensional
systems. We also propose algorithms to compute the numerical solution of the optimiza-
tion problem. The results presented in this chapter thus provide the theoretical basis for
the studies proposed in Chapters 3, 4 and 5.

Let us consider a system in abstract form:
2(t) = Az(t) + Bu(t), z(t) e Z, wu(t)eU, z(0)=z, y(t) =Cz(1), (2.0.1)

where Z and U are two Hilbert spaces, A with the domain D(.A) is the infinitesimal
generator of a Cy-semi-group ®(t) on Z, B € L(U, Z), C € L(Z). The variables z, u and
y are the state, the control and the output respectively.

Let us recall that the solution of (2.0.1) is given by (see [Curtain & Zwart, 1995]):
t
2(t) = ®(t)z + / Ot — 5)Bu(s)ds (2.0.2)
0

In section 2.1, we firstly propose a technical result (a generalization of Lemma 5.1 of
[Curtain & Zwart, 1995]), which will give us a sufficient condition for a closed-loop
stability of the RHOC. We show next in sections 2.2 and 2.3 that the two approaches
of the RHOC can be applied to system (2.0.1) to guarantee exponential stability. If the
system has a global Lyapunov function, it can be used as final cost function. If the system
is reachable to the origin, the approach with zero terminal equality constraint can be
applied. In section 2.4, we use the calculus of variations (see [Lasiecka & Triggiani, 2000],
[Georges, 2009], [Bayen et al., 2006] or [Gugat et al., 2010]) to express the optimal control
in function of the adjoint state. Iterative algorithms are proposed to solve the problems
numerically. We finally give a brief summary of the procedure proposed by [Curtain &
Zwart, 1995] to reformulate boundary control systems in abstract form, which allows us
to use the results presented here for different specific systems in the next chapters.

13



Chapter 2. Exponential stability of infinite-dimensional RHOC

2.1 Stability lemma

In [Curtain & Zwart, 1995], the authors established the following important criterion for
exponential stability of Cy-semigroup:

Lemma 2.1.1. The Cy-semigroup ®(t) on Z is exponentially stable if and only if for
every z € Z there exists a positive constant v, < oo such that

| ezt < 4. (2.1.1)

We propose in this section a generalization of the above lemma which gives us a
sufficient condition for stability of systems controlled by RHOC.

Consider a positive constant ¢ and an evolution operator U : A(c) — L(Z), where
Ao) ={(t,s);0 < s <t <o} We recall that an evolution operator has the following
properties (see [Curtain & Zwart, 1995], p. 117):

i. U(s,s)=1,s¢€l0,0].

ii. U(t,r)U(r,s)=U(t,s),0<s<t<o.

iii. U(-,s) is strongly continuous on [s,o] and U(t,-) is strongly continuous on [0, t].
Suppose that ||U(t,s)|| < My, (t,s) € A(o) with My > 1. Define the operator H :

R — L(Z) as:
H(t)z=U ({t/o}o,0)UY)N5,0)2, z¢€ Z, (2.1.2)

where [z] denote the integer satisfying [z] < x < [z]+ 1 and {z} = 2 — [x]. We have the
following lemma:

Lemma 2.1.2. If for every z € Z there exists a positive constant v, < oo such that:
[ IHs)AIPds < .. (2.13)
0

then H(t) is exponentially stable, which means that ||H(t)|| < Moe *°*, for some positive
constants My and wy.

For the proof, see Lemma 2.1 of [Pham, Georges & Besangon, 2012] (Appendix B).
In the following, we will use this lemma to prove the stability of the RHOC with two
different approaches: a final cost approach and a zero terminal constraint approach.

14



Chapter 2. Exponential stability of infinite-dimensional RHOC

2.2 Final cost approach

In this section, we will apply the RHOC to system (2.0.1) with the following optimization
problem:

min J(=(t):0) = | " Pa(r), @) dr + B(3(t 4+ T))

u€Ly([0,T1,U)

t (1) = Az(r)+ Bu(r),Vr € [t,t+T), 2(t) = 2(t) (2.2.1)
| gt = ci) Ve ltt+T) ’

where the cost functions F' and E have quadratic form:
F(z,u) = {y, Qy) + (u, Ru), FE(z)= (2, Mz), (2.2.2)

with R = R* coercive (which means that R > el for some ¢ > 0), Q = Q* > 0 and
M = M* > 0. We can prove the following theorem:

Theorem 2.2.1. If E and F are chosen such that for all initial conditions zy, there
exists a control ug (T) satisfying:

E(2(7)) + F(2(7), ux (7)) <0, (2.2.3)

along the trajectory of (2.0.1) and F(z,u) > €||z||* for a certain ¢ > 0, then the RHOC
guarantees exponential stability of the closed-loop system. The function E is called a
global Lyapunov functional.

The proof is decomposed into three parts. Firstly, we establish the existence of the
optimal solution at each sampling time. We then show that the trajectory of the closed-
loop can be put in the form z(¢) = H(t)zy, where the operator H(t) has the form (2.1.2).
Finally, by an argument similar to that of RHOC in finite dimension, we prove that
H(t) satisfies Lemma 2.1.2, hence the closed-loop system is exponentially stable. The
proof was partly shown in [Pham, Georges & Besangon, 2010¢| (Appendix A). For a fully
detailed one, see Theorem 2.2.1 of the French version of the thesis.
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Chapter 2. Exponential stability of infinite-dimensional RHOC

2.3 Zero terminal equality constraint approach

In this section, we consider the second approach of the RHOC, with the following opti-
mization problem:

Iy = [ PG

u€Ly [0 T] U)

é ) = Az(7) + Bu(r),V7 € [t,t + T|

y(t) = Cz(t) (2.3.1)
(

(

s.t.

t) = =(t)

t+T)=0

ISy

IS

where the cost functions F' also takes a quadratic form:
F(z,u) = (y, Qu) + (u, Ru) (2.3.2)
with R = R* coercive and Q = Q" > 0. We can prove the following result:

Theorem 2.3.1. Consider system (2.0.1) with the cost function defined as:

t+T
I = [ (5, 90) + (@ Rads, (2:3.3)
where Q € L(Z) is self-adjoint nonnegative and R € L(U) is self-adjoint coercive.

Given S a linear sub-space of Z with continuous injection, suppose that the following
assumptions hold:

i) System (2.0.1) is exactly reachable to S on [0,T].
i) S is ®(t)-invariant (which means that ®(t)S C S for allt > 0).
iii) C*QC is coercive.

Then the RHOC' guarantees exponential stability of the closed-loop system with the do-
main of attraction being S.

For the proof, see Theorem 2.2 of [Pham, Georges & Besangon, 2012] (Appendix B).
The existence of the optimal control at each sampling time is firstly proven on the basis
of the result of [Curtain, 1984]. The trajectory of the closed-loop is then shown to satisfy
Lemma 2.1.2, hence the exponential stability is guaranteed.
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Chapter 2. Exponential stability of infinite-dimensional RHOC

2.4 Optimal control characterization by adjoint

state
Although the optimal controls obtained previously can be expressed explicitly in the
feedback form (see [Curtain & Zwart, 1995], [Curtain, 1984] or [Pham, Georges & Be-
sangon, 2010¢|, [Pham, Georges & Besancon, 2012]), they require the solutions of opera-
tor Riccati equations, which are not easy to solve. The purpose of this section is thus to
propose a practical method for an actual computation of such an optimal control. The

idea is to rely on the calculus of variations to characterize the optimal control in function
of the adjoint state.

2.4.1 Optimal control for the final cost approach
Recall the optimization problem to be solved at each sampling time as follows:

min J(zi0) = [ {y(r), Qu(r) + (ulr), Ru(r))dr + (=(T), M=(T))

ueLa([0,T],U)

. 2(r) = Az(r) + Bu(r),VYT € [0,T], 2(0) = 2 (2.4.1)
N y(r) = Cz(r),YT €[0,T] ’

We have the following result:

Theorem 2.4.1. Let Upmin, Zmin the optimal control and the corresponding trajectory of
problem (2.4.1). There exists an adjoint stale pp, which is the solution of:

pmzn(T) = _A*pmzn(T) -C* chmzn(T)a TE [07 T]7 pmm(T) = Mszm(T) (242)
such that the optimal control can be expressed as:

Unin (T) = =R B prin(7), 7€ [0,T] (2.4.3)

The proof, inspired from [Lasiecka & Triggiani, 2000], is very similar to that presented
in section 2.4 of [Pham, Georges & Besancon, 2012] (Appendix B).

2.4.2 Computation of the numerical solution

We use the above result to compute the numerical solution of problem (2.4.1) by the
steepest descend method. The algorithm is described below:

1. Choose an initial estimation of the solution u(?).

17
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2. Solve the following problem in [0, 7T:
2(t) = Az(t) + Bu(t), 2(0) =2z, =2(t) € D(A). (2.4.4)

3. Use the final condition at ¢ = T as initial condition for adjoint state p and solve
the following problem from ¢t =T to t = 0:

P(t) = —A'p(t) — C°QCx(t), p(T) = M=(T), p(t) € D(A).  (245)
4. Update the estimation by the steepest descend method:
"t = u® — k(u® + RIB*p) (2.4.6)

with the step x > 0 which must be tuned to satisfy a trade-off between convergence
speed and numerical stability.

5. Repeat step 2 while the norm of the gradient
T
Lo = 2/ (Ru(t) + Bp(t)) dt (2.4.7)
0

is larger than a given tolerance.
2.4.3 Optimal control for the zero terminal equality constraint
approach

Consider now the following optimization problem:

min  J(eu) = [ (y(r), Qu(r)) + (u(r), Ru(r))dr

u€L([0,T1,0)
2(1) = Az(1) + Bu(r),V7T € [0,T]
t y(r) = Cz(1) (2.4.8)
N 2(0) = 2o ’
2(T)=0

We can also characterize the optimal control in function of the adjoint state as follows:

Theorem 2.4.2. Let Unin, Zmin the optimal control and the corresponding trajectory of
problem (2.4.1). There exists adjoints state ppin and V., satisfying:

1
Punin(T) = = A" Pinin(7) = € QC2nin(7), 7 € [0, 1], Prin(T) = 5 ¥rmin (2.4.9)
and the optimal control can be expressed as:

Unin (T) = =R B prin(7), 7€ [0,T] (2.4.10)

For the proof, it is possible to refer to section 2.4 [Pham, Georges & Besangon, 2012]
(Appendix B).
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Chapter 2. Exponential stability of infinite-dimensional RHOC

2.4.4 Computation of the numerical solution

By combining the equations of the state and that of the adjoint state, we obtain:

- ) (2.4.11)

with the constraints z,,:,(0) = 2(0), zmin(T) = 0 and

Zmin(l) € D(A) @ D(A"),t € [0,T].

Pmin (t>

In this form, an approximation method can be used to numerically solve for the partial
differential equation in both state and adjoint state to finally get the optimal control.
The procedure will be applied later in Chapter 4.

2.5 Boundary control problem

In practice, it often happens that the control does not apply on the whole domain of the
system but only at the boundary. These are boundary control problems. In this case,
the control operator B is not bounded. To use the analysis presented above for this type
of problem, we must transform the system into abstract form (2.0.1). In this section we
summarize the theory of ([Curtain & Zwart, 1995]) to that end, that will be used later
in Chapters 3, 4 and 5. Consider the following system:

2(t) =Az(t), =2(0) = z,
Bz(t) = u(t),

(2.5.1)

where 2 : D) € Z — Z, u(t) € U. Z and U are two Hilbert spaces. Boundary
operator B : D(B) C Z — U satisfies D(2() C D(B).

To reformulate equation (2.5.1) into form (2.0.1), we must impose some additional
conditions on the system.

Definition 2.5.1. System (2.5.1) is a boundary control system if:
a. Operator A : D(A) — Z with D(A) = D() NkerB and
Az =z  for z € D(A) (2.5.2)

is the infinitesimal generator of a Cy-semigroup in Z.
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b. There exists B € L(U,Z) such that for all w € U, Bu € D(), operator AB is in
LU,Z) and

BBu=u, uweU (2.5.3)
By introducing a new variable:
v(t) = z(t) — Bu(t), and a(t) =u(t) (2.5.4)
we obtain:
0(t) = Av(t) — Bu(t) + ABu(t), v(0) = zy — Bu(0) (2.5.5)

Consider the extended state space as Z¢ := U @ Z and a new state variable as 2°(t) =

u(t)

, we obtain finally:

v(t)

0 0 I

(1) = () + a(e), (2.5.6)
AB A B

o (2.5.7)

which has abstract form (2.0.1).

2.6 Conclusions

This chapter contains the theoretical analyses of RHOC for infinite-dimensional linear
systems described in abstract form. A complete stability proof of this approach is pre-
sented for some class of systems. For the numerical implementation, the optimal control
is expressed with the adjoint state, and some iterative algorithms are proposed to com-
pute an approximate solution of the problem.

Two approaches of RHOC were studied: with a final cost and with a zero terminal
equality constraint. The first one is more flexible in terms of numerical implementation
but its stability proof depends on the existence of a Lyapunov function used as final cost.
The second one instead leaves more freedom to choose the cost function, but it raises
more difficulties for numerical computation. The choice between these two approaches
depends on the considered problem. In Chapters 4 and 5, we show that both approaches
can be used to stabilize linear 2 x 2 hyperbolic systems.

Note that Lemma 2.1.2 is quite general and can be applied to other problems, even
nonlinear. Firstly, the sampling period o can be variable (but bounded) and the stability
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Chapter 2. Exponential stability of infinite-dimensional RHOC

proof is still valid. Moreover, the evolution operator U(-,-) in the definition (2.1.2)
can be replaced by a uniformly bounded family of evolution operators {U,(-,-)} (i.e.
UL (-, )|l < My, Vn). Finally, by considering a system that has a function E satisfying
(2.2.3) locally in the set € (see [Ito & Kunisch, 2002]) and assuming that the optimization
problem (2.2.1) with a terminal constraint z(t + 7T") € 2 generates a trajectory that can
be put into the form (2.1.2), then the RHOC also guarantees the stability of the closed
loop. The difficulty is to put the optimal trajectory in form (2.1.2). This issue will be
studied in our future work.

We would like finally remind that although the two approaches presented in this
chapter guarantee a global asymptotic stability, thanks to the existence of a global
Lyapunov function (for the approach with a final cost) and the exact reachability (for the
approach with a zero terminal equality constraint), these results may be limited in reality.
For example, when constraints are taken into account, we obtain in general only local
stability because it is necessary to determine the domain of attraction which corresponds
to the set of initial states that guarantee the feasibility of the optimization problems. In
addition, the RHOC is often implemented as piecewise constant functions (the control is
maintained constant between two sampling instants) that does not lead to an asymptotic
stability but to the so-called practical stability (see [Christofides et al., 2011] for more
details on this issue).
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Chapter 3

RHOC for linear 2 x 2 hyperbolic
systems

Here we consider the following problem:

O = M (x)0zy1 + 71 (2)yr + 61(2) Y2
Oya = Xo(x)0yy2 + Y2() 1 + 62() Yo

(1) € [0, L] x [0, 00), (3.0.1)

where \;, v; and d; (i = 1,2) are in C*([0, L]) and A (z) > 0 > Xo(z), Vo € [0, L]. The
initial and boundary conditions are:

y1(7,0) = y10(x) and yi(L,t) = g1 (t) + aya(L,t) (3.02)

y2(z,0) = ya0(z) y2(0,) = g2(t) + By (0, 1)
where «, # are two constants and g, (t), g2(t) are control inputs.

The results obtained in this chapter will be applied to the Saint-Venant equations
(Chapters 4 and 5). Section 3.1 is devoted to the proof of the regularity of the solution
of system (3.0.1). By using the results of [Rauch & Massey, 1974] and [Rauch, 1972], we
show that if the initial condition and boundary conditions are regular and compatible, the
solution remains regular. We establish the reachability of the system with two boundary
controls in section 3.2, and of the system with one boundary control in section 3.3.
These results are used to prove the stability of the RHOC in section 3.4. To this end,
we firstly follow the procedures described in section 2.5 to put the system (3.0.1)-(3.0.2)
in abstract form, then apply the results of sections 2.2 and 2.3 to obtain the stability
proof of the RHOC. The approach with final cost will be considered in section 3.4.2 to
stabilize a particular case of (3.0.1) where the coefficients are constant. In this case,
the final cost was inspired from the Lyapunov function proposed by [Coron et al., 2009].
The approach with zero terminal equality constraint will be discussed in section 3.4.3.
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Chapter 3. RHOC for linear 2 x 2 hyperbolic systems

Thanks to the reachability result obtained in sections 3.2 and 3.3, we will show that this
approach can guarantee the stability of general case of (3.0.1) where the coefficients are
not constant. To our knowledge, the here-proposed approach and that of the very recent
reference [Vazquez et al., 2011] are the first control strategies that achieve this stability.

3.1 Regularity of the solution

We firstly consider a more general operator having the form:
Lz =0z — Az, t)0,z — B(x, 1)z, (3.1.1)
in Q={zreR|0<a < L}, with its boundaries 0Q2_ = {z = 0}, 90, = {x = L},

where A and B are smooth matrices of dimension n X n, and:
AT 0
A= , At =diag(\y,...,N,), A7 =diag(Mpi1, - Aprg),
0 A" (3.1.2)

AL> X > o> A, >0> N1 > > Ay, €0, ).

The boundary conditions are imposed with the aid of boundary operators M, and M_
(see (3.1.6). M, (resp. M_)is p x n (resp. ¢ x n) matrix and rank(M,) = p (resp.
rank(M_) = q).

For some m and V' C R™, C (V) denotes the space of functions on V' which are
the restrictions to V' of function in C3°(R™), and C;°(R™) denotes the space of smooth
functions vanishing at infinity. Ly(V) is the space of functions ¥ = (¥, --- ¥,)7
which are square integrable. The norm in Lo(V') is denoted by ||¥||y .

We will establish the regularity of the solution of a system defined by these operators
with a preliminary result given below:

Lemma 3.1.1. There exist constants Cy and ¢ such that for all z € CG)(R x Q), we
have the inequality:

C
12@)lle + S12lE a0 + 121faxo0- + 121Fax00,

o 1 (3.1.3)
< o (o) + 1L g+ M- =WRuon. + 1M o, )
with —o0 < s <t < 00.
The proof is based on the following result of [Rauch, 1972]:
Main estimate: There exist C and ¢ such that for all z € Cf (R x Q_):
lz()6.  +cllzllfgxon_ e + 121fgxa
(3.1.4)

1
< C (l)llne + 2L e o+ IM-21E guon_)
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with Q- ={z € R| 2z > 0} and the norm ||- ||1xv, is defined by:

1613 e = [ o1 e~2at (3.0.5)

where I is an interval of R (or can be degenerated to a point).

For a detail proof, it is possible to refer to Appendix A [Pham, Georges & Besangon,
2012] (Appendix B).

Consider now the following problem:

Lz = F in [0,7] x Q,
M,z = g, in[0,T]x 00, (3.16)
Mz = g_ in [0,7] x 082_,
20) = f,
with F' € Ly([0,7] x Q), f € La(Q), g+ € Lo([0,T]) x 094) and g_ € Ly([0,T7]) x 02_).
Recall that a strong solution of (3.1.6) is a function z € Ly ([0, T] x 2) such that there
exists 2" € C{ ([0, T] x Q) and zp € La([0,T] x 9Q_), 21 € Ly([0,T] x 982) with
12" = 2llo1x0 7= 0,
12" = 20llpryxo0- 7= 0, 12" = 21lloa1x00, 7= 0,
I1£2" = Fllpzixe —= 0, (3.1.7)
12"(0, ) = flla = 0,
M_zy=g9-, Miz = gq4.

Thanks to the inequality of Lemma 3.1.1, the method introduced in [Rauch & Massey,
1974] can be employed to obtain the following results concerning the existence and the
regularity of the solution of (3.1.6):

Proposition 3.1.2. ForallT > 0, F' € Ly([0,T]xQ), f € Ly(Q), g4+ € Lo([0,T])x082)
and g_ € Ly([0,T]) x0Q_), problem (3.1.6) has a unique strong solution z. Furthermore,
this solution satisfies
c
1zl + 5 lzl0gxa + 1ljoaxon- + I1faxan,

2ct 2 1 2 2 2 (3'1'8)
< Coe™ ([|flla + EHFH[O,t]XQ + l9-llo.gx00_ + 19+ ljo.gx00,
for all t €10, 7).

Proposition 3.1.3. Let f € H*(Q2), F € H*([0,T] x ), g € H*([0,T] x 02_), g+ €
H*([0, T] x 0Q). The solution z of (3.1.6) belongs to C"([0, T|;H*™"(Q)), 0 <r <'s
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if and only if the compatibility conditions at (0,09_) and at (0,08) are satisfied up to
order s. Moreover, the restrictions of z on [0,T] x 0Q_ (resp. on [0,T] x 00, ) are in
H*([0,7] x 0Q_) (resp. H*([0,T] x 0924)).

Remember that the compatibility condition of order 1 is:

Myf =g.(0), M_f=g-(0), (3.1.9)

and the higher orders are obtained by differentiating the above equation (see [Rauch &
Massey, 1974]). Based on Proposition 3.1.3, we can prove the following corollary, which
will be used later in the proof of reachability:

Corollary 3.1.4. Let z the solution mentioned in Proposition 3.1.3, then for each & € €):

2(€,-) € H([0,T)). (3.1.10)

3.2 Reachability of a 2 x 2 hyperbolic system with
two boundary controls

Let us return in this section to system (3.0.1)-(3.0.2). One can easily see that it is a
particular case of (3.1.1) with z = (y;  v2)7,

A= B =  My=(1 —a),M_=(—8 1). (3.2.1)
0 X Y2 02

By applying Proposition 3.1.3 with s = 1, we have that for some 7" > 0, if the initial

Y
conditions | | € H'(Q) and the boundary controls g, go € H'([0, T]) satisfy the first

Y20

)
order compatibility condition (3.1.9), then the solution ( 1) of (3.0.1)-(3.0.2) belongs
Y2
to C"([0,T); H'""(2)), 0 < r < 1. As a consequence, we can establish the reachability
of this system:

Lemma 3.2.1. Let zg = Y10 and zp = T in HY(Q), T satisfying:
Y20 Yor
L dx L dx
T>2 S / _@ U 3.2.2
max{ 0o A(x) Jo —)\2(3?)} ( )
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There exist g, € H'([0,T]) and go € H'([0,T]) such that the solution of (3.0.1)-(5.0.2)
satisfies:
2(0) = z9, 2(T)=2r (3.2.3)

Furthermore, 2(t) € H'(Q), t € [0, T] and 2(0,-), z(L,-) € H*([0,T)).
The proof uses the techniques proposed by [Cirina, 1969] (reused by [Li et al., 2000]

and [Wang, 2008]) can be found in Appendix B [Pham, Georges & Besangon, 2012]
(Appendix B).

3.3 Reachability of a 2 x 2 hyperbolic system with
one boundary control

By the same argument used in Lemma 3.2.1, we can also establish the reachability of
system (3.0.1)-(3.0.2) with only one boundary control at x = L:

Lemma 3.3.1. Let 2y = (ym) and zr = (le) in H(Q), T satisfying:

Y20 Yor
L dx L dx
T>2 7,/ e 3.1
= max{ 0 (z) Jo —Ag(a:)} (33.1)

g2 € HY([0,T7]), 92(0) = M_2,(0) and go(T) = M_zr(0). There exists g1 € H'([0,T))
such that the solution of (3.0.1)-(3.0.2) satisfies:

2(0) = z9, 2(T) = 27. (3.3.2)

Furthermore, 2(t) € HY(Q), t € [0, T] and 2(0,-), z(L,-) € H*([0,T)).

The proof can be found in section 3.3 of the French version of this thesis.

3.4 RHOC for 2 x 2 hyperbolic systems

Recall that the considered system is:

Oyr = M (2)0y1 + vi(x)yr + 01 (x
w1 =M@ mEmtalee 6 10,00, (3.4.1)
Orya = Xa(x)0zy2 + Va2 (x)y1 + b2(x)y2
with initial conditions:
y1(2,0) = yio(x),  yo(z,0) = yoo(x), = €]0,L], (3.4.2)
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and boundary conditions:

{ yi(L,t) = g1(t) + aya(L, 1) t € [0,00). (3.4.3)

y2(07 t) - 92(t) + Byl(oa t)

In order to put this system in abstract form (see below), we add integrators to the control
inputs ¢g; and go as follows:

g1(t) = ui(t),  Gga(t) = ua(t). (3.4.4)

3.4.1 Abstract setting

The problem (3.4.1)-(3.4.4) will be reformulated in abstract form (2.0.1), then the sta-
bility of the RHOC scheme is given by applying Theorem 2.3.1. To this end, we closely
follow the procedure described in 2.5.

Define now two new variables as:

x L—z
vi(z,t) = yi(x,t) — zgl(t), and vy(x,t) = yo(z,t) — 7 ga(t). (3.4.5)
Then:
A1+ L—x x
Oyv1 = MByv1 + Y101 + S1vg + I n g1+ 01 7 92
x —X+0(L—x L—z
OtUQ = )\anvg + Y2U1 -+ (521)2 + fyifh + 2 2( )gg — Uo. (346)
L L L
The boundary conditions are now homogeneous:
vi(L,t) =0, wvy(0,t) =0. (3.4.7)
Equations (3.4.4) and (3.4.6) can be rewritten in the form:
29(t) = A%2°(t) + Bu(t), 2°(0) = zg, (3.4.8)

where 2¢ = [g1 g2 v1 vo]T € Z° = R?2 @ [Ly(0, L))? is the new state, u = [u; wuo]’ € U =
R? the new control. The inner product in the Hilbert space Z¢ is defined as:

U1 U1
_ T _ L
(%) Vg U1 U1
< y > — + /[2121 + ZQEQ]dI. (349)
2 Z Uy U 0
Z9 22
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Operators A°, B¢ are determined as:

1 0
0 O 0 1
A = + D, B°= x e L(U,Z°), (3.4.10)
0 A —— 0
L L
—x
0 -
L
where
0 0 0 0
0 0 0 O
Di=1 MN4mz  6(L—a) € L(Z°), (3.4.11)
I —7 MmO
x AN+ 0(L—=
% - I2,( ) Y2 02
and
A 0 4
Ay = ' — with
0 Mo dz
D(A) = {h = [v1 o) € [Ly(0, L)]?|h is absolutely continuous, (3.4.12)
dh

. € [La(0, L)]?, vi(L) — avy(L) = —Bv1(0) 4 v5(0) = O} )

We have the following proposition (see Proposition 3.5 of [Pham, Georges & Besangon,
2012] (Appendix B)):

Proposition 3.4.1. A° is an infinitesimal generator of a Cy semi-group with the domain
D(AY) =R*@® D(A).

This result shows that boundary control problem (3.4.1) - (3.4.4) is indeed trans-
formed into abstract form (2.0.1), and the analyses of Chapter 2 can be applied.

3.4.2 RHOC with final cost approach

In order to establish stability, we need to find a final cost E(z) = (2, Mz°) and stage
cost F(2°u) = (Cz°, QCz°) + (u, Ru) satisfying the relation of Theorem 2.2.1. This is
not an easy task for general case of (3.4.1) (see [Bastin & Coron, 2010]). In the present
section, we consider a special case of (3.4.1) where the coefficients are independent of x
and 7, =7 =7 <0, d = dy =9 < 0. We have in this case an explicit form of E and
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F, which is inspired by the Lyapunov function proposed in [Coron et al., 2009]. Let us
consider:

E(z°) = /OL s1(2)yi(x) + so(z)ys(x)dx + g* Py, (3.4.13)

and
L
F(z%u) = / ZTQ(x)zd:z: + gTPfg + v’ Ru. (3.4.14)
0

By using the relation:

g I 0
=Cz° with C = , (3.4.15)

z B I

E(%°) and F(z°) can be expressed as

E(z°) = (2, Mz%), F(2%u) = (Cz% QCz°) + (u, Ru), (3.4.16)
P o P 0
where M = C* C, S(z) = diag(si(z),s2(z)), Q = and R = R > 0.
0 S 0 @
Let us take:
si(x) = —ye"* >0, sy(x) =—0e " >0, z€]l0,L)] (3.4.17)

Then we can choose Q(z), Py, R, P coercive such that for any initial condition 2, there
is a feedback control uk(7) = —Kg(7) (K > 0) satisfying:

E(2°(7)) + F(2°(7), ug (1)) < 0, (3.4.18)

along the trajectory of (3.4.8). We still need to show that F(z% u) > €||z¢|* for some
€ > 0. To this end, we have the following lemma (see Lemma 3.6 of [Pham, Georges &
Besangon, 2012] (Appendix B)):

Lemma 3.4.2. Let Q € L(Z°) a coercive self-adjoint operator having the form.:

(@ o
Q—( X Q2>, (3.4.19)

and C € L(Z°) an operator having the form:
0 0
C=I+P P= . (3.4.20)
P, 0
Then C*QC 1is coercive.
In conclusion, for the case where the coefficients of (3.4.1) are constants and v; =

Yo =7<0,0; =0 =9 <0, we can find F and F satisfying Theorem 2.2.1 which means
that the RHOC with final cost can be applied to guarantee exponential stability.
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3.4.3 RHOC with zero terminal equality constraint approach

Contrary to the final cost approach, the cost function in zero terminal equality con-
straint approach can be freely chosen. However, we need to verify the feasibility of the
optimization problem at each sampling time. By combining the results on the stability
of the RHOC (Theorem 2.3.1) and the reachability of 2 x 2 hyperbolic systems (Lemma
3.2.1), we have the following result:

Theorem 3.4.3. Suppose that y19, yoo € H'([0, L]) and g1, go satisfy the compatibility
conditions:

y10(L) — ayao(L) = 91(0),  y20(0) — By10(0) = g2(0). (3.4.21)

The RHOC scheme with zero terminal equality constraint (2.3.1) guarantees the stability
of (3.4.1) - (3.4.4) if Q is coercive and

L L
T > 2max dx,/ dix .
0o Ai(z) Jo —Xo(2)

For the proof, see Theorem 3.7 of [Pham, Georges & Besangon, 2012] (Appendix B).

By the same argument, we can use the result of Theorem 2.3.1 and that of Lemma
3.3.1 to prove the stability of the RHOC for system (3.4.1) - (3.4.4) with just one bound-
ary control.

Theorem 3.4.4. Suppose that y1o, y20 € H'([0,L]) and g1 satisfies the compatibility
condition:

y10(L) = g1(0) + aya(L), (3.4.22)

Then the RHOC scheme with zero terminal equality constraint (2.3.1) guarantees the
stability of (3.4.1) - (8.4.4) with go =0 if Q coercive and

L dx L dx
T>2
~ max{ 0 Al(m)’/o —)\g(m)}

3.5 Conclusions

In this chapter, we studied firstly the regularity and the reachability of the solution of
a class of 2 x 2 hyperbolic systems. Both approaches of the RHOC, one with final cost
and the other with zero terminal equality constraint, were then considered and stability
proofs were established. The first approach depends on the existence of the final cost and
can only be applied to particular systems. However, the second approach, by combining
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with the result of reachability, can be applied to general 2 x 2 hyperbolic systems. This
result makes the major contribution of this chapter.

Note that a generalization of the results presented in this chapter for n x n hyperbolic
systems is possible by following the same approach. A special case corresponding to a
network of cascaded 2 x 2 hyperbolic systems, will be discussed in Chapter 5.
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Chapter 4

RHOC for linearized Saint-Venant
equations

This chapter focuses on the application of RHOC to the stabilization of an open-channel
flow, and on the numerical implementation of the control. Section 4.1 introduces briefly
the system and the linearized models used for the synthesis of RHOC. We would like to
mention that this problem was studied in the literature in recent years (see e.g. [Coron
et al., 2007], [Coron et al., 2009] and [Litrico & Fromion, 2009%]). In section 4.2, we
consider the linearized model around a uniform equilibrium profile which corresponds to
the configuration studied in section 3.4.2, allowing us to use the RHOC with final cost
approach. A numerical solution of the optimal control is proposed by using the Lattice
Boltzmann Method (LBM) whose efficiency and accuracy have been established to solve
various PDEs ([Chopard & Droz, 2005], [Junk & Rheinlainder, 2008]), particularly the
Saint-Venant equations ([Pham, Chopard, Leféevre, Ondo & Mendes, 2010]). In section
4.3, we study the linearized model around a nonuniform equilibrium profile. In this
case, we obtain a hyperbolic system whose coefficients are not constant. However, as
shown in section 3.4.3, the RHOC with zero terminal equality constraint approach can
guarantee stability for this system. A numerical scheme based on the Galerkin method
(see e.g. [Fletcher, 1991] or [Szymkiewicz, 2010]) to calculate the optimal control is also
discussed. Simulation results are presented to illustrate the performance and the validity
of the proposed approaches.

4.1 Introduction to Saint-Venant equations

An open-channel system is usually described by a set of two partial differential equations
(PDEs) named Saint-Venant equations, which represent the mass and the momentum
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conservation (see [Graf & Altinakar, 2000]):

Bo:h + 0,Q -0
,(z,t) €0, L] x [0,00), (4.1.1
0iQ + 0, (g; + ;Bgfﬂ) = gBh(I — J(Q,h) (x,t) € [0, L] x [0,00), ( )

where h denotes the water depth, @), the discharge, g, the gravitational acceleration,
B, the channel width, I, the slope and J, the friction term. Here ¢t and x classically
stand for time and space coordinates, and 0y, 0, denote the partial derivatives w.r.t. ¢,
respectively.

Figure 4.1: Longitudinal sights of an open channel

The friction can be modeled by the classical Manning formula [Graf & Altinakar,
2000]:
Q2
Bh
k?B2h? (B+2h
where k is the Manning-Strickler (MS) coefficient.

J(h,Q) = (4.1.2)

)4/37

The boundary conditions may be specified by some the gate equations at each end:
Q*(0,t) = KgO5(t)29(his, — 1), (4.1.3)
Q*(L,t) = K7O7(1)2g(hs — hi). -

where h% is the water height at the upstream, hJ. the water height at the downstream

of gate i. Here ©¢(t) and ©;(t), the gate openings, correspond to the control variables,
while Ky and K, are constants which depend on the structure of the gates.

We consider a steady state of the system (h(x),Q(z)) which has to satisfy:

Q = constant
— J(h.O o Q 414
o)~ Lm0 Q) (4.1.4)

3 — .

h(x —
() 1—FT2 g

>
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where Fr is called Froude number of the equilibrium profile, which represents the ratio
between the flow speed B?B and the speed of gravitational wave \/gh. We consider next
the deviation of the state h and @ around the steady state (h, Q):

h=h—h Q=Q-Q. (4.1.5)
Then:
Bh, +Q, =0,
0+ 220, + (Boh - ) b= | 20— amhic] @
_ Q2 _ |~
‘ [gB([ —J) =252 — Bgh, — BRI, F

For the sake of simplicity, we omit the ~ and we adopt the notations where f, represents
de deviation of a function f in a, and f is the value of f at the steady state (h, Q). The
above system can be reformulated as:

h = —-B! T
t < (4.1.6)
Qt - a($)h$+ﬁ($)Qx+’y($)h+5(I)Q7
where:
Q* 2Q Ao @ha _ o
o = —Bah S =gB(I—J — Bgh, — gBhJy,
2@9 + o B=—gr 7=9BU—J) =2 r — Bgh. — gBhJ)
—= h, — gBhJ,
Bh2 ) Q-
(4.1.7)
Let us set:
0 -B7! 0 0
G(x) = , H(z)= :
a(r)  B(z) v(z) ()
We can see that the matrix G has two eigenvalues:
O 5 W A \r (4.1.8)

" Bh
By applying the transformation:

Y1 _p h Cp- 1 -1 |
Y2 Q —B/\1 B)\Q

we have a new system in the coordinate [y; )"

aﬁ(?h)(& O)ax(yl)—i-(% 51)(?41)7 (4.1.9)
Yo 0 Xy Y2 Y2 02 Y2
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where:

v 0
YUY — pgd, P+ PUHP.

Yo 02
Without loss of generality, we can assume that the boundary conditions (4.1.3) can be
implemented in the form:

yi(t) = g1(t), qi(t) = w(t)
Y2(t) = g2(t),  Ga(t) = ua(t)

The system (4.1.9) along with the boundary conditions (4.1.10) has the form of (3.0.1)
and can be stabilized by RHOC scheme. This will be illustrated in sections 4.2 and 4.3.

(4.1.10)

Depending on the value of the Froude number, we have two different flow regimes:

o If F'r < 1: we are in sub-critical regime. The two eigenvalues of the matrix G have
opposite signs Ay > 0 > A\y. The variable y; is the wave propagating from z = L to
x = 0 and y, represents the wave propagating in the opposite direction.

o If F'r > 1: we are in super-critical regime. Both eigenvalues are negative 0 > \; >
A2. Both y; and y» propagate from x = 0 to x = L.

In this work, we limit ourselves to the study of the sub-critical regime in which,
depending on the relationship between the slope I and the friction term J(h,Q), the
water depth h of the equilibrium profile of has different form.

o If J(h,Q) = I, we have a uniform equilibrium profile.
hz) = ho, Qx)= Q. w€[0,L] (4.1.11)
o If J(h,Q) # I, we have a nonuniform equilibrium profile, which is either an accel-
erating profil (J(h,Q) < I) or a decelerating profile (J(h, Q) > I).

Based on the stability analyses presented in Chapters 2 and 3, we will discuss in the
following the application of the RHOC for the two linearized models of the system (4.1.1):
around a uniform equilibrium profile and around a nonuniform equilibrium profile.

4.2 Linearized model around a uniform equilibrium
profile

4.2.1 Stabilization

In this case, we can show that system (4.1.9) has the structure studied in section 3.4.2,
which means that the coefficients are constants and 74 =5 =7 < 0,0; =d =6 < 0
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(see section 4.2.1 in the French version). Hence, by the analyses of section 3.4.2, the
RHOC with final cost can guarantee the stability of system (4.1.9).

4.2.2 Simulation validation

As mentioned in section 2.4.2, to solve the optimal control problem by the steepest
descend method, we have to use a numerical scheme for PDEs. We propose in this work
the Lattice Boltzmann Method (LBM), which has proven to be very efficient and accurate
to solve various PDEs (see [Chopard & Droz, 2005]), and in particular Saint-Venant
equations ([Pham, Chopard, Leféevre, Ondo & Mendes, 2010]). For a brief introduction
of this method and its application to system (4.1.9), it is possible to refer to [Pham,
Georges & Besangon, 2010¢| (Appendix A).

The parameters of the system are given in Table 4.1, and that of the control are in
Table 4.2.

Length L (m) | Width B (m) | Slope I | MS coefficient k
3000 4.36 2.4 %10~ 30

Table 4.1: System parameters

T(s) | o(s) H € Py P R

30 | 10 |0,2x1073 | 4x 105 | diag(0,01;0,01) | diag(0,55;0,55) | diag(10, 10)

Table 4.2: Control parameters

The simulation results are presented in Figures 4.2-4.5. We can see that the closed-
loop system converges to the origin.

3000

3000
2500 2000

3 2500
2000 2000

1500 1500

1000 1000

Temps (s) Temps (s)

Figure 4.2: Normalized water depth Figure 4.3: Normalized discharge
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124"

Note that we also tested the proposed control with a nonlinear model of (4.1.1) made
by the Lattice Boltzmann Method with three velocities (see [Pham, Chopard, Lefevre,
Ondo & Mendes, 2010]). The results are presented in Figures 4.6 and 4.7. We can also

observe the convergence of the nonlinear model.

T
—— Systéme linéaire
- - - Systéme nonlinéaire

2000 2500 3000

. . . . .
o 500 1000 1500 2000 2500 3000
Temps (s)

Figure 4.6: Water depth and discharge
at . =0
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0
-0.5
-
S ! e
s s
15 ! !
sl
1 ’
,
L,
.
-25 hd 1 1 1 L Il
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Temps (s)

Figure 4.7: Water depth and discharge
at vt =1

4.3 Linearized model around a nonuniform profile

By considering the following cost function:

F(2°,u) :/OLZT alz) 0

0  gx)

zdr + g

Tpfl 0 T7“10

g+u w,  (4.3.1)
0 pfg O T2
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Y1 g1 Uy . .
where 2z = , g = , U = and the weight coefficients ¢;, py; and r;

Y2 92 Uz
(¢ = 1,2) are all positive, we obtain the stability of the RHOC with zero terminal
equality constraint as shown in section 3.4.3.

In order to compute the optimal control, we have to solve numerically the following
problem (see section 2.4.4):
Zpin(t) A® =BRTIB (25t Zpmin (1)
= ) e D(A)eD(A"),t €[0,T]
pmm(t) _C* QC _Ae* pmm(t) prnzn(t)
(4.3.2)

(T') = 0. The optimal control is given by

e
min

with the constraints z;,. (0) = z; and z
equation (2.4.10):

In this work, we use the Galerkin method which has already proven its effectiveness in

the numerical implementation of optimal control for such systems [Dulhoste et al., 2004].

We first approximate equation (4.3.2) in a basis Ny to obtain an finite-dimensional
approximation:

Zd 24

=E'M

Pd Pd

;o 2a(0) = 204, 24(T) =0, (4.3.4)

where z4, pg and zy, are the approximations of the state z, . , the adjoint state py,
and the initial condition z; respectively. The detail of the numerical approximation
procedure can be found in section 5 of [Pham, Georges & Besangon, 2012] (Appendix
B). We can notice that (4.3.4) is a standard two-point boundary problem and can be
solved by various methods such as the shooting method, the finite-difference scheme or
the finite elements. Readers can refer, for instance to [Ascher et al., 1995], for more
information. In this work, we use the bupdc solver of Matlab based on a finite-difference

scheme.

The simulation results are presented in Figures 4.8-4.11. We can observe that we
obtain the convergence result as expected.

We also tested the proposed control on a nonlinear model of system (4.1.1) and the
results are presented in Figures 4.12 and 4.13. We find again a good convergence of the
nonlinear system despite a static offset, which can be explained by modeling errors.

Another simulation is carried out with just one boundary control at x = L. The
results are presented in Figures 4.14-4.17. We can also observe the convergence of the
system, even with nonlinear model.

We would like finally to emphasize that the computation of the optimal control at
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each sampling time takes about 10s for a laptop Intel Core 2 Duo 2.4Ghz, 1.95Go RAM.
This means that a real-time control is feasible.

4.4 Conclusions

In this chapter, the theories developed in Chapter 3 were applied to the linearized Saint-
Venant equations, and then validated by simulation. The obtained results encourages
the implementation of the RHOC to a real channel, as long as the linearized model is
still valid. A practical application requires however an observer to estimate the system
state from boundary measures. This problem will be studied in our future work.

The results of Chapters 2, 3 and 4 are partly published in [Pham, Georges & Be-
sangon, 2010a|, [Pham, Georges & Besangon, 2010b], [Pham, Georges & Besangon,
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2010¢], [Pham, Georges & Besangon, 20124, [Pham, Georges & Besangon, 2012¢|, [Pham,
Georges & Besangon, 2012¢] and [Pham, Georges & Besangon, 2012].
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Chapter 5

RHOC for a network of hyperbolic
systems

In this chapter, we extend the stability results of RHOC in Chapter 3 to a network of
2 x 2 hyperbolic systems. Section 5.1 presents the considered the system and the results
concerning the regularity and the reachability of the solution. The proofs are obtained
by applying repeatedly the results on 2 x 2 hyperbolic systems studied in Chapter 3. In
section 5.2, we consider the stabilization of the RHOC. We firstly show that the network
can also be reformulated in abstract form, then the RHOC with zero terminal equality
constraint can be used to ensure the stability. The analyses are finally applied to a
network of open-channel systems in section 5.3 and validated by simulation in section
5.4.

5.1 Network of hyperbolic systems

We now consider the following system of n 2 x 2 hyperbolic equations:

Oy = Ni(2)0,y; + Vi) ys + 0i(2) Yt

,x€0,L], i=1,n, (5.1.1)
Otnti = Mti()OpYnti + Ynti(@)Yi + 0pri ()Yt

where A;, My Vi, Ynris 0; and 0,4 are in Cq([0, L]). The functions y; and y,,1; are defined
on [0, L]. In addition, we suppose that the system is strictly hyperbolic, namely \;(z) >
0 > \yi(z), Vo € [0,L] (: = 1,n). The boundary conditions define the relationship
between the variables at the junctions. Suppose that these conditions can be written as:

e For the first junction:
yn+1(07 t) = gn-l—l(t)' (5'1'2)
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e For the intermediate junctions:

Unti+1(0,t) = biyi(L,t) + aynyi(L,t) + Biyis1(0,t)

i=T,n—1, (5.1.3)

where 0;, o; and 3; are constants depending on the characteristics of the junction.

e For the last junction:
Yn(L;t) = gn(t). (5.1.4)

As in the case of a single system, we add integrators to the dynamics of g;:

gi(t) =u;(t), i=1,n+1. (5.1.5)

The problem is completed by initial conditions:

yi(xa O) = yi,O(x)a yn+i(x> 0) = ynJri,O(x)' (516)
In the sequel, let us denote by 20 = (v10 ... Yno Ynt10 --- Yono)' the initial
condition, 2 = (y1 ... Un Yns1 ... Y2n)' the solution of the entire system and

2 = (Yi Ynss)' the solution of sub-system i, i = T, n.

5.1.1 Existence of solution

We can establish for this system an inequality similar to the one of Lemma 3.1.1 in
Chapter 3:

Proposition 5.1.1. Given 2, € L*(Q), g; € L*([0,T]), i = I,n+ 1. There exists a
unique solution z of (5.1.1)-(5.1.6) and some constants C and ¢ such that:

c . n+1
1z®6 + S 1zl0axe + I12lfoax0n- + Il axo0, < Ce™ (H»ZoH?z + > llgillfoy ) -
i=1
(5.1.7)

The proof can be found in Appendix B of [Pham, Georges & Besangon, 2012] (Ap-
pendix B).

5.1.2 Reachability

By applying repeatedly the reachability of single system with two boundary controls
(Lemma 3.2.1) and with one boundary control (Lemma 3.3.1), we obtain the following
reachability of (5.1.1)-(5.1.6):
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Lemma 5.1.2. Given 2y = (Y10 --- Yno Yn+10 --- ygn,o)T c HY(Q), zp =
(yl,T coo Ung Yntrro - yzn,T)T GHl(Q); and
L d
T>2 mg/ T (5.1.8)
i=12nJo | N\i(x)]

Then there exist g; € H'([0,T]), i = T,n + 1 such that the solution z of (5.1.1)-(5.1.6)
satisfies:

2(0) = z9, and z(T) = zr. (5.1.9)
Furthermore, 2(t) € H'(Q), t € [0, T].

For the proof see Lemma 4.2 of [Pham, Georges & Besangon, 2012] (Appendix B).

5.2 RHOC for network of hyperbolic systems

5.2.1 Abstract setting

We can apply the same procedure as the one described for a single system to put system
(5.1.1)-(5.1.6) in abstract form. Firstly, we define the new variables:

vz, t) = yi(z,t) — %gi(t), Vze[0,L], i=Tn, (5.2.1)
L—=x

Vni1(2,t) = yYpaa(x,t) — Tgn+1(t)7 V€ [0, L], (5.2.2)
L —

V(1) = Yo, 1) — 6, Lot), Vrel0,I] i=72Zn (5.2.3)

The original system can be rewritten as:

For the first subsystem:

A+ Mz L—=x x
Oy = MOyv1 + MU + 01Up 41 + aTmt g1+ 01———Gns1 — UL,
L L L
OUnt1 = An102Uni1 + Yng1V1 + Ong1Uny1 (5.2.4)
Yn+1T —Ant1 + Opy1 (L — ) L—=x
+ Z g1+ ( * L+ Gnt1 = T Unt1,
Fori=2,...,n
i + %z Li—a x
Ohv; = N0V + ViV + 0iUn i+ 0i———Gnti — Ui,
v v; + v+ v++< I )g—i— i Gn+ Lu
atvn—i-i = )\n+iaxvn+i + Yn+iUi + 5n+izn+i (525)
Oi—1(=Anti + Opti(L — )) Vi L—x
i i — 0; i—1s
+ I 1+ i g 17 Uj—1
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with the boundary conditions:

Ui(La t) = 07 L= 17 ny, Un-‘ri—i-l(oa t) = aivn+i<L7 t) + ﬁivi—i-l (Oa t)7 Un—‘rl(ov t) = 0.

Let us denote Y = [Ly(0, L)]*". By inequality (5.1.7), we have the following theorem
(see also [Zwart et al., 2009]):

Theorem 5.2.1. Given \; and A\,4; in C1(0,L;) and N\;(z) > 0 > \,i(z), Vo € [0, L]
(i=1,...,n). The following operator:

AT 01 d + ; + .
A, = 0 a4 dr At = diag\y, -+ N), AT = diaghi, -+ Aon),  (5.2.6)

with the domain:

D(A,) ={h=(f1 ... fan)T €Y | his absolutely continuous, g;l €Y, and

filL) =0, i =1,1; fruyi11(0) = a; fugi(L) + Bi fix1(0), i = 1,n — 1;
fn+1(0) = 0}7

is the infinitesimal generator of a Cy semi-group on Y .

Hence, system of equations (5.2.4)-(5.2.5) can be rewritten in the abstract form:

29(t) = A Z°(t) + Bul(t), (5.2.7)
with the state and control:
= g2 o Gop1 v V2 - vy) €Z°=R"M @Y, (5.2.8)
w=(uy Uy o Uy Upy1), (5.2.9)
0 O
and A; = + D,,,. The structure of D,, € £L(Z°) and B; € L(U,Z°) can be
O An

found in [Pham, Georges & Besangon, 2012] (Appendix B).

As in Proposition 3.4.1, A% with the domain D(A%) = R"" @ D(A,) is also an
infinitesimal generator of a Cj semi-group on Z¢ which means that the analyses of
Chapter 2 can be applied to (5.2.7).

5.2.2 Stability of RHOC with zero terminal equality constraint

Based on the above result, we can establish the following theorem:
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Theorem 5.2.2. Suppose that 2, € H'([0, L]) and g(0) satisfy the first order compatibil-
ity condition. Then the RHOC with zero terminal equality constraint (2.3.1) guarantees
the stability of system (5.1.1)-(5.1.6), with a quadratic cost function:

F(z%u) = (Cz° QCz°) + (u, Ru) (5.2.10)

L d
where Q coercive and T > 2 m@/ .
i=12nJo | Ni(z)]

With the same arguments as those used in the proof of Theorem 3.4.3, we can use
Lemma 5.1.2 to show that D(A°) is exactly reachable and invariant with respect to sys-
tem (5.2.7). Moreover, by Lemma 3.4.2, C*QC is coercive. We finally get the conclusion
by applying Theorem 2.3.1.

5.3 Application to an open-channel network

We now apply the above result to an open-channel network consisting of n cascaded
pools, which can be modeled by a system of n Saint-Venant equations:

Biehs + 0:Qs =0 (2.1) € [0, L] x [0, 0),
2 1 , )
0,Qi + 0y (BQ;L + QBigh?> = gBihi(I; = J(Qi,hi)  i=T1n
(5.3.1)

Interconnections between pools are subject to a set of n + 1 gate equations:

Qy = K202(t)29(hth, — 1%).i = 0., (5.32)
and n — 1 discharge conservation constraints:
QZ(Ll,t) = Qi+1(0,t), 1= 1,77, — 1, (533)

where @)y, is the discharge through the gate, K; the coefficient, ©; the opening of the
gate, hdi and hj, are the water levels at the upstream end and at the downstream end
respectively.

Let us now consider the linearization of the system around a steady state (ﬁi, QZ),
1 = 1,n. By performing the same transformation as in the case of one pool, we obtain:

Oyi = Ni(@)0uyi + 7i(2)ys + 0i(T) Y+ 7 (@) € [0, L] x [0, 00) . (5.3.4)

8tyn+i = )\n-i-i (x)a'cyn-i-z + Yn+i (z)yz + 5n+i(x)yn+i 1= 17 n
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xL
For each pool, we introduce a new space variable as £ = — for some L > 0, then system
i
(5.3.4) can be written as:

Oy = Ni(2)0xyi + Yi(B)ys + 0i(2) Y (z,t) € [0,L] x [0,00) (5.3.5)
3tyn+z' = ;\n+i(5)af:yn+z‘ + '7n+i(*%)yi + 6n+i(5;>yn+i 1=1,n

—i, 1 = 1,2n. In the sequel, the notation * will be omitted.

where 5\1- =

Supposing that the n + 1 gate equations (5.3.2) are used to control y;, i = 1,n at the
downstream and y,.1 at the upstream, we have:

yi(L,t) = gi(1), gi =wi, i =1,....05  Yp41(0,1) = gny1(t), Gni1 = Un1- (5.3.6)
The discharge conservation can be expressed in terms of the new variables as:
BiXi(L)yi(Lyt) + Bidnti(L)Yn+i(L, t)
= Bi112i41(0)yi11(0,7) + Bis1Anti41(0)Ynrir1(0, 7). (5.3.7)

This can be rewritten in the form:

Yntit1(0,t) = 05y (L, t) + iyni( L, ) + Biyira(0,1), (5.3.8)
with:
B\ (L BiM+i(L Air1(0
6, — (L) = Bhnld) oy Ain(0) (5.3.9)
BryiviAit1(0) Boyiv1Aip1(0) Anit1(0)

The system (5.3.4) along with the boundary conditions (5.3.6) and (5.3.8) has the form
of the system studied previously in section 5.1. We consider the following cost function:

n+1

T (20 L, T
J :/ (Z/ fiv? d:B) ds + Z/ a9 + riuids, (5.3.10)
0 \i=170 i=1 70

where f;, ¢; and r; are real positive constants. System (5.1.1)-(5.1.6) is exactly control-
lable provided that the prediction horizon is sufficiently large, which means that, by
applying Theorem 2.3.1, the RHOC with zero terminal equality constraint can again
guarantee the stability of this system. This will be illustrated in simulation in the next
section.

5.4 Simulation results

We consider a system of three cascaded pools whose lengths are L; = 1000 (m), Ly =
2000 (m) and Lz = 3000 (m). The other parameters are as in single system case.
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The optimal control problem (4.3.2) is also approximated by Galerkin method and then
solved by bupsc solver of Matlab. The results are presented in Figures 5.1-5.8. We can
clearly observe the convergence of the state of each pool, which suit well with the theories
developed previously in this chapter.

35

x(m) 0 05 1 15

x(m) Temps (s) Temps (s)

Figure 5.1: Pool 1: Normalized water Figure 5.2: Pool 1: Normalized dis-
depth charge
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-0.2

-0.4

-0.6
2000

x(m) Temps (s) x(m) Temps (s)

Figure 5.3: Pool 2: Normalized water Figure 5.4: Pool 2: Normalized dis-
depth charge

5.5 Conclusions

In this chapter, we have showed that the RHOC can guarantee the stability of a network
of cascaded 2 x 2 hyperbolic systems. The application to an open-channel network was
considered and validated in simulation. The results indicate a significant potential of this
strategy for a real system. However, the network consisting of cascaded subsystems is just
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Figure 5.5: Pool 3: Normalized water Figure 5.6: Pool 3: Normalized dis-
depth charge
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a special case among a large number of different structures encountered in reality. We
want to emphasize that the extension of the obtained results to more complex networks is
totally possible, knowing that the results concerning the reachability of certain structures

of open-channel systems (star-like or tree-like structure) were already considered by [Li
& Rao, 2004].

However, one can notice that there is still a gap between the infinite-dimensional
RHOC and the finite dimensional approximation since the convergence of the latter to
the former was not proven. As indicated in [Zuazua, 2002], it is essential to verify the
controllability of the approximate system, which will be considered in details in our
future works, by following the method of [Zuazua, 2004] or [Zuazua, 2002].

The results of this chapter can also be found in [Pham, Georges & Besangon, 2012]
(Appendix B).
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Chapter 6

RHOC for scalar nonlinear
conservation laws with shock
avoildance

This chapter deals with the boundary control for scalar nonlinear hyperbolic systems
of conservation laws. One of the issues arising from these systems is the occurrence of
singularities (called shocks) in the domain. The objective here is to avoid this type of
singularity and to stabilize the system. In section 6.1, the characteristic form of the
system is presented and the conditions to avoid the shock are deduced. Then, a proof of
the exponential stability of the system is established provided that there is no shock and
that the state at the boundary is exponentially stable. These conditions are shown in
section 6.2 to be achieved by the RHOC approach. The case where there is a measurable
disturbance is also discussed. In section 6.3, all the theories presented in this chapter
are applied to the traffic model and some simulation results are given to illustrate the
effectiveness of this approach.

6.1 Stability of scalar nonlinear hyperbolic systems

with boundary control

One among the challenges of scalar nonlinear hyperbolic systems is the fact that they are
of infinite dimension. In addition, they are generally nonlinear and admit singularities
called shocks. The presence of shocks in the solution, from a practical point of view,
can lead to (very) critical situations such as traffic jams for car flows or tsunamis for
coastal flows. From a theoretical point of view, the singularities require more effort in the
analysis (see e.g. [Bressan, 2000], [Colombo et al., 2011] and [Colombo & Goatin, 2007]).
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As a starting point here, let us restrict the proposed study to avoid these situations to
the case of scalar nonlinear conservation laws. The extension of this approach to higher
dimension will be studied in our future works. Then the following system is considered:

Owa + 0,F(a) =0, (z,t) € [0,1] x R*, a(-,0) = ag (6.1.1)

This equation represents the conservation of the quantity @ under the action of the flux
F(a). We suppose that F is sufficiently smooth (at least C?) which means that (6.1.1)
can also be written as:

Owa+ f(a)0za =0 (6.1.2)
F
where f(a) = —. Without loss of generality, we can also suppose that the control acts
at the boundary = = 0 as:
a(0,t) = w(t) (6.1.3)

For the regularity of the solution, an extended state at the boundary is introduced:
w=1u (6.1.4)

The main ideas of the present chapter are summarized as follows: We first formulate the
constraints for the boundary state and the boundary control so that the shock cannot
appear, and then use RHOC to guarantee the verification of these constraints and the
convergence of the boundary state. As shown later, the convergence of the state at
boundary leads to the convergence of the state over the whole domain.

6.1.1 The well-posedness and shock-avoiding conditions

In this chapter, we will try to avoid the singularity in the solution of system (6.1.2)-
(6.1.4) which means that a(x,t) is in C°([0,1]) for all £+ > 0. The well-posedness of the
above problem is guaranteed if f(w(t)) > ¢ > 0 for all £ > 0. This condition ensures that
the state value in the domain is determined by the boundary value at x = 0. It is well

d
known that the characteristics of the system are determined by ditj = f(a) and along the

a
characteristics, the total time derivation of the solution a is then — = 0 (see [Serre, 1999]

for a general introduction, see [Shang et al., 2005] and [Shang et al., 2007] for application
of this method to design the control of hyperbolic and parabolic distributed parameter
systems). It follows that a is constant and the characteristics are straight lines whose
slopes are determined by the boundary or initial condition.

To avoid the shock, a characteristic should not intersect another one in the interval
[0,1]. It follows that the ordinate of the intersection of the characteristic with the line
x = 1 must be an increasing function of time. We consider 2 cases:

1
e Case 1: t < ————. In this case the value at z = 1 is governed by the initial

f(ao(0))
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1—
condition. The intersection emerging from the point (z,0) has the abscissa f((x))
aopglx
This must be an increasing function of x, then:
f*(ao(z))
1
e Case 2: t > —————. The value at x = 1 is governed by the condition at x = 0. The
f(ao(0)) 1
characteristics emerging from the point (0,t) arrives at = 1 at t + m, and this
w
must be also an increasing function of ¢. This condition leads to:
/
1- “]; W) o (6.1.6)
f2(w)
,_ df e . .
where f' = —. As a conclusion, if the initial condition satisfies (6.1.5) and the boundary

w
control satisfies (6.1.6), there is no shock appearing in the domain.

6.1.2 Stability

In this section, we will show that the stability of the state at the boundary can lead to
the stability of the state in the whole domain.

Theorem 6.1.1. Let v > 0 be a small constant. We consider the following problem:

owa+ f(a)0ya =0 | 6.1.7)
a(+,0) =ag, a(0,t) =w(t), w(t)=u(t)

with measurable control u(-) and corresponding absolutely continuous w(-) that satisfy:
uwit) eUCR, wit)eWCR
@ 120 619
fw)  —

Under the following assumptions:

1

i) ag satisfies the shock-avoiding condition (6.1.5).
i) W oand U are closed intervals of R, 0 € U.

iii) f(w) > ¢ with a constant ¢ > 0 for allw e W.

If the control u(-) stabilizes w(t) to a reference w, € W then a(-,t) converges (in C°
norm) to this one as well.

The proof can be found in [Pham, Georges & Besancon, 2012d] (Appendix C).
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6.2 Stability of the RHOC scheme

Supposing that the three conditions of Theorem 6.1.1 hold for system (6.1.7). We show
that the RHOC can be used to obtain the asymptotic convergence of w and to guarantee
the shock avoiding condition (6.1.6). To this end, we consider the following cost function
whose goal is to regulate the state at x = 1 around a constant reference a,.:

aow= [ a1, ) — an)? + rad(e))dr
+qs(a(1,t +7T) — a,)?

where ¢ > 0, r > 0 and ¢ > 0 are penalty constants. The prediction time 7' is
determined by the relation:

T:Tf—i—l/f(w(t—l—Tf)) (6.2.1)
with a positive constant 7.

Thanks to the shock-avoiding condition and the method of characteristic, we can
show that this problem is equivalent to:
t—l—Tf
min Jy(2, 1) :/ F(z,0)ds + E(2(T}))
u(- t

z=u, 2z(t)==z(t)=uw(l)—a,,

(6.2.2)
std u(r)el z(r)e Z=W —a,,7 € [t,t +TY]
g'(2)u
1- L2000
92(2)
where we introduced a new variable z = w — a, and:
2
=qz ru®,
— ( ) (6.2.3)
E(z) = qp2°, g(z (Z+ar)

It turns out to be an RHOC for a finite-dimensional system. The existence proof of the
optimal control can be obtained by applying the Fillipov-Cesari theorem (see [Hartl et al.,
1995]). Theorem 2.1 presented in [Findeisen, Imsland, Allgéwer & Foss, 2003] can then
be applied and guarantees that w(t) converges to a, with the domain of attraction being
the whole set Z. Finally, by applying Theorem 6.1.1, the state of (6.1.7) converges to
a, as well. More details can be found in [Pham, Georges & Besancon, 2012d] (Appendix
C).

Note: We can consider a simpler cost function, which treats only the state at the
boundary x = 0 as follows:

J(Z,u) = /tt+Tf {qéz(s) + Tﬂﬂ ds + q;2*(T}) (6.2.4)
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This cost function leads also to the convergence of w to a, and as a consequence guaran-
tees the convergence of the system, but it can not take into account a disturbance term
in the domain. This case will be considered in the next section.

6.2.1 Shock-avoiding conditions in the presence of measurable
disturbances

Let us consider system (6.1.7) in the presence of a disturbance. In this case, the conser-
vation equation takes the form:

O+ f(a)0ra = p(x,t) (6.2.5)

and the characteristics are no longer straight lines in general. In this paper, let us deal
with a simpler problem where the disturbance acts at one point x = z, of the domain.
So it takes the form:

pa,t) = 6(x — 2p)p(t) (6.2.6)
where 0(z) denotes the Dirac function. We assume in addition that p(t) is a sufficiently
smooth function of . We can easily check that the characteristics are still straight lines,
but with different slopes in [0, z,,] and [z,, 1].

The shock avoiding condition in this case cannot be satisfied in general since they
depend on the disturbance p(t). However, if we assume that the disturbance and its
variation are bounded, namely:

PO <o, [p#)| <6, Vi=0, (6.2.7)

where o and [ are sufficiently small, we can find subsets U;d C U and W;d C W such
that the shock avoiding conditions in presence of disturbance are satisfied for all u € U;d
and w € W;d, as illustrated latter for a freeway traffic model.

6.2.2 Solution of optimal control

The optimal problem to be solved at each time is then:

min J(a, w,u) = /[)T[q(a(l, t) —a,)? + ru’(t)]dt

u(-)

(6.2.8)

s.t.

Shock Avoiding Constraints (SAC)
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where the SAC depend on the problem considered:
e Without disturbance:

f'(w)u : .
— > Nonlinear constraint
SAC := ) = ( ) (6.2.9)

or u € U (Linear constraint)

e With disturbance:
SAC :=ue UM weW

The constraints on u and w are handled by using the barrier method introduced by [Boyd
& Vandenberghe, 2004]. In this technique, each inequality C' > 0 is taken into account

by adding the term / Y —]\14 log Cdt in the cost function, where M is a sufficiently large
positive constant. T}01e optimal problem is now to minimize the modified cost function
without the constraints on v and w. At this stage, we can follow the same procedure as
the one described in section 6.2 to transform the above problem to an optimal problem

in finite dimension. The solution is then obtained by iterating the steepest descend
algorithm (see [Boyd & Vandenberghe, 2004]).

6.3 Example

We apply here the previously presented theories for a freeway traffic model as an example.
Other models, such as the famous Burgers’ equation (see [Serre, 1999]) or the diffusive
wave model for open-channel system (see [Georges & Litrico, 2002]) can be treated in
the same way.

6.3.1 Freeway traffic model

We consider the Lighthill-Whitham-Richards (LWR) model presented by [Garavello &
Piccoli, 2006]. The governing equation is:

O+ 0. F(p,v) =0 (6.3.1)

where p > 0 is the vehicle density, and the traffic flux F(p,v) is given by pv. The
main assumption of the LWR model is that the average velocity depends only on the
density. The flux is then determined by F'(p) = pv(p) called the fundamental diagram.
A reasonable property of v is that it is a decreasing function of the density. The simplest
fundamental diagram is obtained by setting v to be a linear function of p:

v(p) = vy (1= p/pu) (6.3.2)
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with v; the free flow speed and pj; the maximal density. So we have:

flp)=vr (1 =2p/pr), [f'(p) = —2vs/pu (6.3.3)

The control acts at point x = 0:
p(0,8) = w(t), w(t) = u(t) (6.3.4)

The control u represents the increment of the vehicle density at the entry of the road.
The set W is chosen as:

M c
W =10 mazx]s maz = - |1 — —
[7w ] w 2 < 'Uf)

then condition iii) of Theorem 6.1.1 is satisfied. We can also choose U;d and W;d in
order to satisfy the shock avoiding condition in case there is a disturbance (see [Pham,
Georges & Besancon, 2012d] (Appendix C)).

6.3.2 Simulation results

To illustrate our approach, let us present in this section simulation results with the
freeway traffic model where vy = 80 km/h and py; = 315 vehicles/km.

The first simulation is carried out to demonstrate the capacity of the here-proposed
approach to prevent the formation of shocks when there is no disturbance by using either
the nonlinear constraint (NLC) or linear constraint (LC) in (6.2.9). To this end, we set
the system at the critical point where w = w4, and u & ,,;,. At this point, the shock
easily appears. The results are presented in Figure 6.1. We can see for both approaches
that p at © = 1 converges to the reference after some delay in comparison with p at z = 0.
The control of the LC at the beginning is saturated at its minimum while the control of
the NLC can be much smaller to accelerate the convergence. The characteristics from
t =0 tot =1 are presented in Figure 6.2. It can be noticed that both approaches can
prevent from the formation of the shock, but the NLC takes the maximum advantage of
the shock avoiding conditions and converges much more faster than the other approach.

To emphasize the essential role of the shock-avoiding conditions, we carry out the
same simulation, but with an open-loop control and another simulation without con-
straint (6.1.6). The results are presented in Figure 6.3 and Figure 6.4. In the two cases,
the intersecting characteristics mean that a shock appears. In Figure 6.5, we present the
simulation result in the presence of an asymptotically constant disturbance. We can see
that the control rejects completely this type of disturbance. An interesting point is that
the control reacts before the disturbance appears since the evolution of the disturbance
is included in the control scheme.
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In this chapter, a complete proof of the stability of a RHOC scheme for scalar nonlinear
hyperbolic systems is established and validated by simulation. Firstly, a set of constraints
to avoid shocks is introduced. Once these constraints are satisfied, the stability of the
boundary state results into the stability of the system. The RHOC is then used to
guarantee all above conditions. Finally, a simulation with a freeway traffic model is

given to illustrate the effectiveness of the here-proposed approach.

These results open some directions for our future works. Among them, we can men-

tion that the same conditions to avoid shocks for a network of conservation laws can be
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considered and implemented. We can also investigate the case where the disturbance can
not be measured and we have to introduce an observer which uses only state measure-
ments at the extremities of the domain. Finally, the extension of the proposed strategy
in the case that the presence of shock is unavoidable (for instance initial condition creates
shocks or the reference lies outside the set W) is also an interesting issue.

The problem studied in this chapter was published in [Pham, Georges & Besangon,
2012d] and [Pham et al., 2011] (see Appendix C).
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Chapter 7

RHOC with guaranteed stability for
water hammer equations

We study in this chapter the application of RHOC for hydraulic pipeline systems de-
scribed by the so-called water hammer equations. Section 7.1 presents the considered
system which turns out to be a semi-linear 2 x 2 hyperbolic system with boundary con-
trol. In section 7.2, this system is reformulated in abstract form in which the existence
and uniqueness of weak solution is established by the theory of contraction Cy-semigroup
presented in [Luo et al., 1999]. Section 7.3 introduces sufficient conditions to guarantee
an asymptotic stability of the weak solution. In section 7.4, we present the application
of RHOC in order to at the same time minimize a cost function and stabilize the system.
Finally, some simulation results obtained by Lattice Boltzmann Method are presented
in section 7.5 to illustrate the effectiveness of this approach.

The results in this chapter are gathered in [Pham, Georges & Besangon, 2012b] (Ap-
pendix D) to be submitted for publication.

7.1 Water hammer equations

Hydraulic pipelines systems are often characterized by the fact that the longitudinal
dimension is much greater than the transversal dimension, then a one-dimensional model
is sufficient, under the following assumptions (see [Prieur, 2009] or [Larock et al., 2000]):

e The flow is orthogonal to the cross-section A
e The pressure p, the flow speed V' and density p are uniform in the cross-section A.

e There is no vertical displacement, then 9,7 = 0, where Z is the elevation of the
pipe
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e The wave speed a is much larger than the flow speed V', then the term C0, is
negligible.

We get the so-called water hammer equations based on the conservation of mass and
momentum which models the dynamics of the piezometric head and the flow speed as

follows:
2

8,5H+C;8$V — 0,

f
V4gdH = —2lvv

where H is the piezometric head defined as H = Z + ﬂ, L, the length, D, the diameter
Py

(z,t) €[0,L] x R*. (7.1.1)

of the pipe, a > 0, the wave speed, g, the gravitational acceleration, «, the slope, f, the
friction coefficient.

The system is completed with initial conditions:
H(z,0) = Hi(x), V(z,0) = Vi(x), xz € [0, L], (7.1.2)

and boundary conditions. Suppose that the piezometric head at the upstream is fixed
at a given value H as:
H(0,t) = Hy(t). (7.1.3)

This is the case where the pipe is connected to a reservoir at the upstream. The down-
stream condition is governed by the valve equation:

V(L,t) = KO(t)\/2g(H(L,t) — Hy). (7.1.4)

where K is the valve head loss coefficient, Hy, the head at the downstream of the valve
and O the valve’s opening.

A challenge for pipeline systems is the significant variation of the pressure when clos-
ing the valve (see [Larock et al., 2000]). These pressure peaks (also called water hammers
which explains the name of these equations) can lead to undesirable consequences such
as vibration, distortion and even damage of the pipe. The objective of this work is
twofold. We want to guarantee a global asymptotic stability of (7.1.1) and also minimize
the variation of pressure and speed, which motivates us to use the RHOC.

7.2 Abstract setting

We denote by (H,V) (V > 0) the steady state corresponding to the boundary values
(Hop, Vo) which is determined by:

V=Vo, H(z)= 53 Volvalo + H (7.2.1)
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Supposing that we want to regulate the system around this set point. By setting:

H(x,t) = H(x,t) — H(z), V(x,t)=V(z,t)-V, (7.2.2)

we obtain the following equations:

2

@ﬂ+2@vza (7.2.3)
OV + g0, H = —m((V + V)|V + V| = V?), (7.2.4)

with m = f/2D. In order to put these equations in the characteristics form, we make
the following transformation:

y gla 1\ (H H\ 1(a/g —a/g\ (v
N9 el =2 fg. —alg) [ (7.2.5)
Yo —g/a 1) \V 1% 2\ 1 1 Y2
The dynamics in the new coordinate are then:
Owyr + adoyy = —F(y1, 32) | (7.2.6)

Orya — a0yy2 = —F (y1,y2)

where F(y1,y2) = F(V) = m[(V + V)|V + V| — V?. The initial conditions can also be
expressed in terms of the new variables as:

y1(-,0) = 10, 92(,0) = ya0. (7.2.7)

The boundary condition at x = 0 becomes:

y2(0,7) = y1(0,1). (7.2.8)

The valve opening ©(t) can be calculated in order to implement the boundary condition
at © = L in the form:
y1(L,t) = w(t). (7.2.9)

In order to put the above equations in abstract form, we introduce an integrator in the
dynamics of w as follows:

w(t) = —kw(t) +u(t), w(0)=wy=y(L), (7.2.10)

with some constant k£ > g. The reason why we add the state feedback —kw will be

clarified later. Let us denote Z = R x [Ly(0, L)]* which is evidently a Hilbert space with
the following inner product:

L
<(w i y) (0w y_2)T>Z=tU?D+/O (Y191 + Youp) da. (7.2.11)
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Equations (7.2.6)-(7.2.10) can then be put in the form:
2(t) = Aoz(t) + F(2(t)) + Bu(t), =2(0) = 2, (7.2.12)

where 2o = (wo Y1y ¥20)” and the operators Ay, F and B are defined as:

k 0 0
Ao=10 —ai 0 (7.2.13)
O — dx d . .
0 0 —
adx

with the domain:

D(Ay) = {z = [w 21 )" € Z|z1, 2 are absolutely continuous,

dz; dz
di‘;7 T; € L2<Oa L)a 21(0) = 22(O>7 ZQ(L) = w}7
w 0 1
Flu|=|-Fl,y) | B=]0 (7.2.14)
Y2 _F(ylva) 0

The operator F involving the friction has the following property:

Lemma 7.2.1. Operator F is dissipative.

About the operator Ay, we have can prove the following property:

Lemma 7.2.2. Operator Aq is m-dissipative.

For the proofs of these lemmas, see [Pham, Georges & Besangon, 2012b] (Appendix
D).

Since Ag is m-dissipative, it is the infinitesimal generator of a contraction Cjy-
semigroup ®o(t) (see [Luo et al., 1999] or [Schechter, 1983]). We also have that the
operator A = Ay + F with the domain D(A) = D(Ap) is m-dissipative. Consequently,
A is the infinitesimal generator of a contraction Cy-semigroup ®(t) (see Proposition 2
in [Schechter, 1983]). Thus, for all u(-) € Ly(]0,T7]), system (7.2.12) has a unique weak
solution given by (see [Schechter, 1983], page 301):

6) = Bolt)z + | "ot — 8)(F2(s) + Bu(s))ds (7.2.15)

In addition, if u(-) € C*([0,7]) and zy € D(A) then z(t) € C*([0,T], Z) N D(A) for all
t €10, 7] (see Theorem 3.1.3 in [Curtain & Zwart, 1995], or Theorem 1.5 in [Pazy, 1983]).
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7.3 Stability

The stability of system (7.2.12) can be guaranteed by the following theorem:

Theorem 7.3.1. Given u(-) € Ly([0,00)) satisfying:
u(tyw(t) < (=p+ k)w?(t), if w(t) #0
u(t) =0, if w(t) =0

with some p > 0. Then system (7.2.12) is asymptotically stable at the origin, which means
that:

LVt € [0, 00), (7.3.1)

|lz(t)||*> — 0 when t — oo. (7.3.2)

The proof, that is based on a Lyapunov function approach, can be found in [Pham,
Georges & Besangon, 2012b] (Appendix D).

Note: We add the state feedback to the dynamics of w in (7.2.10) just to prove the
passivity of the operator Ay and to reformulate original problem (7.2.6) in abstract form
(7.2.12). For stability, we need only that condition (7.3.1) holds. If we set:

u(t) = —kw(t) + u(t), (7.3.3)
then the dynamics of w becomes:
w(t) = a(t), (7.3.4)
and the stability condition can be written as:
a(t)w(t) < —pw(t), if w(t) #0, a(t) = 0 if w(t) = 0. (7.3.5)

These relationships mean that to ensure stability, it is enough to have an exponential
convergence of w. In what follows, we will use @ as the control input because it allows
us to directly control the convergence speed of w.

7.4 Application of RHOC

7.4.1 Stability of RHOC

For a prediction horizon T' > 0, some weighting functions A(x) > 0, B(z) > 0 (z € [0, L])
and some positive constants ¢ and r, we consider the following optimal control problem:

min J = // 2B (2, t) + B(2)V2(x, t)]dde/ qui(t) + rad(0)]dt,  (T.4.1)
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under the constraints of the system dynamics:

2

atm‘;axv = 0,
oV +go,H = —F(V),t€[0T] (7.4.2)
w(t) = a(t),

boundary conditions and initial conditions:

H(0,t) =0, V(L,t)=w(t)+ %FI(L,t), t € [0,1],
A (0 = Ho, V(-.0) = Vo, w(0) = wo = Vo(L) — 7 Ho(L). e
constraint for stability:
a(t)w(t) < —pw(t), siw(t) #0, a(t) =0 siw(t) =0, t € [0,T], (7.4.4)
and finally, we add a constraint to take into account the saturation of the control:

@(t)] < tpnass t € [0,T]. (7.4.5)

The above optimal control problem can be transformed (using the transformation (7.2.5))
in terms of the variable z as follows:

min J(z:) = /0 (), 0=(8)) + (u(t), Ru(t))dt
(1) = Agz(t) + F(2(t)) + Bult), t € [0,T], 2(0) = 2,
st ult)w(t) < (—p+ k)w?(t), if w(t) £ 0, u(t) = 0 if w(t) = 0, t € [0, 7],
u(t) = kw(t)] < s, ¢ € [0, 7).

(7.4.6)
where the operator Q : Z — 7 is defined by:
qg O 0
Qu Q2 1 a2/gQA(x) + B(z) —a/gA(x) + B(x)
Q= 0 Qu Q2> :Z 9, 9
Q21 Q2 —a/gA(z) + B(x) a”/g”A(z) + B(x)
0 Qu Q2

(7.4.7)

We can prove the following result:

Theorem 7.4.1. The RHOC scheme applied to system (7.1.1) is asymptotically stable.

Since the optimal control satisfies the condition of Theorem 7.3.1, the closed-loop
stability is guaranteed. The remaining problem is to show the feasibility at each sampling
time. To this end, the Theorem 2.12 of [Yong, 1992] can be applied, and the existence of
optimal solution is guaranteed. For more details, see [Pham, Georges & Besangon, 2012
(Appendix D).
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7.4.2 Optimal solution by calculus of variations approach

We will formulate the optimal control in function of adjoint state in order to use it later
for the numerical scheme. To handle the constraints, we also use the barrier method as
in section 6.2.2. The optimal problem is now to minimize the modified cost function .J,,
without the constraints on v and w:

Jn= (1), Q2(0) + (u(t), Ru(t)) + G(=(t), u(t))dt (7.4.8)

where
G(z,u) = —plog ((—p + k)w? — uw)(ul,,, — (u— kw)Q)) (7.4.9)

By using the multiplier method as in section 2.4, we can characterize the optimal control
in function of the adjoint state as follows:

1
Um<7') + 'R—IB*pm(T) + iR_lgu(Zm(T)a um<7_)) =0 (7410)
where p,, is the weak solution of the following equation:

Pn(T) = = A5 (7) = Fo(2in(7))Pin(7) = P(2m(7), (7)), pun(T) = 0. (T-4.11)

In this form, we can use a numerical method to approximate the optimal solution. In
this work, we also use the Lattice Boltzmann Method (see [Pham, Georges & Besangon,
20120] (Appendix D)).

7.5 Simulation results

In order to illustrate the validation of the above approach, we carried out some simulation
with the parameters given in Table 7.1.

L a f D % ,
85 (m) | 379 (m/s) | 0,0223 | 0,0635 (m) | 0,5 (m/s) | 6,5 (m)

Table 7.1: System parameters

Suppose that we want to change the flow velocity from Vi = 0.87 (m/s) to Vf = 0.
We simulate the first strategy where the velocity decreases linearly. The results are
presented in Figures 7.1 - 7.2. We see clearly that in this case there are pressure waves
(water hammer) in the pipeline.

We now perform the simulation with the RHOC. The evolution of the piezometric
head and the flow speed are presented in Figures 7.3 and 7.4. We see that the system
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Note that we can also use the boundary feedback control as

converges to the origin.

follows:

which satisfies the stability condition and therefore guarantees the convergence of the

7.6. The evolution of the state w and

system. The results are presented in Figures 7.5

the RHOC and feedback control

(

Figure 7.7. We find that the two controls have an almost identical performance, but the

the control @ in both cases

RHOC ensures that we have an optimal control with respect to criterion (7.4.1).
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Figure 7.5: The piezometric head with Figure 7.6: The flow speed with feed-
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Figure 7.7: The boundary state and the control
7.6 Conclusions

In this chapter, we have introduced sufficient conditions to guarantee the asymptotic
stability of a pipeline system. The RHOC was used to stabilize the system as well as
handling constraints and minimize a cost function penalizing the variation the piezomet-
ric head and the flow speed around a reference profile. The simulation results showed
that the RHOC guarantees the convergence of considered system and does not create
pressure waves.

We note that thanks to the stability conditions the RHOC scheme does not use either
final cost or zero terminal equality constraint. Although this approach was considered
for finite-dimensional systems in e.g. [Mhaskar et al., 2005] and [Liu et al., 2009]), it
was not extended to infinite-dimensional ones. The RHOC does not play a primordial
role in the stabilization, it does however contribute to the optimality and to constraint
handling. Constraints such as the maximal value of the head or the saturation of the
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speed of the valve could be taken into account. The challenge is to ensure the feasibility
of the optimization problem, which will be considered in our future work.
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Conclusions and perspectives

This chapter summarizes the contributions, discussions and perspectives derived
throughout this thesis. The main objective of our work was to study the extension
of the Receding Horizon Optimal Control (RHOC) to infinite-dimensional systems in
general and systems of conservation laws in particular. Two aspects of the RHOC were
considered and exploited: the stabilization and the explicit constraint manipulation.

First of all, we proposed and demonstrated a generalization of Lemma 5.1 of [Curtain
& Zwart, 1995], which gives us a sufficient stability condition of RHOC for a class of
infinite-dimensional systems. Based on this result, we provided a complete proof of
exponential stability of this strategy with two different approaches: with final cost and
with zero terminal equality constraint.

Next, we showed the exponential stability of RHOC for 2 x 2 hyperbolic systems with
boundary controls. For this purpose, we established the regularity and the reachability
of such systems. The boundary control problem was reformulated in abstract form in
which the stability proof of RHOC can be applied.

Theoretical analyses were applied to an open-channel system. The dynamics of such
a system is described by Saint-Venant equations that constitute a system of 2 x 2 non-
linear conservation laws. Two linearized models were considered: one around a uniform
equilibrium profile and the other around a non uniform one. We used the RHOC with
final cost for the first one, and the RHOC with zero terminal equality constraint for the
second one. In both cases, thanks to the general results obtained for 2 x 2 hyperbolic
equations, we could obtain exponential stability of the closed-loop system. The analyses
were validated in simulation and gave encouraging results.

The application of RHOC to a network of cascaded 2 x 2 hyperbolic systems was
also considered. Using the results obtained on both the regularity and the reachability
of a single system, we deduced the regularity and reachability for the whole network.
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We showed that this system can also be reformulated in abstract form and that the
RHOC can be used to ensure the stability. The proposed approach was applied to an
open-channel network and tested by simulation. The obtained results were in agreement
with theoretical analyses.

We also studied the application of RHOC to scalar nonlinear systems of conservation
laws. One of the challenges of these systems is that they admit singularities called shocks
in the solution. We introduced sufficient conditions to avoid this situation. The RHOC
was then used to ensure these shock avoiding conditions and to guarantee the convergence
of the solution to a reference. This approach was validated by simulation with the
freeway traffic model. For this application, we exploited both the ability to manipulate
constraints and the ability to guarantee stability, which shows a great potential of RHOC
strategy for this class of systems.

After all, the application of RHOC for the stabilization problem of a pipeline system
was considered. Sufficient asymptotic stability conditions of this system were provided.
We have shown that the RHOC can at a same time stabilize the system, take into
account the constraints and minimize a given criterion. Throughout this application, we
discussed an RHOC strategy for infinite-dimensional systems using neither final cost nor
zero terminal equality constraint, which was not considered before, to the best of our
knowledge.

These results open some directions for our future works.

The first one concerns the application of RHOC to networks of conservation laws.
The extension of the results of Chapter 5 to networks whose structure is more complex
needs to be studied. Knowing that the results on the reachability of certain struc-
tures of open-channel systems (star-like or tree-like structure) are available (see [Li &
Rao, 2004]), this extension is entirely possible without any new theoretical difficulty.
Besides, considering a mixed network of open-channel systems and pipeline systems is
a very interesting problem to be investigated from both theoretical and practical point
of view. The interactions between subsystems through boundary conditions may impose
additional conditions for the stability of the overall system. The RHOC is suitable to
solve this problem due to its ability of handling constraints. Moreover, the application of
the RHOC with shock avoiding conditions to networks of freeway traffic is also promising
to avoid traffic jams.

The second direction concerns the stability of RHOC for output feedback problem.
The theories developed in this work are based on the assumption that all states are
measured, which is not feasible in reality. It is necessary to use an observer in order
to estimate the state from the measurements that are often at the boundary. Knowing
that the moving horizon strategy for observers has been considered for finite-dimensional
systems ([Michalska & Mayne, 1995], [Alamir, 1999]), an extension of this approach to
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infinite-dimensional systems is particularly interesting. A generalization of the stability
results of RHOC coupled with an observer as in [Findeisen, Imsland, Allgower, & Foss,
2003] in the context of infinite-dimensional systems is interesting as well.

A comparative study in terms of performance and robustness between the proposed
control and various existing strategies is also necessary. We can mention for example
the control Lyapunov function approach of [Xu & Sallet, 2002] and [Coron et al., 2007];
the boundary feedback control of [Coron et al., 2009], [Prieur, 2009]; the backstepping
control of [Vazquez et al., 2011] and [Krstic & Smyshlyaev, 2008] and the Hamiltonian
structure approach [Santos et al., 2009].

The synthesis of infinite-dimension RHOC for other classes of systems such as
parabolic or elliptic systems needs also further consideration, knowing that the RHOC
based on spectral decomposition has already been considered for parabolic systems in
[Dubljevic et al., 20050], [Dubljevic, N. H. El-Farra & Christofides, 2006] and [Dubljevic
et al., 2005a]. Another possibility is to generalize the results of Chapter 2 to the case of
systems having only a local Lyapunov function. Such results would allow to apply the
RHOC to a larger number of applications.

In conclusion, the obtained results show that the application of RHOC to infinite-
dimensional systems is very promising thanks to the ability of guaranteeing stability and
the effectiveness in constraint manipulation. However, several questions remain open
that require further research to enlarge the application fields of this approach.
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conservation laws
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Abstract— This paper deals with the Predictive Control for
a linear hyperbolic system of conservation laws. A complete
proof of the exponential stability of this control is established.
The semi-group approach is used to prove the existence and
uniqueness of the optimal solution. The cost function of the
optimal control is inspired from the previously proposed can-
didate Lyapunov function for hyperbolic systems. Thanks to
this choice, the exponential stability of the control is proven.
For the implementation, calculus of variations is used to derive
the adjoint state of the system and the recently proposed Lattice
Boltzmann method is used to solve both direct and adjoint
partial differential equations. This approach is finally validated
in simulation.

I. INTRODUCTION

Our work is motivated by the control problem for an
open-channel system which is usually described by a set of
two partial differential equations (PDEs) named Saint-Venant
equations which represent the mass and the momentum
conservation:

0:(Bh) +0,Q =0
{8Q+8 (% +1Bgi?) =0 M
t x \ Bh 2 g

where h denotes the water depth, () the discharge, g the
gravitational acceleration and B the channel width. Here ¢
and z classically stand for time and space coordinates, and
0, 0, denote the partial derivative w.r.t. ¢,z respectively.

These equations can be linearized around a set point
h = he, @ = Q. and normalized to obtain the following
equations:

h 0 -1 h
w(g)-(a 2)u(s) o
where the notation tilde ~ represents the normalized variable

defined as:

7 h—he A _ Q—Qe ~ _ f_
h = e sQ*QQQaI*%vt*BLhEa

with L is the canal’s length and o = (1 - g]?;hi)

now on, for the sake of simplicity, notation tilde” will be
omitted. The above equations can be transformed to the
so-called Riemann coordinates (see [2]) to finally obtain a
diagonal form of the model as follows:

a cpt 0 a
0, = 0, 3
t b O o €T b ) ( )
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where:
a=h+Q/cz, b=h+Q/ci, 4)
and ¢ = -1+ +v1—a,c0 = —1 — /1 — «. Since only

subcritical flows will be considered in this paper, it will be
assumed that ¢; > 0 > co. The boundary conditions act as

the control:
a’(Lt) = ma(t)
{ b(0,1) = () 3)

The above equations correspond to a class of infinite-
dimensional systems which received a large amount of
attention in various previous works. It can for instance be
noticed that the theory of optimal control is well developed
for such linear infinite-dimensional systems [3], but it results
in differential Riccati equations in operator form which are
not easily solved in practice. On the other hand, a strict
Lyapunov function was proposed in [2] for the same case
of hyperbolic systems and used to derive a boundary control
with stability.

In addition, motivated by the numerous advantages of the
predictive control based on a Receding Horizon Optimal
Control (RHOC) approach for finite-dimensional systems,
even in the nonlinear case (see e.g. [4], [8]), the extension of
such an approach to infinite-dimensional systems was also
investigated, as in [6]. But this work concerned only the case
of distributed control and did not provide full closed-loop
stability result. The RHOC approach for boundary control
of nonlinear system (1) was considered in [5], and solved by
the variational calculus approach. A numerical solution of
this control was also proposed and validated in simulation,
but no proof of stability was provided.

In the present paper, an RHOC approach is proposed for
system (3)-(5) with a complete proof of stability, which was
not done so far to the best of our knowledge.

We firstly reformulate the boundary problem in the ab-
stract form as presented in [3]. We then introduce the cost
function which is an extension of the candidate Lyapunov
function proposed in [2] and proven to be a Global Control
Lyapunov Functional (GCLF) for our system. The semigroup
approach is finally used to prove the existence of the optimal
control, and the exponential stability of the feedback system
is established by using the argument introduced in [6]. For
the implementation, we use the variational calculus as in [5]
to derive the adjoint states and obtain a two-point boundary
value problem. This problem consists of PDEs which can be
solved by different methods. In the present paper, we use
the lattice Boltzman approach which has proven to be very
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efficient and accurate to solve various PDEs (see [1], [7]),
and in particular such Saint Venant equations (see [9]).

The paper is organized as follows: In section II, the
complete proof of the exponential stability of the RHOC is
established. Firstly, the boundary problem is transformed into
abstract form and the proof for the existence of the optimal
control by using the semigroup approach is given. Then,
the principle of the RHOC is recalled and the exponential
stability is proven. In section III, the numerical computation
of the optimal solution is considered. The calculus of varia-
tions is carried out to obtain the optimal control according to
the adjoint state, and the Lattice Boltmann Method (LBM)
is used to solve both the Saint Venant equations and the
adjoint ones. Finally, some simulation results are provided
in section IV to validate the proposed control approach, and
some conclusions end the paper in section V.

II. EXPONENTIAL STABILITY OF RHOC
A. Existence of the optimal control
1) Abstract setting: Here we consider the following prob-
lem in [0, 1] x [0, T:
ora — 10,4 =0
{ b — c20,b =0 ©
where ¢; > 0 > co. The boundary and initial conditions are:
a(l,t) = x4 (t) a(z,0) = ap(x)
{ b0,8) = ao(t) ™\ b(2.0) = bo) ~ 7

To guarantee the regularity of the solution, the state at the
boundary is extended as:

o =a,b, ®)

To = Uq,

where the control u, is in L2([0,T], R). Now, we follow
closely the procedure described in [3] to reformulate the
boundary control form to the abstract form. We denote

w=[r, )T, u=1[us up)? and z = Z
The state at the boundaries can be written as:
W= Apw + Byu, w(0) = [ap(l) bo(0)]T,
(00 (10 ©)
Aw(o 0>’ By = 0 1 /)"
We define a new variable v = (v; v2)” as:
1 0
v(t) = z(t) — BCyw(t), Cy, = ( 01 ) , (10)

where B € £(R?,[L2(0,1)]?) is defined by

Bh:(x Ox>h,VheR2. a1

0 1-—
We can notice that the variable v allow us to distribute the
boundary control in the domain throughout the operator B.
Next, we define the operator:

_ C1 0 d
A_(O @)dx, (12)

with domain:

D(A) = {h=(hy hy)" €[Ly(0,1)]2|h is absolutely
continuous, 42 € [L5(0,1)]2,
andhl(l) = 0, hg(()) = 0}
(13)
Then:
0(t) = Av(t) — BCyw(t) + CCuw(t),
v1(l,t) = 0, wv2(0,t) =0, (14)
v(.,,0) = zp— BCuw(0) =vg € D(A).
Where O = [ < 0 . We consider the extended state

0 —C2
space Z¢ := R?®[L2(0,1)]? and the extended state z¢(t) =
(w(t) v(t))". The problem now has the abstract form:

2e(t) = A°z°(t) + Beu(t), 2z°(0) = z§, (15)
where:
e Ay, 0
A* = CcCy,—BCu,A, A > ’
D(A°) R?® D(A),
e By, 2 e (16)
Be = _BC, B, > € &(R%, Z°),
e _ [ w(0)
4= (0

It is well known that A is an infinitesimal generator of a
Cp-semigroup and by Lemma 3.2.2 in [3] (page 114), A° is
an infinitesimal generator of a Cy-semigroup.

2) Linear quadratic optimal control: Now, we consider
the optimal control of system (15) in a finite horizon [0, 7]
with the cost function defined as:

T 1
[15 [(Aere/era®(z, t) + Bers/e2b?(z, t))da
0 0
+ 8w Pw + " Ru dt
1
+f[AeMx/c1a2(x7T) +B€‘w/c2b2(x7T)]dx

+1(1)1(T)TPw(T),

J(25;u) =

7)
where u, A, B are positive scalars and P = PT > 0,
R = RT > 0. This function inspires the candidate Lyapunov
function proposed in [2] and can be reformulated in the
standard form [3]:

T

J(z55u) = /((ye(t),ye(t» + (u(t), Ru(t)))dt

+ (5(T), Mz(T)),

where the inner product in the Hibert space Z¢ is defined

(18)

as:
Tal a2 T
Th1 Th2 o Tal P Ta2
ar ’ as Tp1 Th2
by by

1
+ /[Ae*“”/clalag + BGI'LI/lebQ]dI. (19)
0
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Then, forms (17) and (18) are equivalent with y¢, M, R
defined as:

v =ce, ¢ =VE( g, 1)@
R=R, M=2C"C"eL(2°), M"=M>0.
(20)

By applying Theorem 6.1.4 (page 272), Lemma 6.1.7 (page
277) and Theorem 6.1.9 (page 281) of [3], we have the
following results:

e There exists a unique Umin (-; 25) € L2([0, T], R?) such
that J(28; wmin (-5 28)) < J(2§;u) for all u € Lo ([0, T], R?).

e The optimal control is determined by:

Upmin (t; 28) = —RIBTI()28,,, (1 25), VYt € [0,T), (21)
where I1(.) satisfies the operator differential Riccati equation:

—<22,H(t)¢462’1>
*<A622,H(t)21> — <CGZQ,CG211>
+<H(t)BeR_1Be*H(t)22,Zl>,
T = M,

A2, 1(t)zn) =

(22)
forall t € (0,7) and z1, z2 € D(A®).
e The minimum cost named the value function V' (z§) is

Vizg) = i

min
w€ L ([0,T],R?)

J(25;u) = (26,11(0)z5).  (23)

o TI(t) is a nonnegative operator for all ¢ € [0, T.

Now, we will show that II(0) is positive. To this purpose,
we have to prove that V(z§) = 0 if and only if z§ = 0.
Obviously, we have V(z§ = 0) = 0. Conversely, if we have
V(z§) = 0, s0 (Y%, (1), y%,:n(t)) = 0 almost everywhere
in [0,T]. But y¢,.,(t) is continuous in ¢ so y&..(t) =
0,Vt € [0,T]. As a consequence, Zmin(t) = 0, Wpin(t) =
0,Vt € [0,7] which implies that z&,,,. (¢) = 0,V¢ € [0,T].
Particularly, 2¢,,.(0) = z§ = 0. This means that V(z§)

defines a norm in Z¢€.

B. Stability of RHOC

1) Principle of RHOC: Let us consider system (15) and
recall for it the principle of RHOC:

o At each time ¢, we obtain the current state z¢(¢).

o Then, for a given prediction time 7" and the cost func-
tion defined by (17), we compute the optimal solution
of the problem:

w st
I o R Q)

z¢(r) = A°z°(7)+ Bu(r),Vr € [t,t + T
s.t zZe(t) = z°(t)
ge(r) = cez¢(r),Vr € [t,t + T

(24)

where the notation © stands for the predicted variables.

o The first part of the optimal control is applied on the

system in period [t,t + o] for a small o, and the
procedure restarts at t =t + o.

2) Stability: Let us denote

E(24(t)) = (°(1), Mz°(1)),
F(20(), ut) = (y°(1),y° (1)) + (u(t), Ru(t)).

We will show that if £ is a GCLF, which means for all
initial condition z§ there exists a control ug (7) so that:

(25)

BE(2°(1)) + F(2°(7),ux (7)) <0, (26)
along the trajectory of (15), then the RHOC approach guar-
antees the exponential stability of the closed-loop system.
Firstly, we will prove that the value function decreases. It
is useful to notice the fact that there is no difference between
the model and the plant, so 2¢(7) = 2¢*(7;2¢(¢)) for all
T € [t,t + o], where the notation * stands for the optimal
variables.
At time t 4+ o, we consider the suboptimal solution:
_ u*(r;2°(t)) T€ft+o,t+T)
= 2
() { ug(r) TER+T,t+T+o0] @7
The trajectory is then z°. The corresponding cost function
becomes:

J(z¢(t + o);u)
t+T+o
- f-i-f F(ze(r),a(r))dr + E(zZ¢(t + T + o))
t+o

= = [ F@E(r2(t),u (r52°(1)))dr + V(2°(2))

tiT+o’
+ HfT F(z¢(r),uk (7))dr
+E(Z¢(t+T+0))— EGE@Et+1T)).
(28)
However we have V(2¢(t 4+ 0)) < J(2(t + 0);4(.)) and

t+T+o
F(z(7),uk(7))dr

t+T
+EGE(t+T+0)—EEZ(@t+T)) <0, (29
because of (26) then:
V(z(t+0)) = VI(z°(t))
t+o
< - / F(z%(7; 2°(¢)), u* (15 2°(¢)))dr.  (30)

t

This means that V (¢) decreases.

Secondly, we will show that V' decreases exponentially. It
can be noticed from (25) and (17) that F' > u/2F, so (30)
leads to:

t+o
V(z°(t+0)) = V(2°(t)) < —p/2 / E(z°(r))dr. (1)

t

For each 2°(7), 7 € [t,t + o], the feedback control ug
that satisfies (26) can be applied from 7 to 7 + 7" and the

6934



corresponding trajectory is 2% . By integration, we have:

T+T

[ i) ux(s)ds

T

+ E(25(r+T)) — E(z°(1)) <0, (32)
which means that:
+T
B ()2 [ Pl ux(o)ds
+ E(zi(t+T)) > V(25()). (33)
Combining (31) and (33), we get:
t+o
V((t+0)) = V(z(t) < —p/2 / V(z8(7))dr. (34)
t
By taking the limit when o0 — 0, we obtain:
V< —p/2V, (35)

which implies the exponential convergence with rate p/2 of
the value function. But this function is also a norm in Z°¢,
so the system is exponentially stable.

3) The Global control Lyapunov function: We show that
the functions F and F' defined by the cost function (17)
satify (26). To prove this, we consider feedback control of
the state at the boundaries:

ug (1) = Kw(r),
such that Ax = A,, + B, K is stable. We have:

(36)

. 1
E+F = 4 [[Aer/%a(x,t) + Bet®/*2 02 (, t)]do

0
—Ac1a?(0,t) + Acyet/1a?(1,1)
—Beab?(0,t) + Begel/ 2% (1, t)
+wT KTRKw + wT (AL P + PAg)w

+Lw? Pw
Aciet/er 0
< T 1
= W 0 —BCQ
+wT KTRKw + wT (AL P + PAg)w
+Lw” Pw.
(37
The problem is to choose the parameters so that:
Q+ (Ax +41)'P+ P(Ag + 41)" <0, (38)

with

Acyet/e 0
Q=( 4
0 BCQ

If 41 is chosen so that u < —4X,0.(Ak), Where Az (.)
denotes the the maximal real part of the eigenvalue of a
matrix, then the Lyapunov equation:

Q+ (Ax + )P+ P(Ag + £1)T =0, (40)

has a unique solution P = PT > 0. As consequence
(26) holds true. So, the cost function (17) guarantees the
exponential stability of the RHOC.

) +KTRK > 0. (39)

ITII. NUMERICAL SOLUTION OF THE OPTIMAL
PROBLEM

In this section, we show that the variational calculus can
be used to calculate the optimal control in function of the
adjoint state and then a numerical scheme can be used to
solve the optimal problem.

A. Variational calculus approach

We recall the system:
8ta — clawa = 0, 8tb — 0283017 = O,
. a(l,t) \
w = A,w + Byu, < b(0.1) ) = Cpw,
w(0) = [ag(1) bo(0)]T, a(x,0) = ao(x), b(z,0) = bggl)S
with the cost function determined by (17). We introduce the
Lagrangian of the problem as follows:

L=

1
[ L[Aerw/ra?(z,t) + Ber®/2b?(x,t)
0
+Aa(c10za(x, t) — Ora(z,t))
+Ap(c20:b(x, t) — 0:b(x, t))]dxdt
T
+ [ 5w Pw + u" Ru
0
+7T (Apw + Byu — b)]dt
1
+ [ [Aer®/e1a?(z, T) + Ber/2b?(z,T)]dx
0
+wT(T) Pw(T),
where )\, and )\, are the adjoint states corresponding to a
and b, v the adjoint states corresponding to w.
The first variation of this function must be zero at the

optimal solution (since the controls are not bounded).
Integrating by part leads to:

T1
L= ofof %[Ae*”c/cla2 + Bele/e2p2 — crady A,

+a0iAg — c2b0pAp + b0 N\p|dadt
T 1
+ [lerada)bdt — [lara)E dx
0 0

T 1
+ f[Cgb)\b](l)dt - f[b)\b]gd$
0 0

—I—fT [Lw” Pw + u” Ru
’ +T(Apw + Byu) + wT4]dt
—["wl§
—|—j [Aere/e1q?(x, T) + Ber®/°2b%(x, T)|dx
—H(LT(T)Pw(T).
Then:

e First variations of a(z,t) and b(z,t) give the dynamics
of the adjoint states:

_ uw/er
{ Ot Aq — €10z Mg + nAae 1=0 42)

Oty — oy Ny + pBbet®/2 =0
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e First variations of a(z,T'), b(z,T) and w(T') impose the
condition at t = T for the adjoint states:

Na(z,T) = 2a(z, T) Aetr/ 1
\o(x, T) = 2b(x, T) Ber®/ 2
+(T) = 2Puw(T)

43)

o First variations of a(0,t), a(1,t) and b(0,t), b(1,t) give

the boundary conditions:

) (44)
)\a(07t) = 07 Ab(lat) =0
e First variations of u give the optimal condition:
u=1/2R"'BTy. (45)

The gradient of the cost function which is used later in the
steepest descend method is given by:

T
/ [2R"w + BL~]dt.
0

oJ
e (46)

B. Lattice Boltzmann method (LBM)

The LBM starts to attract the researchers thanks to its
powerful capacities to simulate the fluid flows and other
physical phenomena (see [1]).

In this method, we consider the movement of the particles
on a regular grid. The particles at point (z,¢) are split
in several quantities f;(x,¢) which has the velocities v;.
The underlying algorithm consists of the alternative of two
phases: collision phase and streaming phase. In the collision
phase, the particles enter the site x at instant t fi"(x,t)
collide and result a new distribution f¢“!(x,t). Then during
the period [t,t + At] of the streaming phase, the new
distribution moves to the lattice site in the direction of the
velocity v;. These two phases can be formulated as:

Collision :
Streaming :

fiout(xvt>:fiin(xat)"i_%(fieq_fim)v 47
fin(e + vt e+ A1) = feit (), 4D
where Az is the lattice spacing and At the time step. The
collision phase above is based on the Bhatnagar-Gross-Krook
(BGK) approximation with a single relaxation time 7 and
the so-called equilibrium distribution functions f;? whose
expression depends on the physical process to be described.
We shall specify its form below, for the case of a scalar
conservation law. To guarantee the stability of this explicit
scheme, 7 must be larger than 0.5.

Equations (47) may be combined to obtain the evolution
equation:

file + vt t + At) = fi(w,t) + 2(fi* = fi),  @48)

where f stands for fi".

C. Application of LBM to a scalar conservation law

The following problem is considered:

A+ ¢cOA=0, ¢>0, (49)

with the initial condition A(z,0) = Ag(z). As ¢ > 0, only
the boundary condition at x = 0 needs to be defined as
A(0,t) = u(t). We propose a lattice with 2 velocities as in
Fig. 1 where vy = 0 and v; = v = Az /At.

o ———

Vo U1

Fig. 1. Two velocities lattice (¢ > 0)

The equilibrium distribution function must satisfy:

eq eq _ eq _ _c
{ 0 +f1 - )\ <:>{ %q - £1)\ v)A , (50)

Ufleq = cA 1 = v

and A is calculated by:

A= "fi=fo+ f1. (51)
With this equilibrium distribution function, the lattice Boltz-
mann method can be proved to solve (49) to the precision
(Az)? and (At)? (see [7]).

In this simple case, the evolution equation (48) has the
form:

folz,t + At) folz,t) + L(f5" = fo),

file +vAtt+At) = fi(z,t)+ 2(fi7 = f1).

When a source term F' exists in the right-hand side of (49),
these equations will take the form:

folw,t+At) = folz,t)+ 2(f5? — fo) + ALF,
filx + vAtt + At) = fl(fE?t)ﬁL%( =) .
(53)

The boundary condition at point x = 0 is guaranteed by
imposing:

(52)

f1(0,8) = u(t) = fo(0,1).

In the case of ¢ < 0 we use the lattice where vy = 0 and
v = —v = —Ax/At.

(54)

D. Computation of the numerical solution

We use here the steepest descend method to solve the

problem. The algorithm is described below:

« Choose an initial estimation of the solution u(®).

¢ Solve the system (41) from ¢t = 0 to ¢ = T by using
the lattice Boltzmann method for the DPE and using
the Euler explicit scheme for the ODE.

o Use the final state at t = T as initial condition (43) and
solve the adjoint state (42), (44) fromt =T tot =0
also by using the lattice Boltzmann method for the PDE
and using the Euler explicit scheme for the ODE.

« Update the estimation by the steepest descend method

k) = o ®) _ K, .S(u®), (55)

where  S(u®)) = 2Ru®) + BT~.
« Repeat step 2 while the norm of the gradient (46) is
larger than a tolerance e.
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IV. SIMULATION VALIDATION

In order to illustrate and validate the proposed control
technique and numerical implementation scheme, a simula-
tion has been carried out with parameters of Table I.

SIMULATION PARAMETERS

TABLE I

)
«

50 100 150 200 250
Time/dt

Parameters Values Parameters Values
€1 L5 c2 3
Az 0.05 At 0.01
T 0.7 “w 1
6.51 0
P ( 0 6.67 ) T 15At
1 0 0.01 0
R ( 0 1 Ku ( 0 001 )
A, B 3 € 10~°

L L
50 100 150 200 250
Time/dt

Fig. 2. State values at the boundaries

0.1

°
3
8

Value function V
°
2
8

0.04

L
150 200 250
Timerdt

Fig. 3.

Convergence of the value function

The results are presented in Fig. 2-Fig. 4. We can observe
from Fig. 2 that the state of the system converges to the
origin, and from Fig. 3 that the value function converges
exponentially. To calculate the rate of the convergence, we
can notice that (35) in discrete form is:

V (t+At)

v~ < (L= p/2At) = o

(56)

These values are plotted in Fig. 4 and it can be seen that
relation (56) is verified.

Fig. 4. Convergence rate of the value function, in comparison with the
theoretical value

V. CONCLUSION

In this paper, a complete proof of the exponential stability
of RHOC for a system of conservation laws is established
and validated by simulation. The existence of the optimal
solution is based on the semigroup approach and the stability
is based on a GCLF. The infinite-dimensional optimal control
problem was solved by using calculus of variations. Finally,
a numerical simulation based on the Lattice Boltzmann
method demonstrated the effectiveness of the here-proposed
approach. The theory developed here encourages the im-
plementation of the RHOC for a real canal upto when the
linearized model is still valid.

Our future objective is to extend this technique for coupled
systems described by partial differential equations such as
network of channel. Another goal is to study the stability
of RHOC for a nonlinear system. The advantages of the
RHOC in terms of performance and robustness are also under
investigation.
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INFINITE-DIMENSIONAL PREDICTIVE CONTROL FOR
HYPERBOLIC SYSTEMS

VAN THANG PHAMT, DIDIER GEORGES', AND GILDAS BESANCONT

Abstract. This paper presents a predictive control scheme, based on the Receding Horizon
Optimal Control (RHOC) approach with zero terminal constraint, to guarantee the closed-loop
stability of linear 2 x 2 hyperbolic systems with boundary control. The extension of this control
scheme to networks of such hyperbolic systems is also considered. The boundary control problem
is first reformulated in the abstract form for which the optimal control with terminal constraint
was well studied. These results are then used in the RHOC scheme to give a complete proof of
stability of the closed-loop system. For the implementation, the calculus of variations is used to
derive the adjoint state which is then discretized and solved together with the state to obtain the
optimal control. The analysis is applied to open-channel hydraulic systems in cases of single pool
and multi-pools in cascade. Finally, simulations are carried out to illustrate the effectiveness the
here-proposed approach.

Key words. Receding Horizon Optimal Control, Hyperbolic equations, Boundary Control,
Semi-group, Open Channel Systems, Saint-Venant Equations

AMS subject classifications. 35Q93, 35Q35, 35F15, 35L65, 93D05, 93C20

1. Introduction. Our work aims to exploit the numerous advantages of the Re-
ceding Horizon Optimal Control (RHOC) in the class of infinite-dimensional systems
described by 2 x 2 hyperbolic equations:

Ory1 = M(2)0xy1 + 71(2)y1 + 01(2)y2
,(z,t) € |0,L] x [0, , 1.1
{ Ory2 = Aa(7)0py2 + y2(2)y1 + 02(7)y2 (z,8) € [0, L] x [0, 00) (L.1)

with boundary controls:

y1(L,t) = gi(t) + aya(L,t),  y2(0,t) = ga(t) + By1(0,1). (1.2)

The RHOC was well studied for finite-dimensional systems, even in the nonlinear
case (see e.g. [10] and [20]). Among its advantages, one can mention the ability
to obtain a guaranteed stability. This can be done either by using an appropriate
terminal cost or by imposing the terminal state to be at the origin. Both of these
approaches were generalized for infinite-dimensional systems. In [14], the proof of the
exponential stability of RHOC for systems with distributed control was established
by using a Control Lyapunov Functional (CLF) as a terminal cost, but no proof of
the existence of the optimal control was given. Our recent works ([23], [21] and [22])
combined the arguments of [14] with the Lyapunov functional proposed by [6] for
linear boundary control hyperbolic systems to get a complete proof of the exponential
stability of RHOC scheme. The second approach for boundary control of nonlinear
hyperbolic systems was considered in [12], and solved by the calculus of variations
approach. A numerical solution of this control was also proposed and validated in
simulation, but no proof of stability was provided.

The first approach is more flexible in terms of numerical implementation but
strongly depends on the existence of the CLF. Some forms of this functional were
considered in the literature. In [14], a quadratic CLF was proposed for a class of

tControl Systems Department, Gipsa-lab Grenoble Institute of Technology-CNRS,
ENSE3, BP 46 38402 St Martin d’Heres, France {Van—Thang.Pham, Didier.Georges,
Gildas.Besancon}@gipsa-lab.inp-grenoble.fr
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2 V.T. PHAM AND D. GEORGES AND G. BESANCON

semi-linear infinite-dimensional systems. In case that (1.1) is dissipative, a CLF can
be the energy of the system (as in [25]) or a weighted quadratic CLF (as in [29]). In
[3] and [4], a weighted quadratic CLF was also used to stabilize system (1.1) for non-
dissipative system but with constant coefficients. For general case (non-dissipative and
non-constant coefficients), the authors of [2] showed that the existence of weighting
functions used to form a CLF of system (1.1) depends on the existence of the solution
of a nonlinear ordinary differential equation. It appears that the latter is not easy to
check either numerically or analytically, which means that the stabilization of (1.1) is
not completely solved.

In this paper, the terminal constraint approach will be used to obtain a guaranteed
stability of (1.1). An extension of this approach for systems made of n subsystems
of type (1.1) cascaded via boundary conditions will be also considered. One of the
disadvantages pointed out in [9] is that this approach requires the feasibility of the
problem in finite time. However, for the considered system (1.1) and the cascaded
system, by relying on the method used in [5], this feasibility can be obtained. The
existence of the optimal control is then shown by [8]. By combining these results and
the arguments used in case of finite-dimensional systems, a proof of the stabilization
by RHOC scheme can be given.

The paper is structured as follows: in the next section, the stability of the RHOC
with zero terminal constraint for linear infinite-dimensional systems is established.
The calculus of variations is then performed to derive the optimal control in function
of the adjoint state to be used later in the numerical scheme. This approach is then
applied to the hyperbolic boundary control problem in section 3. To this purpose,
this problem is firstly rewritten in the abstract form, then RHOC is applied to get the
stability property. The same analysis is performed for cascaded hyperbolic systems in
section 4. Section 5 is devoted to a numerical method used to solve the optimal prob-
lem. The state and the adjoint state obtained by the calculus of variations approach
are discretized by the finite element method. The proposed theory is finally applied
to open-channel hydraulic systems in section 6, where some simulations results are
given to demonstrate the effectiveness of the approach. The paper ends with some
conclusions and perspectives.

2. Exponential stability of RHOC with zero terminal constraint.

2.1. Principle of RHOC. Let us consider a system in abstract form:
2(t) = Az(t) + Bu(t), =z(t) € Z, wu(t)eU, =2(0)=z, y(t)=Cz(t), (2.1)

where Z and U are two Hilbert spaces, A is the infinitesimal generator of a Cp-semi-
group ®(t) on Z with the domain D(A), B € L(U, Z), C € L(Z). The variables z, u
and y are the state, the control and the output respectively. We recall the principle
of RHOC:

e At each time t, we obtain the current state z(¢).

e Then, for a given prediction time 7" and a cost function J, we compute the

optimal solution of the problem:
. ﬂeLz(I[lf},gltT],U) =) )
s.t. zZ(1) = Az(7) + Bu(r),Vr € [t,t+T], 2z(t)==z2(t), zt+T)=0,

where the notation - stands for the predicted variables.
e The first part of the optimal control is applied on the system in period [t, £+ 0]
for a small o, and the procedure restarts at ¢t + o.
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2.2. Stability lemma. We introduce in this section a generalization of Lemma
5.1.2 of [7] which allows us to prove the stability of the RHOC scheme.

Given a Hilbert space Z, a positive constant ¢ and an evolution operator U :
A(o) — L(Z), where A(o) = {(t,5);0 < s <t < g}. We recall that an evolution
operator has the following properties (see [7], p. 117):

i. U(s,s)=1,s€[0,0].

i. U(t,r)U(r,s) =U(t,s),0<s<t<o.

iii. U(:,s) is strongly continuous on [s, o] and U(t, ) is strongly continuous on [0, ¢].
Suppose that ||U(¢,s)|| < My, (t,s) € A(o) with My > 1. Define the operator
H:Rt — L(Z) as:

H(t)z =U ({t},0)U(5,0)2, z¢€Z, (2.2)
<

where [t] denote the integer satisfying [¢]
the following lemma:
LEMMA 2.1. If for every z € Z there exists a positive constant vy, < oo such that:

L <)+1and {t} =t — [tlo. We have

/ " H ()]s < 7., (2.3)

then H(t) is exponentially stable, which means that ||H(t)|| < Mgpe™“°t, for some
positive constants My and wg.
Proof. We have firstly

IH )| < (Mp)F ¢ > 0. (2.4)

For every n > 1 the operator @,, defined by Q,z := 1jg ) H ()2, is a bounded linear
operator from Z to Lo([0,00); Z) where 1jg ,,; denotes the function that is equal to 1
in [0,n] and to 0 elsewhere. From (2.3), we have:

1Qn#I12, (0.m0r.2) = / | H(5)2|%ds < .. (2.5)

This means that the family {Q,z,n > 1} is bounded for each z, and thus by the
Banach Steinhaus Theorem (see Theorem A.3.19 in [7], p.586), ||@Qnl|L,([0,00),2) IS
uniformly bounded in n. It follows that [|Qnl|L,(j0,00),2) < 7 for some v independent
of n, hence

/0 | H (s)z|%ds < 22| (2.6)

We now show that ||H (ko) is bounded for all £ > 0. For k =0, |H(ko)| = 1. For
k > 1, we have

ko (1 . M(}Qk)

My, 7 || H(ko)z|2ds = 2 |H (ko) 2|
U gz S = 21I1MU gz .

On the other hand, by using Property ii. of U(¢, s):

ko 2
My, ° ||H (ko)z|*ds
Oko 2
My <

U (5,0).U (0,0 — {s}) U (o — {s},0) U*~1¥1-1(g, 0)zH2 s (2.7)

IN

ko 2s ko
/ My 7 MEED | H (ko — 5)2])% ds < M2 / 1 (5)2)2ds < M3~ 2|2
0 0
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As a consequence

2ME~? In My < 2MZ~%In My

Ik < T < e

(2.8)

Then for some My > 0 and all k& > 0, we obtain:
|H(ko)|| < M, (2.9)

and, moreover,

ko
kol H(ko)all* = [ 1H(ko)elds
0

/Olw HU[S] (0,0)U (0,0 — {s}) U (o — {s},0) UF~E1=1 (g, O)ZH2 ds

ko
/0 VH ([s)0) U (0,0 — {s}) H(ko — s)2|*ds

ko
MM [ | (ko — 5)2] ds < MEMEA?
0

IN

Hence
My My~
Vko ’

which implies that there exists ky € N such that

[1H (k)| < (2.10)

|H(ko)|| <1 for all k> ko. (2.11)
In the sequel, we denote H(k) = H(ko) for k € N. Let v = ||H(ko)|| < 1, then
[H (nko)|| < |H (ko)|[" =", ¥n >0. (2.12)

Let C = o Hax |H(K)|. For each k, there exists n such that nkg < k < (n + 1)ko.
SRh>RO
Then

1 (K)[| = | H (nko)H (k — nko)|| < Cy" < CyMM=t = M3*, (2.13)
where M = Cy~! and 5 = y1/%0 < 1. Consider now t > 0,
IH®)| = IU ({t},0) H ([t]o)|| <My MA < My MyY7~" = Moe™",  (2.14)

with Mo = My M7~ and wg = —2 In7 > 0. O

2.3. Stability of RHOC. We will prove the following theorem:
THEOREM 2.2. Consider system (2.1) with the cost function defined as:

t+T
J(z(t);ﬂ):/t (g, Qy) + (u, Ru)ds, (2.15)

where Q € L(Z) is self-adjoint nonnegative and R € L(U) is self-adjoint coercive
(which means that there exists € > 0 such that R > €I ). Given S a linear sub-space
of Z with continuous injection, suppose that the following assumptions hold:

i) System (2.1) is exactly reachable to S on [0,T).



PREDICTIVE CONTROL FOR HYPERBOLIC SYSTEMS 5

it) S is ®(t)-invariant (which means that ®(t)S C S for allt > 0).
i11) C*QC s coercive.
Then the RHOC guarantees exponential stability of the closed-loop system with the
domain of attraction being S.
Proof. Consider zg € S, then z(t) € S for all t > 0. We first establish the
existence of the optimal control at each time step. Let us denote:

F(z,u) = (Cz, QCz) + (u, Ruy), (2.16)

and consider the quadratic optimal control problem:

T

in Jgu) = | Flzud
s SECUC LD /0 (2, u)ds (2.17)

s.t. (1) = Az(7) + Bu(7),¥71 € [0,T], =2(0) =20, =2(T)=0,
Since zp € S and the system is exactly reachable to S on [0,T], Theorem 5.2. in [8]
can be applied and yields:
e There exists an optimal control for (2.17) given by:
Unin(t) = —GpW5'®p(T,0)20 — R™B () zmin(t), t € [0,T], (2.18)
e The optimal cost called value function is given by:

V(z0) = (2p(T,0)20, Wp ' ®p(T,0)20) + (20, 11(0)20). (2.19)

with ®p(t, s), Gp and Wp defined as follows:
The operator ®p(t, s) is defined as:

Dp(t,s)h =D(t — s)h — /t ®(t — r)BR™IB*TI(r)®p(r, s)hdr, (2.20)

which is the evolution operator obtained by perturbing the Cp semi-group ®(¢) by
D(t) = —BRIB*II(t) where II(¢) is the unique solution of the following integral
Riccati equation:

t)h = (T — t)MI(T —t)h
T
+ / O* (s — 1)[C*QC — T(s)BR™'B*TI(s)]®(s — t)hds. (2.21)
t
with a certain M = M* > 0. The operator Gp € L(L3([0,T];U), Z) defined as:
T
Gpu = / ®p(T, s)BR™Y?u(s)ds, (2.22)
0
that is the reachability operator and finally:
Wp = GPG}; € ,C(Z), (2.23)
is the controllability Grammian. This result guarantees the existence of the optimal

control at each iteration and gives us the value function (2.19) in function of the initial
state.
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When the RHOC scheme is applied to (3.32), for each time interval [ko, (k+1)0),
the trajectory is the solution of:

£(r) = AL() + D(T)E(T) + Kz(ko), 7 € [ko, (k+1)0), &(ko) = 2(ko),

where K = —BGH(Wp)1®p(T,0). Define U(t,s) on A(o) = {(t,s);0< s <t <o}
as

U(t,s)z=®p(t,s)z + /t Dp(t,r)Kz(ko)dr.

Then U(t, s) is an evolution operator and z(7) can be expressed as
2(1) =U(1 — ko,0)z(ko), T € [ko,(k+1)0). (2.24)
As a consequence for all ¢t > 0, z(t) = H(t)z with:
H(t) = U ({¢},0) [U (o, 0)]", (2.25)

Let us now show that the operator H(¢) satisfies Lemma 2.1. At time t + o, we
consider the suboptimal solution:

a(r) _{ Umin(T; 2(t)), T € [t+o0,t+T)

0, r€(t+T,t+T+o] (2.26)

The trajectory is then 2. We can notice that Z(7) =0 forall T € t+T,¢ + T + o].
The corresponding cost function becomes:

t+T+o

J(z(t+o);a) = / F(z(7),a(r))dr

t+o

t+o
_ / F(Zmin (73 2(8)), tmin (73 2(2)) )T

t+T
+/t F(Zmin (15 2(1)), min (73 2(t)))dT
(since F(2(1),u(r))=0,Vr € t+T,t+T + o])

t+o
=V (z(t)) — /t F(2min(T3 2(1)), wmin (T3 2(1)) )dT.
However we have V(z(t + o)) < J(z(t + 0);a(-)) then:
t+o
V(z(t+0)) —V(z(t) < —/t F(zmin (75 2(1)), wmin (73 2(1)))dT (2.27)
t+o
< 7/ ellz(7)||?dr  (since C*QC is coercive). (2.28)
By induction, for all £ > 1, we have:

ko ko
V(z(ko)) — V(2(0)) < —/0 ellz(7)||Pdr = /0 llz(T)|?dr < e 'V (2(0)). (2.29)

The last inequality shows that the closed-loop trajectory satisfies Lemma 2.1, then
the system is exponentially stable. 0
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2.4. Calculus of variations approach. We have seen in previous sections how
the optimal control can be given in a feedback form as a function of the state. However,
in order to implement this control, we have to solve an operator Riccati equation of
the form (2.21) which is not easy in practice. The purpose of this section is thus to
propose a practical method for an actual computation of such an optimal control. The
idea is to rely on the calculus of variations to obtain the optimal control in function
of the adjoint state.

Consider the optimal control problem (2.17). The trajectory z(t) can be expressed
as:

z(t) = ®(t)zo + /0 D(t — r)Bu(r)dr. (2.30)

We apply the standard multiplier method (see for instance [15]) to obtain the necessary
optimal condition. For each u € Ly([0,T],U), z € L2([0,T], Z) and A € Ly([0,T7], 2),
we introduce the following lagrangian:

L= /OT {;(Cz(T)7 QCz(1)) + %(u(r),Ru(T))
+ <A(T), <z(7) — B(r)z — /0 B(r — T)Bu(r)dr) >} dr (2.31)
(0, B(T)z0 + /0 (T~ ) Bu(r)dr).

Denote by L, L, and L) the variation of L in u, z and X respectively. By Liusternik’s
theorem (see Theorem 1 of [19], p. 243), there exists (Umin, Zmins Admin, Ymin) Such
that Lu = Lz = LA = L\II =0 at (uminy Zmins )\mina \Ijmzn)

The conditions Ly = 0 and Ly = 0 give the dynamics of the trajectory:

Zmin(T) = ®(7)20 + /OT D(1 — r)Bumin(r)dr, 7€ (0,7, (2.32)
and
O(T)zo + /T O(T — r)Bupin (r)dr = 0. (2.33)
0

The condition L, = 0 gives:
Amin(7) = =C*QCz(1), T €[0,T]. (2.34)

The condition L, = 0 signifies that:
T
Rttymin(T) — / B*®*(r — 7) Apin (r)dr + B*@*(T — 7) W5, = 0. (2.35)

Then,

T
Upin(T) = —R B <<I>*(T —7)Umin +/

T

*(r —1)C* Qszm(r)dr> . (2.36)

Denote

T
Pmin(T) = @ (T — 7)¥nin + / O*(r — 7)C* QCzmin (r)dr, (2.37)

T
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then p,,:n is the solution of:
pmin (T) = _-A*pmin(T) -Ccr chmzn (7_)7 (238)

with terminal condition py,in(T) = ¥pin. The optimal control can be expressed in
function of p,;, as follows:

Umin (T) = =R 'B*prin (7). (2.39)

By combining the equations of the state and that of the adjoint state, we obtain:

<pmm(t)> - (—C*QC —A ) (pmm(t) ’ (240)
with the constraints 2, (0) = 2(0), zmin(T) = 0 and

(pmm(t)) € D(A) @ D(A"),t € [0,T].

In this form, an approximation method can be used to numerically solve for the partial
differential equation in both state and adjoint state to finally get the optimal control.
The procedure will be illustrated later in section 5.

3. Application to systems of 2x2 hyperbolic equations. Here we consider
the following problem:

(z,t) €10, L] x [0, 00), (3.1)

{ Owyn = M (2)0zy1 +71(2)y1 + 01(2)y2
Orya = Aa(2)0py2 + Yo (2)yr + 02(x)y2

where \;, v; and §; (i = 1,2) are in C1([0,L]) and A\ (z) > 0 > A\y(z), Vo € [0, L].
The initial and boundary conditions are:

y1(2,0) = yio(x) y1(L,t) = g1(t) + aya (L, 1)
{ywum—yww>a”i{yx&ﬂ—gxw+ﬂmw¢>’ (3.2)

where o and 3 are two constants. In the sequel, the dependence of the coefficients \;,
v; and §; (i = 1,2) in = will be omitted for the sake of simplicity.

3.1. Reachability. Consider firstly the following operator:
Lz =0z — A(x)0,z — B(x)z, (3.3)

on Q={zeR|0 <2z < L} with its boundaries 00_ = {z =0}, 004 = {z =L},

and
A1 0 7Moo
<0 )\2> ’ <’72 52) (34)
We define also the boundary operators as:
My=(1 —a), M_=(-8 1). (3.5)

The operator Lz has the following property:
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LEMMA 3.1. There exists constants Cy and c such that for all z € CE’S) (R x Q),
we have the estimation:

2@ + 511217 gxe + 1218 gxoa_ + 1215 gxon,
< Co =) (oM + HNL, gq+ 1M1,y con + 1M1=, g, )
(3.6)
with —oo < s <t < 00.

For V. C R™, C?g)(V) denotes the space of functions on V' which are the re-
strictions to V' of function in C§°(R™), and C3°(R™) denotes the space of smooth
functions vanished at infinity. The proof of the lemma is based on the estimation for
the case Q = {x € R |z > 0} established in [24] and is reported to Appendix A.

Consider now the following problem:

Lz = F  in[0,T]xQ,
M+Z = g+ in [O,T] X 8Q+, (3 7)
M_z = g_ in [0,T] x 902_, ’
2(0) = f.

Using the estimate of Lemma 3.1, the method presented in [26] can be used and gives
us the following results concerning the existence and regularity of the solution of (3.7).
The proofs are just a repetition of ones in [26] therefore omitted in this paper.

PROPOSITION 3.2. For all T > 0, F € Lo([0,T] x Q), f € L2(Q), g+ €
Lo([0,T]) x 0024) and g— € Lao([0,T]) x 92_), problem (3.7) has a unique solution z.
Furthermore, this solution satisfies

1211 + 5121l 410 + 120%,0x00_ + 1215 4xo0,

< Coet (1718 + HF W g 91 eon. + 960 geon, ).
for allt € [0,T].

PROPOSITION 3.3. Given f € H*(Q2), F € H*([0,T]x ), g- € H*([0,T]x 9Q_),
g+ € H*([0,T] x 9Q4). The solution z of (3.7) is in CT([0, T|; H*"(Q)), 0 <r < s
if and only if compatibility condition at (0,0Q-) and (0,0Q4) are hold up to order
s. Furthermore, the restrictions of z in [0,T] x OQ_ (resp. in [0,T] x 00 ) are in
H?*([0,T] x 002_) (resp. H*([0,T] x 024)).

We recall that the compatibility conditions of order 1 are:

My f=g4+(0), M_f=g-(0), (3.9)

and those of higher order are obtained by differentiating the above equations.
We can now prove the reachability for our system:
LEMMA 3.4. Given 2o = (y10 %20)% and zr = (yir yor)? in HY(Q), and T

satisfying:
L dx L dx
T>2 , . 3.10
max{/o A(z) /0 —A2(z) (3.10)

There exist g1 € H([0,T]) and go € H'([0,T]) such that the solution of (3.1)-(3.2)
satisfies:

2(0) = 29, 2(T) = zr. (3.11)
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Furthermore, z(t) € HY(Q), t € [0,T] and 2(0,-), 2(L,-) € H'([0,T]).

Proof. We follow the technique used by [5] (see also [17]) to establish the proof.
Denote by T = fo ’n (w) (resp. Th = fo )\ (I) ) the propagation time of the wave
issued from z = L (resp. « = 0) (see Fig. 3.1). Without loss of generality, suppose

t

TA ,
E T-T4
T1 .
' T2
B!
0o A L x

Fic. 3.1. Notions used in Lemma 3.4

that T1 > TQ.
Let §¢, g3 € H'([0,T}]) satisfying the compatibility conditions

G(0) = Myzo(L), §5(0) = M_z0(0), (3.12)

and solve problem (3.1)-(3.2) in © x [0,T1], with g; replaced by g¢, i = 1,2 and the
initial condition

2(0) = zp. (3.13)
By Proposition 3.3, the obtained solution z¢ satisfies
24t) e HY(Q), t € [0, T1]; et zd(g, ) e HY([0,T1)). (3.14)
Let g¥, g4 € HY(T — T3, T) satisfying compatibility conditions at (0,7) and (L, T):
91 (T) = Myzp(L),  g5(T) = M_2r(0), (3.15)

and solve the problem (3.1)-(3.2) backward in time in Q x [T — T3, T with g; replaced
by g, i = 1,2 and the condition at ¢t =T"

z2(T) = zp. (3.16)

Again, by Proposition 3.3, the obtained solution z* satisfies
L
() e HY(Q), t € [T — Ty, T); et z“(a, ) e HY([T — T4, T)). (3.17)
We construct & = (£, &)7 in the following way:

0= { g (318)

Since T' > 2T, the value of (t), t € [T1, T—1T1] can be chosen such that ¢ € H([0, 7).
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We consider now the following problem:

Duy1 = A LOy1 — M v — AL Ly

Duy2 = A3 Ory2 — Ay yayn — Ay Mooy (3.19)
in @ = [0, £] x [0, 7], which has the same form of (3.1) where the role of z and ¢ are
interchanged. The ”initial” condition is now specified at x = %:

y(L,t)y=¢@1), te(0,7T], (3.20)
and the boundary conditions are specified at t = 0 and t = T*:
y1(2,0) = y10(2), y2(2,T) = yor(2), x € [0, 5]. (3.21)

We denote by 2! = (31 4)T the solution of (3.19)-(3.21). We notice that y¢ also
satisfies (3.19)-(3.21) on the triangle OAB (see Fig. 3.1). By the uniqueness of the
solution (see e.g. [26]):

Yo (. 0) = y35(2,0) = yao(2), € [0,L/2]. (3.22)
Similarly, we have:
vi(@,T) =y (@, T) = yir(z), = €0,L/2]. (3.23)
Consider next the problem:
Ouyt = A 0y1 — A ' viyn — AL orye
Dzyz = X5 1 Orya — Ay Mayn — Ay Moayn (3:24)
on ), = [%, L] x [0,T], with the initial condition:
y(L,t)=¢@1), te[0,T], (3.25)
and boundary conditions:
y2(,0) = yoo(2), 11 (2, T) = y1r(z), z € [L/2, L], (3.26)

and denote by 2" = (y7 y5)T the solution of (3.24)-(3.26). By the same argument
as above for ¢!, we have:

yI(l‘v 0) = yil(l’,()) = (l‘),
y5(z,T) = y4(x,T) = y(;T(g;) » we[L/2,L]. (3.27)

Define now z to be z! on €, 2" on Q,., g1(t) = y1(L,t) — aya(L,t), ga(t) = y2(0,1) —
By=2(0,t), then z, g;, i = 1,2 satisfy (3.1)-(3.2) and 2(0,-), 2(L,-) € H([0,T)). 0

3.2. Abstract setting. The problem (3.1)-(3.2) will be reformulated in the ab-
stract form (2.1), then the stability of the RHOC scheme is given by applying Theorem
2.2. To this end, we closely follow the procedure described in [7] to reformulate the
boundary control form in the abstract form.

We firstly add two integrators to g1 and go as follows:

a1(t) =ui(t), 91(0) =yio(L); g2(t) = ua(t), g2(0) = y20(0). (3.28)
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Define now two new variables as:

v (z,t) = yi (2, t) — %gl(t), and va(z, 1) = yo(w, 1) — = . L ga(t). (3.29)
Then:
Opv1 = A10,01 + y1v1 + 01v2 + %91 + 61 L 2 Igg - %ul,
Opvg = X209 + You1 + daug + %gl + —Azt (SZ(L —2) g2 — L ; xu2. (3.30)
The boundary conditions are now homogeneous:
vi(L,t) =0, wvy(0,¢t) =0. (3.31)
Equations (3.28) and (3.30) can be put in the abstract form:
28(t) = A°2°(t) + Bu(t), 2°(0) = z§, (3.32)

where 2¢ = [g1 g2 v1 va]T € Z¢ = R2 @ [L2(0, L)]? is the new state, u = [u1 us]? €
U = R? the new control. The inner product in the Hilbert space Z¢ is defined as:

V1 ’(71 T L
U v v v _ _

< zi s 2? > = ( v; > < @; ) + /[2121 + 2222]d$. (333)
22 22 0

The initial condition is given by:

25 = (91(0) 92(0)  yio(x) — %91(0) Yoo () — sz92(0)> .

Operators A°, B¢ are determined as:

1 0
=2 % Vip, =% Y |ecwzy, (339
0 A —2 0
0 iz
where
0 0 0 0
D, = 0 ) 00 € L(Z°) (3.35)
1= Al-izylm 61(i—w) - 51 s .
% 7A1+612‘(L7x) Yo 52
and
d
A]_ = <)(\)1 )\02) @ with
D(A;) = {h=[v1 v €[La(0,L)]?|h is absolutely continuous, (3.36)
dh

o€ [L2(0,L)]?, v1(L) — ava(L) = —Bv1(0) 4+ v2(0) = 0} .
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We have the following proposition:

PROPOSITION 3.5. A€ is an infinitesimal generator of a Cy semi-group with the
domain D(A°) = R? @ D(A;).

Proof. We deduce from estimation (3.8) that A; with the domain D(.A;) is an
infinitesimal generator of a Cp semi-group on [L(0, L)]?.

By applying Lemma 3.2.2 and Theorem 3.2.1 in [7] A¢ with the domain D(.A%)
is also an infinitesimal generator of a Cy semi-group on Z°. 0

This result shows that boundary control problem (3.1)-(3.2) is indeed transformed
into abstract form (2.1).

3.3. Stability. Let us now consider the optimal control of system (3.1), (3.2)
and (3.28) over a finite horizon [0, T] with a quadratic cost function:

T L T
J (Y10, Y203 u) = / / (fiy: + foy3)dads +/ (195 + q295 + riuf + rau3)ds,
o Jo 0
(3.37)

where f;, ¢; and r; (i = 1,2) are positive constants. The above cost function can be
viewed as:

T
J = / (Cz¢, QCz°) + (u, Ru)ds,
0

where:
R = diag(r1,m2) € L(U), Q = diag(q1,q2, f1, f2) € L(Z°), (3.38)
and:
1 0 0 0
c— 2 o0 ec. (3.39)
0 &=z 0 1

Before establishing the proof of the stability, we need the following lemma:
LEMMA 3.6. Let Q € L(Z¢) a coercive self-adjoint operator having the form:

Q= ( %1 632 ) (3.40)

and C € L(Z¢) an operator having the form:

0 0
C=1+P, P(P2 0). (3.41)

Then C*OC 1is coercive.
Proof. We have:

C*OC=I+PHQU + P)
Q1 0 0 PsQ 0 0 PsQyP; 0
(500 )+ (ol 0) (702 0.
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This can be rewritten as:
cac Q1+ (1 —a)P3QaPs 01 549
- 0 (- 1)Q (3.42)

A DNE (4 2] e

with a constant o > 1. Since Q3 and P» are bounded, for « sufficiently close to 1,
there exists € > 0 such that:
Q1+(1—a)P2”‘Q2P2 O
< 0 (1— l) ) > el. (3.44)
«
On the other hand, ) is positive, then C*QC > el, which means that C*QC is
coercive. 0
At this stage, we can establish the following result:
THEOREM 3.7. Suppose that yi0, y20 € HY([0, L]) and g1, g2 satisfy the compat-
wbility conditions:

y10(L) — ayao(L) = g1(0),  y20(0) — By10(0) = g2(0). (3.45)
The RHOC' scheme with cost function (3.37) and terminal constraints:
yl(xaT) =0, yZ(xaT) =0, Vo € [O7L]7 gl(T) =0, gQ(T) =0, (346)

guarantees the stability of (3.1), (8.2) and (8.28) if Q is coercive and

o[ [ )

Proof. From the analysis in section 3.2, we see that the optimal control problem
for (3.1), (3.2) and (3.28) with cost function (3.37) can be put in the abstract form:

mmJ (25;u /( (Cz°,QCz°) + (u, Ru))ds, (3.47)

st 29(t) = A%2°(t) + Bul(t ), 2°(0) = 25, 2°(T)=0. (3.48)
We will show that Theorem (2.2) can be applied, with S = D(A®) C Z°¢. Denote by
Ze(t) = (‘ZEB) the solution of (3.1), (3.2) and (3.28). Recall that the extended state
2¢ is related to the one of the original system by 2°(t) = C~12%(t). Let’s define the
set S as follows:

€

S=1{=(n g9 vy v2)" |y, y2€H(0L]),
(L) - ayQ(L) =01, yQ(O) ﬂyl (0) = g2} (349)

It is easy to verify that S = CS. Consider now 2% € S, then Cz% € S. Since
Z5 = (91(0) 92(0) w10 w20)" € S and by Lemma (3.4), system (3.1), (3.2) is
reachable to S. This means that there exists u € Lo ([0,T]) such that z2¢(T) = Cz5.
The extended state satisfies then 2¢(T") = C~12¢(T) = 2%, which means that (3.48) is
reachable to S on [0,77].

In addition, 2¢(0) € S implies that z¢(¢) € S for all ¢ € [0,T].

Finally, by Lemma 3.6, C*QC is coercive. Theorem 2.2 can be applied and the
stability of the closed-loop is then guaranteed. 0
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4. Systems of coupled hyperbolic equations. We now consider the following
system of n 2 x 2 hyperbolic equations:

Oryi = Ni(2)0ryi + Vi) yi + 6:(2)Ynti ,
,x € 0,L], =1,n, (4.1
{ Oetnti = Mnti(@)Oanti + Yti(0)Yi + Oei (@i 0.L], ¢ n (41

where A;, Anti, Vis VYnti, 0i and 8,4, are in Cq([0, L]). The functions y; and y,44
are defined on [0, L]. In addition, we suppose that the system is strictly hyperbolic,
namely \;(z) > 0 > \,1(z), Vo € [0, L] (¢ = 1,n). The boundary conditions define
the relationship between the variables at the junctions. Suppose that these conditions
can be written as:

e For the first junction:

y7L+1(Oat) = gn+1(t)- (42)

e For the intermediate junctions:

Ynti+1(0,8) = 0iyi(L,t) + diyn+i (L, t) + Biyir1(0,1) . —=
di=1n-1, (4.3
{ yi(L,1) = gi(t) (4.3)
where 0;, a; and (; are constants depending on the characteristics of the
junction.

e For the last junction:
Yn(L,t) = gn(t). (4.4)

As in the case of a single system, we add integrators to the dynamics of g;:

The problem is completed by initial conditions:

yi(l'7 0) = Z/i,O(-T), yn+i(x7 0) = yn+i,0(x)~ (46)
In the sequel, denote by 20 = (¥1,0 -+ Yno Ynt1,0 --- yzn’o)T the initial con-
dition, z = (1 -+~ Yn Ynt1 .- yzn)T the solution of the entire system and

2 = (¥i  Ynyi)T the solution of sub-system i, i = 1, n.

4.1. Reachability. We announce firstly the proposition concerning the solution
of system (4.1)-(4.6). The proof is reported to Appendix B.

PROPOSITION 4.1. Given zo € L2(Q), g; € L%([0,T]), i = 1,n + 1. There exists
a unique solution z of (4.1)-(4.6) and some constants C' and ¢ such that:

12118 + £ll=]

2 o + 121 on_ + 1211 g con, < Ce* (120l + i lgill3, ) -

(4.7)

Before establish the reachability of whole system, we need the reachability of a sub-

system with just one control, which can be proved by a same argument as that of
Lemma 3.4.

LEMMA 4.2. Given zo = (y10  v20)7, 20 = (yar  vor)T in HY(Q), T satisfying:

T>2max{/OL )\Il(xx),/OL _;l;x)}7 (4.8)




16 V.T. PHAM AND D. GEORGES AND G. BESANCON

and g € HY([0,T]) satisfying g2(0) = M_ug(0), g2(T) = M_z7(0). There exists
g1 € HY([0,T)) such that the solution of (3.1)-(3.2) satisfies:

2(0) = z9, 2(T) = 2r. (4.9)

Furthermore, z(t) € HY(Q), t € [0,T] and 2(0,-), z(L,-) € H'([0,T]).
We can now establish the reachability of (4.1)-(4.6):

LEMMA 4.3. Given 20 = (yl,O cev Yno0 Yn+1,0 e ygn’o)T S HI(Q), Zr =
(it - YnT YntlT - y2n,T)T e H'(Q), and
L
d
T > 2 max / T (4.10)
i=12n Jo | Ni(2)]

Then there exist g; € H'([0,T]), i = 1,n+ 1 such that the solution z of (4.1)-(4.6)
satisfies:

2(0) = z9, and 2(T) = zp. (4.11)

Furthermore, z(t) € HY(Q), t € [0,T].

Proof. The demonstration is based on the reachability of the 2 x 2 hyperbolic
system hyperbolic with two boundary controls (Lemma 3.4) and with one boundary
control (Lemma 4.2). The method is inspired from that of [16]. Consider the first
system (i =1 in (4.1)), with boundary conditions:

yn+1(0,t) = gn+1(t)7 Y1 (L,t) =01 (t), t e [O,T] (412)

By applying Lemma 3.4, there exists g; and g,11 € H*([0, T]) such that the solution
of (4.1) with ¢ = 1 and (4.12) satisfies

2100) = (10 Ynsrr)'s 2(T) =r Ynsrr) (4.13)

For ¢ = 2 to ¢ = n, we repeat the following steps to build the solution in each sub-
system:
e Set §i—1(t) = 0;—19i—1(t)+i—1Yn+i—1(L,t) who is determined by the solution
of the sus-system ¢ — 1.
e Consider problem (4.1) with the following boundary conditions:

By applying Lemma 4.2, there exists go € H([0,7T]) such that
z(0) = Wio  Yntio)'s (1) = Wiz Yntiz) - (4.15)
We finally obtain z = (y1 ... Yn Yni1 ... Y2n)! satisfying (4.11) and 2(t) €
H!(Q), t € [0,T]. O

4.2. Abstract setting. We can apply the same procedure as the one described
previously to put system (4.1)-(4.6) in the abstract form. Firstly, we define the new
variables:

vz, t) = yi(a,t) — %gi(tL Vzel0,L], i=Tn, (4.16)
— X

Un-‘rl(xat) = yn+1($7t) - gn-‘rl(t)’ Vi € [07L]a (417)
L —

Unpi(@,8) = Ynpi(2,t) — i ———gs(t), Vw€[0,L] i=72,n. (4.18)

L
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The original system can be rewritten as:
For the first subsystem:

A +m L—z T
Oy = AMOzv1 +MV1 + 01Vny1 + (1L’Yl> g1+ 61 —7 In+1 T Tl
at’U’n+1 - )\n+1arvn+1 + Yn+1V1 + 5n+lvn+1
V41T —Ant1 + Ont1(L —x) L—=x
+ nL g1+< n Z In+1 — 7 Up+1-
(4.19)
Fori=2,...,n
i + vix L;i—x T
v = Ai0pvi + %ivi + 6ivpqi + <L7 ) gi + 51‘7[/ Gnti = T Wis
OUnti = An+iOzUnti + YntiVi + OntiZnyi (4.20)
0;—1(=Apti + 0pi(L — x g L—z
+ i 1( n+1i T n+2( )>gi—1 + %%gi _ ei—lTUi—la

with the boundary conditions:

’Ui(L, t) =0,2=1,n, ’Un_H(O, t) =0, Un+i+1(07t) = Ozi’Un_H'(L, t) + ﬁi’UH_l(O, t).
Let us denote Y = [Ly(0, L)]?". By estimation (4.7), we have the following theorem:

THEOREM 4.4. Given X\; and Any; in C1(0,L;) and A;(xz) > 0 > \44(x), Vo €
[0,L;] i=1,...,n). The following operator:

+
A, = (A 0 ) A At = diagOu, e A, AY = diagOusn, - don),

0 A ) da’
(4.21)
with the domain:
T : . dh
D(A,) ={h=(f1 ... fan)” €Y | h is absolutely continuous, 1 € Y, and
x
fi(L) =0, i =1,n; foyiy1(0) = a; frri(L) + Bifiy1(0), i = 1,n — 1;
fn+1(0) = 0}7
is an infinitesimal generator of a Cy semi-group on Y .
In order to simplify the notations, we introduce the following operators:
Ai + T “Mnti +O0npi(L—2) _ Yppix L—=z
; 7 , bi I » Ci 7 ,di = 0; I y b , 15
x L—z
‘T L

The system of equations (4.19)-(4.20) can then be rewritten in the abstract form:
29(t) = ASz2°(t) + By u(t), (4.22)
with the state and control:

=g g2 -+ Gny1 U1 vz oo van) € Z°=R""' @Y, (4.23)
w=(u1 upy - Uy Ups1), (4.24)
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. (0 0 .
and Af = (0 -An) + D,,, with
g1  9Gn—-1 GnGn+1| U1 (%) © Un Un41Un+42° " V2n
g1
9n—1 O O
9n
gn+1
(%1 &1~ te 0 0 d Y1 0 0 61 0 0
D, = v2 O1ds - - - 0 0 0 0 Y2 0 0 02 0
U, 0 Op_1dnan, 0 |0 0 -7, 0 0 --- 6,
Un+1 61 t 0 0 bl Y41 0 0 5n+1 0 -+ 0
Ungo | G1ba-c 0 0 0 [0 Ao O 0 Sppo-oe O
Van 0 : en—lbn én 0 0 0 * V2n 0 0 : 521’7,
Finally, the operator 5, is defined as:
U1 Un—1 Un  Un+1
1
In—1 1
1
In+1 1
—c 0 0 0
B — 0 0o 0 0
0 0 —c 0
vng1 | 0 0 0 —d
Un+42 —Gld 0 0 0
0 —0p_1d 0 0

As in Proposition 3.5, A¢ with the domain D(A%) = R @ D(A,,) is also an
infinitesimal generator of a Cjy semi-group on Z.

4.3. Stability. We consider the following cost function:

n+1

T 2n L;
Jn :/ Z/ fiy?da | ds +
o \im7Jo —

T
/ qig7 + riuids,
0

(4.25)

where f;, ¢; and r; are real positive constants. As in the case of a single system, this
cost function can be rewritten as:

T
J, = / (Crnz, OnCrz) + (u, Ryu)ds,
0

(4.26)
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where:

Rn = diag(rh"' ,rn,rn+1), Qn :dlag(qla 7Qn7Qn+17f17f2,"' 7f2n)ﬂ (427)

and:

g1 Gn—-1 GnGn+1jV1V2 " Un Zn4l1 Unt2 - U2n
g1 1
In—1 1 O
In 1
gn+1
U1 Ccy1 - 0 0 0 1
C, = U 0 -~ 0 0 0] 1
Un, 0 --- 0 ¢ O 1
Yn+1 0 0 0 db 1
Ynt2 | b1d2--- 0 0 O 1
Yon o - gnfldn 0 0 1

It is obvious that C, and Q,, satisfy Lemma 3.6, which means that C;:Q,C, is
coercive. In addition, system (4.1)-(4.6) is exactly controllable provided that the
prediction horizon is sufficiently large, which means that by applying Theorem 2.2,
the RHOC can again guarantee the stability of this system.

5. Numerical solution of the optimal problem. In section 2.4, the optimal
control was obtained in function of the adjoint state. For implementation, an approx-
imation method must be used to solve the problem. In this work, we will use the
Galerkin method. Other numerical schemes can of course be employed.

We briefly present here the idea of this approach. Readers can refer to [11] for
more details. The goal of this method is to find an approximation of the solution in
a subspace of the state space. Let us consider the problem of finding the solution
f(z,t) of the abstract equation:

O(f(x,t)) =0 inll, (5.1)
with the boundary condition:
B(f(z,t)) =0, in the boundary OII. (5.2)

The approximate solution is assumed to have the general form:
fala,t) = ai(t)Ni(x), (5.3)
i=1

where f,(z,t) is the approximation of the exact solution f(z,t), the «;(t)’s are the
coefficients to be determined, and the N;(x)’s are called trial functions. Substitution
of this approximation in (5.1) yields:

O(fa(z,t)) = R,
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where R is the equation residual. The coefficients «;(t) are then determined in order
that the residual is orthogonal to a set of trial functions Ny (z):

(R,Np(x)) =0, k=1,...,m.

We will now apply this method to system (2.40) for a single system. A system
of coupled sub-systems can be treated in a same manner. The subscript -,,;, will be
omitted for the sake of simplicity.

The unknown variables are

z=(@ g2 v v €Zandp=(G & x1 x2)' €Z

The infinite dimensional part are approximated by:

v, ) = DG ONG), 6@ =Y GONE), J=12  (54)

We note firstly that the condition (z p)T € D(A) @ D(A*) implies that:
v =03 =0, xi=x3'=0. (5.5)
The remaining unknown are put into vectors as following;:

g=(0n g)" R (=(G )T eR?

12 M-2 _M-1 .2 .3 M-1 , M\T 2M—2
vg=(vi v - V) V] vy vy e Uy vy )t €R ,

(2 L3 M-1 M 1 .2 M-—2 _M-1\T oM =2
xa=X Xxi - X1 X1 X2 X2 o Xe X2 ) E€R -

(5.6)
By replacing (5.4) into (2.40) and taking the inner product with the trial function
N}, we obtain:

g = MgycC+ Mgyxa,

'E’vi)d = Mvgg + Mvvvd + MUCC =+ MUdea (5 7)
¢ = Mcgg + Meyvg + My Xa, '
E)(Xd = ngg+Mvad+MxCC+Mxdea

where the entries of matrices Mye, My, , etc. depend on the trial functions Ny, the
coefficients of operator A and those of the cost function. Whereas the entries of FE,
and F, depend only on the trial function Nj.

By setting zg = (9 va)T € RZM | py = (¢ xa)T € R?M we can put (5.7) in

the form:
E (?d> -M <Zd) , (5.8)
P Pd
with
I 0 0 0 0 0 Mg Mgy
(o E, 0 0 | Myy My, Mye My
E=lo o 1 o M7 | My, M 0 M (5.9)
0 0 0 Ey Myg Myo My My

Finally, we obtain the following approximation problem:

Pd

(ZZ) =EM <2d> v 2a(0) = 200, 2a(T) =0, (5.10)
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where zq, is the approximation of the initial condition. We can notice that (5.10) is
a standard two-point boundary problem and can be solved by various methods such
as the shooting method, the finite-difference scheme or the finite elements. Readers
can refer, for instance to [1], for more information.

6. Application to open-channel systems. In order to illustrate the proposed
control technique and the numerical implementation scheme, let us present here an
application to the linearized model of an open channel system.

6.1. Single pool. An open-channel system is usually described by a set of two
partial differential equations (PDEs) named Saint-Venant equations, which represent
the mass and the momentum conservation (see [13]):

9Q + 0, (% + %th2) = g¢Bh(I - J(Q,h) s (@,t) € [0, L] x [0,00), (6.1)

where h denotes the water depth, @ the discharge, g the gravitational acceleration,
B the channel width, I the slope and J the friction term. Here ¢t and x classically
stand for time and space coordinates, and 0;, d,, denote the partial derivatives w.r.t.
t, x respectively.

9o
his h9° hgu

h Q s
@0 @1

FiG. 6.1. Longitudinal sights of an open channel

The friction is modeled by the classical Manning formula [13]:

Q2
J(haQ) = Bh 4/3? (62)
k220 ()
where k is the Manning-Strickler (MS) coefficient.
The boundary conditions are specified by the gate equations at each end:
2 — 202 go __ p90
Q (O»t) KO eo(t)zg(hus hds)a (63)

QQ(Lvt) = Kf@%(fﬂg(hﬁls - hz;)v

where h, is the water height at the upstream, kY. the water height at the downstream
of gate i. Here O¢(t) and ©4(t), the gate openings, correspond to the control variables,
while Ky and K7 are constants which depend on the structure of the gates.

We consider a steady state of the system (h(z), Q(x)) which has to satisfy:

Q = constant
Ouh(x) = 1210 T (6-4)

1-Fr>
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We consider next the deviation of the state h and @ around the steady state (h, Q):

h=h—h, Q=0Q-Q. (6.5)
Then:
Bhi + Qq =0,
- 20 - Q’ 2Q —_
R [ - A
Q?h,
{gB(I J)—2Bh3 — Bghy — gBhJy | h.

For sake of simplicity, we omit the ~ and we adopt the notations that f, represents
de deviation of a function f in a, and f is the value of f at the steady state (h, Q).
The above system can be reformulated as:

ht = _BilQ$7 (66)
Qe = a@hs +B(2)Qx +7(x)h +0(z)Q,
where:
a=—Boh+ g f=—3F v=gBU~J) =25k — B — gBhJn, o
_ 2Q .
0= Bh2 h gBhJQ.
Let us set:
0 -B7! 0 0
G(z) = , H(x)= .
@=(aty s ) #0= (10 ot )
In the sub-critical regime, the matrix G has two eigenvalues satisfying:
Q z Q z
A =——= h>0, X=—-—=—14/gh<0. 6.8
1= =g TV >0, Ae = —\fgh < (6.8)

By applying the transformation:

Y _ p—1 h - 1 -1
()=7"(a) 7= (s s )

we have a new system in [y; y2]7:
A1 0 5
) Y1) _ 1 . ( Y1 < Y1 01 < Y1 > 6.9
t( Y2 ) < 0 X/ "\ » * Y2 02 y2 )’ (6.9)

< N0 ) — p~'Gd, P+ P 'HP.
Y2 02

where:

Without loss of generality, we can assume that the boundary conditions (6.3) can be
implemented in the form:

yi(t) = g1(t), 91(t) = wi(t)
{ Ya(t) = ga(t), ga(t) = ua(t) ° (6.10)

The system (6.9) along with the boundary conditions (6.10) has the form of (3.1) and
can be stabilized by the RHOC scheme. This will be illustrated in §6.3.



PREDICTIVE CONTROL FOR HYPERBOLIC SYSTEMS 23

6.2. Multi-pools system. We now consider the extension to the case of n
cascaded pools which can be modeled by a system of n Saint-Venant equations:

Biihi + 0505 =0 (2.8) € 0.1 x 0.00),
0Qi + 0y (BQ,; + %Bigh?) = gBhi(l; —J(Qi,hi) > i=1,n
(6.11)
—I Pool i Pool i+1
| |, -
0i—1 Qi 0 0it1

Fic. 6.2. Multi-pool system

Interconnections between pools are subject to a set of n + 1 gate equations:

Qg = K707 (t)29(hi — hi),),i=0,n, (6.12)
and n — 1 discharge conservation constraints:
QZ(L“t) :Q,_H(O,t), 1= 1,n—1, (613)

where @, is the discharge through the gate, K; the coefficient, ©; the opening of the

gate, h: and hY. are the water levels at upstream and at downstream respectively.
Let us now consider the linearization of the system around a steady state (h;, Q;),

i = 1,n. By performing the same transformation as in the case of one pool, we obtain:

{ Oryi = Ni(2)0pys + Vi) ys + 0i(@)Ynti (z,t) € [0, L] x [0, 00)
OYn+i = An+i(2)0aYnti + Ynti(@)Yi + Onti(T)Ynti  i=1,n )

(6.14)
For each pool, we introduce a new space variable as & = ‘% for some L > 0, then
system (6.14) can be written as:

{ Oy = N (®)02yi + Yi(E)yi + 0i(2)Yn i (7,1
OtYnti = Anti(T)0zYnti + Ynri(T)Yi + Onsi(B)Yns 0

€ [0, L] x [0, 00)

)

E

- (6.15)
where \; = LL)V, i = 1,2n. In the sequel, the notation ~ will be omitted.

Supposing that the n + 1 gate equations (6.12) are used to control y;, i = 1,n at
the downstream and y,,+; at the upstream, we have:

y’L(Lv t) = gl(t)v gl = U4, 1= 1a ceey Ty y7L+1(07 t) = gn+1(t)7 g7L+1 = Un+1- (616)

The discharge conservation can be expressed in terms of new variables as:

Ai(L)yi(Lyt) + Bidnti(L)Yn+i(L,t)
= Bit12i41(0)yi+1(0,) + Bit1Anti+1(0)¥n4i41(0,2).  (6.17)
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This can be rewritten in the form:

Ynti+1(0,t) = 0y (L, ) + ciynti (L, ) + Bivi+1(0, 1), (6.18)
with:
B;iAi(L) . = _ Birnsi(L) = Ai+1(0)
Botit1hi41(0) " Basini A1 (0)T 70 A (0)
The system (6.14) along with the boundary conditions (6.16) and (6.18) has the form

of the system studied previously in §4. As a result, this multi-pool system can also
be stabilized by RHOC scheme, and this will be illustrated below.

0; = (6.19)

6.3. Simulation results. Let us finally present here some simulation results in
order to illustrate the effectiveness of the infinite-dimensional control scheme discussed
throughout the paper. The optimal control is obtained by performing the Galerkin
method as presented in §5, where trial functions are hat functions (see for instance
[11] or [28]) as presented in Fig. 6.3. The two-point boundary problem (5.10) of
the solution approximation is solved by the bup5ec solver of Matlab based on a finite-
difference scheme.

N

T
Lj-1 Lj Tjt+1 T

Az

Fic. 6.3. Trial functions used to discretize the optimal control problem

We firstly consider a single pool with the parameters given in Table 6.1. The cost
function (3.37) is formed with f; and ¢; equal to 1, r; equal to 0.5. The prediction
horizon T and the sampling period o are set to be 3000(s) and 600(s) respectively.
The numerical scheme is carried out with Az = 250(m) and At = 75(s). The corre-
sponding control results are presented in Fig. 6.4 and Fig. 6.5. We can observe from
Fig. 6.4 that the state of the closed-loop system indeed converges to the origin, and
from Fig. 6.5 that the norm of extended state indeed converges to the origin.

TABLE 6.1
Parameter of the pool

Length L (m) | Width B (m) Slope I | MS coefficient k
3000 4.36 2.4 x 1074 30

We now consider a system of three cascaded pools whose lengths are L; = 1000
(m), Ly = 2000 (m) and L3z = 3000 (m). The other parameters are the same as in
the previous case. We can see from the results (Fig. 6.6 and Fig. 6.7) that the state
of the system and the value function still converge to the origin. These results suit
well with the theories developed in the previous sections.

One final remark is that the computation time for the optimal control was around
10s for the single-pool and 20s for the multi-pools on an Intel Core 2 Duo 2.4Ghz,
1.95Go RAM Laptop. This means real-time control is possible.
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F1G. 6.6. Multi-pool: State of the closed-loop Figc. 6.7. Multi-pool: Convergence of the
system at the boundaries norm of extended state

7. Conclusion. In this paper, a complete proof of the exponential stability of
RHOC with zero terminal constraint for linear infinite-dimensional systems has been
established and this result has been applied to the boundary control of hyperbolic
systems. The existence of the optimal solution is based on the semigroup approach and
the stability is based on the decreasing of the value function. The calculus of variations
has been used to obtain the adjoint state, and a weighted residual method has been
used to numerically compute the optimal control by solving a classical boundary value
problem. The application to linearized models of open channel systems both for the
single pool case and for the multi-pools case was finally considered and validated by
simulations, which demonstrates the effectiveness of the here-proposed approach. The
theory developed here encourages the implementation of the RHOC for a real-time
application, as long as the linearized model is still valid.

These results also open some directions for future works. Among them, we can
mention the comparison of this approach with other ones (e.g. [6] or [18]) in terms
of performance and robustness. We can also investigate the use of a decomposition-
coordination scheme in case of multi-pool systems as proposed in [12] to reduce the
computational complexity. Another goal is to study the stability in case of output
feedback or develop a dual approach for observer design.

Appendix A. Proof of Lemma 3.1.
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Proof. We consider a more general operator having the form:
Lz =0z — A(x,1)0yz — B(z, 1)z, (A1)
in Q, where A and B are smooth matrices of dimension n x n, and:
At 0 i . _ .
A= 0 A-)> At =diag(Ai, ..., Ap), A” =diag(Apt1,-- ., Aptq) (A.2)
M>A> >0 >0> 11> > Npg, €0, ]
The boundary operator My (resp. M_) is pxn (resp. ¢xn) matrix and rank(M;) = p
(resp. rank(M_) = q).

In [24], the author showed that there exist C' and ¢ such that for all z € G, (R x
Q_):

||Z(t)||?2 + C”Z” [s,t]x0Q_,c + ||ZH[2s,t]><Q_,c

(A.3)
< 0 (Ie(s) e + LR, g o+ IM-2I. g0 )
with Q_ = {z € R| 2 > 0} and the norm || ||7xv,c is defined by:
91w = [ Ile (A4)

where [ is an interval of R (or can be degenerated to a point). We will used this result
to prove the lemma. Consider two functions ¢_(z) € C*(R) and ¢4 (z) € C*(R)
satisfying:

p_(x)=1 fzx<1/4, ¢_(x)=0 ifz>3/4, (A.5)
and ¢4 (z) =1—¢_(z), =z € R. Let us set:
2_=¢_z, zp=¢yz. (A.6)

Then z = z_|rxq + #+|rx0, Where f|y represents the restriction of f in V.
We have z_ € C) (R x Q). By applying the estimation (A.3) for z_, we obtain:

lz—@Ol&_ ¢ + el N1f gxa_ . T 2= gxoa_

(A.7)
< O (- GNB_ o+ 2L g o+ IM_2 1, o0 )
A similar estimation can be obtained for z4 = ¢ z:
12+ DN, o + cllz+ 1 gxas e + 121E gxon. o (A8)

< (Il o+ A ML, o, )

with Q4 = {z € R | z < L}. By combining the two above estimations, we obtain:
HZ* (t)H?ZE,C + CHZ* "[25,§]><Q,7c + HZ*||[25,215]><BQ,,0

2+ Olg, e + cllz4 i gxay e T 12415 gx00,

C (2= A o+ L2 o+ IM-2 12 o0

24 (6B e HC2 By o+ 102 Bopeon, )

(A.9)

IN
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By the choice of ¢_, the value on the boundary 9§2_ of z_ is equal to that of z:

lz—llis,xa0_ = l12ll[s,nx00_
’ ’ A.10
1M_z "l isxon. = | M-zl xo0. (A-10)

Similarly, for zy, we have:

24 s, 00, = 12|l1s,qx00,
’ ’ A1l
Mz ll(s,gx00, = [Mizls0xo0, (A11)

In addition:

2B = 2= (Ble + 2 B)lalld,. <2 (I\Z—(t)llé_,c + HZ+(t)II?1+,c)

1212 e = 2= Ol + 26 Olisaxald gean <2 (1212 o e + 1261 0, )
(A.12)
Therefore, the L.H.S. of (A.9) is greater than:
126, + ell2llfa e + 121 xon_ o + 121fgxo0, .0 (A.13)
We will estimate the R.H.S. of (A.9). We have:
I () B o + 24 (), o = N6-2(5) e + g+ 2(5) ., "
< (I oy + 194 13 ) ) 1) '
The term Lz_ can be written as:
Lz =L(¢p_z) = O(d_2) + ADp(d—_2) + B(¢z) = ¢_Lz + ¢'_Az, (A.15)

then:

I£2-[Ifs yxae < lo=l& @ 1L211E 0 + 181G @ [AIZ 120 g x0a  (A-16)

A similar estimation can be obtained for Lu,:

L2400 fxae < N0 e @) 1£20F 00 + 104 1600 (o) | AIZ N2, e (A1T)

From (A.14), (A.16) and (A.17) (see also (A.10) and (A.11)), we deduce that the
R.H.S.of (A.9) is smaller than:

1
CK (”Z(s)”%l,c + E (H‘CZ”[Qs,t]xQ,c + ||Z||[25,t]XQ,Oz) + ”M—Z—||[2s,t]X@Q_,a||M—Z||[23,t]><8S2+,oz)

(A.18)
with K depends only on ¢_, ¢4 and A.
The combination of (A.18) and (A.13) gives us:

||z(t)||?2,c + (O& - Cf) Hz”ﬁ@,t]XQ,C + Hz”%@,t]xaQ_,c + Hz||ﬁ9,t]><8§2+,c
< CK (I2() e + 212 e + IM-2- 12 ycon ol M=21 400, o)

We have ¢ — % > 5 with c sufficiently large and:

e Mg < Il gxvie < eI lsgxy  since e >0, (A.19)
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where V represents 2, 0Q_ or 9. Finally, we obtain:

1218 + 211215 g xa + 1217 x00_ + 121f0xo0,
< Cpe?elt=s) (||Z(5)||522 + %H‘CZH[QS,t]XQ + HMf'ZH[QS’t]XaQ? + ||Mfz||[28,t]><ag+)

Q.E.D. O

Appendix B. Proof of Proposition 4.1.

Proof. We will show by induction that for each j = 1, n, system (4.1)-(4.6) (with
n replaced by j) has a unique solution and there exist some constants C; and ¢; such
that:

=1 (||Zl(t)H522 + Fzillo,gxa + ”ZiH[QO,t]XBQ, + Hzi||[20,t]xam)

o , (B.1)
< Cjeeit ( T lziolld + 22020 lgillfo 4 + lgn+al [20715})

We call this proposition P. By Proposition 3.2, the solution of (4.1)-(4.6) exists and
estimation (B.1) holds for j = 1. Suppose that P holds for j = k, which means that
the solution of (4.1)-(4.6) composed by k sub-system exists and satisfies :

k
S (12012 + Ealoaxe + 2l gxon_ + 1207 000,

f B (B.2)
< Cre®rt (S, ziold + T lilld g + llgnial )
for some C and cg. Consider now the (k + 1) sub-system. Set:
Gr(t) = Okgr(t) + crynsn(L, 1), (B.3)
and consider the solution of the following system:
{ Oyr+1 = Mot 1 (2) QY1 + Vi1 (2)Yi + Ok41(2)Yntar1 (B4
OYntht1 = Mti(T)0zYnth+1 + Ytk 1 () Ykt 1 + Onthot 1 () Ynprt1
with (z,t) € [0, Ly4+1] x [0, 7], the initial condition:
2k+1(0) = zk41,0 (B.5)
and the boundary conditions:
Yn+k+1(0,8) = Gr(t) + Brt1yk+1(0,2), (B.6)

Yrt1(Lrg1,t) = gy (f)

By applying once again Proposition 3.2, the solution zj4; of this system exists and
satisfies:

l[2k41 (D)1 + Ckzﬂ sz+1‘|[20,t]><9 + sz+1||[20,t]xag, + ||Zk+1||[20,t]><ag+

- . ° (B.7)
< Cpppe?ient (||Zk+1,0| &+ 19kl + Ngwsallfy
for some C'k+1 and ¢g41. Furthermore:
19030 < 2 (6119813, o + Rllyna (L0 ) Bs)

k k
< 262 gul1% ) + 23 Cke* (S, lsnolh + Sy lgnli g + ol )
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By setting cx11 = ¢k + éx+1, and combining (B.2), (B.7) and (B.8), we have:

Y (Hzi(t)H% + S zill,xe + ||Zi||[20,t]xa§z, + I|zi||[207t]><BQ+)

+Hlzrr1 (DG + &k%”zkﬂ”[%,t]m + lzk41lf g xa0_ + 1zk+1ll0, <00,

< et (S0 Nzioly + S0y il + lgnsa ) (B.9)
+Crre2ent (|1zsnolh + 262 Ngnll3, o + gl

A & k k
+20%C]€+1Ck€2(ck+ck+l)t (Zi:l HZZOH?Z + Zi:l ||glc||[20,t] + ||gn+1H[207t])

The L.H.S. of (B.9) is greater than:

k+1 .
oS (1013 + 282 il axa + 120 gon + 1260 eon, )  (B10)

with p = min {07" &}, and the R.H.S. is smaller than:

Ckt+Crt1’ CktCry

k+1 k+1
Cerntt (3 lziolle + 3 Ngillfog + g+l (B-11)
i=1 i=1

with some C > max {C’k_H, (207 +262Cy)Cria +Ck}. By taking Cpii = %, we
finally obtain:

k+1
pyah (sz’@)”% + 5 1zilljo.xa + HZiH[Qo,t]xan, + ||ZiH[20,t]><aQ+)

B.12)
k+1 k+1 (
< Cpne®onit (I 2ol + I il + lgnsa )

The proposition is proved with j = n. 0
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1. Introduction

Conservation laws are first-order partial differential equations
(PDEs) which describe a number of interesting physical problems
in various areas such as gas dynamics (see Serre (1999)), road
traffic (see e.g. Bastin, Haut, Coron, and D’Andréa-Novel (2007),
Colombo, Goatin, and Rosini (2011), Serre (1999)) and open-
channel systems (see Georges (2009) and Georges and Litrico
(2002)). One of the challenges of these systems is that they are of
infinite dimension. In addition, they are generally nonlinear and
admit singularities called shocks. The presence of shocks in the
solution, from a practical point of view, can lead to (very) critical
situations such as traffic jams for car flows or tsunamis for coastal
flows. From a theoretical point of view, the singularities require
more effort to analyze (see e.g. (Bressan, 2000), Colombo et al.
(2011) and Colombo and Goatin (2007). As a starting point here, let
us restrict the proposed study in order to avoid these situations to
the case of scalar nonlinear conservation laws. The extension of this

* The material in this paper was presented at the 18th IFAC World Congress,
August 28-September 2, 2011, Milano, Italy. This paper was recommended for
publication in revised form by Associate Editor Martin Guay under the direction
of Editor Frank Allgower.
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Gildas.Besancon@gipsa-lab.grenoble-inp.fr (G. Besangon).

T Tel.: +33 610849645; fax: +33 476826388.

0005-1098/$ - see front matter © 2012 Elsevier Ltd. All rights reserved.
doi:10.1016/j.automatica.2012.06.025

approach to higher dimension will be studied in our future works.
Then the following system is considered:

d.a+dF(a =0, (x,t)e[0,1] xR", a(-,0) =ap. (1)

This equation represents the conservation of the quantity a under
the action of the flux F (a). We suppose that F is sufficiently smooth
(at least C?) which means that (1) can also be written as:

d:a+f(a)da=0 (2)
where f(a) = %. Without loss of generality, we can also suppose
that the control acts at the boundary x = 0 as:

a0, t) = w(t). (3)

For the regularity of the solution, an extended state at the boundary
is introduced:

w=u. (4)

The control problem for a network of such equations was
previously studied by Bastin et al. (2007). In this former paper,
the stability is guaranteed by using a Lyapunov approach but the
problem of shocks is not explicitly treated. The objective of the
present paper is to exploit the boundary control so as to prevent
the shock to appear. The idea is to use the model in order to
anticipate the behavior of the system and then add constraints to
the control. This motivates the use of predictive control relying
on the Receding Horizon Optimal Control (RHOC) approach. This
method has been well studied for finite dimensional systems,
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Fig. 1. Characteristics and shock-avoiding conditions.

even in nonlinear cases. It was shown to have various advantages
such as the ability to manipulate explicitly the constraints and to
use the nonlinear model (see Findeisen, Imsland, Allgéwer, and
Foss (2003)). The extension of the RHOC approach to infinite-
dimensional systems has already been investigated. Among those
studies we can mention the work of Ito and Kunisch (2002) where
RHOC strategy for infinite dimensional systems was analyzed
and a proof of stability was given. Application of RHOC for first-
order hyperbolic PDEs was studied and solved by the method
of characteristics (see Mohammadi, Dubljevic, and Forbes (2010)
and Shang, Forbes, and Guay (2004)). RHOC based on a finite-
dimensional approximation of nonlinear parabolic and hyperbolic
PDEs was also employed to deal with state and control constraints
(see Dubljevic, Mhaskar, Christofides, and El-Farra (2005)). RHOC
for boundary control of nonlinear Saint-Venant equations was
considered in Georges (2009), and solved by using the variational
calculus approach. A numerical solution of this control was also
proposed and validated in simulation. A complete proof for the
stability of RHOC for linear Saint-Venant equations was recently
presented in Pham, Georges, and Besancon (2010).

The main ideas of the present article are summarized as
follows: We first formulate the constraints for the boundary state
and the boundary control so that the shock cannot appear, and
then use RHOC to guarantee the verification of these constraints
and the convergence of the boundary state. As shown later, the
convergence of the state at boundary leads to the convergence of
the state over the whole domain.

In the next section, the characteristic form of the system is
presented and the shock-avoiding conditions are formulated. We
will then show that the convergence of the boundary state leads to
the convergence of the whole domain. The here proposed RHOC is
then presented in Section 3. It is shown that this control guarantees
the convergence of the boundary state. The case with a measurable
disturbance is also treated. As an example, in Section 4, the whole
theory presented in this paper will be applied to a freeway traffic
model and some simulation will be carried out to illustrate the
approach. Finally, some conclusions and perspectives are provided.

2. The stability of scalar boundary control hyperbolic systems

2.1. The well-posedness and shock-avoiding conditions

In this paper, we will try to avoid the singularity in the solution
of system (2)-(4) which means that a(x, t) is in €°([0, 1]) for all
t > 0. The well-posedness of the above problem is guaranteed if
f(w()) = ¢ > Oforallt > 0. This condition ensures that the
state value in the domain is determined by the boundary value
at x = 0. It is well known that the characteristics of the system
are determined by % = f(a) and along the characteristics, the

total time derivation of the solution a is then %‘Z = 0 (see Serre
(1999)) for a general introduction, (see Shang, Forbes, and Guay
(2005, 2007)) for application of this method to design the control of
hyperbolic and parabolic distributed parameter systems. It follows
that a is constant and the characteristics are straight lines whose
slopes are determined by the boundary or initial condition.

We refer to Fig. 1 to illustrate the shock-avoiding conditions. To
avoid the shock, a characteristic should not intersect another one

in the interval [0, 1]. It follows that the ordinate of the intersection
of the characteristic with the line x = 1 must be an increasing
function of time. We consider two cases:
e Case 1:t < —L_ In this case the value at x = 1is governed
f(ap(0))

by the initial condition. The intersection emerging from the
point (x, 0) has the abscissa —~—%. This must be an increasing

. f(ap(x))
function of x, then:

—f(ap(x)) + (1 — %)f"(ao (x))ap (X) -
f2(ao(x))
e Case 2:t > m The value at x = 1 is governed by the

condition at x = 0. The characteristics emerging from the point

(0, t) arrivesatx = Tatt + f(uﬁ and this must be also an

increasing function of t. This condition leads to:

0. (5)

u !/
_yw) (6)
fA(w)
where f' = %. In conclusion, if the initial condition satisfies

(5) and the boundary control satisfies (6), there is no shock
appearing in the domain.

2.2. Stability

In this section, we will show that the stability of the state at the
boundary can lead to the stability of the state in the whole domain.

Theorem 1. Let y > 0 be asmall constant. We consider the following
problem:

ora+ f(a)dya =0

a0.t) = w(t), W) = u() (7)

with measurable control u(-) and corresponding absolutely continu-
ous w(-) that satisfy:

a(-, 0) = ay,

ut) cUCR, w(t)eWCR
frw@u® t>0. (8)
T iy =0
F2(w(®)

Under the following assumptions:

(i) ag satisfies the shock-avoiding condition (5).
(ii) W and U are closed intervals of R, 0 € U.
(iii) f(w) = c with a constant ¢ > 0 forallw € W.

If the control u(-) stabilizes w(t) to a reference w, € W then a(-, t)
converges (in C° norm) to this one as well.

Proof. Fort > m, we will show that a(x, t) is continuous in

x. Since there is no shock, the solution of (7) can be determined by
the method of characteristics as:

a(x, t) = w(t —x/f (a(x, £))). 9)
Wesets = t — x/f(a(x,t)) = t — x/f(w(s)). Thenx = (t —
s)f (w(s)) and:

dx = [—f (w(s)) + (t = )f (w(s))u(s)]ds.

We evaluate the term within the brackets:

—Fw) + (¢ — 9f W)t < —F(w) + —— (1 — )f2(w)
f(w)

= —yfw) = —yc.
With a fixed t, we calculate:
da(x,t)| dw(s)
dx ‘ [—=f(w(s)) + (t — )f (w(s))u(s)lds

[u(s)] 21
< — max|ul.
|=f(w(s)) + (t = s)f (w(s)u(s)| ~— yc nev
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As a consequence, a(x, t) is continuous in x. We have:

lla(x,t) — wrllco = max |a(x,t) — wy|
xel0,1]

= max |w(s) — wy|
se[t—r,t]

where 7 is determined by an implicit relation:
t=t—1/f(w(r)) >t—1/c. (10)
Then

la(x, t) — wrllco < max

lw(s) —w,| >0 ast — oco. O
se[t—1/c,t]

Note 1. We can also prove that a(x, t) is continuous in x for t <
1/f (ag(0)) by the same argument.

3. Receding Horizon Optimal Control (RHOC)

We now use the RHOC to guarantee the shock-avoiding
conditions and the convergence of the boundary state at x = 1 to
a reference q,. Firstly, we summarize the principle of RHOC, then
the proof of the stability is given.

3.1. Principle of RHOC
Let us consider system (7) and recall for it the principle of
RHOC:

e At time t, we obtain the current state [a(., t) w(t)]"

e Then, for a given prediction time T and the cost function
J(a, w, u) which will be determined later, we compute the
optimal solution of the problem:

minj(a, w, u)
u(-)

3:a+f(@)da = 0,

a0,7) = w(), w(t)=1u(r), Vreltt+T]
a-, t) = a(-, t), w(t) = w(t), e, (11)
s.t. Dew
f'(w)u
T P@ -7

where the notation - stands for the predicted variables.

e The first part of the optimal control is applied on the system in
period [t, t 4+ o] for a small o, and the procedure restarts at
t=t+o.

3.2. Stability of the RHOC scheme

Supposing that the three conditions of Theorem 1 hold for
system (7). We show that the RHOC can be used to obtain the
asymptotic convergence of w and to guarantee the shock avoiding
condition (6). To this end, we consider the following cost function
whose goal is to regulate the state at x = 1 around a constant
reference a,:

t+T
J@, . 1) = f (@1, ) — a)? + r.i2(D)dr
t

+qr@, t+T7) —a)? (12)

where ¢ > 0,7 > 0Oand gf > 0 are penalty constants. The
prediction time T is determined by the relation:

T =T + 1/f (w(t +Tp)) (13)

with a positive constant Ty (see Fig. 2).

The reason for which this prediction time is chosen is that the
infinite dimensional optimal problem (11) can be transformed into
afinite dimensional optimal problem as presented in what follows.
The cost function can be separated into two parts: One under

1
Fw(t+Ty))

Fig. 2. Relation between T, Ty and t,.

the effect of the initial condition and one under the effect of the
control:

t+ty
J(@@, w, u) =/ q(ac1, t) — a,)2dr
t

+T t+Ty
+ / q@@, r) — a,)*dr + / ri? (t)dt
t t

+to

t+T

+ / ri*(t)dt + qp@(1, t +T) — a,)? (14)
t+T¢

where ty = 1/f(a(0, t)). The first term does not depend on u. For

the second one, we have a(1, ) = w(s) wheres = 7 — 1/f(w(s)).

Then:

t+T
/ q@, r) — a,)dr
t

+to

1y "(w(s))ii(s
= [ ataw -ar (1-T505 Yo (15)
t f2(w(s))
since dt = (1 — fi}f’g()sg‘gs))ds.

The control in the interval [t 4T, t +T] does not affect the state
at x = 1in the prediction horizon, so it can be set to zero in order
to minimize the cost function. As a result, the fourth term in (14)
is canceled. The original problem (11) is now equivalent to:

t+T¢
minhG.0) = [ FG. s+ EET)
u(- t

Z=1, z(t)=z(t)=w() —a,

ol _ 16
ot u(r) e U, zZ(t)y€eZ=W —a,, teltt+Tf] (16)
ole g/(i)ﬁ >
- VY
&%)
where we introduced a new variable z = w — a; and:
g (2)u 2
F(z,u)=q22<1— )—l—ru,
g%(2) (17)

E@) =qz*, g@ =fz+a).

We firstly prove the existence of the optimal solution. It can be
noticed that for all z(t) € Z the above problem always has

an admissible solution as t(.) = 0. We define now the (state-
dependence) control region

2@ ={uecUll-g'@u/g*@ = v} (18)
and the set

N@) = {(Fz,u) +3,w)|d = 0,u € 2(2)}. (19)

It is easy to verify that N(z) is convex for all z € R, then the
existence of the optimal solution is guaranteed by applying the
Fillipov-Cesari theorem (see Hartl, Sethi, and Vickson (1995)).

We now establish the stability proof. Obviously, the stage cost
satisfies the following conditions: F(0,0) = O, F(z,u) > 0,
Y(z,u) € Z x U\ (0,0) and F(z, u) > yqz%. We will show that
forall z(t) € Z we can find a feasible control iy (which means that
this control satisfies all the constraints (16)) such that:



T.V. Pham et al. / Automatica 48 (2012) 2244-2251 2247

g—iﬂf(r) +F@z(r),up(r)) <0, Vreltt+Tf] (20)
Firstly, we can notice that:
Fz,u) = Q% Q= max [q(1-g'@u/g’@)] (21)

Secondly, since g’(z) is bounded, there exists uy, such that for all
e UM = [—uy, uyl:

'@l < (1-y)c? < (1-y)g?@. (22)

We then consider the feedback control in the form iy = kz where
k < 0and kZ < U®. Such a constant exists because (0,0) &
Z x U, Then i is a feasible control and:

oE

a—ﬁf +F(Z(1). Ur) < qrk+Q +1k*)z* <0 (23)
z

if the terminal weight gy is chosen such that:

2qrk +Q +1k* < 0. (24)

Theorem 2.1 presented in Findeisen et al. (2003) can now be
applied and guarantees that w(t) converges to a, with the domain
of attraction being the whole set Z. Finally, by applying Theorem 1,
the state of (7) converges to a, as well.

Note 2. In order to avoid the nonlinear constraint in (16), we can
replace it by the constraint i € U. This leads to a conservative
solution but more robust because it has a large margin for the
shock-avoiding condition.

Note 3. We can consider a simpler cost function, which treats only
the state at the boundary x = 0 as follows:

t+Tf
nim=/ [G72(s) + rilds + g 2A(T)). (25)
t

This cost function leads also to the convergence of w to a, and as a
consequence guarantees the convergence of the system, but it can
not take into account a disturbance term in the domain. This case
will be considered in the next section.

3.3. Shock-avoiding conditions in the presence of measurable distur-
bance

Let us consider system (7) in the presence of a disturbance. In
this case, the conservation equation takes the form:

0ra + f(a)oya = p(x, t) (26)

and the characteristics are no longer straight lines in general. In this
paper, let us deal with a simpler problem where the disturbance
acts at one point x = x, of the domain. So it takes the form:

p(x,t) = 8(x — xp)p(t) (27)

where §(x) denotes the Dirac function. We assume in addition that
p(t) is a sufficiently smooth function of t. We can easily check that
the characteristics are still straight lines, but with different slopes
in [0, x,] and [x,, 1].

As in the case treated in Section 2.1, to avoid the shocks in
[0, x,], we need that:

Xp

Lt)=t+ (28)
fw(®)

is an increasing function of time. It implies:

. xf (w)u

=1- Xl (wu >0 (29)

f2(w)

where the dependence in t is omitted for the sake of simplicity. In
addition, to avoid the shock in the interval [x,, 1], the function:

O =hO+— ) (30)
fw(®)) + pUi(t))

must also be increasing. So we have the following condition:

. (I=x)f I (1)1

i =i — A= x)f w4+ pd)@+ph) _ (31)

f2(w +p(h))
These conditions, along with the well-posedness conditions:
fw®) =c>0, f(w®) +ph))=c>0 (32)

can not be satisfied in general since they depend on the disturbance
p(t). In the following, we will assume that the disturbance and its
variation are bounded, namely:

bOI<a, PO <B Vt (33)

where « and g are sufficiently small. In this case, we can find
subsets U;‘d C U and W;d C W such that these conditions are

satisfied for all u € Us® and w € Wy as presented later for the
traffic model. The other systems can also be treated in a similar
manner. We can also implement directly these constraints in the
RHOC scheme, but the stability proof becomes very complicated
so this option will not be considered in this paper.

3.4. Solution of optimal control
The optimal problem to be solved at each instant is then:
T
minj (@, w, u) = / [q(a(1, t) — a;)* + ru?(t)]dt
u(- 0

+qr@@(1,T) — a)?
0ca+ f(a)oxa = 8(x — x,)p(t)

a0, t) = w(t), w(t) = u(t)
s.t. 2 a(x,0) = ag(x), w(0) = wy, uedu, (34)
wew

Shock Avoiding Constraints (SAC)
where the SAC depend on the problem considered:
e Without disturbance:

1 fwu Nonli traint
SAC — - Py = y  (Nonlinear constraint) (35)
or u e U™ (Linear constraint).

e With disturbance:

SAC=ueUy, wew (36)
The constraints on u and w are handled by using the barrier method
introduced by Boyd and Vandenberghe (2004). In this technique,
each inequality C > 0 is taken into account by adding the term

OTf —ﬁ log Cdt in the cost function, where M is a sufficiently large
positive constant. The optimal problem is now to minimize the
modified cost function without the constraints on u and w. At this
stage, we can follow the same procedure as the one described in
Section 3.2 to transform the above problem to an optimal problem
in finite dimension. The solution is then obtained by iterating the
steepest descent algorithm (see Boyd and Vandenberghe (2004)).

4. Example

We apply here the previously presented theories for a freeway
traffic model as an example. Other models, such as the famous
Burgers’ equation (see Serre (1999)) or the diffusive wave model
for an open channel system (see Georges and Litrico (2002)) can
be treated in the same way.



2248

155

T.V. Pham et al. / Automatica 48 (2012) 2244-2251

150
= 145

140

W

Lc
== =Y

‘‘‘‘‘ Reference

135
0

155
150
a 145

140

DR
- = =Pt
‘‘‘‘‘ Reference

135
0

Time

Control
’
»
~

—————
-
- /

- U

NLC

1.5 2 25
Time

Fig. 3. Linear constraints control (solid line) and nonlinear constraints control (dashed line).

0.8
(0]
£ 06
[
0.4
0.2
0 . ,
0 0.5 1
Space

0.8

Time

0.6

0 0.5 1
Space

Fig. 4. The characteristics with linear (left) and nonlinear (right) constraints.

4.1. Freeway traffic model

We consider the Lighthill-Whitham-Richards (LWR) model
presented by Garavello and Piccoli (2006). The governing
equation is:

0o+ 0xF(p,v) =0 (37)

where p > 0 is the vehicle density, and the traffic flux F(p, v)
is given by pv. The main assumption of the LWR model is that
the average velocity depends only on the density. The flux is then
determined by F(p) = pv(p) called the fundamental diagram. A
reasonable property of v is that it is a decreasing function of the
density. The simplest fundamental diagram is obtained by setting
v to be a linear function of p:

v(p) = v (1= p/pm) (38)

with vy the free flow speed and py the maximal density. So we
have:

fo)=v(1=2p/pm),  f'(p) = —=2v¢/pu- (39)
The control acts at point x = 0:
p(0,t) = w(t), w(t) = u(t). (40)

The control u represents the increment of the vehicle density at the
entry of the road. The set W is chosen as:

pm( C>
Wpax = — (11— —
2 Uf

then condition (iii) of Theorem 1 is satisfied. We show now how
to find Ui* and WS¢ in order to satisfy (29)-(32) if there is a
disturbance. Conditions (32) are satisfied if we have:

W = [0, winal,

0<w, w—l—p(h)fp—M 1—i .
2 vf

(41)
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We can choose w,‘f/‘,j = ”7"”(1 — é) — o and wfnd = «, then (41) 4.2. Simulation results

holds for all w € W = [wg, wjif]. We will now find a value u¢

such that (29) and (31) are satisfied for all u > u‘,’,f. For (29), we
need that:

u‘,’nd > —'Ova. <]
(2x,)

In W;d, the right-hand side of the above inequality is an increasing

function, then its maximum is attained at w = w,‘(,,d. Eq.(42)implies
that:

2w

oM

2
> . Ywe w (42)

(43)

Condition (31) implies that klufnd > —k, where k; and k; are given
by:

k1 _ 2xpvf 2(1 — xp)vf (1 21’7(11)xpvf>
puf2(w)  puf2(w + ph)) ouf?(w)
Ky =1+ 2(1 = xp)vpp(ly)

omf2(w + p()

Thanks to relations (32) and (33), we can easily check that:

2X, 2(1 —x, 2Bx
k] < Pvf + ( P)Uf 1+M =kmax:
ouc? pumc? puc?
2(1 —x,
ky>1-— (7112)1%3 = kmin,
(omc?)

forallw € W;d, Ip| < o and |p| < B. Then we can choose:

ad

U, = max(—Kkmin/Kmax, U1) + Vad (44)

where y® is a small positive constant introduced to guarantee
the inequality of (29) and (31). Then Ugd can be determined as
U = [u%, 00) N U. Finally, for allu € U and w € W,
conditions (29), (31) and (32) are satisfied, which guarantees that
no shock appears in the domain.

To illustrate our approach, let us present in this section
simulation results with the freeway traffic model where vy = 80
km/h and py = 315 vehicles/km. The cost function is in the form
(12) with g = 100, r = 1 and gy = 1184 which satisfy (24) with
k=2.9.

The first simulation is carried out to demonstrate the capacity
of the here-proposed approach to prevent the formation of shocks
when there is no disturbance by using either the nonlinear
constraint (NLC) or linear constraint (LC) in (35). To this end, we
set the system at the critical point where w ~ wyq and u X tp,.
At this point, the shock easily appears. The results are presented in
Fig. 3. We can see for both approaches that p at x = 1 converges
to the reference after some delay in comparison with p at x = 0.
The control of the LC at the beginning is saturated at its minimum
while the control of the NLC can be much smaller to accelerate the
convergence. The characteristics fromt = Otot = 1 are presented
in Fig. 4. It can be noticed that both approaches can prevent the
formation of the shock, but the NLC takes the maximum advantage
of the shock avoiding conditions and converges much faster than
the other approach.

To emphasize the essential role of the shock-avoiding condi-
tions, we carry out the same simulation, but with an open-loop
control and another simulation without constraint (6). The results
are presented in Figs. 5 and 6. In the two cases, the intersecting
characteristics mean that a shock appears. In Fig. 7, we present the
simulation result in the presence of an asymptotically constant dis-
turbance. We can see that the control rejects completely this type
of disturbance. An interesting point is that the control reacts before
the disturbance appears since the evolution of the disturbance is
included in the control scheme.

5. Conclusion

In this paper, a complete proof of the stability of an RHOC
scheme for scalar nonlinear hyperbolic systems is established and
validated by simulation. Firstly, a set of constraints to avoid shocks
is introduced. Once these constraints are satisfied, the stability
of the boundary state results in the stability of the system. The
RHOC is then used to guarantee all the above conditions. Finally,
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a simulation with a freeway traffic model is given to illustrate the
effectiveness of the here-proposed approach.

These results open some directions for our future works.
Among them, we can mention that the same conditions to avoid
shocks for a network of conservation laws can be considered
and implemented. We can also investigate the case where the
disturbance can not be measured and we have to introduce an
observer which uses only state measurements at the extremities
of the domain. Finally, the extension of the proposed strategy in
the case that the presence of shock is inevitable (for instance the
initial condition creates shocks or the reference lies outside the set
W) is also interesting to study.
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Predictive Control with guaranteed stability for

water hammer equations

Van Thang Pham, Didier Georges and Gildas Besancon

Abstract

We study the application of the Receding Horizon Optimal Control (RHOC) for hydraulic pipeline
systems described by the so-called water hammer equations. Sufficient conditions to guarantee an
asymptotic stability to an equilibrium state are first introduced and then integrated in the RHOC scheme.
For the implementation, calculus of variations is employed to characterize the optimal solution in terms
of the adjoint state and the recently proposed Lattice Boltzmann method is used to solve both direct

and adjoint partial differential equations. This approach is finally validated in simulation.

Index Terms

Receding Horizon Optimal Control, Water hammer equations, calculus of variations, Lattice Boltz-

mann Method.

I. WATER HAMMER EQUATIONS

Hydraulic pipelines systems are often characterized by the fact that the longitudinal dimension
is much greater than the transversal dimension, then a one-dimensional model is sufficient. Under
certain assumptions (see [24] or [13]), the dynamics of the piezometric head and the flow speed
can be modeled by partial differential equations (PDEs) called water hammer equations which
is based on the conservation of mass and momentum:

O.H+<0,V = 0,
OV +g0,H = —LV|V|
where H is the piezometric head, V' the flow speed, L is the length, D the diameter of the pipe,

, (w,t) €0, L] x RT, (1)

a > 0 the wave speed, g the gravitational acceleration, f the friction coefficient. The piezometric

The authors are with Control Systems Department, GIPSA-lab, Grenoble, France.
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head H is related to the pressure p as H = Z + pﬂg, where Z is the elevation and p the density
of the fluid.

The system is completed with initial conditions:
H(z,0) = Hi(x), V(x,0) = Vi(x), z € [0, L], (2)

and boundary conditions. Suppose that the piezometric head at the upstream is fixed at a given
value Hy as H(0,t) = Hy(t). This is the case where the pipe is connected to a reservoir at the

upstream. The downstream condition is governed by the valve equation (see [13]):

V(L,t) = KO(t)\/2g(H(L,t) — Hy), 3)

where K is the valve head loss coefficient, H;, the head at the downstream of the valve and ©
the valve opening.

One can notice that the nonlinear friction term —%V!W makes system (1) semi-linear.
Although the study of semi-linear systems in infinite dimensions has been considered in many
previous works ([9], [10] and [16]), none of them was applied to the control problem of system
(1). However, we can mention [24] and [6] where the authors studied the classical solution of
(1), and showed that the local stability (in the proximity of an equilibrium state) can be obtained
using a state feedback at the boundary. An application of LaSalle’s invariance principle (see
[16]) to semi-linear systems was studied in [1]. The proof of asymptotic stability is based on
the fact that the nonlinear term is uniformly Lipschitz, which is not the case for system (1).

Another challenge for pipeline systems is the significant variation of the pressure when closing
the valve (see [13]). These pressure peaks (also called water hammers which explains the name of
these equations) can lead to undesirable phenomena such as vibration, distortion and even damage
of the pipe. The objective of this work is twofold. We want to guarantee a global asymptotic
stability of (1) and also minimize the variation of pressure and speed, which motivates us to use
the Receding Horizon Optimal Control (RHOC).

The RHOC was well studied for finite-dimensional systems, even in the nonlinear case (see
e.g. [7] and [17]). Among its advantages, one can mention the ability to obtain a guaranteed
stability and to handle constraints. The extension of such an approach to infinite-dimensional
systems was also investigated, as in [11]. But this work concerned only the case of distributed
control. The RHOC approach for boundary control of nonlinear Saint-Venant equations was

considered in [8], and solved by calculus of variations approach. A numerical solution of this
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control was also proposed and validated in simulation, but no proof of stability was provided.
Our recent works ([23] and [22]) combined the arguments of [11] with the Lyapunov functional
proposed by [4] for linear boundary control hyperbolic systems to get a complete proof of the
exponential stability of RHOC scheme.

The paper is organized as follows: In section II, system (1) is rewritten in the abstract form
in which existence and uniqueness of a weak solution are established based on theories of
contraction Cy-semigroup presented in [16]. Section III then presents sufficient conditions to
guarantee the asymptotic stability of the weak solution. In section IV, the stability of the RHOC
and the numerical computation of the optimal solution is considered. The calculus of variations
is carried out to obtain the optimal control as a function of the adjoint state, and the Lattice
Boltmann Method (LBM) is used to solve both the direct states and the adjoint states. Finally,
some simulation results are provided in section V to validate the proposed control approach, and

some conclusions end the paper in section VI.

II. ABSTRACT SETTING

We denote by (H,V) (V > 0) the steady state corresponding to the boundary values (Hy, V;)

which is determined by:

V="V, H(z) :—ﬁ%ﬂ/bw%—ﬂ). “4)

Supposing that we want to regulate the system around this set point. By introducing new variables

H(x,t) = H(x,t) — H(z) and V(z,t) = V(z,t) — V, we obtain the following equations:
2
O + %agcv = 0, 5)
OV +90.H = —m((V+V)|V+V]|-V?, (6)

with m = f/2D. In order to put these equations in the characteristics form, we make the

following transformation:

—qg/a 1 H H 1{—a a
vi| _ 9/ PN /9 alg) [vr) o
Yo gla 1 % \% 2 1 1 Yo

The dynamics in the new coordinate are then:

Oy = adyyr — F(yh yz) 8)
Oya = —a0yys — F(yla Z/z) ’

November 29, 2012 DRAFT



where F(y1,y2) = F(V) = m[(V+V)|V+V|=V?], with V = (y;+%,) /2. The initial conditions
can also be expressed in terms of the new variables as y;(-,0) = y10 and ya(-,0) = yoo. The
boundary condition at z = 0 becomes y»(0,t) = y;(0,¢). The valve opening O(¢) can be
computed in order to implement the boundary condition at x = L in the form vy, (L,t) = w(t).
To put the above equations in abstract form, we introduce an integrator in the dynamics of w
as follows:

w(t) = —kw(t) +u(t), w(0)=wy=yi(L), )

with some constant £ > 7. The reason why we add the state feedback —kw will be clarified
later. Let us denote Z = R x [Ly(0, L)]* which is obviously a Hilbert space with the following

inner product:

L
{(w yi yw)' (0 ﬂ2)T>Z = ww —l—/ (1171 + Y20 da. (10)
0
and let us denote by || - || the induced norme. Equations (8)-(9) can then be put in the form:
2(t) = Aoz(t) + F(2(t)) + Bu(t), 2(0) = 2, (11)

where zo = (wg Y10 ¥20)” and the operators Ay, F and B are defined as:

-k 0 0 w 0 1
Ad=10 o 0o |, Flu|=|-Fuy,p |, B=|0]. (12)
0 0 —a% Y2 —F(y1, Z/z) 0
The domain of Ay and that of F are determined by:
D(A)) = {z=[wy1 o]’ € Z|z1, zp are absolutely continuous,
42 € Ly(0, L), 42(0) = 41(0), y1(L) = w}, (13)

DF) = {z=(w i )" €Z|y,y €Ly(0,L)}.
The operator F involving the friction has the following property:

Lemma 2.1: Operator F satisfies (Fz,2z) <0, Vze D(F).
Proof: Indeed, with z = (w y; y2)? € D(F), we have:

(Fz,2)z = —(F(y1,¥2): Y1)1a00,) — (F (Y1, ¥2): Y2)10(0,L) = —fo Y1+ y2) F(y1, y2)dx. (14)
Consider two cases:

e VTV >0: (y1 +12)F(ys, ) = 2mV2(V +2V) > 2mV V2.

eV +V <0, then V < —V < 0. We have:

(1 +92) Flyn,10) = 2mV[=V2 = 2UV =202 > am(V2 - )VV2. - (15)
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Then, in all cases, we have:

(W + 1) Fy ) > aV?, o =4m(V2 -1V, (16)

As a consequence (Fz,z) < 0. u

About the operator Ay, we can prove the following property:

Lemma 2.2: Operator Aq is m-dissipative (wWhich means that A, is dissipative and Ran(/ —
MoAg) = Z for some g > 0, where Ran(7") denotes the range of an operator 7', I identity
operator).

Proof: Clearly D(.A) is dense in Z. We will show that Aj is closed. To this end, we show
that Ay is invertible with A" € £(Z). Define the operator S : Z — Z:

1

w —%u)
Sly | = f yi(s)ds — 1w . (17)
Y2 T a fg y2 dS “a fo yl dS - Ew

It is easy to see that S € £(Z) and SAy = Ip(4,) and AyS = I;. According to Theorem A.3.46

in [5], we obtain that A, is closed. Next, we will show that:
(Apz,2) <0 VzeD(Ap) and (Ajz,2) <0 Vze D(AY), (18)

where Aj is the adjoint of A, defined as:

w —kw+ay (L) 0 0 D(A5) = {z=[wy y]" €Z]
Ao | v |= 0 —a® 0 |, i,y are absolutely continuous,
Yo 0 0 addi; ddixly % € L2(07L)7 Z/1(O) = y2(0)7 yZ(L) = 0}

Indeed, since k£ > 3, one has:

L L
di / dys 1 1
(Aoz, z) = —kw +/0 a——ydz + i a—yadz ( +2a)w 2ay2( ) <

This inequality explains why the state feedback —kw was added in the dynamics of w. Similarly,

for z € D(Af), we calculate:

1
(A32,2) = —kw? + awyy (L) = Sayd(L) < —Z(w = ya(L))* < 0. (19)
Thus, by the corollary 2.28 of [16], the operator A, is m-dissipative. [ ]

We can now show the following result:
Proposition 2.3: Operator A = Ay + F with the domain D(A) = D(Ay) is the infinitesimal

generator of a contraction Cy-semigroup ®(¢) on D(F).
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Proof: To this end, we need to show that
1) D(Ap) ND(F) is dense in D(F).
2) Given r > 0, there exists A\g € (0, 4+00) such that for each X\ € (0, o)

Ran(I — A(Ao + F)) D B, and ||(I — AM(Ao + F)) 0| < ||vl|, Vv € B,,

where B, = {z € D(F) | ||z| < r}.
Then by applying theorem 2 in [20], we get the proposition.
The first condition is obvious since D(Ay) N D(F) = D(Ap) and D(A) is dense in D(F).
We will show the second one, by adapting the method in [19] for the case where F is locally

Lipschitz. Consider v € B,. Chose a constant § € (0,1), then there exists w,y such that
”.le — fZQH < wr/gﬂzl — ZQHa Vzl, 29 € Br/g. (20)

We take ), sufficiently small satisfying Aow,/s + 6 < 1. Consider now X € (0, Ay). For each z
in B,, we define P : B,y — Z as Pz = (I — Ay) (v + A\Fz). Since Ay is m-dissipative,

Jn = (I — XAAg)~" is a contraction operator from Z to D(Ay). For all z € B, g, we have:

[1Pz]| < [Pz = POl + [[PO]| < IIxAF2)[| + ([ xv]l < Awrjollz]| + [lvf] < @D

7
In addition ||Pz, — Pz|| < L||21 — 22| with L = Aw, 9 < 1. Then P is a contraction operator
from B, 9 to B, 5. By the fix-point theorem, there exists a unique z, such that Pz = z,, or
equivalently zy — A\(Ag + F)z, = v, which implies that Ran(I — A\(Ag + F)) D B,. Finally,
since (Ao + F)z,2)z <0,Vz € D(Ay), we have |[(I —A(Ag+F)) ol < |lv||, VveB. m
As a consequence, by the standards methods (see e.g. [25] or [21]), we can show that for all
u(-) € Ly([0,T]) and zy € D(F) the problem (11) has a unique mild solution given by:

2(t) = Do(t)zo + /Ot Qo (t — s)(Fz(s) + Bu(s))ds (22)

In addition, if u(-) € C*([0,77) and 2y € D(A), z(t) € C'([0,T],Z) N D(A) for all ¢ € [0,T].

III. STABILITY

We will now study the stability of system (11).
Theorem 3.1: Given u(-) € Ly([0,00)) satisfying the following condition for all ¢ € [0, co):

u(t)w(t) < (—p+ k)w?(t), if w(t) #0; wu(t) =0, if w(t) =0, (23)
with some p > 0. Then system (11) with z; € D(F) is asymptotically stable at the origin.
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Proof: We firstly consider the case where z € D(A) and u(-) € C'([0,00)) satisfying

(23). In this case, system (11) has a classical solution z(t). Consider the following function:

S(t) = pw?(t) + [y O + N1y (- O, (24)
for some p > 35. Since z(t) € D(A) for all ¢ > 0, we can compute the time derivative of S(¢):

S = 2pw(—kw+u) + ay?(L,t) — ay?(L, 1) fo (y1 + y2) F (y1, yo)dx

(25)
< (a—2pp)w?* — fo (y1 + y2) F(y1,y2)dx <0 (from (23) and (16)).
By Barbalat’s lemma, we have that:
L
w?(t) — 0 and / 2(y1 + y2) F(y1,y2)dx — 0 as t — oo. (26)
0

From (16), we have ||V (-,)||> — 0. Consider now the following function:
Wi(t) = gw4(t) + /OL yi(z,t)dx + /OL vy (z,t)dx. (27)
As for S, by using (23) the derivative of W can be bounded as:
W < (a—2pp)w* — [ 4(yn + 1) (42 — 1y + y3) F(y1,92)dz <0 (from 16).  (28)
Once again, by Barbalat’s lemma, we have:
/OL<Z/1 +y2) (Y — Y1y + ¥3) F (41, y2)dz — 0. (29)

By the fact that yf — yiyo + y3 > 1(y1 + w)? = V2 and along with (16), (29) implies

L
that / Vidr — 0. We now show that ||y;(-,2)]|> — 0 as t — oo. Using the method of
0

t
characteristics, we have y(x,t) = vy (L, 7) — / F(yi,y2)(§,s)ds, with 7 = ¢ — £=% and
¢ =L —a(s—7). Then: ’

1 e ?

gt <z s | [ (040747 - ess] G0
Since ||V (-,1)||*> — 0, on a finite band {(z,7) |0 <z < L, t — L <7 < t}, the measure of the
set where f/(x, 7)+V < 0 converges to 0 as t — oo, then we can only consider the case where
V(x,7) 4+ V > 0. In this case (30) leads to:

1 L L L t N o
5/ y2(z,t) g/ yf(Lm)dxmm?/ /(V4+4V2V2)dsdx. (31)
0 0 0 T

This implies that ||ys(-,¢)[|> — 0. Finally, ||y2(-,¢)||* — 0 since

a2 < Jy 1200 + 52)? + 293ldz = [ (% y%) da. (32)

November 29, 2012 DRAFT



Consider now the case where z, € D(A) and u(-) € Ly(]0,00)). Let €(t) = (—k+p)w(t) +u(t),
then (9) becomes:
w(t) = —pw(t) +€(t), w(0) = wo, (33)
and condition (23) is equivalent to:
e)w(t) <0 if w(t) #0; et) =0if w(t) =0, te[0,00). (34)
Suppose that wy > 0, then w(t) > 0 for all ¢ > 0 (the case where wy < 0 can be treated similarly).

Inequality (34) becomes: €(t) < 0 if w(t) # 0; e(t) = 0 if w(t) = 0, for all ¢ € [0, c0). Consider

a sequence of functions {e"} C C'([0,c0)) such that:
I€” — €||La(0,00)———0 and €"(t) < 0,t € [0, 00). (35)

We denote by w™ the solution of (33) with e replaced by €; and by 2" the solution of (11) with
u replaced by u" = €" + (k — p)w". For a fixed t and for all 7 € [0,¢], we have the following
inequality:

[w" = wl[3, 0.9 < e = €lliL o) G0

As a consequence:

t
lu” = ullf, o = /0 (¢"(s) — €(s) + [k = pl(w"(s) — w(s)))" ds
< 2"~ EH%g([O,t]) +2/k — p|*[lw™ — wHiQ([o,t]) < Clle" — 6"%2([0,1‘,})7

with some constant C. This implies that [|[u" — ul|1, 0,y — 0. By the continuity of z(t) in w,
we have |[2"(t) — z(t)||z 2= 0. On the other hand, ||2"(¢)||z == 0, hence ||z(t)||z —= 0.
Finally, for the general case where z, € D(F) and u(-) € Ly([0,00)), by considering a
sequence {27} C D(A) converges to z, we obtain by the same reasoning that ||z(¢)] ; —= 0.
|
Note 1: By examining the expression of S in (25), using LaSalle invariance principle (see
[16]) seems to be possible, but there are two points that limit this approach. Firstly, the system
is not autonomous, because we want to leave some degrees of freedom to the choice of the
control to minimize a criterion specified later. Secondly, even if we consider an autonomous
system (i.e. u = 0), to apply LaSalle invariance principle, we need the pre-compactness of the

orbit y(z9) = {®(t)z0,t > 0} passing through z, (see [16]), which is not an easy task.
Note 2: We add the state feedback to the dynamics of w in (9) just to prove the dissipativity

of the operator A, and to reformulate original problem (8) in abstract form (11). For stability,
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we need only that condition (23) holds. If we set u(t) = —kw(t) + u(t), the dynamics of w

becomes w(t) = u(t), and the stability condition can be written as:
a(t)w(t) < —pw(t), if w(t) # 0, a(t) =0 if w(t) = 0. (37)

These relationships mean that to ensure stability, it is enough to have an exponential convergence
of w. In what follows, we will use @ as the control input because it allows us to directly control

the convergence speed of w.

IV. RECEDING HORIZON OPTIMAL CONTROL
A. Stability of RHOC

For a prediction horizon 7' > 0, some weighting functions A(x) > 0, B(z) > 0(z € [0, L])

and some positive constants ¢ and r, we consider the following optimal control problem:

T
man / / z)H*(x,t) + B(z )VZ(x,t)]dxdt—i-/ [qu?(t) + ra®(t)|dt,  (38)
0
subject to the stability constraint (37) and the system dynamics:
O + 20,V = 0 H(O,t) = 0, V(Lt)=wt)+LH(L,?)
OV +go,H = —F(V) ,and{ H(-,0) = H;, V(-,0)=V . 39)
w(t) = at) w(0) = wy=Vi(L) - £H,(L)

Finally, we add a constraint |@(t)| < ue, to take into account the saturation of the control. In
order that the friction F is well-defined, we suppose that the initial condition is in L, (0, L),
which is generally satisfied in practice.

The above optimal control problem can be transformed (using the transformation (7)) in terms

of the variable z as follows:
T
i J (2 ) = / (2(8), Q=(8)) + (u(t), Ru(t))dt
u(- 0
s.t. u(t)w(t) < (—p+ k)w(t), if w(t) #0, u(t) =0 if w(t) =0, t € [0,T],
u(t) = k(b)) < tpmaa, t € [0,T).
where the operator Q : 7 — Z is defined by:
0 0
X Qi Qu) _1 [(@/g?A@)+ Bx) —a/gAl) + B)

Q=10 Qu Qu |- — - (4D
Qi Qe 0 0n) 1\ Cajed@) 4 B@) @A) + B)
O QQ]. Q22
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Since an analytical solution of the problem (40) can not be obtained, we will use the RHOC
approach whose principle consists of the following steps:
« At each time ¢, we obtain the current state z(¢).
« Then, we compute the numerical solution of the problem (40) using z(¢) as initial condition.
« The first part of the optimal control is applied on the system in period [t, ¢+ o] for a small
o, and the procedure restarts at t =t + 0.
We can prove the following result:
Theorem 4.1: The RHOC scheme applied to system (40) is asymptotically stable.

Proof: Since the optimal control satisfies the condition of Theorem 3.1, the closed-loop
stability is guaranteed. The remaining problem is to show the feasibility at each sampling time.
To this end, we assume that wy > 0, then w(t) > 0 for all ¢ > 0 and the stability condition
becomes:

u(t) < (=p+kw(t),t €[0,T]. (42)
For a given z € Z, define the region of the control as follows:
Q) ={ueR| |u—kw| < upg and u < (—p+ k)w}. (43)
Clearly €2(z) is convex for all z € Z (i.e. for all w € R). Then define the following set:
Nz ={(f,y) ERx Z| f>F(z,u), y=F(2)+ Bu, uc Q2)}. (44)

We see easily that N(z) is convex for all z € Z. So our problem satisfies the conditions of

Theorem 2.12 of [26], and therefore has at least one optimal solution. [ ]

B. Optimal solution by calculus of variations approach

We will formulate the optimal control as a function of the adjoint state in order to be used
for the numerical scheme. To handle the constraints, we use the barrier method (see [2]). In this
technique, each inequality C' > 0 is taken into account by adding the term fOTf —plog Cdt in the
cost function, for some ;. > 0. The optimal problem consists in minimizing the modified cost
function J,,, without the constraints on u and w for a sequence of positive barrier parameters k

that converges to zero:

T = / (2(), Qa()) + (ult), Ru(t)) + G(= (1), u(t))dt 45)
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where G(z,u) = —plog ((—p + k)w? — uw)(u?,,, — (u — kw)?)). For each u € Ly([0,T],R),

max

z € Lo([0,T],Z) and X € Ly([0,T7], Z), we introduce the following Lagrangian:

L= /0 {%(Cz(ﬂ, QCz(7)) + %(u(ﬂ,Ru(r)) + %Q(Z(T),U(T))

+ (A7), (2(7) = Po(T)z0 — [y Pol(T — 7)(Fz(r) + Bu(r)dr))} dr.
We denote by L,, L, and L, the variation of L in u, z and A\ respectively. By Liusternik’s

(46)

Theorem (see [15]), there exists (U, Zm, Am) such that L, = L, = Ly = 0 at (tm, Zm, Am)-

Thus, the condition L) = 0 gives:
Z2m(T) = Po(T)20 + /OT Oo(1T — r)(Fzpm(r) + Buy(r))dr, T€0,T], 47)
which means that z,, is the weak solution of:
Zm(T) = Aoz (T) + Fzun (1) + By (1), 2 (0) = 2. (48)
The condition L, = 0 gives:
An(T) = =Pz (7), um(7)) + F.(2m(7)) /T O*(r — 7)\pu(r)dr, T € [0, T], (49)
where P(z,u) = C*QCz — %Q’Z(z, u), F, and G, Tsignify the derivative in z of F and G
respectively. Let’s set: .
pm(T) = —/ O*(r — 7) A\ (r)dr, (50)
then, by using (49):
Pm(T) = / ' O*(r —7) (P(zm(r), um(r)) + Fz(2m(r))pm(r)) dr. G
Therefore, we can consideTr pm as the weak solution of the following equation:
Pm(T) = =Aipm(7T) = Fe(zm(7))pm(T) = P(2m(7), (7)), pm(T) = 0. (52)
Finally, the gradient of the cost function is given by:
L= /0 " R (7) + Bp(7) + £ G (), (7)) (53)

In this form, we can use a numerical method to approximate the optimal solution. In this paper,

we propose the Lattice Boltzmann Method.
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C. Lattice Boltzmann method (LBM)

The LBM is becoming more and more popular thanks to its powerful capacities to simulate
the fluid flows and other physical phenomena (see [3]).

In this method, we consider the movement of the particles on a regular grid. The particles at
point (z,t) are split in several quantities f;(x,t) with velocities v;. The underlying algorithm
consists in two alternative phases: collision phase and streaming phase. In the collision phase,
the particles enter the site z at instant ¢ f;"(z,t) collide and a new distribution f?“!(x,t) results.
Then during the period [t,t + At]| of the streaming phase, the new distribution moves to the
lattice site in the direction of the velocity v;. These two phases can be formulated as:

Collision :  ff"!(x,t) = fi*(x,t) + L(f{* — f") + F}, (54)

Streaming :  f"(z + v;At, t + At) = [P (x,t),
where F; represents the contribution of the force term to the collision, Az the lattice spacing
and At the time step. The collision phase above is based on the Bhatnagar-Gross-Krook (BGK)
approximation with a single relaxation time 7 and the so-called equilibrium distribution functions
17 whose expression depends on the physical process to be described. We shall specify its form
below, for the case of a scalar conservation law. To guarantee the stability of this explicit scheme,
7 must be larger than 0.5 (see [3]).

Equations (54) may be combined to obtain the evolution equation:

file +vAt,t + At) = fi(z,t) + 2 (f = fi) + Fi (55)

where f; stands for f/™.

D. Application of LBM to a scalar conservation law

By examining the form of A, and Aj (see (12)), in order to compute the numerical optimal

control, only the following scalar conservation law needs to be considered:
O\ + cO A\ = F, (56)

with the initial condition A\(x,0) = A¢(x). Consider firstly the case ¢ > 0. Hence, only the
boundary condition at x = 0 needs to be defined as A(0,¢) = u(t). We propose a lattice with 2

velocities as in Fig. 1 where vy = 0 and v; = v = Az /At.
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Vo U1
Fig. 1. Two velocities lattice (¢ > 0)

The equilibrium distribution function must satisfy:

O+ = N o= (1-9A

& , (57)
eq

vfit = A o=

and )\ is computed by A = Z fi = fo+ fi. With this equilibrium distribution function, the LBM

can be proved to solve (56)Z in the case without the source term F up to the precision (Ax)?
and (At)? (see [12]).

In this simple case, the evolution equation (55) has the form:
folz, t+ At) = fola, t) + 2(f5" — fo) + AtF,
filz +vALE+ AL) = fi(z,t) + L7 = f).
The boundary condition at point x = 0 is guaranteed by imposing f1(0,t) = u(t) — fo(0,t). In

(58)

the case of ¢ < 0 we use the lattice where vy = 0 and v; = —v = —Az/At.

E. Computation of the numerical solution

We use here the steepest descend method to solve the optimal problem (40):

1) Choose an initial estimation of the solution u(?).

2) Solve the system (48) from ¢t = 0 to ¢ = 7" by using the LBM for the PDEs and using the
Euler explicit scheme for the ordinary differential equation (ODE).

3) Solve the adjoint state (52) from ¢t = 7" to ¢ = 0 also by using the LBM for the PDEs and
using the Euler explicit scheme for the ODE.

4) Update the estimation by the steepest descend method
k) = o™ — K, L, (u®), (59)

with the step /i, > 0 which must be tuned to satisfy a trade-off between convergence
speed and numerical stability.

5) Repeat step 2 while the norm of the gradient L, is larger than a given tolerance.
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V. SIMULATION RESULTS
In order to illustrate the validation of the above approach, we carried out some simulation

with a system whose parameters are in Table I.

TABLE I

SYSTEM PARAMETERS

L a f D 1% Hy
85 (m) | 379 (m/s) | 0.0223 | 0.0635 (m) | 0.5 (m/s) | 6.5 (m)

The LBM is used with Az = 1.7(m), At = 4.5 x 1073(s), v = 379(m/s) and T = 0.7.
Suppose that we want to change the flow velocity from V; = 0.87 (m/s) to V; = 0 (the variables
considered are the variations from the equilibrium profile). We simulate the first strategy where
the velocity decreases linearly. The results are presented in Figures 2. We see clearly that in this
case there are pressure waves (water hammer) in the pipeline.

We now perform the simulation with the RHOC with the cost function (38) having the
following parameters: 7' = 0.5(s), 0 = 0.0224(s), A = 1, B = 0.5, ¢ = r = 100. The
evolution of the piezometric head and the flow speed are presented in Figure 3. We see that the

system converges to the origin.

-15 o0 Ao |
2 - - -H(L/21) | -2 = = = H(L/2,1)
—— (L1 — (L.t

| i

1 I I I _ I 1 I I
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Time (s) Time (s)

T T
V. | V(0,t)
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Fig. 2. The piezometric head and flow speed in open-loop Fig. 3. The piezometric head and flow speed with RHOC

Note that we can also use the boundary feedback control as follows:
u(t) = —pw(t), (60)
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feedback control

which satisfies the stability condition and therefore guarantees the convergence of the system.
The results are presented in Figure 4. The evolution of the state w and the control « in both
cases (the RHOC and feedback control (60)) are presented in Figure 5. We find that both RHOC
and state feedback guarantee stability with an almost identical performance, but RHOC ensures

an optimal control minimizing criterion (38) and constraint satisfaction.

VI. CONCLUSIONS

In this paper, we introduced sufficient conditions to guarantee the asymptotic stability of a
pipeline system. The RHOC was used to stabilize the system as well as handling constraints and
minimize a cost function penalizing the variation the piezometric head and the flow speed around
a reference profile. The simulation results showed that the RHOC guarantees the convergence
of the system and does not create pressure waves.

We note that, thanks to the stability conditions, the RHOC scheme does not use either a final
cost or a zero terminal equality constraint. Although this approach was considered for finite-
dimensional systems in e.g. [18] and [14], it was not extended for infinite-dimensional cases.
The RHOC does not play a primordial role in the stabilization, it does however contribute to
the optimality and to constraint handling. Constraints such as the maximal value of the head or
the saturation of the speed of the valve could be taken into account. The challenge is to ensure

the feasibility of the optimization problem, which will be considered in our future work.
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