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Introduction générale

En prenant une cuve aux dimensions soigneusement chdisies bkilles de méme diametre (mo-
nodisperses), 'assemblage ordonné et périodique de kbes déans cette cuve forme un cristal pho-
nonique granulaire. L'idée fondatrice de ce travail de ¢hest d’étudier le comportement dynamique
(ou acoustique) d’'un cristal phononique granulaire. Ldgeom granulaires peuvent avoir un compor-
tement de gaz (par exemple, des billes qui s’entrechoquerd dne boite), de liquide (un matériau
granulaire dans une cuve prend la forme de la cuve) ou salidegble mouillé par exemple) [I.1].
Dans leurs comportements solides, ils se caractérisetd@gpaultiples échelles qui doivent étre prises
en compte dans leurs descriptions. En premier lieu, le coetdre les grains se situe a I'échelle mi-
croscopique et contribut au comportement macroscopiqueassemblage. La deuxieme échelle est
définie par la taille des billes. Ensuite, il faut égalememirt compte de I'échelle mésoscopique de
la taille d’'un ensemble de grains, échelle caractéristipug les chaines de forces dans le milieu
avant d’arriver a I'échelle macroscopique ou le matérianglaire peut étre considéré comme un mi-
lieu homogeéne effectif. Dans le cadre d’une étude acoustitprrangement périodique des cristaux
granulaires autorise, sous certaines hypothéses, datiitin des mémes outils que ceux developpés
pour les cristaux, en vue de décrire leurs comportementataibes. En effet, les billes forment une
structure cristalline qui a des symétries et un caractéseeti, induisant un forte dispersion (vitesse
de propagation différente suivant la fréquence de I'ondejsda propagation des différents modes
possibles pour une onde acoustique (mode transverse atuldingl par exemple). Des phénomeénes
similaires sont décrits dans la théorie harmonique duatrg la physique des solides [I.2] et des
analogies importantes peuvent étre faites avec les cxipfantoniques en optique (d’ailleurs, le nom
phononiquevient de I'analogie avec les cristayhotoniquel En plus des phénoménes provenant
de la périodicité de la structure, les assemblages non ié®liesgrains sont connus pour avoir un
comportement tres fortement non linéaire di aux interastientre les billes caractérisées par des
relations force-déplacement non linéaires. Les non4iité&sade contact sont multiples (non-linéarité
d’origine géomeétrique, friction, adhésion...) et se tiadnt par des comportements non linéaires va-
riés (non-linéarité quadratique, cubique, hystérétiglampement...). La richesse des comportements
non linéaires rend I'étude des assemblages granulairéisyigrement intéressante au niveau fon-
damental. Un autre élément influent de I'acoustique detacriggranulaires réels est la présence de
désordre. Malgré I'apparente périodicité au niveau maojgae, la polydispersité des billes (méme
faible) ou les imperfections de la cuve font que tous lesaistne sont pas équivalents, ils sont char-
gés de maniere hétérogene. Le réseau complexe de contdntéréelr du cristal se distingue par
la grande difficulté de comparer les résultats théoriques bas résultats expérimentaux de maniére
guantitative. Le comportement dynamique d’un cristal gmogue granulaire réel dépend de ces trois
facteurs, ce qui le rend tres complexe. Il est encore malicehmal compris.

L'élasticité des matériaux granulaires differe de I'élzit# classique [1.3] & cause du caractéere micro-
structuré de I'assemblage. Une nuance est de considéréegjdescriptions du comportement élas-
tique nécessitent de prendre en compte les degrés de lifgertéation de chaque bille. Dans I'élasti-
cité classique des matériaux, les rotations des éléemdmigésimaux ne sont pas considérées. Cette
généralisation de la théorie classique de I'élasticitpedge théorie de Cosserat ou théorie micropo-
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laire, a été proposée pour la premiere fois par les fréres Gasse 1909 [I.4]. Cette théorie a été
oubliée pendant la premiére moitié du vingtieme siécle pauelle semblait peu adaptée a la des-
cription élastique des matériaux classiques. Lintéréstste nouveau porté sur cette généralisation
dans les années 1960 lorsque la théorie classique de ibélagtichouait a décrire le comportement
des matériaux micro-structurés tels que les solides pooeubes cristaux liquides [I.5]. D’autres
théories généralisées ont également vu le jour [1.5-1.salifferent de la théorie classique par les
différents degrés de liberté supplémentaires pris en ecopgir chaque particule (par exemple pour
tenir compte d’éventuelles déformations des particulesformalisme de Cosserat a été adapté a la
description des milieux granulaires a partir des année8.10@8pendant, bien que les travaux sur la
théorie de Cosserat eut été nombreux [I.6—1.10], il n’y a janeai de preuves expéerimentales indis-
cutables de sa validité dans les milieux granulaires. Usedeactéristiques de la théorie de Cosserat
réside dans la prédiction de nouveaux modes de propaglmodes rotationnels. Ces nouveaux
modes découlent directement de l'introduction des degedbdrté de rotation de chaque élément.
Cent ans apres les freres Cosserat et bien que prédit théoegueans les milieux granulaires, ces
modes représentent toujours une possibilité mathémadidose mais ils n’ont jamais été observes
experimentalement [1.10]. Ce manuscrit expose une vadidatiéorique et expérimentale de I'ap-
plication de la théorie de Cosserat aux milieux granulaitesraers, notamment, de I'observation
expérimentale des modes rotationnels se propageant danstah phononique granulaire.

Cette thése est composée de cing chapitres. Elle contiextdétles publiés en place des chapitres 2
et 3, et un article prochainement soumis en place du chapitre premier chapitre rappelle quelques
notions utiles a la compréhension des phénomenes rensaland les milieux granulaires non cohé-
sifs. Ensuite, un apercu de la littérature sur les miliewlangtaires est donné avec les études sur le
désordre, la propagation d’ondes hautes fréquences, hen@arités, le comportement quasistatique
ou trés basses fréquences et I'application de la théorie deetat dans les mileux granulaires. Le
deuxieme chapitre est consacré a la description théorigui& jpropagation d’ondes de volume dans
un cristal hexagonal compact de billes ou la friction au aivdes contacts a été négligée. Cette hypo-
these permet de considérer I'élasticité de 'assemblageteair compte des degrés de liberté de rota-
tion. La friction au niveau des contacts, qui suit |a loi detement de Coulomb, est en effet la source
du caractere micropolaire des assemblages granulairecasnparaison des résultats expérimentaux
avec les prédictions théoriques obtenues montre la difficld prédire quantitativement les résultats
experimentaux. Le troisieme chapitre expose I'étude th@erdes vibrations de modes normaux d’un
cristal hexagonal compact granulaire en incluant les dedgdiberté de rotation. L'analyse théorique
permet de démontrer la nécéssité d’inclure les degrés dedibde rotation des que la friction est
prise en compte. L’hypothése que les billes n’interagispan lorsqu’elles pivotent sur elles mémes
rigidifie artificiellement 'assemblage et peut induire désultats erronés. L'étude théorique permet
d’identifier les effets du caractere micropolaire de I'askkage et d’identifier les modes, leur polari-
sation et leur bande de fréquence de propagation, pour gegruee comparaison quantitative avec
des résultats expérimentaux. Le quatrieme chapitre expasenparaison des résultats théoriques du
chapitre 3 avec les résultats expérimentaux. Les résekaisrimentaux sont en bon accord avec les
prédictions théoriques, ce qui permet de présenter la prerobservation expérimentale d’'un mode
rotationnel dans un milieu granulaire plus de cent annéessdp mémoire des freres Cosserat. Le
cinquieme et dernier chapitre présente des perspectivesiomnt les effets non linéaires dans les
cristaux phononiques granulaires. Il présente quelqumsgteds expérimentaux sur des phénomenes
particuliers se produisant dans ce type de matériaux.



Bibliographie 3

Bibliographie

[I.1] H. Hinrichsen and D. E. WolfThe physics of Granular MediaViley-VCH, Weinheim, 2004.

[1.2] N. W. Ashcroft and N. D. Mermin. Solid State Physics Saunders College Publishing,
Philadelphia, 1976.

[I.3] L. Landau and E. Lifchitz.Theory of Elasticity Mir, Moscow, 1967.
[I.4] E. and F. Cosserailhéorie des Corps Déformablederman et Fils, Paris, 1909.

[I.5] A. Eringen. Microcontinuum Field Theories. |. Foundations and Salifpringer-Verlag, New
York, 1999.

[1.6] I. A. Kunin. Elastic Media with Microstructure Vol. | and Il Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, 1982.

[I.7] H. Muhlhaus. Continuum Models for Materials with Micro-structure]. Wiley, New York,
1995.

[1.8] O. Brulin and R. K. T. Hsieh.Mechanics of Micropolar MediaWorld Scientific Publishing,
Singapore, 1981.

[1.9] W. Nowacki. Theory of Asymmetric ElasticityPergamon, Oxford, 1986.

[1.10] G. A. Maugin and A. V. Metrikine Mechanics of Generalized Continua : One Hundred Years
After the CosseratsSpringer-Verlag, New York, 2010.






Chapitre 1

’acoustique des cristaux phononigues
granulaires

1.1 Introduction

La famille des milieux granulaires désigne un ensembletdiénts tres différents de matériaux.
Du sable a la neige en passant par les sédiments marins ot elesopoudres pharmaceutiques aux
assemblages de nanosphéres, les milieux granulairegi@neent dans de nombreux domaines, de la
géophysique a la physique des nanomatériaux [1.1-1.3prel# diversité de formes, les différents
matériaux montrent des propriétés physiques similairedjét de ce premier chapitre est un rappel
des notions utiles a la compréhension des résultats expaséssuite. Un point cependant nécéssite
d’étre éclairci immédiatement. Les matériaux granulas@st des matériaux biphasiques, avec une
phase solide composée par les grains et une phase fluideengjargide fluide saturant les pores entre
les grains. Pour I'étude de la propagation d’'onde dans wnasage de grains, les couplages avec le
fluide environnant sont souvent négligés, considérantadéference d'impédance acoustique et les
différences de masses entre les deux milieux sont suffidgamenrtantes. Le présent mémoire est
consacré uniguement aux ondes se propageant dans la phdsgaans les billes). Cette étape est
nécéssaire a la prise en compte des couplage fluide-seuattamment dans le cadre de la théorie
de Biot par exemple [1.4].

En premier lieu, le comportement macroscopique d’'un asksyalgranulaire dépend de l'intérac-
tion mécanique au niveau microscopique entre les grainsnda@élisation de cette interaction par
la théorie de Hertz-Mindlin, présentée dans la premiérd@eatst une base essentielle de la phy-
sique des matériaux granulaires. Ensuite, les propridtgsiqgues liées a la structure réguliére et
périodique d’un cristal granulaire sont décrites dans ésssimples d’une chaine monoatomique uni-
dimensionnelle puis d’'une chaine diatomique unidimensétie. L'étude de ces cas simplifiés permet
de comprendre le raisonnement utilisé pour modéliser lpggation des ondes dans un cristal gra-
nulaire tridimensionnel. La structure cristalline comsige dans ce document, la structure hexagonale
compacte, est présentée avec ses propriétés de symdegeauta modélisation. Bien que l'arran-
gement granulaire soit géométriquement régulier, un déscélastique peut apparaitre au niveau
microscopique des contacts. Ceci joue un role important Bacsustique des cristaux granulaires,
et les origines et les implications de ce désordre sont @&sotdh fin du chapitre porte sur une revue
non exhaustive de travaux effectués sur les assemblagadajras permettant de situer le contexte
de cette étude.
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1.2 Théorie du contact de Hertz-Mindlin

La premiere description consistente du contact entre dpliéres vient de Hertz [1.5] en 1881
qui étudiait les franges d’interférences optiques de Newtatre deux lentilles de verres en contact.
Il s’est interéssé plus particulierement a une possiblerd&ition élastique au niveau du contact de
deux sphéres soumises a une contrainte dirigée suivamt famé par les deux centres des deux
spheres. Il mit en évidence la relation entre la déformasiomiveau du contact et la contrainte
appliguée. Ces résultats ont été validés expérimentalghéhtet sont toujours utilisés aujourd’hui
pour décrire la relation force-déplacement normale. Ckéerie a ensuite été étendue avec la relation
force-déplacement dans les directions paralléles au ciopéa Mindlin [1.7-1.11].

La théorie comporte les hypotheses suivantes. La surfaamlact est plane, ce qui permet de
découpler les relations force-déplacement normales thsores tangentielles, et de forme elliptique
dans le cas général (elle est de forme circulaire si deuxreptsdnt en contact). Les dimensions
de la surface de contact sont petites devant les dimensemspheres, ce qui permet de considérer
que les contraintes et les déformations sont localisées/aawndes contacts et ainsi découplées des
contraintes a l'interieur du volume des spheres. La thé&wime la composante normale du champ
de contraintes, elle est maximum au centre du contact etglam la périphérie.

Suivant le probleme schématisé sur la figure 1.1, le rayamla surface de contact entre deux sphéres

identiques s’écrit [1.9]
~(3(1L—v?)aN 1/3
. < v ) (1.1)

ou a est le diameétre des billegy la force normale appliquée sur les contact®t £ sont respec-
tivement le coefficient de Poisson et le module d’Young duémat constituant les billes. Dans les
expériences présentées dans ce document, des billes dasigdable, de module d’Youn§ = 200
GPa et de coefficient de Poisson= 0.3, sont utilisées. La premiere expérience utilise des bilkes
7.938 mm de diametre et la force maximale appliquée sur legacts est de 0.222 N, ce qui donne
un rayon de la surface de contact de 14m. La deuxieme expérience utilise des billes de 2 mm de
diametre et la force maximale appliquée sur les contactdessi mN, ce qui donne un rayon de la
surface de contact de 3;@n. Les rayons des surfaces de contacts sont trés infériauresayons
des billes, I'hypothése de petites surfaces de contactegstctée. La relation entre le déplacement
relatif normal des billeé et la composante normal de la force appligée’écrit alors

2 2/3
h:2[3<1_”)N} . (1.2)

1 EJa

Cette relation force-déplacement est non linéaire, le déph@nt est proportionnel a la puissance
2/3 de la force normale appliquée. Cette non-linéarité pravuniquement de la géométrie du
probleme, elle est induite par 'augmentation de la suréEceontact (et donc du volume de matériau
a déformer) avec la force normale. Ceci implique une impadattes effets non linéaires dans la
propagation des ondes dans les milieux granulaires.

L’hypothése de surface de contact plane permet de traparsment le déplacement relatif tangentiel
du déplacement relatif normal. A cause de la friction auanivée la surface de contact, il est possible
d’appliquer une force tangentielle tout en maintenant lgact entre les deux billes. D’apres la loi
de frottement de Coulomb, $i < 1N, ou 1 est le coefficient de friction, les deux billes restent
en contact. Contrairement au probléme normal, les contéil@ingentielles appliquées a la surface
sont nulles au centre du contact et augmentent en s’écduamntre. Dans le cas général, la surface
de contact est donc habituellement séparée en deux paréeswiface d’adhérence au centre et un
anneau extérieur de glissement. C’est le phénoméne d'aaiigisssement ostick/slipen anglais.

La relation entre le déplacement relatif tangentiel dds$il, la composante tangentielle de la force
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zone
d'adhérence

zone
de glissement

FIG. 1.1 — Schéma du contact entre deux billes avec une repafisentle la surface de contact
faisant apparaitre le phénomene d’adhésion/glissemestéthelles des déplacements reldtiét o
sont exagérées. En encadré, le probleme est linéarisé pouefire une modélisation du probleme
par deux masses reliées par deux ressorts.

T et la composante normalé de la force appliquée s’écrit alors

5= 12— v)(1+ ) (g%};mf{u (1—%%” (1.3)

Cette relation est également non linéaire, mais ici, lesiplitgs de glissement peuvent faire
apparaitre un effet d’hystérésis [1.8].
Dans le cas de petites perturbations autour d’'un chargestaitjue appliquée sur le contact (avec une
force statique appliqued, etT < 1rNy), les relations de Hertz-Mindlin peuvent étre linéarisées
En prenant 'exemple de la force normale appliquée par uifesur une bille 1, la relation force-
déplacement s’écrit
E\a
N2 = V32 1.4
3(1 —v?) (14)

En décomposant le déplacement relati ho + A’ en une partie statique, et une partie dynamique
h’ avech’ < hgy, un développement de Taylor autour/dea I'ordre 1 de I'équation (1.4) donne

8N2~>1
o |,

(h—ho)+R((h—h,)?) = No+ (%N()) gE§(1—y2)—§h’+R(h’2).

8
(1.5)

N2—>1 — N2—>1(h0)+
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Dans le cas d’'un systéeme en équilibre, les forces statiquagjaées par les billes voisines sur une
bille s’annulent, ce qui permet de ne considérer que lagddpendante d& de I'équation (1.5)
dans la résolution du probléme dynamique. Ceci permet dad@mes chaque contact comme deux
simples ressorts, un premier ressort pour les interactionsales avec la raideur

W

Ky = (%GNO) Ei(1 —1?)75, (1.6)

et un raisonnement similaire permet de considérer un dewxigssort pour les interactions trans-
verses avec la raideur

1

(1- 1)}
1+v)2—-v)

Wl

Ks = (3aNy)3 E3 (1.7)
Dans ce cas, la variation de force induite par de petits déplants est considérée proportionelle aux
déplacements relatifs. La dépendance importante degtégislr la force normale statique appliquée
induit la propriété intéressante qu'il est possible de riedies propagations d’ondes de volumes en
modifiant le chargement extérieur appliqué sur le cristalafle des formules (1.6) et (1.7), il est
possible de modéliser le cristal granulaire comme une ehaiasses-ressorts, ce qui se rapproche
de la théorie classique du cristal harmonique de la physitpsesolides (dans le cadre ou seule
I'interaction avec les proches voisins est prise en conjft&ép, 1.13].

Le probleme du spectre des modes normaux de vibration distacpeut étre abordé avec les
exemples simples de la propagation d’'ondes dans une chaisgestressorts unidimensionnelle qui

sont exposés dans la section suivante.
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1.3 Modes normaux de propagation dans une chaine undimen-
sionnelle masses-ressorts

1.3.1 Modes normaux d’un réseau monoatomique unidimensionnel

Les linéarisations des relations force-déplacement dedlarte de Hertz-Mindlin permettent de
considérer 'assemblage granulaire comme un réseau miEssests. Pour traiter la propagation
d’onde dans un assemblage discret et périodique, le régeBradais monoatomique unidimension-
nel défini par la chaine unidimensionnelle masses-ressuiée, schématisée sur la figure 1.2, re-
présente le cas le plus simple. Considérons une chaine de masskges par des ressorts de raideur
K. Deux masses successives sont séparées d’'une distaquieaeprésente la cellule élémentaire du
réseau (dans le cas d’'une chaine de billesst égal au diameétre d’une bille). La cellule élémentaire
représente la translation la plus petite permettant deuedr exactement le méme voisinage autour
du point d’arrivée que le voisinage autour du point de dépanfin, le seul mouvement, de la masse
n autorisé des masses autour de la position d’équilibre éstralation suivant I'axe de la chaine.

Contact assimilé &
un ressort de raideur K

FIG. 1.2 — Représentation de la chaine unidimensionnelle monovgtie avec la modélisation par
une chaine masses-ressorts.

L'énergie potentielle harmonique est donnée par [1.12]

1
E= 5[(;[“” - un+1]2' (18)
L'égquation du mouvement s’écrit alors
9%u,, or
mp Ot2 - _aun = K[un+1 + Up—1 — 2un]a (19)

out est le temps. En cherchant la solution de I'équation (1.93 $@forme

U, = Ae!@tkna), (1.10)
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_.
(M)

—_

c

o
=3

Pulsation normalisée w/w
I I3
£ o

o
S

o

0 Nombre d'onde ma

FiG. 1.3 — Relation de dispersion du mode longitudinal dans lanehanidimensionnelle monoato-
mique.

ouw est la pulsation de I'onde étle nombre d’onde, la substitution de cette solution darggiédion
du mouvement (1.9) donne la relation de dispersion suivante
w? = K sin2(1ka). (1.12)
my 2

Cette relation, représentée sur la figure 1.3, est périodigusourbe de dispersion peut donc étre
limitée aux valeurs de nombre d’onde comprises entre ©/et Le segment0, 7/a] du nombre
d’onde est appelé premiere zone de Brillouin [1.14] du réséaiproque. Le réseau réciproque d’'un
réseau de Bravais définit la périodicité de ce réseau danstesdes nombres d’onde. Le réseau
réciproque d’'un réseau de Bravais est également un réseaadBiDans une structure cristalline,
grace aux considérations de symétrie et de la théorie depesoil suffit de définir les relations de
dispersion dans la premiére zone de Brillouin pour définiteeies relations de dispersion des modes
normaux dans le cristal.

L'équation (1.11) montre une pulsation de coupure= 2./ K /m; au dela de laquelle le nombre
d’onde n’est plus un nombre réel. En dessous de cette pis#dicoupure < w,., le nombre d’onde

est réel et s’écrit )
k= i—arcsir(i) (1.12)
a We

Le signepluscorrespond aux ondes se propageant dans la direction desssants, le signeoins
correspond aux ondes se propageant dans la directiom désroissants (la pulsation est considérée
toujours positive). Au dessus de la pulsation de coupurew,, le nombre d’onde se décompose en
une partie réelle et une partie imaginaire

k=K +ik" =2 - z’zarccosr<i>. (1.13)
a a We
Au dessus de cette pulsation de coupure, le nombre d’ondgoastun nombre complexe, ce qui
signifie que I'onde est évanescente. La zone au dessus desédipn de coupure est appelée bande
interdite et est le siege de phénomeénes particuliers daritaux photoniques ou phononiques
[1.15-1.17].

La relation de dispersion (1.11) permet de définir la viteksphase, = w/k qui s’écrit en fonction

dew
w aw
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0.2

0 I I I |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

pulsation normalisée w/w

FIG. 1.4 — Vitesses de groupe et de phase du mode longitudinal ldachaine monoatomique
unidimensionnelle.

et la vitesse de groupg = dw/0k qui s'écrit en fonction dev

Ow K w?

Les vitesses de phase et de groupe, normalisées par leeviteghase maximatg,. = aw./2, sont
représentées sur la figure 1.4. A infiniment basse fréquéneikesse de phase est égale a la vitesse de
groupe, I'onde se propage de maniére non dispersive. Au funesure que la fréquence augmente,
les vitesses de phase et de groupe diminuent et I'écartlantitesse de groupe et la vitesse de phase
augmente. La vitesse de groupe diminue plus rapidemenequtetse de phase. A la frontiére de la
zone de Brillouink = 7/a ouw = w,, la vitesse de groupe s’annule.

1.3.2 Modes normaux d’'un réseau unidimensionnel a motif

Aprés le réseau unidimensionnel monoatomique ou la ceélélmentaire ne comporte qu’un seul
atome, il est intéressant d’étudier la propagation des ©ddas un réseau de Bravais a motif, ce
qui signifie que la cellule élémentaire du réseau compousiglirs atomes. La chaine unidimen-
sionnelle diatomique représente le cas le plus simple etgtete comprendre I'impact d’'une cellule
élémentaire comportant plusieurs atomes sur le spectrenddes normaux de vibrations. Le pro-
bleme étudié, schématisé sur la figure 1.5, considére urnipecheasses-ressorts avec deux masses
différentesm,, et M, dans la cellule élémentaire. La taillede la cellule élémentaire représente la
distance séparant deux masses identiques. Le seul deghb&edé hutorisé est la translation suivant
I'axe de la chaine. Le déplacement d’'une masges’écrit u,,, n indiquant le numéro de la cellule
élémentaire considérée, et le déplacement d’une nidss&critU,,.

L'énergie potentielle harmonique est donnée par [1.12]

1
E= §K2[un - UTLP + [Un - un+1]2' (116)
Les équations du mouvement pour chacune des masses deila égmentaire s’écrivent
0%u,, oOF
My = e = K(Up_y + Uy, — 2uy,), (1.17)
0?U, OFE
Mb = — = K(un—H + u, — 2Un) (118)

ot? ou,
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Bille de Contact assimilé a
un ressort de raideur K

FIG. 1.5 — Représentation de la chaine unidimensionnelle digteravec la modélisation par une
chaine masses-ressorts avec deux masses différentes.

La forme de solutions recherchée est similaire aux solst{@ril0) de la chaine unidimensionnelle
monoatomique

u, = Ae'@t=kna) (1.19)

U, = Belwt=kna), (1.20)
ou A et B sont des constantes complexes a déterminer. Leur rapporedies amplitudes et les phases
relatives des vibrations des atomes dans une cellule étamerEn substituant les solutions dans les
équations du mouvement, le systeme d’équations suivanbesu

—myw?A = K(B(e™* + 1) — 24),
—My?B = K(A(e™™* +1) — 2B). (1.21)

Ce systéme d’équations peut étre réécrit sous forme mdiricie

%_w2 _mﬁb(eika_‘_l) A B A B
(LB Y (D) oem(2) 0 ao

D est appelée matrice dynamique. Pour que les solutiond é¢ B soient non triviales, le
déterminant de la matrice dynamique doit étre nul. Les val@uopres de la matrice dynamique
donnent les dépendances de la pulsatisar les nombre d’onde. Finalement, les valeurs propres de
la matrice dynamique donnent les relations de dispersiomdees normaux du réseau. La matrice
dynamiqueD est Hermitique, ce qui assure que les valeurs propres seltegélLa recherche de
valeurs propres donne deux relations de dispersion, apgpetéaches, qui s’écrivent

1 1 1 1\> 4 ka
2 =—+ — K+ K —_— 4 — ] = in? —. 1.23
W12 <mb + Mb) \/(mb + Mb) M, sin 5 ( )

La branche supérieure [sigmus de I'équation (1.23)] est appelée branche ou mode optigue, |
pulsation est différente de zéro lorsque le nombre d’'ondawsPour un nombre d’onde proche de
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Zéro, les deux atomes de la cellule élémentaire oscilleoppasition de phase. La vitesse de phase de
ce mode tend vers I'infini lorsque le nombre d’onde tend vers. 2é& branche inférieure [sigmaoins

de I'équation (1.23)] est appelé branche ou mode acoustigyelsation est égale a zero lorsque le
nombre d’onde est nul. Lorsque le nombre d’onde est prochede le deux atomes de la cellule
elémentaire oscillent en phase. Les relations de dispe($i@3) sont tracées sur la figure 1.6 et les
vitesses de phase et de groupe des deux modes sont representédigure 1.7.

mode optique

hy
18]
|

mode acoustique

o
(3]
T
|

Pulsation normalisée w/w,

0 | |

0 n/a
Nombre d'onde

FIG. 1.6 — Relations de dispersion des modes longitudinaux wpte acoustique dans la chaine
unidimensionnelle diatomique.

1.5

{ Vitesse de phase

Vitesse de phase du mode acoustique du mode optique |

ury

Vitesse de groupe du
mode acoustique -

Vitesses rgrmalisées
o
T

o

Vitesse de groupe
du mode optique

-0.5 ! L !
0 0.5 1 1.5 2
Pulsation normalisées w/w,

FIG. 1.7 — Vitesses de phase et de groupe des modes longitudomdigxie et acoustique dans la
chaine unidimensionnelle diatomique. Les vitesses depgret de phase du mode optique sont de
signe oppose, le choix du signe étant arbitraire.

Dans le cas ou les masses des atomes sont éggles M, la chaine diatomique revient alors
a une chaine monoatomique. Cependant la zone de Brillouindzmés est deux fois plus petite que
la zone de Brillouin considérée dans la section 1.3.1. Lediogls de dispersion de la figure 1.8 ne
correspondent pas (2 branches sont obtenues) a la relaidipersion de la figure 1.3. Cependant,
a la limite de la zone de Brillouin, la pente de la relation ddrsion (ou la vitesse de groupe) doit
tendre vers zéro. A noter que ceci est vrai dans les cas deshsymétries ou le vecteur d’onde est
orthogonal a la surface de la zone de Brillouin. Dans le caérgérseul le gradient de la composante
normale tend vers zéro. La figure 1.8 ne respecte pas cette Eagréalité, le traitement effectué
(en considérant deux atomes dans la cellule élémentaisg)lié tes courbes de dispersion et il faut
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déplierles courbes obtenues pour retrouver la courbe de la figuj@ 1.8]. Ce cas est retrouvé dans
les cristaux qui présentent un groupe d’espace d’'axe deuuie @lan glissant (opération de symétrie
combinant une rotation avec une translation).

1.2

—
|

C

mode optique

o
©
T
|

mode acoustique

Pulsation normalisée w/w
o o
£ (o)}
T T
|

o
o
T
|

(=]

0 mn/a
Nombre d'onde

FIG. 1.8 — Relations de dispersion des modes longitudinaux wptel acoustique dans le cas
particulier ou les deux masses de la chaine diatomique salg®g

Le nombre de modes est directement reli€ au nombre de degilésedé autorisés ainsi qu’au
nombre d’atomes dans la cellule élémentaire. La théorgsitjae de I'élasticité considere uniquement
les trois degrés de liberté en translation. Pour un rése&uadais monoatomique, la théorie prévoit
I'existence de trois modes, de type acoustique avec trdagipations (direction du mouvement des
atomes par rapport a la direction de propagation) diff@gnin mode longitudinal (les atomes os-
cillent dans la direction de propagation) et deux modesstrarsaux (les atomes oscillent dans des
directions perpendiculaires a la direction de propagatioans le cas ou la propagation de I'onde ne
suit pas une direction de symétrie du cristal, les modes niepdos polarisés de facon pure, la théo-
rie prévoit donc I'existence d’un mode quasi-longitudifraélange de polarisations longitudinale et
transversale mais avec une amplitude longitudinale plasdg) et de deux modes quasi-transverses.
Dans le cas général de la théorie de I'élasticité classidaes un cristal tridimensionnel avet
atomes par cellule élémentaire, le nombre de modes prédigaka3”/. Par extension, sV degrés
de libertés sont pris en compte pour un cristal aeatomes par cellule élémentaire, le nombre de
mode prédits est égallé x Z.



1.4 La structure hexagonale compacte 15

1.4 La structure hexagonale compacte

L'utilisation de billes monodisperses permet de les dispdge maniére ordonnée. Elles forment
alors une structure cristalline. Les arrangements les fpkikes a construire sont les arrangements
compacts et notamment la structure hexagonale compheteadgonal close-packedn anglais)
qui est la structure étudiée dans cette these. Les struatorepactes sont les structures de plus
basse énergie potentielle ou la distance entre les atomés st petite possible, c’est-a-dire que
la compacité est la plus importante (par exemple, elle edd.dé pour la structure hexagonale
compacte). Sur un plan bidimensionnel, il n'y a qu’'une squdssibilité d’arrangement compact,
a savoir 'arrangement hexagonal. Chaque atome est en cavicix autres, comme illustré sur
la figure 1.9, et 'ensemble forme le réseau de Bravais hexadparfois appelé triangulaire). En
trois dimensions, les arrangements compacts se formentuae succession verticale de couches
hexagonales, chaque bille est en contact avec douze \&istngartir d’'une premiere couche
hexagonale A, une deuxieme couche hexagonale B peut étréepidgerement décalée par rapport
a la premiere couche de maniere a ce que chaque atome de ledd@uepose sur trois billes de
la couche A (position de plus basse énergie potentielle)r Rotroisieme couche, il existe deux
possibilités de placement. La troisieme couche peut seepldans une position C (les billes se
positionnent au dessus de l'interstice commun des couclee8A L'empilement vertical de couches
hexagonales suivant la séquence ABCABCABC... forme la structibiejge a faces centrées. Cette
structure forme un réseau de Bravais monoatomique. La deexpessibilité est de placer la troisieme
couche a la vertical de la premiére couche en formant doncomnehe A. Cet empilement vertical
de couches hexagonales suivant une séquence ABABAB... flarsteucture hexagonale compacte
comme exposée sur la figure 1.10. Les possibilitées d’agrapgts compacts sont donc infinies
suivant I'enchainement des couches A, B ou C. La structuradenale compacte ne forme pas un
réseau de Bravais monoatomique. L'arrangement et l'otientau réseau differe suivant le point a
partir duquel le réseau est vu. Cette structure forme néansmuoi réseau de Bravais a motif avec
une cellule élémentaire composée de deux billes en cofitaw, sur une couche A, I'autre sur une
couche B. La structure hexagonale compacte présente undérgydiérdre six de rotation-inversion
suivant I'axe perpendiculaire aux couches horizontaleadenales. Cet axe est également un axe de
vis.

FIG. 1.9 — Le réseau de Bravais hexagonal bidimensionnel.

Les trois vecteurs primitifs de la maille hexagonale compaont définis par

a V3a

a; = axX, ag = —X +

2 2

y, ag = ¢z, (1.24)
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ou a est le diamétre des billes et= /8/3a est la hauteur de la maille. Cette valeur«deprésente
la valeur idéale de la hauteur de la maille. Dans les cristéels, cette hauteur peut varier.

B

.
o

FIG. 1.10 — La structure hexagonale compacte.

A l'aide des vecteurs primitifs du réseau direct, il est fuesde définir les vecteurs primitifs du
réseau réciproque suivant les formules
as A ag ag N\ a; a; N\ as

by =2r———, by =27

by = 27— 2% , _na
! ap - (82 VAN ag) ap - (32 VAN 33) ap - (32 VAN 33)

(1.25)
Suivant ces formules, les vecteurs primitifs du réseaupréque du réseau hexagonal compact
s’écrivent 5 5 A 5
m m v T

b; = —k, — —Xk,, bs = —k,, bs = —k,. 1.26
La premiére zone de Brillouin est définie a mi-distance destpaioisins du réseau réciproque. La
figure 1.11 représente les vecteurs primitifs du réseapnagpiie et le contour de la premiére zone de
Brillouin sur un plan(z, y) et la figure 1.12 représente la premiére zone de Brillouin@s timen-
sions.

En utilisant la symétrie d’ordre 6 de rotation-inversiocau de I'axez, qui est également un axe
de vis d’ordre 6, il est possible de réduire la zone utileuwdiétpour les spectres des modes normaux.
La zone la plus petite possible qui permet de reconstruipedmiére zone de Brillouin par opération
de symétrie du groupe ponctuel de symétrie de la maille gutlép zone irréductible de Brillouin.
Les points limites du contour de la zone irréductible dddurih de la structure hexagonale compacte
se situent aux coordonnées [1.19]

2T 2w 2w 3m
I=1(0,0,0), K=(0,——,0), M =(=—,—=—,0), A=(0,0,4/=—). 1.27
(0.0.0), K= (0, 722.0), M = (57, 225.0), 4= (0 AR aa

Pour le calcul des forces appliquées sur une bille par sezedaisines, un vecteur de position
explicité au chapitre suivant sera préféré aux vecteursipis du réseau direct par commodité de
calcul.
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Prgmiére zo
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M/Zone irréductibie
de Brillouin

de Brillouin

FiG. 1.11 — Représentation dans I'espace réciproque (ou espaag®thbres d’onde) de la premiéere
zone de Brillouin de la structure hexagonale sur un glary) avec la représentation de la zone

irréductible de Brillouin.

z

FIG. 1.12 — Représentation schématique de la premiere zone dmuBritle la structure hexagonale

compacte avec la zone irréductible de Brillouin.
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1.5 Propagation acoustique dans les granulaires

Le probleme de la propagation d’'une onde acoustique dans ilieungranulaire est rendu
complexe par la diversité de comportements physiques ljessiPar exemple, suivant les bandes
fréquentielles étudiées ou le rapport entre la contraiteéigsie et la contrainte acoustique, la
propagation d’onde obéit a des regles différentes. Par gleerai la bande de fréquence étudiée
se situe au niveau des résonances internes des billes,dapties du comportement dynamique
differe tres fortement des problémes simples exposés agizgrhe 1.3 par le fait que I'hypothése
de billes modélisées par des masses rigides n’est plusleal@bles hypothéses de linéarisation
de la modélisation du contact de Hertz-Mindlin ne sont plakles, un assemblage granulaire
présente de forts phénomeénes non linéaires au cours dedagation de I'onde acoustique. Les
phénomeénes observés peuvent ainsi étre tres diverses el@asire ou seule la propagation des
ondes dans les chaines de billes est considérée (la prapadans le fluide saturant 'assemblage
granulaire n’est pas étudiée et les interactions entre ideflet les billes sont négligées), et ou seule
la théorie du contact de Hertz-Mindlin est utilisée (lestaots sont considérés secs, il n’y a pas de
ponts liquides entre les billes). Cette section rappelléoqyas propriétés connues de la propagation
d’ondes dans des assemblages granulaires. En premielebecauses du désordre qui existe méme
dans les milieux géomeétriguement ordonnés et qui représerg caracteristique essentielle dans
I'acoustique des milieux granulaires sont décrites. Erxidane lieu, la propagation d’'ondes hautes
fréguences puis les possibles non-linéarités et leurssedfent décrits. De nombreux travaux sur
la caractérisation d’'un assemblage granulaire en tant glieuneffectif ont été effectués avec
notamment la recherche de constantes élastiques effec@igegravaux portent sur le comportement
quasistatique des assemblages et parfois, sur la propaghtinde a trés basses fréquences. La fin
de cette section montre la complexité de la modélisation dasemblage granulaire au travers d’'une
revue non exhaustive de ces travaux avant de finir sur une rewuexhaustive des bases de la théorie
de Cosserat et de ses applications dans les milieux grasailair

1.5.1 Deésordre

Le désordre représente un facteur majeur de la propagdtiodets dans les milieux granulaires.
Méme si, au niveau macroscopique, I'arrangement de billeségsilier, la polydispersité (méme
faible) dans le diametre des billes ou les imperfectionsadeuie contenant le cristal créent des
réseaux de contacts forts et des réseaux de contacts desffi.20, 1.21]. Les chaines de force
observées dans les milieux désordonnés [1.1, 1.22—1.2djreeivent dans les milieux ordonnés. La
figure 1.13 montre les chaines de forces normales obtenuesriquement dans un réseau hexagonal
de disques de méme diamétre ou la contrainte appliquée slguwps contacts a été annulée pour
simuler le désordre. Comme les rigidités des contacts dépemtt la force statique appliquée, la
propagation d’une onde acoustique va étre perturbée paséau complexe de forces statiques. En
effet, un défaut dans la géométrie du cristal peut détresesiymétries du cristal [1.25] et modifier
les relations de dispersion de modes normaux du cristalnameere de reduire le désordre est d’ap-
pliquer une contrainte statique trés grande sur le crigt@0] 1.21]. Les mesures acoustiques sont
extremement sensibles au réseau de forces de contactfetesla désordre se retrouvent sous dif-
férentes formes. Le désordre induit une atténuation peunreles de petites longueur d’'ondes (plus
sensibles au caractére discret du milieu) [1.27]. Le désande également des modes localisés, qui
peuvent se situer dans une bande interdite ou dans une bapdgptive [1.25, 1.28]. Pour I'étude de
la propagation d’ondes acoustiques dans un cristal graeules signaux temporels mesurés peuvent
étre décomposés en deux parties [1.20, 1.21, 1.29, 1.3Qjrdraiére partie (téte du signal) est re-
productible suivant les configurations de contacts aloeslgdeuxieme partie (queue du signal) n’est
pas reproductible et semble plus sensible a la configuratgiantanée du réseau de contacts. Dans
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FIG. 1.13 — Simulation du réseau de forces normales dans un blsggmégulier hexagonal de 15000
disques identiques. Pour modéliser le désordre, 'absgaderces normales appliquées sur certains
contacts a été imposée. Cette figure est extraite de [1.26].

les mesures de la dispersion des vitesses de propagasorgsigtats reproductibles ne sont obte-
nus qu’avec le début des signaux recus. Egalement, dans ldecBétude de la propagation non
linéaire quadratique, la sollicitation des contacts paiklés induit une augmentation de 'amplitude
des harmoniques ou de I'onde démodulée avec I'amplitudectiation qui differe de la puissance 2.
Les contacts faibles finissent par s’ouvrir (clappementadedacts) avec 'amplitude d’excitation et
donnent de nouveaux comportements non linéaires [1.31].

Enfin, la fonction de transfert acoustique d’un assemblageulaire dépend fortement de la confi-
guration de contacts [1.32] comme montré sur la figure 1.1#adanction de transfert acoustique
d’un cristal composé de billes de 7.938 mm de diamétre (Beemce sera décrite plus en détail au
chapitre suivant) est mesurée dans une centaine de conifigsreifférentes. Entre chaque mesure de
fonction de transfert acoustique, un pot vibreagesur le cristal pour réarranger légerement les billes
et ainsi modifier les chaines de forces. Les amplitudes degiéms de transfert acoustique obtenues
different fortement les unes des autres et les résonansesv@ies semblent étre plus caractéristiques
des défauts du cristal que de la propagation reproductil®dde acoustique. S'’il n'y a pas de sol-
licitations mécaniques entre deux mesures de fonctioratsfiert acoustique, les résultats successifs
obtenus sont trés proches. La mesure de réponse en fréqliencassemblage granulaire est donc
répétable mais non reproductible [1.32].

Le réseau complexe des forces normales de contact est uroe snajeure de difficultés pour la
mesure dans les cristaux granulaires. La réponse du @iatag excitation dépend fortement de I'état
initial du cristal (configuration du réseau de contactsi'ékiste actuellement pas de possibilité de
prédire ou de caractériser la configuration du réseau dacisnt

1.5.2 Modes supérieurs

Les modes de vibrations d’'une sphere individuelle homogameété I'objet de recherches
approfondies [1.33—-1.37]. Les modes de vibrations peldteaséparés en deux familles. La premiéere
famille inclue les modes appelés modes sphéroidaux. Cettiefaegroupe trois types de modes qui
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FIG. 1.14 — Influence du désordre sur la mesure des fonctionsuwefért acoustique.

modifient la forme de la sphére par des vibrations dans latibreradiale. Le premier type de modes
est appelé mode de Rayleigh, qui correspond aux ondes se peopiagir la surface de la sphére alors
que le centre de la sphére reste immobile. Le deuxiéme typeadies est appelé mode de gallerie
a echo (hispering galleryen anglais) qui correspond a une vibration interne de larspddérs que

la surface reste immobile. Ces modes ne déforment pas extment la sphere mais la vibration
radiale les incluent dans la famille des modes sphéroidauttoisieme et dernier type de modes est
appelé mode de respiration qui correspond a une vibratiaaleade la sphére. La seconde famille
inclue les modes appelés modes de torsion qui correspoaddes mouvements de rotation de la
sphere (en excluant la rotation de corps rigide).

Des ondes acoustiques peuvent se propager dans un réseidlagdaubour des fréquences propres
de ces modes [1.36, 1.38-1.40]. Ces modes sont donc hauteeriaes : la premiere fréquence
de résonance d’'une bille de 8 mm de diametre se situe autoB@@&Hz [1.36]. Une estimation
qualitative permet de déterminer grossierement I'écdredes fréquences de propagation des modes
normaux de la structure et les fréequences de propagatiomol@ss supérieurs [1.41]. En reprenant le
probleme de la section 1.3.1, la pulsation de coupure deagadjpn du mode normal dans la chaine
unidimensionnelle monoatomique dépend du module de leisehtG des matériaux constituant la
bille de massen, avecG = E/(2(1 + v)) ou E est le module dYoung, et de la rigidité du contact
K qui dépend du rayom de la surface du contadt’” « Gr. La pulsation de coupure peut étre
estimée avew, «x \/K/m;, < \/Gr/(p(a/2)?) ot p est la masse volumique du matériau constituant
la sphere et le diamétre des spheres. La premiere fréequence de résodaraespherey,.., peut
étre estimée comme l'inverse du temps mis par une onde pocoyd le diametre: d’'une sphere
wres < \/G/pla x /G](pa?). En conséquence,/w,., o +/r/a et sous la conditiom < a, les
bandes de fréquences de propagation des modes normauXamrnent distinctes des bandes de
fréequences de propagation des modes supérieurs.

1.5.3 Non-linéarités

En revenant sur le modele du contact de Hertz-Mindlin de tise 1.2, les relations force-
déplacement sont fortement non linéaires. Le développerdenTaylor de la relation force-
déplacement normale peut inclure les termes quadratiquesbé&jues (les termes d’ordres supé-
rieurs sont souvent négligés). Les non-linéarités quapies et cubiques sont appelées non-linéarités
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classiques. Ces non-linéarités expliquent les phénomeaegédération d’harmoniques, d’auto-
démodulation et, si la propagation d’onde est dispersigesaditon par exemple [1.42—-1.45]. La pro-
pagation de solitons est prédite théoriquement dans desuX_egpremier cas concerne une onde de
grande longueur d’onde par rapport a la taille des billesrepggeant dans un chaine de billes. La
solution de I'équation de propagation qui prend en comtéglenes quadratiques satisfait I'équation
de Korterweg-de Vries, il s'agit d’'une onde solitaire [1.4Rans le deuxieme cas, la force induite
par I'onde acoustique est trés supérieure a la force statigpliquée sur les contactg (< #'). La
longueur du soliton est alors de 'ordre de grandeur de gesigliamétres de billes. Le soliton est
un type d’onde dont le profil reste identique au cours de |pggyation et dont la vitesse de propa-
gation dépend de I'amplitude : le milieu de propagation ésessairement non linéaire et dispersif.
Un soliton peut se propager dans une chaine de billes mémegna contrainte statique n’est ap-
pliquée [1.46, 1.47]. Dans ce cas, les rigidités modélisastcontacts sont nulles et aucune onde
longitudinale de faible amplitude ne peut se propager (cagidk soniqug L'étude de ce cas de
milieu fortement non linéaire a abouti a I'observation datbeur de choc [1.48] ou d’effet digode
acoustiqud1.49] notamment.
La relation force-déplacement transverse met en évideasendn-linéarités dites non classiques
comme I'hystéresis. Dans le cas ou I'hypothdSe< N, n'est plus respectée, le phénomene
d’adhésion/glissement n’est plus négligeable. Le déphace relatif a un moment donné ne dépend
non plus de la force tangentielle appliquée a cet instars dwl’historique des forces appliquées : il
s’agit d'un effet mémoire. La non-linéarité hystérétiqeaipétre prise en compte a l'aide d’'un modele
phénomenologique de type Preisach-Mayergoyz [1.50-10b3Je maniere plus analytique [1.54].
Un autre type de non-linéarité non classique, déja mendicspparait avec le clappement[1.31, 1.55].
Si la contrainte acoustique devient trop forte, les costpeuvent s’ouvrir, ce qui tronque le signal
acoustique et géneére ainsi des harmoniques voire du brugh@goméne induit des comportements
de type chaotique (bifurcation, doublement de périodealétgent, des non-linéarités due a la dissi-
pation thermo-élastique au niveau des contacts peuveataipp [1.56]. La figure 1.15 présente des
exemples de relations contrainte-déformation non lie&air

Les possibilités de phénomenes non linéaires siégeantatamateriaux granulaires sont larges et
ce paragraphe est non exhaustif. Cela démontre la trés fortplexité du comportement dynamique
de ces matériaux et I'étendue des sujets possibles d’'étude.

1.5.4 Matériau granulaire comme milieu effectif

Pour revenir a une description plus macroscopique d’'un matégranulaire, de nombreuses
études ont porté sur la description d’'un assemblage graecianme milieu effectif. Ces descriptions
ont notamment un grand intéret en géophysique ou les maxégeanulaires sont tres présents
(sédiments). Les caractéristiques des milieux sont saueeherchées a I'aide des mesures de vitesses
des ondes de compression et transverse [1.57-1.60]. Lagatpn de ces ondes est étudiée en tres
basses fréquences et pour de grandes longueurs d’ondetliele peut alors étre homogénéisé. Le
comportement élastique a d’abord été décrit a I'aide d'pp@raimation de déformation uniforme
a toute les échelles [1.57, 1.61, 1.62]. L'hypothése derd&ton moyenne suppose aussi que
le champ de déplacement des grains est affine avec la défomraacroscopique du milieu (le
déplacement des grains est parralele a la direction desndd@tions d’ensemble). Cette description
prévoit des modules élastiques effectifset K (respectivement module de cisaillement et module
d’élasticité isostatique) en fonction de la pression eey, de la fraction volumique, du nombre
moyen de coordination par graifi (nombre moyen de contact avec d’autres grains) ainsi que des
constantes élastiques du matériau constituant les g&mparticulier, le rapport entre les modules
de cisaillement et d’élasticité isostatique est indépehda nombre moyen de coordination et de la

pression appliquéé’ oc K o pé/?’. Les comparaisons avec les mesures acoustiques ou lesigsul
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numériques [1.63—-1.65] montrent que la dépendance deslesoéliastiques suivant la pression ne
suit pas les prédictions théoriques obtenues avec I'hgsetde déformation uniforme. Cependant les
prédictions de module d’élasticité isostatique sont etrelatif avec les résultats expérimentaux.
La plus grande divergence est observée avec le module dieomt. Les prédictions théoriques
ne correspondent pas aux résultats numériques ou expéaimxefi.65-1.67]. L'hypothése que le
nombre de coordination est indépendant de la pression eréiga en cause [1.68] et les améliorations
de cette description ont intégré la possibilité que le mmesmt des grains soit non affines (la direction
du déplacement n’est plus obligatoirement parraléle atoroi@tions d’ensemble) [1.65, 1.67, 1.69—
1.77]. Ces fluctuations du mouvement des grains impliqueet lgunombre de coordination est
dépendant de la pression et que le rapport entre le modulestitété isostatique et le module de
cisaillement dépend de la pression et du nombre de cooiaisatCes prédictions théoriques sont
alors plus proches des simulations numérique [1.76]. Ds, fpdudifférence entre la dépendance en
pression des vitesses de propagation des ondes bassemnfrégia été attribué aux fluctuations de
contrainte dans le milieu granulaire [1.78].

Dans les premiers travaux [1.61, 1.62], les degrés de ébeet rotation des grains ne sont pas
explicitement considérés. Cependant, des travaux inclegplicitement les degrés de liberté de
rotation [1.79] donnent des résultats comparables. Ensigs degrés de liberté de rotation sont
explicitement intégrés dans le calcul des fluctuations9Jl.8uivant ces travaux, une description
pertinente du comportement mécanique des milieux graeslaiécessite de prendre en compte les
degrés de liberté de rotation. Les milieux granulaires sdois décrit par une théorie généralisée
de I'élasticité appelé théorie de Cosserat ou théorie dasurimicropolaires. Lutilisation de cette
théorie n’est pourtant pas explicite dans les publicatidtées dans cette section (exception faite
de [1.78, 1.79]). Les travaux se sont concentrés sur la rsatiéh de deux modules élastiques
effectifs, suffisants pour la théorie classique de I'étagtipour un milieu isotrope, alors que la théorie
de Cosserat demande six constantes élastiques indépengdantealécrire le comportement élastique
d’'un matériau isotrope. Cette question reste ouverte arnéhactuelle.
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Les travaux appliquant la théorie de Cosserat aux milieuxulaies sont présentés plus en détails
dans la section suivante.

1.5.5 Théorie de Cosserat et les milieux granulaires

L'application de la théorie de Cosserat aux matériaux gearad provient d’arguments qualitatifs
simples. Dans un matériau classique, la taille des paecuibrantes (noyau des atomes) est
négligeable par rapport aux distances entre les atomes.ddglisation la plus simple consiste a
considérer le matériau comme une chaine de masses poastaelinectées par des ressorts. Les
degrés de liberté de rotation des masses ne sont alors pasnptbmpte a cause de leur influence
négligeable. Dans les granulaires en revanche, la taillendsses est comparable a la distance entre
deux grains. Les forces s’appliquent aux niveaux des ctmttcle comportement du contact fait
apparaitre une rigidité perpendiculaire a I'axe reliarst deeux centres des deux billes en contact.
Les degrés de liberté de rotation doivent alors étre traitesi€me niveau que les degrés de liberté
en translation. Ces considérations représentent le poidépart des études théoriques des milieux
granulaires suivant la théorie micropolaire ou théorie desémt [1.69, 1.79-1.82].

La rotation a deux effets majeurs sur les modes de propagdéi® ondes. Le premier est I'apparition
des modes rotationnels [1.79, 1.83, 1.84]. Ces modes satitptRéoriquement mais ont toujours
été considérés comme une possiblité mathématique et awhsssvation expérimentale n'a été
rapportée jusqu’a aujourd’hui. Il s'agit pourtant d’'unepve indiscutable de la validité de la théorie
micropolaire. Le deuxieme effet porte sur les ondes trasggel_a rotation a un effet important sur
la vitesse de propagation des ondes et sur leur dispersid8, [1.85—-1.87]. Sur le comportement
mécanique macroscopique d’'un assemblage granulaire, tleldanégliger les degrés de liberté
de rotation revient a rigidifier artificiellement I'asserabé et peut donner des résultats érronés.
En revanche, la rotation n'a aucune influence sur les ondegitlminales ou de compression.
Egalement, si une contrainte isotrope est appliqguée sesdiablage, les rotations des billes ne
sont pas sollicités [1.88]. La plupart des travaux citéggrarsur I’'homogénéisation des relations
pour décrire le comportement élastique macroscopiqueadsdmblage granulaire ou pour de petits
nombres d’onde (lorsque les longueurs d’'ondes sont tréslgsadevant la taille des grains). Quelques
études ont également porté sur la déformation plastiqueassemblage granulaire [1.89, 1.90]. Lors
de simulation numérique, les relations de dispersion defesootationnels ont été retrouvées dans
un cristal cubique a faces centrées [1.27].
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1.6 Conclusion

La propagation d’'une onde acoustique a basses fréequencdsgsous de la premiere résonance
individuelle des billes) dans un cristal phononique gramal peut donc dépendre de nombreux
facteurs qui peuvent étre classés en trois familles, lerdésdes non-linéarités, et la dispersion due
a la périodicité de la géométrie. Avant de passer a la degarifhéoriqgues des modes normaux dans
un cristal phononique granulaire incluant les degrés datibde rotation au chapitre 4, le chapitre
suivant présente la description théorique des modes nardens le seul cas ou les degrés de liberté
de rotation ne sont pas pris en compte. C’est le cas ou lesatestant considérés sans friction. Dans
ce cas, le contact entre les billes est modélisé par unersgidi¢e, la rigidité normale. L'influence des
degrés de liberté de rotation demande obligatoirementisa @n compte d’une rigidité transverse.
Apres les études théoriques des chapitres 3 et 4, les résepérimentaux validant la théorie de

Cosserat dans les milieux granulaires sont présenteés. Ipitich& présente les perspectives sur les
effets des non-linéarités.
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Chapitre 2

Elastic waves in noncohesive frictionless
granular crystals

Ce chapitre, rédigé en anlais, est la transcription d’'uclarpublié dans le journalitrasonics.
Il présente une premiére étude théorique de la propagatioues de volume dans un cristal pho-
nonique granulaire tridimensionnel non cohésif en comaittéque les contacts entre les différentes
billes s’effectuent sans friction. L'hypothese de frictioégligeable permet d’écrire les relations dyna-
migues sans tenir compte des degrés de liberté de rotatidnlidss Les résultats théoriques obtenus
sont alors comparés aux mesures expéerimentales de fomdiomansfert acoustiques.

abstract

An ordered structure of noncohesive spherical beads totestia phononic crystal. This type
of media combines the properties of wave propragation imphiz crystals (dispersion due to the
geometrical periodicity) with the properties of wave prgaggon in granular media (nonlinearities,
rotational degree of freedom) and give the opportunity teehmteresting features as tunable
frequency band gaps for example.

In this work, the acoustic bulk modes of a hexagonal closkguh(hcp) structure of beads, considered
as rigid masses connected by springs, are theoreticallypaea and their associated resonance
frequencies are compared to experimental results. Wherofrics neglected, the elastic interaction
between the beads are reduced to a normal spring interagtien by the Hertz theory. According to
this theory, the rigidity of the contact depends on its stitading. The theory predicts the existence
of elastic transverse and longitudinal acoustical-type&@soand transverse and longitudinal optical-
type modes.

The acoustic transfer function of a hcp crystal slab buithvgtainless steel beads is measured and its
resonance frequencies are compared to the theoreticatppoed. Despite some differences between
theory and experiments which could come for instance froendiBordered character of the contact
loads, the developed theory and the experimental resuits silatively good agreement.

1A. Merkel, V. Tournat and V. Gusev. Elastic waves in noncalegictionless granular crystalglitrasonics 50 :133—
138, 2010.
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2.1 Introduction

The macroscopic mechanical behavior of random noncohepaeular aggregates has been
studied considering the granular aggregate as an effectesium [2.1-2.4]. Even the quasistatic
behavior is complex. But the dynamical behavior of granusseablies is even more complex and
less understood [2.5, 2.6] because of the discrete chadgenular media which causes dispersion.
There exists a consensus that the complexity of mechartiesgnena comes, at least partially, from
the disordered character of granular assemblies at thesaiopic level [2.5, 2.7-2.10]. Disorder is
at the origin of the non-affine response of granular assesd external loading [2.7, 2.8] and is at
the origin of a complex distribution of contact forces [299, 2.11] for example. Recently, various
mechanical methods of ordering (crystallization) of glanassemblies composed of monodisperse
spheres have been developed including vibration drivetaxapl growth [2.12, 2.13] and vibrational
annealing [2.13, 2.14]. Even earlier, 3D periodic arrangets of nanospheres and microspheres
could have been efficiently prepared by self-assembly ¢bictall suspensions of spheres [2.15-2.17].
Most of the existing applications require consolidatechgtar crystals, which could be obtained by
additional processing from noncohesive ones. For exanypithstic opals for optical (photonics)
[2.16, 2.18, 2.19] and acousto-optical (phononics-pho®)n[2.19] applications are obtained by
sintering self-assembled noncohesive structures oagilemospheres [2.17].

Itis highly desirable to propose and to develop acoustitogs of diagnosis of the quality of granular
crystals before their consolidation. Surprisingly, altbb a general theoretical approach to evaluation
of elastic waves in discrete periodic structures was prapf20], the theoretical formulas have not
been developed to the level necessary for practical apiplicaof these waves in non-destructive
testing. Below we provide a theoretical description of étastgenmodes in hexagonal granular
crystals composed of monodisperse frictionless elastiergs in contact. In the absence of friction
the contact interactions between the spheres reduce t@tkmtes only and the elastic eigenmodes
of granular crystals become similar to acoustical and opbpb@anons in monoatomic hexagonal
crystals [2.21, 2.22]. As a result the optical phonons amddispersion of acoustic phonons can
be studied in granular crystals at the nanoscale or micrest@pals or even at macroscale when the
grain diameter exceeds a millimeter. Importantly the elasintact interaction between the spheres is
well described by the Hertz theory [2.23]. This provides ppartunity to predict the dependence of
eigenmodes in noncohesive granular crystals on exteradirig, in particular on pressure. We apply
the developed theory to explain resonance frequenciesdafred granular layers observed in our
experiments. It is worth noting that, although there candumél multiple publications on acoustical-
type elastic modes in granular crystals [2.24—-2.29], teettétical analysis is restricted to continuous
(dispersionless) elasticity limit. The optical-type ¢lasnodes are completely absent in these theories.
The developed here 3D theory is a preliminary and necessgpyfar the analysis of the rotational
elastic eigenmodes in granular crystals, because edngeries have studied these modes only in
1D [2.30-2.32] or 2D [2.33-2.36] geometries.

2.2 Bulk mode dispersion relations

Approximately 30 chemical elements crystallize in the hexead close packed form. This
structure is a stacking of hexagonal layers A and B, whichratke closest possible position relative
to each others. Then, the 3D hcp structure consists of twaypgahetrating simple 2D hexagonal
Bravais lattices shifted parallel to the layers [2.37] asomgal on Fig.2.1.
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FIG. 2.2 — Coordinate system for the bead’s position vector.

The hcp structure can be seen as a hexagonal Bravais lattit@ wasic cell of two contacting
beads (one on the layer A and one on the layer B). The positigdgheotlifferent beads in the hcp
structure is given by the vector

[ 1
RiPa — -
a(2 +p+ 4
(2.1)
wherel, p, ¢ are the indexes of the beads following the coordinate sysfefig.2.2 andu is the dia-
meter of the beads.

The dispersion relations are deduced from the equations aifom calculated for the two
contacting beads of the basic cell, which can be written as

2ubpa 1ol o
ou Y F (2.2)

my—=+——
2 Lpg
ot Up'q

whereF, > ¢ is the force applied by the bedH, p', ¢') on the bead, p, ¢), u"* is the displacement
of the bead/, p, ¢) andm;, is the mass of one bead.

Using the linear approximation of the Hertz law for a contbetween two elastic spheres and
neglecting friction allows to consider the contact as a sngpring, and the projections ahvy, z
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axis of the normal forces applied by a be@dp’, ¢') on a beadl, p, ¢) can be written as
Fo = Kap(ug™ " —u?), (2.3)

with o, 8 = z,y, 2z, where is the summation indexs<,; is the linear rigidity tensor of the contact
given by
Kaﬁ = KNnang, (24)

wheren,, 3 are the coordinates of the unit vectomormal to the contact surface which is deduced
from the vector (2.1)K y is the linear approximation of the normal rigidity of the tact given by
the Hertz law [2.25]

3a 1/3
Ky = (§N0> E?B3((1 —v%)72/3, (2.5)

whereV, is the static normal force between the beads in confadd, the Young’s modulus andis

the Poisson’s coefficient of the material which constitutesbeads. The dependence of the normal
rigidity on the static normal force induces the interestomgperty that it is possible to modify the
properties of bulk modes propagation by an external loadpyuied on the crystal.

Equation (2.2) is written for the bedd, 0, 0) (the first bead of the basic cell) with the contact forces
applied by the twelve neighbor beads, and displacementsiform of plane waves are substituted
with

I,p,q _ Ac —ik (Rl‘p’q—RO’O’O) iwt
u Pt = AC e P 6 et (2.6)

wherec = 0, 1, respectively, if the bead belongs to the even layers (dctuthe layer 0) or odd
layers,A is the amplitude and is the cyclic frequency.
Similarly, (2.2) is written for the bea(, 0, 1) (the second bead of the basic cell) and displacements
in the form of plane waves are substituted with

ubP = A° e ko (R —RG™) giwt, 2.7)
The projections of the two evaluated equations of motior gi\set of six equations. From this set,
the dynamic matriXxD] (given in appendix) is built, and its eigenvalues give trepdrsion relations

of the bulk modes propagating in the crystal.

The dispersion curves corresponding to the first Brillouinezshown in Fig.2.3 are plotted in Fig.2.4.
The cyclic frequency? = w/w. is normalized to the cut-off cyclic frequency

o= 4| 2EN (2.8)
mp

The coordinate of the boundary points of the first Brillouimeare

27 2T 27 3
I'=(0,0,0), K =0, —=—,0), M =(=—,——.,0), A= (0,0,4/=—). 2.9
(7 ) )7 (7\/§a7 )’ (30/7\/3@7 )’ (7 ) 8@) ( )
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FIG. 2.3 — Contour of the first Brillouin zone of the hcp structure.
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FIG. 2.4 — Phonon dispersion curves of a hcp crystal.
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2.3 Eigenmodes along direction

Considering only the waves propagating along theirection (partl’ — A of the contour,
k, = k, = 0), it is possible to find analytically the eigenvalues of tly@mamic matrix which give
the following dispersion relations

i, = i sin?(k), (2.10)
Q: = sin’(k), (2.12)
Qs = i cos?(k), (2.12)
Qf = cos’(k), (2.13)

wherex = k.a/+/6 is the normalized wavenumber.

The evaluation of the eigenvectors allows to identify tHatlQ) corresponds to the dispersion
relation of the two degenerated acoustical-type transveoskes (one polarized alongdirection and
one polarized along direction), (2.11) corresponds to the dispersion relatibthe acoustical-type
longitudinal mode, (2.12) corresponds to the dispersitation of the two degenerated optical-type
transverse modes (with the same polarization as the acalistpe transverse modes) and (2.13)
corresponds to the dispersion relation of the optical-tgpgitudinal mode.

The existence of optical-type modes is predicted becauskeoffeometry of the hcp structure
(basic cell of two beads). Well known in solid state physgS87], there is actually no experimental
observation of these modes in macroscopic granular csystal

The normalized wavenumbergw) for the acoustical-type transverse modes (2.10) and the
acoustical-type longitudinal mode (2.11) can be deduashectively, from the dispersion relations

K12 = arCSir(QQLQ), (214)
k3 = arcsinQs). (2.15)

The phase velocities,(w) of the acoustical-type transverse and longitudinal wavesraspecti-
vely, calculated from (2.10) and (2.14) and from (2.11) &hd?R) in the form

QIQ Ql?
= = = — 2.16
Conz K1o  arcsin2Q;,)’ ( )
Q Q
Cop = — > (2.17)

ks arcsin()’

and the dependence of the wavelength on frequ¢nman be determined.

2.4 Theoretical estimations for experiments

The resonances of the acoustical-type longitudinal mode drystal of finite thickness of nine
layers along: direction are estimated considering the same mechanigadance on both sides of
the crystal. The assumption is made that the resonanceeinecps are found to be multiple of the
half wavelength, so they can be estimated with a recursiveileed from (2.17) with the thickness of
the crystal.

This calculation is made considering a hcp arrangementafless steel beads & 7.938 mm, p =
7.78.10° kg.m™3, E = 200 x 10° Pa v = 0.3) and for static normal forces fromv, = 0.074 N
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FIG. 2.5 — Phase velocity of the acoustical-type longitudinad &ransverse modes for different
external loadings (from 200 N to 600 N).

(Ky = 2.2.105N.m 1) to Fy = 0.222N (K = 3.18.10°N.m~1). The first resonance of the acoustical-
type longitudinal mode given in the Table 1 is calculateddiffierent external loadings.

Table 1. Theoretical evaluation of the first resonance frequencii@fdngitudinal acoustical-type
eigenmode

External loading N, Resonance frequency

200 N 0.074 N 2505 Hz
300N 0.111 N 2680 Hz
400 N 0.148 N 2812 Hz
500 N 0.185N 2918 Hz
600 N 0.222 N 3008 Hz

For an external loading of 600 N, the second and third resmesaare evaluated at 5931 Hz and 8681
Hz.
The evolution of the resonance frequency with loading fedahe Hertz lawf,.., ~ Nol/6

The phase velocities of the acoustical-type modes alodgection are plotted in Fig.2.5 as a
function of frequency for different external loadings whadrrespond to the experimental configura-
tion.

The velocity of these modes is much lower than the one of thesvpropagating in the material
constituting the beads because of the low rigidity of thetacts (2.5).
In these estimations, the highest cut-off frequency (foexternal loading of 600 N) i$. = w./27 =
17.8 kHz. The frequency range for the existence of the predictedas is consequently far below the
first vibration resonance of the beads (around 300 kHz).
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2.5 Experimental results

Fig.2.6 gives the scheme of the experimental setup. A hcgtarpf 9 layers of stainless steel
beads is built inside a plexiglas rectangular containee @btoustic transfer function (ATF) of the
crystal is found by exciting from the bottom using a piezotle transducer and detecting with a
laser vibrometer focused on one single bead of the penutitagier. An external loading is applied
on top of the crystal in the direction in order to modify the static contact stress whibanges the
normal rigidity of the contact as seen in (2.5).

Laser vibrometer

Loading

iy

Analyzer
000000000C
2> QUOOOO0OOOO0O0
.A.‘.A.A.‘.A.A.A.A.A. L 4

Y Y Y/ Y Y Y Y Y. Y Y Y
.A.A.A.L.A.A.A.L.A.A.A. Amplification

Piezoelectric
transducer

FIG. 2.6 — Schematics of the experimental setup.

The properties of the acoustic excitation are measured olage2s crystal with the laser beam
focused on one bead of the first layer, at different exteowdihgs. This setup shows the behavior of
the first layer in the same conditions of contact as the folgvexperimental results, demonstrating
a resonance near 1500 Hz as shown in Fig.2.7, which is alsalfehen there is only one hexagonal
layer. This resonance is the response of the system (imgjude container) and is observed in all the
following experimental results.

In order to minimize the effects of disorder, a shaker givesexhanical tap to the crystal to
rearrange the distribution of contact forces between eadsnorement. The acoustic transfer function
(ATF) of the crystal as shown in Fig.2.8 is averaged over Ealizations.

The acoustic transfer functions show that the crystal thioes resonances which are analogous
to crystalline resonance in solid state physics. The resmndrequencies could be identified to
the dispersion relations found theoretically. The theoa¢evaluation of the first resonance of the
acoustical-type longitudinal mode are close to experialergsonances and follow the expected
behavior with external loading. These results will be maseukssed in part 7.

2.6 Influence of disorder

The complex distribution of contact forces may destroy thagslational symmetry of the crystal
[2.38]. This alters the frequencies of the eigenmodes ofctigstal. Disorder could have a large
influence on the measured acoustic transfer functions assimoFig.2.9.
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In Fig.2.9, the variations in the amplitude of the acoustmsfer function due to disorder are of
comparable amplitude to the resonances of the eigenmotdesmé&chanical disorder induces here
resonance modes characteristic of impure and mixed csy2a8]. The averaging is necessary to
minimize the influence of disorder for comparison with thedfetical predictions which do not
include disorder.

2.7 Discussion

The identification of experimental resonances to theorgiiealictions is difficult. There are more
resonances measured than predicted and the predictecanesoftequencies do not always match
with resonances in the experimental curves. For exampesebond resonance of the acoustical-type
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FIG. 2.9 — Average acoustic transfer function compared to oaeele of a single measurement.

longitudinal mode does not appear at the predicted frequendhe average experimental curve in
Fig.2.9.

Discrepencies can be caused by the assumptions made in thed. leo'st, only the normal contact
rigidity is taken into account, and considering frictiorde®ntact is certainly too restrictive. The fric-
tion will introduce more ridigity in the contact and this ddexplain why the resonance frequencies
are currently underestimated. Including friction regsiedso to take into account the rotational de-
grees of freedom of the beads in the theory and implies trstemace of rotational waves.

Second, the normal rigidity is supposed to be the same foheltontacts, assuming that the magni-
tude of static normal forces between all the beads in comt@&cequal. In reality, it is not necessary
the case because of the different orientations of the costafaces in space and the uniaxial loading
applied along: direction in the present paper (anisotropy of stress). Hewdecause of the uni-
axial loading along direction, the contacts of two categories can be distirgads the first one with
the contacts between beads belonging to the same horizapéal(the contact planes are vertical),
the second one with the contacts between beads belonginfjei@dt horizontal layers (the contact
planes are not vertical). These two categories of contants two different rigidities. For the plane
waves propagating along z direction, there is no relatigpldcement between beads belonging to
the same horizontal layer. Thus in a frictionless granutgstal, the rigidity of the first category of
contact (contact between beads of the same horizontal) lagemo effect on the dispersion relations
of the plane waves propagating alonglirection and all the contacts contributing to this motioa a
equally loaded as in the case of hydrostatic (isotropic)ituad

Third, the boundary conditions have been simplified. Themaace frequencies are estimated consi-
dering the same impedance on both sides of the crystal agrgftine, the resonance frequencies are
found to be multiple of the half wavelength. This assumptiors not include the peculiar movement
of the boundary beads, which are in contact with a plane sedé plexiglas. These contacts induce
another rigidity that needs to be taken into account in thendary conditions.

Disorder plays also an important role in the global behawifoa granular crystal in two different
ways [2.36, 2.38, 2.39]. First, the Hertzian behavior of va&elocity with loading is observed only
for important static force where the disorder becomes wEak.lower stress, the evolution of the
velocity with loading differs from the Hertz-Mindlin theprSecond, disorder can be at the origin of
resonance (resonance modes) in the propagating frequandydr in the forbidden frequency band
gap (localised modes). The implementation of a method &ordier’'s diagnosis can have an interest,
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especially for nanomaterials.

Despite all these limitations, the results obtained in@i¢hat it is possible to identify the resonance
frequencies of noncohesive granular crystals using thadtation of lattice dynamics of solid state
physics, and will improve the understanding of the macrpsomechanical behaviour of these media.
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Appendix

The dynamic matrixD] is composed of the elements
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Chapitre 3

Dispersion of elastic waves in
three-dimensional noncohesive granular
phononic crystals : properties of rotational
modes.

Ce chapitre, rédigé en anglais, est la transcription d'uiclarpublié dans le journaPhysical
Review E. L'étude théorique du chapitre précédent néglige lesaictens transverses au niveau des
contacts entre les billes. Dans ce chapitre, I'interadiiansverse est prise en compte et il est montré
gu’une description consistente de la propagation des midele®lumes dans le cristal nécéssite la
prise en compte des degrés de liberté de rotation de chalipie lditude des relations de dispersion
sur une direction de propagation particuliere permet dtifien les modes, leurs symétries, et les
composantes de déplacements mises a contribution dananch&ux. L'effet d’'un chargement
statiqgue externe anisotrope sur le spectre des modes nomsaetudié. La théorie est écrite dans
le but d’effectuer des comparaisons quantitatives avecéamsgtats expérimentaux, elle se base sur
les descriptions connues et validées des milieux gramslair

Abstract

The dispersion relations of bulk modes propagating withimegagonal close-packed structure
of noncohesive monodisperse spherical elastic beads awedleThe contacts are modeled by two
springs with stiffnesses given by the Hertz-Mindlin thearge for normal interactions and one for
transverse interactions. The existence of the transvatseaction requires to take into account the
rotational degrees of freedom of the beads in the analyhkis.|l&ads to the prediction of translational
modes and, due to the rotational degrees of freedom, oion&tmodes and coupled rotational and
translational modes. The study of the dispersion relatiorasdirection of high symmetry allows to
identify the different modes and the influence of the rotaialegrees of freedom on the bulk mode
propagation. The evaluated dispersion relations providealines for the experimental observation
of rotational modes. Opportunities for controlling thepdission laws of the modes by an external
loading on the granular structure are discussed.

1A. Merkel, V. Tournat and V. Gusev. Dispersion of elastic esin three-dimensional noncohesive granular phononic
crystals : porperties of rotational mod&hys. Rev. E82 :031305, 2010
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3.1 Introduction

A precompressed regular arrangement of monodisperse fimaasa granular phononic crystal.
Thanks to the combination of the phononic properties (tih@pdy that the crystal is precompressed
externally and the acoustic perturbations are small coetptar the static loading) with the nonlinear
behavior of the granular assemblies [3.1], a growing nunddeapplications involving granular
crystals is expected [3.2]. Such media are available a¢réifft scales, from periodic arrangements
of nanospheres to centimeter scale packings. Therefadrgfuency range covered by the acoustic
applications could be wide.

Nevertheless, in the case of noncohesive aggregates fevguodsistatic behavior is complex [3.3—
3.5]. But the dynamical behavior is even more complex andueserstood because of the discrete
character of the medium which causes wave dispersion [3/§,8lso, the macroscopic dynamical
behavior depends on the peculiar contact interactionsdmtwhe spheres at the microscopic level,
which is well described by the Hertz-Mindlin theory of cortf&8-3.10]. According to this theory,
and in the first approximation, a granular crystal can be ceduo a mass-spring structure (the
contacts between the spheres are considered as sprindshieadescription of wave propagation
shows analogies with lattice dynamics of the solid statespusy{3.11-3.14].

However, in the dynamics of solids where the size of the massssumed to be negligible
compared to the distance between particles, the rotatoegiees of freedom of individual atoms
are not included in the calculation of phonon dispersioatiehs. In contrast, the size of the mass in
the case of granular media is comparable to the distancesbatmeighbors. This is why, considering
the existence of a shear rigidity, a consistent descripifdhe dynamics of granular media needs to
take into account the rotational degrees of freedom of the®§3.15]. Rotation is usually included in
the description of the static behavior of granular medi2g33.17]. There exist studies of dispersion
including rotation in two-dimensional mass-spring stawes [3.18, 3.19]. The obtained results are
compared to the Cosserat microcontinuum theory. These woake use of contact models different
from the (widely used in granular media) Hertz-Mindlin cactt model between noncohesive solid
spheres. In the studies on the dynamical behavior of twaedsional granular structures, rotation is
rarely included and, when it is, the works are limited to ey wavelength behavior [3.20]. In three-
dimensional granular crystals, some phononic features haen reported [3.21-3.23] with a focus
on the wave propagation in the fluid saturating the structurewithout any physical description of
the modes propagating within the crystal. There are fewiasuaf the dispersion relations of granular
crystals [3.24] but, to the best of our knowledge, there idegcription of the bulk mode dispersion for
the hexagonal close-packed structure which is stable arydtedsiild experimentally. Furthermore,
the addition of the rotation in the calculation allows togiot the existence of rotational waves.

In addition, from the Hertz-Mindlin theory of contact, thgidities of the springs connecting the
masses depend on the static loading applied on the contaetdiSpersion laws can significantly
change between an isotropic static loading and an anisotimgding. There is currently a growing
interest to the realization of tunable photonic or phonamigstals. The influence of the acoustic
waves [3.25] and static deformation [3.26] on the opticalarties of the photonic crystals composed
of spherical particles was demonstrated. It was also detrated that hypersonic band gaps in
colloidal crystals can be tuned by changing the patrticle sizthe sound velocity in the infiltrated
fluid [3.27]. In granular media, the tunability of wave prggdion properties in linear and nonlinear
regime in a one-dimensional chain of beads has been rep|&@8l 3.29]. Below, our theoretical
predictions shows that the acoustic band gaps and propagatndows in noncohesive granular
crystals can be efficiently modified by the mechanical extidivading.

Another key feature for wave propagation in real granulgstals is the existence of a complex
distribution of contact forces within the crystal [3.30]. 3@quently, even for geometrically ordered
structures, there exists a disorder in the static contastark. Recently, some crystallization (or
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ordering) methods for granular media with vibration driegitaxial growth and vibrational annealing
have been developped [3.31-3.33], and also, three-dim@aigperiodic arrangement of nanospheres
or microspheres have been efficiently prepared by self-ddgeshcolloidal suspensions of spheres
[3.34-3.36]. A consistent description of the wave propagain perfectly ordered granular crystals
is expected to contribute to the diagnosis of disorder irhswal structures although the contact
interactions at the micro- and nano-scale involving déferphysical mechanisms can differ from the
Hertz-Mindlin theory of contact.

The first part of the present paper exposes the general tleadrevaluation of the dispersion
relations of the bulk eigenmodes in a hexagonal close-patia] granular structure considering the
degrees of freedom in translation [3.37] and, importaatlyo in rotation. The second part focuses on
the description of the eigenmodes alonglaxis for which we found analytically compact dispersion
relations. The influence of the external loading on the d&pa of the wave in the structure is
finally emphasized. The obtained results are enough reaistllow quantitative comparison with
experiments.

3.2 Bulk mode dispersion relations

3.2.1 Hexagonal close-packed structure

The considered crystalline structure is the hexagonal gdas&ed (hcp) structure, which is stable
and easy to build experimentally. This structure is a valstacking of hexagonal layers A and B (see
Fig. 3.1), which are in the closest possible position re¢ato each others, in an ABAB... sequence.
Then, the 3D hcp structure consists of two interpenetrasingple 2D hexagonal Bravais lattices
shifted parallel to the horizontal layers [3.11, 3.12].

The hcp structure can be seen as a hexagonal Bravais lattite Wwasis of two contacting beads
(one on the layer A and one on the layer B). In order to deschibegeometry of the structure, we
derive the following vector, which gives the position of thiéferent beads in the hcp structure,

[ 1—(-1)1 1—(-1)1 2
RiP? — a(§ +p+ #)x + a\/Tg(% - #)y + a\/;qz,

(3.1)

wherel, p, ¢ are the integer indexes of the bgédp, ¢) anda is the diameter of the beads. The vectors
x, y, andz form a Cartesian system of coordinates. The vegtis perpendicular to the horizontal
hexagonal layers and the vectarandy are in the plane of the horizontal hexagonal layers as shown
in Fig. 3.1. The distances between the centers of two nergidpbeads given by the vector of posi-
tion have been checked to be always equal to the diametee diethds. It should be noticed that the
vector (3.1) is different from the vector of bead positiofj3r88].

3.2.2 Equations of motion for translation and rotation
The dispersion relations are deduced from the equation®bbdmfor translation and rotation for
the two contacting beads of the basic cell. The equationsotiom for translation can be written as

H2ulra I

Up'q
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Oz

FiG. 3.1 — The hexagonal close-packed structure with the coatelisystem for the position vector of
the beads.

where F(:r".a)(tr9) is the force applied by the bead,p’,¢’) on the beadl, p,q), u"?? is the
displacement of the bead, p, ¢), andm, is the mass of one bead. The equations of motion for
rotation calculated for the two contacting beads of thedeslil can be written as

2D,
]% _ Z M P Epa), (3.3)

U.p'q

where M('».4)(ra) is the torque applied by the bedd, p’, ¢’) on the beadl, p,q), w4 is the
rotation angle of the bead, p, ¢), and is the moment of inertia. The moment of inertia represents
the inertia of a rigid body with respect to its rotation, ahdiépends on the distance between the
distribution of the mass and the axes of rotation. The moroémtertia of a homogeneous sphere
is equal toly, = (2/5)my(a/2)%. In order to carry out the calculations for a crystal composé
spheres with radial inhomogeneity of density, the momermeitia is written here ag = ¢;1, with

0 < ¢; < 5/3. This will be more discussed in Sec. 3.3.3.

3.2.3 Hertz-Mindlin theory

According to the Hertz-Mindlin theory [3.9] for a contact tveen two elastic spheres with the
same diameteut, the force-displacement relations can be splitted betwesmal displacements
and shear displacements. The relation between the nornadéiveetlisplacement and the normal
component of the applied contact fordecan be written as

L [3 =N
h_QL—E\/m] : (3.4)

whereFE is the Young’s modulus and is the Poisson’s ratio of the material constituting the Isead
The relation between the shear relative displacemigtiite shear component of the contact fof¢e
and the normal component of the contact foAeean be written as

sma-naen (G Y (- 2) s

wherey; is the coefficient of friction.
These relations (3.4) and (3.5) are nonlinear. In the casmafl perturbations around a static loading
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applied on the contact (with an applied static normal fakgeand?" < s Ny), the Hertz-Mindlin
laws can be linearized. This allows to consider each coraadtvo simple springs [3.9], one for
normal interactions with the stiffness

3a 1/3
Ky = (ENO) E?3(1 — 12723, (3.6)
and one for shear interactions with the stiffness
1 e
Kg = (3aN,)3 E** ( . 3.7
s = BaNo)s B e = S

In this case, the incremental force induced by the small enstis assumed to be proportional to
the relative displacements. The dependences of the regdin the static normal force induce the
interesting property that it is possible to modify the bulkde propagation by an external loading
applied on the crystal [3.39] as it will be shown in Sec. 3.3.4

3.2.4 Projection of forces and torques

In order to evaluate the projections of the forces and thguks, it is convenient to use at the
contact between two spheres a local Cartesian system ofinated [3.40] defined by the unit vectors
n,s,t

1 ! / /
n = — (R —R"4) = gin ¢ cos @x + sin ¢sin By + cos ¢z,
a
on . .
s = 8_¢ = co0s ¢ cos 0x + cos ¢ sin By — sin ¢z,
t = nxs=—sinfx -+ cosfy, (3.8)

where¢ = arccos(n - z) andf = arccosn - x/ sin(¢)|. The vectom is normal to the contact plane
and the vectors andt are in the contact plane.

With the local system of coordinates and the linearizatibHertz-Mindlin laws [Egs. (3.6) and
(3.7)], the projections om, y, = axes of the forces applied by a bedtlp’,¢') on a beadl, p, q)
read [3.16]

thl/’p/’ql)(l,pg) — KNnanﬁ(ug’p/’q/ . u/lép,Q) + KS(Sasﬁ T tatﬁ) |:(ug,p/7q’ . Ulﬁ’pg)

]_ l/ / ! l l/ Vv l
+§55WLD§ a)( ,p,CI)(wb ' _i_wL,p,q) ’

(3.9)

where the subscripts, 3, and . denote the Cartesian vector componentg and z, 3, is the
Levi-Civita (permutation) symbol, and

D) pa) — RYP4 _ REPA. (3.10)

Equation (3.9) uses the Einstein convention of summatiar twe repeated indexes. In Eq. (3.9),
relative displacements at the contact are deduced fronethBve rotation angles with the help of a
vectorial cross product, and are then included in the cascaf the applied force. The relation (3.9)
takes into account that bending rigidity of noncohesivetacts is negligible.

The projections om, y, z axis of the torque applied by a beét p’,¢’) on a beadl, p, q) are
given by '

M(g pha)(p,a) — —€ap, D

. 0o ) Er) P o)) (3.11)

B
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3.2.5 Bloch theorem

The solutions of Egs. (3.2) and (3.3) can be found using aeplave substitution. Displacements
are substituted in the form [3.11-3.14]

lp q __ Ac —ikg Rgp’q—Rg’O’O)eiwt7 (312)
and rotation angles are substituted in the form
wf);p,q _ Bc e—zkﬁ(Rl P RO 0 O) uut (313)

in Egs. (3.2) and (3.3) for the be&d, 0, 0) (the first bead of the basic cell) with the contact forces
applied by the twelve neighbor beads. The indéx equal to0 or 1 if the bead belongs to the even
layers (including the layer 0) or odd layers, respectivelyand B are the amplitudes and is the
cyclic frequency. Similarly, displacements are substiiun the form

l,p,q 0,0,1
ik R R
WP — AC ol )

et (3.14)
and rotation angles are substituted in the form
whpt = BRI gt (3.15)

in Egs. (3.2) and (3.3) for the be&d, 0, 1) (the second bead of the basic cell).

3.2.6 Evaluation of the dynamical matrix and its eigenvalues

The projections of the four evaluated equations of motiao @quations for each of the two beads
of the basis) give a set of 12 equations (six degrees of fraddoeach of the two beads of the basis)
and yields

[D]X — w*X =0, (3.16)

where[D] is the dynamical matrix [3.11-3.14] and

X — [u2,0,07 ug,o,o, ug,o,oj ug,m’ u2,0,17 ug,o,l’ wg,o,oj wg,o,oj wtz),o,o’ wg,m’ wg,o 1 0 ,0, 1] (3 17)
The eigenvalues of the Hermitian matfiX] provide the dependenceswf on the wave numbers
k.. In other words, the eigenvalues fid] provide the dispersion relations of the bulk modes
propagating in the crystal.
The dispersion curves corresponding to the irreduciblédsiith zone [3.41] are plotted in Fig. 3.3
and compared to the dispersion relations of Fig. 3.2 whetiaot is not included. The coordinates of

the boundary points in the reciprocal spakg k,, k.) of the first Brillouin zone are
27 27 2w 37

I'=1(0,0,0), K=(0,—=—,0), M =(=—,—=—,0), A=1(0,0,4/=—). 3.18

0.0.0) K =0, 2250, M= (57, Z70) 0020 @

The cyclic frequencw is normalized to the cut-off cyclic frequency

SKy +4Ks .
o= IRV EARS G Y (3.19)

my We
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FIG. 3.2 — Normalized dispersion curves of a hcp granular crygthout the rotational degrees of
freedom of the beads, along the contour of the first Brillowine, withv = 0.3 ande; = 1.
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FIG. 3.3 — Normalized dispersion curves of a hcp granular crystéuding the rotational degrees of
freedom of the beads, along the contour of the first Brillowine, withv = 0.3 ande; = 1.

which is the highest cyclic frequency at the pointof the contour of the irreducible Brillouin
zone when rotation is not taken into account. From Egs. (8m) (3.7), the dispersion relations
are evaluated considering the ratio

KS _2(1—1/)
KN_ 2—v

Ak = (3.20)
with v = 0.3 (e.g., value ot for steel) and; = 1.

In the hcp structure, the unit cell is composed of two massds faonm this peculiarity, when
rotation is neglected, the theory predicts the existent¢eodifferent types of modes. At the poifit
of the contour of the Brillouin zoné&: = 0), the cyclic frequency of the first type of modes is zero,
these modes are called acoustical-type modes. The cyeticéncy of the second type of modes is
different from zero, these modes are called optical-typdesdsee Figs. 3.2 and 3.3).
In the long wavelength limitia < 1) for the acoustical-type modes, the propagation of vibratian
be decomposed in compressional and shear waves. In the basethe rotation is not included, the
ratio of compressional to shear wave velocities in the doeabdf propagatior: for ¢; = 1 is given

by
Vi 3—9p Y2
o {4_12 - m} | (3.21)
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In this case, for = 0.3, V,/Vs ~ 1.05. To the best of our knowledge, a ratig /Vs ~ 1 has
never been measured in experiments in granular media andently looks unrealistic. The effect of
rotation is thus supposed to play an important role everrémstational modes. In the case when the
rotation is included, the ratio of compressional to shearaneelocities in the direction of propagation
z for e; = 1 is given by

Vo | 6—5v (3.22)
which is consistent with previous results [3.42]. Here,doe 0.3, V,/Vs ~ 1.46, which currently
looks more realistic than Eq. 3.21.

In conclusion, when the rotational degrees of freedom askided, it allows the prediction of
rotational modes, but it has also an influence on the traosktmodes as emphasized in the study of
the eigenmodes in the directiarof propagation in the next section.

Vi {43 - zy] 1/2’

3.3 Study of the eigenmodes propagating alongdirection

3.3.1 Dispersion relations when rotation is not included

Along the direction of high symmetry (segmenf” — A of the contour of the Brillouin zone),
compact eigenvalues of the dynamical matrix can be fountyteelly. In the case of an anisotropic
loading applied on the crystal, and because of the diffeygantations of the contact planes in space,
the static loading on the contacts can differ from one cortaeinother. As seen in Egs. (3.6) and
(3.7), the stiffnesses of the contacts depend on the statitiig. An anisotropic loading can be taken
into account considering different rigidities for the @ifént contacts depending on their orientations
in space. In order to consider an uniaxial loading along ihection of propagation of the waves,
contacts of two categories can be distinguished : the firstfonthe beads belonging to the same
horizontal layer (the contact planes are vertical), the s@é@me for the beads belonging to different
horizontal layers (the contact planes are not verticalesBs two categories of contacts have two
different rigidities K v, Ks and Ky, K respectively. The ratio of the rigidities of the two catdger

IS

Ky K
— = =, O S . 323
Ky K K (323)

The cyclic frequencw in the dispersion relations is normalized to the cyclic trelcy

0, = ,/ﬂ, e, 0= (3.24)
my QC

From the eigenvalues of the dynamical matrix and their aasetieigenvectors, the following
modes with their dispersion relations are found when thatiaral degrees of freedom are not taken
into account :

— two pure longitudinal modes, one acoustical-type (thezeomcomponents of the eigenvector

arey®00 = 201 = 1)

€K —

Q74 = 4(2 + Ag) sin®(k), (3.25)

and one optical-type (the nonzero components of the eigevaeu??® = —y%0! = 1)
Q02 5 =42+ Ag) cos*(k), (3.26)

wherex = k;za/\/é is the normalized wave number,
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— two branches each composed of two degenerated transvedss none acoustical-type branch
(the nonzero components of the eigenvectorsgfe = u)*' = 1 andu)*° = u) "' = 1)
074 = 2(1 + 5Ak) sin’(k), (3.27)
and one optical-type branch (the nonzeros components okitdenvectors are.2:°
— w001 — 1 andul00 — 001 — 1)
x Yy Yy
Q2 = 2(1 + 5Ag) cos?(k), (3.28)

For the plane waves propagating alondirection, there is no relative displacement between the
beads belonging to the same horizontal layer. This is whyfitse category of contacts does not
contribute to the dispersion relations when the rotatiolegrees of freedom are not included.

The dispersion curves are plotted in the case of an isottopating with different values of the
Poisson’s ratia in Figs. 3.4-3.6.
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FiG. 3.4 — Comparison between the dispersion relations atargs without and with the rotational
degrees of freedom, with = 0.2, ¢; = 1, andey = 1.

FiG. 3.5 — Comparison between the dispersion relations atamgs without and with the rotational
degrees of freedom, with = 0.3, ¢; = 1, andey, = 1.
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FIG. 3.6 — Comparison between the dispersion relations atamgs without and with the rotational
degrees of freedom, with = 0.4, ¢; = 1, andex = 1.

3.3.2 Dispersion relations when rotation is included

The dispersion relations (3.25)-(3.28) can be comparedhdset obtained when the rotational
degrees of freedom are taken into account. The followingead&on relations are found in the latter

case:
— two pure longitudinal modes, one acoustical-type

02, = 4(2 + Ag) sin’(k), (3.29)

and one optical-type

0o = 4(2+ Ak) cos®(k), (3.30)

— two pure rotational modes (rotation alongdirection), one with out-of-phase rotations between
the beads of the layers A and B (the nonzero components ofigeevector arew®’? =
—w?%! =1 as exposed on Fig. 3.7)

A :
Q5 = 106_IK[3€K + sin?(k)], (3.31)

and one with in-phase rotations between the beads of thesladeand B (the nonzero
components of the eigenvector arg®? = %% = 1 as exposed on Fig. 3.7)

Ak

€r

QF, = 10—[3ex + cos’(k)], (3.32)

— four branches each composed of two degenerated couplesyérae and rotational modes (the
nonzero components of the eigenvectorsigre’, u:"", w)??, w) ' anduy)®?, u)®t, wd?,

| ( )

—ber Ak ((5 — 23Ak) cos? (k) + 3ex (1 + 5AK))Sin2(/£) + 2(1 +5Ak)? Sin4(l-@)] },
(3.33)

25A K
2

25A K 15ex Ak

2

15ex Ak
2

1
€1

cos?(k) + cos? (k) +

Orrr, = (1+5Ag)sin’(r) +
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Out-of-phase
rotational mode

Layer B

In-phase
rotational mode

FiG. 3.7 — Rotations of the beads of the two layers for the outhafsp rotational mod&; and for
the in-phase rotational mode,.

and

1 [ 25A
%, rr, = (145Ak)cos?(k) + {2K sin?(k) +

2
15ek A [(25AK in?(x) + 156[;AK)
€1

2 2

—5er Ak <(5 — 23Ag) sin?(k) + 3ex (1 + 5AK))cosz(/£) +e3(1+5AK)* cos4(m)] ’ }
(3.34)

The dispersion relations of the longitudinal modesandZO are the same as those in the absence
of rotation [Egs. (3.27) and (3.28)]. The addition of theatainal degrees of freedom in the calculation
has no influence because, from symmetry considerationsg#ualinal relative displacement cannot
be coupled with a relative rotation angle. Importantly, wilea rotational degrees of freedom are
taken into account, two new pure rotational modgsand R, are predicted.

In the case of an isotropic loading, at the pdintf the contour of the Brillouin zone:(= 0), the
cyclic frequency of the branchR; (minus sign of the dispersion relations [Eq. (3.33)]) isazeit is
an acoustical-type mode. The cyclic frequencies of therddrenches?7; (plus sign of the dispersion
relations [Eq. (3.33)])T' R, andRT; (minus and plus sign, respectively, of the dispersioni@idEq.
(3.34)]) are different from zero : these modes are optigaétmodes. The cyclic frequency of the
modeT R; is equal to the cyclic frequency of the transverse optigaétmodel’O. On the segment
I' — A of the contour of the Brillouin zone, the frequency range cegidy the mode® R, andT R, is
equal to the frequency range covered by the md@désand7'O. The moded' R, andT R, are called
transverse-rotational modes. The order of the words texsswotational is here chosen to emphasize
the similarities of the dispersion relations of the modég and7 R, with the dispersion relations of
the modes’A and7'O. The moded'R; andT R, can be considered as transverse modes, modified
by the presence of rotation.

The brancheskT; and RT; with the plus sign of the dispersion relations [Egs. (3.38) a
(3.34)] represent the rotational-transverse modes. Theraof the word rotational-transverse is
chosen to emphasize that there is no similar modes when theorwal degrees of freedom are not
taken into account. The cyclic frequencies of these two mddlE, and RT; are higher than the
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cyclic frequencies of the modé&sR; andT'R,. In the literature, these modes are sometimes called
microrotation waves [3.43]. Nevertheless, it is importenhote that the modes R, and RT; have
the same symmetry. It is possible to assign a symmetry to @acational mode, which labels the
symmetry operations that are not removed by the vibrationthe language of group theory, each
vibrational mode corresponds to a single irreducible regméation of the point group of the particular
wave vector [3.13]. This means that these modes can intenadheir dispersion curves cannot cross.
The point where the dispersion curves of mo&4s and7 R, repel each other can be brought to light
for k = 0 with the condition

Coc = -1, —e=0 (3.35)
In the case of an isotropic loadingx( = 1) with a crystal of homogeneous rigid spheres € 1),
the point of anti-crossing cannot be reached with a phylgigalid value ofv (v must be higher than
0.5). This anti-crossing effect is illustrated in Fig. 3.8, thelic frequencies for = 0 of the modes
T R, and RT; have been plotted as a functionegf. If C,,. < 0, the cyclic frequency{’ R, for x = 0
is below the cyclic frequency of the mod& and the frequency range covered by the mod&s
andT R, is smaller than the frequency range covered by the m@deand7O.

w/w,
[=
oy}
e

o
o

TR,

o
o

o
V)

Normalized Cyclic Frequency )’
o
~

o

| |
0.2 0.6 1
Ratio between the two categories of rigidites €

FiG. 3.8 — lllustration of the anti-crossing effect with the dagence of the cyclic frequencies of the
modesRkT2 (dashed line) and k2 (full line) at the pointl” of the contour £ = 0) on the ratioey,
with e; = 1, andy = 0.3.

Similarly, the modeskT; andT R, have the same symmetry, the point where these modes repel
can be brought to light fox = 7/2 with the same condition (3.35).

3.3.3 Influence of the moment of inertia

In order to analyze the effects of rotation, the moment oftiaef the beads can be changed. If
¢; is equal tol, the moment of inertia is the one of a homogeneous spheren@ikenum moment of
inertia for a sphere is reached in the case where the total imé®salized at its surface. In this case
er is equal td5/3. The corresponding dispersion curves are shown in Fig. 3.9.

In the case where the mass is localized at the center of thexesph tends to zero. This latter
case is closer to the model of an atome iftends to zero, the dispersion curves of the longitudinal
modesL A and LO remain the same as illustrated in Fig. 3.10. The cyclic fezmies of the two pure
rotational modes?; and R, and the two rotational-transverse modes, and RT5 tend to infinity.
The dispersion relations of the transverse-rotationalesazin be found through a Taylor expansion
of Egs. (3.33) and (3.34) wityy — 0 and read

15ex — 23 cos?(k) .
Q2. ~ [245AK +A 2 3.36
TRy ( +0AKk + Ak Sex + 5 o5 () sin”(k), ( )
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FiG. 3.9 — Normalized dispersion curves alonglirection within a hcp crystal composed of beads
for which the moment of inertia is set at the maximum = 5/3, with e, = 1 andv = 0.3.

and
15ex — 23sin?(k
Qfp, ~ 24+ 5Ak + Ak — () cos? (k). (3.37)

3ex + 5sin®(k)
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FiG. 3.10 — Normalized dispersion curves alondirection within a hcp crystal composed of beads
for which the moment of inertia is set at the minimum;:— 0 (full line). Comparison with the
dispersion curves of the modés! and7'O when the rotational degrees of freedom are not taken into
account (dashed line), with= 0.3 andex = 1.

The comparison between Egs. (3.36) and (3.37) on one hamdBgs. (3.27) and (3.28) on
the other hand, which are clearly different, confirms theeexgtion that the limif — 0 does not
correspond to freezing of the rotational degrees of freedonthe case/ — 0, Egs. (3.2) and
(3.9) provide the kinematic (geometrical) relations betwelisplacement and rotation angles. The
influence of the rotation angles comes from the nonzerortisthetween the center of the spheres
and the points where the forces are applied, D€.*4)(-»9) in Eq. (3.9). The rotation dominated
modes still exist although their frequencies are asymgbyi becoming infinitely high. The rotational
degrees of freedom could be formally frozen considering: oo, but this limit is not meaningful
physically, because it is impossible to infinitely incresise moment of inertia of a sphere with a
fixed mass and diameter. In granular matter, the rotatioegies of freedom can be frozen in the
case of frictionless beads where the shear interactionsegyigible. The dispersion relations of a
hcp structure of noncohesive frictionless beads are givga87]. In conclusion, the obtained results
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clearly demonstrate that it is necessary to take into addbenrotational degrees of freedom when
there is a shear contact rigidity in order to correctly discthe shear dominated modes.

3.3.4 Anisotropic loading on the crystal

In the case of an isotropic external loading, the cyclic dietries of the modes can be modified
by increasing or decreasing the external loading but theedsspn structure remains the same.
If an anistropic loading is applied, for instance if the loadis applied along only one peculiar
direction, the dispersion relations are significantly nfiedi This section exposes the example of one
configuration of loading, different from the isotropic laagl. In an infinite crystal along andy axes,
in the case of an uniaxial loading aloaglirection (for instance by the gravity), the components in
the z, y plane of the forces applied by three beads of a layer B, eadhenf submitted to a same
vertical force, to a bead of a neighboring layer A cancel edbbr out as illustrated in Fig. 3.11.

L,

X

(1,-1,1)

a a

(0,-1,1) a (0,0,2)

FIG. 3.11 — Components;, F, andF; onz, y plane of the forces applied on a bead of the layer A by
three beads of the layer B. All the beads of the layer B are kbagdehe same vertical force.

This can be easily generalized to each bead within the d¢rgsththerefore, each bead location
within the crystal is determined only by the six contactshwihe beads from the neighboring
horizontal layers (position of minimum potential). In thetz-Mindlin theory the strain is assumed
to be strongly localized near the loaded contacts, whilerést of the sphere is not deformed.
Thus the deformation of the loaded contacts from beads @&érdiit horizontal layers does not
lead to any displacement of the contacts between the beatle same horizontal layer, which are
sufficiently separated from the loaded contacts. Thus thtecaecontacts (between beads of the same
horizontal layer) remain unstrained and unloaded. Theedsspn relations are evaluated considering
thatex = Ky = Kg = 0 and are shown in Fig. 3.12.

With the anisotropic loading, the dispersion relationshef bbongitudinal moded.A and LO are
not modified. The cyclic frequencies of all the others modgsetid on the ratie,. The anisotropy
has a strong influence on the dispersion of the mdtleandT' R, for which the cyclic frequency at
x = 0 is controlled by the vertical stiffnesses. The modgsandT R,, which are optical-type in the
case of an isotropic static loading, are acoustical-typehim configuration of loading (their cyclic
frequencies are zero fer = 0). It follows from the modifications of the dispersion cuntest the
phase and group velocities of the modes depend on the loadiagphasized in the next section.

3.3.5 Group velocities

The analytical expressions of the dispersion relatiormwaéasy evaluations of phase velocities
¢, = w/k and group velocities, = dw/0k of the modes. Figure 3.13 shows the group velocities of
the modes for which the phase and group velocities have the sgn (moded.A, R, TR, and
RT5) in the case of an isotropic loading. For comparison, Fifj43hows the group velocities of
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FIG. 3.12 — Normalized dispersion curves alondirection in the case of an uniaxial external loading
along thez direction :ex = 0, with » = 0.3, ande; = 1.

the same modes in the case of an uniaxial loading along theection. The group velocities, are
normalized by the group velocity,. of the modeL A at the point’ of the contour :

22+ A
—Y % (3.38)
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FiG. 3.13 — Normalized group velocities of the modes, TR, RT», and R, along thez direction
in the case of an isotropic loadingx = 1, with v = 0.3 ande; = 1.

In the case of an isotropic loading, the maxima of the groupciges of the moded R, and
RT, are nearly equal t0.7v,. and0.6v,. respectively. In the case of an uniaxial loading alang
direction, the maxima of the modé&&r, and RT, are nearly equal t0.45v,.. The most significant
change is for the maximum of the group velocity of the mdtie which is nearly equal t0.2v,,.
in the case of an isotropic loading, while it reaches neag$v,. when only an uniaxial loading is
applied. These results demonstrate that the frequencydrahthe group velocities of the bulk modes
propagating within a granular crystal can be controlleceexlly with different configurations of
loading applied on the crystal. The evaluation of these gr@locities as function of frequency could
allow for comparison with experiments, especially in thedgtof acoustic wave packet propagation.
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FIG. 3.14 — Normalized group velocities of the modes, T'R,, R1>, and R, along thez direction
in the case of an uniaxial loading along théirection :ex = 0, with » = 0.3 ande; = 1.

3.3.6 Study of the frequency band gap between the modés) and RT5

As seen in Figs. 3.4-3.6, a frequency band gap can appeaedéetine modes.O and RT5. If
C,. > 0, the width at the poinI’ (x = 0) of the frequency band gap is written as

B 1 1_ 1/2
A, = rn w0 (15 exllmv) ) (3.39)
WRTy 4 €/(3—2v)

With decreasing values of, the ratioA . and the width of the frequency band gap betwéén
andRT; increase. Moreover, the maximum cyclic frequency increasavell (cyclic frequency of the

modesRT; for k = 0). Forv = 0.2 (e.g., values of for glass) in the case of an isotropic loading, the

width of the band gag\,, is nearly equal to 7.4%. The highest frequency of bulk modg@agation
is about 1.75.. Forv = 0.3 (e.g., values ot for steel),A, is about 4.6% and the highest cyclic
frequency is about 1.7Z4. Forv = 0.4 (e.g., values ot/ for Plexiglas),A,, is about 1.1% and the

highest cyclic frequency is about 165 The width of the frequency band gap is also dependent on

the ratioeg, i.e., it can be controlled externally with the applied em&diioading.
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3.4 Conclusion

The dispersion relations of the bulk modes propagating irc@a dranular crystal have been
theoretically evaluated considering all degrees of freead the beads. It is demonstrated that the
presence of a shear rigidity requires to take into accoumtrtiiational degrees of freedom for a
correct description of shear dominated modes. The theagligis the existence of translational,
rotational, and coupled translational and rotational mo&gsincluding the rotational degrees of
freedom, the two dispersion curves in the direction perfpertar to the horizontal layers of the
transverse modes are splitted into two coupled rotationdl teansverse branches, yielding four
branches of coupled rotational and transverse modes. loabe of an isotropic loading, the two
modes covering the same frequency range as the transvdrsal-type and acoustical-type modes
are called transverse-rotational modes. The two brandtegsate of higher frequencies correspond
to rotational-transverse modes. This distinction is maderhphasize the differences between the
dispersion relations of the four branches, although thssirdition is not linked to the symmetry of
the modes. Additionally, two new pure rotational modes aexdigted. Finally, we show that the
longitudinal modes remain unchanged when rotation is tediu The evaluation of the dispersion
relations shows that the wave propagation within the chystaighly dispersive and could allow
for better comparison with experiments. For instance, dubé existence of coupled rotational and
transverse modes, measurements of the shear componeainiths could reveal the influence of the
rotational degrees of freedom. In addition, it is shown thate is an opportunity to highly modify
the group velocities of the modes with different configuwas of external loading. The theoretical
study of the linear wave propagation in perfectly ordergatal is a necessary step before inserting
into the theory such improvement as the nonlinear effecggabagation or the disorder in the static
contact network. It is expected that this work will contriéto a better understanding of the dynamical
behavior of noncohesive granular crystals [3.6, 3.7].
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Chapitre 4

Observation of rotational waves in granular
crystal . experimental validation of the
Cosserat continuum theory

Ce chapitre, rédigé en anglais, est la transcription d’uiclargui sera prochainement soumis.
L'objectif est de comparer les résultats théoriques olg@uchapitre 3 avec des mesures expéerimen-
tales. Afin de valider la description théorique de la propiagade modes de volume dans un cristal
granulaire, la propagation d’'ondes acoustiques est é@wigérimentalement sur la direction de pro-
pagation analysée théoriquement. Les fréequences de aoapservées expérimentalement sont com-
parées avec celles prédites théoriquement et les compssded ondes transmises a travers le cristal
sont recherchées afin de vérifier les correspondances avprEdictions théoriques. Les relations de
dispersion théoriques sont comparées plus précisememéaultats expérimentaux a travers I'étude
des temps d’arrivée en fonction de la fréquence.

abstract

A generalized theory of elasticity has been devellopedab#ginning of the twentieth century
by the Cosserat brothers. This theory, also called micropléory, takes into account the rotational
degrees of freedom of the point bodies constituting theicootn. The theory predicts the existence of
new types of elastic wave modes, pure rotational modes amgled rotational-translational modes.
This theory has been widely used to describe the behavioolmfsswith microstructure but there
still exists no convincing experimental evidence of itsidi&y in granular media. We report here
the experimental observation of the coupled rotatioraiglational modes in a noncohesive granular
phononic crystal of monodisperse elastic beads.
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4.1 Introduction

One hundred years ago, the Cosserat brothers have develagpetinuum elasticity theory ac-
counting for the rotational degrees of freedom of point bedinfinitesimal particles) constituting
deformable solids [4.1]. Currently, this theory is known las €Cosserat theory and the related and
advanced theories are known as the theories of Cosserangomtior as the theories of micropolar
continuum [4.2]. In the Cosserat theory, each material g@stsix degrees of freedom, three of which
correspond to the translations as in the classical theaglasficity, and the three others correspond to
rotations. The stress tensor is asymmetric and an addittauglle-stress tensor is introduced, which
plays the same role for torques as the stress tensor plaje tes.

The Cosserat theory predicts the contribution of rotatienthé elastic response of the material to
external loading, which becomes dependent on the samplkendions. It predicts also a contribution
to the dispersion of the shear elastic wave velocity as vwetha existence of additional rotational
wave modes [4.3]. For the description of an isotropic medlithra classical elasticity requires the
knowledge of the elastic constant&ndy: (the Lamé constants) and the material densityhe Cos-
serat theory requires four additional elastic constants -, 3 describing the microstructure and the
density of the momentum of inerti&a[4.2, 4.4]. However, even one hundred years after the Cdssera
the experimental evidence of the Cosserat effects are ridfiieuld to obtain and submitted to criti-
cisms [4.2, 4.3, 4.5]. The determination and calibratiothef additionnal Cosserat elastic constants
from static or quasisatic experiments is delicate. Therdetation of the Cosserat constant based
on size effects requires in many cases the preparation pfsveall samples where the effect of sur-
face preparation can be important. The velocity dispersicshear waves predicted in the Cosserat
continuum is difficult to distinguish in experiments fromntobutions due to other possible physical
mechanisms such as viscoelasticity for instance [4.3, EXjjected additional frequency resonances
in the vibration of micropolar elastic bodies [4.6] have @iebeen experimentally observed. The
rotational wave modes, in addition of the classical wave @spdhave been detected in crystalline
solids [4.2]. The detection of rotational waves in other enials [4.7] is subject to criticisms [4.3].
This latter phenomenon is, in our opinion, the most cruciesvation that can provide convincing
experimental evidence of the effect of the rotational degref freedom. The classical elasticity as
well as the other generalized continuum theories such a@bsalasticity or nonlocal elasticity do not
predict the existence of the rotational modes [4.3]. Thatronal waves in the Cosserat continuum
theory is often considered as an admitted mathematicallplitys but proving their actual existence
by experiments constitute a serious endeavor [4.8].

In granular media, the macroscopic dynamical behavior mdpen the peculiar contact interactions
between the spheres at the microscopic level, which is vestdbed by the Hertz-Mindlin theory
of contact [4.9]. According to this theory, in the first apirmation, a weakly precompressed granular
crystal can be reduced to a mass-spring structure (theaquants between the spheres are modeled
by two springs, one for normal interactions and one for sirgaractions). The size of the grains is
comparable to the distance between neighbors and a coniglstamiption of the dynamics of granu-
lar media necessites to take into account the rotationakdegf freedom of the beads [4.10, 4.11].
The rotational degrees of freedom are included in studig®ofogeneously loaded granular assem-
blies [4.12], but the studies are limited to low-frequencypastical-type modes and do not mention
the rotational modes. In numerical [4.13] and analytical ]4 studies, the rotational modes have
been predicted in a face centered cubic and hexagonal efzsaad granular crystals, respectively.
However, untill now, there is no direct experimental probfte existence of the rotational waves in
solids with granular structure [4.8].

Here we report the experimental observations of rotatiehastic waves. In a hexagonal closed-
packed (hcp) structure of monodisperse elastic beadd)¢loeyt predicts the existence of translational
modes, rotational modes and coupled rotational and tramsé modes [4.11]. The existence of cou-
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pled rotational and translational modes provides an oppayt to observe these waves through the
detection of their translational components. The peritgiai the structure allows to find the disper-
sion relations of the modes and define frequency bands fgagadion of the different modes which
ease the identification of the propagation modes. To thedsesir knowledge, the frequency band
of the propagating elastic waves induced by the rotatiorheflieads in granular crystals have ne-
ver been investigated experimentally. At frequencies nioeler than the rotational frequency bands,
only the dispersionless longitudinal and shear acousti®®/dad been monitered in the classical ex-
periments [4.9]. At frequencies much higher than the roteti frequency bands, the elastic signals
related to torsional and spheroidal resonances of theithdiV beads and Rayleigh wave propaga-
tion on the surface of the individual beads had been det¢étgd, 4.15]. In our experiments, due to
the relatively weak static loading applied on the crystag, totational waves frequencies are about
ten times lower than the lowest vibrational resonancesefrttlividual beads. The difficulties of the
investigations of the wave propagation in granular crystahe in particular from the existence of
a complex distribution of contact forces within the crystében for ordered structures, disorder at
the microscopic level of the contacts exists. A weak polyéisity of the beads induces chain forces
within the crystal and this could significantly influence fh®pagation of acoustic waves. The cor-
relation between theoretical dispersion relations aneexgental results is difficult and, to the best
of our knowledge, convincing results have been reported famltwo-dimensional lattice of elastic
beads [4.16].

4.2 Experimental setup and theoretical predictions

A hcp crystal of 27 layers of noncohesive stainless stealldeabuilt inside a plexiglas cell of
an equilateral triangular base in which an exact number digba fits in the first layer as shown
in Fig. 4.1(a). The bottom of the container is a aluminiumtglaith an imprint of a hexagonal
lattice. The diameter of the beads is 2 mm and the verticéulte of propagation is nearly 44 mm.
The crystal is carefully built layer by layer removing manyehe defects. The crystal is excited
from the bottom with a shear transducer. In order to discrata the translational components of the
transmitted acoustic waves, two different transducerschvare in contact with the beads, are used
for the detection at the top of the crystal, a compressiaaalstiucer which is sensitive only to the
longitudinal modes and a shear transducer which is seagdiboth longitudinal and shear modes.
The comparison of the spectrum of the two recieved signkl#/ato determine the polarization of the
wave at a given frequency. The elastic waves propagate thrdetion perpendicular to the horizontal
hexagonal layers i.e., in thedirection as exposed in Fig. 4.1(a). In this direction ofgagation, the
theory [4.11] predicts the existence of two pure longitatlimodes. A and LO, two pure rotational
modesR; and R, and four coupled transverse and rotational mo&ds, T'R,, RT, and T'R,.
The four coupled transverse and rotational modes can biesbin two categories, the transverse-
rotational modesI(R), which are modified transverse modes, and the rotatisanktverse modes
(RT) which do not exist if the rotational degrees of freedom artgaken into account. The dispersion
relations in thez direction are exposed in Fig. 4.1(b) with the dispersiorvesicorresponding to the
segment from the poirit = (0,0, 0) to the pointA = (0,0, v/37/[v/8a]) of the irreducible Brillouin
zone in the reciprocal spa¢k,, k,, k. ). The space group of the hcp structure contains a sixfoldwscre
axis (or a sixfold axis of rotation-inversion) along thexis. A screw axis is a symmetry operation
with a combination of a rotation about an axis and a trarwsigpiarallel to that axis that leaves the
crystal unchanged. From this, the frequencies of pair bresahthe boundary along thexis of the
irreducible Brillouin zone become degenerate [4.17, 4.tt&),gradient of the upper branch is equal
to the negative of the gradient of the lower branch. All pdmodes whose dispersion curves cross at
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FIG. 4.1 —a) scheme of the experimental setup. b) theoretispédsion relations in thedirection in
hcp granular crystal. The cyclic frequency is normalizethis cut-off cyclic frequency of the mode
LO.

the pointA of the contour degenerate at this point (the mad@sand L A for instance). It is therefore
possible to consider the dispersion relations in an exteadad, from the point” to the point2A4,
and unfold the dispersion curves of a modes pair to obtaimgtzte dispersion curve. This leads to
four dispersion relations for the modésT R, RT and R, which include the mode paifsA and LO,
TR, andT Ry, RT, andR15, R, and R,, respectively. The moddsand R1" have the highest cut-off
frequencies for the translational and rotational freqyemange, respectively (the cut-off frequency
of the modeRT merges with the one of the mode®. The propagative frequency bands depend on
the rigidities of the contacts which depend on the statidilogaapplied on the contacts. The cut-off
frequency of the modé is given by [4.11]

. 12024 Ak)(3aNy)3 B3] 2

For my(1 — 12)3

(4.1)

)

wherem,, is the mass of one beadl,s the diameter of the beads,andv are the Young’s modulus
and Poisson’s ratio of the material constituting the bessgpectively,N, is the static normal forces
applied on the contacts anly = 2(1 — v)/(2 — v) is the ratio of shear to normal rigidities of the
contacts [4.9]. The cut-off frequency of the mo&&’, which is the highest frequency for which the
corresponding wavenumber is real, is giveni&fy, = [10A /(2 + Ag )2 F¢.

4.3 Experimental results

The measurement are carried out with three different eatdoadings corresponding to three
values of static force applied on the conta@&snN, 5 mN and10 mN per contact. The applied
normal forceNN, is assumed to be the same for all the contacts. From thesmdsadhe evaluated
cut-off frequencies [EqQ. (4.1)] for the mode are between 60 kHz and 79 kHz, and the evaluated
cut-off frequencies of the modeT" are between 103 kHz and 135 kHz. For the estimations, we used
v = 0.3, E = 200 GPa andn, = 3.6.1072 g. Thez direction is also the direction of gravity, the
cut-off frequencies are estimated twice, once with thacstaading at the top of the crystal and the
second time with the weigth of the crystal at the bottom addede static loading. The source signal
is a burst wave with a central frequency increasing from 4@ 3200 kHz by step of 2.5 kHz with
a gaussian enveloppe leading to a 3.5 kHz width of burst aB-3Tthe amplitude is chosen to be



4.3 Experimental results

69

o 2 b) T Evaluated
S 40| 5 Shear transducer| 40 | ! cut-off frequency
° g - of the_mode L
S 20 T e 1 20, o [
2 %W o . o e — o, o ! Top | |Bottom
B o0l NN e 8T 0e, ° ' I
ool o e TR T e o 0 =1 N\
g [ S0 g T ) |
L) -20} ° 1 20} %4 |- ~;‘ I '
£ Compressional transduceur b |
E 40, 1 -400 s
@ '
S -60 -60 s i s s s
Q= 40 60 80 100 120 140 160 180200 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Evaluated
- d) cut-off frequency
o, ‘ i [ ofthe mode RT
E 0 40 + 0 00 f o, N ' Q?
s ikl | Top | ¥ Bottom
S 20 20 o) I
= | |
£ . I '
g % 0 Lo AR ) ¥
< gt R I
- 20 20+ M |
3 .r\ L: .
= -40 | | | »\’{“‘ R oo ‘T" oty
g ! : 40 : sesast I
% -60 I [ | L | | -60 . Al . . [ . .
(= 40 60 80 100 120 140 160 180200 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Frequency (kHz)

Frequency (kHz)

FIG. 4.2 — Transmitted amplitude versus frequency measured thi¢ shear (black line), and
compressional (gray dashed line) transducers. (a) : The wamsmittance in the absence of granular
crystal. (b), (c), (d) : the transmittance measured undatadoading of2 mN, 5 mN and10 mN per
contact, respectively. The corresponding loading at thboare4.4 mN, 7.4 mN and12.4 mN per

contact, respectively.

1140}
120
~<»100
80t
60+
4 40 L
20t 1 20t 1
0 0 I ——————,_’
0 0 0.1 0.2 0.3 04 05
Time (ms)
140}
§1 20 Theoretical evaluations of the
x arrival times
1 .
§ 00 * mode TR, loading at the top
‘é’_ 8o SR mode TR, loading at the bottom
2 60 > mode L, loading at the top
40+ > mode L, loading at the bottom
ool B < mode RT, loading at the top
0 Y ‘ R <& mode RT, loading at the bottom
o oA 0.2 03 04 05
Time (ms)
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transducer with the theoretical evaluation of the arrivaes. (a), (b), (c) : the arrival times measured
under a static loading &@mN, 5 mN and10 mN per contact, respectively. The corresponding loading
at the bottom are.4 mN, 7.4 mN and12.4 mN per contact, respectively.
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small enough to avoid nonlinear effects. The amplitude atcéntral frequency of the spectrum of
the received signal is measured. The transmitted amplitaeseported in Fig. 4.2 and a smoothed
spectrum is plotted. The transmitted amplitudes are coeap@rthe evaluated cut-off frequencies for
the three different loadings.

The evaluation of the cut-off frequencies reported on Figade in agreement with the measurements.
When the receiving transducer is sensible only to compregsimde ), the results show cut-off
frequencies in transmission between 60 kHz and 80 kHz, wdoctespond to the cut-off frequencies
of the modeL. When the receiving transducer is sensible to longitudindlshear displacements, the
cut-off frequencies in the measurement are situated betd&@ kHz and 140 kHz, which correspond
to the cut-off frequencies of the model’. The modeRT is detected through the detection of its
translational motion (which in theory is accompanying @tational motion).

In order to compare the dispersion relations, the bursessgadlow to measure the arrival times of the
received signals for comparison to the theoretical artivaés as shown in Fig. 4.3. Because of the
complex distribution of contact forces within the crysthg received signal can be decomposed in two
parts, a coherent signal which is reproducible, and an @t signal which exhibits a dependence
on the configuration of contact forces. The coherent signihle head of the signal and the incoherent
signal is at the tail of the signal [4.16]. Because of this petty of wave propagation within a
granular crystal, the chosen procedure is a comparisoneo&xiperimental arrival times with the
ones theoretically evaluated using the group velocities.drhival times are found with the following
procedure. The enveloppes of the signals (low frequenagtian of the amplitude of the signal) are
evaluated and normalized with their respective maximuroe&l The arrival times are defined when
the enveloppes of the signals reach a test value as low ableodke test value is defined at the limit
above the noise level). In Fig. 4.3, The theoretical artivaés of the modd. are in good agreement
with the experimental arrival times but the experimentaival times of the modeRT are much
longer than the ones predicted. The procedure for the detetion of the experimental arrival times
is highly sensitive to the signal to noise ratio, this couiglain the discrepencies between theory and
experiments. In order to better evaluate the arrival tinoegife modeRT", the transmission through
the granular crystal is measured with a broad band signahishort pulse centered at 80 kHz with a
60 kHz width at -3 dB. The transmitted pulse is found by exgitine crystal at the top with a shear
transducer and measured with a shear transducer at thenbdite received signal is treated through
a time-frequency analysis. The reassigned spectrograanA(gpeendix) of the received signal [4.19]
measured with a external loading ®ImN per contact, allowing to localize precisely the energy in
the time-frequency space, is shown in Fig. 4.4. The expetiat@rrival times are in good agreement
with the theoretical predictions. The experimental atriiraes of the mode. corresponds to those
found in Fig. 4.3. The measured arrival times of the m&déare close to the theoretical evaluations.

4.4 conclusion

This paper describes the observation of a coupled rotatiomaslational mode, which has been
widely predicted theoretically in granular media but hagendeen measured experimentally before.
The obtained results prove that a consistent descriptidheof granular crystal needs to take into
account the rotational degrees of freedom of the beads.xfjezienental observation of the rotational-
transverse mode is a convincing evidence of the validithef@osserat theory for granular materials.
The good correlation between theory and experiment foritieat reproducible signal is a step before
studying the nonlinear effects in the wave propagation eetifiects of disorder.
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Appendix : spectrogram and reassigned spectrogram

The time-frequency representations are widely used fostadionary signal analysis. The spec-
trogram, which is commonly used, is one of the earliest eqgstepresentations. The spectrogram is
defined as the square modulus of the short-time Fourierfolans The spectrograny;, of a signal

x(t) is written [4.19]
2

Sp(z;t,w) = ‘/x(u)h*(t —u)e “dul| (4.2)

where h(t) is the time window where the Fourier transform is performed A*(¢) its complex
conjugate. The spectrogram of the signal, for which the rgasd spectrogram is exposed in Fig. 4.4,
is shown in Fig. 4.5. This representation has severe dravgb&ck instance, the Gabor-Heisenberg
inequality makes a compromise between temporal and speesalutions unavoidable. Pratically,
the localization in the time-frequency space is not preass# could be seen in Fig. 4.5. A proposed
improvement [4.19] is to use the reassignment method. Timeoithe reassignment method is to
increase the signal components concentration using theroafngravity of the signal energy located
in a bounded domain centered @nw). The reassigned spectrograms,, of a signalz(¢) is defined
with

MSy(z;t', ') = // Sp(z;t,w)o(t — t(z;t,w))d(w — cb(:c;t,w))dt;i—: (4.3)
wheres(t) denotes the Dirac impuls§z; ¢, w) anda(x; t, w) represent the coordinates of the centers
of gravity of the energy contributions and are defined, incile of the reassigned spectrogram, using
the following expression of the short-time Fourier tramsfo

/x(u)h*(t —w)e”idu = My, (x;t, w)e!PrEte), (4.4)

The coordinates of the centers of gravity of the energy dautions are written

i 1,0) = 231, ) (4.5)
and 9
O(z;t,w) =w+ E[(I)h(x; t,w)]. (4.6)

From Eqgs (4.5) and (4.6), it follows that the phase infororaf the short-time Fourier transform,
which is unused when the spectrogram is formed, is used to fbe reassigned spectrogram. In
Fig. 4.4, the result of the reassignment method shows a mepesp time-frequency representation
that is useful for nonstationary signal analysis. Furtt@emthe reassignment method retains all the
properties of the spectrogram except the bilinearity [|}.@®ich is compensated by the precision
improvements of the method.
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Chapitre 5

Non-linearités et inhomogénéites

5.1 Introduction

Apres I'étude expérimentale du chapitre 4 sur propagaiio@aire dans le cristal granulaire
qui valide la description théorique du chapitre 3, ce chastintéresse aux effets non linéaires se
produisant au cours de la propagation d’'une onde acousdapgun cristal phononique granulaire et
les liens éventuels avec I'inhomogénéité des contrainétig|ges a l'intérieur du cristal du fait de la
gravité. Les forces statiques normales appliquées suotgacts sont inhomogenes, elles augmentent
avec la profondeur. L'objectif de ce chapitre est de pr@&semuelques résultats expérimentaux en
guise de perspectives, afin d’ouvrir la voie a d’éventuelgaux futurs.

L'étude se porte sur le phénoméne d’auto-démodulation litude ou rectification. Ce phénomene
représente le principe de fonctionnement de base de I'aatparamétrique et découle, de maniére
prépondérante, des termes non linéaires quadratiquesldésms forces-déplacements. Le principe
de l'auto-démodulation a été décrit théoriquement a pdetirannées 1960 [5.1-5.4], il a été étudie
plus récemment dans les milieux granulaires [5.5-5.7]e Snilieu est excité avec un signal appelé
onde de pompage (ou onde primaire), contenant deux frégqagnet f, (avecf; > f,), les non-
linéarités induisent des transferts d’énergie en premim@eraction vers des fréquencesg;, 2 /-,

fi + f2, 0 et f1 — f,. Cette derniére fréquence (fréquence différence) est épmaide démodulée
(ou onde secondaire). L'onde de pompage représente la steiftande démodulée. Les effets non
linéaires montrent une grande sensiblité aux parametremilieu de propagation et notamment
aux microstructures d’'un milieu. Par exemple, il a été mbmtans les milieux granulaires que
'augmentation de I'amplitude de 'onde démodulée avempéitude des ondes de pompage donne
des informations sur le comportements des contacts et notamsur leur éventuelle ouverture
(clappement) [5.8]. L'inhomogénéité des contraintesicptias a l'intérieur du cristal n'est pas mise
en évidence avec I'étude de la propagation linéaire d'unasiitpie. La question posée pour débuter
ce chapitre est la suivante :

Est-il possible d’observer ou d’obtenir des informationsla structure interne du réseau de forces de
contact a I'interieur du cristal phononique granulairesédé de I'étude de I'effet d’auto-démodulation
d’amplitude ?
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5.2 Le dispositif expérimental

Le dispositif expérimental utilisé est celui du chapitreUh cristal hexagonal compact de 27
couches de billes de 2 mm de diametre (la distance de propaget alors de I'ordre de 44 mm)
est excité a l'aide d’'un transducteur en cisaillement. lamgmission est mesurée également avec
un transducteur en cisaillement. Le transducteur qui estépsous le cristal est en contact avec la
plagque d’aluminium qui porte le cristal (du miel est utilis@mme couplant entre le transducteur et
la plague d’aluminium). Le transducteur qui est placé asuaesu cristal est directement en contact
avec le cristal (sans couplant). La nature différente duasirentre les deux transducteurs et le cristal
peut induire une différence dans I'effet d’auto-démodafatLa transmission acoustique est mesurée
suivant les deux chemins de propagation, de haut en bas easderbhaut. En suivant la méme
procédure expérimentale qu’au chapitre 4, le signal dtakon utilisé est un sinus fenétré avec une
fréquence centrale qui augmente de 40 kHz a 200 kHz par pas #&12. L'enveloppe du signal est
une gaussienne, la largeur du pic a -3 dB est de 3.5 kHz. Lebtadgs a la fréquence centrale des
spectres des signaux transmis sont mesurées. Pour déteftamplitude de 'onde démodulée, les
signaux transmis sont filtrés passe-bas a 20 kHz et les amdgditmaximum et minimum de la téte
du signal, comme illustré sur la figure 5.1, sont détermin€ette méthode permet de s’affranchir
de la recherche des fréquences présentes dans le signaluléraa ne recherchant que I'amplitude.
Les mesures sont effectuées pour 3 chargements exterf@®ili$, les forces normales statiques
appliquées sur les contacts sont de 2 mN, 5 mN et 10 mN en hawistiai. Avec I'effet de la gravite,

les forces normales appliquées sur les contacts sont tesgpeent de 4.4 mN, 7.4 mN et 12.4 mN en
bas du cristal.

Amplitude (mV)

-6F- Minimum

_glg—20ne étudiée >
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

FIG. 5.1 — Exemple de signal détecté, filtré passe-bas a 20 kHz.

5.3 Amplitude de 'onde démodulée en fonction de la fréequence
de 'onde de pompage

Les figures 5.2-5.4 exposent les amplitudes transmisesr@dadnce de pompage et pour I'onde
démodulée pour les deux chemins de propagation (de hauseuloke bas en haut). Les résultats pour
la transmission linéaire sont équivalents suivant les dhehe propagation. Par contre, 'amplitude
de 'onde démodulée est différente suivant les cheminsaleggiation. En dessous de la fréquence de
coupure du cristal (fréquence maximale des madgles RT' a partir de laquelle les modes de volume
sont évanescents), I'amplitude de I'onde démodulée estgiande suivant le chemin du bas vers
le haut. Au dessus de la fréquence de coupure, le comportessemverse, 'amplitude de I'onde
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démodulée est plus grande suivant le chemin du haut verslé_bayénération de 'onde démodulée
n'est donc pas réciproque et elle est liée au caractére patipag évanescent de la propagation
d’ondes de volume de pompage dans le cristal.
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FIG. 5.2 — Amplitude transmise en fonction de la fréquence aénti’excitation pour un chargement
statique sur les contacts de 2 mN en haut du cristal (4.4 mMewb cristal). (a) Transmission pour
la fréquence de pompage. (b) Amplitude de I'onde démodulée.
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FiG. 5.3 — Amplitude transmise en fonction de la fréquence aénti’excitation pour un chargement
statique sur les contacts de 5 mN en haut du cristal (7.4 mNelb cristal). (a) Transmission pour
la fréquence de pompage. (b) Amplitude de 'onde démodulée.

La forme de 'onde démodulée dépend faiblement de la frézpida 'onde de pompage, comme
illustré sur la figure 5.5, et donc dépend faiblement du madprdpagation de 'onde de pompage et
de son caractere propagatif ou évanescent. Le temps @éaxarrespond au temps d’arrivée théorique
du modeL en tres basses fréquences. Le phénoméne non linéaire élosergspond au phénomeéne
de dilatance non linéaire.

L'amplitude de 'onde démodulée baisse avec la fréquendedee de pompage mais ne montre
pas de coupure brutale lorsque I'onde de pompage devienéseante contrairement a ce qui pouvait
étre attendu [5.9]. Lorsque la fréquence de I'onde de pompagbasse, la vitesse de propagation de
I'onde démodulée est similaire a la vitesse de propagatdiodde de pompage. La processus de dé-
modulation est synchrone avec la propagation linéaire.uhet a mesure que la fréquence de I'onde
de pompage augmentent, la différence entre les vitessesodagation de 'onde démodulée et de
I'onde de pompage augmente. Le processus de générati@ntiasiynchrone. Ceci peut expliquer la
baisse de I'amplitude de 'onde démodulée avec 'augmiemtate |la fréquence de pompage. Au bord
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FIG. 5.4 — Amplitude transmise en fonction de la fréquence edntt’excitation pour un chargement
statique sur les contacts de 10 mN en haut du cristal (12.4 mbae du cristal). (a) Transmission
pour la frequence de pompage. (b) Amplitude de I'onde déméedu
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FiG. 5.5 — Forme du signal démodulé (apres filtrage passe-bdshetion de la frequence de I'onde

de pompage. Lorsque I'onde de pompage est centrée a 62.3ddHnodes de propagation linéaire
excités sont le mode et le model’R. Lorsque I'onde de pompage est centré a 112.5 kHz, le mode de
propagation linéaire excité est le moftg’. Losque I'onde de pompage est centrée a 137.5 kHz, les
modes de volumes sont évanescents. Les amplitudes desysgprat normalisées par leurs maxima
respectifs.

de la bande propagative (lorsque la fréquence de pompageoesie de la fréquence de coupure des
modesRT et R), 'asynchronisme des propagations de 'onde démodulée Bbnde de pompage est
important. Le processus de démodulation lorsque I'ondeotiepage est évanescente est également
asynchrone. Pour expliquer I'absence de coupure brutate &nniveau de démodulation lorsque
'onde de pompage est propagative et lorsqu’elle est éeanés, une hypothése est de considérer
que I'amplitude de I'onde démodulée dépend de la synchatiais entre la propagation de I'onde
de pompage et la propagation de 'onde démodulée. Si lesatales se propagent de maniere syn-
chrone, I'effet cumulatif de la démodulation induit une ditojle de 'onde démodulée plus grande
que si les propagations sont asynchrones.

Dans le phénomeéne d’auto-démodulation d’amplitude, plusiphénomeénes se compensent mutuel-
lement. LUonde de pompage est la source de I'onde démodidé@eplitude de I'onde démodulée
dépend donc de l'atténuation de I'onde de pompage. Dansilesirgranulaires, plus les contacts
entre les grains sont forts, plus I'atténuation de I'ondienpire est faible. Sur les figures 5.2(a),
5.3(a) et 5.4(a), plus la charge statique est importantes, [fdmplitude de I'onde primaire est im-
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portante. Lorsque le chargement statique est de 2 mN, litudpla la fréquence centrale transmise
est comprise en 0 et 20 dB dans la bande propagative. Lorsaimatgement statique est de 10 mN,
I'amplitude & la fréquence centrale transmise est compnse 20 et 30 dB. L'amplitude de I'onde
démodulée est donc plus grande si les contacts sont fortemamgés. Inversement, les termes non li-
néaires des relations forces-déplacements devienngrdntérants lorsque I'écart entre la contrainte
statique et la contrainte dynamique se réduit. Les phénestgon linéaires sont plus importants pour
les contacts faiblement chargés [5.10, 5.11]. L'efficadéda génération non linéaire dépend de I'im-
portante respective de ces deux facteurs (atténuationneliméarité) dont les effets sont contradic-
toires [5.12]. Dans le premier cas, losque I'onde de pompeagévanescente, I'atténuation de I'onde
primaire est tres grande quelque soit le chemin de promagdt génération de 'onde démodulée
se situe dans les premiers contacts. Les contacts du hausthl sont les plus faiblements chargés,
leur comportement non linéaire est donc plus important,useexpliqgue que I'amplitude de I'onde
démodulée est plus grande suivant le chemin de propagatibaut vers le bas que suivant le chemin
de propagation du bas vers le haut. Dans le deuxiéme cagéfsnde de pompage est propagative,
I'atténuation de I'onde primaire est plus faible en bas dstal qu’en haut. Le fait que I'amplitude
de I'onde démodulée soit différente suivant le chemin d@ggation montre que les variations de la
non-linéarité et de l'atténuation avec la profondeur nessepensent pas dans la génération de I'onde
démodulée. Lamplitude de 'onde démodulée suivant le ¢chela propagation du bas vers le haut est
plus grande que suivant le chemin de propagation du haute/bes. L'atténuation de I'onde primaire
est donc beaucoup plus faible en bas du cristal gu’en hautokeclusion, ces résultats montrent que
I'atténuation de I'onde de pompage diminue plus fortemgatda profondeur dans le cristal que la
comportement non linéaire des contacts.

5.4 Amplitude de I'onde démodulée en fonction de I'amplitude
des ondes de pompage

La variation d’amplitude de I'onde démodulée en fonctior’deplitude de 'onde de pompage
permet d’obtenir des informations sur le milieu granul§&]. La démodulation provient ici, de ma-
niere prépondérante, de la non-linéarité quadratique alaians forces-déplacements. L'amplitude
de 'onde démodulée doit dans ce cas augmenter de maniedeatjqae avec I'amplitude de I'onde
de pompage (augmentation de I'amplitude en puissance 2).doelespond a une pente de I'ampli-
tude égale a 2 dans le cadre d’'une représentation logagtienAvec I'augmentation de 'amplitude
d’excitation, les contacts les plus faiblement chargés@eis’ouvrir, le mouvement des billes rentre
dans un régime de clappement. La dynamique de 'amplitudenige démodulée dans un régime de
clappement se distingue par une augmentation de I'amplitied’onde démodulée suivant une puis-
sance 3/2 [5.8]. La transition du régime sans clappemerdégme de clappement demande qu’entre
un dixiéme et la moitié des contacts s’ouvrent au cours deétage d’oscillation acoustique. La
dynamique de I'amplitude de 'onde démodulée peut égaléngmendre de I'hystérésis et des phé-
nomenes d’atténuation.

La dynamique de I'onde démodulée est mesurée pour deuxeinéga de pompage distinctes. La
premiére fréquence se situe dans la bande propagative deessimetT'R. La deuxieme fréquence se
situe au dessus de la fréquence de coupure du cristal. Ldtatésont exposés sur les figures 5.6-5.8
pour des forces statiques appliquées sur les contacts edunaristal respectivement de 2 mN, 5 mN
et 10 mN.

L'évolution de I'amplitude de I'onde démodulée en fonctidn chemin de propagation et en
fonction de I'amplitude de I'onde de pompage dépend du tam@ropagatif ou évanescent de la
propagation de l'onde de pompage. Sur les figures 5.6(alg)=eT 5.8(a), la fréequence centrale de
'onde de pompage se situe dans une bande propagative. Stiglees 5.6(b), 5.7(b) et 5.8(b),
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la fréquence centrale d’excitation se situe dans une bawaieescente. Lorsque la fréquence de
I'onde de pompage se situe dans une bande évanescentdijtliampe I'onde démodulée augmente
plus fortement avec I'amplitude de I'onde de pompage queuletda fréquence centrale de I'onde
de pompage se situe dans une bande propagative. Ces mestiest ®galement en valeurs la
difference dans la dynamique de la génération non linéaiee dinhomogénéité des contraintes
statigues. Laugmentation de 'amplitude de 'onde dénéewépend du chemin de propagation.
Les dynamiques d’amplitudes de I'onde démodulée peuveatoatractéristique du type de non-
linéarité (quadratique, hystérétique, clappement..senein jeu. Dans la dynamique d’amplitude de
I'onde démodulée, trois comportements sont retrouvésigdeentation de I'amplitude démodulée
suivant une puissance 2 est retrouvée, ce qui correspondmapoctement quadratique de la non-
linéarité. Laugmentation de I'amplitude démodulée suivame puissance 3/2 est retrouvée, cette
augmentation peut étre attribuée au clappement des cotiidéigles [5.8]. Cependant, les effets des
pertes thermo-élastiques non linéaires [5.13] et de lér¢sis peuvent également jouer un role dans ce
comportement. Les connaissances ne sont pas suffisanteisi@otifier ce comportement, de méme
pour 'augmentation de 'amplitude démodulée suivant umsgance 1 (augmentation linéaire avec
'augmentation de 'amplitude de 'onde de pompage).

5.5 Autres non-linéarités et perspectives

Les phénomenes non linéaires susceptibles de se produiseudacristal granulaire sont nom-
breux. Au cours des expériences effectuées, d’autres pi@mes non linéaires ont été observeés. La
complexité du comportement linéaire du cristal et le gramohlore de types de non-linéarités induit
une grande difficulté a prédire quantitativement 'effet déferents types de non-linéarités et leurs
importances respectives. Le comportement non linéairerigaux phononiques granulaires consti-
tue des perspectives intéressantes d’'études. Les commearte prédits a I'aide de non-linéarités dites
classiques sont retrouvés. Les signaux détectés mortappatition d’harmoniques supérieures, qui
peuvent étre expliquées par les termes quadratiques @e®msl forces-déplacements. Cependant,
I'ensemble des fréquences, absentes du signal d’excif@jémérées au cours de la propagation dans
le cristal ne peuvent pas toutes étre expliquées par debrméarités classiques. Certaines fréquences
et notament du bruit basse fréquence peut étre expliqué ptappement. Il a également été observé
des comportements du type chaotique avec doublement aelpdxdur une excitation harmonique et
dans certains cas, une tres grande instabilité du signattdela réponse du cristal est fortement de-
pendante de 'amplitude d’excitation. En modifiant I'antypdie d’excitation, un décalage non linéaire
des fréquences de résonances a été observé, ainsi qu’uasdgpldans le cadre d’une excitation har-
monique. Dans certains cas, I'amplitude du signal détetaéfr@@quence centrale de I'excitation ne
varie pas linéairement en fonction de I'amplitude d’exaita, il s’agit d’'un phénomeéne d’auto-action.
Ces phénomeénes peuvent étre expliqués par I'hystérésis peities visco-elastiques non linéaires
notamment. Lensemble de ces phénomeénes a été observinexp@tement et ils nécéssitent une
étude plus poussée pour comprendre les mécanismes infiilesitgue leurs éventuelles interactions.
L'étude théorique du chapitre 3 montre que les différentslesode propagation sollicitent des
contacts différents. Dans la direction le mode longitudinal ne sollicite que les contacts entre
billes de différentes couches horizontales, alors que $esitransverses (rotationnel-transverse et
transverse-rotationnel) sollicitent tout les contactda@eut induire des sensibilités différentes aux
non-linéarités de type hystérétiques et pertes viscoigleest par exemple.
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5.6 Conclusion

Les mesures sur 'auto-démodulation d’'une onde dans utakpisononique granulaire montrent
le caractére non réciproque de la génération non linéaire kgamilieu. Les différences d’amplitude
de 'onde démodulée peuvent venir de 'inhomogénéité desraimtes statiques appliquées sur les
contacts du fait de la gravité et de la différence entre lesaas entre les transducteurs et le cristal (les
contacts sont différents de part et d’autre du cristal). @dast, le comportement linéaire du cristal
semble étre un facteur important, puisque le processusrda®n non linéaire dépend du caractére
propagatif ou évanescent de 'onde de pompage. Si 'ondedgage est propagative, 'amplitude
de 'onde démodulée est plus grande dans la direction deagadipn opposée a la direction de la
gravité. Si I'onde de pompage est évanescente, 'amplidteléonde démodulée est plus grande
dans la direction de propagation qui correspond a la doedale la gravité. Ces mesures montrent
que l'atténuation de I'onde de pompage diminue plus fortegnaec la profondeur que les non-
linéarités. L'étude de la dynamique de I'amplitude de l'emEmodulée permet également de mettre
en évidence le type de non-linéarité influente entre le bawidtal et le haut. Ce chapitre introduit
I'étude des effets non linéaires dans un cristal phonongraaulaire et notamment du phénomene
d’auto-démodulation. L'étude d’autres comportements liedaires, tels que la génération de sous
harmoniques, l'auto-action, les résonances non linéapeamettraient peut étre d’obtenir plus
d’informations sur la constitution interne du cristal.
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Conclusion générale

L'objectif de ce travail de thése était de comprendre la @agapion d’'une onde acoustique dans un
cristal phononique granulaire tridimensionnel. Les sfimbinés de la périodicité et du caractere
discret de la structure, des forts phénomenes non linésgrggoduisant dans les matériaux granu-
laires avec ceux du désordre étaient attendus mais leustamges relatives n’étaient pas connues.
De plus, la question de la validité de la théorie de Cosserat ts milieux granulaires était tou-
jours ouverte. De nombreux travaux théoriques ont port&aoplication de la théorie micropolaire
mais aucune preuve expérimentale n’a été montrée jusgs.’alobstacle majeur de l'utilisation de
la théorie de Cosserat réside dans la grande difficulté dendiéir les modules élastiques de Cosse-
rat a partir des résultats expérimentaux. Cette difficultéedie que I'utilisation de cette théorie est
remise en cause pour les milieux granulaires. Une des éaistijues de la théorie de Cosserat est
de prédire I'existence d’ondes rotationnelles, pourtastiservation expérimentale de ces ondes dans
les milieux granulaires n’a jamais été rapportée.

Apres un rappel de notions utiles pour I'acoustique deseamligranulaires, une modélisation théo-
rique de la propagation des modes de volume dans un crisiagjbeal compact granulaire non cohé-
sif est developpée. En modélisant les interactions au nidgea@ontact entre deux sphéres élastiques a
I'aide de la théorie de Hertz-Mindlin, la structure est méf# par une structure masses-ressorts. Les
billes sont considérées comme des masses rigides et lexctoantre elles sont considérés comme
des ressorts. Les contacts sont modélisés par deux ressoressort pour les interactions normales
et un ressort pour les interactions transverses. Les tégidies ressorts dépendent de la force nor-
male statique appliquée sur les contacts. Dans un premi@stdairiction au niveau des contacts est
négligée, seules les interactions normales au niveau aeaate sont considérées, ce qui permet de
ne pas prendre en compte les degrés de liberté de rotatidrillgss Le spectre des modes normaux
est défini et une étude sur une direction de propagationcphéite permet d’identifier les modes
de propagation. Grace aux relations de dispersion, lesaéses du cristal peuvent étre estimées et
comparées avec les mesures expérimentales de fonctiorandéett acoustiques. La présence d’'une
distribution complexe des forces normales appliquées\amanides contacts entre les billes dans un
cristal réel rend les comparaisons théorie-expériendgeadés. De plus, I'hypothése du contact sans
friction entre les billes n’est pas justifiée dans le cadreag®riences effectuées. S’il est possible
de supprimer, ou du moins limiter, expérimentalement (it au niveau des contacts, des mesures
expérimentales pourraient étre comparée avec cette peemigdélisation. Dans ce cas, le compor-
tement dynamique du cristal phononique granulaire ne dépes des rotations individuelles des
billes et n’entre pas dans le cadre de la théorie de Cossettte. itemiére modélisation est ensuite
étendue au cas ou la friction au niveau des contacts n’estn@gligée. Les interactions transverses
au niveau des contacts sont ajoutées dans les projectiofsrdes appliquées par les billes sur leurs
voisines. La description de la propagation d’onde de vologegssite alors la prise en compte des de-
grés de liberté de rotation. L'étude dans une direction dpgation particuliere permet d’identifier
I'effet de la rotation sur les modes de propagation. La tieganédit I'existence de modes de transla-
tion, des modes de rotation et des modes couplés translatiation. L'existence des modes couplés
translation-rotation offre une opportunité d’observer heodes de rotation grace a leur composante
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en translation. L'étude expérimentale de la transmissiond# a travers un cristal granulaire per-
met de confirmer que les bandes de fréquences propagatsesyébs correspondent aux prédictions
théoriques dans le cas ou les degrés de liberté de rotatimpsge en compte. En comparant les me-
sures effectuées a I'aide un transducteur sensible unigpiedria compression (ondes longitudinales)
avec les mesures effectuées a I'aide d’un transducteuib$eada compression et au cisaillement, la
bande de propagation du mode rotationnel-transversetestivée expérimentalement. Une mesure
des temps d’arrivée en fonction de la fréquence des ondesepde retrouver expérimentalement les
temps d’arrivée qui correspondent aux relations de digpetkéoriques. Ces mesures présentent une
preuve experimentale de I'existence des ondes rotatimsnéllles permettent de valider la descrip-
tion théorique effectuée de la propagation d’onde acouwstaans un cristal phononique granulaire
non cohésif.

Une étude sur la génération non linéaire d’'une onde démedutntre le caractére non réciproque
du comportement non linéaire du cristal. Du fait de la gég\és contraintes statiques appliquées sur
les contacts dans le cristal sont inhomogénes, elles augntesvec la profondeur. Cet inhomogé-
néité induit une différence d’amplitude de I'onde demodwdé fonction du sens de propagation des
ondes par rapport a la gravité. Cette mise en évidence de lg@oipmocité du phenomeéne non linéaire
d’auto-démodulation nécéssite une étude plus pousséepmprendre I'ensemble des phénomenes
mis en jeu dans ce comportement non linéaire d’un cristahphigue granulaire. Les questions sur
les autres effets non linéaires dans les cristaux phonesigranulaires tridimensionnels restent ou-
vertes.

La validation expérimentale de la description théoriquauant les degrés de liberté de rotation des
billes pour la propagation des ondes de volume dans uniglstaonique granulaire tridimensionnel
représente une étape importante pour la description du @dempent dynamique des cristaux gra-
nulaires. Limportance démontrée des degrés de liberté@td¢ion permet d’envisager I'application
de la théorie de continuum de Cosserat pour les milieux gages| ordonnés ou non. Cette théo-
rie permet de décrire le comportement dynamique pour dedgsalongueurs d’ondes du milieu en
tant que continuum (le milieu granulaire est alors décnhowe un milieu effectif). L'utilisation de
ce formalisme peut aider a mieux décrire le comportemenaiygue des milieux granulaires. En-
fin, la description de la propagation des modes de volumes ulacristal parfait (sans désordre) est
une étape nécessaire pour aborder les effets du désordre.l®but de diagnostiquer un éventuel
désordre dans un cristal granulaire non cohésif, la cosaiace des processus de propagation dans un
milieu parfaitement ordonné sont nécéssaires.
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Article soumis a publication sur la propagation d’ondessdane membrane granulaire. La
propagation des modes hors plan est analysée théoriqueméshant compte des degrés de liberté
de rotation et de différentes lois de contact entre les billes

Out-of-plane elastic waves in phononic monolayer granular membranes
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Abstract

The dispersion of out-of-plane elastic waves in hexagonahatayer granular membranes is
studied theoretically. The predicted propagation modegslwe an out-of-plane displacement and
two rotations with axes in the membrane plane. Shear andrgndidities at the contact between
beads are considered. Both the cases of freely suspendedramsland membranes coupled to
a rigid substrate are analyzed. Dispersion relations aadetistence of band gaps are presented
and discussed for various contact properties. For freedpesaded membranes with sufficient contact
bending rigidity, it is shown that complete band-gaps exise obtained results may be of interest
for testing with acoustic waves the elasticity of recenttyeloped granular membranes composed of
nano-particles, and more generally for designing devioesiembrane wave propagation control.
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A.1 Introduction

The interest to the analysis of acoustic waves in periodiacgires composed of interacting
particles is first due to the necessity of modeling elasticawer of crystals at high frequencies
where the continuous approximation in the elasticity thdmecomes inadequate and the discrete
nature of the crystals should be explicitly taken into actdA.1, A.2]. In this application, for most
of the cases, the particles can be considered as point magsesting through central forces. The
second reason for this analysis comes from the necessityodéling elastic behavior of granular
crystals composed of a finite size particles interactingugh the forces located in the points of
the contact between the particles [A.3—A.6]. In this appiccathe particle dimensions and its finite
rotational inertia (rotational degrees of freedom) as @aelihe interactions through non-central forces
can be important. In particular, in addition to shear angitudinal acoustic modes, rotational (micro-
rotational) modes are predicted [A.7, A.8].

The results of the theories for elastic wave propagationrdei@d granular structures (assem-
blages) are used for comparison in low-frequency limit with predictions of the Cosserat conti-
nuum theory (micropolar elasticity) [A.9—-A.11], which mporates in continuous elasticity pos-
sible rotations of micro-mechanical elements composingrarinhomogeneous materials such as
microcrystalline materials, for example. This comparigwavides opportunity to identify micro-
mechanical interactions contributing to particular etasbnstants appearing in Cosserat-type theories
of micro-inhomogeneous but macroscopically homogeneaodsisotropic materials in addition to
two constants of classical linear elasticity of micro-h@aoneous isotropic materials [A.12—A.14].
It should be mentioned that, although a general theoreipptoach for the analysis of acoustic
waves in discrete periodic systems has been presented][Aht5analysis of the two- and three-
dimensional (2D-3D) structures composed of finite sizeiglag has been mostly limited to the pre-
dictions of the properties of bulk longitudinal and shearustic-type elastic modes [A.16—-A.19],
and guided shear acoustic modes in macroscopically inhenexgs granular crystals [A.20—-A.22].
Only quite recently the rotational, coupled rotationalfsversal and transversal/rotational modes
have been included in the analysis [A.23-A.25]. The anslg$itwo-dimensional (2D) structures,
which includes rotational degrees of freedom in particlegiom, has been reported only for the
in-plane motion [A.12—-A.14]. The out-of-plane motion haseh analyzed only for surface acous-
tic waves on discrete structures of point masses [A.2] arttlerframe of Cosserat continuum mo-
dels [A.26, A.27]. Recently there have been developed tdobres for building crystals composed of
nanoparticles [A.28—A.32], ordered monolayer of parsdk.33—A.35] and freely suspended mem-
branes composed of a single layer of periodically orderetighes [A.36—A.38]. Here we present the
results of the theoretical investigation of the elastic ewth freely suspended granular membranes
and in membranes interacting with a substrate. The outasfgomotion incorporating rotations of
particles is analyzed for the first time. The developed th@oovides the basis for the application of
the elastic waves in nondestructive evaluation and testirgganular membranes and testing of the
adhesion of a particle monolayer to a substrate.

A.2 Model

We consider an infinite monolayer membrane composed of gieally ordered spherical par-
ticles, arranged in a hexagonal lattice (Fig.1a). The gatreds supposed to consist of homogeneous
spheres with radiu®, and is characterized by a lattice constant 2R. The corresponding first
Brillouin zone is shown in Fig.1b, and the modulus of the remial vectork is 47 /(v/3a).
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A.2.1 Shear rigidity of the contacts

In order to analyze the out-of-plane modes of the membraeremnadel the shear forces at the
contacts as springs, characterized by a constant shedityigiat the contact. The elongation of
the springs introduces forces and momenta which induce titeomof the particles : out-of-plane
displacementy) and in-plane rotation anglesand (-rotation with the axis in the direction and
y-rotation with the axis in thg direction, Fig. A.1b).

\ y ‘f A%

Shear coupling (c)

FIG. A.1—a) Geometrical arrangement of the beads in the elameaell of the hexagonal membrane
crystal. b) Definitions of the Brillouin zone and coordinates c) Activation of shear rigidity by
particle displacements and rotations.

We present the equations of motion for the central partielech are given by the equation for
the displacement, of the center of the central particle, and the equationsHerrotationsy, and

Yo
mily = —&[(duy + duq) + (dug + dug) + (dug + dus)], (A.1)
I?;Z}O = gf [((5U1 — (5U4) + ((5U3 — 5U6)]

where m is the mass of the particle and, for the particular case ofdgmneous spheres, the
momentum of inertia i = %mRQ. The termyu; denotes the elongation of the spring at the contact
between the central and-particle, that is, the relative displacement betweamd:—particle at the
contact point. The form of relative displacemeds can be given in terms of particle displacements
in z-direction and rotations. For the six particles rounding tentral one in a cell of the lattice,
relative displacements are explicitly given by the expmess:

V3 1
dup = g — Uy = Ug — U — TR(% + 1) — §R(¢o + 1),

V3 1
Uy = Ug/s — Ugjs = Uy — Uy + TR (o + 1) + §R (Yo +24),

V3 1
dus = g3 — Ug/z = Uy — Uz + TR (o +3) — §R (Yo +13) ,

V3 1
dug = Upss — Us/e = Uy — Us — TR(% + 6) + §R (Yo + v6)
duy = gy — Ugje = Uy — Uy — R (Yo +1P2),

dus = ugys — Usys = Uy — Us + R (o +1)2) ,
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where the expressions for the displacements of partiatecontact point with particlg (u,/;) are
given in the Appendix, ang; and); are the rotations of theparticle with the axes collinear toand
y directions respectively.

The motion equations can be written for the new varialles Ry andV = R (the arcs on the
particle surface) and solved in the form of plane waves

u(z,t)
O(x,t) =
U(z,t)

where(xg, 1) are the coordinates of the central particle. We note that tvd relative coordinates
(Az, Ay) between the central particle and the neighbor particlesra@ved in the out-of-plane
modes of the membrane. The equation of motion can be writtémei form

) eiwt—ikxm—ikyy (A4)

e S

twt—ikzxo—ikyyo ,—ike Ax—iky Ay
e 77ve : s

SV =0. (A.5)
Normalizing the distances to the lattice constanthe elements of the matr& are given by
S = Q* —sin?(a — B) —sin® (a + ) — sin? (2a),
S = —iY2{sin2 (o + 9] sin[2(a - B},

Sw = 02— @) +sinf2(a+ 0)]+ 2sin ()},

S = W (sinl2(0+ ) - sn (o - A,

2 S o 2
— EQ v [cos® (v — B) + cos” (a + B)] ,
So3 = ? [cos® (a+ B) — cos® (a — B)],
Sp = ——{sin2(a+ B)] +sin [2(a— )] +2sin (40)},
Sz = ? [cos® (o + B) — cos” (e — )],
Ssy = EQQ — i [cos® (v — B) + 4 cos” (2a) + cos® (a + 3)]

where we have defined? = w?/(4w?) with w? = £/m, anda = Lk,a, =3k, a.

The Q) — k dispersion curves shown in Fig.A.2 are obtained fréeh(S) = 0. The dispersion
relation is depicted, as usual, following tlieM/ KO path in the first Brillouin zone, shown in
Fig.A.1b. In the new normalizatiom(= 1) these points correspond, in the reciprocal space, to
O = (0,00, M = (0,7/2) and K = (n/6,7/2). The segment®))M and OK correspond to
waves propagating along thedirection and the one equivalent iodirection (due to the 6-axis
symetry of the structure), respectively. In Fig.A.2, difet propagation directions are separated by
dashed lines and the nature of the modes is labeled. Theefnegps() satisfyingdet (S) = 0 for
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value

1

W/2-..i

-7/3

° 0

FIG. A.2 — (top) Dispersion relations along the path (OMKO) ie ttese where only shear forces
between beads are taken into account. Red curves corresppndetrotation modes, blue curves to
coupled displacement-rotation modes (with predominafmcksplacement), yellow curves to couple
displacement-rotation modes (with predominance of ratati(bottom) Iso-surface plots for for the
lowest eigenvalue (left), the middle eigenvalue (centad tihe highest eigenvalue (right), obtained
for each coupled, ).

any propagation direction in the plafe, 3) are shown in the bottom of Fig.A.2. The eigen-modes
of the infinite membrane motion are consisting, in generathee different components (the out-
of-plane displacement and two in-plane rotation anglegvextheless, for particular propagation
directions one of the components is decoupled from the stteithe case of a propagative wave in
the k, (respectivelyk,) direction, a mode calle@-mode (respectively-mode) and shown in red in
fig.A.2, appears uncoupled to the mixed modes- V) (respectively(u + ®)). In the case of waves
propagating along direction ( < 5 < 7/2), we note a zero frequengy. + ¢)-mode, Whereas two
other modes correspondingdo- ® andW-modes propagate with frequencies = 14—5(1 — 1z sin 2 3)
andQ? = %(1 — %sinQ 3), respectively. For the direction, compact presentation of the dispersion
relation can be obtained for the uncoupfednode :Q? = 15(1 — sin® @), where0 < a < «/3. For
the particular plane vibrations with, = 0, k£, = 0, the three components are decoupled from each
other : the two modes corresponding to rotations have the ségenfrequency given ky? = 15/4,
whereas the displacement mode has a zero frequency.

The zero frequency + ®-mode (non propagative mode of zero group velocity) existsabse
there are such combinations of displacements and rotaiotie particles which do not lead to the
loading of the contact (to the elongation of the shear sprimgother words in the model presented
above, there are configurations of the displaced and ropateities, which have the same energy as
the background configuration with zero displacement and esation. The analysis demonstrates
that the zero mode is allowed, in particular because in theéeindeveloped above (Fig. A.1(c)), the
rotations of two neighbor particles with the same angle butgposite directions does not cause any
loading of the contact. In reality, it is the bending rigyddf the contacts that counteracts this type
of motion (Fig. A.3(c)). While the bending rigidity plays riegble role in comparison with shear
rigidity in unconsolidated granular crystals [A.23—-A.2Bplays an important role when the contacts
are consolidated (sintered).
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A.2.2 Bending rigidity of the contacts

We model in the following the bending rigidity of sinteredntacts of radius ~ R < R
by including in the contact description (additionally teetBhear spring), two springs with normal
rigidities £z (see Fig. A.3(c)). They are oriented in the membrane pladdaated at the lowest and
the highest points of the contact along thdirection.

Contact geometry

FIG. A.3 — Schematics of the contacts with bending rigidity aefirdtion of the angles and axes.

In this extremely simplified presentation of the physicatuna of bending rigidity, even the
rotations of the neighbor particles in opposite directiaith the same angle will cause elongation
of one of the springs and contraction of the other. The cpmeding forces have non zero momenta
relative to rotation axes and will try to make the particketsirn to their equilibrium state. For example,
an additional (bending related) momentum of forces actimghe particle) because of rotations of
particles) and2 relative to they-axis can be described by

2
Mgy = —-€a( W — W), (A6)
In the proposed simple model, bending related momenta aeffieative only for contacts located on
the rotation axis (i.e. for instance for the contact betwegnicle0 and2 in the case of their rotation
alongz axis). In the latter case, spin (torsional) rigidity of trentact [A.39] could play a role.

As a consequence of the contact bending rigidity, which isation of both¢ 3 and the dimension
R0 of the contact along axis (wheréf is the contact angular dimension, see Fig. A.3(a)), theee is
moment along the;;-axis tangent to the contact between neighbor beaatslj in thex — y plane.
This moment exists even if the beads rotate relative to thection¢;; to exactly opposite angles
Xij = —Xyi (Fig. A.3(C)).

Here the angle;; of rotation of the beadrelative to the axig;; is equal to

Xij = @i sing; + 15 cos agj, (A.7)

wherea;; = «j; is the angle betweet); axis andy axis (n = ags = 7/3, ap3 = apgs = 27/3,
Qp2 = Qo5 = 0)-
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Due to bending rigidity, the sum of the bending momenta glesithe following contributions to
the momenta rotating the central beagls=(0) along ther andy axes :
62 :
M, = EfBRQ [(X10 — Xo01 — Xo4 + Xa0) sin(7/3)
+ (X30 — Xo03 — Xos + Xeo) sin(m/3)] (A.8)
6)2
My = 55332[0(10 — Xo1 — Xoa + Xao) cos(7/3)

+ (X30 — Xo3 — Xo6 + Xeo) cos(27/3)
+ (X20 — Xoz — Xo05 + X50)]- (A.9)

Matrix S is modified in the following additional terms

ASy = —ZpB [sin2 (a+ B) + sin® (o — ﬂ)} , (A.10)
ASy; = ASs

— _\/Tng [sin® (o — B) — sin® (a + )] (A.11)
ASsy = —pp {[sin® (a + B) +sin® (o — B)] /4

+ sin’(20)}, (A.12)

where the nondimensional bending parametgrhas been defined Q%:%%B By considering
bending rigidity of the contact, the rotation aroundxis influences the rotation aroupdaxis and
vice versa. The dispersion relations of the membrane aréieddy the presence of bending rigidity,
as can be noted in the modes corresponding to the propagédtiog they-axis (OM segment), where
a second coupled mode propagates even for small values bétiteng parameter (Fig. 4).

The frequencies of all the modes in the points M, K and O candoed analytically. Their
analysis demonstrates that a forbidden frequency gap fee weopagation along-direction (path
OM) always exists. Fof < pp < 8/15 the forbidden gagv/15/2)ps < ©Q < /2 shrinks with
increasingpg. For8/15 < pp < 1 the width of the forbidden gap’2 < Q < (v/15/2)ps grows.
It stabilizes aty/2 < Q < v/15/2 for pg > 1. For waves propagating in thedirection (path OK),
the forbidden gap/2 < Q < /15(1 + 3pg)/4 opens forpp > 7/15 and its width increases till
pp = 1. Combining the information of the mode frequencies in theaai points M, K and O, it can
be predicted that a complete band gap opens above3/2 for pp > 3/5 and its width grows up
to3/2 < 0 < \/1_5/2 whenpg = 1. These theoretical predictions agree with the numericallte
presented in Fig. A.4.

For small values of the parametgg, the frequency of the lowest mode is proportional to the
square root opp,

0% ~ 2ppsin® 3/[1 — (7/15) sin? 3. (A.13)

demonstrating that propagation of this mode is due to théibgrrigidity of the contacts. Measure-
ments of the velocity of this mode provides direct accesheataluation of bending rigidity.

Analytical expressions for some symmetry directions opigation can be obtained. In particular,
for waves propagating alongdirection the rotation mode frequency is given by

5 :
02 = i 3+ (pp — 1)sin* (3)] (A.14)
and for waves propagating alonglirection, the frequency of the rotation mode is
1
02 = Z5 [1+ (pg — 1)sin® ()] . (A.15)

Dispersion relations for some different bending paramed@res are shown in Fig.A.4.
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FIG. A.4 — Dispersion curves obtained for different values & pfarametepy of bending rigidity.
Dotted lines correspond to the case of no bending rigidgyneFig. A.2. The complete band gap is
shown by the gray shaded zone.
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A.2.3 Normal contact with a rigid surface

We have analyzed the out-of-plane modes of a free suspendetbrane considering both the
rotational degrees of freedom of the particles and the fsiite of the contact between beads. We
include now the interaction with an infinitely rigid subs&aupporting the membrane. The interaction
with the substrate gives rise to the existence of addititoraks and momenta at the contact between
an individual particle and the substrate, which are modeledprings with their corresponding
stiffness constant.

An additional returning force appears due to the motion @loraxes, related to the normal
rigidity of the contact of a sphere with the substréte(the symbol refers to the interaction with the
rigid substrate).

This introduces modifications in only one term%fgiven explicitly by

AS, = —py, (A.16)
where we have defined the adimensional paramgfeasp,, = &, /€. The contact of the membrane
with a rigid substrate has influence on the dispersion weiati

The effect of normal rigidity in the absence of bending nyids shown in Fig.A.5 : when the
membrane is on a rigid substrate it is composed rather ofacati@g oscillators than of oscillating
masses. This manifests, in particular, in the fact that theawithk = 0, which corresponds to pure
displacements without rotations, has now a non-zero fregue

The growth of the frequency of the displacement dominatee$d mode in point O is described
by Q* = p/y and is independent of the bending rigidity of the inter-beantacts.

As it follows from our analytical evaluations and Fig. A.4oak, the displacement dominated
mode in the casg), = 0 becomes the lowest (in frequency) modejfigr> 7/15 in the point K and
for pp > 8/15 in the point M. The analysis demonstrates that at largeregabfpz and non-zero
values ofp/y, the frequency of the lowest mode in these points depend anlyr® bead / substrate
normal interactions % = (3/2)? + p)y andQ? = 2 + p/y in the points K and M respectively. Thus
the continuous increase pf; for a fixed value opz > 9/15, where the complete band gap exists in
the free-standingp(y, = 0) membrane, will lead to closing of the complete gap. 56r < pp < 1
the complete gap closes because the frequency of the fnggtd mode in point K becomes higher
than the frequency of the second mode in point M. This happéresp’, = %[5;93 - 3.

Forpp > 1 the complete band gap associated to bending rigidity (sgeA=) closes whep'y
becomes larger thady 2 because the frequency of the first (lowest) mode in point Kobess higher
than the coincident frequencies of the second and the thadksiin point O. In Figure 6, we illustrate
for pp = 1.5 the closing of this complete gap, which is caused by the asgd normal rigidity of
the contacts between the beads constituting the membraneesubstrate. While this complete gap
closes, it is observed also the opening of a low frequencypbete band gap. This low-frequency
complete band gap exists only if both bending rigidity of tzmts between beads and normal rigidity
of bead-substrate contacts are simultaneously non zesb@&hding rigidity is necessary to open a
local low-frequency band gap in point M, while the normaldity is necessary to open a local low-
frequency band gap in point O. For small values of the rigadibs andp’y, these local gaps grow
proportionally to corresponding rigidities (8s< Q2 < 15pg/4 and0 < Q < p/y, respectively). Thus
for pp < 1 andpy, < 1 the complete low-frequency band gap is controlledniyx (15p5 /4, py)
and experimental determination of the complete gap couddige the measure of either the bending
rigidity of the contacts between the beads or of the norngadity of the bead-substrate contacts.

A.2.4 Conclusions

The above presented results on the analytical and numeksiahlation of the out-of-plane motion
of free standing membranes composed of a single layer ofeddpherical particles demonstrate that,



96 Annexe

Q1 py=0.01

K o) M K

Fic. A.5 — Dispersion curves obtained for different values & garametep’, (normal rigidity
between beads and the substrate) and zero bending rigidity.
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K o) M K

FIiG. A.6 — Dispersion relations obtained for different valuéshe parametep’,, (normal rigidity
between beads and the substrate) and for a fixeg 1.5 (bending rigidity between the beads).



98 Annexe

above a critical value of the ratio of bending to shear rigidf the inter-particle contacts, a complete
forbidden band gap for the elastic wave propagation exisis complete band gap may disappear
in the membranes supported by a substrate. The closing dfighefrequency (‘optical’) complete
gap with increasing normal rigidity of the contacts betwé®s particles and the rigid substrate has
been predicted. Also, it has been predicted the existenad@f-frequency (‘acoustical’) complete
band gap when the bending rigidity of contacts between baadsthe normal rigidity of bead-
substrate contacts are both important. More complex phenamare expected if the shear rigidity
of the contacts between the particles and the substratale®e into consideration, because the shear
rigidity of the particle-substrate contact couples theafyplane motion in the supported membranes
to the in-plane motions. It would be also interesting in thiufe to investigate the role of the spin
(torsional) rigidity of the inter-particle contacts. Theebretical results presented above will guide the
development of opto-acoustical methods for the non desteucon contact evaluation of the elastic
properties of free-standing and supported monolayergb@rthembranes [A.30—-A.38], which are
based on the all-optical monitoring of the elastic wavesulgh both their generation and detection
by lasers [A.40-A.42].
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Appendix

The elongation of the spring which models the contact is kuthe relative displacemeiaty;
of the 0 andi—particles in this contact. This displacement is giverby = wug,; — u,/;, whereu, ;
refers to the displacement of the particle in thej—contact. Explicitly, these displacement are given

by

g/ = U — \?RSOO — %R%»
uyp = up+ \/755’901 + %R?ﬂl’
wn = w0+ Y2 Reo+ R
Ugjy = Uy — \?R@M - %R¢4>
Up/3 = Up + \/753900 - %Rwoa
uz/3 = Uz — ?Rﬂps + %R%,
Up/s = U — \/7§R900 + %R%,
Ug/6 = Ug T+ \/7§R906 — %R%a
gy = g — Ry,

Ugp = Uz + Ry,
ugs = ug + R,
Us/5 = Us — Ris.
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Résumé

Une structure ordonnée, périodique et non cohésive de billes spagnmgonodisperses forme un cristal
phononigue granulaire. L'objet de ce travail de thése porte sur lagatipn d’'une onde acoustique a I'intérieur
de ce type de structure. Lors de la propagation d’'une onde acoustiqueegstta cristal granulaire, les
propriétés des cristaux phononiques (dispersion due a la périodicitéétyggue) sont combinées avec les
propriétés de propagation dans les milieux granulaires (non-linéaritégsdag/iberté de rotation). Dans ce
travail de these, les relations de dispersion des modes de volumes se pnbpagsaune structure granulaire
hexagonale compacte sont déterminées théoriquement. La structure est raquilisée structure masses-
ressorts. Deux ressorts modélisent les interactions au niveau du corttactdemnx billes, alors considérées
comme des masses rigides, suivant la théorie de Hertz-Mindlin, avec wntnessr les interactions normales
et un ressort pour les interactions transverses. Dans un premier tempscileesles modes de volume est
déterminé dans le cas ou les interactions transverses sont négligées tiessrela dispersion des modes de
translation se propageant dans le cristal sont obtenues. Dans unrdeugi@ps, les rigidités transverses sont
prises en compte. L'existence de 'interaction transverse ainsi que la distamcille séparant les contacts des
centres de billes nécéssitent la prise en compte des degrés de liberté de rotetiaquaebille. La modélisation
de la structure s’inscrit alors dans le cadre d’une théorie généraksikdakticité appelée théorie de Cosserat
ou théorie micropolaire. Ceci conduit a la prédiction de modes de translation, @s m@dotation et de modes
couplés de rotation-translation. Les modes induits par la théorie de Cosserats(ahmdotation et modes
couplés translation-rotation) n’'ont auparavant pas été observésregp@lement dans les milieux granulaires.
Aprés I'étude théorique de la propagation des ondes dans une directiiculgae, I'observation expérimentale
de modes couplés rotation-translation dans cette direction dans un cristal guengranulaire est reportée,
validant ainsi les effets de la théorie de Cosserat dans les milieux grasukimalement, la non-réciprocité de
I'effet non linéaire classique d’auto-démodulation par rapport a la directipnagegation de I'onde acoustique
dans un cristal granulaire soumis a la gravité est démontrée.

Mots-clefs : cristal phononique granulaire, modes rotationnels, Csserat, non-linéarités.

Abstract

A periodic, ordered and noncohesive structure of monodispersecgheeads forms a granular phononic
crystal. This work is devoted to the propagation of an acoustic wave within thik ddirstructure. During
the propagation of an acoustic wave through a granular crystal, the rpespef the phononic crystals
(dispersion due to the geometrical periodicity) are combined with the propeitiese propagation in granular
media (nonlinearities, rotational degrees of freedom). In this thesis, thesimpeelation of the bulk modes
propagating in a hexagonal close-packed structure are theoreticaledlerhe structure is modeled by a
mass-spring structure. The contact interactions between two beads éedsés rigid masses) are modeled
by two springs obeying the Hertz-Mindlin theory, with one stiffness for tbemal interactions and one for
the transverse interactions. In the first part, the spectrum of bulk modeseisnilged in the case where the
transverse interactions are neglected. The dispersion relations of tHaticared modes propagating within the
crystals are derived. In the second part, the transverses rigiditieakae into account. The existence of the
transverse interaction associated with the nonzero distance between tire oémite beads and the contact
points requires to take into account the rotational degrees of freedoacloiredividual bead. In the description
of continuum elastic media, the rotational degres of freedom are includedgetigzalized theory of elasticity
which is also known as the Cosserat or micropolar theory. Experimensanaiiions in granular materials
of the modes predicted by the Cosserat theory (rotational modes and coofalédnal-translational modes)
have not been reported before. After the theoretical investigations icwdigredirection of propagation, the
experimental observation of coupled rotational-translational modes in this directigpoded, and constitute
a convincing evidence of the phenomena predicted by the Cosserat thetine granular media. Finally, in
this work, we also demonstrated the asymmetry of the classical nonlinear aaftestioof self-demodulation
relative to the direction of the acoustic wave propagation in noncohesinelgrarystal under gravity.
Keywords : granular phononic crystal, rotational modes, Cossedat, nonlinearities.



