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Notations

R ensemble des nombres réels

& plan euclidien

IT plan

Q enveloppe convexe

(i, 4s) point du plan d’abscisse z; et d’ordonnée y;
a,b,c,d  points du plan euclidien

5,85 points du plan euclidien

S; sommet d’indice ¢

) point de Pespace d’abscisse z;, d’ordonnée y; et d’élévation z;
A, B,C, D sommets de I'espace, en général relevés sur une surface des sommets a, b, ¢, d
S sommet de ’espace

S; sommet d’indice 7

A triangle

Aabc triangle de sommets a, b, ¢

A tétragdre

AABCD tétraedre de sommets A, B, C, D
OAa) cercle circonscrit au triangle A
Oabed quadrilatere de sommets a, b, ¢, d
Q quadrilatere

P polygone

T triangulation

[5i5;] segment d’extrémités s; et s;
dist(s;, s;) distance euclidienne séparant les points s; et s;
m vecteur normal

S aréte

0 angle

A ensemble d’arétes

S ensemble de points

S§

dimension d’un espace



xvi Notations

n nombre de sommets

m nombre de triangles

f une fonction, en général définie de IR* dans IR

F surface représentative de la fonction f (z = f(x,y))

Pr; approximation linéaire par morceau de la fonction f, définie par les triangles
de la triangulation 7T

DA, f approximation linéaire de la fonction f, définie par le triangle A

H matrice hessienne

M matrice

(Z) coefficient binomial (n, p)

PH abréviation désignant le paraboloide hyperbolique unité



Lexique

Ce lexique a pour but de donner des définitions simples et souvent peu formelles,
a certaines des notions de base utilisées dans ce mémoire et peu familieres au lecteur
non averti. Ces définitions ne sont valables que dans le cadre de la dimension 2.

Maillages

maillage: ensemble composé d’un nombre fini d’éléments (triangles ou quadrila-
teres) qui recouvrent un domaine donné.

maillage structuré: maillage dans lequel les voisins de tous les éléments sous
connus de fagon implicite.

maillage non structuré: les voisins des éléments sont donnés de maniere expli-
cite.

triangulation : maillage dont les éléments sont des triangles planaires.

triangulation conforme: triangulation dont l'intersection de 2 éléments est ré-
duite soit & I'ensemble vide, soit & un sommet (des 2 éléments), soit & une
aréte.

triangulation contrainte triangulation d’un ensemble de sommets pour laquel-
le un ensemble d’arétes est fixée a priori.

triangulation de Delaunay : unique triangulation telle que aucun élément de
I’ensemble de sommets ne soit a I'intérieur du cercle circonscrit de n’importe
quel triangle.

triangulation de Steiner: triangulation ot il est autorisé d’ajouter des points
a ’ensemble initial des sommets.

Sommets

degré d’un sommet: nombre d’arétes incidentes au sommet, dans un graphe ou
une triangulation.

relevé : point de coordonnées (x,y, f(x,y)) associé au point (z,y) et a la surface
d’équation z = f(z,y).
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point de Steiner: point que 'on s’autorise & ajouter & l’ensemble initial des
sommets afin d’améliorer les résultats produits par une triangulation.

visible: deux sommets d'un graphe (ou d’une triangulation) sont visibles si le
segment qui les relierait n’est pas coupé par une aréte du graphe (ou de la
triangulation).

Arétes

swap ou échange de diagonales: action de supprimer, si cela est possible, une
aréte ¢ et de la remplacer par 'autre diagonale du quadrilatere convexe de
diagonale .

Divers

densité: nombre de triangles d’un maillage par unité de surface donnée.

enveloppe convexe : plus petit convexe contenant un ensemble de points donnés.

fonction harmonique: fonction f de classe C'? sur un ouvert U de IR" & valeurs
dans C telle que:

0? 0? 0?
Af:—j;+—£+...+ /

922 T 0a2 922 "



Introduction

La géométrie algorithmique a pour objectifs de concevoir et d’analyser des al-
gorithmes destinés a résoudre des problemes de nature géométrique, mais aussi de
proposer des structures de données adaptées a ces résolutions. Apparue autour des
années 1975, elle s’est depuis considérablement développée, et constitue aujourd’hui
un domaine de recherche scientifique a part entiere ; elle trouve ses applications dans
de nombreuses disciplines, parmi lesquelles la robotique, la vision par ordinateur, la
conception assistée par ordinateurs ou encore I'informatique graphique.

Parmi les problemes que la géométrie algorithmique cherche & résoudre, la tri-
angulation d’un ensemble de points occupe une part intéressante et représente, sans
doute, un aspect tres important de ses domaines applicatifs. En effet, avoir uni-
quement pour données des points n’est pas satisfaisant; savoir les relier afin de
construire une partition de l'espace qu’ils occupent est beaucoup plus intéressant,
puisque les liaisons topologiques ou géométriques alors définies permettront notam-
ment de repérer rapidement un objet, de dessiner une surface contenant les points,
de tracer un chemin entre 2 sommets fixés. .. Tout cela implique qu’en pratique, les
triangulations trouvent leurs applications dans de nombreux domaines: modélisa-
tion des surfaces, représentation de terrains ou de structures géologiques, modeles
stochastiques. . .

Un autre probleéme survient alors : parmi toutes les triangulations possibles (dont
le nombre est trés supérieur au nombre de sommets), il faut en choisir une qui sera
considérée meilleure que les autres. Cette notion de “meilleure” est directement liée
a la nature de la question a résoudre, et elle peut se traduire par un ou des critéres
d’optimalité, que ’on aura pris soin de bien définir.

Ainsi, un nombre d’articles réellement tres important, mais aussi de livres ou
de theses, existe et ne traite que des algorithmes de triangulation. En géométrie
algorithmique, la triangulation de DELAUNAY [Del34] occupe une place privilégiée
car elle optimise certains criteres géométriques et on sait la construire de maniere
efficace : le fait qu’elle permette de retrouver une notion de proximité entre ses som-
mets (car elle est duale du diagramme de Voronoi) explique son utilisation pour
les algorithmes de reconstruction, et sa propriété de maximiser ’angle minimum de
ses triangles la rend particulierement attractive pour mailler un ensemble de points
dans la méthode des éléments finis. Le début du premier chapitre sera donc consacré
a son étude, ainsi qu’a ses propriétés et & ses algorithmes de construction. La suite
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du chapitre, qui se veut étre un état de l'art (non exhaustif) des recherches plutot
appliquées, abordera des méthodes directement liées aux triangulations et a deux
domaines qui y ont fréquemment recours: la méthode des éléments finis et la repré-
sentation des surfaces. Nous verrons alors qu’il existe de nombreuses applications olt
la triangulation de Delaunay ne convient pas, et ot ’on est obligé soit de construire
une triangulation tout & fait originale, soit de procéder par modification de Delau-
nay. Des articles seront détaillés lorsqu’ils présentent un algorithme original ou une
méthodologie générale.

La suite de ce manuscrit sera consacrée a 1’étude d’un probléme plus précis. 1l a
été prouvé que la triangulation de Delaunay était optimale, au sens des normes L,,
lorsqu’elle était utilisée pour définir I’approximation linéaire d’une certaine surface
convexe, le paraboloide de révolution. Il a alors semblé intéressant d’observer ce qui
se produisait si la surface choisie n’était pas convexe ; le paraboloide hyperbolique a
donc été choisi, en tant que surface fortement non convexe, mais relativement simple.
Méme si le probleme parait un peu artificiel, puisqu’en général on ne connait pas
la surface & reconstruire (ce qui explique 'utilisation de Delaunay, en raison de
ses bonnes propriétés de proximités), il peut étre regardé comme un cas d’école qui
devrait permettre de déterminer dans quelle mesure il est possible de faire mieux que
la triangulation de Delaunay si la surface est connue, et si cela est facile a réaliser.

Le chapitre 2 présente donc les définitions des objets qui seront utilisés, ainsi que
les criteres d’optimalité choisis et la quadrique sur laquelle une grande partie des
recherches sera consacrée, le paraboloide hyperbolique.

Le chapitre 3 montrera de quelle maniére une solution a été trouvée; cette so-
lution repose essentiellement sur des recherches expérimentales et s’appuie sur des
observations formulées par I'intermédiaire a la fois de logiciels de calcul formel et
de traceur de courbes. Elle ne représente cependant qu’une solution a un critere
d’optimalité local.

Une généralisation ainsi qu’une formalisation seront proposées dans le chapitre 4 ;
on pourra alors se rendre compte que la recherche s’applique a toutes les quadriques
définies par des fonctions, incluant ainsi les quadriques convexes.

Il a paru essentiel de pouvoir juger la qualité produite par les solutions données.
Le chapitre 5 contient un trés grand nombre de tests numériques, qui permettent
d’évaluer les algorithmes proposés et de quantifier I’'écart qui existe entre la trian-
gulation de Delaunay et les triangulations localement optimales.

Le chapitre 6 apporte des éléments de réponse & une question qui a semblé
naturelle : les algorithmes présentés ne convergent pas vers une triangulation unique,
autrement dit, dans la plupart des cas, les triangulations localement optimales ne
sont pas globalement optimales. On s’est alors demandé s’il était possible d’évaluer
cette différence, et donc §’il était possible de trouver, méme d’une maniére peu
efficace (car il existe de tres fortes présomptions que ce probleme soit NP-dur), “la”
triangulation optimale d’un ensemble de points.



Chapitre 1

Triangulations pratiques

Les triangulations sont un objet géométrique tres fréquemment utilisé dans la
mesure ol elles permettent de partitionner de facon naturelle une région, donnée par
un ensemble de points ou un polytope. De tres nombreux algorithmes ou techniques
ont ainsi été développés pour construire une triangulation, ou en améliorer une.

La géométrie algorithmique a donné naissance a une triangulation bien spéci-
fique, la triangulation de Delaunay, qui possede des propriétés géométriques remar-
quables (elle optimise notamment un certain nombre de criteres) et que l'on sait
construire en temps tout a fait raisonnable. C’est, de plus, 'une des rares triangu-
lations définies de maniere unique que 1’on sache construire.

Apres avoir rappelé la définition, les propriétés et les diverses classes d’algo-
rithmes de construction de la triangulation de Delaunay, nous verrons dans ce cha-
pitre que 'utilisation des triangulations ne se limite pas seulement & celle de Delau-
nay. Nous explorerons deux des domaines généraux qui y ont fréquemment recours:
la méthode des éléments finis et la représentation des surfaces. Nous verrons enfin
qu’il est possible d’engendrer d’autres triangulations optimales que celle de Delau-
nay, afin d’optimiser d’autres criteres.

Le but de cet état de I’art n’est surtout pas d’étre complet: le domaine choisi
est tellement vaste que chaque partie nécessiterait presque 1’édition d’un livre entier.
Notre volonté a ici été d’essayer de résumer les techniques les plus classiques d’utilisa-
tion et de génération de triangulations 2D. Cet état de ’art doit contribuer & donner
une idée de ce qui existe et de ce qu’il est possible de faire; il se veut ainsi étre un
document pratique, qui ne comporte presque aucun résultat théorique (pour tout ce
qui concerne les résultats théoriques sur les triangulations optimales et les maillages,
BERN et EPPSTEIN ont déja publié un excellent article de synthese |[BE92]). Nous
détaillerons quelques articles, qui décrivent soit un algorithme original, soit une mé-
thode tres générale, surtout lorsqu’ils présentent un intérét géométrique particulier.
Enfin, les résultats ou méthodes qui ne servent pas directement aux triangulations
(comme en Conception Assistée par Ordinateur, par exemple) seront tres brievement
mentionnés.

De nombreux documents ou informations sont disponibles directement sur Inter-
net, o les pages WWW consacrées a la géométrie algorithmique, et aux maillages
en particulier, se développent rapidement. Voici donc une liste d’adresses qui sont
susceptibles de contenir une grande partie des références manquantes dans cet état
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de 'art:

— http://www.cs.duke.edu/~jeffe/compgeom.html
page maintenue par J. ERICKSON qui contient tout sur la géométrie algo-
rithmique en général (liens vers les chercheurs du domaine, vers les revues,
bibliographies, logiciels,. .. ).

— http://www.geom.umn.edu/software/cglist/
pour une liste assez complete de programmes ou logiciels de géométrie algo-
rithmique.

— http://www.ce.cnu.edu/ sowen/mesh.html
pour une bibliographie réellement trés complete sur les maillages et les élé-
ments finis, ainsi que des pointeurs vers des publications récentes (pages main-
tenues par S. OWEN).

— http://www.ics.uci.edu/"eppstein/meshgen.txt
pour obtenir la bibliographie de ’article de synthese de M. BERN et D. EPP-
STEIN sur les maillages et les triangulations optimales pour la méthode des
éléments finis.

— http://www-users.informatik.rwth-aachen.de/J7Eroberts/
page ot R. SCHNEIDERS présente des liens commentés vers des adresses orien-
tées maillages et éléments finis, ainsi qu'une liste des pages (par pays) des
personnes intéressées par le domaine.

— http://www.cs.cmu.edu/"ph/mesh.html
page de P. HECKBERT ou 1’on trouve, notamment, des liens sur le theme des
maillages (pour les surfaces et les éléments finis).

— http://www.cs.wisc.edu/"deboor/bib/bib.html
pour une bibliographie trés complete (débutée par L. SCHUMAKER) sur les
maillages de surfaces (et en particulier sur les splines).
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1.1 Triangulations géométriques

Dans cette section vont étre présentées les triangulations qui ne tiennent compte
que de la nature géométrique des points donnés, a savoir leurs coordonnées planaires.
La triangulation de Delaunay, qui est a ce titre une référence, va étre définie et ses di-
verses propriétés seront rappelées. Puis, d’autres triangulations géométriques seront
exhibées, ainsi que les différentes types d’algorithmes qui existent pour construire
une triangulation.

1.1.1 Triangulation de Delaunay

Soit S un ensemble de n points dans le plan (certaines définitions peuvent se
généraliser en dimension supérieure sans contraintes supplémentaires).
1.1.1.1 Diagramme de Voronoi

définition 1.1 le polygone de Voronoi associé a un point s de S, noté PV (s)
est I’ensemble des points du plan plus proches de s que de tout autre site de S :

PV (s)={s5€ &,Vs € S,dist(5,s) < dist(s,s)},
ou & est le plan euclidien, muni de la distance dist.

propriété 1.1 le polygone de Voronoi d’un point s de S est non borné si et seule-
ment si s n’est pas sur l’enveloppe convexe de S.

définition 1.2 les polygones de Voronoi de tous les sites de S forment une partition
du plan appelée diagramme de Voronoi de S.

Cette partition du plan définit une notion de voisinage topologique :

définition 1.3 deux points s et s’ de S sont voisins dans le diagramme de Voronot
st leurs polygones associés ont une aréte commune.

Pour une synthese sur les diagrammes de Voronoi et leurs applications algorith-
miques, le lecteur pourra se référer aux travaux de AURENHAMMER [Aur91| et de
FORTUNE [For92|.

1.1.1.2 Triangulation de Delaunay

Plusieurs définitions pour la triangulation de Delaunay sont possibles; l'une
d’elles utilise la notion de diagramme de Voronoi:

définition 1.4 sous l’hypothése que S est non dégénéré (il n’existe pas 4 points de S
cocycliques), la triangulation de Delaunay de S est le graphe dual du diagramme
de Voronoi associé a S : deux sites s et s' seront reliés par une aréte si et seulement
ils sont voisins dans le diagramme de Voronoi (voir figure 1.1).
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Figure 1.1 — la triangulation de Delaunay et le diagramme de Voronoi sont duaux.

1.1.1.3 Propriétés de la triangulation de Delaunay

La triangulation de Delaunay est la plus communément utilisée de toutes les
triangulations, car on sait la construire en temps rapide (voir paragraphe 1.1.3)
et parce qu’elle a de nombreuses propriétés géométriques, souvent tres utiles. La
plupart de ces propriétés sont décrites et prouvées dans le livre I’OKABE, BOOTS
et SUGIHARA |[OBS92].

Cercles circonscrits

Parmi toutes les propriétés, il y a celle dite du cercle circonscrit, qui permet
de déduire directement un algorithme de construction de la triangulation.

propriété 1.2 la triangulation de Delaunay de S est 'unique triangulation de S
telle que le cercle circonscrit a chaque triangle ne contienne aucun site de S en son
ntérieur.

D’AZEVEDO et SIMPSON prouvent que la triangulation de Delaunay optimise deux
autres criteres ayant un rapport avec les cercles circonscrits [DS89]:

propriété 1.3 la triangulation de Delaunay de S minimise le plus grand cercle
circonscrit et le plus grand plus petit cercle englobant des triangles (ce dernier cercle
est différent du cercle circonscrit lorsque le triangle est obtus).

Maximum de I’angle minimum

Une des propriétés les plus “classiques” de la triangulation de Delaunay est qu’elle
maximise l'angle minimum de ses triangles; 1'utilité de cette propriété apparait
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clairement dans les maillages pour la méthode des éléments finis ot on a besoin
que les triangles ne comportent pas d’angles trop petits. Ceci explique en partie la
tres forte utilisation de Delaunay comme triangulation de base pour engendrer des
maillages triangulaires.

Critére du maximum de ’angle minimum local : soit ¢ une aréte intérieure
d’une triangulation 7 de I’enveloppe convexe d'un ensemble de points S = sq,... , s,
et soit Q le quadrilatere formés par les triangles A; et Ay de 7 ayant pour aréte
¢. On note 64,,% = 1,...,6 les angles intérieurs de A; et Ay. Si Q est strictement
convexe, on note Az et Ay, d’angles intérieurs 0,;,7 = 1,... , 6, les triangles obtenus
en échangeant ¢ par ’autre diagonale de Q.

L’aréte ¢ satisfera le critere du maximum de I’angle minimum local si et seulement
si une des propriétés suivantes est vérifiée :

e Q n’est pas convexe,

e Q dégénere en un triangle (si 3 points sont alignés),

e Q est strictement convexe, non dégénéré et on a la relation:

min 91,’ 2 min 922’-
1<i<6 1<i<6

Figure 1.2 — les angles intérieurs aux triangulations possibles d’un quadrilatere
convexe Q.

propriété 1.4 Soit S un ensemble de n points distincts du plan, dont quatre quel-
conques ne sont pas cocycliques, et soit T une triangulation de ’enveloppe convexe
de S recouvrant S. Alors, toute aréte intérieure de T qui satisfait le critére du
mazximum de [’angle minimum local est de Delaunay, et réciproquement.

Equiangularité

Concernant la triangulation de Delaunay dans le plan, une des propriétés essen-
tielles est qu’elle est globalement équiangulaire (en fait, SIBSON [Sib78] a d’abord
montré qu’elle était localement équiangulaire, puis EDELSBRUNNER [Ede87] a prouvé
que ce caractere local était en fait équivalent a ’équiangularité globale): ceci signi-
fie que de toutes les triangulations possibles, celle de Delaunay donne des triangles
les plus équilatéraux possibles. En pratique, ce résultat est essentiel, surtout pour
I'utilisation de la triangulation de Delaunay dans la méthode des éléments finis, ol
'on a besoin d’une triangulation a triangles les moins plats possibles (sinon, on se
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retrouve avec une approximation linéaire dont un coefficient est presque nul, ce qui
entraine de gros problemes dans les calculs a effectuer ultérieurement).

Graphes

propriété 1.5 les arétes extérieures de la triangulation de Delaunay d’un ensemble
de points S constituent la frontiére de l’enveloppe conveze de S.

définition 1.5 le graphe de Gabriel /GS69/ d’un ensemble S de points s, ... , S,
est le graphe dans lequel [s;s;] est une aréte si et seulement si le cercle ayant [s;s;]
pour diametre est un cercle vide.

Figure 1.3 — [OBS92| une aréte du graphe de Gabriel.

propriété 1.6 [s;s;] est une aréte du graphe de Gabriel de S si et seulement si [s;s}]
est une aréte de Delaunay de S qui coupe l'aréte de Voronoi correspondante (voir

figure 1.3).

définition 1.6 Le graphe de voisinage relatif [Tou80] d’un ensemble de points
S est un graphe géométrique qui contient une aréte entre deux sites s; et s; de S st
et seulement si:

d(si,s;) < min  max (dist(s;, s), dist(s;, s)).
seS
s 7& Siy 55

Plus précisément, [s;s;] est une aréte du graphe de voisinage de S si et seulement si
il n’existe pas d’autre point de § a l'intérieur de 'intersection entre le disque centré
en s; de rayon d(s;, s;) et le disque centré en s; de méme rayon (domaine texturé de
la figure 1.4).

propriété 1.7 [e graphe de voisinage relatif d’un ensemble S de points est un sous-
graphe du graphe de Gabriel de S, et donc un sous-graphe de la triangulation de
Delaunay de S.
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Figure 1.4 — [OBS92| une aréte du graphe de voisinage relatif.

définition 1.7 [‘arbre couvrant minimal euclidien d’un ensemble S de points
est l'arbre ayant pour sommets tous les points de S, pour lequel la somme des lon-
queurs eucliennes de toutes les arétes est minimale parmi tous les arbres ayant pour
noeuds les points de S.

propriété 1.8 une aréte de l’arbre couvrant minimal euclidien d’un ensemble de
points S est aussi une aréte du graphe de voisinage relatif de S ; par conséquent,
I’arbre couvrant minimum euclidien est un sous-graphe de la triangulation de De-
launay.

Figure 1.5 — [OBS92| des sous-graphes de Delaunay: (a) triangulation de Delau-
nay, (b) enveloppe convexe, (c) graphe de Gabriel, (d) graphe de voisinage relatif,
(e) arbre couvrant minimal euclidien.

(c) (d) (e)

Minimum de rugosité

Dans [Rip90|, RIPPA montre un résultat original concernant Delaunay et la mi-
nimisation de l'intégrale du carré du gradient d’une fonction (une approche plus
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simple est donnée par POWAR deux ans plus tard [Pow92]).

définition 1.8 Soient S un ensemble de n points du plan et f un vecteur de dimen-
ston n dont chaque composante représente l'image d’un point de S par une certaine
fonction. Soit T une triangulation de l’enveloppe convexe de S formée de m triangles
A; ; on note Pr y l'unique fonction de IR?* dans IR, linéaire par morceaus interpolant
f pour la triangulation T, qui vérifie:

Vs e S, PT’f(S) = f(S)
la rugosité du vecteur de données f, pour la triangulation T est définie par:
R(Ta f) = |PT,f|T,17

ou |.|71 est la semi-norme de Sobolev :

m m ag 2 ag 2 m
2 2 Y9 “J - 2
9171 —;m Al —Z:;/A [(&:) + (a;;) dx dy ;/Ai(Vg) .

propriété 1.9 Soit S un ensemble de n points distincts et non colinéaires du plan ;
alors, la triangulation de ’enveloppe convezre de S qui minimise la rugosité de n’im-
porte quel vecteur de données (c’est-a-dire en réalité n'importe quelle fonction) est
la triangulation de Delaunay.

Pour établir la preuve de cette propriété, RIPPA exprime localement la rugosité de
f pour les deux triangulations possibles d’un quadrilatere convexe; il montre alors
que choisir la bonne diagonale du quadrilatére pour minimiser la rugosité revient a
choisir 'aréte de Delaunay (en partie, parce que son expression contient le critere
du cercle vide).

Géométriquement, la rugosité a une signification ; soit Aabc un triangle de T, et
soit z = Az + py + v I’équation du plan passant par les points f(a), f(b) et f(c).
Alors, la valeur du gradient au carré (V fr)? sur le triangle Aabc est simplement,
la constante A2 + u?, et la contribution de Aabc & la rugosité totale est son aire
multipliée par cette constante.

Delaunay et le paraboloide

définition 1.9 Soit s = (z4,ys) un point du plan (xOy). On appelle relevé de s
sur la surface d’équation z = f(x,y) (o f représente une fonction quelconque) le
point S de l’espace, de coordonnées (xs,ys, f(Ts,Ys))-

En partant de cette définition, on peut trouver une relation liant la triangulation
de Delaunay d’un ensemble S de points du plan, et les enveloppes convexes de
dimension 3 [Bro79|; en effet, si tous les points s; = (z;,y;) de S sont relevés
sur le paraboloide de révolution, on obtient un ensemble de points de l’espace, de
coordonnées (z;,y;, z7 + y?). L’enveloppe convexe des relevés peut étre divisée en
deux parties: enveloppe supérieure et inférieure, ott 'enveloppe inférieure contient
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les triangles dont le plan support sépare I’ensemble de tous les points relevés du
demi-espace des z négatifs. On peut alors montrer que:

propriété 1.10 La triangulation de Delaunay d’un ensemble S de points du plan
est la projection sur le plan (xOy) de l’enveloppe convere inférieure des relevés de
S sur le paraboloide de révolution (figure 1.6).

Figure 1.6 — la projection de ’enveloppe convexe inférieure des relevés donne la
triangulation de Delaunay.

z
A paraboloide de révolution

enveloppe convexe s\périeure

enveloppe convexe inférieure

Delaunay et fonctions quadratiques en dimension d

La triangulation de Delaunay est celle qui maximise le plus petit angle. Une
analyse théorique sur les normes L, (la norme L, d’une fonction f a d variables
étant égale a la racine p-ieme de l'intégrale sur le domaine considéré de la valeur
absolue de la fonction élevée a la puissance p) et les interpolations linéaires par
morceaux (plans supports des triangles d'une triangulation donnée) d’un ensemble
de points montre que ’erreur dépend du plus petit angle de la triangulation. En
réalité, on peut montrer que l'important est qu’aucun angle ne soit trop grand.
Mais, toutes ces considérations sur les angles ne demeurent vraies que si les dérivées
secondes aux points donnés de la fonction f & approcher ont des variations du méme
ordre (|Rip92b]).

MELISSARATOS [Mel93] s’interroge sur la forme de la triangulation optimale qui
servirait & approcher une fonction quadratique convexe, ¢’est-a-dire une fonction qui
s’écrit sous la forme f(S) = 'SHS + "JS + v avec:

- SeRY, JeR et veR,



12 Chapitre 1 — Triangulations pratiques

— H une matrice symétrique définie positive, de taille d X d & éléments dans IR.

Le critere d’optimalité choisi est une norme L, ol p est quelconque (méme o),
et on se place dans un espace de dimension d elle aussi arbitraire. L’auteur va alors
prouver que, bien que 'on sache que la triangulation optimale devra comporter
des triangles tres loin d’étre équiangulaires, il sera possible de la déterminer en
recherchant une triangulation de Delaunay.

Pour arriver a ses fins, il montre dans un premier temps que:

théoréme 1.1 ["approzimation linéaire par morceaur de la fonction quadratique
conveze unité en dimension d (f(S) = S0, a2 si S = (x1,...,24)), d > 2, dé-

finie par la triangulation de Delaunay, minimise l’erreur L,, ot p est quelconque.
Par ailleurs, le théoreme suivant :

théoreme 1.2 soit f la fonction quadratique conveze donnée par f(S) = 'SHS +
tJS4-v. Alors, il existe une transformation linéaire u qui envoie chaque point S; d’un
ensemble S inclus dans IR®, en un point St e IR?, de telle sorte que la triangulation
de Delaunay de Si,...,S] corresponde a la triangulation optimale de S pour la
fonction f, par rapport a 'erreur Ly,.

permet d’aboutir au corollaire :

corollaire 1.1 la triangulation L,-optimale de n points de IR? peut étre calculée en
temps polynomual.

et la conclusion voulue : rechercher la triangulation optimale dans le sens de la norme
L, avec p quelconque pour ’approximation de fonctions quadratiques convexes dans
un espace de dimension quelconque, se fait en se ramenant au calcul d’une trian-
gulation de Delaunay, et donc en temps polynomial. Il faut noter que ce résultat
demeure exact pour la norme L.

Cet article fait suite & celui de RIPPA |[Rip92b| qui prouvait, entre autres, que
la triangulation de Delaunay était bien L, optimale pour I'approximation de qua-
driques convexes, mais seulement en dimension 2. En effet, ’auteur, pour arriver a
ses fins, utilisait une preuve basée sur un résultat de LAWSON concernant ’échange
de diagonales; or, la propriété en question (une triangulation d’un ensemble de
points de IR? est de Delaunay si ’échange de diagonales faisant appel au critere du
cercle vide n’est plus applicable) n’est valable qu’en dimension 2. En revanche, un
lemme moins général reste vrai quelle que soit la dimension [Mel93]:

lemme 1.1 Soit T une triangulation de n points dans un espace de dimension d.
Soit f un (d—1)-simplexe de T. Si f peut étre swappé suivant le critére de la sphére
vide, alors la norme L, décroit.

1.1.2 Autres triangulations classiques

Il existe d’autres triangulations tres étudiées dans la littérature, parmi lesquelles
certaines que l'on ne sait pas construire en temps polynomial.
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1.1.2.1 Triangulation de Delaunay contrainte

Soit § un ensemble de points du plan, et A un ensemble d’arétes (les contraintes)
reliant des points de S.

définition 1.10 L triangulation de Delaunay contrainte contient une aréte
¢ entre deux sommets s; et s; de S si et seulement si:
e s; est visible de s; (et inversement),
o i existe un cercle passant par s; et s; qui ne contient en son intérieur aucun
point de S wvisible de 'aréte <.

A Dimage de la triangulation de Delaunay classique, on a longtemps cru que la
triangulation de Delaunay contrainte était duale d’un autre objet géométrique, le
diagramme de Voronoi borné.

définition 1.11 Le diagramme de Voronoi borné d’un ensemble de points &
pour un ensemble A de contraintes (arétes) est une division du plan en cellules, une
pour chaque élément de S, telle que la cellule d’un sommet s soit composée de la
région du plan pour laquelle s est le plus proche point de S wvisible.

Un exemple d’un tel diagramme et d’une triangulation de Delaunay contrainte est
donné sur la figure 1.7, tirée de [BE92|.

Figure 1.7 — en gras, les contraintes - en lignes fines, la triangulation de Delaunay
contrainte - en pointillé, le diagramme de Voronoi borné.

En réalité, la dualité n’est pas totale; une aréte de la triangulation peut exister
entre deux sommets de & dont les cellules du Voronoi borné ne sont pas adjacentes,
mais le seraient si elles n’étaient pas traversées par une aréte contrainte. Cependant,
JOE et WANG [JW93| ont introduit une définition étendue du diagramme de Voronoi
contraint pour en faire le dual de Delaunay contraint; c’est de leur article qu’est
reproduit un exemple oil le dual du Voronoi borné ne donne pas toute la triangulation
de Delaunay contrainte (figure 1.8).

Pour construire une triangulation de Delaunay contrainte, on peut avoir recours a
un algorithme d’échanges de diagonales du type LAWSON [Law77| dont la complexité
est quadratique, mais qui est facile & mettre en place, ou alors utiliser I’algorithme
diviser pour régner de CHEW |[Che89a| qui a une complexité optimale de O(nlogn).
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Figure 1.8 — le dual du Voronoi borné ne contient pas ’aréte grise.

Un résumé sur la triangulation, ses propriétés et ses algorithmes de construction a
été publié par DE FLORIANI et PUPPO [DP89.

Signalons aussi qu’en dimension 2, tout probleme de triangulation contrainte (on
ne parle plus seulement ici de Delaunay) admet une solution; en effet ([BY95], p
278):

théoréme 1.3 Soit S un ensemble de points du plan. Tout ensemble maximal de
segments joignant les points de S sans s’intersecter, sauf en une extrémité commune,
constitue [’ensemble des arétes d’une triangulation de S, et réciproquement.

Ceci prouve que tout ensemble d’arétes sans intersection sauf en un sommet commun
et dont les sommets appartiennent a & peut étre complété en une triangulation de

S.

1.1.2.2 Triangulation d’un polygone

La triangulation d’un polygone est un cas particulier de la triangulation con-
trainte ol les arétes imposées représentent le bord du polygone. Le probleme qui se
pose est donc le suivant : étant donné P un polygone simple de sommets sq, ... , S,,
il faut ajouter au graphe planaire formé par ce polygone un ensemble de (n — 3)
nouvelles arétes (appelées diagonales) intérieures a P et qui ne se coupent pas deux
a deux. On obtiendra ainsi un partitionnement du polygone en (n — 2) triangles
d’intérieurs disjoints.

La triangulation d’un polygone est un des principaux problemes traités par la
géométrie algorithmique, surtout qu’il trouve naturellement sa place dans les pro-
blemes de maillage d’objets ot 'objet est généralement donné par sa frontiere. De
trés nombreux travaux traitent ainsi du sujet; ceux qui traitent de la triangulation
de Delaunay de polygones sont répertoriés dans la these de LAMBERT |[Lam94|, et
une bonne partie de ceux qui cherchent a optimiser un critere sont cités dans l’article
de synthese de BERN et EPPSTEIN [BE92|. Parmi les articles les plus récents, on
pourra citer:

— un algorithme de CHAZELLE pour trianguler un polygone simple en temps
linéaire [Chadl],
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— un article de BERN, DOBKIN et EPPSTEIN [BDE92| qui montre comment tri-
anguler un polygone sans aboutir & des angles supérieurs & 150°, avec O(n?)
triangles (on s’autorise a ajouter des points a I'intérieur du polygone), borne
portée pour un polygone convexe a O(n'®) triangles,

— BERN, MITCHELL et RUPPERT [BMR94| ont exhibé un algorithme qui permet
de triangler des régions polygonales avec trous, sans aucun angle supérieur a
7/2, et avec seulement O(n) triangles.

1.1.2.3 Triangulation de poids minimum

définition 1.12 Lg triangulation de poids minimum d’un ensemble de points
S est la triangulation dont la somme des longueurs des arétes (pour la distance
euclidienne) est la plus petite parmi toutes les triangulations de S.

Cette triangulation est unique pour des points en position générale, mais pour
quelques configurations particulieres, plusieurs triangulations peuvent donner le
méme poids total. Elle a aussi été parfois appelée triangulation optimale, dans les
cas oll le poids asocié aux arétes est différent de la distance euclidienne.

Bien qu’il existe un algorithme en O(n?) pour trianguler suivant ce critere un
polygone simple [K1i80|, savoir si le probleme général de la triangulation de poids mi-
nimum est NP-dur demeure toujours une question ouverte [GJ79|. Cependant, trés
récemment, DICKERSON et MONTAGUE [DM96| ont exhibé un algorithme polyno-
mial capable en général de trouver un sous-graphe de taille suffisamment importante
pour réussir & déterminer la triangulation de poids minimum d’un ensemble de points
(cet algorithme est décrit en détail au chapitre 6).

1.1.2.4 Triangulation gloutonne

définition 1.13 La triangulation gloutonne d’un ensemble S de points du plan
est obtenue en ajoutant une a une les arétes, en choisissant toujours la plus courte
qui ne croise aucune de celles retenues précédemment.

Cette triangulation minimise lexicographiquement le vecteur trié des longueurs
d’arétes. L’algorithme naif qui consiste a considérer toutes les arétes et a les ordonner
est en O(n?logn), mais il existe un algorithme en O(n?) pour la calculer [LLI0] (et
méme O(n) pour des polygones convexes).

Les deux triangulations précédentes sont identiques a celle de Delaunay pour une
grande majorité des configurations de points; cependant, la figure 1.9 (inspirée de
[WP84]) montre un cas ot elles sont toutes les trois différentes. Par ailleurs, il a été
prouvé que la triangulation de Delaunay pouvait aboutir & une somme de longueurs
d’arétes Q(n) fois supérieure a celle de la triangulation de poids minimum [Kir80] ;
de la méme maniere, la triangulation gloutonne donne un optimum Q(y/n) fois plus
mauvais [MZ79].

Delaunay et les triangulations gloutonnes et de poids minimum sont des trian-
gulations systématiques [WP84]|, c’est-a~dire que 1’on peut les construire de maniere
systématique, par un choix unique d’arétes, qui dépend en principe de I’emplace-
ment des sommets. Cela implique que, si les points sont en position générale, ces
triangulations sont uniques.
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Figure 1.9 — un exemple o les trois triangulations sont différentes.

(a) Delaunay (b) gloutonne (¢) poids minimum

1.1.3 Construction de triangulations

Une multitude d’articles ont été publiés sur la construction de triangulations
d’un ensemble de points, qu’elles soient de Delaunay ou pas; dans sa these [Lam94|,
LAMBERT a répertorié et classé plus d’'une centaine d’entre-eux qui ne concernent
que Delaunay (sur une bibliographie qui comporte plus de 350 références).

Voici donc une sélection des méthodes les plus courantes pour réaliser la trian-
gulation de Delaunay d’un ensemble de points. Les complexités de la plupart de
ces algorithmes sont détaillées dans [For92] ou une comparaison tres sommaire des
implémentations en temps de calcul est donnée.

1.1.3.1 Algorithmes diviser pour régner

Cette famille d’algorithmes divise récursivement I’ensemble de points jusqu’a ce
qu’il ne reste plus que 3 sommets, constituant ainsi un triangle ; une fusion récursive
de deux triangulations voisines est alors réalisée de maniere a obtenir finalement la
triangulation de Delaunay des points initiaux.

La grosse difficulté de cet algorithme devrait se situer dans 1'étape de fusion;
il est possible de fusionner deux triangulations de Delaunay quelconques en temps
linéaire [Kir79|. Mais, on peut se retrouver dans un cas plus simple si on décide de
séparer les triangulations par une droite (souvent choisie parallele 4 un axe) ; on sait
alors que les nouvelles arétes a créer couperont la droite de séparation, et on peut
méme retrouver l'ordre dans lequel elles la croiseront |GS85].

En ce qui concerne la complexité globale de I’algorithme, DWYER [Dwy87| puis
KATAJAINEN et KOPPINEN [KK88]|, en utilisant une séparation effectuée sur ’en-
semble des points par a la fois des droites verticales et horizontales, ont obtenu un
temps en O(n) pour des points distribués uniformément dans la sphere unité.

1.1.3.2 Algorithmes de balayage

Un algorithme de balayage plan est un algorithme qui parcourt le plan en dépla-
cant une droite de direction donnée, en général la direction d'un axe de coordonnées.
Ce type d’algorithme est couramment utilisé en géométrie algorithmique pour ré-
soudre une grande variété de problemes; pour un point de vue général, on pourra
se référer a ouvrage de PREPARATA et SHAMOS [PS85| ou & celui de BOISSONNAT
et YVINEC [BY95].
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FORTUNE |For87] a adapté cette méthode pour calculer le diagramme de Voronoi
ou la triangulation de Delaunay d’un ensemble de points. Les points sont supposés
étre en position générale et avoir des ordonnées différentes ; en effet, c’est la direction
horizontale qui est choisie pour balayer le plan. Son algorithme (comme tous ceux
qui ont recourt au balayage) conserve deux ensembles d’état :

— la liste des états, qui contient la frontiére de la partie de la triangulation déja
construite, et une liste des cercles circonscrits & 3 points et vide de points,
au-dessous de la droite de balayage, et donc candidats a créer des triangles de
Delaunay.

— la queue des événements qui garde une trace de I'endroit ot la ligne de balayage
doit s’arréter. Deux sortes d’événements peuvent survenir, illustrés par la figure
1.10:

e les événements points lorsque la droite atteind un point: si le point est
a 'intérieur d'un cercle, alors les 3 points associés a ce cercle ne forment
pas un triangle de Delaunay ; on ajoute I’aréte formée du nouveau point
et de son plus proche voisin, et on met a jour la frontiere ainsi que la liste
des cercles circonscrits vides.

e les événements cercles lorsque la droite atteind le haut d'un cercle formé
par trois sommets adjacents de la frontiere ; cela implique que le cercle est
vide de tout autre point que ses sommets, et que les 3 sommets associés
forment bien un triangle de Delaunay. La troisieme aréte du triangle est
ajoutée et la frontiere mise a jour.

Figure 1.10 — les deux sortes d’événements de l'algorithme de balayage de FOR-
TUNE

événement point événement cercle

Le nombre total d’événements qui peuvent se produire est égal au nombre d’arétes
de la triangulation de Delaunay, soit O(n). La frontiere est un sous-ensemble de
Delaunay, donc de taille O(n). La queue des événements contient au plus un évé-
nement pour chaque point, et un événement pour chaque aréte de la frontiere, soit
une taille en O(n). En utilisant les bonnes structures de données, les mises a jour
et les recherches peuvent étre réalisées en temps O(logn). La complexité temporelle
de l'algorithme de balayage est donc de O(nlogn).
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1.1.3.3 Algorithmes incrémentaux

Ce sont les algorithmes les plus simples et ceux pour lesquels la bibliographie
est la plus importante. Le principe est d’ajouter les points les uns apres les autres
et de mettre a jour la triangulation apres chaque ajout. Les deux étapes d’un tel
algorithme sont donc:

— la localisation qui doit permettre de trouver le triangle contenant le point a
insérer (on suppose au départ disposer d’un triangle infini qui contient tous les
points du plan). Si le point se trouve en dehors de ’enveloppe convexe, il suffit
de réactualiser celle-ci. Le probléme est un peu différent lorsque le point est
a l'intérieur de ’enveloppe convexe; il faut alors rechercher le triangle qui le
contient. Ceci peut étre fait en partant d’un point connu de la triangulation, et
en visitant de proche en proche tous les triangles traversés par le segment re-
liant ce point connu au nouveau sommet & insérer. Si les points sont distribués
uniformément, il faudra en moyenne parcourir O(y/n) triangles a chaque étape
de localisation. Cette borne peut étre améliorée en réordonnant les points de
telle sorte que deux sites successifs soient proches et en partant du triangle
contenant le dernier point inséré, ou en utilisant des structures de données bien
adaptées (comme l'arbre de Delaunay de BOISSONNAT et TEILLAUD [BT86]).

— la mise a jour, qui peut étre réalisée en échangeant les arétes invalidées par I'in-
sertion du nouveau point (approche d’abord suggérée par LAWSON [Law77]).
Une aréte peut étre testée en appliquant le critere du cercle vide ; a chaque fois
qu’elle est invalidée, elle est échangée avec 'autre diagonale du quadrilatere
ol elle était située, et de nouvelles arétes sont ajoutées a la liste de celles qui
doivent étre testées. Dans le pire des cas, on peut construire un exemple ol
pour un ordre d’insertion fixé, 2(n?) tests et échanges seront nécessaires. Ce-
pendant, I’expérience montre qu’en moyenne, pour une distribution uniforme
ou un ordre d’insertion bien choisi, seulement un nombre constant d’arétes sont
invalidées a chaque insertion, et donc O(n) sur 'ensemble de lalgorithme.

Approche de Watson

au lieu de procéder par échanges d’arétes dans la phase de mise & jour, WATSON
[Wat81] propose de détruire tous les triangles en conflit avec le nouveau point (par
le critere du cercle vide). Les triangles ainsi supprimés forment un polygone étoilé
que l'on triangule en reliant le nouveau sommet & chaque aréte de sa frontiere.
[’algorithme a une complexité moyenne (qui correspond au nombre d’arétes créées)
de O(ny/n), et de Q(n?) dans le cas le pire. La figure 1.11 illustre les 2 cas qui
peuvent se produire lors de l'insertion d’un point, pour l'approche de WATSON.

Approche randomisée

dans ce type d’algorithme incrémental, les points sont insérés dans un ordre
aléatoire ; cette approche a été utilisée par BOISSONNAT et TEILLAUD [BT93| puis
GUIBAS, KNUTH et SHARIR [GKS92|. Ces derniers ont ainsi prouvé que le nombre
moyen de swaps était linéaire, quelle que soit la distribution des points. Pour la phase
de localisation, une structure d’arbre est utilisée (I’arbre de Delaunay pour [BT93|)
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Figure 1.11 — la phase de mise a jour d’une triangulation de Delaunay, apres
insertion d’un nouveau sommet.

AN

(a) ajout d’un point intérieur (b) ajout d’un point extérieur

dans laquelle un noeud interne est un triangle qui a été détruit par 'insertion d’un
point & un certain moment ; les feuilles contiennent la triangulation courante. Situer
un point p revient alors a localiser p dans toutes les triangulations ayant existé
successivement. On peut prouver que la localisation est réalisée avec un coiit moyen
en O(logn), et donc que l'algorithme a un cott total moyen de O(nlogn).

1.1.3.4 Algorithmes du type papier cadeau

Aussi appelés algorithmes de sélection, la version naive consiste seulement &
considérer les (g) triangles et a regarder s’ils vérifient ou pas le critere du cercle vide
en temps O(n), ce qui donne un algorithme en O(n*).

De maniere plus astucieuse, on part d’un triangle de Delaunay et on découvre in-
crémentalement les suivants, un par un. Chaque nouveau triangle est obtenu a partir
d’une aréte d’un triangle trouvé précédemment, en cherchant le point qui joint les
sommets de 'aréte de facon a obtenir un cercle vide. Plusieurs algorithmes utilisant
ce principe sont disponibles dans la littérature, mais celui de DWYER [Dwy91| com-
prend en plus une analyse formelle; il suppose (en toute dimension) que les points
sont uniformément distribués dans la boule unité et montre que ’extension au cube
unité n’est pas triviale. Pour arriver a une bonne complexité, il est obligé de trier
les points (en utilisant un tri par paquets) de maniere a ne pas parcourir trop de
sites avant de trouver celui qui forme un cercle vide avec 'aréte considérée. Pour
des points dans le plan, ’expérience montre qu’en pratique le temps de calcul de
son algorithme est linéaire [SD95|. Cet algorithme ainsi que certains autres (de la
méme famille, mais un peu différents dans les structures utilisées) sont décrits plus
en détail dans la these de LAMBERT [Lam94].

1.1.3.5 Algorithmes a base d’échanges d’arétes

Ils different des algorithmes incrémentaux dans la mesure o les échanges ne
sont effectués qu'une fois qu'une triangulation initiale a été construite; LAWSON
|[Law77| a prouvé que quel que soit I'ordre des échanges considéré, en utilisant le
critere du cercle vide (ou un autre critere équivalent), on convergeait toujours vers
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la triangulation de Delaunay. C’est jusqu’a présent le seul cas connu ol un critere
d’optimalité locale aboutit a une optimalité globale.

Pour débuter, on peut choisir par exemple la triangulation €étoilée obtenue en
insérant les points les uns apres les autres et en les reliant aux sommets visibles
déja présents [Bar77|. Puis, si on utilise une liste de triangles, on peut tester chaque
triangle et ses trois voisins, et réaliser les échanges convenables: une seule passe de
la liste suffira, & condition d’y ajouter les nouveaux triangles en queue.

Comme il y a (g) arétes possibles, il y aura au plus O(n?) swaps, ce qui repré-
sente la complexité théorique de cette famille d’algorithmes; en pratique, pour des

ensembles généraux, on observe une complexité moyenne moins importante.

1.1.3.6 Algorithmes a base d’enveloppe convexe

EDELSBRUNNER et SEIDEL [ES86] ont trouvé que la triangulation de Delaunay
de n points (x;, ;) dans le plan correspondait a la projection planaire de I’enveloppe
convexe inférieure des points relevés sur le paraboloide de révolution, points de co-
ordonnées (x;, y;, v + y7), et que ce résultat s’étendait aux dimensions supérieures.
Ce lien entre la triangulation de Delaunay en dimension d et ’enveloppe convexe en
dimension d + 1 permet ainsi d’utiliser les algorithmes de construction d’enveloppe
convexe en dimension trois, comme celui en O(nlogn) de PREPARATA et HONG
[PH77]. Pour des références récentes concernant les algorithmes de calcul d’enve-
loppes convexes, on pourra lire la these de NTELSEN [Nie96]. Une implémentation
robuste (du moins en dimensions inférieures & 6) d’un algorithme de construction
d’enveloppe convexe existe (Quickhull [BDH93]).

1.1.3.7 Comparaison des méthodes séquentielles

SU et DRYSDALE ont présenté [SD95| une étude expérimentale visant & comparer
les performances de diverses méthodes pour obtenir la triangulation de Delaunay
d’un ensemble de points:

— Dalgorithme diviser pour régner de DWYER [Dwy87],

— l’algorithme de balayage de FORTUNE |For87],

plusieurs algorithmes incrémentaux :
e l'arbre de Delaunay [Dev92| programmé par DEVILLERS,
e une version incluant un tri par paquets des sommets, par OHYA, IRI et
MUROTA [OIM84],
e une version implémentée spécialement par eux, qui utilise un tri par pa-
quets a schéma de parcours des paquets différent,

— un algorithme du type papier cadeau,

— l’algorithme (treés robuste) a base d’enveloppes convexes de BARBER, DOBKIN
et HUHDANPAA [BDHO93)|.

Leurs comparaisons reposent, malheureusement, sur des tests de programmmes
concgus de manieres différentes et par des personnes différentes ; et bien qu’ils n’aient
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pas seulement observé les temps de calculs (qui sont tres fortement liés & la maniere
de programmer, notamment pour tout ce qui concerne la gestion de la mémoire), il
est a peu pres évident que leur facon d’envisager leurs tests a favorisé certains codes.
De plus, méme les tests d’ensembles qu’ils ne considerent pas comme aléatoires
ne correspondent pas a des cas particulierement dégénérés, qui auraient alors sans
doute amélioré les performances des algorithmes ne faisant pas d’hypothese sur la
distribution des points.

Quoiqu’il en soit, leur conclusion est que l'algorithme de DWYER est celui qui
donne les meilleurs temps de calcul, que les ensembles de points soient uniformément
distribués ou pas (complexité linéaire si la distribution est uniforme, en O(nlogn)
sinon) et quelle que soit leur taille. Suivent leur implémentation utilisant des tris
par paquet, puis le programme de balayage de FORTUNE. Les algorithmes incrémen-
taux contenant une structure élaborée (comme l’arbre de Delaunay) et celui & base
d’enveloppes convexes sont beaucoup plus lents.

Ces résultats, bien que devant étre considérés avec beaucoup de précautions,
peuvent étre intéressants pour la personne qui voudra se lancer dans la programma-
tion d’un algorithme de triangulation de Delaunay.

1.1.3.8 Algorithmes paralleles

Dans sa these [Su94|, SU présente des algorithmes paralleles déja existants dont
le gros défaut semble étre leur complexité, et leur manque de performance en rapport
avec leur complexité. Il propose ainsi notamment une adaptation plus simple d’un
algorithme séquentiel incrémental qu’il baptise “concurrent”, pour lequel il développe
des structures de données spécifiques. Et sa principale conclusion est que (comme
cela se produit souvent...) la méthode la plus simple est celle qui fonctionne le
mieux en pratique, méme si elle est moins élégante que ses concurrentes.

1.2 Triangulations et éléments finis

De nombreux problemes physiques sont modélisés par des équations aux dérivés
partielles dont les solutions sont approchées numériquement par la méthode des élé-
ments finis [ZT91]. Cette méthode consiste a n’évaluer des valeurs approchées du
champ recherché qu’en certains points du domaine, puis a déduire de ces valeurs, par
interpolation, la solution en tout point. Une premiere étape va ainsi consister a réa-
liser un maillage du domaine qui définira, entre autres choses, les points d’évaluation
(appelés aussi noeuds).

Ce prétraitement est une phase essentielle de la méthode; le maillage, en défi-
nissant les noeuds, va déterminer la convergence de la méthode vers une “bonne”
solution. De plus, le domaine peut avoir une géométrie complexe, ce qui implique
que l'obtention du maillage n’est pas triviale. Nous nous intéresserons, dans cette
section, uniquement aux maillages triangulaires.
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1.2.1 Meéthodologie générale

Dans son ouvrage [Geo91|, GEORGE affirme que la conception d’un maillage (et
donc d’'une triangulation), pour la méthode des éléments finis, peut étre réalisée
suivant trois étapes:

— l'analyse du probléme, qui consiste a étudier la géométrie du domaine ainsi
que le probleme physique a résoudre; ce probleme compliqué sera décomposé
en sous-problemes plus simples.

— la construction formelle du maillage: elle prend en compte les résultats
de I'analyse, et définit des objets simples permettant de diviser le travail total
en étapes.

— la réalisation du maillage, qui comprend deux phases, la création des don-
nées nécessaires (noeuds, voisinages) et la création effective du maillage (liai-
sons entre les noeuds).

Seule la troisieme étape, et dans une moindre mesure la seconde, nous inté-
ressent, et dans le cadre restreint des maillages triangulaires. On pourra voir quelles
techniques existent qui permettent de donner un certain aspect a une triangulation,
ou comment modifier cette triangulation lorsque, malgré I'analyse du probleme, le
résultat n’est pas satisfaisant.

1.2.2 Classification des maillages

La construction de maillages pour la méthode des éléments finis est un probleme
tres abordé dans la littérature scientifique aussi bien par les numériciens que par les
géometres ; étrangement, peu d’articles proposent de décrire brievement les diverses
méthodes existant. HO-LE [HL88| propose cependant une classification des maillages
se basant sur l'ordre dans lequel ses principaux éléments sont créés, a savoir les
noeuds et les faces (triangles ou quadrilateres, en général, pour la dimension 2).

Notre centre d’intérét concerne uniquement les triangulations 2D et le bref ré-
sumé de l'article de HO-LE qui va suivre ne s’occupera donc que du cas 2D (alors
que l'auteur évoque aussi bien les grilles non triangulaires que les problemes de
dimension 3).

1.2.2.1 Topologie du maillage en priorité

Certaines méthodes déterminent d’abord la topologie du maillage, pour ensuite
placer les noeuds, puis, éventuellement, effectuer un lissage du maillage. Un gros
probleme, est que ’on ne sait, dans la plupart des cas, définir une topologie qu’en
ayant recours a d’autres techniques de création de maillages.

1.2.2.2 Noeuds en priorité

Une premiere approche, notamment développée par WORDENWEBER [Wo6r83,
Wor84, consiste a décomposer un objet polygonal, grace a deux entités : ses sommets
et ses arétes. Chaque entité possede une géométrie et une topologie propres, et c’est la
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topologie de ’objet lui-méme qui détermine la taille et la forme des éléments grossiers
triangulaires qui seront formés (comme sur la figure 1.12 inspirée de [HL88|). Une
phase de raffinement est ensuite utilisée.

Figure 1.12 — l'approche de WORDENWEBER: (a) les sommets sont reliés pour
former des éléments grossiers, puis, (b) le maillage est raffiné.

phase (a) phase (b)

Une autre méthode: les noeuds, points qui représentent une donnée du probleme
physique, sont d’abord engendrés, puis sont connectés pour obtenir une triangula-
tion. De conception simple, c¢’est cette approche qui est la plus répandue. Ses deux
phases peuvent étre résolues de diverses manieres :

— pour la création des noeuds:

e soient ils constituent une donnée du probleme (ils ont été créés manuel-
lement),

e soit on les engendre a l'aide de différentes techniques, le plus souvent
aléatoires, en respectant la densité recherchée, ou d’apres une regle de
distribution uniforme (par intersections du polygone avec des lignes ho-
rizontales espacées régulierement, ou en utilisant la représentation CSG
de l’objet, par exemple).

— pour la création des faces (des triangles dans les cas qui nous intéressent), la
plupart des procédés qui existent et qui sont décrits dans l'article de HO-LE
reviennent a effectuer une triangulation de Delaunay de I’ensemble des points,
ce qui permet d’aboutir en un temps raisonnable a une partition toujours
identique du domaine.

1.2.2.3 Les modeles de maillages adaptés

Un modele simple sert de support a la construction d’un premier maillage qui
sera ensuite déformé pour s’adapter au domaine a trianguler. On peut distinguer
trois approches différentes:

— le modele est une grille infinie rectangulaire ou triangulaire, dont les élé-
ments intérieurs sont tous identiques et ont une forme “optimale”; les élé-
ments du bord dépendent, eux, beaucoup de la méthode de construction utili-
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sée, et peuvent avoir des formes bien moins agréables. Dans cette catégorie de
maillage, on peut citer le tres célebre “quadtree” ou arbre quaternaire [Sam90].

— le modele est un maillage triangulaire dans le triangle unité (ou rectangulaire
dans le rectangle unité); 'objet est découpé (manuellement ou automatique-
ment) en éléments simples & trois cotés, et on utilise une fonction de passage
pour appliquer le maillage choisi & chaque élément simple.

— si on désire trianguler un polygone simple P, on peut avoir recours a un autre
polygone simple P’, de méme nombre de sommets que P, déja triangulé avec
des triangles de forme convenable ; on adapte alors le maillage gréace a la fonc-
tion de passage des sommets de P’ a ceux de P.

1.2.2.4 Création simultanée des noeuds et des éléments

La géométrie de 1'objet est prise en compte pour essayer de créer de “bons”
triangles. BYKAT [Byk76|, par exemple, a décrit un algorithme ot le domaine po-
lygonal est, dans un premier temps, divisé en parties convexes; des sommets sont
ensuite ajoutés, en respectant la densité du maillage, d’abord sur les bords du do-
maine puis le long d’une droite. Les deux moitiés définies par cette droite sont alors
récursivement divisées jusqu’a obtention de triangles.

Tres répandus maintenant, des mailleurs utilisent la technique dite d’avancée de
front [GS92|. La donnée initiale est un contour discret de ’objet, contour composé
d’un ensemble de points reliés par des arétes; c’est ce que ’on appelle le front initial,
a partir duquel le maillage sera construit. Un triangle est créé a partir du front soit
en utilisant un point qui existe déja, soit en créant un nouveau sommet tel que
les triangles engendrés soient valides (aucun autre sommet a U'intérieur) et les plus
équilatéraux possibles. Le front est remis a jour apres chaque création d’éléments,
et l'algorithme s’arréte lorsque l'intérieur du domaine est entierement triangulé (la
figure 1.13 illustre la méthode). Comme pour tous les maillages de type éléments
finis, une phase d’optimisation est souvent nécessaire pour obtenir des triangles de
la forme souhaitée.

1.2.3 Amélioration de maillages

Une fois qu'un premier maillage est obtenu, il est rare qu’il soit totalement sa-
tisfaisant. Il existe alors plusieurs moyens de ’améliorer, que ce soit en ajoutant ou
en déplacant des points, ou encore en effectuant des échanges d’arétes. Nous allons
donc voir ici quelques unes des techniques géométriques les plus courantes, et rap-
peler certains résultats théoriques et pratiques qu’il est possible d’atteindre grace a
ces améliorations.

1.2.3.1 Raffinement

Le probleme du raffinement (ou encore affinage) est devenue une étape impor-
tante dans le processus de la construction d’un maillage, surtout lorsque ce maillage
est la base d’un processus tel que la méthode des éléments finis, et que le résultat
n’est pas jugé satisfaisant.
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Figure 1.13 — les différentes étapes d’un maillage obtenu par une méthode de type
frontal.

front initial 1®r® création de sommets 1¢7 front

2tme création de sommets maillage final

De maniere générale, le raffinement peut étre formulé de la maniere suivante:
étant donné une triangulation valide non dégénérée, on désire affiner localement la
triangulation afin d’obtenir des renseignements plus précis dans les zones délicates
du probleme (comme les contours d’un objet autour duquel on voudrait étudier
I’écoulement d’un fluide, ou autour des ailes d’'un avion ol les perturbations causées
par le passage de 'air sont importantes), tout en conservant certaines propriétés
indispensables (par exemple garder une borne inférieure acceptable sur les angles de
chaque triangle).

Le raffinement selon Rivara

C’est a ce type de problemes que RIVARA s’intéresse depuis de nombreuses
années; apres avoir posé les fondements de sa technique de raffinement des 1984
[Riv84a, Riv84b], elle a ensuite régulierement publié soit des améliorations, soit des
preuves de propriétés vérifiées par son critere [Riv87, Riv89, Riv9l, RL9I2, Riv93,
RI95|. Au travers de ces différents articles, elle a mis en place une méthode qui
semble avoir fait ses preuves et qui bénéficie maintenant de résultats théoriques
assez variés et intéressants.

Définitions Plus précisément, elle cherche & raffiner localement une triangu-
lation de telle sorte que le plus petit (ou le plus grand) angle soit borné, et on
sait combien cette borne peut étre importante pour l'utilisation d’une grille dans la
méthode des éléments finis [BA76|. Par ailleurs, elle fait en sorte que la triangula-
tion soit lissée, c’est-a-dire que I'on ne passe pas brutalement d’un grand & un petit
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triangle.

définition 1.14 La bissection du plus long coté (au sens de la distance eucli-
dienne) d’un triangle A est la partition du triangle obtenue en ajoutant l’aréte reliant
le miliew de ce plus long coté au sommet opposé (figure 1.14).

Figure 1.14 — bissection d’un triangle.

définition 1.15 Un point est dit %-non conforme si c’est un point intérieur a
une aréte d’un triangle et le sommet commun o deux autres triangles (figure 1.15).

Figure 1.15 — un point a, un triangle A et une triangulation 7 %—non conformes.

définition 1.16 Un triangle est %-non conforme si il comporte un point %—non
conforme, et une triangulation est %-non conforme si elle contient un ou plusieurs
triangles %—non conformes (les autres sont conformes).

Algorithmes Un algorithme de raffinement global (c’est-a-dire que I'on ap-
plique le raffinement & tous les triangles) est donné dans [Riv84a]:

— pour tout triangle A de T
on bissecte A selon sa plus grande aréte

fin pour

— T* < triangulation ainsi créée
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— T < ensemble des triangles %—non conformes de T*

— pour tout triangle A de T
on bissecte A selon sa plus grande aréte
on ajoute les arétes nécessaires pour que 7 * soit toujours une triangu-
lation

fin pour

Une version locale, un peu plus compliquée, existe également : elle permet de dé-
finir seulement une zone, donnée parmi les triangles de départ, ou le raffinement sera
appliqué [Riv84a, Riv84b|. Cette possibilité de ne choisir qu'un lieu d’affinage est
notamment tres utile lorsque l'on se trouve autour de singularités dans la méthode
des éléments finis.

En remarquant ensuite que, dans les méthodes classiques de multigrilles, chaque
élément était divisé en 4 lors d’un raffinement global - ce qui permet de connaitre
a avance l'effet d’un raffinement sur la grille - alors que son algorithme pouvait
diviser un triangle en 2, 3 ou 4 morceaux, RIVARA a eu I'idée d’utiliser “sa” bissection
pour séparer un triangle en 4 suivant la méthode présentée sur la figure 1.16. Elle
prouve alors que toutes les bonnes propriétés de son raffinement classique a bissection
simple sont conservées [Riv87|. Les algorithmes servant a raffiner des triangulations
en utilisant ce principe sont pratiquement les mémes que pour la bissection simple.

Figure 1.16 — un exemple de raffinement par division en 4 du triangle en utilisant
le milieu de la plus longue aréte.

Propriétés A chaque itération de raffinement (local ou global), une triangu-
lation conforme non dégénérée 7 donne une nouvelle triangulation 7* conforme qui
a les propriétés suivantes:

— T* est emboitée dans T, c’est-a-dire que chaque triangle raffiné est inclus dans
un seul triangle de 7.

— T n’est pas dégénérée : les angles intérieurs de tous ses triangles sont différents
de 0.

— La transition entre les grands et les petits triangles de 7* (cas d’un raffinement
local) est lisse, c’est-a-dire que ’on ne passe pas brutalement d’un grand & un
petit triangle.
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Par ailleurs, ces algorithmes convergent tous vers une certaine triangulation apres
un nombre fini de bissections; cela provient notamment de théoremes montrés par
STYNES [Sty80, Riv84al.

Certains résultats intéressants sur ce raffinement ne sont pas dis directement a
RIVARA. Ainsi, la borne donnée pour les angles découle du théoreme suivant, di a
ROSENBERG et STENGER [RS75]:

théoreme 1.4 Soit Oy le plus petit angle intérieur d’une triangulation initiale don-
née Ty. St on note 0; le plus petit angle de la triangulation T; obtenue en itérant i
fois un algorithme de bissection a tous les triangles de Ty, alors:

0
0; > Eo,v@‘.

Toute I'astuce de la méthode de RIVARA réside en fait dans le traitement des
triangles non conformes; en effet, avant elle, d’autres personnes avaient déja ima-
giné raffiner en utilisant le milieu de la plus longue aréte. Mais, elles résolvaient leur
probleme de non conformité en reliant le milieu ajouté au sommet opposé du tri-
angle voisin, perdant ainsi tout controle sur la non dégénérescence de leur maillage
(puisqu’apparaissaient alors des triangles avec des angles de plus en plus petits).

Quant au fait que ’on ne passe pas brutalement de grands triangles a des petits,
cela provient de:

théoréme 1.5 Soient T; les triangulations obtenues en itérant i fois un algorithme
de bissection a tous les triangles d’une triangulation conforme donnée Ty. Si on note
Ay et Ay deux triangles voisins de T; de diamétres respectifs diamy et diams, alors:

min(diam, , diams)

- - > v, avec v > 0,
max(diamy, diams)

ot v dépend seulement du plus petit angle de la triangulation initiale et est indépen-
dant de 1.

Figure 1.17 — un exemple de triangulation raffinée une fois par la méthode de

EARNEE AN
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Enfin, des résultats plus pointus sont mis en avant dans [RI95]; les auteurs
donnent une borne du nombre de points a ajouter a 'intérieur et a ’extérieur d’une
région circulaire & raffiner par la bissection qui découpe un triangle en 4.

Déraffinement Afin d’appliquer sa bissection a d’autres problemes, tels que
ceux observés en dynamique des fluides ou dans les processus d’avancés de fronts,
il manquait a la méthode de RIVARA la faculté de pouvoir déraffiner automatique-
ment une triangulation de facon & pouvoir revenir en arriere. C’est chose faite dans
larticle [Riv89] ol 'auteur présente des algorithmes (et des structures de données)
permettant de raffiner et déraffiner a volonté tout en conservant les propriétés d’em-
boitement des triangulations successives.

Extension a la dimension 3 Dans |Riv91| puis avec LEVIN dans [RL92|,
RIVARA montre que le raffinement par la bissection s’étend assez naturellement
aux tétraédrisations: un tétraedre A étant donné par ses 4 sommets, la bissection
générale de A est la bissection par le plan passant par le milieu de la plus longue
aréte de A et les deux autres sommets. Par exemple, sur la figure 1.18, la bissection
du tétraedre AABCD est effectuée par le plan contenant le milieu de [BC] (plus
longue aréte de AABC D) et les points A et D.

Figure 1.18 — bissection d’un tétraedre.

Un tétraedre sera %-non conforme s’il existe au moins un point qui soit a la
fois milieu de I'aréte d’(au moins) un tétraddre et sommet d’au moins deux autres
tétraedres. Dans un maillage %—non conforme, il existe des noeuds, des arétes et des
faces qui ne sont pas conformes.

L’algorithme de raffinement global fonctionne exactement de la méme facon que
pour le cas de la dimension 2 (excepté évidemment que 'on doit rechercher des
tétragdres voisins non conformes d’un point que ’on vient d’ajouter pour les raffiner,
et non plus des triangles).

Bien qu’il ait été prouvé que les raffinements successifs donnaient des tétraédri-
sations dans lesquelles les précédentes étaient toujours incluses, il n’existe aucune
démonstration de la convergence (ou divergence) du plus petit angle inclus dans les
simplexes. Cependant, RIVARA et LEVIN ont testé la qualité du maillage produit sur
des exemples en observant le comportement des angles en chaque point [RL92|; sur
leurs exemples, il semble qu’il y ait clairement une borne asymptotique de conver-
gence de I'angle minimum différente de 0, mais aucune preuve... Par ailleurs, il
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apparait que le pourcentage de mauvais tétragdres (au sens angulaire) tend a dé-
croitre lorsque le nombre d’étapes de raffinements effectuées augmente.

Autres algorithmes de raffinement

Beaucoup d’autres auteurs se sont intéressés au probleme du raffinement ; parmi
eux, BANK, SHERMAN et WEISER [BSW8&3| avaientt aussi utilisé le principe de la
bissection et de la trissection, en ajoutant des sommets au milieu des arétes des
triangles.

On peut également signaler une méthode due a FREY [Fre87|, ou des sommets
sont d’abord ajoutés sur la frontiere du domaine suivant une fonction d’espacement ;
puis, une triangulation de Delaunay des points de données et des points ajoutés (dits
de Steiner ) est calculée. Des points de Steiner intérieurs sont alors créés d’apres
le principe suivant: on cherche un triangle A qui contient le centre de son cercle
circonscrit ; on engendre de maniere temporaire un point de Steiner s sur le segment
qui relie les centres des cercles inscrit et circonscrit de A ; si s n’est pas trop proche
des sommets de A, on ajoute s et on reconstruit la triangulation de Delaunay.

1.2.3.2 Ajouts de points

L’utilisation de points de Steiner n’est pas tres différente du raffinement; un
recours systématique a cette méthode pose cependant le probleme d’une trop rapide
augmentation du nombre total de sommets. En réalité, les points de Steiner ne
servent que dans un contexte de recherche de 'optimalité d’un certain critere, et
donnent ainsi surtout des résultats théoriques. Il faut veiller & conserver une borne
sur le nombre de ces points, car il est évident que, plus on en ajoutera, plus on
se rapprochera de I'optimal (qui sera toujours atteind si on s’autorise 'ajout d’un
nombre infini de points. .. ). Les algorithmes qui utilisent des points de Steiner sont
donc des algorithmes d’approximation.

BERN et EPPSTEIN [BE92| rappellent les principaux résultats connus pour des
triangulations avec ajouts de points; ces résultats sont surtout théoriques, et c’est
pour cette raison que nous ne nous y attarderons pas trop.

Maximisation du plus petit angle

CHEW [Che89b] a exhibé un algorithme qui calcule une triangulation contrainte
avec ajout de points, dans laquelle tous les angles sont de mesure comprise entre 30°
et 120°. Aucune borne n’est donnée sur le nombre & de points de Steiner nécessaires ;
il est juste montré que construire la triangulation se fait en temps O(n + k).

BAKER, GROSSE et RAFFERTY [BGRSS|, ainsi que MELISSARATOS et SOUVAINE
[MS92| ont eux aussi des algorithmes de triangulation avec points de Steiner qui
bornent les angles des triangles.

BERN, EPPSTEIN et GILBERT [BEG90| montrent qu'il est possible, en utilisant
un algorithme a base d’arbre quaternaire, de trianguler un ensemble S de points
avec O(m) triangles, ot m est le nombre minimum de triangles nécessaires pour
trianguler § si on désire que tous les angles soient de mesure supérieure a 20°.
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Minimisation du plus grand angle

BERN et EPPSTEIN |[BE91| montrent qu’il est possible de trianguler un polygone
avec trous a n sommets avec O(n?) triangles non obtus. Puis, les mémes auteurs
plus DOBKIN [BDE95| montrent que tout polygone & n sommets peut étre triangulé
avec O(nlogn) triangles dont les angles sont tous inférieurs a 150°.

Maximisation de la plus petite hauteur

Dans le méme article, il est prouvé qu’un polygone avec trous peut étre triangulé
avec O(n) triangles de hauteur Q(d), ot d est la distance minimale qui existe entre
2 points initiaux.

1.2.3.3 Amélioration par échange d’arétes

FREY et FIELD proposent [FF91, FF92| de modifier la topologie d’un maillage
pour la rendre plus réguliere. En effet, pour de nombreuses applications en éléments
finis, 'obtention de triangles équilatéraux (cas idéal) est souhaitable; or, la plupart
du temps, ce qui est fait pour parvenir & ce genre de résultats est de créer des points
intérieurs au domaine de facon & obtenir le plus possible de triangles non-obtus
[BGR&8| ou aussi équilatéraux que possible [Fre87]. L’originalité dans leur méthode
est de conserver un maillage triangulaire initial pour y réaliser des échanges d’arétes
judicieux, puis, dans une étape finale, lisser le résultat en employant le classique
lissage de Laplace (voir paragraphe 1.2.3.4), c’est-a-dire en déplacant certains som-
mets.

Une simple remarque de bon sens est a 1’origine de leur processus: pour un point
intérieur, la somme des angles en ce point pour tous les triangles dont il est un
sommet doit faire 360°. Or un triangle équilatéral a des angles de mesures identi-
quement égales a 60°; par conséquent, idéalement, un point devrait étre sommet
de 6 triangles. Par ailleurs, si le degré d’un point est inférieur ou égal a 4, il est
impossible d’avoir des triangles avec des angles tous aigus.

Arétes a échanger

Pour une aréte intérieure ¢ d’une triangulation donnée, on note s; et s, ses extré-
mités et s3 et s, les sommets qui deviendront ses extrémités si elle est effectivement
échangée en ¢'(on suppose bien sir que le quadrilatere [s;s,8384 est convexe). Ces
sommets ont pour degrés respectifs df,d3,d5 et dj (sur la figure 1.19, ces degrés
valent 7, 5, 7, 5 avant échange puis 6 apres échange: on est bien la dans un bon cas
pour effectuer le swap de ) pour la configuration initiale, et di”, d%’, dg’ et df’l' apres
échange de ¢ et ¢'.

Reste a trouver le critere qui permettra de déterminer exactement quand effectuer
un swap. Pour cela, les auteurs utilisent ce qu'’ils appellent un indice de relaxation
E. associé a l'aréte donné par la formule:

E; = (di = 6)+(d5 = 6) = (d3 — 6) — (d — 6)
(dy +d3) = (d5 + d}).
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Figure 1.19 — notations adoptées, et effet d’un échange sur les degrés des sommets.

Lorsque l'aréte est échangé, on définit un indice de relaxation modifié de valeur:

El = (dj +d})—(d} +d3)
= (d3+1)+(dj+1)—(d] — 1) — (d3 — 1),

de sorte que:
E.=4-E,.

Il est alors souhaitable d’échanger ¢ lorsque E] < E.. Cette condition est vérifiée
lorsque E. > 2 et donne un résultat optimal si E. = 4 (ce qui était le cas sur la
figure 1.19). Il existe également des cas neutres lorsque E, = E! = 2; ils bénéficient
d’une étude spéciale dans les articles oi il est expliqué quoi faire dans quels cas.

Comme la méthode consiste a effectuer des swaps et que 1’on sait que ’ordre dans
lequel ils sont réalisés influence fortement le résultat final (sauf lorsqu’ils aboutissent
a une optimisation globale comme cela peut étre le cas pour la triangulation de
Delaunay), les auteurs suggerent de commencer par les arétes d’indice de relaxation
E. > m, ol m a initialement une valeur supérieure a 4 et diminue pas a pas jusqu’a
3, et méme 2.

Traitement de la frontiére

Evidemment, le degré idéal d’un sommet de la frontiere de la triangulation est
différent de 6. Soit s, un tel sommet; on suppose que I'angle total intérieur qu’il
définit avec la frontiere vaut 65, (figure 1.20). Alors le degré idéal de s, doit valoir
ni + 1 ol ng est le nombre entier de fois qu’un angle de 60° rentre dans 6. Une
définition plus précise (fonction de 6y) est donnée dans [FF92|. Pour calculer I'indice
de relaxation d’une aréte qui fait intervenir un sommet de la frontiere, il suffira de
remplacer son degré réel d; par la valeur d§, + (6 — (ng +1)).

Test de la méthode

L’exemple donné pour valider cette méthode est assez tendencieux; les auteurs
ont au moins ’honnéteté de le reconnaitre. En effet, le lissage de Laplace nécessite
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Figure 1.20 — angle intérieur d’un sommet de la frontiere.

R

des maillages assez réguliers sur les frontieres pour bien fonctionner, et si possible
un maillage convexe, et, dans leur exemple, les points sont disposés relativement
uniformément aussi bien sur la frontiere qu’a l'intérieur, ce qui facilite d’autant
plus 'obtention de “bons” triangles. Leur résultat final est plutét bon puisqu’ils
obtiennent des triangles aux angles compris entre 37.84° et 94.73° en étant partis
d’une triangulation de Delaunay ol les angles valaient entre 31.08° et 117.84° (ce
qui n’était quand méme pas tres mauvais. .. ), résultat qui peut étre encore amélioré
si 'on décide d’effectuer des échanges pour certains cas neutres.

1.2.3.4 Déplacement des sommets

Lissage de Laplace

Apparu il y a maintenant pres de 40 ans, le lissage de Laplace consiste a déplacer
un sommet intérieur s du maillage au centre de gravité du polygone formé par ses
voisins. Le sommet ne doit pas étre déplacé s’il se retrouve en dehors du polygone
(la triangulation ne serait alors plus conforme). En pratique, cette nouvelle position
améliore souvent la taille et la forme des triangles autour de s, bien qu’il n'y ait
aucune garantie d’un tel résultat; c’est pour cela qu’il existe certaines méthodes
faisant intervenir des poids pour chaque voisin (voir, par exemple, [Fie88, Her76]).

Barycentrage amélioré

L’apparition de poids non uniformes dans le calcul du barycentre du polygone
est décrit dans 'ouvrage de GEORGE [Geo91]. Soient s le sommet que 1'on désire
déplacer, et s;,7 = 1,...,n les n voisins de s dans la triangulation; soit €; le
poids associé au sommet s; (on doit avoir > €; = 1). Alors, s sera repositionné au
barycentre pondéré des s; :

l— . .
5 = E €j5].
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Une variante “relaxée” est donnée par le processus:
n

kt1 k k

s =(1-w)s"+w g €555,
i=1

oil w est un parametre, et s* la position de s obtenue apres k itérations du processus.

TALON [Tal87| propose un algorithme un peu plus complet qui consiste & dé-
placer un sommet s, de maniere itérative, afin d’optimiser un critere de forme qui
tient compte du polygone donné par les voisins de s; cela lui permet d’obtenir de
bons résultats (du moins, meilleurs que ceux du barycentrage classique) lorsque le
polygone n’est pas convexe.

1.2.4 Quelques techniques de construction particuliéres

Nous allons voir ici quelques méthodes, que 'on pourrait qualifier d“exotiques”,
qui cherchent a obtenir des triangles les plus allongés possibles, contrairement a
ce qui est couramment désiré (des triangles les plus équilatéraux). Evidemment,
I'utilisation de tels triangles apparait dans des domaines bien précis.

1.2.4.1 Utilisation de grilles structurées et de Delaunay

Dans [PM92]|, POSENAU et MOUNT expliquent que, dans le domaine de la dy-
namique des fluides (plus particulierement pour l'aérospatiale), certaines caractéris-
tiques des grilles structurées “rectangulaires” (en réalité, ce sont des grilles & base
de parallélogrammes) sont tres utiles, et devraient étre conservées pour un maillage
triangulaire : ¢’est notamment le cas pour le suivi des frontieres d’un objet.

Cependant, il est connu que les triangles obtenus par Delaunay ont des propriétés
qui les rendent tres intéressants; on voudrait donc pouvoir transformer un maillage
structuré en triangulation de Delaunay tout en conservant 1’orientation des cellules,
puisqu’elle est réalisée suivant les frontieres de 1'objet. On peut voir sur la figure
1.21 un exemple de grille dont 1'orientation n’est pas conservée par triangulation.

Figure 1.21 — un exemple ou le passage du maillage structuré a la triangulation
de Delaunay se fait en perdant 'orientation des cellules.

AR

On considere donc que 'on a une grille structurée composée de rectangles de
largeur [ et de hauteur h. On suppose maintenant que l'on déforme ces rectangles
comme sur la figure 1.22; on obtient des parallélogrammes de mémes dimensions,

et de méme rapport d’aspect % Si on note #; et O, les angles supportés par la
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petite diagonale, # ’angle qui induit la déformation sur le rectangle, et si on pose la
définition suivante:

définition 1.17 Un graphe G = (S, A) d’ensemble de sommets S et d’ensemble
d’arétes A est Delaunay inscriptible si G est un sous graphe de la triangulation
de Delaunay de S.

POSENAU et MOUNT montrent que des bornes bien précises existent pour que les
grilles structurées puissent se trianguler avec Delaunay en conservant leur orienta-
tion, autrement dit lorsque 1’ajout des petites diagonales des parallélogramme donne
la triangulation de Delaunay :

lemme 1.2 tant que 6; < 90°, la grille structurée déformée est Delaunay inscrip-
tible.

Figure 1.22 — notations.

lemme 1.3 s: % < 2, la grille structurée déformée sera toujours Delaunay inscrip-
tible.

théoreme 1.6 [orsque le rapport d’aspect augmente, [’angle maximum 6 pour lequel
la grille reste Delaunay inscriptible diminue.

1.2.4.2 Triangulations avec des triangles allongés

Intérét de ces triangulations

Le point de vue théorique Dans son article [Rip92b|, RIPPA discute d’abord
des raisons pour lesquelles, pendant longtemps, les numériciens ont considéré que les
triangles allongés étaient indésirables et qu’il vallait mieux des triangles pratique-
ment équiangulaires; cela provient en grande partie de ’estimation de ’erreur qui
est faite lors de I'interpolation de la fonction sur les triangles. En effet, une borne
de l'erreur estimée, donnée par BRAMBLE et ZLAMAL |[BZ70|, contient un terme en
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snllo qui devient génant lorsque ’angle est petit. En utilisant d’autres bornes d’es-

timation de l’erreur, comme celles de BABUSKA et AzIZ [BA76] ou de GREGORY
[Gre75], on a alors besoin que le plus grand angle d’un triangle n’approche pas 7.
Dans les deux cas, la constatation est la méme: il faut éviter les triangles longs et
fins.

Cependant, les tests de diverses méthodes d’approximation de fonctions (notam-
ment celles qui font appel aux triangulations dépendantes des données [DLRIO0b|,
décrites page 38) montrent que de tels triangles peuvent permettre de diminuer de
maniere substantielle 'erreur d’interpolation. Dans son article, RIPPA montre qu’en
réalité, la forme optimale d’un triangle (optimale au sens de la minimisation de
lerreur L, pour I'approximation linéaire par les sommets d’un triangle) est liée a
la fonction f(z,y) que celui-ci approche: globalement parlant, cette forme optimale
doit étre longue dans la direction de la plus petite dérivée seconde de f et petite dans
la direction de la plus grande dérivée seconde. Les conditions exactes concernant les
notions de “grande” et “petite” sont données dans I’article.

La méthode des éléments finis A la suite de recherches liées directement &
ce qu’a prouvé RIPPA, des numériciens se sont apercus que méme dans la méthode
des éléments finis, il peut arriver que 1'on ait besoin de triangles aplatis: c¢’est no-
tamment vrai lors de I’étude de ’écoulement d’un fluide autour d’un objet. En effet,
au voisinage de 1'objet, les forces qui entrent en jeu ont une direction tres privilégiée,
ce qui fait qu'une grosse différence apparait au niveau des valeurs de leurs dérivées.
Dans ce cas précis, l'utilisation de triangles aplatis pres de l'objet autour duquel
coule le fluide s’avere indispensable.

Tout ceci prouve bien la nécessité de la mise en place d’algorithmes de triangu-
lation faisant intervenir, dans des cas opportuns, des triangles allongés.

Des méthodes

Utilisation de la triangulation de Delaunay Ainsi, MAVRIPLIS [Mav90|
préconise 'utilisation d’un maillage non structuré (c’est-a-dire, en dimension 2, une
triangulation) a éléments de forme tres allongée dans les régions frontieres ou il y
a écoulement du fluide; il préconise pour cela 'utilisation d’une triangulation de
Delaunay modifiée permettant d’aboutir a des triangles “déformés” dans la direction
voulue selon 'amplitude désirée.

Un vecteur d’allongement, composé d’une direction et d’une intensité, est défini
en chacun des points du maillage initial qui n’est rien d’autre que la triangulation de
Delaunay standard ; ce vecteur dépend de la force exercée en son point d’application.
Une surface de controle est alors construite & partir des données de tous les vecteurs
d’allongement, de telle sorte que lorsqu’on releve les points de I'espace physique sur
la surface, on se retrouve avec une distribution pratiquement uniforme: les relevés
sont & peu pres équidistants les uns des autres dans toutes les directions en terme de
longueurs d’arcs, alors que les points de ’espace physique étaient éparpillés suivant
une direction préférentielle. Il suffit maintenant de construire la triangulation de
Delaunay dans l’espace de controle et de reprojeter le tout dans ’espace physique
(plan réel du maillage & obtenir), faisant apparaitre ainsi des triangles allongés aux
endroits désirés.
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La principale difficulté de cet algorithme réside dans la construction de la surface
de controle; pour réussir a la définir, on a besoin de connaitre plus de points dans
les régions ou il y aura écoulement de fluide (les régions ol une variation locale du
vecteur d’allongement peut étre tres importante). Les sommets choisis au départ
dépendront donc de la géométrie du probleme et seront générés par utilisation d'une
grille spécifique.

Utilisation du relevement sur le paraboloide Faisant suite & cet article,
POSENAU dans [Pos93| remarque que la méthode de MAVRIPLIS est fortement reliée
a la fagon dont sont engendrés les points de départ. En effet, si I'on ne dispose
que d’un ensemble de sommets éparpillés, la fonction distance définie sur la surface
de controle peut varier rapidement et aboutir a des triangles, non valides, qui se
couperont (figure 1.23 tirée de [Pos93]).

Figure 1.23 — une fonction distance qui donne une triangulation non valide.

Afin de rendre I'approche plus robuste (dans le sens ou elle sera indépendante
de I'ensemble de points choisi), 'auteur propose un autre moyen de parvenir & une
triangulation plus “étirée” que celle de Delaunay, fondé sur une des constructions
possibles de la triangulation: le relevement sur le paraboloide unité. Il est en effet
possible de modifier I'aspect des triangles en changeant le convexe sur lequel le
relevement est effectué (la surface choisie pourra étre par exemple dépendante de la
fonction d’écoulement du fluide).

L’idée est la suivante : soit F une surface convexe d’équation z = f(z,v), (o, Yo)
un point du maillage, et z = Axr + py + v le plan tangent a F qui passe par
(%0, Yo, f (70, yo)). Si on déplace d’'une distance v le plan & l'intérieur du convexe,
son intersection avec F est une courbe qui, projetée dans le plan de base, donnera
la forme de I’objet cirsconscrit & un simplexe. Par exemple, si la surface est le para-
boloide unité standard, la forme en question est un cercle. Si on choisit une surface
un peu différente, on pourra obtenir des formes diverses a direction privilégiée :

— la surface f(x,y) = z* + 10y? donnera des ellipses de grand axe dirigé suivant
les abscisses,

— des surfaces comme f(z,y) = 22+ y* ou 2 +y* donneront respectivement des
formes de largeur constante suivant une direction ou d’orientation dominante
changeante.
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Une approche un peu différente consiste & modifier la méthode de projection
des points sur le paraboloide; au lieu d’utiliser une simple projection orthogonale,
on peut avoir recours a la perspective relative a un point (0,0, 2,,4;) . Le probleme
est qu’il est alors possible de rater la surface lors du relevement des sommets par
la perspective; il faut donc choisir un z,,,; suffisamment distant, ou effectuer la
perspective relative & un point qui soit a ™intérieur” de F.

1.3 Triangulations et surfaces

Les triangulations sont trés souvent utilisées pour représenter une surface, et cela
dans de nombreux domaines, qui ont en commun de vouloir obtenir une structure
adaptée au graphisme sur ordinateur, mais aussi simplifiée de facon & étre en mesure
d’effectuer certains calculs. Parmi ces domaines, on peut citer la cartographie, la
géologie [Nul95|, Parchitecture, 'imagerie médicale [Gei93].. ..

Cette tres grande utilisation des triangulations peut s’expliquer par le fait qu’elles
permettent de définir, de maniere naturelle, une approximation linéaire a partir d’un
ensemble de points de données, et peuvent ainsi servir a décrire la géométrie d’'une
surface. Leur coté linéaire simplifie certaines opérations telles que la recherche de
contours ou le calcul de volumes. Evidemment, 1'utilisation des triangulations souleve
d’autres problémes ; suivant les applications, il peut arriver que ’on dispose de points
soit trop éparpillés pour représenter correctement la surface, soit, au contraire, trop
nombreux pour que ’on puisse raisonnablement tous les prendre en considération,
ou encore que 1’on doive définir des arétes entre les sommets afin de représenter une
surface inconnue... Des réponses a certains des problemes les plus courants, qui
surviennent avec les triangulations 2D ou 2D—% (on utilise ce terme pour désigner
I'utilisation d’une triangulation planaire pour des objets plongés dans un espace de
dimension 3) sont données dans cette section.

1.3.1 Les triangulations dépendantes des données

Le probleme posé dans l’article de DYN, LEVIN et RIPPA [DLRI0b| est de tri-
anguler le mieux possible un ensemble § de points qui, en plus de leurs coordon-
nées, possedent une valeur dépendant d’une fonction f définie de IR* dans IR; ces
points sont ainsi les représentants choisis de f. Dans ce genre d’approche, au lieu
de s’intéresser a la distribution des points dans le plan (comme c’est le cas pour la
triangulation de Delaunay), on va essayer d’effectuer une triangulation qui dépend
de la valeur prise par la fonction en ces points. Cette méthode s’avere en général
tres avantageuse des lors qu’il s’agit d’approximations de surfaces.

L’interpolant de la fonction est défini comme une approximation linéaire par
morceaux - polynéomes de degré 1 -, un morceau étant un triangle. On supposera
que 'on ne connait que les valeurs de la fonction en les points, et pas de données
supplémentaires (comme le gradient par exemple, auquel cas il existe d’autres tech-
niques). Une fonction linéaire est définie de maniere unique par ses valeurs aux trois
sommets du triangle. Comme il existe plusieurs facons de trianguler le domaine de
départ, ici 'intérét des auteurs s’est reporté sur des criteres d’optimalité locale fai-
sant intervenir les valeurs de la fonction représentée. Leur motivation est que cette
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fonction peut étre regardée comme une surface dont on veut obtenir une bonne
approximation.

Pour parvenir & une triangulation localement optimale (au sens de 1’approxima-
tion de la surface F d’équation z = f(x,y)), il suffira que chacune de ses arétes soit
localement, optimale: en échangeant une aréte avec l'autre diagonale du quadrila-
tere qui la contient dans la triangulation, on ferait augmenter la valeur du critere
qu’il faut minimiser (tous les détails de cette technique sont présentés au chapitre
2). On voit bien ici I'importance que revét le choix du critere; il est improbable
qu'un seul critére convienne a tous les types d’ensembles de points et de fonctions,
mais il faudra plutdt en choisir un qui convienne & nos données. Ainsi, dans leur
article, les auteurs définissent un certain nombre de criteres possibles, dont les plus
intéressants s’appliquent aux triangulations planes et supposent que la fonction a
approcher ne varie pas trop entre les points donnés; ces criteres, liés directement
aux arétes communes a deux triangles adjacents sont ce qu’ils appellent des criteres
du type “Nearly C'”.

1.3.1.1 Coiits associés aux arétes

A chaque aréte ¢;, ¢ = 1,...,n située a lintérieur d’une triangulation 7 de
I’enveloppe convexe €2 de S est associée une fonction cotit qui dépend de la fonction
f a approcher et de I'approximation linéaire Pr ; définie par 7 ; ce cofit sera noté
cott(Pr f,¢;). Le cott total de la triangulation sera alors

n

Cott(Pr ) = Z |cott(Pr.f, )|

i=1

On notera A; et A, deux triangles adjacents de T d’aréte commune ¢, II; et
IT; les plans définis par 'interpolation linéaire de f sur A; et Ag, et ny et ny leurs
normales respectives orientées suivant les z positifs. Quatre fonctions de cott sont
proposées [DLRIOb] ; nous donnons, ci-dessous, les deux fonctions qui produisent les
meilleurs résultats:

— Pangle entre les normales ou A.B.N. ; elle représente la valeur de I’angle aigu
0 entre les vecteurs ny et 15 :

ni.n
cout(Pr f,s) = 0 = arccos <ﬁ> :
’ [l Il |

— le saut entre les dérivées normales: si 7 est un vecteur unité de IR* orthogonal
N . . —/ . - EEN
a la direction de ¢ et 77; (i = 1,2) le vecteur formé des 2 premiéres composantes
de n; , cette fonction cotit s’exprime sous la forme:

cotit(fr,<) = |.(n — 13| .

Associées a ces fonctions de cofit sont testées 3 normes (normes Ly, Ly et L,
“lexicographique” qui tient compte de I'erreur maximum commise non pas seulement
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pour le triangle le pire mais pour tous les triangles); un couple fonction de cott -
norme définit alors un criteére.

1.3.1.2 Algorithmes

Dans [DLR90a|, DYN, LEVIN & RIPPA décrivent de maniere plus détaillée les al-
gorithmes mis en place pour construire des triangulations dépendantes des données.
A la base se trouve ce qu’ils appellent la procédure d’optimisation locale, algorithme
général de construction de triangulations par échanges de diagonales, directement
inspiré par le travail de LAWSON |[Law77]:

e initialisation: soit 7 une triangulation initiale de l’enveloppe convexe des
points

e tant que 7 n’est pas localement optimale faire
pour toute aréte ¢ de 7 non localement optimale
Q <+ quadrilatere strictement convexe formé des deux triangles ayant
¢ pour aréte commune
on remplace ¢ dans 7 par l'autre diagonale de Q.
fin pour

fin tant que

Les auteurs montrent alors, a grand renfort de tests numériques, que ’ordre dans
lequel les arétes sont échangées peut avoir une grande influence sur la triangulation
finale d’un point de vue aussi bien qualitatif (forme des triangles) que quantitatif.
Ils proposent donc deux stratégies:

— une stratégie dite de réduction mazximale, qui choisit 1’aréte qui en étant swap-
pée va donner la triangulation dont le cott sera le plus faible possible (parmi
toutes les triangulations que 'on peut obtenir en échangeant une seule aréte),

— une stratégie qui consiste a échanger d’abord les arétes qui laissent le plus pos-
sible de quadrilateres convexes pour l'itération suivante de la boucle d’optimi-
sation locale (ce qui revient & commencer par des arétes qui feront apparaitre
plus de nouvelles possibilités).

Pour bien montrer I'importance de choisir une bonne stratégie, ils essaient aussi
d’effectuer les échanges dans un ordre quelconque, ou suivant une stratégie de réduc-
tion minimale qui donnera évidemment de mauvais résultats. Leur conclusion est
que les deux “bonnes” stratégies sont celles qui fournissent en général les meilleurs
résultats ; ils conseillent donc de choisir la premiere car elle est beaucoup plus facile
a mettre en place que la seconde. Il faut cependant noter que, comme tout ce qui
touche aux triangulations dépendantes des données, aucune des stratégies n’est la
meilleure dans tous les cas.
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1.3.1.3 Coits associés aux sommets

BROWN [Bro91]| associe plutot un coit a chaque sommet s d’une triangulation
T, en utilisant des valeurs qui dépendent des triangles ayant s pour sommet. Il essaie
alors de modifier 7 pour diminuer sa fonction de cofit.

L’algorithme utilisé est une nouvelle fois une adaptation de la procédure d’op-
timisation locale de LAWSON (on suppose que 1'on part d’un ensemble de n points

{81,...,8n}):

e initialisation: soit 7 une triangulation initiale de I’enveloppe convexe des
points

e répéter
repere <— 0
pour:=1,... ,n
§ 4 S;
pour toute aréte ¢ intérieure & 7 de sommet s
si ¢ n’est pas localement optimale alors
on échange ¢
repere <— 1
fin si
fin pour
fin pour

jusqu’a repere = 0

Parmi toutes les fonctions de cotit qu’il a testées, 'auteur en a retenu une dont les
résultats sont presque toujours meilleurs que ceux observés avec les fonctions de cotit
associé aux arétes données dans [DLR90D]; soit s un sommet d’une triangulation
T. Soient n;,5 = 1,...,m les normales aux triangles de 7 dont un sommet est s.
Si on pose 77 = Y ", ﬁ (71 peut étre considéré comme un équivalent linéaire par
morceaux au vecteur normal & 7 en s), alors la fonction coiit est définie par:

m - 2
.17
coit(Pr g, 8) = (arccos <%>> .
2 [172]]. {723 ]

1=1

Une remarque intéressante est que si les vecteurs normaux utilisés ne sont pas
normalisées, les résultats observés se trouvent dégradés. Une autre remarque: n’im-
porte quelle triangulation localement optimale basée sur un coit associé aux arétes
peut étre obtenue en utilisant un cott associé aux sommets.

1.3.2 Méthodes globales de reconstruction d’une surface

En général, les triangulations interviennent dans les reconstructions de surfaces
définies comme fonctions au sens mathématique du terme, c’est-a-dire ot z est donné
par z = f(x,y). Mais, il peut arriver que 1'on désire représenter un objet & partir
de données 3D par une triangulation, avec comme probleme sous-jacent, la pro-
priété qu'un méme couple (z,y) puisse avoir plusieurs z. La grande différence entre
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une triangulation 2D—% et une triangulation 3D est que la premiere représente une

partition du domaine choisi ,alors que la seconde impose une topologie parmi les
points 3D qui implique la construction d’'un polyedre, approximation de la surface.
Une question essentielle est alors de savoir quel est le meilleur polyedre possible ; les
méthodes décrites dans cette section essaient de fournir une réponse a ce probleme.

1.3.2.1 Projection sur un plan tangent

En 1984, BOISSONNAT [Boi84]| a proposé un algorithme permettant de construi-
re une approximation polyédrique d'une surface dont la seule connaissance réside
dans la donnée d’un ensemble de points de l'espace S = {Si,...,S5,}. Cet algo-
rithme utilise, dans le voisinage d’'un sommet S;, la projection orthogonale sur un
plan tangent & S en S;. Apres avoir montré certaines propriétés qui serviront de
base théorique a sa méthode, 'auteur définit sa notion de voisinage de S; comme
I’ensemble des k plus proches voisins du point, ensemble qui peut étre déterminé par
l'algorithme de FRIEDMAN, BENTLEY et FINKEL [FBF77| en temps logarithmique,
en supposant qu’une structure d’arbre (le “k-D tree”) ait été construite (en temps
O(nlogn)); le k en question est alors un parametre de I’algorithme, qui est surtout
lié au nombre total de points a insérer dans la triangulation. Différents ensembles
sont alors utilisés:

— D, 'ensemble des triangles déja créés (qui représente le domaine triangulé),

— C, le contour du domaine triangulé (stocké comme une liste doublement chainée
de points),

— O, 'ensemble des points qui n’apparaissent pas encore dans D.

L’initialisation donne une premiere aréte en reliant un des sommets de & a son
plus proche voisin ; C contient alors les 2 segments ayant pour extrémités ces points-
ci. D est initialisé en prenant 2 points (qui ne sont pas dans §) dans le plan tangent
approché a la surface au voisinage de 'aréte, donné par une méthode de moindres
carrés. La triangulation se developpe ensuite par propagation du contour.

Soit ¢ une aréte de C d’extrémités S; et S; (on suppose que S; est le successeur
de S; dans C); soit II le plan tangent approché au voisinage de ¢. On projette sur II
les &k plus proches voisins de S; et S; qui appartiennent & O} si on note S; le point &
I'intérieur de D qui complete le triangle formé de S; et \S;, alors on choisira, parmi
les voisins de projetés sur Il qui se trouvent du coété opposé a S! par rapport a la
droite (S;S5;), le point Sy dont le projeté voit la projection de ¢ sous le plus grand
angle. On ajoute alors Sy, a C et le triangle AS;S;S, a D ; puis, éventuellement, on
met & jour O et on poursuit le processus jusqu’a ce qu’aucun triangle ne puisse plus
étre créé.

Il faut noter que cet algorithme, de complexité O(nlogn), ne garantit ’obtention
d’une approximation polyédrique que si la discrétisation initiale est assez fine (la
notion de finesse étant liée au plus petit rayon de courbure en un point).

Une méthode due & HOPPE, DEROSE, DUCHAMP, MCDONALD et STUETZLE
[HDD*92] reprend un peu les mémes idées, a savoir la projection des sommets sur
des plans tangents approchés correctement orientés (sinon, on risque d’avoir des
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problemes dans le rendu de I'image finale) et I'utilisation des k& plus proches voisins.
Une étape finale consiste a modifier certaines arétes, tout en conservant la topologie,
pour les triangles ayant un mauvais rapport d’aspect.

1.3.2.2 Polyédres d’aire minimale

O’ROURKE |O’R81] a proposé d’utiliser des polyedres d’aire minimale pour tri-
anguler un ensemble de points S. [’auteur montre qu’un tel polyedre existe toujours
pour tout ensemble de points de IR® en configuration générale et qu’il n’est pas for-
cément unique; il suggere également que trouver ce polyedre est sans doute un pro-
bleme NP-dur, car son équivalent en dimension 2 (polygone de longueur minimale)
’est.

Son algorithme peut étre résumé de la maniere suivante:

e initialisation: soit P un polyedre défini par I’enveloppe convexe de S

e tant qu’ il reste des points de S a l'intérieur de P faire

pour tout point S intérieur a P
S « projection de S sur une face f de P telle que S est a Uintérieur
de la face, et telle que la distance euclidienne SS est minimale
vg < facteur de modification de 'aire provoquée par la substitution
de f par les 3 faces contenant S et une aréte de f

fin pour

S’ < sommet S tel que vg soit minimal

P « polyedre obtenu en remplacant f' par les 3 faces qui contiennent S’

et une aréte de f’

si P perd son caractere minimal alors
on effectue la transformation de la figure 1.24

fin si

fin tant que

Figure 1.24 — transformation (“swap”) destinée a “améliorer” le polyedre.
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La derniere transformation de 'algorithme n’est effective que s’il y a une réelle
“amélioration” du polyedre, amélioration subjective qui tient compte de plusieurs
caracteres géométriques de P.

Comme tout algorithme basé sur des heuristiques, on n’est pas str d’aboutir a
Ioptimum global, et O’ROURKE note méme que son algorithme peut étre comple-
tement trompé par certains jeux de données.

1.3.2.3 Obtention de surfaces lisses approchées

CHol, SHIN, YOON et LEE |[CSYLS8S8| proposent un algorithme, finalement assez
proche de celui de BOISSONNAT, pour lequel ils rappellent que les schémas d’inter-
polation destinés & construire des surfaces lisses et basés sur des triangles consistent
en 3 étapes :

— on construit d’abord une grille triangulaire en reliant les points de données.

— on construit alors un réseau de courbes lisses s’appuyant sur les arétes de la
triangulation.

4

— enfin, on construit une surface composite lisse de “patches” de Bézier (par

exemple) par interpolation du réseau de courbes.

Pour construire leur triangulation, en partant d’un triangle initial, ils ajoutent
un par un des triangles tels que les arétes du contour de la grille maintiennent
un polygone convexe tout en conservant les points non triangulés en dehors de ce
polygone. L’originalité dans leur algorithme réside dans le recours a une phase de
lissage pour améliorer la triangulation.

Pour une aréte ¢ donnée de la triangulation, le critere de lissage fait appel aux
angles des 4 arétes bornant le quadrilatere convexe (éventuel) dont ¢ est la diagonale.
L’angle d’une aréte est 'angle entre les 2 triangles qui sont de part et d’autre de
I’aréte. D’apres les notations de la figure 1.25 ot abed est le quadrilatere dont
¢ est la diagonale, le critere choisira la diagonale qui maximise le minimum des 4
produits scalaires des vecteurs normaux unitaires des triangles, un produit scalaire
étant associé a chaque aréte ¢; de Oabed, lorsque le quadrilatere est strictement
convexe.

1.3.3 Modification d’une triangulation

Dans des domaines tels que la cartographie (représentation de terrains) ou la
vision scientifique (représentation de surfaces), les modeles proposés consistent sou-
vent en des ensembles de milliers, voire de millions, de points. Il est alors irréaliste
de vouloir construire une triangulation en incorporant la totalité des sommets.

Un certain nombre d’articles proposent donc des algorithmes qui vont faire en
sorte de sélectionner, d’une maniére ou d’une autre, les meilleurs représentants pour
approcher 'objet initial ; nous allons voir dans cette section certaines des méthodes
qui existent pour construire des triangulations en n’utilisant pas tous les points de
données.
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Figure 1.25 — notations pour le critere de lissage.

1.3.3.1 Raffinement

Les méthodes de raffinements suivent en général le méme schéma ; elles com-
mencent avec une approximation initiale, et ajoutent a chaque itération un ou plu-
sieurs points comme sommets de la triangulation, jusqu’a ce qu'un critere soit res-
pecté (les criteres les plus communs étant d’arriver a un certain nombre de points,
ou atteindre une borne pour I'erreur mesurée). Pour éviter de recalculer entierement
une triangulation a chaque étape, les méthodes incrémentales sont typiquement uti-
lisées, et Delaunay est la triangulation la plus fréquemment employée.

Lorsque 'on cherche une triangulation d'un ensemble de points possédant une
élévation propre (en plus de leurs coordonnées planaires) et qui représentent ainsi un
relief, la fonction de mesure de I'erreur la plus communément utilisée est la valeur
absolue de la différence de hauteur entre I’approximation et le champ élévation de
chaque point.

Insertion gloutonne

Un algorithme d’insertion gloutonne est un algorithme qui va ajouter de fagon
irréversible un ou plusieurs sommets a la triangulation; si on n’ajoute qu'un seul
sommet, ’algorithme sera dit séquentiel, et paralléle sinon.

Méthode de Garland et Heckbert GARLAND et HECKBERT [GH95| pro-
posent, divers algorithmes de ce type; plusieurs mesures ont été testées pour les
erreurs parmi lesquelles 'erreur locale d’élévation (la plus courante), une erreur re-
lative & la courbure (pour accentuer les efforts au niveau des pics, des vallées ou des
falaises dans un terrain), l'erreur globale d’élévation (somme de toutes les erreurs
locales) et méme des erreurs mixtes, produits de différents criteres. Une premiere
conclusion : c’est 'erreur standard toute simple qui donne en général les meilleurs
résultats, et toujours pour le cotit le plus faible (en temps machine).
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L’algorithme séquentiel de base pour une insertion gloutonne est le suivant :

e initialisation: maillage comprenant deux triangles qui couvrent toute le ter-
rain

e tant que non but atteint faire
erreurmas < 0
pour tout point de départ s
S1 erreur en s > erreur .. alors
ETTEUT pay <— EITEUTr en S
choix < s
fin si
fin pour
on insere choix dans la triangulation

fin tant que

Le but & atteindre peut étre choisi parmi les plus standards (nombre de points
ou borne de lerreur Ly ou Ly, ). La complexité temporelle de cet algorithme s'il doit
choisir m points parmi n est de O(m?n), mais son coiit moyen réel est de O(mn). Une
légere amélioration, qui tient compte du fait qu’a chaque itération il y a trées peu de
points dont erreur ait changé, permet d’aboutir & un cotit moyen de O(nlogm). En
changeant également les structures de données pour conserver les meilleurs points a
insérer dans une pile, on peut avoir une complexité dans le pire des cas de O(mn).

Les auteurs testent alors deux versions de leur algorithme: une qui utilise la
triangulation de Delaunay, ’autre qui fait appel aux triangulations dépendantes
des données, ol une aréte est échangée si cela permet de faire décroitre ’erreur.
La deuxieme, bien qu’intéressante, fait apparaitre des triangles tres allongés qui
peuvent étre génants lors de leur affichage. Pour résoudre le probleme, GARLAND et
HECKBERT ont eu recours a une triangulation hybride qui utilise le critere du cercle
vide lorsque des angles trop pointus risquent d’apparaitre et celui de décroissance
de l'erreur sinon.

Leurs résultats montrent que l'utilisation des triangulations dépendantes des
données permet une diminution de lerreur d’environ 12% par rapport a Delaunay,
mais au prix d’un colt assez important : pour arriver a une borne donnée de I’erreur,
il faut 3 ou 4 fois plus de temps.

Enfin, une remarque tres intéressante de leur article concerne 'utilisation des
algorithmes d’insertions gloutonnes paralleles. En effet, leurs tests prouvent que ces
algorithmes fonctionnent beaucoup moins bien, en terme de qualité, que leurs équi-
valents séquentiels. Leur explication est la suivante: lors d’une insertion parallele,
des petits triangles peuvent étre sélectionnés, et un effet boule de neige entraine
une subdivision excessive dans certaines zones. La triangulation finale est alors bien
moins équilibrée, et les raffinements ne sont plus obtenus aux endroits stratégiques
(un exemple frappant est d’ailleurs donné dans leur article).

D’autres algorithmes d’insertion gloutonne Historiquement, le premier
algorithme séquentiel d’insertion gloutonne semble venir de DE FLORIANI, FALCI-
DIENO et PIENOVI [DFPS85|, puis a été repris et amélioré par de nombreux auteurs
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(en plus de GARLAND et HECKBERT) parmi lesquels on pourra citer DE FLORIANI
[F1o89] et DE FLORIANI, PUPPO [FP92| ol en plus une structure hiérarchique est
utilisée. Pour les versions paralleles de I'insertion avec une comparaison sur 1'utilisa-
tion de Delaunay ou des triangulations dépendantes des données, le travail de POLIS
et MC KEOWN [PK93| semble intéressant.

Un article de RIPPA [Rip92a] est lui aussi intéressant ; il généralise algorithme de
DE FLORIANI [DFP85] en utilisant les triangulations dépendantes des données (per-
mettant de conserver certains reliefs trés prononcés) a la place de Delaunay ainsi que
des méthodes de moindres carrés. Dans sa boucle d’optimisation & base d’échanges
d’arétes, il teste deux définitions d’erreur globale: la somme des valeurs absolues
des angles entre les normales de toutes les paires de triangles adjacents (c’était le
critere A.B.N. de [DLR9I0D]), et la somme des carrés des erreurs d’élévation verticale
pour tous les points de données (ce qui correspond & une erreur L, discrétisée). Pour
des fonctions relativement lisses, RIPPA observe que la triangulation dépendante des
données utilisant le critere des normales donne pratiquement toujours de meilleurs
résultats que Delaunay, et que le critere d’erreur L, peut aboutir a des triangles
trop allongés (et qui peuvent poser des problemes pour une procédure d’ombrage
lors d’un affichage) qu’il est impossible d’éliminer car ils ne contiennent aucun point
de donnée et donc ont une erreur L, nulle. Pour les cas ol le critere de I’angle n’était
pas satisfaisant, I’auteur a testé un schéma hybride qui compare a chaque itération
Perreur obtenue avec Delaunay avec celle utilisant le critere A.B.N., et qui choisit
la meilleure des deux. Les approximations finales sont meilleures mais au prix d’'une
certaine augmentation du temps d’exécution.

Une autre méthode essayée par RIPPA est basée sur les moindres carrés pour
approcher les points initiaux au lieu de les interpoler. Seule ’élévation peut varier,
et une combinaison de hauteurs qui minimise la somme globale des erreurs carrées
est recherchée. Si ce processus est exécuté apres avoir déclenché une insertion glou-
tonne standard, on peut observer une diminution de moitié de ’erreur pour un cotit
raisonnable (résolution d’un systeme m x m creux).

Utilisation d’un schéma d’interpolation

Si un ensemble de points appartenant a une méme surface est trop éparpillé, il
peut arriver que ’on ait besoin de lisser la représentation triangulée de cette surface
en ajoutant de nouveaux points; le probleme est donc un peu différent de ce que
I’on vient de voir, dans la mesure oll ce que 'on veut ici, c’est ajouter des points
a Pensemble initial. C’est ce que font JONES et WRIGHT [JWO91]; leur méthode
peut étre qualifiée de semi-automatique, dans le sens ou 'utilisateur doit choisir lui-
méme un schéma d’interpolation lisse (pas forcément linéaire) susceptible de bien
convenir a la surface: six schémas usuels sont proposés. Le but de leur algorithme
est donc d’ajouter des points a la triangulation (identifiée & une approximation
linéaire de la surface) pour coller au plus pres au schéma choisi. Evidemment, si les
sommets initiaux ont été mal positionnés, la représentation finale pourra demeurer
mauvaise. Un triangle sera jugé bon si le maximum de la différence d’élévation
entre ’approximation qu’il définit et la surface donnée par le schéma est faible. Le
point de plus forte déviation apparaissant & une étape donnée sera introduit dans
la triangulation, et le procédé sera itéré jusqu’a un certain seuil de tolérance. Un
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autre critere de jugement peut étre de calculer le volume qui sépare un triangle de
la surface.

Comme d’habitude, la triangulation de départ est celle de Delaunay, et sa mise a
jour lors de l'insertion d’un nouveau sommet est effectuée en réalisant des échanges
d’arétes; ces swaps sont effectués, soit en suivant le critere du cercle vide (pour
retomber sur une triangulation de Delaunay), soit en fixant pour critere la diminution
du volume de séparation des triangles obtenus avec la surface du schéma. C’est en
utilisant cette derniere méthode que ’on observe des résultats un peu meilleurs, mais
au prix d’une assez forte augmentation du temps CPU.

1.3.3.2 Décimation

Le principe de ces méthodes est de partir d’une triangulation pour la simplifier
jusqu’a arriver au niveau d’approximation voulu. Il existe plusieurs catégories d’al-
gorithmes de décimation : élimination de sommets, élimination d’un triangle (et de
ses 3 arétes, en prenant garde de toujours bien conserver une triangulation valide),
élimination d'un groupe de triangles adjacents.

Ces algorithmes sont d’autant plus utiles que les triangulations sont maintenant
tres employées pour la représentation des terrains, car elles sont peu cotiteuses en
place mémoire et facile & mettre en place méme pour des ensembles de points épar-
pillés. Or, a la base, un terrain est donné par une grille assez importante de points,
que 'on aurait besoin de simplifier le plus possible pour réussir a 1’utiliser ensuite
de maniere agréable. De méme, les modeles engendrés par des mesures de volumes
(grace a des scanners lasers ou des satellites) sont typiquement sur-échantillonés ; si
on les sauvegarde tels quels (au lieu de leurs approximations), on aura besoin d’une
grande quantité de stockage et de beaucoup de temps de calcul pour les manipuler
ensuite.

La difficulté de donner de bons algorithmes de décimation peut étre soulignée
par l'article de AGARWAL et SURI [AS94]|, ou il est prouvé que calculer une ap-
proximation linéaire, qui n’est jamais éloignée de plus d’un facteur e de la surface
donnée par un ensemble de points, et qui soit de complexité minimum (c’est-a-dire
contienne le moins possible de points, d’arétes ou de faces), est un probleme dont
la version décisionnelle est NP-dure. On sait ainsi que seule une approximation du
meilleur résultat peut étre donnée, et les auteurs proposent eux-mémes une surface
approchante de taille O(kglogky), ot kg est la complexité de la surface optimale
satisfaisant les contraintes du probléme, en temps polynomial (résultat d’ordre uni-
quement théorique, car leur complexité temporelle est de O(n")).

Elimination de sommets

Une premiere approche est de celle de LEE [Lee89| qui & chaque itération calcule
pour chaque point 'erreur d’élévation qui se produirait si le point était supprimé
de la triangulation. Il supprime alors le point de plus faible erreur; la triangulation
employée est celle de Delaunay et la borne d’arrét concerne le nombre de sommets.
La qualité des approximations est bonne mais le colit en mémoire et en temps de
calcul est important. Cette méthode s’applique aux champs de hauteur.

De maniere plus générale, SCHROEDER, ZARGE et LORENSEN [SZL92| proposent
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un algorithme qui s’adapte & n’importe quelle surface triangulée (en réalité une va-
riété a bord). A chaque itération, tous les sommets qui ne sont pas sur la frontiere et
dont l'erreur est inférieure & une borne fixée sont détruits, et une retriangulation est
effectuée ; I’erreur calculée en un sommet est la distance qui le sépare de ’approxi-
mation planaire de ses sommets voisins. Par rapport a la méthode de LEE, la mesure
effectuée est moins cotiteuse et plus appropriée, et 'algorithme permet la destruction
simultanée de plusieurs points. Cependant, comme beaucoup de méthodes paralleles
(pas au sens architecture de la machine), la qualité est moins bonne mais obtenue
plus rapidement.

Elimination de triangles

HAMANN [Ham94| propose un algorithme de simplification de maillage par élimi-
nation de triangles; & notre connaissance, c’est un des rares articles récents a traiter
du sujet. Il détermine d’abord quels sont les triangles qui peuvent étre remplacés
par un sommet unique sans trop de conséquence sur la retriangulation locale (c’est
encore une fois Delaunay qui est utilisé en procédant par échanges d’arétes) ; ceci dé-
pend des éléments voisins du triangle a éliminer, un triangle étant voisin d’un autre
sils ont au-moins un sommet commun. La figure 1.26 (d’apres [Ham94|) illustre la
propriété a vérifier: soit A le triangle a tester. Si on ne peut pas tourner autour des
voisins de A de maniere continue (cas b) ou s'il existe un cycle parmi les voisins de
A (cas ¢), alors on ne peut pas supprimer A de la triangulation. Le cas a repré-
sente une situation favorable. Il faut remarquer que les cas décrits, notamment le b,
peuvent effectivement se produire car ’algorithme fonctionne pour une triangulation
non forcément convexe.

Figure 1.26 — les cas o un triangle peut ou ne peut pas étre éliminé.
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Le poids d’un triangle A est alors défini par l'intermédiaire de 2 criteres: le
premier fait appel aux courbures principales estimées aux sommets, calculées suivant
un schéma d’approximation pour les triangulations de surface [Far92]. Si on note ry;
et Ko; (pour i = 1,2, 3) les courbures aux 3 sommet de A, ce poids vaudra:

3

p=>_ (Irul + |mail).

=1
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Le second critere est donné par les angles intérieurs au triangle, plus précisément :

() )

oil les a; sont les angles de A. Finalement, le poids de A est donné par la formule:
w = po.

A chaque passe de I’algorithme, le triangle A,,;,, de plus petit poids ainsi que
ses 3 sommets seront éliminés (& condition que A,,;, vérifie la configuration a de
la figure 1.26) et seront remplacés par un sommet unique s dont l’emplacement
sera défini par les voisins de A,,;, (si les voisins forment une couronne, s sera le
centre de gravité de la couronne, les autres cas étant détaillés dans l'article). Une
retriangulation locale est alors effectuée, en prenant en compte s.

On s’arréte lorsque l'on a éliminé un pourcentage fixé de points. Si on note n le
nombre de points de départ, et m le nombre de triangles que I'on veut dans la re-
présentation finale, 'algorithme général peut se schématiser de la maniere suivante :

e initialisations:
T < la triangulation de Delaunay contrainte des points de départ
on calcule le poids de tous les triangles de T

e tant que nombre de triangles > m faire
A <+ triangle éliminable de 7 de poids minimum
on retire A de 7 et on le remplace par un point s
T <« retriangulation locale de Delaunay
on calcule les poids des nouveaux triangles

fin tant que

Les résultats proposés sont convaincants, surtout d’un point de vue visuel, ce qui
peut sembler normal puisque cette méthode élimine prioritairement les triangles de
faible courbure p, donc ceux pour lesquels on pouvait supposer qu’il ne se passait
pas grand chose. Cependant, I’algorithme précis est assez complexe puisqu’il requiert
des tests géométriques a la fois pour éviter des modifications de topologie et pour
placer les sommets a ajouter.

Elimination d’un groupe de triangles adjacents

En général, de tels algorithmes ne comportent qu'une seule itération. HINKER
et HANSEN |HHO93| recherchent des ensembles de triangles dont les normales sont
presque paralleles, et retriangule chacun de ces ensembles. Leur méthode donne de
mauvais résultats pour des surfaces a forte courbure, mais de tres bons pour celles
avec une courbure nulle dans une direction. De maniére un peu similaire (bien que
la construction de la triangulation soit tout a fait différente), KALVIN et TAYLOR
[KT94| ont défini des groupes de triangles & partir de la distance & un plan.

VARSHNEY [Var94, VAB*95| propose un algorithme & plusieurs passes qui va
chercher de maniere exhaustive le plus grand triangle a “insérer” pour chaque étape,
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ou du moins celui qui contient le plus possible de points. Chaque nouveau triangle
ne doit pas recouvrir une partie d’un triangle déja inséré; la triangulation de la zone
qu’il couvre est détruite et des petits triangles sont construits pour remplir la partie
qui sépare ’ancienne triangulation de la nouvelle. Les problemes de cet algorithme
sont qu’il n’aboutit pas souvent (car, il y a utilisation de 2 approximations linéaires
locales, une au-dessus, une au-dessous de la surface, qui ne doivent pas se chevaucher,
propriété qui n’est pas possible d’obtenir pour tous les ensembles de points), qu’il
n’existe pas de preuve que l'on peut réduire de plus de 30% la taille initiale et qu’il
est tres lent. En revanche, il donne de bonnes approximations pour les cas oi il
fonctionne.

1.3.3.3 Triangulations hiérarchiques

Dans les applications ol la représentation d’une scene nécessite différents niveaux
de détail (comme les simulateurs de vol), une hiérarchie facilite le rendu du niveau
voulu; des objets se situant loin de la scéne pourront (ou plutdt devront) avoir
une précision bien moindre que ceux du premier plan. Les méthodes de subdivisions
hiérarchiques (parmi lesquelles on trouve les triangulations hiérarchiques) proposent
une solution & ce probleme en général assez rapide et simple, mais aboutissant & une
qualité d’approximation bien inférieure aux méthodes “standards” (sauf au prix d’un
stockage mémoire excessif).

HECKBERT et GARLAND |HG94], ainsi que DE FLORIANI, MARZANO et PUPPO
[IDMP94| proposent des articles de synthése concernant ce sujet. Les triangulations
hiérarchiques peuvent soit partir d’un niveau grossier pour donner des niveaux de
plus en plus raffinés obtenus en ajoutant des points de données [DFNP84|, soit
utiliser une triangulation de Delaunay a chacun de ses niveaux avec plus ou moins
de points [Flo89|. L’inconvénient des premieres est qu’en général chaque triangle est
raffiné indépendamment des autres: cela permet d’obtenir une structure naturelle
d’arbre, mais aussi cela donne des triangles allongés & des niveaux de grande précision
pour les détails (voir figure 1.27, d’apres [BD95]). L’inconvénient des secondes est
qu’elles ne permettent pas d’obtenir une structure d’arbre mais seulement de graphe
(voir figure 1.28, d’apres [BD95|). Ce sont ces problemes que résolvent DE BERG et
DOBRINDT [BD95].

Figure 1.27 — une hiérarchie et la structure d’arbre associée.
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Figure 1.28 — une hiérarchie utilisant Delaunay et la structure de graphe associée.
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Le principe de leur hiérarchie est, en partant du niveau de détail le plus fin, d’aller
a un niveau plus grossier en retirant un sous-ensemble de sommets non adjacents
(tout en conservant la possibilité de fixer de maniere automatique ou pas certains
sommets indispensables, tels que ceux qui servent a repérer un relief trés prononcé)
qui ont un degré borné par une certaine constante (en pratique, 12 fonctionne bien) ;
alors, les arétes du polygone étoilé, union des triangles incidents a un sommet que 1’on
désire retirer, sont des arétes de la triangulation de Delaunay du niveau suivant. Ce
qui permet de batir une triangulation de Delaunay hiérarchique avec, presque, une
structure d’arbre naturelle associée, ot un arc ne relie pas directement un triangle a
ceux qu’il a donnés (puisqu’un triangle peut étre obtenu a partir de plusieurs) mais
ol il existe un niveau intermédiaire oli un noeud correspond au polygone étoilé du
sommet supprimé (figure 1.29 d’apres [BD95]).

Figure 1.29 — un niveau intermédiaire pour construire une triangulation de Delau-
nay hiérarchique.

niveau fin niveau plus grossier

Leur structure a une complexité mémoire en O(n) ol n est le nombre de sommets
du niveau le plus fin; des indications sont données sur la constante cachée et des
moyens offerts pour la réduire qui impliquent des pertes d’information ou un passage
plus brutal d’un niveau a son suivant. Par ailleurs, il est possible de dire dans quel
triangle se trouve un point donné en temps O(logn).

En pratique, la méthode semble intéressante et permet de combiner trés simple-
ment plusieurs niveaux de détail a la fois; cette propriété apparemment trés utile
pour les simulateurs de vol est bloquée par le cotit mémoire trop important de la
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structure. En pratique, il semblerait que les programmeurs de simulateurs préferent
utiliser du Delaunay dynamique.

Des références concernant d’autres articles sur les triangulations hiérarchiques de
surfaces sont données par HECKBERT et GARLAND |[HGar|, avec des commentaires
orientés sur leur utilisation pour simplifier les surfaces.

1.3.4 Point de vue de la “Conception Géométrique Assistée
par Ordinateurs”

Ce nom (remplacé dans la suite du chapitre par les initiales CGAO) est une tra-
duction littérale de I'anglais “Computer Aided Geometric Design”, domaine concerné
par I’approximation et la représentation des courbes et surfaces par un procédé infor-
matique. Le tracé des courbes et des surfaces joue un role essentiel dans la construc-
tion ou la conception de produits tres différents comme les coques des bateaux, les
fuselages et les ailes des avions, les pales des hélicoptéres, les carrosseries des auto-
mobiles, les semelles de chaussures, les bouteilles... mais aussi dans la description
de phénomenes géologiques, physiques ou encore médicaux.

Les surfaces en CGAOQO ne sont pas toujours représentées par des triangulations,
et, méme lorsque c’est le cas, il existe une phase post-triangulation qui permet d’ar-
river & un résultat plus “satisfaisant”. Des bibliographies trés importantes existent
sur le domaine, parmi lesquelles une, maintenant un peu ancienne, qui traite des ap-
proximations pour les fonctions & plusieurs variables [FS87|, mais aussi des articles
de synthese [Bar85| et méme des adresses WWW mises a jour régulierement, par
exemple :

http://www.cs.wisc.edu/ deboor/bib/bib.html.

Nous allons donc décrire certaines des méthodes les plus classiques d’approxima-
tion de surfaces succintement pour celles qui ne font pas appel aux triangulations, et
un plus en détail pour les autres. Les premieres sont en général globales, alors que les
secondes s’appuient sur des propriétés locales (qui expliquent, ou impliquent, le par-
titionnement des données en objets simples, des triangles). Certaines des méthodes,
du moins celles qui existaient a l’époque, ont été testées de maniere rigoureuse et
complete par FRANKE [Fra79| et un résumé des résultats est paru [Fra82|; en plus
d’un grand nombre de fonctions et d’ensembles de points caractéristiques (qui ont
été depuis repris par un bon nombre de chercheurs pour effectuer leurs tests), il
propose un tableau comparatif de divers criteres de qualité (aspect visuel, fidélité
de 'approximation, sensibilité aux parametres) et de fonctionnalité (temps d’exécu-
tion, facilité d’implémentation, capacité de stockage recquise). Il serait sans doute
trés intéressant de réactualiser un tel article, s’il est encore raisonnablement possible
de tester les (trop?) nombreuses méthodes existant maintenant.

Dans ce qui va suivre, le but sera donc de définir une surface correcte (en général
lisse) a partir d’un ensemble S de points de données S,...,S, ot S; = (z;, s, fi)
avec f; = f(x;,y;) et f fonction de surface représentative F.
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1.3.4.1 Méthodes de type Shephard

Ce sont des interpolations utilisant des poids fondés sur I'inverse d’une fonction
distance ; la méthode initiale, due & SHEPHARD [She68| (elle a ensuite été générali-
sée pour éviter certaines dégénérescences), prend un interpolant égal & une moyenne
pondérée de la valeur de la derniere coordonnée des points, le poids étant une puis-
sance de la distance inverse, ce qui peut s’écrire :

f(xa y) = Z fkwk(xa y)a
k=1
avec

H dist;(x, y)*

i#k

wk(xay) =

Z H dist; (z, y)*

i=1 j#i

ol dist;(z,y) = \/(x — ;)2 + (y —y;)? et u = 2 en général; on peut remarquer
que f(xk,yk) = fi. BARNHILL a proposé [Bar77| de remplacer les f; par des plans
tangents fi.(z,y) = fi + M(z —z1) + e (Y — yx ), permettant ainsi d’éviter la plupart
des dégénérescences (les zones trop plates) puisqu’a ce moment-la, f interpole aussi
bien les fr que leurs plans tangents. Comme dans la majorité des cas, ces plans
doivent étre approchés, LITTLE a suggéré d’effectuer d’abord une triangulation des
points de données [Lit83].

1.3.4.2 Multiquadriques

HARDY [Har71] a créé un schéma simple & implémenter et raisonnable en temps
de calcul si le nombre de points n’est pas trop important. Une fonction de base
(“quadrique”) Q, = +/dist; + 2 est associée au k-ieme point de donnée; disty(z,y)
est la distance du point (z,y) au point de donnée (xy, yx), et r est un parametre de
la méthode. Alors, une combinaison linéaires des fonctions

n

f(x,y) = ZEka(l','y)

k=1

est nécessaire pour interpoler les données. Ce qui implique de résoudre le systeme
d’équations
n

ZEka(l'i,yi) = f; 1=1,...,n.

k=1

L’existence de l'interpolant dépend ainsi de la non singularité de la matrice consti-
tuée des Qi (z;,y;). Des articles montrent qu’en pratique, cette méthode fonctionne
trés bien, souvent mieux que n'importe quelle autre. Elle implique cependant de se
limiter sur le nombre de points initiaux.
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1.3.4.3 Réseau de norme minimale

Sous les initiales MNN (pour Minimum Norm Network) se cache une méthode
en 3 étapes, qui fonctionne bien en pratique:

— on construit une triangulation (il est en général fait appel a Delaunay) de
I’enveloppe convexe de l'ensemble S des points de données, en utilisant tous
les points de S.

— on construit ensuite un réseau de courbes qui minimisent certaines valeurs
(données par des intégrales de fonctions) pour I'union de toutes les arétes de
la triangulation.

— on €tend le réseau de courbes a la triangulation, afin d’obtenir une fonction
modele; cette étape fait souvent appel & des interpolants triangulaires C' (ou
encore a des splines triangulaires, des polynémes de Bernstein, des surfaces
composites du type Bézier) qui s’appuient sur les courbes du réseau.

La derniére étape peut poser certains problemes, car elle nécessite de résoudre
un systeme linéaire creux de taille 2n x 2n, ot n est le nombre de points de données.

1.3.4.4 Méthodes s’appuyant sur des triangulations

Moins sophistiquées, ces méthodes construisent directement des fonctions sur
chaque triangle d’une triangulation initiale, fonctions qui approchent les points de
données, les plans tangents et, si possible, des dérivés d’ordre supérieur (ou leur
estimation). Plusieurs de ces fonctions sont décrites dans [BFK84]|; & nouveau, ce
sont des schémas quadratiques, ou des splines, ou des Béziers qui sont utilisés.

1.3.4.5 Sélection

FRANKE [Fra87| rappelle que, dans certains cas (il cite ’exemple des applications
océanographiques), le nombre de données peut étre trop important pour toutes les
utiliser ; il faut alors soit considérer des fonctions qui ne tiennent pas compte de tous
les parametres, soit étre en mesure de sélectionner un sous-ensemble de points pour
leur appliquer une des méthodes globales précédentes.

Il est ainsi possible d’effectuer une approximation par les moindres carrés; c’est
une approximation qui comporte (beaucoup) moins de fonctions de base qu’il n’y
a de points. Le probléme consiste a choisir correctement ces fonctions. Des travaux
ont été réalisés qui utilisent des produits tensoriels de splines cubiques (|Die81]| par
exemple). Ces méthodes fonctionnent bien en pratique pour des ensembles de points
presque uniformément distribués.

Le recours a la sélection peut se faire de 'une des manieres suivantes:

— on connait a 'avance des points modeles (par exemple, des points caracté-
ristiques, comme des failles en océanographie) et on va effectuer des choix
ultérieurs relatifs & ces modeles, afin d’éviter une déviation trop importante
entre 'interpolant et 1’ensemble de tous les sommets .
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— on subdivise ’ensemble initial en une grille rectangulaire et on choisit des
représentants a l'intérieur de chacune des cellules de la grille; a nouveau, les
points non sélectionnés faisant apparaitre une forte déviation avec I'interpolant
sont ajoutés.

— on effectue des calculs locaux pour déterminer si un point a une influence
significative sur la définition de la surface, et, si c’est le cas, on ’ajoute.

— on peut également procéder par élimination : une grille (ou une triangulation)
est construite a l'aide de toutes les données, puis des points sont retirés si
I’ensemble ainsi réduit varie de moins d’un parametre ¢ de la surface détruite
de la grille globale.

Toutes ces méthodes sont expliquées et référencées plus en détail dans différents
articles de FRANKE, NIELSON, FARIN ou BARNHILL [FN90, Nie93, BFK84].

1.4 Triangulations globalement optimales

Le but de cette these est de présenter de nouveaux algorithmes optimaux pour
un critere déterminé. Ce n’est évidemment pas la premiere fois que cela est réalisé,
et nous allons décrire, dans cette section, quelques uns des algorithmes géométriques
qui optimisent, pour un critére ou pour un autre, la triangulation d’un ensemble de
points. D’autres techniques existent et seront présentées au chapitre 6.

1.4.1 Triangulations optimales pour la norme L
1.4.1.1 Triangulation d’un domaine

Dans un article de 1991 [D’A91]|, D’AZEVEDO désire obtenir un maillage tri-
angulaire optimal dans le sens oil, un seuil de tolérance étant fixé, la meilleure
triangulation sera celle qui contiendra le moins possible de triangles; le domaine
a trianguler est ainsi uniquement donné par son contour, et on ne dispose d’aucun
point intérieur. Le but est de calculer un maillage optimal, en supposant que I’erreur
tolérée est faible et que la forme du domaine n’influencera pas la triangulation finale.
Pour cela, il va avoir recourt a un changement de coordonnées sur le maillage fondé
non pas sur des considérations géométriques, mais dérivé directement de propriétés
de 'erreur d’interpolation. Son travail s’inscrit directement dans le domaine de la
recherche de maillages pour la méthode des éléments finis (méthode indispensable
notamment en mécanique des fluides) et fait suite & des travaux commencés par
NADLER |[Nad85| et D’AZEVEDO et SIMPSON [DS89].

La mesure de I'erreur d’interpolation est effectuée en utilisant la norme L., :
I’erreur commise par ’approximation locale de la surface par un triangle sera donnée
par le maximum d’écart (en valeur absolue) qui existe entre un point du triangle
et son relevé sur la surface. Dans cet article, des résultats d’optimalité globale sont
obtenus, en partant de considérations locales, pour une classe de fonctions incluant
les fonctions harmoniques (fonctions de plusieurs variables a valeurs complexes de
Laplacien nul) et les fonctions quadratiques.
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Son but étant d’obtenir un maillage contenant le moins possible de triangles,
tout son travail va consister a rechercher la forme des triangles d’aire maximale qui
obéissent & la tolérance d’erreur donnée.

Analyse locale pour les surfaces quadratiques

Cette classe de fonctions se divise en deux groupes:

— les quadriques convezes (du type f(z,y) = az® + By?, avec « et [ positifs) :
Perreur pour ces fonctions est directement liée a une ellipse circonscrite aux
sommets du triangle; il montre alors que par changement de coordonnées, on
peut se ramener au paraboloide de révolution unité, pour lequel I’ellipse sera
un cercle lié directement au maximum d’erreur atteignable [DS89]. Un triangle
équilatéral sera donc de forme optimale, et on pourra construire un maillage
optimal & l'aide d’un réseau hexagonal déformé aux bords du domaine.

— les quadriques non convezes (de type selle de cheval): par changement de co-
ordonnées, on peut se rendre compte que 'erreur est une fonction harmonique
qui atteind ses extremums sur les arétes composées des trois sommets choisis.
En calculant, on se rend alors compte que le maximum local est atteint au mi-
lieu des arétes du triangle, ce qui permet de déduire une forme optimale pour
les triangles. Par exemple, sur la figure 1.30, on peut voir les six configurations
possibles pour un triangle de forme optimale pour approcher le paraboloide
hyperbolique d’équation f(x,y) = x> —y?, et de sommets fixés (0,0) et (1,0).

Figure 1.30 — des triangles de forme optimale pour le paraboloide hyperbolique
unité.

”h
B
-

(M)

Changement de coordonnées

A partir des observations effectuées sur les quadriques, et du fait que ’approxi-
mation locale au deuxiéme ordre d’une fonction est une quadrique (par son dévelop-
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pement de Taylor), il reste & voir sous quelles conditions il va étre possible de trouver
un changement de coordonnées qui va permettre de se ramener a un résultat exploi-
table. C’est ce que D’AZEVEDO fait en ayant recours a des propriétés classiques de
la géométrie différentielle caractérisant un espace plat; il montre qu’un changement
peut étre calculé en tant que solution d’un systeme d’équations différentielles établi
comme valeur initiale du probleme. Finalement, il prouve qu’une classe de fonctions
satisfait toujours ce systéme: les fonctions harmoniques.

Algorithme de génération de maillage optimal

Les étapes pour obtenir un maillage optimal pour une fonction donnée sur un
domaine €2 sont alors les suivantes:

— on détermine le changement de coordonnées qui va transformer le domaine
en une région 2 , définie sur un espace plat.

— on génere une triangulation réguliere T de triangles de forme optimale pour
le domaine € , la taille des triangles étant donnée par l'erreur de tolérance
souhaitée.

— on calcule les images de la triangulation 7 dans I'espace de départ.

Des simplifications éventuelles interviennent si le domaine €2 choisi est le carré
unité.

1.4.1.2 Triangulation d’un ensemble de points

Quelques temps avant de publier cet article, D’AZEVEDO, accompagné de SIMP-
SON, en avait publié un autre [DS89| dans lequel il s’était intéressé au probleme de la
triangulation d’un ensemble de points donnés, optimale au sens de la minimisation
de Perreur maximum (norme L.,) pour interpolation d’une surface quadratique
convexe par des fonctions linéaires par morceaux. Pour cela, ils étudient la question
d’un choix optimal des incidences pour les arétes des triangles.

Les auteurs montrent d’abord que pour une fonction quadratique convexe quel-
conque f(z,y) = az® + By* avec a > 3 > 0, si on choisit I'incidence définie par
la triangulation de Delaunay, le résultat peut étre arbitrairement loin de 'optimal
au sens de la minimisation de ’erreur maximum. En effet, en prenant o = 100 et
0 =1, I’erreur obtenue en utilisant le critere de Delaunay est pratiquement six fois
plus importante que celle donnée par la triangulation optimale (pour un ensemble
de 50 points choisis dans le carré unité).

Expression de ’erreur

Soit la fonction f(z,y) = ax?® + By? + 612 + doy + 03 avec o > (3 > 0. L'erreur
d’interpolation maximum pour un triangle A est donnée par:

Emar A = ) - ) )
(A) [nax, pa,r(z,y) — flz,y)]
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olt pa r(x,y) représente l'interpolant linéaire de f aux sommets de A. Il est alors
montré que erreur Fy,.,(A) dépend de I'emplacement du centre d’une ellipse cir-
conscrite (particuliere) a A. Par une transformation affine, les ellipses (qui repré-
sentent les courbes de niveau de lerreur) deviennent des cercles, et dans le plan
ainsi transformé, une interprétation géométrique est possible: soit (O(A) le cercle
circonscrit au transformé du triangle A et | O (A)| l'aire de ce cercle. Si 'image du
triangle n’a pas d’angle obtus, alors 'erreur maximum est proportionnelle & |(O (A)]
(pour une quadrique convexe, 'erreur maximum est atteinte au centre du cercle).
S’il y a un triangle obtus, 'erreur maximum apparait sur la plus longue aréte et
cette erreur est proportionnelle a la surface du cercle ayant pour diametre la plus
longue aréte.

Triangulation d’incidence optimale

Les auteurs montrent du coup que le probleme de construire une triangulation
d’incidence localement optimale de n points revient & engendrer une triangulation de
Delaunay (ce qui implique que le probleme peut étre résolu grace a un algorithme en
O(nlogn)); ils remarquent aussi que cette triangulation est globalement optimale.

Pour cela, ils utilisent la transformation affine définie au paragraphe précédent
(celle qui va envoyer les ellipses d’erreur sur des cercles), et montrent successivement
les points suivants:

lemme 1.4 Soit Oabed un quadrilatéere convexe dont le sommet a est extérieur a
O(Abcd) ; alors

max(| O (Aabe)l, | O (Aade)]) = max(| O (Abed)|, | O (Aabd)]).

corollaire 1.2 Le critéere du cercle vide appliqué a un qradrilatére convexe choisit la
diagonale qui minimise le cercle circonscrit maximum des triangles correspondants.

lemme 1.5 Soit Oabed un quadrilatéere convexe dont le sommet a est extérieur a
Abcd ; le critére du cercle vide choisit l'incidence qui minimise ’aire du cercle cor-
respondant a [’erreur d’interpolation mazximum sur le quadrilatére.

Ces deux lemmes permettent de prouver le théoréme annoncé:

théoreme 1.7 Une triangulation d’interpolation localement optimale de n sommets
est définie par une triangulation de Delaunay dans le plan transformé (et est donc
calculable en O(nlogn), ce qui est optimal).

Et on peut enfin remarquer que I'incidence est globalement optimale, puisque la
taille du cercle d’erreur maximum est donné par la triangulation de Delaunay dans
le plan transformé, et ce cercle est unique (comme la triangulation de Delaunay).

1.4.2 Insertion d’arétes

Dans leur article [BEET93], BERN, EDELSBRUNNER, EPPSTEIN, MITCHELL et
TAN présentent un nouveau paradigme, appelé insertion d’arétes, qui permet de
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trouver les triangulations optimales pour des criteres du genre minmax (minimisa-
tion d’une valeur maximale pour tous les triangles) ou maxmin, en temps polynomial.
Ceci est d’autant plus remarquable que les approches gloutonnes (par exemple celles
qui cherchent & éliminer des triangles en partant du plus mauvais) sont bloquées par
la NP-complétude du probleme de décision suivant [Llo77|: étant donnés un en-
semble de points et d’arétes, est-ce qu’un certain sous-ensemble des arétes définit
une triangulation des points.

L’algorithme présenté permet de construire la triangulation optimale d’un en-
semble de n points pour certains criteres en O(n*logn), et pour d’autres critéres en

O(n?).

1.4.2.1 Le paradigme insertion d’arétes

Soit w une fonction qui associe une valeur réelle & un triangle; w est appelée
la mesure d’un triangle, et sera toujours ici un critere du genre minmax (ou max-
min). C'est-a-dire que la mesure w d’une triangulation 7 est donnée par w(7) =
maxw(A), pour tout A € 7. Si T et 7' sont deux triangulations du méme ensemble
de points, 7" est une amélioration de T, et on note T’ < T si w(T") < w(T) ou si les
deux mesures sont égales et ’ensemble des triangles de 7' qui donnent la valeur de
la mesure de 7' forme un sous-ensemble strict de ’ensemble des triangles de 7T qui
donnent sa mesure. Une triangulation 7 sera optimale pour w si aucune amélioration
n’est possible.

L’algorithme général utilisant le paradigme peut étre décrit de la maniere sui-
vante :

e on dispose d’un ensemble S de n points de IR”.
e initialisation: soit 7 une triangulation quelconque de S

répéter
Ttemp < T
pour toutes les paires s;, s; de S
T T
on ajoute laréte [s;s;] a T
on retire de 7' toutes les arétes qui coupent [s;s,]
on retriangule les régions polygonales de 7' ainsi obtenues
si 7' < T alors
T« T
on sort de la boucle pour
fin si
fin pour

jusqu’a Ttemp =T

L’insertion d’arétes n’est rien donc qu’une généralisation de I’échanges d’arétes,
olt I'on se donne en plus la possibilité d’insérer des segments qui peuvent couper
plusieurs autres segments de la triangulation. L’algorithme - naif - ainsi décrit se
termine en un temps O(n®): la boucle pour est itérée O(n?) fois, 1'utilisation de
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’algorithme optimal KLINCSEK [Kli80] pour la retriangulation d’un polygone fait
apparaitre un O(n?), et la boucle répéter nécessite O(n?) exécutions.

1.4.2.2 Conditions suffisantes d’application du paradigme

On dit qu’une triangulation 7 coupe un triangle Aabc en b si elle contient une
aréte [bs] qui coupe l'aréte [ac]. Si T coupe Aabc en b, alors elle ne peut pas le couper
en a ou en ¢. On appelle un point b 'ancre d’un triangle vide Aabc d’un ensemble
de points S, si toute triangulation 7 de S telle que w(7) < w(Aabc) soit contient
Aabc, soit coupe Aabc en b; intuitivement, si un triangle comprend une ancre, c’est
son plus “mauvais sommet”.

On peut maintenant énoncer les deux conditions:

condition (I), dite condition faible de ’ancre
pour toute triangulation 7 et tout triangle A de 7' tel que w(A) = w(T),
il y a un sommet de A qui est une ancre.’

condition (II), dite condition forte de I’ancre
pour toute triangulation 7' et tout triangle A de 77, il y a un sommet
de A qui est une ancre.

1.4.2.3 Algorithme modifié

La version améliorée de I’algorithme restreind le choix des arétes [bs] a insérer a
celles qui coupent un plus mauvais triangle Aabc en son ancre b; par ailleurs, les deux
régions polygonales sont retriangulées, non plus par programmation dynamique,
mais en supprimant successivement les oreilles des polygones (triangles formés par
deux arétes du polygone et une diagonale).

Soit 7 une triangulation de plus mauvais triangle Aabc d’ancre b. On note [bs;],
[bsa], ... la séquence d’arétes candidates a I'insertion. L’algorithme devient :

e initialisation: soit 7 une triangulation quelconque de S.

e répéter

Ttemp < T

on cherche Aabc un plus mauvais triangle de 7 d’ancre b

S < 51

tant que s existe
T T
on ajoute aréte [bs] & T’
on retire de 7' toutes les arétes qui coupent [bs]
on triangule partiellement les régions polygonales P; et Py de T’
ainsi obtenues en isolant les oreilles A telles que w(A) < w(Aabe)
si P; et P, sont totalement triangulées alors

T« T

1. cela signifie que 7 ne peut améliorer 7' que si elle coupe un des plus mauvais triangles de 7’
en son ancre.
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On peut alors prouver (car, il existe au plus ("

on sort de la boucle tant que
sinon
s < suivant(s)
fin si
fin tant que

jusqu’a Ttemp = T et tous les plus mauvais triangles de T ont été testés.

2) insertions d’arétes a tester):

théoreme 1.8 Soit S un ensemble de n points de IR?, et soit w une mesure qui
satisfait la condition (I) et pour laquelle 'ancre d’un plus mauvais triangle soit
calculable en temps constant.

— une triangulation (contrainte ou non) de S qui minimise la mesure mazimale

d’un triangle peut étre construite en temps O(n?).

— dans le cas non dégénéré (w(Ad'b'd) # w(Aabe) sauf si Ad'b'c = Aabe), la

triangulation unique qui minimise lexicographiquement le vecteur des mesures
décroissantes des triangles peut étre également construite en temps O(n?).

De plus, pour les mesures satisfaisant la condition (IT), un ordre d’insertion spé-

cial peut étre effectué tel que le temps nécessaire a la construction des triangulations
optimales du théoreme 1.8 soit ramené a O(n?logn).

1.4.2.4 Mesures testées

Quelques mesures sont alors données qui satisfont les conditions (I) ou (II) et

dont il est possible de trouver en temps polynomial une triangulation optimale.

historiquement, la méthode a été trouvée pour résoudre le probleme de la
construction de la triangulation qui minimise le plus grand angle [ETW92|.

une autre mesure testée est celle qui maximise la plus petite hauteur des
triangles (elle permet d’éviter les triangles fins et allongés) ; ces deux mesures
satisfont la condition (II).

la minimisation de l'excentricité maximum: I’excentricité ¢ d'un triangle de
cercle circonscrit de centre c et de rayon p est la plus grande distance qui peut
séparer ¢ d’'un point du triangle (si ¢ appartient au triangle, € vaudra 0). Cette
mesure est directement reliée au plus grand angle d’un triangle.

si I’ensemble de points représente les projections de points appartenant a une
surface f, on définit la pente en un point (x,y) comme étant la valeur de la
racine carrée de V2f = (0f/0x)* + (0f/0y)?. o(A) est alors la mesure égale
a la pente en tout point du triangle A, et ¢(7) est la pente maximale parmi
tous les triangles de 7.

o, comme ¢, est une mesure qui satisfait la condition (I), mais pas la condition

(10).
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1.4.2.5 Conclusion

Les algorithmes implémentés par WAUPOTITSCH ont montré que celui de com-
plexité O(n*logn) fonctionnait tres bien, méme pour des gros ensembles de points,
et s’exécutait en pratique en un temps bien inférieur au cas le pire. En revanche, le
méme phénomere n’a pas ét¢ observé pour l'algorithme en O(n?).






Chapitre 2

Présentation du probleme

Nous avons vu, au paragraphe 1.1.1.3, que la triangulation de Delaunay ou une
transformée simple approche au mieux, au sens d’une approximation linéaire par
morceaux, toutes les quadriques définies par des fonctions convexes. Cette propriété
permet de donner une bonne triangulation pour une surface dont la développée de
Taylor au second ordre est une fonction quadratique convexe.

Cependant, jusqu’a présent, peu de recherches ont été consacrées a ’étude de sur-
faces non convexes; cela est également vrai dans d’autres domaines de la géométrie
algorithmique, ol la convexité apparait tres souvent comme facteur limitant d’une
méthode. Il a donc semblé intéressant de poursuivre, en quelque sorte, le travail de
MELISSARATOS [Mel93| en s’occupant de I’étude de triangulations optimales pour
des surfaces non convexes “simples”, c’est-a-dire les paraboloides hyperboliques.

Nous allons, dans ce chapitre, définir tous les objets mathématiques qui seront
utilisés par la suite ; nous verrons d’abord ce qui a été appelée la courbe de séparation
d’un triangle pour un critere donné, et les criteres choisis pour rechercher cette
courbe. Une description complete du paraboloide hyperbolique sera enfin établie,
ainsi qu’une énumération de ses principales propriétés mathématiques.
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2.1 Définitions

2.1.1 Courbes de séparation

Soient § = {s1,...,5,} un ensemble de n points du plan, et f une fonction a
2 variables de surface représentative F d’équation z = f(z,y). A chaque sommet
s; = (x4,y;),7 = 1...n correspond un point (de 'espace euclidien & 3 dimensions)
de la surface F S; = (x4, y;, 2:) avec z; = f(x;,y;). Soit Q 'enveloppe convexe de
S; a partir de maintenant, on considérera qu’une triangulation 7 de S sera une
triangulation de 2 dont les s; sont les sommets.

Décider qu’une triangulation est meilleure qu’une autre dépend du choix d’un
critere : celui-ci peut concerner les sommets, les arétes et/ou les triangles. Le critere
adopté et les éléments auxquels il se rapporte seront décrits au paragraphe suivant.

Les définitions qui vont suivre maintenant sont les définitions classiques utilisées
dans les différents articles concernant les triangulations dépendantes des données
(notamment ceux de DYN, LEVIN et R1PPA [DLR90a, DLR9I0b| ou encore de BROWN
[Bro91]).

Soit ¢ une aréte intérieure de la triangulation 7 (¢ n’est pas une aréte de Q);
alors, il existe deux triangles de 7 qui ont pour aréte commune ¢. Ces deux tri-
angles forment un quadrilatere Q. On suppose qu'un critere d’optimalité v est choisi,
c’est-a-dire un critere qui est capable de donner, entre plusieurs alternatives, une
préférence pour une triangulation, définissant ainsi un ordre sur I’ensemble des tri-
angulations.

définition 2.1 Une aréte intérieure ¢ de T est localement optimale pour le critére
v si une des conditions suivantes est valable :
e le quadrilatére Q n’est pas convexe.
e le quadrilatére Q est strictement conveze et v(T) < v(T') ou T' est la tri-
angulation obtenue a partir de T en remplacant ¢ par 'autre diagonale de Q.
(voir figure 2.1)

Figure 2.1 — les deux triangulations possibles d’un quadrilatere convexe.

La notation v(7) < v(7") signifie que le critere v préfere la triangulation 7 a la
triangulation 7" (on peut considérer le critere comme une fonction de coiit : moins
le coiit est important, meilleure est la triangulation).

définition 2.2 Une triangulation T d’un ensemble de points S est dite localement
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optimale par rapport au critére v si chacune de ses arétes intérieures est localement
optimale pour v.

définition 2.3 Une triangulation T d’un ensemble de points S est dite globale-
ment optimale pour le critére v (ou optimale tout court) si et seulement si quelle
que soit T' triangulation de S,

v(T) < u(T).

Par conséquent, la triangulation optimale est aussi localement optimale (mais, la
réciproque est en général fausse).

Soit v un critere s’appliquant aux arétes; on peut étendre la définition de v aux
triangles en supposant qu’un triangle ¢ sera localement optimal par rapport a v si
et seulement si ses trois arétes seront localement optimales pour v.

On peut alors donner la définition suivante pour les courbes de séparation.

définition 2.4 Soit A = Aabc un triangle dont les sommets appartiennent a S. La
courbe de séparation de A est la courbe délimitant la zone du plan a lintérieur
de laquelle aucun sommet des triangles voisins de A ne doit se trouver si on veut
que A appartienne a la triangulation localement optimale de S.

Par exemple, pour la triangulation de Delaunay, on sait que la courbe de sé-
paration d’un triangle est le cercle circonscrit au triangle: si un point se trouve a
I'intérieur du cercle, alors le triangle de départ ne sera pas maintenu dans la trian-
gulation finale (cf figure 2.2). Le critere associé a la triangulation de Delaunay peut
avoir a faire avec les angles, puisque l'on sait qu’elle maximise le plus petit angle.
Il faut aussi rappeler que, pour la triangulation de Delaunay, 'optimalité locale
entraine 1'optimalité globale [Ede87]|, mais que cela représente une exception.

Figure 2.2 — courbe de séparation d’un triangle de la triangulation de Delaunay.

L’intérét de la recherche des courbes de séparation réside surtout dans l'obten-
tion d’un critere facile a utiliser pour tester I'optimalité locale d’une triangulation
d’un ensemble de points. La connaissance des courbes de séparation permet une
décision simple et rapide, et aboutit ainsi a un algorithme de triangulation aisément
programmable.
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2.1.2 Critere d’optimalité choisi

On désire étudier les triangulations optimales pour une surface spécifique, le
paraboloide hyperbolique d’équation z = 2> — y?. Nous allons donc nous intéresser
au probléeme suivant: soit 7 une triangulation d’un ensemble S de points du plan.
A chaque triangle A de T correspond un plan contenant les S; dont les projections
donnent les sommets de A: ce plan définit une approximation linéaire locale du
paraboloide hyperbolique donnée par les valeurs aux sommets du triangle. Ainsi,
choisir une triangulation de S, c’est se donner une certaine approximation linéaire
par morceaux de la surface (voir figure 2.3).

On va alors chercher la triangulation (parmi toutes celles possibles de S) qui
approche linéairement le paraboloide hyperbolique le mieux possible au sens de la
norme Ly pour les fonctions.

définition 2.5 Etant donnée une fonction f de deuz variables x et y définie sur un
domaine planaire D, la norme Ly de [ est donnée par:

1£1lz = \/ //D F2(, ) do dy.

définition 2.6 Etant donnés une fonction f : IR> — IR, S un ensemble de points
s; = (ziyv:),0 = 1...n du plan, T une triangulation de S, 4 chaque triangle A
de T correspond une approximation linéaire pa de la fonction f wvalable sur toute
la surface limitée par A. Soit Pr linterpolatoin linéaire par morceauzr de f définie
par les pa ; Pr est définie sur toute ’enveloppe convexe de S. Alors, Perreur Lo
commise par ’approximation linéaire de f suivant la triangulation T est donnée par
la formule :

e(f,T) = IIf = Prl2

= \/// (f(z,y) — Pr(w,y))’ dvdy

= Z// f(w,y) = pal,y))* dedy

AeT

= [D_elf.D),

AeT

(:8) = [[ (@) = pa(o0))* dady

Le choix d’un critere s’est tout naturellement porté sur la norme L, car elle est la
norme la plus fréquemment utilisée dans le cadre des fonctions a plusieurs variables.
Par ailleurs, le but étant d’aboutir a des résultats exacts, dont la justification passe
par le calcul d’expressions formelles, I'introduction de valeurs absolues (cas de la
norme L) ou de degrés trop importants (cas des normes L,, p > 2) aurait impliqué
I’apparition d’expressions beaucoup trop compliquées, voire inutilisables.

ol
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Figure 2.3 — un triangle du plan est relevé sur le paraboloide hyperbolique; on se
donne alors une approximation linéaire locale de la surface.

201

10T

Cependant, une étude expérimentale sera menée pour la norme L, et on a vu,
dans 'état de I’art, qu’il existait des travaux traitant de la norme L.

2.2 Présentation du paraboloide hyperbolique

De toutes les quadriques, le paraboloide hyperbolique est une surface particulie-
rement intéressante du fait de sa non convexité; par ailleurs, le paragraphe 1.1.1.3
a montré le lien entre la triangulation de Delaunay et le paraboloide de révolution,
et la généralisation de la construction d'une triangulation L, optimale pour les qua-
driques convexes. La question logique qui se pose est alors de savoir ce qui se passe
pour les quadriques non convexes: est-il possible de leur trouver une triangulation
optimale (au moins pour la norme Ly)?

Nous allons faire ici quelques rappels sur le paraboloide hyperbolique (pour plus
de détails, voir, par exemple, [LFAT77]).

2.2.1 Description générale
2.2.1.1 Equation générale

Comme nous 'avons vu, notre surface fait partie de la famille des quadriques,
et, plus précisément, le paraboloide hyperbolique peut étre classé parmi les parabo-
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loides.

définition 2.7 Une partie F de l’espace affine euclidien de dimension 3 est appelée
un paraboloide sl existe un repere orthonormal de centre O dans lequel S admette
une équation de la forme :

z=ar?+ By*, aveca#0 et 3#0. (2.1)

Figure 2.4 — un paraboloide hyperbolique et quelques paraboles, intersections de
celui-ci avec des plans de la forme z = ¢ ou y = ¢*°.

100+
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-100¢
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On remarquera que tous les paraboloides admettent 2 plans de symétries, ceux
d’équations z = 0 et y = 0, un axe de symétrie, la droite (Oz), mais aucun centre
de symétrie. Par ailleurs, leurs intersections avec les plans d’équations z = ¢ ou
y = ¢ sont des paraboles (figure 2.4).

Si dans ’équation (2.1), on prend « et 3 de signes opposés, on peut se ramener
au cas ot o« > 0 et 8 < 0. Alors, I’équation deviendra:

Z:%_Z_?’ avec a > 0 et b > 0. (2.2)

Un paraboloide possédant une équation de cette forme est dit hyperbolique.

2.2.1.2 Intersection avec un plan

La section du paraboloide hyperbolique avec un plan z = A est une hyperbole
si A # 0, la réunion de deux droites si A = 0. De plus, si A # 0, le grand axe de
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I’hyperbole, intersection du plan avec la surface, est parallele a (Oz) si A > 0, et
parallele & (Oy) si A < 0 (voir figure 2.5).

Figure 2.5 — un paraboloide hyperbolique et quelques hyperboles, intersections de
celui-ci avec des plans de la forme z = .

Par ailleurs, il existe une propriété du paraboloide hyperbolique unité qui nous
servira plus tard (cette propriété peut étre étendue a tout autre paraboloide hyper-
bolique pour un autre type d’hyperboles du plan).

propriété 2.1 toute hyperbole du plan de base, d’asymptotes paralléles aux bissec-
trices des azes (c’est-a-dire toute hyperbole équilatere) peut étre définie comme la
projection de l'intersection du paraboloide hyperbolique unité d’équation z = x> — y?

avec un plan.

démonstration :

soit I’hyperbole équilatere d’équation (r — x¢)* — (y — y9)* = p, ol p est un
nombre réel quelconque.
On cherche le plan d’équation z = Ar + py + v dont l'intersection avec la
surface z = 22 — y* va bien donner I’hyperbole choisie (par projection dans le
plan de base).
Cela revient a résoudre le systeme:

y o= 22— P
2 = Arx+py+v
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ce qui donne

(r-5) ety = M5

et, par identification avec I’hyperbole choisie

A= 2370
po= —2yo
v o= p+z’—y’

Finalement, A, u et v existent toujours et sont uniques. O

2.2.2 Génératrices du paraboloide hyperbolique
Pour trouver les équations des familles génératrices, nous allons écrire (2.2) sous
la forme

2 g
7z = ——=
a? b2

_ (T Yty
N (a + b) (a b) '
On définit ainsi deux familles de droites:

— Dy, A € IR d’équations

r Yy
A= —4=
a+b
r Yy
— A ___>
‘ a b
— et D), p € IR d’équations
_r_ Y
po= a b
x y)
= 242
‘ M(a b

Ces deux familles sont clairement contenues dans le paraboloide hyperbolique S
d’équation (2.2); on dit que ce sont des génératrices de S.

Ces familles possedent un certain nombre de propriétés, que I’on peut retrouver
chez les génératrices d’autres quadriques.

propriété 2.2 Chaque génératrice de ['un des systémes rencontre chaque généra-
trice de lautre systeme.

propriété 2.3 Deux génératrices distinctes d’un méme systéme sont toujours non
coplanaires.
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Figure 2.6 — quelques génératrices du paraboloide hyperbolique unité.

propriété 2.4 Par chaque point du paraboloide hyperbolique, il passe une génera-
trice de chaque systeme et une seule.

propriété 2.5 Le paraboloide hyperbolique ne contient pas d’autre droite que ses
génératrices.

On peut enfin remarquer que les génératrices appartenant a D, sont paralleles

au plan d’équation = — ¥ =0, et celles de D) sont paralleles au plan £ + ¥ = 0.

2.2.3 Paramétrisations

Comme toute quadrique, le paraboloide hyperbolique admet plusieurs paramé-
trisations. L'une d’elles permet de remarquer que cette surface est bien connexe;
en effet, elle peut étre considérée comme la réunion de deux ensembles admettant
respectivement les paramétrisations

(¢ = %(e”—ke‘“) = auch(v)
b

y = ;(60—67”) = bush(v)

|z = o’
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et
(¢ = %(e”—e‘”) = aush(v)
bu _
y = 7(6”+e ")y = buch(v) -
z = —u?

\

ot u € IR et v € IR. Ces deux ensembles ayant en commun l'origine, on en déduit
la connexité du paraboloide hyperbolique.

Comme le paraboloide hyperbolique est une surface doublement réglée, il est
possible d’en trouver une représentation paramétrique qui tienne directement compte
de ses familles de droites génératrices. Soit z = ‘Z—: — g—f I’équation de la quadrique
considérée. On a alors:

DG

ce qui implique que I'intersection du plan = — ¥ = ug avec la surface est la droite
donnée par les plans:
w = —-2
’ b
x y)
zZ = U |-+~
0 (a b
On est conduit a poser:
r oy
u = ——=
a b
z oy’
vo= — 4+ =
a b

de telle sorte que:

b
xz%(?ﬂ—@), yzg(v—u), z=uv (ué€R,velR).

2.2.4 Utilité des familles génératrices

Dans ’approche qui nous intéresse, ce sont les approximations linéaires choi-
sies qui vont jouer un role primmordial (c’est-a-dire la projection sur le plan de la
triangulation construite).

Comme la surface contient des droites, il semble raisonnable de penser que ces
droites vont aider a savoir si un triangle (de 'espace) est bon ou pas pour approcher
le paraboloide hyperbolique: par exemple, si une aréte du triangle a pour support
une des génératrices de la surface, il est clair que 'erreur d’approximation linéaire
le long de cette aréte sera nulle.

Comme le probleme de départ est de construire une triangulation des sommets
du plan, on va devoir considérer ce que donnent les génératrices du paraboloide
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hyperbolique reprojetées dans le plan; on obtient ainsi les équations:
r+y=a e x—y=/,
oll & et 3 sont quelconques (méme égaux a 0).

propriété 2.6 dans le plan de base, les familles génératrices correspondent a toutes
les droites paralléles auz deux bissectrices du repére, que ['on suppose orthonormeé.

Reste a voir que la réciproque est effectivement vraie.

propriété 2.7 toute droite du plan paralléle a une des bissectrices des axes se re-
leve sur le paraboloide hyperbolique selon une droite appartenant a une des familles
génératrices de la surface.

démonstration :

on va se limiter ici aux paralleles a la deuxieme bissectrice x +y = 0, en
remarquant que le raisonnement est analogue pour les droites paralleles a la
premiere bissectrice.
Soit donc un point a = (ag, as); on choisit le point b d’abscisse 0 tel que la
droite (ab) soit parallele a la droite d’équation = + y = 0. b aura donc pour
coordonnées (0, a; + as).
Par relevement sur le paraboloide hyperbolique, on obtient les points:

aq 0
A= a9 et B= a1 + az
a? — ay? — (a1 + a2)2

Il faut alors vérifier si les points A et B sont bien sur une méme génératrice
de la famille donnée par

> =

r+y =
rT—y = Az
Deux cas sont possibles:

— sia; +ay #0.
on a alors A = ——.
. . a1+a2 . . RN , . . , . ,
il faut maintenant voir si la deuxieme équation est bien vérifiée pour
chaque point :
e pour le point A:

r—y

A

= (a; — az)(ay + az) = a;* — ay® = 2,

e pour le point B:

r—y
A

= —(@1 + a2)(a1 + @2) = —(a1 + @2)2 = ZB
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— sl a) +as = 0.
on a b = (0,0), et donc la droite (ab) est confondue avec la deuxieme
bissectrice des axes du plan.
son relevement sur le paraboloide hyperbolique donne la droite d’équa-

tions
z = 0
r4+y = 07
qui correspond bien & une droite de 'une des familles génératrices de la
surface.

Puisque la droite (AB) est inncluse dans la surface, tout point aligné avec
(ab) se releve sur un point de (AB). O
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Recherche pratique

Rien ne laissant entrevoir un moyen radical et totalement formel de trouver les
courbes de séparation, une premiere approche a été d’observer des courbes obtenues
de maniére expérimentale pour certaines configurations de points. Le probleme a
donc tout naturellement donné naissance a 1’élaboration d’un programme destiné
a dessiner ces courbes; ce programme sera décrit en section 3.1, puis nous verrons
comment il nous aidera a apporter quelques observations.

Evidemment, méme si ces figures peuvent aider & déduire les équations recher-
chées, elles ne donnent aucune preuve. Une seconde approche consistera alors &
utiliser un logiciel de calcul formel qui nous servira de confirmation ; tout ce proces-
sus sera analysé de maniere rigoureuse dans la section 3.2 qui sera suivie d’exemples
de courbes pour des configurations de points particulieres.

Toutes ces premieres recherches ont été menées sur le paraboloide hyperbolique
unité, avec le critere d’erreur basé sur la norme L,. On verra cependant dans la
section 3.4 qu’il est possible d’obtenir, pratiquement mais pas formellement, des ré-
sultats pour des critéres fondés sur les normes L; et L., qui présentent un intérét
certain, ne serait-ce que pour leur interprétation géométrique: I’erreur L, représente
le volume qui sépare la surface de son approximation, et on peut alors penser que
si 'approximation est bonne, c’est qu’elle ne doit pas étre trop éloignée de la fonc-
tion, ce qui implique un faible volume. L’erreur L, elle, va donner le plus grand
écart ponctuel qui existe entre un point de la surface et le point correspondant de
I’approximation ; a nouveau, une erreur faible laissera penser que approximation et
fonction sont proches.
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3.1 Observations

On est ramené au probleme suivant: étant donnés trois sommets du plan a, b
et ¢, on note A, B et C leurs relevés respectifs sur la surface z = 22 — y?. Soit
Paapc le plan qui contient les points A, B et C'; son équation est donnée par
Paapc : 2 = paapc(x,y). Lerreur Ly commise localement par ’approximation
linéaire du paraboloide hyperbolique sur le triangle AABC est définie par:

ea(Aabc) = +/e(Aabe)
ddat) = [ (psancto) - @ =) dody.

Il est possible de calculer numériquement le résultat de cette double intégrale en
passant soit par des bibliotheques Fortran (MatLab), soit par des logiciels de calcul
formel (Maple). De simples expérimentations permettent d’observer le phénomene
suivant :

observation 3.1 L’erreur L, commise par ['approximation linéaire spatiale du pa-
raboloide hyperbolique pour un triangle Aabc est invariante par translation de a, b
et ¢, le plan servant d’approzimation étant celui qui contient leurs relevés A, B et

C.

Autrement dit, si on dispose de trois points quelconques a, b, et ¢ du plan, cher-
cher l'erreur d’approximation linéaire produite par le triangle relevé sur la surface
revient au méme que chercher ’erreur produite par le relevement du triangle consti-
tué des points o, b — a et ¢ — a, ot o désigne le centre du repere du plan de base.

3.1.1 Le probléeme observé

Soient trois points du plan de base o = (0,0) (d’apres 1'observation 3.1, le fait
de ramener un des points & l'origine ne change rien), b = (23, y) et ¢ = (2, ye)-
Les trois points relevés sur le paraboloide hyperbolique sont notés O = (0,0,0),
B = (x4, Y, 28) et C' = (Te, Yo, 2¢) OU 2 = 1% — > et 2¢ = .2 — y.’.

Soit maintenant d un quatrieme point du plan. La position de d relative au
triangle Aobce divise naturellement le plan en 7 zones (figure 3.1) qui correspondent
aux cas suivants:

e d est dans le triangle Aobc: lors de la triangulation, le triangle Aobc va dispa-
raitre au profit des triangles Aobd, Aocd et Abed. (figure 3.2, premier cas).

e d est dans une des zones non colorées, extérieures au triangle: une seule tri-
angulation des 4 points sera possible (figure 3.2 deuxieme cas).

e d est dans la zone colorée marquée (1) (figure 3.3): cette zone sera dorénavant
appelée “zone d’influence” associée au point o, car elle est géométriquement
opposée a o par U'intermédiaire de 1'aréte [bc].

Deux triangulations sont ici possibles: d’une part celle qui contient les tri-
angles Aobc et Abed, et d’autre part celle qui fait intervenir Aobd et Aocd. Le
choix de la triangulation se fera en fonction de celle qui minimisera ’erreur
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Figure 3.1 — emplacements possibles d’un point autour d’un triangle.

d’approximation produite sur le paraboloide hyperbolique.

Ainsi, le point d appartiendra & la courbe de séparation du triangle Aobe si et
seulement si les deux triangulations possibles sont équivalentes, c’est-a-dire si
leurs erreur Lo sont égales.

e d est dans la zone colorée marquée (2): idem que le cas précédent sauf que
les deux triangulations possibles sont Aobc et Aocd ou Abod et Abed (zone
d’influence de b).

e d est dans la zone colorée marquée (3): on est dans la zone d’influence de c.
Les deux triangulations possibles sont Aobc et Aobd ou Acod et Acbd.

Il semble donc raisonnable de penser que les seuls morceaux intéressants de la
courbe de séparation apparaitront dans les zones d’influences des sommets du tri-
angle. Cependant, comme il n’y a aucune raison que cette courbe ne soit pas conti-
nue, tout laisse supposer qu’elle existe dans les autres zones : simplement, pour notre
probleme, elle ne sera d’aucune utilité puisque, dans ces cas-la, une seule triangula-
tion est possible. Nous verrons cependant plus loin qu’il existe une signification a la
présence de morceaux de la courbe de séparation dans ces zones.

Un programme de recherche de la courbe de séparation d’un triangle a été réalisé
en utilisant le procédé suivant :

e soient trois points du plan (on peut en choisir un en (0,0)).

e on fait varier un quatrieme point dans les zones ol deux triangulations sont
possibles (celles que I'on a nommées “zones d’influences” des sommets du tri-
angle de départ).

e on cherche la courbe de séparation en calculant explicitement les erreurs obte-
nues par les deux triangulations en diverses positions de d; les endroits ol les
deux erreurs sont identiques (& un facteur d’erreur pres) indiquent les positions
des points de la courbe de séparation.
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Figure 3.2 — des cas o1 seule une triangulation est possible.

Différents résultats peuvent étre observés sur la figure 3.4 pour des cas a priori
quelconques, et sur la figure 3.5 pour des cas dégénérés.

[’examen des courbes obtenues sur de trés nombreux exemples (dont certains
sont reproduits en section 3.3) permet d’effectuer les observations suivantes:

observation 3.2 La courbe de séparation d’un triangle semble étre, pour des cas
non dégénéres, la réunion de deux hyperboles.

observation 3.3 Des dégénérescences apparaissent lorsqu’une aréte du triangle est
portée par une droite paralléle a ['une des bissectrices des azes, c’est-a-dire, d’apres
la propriété 2.7, lorsqu’une aréte se releve sur un segment tracé sur le paraboloide
hyperbolique.

Il reste maintenant a trouver les équations exactes de ces deux hyperboles.

3.1.2 De I’'expérimentation aux courbes

Dans ce paragraphe, H; et H, désigneront les hyperboles constituant la courbe
de séparation recherchée.

3.1.2.1 La premiere hyperbole

L’étude des courbes de séparation montre clairement qu’une des 2 hyperboles
(H1) passe par les trois sommets du triangle; cela n’apparait pas directement sur
les figures présentées car seules les zones du plan ot 2 triangulations sont possibles
ont été utilisées. Cependant, une extrapolation sur les morceaux reproduits permet
de percevoir le résultat annoncé.

Une deuxieme remarque concerne les asymptotes de H; : elles sont toujours paral-
leles aux bissectrices des axes du repere (a nouveau, les familles génératrices du
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Figure 3.3 — d est dans la zone d’influence de o: deux triangulations possibles.

paraboloide hyperbolique semblent avoir un role & jouer). Cela implique que, dans
I’équation de I’hyperbole, les coefficients en z? et y? seront égaux.
On parvient ainsi naturellement & une nouvelle observation :

observation 3.4 La premiére hyperbole, partie de la courbe de séparation du tri-
angle Aobc, est I’hyperbole équilatére qui passe par les points o, b et c.

Déterminer explicitement #; devient alors tres simple puisque c’est 'unique
fonction quadratique d’équation (z — zp)*> — (y — yo)? = p vérifiée par les points
(0,0), (xp,yp) et (xye), le signe de p dépendant de la directrice de 1'hyperbole
(parallele a 'axe des x ou a l'axe des y).

Il reste & exprimer xg, yo et p en fonction de xp, ¥, x. et y.. On trouve:

( 1 apac? — xexy? + 2o — Ty Yo’
Yo = 3
2 TelYp — Tb Ye
. 2 Yo+ " Ye + U T — Y Y
0 = =
2 TelYp — Tv Ye
D _ _1 (be - yb2) (xc2 - yc2) ((.Z'b - xC)Q — (yb — yc)Q)
\ 4 (‘/L‘c Yp — T yc)2

Ces résultats sont tout de méme peu satisfaisants car difficilement exploitables.

Pour caractériser H; de maniere plus simple, il faut avoir recours a la propriété
2.1 concernant les hyperboles équilateres et le paraboloide hyperbolique. Elle nous
permet de déduire que la premiere partie de la courbe de séparation correspond &
la projection planaire de 'intersection entre le paraboloide hyperbolique et un plan
de l'espace, qui n’est rien d’autre que plan passant par les relevés des trois points
sur la surface. Soit la nouvelle observation :

observation 3.5 la premiére hyperbole constituant la courbe de séparation d’un tri-
angle A est obtenue en reprojetant dans le plan de base ['intersection du paraboloide
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Figure 3.4 — exemples de courbes de séparations obtenues.

2.1) (Y

(4,-2) 0 (8, -1

RN

/

hyperbolique avec le plan passant par les relevés des sommets de A.

Ceci semble bien étre I’équivalent de la propriété du cercle vide pour la trian-
gulation de Delaunay, ol le cercle (circonscrit au triangle) peut étre vu comme la
projection de 'intersection entre le paraboloide de révolution unité et le plan passant
par les relevés des 3 sommets du triangle considéré.

3.1.2.2 La deuxiéme hyperbole

L’interprétation de H, est beaucoup plus délicate car cette hyperbole apparait
moins caractéristique. On peut seulement remarquer, en observant les figures 3.4 et
3.5 (surtout le deuxieme cas dégénéré de 3.5), que ses asymptotes sont & nouveau
paralleles aux bissectrices des axes du repere, mais surtout qu’elles se coupent au
centre de gravité du triangle de départ; cette propriété est mise en valeur sur la
figure 3.6 o les asymptotes de I’hyperbole sont dessinées.

Le probleme est que la donnée des asymptotes, donc du centre de symétrie de la
conique, n’est pas suffisante pour trouver I’équation d’une hyperbole. En effet, si on
note g = (x,,y,) le centre de gravité du triangle de départ, pour le moment on sait
seulement que I’équation de H, est

Ty + T
T =
(¢ — )" = (y — yy)* = p, avec ' ;
g g ) yb+yc
Yy = 3

et que celles de ses asymptotes sont:

Yy = THY,— x4
Yy = —r+4+y,+x

Pour déterminer completement H, et trouver le coefficient manquant p, il n’a pu
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Figure 3.5 — exemples de courbes de séparations dégénérées.

( '1) (37 ,2)

étre fait appel qu’a I'expérimentation (tout en sachant que la stabilité de 'erreur,
et donc des courbes, par translation limite le domaine des recherches).

Pour le calcul de p, on a besoin d’introduire un nouveau point: on note G le relevé
de g sur le paraboloide hyperbolique et H l'isobarycentre des relevés de o, b et c,
appelés respectivement O, B et C'. On a:

( Ty + X,
rg = 3 = Ty
yb+yc
Yo = 3 = Yy
xb+xc2_ yb+yc2
g _ @) merw)
0 9
et
( Ty + T
rg = 3 = Ty
Yo + Ye
{ Yg = 3 = Y4
_ (be B yb2) =+ (1'02 - yc2)
g = 3
\

Alors, les expériences montrent que le coefficient p a pour valeur:

p = 4HG

= 4(ZG — ZH)
8

= 5 W’ +u’ —mye —w’ -2 +mze).
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Figure 3.6 — les asymptotes (en pointillés) de la deuxieme hyperbole se coupent
au centre de gravité du triangle.

Ainsi, la deuxieme hyperbole est donnée par:

observation 3.6 Avec les notations adoptées précédemment, la deuxiéme partie de
la courbe de séparation d’un triangle est I’hyperbole d’équation :

(& —24)° = (y —yy)* = 4HG.

3.1.2.3 La courbe de séparation

Finalement, on vient de voir qu’une recherche expérimentale suffit pour “trouver”
la courbe de séparation d’un triangle:

observation 3.7 Soit Aabc un triangle de sommets a = (T4, Ya), b = (Tp,yp) €t
¢ = (ze,y.), dont les relevés respectifs sur le paraboloide hyperbolique sont A, B et
C. Alors la courbe de séparation de Aabc, pour 'erreur Lo d’approximation locale
par le plan ABC, consiste en deuz hyperboles :

e [’hyperbole donnée par le systeme :

z=ax% —y?

z=ax+By+vy (P)
AeP, BeP, CeP

e [’hyperbole d’équation :

( $a+$b+$c>2 < ya+yb+yc
r——) > —|\y—"—F——

2
=4HG
3 3 )
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avec

Tq + T + Ta + T + Ze

3 3

G=| Yatwty |, H-= Yot Yo+ Ye
3 3

9 9 ZA+ 2+ 2o

g™ —Ya —3

3.2 Utilisation du calcul formel

Il parait évident au vue de 1'observation 3.7 qu’il devrait étre possible d’utiliser
un logiciel de calcul formel, tel que Maple [CGG™], pour confirmer les équations
obtenues pour les courbes de séparation d’un triangle (on peut employer un pluriel,
car maintenant on sait qu’il y a effectivement plusieurs courbes). Cette méthode de
“confirmation” formelle va utiliser une procédure de calcul symbolique de I'erreur
sur un triangle; & partir de cette procédure, nous verrons qu’il est possible de dé-
duire les erreurs pour les 2 triangulations de 4 points donnés, supposés former un
polygone convexe, puis de formuler I’équation des courbes de séparation. De grandes
précautions ont été prises sur la fagon de calculer les erreurs, puisque c’est de la que
les principaux problemes peuvent surgir. Par ailleurs, Maple a besoin d’aide pour
simplifier certains calculs, et c¢’est cela qui va étre, en partie, détaillé ici.

Les résultats de cette section ont fait 'objet d’un article présenté a la septieme
conférence canadienne de géométrie algorithmique (CCCG7) [DD95|.

3.2.1 Calcul de I’erreur sur un triangle

Le probleme se pose en ces termes: étant donnés trois points dans le plan a =
(TayYa), b = (Tp, 1) et ¢ = (2¢,9.), et A, B et C leurs relevés respectifs sur le
paraboloide hyperbolique, on désire pouvoir évaluer formellement lerreur L, de
I’approximation linéaire de PH sur le triangle AABC.

Figure 3.7 — découper un triangle en deux afin de pouvoir mieux intégrer.

premier
demi-triangle

deuxieme
demi-triangle

Pour cela, il est possible d’utiliser la méthode suivante :

e on donne les sommets dans I'ordre croissant de leur abscisse (dans le cas d’un
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calcul réel, on dispose évidemment d’une procédure de tri des points en fonction
de leur abscisse).

e on coupe le triangle en deux, par une parallele a 1’axe des ordonnées passant par
le sommet intermédiaire du triangle (celui dont 'abscisse n’est pas extréme).

e sur chacun des deux triangles ainsi obtenus, on cherche les équations des droites
supports des arétes non paralleles a ’axe des ordonnées.

e pour parcourir toute la surface définie par un des petits triangles, il suffit de
faire varier les x de la valeur minimale & la valeur maximale présentes sur le
triangle, et les y d’une aréte a I’autre (on prend pour bornes les équations des
arétes: y est ainsi défini en fonction de z).

Pour intégrer, on choisit toujours pour borne supérieure en y, 'aréte ¢ qui pré-
sente toute les valeurs possibles des abscisses, c’est-a-dire celle qui a pour extrémités
les points de plus petite et de plus grande abscisse (notation adoptée sur les figures
3.7 et 3.8).

Figure 3.8 — les cas possibles de découpage d’un triangle.
Wg ‘ a b b
C
S
b 1[\ \ a E 5

Le calcul de I'erreur par un tel processus fait ressurgir certaines caractéristiques:

— si le triangle a un de ses cotés parallele a ’'axe des ordonnées, on n’a pas besoin
de séparer le triangle en deux (premier et troisieme cas de la figure 3.8).

— comme le signe de I'intégrale est tributaire de ’ordre dans lequel on considere
les arétes, il va étre lié a la position de ¢ relativement aux autres cotés: si ¢
est au-dessus des deux autres arétes, le signe de I'intégrale sera positif, sinon
il sera négatif (dans le premier cas, lors de I'intégration on ira dans le sens des
y croissants).

Il faut bien remarquer que pour un méme triangle, le signe de l'intégrale reste
le méme sur chaque “demi”-triangle ; en effet, la position relative de ¢ ne change pas
d’un demi-triangle a I’autre (voir les figures 3.7 ou 3.8 pour s’en convaincre).

A l'image des figures 3.7 et 3.8, on adoptera désormais les notations suivantes :

— a est le sommet le plus a gauche du triangle, c’est-a-dire celui de plus petite
abscisse.

— b est le sommet intermédiaire du triangle: x, n’est pas une abscisse extréme

de Aabe.



3.2 — Utilisation du calcul formel 87

— c est le sommet le plus & droite, sommet de plus grande abscisse.
— si a et b ont méme abscisse, on note a le point de plus petite ordonnée.
— si b et ¢ ont méme abscisse, on note ¢ le point de plus grande ordonnée.

— 0 est la droite de séparation du triangle Aabc en deux “demi’-triangles: c’est
la parallele a I’axe des ordonnées qui passe par le point b (droite d’équation
T =xy).

— pour les deux “demi’-triangles, la droite support inférieure des y sera (ac)
(choisie de maniere arbitraire, seulement parce qu’elle est support de I'aréte
qui contient toutes les abscisses possibles du triangle) ; on notera son équation

Yy = asr + [s.

— pour le premier (resp. le deuxitme) demi-triangle, la droite support supérieure
des y sera (ab) (resp. (bc)); son équation sera notée y = aszx + (3 (resp.
Yy =01 -+ 61)

Un tel choix de notations implique évidemment que ’erreur, toujours positive en
pratique, peut étre opposée au résultat du calcul par la procédure formelle.

Si on note z = pawc(T,y) 'équation du plan de l'espace a 3 dimensions qui
contient les points A, B et C', pour I’exemple choisi sur la figure 3.7, 'erreur d’inter-
polation commise par 'approximation linéaire locale du paraboloide hyperbolique
par le triangle AABC' sera:

EMaple(ACLbC) = [1—|—]2

avec :
y=asz+32 ) 2
I, = / / (paasc(z,y) — (2° —y?))" dydx
y=azr+S33
y=azx+32 5
I, = / / (paasc(z,y) — (2 —y?))" dydx
y=arz+5

En effet, sur cet exemple, le segment qui contient toutes les abscisses est au-
dessus des 2 autres arétes du triangles; comme dans Iy et Iy, on fait varier x dans
le sens des abscisses croissantes, il faut faire varier les y dans le sens des ordonnées
croissantes pour que les doubles intégrales renvoient bien une valeur positive.

En réalité, la procédure Maple associée au calcul du carré de I’erreur pour un tri-
angle fonctionne un peu différemment ; elle suppose toujours que les points sont don-
nés dans cette configuration. Ce qui signifie que le résultat renvoyé par €pqp(Aabe)
implique les hypotheses:

Ta S Tp S Te
lac] au-dessus de [ab] et [bc]

La premiere hypothese n’est pas contraignante, et pour la deuxieme si on désire se
7

placer dans le cas contraire, il suffit de récupérer 'opposé du résultat renvoyé par la

procédure.
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3.2.2 Invariance de ’erreur par translation

propriété 3.1 L’erreur L, commise par approximation linéaire spatiale du para-
boloide hyperbolique unité pour un triangle est invariante par translation dans le
plan (xOy) des sommets dont les relevés composent le triangle choisi.

démonstration :

Soient a = (24, Ya), b = (24, %) et ¢ = (2., y.) des points de IR* de relevés
sur le paraboloide hyperbolique unité A, B, C'. On suppose, sans perte de
généralité, que les points du plan sont donnés par ordre d’abscisses croissantes.
On note g la translation de IR? de vecteur @ = (u,, Uy), Enrapie(Aabe) Perreur
L, d’approximation locale de PH par le triangle AABC' et €pqpie(ta(Aabe))
I'erreur d’approximation pour le triangle image de Aabc par la translation t;.
Alors, les calculs effectués par Maple montrent que:

Entapte (Aabc) = €prapre(ta(Aabe))

= %(ybxa—ycxa—:cbya+xcya+xbyc—xcyb)
(Bat 622y + 3yt — 6z, — 612> +6y. 22y,
+6ybx2ya+6xbxay2+6xcxay2—6ycy2—6yby2
+9x3x2—5y3xi+9x§xi—5y§xi—i—4ycybx2

8Ty Yy TaYa —4TcYpTaYa — 4o Ye Ta Yo — 8Tc Yo LaYa
—5alys — 5y, +4zeapys + 9yl ys + s ye

F6Yi e T + AT YR T+ OYE Ty Ty — ATy Ye Yy T
Ay Yl wo — 622 T — 4T Yoy T — 675 T4 — 6} Ya
6.2 Ys Yo — 420 Te Yo Yo — 62 Yo + 420 Ys Yo + 6y 72 o
ATy Yo Te Yo +AT] Ye Yo — 622 Y2 + 6yl v Ty + 3T
+3yy +6yealyy — 6y; vy —5yp al + 37 — 6yeyp
+9y2yy + 3yl — 6ySy, — 6myad + 92l ay — 5yl a;

—6%352+6xb?/c2xc+6?/c$g?/b—833byc$cyb)

Le premier terme de l’expression obtenue reste évidemment invariant par
translation (et méme par isométrie) car on reconnait, au signe et a un facteur
2 pres, la surface du triangle Aabc. Le deuxieéme terme étant peu exploitable,
on est obligé de faire confiance au logiciel de calcul formel. O

3.2.3 Calcul de ’erreur sur deux triangles adjacents

Pour trouver I’équation de la courbe de séparation, on a besoin de calculer I’erreur
commise par deux triangles qui ont une aréte commune.

Soient donc, par exemple, les points a, b, ¢ et d du plan. On suppose (sans perte
de généralité) que les triangles Aabe et Abed sont adjacents en position convenable
(le quadrilatere Cabed est convexe), et que les points a, b, ¢ sont rangés par ordre
d’abscisses croissantes. On suppose enfin que d se trouve dans la zone d’influence
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de a: ceci implique que Paréte commune aux deux triangles est [bc]. Les cas ol d se
trouve dans une autre zone d’influence se traitent de maniére similaire.

On a vu que le signe des intégrales calculées lors de la recherche de I'erreur pour
un seul triangle dépend des positions relatives de ses sommets; quatre cas peuvent
alors se produire lorsque ’on cherche ’erreur commise par la triangulation des quatre
points, cas illustrés sur la figure 3.9.

Figure 3.9 — les quatre cas associés a 1’étude proposée.

¢ c
a a
©®
d

b d b

cas 1 cas 2

b b

d
d
a a
c ¢
cas 3 cas 4

Pour le triangle Aabc, on sait, par hypothese, que le coté qui contient toutes les
valeurs en x est [ac]. Deux possibilités apparaissent :

— Pordonnée de c est supérieure a celle de b: alors, 'aréte [ac] est au-dessus des
deux autres, et la procédure de calcul de €prqpe(Aabc) renvoie bien ce qu’il
faut (cas du haut sur la figure).

— Pordonnée de c est inférieure & celle de b: il faudra adjoindre un signe négatif
au résultat de €prqp.(Aabe) (cas du bas).

Pour le triangle Abcd, le probleme est sensiblement le méme: ’abscisse de d est
soit comprise entre celle de b et celle de ¢, soit supérieure a celle de c;

— dans le premier cas, le résultat de €prqpe(Abcd) sera bien celui recherché,
puisque le coté contenant toutes les abscisses possibles est [bc], et il se trouve
au-dessus de [bd] et de [cd] (cas de droite sur la figure).

— dans le deuxieme cas, c’est [bd] qui contient toutes les abscisses de Abed et il
est placé au-dessous de [bc] et [cd]: il faut changer le signe de €p/apie(Abed).

Suivant les cas, dans 'hypothese du calcul d’une erreur formelle, il faudra donc
soit ajouter, soit soustraire les valeurs obtenues pour chaque triangle de la triangu-
lation.
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3.2.4 Justification des équations des courbes de séparation

Comme on vient de le voir, le signe des intégrales varie suivant les positions des
points considérés. Cela laisserait supposer que 'on doive connaitre a I'avance ces
positions relatives. Ainsi, on se placera d’abord dans une configuration particuliere
ol I'on choisira les positions relatives des points. Tous les détails concernant cette
configuration seront donnés, et seront suivis d’une étude de ce qui survient pour
les autres cas; on s’assurera alors que le résultat final est bien indépendant de la
position des sommets (et concorde avec les recherches empiriques menées...).

3.2.4.1 Le cas choisi

Soient trois points o = (0,0) (I'invariance de 'erreur par translation justifiée a
la proposition 3.1 autorise ce choix), b = (xp,y) et ¢ = (x.,y.) fixés dans le plan,
d’abscisses respectives données dans l’ordre croissant =, < z, < z., et tels que
Up S Ye-

Soient O = (0,0,0), B = (x4, yp, 2B) €t C' = (2., Y, 2c) leurs relevés respectifs
sur le paraboloide hyperbolique, et soit d = (z,y) un point variable dans le plan. On
va déterminer pour quelles valeurs de x et y, d se trouve sur la courbe de séparation
du triangle Aobc.

On se place dans le cas ot d est dans la zone d’influence du sommet o. Deux
triangulations sont alors possibles, puisque le quadrilatere Oobed ainsi défini est
convexe : la triangulation qui contient les triangles Aobc et Abcd, et celle qui contient
les triangles Aobd et Aocd.

Leurs erreurs respectives sont données par les calculs suivants:

ea(Aobe + Abed) = \/e(Aobc) + e(Abed)
ea(Aobd + Aocd) = \/e(Aobd) + e(Aocd)

La valeur qui nous intéresse plus particulierement est alors:
&(Aobe, d) = [e(Aobe) + e(Abed)] — [e(Aobd) + e(Aocd)] .

En effet, par définition, le point d se trouvera sur la courbe de séparation du
triangle Aobe si et seulement si £(Aobe,d) vaut 0, puisqu’'a ce moment-la, les 2
triangulations possibles donneront les mémes erreurs d’approximation Ls.

On suppose maintenant que I’abscisse x de d est supérieure a celle de ¢ (on se
retrouve dans le cas 1 de la figure 3.9); calculer £ symboliquement implique alors
d’effectuer les opérations suivantes:

e(Aobc) = €epnpapie(Aobe)
e(Abcd) = _eMaple(Ade)
E(AObd) = EMaple(AObd)
€(Aocd) = —€ppapie(Aocd)

Les signes proviennent des remarques faites précédemment pour la premiere tri-
angulation, et pour la seconde, 'aréte qui contient toutes les abscisses est [od], aréte
haute du triangle Aobd (d’ou le signe +) et aréte basse de Aocd (signe —).
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Le résultat final est une équation en x et y que 'on peut comparer avec les
hyperboles obtenues expérimentalement. Sans autre connaissance, il n’est a priori
pas possible de chercher manuellement a évaluer les erreurs; les justifications qui

vont suivre font donc appel a la procédure de calcul symbolique programmée en
Maple.

3.2.4.2 Les résultats obtenus sous Maple

Les résultats fournis par Maple seront sans aucun doute exacts, puisque recher-
cher l'erreur formelle revient a intégrer 2 fois un polyndéme de degré 4, chose que
le langage est tout a fait en mesure de réaliser. Il faut cependant remarquer que
pour arriver au bout de certains de ces calculs, il vaut mieux connaitre le résultat &
I’avance afin de pouvoir suggérer des simplifications au logiciel.

Pour donner une idée de la relative complexité du calcul, il faut savoir que le
calcul de I’erreur commise pour le triangle Abed (qui ne comporte aucune coordonnée
chiffrée contrairement & tous les triangles incluant le point o) a nécessité sur une
machine raisonnable, du type SUN 4/75 & 32 Mo de RAM, pres de 25 minutes de
temps CPU avec une allocation mémoire de I'ordre de 20 Méga Octets.

Afin de suivre completement la procédure mise en place pour justifier le résultat
observé dans la section 3.1, il va étre ici reproduit directement les résultats obtenus
avec Maple. Dans le programme, la procédure ErreurL2 (f, a, b, c) correspond
& €nrapie (Aabc), valeur exacte (symbolique) de 'erreur commise par ’approximation
linéaire paapc(z,y) de la surface £, surface d’équation z = f(x,y), pour le triangle
Aabc. Autrement dit :

|[Erreurl2 (f, a, b, c)|= // (Paabe (T, Y) —f(a:,y))2 dz dy.
Aabc

Pour notre étude, f est la fonction qui & (x, %) associe 2 — y*. Les sommets sont
donnés sous forme de couples de coordonnées (par exemple [x,,y,]) et dans l'ordre
croissant de leur abscisse. On rappelle par ailleurs que la procédure suppose que
Ye = Up, le cas contraire imposant un changement de signe.

Le cas choisi ici impose ainsi les choix:

€(Aobc) = erril = ErreurL2 (f, [0,0], [x_b,y_bl, [x_c,y_cl)
€(Abcd) = erri2 = —ErreurL2 (f, [x_b,y_bl, [x_c,y_cl, [x,y])
€(Aobd) = err21 = ErreurL2 (f, [0,0], [x_b,y_bl, [x,yl)
€(Aocd) = err22 = —ErreurL2 (f, [0,0], [x_c,y_cl, [x,yl)

On obtient alors sous Maple :

> f = (x,y) -> x"2 - y°2;

f::(xay)—)xQ_yQ

> errll := erreurL2 (£, [0,0], [x_b,y_bl, [x_c,y_cl);
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- 180

1

(ybxc_xbyc)(3x04_6xc3xb_5x02yb2+6x02ycyb
+ 91,7 22 — 62yt + 6T 1y Yyt — 8Ty Te Yo Y — 613" T,
+6z. 1y 30 — 6.y 9y — 6y 1
_6yc3yb+6$b2ycyb+3$b4+3yc4_5xb2yc2)

> errl2

1
180

:= - erreurl2 (f, [x_b,y_bl, [x_c,y_cl, [x,y1);

(yex —po—zcy+my—mye+ g2 ) (32" —62°

+3y* =612 —6m 2 +6y. 2ty +6y 1’y
+6mry’ +6z. 0y’ —6y,y> —6y.y® + 91,7 2
+9x62x2—5yb2x2+4ybycx2—5y62x2—8ycxcxy
—dyemry —8uyypry—dyrery — 5zl y

+9y 2y A,y =5yt + 9y Yt + 6.yl
-%4y£a%x——4xcm4h$—%4xcm2x——6xfx
+6y’mr—6z s —Adnypyer — 6y y
—duyyerey +Ayen’y —An Y oy + 6y z’y
+6wm’y+4dyay -6’y +3yt+3nt -5y
+3yt +6z Yoy — 62y + 3 =6y m” —5a y”
+ 9z 2" — 6 T — 62 T — 6y + 627 Yoy

+ 620 25 Y2 — 6 Y. Yy — 8Ty Te Yo Yp + 6 To Tp Y.

+9u° y.”)

> err21

180

:= erreurlL2 (f, [0,0], [x_b,y_bl, [x,y1);

(—ypr+azy)Bst —622y* + 39y —6m2° + 6y, 2%y
+6$bxy2—6yby3+9$b2x2—5yb2x2—8x5ybx‘y
—5xb2y2+9yb2y2—6xb3$+6yb2xb$+6ybxb2y

— 6y’ y+3nt +3yt -6y %)

> err22

1
180

:= - erreurL2 (f, [0,0], [x_c,y_cl, [x,y]);

(yex —2.y)B2* —62%y* +3y* —6z.2° +69y. 27y
+6z.2y* —6y. > +92 20 =5y 2 —8y.z. Yy

— 522y +9y 2yt -6 r+6n.y e +6y. 2y

_6yc3y+3$c4+3yc4_6xc2yc2)

> erreurl
> erreur?

errll + errl2:
err2l + err22:
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Avec les notations Maple adoptées, on aura:
£(Aobc,d) = erreur = erreur2 — erreurl.

Pour aider Maple a obtenir une valeur lisible de ce polynome, il faut le forcer a
effectuer un tri suivant les puissances en x et en y (par I'utilisation de la fonction
prédéfinie sort), puis en lui demandant de factoriser I'expression ainsi triée (par la
fonction factor).

C’est a ces conditions seulement que l'on peut obtenir un résultat lisible pour
£(Aobe, d).

ort ((erreur2-erreurl), [x,y]):

> erreur S
factor (erreur, [x,y,x_b,y_b,x_c,y_cl);

> erreur

1
erreur ::@(3332—3312—2xcx—2xbx+2ycy+2yby+3x02

—3Z/c2—3Z/b2—2$c$b+2ycyb+3xb2)
(Yp Te 22 — Yo 2y 0> — Yo T Y* + Ye Ty Y2+ Y Yo @
— YT YT T — Yy BT+ Ty Y+ T Ty

— T Y — Y T Y)

Il reste maintenant & comparer cette expression avec les hyperboles décrites dans
I’observation 3.7. Soient G et H les points définis dans I'onservation. Le plan Paopc
passant par les sommets O, B et C est renommé approx lors de son utilisation avec
Maple, et on adopte les notations suivantes:

— hyperbl correspond a ’équation observée de la premiere hyperbole de la
courbe de séparation de Aobc, équation donnée par l'intersection du para-
boloide hyperbolique avec le plan Paoppc.

— hyperb2 représente I’équation de la seconde hyperbole:
hyperb2 = (z — 26)? — (y — ya)* — 4(2¢ — zn).

La courbe de séparation obtenue dans I’observation 3.7 est ainsi donnée par:
CS(Aobc) = (hyperbl)(hyperb2).

DetermineApproximationlLineaire (f, a, b, c) estune procédure quia pour
argument une fonction f(z,y), et 3 points du plan, et qui renvoie, sous forme de liste
[a, B, 7], les coefficients de I’équation du plan z = ax + By +y passant par les relevés
de a, b et ¢ sur la surface z = f(x,y) (on suppose toujours ici que f(x,y) = z*—y?).
Par ailleurs, expand et simplify sont 2 fonctions prédéfinies de Maple qui servent
respectivement a développer une expression et a la simplifier.

On aura ainsi:

[(x_bt+x_c)/3, (y_b+y_c)/3, ((x_btx_c)~2-(y_b+y_c)~2)/9]:
[(x_b+x_c)/3, (y_b+y_c)/3, (x_b~2-y_b~2+x_c~2-y_c~2)/3]:

> G
> H
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> approx := DetermineApproximationLineaire
> (f, [0,0], [x_b,y_bl, [x_c,y_cl);
- {xb (2 —y®) —we (1> — p”)
approzr 1= ,
ThYe — Te Yo

yb(_x02+y02)+yc<xb2_yb2) 0:|
Lo Ye — e Y ’

Y

approx := [simplify(expand(approx[1])),
> simplify(expand (approx[2])),0];

2 2 2 2
—Tp Te” + Ty Ye + 2. 1" — Yv
approxr = |— ,
Lo Ye — Te Y

—yp T+ Yy Yo F Yo T7 — Ye Yp 0}

Ty Yo — Te Yo

Y

hyperbl := x~2 - y~2 - approx[1]*y - approx[2]*x;

(—zpx® + 2y’ + Tem® — T )y
Ty Ye — Te Yo

(= o+ +yem” —ye )

o Ye — Te Y

hyperbl = x* — y* +

\%

hyperb2 := (x-G[1]1)°2 - (y-G[2])~2 - 4%(G[3]-H[3]);

1 I 1 1\ 4
hyperb2 = <:U——xb——xc> —<y——yb——yc> — = (zp+ 2. )

3 3 3 3 9
4 s 4 5, 4, 4, 4
~ c = T -5 T — - Ye
gty ) T — g +3 3 Y
> CS := factor (simplify (expand (hyperbl*hyperb2)),
> [x,y,x_b,y_b,x_c,y_cl);
1
CS = @’y —zyem’ + 2w ye — v Y Y + TP Yo

3($byc—l’cyb)
tym e =y — Ty — sy y” Ty — Yy m+w Ty
(Bm” =3y —2mx+32" + 2y yp —3u” + 2y Y. + 2y — 3y
— 2,7 — 27, + 31.7)

Pour conclure la preuve, il reste & comparer les valeurs respectives de erreur et

de CS. On trouve:
CS 20

erreur Ty Y. — T Yy

d’ou le résultat annoncé a une constante pres; les calculs des erreurs sous Maple
justifient les équations pour la courbe de séparation d’un triangle de I'observation
3.7, tout au moins dans le cas oll d se trouve dans la zone d’influence de o avec
Up < Yo et x > x.. En effet, le fait que les constantes soient différentes n’intervient
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pas dans les cas d’égalité a 0 qui donnent les points de la courbe de séparation.

3.2.4.3 Les autres cas

Soient a, b, ¢ et d 4 points du plan. On note gaawse, Jabeds Gaabd €6 Gaaca les
fonctions qui ont pour valeur le carré de la différence entre le point sur le paraboloide
hyperbolique et le point correspondant sur le plan approximation linéaire locale:

gAabc(xa y) = (pAABC(xa y) - (352 - 92))2
gAbcd(l", Z/) = (pABCD(x, Z/) - (332 - 3/2))2
gAabd(x, Z/) = (pAABD(x, Z/) - (332 - 92))2
9racd(T,y) = (Pascp(w,y) — ($2 - ?J2))2

Pour un triangle Aabe de sommet intermédiaire b, on notera e (Aabc) la formule
obtenue pour 'erreur L, d’interpolation qu’il définit pour le paraboloide hyperbo-
lique lorsque b est au-dessous de l'aréte [ac|, et €~ (Aabc) lorsque b est au-dessus
(c’est-a-dire que €t = €prapie €6 €7 = —€prapie). La double intégrale représentant une
partie de 'erreur sera écrite, par exemple, sous la forme

zp flac]
/ / JAabe,
Zq J [ab]

oll la premiere intégrale sera prise pour des valeurs de x variant entre x, et x,, et la
deuxieme intégrale pour des valeurs de y entre aap)® + Bap) €t Qae)T + Bac)-

Suivant les positions relatives des sommets, les erreurs seront données par des
formules différentes ; par exemple, si on suppose que z, < Ty < T.:

7Siyc>yb:

xp flac) ze flac)
€+ (Aabc) - / / JAabe +/ / JAabe
zq / [ab] xp o/ [be]

— 8l Yo < Yp:

zy, lab] xc pbc]
€ (Aabc) = / / 9Aabc +/ / GAabe
xq J [ac] xp o ac]

—sixg>x.et y. <yp:

( ze plbe] 4 pled]
et (Abed) = / / GAbed T / / JAbed
xy, o/ [bd] zc J[bd

Ty [ad] Tyq []ad]
€ (Aabd) = / / JAabd + / 9JAabd
zq / [ad] xp J [bd]

e (Aaed) = /
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—sixp < Ty < T b YSYp:

( zq r[bc] ze f[be]
et (Abde) = / GAbed T / / GAbed
Ty [bd] g4 [Cd]
Ty [ad] g4 [ad]
e (Aabd) = / JAabd + / 9Aabd
Ta [ [b

zq plac] ze prlac]
et (Aade) = / 9Aabd T / / 9Aabd
. zq J [ad] zq J [cd]

Grace a ces formules, on peut établir trois lemmes:

lemme 3.1 ¢ (A) = —eT(A).
démonstration :

Soient a, b et ¢ les 3 sommets de A donnés dans 'ordre croissant de leurs
abscisses ; alors:

zy, plab] xc flab]
e (Aabe) = / / 9Aabe T / / 9Aabe
Za J [ac] be]
lac] lac]
= // 9Aabe — // JAabe
[ab be]

= Aabc

lemme 3.2 ¢5(A) est invariant par permutation circulaire des sommets du triangle
A.

démonstration :
Soient a, b et ¢ les 3 sommets de A donnés dans 'ordre croissant de leurs

abscisses. On va supposer que b est au-dessous du segment [ac] et travailler
ainsi sur €' ; la preuve reste la méme dans le cas contraire.

On a:
xp rlac) ze plac]
e (Aabe) = / / 9aabe + / / JAabe-
zq J [ab] xp o/ [be]

Par permutation circulaire des points, on obtient :

Tq [bc] Ty [bc]
*(Acab) :/ / 9Acab +/ / 9Acab;
Tec [(IC] Ta [a‘b]

avec gaabe = JAcab, Puisque Paapc = Pacas.
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D’ou:

[be] [be]
€+ (Acab) = / / gAabc / / JAabe
be]
+/ / GAabe +/ / GAabe
- / / gAabc / / JAabe
[ab be]

= Aabc

O

lemme 3.3 ¢*(A) se transforme en son opposé par transposition de deuz de ses
sommets.

démonstration :

Soient a, b et ¢ les 3 sommets de A donnés dans 'ordre croissant de leurs
abscisses. On va supposer que b est au-dessous du segment [ac] et travailler
ainsi sur €' ; la preuve reste la méme dans le cas contraire.

On a:
lac] lac]
Aabc / / gAabc / / 9Aabc-
[ab be]

Par transposition des 2 sommets extrémes, on a:

xp flac) Ta flac)
€+ (ACba) = / / GAcha + / / JAcha
be] [ab
= / / GAcba — / / 9Acba
[ab be]

= Aabc ) =€ (Aabc)

Car gacha = Jaave €t d’apres le lemme 3.1.

Par transposition du sommet intermédiaire et d’'un des sommets extrémes,
par exemple ¢, on a:

et (Aach) = ¢ (Abca), par transposition des extrémes

¢ (Aabe), par permutation circulaire
Car gaach = Jaape €t d’apres le lemme 3.1. O

Pour montrer que la formule obtenue dans le cas de la section 3.2.4.1 reste pra-
tiquement la méme si les positions des points changent, on ne va étudier ici que les
configurations caractéristiques (car il existe beaucoup trop de cas différents pour
tous les traiter) de la figure 3.10.
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Figure 3.10 — les configurations caractéristiques choisies.

b

cas 1

On note & = &£(Aabe, d) la formule obtenue pour l'expression de la courbe en
fonction des €%, pour le cas de la section 3.2.4.1. On suppose que d = (x,y) est le
point variable, et que a, b et ¢ sont en ordre croissant d’abscisses. On rappelle que:

& = ¢ (Aabe) + € (Abed) — ¢ (Aabd) — €~ (Aacd)
Alors, a l'aide des 3 lemmes précédents, on obtient :
— si b est au-dessus de [ac] et > z. (cas 1):

&(Aabe,d) = ¢ (Aabe) + €t (Abed) — ¢ (Aabd) — ¢* (Aacd)
= —€e"(Aabc) — € (Abed) + € (Aabd) + € (Aacd)
= —&

— si b reste au-dessous de [ac] mais x, < x < x4 (cas 2):

&(Aabe,d) = ¢ (Aabe) + €t (Abde) — ¢ (Aabd) — €T (Aadc)
= €7 (Aabc) — € (Abed) — € (Aabd) + €t (Aacd)
= €7 (Aabc) + € (Abed) — € (Aabd) — ¢ (Aacd)
= &

— si d est dans la zone d’influence de b avec y > y, et y > y. (cas 3):

&(Aabe,d) = €' (Aabe) + ¢ (Aade) — ¢ (Aabd) — € (Abdc)
= €7 (Aabc) + € (Abed) — € (Aabd) — ¢ (Aacd)
&

Les 2 cas caractéristiques qui restent (un point & I'intérieur du triangle défini par
les 3 autres) impliquent que le choix devra se faire entre une triangulation a 1 seul
triangle, et une triangulation & 3 triangles. Cela laisse supposer que 1’on s’autorise a
éliminer un sommet, ce qui peut ne pas étre désirable (puisque le critere ne permet
qu’'une optimisation locale); cependant, on peut vérifier que le résultat pour les
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courbes de séparation (et &) ne change pas:
— si d est & l'intérieur de Aabc et z, < x < x. (cas 4):

&(Aabe,d) = et (Aabe) — € (Abde) — € (Aabd) — €' (Aadc)
= ¢t (Aabe) + ¢ (Abed) — e (Aabd) — e~ (Aacd)
= &

— si b n’est ni & 'intérieur de Aabc, ni dans une zone d’influence, avec =z > x, et
y >y, (cas 5):

&(Aabe,d) = et (Aabd) — et (Aabe) — e (Aacd) — ¢ (Abed)
= —e"(Aabc) — € (Abed) + € (Aabd) + € (Aacd)
= —&

Dans tous les cas, on retombe sur +&; ; or ’équation de la courbe de séparation est
&1 =0, ce qui implique qu’elle est bien invariante par changement de configuration.

3.3 Exemples de courbes obtenues

Sont regroupés ici quelques exemples de courbes de séparation. A chaque fois,
un triangle initial est choisi, et le plan est découpé en zones; les conventions pour
les couleurs utilisées font intervenir le role que jouerait l'insertion d’un quatrieme a
I'intérieur d’une zone:

e les zones foncées sont celles oil une seule triangulation est possible.

e les zones colorées claires sont celles ou lorsque deux triangulations sont pos-
sibles, c’est celle qui conserve le triangle de départ qui est la meilleure.

e les zones blanches impliquent que la meilleure triangulation ne tiendra pas
compte du triangle initial.

Les courbes de séparation ainsi que les axes sont en trait fin, alors que le triangle
de départ dont on cherche la courbe de séparation est en trait épais.

Les cas généraux

On obtient des hyperboles équilateres a directrices paralleles (figure 3.11) ou
perpendiculaires (figure 3.12), éventuellement dégénérées.

Des cas dégénérés

Il peut arriver qu'une des hyperboles soit dégénérée en une droite (comme c’était
le cas sur 'exemple de la figure 3.5), et que méme les deux le soit. Ces cas se
produisent notamment lorsque la droite passant par deux des sommets est parallele
a une des bissectrices des axes du repere (figure 3.13, courbe de droite).
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Figure 3.11 — les deux hyperboles ont des directrices paralleles.

Figure 3.12 — les hyperboles ont des directrices perpendiculaires.
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Figure 3.13 — une et méme les deux hyperboles peuvent étre dégénérées.

Une remarque

En observant les différentes figures, on peut constater qu’en général, la courbe
de séparation d’un triangle possede certaines parties dans des zones ol une seule
triangulation est possible. Cela implique qu’en réalité, il existe des zones du plan
dans lesquelles approcher le paraboloide hyperbolique par un seul triangle donne
une meilleure erreur L, que 'approcher par 3 triangles. Evidemment, comme, en
principe, on désire utiliser tous les points fournis pour réaliser une approximation,
et non pas en éliminer certains, cette propriété ne sera pas utilisée en pratique. Par
ailleurs, rien ne prouve que, globalement, une élimination pourrait dégrader ’erreur
totale (puisque la remarque faite ne considere que le placement de 4 points entre
eux, sans tenir compte de I'influence éventuelle des autres sommets de I’ensemble).

3.4 Autres normes

Les succes rencontrés pour la recherche pratique des courbes de séparation de
PH dans le cas de la norme L, nous ont amené a nous demander s’il était possible
de faire la méme chose pour d’autres normes intéressantes.

3.4.1 Norme L,
3.4.1.1 Définition

définition 3.1 Etant donnée une fonction f de deuz variables z et y définie sur un
domaine planaire D (fermé ou pas), la norme L, de f est donnée par:

I = [[ 1#6e.w)l dedy.
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définition 3.2 Etant donnés une fonction f : IR> — IR, S un ensemble de points
s; = (z,v:),0 = 1...n du plan, T une triangulation de S, 4 chaque triangle A
de T correspond une approximation linéaire pa de la fonction f wvalable sur toute
la surface limitée par A. Soit Pr linterpolatoin linéaire par morceauzr de f définie
par les pa ; Pr est définie sur toute [’enveloppe convezre de S. Alors, Perreur L,
commise par ’approximation linéaire de f suivant la triangulation T est donnée par
la formule :

et (f,T) = |If = Prl
- // F(@,y) = Pr(ay)| de dy

= Z//A|f(w)—m(a:,y)|dxdy

AeT

Moins formellement, on peut dire que l'erreur L; pour 'approximation d’une
fonction est la différence de volume qui existe entre la fonction et son approximation.

Ce qui nous intéresse ici est le cas ol la fonction f est le paraboloide hyperbolique
unité d’équation f(z,y) = z* — y*.

3.4.1.2 Calcul de ’erreur
Principe général

Le principal inconvénient d’une norme L, est qu’elle contient une valeur absolue ;
il est donc plus difficile que pour la norme L, d’en réaliser le calcul symbolique.
Cependant, on va voir qu’il est possible de se passer de cette valeur absolue.

Les intégrales a calculer ont pour domaine de valeur des triangles ; chaque triangle
A relevé sur PH est porté par un plan dont I'intersection avec PH est une hyperbole
qui passe par les 3 sommets du triangle. L’intérét de cette hyperbole est qu’elle
indique la séparation entre la partie du triangle qui est au-dessus de PH et celle
qui est au-dessous; ainsi, en chaque point d’intégration, on sait par quelle formule
remplacer la valeur absolue. Parmi les sommets de A, 2 ou 3 sont sur le méme arc
d’hyperbole:

— dans le cas ol ce sont tous les sommets, alors le triangle est toujours situé du
méme coté de la surface: supprimer la valeur absolue devient trivial.

— si seuls 2 sommets s; et sy sont sur un méme arc, alors on peut calculer la
partie de ’erreur commise sur A comprise entre I’arc d’hyperbole et le segment
[s182], puis compléter l'erreur totale en utilisant la valeur de Uintégrale prise
pour la différence (f — pa) sans valeur absolue (détails page 105).

Définition et cas a envisager

Soit un triangle Aabc de sommets a = (24, Ya), b = (xp,u), ¢ = (2, y.) des
points du plan. Va suivre la procédure exacte mise en place permettant le calcul de
Ierreur Ly locale d’approximation de PH par le triangle Aabc. On note A, B et
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C les relevés des points sur le paraboloide hyperbolique, et on prend la convention
suivante :

définition 3.3 On appellera dorénavant direction d’une hyperbole celle de la per-
pendiculaire a la directrice de U'hyperbole. Par exemple, sur la figure 3.11, les hy-
perboles des courbes de gauche sont dirigées suivant ’axe des x alors que celles de
droite sont dirigées suivant [’axe des y.

On détermine d’abord la direction de I’hyperbole projection de l'intersection
entre PH et le plan ABC d’équation 2 = \x + py + v. Cette hyperbole admet pour
équation :

vt -y — A —py —v =0,

soit :

(=5) () =ve

Ceci implique, puisque c’est une hyperbole équilatere, que sa direction dépend du
signe de 7:

— si 7 =0, on est dans le cas dégénéré ot 'hyperbole est 'union de 2 droites
paralleles aux bissectrices des axes.

— si 7 < 0, 'hyperbole est dirigée suivant ’axe des abscisses.
— si 7 > 0, 'hyperbole est dirigée suivant ’axe des ordonnées.

Or, 7, comme A, et v, dépend des coordonnées de a, b et c. Un calcul bien factorisé
montre que sa valeur est:

1
T = 5(% +Zo — Yo — Te) (Yo — Ta — Yo + Te) (Yo + Tp — Yo — Tq)
(yb — Ty — Ya +xa)(yc+xc — Yp —.I'b)(yc — X _yb+xb)

avec

N =4 (2l + TaYe — ToYe + Tola — TeYa + Telp)” -

Le dénominateur toujours positif de 7 est, & une constante pres, le carré de la
surface du triangle Aabc, ce qui implique qu’il ne peut s’annuler sauf si les points
sont alignés. Le signe de 7 dépend ainsi des six facteurs de son numérateur, c’est-a-
dire des positions des sommets relativement aux paralleles des bissectrices des axes
passant par eux.

En effet, chaque signe peut s’interpréter de la maniere suivante; on considere
(Ya + To — Ye — x.). 1l sera positif (resp. négatif, nul) si a est au-dessus de (resp.
au-desous de, sur) la droite d’équation y = —z + z. + y., c’est-a-dire la parallele a
la deuxieme bissectrice des axes de coordonnées passant par c. La figure 3.14, pour
des positions relatives données de a et b indique le signe de 7, donc la direction des
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Figure 3.14 — signe de 7 pour différentes positions de c.

hyperboles, lorsque ¢ varie dans le plan; si ¢ est sur I'une des droites en gras, alors
T est nul.

Pour bien comprendre ce qui se passe, le tableau 3.1 résume les cas non dégénérés
de la figure 3.14. Dans ce tableau, pour chaque sommet est indiquée sa position
relative par rapport aux paralleles des bissectrices des axes passant par les 2 autres
sommets; la convention adoptée est de prendre toujours les sommets dans l'ordre
lexicographique, et de considérer d’abord la parallele & la premiere bissectrice (celle
d’équation y = ). Un “+” indique que le sommet est au-dessus de la droite, un “—"
qu’il est au-dessous. Cette technique semble plus naturelle que celle qui consisterait
a juste évaluer les signes des facteurs de 7, et elle permet tout aussi facilement de
donner la direction de I’hyperbole. En effet, on sait que I’on doit toujours obtenir 6
signes “4” et 6 signes “—"; c’est donc leur répartition entre les différents sommets
qui va établir le signe final de 7. Si on a une distribution (pour les signes “—”
par exemple) du type 3 nombres différents, alors 7 est positif et I’hyperbole dirigée
suivant 1’axe des abscisses ; si la distribution donne au-moins 2 nombres égaux, alors
T est négatif et I’hyperbole sera dirigée suivant 1’axe des ordonnées.

L’explication de ce comportement est toute simple: les signes des facteurs de
7 sont donnés par une moitié bien choisie des signes reportés dans le tableau. Par
exemple, si on considere tous les signes du sommet a, on aura tous les signes des
facteurs de 7 qui font intervenir a ; reste donc a regarder dans le tableau les 2 derniers
signes de b, ou de fagon équivalente les 2 derniers de ¢, pour obtenir les signes des
facteurs de 7 qui utilisent b et ¢. Ce raisonnement fonctionne bien, car on utilise
toujours les signes par paires (“+—" revient ainsi au méme que “—+", de méme que
“__7 ot “‘i“i‘”)-

En plus de fournir la direction de I’hyperbole, I’étude des signes permet aussi de
déterminer les sommets qui seront sur un méme arc; on peut établir la discussion
suivante (on suppose toujours que chaque sommet n’appartient pas a la parrallele
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Tableau 3.1 — direction et choix de ’arc d’hyperbole pour 'exemple de la figure
3.14.

zone a b c direc. | arc | sommets
0 [++++|——— | ——++ £ | abe
1 ++— | ——— | ++++ x + abc
2 +++--———| -+ ++ Y + ac
3 [+++—|——+—|—-+—+| = | - ab
4 | ++++|—-—4+—|-——+]| vy | - be
5 | ++4++ | ——4+|-———| = | £ abe
6 [++++|———+|—-—+—| v | - be
T+ ||| 2z |+ ab
8 |++—+|————|+—++| v |+ ac

d’une bissectrice des axes passant par les autres sommets) :

— I’hyperbole est dirigée suivant l'axe des ordonnées; au-moins 2 des nombres
de signes “—" sont égaux:
e s’ils sont tous égaux, les 3 sommets sont sur le méme arc.
e sinon, ce sont les 2 sommets qui fournissent le méme nombre qui sont sur
le méme arc.

— I’hyperbole est dirigée suivant ’axe des abscisses; les nombres sont tous diffé-
rents:
e s’ils sont tous pairs, les 3 sommets sont sur le méme arc.
e si 2 sont impairs, les 2 sommets correspondants sont sur le méme arc.

Pour définir alors quel est le bon arc parmi les 2 possibles, seules les positions
relatives des points permettent de conclure. On peut voir ainsi, que dans les zones 0,
1 et 5 de la figure 3.14, suivant la position de ¢ les 2 arcs sont possibles; en général,
ce n’est pas le cas. Dans le tableau, un signe “+” signifie que le bon arc est celui qui
inclut le 400 de I’axe de direction de I’hyperbole.

Tous les cas non dégénérés ne sont pas reportés dans le tableau 3.1, car on a
supposé avoir ici une configuration particuliere de a et b (qui fait apparaitre les
signes “+4" pour a et “——" pour b lorsqu’on regarde leurs situations réciproques).
Dans le tableau 3.2 sont données toutes les configurations génériques possibles: on
ne donne pas d’ordre spécial aux sommets (qui sont rebaptisés sq, sy et s3), et on
indique seulement le nombre de signes “—” pour chacun. Cela entraine qu’il n’est
pas possible de connaitre précisément leurs positions relatives et donc pas possible
de déterminer sur quel arc se trouvent les 2 ou 3 sommets (sinon, le nombre de cas
serait trop important), mais aussi qu'une répartition “0 — 2 — 4” est équivalente a
une répartition “4 — 0 — 27 ; seuls les sommets présents sur le méme arc changent.
Le tableau renvoie aussi les zones de la figure 3.14 et le numéro de la figure qui
correspondent & chacun des cas.
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Tableau 3.2 — configurations non dégénérées possibles.

cas | sy | 82 | s3 | direc. | sommets | zone figure

515953 015 3.16 droite
$983 46 3.17 droite
5159 28 3.18 droite
5153 37 | 3.17 gauche

518953 3.16 gauche

|||~
w|l—|=lo|lo
YR =Y A N
O | Lo | | oo |

S IR S < I

Pour les cas particuliers oti un sommet est sur une des paralleles aux bissectrices
des axes passant par un autre sommet, I’hyperbole est dégénérée en deux droites
perpendiculaires paralleles aux bissectrices. C'est le (ou les) facteurs de 7 qui est
nul qui déterminera les points qui seront sur la méme droite. Un autre probleme
apparait alors: la droite qui ne contient qu'un seul sommet peut ou pas couper
l'aréte opposée du triangle (figure 3.19). Or, étre au courant de cette propriété est
essentiel, car cela modifie la maniere de calculer I'erreur.

Figure 3.15 — positions de ¢ faisant apparaitre un cas dégénéré.

Pour mieux comprendre les cas dégénérés, on repart des configurations initiales
de a et b de la figure 3.14, et on s’intéresse maintenant aux emplacements que ¢ peut
occuper afin d’aboutir & des cas dégénérés; c’est ce qui est fait sur la figure 3.15. Le
tableau 3.3 contient alors toutes les conclusions possibles relatives a cette figure. Sa
lecture est identique a celle du tableau 3.1, sauf qu’un 0 apparait lorsque 2 sommets
sont sur une parallele commune a une bissectrice ; le segment indiqué est alors celui
qui est supporté par la droite en question, et la derniere colonne indique si 'autre
droite va couper ou pas le triangle. On peut observer que le triangle ne peut étre
coupé par l'autre droite que si une seule de ses arétes est supportée par I'une des
droites, et seulement lorsque le sommet qui n’est pas sur cette aréte comporte un
nombre pair de signes “—".
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Tableau 3.3 — cas dégénérés associés a la figure 3.15.

place a b c segment | A coupé
1 ++0— | ——— |0 +++ lac] non
2 |[+++—| ——0— | —+0+ [be] oui
3 ++4+0 | ——+— | —0—+ lac] oui
4 | ++++| —-——-0|—-—+40 [bc] non
5 ++++ | ——0+ | —=0- [bc] non
6 ++0+ | ———4+ | 0—+— lac] oui
7T [ ++—+| -0 | +—-+40 [bc] oui
8 ++-0|——— | +++0 lac] non
9 ++40 | ——— | =0+ + lac] non
10 [++4++| ——0- ] ——0+ [bc] non
1 | ++++| ——+0 | ———0 [be] non
12 [ +4+0+ | ——— | 0—++ lac] non
13 | ++40 | ——0— | =00+ | [ac] et [bc] non
14 [+40+ | ———=01] 0—40 | [ac] et [b] non

Tous les cas dégénérés génériques possibles sont reportés dans le tableau 3.4.
Les “0” désignent les sommets qui sont sur une méme parallele aux bissectrices, et
“2p” ou “2p 4+ 1”7 donnent la parité du nombre de signes négatifs pour le troisieme
sommet. On trouve aussi dans le tableau la correspondance cas générique - place
pour la figure 3.15. Enfin, les figures qui illustrent chaque cas sont indiquées dans la
derniere colonne.

Tableau 3.4 — configurations dégénérées possibles.

cas | s1 | s9 S3 segment | A coupé place figure
2p [5159] non 14589101112 | 3.18 gauche
2p+ 1| [s159] oui 2367 3.19 droite
00| 0 0 [5159] non 13 14 3.19 gauche

Calcul de ’erreur L,

On note I la valeur de 'erreur L; pour le triangle Aabe, I la valeur de I'intégrale
pour la fonction prise sans valeur absolue et Im (vesp. ) la valeur (positive) de

erreur restreinte a la partie du triangle au-dessous (resp. au-dessus) du paraboloide
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Figure 3.16 — des cas ot les 3 sommets du triangles sont sur le méme arc d’hyper-
bole.

\(7271) (2,1)/
\ S/ \ (1,2)

(0,0)

(17 73)

Figure 3.17 — des cas standards, avec 2 sommets sur un méme arc.

2.1) AN (1,2)

(0,0)

(0,0)

(4,-2) (2,-1)
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hyperbolique. Alors, on a les relations:

1

It =1

I+, =

// |f _pAabc|

Aabc

/ f — PAabe
Aabc

ce qui implique que, si on connait [ et [ \-+\ (resp. [, m), on peut déduire la valeur de
L: 1, = 21|J.’| —1I (resp. I} = 21‘] +1). Le calcul de I est trivial, et choisir les cas ot

il faut utiliser 1, |J.’| plutot que [, N revient a utiliser les discussions précédentes sur la
direction des hyperboles d’intersection de PH et du plan ABC'; si elles sont dirigées
suivant I’axe des = (dessin de gauche de la figure 3.17), alors c’est la partie positive
qui est facilement calculable, et si elles sont dirigées suivant 'axe des y (dessin de
droite de la méme figure), il sera plus facile de calculer I -

Pour les cas dégénérés:

— si les 3 sommets sont sur le méme arc d’hyperbole (figure 3.16), alors /|| vaut
exactement la valeur absolue de I, et il est facile de connaitre & 1’avance le
signe de I (il dépend de la direction de I’hyperbole).

— si les hyperboles sont des droites (figure 3.19), 2 cas se présentent :

e le triangle AABC est situé d’un seul coté du paraboloide hyperbolique
(dessin de gauche): on retombe dans le méme cas de calcul que pour la
premiere dégénérescence.

e le triangle comporte une partie au-dessus et une au-dessous de la surface
(dessin de droite): cette fois-ci, on obtiendra directement /|| en faisant

[|.| = I|—~|—| +I‘._‘, ou [

+

o et 1 | peuvent alors se calculer de maniere évidente.

Figure 3.18 — des cas mixtes.

(0,0)

(37 72)

(47 71)

Le calcul de I revient & utiliser la procédure décrite pour la norme Ly (le carré en
moins) au paragraphe 3.2.1; il est donc facile de le faire formellement, & condition
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Figure 3.19 — des cas ol les hyperboles sont dégénérées.

(2,2)

(0,0)

(47 72)

de connaitre les placements relatifs de a, b et c.
Pour Iﬁ et 1|} (cas non dégénérés), on a besoin de:

— connaitre les extrémités s; et s, (qui sont a, b ou ¢) du segment limite, ainsi
que leurs positions relatives.

— savoir sur quel arc de I’hyperbole se trouvent s; et ss, cela afin d’intégrer dans
le bon ordre.

Exemples de calculs

Pour le cas de gauche de la figure 3.17, la discussion des positions par rapport aux
bissectrices nous montre que ce sont les sommets (2,1) et (4, —2) qui se trouvent
sur I'arc d’hyperbole dirigée vers les = positifs: il va donc étre facile de calculer
Tﬁ, sachant que l'on devra intégrer de l’arc vers le segment pour conserver une
valeur positive. Le plan passant par les relevés des points a pour équation z =
9

1T — —y, le segment [(2,1), (4, —2)] est porté par la droite z = —%y + %, et larc

d’hyperbole passant par ces 2 sommets est celui d’équation x = /(y — %)2 + é—i + %.

Par conséquent, I |+| sera donnée par:

Z 8
—39T3 9 3
[+—/ / v -yt — x4~y | dxdy

8
Le calcul final donne:

1
ro= -
3

2 202 2 202 22
It = ﬂjLﬁA h( \/5>+ 05Argsh(—\/5>§0.37329

- 6144 16384 15 16384 15
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soit

—— Argsh
3072 N 8192 15 * 15

10865 2025 25 2025 224/5
s102 0| 557 ) gion

) = 4.07992.

Pour la configuration de droite de la figure 3.17, les sommets [0, 0] et [2, —1]
sont sur I’arc du bas de 1’hyperbole dirigée suivant ’axe des ordonnées d’équation

y=—y/(xr — $5)? + 5£+15; le segment [(0,0), (2, —1)] est porté par la droite y = —%

et le triangle relevé définit le plan z = %x — %y. Ici, il vaut mieux calculer Tk

=2 (r——)2+18+— 3 9 ) )
||—/ /m <5x—gy—x —l—y) dy dx.
2

Ce qui donne, numériquement :

;o= 2

3

231 1 1 1 2
o= BL 8 17v2 _ 8 e V2)\ 011671
- 2000 625 12 625 4

soit

4307 162 172 V2
_ 200 102 ) esh Argsh ~ 1.90000.
= 3000 T 625 1 ( 12 >+625 res (4)

3.4.1.3 Courbes de séparation

L’idéal pour trouver formellement les courbes serait d’appliquer le méme genre
de raisonnement que pour la norme L, (voir section 3.2), et que cela aboutisse. On
note ainsi e;(A) Perreur L; d’approximation locale du paraboloide hyperbolique
pour le triangle A. Pour 4 points a, b, ¢, d tels que le polygone Oabed soit convexe,
on suppose que les deux triangulations possibles sont celles qui font intervenir Aabc
et Abed d’une part, et Aabd et Aacd d’autre part. On a alors:

e1(Aabe + Abed) = e1(Aabe) + ey (Abed)
e1(Aabd + Aacd) = e1(Aabd) + e1(Aacd)

Le probleme est donc de réussir a calculer formellement les erreurs pour chacun
des triangles; or, comme on vient de le voir, ces erreurs sont directement liées aux
placements relatifs des points. On est ainsi obligé, dans un premier temps, de sup-
poser que les sommets sont dans une configuration précise. Et, on va voir que, méme
dans ce cas, le résultat est peu exploitable (comme le laissait supposer les formules
obtenues qui incluent des Argsh). Pour avoir une idée de ce que cela peut bien don-
ner, nous allons reproduire ici les formules des erreurs sur un triangle obtenues pour
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les 3 cas dégénérés, et pour les 2 cas non dégénérés les plus simples:

— cas dégénérés 2 et 3, et cas non dégénérés 1 et 5:

1
e1(Aabe) = D (Talb — TaYe + ToYe — ToYa + TelYa — TYs)

2 2 2 2 2 2
(xa +Ty+ T, — Tl — Tgle — ToXe — Y, — Yp — Yo

FYalhb + Yale + YbYe)

— pour le cas dégénéré 2, il n’est pas possible de réaliser un calcul en partant de
points a, b, ¢ quelconques ; mais, on sait que 2 des sommets sont sur une méme
parallele & une bissectrice. On peut donc supposer, par exemple, que b est tel
que r, =, +r et y, = y, + r avec r un réel différent de 0. On obtient alors:

1 2
€1 (Aabc) = ﬂ (l'a —ZTe— Yo+ yc)
(xi + 22 = 2w, + 2w — 2w, + YE + Y7 — 2yaYe

+2ty, — 2ty + 262 4 220y0 + 2Ty, — 2T4Y. — 2xcya)

Pour les autres cas non dégénérés, il est possible de calculer formellement I'erreur ;
cependant, le résultat final est illisible (sa reproduction ne tiendrait pas sur moins
de 3 pages) et demande un temps de calcul tres important.

Evidemment, cela implique que 1’on n’est pas en mesure de trouver formellement
les équations des courbes de séparation d’un triangle pour la norme L ; en revanche,
une adaptation du programme de recherche de courbes (voir paragraphe 3.1) permet
de les visualiser, et des exemples sont visibles sur la figure 3.20.

Il semble que ce soit a nouveau deux courbes dont 1'une pourrait étre I’hyperbole
équilatere (ou les droites pour les cas dégénérés) passant par les 3 sommets du
triangle. L’autre bien que ressemblant beaucoup & une hyperbole parait étre autre
chose ; ¢’est notamment visible sur la premiere représentation de courbes de la figure
3.20. Cette supposition est confirmée par la présence de logarithmes ou de fonctions
arc sinus hyperbolique dans les formules finales.

3.4.2 Norme L.

définition 3.4 Etant donnée une fonction f de deuz variables x ety définie sur un
domaine planaire D (fermé ou pas), la norme Lo, de f est donnée par:

[fllee = max |f(z,y)].

(z,y)eD

définition 3.5 Etant donnés une fonction f : R* — IR, S un ensemble de points
pi = (z,y:),0 = 1...n du plan, T une triangulation de S, & chaque triangle A
de T correspond une approximation linéaire pa de la fonction f wvalable sur toute
la surface limitée par A. Soit Pr linterpolatoin linéaire par morceauzr de f définie
par les pas; Pr est définie sur toute l’enveloppe convexe de S. Alors, l'erreur Lo,
commuse par Uapprozimation linéaire de f suivant la triangulation T est donnée par
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Figure 3.20 — des exemples de courbes de séparation pour le critere de la norme

L.
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(0,0)
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(3,-2)

2,1

/

N\

(4,-2)
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(0,0

(7, 1)

(8, —1
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la formule :

e (f,T) = IIf = Prlls

= max |f(x,y)—PT(x,y)|
(z,y)EQ

= max <(max |f(x,y) —pA(xayN)-

AeT z,y)EA
A FINIR, sachant que:

— il a déja été prouvé que la valeur maximale de I’erreur sur un triangle, pour
I’approximation du paraboloide hyperbolique, se situe au milieu de 'une des
arétes du triangle.

— je soupconne tres fortement que le paradigme “insertion d’arétes” de EDELS-
BRUNNER et al. doit s’adapter & ce probleme ; ce qui implique qu’'un algorithme
de recherche de la triangulation globalement optimale existe, en temps poly-
nomial.
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Figure 3.21 — exemples de courbes de séparation pour le critere de la norme L.

6)

(4,3)
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Chapitre 4

(Généralisation aux quadriques

Nous venons de constater qu’il était possible de trouver les équations des courbes
de séparation d’un triangle pour le critere de I'erreur L, d’approximation linéaire du
paraboloide hyperbolique, et cela en ayant uniquement recours a des observations
et a du calcul formel.

Ce “raisonnement” n’est pas tout a fait satisfaisant; nous allons donc montrer
qu’il est en réalité possible de prouver et de généraliser certains résultats, obtenus
pour le paraboloide hyperbolique, a toutes les quadriques d’équation z = f(x,y).

Dans un premier temps, nous montrerons que Uerreur L, (oll p est un entier fini
quelconque) d’approximation linéaire par morceaux d’une telle quadrique est stable
par translation des 3 sommets définissant le plan approchant. Nous verrons ensuite
que 'on peut exprimer I'erreur L, d’approximation sur un triangle, et qu’il est ainsi
possible d’obtenir, assez facilement, ses courbes de séparation.
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4.1 Stabilité de I’erreur par translation

Avant de voir le théoreme clef de ce paragraphe, quelques définitions et propriétés
vont étre utiles.

Tout d’abord, un petit rappel d’algebre linéaire: pour calculer 'inverse d’une
matrice carrée quelconque d’ordre 3 (matrice a 3 lignes et 3 colonnes), le plus simple
est d’utiliser la comatrice de celle-ci.

définition 4.1 Soit M = (a;;) 1 une matrice carrée d’ordre n. Alors, la co-
1

matrice de M, notée Com (M), es

n

la matrice (cij) 1<i<n ou les ¢;; sont obtenus
15j<n

en prenant le déterminant de la matrice d’ordre (n — 1) construite en supprimant la

i-eme ligne et la j-eéme colonne de M, et en multipliant ce déterminant par (—1)"*7.

S IAIA

définition 4.2 Soit M une matrice carrée; si M est inversible (c’est-a-dire que
son déterminant est non nul), alors :

o1 t
M —detMCom(M),

Nous aurons également besoin de savoir exprimer la surface d’un triangle en
fonction du déterminant d’une matrice définie par les coordonnées de ses sommets.

propriété 4.1 Soit a, b et ¢ trois points du plan ; alors, la surface du triangle Aabc
(notée Surf(Aabc)) est égale a la moitié de la valeur absolue du déterminant de la
matrice

Ta Tp X
Yo Yo Ye
1 1 1

Dans toute la suite de ce paragraphe, lorsque 1'on parlera d’approzimation li-
néaire spatiale d'une surface d’équation z = f(x,y) pour un triangle Aabc, cela
voudra dire que I'on utilise le plan passant par les relevés de a, b et ¢ sur la surface.

propriété 4.2 Soient a, b et ¢ trois points du plan, et @ = (u,u,) un vecteur
quelconque ; on note ty la translation de vecteur iu. Soit f une quadrique définie par
une fonction, c’est-a-dire une quadrique d’équation :

f(z,y) = az® + By® + yay + 617 + d2y + O,

ot «, B, v, et les 6; sont des nombres réels.

Soit paake approzimation linéaire spatiale de f pour le triangle Aabe et ply,,. celle
définie pour le triangle de sommets les images de a, b et ¢ par la translation tz. Si
on pose paae(T,Yy) = Ax + py + v et pl(x,y) = No + p'y + v/, alors on passera
de Paabe G Pagpe POT le systeme :

A= A4 2au, + yuy
W= pA4 208uy + yu,
Vo= v = Aup — puy + f(ug, uy) — 2(aul + ful + yu,u,) — 03
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démonstration :

nous allons d’abord chercher & exprimer A, y et v en fonction des sommets
de départ et de la fonction f.
Par définition de I'approximation spatiale, si on note A, B et C les relevés
respectifs de a, b et ¢ sur la surface S d’équation z = f(x,y), on a:

24 = f(xaa ya) = /\xa + Y. +v
zp = f(xo,yp) = Amp+py,+v
2 = f(xca yc) = /\xc + py. +v

Par conséquent, les coefficients A\, u et v définissant paqpe vérifient le systeme
linéaire :

ZA To Yo 1 A
zg | = o y 1 Iz
Zc Te Ye 1 v

Pour trouver ces coefficients, il suffit de résoudre le systéme inverse:

-1

A To Yo 1 ZA ZA
ol =1 2 w1 zg | =M oz
v Te Yo |1 zZc zc

On remarque que:

To Tp T
M = Yo Yo Yo
1 1 1

Par conséquent, d’apres la propriété 4.1,
|det M| = 2 Surf(Aabe).

On va noter Surf(Aabc) une sorte de valeur algébrique de la surface du tri-
angle, qui sera positive si Aabe est un triangle direct, négative sinon (nulle si
le triangle est plat).

On peut remarquer ici que le systeme admettra une solution si et seulement
si le triangle choisi n’est pas dégénéré (sinon detM = 0).

De plus:
Yo Ye | Ya Ye Ya Yo
1 1 1 1 1 1
t _ . Ty T Lo Te . Tq Tp
Com (M) = 11 11 ‘ 11
Tp Te | T Te Lo Tp
Yo Ye Ya  Yc Ya Yo
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soit

Yo — Ye Ye — Ya Yo — Ub
Com (*M) = Te — Ty Ty — Te Tp — Tq

ToYe — Yple TelYa — Yela Talp — Yalb

d’o1 on peut finalement tirer:

A (s — Ye)2a + (Ye — Ya) 2B + (Yo — Yb) 20
| =s. (e —xp)2a + (X0 — x)2B + (Tp — X4) 20 ,
v (-'L'byc - ybxc)ZA + ('Icya - yc"Ea)ZB + (xayb - yaxb)ZC’
avec
1

S = —— .
2.Surf(Aabe)

Lorsque 'on applique £; a un point du plan, on obtient :

fta(z,y) = ale+u)®+ By +uy)” + (@ + u)(y +uy)
+61 (2 + uy) + 02 (y + uy) + 63
= flz,y) + f(ug, uy) + 20zu, + 20yu,
+y(zuy + yu,) — 3.

D’autre part, de maniere analogue a ce qui a été fait pour paas., on peut
regarder le systeme vérifié par ply . :

Z A Lo Ya! 1 /\I /\I
!

2 | = aw yy 1 uo =M1 W

2o To Yo 1 v 7

To+ Uy Yo+ Uy 1
detM' = | oy +u, y+u, 1|=detM,
Tet+ Uy Yet+u, 1

puisque le déterminant d’une matrice ne change pas lorsqu’a une colonne
(resp. une ligne), on ajoute une combinaison linéaire des autres colonnes (resp.
lignes) et que:

Tq + Uy T, 1
Tp + Uy = Ty +u, | 1
Te + Uy T, 1
Yo + Uy Ya 1
wtu, | = w | tu, | 1
Ye T Uy Ye 1
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On remarque alors qu’en effectuant le calcul, les deux premieres lignes de
-1 Co . _

M7, matrice inverse de M’, sont les mémes que celles de M~! et que sa

troisieme ligne est la transposée du vecteur colonne suivant :

TpYe — YoTe + Uz (Yo — Yb) + Uy (25 — T¢)
TelYa — Yela + ux(ya - yc) + uy(xc - xa)
TaYb = YaTo + Ua (Yo — Ya) + Uy(Ta — 73)

Par conséquent :

, 1

A= det M (o = ye)zar + (Ye = Ya) 2B + (Ya — W) 2]

avec:

zar = f(ta(Ta, Ya))
= f(xaa ya) + f(uxa uy) + 2a$aux + Qﬁyauy + V(xauy + yaux) - 53
= ZA + f(u:ra uy) + 2axau:r + 25%% + ’}/(.'L'auy + yaur) - 63

soit :

= deth (45 = ye)2a + (Ye = Ya) 2B + (Yo — y6) 2C
+ (Y — Yo)[f (ta, uy) + 2ax,u, + 20Yauy + 7(Tatty + Yatiy) — 3]
+ (Ye = Ya) [f (v uy) + 2050, + 2Bypuy, + ¥(Toty + Ypiz) — 03]
+ (Yo — yo) [f (s uy) + 2030, + 208Yeuy, + y(Tetty + Yetiz) — 63]]

=+ mpaurdet/\/l + yu,det M]

= A+ 20u, + yuy

/

De maniere analogue:
p = p+ 2Buy, + yu,.
Enfin, le calcul de ' donne:

det M V' = [zpy. — Ype + e (Ye — Up) + uy(xp — )] 24
+ [%ya — Yy + ur(ya - yC) + Uy(l'c - xﬂ)] 2a:
+ [ ¥Ub — Yao + Uz (Up — Ya) + Uy (Ta — 2p)] 20
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soit

det M V' = (zpye — yoe) (| 2a + f(Uay uy) — 03
===2uurrr+ 2By == e e )
+ (Te¥a — Yea) (|28 + f(us, uy) — 03
==k2eumrr =28 ue A e ) )
+ (Ta¥o — Yaws) (| 20 + f (U, uy) — 05
==F2err +2P g~ v )
+ (e (ye — vs) + uy (2 — 20)) ([ 24 +FCtmrt==03
+ (QOfuxSCa + 20uyyq + y(uyz, + uxya)])
+ (e (Yo = Ye) + y(zc — 2a)) ([ 28 | +FCumrug)==05
+ (204%% + 28uyyp + v (uyxy + umyb)])
+ (e (Ys = Ya) + ty(2a — 1)) ([ 20 | +F btz rtmg)==d5
+ (204%% + 20uyy. + y(uyx, + umyc)})

avec
L = detM.(v+ f(ug,uy) — 03)
O = —detM.(20u + 20u’, + 2yu,uy)
1 = —detM.(\u, + pu,)

soit :

detM . = detM.[—Au, — puy + v+ f(ug, uy)
— (20w} + 26U} + 2yuuy + 03)]

et, le résultat cherché:

!/

Vo= —Auy — puy + v — f(—uy, —uy) + 03
pAabc(_u:m _uy) - f(_u:ra _uy) + 63
= v — My — pity + f(ug,uy) — 2(aul + Bul + yugu,) — 03

O

théoréme 4.1 Soient a, b et c trois points du plan, et soit f une quadrique définie
par une fonction. L’erreur L,, commise par 'approzimation linéaire spatiale de f
pour le triangle Aabe, est invariante par translation de a, b et c.

démonstration :

On note et ¥, les vecteurs ab et ac; on se place dans le repere barycentrique
d’origine a.
Soit ¢ un point du triangle Aabc; dans le repere choisi, on a:

q:CL—F)\,ﬂI—F)\gﬁ,



4.1 — Stabilité de ’erreur par translation 123

oll A\z et Ay sont 2 réels compris entre 0 et 1. Matriciellement, on peut écrire:

Tq T, Tq Ty 1 1
Yq = Yo Ya Ys Ai | =M | A
1 1 0 0 A Ay
et
y§ = M, )\127 + M; A )
Ty s Aihi
avec
M, = T TE R TE
TalYa TalYa TglYz
20,2 20,5 20705
Ms = 2YaYa 2YaYa 2yays

TalYi + Yala Taly + Yals Ta¥y + Yaly
On suppose que la quadrique f a pour équation
f(z,y) = ax® + By* + v+ §ix + Say + 03,
et on pose
2= v+ py + v,

I’équation du plan passant par les relevés de a, b et ¢ sur la surface définie
par f.
Soit e(q) = f(%q,Yq) — ATy — pyq — v. On a:

7,
efg) = (a B8 v)| v,
LqlYq
Tq
+[(0 02 )= (A v)]| v
1
1 i
= (a B vy )Mo A |+ (0 8 7v) My Ay
AL A

Soit, finalement :

e(q) = 61)\127 + 82/\127 —+ 83)\17)\5 + 84/\@ + 65/\{; + 6.



124 Chapitre 4 — Généralisation aux quadriques

€1, €2 et 3 ne dépendent pas de a. De plus, on a

e(a) = e(b) = e(a+ ) =e(c) =e(a+¥) =0,

soit
€6 =0
€1+€e4 = 0
€y +€5 = 0

Finalement, e(q) ne dépend pas de a, mais seulement de Az, Az, @ et ¥. O

4.2 Les courbes de séparation pour la norme L,

4.2.1 Expression de ’erreur d’approximation sur un triangle

Les résultats contenus dans cette section proviennent essentiellement d’un cha-
pitre de la these de NADLER [Nad85]: ces résultats ont été adaptés a notre étude et
les preuves ont été complétées afin de faciliter la lecture du paragraphe.

On supposera que le plan est muni d’un repere d’origine o = (0,0) et que a, b et ¢
sont trois points quelconques.

lemme 4.1 Soit Ay le triangle unité (de sommets (0,0), (1,0) et (0,1)); on a alors:

m!n!
2"y dedy = ————.
/Ao y 4 (m+n+2)!
démonstration :

On note I, , I'intégrale recherchée ; alors,

1 -z

I, = /fn/ y"dy dx
0 0
N

0 n+1

1 1
= / ™1 — )" dx (4.1)
0

n+1

On réalise une intégration par parties dans ’équation (4.1) en prenant une
primitive de (1 — z)"*! et la dérivée de z™.

1 1— n+271
L [0
’ n+1 n—+ 2 0
1
m m—1 n+2
+ x 1—x dx
(n+1)(n+2) /0 ( )
1
m m—1 n+2
= T 1—=z dx
(n+1)(n+2) /0 ( )
m
= Imfl,n+1

n+1
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En itérant m fois ce processus, on aboutit a la formule:

I m(m—1)...1 I
o (n+1D(n+2)...(n+m) "
m! 1

1
— : t/)l(l——x)m+"+1dr
0

(m+1)...(m+n)m+n+1

m/! 1
 (n+1)..(mEn)(mtn+1)m+n+2
m! n!
 (mAn+2)!

propriété 4.3 Soit Aabc un triangle; on considére la transformation affine qui
envoie Aabe sur le triangle unité Ay :

X:<§>:A<§>+§:A)~(+5, avec @ = od.

Alors, on a la relation :
9 - 2
(e2(f, Aabe))” = 2.Surf(Aabe) (ez(f,A0)> :

démonstration :

Soient €7, €5 et e3 les vecteurs définissant les arétes de Aabe, orientés comme
dans la figure 4.1. Alors, la transformation affine qui envoie Aabce sur Ay sera
définie par:

X = AX+5, A= (e_ia_e_é)a

N Tp — Xg - Te — Tq
€1 = , —€3 = .
<yb—ya> <yc_ya>
Par ailleurs, la définition des erreurs d’interpolation linéaire L, et de la trans-
formation affine nous donne:

avec

(calf dabe))” = [ (FO) = pau X)) X

(2. 00)> = /A (F(X) - pag(X))?dX

{JF()N()~ = f(X)
Pao(X) = Paase(X)
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On effectue le changement de variable X = AX +@ dans la premiere intégrale ;
comme A est la matrice d’'un changement de variable linéaire en z et y, elle
est aussi égale & la Jacobienne de la transformation affine. Par définition d’un
changement de variable et étant donné que dX = drzdy et dX = dzdj, on
aura dX = |det.A| dX.

Soit, en reportant dans la formulation de ’erreur pour le triangle Aabc:

~ 2 -
(es(f, Aabe))? = / (F(X) = Barriaana(X)) [detA]d%
A-1(Aabe—a)
IO ~ 2 -
= [ (F0) = aul)) et X
Ap
~ 2
= [detA| (ex(F, A0) )
Or, d’apres la propriété 4.1:
— Xy Te— Tq

T
Y — Yo Ye — Ya
= 2 Surf(Aabc).

|det Al = | |

Soit, finalement :

(ea2(f, Aabc))2 = 2 Surf(Aabc) (ez(f, AO))Q.

Figure 4.1 — transformation affine du triangle Aabc en Ay.

remarque :
de la méme fagon, on pourrait montrer que

(ep(f, Aabc))p = 2 Surf(Aabc) (ep(f, AO))p
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et donc

e, (f, Aabe) = £/2 Surf(Aabe) e, (f, Ag).

théoreme 4.2 Le carré de l'erreur Ly commise par [’approzimation linéaire d’une
quadrique f d’équation f(x,y) = az® + By* + yay sur un triangle Aabc (approzi-
mation calculée aux sommets du triangle) est de la forme :

(e2(f, Aabc)) 2 = Surf(Aabe) 'TM7T,

avec

1 2 1
M=—11 2
180 11

N = =

et, si on note €3, €, et €3 les arétes du triangle (orientées comme sur la figure 4.1),

1te e f(éi)
= | 3'aHe | = flé) |,
stesH e f(é3)
o H représente la matrice hessienne (matrice des dérivées secondes) de la fonction
f:
200 7y
H = .
< v 28 )
démonstration :
D’apres les notations prises sur la figure 4.1, la transformation affine de
Aabc en Ag est donnée par:
X=AX+d, A=(e,—e).
La propriété 4.3 prouve par ailleurs que:
(ea(f, Aabc))2 = 2 Surf(Aabc) (eg(f, A0)>2,
avec
L,
F(X) = 5 'XHX,
et

. 1, - 1 "
SHAX)HAX + 3 "AX)Ha + 3 "AHAX + 1'aHa
= LVXTAHAX + 'aHAX + LiaHa. (4.2)

2
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Par définition de A (A = (€1, —€3)), on a:
CAMA — < teiHer —teiHes )

—teiHes tesHes
D’otl, en reportant dans I’équation (4.2):

FX)=1tHe & — 't i+ § 'aHE T + 'aHAX + L'aHa. (4.3)

Les deux derniers termes étant respectivement linéaire et constant en les va-
riables x et g, ils seront égaux a leur approximation. En revanche, on s’apercoit
que l'on a besoin des approximations linéaires des fonctions %, Z¢ et 7 sur
le triangle Ag: pour les calculer, il suffit de chercher I’équation des plans qui
passent par les relevés des sommets de A sur les surfaces 2 = 32, Z = 7 et
Z = 7%, On se rend alors compte que ces approximations sont respectivement
les applications linéaires , 0 et ¢.

En intégrant la formulation obtenue pour f(X) dans (4.3) & Pexpression de
I’erreur pour Ag, on aboutit a:

(&% — 2) — (‘eiHes) (@9)

[T

(ea(f, A0))” = /A ((‘eiter)
+(aHE) (G —0)) dEdy

_ /A ((teter) wn(z,5) — (EHe) w(E, )

0

+(EHE) ws(#, 7)) di dj
= 'GP, (4.4)
avec
) ‘eiHe ) (wi,wi) (wi,w2) (Wi,ws)
= | —'eiHes | et P = | {wi,ws) (wo,ws) (wo,ws) |,
t€37'l€_§ <w1,w3> (wz,w;;) <(.U3,(.U3>
ol

(wi,wj) = / wi(w,y) w;(z,y) dx dy.
Ag

On constate ainsi que les coefficients de la matrice P peuvent étre calculés en
utilisant le résultat du lemme 4.1 ; on trouve:

1 6 -6 5

P=——| -6 8 —6
1440 = 6 6
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—

Par ailleurs, comme €3, = €7 + €3, on aura:
t — — t/ — — — —
627’[62 == (61 + 63)%(61 + 63)
t — — t — — t — —
== 617‘[61 + 2 617‘[63 + 637‘[63
soit
— e He :% e1He —% 6%624—% esHes,

et, finalement :

) 2 00 st He
t=|1 -1 1 sleaHey | = Q0
0O 0 2 %te?),?-[e}

En reportant dans (4.4), on arrive a:

(ea(f, A0))’ = 'GP T = 'F'QPQT.
Or,

1

tOPO —
QPQ—360

21
1 2
11

DO =

ce qui implique
) N 2
(e2(f, Aabe))” = 2 Surf(Aabe) (62(f, 0 )

1
2
1

~—

A
to 1
= 2 Surf(Aabe) ‘T'—
360

— =N
N = =
<y

= Surf(Aabe) "5 M 7.
]

corollaire 4.1 L’erreur L, commise par ['approximation linéaire d’une quadrique

sur un triangle Aabe est invariante par translation dans le plan des sommets a, b et
c.

4.2.2 Courbes de séparation d’une quadrique

La simplicité de I'équation démontrée au théoreme 4.2 permet de pouvoir géné-
raliser les résultats de ’observation 3.7.

propriété 4.4 Soit f une quadrique d’équation z = f(x,y) = ax® + By* + v, soit
Aabe un triangle de sommets a = (X4,Ya), b = (o, y) €t ¢ = (z¢,y.), dont les
relevés respectifs sur la surface représentative de f sont A, B et C. Alors la courbe
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de séparation de Aabc, pour l’erreur Lo d’approzimation locale par le plan ABC de
la surface définie par f, consiste en deux courbes de degré 2:

e [a courbe donnée par le systéme :

z= f(z,y)
z=Ae+py+v (P)
AeP, BeP,CeP

e [a courbe d’équation :

f<x_xa+x3b+xc7y_ya+'!§)+yc>:4H—G
avec

To + Tp + T Ta T Tp + Te

3 3
G=| Yatwm+ty | H= Ya T Y T Ye

3 3
ZA+ZB+ZC
ra, -~ - -

f(za, ya) 3

démonstration :

soit d = (x,y) un sommet variable que 1’on suppose étre dans la zone d’in-
fluence de a (méme définition qu’au chapitre 3; si on note e(Aabe), e(Abed),
€(Aabd) et €(Aacd) les carrés des erreurs sur chaque triangle possible, les 2
triangulations du quadrilatere convexe Oabcd définissent des erreurs de carrés
respectifs e€(Aabc) + €(Abed) et e(Aabd) + €(Aacd).
Alors, d sera sur la courbe de séparation du triangle Aabc si et seulement si:

£(Aabe, d) = [e(Aabe) + e(Abed)] — [e(Aabd) + e¢(Aacd)] = 0.

Les calculs des ¢ et de &, bien qu'un peu longs, se factorisent relativement
bien et permettent de déduire le résultat de la propriété. O



Chapitre 5

Résultats numériques

Apres avoir trouvé (au moins pour la norme Ls) les courbes de séparation d’un
triangle A qui permettent de savoir de maniere rapide et exacte si A doit étre
conservé dans une triangulation optimale, il est bien sir intéressant de savoir si
ces courbes vont nous aider a construire des triangulations rendant une erreur d’ap-
proximation du paraboloide hyperbolique tres inférieure a celle obtenue avec d’autres
triangulations, en particulier celle de Delaunay.

Comme on se situe dans un cadre de recherche d’une optimalité locale, les tests
qui vont suivre utiliseront un certain nombre de méthodes aux résultats assez diffé-
rents. Les buts seront ici de construire des algorithmes non pas efficaces en temps de
calcul, mais plutét suffisamment modulables pour ne pas nécessiter une réécriture
complete lors d'un changement de méthode, et de comparer leurs résultats.

Le chapitre précédent a prouvé que le critere d’optimisation de la norme Lo
s’étendait a toute la famille des quadriques définies par des fonctions; mais, comme
on sait déja calculer les triangulations globalement optimales de telles quadriques
convexes [Mel93|, seul le cas des paraboloides hyperboliques est intéressant. De plus,
nous nous restreindrons au cas du paraboloide unité, dans la mesure ou si les ré-
sultats obtenus sont bons, ils devraient étre d’autant meilleurs pour les quadriques
a coefficients en x% et y? tres différents (puisqu’a ce moment-la, les surfaces pré-
senteront nettement une direction privilégiée qui rendra mauvaise 1’utilisation de la
triangulation de Delaunay). Par ailleurs, la procédure de calcul de 'erreur L; n’a
été réalisée que pour cette unique surface (bien que sa généralisation aux autres
quadriques non convexes ne devrait pas poser trop de problemes).

Ce chapitre contient un nombre important de tableaux de résultats de tests; afin
d’en faciliter la lecture, les points essentiels sont repris sous forme de courbes.
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5.1 Algorithmes

Le probleme fixé au départ est directement lié aux triangulations dépendantes
des données; il ne faudra donc pas s’étonner de trouver ici de fortes liaisons avec les
articles de DYN, LEVIN et RIPPA [DLR90a, DLR90D].

5.1.1 Types d’algorithmes
5.1.1.1 Algorithme de swaps

La grande majorité des algorithmes qui désirent aboutir & des triangulations
localement optimales utilise la procédure d’optimisation locale suggérée par LAWSON
[Law77|, qui fonctionne en échangeant les diagonales des quadrilatéres convexes,
présents dans une triangulation de départ, susceptibles d’améliorer le critere choisi.
On suppose que 1'on a un ensemble S de n points s; = (z;,y;) échantillonnant une
surface d’équation z = f(z,y); ces sommets admettent ainsi des relevés respectifs
sur la surface qui sont les points (z;, y;, f(x;,y;)). L’algorithme est alors:

e initialisation: soit 7 une triangulation quelconque de I’enveloppe convexe de

S

e tant qu’ il existe une aréte intérieure ¢ qui n’est pas localement optimale faire
on échange les diagonales du quadrilatere strictement convexe de diago-
nale ¢

fin tant que

On peut facilement prouver qu’un tel algorithme s’arréte toujours, puisque le
nombre de triangulations possibles d’un ensemble de points est fini, et qu’a chaque
swap, on optimise un peu plus le critere choisi ; chaque amélioration locale impliquant
une amélioration globale de la triangulation, il n’est pas possible de boucler (c¢’est-
a-dire de retomber sur une triangulation déja obtenue avant d’effectuer certains
échanges).

5.1.1.2 Algorithme incrémental localement optimal

Une approche un peu différente a aussi été testée; au lieu de partir d’une tri-
angulation spéciale incluant tous les points de S, on introduit les sommets les uns
apres les autres et, aprés chaque nouvelle insertion, on optimise en effectuant des
échanges de diagonales. Cela revient en fait & appliquer la procédure d’optimisation
locale de LAWSON & chaque nouveau point, en prenant pour triangulation de départ
I'optimale précédente. L’algorithme devient :

e initialisation: soit 7 la triangulation incluant les 3 premiers points de S

e pour chaque point s de §
on inséere s dans 7 en divisant en 3 le triangle qui I'inclut, ou en remet-
tant a jour ’enveloppe convexe
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tant qu’ il existe une aréte intérieure ¢ qui n’est pas localement optimale
faire
on échange les diagonales du quadrilatere strictement convexe de
diagonale ¢
fin tant que

fin pour

Dorénavant, cette méthode sera désignée par 'abréviation TOI, pour Triangula-
tion Optimale Initiale.

5.1.1.3 Complexité des algorithmes

Le but de ce chapitre n’étant pas d’exhiber des algorithmes efficaces en temps
de calcul, aucune recherche particuliere n’a été menée pour accélérer leur exécution.
Ce sont donc des implantations “grossieres” qui ont été réalisées, dont le but était
de pouvoir tester facilement le plus de méthodes possibles.

La procédure d’optimisation locale n’est qu’un algorithme de swaps avec trian-
gulation initiale: il faut donc O(nlogn) pour obtenir la triangulation initiale, et on
sait que le nombre d’échanges final peut étre, dans le cas le pire, de O(n?), com-
plexité qui représente le nombre total de triangles vides possibles. La complexité
temporelle de I’algorithme est ainsi de O(n?).

La seconde approche nécessite au plus O(i%) échanges d’arétes lors de I'insertion
du i-eme sommet. Une complexité surestimée est donc de O(n*) (puisque, lors de
Iinsertion d’un nouveau sommet, seules quelques arétes créées seront susceptibles
d’étre échangées et d’impliquer de nouveaux échanges, mais certainement beaucoup
moins qu’un nombre cubique).

Nous verrons cependant, au paragraphe 5.2.4 que ces complexités théoriques sont
assez éloignées des résultats observés en pratique.

5.1.2 Parametres des algorithmes

Les 2 algorithmes précédemment décrits ne sont pas completement déterminés,
puisqu’il reste a choisir 2 parametres : ’ordre des échanges d’une part, et soit la trian-
gulation initiale (premier algorithme), soit ’ordre d’insertion des points (deuxiéme
algorithme) d’autre part.

5.1.2.1 Echanges de diagonales

L’ordre dans lequel les swaps vont étre effectués est d’une grande importance,
surtout qu’il n’y aura sans doute pas unicité de la triangulation localement optimale.
Parmi les stratégies proposées dans [DLR90a|, une seule a été retenue: commencer
par échanger les arétes qui vont faire disparaitre les plus mauvais triangles (technique
dite de la réduction mazimale). Ce choix a été fait non seulement parce qu’il semblait
relativement logique, mais aussi parce qu’il a montré toute son efficacité dans les
tests proposés dans [DLR90a].

Au cours du chapitre 3, ’équation des courbes de séparation a été établie; la
fonction € déduite de cette équation permet de donner une réponse oui/non quant a
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I'opportunité d’effectuer un échange de diagonales, grace au signe qu’elle renvoie. De
plus, il a été montré qu’a une constante pres, cette fonction est égale a la différence
entre les erreurs Ly des deux triangulations possibles de 4 sommets. Ainsi, si le résul-
tat produit par £ pour 4 points a, b, ¢, d est positif, cela signifie que I’échange de la
diagonale [bc] doit étre effectué ; et, plus ce résultat est grand, meilleure la triangula-
tion sera. Cette fonction, directement tirée de 1’équation des courbes de séparation
permet ainsi de trier les arétes suivant la stratégie de la réduction maximale, de
maniere simple et rapide.

Figure 5.1 — triangulations initiales testées.

(a) triangulation de Delaunay

2 7
V "
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2
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3 9

(b) triangulations étoilées pour des ordres d’insertion différents

5.1.2.2 Parametres de création

Selon 'algorithme adopté, ces parametres sont différents:

— pour ’algorithme de type Lawson, c’est la triangulation initiale choisie qui est
surtout importante,

— pour I'algorithme incrémental, c’est ’'ordre dans lequel on va insérer les points
qui compte.
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Triangulations initiales

Seules deux triangulations initiales ont été testées (figure 5.1):

— la triangulation de Delaunay, qui va également nous servir de point de repere
pour déterminer si les résultats obtenus sont bons,

— la triangulation étoilée, obtenue en insérant les points les uns apres les autres
et en n’effectuant pas de swaps (I’ordre d’insertion influence alors la triangu-
lation).

Ces deux triangulations sont tres différentes dans la mesure ot une va donner
des triangles tres “réguliers”, et autre des triangles aux formes trés variées (formes
liées a 'ordre d’insertion des sommets).

Ordre d’insertion des points

Cet ordre est d’autant plus important qu’en plus d’influencer la forme de la
triangulation étoilée pour 'algorithme de type LAWSON, il va jouer un role dans
I’ordre dans lequel les échanges de diagonales seront effectués lors des méthodes de
type TOI.

Il a ainsi été décidé de tester trois heuristiques:

— insérer les sommets en fonction de leur éloignement (croissant) au point le plus
en bas a gauche,

— insérer par abscisses (puis ordonnées en cas d’égalité) croissantes,

— insérer sans ordre précis (seulement celui de la création des sommets, qui est
presque aléatoire).

C’est, cette troisieme heuristique qui va permettre de quantifier 'influence de
I’ordre d’insertion sur le résultat de chaque méthode.

5.1.3 Ensembles de points
5.1.3.1 Ensembles de Franke

FRANKE a suggéré |[Fra82] que deux ensembles bien précis de respectivement 33
et 100 points pouvaient étre suffisants pour évaluer les performances d'une triangu-
lation, approximation linéaire d’une surface donnée par un ensemble de points. Les
100 points sont plus ou moins distribués uniformément sur le carré unité, alors que
les 33 points sont répartis avec des variations plus importantes sur leur densité. Ces
ensembles sont représentés sur la figure 5.2.

5.1.3.2 Ensembles aléatoires

La surface a approcher (le paraboloide hyperbolique) étant tout de méme tres
différente des surfaces habituellement testées par les numériciens (car elle ne présente
ni direction privilégiée, ni changements brutaux d’orientation ou de pente), d’autres
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Figure 5.2 — les ensembles proposés par FRANKE.

ensembles de points ont été essayés. Ceux-ci sont générés plus ou moins aléatoirement
suivant le processus suivant :

— soit n les nombre total de points de ’ensemble, et no le nombre de ceux qui
sont sur 1’enveloppe convexe.

— on décide que '’enveloppe convexe devra toujours étre le carré unité, et que les
ng sommets seront repartis de fagon réguliere sur le bord, et créés les premiers.

— on engendre les n — ng points manquant de maniere aléatoire, selon un pro-
cessus de distribution uniforme sur le carré.

Le choix d’imposer une enveloppe convexe permet de comparer de facon moins
ambigué les différents résultats & n fixé, mais aussi pour des valeurs variées de n,
puisque le domaine total d’approximation reste le méme.

Les valeurs de n testées ont été 15, 33, 50, 100, 250 et 500, pour des ng variables
compris entre 4 et 60. Bien entendu, il peut arriver qu'un sommet aléatoire soit
ajouté a I’enveloppe convexe mais sans modifier sa frontiere.

5.2 Résultats

5.2.1 Les différentes méthodes

Comme I’a montré la section précédente, il est possible de construire de nom-
breuses triangulations localement optimales, en modifiant ’algorithme général, la
triangulation initiale, I’ordre d’insertion des sommets ou encore l’heuristique sur
I'ordre des échanges.
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Concernant les criteres de décision pour effectuer un swap, la partie théorique
montre qu’il est facile d’obtenir une optimisation locale de la norme L, par utilisation
des courbes de séparation d’un triangle. Mais, on a vu aussi une méthode pour
calculer de fagon “exacte” (aux imprécisions de la machine pres) I’erreur Ly ; cela nous
permet donc de pouvoir réaliser des échanges qui vont localement réduire ’erreur L,
d’une triangulation. Ce sont ainsi 2 criteres qui seront testés, bien que nous n’ayons
aucun fond théorique sur I’'un d’eux, puisque 1’on peut espérer que 1’optimalité locale
de 'un des critéeres entrainera dans certains cas 'optimalité de ’autre critere.

5.2.1.1 Premiers tests

Dans un premier temps, comme les choix proposés engendraient de nombreuses
méthodes, il a été décidé de toutes les essayer sur un nombre conséquent d’ensembles
de points définis, c’est-a-dire 5000 ensembles de 33 points dont 12 sur les bords
du carré unité, ainsi que sur les 2 ensembles de FRANKE. Les résultats obtenus
permettront alors de décider sil’on teste a nouveau toutes les méthodes pour d’autres
ensembles de points, ou si l’on n’en conserve que quelques unes.

Le tableau 5.1 attribue un numéro a chaque méthode:
— la méthode Del. correspond toujours a la triangulation de Delaunay.

— la méthode Tlo correspond toujours a la meilleure triangulation localement
optimale obtenue parmi toutes celles testées (meilleure au sens de la minimi-
sation de Perreur Ly ou Lo suivant les cas).

— la colonne “initiale” donne la triangulation initiale choisie avant échanges;
pour les algorithmes de type TOI, on n’a pas besoin d’une telle indication ;
la mention “étoilée” signifie que 'on démarre d’une triangulation ot aucun
échange n’a été réalisé (on s’est juste contenté d’insérer les sommets suivant
un certain ordre).

— la colonne “critere” donne le critere d’optimisation suivant lequel les échan-ges
seront réalisés.

— la colonne “insertion” indique dans quel ordre les sommets seront insérés:

e “croissant” signifie que les points de plus petite abscisse (puis ordonnée)
seront insérés les premiers.

e “coin” signifie que ce sont les sommets les plus proches du coin en bas a
gauche qui seront d’abord utilisés.

e “aléatoire” signifie que les sommets seront insérés selon l'ordre de leur
création (& noter tout de méme que, dans tous les ensembles de points
“aléatoires”, tous les sommets de 1’enveloppe convexe sont toujours les
premiers créés, ce qui implique que 'ordre d’insertion n’est aléatoire que
pour les points intérieurs).
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Tableau 5.1 — les méthodes initialement testées.

méthode | algorithme initiale critere insertion
Del. Delaunay | Delaunay | cercle vide
1 TOI Lo aléatoire
2 TOI Lo croissant
3 TOI Lo coin
4 TOI Ly aléatoire
5 TOI Ly croissant
6 TOI Ly coin
7 Lawson étoilée Lo aléatoire
8 Lawson étoilée Lo croissant
9 Lawson étoilée Lo coin
10 Lawson étoilée Ly aléatoire
11 Lawson étoilée Ly croissant
12 Lawson étoilée Ly coin
13 Lawson Delaunay Lo
14 Lawson Delaunay Ly
Tlo meilleur meilleure meilleur meilleure

5.2.1.2 Ensembles aléatoires

Les tableaux 5.2 et 5.3 reproduisent les résultats obtenus pour les normes Ly et
Ly, accompagnés de certaines statistiques:

— I™erreur” indiquée est I'erreur moyenne sur les 5000 tests.

— 1™écart” représente 1’écart type de I’erreur moyenne pour I’ensemble des tests.

la colonne “meil.” donne le nombre de fois ot la méthode en question a rendu
I’erreur la plus faible.

— le “rapport” est celui entre la meilleure erreur obtenue par une des triangula-
tions localement optimales testées et I’erreur pour la méthode en cours.

— les pourcentages d’“améliorations” sont calculés entre ’erreur pour Delaunay
et I’erreur pour la méthode:

erreur(Delaunay) — erreur(méthode)

amélioration =
erreur(Delaunay)

Sont inclus les valeurs moyennes de ces améliorations, ainsi que la plus mau-
vaise (tres souvent négative) et la meilleure valeur.

Quelques remarques s’'imposent :

— il parait clair que la méthode qui donne les meilleurs résultats généraux est
celle qui utilise I’algorithme du type LAWSON avec Delaunay pour triangulation
initiale ; non seulement, elle implique que I'erreur sera toujours plus faible que
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Tableau 5.2 — résultats statistiques pour 'erreur Ly d’ensembles de 33 points dont
12 sur I’enveloppe convexe.

méthode | erreur Ly | écart | meil. | rapport | améliorations (en %)
moy. min. max.

Del. 0.013758 | 0.0029 0 0.8140 0.00 0.00 | 0.00
1 0.013592 | 0.0025 84 | 0.8239 1.21 | -87.65 | 66.30

2 0.012887 | 0.0029 | 268 | 0.8690 6.33 | -73.26 | 51.93
3 0.012854 | 0.0025 | 228 | 0.8712 6.57 | -70.27 | 54.51
4 0.013593 | 0.0028 66 | 0.8239 1.20 | -94.78 | 66.06
5 0.012868 | 0.0029 | 194 | 0.8703 6.47 | -83.19 | 52.62
6 0.012841 | 0.0025 | 162 | 0.8721 6.66 | -70.27 | 55.48
7 0.013209 | 0.0024 | 273 | 0.8478 3.99 | -68.87 | 66.32
8 0.011858 | 0.0022 | 1321 | 0.9444 | 13.81 | -41.41 | 54.80
9 0.012439 | 0.0023 | 738 | 0.9003 9.59 | -83.52 | 62.39
10 0.013276 | 0.0025 | 172 | 0.8435 3.50 | -88.77 | 66.31
11 0.012018 | 0.0023 | 618 | 0.9319 | 12.65 | -80.77 | 53.08
12 0.012503 | 0.0023 | 424 | 0.8957 9.12 | -83.56 | 62.39
13 0.011719 | 0.0020 | 1701 | 0.9556 | 14.82 0.25 | 55.08
14 0.011781 | 0.0020 | 767 | 0.9506 | 14.37 | -1.81 | 55.00
Tlo 0.011199 | 0.0015 | 5000 | 1.0000 | 18.60 0.93 | 66.32

Tableau 5.3 — résultats statistiques pour 'erreur L

12 sur ’enveloppe convexe.

d’ensembles de 33 points dont

méthode | erreur Ly | écart | meil. | rapport | améliorations (en %)
moy. min. max.

Del. 0.010228 | 0.0018 0 0.7713 0.00 0.00 0.00
1 0.010002 | 0.0015 45 0.7887 2.20 | -84.89 | 61.01

2 0.008981 | 0.0018 150 0.8783 | 12.18 | -68.76 | 47.63
3 0.009099 | 0.0016 95 0.8669 | 11.03 | -68.30 | 51.27
4 0.009286 | 0.0016 186 | 0.8495 9.21 | -84.58 | 60.78
5 0.008861 | 0.0017 | 406 | 0.8902 | 13.36 | -68.24 | 52.11
6 0.009046 | 0.0015 216 0.8720 | 11.55 | -62.07 | 51.27
7 0.009672 | 0.0014 82 0.8156 5.43 | -85.21 | 61.03
8 0.008437 | 0.0014 | 587 | 0.9350 | 17.51 | -37.42 | 54.57
9 0.008813 | 0.0014 310 0.8951 | 13.83 | -54.94 | 56.85
10 0.009672 | 0.0014 121 0.8156 5.43 | -84.56 | 61.14
11 0.008403 | 0.0015 | 1112 | 0.9387 | 17.84 | -47.23 | 51.46
12 0.008718 | 0.0015 683 | 0.9048 | 14.76 | -55.13 | 56.85
13 0.008278 | 0.0013 655 0.9529 | 19.06 | -5.46 | 53.53
14 0.008198 | 0.0013 | 1769 | 0.9623 | 19.85 1.26 | 53.53
Tlo 0.007889 | 0.0011 | 5000 | 1.0000 | 22.87 1.64 | 61.14
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celle de Delaunay, mais surtout c’est elle qui apparait comme la meilleure
triangulation localement optimale dans plus d’un tiers des exemples testés.

— d’un autre coOté, cela montre aussi que ce n’est pas a chaque fois la méme

méthode qui donne les meilleurs résultats; ce phénomene, déja observé par
les auteurs d’articles sur les triangulation dépendantes des données, est une
nouvelle fois mis en valeur, puisqu’en valeur moyenne, les algorithmes du type
LAWSON a triangulation étoilée, avec un ordre d’insertion convenable, ne sont
pas tres loin.

— en revanche, les résultats des algorithmes du genre T'OI ne sont pas bons,

contrairement a ce qui était attendu. Une explication peut étre qu’en utilisant
une triangulation déja localement optimale, on reste bloqué autour d’'une po-
sition stable, qui interdit d’effectuer certains échanges. Cette observation sera
d’ailleurs confirmée au paragraphe 5.2.4 o1 'on verra que le nombre de swaps
totaux effectués par les méthodes T'OI n’est pas beaucoup supérieur a celui
réalisé par les méthodes du type LAWSON.

5.2.1.3 Ensembles de Franke

Le tableau 5.4 contient les résultats obtenus en testant toutes les méthodes sur
les 2 ensembles de FRANKE. On peut, & nouveau, constater le bon comportement des
algorithmes de LAWSON avec Delaunay pour triangulation initiale, bien que ce ne

soit

pas eux qui donnent la meilleure erreur a chaque fois. En revanche, notamment

pour 'ensemble & 100 points, les algorithmes de type T'OI sont pris en défaut, et
aboutissent tres souvent a une augmentation de I'erreur par rapport a Delaunay.

Tableau 5.4 — erreurs L; et Ly des ensembles de FRANKE pour toutes les méthodes.

méthode ensemble & 33 points ensemble & 100 points
erreur L; | amé. | erreur Ly | amé. | erreur L; | amé. | erreur L, | amé.
Del. 0.014284 | 0.00 | 0.020399 | 0.00 0.002472 0.00 | 0.003445 0.00
1 0.013532 5.26 | 0.019385 | 4.97 0.002461 0.45 | 0.003483 | -1.09
2 0.017860 | -25.04 | 0.026939 | -32.06 | 0.002370 | 4.12 | 0.003446 | -0.01
3 0.013505 5.46 | 0.019369 5.05 0.002499 | -1.09 | 0.003591 | -4.23
4 0.012827 | 10.20 | 0.019476 | 4.53 0.002790 | -12.87 | 0.004160 | -20.75
5 0.013920 2.55 | 0.026516 | -29.99 | 0.002425 1.92 | 0.003514 | -2.00
6 0.012515 | 12.39 | 0.019506 | 4.38 0.002502 | -1.23 | 0.003592 | -4.26
7 0.012699 | 11.10 | 0.019400 | 4.90 0.002517 | -1.83 | 0.003646 | -5.82
8 0.012588 | 11.87 | 0.019335 5.21 0.002176 | 11.99 | 0.003132 9.10
9 0.013979 | 12.13 | 0.019809 2.89 0.002312 6.49 | 0.003265 5.23
10 0.012123 | 15.13 | 0.021618 | -5.97 | 0.002503 | -1.27 | 0.003647 | -5.85
11 0.012461 | 12.77 | 0.019473 | 4.54 0.002146 | 13.19 | 0.003111 9.72
12 0.013480 5.63 | 0.019928 2.31 0.002390 | 3.31 | 0.003372 2.13
13 0.012584 | 11.90 | 0.019335 5.21 0.002189 | 11.43 | 0.003157 | 8.38
14 0.012461 | 12.77 | 0.019473 | 4.54 0.002153 | 12.92 | 0.003130 | 9.16
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Il faut cependant prendre certaines précautions quant a I’utilisation de ces résul-
tats; les ensembles de FRANKE contiennent un grand nombre de sommets qui sont
soient alignés 3 a 3, soient cocycliques 4 & 4. Ces dégénérescences peuvent influencer
le comportement des algorithmes, dans la mesure ou elles risquent d’accentuer les
imprécisions de calcul, et ne permettent de définir la triangulation de Delaunay de
maniere unique.

Par ailleurs, ces résultats sont a comparer avec ceux des ensembles aléatoires;
il semble bien qu’il soit tres délicat de conclure quant au test d’'une méthode sur 2
ensembles seulement, puisque, par exemple, I’emploi des algorithmes 2 et 5 est bien
meilleure en moyenne que ce qui est observé pour les points de FRANKE. C’est pour
cette raison qu'une procédure plus complete de tests a été mise en place.

5.2.2 Résultats statistiques concernant ’erreur L-

Suite aux résultats trouvés pour des ensembles de 33 points dont 12 sur les bords
du carré unité, il a été décidé de tester les configurations suivantes:

- 15 points dont 4 sur I’enveloppe convexe,

- 15 points dont 8 sur I’enveloppe convexe,

- 33 points dont 8 sur ’enveloppe convexe,

- 33 points dont 16 sur ’enveloppe convexe,

- 50 points dont 16 sur 1’enveloppe convexe,

- 100 points dont 20 sur 'enveloppe convexe,

- 250 points dont 40 sur 'enveloppe convexe,

- 500 points dont 60 sur 'enveloppe convexe.

Chaque série a comporté 500 tests d’ensembles engendrés aléatoirement dans le
carré unité, sauf la derniere limitée volontairement & 200 tests. Les nombres de points
variables sur I’enveloppe convexe vont permettre de déduire le role des triangles du
bord, qui ne peuvent souvent pas étre détruits par échange d’aréte. Par ailleurs, la
présence de nombreux points sur l’enveloppe convexe pour les ensembles de taille
importante limitera l'erreur de ces triangles, dans la mesure ol elle limitera leur
taille.

Pour les ensembles de 15 & 100 points, toutes les méthodes ont été essayées; au
dela, on s’est restreint a celles qui ont pratiquement toujours renvoyé les meilleures
erreurs, en conservant tout de méme une méthode pour chaque type d’algorithme.

[’ensemble des résultats numériques, concernant le calcul des erreurs L, d’ap-
proximation du paraboloide hyperbolique, est contenu dans les tableaux 5.5 & 5.8,
qui se lisent de maniere identique aux tableaux 5.2 ou 5.3.

5.2.2.1 Ensembles de petite taille

Les mesures semblent montrer un comportement général identique a celui observé
au paragraphe précédent. Cependant, dans le cas particulier des ensembles a 15
points, on s’apercoit que plusieurs méthodes peuvent donner la méme triangulation
(ce qui explique que, si on additionne les nombres de la colonne “meil.”, on se retrouve
tres au-dela de 500). De plus, s’il n’y a que 4 points sur l’enveloppe convexe, les
améliorations moyennes par rapport a Delaunay demeurent tres faibles, et ne sont
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Tableau 5.5 — résultats statistiques pour ’erreur Lo d’ensembles de 15 points.

méthode | erreur Lo écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.

Del. 0.074228 0.0098 3 0.9586 0.00 0.00 0.00
1 0.072872 0.0091 57 0.9764 1.83 -30.88 26.12
2 0.071773 0.0090 231 0.9914 3.31 -22.16 28.41
3 0.071965 0.0088 210 0.9887 3.05 -22.13 27.93
4 0.072909 0.0090 36 0.9759 1.78 -22.12 26.12
5 0.071776 0.0090 225 0.9914 3.30 -22.16 28.41
6 0.071961 0.0089 198 0.9888 3.05 -22.13 27.93
7 0.072982 0.0090 41 0.9750 1.68 -22.12 26.12
8 0.071516 0.0089 294 0.9950 3.65 -13.69 28.41
9 0.071817 0.0089 248 0.9908 3.25 -22.13 27.84
10 0.072999 0.0090 30 0.9747 1.66 -22.12 26.12
11 0.071572 0.0089 254 0.9942 3.58 -13.72 28.41
12 0.071851 0.0089 219 0.9903 3.20 -22.13 27.93
13 0.071295 0.0089 333 0.9980 3.95 0.00 28.41
14 0.071343 0.0089 287 0.9974 3.89 0.00 28.41
Tlo 0.071155 0.0089 500 1.0000 4.14 0.00 28.41

résultats si 4 points sont sur ’enveloppe convexe.

méthode | erreur Lo écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.

Del. 0.030792 0.0067 0 0.8441 0.00 0.00 0 .00
1 0.031816 0.0074 41 0.8170 -3.33 -93.03 48.47
2 0.028619 0.0065 132 0.9083 7.06 -66.83 38.90
3 0.029694 0.0072 108 0.8754 3.57 -87.37 45.35
4 0.031981 0.0072 37 0.8128 -3.86 -93.03 48.47
5 0.028735 0.0066 109 0.9046 6.68 -66.83 38.40
6 0.029782 0.0072 94 0.8728 3.28 -87.37 45.35
7 0.032093 0.0072 43 0.8099 -4.23 -93.03 48.47
8 0.027132 0.0052 232 0.9580 11.88 -26.72 44.02
9 0.029041 0.0066 144 0.8950 5.69 -87.37 51.01
10 0.032170 0.0072 39 0.8080 -4.48 -93.03 48.47
11 0.027318 0.0054 183 0.9515 11.28 -52.87 43.58
12 0.029081 0.0068 129 0.8938 5.56 -87.37 51.01
13 0.026768 0.0047 282 0.9711 13.07 0.00 45.66
14 0.026874 0.0048 226 0.9672 12.73 0.00 45.66
Tlo 0.025993 0.0037 500 1.0000 15.59 0.13 51.01

résultats si 8 points sont sur ’enveloppe convexe.

pas du tout du méme ordre que celles des autres ensembles; les valeurs minimales
et maximales des améliorations sont assez rapprochées.

Pour les tests a 8 points sur le bord, toutes les méthodes a ordre d’insertion
aléatoire renvoient une erreur moyenne supérieure a celle de Delaunay; ceci peut
s’expliquer par le nombre trop réduit de points intérieurs qui ne permet pas un
nombre d’échanges suffisamment important (nombre limité encore par l'irrégularité
des triangulations due au caractere aléatoire des insertions).

5.2.2.2 Ensembles de taille moyenne

La lecture des tableaux 5.2 et 5.6 permet d’évaluer I'importance du role du
nombre de points imposés sur ’enveloppe convexe. Sur I'exemple des ensembles a
33 points, oll ont été testées des configurations a 8, 12 ou 16 sommets sur les bords,
on peut remarquer que les meilleures améliorations moyennes sont respectivement
de 10.57%, 18.60% et 23.59%.

S’il est clair que 8 points ne semblent pas suffisants (1'erreur L, moyenne dans ce
cas est 30% plus grande que pour les deux autres cas), il ne paraissait pas évident,
initialement, qu’en prendre 16 (soit un point sur deux) constituerait un choix tres
judicieux, d’autant plus que ’erreur moyenne de la triangulation de Delaunay est
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Tableau 5.6 — résultats statistiques pour I'erreur L, d’ensembles de taille moyenne.

méthode | erreur Lo écart meil. rapport ameéliorations (en %)
moy. min. max.
Del. 0.018686 0.0020 0 0.8943 0.00 0.00 0.00
1 0.018216 0.0018 9 0.9174 2.51 -34.60 49.88
2 0.017570 0.0016 36 0.9511 5.97 -26.70 36.39
3 0.017635 0.0018 22 0.9476 5.62 -55.61 36.60
4 0.018326 0.0018 8 0.9119 1.92 -37.35 49.88
5 0.017589 0.0017 31 0.9501 5.87 -44.88 36.19
6 0.017608 0.0018 23 0.9491 5.77 -55.61 36.60
7 0.018238 0.0018 9 0.9163 2.39 -35.76 49.77
8 0.017063 0.0014 126 0.9794 8.68 -5.40 42.46
9 0.017331 0.0015 e 0.9642 7.25 -28.21 49.84
10 0.018299 0.0018 9 0.9132 2.07 -36.88 49.77
11 0.017120 0.0015 90 0.9761 8.38 -23.61 42.46
12 0.017347 0.0015 46 0.9634 7.16 -19.16 49.76
13 0.016936 0.0012 172 0.9867 9.36 0.54 36.45
14 0.016969 0.0012 100 0.9848 9.19 0.54 36.43
Tlo 0.016711 0.0011 500 1.0000 10.57 0.60 49.88
résultats pour 33 points dont 8 sur ’enveloppe convexe.
méthode | erreur Lo écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.
Del. 0.014459 0.0034 0 0.7641 0.00 0.00 0.00
1 0.013707 0.0029 14 0.8060 5.20 -86.87 60.21
2 0.013542 0.0035 17 0.8158 6.34 -56.59 46.58
3 0.013128 0.0029 28 0.8416 9.20 -77.11 61.29
4 0.013707 0.0028 16 0.8060 5.20 -87.05 59.95
5 0.013445 0.0036 20 0.8217 7.01 -75.37 46.12
6 0.013016 0.0028 24 0.8488 9.98 -77.11 60.98
7 0.012860 0.0027 57 0.8591 11.06 -63.92 60.05
8 0.012119 0.0027 112 0.9116 16.18 -25.92 44.73
9 0.012517 0.0027 82 0.8826 13.43 -64.04 61.58
10 0.012933 0.0028 40 0.8543 10.55 -87.82 60.37
11 0.012193 0.0028 71 0.9061 15.67 -59.70 43.86
12 0.012555 0.0027 49 0.8800 13.17 -77.13 61.26
13 0.011883 0.0023 120 0.9297 17.81 0.06 52.61
14 0.011960 0.0024 76 0.9237 17.28 -0.20 52.59
Tlo 0.011048 0.0018 500 1.0000 23.59 0.56 61.58
résultats pour 33 points dont 16 sur I’enveloppe convexe.
méthode | erreur Lo écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.
Del. 0.008771 0.0015 0 0.8038 0.00 0.00 0.00
1 0.008683 0.0014 5 0.8120 1.01 -56.89 45.06
2 0.008313 0.0016 15 0.8481 5.23 -76.40 42.39
3 0.008195 0.0014 14 0.8603 6.57 -73.67 42.33
4 0.008749 0.0014 8 0.8059 0.26 -67.39 45.06
5 0.008280 0.0017 14 0.8514 5.60 -77.81 39.24
6 0.008192 0.0014 11 0.8606 6.60 -73.69 42.32
7 0.008225 0.0014 25 0.8572 6.23 -58.94 48.47
8 0.007439 0.0012 124 0.9477 15.19 -17.35 48.11
9 0.007869 0.0014 60 0.8959 10.28 -73.02 47.59
10 0.008246 0.0014 17 0.8550 5.99 -64.53 48.47
11 0.007622 0.0013 49 0.9250 13.11 -47.66 46.30
12 0.007909 0.0014 41 0.8914 9.82 -73.06 47.47
13 0.007388 0.0011 146 0.9542 15.76 1.86 44.63
14 0.007420 0.0011 58 0.9502 15.41 1.86 44.49
Tlo 0.007050 0.0009 500 1.0000 19.62 1.86 48.47

résultats pour 50 points dont 16 sur ’enveloppe convexe.
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alors plus importante que si on prend 12 sommets sur les bords du carré unité. De
plus, le nombre limité de points intérieurs laisse supposer que le nombre d’échanges
possible sera plus faible (ce qui est confirmé par le tableau 5.12).

Une explication de ce phénomene pourrait étre qu’en ayant augmenté le nombre
de sommets sur l’enveloppe convexe, on conserve des triangles au bord de forme
meilleure et dont le role sur 'erreur totale est d’autant diminué. Comme la triangu-
lation de Delaunay ne permet pas d’obtenir de bons triangles intérieurs, elle donne
de plus mauvais résultats, alors que les échanges de diagonales des triangulations
localement optimales vont faire baisser ’erreur de maniere tres significative.

De toutes les manieres, les erreurs moyennes de la plupart des méthodes sont
globalement identiques, que 1’on prenne 12 ou 16 points sur ’enveloppe convexe (ce
qui implique, d’ailleurs, que les erreurs des triangles intérieurs sont plus importantes
dans le second cas). Seule la triangulation de Delaunay renvoie une erreur “vraiment”
supérieure dans le premier cas: cela explique que les améliorations soient moins
bonnes pour ce cas-la.

5.2.2.3 Ensembles de taille importante

En augmentant le nombre de sommets, on peut se rendre compte que la meilleure
amélioration moyenne (derniere ligne des tableaux) reste a peu prés constante, située
aux alentours de 20%. On peut également observer un resserrement des améliorations
extrémales : plus le nombre de points est important, moins les valeurs minimales sont
grandes (on passe, pour la méthode 6, de —38% a —15% pour 100 et 500 points), et,
parallelement, moins les valeurs maximales sont importantes (50% puis 27% toujours
pour la méthode 6 et des ensembles & 100 et 500 points).

Mieux: non seulement les améliorations moyennes restent constantes, mais les
erreurs moyennes diminuent linéairement par rapport a ’augmentation du nombre
de sommets, et cela de maniere quasiment exacte. Le tableau 5.7 résume bien ce
phénomene.

Tableau 5.7 — facteurs de diminutions des erreurs, lorsque le nombre de points
augmente.

nb points | facteur | err. Del. | facteur | err. Tlo | facteur

33 (12) 0.013758 0.011199
50 (16) x 1.5 | 0.008771 | = 1.57 | 0.007050 | + 1.59
100 (20) X 2 0.004323 | + 2.03 | 0.003527 | <+ 2.00
250 (40) | x 2.5 [ 0.001682 | + 2.57 | 0.001335 | + 2.64
500 (60) X 2 0.000817 | + 2.06 | 0.000659 | = 2.03

5.2.2.4 Répartition des erreurs et des améliorations

Pour mieux comprendre comment le nombre de points peut influencer les erreurs
commises par les triangulations, et les améliorations qui découlent de 'utilisation
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Tableau 5.8 — résultats statistiques pour l'erreur L, d’ensembles de taille impor-

tante.

méthode | erreur Lo écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.
Del. 0.004374 0.0007 0 0.8063 0.00 0.00 0.00
1 0.004323 0.0006 8 0.8158 1.16 -71.27 52.97
2 0.004134 0.0007 6 0.8531 5.49 -53.27 34.70
3 0.004066 0.0006 6 0.8674 7.05 -37.93 51.25
4 0.004216 0.0005 5 0.8364 3.61 -44.64 51.26
5 0.004122 0.0007 2 0.8554 5.75 -46.65 28.24
6 0.004045 0.0006 4 0.8719 7.53 -37.97 50.65
7 0.003971 0.0005 34 0.8880 9.20 -52.52 50.24
8 0.003692 0.0005 108 0.9552 15.59 -19.01 51.36
9 0.003839 0.0005 47 0.9185 12.22 -35.52 51.96
10 0.004005 0.0005 24 0.8806 8.44 -54.98 47.52
11 0.003817 0.0007 42 0.9240 12.74 -81.71 43.20
12 0.003857 0.0005 23 0.9144 11.83 -36.35 50.56
13 0.003639 0.0004 150 0.9692 16.81 4.20 51.72
14 0.003660 0.0004 64 0.9635 16.32 3.95 51.32
Tlo 0.003527 0.0003 500 1.0000 19.37 4.91 52.97

résultats pour 100 points dont 20 sur ’enveloppe convexe.
méthode | erreur Lo écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.
Del. 0.001682 0.0002 0 0.7936 0.00 0.00 0.00
3 0.001550 0.0002 2 0.8615 7.89 -40.34 33.57
6 0.001538 0.0002 4 0.8680 8.57 -37.69 36.03
8 0.001391 0.0001 127 0.9599 17.33 -25.27 34.19
9 0.001417 0.0001 107 0.9423 15.78 -23.44 39.46
11 0.001436 0.0002 23 0.9296 14.63 -25.30 32.32
12 0.001439 0.0001 34 0.9280 14.48 -27.60 40.40
13 0.001372 0.0001 168 0.9735 18.48 8.00 33.88
14 0.001380 0.0001 42 0.9678 18.00 7.54 32.06
Tlo 0.001335 0.0001 500 1.0000 20.64 8.41 40.40

résultats pour 250 points dont 40 sur ’enveloppe convexe.
méthode | erreur Lo écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.
Del. 0.000817 0.0001 0 0.8068 0.00 0.00 0.00
3 0.000751 0.0001 0 0.8779 8.10 -9.33 26.50
6 0.000746 0.0001 1 0.8840 8.73 -14.91 27.01
9 0.000686 0.0000 41 0.9614 16.08 -6.13 31.08
12 0.000695 0.0000 12 0.9487 14.96 -5.94 30.49
13 0.000666 0.0000 126 0.9900 18.51 9.37 28.26
14 0.000671 0.0000 20 0.9825 17.88 8.85 28.91
Tlo 0.000659 0.0000 200 1.0000 19.32 12.20 31.08

résultats pour 500 points dont 60 sur ’enveloppe convexe.

de triangulations localement optimales, la figure 5.3 contient des histogrammes qui

se lisent de la maniere suivante:

— chaque histogramme est associé a une série de tests pour des ensembles de
taille fixée (2 désigne le bord du carré unité, enveloppe convexe de tous les

ensembles).

— un histogramme est une courbe de 50 segments (10 pour les ensembles & 500
points), ot chaque sommet représente le nombre des tests qui ont donné une
erreur comprise entre 2 valeurs fixées (I’écart entre 2 valeurs consécutives étant
toujours identique, égal au cinquantieme de la différence entre les erreurs mi-
nimales et maximales apparues au cours de tous les tests); 'abscisse d'un
sommet de la courbe est la valeur inférieure des erreurs, et son ordonnée le
nombre de tests pour 'intervalle en question.
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— en traits fins est représentée la répartition des erreurs pour la triangulation de
Delaunay, en traits pointillés épais celle des erreurs pour la triangulation issue
de la méthode 13 (en général, meilleure méthode), en traits épais la répartition
des erreurs pour la meilleure triangulation localement optimale parmi toutes
celles testées.

Toutes les séries de tests sont représentées, exceptée celle a 15 points dont 4 sur
Q du fait de sa trop grande irrégularité (qui entraine qu’une interprétation de la
courbe serait trés aléatoire).

Une premiere observation montre que les courbes de la méthode 13 et de la
meilleure triangulation localement optimale sont tres proches, ce qui confirme bien
que 1'utilisation de ’algorithme de LAWSON & partir de Delaunay est particuliere-
ment bien adaptée au probleme (ou, du moins, aux mesures d’erreurs et de compa-
raisons effectuées).

Par ailleurs, on note qu’avec ’augmentation du nombre de sommets, I’écart entre
les histogrammes pour les bonnes triangulations et celui pour Delaunay augmente
également, jusqu’a n’avoir plus qu’une petite zone commune (pour 250 et 500 points).
Cela signifie qu’il est de plus en plus possible d’améliorer une triangulation lorsque
les points sont en nombre plus important (bien que le facteur d’amélioration ne
change pas beaucoup en moyenne).

La figure 5.4 contient les histogrammes de répartition des améliorations d’erreurs
obtenues en passant de la triangulation de Delaunay a une triangulation localement
optimale :

— chaque histogramme est associé a une série de tests pour des ensembles de
taille fixée.

— un histogramme est & nouveau une courbe de 50 segments (10 pour les en-
sembles & 500 points), ot chaque sommet a pour abscisse x une valeur infé-
rieure d’amélioration (comprise entre 0 et 70%) et pour ordonnée le nombre
de tests ayant fourni une amélioration comprise entre = et x + %.

— en traits fins est représentée la répartition des améliorations pour le passage de
la triangulation de Delaunay a celle résultant de I’application de la méthode 13,
et en traits épais la répartition des améliorations pour le passage de Delaunay
a la meilleure triangulation localement optimale.

Le plus remarquable est sans doute le resserrement des courbes avec ’augmenta-
tion du nombre de sommets; & nombre de tests égaux, les pics sont de plus en plus
hauts (67, 88, 100 pour respectivement 50, 100, 250 points a raison de 500 tests).

Une fois encore, les différences entre la méthode 13 et la meilleure triangulation
localement optimale ne sont pas tres importantes, mis a part, peut-étre, pour les
ensembles de 33 points dont 16 sur l'enveloppe convexe; l'histogramme de cette
série de tests est d’ailleurs beaucoup plus étendu que les autres (il est comparable
en cela a celui des ensembles de 15 points dont 8 sur ). Le fait de ne pas laisser
suffisamment de points intérieurs fait donc bien apparaitre des comportements tres
irréguliers (qui, comme on 'a déja expliqué, peuvent provenir de certaines mauvaises
triangulations de Delaunay ou d’un nombre de swaps limité).
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Figure 5.3 — répartition des erreurs L, des triangulations de Delaunay (trait fin),
des triangulations construites grace a la méthode 13 (pointillés) et des meilleures
triangulations localement optimales (trait épais), pour les différents ensembles de
points aléaloires testés.
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Figure 5.4 — répartition des améliorations (en pourcentages) sur l'erreur L, ob-
tenues par les meilleures triangulations localement optimales (trait épais) et par
application de la méthode 13 (trait fin), pour les différents ensembles de points

aléaloires testés.
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Tableau 5.9 — résultats statistiques pour ’erreur L; d’ensembles de 15 points.

méthode | erreur L écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.
Del. 0.051146 0.0086 1 0.9131 0.00 0.00 0.00
1 0.049154 0.0075 48 0.9501 3.89 -37.50 32.04
2 0.047575 0.0075 175 0.9817 6.98 -28.64 35.05
3 0.047888 0.0074 136 0.9753 6.37 -30.88 33.93
4 0.049219 0.0075 40 0.9489 3.77 -30.84 29.91
5 0.047527 0.0075 225 0.9827 7.08 -28.64 35.05
6 0.047833 0.0074 187 0.9764 6.48 -30.88 33.93
7 0.049320 0.0075 35 0.9470 3.57 -30.88 29.91
8 0.047290 0.0074 214 0.9876 7.54 -22.78 35.16
9 0.047682 0.0074 165 0.9795 6.77 -30.88 33.31
10 0.049330 0.0075 36 0.9468 3.55 -30.88 29.91
11 0.047292 0.0074 263 0.9876 7.54 -22.56 35.05
12 0.047675 0.0075 214 0.9796 6.79 -30.88 33.93
13 0.047037 0.0073 243 0.9929 8.03 0.00 35.16
14 0.047034 0.0073 301 0.9930 8.04 0.00 35.05
Tlo 0.046703 0.0073 500 1.0000 8.69 0.00 35.16
résultats si 4 points sont sur ’enveloppe convexe.
méthode | erreur L écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.
Del. 0.023996 0.0047 0 0.8251 0.00 0.00 0.00
1 0.023949 0.0047 39 0.8267 0.19 -70.92 44.52
2 0.021593 0.0044 107 0.9169 10.01 -38.54 40.78
3 0.022330 0.0047 91 0.8866 6.94 -68.61 43.63
4 0.024034 0.0045 37 0.8238 -0.16 -70.92 44.52
5 0.021624 0.0044 122 0.9155 9.88 -43.14 41.24
6 0.022364 0.0047 110 0.8853 6.80 -68.61 43.63
7 0.024176 0.0045 32 0.8189 -0.75 -70.92 44.52
8 0.020674 0.0036 184 0.9576 13.84 -27.22 43.63
9 0.021950 0.0044 116 0.9019 8.52 -65.49 47.37
10 0.024196 0.0045 32 0.8182 -0.84 -70.92 44.52
11 0.020705 0.0037 227 0.9562 13.72 -40.32 39.04
12 0.021908 0.0044 154 0.9037 8.70 -65.49 47.37
13 0.020294 0.0031 235 0.9756 15.43 -0.44 43.63
14 0.020296 0.0031 288 0.9754 15.42 0.01 43.63
Tlo 0.019798 0.0026 500 1.0000 17.49 0.39 47.37

résultats si 8 points sont sur ’enveloppe convexe.

5.2.3 Résultats statistiques concernant ’erreur L,

Pour déterminer s’il existe de grandes différences entre les triangulations locale-
ment optimales pour I’erreur Ly ou pour 'erreur Lq, les tableaux 5.9 & 5.11 et les
figures 5.5 et 5.6 résument les statistiques appliquées aux erreurs Ly des triangula-
tions calculées pour les séries de tests précédentes.

Le rapport entre les erreurs Ly et Lq des différentes méthodes pour chaque série
est toujours a peu pres constant : 'erreur Ly est 1.3 & 1.5 plus grande que I'erreur L.
Ce rapport constant implique que le phénomeéne de décroissance des erreurs avec le
nombre de sommets, observé pour les erreurs Lo, est également vrai pour les erreurs
Ll.

De plus, les améliorations obtenues sont du méme ordre pour les erreurs; a partir
d’un nombre de points raisonnable, on peut construire une triangulation localement
optimale 20% meilleure que Delaunay pour l'erreur L.

Ce sont aussi les mémes méthodes qui rendent les meilleurs résultats; ainsi,
globalement, c’est I'algorithme de LAWSON appliqué a la triangulation de Delaunay
et dont les échanges vont chercher & faire diminuer l'erreur L; (méthode 14) qui est
le meilleur, du moins en moyenne et pour plus d’un tiers des tests.

On peut s’apercevoir, et cette remarque s’applique également a l'erreur Lo, que
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Tableau 5.10 — résultats statistiques pour l'erreur L; d’ensembles de points de
taille moyenne.

méthode | erreur L1 écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.

Del. 0.013296 0.0016 0 0.8478 0.00 0.00 0.00
1 0.012669 0.0014 8 0.8897 4.71 -38.27 46.43
2 0.012061 0.0013 26 0.9346 9.29 -18.20 32.94
3 0.012117 0.0013 11 0.9303 8.87 -36.93 39.45
4 0.012729 0.0014 10 0.8856 4.26 -38.27 46.43
5 0.012019 0.0013 44 0.9379 9.60 -30.82 33.01
6 0.012046 0.0013 30 0.9358 9.40 -36.93 39.45
7 0.012695 0.0014 9 0.8879 4.51 -34.97 46.05
8 0.011661 0.0012 62 0.9666 12.29 -4.12 39.84
9 0.011881 0.0012 37 0.9488 10.64 -17.58 46.33
10 0.012704 0.0014 12 0.8873 4.45 -31.36 46.05
11 0.011635 0.0012 120 0.9688 12.49 -14.24 39.09
12 0.011833 0.0012 67 0.9526 11.00 -16.29 46.47
13 0.011528 0.0011 74 0.9778 13.29 1.06 41.24
14 0.011505 0.0010 164 0.9797 13.46 1.06 41.14
Tlo 0.011272 0.0009 500 1.0000 15.22 2.11 46.47

résultats pour 33 points dont 8 sur I’enveloppe convexe.

méthode | erreur L1 écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.

Del. 0.010394 0.0021 0 0.7694 0.00 0.00 0.00
1 0.009680 0.0015 8 0.8262 6.87 -50.99 56.15
2 0.009455 0.0020 12 0.8458 9.03 -40.83 42.54
3 0.009241 0.0017 16 0.8654 11.09 -44.70 57.61
4 0.009649 0.0015 16 0.8288 7.17 -46.58 56.89
5 0.009310 0.0020 27 0.8591 10.43 -49.03 41.91
6 0.009130 0.0016 29 0.8760 12.16 -43.98 57.93
7 0.009197 0.0015 27 0.8695 11.51 -42.87 56.17
8 0.008687 0.0015 57 0.9206 16.42 -13.83 40.68
9 0.008893 0.0015 41 0.8993 14.44 -40.35 58.04
10 0.009191 0.0015 50 0.8701 11.57 -56.86 57.72
11 0.008618 0.0016 115 0.9281 17.09 -32.02 43.15
12 0.008866 0.0015 70 0.9021 14.71 -43.94 58.36
13 0.008473 0.0013 72 0.9439 18.49 0.34 49.21
14 0.008453 0.0014 139 0.9461 18.67 0.35 49.22
Tlo 0.007998 0.0011 500 1.0000 23.06 1.07 58.36

résultats pour 33 points dont 16 sur ’enveloppe convexe.

méthode | erreur L1 écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.

Del. 0.006408 0.0009 0 0.7983 0.00 0.00 0.00
1 0.006218 0.0008 3 0.8227 2.96 -36.25 36.86
2 0.005861 0.0009 6 0.8729 8.55 -36.62 35.93
3 0.005818 0.0008 8 0.8793 9.22 -39.29 38.24
4 0.006237 0.0008 5 0.8203 2.68 -45.45 39.20
5 0.005793 0.0009 23 0.8831 9.61 -36.64 33.90
6 0.005774 0.0008 15 0.8860 9.90 -39.22 38.25
7 0.005917 0.0008 11 0.8646 7.66 -35.62 41.30
8 0.005374 0.0006 69 0.9519 16.13 -7.87 40.75
9 0.005630 0.0007 35 0.9086 12.14 -39.05 45.26
10 0.005897 0.0008 19 0.8676 7.99 -38.99 44.26
11 0.005422 0.0007 87 0.9435 15.39 -28.07 38.95
12 0.005609 0.0008 68 0.9120 12.47 -39.47 45.32
13 0.005316 0.0006 50 0.9623 17.04 3.40 38.38
14 0.005294 0.0006 157 0.9664 17.39 3.40 40.68
Tlo 0.005116 0.0005 500 1.0000 20.17 3.40 45.32

résultats pour 50 points dont 16 sur I’enveloppe convexe.
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Tableau 5.11 — résultats statistiques pour l'erreur L; d’ensembles de points de
taille importante.

méthode | erreur L écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.
Del. 0.003141 0.0004 0 0.7959 0.00 0.00 0.00
1 0.003016 0.0003 4 0.8287 3.96 -41.76 42.36
2 0.002853 0.0003 3 0.8762 9.17 -19.46 31.94
3 0.002826 0.0003 0 0.8844 10.01 -21.74 39.52
4 0.002911 0.0003 7 0.8588 7.32 -24.67 41.80
5 0.002808 0.0003 3 0.8902 10.59 -22.24 31.53
6 0.002783 0.0003 9 0.8983 11.40 -17.50 41.78
7 0.002800 0.0003 6 0.8928 10.85 -23.40 41.60
8 0.002612 0.0003 60 0.9568 16.82 3.64 44.02
9 0.002706 0.0002 17 0.9237 13.84 -14.85 40.90
10 0.002786 0.0003 26 0.8971 11.28 -22.46 44.21
11 0.002628 0.0003 71 0.9513 16.33 -27.77 37.82
12 0.002685 0.0003 49 0.9308 14.49 -13.50 41.83
13 0.002573 0.0002 60 0.9714 18.07 6.92 44.62
14 0.002557 0.0002 189 0.9774 18.57 7.68 45.10
Tlo 0.002500 0.0002 500 1.0000 20.41 8.03 45.10
résultats pour 100 points dont 20 sur ’enveloppe convexe.
méthode | erreur L écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.
Del. 0.001170 0.0001 0 0.7834 0.00 0.00 0.00
3 0.001035 0.0001 0 0.8855 11.53 -12.82 26.87
6 0.001011 0.0001 9 0.9065 13.58 -13.86 30.81
8 0.000955 0.0001 37 0.9604 18.43 4.33 29.38
9 0.000973 0.0001 37 0.9421 16.85 -8.66 32.74
11 0.000955 0.0001 62 0.9598 18.38 2.28 29.22
12 0.000963 0.0001 86 0.9515 17.67 -7.99 34.12
13 0.000940 0.0001 25 0.9750 19.65 10.43 30.70
14 0.000929 0.0001 244 0.9866 20.59 11.88 31.44
Tlo 0.000917 0.0001 500 1.0000 21.66 12.65 34.12
résultats pour 250 points dont 40 sur ’enveloppe convexe.
méthode | erreur L écart meil. rapport améliorations (en %)
moy. min. max.
Del. 0.000562 0.0000 0 0.7806 0.00 0.00 0.00
3 0.000495 0.0000 0 0.8852 11.82 -0.27 23.03
6 0.000482 0.0000 0 0.9088 14.10 1.38 24.22
9 0.000464 0.0000 1 0.9452 17.42 5.57 27.39
12 0.000457 0.0000 32 0.9585 18.56 7.87 29.83
13 0.000448 0.0000 3 0.9790 20.27 15.01 27.98
14 0.000440 0.0000 164 0.9965 21.67 16.45 28.44
Tlo 0.000438 0.0000 200 1.0000 21.94 16.48 29.83

résultats pour 500 points dont 60 sur ’enveloppe convexe.

deux méthodes, qui ne different que par le type de leur swap, donnent des erreurs
moyennes tout & fait similaires. Ce qui signifie bien qu’il n’y a pas beaucoup de
différence entre minimiser 'erreur L; et l'erreur Lo, et que les similitudes entre les
courbes de séparation des deux criteres n’étaient pas fortuites.

Concernant les histogrammes, & nouveau les mémes phénomenes sont observés,
mais de maniere plus prononcée: la courbe des répartitions des erreurs pour la
meilleure triangulation localement et celle issue de la méthode 14 sont encore plus
proches, et leur éloignement avec celle de la triangulation de Delaunay est plus
marqué, a un point tel que, pour les ensembles & 500 points, elles n’ont pratiquement
plus aucune zone d’erreurs commune.

Les courbes de répartition des améliorations se ressemblent également beaucoup,
bien que celles pour l'erreur L; apparaissent un peu plus régulieres.
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Figure 5.5 — répartition des erreurs L; des triangulations de Delaunay (trait fin),
des triangulations construites grace a la méthode 14 (pointillés) et des meilleures
triangulations localement optimales (trait épais), pour les différents ensembles de
points aléaloires testés.
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Figure 5.6 — répartition des améliorations (en pourcentages) sur l'erreur L; ob-
tenues par les meilleures triangulations localement optimales (trait épais) et par
application de la méthode 14 (trait fin), pour les différents ensembles de points
aléaloires testés.
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5.2.4 Nombre d’échanges et complexités

Pour avoir une idée de la complexité relative des algorithmes, il est possible de
compter pour chaque méthode le nombre total d’échanges effectués pour obtenir les
triangulations localement optimales. Le tableaux 5.12 contient le nombre d’échanges
moyen réalisés sur la totalité des tests de chaque méthode pour toutes les séries (Q
désigne toujours le bord du carré unité).

Tableau 5.12 — nombres d’échanges moyens pour chaque méthode et série de tests.

15 points 33 points 50 pts | 100 pts | 250 pts | 500 pts
mét. | 4 Q 80N 8 Q 12Q | 16 Q2 | 16 Q 20 40 Q 60

1 8.90 | 6.48 | 30.10 | 25.95 | 24.90 | 48.59 | 126.78
2 12.50 | 12.40 | 54.29 | 53.79 | 52.09 | 102.73 | 279.08
3 9.12 | 6.35 | 27.54 | 25.58 | 22.87 | 48.51 | 131.85 | 429.95 | 1003.17
4 8.43 | 6.98 | 29.71 | 28.02 | 26.04 | 48.51 | 138.95
5 12.48 | 12.32 | 54.36 | 53.84 | 52.34 | 102.80 | 279.54
6 9.20 | 6.29 | 27.80 | 25.67 | 23.31 | 48.78 | 133.01 | 436.64 | 1020.38
7 8.01 5.53 | 29.11 | 33.27 | 35.32 | 69.28 | 191.66
8 12.00 | 12.48 | 50.36 | 49.89 | 47.89 | 94.02 | 254.71 | 856.14
9 8.80 | 6.09 | 26.41 | 24.00 | 21.30 | 44.92 | 120.85 | 390.73 | 909.94
10 7.86 | 5.45 | 28.86 | 32.95 | 35.30 | 68.91 | 191.58
11 | 11.92 | 12.16 | 49.99 | 49.48 | 47.74 | 93.17 | 253.30 | 857.02
12 8.79 | 6.03 | 26.41 | 23.84 | 21.48 | 44.86 | 120.72 | 392.45 | 915.88
13 4.83 | 4.41 | 12.87 | 12.10 | 10.94 | 19.51 43.55 112.89 | 229.03
14 4.75 | 4.36 | 12.86 | 12.02 | 10.95 | 19.44 43.52 116.52 | 242.33

5.2.4.1 Observations sur les nombres d’échanges

Les échanges dénombrés ne tiennent pas compte de ceux qui sont intervenus dans
la construction de la triangulation de Delaunay (méthodes 13 et 14); cela explique,
en partie, que les nombres en question soient toujours plus faibles que les autres.

Il est intéressant aussi de constater que, finalement, les méthodes du type TOI (1
a 6) ne réalisent pas plus de swaps que celles du type LAWSON. On aurait pu, en ef-
fet, s’attendre & ce qu’en essayant de swapper le plus possible aprés chaque insertion
de point, on réalise plus d’échanges qu’en le faisant apres avoir obtenu une premiere
triangulation globale. Il n’en est rien, et cela peut expliquer le mauvais comporte-
ment général des méthodes du type TOI. Il est, en revanche, difficile d’avancer une
explication a ce phénomene, mis a part, peut-étre, un blocage des triangulations
autour d’un point stable (en insérant les points les uns apres les autres, et en re-
triangulant & chaque fois, il semble que 'on converge vers une position stable pour
I’erreur, mais comportant beaucoup de triangles aux formes allongées; cela entraine
qu’en ajoutant un nouveau point, les quadrilateres incluant les arétes éventuelles a
échanger seront tres souvent non convexes).

Finalement, I’ordre d’insertion semble jouer un réle beaucoup plus important que
le type d’algorithme, sur le nombre d’échanges. .’ordre aléatoire semble a nouveau



5.2 — Résultats 155

“bloquer” le processus de swapping (alors que l'on peut facilement s’imaginer qu’il
devrait impliquer un grand nombre d’échanges, du fait de la non-régularité des
triangles construits) ; ce nombre de swaps est plus faible encore pour 'ordre suivant la
proximité & un coin. Mais ceci était attendu, dans la mesure o1 un point ajouté était
toujours proche des triangles précédemment formés (qui sont alors plus réguliers).

5.2.4.2 Complexité des différentes méthodes

Comme il est plutot difficile de se faire une idée de la progression du nombre de
swaps en fonction du nombre de points, les figures 5.8 & 5.10 représentent les courbes
de ces progressions accompagnées des courbes représentatives des fonctions (& une
constante pres) dont elles semblent se rapprocher. Les méthodes sont regroupées
par deux, car le critere d’échange utilisé (erreur Ly ou L;) ne joue pas de role sur
la quantité de swaps. Les constantes cachées sont de 'ordre de quelques unités. En
abscisse se trouve le nombre de points et en ordonnée le nombre d’échanges. Pour
les ensembles a 15 et 33 points, on a tenu compte des séries a respectivement 8
et 12 points sur 'enveloppe convexe (car, leurs résultats moyens sur les erreurs se
rapprochaient plus de ceux observés pour les séries contenant plus de sommets).

Figure 5.7 — nombre d’échanges et complexité des méthodes ayant un ordre d’in-
sertion aléatoire.
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On peut déja remarquer qu’aucune méthode ne comporte de progression en n?,
mais, dans une grande majorité des cas, il est difficile de déterminer exactement de
quelle fonction elle est la plus proche. Cela vient de la taille trop modeste des plus
gros ensembles testés (il aurait sans doute fallu essayer des ensembles comportant
plusieurs milliers de points pour se faire une idée vraiment précise).

Cependant, il reste possible d’évaluer le comportement moyen des algorithmes:

— d’apres la figure 5.10, les méthodes 13 et 14 (LAWSON & partir de Delaunay)
ne semblent réaliser qu’un nombre presque linéaire d’échanges (en tous cas
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Figure 5.8 — nombre d’échanges et complexité des méthodes insérant les points

suivant l'ordre croissant des abscisses.
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Figure 5.9 — nombre d’échanges et complexité des méthodes insérant les points par
ordre de proximité au coin en bas a gauche.
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Figure 5.10 — nombre d’échanges et complexité des méthodes utilisant I’algorithme
de LAWSON & partir de Delaunay.
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inférieur & nlogn, qui représente la complexité nécessaire pour calculer la
triangulation de Delaunay, point de départ des méthodes), on peut s’attendre
a une complexité O(nlogn).

— les méthodes 3, 6, 9 et 12 (ordre d’insertion suivant ’éloignement & un coin -
figure 5.9) semblent treés proches d’une courbe en O(nlogn).

— pour les autres méthodes (figures 5.7 et 5.8), il est plus délicat d’apporter une
réelle conclusion car les plus gros ensembles testés avaient été limités a 250,
voire 100 points; les courbes laissent cependant supposer qu’il y a moins de
O(n+/n) échanges effectués.

Finalement, les méthodes utilisant I’algorithme de type TOI ont un nombre total
d’échanges de complexité inférieure & O(n?); comme & chaque insertion, on a au
moins besoin de parcourir une fois toute la liste des nouvelles arétes, leur complexité
totale sera au mieux quadratique, au pire cubique.

Toutes les méthodes a algorithme de type LAWSON nécessitent une phase de
prétraitement en O(nlogn) (construction de la triangulation initiale); le nombre
d’échanges étant toujours inférieur & O(ny/n), leur complexité est de O(ny/n) si
l'ordre d’insertion est aléatoire et si la triangulation initiale est étoilée, O(nlogn)
sinon.

5.2.5 Observation des triangulations

Différents exemples de triangulations obtenues sont présentés sur les figures 5.11
a 5.16; sur chaque figure, la triangulation de gauche est celle de Delaunay, et les
commentaires ne concernent que les erreurs Lo.
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Tout d’abord, des exemples o les méthodes produisent vraiment de mauvais
résultats :

— figure 5.11: la deuxiéme triangulation est obtenue par la méthode 9 (qui, en
moyenne, donne pourtant de bons résultats) sur un ensemble & 15 points, et
renvoie une erreur 87% plus mauvaise que celle de Delaunay.

— figure 5.12: la seconde triangulation provient de la méthode 3, la moins mau-
vaises des méthodes utilisant l'algorithme de type TOI. Son erreur est 40%
supérieure (en valeur) a celle de la triangulation de Delaunay. On peut remar-
quer la présence de deux gros triangles qui peuvent expliquer sa valeur.

Figure 5.11 — mauvais exemple & 15 points: la triangulation localement optimale
(& droite) rend une erreur presque 2 fois plus importante que celle de Delaunay.

Puis des exemples ou il a pu étre observé de fortes améliorations de l'erreur L, :

— figure 5.13: sur cet ensemble & 33 points, la triangulation de Delaunay, parti-
culierement mauvaise (I’erreur L, est plus de 2 fois supérieure & la moyenne
obtenue sur ce type d’ensembles), peut-étre améliorée de 62% et 60% par les
méthodes 9 et 10. On peut remarquer que les triangles ont alors une tres forte
tendance & étre dirigés suivant les bissectrices des axes (direction des familles
génératrices du paraboloide hyperbolique).

— figure 5.14 : sur cet exemple & 100 points, la méthode 14 fournit une triangu-
lation 43% meilleure que Delaunay (dessin du milieu), tandis que ’améliora-
tion passe & 53% pour la méthode 1. Cependant, cette deuxieme triangulation
contient un grand nombre de triangles tres allongés, propriété peu appréciée
par certaines applications.

— les figures 5.15 et 5.16 présentent des triangulations d’ensembles de taille im-
portante (respectivement 250 et 500) dont les améliorations ne sont pas né-
gligeables (34% et 28%). On peut & nouveau remarquer que les triangles, par
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Figure 5.12 — mauvais exemple a 250 points: la triangulation localement optimale
(a droite) rend une erreur 40% plus importante que celle de Delaunay.

I ;I

rapport a Delaunay, sont beaucoup plus dirigés suivant les bissectrices des
axes. Ces deux triangulations ont été calculée par la méthode 13.

Figure 5.13 — bon exemple & 33 points: les triangulations localement optimales,
bien que tres différentes, sont plus de 2 fois meilleures que la triangulation de De-
launay (& gauche).

5.2.6 Conclusion

Il a semblé utile de résumer finalement les principales observations formulées
tout au long de ce chapitre:

— les meilleures triangulations localement optimales sont, en moyenne, obtenues
par utilisation de 'algorithme du type LAWSON en partant de la triangulation
de Delaunay avec pour critere d’échange celui qui correspond a l'erreur que



160 Chapitre 5 — Résultats numériques

Figure 5.14 — bon exemple & 100 points: les deux triangulations localement opti-
males ont une erreur a peu pres 2 fois moins importante que celle de Delaunay (a
gauche).

Figure 5.15 — bon exemple & 250 points: la triangulation localement optimale (&
droite) a une erreur Ly 35% inférieure a celle de Delaunay.
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Figure 5.16 — bon exemple a 500 points: la triangulation obtenue par la méthode
13 (& droite) renvoie une erreur 28% plus petite que celle de Delaunay.
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I’on veut minimiser. Il faut cependant noter que ce n’est la méme méthode qui
fournit la meilleure triangulation pour toutes les configurations de points.

— I'amélioration moyenne observée par rapport a la triangulation de Delaunay
est de l'ordre de 20%, des lors que le nombre de points est suffisamment im-
portant. Cette amélioration est d’ailleurs liée au nombre de sommets choisis
sur ’enveloppe convexe de ’ensemble de points.

— les erreurs moyennes d’approximation diminuent proportionnellement avec
I’augmentation du nombre de sommets des triangulations.

— il y a finalement peu de différences entre les triangulations obtenues par utili-
sation des criteres d’optimisation de l’erreur L; ou de 'erreur L.

— le nombre d’échanges effectués est beaucoup plus lié & ’ordre d’insertion des
sommets qu’a 'algorithme utilisé, lorsque la triangulation initiale est étoilée.






Chapitre 6

Algorithmes exacts

Apres avoir pu observer le comportement des algorithmes de triangulations loca-
lements optimales, il serait intéressant de savoir si leurs résultats sont bons, c’est-a-
dire s’ils sont éloignés ou pas de 'optimal global. Evidemment, il est tres difficile, &
part dans le cas de Delaunay, de construire une triangulation globalement optimale,
et il n’existe pas de méthode simple qui soit capable de le faire en temps raisonnable.
Nous allons voir cependant qu’en ayant recours a 2 algorithmes tres différents, il est
possible d’apporter certains éléments de réponses pour la question de 1’éloignement
de l'optimal global:

— le recuit simulé, bien qu’étant assez lent et ne permettant de savoir exacte-
ment si optimal trouvé est le bon, a permis de faire des essais sur quelques
ensembles de points suffisamment importants (33 et 100 points).

— une méthode fondée sur les propriétés des triangulations localement optimales,
directement adaptée d’un algorithme de DICKERSON et MONTAGUE [DM96],
permet de trouver, de maniere sure et rapide, les optimaux pour des ensembles
de petite taille (15 points), et ainsi de tirer de nouvelles conclusions.
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6.1 Recuit simulé

6.1.1 Théorie
6.1.1.1 Présentation générale

L’idée générale d’un algorithme de recuit simulé réside dans la possibilité qu’un
extremum d’une fonction peut seulement étre local (comme dans I’exemple de la
figure 6.1). Pour arriver a l'extremum global de notre fonction, il ne faudra pas
s’arréter, mais accepter de perturber légerement la solution a laquelle on a abouti,
afin d’espérer pouvoir retomber un peu apres sur un “meilleur” extremum.

Figure 6.1 — le premier minimum local rencontré n’est pas forcément le meilleur...

point de départ

fonction objectif

minimums locaux

2

minimum global

> Tens d[e parcourt de la fonction pour trouver
es solutions

Historiquement, le recuit a d’abord été utilisé par les métallurgistes qui cher-
chaient a faire disparaitre progressivement les défauts cristallins d’un métal, en ré-
chauffant et en laissant refroidir progressivement le métal; ceci est bien expliqué
dans la these de TALON [Tal89]. C’est dans les années 1950 que METROPOLIS a pro-
posé une méthode du type Monte-Carlo pour simuler I’évolution de I’état du métal
jusqu’a son équilibre thermique.

Puis, en 1983, KIRKPATRICK, GELATT et VECCHI [KGV83| ont appliqué ce prin-
cipe issu de la physique statistique & certains problemes d’optimisation. Ils proposent
un algorithme tres général qui peut s’énoncer de la maniere suivante :

e initialisations:
e soit f une fonction que ’on cherche & minimiser.
e soit ¢ un parametre de valeur initiale tres élevée (cela afin de pouvoir
accéder a tous les états possibles).
e soit s; une solution réalisable.

e tant que t est suffisamment grand
tant que le processus n’est pas stable
on calcule une solution possible s, voisine de s;.
A= f(sa) = f(s1)-
si A <0 alors
s, est un meilleur minimum: s; < s,.
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sinon
on tire un nombre aléatoire # entre 0 et 1.
si @ < e 2/t alors
s; < 8, (on décide de repartir de s, méme si ¢’est une moins
bonne solution que s;).
fin si
fin si
fin tant que
on diminue ¢.

fin tant que

Cet algorithme tres général demande a étre adapté a chaque probleme d’optimi-
sation :

— le parametre ¢ représente la température du probleme physique; on doit pou-
voir définir sa valeur initiale ainsi que son processus de décroissance. La va-
leur initiale est essentielle: elle doit permettre d’atteindre le plus possible de
solutions (méme si elles sont défavorables). La maniere de diminuer la tempé-
rature est elle aussi importante: si on ’abaisse trop rapidement, on a toutes
les chances de se retrouver bloqué dans un état qui sera stable, mais qui ne
sera pas un optimum global.

— on a également besoin de définir une notion de voisinage pour les solutions;
cela implique la nécessité de disposer d’opérations élémentaires qui permettent
de passer d’une solution a une autre. Deux solutions seront voisines si on n’a
besoin que d’une seule opération élémentaire pour transformer I’'une en ’autre.

— lors de la comparaison de la solution courante s; et de sa voisine s,, il est
évident que si f(s,) a une valeur inférieure a celle de f(s;), on remplacera s; par
Sq puisqu’il y aura amélioration de la fonction objectif f. Si on tombe dans une
situation contraire, on décidera d’accepter le changement avec une probabilité
qui dépend de la température; & température faible, seuls des changements
peu dégradants seront acceptés.

En procédant de la sorte, on espere éviter de rester bloqué dans des extremums
peu profonds. Il est alors clair que les performances d’un algorithme de recuit si-
mulé sont intimement liées au choix des opérations élémentaires, et a la vitesse a
laquelle on fait décroitre la température. Par ailleurs, la vitesse de convergence de
I’algorithme sera fonction de cette vitesse de décroissance: c’est donc elle qui nous
permettra de controler (de maniere peu précise, certes) le temps d’exécution de
I’algorithme.

Quant au bien fondé des performances du recuit simulé, en lisant D'article de
KIRKPATRICK, GELATT et VECCHI [KGV83|, on peut s’apercevoir sur le probleme
du voyageur de commerce, qu’avec des opérations élémentaires judicieuses, ils obte-
naient de meilleurs résultats que la plupart des heuristiques connues (mais, évidem-
ment, avec un temps de calcul plus important).
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6.1.1.2 Adaptation au probleme des triangulations planaires

Voyant la apparemment un bon moyen de trouver un optimal, SCHUMAKER a
proposé un algorithme de recuit simulé adapté aux problemes de recherches de tri-
angulations optimales [Sch93]. En effet, en partant de considérations locales, on sait
qu’il n’existe guere que la triangulation de Delaunay qui va aboutir & un optimum
global pour certains criteres (comme la maximisation du plus petit angle); on sait
trouver assez facilement des extremums locaux, mais pas 'extremum global. Par
ailleurs, étant données deux triangulations 7 et 7' de I'enveloppe convexe d’un
méme ensemble de points, on sait que ’on peu toujours passer de 7 a 7' par une
séquence finie d’échanges de diagonales bien choisis (méme si la bonne séquence
est difficile & trouver); cela provient en partie du fait que le nombre de triangula-
tions possibles est fini, et que le graphe des triangulations ne comporte qu’une seule
composante connexe (voir, par exemple, [HN96, HNU96|).

Le swap apparait ainsi comme une opération élémentaire de voisinage bien choi-
sie, et I'algorithme de recuit simulé proposé utilise un critere ¢ pour décider parmi
deux triangulations laquelle est la meilleure. On a également besoin d’entiers positifs
temprim, swapym et bonsy;y, ainsi que d’une série de réels t; > o > ... > ey, >0
qui seront les températures choisies a chaque itération de ’algorithme; un “bon”
échange sera un échange qui permettra d’aboutir & une meilleure triangulation (re-
lativement au critere choisi ¢). Le procédé général peut étre décrit de la maniere
suivante (on suppose qu’en entrant ici, on dispose d’une triangulation initiale 7):

pour k =1 a tempy,

nombre de bons swaps < 0
pour [ =1 a swapn,

si nombre de bons swaps < bonsy;,, alors
on choisit aléatoirement une aréte a de la triangulation.
si I’aréte a peut étre swappée alors
soit T la triangulation courante et 7' celle obtenue en swap-
pant a dans T
sid=c(T,T') <0 alors
on effectue I’échange
sinon
on choisit un nombre aléatoire 0 < 6 <1
si O < e %" alors on effectue 1’échange fin si
fin si
fin si

fin si

fin pour
fin pour

Dans cet algorithme, tempy;,, controle le nombre d’étapes de 1’algorithme ; les
diverses températures choisies t; vont permettre d’ajuster la probabilité que des
mauvais échanges soient effectués. En pratique, les nombres aléatoires € sont choisis
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pour une distribution uniforme de [0, 1], ce qui implique que, pour un nombre d
donné, la probabilité de faire un mauvais swap est donnée par P(6 < e~/ ) = et

Le parametre swapy,, controle le nombre d’échanges a effectuer a chaque étape,
et bonsy;,, controle le nombre de bons swaps a faire pour chaque température. L’'idée
est de ne pas faire rapidement trop de bons échanges, sinon on risque de se retrou-
ver coincé autour d’un minimum seulement local et dans une position relativement
stable.

Bien que le recuit simulé soit un bon moyen de chercher une triangulation globa-
lement optimale, on ne peut pas garantir qu’il en trouvera une. En effet, il n’existe
aucun moyen simple de déterminer si une triangulation localement optimale 1’est
aussi globalement. Le recuit est donc une méthode trés empirique, qui nécessite de
bien choisir ses parametres, exécuter le programme, et si le résultat n’est pas satisfai-
sant, recommencer avec des parametres ajustés. Dans son article [Sch93], SCHUMA-
KER propose un choix intéressant de parametres, fondé sur ses observations de divers
criteres d’optimisation (minimisation du plus grand angle, interpolation dépendante
des données, moindres carrés dépendants des données, minimisation lexicographique
des plus grands angles):

— pour la valeur initiale 5 de la température, son choix se porte sur une valeur
environ deux fois supérieure au meilleure changement provoqué par un bon
swap dans la triangulation de départ.

— pour les températures suivantes, il propose de prendre ¢, = rfto on 0 < r < 1
est fixé, avec une préférence pour des valeurs situées entre 0.9 et 0.95.

— il choisit swapy;m, et bons;, égaux a des multiples (fixés) du nombre d’arétes de
la triangulation, avec des préférences pour des facteurs 5 ou 10 (qui semblent
mieux adapter).

Dans la pratique, il arrive que I'algorithme de recuit arréte d’effectuer des échan-
ges: on dit dans ce cas qu’il a convergé. Si la température initiale est élevée, il
faudra faire tourner le programme longtemps avant qu’il ne converge. D’un autre
cOté, une grosse température initiale accompagnée de fortes valeurs pour swapy,
et bonsy,, permet d’explorer un plus grande nombre de triangulations, augmentant
ainsi nos chances de trouver 'optimum global. Si la température initiale est faible,
I’algorithme convergera en général tres rapidement, mais vers un minimum seulement
local.

Un algorithme de recuit simulé pour les triangulations 3D est présenté dans la
these de TALON [Tal89]; 'auteur a adapté ici la technique du recuit essentiellement
pour des maillages de zones polyédriques, en remarquant qu’un raffinement local
des parametres donnait des résultats intéressants. Cependant, I'introduction de ces
recuits locaux complique pas mal la lecture de ’algorithme général ; c’est en partie
pour cette raison qu’il ne sera pas décrit ici, mais aussi parce que ce qui nous intéresse
directement sont les triangulations 2D.
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6.1.2 Application
6.1.2.1 Algorithme

Triangulations de départ

Un algorithme de recuit a besoin de partir d’une solution initiale, qu’elle soit
bonne ou pas. Le mieux serait sans doute, d’ailleurs, que cette solution ne soit pas
trop bonne; sinon, cela impliquerait qu’aux premieres températures, peu de mau-
vaises décisions pourraient étre prises. C’est pourquoi, la triangulation de Delaunay
a d’abord été choisie comme point de départ. Pour tester la sensibilité du programme
au choix de départ, une triangulation localement optimale, qui définit en principe
une solution stable, a aussi été utilisée dans un deuxiéme temps.

Figure 6.2 — les triangulations initiales choisies pour I’ensemble de FRANKE & 33
points

triangulation de Delaunay triangulation localement optimale

Température initiale

Pour la température initiale, il a été fait confiance aux choix dictés par les ex-
périences de SCHUMAKER: elle a toujours été fixée comme égale a un ordre de
grandeur de la valeur maximale d’un échange possible dans la triangulation de De-
launay (choix impossible pour une triangulation localement optimale puisque, par
définition, aucun bon swap n’y est possible).

Choix des températures suivantes

Afin d’augmenter le controle sur les températures ¢y, ... ,tiemp,,,, plusieurs choix
ont été réalisés pour les définir ; cependant, les températures successives sont toujours
données sous forme de fonctions par paliers (on a un saut entre 2 températures
consécutives) et sont toujours égales au produit d’un facteur par la température
initiale, c’est-a-dire que, pour tout entier & (k € 1,... , tiemp,,,, ), on aura ty = f(k) to.
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Figure 6.3 — les triangulations initiales choisies pour I’ensemble de FRANKE & 100
points

triangulation de Delaunay triangulation localement optimale

Ces fonctions f testées sont regroupées en 2 catégories:

— des fonctions dépendantes d’un facteur o« & définir, qui sera lié & la vitesse de
convergence souhaitée. Parmi elles, on a:

e la fonction géométrique standard donnée par SCHUMAKER, f(k) = oF.

e la fonction inverse f(k) = 7.

e la fonction exponentielle f(k) = e *°.

— des fonctions uniquement liées a l'entier k :
e la fonction inverse f(k) = 1.
e la fonction exponentielle f(k) = e *.
)

e la fonction logarithme f(k ﬁ

Le choix des fonctions f va fortement influencer le comportement de 1’algorithme
de recuit simulé, et plus particulierement sa vitesse de convergence. Ainsi, parmi les
fonctions liées seulement a k, la fonction exponentielle va impliquer une convergence
extremement rapide ; en effet, comme elle donnera rapidement des valeurs tres petites
pour une augmentation légere de k, plus aucune modification ne sera possible pour
Pextremum sur lequel on sera arrivé. Le phénomene sera opposé pour la fonction
logarithme ; elle autorisera longtemps des modifications du méme ordre (elle est tres
faiblement décroissante). Cela entrainera notamment que ’algorithme ne convergera
pas dans un temps raisonnable, et que la solution a laquelle on parviendra sera sans
aucun doute assez éloignée de 'optimum global recherché, chose que I'on ne peut
pas affirmer pour la fonction exponentielle: comme celle-ci converge tres vite, on a
tout de méme une (petite...) chance qu’elle aboutisse a I’extremum recherché.

De toutes les manieres, ce deuxieme groupe de fonctions a surtout été utile pour
juger du comportement des fonctions du premier groupe. On peut en effet modifier le
comportement de ces dernieres, en ajustant correctement le parametre «. Ainsi, il a
été choisi, de maniere certes un peu arbitraire, que la centieme température devrait
étre environ 200 fois inférieure & la premieére; cela implique que les modifications
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imposées a la solution & ce moment-la auront un seuil de tolérance égal & 0.5% du
premier, ce qui représente a priori une marge correcte pour trouver ’optimal global
en un peu plus de 100 températures testées.

Criteres d’arrét

Il est évident que 'on ne peut pas se permettre, méme pour des ensembles de
points de taille raisonnable, de s’arréter seulement lorsqu’il y a convergence vers
une solution stable, d’abord parce que cela pourrait impliquer un temps de calcul
beaucoup trop grand, mais aussi parce que 1’on ne serait méme pas siir d’avoir
convergé vers 'optimal global.

Plusieurs criteres d’arrét ont donc semblé nécessaire: le programme s’arrétera
au bout d’un nombre prédéfini d’itération (une itération étant une température), ou
lorsqu’il aura convergé. Par ailleurs, comme il a déja été signalé, un nombre maximal
d’échanges et de tests d’echanges est fixé pour chaque itération.

6.1.2.2 Résultats numériques

Tests mis en place

Les problemes du recuit simulé sont qu’il est d’'une part tres difficile de bien
controler la convergence de 1’algorithme, et que, d’autre part, son exécution peut
durer excessivement longtemps. Il a donc été décidé de ne tester que 4 ensembles de
points:

— les 2 ensembles de FRANKE (figure 5.2) & 33 et 100 points.

— un ensemble de 33 points qui avait donné une tres forte amélioration de ’erreur
d’approximation L, par rapport & Delaunay, par application d’un algorithme
d’optimisation locale.

— un ensemble de 33 points qui n’avait donné qu’une faible amélioration de
I’erreur d’approximation L, par rapport a Delaunay, par application d’un al-
gorithme d’optimisation locale.

Pour chacun des ensembles de FRANKE, les 6 fonctions de variation des tem-
pératures décrites précédemment ont été testées, en partant de la triangulation de
Delaunay, puis de la meilleure triangulation localement optimale. Pour les 2 autres
ensembles, on s’est contenté d’une recherche d’un optimal en utilisant les observa-
tions effectuées pour toutes les méthodes.

Concernant les fonctions liées & un parametre «, les choix pour ce parametre ont
été les suivants:

— pour la fonction géométrique, comme suggéré par SCHUMAKER, on a choisi
des valeurs de ar de 0.95, 0.925 ou 0.9; ces valeurs impliquent une température
inférieure & un demi pourcent de t, pour les itérations respectives 104, 68 et
51.

— pour la fonction inverse, on a pris o égal a 1.1 ou 1.0574, valeurs qui donnent
un k égal & 124 ou 150 pour avoir £, < 0.005 2.
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— pour la fonction exponentielle, les valeurs de « sont 0.34 ou 0.35 qui entrainent
des valeurs de k (t; < 0.005¢,) égales a 135 ou 118.

Pour tous les tests, certaines données sont restées constantes:

— la température initiale a été de 0.0001 pour les ensembles & 33 points et
0.000001 pour celui & 100 points. Ces nombres proviennent des observations
de SCHUMAKER qui suggéraient d’utiliser environ le double de la plus forte
amélioration provoquée par un échange d’aréte dans la triangulation initiale
(ou, du moins, dans celle de Delaunay pour notre propos).

— a chaque itération, on a volontairement limité le nombre d’échanges réalisés
(bons et mauvais), ainsi que le nombre d’arétes testées, cela afin d’éviter,
autant qu’il était possible, une convergence trop rapide. Ces facteurs limitatifs
dépendent de l'itération en cours: plus elle est grande, plus ces nombres sont
grands. Plus précisément, si n est le nombre total d’arétes de la triangulation
initiale, on a choisi pour facteur limitatif du nombre de tests 10 nIn(k), et pour
facteur limitatif du nombre de bons swaps 5 nln(k).

— on a fixé le nombre limite de températures a 200 ; bien que ce nombre puisse
paraitre peu élevé, la diversité des fonctions de variations pour les températures
a toujours permis de se faire une idée précise du résultat recherché, le but
n’étant pas d’étudier la convergence d’un algorithme de recuit simulé, mais
bien de savoir si nos optimaux locaux étaient éloignés ou pas de l'optimal
global.

Tests des ensembles de Franke

Les tableaux 6.1 & 6.4 contiennent les optimaux obtenus pour les ensembles de
FRANKE décrits dans le chapitre précédent ; 2 batteries d’essais ont été effectuées,
I'une en partant de la triangulation de Delaunay, que 1’on sait assez éloignée de 1’op-
timal recherché, 'autre en utilisant une “bonne” triangulation localement optimale
comme point de départ. Quelques variations ont été apliquées aux « choisis, mais en
principe suffisamment peu importantes pour ne pas trop influencer le comportement
de l'algorithme.

La lecture de ces tableaux se fait de la maniere suivante:

— la premiere colonne donne la fonction de variation des températures utilisée.
— la deuxieme colonne indique la valeur éventuelle du parametre a.

— la troisitme renvoie la valeur de la meilleure triangulation trouvée (qu’il y ait
eu convergence ou pas).

— les colonnes suivantes indiquent respectivement :
e la convergence ou pas de l'algorithme au bout de 200 itérations.
e la convergence ou pas du programme vers le meilleur optimal qu’il a
trouvé.
e le nombre de températures testées.
e le nombre d’optimaux successifs trouvés.
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Tableau 6.1 — résultats pour 'ensemble & 33 points de FRANKE, en commencant
avec la triangulation de Delaunay.

fct Q optimal cv |cvop |itér [ nbop | kop | kcv

géom. | 0.9 | 0.0176578334 | oui | oui | 200 50 80 56
inv. 1.1 | 0.0176332473 | non | non | 200 27 81 -
expo. | 0.35 | 0.0176332473 | non | non | 200 ol 135 -

inv. — 0.0176581000 | non | non | 200 53 177 —
expo. — 1 0.0176581000 | oui | oui 75 53 8 9
log. — 0.0178537798 | non | non | 200 34 172 —

Tableau 6.2 — résultats pour 'ensemble & 33 points de FRANKE, en commencant
avec la meilleure triangulation localement optimale.

fet Q optimal cv | cvop |itér | nbop | kop | kcv

géom. | 0.925 | 0.0176332473 | oui | oui | 200 47 73 | 107
inv. | 1.0574 | 0.0176578345 | non | non | 200 38 143 -
expo. | 0.34 ] 0.0176332471 | non | non | 200 63 102 -

mv. - 0.0180413775 | non | non | 200 46 171 -
expo. - 0.0176740644 | oui | non | 27 42 6 9
log. - 0.0178541298 | non | non | 200 25 139 -

Tableau 6.3 — résultats pour ’ensemble a 100 points de FRANKE, en commencant
avec la triangulation de Delaunay.

fet Q optimal cv | cvop|itér | nbop | kop | kcv

géom. | 0.925 | 0.00300827569 | oui | oui | 200 | 132 87 | 133
inv. | 1.0574 | 0.00300878844 | non | non | 200 | 132 200 -
expo. | 0.34 [ 0.00300721378 | non | non | 200 | 168 | 191 -
inv. - 0.00302890451 | non | non | 200 | 140 193 -
expo. - 0.00305846056 | oui | non | 12 113 D 11
log. - 0.00329644102 | non | non | 200 13 200 -
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Tableau 6.4 — résultats pour ’ensemble a 100 points de FRANKE, en commengant
avec la meilleure triangulation localement optimale.

fct Q optimal cv | cvop |itér | nbop | kop | kcv

géom. | 0.95 | 0.00301494278 | non | non | 200 | 71 103 -
inv. | 1.0574 | 0.00302528980 | non | non | 200 | 75 156 -
expo. | 0.34 | 0.00301346852 | non | non | 200 | 84 177 -

inv. - 0.00304086998 | non | non | 200 | 62 155 -
expo. - 0.00308409291 | oui | oui | 14 53 8 13
log. - 0.00313186527 | non | non | 200 0 - -

e l'itération a laquelle a été rencontré le dernier optimal.
e l'itération éventuelle a partir de laquelle on a pli observer une convergence
de I'algorithme.

On peut évidemment remarquer que 'emploi des données suggérées par SCHU-
MAKER permet une convergence systématique, mais cependant pas autour de ’'opti-
mal global recherché ; le minimum atteint est peu éloigné du meilleur trouvé (10~°
pour l'ensemble & 33 points, 107° pour celui & 100). Cette convergence vers un
autre optimal peut, sans doute, s’expliquer par ’existence d’un certain nombre de
triangulations stables (parmi toutes celles possibles) pour le critere choisi.

Comme on pouvait s’y attendre, I'utilisation de la fonction exponentielle sans
parametre entraine une convergence du recuit excessivement rapide, mais vers une
solution peu fiable, car trop rapidement peu modifiable. D’autre part, les fonctions
inverse sans parametre et logarithme donne une variation des températures beaucoup
trop faible pour permettre au programme de converger en 200 itérations seulement ;
ceci explique que des meilleurs optimaux soient découverts tres tard dans ’exécution,
et qu’ils soient souvent tres éloignés du résultat recherché.

En revanche, toutes les méthodes utilisant un parametre variable o donnent
satisfaction, méme si au bout des 200 itérations, elles n’ont pas tout a fait convergé
vers une solution stable (surtout si on travaille avec 100 points). Il faut dire que la
valeur du parametre avait été bien sir choisie pour que les températures décroissent
de maniere raisonnable.

Concernant le choix de la triangulation initiale, il est clair, lorsque ’on regarde
ce qui se produit avec 'ensemble & 100 points, qu’il vaut mieux en général prendre
la triangulation de Delaunay. En effet, en partant avec une bonne triangulation lo-
calement optimale, 1’algorithme de recuit a beaucoup plus de mal a perturber la
solution au départ et cela semble alors jouer un grand role sur la suite des événe-
ments: les solutions finales renvoyées ne sont pas tres bonnes, et 'algorithme a plus
de mal a converger (du moins, pour les 200 itérations demandées). On peut alors se
demander pourquoi le phénomene est moins flagrant pour ’ensemble & 33 points.
L’explication pourrait bien étre la suivante: la meilleure triangulation localement
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optimale pour I’ensemble & 33 points n’améliorait que de 5.2% ’erreur obtenue pour
Delaunay, alors que pour 100 points, ce rapport passait & 9.1%. Il se peut ainsi que
la triangulation initiale localement optimale choisie pour les 100 points de FRANKE
soit trop stable; cette supposition est renforcée par le fait que I’optimal obtenu par
recuit n’améliore que de 4% la meilleure erreur localement optimale, contre 8.8%
pour les 33 points (résultats donnés dans le tableau 6.5).

Considérations des améliorations

Le but de I'utilisation du recuit simulé était de savoir si les résultats obtenus en
ayant recours aux échanges locaux étaient éloignés de la véritable solution globale. Il
est donc intéressant de pouvoir comparer les erreurs respectives de chaque méthode;
c’est ce que fait le tableau 6.5 ol sont données les erreurs obtenues pour les 4
ensembles de points, ainsi que les pourcentages d’amélioration entre la triangulation
de Delaunay et la meilleure triangulation localement optimale, puis entre celle-ci et
la triangulation optimale donnée par recuit simulé. Ont été testés les 2 ensembles
de FRANKE ainsi que 2 autres ensembles a 33 points, un dont l'utilisation d’un
algorithme d’optimisation locale avait beaucoup diminué ’erreur L, un autre pour
lequel ’amélioration était insignifiante. Les triangulations correspondant aux erreurs
pour ces 2 derniers ensembles se trouvent sur les figures 6.6 et 6.7.

Tableau 6.5 — erreurs et améliorations observées pour 4 ensembles de points.

ensemble | pts | Delaunay | optim. loc. | amél. | optim. rec. | amél.
FRANKE | 33 | 0.02039931 | 0.01933545 | 5.22% [ 0.01763325 | 8.8%
FRANKE | 100 | 0.00344547 | 0.00313187 | 9.10% | 0.00300721 | 3.98%

bon 33 | 0.02296753 | 0.01278045 | 44.35% | 0.01165776 | 8.78%
mauvais | 33 | 0.01644922 | 0.01642360 | 0.16% | 0.01641059 | 0.08%

Il est difficile de donner des conclusions générales fondées sur des tests limités
a 4 exemples. On peut cependant affirmer qu’il est trés rare que les algorithmes
d’optimisation locale aboutissent & I’optimum global (du moins, pour des ensembles
a plus de 30 points), et que 'amélioration des erreurs est liée aux emplacements
des points: ainsi, pour le dernier ensemble testé, la triangulation de Delaunay est
une bonne approximation de I'optimum, alors que pour le troisieme, elle en est tres
éloignée.

6.2 Triangulations localement optimales

6.2.1 Théorie

Tres récemment, DICKERSON et MONTAGUE [DM96] ont présenté un algorithme
qui permet de calculer un sous-graphe important de la triangulation de poids mini-
mum d’un ensemble de points; cette méthode semble d’autant plus intéressante que,
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Figure 6.4 — quelques unes des triangulations optimales successives trouvées par
I’algorithme de recuit simulé, appliqué a I’ensemble & 33 points de FRANKE.

itération : 3 - optimal: 5 - erreur = 0.0190028 itération : 7 - optimal: 30 - erreur = 0.0180124

itération : 31 - optimal: 40 - erreur = 0.0177218 itération : 51 - optimal: 50 - erreur = 0.0176731

itération: 70 - optimal: 60 - erreur = 0.0176395 itération : 102 - optimal: 63 - erreur = 0.0176332
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Figure 6.5 — quelques unes des triangulations optimales successives trouvées par
I’algorithme de recuit simulé, appliqué a 'ensemble & 100 points de FRANKE.

itération : 6 - optimal: 10 - erreur = 0.00338366 itération : 10 - optimal: 30 - erreur = 0.00325212

itération : 18 - optimal: 50 - erreur = 0.00319180 itération : 30 - optimal: 75 - erreur = 0.00310749

itération : 33 - optimal: 100 - erreur = 0.00305887 itération: 191 - optimal: 168 - erreur = 0.00300721
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Figure 6.6 — 3 triangulations obtenues pour un ensemble & 33 points ot 'application
du critere d’optimalité locale donne une amélioration tres importante.

triangulation de Delaunay triangulation localement optimale triangulation par recuit

Figure 6.7 — 3 triangulations obtenues pour un ensemble & 33 points ot ’application
du critere d’optimalité locale donne une amélioration négligeable.

triangulation de Delaunay triangulation localement optimale triangulation par recuit
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dans leur cas, ils sont généralement parvenus & des cas ou il ne leur reste plus que
des polygones simples a trianguler, chose que 1’on sait faire (pour le critere choisi) en
temps polynomial (|Gil79] ou [K1i80]). Or, leur algorithme est lui-méme polynomial,
et jusqu’a présent, on ne connait pas la complexité du probleme pour un ensemble
général de points [GJ79]; cela fait longtemps que 'on essaie de prouver que c¢’est un
probleme NP-dur.

6.2.1.1 Triangulations localement minimales

Dans toute triangulation, une aréte a qui n’appartient pas a I’enveloppe convexe
borde deux triangles vides. Si le quadrilatere formé de ces deux triangles est convexe,
alors il possede une deuxieme diagonale a’; comme on le sait déja, une triangulation
est localement minimale si on ne peut jamais remplacer les arétes a par les arétes a'.

Ainsi, la triangulation de poids minimum doit étre localement optimale ; sinon,
il existerait une aréte non minimale qui pourrait étre swappée pour réduire le poids
de la triangulation. Malheureusement, plusieurs triangulations localement optimales
sont possibles pour un méme ensemble de points, et la plupart ne sont pas globale-
ment optimales (|[DLRIODb]).

A partir de maintenant, on désignera la triangulation de poids minimum (le poids
considéré étant la distance euclidienne qui sépare les deux sommets d’une aréte) d’un
ensemble de points S par MWT(S) (pour Minimal Weight Triangulation).

6.2.1.2 Quelques lemmes

Pour construire leur algorithme, les auteurs prouvent d’abord quelques petites
propriétés:

observation 6.1 Pour tout ensemble de points S, une aréte appartenant a toute
triangulation localement optimale de S est dans MWT(S), et une aréte qui n’est
dans aucune triangulation localement optimale de S n’appartient pas ¢ MWT(S).

Cette observation induit une partition de I’ensemble de toutes les arétes possibles
de S en trois ensembles disjoints:
e celles qui sont dans toutes les triangulations localement minimales,
e celles qui ne sont dans aucune triangulation localement optimale,
e les autres, qui appartiennent a une ou plusieurs triangulations localement op-
timales.

lemme 6.1 Soit a une aréte de S. Soient Tg(a) et Tp(a) les ensembles de triangles
vides qui bordent a, sont d’un coté donné de a (gauche pour Tg et droit pour Tp) et
appartiennent au moins a une triangulation localement optimale. Si a est dans une
quelconque triangulation localement optimale, alors il existe un Ay € Tg(a) et un
Ay € Tpla) tels que a soit localement optimale pour le quadrilatére formé par A; et

A,.

lemme 6.2 Soit a une aréte de S. S’il n’existe pas d’autre aréte possible de S qui
croise a et qui soit elle-méme dans une triangulation localement optimale, alors a
appartient a toutes les triangulations localement optimales de S.
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6.2.1.3 Algorithme

[’algorithme permettant de calculer un sous-graphe de MWT(S) découle direc-
tement des lemmes précédents; il utilise trois listes:

e candTris, liste des triangles candidats,

e candFdges, liste des arétes candidates,

e cdgesin, liste des arétes qui sont dans toute triangulation localement optimale.
Cet algorithme est donc:

e inititialisations:
candT'ris < liste de tous les triangles vides de S.
candEdges < liste de toutes les arétes de S.
edgesIn < liste vide.

e on enléve de candFEdges les arétes de I'enveloppe convexe et on les ajoute a
edgesIn.

e pour toute aréte a € candEdges
si il n’existe pas de triangles A; € Tg(a) et A; € Tp(a) tels que a soit
localement optimale pour le quadrilatere A;A; alors
on supprime a de candFEdges.
on supprime tous les triangles contenant a de candT'ris.
fin si
si a ne coupe aucune autre aréte de candFdges ou de edgesIn alors
on ajoute a a edgesin.
fin si

fin pour

Complexité

La boucle de fin est itérée O(n?) fois (nombre possible d’arétes de S); comme
chaque aréte peut avoir un nombre linéaire de triangles de chaque coté, cela implique
O(n?) tests de combinaisons de triangles adjacents. Soit, une complexité totale de
O(n*), les autres étapes nécessitant un temps inférieur.

Améliorations possibles

Comme & chaque fois qu'une aréte est retirée de candFEdges, des triangles sont
aussi retirés de candT'ris, cela impliquera qu’en réexaminant apres coup les arétes
de statut inconnu, on pourra, en repassant par la boucle de fin, trouver le statut de
certaines d’entre elles. En itérant cette derniere boucle tant qu'une aréte voit son
statut changer, on parviendra & un squelette plus complet de la MWT(S), avec une
complexité en O(n®).

Une autre amélioration envisagée serait d’adapter le méme genre de technique
non plus aux arétes mais aux triangles ou aux quadrilateres: les mémes lemmes res-
tent vrais & condition de définir correctement la notion de “minimalité locale”. On
aboutirait a un algorithme plus lent et beaucoup plus lourd, mais toujours polyno-
mial.
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Résultats

Effectivement, la programmation de ’algorithme et ’observation des triangula-
tions données dans I’article montrent en général que, pour un ensemble de points
quelconques (au moins pour ceux uniformément distribués), on obtient en moyenne
pres de 80% des arétes de la triangulation de poids minimum ; on peut voir sur les
exemples de la figure 6.8 que le nombre d’arétes a ajouter pour obtenir la triangu-
lation finale n’est en effet pas tres élevé.

Figure 6.8 — des exemples pour des ensembles de 100 points: un uniformément
distribué dans le carré unité, 'autre contenant 5 paquets de 20 points uniformément
distribués.

Bien que les résultats paraissent satisfaisants, certaines questions restent en sus-
pens; parmi elles, une particulierement intéressante est de savoir si le graphe des
arétes localement optimales construit en suivant la procédure de DICKERSON et
MONTAGUE contient effectivement toutes les arétes qui se trouvent dans toutes les
triangulations localement optimales. AICHHOLZER (aidé par HAINZ) a récemment
exhibé un exemple treés simple ol tel n’est pas le cas (figure 6.9). Soit S I'ensemble
contenant les 6 points s; = (0,0), sy = (0,10), s3 = (5,12), s, = (9, 10), s5 = (11, 5)
et s¢ = (10,0). Par une étude de cas, ou en regardant les 14 triangulations possibles
de S, on s’apercoit que Paréte [s954] est dans toutes les triangulations localement
optimales minimales. Par ailleurs, P'algorithme se contente d’exclure Paréte [sqsg]
(plus longue aréte intérieure) et n’inclut que celles qui sont sur ’enveloppe convexe.
Pour toute autre aréte intérieure a, il existe un quadrilatere convexe pour lequel a
est la diagonale la plus courte, ce qui implique que a ne peut pas étre ajoutée au
sous-graphe. Finalement, [sys4], bien qu’apparaissant dans toutes les triangulation
localement minimales de S, n’est pas incluse dans le sous-graphe.

Cet exemple montre bien qu’il serait peut-étre possible d’étendre ce sous-graphe,
afin qu’il contienne 'intersection de toutes les triangulations localement optimales.
Ceci reste cependant un probleme ouvert.
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Figure 6.9 — les arétes de ’enveloppe convexe sont incluses dans le sous-graphe;
I’aréte en pointillés en est exclue, mais I’aréte en trait épais reste indéterminée.

6.2.2 Application

Bien que l'algorithme présenté par DICKERSON et MONTAGUE semble particu-
lierement bien adapté a la recherche de la triangulation de poids minimum, il ne
comporte aucune contrainte laissant supposer qu’il ne marcherait pas si on utilisait
un autre critere d’optimalité. Il a donc semblé naturel d’en “écrire” une version fai-
sant appel au critere d’optimisation de I’erreur Ly pour le paraboloide hyperbolique.
Evidemment, cela n’a pas nécessité énormément de travail supplémentaire, puisqu’il
a suffi de changer un simple appel a une procédure (par ailleurs déja écrite).

Figure 6.10 — un exemple de triangulation optimale de 15 points pour le critere
de 'erreur Lo, résolu en utilisant ’algorithme de DICKERSON et MONTAGUE

Reste a voir si les résultats sont aussi probants. En fait, ¢ca n’est pas du tout le
cas: 'algorithme de recherche du sous-graphe s’arréte avec une grande partie des
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arétes en état toujours indéterminé, et pour un sous-graphe treés mal connecté. Méme
s'il est possible de traiter en un temps raisonnable des ensembles de 20 points (la
figure 6.10 montre un cas résolu pour un ensemble de 15 points), il est impossible
d’aller au dela, comme le prouve la figure 6.11 ou les sous-graphes obtenus pour des
ensembles de 33 et 100 points restent de taille bien trop petite.

Figure 6.11 — impossible de résoudre des problemes pour des ensembles comportant
plus de 20 points.

T

Par ailleurs, étant donné que le sous-graphe obtenu n’est en général pas du tout
connecté (voir la figure 6.11), pour pouvoir le compléter, il a di étre fait recours a
un algorithme de backtracking, dont le principe est le suivant :

e Initialisations:

soit A I’ensemble des arétes de nature indéterminée a la fin de ’algorithme
de DICKERSON et MONTAGUE.

soit Tfize 'ensemble de tous les triangles présents dans le sous-graphe
obtenu, T;,q4s. ’ensemble de tous les triangles vides composés d’arétes de
A ou du sous-graphe.

on calcule I'erreur L, associée a chaque triangle.

on trie T;,q¢. par ordre croissant des erreurs.

on calcule la table des intersections des triangles de T, 4¢:..

soit n le nombre nécessaire de triangles pour compléter le sous-graphe en
triangulation.

soit m le nombre de triangles de T}, 4¢:. déja ajoutés a la solution en cours:
m <+ 1.

soit T le tableau & n éléments qui contiendra le complément du sous-
graphe pour obtenir une triangulation: T[1] < le premier élément de
Lindet.-

e tant que m # 0 faire

si m = n alors
on a trouvé une nouvelle triangulation optimale.
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on élimine de T},44. tous les triangles qui ont une erreur supérieure
au nouveau minimum.
sinon
on cherche l'indice ¢ du prochain triangle de T;, 4. compatible avec
ceux présents dans T.
fin si
si (on n’a pas trouvé de triangle suivant) ou (m = n) ou ('erreur obtenue
est trop grande) alors
on retourne en arriere: m < m — 1.
sinon
T|m| + i
m<+<m+ 1.
fin si

fin tant que

Evidemment, le recours au backtracking implique qu’il ne sera pas possible de
trouver la solution a un gros probleme en temps raisonnable, d’autant plus que la
taille du probleme n’est pas donnée par le nombre de points de départ, mais par le
nombre n de triangles qu’il reste a trouver ainsi que par le nombre total de triangles
possibles n;,: . En effet, le nombre théorique de solutions possibles vaut (”jjt)

Des heuristiques permettent cependant de ne pas tester toutes les solutions,
et d’éliminer quelques triangles lors du déroulement du programme. Ainsi, comme
les triangles sont rangés en ordre croissant d’erreur, si le m-ieme triangle a pour
indice ¢ et que ¢ est supérieur au nombre de triangles qu’il manque pour obtenir
une triangulation, alors on sait que la solution en cours ne peut pas étre valide,
et on retourne en arriere. La méme procédure doit étre appliquée si, a un moment
donné, l'erreur courante (somme des erreurs de tous les triangles de la solution
testée) ajoutée au produit du nombre de triangles manquant par la plus petite
erreur suivante est supérieure au minimum déja trouvé.

Les résultats obtenus pour les tests de 100 ensembles de 15 points uniformément
distribués sur le carré unité (dont 4 sont les coins du carré) sont contenus dans le
tableau 6.6 ; chaque ligne indique une amélioration, en pourcentage :

— en passant de la triangulation de Delaunay a une triangulation localement
optimale,

— en passant d’une triangulation localement optimale a la triangulation globale-
ment optimale,

— en passant de la triangulation de Delaunay a la triangulation globalement
optimale.

Le tableau 6.7 résume certaines statistiques concernant :
— le nombre d’arétes possibles de I’ensemble de points.

— le nombre d’arétes trouvées en utilisant I'algorithme de DICKERSON et MON-
TAGUE.
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Tableau 6.6 — améliorations observées pour 100 tests d’ensembles comportant 15
points.

amélioration moyenne | min. | max.
Del. — loc. opt. 3.155 | 0.006 | 19.949
loc. opt. — opt. 0.146 0.000 | 6.494
Del. — opt. 3.292 | 0.022 | 20.165

— le nombre de triangles vides de ’ensemble de points.

— le nombre de triangles trouvés en utilisant 1’algorithme de DICKERSON et
MONTAGUE.

— le nombre de triangles a ajouter pour obtenir une triangulation.

— le nombre de triangles vides qui restent a tester par le programme de backtra-
cking.

— le nombre de solutions effectivement testées par le programme de backtracking.

— le nombre de retours nécessaires.

Tableau 6.7 — quelques statistiques observées pour 100 tests d’ensembles compor-
tant 15 points.

dénomination moyenne min. max.
arétes init. poss. 104.44 102 105
arétes Dick. 26.28 22 30
triangles init. poss. 209.18 186 252
triangles Dick. 11.34 8 15
triangles a trouver 12.50 9 16
triangles a tester 63.27 27 130
nb solutions testées | 7619770.63 | 12037 | 137388187
nb retours effectués | 637870.41 | 1556 9693274

On peut s’apercevoir qu’'une bonne triangulation localement optimale donne,
dans ces cas, un résultat tres proche de I'optimal global. Mais, une telle conclusion
ne pourrait sans doute pas étre généralisée a des ensembles de points de taille plus
importante. En effet, nous avons vu au chapitre précédent que les ensembles a 15
points limitaient fortement le nombre de triangulations possibles, et qu’il était ainsi
“facile” de trouver 'optimum global. Le méme phénomene n’était pas observé pour
un nombre de points plus importants, ot 'optimum local trouvé a alors tres peu de
chances d’étre global.
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Par ailleurs, les tres fortes variations dans les nombres de solutions testées (pro-
voqués par le bon ou mauvais comportement de l’algorithme de DICKERSON et
MONTAGUE) laisse antrevoir ce qui va se passer si on essaie de lancer le programme
pour 33 points; pour ’ensemble de FRANKE, par exemple, il y a 56 triangles & trou-
ver, parmi 1236 vides possibles (et 474 arétes). Le sous-graphe obtenu contient 45
arétes et 16 triangles: il reste alors 40 triangles a déterminer parmi 351 possibles. . .






Conclusion

L’étude des courbes de séparation et des triangulations localement optimales
pour 'erreur L, de I'approximation linéaire du paraboloide hyperbolique nous per-
met de répondre aux questions posées en introduction.

Nous nous demandions en effet s’il était possible de faire mieux que la triangula-
tion de Delaunay. La réponse est affirmative dans le sens ol un critere d’optimalité
local, finalement trés simple, a été trouvé, et cela pour toutes les fonctions qua-
dratiques. De plus, au travers des diverses heuristiques testées, nous avons que des
algorithmes construisent des triangulations localement optimales pour le paraboloide
hyperbolique unité - qui n’est pas une surface trop “irréguliere”, dans la mesure ot ses
dérivés secondes en chacune des variables sont du méme ordre - dont les erreurs sont
en moyenne 20% plus petite que celles produites par la triangulation de Delaunay,
amélioration pouvant monter jusqu’a plus de 50%, et cela pour des configurations
de points tout a fait raisonnables.

Cependant, on ne peut pas conclure fermement par 'affirmative quant a la su-
périorité des triangulations localement optimales sur Delaunay, car, en réalité, cette
amélioration moyenne de 20%, méme si elle n’est pas négligeable, n’est pas tres
importante, et nous savons, de plus, qu’elle pourrait étre meilleure, puisque les tri-
angulations obtenues ne sont pas globalement optimales.

Concernant la facilité de trouver ces triangulations, les algorithmes a heuris-
tiques, destinés aux criteres locaux, sont évidemment tres simples. Mais, le chapitre
6 nous prouve qu’il est sans doute inutile de vouloir rechercher, & tout prix, une
triangulation globalement optimale, méme pour 'approximation de fonctions aussi
simples que les quadriques. Les algorithmes & mettre en place sont en effet beaucoup
trop cotliteux, en temps de calcul, et leur rendement, comparé a celui des algorithmes
de triangulations localement optimales, assez faible (entre 4 et 5%).

Quant a l'utilité de ce travail, 'espoir de tirer des enseignements du cas d’école
pour 'approximation de surfaces plus générales reste vain: il ne semble, pour le
moment, pas possible d’envisager d’extension pour les courbes de séparation (c’est-
a~dire, implicitement, pour la minimisation locale de lerreur L, d’approximation)
a une autre famille de fonctions que les quadriques. Delaunay demeure, encore une
fois, une solution acceptable, méme si ’on sait améliorer ses résultats de facon non
négligeable. Ce mémoire définit un nouveau type de critere local, qui s’exprime tres
simplement et permet de prendre en compte les directions privilégiées des surfaces
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auxquelles il s’applique.

Il semble raisonnable de penser qu’une application directe des courbes de sé-
paration des fonctions quadratiques est envisageable: elles devraient permettre de
construire une triangulation convenable d’une surface définie par une fonction f,
a condition d’avoir quelques données concernant f. En effet, si on connait la ma-
trice hessienne H associée a f, et si on suppose que f admet des dérivés partielles
continues en chacun des points de données jusqu’a 'ordre 2, H définit une forme
quadratique qu’il serait sans doute possible d’utiliser pour effectuer des échanges a
partir d’une triangulation initiale (comme Delaunay).

Si on ne connait pas H, il faut trouver une méthode qui, pour une aréte ¢ échan-
geable donnée, choisit 3 autres sommets (on peut prendre au moins les 2 autres
sommets du quadrilatere convexe qui admet ¢ pour diagonale) ; comme par 5 points
ne passe qu’une seule quadrique, on saura toujours qu’elle sera l’équation de la
courbe de séparation & appliquer pour 'aréte ¢. Un probleme peut survenir: si la
quadrique associée est une ellipse, par exemple, notre critere ne s’applique pas. ..

Une autre approche théorique (pour laquelle le temps a manqué) aurait peut-étre
pu donner des résultats, méme s’ils avaient été totalement différents dans la, mesure
olt 'on n’aurait alors certainement pas optimisé I'erreur Ly d’approximation. Cette
approche fait appel a la géométrie différentielle des surfaces: dans un premier temps,
il faut étre capable de déterminer, de maniere exacte (formelle), la métrique propre
du paraboloide hyperbolique, grace a I'obtention des géodésiques (courbes de la
surface telle que la longueur de I'arc séparant 2 points d’une de ces courbes soit
minimum parmi tous les arcs de la surface reliant les 2 points). Ceci est possible,
notamment parce que l’on sait que, pour cette surface, il n’existe qu’une et une seule
géodésique qui passe par 2 points donnés (c’est faux dans le cas du paraboloide de
révolution, par exemple).

Si la métrique i donne une formule exploitable, on peut essayer de calculer
un diagramme de Voronoi avec pu, pour un ensemble de points du plan, puis voir
si le dual du diagramme est une triangulation; auquel cas, il est possible que la
triangulation spatiale associée rende une forme convenable.
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Triangulations et quadriques

Soit S un ensemble de points pris sur une surface F d’équation z = f(z,y); on projette S
dans le plan (zOy), et on désire construire une triangulation de 1’enveloppe convexe de la
projection de S qui déterminera une approximation linéaire par morceaux de F, dont la
qualité sera liée a une mesure de I'erreur d’approximation de la surface. Il a été récemment
prouvé que la triangulation de Delaunay était optimale pour des criteres de normes L,
lorsqu’il s’agissait d’approcher linéairement toute fonction quadratique convexe, dans un
espace de dimension quelconque.

En revanche, tres peu de recherches ont été menées lorsque la surface n’est pas convexe.
Ce mémoire propose donc d’étudier ’approximation par une triangulation, pour des cri-
teres de normes Ly et Ly, d’une surface non convexe d’équation la plus simple possible: le
paraboloide hyperbolique défini par z = 22 — »?. Une construction est ainsi donnée pour
déterminer, de maniere naturelle, les courbes de séparation d'un triangle A, c¢’est-a-dire
les limites du plan pour lesquelles A doit étre conservé dans une triangulation localement
optimale du paraboloide hyperbolique. Des algorithmes de triangulation qui font appel a
diverses heuristiques fondées sur les courbes de séparation ont été abondamment testés;
une amélioration significative par rapport a la triangulation de Delaunay a été mise en
évidence. Une comparaison avec des triangulations globalement optimales, dont ’obten-
tion n’est possible qu’au moyen de programmes de complexité exponentielle, prouve que
ces algorithmes rendent finalement de “bonnes” triangulations. Les recherches montrent
qu'un tel procédé peut facilement étre généralisé & toutes les surfaces définies par des
fonctions quadratiques, de la forme 2z = ax? + Sy* + yay + d12 + doyy + J3.

Mots-clés : géométrie algorithmique, approximations de surface, triangulations, fonctions
quadratiques, optimalité.

Triangulations and quadrics

Given a set S of data points on a surface F whose equation is z = f(z,y), we would
like to triangulate the convex hull of the projection of F on the zy-plane. This trian-
gulation determines a linear approximation of F whose quality is given by a measure of
the approximation error. It has been recently proved that the Delaunay triangulation is
optimal with respect to L,-norm criteria, when used for approximating convex quadratic
functions.

But, little research has been carried out for non convex surfaces. This work studies the
approximation, with respect to L;- and Ly-norms, of a non convex surface by using a tri-
angulation. We consider a simple case: the hyperbolic paraboloid z = 2% — y?. A construc-
tion is given for finding the separation curves of a triangle A, the curves limiting the
planar zones where A will be kept in a locally optimal triangulation of the hyperbolic
paraboloid. Triangulation algorithms that use several heuristics based on the separation
curves are amply tested and are shown to be better than the Delaunay triangulation.
A comparison with globally optimal triangulations which are obtained by means of ex-
ponential programs shows that these algorithms finally give “good” triangulations. Our
research proves that such a process can be easily extended to general quadratic functions
2 = ax? + By + yry + 6,2 + Sy + O3.
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