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Introduction generale

Cette thése s'inscrit dans le contexte de la mécanique dgsiana. Dans ce domaine
d’activité industriel, la prédiction de 'endommagement etaddurabilité des matériaux est au cosur
des problématiques. Les ingénieurs doivent évaluer les capalgtda matiere a supporter des
chargements mécaniques mais aussi thermiques. Dans des sitpatfoagtrémes, I'environnement
joue un rdle tres important. On peut citer les polyméres sotiesidortes pressions de gaz ou de
liquides, mais aussi les composites hautes performancesitésllimécaniquement sous hautes
températures. Dans ces deux exemples particuliers, le compatter@canique est affecté par les gaz
qui diffusent dans la matiére. Le matériau est assuéjetits gradients de concentration et donc de
propriétés. Prédire sa tenue dans de telles situations mécessi connaissance des phénomenes
physiques, une identification des lois de comportement couplées desecrption des phénoménes
qui génerent la ruine. Cette connaissance matériau n'est fiaargef il est essentiel pour I'ingénieur
d’avoir des outils de prédiction des gradients thermiques, de camtt@mtichimiques qui sont
capables de rendre compte des conditions de service. Lesnumi&iques pour réaliser cette tache
existent mais dans certains cas la résolution des problemes couplgbysigties demande des temps
de calcul prohibitifs, et dans d’autres cas les algorithotassiques dédiés a I'ingénieur ne fournissent
pas de solution. Les verrous a lever sont de natures différentes :

Plusieurs physiques a résoudre avec :

= une augmentation de la taille des systémes a résoudre

= des temps caractéristiques distincts (diffusion thermiquefasitih de gaz)
Physiques de natures différentes couplées (diffusion, thermique, még¢anique

= équations de natures différentes

= équations plus ou moins couplées

= natures de couplages distincts (couplage d’état : dilatdtemmique ou couplage
matériauE = f(T)...)

= équations plus ou moins non linéaires de natures différentes

= les non linéarités peuvent étre liées aux termes de coughgasaux parametres
matériaux

Par exemple avec un logiciel par éléments finis comme Ab4geisen utilisant le sous
programme UEL, il est possible de résoudre de maniére cdepléguations de la mécanique, de la
thermique, de la diffusion et méme de la chimie. Les tempaldel€ sont inhérents a son solveur de
résolution de probleme linéaire et a son schéma incrémengabitelmDans I'axe Endommagement et
Durabilité du département Physique et Mécanique des Matérialrgtidut PPRIME a FTENSMA a
Poitiers, les développements les plus avancés ont démongagdeité de ce code a résoudre certains
problémes multiphyiques de mécanique des matériaux, on peut citer :

= Rambert et al [Rambert 2002, 2005, 2006]: mécanique thermique diffusion fortempldt c

= Baudet et al. [Baudet 2006, 2009, 2011]: mécanique endommagement diffokemeht
couplé

= Olivier et al. [Olivier 2008, 2009]: mécanique diffusion chimie foratcouplé

= Rabearison et al. [Rabearison 2009]: mécanique thermique chimie forteupl# c



INTRODUCTION

Les deux premiéres recherches concernent le secteur pétrolierroatdeaux polymeres sont utilisés
comme gaine ou joint d'étanchéité dans le systéme de trardgmrydrocarbures. lls sont alors
soumis a des conditions séveres qui sont de hautes tempéeatinee80 et 150°C et des fluctuations
de la pression du gaz dont les chutes sont connues sous le a@codgression « explosive ». Cela
meéne généralement a un endommagement irréversible du matérégaun trés fort couplage entre les
phénoménes thermiques, mécaniques et diffusifs. Une modélisation -tiffiuso-mécanique a été
mise en place dans ces théses et implantée dans le codeullébaqus" pour prédire la tenue en
service de ce type de structure. Dans ces recherchesnigidins numériques ont été le temps de
calcul et des situations ou le couplage n’a pas permis d’obten@iplesses transitoires en température
et en diffusion de gaz (stabilité du schéma temporel).

La troisieme problématique concerne le secteur aéronautigligsgiarticulierement la prédiction des
conditions d’amorcage de I'endommagement dans les matériaux ctespGHEPOXY Soumis a un
environnement thermo-oxydant. Un modele multiphysique couplant lanméeaet le procédé
chimique de diffuso-thermo-oxydation a été proposé afin de quargfechamps de contraintes
locaux et les éléments d’oxydation pour prédire I'évolution du coitgppsndant un cycle de thermo-
oxydation. Il a été lui aussi implémenté dans le code de cAbadus" en utilisant une technique
multigrille temporelle. L’extension de ce modéle a la préalictie durée de vie de pieces composites
nécessite des temps de calcul prohibitifs et la staldlitésschéma temporel a été tres difficile a
maitriser dans ce cas particulier ou le schéma méaprasttait constitué de six équations de
cinétique chimique a résoudre en chaque point de Gauss.

La quatrieme recherche concerne la prédiction des contréiméeses générées par la cuisson. Ce
modeéle combine la chimie (une équation), la thermique et la nggraou toutes les équations sont
fortement couplées et ou tous les parametres évoluent de fagdméaire en fonction du degré
d’avancement de la réaction de cuisson et de la tempér&taue. cette situation, le frein a la
simulation numérique avec Abadlisa été le temps de calcul de ces trois physiques.

Pour les problemes rencontrés notamment lors de ces thesséimites de la méthode des
Eléments Finis & travers le code de calcul industriel AJ8qast été montrées (non convergence,
temps de calculs prohibitifs, probleme de mémoire) et sontipalement liées aux différentes
échelles de temps mises en jeu dans ces phénoménes physitpiamatent aux différentes échelles
spatiales comme dans le cas de Olivier [Olivier 2008]. C’est darmntexte que se situe cette these.

L'objectif de cette these est donc le développement d'un mutilérique pour les problemes
multiphysiques couplés a différents temps caractéristiques.r&oamdre a cette problématique, nous
avons donc choisi de tester une méthode numérique émergentéthtzde de Décomposition Propre
Généralisée (PGD) [Ammar 2006], qui comme nous le justifiedans le 1 chapitre nous est apparu
comme un bon candidat. On en trouve les premiers éléments dansetad®99a] sous le terme
d’approximation radiale. La PGD formalisée par Chinesta damsid multidimensionnel, consiste a
rechercher la solution comme une somme de produits de fonctionsqles alaiable. Contrairement
a la Décomposition Orthogonale Propre (POD) [Chatterjee 20@0fptections de base ne sont pas
connuesa priori mais calculées a I'aide d’une procédure itérative.

Méme si dans le cadre de cette thése, nous n'avons pas ajpligéthode de Décomposition
Propre Généralisée a la résolution de problématiques indestrilds problémes modeles traités sont
représentatifs de difficultés numériques rencontrées darthdess citées précédemment. De plus,
dans cette thése, nous n’aborderons pas les problématiquesubkédsférentes échelles spatiales et
nous avons choisi de nous concentrer sur celles liées aux difrénhelles temporelles des
problemes multiphysiques rencontrés en mécanique des matériaux.
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Introduction

Le but précis de cette these est donc de prouver que la méthodecamdasition Propre
Généralisée est capable de résoudre les problemes mubipg/scouplés en mécanique des
materiaux.

Ce mémoire sera organisé de la maniére suivante :

= Dans lechapitre A, nous présenterons de maniére non exhaustive un état de I'art sur les

méthodes numériques pour la prédiction des problémes multiphysiquestsco@ss
problemes font apparaitre différentes questions pour lesquelles rappsllerons les
différentes approches utilisées dans la littérature sanérhent les détailler. Les différentes
questions sont : comment traiter la variable temporelle (appiochémentale ou non) ? le
couplage et par suite les différentes échelles de temps driliglsi, sous incrémentation,
approche non incrémentale) ? ou encore la grande dimension des propiétiesdes de
réduction de modele) ? Ensuite, comme les termes de couplage peduiet de nouvelles
zones transitoires dans la réponse du probleme, nous évoquerorchmeguts de maillage
adaptatif. Enfin, nous présenterons la stratégie adoptée lors de cgte the

= Dans lechapitre B, la méthode PGD est détaillée pour I'équation de la chakmsitoire 2D.
Une technique de maillage adaptatif simple est utilisée difidapter la discrétisation aux
différentes zones transitoires de la solution. Deux méthodetanblg PGD et la technique
de maillage adaptatif sont ensuite discutées sur ce mémaplexd_a premiere consiste a
recalculer la solution PGD sur chaque nouveau maillage ta darla solution nulle. La
deuxieme consiste a calculer la solution sur chaque nouveawagaadh conservant les
fonctions de base de la solution sur le maillage précédardeuxieme méthode permet de
diminuer le temps de calcul de la solution sur le maillage final dit « ogtisnigrincipalement
dans le cas ou le nombre de fonctions de base pour chaque maitlagpagtant. La mise en
place de cette technique nous permet de capter de maniere teguerfes zones transitoires
des équations étudiées sans les connaipeori. Ceci est particulierement intéressant pour
les problémes couplés dans la mesure ou les zones transitoires ne sont pasquioniesr
liées en partie aux termes de couplage.

= Dans lechapitre C, le couplage entre la méthode PGD et la Méthode Asymptotique
Numeérique (MAN) [Cochelin 2007] est mis en place pour la résolutie I'équation de la
chaleur 1D transitoire avec une non linéarité dans le termeesdDe travail a été mené en
collaboration avec Francisco Chinesta et Adrien Leygue dmlBECentrale de Nantes. La
MAN permet de transformer I'équation non linéaire en une sdgquations linéaires.
Généralement, ces équations sont résolues par la MEF. Daas lguichous occupe, les
équations linéaires sont transitoires et résolues avec la PGD.

= Dans lechapitre D, la formulation de la méthode PGD est étendue a la résoluticlede
problémes particuliers couplés qui font apparaitre deux tempstérésaques. Ces deux
problemes différent de par les termes de couplage maislausgure des équations mises en
jeu. Cela nous permet de tester la PGD dans différentesaigiaouplées. Enfin, le couplage
avec la technigue de maillage adaptatif présentée précéaemst@ppliqué a ces problemes.
La construction du maillage des différentes physiques aprégue étape d’'adaptation de
maillage est notamment discutée.

Enfin, le dernier chapitre fera office de résumé de aailrauivi des conclusions et des perspectives
de recherches envisageables.
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Introduction et discussion sur les méthodes numeériques
pour les problemes couplés multiphysiques multitemps
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CHAPITRE A - METHODES NUMERIQUES POUR LES PROBLEME®UPLES

Dans ce chapitre, un état de I'art non exhaustif sur les méthadeiriques pour la résolution
des problémes couplés multiphysiques multitemps est présentéaiteenént numérique de ces
probléemes nécessite des méthodes capables de répondre a diffisgns. Tout d’abord, les
problemes multiphysiques ménent a la résolution d’'un grand nombre tib@guaouplées et de
natures différentes. La résolution de ces problemes paréthddle classique des Eléments Finis
(MEF), méme maillage pour chaque physique, méne donc a la r@saletsystémes numériques de
grande taille, en lien avec le nombre de phénomenes physiques corBal@tas, dans le cas de la
mécanique des matériaux, a chaque phénomene physique est assoei@psincaractéristique
spécifique qui pilote la réponse transitoire du systeme. Si les tempfs i@lettiaque physique sont trés
différents ou si les phénomenes sont fortement couplésjshtiin de pas de temps trés petits est
nécessaire afin d'assurer la stabilité du schéma d'intégraemporel mais aussi de prédire
précisément les différents gradients des réponses du sys@ete.se traduit dans certaines
simulations par des probléemes de non convergence du calcul, derenéraoffisante ou encore de
temps de calcul tres important.

Pour pallier ces difficultés, des méthodes numériques spédafanieété développées. Dans le
contexte des problémes transitoires, des méthodes non incréememilé® proposées. Certaines
d’entre elles peuvent notamment étre considérées commmaélbedes de réduction de modele. On
s'intéressera tout particulierement a une de ces métHadesthode de Décomposition Propre
Généralisée que nous noterons PGD (Proper Generalized Decomposition).

Dans le contexte des problemes multiphysiques, les méthodegrithedti s'ajoutent aux
méthodes précédentes. Nous verrons que la PGD est la encondipeeinent adaptée dans la mesure
ou l'utilisation de grilles temporelles différentes pour chaque physigdacdsiment implantable.

La précision de la solution numérique est liée aux discré@isathoisies. Des méthodes de
maillage adaptatif ont été développées afin que le maiflagaette d’obtenir une certaine précision
sur la solution. Ces méthodes présentent un autre intérétqie eapter de maniére automatique les
phénoménes transitoires, en faisant évoluer de maniere automatiquitestdis grilles.

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord présenter les métinodesriques pour la
résolution de problemes transitoires et notamment I'approctiplée méthode non incrémentale -
réduction de modéles. L'extension de ces méthodes aux probleméphysiques est ensuite
présentée dans la deuxieme partie. Dans la troisieme paotis, évoquerons les techniques de
maillage adaptatif classiquement utilisées qui sont nécessaur capter de maniére automatique les
réponses transitoires des phénomenes couplés. Enfin, nous pofselatestratégie adoptée dans cette
these.

A.l Problemes transitoires

Les problemes multiphysiques couplés ménent généralement a latiodsde problemes
transitoires et par suite la résolution d’Equations aux BésvPartielles (EDP) dépendant non
seulement de I'espace mais aussi du temps.

Le probléme transitoire a résoudre peut donc s’écrire sous la forméjgéreimplifiée suivante :
ou

5 TAW=f (A.I-1)
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ou A(u) est un opérateur spatial linéaire. Ce probleme est défini lsurdomaine
Q=Q,%xQ,=Q, X[O;T] ou I'espace est not& et le tempst, avec des conditions aux bords et

initiale notéesu(x00Q, ,t)=u®, u(x,t=0)=u’.

Pour résoudre cette équation, des méthodes nureérigonsistent a discrétiser le probléme et a
calculer les valeurs de l'inconnue en chaque point de discrétisation en espace tenaps. Le choix

de la méthode de résolution influence fortementaldke du probleme a résoudre, particulierement
lorsque les discrétisations sont fines. Nous alltmgt d’abord présenter des méthodes qui se
différencient par le schéma temporel utilisé paurdsolution. Il s’agit des méthodes incrémentates
non incrémentales. Ensuite, des méthodes de rédudgionodele seront présentées. Ces dernieres ont
pour but de réduire la taille de I'espace ou laisoh est recherchée.

A.l.1 Méthodes incrémentales

Lorsqu’on résout les problémes transitoires aveaiéthodes classiques telles que la méthode
des Eléments Finis (MEF) [Zienkiewicz 2005], la méthades Volumes Finies (MVF) [Leveque
2002] ou la méthode des Différences Finies (MDH)dife 2005], un schéma temporel incrémental
est généralement utilisé.

Dans ce cas, au lieu de résoudre des EDPs, desidiguittifférentielles Ordinaires (EDO)
spatiales sont résolues a chaque ingdtagtt un schéma d’intégration temporelle numéricgtautlisé.

2
Précisons la démarche avec par exemple I'équéidal) ou A(u) représente I’opérateUDgLZ.

X
Cela mene a la résolution du probléme paraboligpedant du temps :

ou _ du?
E - ax—z = (AI'Z)

Supposons un maillage régulier en espﬁa(;ex2 ,...,xnx) ayant un pasd, et un maillage régulier en
temps(tl,t2 ""’tq) ayant un pas,. Notons la solution, au poir(bg ,tj), uij (1si <n,;1l<j< nt).
Une fois la solution au temply calculée pour tous les points en espace (avec aznsxemple la

méthode des différences finies), la solution aupterh,, est calculee a l'aide d'un schéma

incrémental. Plusieurs schémas existent danstéaaitire. Le schéma explicite centré et le schéma
implicite centré sont présentés ici couplés a ymache différences finies :

» Le schéma explicite centré :

L’équation(A.l-2) s’écrit donc sous la forme :

i+l _ i i i i
u; uj_Duj_l 2uj+uj+1:

3 57 fl (1<i+lsn,;1<j+1<n) (A.1-3)

» Le schéma implicite centré :

L’équation(A.l-2) s’écrit donc sous la forme :
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i+1

i i+1
' M- (1<i+1<n

_ i+1
i i _Dui—l 2uj +u
a x°

1< j+1<n,) (A.1-4)

Avec ces schémas, il faut résoudre successiveragmtobléeme a chaque instant Dans le cas du
schéma explicite, la solution est déterminée déreeint par I'équatiofA.1-3) alors que dans l'autre
cas, un systeme linéaire doit étre résolu. Le sahéxplicite semble donc plus simple. Néanmoins, il
est conditionnellement stable, c’est-a-dire, laigoh peut présenter des fluctuations selon ledeas
temps choisi. Pour que le schéma soit stable, naiton de stabilité suivante (condition CFL) doit
étre satisfaite :

2D & < () (A.1-5)

Le schéma implicite, est lui, inconditionnellemstable. Pourtant, la résolution du systéme linéaire
chaque pas de temps, peut étre trés colteuse netdrainte nombre de pas de temps est important.

A.l.2 Méthodes non incrémentales

Afin de pallier les difficultés numériques liées atilisation d’'un schéma incrémental, des
méthodes non incrémentales ont été développéeded. principale est de résoudre le probléme sur
'ensemble du domaine temporel. On présente ici &higde des Eléments Finis espace-temps, la
méthode LATIN (LArge Time INcrement) et la méthode PGEbffer Generalized Decomposition).

A.l.2.1 Méthodes éléments finis espace-temps

La Méthode des Eléments Finis espace-temps pardBich 1999, Idesman 2000] a été
proposée pour pallier le probléme lié au calcuusétjel en temps dans la méthode de discrétisation
classique. En effet, le temps est considéré darmseomme une dimension supplémentaire et est
donc traité comme l'espace. On parle alors d’élémdinis espace-temps. Par exemple, pour un
probléme 2D espace-temps, des éléments finis 3D wgdisés ou le temps remplace la troisiéme
dimension. Cette méthode mene a un systéme globglations en espace et en temps. A chaque
étape de résolution, la solution est donc déterenpadir le domaine temporel entier.

L'utilisation de la méthode EF espace-temps paealkst plus efficace que celle des méthodes
EF classiques.e. avec un schéma incrémental en temps). Néanmoite|léadu systéme algébrique
a résoudre peut devenir trés importante et mengr temps de calcul prohibitif et des problémes de
stockage de données.

La méthode a donc été légérement modifiée. Ellsist;ma diviser le domaine temporel en intervalles
de temps grossiers. Le probleme est ensuite résoltilisant les méthodes de Galerkin discontinu et
continu en temps. A l'aide de la méthode de Galediszontinu, I'ensemble du domaine temporel
Q, :[O;T] est, par exemple [Idesman 2000], divisé en déoes, :[O;T / 2] etQ, = [T/ 2;T].
Ainsi, au lieu de résoudre le probléme sur l'intdevde temps complet, il est résolu successivement
sur chacun des blocs temporels avec la méthode ldekBacontinu.

Subdiviser le temps en intervalle grossier perneetétiuire le nombre de degrés de liberté a traiter
tout en gardant les avantages du "non incrémental”.

A.l.2.2 Méthode LATIN

La méthode LATIN (LArge Time INcrement) ou méthode argt incrément de temps
[Ladeveze 1999a] est un solveur itératif initialemeéédié aux problémes non linéaires d’évolution et

8
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qui a pour originalité d’étre non incrémental. A gha itération, deux problémes sont successivement
résolus : un probléme non linéaire local suivi djmobléme linéaire global. La méthode LATIN
sépare donc les difficultés en séparant la réswolutles problémes. A chaque itération, une
approximation de la solution sur l'intervalle denfgs entier est calculée, ce qui en fait une méthode
non incrémentale. Le caractére non incrémentahdeATIN se trouve au niveau de I'approximation
radiale lors de la résolution du probléme globain@pe P3 de cette méthode). Elle consiste a
rechercher la solution sous la forme séparée edpagss. La méthode LATIN peut donc étre vue
comme une méthode de réduction de mod@ieori, elle sera présentée en détail dans la partieéeédi
a ce sujet (A.1.3.2).

A.l.2.3 Méthode PGD

En s'appuyant sur l'idée de l'approximation radiale la LATIN, la méthode PGD a été
développée [Ammar 2006, 2007, Ladeveze 2010]. Guéthode consiste a rechercher la solution
d’'une EDP sous la forme de somme de produits deiforsca variables séparées. La PGD, faisant elle
aussi partie des méthodes de réduction de ma@dpleri. Elle sera détaillée dans la partie suivante
(A.1.3.2).

Remarque. D’'autres méthodes non incrémentales existent. Oh @t par exemple les méthodes
espace-temps basées sur les ondelettes [Alam 2B0&]. consistent a transformer les EDPs en un
seul probléme algébrique sur I'ensemble du dom&ngporel. Cohen [Cohen 2002] souligne que
I'utilisation d’'une telle méthode présente néanmaoites inconvénients tels que la géométrie et la
structure de données [Cohen 2002], la constructomages d’'ondelettes étant facile uniquement dans
le cas d'un domaine rectangulaire. Avec une géométmplexe, la construction de la base peut vite
devenir compliquée.

A.l1.3 Méthodes de réduction de modeéle

Afin de pallier les limitations en terme de taille grobléme a résoudre (grand nombre de
d.d.l), des méthodes de réduction de modéle baséds séparation des variables ont été développées
L'objectif de ces méthodes est de chercher une fgakéte pour décrire la solution. Ces méthodes de
réduction de modéle peuvent étre classées en @dégaies : les méthodes de réductoposteriori
ou une connaissance préalable sur la solution aligme est nécessaire et les méthodes de réduction
a priori qui nécessite aucune connaissance sur la solution.

A.1.3.1 Méthodes de réduction de modéle a posteriori

Les méthodes de réduction de modelgosteriorinécessitent une connaissance préalable sur
la solution pour construire la base réduite. Lass pllassiquement utilisées sont la Décomposition
Orthogonale aux valeurs Propres (POD - Proper Ortredgdacomposition) et la Décomposition en
Valeurs Singuliéres (SVD - Singular Value Decompositi La POD [Chattejee 2000, Cordier 2006],
initialement développée pour I'analyse de donnéetedraitement des images, consiste a compacter
les données [Chattejee 2000]. La POD est aussi etilisdéhs un grand nombre de domaines et en
particulier la mécanique des fluides [Allery 2008Jette méthode peut étre assimilée a la
décomposition de Karhunen-Loeve [Karhunen 1946yedd63] dans le cas d’espaces de dimensions
infinies ou encore a I'’Analyse en Composantes Prategp (PCA — Principal Component Analysis)
liée a la SVD dans le cas ou la dimension est finie.
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Supposons que la solutian( x,t) d’'une EDP peut se mettre sous la forme d’'une soadene
fonctions a variables séparées espace-temps,édhi s

u(x.t)= > a ()P (x) (A.1-6)
i=1

Cette approximation devient exacte lorsque le nordbreermesN tend vers linfini.

Notons que cette représentation n’est pas uniqoer. the valeur deN donnée, la POD consiste a
construire la meilleure approximation possible auae base spatiale orthonormée, ce qui revient a
écrire :

[o, ()0 (x)dx=4] (1<i,j<N)

(A.I-7)
QX
ou & est le symbole de Kronecker.
Une fois la base spatiale déterminée, la base teipe@st choisie telle que :
ak(t):ju(x,t)qak(x)dx (1<k<N) (A1)

Qy

ou les fonctionsa, (t) ne dépendent que de, (x).

Nous allons maintenant présenter la méthode SV§& gire deux méthodes POD (la méthode
dite classique et la méthode dite des ‘snapshots’).

a) Méthode SVD

La méthode SVD (Décomposition aux Valeurs Singabrest initialement une méthode de
factorisation de matrices [Golub 1990] mais elleégmlement utilisée pour approcher la solution par
une base réduite. Elle fait donc partie, dans o¢exte, des méthodes de réductioposteriori

En tant que méthoda posteriorj elle nécessite donc des connaissances préaldblés
solution. Ces informations sont en général isswssatbservations, appelées des ‘snapshots’ qui sont
des clichés de la solution a différents instants.

Supposonsn, ‘snapshots’ du champ connues et notésgj =u(x,t.) (I<isng;1<j<n).
L'ensemble de ces ‘snapshots’ peut étre rangé uwlamsnatrice, appelée matrice des snapshots :

U VR T

1 2 n,

up Ui oo...ouy

— 2 2 2
Q= (A.1-9)

ul oul u’

La SVD est ensuite appliquée sur la mati@eElle consiste a factoriser cette matrice soderiae :
A=UzV' (A.1-10)

ou X est une matrice diagonale de taitle xn, contenantmin(n,,n, ) valeurs singulieresr; qui
sont rangées dans un ordre décroissbntest une matrice de taille, xn, dont les colonnes

constituent une base orthonormée de I'espacé.e UUT = I, ) etV est une matrice de taille

n, xn, dont les colonnes constituent une base orthonodudempst (i.e VV' = Iy )

10
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Chaque colonne dg est donc homogéne a un mode spatial(1<i <n,) et chaque colonne dé
est homogéne a un mode tempoeel (1<i<n,). Chaque valeur singuliére;, correspond a un
coefficient a; (1<i<min(n,,n,)). Comme la valeur de ces coefficients décroit triés, on
conserve en général uniqguement lspremiéres valeurs singuliéres, la solution s’é&witc:

u(x,t)=iaid3i(x)ai(t) (A.1-11)
i=1

La SVD permet ainsi d’obtenir une décompositiontispmporelle de la solution. Notons que cette
décomposition est optimale au sens énergétique.

La SVD est présentée ici dans le cas d’'une magitelimensions 2 espace-temfs,t).

Gonzalez et al. [Gonzalez 2010] I'ont étendu audsaprobléemes multidimensionnels en combinant la
technique proposée par Kolda et al. [Kolda 200Tpatil "Matlab tensor toolbdx[Bader 2007].
Lathauwer et al. [Lathauwer 2000] proposent égalgmee extension de la SVD pour des tenseurs
d’ordre élevé.

Remarque. En multipliant les deux membres de I'équat{@dnl-10) par Q" & gauche, on définit une
matrice de dimension, xn, :

Q'Q=VzU'UzVvT =vz&/T (A.1-12)

En posantA =22, il vient : o, =\/I. L’équation(A.I-12) est donc équivalente a un probleme aux
valeurs propres oM sont les vecteurs propres/tsont les valeurs propres.

De la méme maniére, en multipliant giaf a droite, on définit une matrice de dimensigrxn, :

QQ" =uzVv'VvzUT =uz®U" (A.1-13)
ou (U ,/\) représente la décomposition aux valeurs proprestie matrice.

Selon la relation d’ordre entrg, et n,, on préferera I'une ou l'autre des décompositidresque

n, >>n,, la décomposition dQQ" est faite & I'aide de la POD classique alors quesd'autre cas, le
POD des ‘snapshots’ sera utilisée.

b) Méthode POD

La POD (ou décomposition de Karhunen-Loeve) estaxtension de la SVD aux espaces de
dimension infinie (comme par exemple, I'espace #m¥ctions continues en temps). Dans les
méthodes POD, afin de chercher la base réduitdpletions de base sont obtenues en résolvant le
probléeme aux valeurs propres défini a partir dedriogs de corrélation, qui sont les matrices
construites a partir des ‘snapshots’ de la soluti@s méthodes POD sont présentées ici en suigant |
point de vue de Cordier et al. [Cordier 2006]. Pplus de détails a ce sujet, le lecteur pourra se
référer & cet article.

Considérons I'équatiofA.l-1) et X =(x,t) une variable spatio-temporelle. Supposons que
u(x,t)=u(X) est un ensemble de ‘snapshots’, obtenuneninstants différentst pour tout le
domaine spatialQ,. Ces observations peuvent étre soient des doremégEsimentales soient des
données numériques (obtenues par exemple sur wepgamps avec la méthode des éléments finis).

11
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Le probleme consiste donc a extraire des cham(pst) considérés comme aléatoires, un mode
dominant®(x) appelé structure cohérente. Cela revient don@echlr une fonctiortb déterministe
qui possede, au sens des moindres carrés, la pnsleg projection sur les ‘snapshots’ supposés
aléatoiresu( x,t; ) (1<i<n,), c’est-a-dire qui maximise la quant(luie,t//)2 ou (D[)] désigne le produit
scalaire canonique sur un espace de Hilbert degtiéms de carré intégrablel . D’'un point de vue

mathématique, cette fonction est solution du prokléd’optimisation suivant avec la contrainte
(®,0)=1:

2 2
<wo)>_ | sle)> (A.I-14)
id),d)i WoH it//,(//i
ou <[> est un opérateur de moyenne.

Le choix de cet opérateur de moyerme> permet de différencier la méthode POD classiquéade
méthode POD des ‘snapshots’.

Le probléme de maximisation (E@A.I-14)) se réécrit sous la forme d'un probléme aux valeur
propres :

<(u,®u>=10 (A.1-15)
ou A est un multiplicateur de Lagrange introduit lousaalcul.

En introduisant I'opérateur] défini par :
OP(X)= [R(X, X )®(X' )dX (AI-16)
Q
ou

R(X, X" )=(u(X)Ou(Xx")) (A.1-17)
est le tenseur des corrélations spatio-temporetié® deux pointsX et X', le probléeme aux valeurs
propres (Eq(A.l-15)) se raméne a I'équation intégrale de Fredholm :

D¢(X)=IR(X, X' )YP( X )dX =AD(X) (A.I-18)
Q
La résolution de ce probleme permet dobtenir lesoncfions propre®( X).

Cette base POD est optimale au sens énergétiquéaible nombre de fonctions (encore appelées
modes) est en général nécessaire pour capturaata-tptalité de I'énergie.

Nous allons maintenant présenter les deux méthBd¥3 appelés « méthode POD classique » et
« méthode POD des ‘snapshots’ » différenciabledgpdéfinition de I'opération de moyenne [(>).

e Méthode POD classique
Dans l'approche POD classique [Lumley 1967], la emne<[> est temporelle :

1
< @—;JE@“ (A.1-19)

La variable X est ici assimilée a la variable spatiald_e probléme aux valeurs propres se déduit de
(Eq(A.1-16)) en remplacant le domair® par le domaine spatid®, . Ainsi :

12



Problémes transitoires

ijX)qxﬂﬂ=A¢w) (A.1-20)

avec

RO ) = fulxt) Du(x ) (Al-21)

Q
Les vecteurs propre®( x) ne dépendent donc que de I'espace.

En supposant que le champ aléatoire considérét) s’écrit sous la forme :

UUM:E@HWJM (A.1-22)
i=1

ou les coefficients temporels sont déterminés efefant le champu(x,t) sur les fonctions propres
spatiales:

a, (1) = u(x.t),®,(x)) (A1-23)

Remarque.Dans ce cas, pour déterminer les fonctions progriait résoudre I'équation intégrale de
Fredholm(A.I-20), avec une intégration sur le domaine spatialaSaille n, est importante (ce qui

peut étre le cas principalement dans les cas 2Dermore 3D), la taille deR( x X ) devient
importante, d'autant plus qu’elle correspond a mnagrice pleine. La résolution de (E@é.1-20)) peut
donc s’avérer trés colteuse (cf. décompositionvaleurs propres de la matri@Q").

* Méthode POD des ‘snapshots’

La méthode POD des ‘snapshots’ [Sirovich 1987] =tasa traiter des clichés temporels
(‘snapshots’). Si I'on considere que le nombre éisations temporelles nécessaire pour décrire de
maniére précise le champ considéré est égafe,de probleme a résoudre par la méthode des

‘snapshots’ est de taillg, .

L’'opérateur de moyenne correspond, dans ce case anoyenne spatiale évaluée sur tout le domaine
Q

«
<= Iﬂjx
QX
La variable X est donc assimilée a la variable tempore¢lldes fonctions propres spatial€¥ x)

sont supposées étre des combinaisons linéairesédisationsu(x,t, ) contenues dans la base de
données (base de ‘snapshots’), soit :

(A.-24)

n
d(x)=
k=

a(t, u(x,t,) (A.1-25)

Les ‘snapshotsu( x,t, ) sont supposés linéairement indépendants.

Les coefficientsa(t, ) 1<k <n, sont cherchés tels que les fonctions propbés) soient solution
de I'équation(A.I-18). On obtient donc:

1
;iF{ tt)at)dt=Aat) (A.I-26)

ou le tenseur des corrélations temporelRés, t' ) entre deux points ett est défini comme suit:
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R(t,t ):JU(X,I)DU( x t ) fdx (A.1-27)

Cela permet de déterminer les coefficiea(s, ) (1<k<n,). Les modes POD sont ensuite construits
a l'aide de I'équatiotfA.1-25).

Cette approche correspond & la décomposition dexnsapropres de la matric@' Q.

Remarques.

» On voit que la taille du probleme aux valeurs pespest €gale a,. Cette méthode des

‘snapshots’ permet donc de réduire considérabletegetmps de calcul lorsque le nombre
de clichés temporels, est plus petit en comparaison du nombre de pemespacen, .

 Si le temps caractéristique du probléme étudié phss petit que I'écart entre les
‘snapshots’ alors cette méthode ne peut pas déarg@ution de ces problémes.

Dans [Cordier 2006], il est mentionné qu'en génétak données issues d’'approches
expérimentales sont traitées par la méthode classigt les données provenant d’approches
numériques sont traitées par celle des ‘snapshbes. auteurs I'expliquent en invoquant le fait
gu'avec I'approche expérimentale, la descriptiongerelle est bien résolue alors que la description
spatiale est souvent trés limitée.

A.1.3.2 Méthodes de réduction de modeéle a priori

Pour les méthodes de réduction de modelposteriorj des informations initiales sur la
solution recherchée doivent étre connues. De plies influencent fortement les résultats et petiven
mener lorsqu’elles ne sont pas optimales a undiéaeité de la POD pour prédire la solution. Pour
pallier ce principal défaut, un certain nombre dé&thodes de réduction de modaleoriori, c'est-a-
dire aucune information initiale n’est nécessairg,vu le jour. Nous allons maintenant présentas tr
de ces méthodes. Il s’agit de la méthode APR (ArPReduction), la méthode LATIN et la méthode
PGD. La premiére se différence plus particulierentkas deux autres car elle est incrémentale alors
gue, comme nous I'avons déja mentionné, les detnétes sont non incrémentales.

a) Méthode APR

La méthode APR (A Priori Reduction), initiée parcRglynck [Ryckelynck 2002, 2005, 2006]
est une méthode de réduction de modele incrémemizlbase est en effet enrichie a I'aide des sous-
espaces de Krylov sur un intervalle de temps doRaéant du constat qu'une base POD n’est pas
capable de représenter une information qui n’estquentenue initialement dans la base de données
utilisée pour la déterminer, la méthode APR perdetconstruire la base de maniére adaptative au
cours de la simulation. Elle peut donc étre vueroenune extension incrémentale et adaptative de la
POD.

14
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L’APR est une méthode itérative dans le sens obake des fonction® est corrigée de
maniére itérative jusqu’a en obtenir une qui décdavec une certaine précision la solutidrx,t) sur

tout l'intervalle de temps considéré.

Les étapes de 'APR sont maintenant détailléesepl2011, Dumon 2011b]. Pour plus de
détails, le lecteur pourra se référer a ces doctsnamsi qu'aux articles de Ryckelynck cités
auparavant.

La solution du probléme est recherchée sous ladatendécomposition de fonctions spatiales
et temporelles (des modes) :

u(x,t)=ia1-(t)cbi(x) (A.1-28)
i=1

ou le nombre de modeN n’est pas prédéfini.

Afin de construire la base, la méthode APR esttitoe de trois étapes différentes. Une fois
la base spatiale initialisée, deux étapes de régpldu systéme réduit et d’enrichissement avec
orthogonalisation de la base sont répétées jusmungergence. Détaillons ces différentes étapes :

e Etape 1. Initialisation de la base spatiale:

La base spatiale est, en général, initialisée deiéra a satisfaire les conditions initiales du
probléme. L'initialisation peut par exemple se dapar un premier calcul Eléments Finis sur le
premier incrément de temps sur toute la structure.

e Etape 2. Construction et résolution du systémeitrédu

Dans cette étape, le probleme discrétisé compligtreeté sur la base APR. Placons nous a la
k'™ jtération, ce qui signifie que la base réduite AddRtientN, fonctions®,; (x) (1<i<N,).

Les coefficientsa; (t) (1<i< N, ) sont déterminés en supposant la solution soigsrize :

Ny
u(x,t)=>"a (t)® (x) (A.1-29)
i=1

En imposant la condition que le résidu du problémé-1) soit orthogonal a chacun des vecteurs
®;(x) (1= <N,), celarevientaresoudre :

Ny

S (0, ()0, ()L +{A{Zka1(t)¢i (x)}dn,—(x)} = (t,0,(x) (A1-30)
i=1

i=L dt

ou (Elj] désigne le produit scalaire.

Ce probléeme est un probléme réduit (dimensionsitggjumais résolu a chaque intervalle de temps
(méthode incrémentale). Une fois les problémesluéstes coefficientsy, (t) sont déterminés pour

chaque intervalle de temps. La solutiefx,t; ) a chaque intervalle de temps est déduite de ltéaua
(A.1-29).
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Etape 3. Vérification de la validité de la basemtchissement :

La convergence de la méthode APR est déterminéalenlant le résidu :

Ny d t. Ny
Regt; )= 30, 00 )+ 3 a 1A, () 1 (A1-31)
i=1 i=1

2

pour chaque pas de temps(1< j<n,).

La solution converge lorsque la valeur du résidurgérieure a un seuif.,, (choisi par I'utilisateur)

pour tous les intervalles de temps. Si ce seustrpas atteint pour tous les pas de temps, la dase
I'itération k est considérée comme mauvaise et est donc misera¢ maniere adaptative. Cette
étape est une étape tres importante de la méthddmunsiste en deux sous étapes (orthogonalisation

et enrichissement) que nous précisons maintenant.

16

o Orthogonalisation de la base ou phase d’améliaratio

L'objectif de cette phase d’amélioration est dengre en compte l'information de la

derniére itération APR. Pour cela, la méthode P@Dagppliquée aux coefficients temporels

a(t;) (I=isNy ,1<j<n,) de la base réduite afin de sélectionner lestiome de forme

correspondantes aux événements principaux de bate réduite. Cela mene donc a la

résolution du probléme aux valeurs propres :

KV = AV (A.1-32)
ou la matriceK est la matrice de corrélation temporelle de tailex N, qui est définie par :

1 11
Ko =72 8m(t; )aq (t; ) (A.1-33)

b =1

La résolution de ce probleme aux valeurs propres (&I-32)) permet de détermineN,
valeurs propresi, >4, >...> A, et N, vecteurs propres/,,V,,...V, . Les q valeurs

propres vérifiant le critére :
A

“E> Uy (12120) (A.1-34)
Al

sont conservées ol , fixé par l'utilisateur, permet de sélectionnes modes propres.

La nouvelle base orthogona‘fé| (x) (1<l =q) contenaniy vecteurs définis par :

Ny
®, (x)=) oV (A.1-35)
i=1

ou le vecteurV' est le vecteur propre associé a la valeur praprest créée. Cette nouvelle

basec—f)| (x) (1<l <q) ne prend en compte que les événements impodaritancienne base
®, (x) (1gi<Ny).

o Enrichissement de la base ou phase d’expansion



Problémes transitoires

Dans cette étape, la base est enrichie pour premdoempte le fait, qu'a partir d’'un
certain temps, le résidu (EGA.1-31)) n'est pas suffisamment petit (critére de convecge
non veérifié).

Supposons que ce soit pour le temhpstét’, . On a donc la relation :

Ot <ty Redt;)<eq, etlt; 2tl, Regt;)>&q, (A.1-36)

Cela signifie que la base est efficace seulemesgufau tempsts,. Une fois ce temps
dépassé, la base ne permet pas de fournir de ésultats

Notons R™ le vecteur résidu a l'instang,, , instant ou le critere de convergence n’est

pas veérifié. [Ryckelynck 2005] propose une technid@mrichissement basée sur I'utilisation
des sous-espaces de Krylov générés par le résigrodleme.

L’'espace de Krylov d’ordren, K™, est construit de la maniére suivante :

k™ ={R",JR",J2R" ... a™R"} (A.1-37)
ou J est la jacobienne du problénfa.l-1). En pratique, le sous-espace de Krylov est
d'ordrem=loum= 2.

La nouvelle base a I'étage+ skra donc:

{®,,..0,.k"} (A.1-38)

Les deux derniéres étapes sont répétées jusqujaecke critere de convergence défini par I'équation
(A.1-31) soit vérifié.

Cette méthode a été améliorée par Ryckelynck [Ryckkh@D05] en y ajoutant I'aspect d’Hyper
Réduction, qui consiste a ne sélectionner qu’unéepedes points d’'intégration du modele Eléments
Finis pour prévoir I'état de la base réduite. fpiete donc dans ce cas le nom de APHR pour A Priori
Hyper Reduction.

La méthode APR (ou encore 'APHR) permet de réd@reemps de calcul des simulations.
Dans [Neron 2010], il est noté que, pour certaiégsations comme I'équation des ondes, la base
réduite obtenue n’est pas optimale. Le caractereimerémental de cette méthode peut présenter les
défauts cités précédemment (&fl.1.).

Il existe d’autres méthodes de réduction de modatles la littérature. On pourra citer ici la
méthode de Base Réduite (RB-Reduced Basis) [Machié3].2Dans cette méthode, la base est aussi
construite de maniere adaptative. Une erreur datielé@t permet d’enrichir la base la ou l'errest e
grande. La définition de I'erreur proposée dangecetiéthode permet de garantir la qualité de la
solution du modele réduit. Cette méthode est notarhagepliquée dans les simulations en temps réel
[Prud’homme 2002].

b) Méthode LATIN
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La méthode LATIN (LArge Time INcrement method) oétimode a grand incrément de temps
[Ladeveze 1999a] qui est une méthode non incrédeemut étre vue comme une méthode de
réduction de modéla priori. Une présentation classique de la méthode estédoini et plus
particulierement I'aspect réduction de modeéle. ®otension pour la résolution des problémes
multiphysiques multiéchelles multitemps [Neron 202008a, 2008b, Passieux 2008] sera présentée
dans la partié.ll.2.1.

La méthode LATIN est basée sur les trois princgpésants :

» Principe P1: Séparation des difficultés
L’objectif du principeP1 est de séparer les équations en deux groupes :

- le premier groupeA, est I'ensemble des solutions des équations liegaqui sont
éventuellement globales:

Aq ={ S | s vérifie les conditions d’amissibilité} (A.1-39)

- le deuxieme groupd” est I'ensemble des solutions des équations locgléssont
éventuellement non linéaires :

r :{ 5 | s vérifie les relations de comportement et les cchmmﬁiinitiales} (A.1-40)

La solutions,, du probléme cherchée est donc :

S, =AyNT (A.1-41)

« Principe P2 : Résolution itérative en deux étapes

Le principeP2 consiste a construire la soluti®), a I'aide d'un schéma itératif composé de

deux etapes. Supposons connue la solugonde Ay (obtenue a litératiom) et plagons nous a
I'itération n+1du schéma itératif, illustréEIG. A.l-1. La premiére étape, appelée étape locale,
consiste a chercher la soluti®y,,, deT en utilisant une premiére direction de recheréhe A
partir de cette solution, la seconde étape, apggdi®e linéaire, consiste a chercher la solusign de

Aq & l'aide d’'une seconde direction de recherhe conjuguée de la précédente.

étape locale étape linéaire

:_-A-..—.\ P ey .
== 8p€Aq — Sps12€l — Sp1 €A ——Spi3pp —

—
itération n+ 1

FIG. A.l-1  Une itération de la méthode LATIN [Ner@004]

La FIG. A.l-2 montre une représentation de principe de la LATINsont schématisées les directions
de recherche. Notons que dans la méthode LATIN, diections de recherche constituent des
parametres de la méthode. Le choix de ces paranitileence notablement la convergence de
I'algorithme.
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Sex Sp+1 S

FIG. A.I-2  Représentation de principe de la métho&i€IN [Neron 2004]

Détaillons maintenant la nature des systemes aidésdors de ces deux étapes.
- L’étape locale a I'itératiom+ 1

Les équations sont non linéaires mais locales. @tfe méne donc a la résolution d’un petit systeme
d’équations différentielles ordinaires non linéaitecales sur les points d'intégration des éléments
finis.

- L’étape linéaire a l'itératiom+ 1
Les équations sont linéaires et globales. Poutdindé codt de résolution dans cette étape le ipenc
P3 est utilisé.

e Principe P3 : Représentation des inconnues

Le principeP3 de la méthode LATIN est proposé pour résoudrapétinéaire (les équations
globales) de maniére non incrémentale. Il s’appurel’approximation radiale [Ladeveze 1999a] qui
a pour but de traiter 'ensemble du domaine tempwmoar réduire le temps de calcul. C’est donc a
travers ce principe que la méthode LATIN peut &tre comme une méthode de réduction de modéle.

L'approximation radiale consiste a résoudre lesaéigns globales linéaires sous la forme séparée,
c'est-a-dire a rechercher la solutiasix,t) sous la forme d'une somme de fonctions radiales en

rajoutant au fur et a mesure des couples espagest@bn(x), a;(t)). La solution s’écrit donc :

s(x,t)=u(x,t)=ZN:ai(t)q>i(x) (A.1-42)

ou N est le nombre de couples temps-espace.

Avec une telle écriture de la solution, la résantidu probléeme global linéaire nécessite pour
déterminer les fonctions d'espace, la résolutiomndsysteme d’Equations aux Dérivées Partielles
spatiales et indépendantes du temps et, pour démries fonctions du temps, la résolution d'un
systeme d’équations différentielles ordinaires emps. Ces deux systémes sont résolus de facon
découplée. Notons que les fonctions du temps surgrées sur I'ensemble du domaine, ce qui
constitue le caractere non incrémental de la méthad IN.

L’approximation radiale présente des similitudescala méthode POD. Néanmoins, au contraire de
cette derniére, c’est une méthodepriori. Aucune solution n’est nécessaire pour commencer la
construction de la base.

Gréace a l'approximation radiale, la méthode LATIbL &és efficace pour la résolution des
problémes transitoires. Différentes améliorations ces méthodes sont proposées par I'équipe de
Ladeveze, permettant notamment de limiter le nordieréonctions temporelles pour une précision de
la solution donnée [Ladeveze 2010]. S’appuyant'approximation radiale de la LATIN, la méthode
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PGD (Proper Generalized Decomposition) se difféeede celle-ci dans la mesure ou, dans le cas de
la PGD, il n’est pas nécessaire de séparer legiégaazomme dans la LATIN.

c) Méthode PGD

La PGD consiste a rechercher la solutiosous la forme séparée suivante :

N
U(Xy 0 X 0o Xan )= D F (X )F5 (X5 )Py (X ) (A.1-43)
i=1
ou N est le nombre de fonctions a variables séparé@d de nombre de variables. Les variables
X ,....Xy Ppeuvent représenter des variables spatiales, teflg® ou des variables paramétriques

(comme par exemple la conductivité thermique daugiation de la chaleur) du probléme a résoudre.

La grande performance de la PGD est qu'elle pereetréduire fortement la taille des
problémes. Considérons un probléeme ai2e  ddfensions et 10 points de discrétisation sur
chaque dimension. Ainsi, avec I'approche classii{ieF), le nombre de nceuds du maillage (hombre

d’'inconnues du probléme) atteint la valeurid®®. Avec la méthode PGD, ce nombre est seulement
de 10[80= 800 points. Plus concretement, la PGD a été appliqdées le cadre de la théorie
cinétique linéaire, a la résolution de I'équatioe Hokker-Planck multidimensionnelle avec une
description des fluides a I'échelle microscopigAenfnar 2006]. Dans cet exemple, Ammar montre
que le nombre d'inconnues est dé a0 lieu de 1§ avec la MEF classique.

La résolution d’'un probléme transitoire a été pnése dans [Ammar 2007]. Dans ce cas, le
temps est considéré comme une variable supplémenta qui fait de la PGD une méthode non
incrémentale. Dans [Ammar 2010a], la PGD non inenétale est comparée avec la méthode des
éléments finis classique en terme d’erreur et dp$CPU, mettant en avant la réduction du temps de
calcul avec la PGD. Notons que, dans cet artidePGD est aussi étendue a la résolution de
problémes transitoires non linéaires. Nous le tétans donc aghapitre C de la thése

Remarque. La PGD incrémentale est utilisée dans d’autresatra notamment [Dumon 2011a,
2011b]. Elle consiste a séparer I'espace et le $eipanmoins, un schéma incrémental est utilit® et
méthode PGD est utilisée uniqguement pour généenteles spatiaux.

Dans le cadre de cette these, la PGD est considéusesa forme non incrémentale.

Nous allons maintenant présenter les variantesad@3@D pour la résolution de problémes
transitoires [Ladeveze 2011, Nouy 2010a].

Considérons le probléme transitoire (E4.l-1)). Plagons nous a l'itératiok . La solution PGD est
cherchée sous la forme :

k-1
U (%) = U (X,0) + 3 (1P (X) =D 8, (1P, (X) +3, (1P, (X) (A.1-44)
i=1
et consiste a déterminer le nouveau coud &, ). L’étape de recherche de ce couple est appelée
étape d’enrichissement.
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= Méthode PGD progressive

Le nouveau couple®, ,a, ) doit satisfaire le double critere de I'orthogatéalde Galerkin
suivant :

*

u —dQ+ u A(u)dQ=[u fdQ Ou (A.1-45)
[ e+ [u A=

ol le champ virtueli” s’écrit sous la forme séparée

=®, 3, +a, O, (A.1-46)

Ces conditions sont équivalentes a imposer quédielu soit orthogonal aux inconnudg, et a, .
Elles peuvent donc s’écrire sous la forme :

« 0 *
J.ch aka_atkqpde+J'q3k a A8, P, )dQ
Q Q *

HP (A.I-47)

. » 0u,_ *
=[o, akfdQ—UtDk B LdQ+ [0, akA(uk_l)dQ]
Q Q Q

jak*qakai‘kandg +[a/ 0, A3, )d0
Q at Q

*

Da, (A.1-48)
auk—l

jakcb fdQ - Uak ®, dQ+.[ak CDkA(ukl)dQJ

Cette méthode mene a la résolution de deux systaoresinéaires @, =S (a,) eta, =T, (P, ),

qui sont généralement résolus par la méthode dat fime a directions alternées (encore appelée
méthode de la puissance itérée) [Ammar 2007]TAB. A.I-1 présente I'algorithme de la méthode
PGD progressive.

1: tantque(k<k,,, ) faire

max

2: Initialisation dea‘®

3: tantque(l<l,,)fare

4: Calcul ded) =5, (a'™)

5: Normalisation de(") (étape optionnelle)
6: Calcul dea"’) =T, (&)

7: Vérification de la convergencedé’a"
8: fintant que

9:0Onpose ®, =) eta =al’

10:Verification de la convergence d¢ =u,_, +a,®,

11:fin tant que

TAB. A.lI-1 Algorithme la méthode PGD progressive
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La méthode PGD est une méthal@riori dans la mesure ou la base est initialisée aléateint et
enrichie au fur et & mesure.

Remarque. Méme si I'étape de normalisation est optionnalie est généralement utilisée.

=  Méthode PGD Galerkin

La méthode PGD progressive n’est pas optimale ag de la projection de Galerkin. Afin
d’obtenir la décomposition PGD optimale, le résilll la décomposition doit étre simultanément
orthogonal a I'ensemble des fonctions spatiadqu{d>1,...,¢k} et temporellesA, ={a1,...,ak},
c'est-a-dire vérifier le critére d’orthogonalitéHA.1-47) et Eq(A.1-48)). C’est ce qui fait lors des
étapes 4 et 5 de I'algorithme de la méthode PGRi&ial (cf . TAB. A.I-2).

1: tant que(k <k, ) faire

2: Inilialisation deaA,”

3: tantque(l<l,,)fare

4: Calcul dew,"’ =S, (A, ' ™)

5: Calcul deA, " =T (@, "))

6: Vérification de la convergencede! A, "
7. fintant que

8:0n pose u, =@, A, "

9 : Veérification de la convergence dg

10:fin tant que

TAB. A.I-2 Algorithme la méthode PGD Galerkin

» Meéthode PGD Galerkin avec la mise a jour

La méthode PGD Galerkin méne a la décompositioimae¢ au sens de la projection de
Galerkin. Cette décomposition est néanmoins trégecse. L'applicationS, (A, ) consiste en effet
en la résolution d'un systéme d’EDPs couplées, migmément lourd a résoudre. Une autre PGD, la
méthode PGD Galerkin avec la mise a jour, est gwaposée. LAAB. A.l-3 présente I'algorithme
de cette méthode [Nouy 2010a, Ladeveze 2010] goua but d’éviter I'applicatio®, (A, ). Seule la
base temporelle est entierement mise a jour a ehagape d’enrichissement (cf. étape 10 de
I'algorithme).
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1: tantque(k <k, ) faire

max
2: Inilialisation dea‘®

3: tantque(l<l,,,) fare

4: Calcul dep!") =5, (a!'™)

5: Normalisation d&'') (étape optionnelle)
6: Calcul dea) =T, (®"))

7: Vérification de la convergenced€’a‘"
8: fintant que

9: On pose ®, ={cI)k_1,<D")}
10: Calcul de A, =T, (®, )
11: On pose u, =® A,

12: Vérification de la convergence de

13:fin tant que

TAB. A.lI-3 Algorithme la méthode PGD Galerkin avec la miseu |

e Méthode PGD progressive pondérée

Une autre méthode, la méthode PGD progressive pgada été proposée. C'est en fait une
extension de la méthode PGD progressive. Les fometide base spatiales et temporelles sont
normalisées et les coefficients, relatifs a chaque couple®( ,a,) sont entierement recalculés a

chaque enrichissement. La solution est donc rebBersous la forme :
N
D o, (x)ay (t) (A.1-49)
k=1

ou on voit apparaitre contrairement aux autres ouketh PGD les coefficients, .

Cette méthode est celle qui sera utilisée dan®ketbt sera donc détailléecnapitre B.

A.l1.4 Discussion

Dans cette partie, des méthodes numériques paéstdution des problemes transitoires ont
été présentées. Les principales défauts des méthodssiques (MEF, MDF,...) sont liées a
I'utilisation d'un schéma incrémental qui, pour deésons de stabilité, nécessite la résolution de
probleme de grande taille ou la résolution d’'unndramombre de problemes. Des méthodes non
incrémentales ont été développés pour pallier GautléNéanmoins, comme nous I'avons vu, le temps
de calcul peut rester encore trop élevé. C'est petie raison que des méthodes de réduction de
modéle ont vu le jour. Elles se différencient pardonnaissance préalable de la solution. Des
informations sur la solution n’étant pas toujoucsessibles, dans une situation de prédiction par
exemple, nous retiendrons comme méthodes pertmdage méthodes de réducti@anpriori non
incrémentales soit la méthode PGD et la méthodelNAT
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A.ll  Problémes multiphysiques multitemps

Cette partie est consacrée aux méthodes de résolalo problemes multiphysiques
multitemps, c’est-a-dire pour lesquels les phénaséphysiques agissent a différentes échelles
temporelles. Les méthodes de résolution classigtiiesent une grille temporelle unique. Dans ce, cas
la taille de la grille est donc fixée par le phémom physique ayant la plus petite échelle temporell
L'utilisation d’'une méme grille mene donc, dansdas ou les échelles sont tres différentes, siisa
probléemes de maitrise du temps de calcul ou endans certains cas a la divergence du schéma
d’'intégration. Des méthodes multitemps ont donalétéeloppées pour répondre a ces problématiques.
Certaines sont incrémentales et d’autres non inaréatess. La méthode des éléments finis classique
(incrémentale, grille unique) est tout d'abord préée puis son extension multigrille. La méthode
LATIN et la méthode PGD sont ensuite explicitéessda contexte multiphysique.

A.ll.1 Méthodes incrémentales

Parmi les méthodes multiphysiques non incrémentatage la méthode des éléments finis est
présentée ici sous deux versions : "monogrilleéreguite multigrille. Les avantages et inconvénients
sont discutés ici.

A.ll.1.1 Méthode des Eléments Finis classique

La méthode des éléments finis classique (versianayrille") est largement utilisée pour la
résolution des problémes multiphysiques. Afin deptésenter dans le cadre multiphysique, nous
choisissons I'exemple traité dans la these de RanmiRambert 2002, 2005, 2006] pour laquelle un
modéle thermo-diffuso-mécanique complétement coupléété étudié en vue de décrire le
comportement d’un matériau sujet a des sollicitstimécaniques, absorbant un gaz et pouvant étre le
siege de gradients thermiques.

Le premier et second principe associés a l'équati@muilibre et a la conservation de masse
permettent de formuler des modeéles multiphysiqueslés et font apparaitre des termes de couplage
gue 'on peut classer en deux catégories :

- les couplages dits directs dans le sens ou ilsragsant naturellement lors de I'écriture
thermodynamique du probleme, et plus précisémaeniti'sxpression des termes produits dans
les potentiels ;

- les couplages dits indirects par opposition auxéuénts. Ce sont les couplages qui traduisent
les dépendances entre les caractéristiques du imatét les phénomeénes physiques
considérés. L'exemple classique est par exempleéfgendance du module d'Young a la
température. Ces derniers sont parfois utilisés tanenstruction des lois de comportement
en s'affranchissant de la thermodynamique.

Dans la thése de Rambert, tous les couplages doattété envisagés en supposant les parametres
constants et en se placant en petite perturbdiiaafite).

Ce modele, implanté dans le logiciel Eléments Fiiiaqus", permet de simuler la décompression
explosive dans les matériaux polyméres. Plus ggément, le modele multiphysique est composé de
trois équations de conservation : mécanique, thliprenet diffusion. Une fois la formulation faible de

ce modele discrétisé, cela mene a considérer ¢&s tésidus élémentaires (au niveau de chaque
élément fini) suivants:

Flla. o= . F Moo aa)={ . {FJa @} {a. ) ={0) (A1)
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ou la notation(™ (respectivement™, (9)) fait référence aux grandeurs liées a la mécaniqu
(respectivement la thermique, la diffusion de gaz )

Le vecteur{qn} représente le vecteur des inconnues nodales,maxputans le cas d’'un élémenna
nceuds et 5 d.d.l. (les déplacememtg,w pour la mécanique ; la températdrepour la thermique et
la concentration de gaz pour la diffusion) sous la forme :

{qn} ={u1,v1,w1,...,un Ny, W, Ty T, ,cl,...,cn} (A.lI-2)

Le résidu élémentaire du probléme global est foénaimsi:

F™}a, (1)
GICROEROIE [FT gqnm,qn(t;}}g ={g (AIL-3)
F Q. (t),q,(t

En utilisant les mémes notations, la matrice tategdn probléme global s’écrit :
K mm KénT] K mg]

d=A ol ] e [

Tg
Ke

gm gT 99
Ke Ke Ke

(A.lI-4)

Elle est construite dans le cadre du schéma diiatiég temporelle d’Abaqu¥.

Les effets des couplages directs sont représeatélep sous matrices en dehors de la diagonale. La
sous-matrice[K;“TJ, par exemple, représente I'effet du couplage tiestdre la mécanique et la
thermique.

L'implémentation de ce modéle dans le code de taiaqus" a nécessité la construction d’'un
nouvel élément que I'on pourra appeler couplé pesguels les degrés de liberté sont le déplacement,
la température et la concentration, en entrant tassbroutine UEL d’Abaqud¥ le calcul du vecteur

du résidu et de la matrice tangente en fonctiofétlement et de I'incrément temporel.

Ce probléeme multiphysique couplé a donc été résedc ain schéma incrémental en temps et un
méme maillage temporel et spatial pour chague pgbgsiLe schéma d’intégration a pas fixe et celui a
pas adaptatif, intégrés dans Abadusnt été utilisés.

Remarque. Plusieurs travaux utilisent les subroutines UElumperéer des éléments spécifiques afin
de simuler les problemes multiphysiques. On pocitea notamment les travaux de [Elhadrouz 2006,
Zouari 2011] concernant les problémes thermoméoasiq

La résolution classique implique donc que les diifiés phénoménes physiques ont la méme
échelle spatiale et temporelle, ce qui n'est pagssairement le cas. Dans ce cas, deux méthodes son
utilisées. La premiére consiste a prendre le pagmes le plus petit (idem en espace le maillage le
plus dense) afin que les différents phénomeénesiqigs soient correctement prédits. La seconde
consiste a insérer des boucles temporelles dasshiéma temporel existant, pour des incréments
particuliers éventuellement (voir détailll.1.2). Néanmoins cela nécessite une certaine périédicit
entre les différentes échelles temporelles desigphgs.

Une autre contrainte est liée au fait que le paded®ps choisi doit, pour des raisons de
stabilité, satisfaire certaines conditions. Pameple, dans le logiciel Abaqll$, il est noté que le pas
de temps au cours de la simulation doit étre sapéé une valeur seuil, qui dépend elle de la lengu
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caractéristique des éléments du maillage. Pounecnéiinent inférieur a ce seuil, des oscillationsdié
aux erreurs numériques apparaissent. Ceci est fiitague le phénoméne de transport (diffusionade |
chaleur ou de la matiere) n'a pas eu le temps ‘testaller spatialement”. L'écart de température ou
de concentration entre nceuds d’'un méme élémentdsotproches du zéro numérique. La valeur de
la solution (température ou concentration) est dumcessivement positive et négative pour un pas de
temps trés petit. Pour résoudre un probléme couoplé,nécessite d’'optimiser la taille des éléments
les pas de temps.

Les pas de temps et d’espace étant fortement'lifisation d’'une méme grille a donc pour
effet de créer des problémes de grande taille tafayplus que le nombre de physiques considéré est
grand et que les gradients entre les différentgsighes sont importants. La taille de ces problénees
permet pas toujours leur résolution avec cette oafthclassique menant soit directement a des
problemes de divergence, soit & des problémes deiresoit encore des temps de calcul prohibitifs.
Des méthodes plus robustes pour traiter ce typproeléme sont proposées dans la littérature, la
présentation qui suit n’en est pas exhaustive.

A.ll.1.2 Méthode des Eléments Finis multigrille

D’autres méthodes ont été développées pour pédisedéficits de la méthode classique. lls
permettent des maillages spatiaux et temporelérdifits sur un méme domaine.

Commencons par les maillages spatiaux. Avec I'agy@ooultigrille, un maillage spécifique a
chaque physique peut étre considéré. Le problémiipimysique est ainsi considéré comme un
probléme multiéchelle. Cela méne a différentes sitna dans la mesure ou les maillages peuvent
étre non compatibles. LAIG. A.ll-1, issue de [Dureisseix 2006], montre les différsrgituations a
envisager dans le cas 2D, ce qui montre d’'un cepwint de vue, la complexité de ce type d’approche
multigrille.

FIG. A.ll-1 Différentes situations de deux maillageans le cas 2D. De gauche a droite:
identiques, emboités, non emboités, différents¢3aeix 2006]

Des discrétisations temporelles différentes peuvdétreé également utilisées pour chaque
physique. Le probléme multiphysique est ainsi abér®i comme un probléeme multitemps.

Considérer des maillages différents nécessite desféreer des données entre les différents
maillages, notamment pour prendre en compte letseffe couplage entre les différentes physiques.
Durreiseix et al. [Dureisseix 2006] proposent didfites techniques pour transférer des informations
entre des maillages différents lors de la résatutian probleme multiphysique thermoviscoélastique.
Deux de ces opérateurs, I'opérateur de colocatibopgrateur démortat’ sont présentés ici:
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» L'opérateur de collocation est I'opérateur de tiemde plus simple. Il consiste a interpoler le
champ connu sur un maillage pour calculer la valeux noeuds du champ sur l'autre
maillage. LaFIG. A.ll-2 montre un exemple de transfert de données de dempse,, e,
entre des maillages en utilisant des opérateurolitecation. Le principal inconvénient de la
collocation est la perte d’information lorsquerenisfert a lieu d’'un maillage fin & un maillage
grossier FIG. A.ll-2 a droite). Dans ce cas, l'utilisation d’'une prdgee de moyenne est
plus adaptée, comme celle utilisée par I'opératemortar ».

. S\
O

FIG. A.ll-2 Exemple de transfert des données entraillages utilisant des opérateurs de
collocation [Dureisseix 2006]

e L'opérateur « mortar » consiste a exprimer I'édaivee des moyennes généralisées des deux
champs par rapport aux fonctions de paiis :

T _ T
J-Nz %dgz—J-Nz edQ, (A.1I-5)

Q, Q
ou N, sont les fonctions de forme éléments finis en herc le maillage sur lequel le champ est
transféreé.

Il est noté dans [Dureisseix 2006], que ces mémeésateurs peuvent étre utilisés pour les problemes
multitemps.

Remarque. Pour la simulation de I'impact en dynamique traoigg, des schémas multitemps ont été
développés [Combescure 2002, Combescure 2003] eticésméa des méthodes de décomposition de
domaines. Cette technique est particulierement adagéins le cas ou la solution évolue fortement
pour certaines zones de I'espace.

Dans le cadre du logiciel Abadlfs des problémes complétement couplés (couplagestsliet
indirects) ont été résolus en utilisant la techaiquultigrille. On peut citer les travaux de Rabemris
et al. [Rabearison 2009] et Olivier et al. [Olivi2d08, 2009]. Dans les deux cas, les équationsa de |
chimie, de la mécanique et une équation de trahgpbaleur dans les travaux de Rabearison et
diffusion d’O, dans ceux d’'Olivier) ont été implantés dans levead Abaqu¥”’. A chaque pas de
temps de I'algorithme général des sous incrémentemps sont utilisés pour décrire I'évolution ae |
chimie (une équation du degré d’avancement dansdriaba et al. et un schéma mécanistique de 6
équations dans le cas des travaux d'Olivier et Bh)maitrise des deux pas de temps a fait I'adiget
nombreux tests pour obtenir des solutions robustes a la clef des temps de calcul trés longs. Dans
Rabearison et al., il est a souligner que les égpumtie la thermique, de la mécanique et de la ehimi
sont complétement couplées avec tous les paranmaatgiau dépendant de la température et de la
chimie. Abaqu¥”" associé a une technique multigrille, mais dansa= les temps de calcul sont
rédhibitoires.
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Le transfert des données d’'une grille & I'autret peener selon I'opérateur utilisé & des pertes
d’'information ou encore des temps de calcul endogs élevés. Dans la suite, des méthodes
multiphysiques non incrémentales sont présentées.

A.ll.2 Méthodes non incrémentales

Les méthodes non incrémentales, LATIN et PGD, suoatntenant présentées en tant que
méthodes de résolution de probléemes multiphysiques.

A.ll.2.1 Méthode LATIN multiphysique

La méthode LATIN est largement utilisée pour laohégon des probléemes multiphysiques.
On peut par exemple citer a ce sujet les travaarmnérs de Dureisseix [Dureisseix 2003] et ensuite
ceux de Néron [Neron 2004, 2008a, 2008b]. Néramdhtit la notion d’interface entre les physiques
afin d'introduire un domaine particulier sur lequek équations de couplage sont considérées.
Classiquement, l'interface est définie comme l'ifdee matérielle entre les sous-structures [Passieux
2008]. Dans le cas des problemes multiphysiquideiface est I'interface entre chaque physique et
est donc définie en tout point du domaine.

La FIG. A.ll-3 résume la stratégie de la méthode LATIN dans $edian probléme fluide-
solide [Neron 2004]. On retrouve la encore lesapé&s de la LATIN. Lors de I'étape de résolution des
équations linéaires et globales, chacune des pgsigest résolue séparément en utilisant
'approximation radiale. A I'étape locale, les ctages sont traités uniquement au niveau de
I'interface entre les physiques. La stratégie ainsilonc a vérifier alternativement (a I'étape gleb
des propriétés de chaque physique définie sur soprgp maillage, supposées indépendantes, et (a
I'étape locale) des propriétés d'interfaces, quimgdtent de transmettre les couplages fluide-solide

Non linéarités

Approximation | | Approximation
radiale radiale

- Partie solide Partie fluide
Interface entre

physiques

FIG. A.ll-3 Résumé de la stratégie LATIN pour le lpiiome multiphysique fluide-solide [Neron
2004]

Lors de la résolution des problémes multiphysigemsplés, I'utilisation des discrétisations
temporelles différentes est intéressante. Un schémoiiéchelle en temps a été implémenté dans la
LATIN [Dureisseix 2003, Neron 2004, 2008a, 2008b]censiste en une modification uniqguement
dans I'étape locale ou les couplages sont trad@ss cette étape, la difficulté vient du transties
données (données transférées soit directement tgr@hysiques [Durreisseix 2003] soit entre
I'interface et les physiques [Neron 2004, 2008eQ8k) dans le cas de la formulation LATIN avec
interface).

La performance de la LATIN pour la résolution delpgémes multiphysiques est hotamment
liee & Il'utilisation d’interface. Des codes de cdlet des solveurs spécifiques a chaque physique
peuvent ainsi étre utilisés.
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Détaillons maintenant la méthode multiéchelle anpe présentée dans [Durreisseix 2003].
Dans ce cas, les données sont transférées dirattemee les physiques, la notion d'interface ayant
été considérée qu’a partir des travaux de NérondiN2004].
L’idée de la méthode est de diviser I'inconnu enxdguantités :s=s" +s™ ol les exposant¥ et
™ désignent respectivement I'échelle micro et madwotemps. Un projecteutt est introduit afin
d’extraire la partie macro d’une fonction tempaeefl : fM ==f . La partie micro s’obtient par la
relation: f™ = f — f™ . LaFIG. A.ll-4 illustre la fonction f et sa partie macrd ™ . Notons que

fM est continue.

FIG. A.ll-4 Le champ macro continu en temps de la fonctiofiNeron 2004]

Comme nous l'avons déja précisé, le couplage infleemiquement I'étape locale de la méthode
LATIN que nous allons détailler.
Considérons, par exemple, les variat{lia,s%,A]) pour la partie solide. Elles sont décrites unigeeim

sur le maillage grossier (qui correspond a I'éehetiacro). Les variable&),b,an) pour la partie

fluide varient plus rapidement et sont donc défirser un maillage plus fin. Grace au projecteufet
I'opérateur linéaireP), les variables de la partie fluide (solide) somprésentées sur le maillage
grossier (fin).

L'étape locale de la méthode LATIN consiste erélsotution des équations couplées solide-fluide :
9. (.2, A, )= h (D) (A.II-6)
P (D. Ib,an)= h; (F’é“) (A.1I-7)
ou l'indice s représente le solide et I'indick le fluide.

La méthode de point fixe permet de résoudre ceatigms alternativement. Notons que pour calculer
les variables relatives a la partie solide, lesabdes relatives a la partie fluide sont transfér@éaide
du projecteur.

Une autre maniére de définir la partie macro erptemété proposé par Néron [Neron 2004]
et consiste a utiliser la formulation Galerkin distinue en temps. LRAIG. A.llI-5 illustre la fonction

f et sa partie macré ™ obtenue avec ce type de formulation.
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>

~N-0O-

FIG. A.ll-5 Le champ macro discontinu en temps de la fonctforobtenu par la formulation
Galerkin discontinue en temps [Neron 2004]

Remarque. Le schéma multiéchelle en temps a été égalemdigeupour la résolution d'autres
problemes dans le contexte de la LATIN comme pangie lors de la résolution de problémes avec
des chargements cycliques ou plusieurs échellegaeaihes peuvent étre utilisées pour des domaines
spatiaux différents [Passieux 2008].

La méthode LATIN a été aussi étendue pour la réisolude problemes multiphysiques
multiéchelles [Neron 2010, Ladeveze 2010].

La méthode LATIN est donc une méthode tres efficpoar la résolution de problemes
multiphysiques multiéchelles multitemps. Notons tuperformance de cette méthode est notamment
liée a [l'utilisation de I'approximation radiale poula résolution de I'étape globale. Toutefois,
I'utilisation de cette méthode présente certainshiwvénients. Le premier est lié au choix de la

direction de rechercheE(" et E™) qui nécessite une expertise particuliére et ésessaire pour
obtenir une convergence en trés peu d'itérationzaetsuite des temps de calcul concurrentiels. De
plus, il est indispensable pour la mise en placeetiee méthode de séparer les équations globates de
équations locales.

A.ll.2.2 Méthode PGD multiphysique

La méthode PGD a été également utilisée pour lalutien de problémes multiphysiques
couplés. Différents types de couplage et d’équationt été traités. Nous allons maintenant les
présenter.

Dans [Pruliere 2010b], des problémes multiphysicquagplés dans le contexte des procédés
de fabrication des matériaux composites ont é@ugsavec la PGD. Les problemes multiphysiques
considérés présentent uniquement des couplages ghysique sur une autre. Cela correspond donc
finalement a la résolution d’'un probleme découpkt.solution de chacun des problemes est donc
calculée I'une aprés l'autre. Nous appellerons learsuite ce type de probléeme un probléme
partiellement couplé dans le sens ou une seuldéqle/mnfluence I'autre.

Dans [Chinesta 2010b], la résolution de modéleslésugvec la PGD est également étudiée.
Elle concerne le couplage entre un modéle globalest modeéles locaux qui correspondent a des
modeles de cinétique d’un grand nombre d’espéassalteurs proposent, pour résoudre ce probleme,
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une globalisation des modéles locaux. La solutstnrecherchée pour tous les problémes locaux en
considérant une variable décrivant I'espéce eraestiordonnée. Une fois cette solution obtenue, la
solution du modeéle global est recherchée elle amss la forme de somme de fonctions a variables
séparées. Le probleme est aussi partiellement €o@fice a la globalisation des modéles locaux,
cette méthode permet de limiter fortement le nonadbégquations a résoudre. Néanmoins, elle ne peut
pas étre appliqguée dans toute les situations, mogancelles qui nous intéressent et pour lesquels u
couplage total existe entre toutes les équationsse cas étudié, seul le modele global déperid de
solution des modeéles locaux et en contre partsollation du modéle global n’influence pas celle des
problémes locaux. C’est pour cette raison que e dgpséparation peut étre utilisée aisément.

Dans [Beringhier 2010], la résolution d’un probléethermoviscoélastique fortement couplé,
dans la mesure ou les deux physiques interagi$sest sur l'autre, est présentée. La méthode PGD
progressive pondérée (dh.1.3.2c) est appliguée a la résolution d’'un probléme ipljtsique 1D
transitoire. La solution constituée du couple dégtaentu( x,t) - températurel (x,t) est recherchée

sous la forme :

u(x,t)=_Zn:aiA§(x)Bi(t) (A.11-8)
T(x,t)=Zn:,[3i D, (X)E (1) (A.11-9)

ou a, B sont des coefficientsa, B les fonctions de base spatiales et temporelles pcetrC , D
les fonctions de base spatiales et temporelles pour

Lors de I'étape d’enrichissement, un nouveau colg(l&)P(t) pour u et V(x)W(t) pour T est
recherché sous la forme :

u(x,t):iaiA(x)Bi(t)+ R(x)P(t) (A.11-10)
T(x,t)=Zn:,Bi D, (X)E; (t) +V(x)W(t) (A.lI-12)
i=1

Le probléme étant fortement couplé, la solutionuddépend du couple incond( X)W (t) de T et

vice versa. Une méthode de résolutiboouplage totdl (les deux physiques sont résolues
simultanément) a été proposée dans cet article.

Revenons maintenant sur I'aspect multitemps darcoieexte de la PGD. Comme la PGD
permet de réduire considérablement le temps deldalsqu’un grand nombre de degrés de liberté est
utilisé, une premiere méthode largement répandugsiste a prendre la méme discrétisation
temporelle pour chague physique. Néanmoins, dateirte cas, cela peut mener & des temps de calcul
élevés, des schémas multitemps sont donc utitgégui nécessite alors un transfert de données entr
les maillages des différentes physiques.

Pour prendre en compte des pas de temps différants,technique est proposée dans
[Chinesta 2010b]. L'intégration temporelle est meaékaide d’'un schéma Galerkin discontinu au
premier ordre afin de conserver l'intégrale. Suppssque le pas de temps deest &, et celui deT

&; . Sur le maillage dg, T est prise égaleﬁ définie comme suit:

_ 1 nidt,
T(xt=nd&,)=— J-T(x,t )dt (A.I-12)
U (n-1),
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Dans [Beringhier 2010], lorsque les discrétisatitemaporelles dai et T sont différentes, le
transfert des données se fait directement a tré@eacul des matrices couplées temporelles :

j L, Ldt

Q

(A.ll-13)

ou L, etL,, sontles vecteurs contenant les fonctions de faemporelles poun etT .

Récemment, dans [Ammar 2012], une nouvelle apprach&é proposée dans le cas de
problémes avec un pas de temps trés petit. Audéeaonsidérer classiqguement le temps comme une
variable unidimensionnelle, le temps est transfoeméun domaine 2D. Cela permet de prendre en
compte deux échelles temporelles différentes. Csttatégie est particuliérement adaptée aux
phénomenes cycliques puisque le temps est misladoisne d’'un produit de deux variables.

A.11.3 Discussion

La méthode des éléments finis est classiqguemetiséati pour résoudre des problémes
multiphysiques. Sa formulation de base méne a daluéon de probléemes de grande taille liée a
l'utilisation d’'un schéma incrémental et une méméley spatiale et temporelle pour toutes les
physiques. Pour limiter la taille de ces probléeraete nombre d'itérations, des méthodes éléments
finis multigrilles ont été développées. Dans ce des grilles spécifiques aux différentes physiques
sont utilisées, ce qui permet de réduire le nombopérations. Néanmoins, l'utilisation de grilles
différentes nécessite le transfert des champs diaillage sur l'autre pour traiter notamment les
termes de couplage. Dans certains cas, cela séttpad une perte d'information ou encore des temps
de calcul encore élevés liés aux transferts deé&ksin

Des méthodes non incrémentales ont donc vu le daus nous sommes particulierement
intéressés ici a la méthode LATIN et la méthode PGDméthode LATIN, initialement mise en place
pour la résolution d’équations non linéaires, aétéddue a la résolution de problémes multiphysique
multiéchelles multitemps. Elle est trés performapieur prédire ce type de probléme. Cette
performance est due a différents aspects de laométiie premier est le concept d'interface qui
permet d'utiliser des solveurs spécifiques a chaguesique. Le second est IE"3principe de la
LATIN qui consiste a rechercher la solution desatiquns globales sous la forme d’approximation
radiale. Basée sur 1e*"8 principe de la LATIN, la méthode PGD semble éthe @ussi bien
appropriée a la résolution de problémes multiphyesgdans la mesure ou elle permet de résoudre des
problémes de grande taille avec des temps de galdalitables en comparaison de ceux obtenus avec
la méthode des éléments finis. Déja appliquée dartsins problémes multiphysiques, ces résultats
sont encourageants.

Par rapport aux problémes multiphysiques fortermenplés que nous souhaitons étudier dans
cette these, la méthode LATIN présente deux incoiewdés qui sont le traitement particulier des
équations (séparation) et le fait que les direstida recherche sont des paramétres de la méthode. |
faut donc les maitriser et il n’existe pas de prote clairement défini pour les choisir et les ¢onise
sauf dans quelques cas particuliers.

En comparaison de la méthode LATIN, la méthode R@Mble plus simple a mettre en ceuvre mais
n'a pas encore été utilisée dans un grand nombneratdémes multiphysiques. Nous avons choisi
dans cette thése cette méthode afin de la te&t&zndre a d’autres problémes multiphysiques et
évaluer ses capacités.
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Problémes multiphysiques multitemps

Afin de prédire précisément la solution numérigeecds problemes multiphysiques dédiés a
la mécanique des matériauy, il est nécessaireaiigiser notamment I'erreur liée a la discrétisaigd
donc fixée par la base de discrétisation choisiellgusoit spatiale ou encore temporelle. De ploiss
de I'étude des phénomeénes transitoires couplést ibarfois difficile de prédire les différenteqnes
transitoires générées par les termes de couplames Avons besoin de mettre en place une technique
de maillage adaptatif automatique pour constrigrenhillage suffisant a la prédiction de ces zones
transitoires. Nous allons donc dans la partie suwevarésenter une bibliographie sur ces technidaes
maillage adaptatif pour tirer profit de ces travadans les développements a mener dans cette
recherche. Nous parlerons uniqguement des méthddssiquement utilisées et notamment dans le
contexte de la méthode des éléments finis.
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A.lll Méthodes de maillage adaptatif

Lors de la simulation numérique d'un probléme paysij les principales sources d’erreur sont
liées a la modélisation mathématique du problemesighe (choix de la loi de comportement, des
paramétres matériaux), la discrétisation spatialgmbléme (taille des éléments qui constituent le
maillage), la discrétisation fonctionnelle (choiesdfonctions de base) mais aussi la résolution
numérique (erreurs d’intégration numérique lieéeseénéma d’'intégration, erreurs d’arrondi...).

Pour pallier les erreurs liées a la discrétisatipatiale du probleme, les méthodes de maillage
adaptatif sont largement utilisées dans le cadria dééthode des Eléments Finis notamment lorsque
la solution contient des singularités, des chocgles discontinuités. Des maillages fins sont alors
introduits 1a ou les solutions présentent des fgréglients. Une précision donnée est recherchée ave
un nombre minimal de points ou éléments.

Ces méthodes sont basées sur une estimation d’'guiepermet d’identifier I'endroit ou le maillage
doit étre adapté et raffiné. Une fois le houveaillage déterminé, deux choix sont possibles : spit
refait le calcul dans sa globalité soit les vaeabd’état sont transportées de I'ancien maillage lee
nouveau maillage pour continuer le calcul.

Nous allons maintenant présenter brievement lda3é qui permettent de mettre en place ces
méthodes soit I'estimation d’erreur, I'adaptationle raffinement de maillage, et le transport des
variables.

A.lll.1 Méthodes d’estimation d’erreur

L’erreur de discrétisation peut naturellement ét&fnie comme étant I'erreur entre la solution
exacte du probléme et la solution numérique asso€lépendant, la solution exacte n'est pas connue
dans la majeure partie des problémes traités. @est cette raison que deux grandes méthodes
d’estimations d’erreur ont vu le jour dans la littiire : I'estimation d’erreua priori et I'estimation
d’erreur a posteriori Nous présenterons ici uniquement les estimatalissreur globaux
classiquement utilisés.

La premiere méthode, I'estimation d’erreapriori, consiste a estimer I'approximation que
'on va faire. Avant de lancer le calcul, les infa@tions connues sont les degrés des fonctions
d’interpolation, la taille des éléments et les dueles singularités. A partir de ces informations,
I'estimateur d’erreur est construit et permet d&dpe le taux de convergence asymptotique de Uerre
éléments finis. Sur ce sujet, on peut citer notanintes travaux de Ciarlet [Ciarlet 1991], Babuska
[Babuska 1982] et Zienkiewicz [Zienkiewicz 1987]. liaite de cette estimation d’erreur est liée au
fait qu’elle fait intervenir la solution exacte quiest généralement pas connue.

La deuxiéme méthode, I'estimati@nposteriorj consiste elle & utiliser la solution approchée
que I'on vient de calculer pour estimer I'erreur discrétisation. De nombreux estimateurs d’erreur
existent et peuvent étre classés en trois catégorie

- ceux baseés sur les défauts d'équilibre issugrdgaux de Babuska et Rheinboldt [Babuska
1978],

- ceux construits a partir des contraintes lisiésss des travaux de Zienkiewicz et Zhu
[Zienkiewicz 1987],

- ceux fondés sur le concept d'erreur en relatiencdmportement issu des travaux de
Ladeveze [Ladeveze 1975].

Pour une revue détaillée de ces estimateurs, tieulepourra se référer a [Verfurth 1999].
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Méthodes de maillage adaptatif

Ces différents estimateurs sont présentés ici dacad linéairea(u,v)=L(v) afin de présenter I'idée
générale de construction.

A.lll.L1.1 Estimateurs en résidu d’équilibre

Ces estimateurs sont basés sur le constat quertgaies contraintes éléments finis ne vérifie
pas les équations d'équilibre. Cela permet de coinstr des résidus d’équilibre :
Ri(v)=L(v)-a(u,,v). A partir du calcul des résidus élémentaires dpmtons d’'équilibre et du
saut des contraintes aux interfaces des élémamtsestimation de I'erreur est calculée et assaxiée
chaque élément du maillage. La non vérification égsations d’équilibre intérieure et la non
vérification des conditions d’équilibre sur le bathsi que la discontinuité au travers de l'inteefa
sont ainsi évaluées. Lorsque linterpolation linéaest utilisée, le terme décrivant le saut des
contraintes est prépondérant par rapport au tecmésidu d’équilibre [Cartensen 1999].

A.lll.1.2 Estimateurs d’erreur en contrainte

C’est le constat précédent qui a conduit ZienkiewsicZhu a construire une solution d’ordre
supérieure a celle de la solution éléments fingpéeant ainsi une meilleure approximation de la
solution exacte du probléeme. A partir de la solugéments finis, un champ de contrainggslissé,
vérifiant la continuité aux interfaces entre leénéknts est construit. Pour construire ce champ de
contraintes continu, il faut connaitre la valeus @entraintes aux noeuds. Dans [Zienkiewicz 1987],
cette derniére est obtenue par une minimisatiosesgus des moindres carrés de la distance entre le

champ continug,, et le champ éléments finis, . L’estimateur global est défini par

%
7= jtr((&h -0,) K5, —ah)) (A1)

qui correspond a une norme en énergie de I'erraufapproximation éléments finis du champ de
contraintes a été remplacée par le champ lissé.

La difficulté de cette technique est de constrierehamp de contraintes lissé. La pertinence de cet
estimateur repose donc sur la méthode de lissépeert

Plus récemment, les auteurs [Zienkiewicz 1992, 199899] ont proposé une méthode de
recouvrement SPR (Superconvergent Patch Recoveryy &t base sur la propriété de
superconvergence de la contrainte aux points desssdbette méthode est plus précise et moins
colteuse. Une expansion polynomiale des composdntésnseur des contraintes éléments finis est
calculée sur des patchs topologiques qui sont aies domaines du maillage centrés sur un nceud et
contenant un ensemble de points d'intégration.

A.lll.1.3 Estimateurs d’erreur en loi de comportement

Un couple admissible déplacement-contrai(ﬁe&) vérifiant les équations d’équilibre et les
équations de liaison (conditions de Neumann etcbligt) est construit [Ladeveze 1999b]. Seule la
relation de comportement n’est pas vérifiée. La wérification de cette derniére permet d’évaluer la
qualité de la solution. L’erreur en relation de @amiement est définie parfyc =5—A£(U).
Comme le déplacement éléments finis est admissiblggrendu = u, . Par contre la contrainte ne

I'est pas. Un champ de contraintes vérifiant lesa¢igns d’équilibre est donc recherché comme un
prolongement de la solution éléments finis. En tieéocet estimateur d’erreur donne donc une
surestimation de I'erreur exacte du probléme, notant en élasticité. Le plus grand défaut de cet
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estimateur est qu'il nécessite un effort en déyedopent important pour étre implémenté dans les
codes éléments finis. Il est particuliérement aflapta méthode LATIN, initiée elle aussi par Pierre
Ladeveze, suivant la méme philosophie.

De nombreux auteurs ont donné des estimations pautres méthodes telles que les
différences finies, les volumes finies, .... On pautbtamment citer les travaux de Jasak dans le cadr
de la méthode des volumes finis [Jasak 2000a, 2000b

Des travaux récents de Ammar [Ammar 2010c] et Lade\jLadeveze 2011] concernent des
méthodes d’'estimations d’erreurs pour la PGD.

Dans les travaux de Ammar al. [Ammar 2010c], uimedeur d’erreur local dit en quantité d'intérét
est proposé. Cette erreur en quantité d'intérébasée sur I'existence d’'une fonction du probléme
dual, dite fonction d'influence, représentant, damint de vue mécanique, l'influence des efforts du
probleme de référence sur I'énergie totale. Dansapéer, Ammar applique ce type d’estimateur a la
résolution de I'équation de Laplace 2D-3D et dgu@tion de Poisson 2D donc uniqguement dans le
cas de probléemes stationnaires. Néanmoins, comptedes propriétés de la PGD, I'extension de cette
méthode a la variable temporelle semble étre plessib

Dans [Ladeveze 2011], un estimateur d’erreur basge’erreur en relation de comportement est
proposée dans le cadre de la résolution PGD. thetde séparer I'erreur en relation de comportement
liée a la discrétisation de celle liée a la PGDnfhre de modes PGD pour représenter la solution).

Pour plus de détails sur les estimateurs d’errecaux (les précédents étaient globaux), le lecteur
pourra se référer par exemple aux théses de [Cha®@8ii] et [Delmas 2008] ou une bibliographie
détaillée est donnée avec notamment les estimadiengurs en quantité d’'intérét.

A.lll.2 L’adaptation de maillage

Les estimateurs d’'erreur a posteriori sont souceniplés a une procédure d'adaptation de
maillage, qui consiste & modifier le maillage afire la solution éléments finis soit plus précisarp
un moindre co(t de calcul. Les techniques d'adaptatle maillage reposent sur trois méthodes
principales : la h-adaptation, la r-adaptatioragtfadaptation.

Remarque. Notons que ces méthodes permettent d’adapter gpsoxdmations en espace. Ces
méthodes peuvent aussi étre utilisées pour ad@stapproximations en temps, ces derniéres pouvant
étre assimilées a des approximations en espaceupaunilieu unidimensionnel. Nous ne présenterons
pas ici les schémas a pas de temps adaptatif @as, ld cadre de cette thése, la formulation PGD
séparation espace-temps sera utilisée et de cdeféitmps sera vu comme une variable d’espace
unidimensionnelle.

« Dans la h-adaptation, seule la taille des élémestamodifiée, le degré d'interpolation des
éléments est conservé mais la topologie du maillagsition, nombre de noeuds, connectivité)
ne I'est pas. Cette méthode peut étre mise en odawtteux facons différentes :

- le maillage initial est découpé. Cette méthodecesnue sous le nom de méthode
locale de h-raffinement/déraffinement [Babuska 1982]nouveau maillage est construit en
subdivisant (par exemple au milieu) les éléments pesquels la valeur locale de I'erreur est
importante. Les maillages obtenus sont quasi-umiés: Cette méthode est bien adaptée pour
capter les singularités.

- le maillage est complétement régénéré. Cette rdéthet aussi connue sous le nom
de méthode globale de h-remaillage [Ladeveze 19B3hs ce cas, on crée un nouveau
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maillage sans lien avec le précédent. Un raffingreshutilisé dans les zones ou I'erreur est
importante et un dé raffinement dans le cas caoptr@ela méne a une distribution de I'erreur
plus uniforme.

Un exemple de maillage obtenu avec la h-adaptasodonnd-1G. A.lll-1 ci-dessous.

(c) Maillage adapté avec création de

(a) Maillage pere (b) Maillage fils adapté nouvean maillage

FIG. A.llI-1  lllustration de la h-adaptation aveaffinement non uniforme lors d’un probleme
d’écrasement d’'un cube [Boussetta 2005]

» La méthode de r-adaptation [Carroll 1973] consigtep@sitionner les nceuds du maillage sans
en ajouter de nouveau et sans en modifier les ctinités. Le degré des fonctions
d’interpolation est la encore conservé. La préanisle la solution numérique est, dans ce cas,
obligatoirement limitée au nombre de degré de tésedisponibles. L&IG. A.llI-2 illustre
un maillage uniforme et un maillage adaptatif obtear la r-adaptation pour le probléme sur
le contact de Hertz [Beal 2002].
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Maillage adaptatif
FIG. A.lll-2 Maillage uniforme et maillage adapfatbtenu par la r-adaptation [Beal 2002]
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e La méthode de p-adaptation ([Babuska 1981,1990F&aljo 1986, 1990]) consiste quant a
elle a augmenter le degré des fonctions d’intetjpriadans certaines zones en conservant le
maillage initial, cela meéne donc a plus de degediltbrté avec toujours le méme nombre
d’éléments. Un avantage est que le maillage utilisaporte peu d’éléments. Par contre, il est
difficile de prévoir le degré d’interpolation & ékio pour respecter une précision donnée tout
en minimisant le temps de calcul. L'inconvénienjaena est qu'il est difficile d’introduire ces
méthodes dans des codes de calcul industrielgjeresers possédant rarement des éléments
de degré supérieur a 2. Un exemple de maillagenolgar p-adaptation est donné suFl&.
A.lll-3 ci-aprés.

(a) Maillage mnitial (b) Maillage adapté par p-adaptation adaptative

FIG. A.lll-3  p-adaptation [Boussetta 2005]

Les méthodes h et p peuvent étre combinées dataptation de maillage et sont connues sous le nom
de hp adaptation [Oden 1989].

Le critere d’adaptation le plus simple consistaffimer le maillage uniformément. Tous les
éléments du maillage sont donc traités de la mémeiare. Cela méne a un nombre de degré de
liberté trés important. Les autres critéres ddmaffient sont les suivants :

- une valeur seuil absolue : Tous les éléments demelur est supérieure a cette valeur sont
raffinés.

- une valeur seuil relative : Tous les éléments tlereur est supérieure a un pourcentage de la
valeur maximale sont raffinés.

- une fraction d’éléments : Un certain pourcentaggéthents pour lesquels I'erreur est la plus
importante sont raffinés.

D’autres méthodes d’adaptation de maillage, ques meuprésenterons pas ici s’appuient sur
des techniques multigrille ou multirésolution. Dewmillages avec plusieurs niveaux de densité
croissante sont considérés. On peut citer la métBddR (Adaptive Mesh Refinement) [Berger 1984,
1989, Brown 2005] ou la méthode MLAT (Multi-Level Aptive Method) [Brandt 1977] ou encore la
méthode basée sur les ondelettes AWCM [Alam 20G&ilyev 1996, Vasilyvev 2005]. Le lecteur
trouvera dans [Cohen 2002] une comparaison entmmédsodes de maillage adaptatif éléments finis
et les méthodes basées sur les ondelettes.
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Rappelons que, dans cette these, nous n’étudieramdifférentes méthodes de maillage
adaptatif mais nous discuterons les différentesrfagle coupler la méthode PGD avec une méthode
de maillage adaptatif. En effet, comme dans leecddrla méthode des éléments finis, il existe deux
facons de coupler une méthode de maillage adaptatifremiere consiste a recalculer entierement la
solution et la deuxiéme consiste a continuer lewal partir de I'incrément ou le maillage adaptati
été nécessaire. L'efficacité de ces deux approd#gsendant de la dépendance a lhistoire des
problémes étudiés [Ryckelynck 1998]. Dans le preméey, le principal défaut est que le calcul doit
étre entierement relancé. Dans le deuxieme cagptiase du calcul nécessite le transport des Vasab
d'état de l'ancien sur le nouveau maillage. Diffége types de transport peuvent étre utilisés
[Boussetta 2005].

Dans le contexte de la PGD, la deuxieme méthodsistena conserver les modes obtenus
pour continuer & rechercher les autres modes. &si ane interpolation des modes de I'ancien vers le
nouveau maillage est nécessaire. Nous étudierorsais deux stratégies dans cette these.
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A.lV Stratégie adoptée dans le cadre de cette these

Aprés avoir passé en revue quelques méthodes rquaérpour la résolution des problemes
multiphysiques multitemps transitoires, notre cheigst porté sur la méthode PGD. Cette méthode
présente en effet un grand nombre d’avantages :

- C’est une méthode non incrémentale. Le temps estidéné@ comme une variable
supplémentaire de I'espace. La solution est dodterehée a chaque étape sur 'ensemble du
domaine temporel.

- C’est une méthode de réduction de modglgriori. Par sa représentation en variables
séparées, la performance de cette méthode potar tdgis problémes multidimensionnels est
incontestable. Or, la résolution des problémes iphysiques fait apparait un grand nombre
d’inconnues.

- C’est une méthode qui permet d'implémenter facilentiaspect multiéchelle, en considérant
des discrétisations différentes en temps et ercespa

Néanmoins, certaines questions restent posées comunseallons le voir aprés un apercu des autres
domaines d’'application de la PGD.

A.IV.1 Domaines d’application de la PGD

La PGD est actuellement utilisée dans un grand nem domaine et beaucoup de travaux de
recherche. Nous allons présenter ici une liste exdraustive des différentes applications de la PGD
afin de mieux cerner les points positifs et lesitis de la méthode. Pour plus de détails, le lecteu
pourra se référer a la revue concernant la PG far Chinesta et al. en 2011 [Chinesta 2011a].
Concernant les applications récentes et les différemallenges, le lecteur pourra compléter avec les
articles suivants [Chinesta 2010a, Chinesta 2011b].

Nous ne reviendrons pas ici sur les applicationscemant le transitoire et le multiphysique
présentées auparavant (&fl.3.2c) et A.l1.2.2).

Il est important de noter que la méthode PGD estraéthode qui n’a pas encore été implantée dans
des codes industriels et pour laquelle un grandonerme questions restent encore en suspens méme si
comme nous le verrons de nombreux travaux ontudiBgs sur cette derniére.

= PGD pour séparer I'espace physique

Les problemes définis dans I'espace multidimensbmeuvent étre séparés de différentes
maniéres. Considérons par exemple I'espace 3D. @b ey exemple le considérer comme trois
espaces unidimensionnels, décomposition trés eéfidans le cas du domaine cubique. On peut citer
ici les travaux de Dumon [Dumon 2011a] concernantésolution des équations de Navier-Stokes.
Cette séparation de variables a été étendue a degirtes autres que rectangulaires ou cubiques par
Gonzalez [Gonzalez 2010]. Néanmoins, la séparaltiétl’espace n’est pas toujours possible.

Des décompositions incomplétes sont donc parfdiségs. On pourra citer notamment les travaux de
Bognet et al. [Bognet 2012] dans le cas de géométriesplexes néanmoins extrudées selon
I'épaisseur pour laquelle la décomposition €sty)x z. Ce type de décomposition partielle permet

de résoudre des problemes 3D avec une complexiténsent 2D, ce qui ne remet pas en cause le gain
en terme de temps de calcul.

= PGD pour les problemes paramétriques
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La méthode PGD semble étre particuliérement intérge pour la résolution de problémes
paramétriques. En effet, les paramétres (commexmnple la conductivité thermique, les conditions
aux bords,...) peuvent étre considérés comme desblesi supplémentaires.

Considérons par exemple I'équation de la chaleocomsidérons la conductivité thermique comme une
inconnue. La PGD permet de calculer la solutionéggéle pour une large gamme de valeurs de la
conductivité thermique [Pruliere 2010a]. La résolutd’'un probléme avec une certaine valeur de
conductivité thermique consiste donc en un pod#tetreent et se fait doraffline.

Ce type de probleme paramétrique a été égalemesermiéedans [Bognet 2012, Ammar 2010d] ou les
parametres des matériaux sont considérés commdaroa¥e supplémentaire. Dans [Bognet 2012], la
direction anisotrope des couches d'un matériau ositglaminé est considérée comme une variable,
cela permet aux auteurs d'évaluer l'influence deidntation de chaque couche sur les structures
déformées par couplage thermomécanique. Dans [LaB@09, Lamari 2010] la conductivité
thermique, la température macroscopique et sonutenl temporelle sont considérées comme les
variables supplémentaires dans des calculs d’hongiggition lin€aire et non linéaire.

= PGD pour la simulation en temps réel

Lorsque les parameétres sont considérés comme deslles variables lors de la recherche de
la solution avec la PGD, cela permet de traitecildement des problemes d’'identification inverse ou
d’optimisationa posteriori.

Comme la solution PGD est une fonction de ces pdraesjéles problemes sont résolus par post-
traitement de la solution. Un grand nombre d’agians a déja été traitée. On peut citer le problem
d’optimisation du procédé [Ghnatios 2011] ou ender@robleme d’optimisation de forme [Leygue

2010].

Dans le contexte de la simulation en temps régbhrdbléme d’indentification inverse a été présenté
dans [Gonzalez 2012]. Il a été couplé avec deségies de contrdle dans [Ghnatios 2012] dans le
contexte de la DDDAS (Dynamic-Data Driven ApplicatiSystem).

Comme la solution paramétrique est calculée unedeéx la PGD (calcubffline), la solution pour
une certaine valeur de paramétres est déduitegstitiaitement (calcuwinling), le temps de calcul est
donc instantané. Cette étape a notamment été faitesstéléphones portables [Bognet 2012, Ghnatios
2012]. La PGD est appelée de ce fait iPGD.

Dans le contexte de la simulation chirurgicale, #swulateurs doivent fonctionner sous haute
fréquence, ce qui nécessite un temps de calcunitesié. Niroomandi et al. [Niroomandi 2008,
Niroomandi 2010] ont proposé d'utiliser la méthatke réduction de modéle POD couplée avec la
Méthode Asymptotique Numérique. Cette approche mmegas des résultats corrects lors de la
simulation des tissus mous biologiques complexesPGD est actuellement testée dans ce type de
situation et les résultats présentés lors de cené&s semblent encourageants.

= PGD pour les problémes stochastiques

La PGD a été largement développée dans le contkegeéquations aux dérivées partielles
stochastiques [Nouy 2007]. Dans ce cas, la PGDagselée Generalized Spectral Decomposition
(GSD). Nouy [Nouy 2008] a développé des algorithaesésolution en se basant sur la résolution des
problémes aux valeurs propres classiques. Cette @¥GBnsuite étendue aux problémes stochastiques
non linéaires avec deux stratégies alternativaesprémiere consiste a utiliser la PGD comme un
solveur pour les problémes stochastiques linéafidéay 2008] alors que la deuxiéme consiste a
construire la décomposition de la solution direaetra partir du probléme non linéaire initial [Nouy
2009]. Dans [Nouy 2010b], la PGD est appliquée plaurésolution de problémes stochastiques
multidimensionnels avec des représentation terikwie
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La PGD en tant que méthode de réduction de modélé eouplée a la méthode des éléments
finis dans [Ammar 2011, 2009] et également a lahowd des éléments frontieres dans [Bonithon
2011].

Un certain nombre d’autres travaux portent sur mmedleure compréhension de la méthode
d’un point de vue de I'analyse numérique (convecgebases optimales, validité de la méthode vis-a-
vis des opérateurs différentiels traités, ...). Comaet des estimateurs d’erreur, on peut citer les
travaux de [Ammar 2010c, Ladeveze 2011], qui ost @tésentés dans la partie « méthodes de
maillage adaptatif » de ce chapitre bibliographigdiautres travaux concernent le traitement des
opérateurs non symétriques avec la méthode PG2ffEf) comme nous le verrons dans cette these,
dans le cas d'opérateurs ou la non symétrie egioptrante, I'algorithme classique ne fonctionne
pas. Une méthode de minimisation du résidu a é@pqg3€e pour traiter ces problémes, notamment
dans les travaux de [Ladeveze 2011, Pruliere 20A0amar 2010b] ou dans [Nouy 2010a] sous le
nom de Minimax PGD.

Rappelons enfin que la méthode PGD est proche @iartée de la LATIN. Les travaux concernant
cette méthode doivent donc étre cités et en pégioteux de [Neron 2004, Passieux 2008, Ladeveze
2010] ou la partie PGD de la méthode est largemlisottée.

A.IV.2 Stratégie de cette these

La PGD est une méthode émergente qui a été utiliaee plusieurs domaines et semble étre
tres prometteuse. L'objectif de cette thése estaller la capacité de la PGD pour résoudre des
problémes multiphysiques couplés transitoires ecaméue des matériaux.

Plusieurs questions se sont donc posées au débattkhese et auxquelles nous tenterons de
répondre.

= La PGD est-elle un bon choix pour la résolutiorpdeblemes multiphysiques ? La recherche
de la solution sous la forme représentation ségamndte t elle les problémes qui peuvent étre
traitées avec cette méthode ?

= Quel maillage temporel choisir selon le temps dar&tique de chaque physique ? Comment
la PGD se comporte t elle pour des maillages teetpdlifférents ? Dans des cas fortement
couplés ? Est elle capable de prédire tous trarest®@ Comment peut on la coupler avec une
méthode de maillage adaptatif ? Est-il intéresdardonserver les bases déja calculées ?

= Dans le cas des probléemes multiphysiques multiteregisce intéressant d'utiliser plusieurs
bases temporelles ?

= Quel est le type de couplage que l'on peut résowdrec la PGD en mécanique des
matériaux ? Jusqu’a quelle complexité peut onsetilla PGD ?

= Comment prendre en compte des non linéarités ?

Dans cette thése, un certain nombre d’exemplesdsont traités afin d’évaluer la capacité de
la PGD. Au fur et a mesure des chapitres, les ekmmpont considérés avec une complexité
croissante : problémes transitoires découplés, |gmus transitoires découplés non linéaires,
problémes couplés et transitoires.
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Stratégie adoptée

Dans un premier tempsHapitre B), la résolution d’'une équation de la chaleur 2D es
présentée et les tests réalisés avec des sourcdmlder différentes permettent de tester la méthod
pour la prédiction de transitoires tres différerita. nécessité d’associer la méthode PGD a une
méthode de maillage adaptatif est clairement misévidence. Ce couplage est donc étudié dans ces
cas relativement simples dans la mesure ou unee gglysique est considérée. Cela permet
d’envisager de conserver ou non les modes PGDlapa@uite du calcul.

Dans un second tempsh@pitre C), la résolution d’'un transitoire avec une soureela
chaleur non linéaire est envisagée. Une approchplaat la PGD a la Méthode Asymptotique
Numeérique est alors proposée. La technique deramiton est mise en ceuvre pour construire la
branche non linéaire.

Deux problémes couplés présentant des couplagisatquations de natures différentes sont
ensuite étudiés: un probléme diffusothermique igiment couplé et un probléme
thermoviscoélastique fortement coupkhdpitre D). Dans ce cas, pour prédire correctement les
transitoires, le couplage de la PGD avec une métldedmaillage adaptatif est présenté et discute. Le
questions liées aux bases temporelles seront dessainsi que la prise en compte de différentsstype
de couplage en lien avec la nature des problémegst

Une conclusion rassemblant les principaux résuli@squants obtenus dans ce travail est
ensuite proposée.
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CHAPITRE B — PGD POUR UN PROBLEME TRANSITOIRE LINHRE

L'objectif de ce chapitre est d’étudier la capacité dentthode PGD a la résolution d'un
probléme transitoire linéaire en deux dimensions. Nous allons tdadrd’arésenter la formulation du
probleme avec la PGD progressive pondérée. Plusieurs parardetries PGD seront étudiés :
I'influence du maillage considéré, l'influence de la sourcesdlavergence, la méthode de résolution
afin de tester le comportement général de cette méthode. Stnarces de chaleur seront testées qui
donnent des réponses transitoires tres différentes afin deurgiasbune certaine généralité des
développements. L’étude de l'influence des parametres Swolges transitoires permettra de mettre
en évidence l'intérét d’'une technique de maillage adaptatif afiapterer de maniére automatique les
zones de fortes variations de la solution.

Dans la deuxieme partie, une technique de maillage adaptatifisnc proposée. Différentes
stratégies de couplage technique de maillage adaptatif§e@iht présentées. Les résultats obtenus
pour chaque source de la chaleur ainsi que l'influence de paeantit maillage adaptatif seront
discutés.

B.l La PGD dans le cas du probléme de la chaleur transitoire 2D

Dans cette partie, la résolution de I'équation de la chaleer & PGD sera tout d’abord
présentée sous la forme discrete classique [Ammar 2007]ssqus la forme tensorielle [Chinesta
2010a, Pruliere 2010a]. Quelques remarques concernant l'utilisationndeifaisation du résidu et
d’'un schéma temporel consistant seront apportées. Les résaltais discutés pour trois sources de
chaleur différentes.

B.l.1 Formulation du probléme

B.1.1.1 Formulation de la PGD progressive pondérée
L'équation de la chaleur 2D étudiée s’écrit sous la forme suivante:

pC%—I—AT div(gradT)=f (B.I-1)

ou la températur@ est une fonction scalaire dépendant de I'espace et du temﬂ's,:i]é(x,y,t). P
représente la densit&; la chaleur spécifigued; la conductivité thermique ef la source de
chaleur.

Le probleme est défini sur un domaife=Q, xQ, xQ, qui correspond respectivement a I'espace
'espacey et le temps.

Pour simplifier I'écriture, on considere des conditions aux bordsitles nulles ainsi que des
parameétres materiau constants, C et A; constants).

Le probleme(B.I-1) présente un temps caractéristique lieé au rapp@t A, lorsque le domaine

spatial est fixé. Ce rapport ainsi que la source de chalfluemcent les parties transitoires de la
solution.

L'idée principale de la PGD est d’exprimer la solution commeaamebinaison linéaire de fonctions a
variables séparées. Comme nous l'avons précisé dans lérelmpcédent, pour la résolution de
problémes transitoires, la PGD peut étre appliquée de deux facons :

- Schéma de décomposition partielle. Dans ce cas, la décompositioes?@ppliquée sur
les variables spatiales uniquemenety) et un schéma incrémental en temps classique est
conservé (par exemple un schéma explicite, implicite ou encor@ralek-Nicholson)
[Dumon 2011a, 2011b]. La PGD est donc incrémentale.
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- Schéma de décomposition compléte. Dans ce cas, le temps estetdaitdéme facon que
les variables d’espace. Nous avons donc une décomposition selamidddesx,y ett. La
PGD est considérée comme une méthode non incrémentale.

Rappelons que d’autres variantes de la méthode consigtenpas décomposer de maniére compléte
les variables spatiales. On pourra citer notamment lesuttal@ Bognet et al. [Bognet 2012] dans le
cas de géométries complexes mais extrudées selon I'épaigsaurlaquelle nous avons une
décomposition(x,y)xz. Cela permet de décrire des géométries complexes. Notons que pour

appliquer la PGD, il faut avoir une géométrie séparable. Beaux sont aussi menés pour appliquer
la PGD a des domaines autres que rectangulaires ou cubiques [Gonzalez 2010].

Dans le cadre de cette thése, nous supposons que le domaintargulaice et nous choisissons une
décomposition complete des variablex yxt. En effet, les applications visées a long terme

nécessitant de prendre en compte des temps caractérisogeesent différents, c’'est I'aspect non
incrémental en temps qui nous intéresse.

La solutionT est donc recherchée sous la forme :
T(xy,t)=>a' F' ()G (y)H' (1) (B.1-2)
i=1
ol n est le nombre final de triplets de fonctions requis pour dé€Erieec une précision donnée'

I'amplitude et F'(x),G'(y),H'(t) les fonctions & variables séparées (qu’on appellera nedes
espacex, y et en temps.

La PGD est considérée comme une méthode de réduction de mqguéda car les fonctions
F'(x),G'(y),H'(t) sont supposées inconnues au début et déterminées au fur et & duesure
calcul. Elles sont définies sous forme discréte en lien amemaillage spécifique e, y et t.

Notons N (respectivemeritl ) un vecteur contenant les valeurs des fonctions de formeg@te
direction x (respectivementy) et L un vecteur contenant les valeurs des fonctions de forme du

temps. Ces fonctions sont choisies linéaires pour I'espasiecgia pour le temps', G' et H' sont
les valeurs nodales des fonctions séparées associées aux fonctiomgede for

L'expression deT (Eq.(B.1-2)) a l'itération n s’écrit sous la forme discrétisée suivante :

T(x,y,t)=zn:ai (NTFi)(MTGi)(LTHi) (B.I-3)

Pour appliquer la PGD, nous supposons que la source de chaleurasigsirisous la forme d’'une
fonction a variables séparées:

Fxy) =3 B 00 ()1 (1) (B.1-4)
i=1

Elle s’écrit donc sous la forme discrétisée :

f(x,y,t)=i,8i (NfoXi)(Mfoyi)(Lfoti) (B.I-5)
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ou Ny ; M, et L; sont les vecteurs qui contiennent les fonctions de forme posouece et

fl fyi ,f. les valeurs nodales associées. Les fonctions de forme deda sont différentes de celles

de la températurd . Dans la suite de la thése, ces fonctions sont définies snérhe maillage que
celui de T mais contrairement aux fonctions de formeTdeelles présentent des composants aux
bords en espace et a l'instant initial. Cela permet dérdéame source non nulle aux bords et non
nulle a l'instant initial.

La construction de la solution avec la PGD consiste en une procédure itérative composée a
chaque itération par trois étapes : I'enrichissement de la leasaicul des coefficients et le calcul du
résidu.

Considérons l'itératiok . Tout d’abord, I'enrichissement de base nous donne les fonctions a

variables séparées suivards'(x); G**(y); H**(t), ensuite les coefficients’ sont calculés pour
toutes les fonctions a variables séparées obtenuesi(paur.,(k +1)). Et enfin, le résidu est calculé.

La procédure itérative est répétée jusqu’'a convesyelba convergence est atteinte pour une valeur
suffisamment petite du résidu.

Détaillons maintenant les trois étapes pour umatitin.

a) Etape d’enrichissement de la base

A partir desk fonctions a variables séparées et leurs coeffigiansociés, les fonctions a
variables séparéeR( x) S(y)P(t) sont calculées. Elles sont solution de la formatatiariationnelle

de Galerkin liée a EqB.I-1) :
pch 2 do-2 jT div( gradT )dQ = jT f dQ (B.1-6)

avec un champ rédl et un champ virtueT~ . Aprés intégration par parties et prise en conuigt®
conditions aux limites, cette équation s'écrit:

0T  oT T aT
c|T dQ A —t— dQ=|T fdQ -
P j J‘[ax ox oy ayJ I (B.1-7)

Nous considérons les champs réels et virtuels stiva

T(xyt)=> a F'(x)G'(y)H'(t)+R(x)S(y)P(t) (B.1-8)
i=1
T (xYy,t)=R (X)S(y)P(t)+R(x)S (y)P(t)+ R(x)S(y)P" (1) (B.1-9)

Cela mene a la résolution d’'un systeme non linéair®(x), S(y) et P(t). Comme proposé par

[Ammar 2007], ce systéme est résolu par la méthaeleoint fixe a directions alternées. Cette
méthode consiste en une procédure itérative oalldgien d’une variable est recherchée en imposant
la valeur des autres :

- Trouver R(x)

Supposons connu S(y) et P(t), ce qui impligue un champ Vvirtuel

T (x,y,t)=R (x)S(y)P(t) puisque S (y) et P (t) sannulent. L’'équation(B.I-7)
s’écrit donc:
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cf(R ( x)S(y)P(t))EﬁR( x)S(y)aP(‘)de
(GR Ws(y )P(t)}tﬁ"’fx)S(y)PmJ
| X

. [R(x)as(y)P(t)JtER(x)mP(t)j
dy oy

= [ (R (0s(y)P())F (x.y.1) d2

Q

dQ

(B.I-10)

—pcj(R(x)S(y)P(t)) ZaF(x)G( ak (”j

(OR(X)S( )P(t)J ﬁa oF (X)G( H' (t)J

dQ

x|

ol [R* (X)_asa(yy) P(t)} S Fi(x)—aGaf/y) H' (t)J
i=1

OR
On obtient ainsi un systeme linéaire a résoudre pdaterminerR(t) qui s’écrit sous la

forme discrétisée:

o],

y Qt Qx

Q Q Q,

+ A EST[J'deMTdyJSEPTULLTdt PO [NNTdx||R

y

+pC EST[IMMTdyJSEPT[ILdLTdt P J.NNde
Q

y Q Q,

Zf“/;i [ST{IMM dey}y‘ EPT{ILLdetthi EEINNdex}f; (B.-11)
i=1 Q,

Q, x

oo st

Q, Q Q,

-Nal|+ A EST[IdeM dy}G EPT{jLLTdt H' O [NNTdx |F'

y Q Qy

+pCIB' jMMTdy G P’ deLTdt H O jNNde F
Q, Q Oy
L’équation(B.l-11) peut étre exprimée sous la forme :

ROU,(S,P)=U.,(S,P)-Uy,(F',G',H',S,P) (B.I-12)
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D'ou :
R=U,(S,P) (B.I-13)

- Trouver S(y)

Supposons connu R(x) et P(t), ce qui implique wun champ Vvirtuel

T (x,y,t)=R(X)S (y)P(t). De la méme maniére que précédemment, nous obtemons
systeme linéaire a résoudre pour détermisir) :

S=U,(R,P) (B.I-14)

- Trouver P(t)

Supposons connu R(x) et S(y), ce qui impligue un champ virtuel
T (x,y,t)=R(x)S(y)P" (t). Nous obtenons la encore un systéme linéaire aidésgour
déterminerP(t) :

P=U,(R,S) (B.I-15)

A la |1°™ sous itération, le résidu ci-aprés est calculéptarédure de point fixe s’arréte lorsque ce
résidu est suffisamment petit ou lorsque le nomfeimal de sous itératioh,,, est atteint.

|
H N fixe
€ ie €St UN parametre fixé par l'utilisateur ainsi ¢ei@ombre maximal de sous itérations.

—IpMNcp() _ p(I-1)gi-1)p(l-1)
Z—HR sOph —RIMDSIDP st‘em (B.I-16)

Aprés convergence, les nouveaux mode$?(x), G**(y), H**(t) sont obtenus en
normalisant les fonctionR(x), S(y) et P(t) avec la normé?.

Le TAB. B.I-1 montre I'algorithme de I'étape d’enrichissementaleésolution PGD.

1 . tant que(l < Imax et HN fiXel

2 >£fixe) faire
2:  Calcul deR") =y, (S!™ P

3: Calcul deS") = U,(R", P!

4: Calcul deP") = U, (R",sM))

5: Calcul deHN ﬁxe'

2
6 :fin tant que

7 : Normalisation F *** = R Gk = S T P

R, TS, TR,

TAB. B.I-1  Algorithme de I'étape d’enrichissement
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Remarque. Il est possible de chercher plusieurs tripletsfagctions simultanément. La taille du
systéme non linéaire a résoudre va augmenter @aoas; proportionnellement au nombre de triplets.
La résolution de ce systéme peut étre colteusa edrivergence de la méthode de point fixe peut
s’avérer beaucoup plus lente.

Dans le cadre de cette thése, nous cherchons un tdplgt de fonction a chaque étape
d’enrichissement.

b) Etape de projection (calcul des coefficients)

Etant donné que les fonctions'(x);G'(y); H'(t) pour i=1,..k+1 sont maintenant

connues, les coefficienis' sont solution de la formulation variationnelle@alerkin(B.I-7) avec les
champs réels et virtuels suivants :

k+1

T(xy.t)=2 a F'(x)G'(y)H'(1) (B.I-17)

k+1

T (x,y,t)=Z(a‘ ) F'(X)G'(y)H'(t) (B.1-18)

L'équation(B.I-7) s’écrit donc :

pcj[i”i )*Fi(X)G‘(y)H‘(t)jtéfalF'(x)G'( yOH (1) (t)]
Q -

i=1 J

(g( aF(x)G( ! (t)]Eﬁg aFa(x)G,( )H,(t)J

j=1

k+1 oL i ) k+1
+[§(a') F'(x)—aGa)(/y)H'u)JEEZ alFi(x )GG'(”H'U)J

j=1

da (B.I-19)

+)|T.[
Q

k+1 S ) )
=j[2(a') F'(x)G'(y)H'(y)JDf dQ
o\i=l

O(a')

Dans le cadre de I'équation de la chaleur, celgent\a la résolution d’'un systéme linéaire pour
déterminer lesy' :

1
Kll e le( k+1) a Vl

e (B . |-20)
K K akt V,
(K+1pL e (k+L)x(k+1) k+1

ou les composants de la matrike et du vecteuV sont définis par :
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o, 1) 13) 4 3 o

A{IGFi(X)aFi(X)dX J‘Gi(y)Gj(y)dy E{IHi(t)Hj(t)dtJ

_ i i 9G'(y) 9G (y) : '
Kij = +/1T[§_2[F (X)F](X)dx}[]Q dy dy dy EE(_!:H (t)HJ(t)dt}

y

(B.I-21)
+pc[jF (x)P(x)dx} [ (y)e! (y)dy E{jH QranOr J

Y

1<i,jsk+1
v =35 dF (0t Po)de ()i () asisken
p=1

Notons que tous les coefficients sont recalculébaue étape de projection et non pas seulement le
dernier coefficient. Cela permet d’obtenir des foieints qu'on pourrait dirdoptimauxX pour les
modes obtenus.

c¢) Etape de calcul du résidu

La solution est maintenant obtenue sous la forme(EI-2) avec k + 1 modes. Le résidu
relatif (noté RRe) lié a (Eq.(B.I-1)) est défini par :

‘pC %t -t dlv(gradT)—f

I,

ou | |, signifie la normel®. Ce résidu est calculé a chaque itération. Laduhoe itérative est

RRe= ) (B.1-22)

stoppée lorsqué&kRe est suffisamment petit.

Dans ce qui suit, nous allons présenter la fornaaensorielle de la PGD pour le probléme
de la chaleur transitoire 2D. Cette écriture faeilimplémentation de la méthode. Elle a été pnése
dans [Chinesta 2010a, Pruliére 2010a].

B.l.1.2 Formulation tensorielle

La températureT est recherchée comme une sommendproduits tensoriels entre les
vecteursF', G' etH' et pondérée par des coefficients natés Elle s'écrit :

T=)aF O0G' OH' (B.I1-23)
i

La formulation variationnelle du problén(.I-7) peut étre écrite sous la forme discrétisée suivant

T AT=T""B (B.I-24)
avecT etT' ' les champs réel et virtuel.
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Probléme de la chaleur transitoire 2D

A et B sont obtenus a partir des représentations discdete opérateurs différentiels et de la source
dans la formulation variationnelle (E@.I-7)). On peut les représenter sous la forme séparée :

nA . . . .
A= Z a A OA OA
o (B.I-25)
B=> b'B, 0B, OB,
i=1
ou les composants dé&\ s’écrivent (1, = 3 correspond aux 3 opérateurs apparaissant dans la
formulation variationnelle) :

i=1 i=2 i=3
A .[deNde jNNde jNNde
Q, Qy Q4
A jMMTdy J.deMTdy J-MMTdy
Qy Qy QY
A j LLT dt j LLT dt j LdL" dt
Q, Q &
a' A Ar pC

TAB. B.I-2  Composants dé&

et les composants d& s’écrivent (i; =n; correspond au nombre de termes séparés nécesgsaires

décrire correctement la source de chaleur) :

1<is<sng
B [ NN Tax [f,
QX
. .
B!, [MM Tay |f)
Qy
B! fLe Tdt]f;
Q
bi ﬁi

TAB. B.I-3  Composants d&

Nous présentons I'écriture tensorielle des troép&s a), b) et c) pour la construction He
Supposons que nous sommes a l'itération c'est-a-dire lesk fonctions a variables séparées et

leurs coefficients associés sont connus.

a) Etape d’enrichissement de la base

Dans cette étape, les fonctions a variables sépdréel (R 0 SO P) sont calculées. Elles
sont solution de la formulation variationnelle del&kin liée a(B.l-1) avec les champs réels et

virtuels suivants :
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T=)a'F OG OH' +ROSOP (B.1-26)
i

T"=R 0SOP+ROS OP+ROSOP (B.1-27)

Cela mene a la résolution d’'un systéme non linéairR® , S, P qui est résolu a l'aide de la méthode

de point fixe a directions alternées. Rappelon®ltgi’consiste en une procédure itérative dont les
différentes étapes s’écrivent sous forme tenser@mme suit :

Trouver R

Supposons conn@ et P, ce qui implique un champ virtud™ =R" 0 SO P. L'équation
(B.I-24) s’écrit donc:

[2@((#) R)0 (s As)o () )}[iiaﬁai((wwiju((s)TA;ei)m((mej)]

i=1 j=1

>

f

=S (IR 8 ) o (578, )0 () ) (B.1-28)

i=1

OR"

On obtient ainsi le systéme linéaire Bnsuivant:

S w)alsy msloler Al

3k (B.1-29)
ol L)m((s)TB;)m((p)TBL)_(;;a.(AXFJ) o we ol )TNHj)J
D’ou:
R=U.(S,P) (B.I1-30)
Trouver S

Supposons conniR, P, ce qui impliqgue un champ virtud” =R OS OP. L’équation
(B.I-24) s’écrit donc:

(Sl arla (i8] 8o ey ae) o S3:aor aeto (6] A oler an)
Z:, o (R)'B,)0 ((S*)TBiy)D((p)TB;) (B.I-31)

os

Ainsi, on obtient le systéme linéaire 8nsuivant:

[ (w7 Al (e )o e el
-So(wr o )oera{ $3a ey A Joler Jofer an)

(B.1-32)

i=1 j=1
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D’ou:

S=U,(R,P) (B.1-33)

- Trouver P
Supposons conniR, S, ce qui implique un champ virtuef™ =R OSOP" . L’équation
(B.I-24) s’écrit donc:

a (R AR)O () ALS)O ((P* A P)] {

[3

Yaal ((R)T ALFJ')D ((s)T AG! )D((P* J A Jj]

3
i=1j=1

Mo

(i

1
-

= in'l o' (R)" B )0 ()7 B, )0 (P)si) (B.1-34)
Ainsi, on obtient le systeme linéaire ensuivant:
Sy e 4l
I:nlf 3 K (B.1-35)
=S ooy oo 3 S e ol o )|
D’ou:
P=Us(R.S) (B.1-36)

A la |°™ sous itération, le résidu ci-aprés est calculéptacédure du point fixe s'arréte lorsque ce
résidu est suffisamment petit ou lorsque le nomfe&imal de sous itératioh,, est atteint.

HNfixel ‘R(' )ghHp(h) - R(|—1)S(|—1)p(|—1)“2 <. (B.I-37)

ou &4, €st un parametre fixé par l'utilisateur.

2

Les nouvelles fonctions de base sont définies apygmalisation des vecteuRs, S et P par :

Fk+l — R

=" gk
IRl

S K+
= o H = B.l-38
ER [P, (B.1-38)

b) Etape de projection (calcul des coefficients)

Etant donné qué + %ecteursF', G', H' pouri=1,...k + 1 sont maintenant connus, les

coefficients @' sont solution de la formulation variationnelle @alerkin associée a (E¢B.I-24))
avec les champs réels et virtuels suivants :
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k1 ) )
T=)a'F O0G' OH' (B.1-39)
i=1
* k+1 A L3 . . .
T =Z(a') F'OG OH' (B.1-40)

i=1

Dans le cadre de I'équation de la chaleur, celeen¢\a la résolution du systéme linéaire suivant :
Ka=V aveca' ={a1 ,...,ak+1} (B.1-41)

ou les composants de la matrike (dont la taille es{k +1)x(k +1)) et ceux deV (dont la taille est
(k+1)x1) s’écrivent:

Kj :pZ:ap ()" ApF (! )TAy"Gi)E((Hi Y APHI)  (1si,jsk+1)

Nt (B.|-42)
v, =Y P d(F) B )d(G B )d(H ) BP)  asi<k+1)
p=1
¢) Etape de calcul du résidu
Le résidu lié a (EqB.I-24)) est défini a partir de :
Res™=B-4T=) b'B, 0B, OB, - > aa’ (A'XF’ OAG' O A;Hl) (B.1-43)
i=1 i=1 j=1
Ce résidu peut s’écrire sous la forme :
Res™ =% c'C, 0C| OC; (B.1-44)

i=1
avec n. =n, +3(k+1) ol k+1 est le nombre de modes obtenus cét sont les coefficients
correspondants.

La norme euclidienne de ce résidu (nB¥) est calculée a chaque itération:

RV =

Y dcioc, oc
i=1

nC nc . . . . . . . .
:\/ZZC'C‘ XxC,,C)>xC|,C)>XxC,C/> (B.I-45)

2 i=1 j=1

Remarque. Ce résidu est relatif & I'équation variationnelke Galerkin, c’est donc un résidu au sens
faible alors que le résidu présenté sous formeétis@tait celui lié au probléme continu fort. ladgcal

de ce résidiRV est plus facile a implémenter et moins codteux lguetsidu du probléme fort (Eq.
(B.1-22)). De plus, il peut étre étendu facilement au protd couplé que I'on va considérer.

Dans la suite de la thése, le résRiiest donc utilisé pour vérifier la convergence.

La procédure itérative est stoppée lorsque le teuréduction du résidRV devient supérieur
a un seuileg,, fixé par l'utilisateur soit encore le rapport entteux résidus consécutifs est supérieur a

Erv -
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Ty =———>& B.1-46
RV RV RV ( )

Pour un maillage donné, on noteRY/° le résidu initial c’est-a-dire celui obtenu aveen@de pour
lequel seule la source est prise en compte. lespond donc au calcul de :

RV =|B|, = (B.1-47)

N¢ ) ) ) )
> b'B} OB, OB;
i=1

2

L'algorithme (TAB. B.I-4) résume les différentes étapes de la résolutioD E@ne équation aux
dérivées partielles pour laguelle I'inconnue ndtéest décomposée selon 3 variables.

1: tantque(k<k et—RVk < ggy ) faire
: q = Kmax €L ok = Erv
2: On posel = a'F' 0G' OH'

a) Etape d’enrichissement de la base

3: tant que(l <1, et HNﬁxe' , > Ene) faire

4: Calcul deR(") = U, (S!'™ ,p(™))

5: Calcul des®") =u,(R",p(™)

6: Calcul deP!") =U4(R"),s")

7: Calcul de|N 2

8: fin tant que

9: Normalisation F¥* = X . GKY - S = R - P
IR, IS1, [Pl

b) Etape de projection
10 : Calcul des coefficien{&rsr1 ,...,a'“l}

c) Etape de calcul du résidu

11: Calcul du résidu Rv**

12: k=k+1
13: fin tant que

TAB. B.I-4  Algorithme de la résolution par la PGD

Dans la suite de la thése, le nombre de sousigesamaximall ., est choisi égal a 100 et est

pris égal 410 sauf mention contraire.
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En général, pour les problémes traités, la PGD exev rapidement aprés quelques itérations. On
choisit donc comme nombre maximal de modes 2Q0Q.(=  ).200

B.l1.1.3 Minimisation du résidu

Notons que l'opérateur relatif & I'équati@B.l-1) est non symétrique, Pour certaines valeurs
des paramétres matériaux, la formulation présetitdessus ne converge pas. Il est donc nécessaire
d’appliquer une technique appelée minimisation ésidu [Ammar 2010b, Nouy 2010a, Ladeveze
2011]. Elle consiste a symétriser les opérateurs.

Dans le cadre de I'équation de la chaleur, lordgquepefficient de la dérivée temporells devient
prépondérant par rapport a celui de la dérivéeiadpatC, la méthode de point fixe a directions

alternées peut mener a des cas de non convergara®e aonvergence trés lente pour une précision
demandée. Pruliere [Pruliere 2010a] constate qua’deminimisation du résidu, la convergence est
améliorée pour un opérateur non symétrique.

L'idée de cette méthode est de minimiser le rédidygprobléme pré conditionné suivant (écrit
sous forme tensorielle):

A"AT=A"B (B.1-48)

La formulation variationnelle du probleme s’écrit :
T ATAT=T""A"B (B.1-49)

ol les composants d’opérateur sont maintenéihtt et A" B. lls s’écrivent sous la forme séparée
suivante:

N Na

ATa=XS dal(A) Alo(a) Alo(a) A

i:i i:: (B.1-50)
ae=Y Y ab () Bo(&) B 0(a) )

i=1 j=1

La solutionT est ensuite construite a l'aide de la procédémative composée a chaque itération par
les trois étapes : I'enrichissement de la basealeul des coefficients et le calcul du résidu camm
présentée daris.1.1.2.

Notons que dans ce cas le résidu est calculé ppwg/ant sur le probleme d’origine (E@.I-24)) et
non le probléeme symétrisé.

Nouy [Nouy 2010a] démontre qu'il y a une décroissamonotone du résidu lorsqu’on enrichit la
solution.

B.l.1.4 Schéma temporel consistant

L'utilisation de la technique de maillage adaptatiésentée par la suite nécessite I'utilisation
de discrétisations irréguliéres.

Pour des raisons de consistance du schéma tempoarshar et al. [Ammar 2007] ont proposé
d'utiliser la formulation Petrov-Galerkifupwind'. Cette formulation a été mise en place dans le cas
d’'une discrétisation réguliére et est étendueacisde cas d’une discrétisation irréguliére. Ehsatit
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une fonction d'interpolation de temps modifiee= L +hdL , a la lignei de la matrice d’intégration
Iii dLdt correspondent trois termes non nuls :

- _ 1 1 ) _1 1 .

J‘Li dl—idt—h{ + _ti},ILi dLi+1dt—§ h———;

t-t, (ti+l -t )

| i+1

! . . (B.I-51)
JLdidt=="+h——~

(ta—t)
En utilisant le fait que le term§ L; di,,dt doit étre nul, on en déduit la valeur klen fonction de

. N rvd £
I'intervalle de temps considéré, airtsi 2
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B.l.2 Résultats

Dans cette section, les résultats obtenus polg smirces de chaleur sont discutés. Pour tous
les cas de simulation, le domaine spatial considstréQ, xQ, = [— T + 77]2. Les paramétrep, C

et A; sont supposés constants et égaux a 1.

B.l.2.1 Simulation avec une source de chaleur bimodale

La source de chaleur bimodale est une fonctionimeatgui a pour expression :
F(xy.t) = 20sin(x)sin(y)cos(t)e™ +(sin(2x)sin(2y)cos(t)e ™| (B.I-52)

Cette source est composée de deux termed, = sin(x) sin(y)cos(t)e™ et
f, = sin(2x)sin(2y)cos(t)e™ . Elle génére une réponse avec plusieurs trarsitaielon les points
de l'espace considérés et nécessite donc l'uibisade maillages de densités différentes (maillages
irréguliers).

La solution analytiqgue exacte a pour expression :

T, = 24sin(x) sin(y) sin(t)e ™ + (sin(2x) sin(2y) sin(t)e™® | (B.I-53)

Notons que la solution analytique est une foncéiorariables séparées qui comporte deux modes. La
PGD devrait donc permettre de capter cette sol@iodeux modes.

Afin de valider les développements numériquesrdier entre la solution numérique et la solution
exacte notéeNRE est calculée comme suit :

”T B TeX”z
T,

Pour cette source, le domaine temporel choisKest [0;10] (s). Remarquons que la représentation
de cette source de chaleur bimodale nécessite iilageasuffisamment dense.

NRE= (B.I-54)

Une premiére simulation est menée avec des disatiétins régulieres en espace et en temps de
101x101x 201 points pourx, y ett respectivement.

Le critere d’arrét de la PGD s’appuie sur un taexétiuction du résidgg,, =95% (Eq.(B.1-46)).

La solution numérique est obtenue avec deux modes. coefficients sont tels que
a :[9.25,1.1]] et le résidu final est de 0.047. E&G. B.I-1 montre que les deux modes pour I'espace

(F*, F? pour x et G', G? pour y) ont la forme des fonctions sinus comme attenélugcolution

exacte Eq(B.I-53)). Les fonctions du tempd®, H? présentent des parties transitoires trés localisée

(FIG. B.I-1(c)). Elles ne pourront donc étre captées que diderétisation utilisée est suffisamment
fine ce qui est le cas pour cette simulation (pasedhps de 0.05s pour des zones transitoires éendu
sur environ 3s). Sur I&IG. B.I-1 (a) et (b), nous voyons que les modes spatiauk &galement
localisés. Le champ de températurteég@al 0.5 (s) est représemiis. B.I-1 (d) et met en évidence les
symeétries de la solution.

Pour ce cas de test, I'erreur par rapport a latisoliexacte NRE) est de 0.083. Cet écart est assez
faible et permet de valider I'implémentation dé”laD.
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2 w 2 ‘
1 1
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|
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>
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(c) x(m) (d)

FIG. B.I-1  Fonctions de bases pour les variaklgs, y (b) ett (c).
(d) Distribution de la température en espace apsem 0.5

La FIG. B.I-2 (& gauche) montre I'évolution de la températurdometion du temps au poink (y) =
(-2.51, 0.62) pour la solution numérigue et la 8oluexacte. On remarque que la solution présente
une partie transitoire pout =[0; 3] et une partie stationnaire pour= [3; 10]. Dans la partie
stationnaire, les deux solutions coincident. Néangsyales écarts existent dans la partie transitoire
d’ou la valeur non nulle du résidMRE. Cet écart est sGrement lié au maillage utilisé.

Le pas de discrétisation temporelle de 0.05 sembiasuffisant pour décrire précisément le régime
transitoire. Ainsi, comme montre RIG. B.I-2 (a droite), I'écart en espace est assez impogant
I'instantt=0.5.

T(xy,0.5)-T_ (xy,0.5)

0.4 4r
Solution numérique
0.2 . 1 3t
----- Solution exacte
0 2t
-0.2 1 1t
&L 04 ] - ol
'_
-0.6 1 -1t
-0.8 1 -2t
(x,y)= (251, 0.62)
A -3r
v
1.2 ‘ ‘ ‘ : -4

0 2 4 6 8 -4
t(s)
FIG. B.I-2  Evolution de la température en fonctdantemps au poir(k,y)=(-2.51 , 0.62) pour la
solution numérique et la solution exacte (gauckegarte d’'écart en espace au point
t = 0.5 (droite)
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Remarques concernant le maillage temporel.

Analysons maintenant l'influence du pas de dissaditon temporel sur la prédiction de la
solution. LaFIG. B.I-3 représente I'évolution de I'erreur relativéRE en fonction du nombre de
points en temps pour trois maillages temporel€diffits mais contenant le méme nombre de points.

La différence entre ces maillages est la posities gbints. La discrétisation irréguliere 1 contilesst
9/10 de ces points dans la zone transitoire deliatisn (entre 0 et 3 secondes), la discrétisation
irréguliére 2 contient uniquement 5 points dar®olae transitoire et tous les autres points damsia
stationnaire. Méme si on augmente le nombre degdmrésiduNRE ne diminue pas dans le cas de
la discrétisation irréguliere 2 puisque les pobsuat ajoutés dans la zone stationnaire. En revamehe
discrétisation irréguliére 1 contient plus de psidans la zone transitoire au fur et a mesure gue |
maillage est densifié, c’est pour cette raison tueésidu diminue lorsque le nombre de points
augmente. Le résidu diminue plus vite que lorsqumaillage est régulier.

Notons que pour tous ces cas de simulation, laienl®GD est obtenue avec 2 modes.

Cela met en évidence le lien entre le gradient{darmartie transitoire) et le choix du maillagkest
nécessaire d’avoir plus de points dans les zoresitoires afin d’obtenir une solution plus précise
pour un nombre de point fixé et par suite un tedgsalcul raisonnable. Néanmoins, il faut connaitre
les zones transitoirespriori ce qui est rarement le cas. Il sera donc inténéskacoupler la méthode
PGD avec une technique de maillage adaptatif paptec automatiquement les zones transitoires.
C’est ce que nous détaillerons dans la sectioraatev

0.7
0.6, ]
© © © D
0.5¢ —©— Discrétisation réguliére
—HB— Discrétisation irréguliere 1
04l —&— Discrétisation irréguliére 2
W
[
z
0.3+
0.2+
0.1+

O L L I
10 10° 10° 10
Nombre de points en temps

FIG. B.I-3  Evolution deNRE en fonction du nombre de points en temps pour rdiffies
distributions de points

B.l.2.2 Simulation avec une source de chaleur de type éohel

La Source 2 est une source de chaleur qui ne dépeaddu temps. Elle consiste en une
montée de égal 0 a 2 (s) puis un palier jusqu’a 100 EHX. B.I-4).

Pour cette source, le domaine temporel chois{yst [0;10Cﬂ (s).

Pour décrire précisément la source, un maillagepteed minimum irrégulier de trois points est
nécessaire (un pointta0, t=2 ett=100). Nous 'appellerons maillage de la source.
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12

10 -
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t(s)
FIG. B.I-4 Source de type échelon

Pour cette source, la solution numérique obtenweupa simulation utilisant le code Elément Finis

Abaqus™ Standard que I'on notefd"™ est utilisée pour évaluer la solution numériqixenue
avec la PGD. L'écart entre les deux solutions nismés est calculé comme suit :

nA N nA

23> (TP k) - k)

i=1 j=1 k=1
Ever = |— oA TA (B.1-55)

Z (TMEF(i’j'k))z

i=1 j= 1

>

iy
=~
1l

ol nA, nA, nA sont les nombres de nceuds correspondants en esp3ce en temps qui sont
utilisés pour la simulation avec la MEF.

it] . . . . . .
1Pep(™) ot interpolation linéaire de la solution PGDneae sur le maillage PGD sur le maillage

Eléments Finis Abaqus.

La solution de référencé™=" est la solution "convergée" Abadlisjui a été obtenue sur un maillage
régulier101x101x 1001(x, y ett).

Comme pour la source précédente, nous allonsdtabbrd regarder la solution obtenue avec
un maillage régulier en temps et en espacéiiex101x p2iits poux, y ett respectivement.

Le critére d’arrét de la PGD s’appuie sur un taexétuction du résidgg,, = 95%.

La soluton PGD est obtenue avec 5 modes et des fficeets
a=[801.23,7.40 ,0.42 ,3.34 , 5.64. Les modesF', G' et H' sont représent&siG. B.I-5.

On voit que la valeur du coefficient du premier mabst prépondérante. Méme si les coefficients ne
font pas que décroitre, le résidu décroit selon rlembre de modes de la facon
suivanteRV:[21.94, 3.20,1.24, 0.93, 0.62, 0.4]]. La chute du résidu est beaucoup plus

marquée avec l'ajout du premier mode par rappbaj@ut des suivants.
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FIG. B.I-5 Modes spatiaux (selor, y) et temporels (selort). Distribution spatiale de la
température au temps= 10

L’écart entre la solution PGD avec 5 modes et latem Abaqus" (E, . ) est de 0.0036.

Sur laFIG. B.I-6 (& gauche) sont représentées les solutions olsteanex la PGD et la MEF en
fonction du temps pour un point de I'espaxg)E(0,0). Les deux courbes se superposent et ldiGolu
présente un régime permanent pbaupérieur a 20s. LBIG. B.I-6 (a droite) montre I'écart de deux
solutions a l'instant=10s en fonction de I'espace. L'écart est tresléagi atteint son maximum au
centre ou la température est plus élevée.

Toop(tE10)-T, . (t=10)
25 T T T T 4
0
207 e S0lUtion PGD 2 -0.01
= = = = Solution MEF -0.02
__ 15} _
5 _ 0.03
< Eo 0.04
— 10l > .
-0.05
X,y)=(0,0
. (x,¥)=(0,0) | -2 -0.06
-0.07
0 ‘ ‘ ‘ ‘ -4
0 20 40 60 80 100 4 2 0 2 4

t(s) x (m)

FIG. B.I-6  Evolution de la température en fonctido temps au poinfx,y)=(0,0) pour la
solution PGD et pour la solution MEF (gauche) etréentre deux solutionsta10
(droite)
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Remarques concernant le temps caractéristique.

L’équation de la chaleur fait apparaitre un tempsactéristique lié au rappopC / A; que

nous noterons par abus de notationNous allons étudier I'influence du temps carastigue sur la
solution en comparant I'évolution de la températemefonction du temps au point,Y)=(0,0) pour
différentes valeurs de. Pour modifier ce temps caractéristique, nousalfaire varieroC en fixant

A; a1 ou encore faire variet; en fixant pC a 1. Les résultats obtenus sont dorfrés. B.I-7 et
FIG. B.I-8 respectivement.

Sur la figureFIG. B.I-7, on voit qu’'avec un temps caractéristique trést,pBévolution de la
température est quasi-identique a celle de la sole effet, cela revient a considérer que la siffa

de la chaleur est quasi-instantanée. En revandbs, I@ temps caractéristique augmente, plus la
température évolue lentement. Dans ce cas, somedgansitoire augmente.

25 T T T T

\ s’ ‘
Ke 1=0.01
-=-=-1=1
=5 |
| L =10
S 1=100
=

40 60 80 100

FIG. B.I-7  Evolution de la température en fonctchntemps au poir{,y)=(0,0) pour différentes
valeurs der (A; =1 fixé)

Si maintenant, on fixe la valeur geC et on modifie la valeur dd, I'amplitude de la source change

elle aussi. Dans ce cas, on MeIG. B.I-8 que pour une valeur de fixé, seule I'amplitude de la zone
transitoire est modifiée. Ainsi, le nombre de mogear décrire la solution est le méme que dans le
cas ouA; est fixé. Néanmoins, les coefficients des modes swodifiés.

Dans la suite de cette thése, pour étudier I'imfbgedu temps caractéristique, on se placera tmippu
A fixé et égal a 1.

En résumé, la PGD est robuste pour prendre en eol@péponse transitoire pour 4 décades de temps
(de r égal 0.01 & égal 100).
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FIG. B.I-8 Evolution de la température au poifx,y)=(0,0) en fonction du temps pour
différentes valeurs de (poC =1 fixé)

B.1.2.3 Simulation avec une source de chaleur de type impulsidiene

Une source de chaleur de type impulsionnelle egsisizh Elle est composée de deux cycles
(un cycle = montée-palier-descente) comme le mdatfigure ci-apres.

15

1oﬂ i :

-5 I I I I
0 20 40 60 80 100

t(s)
FIG. B.I-9 Source de type impulsionnelle

Pour cette source, le domaine temporel choisKgst [0;10Cﬂ (s) comme celui de la source de type
échelon.
Cette situation est utilisée dans le but d’obtemie solution avec plusieurs zones transitoiresr Pou

décrire correctement cette source, un maillageuliér de 9 points est nécessaire. La qualité de la
solution est quantifiée avec I'écart par rappottn& solution "convergée" Abadiis(Eq. (B.I-55)).

Pour cette source, la solution "convergée" AbAfumtéeT & est obtenue sur un maillage régulier
101x101x1001 points (erx, y ett).
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0.4 ”z
H
0.2 H
H -
E
0 >
-0.2
-0.4 : : : :
0 20 40 60 80 100
t(s) -4 -2 0 2 4
() x(m) (d)
FIG. B.I-10  Modes spatiaux et temporels et distidou spatiale de la température au terhps
égal a 10

La FIG. B.I-10 montre la solution PGD obtenue avec un maillaggliér en espace et en temps de
101x101x 201 points. Le critére d'arrét de la PGD s’appuie sartaux de réduction du résidu

Ery =95%. La solution PGD est obtenue avec 5 modes et desffigents
a :[173.4875, 7.9641, 7.7346, 1.7604,, 0.258:}. L’évolution du résidu selon le nombre de modes
est: RV =[6.29,2.14,1.76,1.08,0.92,0.89.

Toep(tZ10)-T, - (t=10)
25 - . . - 4
Solution PGD

2011 — = = = Solution MEF 5
__ 15}
08 \E/ 0
T >

(va)z(olo) -2
5 4
0 -4
0 20 40 60 80 100 -4 -2 0 2 4

t(s) x (m)

FIG. B.I-11  Evolution de la température en fonctidn temps au poinfx,y)=(0,0) pour la
solution PGD et la solution MEF (gauche) et écatteedeux solutions &10 en
fonction de I'espace (droite)
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Sur laFIG. B.I-11 (& gauche) sont représentées les solutions olstervee la PGD et avec Abadils

en fonction du temps pour un point de I'espace.d@msbes se superposent parfaitement dans la zone
stationnaire (t = [20 ; 100]). Par contre, il yraécart dans la zone transitoire. L’écart PGD-MBEEN
Eyer est de 0.0643La FIG. B.I-11 (& droite) montre I'écart entre deux solutionsirgstantt égal

10. On voit que la valeur de I'écart est assez mambe. Un maillage temporel régulier de 201 points
ne suffit donc pas pour décrire précisément latsolyalors que, précédemment avec la source de
type échelon, ce nombre de points suffisait. Cstdi@& au fait que la solution présente de plutefo
variations.

Notons que la solution présente deux zones trarestcomme la source mais sa zone transitoire est
plus étendue (environ 20 (s)) que celle de la (&0 (S)).

Remarques concernant la convergence de la méthode.

Nous allons discuter maintenant la convergenceadadthode PGD en fonction du maillage
initial et du seuil pour le critére d'arrét.

Sur laFIG. B.I-12 est représentée I'évolution du résiRY pour différents maillages temporels en
fonction du nombre de modes PGD. Les maillages oeetp choisis sont réguliers et permettent tous
de décrire correctement la source. On conserveelremmaillage spatial que précédemment 101x101
points

Notons que la valeur du résidRV dépend a la fois du maillage considéré mais alissiombre de
modes.

Selon la valeur du seuif,, (EQ. (B.l-46)) souhaitée, le nombre de modes varie en fonctesn d
maillages temporels. On voit que la convergencelifférente sur chaque maillage. Le point de départ
de chaque courbe correspondant au résidu avec @ (Rd’). Remarquons que cette valeur varie

selon le maillage considéré. Comme la source est décrite avec ces trois maillagédy° diminue
lorsque le maillage se densifie.

Nombre de modes

FIG. B.I-12 Evolution du résidRV sur différents maillages temporels
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De plus, on voit que le gradient des courbes dfrdnt, par exemple au passage de 2 modes a 3
modes. Ainsi, avec une méme valeur du seuil decté&dudu résidusg,, (EqQ.(B.I-46)), la solution

PGD peut étre obtenue avec différents nombres diesnsur différents maillages.

Dans le tablealAB. B.I-5, est présenté le nombre de modes en fonction chbrede points du
maillage temporel et de la valeur du taux de rédoctlu résidu&g, choisi. On voit que sur un
maillage plus fin, le nombre de modes peut étrs fdible pour atteindre un méme seuil. Par exemple
avec &g, €gale a 95%, on obtient 5 modes avec le maillagb0d1 points au lieu 8 modes avec le
maillage de 1001 points.

Méme sur un maillage plus fin, il est envisageapl@ine solution contenant moins de modes soit
beaucoup moins précise. Ce point sera discuté ldapartie suivante lors d’un procédé de maillage
adaptatif.

Ery n,=101 n,=1001 n, =5001 n,=10001 n,=50001
95% 4 8 5 5 5
97% 4 8 8 5 5
99% 4 8 8 8 11
100% 4 8 8 28 11

TAB. B.I-5 Nombre de modes obtenu pour différents maillage®eetion des valeurs deg,,

Nous retiendrons que pour atteindre un certainanivde précision sur la solution, on peut soit
densifier le maillage soit ajouter des modes.

B.l.2.4 Simulation avec la minimisation du résidu

Avant de conclure cette section, nous allons ptésam cas de simulation pour lequel la
minimisation du résidu doit étre appliquée.
Les paramétres de la simulation sont les suivaptS =1000, A; =1 et la source de type échelon. Le
maillage utilisé est d#001x1001x 1000dourx, yett. Le taux de réductiogy, est de 100% pour
le cas sans minimisation du résidu. La solutiorobgtnue avec 15 modes.
Dans le tableau ci-aprés sont reportés, pour cemddes, les résultats obtenus dans le cas sans

minimisation du résidu et le cas avec minimisationrésidu. Pour ces 15 enrichissements, le nombre
de sous itérations de la méthode de point fixeéctons alternées et la valeur du résidu sont é&nn

On voit que dans le cas sans minimisation du réselmombre de sous itérations maximal
(rappelonsl ., égal 100) est atteint pour plusieurs étapes chimsements. C’est ce que nous avons
appelé non convergence. Ce sont les cas ou 100it8vasons ne suffisent pas pour atteindre la
précisiong . de10™ (B.I-37). En effet, pour ces modes, seule une précisiatodeest atteinte.

Par contre, dans le cas avec la minimisation didug¢shaque mode est obtenu avec la précision
souhaitée. Notons qu’a partir de I'enrichisseme¢ Blombre de sous itérations est trés petit.

La valeur du résidu diminue plus rapidement lorsiguminimisation du résidu est utilisée. Pour 15
modes, la minimisation du résidu permet d’obtenie ualeur de résidu plus faible (1,4 fois) alors qu
pour 4 modes, elle est a peine plus faible (0.¢)foi
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Sans minimisation du résidu Avec minimisation dsidu
Etape Nombre de sous Résidu Nombre de sous- Résidu
d’enrichissement itérations itérations

0 0.3134 0.3134
1 4 0.0430 8 0.0419
2 6 0.0350 10 0.0291
3 5 0.0322 9 0.0164
4 7 0.0310 5 0.0133
5 100 0.0307 2 0.0125
6 100 0.0278 11 0.0098
7 100 0.0262 2 0.0096
8 100 0.0240 2 0.0093
9 100 0.0198 2 0.0091
10 8 0.0194 2 0.0089
11 100 0.0189 2 0.0088
12 100 0.0185 2 0.0087
13 5 0.0136 2 0.0086
14 100 0.0126 2 0.0085
15 100 0.0125 2 0.0085

TAB. B.I-6 Comparaison des résultats obtenus saasex minimisation du résidu

Nous noterons néanmoins que le résidu diminue ndame les cas de non convergence. Néanmoins,
le nombre de modes pour atteindre une certainauvale résidu sera plus élevé. On parle ainsi de
convergence lente. Dans ce cas, la minimisatiorésidu semble étre une solution efficace.

Toutefois, la formulation avec la minimisation désidu nécessite un codt de calcul plus

important [Ladeveze 2011, Nouy 2010a]. En effetchlcul des composants d¢' 4 et 4'B
(B.1-54)) peut étre trés colteux lorsque le nombre d'opérataugmente. De plus, Chinesta [Chinesta
2010a] remarque que, dans certains cas, la miniosau résidu peut générer beaucoup plus de
fonctions de base que la solution exacte.

Dans le cadre de cette thése, compte tenu desryales paramétres matériaux utilisés, nous
utiliserons la méthode sans minimisation du résidu.

Conclusion de la section

Dans cette section, la résolution de I'équationladehaleur transitoire 2D a été présentée.
Cette résolution est issue des travaux de [Ammd7R@our lesquels la PGD était appliquée
uniquement a des discrétisations réguliéres engemp

Nous avons étendu ici I'application de la PGD adissrétisations irréguliéres en modifiant la nri
temporelle pour conserver la consistance du scliimagration temporel.

Nous avons mis en évidence l'intérét d'utilisemiimisation du résidu pour certaines valeurs des
paramétres matériaux. Néanmoins, dans la suiteadbdse, nous utiliserons la formulation sans
minimisation du résidu.
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L'implémentation numérique a été validée pour tmisirces différentes par comparaison avec soit
une solution analytique soit une solution EF Abafjusonvergée". De plus, en étudiant ces sources
pour lesquelles les réponses transitoires étaifférehtes, nous avons vu que la PGD permettait de
capter précisément la solution en fonction du ragél considéré et du nombre de modes. Pour
améliorer la solution, il est donc possible de josur les deux paramétres : densifier le maillage e
augmenter le nombre de modes (ce qui revient andieni le résidu du critere d'arrét PGD).
Néanmoins ces deux parametres sont liés.

De plus, nous avons vu gu'il n'était pas suffisdet densifier le maillage. Les points doivent étre
positionnés dans les zones de forts gradients si@lame permet pas d’améliorer la solution.

v oz

De plus, selon le temps caractéristique considé&eéa( rapportpoC/ A;) et la source choisie, les

zones transitoires peuvent évoluer fortement et i pouvons pas les connaiéreriori. Il n'est
donc pas possible de choisir un maillage adaptéatéerea priori.

Cela met en évidence la nécessité de coupler whaitpie de maillage adaptatif a la PGD.
L'objectif d'une telle technique serait de déterarinautomatiquement les zones transitoires et
minimiser le nombre de points dans le maillage pme précision donnée de la solution. Grace a la
séparation de variables liée a la PGD, nous pouvoossidérer seulement des maillages
unidimensionnels ce qui facilite le procédé de tagéd adaptatif et rend cette idée viable. Dan®cett
thése, la technique de maillage adaptatif seralogpée et appliquée a la variable temporellous
présentons dans la section qui suit comment couplketechnique de maillage adaptatif a la PGD.
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B.Il Maillage adaptatif pour la résolution d'un probleme
transitoire avec la PGD

Dans cette section, une méthode de maillage adfaptmmettant de capturer de maniére
automatique les transitoires de la solution lorscelée-ci est recherchée avec la PGD est introduite
Nous regroupons ici sous le terme de techniquealltage adaptatif I'estimateur d’errearposteriori
et la procédure d’adaptation du maillage. Nousnalltmut d’abord présenter la technique de maillage
adaptatif puis nous proposerons différentes stiegégle couplage PGD/technique de maillage
adaptatif. Les résultats obtenus pour les 3 souteahaleur présentées précédemment seront discutés
en fonction des stratégies de couplage considérées.

B.1l.1 Présentation de la technique de maillage adaptatif

L'estimateur d’erreur a posteriori

L'estimateur d’erreur est un outil intéressant podentifier dans quelles zones il est
nécessaire de raffiner le maillage. Rappelons guelution du probleme est recherchée avec la PGD,
cela nous permet donc de considérer un estimatetnedr unidimensionnel. Nous proposons ici un
estimateur local simple, relatif au résidu au daitde. L'estimateur est présenté ici pour la Vialéa
temporellet. Ce méme estimateur pourrait étre utilisé powaldablex ou encore la variablg

Il parait important de rappeler que notre objgmtéfmier est de capter "automatiquement" les réponse
transitoires du probléme et d’évaluer ce couplaggeeda PGD et la méthode de maillage adaptatif.
L'objectif n'est pas ici de discuter du choix dedtimateur. D’autres estimateurs auraient pu étre
utilisés [Ladeveze 2011, Ammar 2010c], mais noumachoisi une position plus pragmatique dans le
contexte général de ce travail.

L’estimateur utilisé dans cette thése est lié aidtéRV (Eq. (B.I-45)). Néanmoins, au lieu
d’étre global (c’est-a-dire calculé sur tout le done), il est local puisqu’il est calculé pour chaq
élément temporel.

Lorsque la solution PGD est décrite aviee mbdes, le résidu local relatif a I'élement tempore
m (Op, =[tm ; tm+1]) s’écrit :

Re#uﬂ =B,~ AT,

=ib‘Bix DBiy 0 (B )m_iki%‘aiai(psi(lzj 0 AinJ O(A ), (H )m) (B.1I-1)
i=1 i=1 j=1

ou les composants temporels locaux4jg et B, s'écrivent:

(A )= [LLTdE; (A7) = [LLTdt; (A7), = [LdLTdt
O Om [

(B.1I-2)
(B{)w=| [LL Tdt|(F), (i<isn)
[}

m

avec (H' b (I j<k+1) et (fti )n (1<i<n;) les valeurs nodales des modes temporels et des
composants temporels de la source dans I'élément
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L’estimateur résidu local qui sera noté par lass@#t‘™ est déterminé pour chaque élément temporel
m en calculant la norme euclidienne Res.™ .

Notons que, pour chaque élément temporel, cet a&&im prend en compte les erreurs spatiales de
maniére globale (et non locale comme pour le terppgque I'on intégre sur 'ensemble du domaine
spatial K ety).

Notations utilisées dans la suite de la thése :
Par la suite, pour alléger les notations, nousrongece résidwRL,, mais nous garderons en mémoire

qgu'’il differe selon le nombre de modes PGD. Ledédocal RL regroupe I'ensemble de tous les
résidus locaux temporefRL,.

La procédure d’adaptation du maillage

A partir de la distribution du résidu loc&L en fonction du temps, le maillage temporel est
raffiné. Dans le cadre de cette thése, on utilisk-hdaptation, qui consiste a raffiner le maillage
ajoutant des points.

Pour un maillage fixé, des points sont ajoutés tlal&smentm si le critére suivant est vérifié :

RL, = &r % Rl (B.11-3)
ou RL,,, est la valeur maximale du résidu lodalL sur ce maillage ek, est un taux fixé par
l'utilisateur.

Tous les éléments sont passés en revue a chaqélpre d’adaptation de maillage.

Par souci de simplicité, dans la suite, un seuhtpest ajouté au centre de I'élément satisfaisant |
critéere (B.1I-3). Il pourrait étre intéressant de discuter le namdr le lieu des points mais ce n’est
I'objet de cette thése comme nous I'avons déjaipeéc

B.1.2 Stratégies de couplage PGD / technique de maillage adaptat

Dans cette partie, deux stratégies distinctes dglage entre la PGD et la technique de
maillage adaptatif (notée RPGD) sont présentéegremiere stratégie consiste a séparer ces deux
méthodes alors que la deuxieme stratégie consisteldre la technique de maillage adaptatif a
I'intérieur des itérations PGD.

B.1.2.1 RPGD_S1 (tous les modes sont recalculés)

La premiére stratégie notée RPGD_S1 consiste &cubeaentierement la solution a partir de
la solution nulle sur chaque nouveau maillage. iBoés ce que cela signifie.

Tout d’abord, la solution PGD est calculée sur &lliage initial pour un taux de réductiary, (EQ.

(B.1-46)) fixé par I'utilisateur. Supposons que la solutest obtenue aver® fonctions de base (et les
coefficients associés). Le résidu est ensuite Eal®appelons qu'il est lié au maillage et au nambr
de modes.

73



CHAPITRE B — PGD POUR UN PROBLEME TRANSITOIRE LINHRE

Si le seuil souhaité n’est pas atteint par le résith nouveau maillage est créé a I'aide de lanigcle
de maillage adaptatif. Sur ce nouveau mailldge la solution PGD est calculée a partir de la smtut

nulle c’est-a-dire les fonctions de base sont éigca partir de la solution nulle. Supposons alie-c

ci est obtenue aven' modes, le processus de maillage adaptatif esté&épgqu'au moment ou le
résidu est suffisamment petit.

Nous noterons le nombre total de modes (qui esbiebre total de modes cumulé et est distinct du
nombre de modes sur un maillage donné) :

k
r]RPGD_Sl :znl (B”'4)
i=0

ou k est le nombre de raffinement de maillage.

Le nombre d’étapes de maillage adaptatif est dgatak + 1

L'algorithme de cette stratégie est décrit ci-desso

1: i=0

2: Maillage initialM ,:

3: Calcul de la solution PGD de modes)

4 :tant que (Critere d’arrét n'est pas satisfait)

5: Calcul de la distribution de 'estiraat RL

6 Ajout des points

7. i=i+1

8 MaillageM; :

9: Calcul de la solution PGD a partir déa solution nulle (n' modes)
10 :fin tant que

TAB. B.II-1  Algorithme de la stratégie RPGD_S1

Remarque. La méthode PGD regroupe les étapes 3 et TAB. B.I-4) et la techniqgue de maillage
adaptatif regroupe les étapes 5 a 8, avec étalgecajcul de I'estimateur d’erreur et, étape 6 &a8,
procédure d’adaptation de maillage.

B.11.2.2 RPGD_S2 (certains modes sont conserves)

La deuxieme stratégie consiste a enrichir la smhuRPGD pour chaque nouveau maillage a
partir des modes obtenus sur le précédent maillRger chague nouveau maillage, les modes
précédents sont réutilisés pour déterminer les eauw modes. Il est donc nécessaire de les projeter
sur le nouveau maillage, les normaliser et recaiclds coefficientsx. De nouveaux modes sont
ensuite calculés.
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L’algorithme de cette stratégie est décrit ci-desso

1: i=0

2: Maillage initialM :

3: Calcul de la solution PGIn{ modes)

4 : tant que (Critére d’arrét n’est pas satisfait)
5: Calcul de la distribution de I'estiraat RL
6: Ajout des points

7. i=i+1l

8: MaillageM, :

9: Interpolation des modes obtenus

10: Normalisation des modes interpolés
11: Calcul a nouveau des coefficients
12: Calcul de la solution PGD a partir demodes obtenus ' modes ajoutés)
13 :fin tant que

TAB. B.1I-2  Algorithme de la stratégie 2

Remarque.La principale différence avec la stratégie RPGDe&1dans les étapes 9 a 11. A I'étape 9,
I'interpolation utilisée pour projeter les anciem®des vers le nouveau maillage est l'interpolation
linéaire.

A I'étape 12, deux variantes sont étudiées :

- variante 1 noté¢RPGD_S21 ou n' =1 c’est-a-dire 1 seul mode est calculé sur chaque
maillage,

- variante 2 noté¢RPGD_S22 ol n' est fixé par le taux de réductieg, . Dans ce cas,
plusieurs modes peuvent étre enrichis sur chaquesao maillage.

B.I1.2.3 Discussion

Pour atteindre une certaine précision de la salutious avons vu qu'il était possible soit de
densifier le maillage soit d’augmenter le nombre mdedes. Selon les stratégies de couplage
considérées, I'une ou l'autre de ces facons egilduiée.

Avec la stratégie 1, on choisit de densifier leltage, et de recalculer tous les modes a chagpe éta
de maillage adaptatif. Cela permet donc d’avoinambre de modes "optimal”.

Dans le cas de la stratégie 2, on choisit d’augeneiet nombre de modes en conservant les modes
calculés précédemment. La variante 2 ou plusieungesy sont ajoutés a chaque étape permet
d’améliorer la solution en privilégiant I'ajout desodes. La variante 1 a pour but d’améliorer la
solution en combinant les deux stratégies : le lagel est densifié et un mode est ajouté sur chaque
maillage.

Dans la suite, une évaluation de ces différentaségfies est présentée.
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B.1l.3 Résultats

La technique de maillage adaptatif est appliquéaug trois sources de chaleur présentées a
la section précédente B.I.1 afin de tester la tegkmnpour différentes réponses transitoires.

Rappelons avant de présenter les résultats,ffésatlits paramétres a renseigner pour les simuaktio

Comme dans la section précédente, les paramétigmdiation o, C et A; sont pris égaux a 1 (cf.
Eqg.(B.I-1)) et la discrétisation spatiale est fixée a 101xidihts.

Le parametre relatif a la résolution PGD sur chametllage est le taux de réductiofy,
(Eq(B.I-46)) qui est pris égal a 95%.

Les paramétres relatifs a la technique de maikatggptatif sont :
- le maillage initial,
- lavaleur du seuil d’ajout de pointsg, (Eg.(B.lI-3)), est choisie égale a 75%.

Les paramétres relatifs a la stratégie de couage:
- lastratégie 1 ou 2,
- le critére d'arrét s’appuie sur une valeur fixéeésiduRV.

Pour chaque source de chaleur, les résultats smmittéls en fonction de la stratégie de couplage PGD
technique maillage adaptatif utilisée.

B.11.3.1 Source bimodale

Les simulations avec la source de chaleur bimosaie effectuées avec un maillage initial
temporel régulier constitué de 11 points (soit ntervalle de temps de 1 (s)). La valeur du seuil de
résidu RV pour l'arrét de la procédure est choisie égale 1

a) Résultats dans le cas RPGD_S1

Pour cette simulation, le seuil du résidu est mtitapres 26 étapes de maillage adaptatif.
Chaque étape nécessite au maximum deux modegBEeR) avec n= 2) pour décrire la solution
PGD.

L'évolution de la température et celle de l'estiuat RL en fonction du temps sont
représentée$AB. B.1I-3. La température a été représentée au point (;20582) de I'espace car ce
point permet d’obtenir une illustration représertatdes capacités de I'algorithme. En effet, en ce
point, la température présente deux zones trarestoapprochées (cklG. B.I-2). Par souci de
clarté, seulement les étapes de maillage adaptati€ro 0 ; 3 ;4 ;5 ; 15 ; 25 sont représentées.

De l'étape 0 a l'étape 4, la position du premieangitoire est captée de plus en plus
précisément. A I'étape 5, une seconde forte vandticalisée est détectée automatiquement (au point
t égal & 0.06 (s)). Ensuite, la description de casxdzones est précisée au cours des étapes de
maillage. Rappelons que la solution analytiqgue &xéeq. (B.1-53)) possede deux zones transitoires
qui ont bien été captées par cet estimateur aldes/ec le maillage initial (contenant seulement 11
points) seule une zone avait été repérée (Etap@AB- B.II-3). Ce résultat montre la capacité du
procédé a capter de maniere automatique les padigstoires.

Notons aussi que la valeur des résidus locaux dienfu cours du procédé de maillage adaptatif. Pour
capter la seconde variation (étape 5), on voit ueesidu a I'étape 4 présente un pic pour deswval
tres proches de 0 mais l'intensité de ce pic rieééeieur a celle des pics de I'étape précédente.

76



Maillage adaptatif / PGD

Etape 0 (maillage initial) Etape 3 Etape 4
0.5 0.5 0.5
11 poing 16 poinﬂ 17 poing
¢ D D D
g -0.5 1 g 05 g 05
- - =
-1 E -1 -1
-1.5 -1.5 1.5
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s) t(s) t(s)
0.5 0.1 0.06
0.4 q 0.08
0.04
0.3 q 0.06
i z 4
0.2 q 0.04
0.02
0.1 q 0.02
0 - 0 - - 0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s) t(s) t(s)
Etape 5 Etape 15 Etape 25
0.5 0.5 0.5

85 poing 365 points

< - < 05 < 05
- Seconde forte - B -
1 variation localisée 1 1
15 ‘ ‘ ‘ ‘ 15 ‘ ‘ ‘ ‘ 15 ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s) t(s) t(s)
-3
0.04 1.5X 10 leo
0.03 1 6
1 4
Z 0.02 Z z 4
0.5 1
0.01 1 2
o ‘ ‘ 0 ‘ ‘ o ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

t(s) t(s) t(s)

TAB. B.lI-3  Etape du procédé de maillage adaptdiif= 0, 3, 4, 5, 15, 25)

LaFIG. B.II-1 illustre la convergence globale de la solutiorcaurs des étapes de maillage adaptatif
en regard des deux résidus suivants : I'écart @apart a la solution exactdRE (Eqg. (B.I-54)) (a
gauche) et le résidiRV (Eq. (B.I-45)) (a droite). On voit que ces résidus diminueneapmghaque
étape de la méme maniere. La prédiction de laisalest donc bien améliorée lorsque le maillage est
raffiné. Entre I'étape O et 6, les deux zones ftaings ont été captées, cela se traduit par urte fo
diminution deNRE et RV. Ensuite ces deux résidus diminuent beaucouplg@hisment.
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FIG. B.ll-1  Evolution de I'erreuNRE (gauche) et du résidrV (droite) en fonction de I'étape de

maillage adaptatif pour la stratégie RPGD_S1

Comparons les résultats obtenus avec un maillageds la technique de maillage adaptatif
que nous appellerons maillage raffiné et avec deaitlages réguliers. Les résultats sont reportés
TAB. B.lI-4. Le premier maillage régulier est le maillage nbt§ui contient le méme nombre de
points que le maillage raffiné soit 365 points. dexond maillage noté 2 contient 10241 points. Son
pas de temps correspond au pas minimum du maitizifi@é. L'erreur NRE est la méme pour le
maillage raffiné et le maillage 2 alors que le noenbe points est 28 fois moins important pour le
maillage raffiné. Le maillage régulier 1 méne a eneur 1.5 fois plus importante. Rappelons que le
critere d’arrét de la PGD est,, =95%, ce qui mene a une solution avec deux modes. M#rar

augmentait cette valeur seuil, le nombre de modgmanterait mais I'erreur ne serait pas diminuée

Le raffinement de maillage permet bien d’avoir uaillage optimum vis-a-vis du nombre de points
pour une précision donnée sur la solution.

Maillage raffiné  Maillage régulier 1 Maillage rdar 2

Nombre final de points pour le temps 365 365 10241
L'intervalle la plus faible 9.76.10 2.7510° 9.7610"

NRE 0.037 0.056 0.037

TAB. B.II-4 Comparaison entre les résultats obtepoar le maillage raffiné et des maillages

réguliers

Les résultats obtenus avec la technique de maiddgptatif ont été présentés pour un point paiticul
de l'espacex, y) = (-2.51 , 0.62) présentant deux zones transigiour lesquelles une telle densité de
maillage était nécessaire. Sur la figli&. B.lI-2, la solution obtenue avec ce maillage pour deux
points particuliers de I'espace (le poirfyj=(-2.51,-2.51) (& gauche) et le poirtyf=(-1.57,-1.57) (a
droite)) est présentée. On peut remarquer la pcésefune seule zone transitoire, qui est bien
représentée avec ce maillage méme si celui-ci ®mnbp dense. Ceci est di au fait que la PGD
consiste a rechercher la solution comme sommeatkijis de fonctions de chaque variable.
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T Cc)

t(s) t(s)

FIG. B.lI-2 Evolution de la température au poiat)=(-2.51,-2.51) (gauche) ét,y=(-1.57,-1.57)
(droite) en fonction du temps dans le cas RPGD_S1

Remarque. Un parametre important de la technique de mailkdgptatif est la valeur du seuif,
(Eg. (B.lI-3)) qui donne I'endroit ou les points sont ajoutés.

Etudions maintenant l'influence de ce paramétrergaport a la solution et a la technique de madllag
adaptatif. LETAB. B.1I-5 récapitule les résultats obtenus pour quatre vaditférentes des, .

Vs Nombre de points du Nombre total
Nombre d’'étapes : . RN
maillage final d’enrichissements
& =0.90 53 334 106
& =0.75 26 365 52
& =0.50 14 382 28
&g =0.25 11 635 22

TAB. B.II-5  Influence desg,

Ce résultat illustre bien la balance entre densiéemaillage / augmenter le nombre de modes pour
ameliorer la solution. Lorsque la valeur du seaji| est plus faible, le nombre d’étapes de maillage
adaptatif est plus petit. Cela est d0 au fait qethiaque étape, un plus grand nombre de points est
ajouté. Nous voyons que lorsqug, est plus faible, le nombre de points du maillagalfest plus
important. Comme nous l'avions déja mentionné, seléraduit par un nhombre total de modes moins
éleve. Pourey, €égal a 0.25, le nombre de points du maillage esblé par rapport au cas 0.90 mais
le nombre total de modes est diminué d’un factecorBme le nombre d’étapes de maillage adaptatif.

Il faut donc trouver un compromis entre le nombearnbdes, le nombre d’étapes de maillage adaptatif
et le nombre de points. C’est la raison pour ldgquelns la suite de cette these, nous prendsgns

égale a 0.75.
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b) Résultats dans le cas RPGD_S2

Nous présentons maintenant les résultats obtermgslawdeuxieme stratégie de couplage PGD/
technique de maillage adaptatif (RPGD_S2). Dan® cd#tatégie, apres chaque étape de maillage, la
PGD est calculée a partir des anciens modes.

La FIG. B.II-3 montre I'évolution de I'erreuNRE (a gauche) et du résidRV (a droite) dans le cas
de RPGD_S21 (1 seul mode a chaque étape de maalttagtatif). Un résidlRV de 0.001 est obtenu
au bout de 33 étapes de maillage adaptatif. L'éetafte résidu diminuent au cours des étapes de
maillage adaptatif.

0.7 : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
if 0.8
0.6, I o7 ]
0.5/ 0.67 1
0.4 A o3| |
w 1 ®
x \ > 0.4l \ |
o v \
<03 mﬁ ] b
\ 0.3} | 1
0.2 ]
Eﬁl 0.2} ]
0.1 B‘EE‘S ]
M= 0.1r |
S S EESEEEESEETEE
0 L L L L ! L 0 oooomod
0 5 10 15 20 25 30 0 30
Etape de maillage adaptatif Etape de maillage adaptatif

FIG. B.II-3 Evolution deNRE (gauche) etRV (droite) en fonction des étapes de maillage
adaptatif dans le cas RPGD_S21

La FIG. B.lI-4 montre I'évolution de I'erreuNRE (a gauche) et du résidRV (a droite) dans le cas
de RPGD_S22 (plusieurs modes a chaque étape).deares, le seuil du résidRV est atteint aprés
31 étapes de maillage adaptatif.

0-7[‘J ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.4
0.6, 1 .
05! | 0.3
m &
g 502 |
z 0 e L
03 \\‘\ \%5\
021 Ty Too01l 0§
0.1} ] Q
ESSs
R S S SE=SEEESEEE=tl
O I I I I I L O L
0 5 10 15 20 25 30 0 5
Etape de maillage adaptatif Etape de maillage adaptatif

FIG. B.lI-4 Evolution deNRE (gauche) etRV (droite) en fonction des étapes de maillage
adaptatif dans le cas RPGD_S22
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La FIG. B.lII-5 montre la solution obtenue sur le maillage fina@ le maillage initial dans le cas
RPGD_S21 (a gauche) et RPGD_S22 (a droite).

Comme dans le cas RPGD_S1, les zones transitar@sbien captées et les régimes permanents
présentent peu de points.

——o— maillage final
—B - maillage initial

t(s) t(s)

FIG. B.lI-5 Evolution de la température au pafry)=(-2.51,1.62) en fonction du temps dans
le cas RPGD_S21 (gauche) et RPGD_S22 (droite psmalllage final

A titre de comparaison, les résultats obtenus d&eaeux stratégies en terme de nombre
d’enrichissements, nombre de points, nombre d'étapat répertoriéSAB. B.1I-6 . Dans le cas de la
stratégie RPGD_S1, il est noté le nombre d’enrsghizents final, c’est-a-dire pour la derniére étape
de maillage adaptatif et le nombre d’enrichissesiecumulé c’est-a-dire la somme des
enrichissements a chaque étape de maillage adaptati les comparer a ceux obtenus avec la
stratégie RPGD_S2.

Nombre Nombre de points du .
e : , Nombre d’étapes
d’enrichissements maillage final
RPGD_S1 52 (cumulé) — 2 (final) 365 26
RPGD_S21 33 429 33
RPGD_S22 39 354 32

TAB. B.Il-6 Comparaison des résultats des deuxé&gias de maillage adaptatif

Pour ces stratégies de couplage, le nombre desphintnaillage final est assez semblable. On canstat
que la stratégie RPGD_S2 est plus efficace en telemeombre total d’enrichissements. Elle est donc
a priori moins colteuse en temps de calcul. Néanmoinsaile rjest pas remarquable pour cette
source de chaleur en comparaison des autres sauncese nous le verrons. Ceci est lié au fait que la
solution est obtenue avec deux modes a chaque émpmaillage adaptatif pour la stratégie
RPGD_S1.

De ce fait, le nombre de modes sur le maillagel feast beaucoup moins élevé dans le cas de la
stratégie 1 que la stratégie 2 (16 a 19 fois moins)

Les résultats pour cette source de chaleur méngmenger que la stratégie RPGD_S1 est plus
performante d’autant plus que peu de modes somiseates pour capter précisément la solution. La
variante 1 mode de la stratégie RPGD_S2 nécessitesrde modes que la variante 2 mais le nombre
de points et le nombre d’étapes de maillage adaptait augmentés.
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B.I1.3.2 Source de type échelon

Les simulations avec la deuxiéme source de chalanireffectuées avec le maillage temporel
initial de la source (maillage irrégulier comprenarpoints [0, 2, 100]). La valeur du seuil de dési
RV est choisie égale a 0.1.

a) Résultats dans le cas RPGD_S1

Pour cette source, les résultats obtenus avec thoae® RPGD_S1 sont discutés en fonction
du taux de réductiom, (Eqg.(B.I-46)). Rappelons que ce taux de réduction fixe le nendermodes
PGD a chaque étape de maillage adaptatif.

Revenons tout d'abord a la remarque que nous afomslé dans la partie B.1.2.3 concernant
I'influence du taux de réduction sur le nombre dmles obtenus a chaque maillage dans la stratégie 1.

Lors d’'un procédé de maillage adaptatif, le résRMest supposé décroitre. Pourtant, nous avons
constaté que cela n’est pas toujours vrai. Cediéeau fait que moins de modes peuvent étre oltenu
notamment lorsque le maillage est plus fin, cetiadnant, dans certains cas, une augmentation du

réesiduRV.

Afin d’analyser ce phénoméne, TAB. B.lI-7 montre I'évolution du résiduRV et du taux de
réduction du résidu correspondanit, (cf. (B.I-46)) en fonction du nombre de modes obtenus pour
les deux maillages consécutife, = et n, = 8 dans le cas RPGD_S1. On voit qu'avec un seuil
Ery =95%, 6 modes sont obtenus sur le maillage= . L@ valeur du résidu final eRRV=2.7824.
Toutefois, avec ce critére d’arré g, =95%), seuls 2 modes sont nécessaires pour le maifiage
menant a un résidRV =6.6289, plus important par rapport a celui obtemule maillage plus grossier
n="7.

Modesi n =7 n =8
RV T:?v (%) RV TiRv (%)
0 153.9490 153.4366
1 21.8904 14.22 21.6312 14.10
2 7.3089 33.39 6.6289 30.65
3 6.7250 92.01 6.2977 95.01
4 3.7077 55.13
5 3.2675 88.13
6 2.7824 85.15
7 2.7668 99.44
TAB. B.lII-7 Evolution du RV et T‘RV en fonction du nombre de modes obtenus avec les de
maillages conseécutifsy, = &t n, = 8 dans le cas RPGD_S1

Le critere d’arrét PGD lié au taux de réductieg, =95% ne garantit donc pas la décroissance du
résidu RV, qui lui signifie 'amélioration de la solution @ours du procédé de maillage adaptatif.

Nous proposons donc d'imposer un critere de désmore deRV pour le procédé de maillage
adaptatif avec la RPGD_S1, c'est-a-direR¥ obtenu sur le nouveau maillage doit étre inférig@ur
celui obtenu sur le maillage précédent.

En imposant cette condition, on obtient bien uneraiésance deRV a chaque étape du
procédé de maillage adaptatif comme illugti&. B.1I-6 a gauche. Le seuiRV pour l'arrét du
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procédé de maillage adaptatif est obtenu apréstd® € d’adaptation. Le maillage final contient au
total 170 points. Sur ce maillage, la températwst d&crite avec 13 modes. Son amplitude est
maximale au pointx(y) = (0,0) pour lequel I'évolution de la températene fonction du temps est
représenté€lG. B.1I-6 (a droite).

50 : : : 35
—o— maillage final
) 30 ~ f”g...l pei
40/, — - maillage initia s
30| ]
&)
E /\f\ (T‘_’
20+ \ ]
10 ©
\
0 \)\‘S“@—f‘*\f—r OO A A A A
0 5 10 15 0 20 40 60 80 100
Etape de maillage adaptatif t (s)

FIG. B.II-6  Evolution du résidiRV en fonction des étapes de maillage adaptatif (gguet
évolution de la température au pofrty)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le
cas RPGD_S1

On voit que le maillage final présente beaucoup pdénts dans la zone stationnaire
(t D[ZO;lO(ﬂ). Or ce n'est pas I'objectif de la technique dellage adaptatif. Ceci s’explique par le
fait que, sur un maillage fixé, suivant la quatig2la solution PGD requise (valeur du seuil P&R) ),

la valeur de I'estimateuRL dans la zone stationnaire peut étre importantesiAiors du procédé de
maillage adaptatif, les points sont ajoutés daitte @@ne afin de rectifier I'erreur de la solutiBsD
(liée au faible nombre de modes choisi).

Pour illustrer ce point, la distribution de I'estiteur RL obtenue respectivement avec 2 modes, 6
modes, 20 modes, 40 modes et 60 modes sur un méitlaga de 10 points (maillage obtenu a
I'étape numéro 6 de maillage adaptatif) est repdtt&. B.1I-7 .

2.5

m
1=

T, = =

—=— 2 modes (RV=5.6226)
—&— 6 modes (RV=2.1241)
——— 20 modes (RV=0.7767)
1 S 40 modes (RV=0.7454) |7
60 modes (RV=0.7417)

RL

o
(0}
(0}
&

0.5+ B

FIG. B.II-7  Distribution de I'estimateURL en fonction du nombre de modes sur un maillage fixé
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La distribution du résidu local dépend du nombremimles, nhotamment dans le régime stationnaire
(t>20s). Sil'on s’arréte avec 2 modes ou 6 modes, lauwalu RL dans la zone stationnaire est trés
élevée par rapport au cas avec plus de modes. liageaest donc raffiné dans cette zone et cela se
traduit par un maillage final trés dense dans laezstationnaire comme c'est le da$s. B.lI-6 (a
droite).

Cela met en évidence le fait que le procédé delagailpermet non seulement de raffiner le maillage
pour appréhender la zone transitoire mais aussi ygatifier I'erreur liée au faible nombre de modes
de la solution PGD.

b) Résultats dans le cas RPGD_S2

LaFIG. B.lI-8 (respectivemerlG. B.11-9) montre I'évolution du résidRV en fonction des
étapes de maillage adaptatif (a gauche) et I'éimiude la température au pointy)=(0,0) en fonction
du temps (a droite) dans le cas RPGD_S21 (respewtint RPGD_S22).

60 ‘ : : : 35
—&— maillage final 1
50 | 1 301 . _
\ —1— maillage initial
40!
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20 @
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0 5 10 15 20 25 0 20 40 60 80 100
Etape de maillage adaptatif t (s)

FIG. B.II-8 Evolution du résidlRV en fonction des étapes de maillage adaptatif cfgguet
évolution de la température au point (x,y)=(0,0)f@mction du temps (droite) dans le
cas RPGD_S21
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FIG. B.lII-9 Evolution du résidRV en fonction des étapes de maillage adaptatif cfgz)u et
évolution de la température au pofrty)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le
cas RPGD_S22

84



Maillage adaptatif / PGD

On constate que le résidRV diminue avec les étapes de maillage adaptatif.nMai'étapes de
maillage adaptatif sont nécessaires avec cettéégieaen comparaison de la premiere stratégie et
moins d’étapes pour la variante plusieurs modesoemparaison de 1 mode comme récapiiid.
B.1I-8. Comme dans le cas RPGD_S1, beaucoup de poirdsstar dans la zone stationnaire.

Pour cette source de chaleur (en comparaison deréaédenteTAB. B.lI-6), le nombre
d’enrichissements est beaucoup plus faible avetrdaégie 2 par rapport a la stratégie 1 (5 fdisba

fois moins). Ceci est d0 au fait qu'avec cette seuplusieurs modes sont nécessaires pour capter la
solution sur chaque maillage avec la stratégie 1.deaxiéme stratégie semble donc étre plus
avantageuse dans le sens ou elle limite le norokaied’enrichissements.

Nombre Nombre de points du Nombre d'étapes
d’enrichissements maillage final
RPGD_S1 174 (cumulé) — 13 (final) 170 20
RPGD_S21 26 768 26
RPGD_S22 33 403 24

TAB. B.II-8 Comparaison des résultats pour les detratégies de maillage adaptatif

Néanmoins, la deuxieme stratégie nécessite unagailbeaucoup plus dense par rapport a la stratégie
RPGD_S1, et d'autant plus avec la variante 1 (8i§ plus). Ceci est liée au fait que lorsque la
stratégie RPGD_S2 est utilisée, la technique ddlagei adaptatif raffine le maillage aussi pour
corriger 'erreur liée aux modes interpolés (Et@peTAB. B.1I-2), d’autant plus lorsque la solution
est cherchée avec un seul mode et si le maillagal idonne une solution beaucoup trop éloignée de
la solution recherchée. Dans ce cas, il n'est dpas avantageux de garder les modes. Nous
discuterons ce point dans la partie suivante daudsson B.11.4.2).

B.11.3.3 Source de type impulsionnelle

Pour cette troisieme source de chaleur, le mailkegeporel initial est celui de la source
(maillage irrégulier de 9 points). La valeur selilrésiduRV est choisie égale a 0.1.

a) Résultats dans le cas RPGD_S1

Comme pour la source de chaleur de type échelancantrainte de décroissance du résidu
RV est appliquée. La solution est obtenue aprés &feétde maillage adaptatif et le maillage final
présente 166 points. IIG. B.lI-10 (a gauche) illustre la convergence du procédé.

La FIG. B.II-10 (a droite) montre I'évolution de la température paint ,y)=(0,0) en espace en
fonction du temps. La solution est obtenue sur ddlage final avec 8 modes. On voit que les points
sont ajoutés principalement dans les zones tramesitpour capter les fortes variations localisées.
zone stationnaire présente cette fois-ci que eésde points (6 points).
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FIG. B.1I-10 Evolution du résidiRV en fonction des étapes de maillage adaptatifctgguet
évolution de la température au po{rty)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans
le cas RPGD_S1

b) Résultats dans le cas RPGD_S2

Regardons maintenant les résultats obtenus powtelxieme stratégie RPGD_SEIG.
B.1I-11 etFIG. B.1I-12 sont reportés les résultats obtenus avec la giea®PGD_S21 et la stratégie
RPGD_S22 respectivement. Le nombre d'étapes déagaiadaptatif est de 23 pour la RPGD_S21 et
25 pour la RPGD_S22. Notons que dans tous ledesagones transitoires sont bien captées.

Un grand nombre de points dans la zone stationi{&29s) est obtenue principalement dans le cas
RPGD_S22. Ceci est lié au fait que le maillagdahitontient seulement 9 points et que la solution
obtenue sur ce maillage est beaucoup trop éloigeek solution recherchée et donc il n'est pas
intéressant de conserver les modes comme nousrtmsepreés. Notons que le nombre de points dans
la zone stationnaire est plus important dans $eotaplusieurs modes sont conservés au lieu duin se
a chaque étape de maillage adaptatif.
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o —©— maillage final
1 —£ — maillage initial
301 ]
g O ™~
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Etape de maillage adaptatif t (s)

FIG. B.ll-11  Evolution du résidtRV en fonction des étapes de maillage adaptatif cfgg)u et
évolution de la température au po{rty)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le
cas RPGD_S21
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FIG. B.lII-12  Evolution du résid®V en fonction des étapes de maillage adaptatifcfysiuet
évolution de la température au padixiy)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le
cas RPGD_S22

Les résultats obtenus pour les différentes straségpnt répertoriés table@AB. B.II-9. Comme dans

le cas de la source 2, la résolution PGD sur chacgilage avec la RPGD_S1 nécessite plusieurs
modes. Ainsi, le nombre total d’enrichissementepbtavec la RPGD_S2 est beaucoup plus faible par
rapport a la premiére stratégie.

Néanmoins, le nombre d’enrichissements sur le agglfinal dans le cas RPGD_S1 est seulement de
8 au lieu de 23 et 42 dans le cas RPGD_S2. Le romérpoints du maillage final dans le cas
RPGD_S?2 est plus important vis-a-vis a la RPGD ASih. de mieux comprendre pourquoi le résultat
obtenu par la RPGD_S22 est aussi éloigné de cellRRIGD_S1, nous allons regarder en détail les
étapes du procédé de maillage adaptatif pour aessieatégies dans la partie qui suit.

Nombre Nombre de points du ‘2
S . . Nombre d’étapes
d’enrichissements maillage final
RPGD_S1 103 (cumulé) — 8 (final) 166 20
RPGD_S21 23 285 23
RPGD_S22 42 494 25

TAB. B.II-9 Comparaison des résultats de deux &gias de maillage adaptatif

B.11.4 Discussion

Dans cette partie, nous regardons plus en déwipsgametres influencant le résultat du
procédé de maillage adaptatif, qui semblent avo@ influence suite a I'analyse des résultats sur le
différentes sources.

Tout d'abord, les résultats obtenus lors des étdpeasaillage adaptatif entre RPGD_S1 et RPGD_S22
sont détaillés. Ensuite, lI'influence du maillagéiah est étudiée. Enfin, l'influence de I'inter@ion

des anciens modes dans le cas RPGD_S2 et celeamghs tcaractéristique dans le cas RPGD_S1 sont
discutées. La source de type impulsionnelle eségi pour illustrer cette partie de discussion.
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B.Il.4.1 Comparaison des deux stratégies en terme d’évotutiu maillage

Revenons au cas test présenté précédemment B.IABIB d’'expliquer les différences
obtenues entre les deux stratégies RPGD_S1 etdtégie RPGD_S2 en terme de maillage et de
nombre de modes, I'évolution de la température @intpx=0; y=0) et du résidu locaRL en

fonction du temps lors des étapes de maillage atibpont donnée3AB. B.II-10 (a gauche pour
RPGD_S1 et a droite pour RPGD_S22). Par souciatéclseulement les étapes numéro0;1;6; 8;
9 et I'étape finale sont représentées.

A I'étape 0, la valeur du résidu loc®L est trés élevée pour> $0méme si la solution finale
présente une zone stationnaire pour s 2€f. la solution finald-1G. B.1I-10 — & droite). Ceci est lié

au fait que le maillage initial tres grossier daette zone ne permet pas de décrire correctement la
solution.

De I'étape 1 a I'étape 6, le procédé de maillaggptatif ajoute donc des points dans cette zone. Plu
précisément, a I'étape 1, un point est ajoutéca gbbpermet de réduire fortement le résidu dans la
zonet 1[55;104.

A l'étape 6, pour les deux stratégies, le réginagictnairet D[Zo;lod est mieux capté et la valeur

du résidu est maintenant plus élevée dans la zmsitoire comparée a celle dans la zone
stationnaire. Notons néanmoins qu’a cette étapegleur des résidus locaux dans la zone statiomnair
est beaucoup plus importante dans le cas RPGD_G24. est lié au fait que, dans le cas de la
stratégie RPGD_S22, on garde les modes obtenuaquehétape de maillage adaptatif. Comme les
modes obtenus sur le maillage initial ne permetpaistde bien prédire la solution (cf. représentatio
de la solution a I'étape 0), I'erreur générée e modes est donc toujours présente et le proegdé d
maillage adaptatif doit la corriger. En ce qui ceme la RPGD_S1, les modes sont mis a jour sur les
nouveaux maillages, ce qui permet d'éviter I'errpersistante due au maillage initial. Dans le @s d
la RPGD_S1, a partir de cette étape, on constaée lgs valeurs importantes du résidu local
correspondent aux zones de fortes variations kx@adi et donc des points sont ajoutés sur cette zone

Dans le cas de la méthode RPGD_S1, dans les &apesites (a partir de I'étape 8), des points sont
ajoutés uniquement dans les zones transitoires () pRsque les résidus s’annulent dans la zone
stationnaire. En revanche, dans le cas RPGD_S&8Xdmts sont ajoutés a la fois dans les zones
transitoires et les zones stationnaires. Par exeraplétape 8 on voit que la valeur du résidupass
élevée dans la zone stationnaire. Ainsi, a I'é@pen point est ajouté B=77. s5point qui est bien
situé dans cette zone.

Cela se traduit, a I'étape finale, par un maillfigal beaucoup plus dense dans la zone stationnaire
Cela explique donc le nombre de points beaucoupgikvé dans le cas RPGD_S22 par rapport au cas
RPGD_S1 qui avait été souligné.

L'analyse de ces résultats met en évidence l'ingmae des premiers modes et par suite du
maillage initial pour la deuxiéme stratégie ol haedes sont conservés au cours des étapes de
maillage adaptatif. Nous allons donc maintenardudes I'influence du maillage initial.
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TAB. B.II-10  Etapes du procédé de maillage addptdéins le cas RPGD_S1 (gauche) et

RPGD_S22 (droite)

90



Maillage adaptatif / PGD

B.11.4.2 Influence du maillage initial

Afin d'étudier l'influence du maillage initial sua stratégie de couplage, nous considérons
trois maillages temporels différents : un maillagégulier de la sourcen, = @t deux maillages

réguliersn, = 10let n, = 10001points.

25 T T T T

‘‘‘‘‘ nt=9
20 _
,‘ - = =n=101
1k n=10001
vl t
,’ A
15 Iy ;i“
ll I’ i\,\
ITLE '~
10k 4a \ \’x
8 [ ‘." '~,
Q ~,
~ yov ~
~ ‘'~
5 \ S
\ ~e
\ '~
-~ N/
o = B
‘o
\/
\/
-5} \,\
_10 1 1 1 1
20 40 60 80 100

t(s)

FIG. B.1I-13 Evolution de la température au pairty)=(0,0) en fonction du temps pour trois
maillages temporels différents

La FIG. B.lI-13 montre I'évolution de la température en un poiatl'dspace en fonction du temps
pour ces 3 maillages (aucune technique de mailtdpotatif n'est utilisée). La solution avec le
maillage n, = 10001est considérée comme étant la solution de référdra solution obtenue avec

n, =101 est beaucoup plus précise que celle paur , prncipalement dans la zone stationnaire.

On peut donc penser que si on démarre la RPGD_&R2 av maillage initial de 9 points, I'erreur
commise par la projection des anciens modes peetpgéépondérante par rapport a celle liée a la
mauvaise description des zones transitoires. Esypige, les résultats obtenus avec la RPGD_S2 sont
donc moins avantageux gue ceux avec la RPGD_S1.

Afin de conforter cette idée, la technique de ragiél adaptatif est testée pour des maillages
initiaux beaucoup plus denses (101 et 201 poihts3. autres parameétres des simulations sont les
mémes que précédemment.

Le TAB. B.lI-11 montre les résultats obtenus avec un maillagalimégulier de 101 points.

llIs sont comparés a ceux obtenusTkB. B.II-9 qui correspond au maillage initial grossier de 9
points. Pour les trois stratégies, le nombre ditage maillage adaptatif est réduit et par suite le
nombre d’enrichissement est plus faible. Commendtigle nombre total d’enrichissements de la
RPGD_S2 est beaucoup plus faible que celui de IGIRFS1. Notons que le nombre de points du
maillage final est plus proche dans ce cas poudés< stratégies. Le maillage final dans le cas
RPGD_S22 présente moins de points par rapport alREEGD_S1 et moins d'étapes de maillage
adaptatif. La stratégie RPGD_S22 est nettementtaganse dans le cas ou le maillage initial est
suffisamment fin.

Pour ce maillage de 101 points, le maillage initiahtient des points dans la zone stationnaire (80
points pourt > 20. Sur le maillage final, le nombre de points eshaplus élevé pour la stratégie

91



CHAPITRE B — PGD POUR UN PROBLEME TRANSITOIRE LINHRE

RPGD_S1 malgré une baisse du nombre d'étapes diageaadaptatif en comparaison au cas avec un
maillage initial de 9 points (la différence étatdilleurs de I'ordre de 80 points).

Nombre Nombre de points du Nombre d’étapes
d’enrichissements maillage final
RPGD_S1 95 (cumulé) - 8 (final) 239 15
RPGD_S21 17 299 17
RPGD_S22 23 235 13
TAB. B.lI-11  Comparaison des résultats pour lesxdgtatégies — maillage initial régulier de 101

points

Les résultats obtenus avec un maillage initial emgdus fin (201 points) sont reporf€AB. B.II-12.
Les résultats de la RPGD_S2 sont encore plus ayaumale nombre de modes sur le maillage final
s'approche de celui de la RPGD_S1 (8 modes).

Pour les deux stratégies, comme nous lI'avons g@rée@shombre de points final est plus élevé a cause
du maillage initial qui présente des points darmolze stationnaire.

Nombre Nombre de points du Nombre d’étapes
d’enrichissements maillage final
RPGD_S1 75 (cumulé) — 8 (final) 322 11
RPGD_S21 13 370 13
RPGD S22 19 330 11
TAB. B.II-12  Comparaison des résultats pour lesxdetatégies — maillage initial régulier de 201

points

En conclusion, le choix de la stratégie de couplB@D/techniqgue de maillage adaptatif
dépend du maillage initial :

- Si la solution sur le maillage initial est proche k& solution finale, il est intéressant de
conserver les modes PGD a chaque étape de madtiegeatif car cela permet de réduire le
nombre total d’enrichissements et par suite le tedgcalcul.

- Sile maillage initial est grossier, conserverresdes PGD obtenus pénalise le calcul puisque
des points sont ajoutés pour pallier la mauvaigsliption de la solution. Dans ce cas la
stratégie RPGD_S1 est donc plus intéressante mégike sonsiste a recalculer la solution
PGD entiérement a chaque étape de maillage adaptati

Cependant, il n’est pas toujours évident (notammemnime nous le verrons dans les cas couplés) de
choisir un maillage initial qui donne une solutisuffisamment précise. De plus, commencer par un
maillage initial dense peut mener a un maillage tiia dans la zone transitoire ce qui n'est pas

optimal en terme de stockage de données. Il nowsitpdonc assez naturel de débuter avec un
maillage initial qui permette de prédire correctatria source.

Une stratégi€optimalé€ consisterait en un mélange des stratégies 1tet&tait :
- débuter avec un maillage initial de la source,
- démarrer avec la premiére stratégie RPGD_S1 et,
- a partir d’'une certaine valeur du résidu, corgimavec la deuxieéme stratégie.
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Les résultats obtenus avec cette stratégie somsemés ci-apreFAB. B.II-13. Considérons le
maillage initial de 9 points de la source. La siatioih démarre avec la stratégie RPGD_S1 jusqu'a
I'étape 6 de maillage adaptatif. A cette étapemkdllage obtenu est de 18 poinBIG. B.1I-14).
Ensuite, la stratégie RPGD_S22 est utilisée jusattéindre un résidlRV inférieur a 0.1. Cette
nouvelle stratégie est notée RPGD_S3.

Etape de maillage Nombre de points Nombre de Résidu a la fin de chaque
adaptatif temporels modes étape de maillage
0 9 3 33.1621
1 10 1 23.9242
2 11 1 12.9717
3 12 2 6.5195
4 13 3 3.4482
5 14 3 2.6286
6 18 4 1.9374
7 21 1 1.5040
8 24 2 1.1446
9 31 2 0.8001
10 34 1 0.7040
11 39 1 0.6477
12 48 1 0.5322
13 63 1 0.4016
14 76 1 0.3203
15 101 2 0.2319
16 108 2 0.1909
17 128 1 0.1547
18 148 2 0.1136
19 166 2 0.0957

TAB. B.II-13  Résultats avec la RPGD_S3 (RPGD_S1+RP&22) pour un maillage initial
grossier de 9 points

La solution est obtenue avec 23 modes au bout daafes de maillage adaptatif et un maillage de
166 points. Par rapport a la stratégie RPGD_Sidoiebre total d’enrichissements est fortement réduit
(33 au lieu de 103) pour un méme nombre de poiots maillage final. Par rapport & la stratégie
RPGD_S2, le maillage final présente beaucoup mdagoints pour une méme précision sur la
solution.

La FIG. B.lI-14 montre la solution obtenue a I'étape 6 sur le langd de 18 points avant de changer
de stratégie de couplage. Cette solution est velagnt proche de la solution finale. C'est la maiso
pour laquelle le passage a la stratégie RPGD_S2 ateré bénéfigue. Néanmoins, une étude plus
poussée devra étre menée afin de déterminer &recritptimal pour déterminer I'étape ou I'on peut
changer de stratégie. Cette stratégie n'est plagu#e dans la suite de la thése mais elle constiteie
piste pour optimiser ce couplage.
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FIG. B.ll-14  Evolution de la température au pdi)=(0,0) en fonction du temps a I'étape 6 et &
I'étape finale de maillage adaptatif

B.11.4.3 Influence du choix de l'interpolation dans le cdBPGD_S2

Rappelons que pour la stratégie RPGD_S2, afin dérueer le calcul sur une nouvelle étape
de maillage adaptatif, les anciens modes sont tgjeur le nouveau maillage a l'aide d’'une
interpolation linéaire (cf. Etape 9 algorithme dealutionTAB. B.II-2).

Lors de cette étape, les nouveaux modes consarpigstir des modes interpolés peuvent présenter des
fluctuations. LaFIG. B.II-15 montre les quatre premiers modes temporels obtemuge maillage

final dans le cas de test précédent avec la steaRRGD_S21 (cf. partiB.11.3.3b).

0.2k kX 4
maillage final

40 50 60 70 80 90 100
t(s)

FIG. B.II-15  Quatre premiers modes temporels oldatans le cas RPGD_S21 avec interpolation
linéaire
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Notons que tous les modes présentent des disct@siraar ils sont interpolés linéairement. Ainai, |
forme du modeH! sur le maillage final est la méme que celle suméllage initial de 11 points.

Pour les autres modés$' (2<i < 4) leur forme est celle sur le maillage ou ils ot générés.

Les coefficients de ces 4 premiers modes soniesuaillage final,a = [42.89, 60.78,67.55, 56.82].

Contrairement au cas sans maillage ou au cas RPGIe Sremier mode n’est pas prépondérant (cf.
partie B.1.2.3). Cela montre que les coefficients sont recherd@snaniére a mieux représenter la
solution finale avec les fonctions de base obtegu&se a la mise a jour des coefficients pour tesis
modes (cf. Etape 10 et I'étape de projection d@tasde 12 - algorithme de résoluti®AB. B.11-2).

Regardons maintenant comment ces fluctuationsesumbdes influencent la solution PGD finale (23
modes). LaFIG. B.II-16 montre la solution finale obtenue avec les deuatégies RPGD_S21 et
RPGD_S1 en fonction du temps pour un point pargcudn espace. Pour ce point, on voit que la
solution obtenue avec la RPGD_S21 est un peu brdaés certaines zones temporelles.

1.6
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1.2
0.2
1
0.15
~ 08 o
08 08, 0.1
~ 0.6 = \
0.05 N
0.4 ~ =
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FIG. B.ll-16  Evolution de la température au po{mty)=(-2.82,-2.82) en fonction du temps
obtenue par la RPGD_S21 et RPGD_S1

Les fluctuations sont dues au fait qu'a chaque tajun nouveau mode et a chaque nouveau
maillage, une partie du second terme est interpilpartir d’'un maillage plus grossier. Par exemple,
plagons nous a l'itératiork + .1Afin de chercher le nouveau mode tempoel on est amené a
résoudre I'équation linéaire suivante (E8.1-35)) :

[231: a (R AR)a () ALs)o (o )JP
=?Zlb‘ Ry B )o(s)y 8 )0 (B{)—(

k

S o (R) Ar (s A;ei)m(pcw)j

3
i=1 j=1

Le terme (Aij), au second membre, est lié a la dérivéee tempodelte modes obtenues

OH . . . o, .
précédemmentT'(ls j £k). Comme ces modesi ; sont interpolés linéairement a partir des
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OH .
maillages plus grossiers que celui considéré & caitivelle itération, la valeur des dérivéeaﬁtl
(1< j k) peut présenter des sauts importants.

Nous reviendrons plus en détail sur ces fluctuatidans lechapitre D qui concerne la résolution
PGD des problemes multiphysiques. Dans ce cas, weusns que les couplages nécessitent un
transfert de données d’un maillage sur un autmgler les physiques sont définies sur des maillages
qui leur sont propres. Une méthode pour lisseolatiosn en utilisant I'interpolation cubique Spline
[Knott 2000] est proposée. LEFIG. B.1I-17 montre les 4 premiers modes (a gauche) et laigolen

un point de I'espace (a droite) lorsque l'interpiola cubique Spline est utilisée pour I'exemplecit
précédemment. Contrairement au cas avec l'intetipaldinéaire les modes sont plus réguliers et la
solution plus lisse.
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FIG. B.II-17 Quatre premiers modes temporels olgedans le cas RPGD_S21 (gauche).
Evolution de la température au poift,y)=(-2.82,-2.82) en fonction du temps
obtenue par la RPGD_S21 et RPGD_S1 (droite) avecinterpolation cubique
Spline

B.Il.4.4 Influence des temps caractéristiques

Nous allons maintenant évaluer l'influence des teropractéristiques sur la technique de
maillage adaptatif en se limite a I'étude de latsigieRPGD_S1pour les deux jeux de parameétres
suivants : (a)pC= 5 A; =let (b) pC= 02; A; =1. Le seuil du critere d’arréRV est fixé a 0.1.
Le maillage initial est celui de la source.

Pour le cas (a), 28 étapes de maillage adaptatifrecessaires pour obtenir la solution. Cela naéne
calcul de 204 enrichissements au total. Le mailligal contient 428 points. Pour le cas (b),
seulement 18 étapes de maillage adaptatif sonssgéices menant a un total de 72 enrichissements. Le
maillage final contient uniquement 98 points.

La FIG. B.1I-18 montre I'évolution de la température au pdint)=(0,0) en fonction du temps sur le
maillage final dans ces deux cas. Modifier le tewguactéristique modifie les zones transitoires.

Comme nous I'avons déja souligné, avec une valewal/ A; plus importante (a gauche), c’est cette
valeur qui gouverne la réponse transitoire du systéDans ce cas, la température évolue donc plus
lentement et la zone transitoire est plus large céuntraire, avec une valeur g& / A; plus faible,

c'est la source de chaleur qui gouverne la répdansesitoire du systéme. L’évolution de la
température tend donc vers la forme de la sourceoba transitoire est donc trés proche de la zone

transitoire de la source [(J [O , 10]).
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FIG. B.lI-18 Evolution de la température au pdiny)=(0, 0) en fonction du temps. Cas (a)
PC=5; A; =1 (gauche) etcas (C = . 024, =1 (droite)

Grace a la technique de maillage adaptatif, ontatsgjue les zones transitoires sont bien
captées quel que soit leur forme.

Cette technique est donc bien adaptée pour lagtigdide notre probléme.

Conclusion de la section

Dans cette section, une technique de maillage atifapt tout d’abord, été mise en place pour
résoudre des équations de la chaleur 2D. Elle siapgur les fondements de la PGD, c’est-a-dire la
décomposition de la solution en produits de fomdtich variables séparées et par suite une
discrétisation propre a chaque variable. Un estoratnidimensionnel simple basé sur I'estimation du
résidu local est testé. Des points de discrétisaant ajoutés aux endroits ou les résidus locank s
suffisamment élevés. Deux stratégies de couplagte EnPGD et la technique de maillage adaptatif
sont testées. Elles se différencient par leur éiru dans I'algorithme PGD. La premiere stratégie
(notée RPGD_S1) consiste a recalculer entierenaesblution PGD aprés chaque étape de maillage
adaptatif. Pour la deuxiéme (notée RPGD_S2), ledesiambtenus sur les anciens maillages sont
conservés et sont réutilisés pour enrichir les paux modes sur chaque nouveau maillage. Ces deux
stratégies ont été testées uniqguement pour labkariamporelle et pour les trois sources considérée
précédemment. Quelle que soit la stratégie utiliséde technique de maillage adaptatif permet de
capter de maniére automatique les zones transitdilée est également capable de rectifier I'erreur
due a la mauvaise solution PGD obtenue dans |'éthemrichissement. La deuxiéme stratégie
RPGD_S2 ou I'on enrichit & la fois le maillage es I[fonctions de bases est particuliere adaptée
lorsque la résolution sur chaque maillage nécessigrand nombre de modes. Dans ce cas, le nombre
total d’enrichissements a fortement diminué.

Ensuite, nous avons vu que le choix du maillaggaininfluence fortement les résultats. Si la
solution sur le maillage initial est proche de dduson finale, les modes PGD obtenus peuvent étre
conservés et réutilisés pour enrichir les nouveaoxles. Dans ce cas, I'utilisation de la deuxieme
stratégie permet de réduire le nombre total d'@isgEments tout en générant un maillage avec un
méme nombre de points. Si le maillage initial asisgier, les modes PGD obtenus sur ce maillage
sont trop éloignés de la solution recherchés et dmrstratégie RPGD_S1 s’avére plus avantageuse.

Une stratégie couplant RPGD_S1 et RPGD_S2 a étietes semble étre intéressante car elle permet
de réduire le nombre d’étapes de maillage adaptaisi que le nombre de points du maillage final.

Cette technique de maillage adaptatif nous a égalepermis de capter les réponses transitoires du
probleme lorsque le temps caractéristique est néodif
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Conclusion du chapitre

Dans la premiere partie de ce chapitre, la PGI2 aititsée pour la résolution de I'équation de
la chaleur 2D. La résolution PGD de I'équation aelthaleur a été détaillée et un schéma consistant
pour des discrétisations irréguliéres a été prapdfe d'analyser le comportement de cette méthode,
des simulations pour trois sources de chaleurrdifités et des temps caractéristiques différentétént
menées. L'implémentation numérique a été validéecpmparaison a une solution analytique pour la
source bimodale et des solutions Eléments Finisia88 pour les sources de type échelon et de type
impulsionnelle. La solution PGD a permis de prédiresolution pour ces différents parametres et donc
des transitoires fortement différents. Néanmoinilisation dans cette premiére partie d’'un maéa
régulier nécessite de considérer un nombre impbdarpoints pour atteindre une certaine précision
sur la solution.

Dans la deuxieme partie, il nous est donc appamne nécessaire de coupler a la PGD une
technique de maillage adaptatif, afin d’atteindne gertaine précision sur la prédiction de la smhut
avec un nombre limité de points. L'objectif pringigest ici de capter automatiquement, en partant
d’'un maillage grossier, les zones transitoiresadgolution, ces derniéres pouvant étre gouvernges p
le temps caractéristiqgue ou encore les transitti#es la source.

La technique de maillage adaptatif s’appuie suestimateur unidimensionnel simple qui est basé sur
le résidu local. Rappelons que, dans cette theése'est pas la technique de maillage adaptatieqtii
discutée mais la stratégie de couplage techniqueailéage adaptatif / méthode PGD.

Deux stratégies de couplage entre la PGD et lanigoh de maillage adaptatif sont testées. La
premiére stratégie (notée RPGD_S1) consiste acdealentierement la solution PGD a partir de la
solution nulle a chague maillage alors que la d&ugi (notée RPGD_S2) consiste a réutiliser les
anciens modes PGD. Appliquées aux trois sourcehaleur présentées dans la premiére partie, nous
avons constaté qu'avec la technique de maillagetatifiles réponses transitoires du probleme sont
bien captées. La technique de maillage adaptatifigieaussi de rectifier une partie de I'erreur due
solution PGD obtenue dans I'étape d’enrichissement

La premiére stratégie RPGD_S1 est plus performalates la mesure ou peu de modes sont
nécessaires sur le maillage final pour décrire ipédoent la solution. De plus, il n'y a pas
d’interpolation des anciens modes et donc pasudgutitions sur les modes. Cependant, la stratégie
RPGD_S2, pour laguelle un nombre plus importanindeles est nécessaire pour décrire la solution
finale, permet de réduire fortement le nombre ddssements cumulé au cours de I'ensemble du
procédé de maillage adaptatif.

Comme nous l'avons signal€, dans le cas de I'éguaké la chaleur 2D, la réponse transitoire
est gouvernée soit par le temps caractéristiquepsni la source. Il peut donc paraitre aisée adéstch
le maillage approprié comme nous l'avons précisganoins, I'objectif principal de cette these est
de quantifier 'apport de la méthode PGD dans ke dm problemes multiphysiques couplés. Dans ce
cas, la technigue de maillage adaptatif prendgontsens puisque les zones transitoires, pouvant ét
liées aux termes de couplage, ne sont pas coanusori et une technique de maillage adaptatif
couplée a la PGD peut s’avérer nécessaire. De phkrsains termes de couplage peuvent faire
apparaitre des non linéarités qui doivent étreluésoavec la PGD. Nous allons commencer par
aborder ce point dans le prochain chapitre ennelaouplage entre la MAN et la PGD pour une non
linéarité dans le terme source de chaleur. L'appbin de la technique de maillage adaptatif sera
ensuite abordée dansdeapitre D.
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Chapitre C

Couplage MAN — PGD pour la résolution d’'un probleme
transitoire non linéaire
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CHAPITRE C — MAN/PGD POUR UN PROBLEME TRANSITOIREOWN LINEAIRE

L'objectif de ce chapitre est de compléter les développenmét®dents en se donnant la
possibilité de résoudre des problemes non linéaires transitbiidée est de coupler la PGD et la
Méthode Asymptotigue Numérique (MAN). Dans le contexte de la R&EEsolution de problémes
non linéaires transitoires a été étudiée en utilisant dattgies de linéarisation [Ammar 2010a,
Pruliere 2010a]. Toutefois, comme nous allons le montrer dans & seite approche présente
certains inconvénients. Nous proposons donc une approche alternative bées@&bAdr

La MAN [Cochelin 2007] est largement utilisée pour résoudrerandgnombre de problémes
non linéaires et en particulier dans le cadre de la mécadegustructures des problémes d’instabilité
comme notamment le flambage [Azrar 1993, Cochelin 1994, 2007]. Daostkxte des méthodes de
réduction de modéle, on peut citer des travaux couplant la MAK BOD pour la résolution de
problémes non linéaires [Yvonnet 2007, Niroomandi 2010].

L’idée de la MAN est de chercher la solution sous la formeedsérie entiére de maniere
récurrente. L'introduction du développement en série entiere enénedsolution d’'un grand nombre
de problémes linéaires. Le couplage entre la MAN et la P@3iste a utiliser la PGD pour résoudre
ces problemes linéaires. La récurrence est liée awdaitla résolution de la MAN pour un ordre
donné fait intervenir les solutions aux ordres précédents.

L'objet de ce travail est de montrer que le couplage MANDRest possible pour une certaine
famille de problemes non linéaires. Ce chapitre n'a pas |aisnadiétre d’'une portée générale mais
d’évaluer si la MAN est capable de résoudre des non linégeitgsorelles. La MAN est appliquée ici
a I'équation de la chaleur transitoire 1D ou la non linéanitgrvient dans le terme source. Dans un
premier temps, la mise en place de la méthode est détailépmomaine de validité de la méthode
est discuté.

C.I Résolution de I'équation de la chaleur transitoire 1D non
linéaire
On cherche a déterminer la fonctiaﬂ(lx,t) définie sur le domaine (I'espace DDet le temps
t) Q=Q,xQ, =[0;L,]x[0;L,] telle que :

oT 0°T
- —=f+g(T C.I-1
C PGl 9(T) (C.I-1)

ou p est la masse volumiqué€, la chaleur spécifiqgue); la conductivité thermiquef la source de

la chaleur etg(T) est une fonction non linéaire qui dépend de laptmature. La non linéarité du
probléme est liée au termg T ) et la sommef + g(T ) peut étre considérée comme une source de la
chaleur non linéaire.

Pour simplifier I'écriture, on considére des coiwtis aux bords et initiales nulles ainsi que des
parametres matériau constangs, (C et A; constants).

De plus, par souci de simplicité, nous allons cadreid le cas particulier de la non linéarité
g(T)=-T2. L'équation(C.I-1) s’écrit donc :

aT 0°T
oG h =t +[-72) (C.1-2)

Dans ce qui suit, nous allons tout d'abord préselateésolution par la PGD de ce probléme non
linéaire afin de mettre en évidence les inconvéride ce type d’approche. Ensuite, une méthode de
couplage MAN-PGD est proposée.
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Probléme de la chaleur transitoire 1D non linéaire

C.I.1 La PGD pour les problemes transitoires non linéaires

La PGD (présentée dans d¢hapitre B) est ici appliquée pour la résolution de I'équatio
(C.I-2). Rappelons que cette méthode consiste en unedun@ciérative composée a chaque itération
par trois étapes : I'enrichissement de la basegleul des coefficients et le calcul du résidu.

A litération k +1, I'étape d’enrichissement consiste & rechercheplation T(x,t) sous la
forme séparée suivante :

T(x,t):zk“ai FI(x)H'(t)+R(x)P(t) (C.I-3)
i=1

ou R(x) et P(t) sont les nouvelles fonctions de base a déterminer.

Avec un champ virtuel :

T (x,t)=R (X)P(t)+R(x)P"(t) (C.1-4)
et apres la prise en compte des conditions auxshéadformulation variationnelle de Garlerkin liée
I'équation(C.I-2) s’écrit :

Al a—Tolcz:jT*fo|Q+jT*(—T2)o|Q (C.I-5)
Q Q

« 0T
CIT —dQ+ A | —
P i ot Ti 0X 0X

Cela méne a la résolution d’'un systéme non linéairdk( x), P(t). Comme nous l'avons précisé
dans lechapitre B, afin de détermineR(x) et P(t) la méthode de point fixe a directions alternées
est utilisée pour détermind(x) et P(t) [Ammar 2007].

Remarque. La méthode de point fixe mene a la résolution uédipns linéaires lorsque le probleme
est linéaire (cfB.1.1). Cette procédure de point fixe est détailléepimir le probléme non linéaire
considére :

- Trouver R(Xx):
Supposons conr®(t), ce qui implique un champ virtuel de la forme(x,t)=R (x)P(t)
puisqueP” (t) s’annule. Comme I'équatiofC.I-5) doit étre satisfaite quel que sd¥ (x),
on obtient un systeme non linéaire a résoudre gétarminerR(x) :

ROV, (P)=U;,(P)=Uy,(F' H' ,P)+Uy(F' ,H' ,R,P) (C.1-6)
ou le termeU,(F',H' ,R,P) lié & la non linéarité- T2 est non linéaire eR .

- Trouver P(t1)
Supposons conr( x), ce qui implique un champ virtuel de la forfie(x,t)=R(x)P" (t)
puisqueR’ (x) s’annule. On obtient donc un systéme non liné&rirésoudre pour déterminer

P(t) :
P, (R)=Ux,(R)=Uy(F' H' ,R)+ Uy (F' H' R,P) (C.I-7)

ou le termeU,,(F' ,H' ,R,P) lié & la non linéarité- T2 est non linéaire e .
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Comme on pouvait s’y attendre, dans le cas d’ublpme non linéaire, la méthode de point
fixe méne a la résolution d’équations non linéaifasur les résoudre, deux stratégies de linéanisati
ont été proposées par Pruliére [Pruliere 2010&jnathar [Ammar 2010a]. Il s’agit de la stratégie de
linéarisation incrémentale et de la stratégie dédiisation de Newton. Elles consistent, toutes les

deux, en une linéarisation du terme non linédifea I'enrichissement considéié+ (ferme que
2
I'on notera(T('”l)) )

* Pour la stratégie de linéarisation incrémentaletetene (T('“l)) est évalué a partir de la
solution a I'enrichissement précéddnt

(e =(reof =[ﬁa‘ F%x)H‘(t)jZ (C.1-8)

L L a2 3 3 -
« Pour la stratégie de linéarisation de Newton,ﬂmee(T(k 1)) est évalué en utilisant
partiellement la solution a I'enrichissement préséd :

froenf =0+ roop) =(r) 219 ROX)P() (C19)

Ainsi, avec ces deux stratégies, le systeme a désqar la méthode de point fixe (KG.I-6)) et (Eq.
(C.I-7)) devient linéaire. Dans [Pruliere 2010a], une ewtriante est proposée et consiste a écrire ce

terme sous la forme(T“‘*” )2 = (T‘“)[(T‘k*”).

Les auteurs montrent que les stratégies ci-dessueigent et qu'il n'y a pas de différence imporéant
en terme de nombre de modes et temps de calculersiéla non linéarité est mieux prise en compte
par la deuxiéme stratégie.

Toutefois, par comparaison a une solution analgtiqes deux stratégies nécessitent un nombre de
modes beaucoup plus important. Ceci s’explique lpdiit que le nombre de modes est lié a la
convergence du solveur non linéaire qui est utiiaés I'étape de I'enrichissement. Plus le solveur
converge lentement, plus le hombre d'étapes d’Bimsements est élevé et par suite le hombre de
modes.

Une stratégie dite optimale a été envisagée eistersrechercher les nouvelles baRég) et P(t)

a la sous itératiom (notéesR(™ (x) et P{™(t)) en utilisant partiellement les fonctions obtenaes
la sous itération précédenten—1):

reenf {iai FIOOH ! (1)+ R(““”(x)P‘m‘“(t)] Yo Fl O (0 R‘””(x)P‘””(t)J (C.I-10)

i=1 i=1

Cette stratégie semble étre plus avantageuselegrezmet d'atteindre la précision demandée avec le
méme nombre de modes que la solution exacte. Tamsitéd colt de calcul est semblable par rapport
aux deux premiéres stratégies.

De plus, avec cette approche, les opérateurs efiffiéls liés aux inconnueR(™ (x) et P(M(t)

doivent étre mis a jour a chaque itération. Autnehtbt, on doit actualiser les composants Algcf.
B.1.1.2) & chaque itération. Ceci devient colteux si iléietdu probleme est importante (par exemple
lorsque la non linéarité est plus complexe).

Il semble donc intéressant d’avoir un nombre constiopérateur différentiel. C'est I'avantage de la
Méthode Asymptotique Numérique que nous allonsgmtes dans la partie suivante.
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Probléme de la chaleur transitoire 1D non linéaire

C.1.2 La MAN pour les problémes transitoires non linéaires

Afin de résoudre le probleme (E(.I-2)) avec la MAN, un parameétre régl est introduit.
Nous considérons donc un systéme non linéaire ceénge I'inconnuel et du parameétre . Trois
systemes qui se différencient par l'introductionpdwameétrez peuvent étre envisagés:

e Soit ¢ est placé devant la source de la chalkur
L’équation a résoudre devient donc:

T °T
c_ - =
P2t M ok

Cette approche a pour but d’évaluer l'influencecttargement (ici la source) sur la réponse du

systéme. Avec cette approche, nous pouvons obtanisolution pour différentes valeurs du
chargement. Dans la plupart des cas, c’est ceftmdlpe qui est utilisée, notamment dans le cadre de
la mécanique des structures lors de la résolugogpradblémes d’instabilité [Cochelin 2007].

=pUf +9(T) (C.I-11)

e Soit ¢ est placé devant la non linéar€T )
L’équation a résoudre devient donc:

oT 0°T
E_ATW =f+pH(T) (C.I-12)

Avec cette approche, on analyse l'influence deolalméarité sur la réponse du systéme.

» Soit ¢ est placé devant la source ‘totale* g(T) :

aT 9°T

pCo o =i +o(T)) (C.I-13)

Avec cette approche, on analyse l'influencefdet g(T) simultanément.

Dans le cadre de cette thése, nous nous intéreadtinBuence de la non linéarité sur la réponse d
systeme. Nous allons donc considérer le systemg(Hgl2)) .

L'équation a résoudre devient donc :
oT 0°T )
C—-A,—=Ff+ol-T C.I-14
e =t o T?) (C.I-14)
ou les inconnues sont la températlireet le parameétre .

Le principe de la MAN est de chercher les solutidnet ¢ sous la forme de séries entieres tronquées

a un certain ordre. La MAN permet de transformesyistéme non linéaire en un certain nombre de
problémes linéaires qui disposent des mémes opésaddférentiels. Comme nous allons voir dans la
suite, ils se différencient uniquement par le sedenme.

Pour déterminer la branche complete de solutiong), la MAN consiste en trois techniques de base
qui sont la perturbation, la discrétisation etdatmuation.

La technique de perturbation est utilisée pour foanger le probléme non linéaire a résoudre en une
suite de problemes linéaires. Le couplage MAN-PGDBsiste a résoudre ces problemes linéaires par
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la PGD. La technique de continuation permet de deéter un nouveau morceau de la solution. Dans
ce qui suit, nous allons détailler chacune de egsniques.

C.1.2.1 Technique de perturbation

La technique de perturbation consiste a cherchapllation de I'équatio(C.1-14) sous la
forme de séries entiéres tronquées en fonction pfuamétre de chemia :

b
=@ +ag +a’g +..+ag, =) ay (C.I-15)

i=0
P
T=T,+al, +a’T,+..+a’T,=> aT, (C.1-16)

i=0

ou l'ordre p est choisi par I'utilisateur.

A partir d’'une analys@ posterioriqui sera présentée dans la section suivante, dagsttaté
gue le couple de solutiofy,T ) écrit sous la forme de séries entieres est valatifpuement dans un
domaine de validité da (aD[O; amax]). La solution correspondarfiz(a),T(a)) est dite morceau

de la branche de solution (cf. FG. C.I-1). Notons que le couplég(a=0),T(a=0))=(@,T,)
est le point de départ de ce morceau.

T

Morceau de la branche
Point de départ

,/ Fin du morceau //
p
v

¢
FIG. C.I-1  Un morceau de la branche de solutiorcf@tin 2007]

Remarque. Les conditions aux bords et initiales ont été clesishulles pourT . Ces mémes
conditions aux bords et initiales sont égalemepligpées aux équations a chaque ordre de la MAN

T, (0<i<p).

Pour résoudre un probleme avec d'autres conditiams limites, nous nous ramenerons, par
changement de variables, a un probleme avec delitioms aux bords et initiales nulles. Considérons,
par exemple, un probleme dont les conditions augdsont non nulles :

T(x00Q, ,t)=T°(x,t) (C.1-17)

ou la fonctionT®(x,t) est connue. En posant le changement de variablemsu

T(xt)=Tox,t)+T°(x,t) (C.1-18)
ol T%(x,t) est nulle aux bords et a I'instant initial, le piérbe considéré s’écrit donc :
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Probléme de la chaleur transitoire 1D non linéaire

oT° 0°T® oT" 0°T®
C— A ——=f+ TO+TP) - pC—+ A ——— C.I-19
el P )= POt A (C.I-19)
Comme la fonctiofiT® est connue, ce systéme peut s’écrire sous la forme
0 270
CaT —/]Ta—Tsz+(p[g(T° +T°) (C.1-20)
ot x>

Ainsi, la méme structure de développement peutrise en place.

Avec la représentatiofC.I-16), la non Iinéaritég(T) peut également s'écrire sous la forme
d’une série entiére tronquée a 'ordpe

ofT)=-T%= Zp: ag(T) (C.I-21)

ou: I__O
g(T)=->TT, (C.1-22)

1=0

Remarque.Cette représentation devient compliquég@t ) est une fonction puissance d’ordre élevé
g(T)=T" avec n grand. Dans ce cas, de nouvelles Vvariables!) telles

quev™ =T"=T" ..., v®® =T2=TT sont classiquement introduites. Cela méne aux
nouvelles équations :

oT 0°T ,
C— A —5=f+pd-TI"
P2 ol )
v —T (2 =g (C.I-23)
v(?) —T2 =0

En appliquant le technique de développement a llehkedes variables!!) (2<j<n-1)etT, on

constate qu’'un seul produit de deux séries entiFmxjuées est nécessaire. Néanmoins, un ordre
élevé peut faire exploser le nombre de termesogtédations [Cochelin 2007].

A partir des représentatio(S.1-15), (C.1-16), (C.1-21), I'équation(C.I-14) peut s’écrire sous
la forme suivante :

a P i 62 p i B p i P i
PCo| 28T [~ 7| 28T =1+ D alq |03 ag(T) (C.1-24)
i=0 X~ \i=0 i=0 i=0

soit :
0 & 02 & . 0 P
Pca(za"ri )= A y(Za‘Ti )=a’t+>a' > gg_(T) (C.1-25)
i=0 i=0 i= =0

Pour que I'équatiorfC.I-25) soit satisfaite quelle que soit la valeur @de p +1 problémes linéaires
pour chaque ordre da& doivent étre résolus.
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« L'ordre0

Le probléme a 'ordre 0 s’écrit :

2
C% A 661; f+@0,(T)="f +%( ) (C.1-26)
ou les deux inconnues sofy et ¢,. Supposong, = 0T, est donc la solution de I'équation linéaire
suivante :
oT 0°T,
clo-) S0
p ot T ox2
Rappelons que le coupleg, ,T,) est le point de départ du morceau de la branchsoligion et

(@ ,T,) est bien la solution de I'équation non linégicel-14).

= f (C.1-27)

e« Lordre i (1<i<p)

Le probléme a l'ordre (1<i< p) s’écrit :
oT, 0T,
pPC—L-A——=> @9 (T) (C.1-28)
at T oox =
ou les deux inconnues softet . On voit que les termeg,_;(T) (1< j<i) ne dépendent que des

solutions aux ordres précédents (cf. Egl-22)). L’équation(C.1-28) correspond donc a I'équation
d’'un probléme linéaire transitoire.

Parametre de chemina

Remarquons qu'ave@ ordres de la MAN, on &p inconnues qui sontT;,T,,...T;) et
(4.%,...¢,). Pourtant, il n'y a quep equations. Il faut donc ajouter une condition sépentaire a

chaque ordre. Comme précisé dans [Cochelin 20@f{e condition s’appuie sur la définition du
parametre de chemia qui peut étre calculé de la fagon suivante :

(T-To.T) +{o-%.4) =2 (C.1-29)

Il s’agit, dans ce cas, d’une pseudo longueur dille correspond a la projection de la solutionlau
direction tangenté'l,qal). D’autres choix sont possibles et sont préserdgés {iCochelin 2007] mais

ils n'ont pas été étudiés dans le cadre de ceilrava

Avec cette définition du parametre de chemin, nobgnons p conditions supplémentaires qui
s’écrivent:

(L.T)+{a.a)=1
(T, 1) +.(.f.ﬂz 4)=0 (C.1-30)
(ToTo)+(2.@)=0

ot (C1Y définit un produit scalaire.

Le probleme est maintenant bien posé et nous powams résoudre les équations linéaires a chaque
ordre de la MAN. C’est I'objet de I'étape de résimln.
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C.l1.2.2 Technique de résolution couplée MAN-PGD

Dans le cadre de la mécanique des structures, &l Mgt classiquement couplée avec la
méthode des éléments finis (MEF). Cela revient &eatila MEF pour résoudre les équations linéaires
généreées par la technique de perturbation. Noysopoms ici d'utiliser la PGD.

L'intérét de I'approche MAN-PGD par rapport a I'apphe MAN-MEF est lié au fait que les
équations transitoires peuvent étre résolues dimnt. Dans I'approche MAN classique, un schéma
temporel incrémental doit étre utilisé [Cochelir0@D La PGD étant une méthode non incrémentale,
la résolution des problemes transitoires linéaiepose aucune difficulté et est trés rapide.

Dans ce qui suit, nhous allons détailler la résohlutiouplée MAN-PGD a chaque ordre de la MAN. La
résolution d’un probléme transitoire linéaire EPIGD a été présentéechapitre B, elle ne sera pas
détaillée ici.

« L'ordre0

Rappelons que le probléme a résoudre a I'ordrédis*

Cai— aZTO =
ot x>

A f

La solution par la PGD de cette équation s’écrit $adisrme :

Mo
To =T P =D b Ff (x)H (1) (C.1-31)
k=1

ou FO"(x) sont les modes spatiaukig(t) les modes temporelsa('; les coefficients en, est le
nombre de modes a l'ordre O.

« L'ordrel

A l'ordre 1, on cherche a résoudre I'équation suiga

oT, P 0°T,

L) —t= C.I-32
o Mo - A%(T) ( )

pC

La solution de cette équation peut étre s’écrires safiorme :

T, =@T,F? (C.1-33)

ot T,'7°®) est la solution par la PGD de I'équation suivante:

a-]_l( PGD) ale(PGD) B B ,
A I'aide de la condition :
(M.T)+(@a.a)=1 (C.1-35)
On obtient la valeur dg comme suit :
ﬂ =+ 1
\/<-|-1(PGD) ,Tl(PGD)>+1 (C.1-36)
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Le signex de ¢ indique le signe du vecteur tangent au point geadg ¢, ,T,) du morceau de la

branche de solution. Il sert & suivre une brane&healution dans le méme sens, sans retour enearriéer
Dans ce qui suit, nous choisissons toujours uneuvglesitive deg car notre but est de déterminer la

solution a¢g = lavec pour point de dépagt= .0

La solution a I'ordre 1 peut donc s’écrire soufolane :

N
T, =gT, " =g > afFF(x)H{ (1) (C.I1-37)

k=1

e L’ordre 2

A l'ordre 2, on cherche a résoudre I'équation suigan

aT. 2°T.
ek 2 2= (T) pgo(T) (C.1-38)

La solution de cette équation peut étre écrite ffmrme :

T, =T, "% + 1,75 (C.1-39)

o1 T,'7®") est la solution PGD de I'équation suivante:

IOC aTZ( PGD) aZTZ(PGD)
ot ox’
et T,("°") est la solution de I'équatiofC.I-34) qui a déja été trouvée lors de la résolution Edte

précédent. La sourcg,(T) étant composée uniquement de la solution aux shé&cédents, un seul
probléme linéaire doit étre résolu a cet ordre.

— A =g,(T)=-2T,T, (C.1-40)

A partir de la condition :
(T, ) +(®.4)=0 (C.1-41)

la valeurg, est déterminée comme suit :
(PGD) = (PGD)
ﬂ<T2 T >

= _1+ <T1( = 1 PGD)> (C.1-42)
Ensuite, la solution MAN & I'ordre 1 est calculééaéde de (Eq(C.I-39)).
e Lordre i (1<i<p)
De la méme maniere, la solution du probléme liméaitordrei :
pC%—AT% - ;w g,(T) (C.1-43)

est recherchée sous la forme :
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i
T =ﬂ.I.i(PGD) +¢2-|-i_1(PGD) + ”.+WT1(PGD) =Z$J.I.i+l_j(PGD) (C.1-44)
j=1

Elle méne a la résolution deproblemes linéaires parmi lesquéls prbblémes ont déja été résolus
aux ordres précédents. |l reste seulement a résomijuement I'équation suivante par la PGD:

92T (PeD)
I

T (PeD)
C 1
P x>

ot

~ =g4(T) (c.1-45)

i-1

dont la sourcey; ,(T) = _ZTIT(i—l)—I ne dépend que des solutions aux ordres précédents.
1=0

A partir de la condition :

(T, T,)+(q.4)=0 (C.1-46)
la valeurg est déterminée comme suit :
PGD PGD PGD PGD
¢4’—1<Tz( ) 1 )>+ ---+¢1<Ti( ) 1 )>
1+<T1( PGD) Tl( PGD)>

Q= (C.1-47)

Pour conclure, on voit que tous les problemes smsulus de maniere récurrente, la résolution
de la MAN a un ordre donné faisant intervenir lelsitsons aux ordres précédents.

Notons que le nombre total d’enrichissements péuarick la solution a I'ordrp est égale a la somme
des enrichissements PGD effectués a chaque ordre :

P
Nt = Y1 (C.1-48)
i=1

Décomposition de la source

Pour la résolution de chacune des équations cisdeagec la PGD, il est nécessaire de
considérer une représentation séparée de la soirterdre i, la source de I'équation PGD a

-1
résoudre s’écrigi_l(T):—Z'I]T(i_l)_l. Elle dépend des solutions aux ordres précédents
1=0

|
T, =Y ¢T. " (0<I<i-1). Rappelons que chague solution PG[},™" (0smsl -1), est
1

j=

Ny
une somme de produits de modes spatiaux et terspus'écritT, ("% = > ak FX(x)HK(1).
k=1

Trois méthodes peuvent peut étre envisagées pprérsenter la source sous la forme séparée :

« Explicitement :
Dans ce cas, la représentation séparée de chalqtjersd'm(PGD) est conservée et la source a

I'ordre i de la MAN est composée des produits de toutesalasons. Avec cette méthode, la
source est décrite complétement & chaque ordra MEAN. Par contre, le nombre de termes

s s

séparés pour sa représentation peut s’avérerlénds @our un ordre élevé de la MAN.
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SVD:

Dans ce cas, il s’agit d'utiliser la SVD (€hapitre A — partieA.l.3.1a) pour décomposer la
source a chaque ordiede la MAN. Tout d’abord, la sourcg,_,(T) est calculée a chaque
point de discrétisatior(x,t) et est représentée par une matrice plagng(x,t) de taille
(n, xn,). Cette matrice est ensuite décomposée par la:SVD

gia(x,t)=uzv’ (C.1-49)

ou X est une matrice diagonale de taitle x n, contenantmin(n,,n,) valeurs singuliéres
qui sont rangées dans un ordre décroissdntest une matrice de taille, xn, dont les

colonnes constituent une base orthonormale ded&esp et V est une matrice de taille
n, xn, dont les colonnes constituent une base orthonerrdal tempst. Ainsi, chaque

colonne deJ etV correspond respectivement a un ‘mode’ spaﬁi‘éﬁSVD)(x) et un ‘mode’

SVvD . s N X SVD
temporelH k¢ )(t). Chaque valeur singuliére correspond a un coefftmrk( !

Nous conservons ensuite un certain nhombrede modes pour lesquels le coefficient est
suffisamment élevé. La source a I'ordra’écrit donc sous la forme séparée suivante:

m

gi_l(X,t)ZZO’

k=1

(SVD) _ . (SVD)
k =L

OOHK P () (C.1-50)

Avec cette méthode, le nombre de termes pour @dersource a chaque ordre de la MAN est
faible. Dans le contexte d’'un probléme a 2 varialéjet), qui est le cas étudié ici, I'utilisation
de la SVD ne présente pas de difficulté particaligour le maillage considéré. Dans la suite,
nous choisissons donc cette méthode pour la démtigrode la source. Pour un maillage
plus fin, I'utilisation de la SVD peut étre colteuB® plus, comme nous I'avons précisé dans
le chapitre A, pour des problemes avec plusieurs variablesjlidation de la SVD
multidimensionnelle peut s’avérer compliquée [Gdez&010, Kolda 2007, Lathauwer 2000].
Dans ce cas, la méthode PGD, présentée ci-aprastpeutilisée.

PGD :

Une autre méthode consiste a utiliser la PGD pompeater la source (réduire le nombre de
termes dans la source). Etant donné que la soutcatsous la forme séparée de termes

m
gia(x,t)=> a“F*(x)H*(t), le probléme suivant est résolu par la PGD :
k=1

1(g7P (%, y)) =D a R (X)H (1) (C.1-51)
k=1

ou | est I'opérateur d'identité. La solution, obtenue@wn certain résidu, s’écrit sous la
forme :

r.nF’GD

PGD PGD
gPP(xy)= D a F T () H (L) (C.1-52)
k=1
ol le nombre de modesa™P est inférieur am. Avec cette méthode, la source & chaque ordre
de la MAN est obtenue sous la forme séparée avégille nombre de termes.
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Le TAB. C.I-1 est un tableau synoptique récapitulatif de l'alpone de la résolution MAN-
PGD couplée:

Ordre O
(PGD) aZT (PGD)

Résoudrep C —2 -A 0
» ot T oax?

Calculer la solution MAN a cet ordrg, =T,

=f parlaPGD

(PGD)

Préparer la source pour I'ordre 1 : DécompagRgiT ) = —T02

Ordre 1
(PGD) 52T.(PCD) ,
RésoudrepC 16t -A ;XZ =go(T)=-T,” parla PGD
1

Calculerg =

\/<T1( PGD) 'Tl( PGD)> +1

Calculer la solution MAN a cet ordfg = gT,"°>)

Préparer la source pour I'ordre 2 : DécompaggiT ) = —(T,T, + T,T, )

Ordre i (1<i<p)

(PGD) aZT (PGD)
|

RésoudreoC — -
0 ot T

e =0;4(T) parla PGD
X

wl_l<T2(PGD) ,Tl(PGD)> o+ ﬂ<-|—i(PGD) le( pGD)>

Calculerg =- 1+<-|-1(PGD) Tl(PGD)>

i
Calculer la solution MAN a cet ordrk = Z(a]'l'iﬂ_j(PGD)

=L

Préparer la source pour 'ordre suivant : Decompas€r ) = —z 1T
1=0

TAB. C.I-1 Tableau récapitulatif de I'étape de déson MAN-PGD couplée

Gréce a la technique de perturbation et a la résnlMMAN-PGD couplée, nous pouvons trouver le
couple(T, ,g ) pour chaque l'ordreé de la MAN.

Remarque. |l est constaté dans [Cochelin 2007] que, pouades problémes dont la discrétisation est
indépendante des parametres de chemiet ¢, les étapes de perturbation et résolution comnhuten

Pour ces problémes, discrétiser le probléme avané ¢erturber méne a la résolution des mémes
équations.
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Une autre approche couplant la MAN et la PGD sentiéressante. Elle consiste a tout d’abord
appliquer la PGD pour séparer le probleme en espaem temps. Ensuite, la MAN classique est
utilisée pour résoudre des problemes stationnaimesspace. Cette approche n’est pas étudiée dans le
cadre de cette thése.

A partir des couples(g ,T; ) obtenus, nous pouvons ensuite déterminer la ealutie
I'équation (C.I-14), pour une valeur du paramétge souhaité, en résolvant I'équati¢@.l-15) pour
trouvera:

w+ag +a‘p +..+afp =@

Par exemple, pour I'équatiq€.I-2) , on cherche a obtenir la valeur depour ¢ = 1 A partir de la
valeur dea, la solution MAN finale ave@ ordres est calculée a I'aide de I'équat{Gnl-16) :

P
T=T,+aT, +a’T, +..+aT, =) aT,

i=0

Remarque. Cela montre une propriété tres intéressante deAdl.MA\vec tous les couple§T, ,@ )

obtenus, nous pouvons résoudrgosterioriun nombre infini d’équations spatio-temporelles du
type (C.1-14). Pour chaque valeur dg, il suffit de résoudre une équation polynomial@ipavoir la

solution correspondante (ce point sera détaillé dasuite).

C.1.2.3 Technique de continuation
Dans la partie précédente, nous avons présent@&sialution d'un probléme thermique
transitoire non linéaire pour une valeur souhailéeg grace aux développements asymptotiques.

Néanmoins, ces développements sont valables unentedans un certain voisinage du point de
départ (% T, ) c’est-a-dire les valeurs dg doivent étre a l'intérieur du morceau de la brande

solution [(0( 0), A 8y )] . L'intervalle [O;amax] (appelé le domaine de validité [Cochelin 200%})la
limite du parametre de chemi; pour lequel la solution obtenue par la série (Egl-16)) satisfait
une précision demandée.

Afin d’avoir la solution pour une valeur dg a I'extérieur de[qo(O),(p(amax )], d’autres morceaux de
la branche de solution doivent étre recherchégucest I'objectif de la technique de continuation.

Dans cette partie, une méthode pour déterminerolrathe de validité est tout d’'abord
présentée. La résolution couplée MAN-PGD pour lartieghe de continuation est ensuite détaillée.

Calcul du domaine de validité

Dans le cadre de cette these, nous allons utikseréthode proposée dans [Cochelin 2007]
pour calculer la valeur da,,,, . Elle s’appuie sur la différence de la solution atdres consécutifs de

la MAN. L'idée est de déterminea,,
suffisamment petit :

en exigeant que I'écart entre deux ordres conggcadit

X

(MAN) _ (MAN)
Tp Tp-l

(MAN) (MAN)

<5 (C.1-53)
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(MAN) ot Tp(MAN)

ou T, sont les solutions MAN finales a deux ordres cont#s.

|| estlanorme du
vecteur considéré ed est un parameétre choisi par I'utilisateur.
p
[°T,|

2 P
‘a‘l’1 +a’T,+..+a Tp“

On a donc‘ <J. En approchanNaTl+ aT, + .+ aprH par [aT,|, on peut

déterminer la valeur da,,,, par la formule suivante :

1
_ ||T1||}pl (C.1-54)
a = oL .
[ [Tl

P .
La valeur deg,,, est ensuite calculée par (EG.I-15)) et méne &g, = Z(amax )@ .
i=0

max

L'étape de continuation

En appliquant la technique de perturbation etdarigue de résolution, on obtient le premier
morceau de la branche de solution avec un domaéneatidité [O;amax] correspondant. Pour

déterminer le morceau suivant de la branche deisolfdeuxiéme pas de continuation), il suffit
d’appliquer a nouveau ces deux techniques a phrtirouveau point de départ défini comme suit :

% = ﬂamax ) = ¢maX

(C.I-55)
T,=T(a

max )

Ecrivons maintenant les équations a résoudre a ehagire de la MAN avec ce nouveau point de
départ.

e L'ordre 0

Le probléme a I'ordre O s’écrit :

9°T
a1 gy (T)= 1+ (Ty) (C.1-56)

On constate que, comme le nouveau point de de{m@ﬁo) est solution du probleme non linéaire
(Eq.(C.I-14)), il est aussi solution du probleme a 'ordre @rdé&i-dessus.

e L'ordre 1

Le probléeme a l'ordre 1 s’écrit :

oT, 0°T,
T e BT+ Ado(T) = (27T ) + Ade(T) (C.I1-57)
soit
2
%_/‘T i -I;l + @ 2ToT, = @9(T) (C.1-58)
t 0x
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On remarque, comme dans le cas précédent, questensy a résoudre est linéaire. Pourtant,
I'opérateur différentiel du probléme est différeletcelui a I'ordre 1 du premier morceau de la bnanc
de solution (Eq(C.I-32)), lié au termeg, 2T, T, .

La technique de résolution couplée MAN-PGD préseméEédemment est réutilisée pour cette
équation.

On résout tout d’abord I'équation suivante aveR®&D :

aT.(PED) 92T.(PeP)
c—1 - 1
P ot T ax?

. - 1
On obtient ainsig = et on calculeT, = gT,("?.

\/<T1( PGD) 'Tl( PGD)> +1

+ @ 2T, T, 7% = go(T) =T, (C.1-59)

e L’ordre 2

Le probléeme a I'ordre 2 s’écrit :

oT 0°T.
pCa—tz -A 0722 =30, (T)+@9,(T)+»0,(T) =@ (— 21,1, - (T1)2)+ P9, (T)+@,0,(T) (C.1-60)
soit
oT. 0°T
Co 6x22 + @ 2T, =@ (1)) +@0,(T) +2,90(T) (C.1-61)

Notons que I'opérateur différentiel est cette faige méme que celui du probleme a l'ordre 1.

La solution de cette équation est recherchée sdoste :

T, =T o0 +@gT, "% + T, (7P (C.1-62)
oU Ty, ™" est la solution PGD de I'équation suivante:
0T, (Pep) 0°T;, (PeD) PGD 2
pC—1 i?t - A [a>]<2 + @ 2Ty, 7 =—(T)) (C.1-63)

et T,{7°") est la solution PGD de I'équation suivante:

T (PGD) 2T (PGD)
pCa 2 _/1T a 2

ot PN + @ 2T, T, P =g (T) = (_ 2T0T1) (C.1-64)

Notons queT,("®") est la solution de I'équatiofC.I-59) qui a déja été résolue. Il reste donc deux

problémes linéaires a résoudre par la PGD (Ed-63) et Eq.(C.I-64)). En comparaison avec la
résolution du premier morceau de solution a l'or@reon constate que cette étape nécessite la
résolution de deux problémes au lieu d'un seul.

Notons aussi que les sourcengl)2 et g,(T) sont composées uniquement de la solution aux ®rdre
précédents.

En rajoutant la conditiofT,,T,) +(¢.¢) =0, on obtient :
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PGD PGD PGD PGD
) %<T[2]( ) 'Tl( )> (pl<-|-2( ) 'Tl( )>
1+ <T1( PGD) le( PGD)> 1+<T1( PGD) le( PGD)>

(C.1-65)

La solution MAN a cet ordre est ensuite calculéges (Eq(C.1-62)).

e L'ordre i (1<i<p)

Le probléeme a I'ordre s’écrit :

a-l— aZT i i-1 i
6_'[I A OXZI =%9,(T) +Z¢’, 9;i-;(T) :%(_ 2ToTi)+%(—ZT|Ti-| )+Z¢, gi-;(T) (C.I-66)
=t =1 =1
soit
a-l-l aZTI i-1 i
CE_/]TW-F%ZTO-E :%(_ZWTH )+Z¢Jgi—j(T) (C.I1-67)
= =t

De la méme maniére que précédemment, la solutioN lAordrei est recherchée sous la forme :
_ (PGD) (PGD) (PGD) (PGD)
T =aTy +qT, +@T +..+qT, (C.1-68)

On est amené a résoudre pfloblémes linéaires parmi lesquels ploblemes sont déja résolus
aux ordres précédents. Les 2 nouvelles équatiargaetéci-apres sont résolues avec la PGD:

oT. .. (PeD) 92T...(PCD) i-1
oC [i] N [i] . +¢02T0T[i](PGD) =_Z-ITTi—I (C.1-69)
ot ox =1
aT(PGD) aZT(PGD)
pC Iat ~A alx2 + @ 2T, TP =g, (T) (C.1-70)

i-1
ou la sourceg;_,(T) :—Z'I]T(i_l)_I ne dépend que des solutions aux ordres précédents.
1=0

Avec la condition(T; \T,) +{¢.¢) =0, on obtient :
%<T[i](PGD) ,Tl(PGD)> m_1<T2(PGD) ,Tl(PGD)>+ ...+q<Ti(PGD) ’Tl(PGD)>

Q== 1+<T1( PGD) . PGD)> 1+<T1( PGD) T.( pGD)> (C.I-71)

La solution MAN a cet ordré est ensuite calculée d'aprés (E1-68)).

Remarque.Notons que toutes les équations résolues avecladXposent du méme opérateur :

oc9 ) 9 T (C.I1-72)
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De plus, avant d'appliquer la PGD, une nouvellerésentation séparée de la solutidp est
déterminée a l'aide de la SVD. Cela permet de lindenombre de modes pour représeriier

Supposons qué&, s’exprime sous la forme tensorielle suivante:

Ny . _ .
Ty =) agFy OHg (C.I-73)
i

les composants dA (cf. B.l.1.2) s’écrivent ainsi:

i=1 i=2 = (2+ j)
1<j<n,
A [ dNANT [ NNTax IN(FOj )" NN dx
x Q, 0 Q
R [ Lot JuHd) e
t Q Q, Q
al /1T pC 2% 0’3

Une fois tous les couplelsg ,T, ) obtenus, le domaine de validité est a nouveaurdété a
I'aide de (Eq.(C.I-54)). Le deuxiéme morceau de la branche de solutinsi gue son domaine de
validité sont obtenus. Si la solution ainsi générést pas suffisante, cette étape est a répépéetia
d’un nouveau point de départ (fin du morceau prénfd

La branche complete de la solution est ainsi coitstren appliqguant & chaque morceau les trois
techniques qui sont la perturbation, la résoluéibla continuation. A chaque étape de continuation,
nouvel opérateur différentiel doit étre généré.
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C.ll Résultats

Dans cette section, nous présentons tout d’absrcéhaultats obtenus avec la MAN-PGD pour
la résolution d’'un probléeme non linéaire trans&oiEnsuite, une étude sur le domaine de validité es
présentée.

C.I1.1 Résolution d’un probléme transitoire non linéaire par la MANPGD

On cherche a résoudre I'équati¢@.l-2) avec les parametrgg= ;1C=1; A =1et une
source constante positive= . Rappelons que la non linéarité considérée-ast.

L'équation(C.1-2) s'écrit :

__:2+

— C.lI-1
ol (C.1I-1)

oT _9°T (—TZ)

Le domaine étudié e€2=Q, xQ, = [0;10]>< [0; 2]. Les conditions aux bords et initiales sont clesisi
nulles.

La solution numérique obtenue avec la MAN-PGD eshgarée a une solution numérique obtenue

par une simulation utilisant la méthode des difiées finies que I'on notera (°F). Nous
commencgons par présenter cette solution.

C.11.1.1 Solution convergée de référence par la méthode diéférences finies

La méthode des différences finies (MDF) [Allaire08) est utilisée pour résoudre I'équation
(C.lII-1). Un maillage régulier en espatﬁrel,xz,...,xn) ayant un pasd, et un maillage régulier en

temps (tl,tz,...,tm) ayant un paso, sont considérés. La solution au po‘m,tj) est notéeT
(1sisn; 1< sm). Une fois la solution au temps calculé, le schema temporel de Newton
implicite est choisi pour trouver la solution aunfes t;,,. Pour déterminer la dérivee seconde en

espace, le schéma centré a 'ordre 2 est utilisétekme non-linéaire-T? est évalué a l'incrément
temporelt; .

L'équation du probléme est de la forme :

T»j+1 _T»j T'i+1_2Tij+l+T‘i+1 2
i i i . i+l :2+(_('|'il))
o, o, (C.1I-2)
(l<isn;1<j<m)
La solution a l'instant;,; est obtenue en résolvant le systeme linéaire suiva

le +1 le (Tli )2

(Il-K) .. |=| ..|+32-45 .. (C.1I-3)
Tnj +1 Tnj (Tnj )2
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ou | est une matrice d’'identité & est une matrice tri bande telle que:

-2 1 0 0
1 -2 1
o, | 0 1
K=— C.ll-4
5X2 ... 1 0 ( )
1 -2 1
0 0O 1 -2

Une fois les conditions aux bords et initiales apmes, la solution pour chaque poifh';j
(1si <n;1<j< m) est obtenue.

Pour déterminer le maillage a utiliser avec les DRfluence du maillage sur la solution DF est
étudiée en calculant la norme suivante sur chaguikage:

(C.11-5)

ainsi que I'écart entre la solution obtenue sunégllage M, et celle obtenue sur le maillagé, :

>

(k) — i=L j=L
q =

(M) (M)
'I'iJ _'I'i]

(C.1I-6)

nm
ou nxm est le maillage commun dd, et M, .

Le TAB. C.lI-1 récapitule les valeurs des normes et écarts obtemudifférents maillages
spatiaux pour un maillage temporel fixé a 1001 fi®n voit que pour un maillage contenant plus

de 1001 points en espace, la normg varie trés peu. De plus, 'écat) est lui aussi trés faible (de
I'ordre de10™).

Maillagei (nxm) | Norme npe | Ecarte® Ecarte® Ecarte!® Ecarte®
M, :101x1001 1.0259 0

M, : 501x1001 1.0301 0.0008 0

M, :1001x1001 1.0306 0.0096 0.0011 0

M, : 5001x1001 1.0310 0.0104 0.0019 0.0008 0

Mg : 10001x1001 | 1.0311 0.0103 0.0020 0.0009 0.0001

TAB. C.II-1  Valeur de la normeny- et de I’écartel(") pour différents maillages spatiaux et un
maillage temporel fixé

Le TAB. C.lII-2 montre les valeurs des normes et écarts obternudiféérents maillages
temporels pour un maillage spatial de 1001 poidtsvoit qu’a partir du maillage de 1001 points en

temps, la normen,. ne varie pas beaucoup et I'écart est trés fadad ordre del0™).
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Maillagei (nxm) | Norme ny- | Ecarte!” Ecarte!® Ecarte® Ecartel®
M, : 1001x101 1.0321 0

M, :1001x501 1.0308 0.0044 0

M, : 10011001 1.0306 0.0049 0.0005 0

M, : 1001x5001 1.0305 0.0054 0.0009 0.0004 0

M. :1001x10001 | 1.0304 0.0054 0.0011 0.0004 0.00005

TAB. C.II-2  Valeur de la normen,. et de I'écarte!*) pour différents maillages temporels et un
maillage spatial fixé

Cette étude nous permet de choisir comme maill@fdx 001 &fin d’obtenir la solution convergée
qui sera notéd (°") dans la suite. Elle est représentée s&iG C.II-1.

X (m) 00 t(s)

FIG. C.II-1  Solution DFT (°")sur le maillage de 1001x1001

C.1.1.2 Résultats par la résolution MAN-PGD

Dans cette partie, nous allons détailler les rémulbbtenus avec la technique de résolution
MAN-PGD présentée précédemment pour la résolutobéduation(C.11-1).

Paramétres pour la résolution PGD

Rappelons qu’'a chaque ordre de la MAN, la PGD &Bsée pour résoudre les problémes
linéaires transitoires. La simulation PGD est dffiée sur le méme maillage que celui utilisé dans la

DF : n, =1001 pour I'espacex et n, = 1001points pour le temps. Rappelons que l'algorithree d

résolution PGD se trouvehapitre B (TAB B.I-2). Les paramétres de la résolution PGD utilisés ici
sont les suivants :

- le critére d’arrét pour la méthode de point fixe &g, =10™ ou 100 itérations pour le critére

d’arrét pour I'étape d’enrichissement,
- Ery = 95% pour le critere d’arrét concernant le nombre deeso
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L'écart entre les deux solutions numériques MAN-P@T) et DF (T (°F)) est calculé comme suit :

Ny M

2T f
Eor = | (C.1I-7)
>3O )f

i=1 j=1

La procédure de résolution MAN-PGD présentée préoéumt est appliquée a I'’équation
(C.I-1) :

oT 0°T )
9 0 oiod-T C.1I-8
ot x> CDEQ ) ( )

avec les conditions aux bords et initiale nulles.

A chaque ordre de la MAN, aprés avoir obtenu tolgsssolutions MAN, la solution de I'équation
(C.lI-1) est obtenua posteriorien imposaniz= 1

Dans ce qui suit, nous allons présenter en déailrésultats obtenus pour déterminer la premiére
branche de solution.

* Lordre 0
L'équation a résoudre avec la PGD s’écrit:
a.I.O(PGD) azTO(PGD)
ot ox?

=2 (C.1I-9)

ou les conditions aux bords et initiales sont rsulle
La solution PGD est obtenue avec 7 modes et le§ideefs suivants :
a= [8.6731, 0.3991,0.3809,0.1711 0.0668,0.0563, 0.0642]

Remarquons que le premier mode est prépondérant.

Les modes spatiaux et les modes temporels sonésemés-IG. C.II-2. Notons que les modes
spatiaux sont symeétriques. L’évolution du résidorsée nombre de modes est :

RV = [0.0400, 0.0060,0.0050,0.0047, 0.0030,0.0024,0.0017, 0.0015}.

15
1
— HO y
l — 2 1
Ho
. K30
0.5 o
Hy N
5
0 Hy
6
HO
_O 5 H7 4
ON
_l L
-0.8 ‘ ‘ ‘ : -15 ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 0 0.5 1 15 2
x (m) t(s)

FIG. C.II-2 Les modes spatiaux (gauche) et tempdidrbite) a I'ordre 0
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LaFIG. C.II-3 (a gauche) illustre la solution PGD a I'ordre 0.dodution MAN a l'ordre 0 ) et la
solution MAN finale (T ) sont ensulite calculées. Pour cette ordre de la MA&§ sont identiques a la
solution PGD T =T, =T,'"*®). L'erreur obtenue par rapport a la solution déngénce DF est de
0.9775 (Eq(C.II-7)).

La FIG. C.lI-3 (& droite) illustre la carte d'écart entre la $ioln MAN finale T et la solutionT (°%).

La solution a l'ordre O est fortement différente delle obtenue avec la solution de référence
différences finiesT (°F) . Cet écart est plus important dans la zone prdeh2(s). En effet, le régime
permanent n'est pas encore atteint a I'instalt

i Teet-T " et) & rordre 0
Solution T' pour l'ordre 0 10

x ()
w

0 0.5 1 15 2
t(s)

T OF) =1. 4039

FIG. C.1I-3  Solution PGD a I'ordre 0 (gauche) et eattécart entre la solution MAN finale a I'ordre
0 et la solution DF (droite)

X (m) 0 o t(s)

Une fois la solution & I'ordre O calculée, la reganétation séparée du terme source pour I'ordre
1,gO(T)=—T02, est calculée avec la SVD sger(T)=—T02 (cf. TAB. C.I-1) et s’écrit sous la
m
forme (Eq.(C.I-50)) :gy = > &

(x) (t).
k=1

Rappelons que nous avons choisi d'utiliser cetpestpour limiter le nombre de termes pour
représenter la source. IIG. C.lII-4 montre la décroissance des 15 premiéres valengsl@res

SVD
a**"™ obtenues.

SVD SVD SVD
k(SVD) = K (SVD) H K (SVD)

10

10° | 1

o (SVD)

-10

10_15 L L
0 5 K 10 15

FIG. C.lI-4 Evolution des valeurs singuliéres lohsrdcalcul SVD de la source
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Les valeurs singulieres décroissent tres vite. Nbwssissons de garder uniquement les ‘modes’ SVD

k dont la valeur singuliere satisfait le critereveuit:
K (SVD)

>107° (C.I-10)

a’l( SVD)
Cela nous donnen= 8nodes’ SVD dans ce caBIG. C.II-5):

0.06

0.1
FIEVD) 0.08} 1(svD)
004 FZ(SVD) ] I — HZ(SVD)
3(SVD) 0.06 H
0.02+ F 1 H3(SVD)
FA(SVD) 0.041 A(SVD)
0 FoevD) 0.02 HB(SVD)
-0.02 0
-0.02
-0.04
-0.04
-0.06
-0.06
-0.08 - : ! : -0.08 : :
0 2 4 6 8 10 0 0.5 1 15 2
x (m) t(s)
FIG. C.II-55 ‘Modes’ SVD spatiaux (gauche) et tengder(droite) pour la source du probléme a
l'ordre 1
Notons que si nous n'avions pas utilisé la SVD,snaurions di considéref modes.
e Lordrel
L’équation a résoudre avec la PGD s’écrit:
aT,(PCD) 2T (PCD) > (SVD) _ | (SVD) (SVD)
L1 =Ty =Y a" T )RS TT(t) (C.I1-11)

ot ox® k=1
ou les conditions aux bords et initiales sont rsulle
A cet ordre, la solution PGD est obtenue avec 7 modet des coefficients
a =[13.91880.4937,0.1303,0.0459,0.0159,0.0072,0.0037. Le premier mode est la encore
prépondérant.

0.8 ‘ ‘ ‘ ‘ 2 ‘
0.6} — Hl /
15} ;
0.4} —H
1t HS N
0.2} 1N
AN
0 05} !
HS
1
— —
0.2 0 Hf ,
-0.4 7
Hl
_0 5 |
-0.6
08 ‘ ‘ ‘ ‘ 4 ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10 0 05 1 15 2

x (m) t(s)
FIG. C.II-6 Les modes spatiaux (gauche) et tempdidrbite) a I'ordre 1
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Les modes spatiaux et temporels obtenus sont eypéss|G. C.11-6 . L’évolution du résidu selon le
nombre de modes eRV = [0.1123 0.0041,0.0010,0.0009,0.0004,0.0004,0.0002, 0.0001.

Aprés avoir obtenu la solution PGD a l'ordre 1, Eeur de @ est déterminée a l'aide de (Eq.

(C.1-36)) : @@ =0.0003 La solution MAN a l'ordre 1 est ensuite calculBe= ¢ T,"°>) et est utilisée
pour préparer la source de I'équation a 'ordre &irsi de suite.

La FIG. C.II-7 illustre la solution PGDT,'"*®) (& gauche) ainsi que la solution MAY (& droite) &
lordre 1.

Solution MAN T, pour Fordre 1

Solution T pour l'ordre 1

(PGD)
T1 T1

FIG. C.1I-7 Solution PGD (a gauche) et solution MAN (a droit&pedre 1

Afin de calculer la solution MAN finaleT a l'ordre 1:T(a)=T, +aT,, la valeur du
parameétre de chemiadoit étre déterminée. Comme nous I'avons précisealeur dea est calculée
en imposantg = Idans I'équatior{C.I-15). Pour cela, nous résolvons I'équatign+ ag = ¢= , cé
qui donne a=3 126LaFIG. C.II-8 illustre la solution MAN finaleT obtenue a I'ordre 1 (a gauche)
ainsi que la carte d’écart par rapport a la saub& T(°F) (& droite).

[OF )
Solution MAN finale T(a) pour l'ordre 1 TOLT ) @ Pordre 1

x{m})

0 0.5 1 15 2
t(s)

T PF) =1.4039
FIG. C.1I-8 Solution MAN finale (gauche) et cartedart entre la solution MAN finale et la
solution DF (droite) a I'ordre 1
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L’erreur par rapport a la solution de référence BEH.(C.1I-7)) est E,- = 2.0833 On voit que la
valeur de l'erreur augmente ce qui signifie quesddution MAN finale a cet ordre s'écarte de la
solution DF. L’amplitude de I'écart est plus impaott par rapport a celle a I'ordre 1 (E1G. C.1I-3

(a droite)).

Cet écart est lié a la prise en compte du termelinéaire. Nous allons voir dans la suite que loesq
'ordre de la MAN augmente, la solution tend veassblution de référence. LlEIG. C.1I-9 illustre
I'évolution de la solution MAN finalé (a) pour les 6 premiers ordrepE jlsqu'a p= 5).

7%

t(s)

Ordre 1

15

T(g)

X (m) o o t(s) x(m) 00 t(s)

Ordre 2 Ordre 3

10

0 0

x(m) 00 t(s) x(m)

Ordre 4 Ordre 5

t(s)

FIG. C.II-9 Evolution de la solution MAN finale
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Il est important de remarquer qu'aux premiers a@dfe la MAN, la forme de la solution est
tres différente par rapport a la solution de réféee Toutefois, la méthode réussit a corriger latem
au fur et a mesure apres chaque ordre de la MAM. i@entre la convergence de cette méthode.

En pratique, la MAN est développée jusqu’a I'ortiBeou 20 [Cochelin 2007]. Dans le cadre de cette
these, nous allons développer la MAN jusqu’a I'erdlb.
La FIG. C.II-10 montre I'évolution deE,. (EQ.(C.lI-7)) pour les 15 premiers ordres de la MAN (a

gauche) ainsi que la carte d’écart entre la sall@\N finale & I'ordre 15 et la solution DF (& deit
Tex TP t) & Fordre 15
)
0 5 10 15 0 05 1

0.01
0.005
15 2 )
L'ordre de la MAN t(s)

T(OF) =1, 4039
FIG. C.II-10 Evolution de I'erreurE- en fonction de 'ordre de la MAN (gauche) et catécart
pour la solution obtenue a 'ordre 15 (droite)

2.5F : : = 10

8

% {m)

Cette figure montre la convergence de la simulatfotiordre 15, E - = 0.0048et I'écart maximal
entre les deux solutions est seulement ~ 0.025.

Remarque. A l'ordre i, afin d’obtenir la valeur du parametre de chemainil nous faut résoudre le
polynbme ena suivant:

@+ag+..+ag=1 (C.1I-12)

Nous obtenong$ valeurs dea. Par exemple, a I'ordre 3, les 3 valeursalsolutions sont : [-1314 +
1822i; -1.314 - 1.822i; 1189]. Comme la solatMAN finale est une combinaison linéaire de la
solution a chaque ordre de la MAN et de(Eq. (C.I-16)), la valeur dea doit étre réelle. Nous
prenons donc la valeur 1189.

Lorsque plusieurs valeurs réelles desont obtenues, nous choissions la plus petiteuvgesitive.
Cela assure que la valeur dese trouve dans le domaine de validité.

C.11.1.3 Stratégie MAN-PGD modifiée

Nous avons vu qu’a chaque ordre de la MAN, touspleblémes linéaires a résoudre avec la
PGD disposent d’'un méme opérateur différentiel. @eblemes se différencient uniguement par le
terme source.
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Lors de la résolution par la méthode des éléméarmitsdans I'approche classique de la MAN, cela
méne a linversion d’'une seule matrice qui estiliéée pour tous les ordres de la MAN. Dans le
contexte de la PGD, nous pouvons également réutiiigges les matrices d’intégration calculées,
autrement dit les composants desont calculées une seule fois pour tous les odizda MAN. La
principale différence entre ces deux méthodes &stedpart que la PGD est une méthode non
incrémentale et qu'en plus le calcul est plus rapdiautant que le nombre de dimensions considéré
est élevé.

Notons cependant que le nombre total d’enrichisa&sn®GD peut devenir important si la
résolution a chaque ordre de la MAN nécessite @luisimodes. Une autre stratégie est proposée ici
pour pallier ce défaut. Elle est appelée MAN-PGD ifnéel

Cette stratégie consiste a réutiliser les modes B@PBnus aux ordres de la MAN précédents pour
calculer la solution PGD au nouvel ordre. L'algarith de cette stratégie est décrit dang Ad3.
C.lI-3:

i=0
L'ordre O de la MAN

Calcul de la solution PGDn{ modes)

tant quei <ip.

L'ordrei de la MAN
Les modes obtenus précédemmentréatilisés

1

2

3

4

5: i=i+1
6

7

8 Calcul des nouveaux coefficiemts
9

Calcul de la solution PGD a partir des modesbtenus (0, modes ajoutés)

10 :fin tant que

TAB. C.lII-3  Algorithme de la stratégie PGD-MAN moidié

A l'étape 3 et a I'étape 9, la solution PGD a chaqrdre de la MAN est obtenue pour un taux de
réduction du résidg, de 95%.

A l'étape 7, les modes PGD obtenus aux anciens @rsivat réutilisés pour le nouvel ordre de la
MAN. Leurs coefficients sont donc recalculés aaj 8.

Appliquons cette stratégie au probleme précé@ent-1) et comparons les résultats obtenus
avec la stratégie MAN-PGD ‘normale’ (présentée d@ni$.1.2) et avec la stratégie MAN-PGD
‘modifiée’. La FIG. C.lII-11 (a4 gauche) montre I'évolution du nombre total demssements (Eg.
(C.1-48)) ainsi que I'écart avec la solution DF en fonctam I'ordre de la MAN et de la stratégie
utilisée. L'utilisation de la stratégie MAN-PGD méide permet fortement de diminuer le nombre
d’enrichissements par rapport a la stratégie n@n@tpendant, I'écart obtenu avec la solution DF est
plus élevé pour un méme ordre la MAN. Les deux loesird’erreur MAN-PGD normalé et MAN-
PGD"modifiée’ s’écartent au fur et & mesure lorsque I'ordreadd AN augmente.
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100 ; ; 2.5

—O— MAN-PGD 'normale’
—B— MAN-PGD 'modifiée’

Nombre total d'enrichissements

0 l% iO 15
L'ordre de la MAN L'ordre de la MAN
FIG. C.lII-11 Evolution du nombre total d’enrichissements (gali@tede I'erreurEy. (droite) en

fonction de I'ordre de la MAN pour les deux straéSgVAN-PGD

Ce probleme s’explique par le fait que méme sioledrateurs de chaque probléme linéaire sont les
mémes, la source peut étre fortement différentesiAla solution de chaque résolution par la PGD est
tres différente entre les différents ordres de IANVIOn voit par exemple, que la solution PGD a

lordre 0 T,'7°”)(la FIG. C.II-3) et la solution PGD & I'ordre I,'"*® (la FIG. C.II-7) sont trés

différentes. Cela méne donc a des modes (spatiatemporels) différents entre chaque ordre de la
MAN (cf. FIG. C.II-2 etFIG. C.II-6). Ainsi, I'utilisation des modes PGD des ordrescpdents de la
MAN pour enrichir la solution au nouvel ordre pelgmar & une mauvaise solution.

De plus, comme la résolution a un ordre de la MAN ihtervenir la solution des ordres précédents,
I'erreur se cumule. C’est la raison pour laquaedlution MAN-PGD'modifiée’ se dégrade de plus
en plus que l'ordre de la MAN est élevé par rappdé solution MAN-PGD normalé.

Cette méthode n’est pas donc recommandée dans.cBanas la suite de ce chapitre, nous utilisons la
méthode PGDnormalé.

C.11.2 Domaine de validité

Dans cette partie, une étude sur le domaine dditéakt sur la technique de continuation est
présentée. Ensuite, nous allons regarder l'inflaade la non linéarité sur le domaine de validitésiai
que celle du domaine temporel.

C.I1.2.1 Domaine de validité

Commencons par évaluer le domaine de validife, du premier morceau de la branche de
solution du problémégC.11-8). Il est calculé a l'aide de I'équatidi€.I-54). La valeur deg,,., est

ensuite calculée par (E(C.I-15)). Cette derniere dépend de la valeur de précisioisie 5. LaFIG.
C.1-12 montre I'évolution dea,,, (& gauche) e, ,, (a droite) pour difféerentes valeurs deen

fonction de I'ordre de la MAN. Lorsque la valeur dediminue, les valeurs de,,,, et @,,, sont plus
faibles pour un ordre fixé de la MAN. Pour une valdannée dé&J, les valeur dea,,, et @,., sont

de plus en plus importantes en fonction de I'oakda MAN. Cela traduit le fait que la qualité de |
solution est améliorée en enrichissant la sériement
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Pour ce premier morceau de la branche de solutits etdres de la MAN, la valeur dg,,, est 1.92
pour §=10"". On peut donc obtenir la solution recherchég= avéc une précisio® =10"". Si

I'on choisit une valeur plus faib=107°, la valeur deg,,, est seulement de 0.69. Pour obtenir la
solution a ¢= 1 il nous faut soit augmenter I'ordre maximal deNBAN soit faire I'étape de
continuation. C’est ce que nous présenterons dapartie suivante.
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0

L'ordre de la MAN L'ordre de la MAN
FIG. C.lII-12 Evolution dea,,,, (gauche) ety (droite) en fonction de I'ordre de la MAN pour
différentes valeurs dé

Afin de mieux comprendre ce que signifie le domaileevalidité, regardons maintenant la
température maximal&,,, =T(x=5,t =2) en fonction de la valeur dg pour 5 ordres consécutifs
de la MAN p (11< p<15) (FIG. C.1I-13). On voit que les courbes se superposent lorsguealéur

de ¢ est faible. Les courbes s’écartent de plus enbus une valeur de plus élevée. Cela signifie

bien la non convergence de la solution.
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FIG. C.lI-13 Valeur de la température au poik£5;t= ) @n fonction deg pour le premier pas
de continuation aux ordreg (11< p<15)
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Technique de continuation

Considérons une précisiod=10"*. Nous venons de voir que le premier morceau de la
branche de solution correspond a une valeurgde =1. . MPdela de ce domaine, la solution
obtenue par les séries entieres trouvées d@afisl(2) n’est plus valable.

Afin de continuer a suivre la branche de solutionus appliguons maintenant la technique de

continuation présentée précédemme@itl.2.3). Le point de départ du deuxiéme morceau de la
branche de solution (deuxiéme pas de continuagshfonc :¢g =1. 92et T, est la solution MAN

finale aa,,, = 1192

A l'aide de la procédure présentée dans (C.1.2u32, nouvelle base de solution MAN a chaque ordre
est obtenue et notée (1<i<15). Cela nous permet de construire a nouveau ldisolMAN finale

sous la forme d’'une série entiere tronquée (Ed-16)).

Cette nouvelle série entiere présente égalemertdoumaine de validité qui est calculé a l'aide de
I'équation(C.I-54). Il est @, =12 98avecd =10 (cf. laFIG. C.II-14 ).
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FIG. C.II-14 Valeur de la température au poid£5;t= ) @n fonction deg pour le deuxiéme
pas de continuation aux ordr@s(11< p<15)

Nous obtenons donc un deuxiéme pas de continudt@opoint de la fin de ce pas est ensuite utilisé
comme le point de départ pour déterminer le pasdénuation suivant.

En faisant successivement cette procédure, la heacmmpléte de la solution peut étre obtenue.

LaFIG. C.II-15 montre I'évolution de la température au pqint=5,t =2) en fonction deg

obtenue avec 15 ordres de la MAN. On voit qu'avga@$8 de continuation, on peut obtenir la solution
jusqu’au ¢ =85. 01 Remarquons que cela signifie qu’on peut obteminembre infini de solutions, de

¢=0 a ¢=85.01, pour le probléeme non linéaire considéré (Exyll-8)).
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FIG. C.lI-15 Evolution de la température au po{nt =5,t =2) en fonction deg a I'ordre 15 de
la MAN pour 3 pas de continuation déterminés §ar10™

Le TAB. C.lII-4 montre I'erreurE, obtenue a la fin de chaque pas de continuatios ebeurs sont
assez faibles ce qui montre la convergence ddué@o On voit que I'erreur est plus importanteupo
un pas de continuation plus élevé. Ceci s’expligaele fait que I'erreur est cumulée car la soluto
la fin d’'un pas de continuation est utilisée commpdint de départ pour le pas suivant.

0=10" pas 1 pas 2 pas 3

Eor 0.0105 0.0487 0.0980

TAB. C.Il-4 Erreur E,. alafin des pas de continuation pats 10~

La FIG. C.II-6 montre le nombre total d’enrichissements PGD (E21-48)) pour le deuxiéme
(gauche) et troisiéme (droite) pas de continuatiofoaction de I'ordre de la MAN.
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FIG. C.II-16 Nombre total d’enrichissements PGD pderdeuxieme (gauche) et troisiéme
(droite) pas de continuation en fonction de I'ordesla MAN
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Le calcul du deuxieme pas nécessite 38 enrichigasn®t celui du troisiéme pas nécessite 36
enrichissements. On voit qu'a chaque ordre de |a&NMl& nombre d’enrichissements varie de 1 a 5
modes.

Remarque. Considérons une valeur d& plus petited=107°. LaFIG. C.lI-17 montre les résultats
obtenus avec 3 pas de continuations dans ce casoi@tate que les pas de continuations sont plus

courts par rapport au cas précéd@mt10™. Avec 3 pas de continuation, la valeur maximalezdest
seulement de 9.18, valeur inférieure a celle olgt@vec 2 pas de continuations dans letad0™.

4 T R
35} \ 1
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3 - .
g 25t Fin du pas 1 (¢=0.69) i
N
¥
b o2f 1
\'>-'</ Fin du pas 2 (¢=2.60)
T 15t 1
Fin du pas 3 (¢=9.18)
l - .
0.5 . b i
Fin du pas 1 — cas &=10 ~ (¢=1.92) ()
Fin du pas 2 - cas 5=10"* ((p=12.98)/7
0 2 4 6 8 10 12
()

FIG. C.II-17 Evolution de la température au poif =5,t =2) en fonction deg a 'ordre 15 de
la MAN pour 3 pas de continuation déterminés par10~°

Toutefois la solution est améliorée. TAB. C.II-5 montre I'erreurEy. correspondante obtenue a la
fin de chaque pas de continuation dans ce cas.o@muwe |'erreurE,- a été diminuée d’'un facteur
de 5.2 & la fin du®3®pas de continuation.

o=107"° pas 1 pas 2 pas 3

Eor 0.0037 0.0133 0.0187

TAB. C.I-5  L'erreur Eye alafin des pas de continuation paus107

Remarque. Comme nous l'avons précisé, le domaine de vali@itéla longueur du morceau de la
branche de solution) augmente avec I'ordre maxuheala MAN. Par exemple, avec 30 ordres de la

MAN, la valeur estg,, =6. 86avec =10 pour le premier pas de continuation par rapport a
@nax =1.92 avec 15 ordres de la MAN. Ainsi, le nombre de gasontinuation est plus faible pour
atteindre une méme valeur de. Néanmoins, le nombre total d’enrichissements aungen
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N =151, ce qui méne a un temps de calcul plus impor@ntvoit qu’il y a un enjeu entre |'ordre

de la MAN et le nombre de pas de continuation. Aifisest intéressant d’optimiser la valeur du
nombre d’ordre de la MAN lorsque le systeme ess$ fPotier-Ferry 2004].

Remarque. Une amélioration consiste a utiliser les approxitaate Padé [Cochelin 2007]. Dans ce
cas, la longueur des pas de continuation est augmawec une meilleur représentation de la solution
par séries entieres. Cela pourrait étre envisagge ld suite.

C.I1.2.2 Influence de la non linéarité sur le domaine de dité

Dans cette partie, afin d’étudier I'influence denlan linéarité sur le domaine de validité, le
résultat obtenu dans la partie précédente pourdelgme(C.ll1-1) est comparé a celui du probleme
suivant:

2
‘?)_I_‘;Tzzga +T?)42 (C.II-13)

ou la non linéarité est T2. Le choix de ce terme source a pour but de traitgerobléme non borné.
En effet, la température tend vers l'infini lorsglee source tend vers l'infini. Tous les autres
parametres sont identiques.

Nous allons appliquer la résolution MAN-PGD a ceveau probleme. Regardons tout d’abord les
résultats obtenus pour le premier morceau de lacheade solution. La longueur du premier pas de
solution est calculée a l'aide de I'équati¢@.I-54). Pour ce probleme, il est tres petit et vaut

@y =0.22 pour une précisiod=10"". Pour des ordres de la MAN élevés, les courbesastdu
fortement au-dela dg =0. ZEIG. C.II-18). La solution pourg = Ine peut donc pas étre obtenue
avec un seul pas de continuation.
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FIG. C.I1-18 Valeur de la température au poit£5;t= ) @n fonction deg pour le premier pas
de continuation aux ordreg (11< p<15)
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Nous allons effectuer 3 pas de continuationFL@. C.11-19 montre I'évolution de la température au
point (x=5,t =2) en fonction deg obtenue avec 15 ordres de la MAN. La valeugzde n’ekt pas
atteinte avec 3 pas de continuation. De plus, latisa de la température tend vers linfini et la
longueur du pas de continuation augmente trés peu.
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FIG. C.II-19 Evolution de la température au poix =5,t =2) en fonction deg a l'ordre 15 de
la MAN pour 3 pas de continuation déterminés pa10™

La valeur ¢ = 1ne peut donc pas étre atteinte. Lorsqu’on lancginalation avec la méthode des
différences finies, la solution ne converge pas plus. Ceci s’explique par le fait qu'avec la non

linéarité + T2, le systéme devient un systéme qui s’autoalimeates le sens ol lorsque la source
augmente, la température augmente ce qui fait augmensuite la source et ainsi de suite. La
température tend rapidement vers l'infini. On peoic obtenir la solution du systéme EQ@.11-13)
pour des faibles valeurs de uniquement.

La MAN nous permet donc de déterminer les valewsgd admissibles. Nous utiliserons cette
possibilité de la MAN au chapitre suivant.

C.11.2.3 Influence du domaine temporel sur le domaine ddid#é

Dans cette partie, nous allons étudier l'influemite domaine temporel sur le domaine de
validité. Considérons maintenant le problgi@dl-8) sur un domaine temporel plus large = [O; 4].

Le domaine spatial est le méngg, :[0;10]. Déterminons la solution poyr= .1

La solution obtenue par la méthode des différefiicéss est représentdelG. C.11-20. Le régime
permanent est obtenu aptés s.2
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FIG. C.II-20 SolutionT‘®") pour¢ = 1surQ, xQ, =[0;10]x[0; 4]

Il est donc envisageable qu'avec la MAN, le domade validité (et la longueur du pas de
continuation) soit le méme par rapport au cas jpigou le domaine temporel était Qe = [O; 2].

Ce n’est pourtant pas le cas comme nous allonsite v

Considérons le résultat obtenu apres le premiedpaontinuation. La valeur dg, ., est seulement
@nax =0.53 pour 6=10" (@, =192 dans le cas précédent). E4G. C.II-21 montre que les
courbes s’écartent au-dela de cette valeug dersque I'ordre de la MAN augmente
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6 Ordre 14 i
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= 5f
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FIG. C.Il-21 Température au pointx=5;t= )4en fonction de¢ pour le premier pas de
continuation aux ordrep (11< p<15)
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La solution pourg = 1Ine peut donc pas étre atteinte avec une précidioh0™. Si I'on utilise les

séries entiéres du premier pas de continuation galeuler la solution & = ,'erreur E. est de
0.0318.

Pour obtenir une meilleur solutiong= , dn deuxiéme pas de continuation est calculéohgueur
du deuxiéme pas de continuation ggt, =3. . B&rreur Ey. pour ¢ = 1 est deE. =0. 0186qui
est plus faible.

Dans cet exemple, le domaine de validité est pkti par on démarre avec un point de départ
(@ ,T,) beaucoup plus loin de la solution. EEG. C.1I-22 montre la solution de déparg (solution

de I'équation(C.11-9)) et sa carte d’écart par rapport & la solufidf™’.

Solution MAN finale T(a) pour Fordre 0 T thT' ™ ety & Pordre 0

*(m)
O 4 Kt & o @ ~ @

X (m) 0 o t(s) 0 1

t(s)

T(OF) =1. 4134
FIG. C.II-22  Solution MAN finale a I'ordre 0 (gaughet carte d’écart entre la solution MAN
finale et la solution DF a I'ordre O (droite)

Par rapport au cas précédent (cFI&. C.11-3), I'écart est plus important (écart maximale dé@g
lieu de 2.57). Ceci est lié au fait que la solutitenl’équation linéairel, n'est pas encore en régime

permanent sut =[2;4].

Comme le point de départ est pllsin” et que les séries entiéres ne sont valables quewshacertain
voisinage de ce point de départ, plus de pas diéncation sont alors nécessaires pour atteindre une
méme valeur de .

Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, une technique couplant la MAM &GD a été proposée pour la résolution

d’un probléme non linéaire ou la non linéarité dsttype — T 2. Le probléme étudié est le probléme
thermique transitoire unidimensionnel.

Dans la premiere partie, trois techniques de besdinique de perturbation, technique de
résolution MAN-PGD couplée et technique de contilmabnt été détaillées. A I'aide de la technique
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de perturbation, la MAN méne a la résolution d’'uargl nombre d’équations linéaires, la solution
étant cherchée sous la forme d'une série entiergiree. Ces équations linéaires transitoires sont
ensuite résolues par la PGD a l'aide de la technilguessolution MAN-PGD couplée. L'avantage de
cette approche est lié au fait que la PGD est unt@adé non incrémentale par rapport a la MEF
classique. Ainsi, la résolution de problemes lirgsairansitoires est tres rapide. Enfin, la teammide
continuation a été présentée et permet de trodusieprs morceaux de la branche de solution, chaque
morceau étant valable dans son domaine de validité.

Dans la deuxieme partie, les résultats numériquegté présentés. Apres avoir obtenu toutes
les solutions a chaque ordre de la MAN, nous posieoposterioridéterminer la solution pour un
nombre infini de problemes. On retrouve les capaciie la MAN mais ici pour un probléme
transitoire. La solution MAN-PGD a été comparée Becebtenue par la méthode des différences
finies pour un cas de test ce qui a permis de ealia technique de couplage. Une méthode PGD-
MAN ‘modifiée’, consistant a réutiliser les modelstenus aux ordres précédents de la MAN, a été
proposée. Toutefois, elle n'est pas recommandés darcas car elle méne a des solutions moins
précises.

Une étude sur le domaine de validité a été préseféla permet de déterminer la longueur
maximale du parametre de non linéar@épour laguelle la solution est obtenue avec uneigich

donnéed . Afin de déterminer la branche compléte de sahjtfdusieurs pas de continuation doivent
étre effectués.

L'étude sur une non linéaritéT? nous a permis d’évaluer la limite de la valeurgd@our un

systeme non borné. Enfin, nous avons montré quigmantant le domaine temporel, le domaine de
validité est diminué. Cela est lié au fait que ténp de départ des séries entieres est plus loila de
solution. Il nécessite donc plus de pas de contimuaans ce cas.

Dans ces développements, une forme particulieroddinéarité a été ciblée. L'extension de
la méthode a d'autres formes de non linéarité \aessiter un travail spécifique pour techniqguement
évaluer la portée de cette association MAN-PGD. D@oshelin 2007], des techniques pour prendre

en compte d’autres familles de non linéarité, conpaeexemple le cas de I'exponentiedéT ) =e'
ou le cas des fonctions non réguliergéT ) =|T| ou g(T)=TY (aOR), ont été présentées.

L'application de ces techniques est envisageables da contexte MAN-PGD. Un domaine
d’application évident serait I'identification derpanetres matériau ou de sources. Dans le cas pgésen
ici, la MAN permet de générer des collections detsm (pour différentes valeurs du paramétre de
non linéarité¢ ) et la recherche d’'une solution proche de mesexpsgrimentales sur échantillon est

alors immédiate. Le controle est aussi un domaimn@eput tirer profit de cette technique.

Pour améliorer la capacité du couplage MAN-PGDtai®es points techniques pourront étre
testées, notamment différents choix du paramétmodeblea mais aussi les approximants de Padé.
Ensuite la MAN-PGD pourra étre étendue aux prob&maltiphysiques. Ces problémes mettent en
avant différentes spécificités : ils présentengtemd nombre de variables et par suite de dimegsion
ensuite les termes de couplages considérés peimkrite des non linéarités d’ordre plus ou moins
élevé. L'utilisation de la PGD couplée a la MAN dBenétre une bonne solution pour les problemes
multidimensionnels, compte tenu de la capacitead®GD. Les non linéarités présentes dans les
problemes couplés sont de différentes natures tstiermodynamiques soient liées aux parametres
matériau. Ces derniéres ne seront pas traitéesce#esthése mais une approche MAN-PGD semble
étre appropriée.

Au terme de ce chapitre, il est clair que I'asstimmMaillage adaptatif-PGD ou MAN-PGD
sont des solutions pour résoudre efficacement deatiens transitoires. Nous allons maintenant
aborder, dans le chapitre qui suit, la résoluties groblémes couplés avec la PGD en profitant des
résultats établis dans ce chapitre.
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Chapitre D

Résolution de problemes multiphysiques transitoires
couplés avec la PGD
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CHAPITRE D- PGD POUR DES PROBLEMES MULTIPHYSIQUES TRANSITOIRE®UPLES

L'objectif de ce chapitre est la mise en place de lahau# PGD pour la résolution de
problemes multiphysiques couplés. Dans les parties précéder®&sDla été appliquée a I'équation
de la chaleur. Nous avons montré que la qualité de la solution en températandaidépemaillage de
cette physique. Dans le cas des problemes multiphysiques couplés, &adpildisolution dépend non
seulement du maillage de la physigque considérée mais aussilthgendes physiques avec qui elle
interagit.

Nous allons tout d’abord présenter la formulation de deux probléemes s@ips que leur
résolution avec la PGD. Le premier est un probléme diffusoibae partiellement couplé et le
second est un probléme thermoviscoélastique fortement coupléédidtats des simulations PGD
sont discutés en fonction de I'influence du terme de couplage,rdps taractéristiques ainsi que des
maillages spécifigues a chaque physique. lls mettent en égidanforte interaction entre les
physiques et l'influence du maillage lorsque les réponsesittiaes sont différentes. Il est donc
intéressant d’avoir un maillage adapté a chaque zone tiemgit® chaque physique. Néanmoins,
lorsque les problémes couplés, il n'est pas évident de conaafir®ri les zones transitoires des
différentes physiques.

C’est la raison pour laquelle, dans la deuxiéme partie, laitpehrie maillage adaptatif
présenté@récédemmenteéction B.1I) est étendue aux problémes couplés afin de prédire précisément
la réponse transitoire du probléeme couplé en utilisant desétisstions adaptées a chaque
phénoméne. Deux méthodes de construction de maillage et différeragsies de couplage
technique de maillage adaptatif / PGD sont présentéssrédsultats pour les deux problémes couplés
sont présentés et la faisabilité des différentes méthodesestéd.

D.I La PGD dans le cas de problemes multiphysiques
transitoires couplés

Dans le cadre de cette thése, par souci de simplicité, delemes couplés mettant en jeu
uniqguement deux physiques sont considérés. Néanmoins, ces probléisestgmt deux temps
caractéristiques différents. Le premier cas est un prabl&€ouplé entre la thermique et la
concentration de gaz et le second cas envisagé est un protemié entre la thermique et le
déplacement. L'extension de la PGD a un probléme ayant plus degpdy ne pose pas d'autres
difficultés compte tenu des stratégies de résolution retenesséduations de ces probléemes sont
déduites a partir de celles des équations du modéle thermo-diffuso-méazorapiétement couplé de
Rambert et al. [Rambert 2002]. Comme nous I'avons précisé, ddegshete, seules les termes de
couplage directs sont considérés.

Plus précisément, nous allons résoudre deux problemes trassitoilBphysiques avec la
PGD : un probleme diffusothermique et un probléme thermovistiggias Cela nous permet de
discuter la mise en place de la PGD pour des problemes coudes équations mais aussi les termes
de couplage sont de natures différentes. Les couplages somingkexité croissante : résolution du
probléme découplé (chaque physique est indépendante et résoluimsdpgarpartiellement couplé
(seulement une des physiques influence l'autre) et completeomamtié (les deux physiques
s'influencent I'une et I'autre).

D.I.1 Formulation des problemes multiphysiques
Dans cette partie, nous allons présenter la formulation deGd pour deux problemes

couplés: le probleme diffusothermique ou le couplage partigoestidéré et le thermoviscoélastique
ou le couplage total est considéré.
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La PGD est mise en place dans le cas ou chaque physiquefieit deec ses propres
fonctions de forme. Avec cette approche, des maillagesfigpes peuvent étre utilisés pour chaque
physique. La mise en équation des problémes couplés n’est pidéalétia Pour plus de détails a ce
sujet, le lecteur peut se référer a [Rambert 2002].

D.l.1.1 Probléeme partiellement couplé diffusothermique

Les équations de thermodiffusion

La PGD est appliguée ici a un probleme couplé transitoiraustiffiermique a deux
dimensions. Il est composé d’'un probleme de diffusion et d’'un problénmaidfoer qui s’écrivent de
la maniére suivante:

Probléemede diffusion :

%—Ddiv(gradc)z,%T div(gradT) (D.I-1)

Problemehermique:

pC%—I—AT div(gradT )= f; + B (gradc)?
(D.I-2)

+ %T div(gradc) + 2%( gradc)(gradT)

Dans I'’équationD.I-1) du probleme de diffusion; représente la concentration de gazetest la
diffusivité.

Dans I'équation(D.1-2) de la chaleur,T représente la températurg, la masse volumiqueC la
chaleur spécifiqued; la conductivité thermique et; la source de la chaleuA,; et B;, sont des
coefficients liés aux termes de couplage.

Le probleme est défini sur un domain@:=Q, xQ, xQ, qui correspond respectivement a I'espace
X, 'espacey et le tempg .

Pour simplifier I'écriture de la PGD, les conditioinitiales en concentration et en températuré
sont supposées nulles.

En ce qui concerne les conditions aux bords, la éeatpre est imposée nulle aux bords. La
concentration est choisie non nulle afin de décamemieux un milieu non réactif. Elle s'écrit :

o(x0Q,,y,t)=dxydQ,,t)=g(xy,t). La fonction g(x,y,t) est choisie comme dépendant
uniguement du tempg( x,y,t)=g(t) afin que la prise en compte de cette conditiors@ri-4) ne
modifie pas la nature de I'’équation.

En posant le changement de variables suivant :

o(x,y,t)=c’(xy,t)+g(t) (D.I-3)
ol c®(x,y,t) est nulle aux bords et & l'instant initial.
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L’équation de diffusion s’écrit:
ac® . —— o, _ dg(t) L
ru Ddiv(gradc” ) =- it + A div(gradT) (D.I1-4)

ou la nouvelle inconnue du probléra vérifie des conditions aux bords nulles.

Par rapport a I'équation de dépé.l-1), il apparait un terme de plus dans le membre déedr
—dg(t)/ dt quiaun réle de source.

Pour I'équation de la chaleur, le terragradc) devient(gradc®).

Pour ne pas alourdir les notations, on notera dmssitec a la place d&’et ¢' =c®(x,y,t)+g(t)
la concentration totale.

Remarque.La PGD a déja été testée pour des conditions aus latrihitiales non homogenes dans
[Gonzalez 2010, Bonithon 2011].

Ce systeme d’équations présente deux temps castiqées : le rapport adimensionné par

une épaisseur unit«éE pour la thermique et le rappo%— pour la diffusion. La complexité et la
T

nature du probleme dépendent des valeurs desaentf A; et B, qui sont positifs. Si I'un de ces

deux coefficient s’annule, on obtient des problempagiellement couplés dans le sens ou seule une
physique influence I'autre. Si ces deux coefficiestat non nuls, le probléme est fortement couplé.

Dans ce qui suit, nous allons étudier uniguemepatedes problémes diffusothermique partiellement
couplés. Le cas completement couplé n'a pas été ttans ce travail, mais ce manque ne nuira pas a
la discussion. En revanche, pour étudier une situd&brtement couplée, nous allons considérer ¢ ca
d’un probleme thermoviscoélastique ou les termeplés genérent des réponses intéressantes comme
nous le verrons apres.

Dans cette these, nous étudions les deux problparésllement couplés suivants.

a. Le probléme diffusothermique ave§; #0 ;B =0

o _ D div( gradc) = —%+ A.; div(gradT)

ot
oT

o (D.I-5)
pCE—/lT div(gradl ) = f;

ou seule la concentration dépend de la tempéra@aegrobleme est notérobleme
partiellement couplé 1(T-c(T)).

b. Le probleme diffusothermique ave; = ;8. %0

pC%—I—)IT div(gradT ) = f; + B,.(gradc)?
(D.1-6)
g_ Ddiv(gradc) = - do(t)
ot dt

ou seule la température dépend de la concentralierprobléme est notérobleme
partiellement couplé 2(c-T(c).
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Ces deux problemes se différencient par la naturéetme de couplageA,; div(gradT ) pour le

premier etB, (gradc)® pour le second.

Formulation PGD des deux problemes diffusothermique partiellerant couplés:

Les solutions sont recherchées sous la forme :

T(xy.t) = Y a} R (X)GH(Y)HE(t) (D7)
o(xy.t) = Y aLFI ()G Y)HI() (0.1-8)

ou n; et n, sont les nombres finaux de triplets de foncticeguis pour décrirel et ¢ avec une
précision donnée.

Suivant le temps caractéristique des phénoménelgétues discrétisations peuvent étre différentes
pour la température et la concentration, en espgacen temps. Ces discrétisations sont choisies
irréguliéres.

On utilise donc des fonctions d'interpolation di#fates pour chaque physiqueN;, M;
(respectivementN,, M) sont les vecteurs qui contiennent la valeur destfons de forme en espace
(respectivemert ety) pour la température (respectivement la conceairptl; (respectivement.,)

sont les vecteurs qui contiennent la valeur destions de forme en temps pour la température
(respectivement la concentration). Ces fonctiomstefpolation sont choisies linéaires par morceaux
pour I'espace ainsi que pour le tems., G-, Hi ( respectivemenf,, G., H!) sont les valeurs

nodales des fonctions séparées associées auxoftsicke forme pour la température (respectivement
la concentration).

Nous allons maintenant présenter successivememriaufation PGD de chacun de ces problemes.
Comme ces problémes sont partiellement couplé€deations sont résolues I'une aprés l'autre avec
la PGD en commengant par I'’équation découplée. Lalutisn de la PGD pour chacune de ces
équations est donc menée de la méme maniére qadedeas de I'’équation de la chaleurchapitre

B. Les étapeSenrichissement-projection-résidgont répétées de maniere itérative jusqu’a olatenti
d’'une certaine précision sur la solution. Pour cdnacdes équations de diffusothermique, nous
détaillons uniqguement I'écriture des opérate@ret B (cf. TAB. B.I-2 etTAB. B.I-3).

a) Probleme partiellement couplé JouT-c(T)
Dans ce probléme, I'équation de la chaleur est g#éelet I'équation de diffusion dépend de

la température. Dans un premier temps, I'équatmitacchaleur est résolue avec la PGD comme dans
le chapitre B. La température s'écrit donc sous la forfidd-7) avecn, fonctions de base.

Considérons maintenant I'équation de diffusionptée. Pour pouvoir appliquer la PGD, nous

supposons que le terme source de cette équatiénfpft) =—% peut se mettre sous la forme
d’une fonction a variables séparées :
Ntc
f(1)=) Bt fa 00 f (V) i (t) (D.1-9)
i=1
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et s’écrit sous la forme discrete:
Nic . . ) )
f(t)=> A (chT fc'x)(M . fc'yXchT fc't) (D.I-10)
i=1

ou N,,M, et Ly sont les vecteurs qui contiennent les fonctionsfatene pour la source et

cf 1

fl f! f! les valeurs nodales associées. Comme dans leeckssburce de la chaleur présentée

cx? 'ey? Tct
dans lechapitre B, ces fonctions sont définies sur le méme maillgge celui dec, mais elles
peuvent étre non nulles aux bords et & I'instaitiin

Comme la température est connue, le terme codgléliv( gradT ) joue le méme réle que la source.

Remarque. Avec les fonctions de forme linéaires en espaceoqutiété choisies, on ne peut pas
représenter ce terme dont la forme discréte s!écrit
0°T  9°T

Ay div(gradT )= A [W +WJ

=iAcT a; [(dZNTTF;)E(MTTG})E(LTTH;)+(NTTFT‘)E(dZMTTG})[(LTTH})]

1

(D.I-11)

En effet, avec ce degré de fonction d’interpolati@s dérivées secondes sont nulles et par suite le
terme vaut 0. Pour pallier ce probleme, on chalsittégrer par parties ce terme afin de diminuer
I'ordre des dérivées qui intervient dans sa desorip

La formulation variationnelle de Galerkin liée aduation de concentration s’écrit :

ic* (% -D div(gr—adc)jdsz = ic* (— d%(tt) + A div( gradT )j dQ (D.I-12)

avec un champ réa et un champ virtuet” et le terme de couplage s'écrit aprés intégratian p
parties et prise en compte des conditions auxdsnit

ac 60 ac ac dg(t) ac aT ac oT
D| —— dQ+ dQ = dQ + —— | dQ -
£ {ax ox oy ay} JC JC ( j J.Aﬂ[ % x| ay 6y] (D.I-13)

Le terme couplé ne nécessite plus que des dérdeesemier ordre pour I'espace. Les fonctions de
forme linéaires peuvent donc étre utilisées.
Remarquons que le nombre total de modes pour détgirterme source estn; +2n; si la

température est décrite avag fonctions de bases.

La résolution PGD de ce probléeme partiellement Eoup est ici résumée a l'aide de la
formulation tensorielle.

La concentrationc (la températurel ) est recherchée comme une somme de produits ielssde
vecteursF. (Fj), G. (G!) et H. (H!) pondérés par des coefficients notés (a;) qui s'écrit
comme suit:

c=> aF, 0G, OH,, T=Y a;F OG} OH} (D.I-14)
i i

142



Formulation du probléme partiellement couplé diffathermique

La formulation variationnelléD.I-13) liée a

discréte suivante :

* T * T
c A.c=c B,

'équation de diffusion peut étre écritaisda forme

(D.I-15)

*T , . ~ . , . . N
avecc etc les champs reel et virtueR, et B, sont obtenus a partir des representations discréte
de l'opérateur (3 opérateurs) et de la sountg €n, +2n; termes) du probléeme en formulation

variationnellg(D.I-13).

On peut les représenter sous la forme séparée :

A :ia;A;x 0, O A,

B, = 2 0B, OBy (D.I-16)
c= Za F.OG.OH!
ou les composants dé&. s’écrivent :
i=1 i=2 i=3
A [ dNGAN,Tdx [ NGNTx [NCNTx
i Q, Q, Q,
A IMCMCTdy dechchy jM M., " dy
Y Qy Qy
A jLCLCTdt jLCLCTdt jL dL"dt
t Q, Q
a D D 1
TAB.D.I-1 Composants dé\,
et les composants d&, s’écrivent :
1<i<n, = +J) 1= +nr+ )
I<jsn 1<jsn;
B [ NGNG e £, [ dNGaN, Tax [F] [ NN, Tx [
Q)( Q)( QX
BL, [McMTay 1 [McM-Tdy (G1 [dM.dm,Tdy (G]
Qy QY Qy
Bl jL L, dt|fl, jLCLTTdt Hi jLCLTTdt Hi
Q Q o
b, A A )

TAB. D.I-2

Composants d@&,
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Remarque. On voit que dans I'évaluation des termes couplésest amené a calculer des matrices
couplées composées des fonctions de forme de keentration et de la température. Par exemple,

pour le tempg , on a une matrice couplée a calcul |:|‘:LCLTTdt :

Qt
Si les maillages de et T sont identiques, les matrices couplées deviermiemnmatrices carrées qui
sont les mémes que celles calculées dans le casécLorsquec et T ont chacune leur propre
maillage, le calcul de matrices couplées nécesaiteansfert des données entre les deux maillages.

Dans le cadre de ce travail, toutes les variabled séparées. Le transfert des données est donc
effectué uniquement a travers des maillages unitsinenels a I'aide des matrices couplées. Pour le
remplissage des matrices couplées, l'intégratiomérique de Gauss est utilisée. Prenons I'exemple

de la matrice temporelle coupl ({ L L, dt|. Elle est calculée comme suit :
Q

fLtsTdt (=" [LL Tdt (D.I-17)
Q, 5

teT
ou g, estun élément du maillage commun des 2 physi@melé maillage de stockage et ndt¢)
qui est créé par concaténation des maillages dguehphysique. Le termej LCLTTdt est non nul
Or
uniguement pour les fonctiorls et LI non nulles sud_ . Il est donc calculé de la maniere suivante :

- Tout d'abord, on cherche les fonctions d'interpolaton nulles sug,_ (par exemplel’ et
Lb).

- Ainsi, dans la matricej L.L, dt, seuls les composa tsJ' L.L, dt| = ILL(t)L%(t)dt sont
S O i Ger
non nuls. Cette intégrale est calculée a l'aid€inigration numérique comme étant égale a
la somme du produiLic(t)L{(t) a chaque point de Gauss sijr . Le nombre de points de

Gauss est déterminé selon le degré du polyndmaujpraf(t )L! (t) qui, dans notre cas, est

de degré 2. Rappelons qu'avacpoints de Gauss, on peut avoir une intégrationémigue
exacte pour des polyndmes d’ordre inférieur ou égad — 1 Deux points de Gauss sont donc
utilisés ici afin d’avoir une intégration numérigeeacte.

Remarques.

» Cette procédure a été utilisée afin de définirredrices couplées comme des matrices
creuses dans le but d’optimiser la place mémoire.

» La principale différence avec le cas découplé 'agidt des termes de couplage dans le
second membrB . Pour déterminer la solutian la résolution est faite de la méme
maniere que dans le chapitige.

e Comme les deux équations découplées sont de métneehnée choix d'utiliser des
maillages différents pour chaque physique augmient@mbre d’opérateurs a stocker. Si
les maillages sont identiques, les composants deont les mémes que ceuxAle
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b) Probléeme partiellement couplé Zc — T(c)

De la méme facon, nous pouvons écrire la résoluffBD du deuxieme probléme
partiellement couplé ou le probléme thermique eaptg et celui de diffusion est découplé.

Supposons que la source de la chaleur s’écrit aossi la forme d’une fonction a variables séparées:

Ner
fr(%Y,1)=D" Br f5(X)f1,(y)fr.(t). Elle est représentée sous une forme discréte :
i=1

fr (Xayat):ﬁZ_WZIBTi E(NTfT fTix)':(MTfT fTiy)E(LTfT fTit) (D.I-18)

ou Ny ; My et L, sont les fonctions de forme pour la source. Conpuer le cas de la

concentration, ces fonctions sont définies, darsulee, sur le méme maillage que celui Hemais
elles peuvent étre non nulles aux bords et a dimsinitial.

Le terme couplé,.(gradc)?® peut &tre considéré comme une partie de la soligégrit:

2 2
B,,(grade)? = BT[%J +(g—§j }

& [ai [ﬂdNTFi)[ﬁM TGi)[ﬁLTHi]2
ZBT{ o E(NC[C(TFCC)E(JAJEC);ZETTLJZJ ' )] (9
& (alad||dNSFANS RS )OM TGIM TG LT H L H

DAl el ikl e |

=1 J:]_

Le nombre total des termes de la source est *2n.> qui peut étre trés élevé si le nombre de modes

n. est important. Une solution peut étre de faire 8D multidimensionnelle ou une PGD si le
nombre de termes s’avérait beaucoup trop impodaujui a été montré alapitre C.

La formulation tensorielle de I'équation de thegoe couplée s’écrit de la maniére suivante :

T 4,T=T"B,
AT :Za'll'A'll'x U A'Il'y U A‘:’t
i=1

(D.I-20)

N1

BT :zb'IFBITx O BITy O BITt
i=1
L . .
T=) ayF; OG} OH;
ou les composants d&; s’écrivent:

145



CHAPITRE D- PGD POUR DES PROBLEMES MULTIPHYSIQUES TRANSITOIRE®UPLES

i=1 i=2 i=3
A deTdNTde jNTNTde jNTNTde
X Q, Q, 0y
A IMTMTTdy [dM.dm, " dy jMTMTTdy
Y Qy Qy QV
A [t ot [t [LrdL, Tt
t Q Q Q
ar A A pC

TAB. D.I-3 Composants dé\;

et les composants d&,; s’écrivent:

L<i<n, =g +(-Dnerk) [ i=fag +n?+(j-1n, k)
1< jksn 1< j,ksn,
Bl J' Ny Ny " dx [f j N, dN, FJdN, " dx [FX j N, N_"FIN,dx |[FX
Qy Qy Q,
BY, IMTMTdey fy jMTMCTGgMCTdy Gk jMTdMCTngMCTdy Gk
Qy Q, Q,
i L. L dt | L.L.'HIL "dt|HX L.L."HIL "dt|H¥
BTt J‘ T =Tf t Tt I Thc clkc t c j TLe clke t ¢
Q Q Q,
by Br B atay B, aiar

TAB. D.I-4 Composants d@;

Comme dans le cas précédent, des matrices couuégmosées des fonctions de forme de la
concentration et de la température doivent étreutéds. Par exemple, pour le temfpson a une

matrice couplée a calcule :J‘LT L. HIL, dt .

Ql
On voit que cette intégrale contient 4 entréeseaude 2 pour I'équation de la diffusion. Ceci lest&
la nature du terme de couplage. Avec l'intégratierGauss, le calcul de cette intégrale ne posdeas
difficulté particuliére (somme du produit de 4 ftinos sur les élémentd)e polyndme produit étant
de degré 3, deux points de Gauss sont utilisésdare pour obtenir une intégration numeérique exacte

Pour le cas des équations de thermodiffusion, aeass exposé I'écriture de la PGD dans des
cas partiellement couplés, c’est-a-dire dans lssocales physiques pouvaient étre calculées I'une
aprés l'autre avec la PGD. De par leur naturetdesies de couplages ont pu étre pris en compte
comme une source c'est-a-dire dans le terme déedBoi Lorsque le probléme e4dbrtement couplé
c’est-a-dire les deux coefficien#; et By, sont non nulles, d’autres termes de couplage do&te

pris en compte (D.I-1) & (D.I-2)). Ces termes ne font apparaitre que des grad@mtespace.
L'objectif de notre travail étant de se concentser les performances de la PGD vis-a-vis des
variables temporelles, nous avons choisi d’étudierautre type de probléme pour le cas fortement
couplé qui est un probléme thermoviscoélastiqueisNlons voir que ce probléme fait apparaitre des
dérivées temporelles dans les termes de couplagelu3, cela nous permet de tester la capacité de |
PGD a capter la solution d’un probléme couplé alecéquations de natures différentes.
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D.1.1.2 Probleme fortement couplé thermoviscoélastique

Les équations de thermoviscoélasticité

La PGD est appliquée ici & un probléme transitiiieemoviscoélastique fortement couplé. Par
souci de clarté, nous nous limitons ici a I'étudendcas unidimensionnel en espace avec uniquement
un couplage de type thermodynamique (prise en cohpia dilatation thermique sur la mécanique et
la thermique). La forme générique du probléeme cdegt la suivante :

Probleme mécaniquéscoélastique:

0°u a?  du oT
A+2u)—+ (A, +2u, ) — (=) =-p f, + (BN +2u)a+ — D.I-21
( ﬂ)ax2 (A, #v)ax2 at) P, +( M)A ™ ( )
Problemethermique :
oT 0°T 0  du
C— - A —+BA+2u)aT—(—)=f D.I-22
Y T o ( H) Oy ax( at) T ( )

A, 1, A,, y, sont les coefficients de Lameé correspondant adt@ité et a la viscoélasticitg
représente la masse volumique, la chaleur spécifiqued; la conductivité thermiquef; la source
de la chaleur ef, le chargement.

a+; est le coefficient de dilatation thermique quirpet de prendre en compte les couplages entre les
deux physiques qui sont le déplacemeat la températur€.

Lorsque la température change, elle modifie le abghent a travers le terme
0 au)

(BN +2u)a (;—T Ce déplacement influence la température viahme (34 + Z'U)GTTTG_(E
X X

Les deux physiques s'influencent donc I'une l'autteest donc bien question d’équations fortement

couplées.

Notons que le terme de couplage dans I'équatiotadbermique présente une dérivée spatiale et
temporelle par rapport a la variahle

Le probleme unidimensionnel transitoire thermovédastique est défini sur le domaine
Q=Q, xQ, :[O,LX]X[O,LI] et on considere des conditions aux bords et lediaulles pour le
déplacementu et la températurd . Ce systeme présente deux temps caractéristigeesapport

, , . L. " A, +2
adimensionné pour une épaisseur unité pour la tqaemﬁ—c et le rapport;’H—Z'le pour la
T H

mécanique.

Afin d’écrire la formulation PGD du probléme cougi@®.1-21), (D.I-22)}, précisons tout d’abord la
formulation variationnelle de Galerkin du problecmiplé. Elle s’écrit:

. d%u %2 du . oT
ul(A+2u)—+(A, +2 —— (=) dQ=|u |- pof +(31+2u)a— — |dQ -
i [( W+ (A uv)axz(at>J j [pu ( )0 OXJ (D.1-23)

. oT 0°T d ,du .
T C—-A —+(3N+2u)a-T—(—) [dQ=|T f; dQ -
i (p S et aanT o (o )j j : (D.1-24)
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avec les champs réelsT et les champs virtuels” , T . Aprés intégration par parties et prise en
compte des conditions aux limites, on obtient lanfdation suivante:

du” du ou” a9 ,du . aT
—A+2) o v 2u Y L (o= [u | - pf +(3h+2u)a- L |dQ .
ﬂ( mmw(V‘mww%ﬁ i[pu( mﬁwj (D.1-25)
. 0T aT" oT .0 du .
cT L p &% van+2 TTZ(& do= [Tt do .
gj)(p A g (A e T T (o )] i . (D.1-26)

Formulation PGD du probléme thermoviscoélastique fortemeincouplé

Les solutions sont recherchées sous la forme :

wmvi%ﬂuwun
nTl (D.1-27)
T(x)=2 ar Fr(x)Hr (1)

ou n, et n, sont les nombres finaux de couples de fonctiogsisepour decrireu et T avec une
précision donnée.

Dans la suite, nous allons présenter une résolgtiompletement couplée du probléme avec la PGD.
Ainsi le nombre de modes pour décrireet le méme que celui podr.

Remarque. Dans le cas précédent partiellement couplé, conimaeune des physiques était résolue
séparément, le nombre de modes pour les deux piagsétait différent.

On notera donc dans la suitg = n; =n.

Comme dans le cas du probléme diffusothermique fatetions d’interpolations propres a
chaque physique et des discrétisations irréguliémeg utilisées.N, (N;) sont les vecteurs qui

contiennent la valeur des fonctions de forme ena@spetlL, (L;) celles en temps pour le

déplacement (respectivement la température). Bles également choisies linéaires par morceaux
pour I'espace ainsi que pour le temps.

Nous supposons que le chargement et la source awalaur peuvent se mettre sous la forme d'une
fonction a variables séparées et s'écrivent sofrtae discrete:

=3 1) 1)
fr (X’t): nzr:ﬁ+ E(NTfT fTix)[(l-TfT fTit)

(D.I-28)

ou N, (Ny) et L, (Ly) sontles fonctions de forme en espace et en t@oypsle chargement (et

la source de la chaleur). Ces fonctions sont défirsar le méme maillage que celui de
(respectivemenT ) mais sont non nulles aux bords et a I'instartahi
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La résolution PGD de ce probléeme est présentémmnufation tensorielle. La formulation
variationnelle(D.1-25) peut étre écrite sous la forme discrete suivante :

* T * T
u Aju=u B,

T'"'4,T=T"B,

Pour le probléme mécanique viscoélastique, on wibtie

nAu . . .
Au = Z aLIJ ALIJx O ALIJt

i=1

Ngy

B, =) b,B, OBy
i=1

u =zn:a;Fg OH,
i=1

ou les composants d&, s’écrivent :

i=1 i=2
A [ NN, dx [ NN, ax
Q, Q,
A jLuLqut j L dL,"dt
t o a
a —(A+2u) —(A +21,)
TAB. D.I-5 Composants dé,
et les composants d8, s’écrivent :
1<i<ng, LT
1<j<n
B!, NN Tax [ NyaN; Tax |
Q, Q,
B, [ Ly dt|f, [l Tdt|H]
Q, Q
b - P, (34+2u)ar ai

TAB.D.I-6 Composants d@,

Pour le probléme thermique, on obtient:

Nar )
Ar = AL O A

i=1

NgT

B, = biBE, 0B
i=1

T=) arF; OHY

i=1

(D.I-29)

(D.I-30)

(D.I-31)
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ou les composants d&,; s’écrivent :

=1 i=2 =2+ )
1<j<n
A [Ny aN, T [ NeN;Tax [N (R aN Ny Tl
* Q, Q, Q,
A, (J;LTLTTdt !LTdLTTdt !LT (Hi) dL,L, "t
ar Ar pC (34 +2u)a.; a)

TAB. D.I-7 Composants dé\;

et les composants d&,; s’écrivent :

1<i<ng
B, J-NT Noe  dx [fr,
Q)(
B .[ Ly LTdet f
Q
o A

TAB. D.I-8 Composants dé;

Remarque. Le terme couplé dans I'équation de la mécaniquérasé de la méme maniére que dans
le cas du probleme de thermodiffusion puisqu’il @s$ en compte dans le second memBrePar
contre, la nature du terme couplé dans I'équatetadhermique (comme celui-ci dépend aussi de la
température) nécessite de I'écrire dans I'opérateuiNous aurions pu choisir d’écrire ce terme dans
le second membreB. Dans ce cas, il aurait fallu évaluer la tempémtcomme étant celle de
I'itération précédente comme dans la méthode dalisation incrémentale (cfection C.1.J).

Les différentes étapes de la PGD dans le cas fortem&ouplé

Comme nous l'avons précisé, nous avons choisistridke ce probleme fortement couplé en
résolvant en méme temps les deux physiques T. Dans Béringhier et al. [Beringhier 2010], ce
méme probleme thermoviscoélastique a déja étéuasaic la PGD. Contrairement au cas ou une
seule physique est considérée ou au cas partiglteroeplé thermodiffusion, il mene a la résolution
d’'un systéme non linéaire lors de I'étape de ptmact I'étape d’enrichissement de la PGD.

Dans ce papier, la résolution des systémes noailgga été menée a l'aide d’'un algorithme de type
Newton. Deux types de résolution du systeme ontrgités :

- une résolutiorifaible” qui consiste a résoudre indépendamment chacurghgisigjues,
- une résolutioriforte’ qui consiste a résoudre simultanément les deusighegs.

Il a été montré que la résolutidfaible’ méne a un plus grand nombre de modes pour déarire
solution finale. Néanmoins, comparé a une résolutmmplétement couplée du systéme, cela permet
de diminuer la taille des systémes a résoudre puisq seule physique est considérée a la fois.
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Dans ce qui suit, nous utilisons donc la résotutforte’ du systéme. Pour pallier le défaut de
la taille des systémes, la méthode de point fixair@ctions alternées est utilisée a I'étape
d’enrichissement ainsi qu’'a I'étape de projectibes différentes étapes de la PGD sont détaillées ci
apres.

a) Etape d’enrichissement de la base

A partir desk fonctions a variables séparées et leurs coeffigiansociés, les fonctions a
variables séparéds+ (R, 0P, et R; OP;) sont calculées. Elles sont solution de la forriota

variationnelle de Galerkin liée &3(.1-21), (D.l-22)) avec les champs réels et virtuels suivants :

u=>a,F,OH, +R, OP,

i=1

. | (D.I-32)
T=) arF OHy +R; OP;
i=1
T"=R; 0P, +R; OP;
u =R,0P,+R,OP,

(D.I-33)

Cela méne a la résolution d’'un systeme non lingairR ,, P,, R, P; . Ce systeme est résolu par la
méthode de point fixe a directions alternées.

- Pour le probléme mécanique viscoélastique

o Trouver R,

Supposons conn@,, ce qui implique un champ virtuei' =R, O P,. On obtient le systéme &,
suivant:

ng, +k

{il a, (Ao (e /%‘tF’u)JRu =Y bi(BL)o(P, )TB‘m)—[iia‘uaJ (AF o (R AimHg)]

i=1

+(34 +2/,1)aTT[[J.NudNTde]RTJ[I[(PU )T[I LULTTdt] PT]

qui peut s’écrire sous la forme :

(D.1-34)

R, =U,(P,,R; ,P;) (D.I-35)

o Trouver P,

Supposons conni ,, ce qui implique un champ virtuel =R, 0 P, . On obtient le systéme &,
suivant:

ng, +k

DRI CRPEREICES S CRENE (B;l)-[_iia;ag (R A0 (A;tHg)]

i=1

+(31+ Zy)aT{(Ru)T[I NudNTdeJ RTJ O [{j LULTTdt] PT]
Q Q

X

(D.1-36)

qui peut s’écrire sous la forme :
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P, =U,(Ry,Ry,Pr) (D.I1-37)

Notons que ces systemes dépendent des inconnees lié températureR, ,P; ) .

- Pour le probléme thermique

o Trouver R+

Supposons conri , ce qui implique un champ virtug!” =R O P, . On obtient le systéme &3
suivant:

Nir 2+k k

Sanole s e -Snb)o(m ) ESsorbnr)ofn) At

i=1 i=1j=1

[(3/1+2/,1 aTT{[JN )" dN,N; dx]R JD{(P ) [JLT(PU)T dLuLTTdt]PTD (D.1-38)
ismzu aTTaT[[IN " dN, Ny dx] ] [ [IL " dL,L, dt]H ]

qui peut s’écrire sous la forme :

+ =U3(Pr,R,,Py) (D.1-39)

o Trouver P;

Supposons connR; , ce qui implique un champ virtudl” =R, O P; . On obtient le systéme &Py
suivant:

Salryan ol -Sule ol 35 aolnr Aol

i=1

{( A+ 2u aTT[ [.[N " dN, N, dx]R ]D[ULT(PU)TdLULTTdtJPTH (D.1-40)

Zk:3/1+2uaﬁa{ [jN dNNdeJF‘JD[[JL dLULTdt]HJJ

i=1 Q,
qui peut s’écrire sous la forme :

=U4(R,Ry,Py) (D.1-41)
Notons que ces systemes dépendent aussi des imsoenuéplacemelR , P, ).
Pour prendre en compte la dépendance de ces sgsaménconnues liées a I'autre physique
(température pour le probléme mécanique et déplacepour le probléme de thermique), deux types

de résolution peuvent étre envisagées que nousonstenéthodédécouplée et méthode couplage
total’.
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i. Méthode'découplék:

Le systéme non linéaire est découpé en deux systaarelinéaires : un systéme non linéaire
par rapport aRR,,P,) et un systeme non linéaire par rapportRa (P; ). Ces deux systémes sont

résolus a l'aide de la méthode de point fixe adtioas alternées. A l'itératiorp, on doit résoudre
séquentiellement les deux systemes non linéairearss :

+ Un systéme non linéaire par rapportRy,(P,) (Eq. (D.I-35) et (D.I-37)) puisque R+ ,P;)
sont supposés connus. Ce systéeme est résolu adaildeméthode de point fixe a directions alternées

A 1®™ sous itération, la procédure du point fixe espgée lorsque le nombre maximal de sous
itération| ., est atteint ou le critére suivant est satisfait :

fixe

i

5 :HRU(I)PU(I) - Ru(l_l)Pu(l_l)Hz S"E?ixe (D-|'42)

ou €5, est un paramétre fixé par I'utilisateur. Les sols convergées (not® Pu(p)) sont

u(p)’
ensuite utilisées pour calculer les nouveaux mddes

+ Un systéme non linéaire par rapportRy( P; ) (Eqg. (D.I-39) et (D.I-41)) puisque R, ,P,)
sont supposés connus. Ce systéeme est résolu adaildeméthode de point fixe a directions alternées

A |°™ sous itération, la procédure du point fixe espgée lorsque le nombre maximal de sous
itération| ., est atteint ou le critére suivant est satisfait :

i

fixe

=[R+ Py - RT“‘”PT("”H2 <el. (D.1-43)
2

ou &5, est un parametre fixé par I'utilisateur. Les siolu convergées sont (no&; ) Pr ()

Ces deux étapes sont répétées jusqu’a la convergeagerocédure est stoppée lorsque le
nombre maximal de sous itératiops,,, est atteint ou le critere suivant est satisfait :

HN uT I

fixe

= - - ut D.l1-44
, mameu(p)Pu(p) Ru(p—npu(p—l)"z'||RT<p>PT(p> RT(p—1>PT(p—1>||2)55ﬂxe ( )

ou £}, est un parametre fixé par I'utilisateur.
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Le TAB. D.I-9 résume l'algorithme de cette méthode.

1:tant que( p< Py et HNnxe 41, faire

2 tant que(l <, et HNﬂxe > g4 ) faire

3: Calcul deR," =U,(P,"™ Ry ) .Pr o))
4 Calcul deP,""” =U, (R, Ry, .Pr )
5: Calcul deHNflxe

6: fin tant que

70 Ry =R Py, =R

8: tantque(l<l,,, et HNﬂxe > et ) faire

9: Calcul deR " =U4 (P "™ R, /P, ()
10: Calcul deP " =U,(R+" Ry, Py,
11: Calcul deﬂNgxe

12 : fintant que

130 Ry =R:" 5 P,y =P

14:  Caleul deHN‘f‘lIel

15 :fin tant que

TAB. D.I-9  Algorithme de la méthod&lécoupléé

ii. Méthode de€'couplage totdl:

Le systéme est résolu simultanément par rapporgaate inconnuef ,,P,, R, ,P; parla

méthode de point fixe a directions alternées. @edae a la résolution de 4 systémes linéaires (Eq.
(D.I-35) ,(D.1-37), (D.1-39) et(D.1-41)).

A |°™ sous-itération, la procédure du point fixe esppée lorsque le nombre maximal de sous
itérationsl, . est atteint ou le critére suivant est satisfait :

HNUT

max

_ max(HRu(l)Pu(l) _ Ru(l—l)Pu(l—l)HZ 1HRT(I)PT(I) _ RT(l—l)PT(l—l)Hz)Sggle (D.1-45)

fixe
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ou &4 est un parametre fixé par I'utilisateur.

Le TAB. D.I-10 résume I'algorithme de cette méthode.

uT

> £fixe

2

1: tant que(l <I etHNUTI

fixe

) faire

max
2: CaleuldeR," =u (P, R,V p ()
3: calculdeP, " =U,(R, "R, P (D)
4: calculdeR," =U,(R,",R," P (™M)
5: cCaleuldeP," =U,(R,",P,",R;")

fixe

6: Calcul deHN ut |

2

7 fin tant que

TAB. D.I-10 Algorithme de la méthod&ouplage totél

Les nouvelles fonctions de bagg®, HX™ et Ff', HX" sont ensuite obtenues en
normalisant les vecteuR ,,P,, R, ,P; par la normel>.

u?r u?

Dans le cadre de cette thése, c’est la méthodealmplage totdlqui est utilisée.

b) Etape de projection (calcul de coefficients)

Les k+ 1 vecteurs ! ; H'), (FL ; H!) pouri=1,..k+1 sont maintenant connues, les

coefficientsa et a} sont solution de la formulation variationnelle @alerkin associée &.1-21),
(D.1-22)) avec les champs réels et virtuels suivants :

k+1 o )
u=>alF, OH,
i (D.1-46)

(D.1-47)

Rappelons que, contrairement aux cas des probldémsuplés ou partiellement couplés que l'on a
étudiés, le systéme a résoudre est ici non linéaire

+ Pour le calcul des coefficients,

Le systéme a résoudre s’écrit :
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K,a, =V, aveca,' ={aﬁ ,...,aff*l} (D.1-48)

ou les composants de la matrig et ceux deV,, s’écrivent:

(k) = e Ry ARE ) HL T ATHE)  asi L <koe)
p=1

Ny . .
ARSI GOM:IA: CIN:-1
=1 (D.1-49)
+ > (34 +2u)arr ad D(F) jNudNTde FIO(H )T jLuLTTdt Hi
j=1 Q, Q,
(1<i<k+1)
Ce systéme est non linéaire &, ). dépend dex. ={a% ,...,a}‘*l}T
+ Pour le calcul des coefficients;
Le systéme a résoudre s’écrit :
K;o; =V; avec a;' :{a% ,...,a}”l} (D.I-50)

ou les composants de la matrikg et ceux deV; s’écrivent:
o (Ke), =Y ap )T ARR )(HE )T ARH)
p=1

+3 (31 + 24)ar, at [{(F; )T[INT(Fj)TdNUNTde]FT'}[{(H‘T )T[ILT (Hg)TdLuLTTdtJm}
=1 Q Q (D|'51)

q

X

(1<i; jsk+1)
o (o)=Y prdE B ) yTBE)  (asisk+)
p=1

N . . . - T
Ce systéme est lui aussi non Imeawe@e{)ij dépend day,, :{aj ,...,afj*l} :

La méthode de point fixe & directions alternéesitiisée pour calculer les coefficients, et
al pouri=1,..k+1:

+ Supposons conna , les valeurs der!, est solution de I'équation linéaire (E@.1-48)).

+ Supposons conna , les valeurs der; est solution de I'équation linéaire (H@.1-50)).

Cette procédure est répétée jusqu'a convergenassidons lal *™ sous itération, la procédure du
point fixe est stoppée lorsque le critére suivanisatisfait :

|
ez, =me
2
uT

pro
ou £,,, estun parameétre fixé par I'utilisateur.

pro

| 1-1 | -1
a0 g )HZ'HUT( ) g )“Zj<gl§o (D.I-52)
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c¢) Etape de calcul du résidu

Le résidu lié D.I-29) est défini a partir de :

New )
Res™ =B,-4,u=> c,C, 0C,
i=1
S (D.I-53)
Res™ = B, - 4;T = ZCITCITX OCx

i=1

La convergence est déterminée en calculant la necdiienne de ces résidus a chaque itération:

R\/ukﬂ =HRe$f+l

2

RVTk+1 :HRG§F+1 (D.I-54)

2

La procédure itérative (composée des étapes dhessiement et de projection) est stoppée lorsque le

taux de réduction de ces deux résidus devient mupék un seuilsh), fixé par I'utilisateur, soit le

rapport entre deuRV consécutifs der et T est supérieur &g, , ce qui S'écrit :

R\/uk+1 RVTk+l

min ,
( RVK ~ R\

)> &Ry (D.1-55)

L’algorithme (TAB. D.I-11) résume les différentes étapes de la résolutioD €s équations du
probléme de thermoviscoélasticité couplé pour leBgs les inconnues notées et T sont
décomposées selon les variablest.
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1:k=0
. Rvk+1 Rvk+1 .
2 : tant que(k <k, et min(—= - —T <) faire
KRV
k o ) k o )
3: Onposeu=)» a,F, OH, etT =Y a;F; OH;
i i
a) Etape d’enrichissement de la base
4: tant que(l <1, et HN}‘,IE g4, faire
5: Calcul deR," =u, (P,'™ R, P ™)
6: Calcul deP,") =u (R, R, '™ P (™)
7: Calcul deR; ") =U,(R,",p," P, (™))
8: calcul deP; " =u, (R, P, R;(")
9: Calcul deHN}‘,Ie
10: fin tant que
o + R + P + R + P
11: NormalisationFf* =—4— ; H¥" =Y etpft =T Hk?=__T_
IR.l, [P., R, [Pl
b) Etape de projection
12 : tant que(l <1, et HN;rTO £ faire
13: Calcul des coefficien{srj ,...,al'fﬂ}
14 : Calcul des coefficien{sr% ,...,a}”l}
|
15 : Calcul de”Nng0
16 : fin tant que
c) Etape de calcul du résidu
17 : Calcul des résidusRV<*? et Ry
18: k=k+1
19: fin tant que

TAB. D.I-11  Algorithme de la résolution par la P@Dur le probléme thermoviscoélastique couplé
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D.l.2 Résultats

La PGD est maintenant utilisée pour résoudre oasligmes multiphysiques. L'influence de la
valeur des paramétres de couplage ainsi que cele temps caractéristiques est discutée par
comparaison aux résultats obtenus dans le casamiich des physiques est découplée. Le but étant de
voir comment la PGD génére des solutions dans ifsemts cas de simulation qui, pour certains
d’entre eux, n‘ont pu étre résolus par la méthoele Hiéments Finis. Ensuite, la PGD sera évaluée
dans le cas ou des maillages spécifiques a chdystgpe seront considérés.

D.l.2.1 Résultats du probléme partiellement couplé diffusothéyoe

Nous allons présenter dans cette partie les résulfatenus avec la PGD pour les deux
problémes partiellement couplés suivants :

Probléme partiellement couplé 1.

Trouver ¢ X,y,t) et T(x,y,t) tels que :

% - Ddiv(gradc) =—% + A, div(gradT )
¢ - t cf. (Eq.(D.I-5))
,oCE—AT div(gradT ) = f;

Probleme partiellement couplé 2.

Trouver o X,y,t) et T(x,y,t) tels que :

pC(;—-[ - A, div(gradT ) = f; + B (gradc)?
cf. (Eq.(D.I-6))
o _ Ddiv(gradc) = _do(t)
ot dt

Les deux problemes sont définis sur le méme dom@reQ, xQ, xQ, :[—71; + ﬂ]ZX[O;lo]. Les
conditions initiales et aux bords pauetT sont nulles.

Rappelons que le probleme a résoudre est tel gmnlzentration est non nulle aux bords et que nous
'avons modifiée pour le résoudre avec la PGD présenlans le chapitrB. La concentration

recherchée est la concentration totale netéégale ac'(x,y,t)=c(x,y,t)+g(t).

Pour les simulations, les paramétggsC, A;, D sont pris égaux a 1.

La source de la chaleur est :
fr(x,y,t)=8  t0[0;1] (D.1-56)
fr (xy,t)=8 tD[l;ld

La condition aux bords de la concentration est :

g(t)=3t  t0[0;6] (D.1-57)
g(t)=18 tO[6;10
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Cela se traduit dans I'équation de diffusion pgoliadu terme ditsource de concentratitin

——d%(tt):—s t0[o; ¢
(D.I1-58)
—%zo t0[6;1q

Les discrétisations sont choisies régulieres enaespt en temps : 101 points pourl01 points pour
y et 10 001 points pour.

Les paramétres de la résolution PGD sont les sts@AB. B.1-4):
- le critére d’arrét pour la méthode de point fixe &g, =10™ ou 100 itérations pour le critére
d’'arrét pour I'étape d’enrichissement,

- Ery =95% pour le critére d’arrét concernant le nombre deeso

Ces mémes parametres sont utilisés pour les deisigpies.

Résultats du probleme partiellement couplé L T — c(T)

Pour ce probléme, la température est résolue eni@rguis sa solution est prise en compte
pour la résolution du probléme de diffusion.

Présentons d’abord la solution obtenue dans legdes deux physiques sont complétement
découplés A = 0.

La solution découplée en température obtenue av€&D contient 5 modes. IRG. D.I-1
montre la solution en espace a l'instant fitwlO (a gauche) et celle en temps pour le poin) @m0
espace (a droite). En espace, la température mexastiobtenue au centre en (0,0) et diminue au fur
et a mesure pour s’'annuler aux bords. En tempgengpérature augmente tout au long de la
simulation. Le régime permanent n’est pas attainbeut de 10 (s). La solution en température est
donc transitoire sur 'ensemble du domaine conéidér

20
201

15
151

y (m)
o
HKS)

10 10t

-4 -2 0 2 4 0 2 4 6 8 10
x (m) t(s)

FIG. D.I-1  Cas découplé - Evolution de la tempématen espace = 10 (gauche) et en temps
au point ,5)=(0,0) (droite)

La solution découplée en concentration contiert @llssi 5 modes. LRG. D.I-2 montre la
solution de la concentration totale en espacenatéint finat=10 (s) (a gauche) et celle en temps pour

le point (0,0) en espace (a droite). La fonct@nest non nulle aux bords et est égale a la valeda d
fonction g(t) qui vaut 18 au temps final. Ensuite, elle dimieti@tteint sa valeur minimale au centre.
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En temps,c' augmente tout au long de la simulation. La sofuéin concentration est donc transitoire
sur 'ensemble du domaine considéré.

4r 18 20
3 17.8
2 L
17.6
1 L
- g
£, 174 3
> o
-1r 17.2
_2 L
17
_3 L
16.8 ‘ ‘ ‘ ‘
-4 ; ; ; j -5
-4 -2 0 2 4 0 2 4 6 8 10
X (m) t(s)

FIG. D.I-2 Cas découplé - Evolution de la concdidratotale en espacetalO (gauche) et en
temps au pointqy)=(0,0) (droite)

Avec ce choix de parametres, les deux physiquesesorégime transitoire dans le domaine considéré
et présente un seul transitoire.

Passons maintenant au cas couplé. Dans ce cduten de la température en découplé est
utilisée dans I'équation de diffusion. Nous mongodonc ici les résultats obtenus pour la
concentration.

» Influence du terme de couplage

Pour étudier l'influence du terme de couplage susdlution, nous considérons différentes
valeurs déA;. Comme la solution est symétrique en espace, I[léoo de la concentration est

représentée uniquement selon une directionFI@. D.I-3 montre I'évolution dec' suivant la
direction x (a gauche) et suivant le temps (a droite) selswaddeurs du coefficienf; .

18

20

17+

16+

15+

zF 7
S 14} | g
° 13+ | [3)

121 |

11} s 7 A— S

ool y=0(m) t=10(s) x=0 (m); y=0 (m)
10 L B e — 5 ‘ ‘ ) ‘
4 2 0 2 4 0 2 4 6 8 10
x (m) t(s)

FIG. D.I-3 Evolution de la concentration totaleauit la directionx (y=0 , t=10) (gauche) et
suivant le tempsxE0 ,y=0) (droite) pour différentes valeurs du coeffitieR,
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On constate que lorsqu&.; augmente, 'amplitude de concentration diminueci@st lié au fait que

le terme de couplagé,; div( gradT ) est toujours négatif, compte tenu de I'évolutipatile de la

température. D’un point de vue physique, lorsqudlug de chaleur augmente, les molécules se
déplacent plus rapidement et par suite la condsraiminue. La forme de la solution n’étant pas
fortement modifiée, la solution contient 5 modesrdtensemble des valeurs dg testées.

Pour la suite des simulation#),; est fixé a 0.2 afin que la variation d’amplitud® au couplage
n’excéde pas 25%. On définit le taux du changemertouplage :

couplé _
max

découpl
max

découpl
Crnax i

C C

y. = 1 <25% (D.1-59)

oU coécouPlé gt cCOUPIE Nt |3 valeur maximale de' dans le cas découplé et couplé. Le choix de la

max max
valeur de 25% est un choix arbitraire pour questene couplé ne devienne pas prépondérant, ce qui
ne serait plus physique.

* Influence du temps caractéristique

L'équation de diffusion fait apparaitre un tempsaceéristique lié au rapporlt;—. Compte

tenu que le domaine est fixé, nous nous permettensoter ce rappoit,. La FIG. D.I-4 représente

les résultats de I'évolution d& pour un point en espace pour différentes valeers.dLes solutions
obtenues dans le cas découplé sont aussi hotées.

u T =0.2 découplé
18} ¢
- —TC:O.Z couple | T e e e ==
16| TC=1 découplé
uabl==--=-1"1 couplé
TC=1.5 découplé
12+
- —TC=1.5 couplé -
s 10 1
>3 -
‘_‘o 8 " -
L d
L d
L 4

6 ]

4 ]

) ]

0 ]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t(s)
FIG. D.I-4 Cas découplé et coupléA; = . 02 Evolution de la concentration totale au point

(x,y)=(0,0) en fonction du temps pour différentes vededer,
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Lorsque le temps caractéristique est trés petisolation en concentration est quasi-identique a la
condition imposée aux bords, cela revient a considque la diffusion est quasi-instantanée. La
réponse transitoire de la concentration est donméme que celle de la condition aux bords. Par
contre, lorsque le temps caractéristique augméamiiffusion est défavorable. Ainsi la concentratio
évolue plus lentement et donc son transitoire amggneNotons que la PGD permet de prédire
I'ensemble de ces solutions avec un nombre de mademt de 6 a 9.

» Influence des maillages spécifiques a chaque physique

Nous allons maintenant étudier I'impact du maillaigel sur la solutionc en considérant un
maillage trés fin (10 001 points en temps) peurLa FIG. D.I-5 (& gauche) montre la solutioi
obtenue pour trois maillages temporels différents haillage irrégulier de 3 points qui permet de
décrire correctement la source de la chaleur) ex deaillages réguliers ayant 11 et 10001 points. La

solution ¢' correspondante est illustrddG. D.I-5 (a droite). La solution en concentration est
impactée par les maillages @el’erreur pour les différents maillages est moingamante pour la
concentration que pour la température, car I'impaetla température sur la concentration est
uniguement di au terme de couplage. Néanmoins,odnlas trace de I'erreur de précision de la
température sur la solution de concentration. Qettearque est similaire a celle dans le cas ol on

considérait une seule physique et que la sourde & prédite a cause du maillage "pauvre"
considére.

30 ‘ ‘ ‘ ‘ 14
23 o .:"_'t
20 == T
/"’ -~ ’ —
—~ % - [
(©] 2 e
< 15| el 15
- ""¢‘ -
10¢ ,a"' ——— nt=3 i
i’ o _
5| /(’:‘l ntT—ll I
7 nt,=10001
,I
0« I I I I 2 I I . I
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

t(s) t(s)

FIG. D.I-5 Evolution de la température (gauchedetla concentration totale (droite) pour le
point (x,y)=(0,0) pour différents maillages temporels pouelapérature.

Dans le cas des problémes couplés, il est nécesgaé les deux physiques soient correctement
prédites et donc qu’'un maillage adapté soit utilisé

Résultats du probléme partiellement couplé 2c — T(c)

Nous allons mener ici la méme étude que précédemmmenr ce probléme, la concentration
est résolue en premier et sa solution est prisgoeipte pour la résolution de la température. Notons
que I'équation de diffusion et de thermique sontrigne nature. Néanmoins, le terme de couplage est
différent entre les deux problémes et c’est sorathgue nous allons étudier.
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* Influence du terme de couplage

Pour étudier l'influence du terme de couplage, nawsns choisi de considérer différentes
valeurs pour le coefficienB,.. La FIG. D.I-6 montre I'évolution de la température suivant la

direction x (a gauche) et suivant le temps (a droite) pouddfé&rentes valeurs.

30 : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 40
B, =0
351 Tc_ P ~. i
251 1 || B =01 et "
- g ~
30L | ceveeens B;.=0.2 - v e
. 1 = I‘
20 S5l | = B =1 % |
S el emem e e
—~ —~ ? P
¢ g
< 15 12 20 - 1
< = ’; .
7
15+ 2 1
10} ] 7
4
10 )
5l | x=0 (m) ; y=0 (m)
5| i
0 0
4 4 0 2 4 6 8 10
x (m) t(s)

FIG. D.I-6 Evolution de la température suivant leection x (y=0 , t=10) et suivant le temps
(x=0,y=0) pour différentes valeurs du coefficidt

—_—

Lorsque B;, augmente, le terme dB,.(gradc)® augmente et ainsi la température augmente. D’un
point de vue physique, le flux de matiére induit déplacement des molécules. Il y a donc une
dissipation thermique qui se produit quelque soiséns du flux (dans ce cas, le flux de matiére se
dirige vers le centre en espace), cela entrairichauffement du matériau par dissipation et pde sui
une élévation de température. Lorsque le coefficest trés élevé B, = )1 on voit nettement
apparaitre un transitoireta 6 (s) qui est la trace de celui de la conceintat

Lorsque By, augmente, la forme de la solution temporelle étantifiée, la solution PGD de la
température est obtenue avec 5 modes, 9 modesneddds pouBr. égal respectivement a 0.1, 0.2 et
1.

Pour la suite des simulations, le coefficid est fixé a 0.2 pour avoir un taux du changement de
couplagey, (cf. (D.I-59)) inférieur a 25%.

* Influence du temps caractéristique

L’équation de thermique fait apparaitre un tempsataristique lié au rappongg. Compte
T

tenu que le domaine est fixé, nous noterons ceorapp . La FIG. D.I-7 représente les résultats de
I'évolution de la température pour un point en esppour difféerentes valeurs de . Elles sont

comparées aux solutions obtenues dans le cas saptage. Comme nous avons précisé dans le
chapitre B, afin de faire varier ce rapport sans modifier rpautant I'amplitude de la source, nous
avons choisi de modifier uniquement la valeurate. La valeur del; reste égale a 1.

Lorsque 7 augmente, la température évolue plus lentementzo®e transitoire augmente. Les
différences entre les solutions couplées et dééespkont beaucoup plus marquées lorsgue
diminue. Pourr; égal a 0.2, on voit apparaitre le transitoirecdehangement &= 6 (s)) lié a sa
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source. La PGD permet de prédire 'ensemble desalesions avec un nombre de modes variant de 5
a 9 modes.

— TTZO.Z découplé

= = =102 couplé

35
—— TT:1 découplé
- = =11 couplé

30 1

— '[T:5 découplé

= = =T1,=5couplé e ——— T~
-

25

T (%)

0 2 4 6 8 10
t (s)

FIG. D.I-7 Cas couplé et cas découpl®. (= . P2Evolution de la tempeérature au point
(x,)=(0,0) pour différentes valeurs de

» Influence des maillages spécifiques a chaque physique

Nous allons maintenant étudier I'impact du maillagenporel dec sur la solutionT
considérant un maillage trés fin (10 001 pointd¢eenps) poufT. LaFIG. D.I-8 (a gauche) montre la
solution de la concentration obtenue avec troidlaggs temporels différents (un maillage irrégulier
de 3 points qui permet de décrire correctementolarce de la concentration et deux maillages
réguliers ayant 11 et 10001 points). El&. D.1-8 (a droite) montre la solution d& correspondante.
La solution en concentration est impactée dansnoiedre mesure par les erreurs sur la solutioh.de
Cet impact étant d’autant plus marqué que lesseffetcouplage le sont aussi.

20 30
15! 25¢ ) P eetr s -
20} s 1
?f 10 I . ,0’
s & 15/ ]
% 5l ~
e nt_=3 10} 1
0 nt C:11 6l |
_____ nt_=10001
_5 I I I I 0 I I I I
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

t (s) t(s)
FIG. D.I-8 Evolution de la concentration totale (gauche) etadeempérature (droite) au point
(x,y)=(0,0) pour différents maillages temporels pourdacentration
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Nous venons de voir que la PGD permet de résoueme ptoblémes multiphysiques
partiellement couplés pour différentes valeurs desfficients de couplage et différents temps
caractéristiques. Nous avons vu aussi que lesrerliées au maillage peuvent se répercuter a saver
le terme de couplage. Le maillage des deux physigleét étre adapté. Néanmoins, dans les cas
exposeés ci-dessus, l'influence du terme coupléait’@as trés marquée dans la mesure ou les deux
solutions étaient relativement semblables.

Autre cas test / probléme partiellement couplé (T — c(T)

Revenons sur le probleme partiellement coupl€ 4 ¢(T). Considérons pour I'équation de la
thermique la source bimodale étudiée danshiepitre B (B.l.2.1). Rappelons que dans ce cas, la
température, qui est obtenue avec deux modes, npeegeux zones transitoires qui ne sont pas
visibles sur un maillage grossier comme on le swoitla figure de gauche ci-aprés.

0.4 - -
—e— nt.=11 20
| nt=11
0.2 - = =nt;=10001
15} | = = =nt =10001
1
1
5 | , gs\ 10}
< -045, ! 2
= v =
B _l I o 5t
06f
08! !
. v . 0 []
! | x=-251;y=062 | . | x=-251;y=062
\I
-12 ' ' : : -5 : ' : .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

t(s) t(s)

FIG. D.I-9 Evolution de la température (& gauchedieela concentration (a droite) en fonction
du temps pour le poinkfy)=(-2.51,0.62)

LaFIG. D.I-9 (a droite) montre la solution de la concentratmtale correspondante.

L'apparition des zones transitoires Juimpacte de fagon importante la solution de la eot@ation
puisque de nouvelles zones transitoires apparais€@mparé au cas précédeRrlG. D.I-5), les
erreurs sur la température ont cette fois-ci uetefbtable sur la solution en concentration.

Analysons en détail le cas ou la concentratiom@sectement préditen(, =nt; = 100DIlLa

FIG. D.I-10 (a gauche) montre I'évolution du résidu variatiehan fonction du nombre de modes.
Des chutes brutales de ce résidu sont observée3pil6 modes. Apres 6 modes, le résidu n'évolue
plus beaucoup. Pour comprendre cette chute, ldi@olde la concentration reconstruite pour 1, 8 et
modes est représent&¢G. D.I-10 (a droite) ainsi que la solution découplée. Avdemode, la
solution est proche de celle obtenue dans le casugé. Avec 3 modes, une premiére zone
transitoire due au couplage est captée. Ensuifaudra 6 modes pour que la deuxiéeme zone soit
captée.
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0.25 - : : : . 20
0.2} 15}
3.15 r Elo L
7 s
0.1y o 5p découplé
: = = =couplé : 1 mode
0.05¢ o | couplé : 3 modes
L A couplé : 6 modes
0 : -5 . . . .
0 10 20 30 40 50 60 0 2 4 6 8 10
nombre de modes t (s)

FIG. D.I-10  Cas couplé. Evolution en fonction durive de modes du résidu (gauche) et de la
concentration totale en fonction du temps au p¢ky)=(-2.51,0.68) (droite).
Comparaison avec le cas découplé

Les 7 premiers modes temporels obtenus pour laecdration sont représentels. D.I-11 et
les coefficients associés, sont donnéFAB. D.I-12. Comme on pouvait s’y attendre, [€"3et 6™
présente des pics au niveau des transitoires. luges dans la forme des modes obtenus & (s)
transcrivent I'effet de la concentration imposée &ords. Au niveau des coefficients,, cela se

traduit par une valeur non négligeable lorsquerbassitoires sont captés.

Fonctions de temps
2 T T

H3
1.5 H4
H5
H6
1p H7 |1

temps (s)

FIG. D.I-11 7 premiers modes temporels pour la eatration
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Nombre de 1 2 3 4 5 6 7
modes PGD

Vecteur de | 62.5624 62.8377 62.8377| 61.5220| 61.6205] 61.6205| 61.7824
coefficients 2.5541 2.5541 2.4063 2.4484 2.4484 2.3950
a. 41.6315| 41.6315| 41.6315| 41.6315| 41.6315
2.7826 2.6034 2.6034 2.5087
0.5582 0.5582 0.5609
5.9012 5.9012
0.3770

TAB. D.I-12 Valeurs des coefficients, en fonction du nombre de modes PGD

Bilan PGD / équations de thermodiffusion partiellementouplées

Dans cette partie, nous avons montré que la PGiDgiate prédire la réponse d’'un probléme
partiellement couplé. La méthode est validée d#férentes situations ou le couplage ne préserdge pa
les mémes effets sur la solution cherchée. Deseterrouplés de deux natures différentes ont été
envisagés méme si leur prise en compte dans laé&@Didentique (a travers le second memBrg
Notons que dans le cas ou le terme couplé estrag, &mnombre de termes séparés dans la source est
beaucoup plus élevé. Néanmoins, comme ce hombtermie pour décrire la température était limité
(9 au maximum), cela n'a pas fait exploser le tedgsalcul des simulations.

Il parait important de rappeler ici que notre abjepremier n’est pas d’optimiser le temps de
calcul des simulations mais plut6t de prédire adstions de problémes multiphysiques couplés pour
lesquelles la méthode des éléments finis pourraientrer en difficulté et c’est d’ailleurs un desc
exemples que nous allons traiter dans le cas digme fortement couplé thermoviscoélastique.

De plus, nous avons vu que le terme de couplages anfluence sur la zone transitoire de la physique
couplée et que la PGD permet dans le cas ol ldkages sont adaptées de capter au fur et a mesure
les transitoires en enrichissant les fonctionsateb
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D.1.2.2 Résultats du probleme fortement couplé thermovidastque

Nous allons présenter dans cette partie les résuwtaenus avec la PGD pour le probleme
unidimensionnel fortement couplé suivant :

Probléme fortement couplé.

Trouveru(x,t) etT(x,t) tels que:

d%u 9% ,du oT
(A +2ﬂ)¥+(/‘v +24, )W_Z(E) =-pf, +(3/ +2,U)0'TT& cf. (Eq.(D.I-21))
oT 0°T 0 ,du
pCE _AT ax—z + (3/1 + Zﬂ)aTTT&(E) = fT Cf. (Eq(DI'ZZ))

Le probléme est défini sur le domaitk=Q, xQ, = [o;1o]><[o;1o]. Les conditions initiales et aux
bords pouu etT sont nulles.

Pour les simulations, les valeurs des paramétrgseportéeJAB. D.I-13.

A H /]v H, C /‘T P f

1 1 5 5 0.05 1 1 0.7 0.07

TAB. D.I-13 Parameétres de simulation

Pour simplifier, le chargement mécanique est suppésarti uniformément et la source de chaleur est
homogéne.

Rappelons que ces équations font apparaitre dewpstecaractéristiques, l'un lié au rapport
(A, +24,)

\

A+2
egal a 5 etr; égal a 0.05.

. o C . .
(note 7,) et un lie au rappor{j— (note 7). Pour ces valeurs de parametres, on, a
T

Les discrétisations sont choisies réguliéres eagespt en temps : 11 points en espace et 10 Offspoi
en temps.

Les paramétres de la résolution PGD sont les staah TAB. D.I-11):
- le critére d’arrét pour la méthode de point fixesléétape d’enrichissement esf’, =107
ou 100 itérations,
- le critére d’arrét pour concernant le nombre deesasbster, = 95% (Eq(D.I-55)),
- le critere d’'arrét pour la méthode de point fixagldiétape de projection esl‘,ero =107 (Eq.
(D.1-52)).

Comparaison de la solution PGD a la solution Eléments Finsbaqus™

Pour valider I'implémentation d’'un cas fortemenupk#, la solution PGD est comparée a la
solution obtenue avec la méthode des Eléments, Fiéudisée a I'aide du code de calcul Ab:ﬂius
Standard. Les couplages ainsi que la loi de corepmmt viscoélastique ont été implémentés en
imbriguant un sous programme utilisateur HETVAL avi&e sous programme UMAT. Ce
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développement s’est avéré nécessaire car ABgustilise pas tout a fait la méme loi viscoélaatiq

et ne prend pas en compte tous les couplagesothiepre (D.I1-21) - (D.1-22)). Pour que les résultats
soient comparables, les conditions aux limites&@tchoisies pour avoir uniqguement une déformation
longitudinale dans la barre et I'élément fini cauphermique-déplacement C3D8T (linéaire Leret

T) est utilisé. Le maillage pour la résolution E&ts Finis est le méme que celui utilisé pour la
résolution PGD.

Présentons tout d’abord la solution du problemeodgé (o = 0. La solution PGD est

obtenue avec 1 mode pouret 10 modes pouf . LaFIG. D.I-12 montre la solution du déplacement
(& gauche) et la carte d’écart entre les solut”@D et MEF (a droite) en fonction de I'espace et du
temps. L'écart est trés petit ce qui signifie qae $olutions obtenues avec la PGD et la MEF se
superposent. L&IG. D.I-13 montre la solution de la température (a gauch& earte d’écart entre
les solutions PGD et MEF (a droite) en fonctionl'dspace et du temps. L'ordre de grandeur de
I'écart est suffisamment petit (£D Les valeurs les plus élevées sont obtenuesldammet=[0 ; 3].

Upgp &) - Upgeplx.b) <10°
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K 00 te te)

FIG. D.I-12  Solution PGD du déplacement (gauchejgeete d’écart entre la solution PGD et la
solution MEF (droite) en espace et en temps
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FIG. D.I-13  Solution PGD de la température (gauctepgrte d’écart entre la solution PGD et
MEF (droite) en espace et en temps

Notons qu’avec ce jeu de paramétres, le transittdreé est différent de celui da puisqueT atteint
son régime permanent apres 3 secondes alorsi st encore dans le régime transitoire au bout de
10s.

Comparons maintenant les résultats obtenus dacesleouplé ou le coefficient de couplage
a+r est pris égal a.0.1La solution PGD est obtenue avec 8 modes (ménmmdreode modes pour
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et T car résolution totalement coupléén FIG. D.I-14 représente la carte d’écart en espace et en
temps entre les solutions PGD et MEF du déplacel@egauche) et de la température (a droite). Les
résultats obtenus par la MEF et la PGD sont conesacar 'écart est au plus de 51®our u,
I'écart est tres petit a I'instant fintgt10 et est le plus élevé dans la zone t=[0 ;4].r Foul'écart est
localisé dans la zone transitotrg0 ;3].

Upgp (XU pepxh) Tpep &t Tpepxt)
10 10
8 8
6 6
E E
> S
4 0 4
-0.01
2 -0.02 2
-0.03
a o]
0 2 4 6 8 10 o] 2 4 6 8 10
t(s) t(s)

FIG. D.I-14 Carte décart en espace et en tempseel#s solutions PGD et MEF du
déplacement (a gauche) et de la température (geyroi

L'écart entre les solutions PGD et MEF est sOreriérstu schéma d’'intégration temporelle utilisé qui
n'est pas le méme ou encore au critére d’arréa aedthode.

Maintenant que la solution PGD est validée par @maipon a la solution Eléments Finis, étudions
linfluence des parametres suivants sur la soluB@D : le coefficient du terme couplé, le temps
caractéristique et des maillages spécifiques dgushphysique.

* Influence du terme de couplage

Pour étudier I'influence du terme de couplage susdlution, nous considérons différentes
valeurs du coefficientr; . LaFIG. D.I-15 et laFIG. D.I-16 montre I'évolution du déplacement et de
la température en fonction de I'espace pour le tefmal (& gauche) et du temps pour un point en
espace (a droite) pour trois valeurs différentesrgde.
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FIG. D.I-15 Evolution du déplacement en fonctionl'dspace (a gauche)talO et en fonction
du temps (a droite) %5 pour différentes valeurs de,
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FIG. D.I-16  Evolution de la température en fonctida I'espace (a gauche)talO et en
fonction du temps (& droite)x&7 pour différentes valeurs de

10

L’effet du couplage est plus notable lorsgmg augmente. Pour I'espace, cet effet est moinsleisib
sur la solution en déplacement par rapport a adlda température. Le terme de couplage tend a
rendre la solution dissymétrique. En temps, 'iefiae du couplage est beaucoup plus marquég. sur
Quand a;; augmente, la zone transitoire de T augmente. Laiso PGD est obtenue avec plus de

modes lorsque le coefficiemt;: augmente (8 modes pour 0.1 et 13 modes pour 0.4).

Par la suite des simulationg; est fixé a 0.4 afin de limiter I'impact du coupdagur les solutions.

La FIG. D.I-17 montre la solution en déplacement (& gauche) ¢¢mpérature (a droite) pour cette
valeur du coefficient de couplage.

D’un point de vue physique, le chargement uniform@nréparti imposé a la barre mene a un
état de traction poux dans l'intervalle [0 ; 5] et un état de compressimurx dans lintervalle [5 ;
10]. Ainsi dans l'intervalle [0 ; 5], le matériawe sefroidit ce qui correspond a une baisse de la
température et s’échauffe sudans [5 ; 10] ce qui correspond a une hausse téenfgérature.

uix,ty (m)

10

5
0 t(s) % (M) 0 0 t(s)

X (m) 0

FIG. D.I-17  Solution PGD couplée. Déplacement (aicha) et température (a droite) en
fonction du temps et de I'espace payy = . 04
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La FIG. D.I-18 illustre I'évolution du résiduRV en fonction du nombre de modes pour le
déplacement (& gauche) et la température (& droltey résidus diminuent au cours des
enrichissements. Le résidu du déplacement déceaitahiére plus rapide que celui de la température.
Ceci s'explique par le fait que I'effet du couplaggt plus important SUF que suru.

0.25 ; ; ; ; ; ; 0.025

q

O.2< 0.02

0.15¢ 0.015 ¢
=] >'—
é 4

0.1t 0.01}

0.05} 0.005 ¢

0 0

0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
nombre de modes nombre de modes
FIG. D.I-18  Evolution du résidu pour le déplacem@ngauche) et la température (a droite) en
fonction du nombre de modes pawy; = . 04

Remarque. Pour une valeur der; supérieure a 0.4, la simulation PGD ne converge pa non
convergence est liée au term‘éai(g—?) dans I'’équation de la thermiqu@(l-22)). Si on envisage
X

ce terme comme un terme source, on obtient le m&ffe¢ que celui de la source enT 2 dans
I'équation de la thermique (c€.11.2.2). En effet, ce terme crée un systeme qui s’autwalte et fait
exploser la valeur du terme source. Il est dondsageable que la solution d’'un telle systéme ne
puisse étre obtenue que pour certains valeurs dumgdrea,, . C'est ce que nous allons maintenant

illustrer & l'aide d’un exemple particulier en igént I'approche couplée MAN-PGD (Chapitre C)
pour déterminer le domaine de validité @g .

Couplage MAN-PGD pour déterminer la valeur dea; limite

Pour simplifier, considérons le probléme de la ehal(Eq.(D.1-22)) en supposant le terme
couplé %(%) constant et égale a -0.2. En considérant les gdarasm donnésrAB. D.I-13,
I'équation de la chaleur a résoudre s’écrit de dmiére simplifiée suivante:

aT  9°T
0.05—-—=qg-T +0.07 D.I-60
6’[ aXZ TT ( )

Pour déterminer la limite de , on posep=a.; . Le systeme s’écrit donc :

aT  9°T
0.05— ——— =T +0.07 D.I-61
PV, @ ( )

Ce systéme est ensuite résolu par le couplage MBR-Brésent&hapitre C. Notons qu’au contraire
du cas aved ?, ce systéme est linéaire. Rappelons que notrcbest de déterminer la limite de
(ou a¢7) et non de résoudre un probléme non linéaire.
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Le probléme est défini sur le domaife=Q  xQ, =[O;10]><[0;10] avec un maillage de 101 points
en espace et 1001 point en temps.

Appliquons successivement la technique de contioafcf. C.1.2.3) pour déterminer la
branche compléte de la solutidm,¢).

La FIG. D.I-9 montre I'évolution de la température au pdimt=5,t =10) en fonction deg obtenue
avec 15 ordres de la MAN et 8 pas de continuatamm pne précisiod de 1.

L’erreur a la fin du 8™ pas de continuation par rapport a la solution BiFde 0.0018. Cette valeur
qui est faible permet de valider la solution obtnu

60
Pas 1 .
Fin du pas 8 (¢=0.1084——> @
Pas 2
S0r Pas 3 |
Pas 4
—~ Pas 5
EL.)/ 0 Pas 6
S Pas 7
4 30t Pas 8 .
=
I>I<
~ 20f ]
Point de départ (¢=0)
10t / /// ]
0=  — ‘ ! ‘
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

o

FIG. D.I-19 L'évolution de la température au poifk=5,t =10) en fonction deg a l'ordre
15 de la MAN et 8 pas de continuation pour uneipige & =107°

Lorsque I'on se rapproche de la valeur 0. , 14 température tend vers l'infini. Le systéme tpeu
donc étre résolu uniquement pour des valeurg.ge<0. . 11

Dans la suite, il sera donc intéressant d’applidfapproche MAN-PGD a la résolution de problémes
thermoviscoélastiques fortement coup(Eg. (D.I-21)) et (Eq. (D.I-22)). A partir de cette approche,
nous pourrons déterminer la limite du coefficient. .

Pour tester la performance de la PGD, nous avoms la@ifférentes simulations pour différentes
valeurs du coefficient de couplage avec la MEFteCetéthode a mené a des non convergences pour
les valeurs du coefficient de couplage égales &0024. Dans le cas de la MEF, différents paragsétr
du solveur (type d’élément, valeurs du résidu, gmtemps adaptatif, maillage plus fin en espace) on
été modifiées mais la hon convergence persiste.

Notons donc que la méthode PGD permet d'obtenir dehitions a certains problemes
thermoviscoélastiques fortement couplés (certamé=urs de paramétres) alors que la MEF classique
ne le permet pas.
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* Influence du temps caractéristique
Comme le probléme est fortement couplé, nous alléhgier l'influence du temps

caracteristique lié au déplacement puis celui lié a la température; . Pour ces simulations, le

maillage en temps est modifié et pris égal a 1q@ats.

La FIG. D.I-20 montre les résultats obtenus (en déplacement &tn@mérature) dans le cas découplé
et le cas couplé pour deux valeurs différenteg d¢5 et 10) alors que la valeur de reste fixée a

0.05. La zone transitoire deest plus large lorsque, augmente. L’effet du couplage est beaucoup
plus marqué suil lorsque r, augmente et la zone transitoire dleaugmente méme si elle reste

encore inférieure a celle de
3 ‘ ‘ 1
2.5} e
0.8+ \-_-_‘_-_‘_-_—:_-==.----_ 7
2 L
0.6+ B
E1s <
S = ~ T .
0.4t 1;70.05; 1,=5 découple | |
1r 1,=0.05 ; 1,=5 couplé
05 0.2 1;70.05 ; 1,=10 découplé | |
rT=O.05 : ru=10 couplé
L 0 L
6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s)

t(s)
FIG. D.I-20 Cas couplé et découplé. Evolution dyplaéement a&x=5 (& gauche) et de la
température &=7 (a droite) découplé pour différentes valeurgde 7, fixée

La FIG. D.I-21 montre les résultats obtenus pour deux valeufgrdiftes der; (0.05 et 0.2) alors
que la valeur der, reste fixée a 5. La zone transitoire @e est plus large si la valeur de

augmente. Pouwn et T , I'effet du couplage est plus marqué lorsqyeest plus petit.

3 1
250 7 R S
Sz555%7 0.8 ," R niiintrttete
2 a:;:‘—";gs” 1 !
e 06] | |
-~ ,4::" A l'
% 15} ..{,.‘S/ 12|
/:;:’ F o4 .’: 1,=0.05 ; 1,=5 découplé | |
(4 i _ ) _ .
1r ,:;:’ S A pe— 1,=0.05 ; 1,=5 couplé
7’ _ . _ L, L,
05 V2 | o2 1,70.2 ; 1,=5 découplé |
----- rT:O.Z 1 T,75 couplé
0 0 |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t(s) t(s)
FIG. D.I-21  Cas couplé et découplé. Evolution dypladéement ax=5 (& gauche) et de la
température &=7 (a droite) pour différentes valeurs de a 7, fixée
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Dans les cas découplés, la solution en déplacessémujours obtenue avec 1 seul mode et cella de |
température nécessite entre 8 et 10 modes. Pooasesouplés, le nombre de modes est plus élevé et
varie entre 13 et 21 modes.

* Influence des maillages spécifiques a chaque physique

Nous allons maintenant étudier 'impact des madkagur la solution. Reprenons la simulation
test ou le maillage spatial est de 11 points eandns la solution obtenue pour différents maikage
temporels. L&1G. D.I-22 montre les modes spatiaux et les modes tempogalset T pour trois cas
différents : (a) le maillage temporel deest plus grossier que celui @e(nt, =11;nt, =101) ; (b) le
maillage temporel d& est plus grossier que celui de(nt, =101; nt; =11) ; (c) les deux physiques
ont le méme maillage temporel composé de 101 pfinifs=101; nt; =101).

On remarque que dans le cas ou le maillaga dest plus grossier que celui de (cas a), il
existe des fluctuations dans les modes temporels.de

Notons que ces fluctuations ont lieu aux tempscquiespondent au maillage temporeludéa chaque
seconde aveat, = J}1Ces fluctuations sont liées au terme de couplages I'équation de thermique

(D.1-22). Ce terme esﬂ'ai(g—?), il contient donc une dérivée spatiale et unevéériemporelle du
X

champu. Or les fonctions de forme linéaire par morceaont sutilisées pour le temps, la dérivée
temporelledu/ dt est donc constante sur chaque élément temporeést pas continue au passage
d’'un élément. A chaque point du maillage tempoeslidil y a donc un sauSi I'on analyse ce terme
comme un terme source de la chaleur, nous avonsauree discontinue au niveau des éléments de
u.

Rappelons que, comme pour la méthode des éléniaitgsl solution deu et T est obtenue aux
noeuds. A lintérieur de chaque élément, elle estrpolée a l'aide des fonctions de forme de
I'élément.

Pour les maillages cas (b) et le cas (c), le ngelideT est emboité dans celui de C’est pour cette
raison que les fluctuations ne sont pas visibles.

Pour le maillage cas (a), chaque dix élémentd deorrespond un élément de. Ainsi, lorsqu’on
effectue le calcul sur le maillage de, la valeur dedu / ot est la méme sur 10 éléments. Et ensuite,
au passage tous les dix éléments, la valewudedt change. C’est ce changement brutal qui induit
des fluctuations dans les modes temporel$ de
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e ¢ 8w % 5 i g s v w
(b) nt, =101;nt; =11

0 TS| ts)
(c) nt, =101; nt; =101
FIG. D.I-22 Modes spatiaux et temporels pour lelaggment (gauche) et la température

(droite) pour trois couples de maillages différents
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La FIG. D.I-23 schématise le saut de la dérivéedde ot calculée sur le maillage de dans le cas

(a).

maillage temporel de T (pas = 0.15)/

-2 | 1 |
0 0.5 1 15 2 25 3

t(s)

FIG. D.I-23  Saut de la dérivé@u/ ot dans le cas ou le maillage deest plus grossier que
celui deT

. . . L T
Pour le déplacement, il n'y a pas de fluctuatiomsle terme de couplage est lié au ter%ne et enx
X

les maillages sont identiques. Quel que soit Idlaga utilisé en temps, il n'y aura pas de flucid
sur les modes temporels du déplacement.

Par contre, ces mémes fluctuations peuvent appagit les modes spatiaux @edans le cas ou le
maillage deu est plus grossier.

La solution en température obtenue dans le camaillage a) at, =11,nt; = 10} est

donnéeFIG. D.I1-24. Nous voyons que les fluctuations visibles sumhegles s’expriment aussi sur la
solution finale.

0.8

S 06 5
= L
X 04 -
|_

5

10
X (m) 00 t(s) t(s)

FIG. D.I-24 Maillage nt, =11,nt; = 101 Solution de la température en fonction de I'espatc

du temps (gauche). Evolution de la température paupoint x=7 en fonction du
temps (droite)
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Remarques.
e Ce probléme est le méme que celui nous avons piédens lehapitre B (B.11.4.3).

* Pour pallier le probléme des fluctuations tempergllne premiére solution consiste a
utiliser des fonctions de forme quadratique de tijeemite pour le temps. Avec ces
fonctions, la dérivé@u / ot est continue au passage d’'un élément. Il n'y gppasde
saut dans la représentation des valeurs des tezougsés. Néanmoins, l'utilisation
des fonctions de forme de type Hermite peut étiitense, en particulier lors de
I'étape de remplissage des matrices.

Nous proposons ici une méthode pour éviter lesdatons dans les modes temporels tout en utilisant
les fonctions de forme linéaire par morceaux erptepouru et T .

L’extrapolation de données

Les fluctuations sont liées au calcul du termeptdwu apparait la dérivée temporelleule
Prenons par exemple le remplissage de la matrigglé®

.[LT(HI‘J) dL, L, "dt (D.1-62)
Q

avec la fonction de forme linéaire, celle-ci eatigéglente a la matrice
j Lo (i ) dir Ly Tt (D.1-63)
Q

ou (H L‘,T) est le vecteur contenant les valeurs aux noeuds)atle temporelj interpolés sur le
maillage de stockage,; et L,; est le vecteur contenant des fonctions de forméalres définies sur

le maillage de stockage. Rappelons que le mailldgestockage est le maillage qui contient la
concaténation de celui de et de celui deT et qui est utilisé pour le remplissage des matrice
intégrales.

Pour pallier le probléme de la discontinuité deldaivée temporelle en gardant des fonctions
de forme linéaires, nous proposons d’interpolevedeurs aux nceuds des modes tempc(fda[g du

maillage deu vers le maillage de stockage a l'aide de l'intéafion cubique spline. Nous utilisons
cette interpolation car elle permet d’obtenir uoarbe interpolée réguliére en imposant la continuit
de la dérivée premiére et seconde [Knott 2000]ohetque le colt de calcul de cette interpolation
cubique spline est tres faible. De plus, cela paitele palier le probleme des fluctuations sams p
autant implémenter de nouvelles fonctions de forme.

i () i . .
En notant(HlﬂT j le vecteur contenant les valeurs aux nceuds irfé@p@ar la cubique spline sur

t,r, la matrice couplée s’écrit :

O T
.[LT Hyr diLy dt (D.1-64)

Q,

Reprenons le cast, =11;nt; = 1Qfui présentait les fluctuations. E&G. D.I-25 montre les modes
spatiaux et temporels de la température (& gawmihg) que I'évolution de la température pour un
point en espace (a droite) lorsque linterpolatiombique spline est utilisée. On voit que les
fluctuations n’existent plus sur la solution et g modes. Cela a permis en quelque sorte de lisse
solution.
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FIG. D.I-25 Maillage nt, =11,nt; = 10% Interpolation cubique spline. Modes spatiaux et

temporels pour la température (gauche). Evolutemfadempérature en fonction du
temps au poimt=7 (droite)

Conclusion de la section

Dans cette section, la formulation PGD pour deypesyde probléemes couplés (un probleme
de diffusothermique partiellement couplé et un e thermoviscoélastique fortement couplé) a été
exposée. Ces deux problemes se différencient peatlae des équations et la nature des couplages.

Dans le cas du probléme partiellement couplé, méinte couplage a été étudié pour deux
termes de nature différentes, tous deux peuveatvéis comme faisant partie de la source. Ainsi, ils
apparaissent uniquement dans le second membreégdation est identique a celle d’'une résolution
PGD pour un probléme transitoire.

En revanche, dans le cas du probleme fortementl&olg résolution PGD est différente
d’autant plus gu’elle méne a un systeme non liegaaur I'étape de projection. De plus, les termees d
couplage sont de natures trés différentes, cequiree situation sévére d'un point de vue numérique
Dans I'équation viscoélastique, cela revient conpmeédemment a un terme source qui est donc pris
en compte dans le second memliidealors que dans I'équation de la thermique, ilrest linéaire
(méme s'il reste linéaire par rapport a la vagabl) et est donc pris en compte dafis

Dans la deuxiéme partie de cette section, les te#suhumériques ont été présentés et
linfluence du temps caractéristique et du termecdeplage ont été discutés. Nous avons vu que
guelque soit les valeurs de ces parametres, la [f&Det de capter la solution que ce soit dansde ca
partiellement couplé ou fortement couplé. Néanmalass le cas thermoviscoélastique, les limites de
la méthode vis-a-vis de la valeur du coefficientcdeiplage ont été mises en avant. Ces limites ne
présentent pas pour nous un défaut de la PGD @asenis ou la MEF ne permet pas non plus de
capter cette solution. A l'aide d’'un exemple sirfig)inous avons montré que la valeur limite de ce
parametre pouvait étre déterminée, d'un certaimtpde vue, par I'approche MAN-PGD. Ceci
constitue une perspective pour la suite de la thdees retiendrons que la méthode PGD est plus
performante que la MEF dans la mesure ou les \aligice parametre de couplage sont plus limitées
avec la MEF gu’avec la PGD.

Les termes de couplage influencent fortement Essttoires présents dans la solution. Pour bien les
capter, il est nécessaire notamment dans le céieliganent couplé que les solutions des différentes
physiques ne soient pas trop mal prédites.

Il apparait donc nécessaire et judicieux de mettrelace une méthode de maillage adaptatif
dans le cas de la résolution de problemes multipbgs couplés.
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D.Il Stratégies de couplage PGD-technique de maillage adaptatif
pour des problemes multiphysiques multitemps

Dans cette section, la technique de maillage atibhptésentée dans I€hapitre B — section
B.ll) est étendue aux problémes couplés afin de préldse réponses transitoires avec des
discrétisations temporelles adaptées a chaque ptadmeophysique.

D.Il.1 Présentation de la technique de maillage adaptatif

Etudions les deux problémes couplés que nous astonisi de traiter dans cette these pour
mettre en avant les différentes stratégies possjjmar appliquer la technique de maillage adaptatif

Prenons tout d’abord un probléme partiellement Eoupans ce cas, l&"1physique est calculée et
ensuite la deuxieme. A la vue de l'influence dullage spécifique a chaque physique, nous allons
dans ce cas appliquer la technique de maillagetaiifap la £ physique et ensuite a 1a™2 Nous
dirons dans ce cas que la technique de maillagetatdaest appliguée de maniere séquentielle.

Dans le cas de probleme fortement couplé, noussagbaisi dans cette thése de résoudre les deux
physiques en parallele. La stratégie de maillaggptadif peut donc étre résolue sur chacune des
physiques en méme temps. Nous dirons dans ce eda quéthode de maillage adaptatif est appliquée
de maniére paralléle. Une autre méthode pourraisister a appliquer uniqguement la technique de
maillage adaptatif & la physique sur laguelle Bd¢ est plus élevé ce qui reviendrait a une méthod
séquentielle.

Dans la suite de cette these, nous avons choigplit@er une stratégie séquentielle lorsque le
probléme est partiellement couplé et une stratgagjialléle lorsque le probléme est fortement couplé.

Le méme estimateur d’erreur que dans le cas aveseule physique est utilisé. Néanmoins,
cet estimateur du résidu local est calculé poucwh@ des physiques en s'appuyant sur I'équation
concernée. Pour un élémemt d’'une physique donnée, un point est ajouté aureesitle critere
suivant est vérifié :

RL, >é&q XRL, ., (D.1I-1)

ou RL,,, estla valeur maximale dBL sur le maillage considéré pour une physique cénéelet

Eg. €st un taux fixé par I'utilisateur. Comme nous/ias précisé dans kehapitre B, la valeur de

Er. €st choisie étant égale a 75% pour les deux pissigonsidérées. Un nouveau maillage propre a
chaque physique est donc construit.

Nous pouvons alors nous poser la question denatation du maillage pour continuer le
calcul. Deux stratégies sont envisageables : céneatle maillage des deux physiques ou adapter
indépendamment le maillage de chaque physiquet €2egue nous allons présenter dans la suite.

D.II.1.1 Construction de maillage

Au cours de la technique de maillage adaptatif xdgtatégies de construction de maillage
peuvent étre envisagées: I'utilisation du méme lagel pour toutes les physiques notée M_S1 ou
conserver le maillage spécifiqgue a chaque physigtée M_S2.
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a) M_S1 (méme maillage pour toutes les physiques)

Cette premiére stratégie consiste a concaténeddex maillages apres chaque étape de
maillage adaptatif. Les deux physiques disposent doujours du méme maillage.

L’avantage de cette approche est triple. Le nordbrenatrices a stocker peut s’avérer beaucoup moins
important d’autant plus si les deux physiques stidrites par des équations de méme nature. Le
deuxieéme est qu'il n’est pas nécessaire de caldg@gmatrices couplées en construisant la matece d
stockage. Troisiemement, les fluctuations dansnedes ne peuvent pas apparaitre.

Néanmoins, le maillage utilisé pour chaque physipeet s'avérer extrémement dense notamment
lorsque les transitoires des deux physiques satgnfient différents. Cela peut donc mener a des
matrices de taille extrémement grande sans quesoélaécessaire pour avoir une bonne prédiction de
la solution.

b) M_S2 (maillage spécifique pour chaque physique)

Cette deuxieme stratégie consiste a garder powuquehphysique le maillage obtenue aprés
I'étape de maillage adaptatif. Chaque physiquerec don propre maillage.

Le principal avantage de cette stratégie est quenktrices ont la taille minimale et donc le stagka
est optimisé.

Néanmoins, comme nous I'avons déja signalé, celagmser d’autres difficultés comme par exemple
I'apparition de fluctuations.

Cette approche semble donc a privilégier lorsqeeélguations des physiques mises en jeu sont de
natures différentes.

D.II.1.2 Stratégies de couplage PGD - technique de maillagaptatif (RPGD)

Comme pour le cas ou la technique de maillage atibgtait appliguée a une seule physique
(Chapitre B — section B.1l.2) deux stratégies de couplage PGD-technique ddageiladaptatif
peuvent étre envisagées. Rappelons que la premiéée RPGD_S1 consiste a recalculer la solution
PGD a partir de la solution nulle sur chaque nouvweaillage. La deuxieme notée RPGD_S2 consiste
a enrichir la solution sur le nouveau maillage #ipde celle sur I'ancien maillage. Dans ce das,
nombre de modes sur chaque maillage peut étréxao# priori soit déterminée a I'aide d’'un taux de
réduction du résidu.

Pour le cas partiellement couplé, comme nous awbssi la résolution séquentielle et
I'utilisation d’un maillage spécifique a chaque plgue (M_S1), l'algorithme est le méme que celui
pour une physigue seuléAB. B.1I-1 etTAB. B.II-2). Nous ne le représenterons pas ici. Dans ce qui
suit, nous allons présenter uniqguement l'algorithdee ces deux stratégies de coupldgwillage
adaptatif — PGD (notées RPGD) dans le cas fortement couplé thésemélastique.

Rappelons que la notatioft) (respectivement™) faire référence a des grandeurs liées au
déplacements (respectivement la température.

a) RPGD_SL1 - probléme thermoviscoélastique fortemenbaplé

Cette stratégie consiste a recalculer entierenaenblution PGD a partir de la solution nulle
sur chaque nouveau maillage.
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L’algorithme de cette stratégie est décrit ci-desso

1: i=0

2:  Maillage initialM ) et M, "

3: Calcul de la solution PG =n®" =n® modes)

4 : tant que (Critére d’arrét n’est pas satisfait)

5: Calcul de la distribution de I'estireat R et RL™

6: Ajout des points

7. i=i+1

8: MaillageM," etm,™

9: Calcul de la solution PGD & partir dda solution nulle (0" =n'"™ =n modes)
10 :fin tant que

TAB. D.lII-1  Algorithme de la stratégie RPGD_S1 -elpleme thermoviscoélastique couplé

A I'étape 3 et/ou 9, la solutiamet T est résolue par I'algorithme présemiB. D.I-11.

L'étape 5 traduit le fait que les résidus locauntszalculés paralléelement sur chacune des physiques
A I'étape 8, nous ne précisons pas comment esttroinge maillage. On pourra choisir soit la
stratégie M_S1 ou M_S2.

Comme nous l'avons précisé, le critéere d’arrét moangé étape 4 s’appuie sur un seuil du réstid.

Remarque. Lorsque la stratégie de maillage adaptatif étpjiliguée a une seule physique, nous
avions mentionné l'ajout d’une contrainte de dé&sance de résidu. Dans le cas d’'un probleme
fortement couplé cette contrainte n’est plus vaalans la mesure ou le terme de couplage estrpris e
compte au fur et a mesure.

b) RPGD_S2 - probléme thermoviscoélastique fortemenbaiplé

La deuxieme stratégie consiste a enrichir la smhuBPGD pour chaque nouveau maillage a
partir d'un certain nombre de modes obtenus sordilage précédent.

L'algorithme de cette stratégie est répertorié dad®\B. D.II-2.

La principale différence avec la stratégie précélest comme nous l'avions déja noté dans le cas
découplé les étapes 9-10-11. De plus, rappelonscqmérairement au cas découplé, lors de I'étape 11
ou les coefficients doivent étre recalculées, &éye a résoudre est non lin€aire.

Comme le cas d’'une seule physique, a I'étape 12 dariantes sont étudiées :

_ variante 1 notée RPGD_S21 o’ =n'" =ni= 1
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- variante 2 notée RPGD_S22 o) =n''"’ =n' et est fixé par le taux de réduction choisi

pour chagque maillage.

1: i=0

2:  Maillage initialM ,'*) et M "

3: Calcul de la solution PGD deet T (n®") =n°™ =n® modes)

4 : tant que (Critére d’arrét n’est pas satisfait)

5: Calcul de la distribution de I'estiraat RL") et RL(™

6: Ajout des points

7. i=i+1l

8: MaillageM," etm,™

9: Interpolation des modes obtenus

10: Normalisation des modes interpolés

11 : Calcul & nouveau des coefficietphaa ") et a{™) (par la méthode de point fixe)

12 Calcul de la solution PGD & partir demodes obtenus (') =n'‘"’ = ni modes ajoutés)

13 :fin tant que

TAB. D.lII-2 Algorithme de la stratégie RPGD_S2 -elpleme thermoviscoélastique couplé

Dans la suite, la stratégie de maillage adaptafuentielle est appliquée au probléme
partiellement couplé et la stratégie de maillagaptatif paralléle est appliquée au probleme forteme
couplé.

Dans le cas du probléme partiellement couplé, uilaga spécifique a chaque physique est utilisé

méme si on est dans le cas ou les équations soméde nature ce qui ne présente pas un grand
intérét au niveau du gain de stockage. Nous étadiens ce cas les stratégies RPGD_S1 et
RPGD_S2.

Dans le cas du probleme fortement couplé, les tagsuseront discutés en fonction du choix de la
méthode de construction de maillage (M_S1 et M €52)u type de couplage PGD-maillage adaptatif
(RPGD_S1 et RPGD_S2).
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D.Il.2 Résultats

Dans cette partie, nous allons présenter et distegerésultats de problemes multiphysiques
couplés obtenus avec la techniqgue de maillage atifapnh fonction de la stratégie de couplage
technigue de maillage adaptatif-PGD et de |la gratde construction de maillage.

D.11.2.1 Résultats du probléme partiellement couplé diffusetmique

Les paramétres de simulation sont ceux utiliséss dancas test de référence présentés
paragraphe (D.l.2.1). Le probleme de diffusothetrmiq est défini sur le domaine
Q=Q,%xQ,xQ, =[-;+7r*x[0;10].

Les discrétisations en espace sont les mémes paankentration et la température et sont choisies
régulieres (101 points pow et 101 points poury ). La technique de maillage adaptatif est appliquée

uniquement pour la variable temporelle

a) Résultats du probléme partiellement couplé {T — c(T)

Pour ce probleme partiellement couplé, la valeucaefficient du terme couplé egt; est
égale &4 0.2. Le critere d’arrét de la méthode dé#aga adaptatif edRV égale a 0.05.

Tout d'abord, la technique de maillage adaptatifagpliquée pour déterminer la solution en
température (cfChapitre B) avec un maillage initial de la source (maillagégulier de 3 points).
Nous choisissons d'utiliser la stratégie RPGD_ S stlution est obtenue aprés 18 étapes de maillage
adaptatif et le maillage final présente 89 poiftg: le maillage final, la solution est obtenue at8c
modes.

Ensuite, en utilisant cette solution de la temp&eatdécouplée, la technique de maillage
adaptatif est appliquée pour déterminer la solutieta concentration couplée. Les simulations feur
probléme de diffusion couplé sont effectuées avemaillage initial de la source constitué de 3 f®in
(t=[0, 6, 10]). Dans ce qui suit, les résultatseabs avec deux stratégies de coupldagehnique de
maillage adaptatif — PGDseront présentés.

* Résultats dans le cas RPGD_S1

Tout d’abord, nous allons présenter les résultbtesrus avec la stratégie 1 ou la solution est
recalculée a partir de la solution nulle pour cleagauveau maillage.

1.4 . . . : : . 14

120 ] 12+ | —B— maillage final 1
maillage initial

0.8+

RV
ct (MPa)

0.6

0.4+

0.2+

o 2 4 6 8 10 12 14 10
Etape de maillage adaptatif t (s)

FIG. D.II-1 Evolution du résiduRV en fonction des étapes de maillages adaptatifcfgguet

évolution de la concentration totale au pginy)=(0,0) en fonction du temps (droite)

dans le cas RPGD_S1
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Le seuil du résidu est atteint aprés 15 étapesagtation et le maillage final présente 51 point. L
FIG. D.lII-1 (a gauche) illustre la convergence du procédéFI@ D.lI-1 (a droite) représente
I’évolution en fonction du temps de la solution $irmaillage final obtenu a la fin du procédé de
maillage adaptatif ainsi que la solution sur le llagé initial au point X,)=(0,0). On voit que les
points sont ajoutés principalement dans les zaaesitoires, notammenttaé (s) qui correspond a un
changement dans les conditions aux bords.

» Résultats dans le cas RPGD_S2

Regardons maintenant les résultats obtenus deubdésee stratégie RPGD_S2 ou les modes
obtenus sont conservés et utilisés pour I'enrielm@nt des nouveaux modes. EBS. D.II-2 et la
FIG. D.lII-3 montrent les résultats obtenus par la stratéegi6RB21 et la stratégie RPGD_S22
respectivement. Notons que dans tous les caspihes 2zransitoires sont bien captées.

1.8 . . 14

q
1.6

1 12} | —B— maillage final =EEF]
maillage initial i

141

1.2¢

1+

RV
c! (MPa)

0.8

0.6

0.4+

0.2+

O L L
0 5 10 15
Etape de maillage adaptatif t(s)

10

FIG. D.II-2 Evolution du résidlRV en fonction des étapes de maillage adaptatif cfgzg)uet
évolution de la concentration totale au pdgiy)=(0,0) en fonction du temps (droite)
dans le cas RPGD_S21

1.4 T T T T : - 14

121 —HB— maillage final
maillage initial

ct (MPa)

0 L L 1 L L
0 2 4 6 8 10 12 14

Etape de maillage adaptatif t(s)

10

FIG. D.II-3 Evolution du résidlRV en fonction des étapes de maillage adaptatifcfgguet
évolution de la concentration totale au pdiy)=(0,0) en fonction du temps (droite)
dans le cas RPGD_S22

Le TAB. D.II-3 montre une comparaison des résultats obtenusepaddux stratégies. La
diminution du nombre d’enrichissements avec latétji@a 2 est notable. Par contre, le nombre de
points du maillage final est un peu plus élevé aadte stratégie. Nous avions déja fait ce corsiat
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chapitre B. Ceci est lié au fait que la solution sur le naajé initial est assez éloignée de la solution
finale et I'erreur commise par la projection desians modes peut étre prépondérante par rapport a
celle liée a la mauvaise description des zonesitares.

Si I'on enrichit un seul mode a chaque étape (RP&I1), le nombre d’étapes de maillage adaptatif
est plus élevé par rapport au cas plusieurs m&RR&D_S22).

Nombre d’enrichissements Nombre de pointsNombre d’étapes de
du maillage final maillage adaptatif
RPGD_S1 97 (cumulé) — 9 (final) 51 15
RPGD_S21 16 88 16
RPGD_S22 30 67 15

TAB. D.lII-3 Comparaison des résultats pour les detuxtégies de maillage adaptatif

Pour un probleme partiellement couplé, comme [hrtgjue de maillage adaptatif est

appliquée de maniére séquentielle, on peut démiasesimulations pour la physique coupléaléns

cet exemple) a partir du maillage adaptatif de Hgsue découplée (89 points polir dans cet
exemple). Notons que nous ajoutons un point@ (s) a ce maillage initial pour bien décrire la
"sourcé de la concentration ce qui méne a un maillag@lnde 90 points. Les résultats obtenus pour
les deux stratégies sont répertoés3. D.1I-4. Pour la RPGD_S1 et la RPGD_S22, aucune étape de
maillage adaptatif est nécessaire (le maillagéainite T étant suffisant pour décrire) alors que
pour la RPGD_S21, 8 étapes de maillage adaptatif rsécessaires et meénent a un maillage de 162
points. Ceci s’explique par le fait que, dans c& oa seul mode est enrichi sur chaque maillags alo
gue la solution finale nécessite plusieurs modaspemple 9 modes comme dans le cas RPGD_S1).

Nombre d’enrichissements Nombre de pointsNombre d’'étapes de
du maillage final maillage adaptatif
RPGD_S1 9 (cumulé) — 9 (final) 90 1
RPGD_S21 8 162 8
RPGD_S22 9 90 1

TAB. D.lIl-4 Comparaison des résultats entre les deux stratéigiemaillage adaptatif (maillage
initial = maillage deT découplée)

Cette facon de construire le maillage est particaihent adaptée lorsque le maillage adaptatif dx
de ¢ est semblable. Lorsque le maillage Teest beaucoup plus fin que celui de cette technique
peut mener a un maillage trop dense pour

b) Résultats du probléme partiellement couplé 2c — T(c)

Pour ce probléme couplé, la solution du probléemediffeision découplé est tout d’abord
recherchée avec la stratégie RPGD_S1. 12 étapemitlage adaptatif sont nécessaires et le maillage
final contient 45 points. Sur ce maillage finalstdution est décrite avec 9 modes.

Les simulations pour le probleme de la chaleur Epspnt tout d’abord réalisées avec un
maillage initial de la source constitué de 3 po{t#§0 , 1, 10]). La valeur du coefficient du terme d
couplage B, est choisie égale a. 02.e critére d’arrét de la méthode de maillage tatépestRV

égal & 0.05 et celui de la PGD esf, €gal a 99%.
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» Résultats dans le cas RPGD_S1 :

Tout d’abord, nous allons présenter le résultatmbtavec la stratégie 1. Le seuil du résidu est
atteint aprés 15 étapes d’adaptation et le maillexged présente 78 points. LEIG. D.lI-4 (& gauche)
illustre la convergence du procédé. El>. D.1I-4 (a droite) représente la solution sur le maillage
final obtenu a la fin du procédé de maillage addpainsi que la solution obtenue sur le maillage
initial au point &,y)=(0,0). Notons que la zone transitoire=a (s), due a la concentration et transmise
a la température a travers le couplage, est biptéealors que le maillage initial pour cette physi
ne présente pas de pointt36. Cela illustre la capacité de la technique dellage adaptatif.
Comme nous l'avions signalé, le résidu ne décastrgguliérement.

4.5 . . . . ! ! 30

—6— maillage final
maillage initial

0 2 4 6 § 10 12 14 0 2 4 6 8 10

Etape de maillage adaptatif t(s)
FIG. D.lI-4 Evolution du résidlRV en fonction des étapes de maillage adaptatifcfgguet
évolution de la température au pofriy)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le
cas RPGD_S1

» Résultats dans le cas RPGD_S2 :

Regardons maintenant les résultats obtenus avdeusiéme stratégie RPGD_S2. E#G.
D.II-5 et laFIG. D.Il-6 montrent les résultats obtenus par la stratégi6RS21 et la stratégie
RPGD_S22 respectivement en un point de I'espaea @&nction du temps. Notons que dans tous les
cas, les zones transitoires sont bien captées. lw&catégie RPGD_S21, on voit que le maillagalfin
est beaucoup plus dense et le nombre total d’étimesillage adaptatif est plus élevé.

30

—©— maillage final
maillage initial

RV
w

0 5 10 15 20 % 2 z 6 8 10
Etape de maillage adaptatif t(s)

FIG. D.II-5 Evolution du résidlRV en fonction des étapes de maillage adaptatif cfgguet

évolution de la température au pofriy)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le

cas RPGD_S21
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45 : : : : : : 30
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Etape de maillage adaptatif t(s)

FIG. D.II-6  Evolution du résidlRV en fonction des étapes de maillage adaptatifcfgguet

évolution de la température au pofriy)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le

cas RPGD_S22

Afin de comparer ces différentes stratégies, lesultéts obtenus en terme de nombre
d’enrichissements, nombre de points du maillagal fat nombre d’étapes de maillage adaptatif sont
répertoriésTAB. D.II-5. Le nombre d’enrichissements est fortement réduéic la stratégie 2. Le
nombre d’étapes et le nombre de points sont peseéldans le cas RPGD_S21. Ceci est du au fait
que la solution nécessite beaucoup de modes poerpéécisément décrite (18 modes avec la
RPGD_S1). Comme un seul mode est enrichi a chagailage, plusieurs étapes sont donc
nécessaires et par suite, plus de points sont whten

Nombre d’enrichissements Nombre de pointsNombre d’étapes de
du maillage final maillage adaptatif
RPGD_S1 127 (cumulé) — 18 (final) 78 15
RPGD_S21 21 239 21
RPGD_S22 49 71 14

TAB. D.II-5 Comparaison des résultats entre lexdgratégies de maillage adaptatif

Comme dans la partie précédente, nous démarronstanant la procédure de maillage
adaptatif a partir du maillage adaptif dedécouplée. Nous y ajoutons un poirtt=a (s) pour bien
décrire la source de la chaleur (maillage initial 46 points). Les résultats obtenus avec les deux
stratégies sont donn@#\B. D.II-6 . Si 'on compare avec les résultats obteddsB. D.II-5 (maillage
initial de la source), on voit que le nombre d'&@spde maillage adaptatif ainsi que le nombre
d’enrichissements est largement réduit. Le mailligg n'est pas nécessairement réduit. Par cpntre
le maillage final dans le cas RPGD_S2 présententZore moins de points par rapport au cas
RPGD_S1.

Contrairement au cas du maillage initial de la seuta solution sur le maillage initial est cetbésf
proche de la solution finale, les résultats obteaues la RPGD_S2 sont donc encore plus avantageux.
Le nombre de modes obtenus sur le maillage finatjeasiment le méme que celui de la RPGD_S1
(16 modes).
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Nombre d’enrichissements Nombre de pointBlombre d’étapes de
du maillage final maillage adaptatif
RPGD_S1 69 (cumulé) — 16 (final) 102 6
RPGD_S21 10 174 10
RPGD_S22 23 64 4

TAB. D.II-6  Comparaison des résultats entre les deux stratédgiesaillage adaptatif (maillage
initial = maillage dec découplée)

Ainsi, quel que soit le probléme partiellement déupaité et la stratégie de maillage adaptatif
utilisée, la solution obtenue a la fin du procédérthillage adaptatif permet de décrire précisénesnt
zones transitoires de la source.

Dans les exemples présentés ci-dessus, les répwassioires de la physique couplée et découplée
sont assez proches, c’est la raison pour laquedistiintéressant de choisir pour prédire la physsiq
couplé le maillage obtenu avec le procédé de ngailtadaptatif pour la physique découplée.

Nous allons maintenant présenter un cas ou la s&pdransitoire de chaque physique est trés
différente pour mieux discuter I'influence du coanp.

c) Source de la chaleur différente pour le probleme (T — c(T))

Reprenons le probléme partiellement coupld % (c(T) avec une autre source de la chaleur
qui est la source bimodale étudiée danshigpitre B (B.1.3.1). Démarrons la simulation pour calculer
la concentration, en utilisant le maillage de 365s de la température, obtenu a la fin du proc&dé
maillage adaptatif avec la RPGD_S1 @fl.3.1a). Rappelons que dans ce cas, la température, tqui es
obtenue avec deux modes, présente deux zonestele Yariations localisées (GfAB. B.11-3).

Afin de discuter les résultats, nous allons d’abpréisenter la solution de la concentration obtenue
avec un maillage initial de la source.

Le critére d’arrét pour le procédé de maillage &atidpest RV égale a 0.05 et celui de la PGD est
Ery €gale a99% afin d’avoir une solution PGD suffisamment psécsur chaque maillage. Tous les
autres parametres sont identiques a ceux des siomsgrécédentes.

La FIG. D.II-7 montre le maillage adaptatif d& obtenu pour différentes valeurs dg, et
la stratégie RPGD_S1. Plus la valeur 8g est élevée, plus le maillage adaptatif final pnésele
points (Cas découplé A; = @t 45 points, cas coupléAs; = etl52 points etA; = 5Set 116

points) puisque les points sont ajoutés afin deéecdps nouvelles zones de fortes variations leéabk
liées au couplage.

Dans le cas découplé, il n'y a pas de nouvelle m@resitoire liée au couplage alors que pour Ies ca
couplés, des nouvelles zones transitoires appardid®lus le terme de couplage influence la sailytio
plus le nombre de points est élevé ainsi que lebner’'étapes de maillage adaptatif. Partant d'un
méme maillage initial, le procédé de maillage aal#fd’adapte pour décrire correctement les zones
transitoires.
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FIG. D.lII-7  Evolution de la concentration au paofriy)=(-2.51,0.62) en fonction du temps dans le
cas RPGD_S1 pour différentes valeursAle
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Les résultats des différentes stratégies de coepR@D - technique de maillage adaptatif sont
presenté§FAB. D.II-7 pour le casA.; = OTAB. D.II-8 pour le casA; = &t TAB. D.II-9 pour le

casAq =15

Nombre d’enrichissements Nombre de pointsNombre d’'étapes de
du maillage final maillage adaptatif
RPGD_S1 91 (cumulé) — 10 (final) 45 13
RPGD_S21 16 66 16
RPGD_S22 44 39 11

TAB. D.II-7 Comparaison des résultats entre les deux stratdgigmillage adaptatifA.; = 0

Nombre d’enrichissements Nombre de pointsNombre d’étapes de
du maillage final maillage adaptatif
RPGD_S1 139 (cumulé) — 14 (final) 52 16
RPGD_S21 22 130 22
RPGD_S22 53 54 15

TAB. D.II-8 Comparaison des résultats entre les deux stratégipsillage adaptatif; = 1

Nombre d’enrichissements Nombre de pointsNombre d’'étapes de
du maillage final maillage adaptatif
RPGD_S1 171 (cumulé) — 12 (final) 116 21
RPGD_S21 26 222 26
RPGD_S22 55 125 25

TAB. D.II-9 Comparaison des résultats entre les deux stratdgigsillage adaptatifh; = 5

Quelle que soit la stratégie utilisée, plus la ualde A, est élevée, plus le nombre de points, le
nombre total d’enrichissements et le nombre d'&ajgemaillage adaptatif est important.

Comme nous l'avions déja constaté, le nombre wbirichissements est réduit avec la stratégie 2
alors que le nombre de modes sur le maillage ésaplus élevé.

Quelle que soit la valeur dé;, la stratégie RPGD_S21 nécessite plus de poifus. |® valeur de
A est élevée, plus la solution sur le maillage ahigist éloignée de celle sur le maillage finalgoe

explique pourquoi la solution RPGD_S22 est de glnglus mauvaise par rapport a la RPGD_S1
(plus de points, plus d’étapes).

Pour déterminer la solution de concentration caphédus allons maintenant utiliser comme
maillage initial celui du maillage adaptatif findé 365 points de la température pour une valeur du
coefficient de couplagé\.; = .3.e TAB. D.II-10 répertorie les résultats obtenus.

Contrairement au cas précédait méme si le maillage initial (qui est celui @ est suffisamment
dense pour décrire les deux zones de fortes warmtiocalisées liées au couplage, des étapes de
maillage adaptatifs sont nécessaires pour démirectement la zone transitoiré=® (s) liée elle aux
conditions aux bords du probleme de concentration.
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Le procédé de maillage adaptatif converge plusdeapent par rapport au cas du maillage initial de 3
points (au moins 2 fois plus rapidement), commepouvait s'y attendre. Néanmoins, le nombre de
points est plus important (au moins 2 fois plus)nkillage initial étant inutilement trop dense.

Nombre d’enrichissements Nombre de pointsNombre d’'étapes de
du maillage final maillage adaptatif
RPGD_S1 64 (cumulé) — 14 (final) 378 7
RPGD_S21 10 421 10
RPGD_S22 22 382 7

TAB. D.II-10 Comparaison des résultats entre deux stratégiemaikage adaptatif A, = 5-
maillage initial = maillage d& découplée)

Cet exemple permet d'illustrer I'intérét de consgrun maillage spécifigue a chaque physique pour
limiter la densité du maillage méme si le maillawjdal ne doit pas étre trop éloigné pour ne pap t
nécessiter d’étapes de maillage adaptatif. Cedtaéswont étre ensuite discutés dans le cas du
probléme fortement couplé de thermoviscoélasticité.
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D.ll.2.2 Résultats du probléme fortement couplé thermovidastique

Le probléme thermoviscoélastique est défini sutdmaineQ = Q, xQ, =[0;10]x[0;10] ot
I'on considere la encore des conditions initialeawex bords pouu et T nulles. La valeur der est
fixée a 04 Les autres paramétres de simulation sont les méue dans le cas sans maillage

adaptatif (cf.TAB. D.I-13). Pour ces simulations, les maillages spatiaux Bsnmémes et réguliers
pouru etT (11 points).

Comme dans le cas du probléeme diffusothermiquéedanique de maillage adaptatif est appliquée
uniquement pour le temps a travers la varigblRappelons que cette méme technique peut étre
appliquée a I'espace unidimensionrel

Les maillages temporels initiaux sont eux aussuliérs et identiques pour les deux physiques
(maillage initial temporel : 11 points) et ménergpas de temps de 1 (S).

Les paramétres relatifs a la technique de maildgptatif choisis pour les simulations sont
(cf. TAB. D.I-11) :

- méme maillage temporel initial pour les deux pipyss. Un maillage régulier de 11 points
menant a un pas de temps de 1 (s) est considétie discrétisation permet de s’affranchir des
problémes liés a une mauvaise prise en compte atunhdes termes sources du probleme découplé
(ar égal & 0) puisque dans ce cas, la source estiégzite.

- £5y égal & 95% (cela fixe le nombre de modes calarésaque maillage)

- le critére d’arrét du procédé de maillage ad#ptaRV égal a 0.02 pouu et RV égal a
0.002 pourT . Ce rapport étant représentatif de la différeriaeglitude de la source de et celle de
T dans le cas découplé.

Résultats dans le cas RPGD_S1

Nous allons présenter les résultats obtenus avsttdtégie RPGD_S1. lls seront discutés en
fonction de la stratégie de construction de madllatilisée.

* Construction de maillage M_S1 (concaténation daiagas)

La solution finale est obtenue aprés 6 étapes déageadaptatif. Le nombre de points pour
le maillage temporel est passé de 11 a 159 afimod’aine certaine précision sur la solution. Le
nombre de modes PGD pour décrire la solution sumailage est 10. Comme on a choisi ici de
concaténer les maillages, on a le méme maillagpdeghpouru et T comme on peut le voir [BIG.
D.II-8. L'évolution du nombre de points du maillage conmnat du résidu est donnée pour chaque
étape de maillage adaptatif TAB. D.II-11. On peut remarquer que le résidu décroit aveétbgses
de maillage adaptatif pour les deux physiques sanément.

Le TAB. D.lII-11 montre également le nombre de points ajoutés @uehétape de maillage adaptatif,
c’est-a-dire le nombre de points ajoutés par ledulé de maillage adaptatif pour chaque physique
avant concaténation des deux maillages. On voa ghaque étape, le nombre de points ajoutés pour
u est beaucoup plus important que celui pdur Sur le maillage commun, la plupart de points
viennent du maillage de.
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u (m)

t(s)

FIG. D.1I-8 Evolution du déplacement au poxab (gauche) et de la température au poitt
(droite) en fonction du temps pour I'étape de ragil adaptatif finale

Déplacement Températurerl
Etape de | Nombre de| Nombre de| Nombre de| Résidu final| Nombre de Résidu final
maillage modes points pour points points
adaptatif le temps | ajoutés par ajoutés par
(maillage | le maillage le maillage
commun) adaptatif adaptatif
0 4 11 9 0.2841 1 0.0311
1 4 21 18 0.1265 2 0.0183
2 4 41 36 0.0568 3 0.0093
3 6 79 2 0.0300 1 0.0047
4 6 81 72 0.0262 4 0.0042
5 7 155 0 0.0117 4 0.0030
6 10 159 0.0103 0.0017

TAB. D.lII-11  Evolution du nombre de points en temps et du régsau u et T en fonction des
étapes de maillage adaptatif

Notons que dans ce cas (M_S1), le nombre de ppintsle temps de chaque physique est toujours le
méme.

e Construction de maillage M_S2 (maillage spécifiguehaque physique)

Dans le cas de la stratégie M_S2, chaque physiqo gropre maillage comme on peut le
voir sur les solutions de et T (laFIG. D.II-9). L’évolution du nombre de points et du résidu est
donnée pour chaque étape de maillage adapf&t. D.lI-12. On voit que pour la précision
demandée sun et T, 11 étapes de maillage adaptatif sont nécessaigesolution finale est décrite
avec 10 modes. Le maillage temporel final Werésente 4 fois plus de points que celuiTdeLe
maillage deu présente le méme nombre de points que dans leleda concaténation des deux
maillages.

Le nombre d’étapes de maillage adaptatif est beguptus élevé dans ce cas. Notons qu’'a partir de

I'étape 8, comme le seuil du résidRV") est atteint, le maillage de n’est plus raffiné. A chaque
étape de maillage adaptatif, le résidu ne décaxitgbligatoirement. Ceci est lié au couplage datre
deux physiques qui évolue au cours du procédé degmadaptatif.
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Dans ce cas, on voit que le résidu @eévolue plus fortement que celui deen raffinant le maillage,
ce qui mene a un nombre de points plus élevéiguuisque I'on a choisi d’arréter le maillage poar u
résidu de méme poids.

Si maintenant, on compare les maillages obtenus kg méthodes M_S1 et M_SBIG.
D.lI-8 etFIG. D.II-9), on voit que le maillage d€ a quasi la méme densité de point poimférieur
a 2s et apres il est moins dense avec la stratég®? par rapport a M_S1. Comme nous 'avons déja
précisé, le nombre de points ajoutés par les étdpavaillage adaptatif pour est beaucoup plus
important que celui pouf . Ainsi, lorsque I'on concaténe les deux maillages points sont ajoutés
pour T pourt supérieur a 2 (s) mais ils sont liés a I'évolutdmu dans cette zone et non a celle de
T.

I I I I
6 7 8 9 10

& ! I I I
0 1 2 3 4

5 5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t(s) t(s)

FIG. D.II-9 Evolution du déplacement au pokits (gauche) et de la température au pgirit
(droite) en fonction du temps pour I'étape de rag#l adaptatif finale

Déplacemenu Températurerl

Etape de | Nombre Nombre de Résidu final Nombre de Résidu final

maillage | de modes| points pour le points pour le

adaptatif temps temps
0 4 11 0.2841 11 0.0311
1 4 20 0.1108 12 0.0256
2 4 38 0.0452 14 0.0114
3 4 39 0.0789 16 0.0103
4 6 43 0.0737 18 0.0054
5 6 77 0.0624 21 0.0044
6 6 78 0.0428 24 0.0046
7 7 153 0.0251 28 0.0033
8 7 158 0.0196 31 0.0036
9 7 158 0.0196 33 0.0034
10 8 158 0.0197 38 0.0030
11 10 158 0.0194 44 0.0017

TAB. D.lII-12  Evolution du nombre de points en temps et du réstduu et T en fonction des
étapes de maillage adaptatif

Pour mieux analyser I'effet de couplage, le résulbtdenu dans le cas découplé et la méthode
de construction de maillage M_S2 est présenté eraamt. Comme le probléeme est découplé, le
nombre d’'étapes de maillage adaptatif pour chadesephysiques peut étre différent. La solution
finale obtenue apres 11 étapes de maillage adaptati u et 8 étapes de maillage adaptatif pdur
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est présenté€lG. D.II-10. La solution finale est obtenue avec 1 mode PGBOepoints pour le
temps pour le déplacement et 2 modes PGD et 32tsppiour le temps pour la température.
L'évolution du nombre de points et du résidu estréiee pour chaque étape de maillage adaptatif
TAB. D.II-13. Notons que par rapport au cas couplé, le nomérpoihts est moindre lié aux zones
transitoires moins larges.

—©— cas découplé
—©— cas couplé

25+

L YO —©6— cas découplé |
] 5
8 oY) —6— cas couplé

t(s)

FIG. D.II-10  Cas couplé et découplé. Evolution dipldcement au point&=5 (gauche) et de la
température au point=7 (droite) en fonction du temps pour I'étape dellage
adaptatif finale

Déplacemenu Températurerl

Etape de| Nombre de| Nombre de | Résidu final| Nombre de Nombre de | Résidu final
maillage | points pour modes points pour modes
adaptatif| le temps le temps

0 11 1 0.2598 11 2 0.0270

1 13 1 0.1817 12 2 0.0212

2 15 1 0.1394 14 2 0.0090

3 17 1 0.1147 15 2 0.0094

4 22 1 0.0869 18 2 0.0060

5 27 1 0.0608 20 2 0.0047

6 31 1 0.0496 24 2 0.0033

7 37 1 0.0379 27 2 0.0025

8 45 1 0.0285 32 2 0.0019

9 52 1 0.0225

10 59 1 0.0210

11 60 1 0.0189
TAB. D.II-13  Evolution du nombre de points en temps et du régalu u et T en fonction des

étapes de maillage adaptatif

La concaténation des maillages (M_S1) pour legudifits phénomenes physiques méne dans
le cas de la stratégie RPGD_S1 a un nombre d’'étpesaillage adaptatif moins élevé. Néanmoins,
une des deux physiques contient beaucoup trop idésggogomme par exemple 159 au lieu de 44). La
différence dépend des temps caractéristiques d&sopienes mis en jeu mais aussi des valeurs des
termes de couplage. Pour minimiser le stockagaldesées, on préférera la stratégie M_S2 alors que
pour diminuer le temps de calcul, on aura tendanmeférer la stratégie M_S1.
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Résultats dans le cas RPGD_S2

Nous allons maintenant étudier I'impact de la camdton des maillages dans le cas ou la
stratégie de maillage adaptatif est la stratégi&GRPF52. Rappelons que dans ce cas, soit 1 mode
(RPGD_S21) soit plusieurs modes (RPGD_S22) sontégdors de la résolution PGD.

Construction de maillage M_S1 (concaténation @es danaillages)

Regardons tout d’abord les résultats obtenus avecéthode 1 c’est-a-dire la concaténation
des maillages. Les résultats obtenus avec RPGDs@Reporté§1G. D.1I-11 et [eTAB. D.II-14 et
ceux avec RPGD_S22 FG. D.II-12 et leTAB. D.II-15. La solution a I'étape finale de maillage
adaptatif est obtenue avec 10 modes dans le caDRFPXA et 23 modes dans le cas RPGD_S22.

Comme dans le cas RPGD_S1, le nombre de pointdéajqar le maillage adaptatif de est
beaucoup plus faible que celui de C’est la raison pour laquelle, le maillage eprésente beaucoup
de points pout supérieur a 2 (s).

2.5 T T T T T T T T T 1

70

0.24

.1
L &
6 7 8 9 10 0

5 5
t(s) t(s)

0

I I I I
0 1 2 3 4

FIG. D.II-11 RPGD_S21 - Evolution du déplacementpaint x=5 (gauche) et de la température
au pointx=7 (droite) en fonction du temps pour I'étape dellage adaptatif finale

Déplacementu Températurerl
Etape de | Nombre de| Nombre de| Nombre de| Résidu final| Nombre de Résidu final
maillage modes points pour points points
adaptatif le temps | ajoutés par ajoutés par
(maillage | le maillage le maillage
commun) adaptatif adaptatif
0 1 11 9 0.3905 1 0.1539
1 1 20 17 0.3027 1 0.0318
2 1 38 3 0.1434 1 0.0227
3 1 42 33 0.1215 1 0.0135
4 1 75 3 0.0749 2 0.0117
5 1 79 74 0.0625 1 0.0088
6 1 154 4 0.0308 4 0.0054
7 1 161 11 0.0242 6 0.0042
8 1 176 138 0.0212 1 0.0028
9 1 315 0 0.0177 5 0.0024
10 1 320 0.0167 0.0019

TAB. D.II-14 RPGD_S21 - Evolution du nombre de points en terhplsl @ésidu pouu et T en
fonction des étapes de maillage adaptatif
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Dans le cas oliun modé est enrichi a chaque étape de maillage adapREGD S21), le nombre
d’étapes de maillage adaptatif est plus importamt gpour le ca8plusieurs modés(10 au lieu de 6).
De plus, le nombre de points en temps est lui glgsiélevé (320 au lieu de 162).

Il est donc préférable d'utiliser la stratégie RP@&R22 au lieu de RPGD_21. Nous avions fait la méme

analyse dans le cas découpbgpitre B).

Si I'on compare ces résultats a ceux obtenus awemdthode RPGD_S1, on aboutit aux mémes
conclusions que dans le cas découplé. Lorsque dmmmence avec un maillage grossier, il est
préférable d'utiliser la stratégie RPGD_S1 qui mamaoins de points et moins de modes pour décrire
la solution avec une précision donnée tout en agaasiment le méme nombre d’étapes de maillage

adaptatif.

I I
3 4

5
t(s)

I
6

I I I
7 8 9

10

FIG. D.II-12 RPGD_S22 - Evolution du déplacementpaint x=5 (gauche) et de la température
au pointx=7 (droite) en fonction du temps pour I'étape déllage adaptatif finale
Déplacementu Températurerl
Etape de | Nombre de| Nombre de| Nombre de| Résidu final| Nombre de Résidu final
maillage modes points pour points points
adaptatif le temps | ajoutés par ajoutés par
(maillage | le maillage le maillage
commun) adaptatif adaptatif
0 4 11 9 0.2841 1 0.0311
1 3 21 18 0.1299 2 0.0191
2 3 40 36 0.0624 1 0.0090
3 1 76 2 0.0534 1 0.0093
4 5 79 73 0.0341 1 0.0059
5 1 153 6 0.0214 4 0.0038
6 6 162 0.0118 0.0020
TAB. D.lII-15 RPGD_S22 - Evolution du nombre de points en tenhps eéésidu pouu et T en

fonction des étapes de maillage adaptatif
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» Construction de maillage M_S2 (maillage spécifiquehaque physigue)

Regardons maintenant les résultats obtenus avewthode 2 (M_S2) c’est-a-dire chaque
physique a son propre maillage. Les résultats oktawec RPGD_S21 sont reporté&I&. D.1I-13
et leTAB. D.II-16 et ceux avec RPGD_S22WG. D.1I-14 et leTAB. D.II-17. La solution a I'étape
finale de maillage adaptatif est obtenue avec 16anadans le cas RPGD_S21 et 25 modes dans le cas
RPGD_S22. Dans le cas 6un modé est enrichi a chaque étape de maillage adaptifombre
d’'étapes de maillage adaptatif est plus importaet gpur le ca$plusieurs modés(16 au lieu de 12).
De plus, le nombre de points en temps est lui glgsiélevé (326 au lieu de 162 pauet 66 au lieu
de 38 poul).

Notons gue dans ces cas, les résidus peuvent iéggraugmenter.

Comme dans le cas concaténation des maillagest ipbréférable d'utiliser la stratégilusieurs
modes.

2.5 T T T T T T T T T 1

I I I I
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FIG. D.II-13 RPGD_S21 - Evolution du déplacementpaint x=5 (gauche) et de la température
au pointx=7 (droite) en fonction du temps pour I'étape déllage adaptatif finale

Déplacemenu Températurerl

Etape de | Nombre Nombre de Résidu final Nombre de Résidu final

maillage | de modes| points pour le points pour le

adaptatif temps temps
0 1 11 0.3905 11 0.1539
1 1 20 0.2905 12 0.0344
2 1 37 0.1027 13 0.0243
3 1 40 0.1392 14 0.0194
4 1 74 0.1485 15 0.0127
5 1 78 0.1189 16 0.0151
6 1 80 0.0808 18 0.0126
7 1 152 0.0494 22 0.0080
8 1 158 0.0434 27 0.0068
9 1 304 0.0371 28 0.0067
10 1 316 0.0198 31 0.0057
11 1 316 0.0212 33 0.0052
12 1 326 0.0155 40 0.0046
13 1 326 0.0127 46 0.0038
14 1 326 0.0153 54 0.0032
15 1 326 0.0117 58 0.0024
16 1 326 0.0127 66 0.0019

TAB. D.II-16 RPGD_S21 - Evolution du nombre de points en terhps @ésidu pouu et T en
fonction des étapes de maillage adaptatif
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Comparons maintenant les résultats obtenus avetrdgégie RPGD_S22 selon la construction de
maillage utilisée. Lorsque I'on utilise un maillageécifique a chaque physique, le nombre de points
en temps est largement réduit pour une des physi@8eau lieu de 162 points en temps pbualors

que le nombre d’étapes de maillage adaptatif est @levé (12 au lieu de 6). Le nombre de modes est
légerement plus élevé (25 au lieu de 23). Le chaire stratégie de construction se discutera danc e
terme de stockage des données et de temps de. calcul
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FIG. D.ll-14 RPGD_S22 - Evolution du déplacementpaint x=5 (gauche) et de la température
au pointx=7 (droite) en fonction du temps pour I'étape dellage adaptatif finale

Déplacementu Températurerl

Etape de | Nombre Nombre de Résidu final Nombre de Résidu final

maillage | de modes| points pour le points pour le

adaptatif temps temps
0 4 11 0.2841 11 0.0311
1 1 20 0.1139 12 0.0270
2 3 39 0.0840 13 0.0164
3 2 76 0.0725 14 0.0115
4 3 84 0.0357 15 0.0110
5 3 150 0.0252 17 0.0067
6 1 155 0.0229 18 0.0055
7 2 162 0.0194 20 0.0048
8 1 162 0.0191 25 0.0030
9 1 162 0.0190 26 0.0027
10 1 162 0.0194 32 0.0025
11 1 162 0.0190 33 0.0024
12 2 162 0.0183 38 0.0019

TAB. D.lII-17 RPGD_S22 - Evolution du hombre de points en terhgsl @ésidu pout et T en
fonction des étapes de maillage adaptatif

Bilan maillage adaptatif / probleme thermoviscoélasque fortement couplé

Les deux stratégies de maillage adaptatif ontnéses en place dans le cas d’équations de
thermoviscoélasticité fortement couplées. Commedéas< phénomeénes physiques s’influencent 'un
l'autre, nous avons pu étudier deux types de coctidn de maillage a chaque étape de maillage
adaptatif : la concaténation des maillages etiatiion d’un maillage spécifique a chaque physique
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Rappelons que dans le cas de ce probleme couplégleations sont de nature différentes et donc
certaines matrices intégrales n’interviennent qoarpun des problemes et il est donc intéressant
d’étudier ces deux méthodes de construction pauddeix stratégies de maillage adaptatif.

L’ensemble des résultats obtenus pour le probléreertoviscoélastique en terme nombre de
points, nombre d’enrichissements et nombre d'étageesmaillage adaptatif sont reportéaB.
D.II-18 en fonction de la stratégie de maillage adaptdiifsée et de la stratégie de construction de
maillage.

Nombre de Nombre de Nombre Nombre

points pouru  points pourT  d’enrichissements d’étapes
RPGD SletM_S1 159 159 41 7
RPGD_Sl1letM_S2 158 44 73 12
RPGD_S21'un modé et M_S1 320 320 11 11
RPGD_S22plusieurs modés
etM_S1 162 162 23 7
RPGD_S21'un modé et M_S2 326 66 17 17
RPGD_S22plusieurs modés 162 38 o5 13

etM_S2

TAB. D.II-18 Résultats du probleme thermoviscoélastique en ifamcte la stratégie de
construction de maillage et de la stratégie delaggladaptatif utilisée

En conclusion, pour la stratégie RPGD_S1, la cémedion des deux maillages augmente le
nombre de points pour seulement une des physidireeffet, les parameétres de simulation utilisés
ménent a des physiques ol les transitoires sohtsiries uns dans les autres. Ce cas pourrait étre
beaucoup plus discriminant si les transitoiresdiéérentes physiques étaient disjoints.

Néanmoins, concaténer les deux maillages réduibhebre d’étapes de maillage adaptatif mais aussi
le nombre total d’enrichissements. Rappelons gqgé@&meral c’est I'étape d’enrichissement qui est la
plus colteuse en terme de temps de calzahs le cas de simulations ou l'idée est d’optimise
stockage des données et non le temps de calowdpil mieux que chaque physique ait son propre
maillage. Si le but est d’optimiser le temps decghlcela va dépendre de la différence entre les de
maillages. De facon générale, prendre le méme agailpour les deux physiques est plus avantageux
en temps de calcul.

Utiliser la stratégie RPGD_S1 ou RPGD_S2 méne aérm@s conclusions en ce qui concerne la
stratégie de construction de maillage. De mémeajegat mode par rapport a plusieurs modes méne
aux mémes conclusions que dans le cas avec ureegedique.

Garder plusieurs modes réduit le nombre de poiatsndillage et le nombre d’étapes de maillage
adaptatif mais en contre partie le nombre de mpdes décrire la solution est plus grand. Ce cheix n
sera donc pas judicieux si on veut utiliser cetlation comme source d’'un nouveau probleme ou que
les termes apparaissant dans les équations sternfamt non linéaires.

Dans le cas ou on choisit de concaténer les deukages (M_S1) la stratégie RPGD_S22 est a
privilégier. En revanche dans le cas ou chaqueighgsa son propre maillage (M_S2), la stratégie ou
tout est recalculé (RPGD_S1) semble a privilégier.

Notons que l'on observe ce type de tendance carsdédstions recherchées sont particuliéres.
Rappelons qu’en effet, le transitoire d’'une desxdphysiques est inclus dans l'autre. Garder le
maillage propre a chaque physique devrait étre ghasitageux dans le cas ou les transitoires sant no
entierement inclus I'un dans l'autre. Cette sitiiagpourrait avoir lieu pour des sources différentes
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Conclusion

Conclusion du chapitre

L'objectif de ce chapitre est la mise en placea®GD et la technique de maillage adaptatif
pour deux probléemes multiphysiques couplés : ublproe partiellement couplé diffusothermique et
un probléme fortement couplé thermoviscoélastique.

Dans la premiére partie, nous avons présentéraufation du probléme pour deux types de
couplage et les résultats obtenus sur des mailfages Les deux problémes couplés se différencient
dans la nature du couplage qui nécessite des dditi€s résolutions. Pour le probléme partiellement
couplé, la résolution est la méme par rapport auléaouplé. Pour le probléme fortement couplé, une
résolution”couplage totdl est nécessaire. Les résultats obtenus sur delsgeailfixés sont présentés.
lls consistent en une étude sur l'influence deampatres de couplage : le coefficient du terme &upl
le temps caractéristique, le maillage temporel.

La premiere conclusion est que la PGD permet ddinerdéa réponse de problémes multiphysiques
partiellement couplés et fortement couplés. Damsiefortement couplé, les exemples traités nous on
permis de mettre en avant des cas pour lesqueigtllode PGD ne convergeait. Pour ces mémes cas,
la méthode des éléments finis a elle aussi été midéfaut pour des valeurs de paramétres plus
restreintes. Ce cas ne nous permet donc pas deraadefaut |'utilisation de la PGD dans ce type de
probléme car la non convergence est liee a uneviheite du coefficient de couplage. Une approche
MAN-PGD pour le probléme fortement couplé peut émegisagée pour déterminer cette limite.

De plus, les termes de couplage font apparaitmodgeaux transitoires qui n'étaient pas visibles su
le probleme découplé. Si le maillage est suffisEnBEGD permet de prédire ces transitoires. On voit
que cela nécessite plus de modes que dans le sasirdaelations découplés auxquelles elles se
rapportent. Au fur et a mesure des enrichissemémteésidu diminue jusqu’a atteindre un certain
seuil, seuil lié au maillage utilisé pour décrigesblution.

De plus, nous ne connaissons pagriori le maillage nécessaire pour obtenir une certaigeigion
sur la solution, nous avons donc testé la méthedualllage adaptatif présentée danshiapitre B.

Dans la deuxieme partie, la technique de mailladgpttif a été adaptée aux problemes
multiphysiques couplés. Nous avons choisi la méthlad plus simple qui consiste a appliquer la
méthode mise en place ahapitre B a chacune des physiques. La discussion a été daitda
construction du maillage. Deux choix étaient pdssib concaténer les deux maillages ou continuer le
calcul avec le maillage propre a chaque physiquecAa premiére solution, les matrices couplées
sont définies sur un méme maillage alors que dargeluxieme solution un maillage spécifique est
utilisé.

La méthode couplant la technique de maillage athgtala PGD a été aussi étudiée pour ces cas
couplés. Le couplage de cette méthode avec la P&t raux mémes conclusions que dans le cas
avec une seule physiquehépitre B). En ce qui concerne la méthode de constructiomdidlage,
concaténer les deux maillages permet de convergar moins d'étapes de maillage adaptatif mais
avec des densités de maillage beaucoup plus inmpesta

Nous retiendrons que la méthode PGD permet derddarréponse transitoire des problémes
multiphysiques couplés. La résolution fortementptéa de ces problémes est complexe dans la
mesure ou selon la nature des couplages, le systemdsoudre peut devenir fortement non linéaire.
Dans les exemples traités ici, le systeme restadire par rapport a chacune des physiques et la
méthode de point fixe a directions alternées meada résolution de systemes linéaires de taille
raisonnable. Considérer des problemes coupléssqualameétres de couplage dépendent eux aussi des
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CHAPITRE D- PGD POUR DES PROBLEMES MULTIPHYSIQUES TRANSITOIRE®UPLES

physiques peut mener & des non linéarités persstgour lesquels il seraat priori intéressant de
coupler la méthode PGD a la MAN, ce qui a été tithes ici uniguement dans le cas d'une non
linéarité dans le terme source ehapitre C. Lors de I'étape de calcul des coefficients, lebEme
couplé nécessite la résolution d’'un systéme na¥aiie qui a été résolu la encore avec une méthede d
point fixe a directions alternées.

La méthode PGD peut donc étre appliquée pour l&telproblemes multiphysiques couplés.
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Conclusion

L'objet de ce travail s’inscrit dans la problématique deékolution des problémes couplés
multiphysiques. Dans cette these, le développement d’un outil numériquetpoudre ces problemes
transitoires a différents temps caractéristiques rencomrégeanique des matériaux a été réalisé.

Une étude bibliographique a recensé les méthodes classiquerisa® en oceuvre pour
résoudre les problemes multiphysiques et multitemps. Beaucoppsdiilités existent, mais nous
nous sommes plus spécifiguement intéressés a la méthode de Détompyepre Généralisée
(PGD) qui est une méthode de réduction de modéles non incrémers@éedoa la représentation a
variables séparées. Au début de ce travail, nous nous posionsstioude I'opportunité d'utiliser
cette méthode, si dans le principe aucun obstacle ne pouvaihégieé encore fallait-il démontrer sa
faisabilité.

Dans ce travail, la méthode PGD a été tout d’abord détailiéetilisée pour résoudre
I'équation de la chaleur transitoire 2D. Afin d’analyser le comportemetettie technique numérique,
des simulations pour trois sources de la chaleur différentdesetemps caractéristiques physiques
distincts ont été menées. La PGD a permis de prédire pfiéredis parametres la solution qui
présente des transitoires fortement différents. Une techriguenaillage adaptatif simple a été
proposée et mise en place afin d'affiner la discrétisation affératites zones transitoires de la
solution. Elle a permis de capter automatiquement, en partanindillage grossier, les zones a fortes
variations localisées, ces derniéres pouvant étre gouvernékstpamps caractéristique physique ou
par la variation de lgource. Cette phase d’adaptation de maillage permet de remtifgartie I'erreur
de la solution PGD lorsque le nombre de mode est restreint. Debwdaétcouplant la PGD et la
techniqgue de maillage adaptatif ont été proposées et discLg@semiere consiste a recalculer la
solution PGD sur chaque nouveau maillage a partir de la gohutige. La seconde consiste a calculer
la solution sur chaque nouveau maillage en conservant lesoftxde base de la solution générées
sur le maillage précédent. La premiere stratégie (nRf@8D_S1) a été plus performante dans la
mesure ol peu de modes sont nécessaires sur le maillagpdiimalliécrire précisément la solution.
Cependant, la seconde stratégie (notée RPGD_S2), pour lagueltenbre plus important de modes
a été nécessaire pour décrire la solution finale, a peduisréduire fortement le nombre
d’enrichissements cumulé au cours de I'ensemble du procédé dagmadldaptatifLe résultat
marquant tient dans la capacité de la technique de maillage adépdatiécrire automatiquement
des transitoires localisés

La PGD a été ensuite étendue a la résolution d'une familleral#emes transitoires non
linéaires. L'idée a été de coupler la Méthode Asymptotique é¥ligime (MAN) avec la PGD pour
résoudre I'équation de la chaleur 1D transitoire avec une noaritééolynomiale dans le terme
source. La MAN permet de transformer I'équation non linéaire ensarie d’équations linéaires
transitoires qui sont ensuite résolues avec la PGD d'aréene trés efficace. Apres avoir générées
toutes les solutions a chaque ordre de la MAN, nous powvposterioriobtenir la solution générale
pour un nombre infini de problemes (chacun d'entre eux correspame &aleur du coefficient
multiplicateur de source ). Une étude sur le domaine de validité de la solution MAf¥grésentée.

Il a permis de déterminer la longueur de chaque morceau de brancmdutien ¢,,, avec une
précision donnée. Afin de construire la branche compléete de solution, plyssuds continuation ont

été effectués. L’étude sur la non linéarité "déstabilisant®® a illustré que la MAN est capable

d’identifier la limite de la valeur du coefficiergt pour un systéme non borné (branche a l'infiti).
est a souligner dans cette partie que des familles de probléraasitoires temporelles non linéaires
peuvent étre résolus efficacement en couplant la MAN@la PGD ce qui est & notre connaissance
un résultat nouveau
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Le dernier volet porte sur la résolution de problémes phylsiqgues multitemps. La mise en
place de la PGD pour deux problemes : un partiellement coupl&atiirmique et un fortement
couplé thermoviscoélastique a été réalisée. Une premiéreusmmckest qu'il est possible d'utiliser la
PGD pour résoudre une grande famille de problemes couplés.

Dans un premier temps, la formulation du probleme pour deux types de ®oeplées résultats
obtenus ont été présentés dans le cas de maillages fisedele problémes se différencient dans la
complexité du couplage qui nécessite des stratégies deti@sslspécifiques qui ont été explicitées
dans ce travail. Pour le probléme partiellement coupl@&slalution est similaire au cas complétement
découplé en utilisant une technique séquentielle. Pour le probiétament couplé, une résolution de
type "couplage total" est nécessaire. Lors de I'ét@peattul des coefficients, ce probleme fortement
couplé nécessite en plus la résolution d’'un systeme non linéaiacétgiiréalisée avec une méthode de
point fixe a directions alternées. Dans ces deux cas, la P@&mais de prédire la réponse de
problemes multiphysiques. De plus, les termes de couplage fonblpmpae nouveaux transitoires
qui n'étaient pas visibles sur le probleme découplé. Néanmoiesnsaillage est suffisant, la PGD
permet de prédire ces transitoires avec un nombre de modes plus élevdsgaeecda découplé.

Dans un second temps, la méthode de maillage adaptatif prégertédemment a été appliquée aux
problemes multiphysiques. Le couplage de la technique de maaltkegetatif avec la PGD mene aux
mémes conclusions que dans le cas avec une seule physiquscussion a porté sur la stratégie de
construction des maillages. Deux choix étaient possibles : corcdts deux maillages temporels de
chaque physique ou adapter indépendamment chacun de ces maillagéa.pheetere stratégie, les
matrices couplées sont définies sur un méme maillages, qlie dans la seconde, comme un maillage
spécifique est utilisé pour chaque physique, les termes de cauplagessitent une opération de
projection supplémentaire. La concaténation de deux maillagesep de converger avec moins
d’étapes de maillage adaptatif mais avec des densités de maikagelye plus importantes.

Dans le cas fortement couplé, les exemples traités nous monispe mettre en avant des cas pour
lesquels la méthode PGD ne convergeait pas. Pour ces méua®rss, la méthode des éléments
finis a elle aussi été mise a défaut mais son domaine de convergehisnelus faible que la PGD.

Cette partie a permis de compléter la famille de probleraeuplés que I'on peut résoudre avec la
PGD. La stratégie de maillage adaptatif associée a la PGD teoiout son sens dans des situations
multitemps fortement couplées

En résumé, dans ce travail, nous avons montré que la PGD pautili&&e pour la résolution
de problémes multiphysiques transitoires quelle que soit la naturecouplage (découplé,
partiellement couplé ou fortement couplé). Couplée a la MAB est aussi une méthode tres efficace
pour résoudre certaines familles de problemes non linéaamesittires (ou la non linéarité se trouve
dans la source). Les zones transitoires du probleme peuverag@ttessde maniere automatique grace
a une technique de maillage adaptatif simple pour le temps. Deuggses de couplage de cette
technique avec la PGD ont été étudiées pour mettre en évidemcatérét de chaque stratégie selon
le probleme étudié.
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Perspectives

Pour les problémes ou la solution présente des fortes varifdaisées ou des singularités
en espace, la technique de maillage adaptatif en espacetrdoitabdée, des développements en
interne qui ne sont pas présentés ici semblent donner satisfaction. Dudaségaration des variables
de la PGD et de la technique de maillage adaptatif utilisa indicateur unidimensionnel, I'extension
de la technigue ne pose pas de difficultés. Une étude sur l'infladescearamétres de la technique de
maillage adaptatif tels que I'estimateur d’erreur, deaffinement, la technique d’adaptation pourrait
étre menée afin d’optimiser la procédure de maillage adaptif.

Le couplage MAN-PGD a été appliqué ici seulement pour lesgrad ou la non linéarité se trouve
dans la source et posséde une forme particuliere. Une premispegtive consiste a étendre la portée
d’application de cette association MAN-PGD. Une seconde corisigtiiser la MAN-PGD pour les
probléemes paramétriques, ce travail a déja débuté et fajet’dtun article sous presse [Leygue
2012].

Il est aussi envisageable d'utiliser, cette technique lgsuprobléemes multiphysiques ou les termes de
couplages peuvent induire des non linéarités d’ordre plus ou moirés €emme les non linéarités
généralement présentes dans les problemes couplés sont iadiffdatures, soit thermodynamiques
comme nous avons traités dans cette these soit liés aux pasamatériaux, la généralisation de la
méthode semble intéressante et demandera un travail de recherchejea taht

Il apparait nécessaire d’aller comprendre les situationsodeconvergence de la PGD pour certains
des paramétres de couplage. La non convergence semble liéeadedes limites des coefficients de
couplage et une approche MAN-PGD pourrait étre envisagée pmlieréies branches de réponses et
détecter des instabilités comme cela a été initié dans la parg2e2.

L'extension de la PGD a des problémes plus conséquents peuta&ttenant abordée avec des
questionnements techniques qui apparaitront sur la taille decesales quantités a stocker. Un
travail d’algorithmie sera nécessaire.
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