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Introduction générale 
 

Cette thèse s’inscrit dans le contexte de la mécanique des matériaux. Dans ce domaine 
d’activité industriel, la prédiction de l’endommagement et de la durabilité des matériaux est au cœur 
des problématiques. Les ingénieurs doivent évaluer les capacités de la matière à supporter des 
chargements mécaniques mais aussi thermiques. Dans des situations plus extrêmes, l’environnement 
joue un rôle très important. On peut citer les polymères sous de très fortes pressions de gaz ou de 
liquides, mais aussi les composites hautes performances sollicités mécaniquement sous hautes 
températures. Dans ces deux exemples particuliers, le comportement mécanique est affecté par les gaz 
qui diffusent dans la matière. Le matériau est assujetti à des gradients de concentration et donc de 
propriétés. Prédire sa tenue dans de telles situations nécessite une connaissance des phénomènes 
physiques, une identification des lois de comportement couplées et une description des phénomènes 
qui génèrent la ruine. Cette connaissance matériau n’est pas suffisante, il est essentiel pour l’ingénieur 
d’avoir des outils de prédiction des gradients thermiques, de concentration chimiques qui sont 
capables de rendre compte des conditions de service. Les outils numériques pour réaliser cette tâche 
existent mais dans certains cas la résolution des problèmes couplés multiphysiques demande des temps 
de calcul prohibitifs, et dans d’autres cas les algorithmes classiques dédiés à l’ingénieur ne fournissent 
pas de solution. Les verrous à lever sont de natures différentes : 

 

Plusieurs physiques à résoudre avec : 

� une augmentation de la taille des systèmes à résoudre 

� des temps caractéristiques distincts (diffusion thermique et diffusion de gaz) 

Physiques de natures différentes couplées (diffusion, thermique, mécanique, …) 

� équations de natures différentes  

� équations plus ou moins couplées 

� natures de couplages distincts (couplage d’état : dilatation thermique ou couplage 
matériau )(TfE = …) 

� équations plus ou moins non linéaires de natures différentes 

� les non linéarités peuvent être liées aux termes de couplages et ou aux paramètres 
matériaux 

 

 

Par exemple avec un logiciel par éléments finis comme AbaqusTM et en utilisant le sous 
programme UEL, il est possible de résoudre de manière couplée les équations de la mécanique, de la 
thermique, de la diffusion et même de la chimie. Les temps de calculs sont inhérents à son solveur de 
résolution de problème linéaire et à son schéma incrémental temporel. Dans l’axe Endommagement et 
Durabilité du département Physique et Mécanique des Matériaux de l’Institut PPRIME à l’ENSMA à 
Poitiers, les développements les plus avancés ont démontré la capacité de ce code à résoudre certains 
problèmes multiphyiques de mécanique des matériaux, on peut citer : 

� Rambert et al  [Rambert 2002, 2005, 2006]: mécanique thermique diffusion fortement couplé 

� Baudet et al. [Baudet 2006, 2009, 2011]: mécanique endommagement diffusion fortement 
couplé 

� Olivier et al. [Olivier 2008, 2009]: mécanique diffusion chimie fortement couplé 

� Rabearison et al. [Rabearison 2009]: mécanique thermique chimie fortement couplé 
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Les deux premières recherches concernent le secteur pétrolier où des matériaux polymères sont utilisés 
comme gaine ou joint d’étanchéité dans le système de transport des hydrocarbures. Ils sont alors 
soumis à des conditions sévères qui sont de hautes températures entre 80 et 150°C et des fluctuations 
de la pression du gaz dont les chutes sont connues sous le nom de décompression « explosive ». Cela 
mène généralement à un endommagement irréversible du matériau dû à un très fort couplage entre les 
phénomènes thermiques, mécaniques et diffusifs. Une modélisation thermo-diffuso-mécanique a été 
mise en place dans ces thèses et implantée dans le code de calcul AbaqusTM pour prédire la tenue en 
service de ce type de structure. Dans ces recherches, les limitations numériques ont été le temps de 
calcul et des situations où le couplage n’a pas permis d’obtenir les réponses transitoires en température 
et en diffusion de gaz (stabilité du schéma temporel).  

 

La troisième problématique concerne le secteur aéronautique et plus particulièrement la prédiction des 
conditions d’amorçage de l’endommagement dans les matériaux composites C/Epoxy soumis à un 
environnement thermo-oxydant. Un modèle multiphysique couplant la mécanique et le procédé 
chimique de diffuso-thermo-oxydation a été proposé afin de quantifier les champs de contraintes 
locaux et les éléments d’oxydation pour prédire l’évolution du composite pendant un cycle de thermo-
oxydation. Il a été lui aussi implémenté dans le code de calcul AbaqusTM en utilisant une technique 
multigrille temporelle. L’extension de ce modèle à la prédiction de durée de vie de pièces composites 
nécessite des temps de calcul prohibitifs et la stabilité du schéma temporel a été très difficile à 
maîtriser dans ce cas particulier où le schéma mécanistique était constitué de six équations de 
cinétique chimique à résoudre en chaque point de Gauss. 

 

La quatrième recherche concerne la prédiction des contraintes internes générées par la cuisson. Ce 
modèle combine la chimie (une équation), la thermique et la mécanique où toutes les équations sont 
fortement couplées et où tous les paramètres évoluent de façon non linéaire en fonction du degré 
d’avancement de la réaction de cuisson et de la température. Pour cette situation, le frein à la 
simulation numérique avec AbaqusTM a été le temps de calcul de ces trois physiques. 

 

Pour  les problèmes rencontrés notamment lors de ces thèses, les limites de la méthode des 
Eléments Finis à travers le code de calcul industriel AbaqusTM ont été montrées (non convergence, 
temps de calculs prohibitifs, problème de mémoire) et sont principalement liées aux différentes 
échelles de temps mises en jeu dans ces phénomènes physiques et notamment aux différentes échelles 
spatiales comme dans le cas de Olivier [Olivier 2008]. C’est dans ce contexte que se situe cette thèse.  

 

 

L’objectif de cette thèse est donc le développement d’un outil numérique pour les problèmes 
multiphysiques couplés à différents temps caractéristiques. Pour répondre à cette problématique, nous 
avons donc choisi de tester une méthode numérique émergente - la méthode de Décomposition Propre 
Généralisée (PGD) [Ammar 2006], qui comme nous le justifierons dans le 1er chapitre nous est apparu 
comme un bon candidat. On en trouve les premiers éléments dans [Ladeveze 1999a] sous le terme 
d’approximation radiale. La PGD formalisée par Chinesta dans le cas multidimensionnel, consiste à 
rechercher la solution comme une somme de produits de fonctions de chaque variable. Contrairement 
à la Décomposition Orthogonale Propre (POD) [Chatterjee 2000], les fonctions de base ne sont pas 
connues a priori mais calculées à l’aide d’une procédure itérative.  

Même si dans le cadre de cette thèse, nous n’avons pas appliqué la méthode de Décomposition 
Propre Généralisée à la résolution de problématiques industrielles, les problèmes modèles traités sont 
représentatifs de difficultés numériques rencontrées dans les thèses citées précédemment. De plus, 
dans cette thèse, nous n’aborderons pas les problématiques liées aux différentes échelles spatiales et 
nous avons choisi de nous concentrer sur celles liées aux différentes échelles temporelles des 
problèmes multiphysiques rencontrés en mécanique des matériaux. 
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Le but précis de cette thèse est donc de prouver que la méthode de Décomposition Propre 
Généralisée est capable de résoudre les problèmes multiphysiques couplés en mécanique des 
matériaux.  

 

Ce mémoire sera organisé de la manière suivante : 

 

� Dans le chapitre A, nous présenterons de manière non exhaustive un état de l’art sur les 
méthodes numériques pour la prédiction des problèmes multiphysiques couplés. Ces 
problèmes font apparaître différentes questions pour lesquelles nous rappellerons les 
différentes approches utilisées dans la littérature sans forcément les détailler. Les différentes 
questions sont : comment traiter la variable temporelle (approche incrémentale ou non) ? le 
couplage et par suite les différentes échelles de temps (multigrilles, sous incrémentation, 
approche non incrémentale) ? ou encore la grande dimension des problèmes (méthodes de 
réduction de modèle) ? Ensuite, comme les termes de couplage peuvent induire de nouvelles 
zones transitoires dans la réponse du problème, nous évoquerons les techniques de maillage 
adaptatif. Enfin, nous présenterons la stratégie adoptée lors de cette thèse.  

 

� Dans le chapitre B, la méthode PGD est détaillée pour l’équation de la chaleur transitoire 2D. 
Une technique de maillage adaptatif simple est utilisée afin d’adapter la discrétisation aux 
différentes zones transitoires de la solution.  Deux méthodes couplant la PGD et la technique 
de maillage adaptatif sont ensuite discutées sur ce même exemple. La première consiste à 
recalculer la solution PGD sur chaque nouveau maillage à partir de la solution nulle. La 
deuxième consiste à calculer la solution sur chaque nouveau maillage en conservant les 
fonctions de base de la solution sur le maillage précédent. La deuxième méthode permet de 
diminuer le temps de calcul de la solution sur le maillage final dit « optimisé »  principalement 
dans le cas où le nombre de fonctions de base pour chaque maillage est important. La mise en 
place de cette technique nous permet de capter de manière automatique les zones transitoires 
des équations étudiées sans les connaître a priori. Ceci est particulièrement intéressant pour 
les problèmes couplés dans la mesure où les zones transitoires ne sont pas connues a priori car 
liées en partie aux termes de couplage. 

 

� Dans le chapitre C, le couplage entre la méthode PGD et la Méthode Asymptotique 
Numérique (MAN) [Cochelin 2007] est mis en place pour la résolution de l’équation de la 
chaleur 1D transitoire avec une non linéarité dans le terme source. Ce travail a été mené en 
collaboration avec Francisco Chinesta et Adrien Leygue de l’Ecole Centrale de Nantes. La 
MAN permet de transformer l’équation non linéaire en une série d’équations  linéaires. 
Généralement, ces équations sont résolues par la MEF. Dans le cas qui nous occupe, les 
équations linéaires sont transitoires et résolues avec la PGD.  

 

� Dans le chapitre D, la formulation de la méthode PGD est étendue à la résolution de deux 
problèmes particuliers couplés qui font apparaître deux temps caractéristiques. Ces deux 
problèmes diffèrent de par les termes de couplage mais aussi la nature des équations mises en 
jeu. Cela nous permet de tester la PGD dans différentes situations couplées. Enfin, le couplage 
avec la technique de maillage adaptatif présentée précédemment est appliqué à ces problèmes. 
La construction du maillage des différentes physiques après chaque étape d’adaptation de 
maillage est notamment discutée. 

 

Enfin, le dernier chapitre fera office de résumé de ce travail suivi des conclusions et des perspectives 
de recherches envisageables. 
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Dans ce chapitre, un état de l’art non exhaustif sur les méthodes numériques pour la résolution 

des problèmes couplés multiphysiques multitemps est présenté. Le traitement numérique de ces 
problèmes nécessite des méthodes capables de répondre à différents points. Tout d’abord, les 
problèmes multiphysiques  mènent à la résolution d’un grand nombre d’équations couplées et de 
natures différentes. La résolution de ces problèmes par la Méthode classique des Eléments Finis 
(MEF), même maillage pour chaque physique, mène donc à la résolution de systèmes numériques de 
grande taille, en lien avec le nombre de phénomènes physiques considéré. De plus, dans le cas de la 
mécanique des matériaux, à chaque phénomène physique est associé un temps caractéristique 
spécifique qui pilote la réponse transitoire du système. Si les temps relatifs à chaque physique sont très 
différents ou si les phénomènes sont fortement couplés, l’utilisation de pas de temps très petits est 
nécessaire afin d’assurer la stabilité du schéma d’intégration temporel mais aussi de prédire 
précisément les différents gradients des réponses du système. Cela se traduit dans certaines 
simulations par des problèmes de non convergence du calcul,  de mémoire insuffisante ou encore de 
temps de calcul très important.  

 

Pour pallier ces difficultés, des méthodes numériques spécifiques ont été développées. Dans le 
contexte des problèmes transitoires, des méthodes non incrémentales ont été proposées. Certaines 
d’entre elles peuvent notamment être considérées comme des méthodes de réduction de modèle. On 
s’intéressera tout particulièrement à une de ces méthodes la méthode de Décomposition Propre 
Généralisée que nous noterons PGD (Proper Generalized Decomposition).  

Dans le contexte des problèmes multiphysiques, les méthodes multigrilles s’ajoutent aux 
méthodes précédentes. Nous verrons que la PGD est là encore particulièrement adaptée dans la mesure 
où l’utilisation de grilles temporelles différentes pour chaque physique est facilement implantable.  

La précision de la solution numérique est liée aux discrétisations choisies. Des méthodes de 
maillage adaptatif ont été développées afin que le maillage permette d’obtenir une certaine précision 
sur la solution. Ces méthodes présentent un autre intérêt qui est de capter de manière automatique les 
phénomènes transitoires, en faisant évoluer de manière automatique les différentes grilles.   

 

 

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord présenter les méthodes numériques pour la 
résolution de problèmes transitoires et notamment l’approche couplée méthode non incrémentale - 
réduction de modèles. L’extension de ces méthodes aux problèmes multiphysiques est ensuite 
présentée dans la deuxième partie. Dans la troisième partie, nous évoquerons les techniques de 
maillage adaptatif classiquement utilisées qui sont nécessaires pour capter de manière automatique les 
réponses transitoires des phénomènes couplés. Enfin, nous présenterons la stratégie adoptée dans cette 
thèse. 

 

 

A.I  Problèmes transitoires 
 

Les problèmes multiphysiques couplés mènent généralement à la résolution de problèmes 
transitoires et par suite la résolution d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP) dépendant non 
seulement de l’espace mais aussi du temps. 

Le problème transitoire à résoudre peut donc s’écrire sous la forme générique simplifiée suivante : 

fu
t

u =Α−
∂
∂

)(  (A.I-1) 
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où )(uΑ  est un opérateur spatial linéaire. Ce problème est défini sur le domaine 

[ ]Txtx ;0×Ω=Ω×Ω=Ω  où l’espace est noté x  et le temps t , avec des conditions aux bords et 

initiale notées b
x utxu =Ω∂∈ ),( , 00 utxu == ),( .  

Pour résoudre cette équation, des méthodes numériques consistent à discrétiser le problème et à 
calculer les valeurs de l’inconnue u  en chaque point de discrétisation en espace et en temps. Le choix 
de la méthode de résolution influence fortement la taille du problème à résoudre, particulièrement 
lorsque les discrétisations sont fines. Nous allons tout d’abord présenter des méthodes qui se 
différencient par le schéma temporel utilisé pour la résolution. Il s’agit des méthodes  incrémentales et 
non incrémentales. Ensuite, des méthodes de réduction de modèle seront présentées. Ces dernières ont 
pour but de réduire la taille de l’espace où la solution est recherchée.  

 

 

A.I.1 Méthodes incrémentales   
 

Lorsqu’on résout les problèmes transitoires avec les méthodes classiques telles que la méthode 
des Eléments Finis (MEF) [Zienkiewicz 2005], la méthode des Volumes Finies (MVF) [Leveque 
2002] ou la méthode des Différences Finies (MDF) [Allaire 2005], un schéma temporel incrémental 
est généralement utilisé.  

Dans ce cas, au lieu de résoudre des EDPs, des Equations Différentielles Ordinaires (EDO) 
spatiales sont résolues à chaque instant t  et  un schéma d’intégration temporelle numérique est utilisé. 

Précisons la démarche avec par exemple l’équation (A.I-1)  où )(uΑ  représente l’opérateur 
2

2

x

u
D

∂
∂

. 

Cela mène à la résolution du problème parabolique dépendant du temps : 

f
x

u
D

t

u =
∂
∂−

∂
∂

2

2

 (A.I-2) 

 

Supposons un maillage régulier en espace ( )
xnxxx ,...,, 21  ayant un pas xδ  et un maillage régulier en 

temps ( )
tnttt ,...,, 21  ayant un pas tδ . Notons la solution, au point ( )ji tx , , j

iu  ( )tx njni ≤≤≤≤ 11 ; . 

Une fois la solution au temps jt  calculée pour tous les points en espace (avec dans cet exemple la 

méthode des différences finies), la solution au temps 1+jt  est calculée à l’aide d’un schéma 

incrémental. Plusieurs schémas existent dans la littérature. Le schéma explicite centré et le schéma 
implicite centré sont présentés ici couplés à une approche différences finies : 

 

•  Le schéma explicite centré : 

L’équation (A.I-2)  s’écrit donc sous la forme :  

i
i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

f
x

uuu
D

t

uu
=

+−
−

− +−
+

2

11
1 2

δδ
  ( )tx njni ≤+≤≤+≤ 1111 ;  (A.I-3) 

 

•  Le schéma implicite centré : 

L’équation (A.I-2)  s’écrit donc sous la forme :  
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1
2

1
1

11
1

1 2 +
+
+

++
−

+

=
+−

−
−

i
i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

f
x

uuu
D

t

uu

δδ
  ( )tx njni ≤+≤≤+≤ 1111 ;  (A.I-4) 

 

Avec ces schémas, il faut résoudre successivement le problème à chaque instant t . Dans le cas du 
schéma explicite, la solution est déterminée directement par l’équation (A.I-3)  alors que dans l’autre 
cas, un système linéaire doit être résolu. Le schéma explicite semble donc plus simple. Néanmoins, il 
est conditionnellement stable, c’est-à-dire, la solution peut présenter des fluctuations selon le pas de 
temps choisi. Pour que le schéma soit stable, la condition de stabilité suivante (condition CFL) doit 
être satisfaite : 

  ( )22 xtD δδ ≤  (A.I-5) 

Le schéma implicite, est lui, inconditionnellement stable. Pourtant, la résolution du système linéaire à 
chaque pas de temps, peut être très coûteuse notamment si le nombre de pas de temps est important.  

 

 

A.I.2 Méthodes non incrémentales   
 

Afin de pallier les difficultés numériques liées à l’utilisation d’un schéma incrémental, des 
méthodes non incrémentales ont été développées. L’idée principale est de résoudre le problème sur 
l’ensemble du domaine temporel. On présente ici la Méthode des Eléments Finis espace-temps, la 
méthode LATIN (LArge Time INcrement) et la méthode PGD (Proper Generalized Decomposition). 

 

A.I.2.1  Méthodes éléments finis espace-temps 

La Méthode des Eléments Finis espace-temps parallèle [Buch 1999, Idesman 2000] a été 
proposée pour pallier le problème lié au calcul séquentiel en temps dans la méthode de discrétisation 
classique. En effet, le temps est considéré dans ce cas comme une dimension supplémentaire et est 
donc traité comme l’espace. On parle alors d’éléments finis espace-temps. Par exemple, pour un 
problème 2D espace-temps, des éléments finis 3D sont utilisés où le temps remplace la troisième 
dimension. Cette méthode mène à un système global d’équations en espace et en temps. A chaque 
étape de résolution, la solution est donc déterminée pour le domaine temporel entier. 

 L’utilisation de la méthode EF espace-temps parallèle est plus efficace que celle des méthodes 
EF classiques (i.e. avec un schéma incrémental en temps). Néanmoins, la taille du système algébrique 
à résoudre peut devenir très importante et mener à un temps de calcul prohibitif et des problèmes de 
stockage de données.   

La méthode a donc été légèrement modifiée. Elle consiste à diviser le domaine temporel en intervalles 
de temps grossiers. Le problème est ensuite résolu en utilisant les méthodes de Galerkin discontinu et 
continu en temps. A l’aide de la méthode de Galerkin discontinu, l’ensemble du domaine temporel 

[ ]Tt ;0=Ω  est, par exemple [Idesman 2000], divisé  en deux blocs [ ]20 /;Tt =Ω  et [ ]TTt ;/ 2=Ω . 
Ainsi, au lieu de résoudre le problème sur l’intervalle de temps complet, il est résolu successivement 
sur chacun des blocs temporels avec la méthode de Galerkin continu.  

Subdiviser le temps en intervalle grossier permet de réduire le nombre de degrés de liberté à traiter 
tout en gardant les avantages du "non incrémental". 

 

A.I.2.2 Méthode LATIN   

La méthode LATIN (LArge Time INcrement) ou méthode à grand incrément de temps 
[Ladeveze 1999a] est un solveur itératif initialement dédié aux problèmes non linéaires d’évolution et 
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qui a pour originalité d’être non incrémental. A chaque itération, deux problèmes sont successivement 
résolus : un problème non linéaire local suivi d’un problème linéaire global. La méthode LATIN 
sépare donc les difficultés en séparant la résolution des problèmes. A chaque itération, une 
approximation de la solution sur l’intervalle de temps entier est calculée, ce qui en fait une méthode 
non incrémentale. Le caractère non incrémental de la LATIN se trouve au niveau de l’approximation 
radiale lors de la résolution du problème global (principe P3 de cette méthode). Elle consiste à 
rechercher la solution sous la forme séparée espace-temps. La méthode LATIN peut donc être vue 
comme une méthode de réduction de modèle a priori, elle sera présentée en détail dans la partie dédiée 
à ce sujet (A.I.3.2). 

 

A.I.2.3 Méthode PGD 

En s’appuyant sur l’idée de l’approximation radiale de la LATIN, la méthode PGD a été  
développée [Ammar 2006, 2007, Ladeveze 2010]. Cette méthode consiste à rechercher la solution 
d’une EDP sous la forme de somme de produits de fonctions à variables séparées. La PGD, faisant elle 
aussi partie des méthodes de réduction de modèle a priori. Elle sera détaillée dans la partie suivante 
(A.I.3.2). 

 

Remarque. D’autres méthodes non incrémentales existent. On peut citer par exemple les méthodes 
espace-temps basées sur les ondelettes [Alam 2006]. Elles consistent à transformer les EDPs en un 
seul problème algébrique sur l’ensemble du domaine temporel. Cohen [Cohen 2002] souligne que 
l’utilisation d’une telle méthode présente néanmoins des inconvénients tels que la géométrie et la 
structure de données [Cohen 2002], la construction de bases d’ondelettes étant  facile uniquement dans 
le cas d’un domaine rectangulaire. Avec une géométrie complexe, la construction de la base peut vite 
devenir compliquée. 

 

 

A.I.3 Méthodes de réduction de modèle 
 

Afin de pallier les limitations en terme de taille du problème à résoudre (grand nombre de 
d.d.l), des méthodes de réduction de modèle basées sur la séparation des variables ont été développées. 
L’objectif de ces méthodes est de chercher une base réduite pour décrire la solution. Ces méthodes de 
réduction de modèle peuvent être classées en deux catégories : les méthodes de réduction a posteriori 
où une connaissance préalable sur la solution du problème est nécessaire et les méthodes de réduction 
a priori qui nécessite aucune connaissance sur la solution.   

 

A.I.3.1 Méthodes de réduction de modèle a posteriori  

 

Les méthodes de réduction de modèle a posteriori nécessitent une connaissance préalable sur 
la solution pour construire la base réduite. Les plus classiquement utilisées sont la Décomposition 
Orthogonale aux valeurs Propres (POD - Proper Orthogonal Decomposition) et la Décomposition en 
Valeurs Singulières (SVD - Singular Value Decomposition). La POD [Chattejee 2000, Cordier 2006], 
initialement développée pour l’analyse de données ou le traitement des images, consiste à compacter 
les données [Chattejee 2000]. La POD est aussi utilisée dans un grand nombre de domaines et en 
particulier la mécanique des fluides [Allery 2005]. Cette méthode peut être assimilée à la 
décomposition de Karhunen-Loeve [Karhunen 1946, Loeve 1963] dans le cas d’espaces de dimensions 
infinies ou encore à l’Analyse en Composantes Principales (PCA – Principal Component Analysis) 
liée à la SVD dans le cas où la dimension est finie.  
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Supposons que la solution ),( txu  d’une EDP peut se mettre sous la forme d’une somme de 
fonctions à variables séparées espace-temps, elle s’écrit : 

�
=

Φ≈
N

i
ii xtatxu

1

)()(),(  (A.I-6) 

Cette approximation devient exacte lorsque le nombre de termes N  tend vers l’infini.  

Notons que cette représentation n’est pas unique. Pour une valeur de N  donnée, la POD consiste à 
construire la meilleure approximation possible avec une base spatiale orthonormée, ce qui revient à 
écrire : 

j
iji

x

dxxx δ=ΦΦ�
Ω

)()(  ( Nji ≤≤ ,1 )  (A.I-7) 

où j
iδ  est le symbole de Kronecker.  

Une fois la base spatiale déterminée, la base temporelle est choisie telle que : 

�
Ω

Φ=
x

dxxtxuta kk )(),()(  ( Nk ≤≤1 )  (A.I-8) 

où les fonctions )( tak  ne dépendent que de )( xkΦ . 

 

Nous allons maintenant présenter la méthode SVD ainsi que deux méthodes POD  (la méthode 
dite classique et la méthode dite des ‘snapshots’). 

 
 

a) Méthode SVD 

La méthode SVD (Décomposition aux Valeurs Singulières) est initialement une méthode de 
factorisation de matrices [Golub 1990] mais elle est également utilisée pour approcher la solution par 
une base réduite. Elle fait donc partie, dans ce contexte, des méthodes de réduction a posteriori. 

En tant que méthode a posteriori, elle nécessite donc des connaissances préalables de la 
solution. Ces informations sont en général issues des observations, appelées des ‘snapshots’ qui sont 
des clichés de la solution à différents instants.  

Supposons tn  ‘snapshots’ du champ u  connues et notés ),( ji
j

i txuu =  ( tx njni ≤≤≤≤ 11 ; ). 

L’ensemble de ces ‘snapshots’ peut être rangé dans une matrice, appelée matrice des snapshots : 

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

=

t

xxx

t

t

n
nnn

n

n

uuu

uuu

uuu

Q

...

............

...

...

11

2
2
2

1
2

1
2
1

1
1

 (A.I-9) 

 

La SVD est ensuite appliquée sur la matrice Q . Elle consiste à factoriser cette matrice sous la forme : 

TVUA Σ=  (A.I-10) 
 
où Σ  est une matrice diagonale de taille tx nn ×  contenant ),min( tx nn  valeurs singulières iσ  qui 

sont rangées dans un ordre décroissant, U  est une matrice de taille xx nn ×  dont les colonnes 

constituent une base orthonormée de l’espace x  (i.e 
xn

T IUU = ) et V  est une matrice de taille 

tt nn ×  dont les colonnes constituent une base orthonormée du temps t  (i.e 
tn

T IVV = ).  
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Chaque colonne de U  est donc homogène à un mode spatial iΦ  ( xni ≤≤1 ) et chaque colonne de V  

est homogène à un mode temporel ia  ( tni ≤≤1 ). Chaque valeur singulière iσ  correspond à un 

coefficient iα  ( ),min( tx nni ≤≤1 ). Comme la valeur de ces coefficients décroît très vite, on 
conserve en général uniquement les N  premières valeurs singulières, la solution s’écrit donc: 

�
=

Φ≈
N

i
iii taxtxu

1

)()(),( α  (A.I-11) 

 
La SVD permet ainsi d’obtenir une décomposition spatio-temporelle de la solution. Notons que cette 
décomposition est optimale au sens énergétique.  
 
 

La SVD est présentée ici dans le cas d’une matrice en dimensions 2 espace-temps ),( tx . 
Gonzalez et al. [Gonzalez 2010] l’ont étendu au cas de problèmes multidimensionnels en combinant la 
technique proposée par Kolda et al. [Kolda 2007] à l’outil ″Matlab tensor toolbox″ [Bader 2007]. 
Lathauwer et al. [Lathauwer 2000] proposent également une extension de la SVD pour des tenseurs 
d’ordre élevé. 
 

Remarque. En multipliant les deux membres de l’équation (A.I-10) par TQ  à gauche, on définit une 

matrice de dimension tt nn ×  : 

TTTT VVVUUVQQ 2Σ=ΣΣ=  (A.I-12) 
 

En posant 2Σ=Λ , il vient : ii λσ = . L’équation (A.I-12) est donc équivalente à un problème aux 

valeurs propres où V  sont les vecteurs propres et Λ  sont les valeurs propres.  

De la même manière, en multipliant par TQ  à droite, on définit une matrice de dimension xx nn ×  :  

TTTT UUUVVUQQ 2Σ=ΣΣ=  (A.I-13) 

où ( )Λ,U  représente la décomposition aux valeurs propres de cette matrice. 

Selon la relation d’ordre entre tn  et xn , on préfèrera l’une ou l’autre des décompositions. Lorsque 

xt nn >> , la décomposition de TQQ  est faite à l’aide de la POD classique alors que dans l’autre cas, le 
POD des ‘snapshots’ sera utilisée. 

 
 

b) Méthode POD 

La POD (ou décomposition de Karhunen-Loeve) est une extension de la SVD aux espaces de 
dimension infinie (comme par exemple, l’espace des fonctions continues en temps). Dans les 
méthodes POD, afin de chercher la base réduite, les fonctions de base sont obtenues en résolvant le 
problème aux valeurs propres défini à partir des matrices de corrélation, qui sont les  matrices 
construites à partir des ‘snapshots’ de la solution. Les méthodes POD sont présentées ici en suivant le 
point de vue de Cordier et al. [Cordier 2006]. Pour plus de détails à ce sujet, le lecteur pourra se 
référer à cet article. 

 

Considérons l’équation (A.I-1) et ),( txX =  une variable spatio-temporelle. Supposons que 

)(),( Xutxu =  est un ensemble de ‘snapshots’, obtenu en tn  instants différents t  pour tout le 

domaine spatial xΩ . Ces observations peuvent être soient des données expérimentales soient des 
données numériques (obtenues par exemple sur un pas de temps avec la méthode des éléments finis). 
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Le problème consiste donc à extraire des champs ),( txu  considérés comme aléatoires, un mode 
dominant )( xΦ  appelé structure cohérente. Cela revient donc à chercher une fonction Φ  déterministe 
qui possède, au sens des moindres carrés, la plus grande projection sur les ‘snapshots’ supposés 

aléatoires ),( itxu  ( tni ≤≤1 ), c’est-à-dire qui maximise la quantité ( )2ψ,u  où ( )⋅⋅,  désigne le produit 
scalaire canonique sur un espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable H . D’un point de vue 
mathématique, cette fonction est solution du problème d’optimisation suivant avec la contrainte 
( ) 1=ΦΦ,  : 

( )
( )

( )
( )ψψ

ψ
ψ ,

,
max

,
, ><=

ΦΦ
>Φ<

∈

22 uu
H

 (A.I-14) 

où >⋅<  est un opérateur de moyenne.  

Le choix de cet opérateur de moyenne >⋅<  permet de différencier la méthode POD classique de la 
méthode POD des ‘snapshots’.  

 

Le problème de maximisation (Eq. (A.I-14)) se réécrit sous la forme d’un problème aux valeurs 
propres : 

( ) Φ>=Φ< λuu,  (A.I-15) 
où λ  est un multiplicateur de Lagrange introduit lors du calcul. 

En introduisant l’opérateur ℜ  défini par : 

')'()',()( dXXXXRX Φ=Φℜ �
Ω

 (A.I-16) 

où  

)'()()',( XuXuXXR ⊗=  (A.I-17) 

est le tenseur des corrélations spatio-temporelles entre deux points X  et 'X , le problème aux valeurs 
propres (Eq. (A.I-15)) se ramène à l’équation intégrale de Fredholm : 

)(')'()',()( XdXXXXRX Φ=Φ=Φℜ �
Ω

λ  (A.I-18) 

La résolution de ce problème permet d’obtenir les fonctions propres )( XΦ .                           
Cette base POD est optimale au sens énergétique. Un faible nombre de fonctions (encore appelées 
modes) est en général nécessaire pour capturer la quasi-totalité de l’énergie. 

 

Nous allons maintenant présenter les deux méthodes POD appelés « méthode POD classique » et 
« méthode POD des ‘snapshots’ » différenciables par la définition de l’opération de moyenne (>⋅< ). 

 

•  Méthode POD classique 

Dans l’approche POD classique [Lumley 1967], la moyenne >⋅<  est temporelle : 

�
Ω

⋅>=⋅<
t

dt
T

1
 (A.I-19) 

 

La variable X  est ici assimilée à la variable spatialex . Le problème aux valeurs propres se déduit de 
(Eq.(A.I-16)) en remplaçant le domaine Ω  par le domaine spatial xΩ . Ainsi : 
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)(')'()',( xdxxxxR
x

Φ=Φ�
Ω

λ  (A.I-20) 

avec  

�
Ω

⋅⊗=
t

dttxutxu
T

xxR ),'(),()',(
1

 (A.I-21) 

Les vecteurs propres )( xΦ  ne dépendent donc que de l’espace. 

En supposant que le champ aléatoire considéré ),( txu  s’écrit sous la forme : 

�
∞

=

Φ=
1i

ii xtatxu )()(),(  (A.I-22) 

où les coefficients temporels sont déterminés en projetant le champ ),( txu  sur les fonctions propres 
spatiales: 

( ))(,),()( xtxuta nn Φ=  (A.I-23) 
 

Remarque. Dans ce cas, pour déterminer les fonctions propres, il faut résoudre l’équation intégrale de 
Fredholm (A.I-20), avec une intégration sur le domaine spatial. Si la taille xn  est importante (ce qui 
peut être le cas principalement dans les cas 2D ou encore 3D), la taille de )',( xxR  devient 
importante, d’autant plus qu’elle correspond à une matrice pleine. La résolution de (Eq. (A.I-20)) peut 

donc s’avérer très coûteuse (cf. décomposition aux valeurs propres de la matrice TQQ ). 

 

•  Méthode POD des ‘snapshots’ 

La méthode POD des ‘snapshots’ [Sirovich 1987] consiste à traiter des clichés temporels 
(‘snapshots’). Si l’on considère que le nombre de réalisations temporelles nécessaire pour décrire de 
manière précise le champ considéré est égale à tn , le problème à résoudre par la méthode des 

‘snapshots’ est de taille tn . 

L’opérateur de moyenne correspond, dans ce cas, à une moyenne spatiale évaluée sur tout le domaine 

xΩ  : 

�
Ω

⋅>=⋅<
x

dx   (A.I-24) 

La variable X  est donc assimilée à la variable temporelle t . Les fonctions propres spatiales )( xΦ  

sont supposées être des combinaisons linéaires des réalisations ),( ktxu  contenues dans la base de 
données (base de ‘snapshots’), soit : 

�
=

=Φ
tn

k
kk txutax

1

),()()(  (A.I-25) 

Les ‘snapshots’ ),( ktxu  sont supposés linéairement indépendants. 

Les coefficients )( kta  tnk ≤≤1  sont cherchés tels que les fonctions propres )( xΦ  soient solution 
de l’équation (A.I-18). On obtient donc: 

)(')'()',( tadttattR
T

t

λ=�
Ω

1
 (A.I-26) 

où le tenseur des corrélations temporelles )',( ttR  entre deux points t  et 't  est défini comme suit: 
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�
Ω

⋅⊗=
x

dxtxutxuttR )',(),()',(  (A.I-27) 

 

Cela permet de déterminer les coefficients )( kta ( tnk ≤≤1 ). Les modes POD sont ensuite construits 
à l’aide de l’équation (A.I-25). 

Cette approche correspond à la décomposition aux valeurs propres de la matrice QQT . 

 

 

Remarques.  

•  On voit que la taille du problème aux valeurs propres est égale à tn . Cette méthode des 
‘snapshots’ permet donc de réduire considérablement le temps de calcul lorsque le nombre 
de clichés temporels tn  est plus petit en comparaison du nombre de points en espace xn .  

•  Si le temps caractéristique du problème étudié est plus petit que l’écart entre les 
‘snapshots’ alors cette méthode ne peut pas décrire la solution de ces problèmes. 

  

Dans [Cordier 2006], il est mentionné qu’en général, les données issues d’approches 
expérimentales sont traitées par la méthode classique et les données provenant d’approches 
numériques sont traitées par celle des ‘snapshots’. Les auteurs l’expliquent en invoquant le fait 
qu’avec l’approche expérimentale, la description temporelle est bien résolue alors que la description 
spatiale est souvent très limitée.  

 

 

A.I.3.2 Méthodes de réduction de modèle a priori   

 

Pour les méthodes de réduction de modèle a posteriori, des informations initiales sur la 
solution recherchée doivent être connues. De plus, elles influencent fortement les résultats et peuvent 
mener lorsqu’elles ne sont pas optimales à une inefficacité de la POD pour prédire la solution. Pour 
pallier ce principal défaut, un certain nombre de méthodes de réduction de modèle a priori, c’est-à-
dire aucune information initiale n’est nécessaire, ont vu le jour. Nous allons maintenant présenter trois 
de ces méthodes. Il s’agit de la méthode APR (A Priori Reduction), la méthode LATIN et la méthode 
PGD. La première se différence plus particulièrement des deux autres car elle est incrémentale alors 
que, comme nous l’avons déjà mentionné, les deux dernières sont non incrémentales. 

 
 

a) Méthode APR  

 

La méthode APR (A Priori Reduction), initiée par Ryckelynck [Ryckelynck 2002, 2005, 2006] 
est une méthode de réduction de modèle incrémentale. La base est en effet enrichie à l’aide des sous-
espaces de Krylov sur un intervalle de temps donné. Partant du constat qu’une base POD n’est pas 
capable de représenter une information qui n’est pas contenue initialement dans la base de données 
utilisée pour la déterminer, la méthode APR permet de construire la base de manière adaptative au 
cours de la simulation. Elle peut donc être vue comme une extension incrémentale et adaptative de la 
POD. 
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L’APR est une méthode itérative dans le sens où la base des fonctions Φ  est corrigée de 
manière itérative jusqu’à en obtenir une qui décrive avec une certaine précision la solution ),( txu  sur 
tout l’intervalle de temps considéré.  

Les étapes de l’APR sont maintenant détaillées [Allery 2011, Dumon 2011b]. Pour  plus de 
détails, le lecteur pourra se référer à ces documents ainsi qu’aux articles de Ryckelynck cités 
auparavant. 

 

La solution du problème est recherchée sous la forme de décomposition de fonctions spatiales 
et temporelles (des modes) : 

�
=

Φ≈
N

i
ii xtatxu

1

)()(),(  (A.I-28) 

où le nombre de modes N  n’est pas prédéfini.  

 

Afin de construire la base, la méthode APR est constituée de trois étapes différentes. Une fois 
la base spatiale initialisée, deux étapes de résolution du système réduit et d’enrichissement avec 
orthogonalisation de la base sont répétées jusqu’à convergence. Détaillons ces différentes étapes : 

  

•  Etape 1. Initialisation de la base spatiale: 

La base spatiale est, en général, initialisée de manière à satisfaire les conditions initiales du 
problème. L’initialisation peut par exemple se faire par un premier calcul Eléments Finis sur le 
premier incrément de temps sur toute la structure. 

 

•  Etape 2. Construction et résolution du système réduit : 

Dans cette étape, le problème discrétisé complet est projeté sur la base APR. Plaçons nous à la 
ièmek  itération, ce qui signifie que la base réduite APR contient kN  fonctions )( xiΦ  ( kNi ≤≤1 ). 

Les coefficients )( tai  ( kNi ≤≤1 ) sont déterminés en supposant la solution sous la forme : 

�
=

Φ=
kN

i
ii xtatxu

1

)()(),(  (A.I-29) 

 

En imposant la condition que le résidu du problème (A.I-1) soit orthogonal à chacun des vecteurs 

)( xjΦ  ( kNj ≤≤1 ), cela revient à résoudre : 

( ) ( ))(,)(,)()(
)(

)(),( xfxxta
dt

tda
xx jj

N

i
ii

i
N

i
ji

kk

Φ=
�
�

�

�

�
�

�

�
Φ

	
	
A

B

C
C
D

E
ΦΑ+ΦΦ ��

== 11

 (A.I-30) 

où ( )⋅⋅,  désigne le produit scalaire.  

 

Ce problème est un problème réduit (dimensions réduites) mais résolu à chaque intervalle de temps 
(méthode incrémentale). Une fois les problèmes résolus, les coefficients )( tai  sont déterminés pour 

chaque intervalle de temps. La solution ),( jtxu  à chaque intervalle de temps est déduite de l’équation 

(A.I-29).  
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•  Etape 3. Vérification de la validité de la base et enrichissement : 

La convergence de la méthode APR est déterminée en calculant le résidu : 

( )
211

fxta
dt

tda
xtRes

kk N

i
iji

N

i

ji
ij −ΦΑ+Φ= ��

==

)()(
)(

)()(  (A.I-31) 

pour chaque pas de temps jt  ( tnj ≤≤1 ).  

La solution converge lorsque la valeur du résidu est inférieure à un seuil CVε  (choisi par l’utilisateur) 
pour tous les intervalles de temps. Si ce seuil n’est pas atteint pour tous les pas de temps, la base à 
l’itération k  est considérée comme mauvaise et est donc mise à jour de manière adaptative. Cette 
étape est une étape très importante de la méthode qui consiste en deux sous étapes (orthogonalisation 
et enrichissement) que nous précisons maintenant. 

 

o Orthogonalisation de la base ou phase d’amélioration 

L’objectif de cette phase d’amélioration est de prendre en compte l’information de la 
dernière itération APR. Pour cela, la méthode POD est appliquée aux coefficients temporels 

)( ji ta  ( kNi ≤≤1  , tnj ≤≤1 ) de la base réduite afin de sélectionner les fonctions de forme 

correspondantes aux événements principaux de cette base réduite. Cela mène donc à la 
résolution du problème aux valeurs propres : 

VV λ=K  (A.I-32) 
où la matrice K  est la matrice de corrélation temporelle de taille kk NN ×  qui est définie par : 

�
=

=
tn

j
jnjm

t
mn tata

n
K

1

1
)()(  (A.I-33) 

 

La résolution de ce problème aux valeurs propres (Eq. (A.I-32)) permet de déterminer kN  

valeurs propres 
kNλλλ >>> ...21  et kN  vecteurs propres 

kNVVV ,...,, 21 . Les q  valeurs 

propres vérifiant le critère : 

sel
l µ

λ
λ

>
1

 ( ql ≤≤1 ) (A.I-34) 

sont conservées où selµ  , fixé par l’utilisateur, permet de sélectionner les modes propres. 

 

La nouvelle base orthogonale )(
~

xlΦ  ( ql ≤≤1 ) contenant q  vecteurs définis par : 

�
=

Φ=Φ
kN

i

l
iil x

1

V)(
~

 (A.I-35) 

où le vecteur lV  est le vecteur propre associé à la valeur propre lλ  est créée. Cette nouvelle 

base )(
~

xlΦ  ( ql ≤≤1 ) ne prend en compte que les événements importants de l’ancienne base 

)( xiΦ  ( kNi ≤≤1 ). 

 

o Enrichissement de la base ou phase d’expansion 
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Dans cette étape, la base est enrichie pour prendre en compte le fait, qu’à partir d’un 
certain temps, le résidu (Eq. (A.I-31)) n’est pas suffisamment petit (critère de convergence 
non vérifié).  

Supposons que ce soit pour le temps t noté +
CVt . On a donc la relation : 

+<∀ CVj tt   CVjtRes ε<)(  et +≥∀ CVj tt   CVjtRes ε>)(  (A.I-36) 

 

Cela signifie que la base est efficace seulement jusqu’au temps +
CVt . Une fois ce temps 

dépassé, la base ne permet pas de fournir de bons résultats.  

Notons +R  le vecteur résidu à l’instant +CVt , instant où le critère de convergence n’est 
pas vérifié. [Ryckelynck 2005] propose une technique d’enrichissement basée sur l’utilisation 
des sous-espaces de Krylov générés par le résidu du problème.  

L’espace de Krylov d’ordre m , mK , est construit de la manière suivante : 

{ }+−+++= RJRJJRRK mm 12 ,...,,,  (A.I-37) 
où J  est la jacobienne du problème (A.I-1) .  En pratique, le sous-espace de Krylov est 
d’ordre 1=m  ou 2=m . 

 

La nouvelle base à l’étape 1+k  sera donc : 

{ }m
q K,

~
,...,

~ ΦΦ1  (A.I-38) 

 

Les deux dernières étapes sont répétées jusqu’à ce que le critère de convergence défini par l’équation 
(A.I-31) soit vérifié. 

 

Cette méthode a été améliorée par Ryckelynck [Ryckelynck 2005] en y ajoutant l’aspect d’Hyper 
Réduction, qui consiste à ne sélectionner qu’une partie des points d’intégration du modèle Eléments 
Finis pour prévoir l’état de la base réduite. Elle porte donc dans ce cas le nom de APHR pour A Priori 
Hyper Reduction.  

 

La méthode APR (ou encore l’APHR) permet de réduire le temps de calcul des simulations. 
Dans [Neron 2010], il est noté que, pour certaines équations comme l’équation des ondes, la base 
réduite obtenue n’est pas optimale. Le caractère non incrémental de cette méthode peut présenter les 
défauts cités précédemment (cf. A.I.I. ).  

 

Il existe d’autres méthodes de réduction de modèle dans la littérature. On pourra citer ici la 
méthode  de Base Réduite (RB-Reduced Basis) [Machiels 2000]. Dans cette méthode, la base est aussi 
construite de manière adaptative. Une erreur est définie et permet d’enrichir la base là où l’erreur est 
grande. La définition de l’erreur proposée dans cette méthode permet de garantir la qualité de la 
solution du modèle réduit. Cette méthode est notamment appliquée dans les simulations en temps réel 
[Prud’homme 2002]. 

 

 

b) Méthode LATIN   
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La méthode LATIN (LArge Time INcrement method) ou méthode à grand incrément de temps 
[Ladevèze 1999a] qui est une méthode non incrémentale peut être vue comme une méthode de 
réduction de modèle a priori. Une présentation classique de la méthode est donnée ici et plus 
particulièrement l’aspect réduction de modèle. Son extension pour la résolution des problèmes 
multiphysiques  multiéchelles multitemps [Neron 2004, 2008a, 2008b, Passieux 2008] sera présentée 
dans la partie A.II.2.1.  

 

 

La méthode LATIN est basée sur les trois principes suivants : 

 

•  Principe P1: Séparation des difficultés 

L’objectif du principe P1 est de séparer les équations en deux groupes : 

- le premier groupe Ad est l’ensemble des solutions des équations linéaires qui sont 
éventuellement globales: 

Ad ={ s s vérifie les conditions d’amissibilité }  (A.I-39) 

 

- le deuxième groupe � est l’ensemble des solutions des équations locales qui sont 
éventuellement non linéaires :  

� ={  ŝ  ŝ  vérifie les relations de comportement et les conditions initiales }  (A.I-40) 

 

La solution exs  du problème cherchée est donc : 

�As d ∩=ex  (A.I-41) 
 

 

•  Principe P2 : Résolution itérative en deux étapes 

Le principe P2 consiste à construire la solution exs  à l’aide d’un schéma itératif composé de 

deux étapes. Supposons connue la solution ns  de Ad (obtenue à l’itération n) et plaçons nous à 
l’itération 1+n du schéma itératif, illustrée FIG. A.I-1 . La première étape, appelée étape locale, 

consiste à chercher la solution 1/2nˆ +s  de � en utilisant une première direction de recherche +E . A 

partir de cette solution, la seconde étape, appelée étape linéaire, consiste à chercher la solution 1n+s  de 

Ad à l’aide d’une seconde direction de recherche −E , conjuguée de la précédente.  

 

 

FIG. A.I-1 Une itération de la méthode LATIN [Neron 2004] 
 

La FIG. A.I-2 montre une représentation de principe de la LATIN où sont schématisées les directions 
de recherche. Notons que dans la méthode LATIN, ces directions de recherche constituent des 
paramètres de la méthode. Le choix de ces paramètres influence notablement la convergence de 
l’algorithme.  
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FIG. A.I-2 Représentation de principe de la méthode LATIN [Neron 2004] 
 

Détaillons maintenant la nature des systèmes à résoudre lors de ces deux étapes. 

- L’étape locale à l’itération 1+n   

Les équations sont non linéaires mais locales. Cette étape mène donc à la résolution d’un petit système 
d’équations différentielles ordinaires non linéaires locales sur les points d’intégration des éléments 
finis.  

- L’étape linéaire à l’itération 1+n   

Les équations sont linéaires et globales. Pour limiter le coût de résolution dans cette étape le principe 
P3 est utilisé. 
 
 

•  Principe P3 : Représentation des inconnues 

Le principe P3 de la méthode LATIN est proposé pour résoudre l’étape linéaire (les équations 
globales) de manière non incrémentale. Il s’appuie sur l’approximation radiale [Ladeveze 1999a]  qui 
a pour but de traiter l’ensemble du domaine temporel pour réduire le temps de calcul. C’est donc à 
travers ce principe que la méthode  LATIN peut être vue comme une méthode de réduction de modèle.  

L’approximation radiale consiste à résoudre les équations globales linéaires sous la forme séparée, 
c’est-à-dire à rechercher la solution ),( txs  sous la forme d’une somme de fonctions radiales en 

rajoutant au fur et à mesure des couples espace-temps ( )( xiΦ , )( tai ). La solution s’écrit donc : 

�
=

Φ==
N

i
ii xtatxutxs

1

)()(),(),(  (A.I-42) 

où N  est le nombre de couples temps-espace. 

 

Avec une telle écriture de la solution, la résolution du problème global linéaire nécessite pour 
déterminer les fonctions d’espace, la résolution d’un système d’Equations aux Dérivées Partielles 
spatiales et indépendantes du temps et, pour déterminer les fonctions du temps, la résolution d’un 
système d’équations différentielles ordinaires en temps. Ces deux systèmes sont résolus de façon 
découplée. Notons que les fonctions du temps sont intégrées sur l’ensemble du domaine, ce qui 
constitue le caractère non incrémental de la méthode LATIN.  

L’approximation radiale présente des similitudes avec la méthode POD. Néanmoins, au contraire de 
cette dernière, c’est une méthode a priori. Aucune solution n’est nécessaire pour commencer la 
construction de la base. 

 

Grâce à l’approximation radiale, la méthode LATIN est très efficace pour la résolution des 
problèmes transitoires. Différentes améliorations sur ces méthodes sont proposées par l’équipe de 
Ladevèze, permettant notamment de limiter le nombre de fonctions temporelles pour une précision de 
la solution donnée [Ladeveze 2010].  S’appuyant sur l’approximation radiale de la LATIN, la méthode 
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PGD (Proper Generalized Decomposition) se différencie de celle-ci dans la mesure où, dans le cas de 
la PGD, il n’est pas nécessaire de séparer les équations comme dans la LATIN. 

 

 

c) Méthode PGD 

 

La PGD consiste à rechercher la solution u  sous la forme séparée suivante : 

�
=

=
N

i
M

i
M

ii
M xFxFxFxxxu

1
221121 )()...()(),...,,(  (A.I-43) 

où N  est le nombre de fonctions à variables séparées et M  le nombre de variables. Les variables 

Mxx ,...,1  peuvent représenter des variables spatiales, temporelles ou des variables paramétriques 
(comme par exemple la conductivité thermique dans l’équation de la chaleur) du problème à résoudre.  

 

La grande performance de la PGD est qu’elle permet de réduire fortement la taille des 
problèmes. Considérons un problème avec 80=D  dimensions et 10 points de discrétisation sur 
chaque dimension. Ainsi, avec l’approche classique (MEF), le nombre de nœuds du maillage (nombre 

d’inconnues du problème) atteint la valeur de 8010 . Avec la méthode PGD, ce nombre est seulement 
de 8008010 =⋅  points. Plus concrètement, la PGD a été appliquée, dans le cadre de la théorie 
cinétique linéaire, à la résolution de l’équation de Fokker-Planck multidimensionnelle avec une 
description des fluides à l’échelle microscopique [Ammar 2006]. Dans cet exemple, Ammar montre 
que le nombre d’inconnues est de 105 au lieu de 1040 avec la MEF classique. 

 

La résolution d’un problème transitoire a été présentée dans [Ammar 2007]. Dans ce cas, le 
temps est considéré comme une variable supplémentaire, ce qui fait de la PGD une méthode non 
incrémentale. Dans [Ammar 2010a], la PGD non incrémentale est comparée avec la méthode des 
éléments finis classique en terme d’erreur et de temps CPU, mettant en avant la réduction du temps de 
calcul avec la PGD. Notons que, dans cet article, la PGD est aussi étendue à la résolution de 
problèmes transitoires non linéaires. Nous le détaillerons donc au chapitre C de la thèse. 

 

Remarque. La PGD incrémentale est utilisée dans d’autres travaux notamment [Dumon 2011a, 
2011b]. Elle consiste à séparer l’espace et le temps. Néanmoins, un schéma incrémental est utilisé et la 
méthode PGD est utilisée uniquement pour générer les modes spatiaux. 

 

Dans le cadre de cette thèse, la PGD est considérée sous sa forme non incrémentale. 

 

 

Nous allons maintenant présenter les variantes de la PGD pour la résolution de problèmes 
transitoires [Ladeveze 2011, Nouy 2010a]. 

Considérons le problème transitoire (Eq. (A.I-1)). Plaçons nous à l’itération k . La solution PGD est 
cherchée sous la forme :  

 )()()()()()(),(),( xtaxtaxtatxutxu kk

k

i
iikkkk Φ+Φ=Φ+= �

−

=
−

1

1
1  (A.I-44) 

et consiste à déterminer le nouveau couple ( kk a,Φ ). L’étape de recherche de ce couple est appelée 
étape d’enrichissement. 
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� Méthode PGD progressive  

Le nouveau couple ( kk a,Φ ) doit satisfaire le double critère de l’orthogonalité de Galerkin 
suivant : 

���
ΩΩΩ

Ω=Ω+Ω
∂
∂

fduduAud
t

u
u *** )(      *u∀  (A.I-45) 

où le champ virtuel *u  s’écrit sous la forme séparée  

kkkk aau Φ+Φ= ***       (A.I-46) 

 

Ces conditions sont équivalentes à imposer que le résidu soit orthogonal aux inconnues kΦ  et ka . 
Elles peuvent donc s’écrire sous la forme : 
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(A.I-47) 
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Cette méthode mène à la résolution de deux systèmes non linéaires : )( kkk aS=Φ  et )( kkk Ta Φ= , 
qui sont généralement résolus par la méthode de point fixe à directions alternées (encore appelée 
méthode de la puissance itérée) [Ammar 2007]. Le TAB. A.I-1  présente l’algorithme de la méthode 
PGD progressive. 

 

1 :  tant que ( maxkk ≤ ) faire      

2 :      Initialisation de )( 0a  

3 :      tant que ( maxll ≤ ) faire      

4 :              Calcul de  )( )()( 1−=Φ l
k

l aS  

5 :       Normalisation de )( lΦ  (étape optionnelle) 

6 :              Calcul de  )( )()( l
k

l Ta Φ=  

7 :              Vérification de la convergence de )()( ll aΦ  

8 :       fin tant que 

9 : On pose : )( l
k Φ=Φ  et )( l

k aa =  

10:Vérification de la convergence de kkkk auu Φ+= −1  

11: fin tant que 
 

 TAB. A.I-1 Algorithme la méthode PGD progressive 
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La méthode PGD est une méthode a priori dans la mesure où la base est initialisée aléatoirement et 
enrichie au fur et à mesure.  

 

Remarque. Même si l’étape de normalisation est optionnelle, elle est généralement utilisée.  

 
 
 
 

� Méthode PGD Galerkin 

 

La méthode PGD progressive n’est pas optimale au sens de la projection de Galerkin. Afin 
d’obtenir la décomposition PGD optimale, le résidu de la décomposition doit être simultanément 
orthogonal à l’ensemble des fonctions spatiales { }kk ΦΦ= ,...,1�  et temporelles { }kk aa ,...,1=A , 
c’est-à-dire vérifier le critère d’orthogonalité (Eq. (A.I-47) et Eq.(A.I-48)). C’est ce qui fait lors des 
étapes 4 et 5 de l’algorithme de la méthode PGD Galerkin (cf . TAB. A.I-2 ). 

1 :  tant que ( maxkk ≤ ) faire      

2 :      Inilialisation de )( 0
k�  

3 :      tant que ( maxll ≤ ) faire      

4 :              Calcul de  )( )()( 1−= l
kk

l
k S A�  

5 :              Calcul de  )( )()( l
kk

l
k T �A =  

6 :              Vérification de la convergence de )()( l
k

l
k A�  

7 :       fin tant que 

8 : On pose : )()( l
k

l
kku A�=   

9 : Vérification de la convergence de ku  

10: fin tant que 
 

 
 
 
 
 

•  Méthode PGD Galerkin avec la mise à jour 

 

La méthode PGD Galerkin mène à la décomposition optimale au sens de la projection de 
Galerkin. Cette décomposition est néanmoins très coûteuse. L’application )( kkS A  consiste en effet 
en la résolution d’un système d’EDPs couplées, numériquement lourd à résoudre. Une autre PGD, la 
méthode PGD Galerkin avec la mise à jour, est donc proposée. Le TAB. A.I-3  présente l’algorithme 
de cette méthode [Nouy 2010a, Ladeveze 2010] qui a pour but d’éviter l’application )( kkS A . Seule la 
base temporelle est entièrement mise à jour à chaque étape d’enrichissement (cf. étape 10 de 
l’algorithme). 

 

TAB. A.I-2 Algorithme la méthode PGD Galerkin 
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1 :  tant que ( maxkk ≤ ) faire      

2 :      Inilialisation de )( 0a  

3 :      tant que ( maxll ≤ ) faire      

4 :              Calcul de  )( )()( 1−=Φ l
k

l aS  

5 :       Normalisation de )( lΦ  (étape optionnelle) 

6 :              Calcul de  )( )()( l
k

l Ta Φ=  

7 :              Vérification de la convergence de )()( ll aΦ  

8 :       fin tant que 

9 :  On pose : { })(, l
kk Φ= −1��  

10: Calcul de  )( kkk T �A =  

11: On pose : kkku A�=  

12: Vérification de la convergence de ku  

13: fin tant que 
 

 
 
 

•  Méthode PGD progressive pondérée 

Une autre méthode, la méthode PGD progressive pondérée, a été proposée. C’est en fait une 
extension de la méthode PGD progressive. Les fonctions de base spatiales et temporelles sont 
normalisées et les coefficients kα  relatifs à chaque couple (kΦ , ka ) sont entièrement recalculés à 
chaque enrichissement. La solution est donc recherchée sous la forme : 

 

�
=

Φ
N

k
kkk tax

1

)()(α  (A.I-49) 

 
où on voit apparaître contrairement aux autres méthodes PGD les coefficients kα .  

Cette méthode est celle qui sera utilisée dans la thèse et sera donc détaillée au chapitre B. 
 

 

A.I.4 Discussion 
Dans cette partie, des méthodes numériques pour la résolution des problèmes transitoires ont 

été présentées. Les principales défauts des méthodes classiques (MEF, MDF,…) sont liées à 
l’utilisation d’un schéma incrémental qui, pour des raisons de stabilité, nécessite la résolution de 
problème de grande taille ou la résolution d’un grand nombre de problèmes. Des méthodes non 
incrémentales ont été développés pour pallier ce défaut. Néanmoins, comme nous l’avons vu, le temps 
de calcul peut rester encore trop élevé. C’est pour cette raison que des méthodes de réduction de 
modèle ont vu le jour. Elles se différencient par la connaissance préalable de la solution. Des 
informations sur la solution n’étant pas toujours accessibles, dans une situation de prédiction par 
exemple, nous retiendrons comme méthodes pertinentes les méthodes de réduction a priori non 
incrémentales soit la méthode PGD et la méthode LATIN.  

TAB. A.I-3 Algorithme la méthode PGD Galerkin avec la mise à jour 
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A.II   Problèmes multiphysiques multitemps 
Cette partie est consacrée aux méthodes de résolution de problèmes multiphysiques 

multitemps, c’est-à-dire pour lesquels les phénomènes physiques agissent à différentes échelles 
temporelles. Les méthodes de résolution classiques utilisent une grille temporelle unique. Dans ce cas, 
la taille de la grille est donc fixée par le phénomène physique ayant la plus petite échelle temporelle. 
L’utilisation d’une même grille mène donc, dans les cas où les échelles sont très différentes, soit à des 
problèmes de maîtrise du temps de calcul ou encore dans certains cas à la divergence du schéma 
d’intégration. Des méthodes multitemps ont donc été développées pour répondre à ces problématiques. 
Certaines sont incrémentales et d’autres non incrémentales. La méthode des éléments finis classique 
(incrémentale, grille unique) est tout d’abord présentée puis son extension multigrille. La méthode 
LATIN et la méthode PGD sont ensuite explicitées dans le contexte multiphysique. 

 

 

A.II.1 Méthodes incrémentales   
Parmi les méthodes multiphysiques non incrémentales, seule la méthode des éléments finis est 

présentée ici sous deux versions : "monogrille" et ensuite multigrille. Les avantages et inconvénients 
sont discutés ici.  

 

A.II.1.1 Méthode des Eléments Finis classique 

La méthode des éléments finis classique (version "monogrille")   est largement utilisée pour la 
résolution des problèmes multiphysiques. Afin de la présenter dans le cadre multiphysique, nous 
choisissons l’exemple traité dans la thèse de Rambert [Rambert 2002, 2005, 2006] pour laquelle un 
modèle thermo-diffuso-mécanique complètement couplé a été étudié en vue de décrire le 
comportement d’un matériau sujet à des sollicitations mécaniques, absorbant un gaz et pouvant être le 
siège de gradients thermiques.  

Le premier et second principe associés à l’équation d’équilibre et à la conservation de masse 
permettent de formuler des modèles multiphysiques couplés et font apparaître des termes de couplage 
que l’on peut classer en deux catégories : 
 

- les couplages dits directs dans le sens où ils apparaissent naturellement lors de l’écriture 
thermodynamique du problème, et plus précisément sont l’expression des termes produits dans 
les potentiels ; 

- les couplages dits indirects par opposition aux précédents. Ce sont les couplages qui traduisent 
les dépendances entre les caractéristiques du matériau et les phénomènes physiques 
considérés. L’exemple classique est par exemple la dépendance du module d’Young à la 
température. Ces derniers sont parfois utilisés dans la construction des lois de comportement 
en s’affranchissant de la thermodynamique. 

Dans la thèse de Rambert, tous les couplages directs ont été envisagés en supposant les paramètres 
constants et en se plaçant en petite perturbation (linéarité).  

 

Ce modèle, implanté dans le logiciel Eléments Finis AbaqusTM, permet de simuler la décompression 
explosive dans les matériaux polymères.  Plus précisément, le modèle multiphysique est composé de 
trois équations de conservation : mécanique, thermique et diffusion. Une fois la formulation faible de 
ce modèle discrétisé, cela mène à considérer les trois résidus élémentaires (au niveau de chaque 
élément fini) suivants: 

{ } { }( ) { }0=)( tqF n
m   ,  { } { } { }( ) { }0=)(,)( tqtqF nn

T
�   ,   { } { } { }( ) { }0=)(,)( tqtqF nn

g
�  (A.II-1) 
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où la notation )( m  (respectivement )( T , )( g )  fait référence aux grandeurs liées à la mécanique 
(respectivement la thermique, la diffusion de gaz ).  

Le vecteur { }nq  représente le vecteur des inconnues nodales, exprimé dans le cas d’un élément à n  

nœuds et 5 d.d.l. (les déplacements wvu ,,  pour la mécanique ; la température T  pour la thermique et 
la concentration de gaz c  pour la diffusion) sous la forme : 

{ } { }nnnnnn ccTTwvuwvuq ,...,,,...,,,,,...,,, 11111=  (A.II-2) 
 

Le résidu élémentaire du problème global est formulé ainsi: 

{ } { }( )
{ } { }( )

{ } { }( )
{ } { }( )

{ }0=
F
�

F
�

�

F
�

F
�

�

=
)(),(

)(),(

)(

)(),(

tqtqF

tqtqF

tqF

tqtqF

nn
g

nn
T

n
m

nn

�

��  (A.II-3) 

 

En utilisant les mêmes notations, la matrice tangente du problème global s’écrit : 

[ ] { }
{ }

{ }
{ }

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] 	
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B

C
C
C

D

E

=��
�
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��
�

�

∂
∂

∆
−��
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�
��
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�

∂
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gg
e

gT
e
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e
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e
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e

Tm
e
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e

mT
e

mm
e

nn
e

KKK

KKK

KKK

q

F

tq

F
K

�

1
 (A.II-4) 

Elle est construite dans le cadre du schéma d’intégration temporelle d’AbaqusTM. 

Les effets des couplages directs sont représentés par les sous matrices en dehors de la diagonale. La 

sous-matrice [ ]mT
eK , par exemple, représente l’effet du couplage direct entre la mécanique et la 

thermique. 

 

L’implémentation de ce modèle dans le code de calcul AbaqusTM a nécessité la construction d’un 
nouvel élément que l’on pourra appeler couplé pour lesquels les degrés de liberté sont le déplacement, 
la température et la concentration, en entrant dans la subroutine UEL d’AbaqusTM le calcul du vecteur 
du résidu et de la matrice tangente en fonction de l’élément et de l’incrément temporel.  

Ce problème multiphysique couplé a donc été résolu avec un schéma incrémental en temps et un 
même maillage temporel et spatial pour chaque physique. Le schéma d’intégration à pas fixe et celui à 
pas adaptatif, intégrés dans AbaqusTM ont été utilisés.  

 

Remarque. Plusieurs travaux utilisent les subroutines UEL pour créer des éléments spécifiques afin 
de simuler les problèmes multiphysiques. On pourra citer notamment les travaux de [Elhadrouz 2006, 
Zouari 2011] concernant les problèmes thermomécaniques. 

 

La résolution classique implique donc que les différents phénomènes physiques ont la même 
échelle spatiale et temporelle, ce qui n’est pas nécessairement le cas. Dans ce cas, deux méthodes sont 
utilisées. La première consiste à prendre le pas de temps le plus petit (idem en espace le maillage le 
plus dense) afin que les différents phénomènes physiques soient correctement prédits. La seconde 
consiste à insérer des boucles temporelles dans le schéma temporel existant, pour des incréments 
particuliers éventuellement (voir détail A.II.1.2). Néanmoins cela nécessite une certaine périodicité 
entre les différentes échelles temporelles des physiques.  

Une autre contrainte est liée au fait que le pas de temps choisi doit, pour des raisons de 
stabilité, satisfaire certaines conditions. Par exemple, dans le logiciel AbaqusTM, il est noté que le pas 
de temps au cours de la simulation doit être supérieur à une valeur seuil, qui dépend elle de la longueur 
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caractéristique des éléments du maillage. Pour un incrément inférieur à ce seuil, des oscillations liées 
aux erreurs numériques apparaissent. Ceci est lié au fait que le phénomène de transport (diffusion de la 
chaleur ou de la matière) n’a pas eu le temps de "s’installer spatialement". L’écart de température ou 
de concentration entre nœuds d’un même élément sont donc proches du zéro numérique. La valeur de 
la solution (température ou concentration) est donc successivement positive et négative pour un pas de 
temps très petit. Pour résoudre un problème couplé, cela nécessite d’optimiser la taille des éléments et 
les pas de temps. 

 

Les pas de temps et d’espace étant fortement liés, l’utilisation d’une même grille a donc pour 
effet de créer des problèmes de grande taille, d’autant plus que le nombre de physiques considéré est 
grand et que les gradients entre les différentes physiques sont importants. La taille de ces problèmes ne 
permet pas toujours leur résolution avec cette méthode classique menant soit directement à des 
problèmes de divergence, soit à des problèmes de mémoire soit encore des temps de calcul prohibitifs. 
Des méthodes plus robustes pour traiter ce type de problème sont proposées dans la littérature, la 
présentation qui suit n’en est pas exhaustive. 

 

 

A.II.1.2 Méthode des Eléments Finis multigrille 
 

D’autres méthodes ont été développées pour pallier les déficits de la méthode classique. Ils 
permettent des maillages spatiaux et temporels différents sur un même domaine.  

Commençons par les maillages spatiaux. Avec l’approche multigrille, un maillage spécifique à 
chaque physique peut être considéré. Le problème multiphysique est ainsi considéré comme un 
problème multiéchelle. Cela mène à différentes situations dans la mesure où les  maillages peuvent 
être non compatibles. La FIG. A.II-1 , issue de [Dureisseix 2006], montre les différentes situations à 
envisager dans le cas 2D, ce qui montre d’un certain point de vue, la complexité de ce type d’approche 
multigrille.  

 
FIG. A.II-1 Différentes situations de deux maillages dans le cas 2D. De gauche à droite : 

identiques, emboîtés, non emboîtés, différents [Dureisseix 2006] 
 

Des discrétisations temporelles différentes peuvent être également utilisées pour chaque 
physique. Le problème multiphysique est ainsi considéré comme un problème multitemps. 

 

Considérer des maillages différents nécessite de transférer des données entre les différents 
maillages, notamment pour prendre en compte les effets de couplage entre les différentes physiques. 
Durreiseix et al. [Dureisseix 2006] proposent différentes techniques pour transférer des informations 
entre des maillages différents lors de la résolution d’un problème multiphysique thermoviscoélastique. 
Deux de ces opérateurs, l’opérateur de colocation et l’opérateur de ″mortar″ sont présentés ici: 
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•  L'opérateur de collocation est l’opérateur de transfert le plus simple. Il consiste à interpoler le 
champ connu sur un maillage pour calculer la valeur aux nœuds du champ sur l’autre 
maillage. La FIG. A.II-2  montre un exemple de transfert de données de deux champs 1e , 2e  
entre des maillages en utilisant des opérateurs de collocation. Le principal inconvénient de la 
collocation est la perte d’information lorsque le transfert a lieu d’un maillage fin à un maillage 
grossier (FIG. A.II-2   à droite). Dans ce cas, l’utilisation d’une procédure de moyenne est 
plus adaptée, comme celle utilisée par l’opérateur « mortar ». 

 
FIG. A.II-2 Exemple de transfert des données entre maillages utilisant des opérateurs de 

collocation [Dureisseix 2006] 
 
 

•  L'opérateur « mortar » consiste à exprimer l'équivalence des moyennes généralisées des deux 
champs par rapport aux fonctions de poids 2N  : 

��
ΩΩ

Ω=Ω
12

112222 deNdeN TT  (A.II-5) 

où 2N  sont les fonctions de forme éléments finis en lien avec le maillage sur lequel le champ est 
transféré.  

Il est noté dans [Dureisseix 2006], que ces mêmes opérateurs peuvent être utilisés pour les problèmes 
multitemps. 
 
 
Remarque. Pour la simulation de l’impact en dynamique transitoire, des schémas multitemps ont été 
développés [Combescure 2002, Combescure 2003] et combinés à des méthodes de décomposition de 
domaines. Cette technique est particulièrement adaptée dans le cas où la solution évolue fortement 
pour certaines zones de l’espace.    
 

 
Dans le cadre du logiciel AbaqusTM, des problèmes complètement couplés (couplages directs et 

indirects) ont été résolus en utilisant la technique multigrille. On peut citer les travaux de Rabearison 
et al. [Rabearison 2009] et Olivier et al. [Olivier 2008, 2009]. Dans les deux cas, les équations de la 
chimie, de la mécanique et une équation de transport (chaleur dans les travaux de Rabearison et 
diffusion d’O2 dans ceux d’Olivier) ont été implantés dans le solveur AbaqusTM. A chaque pas de 
temps de l’algorithme général des sous incréments de temps sont utilisés pour décrire l’évolution de la 
chimie (une équation du degré d’avancement dans Rabearison et al. et un schéma mécanistique de 6 
équations dans le cas des travaux d’Olivier et al.). La maîtrise des deux pas de temps a fait l’objet de 
nombreux tests pour obtenir des solutions robustes avec à la clef des temps de calcul très longs. Dans 
Rabearison et al., il est à souligner que les équations de la thermique, de la mécanique et de la chimie 
sont complètement couplées avec tous les paramètres matériau dépendant de la température et de la 
chimie. AbaqusTM associé à une technique multigrille, mais dans ce cas les temps de calcul sont 
rédhibitoires.  
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Le transfert des données d’une grille à l’autre peut mener selon l’opérateur utilisé à des pertes 
d’information ou encore des temps de calcul encore très élevés. Dans la suite, des méthodes 
multiphysiques non incrémentales sont présentées. 
 

A.II.2 Méthodes non incrémentales   
Les méthodes non incrémentales, LATIN et PGD, sont maintenant présentées en tant que 

méthodes de résolution de problèmes multiphysiques. 

 

A.II.2.1 Méthode LATIN multiphysique 

La méthode LATIN est largement utilisée pour la résolution des problèmes multiphysiques. 
On peut par exemple citer à ce sujet les travaux pionniers de Dureisseix [Dureisseix 2003] et ensuite 
ceux de Néron [Neron 2004, 2008a, 2008b]. Néron introduit la notion d’interface entre les physiques 
afin d’introduire un domaine particulier sur lequel les équations de couplage sont considérées. 
Classiquement, l’interface est définie comme l’interface matérielle entre les sous-structures [Passieux 
2008]. Dans le cas des problèmes multiphysiques, l’interface est l’interface entre chaque physique et 
est donc définie en tout point du domaine.  

La FIG. A.II-3  résume la stratégie de la méthode LATIN dans le cas d’un problème fluide-
solide [Neron 2004]. On retrouve là encore les 2 étapes de la LATIN. Lors de l’étape de résolution des 
équations linéaires et globales, chacune des physiques est résolue séparément en utilisant 
l’approximation radiale. A l’étape locale, les couplages sont traités uniquement au niveau de 
l’interface entre les physiques. La stratégie consiste donc à vérifier alternativement (à l’étape globale) 
des propriétés de chaque physique définie sur son propre maillage, supposées indépendantes, et (à 
l’étape locale) des propriétés d’interfaces, qui permettent de transmettre les couplages fluide-solide. 

 

FIG. A.II-3 Résumé de la stratégie LATIN pour le problème multiphysique fluide-solide [Neron 
2004] 

 

Lors de  la résolution des problèmes multiphysiques couplés, l’utilisation des discrétisations 
temporelles différentes est intéressante. Un schéma multiéchelle en temps a été implémenté dans la 
LATIN [Dureisseix 2003, Neron 2004, 2008a, 2008b] et consiste en une modification uniquement 
dans l’étape locale où les couplages sont traités. Dans cette étape, la difficulté vient du transfert des 
données (données transférées soit directement entre les physiques [Durreisseix 2003] soit entre 
l’interface et les physiques [Neron 2004, 2008a, 2008b] dans le cas de la formulation LATIN avec 
interface).  

La performance de la LATIN pour la résolution de problèmes multiphysiques est notamment 
liée à l’utilisation d’interface. Des codes de calcul et des solveurs spécifiques à chaque physique 
peuvent ainsi être utilisés.  
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Détaillons maintenant la méthode multiéchelle en temps présentée dans [Durreisseix 2003]. 
Dans ce cas, les données sont transférées directement entre les physiques, la notion d’interface ayant 
été considérée qu’à partir des travaux de Néron [Néron 2004].  

L’idée de la méthode est de diviser l’inconnu en deux quantités : mM sss +=  où les exposants M  et 
m  désignent respectivement l’échelle micro et macro du temps. Un projecteur �  est introduit afin 

d’extraire la partie macro d’une fonction temporelle f  : ff M
�= . La partie micro s’obtient par la 

relation : Mm fff −= . La FIG. A.II-4  illustre la fonction f  et sa partie macro Mf . Notons que 
Mf  est continue. 

 

FIG. A.II-4 Le champ macro continu en temps de la fonction f  [Neron 2004] 
 

Comme nous l’avons déjà précisé, le couplage influence uniquement l’étape locale de la méthode 
LATIN que nous allons détailler.  

Considérons, par exemple, les variables ( )nA,ˆ,ˆ εε�  pour la partie solide. Elles sont décrites uniquement 

sur le maillage grossier (qui correspond à l’échelle macro). Les variables ( )npp α,ˆ,�̂  pour la partie 
fluide varient plus rapidement et sont donc définies sur un maillage plus fin. Grâce au projecteur �  (et 
l’opérateur linéaire P), les variables de la partie fluide (solide) sont représentées sur le maillage 
grossier (fin). 

 

L’étape locale de la méthode LATIN consiste en la résolution des équations couplées solide-fluide : 

( ) ( )phAg sns ˆ,ˆ,ˆ �=εε�  (A.II-6) 

( ) ( )εα ˆ,ˆ,ˆ �� Pfnf hppg =  (A.II-7) 

où l’indice s  représente le solide et l’indice f  le fluide. 

La méthode de point fixe permet de résoudre ces équations alternativement. Notons que pour calculer 
les variables relatives à la partie solide, les variables relatives à la partie fluide sont transférées à l’aide 
du projecteur. 

 

 

Une autre manière de définir la partie macro en temps a été proposé par Néron [Neron 2004] 
et consiste à utiliser la formulation Galerkin discontinue en temps. La FIG. A.II-5  illustre la fonction 

f  et sa partie macro Mf  obtenue avec ce type de formulation. 
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FIG. A.II-5 Le champ macro discontinu en temps de la fonction f  obtenu par la formulation 
Galerkin discontinue en temps [Neron 2004] 

 

Remarque. Le schéma multiéchelle en temps a été également utilisé pour la résolution d’autres 
problèmes dans le contexte de la LATIN comme par exemple lors de la résolution de problèmes avec 
des chargements cycliques où plusieurs échelles temporelles peuvent être utilisées pour des domaines 
spatiaux différents [Passieux 2008].  

 
La méthode LATIN a été aussi étendue pour la résolution de problèmes multiphysiques 

multiéchelles [Neron 2010, Ladeveze 2010]. 

 

La méthode LATIN est donc une méthode très efficace pour la résolution de problèmes 
multiphysiques multiéchelles multitemps. Notons que la performance de cette méthode est notamment 
liée à l’utilisation de l’approximation radiale pour la résolution de l’étape globale. Toutefois, 
l’utilisation de cette méthode présente certains inconvénients. Le premier est lié au choix de la 

direction de recherche (+E  et −E ) qui nécessite une expertise particulière et est nécessaire pour 
obtenir une convergence en très peu d’itérations et par suite des temps de calcul concurrentiels. De 
plus, il est indispensable pour la mise en place de cette méthode de séparer les équations globales des 
équations locales.  

 

 

A.II.2.2 Méthode PGD multiphysique 

La méthode PGD a été également utilisée pour la résolution de problèmes multiphysiques 
couplés. Différents types de couplage et d’équations ont été traités. Nous allons maintenant les 
présenter. 

 

Dans [Pruliere 2010b], des problèmes multiphysiques couplés dans le contexte des procédés 
de fabrication des matériaux composites ont été résolus avec la PGD. Les problèmes multiphysiques 
considérés présentent uniquement des couplages d’une physique sur une autre. Cela correspond donc 
finalement à la résolution d’un problème découplé. La solution de chacun des problèmes est donc 
calculée l’une après l’autre. Nous appellerons par la suite ce type de problème un problème 
partiellement couplé dans le sens où une seule physique influence l’autre.  

Dans [Chinesta 2010b], la résolution de modèles couplés avec la PGD est également étudiée. 
Elle concerne le couplage entre un modèle global et des modèles locaux qui correspondent à des 
modèles de cinétique d’un grand nombre d’espèces. Les auteurs proposent, pour résoudre ce problème, 
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une globalisation des modèles locaux. La solution est recherchée pour tous les problèmes locaux en 
considérant une variable décrivant l’espèce en extra coordonnée. Une fois cette solution obtenue, la 
solution du modèle global est recherchée elle aussi sous la forme de somme de fonctions à variables 
séparées. Le problème est aussi partiellement couplé. Grâce à la globalisation des modèles locaux, 
cette méthode permet de limiter fortement le nombre d’équations à résoudre. Néanmoins, elle ne peut 
pas être appliquée dans toute les situations, notamment celles qui nous intéressent et pour lesquels un 
couplage total existe entre toutes les équations. Dans le cas étudié, seul le modèle global dépend de la 
solution des modèles locaux et en contre partie la solution du modèle global n’influence pas celle des 
problèmes locaux. C’est pour cette raison que ce type de séparation peut être utilisée aisément.   

Dans [Beringhier 2010], la résolution d’un problème thermoviscoélastique fortement couplé, 
dans la mesure où les deux physiques interagissent l’une sur l’autre, est présentée. La méthode PGD 
progressive pondérée (cf. A.I.3.2c) est appliquée à la résolution d’un problème multiphysique 1D 
transitoire. La solution constituée du couple déplacement ),( txu  - température ),( txT  est recherchée 
sous la forme : 
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où α , β  sont des coefficients, A , B  les fonctions de base spatiales et temporelles pour u  et C , D  
les fonctions de base spatiales et temporelles pour T .  

Lors de l’étape d’enrichissement, un nouveau couple )()( tPxR  pour u  et )()( tWxV  pour T  est 
recherché sous la forme : 
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n

i
iii +=�

=1

α  (A.II-10) 
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Le problème étant fortement couplé, la solution de u  dépend du couple inconnu )()( tWxV  de T  et 

vice versa. Une méthode de résolution ″couplage total″ (les deux physiques sont résolues 
simultanément) a été proposée dans cet article. 

 

Revenons maintenant sur l’aspect multitemps dans le contexte de la PGD. Comme la PGD 
permet de réduire considérablement le temps de calcul lorsqu’un grand nombre de degrés de liberté est 
utilisé, une première méthode largement répandue consiste à prendre la même discrétisation 
temporelle pour chaque physique. Néanmoins, dans certains cas, cela peut mener à des temps de calcul 
élevés, des schémas multitemps sont donc utilisés, ce qui nécessite alors un transfert de données entre 
les maillages des différentes physiques. 

 

Pour prendre en compte des pas de temps différents, une technique est proposée dans 
[Chinesta 2010b]. L’intégration temporelle est menée à l’aide d’un schéma Galerkin discontinu au 
premier ordre afin de conserver l’intégrale. Supposons que le pas de temps de u  est utδ  et celui de T  

Ttδ . Sur le maillage de u, T est prise égale à T
~

 définie comme suit: 
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Dans [Beringhier 2010], lorsque les discrétisations temporelles de u  et T  sont différentes, le 
transfert des données se fait directement à travers le calcul des matrices couplées temporelles : 

�
Ωt

dtLL tp
T

u  (A.II-13) 

où uL  et tpL  sont les vecteurs contenant les fonctions de forme temporelles pour u  et T .   

Récemment, dans [Ammar 2012], une nouvelle approche a été proposée dans le cas de 
problèmes avec un pas de temps très petit. Au lieu de considérer classiquement le temps comme une 
variable unidimensionnelle, le temps est transformé en un domaine 2D. Cela permet de prendre en 
compte deux échelles temporelles différentes. Cette stratégie est particulièrement adaptée aux 
phénomènes cycliques puisque le temps est mis sous la forme d’un produit de deux variables.  

 

 

 

A.II.3 Discussion 
La méthode des éléments finis est classiquement utilisée pour résoudre des problèmes 

multiphysiques. Sa formulation de base mène à la résolution de problèmes de grande taille liée à 
l’utilisation d’un schéma incrémental et une même grille spatiale et temporelle pour toutes les 
physiques. Pour limiter la taille de ces problèmes et le nombre d’itérations, des méthodes éléments 
finis multigrilles ont été développées. Dans ce cas, des grilles spécifiques aux différentes physiques 
sont utilisées, ce qui permet de réduire le nombre d’opérations. Néanmoins, l’utilisation de grilles 
différentes nécessite le transfert des champs d’un maillage sur l’autre pour traiter notamment les 
termes de couplage. Dans certains cas, cela se traduit par une perte d’information ou encore des temps 
de calcul encore élevés liés aux transferts de données.  

Des méthodes non incrémentales ont donc vu le jour. Nous nous sommes particulièrement 
intéressés ici à la méthode LATIN et la méthode PGD. La méthode LATIN, initialement mise en place 
pour la résolution d’équations non linéaires, a été étendue à la résolution de problèmes multiphysiques 
multiéchelles multitemps. Elle est très performante pour prédire ce type de problème. Cette 
performance est due à différents aspects de la méthode. Le premier est le concept d’interface qui 
permet d’utiliser des solveurs spécifiques à chaque physique.  Le second est le 3ème principe de la 
LATIN qui consiste à rechercher la solution des équations globales sous la forme d’approximation 
radiale. Basée sur le 3ème principe de la LATIN, la méthode PGD semble être elle aussi bien 
appropriée à la résolution de problèmes multiphysiques dans la mesure où elle permet de résoudre des 
problèmes de grande taille avec des temps de calcul redoutables en comparaison de ceux obtenus avec 
la méthode des éléments finis. Déjà appliquée dans certains problèmes multiphysiques, ces résultats 
sont encourageants. 

 

Par rapport aux problèmes multiphysiques fortement couplés que nous souhaitons étudier dans 
cette thèse, la méthode LATIN présente deux inconvénients qui sont le traitement particulier des 
équations (séparation) et le fait que les directions de recherche sont des paramètres de la méthode. Il 
faut donc les maîtriser et il n’existe pas de protocole clairement défini pour les choisir et les construire 
sauf dans quelques cas particuliers. 

En comparaison de la méthode LATIN, la méthode PGD semble plus simple à mettre en œuvre mais 
n’a pas encore été utilisée dans un grand nombre de problèmes multiphysiques. Nous avons choisi 
dans cette thèse cette méthode afin de la tester, l’étendre à d’autres problèmes multiphysiques et 
évaluer ses capacités. 
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Afin de prédire précisément la solution numérique de ces problèmes multiphysiques dédiés à 
la mécanique des  matériaux, il est nécessaire de maîtriser notamment l’erreur liée à la discrétisation et 
donc fixée par la base de discrétisation choisie qu’elle soit spatiale ou encore temporelle. De plus, lors 
de l’étude des phénomènes transitoires couplés, il est parfois difficile de prédire les différentes zones 
transitoires générées par les termes de couplage. Nous avons besoin de mettre en place une technique 
de maillage adaptatif automatique pour construire le maillage suffisant à la prédiction de ces zones 
transitoires. Nous allons donc dans la partie suivante présenter une bibliographie sur ces techniques de 
maillage adaptatif pour tirer profit de ces travaux dans les développements à mener dans cette 
recherche. Nous parlerons uniquement des méthodes classiquement utilisées et notamment dans le 
contexte de la méthode des éléments finis. 
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A.III   Méthodes de maillage adaptatif 
Lors de la simulation numérique d’un problème physique, les principales sources d’erreur sont 

liées à la modélisation mathématique du problème physique (choix de la loi de comportement, des 
paramètres matériaux), la discrétisation spatiale du problème (taille des éléments qui constituent le 
maillage), la discrétisation fonctionnelle (choix des fonctions de base) mais aussi la résolution 
numérique (erreurs d’intégration numérique liées au schéma d’intégration, erreurs d’arrondi…).  

Pour pallier les erreurs liées à la discrétisation spatiale du problème, les méthodes de maillage 
adaptatif sont largement utilisées dans le cadre de la Méthode des Eléments Finis notamment lorsque 
la solution contient des singularités, des chocs ou des discontinuités. Des maillages fins sont alors 
introduits là où les solutions présentent des forts gradients. Une précision donnée est recherchée avec 
un nombre minimal de points ou éléments.  

Ces méthodes sont basées sur une estimation d’erreur qui permet d’identifier l’endroit où le maillage 
doit être adapté et raffiné. Une fois le nouveau maillage déterminé, deux choix sont possibles : soit on 
refait le calcul dans sa globalité soit les variables d’état sont transportées de l’ancien maillage vers le 
nouveau maillage pour continuer le calcul.  

Nous allons maintenant présenter brièvement les 3 étapes qui permettent de mettre en place ces 
méthodes soit l’estimation d’erreur, l’adaptation et le raffinement de maillage, et le transport des 
variables.  

 

 

A.III.1 Méthodes d’estimation d’erreur 
L’erreur de discrétisation peut naturellement être définie comme étant l’erreur entre la solution 

exacte du problème et la solution numérique associée. Cependant, la solution exacte n’est pas connue 
dans la majeure partie des problèmes traités. C’est pour cette raison que deux grandes méthodes 
d’estimations d’erreur ont vu le jour dans la littérature : l’estimation d’erreur a priori et l’estimation 
d’erreur a posteriori. Nous présenterons ici uniquement les estimateurs d’erreur globaux 
classiquement utilisés.  
 

La première méthode, l’estimation d’erreur a priori, consiste à estimer l’approximation que 
l’on va faire. Avant de lancer le calcul, les informations connues sont les degrés des fonctions 
d’interpolation, la taille des éléments et les éventuelles singularités. A partir de ces informations, 
l’estimateur d’erreur est construit et permet de prédire le taux de convergence asymptotique de l’erreur 
éléments finis. Sur ce sujet, on peut citer notamment les travaux de Ciarlet [Ciarlet 1991], Babuska 
[Babuska 1982] et Zienkiewicz [Zienkiewicz 1987]. La limite de cette estimation d’erreur est liée au 
fait qu’elle fait intervenir la solution exacte qui n’est généralement pas connue. 
 

La deuxième méthode, l’estimation a posteriori, consiste elle à utiliser la solution approchée 
que l’on vient de calculer pour estimer l’erreur de discrétisation. De nombreux estimateurs d’erreur 
existent et peuvent être classés en trois catégories : 

- ceux basés sur les défauts d’équilibre issus des travaux de Babuska et Rheinboldt [Babuska 
1978], 

- ceux construits à partir des contraintes lissées issus des travaux de Zienkiewicz et Zhu 
[Zienkiewicz 1987], 

- ceux fondés sur le concept d’erreur en relation de comportement issu des travaux de 
Ladevèze [Ladeveze 1975]. 

 
Pour une revue détaillée de ces estimateurs, le lecteur pourra se référer à [Verfurth 1999]. 
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Ces différents estimateurs sont présentés ici dans le cas linéaire )(),( vLvua =  afin de présenter l’idée 
générale de construction. 

 
 

A.III.1.1   Estimateurs en résidu d’équilibre 

Ces estimateurs sont basés sur le constat que le champ des contraintes éléments finis ne vérifie 
pas les équations d’équilibre. Cela permet de construire des résidus d’équilibre : 

),()()( vuavLvR h
u
h −= . A partir du calcul des résidus élémentaires des équations d’équilibre et du 

saut des contraintes aux interfaces des éléments, une estimation de l’erreur est calculée et associée à 
chaque élément du maillage. La non vérification des équations d’équilibre intérieure et la non 
vérification des conditions d’équilibre sur le bord ainsi que la discontinuité au travers de l’interface 
sont ainsi évaluées. Lorsque l’interpolation linéaire est utilisée, le terme décrivant le saut des 
contraintes est prépondérant par rapport au terme du résidu d’équilibre [Cartensen 1999]. 
 

A.III.1.2  Estimateurs d’erreur en contrainte 

C’est le constat précédent qui a conduit Zienkiewicz et Zhu à construire une solution d’ordre 
supérieure à celle de la solution éléments finis, espérant ainsi une meilleure approximation de la 
solution exacte du problème. A partir de la solution éléments finis, un champ de contraintes hσ~  lissé, 
vérifiant la continuité aux interfaces entre les éléments est construit. Pour construire ce champ de 
contraintes continu, il faut connaître la valeur des contraintes aux nœuds. Dans [Zienkiewicz 1987], 
cette dernière est obtenue par une minimisation au sens des moindres carrés de la distance entre le 
champ continu hσ~  et le champ éléments finis hσ . L’estimateur global est défini par 

( ) ( )( )
2

1

1

�
�

�

�

�
�

�

�
−−= �

Ω

−
hh

t
hh Ktr σσσση ~~~  (A.III-1) 

qui correspond à une norme en énergie de l’erreur où l’approximation éléments finis du champ de 
contraintes a été remplacée par le champ lissé. 

 

La difficulté de cette technique est de construire le champ de contraintes lissé. La pertinence de cet 
estimateur repose donc sur la méthode de lissage utilisée. 

Plus récemment, les auteurs [Zienkiewicz 1992, 1995, 1999] ont proposé une méthode de 
recouvrement SPR (Superconvergent Patch Recovery). Elle se base sur la propriété de 
superconvergence de la contrainte aux points de Gauss. Cette méthode est plus précise et moins 
coûteuse. Une expansion polynomiale des composantes du tenseur des contraintes éléments finis est 
calculée sur des patchs topologiques qui sont des sous domaines du maillage centrés sur un nœud et 
contenant un ensemble de points d’intégration.   

 

A.III.1.3  Estimateurs d’erreur en loi de comportement 

Un couple admissible déplacement-contrainte ( )σ~,~u  vérifiant les équations d’équilibre et les 
équations de liaison (conditions de Neumann et Dirichlet) est construit [Ladeveze 1999b]. Seule la 
relation de comportement n’est pas vérifiée. La non vérification de cette dernière permet d’évaluer la 
qualité de la solution. L’erreur en relation de comportement est définie par : ( )uARC

~~ εση −= . 

Comme le déplacement éléments finis est admissible, on prend huu =~ . Par contre la contrainte ne 

l’est pas. Un champ de contraintes vérifiant les équations d’équilibre est donc recherché comme un 
prolongement de la solution éléments finis. En théorie, cet estimateur d’erreur donne donc une 
surestimation de l’erreur exacte du problème, notamment en élasticité. Le plus grand défaut de cet 



CHAPITRE A – METHODES NUMERIQUES POUR LES PROBLEMES COUPLES 

 
 

36 

estimateur est qu’il nécessite un effort en développement important pour être implémenté dans les 
codes éléments finis. Il est particulièrement adapté à la méthode LATIN, initiée elle aussi par Pierre 
Ladevèze, suivant la même philosophie.   

De nombreux auteurs ont donné des estimations pour d’autres méthodes telles que les 
différences finies, les volumes finies, …. On pourra notamment citer les travaux de Jasak dans le cadre 
de la méthode des volumes finis [Jasak 2000a, 2000b]. 

 
Des travaux récents de Ammar [Ammar 2010c] et Ladevèze [Ladeveze 2011] concernent des 

méthodes d’estimations d’erreurs pour la PGD.  

Dans les travaux de Ammar al. [Ammar 2010c], un estimateur d’erreur local dit en quantité d’intérêt 
est proposé. Cette erreur en quantité d’intérêt est basée sur l’existence d’une fonction du problème 
dual, dite fonction d’influence, représentant, d’un point de vue mécanique, l’influence des efforts du 
problème de référence sur l’énergie totale. Dans ce papier, Ammar applique ce type d’estimateur à la 
résolution de l’équation de Laplace 2D-3D et de l’équation de Poisson 2D donc uniquement dans le 
cas de problèmes stationnaires. Néanmoins, compte tenu des propriétés de la PGD, l’extension de cette 
méthode à la variable temporelle semble être possible. 

Dans [Ladeveze 2011], un estimateur d’erreur basée sur l’erreur en relation de comportement est 
proposée dans le cadre de la résolution PGD. Il permet de séparer l’erreur en relation de comportement 
liée à la discrétisation de celle liée à la PGD (nombre de modes PGD pour représenter la solution).  

 
Pour plus de détails sur les estimateurs d’erreur locaux (les précédents étaient globaux), le lecteur 
pourra se référer par exemple aux thèses de [Chamoin 2007] et [Delmas 2008] où une bibliographie 
détaillée est donnée avec notamment les estimations d’erreurs en quantité d’intérêt. 

 

 

 

A.III.2 L’adaptation de maillage    

Les estimateurs d’erreur a posteriori sont souvent couplés à une procédure d’adaptation de 
maillage, qui consiste à modifier le maillage afin que la solution éléments finis soit  plus précise pour 
un moindre coût de calcul. Les techniques d’adaptation de maillage reposent sur trois méthodes 
principales : la h-adaptation, la r-adaptation et la p-adaptation.  
 
Remarque. Notons que ces méthodes permettent d’adapter les approximations en espace. Ces 
méthodes peuvent aussi être utilisées pour adapter les approximations en temps, ces dernières pouvant 
être assimilées à des approximations en espace pour un milieu unidimensionnel. Nous ne présenterons 
pas ici les schémas à pas de temps adaptatif car, dans le cadre de cette thèse, la formulation PGD 
séparation espace-temps sera utilisée et de ce fait le temps sera vu comme une variable d’espace 
unidimensionnelle. 
 

•  Dans la h-adaptation, seule la taille des éléments est modifiée, le degré d’interpolation des 
éléments est conservé mais la topologie du maillage (position, nombre de nœuds, connectivité) 
ne l’est pas. Cette méthode peut être mise en œuvre de deux façons différentes :  

- le maillage initial est découpé. Cette méthode est connue sous le nom de méthode 
locale de h-raffinement/déraffinement [Babuska 1982] Le nouveau maillage est construit en 
subdivisant (par exemple au milieu) les éléments pour lesquels la valeur locale de l’erreur est 
importante. Les maillages obtenus sont quasi-uniformes. Cette méthode est bien adaptée pour 
capter les singularités. 

- le maillage est complètement régénéré. Cette méthode est aussi connue sous le nom 
de méthode globale de h-remaillage [Ladeveze 1983]. Dans ce cas, on crée un nouveau 
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maillage sans lien avec le précédent. Un raffinement est utilisé dans les zones où l’erreur est 
importante et un dé raffinement dans le cas contraire. Cela mène à une distribution de l’erreur 
plus uniforme.   

Un exemple de maillage obtenu avec la h-adaptation est donné FIG. A.III-1   ci-dessous. 

 

 
FIG. A.III-1 Illustration de la h-adaptation avec raffinement non uniforme lors d’un  problème 

d’écrasement d’un cube [Boussetta 2005] 
 
 
 
 

•  La méthode de r-adaptation [Carroll 1973] consiste à repositionner les nœuds du maillage sans 
en ajouter de nouveau et sans en modifier les connectivités. Le degré des fonctions 
d’interpolation est là encore conservé. La précision de la solution numérique est, dans ce cas, 
obligatoirement limitée au nombre de degré de libertés disponibles. La FIG. A.III-2  illustre 
un maillage uniforme et un maillage adaptatif obtenu par la r-adaptation pour le problème sur 
le contact de Hertz [Beal 2002]. 

 
Maillage uniforme 

 
Maillage adaptatif 

 
FIG. A.III-2 Maillage uniforme et maillage adaptatif obtenu par la r-adaptation [Beal 2002] 
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•  La méthode de p-adaptation ([Babuska 1981,1990] et [Szabo 1986, 1990]) consiste quant à 

elle à augmenter le degré des fonctions d’interpolation dans certaines zones en conservant le 
maillage initial, cela mène donc à plus de degrés de liberté avec toujours le même nombre 
d’éléments. Un avantage est que le maillage utilisé comporte peu d’éléments. Par contre, il est 
difficile de prévoir le degré d’interpolation à choisir pour respecter une précision donnée tout 
en minimisant le temps de calcul. L’inconvénient majeur est qu’il est difficile d’introduire ces 
méthodes dans des codes de calcul industriels, ces derniers possédant rarement des éléments 
de degré supérieur à 2. Un exemple de maillage obtenu par p-adaptation est donné sur la FIG. 
A.III-3  ci-après. 

 
 

FIG. A.III-3 p-adaptation [Boussetta 2005] 
 

 
Les méthodes h et p peuvent être combinées dans l’adaptation de maillage et sont connues sous le nom 
de hp adaptation [Oden 1989].  
 
 
 
 Le critère d’adaptation le plus simple consiste à raffiner le maillage uniformément. Tous les 
éléments du maillage sont donc traités de la même manière. Cela mène à un nombre de degré de 
liberté très important. Les autres critères de raffinement sont les suivants : 

- une valeur seuil absolue : Tous les éléments dont l’erreur est supérieure à cette valeur sont 
raffinés. 

- une valeur seuil relative : Tous les éléments dont l’erreur est supérieure à un pourcentage de la 
valeur maximale sont raffinés. 

- une fraction d’éléments : Un certain pourcentage d’éléments pour lesquels l’erreur est la plus 
importante sont raffinés. 

 

D’autres méthodes d’adaptation de maillage, que nous ne présenterons pas ici s’appuient sur 
des techniques multigrille ou multirésolution. Des maillages avec plusieurs niveaux de densité 
croissante sont considérés. On peut citer la méthode AMR (Adaptive Mesh Refinement) [Berger 1984, 
1989, Brown 2005] ou la méthode MLAT (Multi-Level Adaptive Method) [Brandt 1977] ou encore la 
méthode basée sur les ondelettes AWCM [Alam 2006, Vasilyev 1996, Vasilyvev 2005]. Le lecteur 
trouvera dans [Cohen 2002] une comparaison entre les méthodes de maillage adaptatif éléments finis 
et les méthodes basées sur les ondelettes. 
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Rappelons que, dans cette thèse, nous n’étudierons pas différentes méthodes de maillage 
adaptatif mais nous discuterons les différentes façons de coupler la méthode PGD avec une méthode 
de maillage adaptatif. En effet, comme dans le cadre de la méthode des éléments finis, il existe deux 
façons de coupler une méthode de maillage adaptatif : la première consiste à recalculer entièrement la 
solution et la deuxième consiste à continuer le calcul à partir de l’incrément où le maillage adaptatif a 
été nécessaire. L’efficacité de ces deux approches dépendant de la dépendance à l’histoire des 
problèmes étudiés [Ryckelynck 1998]. Dans le premier cas, le principal défaut est que le calcul doit 
être entièrement relancé. Dans le deuxième cas, la reprise du calcul nécessite le transport des variables 
d’état de l’ancien sur le nouveau maillage. Différents types de transport peuvent être utilisés 
[Boussetta 2005]. 

 

Dans le contexte de la PGD, la deuxième méthode consiste à conserver les modes obtenus 
pour continuer à rechercher les autres modes. Là aussi une interpolation des modes de l’ancien vers le 
nouveau maillage est nécessaire. Nous étudierons donc ces deux stratégies dans cette thèse. 
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A.IV  Stratégie adoptée dans le cadre de cette thèse 
 

Après avoir passé en revue quelques méthodes numériques pour la résolution des problèmes 
multiphysiques multitemps transitoires, notre choix s’est porté sur la méthode PGD. Cette méthode 
présente en effet un grand nombre d’avantages : 

- C’est une méthode non incrémentale. Le temps est considéré comme une variable 
supplémentaire de l’espace. La solution est donc recherchée à chaque étape sur l’ensemble du 
domaine temporel.  

- C’est une méthode de réduction de modèle a priori. Par sa représentation en variables 
séparées, la performance de cette méthode pour traiter des problèmes multidimensionnels est 
incontestable. Or, la résolution des problèmes multiphysiques fait apparaît un grand nombre 
d’inconnues.  

- C’est une méthode qui permet d’implémenter facilement l’aspect multiéchelle, en considérant 
des discrétisations différentes en temps et en espace. 

Néanmoins, certaines questions restent posées comme nous allons le voir après un aperçu des autres 
domaines d’application de la PGD. 

 

A.IV.1 Domaines d’application de la PGD   
 

La PGD est actuellement utilisée dans un grand nombre de domaine et beaucoup de travaux de 
recherche.  Nous allons présenter ici une liste non exhaustive des différentes applications de la PGD 
afin de mieux cerner les points positifs et les limites de la méthode. Pour plus de détails, le lecteur 
pourra se référer à la revue concernant la PGD faite par Chinesta et al. en 2011 [Chinesta 2011a]. 
Concernant les applications récentes et les différents challenges, le lecteur pourra compléter avec les 
articles suivants [Chinesta 2010a, Chinesta 2011b].  

Nous ne reviendrons pas ici sur les applications concernant le transitoire et le multiphysique 
présentées auparavant (cf. A.I.3.2c) et  A.II.2.2). 

Il est important de noter que la méthode PGD est une méthode qui n’a pas encore été implantée dans 
des codes industriels et pour laquelle un grand nombre de questions restent encore en suspens même si 
comme nous le verrons de nombreux travaux ont été publiés sur cette dernière. 

 

� PGD pour séparer l’espace physique 

Les problèmes définis dans l’espace multidimensionnel peuvent être séparés de différentes 
manières. Considérons par exemple l’espace 3D. On peut par exemple le considérer comme trois 
espaces unidimensionnels, décomposition très efficace dans le cas du domaine cubique. On peut citer 
ici les travaux de Dumon [Dumon 2011a] concernant la résolution des équations de Navier-Stokes.  
Cette séparation de variables a été étendue à des domaines autres que rectangulaires ou cubiques par 
Gonzalez [Gonzalez 2010]. Néanmoins, la séparabilité de l’espace n’est pas toujours possible.  

Des décompositions incomplètes sont donc parfois utilisées. On pourra citer notamment les travaux de 
Bognet et al. [Bognet 2012] dans le cas de géométries complexes néanmoins extrudées selon 
l’épaisseur pour laquelle la décomposition est zyx ×),( . Ce type de décomposition partielle permet 
de résoudre des problèmes 3D avec une complexité seulement 2D, ce qui ne remet pas en cause le gain 
en terme de temps de calcul.  

 

� PGD pour les problèmes paramétriques 
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La méthode PGD semble être particulièrement intéressante pour la résolution de problèmes 
paramétriques. En effet, les paramètres (comme par exemple la conductivité thermique, les conditions 
aux bords,…) peuvent être considérés comme des variables supplémentaires.  

Considérons par exemple l’équation de la chaleur et considérons la conductivité thermique comme une 
inconnue. La PGD permet de calculer la solution générale pour une large gamme de valeurs de la 
conductivité thermique [Pruliere 2010a]. La résolution d’un problème avec une certaine valeur de 
conductivité thermique consiste donc en un post-traitement et se fait donc offline. 

Ce type de problème paramétrique a été également présenté dans [Bognet 2012, Ammar 2010d] où les 
paramètres des matériaux sont considérés comme coordonnée supplémentaire. Dans [Bognet 2012], la 
direction anisotrope des couches d’un matériau composite laminé est considérée comme une variable, 
cela permet aux auteurs d’évaluer l’influence de l’orientation de chaque couche sur les structures 
déformées par couplage thermomécanique. Dans [Lamari 2009, Lamari 2010] la conductivité 
thermique, la température macroscopique et son évolution temporelle sont considérées comme les 
variables supplémentaires dans des calculs d’homogénéisation linéaire et non linéaire. 

 

� PGD pour la simulation en temps réel 

Lorsque les paramètres sont considérés comme des nouvelles variables lors de la recherche de 
la solution avec la PGD, cela permet de traiter  facilement des problèmes d’identification inverse ou 
d’optimisation a posteriori.  

Comme la solution PGD est une fonction de ces paramètres, les problèmes sont résolus par post-
traitement de la solution. Un grand nombre d’applications a déjà été traitée. On peut citer le problème 
d’optimisation du procédé [Ghnatios 2011] ou encore le problème d’optimisation de forme [Leygue 
2010].  

Dans le contexte de la simulation en temps réel, le problème d’indentification inverse a été présenté 
dans [Gonzalez 2012]. Il a été couplé avec des stratégies de contrôle dans [Ghnatios 2012] dans le 
contexte de la DDDAS (Dynamic-Data Driven Application System).  

Comme la solution paramétrique est calculée une fois avec la PGD (calcul offline), la solution pour 
une certaine valeur de paramètres est déduite par post-traitement (calcul online), le temps de calcul est 
donc instantané. Cette étape a notamment été faite sur les téléphones portables [Bognet 2012, Ghnatios 
2012]. La PGD est appelée de ce fait iPGD.  

Dans le contexte de la simulation chirurgicale, les simulateurs doivent fonctionner sous haute 
fréquence, ce qui nécessite un temps de calcul instantané. Niroomandi et al. [Niroomandi 2008, 
Niroomandi 2010] ont proposé d’utiliser la méthode de réduction de modèle POD couplée avec la 
Méthode Asymptotique Numérique. Cette approche ne donne pas des résultats corrects lors de la 
simulation des tissus mous biologiques complexes. La PGD est actuellement testée dans ce type de 
situation et les résultats présentés lors de conférences semblent encourageants. 

 

� PGD pour les problèmes stochastiques 

La PGD a été largement développée dans le contexte des équations aux dérivées partielles 
stochastiques [Nouy 2007]. Dans ce cas, la PGD est appelée Generalized Spectral Decomposition 
(GSD). Nouy [Nouy 2008] a développé des algorithmes de résolution en se basant sur la résolution des 
problèmes aux valeurs propres classiques. Cette PGD est ensuite étendue aux problèmes stochastiques 
non linéaires avec deux stratégies alternatives : la première consiste à utiliser la PGD comme un 
solveur pour les problèmes stochastiques linéarisés [Nouy 2008] alors que la deuxième consiste à 
construire la décomposition de la solution directement à partir du problème non linéaire initial [Nouy 
2009]. Dans [Nouy 2010b], la PGD est appliquée pour la résolution de problèmes stochastiques 
multidimensionnels avec des représentation tensorielles.  
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La PGD en tant que méthode de réduction de modèle a été couplée à la méthode des éléments 
finis dans [Ammar 2011, 2009] et également à la méthode des éléments frontières dans [Bonithon 
2011].  

 

Un certain nombre d’autres travaux portent sur une meilleure compréhension de la méthode 
d’un point de vue de l’analyse numérique (convergence, bases optimales, validité de la méthode vis-à-
vis des opérateurs différentiels traités, …). Concernant des estimateurs d’erreur, on peut citer les 
travaux de [Ammar 2010c, Ladeveze 2011], qui ont été présentés dans la partie « méthodes de 
maillage adaptatif » de ce chapitre bibliographique. D’autres travaux concernent le traitement des 
opérateurs non symétriques avec la méthode PGD. En effet, comme nous le verrons dans cette thèse, 
dans le cas d’opérateurs où la non symétrie est prépondérante, l’algorithme classique ne fonctionne 
pas. Une méthode de minimisation du résidu a été proposée pour traiter ces problèmes, notamment 
dans les travaux de [Ladeveze 2011, Pruliere 2010a, Ammar 2010b] ou dans [Nouy 2010a] sous le 
nom de Minimax PGD.  

Rappelons enfin que la méthode PGD est proche d’une partie de la LATIN.  Les travaux concernant 
cette méthode doivent donc être cités et en particulier ceux de [Neron 2004, Passieux 2008, Ladeveze 
2010] où la partie PGD de la méthode est largement discutée. 

 

 

 

A.IV.2 Stratégie de cette thèse   
 

La PGD est une méthode émergente qui a été utilisée dans plusieurs domaines et semble être 
très prometteuse. L’objectif de cette thèse est d’évaluer la capacité de la PGD pour résoudre des 
problèmes multiphysiques couplés transitoires en mécanique des matériaux.  

 

Plusieurs questions se sont donc posées au début de la thèse et auxquelles nous tenterons de 
répondre. 

� La PGD est-elle un bon choix pour la résolution de problèmes multiphysiques ? La recherche 
de la solution sous la forme représentation séparée limite t elle les problèmes qui peuvent être 
traitées avec cette méthode ? 

� Quel maillage temporel choisir selon le temps caractéristique de chaque physique ? Comment 
la PGD se comporte t elle pour des maillages temporels différents ? Dans des cas fortement 
couplés ? Est elle capable de prédire tous transitoires ? Comment peut on la coupler avec une 
méthode de maillage adaptatif ? Est-il intéressant de conserver les bases déjà calculées ? 

� Dans le cas des problèmes multiphysiques multitemps, est ce intéressant d’utiliser plusieurs 
bases temporelles ?  

� Quel est le type de couplage que l’on peut résoudre avec la PGD en mécanique des 
matériaux ? Jusqu’à quelle complexité peut on utiliser la PGD ? 

� Comment prendre en compte des non linéarités ? 

 
Dans cette thèse, un certain nombre d’exemples sont donc traités afin d’évaluer la capacité de 

la PGD. Au fur et à mesure des chapitres, les exemples sont considérés avec une complexité 
croissante : problèmes transitoires découplés, problèmes transitoires découplés non linéaires, 
problèmes couplés et transitoires.  
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Dans un premier temps (chapitre B), la résolution d’une équation de la chaleur 2D est 
présentée et les tests réalisés avec des sources de chaleur différentes permettent de tester la méthode 
pour la prédiction de transitoires très différents. La nécessité d’associer la méthode PGD à une 
méthode de maillage adaptatif est clairement mise en évidence. Ce couplage est donc étudié dans ces 
cas relativement simples dans la mesure où une seule physique est considérée. Cela permet 
d’envisager de conserver ou non les modes PGD pour la suite du calcul.  

 

Dans un second temps (chapitre C), la résolution d’un transitoire avec une source de la 
chaleur non linéaire est envisagée. Une approche couplant la PGD à la Méthode Asymptotique 
Numérique est alors proposée. La technique de continuation est mise en œuvre pour construire la 
branche non linéaire. 

 

Deux problèmes couplés présentant des couplages et des équations de natures différentes sont 
ensuite étudiés : un problème diffusothermique partiellement couplé et un problème 
thermoviscoélastique fortement couplé (chapitre D). Dans ce cas, pour prédire correctement les 
transitoires, le couplage de la PGD avec une méthode de maillage adaptatif est présenté et discuté. Les 
questions liées aux bases temporelles seront discutées ainsi que la prise en compte de différents types 
de couplage en lien avec la nature des problèmes étudiés. 

 

Une conclusion rassemblant les principaux résultats marquants obtenus dans ce travail est 
ensuite  proposée. 
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L’objectif de ce chapitre est d’étudier la capacité de la méthode PGD à la résolution d’un 
problème transitoire linéaire en deux dimensions. Nous allons tout d’abord présenter la formulation du 
problème avec la PGD progressive pondérée. Plusieurs paramètres de la PGD seront étudiés : 
l’influence du maillage considéré, l’influence de la source, la convergence, la méthode de résolution 
afin de tester le comportement général de cette méthode. Trois sources de chaleur seront testées qui 
donnent des réponses transitoires très différentes afin de s’assurer d’une certaine généralité des 
développements. L’étude de l’influence des paramètres sur les zones transitoires permettra de mettre 
en évidence l’intérêt d’une technique de maillage adaptatif afin de capturer de manière automatique les 
zones de fortes variations de la solution. 

  Dans la deuxième partie, une technique de maillage adaptatif sera donc proposée. Différentes 
stratégies de couplage technique de maillage adaptatif/PGD seront présentées. Les résultats obtenus 
pour chaque source de la chaleur ainsi que l’influence de paramètres de maillage adaptatif seront 
discutés. 

 

B.I   La PGD dans le cas du problème de la chaleur transitoire 2D 
 

Dans cette partie, la résolution de l’équation de la chaleur avec la PGD sera tout d’abord 
présentée sous la forme discrète classique [Ammar 2007] et puis sous la forme tensorielle [Chinesta 
2010a, Prulière 2010a]. Quelques remarques concernant l’utilisation de la minimisation du résidu  et 
d’un schéma temporel consistant seront apportées. Les résultats seront discutés pour trois sources de 
chaleur différentes. 

  

B.I.1 Formulation du problème 
 

B.I.1.1 Formulation de la PGD progressive pondérée  

L’équation de la chaleur 2D étudiée s’écrit sous la forme suivante: 

fTgraddiv
t

T
C T =−

∂
∂

)(λρ  (B.I-1) 

où la température T  est une fonction scalaire dépendant de l’espace et du temps, i.e. ( )tyxTT ,,= . ρ  

représente la densité, C  la chaleur spécifique, Tλ  la conductivité thermique et f  la source de 
chaleur.  

Le problème est défini sur un domaine tyx Ω×Ω×Ω=Ω  qui correspond respectivement à l’espace x, 

l’espace y et le temps t.  

Pour simplifier l’écriture, on considère des conditions aux bords et initiales nulles ainsi que des 
paramètres matériau constants (ρ ,C  et Tλ  constants). 

Le problème (B.I-1) présente un temps caractéristique lié au rapport TC λρ /  lorsque le domaine 
spatial est fixé. Ce rapport ainsi que la source de chaleur influencent les parties transitoires de la 
solution.  

L’idée principale de la PGD est d’exprimer la solution comme une combinaison linéaire de fonctions à 
variables séparées.  Comme nous l’avons précisé dans le chapitre précédent, pour la résolution de 
problèmes transitoires, la PGD peut être appliquée de deux façons : 

- Schéma de décomposition partielle. Dans ce cas, la décomposition PGD est appliquée sur 
les variables spatiales uniquement (x et y) et un schéma incrémental en temps classique est 
conservé (par exemple un schéma explicite, implicite ou encore de Crank-Nicholson) 
[Dumon 2011a, 2011b]. La PGD est donc incrémentale.  
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- Schéma de décomposition complète. Dans ce cas, le temps est traité de la même façon que 
les variables d’espace. Nous avons donc une décomposition selon les variables x,y et t. La 
PGD est considérée comme une méthode non incrémentale. 

Rappelons que d’autres variantes de la méthode consistent à ne pas décomposer de manière complète 
les variables spatiales. On pourra citer notamment les travaux de Bognet et al. [Bognet 2012] dans le 
cas de géométries complexes mais extrudées selon l’épaisseur pour laquelle nous avons une 
décomposition zyx ×),( . Cela permet de décrire des géométries complexes. Notons que pour 
appliquer la PGD, il faut avoir une géométrie séparable. Des travaux sont aussi menés pour appliquer 
la PGD à des domaines autres que rectangulaires ou cubiques [Gonzalez 2010]. 

 

Dans le cadre de cette thèse, nous supposons que le domaine est rectangulaire et nous choisissons une 
décomposition complète des variables tyx ×× . En effet, les applications visées à long terme 
nécessitant de prendre en compte des temps caractéristiques fortement différents, c’est l’aspect non 
incrémental en temps qui nous intéresse. 

 

La solution T est donc recherchée sous la forme : 

( ) �
=

=
n

i

iiii tHyGxFtyxT
1

)()()(,, α  (B.I-2) 

où n  est le nombre final de triplets de fonctions requis pour décrire T  avec une précision donnée, iα  

l’amplitude et )(,)(,)( tHyGxF iii  les fonctions à variables séparées (qu’on appellera modes) en 
espace yx,  et en temps t . 

 

La PGD est considérée comme une méthode de réduction de modèle a priori car les fonctions 

)(,)(,)( tHyGxF iii  sont supposées inconnues au début et déterminées au fur et à mesure du 
calcul. Elles sont définies sous forme discrète en lien avec un maillage spécifique en x , y  et t . 
Notons N  (respectivementM ) un vecteur contenant les valeurs des fonctions de forme de l’espace 
direction x  (respectivement y ) et L  un vecteur contenant les valeurs des fonctions de forme du 

temps. Ces fonctions sont choisies linéaires pour l’espace ainsi que pour le temps. iF , iG  et iH  sont 
les valeurs nodales des fonctions séparées associées aux fonctions de forme. 

 

L’expression de T  (Eq. (B.I-2)) à l’itération n  s’écrit sous la forme discrétisée suivante : 
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α),,(  (B.I-3) 

 

Pour appliquer la PGD, nous supposons que la source de chaleur s’écrit aussi sous la forme d’une 
fonction à variables séparées:   
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Elle s’écrit donc sous la forme discrétisée : 
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où fN  ; fM  et fL  sont les vecteurs qui contiennent les fonctions de forme pour la source et 
i

t
i
y

i
x fff ,,  les valeurs nodales associées. Les fonctions de forme de la source sont différentes de celles 

de la température T . Dans la suite de la thèse, ces fonctions sont définies sur le même maillage que 
celui de T  mais contrairement aux fonctions de forme de T, elles présentent des composants aux 
bords en espace et à l’instant initial. Cela permet de décrire une source non nulle aux bords et non 
nulle à l’instant initial.  

 

La construction de la solution T  avec la PGD consiste en une procédure itérative composée à 
chaque itération par trois étapes : l’enrichissement de la base, le calcul des coefficients et le calcul du 
résidu. 

Considérons l’itérationk . Tout d’abord, l’enrichissement de base nous donne les fonctions à 

variables séparées suivantes ( ) ( ) ( )tHyGxF kkk 111 +++ ;; , ensuite les coefficients iα  sont calculés pour 
toutes les fonctions à variables séparées obtenues (pour )(,..., 11 += ki ). Et enfin, le résidu est calculé.  

La procédure itérative est répétée jusqu’à convergence. La convergence est atteinte pour une valeur 
suffisamment petite du résidu.  

Détaillons maintenant les trois étapes pour une itération.  

 

a) Etape d’enrichissement de la base 

 A partir des k  fonctions à variables séparées et leurs coefficients associés, les fonctions à 
variables séparées )()()( tPySxR  sont calculées. Elles sont solution de la formulation variationnelle 
de Galerkin liée à Eq. (B.I-1) : 
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avec un champ réel T  et un champ virtuel *T . Après intégration par parties et prise en compte des 
conditions aux limites, cette équation s’écrit: 
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Nous considérons les champs réels et virtuels suivants : 

)()()()()()(),,( tPySxRtHyGxFtyxT
k

i

iiii +=�
=1

α  (B.I-8) 

)()()()()()()()()(),,( **** tPySxRtPySxRtPySxRtyxT ++=  (B.I-9) 

 

Cela mène à la résolution d’un système non linéaire en )( xR , )( yS  et )( tP . Comme proposé par 
[Ammar 2007], ce système est résolu par la méthode de point fixe à directions alternées. Cette 
méthode consiste en une procédure itérative où la solution d’une variable est recherchée en imposant 
la valeur des autres : 

 

- Trouver  )( xR  

Supposons connu )( yS  et )( tP , ce qui implique un champ virtuel 

)()()(),,( ** tPySxRtyxT =  puisque )(* yS  et )(* tP  s’annulent. L’équation (B.I-7) 
s’écrit donc: 
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(B.I-10) 

On obtient ainsi un système linéaire à résoudre pour  déterminer )( tR  qui s’écrit sous la 
forme discrétisée: 
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(B.I-11) 

L’équation (B.I-11) peut être exprimée sous la forme : 

),,,,(),(),( PSHGFPSPSR iii
131211 UUU −=⋅   (B.I-12) 
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D’où : 

),( PSR 1U=   (B.I-13) 
 

- Trouver )( yS  

Supposons connu )( xR  et )( tP , ce qui implique un champ virtuel 

)()()(),,( ** tPySxRtyxT = . De la même manière que précédemment, nous obtenons un 
système linéaire à résoudre pour déterminer )( tS  : 

),( PRS 2U=   (B.I-14) 
 

- Trouver  )( tP  

Supposons connu )( xR  et )( yS , ce qui implique un champ virtuel 

)()()(),,( ** tPySxRtyxT = . Nous obtenons là encore un système linéaire à résoudre pour 
déterminer )( tP  : 

),( SRP 3U=  (B.I-15) 
 
 

A la èmel  sous itération, le résidu ci-après est calculé. La procédure de point fixe s’arrête lorsque ce 
résidu est suffisamment petit ou lorsque le nombre maximal de sous itération maxl  est atteint. 

 

fixe
lllllll

fixe PSRPSRN ε≤−= −−−

2

111

2

)()()()()()(  (B.I-16) 

fixeε  est un paramètre fixé par l’utilisateur ainsi que le nombre maximal de sous itérations.  

 

Après convergence, les nouveaux modes )( xF k 1+ , )( yGk 1+ , )( tH k 1+  sont obtenus en 
normalisant les fonctions )( xR , )( yS  et )( tP  avec la norme L2 . 

 

Le TAB. B.I-1  montre l’algorithme de l’étape d’enrichissement de la résolution PGD. 

 

1 : tant que ( maxll ≤  et fixe
l

fixeN ε>
2

) faire      

2 :      Calcul de  ),( )()()( 11
1U −−= lll PSR  

3 :      Calcul de  ),( )()()( 1
2U −= lll PRS  

4 :      Calcul de  ),( )()()( lll SRP 3U=  

5 :      Calcul de  
2

l
fixeN  

6 : fin tant que 

7 : Normalisation  
2

1

R

R
F k =+  ; 

2

1

S

S
Gk =+  ; 

2

1

P

P
H k =+  

 

 TAB. B.I-1 Algorithme de l’étape d’enrichissement 
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Remarque. Il est possible de chercher plusieurs triplets de fonctions simultanément. La taille du 
système non linéaire à résoudre va augmenter dans ce cas, proportionnellement au nombre de triplets.  
La résolution de ce système peut être coûteuse et la convergence de la méthode de point fixe peut 
s’avérer beaucoup plus lente.  

Dans le cadre de cette thèse, nous cherchons un seul triplet de fonction à chaque étape 
d’enrichissement.    

 

 

b) Etape de projection (calcul des coefficients)  

 Etant donné que les fonctions ( ) ( ) ( )tHyGxF iii ;;  pour 11 += ki ,...,  sont maintenant 

connues, les coefficients iα  sont solution de la formulation variationnelle de Galerkin (B.I-7) avec les 
champs réels et virtuels suivants : 
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L’équation (B.I-7) s’écrit donc : 
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(B.I-19) 

 

Dans le cadre de l’équation de la chaleur, cela revient à la résolution d’un système linéaire pour 

déterminer les iα  : 
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où les composants de la matrice K  et du vecteur V  sont définis par : 
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Notons que tous les coefficients sont recalculés à chaque étape de projection et non pas seulement le 
dernier coefficient. Cela permet d’obtenir des coefficients qu’on pourrait dire ″optimaux″ pour les 
modes obtenus. 

 

c) Etape de calcul du résidu 

 La solution est maintenant obtenue sous la forme Eq. (B.I-2) avec 1+k  modes. Le résidu 
relatif (noté RRe) lié à (Eq. (B.I-1)) est défini par :   
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RRe

λρ
 (B.I-22) 

où 
2
 signifie la norme 2L . Ce résidu est calculé à chaque itération. La procédure itérative est 

stoppée lorsque RRe est suffisamment petit.  

  

Dans ce qui suit, nous allons présenter la formulation tensorielle de la PGD pour le problème 
de la chaleur transitoire 2D. Cette écriture facilite l’implémentation de la méthode. Elle a été présentée 
dans [Chinesta 2010a, Prulière 2010a].  

 

B.I.1.2 Formulation tensorielle 
 

La température �  est recherchée comme une somme de n produits tensoriels entre les 

vecteurs iF , iG  et iH  et pondérée par des coefficients notés iα . Elle s’écrit : 

� ⊗⊗=
n

i

iiii HGFαT  (B.I-23) 

 

La formulation variationnelle du problème (B.I-7) peut être écrite sous la forme discrétisée suivante : 

�����
T*T* =  (B.I-24) 

avec �  et 
T*

�  les champs réel et virtuel.  
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�  et �  sont obtenus à partir des représentations discrètes des opérateurs différentiels et de la source 
dans la formulation variationnelle (Eq. (B.I-7)). On peut les représenter sous la forme séparée : 
 

�
=

⊗⊗=
An

i

i
t

i
y

i
x

i AAAa
1

A  

�
=

⊗⊗=
Bn

i

i
t

i
y

i
x

ib
1

���B  

(B.I-25) 

où les composants de A  s’écrivent ( 3=An  correspond aux 3 opérateurs apparaissant dans la 
formulation variationnelle) :  
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et les composants de B  s’écrivent ( fB nn =  correspond au nombre de termes séparés nécessaires pour 

décrire correctement la source de chaleur) : 
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Nous présentons l’écriture tensorielle des trois étapes a), b) et c) pour la construction de � . 
Supposons que nous sommes à l’itération 1+k  c’est-à-dire les k  fonctions à variables séparées et 
leurs coefficients associés sont connus. 

 

a) Etape d’enrichissement de la base 

Dans cette étape, les fonctions à variables séparées 1+k  ( PSR ⊗⊗ ) sont calculées. Elles 
sont solution de la formulation variationnelle de Galerkin liée à (B.I-1) avec les champs réels et 
virtuels suivants : 

TAB. B.I-2 Composants de A  

TAB. B.I-3 Composants de B  



CHAPITRE B – PGD POUR UN PROBLEME TRANSITOIRE LINEAIRE 

 
 

54 

PSRHGF ⊗⊗+⊗⊗=� i
k

i

iiiαT  (B.I-26) 

****
� PSRPSRPSR ⊗⊗+⊗⊗+⊗⊗=  (B.I-27) 

 
Cela mène à la résolution d’un système non linéaire en R , S , P  qui est résolu à l’aide de la méthode 
de point fixe à directions alternées. Rappelons qu’elle consiste en une procédure itérative dont les 
différentes étapes s’écrivent sous forme tensorielle comme suit : 

 

- Trouver  R  

Supposons connu S  et P , ce qui implique un champ virtuel PSR ⊗⊗= **
� . L’équation 

(B.I-24) s’écrit donc: 
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On obtient ainsi le système linéaire en R  suivant:  
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D’où: 

),( PSR 1U=    (B.I-30) 
 

 

- Trouver  S  

Supposons connu R , P , ce qui implique un champ virtuel PSR ⊗⊗= **
� . L’équation 

(B.I-24) s’écrit donc: 
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(B.I-31) 

Ainsi, on obtient le système linéaire en S  suivant:  
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D’où: 

),( PRS 2U=    (B.I-33) 
 

 

- Trouver  P  

Supposons connu R , S , ce qui implique un champ virtuel **
� PSR ⊗⊗=  . L’équation 

(B.I-24)  s’écrit donc: 
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Ainsi, on obtient le système linéaire en P  suivant:  
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D’où: 

),( SRP 3U=    (B.I-36) 
 
 
 

A la èmel  sous itération, le résidu ci-après est calculé. La procédure du point fixe s’arrête lorsque ce 
résidu est suffisamment petit ou lorsque le nombre maximal de sous itération maxl  est atteint. 

fixe
lllllll

fixeN ε≤−= −−−

2

111

2

)()()()()()( PSRPSR  (B.I-37) 

où fixeε  est un paramètre fixé par l’utilisateur. 

 

Les nouvelles fonctions de base sont définies après normalisation des vecteurs R , S  et P  par : 

2

1

R
R

F =+k  ; 
2

1

S
S

G =+k  ; 
2

1

P
P

H =+k  (B.I-38) 

 

 

b) Etape de projection (calcul des coefficients) 

 Etant donné que 1+k  vecteurs iF , iG , iH  pour 11 += ki ,...,  sont maintenant connus, les 

coefficients iα  sont solution de la formulation variationnelle de Galerkin associée à (Eq. (B.I-24)) 
avec les champs réels et virtuels suivants : 
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αT  (B.I-39) 

( ) i
k

i

iii HGF ⊗⊗=�
+

=

1

1

**T α  (B.I-40) 

 

Dans le cadre de l’équation de la chaleur, cela revient à la résolution du système linéaire suivant : 

V� =K   avec  { }11 += kT αα ,...,�  (B.I-41) 

où les composants de la matrice K  (dont la taille est )()( 11 +×+ kk ) et ceux de V  (dont la taille est 

11 ×+ )( k ) s’écrivent: 
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y
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i b
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BHBGBFV )()()(       ( 11 +≤≤ ki ) 

(B.I-42) 

 

 

c) Etape de calcul du résidu 

 Le résidu lié à (Eq. (B.I-24)) est défini à partir de : 
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Ce résidu peut s’écrire sous la forme : 
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1

1k CCCRes  (B.I-44) 

avec )( 13 ++= knn fC  où 1+k  est le nombre de modes obtenus et ic  sont les coefficients 

correspondants. 

 

La norme euclidienne de ce résidu (noté RV ) est calculée à chaque itération: 
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Remarque. Ce résidu est relatif à l’équation variationnelle de Galerkin, c’est donc un résidu au sens 
faible alors que le résidu présenté sous forme discrète était celui lié au problème continu fort. Le calcul 
de ce résidu RV est plus facile à implémenter et moins coûteux que le résidu du problème fort (Eq. 
(B.I-22)). De plus, il peut être étendu facilement au problème couplé que l’on va considérer.  

 

Dans la suite de la thèse, le résidu RV est donc utilisé pour vérifier la convergence. 

La procédure itérative est stoppée lorsque le taux de réduction du résidu RV  devient supérieur 
à un seuil RVε  fixé par l’utilisateur soit encore le rapport entre deux résidus consécutifs est supérieur à 

RVε  :  
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RVk

k
k
RV

RV

RV ετ >=
+
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1

1  (B.I-46) 

 

Pour un maillage donné, on notera 0RV  le résidu initial c’est-à-dire celui obtenu avec 0 mode pour 
lequel seule la source est prise en compte. Il correspond donc au calcul de : 

21
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0 �
=

⊗⊗==
fn

i

i
t
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y

i
x

ibRV ���B  (B.I-47) 

 

L’algorithme (TAB. B.I-4) résume les différentes étapes de la résolution PGD d’une équation aux 
dérivées partielles pour laquelle l’inconnue notée T est décomposée selon 3 variables.  

1 :  tant que ( maxkk ≤  et RVk

k

RV

RV ε≤−1
) faire      

2 :  On pose � ⊗⊗=
k

i

iiii HGFαT  

 

 a) Etape d’enrichissement de la base 

3 :    tant que ( maxll ≤  et fixe
l

fixeN ε>
2

) faire      

4 :         Calcul de  ),( )()()( 11
1U −−= lll PSR  

5 :         Calcul de  ),( )()()( 1
2U −= lll PRS  

6 :         Calcul de  ),( )()()( lll SRP 3U=  

7 :         Calcul de  
2

l
fixeN  

8 :   fin tant que 

9 :   Normalisation  
2

1

R
R

F =+k  ; 
2

1

S
S

G =+k  ; 
2

1

P
P

H =+k  

 b) Etape de projection 

10 :   Calcul des coefficients { }11 +kαα ,...,  

 c) Etape de calcul du résidu 

11 :  Calcul du résidu : 1k+RV  

 

12 : 1+= kk  

13:  fin tant que 
 

 

 

Dans la suite de la thèse, le nombre de sous itérations maximal maxl   est choisi égal à 100 et fixeε  est 

pris égal à 410−  sauf mention contraire.  

TAB. B.I-4 Algorithme de la résolution par la PGD 



CHAPITRE B – PGD POUR UN PROBLEME TRANSITOIRE LINEAIRE 

 
 

58 

En général, pour les problèmes traités, la PGD converge rapidement après quelques itérations. On 
choisit donc comme nombre maximal de modes 200 ( 200=maxk ). 

 

 

B.I.1.3 Minimisation du résidu 

Notons que l’opérateur relatif à l’équation (B.I-1) est non symétrique, Pour certaines valeurs 
des paramètres matériaux, la formulation présentée ci-dessus ne converge pas. Il est donc nécessaire 
d’appliquer une technique appelée minimisation du résidu  [Ammar 2010b, Nouy 2010a, Ladeveze 
2011]. Elle consiste à symétriser les opérateurs. 

Dans le cadre de l’équation de la chaleur, lorsque le coefficient de la dérivée temporelle Tλ  devient 

prépondérant par rapport à celui de la dérivée spatiale Cρ , la méthode de point fixe à directions 
alternées peut mener à des cas de non convergence ou de convergence très lente pour une  précision 
demandée. Prulière [Pruliere 2010a] constate qu’avec la minimisation du résidu, la convergence est 
améliorée pour un opérateur non symétrique. 

L’idée de cette méthode est de minimiser le résidu du problème pré conditionné suivant (écrit 
sous forme tensorielle): 

�����
TT =  (B.I-48) 

 

La formulation variationnelle du problème s’écrit : 

�������
TT*TT* =  (B.I-49) 

où les composants d’opérateur sont maintenant ��
T  et ��

T . Ils s’écrivent sous la forme séparée 
suivante: 

( ) ( ) ( )��
= =

⊗⊗=
A An

i

n

j

j
t

Ti
t

j
y

Ti
y

j
x

Ti
x

jiT AAAAAAaa
1 1

��  

( ) ( ) ( )��
= =

⊗⊗=
A Bn

i

n

j

j
t

Ti
t

j
y

Ti
y

j
x

Ti
x

jiT AAAba
1 1

���B�  

(B.I-50) 

 

La solution �  est ensuite construite à l’aide de la procédure itérative composée à chaque itération par 
les trois étapes : l’enrichissement de la base, le calcul des coefficients et le calcul du résidu comme 
présentée dans B.I.1.2.  

Notons que dans ce cas le résidu est calculé en s’appuyant sur le problème d’origine (Eq. (B.I-24)) et 
non le problème symétrisé. 

Nouy [Nouy 2010a] démontre qu’il y a une décroissance monotone du résidu lorsqu’on enrichit la 
solution. 

 

 

B.I.1.4 Schéma temporel consistant 

L’utilisation de la technique de maillage adaptatif présentée par la suite nécessite l’utilisation 
de discrétisations irrégulières.  

Pour des raisons de consistance du schéma temporel, Ammar et al. [Ammar 2007] ont proposé 
d’utiliser la formulation Petrov-Galerkin ″upwind″. Cette formulation a été mise en place dans le cas 
d’une discrétisation régulière et est étendue ici dans le cas d’une discrétisation irrégulière. En utilisant 
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une fonction d’interpolation de temps modifiée dLhLL +=~
 , à la ligne i  de la matrice d’intégration 

� dLdtLi

~

 correspondent trois termes non nuls : 
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(B.I-51) 

En utilisant le fait que le terme � + dtdLL ii 1

~

 doit être nul, on en déduit la valeur de h en fonction de 

l’intervalle de temps considéré, ainsi 
2

1 ii tt
h

−= + . 
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B.I.2 Résultats 
Dans cette section, les résultats obtenus pour trois sources de chaleur sont discutés. Pour tous 

les cas de simulation, le domaine spatial considéré est : [ ] 2ππ +−=Ω×Ω ;yx . Les paramètres ρ , C  

et Tλ  sont supposés constants et égaux à 1. 

 
 
 
B.I.2.1 Simulation avec une source de chaleur bimodale 

La source de chaleur bimodale est une fonction continue qui a pour expression : 

[ ]tt etyxetyxtyxf 82 2220 −− += )cos()sin()(sin()cos()sin()sin(),,(  (B.I-52) 

Cette source est composée de deux termes, tetyxf 2
1

−= )cos()sin()sin(  et 
tetyxf 8

2 22 −= )cos()sin()sin( . Elle génère une réponse avec plusieurs transitoires selon les points 
de l’espace considérés et nécessite donc l’utilisation de maillages de densités différentes (maillages 
irréguliers).  

La solution analytique exacte a pour expression : 

[ ]tt
ex etyxetyxT 82 2220 −− += )sin()sin()(sin()sin()sin()sin(  (B.I-53) 

 
Notons que la solution analytique est une fonction à variables séparées qui comporte deux modes. La 
PGD devrait donc permettre de capter cette solution en deux modes. 
 
Afin de valider les développements numériques, l’erreur entre la solution numérique et la solution 
exacte notée NRE est calculée comme suit : 

2

2

ex

ex

T

TT
NRE

−
=  (B.I-54) 

Pour cette source, le domaine temporel choisi est [ ]100 ;=Ω t  (s). Remarquons que la représentation 
de cette source de chaleur bimodale nécessite un maillage suffisamment dense. 

Une première simulation est menée avec des discrétisations régulières en espace et en temps de 
201101101 ××  points pour x , y  et t  respectivement.  

Le critère d’arrêt de la PGD s’appuie sur un taux de réduction du résidu %95=RVε  (Eq. (B.I-46)).  

 

La solution numérique est obtenue avec deux modes. Les coefficients sont tels que 
[ ]111259 .,.=α  et le résidu final est de 0.047. La FIG. B.I-1  montre que les deux modes pour l’espace 

( 1F , 2F  pour x  et 1G , 2G  pour y ) ont la forme des fonctions sinus comme attendu (cf. la solution 

exacte Eq. (B.I-53)). Les fonctions du temps 1H , 2H  présentent des parties transitoires très localisées 

(FIG. B.I-1(c)). Elles ne pourront donc être captées que si la discrétisation utilisée est suffisamment 
fine ce qui est le cas pour cette simulation (pas de temps de 0.05s pour des zones transitoires étendues 
sur environ 3s). Sur la FIG. B.I-1  (a) et (b), nous voyons que les modes spatiaux sont également 
localisés. Le champ de température à t égal 0.5 (s) est représenté FIG. B.I-1  (d) et met en évidence les 
symétries de la solution.  

Pour ce cas de test, l’erreur par rapport à la solution exacte (NRE) est de 0.083. Cet écart est assez 
faible et permet de valider l’implémentation de la PGD.  
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FIG. B.I-1 Fonctions de bases pour les variables x (a), y (b) et t (c).  
(d) Distribution de la température en espace au temps t = 0.5 

 

La FIG. B.I-2  (à gauche) montre l’évolution de la température en fonction du temps au point (x ,y) = 
(-2.51, 0.62) pour la solution numérique et la solution exacte. On remarque que la solution présente 
une partie transitoire pour [ ]30;=t  et une partie stationnaire pour [ ]103;=t . Dans la partie 
stationnaire, les deux solutions coïncident. Néanmoins, des écarts existent dans la partie transitoire 
d’où la valeur non nulle du résidu NRE. Cet écart est sûrement lié au maillage utilisé.  

Le pas de discrétisation temporelle de 0.05 semble ici insuffisant pour décrire précisément le régime 
transitoire. Ainsi, comme montre la FIG. B.I-2  (à droite), l’écart en espace est assez important à 
l’instant t=0.5. 
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FIG. B.I-2 Evolution de la température en fonction du temps au point (x,y)=(-2.51 , 0.62) pour la 

solution numérique et la solution exacte (gauche), et carte d’écart en espace au point  
t = 0.5  (droite) 
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Remarques concernant le maillage temporel. 

Analysons maintenant l’influence du pas de discrétisation temporel sur la prédiction de la 
solution. La FIG. B.I-3  représente l’évolution de l’erreur relative NRE en fonction du nombre de 
points en temps pour trois maillages temporels différents mais contenant le même nombre de points.  

La différence entre ces maillages est la position des points. La discrétisation irrégulière 1 contient les 
9/10 de ces points dans la zone transitoire de la solution (entre 0 et 3 secondes), la discrétisation 
irrégulière 2 contient uniquement 5 points dans la zone transitoire et tous les autres points dans la zone 
stationnaire. Même si on augmente le nombre de points, le résidu NRE ne diminue pas dans le cas de 
la discrétisation irrégulière 2 puisque les points sont ajoutés dans la zone stationnaire. En revanche, la 
discrétisation irrégulière 1 contient plus de points dans la zone transitoire au fur et à mesure que le 
maillage est densifié, c’est pour cette raison que le résidu diminue lorsque le nombre de points 
augmente. Le résidu diminue plus vite que lorsque le maillage est régulier.  

Notons que pour tous ces cas de simulation, la solution PGD est obtenue avec 2 modes. 

Cela met en évidence le lien entre le gradient (dans la partie transitoire) et le choix du maillage : il est 
nécessaire d’avoir plus de points dans les zones transitoires afin d’obtenir une solution plus précise 
pour un nombre de point fixé et par suite un temps de calcul raisonnable. Néanmoins, il faut connaître 
les zones transitoires a priori ce qui est rarement le cas. Il sera donc intéressant de coupler la méthode 
PGD avec une technique de maillage adaptatif pour capter automatiquement les zones transitoires. 
C’est ce que nous détaillerons dans la section suivante. 
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FIG. B.I-3 Evolution de NRE en fonction du nombre de points en temps pour différentes 

distributions de points 
 

 

 

B.I.2.2 Simulation avec une source de chaleur de type échelon 

La Source 2 est une source de chaleur qui ne dépend que du temps. Elle consiste en une 
montée de t égal 0 à 2 (s) puis un palier jusqu’à 100 (s) (FIG. B.I-4). 

Pour cette source, le domaine temporel choisi est [ ]1000 ;=Ω t  (s).  

Pour décrire précisément la source, un maillage temporel minimum irrégulier de trois points est 
nécessaire (un point à t=0, t=2 et t=100). Nous l’appellerons maillage de la source. 
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FIG. B.I-4 Source de type échelon 
 

Pour cette source, la solution numérique obtenue par une simulation utilisant le code Elément Finis 

Abaqus™ Standard que l’on notera MEFT  est utilisée pour évaluer  la solution numérique obtenue 
avec la PGD. L’écart entre les deux solutions numériques est calculé comme suit : 
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 (B.I-55) 

 
où xnA , ynA , tnA  sont les nombres de nœuds correspondants en espace x , y et en temps t qui sont 

utilisés pour la simulation avec la MEF. 
)( itpPGDT  est l’interpolation linéaire de la solution PGD connue sur le maillage PGD sur le  maillage 

Eléments Finis AbaqusTM.  

La solution de référence MEFT  est la solution "convergée" AbaqusTM qui a été obtenue sur un maillage 
régulier 1001101101 ××  (x, y et t). 
 
 Comme pour la source précédente, nous allons tout d’abord regarder la solution obtenue avec 
un maillage régulier en temps et en espace de 201101101 ××  points pourx , y  et t  respectivement. 

Le critère d’arrêt de la PGD s’appuie sur un taux de réduction du résidu %95=RVε .  
 

La solution PGD est obtenue avec 5 modes et des coefficients 

[ ]5.66   ,   3.34  ,   0.42  ,   7.40  ,  801.23 =α .  Les modes iF , iG  et iH  sont représentés FIG. B.I-5. 

On voit que la valeur du coefficient du premier mode est prépondérante. Même si les coefficients ne 
font pas que décroître, le résidu décroît selon le nombre de modes de la façon 
suivante [ ]0.41   ,  0.62   ,   0.93   ,  1.24  ,  3.20  ,  21.94=RV . La chute du résidu est beaucoup plus 
marquée avec l’ajout du premier mode par rapport à l’ajout des suivants. 
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FIG. B.I-5 Modes spatiaux (selon x, y) et temporels (selon t). Distribution spatiale de la 

température au temps t = 10 
 
L’écart entre la solution PGD avec 5 modes et la solution AbaqusTM ( MEFE ) est de 0.0036. 

Sur la FIG. B.I-6  (à gauche) sont représentées les solutions obtenues avec la PGD et la MEF en 
fonction du temps pour un point de l’espace (x,y)=(0,0). Les deux courbes se superposent et la solution 
présente un régime permanent pour t supérieur à 20s. La FIG. B.I-6  (à droite) montre l’écart de deux 
solutions à l’instant t=10s en fonction de l’espace. L’écart est très faible et atteint son maximum au 
centre où la température est plus élevée. 

0 20 40 60 80 100
0

5

10

15

20

25

t (s)

T
 (

0 C
)

 

 

Solution PGD
Solution MEF

−4 −2 0 2 4
−4

−2

0

2

4  

T
PGD

(t=10)−T
MEF

(t=10)

x (m)

 

y 
(m

)

−0.07

−0.06

−0.05

−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

(x,y)=(0,0)

 

FIG. B.I-6 Evolution de la température en fonction du temps au point (x,y)=(0,0) pour la 
solution PGD et pour la solution MEF (gauche) et écart entre deux solutions à t=10 
(droite) 
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Remarques concernant le temps caractéristique. 

L’équation de la chaleur fait apparaître un temps caractéristique lié au rapport TC λρ /  que 
nous noterons par abus de notation τ . Nous allons étudier l’influence du temps caractéristique sur la 
solution en comparant l’évolution de la température en fonction du temps au point (x,y)=(0,0) pour 
différentes valeurs de τ . Pour modifier ce temps caractéristique, nous allons faire varier Cρ  en fixant 

Tλ  à 1 ou encore faire varier Tλ  en fixant Cρ  à 1. Les résultats obtenus sont donnés FIG. B.I-7  et 
FIG. B.I-8  respectivement.   

 

Sur la figure FIG. B.I-7 , on voit qu’avec un temps caractéristique très petit, l’évolution de la 
température est quasi-identique à celle de la source. En effet, cela revient à considérer que la diffusion 
de la chaleur est quasi-instantanée. En revanche, plus le temps caractéristique augmente, plus la 
température évolue lentement. Dans ce cas, son régime transitoire augmente. 
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FIG. B.I-7 Evolution de la température en fonction du temps au point (x,y)=(0,0) pour différentes 
valeurs de τ  ( 1=Tλ  fixé) 

 

Si maintenant, on fixe la valeur de Cρ  et  on modifie la valeur de λ , l’amplitude de la source change 
elle aussi. Dans ce cas, on voit FIG. B.I-8  que pour une valeur de τ  fixé, seule l’amplitude de la zone 
transitoire est modifiée. Ainsi, le nombre de modes pour décrire la  solution est le même que dans le 
cas où Tλ  est fixé. Néanmoins, les coefficients des modes sont modifiés. 

 

Dans la suite de cette thèse, pour étudier l’influence du temps caractéristique, on se placera  toujours à 
λ  fixé et égal à 1. 

 

En résumé, la PGD est robuste pour prendre en compte la réponse transitoire pour 4 décades de temps 
(de τ égal 0.01 à τ égal 100). 
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FIG. B.I-8 Evolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps pour 
différentes valeurs de τ  ( 1=Cρ  fixé) 

 

 

 

B.I.2.3 Simulation avec une source de chaleur de type impulsionnelle 

Une source de chaleur de type impulsionnelle est choisie. Elle est composée de deux cycles 
(un cycle = montée-palier-descente) comme le montre la figure ci-après. 
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FIG. B.I-9 Source de type impulsionnelle 

 
Pour cette source, le domaine temporel choisi est [ ]1000 ;=Ω t  (s) comme celui de la source de type 
échelon. 

Cette situation est utilisée dans le but d’obtenir une solution avec plusieurs zones transitoires. Pour 
décrire correctement cette source, un maillage irrégulier de 9 points est nécessaire. La qualité de la 
solution est quantifiée avec l’écart par rapport à une solution "convergée" AbaqusTM (Eq. (B.I-55)).  
Pour cette source, la solution "convergée" AbaqusTM notée MEFT  est obtenue sur un maillage régulier 

1001101101 ××  points (en x, y et t). 
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FIG. B.I-10 Modes spatiaux et temporels et distribution spatiale de la température au temps t 

égal à 10 
 

La FIG. B.I-10 montre la solution PGD obtenue avec un maillage régulier en espace et en temps de 
201101101 ××  points. Le critère d’arrêt de la PGD s’appuie sur un taux de réduction du résidu 

%95=RVε . La solution PGD est obtenue avec 5 modes et des coefficients 

[ ]0.2583  ,  1.7604  ,  7.7346  ,  7.9641  ,  173.4875 =α . L’évolution du résidu selon le nombre de modes 

est : [ ]0.85 , 0.92 , 1.08 , 1.76 , 2.14 , 6.29=RV .  

0 20 40 60 80 100
0

5

10

15

20

25

t (s)

T
 (

0 C
)

 

 

Solution PGD
Solution MEF

−4 −2 0 2 4
−4

−2

0

2

4  

T
PGD

(t=10)−T
MEF

(t=10)

x (m)

 

y 
(m

)

−1.5

−1

−0.5

0

(x,y)=(0,0)

 

FIG. B.I-11 Evolution de la température en fonction du temps au point (x,y)=(0,0) pour la 
solution PGD et la solution MEF (gauche) et écart entre deux solutions à t=10 en 
fonction de l’espace (droite) 
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Sur la FIG. B.I-11 (à gauche) sont représentées les solutions obtenues avec la PGD et avec AbaqusTM 
en fonction du temps pour un point de l’espace. Les courbes se superposent parfaitement dans la zone 
stationnaire (t = [20 ; 100]). Par contre, il y a un écart dans la zone transitoire. L’écart PGD-MEF noté 

MEFE  est de 0.0643. La FIG. B.I-11 (à droite) montre l’écart entre deux solutions à l’instant t égal 
10. On voit que la valeur de l’écart est assez importante. Un maillage temporel régulier de 201 points 
ne suffit donc pas pour décrire précisément la solution, alors que, précédemment avec la source de 
type échelon, ce nombre de points suffisait. Cela est lié au fait que la solution  présente de plus fortes 
variations. 

Notons que la solution présente deux zones transitoires comme la source mais sa zone transitoire est 
plus étendue (environ 20 (s)) que celle de la source (10 (s)). 

 

 

Remarques concernant la convergence de la méthode. 

Nous allons discuter maintenant la convergence de la méthode PGD en fonction du maillage 
initial et du seuil pour le critère d’arrêt. 

Sur la FIG. B.I-12 est représentée l’évolution du résidu RV  pour différents maillages temporels en 
fonction du nombre de modes PGD. Les maillages temporels choisis sont réguliers et permettent tous 
de décrire correctement la source. On conserve le même maillage spatial que précédemment 101x101 
points 

Notons que la valeur du résidu RV  dépend à la fois du maillage considéré mais aussi du nombre de 
modes.  

Selon la valeur du seuil RVε  (Eq. (B.I-46)) souhaitée, le nombre de modes varie en fonction des 

maillages temporels. On voit que la convergence est différente sur chaque maillage. Le point de départ 

de chaque courbe correspondant au résidu avec 0 mode ( 0RV ). Remarquons que cette valeur varie 

selon le maillage considéré. Comme la source est bien décrite avec ces trois maillages, 0RV  diminue 
lorsque le maillage se densifie. 
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FIG. B.I-12 Evolution du résidu RV sur différents maillages temporels 
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De plus, on voit que le gradient des courbes est différent, par exemple au passage de 2 modes à 3 
modes. Ainsi, avec une même valeur du seuil de réduction du résidu RVε  (Eq. (B.I-46)), la solution 
PGD peut être obtenue avec différents nombres de modes sur différents maillages.  

Dans le tableau TAB. B.I-5 , est présenté le nombre de modes en fonction du nombre de points du 
maillage temporel et de la valeur du taux de réduction du résidu RVε  choisi. On voit que sur un 
maillage plus fin, le nombre de modes peut être plus faible pour atteindre un même seuil. Par exemple 
avec RVε  égale à 95%, on obtient 5 modes avec le maillage de 5001 points au lieu 8 modes avec le 
maillage de 1001 points.  

 

Même sur un maillage plus fin, il est envisageable qu’une solution contenant moins de modes soit 
beaucoup moins précise. Ce point sera discuté dans la partie suivante lors d’un procédé de maillage 
adaptatif. 
 

RVε  tn =101 tn =1001 tn =5001 tn =10001 tn =50001 

95% 4 8 5 5 5 
97% 4 8 8 5 5 
99% 4 8 8 8 11 
100% 4 8 8 28 11 

 

 

Nous retiendrons que pour atteindre un certain niveau de précision sur la solution, on peut soit 
densifier le maillage soit ajouter des modes. 

 

 

 

B.I.2.4 Simulation avec la  minimisation du résidu 

Avant de conclure cette section, nous allons présenter un cas de simulation pour lequel la 
minimisation du résidu doit être appliquée. 

Les paramètres de la simulation sont les suivants : 1000=Cρ , 1=Tλ  et la source de type échelon. Le 

maillage utilisé est de 1000110011001 ××  pour x, y et t. Le taux de réduction RVε  est de 100% pour 
le cas sans minimisation du résidu. La solution est obtenue avec 15 modes.  

Dans le tableau ci-après sont reportés, pour ces 15 modes, les résultats obtenus dans le cas sans 
minimisation du résidu et le cas avec minimisation du résidu. Pour ces 15 enrichissements, le nombre 
de sous itérations de la méthode de point fixe à directions alternées et la valeur du résidu sont donnés.  

 

On voit que dans le cas sans minimisation du résidu, le nombre de sous itérations maximal 
(rappelons maxl  égal 100) est atteint pour plusieurs étapes d’enrichissements. C’est ce que nous avons 

appelé non convergence. Ce sont les cas où 100 sous itérations ne suffisent pas pour atteindre la 

précision fixeε  de 410−  (B.I-37). En effet, pour ces modes, seule une précision de 310−  est atteinte. 

Par contre, dans le cas avec la minimisation du résidu, chaque mode est obtenu avec la précision 
souhaitée. Notons qu’à partir de l’enrichissement 6, le nombre de sous itérations est très petit. 

La valeur du résidu diminue plus rapidement lorsque la minimisation du résidu est utilisée. Pour 15 
modes, la minimisation du résidu permet d’obtenir une valeur de résidu plus faible (1,4 fois) alors que 
pour 4 modes, elle est à peine plus faible (0.4 fois).  

TAB. B.I-5 Nombre de modes obtenu pour différents maillages en fonction des valeurs de RVε  
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 Sans minimisation du résidu Avec minimisation du résidu 
Etape 

d’enrichissement 
Nombre de sous-

itérations 
Résidu  Nombre de sous-

itérations 
Résidu 

 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 

 
     4 
     6 
     5 
     7 
   100 
   100 
   100 
   100 
   100 
     8 
   100 
   100 
     5 
   100 
   100 

    0.3134 
    0.0430 
    0.0350 
    0.0322 
    0.0310 
    0.0307 
    0.0278 
    0.0262 
    0.0240 
    0.0198 
    0.0194 
    0.0189 
    0.0185 
    0.0136 
    0.0126 
    0.0125 

 
     8 
    10 
     9 
     5 
     2 
    11 
     2 
     2 
     2 
     2 
     2 
     2 
     2 
     2 
     2 

    0.3134 
    0.0419 
    0.0291 
    0.0164 
    0.0133 
    0.0125 
    0.0098 
    0.0096 
    0.0093 
    0.0091 
    0.0089 
    0.0088 
    0.0087 
    0.0086 
    0.0085 
    0.0085 

 

 

 

Nous noterons néanmoins que le résidu diminue même dans les cas de non convergence. Néanmoins, 
le nombre de modes pour atteindre une certaine valeur du résidu sera plus élevé. On parle ainsi de 
convergence lente. Dans ce cas, la minimisation du résidu semble être une solution efficace. 

 

Toutefois, la formulation avec la minimisation du résidu nécessite un coût de calcul plus 

important  [Ladeveze 2011, Nouy 2010a]. En effet, le calcul des composants de ��
T  et ��

T  
(B.I-54)) peut être très coûteux lorsque le nombre d’opérateurs augmente. De plus, Chinesta [Chinesta 
2010a] remarque que, dans certains cas, la minimisation du résidu peut générer beaucoup plus de 
fonctions de base que la solution exacte. 

 

Dans le cadre de cette thèse, compte tenu des valeurs des paramètres matériaux utilisés, nous 
utiliserons la méthode sans minimisation du résidu. 

 

 

 

 
Conclusion de la section 
 

Dans cette section, la résolution de l’équation de la chaleur transitoire 2D a été présentée. 
Cette résolution est issue des travaux de [Ammar 2007] pour lesquels la PGD était appliquée 
uniquement à des discrétisations régulières en temps.  

Nous avons étendu ici l’application de la PGD à des discrétisations irrégulières en modifiant la matrice 
temporelle pour conserver la consistance du schéma d’intégration temporel.  

Nous avons mis en évidence l’intérêt d’utiliser la minimisation du résidu pour certaines valeurs des 
paramètres matériaux. Néanmoins, dans la suite de la thèse, nous utiliserons la formulation sans 
minimisation du résidu.  

TAB. B.I-6 Comparaison des résultats obtenus sans et avec minimisation du résidu 
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L’implémentation numérique a été validée pour trois sources différentes par comparaison avec soit 
une solution analytique soit une solution EF AbaqusTM "convergée". De plus, en étudiant ces sources 
pour lesquelles les réponses transitoires étaient différentes, nous avons vu que la PGD permettait de 
capter précisément la solution en fonction du maillage considéré et du nombre de modes. Pour 
améliorer la solution, il est donc possible de jouer sur les deux paramètres : densifier le maillage et 
augmenter le nombre de modes (ce qui revient à diminuer le résidu du critère d’arrêt PGD). 
Néanmoins ces deux paramètres sont liés. 

De plus, nous avons vu qu’il n’était pas suffisant de densifier le maillage. Les points doivent être 
positionnés dans les zones de forts gradients sinon cela ne permet pas d’améliorer la solution. 

De plus, selon le temps caractéristique considéré (lié au rapport TC λρ / ) et la source choisie, les 
zones transitoires peuvent évoluer fortement et nous ne pouvons pas les connaître a priori. Il n’est 
donc pas possible de choisir un maillage adapté de manière a priori.  

 

Cela met en évidence la nécessité de coupler une technique de maillage adaptatif à la PGD. 
L’objectif d’une telle technique serait de déterminer automatiquement les zones transitoires et 
minimiser le nombre de points dans le maillage pour une précision donnée de la solution. Grâce à la 
séparation de variables liée à la PGD, nous pouvons considérer seulement des maillages 
unidimensionnels ce qui facilite le procédé de maillage adaptatif et rend cette idée viable. Dans cette 
thèse, la technique de maillage adaptatif sera développée et appliquée à la variable temporelle t. Nous 
présentons dans la section qui suit comment coupler une technique de maillage adaptatif à la PGD. 
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B.II  Maillage adaptatif pour la résolution d’un problème 
transitoire avec la PGD 
 

Dans cette section, une méthode de maillage adaptatif permettant de capturer de manière 
automatique les transitoires de la solution lorsque celle-ci est recherchée avec la PGD est introduite. 
Nous regroupons ici sous le terme de technique de maillage adaptatif l’estimateur d’erreur a posteriori 
et la procédure d’adaptation du maillage. Nous allons tout d’abord présenter la technique de maillage 
adaptatif puis nous proposerons différentes stratégies de couplage PGD/technique de maillage 
adaptatif. Les résultats obtenus pour les 3 sources de chaleur présentées précédemment seront discutés 
en fonction des stratégies de couplage considérées.  

 

B.II.1   Présentation de la technique de maillage adaptatif 
 

L’estimateur d’erreur a posteriori 

L’estimateur d’erreur est un outil intéressant pour identifier dans quelles zones il est 
nécessaire de raffiner le maillage. Rappelons que la solution du problème est recherchée avec la PGD, 
cela nous permet donc de considérer un estimateur d’erreur unidimensionnel. Nous proposons ici un 
estimateur local simple, relatif au résidu au sens faible. L’estimateur est présenté ici pour la variable 
temporelle t. Ce même estimateur pourrait être utilisé pour la variable x ou encore la variable y.  

Il paraît important de rappeler que notre objectif premier est de capter "automatiquement" les réponses 
transitoires du problème et d’évaluer ce couplage entre la PGD et la méthode de maillage adaptatif. 
L’objectif n’est pas ici de discuter du choix de l’estimateur. D’autres estimateurs auraient pu être 
utilisés [Ladeveze 2011, Ammar 2010c], mais nous avons choisi une position plus pragmatique dans le 
contexte général de ce travail.  

L’estimateur utilisé dans cette thèse est lié au résidu RV (Eq. (B.I-45)). Néanmoins, au lieu 
d’être global (c’est-à-dire calculé sur tout le domaine), il est local puisqu’il est calculé pour chaque 
élément temporel.  

 
Lorsque la solution PGD est décrite avec 1+k  modes, le résidu local relatif à l’élément temporel 
m  ( [ ]1+= mmm tt ;δ ) s’écrit : 
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où les composants temporels locaux de m�  et m�  s’écrivent: 
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avec m
j )( H  )( 11 +≤≤ kj  et m

i
t )( f  )( fni ≤≤1  les valeurs nodales des modes temporels et des 

composants temporels de la source dans l’élément m . 
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L’estimateur résidu local qui sera noté par la suite 1+k
mRL  est déterminé pour chaque élément temporel 

m  en calculant la norme euclidienne de 1k
m

+Res .  

Notons que, pour chaque élément temporel, cet estimateur prend en compte les erreurs spatiales de 
manière globale (et non locale comme pour le temps) puisque l’on intègre sur l’ensemble du domaine 
spatial (x et y). 
 
Notations utilisées dans la suite de la thèse :  

Par la suite, pour alléger les notations, nous noterons ce résidu mRL  mais nous garderons en mémoire 
qu’il diffère selon le nombre de modes PGD. Le résidu local RL regroupe l’ensemble de tous les 
résidus locaux temporels RLm. 
 
 
 
La procédure d’adaptation du maillage 

A partir de la distribution du résidu local RL en fonction du temps, le maillage temporel est 
raffiné. Dans le cadre de cette thèse, on utilise la h-adaptation, qui consiste à raffiner le maillage en 
ajoutant des points.  

Pour un maillage fixé, des points sont ajoutés dans l’élément m  si le critère suivant est vérifié : 

maxRLRL RLm ×≥ ε  (B.II-3) 

où maxRL  est la valeur maximale du résidu local RL sur ce maillage et RLε  est un taux fixé par 
l’utilisateur.  

Tous les éléments sont passés en revue à chaque procédure d’adaptation de maillage. 

Par souci de simplicité, dans la suite, un seul point est ajouté au centre de l’élément satisfaisant le 
critère (B.II-3) . Il pourrait être intéressant de discuter le nombre et le lieu des points mais ce n’est 
l’objet de cette thèse comme nous l’avons déjà précisé.  

 

 

 

B.II.2   Stratégies de couplage PGD / technique de maillage adaptatif 
Dans cette partie, deux stratégies distinctes de couplage entre la PGD et la technique de 

maillage adaptatif (notée RPGD) sont présentées. La première stratégie consiste à séparer ces deux 
méthodes alors que la deuxième stratégie consiste à inclure la technique de maillage adaptatif à 
l’intérieur des itérations PGD.  

 

 

B.II.2.1  RPGD_S1 (tous les modes sont recalculés) 

 

La première stratégie notée RPGD_S1 consiste à recalculer entièrement la solution à partir de 
la solution nulle sur chaque nouveau maillage. Précisons ce que cela signifie. 

Tout d’abord, la solution PGD est calculée sur le maillage initial pour un taux de réduction RVε  (Eq. 

(B.I-46)) fixé par l’utilisateur. Supposons que la solution est obtenue avec 0n  fonctions de base (et les 
coefficients associés). Le résidu est ensuite calculé. Rappelons qu’il est lié au maillage et au nombre 
de modes.  
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Si le seuil souhaité n’est pas atteint par le résidu, un nouveau maillage est créé à l’aide de la technique 
de maillage adaptatif. Sur ce nouveau maillage iM , la solution PGD est calculée à partir de la solution 
nulle c’est-à-dire les fonctions de base sont enrichies à partir de la solution nulle. Supposons que celle-

ci est obtenue avec in  modes, le processus de maillage adaptatif est répété jusqu’au moment où le 
résidu est suffisamment petit. 

Nous noterons le nombre total de modes (qui est le nombre total de modes cumulé et est distinct du 
nombre de modes sur un maillage donné) : 

�
=

=
k

i

iSRPGD nn
0

1_  (B.II-4) 

où k  est le nombre de raffinement de maillage.  

Le nombre d’étapes de maillage adaptatif est donc égal à 1+k .  

 

L’algorithme de cette stratégie est décrit ci-dessous : 

 

1 :      0=i  

2 :      Maillage initial 0M :  

3 :   Calcul de la solution PGD de (0n  modes) 

4 : tant que (Critère d’arrêt n’est pas satisfait) 

5 :          Calcul de la distribution de l’estimateur RL 

6 :          Ajout des points 

7 :      1+= ii  

8 :      Maillage iM  : 

9 :          Calcul de la solution PGD à partir de la solution nulle ( in  modes)  

10 : fin tant que  
 

 

 

 

Remarque. La méthode PGD regroupe les étapes 3 et 9 (cf. TAB. B.I-4) et la technique de maillage 
adaptatif regroupe les étapes 5 à 8, avec étape 5, le calcul de l’estimateur d’erreur et, étape 6 à 8, la 
procédure d’adaptation de maillage. 

 

 

 

B.II.2.2  RPGD_S2 (certains modes sont conservés) 

 

La deuxième stratégie consiste à enrichir la solution PGD pour chaque nouveau maillage à 
partir des modes obtenus sur le précédent maillage. Pour chaque nouveau maillage, les modes 
précédents sont réutilisés pour déterminer les nouveaux modes. Il est donc nécessaire de les projeter 
sur le nouveau maillage, les normaliser et recalculer les coefficients �. De nouveaux modes sont 
ensuite calculés. 

TAB. B.II-1 Algorithme de la stratégie RPGD_S1 
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L’algorithme de cette stratégie est décrit ci-dessous: 

1 :      0=i  

2 :      Maillage initial 0M  :  

3 :   Calcul de la solution PGD (0n  modes) 

4 : tant que (Critère d’arrêt n’est pas satisfait) 

5 :          Calcul de la distribution de l’estimateur RL 

6 :          Ajout des points 

7 :      1+= ii  

8 :      Maillage iM  : 

9 :          Interpolation des modes obtenus 

10 :             Normalisation des modes interpolés 

11 :             Calcul à nouveau des coefficients � 

12 :        Calcul de la solution PGD à partir des modes obtenus ( in  modes ajoutés)  

13 : fin tant que  
 

 

 

Remarque. La principale différence avec la stratégie RPGD_S1 est dans les étapes 9 à 11. A l’étape 9, 
l’interpolation utilisée pour projeter les anciens modes vers le nouveau maillage est l’interpolation 
linéaire. 

A l’étape 12, deux variantes sont étudiées : 

- variante 1 notée ″RPGD_S21″ où 1=in  c’est-à-dire 1 seul mode est calculé sur chaque 
maillage, 

- variante 2 notée ″RPGD_S22″ où in  est fixé par le taux de réductionRVε . Dans ce cas, 
plusieurs modes peuvent être enrichis sur chaque nouveau maillage. 

 

 

 

B.II.2.3  Discussion 

 

Pour atteindre une certaine précision de la solution, nous avons vu qu’il était possible soit de 
densifier le maillage soit d’augmenter le nombre de modes. Selon les stratégies de couplage 
considérées, l’une ou l’autre de ces façons est privilégiée.  

Avec la stratégie 1, on choisit de densifier le maillage, et de recalculer tous les modes à chaque étape 
de maillage adaptatif. Cela permet donc d’avoir un nombre de modes "optimal". 

Dans le cas de la stratégie 2, on choisit d’augmenter le nombre de modes en conservant les modes 
calculés précédemment. La variante 2 où plusieurs modes sont ajoutés à chaque étape permet 
d’améliorer la solution en privilégiant l’ajout des modes. La variante 1 a pour but d’améliorer la 
solution en combinant les deux stratégies : le maillage est densifié et un mode est ajouté sur chaque 
maillage. 

Dans la suite, une évaluation de ces différentes stratégies est présentée. 

TAB. B.II-2 Algorithme de la stratégie 2 
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B.II.3   Résultats 
La technique de maillage adaptatif est appliquée ici aux trois sources de chaleur présentées à 

la section précédente B.I.1 afin de tester la technique pour différentes réponses transitoires.  
 
Rappelons avant de  présenter les résultats, les différents paramètres à renseigner pour les simulations. 

Comme dans la section précédente, les paramètres de simulation ρ , C  et Tλ  sont pris égaux à 1 (cf. 
Eq. (B.I-1)) et la discrétisation spatiale est fixée à 101x101 points.  

Le paramètre relatif à la résolution PGD sur chaque maillage est le taux de réduction RVε  
(Eq.(B.I-46)) qui est pris égal à 95%.   

Les paramètres relatifs à la technique de maillage adaptatif sont : 

- le maillage initial, 

- la valeur du seuil d’ajout de points, RLε  (Eq. (B.II-3) ), est choisie égale à 75%.  

Les paramètres relatifs à la stratégie de couplage sont : 

- la stratégie 1 ou 2, 

- le critère d’arrêt s’appuie sur une valeur fixée du résidu RV. 

Pour chaque source de chaleur, les résultats sont discutés en fonction de la stratégie de couplage PGD / 
technique maillage adaptatif utilisée.  

 

 

B.II.3.1  Source bimodale 

Les simulations avec la source de chaleur bimodale sont effectuées avec un maillage initial 
temporel régulier constitué de 11 points (soit un intervalle de temps de 1 (s)). La valeur du seuil de 
résidu RV  pour l’arrêt de la procédure est choisie égale à 10-3. 
 

a) Résultats dans le cas RPGD_S1 

Pour cette simulation, le seuil du résidu est atteint après 26 étapes de maillage adaptatif. 
Chaque étape nécessite au maximum deux modes (Eq. (B.I-2) avec 2=n ) pour décrire la solution 
PGD.  

 
L’évolution de la température et celle de l’estimateur RL en fonction du temps sont 

représentées TAB. B.II-3 . La température a été représentée au point (-2.51 , 0.62) de l’espace car ce 
point permet d’obtenir une illustration représentative des capacités de l’algorithme. En effet, en ce 
point, la température présente deux zones transitoires rapprochées (cf. FIG. B.I-2).  Par souci de 
clarté, seulement les étapes de maillage adaptatif numéro 0 ; 3 ; 4 ; 5 ; 15 ; 25 sont représentées. 

 
De l’étape 0 à l’étape 4, la position du premier transitoire est captée de plus en plus 

précisément. A l’étape 5, une seconde forte variation localisée est détectée automatiquement (au point 
t  égal à 0.06 (s)). Ensuite, la description de ces deux zones est précisée au cours des étapes de 
maillage. Rappelons que la solution analytique exacte (Eq. (B.I-53)) possède deux zones transitoires 
qui ont bien été captées par cet estimateur alors qu’avec le maillage initial (contenant seulement 11 
points) seule une zone avait été repérée (Etape 0 - TAB. B.II-3 ). Ce résultat montre la capacité du 
procédé à capter de manière automatique les parties transitoires.  

Notons aussi que la valeur des résidus locaux diminue au cours du procédé de maillage adaptatif. Pour 
capter la seconde variation (étape 5), on voit que  le résidu à l’étape 4 présente un pic pour des valeurs 
très proches de 0 mais l’intensité de ce pic reste inférieur à celle des pics de l’étape précédente. 
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La FIG. B.II-1  illustre la convergence globale de la solution au cours des étapes de maillage adaptatif 
en regard des deux résidus suivants : l’écart par rapport à la solution exacte NRE (Eq. (B.I-54)) (à 
gauche) et le résidu RV  (Eq. (B.I-45)) (à droite). On voit que ces résidus diminuent après chaque 
étape de la même manière. La prédiction de la solution est donc bien améliorée lorsque le maillage est 
raffiné. Entre l’étape 0 et 6, les deux zones transitoires ont été captées, cela se traduit par une forte 
diminution de NRE et RV . Ensuite ces deux résidus diminuent beaucoup plus lentement.  

TAB. B.II-3 Etape du procédé de maillage adaptatif i (i = 0, 3, 4, 5, 15, 25) 

Seconde forte 
variation localisée 



CHAPITRE B – PGD POUR UN PROBLEME TRANSITOIRE LINEAIRE 

 
 

78 

0 5 10 15 20 25
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Etape de maillage adaptatif

N
R

E

0 5 10 15 20 25
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Etape de maillage adaptatif

R
V

 
FIG. B.II-1 Evolution de l’erreur NRE (gauche) et du résidu RV (droite) en fonction de l’étape de 

maillage adaptatif pour la stratégie RPGD_S1 
 

 
Comparons les résultats obtenus avec un maillage issu de la technique de maillage adaptatif 

que nous appellerons maillage raffiné et avec deux maillages réguliers. Les résultats sont reportés 
TAB. B.II-4 . Le premier maillage régulier est le maillage noté 1 qui contient le même nombre de 
points que le maillage raffiné soit 365 points. Le second maillage noté 2 contient 10241 points. Son 
pas de temps correspond au pas minimum du maillage raffiné. L’erreur NRE est la même pour le 
maillage raffiné et le maillage 2 alors que le nombre de points est 28 fois moins important pour le 
maillage raffiné. Le maillage régulier 1 mène à une erreur 1.5 fois plus importante. Rappelons que le 
critère d’arrêt de la PGD est %95=RVε , ce qui mène à une solution avec deux modes. Même si on 
augmentait cette valeur seuil, le nombre de modes augmenterait mais l’erreur ne serait pas diminuée.   

Le raffinement de maillage permet bien d’avoir un maillage optimum vis-à-vis du nombre de points 
pour une précision donnée sur la solution.  

 

 Maillage raffiné Maillage régulier 1 Maillage régulier 2 

Nombre final de points pour le temps  365 365 10241 

L’intervalle la plus faible 9.76.10-4 2.7510-2 9.7610-4 

NRE 0.037 0.056 0.037 
 

 

Les résultats obtenus avec la technique de maillage adaptatif ont été présentés pour un point particulier 
de l’espace (x, y) = (-2.51 , 0.62) présentant deux zones transitoires pour lesquelles une telle densité de 
maillage était nécessaire. Sur la figure FIG. B.II-2 , la solution obtenue avec ce maillage pour deux 
points particuliers de l’espace (le point (x,y)=(-2.51,-2.51) (à gauche) et le point (x,y)=(-1.57,-1.57) (à 
droite)) est présentée. On peut remarquer la présence d’une seule zone transitoire, qui est bien 
représentée avec ce maillage même si celui-ci semble trop dense. Ceci est dû au fait que la PGD 
consiste à rechercher la solution comme somme de produits de fonctions de chaque variable.  

TAB. B.II-4 Comparaison entre les résultats obtenus pour le maillage raffiné et des maillages 
réguliers 



Maillage adaptatif / PGD 

 
 

79 

0 2 4 6 8 10
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

t (s)

T
 (0 C

)

0 2 4 6 8 10
-1

0

1

2

3

4

t (s)

T
 (0 C

)

 

FIG. B.II-2 Evolution de la température au point (x,y)=(-2.51,-2.51) (gauche) et (x,y)=(-1.57,-1.57) 
(droite) en fonction du temps dans le cas RPGD_S1 

 
 

Remarque. Un paramètre important de la technique de maillage adaptatif est la valeur du seuil RLε  
(Eq. (B.II-3) ) qui donne l’endroit où les points sont ajoutés. 

Etudions maintenant l’influence de ce paramètre par rapport à la solution et à la technique de maillage 
adaptatif. Le TAB. B.II-5  récapitule les résultats obtenus pour quatre valeurs différentes de RLε . 

 Nombre d’étapes 
Nombre de points du 

maillage final 
Nombre total 

d’enrichissements 

RLε =0.90 53 334 106 

RLε =0.75 26 365 52 

RLε =0.50 14 382 28 

RLε =0.25 11 635 22 
 

 

 

 

Ce résultat illustre bien la balance entre densifier le maillage / augmenter le nombre de modes pour 
améliorer la solution. Lorsque la valeur du seuil RLε  est plus faible, le nombre d’étapes de maillage 
adaptatif est plus petit. Cela est dû au fait qu’à chaque étape, un plus grand nombre de points est 
ajouté. Nous voyons que lorsque RLε  est plus faible, le nombre de points du maillage final est plus 
important. Comme nous l’avions déjà mentionné, cela se traduit par un nombre total de modes moins 
élevé. Pour RLε  égal à 0.25, le nombre de points du maillage est doublé par rapport au cas 0.90  mais 
le nombre total de modes est diminué d’un facteur 5 comme le nombre d’étapes de maillage adaptatif.  

 

Il faut donc trouver un compromis entre le nombre de modes, le nombre d’étapes de maillage adaptatif 
et le nombre de points. C’est la raison pour laquelle, dans la suite de cette thèse, nous prendrons RLε  
égale à 0.75.  

 

 

TAB. B.II-5 Influence de RLε   
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b) Résultats dans le cas RPGD_S2 

Nous présentons maintenant les résultats obtenus avec la deuxième stratégie de couplage PGD/ 
technique de maillage adaptatif (RPGD_S2). Dans cette stratégie, après chaque étape de maillage, la 
PGD est calculée à partir des anciens modes. 

La FIG. B.II-3  montre l’évolution de l’erreur NRE (à gauche) et du résidu RV  (à droite) dans le cas 
de RPGD_S21 (1 seul mode à chaque étape de maillage adaptatif). Un résidu RV  de 0.001 est obtenu 
au bout de 33 étapes de maillage adaptatif. L’écart et le résidu diminuent au cours des étapes de 
maillage adaptatif. 
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FIG. B.II-3 Evolution de NRE (gauche) et RV (droite) en fonction des étapes de maillage 
adaptatif dans le cas RPGD_S21 

 

La FIG. B.II-4  montre l’évolution de l’erreur NRE (à gauche) et du résidu RV  (à droite) dans le cas 
de RPGD_S22 (plusieurs modes à chaque étape). Dans ce cas, le seuil du résidu RV  est atteint après 
31 étapes de maillage adaptatif. 
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FIG. B.II-4 Evolution de NRE (gauche) et RV (droite) en fonction des étapes de maillage 
adaptatif dans le cas RPGD_S22 
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La FIG. B.II-5  montre la solution obtenue sur le maillage final et sur le maillage initial dans le cas 
RPGD_S21 (à gauche) et RPGD_S22 (à droite).  

Comme dans le cas RPGD_S1, les zones transitoires sont bien captées et les régimes permanents 
présentent peu de points. 
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FIG. B.II-5 Evolution de la température au point (x,y)=(-2.51,1.62) en fonction du temps dans 
le cas RPGD_S21 (gauche) et RPGD_S22 (droite) sur le maillage final 

 

A titre de comparaison, les résultats obtenus avec les deux stratégies en terme de nombre 
d’enrichissements, nombre de points, nombre d’étapes sont répertoriés TAB. B.II-6 . Dans le cas de la 
stratégie RPGD_S1, il est noté le nombre d’enrichissements final, c’est-à-dire pour la dernière étape 
de maillage adaptatif et le nombre d’enrichissements cumulé c’est-à-dire la somme des 
enrichissements à chaque étape de maillage adaptatif pour les comparer à ceux obtenus avec la 
stratégie RPGD_S2. 

 

 
Nombre 

d’enrichissements 
Nombre de points du 

maillage final 
Nombre d’étapes 

RPGD_S1 52 (cumulé) – 2 (final) 365 26 
RPGD_S21 33 429 33 
RPGD_S22 39 354 32 

 

 

 

Pour ces stratégies de couplage, le nombre de points du maillage final est assez semblable. On constate 
que la stratégie RPGD_S2 est plus efficace en terme de nombre total d’enrichissements. Elle est donc 
a priori moins coûteuse en temps de calcul. Néanmoins, le gain n’est pas remarquable pour cette 
source de chaleur en comparaison des autres sources comme nous le verrons. Ceci est lié au fait que la 
solution est obtenue avec deux modes à chaque étape de maillage adaptatif pour la stratégie 
RPGD_S1.  

De ce fait, le nombre de modes sur le maillage final est beaucoup moins élevé dans le cas de la 
stratégie 1 que la stratégie 2 (16 à 19 fois moins).  

Les résultats pour cette source de chaleur mènent à penser que la stratégie RPGD_S1 est plus 
performante d’autant plus que peu de modes sont nécessaires pour capter précisément la solution. La 
variante 1 mode de la stratégie RPGD_S2 nécessite moins de modes que la variante 2 mais le nombre 
de points et le nombre d’étapes de maillage adaptatif sont augmentés. 

TAB. B.II-6 Comparaison des résultats des deux stratégies de maillage adaptatif 
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B.II.3.2  Source de type échelon 

Les simulations avec la deuxième source de chaleur sont effectuées avec le maillage temporel 
initial de la source (maillage irrégulier comprenant 3 points [0, 2, 100]). La valeur du seuil de résidu 
RV  est choisie égale à 0.1.  

 

a) Résultats dans le cas RPGD_S1  

Pour cette source, les résultats obtenus avec la méthode RPGD_S1 sont discutés en fonction 
du taux de réduction RVε  (Eq. (B.I-46)). Rappelons que ce taux de réduction fixe le nombre de modes 
PGD à chaque étape de maillage adaptatif. 

 

 Revenons tout d’abord à la remarque que nous avons abordé dans la partie B.I.2.3 concernant 
l’influence du taux de réduction sur le nombre de modes obtenus à chaque maillage dans la stratégie 1.  

Lors d’un procédé de maillage adaptatif, le résidu RVest supposé décroître.  Pourtant, nous avons 
constaté que cela n’est pas toujours vrai. Ceci est lié au fait que moins de modes peuvent être obtenus 
notamment lorsque le maillage est plus fin, ceci entraînant, dans certains cas, une augmentation du 
résidu RV . 

Afin d’analyser ce phénomène, le TAB. B.II-7  montre l’évolution du résidu RV  et du taux de 

réduction du résidu correspondant i
RVτ  (cf. (B.I-46)) en fonction du nombre de modes obtenus pour 

les deux maillages consécutifs  7=tn  et 8=tn  dans le cas RPGD_S1. On voit qu’avec un seuil 

%95=RVε , 6 modes sont obtenus sur le maillage 7=tn . La valeur du résidu final est RV=2.7824. 

Toutefois, avec ce critère d’arrêt ( %95=RVε ), seuls 2 modes sont nécessaires pour le maillage 8=tn  
menant à un résidu RV=6.6289, plus important par rapport à celui obtenu sur le maillage plus grossier 

7=tn . 

7=tn  8=tn  Modes i  
 RV  i

RVτ  (%) RV  i
RVτ  (%) 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

  153.9490 
   21.8904 
    7.3089 
    6.7250 
    3.7077 
    3.2675 
    2.7824 
    2.7668 

 
14.22 
33.39 
92.01 
55.13 
88.13 
85.15 
99.44 

  153.4366 
   21.6312 
    6.6289 
    6.2977 

 
14.10 
30.65 
95.01 

 

 

Le critère d’arrêt PGD lié au taux de réduction %95=RVε  ne garantit donc pas la décroissance du 

résidu RV , qui lui signifie l’amélioration de la solution au cours du procédé de maillage adaptatif.  

 

Nous proposons donc d’imposer un critère de décroissance de RV  pour le procédé de maillage 
adaptatif avec la RPGD_S1, c’est-à-dire le RV  obtenu sur le nouveau maillage doit être inférieur à 
celui obtenu sur le maillage précédent.  

En imposant cette condition, on obtient bien une décroissance de RV  à chaque étape du 
procédé de maillage adaptatif comme illustré FIG. B.II-6  à gauche. Le seuil RV  pour l’arrêt du 

TAB. B.II-7 
 

Evolution du RV  et i
RVτ  en fonction du nombre de modes obtenus avec les deux 

maillages consécutifs  7=tn  et 8=tn  dans le cas RPGD_S1 
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procédé de maillage adaptatif est obtenu après 20 étapes d’adaptation. Le maillage final contient au 
total 170 points. Sur ce maillage, la température est décrite avec 13 modes. Son amplitude est 
maximale au point (x,y) = (0,0) pour lequel l’évolution de la température en fonction du temps est 
représentée FIG. B.II-6  (à droite).  
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FIG. B.II-6 Evolution du résidu RV en fonction des étapes de maillage adaptatif (gauche) et 
évolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le 
cas RPGD_S1 

 

On voit que le maillage final présente beaucoup de points dans la zone stationnaire 
( [ ]10020;∈t ). Or ce n’est pas l’objectif de la technique de maillage adaptatif. Ceci s’explique par le 

fait que, sur un maillage fixé, suivant la qualité de la solution PGD requise (valeur du seuil PGD RVε ), 
la valeur de l’estimateur RL dans la zone stationnaire peut être importante. Ainsi, lors du procédé de 
maillage adaptatif, les points sont ajoutés dans cette zone afin de rectifier l’erreur de la solution PGD 
(liée au faible nombre de modes choisi).  

Pour illustrer ce point, la distribution de l’estimateur RL obtenue respectivement avec 2 modes, 6 
modes, 20 modes, 40 modes et 60 modes sur un même maillage de 10 points (maillage obtenu à 
l’étape numéro 6 de maillage adaptatif) est reportée FIG. B.II-7 .  
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FIG. B.II-7 Distribution de l’estimateurRLen fonction du nombre de modes sur un maillage fixé 
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La distribution du résidu local dépend du nombre de modes, notamment dans le régime stationnaire 
( 20>t s). Si l’on s’arrête avec 2 modes ou 6 modes, la valeur du RL dans la zone stationnaire est très 
élevée par rapport au cas avec plus de modes. Le maillage est donc raffiné dans cette zone et cela se 
traduit par un maillage final très dense dans la zone stationnaire comme c’est le cas FIG. B.II-6  (à 
droite). 

Cela met en évidence le fait que le procédé de maillage permet non seulement de raffiner le maillage 
pour appréhender la zone transitoire mais aussi pour rectifier l’erreur liée au faible nombre de modes 
de la solution PGD.  

 

b) Résultats dans le cas RPGD_S2 

La FIG. B.II-8  (respectivement FIG. B.II-9 ) montre l’évolution du résidu RV  en fonction des 
étapes de maillage adaptatif (à gauche) et l’évolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction 
du temps (à droite) dans le cas RPGD_S21 (respectivement RPGD_S22).  
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FIG. B.II-8 Evolution du résidu RV  en fonction des étapes de maillage adaptatif (gauche) et 
évolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le 
cas RPGD_S21 
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FIG. B.II-9 Evolution du réside RV  en fonction des étapes de maillage adaptatif (gauche) et 
évolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le 
cas RPGD_S22 
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On constate que le résidu RV diminue avec les étapes de maillage adaptatif. Moins d’étapes de 
maillage adaptatif sont nécessaires avec cette stratégie en comparaison de la première stratégie et 
moins d’étapes pour la variante plusieurs modes en comparaison de 1 mode comme récapitulé TAB. 
B.II-8 . Comme dans le cas RPGD_S1, beaucoup de points subsistent dans la zone stationnaire. 

 

Pour cette source de chaleur (en comparaison de la précédente TAB. B.II-6 ), le nombre 
d’enrichissements est beaucoup plus faible avec la stratégie 2 par rapport à la stratégie 1 (5 fois à 6.5 
fois moins). Ceci est dû au fait qu’avec cette source, plusieurs modes sont nécessaires pour capter la 
solution sur chaque maillage avec la stratégie 1. La deuxième stratégie semble donc être plus 
avantageuse dans le sens où elle limite le nombre total d’enrichissements. 

 

 Nombre 
d’enrichissements 

Nombre de points du 
maillage final 

Nombre d’étapes 

RPGD_S1 174 (cumulé) – 13 (final) 170 20 
RPGD_S21 26 768 26 
RPGD_S22 33 403 24 
 

 

 

Néanmoins, la deuxième stratégie nécessite un maillage beaucoup plus dense par rapport à la stratégie 
RPGD_S1, et d’autant plus avec la variante 1 (4.5 fois plus). Ceci est liée au fait que lorsque la 
stratégie RPGD_S2 est utilisée, la technique de maillage adaptatif raffine le maillage aussi pour 
corriger l’erreur liée aux modes interpolés (Etape 9 - TAB. B.II-2 ), d’autant plus lorsque la solution 
est cherchée avec un seul mode et si le maillage initial donne une solution beaucoup trop éloignée de 
la solution recherchée. Dans ce cas, il n’est donc pas avantageux de garder les modes. Nous 
discuterons ce point dans la partie suivante de discussion (B.II.4.2). 

 

 

 

 

B.II.3.3  Source de type  impulsionnelle 

 

Pour cette troisième source de chaleur, le maillage temporel initial est celui de la source 
(maillage irrégulier de 9 points). La valeur seuil du résidu RV  est choisie égale à 0.1.  

 

a) Résultats dans le cas RPGD_S1 

 

Comme pour la source de chaleur de type échelon, une contrainte de décroissance du résidu 
RV  est appliquée. La solution est obtenue après 20 étapes de maillage adaptatif et le maillage final 
présente 166  points. La FIG. B.II-10  (à gauche) illustre la convergence du procédé. 

 

La FIG. B.II-10  (à droite) montre l’évolution de la température au point (x,y)=(0,0) en espace en 
fonction du temps. La solution est obtenue sur le maillage final avec 8 modes. On voit que les points 
sont ajoutés principalement dans les zones transitoires pour capter les fortes variations localisées. La 
zone stationnaire présente cette fois-ci que très peu de points (6 points).  

TAB. B.II-8 Comparaison des résultats pour les deux stratégies de maillage adaptatif 
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FIG. B.II-10 Evolution du résidu RV  en fonction des étapes de maillage adaptatif (gauche) et 
évolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans 
le cas RPGD_S1 

 

 

b) Résultats dans le cas RPGD_S2 

Regardons maintenant les résultats obtenus pour la deuxième stratégie RPGD_S2. FIG. 
B.II-11  et FIG. B.II-12  sont reportés les résultats obtenus avec la stratégie RPGD_S21 et la stratégie 
RPGD_S22 respectivement. Le nombre d’étapes de maillage adaptatif est de 23 pour la RPGD_S21 et 
25 pour la RPGD_S22. Notons que dans tous les cas, les zones transitoires sont bien captées.  

Un grand nombre de points dans la zone stationnaire (t>20s) est obtenue principalement dans le cas 
RPGD_S22. Ceci est lié au fait que le maillage initial contient seulement 9 points et que la solution 
obtenue sur ce maillage est beaucoup trop éloignée de la solution recherchée et donc il n’est pas 
intéressant de conserver les modes comme nous le verrons après. Notons que le nombre de points dans 
la zone stationnaire est plus important dans  le cas où plusieurs modes sont conservés au lieu d’un seul 
à chaque étape de maillage adaptatif. 
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FIG. B.II-11 Evolution du résidu RV  en fonction des étapes de maillage adaptatif (gauche) et 
évolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le 
cas RPGD_S21 
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FIG. B.II-12 Evolution du résidu RV  en fonction des étapes de maillage adaptatif (gauche) et 
évolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le 
cas RPGD_S22 

 

Les résultats obtenus pour les différentes stratégies sont répertoriés tableau TAB. B.II-9 . Comme dans 
le cas de la source 2, la résolution PGD sur chaque maillage avec la RPGD_S1 nécessite plusieurs 
modes. Ainsi, le nombre total d’enrichissements obtenu avec la RPGD_S2 est beaucoup plus faible par 
rapport à la première stratégie.  

Néanmoins, le nombre d’enrichissements sur le maillage final dans le cas RPGD_S1 est seulement de 
8 au lieu de 23 et 42 dans le cas RPGD_S2. Le nombre de points du maillage final dans le cas 
RPGD_S2 est plus important vis-à-vis à la RPGD_S1. Afin de mieux comprendre pourquoi le résultat 
obtenu par la RPGD_S22 est aussi éloigné de celui de RPGD_S1, nous allons regarder en détail les 
étapes du procédé de maillage adaptatif pour ces deux stratégies dans la partie qui suit. 

 

 
Nombre 

d’enrichissements 
Nombre de points du 

maillage final 
Nombre d’étapes 

RPGD_S1 103 (cumulé) – 8 (final) 166 20 
RPGD_S21 23 285 23 
RPGD_S22 42 494 25 

 

 

 

 

 

B.II.4   Discussion 
 

Dans cette partie, nous regardons plus en détail les paramètres influençant le résultat du 
procédé de maillage adaptatif, qui semblent avoir une influence suite à l’analyse des résultats sur les 
différentes sources.  

Tout d’abord, les résultats obtenus lors des étapes de maillage adaptatif entre RPGD_S1 et RPGD_S22 
sont détaillés. Ensuite, l’influence du maillage initial est étudiée. Enfin, l’influence de l’interpolation 
des anciens modes dans le cas RPGD_S2 et celle du temps caractéristique dans le cas RPGD_S1 sont 
discutées. La source de type impulsionnelle est utilisée pour illustrer cette partie de discussion. 

TAB. B.II-9 Comparaison des résultats de deux stratégies de maillage adaptatif 



CHAPITRE B – PGD POUR UN PROBLEME TRANSITOIRE LINEAIRE 

 
 

88 

B.II.4.1  Comparaison des deux stratégies en terme d’évolution du maillage  

 

Revenons au cas test présenté précédemment B.II.3.3. Afin d’expliquer les différences 
obtenues entre les deux stratégies RPGD_S1 et la stratégie RPGD_S2 en terme de maillage et de 
nombre de modes, l’évolution de la température au point );( 00 == yx  et du résidu local RL en 
fonction du temps lors des étapes de maillage adaptatif sont données TAB. B.II-10  (à gauche pour 
RPGD_S1 et à droite pour RPGD_S22). Par souci de clarté, seulement les étapes numéro 0 ; 1 ; 6 ; 8 ; 
9 et l’étape finale sont représentées. 

 

A l’étape 0, la valeur du résidu local RL est très élevée pour 10>t s même si la solution finale 
présente une zone stationnaire pour 20>t s (cf. la solution finale FIG. B.II-10  – à droite). Ceci est lié 
au fait que le maillage initial très grossier dans cette zone ne permet pas de décrire correctement la 
solution.  

De l’étape 1 à l’étape 6, le procédé de maillage adaptatif ajoute donc des points dans cette zone. Plus 
précisément, à l’étape 1, un point est ajouté à 55=t  qui permet de réduire fortement le résidu dans la 
zone [ ]10055;∈t .  

A l’étape 6, pour les deux stratégies, le régime stationnaire [ ]10020;∈t  est mieux capté et la valeur 
du résidu est maintenant plus élevée dans la zone transitoire comparée à celle dans la zone 
stationnaire. Notons néanmoins qu’à cette étape, la valeur des résidus locaux dans la zone stationnaire 
est beaucoup plus importante dans le cas RPGD_S22. Ceci est lié au fait que, dans le cas de la 
stratégie RPGD_S22, on garde les modes obtenus à chaque étape de maillage adaptatif. Comme les 
modes obtenus sur le maillage initial ne permettent pas de bien prédire la solution (cf. représentation 
de la solution à l’étape 0), l’erreur générée par ces modes est donc toujours présente et le procédé de 
maillage adaptatif doit la corriger. En ce qui concerne la RPGD_S1, les modes sont mis à jour sur les 
nouveaux maillages, ce qui permet d’éviter l’erreur persistante due au maillage initial. Dans le cas de 
la RPGD_S1, à partir de cette étape, on constate que les valeurs importantes du résidu local 
correspondent aux zones de fortes variations localisées et donc des points sont ajoutés sur cette zone.  

 

Dans le cas de la méthode RPGD_S1, dans les étapes suivantes (à partir de l’étape 8), des points sont 
ajoutés uniquement dans les zones transitoires ( 20<t ) puisque les résidus s’annulent dans la zone 
stationnaire. En revanche, dans le cas RPGD_S22, les points sont ajoutés à la fois dans les zones 
transitoires et les zones stationnaires. Par exemple, à l’étape 8 on voit que la valeur du résidu est plus 
élevée dans la zone stationnaire. Ainsi, à l’étape 9, un point est ajouté à 577.=t s, point qui est bien 
situé dans cette zone.  

Cela se traduit, à l’étape finale, par un maillage final beaucoup plus dense dans la zone stationnaire. 
Cela explique donc le nombre de points beaucoup plus élevé dans le cas RPGD_S22 par rapport au cas 
RPGD_S1 qui avait été souligné. 

 

L’analyse de ces résultats met en évidence l’importance des premiers modes et par suite du 
maillage initial pour la deuxième stratégie où les modes sont conservés au cours des étapes de 
maillage adaptatif. Nous allons donc maintenant discuter l’influence du maillage initial. 
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RPGD_S1 RPGD_S22 
Etape 0 (maillage initial) – nt  = 9 points Etape 0 (maillage initial) – nt = 9 points 
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Etape 1 – nt = 10 points Etape 1 – nt = 10 points 
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Etape 6 – nt = 18 points Etape 6 – nt = 18 points 
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RPGD_S1 RPGD_S22 
Etape 8 – nt = 25 points Etape 8 – nt = 25 points 
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Etape 9 – nt = 34 points Etape 9 – nt = 31 points 
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Etape 19 (maillage final) – nt = 166 points Etape 24 (maillage final) – nt = 494 points 
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TAB. B.II-10 Etapes du procédé de maillage adaptatif dans le cas RPGD_S1 (gauche) et 
RPGD_S22 (droite) 
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B.II.4.2  Influence du maillage initial 

 

Afin d’étudier l’influence du maillage initial sur la stratégie de couplage, nous considérons 
trois maillages temporels différents : un maillage irrégulier de la source 9=tn  et deux maillages 

réguliers 101=tn  et 10001=tn  points.  
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FIG. B.II-13 Evolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction  du temps pour trois 

maillages temporels différents 
 

La FIG. B.II-13  montre l’évolution de la température en un point de l’espace en fonction du temps 
pour ces 3 maillages (aucune technique de maillage adaptatif n’est utilisée). La solution avec le 
maillage 10001=tn  est considérée comme étant la solution de référence. La solution obtenue avec 

101=tn  est beaucoup plus précise que celle pour 9=tn , principalement dans la zone stationnaire. 
On peut donc penser que si on démarre la RPGD_S2 avec un maillage initial de 9 points, l’erreur 
commise par la projection des anciens modes peut être prépondérante par rapport à celle liée à la 
mauvaise description des zones transitoires. Et par suite, les résultats obtenus avec la RPGD_S2 sont 
donc moins avantageux que ceux avec la RPGD_S1. 

 

Afin de conforter cette idée, la technique de maillage adaptatif est testée pour des maillages 
initiaux beaucoup plus denses (101 et 201 points). Les autres paramètres des simulations sont les 
mêmes que précédemment.   

 Le TAB. B.II-11  montre les résultats obtenus avec un maillage initial régulier de 101 points. 
Ils sont comparés à ceux obtenus le TAB. B.II-9  qui correspond au maillage initial grossier de 9 
points. Pour les trois stratégies, le nombre d’étapes de maillage adaptatif est réduit et par suite le 
nombre d’enrichissement est plus faible. Comme attendu, le nombre total d’enrichissements de la 
RPGD_S2 est beaucoup plus faible que celui de la RPGD_S1. Notons que le nombre de points du 
maillage final est plus proche dans ce cas pour les deux stratégies. Le maillage final dans le cas 
RPGD_S22 présente moins de points par rapport au cas RPGD_S1 et moins d’étapes de maillage 
adaptatif. La stratégie RPGD_S22 est nettement avantageuse dans le cas où le maillage initial est 
suffisamment fin.  

Pour ce maillage de 101 points, le maillage initial contient des points dans la zone stationnaire (80 
points pour 20>t ). Sur le maillage final, le nombre de points est donc plus élevé pour la stratégie 
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RPGD_S1 malgré une baisse du nombre d’étapes de maillage adaptatif en comparaison au cas avec un 
maillage initial de 9 points (la différence étant d’ailleurs de l’ordre de 80 points).  

 
 Nombre 

d’enrichissements 
Nombre de points du 

maillage final 
Nombre d’étapes 

RPGD_S1 95 (cumulé)  - 8 (final) 239 15 
RPGD_S21  17 299 17 
RPGD_S22 23 235 13 

 

 
 
Les résultats obtenus avec un maillage initial encore plus fin (201 points) sont reportés TAB. B.II-12 . 
Les résultats de la RPGD_S2 sont encore plus avantageux. Le nombre de modes sur le maillage final 
s’approche de celui de la RPGD_S1 (8 modes). 

Pour les deux stratégies, comme nous l’avons précisé, le nombre de points final est plus élevé à cause 
du maillage initial qui présente des points dans la zone stationnaire. 
 
 Nombre 

d’enrichissements 
Nombre de points du 

maillage final 
Nombre d’étapes 

RPGD_S1 75 (cumulé) – 8 (final) 322 11 
RPGD_S21  13 370 13 
RPGD_S22 19 330 11 

 

 
 

En conclusion, le choix de la stratégie de couplage PGD/technique de maillage adaptatif 
dépend du maillage initial : 

- Si la solution sur le maillage initial est proche de la solution finale, il est intéressant de 
conserver les modes PGD à chaque étape de maillage adaptatif car cela permet de réduire le 
nombre total d’enrichissements et par suite le temps de calcul.   

 
- Si le maillage initial est grossier, conserver les modes PGD obtenus pénalise le calcul puisque 

des points sont ajoutés pour pallier la mauvaise prédiction de la solution. Dans ce cas la 
stratégie RPGD_S1 est donc plus intéressante même si elle consiste à recalculer la solution 
PGD entièrement à chaque étape de maillage adaptatif. 

 
 
Cependant, il n’est pas toujours évident (notamment comme nous le verrons dans les cas couplés) de 
choisir un maillage initial qui donne une solution suffisamment précise. De plus, commencer par un 
maillage initial dense peut mener à un maillage trop fin dans la zone transitoire ce qui n’est pas 
optimal en terme de stockage de données. Il nous parait donc assez naturel de débuter avec un 
maillage initial qui permette de prédire correctement la source. 
 
 
Une stratégie ″optimale″ consisterait en un mélange des stratégies 1 et 2 et serait : 

- débuter avec un maillage initial de la source, 

- démarrer avec la première stratégie RPGD_S1 et, 

- à partir d’une certaine valeur du résidu, continuer avec la deuxième stratégie.  

TAB. B.II-11 Comparaison des résultats pour les deux stratégies – maillage initial régulier de 101 
points 

TAB. B.II-12 Comparaison des résultats pour les deux stratégies – maillage initial régulier de 201 
points 
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Les résultats obtenus avec cette stratégie sont présentés ci-après TAB. B.II-13 . Considérons le 
maillage initial de 9 points de la source. La simulation démarre avec la stratégie RPGD_S1 jusqu’à  
l’étape 6 de maillage adaptatif. A cette étape, le maillage obtenu est de 18 points (FIG. B.II-14 ). 
Ensuite, la stratégie RPGD_S22 est utilisée jusqu’à atteindre un résidu RV  inférieur à 0.1. Cette 
nouvelle stratégie est  notée RPGD_S3. 

 
Etape de maillage 

adaptatif 
Nombre de points 

temporels 
Nombre de 

modes 
Résidu à la fin de chaque 

étape de maillage 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

9 
10 
11 
12 
13 
14 
18 

3 
1 
1 
2 
3 
3 
4 

33.1621 
23.9242 
12.9717 
6.5195 
3.4482 
2.6286 
1.9374 

7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

21 
24 
31 
34 
39 
48 
63 
76 
101 
108 
128 
148 
166 

1 
2 
2 
1 
1 
1 
1 
1 
2 
2 
1 
2 
2 

1.5040 
1.1446 
0.8001 
0.7040 
0.6477 
0.5322 
0.4016 
0.3203 
0.2319 
0.1909 
0.1547 
0.1136 
0.0957 

 

 
 
 
 
La solution est obtenue avec 23 modes au bout de 20 étapes de maillage adaptatif et un maillage de 
166 points. Par rapport à la stratégie RPGD_S1, le nombre total d’enrichissements est fortement réduit 
(33 au lieu de 103) pour un même nombre de points pour maillage final. Par rapport à la stratégie 
RPGD_S2, le maillage final présente beaucoup moins de points pour une même précision sur la 
solution. 
 
 
La FIG. B.II-14  montre la solution obtenue à l’étape 6 sur le maillage de 18 points avant de changer 
de stratégie de couplage. Cette solution est relativement proche de la solution finale. C’est la raison 
pour laquelle le passage à la stratégie RPGD_S2 s’est avéré bénéfique. Néanmoins, une étude plus 
poussée devra être menée afin de déterminer le critère optimal pour déterminer l’étape où l’on peut 
changer de stratégie. Cette stratégie n’est plus évoquée dans la suite de la thèse mais elle constitue une 
piste pour optimiser ce couplage.  
 
 

 

TAB. B.II-13 Résultats avec la RPGD_S3 (RPGD_S1+RPGD_S22) pour un maillage initial 
grossier de 9 points 
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FIG. B.II-14 Evolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps à l’étape 6 et à 

l’étape finale de maillage adaptatif 
 
 

 

B.II.4.3  Influence du choix de l’interpolation dans le cas RPGD_S2 

Rappelons que pour la stratégie RPGD_S2, afin de continuer le calcul sur une nouvelle étape 
de maillage adaptatif, les anciens modes sont projetés sur le nouveau maillage à l’aide d’une 
interpolation linéaire (cf. Etape 9 algorithme de résolution TAB. B.II-2 ).   

Lors de cette étape, les nouveaux modes construits à partir des modes interpolés peuvent présenter des 
fluctuations. La FIG. B.II-15  montre les quatre premiers modes temporels obtenus sur le maillage 
final dans le cas de test précédent avec la stratégie RPGD_S21 (cf. partie B.II.3.3b). 
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FIG. B.II-15 Quatre premiers modes temporels obtenus dans le cas RPGD_S21 avec interpolation 
linéaire 
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Notons que tous les modes présentent des discontinuités car ils sont interpolés linéairement. Ainsi, la 

forme du mode 1H  sur le maillage final est la même que celle sur le maillage initial de 11 points. 

Pour les autres modes iH  ( 42 ≤≤ i ) leur forme est celle sur le maillage où ils ont été générés.  

Les coefficients de ces 4 premiers modes sont, sur le maillage final, [ ]56.82 , 67.55 , 60.78 , 42.89=α . 
Contrairement au cas sans maillage ou au cas RPGD_S1, le premier mode n’est pas prépondérant (cf. 
partie B.I.2.3). Cela montre que les coefficients sont recherchés de manière à mieux représenter la 
solution finale avec les fonctions de base obtenues grâce à la mise à jour des coefficients pour tous les 
modes (cf. Etape 10 et l’étape de projection dans l’étape 12 - algorithme de résolution TAB. B.II-2 ). 

 

Regardons maintenant comment ces fluctuations sur les modes influencent la solution PGD finale (23 
modes). La FIG. B.II-16  montre la solution finale obtenue avec les deux stratégies RPGD_S21 et 
RPGD_S1 en fonction du temps pour un point particulier en espace. Pour ce point, on voit que la 
solution obtenue avec la RPGD_S21 est un peu bruitée dans certaines zones temporelles.   
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FIG. B.II-16 Evolution de la température au point (x,y)=(-2.82,-2.82) en fonction du temps 

obtenue par la RPGD_S21 et RPGD_S1 
 

 

Les fluctuations sont dues au fait qu’à chaque ajout d’un nouveau mode et à chaque nouveau 
maillage, une partie du second terme est interpolée à partir d’un maillage plus grossier. Par exemple, 
plaçons nous à l’itération 1+k . Afin de chercher le nouveau mode temporel P , on est amené à 
résoudre l’équation linéaire suivante (Eq. (B.I-35)) : 

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
�
�

�

�

�
�

�

�
⊗⊗−⊗⊗=

�
�
�

�
�
�
�

�
⊗⊗

���

�

= ==

=

3

1 11

3

1

i

k

j

ji
t

ji
y

Tji
x

Ti
n

i

i
t

i
y

Ti
x

Ti

i

i
t

i
y

Ti
x

Ti

AAAab

AAAa

f

HGSFR��S�R

PSSRR

    

 

Le terme ( )j
tA H3 , au second membre, est lié à la dérivée temporelle des modes obtenues 

précédemment 
t

H j

∂
∂

( kj ≤≤1 ). Comme ces modes jH  sont interpolés linéairement à partir des 
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maillages plus grossiers que celui considéré à cette nouvelle itération, la valeur des dérivées 
t

H j

∂
∂

 

( kj ≤≤1 ) peut présenter des sauts importants.  

Nous reviendrons plus en détail sur ces fluctuations dans le chapitre D qui concerne la résolution 
PGD des problèmes multiphysiques. Dans ce cas, nous verrons que les couplages nécessitent un 
transfert de données d’un maillage sur un autre lorsque les physiques sont définies sur des maillages 
qui leur sont propres. Une méthode pour lisser la solution en utilisant l’interpolation cubique Spline 
[Knott 2000] est proposée. La FIG. B.II-17  montre les 4 premiers modes (à gauche) et la solution en 
un point de l’espace (à droite) lorsque l’interpolation cubique Spline est utilisée pour l’exemple cité 
précédemment. Contrairement au cas avec l’interpolation linéaire les modes sont plus réguliers et la 
solution plus lisse. 
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FIG. B.II-17 Quatre premiers modes temporels obtenus dans le cas RPGD_S21 (gauche). 
Evolution de la température au point (x,y)=(-2.82,-2.82) en fonction du temps 
obtenue par la RPGD_S21 et RPGD_S1 (droite) avec une interpolation cubique 
Spline 

 

 

B.II.4.4  Influence des temps caractéristiques 

Nous allons maintenant évaluer l’influence des temps caractéristiques sur la technique de 
maillage adaptatif en se limite à l’étude de la stratégie RPGD_S1 pour les deux jeux de paramètres 
suivants : (a) 5=Cρ  ; 1=Tλ  et (b) 20.=Cρ  ; 1=Tλ . Le seuil du critère d’arrêt RV  est fixé à 0.1. 
Le maillage initial est celui de la source. 

Pour le cas (a), 28 étapes de maillage adaptatif sont nécessaires pour obtenir la solution. Cela mène au 
calcul de 204 enrichissements au total. Le maillage final contient 428 points. Pour le cas (b), 
seulement 18 étapes de maillage adaptatif sont nécessaires menant à un total de 72 enrichissements. Le 
maillage final contient uniquement 98 points. 

 

La FIG. B.II-18  montre l’évolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps sur le 
maillage final dans ces deux cas. Modifier le temps caractéristique modifie les zones transitoires. 

Comme nous l’avons déjà souligné, avec une valeur de TC λρ /  plus importante (à gauche), c’est cette 
valeur qui gouverne la réponse transitoire du système. Dans ce cas, la température évolue donc plus 
lentement et la zone transitoire est plus large. Au contraire, avec une valeur de TC λρ /  plus faible, 
c’est la source de chaleur qui gouverne la réponse transitoire du système. L’évolution de la 
température tend donc vers la forme de la source. La zone transitoire est donc très proche de la zone 
transitoire de la source ( [ ]100 ;∈t ). 
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FIG. B.II-18 Evolution de la température au  point (x,y)=(0, 0) en fonction du temps. Cas (a) 

5=Cρ  ; 1=Tλ  (gauche)  et cas (b) 20.=Cρ  ; 1=Tλ  (droite)  

Grâce à la technique de maillage adaptatif, on constate que les zones transitoires sont bien 
captées quel que soit leur forme.  

Cette technique est donc bien adaptée pour la prédiction de notre problème. 

 

Conclusion de la section 
Dans cette section, une technique de maillage adaptatif a, tout d’abord, été mise en place pour 

résoudre des équations de la chaleur 2D. Elle s’appuie sur les fondements de la PGD, c’est-à-dire la 
décomposition de la solution en produits de fonctions à variables séparées et par suite une 
discrétisation propre à chaque variable. Un estimateur unidimensionnel simple basé sur l’estimation du 
résidu local est testé. Des points de discrétisation sont ajoutés aux endroits où les résidus locaux sont 
suffisamment élevés. Deux stratégies de couplage entre la PGD et la technique de maillage adaptatif 
sont testées. Elles se différencient par leur intrusion dans l’algorithme PGD. La première stratégie 
(notée RPGD_S1) consiste à recalculer entièrement la solution PGD après chaque étape de maillage 
adaptatif. Pour la deuxième (notée RPGD_S2), les modes obtenus sur les anciens maillages sont 
conservés et sont réutilisés pour enrichir les nouveaux modes sur chaque nouveau maillage. Ces deux 
stratégies ont été testées uniquement pour la variable temporelle et pour les trois sources considérées 
précédemment. Quelle que soit la stratégie utilisée, cette technique de maillage adaptatif permet de 
capter de manière automatique les zones transitoires. Elle est également capable de rectifier l’erreur 
due à la mauvaise solution PGD obtenue dans l’étape d’enrichissement. La deuxième stratégie 
RPGD_S2 où l’on enrichit à la fois le maillage et les fonctions de bases est particulière adaptée 
lorsque la résolution sur chaque maillage nécessite un grand nombre de modes. Dans ce cas, le nombre 
total d’enrichissements a fortement diminué.  

Ensuite, nous avons vu que le choix du maillage initial  influence fortement les résultats. Si la 
solution sur le maillage initial est proche de la solution finale, les modes PGD obtenus peuvent être 
conservés et réutilisés pour enrichir les nouveaux modes. Dans ce cas, l’utilisation de la deuxième 
stratégie permet de réduire le nombre total d’enrichissements tout en générant un maillage avec un 
même nombre de points. Si le maillage initial est grossier, les modes PGD obtenus sur ce maillage 
sont trop éloignés de la solution recherchés et donc la stratégie RPGD_S1 s’avère plus avantageuse. 
Une stratégie couplant RPGD_S1 et RPGD_S2 a été testée et semble être intéressante car elle permet 
de réduire le nombre d’étapes de maillage adaptatif ainsi que le nombre de points du maillage final.  

Cette technique de maillage adaptatif nous a également permis de capter les réponses transitoires du 
problème lorsque le temps caractéristique est modifié. 
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Conclusion du chapitre 
 

Dans la première partie de ce chapitre, la PGD a été utilisée pour la résolution de l’équation de 
la chaleur 2D. La résolution PGD de l’équation de la chaleur a été détaillée et un schéma consistant 
pour des discrétisations irrégulières a été proposé. Afin d’analyser le comportement de cette méthode, 
des simulations pour trois sources de chaleur différentes et des temps caractéristiques différents ont été 
menées. L’implémentation numérique a été validée par comparaison à une solution analytique pour la 
source bimodale et des solutions Eléments Finis AbaqusTM pour les sources de type échelon et de type 
impulsionnelle. La solution PGD a permis de prédire la solution pour ces différents paramètres et donc 
des transitoires fortement différents. Néanmoins, l’utilisation dans cette première partie d’un maillage 
régulier nécessite de considérer un nombre important de points pour atteindre une certaine précision 
sur la solution.  

 

Dans la deuxième partie, il nous est donc apparu comme nécessaire de coupler à la PGD une 
technique de maillage adaptatif, afin d’atteindre une certaine précision sur la prédiction de la solution 
avec un nombre limité de points. L’objectif principal est ici de capter automatiquement, en partant 
d’un maillage grossier, les zones transitoires de la solution, ces dernières pouvant être gouvernées par 
le temps caractéristique ou encore les transitoires liés à la source.  

La technique de maillage adaptatif s’appuie sur un estimateur unidimensionnel simple qui est basé sur 
le résidu local. Rappelons que, dans cette thèse, ce n’est pas la technique de maillage adaptatif qui est 
discutée mais la stratégie de couplage technique de maillage adaptatif / méthode PGD. 

Deux stratégies de couplage entre la PGD et la technique de maillage adaptatif sont testées. La 
première stratégie (notée RPGD_S1) consiste à recalculer entièrement la solution PGD à partir de la 
solution nulle à chaque maillage alors que la deuxième (notée RPGD_S2) consiste à réutiliser les 
anciens modes PGD. Appliquées aux trois sources de chaleur présentées dans la première partie, nous 
avons constaté qu’avec la technique de maillage adaptatif les réponses transitoires du problème sont 
bien captées. La technique de maillage adaptatif permet aussi de rectifier une partie de l’erreur due à la 
solution PGD  obtenue dans l’étape d’enrichissement. 

La première stratégie RPGD_S1 est plus performante dans la mesure où peu de modes sont 
nécessaires sur le maillage final pour décrire précisément la solution. De plus, il n’y a pas 
d’interpolation des anciens modes et donc pas de fluctuations sur les modes. Cependant, la stratégie 
RPGD_S2, pour laquelle un nombre plus important de modes est nécessaire pour décrire la solution 
finale, permet de réduire fortement le nombre d’enrichissements cumulé au cours de l’ensemble du 
procédé de maillage adaptatif. 

 

Comme nous l’avons signalé, dans le cas de l’équation de la chaleur 2D, la réponse transitoire 
est gouvernée soit par le temps caractéristique soit  par la source. Il peut donc paraître aisée de choisir 
le maillage approprié comme nous l’avons précisé. Néanmoins, l’objectif principal de cette thèse est 
de quantifier l’apport de la méthode PGD dans le cas de problèmes multiphysiques couplés. Dans ce 
cas, la technique de maillage adaptatif prend tout son sens puisque les zones transitoires, pouvant être 
liées aux termes de couplage, ne sont pas connus a priori et une technique de maillage adaptatif 
couplée à la PGD peut s’avérer nécessaire. De plus, certains termes de couplage peuvent faire 
apparaître des non linéarités qui doivent être résolues avec la PGD. Nous allons commencer par 
aborder ce point dans le prochain chapitre en testant le couplage entre la MAN et la PGD pour une non 
linéarité dans le terme source de chaleur. L’application de la technique de maillage adaptatif sera 
ensuite abordée dans le chapitre D.  
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Chapitre C 
 

Couplage MAN – PGD pour la résolution d’un problème 
transitoire non linéaire 
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L’objectif de ce chapitre est de compléter les développements précédents en se donnant la 
possibilité de résoudre des problèmes non linéaires transitoires. L’idée est de coupler la PGD et la 
Méthode Asymptotique Numérique (MAN). Dans le contexte de la PGD, la résolution de problèmes 
non linéaires transitoires a été étudiée en utilisant des stratégies de linéarisation [Ammar 2010a, 
Pruliere 2010a]. Toutefois, comme nous allons le montrer dans la suite, cette approche présente 
certains inconvénients. Nous proposons donc une approche alternative basée sur la MAN.  

La MAN [Cochelin 2007] est largement utilisée pour résoudre un grand nombre de problèmes 
non linéaires et en particulier dans le cadre de la mécanique des structures des problèmes d’instabilité 
comme notamment le flambage [Azrar 1993, Cochelin 1994, 2007]. Dans le contexte des méthodes de 
réduction de modèle, on peut citer des travaux couplant la MAN et la POD pour la résolution de 
problèmes non linéaires [Yvonnet 2007, Niroomandi 2010]. 

L’idée de la MAN est de chercher la solution sous la forme d’une série entière de manière 
récurrente. L’introduction du développement en série entière mène à la résolution d’un grand nombre 
de problèmes linéaires. Le couplage entre la MAN et la PGD consiste à utiliser la PGD pour résoudre 
ces problèmes linéaires. La récurrence est liée au fait que la résolution de la MAN pour un ordre 
donné fait intervenir les solutions aux ordres précédents. 

L’objet de ce travail est de montrer que le couplage MAN-PGD est possible pour une certaine 
famille de problèmes non linéaires. Ce chapitre n’a pas la vocation d’être d’une portée générale mais 
d’évaluer si la MAN est capable de résoudre des non linéarités temporelles. La MAN est appliquée ici 
à l’équation de la chaleur transitoire 1D où la non linéarité intervient dans le terme source. Dans un 
premier temps, la mise en place de la méthode est détaillée puis le domaine de validité de la méthode 
est discuté. 

 

 

C.I  Résolution de l’équation de la chaleur transitoire 1D non 
linéaire 

On cherche à déterminer la fonction ( )txT ,  définie sur le domaine (l’espace 1D x  et le temps 

t )   [ ] [ ]txtx LL ;; 00 ×=Ω×Ω=Ω  telle que :  
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λρ  (C.I-1) 

 
où ρ  est la masse volumique, C  la chaleur spécifique, Tλ  la conductivité thermique, f  la source de 
la chaleur et )(Tg  est une fonction non linéaire qui dépend de la température. La non linéarité du 

problème est liée au terme )(Tg  et la somme )(Tgf +  peut être considérée comme une source de la 
chaleur non linéaire. 

Pour simplifier l’écriture, on considère des conditions aux bords et initiales nulles ainsi que des 
paramètres matériau constants (ρ , C  et Tλ  constants). 

De plus, par souci de simplicité, nous allons considérer le cas particulier de la non linéarité 

( ) 2TTg −= .  L’équation (C.I-1) s’écrit donc : 
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Dans ce qui suit, nous allons tout d’abord présenter la résolution par la PGD de ce problème non 
linéaire afin de mettre en évidence les inconvénients de ce type d’approche. Ensuite, une méthode de 
couplage MAN-PGD est proposée. 
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C.I.1  La PGD pour les problèmes transitoires non linéaires 
 

La PGD (présentée dans le chapitre B) est ici appliquée pour la résolution de l’équation 
(C.I-2). Rappelons que cette méthode consiste en une procédure itérative composée à chaque itération 
par trois étapes : l’enrichissement de la base, le calcul des coefficients et le calcul du résidu. 

A l’itération 1+k , l’étape d’enrichissement consiste à rechercher la solution ),( txT  sous la 
forme séparée suivante : 

)()()()(),( tPxRtHxFtxT
k

i

iii +=�
=1

α  (C.I-3) 

où )( xR  et )( tP  sont les nouvelles fonctions de base à déterminer. 
 
Avec un champ virtuel :  

)()()()(),( *** tPxRtPxRtxT +=  (C.I-4) 

et après la prise en compte des conditions aux bords, la formulation variationnelle de Garlerkin liée 
l’équation (C.I-2) s’écrit : 
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Cela mène à la résolution d’un système non linéaire en )( xR , )( tP . Comme nous l’avons précisé 

dans le chapitre B, afin de déterminer )( xR  et )( tP  la méthode de point fixe à directions alternées 

est utilisée pour déterminer )( xR  et )( tP  [Ammar 2007].  

 

Remarque. La méthode de point fixe mène à la résolution d’équations linéaires lorsque le problème 
est linéaire (cf. B.I.1). Cette procédure de point fixe est détaillée ici pour le problème non linéaire 
considéré : 

 

- Trouver )( xR : 

Supposons connu )( tP , ce qui implique un champ virtuel de la forme )()(),( ** tPxRtxT =  

puisque )(* tP  s’annule. Comme l’équation (C.I-5) doit être satisfaite quel que soit )(* xR , 
on obtient un système non linéaire à résoudre pour déterminer )( xR  : 

 

),,,(),,()()( PRHFPHFPPR iiii
14131211 UUUU +−=⋅  (C.I-6) 

où le terme ),,,( PRHF ii
14U  lié à la non linéarité 2T−  est non linéaire en R. 

 
 

- Trouver )( tP  

Supposons connu )( xR , ce qui implique un champ virtuel de la forme )()(),( ** tPxRtxT =  

puisque )(* xR  s’annule. On obtient donc un système non linéaire à résoudre pour déterminer 
)( tP  : 

 

),,,(),,()()( PRHFRHFRRP iiii
24232221 UUUU +−=⋅  (C.I-7) 

où le terme ),,,( PRHF ii
24U  lié à la non linéarité 2T−  est non linéaire en P . 
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Comme on pouvait s’y attendre, dans le cas d’un problème non linéaire, la méthode de point 
fixe mène à la résolution d’équations non linéaires. Pour les résoudre, deux stratégies de linéarisation 
ont été proposées par Prulière [Pruliere 2010a] et Ammar [Ammar 2010a]. Il s’agit de la stratégie de 
linéarisation incrémentale et de la stratégie de linéarisation de Newton. Elles consistent, toutes les 

deux,  en une linéarisation du terme non linéaire 2T  à l’enrichissement considéré 1+k  (terme que 

l’on notera( )21)( +kT ) : 

•  Pour la stratégie de linéarisation incrémentale, le terme ( )21)( +kT  est évalué à partir de la 
solution à l’enrichissement précédent k : 

( ) ( )
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iiikk tHxFTT )()()()( α  (C.I-8) 

 

•  Pour la stratégie de linéarisation de Newton, le terme ( )21)( +kT  est évalué en utilisant 
partiellement la solution à l’enrichissement précédent k : 

( ) ( ) ( ) )()()()( )()()()( tPxRTTtPxRTT kkkk 2
2221 +≈+=+  (C.I-9) 

 

Ainsi, avec ces deux stratégies, le système à résoudre par la méthode de point fixe (Eq. (C.I-6)) et (Eq. 
(C.I-7)) devient linéaire. Dans [Pruliere 2010a], une autre variante est proposée et consiste à écrire ce 

terme sous la forme : ( ) ( ) ( ))()()( 121 ++ ⋅≈ kkk TTT . 
 
Les auteurs montrent que les stratégies ci-dessus convergent et qu’il n’y a pas de différence importante 
en terme de nombre de modes et temps de calcul, même si la non linéarité est mieux prise en compte 
par la deuxième stratégie. 

Toutefois, par comparaison à une solution analytique, ces deux stratégies nécessitent un nombre de 
modes beaucoup plus important. Ceci s’explique par le fait que le nombre de modes est lié à la 
convergence du solveur non linéaire qui est utilisé dans l’étape de l’enrichissement. Plus le solveur 
converge lentement, plus le nombre d’étapes d’enrichissements est élevé et par suite le nombre de 
modes. 

 

Une stratégie dite optimale a été envisagée et consiste à rechercher les nouvelles bases )( xR  et  )( tP  

à la sous itération m  (notées )()( xR m  et )()( tP m ) en utilisant partiellement les fonctions obtenues à 
la  sous itération précédente )( 1−m : 
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Cette stratégie semble être plus avantageuse car elle permet d’atteindre la précision demandée avec le 
même nombre de modes que la solution exacte. Toutefois, le coût de calcul est semblable par rapport 
aux deux premières stratégies. 

De plus, avec cette approche, les opérateurs différentiels liés aux inconnues )()( xR m   et )()( tP m  
doivent être mis à jour à chaque itération. Autrement dit, on doit actualiser les composants de �  (cf. 
B.I.1.2) à chaque itération. Ceci devient coûteux si la taille du problème est importante (par exemple 
lorsque la non linéarité est plus complexe).  

Il semble donc intéressant d’avoir un nombre constant d’opérateur différentiel. C’est l’avantage de la 
Méthode Asymptotique Numérique que nous allons présenter dans la partie suivante.  
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C.I.2 La MAN pour les problèmes transitoires non linéaires 
 

Afin de résoudre le problème (Eq. (C.I-2)) avec la MAN, un paramètre réel φ  est introduit. 

Nous considérons donc un système non linéaire composé de l’inconnue T  et du paramètre φ . Trois 
systèmes qui se différencient par l’introduction du paramètre φ  peuvent être envisagés: 

 

•  Soit φ  est placé devant la source de la chaleur f : 

L’équation à résoudre devient donc: 

)(Tgf
x

T

t

T
C T +⋅=

∂
∂−

∂
∂ φλρ

2

2

 (C.I-11) 

Cette approche a pour but d’évaluer l’influence du chargement (ici la source) f  sur la réponse du 
système. Avec cette approche, nous pouvons obtenir la solution pour différentes valeurs du 
chargement. Dans la plupart des cas, c’est cette approche qui est utilisée, notamment dans le cadre de 
la mécanique des structures lors de la résolution de problèmes d’instabilité [Cochelin 2007]. 

 

•  Soit φ  est placé devant la non linéarité )(Tg  : 

L’équation à résoudre devient donc: 

)(Tgf
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t

T
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∂ φλρ

2
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 (C.I-12) 

Avec cette approche, on analyse l’influence de la non linéarité sur la réponse du système. 

 

•  Soit φ  est placé devant la source ‘totale’ )(Tgf +  : 

( ))(Tgf
x

T

t

T
C T +⋅=

∂
∂−

∂
∂ φλρ

2

2

 (C.I-13) 

Avec cette approche, on analyse l’influence de f  et )(Tg  simultanément. 

 

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons à l’influence de la non linéarité sur la réponse du 
système. Nous allons donc considérer le système (Eq. (C.I-12)) .  

L’équation à résoudre devient donc : 

( )2
2

2

Tf
x

T

t

T
C T −⋅+=

∂
∂−

∂
∂ φλρ  (C.I-14) 

où les inconnues sont la température T  et le paramètre φ . 

Le principe de la MAN est de chercher les solutions T  et φ  sous la forme de séries entières tronquées 
à un certain ordre. La MAN permet de transformer le système non linéaire en un certain nombre de 
problèmes linéaires qui disposent des mêmes opérateurs différentiels. Comme nous allons voir dans la 
suite, ils se différencient uniquement par le second terme.  

Pour déterminer la branche complète de solution (T ,φ ), la MAN consiste en trois techniques de base 
qui sont la perturbation, la discrétisation et la continuation.  

La technique de perturbation est utilisée pour transformer le problème non linéaire à résoudre en une 
suite de problèmes linéaires. Le couplage MAN-PGD consiste à résoudre ces problèmes linéaires par 
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la PGD. La technique de continuation permet de déterminer un nouveau morceau de la solution. Dans 
ce qui suit, nous allons détailler chacune de ces techniques. 
 
 
C.I.2.1 Technique de perturbation  

La technique de perturbation consiste à chercher la solution de l’équation (C.I-14) sous la 
forme de séries entières tronquées en fonction d’un paramètre de chemin a  : 
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=++++=
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10 φφφφφφ ...  (C.I-15) 
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p TaTaTaaTTT
0

2
2

10 ...  (C.I-16) 

où l’ordre p  est choisi par l’utilisateur.  

A partir d’une analyse a posteriori qui sera présentée dans la section suivante, il est constaté 
que le couple de solution ),( Tφ  écrit sous la forme de séries entières est valable uniquement dans un 

domaine de validité de a  ( [ ]max;0 aa ∈ ). La solution correspondant ))(),(( aTaφ  est dite morceau 

de la  branche de solution (cf. la FIG. C.I-1). Notons que le couple ),())(),(( 0000 TaTa φφ ===  
est le point de départ de ce morceau.  

 

FIG. C.I-1 Un morceau de la branche de solution [Cochelin 2007] 
 

 

Remarque. Les conditions aux bords et initiales ont été choisies nulles pour T . Ces mêmes 
conditions aux bords et initiales sont également appliquées aux équations à chaque ordre de la MAN 

iT  ( pi ≤≤0 ).  

Pour résoudre un problème avec d’autres conditions aux limites, nous nous ramènerons, par 
changement de variables, à un problème avec des conditions aux bords et initiales nulles. Considérons, 
par exemple,  un problème dont les conditions aux bords sont non nulles : 

),(),( txTtxT b
x =Ω∂∈  (C.I-17) 

où la fonction ),( txT b  est connue. En posant le changement de variables suivant : 

),(),(),( txTtxTtxT b+= 0  (C.I-18) 

où ),( txT 0  est nulle aux bords et à l’instant initial, le problème considéré s’écrit donc : 

φ  

T  

Point de départ 

Fin du morceau 

Morceau de la branche 
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Comme la fonction bT  est connue, ce système peut s’écrire sous la forme 

)( bb
T TTgf

x

T

t

T
C +⋅+=

∂
∂−

∂
∂ 0

2

020

φλρ  (C.I-20) 

Ainsi, la même structure de développement peut être mise en place. 

 
 

Avec la représentation (C.I-16), la non linéarité ( )Tg  peut également s’écrire sous la forme 
d’une série entière tronquée à l’ordre p : 

( ) �
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=−=
p

i
i

i TgaTTg
0

2 )(  (C.I-21) 

où : 

 �
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−−=
i

l
lili TTTg

0

)(  (C.I-22) 

 
 
Remarque. Cette représentation devient compliquée si )(Tg  est une fonction puissance d’ordre élevé 

nTTg =)(  avec n grand. Dans ce cas, de nouvelles variables )( jv  telles 

que )()( 1−⋅== nnn vTTv ,… , TTTv ⋅== 22 )(  sont classiquement introduites. Cela mène aux 
nouvelles équations : 
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(C.I-23) 

 

En appliquant le technique de développement à l’ensemble des variables )( jv  ( 12 −≤≤ nj ) et T , on 
constate qu’un seul produit de deux séries entières tronquées est nécessaire. Néanmoins, un ordre 
élevé peut faire exploser le nombre de termes et d’opérations [Cochelin 2007]. 
 
 
 

A partir des représentations (C.I-15), (C.I-16), (C.I-21), l’équation (C.I-14) peut s’écrire sous 
la forme suivante : 
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soit : 

� ���
= =

−
==

+=
∂
∂−

∂
∂ p

i

i

j
jij

i
p

i
i

i
T

p

i
i

i TgafaTa
x

Ta
t

C
0 0

0

0
2

2

0

)()()( φλρ  (C.I-25) 

 
Pour que l’équation (C.I-25) soit satisfaite quelle que soit la valeur de a , 1+p  problèmes linéaires 

pour chaque ordre de a  doivent être résolus. 
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•  L’ordre 0 
 
Le problème à l’ordre 0 s’écrit : 
 

( )2
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0 TfTgf
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t

T
C T −+=+=
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∂ φφλρ )(  (C.I-26) 

où les deux inconnues sont 0T  et 0φ . Supposons 00 =φ , 0T  est donc la solution de l’équation linéaire 
suivante : 
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0 λρ  (C.I-27) 

Rappelons que le couple ),( 00 Tφ  est le point de départ du morceau de la branche de solution et 

),( 00 Tφ  est bien la solution de l’équation non linéaire (C.I-14). 

 

•  L’ordre i  ( pi ≤≤1 ) 
 
Le problème à l’ordre i  ( pi ≤≤1 ) s’écrit : 
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où les deux inconnues sont iT  et iφ . On voit que les termes )(Tg ji −  )( ij ≤≤1  ne dépendent que des 

solutions aux ordres précédents (cf. Eq. (C.I-22)). L’équation (C.I-28) correspond donc à l’équation 
d’un problème linéaire transitoire. 

 
 
 
Paramètre de chemin a  

Remarquons qu’avec p  ordres de la MAN, on a p2  inconnues qui sont ),...,,( pTTT 21  et 

),...,,( pφφφ 21 . Pourtant, il n’y a que p  équations. Il faut donc ajouter une condition supplémentaire à 

chaque ordre. Comme précisé dans [Cochelin 2007], cette condition s’appuie sur la définition du 
paramètre de chemin a  qui peut être calculé de la façon suivante : 
 

aTTT =−+− 1010 φφφ ,,  (C.I-29) 

 
Il s’agit, dans ce cas, d’une pseudo longueur d’arc. Elle correspond à la projection de la solution sur la 
direction tangente( )11 φ,T . D’autres choix sont possibles et sont présentés dans [Cochelin 2007] mais 
ils n’ont pas été étudiés dans le cadre de ce travail.  

Avec cette définition du paramètre de chemin, nous obtenons p  conditions supplémentaires qui 
s’écrivent: 
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 (C.I-30) 

où ⋅⋅,  définit un produit scalaire. 

Le problème est maintenant bien posé et nous pouvons donc résoudre les équations linéaires à chaque 
ordre de la MAN. C’est l’objet de l’étape de résolution. 
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C.I.2.2 Technique de résolution couplée MAN-PGD 

Dans le cadre de la mécanique des structures, la MAN est classiquement couplée avec la 
méthode des éléments finis (MEF). Cela revient à utiliser la MEF pour résoudre les équations linéaires 
générées par la technique de perturbation. Nous proposons ici d’utiliser la PGD.  

L’intérêt de l’approche MAN-PGD par rapport à l’approche MAN-MEF est lié au fait que les 
équations transitoires peuvent être résolues directement. Dans l’approche MAN classique, un schéma 
temporel incrémental doit être utilisé [Cochelin 2000]. La PGD étant une méthode non incrémentale, 
la résolution des problèmes transitoires linéaires ne pose aucune difficulté et est très rapide.  

 
Dans ce qui suit, nous allons détailler la résolution couplée MAN-PGD à chaque ordre de la MAN. La 
résolution d’un problème transitoire linéaire par la PGD a été présentée au chapitre B, elle ne sera pas 
détaillée ici. 
 
 

•  L’ordre 0 
 
Rappelons que le problème à résoudre à l’ordre 0 s’écrit : 
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La solution par la PGD de cette équation s’écrit sous la forme : 
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kkkPGD tHxFTT )()()( α  (C.I-31) 

où )( xF k
0  sont les modes spatiaux, )( tH k

0  les modes temporels ,k0α  les coefficients et 0n  est le 
nombre de modes à l’ordre 0. 
 
 
 

•  L’ordre 1 
 
A l’ordre 1, on cherche à résoudre l’équation suivante : 
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La solution de cette équation peut être s’écrire sous la forme : 

)( PGDTT 111 φ=  (C.I-33) 

 

où  )( PGDT1  est la solution par la PGD de l’équation suivante: 
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A l’aide de la condition : 

11111 =+ φφ ,,TT  (C.I-35) 

On obtient la valeur de 1φ  comme suit : 
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Le signe ±  de 1φ  indique le signe du vecteur tangent au point de départ ),( 00 Tφ  du morceau de la 
branche de solution. Il sert à suivre une branche de solution dans le même sens, sans retour en arrière. 
Dans ce qui suit, nous choisissons toujours une valeur positive de 1φ  car notre but est de déterminer la 
solution à 1=φ  avec pour point de départ 0=φ . 

 

La solution à l’ordre 1 peut donc s’écrire sous la forme : 
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•  L’ordre 2 
 
A l’ordre 2, on cherche à résoudre l’équation suivante : 
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La solution de cette équation peut être écrite sous la forme : 

)()( PGDPGD TTT 12212 φφ +=  (C.I-39) 

 

où )( PGDT2  est la solution PGD de l’équation suivante:  
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et )( PGDT1  est la solution de l’équation (C.I-34) qui a déjà été trouvée lors de la résolution à l’ordre 

précédent. La source )(Tg1  étant composée uniquement de la solution aux ordres précédents, un seul 
problème linéaire doit être résolu à cet ordre. 
 
A partir de la condition : 

01212 =+ φφ ,,TT  (C.I-41) 

 
la valeur 2φ  est déterminée comme suit : 
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Ensuite, la solution MAN à l’ordre 1 est calculée à l’aide de (Eq. (C.I-39)). 
 
 

•  L’ordre i  ( pi ≤≤1 ) 
 
De la même manière, la solution du problème linéaire à l’ordre i  : 

�
=

−=
∂
∂−

∂
∂ i

j
jij

i
T

i Tg
x

T

t

T
C

1
2

2

)(φλρ  (C.I-43) 

 
est recherchée sous la forme : 
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Elle mène à la résolution de i  problèmes linéaires parmi lesquels 1−i  problèmes ont déjà été résolus 
aux ordres précédents. Il reste seulement à résoudre uniquement l’équation suivante par la PGD: 
 

)(
)()(

Tg
x

T

t

T
C i

PGD
i

T

PGD
i

12

2

−=
∂

∂
−

∂
∂ λρ  (C.I-45) 

dont la source �
−
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−−− −=
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l
lili TTTg )()(  ne dépend que des solutions aux ordres précédents.  

A partir de la condition : 
011 =+ φφ ,, ii TT  (C.I-46) 

 
la valeur iφ  est déterminée comme suit : 

)()(

)()()()(

,

,...,

PGDPGD

PGDPGD
i

PGDPGD
i

i
TT

TTTT

11

11121

1+

++
−=

− φφ
φ  (C.I-47) 

 
 

Pour conclure, on voit que tous les problèmes sont résolus de manière récurrente, la résolution 
de la MAN à un ordre donné faisant intervenir les solutions aux ordres précédents. 

Notons que le nombre total d’enrichissements pour décrire la solution à l’ordre p est égale à la somme 
des enrichissements PGD effectués à chaque ordre : 
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Décomposition de la source 

 Pour la résolution de chacune des équations ci-dessus avec la PGD, il est nécessaire de 
considérer une représentation séparée de la source. A l’ordre i , la source de l’équation PGD à 

résoudre s’écrit �
−

=
−−− −=
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l
lili TTTg )()( . Elle dépend des solutions aux ordres précédents 
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une somme de produits de modes spatiaux et temporels qui s’écrit �
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Trois méthodes peuvent peut être envisagées pour représenter la source sous la forme séparée : 

 

•  Explicitement :  

Dans ce cas, la représentation séparée de chaque solution )( PGD
mT  est conservée et la source à 

l’ordre i  de la MAN est composée des produits de toutes ces solutions. Avec cette méthode, la 
source est décrite complètement à chaque ordre de la MAN. Par contre, le nombre de termes 
séparés pour sa représentation peut s’avérer très élevé pour un ordre élevé de la MAN. 
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•  SVD : 

Dans ce cas, il s’agit d’utiliser la SVD (cf. Chapitre A – partie A.I.3.1a) pour décomposer la 
source à chaque ordre i  de la MAN. Tout d’abord, la source )(Tgi 1−  est calculée à chaque 

point de discrétisation ),( tx  et est représentée par une matrice pleine ),( txgi 1−  de taille 

( tx nn × ). Cette matrice est ensuite décomposée par la SVD : 

T
i VUtxg Σ=− ),(1  (C.I-49) 

 
où Σ  est une matrice diagonale de taille tx nn ×  contenant ),min( tx nn  valeurs singulières 

qui sont rangées dans un ordre décroissant, U  est une matrice de taille xx nn ×  dont les 

colonnes constituent une base orthonormale de l’espace x  et V  est une matrice de taille 

tt nn ×  dont les colonnes constituent une base orthonormale du temps t . Ainsi, chaque 

colonne de U  et V  correspond respectivement à un ‘mode’ spatial )(
)(

xF
SVDk  et un ‘mode’ 

temporel )(
)(

tH
SVDk . Chaque valeur singulière correspond à un coefficient 

)( SVDkα .  
Nous conservons ensuite un certain nombre m  de modes pour lesquels le coefficient est 
suffisamment élevé. La source à l’ordre i  s’écrit donc sous la forme séparée suivante: 
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i tHxFtxg

1
1 )()(),(

)()()(α  (C.I-50) 

 
Avec cette méthode, le nombre de termes pour décrire la source à chaque ordre de la MAN est 
faible. Dans le contexte d’un problème à 2 variables ( )tx, , qui est le cas étudié ici, l’utilisation 
de la SVD ne présente pas de difficulté particulière pour le maillage considéré. Dans la suite, 
nous choisissons donc cette méthode pour la décomposition de la source. Pour un maillage 
plus fin, l’utilisation de la SVD peut être coûteuse. De plus, comme nous l’avons précisé dans 
le chapitre A, pour des problèmes avec plusieurs variables, l’utilisation de la SVD 
multidimensionnelle peut s’avérer compliquée [Gonzalez 2010, Kolda 2007, Lathauwer 2000]. 
Dans ce cas, la méthode PGD, présentée ci-après, peut être utilisée.  

 
 

•  PGD :  

Une autre méthode consiste à utiliser la PGD pour compacter la source (réduire le nombre de 
termes dans la source). Etant donné que la source s’écrit sous la forme séparée de m  termes 

�
=

− =
m

k

kkk
i tHxFtxg

1
1 )()(),( α , le problème suivant est résolu par la PGD : 

 

�
=

=
m

k
kkk

PGD tHxFyxg
1

)()()),(( αI  (C.I-51) 

où I  est l’opérateur d’identité. La solution, obtenue avec un certain résidu, s’écrit sous la 
forme :  
 

�
=

=
PGDm

k

PGDkPGDkkPGD tHxFyxg
1

)()(),( α  (C.I-52) 

où le nombre de modes PGDm  est inférieur à m . Avec cette méthode, la source à chaque ordre 
de la MAN est obtenue sous la forme séparée avec un faible nombre de termes. 
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Le TAB. C.I-1  est un tableau synoptique récapitulatif de l’algorithme de la résolution MAN-
PGD couplée: 
 

Ordre 0 

Résoudre f
x

T

t

T
C

PGD

T

PGD

=
∂

∂
−

∂
∂

2
0

2
0

)()(

λρ  par la PGD 

Calculer la solution MAN à cet ordre )( PGDTT 00 =  
 

Préparer la source pour l’ordre 1 : Décomposer 2
00 TTg −=)(  

--------------------------------------------------------------------------------------------- 
 

Ordre 1 

Résoudre 2
002

1
2

1 TTg
x

T

t

T
C

PGD

T

PGD

−==
∂

∂−
∂

∂
)(

)()(

λρ  par la PGD 

 

Calculer 
1

1

11

1

+
=

)()( , PGDPGD TT
φ  

Calculer la solution MAN à cet ordre )( PGDTT 111 φ=  
 

Préparer la source pour l’ordre 2 : Décomposer )()( 01101 TTTTTg +−=  
--------------------------------------------------------------------------------------------- 

 
Ordre i  ( )pi ≤≤1  

Résoudre )(
)()(

Tg
x

T

t

T
C i

PGD
i

T

PGD
i

12

2

−=
∂

∂
−

∂
∂ λρ  par la PGD 

 

Calculer 
)()(

)()()()(

,

,...,

PGDPGD

PGDPGD
i

PGDPGD
i

i
TT

TTTT

11

11121

1+

++
−=

− φφ
φ  

Calculer la solution MAN à cet ordre �
=

−+=
i

j

PGD
jiji TT

1
1

)(φ  

Préparer la source pour l’ordre suivant : Décomposer �
=

−−=
i

l
lili TTTg

0

)(  

 

 
 

 

Grâce à la technique de perturbation et à la résolution MAN-PGD couplée, nous pouvons trouver le 
couple ),( iiT φ  pour chaque l’ordre i  de la MAN. 

 

Remarque. Il est constaté dans [Cochelin 2007] que, pour certains problèmes dont la discrétisation est 
indépendante des paramètres de chemin a  et φ , les étapes de perturbation et résolution commutent. 
Pour ces problèmes, discrétiser le problème avant de le perturber mène à la résolution des mêmes 
équations.  

 

TAB. C.I-1 Tableau récapitulatif de l’étape de résolution MAN-PGD couplée 
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Une autre approche couplant la MAN et la PGD semble intéressante. Elle consiste à tout d’abord 
appliquer la PGD pour séparer le problème en espace et en temps. Ensuite, la MAN classique est 
utilisée pour résoudre des problèmes stationnaires en espace. Cette approche n’est pas étudiée dans le 
cadre de cette thèse.  
 

 

A partir des couples ),( ii Tφ  obtenus, nous pouvons ensuite déterminer la solution de 

l’équation (C.I-14), pour une valeur du paramètre φ  souhaité, en résolvant l’équation (C.I-15) pour 
trouver a : 

φφφφφ =++++ p
paaa ...2

2
10   

 
Par exemple, pour l’équation (C.I-2) , on cherche à obtenir la valeur de a  pour 1=φ . A partir de la 
valeur de a , la solution MAN finale avec p  ordres est calculée à l’aide de l’équation (C.I-16) : 

�
=

=++++=
p

i
i

i
p

p TaTaTaaTTT
0

2
2

10 ...   

 
Remarque. Cela montre une propriété très intéressante de la MAN. Avec tous les couples ),( iiT φ  
obtenus, nous pouvons résoudre a posteriori un nombre infini d’équations spatio-temporelles du 
type (C.I-14). Pour chaque valeur de φ , il suffit de résoudre une équation polynomiale pour avoir la 
solution correspondante (ce point sera détaillé dans la suite).  

  
 
 
C.I.2.3 Technique de continuation 

Dans la partie précédente, nous avons présenté la résolution d’un problème thermique 
transitoire non linéaire pour une valeur souhaitée de φ  grâce aux développements asymptotiques. 
Néanmoins, ces développements sont valables uniquement dans un certain voisinage du point de 
départ ( )00 T,φ , c’est-à-dire les valeurs de φ  doivent être à l’intérieur du morceau de la branche de 

solution [ ])(),( maxaφφ 0 . L’intervalle [ ]max; a0  (appelé le domaine de validité [Cochelin 2007]) est la 
limite du paramètre de chemin a  pour lequel la solution obtenue par la série (Eq. (C.I-16)) satisfait 
une précision demandée. 

Afin d’avoir la solution pour une valeur de φ  à l’extérieur de [ ])(),( maxaφφ 0 , d’autres morceaux de 
la branche de solution doivent être recherchés, ce qui est l’objectif de la technique de continuation. 

Dans cette partie, une méthode pour déterminer le domaine de validité est tout d’abord 
présentée. La résolution couplée MAN-PGD pour la technique de continuation est ensuite détaillée. 

 

 

Calcul du domaine de validité 

Dans le cadre de cette thèse, nous allons utiliser la méthode proposée dans [Cochelin 2007] 
pour calculer la valeur de maxa . Elle s’appuie sur la différence de la solution aux ordres consécutifs de 

la MAN. L’idée est de déterminer maxa  en exigeant que l’écart entre deux ordres consécutifs soit 

suffisamment petit : 

δ≤
−

− −

)()(

)()(

MANMAN
p

MAN
p

MAN
p

TT

TT

0

1
 (C.I-53) 
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où )( MAN
pT 1−  et )( MAN

pT  sont les solutions MAN finales à deux ordres consécutifs.  est la norme du 

vecteur considéré et  δ  est un paramètre choisi par l’utilisateur. 

On a donc δ≤
+++ p

p

p
p

TaTaaT

Ta

...2
2

1

. En approchant p
pTaTaaT +++ ...2

2
1  par 1aT , on peut 

déterminer la valeur de maxa  par la formule suivante : 

1

1

1
−

�
�

�

�

�
�

�

�
=

p

pT

T
a δmax  (C.I-54) 

La valeur de maxφ  est ensuite calculée par (Eq. (C.I-15)) et mène à �
=

=
p

i
i

ia
0

φφ )( maxmax . 

 
 

 

L’étape de continuation 

 En appliquant la technique de perturbation et la technique de résolution, on obtient le premier 
morceau de la branche de solution avec un domaine de validité [ ]max; a0  correspondant. Pour 
déterminer le morceau suivant de la branche de solution (deuxième pas de continuation), il suffit 
d’appliquer à nouveau ces deux techniques à partir du nouveau point de départ défini comme suit : 

maxmax )( φφφ == a0  

)( maxaTT =0  
(C.I-55) 

 

Ecrivons maintenant les équations à résoudre à chaque ordre de la MAN avec ce nouveau point de 
départ. 

 

•  L’ordre 0 
 
Le problème à l’ordre 0 s’écrit : 
 

)()( 2
00002

0
2

0 TfTgf
x

T

t

T
C T −+=+=

∂
∂

−
∂

∂ φφλρ  (C.I-56) 

 
On constate que, comme le nouveau point de départ ( )00 T,φ  est  solution du problème non linéaire 
(Eq. (C.I-14)), il est aussi solution du problème à l’ordre 0 défini ci-dessus. 

 

•  L’ordre 1 
 
Le problème à l’ordre 1 s’écrit : 
 

)()()()( TgTTTgTg
x

T

t

T
C T 0110001102

1
2

1 2 φφφφλρ +−=+=
∂
∂

−
∂

∂
 (C.I-57) 

soit 

)(TgTT
x

T

t

T
C T 011002

1
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1 2 φφλρ =+
∂
∂

−
∂
∂

 (C.I-58) 
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On remarque, comme dans le cas précédent, que le système à résoudre est linéaire. Pourtant, 
l’opérateur différentiel du problème est différent de celui à l’ordre 1 du premier morceau de la branche 
de solution (Eq. (C.I-32)), lié au terme 100 2 TTφ . 

La technique de résolution couplée MAN-PGD présentée précédemment est réutilisée pour cette 
équation.  

On résout tout d’abord l’équation suivante avec la PGD : 

2
001002

1
2

1 2 TTgTT
x

T

t

T
C PGD

PGD

T

PGD

−==+
∂

∂
−

∂
∂

)()(
)()(

φλρ  (C.I-59) 

On obtient ainsi 
1

1

11

1

+
=

)()( , PGDPGD TT
φ  et on calcule )( PGDTT 111 φ= . 

 

•  L’ordre 2 
 
Le problème à l’ordre 2 s’écrit : 
 

( )( ) )()()()()( TgTgTTTTgTgTg
x

T

t

T
C T 0211

2
12000211202

2
2

2 2 φφφφφφλρ ++−−=++=
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∂  (C.I-60) 

 
soit 

( ) )()()( TgTgTTT
x

T

t

T
C T 0211

2
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2
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2 2 φφφφλρ ++−=+
∂
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∂

∂
 (C.I-61) 

 

Notons que l’opérateur différentiel est cette fois-ci le même que celui du problème à l’ordre 1. 

La solution de cette équation est recherchée sous la forme : 

)()()(
][

PGDPGDPGD TTTT 1221202 φφφ ++=  (C.I-62) 

 

où )(
][

PGDT 2  est la solution PGD de l’équation suivante: 
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][ φλρ  (C.I-63) 

 

et )( PGDT2  est la solution PGD de l’équation suivante:  
 

( )1012002
2

2
2 22 TTTgTT

x

T

t

T
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T

PGD
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φλρ  (C.I-64) 

 

Notons que )( PGDT1  est la solution de l’équation (C.I-59) qui a déjà été résolue. Il reste donc deux 
problèmes linéaires à résoudre par la PGD (Eq. (C.I-63) et Eq. (C.I-64)). En comparaison avec la 
résolution du premier morceau de solution à l’ordre 2, on constate que cette étape nécessite la 
résolution de deux problèmes au lieu d’un seul. 

Notons aussi que les sources ( )2
1T−  et )(Tg1  sont composées uniquement de la solution aux ordres 

précédents. 

En rajoutant la condition 0112 =+ φφ ,, iTT , on obtient : 
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)()(
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La solution MAN à cet ordre est ensuite calculée d’après (Eq. (C.I-62)). 

 

 

•  L’ordre i  ( pi ≤≤1 ) 
 
Le problème à l’ordre i  s’écrit : 
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soit  
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De la même manière que précédemment, la solution MAN à l’ordre i  est recherchée sous la forme : 
 

)()()()(
][ ... PGD

i
PGD

i
PGD

i
PGD

ii TTTTT 11210 φφφφ ++++= −  (C.I-68) 

 

On est amené à résoudre 1+i  problèmes linéaires parmi lesquels 1−i  problèmes sont déjà résolus 
aux ordres précédents. Les 2 nouvelles équations décrites ci-après sont résolues avec la PGD: 
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où la source �
−

=
−−− −=

1

0
11

i

l
lili TTTg )()(  ne dépend que des solutions aux ordres précédents.  

 
Avec la condition 011 =+ φφ ,, ii TT , on obtient : 
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La solution MAN à cet ordre i  est ensuite calculée d’après (Eq.(C.I-68)). 

 

 

Remarque. Notons que toutes les équations résolues avec la PGD disposent du même opérateur : 
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De plus, avant d’appliquer la PGD, une nouvelle représentation séparée de la solution 0T  est 

déterminée à l’aide de la SVD. Cela permet de limiter le nombre de modes pour représenter 0T .  

 

Supposons que 0T  s’exprime sous la forme tensorielle suivante: 

 � ⊗=
0

0000

n

i

iii HFαT  (C.I-73) 

 

les composants de A  (cf. B.I.1.2) s’écrivent ainsi: 

 1=i  2=i  
( )ji += 2  

01 nj ≤≤  

i
xA  �

Ωx

dxdNdNT  �
Ωx

dxNNT  ( )�
Ωx

dxNNN TTj
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i
tA  �

Ωt

dtLLT  �
Ωt

dtLdLT  ( )�
Ωt

dtLLL TTj
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ia  Tλ  Cρ  j
002 αφ  

 

 

Une fois tous les couples ),( ii Tφ  obtenus, le domaine de validité est à nouveau déterminé à 
l’aide de (Eq. (C.I-54)). Le deuxième morceau de la branche de solution ainsi que son domaine de 
validité sont obtenus. Si la solution ainsi générée n’est pas suffisante, cette étape est à répétée à partir 
d’un nouveau point de départ (fin du morceau précédent). 

La branche complète de la solution est ainsi construite en appliquant à chaque morceau les trois 
techniques qui sont la perturbation, la résolution et la continuation. A chaque étape de continuation, un 
nouvel opérateur différentiel doit être généré. 
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C.II  Résultats 
 
Dans cette section, nous présentons tout d’abord les résultats obtenus avec la MAN-PGD pour 

la résolution d’un problème non linéaire transitoire. Ensuite, une étude sur le domaine de validité est 
présentée. 
 
 
C.II.1   Résolution d’un problème transitoire non linéaire par la MAN-PGD 

On cherche à résoudre l’équation (C.I-2) avec les paramètres 1=ρ  ; 1=C  ; 1=Tλ  et une 

source constante positive 2=f . Rappelons que la non linéarité considérée est 2T− . 

L’équation (C.I-2) s’écrit : 

( )2
2

2

2 T
x

T

t

T −+=
∂
∂−

∂
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 (C.II-1) 

 
Le domaine étudié est [ ] [ ]20100 ;; ×=Ω×Ω=Ω tx . Les conditions aux bords et initiales sont choisies 
nulles.  
 
La solution numérique obtenue avec la MAN-PGD est comparée à une solution numérique obtenue 

par une simulation utilisant la méthode des différences finies que l’on notera )( DFT . Nous 
commençons par présenter cette solution. 

 

 

C.II.1.1  Solution convergée de référence par la méthode des différences finies 

 
La méthode des différences finies (MDF) [Allaire 2005] est utilisée pour résoudre l’équation 

(C.II-1) . Un maillage régulier en espace ( )nxxx ,...,, 21  ayant un pas xδ  et un maillage régulier en 

temps ( )mttt ,...,, 21  ayant un pas tδ  sont considérés. La solution au point ( )ji tx ,  est notée j
iT  

( )mjni ≤≤≤≤ 11 ; . Une fois la solution au temps jt  calculé, le schéma temporel de Newton 

implicite est choisi pour trouver la solution au temps 1+jt . Pour déterminer la dérivée seconde en 

espace, le schéma centré à l’ordre 2 est utilisé. Le terme non-linéaire 2T−  est évalué à l’incrément 
temporel jt .  

 
L’équation du problème est de la forme : 
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(C.II-2) 

 
La solution à l’instant 1+jt  est obtenue en résolvant le système linéaire suivant : 
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où I  est une matrice d’identité et K  est une matrice tri bande telle que: 
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 (C.II-4) 

Une fois les conditions aux bords et initiales appliquées, la solution pour chaque point jiT  

( )mjni ≤≤≤≤ 11 ;  est obtenue.  
 
 
Pour déterminer le maillage à utiliser avec les DF, l’influence du maillage sur la solution DF est 
étudiée en calculant la norme suivante sur chaque maillage: 
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(C.II-5) 

ainsi que l’écart entre la solution obtenue sur le maillage lM  et celle obtenue sur le maillage kM : 

mn

TT

e

n

i

m

j

Mj
i

Mj
i

k
l

kl��
= =

−
= 1 1

)()(

)(  
(C.II-6) 

où mn×  est le maillage commun de lM  et kM . 
 
 
 

Le TAB. C.II-1  récapitule les valeurs des normes et écarts obtenus sur différents maillages 
spatiaux pour un maillage temporel fixé à 1001 points. On voit que pour un maillage contenant plus 

de 1001 points en espace, la norme DFn  varie très peu. De plus, l’écart )( k
le  est lui aussi très faible (de 

l’ordre de 410− ). 
 
Maillage i  ( mn× ) Norme DFn  Ecart )(1

ie  Ecart )( 2
ie  Ecart )( 3

ie  Ecart )( 4
ie  

1M  : 1001101×  1.0259 0    

2M  : 1001501×  1.0301 0.0008 0   

3M  : 10011001×  1.0306 0.0096 0.0011 0  

4M  : 10015001×  1.0310 0.0104 0.0019 0.0008 0 

5M  : 100110001×  1.0311 0.0103 0.0020 0.0009 0.0001 
 

 
 
 
 

Le TAB. C.II-2  montre les valeurs des normes et écarts obtenus sur différents maillages 
temporels pour un maillage spatial de 1001 points. On voit qu’à partir du maillage de 1001 points en 

temps, la norme DFn  ne varie pas beaucoup et l’écart est très faible (de l’ordre de 410− ). 

TAB. C.II-1 
 

Valeur de la norme DFn  et de l’écart )( k
le  pour  différents maillages spatiaux et un 

maillage temporel fixé 
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Maillage i  ( mn× ) Norme DFn  Ecart )(1
ie  Ecart )( 2

ie  Ecart )( 3
ie  Ecart )( 4

ie  

1M  : 1011001×  1.0321 0    

2M  : 5011001×  1.0308 0.0044 0   

3M  : 10011001×  1.0306 0.0049 0.0005 0  

4M  : 50011001×  1.0305 0.0054 0.0009 0.0004 0 

5M  : 100011001×  1.0304 0.0054 0.0011 0.0004 0.00005 
 

 
Cette étude nous permet de choisir comme maillage 10011001×  afin d’obtenir la solution convergée 

qui sera notée )( DFT  dans la suite. Elle est représentée sur la FIG. C.II-1 . 

 
FIG. C.II-1 Solution DF )( DFT sur le maillage de 1001×1001 

 
 
 

C.II.1.2  Résultats par la résolution MAN-PGD 

 

Dans cette partie, nous allons détailler les résultats obtenus avec la technique de résolution 
MAN-PGD présentée précédemment pour la résolution de l’équation (C.II-1) .   

 

Paramètres pour la résolution PGD 

Rappelons qu’à chaque ordre de la MAN, la PGD est utilisée pour résoudre les problèmes 
linéaires transitoires. La simulation PGD est effectuée sur le même maillage que celui utilisé dans la 
DF : 1001=xn  pour l’espace x  et 1001=tn  points pour le temps. Rappelons que l’algorithme de  
résolution PGD se trouve chapitre B (TAB B.I-2 ). Les paramètres de la résolution PGD utilisés ici 
sont les suivants : 

- le critère d’arrêt pour la méthode de point fixe est 410−=fixeε  ou 100 itérations pour le critère 

d’arrêt pour l’étape d’enrichissement, 
- %95=RVε  pour le critère d’arrêt concernant le nombre de modes. 

TAB. C.II-2 
 

Valeur de la norme DFn  et de l’écart )( k
le  pour  différents maillages temporels et un 

maillage spatial fixé 
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L’écart entre les deux solutions numériques MAN-PGD (T ) et DF ( )( DFT ) est calculé comme suit : 
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 (C.II-7) 

 
La procédure de résolution MAN-PGD présentée précédemment est appliquée à l’équation 

(C.II-1)  : 
 

( )2
2

2

2 T
x

T

t

T −⋅+=
∂
∂−

∂
∂ φ  (C.II-8) 

avec les conditions aux bords et initiale nulles. 

A chaque ordre de la MAN, après avoir obtenu toutes les solutions MAN, la solution de l’équation 
(C.II-1)  est obtenue a posteriori en imposant 1=φ . 
 
Dans ce qui suit, nous allons présenter en détail les résultats obtenus pour déterminer la première 
branche de solution. 
 
 

•  L’ordre 0 

L’équation à résoudre avec la PGD s’écrit: 

2
2

0
2

0 =
∂

∂
−

∂
∂

x

T

t

T PGDPGD )()(

 (C.II-9) 

 
où les conditions aux bords et initiales sont nulles.  

La solution PGD est obtenue avec 7 modes et les coefficients suivants : 

[ ]0.0642 , 0.0563 , 0.0668 , 0.1711 , 0.3809 , 0.3991 , 8.6731 =α  
 
Remarquons que le premier mode est prépondérant.  

Les modes spatiaux et les modes temporels sont représentés FIG. C.II-2 . Notons que les modes 
spatiaux sont symétriques. L’évolution du résidu selon le nombre de modes est : 

[ ]0.0015 , 0.0017 , 0.0024 , 0.0030  , 0.0047 , 0.0050 , 0.0060 , 0.0400=RV . 
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FIG. C.II-2 Les modes spatiaux (gauche) et temporels (droite) à l’ordre 0 
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La FIG. C.II-3  (à gauche) illustre la solution PGD à l’ordre 0. La solution MAN à l’ordre 0 ( 0T ) et la 

solution MAN finale (T ) sont ensuite calculées. Pour cette ordre de la MAN, elles sont identiques à la 

solution PGD ( )( PGDTTT 00 == ). L’erreur obtenue par rapport à la solution de référence DF est de 
0.9775  (Eq. (C.II-7) ).  

La FIG. C.II-3  (à droite) illustre la carte d’écart entre la solution MAN finale T  et la solution )( DFT . 
La solution à l’ordre 0 est fortement différente de celle obtenue avec la solution de référence 
différences finies )( DFT . Cet écart est plus important dans la zone  proche de 2 (s). En effet, le régime 
permanent n’est pas encore atteint à l’instant t=2.  

 
          40391.)(

max =DFT  
FIG. C.II-3 Solution PGD à l’ordre 0 (gauche) et carte d’écart entre la solution MAN finale à l’ordre 

0 et la solution DF (droite) 
 

 
 
Une fois la solution à l’ordre 0 calculée, la représentation séparée du terme source pour l’ordre 

1, 2
00 TTg −=)( , est  calculée avec la SVD sur 2

00 TTg −=)(  (cf. TAB. C.I-1) et s’écrit sous la 

forme (Eq. (C.I-50)) : �
=

=
m

k

SVDkSVDkSVDk tHxFg
1

0 )()(
)()()(α . 

Rappelons que nous avons choisi d’utiliser cette étape pour limiter le nombre de termes pour 
représenter la source. La FIG. C.II-4  montre la décroissance des 15 premières valeurs singulières 

)( SVDkα  obtenues. 
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FIG. C.II-4 Evolution des valeurs singulières lors d’un calcul SVD de la source 
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Les valeurs singulières décroissent très vite. Nous choisissons de garder uniquement les ‘modes’ SVD 
k  dont la valeur singulière satisfait le critère suivant: 

6

1
10−>

)(

)(

SVD

SVDk

α

α
 (C.II-10) 

Cela nous donne 5=m  ‘modes’ SVD dans ce cas (FIG. C.II-5 ): 
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FIG. C.II-5 ‘Modes’ SVD spatiaux (gauche) et temporels (droite) pour la source du problème à 

l’ordre 1   
 
Notons que si nous n’avions pas utilisé la SVD, nous aurions dû considérer 72 modes. 
 
 
 

•  L’ordre 1 
 
L’équation à résoudre avec la PGD s’écrit: 
 

�
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α  (C.II-11) 

où les conditions aux bords et initiales sont nulles.  

A cet ordre, la solution PGD est obtenue avec 7 modes et des coefficients 
[ ]0.0037 , 0.0072 , 0.0159 , 0.0459 , 0.1303 , 0.4937 , 13.9188 =α . Le premier mode est là encore 

prépondérant.  
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FIG. C.II-6 Les modes spatiaux (gauche) et temporels (droite) à l’ordre 1 
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Les modes spatiaux et temporels obtenus sont représentés FIG. C.II-6 . L’évolution du résidu selon le 
nombre de modes est [ ]0.0001 , 0.0002 , 0.0004 , 0.0004 , 0.0009 , 0.0010 , 0.0041 , 0.1123=RV . 

Après avoir obtenu la solution PGD à l’ordre 1, la valeur de 1φ  est déterminée à l’aide de (Eq. 

(C.I-36)) : 000301 .=φ . La solution MAN à l’ordre 1 est ensuite calculée )( PGDTT 111 φ=  et est utilisée 
pour préparer la source de l’équation à l’ordre 2 et ainsi de suite. 

La FIG. C.II-7  illustre la solution PGD )( PGDT1  (à gauche) ainsi que la solution MAN 1T  (à droite) à 
l’ordre 1. 
 

  
 

         
)(

1
PGDT              1T  

 
FIG. C.II-7 Solution PGD (à gauche) et solution MAN (à droite) à l’ordre 1 

 
 

Afin de calculer la solution MAN finale T  à l’ordre 1 : 10 aTTaT +=)( , la valeur du 
paramètre de chemin a doit être déterminée. Comme nous l’avons précisé, la valeur de a  est calculée 
en imposant 1=φ  dans l’équation (C.I-15). Pour cela, nous résolvons l’équation 110 ==+ φφφ a , ce 
qui donne  1263=a . La FIG. C.II-8  illustre la solution MAN finale T  obtenue à l’ordre 1 (à gauche) 

ainsi que la carte d’écart par rapport à la solution DF )( DFT  (à droite).  

  
      40391.)(

max =DFT  
FIG. C.II-8 Solution MAN finale (gauche) et carte d’écart entre la solution MAN finale et la 

solution DF (droite) à l’ordre 1 
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L’erreur par rapport à la solution de référence DF (Eq. (C.II-7) ) est 2.0833=DFE . On voit que la 
valeur de l’erreur augmente ce qui signifie que la solution MAN finale à cet ordre s’écarte de la 
solution DF. L’amplitude de l’écart est plus importante par rapport à celle à l’ordre 1 (cf. FIG. C.II-3  
(à droite)).  

Cet écart est lié à la prise en compte du terme non linéaire. Nous allons voir dans la suite que lorsque 
l’ordre de la MAN augmente, la solution tend vers la solution de référence. La FIG. C.II-9  illustre 
l’évolution de la solution MAN finale )( aT  pour les 6 premiers ordres ( 0=p  jusqu’à 5=p ). 

 
Ordre 0 

 
Ordre 1 

 
Ordre 2 

 
Ordre 3 

 
Ordre 4 

 
Ordre 5 

  
FIG. C.II-9 Evolution de la solution MAN finale  
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Il est important de remarquer qu’aux premiers ordres de la MAN, la forme de la solution est 
très différente par rapport à la solution de référence. Toutefois, la méthode réussit à corriger la solution 
au fur et à mesure après chaque ordre de la MAN. Cela montre la convergence de cette méthode.  

 
En pratique, la MAN est développée jusqu’à l’ordre 15 ou 20 [Cochelin 2007]. Dans le cadre de cette 
thèse, nous allons développer la MAN jusqu’à l’ordre 15. 

La FIG. C.II-10  montre l’évolution de DFE  (Eq. (C.II-7) ) pour les 15 premiers ordres de la MAN (à 
gauche) ainsi que la carte d’écart entre la solution MAN finale à l’ordre 15 et la solution DF (à droite). 
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FIG. C.II-10 
 

Evolution de l’erreur DFE  en fonction de l’ordre de la MAN (gauche) et carte d’écart 
pour la solution obtenue à l’ordre 15 (droite) 

 
 
Cette figure montre la convergence de la simulation. A l’ordre 15, 0.0048=DFE  et l’écart maximal 
entre les deux solutions est seulement ~ 0.025. 
 
 
Remarque. A l’ordre i , afin d’obtenir la valeur du paramètre de chemin a , il nous faut résoudre le 
polynôme en a  suivant: 

110 =+++ i
iaa φφφ ...  (C.II-12) 

 

Nous obtenons i  valeurs de a . Par exemple, à l’ordre 3, les 3 valeurs de a  solutions sont : [-1314 + 
1822i ; -1.314 - 1.822i ;   1189]. Comme la solution MAN finale est une combinaison linéaire de la 
solution à chaque ordre de la MAN et de a  (Eq. (C.I-16)), la valeur de a  doit être réelle. Nous 
prenons donc la valeur 1189. 

Lorsque plusieurs valeurs réelles de a  sont obtenues, nous choissions la plus petite valeur positive. 
Cela assure que la valeur de a  se trouve dans le domaine de validité. 

 

 

C.II.1.3  Stratégie MAN-PGD modifiée 

 

Nous avons vu qu’à chaque ordre de la MAN, tous les problèmes linéaires à résoudre avec la 
PGD disposent d’un même opérateur différentiel. Ces problèmes se différencient uniquement par le 
terme source.  
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Lors de la résolution par la méthode des éléments finis dans l’approche classique de la MAN, cela 
mène à  l’inversion d’une seule matrice qui est réutilisée pour tous les ordres de la MAN. Dans le 
contexte de la PGD, nous pouvons également réutiliser toutes les matrices d’intégration calculées, 
autrement dit les composants de A  sont calculées une seule fois pour tous les ordres de la MAN. La 
principale différence entre ces deux méthodes est d’une part que la PGD est une méthode non 
incrémentale et qu’en plus le calcul est plus rapide, d’autant que le nombre de dimensions considéré 
est élevé. 

Notons cependant que le nombre total d’enrichissements PGD peut devenir important si la 
résolution à chaque ordre de la MAN nécessite plusieurs modes. Une autre stratégie est proposée ici 
pour pallier ce défaut. Elle est appelée MAN-PGD modifiée. 

 

Cette stratégie consiste à réutiliser les modes PGD obtenus aux ordres de la MAN précédents pour 
calculer la solution PGD au nouvel ordre. L’algorithme de cette stratégie est décrit dans le TAB. 
C.II-3 : 

 

1 :      0=i  

2 :      L’ordre 0  de la MAN 

3 :   Calcul de la solution PGD (0n  modes) 

4 : tant que maxii <  

5 :      1+= ii  

6 :      L’ordre i  de la MAN 

7 :             Les modes obtenus précédemment sont réutilisés 

8 :             Calcul des nouveaux coefficients � 

9 :        Calcul de la solution PGD à partir des modes obtenus ( in  modes ajoutés)  

10 : fin tant que  
 

 
 

 

 

A l’étape 3 et à l’étape 9, la solution PGD à chaque ordre de la MAN est obtenue pour un taux de 
réduction du résidu RVε  de %95 .  

A l’étape 7, les modes PGD obtenus aux anciens ordres sont réutilisés pour le nouvel ordre de la 
MAN. Leurs coefficients sont donc recalculés à l’étape 8.  

 
 

 

Appliquons cette stratégie au problème précédent (C.II-1)  et comparons les résultats obtenus 
avec la stratégie MAN-PGD ‘normale’ (présentée dans C.II.1.2) et avec la stratégie MAN-PGD 
‘modifiée’. La FIG. C.II-11  (à gauche) montre l’évolution du nombre total d’enrichissements (Eq. 
(C.I-48)) ainsi que l’écart avec la solution DF en fonction de l’ordre de la MAN et de la stratégie 
utilisée. L’utilisation de la stratégie MAN-PGD modifiée permet fortement de diminuer le nombre 
d’enrichissements par rapport à la stratégie normale. Cependant, l’écart obtenu avec la solution DF est 
plus élevé pour un même ordre la MAN. Les deux courbes d’erreur MAN-PGD ″normale″ et MAN-
PGD ″modifiée″ s’écartent au fur et à mesure lorsque l’ordre de la MAN augmente. 

TAB. C.II-3 Algorithme de la stratégie PGD-MAN modifiée 
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FIG. C.II-11 
 

Evolution du nombre total d’enrichissements (gauche) et de l’erreur DFE  (droite) en 
fonction de l’ordre de la MAN pour les deux stratégies MAN-PGD 

 

Ce problème s’explique par le fait que même si les opérateurs de chaque problème linéaire sont les 
mêmes, la source peut être fortement différente. Ainsi, la solution de chaque résolution par la PGD est 
très différente entre les différents ordres de la MAN. On voit par exemple, que la solution PGD à 

l’ordre 0 )( PGDT0 (la FIG. C.II-3 ) et la solution PGD à l’ordre 1 )( PGDT1  (la FIG. C.II-7 ) sont très 
différentes. Cela mène donc à des modes (spatiaux et temporels) différents entre chaque ordre de la 
MAN (cf. FIG. C.II-2  et FIG. C.II-6 ). Ainsi, l’utilisation des modes PGD des ordres précédents de la 
MAN pour enrichir la solution au nouvel ordre peut mener à une mauvaise solution. 

De plus, comme la résolution à un ordre de la MAN fait intervenir la solution des ordres précédents, 
l’erreur se cumule. C’est la raison pour laquelle la solution MAN-PGD ″modifiée″ se dégrade de plus 
en plus que l’ordre de la MAN est élevé par rapport à la solution MAN-PGD ″normale″.  
 
Cette méthode n’est pas donc recommandée dans ce cas. Dans la suite de ce chapitre, nous utilisons la 
méthode PGD ″normale″. 
 

 

 

C.II.2   Domaine de validité 
Dans cette partie, une étude sur le domaine de validité et sur la technique de continuation est 

présentée. Ensuite, nous allons regarder l’influence de la non linéarité sur le domaine de validité ainsi 
que celle du domaine temporel. 

 
 
C.II.2.1  Domaine de validité  
 

Commençons par évaluer le domaine de validité maxa  du premier morceau de la branche de 

solution du problème (C.II-8) . Il est calculé à l’aide de l’équation (C.I-54). La valeur de maxφ  est 
ensuite calculée par (Eq. (C.I-15)). Cette dernière dépend de la valeur de précision choisie δ . La FIG. 
C.II-12 montre l’évolution de maxa  (à gauche) et maxφ  (à droite) pour différentes valeurs de δ  en 

fonction de l’ordre de la MAN. Lorsque la valeur de δ  diminue, les valeurs de maxa  et maxφ  sont plus 

faibles pour un ordre fixé de la MAN. Pour une valeur donnée de δ , les valeur de maxa  et maxφ  sont 
de plus en plus importantes en fonction de l’ordre de la MAN. Cela traduit le fait que la qualité de la 
solution est améliorée en enrichissant la série entière.  
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Pour ce premier morceau de la branche de solution et 15 ordres de la MAN, la valeur de maxφ  est 1.92 

pour 410−=δ . On peut donc obtenir la solution recherchée à 1=φ  avec une précision 410−=δ . Si 

l’on choisit une valeur plus faible 610−=δ , la valeur de maxφ  est seulement de 0.69. Pour obtenir la 
solution à 1=φ , il nous faut soit augmenter l’ordre maximal de la MAN soit faire l’étape de 
continuation. C’est ce que nous présenterons dans la partie suivante. 
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FIG. C.II-12 
 

Evolution de maxa  (gauche) et maxφ  (droite) en fonction de l’ordre de la MAN pour 
différentes valeurs de δ  

 
 
Afin de mieux comprendre ce que signifie le domaine de validité, regardons maintenant la 

température maximale ),(max 25 ==≡ txTT  en fonction de la valeur de φ  pour 5 ordres consécutifs 
de la MAN p  ( 1511 ≤≤ p ) (FIG. C.II-13 ). On voit que les courbes se superposent lorsque la valeur 
de φ  est faible. Les courbes s’écartent de plus en plus pour une valeur de φ  plus élevée. Cela signifie 
bien la non convergence de la solution. 
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FIG. C.II-13 
 

Valeur de la température au point ( 25 == tx ; ) en fonction de φ  pour le premier pas 
de continuation aux ordres p  ( 1511 ≤≤ p ) 
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Technique de continuation 

Considérons une précision 410−=δ . Nous venons de voir que le premier morceau de la 
branche de solution correspond à une valeur de 921.max =φ . Au delà de ce domaine, la solution 
obtenue par les séries entières trouvées dans (C.II.1.2) n’est plus valable.  

Afin de continuer à suivre la branche de solution, nous appliquons maintenant la technique de 
continuation présentée précédemment (C.I.2.3). Le point de départ du deuxième morceau de la 
branche de solution (deuxième pas de continuation) est donc : 9210 .=φ  et 0T   est la solution MAN 

finale à 1192=maxa . 

A l’aide de la procédure présentée dans (C.I.2.3), une nouvelle base de solution MAN à chaque ordre 
est obtenue et notée iT  ( 151 ≤≤ i ). Cela nous permet de construire à nouveau la solution MAN finale 
sous la forme d’une série entière tronquée (Eq. (C.I-16)).  

Cette nouvelle série entière présente également un domaine de validité qui est calculé à l’aide de 

l’équation (C.I-54). Il est  9812.max =φ  avec 410−=δ  (cf. la FIG. C.II-14  ). 
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FIG. C.II-14 
 

Valeur de la température au point ( 25 == tx ; ) en fonction de φ  pour le deuxième 
pas de continuation aux ordres p  ( 1511 ≤≤ p ) 

 

Nous obtenons donc un deuxième pas de continuation. Le point de la fin de ce pas est ensuite utilisé 
comme le point de départ pour déterminer le pas de continuation suivant.   

En faisant successivement cette procédure, la branche complète de la solution peut  être obtenue.  

 

La FIG. C.II-15  montre l’évolution de la température au point ),( 25 == tx  en fonction de φ  
obtenue avec 15 ordres de la MAN. On voit qu’avec 3 pas de continuation, on peut obtenir la solution 
jusqu’au 0185.=φ . Remarquons que cela signifie qu’on peut obtenir un nombre infini de solutions, de 

0=φ  à 0185.=φ , pour le problème non linéaire considéré (Eq. (C.II-8) ). 
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FIG. C.II-15 
 

Evolution de la température au point ),( 25 == tx  en fonction de φ  à l’ordre 15 de 

la MAN pour 3 pas de continuation déterminés par 410−=δ  

 

Le TAB. C.II-4  montre l’erreur DFE  obtenue à la fin de chaque pas de continuation. Les erreurs sont 
assez faibles ce qui montre la convergence de la solution. On voit que l’erreur est plus importante pour 
un pas de continuation plus élevé. Ceci s’explique par le fait que l’erreur est cumulée car la solution à 
la fin d’un pas de continuation est utilisée comme le point de départ pour le pas suivant. 

410−=δ  pas 1 pas 2 pas 3 

DFE  0.0105 0.0487 0.0980 
 

 

 

La FIG. C.II-6  montre le nombre total d’enrichissements PGD (Eq. (C.I-48)) pour le deuxième 
(gauche) et troisième (droite) pas de continuation en fonction de l’ordre de la MAN.  
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FIG. C.II-16 Nombre total d’enrichissements PGD pour le deuxième (gauche) et troisième 
(droite) pas de continuation en fonction de l’ordre de la MAN 

TAB. C.II-4 Erreur DFE  à la fin des pas de continuation pour 410−=δ  
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Le calcul du deuxième pas nécessite 38 enrichissements et celui du troisième pas nécessite 36 
enrichissements. On voit qu’à chaque ordre de la MAN, le nombre d’enrichissements varie de 1 à  5 
modes. 

 

Remarque. Considérons une valeur de δ  plus petite 610−=δ . La FIG. C.II-17  montre les résultats 
obtenus avec 3 pas de continuations dans ce cas. On constate que les pas de continuations sont plus 

courts par rapport au cas précédent 410−=δ . Avec 3 pas de continuation, la valeur maximale de φ  est 

seulement de 9.18, valeur inférieure à celle obtenue avec 2 pas de continuations dans le cas 410−=δ . 
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FIG. C.II-17 
 

Evolution de la température au point ),( 25 == tx  en fonction de φ  à l’ordre 15 de 

la MAN pour 3 pas de continuation déterminés par 610−=δ  
 

 

Toutefois la solution est améliorée. Le TAB. C.II-5  montre l’erreur DFE  correspondante obtenue à la 

fin de chaque pas de continuation dans ce cas. On voit que l’erreur DFE  a été diminuée d’un facteur 
de 5.2 à la fin du 3ème pas de continuation. 

610−=δ  pas 1 pas 2 pas 3 

DFE  0.0037 0.0133 0.0187 
 

 

 

 

Remarque. Comme nous l’avons précisé, le domaine de validité (ou la longueur du morceau de la 
branche de solution) augmente avec l’ordre maximal de la MAN. Par exemple, avec 30 ordres de la 

MAN, la valeur est 866.max =φ  avec 410−=δ  pour le premier pas de continuation par rapport à 

921.max =φ  avec 15 ordres de la MAN. Ainsi, le nombre de pas de continuation est plus faible pour 
atteindre une même valeur de φ . Néanmoins, le nombre total d’enrichissements augmente 

TAB. C.II-5 L’erreur DFE  à la fin des pas de continuation pour 610−=δ  
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151=totaln , ce qui mène à un temps de calcul plus important. On voit qu’il y a un enjeu entre l’ordre 
de la MAN et le nombre de pas de continuation. Ainsi, Il est intéressant d’optimiser la valeur du 
nombre d’ordre de la MAN lorsque le système est gros [Potier-Ferry 2004]. 

 

Remarque. Une amélioration consiste à utiliser les approximants de Padé [Cochelin 2007]. Dans ce 
cas, la longueur des pas de continuation est augmentée avec une meilleur représentation de la solution 
par séries entières. Cela pourrait être envisagée dans la suite. 

 

C.II.2.2  Influence de la non linéarité sur le domaine de validité 
 

Dans cette partie, afin d’étudier l’influence de la non linéarité sur le domaine de validité, le 
résultat obtenu dans la partie précédente pour le problème (C.II-1)  est comparé à celui du problème 
suivant: 
 

( ) 22
2

2

++⋅=
∂
∂−

∂
∂

T
x

T

t

T φ  (C.II-13) 

où la non linéarité est 2T+ . Le choix de ce terme source a pour but de traiter un problème non borné. 
En effet, la température tend vers l’infini lorsque la source tend vers l’infini. Tous les autres 
paramètres sont identiques. 

 

Nous allons appliquer la résolution MAN-PGD à ce nouveau problème. Regardons tout d’abord les 
résultats obtenus pour le premier morceau de la branche de solution. La longueur du premier pas de 
solution est calculée à l’aide de l’équation (C.I-54). Pour ce problème, il est très petit et vaut 

220.max =φ  pour une précision 410−=δ . Pour des ordres de la MAN élevés, les courbes s’écartent 

fortement au-delà de 220.=φ (FIG. C.II-18 ). La solution pour 1=φ  ne peut donc pas être obtenue 
avec un seul pas de continuation.  
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FIG. C.II-18 
 

Valeur de la température au point ( 25 == tx ; ) en fonction de φ  pour le premier pas 
de continuation aux ordres p  ( 1511 ≤≤ p ) 
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Nous allons effectuer 3 pas de continuation. La FIG. C.II-19  montre l’évolution de la température au 
point ),( 25 == tx  en fonction de φ  obtenue avec 15 ordres de la MAN. La valeur de 1=φ  n’est pas 
atteinte avec 3 pas de continuation. De plus, la solution de la température tend vers l’infini et la 
longueur du pas de continuation augmente très peu.  
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FIG. C.II-19 Evolution de la température au point ),( 25 == tx  en fonction de φ  à l’ordre 15 de 

la MAN pour 3 pas de continuation déterminés par 410−=δ  
 
 

La valeur 1=φ  ne peut donc pas être atteinte. Lorsqu’on lance la simulation avec la méthode des 
différences finies, la solution ne converge pas non plus. Ceci s’explique par le fait qu’avec la non 

linéarité 2T+ , le système devient un système qui s’autoalimente dans le sens où lorsque la source 
augmente, la température augmente ce qui fait augmenter ensuite la source et ainsi de suite. La 
température tend rapidement vers l’infini. On peut donc obtenir la solution du système Eq. (C.II-13) 
pour des faibles valeurs de φ  uniquement. 

La MAN nous permet donc de déterminer les valeurs de φ  admissibles. Nous utiliserons cette 
possibilité de la MAN au chapitre suivant.  
 
 
 
 
C.II.2.3  Influence du domaine temporel sur le domaine de validité  

 
Dans cette partie, nous allons étudier l’influence du domaine temporel sur le domaine de 

validité. Considérons maintenant le problème (C.II-8)  sur un domaine temporel plus large [ ]40;=Ω t . 
Le domaine spatial est le même [ ]100;=Ω x . Déterminons la solution pour 1=φ . 

La solution obtenue par la méthode des différences finies est représentée FIG. C.II-20 . Le régime 
permanent est obtenu après 2=t s.  
 



CHAPITRE C – MAN/PGD POUR UN PROBLEME TRANSITOIRE NON LINEAIRE 

 
 

134 

 
FIG. C.II-20 Solution )( DFT  pour 1=φ  sur [ ] [ ]40100 ;; ×=Ω×Ω tx  

 
 

Il est donc envisageable qu’avec la MAN, le domaine de validité (et la longueur du pas de 
continuation) soit le même par rapport au cas précédent où le domaine temporel était de [ ]20;=Ω t . 

 

Ce n’est pourtant pas le cas comme nous allons le voir.  

Considérons le résultat obtenu après le premier pas de continuation. La valeur de maxφ  est seulement 

530.max =φ  pour 410−=δ  ( 92.1max =φ  dans le cas précédent). La FIG. C.II-21  montre que les 

courbes s’écartent au-delà de cette valeur de φ  lorsque l’ordre de la MAN augmente. 
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FIG. C.II-21 
 

Température au point ( 45 == tx ; ) en fonction de φ  pour le premier pas de 
continuation aux ordres p  ( 1511 ≤≤ p ) 
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La solution pour 1=φ  ne peut donc pas être atteinte avec une précision 410−=δ . Si l’on utilise les 

séries entières du premier pas de continuation pour calculer la solution à 1=φ , l’erreur DFE  est de 
0.0318. 
 
Pour obtenir une meilleur solution à 1=φ , un deuxième pas de continuation est calculé. La longueur 

du deuxième pas de continuation est 943.max =φ . L’erreur DFE  pour 1=φ  est de 01860.=DFE , qui 
est plus faible. 

Dans cet exemple, le domaine de validité est plus petit car on démarre avec un point de départ 
),( 00 Tφ  beaucoup plus loin de la solution. La FIG. C.II-22  montre la solution de départ 0T  (solution 

de l’équation (C.II-9) ) et sa carte d’écart par rapport à la solution )( DFT . 

 

  
          41341.)(

max =DFT  
FIG. C.II-22 Solution MAN finale à l’ordre 0 (gauche) et carte d’écart entre la solution MAN 

finale et la solution DF à l’ordre 0 (droite) 
 
 
 
Par rapport au cas précédent (cf. la FIG. C.II-3 ), l’écart est plus important (écart maximale de 6.20 au 
lieu de 2.57). Ceci est lié au fait que la solution de l’équation linéaire 0T  n’est pas encore en régime 

permanent sur [ ]42;=t .  
 
Comme le point de départ est plus ″loin″ et que les séries entières ne sont valables que dans un certain 
voisinage de ce point de départ, plus de pas de continuation sont alors nécessaires pour atteindre une 
même valeur de φ . 
 
 
 

 

 

Conclusion du chapitre 
 

Dans ce chapitre, une technique couplant la MAN et la PGD a été proposée pour la résolution 

d’un problème non linéaire où la non linéarité est de type 2T− . Le problème étudié est le problème 
thermique transitoire unidimensionnel.  

Dans la première partie, trois techniques de base: technique de perturbation, technique de 
résolution MAN-PGD couplée et technique de continuation ont été détaillées. A l’aide de la technique 
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de perturbation, la MAN mène à la résolution d’un grand nombre d’équations linéaires, la solution 
étant cherchée sous la forme d’une série entière tronquée. Ces équations linéaires transitoires sont 
ensuite résolues par la PGD à l’aide de la technique de résolution MAN-PGD couplée. L’avantage de 
cette approche est lié au fait que la PGD est une méthode non incrémentale par rapport à la MEF 
classique. Ainsi, la résolution de problèmes linéaires transitoires est très rapide. Enfin, la technique de 
continuation a été présentée et permet de trouver plusieurs morceaux de la branche de solution, chaque 
morceau étant valable dans son domaine de validité. 

Dans la deuxième partie, les résultats numériques ont été présentés. Après avoir obtenu toutes 
les solutions à chaque ordre de la MAN, nous pouvons a posteriori déterminer la solution pour un 
nombre infini de problèmes. On retrouve les capacités de la MAN mais ici pour un problème 
transitoire. La solution MAN-PGD a été comparée à celle obtenue par la méthode des différences 
finies pour un cas de test ce qui a permis de valider la technique de couplage. Une méthode PGD-
MAN ‘modifiée’, consistant à réutiliser les modes obtenus aux ordres précédents de la MAN, a été 
proposée. Toutefois, elle n’est pas recommandée dans ce cas car elle mène à des solutions moins 
précises. 

Une étude sur le domaine de validité a été présentée. Cela permet de déterminer la longueur 
maximale du paramètre de non linéarité φ  pour laquelle la solution est obtenue avec une précision 
donnée δ . Afin de déterminer la branche complète de solution, plusieurs pas de continuation doivent 
être effectués. 

  L’étude sur une non linéarité 2T+  nous a permis d’évaluer la limite de la valeur de φ  pour un 
système non borné. Enfin, nous avons montré qu’en augmentant le domaine temporel, le domaine de 
validité est diminué. Cela est lié au fait que le point de départ des séries entières est plus loin de la 
solution. Il nécessite donc plus de pas de continuation dans ce cas. 

Dans ces développements, une forme particulière de non linéarité a été ciblée. L’extension de 
la méthode à d’autres formes de non linéarité va nécessiter un travail spécifique pour techniquement 
évaluer la portée de cette association MAN-PGD. Dans [Cochelin 2007], des techniques pour prendre 

en compte d’autres familles de non linéarité, comme par exemple le cas de l’exponentielle TeTg =)(  

ou le cas des fonctions non régulières TTg =)(  ou αTTg =)(  ( R∈α ), ont été présentées. 

L’application de ces techniques est envisageable dans le contexte MAN-PGD. Un domaine 
d’application évident serait l’identification de paramètres matériau ou de sources. Dans le cas présenté 
ici, la MAN permet de générer des collections de solution (pour différentes valeurs du paramètre de 
non linéarité φ ) et la recherche d’une solution proche de mesures expérimentales sur échantillon est 
alors immédiate. Le contrôle est aussi un domaine qui peut tirer profit de cette technique.  

 Pour améliorer la capacité du couplage MAN-PGD, certains points techniques pourront être 
testées, notamment différents choix du paramètre de contrôle a  mais aussi les approximants de Padé. 
Ensuite la MAN-PGD pourra être étendue aux problèmes multiphysiques. Ces problèmes mettent en 
avant différentes spécificités : ils présentent un grand nombre de variables et par suite de dimensions, 
ensuite les termes de couplages considérés peuvent induire des non linéarités d’ordre plus ou moins 
élevé. L’utilisation de la PGD couplée à la MAN semble être une bonne solution pour les problèmes 
multidimensionnels, compte tenu de la capacité de la PGD. Les non linéarités présentes dans les 
problèmes couplés sont de différentes natures soient thermodynamiques soient liées aux paramètres 
matériau. Ces dernières ne seront pas traitées dans cette thèse mais une approche MAN-PGD semble 
être appropriée.  

Au terme de ce chapitre, il est clair que l’association Maillage adaptatif-PGD ou MAN-PGD 
sont des solutions pour résoudre efficacement des situations transitoires. Nous allons maintenant 
aborder, dans le chapitre qui suit, la résolution des problèmes couplés avec la PGD en profitant des 
résultats établis dans ce chapitre.  
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Chapitre D 
 

Résolution de problèmes multiphysiques transitoires 
couplés avec la PGD 
 

Sommaire 
  

D.I La PGD dans le cas de problèmes multiphysiques transitoires couplés ................................ 138 

D.I.1 Formulation des problèmes multiphysiques .......................................................................... 138 

D.I.1.1 Problème partiellement couplé diffusothermique........................................................... 139 
D.I.1.2 Problème fortement couplé thermoviscoélastique.......................................................... 147 

D.I.2 Résultats................................................................................................................................. 159 

D.I.2.1 Résultats du problème partiellement couplé diffusothermique...................................... 159 
D.I.2.2 Résultats du problème fortement couplé thermoviscoélastique...................................... 169 

D.II Stratégies de couplage PGD-technique de maillage adaptatif pour des problèmes 
multiphysiques multitemps............................................................................................................... 181 

D.II.1 Présentation de la technique de maillage adaptatif............................................................... 181 

D.II.1.1 Construction de maillage.............................................................................................. 181 
D.II.1.2 Stratégies de couplage PGD - technique de maillage adaptatif (RPGD)..................... 182 

D.II.2 Résultats ............................................................................................................................... 185 

D.II.2.1 Résultats du problème partiellement couplé diffusothermique..................................... 185 
D.II.2.2 Résultats du problème fortement couplé thermoviscoélastique.................................... 194 

Conclusion du chapitre ..................................................................................................................... 203 

 

 
 

 



CHAPITRE D − PGD POUR DES PROBLEMES MULTIPHYSIQUES TRANSITOIRES COUPLES 

 
 

138 

L’objectif de ce chapitre est la mise en place de la méthode PGD pour la résolution de 
problèmes multiphysiques couplés. Dans les parties précédentes, la PGD a été appliquée à l’équation 
de la chaleur. Nous avons montré que la qualité de la solution en température dépendait du maillage de 
cette physique. Dans le cas des problèmes multiphysiques couplés, la qualité de la solution dépend non 
seulement du maillage de la physique considérée mais aussi du maillage des physiques avec qui elle 
interagit.  

Nous allons tout d’abord présenter la formulation de deux problèmes couplés ainsi que leur 
résolution avec la PGD. Le premier est un problème diffusothermique partiellement couplé et le 
second est un problème thermoviscoélastique fortement couplé. Les résultats des simulations PGD 
sont discutés en fonction de l’influence du terme de couplage, des temps caractéristiques ainsi que des 
maillages spécifiques à chaque physique. Ils mettent en évidence la forte interaction entre les 
physiques et l’influence du maillage lorsque les réponses transitoires sont différentes. Il est donc 
intéressant d’avoir un maillage adapté à chaque zone transitoire de chaque physique. Néanmoins, 
lorsque les problèmes couplés, il n’est pas évident de connaître a priori les zones transitoires des 
différentes physiques. 

C’est la raison pour laquelle, dans la deuxième partie, la technique de maillage adaptatif 
présentée précédemment (section B.II) est étendue aux problèmes couplés afin de prédire précisément 
la réponse transitoire du problème couplé en utilisant des discrétisations adaptées à chaque 
phénomène. Deux méthodes de construction de maillage et différentes stratégies de couplage 
technique de maillage adaptatif / PGD sont présentées. Les résultats pour les deux problèmes couplés 
sont présentés et la faisabilité des différentes méthodes est discutée. 

 

D.I  La PGD dans le cas de problèmes multiphysiques 
transitoires couplés 

Dans le cadre de cette thèse, par souci de simplicité, des problèmes couplés mettant en jeu 
uniquement deux physiques sont considérés. Néanmoins, ces problèmes présentent deux temps 
caractéristiques différents. Le premier cas est un problème couplé entre la thermique et la 
concentration de gaz et le second cas envisagé est un problème couplé entre la thermique et le 
déplacement. L’extension de la PGD à un problème ayant plus de physiques ne pose pas d’autres 
difficultés compte tenu des stratégies de résolution retenues. Les équations de ces problèmes sont 
déduites à partir de celles des équations du modèle thermo-diffuso-mécanique complètement couplé de 
Rambert et al. [Rambert 2002]. Comme nous l’avons précisé, dans cette thèse, seules les termes de 
couplage directs sont considérés. 

 
Plus précisément, nous allons résoudre deux problèmes transitoires multiphysiques avec la 

PGD : un problème diffusothermique et un problème thermoviscoélastique. Cela nous permet de 
discuter la mise en place de la PGD pour des problèmes couplés où les équations mais aussi les termes 
de couplage sont de natures différentes. Les couplages sont de complexité croissante : résolution du 
problème découplé (chaque physique est indépendante et résolue séparément), partiellement couplé 
(seulement une des physiques influence l’autre) et complètement couplé (les deux physiques 
s’influencent l’une et l’autre). 
 
 

D.I.1  Formulation des problèmes multiphysiques 

Dans cette partie, nous allons présenter la formulation de la PGD pour deux problèmes 
couplés: le problème diffusothermique où le couplage partiel est considéré et le thermoviscoélastique 
où le couplage total est considéré.  
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La PGD est mise en place dans le cas où chaque physique est définie avec ses propres 
fonctions de forme. Avec cette approche, des maillages spécifiques peuvent être utilisés pour chaque 
physique. La mise en équation des problèmes couplés n’est pas détaillée ici. Pour plus de détails à ce 
sujet, le lecteur peut se référer à [Rambert 2002]. 

 
 

 
D.I.1.1 Problème partiellement couplé diffusothermique 
 
 
Les équations de thermodiffusion 
 

La PGD est appliquée ici à un problème couplé transitoire diffusothermique à deux 
dimensions. Il est composé d’un problème de diffusion et d’un problème thermique qui s’écrivent de 
la manière suivante: 
 

Problème de diffusion : 

)()( TgraddivAcgraddivD
t

c
cT=−

∂
∂

 (D.I-1) 

 
Problème thermique: 
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Dans l’équation (D.I-1) du problème de diffusion, c  représente la concentration de gaz et D  est la 
diffusivité. 

Dans l’équation (D.I-2) de la chaleur, T  représente la température, ρ  la masse volumique, C  la 

chaleur spécifique, Tλ  la conductivité thermique et Tf  la source de la chaleur. cTA  et TcB  sont des 
coefficients liés aux termes de couplage. 

Le problème est défini sur un domaine : tyx Ω×Ω×Ω=Ω  qui correspond respectivement à l’espace 

x , l’espace y  et le temps t .  

 

Pour simplifier l’écriture de la PGD, les conditions initiales en concentration c  et en température T  
sont supposées nulles.  

 

En ce qui concerne les conditions aux bords, la température est imposée nulle aux bords. La 
concentration est choisie non nulle afin de décrire au mieux un milieu non réactif. Elle s’écrit : 

),,(),,(),,( tyxgtyxctyxc yx =Ω∈=Ω∈ . La fonction ),,( tyxg  est choisie comme dépendant 

uniquement du temps )(),,( tgtyxg =  afin que la prise en compte de cette condition dans (D.I-4) ne 
modifie pas la nature de l’équation.  

 
En posant le changement de variables suivant : 

)(),,(),,( tgtyxctyxc += 0  (D.I-3) 

où ),,( tyxc0  est nulle aux bords et à l’instant initial.  
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L’équation de diffusion s’écrit: 

)(
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)( TgraddivA
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tdg
cgradDdiv
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c
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∂
∂ 0

0

 (D.I-4) 

où la nouvelle inconnue du problème 0c  vérifie des conditions aux bords nulles.  

 
Par rapport à l’équation de départ (D.I-1), il apparaît un terme de plus dans le membre de droite 

dttdg /)(−  qui a un rôle de source.  

Pour l’équation de la chaleur, le terme )( cgrad  devient )( 0cgrad .  

Pour ne pas alourdir les notations, on notera dans la suite c à la place de 0c et  )(),,( tgtyxcct += 0  
la concentration totale.  
 
Remarque. La PGD a déjà été testée pour des conditions aux bords et initiales non homogènes dans 
[Gonzalez 2010, Bonithon 2011]. 

 
 

Ce système d’équations présente deux temps caractéristiques : le rapport adimensionné par 

une épaisseur unité 
T

C

λ
ρ

 pour la thermique et le rapport 
D

1
 pour la diffusion. La complexité et la 

nature du problème dépendent des valeurs des coefficients cTA  et TcB  qui sont positifs. Si l’un de ces 
deux coefficient s’annule, on obtient des problèmes partiellement couplés dans le sens où seule une 
physique influence l’autre. Si ces deux coefficients sont non nuls, le problème est fortement couplé. 

 
Dans ce qui suit, nous allons étudier uniquement le cas des problèmes diffusothermique partiellement 
couplés. Le cas complètement couplé n’a pas été traité dans ce travail, mais ce manque ne nuira pas à 
la discussion. En revanche, pour étudier une situation fortement couplée, nous allons considérer le cas 
d’un problème thermoviscoélastique où les termes couplés génèrent des réponses intéressantes comme 
nous le verrons après.  
 

 

Dans cette thèse, nous étudions les deux problèmes partiellement couplés suivants.  

a. Le problème diffusothermique avec 0≠cTA  ; 0=TcB  

)(
)(

)( TgraddivA
dt

tdg
cgraddivD

t

c
cT+−=−

∂
∂

 

TT fTgraddiv
t

T
C =−

∂
∂

)(λρ  
(D.I-5) 

où seule la concentration dépend de la température. Ce problème est noté Problème 
partiellement couplé 1 (T-c(T)).  

 
b. Le problème diffusothermique avec 0=cTA  ; 0≠TcB  

2)()( cgradBfTgraddiv
t

T
C TcTT +=−

∂
∂ λρ  

dt

tdg
cgraddivD

t

c )(
)( −=−

∂
∂

 
(D.I-6) 

 
où seule la température dépend de la concentration. Ce problème est noté Problème 
partiellement couplé 2 (c-T(c)). 
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Ces deux problèmes se différencient par la nature du terme de couplage: )( TgraddivAcT  pour le 

premier et 2)( cgradBTc  pour le second. 
 
 
 
Formulation PGD des deux problèmes diffusothermique partiellement couplés: 
 

Les solutions sont recherchées sous la forme : 

�=
Tn

i

i
T

i
T

i
T

i
T tHyGxFtyxT )()()(),,( α  (D.I-7) 

�=
cn

i

i
c

i
c

i
c

i
c tHyGxFtyxc )()()(),,( α  (D.I-8) 

 
où Tn  et cn  sont les nombres finaux de triplets de fonctions requis pour décrire T  et c  avec une 
précision donnée. 
 
Suivant le temps caractéristique des phénomènes étudiés, les discrétisations peuvent être différentes 
pour la température et la concentration, en espace et en temps. Ces discrétisations sont choisies 
irrégulières. 

On utilise donc des fonctions d’interpolation différentes pour chaque physique. TN , TM  

(respectivement cN , cM ) sont les vecteurs qui contiennent la valeur des fonctions de forme en espace 

(respectivement x et y) pour la température (respectivement la concentration). TL  (respectivement cL ) 
sont les vecteurs qui contiennent la valeur des fonctions de forme en temps pour la température 
(respectivement la concentration). Ces fonctions d’interpolation sont choisies linéaires par morceaux 

pour l’espace ainsi que pour le temps. i
TF , i

TG , i
TH  ( respectivement i

cF , i
cG , i

cH ) sont les valeurs 
nodales des fonctions séparées associées aux fonctions de forme pour la température (respectivement 
la concentration).  
 
Nous allons maintenant présenter successivement la formulation PGD de chacun de ces problèmes. 
Comme ces problèmes sont partiellement couplés, les équations sont résolues l’une après l’autre avec 
la PGD en commençant par l’équation découplée. La résolution de la PGD pour chacune de ces 
équations est donc menée de la même manière que dans le cas de l’équation de la chaleur au chapitre 
B. Les étapes ″enrichissement-projection-résidu″ sont répétées de manière itérative jusqu’à obtention 
d’une certaine précision sur la solution. Pour chacune des équations de diffusothermique, nous 
détaillons uniquement l’écriture des opérateurs A  et B  (cf. TAB. B.I-2  et TAB. B.I-3). 
 
 

a) Problème partiellement couplé 1 (ou T-c(T))  
 
Dans ce problème, l’équation de la chaleur est découplée et l’équation de diffusion dépend de 

la température. Dans un premier temps, l’équation de la chaleur est résolue avec la PGD comme dans 
le chapitre B. La température s’écrit donc sous la forme (D.I-7) avec Tn  fonctions de base. 
 
 Considérons maintenant l’équation de diffusion couplée. Pour pouvoir appliquer la PGD, nous 

supposons que le terme source de cette équation noté 
dt

tdg
tfc

)(
)( −=  peut se mettre sous la forme 

d’une fonction à variables séparées : 

�
=

=
fcn

i

i
ct

i
cy

i
cx

i
cc tfyfxftf

1

)()()()( β  (D.I-9) 
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et s’écrit sous la forme discrète: 

( )( )( )�
=

=
fcn

i

i
ct

T
cf

i
cy

T
cf

i
cx

T
cf

i
cc fLfMfNtf

1

β)(  (D.I-10) 

où cfN , cfM  et cfL  sont les vecteurs qui contiennent les fonctions de forme pour la source et 
i

ct
i

cy
i

cx fff ,,  les valeurs nodales associées. Comme dans le cas de la source de la chaleur présentée 

dans le chapitre B, ces fonctions sont définies sur le même maillage que celui de c , mais elles 
peuvent être non nulles aux bords et à l’instant initial. 
 

Comme la température est connue,  le terme couplé )( TgraddivAcT  joue le même rôle que la source.  
 
 
 
Remarque. Avec les fonctions de forme linéaires en espace qui ont été choisies, on ne peut pas 
représenter ce terme dont la forme discrète s’écrit: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]� ⋅⋅+⋅⋅=
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T
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2

α
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  (D.I-11) 

En effet, avec ce degré de fonction d’interpolation, les dérivées secondes sont nulles et par suite le 
terme vaut 0. Pour pallier ce problème, on choisit d’intégrer par parties ce terme afin de diminuer 
l’ordre des dérivées qui intervient dans sa description. 

La formulation variationnelle de Galerkin liée à l’équation de concentration s’écrit : 

��
ΩΩ

Ω�
�

�
�
�

� +−=Ω�
�

�
�
�

� −
∂
∂

dTgraddivA
dt

tdg
cdcgraddivD

t

c
c cT )(

)(
)( **  (D.I-12) 

avec un champ réel c  et un champ virtuel *c et le terme de couplage s’écrit après intégration par 
parties et prise en compte des conditions aux limites: 
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dt

tdg
cd

t

c
cd

y

c

y

c

x

c

x

c
D cT

**
**

** )(  (D.I-13) 

 
Le terme couplé ne nécessite plus que des dérivées du premier ordre pour l’espace. Les fonctions de 
forme linéaires peuvent donc être utilisées.  
Remarquons que le nombre total de modes pour décrire le terme source est : Tfc nn 2+  si la 

température est décrite avec Tn  fonctions de bases. 
 
 
 
 

La résolution PGD de ce problème partiellement couplé 1 est ici résumée à l’aide de la 
formulation tensorielle.  
 
La concentration c  (la température T ) est recherchée comme une somme de produits tensoriels de 

vecteurs i
cF  ( i

TF ), i
cG  ( i

TG ) et i
cH  ( i

TH ) pondérés par des coefficients notés i
cα  ( i

Tα ) qui s’écrit 
comme suit: 

� ⊗⊗=
cn

i

i
c

i
c

i
c

i
c HGFαc , � ⊗⊗=

Tn

i

i
T

i
T

i
T

i
T HGFαT  (D.I-14) 
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La formulation variationnelle (D.I-13) liée à l’équation de diffusion peut être écrite sous la forme 
discrète suivante : 

c

T*
c

T* BccAc =  (D.I-15) 

avec c  et 
T*c  les champs réel et virtuel. cA  et cB  sont obtenus à partir des représentations discrètes 

de l’opérateur (3 opérateurs) et de la source ( TfcBc nnn 2+=  termes) du problème en formulation 

variationnelle (D.I-13).  

On peut les représenter sous la forme séparée : 

�
=

⊗⊗=
3

1i

i
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i
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i
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i
cc AAAaA  

�
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i
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i
c HGFαc  

(D.I-16) 

 
où les composants de cA  s’écrivent :  
 

 1=i  2=i  3=i  
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TAB. D.I-1 Composants de cA  
 
et les composants de cB  s’écrivent : 
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TAB. D.I-2 Composants de cB  
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Remarque. On voit que dans l’évaluation des termes couplés, on est amené à calculer des matrices 
couplées composées des fonctions de forme de la concentration et de la température. Par exemple, 

pour le temps t , on a une matrice couplée à calculer : 
�
�

�

�

�
�

�

�

�
Ωt

dtLL T
Tc . 

Si les maillages de c  et T  sont identiques, les matrices couplées deviennent des matrices carrées qui 
sont les mêmes que celles calculées dans le cas découplé. Lorsque c  et T  ont chacune leur propre 
maillage, le calcul de matrices couplées nécessite un transfert des données entre les deux maillages.  
 
Dans le cadre de ce travail, toutes les variables sont séparées. Le transfert des données est donc 
effectué uniquement à travers des maillages unidimensionnels à l’aide des matrices couplées. Pour le 
remplissage des matrices couplées, l’intégration numérique de Gauss est utilisée. Prenons l’exemple 

de la matrice temporelle couplée 
�
�

�

�

�
�

�

�

�
Ωt

dtLL T
Tc . Elle est calculée comme suit : 

� �� =
�
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�
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�
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Ω
cTtt

dtLLdtLL T
Tc

T
Tc

δ

 (D.I-17) 

où 
cTtδ  est un élément du maillage commun des 2 physiques (appelé maillage de stockage et noté  cTt ) 

qui est créé par concaténation des maillages de chaque physique. Le terme �
cTt

dtLL T
Tc

δ

 est non nul 

uniquement pour les fonctions icL  et j
TL  non nulles sur

cTtδ . Il est donc calculé de la manière suivante : 

- Tout d’abord, on cherche les fonctions d’interpolation non nulles sur 
cTtδ  (par exemple i

cL  et 
j
TL ). 

- Ainsi, dans la matrice�
cTt

dtLL T
Tc

δ

, seuls les composants �� =
��
�

�

�

��
�

�

�

cTtcTt

dttLtLdtLL j
T

i
c

ij

T
Tc

δδ

)()(   sont 

non nuls. Cette intégrale est calculée à l’aide de l’intégration numérique comme étant égale à 

la somme du produit )()( tLtL j
T

i
c  à chaque point de Gauss sur 

cTtδ . Le nombre de points de 

Gauss est déterminé selon le degré du polynôme produit )()( tLtL j
T

i
c  qui, dans notre cas, est 

de degré 2. Rappelons qu’avec n  points de Gauss, on peut avoir une intégration numérique 
exacte pour des polynômes d’ordre inférieur ou égal à 12 −n . Deux points de Gauss sont donc 
utilisés ici afin d’avoir une intégration numérique exacte. 

 
 
Remarques.  

•  Cette procédure a été utilisée afin de définir les matrices couplées comme des matrices 
creuses dans le but d’optimiser la place mémoire. 

•  La principale différence avec le cas découplé est l’ajout des termes de couplage dans le 
second membreB . Pour déterminer la solutionc , la résolution est faite de la même 
manière que dans le chapitre B . 

•  Comme les deux équations découplées sont de même nature, le choix d’utiliser des 
maillages différents pour chaque physique augmente le nombre d’opérateurs à stocker. Si 
les maillages sont identiques, les composants de cA  sont les mêmes que ceux deTA . 
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b) Problème partiellement couplé 2 (c – T(c)) 
 
De la même façon, nous pouvons écrire la résolution PGD du deuxième problème 

partiellement couplé où le problème thermique est couplé et celui de diffusion est découplé. 

 
Supposons que la source de la chaleur s’écrit aussi sous la forme d’une fonction à variables séparées: 
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( ) ( ) ( )�
=

⋅⋅⋅=
fTn

i

i
Tt

T
Tf

i
Ty

T
Tf

i
Tx

T
Tf

i
TT fLfMfNtyxf

1

β),,(  (D.I-18) 

 
où TfN  ; TfM  et TfL  sont les fonctions de forme pour la source. Comme pour le cas de la 

concentration, ces fonctions sont définies, dans la suite, sur le même maillage que celui de T  mais 
elles peuvent être non nulles aux bords et à l’instant initial.  
 

Le terme couplé 2)( cgradBTc  peut être considéré comme une partie de la source, il s’écrit:  
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 (D.I-19) 

 

Le nombre total des termes de la source est : 22 cfT nn +  qui peut être très élevé si le nombre de modes 

cn  est important. Une solution peut être de faire une SVD multidimensionnelle ou une PGD si le 
nombre de termes s’avérait beaucoup trop important ce qui a été montré au chapitre C.  
 
 
 
 
 La formulation tensorielle de l’équation de thermique couplée s’écrit de la manière suivante :  
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(D.I-20) 

où les composants de TA  s’écrivent:  
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 1=i  2=i  3=i  
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TAB. D.I-3 Composants de TA  

et les composants de TB  s’écrivent: 
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TAB. D.I-4 Composants de TB  
 

Comme dans le cas précédent, des matrices couplées composées des fonctions de forme de la 
concentration et de la température doivent être calculées. Par exemple, pour le temps t , on a une 

matrice couplée à calculer : 
�
�
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�

�

�
Ωt

dtLLL T
c

j
c

T
cT H . 

On voit que cette intégrale contient 4 entrées au lieu de 2 pour l’équation de la diffusion. Ceci est lié à 
la nature du terme de couplage. Avec l’intégration de Gauss, le calcul de cette intégrale ne pose pas de 
difficulté particulière (somme du produit de 4 fonctions sur les éléments). Le polynôme produit étant 
de degré 3, deux points de Gauss sont utilisés là encore pour obtenir une intégration numérique exacte. 

 

Pour le cas des équations de thermodiffusion, nous avons exposé l’écriture de la PGD dans des 
cas partiellement couplés, c’est-à-dire dans les cas où les  physiques pouvaient être calculées l’une 
après l’autre avec la PGD. De par leur nature, les termes de couplages ont pu être pris en compte 
comme une source c’est-à-dire dans le terme de droite B . Lorsque le problème est ″fortement couplé″ 
c’est-à-dire les deux coefficients cTA  et TcB  sont non nulles, d’autres termes de couplage doivent être 
pris en compte ((D.I-1) & (D.I-2)). Ces termes ne font apparaître que des gradients en espace. 
L’objectif de notre travail étant de se concentrer sur les performances de la PGD vis-à-vis des 
variables temporelles, nous avons choisi d’étudier un autre type de problème pour le cas fortement 
couplé qui est un problème thermoviscoélastique. Nous allons voir que ce problème fait apparaître des 
dérivées temporelles dans les termes de couplage. De plus, cela nous permet de tester la capacité de la 
PGD à capter la solution d’un problème couplé avec des équations de natures différentes. 
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D.I.1.2 Problème fortement couplé thermoviscoélastique 
 
 
Les équations de thermoviscoélasticité 
 

La PGD est appliquée ici à un problème transitoire thermoviscoélastique fortement couplé. Par 
souci de clarté, nous nous limitons ici à l’étude d’un cas unidimensionnel en espace avec uniquement 
un couplage de type thermodynamique (prise en compte de la dilatation thermique sur la mécanique et 
la thermique). La forme générique du problème couplé est la suivante : 
 

Problème mécanique viscoélastique : 
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Problème thermique : 
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λ , µ , vλ , vµ  sont les coefficients de Lamé correspondant à l’élasticité et à la viscoélasticité. ρ  

représente la masse volumique, C  la chaleur spécifique, Tλ  la conductivité thermique, Tf  la source 

de la chaleur et uf  le chargement.  

TTα  est le coefficient de dilatation thermique qui permet de prendre en compte les couplages entre les 
deux physiques qui sont le déplacement u et la température T.  
 
 

Lorsque la température change, elle modifie le déplacement à travers le terme 

x

T
TT ∂

∂+ αµλ )( 23 . Ce déplacement influence la température via le terme )()(
t

u

x
TTT ∂
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∂
∂+ αµλ 23 . 

Les deux physiques s’influencent donc l’une l’autre. Il est donc bien question d’équations fortement 
couplées.  

Notons que le terme de couplage dans l’équation de la thermique présente une dérivée spatiale et 
temporelle par rapport à la variable u .  
 

Le problème unidimensionnel transitoire thermoviscoélastique est défini sur le domaine 
[ ] [ ]txtx LL ,, 00 ×=Ω×Ω=Ω  et on considère des conditions aux bords et initiales nulles  pour le 

déplacement u  et la température T . Ce système présente deux temps caractéristiques : le rapport 

adimensionné pour une épaisseur unité pour la thermique 
T

C

λ
ρ

 et le rapport 
µλ
µλ

2

2

+
+ vv  pour la 

mécanique. 

 
Afin d’écrire la formulation PGD du problème couplé { (D.I-21), (D.I-22)}, précisons tout d’abord la 
formulation variationnelle de Galerkin du problème couplé. Elle s’écrit: 
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avec les champs réels Tu ,  et les champs virtuels ** ,Tu . Après intégration par parties et prise en 
compte des conditions aux limites, on obtient la formulation suivante:  
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Formulation PGD du problème thermoviscoélastique fortement couplé 
 
Les solutions sont recherchées sous la forme : 
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où un  et Tn  sont les nombres finaux de couples de fonctions requis pour décrire u  et T  avec une 
précision donnée. 
 
Dans la suite, nous allons présenter une résolution complètement couplée du problème avec la PGD. 
Ainsi le nombre de modes pour décrire u  et le même que celui pour T .  

 
Remarque. Dans le cas précédent partiellement couplé, comme chacune des physiques était résolue 
séparément, le nombre de modes pour les deux physiques était différent. 

On notera donc dans la suite nnn Tu == . 
 
 

Comme dans le cas du problème diffusothermique, des fonctions d’interpolations propres à 
chaque physique et des discrétisations irrégulières sont utilisées. uN ( TN ) sont les vecteurs qui 

contiennent la valeur des fonctions de forme en espace et uL  ( TL ) celles en temps pour le 
déplacement (respectivement la température). Elles sont également choisies linéaires par morceaux 
pour l’espace ainsi que pour le temps. 

 
Nous supposons que le chargement et la source de la chaleur peuvent se mettre sous la forme d’une 
fonction à variables séparées et s’écrivent sous la forme discrète:  
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où ufN  ( TfN ) et ufL  ( TfL ) sont les fonctions de forme en espace et en temps pour le chargement (et 

la source de la chaleur). Ces fonctions sont définies sur le même maillage que celui de u  
(respectivement T ) mais sont non nulles aux bords et à l’instant initial.  
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La résolution PGD de ce problème est présentée en formulation tensorielle. La formulation 
variationnelle (D.I-25) peut être écrite sous la forme discrète suivante : 
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Pour le problème mécanique viscoélastique, on obtient: 
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où les composants de uA  s’écrivent :  
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TAB. D.I-5 Composants de uA  

et les composants de uB  s’écrivent : 
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TAB. D.I-6 Composants de uB  

 

Pour le problème thermique, on obtient: 
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où les composants de TA  s’écrivent :  
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TAB. D.I-7 Composants de TA  
 
et les composants de TB  s’écrivent : 
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TAB. D.I-8 Composants de TB  
 
 

Remarque. Le terme couplé dans l’équation de la mécanique est traité de la même manière que dans 
le cas du problème de thermodiffusion puisqu’il est pris en compte dans le second membre B . Par 
contre, la nature du terme couplé dans l’équation de la thermique (comme celui-ci dépend aussi de la 
température) nécessite de l’écrire dans l’opérateur A . Nous aurions pu choisir d’écrire ce terme dans 
le second membre B . Dans ce cas, il aurait fallu évaluer la température comme étant celle de 
l’itération précédente comme dans la méthode de linéarisation incrémentale (cf. section C.I.1). 

 

 

Les différentes étapes de la PGD dans le cas fortement couplé 

 Comme nous l’avons précisé, nous avons choisi de résoudre ce problème fortement couplé en 
résolvant en même temps les deux physiques u et T. Dans Béringhier et al. [Beringhier 2010], ce 
même problème thermoviscoélastique a déjà été résolu avec la PGD. Contrairement au cas où une 
seule physique est considérée ou au cas partiellement couplé thermodiffusion, il mène à la résolution 
d’un système non linéaire lors de l’étape de projection et l’étape d’enrichissement de la PGD.  

Dans ce papier, la résolution des systèmes non linéaires a été menée à l’aide d’un algorithme de type 
Newton. Deux types de résolution du système ont été traités : 

- une résolution ″faible″ qui consiste à résoudre indépendamment chacune des physiques, 

- une résolution ″forte″ qui consiste à résoudre simultanément les deux physiques. 

Il a été montré que la résolution ″faible″ mène à un plus grand nombre de modes pour décrire la 
solution finale. Néanmoins, comparé à une résolution complètement couplée  du système, cela permet 
de diminuer la taille des systèmes à résoudre puisqu’une seule physique est considérée à la fois.  
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 Dans ce qui suit, nous utilisons donc la résolution ″forte″ du système. Pour pallier le défaut de 
la taille des systèmes, la méthode de point fixe à directions alternées est utilisée à l’étape 
d’enrichissement ainsi qu’à l’étape de projection. Les différentes étapes de la PGD sont détaillées ci-
après. 
 

 
a) Etape d’enrichissement de la base 

 
A partir des k  fonctions à variables séparées et leurs coefficients associés, les fonctions à 

variables séparées 1+k  ( uu PR ⊗  et TT PR ⊗ ) sont calculées. Elles sont solution de la formulation 
variationnelle de Galerkin liée à ((D.I-21), (D.I-22)) avec les champs réels et virtuels suivants : 
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(D.I-33) 

 
Cela mène à la résolution d’un système non linéaire en uR , uP , TR , TP . Ce système est résolu par la 
méthode de point fixe à directions alternées.  

 

- Pour le problème mécanique viscoélastique 
  

o Trouver  uR  

Supposons connu uP , ce qui implique un champ virtuel uu PR ⊗= **u . On obtient le système enuR  
suivant: 
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qui peut s’écrire sous la forme : 

),,( TTuu PRPR 1U=  (D.I-35) 
 

o Trouver  uP  

Supposons connu uR , ce qui implique un champ virtuel **u uu PR ⊗= . On obtient le système en uP  
suivant:  
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qui peut s’écrire sous la forme : 
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),,( TTuu PRRP 2U=  (D.I-37) 
 
Notons que ces systèmes dépendent des inconnues liées à la température ),( TT PR . 
 
 

- Pour le problème thermique 
 

o Trouver  TR  

Supposons connuTP , ce qui implique un champ virtuel TT PR ⊗= **
� . On obtient le système enTR  

suivant:   
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qui peut s’écrire sous la forme : 

),,( uuTT PRPR 3U=  (D.I-39) 
 
 
 

o Trouver  TP  

Supposons connu TR , ce qui implique un champ virtuel **
� TT PR ⊗= . On obtient le système en TP  

suivant: 
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(D.I-40) 

qui peut s’écrire sous la forme : 

),,( uuTT PRRP 4U=  (D.I-41) 
 

Notons que ces systèmes dépendent aussi des inconnues en déplacement ),( uu PR . 

 

 

Pour prendre en compte la dépendance de ces systèmes aux inconnues liées à l’autre physique 
(température pour le problème mécanique et déplacement pour le problème de thermique), deux types 
de résolution peuvent être envisagées que nous noterons méthode ″découplée″ et méthode ″couplage 
total″.  
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i. Méthode ″découplée″ : 

 
Le système non linéaire est découpé en deux systèmes non linéaires : un système non linéaire 

par rapport à ( uR , uP ) et un système non linéaire par rapport à (TR , TP ). Ces deux systèmes sont 
résolus à l’aide de la méthode de point fixe à directions alternées. A l’itération p , on doit résoudre 
séquentiellement les deux systèmes non linéaires suivants : 
 
 

+ Un système non linéaire par rapport à (uR , uP ) (Eq. (D.I-35) et (D.I-37)) puisque ( TR , TP ) 
sont supposés connus. Ce système est résolu à l’aide de la méthode de point fixe à directions alternées. 

A èmel  sous itération, la procédure du point fixe est stoppée lorsque le nombre maximal de sous 
itération maxl  est atteint ou le critère suivant est satisfait : 

u
fixe

l
u

l
u

l
u

l
u

lu
fixeN ε≤−= −−

2

11

2

)()()()( PRPR  (D.I-42) 

où u
fixeε  est un paramètre fixé par l’utilisateur. Les solutions convergées (noté )( puR , )( puP ) sont 

ensuite utilisées pour calculer les nouveaux modes T . 
 
 
+ Un système non linéaire par rapport à (TR , TP ) (Eq. (D.I-39) et (D.I-41)) puisque ( uR , uP ) 

sont supposés connus. Ce système est résolu à l’aide de la méthode de point fixe à directions alternées. 

A èmel  sous itération, la procédure du point fixe est stoppée lorsque le nombre maximal de sous 
itération maxl  est atteint ou le critère suivant est satisfait : 

T
fixe

l
T

l
T

l
T

l
T

lT
fixeN ε≤−= −−

2

11

2

)()()()( PRPR  (D.I-43) 

où T
fixeε  est un paramètre fixé par l’utilisateur. Les solutions convergées sont (noté )( pTR , )( pTP ). 

 

 

 

 

Ces deux étapes sont répétées jusqu’à la convergence. La procédure est stoppée lorsque le 
nombre maximal de sous itérations maxp  est atteint ou le critère suivant est satisfait : 

( ) uT
fixepTpTpTpTpupupupu

luT
fixeN ε≤−−= −−−− 211211

2
)()()()()()()()( ,max PRPRPRPR  (D.I-44) 

où uT
fixeε  est un paramètre fixé par l’utilisateur.  
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Le TAB. D.I-9  résume l’algorithme de cette méthode. 

 

1 : tant que ( maxpp ≤  et uT
fixe

luT
fixeN ε>

2
) faire      

 

2 :   tant que ( maxll ≤  et u
fixe

lu
fixeN ε>

2
) faire      

3 :        Calcul de  ),,( )()(
)()(

11
1

1U −−
−= pTpT

l
u

l
u PRPR  

4 :        Calcul de  ),,( )()(
)()(

112U −−= pTpT
l

u
l

u PRRP  

5 :        Calcul de  
2

lu
fixeN  

6 :  fin tant que 

7 :  )(
)(

l
upu RR =  ; )(

)(
l

upu PP =  

 

8 :   tant que ( maxll ≤  et T
fixe

lT
fixeN ε>

2
) faire      

9 :        Calcul de  ),,( )()(
)()(

pupu
l

T
l

T PRPR 1
3U −=  

10 :        Calcul de  ),,( )()(
)()(

pupu
l

T
l

T PRRP 4U=  

11 :        Calcul de  
2

lT
fixeN  

12 :  fin tant que 

13 :  )(
)(

l
TpT RR =  ; )(

)(
l

TpT PP =  

 

14 :  Calcul de  
2

luT
fixeN  

15 : fin tant que 
 

TAB. D.I-9 Algorithme de la méthode ″découplée″ 
 

 

ii. Méthode de ″couplage total″ : 
 

Le système est résolu simultanément par rapport aux quatre inconnues uR , uP , TR , TP  par la 
méthode de point fixe à directions alternées. Cela mène à la résolution de 4 systèmes linéaires (Eq. 
(D.I-35) ,(D.I-37), (D.I-39) et (D.I-41)).  
 

A èmel  sous-itération, la procédure du point fixe est stoppée lorsque le nombre maximal de sous 
itérations maxl  est atteint ou le critère suivant est satisfait : 

uT
fixe

l
T

l
T

l
T

l
T

l
u

l
u

l
u

l
u

luT
fixeN ε≤�

�
��

�
� −−= −−−−

2

11

2

11

2

)()()()()()()()( ,max PRPRPRPR  (D.I-45) 
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où uT
fixeε  est un paramètre fixé par l’utilisateur.  

 
Le TAB. D.I-10 résume l’algorithme de cette méthode. 
 

1 :  tant que ( maxll ≤  et uT
fixe

luT
fixeN ε>

2
) faire      

2 :      Calcul de  ),,( )()()()( 111
1U −−−= l

T
l

T
l

u
l

u PRPR  

3 :      Calcul de  ),,( )()()()( 11
2U −−= l

T
l

T
l

u
l

u PRRP  

4 :      Calcul de  ),,( )()()()( 1
3U −= l

T
l

u
l

u
l

T PPRR  

5 :      Calcul de  ),,( )()()()( l
T

l
u

l
u

l
T RPRP 4U=  

6 :      Calcul de  
2

luT
fixeN  

7 : fin tant que 
 

TAB. D.I-10 Algorithme de la méthode ″couplage total″ 
 
 

Les nouvelles fonctions de base1+k
uF , 1+k

uH  et 1+k
TF , 1+k

TH  sont ensuite obtenues en 

normalisant les vecteurs uR , uP , TR , TP  par la norme 2L . 
 
Dans le cadre de cette thèse, c’est la méthode de ″couplage total″ qui est utilisée. 
 
 
 
 
 b) Etape de projection (calcul de coefficients) 
 

Les 1+k  vecteurs ( i
uF  ; i

uH ), ( i
TF  ; i

TH ) pour 11 += ki ,...,  sont maintenant connues, les 

coefficients i
uα  et i

Tα  sont solution de la formulation variationnelle de Galerkin associée à ((D.I-21), 
(D.I-22))  avec les champs réels et virtuels suivants : 

�
+

⊗=
1k

i

i
u

i
u

i
u HFαu  

�
+

⊗=
1k

i

i
T

i
T

i
T HFαT  

(D.I-46) 

( )�
+

⊗=
1k

i

i
u

i
u

i
u HF

**u α  

( )�
+

⊗=
1k

i

i
T

i
T

i
T HF

**T α  

(D.I-47) 

 
Rappelons que, contrairement aux cas des problèmes découplés ou partiellement couplés que l’on a 
étudiés, le système à résoudre est ici non linéaire.  
 
 + Pour le calcul des coefficients u�  

Le système à résoudre s’écrit : 
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uuuK V� =   avec  { }11 += k
uu

T
u αα ,...,�  (D.I-48) 

 

où les composants de la matrice uK  et ceux de uV  s’écrivent: 

•  ( ) ( ) ( )�
=

⋅⋅=
2

1p

j
u

p
ut

Ti
u

j
u

p
ux

Ti
u

p
uiju AAaK HHFF )()(     ( 11 +≤≤ kji , ) 

•  ( ) ( ) ( )�
=

⋅⋅=
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p

p
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p
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p
uiu b
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�

�
�

�

�
⋅++

1

1

23
k

j

j
T

T
Tu

Ti
u

j
T

T
Tu

Ti
u

j
TTT

tx

dtLLdxdNN HHFF )()()( ααµλ  

 ( 11 +≤≤ ki ) 

(D.I-49) 

Ce système est non linéaire car ( )iuV  dépend de { }Tk
TTT

11 += αα ,...,� . 
 
 
 

+ Pour le calcul des coefficients T�  

Le système à résoudre s’écrit : 

TTTK V� =   avec  { }11 += k
TT

T
T αα ,...,�  (D.I-50) 

 

où les composants de la matrice TK  et ceux de TV  s’écrivent: 

•  ( ) ( ) ( )�
=

⋅⋅=
2

1p

j
T

p
Tt

Ti
T

j
T

p
Tx

Ti
T

p
TijT AAaK HHFF )()(  

( ) ( ) ( )� ��
= ΩΩ ��
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Tu

Tq
uT

Ti
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j
T

T
Tu

Tq
uT

Ti
T

q
uTT

tx

dtLdLLdxNdNN
1

23 HHHFFF )()(ααµλ  

    ( 11 +≤≤ kji ; ) 

•  ( ) ( ) ( )�
=

⋅⋅=
fTn

p

p
Tt

Ti
T

p
Tx

Ti
T

p
TiT b

1

BHBFV )()(  ( 11 +≤≤ ki ) 

(D.I-51) 

Ce système est lui aussi non linéaire car ( )ijTK  dépend de { }Tk
uuu

11 += αα ,...,� . 

 
 

La méthode de point fixe à directions alternées est utilisée pour calculer les coefficients iuα  et 
i
Tα  pour 11 += ki ,...,  : 

 + Supposons connu iTα , les valeurs de i
uα  est solution de l’équation linéaire (Eq. (D.I-48)). 

 + Supposons connu iuα , les valeurs de i
Tα  est solution de l’équation linéaire (Eq. (D.I-50)). 

Cette procédure est répétée jusqu’à convergence. Considérons la èmel  sous itération, la procédure du 
point fixe est stoppée lorsque le critère suivant est satisfait : 

uT
pro

l
T

l
T

l
u

l
u

luT
proN εαααα <�

�
��

�
� −−= −−

2

1

2

1

2

)()()()( ,max  (D.I-52) 

 

où uT
proε  est un paramètre fixé par l’utilisateur.  
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 c) Etape de calcul du résidu  
 

Le résidu lié à (D.I-29) est défini à partir de : 

�
=

+ ⊗=−=
Cun

i

i
ut

i
ux

i
uuu

k
u c

1

1 CCu��Res  

�
=

+ ⊗=−=
CTn

i

i
Tt

i
Tx

i
TTT

k
T c

1

1 CCT��Res  

(D.I-53) 

 

La convergence est déterminée en calculant la norme euclidienne de ces résidus à chaque itération: 

2

11 ++ = k
u

k
uRV Res  

2

11 ++ = k
T

k
TRV Res  

(D.I-54) 

 

 

La procédure itérative (composée des étapes d’enrichissement et de projection) est stoppée lorsque le 

taux de réduction de ces deux résidus devient supérieur à un seuil uT
RVε  fixé par l’utilisateur, soit le 

rapport entre deux RV  consécutifs de u  et T  est supérieur à uT
RVε , ce qui s’écrit :  

uT
RVk

T

k
T

k
u

k
u

RV

RV

RV

RV ε>
++

),min(
11

 (D.I-55) 

 
 
 
 
L’algorithme (TAB. D.I-11) résume les différentes étapes de la résolution PGD des équations du 
problème de thermoviscoélasticité couplé pour lesquelles les inconnues notées u  et T  sont 
décomposées selon les variables x et t.  
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1 : 0=k  

2 :  tant que ( maxkk ≤  et uT
RVk

T

k
T

k
u

k
u

RV

RV

RV

RV ε≤
++

),min(
11

) faire      

3 :  On pose � ⊗=
k

i

i
u

i
u

i
u HFαu  et � ⊗=

k

i

i
T

i
T

i
T HFαT  

 

 a) Etape d’enrichissement de la base 

4 :    tant que ( maxll ≤  et uT
fixe

luT
fixeN ε>

2
) faire      

5 :         Calcul de  ),,( )()()()( 111
1U −−−= l

T
l

T
l

u
l

u PRPR  

6 :         Calcul de  ),,( )()()()( 11
2U −−= l

T
l

T
l

u
l

u PRRP  

7 :         Calcul de  ),,( )()()()( 1
3U −= l

T
l

u
l

u
l

T PPRR  

8 :         Calcul de  ),,( )()()()( l
T

l
u

l
u

l
T RPRP 4U=  

9 :         Calcul de  
2

luT
fixeN  

10 :   fin tant que 

11 :   Normalisation  
2

1

u

uk
u R

R
F =+  ; 

2

1

u

uk
u P

P
H =+  et 

2

1

T

Tk
T R

R
F =+  ; 

2

1

T

Tk
T P

P
H =+  

 

 b) Etape de projection 

12 :    tant que ( maxll ≤  et uT
pro

luT
proN ε>

2
) faire        

13 :    Calcul des coefficients { }11 +k
uu αα ,...,   

14 :    Calcul des coefficients { }11 +k
TT αα ,...,  

15 :         Calcul de  
2

luT
proN  

16 :   fin tant que 
 

 c) Etape de calcul du résidu 

17 :  Calcul des résidus : 1+k
uRV  et 1+k

TRV  

 

18 : 1+= kk  

19:  fin tant que 
 

TAB. D.I-11 Algorithme de la résolution par la PGD pour le problème thermoviscoélastique couplé 
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D.I.2  Résultats  

 
La PGD est maintenant utilisée pour résoudre ces problèmes multiphysiques. L’influence de la 

valeur des paramètres de couplage ainsi que celle des temps caractéristiques est discutée par 
comparaison aux résultats obtenus dans le cas où chacune des physiques est découplée. Le but étant de 
voir comment la PGD génère des solutions dans ces différents cas de simulation qui, pour certains 
d’entre eux, n’ont pu être résolus par la méthode des Eléments Finis. Ensuite, la PGD sera évaluée 
dans le cas où des maillages spécifiques à chaque physique seront considérés.  
 
 
D.I.2.1 Résultats du problème partiellement couplé diffusothermique 
 

Nous allons présenter dans cette partie les résultats obtenus avec la PGD pour les deux 
problèmes partiellement couplés suivants : 
 
 
Problème partiellement couplé 1. 
 

Trouver ),,( tyxc  et ),,( tyxT  tels que : 

)(
)(

)( TgraddivA
dt

tdg
cgraddivD

t

c
cT+−=−

∂
∂

  

TT fTgraddiv
t

T
C =−

∂
∂

)(λρ  
cf. (Eq. (D.I-5)) 

 
Problème partiellement couplé 2. 
 

Trouver ),,( tyxc  et ),,( tyxT  tels que : 

2)()( cgradBfTgraddiv
t

T
C TcTT +=−

∂
∂ λρ

 

dt

tdg
cgraddivD

t

c )(
)( −=−

∂
∂

 

cf. (Eq. (D.I-6)) 

 
 

Les deux problèmes sont définis sur le même domaine [ ] [ ]1002 ;; ×+−=Ω×Ω×Ω=Ω ππtyx . Les 

conditions initiales et aux bords pour c et T sont nulles. 
 
Rappelons que le problème à résoudre est tel que la concentration est non nulle aux bords et que nous 
l’avons modifiée pour le résoudre avec la PGD présentée dans le chapitre B. La concentration 

recherchée est la concentration totale notée tc  égale à  )(),,(),,( tgtyxctyxct += . 
 

Pour les simulations, les paramètres ρ , C , Tλ , D  sont pris égaux à 1.  

La source de la chaleur est : 
[ ]

[ ]	
A
B

∈=
∈=

1018

108

;),,(

;),,(

ttyxf

tttyxf

T

T  (D.I-56) 

 
La condition aux bords de la concentration est : 

[ ]
[ ]	

A
B

∈=
∈=

10618

603

;)(

;)(

ttg

tttg
 (D.I-57) 
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Cela se traduit dans l’équation de diffusion par l’ajout du terme dit ″source de concentration″: 

[ ]

[ ]C
	

C
A

B

∈=−

∈−=−

1060

603

;
)(

;
)(

t
dt

tdg

t
dt

tdg

 (D.I-58) 

Les discrétisations sont choisies régulières en espace et en temps : 101 points pour x , 101 points pour 
y  et 10 001 points pour t .  
Les paramètres de la résolution PGD sont les suivants (TAB. B.I-4): 

- le critère d’arrêt pour la méthode de point fixe est 410−=fixeε  ou 100 itérations pour le critère 

d’arrêt pour l’étape d’enrichissement, 

- %95=RVε  pour le critère d’arrêt concernant le nombre de modes. 

Ces mêmes paramètres sont utilisés pour les deux physiques. 
 
 
 
Résultats du problème partiellement couplé 1 ( T – c(T)) 

Pour ce problème, la température est résolue en premier puis sa solution est prise en compte 
pour la résolution du problème de diffusion. 

Présentons d’abord la solution obtenue dans le cas où les deux physiques sont complètement 
découplés ( 0=cTA ).  

La solution découplée en température obtenue avec la PGD contient 5 modes. La FIG. D.I-1 
montre la solution en espace à l’instant final t=10 (à gauche) et celle en temps pour le point (0,0) en 
espace (à droite). En espace, la température maximale est obtenue au centre en (0,0) et diminue au fur 
et à mesure pour s’annuler aux bords. En temps, la température augmente tout au long de la 
simulation. Le régime permanent n’est pas atteint au bout de 10 (s). La solution en température est 
donc transitoire sur l’ensemble du domaine considéré. 
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FIG. D.I-1 Cas découplé - Evolution de la température en espace à t = 10 (gauche) et en temps 

au point (x,y)=(0,0) (droite) 
 

La solution découplée en concentration contient elle aussi 5 modes. La FIG. D.I-2  montre la 
solution de la concentration totale en espace à l’instant final t=10 (s) (à gauche) et  celle en temps pour 

le point (0,0) en espace (à droite). La fonction tc  est non nulle aux bords et est égale à la valeur de la 
fonction )( tg  qui vaut 18 au temps final. Ensuite, elle diminue et atteint sa valeur minimale au centre. 
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En temps, tc  augmente tout au long de la simulation. La solution en concentration est donc transitoire 
sur l’ensemble du domaine considéré.  
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FIG. D.I-2 Cas découplé - Evolution de la concentration totale en espace à t=10 (gauche) et en 

temps au point (x,y)=(0,0) (droite) 

Avec ce choix de paramètres, les deux physiques sont en régime transitoire dans le domaine considéré 
et présente un seul transitoire. 
 
 
 Passons maintenant au cas couplé. Dans ce cas, la solution de la température en découplé est 
utilisée dans l’équation de diffusion. Nous montrons donc ici les résultats obtenus pour la 
concentration.   
 

•  Influence du terme de couplage 

Pour étudier l’influence du terme de couplage sur la solution, nous considérons différentes 
valeurs de cTA . Comme la solution est symétrique en espace, l’évolution de la concentration est 

représentée uniquement selon une direction. La FIG. D.I-3 montre l’évolution de tc  suivant la 
direction x  (à gauche) et suivant le temps (à droite) selon les valeurs du coefficient cTA .  
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FIG. D.I-3 Evolution de la concentration totale suivant la direction x (y=0 , t=10) (gauche) et 

suivant le temps (x=0 , y=0) (droite) pour différentes valeurs du coefficient cTA  
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On constate que lorsque cTA  augmente, l’amplitude de concentration diminue. Ceci est lié au fait que  

le terme de couplage )( TgraddivAcT  est toujours négatif, compte tenu de l’évolution spatiale de la 
température. D’un point de vue physique, lorsque le flux de chaleur augmente, les molécules se 
déplacent plus rapidement et par suite la concentration diminue. La forme de la solution n’étant pas 
fortement modifiée, la solution contient 5 modes pour l’ensemble des valeurs de cTA  testées.  

 

Pour la suite des simulations, cTA  est fixé à 0.2  afin que la variation d’amplitude lié au couplage 
n’excède pas 25%. On définit le taux du changement de couplage : 

%
max

maxmax
25<

−
=

découplé

découplécouplé

c
c

cc
γ  (D.I-59) 

 

où découplécmax  et couplécmax  sont la valeur maximale de tc  dans le cas découplé et couplé. Le choix de la 
valeur de 25% est un choix arbitraire pour que le terme couplé ne devienne pas prépondérant, ce qui 
ne serait plus physique.  
 
 
 

•  Influence du temps caractéristique 

L’équation de diffusion fait apparaître un temps caractéristique lié au rapport 
D

1
.  Compte 

tenu que le domaine est fixé, nous nous permettons de noter ce rapport cτ . La FIG. D.I-4  représente 

les résultats de l’évolution de tc  pour un point en espace pour différentes valeurs de cτ . Les solutions 
obtenues dans le cas découplé sont aussi notées.   
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FIG. D.I-4 
 

Cas découplé et couplé ( 20.=cTA ) - Evolution de la concentration totale au point 

(x,y)=(0,0) en fonction du temps pour différentes valeurs de cτ  
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Lorsque le temps caractéristique est très petit, la solution en concentration est quasi-identique à la 
condition imposée aux bords, cela revient à considérer que la diffusion est quasi-instantanée. La 
réponse transitoire de la concentration est donc la même que celle de la condition aux bords. Par 
contre, lorsque le temps caractéristique augmente, la diffusion est défavorable. Ainsi la concentration 
évolue plus lentement et donc son transitoire augmente. Notons que la PGD permet de prédire 
l’ensemble de ces solutions avec un nombre de modes variant de 6 à 9. 

 
 

•  Influence des maillages spécifiques à chaque physique 

Nous allons maintenant étudier l’impact du maillage de T  sur la solution c  en considérant un 
maillage très fin (10 001 points en temps) pour c.  La FIG. D.I-5  (à gauche) montre la solution  T  
obtenue pour trois maillages temporels différents (un maillage irrégulier de 3 points qui permet de 
décrire correctement la source de la chaleur) et deux maillages réguliers ayant 11 et 10001 points. La 

solution tc  correspondante est illustrée FIG. D.I-5  (à droite). La solution en concentration est 
impactée par les maillages de T. L’erreur pour les différents maillages est moins importante pour la 
concentration que pour la température, car l’impact de la température sur la concentration est 
uniquement dû au terme de couplage. Néanmoins, on voit la trace de l’erreur de précision de la 
température sur la solution de concentration. Cette remarque est similaire à celle dans le cas où on 
considérait une seule physique et que la source était mal prédite à cause du maillage "pauvre" 
considéré. 
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FIG. D.I-5 Evolution de la température (gauche) et de la concentration totale (droite) pour le 

point (x,y)=(0,0) pour différents maillages temporels pour la température. 
 
 
Dans le cas des problèmes couplés, il est nécessaire que les deux physiques soient correctement 
prédites et donc qu’un maillage adapté soit utilisé. 
 
 
 
 
 
Résultats du problème partiellement couplé 2 (c – T(c)) 

Nous allons mener ici la même étude que précédemment. Pour ce problème, la concentration 
est résolue en premier et sa solution est prise en compte pour la résolution de la température. Notons 
que l’équation de diffusion et de thermique sont de même nature. Néanmoins, le terme de couplage est 
différent entre les deux problèmes et c’est son impact que nous allons étudier. 
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•  Influence du terme de couplage 

Pour étudier l’influence du terme de couplage, nous avons choisi de considérer différentes 
valeurs pour le coefficient TcB . La FIG. D.I-6  montre l’évolution de la température suivant la 

direction x  (à gauche) et suivant le temps (à droite) pour ces différentes valeurs. 
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FIG. D.I-6 Evolution de la température suivant la direction x (y=0 , t=10) et suivant le temps 

(x=0 , y=0) pour différentes valeurs du coefficient BTc 
  

Lorsque TcB  augmente, le terme de 2)( cgradBTc  augmente et ainsi la température augmente. D’un 
point de vue physique, le flux de matière induit un déplacement des molécules. Il y a donc une 
dissipation thermique qui se produit quelque soit le sens du flux (dans ce cas, le flux de matière se 
dirige vers le centre en espace), cela entraîne un échauffement du matériau par dissipation et par suite 
une élévation de température. Lorsque le coefficient est très élevé ( 1=TcB ), on voit nettement 
apparaître un transitoire à t = 6 (s) qui est la trace de celui de la concentration.  

Lorsque BTc augmente, la forme de la solution temporelle étant modifiée, la solution PGD de la 
température est obtenue avec 5 modes, 9 modes et 14 modes pour BTc  égal respectivement à 0.1, 0.2 et 
1.  

Pour la suite des simulations, le coefficient TcB  est fixé à 0.2 pour avoir un taux du changement de 

couplage Tγ  (cf. (D.I-59)) inférieur à 25%. 
 
 
 

•  Influence du temps caractéristique 

L’équation de thermique fait apparaître un temps caractéristique lié au rapport 
T

C

λ
ρ . Compte 

tenu que le domaine est fixé, nous noterons ce rapport Tτ . La FIG. D.I-7  représente les résultats de 

l’évolution de la température pour un point en espace pour différentes valeurs de Tτ . Elles sont 
comparées aux solutions obtenues dans le cas sans couplage. Comme nous avons précisé dans le 
chapitre B, afin de faire varier ce rapport sans modifier pour autant l’amplitude de la source, nous 
avons choisi de modifier uniquement la valeur de Cρ . La valeur de Tλ  reste égale à 1.  

Lorsque Tτ  augmente, la température évolue plus lentement. Sa zone transitoire augmente. Les 

différences entre les solutions couplées et découplées sont beaucoup plus marquées lorsque Tτ  

diminue. Pour Tτ  égal à 0.2, on voit apparaître le transitoire de c (changement à t = 6 (s)) lié à sa 
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source. La PGD permet de prédire l’ensemble de ces solutions avec un nombre de modes variant de 5 
à 9 modes. 
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FIG. D.I-7 
 

Cas couplé et cas découplé ( 20.=TcB )- Evolution de la température au point 

(x,y)=(0,0) pour différentes valeurs de Tτ  
  
 
 

•  Influence des maillages spécifiques à chaque physique 

Nous allons maintenant étudier l’impact du maillage temporel de c  sur la solution T 
considérant un maillage très fin (10 001 points en temps) pour T. La FIG. D.I-8  (à gauche) montre la 
solution de la concentration obtenue avec trois maillages temporels différents (un maillage irrégulier 
de 3 points qui permet de décrire correctement la source de la concentration et deux maillages 
réguliers ayant 11 et 10001 points). La FIG. D.I-8  (à droite) montre la solution de T  correspondante. 
La solution en concentration est impactée dans une moindre mesure par les erreurs sur la solution de T. 
Cet impact étant d’autant plus marqué que les effets du couplage le sont aussi.  
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FIG. D.I-8 
 

Evolution de la concentration totale (gauche) et de la température (droite) au point 
(x,y)=(0,0) pour différents maillages temporels pour la concentration 
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Nous venons de voir que la PGD permet de résoudre des problèmes multiphysiques 
partiellement couplés pour différentes valeurs des coefficients de couplage et différents temps 
caractéristiques. Nous avons vu aussi que les erreurs liées au maillage peuvent se répercuter à travers 
le terme de couplage. Le maillage des deux physiques doit être adapté. Néanmoins, dans les cas 
exposés ci-dessus, l’influence du terme couplé n’était pas très marquée dans la mesure où les deux 
solutions étaient relativement semblables. 
 

 

 

Autre cas test / problème partiellement couplé 1 (T – c(T)) 

 

Revenons sur le problème partiellement couplé 1 (T – c(T)). Considérons pour l’équation de la 
thermique la source bimodale étudiée dans le chapitre B (B.I.2.1). Rappelons que dans ce cas, la 
température, qui est obtenue avec deux modes, présente deux zones transitoires qui ne sont pas 
visibles sur un maillage grossier comme on le voit sur la figure de gauche ci-après.  
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FIG. D.I-9 Evolution de la température (à gauche) et de la concentration (à droite) en fonction 
du temps pour le point (x,y)=(-2.51,0.62) 

 

 

La FIG. D.I-9  (à droite) montre la solution de la concentration totale correspondante.  

L’apparition des zones transitoires sur T impacte de façon importante la solution de la concentration 
puisque de nouvelles zones transitoires apparaissent. Comparé au cas précédent (FIG. D.I-5), les 
erreurs sur la température ont cette fois-ci un effet notable sur la solution en concentration.  

 

Analysons en détail le cas où la concentration est correctement prédite ( 10001== Tc ntnt ). La 
FIG. D.I-10 (à gauche) montre l’évolution du résidu variationnel en fonction du nombre de modes. 
Des chutes brutales de ce résidu sont observées pour 3 et 6 modes. Après 6 modes, le résidu n’évolue 
plus beaucoup. Pour comprendre cette chute, la solution de la concentration reconstruite pour 1, 3 et 6 
modes est représentée FIG. D.I-10 (à droite) ainsi que la solution découplée.  Avec 1 mode, la 
solution est proche de celle obtenue dans le cas découplé. Avec 3 modes, une  première zone 
transitoire due au couplage est captée. Ensuite, il faudra 6 modes pour que la deuxième zone soit 
captée. 
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FIG. D.I-10 Cas couplé. Evolution en fonction du nombre de modes du résidu (gauche) et de la 
concentration totale en fonction du temps au point (x,y)=(-2.51,0.68) (droite). 
Comparaison avec le cas découplé 

 

 

 

Les 7 premiers modes temporels obtenus pour la concentration sont représentés FIG. D.I-11 et  
les coefficients associés cα  sont donnés TAB. D.I-12. Comme on pouvait s’y attendre, le 3ème et 6ème 
présente des pics au niveau des transitoires. Les chutes dans la forme des modes obtenus à t = 6 (s) 
transcrivent l’effet de la concentration imposée aux bords. Au niveau des coefficients cα , cela se 
traduit par une valeur non négligeable lorsque les transitoires sont captés.  
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FIG. D.I-11 7 premiers modes temporels pour la concentration  
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Nombre de 
modes PGD 

1 2 3 4 5 6 7 

Vecteur de 
coefficients 

cα  

62.5624    62.8377 
    2.5541 

   62.8377 
    2.5541 
   41.6315 

   61.5220 
    2.4063 
   41.6315 
    2.7826 

   61.6205 
    2.4484 
   41.6315 
    2.6034 
    0.5582 

   61.6205 
    2.4484 
   41.6315 
    2.6034 
    0.5582 
    5.9012 

   61.7824 
    2.3950 
   41.6315 
    2.5087 
    0.5609 
    5.9012 
    0.3770 

 

TAB. D.I-12 Valeurs des coefficients cα  en fonction du nombre de modes PGD 
 

 
 
 
 
Bilan PGD / équations de thermodiffusion partiellement couplées 
 

Dans cette partie, nous avons montré que la PGD permet de prédire la réponse d’un problème 
partiellement couplé. La méthode est validée dans différentes situations où le couplage ne présente pas 
les mêmes effets sur la solution cherchée. Des termes couplés de deux natures différentes ont été 
envisagés même si leur prise en compte dans la PGD était identique (à travers le second membre � ). 
Notons que dans le cas où le terme couplé est au carré, le nombre de termes séparés dans la source est 
beaucoup plus élevé. Néanmoins, comme ce nombre de terme pour décrire la température était limité 
(9 au maximum), cela n’a pas fait exploser le temps de calcul des simulations.  

Il paraît  important de rappeler ici que notre objectif premier n’est pas d’optimiser le temps de 
calcul des simulations mais plutôt de prédire des solutions de problèmes multiphysiques couplés pour 
lesquelles la méthode des éléments finis pourraient s’avérer en difficulté et c’est d’ailleurs un de ces 
exemples que nous allons traiter dans le cas du problème fortement couplé thermoviscoélastique. 

De plus, nous avons vu que le terme de couplage a une influence sur la zone transitoire de la physique 
couplée et que la PGD permet dans le cas où les maillages sont adaptées de capter au fur et à mesure 
les transitoires en enrichissant les fonctions de base.  
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D.I.2.2 Résultats du problème fortement couplé thermoviscoélastique 

 
Nous allons présenter dans cette partie les résultats obtenus avec la PGD pour le problème 

unidimensionnel fortement couplé suivant :  
 
 

Problème fortement couplé. 
 

Trouver ),( txu  et ),( txT  tels que : 

x

T
f

t

u

xx

u
TTuvv ∂
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∂
∂
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 cf. (Eq. (D.I-21)) 
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 cf. (Eq. (D.I-22)) 

 
 
Le problème est défini sur le domaine [ ] [ ]100100 ;; ×=Ω×Ω=Ω tx . Les conditions initiales et aux 
bords pour u et T sont nulles. 
 
Pour les simulations, les valeurs des paramètres sont reportées TAB. D.I-13.  
 

λ  µ  
vλ  vµ  C  Tλ  ρ  

uf  Tf  

1 1 5 5 0.05 1 1 0.7 0.07 
 

TAB. D.I-13 Paramètres de simulation 
 
Pour simplifier, le chargement mécanique est supposé réparti uniformément et la source de chaleur est 
homogène.  

Rappelons que ces équations font apparaître deux temps caractéristiques, l’un lié au rapport  
( )
( )µλ

µλ
2

2

+
+ vv  (noté uτ ) et un lié au rapport 

T

C

λ
ρ

 (noté Tτ ). Pour ces valeurs de paramètres, on a uτ  

égal à 5 et Tτ  égal à 0.05. 

Les discrétisations sont choisies régulières en espace et en temps : 11 points en espace et 10 001 points 
en temps.  
 
Les paramètres de la résolution PGD sont les suivants (cf. TAB. D.I-11): 

- le critère d’arrêt pour la méthode de point fixe dans l’étape d’enrichissement est 410−=uT
fixeε  

ou 100 itérations, 

- le critère d’arrêt pour concernant le nombre de modes est uT
RVε  = 95% (Eq. (D.I-55)), 

- le critère d’arrêt pour la méthode de point fixe dans l’étape de projection est 310−=uT
proε  (Eq. 

(D.I-52)).  
 
 
 
Comparaison de la solution PGD à la solution Eléments Finis AbaqusTM  

 
Pour valider l’implémentation d’un cas fortement couplé, la solution PGD est comparée à la 

solution obtenue avec la méthode des Eléments Finis, réalisée à l’aide du code de calcul AbaqusTM 
Standard. Les couplages ainsi que la loi de comportement viscoélastique ont été implémentés en 
imbriquant un sous programme utilisateur HETVAL avec le sous programme UMAT. Ce 
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développement s’est avéré nécessaire car AbaqusTM n’utilise pas tout à fait la même loi viscoélastique 
et  ne prend pas en compte tous les couplages du problème ((D.I-21) - (D.I-22)). Pour que les résultats 
soient comparables, les conditions aux limites ont été choisies pour avoir uniquement une déformation 
longitudinale dans la barre et l’élément fini couplé thermique-déplacement C3D8T (linéaire en u  et 
T ) est utilisé.  Le maillage pour la résolution Eléments Finis est le même que celui utilisé pour la 
résolution PGD. 
 

Présentons tout d’abord la solution du problème découplé ( 0=TTα ). La solution PGD est 
obtenue avec 1 mode pour u  et 10 modes pour T . La FIG. D.I-12 montre la solution du déplacement 
(à gauche) et la carte d’écart entre les solutions PGD et MEF (à droite) en fonction de l’espace et du 
temps. L’écart est très petit ce qui signifie que les solutions obtenues avec la PGD et la MEF se 
superposent. La FIG. D.I-13 montre la solution de la température (à gauche) et la carte d’écart entre 
les solutions PGD et MEF (à droite) en fonction de l’espace et du temps. L’ordre de grandeur de 
l’écart est suffisamment petit (10-3). Les valeurs les plus élevées sont obtenues dans la zone t=[0 ; 3]. 

 
 

FIG. D.I-12 Solution PGD du déplacement (gauche) et carte d’écart entre la solution PGD et la 
solution MEF (droite) en espace et en temps 

 
  

FIG. D.I-13 Solution PGD de la température (gauche) et carte d’écart entre la solution PGD et 
MEF (droite) en espace et en temps 

 
Notons qu’avec ce jeu de paramètres, le transitoire de T  est différent de celui de u  puisque T  atteint 
son régime permanent après 3 secondes alors que u  est encore dans le régime transitoire au bout de 
10s. 
 

Comparons maintenant les résultats obtenus dans le cas couplé où le coefficient de couplage 

TTα  est pris égal à 10. . La solution PGD est obtenue avec 8 modes (même nombre de modes pour u 
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et T car résolution totalement couplée). La FIG. D.I-14 représente la carte d’écart en espace et en 
temps entre les solutions PGD et MEF du déplacement (à gauche) et de la température (à droite). Les 
résultats obtenus par la MEF et la PGD sont comparables car l’écart est au plus de 5.10-2. Pour u , 
l’écart est très petit à l’instant final t=10 et est le plus élevé dans la zone t=[0 ;4]. Pour T , l’écart est 
localisé dans la zone transitoire t=[0 ;3]. 

  
FIG. D.I-14 Carte d’écart en espace et en temps entre les solutions PGD et MEF du 

déplacement (à gauche) et de la température (à droite) 
 
 
L’écart entre les solutions PGD et MEF est sûrement lié au schéma d’intégration temporelle utilisé qui 
n’est pas le même ou encore au critère d’arrêt de la méthode.  
 
Maintenant que la solution PGD est validée par comparaison à la solution Eléments Finis, étudions 
l’influence des paramètres suivants sur la solution PGD : le coefficient du terme couplé, le temps 
caractéristique et des maillages spécifiques de chaque physique. 
 
 

•  Influence du terme de couplage  

Pour étudier l’influence du terme de couplage sur la solution, nous considérons différentes 
valeurs du coefficient TTα . La FIG. D.I-15 et la FIG. D.I-16 montre l’évolution du déplacement et de 
la température en fonction de l’espace pour le temps final (à gauche) et du temps pour un point en 
espace (à droite) pour trois valeurs différentes de TTα .  
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FIG. D.I-15 Evolution du déplacement en fonction de l’espace (à gauche) à t=10 et en fonction 
du temps (à droite) à x=5 pour différentes valeurs de TTα  
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FIG. D.I-16 Evolution de la température en fonction de l’espace (à gauche) à t=10 et en 

fonction du temps (à droite) à x=7 pour différentes valeurs de TTα  
 

L’effet du couplage est plus notable lorsque TTα  augmente. Pour l’espace, cet effet est moins visible 
sur la solution en déplacement par rapport à celle de la température. Le terme de couplage tend à 
rendre la solution dissymétrique. En temps, l’influence du couplage est beaucoup plus marquée sur T. 
Quand TTα  augmente, la zone transitoire de T augmente. La solution PGD est obtenue avec plus de 

modes lorsque le coefficient TTα  augmente (8 modes pour 0.1 et 13 modes pour 0.4). 

 

Par la suite des simulations, TTα  est fixé à 0.4 afin de limiter l’impact du couplage sur les solutions. 
La FIG. D.I-17 montre la solution en déplacement (à gauche) et en température (à droite) pour cette 
valeur du coefficient de couplage.  

 

D’un point de vue physique, le chargement uniformément réparti imposé à la barre mène à un 
état de traction pour x dans l’intervalle [0 ; 5] et un état de compression pour x dans l’intervalle [5 ; 
10]. Ainsi dans l’intervalle [0 ; 5], le matériau se refroidit ce qui correspond à une baisse de la 
température et s’échauffe sur x dans [5 ; 10] ce qui correspond à une hausse de la température.  

 

 
FIG. D.I-17 Solution PGD couplée. Déplacement (à gauche) et température (à droite) en 

fonction du temps et de l’espace pour 40.=TTα  
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La FIG. D.I-18 illustre l’évolution du résidu RV  en fonction du nombre de modes pour le 
déplacement (à gauche) et la température (à droite). Les résidus diminuent au cours des 
enrichissements. Le résidu du déplacement décroît de manière plus rapide que celui de la température. 
Ceci s’explique par le fait que l’effet du couplage est plus important sur T  que sur u . 

0 2 4 6 8 10 12
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

nombre de modes

R
V

u

 

 

0 2 4 6 8 10 12
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

nombre de modes
R

V
T

 

 

 
FIG. D.I-18 Evolution du résidu pour le déplacement (à gauche) et la température (à droite) en 

fonction du nombre de modes pour 40.=TTα  
 
  
 
 
Remarque. Pour une valeur de TTα  supérieure à 0.4, la simulation PGD ne converge pas. La non 

convergence est liée au terme  )(
t

u

x
T

∂
∂

∂
∂

 dans l’équation de la thermique ((D.I-22)). Si on envisage 

ce terme comme un terme source, on obtient le même effet que celui de la source en 2T+  dans 
l’équation de la thermique (cf. C.II.2.2). En effet, ce terme crée un système qui s’autoalimente et fait 
exploser la valeur du terme source. Il est donc envisageable que la solution d’un telle système ne 
puisse être obtenue que pour certains valeurs du paramètre TTα . C’est ce que nous allons maintenant 
illustrer à l’aide d’un exemple particulier en utilisant l’approche couplée MAN-PGD (Chapitre C) 
pour déterminer le domaine de validité de TTα . 

 

Couplage MAN-PGD pour déterminer la valeur de TTα  limite 

Pour simplifier, considérons le problème de la chaleur (Eq. (D.I-22)) en supposant le terme 

couplé )(
t

u

x ∂
∂

∂
∂

 constant et égale à -0.2. En considérant les paramètres donnés TAB. D.I-13, 

l’équation de la chaleur à résoudre s’écrit de la manière simplifiée suivante: 

070050
2

2

.. +=
∂
∂−

∂
∂

T
x

T

t

T
TTα  (D.I-60) 

Pour déterminer la limite de TTα , on pose TTαφ = . Le système s’écrit donc : 

070050
2

2

.. +=
∂
∂−

∂
∂

T
x

T

t

T φ  (D.I-61) 

Ce système est ensuite résolu par le couplage MAN-PGD présenté chapitre C. Notons qu’au contraire 

du cas avec 2T , ce système est linéaire. Rappelons que notre but ici est de déterminer la limite de φ  

(ou  TTα ) et non de résoudre un problème non linéaire.  
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Le problème est défini sur le domaine [ ] [ ]100100 ;; ×=Ω×Ω=Ω tx  avec un maillage de 101 points 
en espace et 1001 point en temps.  
 

Appliquons successivement la technique de continuation (cf. C.I.2.3) pour déterminer la 
branche complète de la solution ),( φT . 

La FIG. D.I-9 montre l’évolution de la température au point ),( 105 == tx  en fonction de φ  obtenue 
avec 15 ordres de la MAN et 8 pas de continuation pour une précision δ  de 10-6.  

L’erreur à la fin du 8ème pas de continuation par rapport à la solution DF est de 0018.0 . Cette valeur 
qui est faible permet de valider la solution obtenue. 
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FIG. D.I-19 
 

L’évolution de la température au point ),( 105 == tx  en fonction de φ  à l’ordre 

15 de la MAN et 8 pas de continuation pour une précision 610−=δ  

 

Lorsque l’on se rapproche de la valeur 110.≈φ , la température tend vers l’infini. Le système peut 

donc être résolu uniquement pour des valeurs de 110.<TTα . 

 

Dans la suite, il sera donc intéressant d’appliquer l’approche MAN-PGD à la résolution de problèmes 
thermoviscoélastiques fortement couplés (Eq. (D.I-21)) et (Eq. (D.I-22)). A partir de cette approche, 
nous pourrons déterminer la limite du coefficient TTα .  

Pour tester la performance de la PGD, nous avons lancé différentes simulations pour différentes 
valeurs du coefficient de couplage avec la MEF. Cette méthode a mené à des non convergences pour 
les valeurs du coefficient de couplage égales à 0.2 et 0.4. Dans le cas de la MEF, différents paramètres 
du solveur (type d’élément, valeurs du résidu, pas de temps adaptatif, maillage plus fin en espace) ont 
été modifiées mais la non convergence persiste. 

 

Notons donc que la méthode PGD permet d’obtenir des solutions à certains problèmes 
thermoviscoélastiques fortement couplés (certaines valeurs de paramètres) alors que la MEF classique 
ne le permet pas. 
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•  Influence du temps caractéristique 

Comme le problème est fortement couplé, nous allons étudier l’influence du temps 
caractéristique lié au déplacement uτ  puis celui lié à la température Tτ . Pour ces simulations, le 
maillage en temps est modifié et pris égal à 10001 points.  

 
 

La FIG. D.I-20 montre les résultats obtenus (en déplacement et en température) dans le cas découplé 
et le cas couplé pour deux valeurs différentes de uτ  (5 et 10) alors que la valeur de Tτ  reste fixée à 

0.05. La zone transitoire de u est plus large lorsque uτ  augmente. L’effet du couplage est beaucoup 

plus marqué sur T  lorsque uτ  augmente et la zone transitoire de T  augmente même si elle reste 
encore inférieure à celle de u . 
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FIG. D.I-20 Cas couplé et découplé. Evolution du déplacement à x=5 (à gauche) et de la 

température à x=7 (à droite) découplé pour différentes valeurs de uτ  à Tτ  fixée 
 
 
 
La FIG. D.I-21 montre les résultats obtenus pour deux valeurs différentes de Tτ  (0.05 et 0.2) alors 

que la valeur de uτ  reste fixée à 5. La zone transitoire de T  est plus large si la valeur de Tτ  

augmente. Pour u et T , l’effet du couplage est plus marqué lorsque Tτ  est plus petit. 
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FIG. D.I-21 Cas couplé et découplé. Evolution du déplacement à x=5 (à gauche) et de la 

température à x=7 (à droite) pour différentes valeurs de Tτ  à uτ  fixée 
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Dans les cas découplés, la solution en déplacement est toujours obtenue avec 1 seul mode et celle de la 
température nécessite entre 8 et 10 modes. Pour les cas couplés, le nombre de modes est plus élevé et 
varie entre 13 et 21 modes. 

 

 

 

•  Influence des maillages spécifiques à chaque physique 

Nous allons maintenant étudier l’impact des maillages sur la solution. Reprenons la simulation 
test où le maillage spatial est de 11 points et regardons la solution obtenue pour différents maillages 
temporels. La FIG. D.I-22 montre les modes spatiaux et les modes temporels de u  et T  pour trois cas 
différents : (a) le maillage temporel de u  est plus grossier que celui de T  ( 10111 == Tu ntnt ; ) ; (b) le 

maillage temporel de T  est plus grossier que celui de u  ( 11101 == Tu ntnt ; ) ; (c) les deux physiques 

ont le même maillage temporel composé de 101 points ( 101101 == Tu ntnt ; ).  

 

On remarque que dans le cas où le maillage de u  est plus grossier que celui de T  (cas a), il 
existe des fluctuations dans les modes temporels de T .  

Notons que ces fluctuations ont lieu aux temps qui correspondent au maillage temporel de u  (à chaque 
seconde avec 11=unt ). Ces fluctuations sont liées au terme de couplage dans l’équation de thermique 

(D.I-22). Ce terme est )(
t

u

x
T

∂
∂

∂
∂

, il contient donc une dérivée spatiale et une dérivée temporelle du 

champ u. Or les fonctions de forme linéaire par morceaux sont utilisées pour le temps, la dérivée 
temporelle tu ∂∂ /  est donc constante sur chaque élément temporel et n’est pas continue au passage 
d’un élément. A chaque point du maillage temporel de u , il y a donc un saut. Si l’on analyse ce terme 
comme un terme source de la chaleur, nous avons une source discontinue au niveau des éléments de 
u .  

Rappelons que, comme pour la méthode des éléments finis, la solution de u  et T  est obtenue aux 
nœuds. A l’intérieur de chaque élément, elle est interpolée à l’aide des fonctions de forme de 
l’élément.  

 

Pour les maillages cas (b) et le cas (c), le maillage de T  est emboîté dans celui de u . C’est pour cette 
raison que les fluctuations ne sont pas visibles.  

 

Pour le maillage cas (a), chaque dix éléments de T  correspond un élément de u . Ainsi, lorsqu’on 
effectue le calcul sur le maillage de T , la valeur de tu ∂∂ /  est la même sur 10 éléments. Et ensuite, 
au passage tous les dix éléments, la valeur de tu ∂∂ /  change. C’est ce changement brutal qui induit 
des fluctuations dans les modes temporels de T .  
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(b) 11101 == Tu ntnt ;  
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(c) 101101 == Tu ntnt ;  
 

FIG. D.I-22 Modes spatiaux et temporels pour le déplacement (gauche) et la température 
(droite) pour trois couples de maillages différents 
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La FIG. D.I-23 schématise le saut de la dérivée de tu ∂∂ /  calculée sur le maillage de T  dans le cas 
(a). 
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FIG. D.I-23 
 

Saut de la dérivée tu ∂∂ /  dans le cas  où le maillage de u  est plus grossier que 
celui de T  

 

Pour le déplacement, il n’y a pas de fluctuations car le terme de couplage est lié au terme 
x

T

∂
∂

 et en x 

les maillages sont identiques. Quel que soit le maillage utilisé en temps, il n’y aura pas de fluctuations 
sur les modes temporels du déplacement.  

Par contre, ces mêmes fluctuations peuvent apparaître sur les modes spatiaux de T  dans le cas où le 
maillage de u  est plus grossier. 

La solution en  température obtenue dans le cas du maillage a) ( 10111 == Tu ntnt , ) est 
donnée FIG. D.I-24. Nous voyons que les fluctuations visibles sur les modes s’expriment aussi sur la 
solution finale.  
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FIG. D.I-24 
 
 

Maillage 10111 == Tu ntnt , . Solution de la température en fonction de l’espace et 
du temps (gauche). Evolution de la température pour un point x=7 en fonction du 
temps (droite) 
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Remarques.  

•  Ce problème est le même que celui nous avons présenté dans le chapitre B (B.II.4.3).  
 

•  Pour pallier le problème des fluctuations temporelles, une première solution consiste à 
utiliser des fonctions de forme quadratique de type Hermite pour le temps. Avec ces 
fonctions, la dérivée tu ∂∂ /  est continue au passage d’un élément. Il n’y a pas plus de 
saut dans la représentation des valeurs des termes couplés. Néanmoins, l’utilisation 
des fonctions de forme de type Hermite peut être coûteuse, en particulier lors de 
l’étape de remplissage des matrices.  

 
Nous proposons ici une méthode pour éviter les fluctuations dans les modes temporels tout en utilisant 
les fonctions de forme linéaire par morceaux en temps pour u  et T .  
 
 
 
L’extrapolation de données 

 Les fluctuations sont liées au calcul du terme couplé où apparaît la dérivée temporelle de u. 
Prenons par exemple le remplissage de la matrice couplée  

( )�
Ωt

dtLdLL T
Tu

Tj
uT H  (D.I-62) 

avec la fonction de forme linéaire, celle-ci est équivalente à la matrice 

( )�
Ωt

dtLdLL T
TuT

Tj
uTT H  (D.I-63) 

où ( )j
uTH  est le vecteur contenant les valeurs aux nœuds du mode temporel j  interpolés sur le 

maillage de stockage uTt  et uTL  est le vecteur contenant des fonctions de forme linéaires définies sur 
le maillage de stockage. Rappelons que le maillage de stockage est le maillage qui contient la 
concaténation de celui de u et de celui de T et qui est utilisé pour le remplissage des matrices 
intégrales. 

 

Pour pallier le problème de la discontinuité de la dérivée temporelle en gardant des fonctions 

de forme linéaires, nous proposons d’interpoler les valeurs aux nœuds des modes temporels ( )j
uH  du 

maillage de u  vers le maillage de stockage à l’aide de l’interpolation cubique spline. Nous utilisons 
cette interpolation car elle permet d’obtenir une courbe interpolée régulière en imposant la continuité 
de la dérivée première et seconde [Knott 2000]. Notons que le coût de calcul de cette interpolation 
cubique spline est très faible. De plus, cela permettait de palier le problème des fluctuations sans pour 
autant implémenter de nouvelles fonctions de forme.  

En notant �
�
��

�
� )( sj

uTH  le vecteur contenant les valeurs aux nœuds interpolées par la cubique spline sur 

uTt , la matrice couplée s’écrit :   

�
Ω

�
�
��

�
�

t

dtLdLL T
TuT

Tsj
uTT

)(
H  (D.I-64) 

 
Reprenons le cas 10111 == Tu ntnt ;  qui présentait les fluctuations. La FIG. D.I-25 montre les modes 
spatiaux et temporels de la température (à gauche) ainsi que l’évolution de la température pour un 
point en espace (à droite) lorsque l’interpolation cubique spline est utilisée. On voit que les 
fluctuations n’existent plus sur la solution et sur les modes. Cela a permis en quelque sorte de lisser la 
solution. 
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Maillage 10111 == Tu ntnt , - Interpolation cubique spline. Modes spatiaux et 
temporels pour la température (gauche). Evolution de la température en fonction du 
temps au point x=7  (droite) 

 
 
Conclusion de la section 

Dans cette section, la formulation PGD pour deux types de problèmes couplés (un problème 
de diffusothermique partiellement couplé et un problème thermoviscoélastique fortement couplé) a été 
exposée. Ces deux problèmes se différencient par la nature des équations et la nature des couplages.  

Dans le cas du problème partiellement couplé, même si le couplage a été étudié pour deux 
termes de nature différentes, tous deux peuvent être vus comme faisant partie de la source. Ainsi, ils 
apparaissent uniquement dans le second membre et la résolution est identique à celle d’une résolution 
PGD pour un problème transitoire.  

En revanche, dans le cas du problème fortement couplé, la résolution PGD est différente 
d’autant plus qu’elle mène à un système non linéaire pour l’étape de projection. De plus, les termes de 
couplage sont de natures très différentes, ce qui est une situation sévère d’un point de vue numérique. 
Dans l’équation viscoélastique, cela revient comme précédemment à un terme source qui est donc pris 
en compte dans le second membre B  alors que dans l’équation de la thermique, il est non linéaire 
(même s’il reste linéaire par rapport à  la variable T ) et est donc pris en compte dans A .   

Dans la deuxième partie de cette section, les résultats numériques ont été présentés et  
l’influence du temps caractéristique et du terme de couplage ont été discutés. Nous avons vu que 
quelque soit les valeurs de ces paramètres, la PGD permet de capter la solution que ce soit dans le cas 
partiellement couplé ou fortement couplé. Néanmoins, dans le cas thermoviscoélastique, les limites de 
la méthode vis-à-vis de la valeur du coefficient de couplage ont été mises en avant. Ces limites ne 
présentent pas pour nous un défaut de la PGD dans le sens où la MEF ne permet pas non plus de 
capter cette solution. A l’aide d’un exemple simplifié, nous avons montré que la valeur limite de ce 
paramètre pouvait être déterminée, d’un certain point de vue, par l’approche MAN-PGD. Ceci 
constitue une perspective pour la suite de la thèse. Nous retiendrons que la méthode PGD est plus 
performante que la MEF dans la mesure où les valeurs de ce paramètre de couplage sont plus limitées 
avec la MEF qu’avec la PGD. 

Les termes de couplage influencent fortement les transitoires présents dans la solution. Pour bien les 
capter, il est nécessaire notamment dans le cas partiellement couplé que les solutions des différentes 
physiques ne soient pas trop mal prédites.  

Il apparaît donc nécessaire et judicieux de mettre en place une méthode de maillage adaptatif 
dans le cas de la résolution de problèmes multiphysiques couplés. 
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D.II  Stratégies de couplage PGD-technique de maillage adaptatif 
pour des problèmes multiphysiques multitemps 
 

Dans cette section, la technique de maillage adaptatif présentée dans le (Chapitre B – section 
B.II ) est étendue aux problèmes couplés afin de prédire les réponses transitoires avec des 
discrétisations temporelles adaptées à chaque phénomène physique.  

 

D.II.1   Présentation de la technique de maillage adaptatif  
 

Etudions les deux problèmes couplés que nous avons choisi de traiter dans cette thèse pour 
mettre en avant les différentes stratégies possibles pour appliquer la technique de maillage adaptatif. 

Prenons tout d’abord un problème partiellement couplé. Dans ce cas, la 1ère physique est calculée et 
ensuite la deuxième. A la vue de l’influence du maillage spécifique à chaque physique, nous allons 
dans ce cas appliquer la technique de maillage adaptatif à la 1ère physique et ensuite à la 2ème. Nous 
dirons dans ce cas que la technique de maillage adaptatif est appliquée de manière séquentielle.  

Dans le cas de problème fortement couplé, nous avons choisi dans cette thèse de résoudre les deux 
physiques en parallèle. La stratégie de maillage adaptatif peut donc être résolue sur chacune des 
physiques en même temps. Nous dirons dans ce cas que la méthode de maillage adaptatif est appliquée 
de manière parallèle. Une autre méthode pourrait consister à appliquer uniquement la technique de 
maillage adaptatif à la physique sur laquelle le résidu est plus élevé ce qui reviendrait à une méthode 
séquentielle.  

 

Dans la suite de cette thèse, nous avons choisi d’appliquer une stratégie séquentielle lorsque le 
problème est partiellement couplé et une stratégie parallèle lorsque le problème est fortement couplé. 

Le même estimateur d’erreur que dans le cas avec une seule physique est utilisé. Néanmoins, 
cet estimateur du résidu local est calculé pour chacune des physiques en s’appuyant sur l’équation 
concernée.  Pour un élément m  d’une physique donnée, un point est ajouté au centre si le critère 
suivant est vérifié : 

maxRLRL RLm ×≥ ε  (D.II-1) 

où maxRL  est la valeur maximale de RL sur le maillage considéré pour une physique considérée et 

RLε  est un taux fixé par l’utilisateur. Comme nous l’avons précisé dans le chapitre B, la valeur de 

RLε  est choisie étant égale à 75% pour les deux physiques considérées. Un nouveau maillage propre à 
chaque physique est donc construit. 

 

 Nous pouvons alors nous poser la question de la construction du maillage pour continuer le 
calcul. Deux stratégies sont envisageables : concaténer le maillage des deux physiques ou adapter 
indépendamment le maillage de chaque physique. C’est ce que nous allons présenter dans la suite.  

 

 

D.II.1.1  Construction de maillage  

Au cours de la technique de maillage adaptatif, deux stratégies de construction de maillage 
peuvent être envisagées: l’utilisation du même maillage pour toutes les physiques notée M_S1 ou 
conserver le maillage spécifique à chaque physique notée M_S2. 
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a) M_S1 (même maillage pour toutes les physiques) 

Cette première stratégie consiste à concaténer les deux maillages après chaque étape de 
maillage adaptatif. Les deux physiques disposent donc toujours du même maillage.  

L’avantage de cette approche est triple. Le nombre de matrices à stocker peut s’avérer beaucoup moins 
important d’autant plus si les deux physiques sont décrites par des équations de même nature. Le 
deuxième est qu’il n’est pas nécessaire de calculer des matrices couplées en construisant la matrice de 
stockage. Troisièmement, les fluctuations dans les modes ne peuvent pas apparaître. 

Néanmoins, le maillage utilisé pour chaque physique peut s’avérer extrêmement dense notamment 
lorsque les transitoires des deux physiques sont fortement différents. Cela peut donc mener à des 
matrices de taille extrêmement grande sans que cela soit nécessaire pour avoir une bonne prédiction de 
la solution.  

 

 
b) M_S2 (maillage spécifique pour chaque physique) 

Cette deuxième stratégie consiste à garder pour chaque physique le maillage obtenue après 
l’étape de maillage adaptatif. Chaque physique a donc son propre maillage.   

Le principal avantage de cette stratégie est que les matrices ont la taille minimale et donc le stockage 
est optimisé. 

Néanmoins, comme nous l’avons déjà signalé, cela peut poser d’autres difficultés comme par exemple 
l’apparition de fluctuations. 

Cette approche semble donc à privilégier lorsque les équations des physiques mises en jeu sont de 
natures différentes. 

 

 

D.II.1.2  Stratégies de couplage PGD - technique de maillage adaptatif (RPGD) 

 

Comme pour le cas où la technique de maillage adaptatif était appliquée à une seule physique 
(Chapitre B – section B.II.2), deux stratégies de couplage PGD-technique de maillage adaptatif 
peuvent être envisagées. Rappelons que la première notée RPGD_S1 consiste à recalculer la solution 
PGD à partir de la solution nulle sur chaque nouveau maillage. La deuxième notée RPGD_S2 consiste 
à enrichir la solution sur le nouveau maillage à partir de celle sur l’ancien maillage.  Dans ce cas, le 
nombre de modes sur chaque maillage peut être soit fixé a priori soit déterminée à l’aide d’un taux de 
réduction du résidu.  

Pour le cas partiellement couplé, comme nous avons choisi la résolution séquentielle et 
l’utilisation d’un maillage spécifique à chaque physique (M_S1), l’algorithme est le même que celui 
pour une physique seule (TAB. B.II-1  et TAB. B.II-2 ). Nous ne le représenterons pas ici. Dans ce qui 
suit, nous allons présenter uniquement l’algorithme de ces deux stratégies de couplage ″maillage 
adaptatif – PGD″  (notées RPGD) dans le cas fortement couplé thermoviscoélastique.  

Rappelons que la notation )( u  (respectivement )( T )  faire référence à des grandeurs liées au 
déplacement u  (respectivement la température T ). 

 

 
a) RPGD_S1 - problème thermoviscoélastique fortement couplé 

Cette stratégie consiste à recalculer entièrement la solution PGD à partir de la solution nulle 
sur chaque nouveau maillage.  
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L’algorithme de cette stratégie est décrit ci-dessous: 

1 :      0=i  

2 :      Maillage initial )( uM 0  et  )( TM 0  

3 :   Calcul de la solution PGD ( 000 nnn
Tu

==
)()(

 modes) 

4 : tant que (Critère d’arrêt n’est pas satisfait) 

5 :          Calcul de la distribution de l’estimateur )( uRL  et )( TRL  

6 :          Ajout des points 

7 :      1+= ii  

8 :      Maillage )( u
iM  et )( T

iM  

9 :          Calcul de la solution PGD à partir de la solution nulle ( iTiui nnn ==
)()(

 modes)  

10 : fin tant que  

 

 

A l’étape 3 et/ou 9, la solution u et T est résolue par l’algorithme présenté TAB. D.I-11. 

L’étape 5 traduit le fait que les résidus locaux sont calculés parallèlement sur chacune des physiques.  

A l’étape 8, nous ne précisons pas comment est construit le maillage. On pourra choisir soit la 
stratégie M_S1 ou M_S2. 
 
Comme nous l’avons précisé, le critère d’arrêt mentionné étape 4 s’appuie sur un seuil du résidu RV . 
 
Remarque. Lorsque la stratégie de maillage adaptatif était appliquée à une seule physique, nous 
avions mentionné l’ajout d’une contrainte de décroissance de résidu. Dans le cas d’un problème 
fortement couplé cette contrainte n’est plus valable dans la mesure où le terme de couplage est pris en 
compte au fur et à mesure. 
 
 
 

b) RPGD_S2 - problème thermoviscoélastique fortement couplé 

 

La deuxième stratégie consiste à enrichir la solution PGD pour chaque nouveau maillage à 
partir d’un certain nombre de modes obtenus sur le maillage précédent.  

L’algorithme de cette stratégie est répertorié dans le TAB. D.II-2 . 

 

La principale différence avec la stratégie précédente est comme nous l’avions déjà noté dans le cas 
découplé les étapes 9-10-11. De plus, rappelons que, contrairement au cas découplé, lors de l’étape 11 
où les coefficients doivent être recalculées, le système à résoudre est non linéaire. 

Comme le cas d’une seule physique, à l’étape 12, deux variantes sont étudiées : 

- variante 1 notée RPGD_S21 où 1=== iTiui nnn
)()(

 

TAB. D.II-1 Algorithme de la stratégie RPGD_S1 – problème thermoviscoélastique couplé 
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- variante 2 notée RPGD_S22 où iTiui nnn ==
)()(

 et est fixé par le taux de réduction choisi 
pour chaque maillage. 

 

 

 

1 :      0=i  

2 :      Maillage initial )( uM 0  et  )( TM 0  

3 :   Calcul de la solution PGD de u  et T  ( 000 nnn
Tu

==
)()(

 modes) 

4 : tant que (Critère d’arrêt n’est pas satisfait) 

5 :          Calcul de la distribution de l’estimateur )( uRL  et )( TRL  

6 :          Ajout des points 

7 :      1+= ii  

8 :      Maillage )( u
iM  et )( T

iM  

9 :          Interpolation des modes obtenus 

10 :             Normalisation des modes interpolés 

11 :             Calcul à nouveau des coefficients alpha )( uα  et )( Tα  (par la méthode de point fixe) 

12 :        Calcul de la solution PGD à partir des modes obtenus ( iTiui nnn ==
)()(

 modes ajoutés)  

13 : fin tant que  
 

 

 

Dans la suite, la stratégie de maillage adaptatif séquentielle est appliquée au problème 
partiellement couplé et la stratégie de maillage adaptatif parallèle est appliquée au problème fortement 
couplé. 

 

Dans le cas du problème partiellement couplé, un maillage spécifique à chaque physique est utilisé 
même si on est dans le cas où les équations sont de même nature ce qui ne présente pas un grand 
intérêt au niveau du gain de stockage. Nous étudions dans ce cas les stratégies RPGD_S1 et 
RPGD_S2. 

 

Dans le cas du problème fortement couplé, les résultats seront discutés en fonction du choix de la 
méthode de construction de maillage (M_S1 et M_S2) et du type de couplage PGD-maillage adaptatif 
(RPGD_S1 et RPGD_S2). 

 

 

 

 

 

TAB. D.II-2 Algorithme de la stratégie RPGD_S2 – problème thermoviscoélastique couplé 
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D.II.2   Résultats 
Dans cette partie, nous allons présenter et discuter les résultats de problèmes multiphysiques 

couplés obtenus avec la technique de maillage adaptatif en fonction de la stratégie de couplage 
technique de maillage adaptatif-PGD et de la stratégie de construction de maillage. 

 

D.II.2.1  Résultats du problème partiellement couplé diffusothermique 

Les paramètres de simulation sont ceux utilisés dans le cas test de référence présentés 
paragraphe (D.I.2.1). Le problème de diffusothermique est défini sur le domaine 

[ ] [ ]1002 ;; ×+−=Ω×Ω×Ω=Ω ππtyx . 

Les discrétisations en espace sont les mêmes pour la concentration et la température et sont choisies 
régulières (101 points pour x  et 101 points pour y ). La technique de maillage adaptatif est appliquée 
uniquement pour la variable temporelle t . 

 

a) Résultats du problème partiellement couplé 1 (T – c(T))  

Pour ce problème partiellement couplé, la valeur du coefficient du terme couplé est cTA  est 
égale à 0.2. Le critère d’arrêt de la méthode de maillage adaptatif est RV égale à 0.05. 

Tout d’abord, la technique de maillage adaptatif est appliquée pour déterminer la solution en 
température (cf. Chapitre B) avec un maillage initial de  la source (maillage irrégulier de 3 points). 
Nous choisissons d’utiliser la stratégie RPGD_S1. La solution est obtenue après 18 étapes de maillage 
adaptatif et le maillage final présente 89 points. Sur le maillage final, la solution est obtenue avec 13 
modes. 

Ensuite, en utilisant cette solution de la température découplée, la technique de maillage 
adaptatif est appliquée pour déterminer la solution de la concentration couplée. Les simulations pour le 
problème de diffusion couplé sont effectuées avec un maillage initial de la source constitué de 3 points 
(t=[0 , 6 , 10]). Dans ce qui suit, les résultats obtenus avec deux stratégies de couplage ″technique de 
maillage adaptatif – PGD″ seront présentés. 

 

•  Résultats dans le cas RPGD_S1 

Tout d’abord, nous allons présenter les résultats obtenus avec la stratégie 1 où la solution est 
recalculée à partir de la solution nulle pour chaque nouveau maillage.  
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FIG. D.II-1 
 
 

Evolution du résidu RV en fonction des étapes de maillages adaptatif (gauche) et 
évolution de la concentration totale au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps (droite) 
dans le cas RPGD_S1 
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Le seuil du résidu est atteint après 15 étapes d’adaptation et le maillage final présente 51 points. La 
FIG. D.II-1  (à gauche) illustre la convergence du procédé. La FIG. D.II-1  (à droite) représente 
l’évolution en fonction du temps de la solution sur le maillage final obtenu à la fin du procédé de 
maillage adaptatif ainsi que la solution sur le maillage initial au point (x,y)=(0,0). On voit que les 
points sont ajoutés principalement dans les zones transitoires, notamment à t=6 (s) qui correspond à un 
changement dans les conditions aux bords. 

 

•  Résultats dans le cas RPGD_S2 

Regardons maintenant les résultats obtenus de la deuxième stratégie RPGD_S2 où les modes 
obtenus sont conservés et utilisés pour l’enrichissement des nouveaux modes. La FIG. D.II-2  et la 
FIG. D.II-3  montrent les résultats obtenus par la stratégie RPGD_S21 et la stratégie RPGD_S22 
respectivement. Notons que dans tous les cas, les zones transitoires sont bien captées.  
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FIG. D.II-2 Evolution du résidu RV  en fonction des étapes de maillage adaptatif (gauche) et 
évolution de la concentration totale au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps (droite) 
dans le cas RPGD_S21 
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FIG. D.II-3 Evolution du résidu RV  en fonction des étapes de maillage adaptatif (gauche) et 
évolution de la concentration totale au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps (droite) 
dans le cas RPGD_S22 

 

 

Le TAB. D.II-3  montre une comparaison des résultats obtenus par les deux stratégies. La 
diminution du nombre d’enrichissements avec la stratégie 2 est notable. Par contre, le nombre de 
points du maillage final est un peu plus élevé avec cette stratégie. Nous avions déjà fait ce constat au 
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chapitre B. Ceci est lié au fait que la solution sur le maillage initial est assez éloignée de la solution 
finale et l’erreur commise par la projection des anciens modes peut être prépondérante par rapport à 
celle liée à la mauvaise description des zones transitoires.  

Si l’on enrichit un seul mode à chaque étape (RPGD_S21), le nombre d’étapes de maillage adaptatif 
est plus élevé par rapport au cas plusieurs modes (RPGD_S22).  

 

 Nombre d’enrichissements Nombre de points 
du maillage final 

Nombre d’étapes de 
maillage adaptatif 

RPGD_S1 97 (cumulé) – 9 (final) 51 15 
RPGD_S21 16 88 16 
RPGD_S22 30 67 15 
 

 

 Pour un problème partiellement couplé, comme la technique de maillage adaptatif est 
appliquée de manière séquentielle, on peut démarrer les simulations pour la physique couplée (c dans 
cet exemple) à partir du maillage adaptatif de la physique découplée (89 points pour T  dans cet 
exemple). Notons que nous ajoutons un point à t=6 (s) à ce maillage initial pour bien décrire la 
″source″ de la concentration ce qui mène à un maillage initial de 90 points. Les résultats obtenus pour 
les deux stratégies sont répertoriés TAB. D.II-4 .  Pour la RPGD_S1 et la RPGD_S22, aucune étape de 
maillage adaptatif est nécessaire (le maillage initial de T  étant suffisant pour décrire c ) alors que 
pour la RPGD_S21, 8 étapes de maillage adaptatif sont nécessaires et mènent à un maillage de 162 
points. Ceci s’explique par le fait que, dans ce cas, un seul mode est enrichi sur chaque maillage alors 
que la solution finale nécessite plusieurs modes (par exemple 9 modes comme dans le cas RPGD_S1). 

 

 Nombre d’enrichissements Nombre de points 
du maillage final 

Nombre d’étapes de 
maillage adaptatif 

RPGD_S1 9 (cumulé) – 9 (final) 90 1 
RPGD_S21 8 162 8 
RPGD_S22 9 90 1 

 

Cette façon de construire le maillage est particulièrement adaptée lorsque le maillage adaptatif de T  et 
de c  est semblable. Lorsque le maillage de T  est beaucoup plus fin que celui de c , cette technique 
peut mener à un maillage trop dense pour c . 

 

 

b) Résultats du problème partiellement couplé 2 (c – T(c)) 

Pour ce problème couplé, la solution du problème de diffusion découplé est tout d’abord 
recherchée avec la stratégie RPGD_S1. 12 étapes de maillage adaptatif sont nécessaires et le maillage 
final contient 45 points. Sur ce maillage final, la solution est décrite avec 9 modes. 

 
Les simulations pour le problème de la chaleur couplé sont tout d’abord réalisées avec un 

maillage initial de la source constitué de 3 points (t=[0 , 1 , 10]). La valeur du coefficient du terme de 
couplage TcB  est choisie égale à 20. . Le critère d’arrêt de la méthode de maillage adaptatif est RV 

égal à 0.05 et celui de la PGD est RVε  égal à 99%. 
 

 

TAB. D.II-3 Comparaison des résultats pour les deux stratégies de maillage adaptatif 

TAB. D.II-4 
 

Comparaison des résultats entre les deux stratégies de maillage adaptatif (maillage 
initial = maillage de T  découplée) 
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•  Résultats dans le cas RPGD_S1 : 

Tout d’abord, nous allons présenter le résultat obtenu avec la stratégie 1. Le seuil du résidu est 
atteint après 15 étapes d’adaptation et le maillage final présente 78 points. La FIG. D.II-4  (à gauche) 
illustre la convergence du procédé. La FIG. D.II-4  (à droite) représente la solution sur le maillage 
final obtenu à la fin du procédé de maillage adaptatif ainsi que la solution obtenue sur le maillage 
initial au point (x,y)=(0,0). Notons que la zone transitoire à t=6 (s), due à la concentration et transmise 
à la température à travers le couplage, est bien captée alors que le maillage initial pour cette physique 
ne présente pas de point à t=6. Cela illustre la capacité de la technique de maillage adaptatif.              
Comme nous l’avions signalé, le résidu ne décroît pas régulièrement.  
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FIG. D.II-4 Evolution du résidu RV  en fonction des étapes de maillage adaptatif (gauche) et 
évolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le 
cas RPGD_S1 

 

 

•  Résultats dans le cas RPGD_S2 : 

Regardons maintenant les résultats obtenus avec la deuxième stratégie RPGD_S2. La FIG. 
D.II-5  et la FIG. D.II-6  montrent les résultats obtenus par la stratégie RPGD_S21 et la stratégie 
RPGD_S22 respectivement en un point de l’espace et en fonction du temps. Notons que dans tous les 
cas, les zones transitoires sont bien captées. Avec la stratégie RPGD_S21, on voit que le maillage final 
est beaucoup plus dense et le nombre total d’étapes de maillage adaptatif est plus élevé. 
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FIG. D.II-5 Evolution du résidu RV  en fonction des étapes de maillage adaptatif (gauche) et 
évolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le 
cas RPGD_S21 
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FIG. D.II-6 Evolution du résidu RV  en fonction des étapes de maillage adaptatif (gauche) et 
évolution de la température au point (x,y)=(0,0) en fonction du temps (droite) dans le 
cas RPGD_S22 

 

 

Afin de comparer ces différentes stratégies, les résultats obtenus en terme de nombre 
d’enrichissements, nombre de points du maillage final et nombre d’étapes de maillage adaptatif sont 
répertoriés TAB. D.II-5 . Le nombre d’enrichissements est fortement réduit avec la stratégie 2. Le 
nombre d’étapes et le nombre de points sont plus élevés dans le cas RPGD_S21. Ceci est du au fait 
que la solution nécessite beaucoup de modes pour être précisément décrite (18 modes avec la 
RPGD_S1). Comme un seul mode est enrichi à chaque maillage, plusieurs étapes sont donc 
nécessaires et par suite, plus de points sont obtenus. 

 

 Nombre d’enrichissements Nombre de points 
du maillage final 

Nombre d’étapes de 
maillage adaptatif 

RPGD_S1 127 (cumulé) – 18 (final) 78 15 
RPGD_S21 21 239 21 
RPGD_S22 49 71 14 
 

 

 

 

 

Comme dans la partie précédente, nous démarrons maintenant la procédure de maillage 
adaptatif à partir du maillage adaptif de c  découplée. Nous y ajoutons un point à t=1 (s) pour bien 
décrire la source de la chaleur (maillage initial de 46 points). Les résultats obtenus avec les deux 
stratégies sont donnés TAB. D.II-6 . Si l’on compare avec les résultats obtenus  TAB. D.II-5  (maillage 
initial de la source), on voit que le nombre d’étapes de maillage adaptatif ainsi que le nombre 
d’enrichissements est largement réduit. Le maillage final n’est  pas nécessairement réduit. Par contre, 
le maillage final dans le cas RPGD_S2 présente là encore moins de points par rapport au cas 
RPGD_S1. 

Contrairement au cas du maillage initial de la source, la solution sur le maillage initial est cette fois 
proche de la solution finale, les résultats obtenus avec la RPGD_S2 sont donc encore plus avantageux. 
Le nombre de modes obtenus sur le maillage final est quasiment le même que celui de la RPGD_S1 
(16 modes). 

TAB. D.II-5 Comparaison des résultats entre les deux stratégies de maillage adaptatif  
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 Nombre d’enrichissements Nombre de points 
du maillage final 

Nombre d’étapes de 
maillage adaptatif 

RPGD_S1 69 (cumulé) – 16 (final) 102 6 
RPGD_S21 10 174 10 
RPGD_S22 23 64 4 

 

 

 

Ainsi, quel que soit le problème partiellement couplé traité et la stratégie de maillage adaptatif 
utilisée, la solution obtenue à la fin du procédé de maillage adaptatif permet de décrire précisément les 
zones transitoires de la source.  

Dans les exemples présentés ci-dessus, les réponses transitoires de la physique couplée et découplée 
sont assez proches, c’est la raison pour laquelle il est intéressant de choisir pour prédire la physique 
couplé le maillage obtenu avec le procédé de maillage adaptatif pour la physique découplée. 

Nous allons maintenant présenter un cas où la réponse transitoire de chaque physique est très 
différente pour mieux discuter l’influence du couplage.  

   

 

 

c) Source de la chaleur différente pour le problème 1 (T – c(T)) 

 

Reprenons le problème partiellement couplé 1 (T – c(T)) avec une autre source de la chaleur 
qui est la source bimodale étudiée dans le chapitre B (B.I.3.1). Démarrons la simulation pour calculer 
la concentration, en utilisant le maillage de 365 points de la température, obtenu à la fin du procédé de 
maillage adaptatif avec la RPGD_S1 (cf. B.I.3.1a). Rappelons que dans ce cas, la température, qui est 
obtenue avec deux modes, présente deux zones de fortes variations localisées (cf. TAB. B.II-3 ).  

Afin de discuter les résultats, nous allons d’abord présenter la solution de la concentration obtenue 
avec un maillage initial de la source.  

Le critère d’arrêt pour le procédé de maillage adaptatif est RV  égale à 0.05 et celui de la PGD est 

RVε égale à %99  afin d’avoir une solution PGD suffisamment précise sur chaque maillage. Tous les 

autres paramètres sont identiques à ceux des simulations précédentes. 

 

La FIG. D.II-7  montre le maillage adaptatif de tc  obtenu pour différentes valeurs de cTA  et 

la stratégie RPGD_S1. Plus la valeur de cTA  est élevée, plus le maillage adaptatif final présente de 

points (Cas découplé - 0=cTA  et 45 points, cas couplés - 1=cTA et 52 points et 5=cTA  et 116 
points) puisque les points sont ajoutés afin de capter les nouvelles zones de fortes variations localisées 
liées au couplage.  

 

Dans le cas découplé, il n’y a pas de nouvelle zone transitoire liée au couplage alors que pour les cas 
couplés, des nouvelles zones transitoires apparaissent. Plus le terme de couplage influence la solution, 

plus le nombre de points est élevé ainsi que le nombre d’étapes de maillage adaptatif. Partant d’un 
même maillage initial, le procédé de maillage adaptatif s’adapte pour décrire correctement les zones 

transitoires.

TAB. D.II-6 
 

Comparaison des résultats entre les deux stratégies de maillage adaptatif (maillage 
initial = maillage de c  découplée) 
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(a) 0=cTA  - 45=cnt  - 13 étapes 
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(b) 1=cTA  - 52=cnt  - 16 étapes 
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(c) 5=cTA  - 116=cnt  - 21 étapes 

 

FIG. D.II-7 Evolution de la concentration au point (x,y)=(-2.51,0.62) en fonction du temps dans le 
cas RPGD_S1 pour différentes valeurs de cTA  
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Les résultats des différentes stratégies de couplage PGD - technique de maillage adaptatif sont 
présentés TAB. D.II-7  pour le cas 0=cTA , TAB. D.II-8  pour le cas 1=cTA et  TAB. D.II-9  pour le 

cas 5=cTA . 

 
 Nombre d’enrichissements Nombre de points 

du maillage final 
Nombre d’étapes de 
maillage adaptatif 

RPGD_S1 91 (cumulé) – 10 (final) 45 13 
RPGD_S21 16 66 16 
RPGD_S22 44 39 11 
 

 
 
 
 Nombre d’enrichissements Nombre de points 

du maillage final 
Nombre d’étapes de 
maillage adaptatif 

RPGD_S1 139 (cumulé) – 14 (final) 52 16 
RPGD_S21 22 130 22 
RPGD_S22 53 54 15 
 

 
 
 
 Nombre d’enrichissements Nombre de points 

du maillage final 
Nombre d’étapes de 
maillage adaptatif 

RPGD_S1 171 (cumulé) – 12 (final) 116 21 
RPGD_S21 26 222 26 
RPGD_S22 55 125 25 
 

 
 
 
Quelle que soit la stratégie utilisée, plus la valeur de cTA  est élevée, plus le nombre de points, le 
nombre total d’enrichissements et le nombre d’étapes de maillage adaptatif est important. 

Comme nous l’avions déjà constaté, le nombre total d’enrichissements est réduit avec la stratégie 2 
alors que le nombre de modes sur le maillage final est plus élevé. 

Quelle que soit la valeur de cTA , la stratégie RPGD_S21 nécessite plus de points. Plus la valeur de 

cTA  est élevée, plus la solution sur le maillage initial est éloignée de celle sur le maillage final, ce qui 
explique pourquoi la solution RPGD_S22 est de plus en plus mauvaise par rapport à la RPGD_S1 
(plus de points, plus d’étapes). 

 

 

Pour déterminer la solution de concentration couplée, nous allons maintenant utiliser comme 
maillage initial celui du maillage adaptatif final de 365 points de la température pour une valeur du 
coefficient de couplage 5=cTA . Le TAB. D.II-10  répertorie les résultats obtenus. 

Contrairement au cas précédent a), même si le maillage initial (qui est celui de T) est suffisamment 
dense pour décrire les deux zones de fortes variations localisées liées au couplage, des étapes de 
maillage adaptatifs sont nécessaires pour  décrire correctement la zone transitoire à t=6 (s) liée elle aux 
conditions aux bords du problème de concentration.  

TAB. D.II-7 Comparaison des résultats entre les deux stratégies de maillage adaptatif  0=cTA  

TAB. D.II-8 Comparaison des résultats entre les deux stratégies de maillage adaptatif 1=cTA  

TAB. D.II-9 Comparaison des résultats entre les deux stratégies de maillage adaptatif 5=cTA  
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Le procédé de maillage adaptatif converge plus rapidement par rapport au cas du maillage initial de 3 
points (au moins 2 fois plus rapidement), comme on pouvait s’y attendre. Néanmoins, le nombre de 
points est plus important (au moins 2 fois plus), le maillage initial étant inutilement trop dense. 

 

 Nombre d’enrichissements Nombre de points 
du maillage final 

Nombre d’étapes de 
maillage adaptatif 

RPGD_S1 64 (cumulé) – 14 (final) 378 7 
RPGD_S21 10 421 10 
RPGD_S22 22 382 7 
 

 
 
Cet exemple permet d’illustrer l’intérêt de conserver un maillage spécifique à chaque physique pour 
limiter la densité du maillage même si le maillage initial ne doit pas être trop éloigné pour ne pas trop 
nécessiter d’étapes de maillage adaptatif. Ces résultats vont être ensuite discutés dans le cas du 
problème fortement couplé de thermoviscoélasticité. 

TAB. D.II-10 
 

Comparaison des résultats entre deux stratégies de maillage adaptatif ( 5=cTA  -  
maillage initial = maillage de T  découplée) 
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D.II.2.2  Résultats du problème fortement couplé thermoviscoélastique 

 
Le problème thermoviscoélastique est défini sur le domaine [ ] [ ]100100 ;; ×=Ω×Ω=Ω tx  où 

l’on considère là encore des conditions initiales et aux bords pour u et T nulles. La valeur de TTα  est 
fixée à 40. . Les autres paramètres de simulation sont les mêmes que dans le cas sans maillage 
adaptatif (cf. TAB. D.I-13). Pour ces simulations, les maillages spatiaux sont les mêmes et réguliers 
pour u  et T  (11 points).  

Comme dans le cas du problème diffusothermique, la technique de maillage adaptatif est appliquée 
uniquement pour le temps à travers la variable t. Rappelons que cette même technique peut être 
appliquée à l’espace unidimensionnel x. 

 
Les maillages temporels initiaux sont eux aussi réguliers et identiques pour les deux physiques 
(maillage initial temporel : 11 points) et mène à un pas de temps de 1 (s).  
 

Les paramètres relatifs à la technique de maillage adaptatif choisis pour les simulations sont 
(cf. TAB. D.I-11) : 

- même maillage temporel initial pour les deux physiques. Un maillage régulier de 11 points 
menant à un pas de temps de 1 (s) est considéré. Cette discrétisation permet de s’affranchir des 
problèmes liés à une mauvaise prise en compte de chacun des termes sources du problème découplé 
( TTα  égal à 0) puisque dans ce cas, la source est bien décrite.  

- uT
RVε  égal à 95% (cela fixe le nombre de modes calculé sur chaque maillage) 

- le critère d’arrêt du procédé de maillage adaptatif : RV  égal à 0.02 pour u  et RV  égal à 
0.002 pour T . Ce rapport étant représentatif de la différence d’amplitude de la source de u  et celle de 
T  dans le cas découplé. 

  

 
 

 

Résultats dans le cas RPGD_S1 

Nous allons présenter les résultats obtenus avec la stratégie RPGD_S1. Ils seront discutés en 
fonction de la stratégie de construction de maillage utilisée. 

 

•  Construction de maillage M_S1 (concaténation des maillages) 

La solution finale est obtenue après 6 étapes de maillage adaptatif. Le nombre de points pour 
le maillage temporel est passé de 11 à 159 afin d’avoir une certaine précision sur la solution. Le 
nombre de modes PGD pour décrire la solution sur ce maillage est 10. Comme on a choisi ici de 
concaténer les maillages, on a le même maillage temporel pour u et T comme on peut le voir la FIG. 
D.II-8 . L’évolution du nombre de points du maillage commun et du résidu est donnée pour chaque 
étape de maillage adaptatif le TAB. D.II-11 . On peut remarquer que le résidu décroît avec les étapes 
de maillage adaptatif pour les deux physiques simultanément. 

Le TAB. D.II-11  montre également le nombre de points ajoutés à chaque étape de maillage adaptatif, 
c’est-à-dire le nombre de points ajoutés par le procédé de maillage adaptatif pour chaque physique 
avant concaténation des deux maillages. On voit qu’à chaque étape, le nombre de points ajoutés pour 
u  est beaucoup plus important que celui pour T . Sur le maillage commun, la plupart de points 
viennent du maillage de u . 
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FIG. D.II-8 Evolution du déplacement au point x=5 (gauche) et de la température au point x=7 
(droite) en fonction du temps pour l’étape de maillage adaptatif finale 

 

 Déplacement u  Température T  
Etape de 
maillage 
adaptatif 

Nombre de 
modes 

Nombre de 
points pour 

le temps 
(maillage 
commun) 

Nombre de 
points 

ajoutés par 
le maillage 
adaptatif 

Résidu final Nombre de 
points 

ajoutés par 
le maillage 
adaptatif 

Résidu final 
 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

4 
4 
4 
6 
6 
7 
10 

11 
21 
41 
79 
81 
155 
159 

9 
18 
36 
2 
72 
0 
 

0.2841 
0.1265 
0.0568 
0.0300 
0.0262 
0.0117 
0.0103 

1 
2 
3 
1 
4 
4 
 

0.0311 
0.0183 
0.0093 
0.0047 
0.0042 
0.0030 
0.0017 

 

 

Notons que dans ce cas (M_S1), le nombre de points pour le temps de chaque physique est toujours le 
même.  

 

•  Construction de maillage M_S2 (maillage spécifique à chaque physique) 

Dans le cas de la stratégie M_S2, chaque physique a son propre maillage comme on peut le 
voir sur les solutions de u  et T  (la FIG. D.II-9 ). L’évolution du nombre de points et du résidu est 
donnée pour chaque étape de maillage adaptatif TAB. D.II-12 . On voit que pour la précision 
demandée sur u  et T , 11 étapes de maillage adaptatif sont nécessaires. La solution finale est décrite 
avec 10 modes. Le maillage temporel final de u  présente 4 fois plus de points que celui de T . Le 
maillage de u  présente le même nombre de points que dans le cas de la concaténation des deux 
maillages. 

Le nombre d’étapes de maillage adaptatif est beaucoup plus élevé dans ce cas. Notons qu’à partir de 

l’étape 8, comme le seuil du résidu )( uRV  est atteint, le maillage de u  n’est plus raffiné. A chaque 
étape de maillage adaptatif, le résidu ne décroît pas obligatoirement. Ceci est lié au couplage entre les 
deux physiques qui évolue au cours du procédé de maillage adaptatif. 

TAB. D.II-11 
 

Evolution du nombre de points en temps et du résidu pour u  et T  en fonction des 
étapes de maillage adaptatif 
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Dans ce cas, on voit que le résidu de  T  évolue plus fortement que celui de u  en raffinant le maillage, 
ce qui mène à un nombre de points plus élevé sur u  puisque l’on a choisi d’arrêter le maillage pour un 
résidu de même poids. 

Si maintenant, on compare les maillages obtenus avec les méthodes M_S1 et M_S2 (FIG. 
D.II-8  et FIG. D.II-9 ), on voit que le maillage de T  a quasi la même densité de point pour t inférieur 
à 2s et après il est moins dense avec la stratégie M_S2 par rapport à M_S1. Comme nous l’avons déjà 
précisé, le nombre de points ajoutés par les étapes de maillage adaptatif pour u  est beaucoup plus 
important que celui pour T . Ainsi, lorsque l’on concatène les deux maillages des points sont ajoutés 
pour T  pour t supérieur à 2 (s) mais ils sont liés à l’évolution de u  dans cette zone et non à celle de 
T .  
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FIG. D.II-9 Evolution du déplacement au point x=5 (gauche) et de la température au point x=7 
(droite) en fonction du temps pour l’étape de maillage adaptatif finale 

 

 Déplacement u  Température T  
Etape de 
maillage 
adaptatif 

Nombre 
de modes 

Nombre de 
points pour le 

temps 

Résidu final Nombre de 
points pour le 

temps 

Résidu final 
 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 

4 
4 
4 
4 
6 
6 
6 
7 
7 
7 
8 
10 

     11 
     20 
     38 
     39 
     43 
     77 
     78 
    153 
    158 
    158 
    158 
    158 

    0.2841 
    0.1108 
    0.0452 
    0.0789 
    0.0737 
    0.0624 
    0.0428 
    0.0251 
    0.0196 
    0.0196 
    0.0197 
    0.0194 

    11 
    12 
    14 
    16 
    18 
    21 
    24 
    28 
    31 
    33 
    38 
    44 

    0.0311 
    0.0256 
    0.0114 
    0.0103 
    0.0054 
    0.0044 
    0.0046 
    0.0033 
    0.0036 
    0.0034 
    0.0030 
    0.0017 

 

  

 

Pour mieux analyser l’effet de couplage, le résultat obtenu dans le cas découplé et la méthode 
de construction de maillage M_S2 est présenté maintenant. Comme le problème est découplé, le 
nombre d’étapes de maillage adaptatif pour chacune des physiques peut être différent. La solution 
finale obtenue après 11 étapes de maillage adaptatif pour u  et 8 étapes de maillage adaptatif pour T  

TAB. D.II-12 
 

Evolution du nombre de points en temps et du résidu pour u  et T  en fonction des 
étapes de maillage adaptatif 
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est présentée FIG. D.II-10 . La solution finale est obtenue avec 1 mode PGD et 60 points pour le 
temps pour le déplacement et 2 modes PGD et 32 points pour le temps pour la température. 
L’évolution du nombre de points et du résidu est donnée pour chaque étape de maillage adaptatif 
TAB. D.II-13 . Notons que par rapport au cas couplé, le nombre de points est moindre lié aux zones 
transitoires moins larges. 
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FIG. D.II-10 Cas couplé et découplé. Evolution du déplacement au point x=5 (gauche) et de la 
température au point x=7 (droite) en fonction du temps pour l’étape de maillage 
adaptatif finale 

 

 

 Déplacement u  Température T  
Etape de 
maillage 
adaptatif 

Nombre de 
points pour 

le temps 

Nombre de 
modes 

Résidu final Nombre de 
points pour 

le temps 

Nombre de 
modes 

Résidu final 
 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 

    11 
    13 
    15 
    17 
    22 
    27 
    31 
    37 
    45 
    52 
    59 
    60 

    1 
    1 
    1 
    1 
    1 
    1 
    1 
    1 
    1 
    1 
    1 
    1  

    0.2598 
    0.1817 
    0.1394 
    0.1147 
    0.0869 
    0.0608 
    0.0496 
    0.0379 
    0.0285 
    0.0225 
    0.0210 
    0.0189 

11 
12 
14 
15 
18 
20 
24 
27 
32 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 

0.0270 
0.0212 
0.0090 
0.0094 
0.0060 
0.0047 
0.0033 
0.0025 
0.0019 

 

 

 

La concaténation des maillages (M_S1) pour les différents phénomènes physiques mène dans 
le cas de la stratégie RPGD_S1 à un nombre d’étapes de maillage adaptatif moins élevé. Néanmoins, 
une des deux physiques contient beaucoup trop de points (comme par exemple 159 au lieu de 44). La 
différence dépend des temps caractéristiques des phénomènes mis en jeu mais aussi des valeurs des 
termes de couplage. Pour minimiser le stockage des données, on préférera la stratégie M_S2 alors que 
pour diminuer le temps de calcul, on aura tendance à préférer la stratégie M_S1. 

TAB. D.II-13 
 

Evolution du nombre de points en temps et du résidu pour u  et T  en fonction des 
étapes de maillage adaptatif 
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Résultats dans le cas RPGD_S2 

Nous allons maintenant étudier l’impact de la construction des maillages dans le cas où la 
stratégie de maillage adaptatif est la stratégie RPGD_S2. Rappelons que dans ce cas, soit 1 mode 
(RPGD_S21) soit plusieurs modes (RPGD_S22) sont ajoutés lors de la résolution PGD. 

 

 Construction de maillage M_S1 (concaténation des deux maillages) 

Regardons tout d’abord les résultats obtenus avec la méthode 1 c’est-à-dire la concaténation 
des maillages. Les résultats obtenus avec RPGD_S21 sont reportés FIG. D.II-11  et le TAB. D.II-14  et 
ceux avec RPGD_S22 la FIG. D.II-12  et le TAB. D.II-15 . La solution à l’étape finale de maillage 
adaptatif est obtenue avec 10 modes dans le cas RPGD_S21 et  23 modes dans le cas RPGD_S22.  

Comme dans le cas RPGD_S1, le nombre de points ajoutés par le maillage adaptatif de T  est 
beaucoup plus faible que celui de u . C’est la raison pour laquelle, le maillage de T  présente beaucoup 
de points pour t supérieur à 2 (s). 
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FIG. D.II-11 RPGD_S21 - Evolution du déplacement au point x=5 (gauche) et de la température 
au point x=7 (droite) en fonction du temps pour l’étape de maillage adaptatif finale 

 

 Déplacement u  Température T  
Etape de 
maillage 
adaptatif 

Nombre de 
modes 

Nombre de 
points pour 

le temps 
(maillage 
commun) 

 

Nombre de 
points 

ajoutés par 
le maillage 
adaptatif 

Résidu final Nombre de 
points 

ajoutés par 
le maillage 
adaptatif 

Résidu final 
 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

    11 
    20 
    38 
    42 
    75 
    79 
   154 
   161 
   176 
   315 
   320 

9 
17 
3 
33 
3 
74 
4 
11 
138 
0 

    0.3905 
    0.3027 
    0.1434 
    0.1215 
    0.0749 
    0.0625 
    0.0308 
    0.0242 
    0.0212 
    0.0177 
    0.0167 

1 
1 
1 
1 
2 
1 
4 
6 
1 
5 
 

    0.1539 
    0.0318 
    0.0227 
    0.0135 
    0.0117 
    0.0088 
    0.0054 
    0.0042 
    0.0028 
    0.0024 
    0.0019 

 

TAB. D.II-14 
 

RPGD_S21 - Evolution du nombre de points en temps et du résidu pour u  et T  en 
fonction des étapes de maillage adaptatif 
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Dans le cas où ″un mode″ est enrichi à chaque étape de maillage adaptatif (RPGD_S21), le nombre 
d’étapes de maillage adaptatif est plus important que pour le cas ″plusieurs modes″ (10 au lieu de 6). 
De plus, le nombre de points en temps est lui aussi plus élevé (320 au lieu de 162).  

 

Il est donc préférable d’utiliser la stratégie RPGD_S22 au lieu de RPGD_21. Nous avions fait la même 
analyse dans le cas découplé (chapitre B).  

Si l’on compare ces résultats à ceux obtenus avec la méthode RPGD_S1, on aboutit aux mêmes 
conclusions que dans le cas découplé. Lorsque l’on commence avec un maillage grossier, il est 
préférable d’utiliser la stratégie RPGD_S1 qui mène à moins de points et moins de modes pour décrire 
la solution avec une précision donnée tout en ayant quasiment le même nombre d’étapes de maillage 
adaptatif.  
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FIG. D.II-12 RPGD_S22 - Evolution du déplacement au point x=5 (gauche) et de la température 
au point x=7 (droite) en fonction du temps pour l’étape de maillage adaptatif finale 

 

 

 Déplacement u  Température T  
Etape de 
maillage 
adaptatif 

Nombre de 
modes 

Nombre de 
points pour 

le temps 
(maillage 
commun) 

 

Nombre de 
points 

ajoutés par 
le maillage 
adaptatif 

Résidu final Nombre de 
points 

ajoutés par 
le maillage 
adaptatif 

Résidu final 
 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

    4 
    3 
    3 
    1 
    5 
    1 
    6 

    11 
    21 
    40 
    76 
    79 
   153 
   162 

9 
18 
36 
2 
73 
6 

    0.2841 
    0.1299 
    0.0624 
    0.0534 
    0.0341 
    0.0214 
    0.0118 

1 
2 
1 
1 
1 
4 

    0.0311 
    0.0191 
    0.0090 
    0.0093 
    0.0059 
    0.0038 
    0.0020 

 

 

 

 

TAB. D.II-15 
 

RPGD_S22 - Evolution du nombre de points en temps et du résidu pour u  et T  en 
fonction des étapes de maillage adaptatif 
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•  Construction de maillage M_S2 (maillage spécifique à chaque physique) 

Regardons maintenant les résultats obtenus avec la méthode 2 (M_S2) c’est-à-dire chaque 
physique a son propre maillage. Les résultats obtenus avec RPGD_S21 sont reportés la FIG. D.II-13  
et le TAB. D.II-16 et ceux avec RPGD_S22 la FIG. D.II-14  et le TAB. D.II-17 . La solution à l’étape 
finale de maillage adaptatif est obtenue avec 16 modes dans le cas RPGD_S21 et 25 modes dans le cas 
RPGD_S22. Dans le cas où ″un mode″ est enrichi à chaque étape de maillage adaptatif, le nombre 
d’étapes de maillage adaptatif est plus important que pour le cas ″plusieurs modes″ (16 au lieu de 12). 
De plus, le nombre de points en temps est lui aussi plus élevé (326 au lieu de 162 pour u et 66 au lieu 
de 38 pour T).  

Notons que dans ces cas, les résidus peuvent légèrement augmenter.  

Comme dans le cas concaténation des maillages, il est préférable d’utiliser la stratégie ″plusieurs 
modes″. 
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FIG. D.II-13 RPGD_S21 - Evolution du déplacement au point x=5 (gauche) et de la température 
au point x=7 (droite) en fonction du temps pour l’étape de maillage adaptatif finale 

 

 Déplacement u  Température T  
Etape de 
maillage 
adaptatif 

Nombre 
de modes 

Nombre de 
points pour le 

temps 

Résidu final Nombre de 
points pour le 

temps 

Résidu final 
 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

    11 
    20 
    37 
    40 
    74 
    78 
    80 
   152 
   158 
   304 
   316 
   316 
   326 
   326 
   326 
   326 
   326 

    0.3905 
    0.2905 
    0.1027 
    0.1392 
    0.1485 
    0.1189 
    0.0808 
    0.0494 
    0.0434 
    0.0371 
    0.0198 
    0.0212 
    0.0155 
    0.0127 
    0.0153 
    0.0117 
    0.0127 

    11 
    12 
    13 
    14 
    15 
    16 
    18 
    22 
    27 
    28 
    31 
    33 
    40 
    46 
    54 
    58 
    66 

    0.1539 
    0.0344 
    0.0243 
    0.0194 
    0.0127 
    0.0151 
    0.0126 
    0.0080 
    0.0068 
    0.0067 
    0.0057 
    0.0052 
    0.0046 
    0.0038 
    0.0032 
    0.0024 
    0.0019 

 

TAB. D.II-16 
 

RPGD_S21 - Evolution du nombre de points en temps et du résidu pour u  et T  en 
fonction des étapes de maillage adaptatif 
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Comparons maintenant les résultats obtenus avec la stratégie RPGD_S22 selon la construction de 
maillage utilisée. Lorsque l’on utilise un maillage spécifique à chaque physique, le nombre de points 
en temps est largement réduit pour une des physiques (38 au lieu de 162 points en temps pour T) alors 
que le nombre d’étapes de maillage adaptatif est plus élevé (12 au lieu de 6). Le nombre de modes est 
légèrement plus élevé (25 au lieu de 23). Le choix d’une stratégie de construction se discutera donc en 
terme de stockage des données et de temps de calcul. 
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FIG. D.II-14 RPGD_S22 - Evolution du déplacement au point x=5 (gauche) et de la température 
au point x=7 (droite) en fonction du temps pour l’étape de maillage adaptatif finale 

 

 Déplacement u  Température T  
Etape de 
maillage 
adaptatif 

Nombre 
de modes 

Nombre de 
points pour le 

temps 

Résidu final Nombre de 
points pour le 

temps 

Résidu final 
 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 

    4 
    1 
    3 
    2 
    3 
    3 
    1 
    2 
    1 
    1 
    1 
    1 
    2 

    11 
    20 
    39 
    76 
    84 
   150 
   155 
   162 
   162 
   162 
   162 
   162 
   162 

    0.2841 
    0.1139 
    0.0840 
    0.0725 
    0.0357 
    0.0252 
    0.0229 
    0.0194 
    0.0191 
    0.0190 
    0.0194 
    0.0190 
    0.0183 

    11 
    12 
    13 
    14 
    15 
    17 
    18 
    20 
    25 
    26 
    32 
    33 
    38 

    0.0311 
    0.0270 
    0.0164 
    0.0115 
    0.0110 
    0.0067 
    0.0055 
    0.0048 
    0.0030 
    0.0027 
    0.0025 
    0.0024 
    0.0019 

 

 

 

 

Bilan maillage adaptatif / problème thermoviscoélastique fortement couplé 

 Les deux stratégies de maillage adaptatif ont été mises en place dans le cas d’équations de 
thermoviscoélasticité fortement couplées. Comme les deux phénomènes physiques s’influencent l’un 
l’autre, nous avons pu étudier deux types de construction de maillage à chaque étape de maillage 
adaptatif : la concaténation des maillages et l’utilisation d’un maillage spécifique à chaque physique. 

TAB. D.II-17 
 

RPGD_S22 - Evolution du nombre de points en temps et du résidu pour u  et T  en 
fonction des étapes de maillage adaptatif 
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Rappelons que dans le cas de ce problème couplé, les équations sont de nature différentes et donc 
certaines matrices intégrales n’interviennent que pour un des problèmes et il est donc intéressant 
d’étudier ces deux méthodes de construction pour les deux stratégies de maillage adaptatif.  

L’ensemble des résultats obtenus pour le problème thermoviscoélastique en terme nombre de 
points, nombre d’enrichissements et nombre d’étapes de maillage adaptatif sont reportés TAB. 
D.II-18  en fonction de la stratégie de maillage adaptatif utilisée et de la stratégie de construction de 
maillage. 

 

 
Nombre de 

points pour u  
Nombre de 

points pour T  
Nombre 

d’enrichissements 
Nombre 
d’étapes 

RPGD_S1 et M_S1 159 159 41 7 
RPGD_S1 et M_S2 158 44 73 12 
RPGD_S21 ″un mode″ et M_S1 320 320 11 11 
RPGD_S22 ″plusieurs modes″ 
et M_S1 

162 162 23 7 

RPGD_S21 ″un mode″ et M_S2 326 66 17 17 
RPGD_S22 ″plusieurs modes″ 
et M_S2 

162 38 25 13 
  

 

En conclusion, pour la stratégie RPGD_S1, la concaténation des deux maillages augmente le 
nombre de points pour seulement une des physiques. En effet, les paramètres de simulation utilisés 
mènent à des physiques où les transitoires sont inclus les uns dans les autres. Ce cas pourrait être 
beaucoup plus discriminant si les transitoires des différentes physiques étaient disjoints. 

Néanmoins, concaténer les deux maillages réduit le nombre d’étapes de maillage adaptatif mais aussi 
le nombre total d’enrichissements. Rappelons qu’en général c’est l’étape d’enrichissement qui est la 
plus coûteuse en terme de temps de calcul. Dans le cas de simulations où l’idée est d’optimiser le 
stockage des données et non le temps de calcul, il vaut mieux que chaque physique ait son propre 
maillage. Si le but est d’optimiser le temps de calcul, cela va dépendre de la différence entre les deux 
maillages. De façon générale, prendre le même maillage pour les deux physiques est plus avantageux 
en temps de calcul. 

 

Utiliser la stratégie RPGD_S1 ou RPGD_S2 mène aux mêmes conclusions en ce qui concerne la 
stratégie de construction de maillage. De même, garder 1 mode par rapport à plusieurs modes mène 
aux mêmes conclusions que dans le cas avec une seule physique.  

Garder plusieurs modes réduit le nombre de points de maillage et le nombre d’étapes de maillage 
adaptatif mais en contre partie le nombre de modes pour décrire la solution est plus grand. Ce choix ne 
sera donc pas judicieux si on veut utiliser cette solution comme source d’un nouveau problème où que 
les termes apparaissant dans les équations sont fortement non linéaires.  

 

Dans le cas où on choisit de concaténer les deux maillages (M_S1) la stratégie RPGD_S22 est à 
privilégier. En revanche dans le cas où chaque physique a son propre maillage (M_S2), la stratégie où 
tout est recalculé (RPGD_S1) semble à privilégier.  

Notons que l’on observe ce type de tendance car les solutions recherchées sont particulières. 
Rappelons qu’en effet, le transitoire d’une des deux physiques est inclus dans l’autre. Garder le 
maillage propre à chaque physique devrait être plus avantageux dans le cas où les transitoires sont non 
entièrement inclus l’un dans l’autre. Cette situation pourrait avoir lieu pour des sources différentes. 

TAB. D.II-18 
 

Résultats du problème thermoviscoélastique en fonction de la stratégie de 
construction de maillage et de la stratégie de maillage adaptatif utilisée 
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Conclusion du chapitre 

  

L’objectif de ce chapitre est la mise en place de la PGD et la technique de maillage adaptatif 
pour deux problèmes multiphysiques couplés : un problème partiellement couplé diffusothermique et 
un problème fortement couplé thermoviscoélastique. 

 

 Dans la première partie, nous avons présenté la formulation du problème pour deux types de 
couplage et les résultats obtenus sur des maillages fixés. Les deux problèmes couplés se différencient 
dans la nature du couplage qui nécessite des différentes résolutions. Pour le problème partiellement 
couplé, la résolution est la même par rapport au cas découplé. Pour le problème fortement couplé, une 
résolution ″couplage total″ est nécessaire. Les résultats obtenus sur des maillages fixés sont présentés. 
Ils consistent en une étude sur l’influence des paramètres de couplage : le coefficient du terme couplé, 
le temps caractéristique, le maillage temporel.  

La première conclusion est que la PGD permet de prédire la réponse de problèmes multiphysiques 
partiellement couplés et fortement couplés. Dans le cas fortement couplé, les exemples traités nous ont 
permis de mettre en avant des cas pour lesquels la méthode PGD ne convergeait. Pour ces mêmes cas, 
la méthode des éléments finis a elle aussi été mise à défaut pour des valeurs de paramètres plus 
restreintes. Ce cas ne nous permet donc pas de mettre à défaut l’utilisation de la PGD dans ce type de 
problème car la non convergence est liée à une valeur limite du coefficient de couplage. Une approche 
MAN-PGD pour le problème fortement couplé peut être envisagée pour déterminer cette limite. 

De plus, les termes de couplage font apparaître de nouveaux transitoires qui n’étaient pas visibles sur 
le problème découplé. Si le maillage est suffisant, la PGD permet de prédire ces transitoires. On voit 
que cela nécessite plus de modes que dans le cas des simulations découplés auxquelles elles se 
rapportent. Au fur et à mesure des enrichissements, le résidu diminue jusqu’à atteindre un certain 
seuil, seuil lié au maillage utilisé pour décrire la solution.  

De plus, nous ne connaissons pas a priori le maillage nécessaire pour obtenir une certaine précision 
sur la solution, nous avons donc testé la méthode de maillage adaptatif présentée dans le chapitre B. 

 

Dans la deuxième partie, la technique de maillage adaptatif a été adaptée aux problèmes 
multiphysiques couplés. Nous avons choisi la méthode la plus simple qui consiste à appliquer la 
méthode mise en place au chapitre B à chacune des physiques. La discussion a été faite sur la 
construction du maillage. Deux choix étaient possibles : concaténer les deux maillages ou continuer le 
calcul avec le maillage propre à chaque physique. Avec la première solution, les matrices couplées 
sont définies sur un même maillage alors que dans la deuxième solution un maillage spécifique est 
utilisé.  

La méthode couplant la technique de maillage adaptatif et la PGD a été aussi étudiée pour ces cas 
couplés. Le couplage de cette méthode avec la PGD mène aux mêmes conclusions que dans le cas 
avec une seule physique (chapitre B). En ce qui concerne la méthode de construction de maillage, 
concaténer les deux maillages permet de converger avec moins d’étapes de maillage adaptatif mais 
avec des densités de maillage beaucoup plus importantes.  

 

Nous retiendrons que la méthode PGD permet de décrire la réponse transitoire des problèmes 
multiphysiques couplés. La résolution fortement couplée de ces problèmes est complexe dans la 
mesure où selon la nature des couplages, le système à résoudre peut devenir fortement non linéaire. 
Dans les exemples traités ici, le système restait linéaire par rapport à chacune des physiques et la 
méthode de point fixe à directions alternées menait à la résolution de systèmes linéaires de taille 
raisonnable. Considérer des problèmes couplés où les paramètres de couplage dépendent eux aussi des 
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physiques peut mener à des non linéarités persistantes pour lesquels il serait a priori intéressant de 
coupler la méthode PGD à la MAN, ce qui a été illustrée ici uniquement dans le cas d’une non 
linéarité dans le terme source au chapitre C. Lors de l’étape de calcul des coefficients, le problème 
couplé nécessite la résolution d’un système non linéaire qui a été résolu là encore avec une méthode de 
point fixe à directions alternées. 

 

La méthode PGD peut donc être appliquée pour l’étude de problèmes multiphysiques couplés. 
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Conclusion 
 

 L’objet de ce travail s’inscrit dans la problématique de la résolution des problèmes couplés 
multiphysiques. Dans cette thèse, le développement d’un outil numérique pour résoudre ces problèmes 
transitoires à différents temps caractéristiques rencontrés en mécanique des matériaux a été réalisé. 

 Une étude bibliographique a recensé les méthodes classiquement mises en œuvre pour 
résoudre les problèmes multiphysiques et multitemps. Beaucoup de possibilités existent, mais nous 
nous sommes plus spécifiquement intéressés à la méthode de Décomposition Propre Généralisée 
(PGD) qui est une méthode de réduction de modèles non incrémentale basée sur la représentation à 
variables séparées. Au début de ce travail, nous nous posions la question de l’opportunité d’utiliser 
cette méthode, si dans le principe aucun obstacle ne pouvait être imaginé encore fallait-il démontrer sa 
faisabilité.  

Dans ce travail, la méthode PGD a été tout d’abord détaillée et utilisée pour résoudre 
l’équation de la chaleur transitoire 2D. Afin d’analyser le comportement de cette technique numérique, 
des simulations pour trois sources de la chaleur différentes et des temps caractéristiques physiques 
distincts ont été menées. La PGD a permis de prédire pour différents paramètres la solution qui 
présente des transitoires fortement différents. Une technique de maillage adaptatif simple a été 
proposée et mise en place afin d’affiner la discrétisation aux différentes zones transitoires de la 
solution. Elle a permis de capter automatiquement, en partant d’un maillage grossier, les zones à fortes 
variations localisées, ces dernières pouvant être gouvernées par le temps caractéristique physique ou 
par la variation de la source. Cette phase d’adaptation de maillage permet de rectifier en partie l’erreur 
de la solution PGD lorsque le nombre de mode est restreint. Deux méthodes couplant la PGD et la 
technique de maillage adaptatif ont été proposées et discutées. La première consiste à recalculer la 
solution PGD sur chaque nouveau maillage à partir de la solution nulle. La seconde consiste à calculer 
la solution sur chaque nouveau maillage en conservant les fonctions de base de la solution générées 
sur le maillage précédent. La première stratégie (notée RPGD_S1) a été plus performante dans la 
mesure où peu de modes sont nécessaires sur le maillage final pour décrire précisément la solution. 
Cependant, la seconde stratégie (notée RPGD_S2), pour laquelle un nombre plus important de modes 
a été nécessaire pour décrire la solution finale, a permis de réduire fortement le nombre 
d’enrichissements cumulé au cours de l’ensemble du procédé de maillage adaptatif. Le résultat 
marquant tient dans la capacité de la technique de maillage adaptatif à décrire automatiquement 
des transitoires localisés. 

 

La PGD a été ensuite étendue à la résolution d’une famille de problèmes transitoires non 
linéaires. L’idée a été de coupler la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) avec la PGD pour 
résoudre l’équation de la chaleur 1D transitoire avec une non linéarité polynomiale dans le terme 
source. La MAN permet de transformer l’équation non linéaire en une série d’équations linéaires 
transitoires qui sont ensuite résolues avec la PGD d’une manière très efficace. Après avoir générées 
toutes les solutions à chaque ordre de la MAN, nous pouvons a posteriori obtenir la solution générale 
pour un nombre infini de problèmes (chacun d’entre eux correspond à une valeur du coefficient 
multiplicateur de source φ ). Une étude sur le domaine de validité de la solution MAN a été présentée. 

Il a permis de déterminer la longueur de chaque morceau de branche de solution maxφ  avec une 
précision donnée. Afin de construire la branche complète de solution, plusieurs pas de continuation ont 

été effectués. L’étude sur la non linéarité "déstabilisante" 2T+  a illustré que la MAN est capable 
d’identifier la limite de la valeur du coefficient φ  pour un système non borné (branche à l’infini). Il 
est à souligner dans cette partie que des familles de problèmes transitoires temporelles non linéaires 
peuvent être résolus efficacement en couplant la MAN avec la PGD ce qui est à notre connaissance 
un résultat nouveau. 
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 Le dernier volet porte sur la résolution de problèmes multiphysiques multitemps. La mise en 
place de la PGD pour deux problèmes : un partiellement couplé diffusothermique et un fortement 
couplé thermoviscoélastique a été réalisée. Une première conclusion est qu’il est possible d’utiliser la 
PGD pour résoudre une grande famille de problèmes couplés. 

Dans un premier temps, la formulation du problème pour deux types de couplage et les résultats 
obtenus ont été présentés dans le cas de maillages fixes. Les deux problèmes se différencient dans la 
complexité du couplage qui nécessite des stratégies de résolutions spécifiques qui ont été explicitées 
dans ce travail. Pour le problème partiellement couplé, la résolution est similaire au cas complètement 
découplé en utilisant une technique séquentielle. Pour le problème fortement couplé, une résolution de 
type "couplage total" est nécessaire. Lors de l’étape de calcul des coefficients, ce problème fortement 
couplé nécessite en plus la résolution d’un système non linéaire qui a été réalisée avec une méthode de 
point fixe à directions alternées. Dans ces deux cas, la PGD a permis de prédire la réponse de 
problèmes multiphysiques. De plus, les termes de couplage font apparaître de nouveaux transitoires 
qui n’étaient pas visibles sur le problème découplé. Néanmoins si le maillage est suffisant, la PGD 
permet de prédire ces transitoires avec un nombre de modes plus élevé que dans le cas découplé.  

Dans un second temps, la méthode de maillage adaptatif présentée précédemment a été appliquée aux 
problèmes multiphysiques. Le couplage de la technique de maillage adaptatif avec la PGD mène aux 
mêmes conclusions que dans le cas avec une seule physique. La discussion a porté sur la stratégie de 
construction des maillages. Deux choix étaient possibles : concaténer les deux maillages temporels de 
chaque physique ou adapter indépendamment chacun de ces  maillages. Avec la première stratégie, les 
matrices couplées sont définies sur un même maillage, alors que dans la seconde, comme un maillage 
spécifique est utilisé pour chaque physique, les termes de couplages nécessitent une opération de 
projection supplémentaire. La concaténation de deux maillages permet de converger avec moins 
d’étapes de maillage adaptatif mais avec des densités de maillage beaucoup plus importantes.  

Dans le cas fortement couplé, les exemples traités nous ont permis de mettre en avant des cas pour 
lesquels la méthode PGD ne convergeait pas. Pour ces mêmes situations, la méthode des éléments 
finis a elle aussi été mise à défaut mais son domaine de convergence est bien plus faible que la PGD. 

Cette partie a permis de compléter la famille de problèmes couplés que l’on peut résoudre avec la 
PGD. La stratégie de maillage adaptatif associée à la PGD trouve tout son sens dans des situations 
multitemps fortement couplées. 

 

 En résumé, dans ce travail, nous avons montré que la PGD peut être utilisée pour la résolution 
de problèmes multiphysiques transitoires quelle que soit la nature du couplage (découplé, 
partiellement couplé ou fortement couplé). Couplée à la MAN, elle est aussi une méthode très efficace 
pour résoudre certaines familles de problèmes non linéaires transitoires (où la non linéarité se trouve 
dans la source). Les zones transitoires du problème peuvent être captées de manière automatique grâce 
à une technique de maillage adaptatif simple pour le temps. Deux stratégies de couplage de cette 
technique avec la PGD ont été étudiées pour mettre en évidence tout l’intérêt de chaque stratégie selon 
le problème étudié. 
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Perspectives 
 

 Pour les problèmes où la solution présente des fortes variations localisées ou des singularités 
en espace, la technique de maillage adaptatif en espace doit être validée, des développements en 
interne qui ne sont pas présentés ici semblent donner satisfaction. Du fait de la séparation des variables 
de la PGD et de la technique de maillage adaptatif utilisant un indicateur unidimensionnel, l’extension 
de la technique ne pose pas de difficultés. Une étude sur l’influence des paramètres de la technique de 
maillage adaptatif tels que l’estimateur d’erreur, le déraffinement, la technique d’adaptation pourrait 
être menée afin d’optimiser la procédure de maillage adaptif. 

Le couplage MAN-PGD a été appliqué ici seulement pour les problèmes où la non linéarité se trouve 
dans la source et possède une forme particulière. Une première perspective consiste à étendre la portée 
d’application de cette association MAN-PGD. Une seconde consiste à utiliser la MAN-PGD pour les 
problèmes paramétriques, ce travail a déjà débuté et fait l’objet d’un article sous presse [Leygue 
2012].  

Il est aussi envisageable d’utiliser, cette technique pour les problèmes multiphysiques où les termes de 
couplages peuvent induire des non linéarités d’ordre plus ou moins élevé. Comme les non linéarités 
généralement présentes dans les problèmes couplés sont de différentes natures, soit thermodynamiques 
comme nous avons traités dans cette thèse soit liés aux paramètres matériaux, la généralisation de la 
méthode semble intéressante et demandera un travail de recherche en tant que tel. 

Il apparaît nécessaire d’aller comprendre les situations de non convergence de la PGD pour certains 
des paramètres de couplage. La non convergence semble liée à des valeurs limites des coefficients de 
couplage et une approche MAN-PGD pourrait être envisagée pour étudier les branches de réponses et 
détecter des instabilités comme cela a été initié dans la partie D.I.2.2. 

L’extension de la PGD à des problèmes plus conséquents peut être maintenant abordée avec des 
questionnements techniques qui apparaîtront sur la taille des matrices, les quantités à stocker. Un 
travail d’algorithmie sera nécessaire. 
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