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Introduction

Décrire les propriétés de la résolution libre minimale de I'idéal qui définit une variété projective
est un probléme classique en geométrie algébrique et en algebre commutative, posé au début des
annés 60. Les principales lignes de recherche ont été :

— Construire la résolution libre minimale d’idéaux monomiaux spéciaux et plus généralement de
modules gradués sur 'anneau des polynomes k[x| a n variables avec la graduation N-standard
(voir [10])

— Construire des résolutions libres non minimales, par exemple : résolution de Taylor (voir [§],
pp. 439) et résolution cellulaire (voir [30], pp. 61-80).

— Calculer les nombres de Betti d’un idéal binomial I de k[x]| par complexes simpliciaux ; cette
branche a une longue tradition et a donné des résultats en combinatoire et algébre commuta-
tive. Dans cette direction nous devons mettre en avant la formule de Hochster dans [26], qui
détermine les nombres de Betti d’un idéal monomial libre de carrés en fonction de ’homologie
des sous-complexes du complexe simplicial A associé & I par la théorie de Stanley-Reisner
[37], et ses extensions trouvées dans [38], [2] et [7].

Green et Lazaferld dans [17] et [18] ont introduit la propriété N, pour un anneau N-gradué
standard comme indication de la présence de syzygies simples. En effet, étant donné un idéal I
homogene de ’anneau de polynémes k([x| & n variables N-standard gradué, on dit que R := k[x]/I
satisfait la propriété N, avec p € N, p # 0, si 8; ;(R) = 0 pour tous j > i+ 1et 1 <i < p, ou
Bi ;(R) désigne le nombre de Betti N-gradué de R sur S. Cette propriété nous indique que 'idéal
I est engendré par des quadriques et que les premiers p— 1 syzygies de I sont linéaires. Dans [11]
Eisenbud et al. introduisent la notation Ny, pour noter la propriété N, avec p € N et p # 0. Ils
généralisent le théoreme de Froberg [15] qui caractérise de maniére combinatoire tous les idéaux
monomiaux quadratiques libres de carrés qui sont 2-réguliers (voir corollaire 2.2.14), c.a.d. les
idéaux qui satisfont la propriété Ny, pour tout p € N. En effet, si I est un idéal monomial
quadratique libre de carrés, ils ont caractérisé de maniere combinatoire ’entier p maximal pour
lequel l'algebre R satisfait la propriété Ny, (voir théroeme 2.2.13).

Tandis que la propriété Ny, a été étudié par Froberg dans [15] et par Eisenbud et als. dans
[11] pour les idéaux monomiaux; M. Morales, dans [31], étudie la classe d’idéaux formées par
les intersections finies des idéaux premiers engendrés par des formes linéaires et démontre que
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les idéaux 2-réguliers de cette classe sont tous ceux qui, sous un possible réarrangement de
leurs composantes premieres, forment une suite linéairement jointe (voir proposition 2.3.4). Les
idéaux monomiaux libres de carrés sont des intersections finies d’idéaux premiers engendrés par
des variables (voir proposition 1.8.3). De plus, M. Morales caractérise en termes combinatoires
le fait qu’une suite d’idéaux premiers soit une suite linéairement jointe. De méme, il donne une
formule en termes combinatoires pour calculer les nombres de Betti des idéaux formé par les
intersections d’une suite linéairement jointe d’idéaux premiers.

A partir des idéaux de scroll Ha Minh Lam et M. Morales ont introduit dans [20] une classe
d’idéaux binomiaux qui est une extension binomiale d’idéaux monomiaux libres de carrés,
appelée extensions binomiales simpliciales ou simplement extensions binomiales. En effet, étant
donné I C k[x] un idéal monomial libre de carrés et J C k[z] une somme d’idéaux de scroll
qui satisfont certaines conditions, nous définissons I’extension binomiale simpliciale de I comme
B =1+ J Ck[z]. Dans [19] Ha Minh Lam et M. Morales obtiennent la décomposition primaire
de ces extensions binomiales de méme qu’ils trouvent le nombre de réduction de k[z]/B et il
reste & trouver 'entier p maximal pour lequel I'algébre k(z]/B satisfait la propriété Ny ,. C’est
ce probleme qui est le sujet de cette these.

En vue de trouver I'entier p maximal pour lequel I'algébre k[z|/B satisfait la propriété N 5, nous
considérerons un idéal monomial quadratique libre de carrés I C k[x] et son extension binomiale
simpliciale B = I + J C k[z]. Sous certaines conditions d’ordre imposées sur les facettes du
complexe de Stanley-Reisner de I nous obtiendrons un ordre > pour les variables de I’anneau
de polynomes k(z|. Ensuite nous prouvons par un calcul de bases de Grébner que 'idéal initial
in(B), sous 'ordre lexicographique induit par l'ordre de variables >, est quadratique libre de
carrés. Nous montrerons que in(B) est 2-régulier si et seulement si I est 2-régulier en utilisant
la caracterisation de M. Morales dans [31] en termes de suites linéairement jointes. Cela nous
permettra de montrer & partir de la semicontinuité de nombres de Betti (voir 3.2.6) que B est
2-régulier si et seulement si I est 2-régulier. Dans le cas général lorsque I n’est pas 2-régulier, en
utilisant le théoreme 2.2.13 on trouvera une borne inférieure pour Ientier ¢ maximal pour lequel
k[z]/in(B) satisfait la propriété N» 4. Grace a la semicontinuité des nombres de Betti, ce nombre
q calculé en fonction de I nous donnera une borne inférieure de ’entier p maximal pour lequel
B satisfait la propriété No ). En outre, en supposant que J est un idéal torique et en imposant
certaines conditions, nous trouverons une borne supérieure pour p. En imposant des conditions
supplémentaires, nous prouverons que les deux bornes trouvées coincident et nous aurons trouvé
la valeur de p en fonction de I.

La these est organisée en quatre chapitres que 1’on explique brievement dans ce qui suit :

Dans le premier chapitre nous rappellerons la définition d’un anneau multigradué par un semi-
groupe et nous verrons le résultat de Eisenbud et Sturmfels [12] qui permet d’associer a un
idéal binomial B un monoide commutatif (semi-groupe avec élément neutre) X(B) avec lequel
nous obtenons une Y (B)-multigraduation de k[x]/B. Nous verrons que ¥(B) est un monoide
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simplifiable, & savoir que :
Va,b,c € X(B), a+c=b+c=a=0b

si et seulement si B est un idéal de réseau. Ensuite, en supposant que M est un module multi-
gradué positif par un monoide ¥ nous définissons les nombres de Betti multigradués 3; , et nous
montrons que :

Théoréme 1.7.6. Soient B un idéal de réseau de k[x] quasi homogene; I un idéal monomial
libre de carrés de k[x] tel que, s'il existe o € N tel que x* € I et s'il existe v € k et v € N, tels
que x* —cx? € B,alors 27 € I; J = B+ 1; R=Kk[x]/J et K le complexe de Koszul de la suite
x = (21,...,2,). Considérons les complexes simpliciaux :

O ={F c{1,...,n}: 38,7 € N", Ja €k, degyp)(8) = b, X’ — ax"2"PPF € B} et
Uy ={F € Q: 38,7y € N", Ja €k, degyp)(B) =0, x? — ax725PP(F) ¢ B, x7 € I}.

alors :
L (K@ R)p = (C(Q; k) /C(¥y; k) (—

(—=1);
2. /Bz,b(R) = dimkﬁi—l(gb; \I/b(B),k .

). En particulier f; ,(k[x]/B) = dim}kﬁi(ﬂb; k).

Il est a souligner que si B est un idéal de réseau, alors 3(B) est simplifiable et nous verrons que
cette caracteristique de ¥(B) nous permet de voir le complexe de Koszul comme un complexe
de chalnes associé a un complexe simplicial. Par ailleurs, nous verrons dans ce méme chapitre
que, dans le cas ou B = 0, J est un idéal monomial libre de carré et la formule pour calculer
le nombre de Betti de J du théoréme 1.7.6 devient la formule de Hochster (théoreme 5.2, [26]).
En effet le théoreme 1.7.6 est une généralisation d’autres résultats pour calculer les nombres
de Betti. Parmi ces résultats nous avons ceux de Herzog et Aramova dans [2] (lemme 4.1) et
Sturmfels dans [38] (théoreme 12.12), pour le cas ou J = B, avec B un idéal torique. Finalement
Bruns et Herzog dans [7] (proposition 1.1), ont montré un résultat qui généralise la formule de
Hochster et le résultat de Herzog, Aramova et Sturmfels, qui correspond & notre théoreéme 1.7.6
dans le cas ou B est un idéal torique.

A la fin du chapitre 1 nous étudierons les nombres de Betti Z-multigradués, car la propriété
N>, est une propriété des nombres de Betti Z-multigradués. Nous donnerons une généralisation
des équations de Herzog-Kuhl dans ([23]) (corollaire 1.9.6). Nous disons qu’'un k[x]-module M
Z-gradué de dimension projective p est pur si et seulement si pour tout i € {1,...,p}, il existe
un unique d; € Z tel que d; > d;—1 et §8; 4, # 0. Quand nous voulons mettre en relief le vecteur
d = (do,d,...,d,), nous disons que M est un k[x|-module Z-gradué d-pur. Dans le cas ot
d; = di—1 + 1 pour tout ¢ € {1,...,p}, nous disons que M est dp-linéaire. On remarque que le
cas 2-linéaire correspond au cas ou le module M est 2-régulier.



Proposition 1.9.5. Soient M un k[x]-module Z-gradué, p sa dimension projective et d = (dp <
di <---<d,<dy1) € NP*2 tel que M a une résolution libre minimale de la forme :

0 = S(=dp1) 0ttt & S(—d,) 00 — S(=dp) o1t & S(—dp-1) 11 — .
— S(—dg)Prd2 © S(—dy)Prar — SPoo — M — 0,

avec S = k[x]. Soient ] = B; 4, — Bi—1,4; avec 1 < i < p et ¢ la codimension de M. Alors si nous
connaissons la multiplicité de M et (p+ 1 — ¢) parmi les 3], nous pouvons détérminer les autres
Bi. En particulier,

(=180 s oo ot si depth(M) = dim M et 8,4,,, = 0;
; ol —(p)le
B; _ (_1)1—1 ﬂO(Hﬁﬂifi;dzk_(Z)_) (M) si depth(M) = dim M prﬁde £0, et dy = 0;
k=1, ki i
(—1)i1 Bo(ITj—1 jpi d)—(p—1)le(M)
szl,k;ﬁi(dk_di)

si depth(M) =dim M —1 B,4,,, =0, et do = 0.

Pour l'existence des résolutions d-pures nous suggérons la lecture de [10].

Dans le chapitre 2 nous étudierons la propriété N, pour les idéaux monomiaux quadratiques
libre de carrés. D’abord, nous définirons pour tout idéal I C k[x] le nombre py(I) comme ’entier
maximal pour lequel I'algebre k[x]/I satisfait la propriété N3 ,. Ensuite, nous verrons qu’étant
donné un idéal monomial quadratique I nous pouvons lui associer un graphe G de sorte que les
cliques de G sont les facettes du complexe de Stanley-Reisner associé a I, et réciproquement. Les
complexes simpliciaux dont les facettes sont les cliques d’un graphe G sont appelés complexes
de cliques. Nous étudierons en détail le résultat de Eisenbud et als. dans [11] qui nous sera tres
utile dans le chapitre 3, et que nous rappelons ici :

Théoréme 2.2.13. ([11, Théoreme 2.1]) Soient I' = I'(G) le complexe de cliques d’un graphe
G et I = It 'idéal de non-faces de I' engendré par des mondémes quadratiques libres de carrés.
L’algebre R := k[x]/I satisfait la condition Ng,, p > 1, si et seulement si tous les cycles
minimaux de G sont de longueur strictement plus grande que p + 2.

Nous obtenons comme corollaire de 2.2.13 une autre démonstration du théoreme suivant :

Théoréme. ([14, Théoréme 4.6]) Soient I' = I'(G) le complexe de cliques d'un graphe G, I = I
et p > 1 entier naturel. Si ps(l) < oo, alors 5p2(1),p2(1)+3(1') est égal au nombre de cycles
minimaux de longueur pa(I) + 3 de G, de méme B, (1) p,(1)4:(I) = 0 pour tout i > 4.

Il faut remarquer que la preuve développée dans [14] est indépendante du théoreme 2.2.13. Fi-
nalement nous introduissons le concept de suite linéairement jointe d’idéaux étudié dans [31]
et nous dirons qu'une suite de facettes Fi,...,F; d'un complexe simplicial I" sont une suite
linéairement jointe si les idéaux Q; = (x € I' : & ¢ F;) sont une suite linéairemente jointe. Ce
concept nous servira dans le chapitre 3 et 4.
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Nous commencerons le chapitre 3 par un rappel sur les bases de Grobner d’un idéal I, qui sont
utilisées pour calculer 'idéal initial de I noté in(/). Nous verrons que nous pouvons compa-
rer les nombres de Betti multigradués de 'idéal I avec les nombres de Betti multigradués de
in(/) grace au théoreme de semicontinuité des nombres de Betti que nous enongons maintenant :

Théoréme 3.2.6. ([30, Théoreme 8.29]) Soit I C k[x] un idéal A-gradué positif. Alors I'inégalité
suivante est satisfaite pour tout ordre monomial > sur k[x] : 8;4(I) < i q(ine (7)), pour tous
i€NetacA

Ensuite, nous définissons les extensions binomiales, qui apparaissent dans [20], avec lesquelles
nous travaillerons dans le reste de la these, et que nous expliquons brievement ici. Soient I' un

complexe de cliques, F' C I une facette de I telle que {x(F) xz(f)}, {x(()F), xEQF)}, Cee {:UE)F),:U(F) }

10 7;'mF
sont des arétes contenues dans F' qui sont contenues seulement dans F'. A chacune de ces arétes,

)

par exemple {x(()F),xl(-f)}, nous associons un ensemble Yj(F , qui peut étre (). Nous définissons

y(F) = U;-?lej(F) et T l'extension de I' en ajoutant les nouvelles facettes F'UY ) qu’on notera

F. Si YE) est non vide avec YjF = {yijl, o ,yij,nij}, nous définissons Zr comme l'ideal de
mineurs 2 x 2 de la matrice :

F F F F F F F
(DR im0
£ (F) ) (F) |, ) (F) (F) (F)

Yil Yo - Ty Yiyo -+ T, o | Yigg2 e Ty,

Dans le cas contraire Zp = 0. A partir de 13, nous définissons I’extension binomiale B C k[V(T)]
du complexe simplicial T :

Bf = If—F Jf, avec Jf = ZF[ IFZ’
ol I est le complexe de Stanley-Reisner associé a T.

En permutant les colonnes de chaque matrice Mp d’une certaine facon II, nous obtiendrons

la matrice II(Mr) et nous construirons le complexe T en enlevant toutes les arétes de T
correspondant aux diagonales de II(Mp) allant de haut en bas et de gauche a droite, pour tout
facette F' de I'. Nous verrons qu’en ordennant les facettes de I' selon un ordre spécial que nous
appellerons ordre admissible de facettes, nous pourrons définir un ordre pour les sommets de I,
qui dépend de II et de 'ordre admissible de facettes de I', tel que le complexe simplicial associé
a l’idéal initial par rapport a l'ordre lexicographique induit par cet ordre de sommets est le

(11

complexe I’ ). Par la semicontinuité des nombres de Betti nous obtiendrons le résultat suivant :

Proposition 3.6.1. Soient I' un complexe de cliques et I' une extension binomiale de I'. Alors

maxepy (p2(1T"))) < p2(By). (1)

vil



Par le résultat d’Eisenbud et als. [11] (2.2.13) ps (If(m est calculable si nous pouvons calculer la

(1D

longueur d’un cycle minimal de I /. En effet, nous trouverons une maniére d’associer a un cycle

minimal de f(n)

un cycle de I', que nous appellerons cycle minimal virtuel, et réciproquement.
Comme prémiere application de ce résultat et en utilisant le fait que tout idéal formé par les
intersections des idéaux premiers est 2-linéaire si et seulement si ses composantes premieres
peuvent étre ordonnées de telle sorte qu’elles forment une suite linéairement jointe (que nous
aurons étudiée dans le chapitre 2), nous obtiendrons :

Théoréme 3.6.9. Soient G un graphe, I' = I'(G) le complexe de cliques engendré par G et
I' une extension binomiale de I'. Alors G est un graphe de cordes si et seulement si By est
2-linéaire.

(1)

. .. —(II .. .
De plus, la relation entre cycles minimaux de I’ et cycles minimaux Il-virtuels nous permet-

.. .. —=(II) .

tra de calculer une borne pour la longueur minimale d’un cycle minimal de F( ) a partir de T,
D’abord, pour apprendre a calculer cette borne, nous étudierons le cas ou II est la permutation
identité. Puis nous trouverons une permutation IT* qui nous donnera une meilleure borne. De

cette facon nous obtiendrons le résultat suivant :

Théoréme 3.7.18. Soient G un graphe, I' = I'(G) le complexe de cliques engendré par G et
I' une extension binomiale de I' telle qu’il existe un ordre admissible pour les facettes de I', a
savoir, F,..., F].

L. pa(Bp) > mingarec,,, (lc@)) —3.

CD]) — 3 est calculé en fonction des données de T

2. Le nombre minc(n*)ecn*(

Dans le chapitre 4 nous étudierons deux cas de I'extension binomiale By = I + J. D’abord
le cas ot Ji est un idéal torique, et nous verrons dans 'appendice de ces chapitre certaines
conditions nécéssaires pour affirmer que Jg est torique. Ainsi, en utilisant le théoréme 1.7.6 nous
calculerons certains nombre de Betti E(Jf)—gradués. En effet, pour certains cycles minimaux de
) que nous noterons 5, en définissant a = degyy JF(HZ ev(©) z), nous verrons dans le lemme
4.1.6 que ﬂ|v(5)|—3,a(8f) = 1. Cela nous donnera une borne supérieure pour ps(By) quand Jr
est torique et dans certains cas elle nous donnera la valeur de po(Bp) :

Théoréme 4.1.9. Soient G un graphe qui n’est pas un graphe de cordes, I' = I'(G) le complexe
de cliques engendrés par G et I' une extension binomiale de I" telle que les facettes de I' admettent
un ordre admissible et que Jy soit torique. Supposons que pour tout cycle minimal virtuel C' de

. . =(IT* .
G et toute aréte e virtuelle de C dans F( ), les sommets de e sont dans le premier bloc de MFp,,
ou F, est 'unique facette qui contient e, et que e satisfait une des propriétés suivantes :

1. soit [Y\| = miny<jcpm, (V) > 2 et Vio(Mp,) = F;
2. soit [V = 1.
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Alors, p2(Bp) = p2(Izn-).

Finalement, nous considérerons aussi les extensions binomiales By de I', quand le graphe G qui
engendre I', est un graphe de cordes et nous calculerons tous les nombres de Betti de By, a partir
des nombres de Betti de Ir et en utilisant le théoréeme 12 de [31] :

Théoréme 4.2.7. Soient G un graphe de cordes, I' = I'(G) son complexe de cliques, T' une
extension binomial de I', M le tableau associé aux facettes F1,...,F; de I' qui sont une suite
linéairement jointe de facettes et n = |V/(I') \ V/(I')| . Alors :

1. Soient ¢ = ht (Ir(g)) et p = dimproj (Ir), alors ht (Bw) = ¢ + n, dimproj (By) = p + n.
2. Soient L; la i-eme ligne de M, d = dim (k[x]/Ir) et sq—; = |Lc4i|. Alors

_ d—1 I .
s =3 (5T ) 4T (s oGt ) (VD5
—0 j=1

1=

o 1 si|D;| +|Pj| > |V(D)| -1,
Ou(s(m:{o i1+ 1B = V(T

ix






Table des matiéeres

Introduction . . . . . . . . ..

1 Anneaux et modules gradués par semi-groupes

1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

SEeMi-groupes . . . . . . .ot e e e e e
Idéaux binomiaux et multigraduations . . . . . . .. ... ... ... ... ...
Idéaux de réseau et idéaux toriques . . . . . . . . . ... L.
Multigraduation positive . . . . . . . . . ...
Nombres de Betti multigradués . . . . . . . . .. ... Lo
Homologie simpliciale . . . . . . . . . . .. ...
Nombres de Betti d’idéaux binomiaux . . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
Idéaux de Stanley-Reisner et Formule de Hochster . . . . .. .. ... ... ...
Nombres de Betti Z-gradués . . . . . . . . . . . ...

2 Propriété N, des idéaux monomiaux quadratiques libres de carrés

2.1
2.2
2.3

Propriété Ny, . . . . . o
Complexes de cliques . . . . . . . . .. L
Nombres de Betti de I'idéal du complexe de cliques d’un graphe de cordes . . . .

3 Extensions binomiales des idéaux monomiaux quadratiques libres de carrés

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

Bases de Grobner . . . . . . L L
Semicontinuité des nombres de Betti . . . . . . . ... ... L.
Extensions binomiales des idéaux simpliciaux . . . . . . .. ... ... ......
Bases de Grobner d’une extension binomiale . . . . . . . ... ... ... L.
Ordres admissibles . . . . . . . . ..
Relation entre les cycles de (I'); et les cycles minimaux du graphe (f(n))l

Bornes inférieures de po(Bp) . . . . . . ..o

4 Propriété N, ), pour certaines extensions binomiales

4.1 Extension binomiale torique d'un graphe . . . . . . . ... ... o L.

4.2 Nombres de Betti d’'une extension binomiale d’un graphe de cordes . . . . . . ..

4.3 Appendice : Sommes d’idéaux toriques . . . . . ...
Bibliographie

xi

Ut = =

10

19
20
23
26
27

35
35
37
45

53
53
57
62
64
74
7
83

97
97
109
117

129



xil



Chapitre 1

Anneaux et modules gradués par
semi-groupes

Dans ce travail k désigne un corps et k[x| = k[x1,...,z,] Uanneau des polynomes a n variables
sur k. Soit N l’ensemble des entiers naturels et « := (..., a,) € N*. Nous écrirons x* pour
noter le monome x7* ... x50, Soit Q un sous-ensemble de k[x], nous noterons (Q) C k(x| l'idéal
engendré par Q.

Dans ce chapitre on rappellera la définition d’un anneau gradué par un semi-groupe et on verra
qu’on peut construire une graduation par un semi-groupe d partir d’un idéal binomial. Ensuite
on définira les mombres de Betti-multigradué et on généralisera la formule de Bruns-Herzog
dans [6] pour calculer nombres de Betti d’idéaux binomiaux de la forme J = B+ I ot B est
un idéal de réseau et I un idéal monomial libre de carrés qui satisfait certains propriétés par
rapport a B. Puis on obtiendra la formule de Hochster pour calculer les nombres de Betti des
1déauxr monomiaux libres de carrés a partir de la formule précédente. Finalement, on généralisera
la formule de Herzog-Kuhl dans [23] pour calculer les nombres de Betti Z-gradué de certains
modules sur k[x].

1.1 Semi-groupes

Un semi-groupe (X, T) est une structure algébrique consistant en un ensemble ¥ muni d’une loi
de composition interne associative T. On note la loi de composition soit par + (loi de composition
additive) soit par - (loi de composition multiplicative). La loi de composition sera multiplicative
sauf dans certaines situations. Par abus on notera ¥ le semi-groupe (%, -).

Un semi-groupe ¥ est dit commutatif ou abélien si la loi de composition est commutative et dans
ce cas la loi sera ’addition. Un semi-groupe qui posséde un élément neutre est dit monoide.

1.1.1 Exemple. Soit T'= {x* : @ € N} I’ensemble de tous les monémes de k[x]. Donc T" est
un monoide sous la multiplication de monomes. En effet 7" = N, N” étant semi-groupe sous



I’addition.

Un élément z dans un semi-groupe % est le zéro de X si pour tout z € ¥, z-x =2z -z = z. Si
> n’a pas de zéro on peut ajouter un élément z tel que pour tout © € ¥, z-x =z -x = z; de
cette facon X% = ¥ U {z} et un semi-groupe avec zéro. Si la loi de composition du semi-groupe
est additive on notera oo le zéro de X

Un élément s € 3 est dit simplifiable a droite si :
Ve,yeX:s-x=s-y=x=y.

On dit que s est simplifiable a gauche si
Ve,ye X :x-s=y-s=x=y.

Finalement, on dit que s est simplifiable si s est simplifiable a droite et a gauche.

Nous dirons qu’'un semi-groupe (monoide) ¥ est un semi-groupe simplifiable (monoide sim-
plifiable), si tout élément s € 3 est simplifiable. Si un semi-groupe ¥ a un zéro noté z et que
le cardinal de 3 est > 1, alors z n’est pas simplifiable et par conséquence ¥ n’est pas simplifiable.

Soit ¥ un semi-groupe abélien. Un groupe H avec un morphisme de semi-groupes h : ¥ — H est
dit un groupe de fractions de X, si pour tout groupe G et tout morphisme de semi-groupes
f:¥ — G il y aun unique morphisme de groupes g : H — G tel que f =goh.

1.1.2 Définition. Soit ¥ un monoide abélien. On notera G(X) le groupe abélien (X x X)/R,
ol R est la relation d’équivalence sur le semi-groupe ¥ x X, donnée par (s1,s2)R(s)sh) si et
seulement s'il y a un s € ¥ tel que s + s1 + sh = s+ s2 + 1. G(X) est appelé le groupe de
fractions standard de 3.

1.1.3 Théoréme. ([3, Théoreme 8.2]) Soit X un monoide abélien. Alors :

1. G(X2) avec le morphisme de monoides h : ¥ — G(X) donné par h(s) = [(s,0)]r est un
groupe de fractions de 3.

2. Le groupe de fractions de 3 est unique a isomorphisme pres.

1.1.4 Proposition. Soit ¥ un monoide abélien et h : ¥ — G(X) le groupe de fractions de X.
Le morphisme h est un morphisme injectif si et seulement si tout élément s € X est simplifiable.

Preuve.

=) Par labsurde. Nous supposons qu'il existe s € 3 non simplifiable, alors il existe x,y € X tel
que s+x =s+y etz #y, donc (z,0) = h(x) # h(y) = (y,0), ainsi s+ +0# s+y+ 0, ce
qui est absurde, car s + x = s + y. En conséquence tout s € ¥ est simplifiable.

2



<) Soient z,y € ¥ tel que h(z) = h(y), donc (z,0)R(y,0), d’ou il existe s € X tel que
s+r=s+x+0=s+y+0=s+y,

et comme 3 est simplifiable on a : z = y.
|

1.1.5 Remarque. On déduit de la proposition 1.1.4 qu’on ne peut pas toujours plonger un
semi-groupe dans un groupe, sauf si % est un semi-groupe simplifiable.

1.1.6 Proposition. Soit ¥ un monoide abélien simplifiable. Le groupe de fractions G(X) de ¥
est le groupe le plus petit dans lequel on peut plonger 3.

Preuve. Soient G un groupe quelconque contenant 3 et i : X — G le morphisme inclusion.
D’apres le théoreme 1.1.3, G(X) est le groupe de fractions de ¥ avec h : ¥ — G(X) ol h(a) =
(a,0), et, d’apres la proposition 1.1.4, h est injectif. De plus, G(X) étant le groupe de fractions
de X, il existe par définition un morphisme ¢ : G(X) — G unique tel que i = ¢ o h. Montrons
que @ est injective. Soient [(a1,b1)], [(ag, b2)] € G(X) tel que ¢([(a1,b1)]) = ¢([(a2,bs)]). Etant
donné [(a,b)] € G(X), on a :

[(a,0)] = [(a,0)] +[(0, )] = [(a,0)] + (=[(b,0)]) = h(a) — h(D);

ainsi p(h(a1) — h(b1)) = ¢(h(az) — h(bz)), donc

p(h(a1)) = ¢(h(b1)) = ¢(h(az)) — p(h(b2));
)

)=
p(h(a1)) + p(h(b2)) = ¢(h(az)) + p(h(b1));
p(h(ar +b2)) = @(h(az + b1));

i(a; + b2) =i(ag + b1);

et comme 17 est injectif, a; 4+ by = ag + by, d’ott h(aj + b2) = h(az + b1). Par conséquence

h(a1) + h(b2) = h(az) + h(b1);

et finalement nous avons h(ay) — h(b1) = h(az) — h(b2). De cette fagon, [(a1,b1)] = [(agz, b2)], et
ainsi, ¢ est injectif. Alors, G(X) est le groupe le plus petit dans lequel on peut plonger ¥. =

1.1.7 Définition. Soit ¢ : ¥ — T un morphisme entre semi-groupes. La congruence noyau de
¢, 10té Rier(y) st celle définie par :

Vo,0’' € 5, 0Rker(p)0 <= @(0) = (o).

Alors, la classe d’équivalence o € % sur Rier(y) est [o]
défini 3/ Rier(p) = {[0]

RKer(p) {UI € X: U'RKerw)U'} et on

Ricer() * 0 € Y} avec 'operation - définie par :

VO', UI € 27 [O—]RKer(w) : [U/]RKer((p) = [J ’ J/]RKer(¢)'



1.1.8 Proposition. (Théoréeme 5.3 [27]) Soit ¢ : X — Y un morphisme entre semi-groupes.
Alors X/ Rier(y) avec lopération - est un semi-groupe ; et la fonction ¢* : ¥ — X /Rier(y) posée
par ¢*(0) = [0|Ry.(,, €5t un morphisme. De plus, il existe un monomorphisme o : ¥/ Rker(,) —
T tel que ¢ = avo *.

Soit ¢ : N™ — ¥ un morphisme entre semi-groupes, ou X est un semi-groupe simplifiable. Par
la proposition 1.1.4, il existe un monomorphisme h : ¥ — G(X). Alors ¥ : Z" — G(X), posé par
o(e;) = ¢(e;), est un morphisme de groupes. Ainsi :

Vo,0' € N*, 0Rker(p)0' = 9(0) = ¢(0') <= p(0) =

p(o') <= @(0) — @(d') =0
= plc—0')=0<= (0 —-0) €

Ker ().
De cette facon, en utilisant la proposition 1.1.8 nous avons la proposition suivante :

1.1.9 Proposition. Soit ¢ : N™ — 3 un morphisme surjectif entre semi-groupes, ot X est un
semi-groupe simplifiable. Donc N"/Rker(¢) = X ; et 0Rker(p)o’ si et seulement si (o —o') €
Ker(p). "

1.1.10 Exemples.
1. Soit i : N® — N” le morphisme identité, donc i : Z" — Z" est Iidentité. Notons ~; la
congruence noyau de i, alors d’apres la proposition 1.1.9 on a a ~; 3 si et seulement si

a = . Ainsi
N'"2N"/ ~;
2. Soit abs : N — N le morphisme définit par abs(e;) = 1. Notons ~,1,¢ la congruence noyau
de abs. En posant a = (aq,...,a,) € Z™, on a
n n
arvaps =D ai=> B
i=1 i=1

On peut voir que cette derniere affirmation est équivalente a
a—fe<e—eiiFjetije{l,....,n}>.

Done N2 N"/ ~ps .
3. Soit 0 : N® — {0} le morphisme constant 0. Notons ~ la congruence noyau de 0. On a que
~ est la congruence triviale, c’est a dire que pour tout o, 5 € N, a ~ 5. Alors

{0} =N"/ ~ .

Soit ¥ un monoide abélien simplifiable. On dit que X est un semi-groupe pointé si 'unique
élément inversible de X est le 0; et 3 est un semi-groupe affine s’il existe d € N tel que ¥ est
isomorphe & un sous-semi-groupe de Z<. Si de plus I'unique élément inversible de 3 est le 0 on
dira que X est un semi-groupe affine positif. Le résultat suivant est bien connu.

1.1.11 Proposition. Pour tout semi-groupe affine positif d-dimensionel X, il existe un plon-
gement vers N,



1.2 Idéaux binomiaux et multigraduations

1.2.1 Définition. Soit ¥ un monoide abélien (additif) quelconque. On dit que k[x] est X-
gradué, s’il existe une famille de sous-groupes additifs de k[x], {Sg }acy, tel que k(x| = ®yexnS,y
et pour tout 0,0’ € X, S, - Sor C Syi0-

1.2.2 Exemple. k[x] = Goenn{cx® : ¢ € k} est une N"-graduation de k[x]. Dans ce cas on dit
que k[x| est N™ gradué.

Soient ¥ un monoide abélien et k[x] un anneau 3-gradué. On dit que r € k[x| est homogene
s'il existe o € X tel que r € S,. Dans ce cas on dira que o est le degré de r et on le no-
tera par degy,(r) = 0. Un k[x|-module gradué par ¥ (X-gradué) est un k[x]-module avec une
décomposition en somme directe M = ) . M, satisfaisant S, M, C My, pour tout o, 7 € X.
Ainsi, les sous-modules 3-gradués de k[x] sont appelés idéaux gradués de k[x].

1.2.3 Proposition. Soient X, ¥’ semi-groupes, tel que k[x] Y-gradué; et ¢ : ¥ — X' un
morphisme entre semi-groupes surjectif. Alors la X-graduation de K[x] induit une ¥'-graduation
de k[x].

Preuve. Comme k(x| est ¥-gradué, il existe une famille {S,},ex de sous-groupes additifs de
k[x] tel que k[x] = @,exS, et pour tout 0,0’ € X, S, - Syr C Syio/. Pour chaque 7 € ¥/, on
pose Sr = Dycyp1(r)S- Donc Gres Sy est une ¥'-graduation de k[x]. =

1.2.4 Définition. Soit ¥ un monoide abélien de type fini, engendré par {o1,...,0,} C X. Un
morphisme entre monoides degy, : N* — ¥ (tel que degy,(e;) = 0;) est appelé ¥ multi-degré.
Dans ce cas k[x] est N"-gradué ; en posant S, = {ax%|a € k o € N" et degy,(a) = o}, pour tout
o € X, on a par la proposition 1.2.3 : k[x] = @®,exS, et on dira que k[x] est X-multigradué. Par
ailleurs on définit degy (x*) = degy;(«x) pour tout o € N" et o; := degy(z;), on i € {1,...,n}.

1.2.5 Exemple. k[x]| est un module N-gradué standard ou simplement N-gradué, si degy :
N™ — N est le morphisme de semi-groupes défini par degy(e;) = 1. Donc,

sia:=(a), ..., aM) e N |a| :=degy(a) = 1, o, dici degy(x®) = |a.

1.2.6 Remarque. Soit ¥ un monoide abélien simplifiable, donc ¥ C G(X). Par ailleurs, on
peut étendre le ¥-multi-degré & un morphisme degg(xy @ Z" — G(X). Cependant dans le cas
général, cela n’est pas possible, car 3 ne peut pas toujours étre plongé dans G(X) d’aprés la
proposition 1.1.4.

Maintenant on va voir comment obtenir un monoide abélien ¥ a partir d’un idéal binomial de
k[x] pour faire une Y-multigraduation de k[x].

1.2.7 Définition. Un idéal B de k[x] est un idéal binomial s’il est engendré par binémes (et
mondmes), c.a.d, B est engendré par une famille finie de binémes {x® —ax? : o, 8 € N*,a € k}.
On dira que B est un idéal binomial pur s’il n’y a pas de monomes dans B.



1.2.8 Lemme. Soient = un ordre monomial sur k(x| et I C k[x] un idéal binomial. Donc
1. La base de Gréobner réduite G de I par rapport a = est un ensemble de binomes.

2. La forme normale par rapport a > de tout terme modulo G est aussi un terme.

Preuve. On fera la preuve de ce lemme au chapitre 3 quand on étudiera les bases de Grobner.
|

1.2.9 Théoréme. (Proposition 1.11 [12]) Un k-algébre de type fini R admet une présentation
de la forme R = k[x]/B, ou B est un idéal binomial, si et seulement si R peut-étre gradué par un
monoide abélien commutatif engendré par n-éléments de 3 de tel fagon que chaque composant
homogéne de R soit dimension < 1.

Preuve.

=) Nous posons la relation R en T = {x* : @ € N*'} U{0 € k[x]} de la facon suivante :
soient a, f € N” x® ~p x7 ¢l existe ¢ € k tel que x* — ex? € B. Ainsi ¥ = T/R est un
monoide abélien commutatif ou 'unité est [1]x et un zéro [0]g = co. On peut remarquer que
s’il existe a € N” tel que x* € B, x* € [0]g et reciproquement. Pour chaque o € ¥, on pose
V, Despace vectoriel engendré par tous les monoémes de o dans R. En effet V,, ne depend pas
du representant x* de la classe o et de plus :

[0 sio=][0]g:= o0,
VJ_{IK si o # [0]g := o0.

Soit

o= P V.

o€Y et o#oc0

Soient o € ¥\ {0}, e, le générateur de V, et a, € N” fix tel que x* € 0. Nous posons le
morphisme d’espaces vectoriels ¢ : Vs, — R défini par p(e,) = % + B. De cette fagon ¢ est
surjectif. On montrera que ¢ est aussi injectif. Soit X' un sous-ensemble fini de ¥\ {[0]z }, il
existe a, € k pas tous nuls

0(B, sy ases) = 0.
Donc pour chaque o € ¥/ il existe o, € o tel que p(e,;) = x* + B # 0+ B. Alors

Z axx*” + B =0+ B.
oex’!

En outre, en choisissant un ordre monomial quelconque sur k[x| et en prennant une base de
Grobner G par rapport a cette ordre, on réduit a,x“° a sa forme normale avec G pour chaque
o € Y. On sait du lemme 1.2.8 que pour tout ¢ € Y/, la forme normale de a,x“ est un
terme, c.a.d., il existe by € k et 8, € N” tel que byx% + B = x* + B et Y oy boxP + B =
0 + B, et par conséquent ) _ s, a;X* € B. Par ailleurs, comme byxPe est la forme normale
de a,x% par rapport a G, on a : aucun terme initial de chaque polynome de G ne divise
in(}> sy bexP7), cela est absurde, puisque > ey byx% € B. Par conséquent a, = 0 pour
tout o € ¥'. D’oll ¢ est injective, donc ¢ est un isomorphisme et R = Soe(x\[0)r) o avec
R, = {cx“+ B :x* € 0, ¢ € k} est une 3-graduation de R.
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<) On suppose que ¥ est engendré par ay, ..., a, € ¥ comme monoide, et on pose le morphisme
¢ : k[x] — R qui envoie chaque variable z; vers un élément non nul de la composante homogene
de degré a; de R. Ce morphisme ¢ est surjectif par définition. Par ailleurs, les relations de
ces générateurs sont engendrées par des relations homogenes, i.e. par des relations qui sont
sommes de mondmes de méme degré dans 3. Mais pour tous monomes m,m’ € k[x] avec
degy,(m) = degy;(m/), il existe ¢1, c2 € k pas tous les deux nuls tels que p(cym—com’) =0 € R.
On peut supposer que ¢; # 0, donc ¢(m —cm/) =0 € R, ot ¢ = % Dong, I'idéal B engendré
par ces binomes est le noyau du ¢ : k[x] — R, par conséquent R = k[z|/B.

De la preuve de ce théoreme on pose la définition suivante :

1.2.10 Définition. Soit B C k(x| un idéal binomial pur de k[x], on pose la relation d’équivalence
Rpsur T ={x“:a € N"} =2 N" (avec N" semi-groupe sous l'addition) :

Vo, 5 € N, aRpf, s'il existe un binéme x* — ax? € B avec a € k.

Le monoide Y(B) associé a B est 'ensemble des classes d’équivalence de N données par Rp,
c.a.d X(B) = N"/Rp. Pour simplifier la notation au lieu d’écrire [a]g, on notera simplement
[a] . Par ailleurs,

degy(py : N" — X(B), ot degyy g () = [a] B,

est une multi-graduation de k(x| et B est un idéal ¥(B)-gradué. De plus par la définition 1.2.4

degyy(p) (x%) = degE(B)(a) = [a]s.

1.2.11 Remarque.

1. Dans la définition 1.2.10 'hypothese que B n’a pas de mondémes est esentielle pour définir
une bonne graduation sur 'anneau de polynomes (voir 1.4.5). En effet si x* € B, alors
pour tout § € N?, x#x® € [x%]p = oo € %(B), c.a.d. degE(B)(xﬁxa) = 00.

2. De la définition 1.1.7 RKer(degE(B)) =Rg.

1.2.12 Exemples.

1. Soit B = 0. Donc a/R g si et seulement si @ = /3. Ainsi par 'exemple 1.1.10(1), ¥(B) = N”
et effectivement k[x] est gradué par N".

2. Soit B = (x; —xj:i,j € {1,...,n},i+# j), donc

aRpB Zai = Zﬁm
i—1

=1

d’ou par l'exemple 1.1.10(2), 3(B) = N et effectivement k[x| est N-gradué et k[x]|/B est
un k[x| module N-gradué.

3. Soit B = (z; —1:14¢€ {l,...,n}}, donc R = {(a, ) € N"}, ainsi d’apres I'exemple
1.1.10(3), 3(B) = {0}, ce qui donne la graduation triviale de k[x].
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Soit ¥ un monoide abélien. L’algébre de semi-groupe k[X] du monoide abélien ¥ est la k-
algebre avec la k-base {t7 : ¢ € ¥} et la multiplication définie par t7 - 7 = t7*7. L’algebre de
semi-groupe k[X] peut aussi étre noté par k[t? : o € X]. De la preuve du théoréme 1.2.9 on a le
corollaire suivant :

1.2.13 Corollaire. Soit B un idéal binomial pur de k[x] tel que chaque binéme de B est de la
forme x* — x? pour «, 3 € N. Alors k[x]/B = k[2(B)].

Preuve. Notons ¥ = X(B). D’aprés la preuve du théoreme 1.2.9, Vy = @5, Vi, est un espace
vectoriel sur Vy =k, ou pour tout ¢ € ¥, dimV,, = 1 de la preuve du théoreme 1.2.9. De plus,
soit o € X et e, le générateur de V,, donc Vs est un k-algébre avec le produit définit par

Z koey - Z kgregr = Z kokorer,

oEY o'ex T=0+0'

avec kq, k, € k et seulement un nombre fini de k,’s et k,/’s ne sont pas nuls. D’ou V, = k[¥]
avec t” = e,. Par ailleurs le morphisme entre k-espaces vectoriels ¢ : k[¥] — k[x]|/B que l'on a
définit dans la preuve du théoreme 1.2.9, ne depend pas du représentant de la classe o € ¥ ; car
sia,B €Y, alors 2% — 2P € B et 2%+ B = 2P + B et par conséquent ¢ est un morphisme entre
k-algebres. De plus, de la preuve du théoreme 1.2.9, ¢ est un morphisme bijectif. En conséquence
k[x]/B = k[X(B)].

En effet, le morphisme ¢ : k[X(B)] — k[x|/B entre éspaces vectoriels n’est pas toujours
nécessairement un morphisme de k-algebres, s’il y a des binémes de la forme z® — cz® € B
avec ¢ € k*, ¢ # 1. Comme on voit dans I'exemple suivant :

1.2.14 Exemple. Soit S = k[z,y] et C = (22 — 2xy). Donc X(C) = N?/ ~¢, comme on peut
voir dans la figure 1.1, ot @ = (a1, az),b = (by,bs) € N2, a ~¢ b si 2%y — zP1y?2 € C.



N

2 3 4 5

fen)
—

FiGUure 1.1 —

Pour chaque ¢ € ¥£(C) on prend « € o fix et on définit le morphisme entre espaces vectoriels
¢ : k[X] = k[x]|/C par ¢(t7) = =% + C.

Ce morphisme ¢ n’est pas un morphisme entre algebres. Sinon supposons que ¢ est un morphisme
entre k-algébres. Comme [(1,0)]c = {(1,0)} et [(0,1)]c = {(0, 1)}, on a : @(t[(LC) = 2 4 C et

{(270)7 (17 1)} = [(270)]0 - [(170)]0 + [(07 1)]0 = [(170)]0 + [(170)]07

donc
o(tl20ley = l10]e . flODley = 0oy L @ lODle) = (4 C)(y + C) = 2y + C et

(tl20loy = ol (L0le . 4l1L0ey =, (10ley L l0Ie) = (1 4 C)(z 4+ C) = 22 + C
Mais 22 + C # zy + C. Donc ¢ n’est pas un morphisme d’algebres.
O

1.2.15 Définition. Soient ¥ un monoide abélien de type fini et M un k[x]-module ¥-gradué.
Pour tout o0 € X, le 0-éme décalage de M, noté par M|—o], est le k[x]-module gradué défini par

0 sia¢ o+,
Oves| a=otpMp sl a € o+ 2.

M=ol = {
Il faut remarquer que M{o] n’est pas toujours défini.

1.2.16 Exemple. Soit S = k[z,y] et B = (22 — xy). En plus 3(B) = X(C), ou C est I'idéal
binomial de I'exemple 1.2.14 et la figurel.l est une réprésentation graphique de ¥(B). De cette
fagon, en posant o = degy(p)(7) et o’ = degyp)(v)

o

R = S/B =Ro® (@(Rw @ R(ia’)))a
=1

ou R, =k avec a € X. Par ailleurs,



R, sia=o,
R[—U]a = Ry & R(i_l)gr sia=10, 1> 2,
0 sic=1,1>1, a=0.

O

De l'exemple précédent on peut remarquer que si B est un idéal binomial, R = k[x]/B et
o € 3(B), on n’a pas nécessairement : R[—o] = R, en tant que module ¥(B)-gradué, comme
c’est le cas quand B = 0 ot R = k[x] est N"-gradué standard. Par ailleurs, dans le cas ot B =0
on a, pour tout a,b € N dimyR, < 1 et dimyR[—b], < 1, mais pour tout idéal binomial B et
pour tout a € ¥(B) on a : dimgR, < 1 par le théoreme 1.2.9. Cependant, par I'exemple 1.2.16,
il n’est pas toujours vrai que pour tout a,b € N dimy R[—b], < 1. Dans le théoréme suivant, on
va voir dans quel cas nous aurons cette propriété :

1.2.17 Théoréme. Soit B un idéal binomial pur de kx| et R = k[x|/B. Donc si 0 € 3(B),
o est simplifiable si et seulement si pour tout a € ¥(B), dimgR[—0], < 1.

Preuve.

=) Par définition

0 siad o+ X,
Dpes| a=otblly sia € o+ X.

Rl—oa = {

—~ Sia¢ o+ 3X(B), dimgR[—0], = 0.

— Sia € o+3(B). Comme dimg R, = 1 pour tout a € ¥ d’aprés la démonstration du théoréme
1.2.9, alors dimg R[—0], > 1. Par ailleurs s’il existe b,/ € ¥ tel quea = o +b =0+,
comme o est simplifiable, nous concluons que b = b', et par conséquent dimyR[—0o], = 1.

<) Soient b,b’ € X(B) tel que 0 +b =0+ 1. On pose a = o +b. Si b # U, alors

dimg R[—0], > dimg Ry, + dimg Ry = 2,

mais dimg R[—c], = 1, donc b = b’ et o est simplifiable.

1.3 1Idéaux de réseau et idéaux toriques

1.3.1 Définition. Soit [ un idéal de k[x] on note par (I : (x1---x,)°) ensemble de tous les
polynomes p € k[x] tel qu’il existe un a € N, pour lequel x%p € I.

1.3.2 Proposition. Soit I un idéal de k[x].
1. (L:(xy-- 2y)™) est un idéal de k[x].

2. (I:(xy---2pn)®) =Kk[x] si et seulement si I a des mondomes.
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Preuve.

1. Sip(x) € (L : (x1---25)) il existe a € N” tel que p(x)x® € I. De cette facon, soit
q(x) € k[x] quelconque ¢(x)(p(x)x®) € I, alors ¢(x)p(x) € (I : (z1---x,)>). Ainsi,
(I:(x1-- x,)%) est un idéal de k[x].

2. =) Comme 1 € (L:(z1---2,)) =k[x], il existe o € N" tel que x* -1 € I, alors x* € .
<) Si a € N” tel que x* € I, alors x* -1 € I, en conséquence 1 € (I : (x1---x,)>), et
comme (I : (zq---x,)®) est un idéal, (I : (x1---2,)>) = k[x].

1.3.3 Remarque. Par la proposition 1.3.2, si B = (B : (x1---x,)%), alors B n'a pas de
monomes, puisque B # Kk[x].

1.3.4 Définition. Un caractere partiel sur Z" est un morphisme p d’un réseau L, (sous-groupe)
de Z" vers le groupe multiplicatif k*. On appellera 'idéal I1,, = (x“ — p(a — B)xPa—pB¢c L,),
I'idéal de réseau du caractére p.

1.3.5 Lemme. ([12, Corollaire 2.5]) Soit B un idéal binomial pur dans k[x|. Alors, il eziste
un unique caractére partiel p sur Z" tel que (B : (z1- - x,)®) = Ip,.

1.3.6 Proposition. Soient B un idéal binomial pur de k[x| et X(B) le monoide de la définiton
1.2.10. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

Y(B) est simplifiable.

Il y a un sous-goupe L de 7' tel que X(B) =N"/ ~p, ot o, 8 e N* av ~p B si a«— 3 € L.
Il'y a un caractere partiel unique p sur Z" tel que B = Iy, .

B=(B:(x1 - x,)>).

L’image d’aucune variable x; sur k[x]/B n’est pas un diviseur de zéro dans k[x]/B.

SUEE SN

Preuve.
1. = 2. Comme X(B) est un monoide simplifiable, ¥X(B) C G(X(B)), ou G(X(B)) est son groupe
de fractions. Par ailleurs, de la proposition 1.1.9 on a : X(B) = N”/RKer(degZ(B), ol

Rier(deg, () = {(0,0YeN"xN":0 -0 € Ker(TegE(B)),

ol TegZ(B) : Z" — G(X(B)) est le morphisme défini par diegE(B) (e;) = degxp)(€i). En posant
L= Ker(T@gE( B)) €t ~L= Rier(deg, (1)) DOUS avons Paffirmation 2.

2. = 3. Il faut remarquer que s'il existe a, o' € N” tels qu'il existe a € k* pour lequel x* —ax® €
B, alors il n’y a pas d’ autre a’ € k tel que x® — d x® € B. Supposons le contraire, s’il existe
a' €k, d # atel que x* — a/x* € B, alors x* — ax® — (x* — a/x¥) = (d/ —a)x® € B. 1l
s’agit d’une contradiction, puisque B ne contient pas de monoémes. Donc a € k* est unique
pour x% — ax® € B et nous notons a := Qoo -

Par ailleurs, si a € L, alors il existe . = (a(j), e aﬂf)), o = (a(_l), NG

™)

€ N uniques
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satisfasant la propriété : @« = a4 — a_, et de plus si ai > 0 alors o = 0 et reciproquement.
Par ailleurs, comme X(B) = N"/ ~p, on a : X — aq, X% € B. Ainsi, on définit la
fonction p : L — k* par p(a) = @a, o_- Il est clair que p est un morphisme de groupes; par
conséquent p est un caractere partiel de L et de cette facon B = I,

3. = 4. Cette implication vient du lemme 1.3.5.

4. = 5. Soient x; une variable de k(x| et p(z) € k[z| tel que p(z) ¢ B, alors p(x)z; ¢ B. Sinon
p(z) € (B: (21 x,)°) = B.

5. = 1. Soient o, p,w € ¥X(B) tels que 0 + p = 0 + w, alors il existe a € 0, f € p et v € w tels
que x°x? — kx®xY € B, donc x*(x” — kx7) = x*x% — kx®xY € B. On prend une variable z;
telle que z;|x“, ainsi mi(%(xﬁ — kx7)). Comme z; n’est pas un diviseur de zéro sur k[x]/B,
nous avons que %(xﬁ — kx7) € B. Par ailleurs, si % # 1, nous prenons une variable z; telle
que x]]% et, de méme que précédemment on a : %(xﬁ — kx7) € B. Ainsi, par récurrence
on arrive a (x* — kx7) € B et par conséquent p = w. On conclut que X(B) est simplifiable.

|

1.3.7 Définition. Soit B # k[x]| un idéal binomial pur qui vérifie une des propriétés de la
proposition 1.3.6, alors B est appelé idéal de réseau.

1.3.8 Exemples.

1. Soit S = k[x,y,2] et I = (y?2* —1). L = {(0,2i,4i) : i € N} est un réseau de Z> et le
morphisme p : L — k* défini par p((0,2,4)) = 1 est un caractére sur Z3, donc I = I.
Ainsi par la proposition 1.3.6, I est un idéal de réseau. Par ailleurs, on peut remarquer
que :

e [0z, = {(0,2¢,4i) : © € N}. Cela découle de I'argument suivant : Il est claire que
{(0,2i,44) : i € N} C [0]g,. Il nous reste & prouver que [0]g, C {(0,2i,47) : i € N}.
Montrons cette derniere inclusion par I'absurde. Soit o € [0z, et a € N3\ {(0, 24,44) :
i € N}. On peut alors écrire o = oy +i(0,2,4) avec a3 = (a1, a12,a13) € N3 et i € N
Ientier plus grand tel que a2 < 2 et a3 < 4. Comme « € [0]g,, on a

XM (Y2 1 =a2"—1¢€l. (1.1)

Considérons deux cas :
— Soit i = 0. Alors x¥ (y22*)0 — 1 =x — 1€ I.
— Soit 7 > 1. Alors
xal(y224)i —xM = xo‘l((y224)i -1 el

D’apres I’équation 1.1 on a % — 1 € [.
Donc, des deux cas précédents on a x* — 1 € I, donc oy > 2 ou ay3 > 4, mais cela est
une contradiction avec le fait que aja < 2 et oz < 4. Alors [0]g, C {(0,2i,44) : i € N}
et de 1a on a prouve que [0]g, = {(0,2i,47) : i € N}.
En outre, plusieurs éléments de ¥(I) ont leur inverse dans (1), par exemple : [(0, 1, 3)]7*5 =
[(0,1,1)]r, ; mais tous les éléments n’ont pas d’inverse, par exemple : deg(z)x(I)(x) =
[(1,0,0)]r, n’est pas inversible dans X(I).
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2. Soit S =k[z,y], I = (? — zy), dans ce cas le monoide abélien n’est pas simplifiable, car

degy,(z) + degy,(z) = degy(x) + degy (y),

mais degy () # degyx,(y), puisque z —y ¢ I. Par conséquent I n’est pas un idéal de réseau.
]

1.3.9 Proposition. Soit B un idéal binomial pur dans k[x]. Si B est un idéal premier de k[x],
alors B est un idéal de réseau.

Preuve. Comme B est un ideal binomial pur on a pour tout ¢ =1,...,n, z; + B # 0+ B. Par
ailleurs, du fait que B est un idéal premier on a k[x]/B est un domaine entier et par conséquent
pour tout ¢ = 1,...,n, x; + B n’est pas un diviseur de zéro; ainsi, d’apres le point 5 de la
proposition 1.3.6, B est un idéal de réseau. m

1.3.10 Définition. Soit L un réseau de Z", c’est a dire que L est un sous-groupe de Z". On
dit que L est un réseau saturé si pour tout v € Z™ et pour tout k € N* tel que kv € L implique
que v € L.

1.3.11 Théoréme. Soit B un idéal binomial pur dans k[x|. Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

1. X(B) est simplifiable et son groupe de fractions G(3(B)) est un groupe abélien libre de
torsion.

2. Le monoide X(B) est un semi-groupe affine.

3. Il existe un réseau saturé Lp tel que ¥X(B) = N"/ ~ Lp.

Preuve.

1. = 3. Comme X(B) est simplifiable par la proposition 1.3.7, il existe un sous-goupe Lp de
Z" tel que ¥(B) = N"/ ~ .. Il nous reste a montrer que Lp est un réseau saturé. Pour ¢a,
prenons v € Z" tel qu’il existe k € N*, kv € Lg. Comme v € Z" on peut le décomposer de la
facon suivante v = vy —v_, o v4,v_ € N". Ainsi kv = kvy —kv_ € L, par conséquent il existe
a € k tel que ¥+ — ax*- € B, donc degs ) (zho+) = degy ) (zFv-), d’ott kdegsy g (z*) —
kdegsy p)(z"*) = 0 et k(degy(py(z"+) — degs(py(z"~)) = 0, par contre G(X(B)) est libre de
torsion, donc [z'+]p — [x"+]p = 0 et par conséquent v = vy —v_ € Lp.

3. = 1. Comme il existe un réseau Lp tel que X(B) = N"/Lp, X(B) est simplifiable d’apres le
point 2. de la proposition 1.3.6. Il reste & montrer que G(3(B)) est un groupe abélien libre
de torsion.

On sait que ¥(B) est de type fini, engendré par {o; := degyp)zi}j,. Donc si o0 € G(X(B))
par la proposition 1.1.6 on a que

n
o= E n;o; = E n;o; — g (=nj)o; =04 —0o_,
=1

n; >0 n; <0
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o o = Y, 5qnio; € N(B) et o =3 _o(-n;)o; € X(B). Soit 0 € ¥, ko =0 € %,
donc ko — ko_ = 0, ainsi ko, = ko_. D’ou il existe o € o4, 8 € 0_ et a € k tel que
zFe — az*P € B, ainsi ko — kf € Lp, par contre ka — k3 = k(a — 8) € Lp, de cette facon
o — B € Lp et en conséquence il existe b € k tel que x* — bx? € B, alors 0, = o_ et
oc=0y—0_=0¢cGX(B)).

1. & 2. Les affirmations 1) et 2) sont équivalentes puisque tout groupe abélien libre de torsion
de type fini est isomorphe & Z¢ par le théoreme de structure de groupes abéliens.

1.3.12 Théoréme. Soit B un idéal binomial pur dans k[x|. Si k est algébriquement clos, les
affirmations suivantes sont équivalentes :

1. B est un idéal premier.
2. L’anneau R =Kk[x]/B est un domaine entier.

3. X(B) est simplifiable et son groupe de fractions G(X(B)) est un groupe abélien libre de
torsion.

4. Le monoide X(B) est un semi-groupe affine.
5. Il existe un réseau saturé Lp tel que X(B) = N"/ ~ Lp.

Or tout binéme de B est de la forme z® — P avec o, 8 € N" et k n'est pas nécessairement
clos. Les affirmations 1 a la 5 sont équivalentes et elles sont aussi équivalentes a l'affirmation
sutvante :

6. Il existe un sous-semi-groupe . de Z% tel que k[x]/B = k[t* : a € ¥ C Z9].

Preuve.

3. < 4. < 5. Clest le théoreme 1.3.11.

1. < 2. On sait qu'en général B C k[x] est un idéal premier si et seulement si R = k[x|/B est
un domaine entier.

1. = 3. Nous montrerons la contraposée. Nous avons deux cas :

a. Soit ¥(B) non simplifiable, donc B n’est pas un idéal de réseau grace a la proposition
1.3.6. Finalement, de la proposition 1.3.9 on déduit que B n’est pas premier.

b. Soit ¥(B) simplifiable et G(X(B)) un groupe abélien qui n’est pas libre de torsion. Ainsi,
il existe 0 € G(X(B)), 0 # 0 et k € N* minimal tels que ko = 0. On sait que nous
pouvons décomposer o de la fagon suivante : 0 = 04 — o_, ol o4,0_ € X(B), donc
ko, = ko_, par conséquent il existe a, 3 € N" et a € k tel que deg(z®) = oy et
deg(2?) = o_ de méme que z** — az*? € B.

Par ailleurs, si tout bindéme de B est de la forme 2@ — 2 avec o, 8 € N, a = 1. De cette
fagon soit b € k tel que

1)

1. si tout binome de B est de la forme 27 — 2° avec v,0 € N”, alors b=1;

ii. si k algebriquement clos, alors b* = a.
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Ainsi
k—1

ke qakB — ko _ pka kB (Xa _ bxﬁ)(z bil‘(k_l_i)aa?iﬁ).
=0

Comme o # 0, x* — bx” ¢ B, de plus, chaque monéme du polynome

k—1

Q(CC) — Zbix(kflfi)axiﬁ
=0

n’est pas de méme degré sur X(B) et comme B est X(B)-gradué, q(z) ¢ B, en conséquence
de quoi B n’est pas un idéal premier.

4. = 6. En supposant que tout bindéme de B est de la forme 2® — 2 avec a, § € N, du corollaire
1.2.13 on a : kjx|/B = k[X(B)] = k[t* : a € ¥(B)]. De plus, de I'hypotheése que 3(B) est un
semi-groupe affine, il existe d € N et un sous-semi-groupe ¥ de Z¢ tel que X(B) = ¥. Alors

k[x]/B = k[X] =k[t*: a € ¥ C Z9].
6. = 2. k[G(X(B))] est un anneau polynomial de Laurent, donc il est un domaine entier et
R =k[x]/B =Kk[t": a € %(B) c 29

est un sous-algebre de k[G(X(B))], par conséquent R est un domaine entier.
|

1.3.13 Définition. Soit B un idéal binomial pur dans k[x]. B est dit torique s'il satisfait une
des propriétés du théoreme 1.3.12.

1.3.14 Exemple. Soit B = (2?2 —y?) C k[z,y]. En posant L = {2(a, —a) € Z?} et en définissant
le caractere p : L — k* par p(2(a, —a)) =1, on a que B = I,. Par conséquent B est un idéal de
réseau, mais il n’est pas premier. Par ailleurs 0 # degypy(z) —degy(p)(y) € G(3(B)), et comme

2(degy,py(x)) = degsyp)(2%) = degsyp) (y°) = 2degs ) (1),

0 = 2(degyp)(7) — degsyp)(y)) € G(E(B)), alors G(X(B)) n’est pas libre de torsion comme
nous l’avions souhaité a partir du théoreme 1.3.12.

O

1.4 Multigraduation positive
On suppose k[x| est X-multigradué (voir définition 1.2.4).

1.4.1 Proposition. Si les uniques polynomes de Y-degré 0 sont les constantes, alors 1’idéal
m = (z1,...,2,) est lunique idéal maximal X-gradué de k[x].
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Preuve. Comme k[x] est X-gradué, on peut écrire k[x] = @aexnSq, ot Sy = {ax*:a €k, a €
N et degy(a) = a}. Par ailleurs, soit I un idéal Y-gradué de k[x], alors il existe fi1,..., fm € Z
tel que I = (f1,..., fm) et pour tout i € {1,...,m}, il existe a; € X, a; # 0 tels que f; € S,
donc f; = ZT:H cjx®, ot ¢; € ket 2% € S, pour tout j € {1,...,m;}. Ainsi, pour tout

ie{l,...,m}, fi € (x1,...,2,) = m. Par conséquent I C m et de cette facon, m = (x1,...,x,)
est I'unique idéal maximal ¥-gradué de k[x]. n
1.4.2 Proposition. Soit ¥ un monoide abélien engendré par ay,...,a, € X, tel que k[x] est

Y-gradué, avec degy,(z;) = a;. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. Il existe a € 3 tel que l’espace vectoriel S, soit de dimension finie.
2. Les uniques polynomes de X-degré O sont les constantes, c.a.d., So = k.

3. Le monoide abélien X a une unique élément inversible, le 0, et degs,(x;) = a; # 0 pour
tout i € {1,...,n}.

Preuve.
1) = 2) Soit a € ¥ tel que I'espace vectoriel S, soit de dimension finie. Comme ¥ est engendré
par ai,...,a, € 3, il existe u = (uy,...,u,) € N" tel que a = wja; + -+ + upa,, donc

degs.(z*) = a. Par ailleurs, on peut définir un morphisme de k-espaces vectoriels ¢,, : Sog — S,
qui est la multiplication par %, donc ¢ est injective et par conséquence dimySp < co. De plus
k C Sp. Il reste a montrer que So C k, pour ¢a on suppose qu’il existe v’ € N, u/ # 0 tel
que degz(a:“/) = 0, donc pour tout n € N degy, (:z:”'“/) = 0, mais cela est en contradiction par
rapport a dimy.Sg < oo, donc Sg = k.

2) = 1) Comme Sg = k, dimy Sy = 1 < oo.

2) = 3) Comme So = k, on a degy(z;) = a; # 0 pour tout i € {1,...,n}. Il nous reste a
démontrer que si 0 € X, 0 # 0, alors ¢ n’est pas inversible dans . On montrera cela par
Pabsurde. On supposera qu’il existe 0,0’ € X, 0 # 0 et o’ # 0 tels que o + ¢’ = 0 donc il
existe u,v € N" u # 0, v # 0 tels que degy(z%) = o, degy(z¥) = o’ et 2T = z¥z? € Sy,
mais %" n’es pas constante; cela contredit le fait que Sp = k. Donc 0 est I'unique élément
inversible de X.

3) = 2) On demontrera la contraposée. On supposera qu’il existe u € N” tel que degs,(z") = 0.
Soit i € N a;|z%. Alors il existe v € N” tel que 2% = x;2° et 0 = degy(z%) = degy () +
degy;(2?), d’olt degy,(z") = 0 ou degy,(z?) est un élément inversible de Y. "

On a aussi le résultat suivant si ¥ est simplifiable :

1.4.3 Proposition. Soient ¥ un monoide abélien engendré par ai,...,a, € 3, tel que X est
simplifiable et kx| = @4exS, est X-gradué. Alors, Sp = k si et seulement si pour tout a € ¥,
S, est un k-espace vectoriel de dimension finie.

Preuve. Le résultat est obtenu par le théoreme 8.6 de [30]. "
Mais si k[x] est gradué par un semi-groupe ¥ engendré par ai,...,a, € ¥ et que X n’est pas

simplifiable, alors la condition Sg = k n’implique pas que pour tout a € X, S, est un k-espace
vectoriel de dimension finie. Par exemple :
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1.4.4 Exemple. Soit I = (y — y?) C k[z,y]. Alors k[z,y] et k[z,y]/I sont X(I)-gradués et
1]z, = {1}, donc Sg = {em : m € [l]g, et ¢ € k} = k; mais [y, = {y' : i € Z”"}, ainsi
SMRI ={cy’ :i € Z7" et ¢ € k}, qui est un k-espace vectoriel de dimension infinie.

O

1.4.5 Définition. Soit ¥ un monoide abélien engendré par ai,...,a, € %, tel que k[x] =
Baen S, est X-gradué. On dira qu'un module M = @45 M, X-gradué de k[x] est -positivement
gradué si pour tout a € X, M, est un k-espace vectoriel fini.

O

1.4.6 Corollaire. Soit kx| X-positivement gradué, l'idéal m = (x1,...,zy) est Uunique idéal
mazimal X-gradué de k[x].

Preuve. Le résultat est immédiat & partir des propositions 1.4.2 et 1.4.1. [

1.4.7 Proposition. Soient X un monoide abélien et k[x] = @uexSy 'anneau de polynomes
de n-variables sur k Y-gradué. Alors, k[x| est X-gradué positif si et seulement si pour tout
k[x]-module M de type fine X-gradué, M est ¥-gradué positif.

Preuve.

<) En effet k[z] est un k[z]-module X-gradué, donc pour tout a € X, le k-espace vectoriel S,
est de dimension finie.

=) Soit M un k[x] module ¥-multigradué de type fini engendré par {fi,..., fi,}En effet,
considérons a; = degy(e;) avec i € {1,...,m}, on pose F' = @ ;S[—a;| le module libre en-
gendré par {eq, ..., ey} doncle morphisme ¢ : F' — M défini par p(e;) = fi,oui € {1,...,m},
est un morphisme surjectif. Ainsi, pour tout o € X, ¢, : F, — M, est surjectif. On conclut
que pour tout o € X, M, est un k-espace vectoriel de dimension finie. m

1.4.8 Définition. On dit qu’un idéal I de k[x] est un idéal quasi-homogéne s’il existe un
sous-semi-groupe . de N tel que I est Y-multigradué positif. Au cas ot ¥ = N et degpy(x;) = 1
on dira que I est un idéal homogeéne de k[x].

On dit qu’un idéal I de k[x] est un idéal quasi-homogene s’il existe un sous-semi-groupe 3 de N
tel que I est X-multigradué positif. Au cas ot 3 = N et degy (z;) = 1 on dira que I est un idéal
homogene de k[x].

1.4.9 Proposition. Soit B un idéal binomial. Alors :
1. Si B est quasi-homogeéne, alors il existe un morphisme ¢ : ¥(B) — N et k[x| est X(B)-
multigradué positif.
2. Soit B un idéal de réseau. Sik[x| est X(B)-multigradué positif, alors B est quasi-homogéne.
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Preuve.

1. Comme B est quasi-homogene, il existe abs : N — N, tel que abs(a) # 0 avec o € N,
d’aprés les propositions 1.4.3 et 1.4.2. Par ailleurs, k[x] est X(B)-multigradué, donc il y a
un morphisme surjectif degypy : N — X(B). En outre, si x* — ax” € B, pour certain
a, € N" et a € k, comme B est quasi-homogene, abs(a) = abs(). Donc la fonction

¢ : X(B) — N posé par p(o) = abs(a) ol a € degg(lB)(U),

est un morphisme de monoides abéliens bien défini et abs = p o degy(p). De plus ¢ est
surjectif, puisque abs est surjective. Donc d’apres la proposition 1.2.3, la ¥(B)-graduation
de k[x] = ©gex(r)So induit la N-multigraduation de k[x] = @©4enS, obtenue par abs, c.a.d.
So = @y, p(0)=aS0- Comme k[x] est N-gradué positive, pour tout a € N, S, est un k-espace
vectoriel fini, de plus pour tout a € N, |p~!(a)| < co. Ainsi pour tout o € %(B), S, est
un k-espace vectoriel fini. De cette fagon ¥ (B)-multigradué positif.

2. Comme B est un idéal de réseau, on a X(B) est un semi-groupe simplifiable abélien de
type fini, d’ou son groupe de fractions G(X(B)) est un groue abelien de type fini. Par le
théoreme de classification de groupes abeliens il existe d € N tel qu’il y a un isomorphisme
©:G(X) = Z9@ T ou T est un groupe de torsion.

(a) Pour tout i € {1,...,n}, soit p(degs(py(zi)) = (u;,t;). On affirme u; # 0 pour tout
i€ {1,...,n}. On va le prouver par absurde. Supposons qu'il existe i € {1,...,n} tel
que u; = 0. Comme il existe m € N tel que m -t; =0, on a

p(degsp) (")) = m - p(degsyp) (2:)) = m - (0,4;) = (0,m - ;) = (0,0).

Comme ¢ est un isomorphisme entre semi-groupes degy,g)(2{") = 0 et degyyp)(;)
est inversible, ce qui est contraire a la proposition 1.4.2. Par conséquent u; # 0 pour
tout i € {1,...,n}.
Soient ¥ = (X)) et pr(¥') la projection de ¥’ sur Z9. De (a) on déduit que pr(X’)
est un semi-groupe affine pointé d-dimensionel ; d’apres la proposition 1.1.11 il existe un
plongement de pr(¥’) vers N ce qui enduit un plongement is : pr(X') @ T < N¢ @ T De
cette facon on obtient le diagramme suivant :

S(B) LY LS eT 2 NlaT %N,

ol 4; est I'inclusion de ¥’ dans pr(X') & T et w : N°@ T — N est le morphisme entre semi-
groupe définit par w(v,t) =v - (e1 + -+ e4). Ce qui induit le morphisme w’ : ¥(B) — 5,
ol w' = poi;pispispow et S =w'(X(B)) C N. De la en utilisant la proposition 1.2.3 on
déduit que la ¥(B)-multigraduation de k[x| induit une S-multigraduation de k[x| avec S
un semi-groupe de N et la S-multigraduation est positive, puisque pour tout i € {1,...,n},
w(degx(x;)) # 0 par (a) et la construction de w. "

1.4.10 Exemple. L’idéal B = (22 — y?) C k[z, y] est un idéal de réseau par I'exemple 1.3.14,
donc par la proposition 1.3.6 3(B) est simplifiable. De plus, il est clairement homogene. Par
ailleurs, degy;(m) # 0 avec m un mondéme de k[z,y] et de la proposition 1.4.3 k[x| est X(B)-
gradué positif. [
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1.4.11 Proposition. (Lemme de Nakayama) Soient B un idéal binomial quasi-homogéne de
k[x] sans mondmes, M un k[x]-module ¥(B)-gradué de type fini et I un idéal de kx| X(B)-
gradué tel que IM = M. Alors M = 0.

Preuve. On montre la contraposée de ce qu’on veut montrer, c’est a dire si M # 0, alors
IM # M. De la preuve de la proposition 1.4.9(1) on déduit que k[x] = @,ex(1)Se = BaenSa
et Su = Dy, abs(e)=aS0 de méme que So = k. Donc comme [ est %(B)-gradué, I est aussi N-
gradué. Donc pour montrer ce qu’on veut on va utiliser la N-graduation positive de k[x]. Soit
Ny = mingen{l; # 0} > 0 et Ny = min,en{M,, # 0} > 0. Donc tout élément homogene de
IM est de degré plus grand ou égal a N1 + No > No. Donc M # IM. Ainsi, si IM = M, alors
M = 0. [

1.5 Nombres de Betti multigradués

Dans cette section on considérera B un idéal binomial pur quasi-homogene de k[x|, k[x] X-
multigradué positif et m = (z1,...,x,) I'unique idéal maximal >-gradué de k[x| par le corollaire
1.4.6.

1.5.1 Définition. Une résolution libre d’un k[x]-module M ¥-gradué,
Foivoons BB F | 5. .5 F

est minimale si les morphismes dans le complexe F ® k[x]|/m sont zéro; c’est a dire I'image de
w; : F; — F;_1 est contenue dans mF;_1. Si F est une résolution libre, la minimalité demande
que les matrices qui représentent chaque ¢; aient tous leurs coefficients dans m.
Si M est un k[x]-module de type fini. M a une résolution libre minimale de la forme :
np 10
0= P kX(-a) e = P kx(—aj0) "0 — M =0,
J=1 J=1
ajp € by ajo € by

o B 4; € N*. Cette résolution est unique a isomorphisme pres grace au lemme de Nakayama (voir
proposition 1.4.11). Les rangs f; (M) = [, sont appelés les nombres de Betti ¥-multigradués

ou simplement ¥-gradués de M et la matrice M; , = B; (M) est connue comme le diagramme
de Betti X-gradué pour M. Le nombre p est appelé la dimension projective de M.

1.5.2 Remarque. Soient I C k[x] un idéal ¥-gradué de k[x] et

F.: 0—)@]1& o)Pre — %@k —o)Pe 5 S/T — 0,
ocED ocED

une résolution libre minimale pour S/I, ot B; 4 = B (S/I). Comme syz;(S/I) = I, on a que :
F Oﬁ@k o)Pre — *)@]k o)re T -0,
ocEY oceEX

est une résolution libre minimale de I, donc f; »(I) = Bi+1,-(S/1).
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1.5.3 Remarque. On a que le foncteur Tor(M, N) est X-gradué pour tous M, N modules sur
k[x]. De plus, B, = dimk(TorH;[x](M ,k))a, puisque si F est une résolution libre minimale pour
M, toutes les applications pour F ® k sont nulles, donc

Tor™ (M k) = H;(F 9k) 2 F, ® k
et Biq = dimk(Tor[f[x}(M, k))a-

Rappelons le complexe de Koszul K de la suite x = (z1,...,2,) :

n—1

K:=0— /n\k[x]" Doy N K™ == AKX 25 k[x] - 0,

avec Oj(ej, N+ Aej,) = Zgzl(—l)jﬂxiseio Ao Neiy Nejgy A..oei;. Onsait que K est une
résolution libre minimale ¥-graduée du module k[x]/m = k sur k[x] ¥-gradué. Maintenant nous
considérerons un module M de type fini quelconque sur k[x] 3(B)-gradué. Le complexe K @ M

est Y-gradué et
k[x]
i

k[x]

Tor ™ (M, k) = Tor!™ (k, M) := H,(K ® M),

par la remarque 1.5.3 nous avons que
Bia = dimH;(K @ M),. (1.2)

Ainsi le probléeme de calculer les nombres de Betti d’'un module M sur k[x] ¥-gradué est résolu
en calculant 'homologie de K ® M.

1.5.4 Exemple. En considérant le module k[x]/B sur k(x| (qui par le théoreme 1.2.9 et la
définition 1.2.10 est X(B)-gradué) on a :

n n—1 1
K @klx]/B:=0— /\(k[x]/B)" On, N &[x]/B)" = - — A\ (k[x]/B)" 9 k[x]/B — 0,

avec Jj(ej; A=+ Nej;) = Zgzl(—l)jﬂxiseio N Nej_y Neiy A .. e, puisque

(N'k[x]) @ k[x]/B = N'(k[x] ® k[x]/B) = A'k[x]/B, pour i € {1,...,n}.

alors f; , = dimH;(K ® k[x]/B),. Nous verrons dans la section 1.7 que dans certains cas nous
pourrons calculer cette homologie en termes d’homologie simpliciale. C’est pour cela que dans la
section suivante on rappellera les concepts de complexes simpliciaux et d’homologie simpliciale.

1.6 Homologie simpliciale

Complexe simpliciaux

1.6.1 Définition de base. Soit m € N un entier positif. Une famille de sous-ensembles I" de
I’ensemble de sommets {1,...,m} est un complexe simplicial si pour tout F' € I" appelé face
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ou simplexe et tout H C F, alors H € I', ¢’est a dire si I" est une famille fermée pour I'inclusion.
Nous disons qu'un simplexe F' € I' de cardinalité |F| = i + 1 a dimension i. La dimension
de T', dimT" est le maximum des dimensions de ses faces, ou bien elle est —oo si I' = () est le
complexe vide. Une face F' € T" est appelé facette si F' est maximale dans I', c’est a dire s’il
n’y a pas de G € I' tel que F' & G. Un sommet de I' est une face de I' de dimension 0, ainsi
on pose V(I') = {x € {1,...,m}|{z} € I'}. Une aréte de I" est une face de I" de dimension 1.
Un sous-complexe A de I' est une sous-famille de I qui est un complexe. Pour 0 < k < dim I le
k-squelette de I est le sous-complexe I'y, formé de toutes les faces de I' de dimensions < k. Soit
W c V(T'), la restriction de I' & W est le complexe simplicial I'yy formé de toutes les faces de
I' qui sont contenues dans W.

1.6.2 Définition. Sio C {1,...,m} la famille de tous les sous-ensembles de o est un complexe
simplicial noté < o >. On dira que < ¢ > est le complexe simplicial engendré par o. Si oy, ...,0;
sont des sous-ensembles de {1,...,m}, alors le complexe simplicial engendré par oy,...,0; est

<01,...,00 >=<o0o1>U---U<o; >.

Ainsi, si I" est un complexe et o1, ..., 07 ses facettes, alors I' =< o1, ...,07 >.

Homologie simpliciale

Soit T' un complexe simplicial de dimension finie d & n sommets. On peut supposser V(I') =
{1,2,...,n}. Soit F,(T') Pensemble de toutes les faces de dimension k de I' et k(") T’espace
vectoriel sur k ayant pour base I'ensemble {e,|o = {i1 < ig, -+ < ix} € Fi(I")}.

On définit le complexe de chaine (réduit) de I' sur k comme :

C.(T;k) : 0 — kFa@ 24y o | i) Oy gFia® o Sy P (D)

Les applications bords pour k € {0, 1,...,n} sont définies de la fagon suivante :
ak(eﬂ) = Z Sign(ia 0)60\{i}a
1€0
ot sign(i, o) = (—1)"71, si i est le r-itme élément de 'ensemble o C {1,...,n}, écrit par ordre

croissant. Si k < —1 ou k > d, alors ki) = 0 et §; = 0.

1.6.3 Proposition. Soient I' un complexe simplicial et a(F; k) son compleze de chaine. Alors
0; 0 9;_1 = 0 pour tout i € Z.

Preuve. Soit o € Fi(T'),

Or-1(0k(es)) = Ok—1(2 e, sign(i, o)en fiy)
= ico sien(i, o) O-1((ex\ fi})
=D ico SigN(i, 0) 30 e o iy sign(d, o \ {i}) ((eq (i jy)
=D _(ijco (sign(i, o)sign(j, o \ {i}) + sign(j, o)sign(i, o \ {j})) s\ fi s}
=D _(ijico (sign(i, o)sign(j, o \ {i}) — sign(i, o)sign(j, o \ {i})) ex\ (i ;3 = 0.
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I nous reste a démontrer que sign(j, o)sign(i,o \ {j}) = —sign(i,o)sign(j,o \ {i}). Pour cela,
nous pouvons supposer i < j, alors sign(i,o) = sign(i,o \ {j}) et sign(j,o) = —sign(j,0 \ {i}),
de cette fagon on a ce qu’on voulait montrer. [

On peut alors définir pour chaque entier ¢ € Z 1’i-eme module d’homologie réduite de I' sur k
comme :

HZ(F7 ﬂ() = ker(@z)/lm(ézﬂ)

Le lemme suivant est un résultat connu de I’homologie simpliciale :

1.6.4 Lemme. Soit ' un complexe simplicial. La dimension de son groupe d’homologie ﬁo(f‘; k)
est €gal au nombre de composantes connexes de I' moins 1.

1.6.5 Théoréeme. (Suite de Mayer-Vietoris) Soient I' un complexe simplicial, T'y et T'; des
sous-complexes de T tels que ' = ToUTy et W =ToNT'y # {0}. Alors, il existe une suite exacte :

e = Hi_1(U: k) — H;i(To: k) @ Hy(T1;kK) — H;(T: k) — Hy(U3K) — - - -
appelée la suite de Mayer-Vietoris de (I'o,T'1).

1.6.6 Définition. Soient I' un complexe simplicial et o € I'. Le link de o en I' est le complexe
simplicial
linkp(o) ={r €l|jruc el et TNo =0}

Nous pouvons remarquer que si # € V(I') = V, alors linkp({x}) C I'y\ 53 (voir définition 1.6.1).

1.6.7 Lemme. [24, Lemme 2.1] Soit T' un compleze simplicial sur l’ensemble de sommets V.
Fizons x € V et soit I” = linkp({z}). Alors on a la suite exacte longue suivante d’espaces
vectoriels surk :

0 — H_o(I";k) — H_1(T;k) — ﬁ,l(rv\{m}; k)
— H_(I";k) — Ho(I;k) — Ho(Ty\ (43 k)
— Hi_1(I";k) — H;(T; k) — ﬁi(rv\{m}; k)

1.6.8 Définition. Soit I' un complexe simplicial. Nous disons que I' est un cone avec sommet
distingué x si pour toute facette F' de I', x € F. Ainsi le cone de I" en = € {1,...,m} \ V(I') est
le complexe

sz =TU{FU{z}F eT}.

1.6.9 Proposition. Soient I' un complexe simplicial et x € {1,...,m}, x ¢ V(I'). Alors

H;(T' «x) =0 pour tout i € N.

1.6.10 Corollaire. Soient n € N et T' =< {1,...,n} >. Alors H;(T;k) = 0 pour tout i € N.
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Homologie relative

Soit A un sous-complexe du complexe simplicial . On pose C. (T, A k) = C. (F;k)/g. (As k).
Alors I'i-éme groupe d’homologie relative a la paire (I', A) est le i-eme module d’homologie de
la chaine C. (T', A; k), noté H;(T", A;k). On a alors pour tout 7 € N la suite exacte suivante :

Ci(Ask) — Ci(T;k) — Ci(T, Ask) — 0,
qui induit la suite exacte longue d’homologie suivante :
o= Hy(T; k) — Hy(T, A;K) — Hi_1(Ask) — Hi_y (D3 k) — - - - — Ho(A; k) — Ho(T;k).
Cette suite exacte longue d’homologie implique la proposition suivante :

1.6.11 Proposition. Soient I' un complexe simplicial et A un sous-compleze du complexe
simplicial. St H;(I'; k) = 0 pour tout i € N alors H;(I', A;k) = H;_1(A; k) pour tout i € N.

Soit I' un complexe simplicial avec ensemble de sommets. Etant donné F C V(T), on pose
FC =V(I')\ F. Le dual d’Alexander de T est la famille de sous-ensembles de V(T") définie par :

(D) o= {FO|F ¢ T).
Il est clair que (I')# est un complexe simplicial.

1.6.12 Proposition. (Dualité d’AleXNander,LemmeNLQ[?]) Soient W, Q, ¥ C Q, des complexes
simpliciauz ot Q a n sommets. Alors H;(Q, ¥;k) = H,_o_;(T4, Q4 k).

1.7 Nombres de Betti d’idéaux binomiaux

Dans cette section nous donnerons une formule pour calculer les nombres de Betti d’un idéal J
qui peut-étre décomposé comme la somme d’un idéal de réseau et d’'un ideal monomial. Comme
nous verron en la section 1.8 cette formule généralise la formule de Hochster, puisque cette
derniere s’obtient quand l'idéal binomial est I'idéal (0) et que I'idéal monomial est libre de
carrés.

1.7.1 Notation. Soit F' C {1,...,n}, on pose supp(F) = (ai,...,an) €N, ot a; =1 sii € F
eta;,=0sii¢ F.

1.7.2 Définition. Soit B un idéal de réseau de k[x] quasi homogene et ¥(B) le monoide abélien
défini dans 1.2.10, k[x| et R = k[x]|/B sont X(B)-multigradués positifs et chaque composante
homogene de R est un espace vectoriel de dimension 1 (voir la définition 1.2.10 et théoreme
1.2.9). Comme k[x] est ¥(B)-multigradué, par qui en termes d’idéaux se traduit par :

Y ={FC{l,...,n}: 36,7 € N", Ja €k, degyp)(B) =10, xP — ax7zPF ¢ BY.
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1.7.3 Lemme. Soient KC le compleze de Koszul de la suite x = (x1,...,xy,), B C k[x] un idéal
de réseau quasi-homogene. Donc (K @ k[x|/B)y est le complexe de chaine C(Qp;k)(—1), pour
chaque b € ¥(B).

Preuve. Par I'exemple 1.5.4 on a que K ® B est le complexe :

n—1

A Kx]/B)" = - — \(Kx]/B)" 2 K[x]/B — 0,

K ®k[x]/B:=0— /n\(]k[x]/B)” On,

avec Jj(ei; A= Nej;) = Egzl(—l)jﬂmseio N+ Neiy_y Nejgy A...ei;. On pose R = k[x]/B.
Comme R et ¥(B)-gradué, pour tout b € ¥(B), le complexe (K @ k[x]/B), X(B)-gradué est :

0— R[—(Ll — e — an]b — @i1<...<in_lR[—ail — s = ain_l]b — s = @?ZlR[—ai]b — R — 0,

ou a; = deg(x;). Comme B est un idéal de réseau par la proposition 1.3.7, on obtient que
Y (B) est simplifiable, de cette facon par le théoreme 1.2.17 on a que pour tout o € X(B)
dim(k[x]/B[—c]y) < 1. De plus, si F' C {1,...,n}

[0 sib ¢ (D icpai) +2(B),
R[_ ZiEF ai]b = { Rb_ziep o sibe (ZiEF ai) + E(B)

[0 siBceX(B),c+ Y epai=b

_{ R. sidceX(B),c+ Y cpai=Db

o 0 siF ¢ Qb,

a { k siF ey

Cette derniere égalité est due a la définition de €. Donc (K ®@k[x]/B); est le complexe de chaine
C(p; k)(—1) (voir la section 1.6). "

1.7.4 Remarque. Si B est un idéal binomial de k[x] et B n’est pas un idéal de réseau,
alors ¥(B) n’est pas simplifiable par la proposition 1.3.6, donc il existe une variable z; tel que
degy ) (i) n’est pas simplifiable dans ¥(B) et par le théoreme 1.2.17 il existe une composante
homogene de k[x|[—degys,p)(7;)] qui est un espace vectoriel de dimension > 2. Ce qui nous
empéche d’associer a (K ® k[x]/B); un complexe de chaine d’un complexe simplicial. De cette
fagon I'hypothese que B est un idéal de réseau est essentielle pour que (K ®@ k[x|/B), soit un
complexe de chaine d’un complexe simplicial.

Avant de donner le théoréme principal de cette section il nous reste a introduire un autre
complexe simplicial.

1.7.5 Définition. Soit I un idéal monomial libre de carrés de k[x] tel que s’il existe
a €N, x* € [ de sorte qu’il existe c € k et v € N tels que x* — ¢x” € B, alors x” € I.
Nous posons J = B + I et pour chaque b € X(B),

U, ={Fe{l,....,n}:3c€0a(B),Iy € N" b=c+ Zicra;, degyp)(y) =cet x7 €I}
={F e :36,y € N", Ja €k, degy,)(B8) = b, xP — axV25wP(F) ¢ B, xV € I}.
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1.7.6 Théoréme. Soient B un idéal de réseau de k[x] quasi homogéne ; I un idéal monomial
libre de carrés de k[x| tel que s’il existe « € N, x* € I de sorte qu’il existe v € k et v € N, tels
que X —cxY € B, alorsax” € I; J =B+1; R=Kk[x|/J et K le compleze de Koszul de la suite
x = (x1,...,2,). Alors pour tout b € ¥(B)

1. (K® R)p = (C(; k) /C(¥y:k))(—1) ;
2. Bip(R) = dimkﬁi,l(Qb, Uy (B);k). En particulier §;,(k[x]/B) = dimkﬁi(Qb; k).

Preuve.

1. Comme Ker(k[x]/B — R) = (x*+ B:x“ € I):= I, on a la suite exacte suivante :
0—I' - k[x]/B— R—0,
qui d’apres la proposition 1.6.11 du [6] induit la suite exacte suivante :

0—-Kel' - Kok[x]/B—K®R—0,

donc KQR = m%%#. De la méme fagon que dans la preuve du lemme 1.7.3 nous pouvons
démontrer que (K ® I"), = C(¥p;k)(—1) ; en outre, du méme lemme 1.7.3 on sait que

(K@ B)y = C(; k)(—1).

Par conséquent £ @ R = (C(;k)/C(Vp; k))(—1).

2. On sait que le complexe de Koszul K est une résolution libre minimale de k[x]/m et par
la remarque 1.5.3 on a que :
Bip(R) = dimg(Tor:™ (R,k)),
= dimk(Tor[f[x} (k,R))p (par commutativité du foncteur Tor)
= dimy H; (K ® R)y) (par définition du foncteur Tor)
= dimkﬁ[i_l(ﬁb, \I/b : k‘) (par 1).

1.7.7 Remarque. Le cas ou B =0 et I est un idéal monomial libre de carré c’est la formule
de Hochster (théoreme 5.2, [26]) comme on le montrera dans la proposition 1.8.5. Plus tard
Herzog et Aramova dans [2] (lemme 4.1) et Sturmfels dans [38] (théoreme 12.12), ont montré le
cas ou J = B, avec B un idéal torique. Finalement Bruns et Herzog dans un article a posteriori
[7] (proposition 1.1), ont montré un résultat qui généralise les deux résultats précédents et qui
correspond a notre théoreme 1.7.6 dans le cas ou B est un idéal torique.
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1.8 Idéaux de Stanley-Reisner et Formule de Hochster

1.8.1 Définition. Soit a = (aq,...,a,) € N". Le support de a noté par supp(a), est le vecteur
dans N tel que l'entrée i-éme est 1 si a; # 0 et 0 si a; = 0. De cette fagon supp(z?) := supp(a).

Sio C {1,2,...,n} nous pouvons lui associer un moénome z? € k[x], ou 27 =[], z;, de cette

€0
fagon nous posons supp(co) := supp(z?). A U'inverse, a tout vecteur o € {0, 1}" (vecteur libre de
carrés) nous pouvons associer un ensemble o, C {1,...,n} tel que i € {1,...,n} est dans o, si

et seulement si I'entrée 7-eme est 1.

1.8.2 Définition. Soit I' un complexe simplicial de n sommets, It = {z° : 0 € {1,...,n},0 ¢
I'} est lVidéal de non-faces de T' ou idéal de Stanley-Reisner.

Donc, par la définition 1.8 nous associons un idéal a tout complexe simplicial I'. D’ailleurs, a tout
idéal monomial I C k[x] libre de carrés nous pouvons associer un complexe simplicial I'(]), de la
fagon suivante : soit I = (x“: « € {0,1}"), alors I' = {0 : 27 ¢ I'}. Nous posons m? = (x;|i € o)
et 0¥ =1{1,2,...,n}\ 0.

1.8.3 Proposition. Soit I' un complexe simplicial de n-sommets, alors la décomposition pri-
maire de son idéal de Stanley-Reisner est :

C
IF = ﬂ mF .
F facette de T’

d’out on peut calculer la hauteur d’un idéal monomial libre de carrés.

1.8.4 Proposition. Soit I" un complexe simplicial de n-sommets, alors ht(Ir) = n—(dimI'+1)
et par conséquence dim(k[x|/Ir) = dimI" 4 1.

Preuve. Comme It = (\p facette de I mFC, ht(]) = ming facette de p(ht(ch)). Mais m? est un
idéal premier de k[x] et ht(ch) = |FY = n — |F|, pour toute facette de I'. Donc
ht(I) = n — (dimI" + 1), de telle sorte que dim(k[x]/Ir) = dimI" + 1. n

1.8.5 Proposition. ([7] Formule de Hochster) Soient I C k[x] un idéal monomial libre de
carrés et k[x]/I non-nul. Pour a € N", le nombre de Betti N"-multigradué standard B; o(k[x]/I)
est non nul si et seulement si a est libre de carrés et dans ce cas nous avons :

Bia(klx]/1) = dimgHj, -1 (C(1))a,, )
ot o4 € {1,...,n}, supp(o,) = a.

Preuve. Pour tout b € N, nous noterons par oy le sous-ensemble de {1, ..., n} tel que supp(o}) =
supp(b), de méme que I' = T'(]).

Par ailleurs (0) C k[x] est un idéal de réseau et ¥(0) = N avec degyn(x“) = «a, pour tout
a € N, En faisant J = I + (0) par le théoreme 1.7.6 nous avons que

26



Biv(k[x]/T) = Bip(k[x]/J) = dimy H;_1 (%, Up; k) pour tout i € N et tout b € N”
Mais pour tout b € N™,

QO ={Fe{l,....,n}:Iye N, zb—x7z5wr(F) ¢ (0)}
={Fe{l,...,n}: Iy e N?, gl =x7rgsurp(F)}
= {F C O'b}
et
U, ={Fe:3IyeN zb—xrp5wr(F) =0, x7 eI}
= {F Cop: Iy e N, b =x750P(F) | x7 ¢ [}
= {0 C oy, : 2°PPp\F) ¢ [}
={oCop:0op\0 ¢TI}
On considérera deux cas :
— a=(a1,...,a,) € N" n'est pas libre de carrés.
Donc il existe j € {1,...,n} tel que a; > 2. Soit ' € N tel que pour tout i # j, a, =
a; et a;- > a;. Donc supp(a) = supp(a’). Ainsi Q, = Qu et ¥, = ¥,. De cette facon
Bia(k[x]/I) = B;q«(k[x]/I). Mais il n’y a qu'un nombre fini de nombres de Betti non nuls,
donc B;4(k[x]/I) = 0.
— a € N" est libre de carrés. Nous pouvons remarquer que ¥, = {o C 04 : 04\ 0 ¢ T} = (T'y, )4,
donc par dualité d’Alexander (voir proposition 1.6.12)

Biak[x]/T) = dimygH; 1(Q, ¥ys k)
= dimH;—1(< 04 >, Ty, )4 k)

= dimgH,p,|—(i-1)-2((T'e, ), {}: k)
= dimg Hy,,—-1((T's, ) k).

1l nous reste & démontrer H;. (T'y,, {:k) = H;(T'y,; k) pour tout i € N. En utilisant la chaine
exacte longue de ’homologie relative, nous avons que :

Hi({}; k) = Hi(Toy; k) = Hy. Ty, {}:k) = Hi1({}; k),

mais H;({}; k) = 0 pour tout i € N, donc H;. (T, {}:k) = H;(Ts, : k). "

1.9 Nombres de Betti Z-gradués

Un idéal monomial I dans k[x] est un idéal homogene, c’est a dire I est Z gradué standard et
ses nombres de Betti peut-étre obtenue de la formule de Hochster 1.8.5, comme on verra dans
la proposition suivante :

1.9.1 Proposition. Soit I C k[x] un idéal monomial libre de carrés dans k[x]. Donc

B = D> B D= > dimgHjoi((C))s, k). (1.3)

oe{l,....n}, |o|=j o€{l,...,n}, lo|=j
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Preuve. Comme [ est un idéal monomial, il est N"-gradué, donc Z"-gradué, ainsi par la formule
de Hochster 1.8.5

Bin(I) = Bix1,n(S/1) = dimkﬁ|a|—2—i(r(1)ovk)' (1.4)

Par ailleurs I est N-multigradué (Z-multigradué) avec abs : Z" — N, donc

B = > BiswpeyD) = Y. dimH 5 ((T(1))o, k). (1.5)

oe{l,...n}, |o|=j oe{l,...,n}, |o|=j

1.9.2 Proposition. Soit I un idéal monomial libre de carrés, alors reg(I) < dim(k[x]/I) + 1.

Preuve. Comme I est un idéal monomial libre de carrés on peut lui associer un complexe
simplicial I' = T'(I) de dimension d, tel que I = I, par la formule de Hochster 1.5.2 :

ﬁi,iJrj (I) = Z Bi,supp(a) (I) = Z dimkﬁjf2(rm k)-

oe{l e}, lo|=its oe{ln}, lo|=its

Mais ﬁk(I‘U,k) = 0 pour tout k& > d, puisque dimI'; < dimI". Donc 3;;4; = 0 pour j > d + 2.
Par conséquent reg(/) < dimI" + 2 = dim(k([x]/I) — 1 + 2 = dim(k[x]/]) + 1. "

Soit M un module positivement Z-gradué standard de type fini sur k[x]. La série d’Hilbert pour
M est la serie de Poincaré :

o0
H(M;t) =) dimy (M)t
i=0
Un résultat connu est :

1.9.3 Proposition. Si M est un module de type fini sur kK[x] Z-gradué standard, alors il existe
un unique hpr(t) € Z[t] tel que
ha(t) — K(M;t)

HOED = ha = @ o

ou K(M;t) =350 jzo(—l)iﬁi,j(M)tj € k[x].

Le polynéme hy(t) € Z[t,t71] de la proposition1.9.3 est connu comme le h polynome de M et
le polynéme KC(M;t) de la proposition antérieure est appelé le K-polynéme de M. On définit
e(M)la multiplicité de M comme e(M) = hps(1).

1.9.4 Proposition. Soit M un k[x|-module Z-gradué standard et {f5; ;} ses nombres de Betti
Z-gradué. Pour tout i € N fize, sl existe J € N tel que B;; = 0 pour tout j < J, alors
Bit1,541 = 0, pour tout j < J.
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Preuve. Soient F.:--- — F; “ F;_1 — ... Fy la résolution libre minimal de M et ¢ un index
fixe. Comme F est minimal, les images des générateurs de F; 1 sont dans mF;. Si pour un certain
J €N, B;; =0 pour tout j < J, alors tous les générateurs non-nuls de F; sont de degré > J.
Alors tous les éléments de mF; sont de degré > J + 1, puisque ¢;1+1 est un morphisme gradué
de degré 0. Ainsi $i4+1,;+1 = 0, pour tout j < J. m

Soient M un k[x]-module Z gradué, p sa dimension projective, 3; ; ses nombres de Betti pour

cette graduation et jgn = min{j : Bi; # 0} et jmax = max{j : 3i € N, 5, ; # 0}. Par la
proposition 1.9.4 . ; = 0 pour tout r > ¢ et j < jr(flgn, ainsi jgn < jf;;l) pour tout 0 < ¢ < p.

Par conséquent nous pouvons écrire la matrice 5(M); ; de la fagon suivante :

degré [‘30 cee B’L ce ﬁp
(0)
]min ﬁo,jr(r?i)n . o O ‘e 0
j BOJ e B'L,] o O
jmaX BO,jmax ct Blyjmax c prjmax

TABLE 1.1 — Diagramme de Betti 3; ;.

Cela nous suggere de faire un réarrangement des nombres de Betti tels que les nombres de Betti
d’une méme ligne soient en correspondance avec le degré j + ¢ pour chaque colonne ¢. De plus,
il est convenable de définir la régularité de Castelnuovo-Mumford reg(M) = max{j : Ji €
N, Biit+; # 0}. De cette fagon le nombre de Betti f; ;1 sera mis dans la colonne i et la ligne j,
comme dans la table 1.2.

degré Bo . Bi e By
0
i bojo o Py o Bo
j Bo.;j o Bi,j+i e Bp.i+e
1e8(1) | Bojies(n) - BigeegDti -+ Bpjreg(Dtp

TABLE 1.2 — Diagramme de Betti 3; ;4.

Il y a deux cas particuliers pour la table 1.2, a savoir :

1. Il y a une seule ligne non nulle. Soient ¢ € N et M un Z-module sur k[x], M a une t-
résolution linéaire si pour tout i € N ; ;1 ; = 0 pour tout j # t. Nous disons que M a
une résolution linéaire s’il existe ¢t € N tel que M a une t-résolution linéaire.
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2. Il n’existe qu’un élément non-nul dans chaque colonne de la table 1.2. Soient M un Z-
module sur k[x], p sa dimension projective et d = (do,d;...,d,) € NPT M a une
résolution pure de type d si pour tout ¢ € N et j # d;, f;; = 0. Donc, nous disons
que M est pur ou d-pur s’il existe d € NP*! tel que M a une résolution pure de type d.
Nous pouvons remarquer que si M est d-pur, dyg < dq < --- < d,, de plus tout Z-module
M sur k[x] qui a une résolution t-linéaire est d-pur avec d = (t,t+1,...,t + p).

1.9.5 Proposition. Soient M wun Kk[x|-module Z-gradué, p sa dimension projective et
d=(dy < dy < -+ < d, < dyps1) € N2 tel que M a une résolution libre minimale de la
forme :

0= S(=dpy1) %41 & S(=d,)Prie — S(—d,)Pr=19 & S(—d, 1)1 — ...
— S(—dy)?rt2 @ S(—dy)Prar — S0 5 M — 0,

avec S = k([x]. Soient 5, = B; 4, — Bi—1,4, avec 1 < i < p et ¢ la codimension de M. Alors si nous
connaissons la multiplicité de M et (p+ 1 —c) parmi les [3,, nous pouvons détérminer les autres
Bi. En particulier,

(1)1 B0 [ ki g =22 si depth(M) = dim M et S,q,,, =0,

( 1)1 160(Hrk[£}rfi; (C)lk (;;)l')e(M) si depth(M) =dim M B/Ld

p+1

750, etd(]:O,

, o dj)—(p—1)le(M
(_1)1_1BO(Hklfllﬁii:(d:idi)) s depth(M) = dim M —1 B,4,,, =0, et dy = 0.
Preuve. Nous posons r = p—c et [ := fo,0 = . D’aprés la proposition 1.9.3, le polynéme de

ha (t) _ Ku(@®)

Laurent hys(t) € Z[t, ] est le polynome donné par )@ 3 = (e oll

K(M;t) = Zi>0,j>0(_1)i5i»jtj

= (=1)%Bo0 + X0 (1) Bis1g, + (—1)Bia, )t
= (—1)°80 + ST (1) (Big, — Bi-r,a,)t%

S i
A
Donc, (1 —¢)"~4im M — (1 — ¢)¢ divise le polynome K /(). Ainsi

gk e+l g

k(1) = ZO D G —mhi =0 (1.6)
pour tout £k =0,1,...,c— 1. Par ailleurs, on a
de de de — cl(1— )i ge

SoKon(t) = b (1) = (1=0)° S har 0+ (~1)'p () +(=1) el (8,

— (c—d)! dte—?



de cette fagon pour t =1 on a

dC
%ICM(D = (=1)%!hp (1) = (—1)%le(M). (1.7)
En outre
de de ctr+1 c+r+1 d:!
— K1) = — —1) B M)d = I A 18
Ainsi, en utilisant 1.7 et 1.8, on a :
ct+r+1 ' A
> (—Wmﬂ{- = (=1)°cle(M).
i=0
Finalement nous obtenons le systeme d’équations suivant
c+r+1
Z (_1)lﬂ; - Oa
i=0
c+r+1 dz' .
Z m((—l) Bi) = 0; (1.9)

=0

c+r+1

di! il _ N.
; m((—l) B;) = 0;

c+r+1 dz'

. m((—l)’ﬂé) = (—1)°cle(M).

1=0

et en utilisant des opérations élémentaires sur les lignes, nous arrivons au systeme de ¢ + 1
équations et ¢ + r + 2-inconnues :

1 ... 1 (-1)°8) 0
do di ... depria (-1)'61 0
d8_1 d'i_l e di;i-‘rl (=1 z/:+r, 0
dg di oo diy (—1)C+T52+r+1, (=1)¢cle(M)

Comme tous les mineurs M de (c¢+1) x (c+1) de la matrice, qui definit le systeme d’équations ci-
dessus, sont le déterminant d’une matrice de Vandermonde et d = (dy < d1 < -+ < dp4+1), nous
avons que M # 0. De cette fagon nous pouvons conclure que si nous conaissons la multiplicité
de M et p+ 1 — ¢ (B!’s, nous pouvons détérminé les autres S.’s.

Maintenant nous considérerons les cas suivants :
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L. dim M = depth(M) et B,4,., = 0. Donc Bp11 = Bpi1,d,, — Bpd,s = 0 et d’aprés la
formule de Auslander-Buchsbaum

p=mn—depth(M) =n—dim M = ¢,
ainsi nous avons le systéme d’équations :
V(d()a v 7dp—17 dp)((_l)oﬁév ) (_1)'0_16;)—17 ) (_1);)/3;))T = (Oa s 707 (_1)p(p)le(M))?

avec V(do,...,dp—1,d,) la matrice de Vandermonde de dp,...,d,—1,d,. Grace a la regle
de Cramer, on a que, pour tout ¢ > 0 :

Cryig = GO leMIV (do iy, iy )|
! \V(do,di,...,d,)] ’
D’ou
B, o p!e(M)‘V(do,...,di_l,di+1,...,dp)|
i |V(d0,d1,...,dp)‘

= ple(M 0<k<j<p, k#i j#i\"J
ple(M) Ho<k<j<p(di—dk)

— ol , 1
ple(M) = i) (TTs 1 dr—ds)

= (=1)'ple(M) [Tjss g -

Par conséquent 8y = 3y = ple(M) []h_, dk%d() et de cette fagon nous obtenons :

P
H di, — do),

et pour 1 <i<p
[31( = (-1) p(ﬂO (dk —do)) Hk;ﬁz dk
Zd —dp dy,—d,
= Bo(=1)"G=3 Tl zipzo d—a
dy —dg
= (=1)"""Bo [Tjps, k40 di—d;

2. dim M = depth(M), do =0 et 3,4,,, # 0. On a, comme dans le cas antérieur, p = c et le
systeme d’équations suivant :

Vi(di,...,dp,dpr1)((=1)'B1, ..., (=1)8,,..., (—1)p+lﬁl’,+1)T = (—00,0,...,0,(—=1)"(p)le(M)),
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avec V(dy,...,dp,d,11) la matrice de Vandermonde de dy,...,d,, d,11. Grace a la regle
de Cramer, nous avons que pour tout 1 <i<p+1:

;o DY) TRy di)IV (A it dig 15eensdp ) [H(—1)P 1 (= 1)P (0)le(M)|V (A yooosdi—1 it 15 1)
(=18 = [V (d1,d2,....,dp+1)]

i V(d1yeoosdi1,dis1sensd
— ((=1)'Bo([ Ty o) + (~1)7+ ple(31)) Vit dict o)

= (=1) Bo(TTkzs di)—(p)'e(M)
[Tiz (di—di) TT7 sy (dr—di)

v yi—1 BTk de)—(p)'e(M)
= (DD [10%; (dx—di)

D’ou
Bo([ 1= 1, k;éz di) — (P)!G(M).

el 1, ki (i — i)
3. dim M = depth(M)—1,dy =0et B3,4,,, = 0. D’aprés la formule d’Auslander-Buchsbaum

p=mn—depth(M)=n—(dim M —-1)=c+1

= (-1

et ainsi nous avons le systeme d’équations suivant :

V(dy,...,dp—1,d,)((— nisy,..., (—1)’)’15;,1, e (—1)”6;))T = (=f0,0,...,0,(=1)P"Y(p=1)le(M)).
Grace a la regle de Cramer, nous avons que pour tout 1 <¢ < p:

(=1)'pl = (=) (=B0) TTp s )V (d1eesdi1 i 15esdp) [+ (=1)P T (=1)P " (p=D)le(M) |V (d1 ..o di—1,dis1,00dp) |
i ‘V(dlvd%'“’dp)l

= (=1 Bo(TTwes i) + (—1)"1(p — (M) i it o)

= (-1) Bo([ ki de)— (p 1)le(M)
Lll(d dk) k z+1(dk_di)

v yi—1Bo(Tkri de)—(p—1)le(M)
=0 [Tz (dr—di)

D’ou )

Bo(TTy, ki di) — (p = Dle(M)

{: _1 i—1
fi=(=1) Hi:l, hi (e — i)

1.9.6 Corollaire. (Equations de Herzog-Kiihl) Soient M un k[x]-module Z-gradué Cohen-
Macaulay, p sa dimension projective et d = (do < dy < --- < d,) € NP1 tels que M est d-pur.

Alors pour 1 < i < p,
fi=po(- [ =%

ki k0 dr — di
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Preuve. Ce cas-1a est le méme que celui de la proposition 1.9.5 avec ] = S, 4, = B; et
depth(M) = dim M, car M est un k[x]-module Cohen-Macaulay. Ainsi on obtient, pour tout
1<i<p,
; di — do
R -1 i+1 .
Bz BO( ) H dk — di
ki k40

1.9.7 Corollaire. Soient M un k[x]-module gradué avec depth(M) = dim M — 1 et p sa
dimension projective. De plus il existe d = (0 < dy < --- < d,) € NP+ tel que M est d-pur.
Donc pour tout 1 < i < p,

i—1 50(Hk7é1 dk) - (p - 1)'6(M)

fi=(-1) [T (d — &)

Preuve. Ce cas-la est le méme que celui de la proposition 1.9.5 avec ] = f; 4, == fi, do = 0 et
depth(M) = dim M — 1. Ainsi on obtient, pour tout 1 <i < p,

i1 BT Tizs di) — (p — 1)le(M)
[Tz (dr — di) '

Bi=(-1)
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Chapitre 2

Propriété Ny, des idéaux
monomiaux quadratiques libres de
carrés

Dans ce chapitre on donnera une autre prouve du théoréme d’Eisenbud et als. dans [11] qui
établit une condition nécessaire et suffisante pour qu’un idéal monomial quadratique libre de
carrés satisfasse la propriété No . Pour cela on definira le nombre maximal po(I) tel que I
satisfasse la propriété Ny ). Ce résultal nous sera tres utile dans le chapitre 3. Ensuite, on
calculera le nombre de Betti 5p2(1),p2(1)+3(1'), qui représente la premiere sizygie de I engendrée
par des éléments non linéaires, en fait engendrée par des éléments quadratiques ; ce qui donne une
preuve alternative au résultat (Théoréme 4.6) de O. Ferndndez-Ramos et P. Gimenez dans [14).
Finalement on explique comment calculer les nombres de Betti d’un idéal monomial quadratique
I libre de carrés ayant une résolution 2-linéaire (I satisfait la propriété No, pour tout p € N)
en utilisant la formule obtenue par M. Morales dans le théoréme 12 de [31].

2.1 Propriété Ny,

Soit M un k[x]-module de type fini. La régularité de Castelnuovo-Mumford de M est définie
par :

reg(M) = max{j —i|p; ; # 0}.

Clairement reg(M) < oo, puisque M est un k[x| module de type fini. On dit que M est n-régulier
sireg(M) < n,oun € N. Par exemple, si I est un idéal de k[x] et d € N tel que I a une résolution
d-linéaire, alors reg(l) = d et I est d-régulier.

2.1.1 Définition. Soit I un idéal de k[x], on dira qu’il a la propriété Ny, pour certains
dypeZ”0etd>2, si Torﬂf[x] (I,k) est concentré en degrés < d + t pour tout t < p — 1.
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Par la remarque 1.5.3 le i-eme nombre de Betti de degré j est 3; (1) = dimk(Tor[f[x}(I,k))j.
Donc I a la propriété Ny, si et seulement si le degré des générateurs des i-syzygies est < d + 1,
pour tout 4 < p — 1. Ainsi on peut faire la remarque suivante :

2.1.2 Remarque.
1. Si I ala propriété Ny, alors I a la propriété Ny 1, pour tout d,p € 770 et p > 2.

2. Soit I un idéal de k[x| avec tous ses générateurs de degré d. Les affirmations suivantes sont
équivalentes :
— I ala propriété Ny, ;
— pour tout i <p—1letj>d+i, f;([)=0;
— pour tout : <p—1§; = Z;J:(l) Bij = Bii+d-
Ce qui est schematisé par le tableau 2.1

degré BO cee ﬁp,1 Bp - 5p

d Bod - Bp—ip-1+d  Bap+d - Bd,p+d
d+1 | 0 0 Bpp+d+1 - DBpptd+i
reg([) 0 e 0 ﬂp,p—&—reg([) . ﬁp’p_’_reg(l)

TABLE 2.1 — Matrice de nombres de Betti d'un idéal monomial I libre de carrés vérifiant Ny .

3. Si I est un idéal dans k[x] et I a la propriété Ny ,, alors I a évidemment la propriété Ny
pour p’ < p.

4. Si I est un idéal de k[x] engendré par des éléments de degré d et le nombre minimal de
générateurs est m, alors 5y 4 = m et By; = 0, pour tout ¢ € N, ¢ # d. Donc I a la propriété
Ngi.

Soit p(t) = >_I", a;t' € k[t] un polynéme de la variable ¢ sur k. La troncature de p(t) de degré
d est définie par [p(t)]q = Z?Zl a;t'.
2.1.3 Proposition. Soient I un idéal de k[x] engendré par des éléments de degré d et p € N.
Les affirmations suivantes sont équivalentes.

1. I ala propriété Ny .

2. La résolution libre minimale de I est d-linéaire au moins jusqu’au pas p — 1.

3. [K(L;t)]pra = LoDt + - -+ + (= 1)P Byt (NP1 4 (=1)P By gy (1)1FP.

Preuve. Les implications 1) = 2) = 3) suivent facilement du tableau 2.1 et de la remarque
2.1.2. Seul 3) = 1) est non trivial ; cette implication est obtenue & partir de I'argument suivant :
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Comme [ est un idéal de k[x] engendré par des éléments de degré d, By = [y 4 et par la propo-
sition 1.9.4, on a :
(KL 6)]pra = Bo.at?
—Bram (Dt =By g (D2 = o =By pyg(D)tPT
+B2.a2(DtH2 4 L. o pra(DPTL

H(=1)P Bp,ap(DEP
Par hypothese

KT )] = Bo(It4 + (~D)BLDE - 4 (1) Byt (NP 4 (—1)P By aip (D).

Alors par définition de I'égalité de polynomes : 81(I) = B1g+1(1); mais B1(I) = 3,y 1,5, done
B1,; = 0 pour j # d + 1. Ainsi par récurrence sur ¢ < p — 1 on démontre que 3; = 53; 44, et de
la proposition 2.1.2 on affirme que I satisfait la propriété Ng,. [

2.2 Complexes de cliques

Notre intention dans cette section est d’étudier la propriété Ny, d'un idéal quadratique mono-
mial I quelconque, c’est a dire que tous les génerateurs de I sont des monomes de degré 2.

2.2.1 Définition. Un complexe simplicial G de dimension 1 est appelé graphe. L’ensemble
des sommets de G est noté V(G) et 'ensemble de ses arétes (ses faces de dimension 1) est noté
E(G).

2.2.2 Définition. Soit G un graphe. Une clique de G est un sous-ensemble 7" de sommets de
G tel que pour tous v,w € T {v,w} € E(G). Le complexe de cliques pour G est le complexe
simplicial I'(G) dont les faces de I'(G) sont les cliques de G.

On remarque que le 1-squelette de I'(G) (toutes les faces de dimension < 1 de I') est G. De cette
fagon, si I' est un complexe simplicial, alors I" est un complexe de cliques si I' = I'(I"y), ou I'y
est le 1-squelette de T'.

2.2.3 Définition. Un cycle C' d'un graphe G est un sous-graphe de G de sommets V(C) =
{vi,..., 04} et d'arétes E(C) = {{vi,v2},{v2,v3},...,{vg—1,v4}, {vg,v1}}. Nous appelons lon-
gueur de C le cardinal de E(C') et nous le notons |C|.

On dit que le cycle C' de longueur > 3 de G a une corde s’il existe une aréte {v;,v;}, pour
certains 4,7 € {1,...,q} et j # i+ 1, qui appartient & G. On dit que le cycle C' est minimal si
|C| > 3 et s’il n’a pas de cordes. Le graphe G est appelé graphe de cordes si tout cycle de
longueur > 3 a une corde.

2.2.4 Proposition. Les affirmations suivantes sont équivalentes pour un complexe simplicial
r:
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1. T est un complexe de cliques.
2. Toute non-face minimale de I' a exactement deuxr sommets.

3. It est engendré par des monémes quadratiques.

Preuve.

2 & 3) Clairement les affirmation (2) et (3) sont équivalentes.

1= 2) On supposera que {1,...,n} est 'ensemble des sommets de I'. On pose G = T'; et
I' =T(G). Soit F C {1,...,n}, F ¢ T" quelconque. Alors le graphe complet de sommets sur F'
n’est pas un sous-graphe de G, donc il y a deux éléments x # y € F' tel que {z,y} ¢ I'. Ainsi
toute non-face minimale a I' a deux sommets.

1< 2) Sl y avait une clique C' de G =T'; de taille strictement plus grande que 2 et si C' ¢ T,
on pourrait prendre une clique ¢’ € T’ avec |C’| > 3, telle que soit minimale avec la propriété
de ne pas étre dans I', donc C' est une non-face minimale de I" et son cardinal est plus grand
ou égal a 3.

|

2.2.5 Lemme. Soient I' un compleze de cliques et G = T'1. Si H1(I') # 0, alors le groupe
d’homologie de Hi(T") est engendré par certains cycles minimauz de G.

Preuve. Soit C' un cycle de G et V(C) = {v1,...,v4} de G avec ¢ = 3 ou bien C soit minimal.
On peut supposer que o1 = {v1,v2}, 02 = {v2,v3},...04 = {vg,v1} sont toutes les arétes de de

C'. On définit
Sign(ai) — { 1 siv; <041,
—1 dans le cas contraire.
On pose ec = Y7, sign(o;)es,;. On pose L = (ec|C est un cycle de G |C| = 3 ou C est minimal).
On affirme que L = Ker(0;). Puisque :
— L C Ker(01), puisque soit C' un cycle de G

di(ec) = Y07 (sign(o:)(sign(vi, 0;)ey, + sign (v, 0i)€u; )
+ sign(og) (sign(vg, oq)ev, + sign(vg, oi)ew, )) (2.1)

= 2i—1 €v; — €y = 0.

K3

— L D Ker(01). Soit b= 3" . ases € Ker(d1) et soit G’ le sous-graphe de G formé par toutes
les arétes 0 € E(G) tel que ag # 0. Alors b = ) ase, € Ker(di). On demontrera que
b € L par recurrence sur n = |E(G")|.

1. Sin <2a, =0 pour tout 0 € G’ et b = 0.

2. Soit n > 3 et on suposse que pour k < n, b € L. Alors, il existe T' C G maximal et
G'\'T # 0, si non tout a, = 0 pour a, € G'. D’apres le corollaire 5. de la section 7 du
chapitre 3 de [36] il existe un cycle C' C G’ de taille 3 ou minimal tel que pour tout aréte
o de C, a; # 0. Soit ey, € E(C) fixe. Alors

0=01(b) = 01(b — agpec + agpec) = 01(b— asnec) + O1(as.ec) = 01(b— as.ec),
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car 01(ap.ec) = ap.01(ec) = 0, par 'equation 2.1. Donc

0=01(b—as.ec) = 0i( Z aleq).

el

Soit G" le graphe avec ensemble d’arétes E(G") = {0 € G : aj, # 0}. Comme a;,_, = 0,
on a que |E(G")| < n et par hypothese de récurrence ) . a,e, € L. Par conséquence
be L.

De cette fagon, on a prouvé que L = Ker(0d;). Par ailleurs, soit C' un cycle de taille 3 de
G, alors c’est un bord. En effet si V(C) = {z1 < x2 < 23} est 'ensemble des sommets de
C, donc ¢ = V(C) est une face de T', puisque I' est un complexe de cliques. Par ailleurs,
02(€5) = €rpas — Cxyzg + Cxyzy = Caguy + Cagzy T €xyay = ec € Ker(01). 11 en résulte que C
n'est pas un générateur de Hi(I') = Ker(0;)/Im(d2). De cette facon, si Hi(I') # 0, Hi(T') est
engendré par des cycles de longueur > 4. Ainsi, on peut affirmer que H, (T') est engendré par
certains cycles minimaux de G si Hy(I") # 0. "

2.2.6 Définition. Soient I un idéal dans k(x| et 1 < d < reg([), on pose pgq(I) 'entier maximal
pour lequel I a la propriété Ny, ). Sid > reg(I), on pose py(I) = co. S’il n’y a pas de confusion,
on notera par p(I) a la place de pa(1).

2.2.7 Remarque. Etant donné un idéal I de k[x], on a Preg(1) = ©0, et pour tout d € N,
d > reg(I), pa(I) > pg—1(I) par la remarque 2.1.2(1).

2.2.8 Lemme. Soient T' un complexe de cliques et W C V(T'). Etant donné x € V(T'), on a
linkr,, ({z}) = T'w,, ot Wy := V(linkp,, ({z})).

Preuve. Si F € linkp,, ({z}), clairement F' € T'yy,, donc linkp,, ({z}) C I'w,. Il nous reste a
montrer la contention inverse (I'y, C linkp,, ({})). En effet, soit F' € I'yy,, alors F' € T' et
F C W,. De cette facon si y € F', alors y € W, = V(linkp,, ({z})) et {z,y} € ', donc {z,y} €
I't = G. Comme I' =T'(G), on a que F U {z} est une clique de G, par conséquent F'U {z} € T
et F' € linkp,, ({x}). De cette fagon on obtient 'y, C linkp,, ({z}) et linkp,, {z}) =Tw,. =

2.2.9 Proposition. Soient I' = T'(G) un compleze de cliques tel que I := I n'a pas une
résolution linéaire et 3 < d <reg(I). Alors, pg(I) > pa—1(I).

Preuve. On notera pg = pq(I). On a que By, p,+d+j(1) > 0 pour certain j > 1 et 3; ;1445 (1) =0
pour tout i < pq et j° > 1. Soit V' = V(G), par la formule de Hochster 1.8.5 on déduit qu’il

existe 0 C V avec |W|=pg+d+j tel que Hyij_2(I's:k) # 0 et IA:idH,g(Fgr; k) = 0, pour tout
W' C V avec [W'| < |W]|.

Soit x € W fixe. Posons W, := V (linkr, ({z})) et d’apres le lemme 2.2.8 linkp,, ({z}) = T'w,.
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o W, # W\{z}. On le demontrera par I’absurde : supposons que W, = W\{z}. Soit F' € I'y. Si
x € F, alors I € linkp,, ({z}) *z. Siz ¢ F, donc F' C 'y 5y = linkp, ({z}), par conséquent
FU{x} € linkr,, ({z}) *x et on conclut que I'yy C linkp,, ({z}) * 2. Comme on a toujours que
I'w = linkp,, ({z}) *2 C 'y, on a : I'yy = linkp, ({x}) * 2. Par la proposition 1.6.9 il resulte
que ﬁj(FW;k) = 0 pour tout j € N, or ]?Idﬂ_g(FW; k) # 0. Donc, W, ¢ W\ {z}.

Comme W, ¢ W\ {z}, on a |[Wy| < |[W \{z}| = ps+ d~+ j — 1. Ensuite, nous considérons la
suite exacte longue du lemme 1.6.7 :
-+ = Hyyjs(linkpy, ({2})ik) = Haprjo(Dwik) = Haprjoo(Cw)wn o3 k) — -
Mais (I'w ) {2} = I'wn\ {2} €t par hypothese
ﬁdJrj*Z((FW)W\{x};k) = ﬁd+j—2<FW\{x},k) =0
et E[d+j_2(FW; k) # 0. Donc, d’apres l'exactitude de la suite longue précédente
Hyyj3(Tw,:k) = Hayjs(linke,, ({2}); k) # 0.

On pose k = |[W,| < W\ {z}| = pa+d+ j—1 et par la formule de Hochster 1.5.2
Br—d—j+1,k(I) > 0. Enposant i =k —-d—j+1 < (pg+d+j—1)—d—j+1=pg, ona
Biitd+j—1(1) > 0. Comme j >0, on a: pg_1 < i< pg.

|

2.2.10 Corollaire. Soient I un idéal monomial quadratique libre de carrés, m > 2 sa régularité

de Castelnuovo-Mumford et p sa dimension projective. Pour tout 2 < d < m—1, de(1)7pd(1)+d+1(l) #*

0 et pour tout j €N, j > 1 8, (1) pu(n)+d+i (1) = 0.

Preuve.

On notera pg = pq(l). Donc, il existe j € N, j > 1 tel que By, p,+d+j(I) # 0 et

Bii+a+k(I) = 0, pour tous ¢ < pg et k > 1. Si j > 1 pg = payj—1, mais par la proposition 2.2.9,

Pd < Pd+j—1-
2.2.11 Remarque.

1. De cette proposition la matrice 3(I); ; d'un idéal monomial quadratique (table 2.1) peut

étre réécrite de la fagon suivante (ot 3y, ;,+5 # 0 avec 3 < j <m) :

0 1 p2 —1 D2 ps—1 D3 Pm—1 p
2 60,2 6173 ﬁm—l,pz-‘rl szapz-‘r? Bp3—17:03+1 ﬂp37113+2 Bpmq,pmfl +2 ﬁp,p-‘:—?
3 0 0 ce ﬂp21P2+3 BP3—17P3+2 6?371)34'3 6;0m71117m71 +3 ﬂp,p+3
41 0 0o ... 0 0 . 0 Bpg.ps+4 Bpm_1,pm_1+3 Bo,o+3
m 0 0 0 0 0 0 /Bpm717pm71+m ﬁp»p-&-m

2. D’ou, pour un idéal I monomial quadratique on obtient que :

m=reg(lr) <p—(p2—1)+2=p—p2+3.
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2.2.12 Exemples.

1. Soient x = {x1,...,z,} et y = {y1,...,yn} deux ensembles de variables disjointes. On
pose
I = (zyili € {1,...,n}, z; €xety; €y) (voir la figure 2.1)

T3
(o)

T,

. ¢ Y2 n Y1

Y3
n=1 n=2 n=3
FIGURE 2.1 — Le 1-squelette de I(T").

Clairement {x;y;}!" | est une suite réguliere dans S := k[x, y], donc la résolution de Koszul
de S/I est la résolution libre minimale de S/I, c’est a dire :

0— S(—2n)) = (=200 — 1)2) o 5 5(-2)() 5 5 — S/1.

Donc p = projdim(I) =n—1et po =1, de méme reg(l) =2n—(n—1) =n+1=p—pa+3
et le diagramme de Betti pour I est (ou 1’élément de la colonne i, ligne j est le nombre de
Betti 5,7]4_1([)) :

0 1 n—1
2() o0 . 0
300 () . 0
n| 0 0 1

2. Soit I = (ac,bd,bf,cf,ef) > Kk[a,b,c,d, e, f] =: S, donc I'(I) est un complexe de clique et
son 1l-squelette est schématisé sur la figure suivante :
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Donc dim(I'(I)) = 2, alors dim(S/I) = dim(I'(I)) + 1 = 3. En utilisant Macaulay2 on
obtient le diagramme de Betti de I :

0 1 2
215 5 1
310 1 1

On remarque que projdim(S/I) = p+ 1 = 3 et par la formule de Auslander et Buchsbaum
[29, Théoreme 19.1] (projdim(S/I)+depth(S/I) = 6) projdim(S/I) = depthS/I = 3, d’on
S/1 est un S-module Cohen-Macaulay.

2.2.13 Théoreme. ([11, Théoreme 2.1]) Soient I' = I'(G) le complexe de cliques d’un graphe
G et I = It l'idéal de non-faces de I' engendré par des mondémes quadratiques libres de carrés.
L’idéal I satisfait la condition Na,, p > 1, si et seulement si tous les cycles minimaux de G
sont de longueur strictement plus grande que p + 2.

Nous donnons une autre preuve de ce résultat avec nos notations.

Preuve. On suppose que |V(G)| = n.

=) On démontrera la contraposée.On supposera alors que G' a un cycle minimal C' tel que sa
longueur 3 < |C| < p+2. Soit W := V(C) les sommets de C. On pose r = |W|; par la formule
de Hochster 1.8.5 on a que :

B’F—3,T(I) Z dlmkﬁl(rw,k) = dimkﬁl(C, k) = 1.

Donc I n’a pas la propriété Ng,_3 et comme r —3 < p — 1 < p, d’apres la remarque 2.1.2(1)
I n’a pas la propriété No

<) On démontrera la contraposée. Donc, on supposera que I ne satisfait pas la propriété Ng
et que p est minimal par rapport a cette propriété, c’est a dire que p — 1 = po(I). D’apres le
corollaire 2.2.10 B,—1 p+2(I) # 0. Donc par la formule de Hochster 1.8.5 il existe h € N", libre
de carrés et |h| = p + 2 tel que

Byp—1.4(I) = dimy Hy (T, k) # 0,

ou W C V(G) avec supp(W) = h. On va montrer que I'yy est un cycle minimal de G de

longueur p + 2.

— Clairement par minimalité de p, V(I'yw) = W.

— Ty est connexe. Au cas ou I'yy ne serait pas connexe, il y aurait W/ C W, tel que
H; (T'w,k) # 0 et p ne serait pas I’entier minimal satisfaisant que I n’ait pas la prorpieté
Na .

— Par le lemme 2.2.5 H;(I'y, k) est engendré par de cycles minimaux de G et par minimalité
de p il y a qu’un seul cycle minimal C' de G qui engendre le groupe Hi(I'y, k) et W =V (C),
donc (I'y )1 = C, d’ou I'yy = C. De cette fagon on a prouvé qu’il existe un cycle minimal
C' de longueur p + 2 dans G.
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Du théoreme antérieur, le célebre théoreme de Froberg devient immédiat :

2.2.14 Corollaire. (Théoréme de Froberg) Soient I' = I'(G) le complexe de cliques d’un
graphe G et I = It l’idéal de non-faces de I' engendré par des mondomes quadratiques libres de
carrés. Lidéal I est 2-linéaire si et seulement si tous les cycles de longueur > 3 de G ont une
corde.

2.2.15 Corollaire. Soient I' = I'(G) le complexe de cliques d’un graphe G, I = Ip et p > 1
entier naturel. Alors :

1. pa(I) + 3 est la longueur minimale d’un cycle minimal si pa(I) < oo.

2. De plus, si pa(I) < o0, alors By, (1) pa(1)+3(1) est égal au nombre de cycles minimauz de
longueur p2(I) + 3 de G, de méme By, (1) ps(1)+i(I) = 0 pour tout i > 4.

Preuve.
1. La premiere affirmation est la traduction en notre notation du théoreme 2.2.13.

2. La deuxieme affirmation est due a O. Fernandez-Ramos et P. Gimenez dans [14]. Ci-dessous
on donne une autre demonstration.

On pose p = pa(I). On définit
C={C C E(I'7) : C est un cycle minimal de longueur p + 3}.

D’apres (1) C n’est pas vide et il existe C € C, |C| = p+ 3, car p = pa(I). Soit C € C et
V(C) ses sommets, par la formule d’Hochster (voir 1.4) :

Bisupp(v(cy (1) = dimgH oy —i—2(Ty 0y, k) = dimg Hyp3-i-2(C. k) = dimyH,—;(C, k).

Sit# p, IBi,supp(V(C’))(I) =0, et sii=p, ﬁp,supp(V(C))(I) = dimkﬁl(cv k) = 1. Donc

Bpp+3(l) = Z Bpm = Z Bpsupp(v(cy) = ICI.
m € {0’ 1}n ceC
m| =p+3

Il reste a voir que By p+3(l) = |C|. Soit W C {1,...,n}, [W| = p + 3. Par la formule
dHochster (1.4) B, supp(w) () = dimy H; (Tyy, k). On va supposer que Hy(Ty, k) # 0, on
montrera que 'y est un cycle minimal.

— I'yy est un complexe de cliques, car c¢’est un sous-complexe de I'.

— I'yy n’a pas de cycles minimaux de longueur < p + 2. Car sinon, si C était un cycle
minimal de longueur < p+2 de I'yy, C serait un cycle minimal de G et par le théoreme
2.2.13 T’ n’aurait pas la propriété Ny ,. Mais comme H;(I'y, k) # 0 et Hi(I'w, k) est
engendré par des cycles minimaux, il faut que I'y soit un cycle minimal.
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D’ou, By p+3(I) < |C|, mais on a déja vu que By py3(L) > [C|, donc Bppi3(L) = |C|. Par
ailleurs du corollaire 2.2.10 8, ,+i(1) = 0 pour tout i > 4. "

2.2.16 Exemple. Soit G le cycle (polygone) de n sommets.

ZTs T4
G
FIGURE 2.2 — Le cycle

Comme il y a un unique cycle minimal et il est de longueur n, d’aprés le corollaire 2.2.15
p2(Ir@)) = n — 4. Par ailleurs, pour tout idéal I de k[x] on a §;-1(I) = Bi(k[x]/I). Ainsi
p2(k[x]/Ir(@)) = n — 3 et par la formule de Hochster

Boona&X|/Ing) = > dimHy(D(Gwsk)= > 0=0.
WCG, |[W|=n—1 WCG, [W|=n—1

Alors la résolution libre minimale de k[x]/Ir () a la forme suivante :

0— ]k[x](—n)ﬁ”‘2 — k[x](—n + 2)’@"‘3 — ...k[x](—S)'B2 — k[x](—2)ﬁ1 — ]k[x]ﬁo — k[z]/Ir ),

ou By = 1 et @n_Q = ﬁn_gm_l(k[x]/fp((;)) + ﬁn_gm(k[x]/fr(g)) = 0+1 = 1 et
Bic1(I) = By = n—— (7;;12), pour i =1,...,n — 2, puisque :

De la resolution de k[x|/Ir () on a que la dimension projective p de k[x|/Ipq) est p=n+2 =
n — (dimI'(G) + 1) = ht(Ir(q)), alors k[x]/Ir(g) est Cohen-Macaulay. Par ailleurs la résolution
libre minimale de k[x|/Ir(q) est d-pure avec d = (0,2,3,...,n —2,n), ainsi par les équations de
Herzog-Kiihl (proposition 1.9.6) ses nombres de Betti sont :

dy, — do
dy —d;’

52, _ BO(_l)i—l—l H
ki k40

pour 1 <17 < n — 2. De cette facon :
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5@'—1(1) =i = ( )H_I(Hk 1 k+1 Z+1 )(Hk i+1 k+1k+(1+1))(n_(?+1))

) G=ty)

:(_1)i+1(_1)z’—1( 21 k 1)( n—3 k

k=i+1

(n—2)!/i+1 n
= (—D)!(n—3—9)! n—(i+1)

~ (n—2)!
n—i—1 (H—l)‘(n 2—(i+1))!

=N

i (n—2)!
n—i—1 G+ D) I(n—2—(G+1)!

= n——(1,7)-

=N

2.3 Nombres de Betti de I’idéal du complexe de cliques d’un
graphe de cordes

Dans cette section on va reproduire le calcul de nombres de Betti effectué dans le théoreme 12.
de [31]. Les résultats de cette section nous seront utiles plus tard dans 4.2.

2.3.1 Notation. Soit V =< x1,...,x, > lespace vectoriel sur k engendré par toutes les
variables de k[x]. Pour tout @ C V, on notera < @ >C V le k-espace vectoriel engendré par @),
et (@) C k[x] I'idéal engendré par Q.

Soit [ € N et Ji,...,J; une suite ordonnée des idéaux dans k[x], tels que J; = (M;, (Q;)), pour
tout 1 <7 <[, ou Q@ C V est un k-sous-espace vectoriel ; et M; un idéal qui ne contient pas de
formes linéaires. On suppose que l'intersection J; N---N J; n’est pas redondante. La suite des

idéaux 11, ..., J; est une suite linéairement jointe si pour tout k=2,...,1[ :
k—1 k—1
Te+ ()T =(Qk) + (ﬂ Q) (24)
i=1 i=1
2.3.2 Remarque. Soit [Ji,...,J; une suite linéairement jointe des idéaux dans k[x], alors :
1. La suite (Qy),...,(Q;) est aussi linéairement jointe, puisque :
k—1 k—1 k—1
(ﬂ Ql) +(Q)c T+ ()T = (ﬂ Q)
i=1 i=1 i=1

2. Soient D; = Qq et, pour ¢ € {2,...,l}, D; = ; 19;. S'il existait k£ € {2,.. l} tel que
Dy = Dy_1, alors par 2.4 nous aurions (Qy) = Jx D ﬂ jz et l'intersection J1 N --- N J]
serait redondante. D’ou Dy D Dy D --- D Dy, ou la Contentlon est stricte.

3. Pour tout i € {2,...,1}, solent < A; > l'espace linéaire tel que D;—1 = D;® < A; > et P;
I’éspace linéaire tel que Q; = P; @ D;. A partir de 1a on a clairement P; = 0, D; = 0 et
Di=ah_i <Aj>.
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2.3.3 Théoreme. (Théoreme 3 [31]) Soit Ji,...,T; une suite d’idéauz premiers homogénes.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Lidéal T = J1N---NJ; est 2-régulier

2. Pour tout j € {1,...,l}, reg(J;) < 2 et il existe un réarrangement de la suite Ji,...,J,
tel qu’elle est linéairement jointe.

La proposition suivante découle immédiatement du corollaire 3 et de la proposition 1 de [31].

2.3.4 Proposition. Soit (Q1),...(Q;) wune suite d’idéaux linéaires, telle que
Q:=(Q1)N---N(Q;) est non-redondant. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Lidéal Q est un idéal 2-linéaire.

2. Il existe un réarrangement des composantes primaires de Q, a savoir, (Q1),...,(Qy), tel
que la suite est linéairement jointe.

3. Il existe un réarrangement des composantes primaires de Q, a savoir, (Q1),...,(9Q), ou
pour tout i € {1,...,l}, il existe des sous-espaces linéaire < A; >, P;, avec < Ay >= 0,
P1 =0, tel que :

(a) Di =iy <Aj>;
(b) Qi=Di+Pi;
(¢) Pour tout k € {2,...,1}, et j <k, <A; > xP; C (Pr).

Maintenant, on considérera GG un graphe de cordes et F1, ..., F] toutes ses cliques maximales,
c.a.d. les facettes de I' = I'(G). D’apres la proposition 1.8.3

I :ﬂglej, ou Q= (x:xeV(G)\F;) pour j € {1,...,1}.

Comme G est un graphe de cordes, d’apres le théoreme de Froberg 2.2.14 on a que I, I'idéal de
Stanley-Reisner de I', est 2-linéaire et d’apres la proposition 2.3.4 il existe un réanrragement de
91, ..., 9 tel que ce réarrangement est une suite linéairement jointe. De la on pose la définition
suivante :

2.3.5 Définition. Soit G est un graphe de cordes et Fi, ..., F; toutes ses cliques maximales.
On dira que F1, ..., Fy est une suite linéairement jointe si et seulement si la suite Q1, ..., Q est
une suite linéairement jointe, ot Q; = (z; : ; € V(G) \ Fj) pour j € {1,...,1}.

Dans le point 2. de la remarque 2.3.2 on avait défini les ensembles : D; pour i € {1,...,l} de
méme que P; et A; pour i € {2,...,1}, qui avaient été définis a partir de @1, ..., Q;. Mais comme
Q1,...,Q; ont été obtenus a partir des facettes Fi, ..., F}, les ensembles antérieurs peuvent étre
définis de la fagon suivante :

Di:ﬂ§:1<x:x€V(G)\Fj >=<z:x€V(G)\Fetx €D >, pourie{l,...,l}.
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Comme P; est le complément direct de D;, c.a.d., P; & D; = @Q;, nous avons que pour tout
i€{2,...,l} : Pi=< P>

P={z:2e€V(G)\ F; et x ¢ D;}. (2.5)

Par ailleurs A; sont les générateurs de l'espace linéaire qui satisfait D;_; = D;® < A; >; ainsi
pour tout i € {2,...,1} :

AV :{SUEDi_lll‘QéDi}
={zeV(G)\F-1:z € Diset x ¢ D;}
— (e e V(G)\ Firia e N2(V(G)\ Fy) et 2 ¢ ML, (V(G)\ )}
— (s eV(G) 1w e M VIG)\ Fy) et o ¢ (V(G)\ Fy)}
—fwe Fioen i (VG)\ F)
= F;\ (U1 F)).

Par conséquent, pour tout ¢ € {2,... 1} :
Az‘:{wEFi:VjG{l,...i—l},$¢Fj).} (26)

On avait vu dans le point 3. de la remarque 2.3.2 que D; = 0 et pour tout 1 < ¢ < [ D; =
@é-:iﬂ < Aj >. De cette facon il suffit de calculer A; ou i € {2,...,1} pour connaitre D; et P;
oui € {l,...,l} en sachant que P; = 0.

2.3.6 Exemple. On considérera le graphe G de la figure 2.3 dont les cliques maximaux sont :
Py = {xs, 29,210}, Fo = {77, 28, 29}, 3 = {5, 76, v7}, Fa = {23, 24, 78, 710}, F5 = {22, 75,76},
F6 = {azl,xg, $10}. Donc ht IF(G) == 6, ainsi dlm(k[V(G)]/Ip(G)) = 4.

Z1 Z10 L9 L5
g
Ty T
3 g 6
G
FIGURE 2.3 —
6|0 {.’L‘Q,Jj‘4,l‘5,$6,l’7,l‘8,l‘9} {xl}
5| < x> {73, 04, 27, 28, 9, 710} | {72}
4| <y, w9 > {75, 26, 27, 29} {r3, 24}
3| <@y, w2,13,14 > {78, 9, 710} {5, 26}
2| <w1,2,T3, %4, X5, T6 > {z10} {z7}
1| <xy,29,x3,24, 25, 26,27 > | 0
Par ailleurs, nous pouvons voir que les propriétés du point 3. de la proposition 2.3.4 sont satis-
faites, ainsi d’aprés cette méme proposition on a que Fi, Fs, ..., Fg est une suite linéairement
jointe.
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2.3.7 Définition. Etant données Fi, ..., F; toutes les cliques maximales d’un graphe de cordes
G telles qu’avec cette ordre elles forment une suite linéairement jointe. Nous arrangeons les
éléments de Ufi:QPi x A; dans un tableau M que nous allons construire de maniere inductive. Nous
commencgons par construire un tableau My en arrangeant les éléments de Py = {x1,..., 2,1}
et Ay = {y1 =z, y2,...,ys} de la fagon suivante :

1yt
Ao
Py

T1Ys

Iynflyl

Tn—1Ys

FIGURE 2.4 — M,

Pour 3 < k£ < [ nous construisons le tableau M a partir du tableau Mj;_1 en ajoutant le
parallelogramme Ay x Py de deux facon possibles :

AV
Py

My

Premier cas Deuxieme cas

FIGURE 2.5 —

Pour construire M}, nous supposerons que My_1 a j diagonales droites et est de la forme suivante :

L1210 (1)

T2T2.0 L1, 21,1 (2)

T323,0 221 11,2 (3)

TiXj.0 Tj-1T5-1,1 st T1x1,5—1 (])

Nous écrirons x;o = x, et nous considérerons deux cas :
1. Six, ¢ Py. En posant Ag = {z,41,...,Zr4¢}, My est obtenu & partir de My_; en ajoutant
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Ar X P a gauche de M1 de la facon suivante :

L1Tp 4t
LTyt
L3Lpyt - T1Tr41
T2Tr41 L1,21,0
T3Tr41 T2T2,0 1711
il?jl'»,‘+t

TjTpr41 Tj-1T5-1,0 Tj-2Tj-21 *°° L1152

2. Si x € Pi. M} est obtenu a partir de Mj_1 en ajoutant A x P a droite de Mjy_1
(deuxieme cas de la fig. 2.5) ou Ag X Py, est construit comme Masauf que x, apparait dans
la diagonale la plus a gauche de Ap x Pj.

On pose Mcomme le tableau M.
Gréace a la preuve du théoréme 9. et au théoreme 12. dans [31] nous avons le théoréme suivant :

2.3.8 Théoreme. Soient G un graphe de cordes avec Fi, ..., F; toutes ses cliques maximales,
tel qu’elles forment une suite linéairement jointe et I' = T'(G) le complexe de cilque engendré
par G. Alors le tableau M par rapport a la suite linéairement jointe Fy, ..., F} est bien défini,
et les éléments du tableau M engendrent It . De plus,

1. En énumérant les lignes du tableau M de haut en bas et en posant L; les éléments de la
ligne i, les premieres ¢ lignes, ou c = ht Ir(q), sont les uniques lignes qui satisfont #L; = 1.

2. En posant d := dim k[x|/Irq et s4—i(I') = ##Lcyi pouri € {1,...,d}, on a, pour j >0 :

ﬁj(k[x]/fr(a))=j< o )+dz < V) —i-1 )

jr1) T j—1

avec<72>:03ik>mouk<0.

3. La dimension projective de k[X]/I]_“(G) est le nombre de lignes de M. Cela implique que la
dimension projective de Ity est le nombre de lignes de M moins 1.

2.3.9 Remarque. Sidans le théoreme précédent on suppose que k[x]/ It (@) est Cohen-Macaulay,
c’est & dire que dimproj k[x|/Ir(g) = c, alors, en posant d = (0,2,...,c+1), k[x]/ I () est d-pur

49



et par les équations de Herzog-Kiihl (voir corollaire 1.9.6) on a pour 1 < j < c¢:
Bi(kIx)/ Irey) = Boklx)/ (o)) (~ 1) T oy S
_ i+1 TTC (k+1)—0
= GO hihss w-Gon

_ uit

(k+1)!
J+L o (=177 G =1D)!(e—)!

. (k+1)!
— DA T-GHD)!

c+1
=J ,
j+1
ce qui est est la valeur qu’on obtient pour 3; en utilisant le résultat 2. du théoreme précédent.

2.3.10 Exemple. Nous considérerons le graphe G de ’exemple 2.3.6, ainsi le tableau M pour
It est

T1T2 (1)

g2 T1Zg (2)

r3T2 T4T6 15 (3)

r10T2 T3¢ T4y I1Z¢ (4)

o2 T10T6 T3Ts5 T9X7 Tr1x7 (5)

T8I T9Xg 105 xr3x7 49 Tr1x8 (6)

T TRTe ToTs T10X7 39 x1x9 (7)
T35 (8)

donc ¢ = ht I =6, d = codim Iy = 4, p = dimproj(Ip(G)) =7,83=206,8 =1,s1 =0 et
so = 0. D’apres le théoreme 2.3.8 les nombres de Betti de Ir(g) sont :

bl = ikl /o) =1 5 )+1( g )+6( g ) =2

B1(Ire)) = B2(k[x]/Ir))

I
[\
+
—_
+
D

|
—_
—_
0

I
w
+
—_
+
(=]

Ba(Ir(ay) = B3(kx]/Ir))

I
\)
—_

&

Bs(Ir(ey) = Ba(k[x]/Ir)

Ba(Ir(ay) = Bs(kx]/Ir))
Bs(Ira)) = Bo(k[x]/Irq))

Il
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bl = rlklx /i) =7 ( ) +1( )0 (g ) =13
Br(Ire)) = Bs(kx]/Ir) =8 < g > +1 < ; > +6 < g > =

2.3.11 Remarque. On remarque de la construction du tableau M pour un graphe G avec
cliques maximales F7i,..., Fj linéairement jointes, que si on a le tableau Mj_1, pour construire
le tableau M}, la quantité d’éléments dans les lignes L, du tableau ne change pas si on cole le
rectangle Ay x P, a gauche ou & droite, car cette opération est symétrique comme on le voit
dans la figure 2.6.

b

My

Premier cas Deuxiéme cas

FIGURE 2.6 —

Ainsi, si I' := T'(G) est le complexe de cliques engendré par G, le tableau Mr construit en
superposant chaque rectangle Ay x Py nous donne la méme information numérique que M (voir

figure 2.7).
|2

1A;]

|As]

[P2]

FIGURE 2.7 —
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Chapitre 3

Extensions binomiales des idéaux
monomiaux quadratiques libres de
carreés

Soit T' un compleze de cliques dont l’ensemble des sommets est V(I'). Nous travaillerons dans
Uanneau k[V(T')] en identifiant les sommets de I' et les variables de K[V (I')]. Par ailleurs, nous
considérerons l’extension binomiale By introduite par M.Morales et M.L. Ha dans [20], avec I’
un complexe de cliques. Notre objectif est d’obtenir une borne inférieure de po(Bg). Pour cela on
associera a By un idéal initial in(Bg) et on verra qu’en utilisant un ordre convenable, in(Br) est
construit a partir de It et est un idéal monomial libre de carrés. Cela nous permettra d’obtenir
la borne inférieure de pa(Bgy) a partir de pa(Ir) et le théoreme 2.2.183.

3.1 Bases de Grobner

F' désignera un module libre de type fini de rang m sur k[x| avec la base {¢; : 1 = 1,...,m}.
Un monéme dans F' est un élément m = x%e; pour un certain i. Un terme est un monéme m
multiplié par une constante. Un terme m; = cze; avec ¢ # 0 divise un terme mo = da? ej si et
seulement si i = j et 2 divise 2, dans ce cas on pose % = %xﬁ_o‘ € k[x].

3.1.1 Définition. Un ordre monomial sur F' est un ordre total = sur les monomes de F,
tel que si my, ma sont des mondémes dans F' et m # 1 est un mondéme dans k[x], alors

mi = meo impligue mmy = mmsg = Ms.

3.1.2 Exemple. Nous considérerons F = k[x] muni d’un ordre pour les variables, disons
L1 > To- > . Pour o= (aq,...,an),8=(B1,...,0:) € N* nous posons m = x* et n = xP.

1. Ordre lexicographique. m >jx n si et seulement s’il existe i € {1,...,n}, tel que
a; > B et aj = B pour tout j < i.
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2. Ordre lexicographique homogene. m =qeglex 7 8t €t seulement si soit deg m > deg n
soit deg m = deg n et m =1ex N

3. Ordre lexicographique inverse. m >,x n St et seulement si soit deg m > deg n soit
deg m = deg n et il existe i € {1,...,n}, tel que a; < B; et oj = B; pour tout j > i.

Un ordre > pour un ensemble X est appelé Artinian, si tout X " sous-ensemble de X a un
élement minimal par rapport a >.

3.1.3 Lemme. ([8, Lemme 15.2]) Soit F' un module libre sur k[x]. Tout ordre monomial sur
F est Artinian.

3.1.4 Définition. Soit > un ordre monomial sur F'. Pour chaque f € F' on définit le terme
initial de f comme le terme de f le plus grand par rapport a U'ordre > et nous le notons in. (f).
De plus si M est un sous-module de F' on définit son module initial in, (M) comme le sous-
module monomial engendré par les éléments in(f) pour tout f € M. S’il n’y a pas de confusion
on écrira in au lieu de in..

3.1.5 Théoreme. (Macaulay[8, Théoreme 15.3]) Soient F' un k[x|-module libre et M un sous-
module de F' quelconque. Pour tout ordre monomial = sur F', l’ensemble B de tous les monomes
qui ne sont pas dans ing. (M) forment une base du k-espace vectoriel F'/M.

3.1.6 Définition. Soient F un module libre sur k[x], M un sous-module de F. Etant donné
un ordre monomial >, BG = {¢1,...,9mn} est une base de Grobner de M si BG engendre M
et in(BG) := {in(g1),...,in(gm)} engendre in(M).

On dira qu'une base de Grébner BG de M est minimale si pour tous g;,g; € BG avec ¢ # j,
in(g;) ne divise pas in(g;), c’est a dire qu’aucun in(g;) n’est redondant dans in(BG). La base de
Grobner BG est appelée réduite, si pour tous g;, g; € BG avec i # j, in(g;) ne divise aucun terme
de gj. Une base de Grobner réduite est unique par rapport a I'ordre monomial >~. L’existence
d’une base de Grobner est assurée par ’algorithme de Buchberger.

3.1.7 Définition. Soit f € F, f # 0. Nous pouvons écrire in(f) comme cze; pour certains
c €k, a € N et ¢; un élément de la base canonique de F. Si f,g,h € F et g # 0 nous disons
que f se réduit & h modulo g en un pas, noté par f EN h, si et seulement si in(g) divise un terme
X qui apparait dans f et h = f — ﬁg. SiG={g1,.-..,9m} C F, f se réduit & h modulo G

(f N h), si et seulement s’il existe une suite d’indices i1,...,4; € {1,...,m} et des vecteurs
hi,...,hy_1 € F tel que :

gi Gi Gi iy Gi
f=5 h =S hy =% . S b —5 h.

Soient f,g € F et in(f) = cx“e; de méme que in(g) = dmﬁej. On définit le S-polynoéme de f et
g comme :
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1. Sii#j, S(f,g) =0.

a .0 a .6
2. Sii=j,S(f,9) = dppcmg(cﬁ ) 2 - )g, olt ppem(my, ms) note le plus petit commun
multiple de my et mo.

3.1.8 Théoreéme. (Buchberger [1, Théoreme 3.5.19]) Soient F' un module libre sur k(x| et

G ={91,...,9m} un ensemble d’éléments non nuls dans F. G est une base de Grébner pour le
sous-module M engendré par G si et seulement si pour tous i,5 € {1,...,m}, i # j, S(gi, ;) G,
0.

Si my,ma € k[x] sont deux monoémes, on notera par (my, msa) le plus grand commun diviseur de
mi et mo.

3.1.9 Proposition. ([1, Lemme 3.3.1]) Soient f, g € k[x], si (Im(f),1lm(g)) = 1, alors S(f, g) EEN

0.

3.1.10 Définition. Soient F un module libre sur k[x], > un ordre monomial, f € F et
G ={g1,...,9n} C F. On dit que h est un reste de la division de f par G si et seulement si

f S, h et aucun Im(g;) ne divise aucun terme de h. En général le reste de la division de f par
G n’est pas unique, mais si G est une base de Grobner, il est connu que le reste est unique et
qu’il est appelé forme normale de f.

La proposition suivante sera tres utile dans les sections & venir :

3.1.11 Proposition. Soient x = {x1,...,x,} ety = {y1,...,yn} deuzx familles de variables
qui me sont pas nécessairement différentes. On suppose que x Uy admet un ordre qui satisfait
x> x5 pour 1 < i< j<mnetz; >y pourl <i<n. Soient kjxUy| l'anneau de polynomes
sur k avec x Uy comme variables, ordonné par l’ordre lexicographique, et M la matrice suivante

sur k[x] :
M:<x1 Ty ... xn)
Yy Y2 .- Un
Soit J := Io(M) l'idéal engendré par tous les mineurs 2 x 2 sur M. Alors
B={zy; —zjyi: 1 <i<j<n}

est une base de Grébner' réduite de J pour Uordre lexicographique et B est aussi un systéme
minimal de générateurs de J.

Preuve. Soient f,g € B, f # g. On peut les écrire de la maniere suivante : f = x;y; — z;y;
et g = xRy — YR, o i < j et k < [. De cette facon in(f) = z;y; et in(g) = xxy;. Par le
théoreme 3.1.8 il suffit de prouver que S(f, g) £>+ 0. Par la proposition 3.1.9 si (in(f),in(g)) = 1,
S(f,9) M)Jr 0. Supposons que (in(f),in(g)) # 1. On a alors quatre cas :

1. En fait, B est une base de Grobner universelle si x Ny = (), comme on peut voir dans I'exemple 1.4 ([38])
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1. Ty = Tk,

2. T =y
2. y; = ok
3. yj:yl.

1. Comme z; = xp, nous avons que y; = Y et

S(f,9) = —wizjyi + Y01y

Nous pouvons supposer [ < j, alors h = x1y; — xjy; € B, ou in(h) = xyy;, et S(f,g9) =
yih € B.

2. Les cas (2) et (2’) sont similaires, donc nous allons montrer seulement le cas(2). Ainsi,
Xy =Y,
S(f,9) = —xrx;yi + YTy,

et o > x; >y = x; > xj, ainsi hy = xy; — zy; € B, ot in(hy) = x1y;, et
S(f,9) — ykh1 = YkTjy — TRTjY; = YeTjT; — TRT5Y;i.
Par ailleurs, ho = x,y; — ziyr € B ol in(ha) = xpy;, ainsi S(f, g) — yxh1 = ;he, donc
S(f,9) = yxh1 + zjhy € B.
3. Comme y; =y, on a que z; = x; et
S(f,9) = —xrxjyi + iy
On peut supposer i < k, donc h = z;y,, — xy; € B, ot in(h) = z;yi, et S(f,g9) = x;h € B.

Apres avoir étudié tous les cas on a que S(f,g) E)Jr 0, pour f,g € B. Par le théoréeme 3.1.8 on
conclut que B est une base de Grobner de J. Comme tous les éléments de B sont des binoémes
quadratiques homogenes, on a : si un terme initial X divise un terme Y d’un binéme de B, alors
X =Y. Or aucun terme initial z;y; (1 <7 < j <n) d'un binéme de B apparait dans un autre
binome de B grace a la définition de M. Ainsi, B est une base de Groébner réduite de J, cela
implique que B est un systeme minimal de générateurs de J. m

La condition z; > y; pour tout ¢ = 1...,n dans la proposition précédente est importante. Sans
cette condition nous pourrions obtenir que les mineurs de M ne soient pas une base de Grébner,

comme on peut voir dans ’exemple suivant :

3.1.12 Exemple. Soit
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une matrice et B l'idéal engendré par les mineurs 2 x 2 de M. En considérant ’ordre lexicogra-
phique pour les monémes de k|z,y, x,a,b] avec z >y > x > a > b et en notant

L= {22 —yb,zy — zb, zx — ab, zx — y*, za — yx,ya — z°}

I’ensemble de mineurs de M ; nous avons que les mineurs de M ne sont pas une base de Grébner
de B, puisque S(zy — xb, za — yx) = y?x — zab ne peut pas étre réduit avec L.

Ensuite on fait la démonstration du lemme 1.2.8.

3.1.13 Proposition. (Lemme 1.2.8) Soient > un ordre monomial surk[x| et I C k[x| un idéal
binomial. Donc

1. La base de Grobner réduite G de I par rapport a > est un ensemble des binomes.

2. La forme normale par rapport a > de tout terme modulo G est aussi un terme.

Preuve.

1. Soit M un ensemble de générateurs de I formé de bindémes. Par I’algorithme de Buchberger
on a que pour tout f,g € M, S(f,g) est un binéme. De cette fagon on obtient une base
de Grobner qui est composée uniquement de binomes.

2. Soit ax® un terme de k[x]. Alors & chaque pas de 'algorithme de la division on obtient un
terme quand on divise par un ensemble de binémes.

3.2 Semicontinuité des nombres de Betti

Une forme linéaire X : R" — R sera appelée fonction de poids pour k[x]; A sera dite entiere si
elle provient d’une aplication linéaire Z" — Z. Comme A est linéaire, il y a un vecteur w € R" tel
que pour tout v € R™ A\(v) = w- v, ou - est le produit scalaire dans R™. Alors, on peut identifier
A a w. De cette fagon chaque w € R™ nous permet définir un ordre partial pour les mondémes
dans k[x] de la maniére suivante : x* = m >, n = x? si et seulement si w-a > w -, qu'on
appellera ordre de poids pour les monomes de k[x|. On dira que w est compatible avec un
ordre monomial donné > sur k[x| si m >, n implique m > n. Pour tout polynéme f = > ¢;z
on définit sa forme initiale sous w iny,(f) comme la somme de tous les termes ¢; - x® tel que
% est maximal pour 'ordre >,. Maintenant, si I C k[x] est un idéal, on notera in,(I) I'idéal
engendré par toutes ses formes initiales sur w, c.a.d :

in, (1) ={iny(f) : f € I}.
On remarque que ing (1) n’est pas nécessairement un idéal monomial. Puisque si on considére
fla,y) = 2%y + xy + 2y’ € K[z, y)

et w = (1,2), clairement in,,(f) = 23y* + 29>
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Un ordre de poids pour un module libre F' sur k[x] de dimension r est donné par un ordre de
poids w € R%, sur les monomes de k[x]| et un vecteur de poids € = (e1,...,€.) pour la base
canonique de F ey, ..., e,. Ainsi pour obtenir un ordre de poids sur F' on définit le poids d’un
monome m = uq jx%e; € M par deg, (m) = w - a + ¢; et pour deux mondmes my,my € F,
mi > Mo si est seulement si deg,, (m1) > deg, (m2). On définit in, (M) de facon similaire,
ou M est un sous-module pour F.

3.2.1 Proposition. ([38, Proposition 1.11]) Pour tout ordre monomial > et tout sous-module
K C F, il existe un vecteur entier non négatif w € N et un vecteur de poids € pour la base de
F, tels que in, (K) = in, (K).

On va considérer que k[x] est un anneau A-gradué positif, avec A un groupe abélien et w € N"
un ordre de poids pour les monémes de k[x]. On fixe un module libre F' A-gradué sur k[x]
de dimension r et un ordre de poids (w,€) sur F. Soit k[x|[t] multigradué par A x Z, avec
deg(z;) = (a;,w;) pour i =1,...,n et deg(t) = (0,1). L’homogénéisation de F est

Flt] = @}, k[t] - e, avec deg(e;) = (bj, €;).

Soit g =) uq;x%; € F,ou0# uy € k,a € N'et j € {1,...,7}. On définit '’homogénéisation
de g qu’on écrira g(w, €) de la fagon suivante :

9@ =1 g (12t e;),

b = max{w - a+ € : uq; # 0}. De cette facon si K est un sous-module de F' on définit son
homogénéisation K« C F[t] comme K¢ :=< g : g e K >.

3.2.2 Remarque. F[t] a une autre graduation outre la graduation par A X Z, a savoir celle
donée par A lorsque on oublie la coordonée Z dans A x Z. Dans cette graduation dega(t) =0 et
dega(t —1) =0.

3.2.3 Proposition. ([30, Proposition 8.26]) Soient K C F' un sous-module, = un ordre mono-
mial dans F et (w,€) Uordre de poids tel que in, (K) = iny (K). Soit K<) I’homogénéisation
de K par rapport a Uordre de poids (w, €) dans k[x]. Alors K@) /t K@) = in,, (I) et K@) /(t—
K@) = K. Par ailleurs, F[t]/K“) est un module libre sur klt].

Preuve. Si g(x) € K, on peut I'écrire comme in(, g + g1 pour certain g; € F', donc

9“9 (x,t) = ingy0g + ¢\, (3.1)

ou t divise chaque terme de ggw’e). De cette facon le morphisme ¢ : K ( — K tel que pour
chaque f(x,t) € K&9 o(f(x,t)) = f(x,0), est un épimorphisme et son noyau est tK ). Par

le premier théoréme d’isomorphisme on a K€ /t K@) = in, (K).

w,€)

Maintenant si ¢ : K©€ — K est le morphisme défini par o(f(x,t)) = f(x,1) pour tout
f(x,t) € K9 alors ¢ est un épimorphisme et son noyau est (t — 1)K, Donc K©*)/(t —
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KW =2 K.

1 reste voir que F[t]/K®) est un module libre sur k[t]. Soit B I'ensemble des polynomes qui

ne sont pas dans in, (K). B est une base pour k[x|/I, et d’apres le théoreme 3.1.5 on affirme

que B est aussi une k[x]-base pour k[x][t]/K ).

— B est linéairement indépendant sur k|[t].
Soit ¢ I'automorphisme pour F' @y k[t, t~1 = Ft,t™1] défini par ¢(z;ej) = t~“i%z;t%. On
remarque que cet automorphisme prend le module K9 F[t,t=] vers le module K F[t,t~1].
Donc cet automorphisme induit un isomorphime dans F'[t]/ K (w’5)®k[t]k[t, t— Y= F/KF[t,t71.
Par ailleurs du théoréme 3.1.5 on déduit que B est une k[t, '] base pour F[t,t ']/ KF[t,t7]
donc ¢~!(B) est une kft,t™!] base pour F[t]/K@IF[t,t7!] = F[t]/ K@ @y k[t,t71]. Or
I'automorphisme ¢! envoie chaque monome me; vers t™““"“me; (ol a est le degré de
m),c’est a dire que me; est envoyé vers une unité dans F[t,t~!] multipliée par m. Donc
B est une k[t,t7!] base pour F[t,t~!]/K“<F[t,t~']. En particulier B est k[t]-linéairement
indépendante en F[t]/K ),

~ B engendre F[t]/K®“*) comme k[t]-module.
1l suffit de montrer que tout monéme dans k[x][t] modulo K (¢ est engendré par B. Par la
proposition 3.1.3 on sait que > est un ordre Artinian, donc on peut le faire par récurrence :
on supposera qu’on l'a verifié pour tout monome n < m, il faut le montrer pour m. Alors,
le monéme m est dans B ou m = in. (g) pour certain g € K. Dans le cas ou m = iny(g),
m — g(“<) est une k[x][t]-combination linéaire de mondémes qui sont plus petits que m d’apres
3.1 et en utilisant l'induction on conclut que m + K est une combination linéaire de
monomes dans B.

|

3.2.4 Lemme. ([30, Lemme 8.27]) Soit F. une résolution libre pour un k[x][t]-module M. Si
t est un non diviseur de zéro sur M, alors F./tF. est une résolution libre pour M/tM sur k[x].

Par ailleurs, sit — 1 est un non diviseur de zéro sur M, alors F./(t — 1)F. est une résolution
libre pour M/(t — 1)M sur k[x].

Preuve. Comme F./tF. = F @ k[x][y]/(t) = F. @ k[x]. Donc
H;(F. ® k[x]) := Tor(M, R) = Tor;(k[x], M).

Et on peut calculer Tor(k[x], M) en tensorisant par M la k[x][t]-résolution libre suivante :
0 — k[x]|[t] N k[x][t] = 0 et en prenant son homologie. Le complexe résultant de la tensorisation

est 0— M 5 M — 0, dont homologie est zéro sauf en degré 0, puisque ¢ n’est pas un diviseur
de zéro. Alors F./tF. est une résolution libre pour M/tM sur k[x]. La preuve est la méme en
remplacant ¢ par t — 1.

|

3.2.5 Proposition. Soient F' un module libre A X Z gradué surk[x|[t], K C F un sous-module
pour F et F. une résolution libre pour F[t]/ K. Alors

1. F/(t —1)F est une k[x]-résolution libre pour F/K qui est multigradué par A ;
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2. F.JtF. est une k[x|-résolution libre pour F/ing, o K qui est multigradué par A ; et
3. Le nombre de générateurs de degré a quelconque des résolutions précédentes
(F.,F./](t —1)F. et F.JtF.) est le méme pour chaque degré homologique sont les mémes.

Preuve. D’apres la proposition 3.2.3 F[t]/K est un module libre sur k[t]. Donc, ¢ — A pour
A =0 ou 1, est un non-diviseur de zéro. Par le lemme antérieur et proposition 3.2.3 F./(t — 1).F.
et F./tF. sont des résolutions libres pour F/K et F/in(K); et par la remarque 3.2.2, les diffe-
rentiels pour ]:'/ (t — 1)]} et F. /tF. sont multigradué par A, puisque ¢ et t — 1 sont homogenes
sur la graduation donnée par A.

Il nous reste a prouver l'affirmation 3. On considere pour chaque degré homologique ¢ et degré
a dans A la somme directe F; .o de tous les sommants de Fi qui sont engendrés de degré (a,k) €

A X Z.Pour A = 0 et \ = 1, la spécialisation F;o/(y — A\)Fiq est un k[x]-module gradué libre
de degré a € A et son rang est le méme que le rang de .7:"“1 [

3.2.6 Théoreme. Soit I C k[x]| un idéal A-gradué positif. Alors l'inégalité suivante est satis-
faite pour tout ordre monomial - sur k[x] :

Bia(I) < Bia(ine (1)), pour tousi € N et a € A.

Preuve. D’apres la proposition 3.2.1 il existe w € N” tel que in, (/) = iny (7). Par ailleurs on
consideére F. une résolution libre minimale pour k[x|[t]/I(€). D’aprés la proposition précédente
F.JtF. est une k[x]-résolution libre pour k[x|/in, I et par ailleurs elle est minimale . Alors,
d’apres la partie 3 de la proposition 3.2.5 on a f; o (k[x][t]/I“)) = B;.4(S/ins (I)). Maintenant,
d’apres la partie 1 de la proposition 3.2.5 F. /(t— 1)f est une résolution libre mais elle n’est pas
nécessairement minimale pour k[x]/I. En utilisant la partie 3 de la proposition 3.2.5,

Bia(S/T) < Bia(k[x][t]/ 1) = B;.a(S/iny (I)).

3.2.7 Corollaire. Soient I C k[x] un idéal Z- gradué standard, et = un ordre monomial sur
k[x] tel que in(I) est libre de carrés :

ﬁi,j(I) < Z ﬁi,a(in> (1)) = ﬁm’(inf),
lal=j, ac{0,1}"
pour tous i € N et j € Z.

Preuve. Comme in(I) est libre de carrés, d’apres la proposition 1.8.5
Bijlin-() = > Bialin-(1)),
|Ot|:j, (XE{O,I}"
pour tous ¢ € N et 57 € Z. Donc, en utilisant le théoréeme 3.2.6 on a
Bi ) < Y Bialine (1)) = Bij(in. 1),
lo]=j, a€{0,1}"

pour tousi € Net j €7 [
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3.2.8 Proposition. Soit I un idéal homogéne de k[x| avec la graduation standard sur Z et =
un ordre multiplicatif quelconque sur le monomes de k|x]. Alors

1. k[x]/I et k[x]|/ins (I) ont la méme function d’Hilbert;
2. dim k[x]/I = dim k[x]/in.(]) ;

3. projdim S/I < projdim k[x]/in. (I) ;

4

. reg k[x]/I < reg k[x|/in.(I) et si in.(I) est un idéal monomial libre de carrés
kix]/iny (1) < dimk[x]/T +1;

depth k[x]/I > depth k[x]/in. (I) ;
siin(I) est Cohen-Macaulay, alors I est Cohen-Macaulay ;
st in(I) est Gorenstein, alors I est Gorenstein ;

Pour tout d € N, pg(I) > pa(in.1).

NS> =

Preuve. Les points 1 jusqu’au 7 sont bien connus. On démontrera le 8.
D’apres le corollaire 3.2.7 pour tous i € N et j € Z, 3; (1) < B;(ins(I)). De cette fagon,
si B ;(iny- (1)) = 0, alors f; ;(I) = 0.
Donc, pour tout d € N, py(I) > pg(in.1I). m

3.2.9 Proposition. Soient I C k[x] un idéal engendré par des éléments homogénes de degré
d, = un ordre monomial sur k[x], alors

Bi.a(I) = Bia(in(I)) pour tous i < pg(in(I)) +1 et j €N, et
Bpa(in(D)),pain(0)+d (L) = Bpy(in(1)pa(in(r))+a(in(l))-

Preuve. Posons p = py(in(I)). Comme in([) a la propriété Ny ,, pour i < p, 3; j(in(I)) = 0 pour
tout j # i + d et la table de nombres de Betti de in(I) a la forme suivante avec m := reg(inf) :

0 1 . p—1 P . P
d | Boa Brar1(n(D)) ... Bp—ipgra—1(in(l))  Bppra(in(l)) ... By pra(in(l))
d+1]| 0 0 . 0 Bypran((D)) .. Bopras:(in(]))
m | 0 0 . 0 Bpprm(n(D) oo Bpprm(in())

Par le théoreme 3.2.6 nous avons (en prenant A = Z) que f3; (1) < B;;(in(1)). alors §; ;(I) =0

pour tout ¢ < p et pour tout j # ¢ 4+ d. D’autre part, d’apres le théoréme 3.2.8 et la proposition
1.9.3
K(I;t)
(L=t

K (in(1):1)
=ty

— H(Kx)/I;t) = H(k[x]/in(D); ) =
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ou K(Mt) = > 5 j>0(—1)iﬂi_1,j(M)tj, et soit M = 1, soit M = in(l). Donc
K(I;t) = K(in(I);t) et par conséquent [K(I;t)]pra = [K(in(I);t)]pra. Ainsi

p—1 p—1
Z(—l)iﬁz‘,wd(—’)twd + Bpaap(DEHP = Z(—l)"ﬁi,i+d(in(1))t”d + Bpasp(in(I))tP.
i=0 1=0

Donce, pour 0 < i < p, Bi+q(I) = Bira(in(I)). De cette facon on peut conclure :

Bi;j(I) = B;;(in(1)) pour tous i < p et j € N, et
Bpp+d(1) = Bpp+a(in(l)).

3.2.10 Corollaire. Soit I un idéal de k[x] engendré par des éléments homogéenes de degré
d et = un ordre monomial sur k[x]. Si in(I) est d-linéaire, alors I est d-linéaire aussi et

Bi;(I) = Bij(in(1)) pour tous i,j € N.

Preuve. Le résultat provient du fait que py(in(I)) = oo et des propositions 3.2.9 et 3.2.8. 1l
peut aussi étre déduit du point 4 de la proposition 3.2.8. [

3.3 Extensions binomiales des idéaux simpliciaux

Soient I" un complexe de cliques avec ’ensemble de sommets V(I') = {zg, x1, ...,z }. Rappellons
la construction due a M Morales et M.L. Ha qui apparait dans [20] : soit F' C I" une facette

deFtelleque{:z:O , 11 }{:I:O , 12 },...,{x(F)

0 l
dire que chaque aréte est contenue seulement dans une unique facette de I' qui est F. A chacune
(£) )

1071

} sont des arétes propres de F', c’est a

de ces arétes, par exemple {x; )} on associe un ensemble Y( , qui peut étre (). On définit

y () = :’EYJ( ) en supposant que Yj( e Y](, = () pour tous j,j' € {1,....,mp}, i #j ;etT
I'extension de I' en ajoutant les nouvelles facettes FUY () qu’on notera F avec YyE Ny E) =

ot F et I’ sont des facettes distinctes de I'. Si Y ) est non vide avec Y = {yzjl, ces Yigng, 1
nous définissons Zr comme l’ideal de mineurs 2 x 2 de la matrice :

25 @) (F) (F) (F) (F) (F)

Yid oo Y A Yid e Ui | e | Y Y

o ZO 11 1M4q 21 2Ny mp mp Wim

Mp=1 (= (& P | (P 2P (F) F
Yil Yz oo Ty Yig -+ T, o | Y2 e Ty,

Dans le cas contraire Zp = 0. A partir de 13, nous définissons I’extension binomiale B C k[V(T)]
du complexe simplicial T :

Bf = If + Jf’ avec Jf - ZF facette de FIF'
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F) (F F) (F
Z(O)sz(l)}’{xg )’xl(Z)L

ce {:L‘E)F), :cg;} on peut associer Yl(F) =0a {xl(.f),ng)}, mais Y F) #£ 0, donc T est ideal de

3.3.1 Remarque. Pour une facette F' de I' avec des arétes propres {x

mineurs 2 X 2 de la matrice :

(F) | (F) (F) () (F)

M Tig | Yiol o Yimgy | 0 [ Yimpl o Yimpni,,
=1 e @ R (F) o)
i 2 e in o yikF2 .. e

Les idéaux Ir sont des idéaux de scroll et il est bien connu que les idéaux de scroll sont des ideaux
toriques (voir proposition 4.3.8). Or la somme d’idéaux de scroll n’est pas toujours torique. En
fait, dans la proposition suivante on voit que dans certain cas Ji n’est pas torique. Pour cela, il
faudra avant introduire un sous-ensemble de sommets de I'.

3.3.2 Définition. Pour chaque facette F du complexe de cliques T' tel que F # F, on notera
Vi (Mp) Uensemble de sommets de T' qu’apparaissent dans Mg , sinon Vp(Mp) = ().

3.3.3 Proposition. Soit I' un compleze de cliques et By une extension binomiale du compleze
simplicial. S’il existe deux facettes F, F' de ' differentes tel que |Vo(Mp) N Ve (Mpr)| > 2, alors
Jg n’est pas un idéal de réseau.

Prewve. Comme |Vr(Mp)NVr(Mpr)| > 2il y a deux colonnes de Mp et My tel que les entrées
de la deuxieme ligne coincide, c’est a dire,

<Z>,<Z,>ecol(MF)et<Z>,<i,>ecol(MF,).

Donc f =va’ —wz,g = yx — za’ € Jp. Ainsi
z2f +vg = z(va’ —wz) +v(yr — za') = vyx — wze = x(vy — wz) € Jp.

De cette facon vy —wz € (Jg, (x1 - - ,)>°). Mais vy — wz est un binome homogene de degré 2,
aussi comme tous les mineurs des matrices My pour F # F facette de I'. Alors si vy — wz était
dans Jg, il existirait ai,...,as € k tel que vy —wz = Y7 | a;p; pour certains mineurs p; des
matrices Mp. Or aucun terme des mineurs de tous les matrices My divisent pas vy ni wz, donc
il n'existet pas ai,...,as € k tel que vy —wz = Y7, a;p;, par conséquent vy — wz ¢ Jy. Ainsi
Jr # (Jg, (x1---2,)>). De cette facon on conclut que Ji n’est pas un idéal de réseau. n

Il nous reste a définir d’autres idéaux pour chaque facette F', qui on permettra de faire la
décomposition premiere de Bg. Ils sont les suivants : Jp = (Zp, (V(I') \ F')) C k[V(I')], pour
chaque facette F' de I'. De 1a on peut énoncer la proposition suivante :

3.3.4 Proposition. ([19, Proposition 1.4]) La décomposition primaire de By sur k[V (I')] est :

Be= () Jr

F facette de T
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3.4 Bases de Grobner d’une extension binomiale

3.4.1 Notation. Soit M une matrice, on notera [M]; ; 'élément de M qui est dans la ligne 4
et colonne j.

3.4.2 Proposition. Soient x = {x1,...,x,} ety = {y1,...,yn} deux familles des variables
qui ne sont pas nécessairement différentes, mais on peut ordonner xUy de telle facon que x; > x;
avec 1 < i< j<n etz >y avecl < i < n. Soient kjx Uy| l'anneau de polynéomes sur k
avec X Uy comme variables, dont les monomes sont ordonnés par l'ordre lexicograpique, et M

la matrice suivante sur k[x Uy]
M= ( r1 T2 ... XIp )'
Yy y2 .- Un

Soit B := Iy(M) l'idéal engendré pour tous les mineurs 2 x 2 sur M. Alors,

1. insex(B) est un idéal monomial quadratique libre de carrés et 2-linéaire, et de méme in(B)
est engendré par les diagonales allant de haut en bas et de gauche a droite, c’est a dire que
insiex(B) = (wy; 1 1 <i < j<n).

2. T'(insiex(B)) est un complexe de cliques et en appelant Kyuy le graphe complet sur les
sommets x Uy, nous avons que I'(ins1ex(Z)))1 est obtenu a partir de Kxuy en enlevant les
arétes correspondantes aux diagonales allant de haut en bas et de gauche a droite.

3. Les facettes de T'(insjex(B)) sont F; = (x Uy) \ {z1,.- ., Ti=1,Yit1s---,Yn}, DOUT i €
{1,...,n}.
4. B est 2-linéaire, de méme f3; ;(B) = f; ;(in(B)) pour tous i,j € N.

Preuve.

1. D’apres la proposition 3.1.11 insjex(B) = (z5y; : 1 <4 < j < n) est un idéal monomial
quadratique et insjex(B) est libre de carrés lorsque les variables x Uy sont ordonnées
comme dans 1’énoncé de la proposition. D’ailleurs, nous pouvons ordonner les générateurs
de in(B) de la facon suivante :

T1Yn
T1Yn—1 T2Yn

T1Y4
T1Y3 T2Y4
T1Y2 €L2Y3 T3Y4 Tn—1Yn

Donc, on définit A; := {y;} et P; :=<x1,...,2;-1 >, pouri=2,...,n; P, =10;
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D; =@ ;11 <Aj >=<yit1,...,Yp > pouri=1,...,n et
Qi=D; ®P;={x1,...,Ti-1,Yit1,-- -, Yn}, POur i =1,...,n.

On peut voir que pour tous k € {2,...,1}, et j < k, < A; > xP; C (Py), ainsi par
le théoreme 2.3.4 Qq,...,Q, et une suite linéairement jointe et (Q) = NI’ ;(Q;) est 2-
linéaire. En effet, d’apres le théoréeme 2.3.8 les générateurs de (Q) sont les éléments du
triangle ci-dessus, donc insjex(B) = (Q) et insjex(B) est 2-linéaire.

2. D’apres 1. insjex(B) est libre de carrés. Donc, selon la proposition 2.2.4 T'(insjex(B)) est
un complexe de cliques. De plus, d’apres 1) insjex(B) est engendré par les diagonales allant
de haut en bas et de gauche a droite. Ainsi I'(insex(B)) est obtenu & partir de Kxuy en
enlevant les arréts correspondant aux diagonales en haute a gauche et en bas a droite.

3. Comme Q; = {z; : j ¢ F;}, d’apres la proposition 1.8.3, nous avons que les facettes de
[(ins)ex(B)) sont F;, pour i € {1,...,n}.
4. Comme insjex(B) est 2-linéaire d’apres 1., en utilisant le corollaire 3.2.10 on a que B est
2-linéaire et f3; j(B) = B ;in(B) pour tout i,j € N.
|

Soient I' un complexe de cliques et I une extension binomiale de I'. Nous posons : NF T 'ensemble
de générateurs de [, c.a.d.

NFz = {x"P(")|5 ¢ T et |o| = 2}

et Jp, l'ensemble des mineurs 2 x 2 de la matrice Mp. De cette facon Br = NFrJ(UL_,JF,)
est un systeme de générateurs pour By. En outre :

3.4.3 Théoréme. Soient I' un complexe de cliques, I une extension binomiale de T' et =
un ordre de sommets de V(T) tel que pour chaque facette F de T' avec F # F, nous ayons
[MF]LZ' - [MF]I,j pour 1 <4< j < ’Y(F)’ +1 et [MF]I,i - [MF]Q;L avec i € {1, ceey ’Y(F)’ + 1}.
Alors, By est une base de Grobner de By pour l'ordre lexicographique induit par = sur les

monomes de k[V(T')].

Preuve. Remarquons que si, pour une facette F' de I', Zp n’est pas trivial, alors Zp est en-
gendré par les mineurs de Mg qui s’écrivent [Mp]q;[Mplor — [Mr)ix[Mrl2: avec i < k, ou
[MFpl1i[MFpla ) est le terme dominant pour I'ordre . Par ailleurs, grace au théoreme 3.1.8 et la

Bf
proposition 3.1.9 il faut montrer que S(f, g) — 0 pour tout f, g € By lorsque (Im(f),1m(g)) # 1.
On a quatre cas :

1. f,g € NF, donc ils sont des monoémes et clairement S(f,g) = 0.

2. f,g € Jp pour certaine facette F' de I'. Comme f, g sont des mineurs de la matrice Mp et
que par hypothese, on a [Mp]i; > [Mp]ij,oul <i<j< \Y(F)H—l et [M]1; = [M]a,; avec
ie{l,..., ]Y(F)\ + 1}; alors, d’apres la proposition 3.1.11, Jp est une base de Grébner

pour Zp, et par conséquent S(f,g) 7.
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3. f € NFf et g € Jp pour certaine facette F' de I'. Donc g = [Mp]1i[MFpla i — [Mr)h x[MF]2,
et f = ab, oil'on peut supposer a = [MFp]1; oua = [Mp]a . Ainsi, S(f, 97) = b[Mp|i k[MFl2,;.

Par ailleurs b ¢ F et soit [Mg] ), € YI) C F, soit [Mpla,; € YF) C F. Par conséquent,
soit b[MFp|1, € NF, soit b[MFp]i , € NFy; et dans les deux cas nous avons S(f,g) — 0.

4. f € Jp et g € Jp pour deux facettes différentes F et F' de I'. Comme (in(f),in(g)) # 1,
les matrices Mp et Mg doivent avoir un sommet z en commun avec x € F N F’ tel que
z|in(f) et z|in(g). Pour ce sommet on a quatre possibilités :

(a) Soit z = 3:2(-5) = xl(f’).
De cette facon f = z[Mp)ay — [Mp]1 k[ Mp]21 pour un certain k € {2,..., V)| +1}
et g = &[Mpr)o, — [Mp/]1 - [Mp]2q pour un certain r € {2,...,|YF)| 4 1}. Ainsi, on

S(f,9) = —[Mp/|2,[Mp|1x[MFl2g + [MFlox[Mpi]1 0 [Mpr2 1.

Maintenant, pour [Mp]sj on consideére deux cas :

i. Soit [Mplax € V(I). Alors [Mplay ¢ F’. Car sinon, {z,[Mplox} € F' et
{x,[MF]a1} ne serait pas une aréte propre de F, comme la définition de By
le demande.

ii. Soit [Mplay ¢ V(I). Alors, par définition de By, [Mplay ¢ F'.

Dans le deux cas [Mplax & F’ et de la méme fagon on obtient que [Mpr]a, ¢ F.
De plus, comme k,7 > 2 on a que [Mp]y k, [Mp]i, ¢ V(I'). Par conséquent

[Mpr)o o [Mp)1 g, [IMFlok[Mpr]1, € NF3,

de cette fagon :

[Mpr]2,r M)k, [MFP]2, e [Mpr]1

S(f9) 0.

(b) Soit x = 2 = ml(-SF,), ott s € {1,...,mp}. Alors il existe t € {1,...,|YF)| 41} tel

10

que 1‘55) = [Mp]2s.
De plus f = z[Mp|ax — [Mr]1 1[MF]a1 pour un certain k € {2,...,[YE)| 4 1} et
g = [Mp]1 2 — [Mpi]14[Mpr]o, pour un certain = € {1,..., V)| 41}

Comme in(g) = [Mp]y y2, alors t > 2. Par ailleurs, on a

S(f,9) = —[Mp1r [Mpl1 e[ Mp]SY + [Mplo o[ Mp)1[Mp)2,.

Maintenant, pour [Mp]s ; on considere deux cas :

i. Soit [Mplax € V(I). Alors [Mplayx ¢ F’. Car sinon, {z,[Mplax} € F' et
{z,[MF]2} ne serait pas une aréte propre de F, comme la définition de By
le demande.

ii. Soit [Mplayr ¢ V(I). Alors, par définition de By, [Mplax & F'.
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Dans le deux cas [Mplax & F’ et de la méme fagon on obtient que [Mp/]1, ¢ F.
De plus, comme k,t > 2 on a que [Mp]y k, [Mpr]1 ¢ V(I'). Par conséquent

(Mp)1 M)k, [MFPlok[Mpi]1: € NF3,

de cette fagon :
!
[MF/}1,T[MF}1,k1[MF]2,ky1(",an2

S(f,9) 0.

(c) x = xz(f) = a:z(fl), oup e {l,....omp} et s € {ji,...,mp}. Alors il existe ¢t €

(L. Y41} et ' € {1, [YE| 41} tels que o) = [Mplay 2" = [Mpilayp.
Alors f = [Mp]y .z — [Mp]1 [Mp]ax pour un certain k € {1,..., [V 41} et
g = [Mp/]1 2 — [Mpr]y g [Mp]2, pour un certain 7 € {1,...,|YF)| 41},

Ainsi, comme dans le cas précédent on peut prouver que t > 2 et t' > 2. Par
conséquent

S(f,9) = —[Mp/)1[Mpl[MFlog + [Mplg[Mp] e [Mpra,
De meéme fagon que dans le cas précédent on peut prouver que [Mp]iy ¢ F' et
[Mp]iyr & F.
De plus, comme ¢,t' > 2 on a que [MFp|1, [Mpr]1 ¢ ¢ V(I'). Donc
[Mpr]1e[ME]1e, [MP]y o [Mpr]1p € NFR,

de cette fagon :
[Mpr]1,r[ME)1 e [MEp] pe[M gy

S(f,9)
B,

Donc, pour tous f,g € Bg, S(f,g) — 0, ainsi on conclut que B(FH) est une base de Grébner
pour Bg. m
3.4.4 Définition. Soient M une matrice de scroll, notée

M:<x1 To ... xn>

Yy Y2 oo Yn )
Soit II € S, on pose
H(M) _ ( xn(l) xn(g) xH(n) > ‘
Yoa) Yae) - Yrum)

On dit que la permutation IT € S, est une permutation admissible de la matrice de scroll M
si II(1) = 1 et pour tout i € {2,...,n} et j < i, yny) # (). Cela signifie en particulier que
I’ordre dans le bloc est respecté par II.
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3.4.5 Definition. Soient G un graphe, I' = I'(G) son complexe de cliques, T une extension
binomiale de I" ou F1, ..., Fj, sont toutes les facettes de I tels que Fj, # Fp,, pour h € {1,...,k}.
On notera par Py I'ensemble :

{(1,....I;) € S 1118 ®Syy, |41 Vh € {1,...,k} I} € S|vg, |+1 permutation admissible pour Mp, }.

3.4.6 Définition. Soient G' un graphe, I' = I'(G) son complexe de cliques, I' une extension
binomiale de T ot FY, ..., F}, sont toutes les facettes de I' tels que F}, # F'j,, pour h € {1,...,k}.

(1)

Soit IT € Pr. On définit le complexe simplicial T comme le complexe de cliques engendré

par le graphe (f(n))l obtenu de (T'); en enlevant toutes les arétes correspondant aux diagonales
allant de haut en bas et de gauche a droite de II(Mp,), ou j € {1,...,k}. Si Il est I'identité, on

écrira T au lieu de T(H).

3.4.7 Exemple. Soit I' le complexe engendré par G de la figure 3.1. A la facette F' = {a,b, ¢}
on associe la matrice suivante :

y z

z ¢ )’

By = (ad,ce,be,bd, xd, ze,yd, ye, zd, ze, ax — w?, ab — wx, az — wy, ac — wz, wh — 2,
wz — yx, we — xz, 2 — by, xx — bz, yc — 22).

M:<CLU)$

w T b

On permute les colonnes de la fagon suivante :
a w Yy T z
(M) = .
(M) ( w x z b c )

Nous pouvons voir que la permutation II est une permutation admissible pour M, donc G :=T;
et G = fll, a"m = fﬁH) sont décrits sur la figure 3.1.

X X X
b w b A b w b
a c a c a c a c
y Z y z y zZ
€ d € d € d e d
G el oo red
FiGURE 3.1 —
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Dans 3.4.8 et 3.4.13 on définira sous certaines conditions un ordre sur le sommets de ' de sorte
e e . L .. . =1

qu’il satisfaira les conditions du théoreme 3.4.3 ce qui impliquera que I sera le complexe

simplicial associé a I'idéal initial de By par rapport a 'ordre léxicographique relatif a cet ordre

de sommets (voir théoreme 3.4.13).

3.4.8 Définition. Soient G' un graphe, I' = I'(G) son complexe de cliques, I' une extension

binomiale de I et A un ordre pour les facettes de I', disons A = F7,..., F}, de sorte qu’il existe
kE<ltel que pour 1 < h <k, F, #F et pourk < h <1, F, = F}. Etant donné II € Px,
soit L} (II;,(Mp,)) Densemble de tous les sommets qui apparaisent dans la premiere ligne de
la matrice de Mp, et n’apparaissent pas dans le premiére ligne d’une matrice d'une facette
précedente. L’ (I (MF,)) est ordonné par Pordre décroissant des colonnes et si z € L) (I, (Mp,))
et 2 € Li(Ilp(Mp,,)) alors z > 2’ si et seulement si h < h’. Les sommets restants, nous les
ordonnons apres les autres avec un ordre quelconque. Nous notons cet ordre des sommets >y ,.
Dans le cas ou Ilj est I'identité dans S\th\ﬂ pour chaque h € {1,...,k}, on notera >, par
>,. 9’il n’y a pas de confusion par rapport a I'ordre A nous écrirons >11 et > en lieu de >, et
>

3.4.9 Exemple. Soit I' le complexe engendré par Fy = {a,b,c}, Fo = {b,c,d} et F3 = {a,e, f}
qui est clairement un complexe de cliques avec graphe générateur G comme dans la figure 3.2.

y
c d w ¢ d
a / a
€ €
b b X
7z U Vv
FIGURE 3.2 —

De la méme figure nous pouvons voir que ses arétes propes sont : {a,b}, {a,c}, {b,d}, {c,d},
{a,e}, {a, [}, {e, f}. Soient Mp,, Mp, et Mp, les matrices suivantes :

)

f

w _(d x|y [ a
c)’MF2_<x b c>etMF3_<z

Br = (ad,be,b, f,ce,cf,de,df,zc, zb, zd, zw, zu, zv, zx, zy, we, w f, wd, wx, wy, ue, uf, ud, uy, uzr,
ve,vf,vd,vx, vy, ya,ye,yf, xa, xe,x f, av — uz, ab — uv, ac — vw, ub — v2, uc — wv, ve — bw,
db — 2%, dc — zy,xc — by, af — 2?).

a u v
i

u v b

Donc
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En outre, T' est engendré par le facettes F; = {a,b,c,w,x,y}, Fo = {b,c,d,z,y} et F3 =
{a,e, f,z} ou le graphe générateur est G, comme on peut voir dans la figure 3.2. Ainsi un ordre
> pour le sommets de Test :a >u>v>w>d>x>y>2z>b>c> f > e Par ailleurs, si
on fait les permutations de colonnes II = {II;, Iy, i} suivantes pour Mg, , Mp,, Mp, :

§>,H2(MF2>=(d Y f)eti(MF3>=<;‘ ;)

T c
un ordre >y pour le sommets de Cest :a >w>u>v>d>y>x>2>b>c> f >e.

a w u
u ¢ v

I (Mp,) = <

O

3.4.10 Proposition. Soient G un graphe, I' = I'(G) son complexe de cliques, T' une extension
binomiale de I' et X un ordre pour les facettes de I", disons A := Fy, ..., F}, de sorte qu’il existe
k <1 tel que pour 1 <i <k, F; # F; et pour k < i <1, F; = F; (voir définition 3.4.8). Alors
les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout Il € P l'ordre “>\,” de sommets de I satisfait la propriété que pour chaque
1 SJ < k7 [Hj<MFj)]1,s/ >)\H [HJ(MFJ')]LS pO'U,T‘l S 8/ <s< ’Y<FJ)H-1 ot [Hi(MFj”LS >>\H
[Hj(MFj)]Q,s pour 1 <s < |Y(Fj)’ +1.

2. L’ordre > de sommets de T satisfait que pour tous 1 < j <k etl<s <s< |Y(FJ')\ +1,
[MF;]1,s0 >x [ME;]1,s 5 et pour tout 1 < j < Y ()| 41 [MF;]1,s >x [(MF;)]2,s-
3. pour tout 1 < i < k et pour tout j > i fixre on a deuzx cas
(a) Si [ME]11 = [MF,]a,1, alors il existe i’ < i tel que [Mp,]11 = [MF;]1,1 et pour tout
J' < Ml # [Mp, i
(b) Si [Mp]11 # [MF;]2,1, alors [Mp,|11 n'apparait pas dans la deuziéme ligne de M, .

Preuve.
1 = 2) En prenant IT comme la permutation identité laffirmation 1 devient 'affirmation 2.
2=3) Soit 1 <i<ketj>i Onadeux cas:
(a) Soit [Mp;]1,1 = [Mp;]2,1. Par le point 2, [Mp;]1,1 > [MF;]21 = [MF]1,1, alors par définition
de > il existe i’ < i tel que [Mp,]11 = [MF;]1,1 et pour tout g <, [MF],,]LI # [Mpg]11-
(b) Soit [Mpg]1,1 # [Mg;]2,1. On prouvera par I'absurde que [MF,]1,1 n’apparait pas dans la
deuxiéme ligne de Mp,. On suppose alors qu'’il existe 1 < s < [YU5)| 41 tel que (Mg a1 =
[MF;]2,s et par définition de “>,”

[ME;]2,s = [MF,]1,1 >x [ME;]1,s,

pour tout 1 < s’ < Y|+ 1. En particulier [MFp.|]s s > [MFp,|1.s qui est une contradiction
J ’ J )
par rapport a [Mp,]1,s >x [MF;]2s. Alors [Mf,]11 n’apparait pas dans la deuxiéme ligne de
Mp,.
3 = 1) Par définition de “>,,” nous avons que pour chaque 1 < h < k, [II4(Mp,)]1; >y
[, (Mp,)]1s pour 1 < j < s < |[YUR)| 4+ 1. 11 nous reste prouver que [IT;(Mg,)]1; >,
[T, (MF, )]2,; pour 1 < j < |[Y(Fr)| 4 1. On a les trois cas suivants :
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1. j =1 donc [II}(Mpg,)]i1 = xz(»fh). On a deux cas :
e Le premier bloc de la matrice M, a plus d'une colonne. Alors [IIj,(Mp, )]21 = yl.(fl),

par conséquent il existe 1 < j < [VU)| 41 tel que [TT,(Mp,)]1; = yz(lFl) et par définition
de “>,,” nous avons que

) = [y (Mg )11 > [Th(Mp))1j = vty = [Ma(Mp,)]21.

20

(F)

e Le premier bloc de la matrice M, a une colonne. Alors [II(MFp, )]21 = x; * et on a
deux cas :
— Pour tout 1 < j < h, ngh) n’apparait pas dans la premiére ligne de toute matrice
M;, donc de la définition de Aip

2 = [ (M1 >ay WMy = 2 = [0, (Mg, )21

10 i1

— Il existe 1 < j < h, xz(fh) = II([MF;])11 = [MF;]1,1. Alors, par le cas (a) du point 3,
il existe i' < i tel que [MF,]11 = [MF;]1,1 et pour tout j" < ', [MF,]11 # [MF;]2.1-
D’apres la définition de Ar,

2y = [Ma(Mp)J10 >x DM, )1 = @i = [IT(M, )]z

20

2. 5 # 1 et II(Mp,)h, # yl(%z pour tout 1 < r < mp,. Par conséquent il existe
1 <r <mp, et 1 <s < n, de sorte que [II,(Mp,))h,; = yz(j\;[) et de cette fagon
[y, (Mp,)]2,; = yl(j‘g_l et comme II € P, II;, est une permutation de premier ordre et on

a qu’ il doit exister j’ > j tel que [II(Mp,)]1,j» = yﬁ‘fll et alors par définition de “>,”

Mn(Mp,); >an Ha(ME)]1 = [Hn(ME,)]2,;-

3. j # let IL(Mp)h, = yZ(TF;LZ pour certain 1 < r < mp,. Alors [II,(Mp, )]s, = mgfh).
Ainsi on a deux cas
(Fr)

e Pourtout1 <j<h,x n’apparait pas dans la premiére ligne de toute matrice M,
donc de la définition de A, [Hi(MFi)h,j >an= xz(fh [Hh(MFh)]QJ.

o Tlexiste 1 < j < h tel que [II4(Mp,)]o; = ai' = T([Mg,])11 = [Mg]11. Comme
j>1,ilexiste s € {2,...,|YER)| 41|} tel que [T, (Mg, )2 = [MF,J2.s, ce qui contredit
le cas (b) du point 3. Donc ce cas est impossible.

28

3.4.11 Définition. Soient I' un complexe de cliques, I' une extension binomiale de I', un ordre
A des facettes A := Fy,...,Fj de I' de sorte qu'il existe k < [ tel que pour 1 < i < k, F;, # F;
et pour k < i < [, F; = F;. Nous disons que \ est un ordre admissible si nous avons que la
propriété 3) de la proposition 3.4.10 est satisfaite pour ordre A.
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En général, pour tout complexe de cliques I' et une extension binomiale I' de T, il n’est pas
toujours possible trouver un ordre pour les facettes F' de I' tel qu’il soit admissible, comme nous
le verrons dans ’exemple suivant :

3.4.12 Exemple. Soit I' le complexe de cliques engendré par le graphe G de la figure 3.3.

Ainsi, Fy = {a,e,b}, Fy» = {b, f,c}, F3 = {c,g9,d}, Fy = {d, h,a} sont les facettes de I". Nous
associons a chaque facette les matrices suivantes :
2 > et

a X

v cC Uu
f>MF"’:<u g

En regardant tous les ordres possibles pour les facettes de I nous pouvons voir que si G1, Go, Gs, G4
est un ordre pour les facettes de I', alors il existe i € {2,3,4} tel que [M(G1)]1,1 apparait dans
la deuxieme ligne de M (G;).

a b
h f
d c
g
G
FIGURE 3.3 —

Or de la proposition 3.4.10 et le théoreme 3.4.3 on déduit le théoreme suivant :

3.4.13 Théoréme. Soient I' un complere de cliques, T une extension binomiale de T et X
un ordre admissible pour les facettes de I'. Soit II € P. En ordonnant les sommets de T par
>\ (voir définition 3.4.8), on a :

~ Bp est une base de Grobner pour By avec lordre lexicographique sur les monomes de k[V].

— L’idéal ins, (Bp) est un idéal monomial quadratique libre de carrés. En fait les générateurs

de insp,  (Bp) sont les non-arétes de G et les diagonales allant de haut en bas et de gauche a
droite de II(Mp, ), ou k € {1,...,1}.
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3.4.14 Remarque. Soient I un complexe de cliques, I' une extension binomiale de I' et A un
ordre admissible pour les facettes de I' et II € Pr. On peut remarquer que in,,_ (By) est un
ideal monomial libre de carrés d’apres le théoreme 3.4.13 et le complexe associé a iny,  (By) est

le complexe de cliques f(n) définit dans 3.4.6. Rappelons que f(n) est le complexe de cliques
obtenu & partir de (T'); en enlevant toutes les arétes correspondant aux diagonales allant de haut
en bas et de gauche a droite de II(Mp, ), ou k € {1,...,[}. En particulier pour toute facette F

de T, la restiction de T & F coincide avec < F > si F = F et coincide avec [(ing(Zp)) si
FLF.
3.4.15 Proposition. Soient I' un compleze de cliques, T une extension binomiale de T' et
IMeP. Alors :

1. les facettes de T sont

Fpy = Fp \{[a(Mp,)1 1, - - [Ta(Mp,)]1 -1, Ta(Mp,)]2,541, - Ta(ME)]y vt 41
pour 1 < h <k etlSjS\Y(Fh)\+l, et
Fy, = Fp,

pour k < h <.

(F) .
2. Soit Fy,...,F; un ordre admissible pour les facettes de I'. Siin, Tp, = OLY +1|(Q§FJ))
est la décomposition primaire de in.py,  Tp,, alors

k F. . . .
iy (B ﬂ A QI VTN F)) (s (VD) F)

est la décomposition primaire de ins_ (Bp).

Preuve.

1. Par la définition de f(n) (voir 3.4.6), f(n) est un complexe de cliques. Donc, les facettes

(D)

de T(H) sont les cliques maximales de I'; ’. En posant Kr; le graphe complet sur les

sommets de F}, on a par définition de T quel; = UlhzllC r,- Par contre, en partant de la

(1)

remarque 3.4.14 T'; ’ est obtenu & partir de I'; en effacant tous les arétes correspondant
aux diagonales allant de haut en bas et de gauche a droite de chaque matrice II(Mp, ) pour
h e {1,...,k}. Comme cette opération affecte des arétes propres de I'1, on a :

—=(I1
T = (UK ) e K7,

ou IC’ ~est le sous-graphe de K+ F, obtenu en effagant tous les arétes correspondant aux

dlagonales allant de haut en bas et de gauche & droite de II(Mp;) pour chaque j €
{1,...,k}. Comme les sommets V(Mp,) n’apparaissent pas dans Mp,, nous avons que
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A N . ,
ICFh = th\(Fh\Vr(MFh)) U ICFh\VI‘(MFh)’ ou l'union est disjointe et ]ij\Vr(MFj) est le

sous-graphe de ]th\( Fu\Vi (Mg, ) obtenu en effacant toutes les arétes correspondant aux

diagonales en haut a gauche et en bas a droite. Mais la proposition 3.4.2 nous dit que
) R, . .
ICFh\ (F\VE (M ) — (I'(in> e (Zazg, )1 et que ses cliques maximales sont

Fp; = Fu \{[In(Mp,)l11, - - (M, )11, Tn(Mp, )2 +1, - - (M, )]y jy e 41}
Alors, on peut concluire que les facettes de I'™ sont
Fp; = Fp \ {I(Mp,)l11, - [@a(Mp,)]15-1, (M )]2541, - - [Ta (M)l y o) 41}

pour 1l <h<ket1<j<|YUW| +1etF),=F,
2. Celle-1a suit de la proposition 1.8.3 et 1. .

3.5 Ordres admissibles

Dans cette section nous essaierons de voir les conditions nécéssaires pour avoir un ordre admis-
sible sur les facettes d’un complexe de cliques I' d’'une extension binomiale I'.

Soient G un graphe, I' := I'(G) le complexe de cliques engendré par G et I' une extension
binomiale de I'. Soient Fi,..., Fi, Fiy1,..., F; les facettes de T' telles que pour tout 1 < ¢ < k
F; # F; et pour tout i > k, F; = F;. Par définition de l’ordre admissible (voir définition 3.4.11)
nous remarquons qu’il suffit d’ordonner les premieres k-facettes de I' par un ordre admissible
pour obtenir un ordre admissible sur ’ensemble de facettes de I'. Ainsi, dans toute cette section
on ne fera attention qu’a la famille F := {F facette de I : F' # F'}. Clairement, si |F| = 1 les
facettes de I" sont ordonnées avec un ordre admissible.

3.5.1 Remarque. Si F a un ordre admissible, alors toute sous-famille 7/ C F admet un
ordre admissible, car ’ordre admissible de F restreint sur la sous-famille 7/ C F est un ordre

admissible de F".

Soit I € F, alors la matrice Mpr # 0 et pour toute cette section on notera xf) = [MFE,]1,1 et nous
posons Lao(MFp,) 'ensemble de tous les éléments de la deuxieme ligne de Mp,.

3.5.2 Lemme. Soient G un graphe de cordes, I' := I'(G) le compleze de cliques engendré par G

et T une extension binomiale de T. Soit une sous-famille F' ordonnée, a savoir
F' ={F,...,F,} C F ous > 1, telle que zjy € Lo(Mp,,,) pour tout i € {1,...,s — 1} et
zj € Lo(Mp,), alors F' nadmets pas d’ordre admissible.

Preuve. Soit IT € S une permutation quelconque de {1,..., s}, donc Frqy, -+, Fries) n’est pas

un ordre admissible pour les facettes de F’, puisque :

— SiII(1) # s, alors :L'(()H(l)) € Lo(Mpy ., ), donc il existe 1 < j < s tel que II(j) = II(1) +1; et
par définition de l'ordre admissible Fyy(q), ..., Fyy(s) n’est pas un ordre admissible.
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~ SiII(1) = s, alors il existe 1 < j < s tel que I(j) = 1 et z{"") € Ly(Mp,) = Lo(Mp,,); et
par définition de 'ordre admissible Fy(yy, ..., FIi(s) n’est pas un ordre admissible.
De la on conclut que F' n’admet pas d’ordre admissible. m

3.5.3 Soit F’ une sous famille de F de cardinal s. On dit que F’ satisfait la propriété 3.5.3
si et seulement s’il existe un ordre pour les facettes de F', & savoir, {Fy,..., Fs} tel que :):6 €
LQ(MFHl) oui e {1, e, 8 — 1} et .T(S] € LQ(MFl).

3.5.4 Proposition. Soient G un graphe, I' := T'(G) le complexe de cliques engendré par G et
I' une extension binomiale de I'. F n’admet pas d’ordre admissible si et seulement s’il existe une
sous-famille F' satisfaisant la propriété 3.5.3.

Preuve.

=) Soit 1 < s < k Dentier qui satisfait que pour toute sous-famille F* C F avec |F*| < s,
F* admets un ordre admissible et tel qu’il existe une sous-famille 7' C F avec |F'| = s qui
n’admet pas d’ordre admissible. Clairement s > 1, puisque pour toute sous-famille 7* C F tel
que |F*| =1, on a que F* admets un ordre admissible. Nous montrerons que pour la famille
F' existe un ordre, a savoir 7' = {F,..., F,}, tel que xf, € Lo(Mp,,,) oui € {1,...,s — 1}
et l“a € LQ(MF:[).

1. Montrons d’abord par I’absurde que :
VF € F' il existe F' € F' tel que [MFp|11 € Lo(Mpr).

Supposons donc qu’il existe une facette F' € F’ telle que pour toute F’ € F/,
[Mpliy ¢ La(Mp).

Par hypothese, 7'\ {F'} admet un ordre admissible,a savoir, F/\ {F} = {F1,..., Fs_1}.
Alors [MFpl11 ¢ La(MF,) pour toute i = 1...,s—1, et de cette facon F, F,,...,..., Fj
est un ordre admissible sur F/, mais on avait supposé que F' n’admetait pas un ordre
admissible. Par conséquent : VI € F' il existe F' € F' tel que [Mp]11 € La(Mpr).

2. Soit Fy € F' quelconque, par le point 1, il existe Fy tel que [Mp, |11 € Lo(Mp,). Par le
point 1, il existe F' € F’ tel que [Mp,]11 € La(MFp).

e Si F' = F, donc la famille de facettes { F, F»} n’admet pas un ordre admissible, d’apres
le lemme 3.5.2 et par maximalité de s, s = 2 et F' = {F}, F»} satisfait la propriété
3.5.3.

o Si F# Fy, s > 2, on appelle F3 := F. D’apres le point 1. il existe F' € F'\ F3 tel que
[Mp,]11 € Lo(Mpy).

— Si F' = F7, alors la famille de facettes {F1, F5, F3} n’admet pas un ordre admissible,
d’apres le lemme 3.5.4 et par maximalité de s, s = 3 et la famille 7' = {F}, Fy, F3}
satisfait la propriété 3.5.3.

— Si F' = F3, la sous-famille de facettes {F», F3} n’admet pas un ordre admissible qui
n’est pas possible, d’apres la maximalité de s.
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— Donc si F' # Iy alors F' # Fy et s > 3. On pose Fy = F et par la suite on peut
supposer qu’on a trouvé une suite de facettes de F’ distinctes Fy, Fy, F3, ..., Fs
tel que [Mp]i1 € Lo(Mp,,) pour i = 1,...,s — 1. D’apres le point 1. il existe
F e F'\ Fs_1 tel que [Mp 11 € Lo(Mp). Si F # F, a savoir Fj pour j > 2, donc
Fj, Fj4q, ..., Fs satisfait la propriété 3.5.3, ce qui contredit la maximalité de s. Alors
F=F et F/ ={F,F,,...,Fs} satisfait la propriété 3.5.3.

<) Par le lemme 3.5.2 F' n’admet pas d’ordre admissible. Ainsi, par la remarque 3.5.1 F
n’admets pas d’ordre admissible.
|

3.5.5 Lemme. Soient G un graphe, I := I'(G) le complexe de cliques engendré par G et T
une extension binomiale de I'. Si |F| < 3, alors F admet un ordre admissible.

Preuve.

(Cas k = 2) S’il n’y a pas d’ordre admissible pour Fi, F5, par la proposition 3.5.4, nous avons
que xy € Lo(Mp,) et 3 € Lo(Mp,). Ainsi {z}, 23} € Fy et {23, 2}} € F, donc {z}, 23} nest
pas une aréte propre de GG, mais ce n’est pas possible car I' est une extension binomiale de T.
Par conséquent il y a un ordre admissible pour Fi, F5.

(Cas k =3) S’il n’y a pas un ordre admissible pour Fi, Fy, F, par la proposition 3.5.4 et le
cas antérieur, on a : x} € La(Mp,), 22 € La(Mp,) et 23 € La(Mp,). De 1a on conclut que
e1 = {ad,xl} € Fy, ea = {a3,23} € F3, e3 = {a{, 23} € Fy et L = {af, 2,23} est une clique
de G, donc L C F; pour certain i € {1,2,3} et de cette fagon e, e2 ou e3 n’est pas une aréte
propre, cela contredit que I' est une extension binomiale de I'. Par conséquent il y a un ordre
admissible pour Fi, Fs, Fj.

|

3.5.6 Proposition. Soient G un graphe, I' := T'(G) le complexe de cliques engendré par G et
I' une extension binomiale de I'. En supposant que le graphe G restreint sur la famille F est un
graphe de cordes, alors il existe un ordre admissible X pour les facettes de T.

Preuve. Si |F| = 1,2 ou 3 par le lemme 3.5.5 on a qu'il existe un ordre admissible A pour la
famille F et par conséquent pour toutes les facettes de I'.

Supposons |F| > 4, nous ferons la démonstration par I’absurde. Nous supposerons que la famille
F n’admet pas d’ordre admissible. Donc, par la proposition 3.5.4 il existe une sous-famille
F' ={F,...,Fs} C Fous>1, telle que zf) € Lo(Mp,, ) oui e {l,...,s—1} et x§ € Lo(Mp,).

Ainsi {l‘6+1,$6} est une aréte prope de Fy41 pour i € {1,...,s — 1} et {z§, 2}} est une aréte
propre de Fy. Dici, {{z,23},..., {x5, 2{}} sont les arétes d’un cycle C' de G, mais comme G

restreint sur la famille F est un graphe de cordes, C n’est pas minimal et il doit y avoir une
clique V C V(C) de taille 3 avec deux arétes e, e’ de C. De cette fagon, nous avons que V C F;

avec i € {1,...,k} et qu’au moins une des arétes e, e’ est dans deux facettes de I', mais cela
contredit le fait que e, e’ sont des arétes propres de I'. Par conséquent, Fi,..., F}, ont un ordre
admissible. [
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3.6 Relation entre les cycles de (I'); et les cycles minimaux du
graphe (T(H))l

Soient Fi,...,F; un ordre admissible sur les facettes de I', et II € Py (voir définition 3.4.5).
Alors d’apres la définition 3.4.8 on a un ordre sur les sommets de I' pour lequel in(Bg) est libre
de carrés grace au théoreme 3.4.13. Dans ce cas on a vu dans la remarque 3.4.14 que le complexe
simplicial T(H) défini dans 3.4.6 est le complexe simplicial associé a I'idéal monomial in(By), alors
in(Bp) = Iz D’apres le théoréme 3.2.6 on a 'inégalité 3;;(Br) < i, (in(Bp)) = Bi,j(Izm) et
on écrira :

Bij(Br) < Bij (I )- (3.2)

De plus, en utilisant cette inégalité on obtient immédiatement la proposition suivante :

3.6.1 Proposition. Soient I' un compleze de cliques et T’ une extension binomiale de T'. Alors,
pour tout II € Pr

p2(Izam) < p2(Br). (3.3)

Donc, si on connait maxmepy, (pg(lf(n))>, on a une borne inférieure de po(By). Comme Iz est

un idéal monomial quadratique libre de carrés, par le théoreme 3.4.13 et la proposition 2.2.13

on déduit que pg(If(n)) + 3 est la plus petite taille d’un cycle minimal de é(n) = (T(H))l.

. . 1 —(1I
C’est pourquoi dans cette section on étudiera les cycles de G( ). D’abord on montrera, dans la
proposition suivante, que la borne inférieure de p2(By) qu'on a donnée dans la proposition 3.6.1
est effectivement la valeur de po(Br) dans un cas particulier :

3.6.2 Proposition. Soit I un polygone de n-sommets 1, ..., x,. Pour chaque aréte {xy, xx+1}

ot k = 1,....,n (xp41 = x1) on associe un ensemble Yy de cardinalité s; € N et on pose
s =il si. Alors B j(Br) = Bij(Ip) et p2(Br) = p2(Ip) = d + s — 3. En particulier k[x]/Br
est Gorenstein.

Preuve. Soient e; = {x1,x2},...,e, = {x,, 1} toutes les arétes de T, alors les facettes de T’
sont les e; avec ¢ = 1,...,n. On peut supposer que, pour ¢ = 1,...,n—1:soit M., =0sis; =0;
soit ‘ ‘
[ yy) . ygi)
€ = (@) () ’
Y Y oo Tl
si s; #0.Sis, =0 alors M., =0; dans le cas s, # 0, alors
en = (n)  (n) '
Yy Yy ... Tp
Soit r < n tel que {i; < --- < i} C V(I') et s;; # 0 de méme si i’ € (V(I'))\ {i1 < --- <},
alors s; # 0. Ainsi, e;,, ..., e;, sont ordonnées selon un ordre admissible. En ajoutant les autres
arétes de I' apres la suite précédente e;,,...,e;. avec un ordre quelconque, on obtient un ordre
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admissible pour les facettes de I'. De cette fagon, on peut définir T et d’apres la remarque 3.4.14,
=/

on voit que I'" est un polygone de n + s sommets. On sait de 'exemple 2.2.16 que la résolution

libre minimale de k[x]/I est de la forme suivante :

0= k[x](—n — s) = k[x]Prto3(—n — s+ 2) — -+ = k[x]"" (—2) = k[x] = k[x]/Ix, = 0,
oupouri=1,...,n+s—3,
Bi = Bi7i+1(k[x]/1f’) = ﬁi—l,i+1(1f’) et 1= Bn+s—2,n+s (k[X]/If/) = Bn+s—3,n+s(lf’)'

Donc p = pQ(If/) =n+ s — 3. D’apres la proposition 3.2.9 et I'inégalité 3.2

0 sijAi+letiAn+s—2,
Bij(S/Br) =14 0 sii=n+s—2etj#n+s,
Bij(kx]/Iy) sij=i+1.

Ainsi projdim k[x|/Bp < n+s—2. De plus, on a K(k[x]|/Bp;t) = K(si/Iy;t). D’ou, en égalisant
les termes dominants nous avons :

n+s—2

1= /8n+5—2,n+5(k[x]/1f’) = Z (_1>n+872ijﬂj,n+s = /8n+s—2,n+s-
=0

Il suit que la résolution libre minimale de k[x]/Br est :
0 — k[x](—n — s) = k[x]?+=3(—n — s +2) ... k[x]" (~2) — k[x] — k[x]/Bg — 0.

En particulier, on déduit que p2(Bg) =n + s — 3 = pa2(Iw) et k[x]/Bg est Gorenstein. "

3.6.3 Lemme. Soient G un graphe, I' := T'(G) son compleze de cliques, T une extension
binomiale de I, Fy, ..., F} toutes les facettes de I' ordonnées avec un ordre admissible et 11 € Pr.

(I )

Alors tout cycle de T ) de longueur > 4 contenu dans une facette de T a une corde dans s

Preuve. Soient F une facette de I' et C' un cycle de longueur > 4 contenu dans F de T.

)

—~ Si F = F, d’apres la proposition 3.4.15, F est aussi une facette de . Donc C' n’est pas
minimal.

~ Si F # F. D’apres la remarque 3.4.14, la restriction de T 3 F est (T'(in(IF))). Alors C' est
aussi un cycle minimal du graphe (I'(in(/r)));. Mais d’apres la proposition 3.4.2 in(I/p) est
2-linéaire et libre de carrés, donc par le théoréme de Froberg (corollaire 2.2.14), (I'(in(Ir)))1
n’a pas de cycles minimaux. Par conséquent, C' a une corde dans (I'(in(/r)))1 et de cette fagon

(1)

C a une corde dans I'" .
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3.6.4 Définition. Soit G un graphe, I' := I'(G) son complexe de cliques, I' une extension
binomiale de I', F1, ..., Fj toutes les facettes de I ordonnées avec un ordre admissible et 11 € Pr.
On dit qu'un cycle C' de G est un cycle minimal II-virtuel si et seulement si soit C' est un
cycle minimal dans G, soit C' n’est pas un cycle minimal dans G, mais C vérifie les propriétés
suivantes :

1. Toute corde de C' n’est pas une aréte de (f(n))l.
2. Sie, e’ € E(C) sont distincts, alors e, ¢’ ne sont pas dans une méme facette de T'.

3. Il existe V' C V(C) tel que Gy est un cycle minimal de longueur > 4.

3.6.5 Remark. Soit G un graphe, I := I'(G) son complexe de cliques, I' une extension bino-
miale de ' et ILII' € Pr. Si e € E(G) \ E(G(H)), alors e € E(G) \ E(G(H )). De cette fagon la
définition de cycle minimal virtuel de G ne depend pas de II, donc un cycle minimal virtuel sera
appelé simplement cycle minimal virtuel.

3.6.6 Théoréme. Soient G un graphe, I' := I'(G) le complexe de cliques engendré par G,
I' une extension binomiale de I', Fy,..., Fy toutes les facettes de I ordonnées avec un ordre

admissible et II € Pr. Alors, tout cycle minimal de longueur > 4 de (f(n))l provient d’un cycle
minimal virtuel.

Preuve. Soit C’ un cycle minimal de longueur > 4 de (T(H))l. Notons ¢ := ||,

E(C") = {{z1, 22}, {22, 23}, - - -, {2g; 21 }},

et pour chaque i = 1,...,¢— 1, e; = {2, zi41} et eq = {2z, z1}. Pour chaque i € {1,...,q}, il
existe une facette F' de I' telle que e; C F. Par le lemme 3.6.3 il existe au moins deux facettes
F # F' deT et deux arétes e; # e; € E(C') telles que e; C F et ej C F'.

Ainsi, on peut construire une suite de facettes I, ..., Fj, dans I' telle que e; C F;,. Dans la cas
ou ej+1 C Iy, alors Fj, | = F;;. Par conséquent on peut réécrire la chaine précédente comme
Fy,...,F,, ouq > s’ > 2 avec Fi, # F,,, telle que C" est divisé en chemins consécutifs
Cj C Fy; de zi; a z;,,, 00t 21 = 2y = Ziy,,- De plus, on peut supposer que Fj, # F; ,; car si
F;, = F;, on peut choisir comme point initial de C’ le point z; .

S S

— Comme, pour tout j € {2,...,s" + 1} zi; € Fj_l ﬂfj, d’apres la définition de I', nous avons
que, pour tout j € {1,...,s}, z;, € T'.

— Il n’existe pas de sous-chaine Fj,, F; . E, de Fyy, ... F;, avec r > j + 2, telle que

J+10
Fi; = F;,. Dans le cas contraire, supposons qu’il existe une sous-chaine Fj,, Fi, ,,..., F;,
de Fj,,..., Fy avec r > j+ 2, telle que F;. = F; . Comme C’ est un cycle minimal
s J i

=(II .
{Zij s Zin b {Zij7 Zir+1}7 {Zij+1’ zi, }, {Zij+1 ) Zir-{—l} ¢ E(F( ))l (voir figure 3.4),

mais ces arétes sont contenues dans Fij .
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zi; € by, zi;+1 € Fy;

Zij42

Zi41 € Fyy 7z, € Fy;

FIGURE 3.4 —

. . =(IT
D’apres la remarque 3.4.14, si e € (E(T) \ E(F( )) alors un des sommets de e est dans la
premiere ligne d’une matrice Mg, ce qui implique qu’il existe deux éléments de
{25 i, 115 %ir» Zirgr b C V(I') qui apparaissent dans la premiere ligne de M. F- Cela contre-
dit la définition de M Fi, -

Alors, on a vu qu'il existe s’ > 2 et une chaine Fj,,...,F;, tels que pour tout j # j' €
{1,...,8}, Fy, # Fi, et tels que C” est divisé en chemins consécutifs C; C Fz-j de z;; & z;;,,, ol
2=z =z Appelons s le plus petit entier vérifiant cela.

Soit C' le cycle avec

V(C) = {ziuziza s Zis} et E(C) = {{Zi172i2}7 R {zi5717zi8}7 {Zis>z1}}'

Soit C est minimal et donc C’ provient de C' qui est un cycle minimal virtuel par définition
3.6.4. Soit C' n’est pas minimal, mais nous allons montrer que C' est un cycle virtuel minimal,
ce qui est la conséquence des trois point suivants :

~ —(II . ..
1. Toute corde de C n’est pas une aréte de (F( ))1, puisque C’ est un cycle minimal de
(1)
I
2. Par construction de C' et d’apres la minimalité de s, pour toute paire e, ¢’ € E(C), ni e,
ni €/ n’appartiennent & une méme clique de G.

3. Il existe V' C V(C) tel que Gy est un cycle minimal de G. Si ce n’est pas le cas, il existe
ij € {1,...,s} tel que {z,-j, zi].+2} est une corde de C. Alors, D = {z,;]., Z¢j+1,zi]-+2} est une
clique de G, donc il existe une facette F' dans I' qui contient D.
= Si {2}, 2ij b 4 Zijpas Zigyn ) € E((f(n))l), alors Fiy,...,Fi, |, F,F;_,,..., F;, est une

chaine de facettes de I' avec le méme caractéristiques que Fj, , ..., F;, ; ce qui contredit
la minimalité de s.
= Si {2, 2i;,} € E((f(n))l) ou {2, 1, 2i;.,} € E((T(H))l), mais pas simultanément les

deux. On peut supposer que {z;,, z;;,, } € E((f(n))l) et {2i;, 15 Zi; 0t & E((T(H))l). Alors

{%ij415 %i;4, } st une aréte propre de I', donc Fj,,, = F. Par conséquent Fj,, ..., Fj,_,, F,
Fi, 5, ..., Fi, est une chaine de facettes de I avec les mémes caractéristiques que F,, .. .,

F;, ; cela contredit la minimalité de s.
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J— H A
- {Zij ) Zij+1 }7 {7 Zij+1 3 Z’ij+2} ¢ E((F( ))1) A].OI'S {Z’ij7 Z’ij+1 }7 {Zij+1 5 Zij+2} sont des aretes
propres de I'. Par conséquent F;, = F = F; ce qui n’est pas possible puisque

EJ‘ 7é EJ+1'
Dong, il existe V' C V(C) tel que Gy est un cycle minimal de G.

J+10
Finalement, d’apres les trois points précédents C' est un cycle minimal virtuel. =

3.6.7 Exemple. Soit G le graphe de la figure 3.5 et I' = I'(G) le complexe de cliques engendré
par G. Aux facettes Fy = {d,a,h}, Fo = {b,c}, F3 ={f, h,g} on associe les matrices :

(dy x|z (b v ow [ hlu
ne(32 2 (20 ) ()

Yy T oa

Br = (ac,ae,af,ag,bd,bf, bh,bg,ce,cf,ch,cg,df, dg,eh,eg,va,vd, vz, vy, vh,vz,ve,vf, vu, vy,
wa? wd7 wx? wy7 wh7 wz? we? wf7 wu7 wg7 xe? xf? xu? xy? ye7 yf? yu7 ng Ze? Zf? zu7 Zg7 dx - y27
da — yx,dh — yz,ya — 2, yh — 2z, xh — az,bw — v, bc — wv,ve — w?, hf — ug).

Ainsi,

Dans la figure 3.5 G = (I'); et G’ = (f’)l. On remarque que Fi, Fy, F3 sont ordonnées selon
un ordre admissible, ce qui induit un ordre admissible pour toutes les facettes de I'. Cela nous
permet de définir r.

FIGURE 3.5 —

En outre, on peut voir sur la figure 3.5 que le cycle C' avec comme ensemble des arétes

E(C') = {{a, b}, {b, v}, {v,w}, {w, c}, {c,d}, {d. e}, {e, [}, {f u}, {u, h}, {D,a}}

est un cycle minimal de G, et il provient d’un cycle minimal virtuel de G, & savoir C' avec comme
ensemble d’arétes :

E(C) = {{a,b},{b ¢}, {c,d}, {d, e}, {e, [}, {f, h}, {h, a}},
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C n’est pas un cycle minimal. Par ailleurs le cycle D’ ayant comme ensemble des arétes

E(D") = {{a,b},{b, v}, {v,w}, {w,c},{c,d}, {d,y}, {y, x}, {y,a} }.

est un cycle minimal de G’ qui provient du cycle minimal D de G avec comme ensemble d’arétes :

E(C) - {{a7 b}7 {b7 C}7 {67 d}7 {d7 CL}}

En particulier d’apres 3.6.1 pa(Bp) > 6 — 3 = 3, car le cycle Dy avec ensemble des arétes

E(Dy) = {{h, 2}, {z,d}, {d, e}, {e, [}, {f, u}s {u, h}}

est un cycle minimal dans G de longueur minimal égale a 6.

3.6.8 Remarque.

——(I1
1. D’apres le théoreme 3.6.6 les cycles minimaux de (I‘(G)( ))1 sont des extensions de cycles
virtuels minimaux de G. Par définition de cycles virtuels minimaux, si un graphe G a un
cycle virtuel, il existe un cycle minimal dans G. Donc s’il existe un cycle minimal dans

(I
(I‘(G)( ))1, alors il existe un cycle minimal dans G.
2. Les cycles minimaux de G sont des extensions de cycles virtuels minimaux de GG, mais ce

n’est pas le cas pour les cycles minimaux de (I'(G)); = G, puisque par définition de I'(G)
les cycles de G et de G sont les mémes.

Maintenant nous sommes pres d’un premier résultat important (théoreme 3.6.9). Pour cela,
rappellons qu’au chapitre 2 on a défini qu’'un idéal I est 2-régulier (équivalent a I est 2-linéaire)
si reg(I) < 2. Cette propriété équivaut a dire que pour tout p € N, I a la propriété Ny ,. Par le
théoreme 2.2.13 on peut conclure que si I' est un complexe de cliques et G = (I')1, alors It est
2-régulier si et seulement si G est un graphe de cordes.

3.6.9 Théoreme. Soient G un graphe, I' = T'(G) le compleze de cliques engendré par G et
I' une extension binomiale de I'. Alors G est un graphe de cordes si et seulement si By est
2-linéaire.

Preuve.

=) Comme G est un graphe de cordes et d’apres la remarque 3.6.8, G est aussi un graphe de
cordes. Alors, par le corollaire 2.2.14, I est 2-linéaire et pa(/w) = co. D’apres la proposition
3.5.6 il existe un ordre A pour les facettes de I' qui est un ordre admissible et en utilisant la
proposition 3.6.1, on conclut co = pa(I) < p2(Bf) et By est 2-linéaire.

<) On suppose que G n’est pas un graphe de cordes. Alors, par la proposition 2.2.15, pa(I1) < o0
et il existe un cycle C' minimal de G de longueur py(Ir) + 3. Du point 2 de la remarque 3.6.8,
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tout cycle minimal de G est un cycle minimal de (T'); = G, donc I+ n’a pas la propriété
No ()41, ainsi I n’est pas 2-linéaire. Par ailleurs

Bf: m jF»

F facette de T

ou Jr = (Zrp,(V(T') \ F)), d’apres la proposition 3.3.4. Mais la décomposition primaire de I+
est :
F= ()] (VD\F)
F facette de T
donc il n’existe pas de réarrangement linéairement joint de la suite des idéaux (V(T) \ F')
grace a la proposition 2.3.4 et la remarque 2.3.2. Par conséquent tout arrangement de la suite

{@p, VO)NENIF tacette de T

n’est pas linéairement joint et ainsi By n’est pas 2-linéaire d’apres la proposition 2.3.3. [

3.7 Bornes inférieures de p,(By)
Le but de cette section est de décrire un cycle minimal C” de fﬁH) en partant d’un cycle minimal
C de I'; pour trouver une borne inférieure de po (Bf(n)) grace a I’équation 3.2.

3.7.1 Remarque. Pour toute cette section si I' est un complexe de cliques et I une extension
binomiale de I', nous supposerons qu’il existe un ordre admissible des facettes du complexe I"
pour 'extension I',a savoir, F1, ..., Fj.

Du théoreme 3.6.6 on sait que tout cycle de am™ .- (f(n))l provient d’un cycle minimal virtuel
de G := (I');1. Si C est un cycle-virtuel de G on souhaite construire tous les cycles minimaux de

G(H). On va commencer par étudier le cas ou II = (IIy, ..., II;) avec II; la permutation identité,
pour i € {1,...,k}. Dans ce cas on posera G = (f/)l. Rappelons la définition d’extension
binomiale : si pour une facette F de T il existe Y(F) # (), alors on a une matrice
(F) F F F F F F
My = Lo Yir. oo Ying [ Y21 -0 Yony Ympr -+ Ympnm, | .
F F F F F F F ’
yll y12 . .. xl y22 .« .. :U2 ymF2 ... me
ou bien, si Yl(F) = (), la forme de My est
(F) | F F F F
Me—= | Fo Y21 - Yon, Ynpt = Ympnm, | .
F F F F F F ’
xl y22 ... :I;2 ymF2 DY aij

Nous posons :
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B, (Mp) = {tous les sommets de I du bloc j de Mr} pour 1 < j < mp;
L;(Mp) = {tous les sommets de I' de la ligne j de My} pour j = 1,2.

De la définition d’extension binomiale et de la section 3.6 on peut affirmer que e = {x., 2L} est
une aréte de C' tel que e ¢ E(@l) si et seulement s’il existe une facette F' de I' unique telle
que :n(()F) €eectel {w(()F)} C Lo(MF), sauf si e\ {x(()F)} C Bi(Mp) et YI(F) = () . Ainsi, soient
e = {xe,xL} une aréte de C telle que e ¢ E(@l) et F' la facette unique contenant e, on peut
supposer e = {l‘(()F), ZCECF)} pour un certain ¢ € {1,...,mp}.

3.7.2 Théoréme. Soient G un graphe et I' :== I'(G) le complexe de cliques engendré par G
et T' une extension binomiale de T telle qu’il existe un ordre admissible pour les facettes de T,
a savoir, Fy, ... Fy. Alors tout cycle minimal de G peut étre obtenu a partir d’un cycle virtuel
minimal de G en remplacant chaque aréte e de C qui n’est plus une aréte par un des chemins
suivants dans la facette F, ot F est l'unique facette qui contient e :

1. {{x(()F),x}, {x,x,(gF)}}, pour x € F\ Vp(Mp) # 0 ou pour x € B1(Mp) avec Yl(F) =0 et
k#1;
2. {{x(()F);ykq}{ykq,xf)}}, sik<mp etk >k;

3. e,y b {es, o s L, 2VY, stk = mp et |Bup(Mp)| > 2, o0 1 <K' < K <
mpg

4 S e b ol vk b o b el 2N on 1 <k <mp et B <k

F) (F F) (F F) (F .
5. {{IE(() )’yl(il)}’{ylgzl)’ylsﬂ)}’ 7{y](gni7x]£; )}}7 OU1§kSmF
De plus tout cycle minimal de G’ est obtenu de cette facon.

Preuve.

(A) D’abord, en testant laborieusement tous les cas et en utilisant la remarque 3.4.14, on déduit
que tous les chemins sans cordes inclus dans une facette F' tel que M # 0 avec points extremes
xéF) et x,(CF) pour 1 < k < mp, ont pour ensemble d’arétes un des ensembles du 1 au 5 de
I’énoncé du théoreme.

(B) 1l reste & prouver que si C’ est un cycle minimal de é’, alors il existe un cycle minimal
virtuel C' de G ou on remplace toutes les arétes e de C' qui ne sont plus une aréte de led par

un des chemins ci-dessus.

De la preuve du théoréeme 3.6.6 on peut écrire C' comme C' = jg Cj, réunion de chemins
consecutifs. Pour chaque j € {1,...,s+ 1}, C; est un chemin inclus dans une facette Fj de

G :=T avec Fj # Fy si j # j/, ayant pour extremités {z;, zj11}, oll 2542 = 21.

2j1 = 2j-1n;_, € V(G) pour j =2,...,s+1et 211 = 251104 € V(G). (3.4)
De méme le cycle C avec E(C) = {{z1, 22},{22, 23},...,{2s+1, 21} } est un cycle minimal vir-
tuel de G. En outre, pour chaque chemin Cj avec j =1,...,5+4 1, on a les cas suivants :
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— |Cj] = 1, ainsi par (3.4) E(C;) := {zj1,2j2} C E(G), c’esta dire que cet aréte n’est pas
virtuelle dans G .
— |Cj] > 2. Alors Mp; # 0 et {zj1,2jn,} = :c(()Fj),J:,E:Fj)} pour certain k € {1,...,mpg,}. Sans

perte de généralité, on peut supposer z; = a:(()Fj ) et zjy1 = x,(CFj ) et dans le point (A) on a

prouvé lesquels étaient les chemins sans cordes contenus dans une facette F' avec My # 0.
Donc C; doit étre un des cing chemins de I’énoncé de la proposition, sauf ceux du type 1,
3 ou 4, quand il y a une corde avec les autres arétes de C. De cette facon on conclut la
preuve.

3.7.3 Remarque. Soit C’ est la famille de tous les cycles obtenus par des cycles minimaux
virtuels de G en remplacant chaque aréte de C' que n’est plus une aréte de G par un des chemins
du théoreme 3.7.2. Le théoréme 3.7.2 nous montre que C’ contient tous les cycles minimaux de é’,
mais en général c’est une famille strictement plus grande, comme le montre I’exemple suivant :

3.7.4 Example. Soit G le graphe de la figure 3.6 et I" := I'(G) le complexe de cliques engendré
par G.

FIGURE 3.6 —

Pour les facettes Fy = {a,d,h}, Fo = {a,b,e}, F3 = {b,c, f}, Fy = {c,d, g} on associe les
matrices :

a Y1 Y2 a Y3 Y4
/\4 — ’2\/1 = y
B (yl yzd> 2 <y3 y4b>

b c
MF3:< Y5 yﬁ)etMF4:< yr ZCJlE; >7
Ys Yo C Yyt ys



respectivement.

Par définition de I on peut voir que G = (T')1 comme dans la figure 3.6. On a que le cycle C défini
par E(C) = {{a,b},{b,c},{c,d},{d,a}} est un cycle minimal de G, alors C' est un cycle virtuel
de G. Les chemins : Pj, P, P3, Py définis par : E(Py) = {{a,e},{e,b}}, E(P) = {{b, f},{f,c}},
E(Ps;) ={{c,g},{9,d}}, E(Py) = {{d,h},{h,a}} sont des substitutions locales de {a, b}, {b, c},
{¢,d}, {d,a}, respectivement, dans G.Ona que C’ posé par I'union de ces chemins est un cycle
de G’ mais C n’est pas un cycle minimal de e

O

Maintenant on souhaite trouver la longueur minimale r d’un cycle C’ € C’ et de 13, ce qui nous
.. .. —/
montrera que la longuer minimale d’un cycle minimal de G' est > r.

Soient C' un cycle minimal virtuel de G de longueur |C|, e = {x¢, z.} une aréte de C. Si e n’est
plus une aréte de @/, pour obtenir un cycle dans C’, e est remplacé par un chemin de z, & 2, de
G dans 'unique facette F. de T' qui contient e. On appellera R(C) I’ensemble des arétes de C
qui ne sont plus des arétes dans é/, c.a.d.,

R(C) = {e € E(C)le ¢ E(G)}.

Donc pour tout e € R(C) il existe toujours au moins un chemin de z. & z,. Soit F 1'unique
facette contenant e, on remarque que Mp, # 0. On dira que ce chemin est un remplacement

minimal de e dans G sil est de longueur minimale. Soient C'; un remplacement minimal de e
et
t(e) = [E(Ce)l,

ou t(e) est la taille de tout remplacement minimal de e. On pose les sous-ensembles de R(C')
suivants :

Ri(C) = {e € R(C) : |F.| = 2} et
Ry(C) = {e € R(C) : |F.| >3, F\Ve(Mg,) =0, , Y™ £0, 2/ = 2() et |Byy, (Mr,)| > 2}

mpg

3.7.5 Proposition. Soient G un graphe qui n’est pas un graphe de cordes, I' := T'(G) le
compleze de cliques engendré par G, T le complexe initial de son extension T tel qu’il existe un
ordre admissible pour les facettes de I',a savoir, Iy, ..., F}, et C l’ensemble des cycles minimauz
virtuels de G. Alors pour chaque cycle minimal virtuel C de G, la longueur minimale d’un cycle
de G’ provenant de C' dans C' est

r(C) = [C|+ |R(C)| + |Rao(C)| = [R1(C) |+ > [Yel.
ecR(C)

En particulier ps(Iw) + 3 < mingec(r(C)).
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Preuve. Comme la longueur minimale d’un cycle minimal de C’ provenant de C' est

r(C)=1CI+ Y (te)— 1),

ecR(C)

il faut calculer ¢(e) pour e € R(C) en utilisant le théoréme 3.7.2. Comme e € R(C), on a qu’il
existe une facette F, de I' tel que Mp, # 0, disons :

. (Fe) (Fe) |, (Fe) (Fe) (Fe) (Fe)
M — e Y11 oo Ying | Y21 e Yop, Ymp, 1 -0 Ymponmp,
Fe (Fe)  (Fe) (Fe) | (Fe) (Fe) (Fe) (Fe)
yie Y . 1 90" ... Ty me2  cee T
et e = {z}* ,:zc,(€ )} pour certain k € {1,...,mp,}. De cette facon on a les cas suivants :

1. Soit |F.| = 2, donc on peut supposer que Mg, a la forme suivante :

F. Fe Fe
My = mOF y§F b yfi Ee)
‘ y§ ) yé N azg )
et e = {J:(F"’ , (F )} alors e est toujours remplacé par le chemin qui a I’ensemble suivant
d’arétes : {{acO ,y11 } {y11 ,y12 }, {yln1 , gF"’)}}. Par conséquent ce chemin est un
remplacement dans le cas |Fe| = 2.

2. Soit |F,| > 3. On remarque trois cas :

(a) Soit il n’existe pas x € F, \ Vp(Mp,) tel que pour tout aréte f € E(C), il existe
(Fe)

une aréte de z vers un extrem de f dans G et Y]
suivants :

# (. 1l faut remarquer les cas

i. Soit k =mp, et | By, (MF,)| = 2, alors le chemin avec '’ensemble des arétes

Fe .
{a§™ e 1 ey, 2y,

il existe toujours et c’est un remplacement de e.

ii. Soit k =mp, () et |B, 7, (MF,)| > 2, alors le chemin avec I’ensemble des arétes

Fe
g™ i W o {ow wlnf) 1 0t 1 <K < W < m,
existe toujours et il est un remplacement de e.

iii. Soit k < mp,, alors le chemin avec I’ensemble des arétes { {$(() ¢ ,yk,l )} {yk,1 , ,E,Fe)}},
ou k' > k, existe toujours et il est un remplacement de e.
(b) Soit il n’existe pas z € F. \ Vr(Mfp,) tel que pour tout aréte f € E(C), il existe
une aréte de x vers un extrem de f dans GetY] F) = (). Donc k # 1 et le chemin

avec ’ensemble des arétes {{xo e), } { (Fe) o }} existe toujours et il est un
remplacement de e.
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(c) Soit il existe z € F, \ Vr(MF,) tel que pour tout aréte f € E(C), il n’existe pas une
aréte de x vers un extrem de f dans G. Donc le chemin avec ’ensemble des arétes
{{x(() E), xz},{z, :c,(CFe)}}, ouzx € F \Vr(Mp,), existe toujours et il est un remplacement
de e.

Donc si e € R(C)

|Yr,| siee€ Ri(C) (cas 1),
tle)—1=4¢ 2 sie € Ro(C) (cas 2.a.i),
1 siee R(C)\ (R1(C)U R2(C)) (les autres cas).

Ainsi pour chaque cycle minimal C' de G, la longueur minimale d’un cycle de C’ provenant de
C est donné par le nombre

r(C) =0+ Xeer(e)(tle) = 1)
= Cl+ (Xeer, ) 1Yel) + 2[R2(C)| + (|R(C)| — [R1(C)| = [R2(C)]))
= |Cl + [R(CO)] + [R2(C)| = [R(C)] + Xcer, oy [Yel-

Si D est un cycle minimal de @I, par la remarque 3.7.3, D € C’ et par conséquent la longueur
minimale d’un cycle minimal de G est >= mincec(r(C)) et du théoreme 2.2.13 on peut conclure
que :

p2(I) +3 = mingec(r(C)).

3.7.6 Remarque. Soient G un graphe qui n’est pas un graphe de cordes, I' := I'(G) le complexe
de cliques engendré par G et I’ une extension binomiale de I telle qu’il existe un ordre admissible
pour les facettes de I', a savoir, Fy, ..., Fj. Comme r(C) > |C|, nous avons que pa(Ix) > pa2(Ir).
De la définition 2.2.6, 'enoncé de la proposition 3.6.9 peut-étre réécrit de la fagon suivante :
p2(I1) < 00 si et seulement si pa(By) < oc.

Finalement, en utilisant la proposition 3.7.5 et la remarque 3.6.8 on a une borne inférieure pour
p2(Bp).

3.7.7 Proposition. Soient G un graphe, I' = T'(G) le complexe de cliques engendrés par G
et T' une extension binomiale de T telle qu’il existe un ordre admissible pour les facettes de T'.
Soit C l’ensemble des cycles virtuels minimauzx de G. St G n’est pas un graphe de cordes, alors
mincee(r(C)) — 3 < p2(Bp) < 0.

Cette borne qu’on a trouvée est loin de la valeur de ps(By) comme on peut le voir dans I'exemple
suivant :
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3.7.8 Exemple. Soit I' le complexe de cliques engendré par le graphe G de la figure 3.7. Pour
les facettes {a, b, c} et {e,d} nous associons respectivement les matrices suivantes :

M1:<a:nysz>’M2:<dus>.
T Yy z clw b u s e

By = (ad, ce, be, bd, xd, ze, rs, xu, yd, ye, ys, yu, zd, ze, zs, zu, vd, ve, vs, vu, wd, we, ws, Wi, ua,
ub, uc, sa, sb, sc,ay — x2,az — xy, ac — rz, aw — xv, ab — xw, rz2 — Y>, zC — Yz, TW — YU,

xb — yw,yc — 22, yw — 2v,yb — cw, zw — cv, zb — cw,vb — w?, ds — u?, de — us, ue — s?).

Ainsi

De plus le complexe I' est le complexe de cliques engendré par le graphe G de la figure 3.7.
Nous ordonnons les facettes de ' de la fagon suivante : F} = {a,b,c},Fo = {d, e}, F3 = {c,d},
Fy = {a, e}, et nous voyons que cet ordre est un ordre admissible. Ainsi le complexe T existe et
c’est le complexe de clique engendré par le graphe G dans la figure 3.7.

W W
b b v b
C C a C
VA
Yy
€ d € d e d
S u S u
G Iel red &
FIGURE 3.7 —

L’unique cycle minimal virtuel C' (il est aussi un cycle minimal) de G est celui qui a comme
ensemble des arétes E(C) = {{a,c},{c,d},{d, e}, {e,a}} et on a que 'ensemble des arétes de C'
que ne sont plus des arétes de G est R(C) = {{a, ¢}, {d, e}}. Par ailleurs :

Ri(C)={ec R(C):|F.| =2, Mp, #0} = {d,e} et
Ry(C) ={e € R(C) : |F.| > 3, ol = zF) et | By, (Mp,)| > 2} = 0.
Donc la longueur minimale d’un cycle de longueur > 4 de G est

r(C) =01+ > Y|+ |R(C)] +|Rao(C)| = |Ri(C)| =4+2+2+0-1=7.
e€R(C)

Sur la figure 3.7 on voit que G a effectivement un unique cycle minimal C’ de longueur 7
avec comme ensemble des arétes E(C') = {{a,v},{v,c}, {c,d},{d,u},{u,s},{s,e},{e,a}}. Si
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un autre cycle est de longueur > 4, alors il a une longueur > 7. De cette facon on obtient que
4 =17—3 < p2(By). Or en utilisant Macaulay2 on obtient la table des nombres de Betti de B,
qu’on écrit ci-dessus :

Bijei]0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 |48 266 729 1224 1344 972 441 108 10 0
3 /o o o 0o 0 0 4 10 6 1

TABLE 3.1 — Betti-table de By.

Par ailleurs, en permutant les colonnes de la matrice M; par la permutation II;, on obtient :

;)

on voit que T est le complexe engendré par G de la figure 3.7 et les cycles minimaux de
longueur minimale de G sont les cycles dont ensembles d’ arétes sont :

L {{a, v}, {v,w} {w, b}, {b, ¢}, {c, d}, {d, u},{u, s}, {s,e},{e,a}};
2. {{a, 2} {z, y} {y, 2} {z. ¢} {e. d} {d, u}, {u, s}, {s, e}, {e,a} };
3. {{a, 2} {2, y}, {y, b}, {b, ¢} {c, d} {d, u}, {u, s}, {s, e}, {e, a} };
4. {a,z}, {zx,w}, {w,b},{b,c},{c,d}, {d,u},{u, s}, {s, e}, {e,a}}.

Les longueurs de ces cycles est 9, donc po (If(nl)) =9—-3=6et 5679(IT(H1)) = 4 par le corollaire

a
x

v
woy

wy

(M) = ( b oz

2.2.15. Par la proposition 3.6.1 pa(By) => 6 = pg(If(nl)). Or, d’aprés la table des nombres de

Betti de By ci-dessus, nous voyons que (¢9(Bp) = 4 et p2(Bp) =6 = pQ(If(nl)).

O

Maintenant, on va améliorer la borne inférieure de ps(Bg) dans le cas ot G n’est pas un graphe
de cordes, car dans ce cas pa(Bp) = oo. Pour reussir, on va définir le concept de sustitution
locale pour toute permutation de Pr qu’on a déja étudié pour la permutation identité.

'3.7.9 Définition. Soient G un graphe, I' = I'(G) le complexe de cliques engendré par G et
I' une extension binomiale de I'. Soient IT € Py et e = {x.,x,} une aréte de G. On dit que
am . (f(H)

e est un aréte vrituelle si e ¢ G )1. Soit Fi I'unique facette de I' contenant e. Un
est un chemin P, de x. vers z, dans F. qui n’est pas

el

substitution II-locale de e¢ dans G

de cordes et pour tout z € (V(C) \ e) il n’existe pas une aréte dans E(é(n)) de z & un sommet
dans V(F.) \ e.

3.7.10 Remarque. Du théoreme 3.6.6 on peut conclure que pour toute permutation IT € Pr
(am est obtenu a partir d’un cycle II-minimal virtuel C' de G en changeant

toute aréte virtuelle e de C par une substitution Il-local de e dans @(H)

tout cycle minimal de G

. Par ailleurs, si C' est
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un cycle minimal virtuel quand on change les arétes virtuelles e de C' par des substitutions

. =L ) . .. —(1
[I-locales, on obtient un cycle de G~ mais il n’est pas nécessairement un cycle minimal de G( )

comme on a déja vu au cas ou II est la permutation identité (voir example 3.7.4).

3.7.11 Définition. Soient G un graphe, I = T'(G) le compleze de cliques engendré par G, T
une extension binomiale de I' et II € Pg. Soit C' un cycle minimal virtuel de G. On pose par

CISTI(C) tous les cycles de é(n) obtenus a partir de C' en remplagant chaque aréte virtuelle de C
par des substitutions I1-locales. On pose aussi Cr; = UcecC¥(C).

En posant Dry la famille de tous les cycles minimaux de én, par la remarque 3.7.10 on a que
D C Crp et par consequent en utilisant le corollaire 2.2.15 on a :

pa(I=an) + 3 > minpepy|D| > mingm ¢, [CM] (3.5)

3.7.12 Définition. Soient G un graphe, I' = I'(G) le compleze de cliques engendré par G,
T une extension binomiale de T et 11 € Pr. Soit C' un cycle minimal virtuel de G et P, une

(1)

substitution locale dans G de longueur minimale et on notera cette longueur par par tr(e). Si
e n'est pas une aréte virtuel de G, on pose tr(e) := 1.

De cette définition et de ’équation 3.5 on a :

pa(lan) + 3 = ming e, |[CMV] = mingee( Y tn(e)) (3.6)
ecE(C)

ou C sont tous les cycles virtuels minimaux de G. Ainsi, on essaiera de calculer tyj(e) pour tout
aréte virtuel d’un cycle minimal virtuel de G.

3.7.13 Proposition. Soient G un graphe, I' = I'(G) le complexe de cliques engendré par G et
I' une extension binomiale de I'. Soit II € Pr. Pour toute aréte virtuelle e de G il existe une
facette unique F' contenant a e telle que e = {x[()F), x,gF)} et Yk(F) # (. Nous avons :

1. Sl existe x € F, \ Vi (MF,) tel que pour tout sommet 2’ € V(C), {z,2'} ¢ E(T), alors
tn(e) = 2.
2. Au contraire, on pose JS = {j € {1,...,mp}:Va' € (V(C)\e), {:Bg-F),LE,} ¢ BE(T)}U{k}

(a) Siminge pe ([Y,7]) < [Y{7)], alors tn(e) < minycjeme (1Y) +2.

(b) Siminge . ([Y, 7)) = (V7] alors tu(e) < miny<jemn, (V7)) + 1.
Preuve. Soit I1 € Pr
1. Sl existe x € F, \ Vp(Mpg,) tel que pour tout sommet =’ € V(C), {z,2'} ¢ E(T), alors

{:L'(()F),:L'}, {x,x,(CF)} € E(é(n)) et {x[()F), x}, {m,xéF)} est un remplacement de e dans "
et tn(e) = 2.
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2. On peut supposer que Mr a une des formes suivantes : Soit

F F F F F F Fe
e (2 D D ] e e i )
Fe () (F) (F) |, (F) (F) (F) (F) ’

Y1~ Yo --- Ty Yoo o -e. Ty mp2 e Tmp

F F F F F
e R 7 R U b SO 07150 PPVl

F (F) |, () (1) (F) (F) )

Ty Yoo o ee. Ty mp2 e Tmp

L’analyse suivant est valable pour quoi qu’il soit la matrice Mp,. A partir d’ici jusqu’a la

fin de la preuve on écrira z & la place de 2.

Comme z,y;1, avec j € {2,...,mp} sont uniquement dans la premiere ligne de Mp
et que yi,; apparait uniquement dans la méme ligne et la méme colonne que zp dans
M, nous avons que pour tout j € {1,...,mp}, xoyj1 n'est jamais un terme initial d’un
mineur 2 x 2 de Mg avec 'ordre >y, ainsi, grace a la remarque 3.4.14, {zg,y;1} est
toujours une aréte de G"™. Comme II est une permutation admissible (voir définition
3.4.4) pour tous j € {1,...,mp} et i € {1,...,n;}, ni y;iyjiy1 i Yjn;7; ne sont pas des
termes initiaux des mineurs 2 X 2 de Mp avec 'ordre >y, ainsi, par la remarque 3.4.14,
i, vjir1 s {yjn,» 75} € E(é(n)). Finalement, comme x; avec j € Jllyse est uniquement a la
deuxieme ligne de M, nous avons que pour tout j € Jﬁ, xpxj n’est jamais un terme initial

(1)

des mineurs 2 x 2 de My avec I'ordre >y, ainsi, par la remarque 3.4.14, {x},z;} € G
Nous pouvons donc construire pour tout j € J}SP un chemin P; de zg vers zj, ou il n'y a
pas de cordes, avec pour ensemble d’arétes :

- E(P]) = {{anyil}a{yilayﬁ}a'”7{yini7$i}7{xi7$k}} pour tout 7 € {1)7k - ]-7k +
1,...,mp}, et

— E(Py) = {{zo, yr1 }s {yet> w2t - s {Wkni» T} -
De cette fagon :

(a) Si minjejlpseﬂYj(F)]) < \Yk(F)\, alors il existe j € Ji, tel que P; est un chemin de
zo vers xj, de longueur |P;| < |Pj| pour tout j* € J§ et ainsi tr(e) < [P =
minc e (V) 42

(b) Si minjeJEﬂYj(F)D = [vi\7), alors |Py| < |Pj| avec j € {1,....k—1Lk+1,...,mp},
et ainsi tr(e) < ]Yk(F)] +1= minjelese(]Yj(F)]) + 1.

|
Maintenant, on va chercher une permutation Ing pour laquelle les inégalités au sens large de
la proposition 3.7.13 sont des égalités. De cette fagon, en posant C = {C cycles minimal IT —
virtuel de G'}, on aura que pour toute permutation II € P :

—(II
pZ(If(H)) < maxyepy (pQ(I(F( )))> = p2<If(H'))'
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Comme précédemment, soient G un graphe, I' = I'(G) le complexe de cliques engendré par G
et I une extension binomiale de I' tel qu’il existe un ordre admissible pour les facettes de I'. A
chaque facette [ de I telle que I’ # F', on a associé a F' une matrice

F F F F F F
Yi1° Yoo - g 22 ) mp2 Tmp
La matrice Mp peut étre representée de la fagon suivante :
F)ym F
Mp = (By" "B BS)),
ou
(F) (F) (F)
F | ) Vil o Vi,
By —< (k) ) et B; —( (F) (F)' )
pour j=1,...,mp

3.7.14 Définition. Soient G un graphe, I' = I'(G) le complexe de cliques engendré par G, T’
une extension binomiale de I' et F' une facette de I' pour laquelle on associe une matrice Mp.
On note II},(MF) la permutation de colonnes de la matrice MF avec laquelle on obtient :

* F
p(Mr) = (B 1B - | B,

ou s = max{ni,...,nm,} et ou, pour j € {1,...,mp}, B;(F) est la matrice formée par
toutes les j-iemes colonnes des blocs B%F), e ,Bﬁfg ordonnées dans l'ordre standard. Soient

Fi,...,F, Fpiq,...,Fy les facettes de T telles que pour i = 1,...,k, F; # F; et pour i =
k+1,...,l F,=F;. OnposeH*:(H}l,...,H*Fk).

La proposition suivante découle immédiatement de la définition 3.7.14

3.7.15 Proposition. Soient G un graphe, I' = I'(G) le complexe de cliques engendré par G,
I' une extension binomiale de I' et F' une facette de I' telle que F' # F. Alors 11}, est une
permutation admissible (voir définition 3.4.4) et par conséquent I1* € Pr. m

3.7.16 Proposition. Soient G un graphe, I' = T'(G) le complexe de cliques engendré par G
et T' une extension binomiale de T telle qu’il existe un ordre admissible pour les facettes de T,
a savoir, Fi, ..., F;. Pour toute aréte e virtuelle de G nous avons que e = {on,mf} pour une
certaine facette de F' et YkF # (. Alors :

1. Sl existe © € F, \ Vr(Mp,) tel que pour tout sommet 2’ € V(C), {x,2'} ¢ E(T), alors
ti(e) = 2.

2. Au contraire, on pose JS = {j € {1,...,mp}:Va' € (V(C)\e), {xg-F),x’} ¢ E(T)}u{k}

(a) Si minjej}se(|1/j<F>y) < 1\, alors tr-(e) = minjeJ}iﬂYj(F)D +2.
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.. F F
(b) Si mmJ'EJ}Se(’Yj( )D — ‘Yk( )‘;

. F
alors tr-(e) = mmjeJ}geﬂYj( )|) + 1.
Preuve. De la proposition 3.7.13 nous avons que les énoncés (1) est vrais. Il ne nous reste qu’a
démontrer I’énoncé (2)

2. Comme e est une aréte virtuelle de GG il y a une matrice Mp # 0 qu’on peut supposer de
la forme suivante :

z) ) Y Y Y
Mp = 0 1 e Ying | Y21 oo Y2ny

Y11 Y12 ... X1 Y22 ... X2 Ymp2 -+ Tmp

Ympl - - yanmF )

A partir d’ici jusqu’a la fin de la preuve on écrira z & la place de z(). On pose Ne =
minlSjSmF(|Yj(F)|). D’apres la remarque 3.4.14 et la définition de II},(MF), on note que
(1)

{xo,yj1} avec j € {1,...,mp} sont toutes les arétes de G*~ ~ avec z( comme sommet ; de

. ” —(IT* . 12 . .
plus, si {yji, 2} est une aréte de G( ), alors z # y;;. Soit z est un élément qui apparait
dans la deuxieme ligne de II},(Mp) de la colonne ol apparait y;; dans la premiere ligne,
soit il est un élément de la deuxieme ligne de II}.(Mp) dans une colonne antérieure & la

colonne ol apparait y;; dans la premiere ligne. En outre, {zj,z;} € E (é(n*)) pour tout

j e J}?g et pour j =1,...,s =max{ny,..., Ny, }, tout élément z de la deuxieme ligne du
bloc B;»(F) different de x;, with j € {1,...,mp}, apparait dans la premiere ligne du bloc
B;(fl) de IT}:(Mp) (voir définition 3.7.14). Ainsi, un chemin de xy vers zj, dans G"™ doit

passer par au moins un élément de la premiere ligne du bloc B, jusqu’au B;Ie, donc toute
chemin P de longueur minimale de x( vers xj doit contenir dans son ensemble de sommets
V(P) un ensemble V' = {z1,...,2,.} tel que z; € Ll(B;-)(F). Par ailleurs, on remarque
qu’on a les deux cas suivants :

(a) si ne = mianJ}g&(\Yj(F)D < |Yk(F)|, alors z. € B] avec n, < i < s; de plus, on

remarque que pour tout élément z € Ll(Bjk)(F ) tel qu'il y a un chemin de z vers z,
le chemin est de longueur > 2. Dans le cas contraire, comme z € Ll(B%E)(F ), z sérait
relié uniquement a des éléments qui sont dans la deuxieme ligne de I}, (Mp) mais qui
sont dans une colonne a gauche de la colonne ou z apparait, ou bien dans la méme
colonne que z; par conséquent xj, serait dans B;- avec 1 < j <1, mais x, € B'j avec
Ne < j < s, donc s’il y a un chemin de z vers xg, ce chemin est de longueur > 2. Par

(1)

contre, soit xj € B;- avec 1, < j < s, le chemin R C G’ avec comme ensemble des

arétes
E(R) = {{z0,yjn1 }, {yjn.vjrats - {¥jrme, wr }o {mjr, 2l }}

est un chemin de xg vers xj et, de notre raisonnement précédent, on déduit que R est

)

un remplacement de e dans G™ et de cette fagon nous concluons que t+(e) = 7. +2.

(b) sine := minge . (]Y](F)]) = |Yk(F)|, alors, pour 1 < j' <, mp avec njy = \Y](,F)\ = N,

le chemin R’ C C(H ) avec 'ensemble des arétes

E(R/) - {{330) ykl}v {yklv yk?}a ey {yk‘nevyk’r]e—l—l}a {ykne-i-lv xk}}
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(1)

est un remplacement de e dans G* . Ainsi tr+(e) = 7, + 1. n

3.7.17 Remarque. Soient G un graphe, T' = T'(G) le compleze de cliques engendré par G et
I' une extension binomiale de I' telle qu’il existe un ordre admissible pour les facettes de I', a
savoir, Fy, ..., Fy. Alors pour toute I1 € Pr

mingee( Y tule)) < mingee( Y tue(e)).

e€E(C) e€E(C)

Maintenant on est pret a donner une meilleure borne inférieure de po(By) que celle obtenue dans
la proposition 3.7.7. Mais avant, pour chaque cycle II-minimal virtuel C' de G, on pose :

RI(C) = {e € E(C)le ¢ EG")}.

Donc, pour chaque e € R(H*)(C) il existe une facette F, unique de I telle que F, # F, =
F.uy o) ouyFe) = e Y;(FE) et e = {ﬂ:(()FE), x,gpe)}, par définition d’extension binomial. Pour
chaque e € R (C), soient JlsE ={je{l,....mp}: V' € (V(C)\e), {a:;F),x’} ¢ E(T)}U{k},
Ne 1= min g (\YA(FE)D et nous posons les sous-ensembles de R(C) suivants :
R")(C) = {e € RI)(C)|Fx € F\ Vi (Mp,), Yo' € V(C), {z,2'} ¢ ETD)};
Ry"(C) = fe € RT(C)\ R} (C)[F\ Ve(MR) =0, et [, > ne}:

Ir* * I1* Fe
Ry(C) = {e € R™(O)\ R (C)|Fe\ Ve (M) = 0, et [¥;")| = nc}.
3.7.18 Théoréeme. Soient G un graphe, I' = T'(G) le complexe de cliques engendré par G et

T une extension binomiale de T' telle qu’il existe un ordre admissible pour les facettes de T, a
savoir, Fy, ..., Fy. Alors

1. po(Bp) = mingar ec, . (lc]) —3.

. I IT*
2. pa(Br) == mincec (|C] + [BY(O)] + [BY (O + X, _prt) oy ) 0y e ) =3

Preuve.

1. De la proposition 3.7.16 on a que pour tout II € P et tout cycle minimal virtuel C de G :

Y otule) < D te(e).

e€E(C) e€E(C)
De plus, par la proposition 3.6.1 et I’équation 3.6 on a :
pa(Br) = pa(Izn)) = mingae ¢y, (ICM]) =

2. De I’équation 3.6

ming e e, [C] = mingee( D tue(e)) > mingee( Y tule)).
ecE(C) ecE(C)
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En plus de la proposition 3.7.16, on déduit :
Leectm)(€) = Xeeno)-rum ()t (€) + 2 g o) He) + 2 e gumo o)t (€) + 20 ¢ pary oy tre ()
= 2een(@)- R () LT 2 et ) 2 Xeepin™) (o) (e +2) + 3 pine) oy (e + 1)
= ZeGE(C) 1+ ZeeR§H*>(0) 1+ ZeeR;“*>(C) 1+ ZeeR;“*>(C)UR§“*>(C) (7e)
= [Cl+ [B(O) + [R2(O)] + X gm0y uri™ (0 () -
Alors, du point 1. on a :

pa(Br) > mincee(IC] + [RY(O)] + [RE(C)] + > ne) — 3.
ecR™)(C)ur™ ()

3.7.19 Exemple. Nous considérerons le complexe de cliques I' = I'(G) et Iextension I' de
I’'exemple 3.7.8. Donc :

H*(Ml):<a TUlyw Z>etn*(M2):M2:(d u S>,
rly w|z b |lc u s e
L’unique cycle minimal C' de G est celui qui a comme ensemble des arétes E(C) = {{a, c}, {c d} {d,e},{e,a}}
et nous avons que l’ensemble des arétes de C' qui ne sont plus des arétes de T est
( = {{a,c},{d,e}}. Ainsi ngqcp = 2, Nygey = 2 et

)=
(C) ={e e RM)(C)|3z € F \ Vo (Mg,), V2’ € V(C), {:1: x’} ¢ E(T)} =0;
(C) ={ee R (C)\ R{" ( e\ Ve(ME,) =0, et [V, > e} = {{d, e}}; et
() = {ee R (C)\ R (O)FA(ME,) =0, et [v\"™| =nc} = {{a,d}}.
Alors grace au théoreme 3.7.18

. I I
p2(Br) = mincee(|O] + [RY(C) + 1By (O)] 4+ 2, ooy oy ) =3

—(4+0+1+(2+2) -3
= 6.
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Chapitre 4

Propriété Ny, pour certaines
extensions binomiales

Soient G un graphe a n sommets, I' le complexe de cliques engendré par G, T une extension
binomiale de I'. Dans ce chapitre on étudiera deux cas de l'extension binomiale By = Iy + Jg.
D’abord le cas ou Jg est un idéal torique; on trouvera pour certains cas une borne supérieure
de p2(Bg). De plus on verra qu’avec d’autres restrictions la borne supérieure coincide avec la
borne inférieure qu’on a trouvé dans le théoréme 3.7.18. De cette fagon, dans certains cas, on
calculera la valeur exacte de pa(Bgy). Dans le deuzieme cas, nous considérerons le cas ou G est
un graphe de cordes et nous calculerons tous les nombres de Betti de By en utilisant le théoreme
2.8.8.

4.1 Extension binomiale torique d’un graphe

4.1.1 Notation. Soient GG un graphe a n sommets, I' est le complexe de cliques engendré par
G, T une extension binomiale de I', m = |V(T')| et Fi,..., Fy, Fiy1, ..., F; un ordre admissible
sur les facettes de I, ot F; # F; avec i € {1,...,k} et F; = F; avec i € {k+1,...,1}. De
plus, on notera x = (z1,...,x,) I'ensemble de variables qu’on identifie avec les sommets de T,
y I'ensemble de variables qu’on identifie avec les sommets de I’ qui ne sont pas sommets de I et
z = (X,y). Ainsi It est un idéal de k[x], et By est un idéal de k[z]. Etant donnée F une facette
de I" on nomme Vp(Mp) Pensemble des sommets de I' qui apparaissent en Mg, si Mp est défini;
sinon Vp(Mp) = 0. En plus Vr(Mp) sont tous les éléments de F qui apparaissent dans Mp.

L’objectif de cette section est de trouver pa(Bp) dans le cas ol Jy est un idéal torique. Dans
cette perspective, on utilisera la formule de Bruns-Herzog (voir 1.7.6). Pour pouvoir appliquer
cette formule on a besoin de prouver que I satisfait I'’hypotheése suivante : si 2% — 2P e Jg tel
que z* € I, donc 2P e I. Pour montrer que cette hypothese est satisfaite, on utilisera le lemme
suivant :

4.1.2 Lemme. Soient G un graphe, I' = I'(G) son compleze de cliques, T une extension
binomiale de I telle que Jr est un idéal torique. Soit ' une facette de I' telle que F' # F. Pour
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tout mineur 2 x 2 de la matrice Mp, z% — 2z°, et tout v € N™ nous avons que z7+® € I si et
seulement si z7T8 € Ix. En particulier si 27t € Iy, alors z7 (2% — z%) € I

Preuve. Pour montrer que z77* € I si et seulement si DA< I, il suffit de montrer que si
z7t € Iy alors 2018 € Iy, car 2° — 2% = — (2% — 2°) est un mineur de Mp.

Comme z* — z® est un mineur 2 x 2 de la matrice My, nous devons avoir v # 0, car sinon
z® € Ip, ce qui par définition de Mp, n’est pas possible. Par ailleurs, comme z7* € I, il existe
21,29 € V(I') tels que 2129 € I et 2122|277, Nous avons trois cas :

1. Soit 21|z et z3]z“. Donc 2 € Ir, mais nous avons déja dit que par définition de Mg, cela
n’est pas possible.

2. Soit z1|z% ou z2|z® mais pas tous les deux a la fois. Alors, nous pouvons supposer zj|z%
et z3 1 z%; donc 2]z7. Comme z1|z%, nous avons que z; € F. En outre, 2129 € I, donc
zo & F et il existe F' facette de I telle que 23 € F’. Comme z® — z” est un mineur 2 x 2
de Mp, il existe 2}, 25 € VE(Mp) C F tels que z° = 2} 2} et nous avons deux cas :

(a) 2} = 2. Alors 24 € YY) dott 2} ¢ .

(b) 2% # 2. Alors 2, ¢ F ou 2, ¢ F pour tout F’ facette de I telle que 25 € F. Dans le
cas contraire, ¢’est A dire s'il exise F” facette de T telle que 25 € F et 2}, 25 € F, alors
{21,25} € FNF', done {z],24} € FNF' et {z],2}} n'est pas une aréte propre de T'.
Comme z® — 212} est un mineur de Mp, on a que x{" € {21, 24}, donc par définition
de Bg, {21, 25} est une aréte propre de I'. Par conséquent 2 ¢ F’ ou 2, ¢ F’ pour
tout F’ facette de I telle que 2o € F.

Ainsi, dans le deux cas il existe 2/ € F tel que 2/|z° et 2’ ¢ F’ pour tout F’ facette de T’
telle que zo € F. En conséquence 2’29 € It. De plus 2/ z2|z7+5, donc 2718 ¢ I&.

3. Soit 21 1 z% et 29 1 z%. Alors z;29|z”. Donc 21z2]z7+5 et de cette facon 278 ¢ I:.

4.1.3 Proposition. Soient G un graphe, I' = I'(G) son complexe de cliques, T une extension
binomiale de I" ou Ji est torique. Si z — 7z’ e Jg tel que z% € I, alors 78 € I,

Preuve. Comme z* —z° € Jp,ilexiste ay,...,a, €k, v1,...,7 € N", Fy, ... F, facettes de I’
et by, ..., by, mineurs des matrices Mp,, ..., Mg, respectivement, tels que z“ —zf = o a;zib;.
Soit

K:={ie{l,...,n: un des monémes de 27b; € I}.
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K # 0, puisque il doit exister i € {1,...,n} tel que z* est un mondme de z7ib;. Par le lemme
4.1.2, si un des monoémes de z7?b; € Iy, les deux monomes de 277b; appartient a I. Donc

2% — Zﬁ = Zaiz%bi + Z aiz%bi.

ek i¢calK

e Si z? apparait dans un terme de Y ick @izVib;, alors 2P e Ip.

e Si 2 n’apparait pas dans un terme de > ick @iz b, alors 28 apparait dans Zi¢K a; zVib;.
Comme aucun monoéme de la premiere somme n’apparait pas dans la deuxiéme somme, on a :

2% — Zaizwbi =8 — Zaiz%bi =0.

i€k i¢K
Donc 2% € Jg, mais ce qui contredit le fait que Ji soit torique. Par consequent ce cas ne pas

possible.
|

Etant donné h € % e le nombre de Betti 5i,h(BF) peut étre calculé par la formule de Bruns-
Herzog (voir 1.7.6) en utilisant la proposition 4.1.3. on donnera un exemple ot Jy est torique,
pour illustrer 'utilisation de cette formule.

4.1.4 Exemple. Soit I' le complexe de cliques engendré par le graphe G de la figure 4.1. De la
figure 4.1, po(Ir) = 1, puisque I'unique cycle minimal de G est C' avec comme ensemble d’arétes

E(C) = {{(L, 6}7 {Ca d}’ {da 6}a {67 a}}

b Y, b y b
a, C a, C a C
Z Z
€ d € d €e d
G é’ é(nl)
FIGURE 4.1 —

Soient T I’extension binomial de I' et G le 1-squelette de I’extension binomiale I' dont matrice

pour la facette {a, b, c} est :
(a zl|y
Mp = ( z c|b > ’

Donc, B = Ig+Jr C k(z]; ou Ir = (ad, ce, bd, be, yd, ye, ze, zd}, Tz = (ac—22, ab—zy, zb—cy) et
les cycles minimaux de f& = G’ proviennent de C et ils sont : C] et C%, dont les ensembles d’arétes

sont B(C}) = {{a, 2}, {z: ¢}, {e.d}, {d. e}, {e, a}} et E(CY) = {{a,y} 1y e}, {e, d}, {d, e}, {e.a}},
respectivement. On pose a1 = deg(azcde) et as = deg(ayede). Nous allons calculer les nombres
de Betti de By pour ces deux degrés.
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1. Pour a;. Nous avons que a; = {azcde, z3de}, puisque azede — z3de est 1'unique bindéme
de Jg de degré sur Xy égal a ay, donc

Qm = {F - V(f) :38,v € N7, degE(JF) (ﬁ) = aj, 2? — 217 ¢ Jf}
={F cV():3yeN, azede — 27z°"PPF) € J ou 23de — 27z°PPU) € J=}
=<{a,zcde} >

et

Vo, ={F€Q, :38,7 €N™, degy; ) (8) =b, 2° —272°"PF) € Jp, 27 € I}
={F c{a,zcd,e}:Iye N, azede — 2725PPF) ¢ Jg ou z3de — 27z5PP(F) ¢ Jg
et z7 € I},

Mais, si F' C {a, z,¢,d, e} tel que z3de/zs"PPt" ¢ Iy, alors soit F' = {z,d}, soit F' = {z,e}
et il s’en suit que azede/z5"PPF ¢ I. Ainsi,

U, ={Fc{a,zcde}:IyeN, 23de —2725"PF) ¢ J-et 27 € I}
={F c{a,z,¢c,d, e} : Iy € N, 272°PF) = qzcde et 27 € I}
={F c{a,zc,d, e} : azcde/z""*PF € I}
={FcCC|:F°¢T}
= (Tep?

En utilisant la formule de Bruns-Herzog 1.7.6 et la dualité d’Alexander 1.6.12 nous avons
que : N
ﬂi,al (Bf) = dimk]’g’i(galLlI/al ) ]k)

= dimy H; (C, (Ter)A, k)

== dimkH5_2_i <f01 y k)

1 si3—i=1,

10 si3—i#1
De la, il vient : a4, (By) = 1 et Biq, (By) = 0, pour i # 2

2. Pour ay. Ce deuxiéme cas découle de I'argument suivant :

z
c
est une permutation permissible pour Mp, et anl) est le graphe GI) de 1a figure 4.1
qu’on a obtenu en utilisant la proposition 3.4.15. En étudiant le graphe G de la figure

4.1 on remarque que 'unique cycle minimal de taille 5 de G est C1, donc Bo5(Ipm, ) = 1.
En outre, du corollaire 2.2.15 et du théoreme 3.2.6 on déduit que

1 = Bos(Ipany)) = Pas5(Br) = Z B2,a(Br) > P20, (By) = 1,
a€X(Jr),lal=5

La permutation

a
Iy (Mp,) = < ) Z
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et comme ap # ai, nous avons que [32 q,(Bp) = 0.

A des fins pédagogiques nous allons maintenant recalculer 2 4, (Bp) en utilisant la formule
de Bruns-Herzog. Nous avons que as = {aycde, z*yde, abzde}, donc :

o, =<{a,y,c,d, e}, {a,b,z,d, e}, {y,z,d, e} >,
et
U, ={F CQq,:38,7€ N7,deg2Jf(6) = ay 2° — 272°°PF) € J- et 20 € I}
= {F C V(T) : soit aycde/z*"PPF" € Iz, soit y?cde/z5"PPE € I, soit abzde/z"PPF € Ix}

=< {av Y, d}? {a7 G d}v {av Cy 6}, {y7 Gy 6}7 {a> 2y d}? {a> 2 e}v {av b, d}, {a, b, e}, {Za b, e}a {y7 2 d}>
{z,y,e} >.

Nous savons par la formule de Herzog-Bruns 1.7.6 que f3; 4, = dimkﬁi(Qaw U4, k). Comme
Qq, est un cone de sommet distingué e, on a que H;(q,,k) = 0 pour tout ¢ > 0, d’apr‘es
la proposition 1.6.9. De la proposition 1.6.11, on conclut que

ﬁi,ag = dimkﬁi(ﬂm, \Ifa2, k) = dimkﬁi_l(\paz,k).

Maintenant, par la formule de Hochster 1.7.6 appliquée a I'ideal monomial Iy,, associé
au complexe simplicial W,,, on a 32 4,(Bp) = dimy H, (¥4, k) = Bar(ly,,). En utilisant
Macaulay2 on a que dimproj(/y,,) = 3, ce qui implique que (2,4, (Br) = B4,7(1w,,) = 0.

O

De I'exemple 4.1.4 on peut remarquer que le calcul du nombre 3; ,(Bg) est complexe, puisque il
revient a calculer une homologie relative ; de plus calculer €2}, et ¥y, n’est pas chose aisée, méme
si dans 'exemple 4.1.4 le calcul de €2, était facilité par le fait que les mineurs de Mp, étaient
une base de Grobner de Jy. En général, les mineurs des matrices Mp,, ..., Mp, ne forment pas
une base de Grobner de Jg et cela empéche de connaitre les bindmes de Ji qui décrivent €2y,.

4.1.5 Exemple. Soient G le graphe de 'exemple 4.1.4 et I' le complexe de cliques associé a
G. On associe aux facettes Fy = {a,b,c}, F» = {c,w} et F3 = {a,e} les matrices :

a T Y|z c w a u v
B (xycb)’ F <w d)’ Fs (uve)
T est I’extension de I" par rapport & ces matrices. Nous pouvons voir que Fy, F», F3 sont ordonnées
avec un ordre admissible. On utilise cela pour ordonner les sommets de I' de la fagon suivante :
a>xr>y>z>c>w>a>u>v>d> e Par définition de Jg, Jy est I'idéal engendré par

les mineurs 2 x 2 des matrices Mp,, Mp,, Mp,. En utilisant Macaulay2 on obtient que la base
de Grobner réduite de Ji par rapport a I'ordre léxicographique est :

GB(Jp) = {ay — 22, ac — zy,ab — w2, xc — y?, xb — yz,yb — cz, cd — w?, ac — wv, av — u?,
ue — v2, 2w?e — wvb?, 23wv — ub3d, 23ce — wvb3, 2Pev — U3, yz2e — uvb?,
yz2v — u?b?, y?ze — cuvb, y?zv — cu®b, yie — uv, y3v — 2u?, xw? — y?d, xze — uvb,

rzv — u?b, xye — cuv, ryv — cu?, x%e — yuv, r?v — yu?}.
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On peut remarquer que les mineurs de 2 x 2 des matrices Mg, , MF,, Mg, ne sont pas une base
de Grébner de Jg, méme s’ils sont inclus dans GB(Jy).

O

Maintenant, nous allons voir que pour certaines extensions binomiales de complexes de cliques
I', nous pouvons calculer certains nombres de Betti assez aisément. Ainsi, soient G un graphe,
I' = T'(G) son complexe de cliques, I une extension binomiale de I' telle qu'il existe un ordre
admissible pour les facettes de T, disons F1, ..., Fy, Fpi1,..., Fj on F; # F; aveci € {1,...,k}
et F; = F; aveci € {k+1,...,l}. Supposons de plus que Jy est un idéal torique. Grace a la
proposition 3.3.3 pour tous 4,j € {1,...,k} distincts, [Vr(Mpg,) N Vr(MF,)| < 1. Rappelons que
pour chaque @ =1,...,k, Mp, peut-étre écrit de la facon suivante :

F
Mp = (BB,

F F (F) (F)
B(F) _ :L‘((] ) y%l) y§n) ot B(F) Yi y]n
e U TR () oF () -

Ui’ Yoo - T G2l e T

4.1.6 Lemme. Soient G un graphe, I' = T'(G) son compleze de cliques, T une extension
binomiale de I' avec m = |V(T')|, telle qu’il existe un ordre admissible pour les facettes de T', a

savoir Iy, ..., Fy, et Jr soit un idéal torique. Soit C un cycle minimal de G vérifiant la propriété

( e) (Fe

que pour toute aréte e virtuelle on a e = {x; }, ou F, est l'unique facette de I' contenant

e. Soit 5 le cycle obtenu a partir de C en remplagant chaque aréte virtuelle e par les arétes
(Fe) (Fe) (Fe) Al .
{‘T 7y11 } {y 7y12 }7 {ylnl y q } ors .

B11-3.deas,_(zmoertv(@n)(Br) = 1.
T

Preuve.

On pose a = supp(é) et b= degjfzo‘. Par la proposition 4.1.3, nous avons que si z7 — z% € Jr
et z7 € Iy, alors z° e I. Par conséquent, nous pouvons utiliser la formule de Bruns-Herzog
(voir théoreme 1.7.6) pour calculer BIV(G)\—?) b

B (Br) = Bg_o,(Klzl/Br) = dimy Hy, 5, 5(, Ui k),

avec
Q= {F C V(T):38,7 € N", degy ) (8) = b, 2’ — 272" € J} et
Uy, = {F € Qy: 38,7 €N, degy(;y(8) =b, 2° —2"2™P) € Jg, 27 € I},
ot m = |V(T)|.
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e Montrons dans en premier temps : Q, = {F C V(T) : 3y € N™, 2% — z7z5PP(F) ¢ 1.

degs; sy (B) = b si et seulement si z* — z’ € Jz. Donc z° — 2772°"PPU) € J si et seulement si
7% — z277°"P(F) € J=. En conséquence O = {F C V(T) : Iy € N™, 2% — z277WPF) ¢ ).

e Montrons que pour toute facette F' de I' avec Mg # 0 on a que tout mineur 2 x 2 de Mp

b(z) = 2122 — %i3%4

satisfait la propriété : z;1,2;2 € V/(C) si et seulement si z; 3, 24 € V(C).
En rappelant la définition de Mg, nous avons que :

F
yii o yi2 - @ ¥ oo 7% yb o o b
et
mg
Tr = {[Mpliu[Mrl2w — [Mp)o[Mplow 1 <u <o < () ny)+1}
j=1

Comme la restriction de C' & F est {x(()F), yg?h {yg), yg)}, e {ygl),

ng)}, un mineur b(z)
de MF a tous ses variables dans V(C) si et seulement si b(z) est un mineur du premier bloc
de Mp. De cette fagon on obtient ’affirmation ci-dessus.

e Montrons que €, =< V(C) > (le simplexe de support V(C)).

Soit 2~z € Jz. Supposons qu'une variable de z” n’est pas dans V ((C)). Comme z*—z” € Jg,
il existe ay,...,ap €k, y1,...,m € N, Fy,, ..., F, facettes de I' et by = z*! —z% by, =

2% —zP" mineurs des matrices M Fyy»- - MFp,, respectivement, tels que z0—zP = Yo a;zib;.
Soit

K:={ie{l,...,n}: un des monomes de z7b; a toutes ses variables dans V (C)}.
K # 0, car il doit exister i € {1,...,n} tel que z* doit étre un terme de z7b;. De plus, on

remarque que si un des monomes de z7'b; a toutes ses variables dans V' (C'), alors en particulier
toutes les variables de z” sont dans V(g) et d’apres le point précédent toutes les variables
des deux monoémes de b; sont dans V(C). Ainsi, on peut ecrire z® — 27 = Y. a;z7b; +
Zi(;é i @;z7b;. Et par la remarque ci-dessus, si i ¢ K, aucun monéme de z7b; n’a pas toutes

ses variables dans V(C), de cette fagon :

2%+ Z a;zVib; = 27 + Z a;z""b; = 0.
€K itK
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Donc 2 € Jg, ce qui contredit que Ji est torique. Alors, toutes les variables de z” sont dans

V(ZC)) Ce qui nous permet conclure que

Q, ={FCV(I):3yeNm, 22— 772" € J;}
= {F C~V(C) : Elfy c Nm’ 7 Z’y-i-supp(F) c Jf}
=< V() >.

e Montrons que ¥, = (fV(é))A

De la méme fagon qu’on a montré que €, = {F C V(T) : 3y € N*, z& — 27z5WP(F) € J-} on
peut montrer que

Uy ={FcQ:3ye N, 2% 277 ¢ Joet 27 € I}
Comme Q =< V(C) >, on a que

U, ={FeV(C):3yeNm, z5WPP(F)+supp(V(O\F) _ 57supp(F) ¢ Jpet 27 € It}
_{(FeV(C): 3y e Nm, gon() (on(VO) _ 1) € I et 57 € ).

Mais Jp est un idéal torique, donc c’est un idéal de réseau et par définition Jr = (Jp :
(21 2m)>), alors

—{FeV(C):3yeN™, (ZS“pp(V(é)\F) —z') e Jpetz) € It}
Par ailleurs, de la proposition 4.1.3 on déduit :

%,:{Fevm'ayeNm(Swﬂ(“”—zmeﬁﬂmﬂjwwwﬁwﬂe%}

)
= {F e V(C): z"PVIO\D) ¢ [}
={FeV(0): (V(C)\F) ¢T}
={FeV(C): (V(O)\F) ¢ Ty}
:(fv(c))A

Maintenant, en utilisant la dualité d’Alexander (proposition 1.6.12) et le lemme 1.6.7

ﬁ|5‘_3,b(8f) = dlmkH‘C| 3(917’ Uy ]k)
= dimy H \C| (|C| 3),2((\Ijb)Aa (Qb)A§ k)
= dimk I;Il((\I/b) ,k)

= dimk Hl( V(C)’k)'

e On va prouver que dimy ﬁl(fv(é); k) =1.
On peut remarquer que les facettes de fv(é) sont les ensembles ﬁe pour chaque e € E(C)
donnés par

~ e siee E(O),
Fe: (Fe) 3 ~
euY; sied¢ E(C).
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Donc fV(C‘) =< 156 :e € C > et il est homotope & C, comme cela est illustré sur la figure 4.2,
ot on a posé E(C) = {{z1, 22}, {z2,23},..., {zn, 21} ]} et
si{zi, xip1} € E(C), Fuyzir = {Zis Tit1, Y11 -+ Ying > OU Tyl = 1.

1,1 .1
Y11 Yiz !/1,,,1

l“c| T3

FIGURE 4.2 —

Par conséquent ﬁl(fv(é)) k.

Ainsi ’B\V(é)|—3,b(8f) = dimkH|V(5)|_3(Qb, \I’b; ]k) = dimk Hl(f k) =1.

V(C)’
| ]

4.1.7 Théoréme. Soient G un graphe qui n’est pas un graphe de cordes, I' = T'(G) le compleze
de cliques engendré par G et I une extension binomiale de I' telle que les facettes de I' admettent
un ordre admissible et Ji soit torique. Soit € la famille de tous les cycles minimauz C tels que
pour toute aréte e virtuelle de C, les sommets de e sont dans le premier bloc de Mp., ou Fe est
l'unique facette qui contient e. Alors
1. 8i € #£0,
(Bz) + 3 <min_,_=(|C|+ Y2 ).
P2(bg = cec Fe

e virtuelle

pa(Br) < 0] - 3.

Preuve. Soient C € € et C' le cycle obtenu de C' en remplacant chaque aréte virtuelle e par les

arétes {JU(()FG),yge)}, {y&e), yge)}, ey {ygi),xg&)}. Du lemme 4.1.6 nous avons que

B&1-s,6/Br) = Lnes () ni=ic) 5c1-3.(Br)
= ’8\5|—3,degEJ7(zSuPP(V(5)))(Bf) =1,
r

donc pQ(BF) < mlnCEE(’C| - 3) = mlncé@ﬂc‘ + Ze virtuelle |YI-71'6D u

4.1.8 Exemple. Nous reprenons les exemples 3.7.8 et 3.7.19. L’unique cycle minimal C' de G
a comme ensemble des arétes E(C) = {{a,c},{c,d},{d,e},{e,a}} et il satisfait les conditions
demandées pour le cycle C' du lemme 4.1.6. De plus, grace a la proposition 4.3.16 J est un idéal

torique. En outre, C' avec
E(C) = {{a, 2}, {x,y}, {y, 2}, {z, ¢}, {c, 4}, {d, u}, {u, s}, {5, €}, {e,a}}
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est un cycle minimal de T . Par ailleurs, grace & 'exemple 3.7.19

€] =9 =mincee [ |C]+ RO+ RSO+ Y 5 | = palluae) +3.
€ R(T*) (C)

De la nous voyons que C est un cycle minimal de ") de longueur minimal. Ainsi d’aprés le
lemme 4.1.6, p2(Br) = 9 — 3 = 6. On retrouve donc le résultat de 'exemple 3.7.7, o1 on avait

calculé py(By) a partir de la table des nombres de Betti de Bg et en utilisant Macaulay?2.

4.1.9 Théoréme. Soient G un graphe qui n’est pas un graphe de cordes, I' = T'(G) le complexe
de cliques engendré par G et I' une extension binomiale de I telle que les facettes de I' admettent
un ordre admissible et Jg soit torique. Supposons que tout cycle minimal virtuel est un cycle
minimal et pour tout cycle minimal C de G et toute aréte e virtuelle de C' dans T(H ), les
sommets de e sont dans le premier bloc de Mp,, ou F, est l'unique facette qui contient e et e

satisfait une des propriétés suivantes :
1. soit V') = mini<jemy, (V') > 2 et Vo(Mp,) = F, ;
2. soit \Yl(Fe)| =1.

Alors, pa(Br) = p2(Izn=) = ming, ¢ (IC] + 3¢ virtuene Y ])-

Preuve. Par hypothese tout cycle minimal virtuel C' de G satisfait les conditions du lemme

4.1.6. En outre C défini comme dans le lemme 4.1.6 est un cycle minimal de (f(n*))l.
e Nous allons montrer que C est de longueur minimale parmi tous les cycles minimaux de

(T(H*))l obtenus a partir de C.

D’apres la preuve du corollaire 3.7.18, la longueur minimale d’un cycle minimal de (f(n*))l
obtenu a partir de C' est donnée par :

H* H* . .
tg-(C) = €]+ |R"(©) + |[RI(0)] + S eehI) ¢y e + 2 gty e (vOIT section 3.7)
ol C est 'ensemble des cycles de G. Mais on remarque que pour toute aréte e virtuelle de C'

(Fe) | F. F. F. F.
My = Ty Y11 .- ylnl(e) - ymFﬁl - ymFGHMFe () )
e F F Fe Fe e ’
Y11 Y2 --- Tq Ymp2 - Tmp,

oun =1si F, #eete= {x[()Fe),a:gFe)}. Par hypothese \Yl(Fe)\ =ny(e) = 7., donc

RN(C) ={ee R (C)FA\V(Mg) =0, Ik e{l,....mg}, enBS) 20 et [V, > n.}
— {e € RV (C)|F\Ve(Mp,) =0, 3k e{1,...,mp}, en B £0, et [V, > p}
g @_
et IT* IT* IT* IT*
RYY) (€)= RI () u R (0) = R{™(0).

H*
De cette facon t=(C) = |C] + ‘Rg )(C)’ - Z:eeRgH*)(C) Tle-
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Par aillewrs, |C| = |C] +|S1| + Y .cq, ni(e), ol

Sy ={ee R F A\ VR (Mg,) # 0 et Y7 =1} et
Sy ={e € R F A\ Vi (Mg,) =0, et V7] > 1}.

Donc
Sy ={ee R F\ Vi (Mp,) # 0} = R"(0), et

Sy ={e e R™) : FA\ Ve (Mp,) =0, en By(Mg,) = e et ny(e) = [V = 5.} = R{"(0),

Donc t+(C) = |C|. Du théoréme 3.7.18 on déduit que

p2(Br) = p2(Ip@)+3 = mincec (tn+ (C)) = mincec|C| = ming ¢ (ICl+ Y [YA]) > pa(Bp),

e virtuelle

ol la derniere égalité est grace au théoreme 4.1.7. De cette fagon nous concluons que :

pa(Br) = po(In+) = ming, (IC[+ > [V ).

e virtuelle

Le résultat suivant est un cas particulier du théoreme 4.1.9.

4.1.10 Corollaire. Soient G un graphe qui n’est pas de cordes, I' = T'(G) le compleze de
cliques engendrés par G, I une extension binomial de I telle que les facettes de I' admettent
un ordre admissible et Ji soit torique. Si pour tout cycle minimal virtuel C' de G est un cycle
minimal et toute aréte virtuelle e de C' dans f(n )
1. soit F, =e¢;

2. soit #col(Mp,) = 2,

ou F, est l'unique facette qui contient e, alors il existe un cycle virtuel minimal Cy de G tel que

, on a une des propriétés suivantes :

p2(Br) = pa(In) = |Ci.
|
4.1.11 Exemple. Soient G le graphe de la figure 4.3 et I' = I'(G) le complexe de cliques en-

gendré par G. Le sous-graphe C de G avec ensemble des arétes E(C) = {{a,c}, {c,d},{d, e}, {e,a}}
est I'unique cycle minimal de G. On associe aux facettes F1 = {a,b, c} et F» = {c, d} les matrices

suivantes :
a z e w T
MF1_<z0>etMF2_(wx d>
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a, C a, c a, C
e d e d e d
w X w X
G red
FIGURE 4.3 —

!/

Ainsi le graphe G dela figure 4.3 est le 1-squelette de =T,

Par ailleurs, grace a la proposition 4.3.16 nous avons que Jg est un idéal torique. De plus, nous
pouvons remarquer que les conditions du corollaire 4.1.10 demandées a I' et a son extension I
sont satisfaites, donc :

p2(Br) = p2(Ipn)

H*
(IC1+ 1RO + 32, ooy oy ) = 3
=(4+1+2)-3=4.

4.1.12 Exemple. Soit I' le complexe de cliques de I’exemple 4.1.11. Nous allons produire une
extension binomiales ' de I' et un cycle € de (I'); construit de maniere differente que le cycle C
du lemme 4.1.6. Nous aurosn que [C| —3 < |C’| — 3 = pa(Bg). De plus, le calcule de 'homologie

relative pour calculer le nombre de Betti correspondant & €’ aboutit & une homologie H 3(Ups k)
que nous ne savons pas calculer sans aide de logiciel.

Considérons les matrices

,  (a vy z (e w x
MFl_(yzc>etMF2_<wm d)'

Soit T 'extension de I' associée aux matrices ci-dessus. Possons char(k) = 0. Nous voyons que
le graphe G’ est le 1-squelette de T =17 et |C| = 8. Par ailleurs, griace au corollaire 3.7.18
et au point 2 du théoréme 4.1.6

ICl —3=5>pa(Bg) > poIgne) = (IC] + [R{ @)+ RS @)1+ Y n)—3=4.
eeRgf{:)(C)

Par la proposition 4.3.16 nous avons que Jg est un idéal torique. D’autre part, soient C’ le cycle
obtenu a partir de C' avec comme ensemble des arétes

E(C") = {{a,b}, {b.c}, {e.d} {d, 2}, {z, w} {w, e}, {e, a}}
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et h = deg abcedxwe). On a, d’apres la formule de Bruns-Herzog 1.7.6 :
S
T

Ban(Br) = B cry—3n(Bg)
= Biv(cr) -2, (klz]/Br)
= dimk H|v(5)|_3(9h7 \I/b; k)

= dimy Hy(Qp, ¥ k)
avec
O ={F CV(T): 38,7 € N, degssy(8) = h, 2" —272°"*F) € J5} et
U, ={F €Q,:38,veN, degyyyy(8) =h, 2’ — 272" € J5, 27 € I},
Comme
[abcdacwe]gJf = {abcdzwe, yzbdrwe, yzbe?d?, yzbr?w?, yzba?, e, yzbw3d, abcxw?,

abex3e, abcw3d, acbd?e?},

on a que
Qh :< {a7 b) C’ d7 w7 x? 6}’ {y7 Z? b’ d7 w7 x’ 6} >:< {a/) C) d7 w7 x? 6}’ {y’ Z? d) w) x7 6} > *{b} et

Uy, =< {b,c,w,z,e},{b,c,d,z,e},{b,c,d,w, e}, {a,c,w,z,e},{a,c,d,x, e}, {a,c,d w,e},
{a,c¢,d,w,x},{a,b,d, z,e},{a,b,d,w, e}, {a,b,d,w,z},{z,b,w,z,e}, {z,bd x,e},
{z,b,d,w,e},{z,b,d,x,w},{y,b,w,z, e}, {y,b,d,z,e},{y,b,d,w,e}, {y,b,d,x, w},
{y,z,w,z,e},{y, z,d, z, e}, {y, z,d, w, e}, {y, z,d, x,w} > .

Ainsi, par la proposition 1.6.8, ﬁi(Qh,k) = 0 pour tout ¢ € N. De la proposition 1.6.11 nous
concluons .FNIZ-(Qh, Ui k) = fIi_l(\I’h; k) pour tout i € N, en particulier,

Hy(Qp, U5 k) = Hy (W k).

Donc : 547h(8f) = dimy ﬁ4(Qh,\I’h;k) = dimy ffg(‘l’h;k) = ,84,9(1\1%). Cette derniere égalité
vient de la formule de Hochster (voir 1.4). En utilisant Macaulay2, nous obtenons f49(ly,) =1
et de cette facon on a B4,(Bi) = 1. Du corollaire 2.2.15 et du théoreme 3.2.6 on déduit :

1= 54,7(11:,) > ,8477(15’5) = Zh’eE(Jf),|h’|:7 Baw = 547;1(81:) = 1 par conséquent 64,7(81:) =1et
p2(Bp) = 4 = p2(Iga )-

0

4.2 Nombres de Betti d’une extension binomiale d’un graphe
de cordes

Dans cette section on cherche a calculer les nombres de Betti de I'extension binomiale de 1’idéal
de Stanley-Reisner d’un complexe de cliques engendré par un graphe de cordes. Pour cela on
fait réference au chapitre 2, section 2.3.
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4.2.1 Notation. Soit V = {z1,...,2,} U'ensemble des variables de k[x]. Pour tout Q C V, on
notera @ et (Q) C k[x| I'idéal engendré par Q.

Soient G un graphe de cordes, I' := I'(G) le complexe de cliques engendré par G avec F1, ..., F}
ses facettes et I' une extension binomiale. Par le théoreme 3.6.9 By est 2-linéaire et en outre par
le corollaire 3.2.10 et la remarque 3.4.14, pour tout j € N

B (Br) = B;(I)- (4.1)

Grace au théoreme 3.6.6 G = (f’)l est un graphe de cordes, et d’apres le théoreme 2.3.8 on
a une formule pour calculer les nombres de Betti de I ; pour cela on a besoin d’ordonner les

facettes de T' de telle fagon qu’elles forment une suite linéairement jointe. D’apres la proposition
3.4.15 les facettes de T peuvent étre obtenues a partir des facettes de I'. On verra alors comme
obtenir une suite linéairement jointe des facettes de I en donnant un ordre sur les facettes de
I' de telle sorte qu’elles forment une suite linéairement jointe.

4.2.2 Remarque. Soient G un graphe de cordes, I" := I'(G) le complexe de cliques engendré
par GG et I' une extension binomiale de I'. Dans la proposition 3.4.15 on a donné une description

des facettes de f(n)
f(H)

pour toute permutation de Pp; si nous prenos II comme l'identité, alors

=T Plus précisement toute facette de I provient d’une facette de I' et en fait a chaque
. =/ .
facette de I' est associé un ensemble de facettes de I', de la facon suivante :

1. Si F = F, alors F est aussi une facette de I/, on la notera H Fil-
2. SiF#F,

Hrj=F\{[MF]i1, -, [Mplj-1, [MFl2j41; - -, [MFly 1y ()41 }-

De plus si Mg est de la forme :

F F F; F; F F F

MF o ( CC(() ) y§71) e y§n1) é7 ) R yévn)Z yan)’l e y”(nF)an >

= F F F F F F F :
G RURRES s 7 U o Ol

Alors, pour tout 1 < j < [Y(F)] +1 et k;j I'entier plus grand tel que j > Zle \YT(F)| +1,
F F F F
Hpj = {27, el [Mp)1, [MF]17J+1’yl(c+)2,17 o 7y7(nF),1} U (F\ Vr(MF)).

On peut remarquer que pour tout j € {1,...,l}, |[Hp;| = |F|. De cette facon I" et T ont
la méme dimension qu’on note d — 1 et par la proposition 1.8.4

d = dim (k[x]/Ir) = dim (k[z]/I}).

4.2.3 Définition. Soit I, ..., I} les facettes de I telles qu’elles forment une suite linéairement
jointe.
1. S’il existe un certain k < i tel que :cg) € F;, alors on pose H; j :== Hp, ;.

110



2. Dans le cas contraire, on pose H; j := HFi’|Y(Fi)‘+2_j.

Nous ordonnons l’ensemble de facettes H; ; de T par l’ordre lexicographique sur les indices i, j.

Soit Fi, ..., Fj, une suite de facettes. Posons (voir section 2.3) A; = Fj\U;,_:lle:, D; = UészAJw
et P; = V(G)\ (FjUD;j). Rappelons que les idéaux @Q; = (D;, P;) forment une suite linéairement
jointe des idéaux si et seulement si F1, ..., Fj est une suite linéairement jointe de facettes.

4.2.4 Exemple. Soit G le graphe de 'exemple 2.3.6 de la figure 2.3 dont les cliques maximaux
sont :

Fy = {xg, w9, 210}, Fo = {7, 28,09}, F3 = {5, 26, v7}, Fy = {3, 24, 78, 210}, F5 = {72, 5, 6},
Fs = {x1,x3,x10}. D’apres 'éxemple 2.3.6, elles sont une suite de linéairement jointe de facettes
de I':=T'(G). Aux facettes Fy et F5 on associe les matrices suivantes :

7 | U Trg4 W z
3: 5 4: .
Mp. ( ) M < )
T5 w xrs Z10

e
Ainsi on consideére By I'extension binomiale de I' relative aux matrices Mg, et Mp,. D’apres la

Y
3

remarque 4.2.2, les facettes de T sont :

Hiy = {xs,x9, w10}, Hoy = {7, 28,29}, H3 1 = {we, x7, w}, Hy o = {we, w, 5},
Hyy = {28, 23,2, 210}, Hap = {w8, 23,9, 2}, Hy3 = {28, w,y, 2}, Hy s = {24, w,y, 2},
Hs 1 = {x2, 25,26}, Heq = {21, 23, z10}-

En appliquant la proposition 2.3.4 nous avons que la suite des facettes précédentes est une suite
linéairement jointe. En effet on peut calculer les ensembles D; ;, P; ; et A;; et vérifier la pro-
priété 3 de 2.3.4 comme on voit ci-dessous :

(’L,]) DZ’J‘ Pi,j Ai,j

(1,1) | {z1, 22, 24, w,y, 2, 23, T5, T, v, 27} | O

(2,1) | {x1, 22, x4, W, Y, 2, T3, 5, L6,V } {z10} {z7}

(3,1) | {z1, 22, 24, w,y, 2,23, T5} {zg, 29,210} {we, v}

(3,2) | {z1, z2, x4, w,y, 2,23} {x7, 28,9, 10} {5}

(4,1) | {z1, 22, 24, w,y} {zs5, x5, 27, 29,0} {2z 23}

(4,2) | {z1, 22, 24, w} {25, 26, 27, 9, 210, v} {v}

(4,3) | {x1, 22,24} {z3, x5, w6, 27, T9, 210, v} {w}

(4,4) | {z1, 22} {3, 25, w6, T7, 28, T9, T10, v} {4}

(5,1) | {z1} {23, 24, 5, 7, T8, T9, T10, W, Y, 2} | {72}

(6,1) |0 {72, 4, 5, 26, T7, T8, T9, W, Y, 2, v} | {71}

O

4.2.5 Lemme. Soient Fi,..., F; les facettes d’un complexe simplicial I' ordonnées de sorte

qu’elles forment une suite linéairement jointe, et {a,b} une aréte propre d’une facette F;. Si
a € Fj pour j <i. Alors pour tout s < i b ¢ Fy. Par conséquent b € A;.
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Preuve. Par I'absurde. Supposons qu’il existe s < i tel que b € F. En outre, on peut supposer
que j et s sont minimaux avec la propriété que a € Fj et b € Fs. De plus, sans perte de généralité
on peut assumer que j < s. Comme s est minimal on a : b € Fy\ Uf,_:llFil = A,. Par ailleurs
a ¢ Fy, puisque {a,b} est une aréte propre de Fj, de plus pour ¢/ > 1, a € Fj C UjicgyinFyr,
donc a ¢ Fy_y \ UjrcsrirFjr = Agyy et par conséquent a ¢ Up>1As1y = D;; de cette fagon
acV(I)\ (FsUDg) = Ps. Do ab € P; x Ag et comme Fy, ..., F] est une suite linéairement
jointe par le point 3 de la proposition 2.3.4 ab € Ps x Ay C (F;). Comme (F;) est un idéal
premier, a ou b appartient a P;, mais {a,b} € F; donc a ¢ P; et b ¢ P; ce qui est absurde. Par
conséquent, comme A; = F; \ Ui;lle/ on obtient que b € A;. m

4.2.6 Proposition. Soient G un graphe de cordes, I' := I'(G) le compleze de cliques engendré

par G de dimension d —1 et I’ une extension binomiale. Posons f(z) le complexe simplicial avec
facettes : Fy,..., F;_1,Hj1,H;o,... ,Hi,‘y(pi)H', Fiy1,...,F;. St les facettes de Fy, ..., F; de I’

forment une suite linéairement jointe, alors pour tout i € {1,...,1} :
1. Fy,...,F,1,H;1,H;9,..., Hz‘,|Y<Fi)+1\7 Fiiq1,...,F; sont une suite linéairement jointe des
facettes.

2. Soient 1 = |YU)|, ¢ = ht (Ir) et p = dimproj (It), alors ht (Ugw) = c+n et
dimproj (If(i)) = p+n. De plus, en posant

1 osi [Di| + |P| = [V(ID)] =4,
0 sinon,

8(k,i) = {

pour k =1,...,d —1 on a que : sp(TD) = s,(T') + 8(k,3) - [YF)| (voir théoréme 2.3.8
pour la definition de sp(T")).

Preuve.

1. Soit MF, la matrice associé a la facette F; de la forme :

Y21 -+ Y2no

€T 1.1 .- 1
7‘[2 0 Y1, Yiny
Y22 ... X2

?/1,1 yLQ X1 ymp,2 a:mF

N Ympd o Ymp g >

Par la remarque 4.2.2, les facettes de I sont :
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Hp, 1 = I,

Hp, 1 =F_q,

Hp, 1 = {0, Y11, Y21, -+, Ymp1} U (5 \ V0 (ME,)),
Hfp, 2 = {y11,y12, Y21, - -+, Ymp1 } U (Fi \ Vi (ME)),
HFi,nlJrl = {x17y1n1ay125 Y3, .- - 7ymF1} U (Fz \ VF(MFz))a
HE, ny 42 = {1,921, 922,31, - - -, Ymp1} U (Fi \ Vo (ME,)),
HFi71+Z;n:F171 n; = {‘7}17 sy Tmp—1, ymF—lan—17ymF1} U (FZ \ VF<MF¢))7
Fi72+Z;‘n:F1‘71 nj = {x17 ety me—lv ymF17 ymp2} U (E \ VF(MFZ))7
HFin;ﬁ:qnj = {xla“'7me—17yanmF—1yanmF}a
HFz’J"rZ?EI”j = {x17“'7me7yanmF}7
Hp o = Fiya,
HFZ,I = -Fl

Pour 1 <k <1, on pose n(k) = 1si k #i et n(i) = 1+ > n;. On a deux cas

(a) Soit il existe i' < i tel que zp € Fy. Il faut prouver que

Hin = Hppa,....Hicig = Hp_1,Hy = Hpoa,.o Hiney = Hpaw),
Hip11=Hp, ,1,--.,H 1 = Hp, 1 est une suite linéairement jointe.

Par le point 3 de la proposition 2.3.3 il suffit de montrer que < A; ;v > Py 1 C (Prir)
pour tous j,j' € Ntelsque 1 < j<j<letl<j <k <n(k), oules ensembles
Ay, et Pp,r =< P; > ont été définis dans la section 2.3 ( voir les équations 2.5
et 2.6 en faisant attention & notre notation introduite dans cette section). Ainsi,
i—1
Aj=Fj\ Uy Fy, Dy = Ui Agr et P = V(G) \ (F; U D;),
A = Higr \ (U j0)<iox (k) Hjr) pOUT (K, k') 7 (1,1)5
Dik = U(j)>1ex k) Ajg pour (k, k') # (1,n(1)) et Dypgy = 0
et Py = V(F(Z) \ (Hk,k:’ U 'th} pour (k, k/) #(1,1).

Avant de calculer les ensembles précédent explicitement on remarque que comme pour
tout j € {1,...,mp}, {xo,2;} est une aréte propre de I' par définition de I' on a que
{z1,...,Zmp} C D;, grace au lemme 4.2.5. On pose

{WinYo—alize ={yjr 1 a <j < bete <k < d}.

Maintenant on calcule les ensembles précédents :
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(k, k") Dy, 1t Py g Ay g
(1,1) Dy U Y FD) 0
(1,2) Dy UY D) Py Ag
(i—1,1) Dy UY i) Pi_1 Aj_q
(4,1) DU (Y FED N\ {yy; };n:fi) U {Ij};n:ﬁ P; A\ {Zi};n:q U{y1,j }le
] mE; T ) m
(4,2) D U {yj,kd =1 2o \ {y1,2}) U {e; 0 P; U{zo} {y1,2}
) J m
(4, 3) D;i U {yj,k} =t 11lo \{y1,2,y1,3})U{1_7’}j:}; P; U{zo,y1,1} {v1,3}
. : mpg. n; o —
(i,m1) D; U ({yj,k}wﬁg?’ lo \{y1,n D) U{z; }7‘;; PiU{zo} U {y;}52] 2 {y1,n1 }
. ;Mg m —1
(i,m1 +1) | Dy U {y_y‘,k}jzgli\kig U {z; }j:F2 P; U{zo} U {y1y };Lél {z1}
. m m n
(i,m1+2) | Dy U{yj,r}mg 112lo \{y22})U{Ij}j:}; PiU{Io}U{ylj}jél {y2,2}
(i, 1+ (i) | D Py U{eo} U (Y FD \ {ymp o p ) | {zmp}
(i+1,1) Dit1 Py UY (i) Ay
(1,1) 0 P, U Y (Fi) A

Avant de prouver que A;i» X P; i C (Prw) pour tous 1 < j < j<letl<j <

k' < n(k’) on remarque que : F,..., F; est une suite linéairement jointe, d’apres la

proposition 2.3.3 pour tout j € {2,...,{} et pour tout £k > j on a A; x P; C P.

Maintenant

— Si j < i. D’apres la table ci-dessus, pour tout k > j A1 X Pj1 = Aj x P; C Py
et par conséquent si k # i, Aj1 X Pj1 C Pr1etsik =14, Aji1 x Pjy C P;y avec
K e{l,...,n(i)}.

— Si j = 4. Par la table ci-dessus, P; iy C P; 41 pour tout k' € {1,...,n(i) — 1}.
Donc, pour tout k', k" € {1,...,n(i)}, K" > k', Ajyy X P,y C P; . Maintenant
pour k > i et k' € {1,...,n(i)}, on a que A; jy X P C Pp1; car Yy ) P et
d’autre {z1,..., 21} C A; et A; x P; C Pg.

— Sij>1ipour k >1 A%l X ijl C 'Pk,l, car A]”l = Aj, A]’ X 1:)] C Py et Y(F’) C
Pj1, Py 1

De cette fagon on a prouvé que que A j X Py C (Pp ) pour tous 1 < j < j <let

1 <j' <k <n(k). Dapres la proposition 2.3.3

F1,17~--7Fi—1,1;Fi17---;Fi,n(i)yFi+1,17~--7Fl1

)

est une suite linéairement jointe.

Soit z¢ ¢ Fy pour tout ¢’ < i. Il faut prouver que
H171, e ,Hifl’l, Hi,l = HFi,n(i)v . aHi,n(i) = Hpi’l, Hi+171, . 7Hl,1

est une suite linéairement jointe. Donc comme dans le point 1 on obtient la table
suivante, en tenant en compte que Comme zg ¢ Fy, pour tout k < i, on déduit de la
définition de A; que zg € A; :
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. De

(k, k") Dy 1! P k! Apr/
(1,1) Dy U Y F) 0
(1,2) Dy U Y (Fi) Py Ay
(i—1,1) Dy Uy W) Pi_1 Aj_q
(i, 1) Dy U PN\ {ym o nm P U {0} P A\ {20} U{ym g, }
. . n
(,2) D; U (Y (Fi) \ W s}y o, 1)U {0} | PiU{emp) Winpnmp—1}
P . n
(,3) D; U (Y (Fi) Wi i byt g —2) UA20} | PiUA{Zmp ympnm o } Winp -2}
. n
(hrmp) | DiV{UL1 - Ymp =1y, 12U {z0} | PiU{ump b0 Udemp) | {ympal
i A
(brmp +1) | DiU{yn1 s Ymp =1, -2t UAz0} | PiU{ump 150 Udemp} | {mp 1,1}
(i, m(7)) D; P; U {yj,k};l’i iy U {zj}_;’;ﬁ {zo}
(i+1,1) Dit1 Piy1 UY (Fi) A
(1,1) 0 P, Uy (Fi) A

Maintenant on va prouver que A; ;s x Pjir C (Pgy) pour tous 1 < j < j < let

1< 5 <k <n(k)

— Si j < i. D’apres la table ci-dessus, pour tout k > j A1 x Pj1 = Aj x P; C Py
et par conséquent si k # i, Aj1 X Pj1 C Pryetsik =1, Aj1 X Pj1 C Py avec
K e{l,...,n(i)}.

— Si j = 4. Par la table ci-dessus, P,y C P, 41 pour tout k' € {1,...,n(i) — 1}.
Donc, pour tout &, k" € {1,...,n(i)}, K" > k', Ajy X P,y C P . Maintenant
pour k > i et k' € {1,...,n(i)}, on a que A; jy X Py C Pp1; car Yy FE) ¢ P et
d’autre zg € A; X P; C Py.

~Sij>idipour k>iAj;1 xPj1 C Py, car Aji =40, Aj x Pj CPy et Yy () ¢
Pj, Py

De cette fagon on conclut que Aj ;o X Py C (Pry) pour tout 1 < j < j <l et

1<j <K <n(kK). Dapres le point 3 de la proposition 2.3.3 on obtient que

Fl,lv .. -)E—l,lyﬂ,n(i)v .- '7}72'17}72'-"-1,1)' . 'aﬂ,l

est une suite linéairement jointe.
la- remarque 422 d = dim (k[x]/Ir) = dim (k[z]//50) et comme

c=ht (Ir) = |[V(I)|—don a

bt (1) = VI —d= @+ [VI)) —d=7+ (V)| -d) =7+

Par ailleurs, de la remarque 2.3.11 le tableau Mt et Mf(i) s’obtient en supperposant les
rectangles Ay x Pp, et Ay jr X Py . Du point antérieur on peut voir que dans les deux cas
qu’on a considéré |Ay 1| = |Ag| et |Py1| = |Py| pour k =2,...,1; de méme que |A; | =1
et |Py| = |Pigw|+E —1pour k' =2,...,n(i); . Ainsi, les tableau Mr et Mp ont la forme
qu’on détaille dans la figure 4.4 :
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¥ )
|A] P |A]
LT v —~ L'r + |Y(Fl)|
|| |Pi B2 A\ B
| P, | | P2
Mr M
FIGURE 4.4 —

Par le théoreme 2.3.8 la dimension projective de Iﬁi) est les nombre de lignes de Mf@)
moins 1. On peut remarquer de la 4.4 que les nombre de lignes de Mfﬁ) est le méme
nombre de lignes de Mt plus n, par conséquent du théoreme 2.3.8 dimproj (If(i)) =p+n.

En plus de la méme figure 4.4 on peut remarquer que pour r = ¢, ..., p, le cardinal de la
ligne Lr+ﬁ(Mf(i)) de Mf(i) est le cardinal de la ligne L, (Mr) de Mp en ajoutant le nombre
7-6(r +n,7) Y| ot
. l
. P / . >
s tmay ={ 1 8 Shaalael tIP 0z
0 sinon
1 si|Di|+|P| >
| 0 sinon.

Remarquons que It = Ul_;(z € V(G) ¢ F;) par la proposition et de la section 2.3
Rapellons que du théoreme 2.3.8 pour i = 1,...,d—1, s4_;(") et sd_i(f(l)) sont le nombre
d’¢léments de la ligne Le4; du tableau Mp et Leyp4s. Par conséquent, pouri=1,...,d—1,
5i0") = |Letnamiy (M) = |Lesa—i(Mr)| + 80, )] Y 9] ot

~—

5(i, ) = 8(c +n + (d — i), )Y ) :{ R
_ ) 1 siD[+ (R = ([VI)|—d) +d—1,
_{ 0 sinon
_J 1 st D+ B > V()| -4,
{ 0 sinon.

4.2.7 Théoréme. Soient G un graphe de cordes, I = I'(G) son compleze de cliques, T une
extension binomial de I', M le tableau associé aux facettes Fi,...,F; de I' qui sont une suite
linéairement jointe et n = |V(I')\ V()| . Alors :
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1. Soit ¢ = ht (Ip()) et p = dimproj (Ir), alors ht (Bg) = ¢+ n, dimproj (Br) = p + 7.
2. Soient L; la i-éme ligne de M, d = dim (k[x]|/Ir) et S4—; = |Lcti|. Alors

d—1 l _
[ c+n+1 . V()| —i—1
S-SR S B oI PES SLIAS LA} f (i
=0 j=1
oo 1 st D+ | P > |V(D)| -4,
ot 8(j,4) = { 0 sinon.
Preuve. En appliquant le théoreme 2.3.8 recursivement [ fois on obtient que
!
— »
si@) =si+ Y _ 004, 80)|Yjl;

j=1

et en utilisant la proposition 4.2.6 on conclut le théoreme.

4.3 Appendice : Sommes d’idéaux toriques

Dans la section 4.1 nous avons trouvé une borne supérieure de py(By) dans le cas ol Jr est
un idéal torique. Dans cette section nous essaierons de trouver des familles d’extensions pour
lesquelles Ji est un idéal torique.

Idéaux toriques et paramétrisation

Du théroeme 1.3.12, il découle immédiatement la proposition suivante :

4.3.1 Proposition. Soit I C k[x] un idéal. I est un idéal torique de caractére 1 si et seulement
si I = Ker ¢, ot ¢ : k[x] — k[t*!] est le morphisme défini par o(z;) = t% et ay,...,an, € Z™ =

4.3.2 Définition. Le morphisme ¢ : k[x] — k[t*!] défini par la proposition 4.3.1 est appelé
paramétrisation de I'idéal Ker ¢.

4.3.3 Remarque. Soit ¢ : k[x] — k[t*!] une paramétrisation de I := Ker ¢ telle que ¢(x;) =
t% ol aq, ..., € Z™. Alors I est un idéal premier, puisque k[x]/I = ¢(k[x]) C k[t*!] est un
anneau integre. En outre, on pose A = [a,...,ap] € My, n(Z) et m : N* — Z™ le morphisme
de semi-groupes défini par 7(e;) = ;. Alors, par le théoreme 1.3.12 et la définition 1.2.10, on a
que :

I=14:=x"*—x"":7(uy) =m(u)).

De plus, si u € N7, alors pz% = t4,
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4.3.4 Proposition. Soient ¢ : k[x] — k[tT!] une paramétrisation de I := Ker ¢ telle que
o(x;) = t%. Etant donné la matrice A = J|ai,...,0n) € Mpn(Z), on a que
rang (A) = dim (k[x]/I).

Preuve. D’apres le point 6 de la proposition 1.3.12 k[x|/I = k[x][t*!,...,t%"]. La dimension de
Krull du domaine entier k[t®!, ..., t*"] est le plus grand nombre de mondmes t$ algébriquement
indépendants. Or, un ensemble de monomes est algébriquement indépendant si et seulement si
ses vecteurs exposants sont linéairement indépendants. Ainsi rang (A) = dim (k[x]/I). "

4.3.5 Définition. Soient ¢ : k[x] — k[t*!] une paramétrisation de I := Ker . On dit que ¢
est de rang maximal si dim (k[x]/I) est égale au cardinal de t.

On dit que u = (u1,...,u,) € N* et v = (v1,...,v,) € N sont de supports disjoints si et
seulement si pour tout i € N tel que u; # 0 alors v; = 0 et réciproquement. En outre, pour tout
u € Z™ il existe deux vecteurs uniques u4,u_ € N" de supports disjoints tel que ©v = uy — u_.
Ainsi, de la remarque 4.3.3 on a la proposition suivante

4.3.6 Proposition. Soit ¢ : k[x] — k[t*'] une paramétrisation de Ker ¢. Alors, en posant
Kery A:={ueZ™: Au =0},
Ker ¢ = (x%+ —x"% : uq,u_ € N de supports disjoints et (uy —u_) € Kery A). m

D’apres la proposition 4.3.6, pour trouver les générateurs d’un idéal torique I, il suffit de résoudre
le systeme d’équations linéaires homogene sur Z

U1

Um

ol A est une matrice associée a la paramétrisation ¢ de I. Nous savons par l'algebre linéaire
que pour tout Q@ € My, ,n(Q) inversible, Kery A = Kery QA, donc la proposition suivante est
immédiate.

4.3.7 Proposition. Soit A une matrice associée a une paramétrisation ¢ : k[x] — k[t*']. Si
B € My, n(Z) est une matrice obtenue a partir de A en la multipliant & gauche par une matrice
inversible Q € My, m(Q), alors Ip = Ker ¢ et la matrice B définit une nouvelle paramétrisation
de Ker ¢ par @(z*) = t!B. En particulier, si B € My, n(Z) est obtenue en appliquant une suite
finie d’opérations élémentaires sur les lignes de A, alors Igp = Ker ¢ et la matrice B définit une
nouvelle paramétrisation de Ker . De plus si ¢ est de rang mazximal il en est de méme pour @.

Preuyve. En effet d’apres 4.3.6 Kery A = Kery B. Donc Ker ¢ = Ker ¢. L]
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Idéaux de scroll

Soient n1,...,ny, € Net pour chaque j € {1,...,m} x; = (z;,,- - ,xini) une famille de variables,
ou toutes les familles de variables x; sont disjointes. On rapelle que la matrice de scroll
M (Xpy, ..., Xn,,) (notée M(ni,...,n,) au cas ou il n'y a pas de confusion sur les variables) est
une matrice 1-générique (voir page 64 de [9]) de la forme M (n1,...,nm) = [Mp,|---|My,,] avec
Tiy  Ljg v CCZ'nZ_

M, =

Lig Ljg «e- .CCZ'nZ_

et I'idéal de scroll Z(x,,,...,Xp,,) (noté Z(ni,...,n,) au cas ou il n’y a pas de confusion
sur les variables) est I'idéal engendré pour tous les mineurs 2 x 2 de M (nq,...,n,,). Il est bien
connu que l'idéal de scroll Z(nq, ..., n,,) est torique et qu'une paramétrisation de Z(ny,...,ny)
est donnée par la proposition suivante :

4.3.8 Proposition. [35, Lemme 2.1] Soient Z(n1, ..., ny) un idéal de scroll surk[xy,,...,Xn,, ],
@ k[Xnys oo Xn ] = [T, shL tEY] le morphisme defini par @(xi;) = s1---sit! . Alors que
Z(ny,...,nm) =14 ot

[ 1 111 1 1 i
1 1 1 1
A=
0 010 0 1 1
L 1 ni |1 no 1 Nm |
|
Une autre maniere de paramétriser I'idéal de scroll Z(nq,...,n,,) est celle de l'exercise A.2.19

de [8] (page 612) qui est I'objet de la proposition suivante :

4.3.9 Proposition. Soit Z(n,...,ny) un idéal de scroll sur K[Xp,,...,Xp,,|. Alors
Z(ni,...,ny) = Ig, avec
[ ny—1 n1—2 ... 0 no—1 no—2 ... 0 o, =1 n, —2 ... 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
B=|
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
| 0 1 ooonp—1 0 1 oo mg—1 .. 0 1 R !

De plus, en notant [B); la i-iéme colonne de B; et n ="y ;" n;, on a que la matrice

M = [[8]17 [B]mv [B]TL1+TL2 ce [B]n1+...+nm}

est inversible, donc dim (k[x]/Z(n1,...,nm)) =m+ 1.
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Preuve.

Gréace a la proposition 4.3.7 il suffit de voir que 'on peut obtenir B a partir de A en appliquant a
A des opérations élémentaires sur les lignes. Notons L; la ligne d’une matrice X € M,, FLYT e

O =

[ 1
0

0 0
12

1
0

0
ni

D’apres la proposition 4.3.8, Z(nq, ...

—_ =

1
1

0 0
1 2

0
n2

1
1

En faisant U'opération L,,+1 — L1 — Ly, +1 sur A on obtient

1
A= :
0
0

1

0
1

1

0
n1—1

1
1

—_

00
0 1

1
1

0
n1—1

—_

1
0

— =

1
1

1

Nm

1

Ny — 1

Apres la suite des opérations L; — L; 11 — L; pour 1 <i <m — 1, on obtient :

(1
0
./4//

0
| O

Maintenant, en faisant (>

De plus

1
0

0
1

m—1
i=1

1

0
77,1—1

(n; —

0
11
0 0
01

M

et les colonnes de M sont clairement linéairement indépendantes, par conséquent M est inversible

et

[[8]17 [B]n“ [B]n1+n2 ..

m + 1 =rang (M) = rang (B) = dim k[x]/(Z(n1, ..

s Bl 4ty =

0
1

0
n1—1

n1—1
0

0

0

La derniere égalité suit de la proposition 4.3.4. Ainsi

dim (k[x]/Z(n1,...
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0
0

1
0

0
0

1
1

0
0

1

N, — 1

1) - L;) — Lypy1 — Ly sur A", on obtient B.

0

0 0
1 0
0 1

ni—1 ng—1

Ny, — 1

Sy ).

;M) =rang (M) =rang (B) =m + 1.




Somme d’idéaux toriques

4.3.10 Lemme. [38, Lemme 4.14] Soit A = [y, ..., 0] € My, n(Z). L’idéal I4 est homogéne

si et seulement s’il existe un vecteur w € Q™ tel que a; -w =1 pouri=1,...,n et a; # 0.
4.3.11 Définition. Soit z = (z1,. .., z,) une suite de variables et x une variable qui n’appar-
tient pas a z. Soient f := f(z1,...,2,) un polynome de k(z| et g := g(z1, ... z,, ) un polyndéme

homogene de k[x][z, z]. En écrivant f = >, a;z$ pour certains a; € k et ; € N, on définit
le degré de f comme degy(f) = max! ;(]ey|). L’homogénéisation de f par rapport a z est
le polynéme fhoms — a;degN(f)f(%, ..., ). La deshomogénéisation de g par rapport a x est
le polynéme g°hs = g(z1,...2,,1) € k[z]. Dans le cas ot il n'y a pas de confusion sur la va-
riable x, on peut écrire seulement f1'™ et g4°M. Par ailleurs, soient I un idéal de k[z] et J un
idéal de k[z, z]. L’homogénéisation de I par rapport & z est l'idéal "™ = (fhom . f € I) et la
deshomogénéisation de J par rapport & x est I'idéal Jdh = (gdeh . g € J).

4.3.12 Lemme. Soient z = (z1,. .., z,) une suite de variables, x une variable qui n’appartient
az et I Ck[z,x] un idéal torique homogeéne tel qu’il existe une paramétrisation

¢ : k[z, z] — k[tT1, 5] avec p(z;) = tYisY o oy € Z™, vy € L, et p(x) = 8T 0t Yyt € ZF.
Si @ : k[z] — k[t*!] est le morphisme défini par $(z;) = (o(2;))%s, alors (Ker @)Pom = 1.

Preuve. On pose A = [o1, ..., 0] € Myyn(Z), v = (71, ,7n) €t

Az(A 0 )EMm’n(Z)etI::Kerg):IA.
Y| In+1

Maintenant, on va démontrer que (Ker $)"™ = I. Clairement I C (Ker $)"™; il reste alors a
montrer que (Ker @)™ C I.

Soit, z"+ — z%~ € Ker ¢, ol uy = (usrl), o 7uS:L)) et u_ = (u(_l), e ,u(_n)) € N" sont de supports
disjoints. Il faut démontrer que (z%+ —z%-)"™ ¢ I. On rappelle que si u = (u(l), e ,u(”)) ez,
lu| = 31, u¥. Sans perte de généralité on peut supposer |ui| < |u_|. En posant uS:LH) eN
tel que |uy| + uTH) = |u_|, on a que
(z%+ — g-)bom — g g
Posons uy = (u+,u5f+1)) e Nl et 1 = (u_,0) € N**!1. Comme I est homogene, d’apres le
lemme 4.3.10 il existe w € Q™ et w41 € Q tel que (w,wm41) -, =1pouri=1,...,n+1, ce
qui équivaut a
(Wywmt1) - A=(1,...,1).
Donc,
fug| +ul™ = (1,1)

= (W, wms1) - A) - (s, ulY)

=w - (A uy) + w1 (1, Y1) - wuy)

=w- (‘Z Uy ) + Wit Z?:ﬁl %’US?,
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et
u-| =(1,---1)-u
= ((w 7wm+1) A) “(u_,0) |
w- (A us) +Wmgr D iy ’yiu(_l).

D’autre part 0 = p(z"+ —2z"~) = AU tA'“* donc A-uy = A-u_. Enoutre, [uy|+uns1 = |u_|,

d’olt w41 Z?+11 'yzusr) = W1 D rq Vil ( ) De plus, w41 # 0, car

/
1= (W7wm+1) Qi = W1 YmA1-

Donc,
n+1

2% Z% . (4.2)

Par ailleurs
u u(n+ _ pUu— — U4 u(n+1) u—
p(zx"r z"") =" ) 4+ p(z')
= (tvs)A.UI7L - (ta S)AIUL

(n+1)

— tg’u,_,. s"‘/"u+ S’Yn+lu+ _ tgu_ s'y-u_

= tg'“-v— 321 1 %“S—) tg‘“— 327—1 Vi ©
— tZ-u+ SZZ 1 ’YZUS-> tA Ut 321 Ly

= tg'“(szizl ) _ T ) 0.
La derniere égalité provient de 1’équation 4.2. Par conséquent

(n+1)
(zu+ _ zu_)hom — U+ Uy =y

et (Ker @)™ C I. De plus comme on avait déja I C (Ker $)"™ on conclut que (Ker @)™ = T.
|

4.3.13 Lemme. Soit A € My, ,(Z) avec m < n et rang (A) = m. Alors, pour tout i €
{1,...,n} tel que la i-éme colonne de A n’est pas nulle, il existe toujours une sous-matrice A’
de m colonnes de A ot la i-éme colonne de A est une colonne de A’ et A est inversible sur Q.

Preuve. Comme rang (A) = m, il existe une matrice A1 € My, ,(Z) de m colonnes de A telle

que A; est inversible. Soit a; la i-eme colonne de A avec a; # 0 et o}, ..., al, € Z™ les m-colonnes
de Ay. Alors {o,...,al,} est une base de Q™. Par conséquent, il existe aq, .. am E Q non
tous nuls tels que «; = Z] 1 a]a On peut supposer a; # 0, alors o) = Z;” 9 Zi a] — —OzZ Par
conséquent {a;, o, ..., al, } est une base de Q™ et la matrice A" = [a;, o), ..., ] est inversible
sur Q.

|
4.3.14 Lemme. Soient ¢ : k[x] — k[tl,...,tm/,tl_l,...,t;}] une paramétrisation de lidéal

I :=Ker ¢ et A* € My ,(Z) la matrice relative a cette paramétrisation telle que

rang (A*) =m <m/.
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Pour tout i € {1,...,n} tel que o(x;) # 1, il existe une paramétrisation de I

@ k[x] = K[ttty et

’'m

de rang mazimal telle que @(x;) = t4, avec ¢ e N et j € {1,...m} .

J?
Preuve. Comme p(x;) # 1, il existe o = (®i1,..., 0 ) € Z", a; # 0 tel que
pla) = 575

Soit j' € {1,...,m'} Dentier plus petit tel que a; j» # 0. Notons 3, le r-ieme vecteur ligne de la
matrice A*. Comme rang(A*) = m, il existe f1,..., 8., € {B1,.-.,Bm } tels que

SpanQ(ﬁi’ 7/61/71,) = Span@(ﬁl;"')/ﬁm’) = Qm

Donc il existe by, ..., b, € Q non tous nuls tels que B; = > ;" | byf).. On peut supposer by # 0,

alors
m
/ o k
SR
k=2

Par conséquent By, (3, ..., By, est une base de Spang(f1,.. ., f,,) = Q™ et il existe une matrice
B € M,y (Q) inversible telle que

A
B-A* = ( 0 > € Mm’,n(@)a avec A = (6]"7/8]927 .. .,Bkm)T et 0 € Mm’—m,n(@)-

D’apres le lemme 4.3.13 il existe une matrice inversible A’ € M, ,,,(Z) de m colonnes de A
contenant la i-eéme colonne de A. Maintenant on peut supposer que A = [A'|A"] avec A" €
M n—m. Comme A’ est inversible, il existe B € My, »,(Q) tel que BA" = I. De cette fagon
BA = [BA'|BA"] = [I|BA"]. Soit q le plus petit entier naturel tel que

q(BA) = (¢B)A = [qI|q(BA")] € My n(Z).

D’apres la proposition 4.3.7, (¢B)A définit une paramétrisation de I, @ : k[x] — k[t™!] de rang
maximal (rang (A) =m) telle qu'il existe j € {1,...m}, et $(x;) = . "
4.3.15 Théoreme. Soient z1 = {z11,...,21n,} €t 22 = {221,..., 221, } deur ensembles des

variables disjoints, x une nouvelle variable et Iy C k[z1,x], Iy C k[z2,z] deuzr idéaux toriques
homogénes tels que x apparait dans un systéme minimal de genérateurs de Iy et Iy. Alors :

1. I) + Iy est un idéal torique homogéne de k|z1,z2, x].

2. dim (k[z1,2z2,z]/([1 + I2)) = dim (k[z1,2]/]1) + dim (k[z2,x]/I2) — 1.
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Preuve. Sans perte de généralité on peut supposer que I et I sont non dégénérés, autrement
dit pour 7 = 1,2, toute variable de z; U {x} apparatit dans un systéme minimal de générateurs

de Iz

Avant de démontrer le théoreme, il convient de noter les considérations suivantes :
On pose z = z1 U za. D’apres le lemme 4.3.14 il existe
By - klzq, 2] = k[tT, s et 57 : k[zq, 2] — k[wT!, sF]

des paramétrisations de rang maximal de I; et Iy respectivement, avec p;(x) = s7mit! et
Yin;+1 € Z* pour i = 1,2; on note my, ma les cardinaux de t et u respectivement. Posons
v = pPPCm (Y1 ny+1, V2.ne+1). On appelle Ay € My, 41 n,4+1(Z) et Ay € Mipy41 ny+1(Z) les matrices
qui représentent les paramétrisations 7 et pa, respectivement. Ces deux matrices peuvent étre
écrites comme ci-dessous :

—/ —/
A, = (L}‘L) ot Ay — (@‘L) ,
Qi | Y1ny+1 Qg | V2,n0+1

ou le S Mmhnl (Z)7 Z2 € Mm27n2 (Z)7 a] = (71,17 ';771,711) €L et ag = (72717 cee 772,712) € Z".

En multipliant la derniere ligne de chaque matrice A; et A, respectivement, par - = s - o
N1 SN2

ol ¥ = ppem(Y1,ni+1, ¥2,na+1), O0 obtient d’apres la proposition 4.3.7 d’autres paramétrisations
1 et o pour I; et I respectivement, a savoir les paramétrisations relatives aux matrices :

/ /
- (54) - (42),
aq | Y Qg | Yy

> — 8 / n _ 0 / n o - +1 ,+1 £l
ol ap = Z-— o) € Z" et aqg = g 02 € Z™. Soit ¢ : klz,x] — k[tT,ut", s le

morphisme défini par @(z) = s7 et B(zj;) = pi(z;i) ot i = 1,2.

Maintenant nous sommes en mesure de prouver le théoréme :

1. On pose J := Ker p, donc J est un idéal torique et nous avons que :
e J est homogene. Cela suit de argument suivant :
Comme [; et Is sont des idéaux homogenes, d’apres le lemme 4.3.10, il existe w; € Q™!
wr € QM W €Qetw €Q tels que

(1,...,1) = (w,w') - A = (w1 - Ay + W' -, - 7) et

(1,...,1) = (w2, ") - Ay = (wa - Ay + W - g, " - 7).

Donc w' -y = w” - v et par conséquent w’ = w” Par ailleurs, la matrice qui représente le
morphisme P est

A’1 0|0
A= 0 A’2 0
ap | Qg | 7Y
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et
(wi,wo,w) - A = (w1 - A1+ ar,wr- Ay + W' - ag,w'y)
= (w1 . A1 +w’ cQ, W9 AQ —l—w’ . ag,w"y)
=(1,...,1,1,...,1,1).
En utilisant le lemme 4.3.10 on a que J = Ker ¢ = I4 est homogene.
Montrons que J = I1+15. Il est clair que I1+15 C J. Il reste a démontrer que J C I1+1> :
Soit B 1= z1"z9%22% — z1"129"2 € J homogene, ot § € N et u;,v; € N* pour i = 1,2
avec la propriété que si (u;); # 0, alors (v;); = 0 et réciproquement. Donc

lur| + |ug| 4+ 6 = degN(zlulz2“2x5) = degy(z1"122"?) = |v1| + |va]. (4.3)
Par ailleurs, comme
0 =5(B)p1(z1")p2(22"2)s™ — 51(21")pa(22"2)s™

et les ensembles des variables t, w et s sont disjoints, on a que
P1(z1") = p1(z1") et Pa(22"?) = p2(22™) et AL = Xo.
Par conséquent z1"* — z1"* € (Ker 1) et z2"2 — z3"2 € (Ker ). D’apres le lemme
4.3.12 :
(z1" — zlvl)hom € (Ker ﬁ)hom =1 et (z2"2 — z2”2)hom € (Ker @)hom = I5.
e On va prouver que B est une combinaison algébrique de (z1"' — z1"1)Mo™ et
(z2"2 — z272)P°™ . Pour cela on considere trois cas :

(a) Soit |u| < |v1|. Alors, il existe o € N, a > 0, tel que

Uy Zlvl)hom a 1

(z1 =z1"2% — 21

Donc,
lur| + o = |vy]. (4.4)
Maintenant, on considere deux sous-cas :

i. Soit |ug| < |vg|. Alors, il existe 8 € N, tel que (z2"2 — z"2)Po™ = z%228 — z5%2.
Donc |ug| 4+ 8 = |va|. De plus, des équations 4.4 et 4.3, on déduit que

(lur] + @) + (Juz| + B) = |vi| + [v2| = |ua| + |uz| + 6.
Par conséquent a + =4 et

B = z1"zyu2g0 — zqViz9"2

= 71" 2% (22" 20 — 25V2) + 22" (21 2 — 21¥1)
—_ Zlull,a(Z2u2 o szg)hom + Z2v2 (Z]_ul _ Zlvl)hom c 12 + Il.

ii. Soit |ug| > |va|. Alors, il existe 8 € N, tel que (z2"2 — z%2)ho™ = 7342 — 75V225,
Donc |ug| = |va| + . De plus, des équations 4.4 et 4.3, on déduit que

(lua] + @) + fua| = [or] + (joa| + B) = (1] + [v2]) + 8 = (lua| + Juz| +6) + 5
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Ainsi a =0 + [ et

B = z"zpu250 — zqViz9"2

= 21"2%(22"2 — 22"22P) 4 222 (211 2 — 21”1
— Z1u1$6(Z2u2 o szg)hom T Z2v2(zlul _ Zlvl)hom c I2 4 II-

(b) Soit |uy| > |v1|. Alors, d’apres I'équation 4.3 |va| > |uz|. De cette facon, il existe
a,BeN a>0et g>0 tels que

up Zlvl)hom u1 szz)hom vz

(z1 =2z1" — 21" 2% et (z2"? — = 72"22° — 74

Ainsi |ur| + (|uz| 4 8) = (Jor] + @) 4 [v2| = (Jor| + |v2]) + o = (Jus| + |u2| 4 6) + o,
cette derniere égalité vient de I’équation 4.3. En conséquence 5 = d 4+« et de cette
fagon on a que :

B = Zlul Zzu2336 — Zlv1 szQ

= 22"20% (21" — 21V12%) + 22" (22207 — 22"2)
_ Z2u2$6(Z1u1 o Zlvl)hom + Z2U1 (Z2u2$’8 . 22v2)h0m c Il + IQ.

(¢) Soit |uy| = |v1|. Alors, d’apres I’équation 4.3 |ve| > |ug|. De cette fagon, il existe
B €N, tel que
(Zlul o Zlvl)hom — Zlu1 o Zlvl ot (Z2u2 o Z2U2)hom — z2u2zﬂ _ Z21)2'
Donc |u1| + (|uz| + B) = |v1| + |va| = [v1] + |v2| = |u1| + [ua| + J, cette derniere

égalité suit de I’équation 4.3. En conséquence 8 = d et de cette fagon on a que :

B = Zlul Zzu2$6 — Z1v1 sz2

=222 (21" — ") + 22" (22200 — 25"2)
— Zzu2x6(Z1u1 o zlvl)hom 4 22111 (z2ugx,8 _ z2'02)h0m c Il 4 IQ.

Ce qui prouve que J C I1 + I3 et termine la preuve que I + I» = J := Ker ®.
Finalement, par la remarque 4.3.3 on conclut que I; + I est un idéal torique homogene.
2. On a montré que la matrice A € My, +mot1,n14ns+1(Z) qui représent la paramétrisation
© de I + Is est donnée par :

Ayl oo
A= 04,0
ap | a2 | 7Y

Par conséquent : dim (k[z1, 22, z]/(I1 + I2)) = dim (k[z1,z]/I;) + dim (k[zz2, z]/I2) — 1.
=
4.3.16 Proposition. Soient z1,...,zx k ensembles de variables disjoints et pour tout i =
1,...,k, I; un idéal toriqgue homogénes avec comme paramétrisation de rang maximal ; : k[z;] —

k[t;*1]. Alors Zle I; est un idéal homogéne torique avec comme paramétrisation de rang maxi-
mal
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¢ k[z1,..., 2] = k[t1F1, ... tiTY] le morphisme défini par p(zi ;) = ¢i(2i ;).

De plus

dim (k[z1,...,2zk]/ Z Zdlm (z:]/1;).

Preuve. Nous posons J := Zle I;. M est clair que J C Ker . Nous allons prouver que Ker ¢ C
J:
Soient mq, my des monomes de k[zq, ...,z tels que b = m; — my est un générateur de Ker ¢

En outre, nous pouvons écrire m; = mgl) 52) "o mgk) et mo = mgl)mf) --m;k)

, ol pour tout
1<i<k mgl) et mg) sont des monomes dans k|z;]. Comme ¢(m1) = @(ms2) et t1,...,ty sont

des ensembles de variables disjoints on a (p(mgi)) = Lp(mg)). De la, pour tous 1 <i < j<k:

pi(m{") = p(m{") = p(m) = pi(m$?),

donc mgi) - méi) € Ker p; =7; et

2) . 'mgk)(mgl) ¢! ))—i—m( ), (3) (k)(

— (2)

my

D’ou Ker ¢ C J et nous concluons que J = Ker ¢. Ainsi J est un idéal torique. Il est clair que
la paramétrisation ¢ de J est une paramétrisation de rang maximal, par conséquent

dim (k[z1,...,2zk]/ Z Zdlm 23]/ ;).

|
4.3.17 Définition. Soient xq,...,x) des ensembles de variables et Iy C k[x1],..., [ C k[xx]
des idéaux toriques tel que pour toute paire 7,5 € {1,...,k}, i # j, |xi N x5/ < 1. On définit
le graphe de la suite des idéaux toriques [i,..., I, noté G(I,...,I}), comme le graphe
dont 'ensemble des sommets est V (M, ..., M) et dont {I;, I;} est une aréte si I; et I; ont une
variable en commun.
4.3.18 Théoréme. Soient x1,...,xk des ensembles de variables et Iy C k[x1],...,I; C k[xx]
des idéauz toriques tel que pour toute paire i,j € {1,...,k}, i # j, |xiNx;| < 1. Si chaque com-
posante connexe du graphe G(I1, ..., Ix) est un arbre, alors J := Zle I; est un idéal homogene
torique et en posant r le nombre de composantes connezes de G(I1,...,1I;) on a que :

dim ( Zdlm k[x;]/L;) +r —k+1,

\ ik X
ou X = U;_ X4

127

mg))—i-- ~ -—I—mél) ce mgk_l)(mgk)—m

(2’“)) eJ.



Preuve. Soit G; une composante connexe de G = G(I1,...,1I;) et V(G;) = {I;,..., 1., }

I'ensemble de sommets de Gj. Remarquons que J := Zle I, = Z;Zl(ZfJ 1 1;,). De cette fagon
si on preuve que chaque j € {1,...,7} que (Zf]: 1 1) est un idéal homogene torique et

dim ( /Z 1) Z dim (k[x;,]/I;) — s},

i=1
alors J est un idéal homogene torique grace a la proposition 4.3.16 et
dim ( Zdlm (kixi]/L;) +r—k+ 1.

Donc, on peut considérer que GG est un arbre connexe et on va prouver par récurrence sur k que
J est un idéal homogene torique.

1. Si k=2, c’est le théoreme 4.3.15

2. On suppose que si G est un arbre connexe avec k — 1-sommets, alors Zi-:ll I; est un idéal
homogene torique et

dim (k[x Z Zdlm [xi]/L;) — (k—1).

Il faut démontrer que si G est un arbre connexe avec k-sommets, alors J := Zle I; est
torique et

dim ( Z dim (k[x;]/1;)

Cela suit de l'argument suivant : comme G est un arbre connexe il existe i € {1,...,k}
tel qu'il existe un unique j € {1,...,k} tel que {I;,I;} € E(G). On peut supposer que
i = k, donc |x; Nxx| = 1 et pour tout j € ({1,...,k — 1} \ {i}), x5 N xk| = 0. Donc
\(Uk Ixi)Nxy| = 1 et G\ {I;} est un arbre connexe. Par hypothese de récurrence Zf;ll I;
est un idéal homogene torique et

dim (k[x Z Zdlm [xi]/L;) — (k—1).

De plus, I est un idéal homogene torique, donc par le théoreme 4.3.15 J = Zf:_ll I + I,
est un idéal homogene torique et
dim (k[x]/J) = dim (k[x]/ 372 T;) + dim (k[x]/1x)
= S dim (K[xi]/L) — (k — 1) + dim (K[x] /1) — 1
= Y01y dim (k[xi]/ 1) —
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Résumé :

Ha Minh Lam et M. Morales ont introduit une classe d’idéaux binomiaux qui est une extension binomiale
d’idéaux monomiaux libres de carrés. Etant donné I C k[x] un idéal monomial quadratique libre de carrés
et J C k[z] une somme d’idéaux de scroll qui satisfont certaines conditions, nous définissons I’extension
binomiale simpliciale de I comme B = I + J C k[z]. Le sujet de cette thése est d’étudier le nombre p
plus grand tel que les sizygies de B sont linéaires jusqu’au pas p — 1, dans ce cas on dit que I satisfait
la propriété Ng,. Sous certaines conditions d’ordre imposées sur les facettes du complexe de Stanley-
Reisner de I nous obtiendrons un ordre > pour les variables de 'anneau de polynomes k(z]. Ensuite nous
prouvons par un calcul de bases de Grobner que 1'idéal initial in(B), sous l'ordre lexicographique induit
par lordre de variables >, est quadratique libre de carrés. Nous montrerons que in() est 2-régulier si et
seulement si I est 2-régulier. Cela nous permettra de montrer & partir de la semicontinuité de nombres
de Betti que B est 2-régulier si et seulement si I est 2-régulier. Dans le cas général lorsque I n’est pas
2-régulier nous trouverons une borne inférieur pour l'entier ¢ maximal pour lequel k(z]/in(B) satisfait la
propriété Np 4. Grace & la semicontinuité des nombres de Betti, ce nombre ¢ calculé en fonction de I nous
donnera une borne inférieure de ’entier p maximal pour lequel B satisfait la propriété N, ,. En outre,
en supposant que J est un idéal torique et en imposant certaines conditions, nous trouverons une borne
supérieure pour p. En imposant des conditions supplémentaires, nous prouverons que les deux bornes
trouvées coincident et nous aurons trouvé la valeur de p en fonction de I.

Mots clés :

Nombres de Betti, propriété Ny ,, complexe de cliques, idéal monomial, idéal torique, Bases de Grobner.



