N

N

Analyse et approximation numérique de systemes

hyperboliques de lois de conservation avec termes

sources. Application aux équations d’Euler et a un
modele simplifié d’écoulements diphasiques.

Laurent Gosse

» To cite this version:

Laurent Gosse. Analyse et approximation numérique de systémes hyperboliques de lois de conserva-
tion avec termes sources. Application aux équations d’Euler et & un modele simplifié d’écoulements
diphasiques.. Analyse numérique [math.NA]. Université Paris Dauphine - Paris IX, 1997. Francais.
NNT: 97 PA09 0040 . tel-00773175

HAL Id: tel-00773175
https://theses.hal.science/tel-00773175

Submitted on 11 Jan 2013

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00773175
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE PARIS IX DAUPHINE - U.F.R. MATHEMATIQUES DE LA DECISION

THESE

pour l'obtention du titre de
DOCTEUR EN SCIENCES
spécialité : Mathématiques Appliquées

arrété du 23 novembre 1988

Sujet :

ANALYSE ET APPROXIMATION NUMERIQUE DE SYSTEMES HYPERBOLIQUES
DE LOIS DE CONSERVATION AVEC TERMES SOURCES.
APPLICATION AUX EQUATIONS D’EULER
ET A UN MODELE SIMPLIFIE D’ECOULEMENTS DIPHASIQUES.

Candidat : Laurent GOSSE

Directeur de recherche : Patrick LE TALLEC

Jury :
Président : Monsieur Grégoire ALLAIRE
Rapporteur : Monsieur Alain-Yves LEROUX
Rapporteur : Monsieur Benoit PERTHAME
Examinateur : Monsieur Guy CHAVENT
Examinateur : Monsieur Patrick LE TALLEC
Examinateur : Monsieur Imad TOUMI

septembre 1997



page i

A Stéphanie,
a mes parents.




REMERCIEMENTS

Remerciements



REMERCIEMENTS page iii

Je tiens a remercier Patrick LeTallec de la confiance qu’il m’a témoignée en acceptant de diriger cette these,
ainsi que pour ses relectures minutieuses du manuscrit.

L’impulsion décisive de cette recherche est due a Alain-Yves LeRoux qui m’a introduit au concept de schéma
iiéquilibre; ;. Je le remercie de sa générosité, de sa constante disponibilité, ainsi que d’avoir accepté de rapporter
sur ce travail.

Grégoire Allaire a accepté d’étre président de mon jury: je ’en remercie cordialement.

Le soutien financier a été obtenu par l’entremise d’Imad Toumi et Patrick Raymond, chefs successifs du Labo-
ratoire d’Etudes Thermiques des Réacteurs au Commissariat a ’Energie Atomique de Saclay. Je leur suis aussi
gré de m’avoir confié un sujet de recherche fertile et porteur.

Je remercie Benoit Perthame pour avoir accepté d’étre rapporteur de cette these, témoignant ainsi de son intérét
pour ce travail. J’apprécie par ailleurs le temps qu’il m’a consacré en discussions tout au long de ces trois années.

Enfin, je remercie Guy Chavent d’avoir accepté spontanément d’étre membre du jury, ainsi que pour le soutien
et la disponibilité dont il a fait montre durant mon séjour au sein du laboratoire.

Ce travail n’aurait pas abouti sans l'aide de I’équipe du Laboratoire d’Analyse Numérique de 1’Université
Paris VI, notamment d’Edwige Godlewski. Sa gentillesse et sa disponibilité constantes m’ont été d’un grand
secours. La compétence et la sympathie de Frédéric Coquel me furent aussi trés précieuses, ainsi que les conseils
de Yann Brenier. Je n’oublie pas non plus les chantres des problémes non-conservatifs, a savoir Florian DeVuyst
et Xavier Louis.

J’aimerais maintenant témoigner ma sympathie aux membres du L.E.T.R., en particulier a Sebastien Clerc
avec qui j’ai eu le plaisir de travailler pendant deux ans. Je voudrais remercier le spécialiste du petit lemme
d’algébre linéaire de s’étre investi avec moi dans I'aventure des schémas non-conservatifs. Mes premiers pas dans
le domaine de I'approximation numérique des problémes de la Mécanique des Fluides (et aussi dans 'Internet!)
furent guidés par Alain Zelmanse. Je le remercie tout particulierement de I'amitié qu’il m’a témoignée durant
la période de mon Service National. Les ennuis divers et variés générés par les mysteres d’Unix furent le plus
souvent résolus grace & ’aide des administrateurs du réseau: Patrick Avice, Laurent Kettela et Emmanuel Mante.

Finalement, je profite de cette occasion pour remercier Eugene Camalet pour m’avoir jjcoaché;; dans I’équipe
enseignante de I’Université d’Evry Val d’Essonne out j’ai eu I'occasion d’acquérir une expérience d’enseignement
universitaire pendant deux ans dans d’excellentes conditions. Je remercie aussi Francis Hirsch, directeur du
Département de Mathématiques de m’avoir fait immédiatement confiance.



INTRODUCTION

Introduction



INTRODUCTION page v

Beaucoup d’efforts ont été investis depuis les années 1960 dans le but de mieux comprendre les problemes
posés par les équations de la mécanique des fluides. Ceux-ci ont permis d’obtenir dans certains cas des justifi-
cations mathématiques rigoureuses des systemes d’équations issues de la modélisation physique. D’autre part,
grace au développement a grande échelle des moyens informatiques, le calcul numérique dans ce domaine a
connu un essor considérable et plusieurs problemes commencent & étre correctement maitrisés. Une contribu-
tion décisive dans ce secteur a été 'introduction des méthodes de volumes finis reconnues pour leur robustesse
et leur caracteére conservatif.

Typiquement, les problemes issus de la modélisation des écoulements de fluides compressibles se présentent sous
la forme de systemes d’équations aux dérivées partielles de nature hyperbolique. Chacune d’entre elles exprime
la conservation d’une quantité isolée, ou bien son évolution lorsqu’elle est soumise a ’action de phénomenes
extérieurs. Ces derniers peuvent étre de natures extrémement diverses: on peut citer I'action de la gravité,
le travail des forces de frottement, 'effet d’une géométrie particuliere dans laquelle est confiné I’écoulement,
les changements de phase, apport calorifique d & un chauffage, etc ... Alors que les mécanismes convectifs
s’expriment dans les équations sous la forme de termes de flux, c’est-a-dire des gradients de fonctions des quan-
tités conservées, les phénomenes extérieurs sont modélisés le plus souvent par des termes sources, i.e. des termes
d’ordre zéro ne comportant pas de dérivées.

Au niveau de I'approximation de la solution de ce type de systémes monodimensionnels, un outil fondamental
est le probleme de Riemann tant pour une investigation théorique que pour construire un algorithme numérique
efficace. Celui-ci consiste a résoudre le systeme d’équations pour une classe particuliere de données initiales, a
savoir deux états constants séparés par une discontinuité. L’intérét d’effectuer cette restriction est de pouvoir
obtenir une expression analytique de la solution dans des cas représentatifs (systeme de ’élasticité, équations
d’Euler pour un gaz parfait polytropique par exemple). C’est pratiquement le seul cas de figure en mécanique
des fluides ou de tels calculs peuvent étre menés a bien. Cette approche a permis d’obtenir des résultats signi-
ficatifs comme la théorie de Lax [57], le théoreme d’existence de Glimm ensuite étendu par Liu [65]. Presque
simultanément, a été introduite I'une des plus importantes contributions dans le domaine numérique, a savoir
le schéma de Godunov [36] consistant & résoudre de fagon itérative une suite de problémes de Riemann dont les
solutions élémentaires sont ensuites moyennées localement.

Il est cependant a noter que cette technique perd de son efficacité lorsque 1’on traite des systemes non-homogenes,
ce qui est précisément le contexte mathématique qui convient aux problemes munis de termes sources. En effet,
la particularité des solutions de Riemann homogenes est leur caractere auto-similaire, c’est-a-dire leur invariance
par les dilatations dans le plan espace-temps. C’est donc une fagon de ramener un systeme aux dérivées partielles
a un systeme différentiel ordinaire pour lequel on dispose d’outils puissants de résolution. Malheureusement,
cette propriété essentielle disparait en présence de termes au second membre des équations.

Des auteurs se sont néanmoins engagés dans cette voie en introduisant une extension connue sous le nom
de probleme de Riemann généralisé: on peut citer par exemple Ben-Artzi [6], Glimm et al. [34], Le Floch [59],
Liu [65], Van Leer [84]. Mais les difficultés persistent du fait du manque de jjbonnes propriétés;; du modele
et compromettent séverement le cadre de travail ainsi obtenu. Les calculs deviennent beaucoup plus pénibles,
la structure de la solution est complexe et peu utilisable en vue de construire un schéma numérique efficace
et peu colteux. Malgré tout, des résultats théoriques et numériques furent obtenus grace & cette approche,
particulierement pour des problemes issus de I'aéronautique.

Une autre voie a été ensuite explorée: celle-ci repose sur la décomposition d’opérateurs. Concrétement, on
procede de la fagon suivante: apres avoir résolu la solution élémentaire de problemes de Riemann locaux, on fait
agir séparément le systeme différentiel 1ié aux termes sources. Il parait naturel d’espérer la convergence d’une
telle approche itérative lorsque 'on répéte indéfiniment ces deux étapes élémentaires. Le principal avantage en
est de remplacer le calcul d’une solution a la structure complexe par la succession de calculs d’approximations
plus simples. Cette approche a le mérite d’étre un moyen efficace et peu onéreux pour obtenir une solution
approchée du probleme non-homogene.

Outre les ennuis quantitatifs provenant des restrictions de stabilité de ces algorithmes, on constate ’apparition
d’inconvénients qualitatifs pour chacune de ces deux approches. En effet, au niveau des solutions transitoires,
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il est possible de mettre en évidence des anomalies graves: dans [62], LeVeque explique comment les vitesses de
propagation des discontinuités peuvent étre bouleversées par l'incidence du traitement des termes de réaction
dans un contexte d’écoulement d’especes chimiques réactives. Plus grave, on assiste dans une large variété de
cas & la convergence en temps vers des profils stationnaires incorrects comme l'ont exposé (entre autres) Cargo
et LeRoux.

Il parait donc intéressant (du moins l'auteur l’espére-t-il!) d’envisager ’étude de ce type de problémes, tant
au niveau théorique qu’au niveau numérique. L’objectif est double: d’abord, il semble nécessaire d’acquérir
une bonne connaissance de la classe de solutions que I'on désire obtenir. Malheureusement, les équations de la
mécanique des fluides sont connues pour développer rapidement des singularités rendant ardue la compréhension
mathématique de ce type de problemes (voir par exemple [76]) exception faite des lois scalaires et de certaines
classes de systemes. Ensuite, et c’est sans doute la motivation principale, un nouvel angle d’attaque sur le plan
numérique est souhaitable, si possible susceptible de corriger quelques uns des défauts précédemment relevés.

Le décor étant planté, nous donnons maintenant le plan de cette these.

Partie I Celle-ci est consacrée a 'étude théorique de quelques problemes simples ou I'influence de termes
sources est intéressante a détailler. Le chapitre 1 introduit les éléments mathématiques de base pour ce type
d’équations et donne un apergu des complications induites par un second membre trés simple dans le probleme
de Riemann pour ’équation de Biirgers. Dans les chapitres 2 et 3, on établit 'existence et I'unicité de la solution
L du probleme de Cauchy pour une équation scalaire en présence d’'une large classe de termes sources par la
méthode de la viscosité évanescente et a ’aide des entropies de Kruzkov. On insiste sur les différences avec le cas
homogene. L’argument clef est d’assurer une estimation uniforme en amplitude sur la suite d’approximations
régulieres afin de pouvoir appliquer la théorie de la compacité par compensation de Murat et Tartar. Cette voie
laisse entrevoir une extension possible au cas de systemes simples en suivant les idées de DiPerna. On a choisi
de traiter un systéme tres simplifié issu de la modélisation des écoulements diphasiques étudié auparavant par
Toumi [81]. Il apparait alors difficile de garantir encore une borne uniforme sur la taille des approximations
visqueuses en présence d’un terme source car celui-ci interfere avec les flux convectifs. Il existe néanmoins
quelques cas ou il est possible d’établir un résultat de convergence en faisant des hypotheses sur la loi de
pression.

Partie II On traite ici davantage de problémes liés aux approximations numériques implicites des lois de
conservation scalaires avec second membre. On se place donc dans le cadre théorique de la partie précédente.
Au chapitre 1, on considere les discrétisations implicites les plus simples possibles pour ce type de problemes
(les B-méthodes) et on établit une condition suffisante de type CFL sous laquelle le schéma numérique admet a
chaque itération une unique solution. Cette restriction sur le maillage peut s’interpréter en termes simples: les
chocs ne doivent pas étre trop importants et la solution ne doit pas s’approcher trop pres des équilibres répulsifs
du terme source. Au chapitre 2, on rappelle les méthodes de quadrature plus sophistiquées, pour lesquelles on
constate I'apparition d’oscillations parasites bien en-dessous de la limite prescrite par les résultats du chapitre
précédent. En s’inspirant du travail de Shu et Osher [78] on complete cette approche en mettant en évidence
les étapes explicites inhérentes aux méthodes implicites d’ordre élevé. Ceci entraine dans la majorité des cas
des restrictions supplémentaires sur le maillage numérique.

Partie III A la lecture des conclusions de la partie précédente, il semble que les techniques classiques de
traitement numérique des termes sources ne soient pas optimales. On va donc chercher a construire un nouveau
moyen d’approcher efficacement les solutions de ce type d’équations. Au chapitre 1, dans un travail commun
avec A.-Y. LeRoux, on se restreint au cas scalaire pour lequel on construit un solveur de Riemann intégrant
l’action du terme source et maintenant la propriété d’auto-similarité. Ceci est rendu possible grace a une
reformulation du second membre en produits non-conservatifs. Dans le contexte simple des lois scalaires, il
est possible de lever ambigiiité liée a cette écriture et un schéma numérique s’en déduit naturellement. On
montre en outre un résultat de convergence vers la solution entropique. Dans cette approche, le terme source
n’a aucune influence sur le maillage qui n’est prescrit que par la condition CFL classique. Malheureusement,
I’extension au cas des systemes n’est pas limpide: c’est pourquoi on présente au chapitre 2 une recette basée
sur des produits simplifiés de Vol’Pert dans le contexte particulier du systeme diphasique traité en Partie I. On
observe encore une excellente robustesse pour cette généralisation. La voie la plus naturelle pour étendre le
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formalisme non-conservatif du chapitre 1 au cas des systeémes hyperboliques généraux est exposée au chapitre
3. Elle est fondée sur la théorie des produits non-conservatifs proposée par DalMaso, Le Floch et Murat. On
introduit donc une régularisation générique capable de founir un solveur présentant les mémes qualités que dans
le cas scalaire. Ceci est exploité grace au travaux de Toumi et DeVuyst sur les linéarisations de type Roe dans
le cas non-conservatif. On observe un gain de précision tres net sur les profils stationnaires pour des cas-tests
difficiles. D’autres expérimentations numériques ont été menées a bien par S. Clerc qui a collaboré a ce travail.

Partie IV  Malgré les bons résultats de ’approche linéarisée, on déplore toujours les problemes liés aux res-
trictions de stabilité numérique. Pour pallier a cela, on décide au chapitre 1 d’unifier les techniques développées
aux chapitres 2 et 3 de la partie ITII. On introduit alors un schéma a décompostion de flux de type VanLeer
[83] ou les termes sources sont traités grace aux relations de saut généralisées induites par la formulation non-
conservative. On obtient de ce fait un algorithme robuste et fiable capable de fournir des profils stationnaires de
bonne qualité. Les tests numériques couvrent une large plage d’applications: écoulements de gaz parfait dans
une tuyere, en symétrie cylindrique, écoulements diphasiques avec pertes de charge, effets de recondensation,
etc ... On présente aussi quelques résultats sur les systemes relaxés pour lesquels on dispose d’une théorie
satisfaisante [14]. La chapitre 2 est consacré & une incursion dans le domaine des systémes non-strictement
hyperboliques. Le probleme générique est proposé par ’aéronautique et consiste en un écoulement transso-
nique dans une tuyére divergente. On effectue une analyse théorique du systéme stationnaire afin de tester
les schémas non-conservatifs dans ce cas. Enfin, le chapitre 3 est consacré aux applications bidimensionnelles:
celles-ci s’effectuent sur la version 2D du modele diphasique simplifié en présence d’effets combinés de pertes de
charge singulieres et de recondensation.
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This thesis is devoted to the study of nonlinear hyperbolic systems of conservation laws with source terms
allowed to become stiff. Applications come for the largest part from physical problems; for example Biirgers or
Buckley-Leverett equations and Euler-type systems endowed with pressure laws for a perfect gas or a simplified
two-phase mixture.

The first part deals with theoretical aspects of this subject. We focus on the one-dimensional case and consider
the scalar equation and a special case of a reactive two-phase flow system. The main issue one has to manage
with when establishing the strong convergence of a sequence of approximations by means of the compensated
compactness theory in such cases is to find invariant regions in the phases space. For the scalar problem, it
is sufficient that the source term preserves an uniform bound on the L* norm of the sequence. But it is less
obvious for a system since invariant zones are rather complicated and may be perturbed due to the form of
some forcing terms.

The second part is concerned with stability criterions for numerical schemes involving sophisticated implicit
time quadrature formulas. We first present an analysis of a half-discretization (method of lines) and derive
sufficient conditions for the differential system to be well-posed. This brings quite natural restrictions to ensure
the stability of a one-step implicit scheme: the time-step must be small in highly compressive regimes and near
repulsive points of the source term. A total-variation analysis is then carried out to derive second order schemes
free from oscillations around shocks for the largest possible time-steps. Numerical experiments are shown on
fully nonlinear scalar problems.

The third part is a direct sequel in order to fix some of the difficulties encountered before. The main objective is
to build a new discretization which may handle an arbitrary stiff right-hand-side without any influence (except
the usual CFL condition) on the time-step. Following the ideas of J. Greenberg and A.-Y. LeRoux, we first derive
a Godunov-type scalar scheme and get a convergence result with the help of BV estimates towards the entropy
solution. Since the main feature is to handle the sources as non-conservative products, we decide to use the
formalism proposed by G. DalMaso, P.G. LeFloch and F. Murat to extend these ideas to inhomogeneous systems.
Following I. Toumi, we introduce Roe-type matrices along regularizing paths to obtain approximations showing
nice properties. In fact, this is what is called well-balanced schemes, i.e. schemes which preserve theoretical first
integrals of the motion. Numerical tests are based on the Euler system with geometrical source terms.

The fourth (and last) part concerns the introduction of this non-conservative formulation in a flux-splitting type
scheme. The aim is to build a very robust, well-balanced and easy-to-implement scheme. The generalized jump
relations coming from the sources are detailed and the scheme is tested in a very wide range of problems: nozzle
flows, two-phase with chemistry and damping, relaxation systems ... A chapter is also devoted to resonant cases:
following Majda, we investigate the stationnary problem to validate our results. This work culminates with
two-dimensional two-phase flow approximations which envolve rather complicated non-conservative relations
treated by a convergent iterative process.
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Résumé

L’objet de cette premiere partie est I’étude de certains aspects théoriques des problemes hyperboliques
munis de seconds membres non-linéaires. On commence par rappeler les phénomenes d’explosion en temps
fini pour ce type d’équations. On se restreint aux cas ou la non-linéarité du terme source est suffisamment
faible pour maintenir une solution bornée en chaque instant puisque la solution et sa dérivée spatiale sont
a priori susceptibles de devenir infinies. La résolution compléte d’un probleme de Riemann non-homogene
est traitée dans le contexte des solutions faibles et les complications liées au second membre sont soulignées.
Les chapitres suivants sont consacrés a la construction de la solution d’une loi scalaire monodimensionnelle
munie d’un terme source tres général par la méthode de viscosité évanescente. Bien que mettant en oeuvre des
techniques devenues classiques (la compacité par compensation de L. Tartar [80] et les inégalités d’entropie de
S.N. Kruzkov [53]), cette démonstration ne semble pas exister telle quelle dans la littérature, notamment en ce
qui concerne les estimations du terme source. Le point central est d’imposer au second membre de respecter
une borne uniforme en amplitude sur la suite d’approximations; cette restriction treés proche des équations
differentielles ordinaires est suffisante pour passer a la limite dans les termes non-linéaires. On obtient aussi une
relation de dépendance continue modifiée de la solution par rapport aux données initiales: ceci montre qu’il n’est
désormais généralement plus possible d’introduire un formalisme de semi-groupe de contractions comme dans le
cas homogene. On poursuit par ’étude d’un systeme a trois équations issu de la modélisation des écoulements
diphasiques sans écarts de vitesse. Sa formulation en variables de Lagrange révele une structure particuliere
lui octroyant un grand nombre d’entropies. On décide d’exploiter cela grace & la méthode due & DiPerna [25]
pour le p-systeme. Malheureusement, ceci n’est possible que lorsque 'on peut trouver une région invariante
pour le systeme régularisé, ce qui amene inexorablement des restrictions sur les lois de pression suceptibles
d’étre choisies. De plus, il n’est pas immédiat d’assurer que la présence de termes sources ne détruit pas cette
zone privilégiée de 'espace des états. Cette derniere étape est tres semblable au cas scalaire, mais le nombre
d’équations complique les expressions mises en jeu; en effet, au vu des termes de flux, les régions globalement
invariantes ne sont pas de forme simple (rectangles, parallélépipedes, spheres ...) et celles-ci sont susceptibles
d’étre altérées par le second membre. Il est néanmoins possible de conclure pour certaines classes de systémes.
Pour terminer, le probleme de Riemann pour ce systéeme est étudié dans le cas homogene.
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Bien que les problemes hyperboliques réalistes se présentent quasiment toujours sous la forme de systémes
d’équations (Euler, p-systéme, élasticité non-linéaire ...), il est commode d’introduire leur théorie en s’intéressant
tout d’abord a des lois scalaires monodimensionnelles. En effet, leur structure mathématique encore suffisam-
ment simple contient déja beaucoup de traits communs avec des problemes plus complexes. C’est ce que nous
allons présenter ici.

1.1 Lignes caractéristiques et explosion en temps fini

1.1.1 Généralités

L’équation canonique s’écrit sous la forme suivante:

Opu+ Oy f (u) = g(u)
u(z,0) = up(x) (1.1)
(x,t) € (R x RT)

Il s’agit d’une équation auzx dérivées partielles (EDP), et plus précisément d’un probléme de Cauchy, c’est-a-dire
que 'on désire connaitre la valeur de u(z,t) pour chaque instant ¢, et en chaque point x de 1’axe réel & partir
de la connaissance de la donnée initiale ug en chacun de ces points. L’équation (1.1) est appelée une loi de
conservation puisqu’elle signifie que la variation de 'inconnue u entre t et ¢t + ¢ est égale a la difference du
flux f(u) de cette quantité entre x et x + n modifié par l'action de forces extérieures modélisées par le terme
source g(u). On dit que ce probleme admet une solution forte, ou classique, si pour tout couple (z,t), on peut
trouver une fonction v € C'(R x R*) vérifiant la condition (1.1) point par point. C’est le cas de figure le
plus immédiat auquel on pourrait s’attendre. Malheureusement, il est maintenant bien connu que tel n’est pas
le cas: la dérivée spatiale 0,u devient infinie au bout d’un temps fini dans une grande partie des cas. C’est
la naissance d’une solution-choc discontinue. C’est ce phénomene qui rend difficile I’étude de ces équations
puisqu’il est tout d’abord necessaire de définir en quel sens il faut parler de solution pour (1.1), ce qui revient
a dire: comment définir la dérivée d’une fonction discontinue ¢ Il faut tout de méme souligner que quelques
auteurs se ont intéressés aux solutions fortes de problémes hyperboliques, comme par exemple [64]. Néanmoins,
nous ne retiendrons ici que le modele général pour lequel ce type de solutions n’existent pas dans la majorité
des cas, ceci quelque soit la régularité de ug a l'origine des temps.

1.1.2 Exemple: ’équation de Biirgers amortie

Voyons sur un cas simple le phénomene d’explosion typique des problemes hyperboliques non-linéaires.

Oiu + u0,u = au
1 pour x <0

uo(z) = | 1 — =z pour z €]0,1]
0Opourz>1

(1.2)

Comme souvent dans les problemes de propagation d’ondes, il est utile d’introduire les lignes caractéristiques
de I’équation (1.2). Ce sont les courbes t — X (¢) solutions de la condition différentielle:

*@ (g)féo(té’% } d'oit %(X(t),t) — (Dyu+ X0yu)(X(8), 1) = au(X (1), 1) (1.3)

Par conséquent, il est maintenant clair que 'inconnue voyage le long des courbes X (t), t appartenant & I'intervalle
maximal pour lequel la définition (1.3) garde un sens. L’expression de X (t) se trouve facilement par quadrature:

X(t) = @(eat — 1) + 2. Remarquons déja une différence importante avec le cas homogene g = 0: les
caractéristiques ¢t — X (t) ne sont plus des droites du plan (x,t). D’autre part, la solution u(X (¢),t) n’est plus
constante le long de ces directions de propagation: elle varie selon ’équation différentielle ordinaire @ = g(u).
Pour 2y < 1, t — X(t) est une fonction strictement croissante, alors que pour zy > 1, elle est constamment
égale a . Ces deux familles de courbes vont donc se couper dans le plan (z,t), et la solution u(X(t),t) va

devenir multi-valuée > en ces points d’intersection ((zo,t) — (X(¢),t) n’est plus un diffémorphisme de R x R*

1. C’est la le mécanisme d’explosion géométrique défini dans 2]
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Figure 1.1: Relations de saut a travers X

pour t assez grand). Pour exemple choisi (1.2), le temps critique ¢. ot deux caractéristiques issues de g = 0
et xg = 1 se coupent en X = 1 vaut: t. = i In|1+al. En ce point, la dérivée 9, u est bien siir incompatible avec
la définition classique de limite du taux de variation. Il devient donc nécessaire d’introduire une solution dans
un sens faible. 11 convient tout de méme de remarquer que ce phénomene est avant tout d’origine convective, et
qu'un terme source dissipatif peut parfois arranger les choses: si @ < 0, |«| assez grand, alors ’amortissement
de u le long des caractéristiques sera tel que celles-ci vont devenir constantes et n’atteindront pas 1’abscisse
X = 1. L’apparition de discontinuités sera donc inhibée. A l'opposé de ce point de vue, la présence d’une
forte non-linéarité au second membre (par ex. g(u) = u* en dimension 1 d’espace) peut introduire un type
d’explosion differentielle et c’est un probléme interessant de déterminer quel mécanisme se déclenche en premier
(voir [2] pp22/24).

1.2 Relations de Rankine-Hugoniot et perte d’unicité

1.2.1 Notion de solution faible

Pour continuer 1’étude de (1.1), il devient nécessaire d’élargir le concept de dérivée d’une fonction au besoin
discontinue. Pour cela, il est commode de se plonger dans I’espace des distributions D’ de Laurent Schwartz
dans lequel il est possible de définir des dérivées au sens faible (voir [10], par ex.).

Définition 1.1 La distribution u € D'(R x RT) est dite solution de (1.1) au sens faible si elle vérifie, pour
toute p € C§°(R x RY), la condition:

/ [udrp + f(w)0pp + g(u)pl(x, t)dz.dt + / uo(z).o(x,0)dzr =0 (1.4)
RxR+ R

Cette définition étend donc la notion de solution classique pour des fonctions discontinues. Si d’aventure, u
est suffisamment réguliére, il est immédiat que la formule d’intégration par parties donne:

Vi € C5°(R x RY), / O + 0, f(w) — g(w)] (@, )da.dt = 0
RxR+t

Ce qui implique donc (1.1) au sens classique. Il reste maintenant & éclaircir ce qui se passe le long d’une ligne
de discontinuité si la pertinence de ces singularités est admise par (1.4).
Soit t — X(t) une courbe du plan (z,t) le long de laquelle u est discontinue, i.e.

lim  w(X(t) —et) —u(X(t) +¢t)#0

uw— (t) ut(t)

Alors sa pente o(t) = > (t) vérifie le résultat suivant:

Théoréme 1.1 (Relations de Rankine-Hugoniot)
Le long d’une courbe de discontinuité, on a la condition:

o(t) [u (t) —u” ()] = [f(u" (1) — fu(1))] (1.5)
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Démonstration
Soit M un point sur %, et B une boule centrée sur M. La condition (1.4) donne:

/B[Uaﬂp-i-f( VOr + g(u)](z, t)dx.dt =0

Ecrivons que B = BT U B~ ot BT et B~ sont disjointes car séparées par ¥ (cf Fig 1.1). Alors I'égalité
précédente est vérifiée sur chaque BE. Néanmoins, sur chaque ouvert BE, la solution u est réguliere, donc la
formule de Green permet d’écrire:

S50+ 05 f(u) — g(u)]p(x, t)dr.dt + [54 [Ou+ 0 f(u) — g(u)]p(x, t)dr.di+
fEﬁBQP<U ()dn> meB‘p<U+()7d =0

ou i = _Ul(t) ) désigne la normale orientée de B~ et UT (¢ ( ? ) ) + 7). D’autre part,
comme u est solution classique loin de la discontinuité, g(u) € L™ et que ¥ N B est de mesure nulle, on déduit

que seuls comptent les deux derniers termes, c¢’est-a-dire:
/ o< UT({t)—U(t),dii >=0
£NB
Par définition de 7i, cette relation est équivalente a (1.5). O

Remarque Cette relation est a interpréter comme une équation différentielle, puisque les paliers situés de
part et d’autre de la discontinuité varient en fonction du temps du fait le la présence du second membre g(u).

1.2.2 Multiplicité des solutions faibles

La condition de saut (1.5) pourrait étre un moyen simple de caractériser les solutions discontinues de (1.1).
En effet, dans les régions réguliéres de u, on impose PEDP au sens habituel, et on vérifie (1.5) a chaque point
de discontinuité. Malheureusement, ceci est encore insuffisant pour définir de fagon satisfaisante une solution
faible. En effet, en acceptant des sauts via (1.4), on a introduit une tres forte non-unicité dans notre probleme.
Pour s’en convaincre, reprenons UEDP (1.2) avec cette fois la donnée initiale particuliere ug € L™ (R):

{ uy, pour x < 0 (1.6)
upg pour x > 0
Alors, une solution faible de (1.4) est:
| un(t) =ure* pour z < X(t) ~up(t) + ug(t)
(z,t) = { wun(t) = upe pour z > S(t) avec o(t) = 5 (1.7)

Mais g, @ > max(ur, —ugr) ainsi définie vérifie aussi (1.4):

ur(t) = ure® pour x < X4 (t) ur(t) — aet

—ae® pour 0 > x > Y (t) o1(t) = 9

uq(x,t) = ot avec ot

ae® pour 0 < x < 3a(t) () = ae* + ug(t)

upr(t) = ure® pour x > 3s(t) 72\ = 2
Donc nous avons la un continuum de solutions faibles ... D’autre part, il est a noter que ces solutions sont

sensibles aux manipulations de 'EDP (1.1) via la condition (1.5). En effet, multiplions (1.2) par u, il vient:

u? u3
wdpu + u20pu = au? = o, (2> + 0y <3> = au? (1.8)
Et les discontinuités relatives a (1.8), (1.6) vérifient cette fois:
2
o(t) [ut () —u (t)%] = 3 [ut(t)® —u™(t)°]

On obtient donc des solutions différentes de celle fournie par (1.7).
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1.3 Limite visqueuse et critére d’entropie

1.3.1 Origine parabolique

Un moyen de faire un choix avisé parmi cette infinité de solutions possibles est de revenir a I’origine physique
du phénomene idéalisé décrit par (1.1). Considérons par exemple les équations d’Euler décrivant le mouvement
d’un gaz via les variables de densité p, de quantité de mouvement (pu), et d’energie totale (pe). Ce systéme est
hyperbolique [35] et s’écrit:

Oep + 0z (pu) =0
9 (pu) + 0z (pu® +p) =0 (1.9)
di(pe) + D (ulpe +p)) = 0

La quantité p(p, pu, pe) est la pression. C’est la loi de fermeture du systéme. En amont de ce modele idéalisé,
on trouve le systeme de Navier-Stokes, qui comprend des termes au second ordre, dits termes visqueuz.

Oip + 0z (pu) = 0
0s(pe) + Oz (u(pe + p)) =

A+ 1) Orau (1.10)
Oz (u(\ + 1) 0yu) + kO T

Ici, A et p sont les coeflicients de viscosité de Lamé et k est le coefficient de conductivité thermique (7" représente
la température). Ce probléme est parabolique [79] et admet des solutions continues. Alors, le systéeme d’Euler
peut étre vu comme la limite de (1.10) pour lequel on a choisi des termes au second ordre infiniment faibles. Le
systeme (1.9) est alors la limite de viscosité de (1.10).
Par analogie, nous définirons les solutions admissibles de (1.1) comme limites des solutions approchées u¢ du
probleme parabolisé suivant:

Oput + Oy f (u€) = g(u) + €0y (u)

ut(z,0) = uf(x) (1.11)

(x,t) € (R x RT)

Comme cette caractérisation est assez peu pratique, il est nécessaire d’introduire un autre critere d’admissibilité
équivalent.
1.3.2 Notion de solution entropique

Définition 1.2 On appelle entropie une fonction n € C?(R) strictement convexe telle qu’il existe ¢ € C1(R)
appelé flux d’entropie vérifiant: ¢ =n'.f'

Voici donc comment reconnaitre la limite e — 0 des solutions des EDP parabolisées (1.11):

Proposition 1.1 Supposons acquise l’existence d’un couple entropique (1, q) avec n strictement convexe . Alors
si la suite (u®)c—o est dans L>=([0,T] x R), on a

u M5 w = dn(u) + Dpq(u) <17/ (u).g(u) (D) 1.12
: (1.12)
ie. Vo > 0€ CP(R X RY), [o oy n(w)dp + q(u)dep + 1/ (u).g(u)pdz.dt > 0

Démonstration
Comme u¢ € L2(0,T; H'(R)), on peut multiplier (1.11) par n’(u€) :

Am(u) + 0zq(u) = ' (u).g(u) + €dyun(u®) — 1" (u)[V/e.Opuc|?

Convexite de n

< 1 (u).g(u) + €Dpan(u)
t
Comme (u€). € L™ et u® 5 u, on a u % u & Pextraction d’une sous-suite pres. Il vient donc:
u B
€ D/
3t(u ) — 8tu
€0z (1) &)
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D’autre part, comme f et g sont régulieres, donc fortement continues, g et 7’.g le sont aussi:

A la limite, on obtient
O (u) + O2q(u) < n'(u).g(u) (D)
O

On peut démontrer que s’il est possible d’exhiber un couple (7,q) convexe pour une EDP hyperbolique
scalaire, alors 'inégalité entropique est vérifiée pour tout couple convenable.

Théoréme 1.2 Si u est solution L>°([0,T] x R) du probléme (1.1) pour une entropie donnée, et si u — f(u)
est une fonction strictement convexe, alors u vérifie l'inégalité Oin(u) + 0yq(u) < n'(u).g(u) pour tout couple
entropique (1,q).

Démonstration

Ce théoréme est démontré rigoureusement dans [35]; la preuve est simplement esquissée ici. Celle-ci part de
la condition de saut (1.5). Soit un couple entropique (7,q). L’inégalité (1.12) entraine une autre condition de
saut:

a(t) [n(u)(t) = n(u")(®)] = [g")(t) — q(u) ()]

La réunion de celle-ci avec (1.5) implique:

Ep(ut(t),u™ (1))

Il est alors possible de montrer que u — E,(u,v), E,(v,v) = 0, est une fonction (strictement) décroissante si n
est une fonction (strictement) convexe. Donc, sous cette hypothese, la condition d’entropie E,(u™ (t),u™(t)) > 0
pour une discontinuité (u™t(t),u™ (t)) s’écrit:

ut () <u” ()

O
Par ailleurs, il peut étre utile de préciser la représentation générale des couples entropiques.

Proposition 1.2 Les fonctions d’entropie n(u) et q(u) pewvent se définir comme

{ n(u) = [* H[f(€)].dg

aw) = [* F(¢).de (1.13)

avec la condition de convexité
n'(u) = f'(u).H'[f(u)] > C >0

Démonstration
La preuve est directe

1.4 Le probleme de Riemann

C’est un probleme fondamental associé aux équations hyperboliques homogeénes [35, 79]. Il est & la base des
premiers schémas numériques pour ce type d’EDP [36]. Il se présente sous la forme d’un probléme de Cauchy
dont la donnée initiale est simplement une discontinuité en z = 0 (1.6).
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1.4.1 Chocs admissibles et ondes de détente

On a vu que les discontinuités obtenues a la limite visqueuse de (1.11) sont, dans le cas d’une fonction de
flux convexe, celles le long desquelles la solution décroit. Comme le flux associé a (1.2) s’écrit sous la forme:
u = “72, on déduit que la solution entropique de (1.2), (1.6) est celle fournie par I'expression (1.7) seulement
dans le cas olt uy, > ug. Ceci entraine aussi que f'(ur)(t) > f/(ug)(t): on dit alors que le choc est compressif

et c’est une condition necessaire de stabilité [57, 79].

Dans le cas contraire u;, < ug, la solution de (1.2) (1.6) est donc une onde ezpansive ou onde de détente.
C’est-a-dire que u est C'-réguliere et s’exprime simplement par le biais de la méthode des caractéristiques.
C’est-a-dire que 'on cherche la forme des X (t) associées & ’équation, et on construit la solution en résolvant
I’équation différentielle ordinaire associée au terme source le long de ces courbes.

1.4.2 Résolution explicite

Tout ceci peut se résumer au sein d'un énoncé précis:

Proposition 1.3 En accord avec la condition (1.12), la solution du probléme de Riemann (1.2), (1.6) s’écrit
selon:
- Choc entropique (uy, > ug)

o uL(t) :uLeo‘t _ur +upr ot
u(z,t) = wun(t) = upest avec X(t) = e (e 1) (1.14)
- Onde de détente (up, < ug)
ur(t) pour z < Xp(t) ) = u et g
u(z,t) = | —azar pour x € [Xr(t), Xp(t)] avec L Nl L e, (1.15)
ur(t) pour x > Xp(t) r(t) =ur

0.5 I I I I I I I I I
0.45
0.4 -
0.35 -

0.3 -
Temps t0.25 -
0.2 | =
0.15 |- =
0.1 | =
0.05 - .

0 \ \ \ \ \ \ \ \
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
Abscisses x

Figure 1.2: Trajectoire d’un choc amorti dans le plan (z,t)

Démonstration
Dans le premier cas (choc), les paliers ¢t — ur(t) et t — ug(t) sont soumis & 'EDO @ = au. Quant a la condition
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Figure 1.3: Caractéristiques dans le cone d’une détente sonique

.5) qui régit la trajectoire de la discontinuité dans le plan (z,t), elle s’intégre aussi simplement:
1.5 i régit la trajectoire de la di tinuité dans le pl t), elle s’inte i simpl t

UL +UR

o(t) = "L Mot = (1) = ML (et

-1
2 )

puisque la donnée initiale (1.6) impose £(0) = 0.
Dans le cas d’une onde réguliere, les lignes caractéristiques ¢ — X (¢) issues de (0,0) s’écrivent X (t) = 58‘2—1
ou & € [ur,ug]. Le long de celles-ci, la solution est une courbe intégrale de 'EDO 4 = au: elle varie donc en

€%, On définit donc une quantité conservée par:

w(@:w( az > u(z, t)

eat _ 1 = eat

Il vient donc: u(z,t) = € w(¢). L’EDP (1.2) se réécrit donc sous la forme:
o’
(eat _ 1)2

(07

eat eQat
aectu(g) + ——

= ae™w(()

w'(€) + e w'(§)w()

C’est-a-dire: )

eQQtﬁw'(Q +ae®w(@uw'(€) = 0= w'(€)[-E +w()] =0

Si on exclut la solution constante, on finit par trouver:

axr
l-—e o

w(§) =& < u(z,t) =
Finalement, on a bien trouvé les expressions (1.14), (1.15). O

Remarquons que la propriété d’autosimilarité du cas homogene est perdue. En effet, la solution u(z,t) ne
peut plus se mettre sous la forme w(z/t) et surtout, elle n’est plus constante le long de ses lignes de propagation.
Il peut étre utile de représenter graphiquement ces solutions. Les figures (1.2) et (1.3) montrent respectivement
une courbe ¢ — X(t) pour &« = —10 et un cone de détente sonique pour a = 4.
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Cette premiere partie est consacrée a la démonstration théorique de 'existence et de 'unicité de la solution
L>(]0,T] x R) du probléme générique scalaire:

Opu+ 0, f(u) = g(u)

u(z,0) = up(x) € L? N L= (R) 2.1)
FeC?*R), f">0 '
g€ CYR),g(0)=0;3IM/|z| > M = x.g(z) <0

La démarche adoptée dans ce travail suit les idées introduites par L. Tartar [80]:

-Existence d’une solution parabolique dans L?(0,T; H*(R)): Ceci résulte de la théorie générale des EDP para-
boliques (cf [10], par exemple)

-Estimation uniforme L de cette solution réguliere: C’est une estimation importante a savoir qu'une donnée
initiale bornée induit une solution uniformément bornée. On se place donc dans un cadre excluant les explosions
differentielles [2].

-Mise en place des propriétés de compacité dans *o(L', L>): L’estimation précédente nous donne un résultat de
convergence faible insuffisant pour traiter les termes non-linéaires. Néanmoins, certaines de ces fonctionnelles
ont de bonnes propriétés vis-a-vis de ce type de convergence.

-Estimation de la phrase entropique non-homogene et compacité de la suite d’approximations régulieres: Pour
s’assurer de la continuité faible de la fonction de flux, il faut au préalable vérifier une propriété de compacité
de ’équation d’entropie dans un espace dual de H'.

-Passage a la limite de viscosité et conclusion

On a décidé de poser le probleme en dimension d = 1 d’espace, ce qui signifie que 'on se borne a une seule
fonction de flur f € C*(R). En effet, dans le cas de d > 2 fonctions de flux, il convient de faire appel & une
représentation cinétique pour obtenir les estimations suffisantes & Iapplication de cette théorie [63].

2.1 Probleme parabolisé

2.1.1 Rappels généraux

On note Q un ouvert non nécessairement borné du demi-espace (R x R™*) ainsi que W (0,T) I'espace défini
comme suit:
W(0,T) = {v e L*0,T; H'(R)); 0pv € L*(0,T; H*(R)); T € R*}

On a ensuite le résultat classique d’existence parabolique suivant [10, 35]:

Théoréme 1.3 (Lions)
1l existe une unique fonction u € W(0,T) solution de:

Oy — €dypu 4+ Au = g € L2(0,T; H-1(R))
u(z,0) = ug(x) € L*(R)

pour (X, €) € (RF)?; elle est caractérisée par: Yv € HY(R),Vt € [0, T

*

< Opu(.,t),v >g-1 g € < Opu(.,t),0,v >p2 +A <u(.,t),v >2= /(gov + g10,v)dx
R

avec g = go + 0zq1 et g; € L2([0,T] x R).
On poursuit avec une série de quatre lemmes techniques.
Lemme 1.1 Pour f € C1(R), f(0) =0, f' € L>°(R) et u € H(R), on a:
fouec HYR) et 0,(fou) = (f ou)dyu
Lemme 1.2 L’application v — |v| est continue de H'(R) dans H*(R) et V|v| € HY(R), .|v| = sgn(v)d,v.
Lemme 1.3 Soit v € W(0,T),alors vy € L*(0,T; H (R)) et

to
Vi1t € [O’T],/ < 00, 8), 04 (5 8) > ds = [Joi (o t2)|[72 — [Jos (- t0)|[7

t1
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Lemme 1.4 (Gronwall "faible”) Si f € C*(|a,b]) est telle que:
vz €la,bf, |f'(z)] < K| f ()]

alors f =0, ou f ne s’annule en aucun point de [a,b].

2.1.2 Lemme du point fixe

On établit maintenant un premier résultat d’existence pour 'EDP régularisée sous la condition que le flux
f est globalement lipschtzien. La technique employée repose sur le théoreme du point fixe. On s’attachera
ensuite a relaxer cette restriction au moyen d’une majoration uniforme des valeurs prises par la solution ainsi
construite.

Théoréme 1.4 (Picard)
Soit F : E — E (E métrique complet) telle qu’il eriste K < 1 wvérifiant pour tout couple (x,y) € EZ,
d(F(x), F(y)) < Kd(z,y), alors il existe un unique z € E tel que F(z) = z.

On peut alors énoncer ceci:

Proposition 1.4 Si f et g vérifient:

{ (f.9) € CHR)%V(z,y) € R%, | f(z) — f(y)]
f(0) = g(0) = 0;¥(z,y) € R, |g(x) — g(y)|

alors il existe une unique fonction uw € W(0,T) solution de:

O — eOppt = g(u) — 0: f(u)
{ u(x,0) = uo(z) € L*(R) (2.2)

Démonstration
On effectue le changement d’inconnue v = u.€~** pour faire apparaitre un terme linéaire.Donc u solution de
(2.2) équivaut a v solution de:

04V — €000 + Nv = —€ [0, f(vert) — g(vert)]
vo = ug € L*(R)

On consideére alors le probleme parabolique linéaire:

0w — €0gpw + Aw = —€~ [0, f(vert) — g(vert)]
Wy = Vg € Lz(R)

Le membre de droite est alors dans L?(R*; H~!(R)) par définition de I'espace dual H~!(R) puisque:

e | f(ve)| = e | f(ve) — f(0)] < Clv| € L*(R* x R)
e Mg(veM)| = e M |g(ve) — g(0)| < C'|v] € L2(R* x R)

Ce qui implique:
e Mo, f(veM) € L2(RY; H-(R))
e Mg(ver) € L2(RY; H1(R))

On déduit du théoréme 1.3 qu'’il existe une unique fonction w € W(R™) solution de 'EDP linéaire ci-dessus
posée par rapport a v.

Il reste a établir qu’il lui correspond un unique alter-ego non-linéaire v.

Pour cela, il faut montrer que 'opérateur

Fy : L*(RT x R) — W(R")
v F\(v) =w

est strictement contractant dans L?(R* x R), donc admet un unique point fixe.

?
l[wy = wa|2 < Kl|vr — va[12 (K <1)
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On pose w = w; — ws; comme le probléme est lindaire, on obtient pour toute fonction-test z € H'(R):

< Ow(.,t), 2 >g-1 g1 +e < Opw(.,t), 0,2 >p2 +X < w(. 1),z > 2

)‘t{/ feruvy) — f(eMup)](., )0,z + [g(€Mv1) — g(€Mvy)](.,t)z.dx}

On pose z = w(.,t), et on obtient en intégrant sur [0, 7] et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz:

1 t
Sl DIz +/0 (elldw(., 8)|[72 + Allw(., 5)[1Z2).ds

t t
SC/ Hvl—v2||Lz.\|wa(.,s)HLz.ds+C”/ [lv1 — va||p2.]|w(., $)||L2.ds
0

D’apres I'inégalité zy < ax? —|— 2 il vient que Czy < ex? + y?. Ensuite, par celle de Minkowski, on obtient:

1 2 ! 2 02 ’ 2 C/ ! 2 2
*Hw(-,t)HLzﬂL/ Allw(., 5)[[z2-ds < */ ||01*U2|\L2-d5+*/ (Ilor = wa|lzz + [[w(., $)[72).ds
2 0 4e 0 2 0

D’ou on déduit, pour t — +oo:
+oo +oo
/ (., 8)|%a.ds < K/ o1 — v||2a.ds
0 0

_ Sty —Z < 1 et F)\ est strictement contractant dans L?(R* x R).

Pour X assez grand, K =

Donc il existe un unique v € W(R“') et donc un unique u = e*v € W(0,T) solutions du probléme non-linéaire
correspondant. O

2.1.3 Principe du maximum

Nous cherchons maintenant a mettre en évidence une majoration uniforme de la norme infinie de la solution
de 'EDP régularisée. Cette estimation, bien qu’insuffisante pour passer a la limite visqueuse par les moyens
habituels, se révelera par la suite un ingrédient indispensable pour appliquer les résultats de compacité par
compensation de F. Murat et L. Tartar. D’autre part, un tel résultat permettra aussi de s’affranchir de la
restriction faite précedemment sur la fonction de flux et le terme réactionnel (f et g globalement Lipschitziennes).
On I’énonce sous la forme suivante:

Proposition 1.5 Supposons que (f,g) € C1(R)?; £(0) = g(0) = 0 et faisons I’hypothése:
X eR/jz| > X = z.g(x) <0 (2.3)

alors le probléme visqueuz:

Oyu — €0zou = g(u) — 0u f (u)
u(x,0) = up(z) € L2 N L= (R)
admet une unique solution u € W(0,T) N L>®(R x R") vérifiant:

Hu||Loo(R><R+) S max(||u0||Loo(R),X) =M

Démonstration
Pour commencer, on tronque les fonctions f et g par ¢ € C§°(R) vérifiant:

(@) = 1 pour x < M
LS ) pour z > M +1
On pose alors f = f.p, g = g.p, et on applique le résultat d’existence précédent:

- Ot — €dppu = §(u) — Dy f(u)
|
Jlu € W(0,T) vérifiant { w(z,0) = 1o (z) € L2 N L=(R)
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On pose v = u — M ; il faut donc montrer que vy = 0.
Commengons par remarquer que:

|vi| < |u| donc vy € L%([0,T] x R)
Ozv(.,t) = Oyu(.,t) donc v € HY(R)
x + |z| est continu dans H'(R) donc vy(.,t) € HY(R)

Par construction, v est solution du probleme tronqué:
v — €0ppv = G(u) — 0 f(u) = G(u) — f'(u)dpu
Ce probleme linéaire admet la formulation variationnelle: Vz € H*(R),
< Ow(,t), 2 >p-1 g +€ < 0pv(.,t), 002 >p=< g(u)(., 1),z >p — < Frw)pu(.,t), 2 >m

Par ailleurs,comme u(.,t) € H(R), g € C*(R), et g(0) = 0, on déduit que g(u)(.,t) € H*(R). L’expression est
donc bien justifiée. On a aussi:

{ Dy 1). 0005 (1) = |05 |2(., 1)
DatcsD)-04 (1) = Dyv(s )0 (1) = (Dgv3 )04 (1)
)

On remarque alors qu’en posant z = v (.,t) € HY(R), il vient:

Ag(u)(.,t).v+(.,t).dx = /1L>M§(u)(.,t).v+(.,t).d:z:+/u<M g(u)(, t)vp (., t).de <0

u>M>X=g(u)<0 u<M=v<0=[=0

Par le lemme 1.3, la formulation variationnelle devient:

1 t
U DlZe = [[o4(0lZ2) +6/ 1020+ (., 5)I[72-ds
— 0

=0
t
gCAH@u@@Mﬂu@@MMB

Par 'inégalité Czy < ex? + %jgf , on obtient:

lox (L B)22 < & /||v+ 5|22 ds

Ce qui nous met en position d’utiliser le lemme de Gronwall pour conclure que v est identiquement nulle. De
meme, pour montrer que (—u — M)4 = (u+ M)_ = w_ est nulle, on procede identiquement sachant que:

—/}Rg(u).w_.daz = /U<M —g(u)(.,t).w_(.,t).dx—/u>Mg(u)(.,t).w_(.,t).da: <0

u<—M<—X=5(u)>0 u>M=w>0= =0

Finalement, ||u||~ < M en presque tout ¢, et u est l'unique solution puisqu’alors:

{ Fu) = f(u)
9(u) = g(u)

2.2 Compacité par compensation

Cette théorie, construite a partir de celle des fonctions généralisées de L.C. Young, permet de mettre en
lumiere la continuité faible de la fonction de flux a partir de la majoration L>° de la solution régularisée. Bien
str, cette information insuffisante (pas d’injection compacte) est compensée par les estimations d’entropie. Dans
ce cas, celles-ci assurent que la solution trouvée est la limite quand € — 0 des solutions approchées u°.
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2.2.1 Présentation de la théorie

On rappelle ici les principaux résultats qui nous serons utiles. Ils sont tous issus du livre de B. Dacorogna
[20] ou de larticle de L. Tartar [80] auxquels on renvoie pour plus de détails.
Nous en sommes a ||uf||p~ < M, ce qui implique que la suite (u).—0 est compacte pour la topologie faible
xo (LY, L>) puisque L' n’est pas réflexif [10].
On désigne par K[.] les ensembles compacts et par B[.] les bornés.

Définition 1.3 Soit Q0 un ouvert régulier de R™,on considére les informations suivantes:

w KTy Q Cc R 5 R
Auf = Z] LD ey @O, U 5 (i=1..q)
Flus) =T

On introduit alors:

B(£) : R™ - RY

Sl PIPILLIENSE
j=1k=1 i=1...q
On pose:
={(\,¢) € (R™ x R") tels que B(§)A = 0}

Et on définit l’espace:

A ={XeR™ tels que 3¢ € R} vérifiant (N, &) € V'}
Le résultat le plus utile dans le cadre de notre probleme est concentré dans cet énoncé:
Théoréme 1.5 Soit M € M,,(R), M' = M, Q(z) =< Mx,z >gm et supposons:

e W—L?
ut = u

Auc = Z;nzl > ket @ik, u compact dans H; 1) pour chaque i=1..q

Qu) 21
Alors, si pour tout X € A, Q(\) =0, on a Q(u) = 1. Autrement dit, Q ainsi définie est faiblement continue
pour (uf)e st A est inclus dans le noyau de M.

Ceci est sous-tendu par le résultat abstrait ci-dessous caractérisant les limites faibles dans xo (L', L>) en termes
de mesures de Young.

Théoréme 1.6 (Tartar)

Posons K un compact de R™.

o Soit ug : Q@ — R™ telle que us(x) € K, alors il existe une sous-suite encore notée (us)s et une famille de
mesures de probabilités (v;).cq vérifiant pour toute fonction f: R™ — R continue:

{ supp(vs) C K
Flug) 5 Fra e fon FO).dva(N)

o Réciproquement, si (Vy)zeq est une famille a un paramétre de mesures de probabilités a support dans K, il
existe une suite (us)s telle que ugs(x) € K et pour toute fonction f continue K — R:

flug) "X Fram [ fO).dva(N)

]Rm
On donne ensuite un critere établissant la convergence forte.
Théoréme 1.7 (Tartar)

— p<oo

Sius = u, alors us — u si et seulement si pour tout x € , vy(A) = dy@)(A) , la mesure de Dirac
concentrée au point u(x).

On termine par un lemme technique tres utile en pratique.
Lemme 1.5 (Murat) Soit Q un ouvert de R™:
K(Hy,, () D (K(H () + B(M())) N B(W~12())

loc
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2.2.2 Emergence de la solution globale L*°

On donne ici le résultat le plus important de cette étape: les conditions sous lesquelles les fonctionnelles
non-linéaires de '’EDP de convection-réaction sont continues pour la topologie faible-*. Nous commencerons par
appliquer les théoremes précédents pour préciser le comportement de u® — fR f(u®)o.dzx lorsque € — 0. Ensuite,
nous verrons que cela entraine une convergence forte de la suite (u€)._o (compacité) en utilisant ’hypotheése de
stricte convexité faite sur la fonction de flux.

Proposition 1.6 Soit 2 le demi-espace borné en temps [0, T] x R.
On suppose en outre lexistence de couples (1, q) entropiques vérifiant:

qd =n.f avecn” >0

Alors la donnée de: .
ue * 7y et u€ bornée dans L>(Q)
f € C?(R) telle que f"” >0 et f(0) =0
Vn conveze : dyn(u) + 0.q(u) € K(H, ' (Q))

loc
entraine:
x— L
flue) = f(u)
P
ue B (p < +00)
Démonstration

La (longue) démonstration sera scindée en deux parties pour plus de clarté.

Continuité *faible du flux

On pose U = (uf, f(u),n(u), q(u)) € (L>())*.
Comme U*€ est uniformément borné dans L°°, on a la convergence faible

Ue kT g et (u,v,w,z)

On désire montrer au moins que v = f(u). Pour cela, on a par hypothese:
Opus + 0pv € K(H,,1(Q))
pwe + 0,2¢ € K(H,,1(Q))

puisque la premiere ligne correspond au cas particulier n(z) = x. Dans les notations de la définition 1.3,
Pestimation sur les dérivées s’interpréte grace a 'opérateur A — B(&).A. Dans notre cas, ce dernier s’écrit sous

la forme:
&1 01+ Al

AL, A2, A3, ) = B(&1,862).(A1, A2, A3, Ag) =
( 1 2 3 4) (61 52) ( 1 2 3 4) { fl->\3 + A4.£2
Ces relations impliquent donc que I’ensemble A se définit comme:

A A

_ 4
A ={) e R* tels que ()\3 A

).E:Gpour?éQC(R"'xR)*}

Il est & noter que les (&;)1<i<q+1 représentent les opérateurs de dérivées partielles. Donc A est I’ensemble des
(Ai)1<i<a tels que le déterminant de la matrice 2 x 2 soit nul.

A = {)\ € R?* tels que A\1. Ay — 2. A3 = 0}

Posons:
0 O 0 1
1 0O 0 -1 0
QU)=<MU,U > avecM—§ 0 -1 0 0
1 0 0 0

D’apres le théoreme 1.5, ceci implique que:

QUe) = uf.2° — v .we = QU) =u.z—vw
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C’est-a-dire que:

ut.q(u®) — f(u®).n(u) AT — v

On introduit alors la représentation suggérée par le théoréme 1.6. Comme u€ — U = (u€, f(u),n(uc), ¢(u))
est une application continue, il existe une famille de mesures paramétrées (V4 () cr tcr+ telles que:

z,t) = [p Advg 1(N) =<z, A > Q)01 Q)
t) =< vzt fF(N) >m@).ci@)
w(x,t) =< Vg, () > m(a),01 @)
2(2,t) =< Va1, 9(A) >rm),01(0)

Ce qui ameéne:
<v,U >= (u,v,w, 2)

Notons que A représente ici les valeurs possibles pour u(x,t), lorsque (z,t) parcourt Q. On comprend donc que
I’étalement du support de v, ¢ est directement lié aux oscillations subies par la limite € — 0 de la suite u®(z, ).
La limite faible u(x,t) =< v, A > est alors 'expression de |'espérance de la variable aléatoire réelle de densité
vy (A). La convergence forte correspond alors & la concentration de cette densité en un point.

Par construction de v, ¢+, on a:

QU)K Q=< 1,QU) >=< r,\(N) — F(\)n(\) >

On a aussi Q(U®) “ L~ QU) = Q(< v,U >), puisque @ est faiblement continue pour (U¢)_o. On obtient

v
alors la propriété fondamentale de Q(U):
< VaQ(U) > = Q(< v, U >)
Ceci s’écrit:
<, Ag(A) = fFN)A) > =< v, A >< v, q(A) > — <, f(A) ><v,n(\) >

D’ol1 on déduit:
<, Ag(A) — fN)n(A) > =u<v,q(A) > —v <rv,nA) >

Par linéarité de < v,. >, on obtient:
<y, (A=u)g(A) = (f(A) —v)n(A) > =0 (2.4)

On choisit maintenant les entropies faibles de Kruzkov: n(X) = |\ — u|
Du fait de la relation ¢'(X) = ' (A).f'(A), on a: ¢(A) =sgn(A — uw)(f(A) — f(u)). Ceci implique:

(A =u)g(N) = (F(X) = v)n(A) = (v = f(u))[A = ul

Et l'expression (2.4) devient alors:
<v,[A—ul>@w-f(u)=0

On obtient finalement 'alternative suivante pour tout (z,t) € {2

-oubien < v, |A—ul>#0etv=f(u)
-oubien <y, |A—ul>=0

La seconde possibilité s’écrit encore:

/ A —u(z,t)|dv, +(N) =0
R

Ceci implique:

Vgt = 6u(:v,t)
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Convergence forte et second membre

Pour mettre en évidence la convergence forte, on va montrer que la convexité de la fonction de flux implique
que v est réduite a une masse de Dirac en établissant que son support est contenu dans un intervalle ou f est
affine. Pour cela, on suppose que v, ; est une mesure de probabilité admettant une densité par rapport a la
mesure de Lebesgue. Comme dans ce cas v = f(u), la relation (2.4) devient:

<v,(A=u)g(A) = (f(A) = f(w))n(A) > =0

La densité de v, ; s’exprime grace a une fonction R — R, on note 'enveloppe convexe de son support (qui est
borné puisque les u€ vérifient un principe du maximum):

co(supp{vz,(A)}) = [a, 0]

On introduit les mesures suivantes a support dans [a, b]:

La relation (2.4) est donc équivalente a:
<) aN) > — < 5/ (),n(A) >=0 (2.5)

En vue d’intégrer par parties cette expression, on introduit les fonctions suivantes:

Le point important est d’assurer que r(a) = r(b) = s(a) = s(b) = 0. On a r(a) = s(a) = 0 puisque l'on a
supposé que v était a densité. D’autre part, on a:

b
r(b) = / (A —w)dv(N) = /R)\du()\) - u\|liL =<v,A>-u=0

=1
Pour la méme raison, on a s(b) = 0. Une intégration par parties dans (2.5) nous donne donc:
—<r(A), ¢(A) >+ <s(\),n(\)>=0
~——
7’ (N f(N)

Ceci se réécrit sous la forme:
< (s=rf )N (N) > =0
Ceci étant valable pour toute fonction croissante 7’. Par linéarité, cette relation s’étend a toute fonction
réguliere, d’ott on déduit:
s—r.f =0

D’autre part, on a par construction 7/(A).[f(A) — f(u)] — §'(A).]A — u] = 0 au sens des mesures. D’ou:

d
TN = F@)] = (). [A —u]) =0

Comme r(a) = s(a) = 0 et que s(A) = r(N\)f'(N), il vient:

rVIA) = F@w) = FFNA-w)] =0

Comme par construction de r, on a r(A) # 0 si A €]a, b] (sinon le théoréme de Rolle assurerait que la fonction
linéaire r'(\) s’annulle en deux points de |a, b[), on déduit de cette expression que:

VA €la, bl f'(A) =0
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Pour conclure, comme on a supposé f strictement convexe, il n’existe aucun intervalle non trivial sur lequel f
est affine. Donc le support de v est réduit & un point pour tout (z,t). On termine en écrivant:

e—0

Va,t(A) = Oy(e,p(A) dott u®(x,t) = u(z,t) dans LP (p < 400)

et:
(f(u),m(u), q(u) = (f(uw),n(u),q(u)) dans L> *-faible

O

Une conséquence immédiate de ce résultat fort est la justification de I’écriture de la solution faible de 'EDP
hyperbolique en tant que limite visqueuse. En effet, on a supposé g € C'(R), donc continue pour la topologie
forte de LP(Q) (p < 00). Ceci implique la convergence au sens des distributions:

0
< g(u), >pr,p =< glu), 9 >prp
Donc u(z,t) = lim_,o u(x,t) est solution faible du probléme scalaire non-homogene.

Proposition 1.7 Soit Q le demi-espace borné en temps [0,T] x R.
On suppose acquise la donnée de couples entropiques (n,q). Alors, si on a:

f € C*(R) telle que f” >0 et f(0) =0
g € CY(R) telle que g(0) = 0;3IM/|z| > M = z.g(x) <0
v conveze : dyn(uc) + Opq(uc) € K(H,, ()

léquation scalaire non-homogeéne admet une solution faible L (R x [0,T]) au sens des distributions:

Vo € C°(R x RT), / udpp + f(u)0pp + g(u)pda.dt =0
Q

*—L>°

et (f(u®),n(u), q(u)) = (f(u),n(u),q(u)) dans L> *faible.

2.3 Résultats d’entropie

Il reste encore a montrer que les estimations prescrites sur I’équation entropique ont un sens pour les
solutions réguliéres du probleme parabolisé. En effet, c’est avec la majoration uniforme sur ||u¢||s I'ingrédient
indispensable pour appliquer la méthode de compacité par compensation.

2.3.1 Estimations d’entropie

Proposition 1.8 Soit le probléme parabolisé

Opus + 0, f (uf) = g(uF) + €dpauf
uc(z,0) = up(x) € L? N L*>°(R)

alors si \/e.0,u¢ € L*(Q), on a lestimation d’entropie
Oun(u) + Oeq(u) € K(Hioe ()

Démonstration
Comme uf est réguliere, on peut multiplier par n’(u€) afin d’obtenir:

Qun(u) + 0zq(u) = n'(u).g(u) + edpan(u®) — 1" (u)|v/e.puc[?
D’apres le lemme de Murat, il nous suffit de montrer

O (u€) + Opq(u) € (K(H™Y) 4+ B(M)) N B(W ~1:>)
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Avec B(M) signifiant borné dans l’espace des mesures sur €.
Tout d’abord, 9;n(u€) + 8,q(u€) est borné dans W—1°(Q) puisque ||u¢||s < M.
D’autre part, on a:

€ 2
{ ;}é%g@g ﬁt (usz)e L=(Q) d’ott 0" (u®)|v/e.0,u|* borné dans M(2) D L' (Q)

Il reste & montrer que les deux autres termes sont compacts dans H ().

{ g,(u? € L=(0, T; H'(R))  L*(©) d’ott ' (u)g(u®) borné dans L?()

7' (uf) € L>®(Q)

Ceci implique que [1'(u)g(u®)]. appartient & un compact pour la topologie faible de L?(2). Par conséquent, il
existe g € L%() tel que:

sup / [ (u¥)g(u®) — Wglp.da.dt =0
YeL2 [ 2<1 /0

Ceci implique clairement que:

sup /Q 0 () g ) — TGl =00

peHG o]l yy <1

Montrons maintenant que ||€0,.n(u®)||g-1 2% 0: la norme de dualité s’écrit

[|€0pan(u) || -1 = sup {< €0uan(u®), 0 > -1 1= | €0pen(u®).o.dadt}
0
pEHY |16l ;1 <1 Q

Donc

||€0wan(u)|| -1 = sup {< €dum(u®),0pp >12}
wGHévHSDHH[l)Sl

Par I'inégalité de Schwarz

< €0pn(u), Ozp >12< Vel |[Ve.0an(u)]| 2| 020 2

Et donc ||€0.n(u®)||g-1 tend vers 0 quand € — 0 puisque l'on a

|€0ean(u) | z-1 < Velln'(w)|<1Ve.O0nu|| 2]l ¢l 11y

On a donc la conclusion du lemme

Den(u) + 0zq(u’) € K(H,, (2))
O

Remarque: Par convexité de 7, la convergence de €0,.n(u€) + 7' (u¢).g(uf) vers n'g dans H~1(Q) et la
convergence faible-* dans L>°(Q) de n(u®) et g(u) impliquent I'inégalité d’entropie & la limite:

— < nu), 0 >prp — < q(u),Oxp >p << Mg, >p/p pour toute p € D'(Q)
Ceci donne au bout du compte:

din(u) + 0zq(u) < n'(u).g(u) (D)

2.3.2 Viscosité et entropie dans le cas non-homogene

On démontre maintenant la derniére hypothese sur uf(x,t) et on donne la caracérisation de la solution limite
des problemes parabolisés en termes d’inégalité d’entropie.

Proposition 1.9 Si ||u(x,t)|[1(q) est bornée, il en est de méme pour ||\/€.0,u||12 ().
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Démonstration
On considére 'EDP visqueuse que 1'on multiplie par n’(u€). Comme u€ est réguliére, il vient:

n' (u®).0uu + 1’ (u). f(u®) .O0pu = n'(u).g(u) +e¢ 1 (u).0pu
—— ———
q/(,us) 81717](“‘6)_7]”(”5)(81:"'6)2
Et on obtient donc:
Oen(u®) + Duq(u®) = n'(u).g(u) + €daan(u®) — 1" (u) |V e.Dpuc|?
On intégre sur la bande Q = R x [0,7]; comme les fonctions de H'(R) admettent un représentant continu nul
a linfini ([10] p130), il vient:
T
Jan(u(s,T)) = n(uo(s)).ds + [ en” (u)|Opuc]*.da.dt + /O la(u)] 3

=0
= fOT € [0un(u)] T + Jo ' (u).g(u).dz.dt

Par la convexité de z — n(x), le signe de [, en” (u¢)|0,uc|?.dz.dt est connu. On écrit donc dans un premier
temps que:

T
/R (e (s, T)) — n(uo(s))] .ds < / o (). g () -t + /O € [0m(u)] F 2

Q

Pour évaluer le terme de droite, on commence par choisir une entropie particuliere n(u) = u?. Ce choix est

motivé par le fait que I’on a posé le probleme dans L2 N L>°(R). On pourrait le considérer dans tous les LP avec
p = 2k afin de pouvoir interpréter fR n(u€)(s, t)ds comme une norme fonctionnelle classique. Ceci nous donne:

T
||U€(,T)||%2(R) — HUOH%Z(]R) S 2/9 ‘u6||g(u5)‘ddjdt +/0 € [ufazue]tz
=0
Par régulartité Lipschitz de x +— g(z), et puisque u¢ est uniformément bornée en amplitude, on a:
Ju-lg ()| < Jut-lg(u) = g(0)] < Clucf?

Dans cette expression, C' = SUD|y|<max(M, |juo|.) |9 (4)|- On a alors:

T
[l D12y < 20/0 [ (- )12 gy dt + ol 2 g

Par le lemme de Gronwall, il est clair que [[u(.,T)||r2r) < €°7|luo|/r2(r). Par conséquent, il vient que:

/e|6$u€|2.dx.dt§2/ g () -zt + luo(5) |2y
Q Q

Le résultat sur la norme L? de u¢ s’applique encore et il vient:

T
/e|8$u5\2.dx.dt§20/ €2 a2 gyt + [t 2z
Q 0
On a finalement que:
/ e|Oput . dr.dt < ||u0||%2(R)ech
Q
O
On peut donc observer le défaut de compacité dans H' de la suite des solutions visqueuses: la norme L?

du gradient explose lorsque € — 0 et on ne peut utiliser le théoréme d’injection de Rellich-Kondrakov pour
traiter les termes non-linéaires. Ceci est la conséquence de 'apparition de solutions-chocs discontinues.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a montré 1’existence globale d’une solution entropique de ’'EDP hyperbolique scalaire
de convection-réaction modulo une restriction sur le terme source g(.). On peut regrouper tout cela dans un
théoreme.

Théoréme 1.8 Soit (1,q) un couple entropique convere. Alors le probléme

O+ 0y f(u) = g(u) (D')

On(u) + Orq(u) < n'(u).g(u) (D)

u(z,0) = ug(z) € L? N L>=(R)
feC*R),f">0

g€ C*R),g(0) =0;3IM/|z| > M = x.g(x) <0

admet une solution u € L*> N L®(R x [0,T]). Elle se construit comme limite du probléme parabolique associé
lorsque le coefficient de viscosité € — 0.
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Dans ce chapitre, nous etablirons, & l’aide des entropies faibles originellement introduites par Kruzkov [53],
un résultat de continuité de la solution entropique du probleme non-homogene par rapport a sa donnée initiale.
On sait par les théorémes relatifs & 'EDP de la chaleur que I'équation régularisée se résout dans H'(R) de
maniére unique [10]. Comme les éventuelles solutions entropiques furent construites sur la base de ce probleme
parabolique, on peut espérer que 1'unicité soit conservée a la limite. Néanmoins, comme on a perdu beaucoup
de régularité, il est prévisible que la démonstration n’en soit pas tres aisée et fasse grand usage du critére
d’entropie. En effet, c’est dans cette inégalité qu’est contenue I'information subsistant des solutions visqueuses.

3.1 L’inégalité fondamentale

3.1.1 Entropies au sens faible

Alors que l'on a & notre disposition la totalité des fonctions 7 convexes de C?(R), on ne fera usage que
de la famille & un paramétre des entropies de Kruzkov deja rencontrées dans le cadre de la compacité par
compensation au chapitre précédent. Il y avait été jjocculté;; leur défaut de régularité ; il faut en fait les
considérer au sens faible, i.e. dans le cadre de la théorie des distributions.

n(u) = lu—k[; q(u) = sgn(u = k)(f(u) — f(k))

Définition 1.4 Une solution u € L=(R x RT) est entropique au sens faible si elle vérifie pour toute fonction
0 € C§°(R x RT) positive et pour tout k € R:

/}RX]R+ |lu — k|Opp + sgn(u — k) (f(u) — f(k))Orp + sgn(u — k)g(u)edz.dt > 0

Lemme 1.6 Une solution entropique est aussi entropique au sens faible.

Démonstration
On introduit une régularisation N € C*°(R) de x +— |z — k|

N(z) = |z| pour |z| > 1
N/I Z O

ainsi que la fonction N. telle que:

3

N.(z) =eN (z — k)

On note que lim._,g Nc(2) = |z — k| est convexe en tant que limite de fonctions convexes. On a alors, au sens
habituel:

Oy Ne(u) + 0:Qc(u) < Nl(u).g(u) (D)
Q- s’écrit grace & la condition habituelle des couples entropiques ¢ = [7'.f" :

u

Q:(u) = | Nl(v)f'(v).dv

On a les limites ponctuelles suivantes:

Comme la convergence presque-partout implique la convergence au sens des distributions, on peut passer a la
limite € — 0 et conclure.O
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3.1.2 Formulation différentielle
Reésultats préliminaires

On donne ici une définition utile et des lemmes techniques qui nous serviront dans le paragraphe a venir.
On ne précise pas les démonstrations, elles sont disponibles dans [35].

Définition 1.5 Une fonction tronqueuse ' € C5°(RY) est telle que:

T' >0 et supp(T’) C B(0,1)pa

/ Iz).de=1
Rd
I(—x) =T(x)

On définit alors une approzimation de la masse de Dirac:

Lemme 1.7 Supposons que pour tout (u,v) € [-R, R]?, la fonction f vérifie la condition de Lipschitz:
|f(w) = f(v)| < M[u — v
Alors on a pour tout (u,v,u*,v*) € [-R, R]*:
[sgn(u — v)(f(u) = f(v)) = sgn(u” —v*)(f(u") = f(v")] < M(Ju—u"|+ v —v7])
On poursuit avec un résultat de densité.
Lemme 1.8 (Lebesgue)
Soit u € L} _(R™) > L=(R")

loc

1
= R™ tel lim —
A={ze els que IYIIIEO V]

] e ) = )Ly = 0}
L’ensemble A est appelé l’ensemble de Lebesque de u et est dense dans R™.

Le lemme fondamental

On est maintenant en position d’énoncer 'inégalité a 'origine de 1'unicité des solutions entropiques. On
I’énonce en premier lieu sous sa forme différentielle.

Lemme 1.9 Soient u et v deuz solutions entropiques dans L= (R x [0,T1]), alors:
Orlu — | + Ox(sgn(u — v)(f(u) = f(v))) < sgn(u —v)(g(u) — g(v)) (D) (3.1)

Démonstration
Pour toutes ¢(z,s) et 1 (y,t) positives dans C§°(R x RT) et pour tout couple (k,l) € R?, on a par définition
des solutions entropiques:

|l K sealu— K@) ~ (0)Ds + s = Klg(u)g dods > 0

v o sen(v = D(f(v) = f(D)Det) + sen(v = Dg(v)y dy.dt > 0

(3.2)

On se donne ®(z,y,s,t) € C5°(R? x (RT)?) positive:

- on pose p(z,s) = @(.,y,..t), k =v(y,t) & (y,t) fixés et on écrit la premiere inégalité de (3.2).
- on pose Y(y,t) = ®(z,.,s,.), | = u(x,s) & (z,s) fixés et on écrit la deuxieéme inégalité de (3.2).
- on somme les deux inégalités ainsi obtenues et on intégre sur R? x (R*)2. On obtient alors:

/(]MR+)2 u(e, 8) = vy, D)|(0sp(x, 5) + Op(y, 1)) + sgn(u(z, s) — v(y, 1)) (f (u) = f(0))(uip(x, 5) + Oy (y, 1))
+sgn(u(z, s) — v(y, 1)) (g(w)e(x, s) — g(v)(y,t)) dx.ds.dy.dt >0
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On impose maintenant a ®(z,y, s,t) d’étre de la forme suivante:

t — -1
voanst) =6 (3L 5 ) (5L 5T a0 < o6 € OR(R x )

On remarque alors que pour tout (z,y,s,t) € R? x (RT)2:

Ospp = 0sP = (8T¢.F€ + ¢.87F6)/2 N .
{ o) = 0,® = (0,6 T. — 6.0,T.) /2 TOU O+ =0T

On obtiendra de méme:

8w(p + 8yw = 85¢.F€

Il devient donc naturel d’effectuer le changement de variables:

RZx (RT)? — Q={(X,Y,5,T) € R telsque S+T7 >0;S —T >0}
(z,y,5,0) = X =20y =508 = 40T =23t
On définit alors G : Q@ — R par:
GX,Y,5T) = |u=v[0-¢(X,5) +sgn(u—v)(f(u) = f(v)0p(X, )
+sgn(u —v)(g(u) — g(v))p(X, 5)
avecu =u(X +Y,S+T)etv=v(X-Y,5-T).
Il s’agit donc d’étudier la limite ¢ — 0 de:

J. = / G(X,Y, S, T)[(Y,T) dX.dY.dS.dT
Q

Comme le jacobien du changement de variables vaut 1/4, on a J. > 0 en tant que somme de deux quantités
positives. D’aprés sa définition, I'« — ¢y, mais on ne peut malheureusement pas passer a la limite directement
avec la théorie des distributions car G n’est pas réguliere.

Néanmoins, le probleme est clairement formulé: il sera résolu des qu’il sera établi que

J. 30 gy = / G(X,0,5,0) dX.dS >0
RxR+

On pose x(5,T) = ]-{SfTZO;SJrTZO}

J. = / G(X,Y, S, T)x(S, T)T(Y,T) dX.dY.dS.dT
RxR+

Comme par définition, ||T||;1 = 1, le théoréme de Fubini donne:

Jo = [aaTe(Y,T)AY.dT x [,, G(X,0,5,0)x(S,0)dX.dS
- .G X 0, S 0)x(S,0)T(Y, T) dX.dS.dY.dT

On note par la suite
K = supp(¢) C R?
C. =supp(l'e) C .B(0,1)g2

Et on obtient:

|J5—J0|§/ [/ IG(X,Y,S,T)x(S,T) — G(X,0,8,0)x(S,0)|T(Y,T)dY.dT | dX.dS
K

=

On remarque maintenant que pour (a, b, c,d) € R%, on a:
|ab — cd| < [b(a —¢) + c(b = d)| < [bl|la — c| +[c[|b — d|

Donc si |b] < 1, il vient:
lab — cd| < |a — ¢| + |c|]b — d|
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Cest-a-dire que |J. — Jo| < A + B. avec

Ae:/ [/ IG(X,Y,S,T) — G(X,0,8,0)|e(Y, T)dY.dT'| dX.dS
K Ce

B. =/ |G(X,0,5,0)] {/ Ix(S,T) — x(S,0)|T(Y, T)dY.dT] dX.ds
K Ce
puisque |x(S,T)| < 1 en tant que fonction indicatrice.
D’autre part, d’apres le lemme 1.7 et les hypotheses de régularité sur f et g, on a les inégalités suivantes:
|l — o] = u* = v*|] < fu —w"| + |v -0
|sgn(u — ) (f(u) = f(v)) —sgn(u” —v™)(f(u") = f(v7))|
|

- M(lu = u*[ + o —v7))
[sgn(u —v)(g(u) — g(v)) —sgn(u” —v*)(g(u") — g(v*))

<
< N(lu—w"| + v —v7))

Ces dernieres ont pour conséquence:
G(X,Y,5,T) - G(X,0,5,0)] < (uX+Y,5+T)—-uX, )+ (X -Y,5-T)—v(X,59)])0-¢(X, 5
FM([u(X +Y, S+ T) —u(X, )+ [v(X =Y, 5 =T) —v(X, 5)])026(
+N(Ju(X +Y,S4+T) —u(X,9)| + [v(X =Y, 5 -T) —v(X,9))o(X, S
Et comme ¢ € C§°(R x RT), il existe une constante C(f, g, ¢, ||u||co; ||V||c) telle que:
|G(X,Y,S,T) - G(X,0,5,0)| <C(lu(X+Y,S+T) —u(X,9)|+|v(X =Y, -T) —v(X,95))])

!
D’apres la définition 1.5, il existe une constante C’(T") telle que |I'c| < —. Ceci implique:
€

c.c’
)

A< /dX.dS U (u(X + Y, S +T) — (X, S)| + [o(X — ¥, S — T) — (X, S))dY.dT
K C.

On est donc en position d’application du lemme de Lebesgue puisque |C.| = C"&2:

"
U.(X,S) = E,| ; (X +Y,5+T) — u(X,S)|dY.dT *=° 0

D’autre part, U. € L}, (R x RT) & partir d'un certain rang puisque lim._,oU. = 0. Par le théoréme de

convergence dominée, on déduit que

lim [ U.(X,S)dX.dS =0
e—=0 Ji

Il en est bien str de méme pour

/ [v(X+Y,S+T)—v(X,S5)|dY.dT
C.

Et finalement
lim A, =0

e—0

Le cas de B. est bien plus simple. Comme ||T¢| s < ||IT']|o0/€2, on a:

1T oo
g2 2

1T oo B

—= | [x(S,T)—x(S,0)|dT

€ —€

IN

sz Ix(S,T) — x(S,0)|T(Y, T)dY.dT Ix(S,T) — x(S,0)|dY.dT

Comme G(X,0,5,0) et K sont bornés, cette majoration entraine que:

< IGlloo- I K1{Tloo
£

B.

—€

/R is [ / T (ST — x(S, O)|dY.dT]
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Géométriquement, cette intégrale correspond & la surface des triangles rectangles isocéles de bases |S| = ¢ et de
hauteur T' = ¢.

0

< 1l KT o €2 ooy

B
N € 2

Et finalement, on obtient le résultat:
e—=0

|J5—J0‘§A5+BE — 0

Ce qui signifie qu'on a montré que l'inégalité est conservée a la limite quand ¢ — 0.

[ =106+ s = o)) = £(0))0 + s =)o) — o(0))a] 2.) dadt > 0

O

Comme on s’est borné a la théorie L°° via la compacité par compensation, le critere d’entropie a surtout servi
a montrer que la suite des phrases entropiques était compacte dans H. l_oi Ici, nous voyons qu’il permet aussi
de mesurer 1’éloignement (en un certain sens) de deux solutions entropiques du probléeme non-homogene. Ceci
entraine que celles-ci sont astreintes a un comportement ordonné. Il est impossible que des données initiales
proches donnent des trajectoires tres divergentes dans 1’espace des phases.

3.2 Le théoreme de continuité

Comme cela a déja été suggéré par la remarque précédente, il se trouve que I’on peut effectivement montrer
un résultat de continuité par rapport aux données initiales pour les solutions de ces équations d’évolution.
11 jjsuffit;;, pour cela d’intégrer I'inégalité précédente dans le cone de propagation de u et v.

1

3.2.1 Formulation intégrale et continuité L,

Proposition 1.10 Soient u,v deuz solutions entropiques issues de ug,vo € L? N L (R) respectivement.
Alors si on pose

{ M = max{[f'(£)|, [¢] < max(||ul|oo,||v]|o0)} (3.3)
N = max{|g’ ()], |£] < max(||u||oo, ||v||oc) }
ona: VR>0, VI >0
/ lu(z, T) — v(z, T)| dz < eNT/ o () — vo(x)| da
|z|<R |z|<R+MT
t
-R R

/ t=T N

! t=0 \

Figure 3.1: Cone de dépendance
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Démonstration
L’idée est d’integrer I'inégalité (3.1) dans le céne de dépendance (voir fig. 3.1) défini par:

DR,T = {((E,t) €Rx [OvT]v ‘.’E| < R+M(T_ t)}
Pour cela, on commence par écrire que:

Orlu = v| + Oz (sgn(u — v)(f(u) = f(v))) sgn(u —v)(g(u) — g(v))
(g(u) = g(v))]

Nl|u —v|

INIAIA

En remarquant que:
O¢lu—v| = Nju—v| = e, [Ju—v|e ']

I'inégalité (3.1) devient:
O [lu — v[e™™] + e~ [0, (sgn(u — v)(f(u) = f(v)))] <0

Pour toute fonction-test ¢(x,t) € C§°(R x RT), on a:
/ lu —v|e N 0,¢ + (sgn(u — v)(f(u) — f(v))e Nd,¢ dr.dt > 0 (3.4)
RxR+

On pose maintenant formellement ¢ = 1 . qui W’appartient bien sir pas & C§°(R x RT). Si l'on introduit la
fonction de Heaviside 2 — Y (z) = 1,50, on a:

d,t) =Y ().(1=Y(t = T)).Y (z+ R+ M(T — )).(1 - Y (z — R — M(T — t)))

Il faut donc calculer les dérivées partielles de ¢(x,t) au sens des distributions puisque celle-ci est discontinue.
Apres élimination des termes inutiles, on trouve:

06(x,t) = Si_o.Y(z+R+MT).(1—Y(z—R— MT))
—SierY(z+ R).(1—Y (2 — R))
M6y p—nr(r—1)-Y (). (1 =Y (t = T))
~Mby—pim(r—1) Y (1).(1 =Y (t-T))

0:9(x,t) = Op—_r_m(r—p)-Y (t).(1 =Y (t =T))
—Og—ryM(r—1)-Y (t).(1 =Y (- T))
Si l'on calcule formellement l'inégalité (3.4) avec cette fonction-test, il vient:
R+MT R
/ |uo —v0|(s).ds—e_NT/ |lu —v|(s,T).ds
—R-MT -R

T

[ =Ml ol R = BT~ 1),00 4 sl = o) ()~ FO)) (R - ML~ 1,00t (35)
T

+/O —M|u —v|(R+ M(T —t),t)e N — (sgn(u — v)(f(u) — f(0)))(R+ M(T —t),t)e"Nt.dt >0

Au vu de cette expression, on aura la conclusion du théoréme si on établit que les deux derniers termes sont
négatifs. Mais ceci est immédiat compte tenu de (3.3); en effet, on a:

[sgn(u —v)(f(u) = f(v))] < M|u —v| puisque |f(u) — f(v)| < M|u—v]

Donc la troisieme intégrale de (3.5) est négative. Pour la quatriéme, il suffit de remarquer que:

—sgn(u —v)(f(u) = f(v)) < lsgn(u —0)(f(u) = f(v))]

Tl est donc clair que le probleme est d’établir rigoureusement I'inégalité (3.4) avec ¢ = 1 Drr € CPR x RT).
Il reste donc a en prendre une régularisation et essayer de conserver 'inégalité par passage a la limite.
Soit I'c la masse de Dirac régularisée, on définit la fonction de Heaviside approchée Y. comme:
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C’est-a-dire que Y. (t) vaut approximativement:

-0sit< —¢

-(t+e)/2esi—e<t<e

-1lsit>e

Comme pour la démonstration de l'inégalité (3.1), il s’agit de passer a la limite en utilisant des fonctions-test
particulieres. On impose donc a ¢(z,t) d’étre de la forme:

p(x,t) = [Ye(t = 6) = Ye(t = TJ[1 = Yy(|z[ — R — M(T —1))] = 0
C’est-a-dire:

b(2,1) = lsi|g| <R+MT —t)—0ete+d<t<T—c¢
= Osile|>R+M(T—-t)—0out<d—cout>T+¢

On suppose € < § et on integre I'inégalité (3.1) avec ¢(z,t) ainsi définie. Auparavant, on calcule ses dérivées
partielles pour = # 0:

(@, 1) = [De(t — 8) = Dot — T)][1 — Ya(lz| — R — M(T — 1))]
“M.[Ye(t — 6) = Ye(t = T))[To(j| — R — M(T — 1))
Ou(w,1) = GEIYe(t = 8) = Ye(t = T)|[To(le] = R — M(T —1))]

On éerit de nouveau Uexpression (3.1):
[ = 01006+ s = o)) = 005+ sgn(u—v)(a(0) = 9(0))6 dodt >0
Ceci entraine 'expression (3.4):
| e vlem 00+ (stn(u = 0)(f () = F))e" 0,0 dadt > 0

On remplace dans cette expression les valeurs de 0pp(z,t) et J,¢(x,t) par celles données précédemment. Apres
avoir regroupé les termes, il vient:

og/ lu— v N[0 (t — 8) — To(t — T)|[L — Yo(lz| — R — M(T — t))] da.dt
RxR+

—/]RX]R+ {Mlu vl + z |sgn( —0)(f(u) — f(v)| € VYe(t = 6) = Yo(t — T)).[Do(|z| — R — M(T —t))] dw.dt
=B —C

=A

Tout comme précédemment, on va montrer que la seconde intégrale peut étre enlevée de ’expression ci-
dessus:
- la définition de M assure que A > 0.
- on calcule Yo(t—0)=Y.(t—T) = ff °T.(s)ds — ffOOT I.(s)ds. Comme T > § et T'c(x) > 0 pour tout z, on a

f s)ds > 0.

- par deﬁmtlon de T', le terme C' est positif.
Par conséquent, la seconde intégrale est positive. Il est donc suffisant de traiter avec:

/ lu —vle V(D (t —8) = Te(t —T))(1 = Yy(Jz| = R — M(T —t))) dx.dt >0
RxR*
EL>(RXRT) C>=a support compact
On fait # — 0 dans un premier temps, ce qui entraine Yy — l\wl— R—M(T—t)<0 Presque-partout. Le théoreme de
Lebesgue permet de conclure a la convergence des intégrales puisque |1 — Yy(.)| < 1.

Posons:
D1 ={(z,t) eRx[0,T], [x| <R+ M(T —t); 6 —e <t<T+e}

Alors on obtient & convergence que:

/ lu— v|e= Nt (Dot — §) — T(t — T)) dadt >0

R, T

indépendant de =
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On peut réécrire ceci sous la forme suivante en appliquant le théoreme de Fubini:

R+M(T—t)
/ [(Fe(t—d) —Fe(t—T))[/ |u—v|e_Ntdx]1 dt >0
R+

—R—M(T—t)

P . R+MT
On définit alors une fonction w : ¢t — [ ; T

deux produits de convolution. C’est-a-dire:

u — v|e~Ntdx. L’intégrale ci-dessus est alors la difference de

we(6) —we(T) > 0 avec we = w * T,

Comme w € L}, ,(RT), w. 2% w en chaque point de Lebesgue de w. Ces points forment un ensemble dense
dans RT, donc pour presque tous les 6 et T, on obtient:

we () — we(T) = / lu(z,0) — v(z,0)|e N dr — / lu(z, T) — v(z, T)|e N7 dx
|| <R+M (t—5) |z|<R

Il reste & passer a la limite 6 — 0. Pour cela, on écrit que:

fIw\SRJrM(t—é) [u(z,0) —v(w,d)le”"* do < f\x\gR-HVI(t 5 lul,0) — (90)|e_N55de
+Jjz| <Ry M(1-5) |ug(2) — vo(x)|€~ N da
+f|m\§R+M(t 5) lvg(x) — v(z,d)|e N0 dx

Les premiers et troisiemes termes tendent vers 0 quand & — 0 par le théoreme de Lebesgue. Il reste au bout du
compte:

/ lu(z, T) — v(z,T)| dz < eNT / |uo(z) — vo(x)| dx
|z|<R

|¢|<R+MT
O

Cet important résultat de continuité a donc en particulier pour conséquence d’établir I'unicité de la solution
entropique de notre probléeme hyperbolique non-homogene.

Proposition 1.11 Placons-nous dans les conditions d’applications du théoréme d’existence pour le probléeme
donné par

Opu+ 0, f(u) = g(u) (D)
O (u) + 0zq(u) < n'(u).g(u) (D)
u(x,0) = up(z) € L? N L>=(R)

Alors, celui-ci admet une unique solution entropique u(z,t) € L (R x [0,T]).

3.2.2 Le résultat final

On énonce ici le théoréme concluant ces deux chapitres consacrés a la construction théorique de la solution
entropique d’'une EDP hyperbolique de convection-réaction. C’est ’aboutissement de notre approche L°°.

Théoréme 1.9 Soit le probleme scalaire générique:

du+ 0y f(u) = g(u) (D)

Im(u) + 0zq(u) < n'(u).g(u) (D)

u(x,0) = up(z) € L2 N L2 (R)

feC?*R), " >0

g € CY(R),g(0) = 0;IM/|z| > M = z.g(x) <0

Alors sa solution entropique u(z,t) est définie de maniére unique dans L (R x [0,T]). De plus, elle est continue
en norme L, (R x RT) par rapport a sa donnée initiale.
Soient u,v deuz solutions entropiques issues de ug,vo € L? N L>®(R) respectivement.
Alors si on pose
{ M = max{[f' ()|, |¢] < max(||ul|oo, [[v][oc) }
N = max{|g'(§)], [¢] < max(||ulloo, [[]]s0)}

on a: YR >0, Vt € [0,T]

— V> X Nt Uolx ) — v\ i
/w.@'“(x’t) (2.)] dz < e / fuo(2) — vo(a)] d

|x|<R+Mt
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Ceci regroupe tout ce qui a pu étre démontré dans ces deux premiers chapitres: ’existence et la dépendance
continue des solutions d’'une EDP scalaire hyperbolique réactive. L’extréeme lourdeur des démonstrations qui
conduisent & ces conclusions trouve son origine dans la pauvreté de ces fonctions en termes de régularité (au
contraire des problemes paraboliques, on n’a jamais de solutions fortes).

Remarques

- La méthode de compacité par compensation n’est pas I'unique moyen d’obtenir ce résultat, et on peut lui
reprocher de laisser dans Uombre les propriétés de régularité BV [23] de la solution faible. On peut consulter
[35, 53] qui exploitent la compacité de 'injection BV — L. Voir aussi [79] pour la convergence d’un schéma
aux différences finies.

- On peut remarquer que la présence de l’exponentielle venant du terme source implique que la solution de
I’équation n’est plus donnée par un semi-groupe de contractions.

- Dans [26], R. DiPerna a introduit le formalisme des solutions & valeur mesure pour les lois de conservation
scalaires homogenes.

- Le comportement en grand temps de u(z,t) est précisé par exemple dans [31]. (voir [57] pour des résultats
dans le cas homogene)

- Le probléme aux limites a été étudié dans [5] dans le cadre des fonctions BV. Il a été récemment étendu aux
fonctions L [70].

- Pour finir, un g(u) admettant plusieurs équilibres stables peut imposer une solution de type couches-limites.
On peut consulter [22] comme point de départ dans cette direction.
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On considere maintenant le systeme des équations d’Euler isentropiques pour un mélange de deux especes
réactives. Ce modele suffisamment général a déja été abordé dans plusieurs publications; citons [8, 24, 55, 81].
Il peut s’écrire sous une forme quasi-conservative:

Op + Ox(pu) =0

9 (pc) + Oz (puc) = pg(c) (4.1)
Oy (pu) + 0. (pu® +p) =0

ou p, c,u désignent respectivement la densité globale du mélange considéré, la concentration d’une des phases
mises en jeu dans I’écoulement, et la vitesse volumétrique commune aux deux especes. La loi de fermeture est
la pression p dépendant en général du couple (p, c). La premiére équation exprime la conservation de la masse
globale, la seconde décrit ’évolution d’une des deux fractions massiques soumise a un processus réactionnel
exprimé par le terme source et au transport du mélange a la vitesse volumétrique u. Enfin la derniere régit
la variation de quantité de mouvement en fonction de la somme des forces appliquées au systéme, celles-ci
s’exprimant par la variation de pression. On ne met pas de terme au second membre de 1’équation sur la
quantité de mouvement: ce type de difficulté ayant déja été abordé par exemple dans [14] pour le p-systéeme.
Ce probleme est alors non-linéaire, strictement hyperbolique mais non-homogene. On désire en étudier le
probléme de Cauchy par 'intermédiaire de sa formulation en variables de Lagrange. On remarque alors que les
entropies qui lui sont associées ont une structure particuliere trés proche de celles du p-systeme classique [57].
On adopte alors la méthode de viscosité évanescente. Dans ce cadre, il est nécessaire d’obtenir une estimation
uniforme en amplitude sur la suite d’approximations régulieres. Les résultats de Chueh, Conley et Smoller [79]
ainsi que le théoréme de DiPerna [25] permettent de conclure a lexistence de solutions pour certaines lois de
pression particulieres.

4.1 Formulation lagrangienne

4.1.1 Changement de variables

Vu le grand nombre de non-linéarités contenues dans le systeme considéré, on décide de le réécrire dans
un nouveau systeme de coordonnées, afin de se ramener a Iexpression d’un probleme moins difficile. Soit le
systeme différentiel

{ & = u(x,t)

z(0) = ¢

On note ¢t — x(&,t) la solution issue de £. Alors (&,t) sont les coordonnées de Lagrange associées au champ

_ 0x(& 1)

u(z,t). Posons J(&,t) = R TI on trouve que J # 0 et

aJ(E,t) 0 0x(&,t)  Ox(E,t) Ou(x(E,t),t)

o 06 ot 0 Oz
N—— ——
u(z(é,t),t) J(&,t)
D’ou il vient:

9.7 ou
E(&t) = J(&t),%(l'(f,t),t)

On exprime maintenant une fonction f(z,t) donnée en variables habituelles (Euler) en coordonnées de Lagrange:

fr(&,t) =) (z(&,t),t). On remarque que l'on a:

o (frJ)=4J. 0(fr) +fr. 0:J = J[0:(f)+ 0x(fu)]
N—— ~~
O (f)+u.0.(f) J.0z (u)

Le systéme (4.1) devient donc:
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On note que O¢. = 0¢(x) Op. = J.0,. Le systeme précédent se réécrit:

8t(pLJ) =0
(Orer)(pr.J) + cp.0:(pr.J) = (p-g(c))r.J
0:((pu)p.J) + Oc(pr) = 0

La premiere équation implique pr.J = po(£), ce qui donne J = pg.7 avec 7 = (pr)~! désignant le volume
spécifique. On en déduit:

O = J.Oyu = 0O¢u

~—

0.0 T
Cela nous donne la premiere loi (linéaire) du systeme Lagrangien (on supprime les ”1”)
P00y —Ocu =0

Comme p.J = pg, les deux derniéres donnent

po-0rc = pog(c)
po.(?tu + 5‘510 = 0

Si on introduit la notation ~ pour la pression exprimée en fonction de 7 et la variable d’impulsion dm = pyd¢,
on trouve finalement:

T — Opu=20
w4 Omp(T,¢) =0 (4.2)
Ore = g(c)

C’est avec cette écriture que nous allons entamer ’étude du systeme (4.1). Bien sir, il y a une restriction: pour
définir 7, il est necessaire de supposer que p > a > 0. C’est-a-dire que le vide n’apparailt jamais.
4.1.2 Propriétés élémentaires

Nous donnons dans ce paragraphe les premieres caractéristiques du systéme (4.2). Par commodité, nous
pouvons le réécrire avec des notations plus habituelles sous la forme:

Ov—0,u=0
Opu+ Opp(v,¢) =0 (4.3)
e = g(c)
On fait les hypotheses suivantes sur la non-linéarité p(v, c): p, < 0 et p,, > 0.
Si on pose
v —U 0
U=| u | FU) =1 plve) | SU)= 0
¢ 0 g(c)

le probleme (4.3) s’écrit alors

U+ F(U)z = S(U)

Sa stricte hyperbolicité est assurée par nos hypotheses puisque

0 -1 0
dFU)=1| p» 0 bpc ce qui donne le spectre A = {—\/—pv(v, ¢); 0; \/—pv(v,c) def A}
0o 0 0

Les vecteurs propres a droite associés a 0, —A, A sont:
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Ceci implique que deux champs du systéme (4.3) sont vraiment non-linéaires (VN L). Le dernier est évidemment
linéairement dégénéré (LD) puisqu’il est stationnaire. Il reste & exprimer les vecteurs propres & gauche:

N 0 - )\2 — _>\2
L= o) iao={ r | Loy=1{ » (4.5)
1 —Dc DPe

Quant aux invariants de Riemann, i.e. les fonctions w(U) vérifiant < Vw(U), R; >gs= 0, on sait qu'il y en a
deux par vecteur propre [79]; leur expression est:

Ro(U): w=wuouw=p,c)
Ry(U): w=couw=u— ["\s,c)ds
Ri(U): w=couw=u+ ["As,c)ds

4.2 Le probleme de Cauchy

4.2.1 Expression des entropies

Dans ce paragraphe, nous allons mettre en évidence la structure particuliere des entropies du systeme (4.3).
Rappelons que leur existence en grand nombre est fondamentale pour I’étude des solutions du p-systéme:

{ v —,u=0

Ou+0,v~ 7 =0 (4.6)

par la méthode de compacité par compensation [25, 76]. On peut consulter [57, 79] pour une expression des
entropies de (4.6). En fait, il se trouve que le systéme (4.3) en posséde autant. Pour voir cela, on considére sa
version homogene:

0w — Ozu=0
O+ Ozp(v,¢) =0 (4.7)
8tC =0

On remarque que si 'on impose comme donnée initiale & ce dernier une concentration uniforme co(z) = Cyp €
[0, 1], on résout en fait le probléme suivant:

{ O —Opu=0

By + Dyp(v, Co) = 0 (4.8)

L’idée est donc d’exprimer les entropies de (4.8) en fonction de la pression p(v,Cp). Sous les hypotheéses
classiques p, < 0, py» > 0, ce changement de variables est bijectif R — R et on espére que les entropies du
systéme complet (4.3) s’exprimeront en remplagant p(v, Cy) par p(v,c).

Lemme 1.10 Tout couple entropique du p-systéeme (4.8) (n,q) € C*(R} x R) ne dépendant que de p et u définit
un couple (7, q) € C*(Rf x R x [0,1]) pour le probleme (4.7).

Démonstration
Supposons les hypotheéses habituelles [79] sur v — p(v, ¢) pour (4.7): p, < 0 et py, > 0.
Alors, pour tout Cj € [0, 1], Papplication:

VU :=(v,u) = (p(v,Co),u)
définit un difféomorphisme de R’ x R sur lui-méme. On peut donc considerer (7, q) tel que:

n=mnoV

q=qoV
avec: oV _
Vq=29YVq
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Si on note f(U) = (—u,p(v, Cyp)), le flux d’entropie vérifie: Vn.Vf = Vq. Ceci équivaut a:

qv = Nu-Pv
Gu = — T

Par identification, il vient:
{ Poo = Tu-Po gty dire { T =1
Gu = —Tv-Po
On définit alors:

ol on a posé:
W:Rf xR x[0,1] - Rf xR
(v, u,¢) = (p(v, ¢),u)

Alors on a:
Qv -Dv Ny -Po
V(j = Qu et Vﬁ = Ny
q_v 'pC ﬁ?) 'pC

D’apres les relations précédentes sur Vn et Vg, il vient:

Tu-Dv TP
Vi=1| —Tv-po ce qui donne Vq = — 1y
Tu-Pe Tu-Pe

Autrement dit, on a V§ = V7.4 ou A désigne la jacobienne des flux du systéme (4.3):

0 -1 0
A= Do 0 Pc
0O 0 O

En conclusion, on a construit un couple entropique (7, G) pour (4.3) & partir de (n,q). O

Cette formulation permet de retrouver immédiatement I'entropie écrite dans [81] & partir de celle donnée dans

[79] (p.399):

v 2 v
n(v,u) = _u? +/ p(s)ds donne 7(v,u,c) = —% —|—/ p(s,c)ds

A la lumiere de ce résultat, il semble donc possible de suivre la démarche de [25] pour 1'étude des solutions de
(4.3).

4.2.2 Estimation en amplitude

Avant toute autre chose, il est nécessaire de mettre en évidence une borne uniforme sur la suite d’approximations
visqueuses de (4.3), i.e. sur les solutions U€ du systéme:

0v¢ — O0pu’ = €0y, V"
Opus + Op(ve, ¢¢) = €0y us (4.9)
Opct = g(ve, ) + €0pac”

Remarquons déja que l'expression de ¢ est donnée par le noyau de la chaleur [10, 15]. Le moyen généralement
utilisé pour dériver une estimation L> pour (4.9) est d’utiliser la notion de région positivement invariante intro-
duite par K. Chueh, C. Conley et J. Smoller [79]. Bien siir ceci ne nous donnera au mieux qu’'une convergence
dans la topologie *-faible o(L', L>°) insuffisante pour passer & la limite dans les termes non-linéaires.

Définition 1.6 On appelle région positivement invariante un fermé X de l’espace des phases tel que si une

solution U€ a sa donnée initiale et sa condition auz limites a valeurs dans X, alors elle est totalement contenue
dans Y.
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Généralement, X est recherchée comme intersection de ”demi-espaces”.
¥ =n?_{U € RS xR x [0,1] tels que G;(U) < 0}
avec les G; € C? telles que VG; # 0 dans la zone considérée.
Définition 1.7 On dit que la fonction réelle U — G(U) est quasi-convexe en U si:
VEER3, < £, VGU) >ps=0=< &, D*G(U).£ >ps> 0
On énonce maintenant le critére caractérisant X.

Théoréme 1.10 (Chueh, Conley,Smoller)
Soit D(v) une matrice définie positive, on considére le probléeme:

{ Oy = M (v)0yv + €D(v)0pgv + f(v)
v(0) = vo € L*(R) et lim|y 00 v(z) =0

et la région ¥ = N;_{U tels que G;(U) < 0}.

Supposons que Yvg € 0% (i.e. Ji/G;(vg) =0), les conditions suivantes soient vérifiées:
- VG;(vo) soit vecteur propre & gauche pour M (vy) et D(vp).

- G; est quasi-conveze en vyg.

- < VGi(vo), f(vo) >rs <0

Alors, si v dépend continiment de f, ¥ est invariante pour tout € > 0.

D’aprés cet énoncé, il est vital que la jacobienne des flux de (4.3) admette des vecteurs propres a gauche
(4.5) pouvant s’exprimer comme gradients de fonctions quasi-convexes. On va donc chercher pour quelles lois
de pression cette propriété est vérifiée. Il faut aussi remarquer que ce théoreme n’est pas 'unique moyen
d’obtenir un principe du maximum pour les approximations visqueuses; on peut consulter [46] & ce sujet.
Malheureusement, les résultats récents qui y sont exposés ne sont d’aucune utilité ici. Pour finir, la condition
de dépendance continue de la solution en fonction du terme source a été étudiée dans [76] (tome2 - page 12).

Lemme 1.11 I est suffisant que la pression p(v,c) soit de la forme:

ff<0,f">0

o.0) = o+ &) i { 50w om0 s <0 (4.10)

pour qu’une zone positivement invariante existe pour (4.9).

Démonstration
D’apres l'expression des vecteurs propres a gauche donnée par (4.5), on constate que EO ne pose aucun probleme.
Par contre, les difficultés vont venir de Eil, notamment du terme en p. (sauf si celui-ci est nul, puisqu’alors les
vecteurs propres & gauche sont des gradients d’invariants de Riemann indépendants de la concentration ¢). On
décide de travailler avec L_; que 'on réécrit sous cette forme:

—Y.-Dy
La(U)= | yv=ps | oty(w,u,c) €C et y#0
—Y.Pc

La question est de savoir pour quel type de pression a-t-on: rot(f,l) = (. Pour cela, on calcule le rotationnel
de E_lz

O —Y-Po —Po-Yu = (Y-v/=Po)v

Oy y\/_ipv = (y _pv)c + Pe-Yu

de  —Y.pe —Pve-Y = Pv-Ye + Pev-Y + De-Yo
La derniere ligne donne: p..y, = py.ye, ce qui est vérifié entre autes par y = a(u).p(v,c). On reporte cette
expression dans les deux premieres équations:

a'(u).p.Vp + a(u)V(p./=py) = 0

I
=11
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Pour éliminer la dépendance en u — a(u), on suppose p. # 0, on passe les termes en a(u) au membre de droite

et on divise les deux expressions:
& pv-\/ipv - (pm;/2\/ipv)

Pec B DPe-n/ —Pov — (pvc/2\/ _pv)

En effectuant le produit en croix, il vient:

. o0
R oL c’est-a-dire — (pu> =0
Pec Pue 0v \ pc

Ce qui nous donne: p. = k(c)p,. Introduisons maintenant une fonction K : [0,1] — R™T strictement croissante
telle que: K'(c) = k(c) et K(0) = 0. Alors on obtient: p. — p, = 0 ol p(v,¢) = p(v, K(c)). On a donc une
équation d’advection si on imagine que c joue le role du temps et v celui de I'espace. La solution est donc donnée
par: p(v,¢) = po(v+c). ot la ”donnée initiale” py est expression de la pression en régime monophasique ¢ = 0.
Par conséquent, il est clair que ’expression:

p(v,c) = f(v+ K(c))

remplit les criteres demandés: p.(v,c) = k(c)f'(v + K(c)) = k(c)py (v, ¢).
1l reste a vérifier la quasi-convexité des fonctions U +— G;(U) induites par cette loi de pression. Cela va bien
str nous donner une condition sur la dérivée seconde de ¢ — K(c). Introduisons:

-

v+K(c)
Gi1(v,u,c) = tu— / A(8)ds; VG4 = +1 avec A = y/—f'
—k(c)A
Alors on a:
f f
AVG_1=-L_ = —v/=F | et AVG =Li=| v=F
k(e)f! k(e)f’
Les hypotheses sur les dérivées de f nous assurent que —\, = 21%7)” > 0. Donc la matrice:
-y 0 —k(c) Ay
D*G4.(U) = 0 0 0

—k(c)hy 0 —K"X—k(c)®\,
sera positive: VX = (z,y,2), 0on a < X, DzGil(U).X >g3> 0. On trouve en fait que:
< X,D?G11(U).X >pa= (=) (@ + k(c)2)? + (K" (c)\)2>
On conclut que les conditions de quasi-convexité seront vérifiées si K’ > 0 et K’ <0. O
Lemme 1.12 Si l’on suppose en plus des hypothéses (4.10):
g9(c) 2 0,9(1) =0 (4.11)

Alors il existe une zone invariante pour le systéme visqueuz (4.9):

= = (v, u,c) tels que c . “§01+IU+K(C)v_f/(5)dS
E—{U—( ,u,c) tels q € [0,1]; uZCz_fv+K(C) \/T(S)ds (4.12)

Démonstration
Tout d’abord, remarquons que la matrice de diffusion de (4.9) est l'identité, ce qui signifie que tout vecteur de
R3 est propre. Soit U € 9%, 3 cas sont possibles:
-i=0,ie Ly= VGo(U). De la forme de Ly, il vient que Go(U) = ¢(c — 1) convient. Par conséquent, ¢ = 0
ou ¢ = 1 et le produit scalaire < VGo(U), S(U) > est négatif en c =1 et en ¢ =0si g(0) > 0 et g(1) <O0.
- i = 41: il est nécessaire de réécrire Pexpression de L) en tenant compte de (4.10):

f'(v+ K(c)

L= + —f'(v+ K(c))
k(e)f'(v+ K(c))
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Dot G41(U) = +u — fUJrK(C) v/ —f'(s)ds et (4.11) assure la condition de quasi-convexité. Lorsqu’on se place
sur la frontiere, on a ¢ € [0,1] et u = =+ varK(c) v/ —f(s)ds. 11 faut alors vérifier que:

<VG11(U),SU) >=g(e)k(c)f'(v+ K(c)) <0

<0

Pour cela, il est suffisant que g(c) > 0 (sauf peut-étre en ¢ = 1 d’apres précedemment, donc g(1) = 0) puisque
k(c) est supposée positive. O

Ce résultat suscite plusieurs commentaires. En effet, on constate que méme si on admet la restriction sur
la pression (4.10), on ne pourra avoir une zone invariante que pour des termes de signe constant au second
membre. Les conditions séveres sur les termes sources viennent du fait que les rectangles du plan (v+K(c),u) ne
sont pas invariants par (4.9). Par conséquent, la troisiéme hypotheése du théoréme précédent méle les composantes
du vecteur S(U) puisque les vecteurs de la base canonique ne sont pas propres (voir les exemples dans [79]).
Dans [14], les auteurs s’intéressent & un terme de relaxation sur ’équation de la vitesse (du type (f(v) —u)). De
la méme fagon, ils obtiennent une condition ((p’(v) — f’(v)?) > 0) pour préserver la zone invariante habituelle
du p-systeme.

4.2.3 Compacité et existence de solutions

Ce paragraphe contient simplement un corollaire du résultat de compacité de R. DiPerna [25] sur la suite
d’approximations visqueuses du p-systéme homogene.

Théoréme 1.11 Soit (vg,ug, o) € L NLA(R), avec vg > a > 0 et cg € [0,1]. Alors sous les hypothéses (4.10),
(4.11), il existe un triplet de solutions L ([0, T] x R) du systéeme (4.3). Celles-ci sont obtenues comme limites
e — 0 des solutions visqueuses de (4.14).

Démonstration R
Remarquons que le changement de variables U = (v,u,c¢) — U = (w = v + K(c),u, c) est un difféomorphisme
et qu’il permet d’affaiblir le couplage entre v et ¢ dans (4.3). On obtient donc:

Orw — O,u = K(c): = k(c)g(c)
Owu + Op(w) =0 (4.13)
dre = g(c)

On régularise la partie ”p-systeme” que 'on sépare de ’équation differentielle:

et dyc = g(c) (4.14)

Opwe — Out = k(c)g(c) + €0zpw"
Opu® + Opp(we) = €0zpuc

L’expression de la concentration est donc:

c(x,t) = co(x) —I—/O g(c)(z, s).ds

D’autre part les hypotheses (4. 10) (4.11) assurent Pexistence d’une zone invariante pour le systéme découplé
(Gi1(w,u) = +u — f V/—p'(s)ds). Par conséquent, si g(c) converge suffisamment vite vers zéro lorsque
t — +oo, alors w reste bornée et le théoréme de compacité de DiPerna [25] assure que (w€,uf) — (w,u)
fortement dans tous les LP<*° et presque-partout a l'extraction d’une sous-suite prés. O

Remarques:

e On a pu s’apercevoir que la principale difficulté pour traiter le systéme (4.3) par cette méthode est d’obtenir
une estimation uniforme en norme L*°. Pour cela, le théoreme de la zone invariante semble étre le seul moyen
de procéder dans le cas général. Néanmoins, comme la jacobienne des flux n’est généralement pas diagonale,
les composantes de la base canonique ne sont pas vecteurs propres a gauche. Ceci oblige ces derniers a dériver
d’un potentiel ainsi qu’a vérifier une propriété de signe a travers une combinaison avec les termes sources.
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e Dans [81], I. Toumi met en évidence une zone invariante (non-convexe) pour le probléme de Riemann appliqué
au systéme (4.1) avec la loi de pression diphasique eau-vapeur:

pp,c) = <1.6—1fj(plc—c))2

Signalons que celle-ci n’est pas de la forme prescite par (4.10) uniquement & cause du terme en v/c puisqu’elle

s’exprime sous la forme:
-2
v c¢—1
v,c) = | —+
p(v;€) (c 1.6¢ >

e Ce travail est trés proche de [7] ol les auteurs considérent les équations d’Euler homogenes dans le cas d’une
loi de pression telle que la vitesse du son lagrangienne soit une fonction de la pression. C’est-a-dire:

p*8,(p) = a(p)(p, S)

ou S désigne 'entropie physique du systeme de la dynamique des gaz. Si 'on se place dans ce contexte, la
restriction faite sur la pression s’exprime sous la forme:

1 N .
8p(p) = —81,(]9)? c’est-ad-dire — 9,(p) = a(p)

Suivant les conventions de signe pour 9,(p), cette équation differentielle s’integre sous la forme:
9y In(A(p)) = 1 et donc A(p) = e’ TF()

Comme le réle joué par S dans le systeme d’Euler est semblable a celui de ¢ dans (4.1), on conclut aisément
a I’équivalence des deux points de vue. Il faut préciser aussi que ces résultats sont des cas particuliers de la
théorie des systemes riches [76].

e Précisons pour terminer que le passage en variables lagrangiennes est bijectif pour des fonctions discontinues
[86]. Par conséquent, cette approche est bien justifiée dans le contexte des solutions faibles L™ des systemes
hyperboliques.
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Méthodes de quadrature implicites
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Résumé

Il s’agit dans cette partie de mettre en évidence des criteres de stabilité pour les méthodes numériques
implicites dans le cadre de la résolution de lois scalaires 1D. Cette étude se fait suivant deux directions:
- définir soigneusement la solution du systeme différentiel issu de la méthode des lignes
- prévenir ’apparition d’oscillations parasites au voisinages des discontinuités.
Les premier point est d’abord étudié dans le cas linéaire ou la transformation de Fourier permet de conclure
a la bonne tenue des schémas implicites pour des solutions & priori régulieres. Dans le cas général, on montre
en utilisant un formalisme introduit par Dahlquist [43] que la méthode des lignes n’est bien posée que dans
certaines conditions. En conséquence, les schémas numériques subissent des restrictions de maillage en présence
de situations difficiles. En accord avec 'intuition, celles-ci correspondent a des zones de compression ou situées
a proximité des équilibres instables du terme source. Néanmoins, en testant certaines routines de quadrature
sophistiquées de type Runge-Kutta sur des problemes d’advection dissipatifs, on constate que ce critere n’est pas
suffisant pour garantir une approximation de bonne qualité si des ondes discontinues sont présentes. En effet,
de fortes oscillations apparaissent au voisinage de celles-ci bien en-dessous du seuil d’inversibilité de I'opérateur
discrét. Une analyse en variation totale permet alors d’expliciter des conditions suffisantes de stabilité non-
linéaires prolongeant les précédentes restrictions pour la plupart des méthodes de quadrature numériques. Ceci
permet de proposer des routines robustes et non-oscillantes qui sont testées dans des situations de difficulté
progressive: loi linéaire homogene, équation de Bilirgers amortie, puis équation de Buckley-Leverett munie d’un
terme de réaction a plusieurs équilibres.
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Pour introduire I'analyse numérique des lois hyperboliques scalaires avec second membre, on s’interesse aux
approximations possibles de ce genre de problemes. Les méthodes retenues sont implicites par souci de stabilité
linéaire, méme en régime fortement réactionnel. D’autre part, cette approche peut étre aussi motivée par le
besoin de se libérer de la restriction CFL pour des calculs de régimes stationnaires. Ce chapitre est donc dédié
a I’étude numérique du probleme scalaire 1D donné par ’équation générique

Opu + 0. f (u) = g(u)
{ u(z,0) = ug(x) g L2 N L®(R) (5.1)

On se place naturellement dans les hypotheses du théoreme d’existence et d’unicité de la partie précedente. On
se restreindra tout d’abord aux méthodes implicites a un pas couramment appelées ”#-méthodes” par analogie
avec la terminologie des équations différentielles ordinaires. L’objectif en est de construire des algorithmes
précis, stables, et respectant une grande partie des propriétés de I’équation considérée.

5.1 Généralités

On commence par introduire les notations qui seront utilisées tout au long de ce chapitre. Tout d’abord, on
désigne par Ax et At les pas d’espace et de temps du maillage. Comme la fonction que 'on cherche & approcher
est discontinue mais localement sommable, on convient de discrétiser la donnée initiale ug sous la forme:

0 1 /(j+§)AI (2)d
Uy = — ug(z)dx
/ Az jf—)Az

Dans [35] (par exemple), la plupart des schémas numériques explicites couramment utilisés sont étudiés. Ils
permettent de définir pour tout couple (j,n) € Z x N une approximation u} de la solution continue u(., nAt) du
probleéme (5.1). On désigne alors par U™ le vecteur des approximations (u ( ?)jez. Ces algorithmes, pour rester
stables, ont 'inconvénient d’étre limités par la célebre condition de Courant Friedrichs-Lewy:

At
"(w™)].— <1
SngL)|f(U])| Ap =

D’autre part, la présence d’un second membre dans 1’équation (5.1) impose des restrictions supplémantaires sur
le pas de temps si on le traite de facon explicite. En réponse a quoi, des approximations semi-implicites furent
étudiées dans ce contexte (citons [50] ou [68], par ex.). L’approche que nous choisissons ici concerne donc les
discrétisations totalement implicites du probleme (5.1), et tout particulierement les f-méthodes qui s’écrivent
sous la forme: (avec 6 € [0,1] et A désignant le rapport £L%)

wf = — O F (T ) - F G ] - AT (it gt ap )]

00 I ) PR )] - Gy )

Les fonctions F et FE dune part, G! et GF d’autre part sont respectivement les flux numériques (implicites
et explicites) et les moyennes des termes sources (implicites et explicites). Comme on se limite ici & des schémas
d’ordre 1 en espace (i.e. réellement & 3 points), on peut simplifier F'/ = F¥ = F et GI = G¥ = G. On définit
donc uj pour (j,n) € Z x N comme la solution eventuelle du schéma suivant:

Wit 0. NP @ wi) - Fply, of ) - AtG(ug, ;@*%@1})]

Lot = (1= 0). VPG ul ) — Ful )] — ALty uly)]

Afin d’étudier précisément le comportement du schéma (5.2), on est amené & faire des hypotheéses sur les
fonctions F' et G. On suppose en particulier F' et G différentiables et on impose la condition de consistance sur
la fonction de flux:

(5.2)

Vu € R, F(u,u) = f(u) (5.3)
Quant & 'hypotheése de monotonie [35] qui se traduit par:

F,(u,v) >0 et Fy(u,v) <0

Y(u,v) € R? { A (|Fy(u,v)| + |Fy(u,v)]) < 1

elle contient, dans sa deuxieme assertion, la condition CFL. Il apparait donc nécessaire de la relaxer.
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Définition I1.1 Un flux numérique consistant sera dit monotone s’il vérifie:
Y(u,v) € R Fy(u,v) >0 et Fy(u,v) <0 (5.4)
La discrétisation du second membre peut étre centrée, auquel cas:

def
n n n

Pour § = 0, U"*! se déduit directement de U™, I’algorithme est alors explicite. Dans le cas contraire, U"*! est
implicitement défini par un systéme d’équations qu’il faut inverser numériquement. Ce surcott de calcul doit
alors étre compensé par le gain en stabilité de la méthode. La démarche usuelle pour obtenir le vecteur U™*!
est alors d’itérer un algorithme de type Newton [16] sur ce systéme, ou méme tout simplement de le linéariser
autour de U™ (on parle alors de schéma implicite linéarisé). Pour ce faire, on désigne par Aa, 'opérateur défini
par:

Apg : P20IR(Z) — 02N E2°(Z)

n n n 1 n n n
u” = (“j)j = Ape (U") = E[F(u ug+1) F(ujflvuj )l _g(uj) 4
J
Et la méthode se réécrit sous la forme
U™ 4 0[At. A (U] = U™ — (1 — 0)[At.Ap,(U™)] (5.5)

C’est-a-~dire jjplus explicitement; ;:
U™t = U" — (Id + 0[At.dAp,(U™)]) L [AL. Ax, (TU™)]

olt on a supposé: Aa, (U ) =~ A, (U") + dAa,(U"). (U™ — U") avec dAa,(U") la différentielle de Aa,
en U”. Une condition nécessaire & l'existence d’un U™*! est donc l'inversibilité pour tout jjni; de la matrice
(Id + 0[At.dAa,(U™)]), le systéme étant en général non-linéaire. Néanmoins, on peut d’ores-et-déja noter que
cette opération ne peut a priori se faire (théoréme d’inversion locale) que dans un petit voisinage de U™, ce qui
limite la variation possible (U1 — U™), et conséquemment le pas de temps At.

Remarque: La 6-discrétisation peut étre introduite au moyen de l’équation différentielle ordinaire issue
de la méthode des lignes [68]. Cette approche consiste en un formalisme visant & découpler nettement les
discrétisations temporelles et spatiales. On introduit de nouveau l'opérateur Aa,, et on s’attache a résoudre le
mieux possible le systéme différentiel ordinaire:

U+ An,(U) =
U;(0) = (u 3) (5.6)
t=U(t) = (u;t)jez

Si on décide d’intégrer numériquement ce probléme avec une #-méthode [43], on retrouve directement la
discrétisation écrite plus haut. L’ordre de précision (loin des chocs) est au moins le minimum entre celui
de l'intégration temporelle et celui de 'opérateur spatial discrétisé Aa,.

5.2 Analyse de Fourier et stabilité dans le cas linéaire

L’intérét principal d’'une méthode d’approximation implicite réside dans ses bonnes propriétés de stabilité
linéaire. Cela signifie que si la solution analytique d’un probléme continu est bornée en amplitude, alors il en
sera de méme pour la solution approchée. C’est cette caractéristique que nous allons commencer par étudier
maintenant, puisqu’elle se révele importante pour démontrer par exemple la convergence des schémas aux
différences finies.
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5.2.1 Ecriture du #-schéma

L’équation considérée ici est un cas particulier de (5.1) totalement linéaire, donc nécessairement dissipative:

(5.7)

Ou + a.0,u = —a.u avec a > 0
u(x,0) = up(z) € L2 N L2 (R)

On utilise habituellement la transformation de Fourier dans L?(R) (théoréme de Plancherel [75]) pour traiter
ce genre de probléme En effet, on peut faire correspondre au vecteur U™ une fonction en escalier U™ € L?(R)

telle que |, (j+1) r, Ul(@).de = Az.u?. Sile schéma est linéaire, on peut écrire:

(Id + 0[At.Ap,]). U™ = (Id — (1 — 0)[At.Ap,]).U

Comme le schéma est & trois points, on introduit les coefficients (¢, di)k=—1,0,1 tels que l'on ait:

1 1
Z e U (2 + k.Ax) = Z dp U™ (x + k.Ax)
k=-1 k=-1

La transformation de Plancherel donne, pour £ = w.Aux:

Z e ) U (w Z e ) U (w) (5.8)

k=—1 k=-1

11(8) 12(¢)

Comme U — U est un isomorphisme de L2 (R), il est équivalent de s’assurer de la définition des suites (U "V

u (U"),. Il faut maintenant préciser la forme de la fonction de flux numérique. Comme le probleme (5.7)
est linéaire et que 'approximation est d’ordre 1, celle-ci est donc une forme bilinéaire F(z,y) : R> — R. Le
gradient de flux approché sera donc:

F('LLj7Uj+1) — F(uj,l,uj) = Z Qg Uitk
k=-1

Ceci implique:

1 1

Z ak.u;-f,i + ozAx.u?H] =uj —A(1-10) l Z ap.uiy g + ol
k=—1 k=—1

u}’“ + N0

On obtient donc les valeurs de (¢, dg)r=—1,0,1:

C41 = )\Gail ot d:tl = —>\(1 — H)ail
co =14 Nagy + aAt do=1—X1-0)ag — aAt

Les valeurs des (ax)r=—1,01 peuvent étre précisées grace aux hypotheses faites sur le flux F. Si a = 0, il est

clair que les données initiales constantes (ug = cste) doivent rester invariantes pour toute valeur de §. Ceci
implique:
1
> w0
k=—1
Le flux correspondant F'(z,y) = —a_1.x + ay.y sera consistant si F(z,z) = a.x, ce qui se traduit par:

a—a_1=a

Et il sera monotone si:
a_q S 0 et ajy S 0
Ceci implique donc que:
ap >0
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5.2.2 Stabilité linéaire au sens de Von Neumann

Sous ces hypotheses, on peut avancer un résultat quant & la stabilité ¢2 de la méthode.

Proposition I1.1 Pour un flux numérique consistant (5.3) et monotone (5.4), la suite d’approzimations (U™),,
issue d’une 0-discrétisation pour le probléme dissipatif:

Ou+ a.0,u = —a.u avec a > 0
u(x,0) = ug(z) € L2 N L= (R)

est uniquement définie et uniformément bornée dans (*(Z) pour 6 > %

Démonstration
Pour cette équation, la méthode s’écrit:

U™ = (Id + 0[AL Any)) ™ (Id — (1 - 0)[At Aa,]). U

Puisque Aa; est un opérateur linéaire, dAn, = Aa, et (Id + 0.At.Aa,) sera inversible si et seulement si 0
n’appartient pas & son spectre. D’apres [60], on peut s’en assurer en montrant que le module de I (£) dans (5.8)
est non nul. On pose: X' = \.0,a' = a.6

1+ At) + N S, ag.eé
(14 o’ .At) + Nag.(1 — cos(§)) + i.Na.sin(§)

11()

Et on obtient:

[11(6))? = 14 (o/.At + Nag.(1 — cos(€)))]? + [Na.sin(€)]? >1>0
N ——
0.A>0 0.B

Ceci assure l'existence et I'unicité de U™ pour tout ¢ = n.At puisque la partie implicite du schéma est alors
inversible. Pour obtenir une propriété de dissipation, il faut examiner le rapport |l2(€)/{1(§)| qui correspond au
facteur d’amplification de la méthode numérique. On note: A’ = X.(1 —6),a” = a.(1 —6)

L(§) = 1—a"At—X'Y,__ ap.e*e
= 1-a".At—XN'ap.(1—cos(&)) —i.\"a.sin(§)

Et on obtient:
[12(6)]? = [1 — (" At + Xag.(1 — cos(€)))]? + [N a.sin(€))?

Et donc:

2 [T = (oAt 4 XN'ag.(1 — cos(€)))]? + [Va.sin(E))?
[14 (a/.At + Nag.(1 — cos(£)))]? + [Va.sin(§)]?

Ce qui donne:

L) [1—(1-0).A2+[1-06).B>
Le| [1+0.A2 + [0.B]? avec A >0
D’ol1 on déduit:
l
0>  implique i%\ <1

Et on conclut que:
1O 2 < (10| 2

O

La restriction |I2(£)/11(£)] < 1 est connue sous le nom de condition de Von Neumann. Elle assure la stabilité
du schéma pour t — +oo. Dans le cas d’une approximation explicite (§ = 0), il faudrait imposer |[A.a| < 1 et
|1 — a.At| < 1 pour maintenir le résultat (voir [43, 60]).
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5.3 Stabilité dans le cas non-linéaire

L’dée qui motive ce paragraphe est I’étude du systeme différentiel issu de la semi-discrétisation en espace
(5.6) d’une équation de convection-réaction non-linéaire. Il s’agit donc de comprendre le comportement de ce
type de schéma (5.5) sur un probleme plus général, c’est-a-dire:

Oru+ 0 f(u) = g(u)
f(0) =g(0) =0 et z.g(x) <0 pour |z| > M (5.9)
u(x,0) = up(z) € L? N L>°(R) & support compact

La restriction sur le support de ug s’explique par le fait que I’on ne désire pas s’attaquer a un systeme différentiel
infini. Il est donc nécessaire de considerer des approximations de u(z,t) par des vecteurs de RY oit N est le
nombre de points de discrétisation en espace. La largeur de cet intervalle est directement liée au cdne de lumiere
pour (5.9): elle dépend donc du temps. On travaille donc dans un compact de R x R*. On n’approfondira pas
les conditions aux limites, la plus naturelle pour ce type de problemes étant bien str celle de Neumann.

5.3.1 Un cadre théorique adapté aux problemes raides

L’objet de ces rappels est de mettre en place un cadre de travail suffisamment peu restrictif pour pouvoir
traiter efficacement le systeme différentiel issu de la méthode des lignes. Les théoréemes que I'on énonce ici
proviennent du livre [19].

Théoréeme I1.1 Soit le probleme différentiel:

U(t) = L(t,U(1))
U(0)=Uy e ECRY (5.10)
tely=1[0,T) ouT € R*

Si E est stable pour (5.10), si L est continue, et s’il existe une fonction I(t) € L'(Iy) telle que:
Vt € Ip,V(U, V) € B?, < L(t,U) — L(t,V),U =V >pn < 1()|U = V|? (5.11)
Alors le probléme (5.10) admet une unique solution dans E x Ij.
L’assertion jjE stable pour (5.10), signifie bien sir:
Upec E=Vtel,U(t)eE

Ce résultat nous assure de l'existence d’'une unique solution au systéme semi-discrét et il est nécessaire de lui
adjoindre un pendant numérique pour un schéma du type (5.5): & quelle condition ce dernier est-il inversible
dans FE 7

Théoreme I1.2 Supposons qu’il existe une constante | telle que:
Yt € Ip,Y(U,V) € B*, < L(t,U) — L(t,V),U -V >pn< I|U = V|? (5.12)
Alors, sous la condition OAtl < 1, le O-schéma pour l'équation (5.10) admet une solution et une seule dans

EXIo.

Remarque Lorsque [(t) < 0, la propriété (5.11) est parfois appelée condition de contractivité. Elle a été
étudiée par (entre autres) G. Dahlquist qui cherchait & généraliser la théorie des routines A-stables & des
problémes non-linéaires. Une méthode numérique respectant ce type de propriété est dite B-stable [43].

Il est maintenant nécessaire d’indiquer la facon la plus naturelle d’estimer la constante I. Cela peut se faire
grace a l'introduction de la norme logarithmique d’'une matrice. Cette idée est due a G. Dahlquist mais les
théorémes cités se trouvent dans [42] (pp61/63).

Définition I1.2 Soit M € My (R), la norme logarithmique de cette matrice est donnée par:

WM — L WA M 1

h—0 h (5.13)

ot ||| est une norme matricielle subordonnée.
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Il existe une formulation plus claire de cette quantité lorsque I'on considere les normes matricielles classiques
[16].

Théoréme I1.3 Pour la norme Euclidienne ||.||2, p(M)q est le plus petit réel tel que lon ait:
YU € RN, < MU,U >pn< p(M)y < U, U >gw
D’autre part, on a:

1 T
w(M)g = 11;;8%)(]\[ {)\j valeur propre de i(M + M )}

On termine par trois lemmes techniques qui nous seront utiles:

Lemme II.1 Soient deuz solutions U(t) et V (t) issues du systéme (5.10) avec pour données initiales respectives
Uy Vo, alors sous la condition (5.11), on a:

[U(t) — V(t)] < e Psero {7y — Vg (5.14)

Démonstration
voir [43] page 191/192

Cette propriété est respectée par les approximations issues des méthodes de quadrature B-stables. C’est par
exemple le cas pour la méthode d’Euler rétrograde correspondant au choix 8 = 1.

Lemme I1.2 (Gerschgérin-Hadamard)
Si A est valeur propre d’une matrice M € My (R), alors on a:

A€ UX,D; ot Dy =S z€CJlz— M| <> |Mj] (5.15)
J#i

Démonstration
voir [56] pp55/57

Lemme II.3 Soit F : R? — R différentiable, alors:

-, -, -

V(@,b) € (R*)?,3a € [0,1] tel que F(b) — F(@) = VF(@).(b— @) avec @= (1 — )@ + ab

Démonstration
On sait que pour une fonction f: R — R continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[, on a:

Ja € [0,1] tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b—a) avec c = (1 — a)a + ab
Pour F : R? — R on considere le segment (1 — )@ + ab, alors on peut définir:

g:[0,1] - R
z— F((1—2)d + xb)

La fonction g a autant de régularité que F et donc:

Ja € [0,1] tel que g(0) — g(1) = ¢'(@) = -~ (m(g_ @)+ 6):1::0&

-

Comme ¢(0) = F(a) et g(1) = F(b), il vient:

-

F(b) — F(@) = VF(@)(b — a)
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5.3.2 L’estimation fondamentale

On désire appliquer ces idées a 'approximation implicite du probleme (5.9). Comme on a existence et
Punicité de la solution entropique L de (5.9) sur des jjbandes;i R x [0,T], il est suffisant de considérer des
solutions du systéme semi-discrét (5.10) sur des intervalles de temps bornés. D’autre part, 'opérateur approché
intervenant dans la méthode des lignes induit un systéme différentiel autonome. Donc la fonction ¢ +— I(t) peut
étre une constante. Les résultats qui vont suivre visent a dériver une constante [ suffisamment fine dans le cas
d’un flux numérique consistant (5.3) et monotone (5.4). Ceci en vue d’estimer un domaine de définition du
f-schéma (5.5).

Proposition I1.2 Soit £ lapplication définie par:
L:RVN RV
det
Us LU) Y —An(U)

Alors sous les conditions de consistance (5.3) et de monotonie (5.4) pour la fonction de fluz numérique, on a
lestimation:

Y(U,V) € RM)2,3(U, V) €R telle que < LU) — L(V),U =V >pn< (U, V)|U = V|2

Ce résultat préliminaire ne nous donne qu’une majoration ponctuelle dépendant des états U et V. On
Pétendra ensuite par compacité puisque les solutions entropiques de (5.9) sont bornées uniformément en ampli-
tude.

Démonstration
Soit (U, V) € (RM)?2, 1a j°™¢ composante du vecteur £(U) — L(V) s’écrit:

[L(U) - L(V)]; = ;—i[(F(uj, ujt1) — F(vj,0541)) — (F(uj—1,u5) — F(vj—1,0;))] + (9(u;) — g(vj))

Comme F : R? = R et g : R — R sont régulitres, il existe des (a;)i=1,2,3 € [0,1] et:

R? > &p1 = (1—an)(uy,v)" + (g, vj41)"
R? > 57% = (1 — Oég)(Uj_l,Uj_l)T + QQ(Uj7'l)j)T
R> Cj = (1 — Otg)uj‘ + Q3Vj

tels que 'on ait:

£0) = £ = 57 [T (920 ) = v (D0 )| o - o)

Uj1 — Vj+1 uj = vj
Au bout du compte, il existe une matrice tridiagonale L(U, V) dans My (R) telle que 1'on ait la linéarisation:
LU) = LV) = LU, V)U = V)

On décrit la forme générale de L(U,V):

aFu€oy) 9(G) = A Ful§ey) T anFo(§oy)  FpFo(ry)
0 A%L-Fu(fﬁé) .

1l faut noter que L(U, V) n’est pas en général de la forme dL(W) pour W € RV,

Posons L = L(U,V) et W = U — V; pour évaluer le produit scalaire < LW, W >pw~, on va introduire le
formalisme des normes logarithmiques (5.13):

< LW, W >pv< u(L)s < W, W >gn

ot u(L)2 est la plus grande valeur propre de la symétrisée de L. Le résultat du lemme de Gerschgorin-Hadamard
va justement nous servir a évaluer cette quantité (qui est réelle puisque %(L + LT) est symétrique).
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Soit A la plus grande valeur propre de %(L + LT), alors (5.15) implique que A appartient & I'un des disques de
Gerschgorin:

1
Fj, 1<J <N, tel que A~ Ly; < [A—Lyj| < 5 | Y1 Laj + Ll
k#j

D’apres la construction de L et I'hypothése de monotonie de F' (5.4), on voit que les éléments hors de la
diagonales sont tous positifs. Par conséquent, il vient:

1
A=pu(L)2 < ax, Lij+35 ;(ij + Ljx)

On conclut que pour tout couple (U, V') dans RY | il existe une constante I(U, V) telle que:
<LU)=LV),U -V >pn< (U, V)|U - V|?
Celle-ci s’écrit:
I(U,V) = max (g'(Cj) - ﬁ[(Fu +F) (1) — (Fu+ Fv)(fj;)])

O

5.3.3 Domaine invariant et estimation globale

Ce résultat fournit une condition suffisante pour définir une approximation discréte de la solution continue
u(z,t) du probleme (5.9). Il reste a étendre cette majoration ponctuelle en une majoration uniforme. Pour cela,
il est naturel de mettre en oeuvre des arguments de nature topologique tels que la compacité. En effet, on a un
controle de la norme L de la solution entropique de I’équation (5.9). On a aussi une hypotheése sur le terme
source. Par conséquent, si on pose m la borne supérieure des normes L> des données initiales pour (5.9), il
vient que le domaine convexe suivant ! est stable par (5.10):

E={U € R" tels que |U||o < max(m,M)} (5.16)
Lemme I1.4 Si le flur numérique F est monotone (5.4) et si lapplication g € C1(R) vérifie:
x.g(z) <0 pour |x| > M
alors le domaine conveze E (5.16) est invariant pour le systeme différentiel U = L(U).

Démonstration

Il s’agit de montrer que la région E = X7 N X~ est invariante avec:

 t=n{, {U= (uj)j=1,..N € RY tels que u; — max(m, M) < 0}
Yy =nN{U= (uj)j=1,..N € RN tels que uj + max(m, M) > 0}

Choisissons une donnée initiale U° pour U = £(U) dont une composante uj, touche une aréte de X1 c’est-a-dire:

uj, = max(m, M)

0 _ (4. .
U" = (uj)1gjcn avec { uj < max(m, M) pour j # jo

Du fait de la régularité de la solution de U = £(U), la région ¥T sera invariante si on a:
‘C(Uo)jo <0
En tenant compte de la définition de £, il faut établir que:

g(max(m, M)) — ﬁ[F(max(m, M), wjo+1) — F(uj,—1, max(m,M))] <0 (5.17)

1. Celui-ci n’est bien sir pas unique: il dépend directement de la forme des fonctions f et g
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En appliquant le lemme I1.3, il existe & = 6.(M, ujo+1)" + (1 — 0).(ujo—1, M) tel que:

[ (max(m, M), g, 1) — F(ujo—1, max(m, M))] = [Fu(€) (max(m, M) — ;1) + Fu(&) (g1 — masx(m, M)

>0 >0

Du fait de I'hypothese sur g, on a g(max(m, M)) < 0 et I'inégalité (5.17) est établie. On montre de la méme
facon la propriété pour ¥ ~. Il est alors clair que la région E = ¥ N X~ est invariante. La convexité est une
conséquence de I'inégalité triangulaire. Soient (U, V) € E?, il vient:

10U + (1 = 0)Vlloo < O[[U][cc + (1 = O)[[V]|oo < max(m, M)

a

Ceci est exactement ’estimation uniforme faite sur la suite d’approximations visqueuses dans la théorie de
Iexistence ? pour le probleme (5.9).

Proposition I1.3 Sous les hypothéses (5.3) et (5.4), il existe une constante réelle [ telle que:
YU, V)€ E* < L(U) — L(V),U =V >pn< JU = V|? (5.18)

Démonstration
L’ensemble E (5.16) est compact en tant que fermé borné de RY. Par conséquent, toute application continue
définie sur E y atteint ses bornes. Donc on peut écrire:

I= max I(U,V)
(U,V)eE?

ou (U, V) est définie comme précédemment. O

5.3.4 Conséquences numériques

On va maintenant expliciter les conditions suffisant & affirmer I’existence et I'unicité de la solution a chaque
pas de temps du #-schéma (5.5).

Théoréme I1.4 Sous la condition:

1—-0At U :I(I}ui))( cE <gl(uj) - ﬁ[(Fu + Fv)(ujauj+l) - (Fu + Fv)(“j—la“j)]) >0 (519)
1<j<N

le schéma (5.5) admet une solution et une seule.

Démonstration
C’est une application directe du théoreme 11.2. O

On peut aller un peu plus loin en utilisant le lemme II.1. Supposons qu’a partir d’un certain rang U”, on
ait v = OlAt < 0 (ce n’est pas déraisonnable puisque cela est vrai si la suite d’approximations ne comporte plus
de chocs et est dans la zone d’attraction d’un équilibre stable du terme source), alors on voit que dans le cas
6 = 1 (Euler rétrograde):

|Un+1 o Un| < euAt|Un . Unfl‘
Autrement dit, la variation en temps commence & décroitre. Si la suite (U™), reste dans une zone ou la

constante [ reste négative, alors elle est de Cauchy. Comme RY est complet, elle est convergente et en particulier
uniformément bornée.

2. Voir la proposition 1.5 dans la premiere partie de ce manuscrit
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Remarques e Pour une équation scalaire avec un flux régulier, la condition d’entropie pour un choc de vitesse
o impose que celui-ci soit compressif:

f'(ur) <o < f'(ur)

Dans ce cas, si on admet que les termes de flux numériques présents dans l’expression (5.19) sont proches de
—0zf'(u)/2, alors cet effet de compression est une contrainte pour le pas de temps puisqu’il tend & augmenter
la constante . En revanche, si on est en présence d’une onde expansive, alors ce terme convectif permet de
vérifier plus facilement (5.19). Ceci explique un peu pourquoi les solutions-chocs peuvent étre moins faciles a
gérer en implicite. A noter qu'une variante de cette condition & été établie dans un cadre assez éloigné pour des
systemes linéaires multidimensionnels [17].

e Le paramétre déterminant est bien stir le signe de la dérivée du terme source, c’est-a-dire le régime (attractif
ou répulsif) dans lequel 'approximation U™ se trouve. Ceci est cohérent avec l’analyse en stabilité linéaire
(inconditionnelle dés que 6 > %) qui considere toujours un terme dissipatif au second membre.

e On voit clairement la difference avec le cas homogene ou la solution entropique est construite grace a un
semi-groupe de contractions [53]:

(. 8) = v( DIz < lluo — vol oy

L’approche semi-discrétisée nous assure donc que [ est de la forme —3, f(u)/2 et les méthodes implicites sont
assurées d’une bonne stabilité linéaire sur ce type de problemes (avec tout de méme la restriction en présence
de chocs forts).

5.4 Application au transport des fractions massiques

Le point de départ est un systeme 3 x 3 de lois de conservations intervenant dans la théorie des écoulements
diphasiques réactifs [81]:
9¢(p) + Oz (pu) =0
9e(pc) + 9z (puc) = K.pg(c, p)
Oy (pu?) + 0, (pu? + P) =0

Si I'on suppose que %—IZ(p, ¢) = 0, 'équation de transport-réaction sur la concentration peut s’écrire sans am-
bigiiité de fagon non-conservative. On obtient une équation scalaire semi-linéaire du type que nous venons
d’étudier. Des que l'on a figé p, elle s’écrit:

{ dec + 1.05c = K.g(c) avec ¢ € [0,1], K > 0 (5.20)

g(c) = c(l —c)(u—c) et p €]0,1]

On va donc s’attacher a résoudre cette EDP le plus correctement possible au moyen des 8-méthodes. Le point
important étant bien stur de bien converger vers 'unique régime permanent stable ¢ = pu.

L’existence et 'unicité de ¢(z,t) se démontre grace au changement de variable c(x,t) = ¢(X(t),t) avec X (t) =
xo + @.t qui nous ramene & une équation différentielle ordinaire. (méthode des caractéristiques)

5.4.1 Choix du flux numérique

Le choix du flux numérique ne doit pas se faire & la légere. Il en existe beaucoup (voir [35]), dont par exemple
celui de Lax-Friedrichs qui correspond a:

u(x + T —
( z/)+ y

Malheureusement, bien que consistant, ce flux ne vérifie pas pour un At quelconque I’hypothese faite tout au
long de ce chapitre, & savoir:
&EFLF(;U,y) >0et ByFLF(x,y) <0

D’autre part, un théoreme présent dans [9] nous indique que ce schéma implicite cesse d’étre TVD pour le
probléme homogene deés que || % > 1. Ce qui va entrainer des oscillations parasites dans la solution numérique
et une catastrophe au vu de la dynamique induite par le terme de réaction.

Une autre possibilité est le flux de Godunov se ramenant dans notre cas au schéma décentré:

FG(%Z/) = ﬁ-(xlazo + ylago)



Chapitre II-5 STABILITE LINEAIRE DES f-METHODES page 68

Dans ce cas, il est simple de s’assurer que ’hypothese faite sur le gradient du flux est vérifiée pour tout At. On
pose donc: C" = (c}) 'approximation discréte de la moyenne des c(z, 1" = n.At) sur les intervalles [z; 1,2, 1].
On est donc en position d’écrire un #-schéma pour (5.20). Supposons que @ > 0, il vient:

C"*H 4 AL Ap, (C™H1) = C™ — (1 — 0) AL Ap,(C")

. i, ., . N n " 5.21
avec AAI(C ): |:Ax(cj _Cj71)_cj(1_cj)(:u_cj) ( )

j
5.4.2 Inversibilité de la partie implicite

On suppose a partir de maintenant que co(z) € [0,1] et @ > 0. On désire appliquer nos résultats de stabilité
non-linéaire pour s’assurer de la cohérence d’une eventuelle approximation implicite. Le premier critere a vérifier
est la condition (5.19):

Ve e [0,1],1 — 0K At.g'(c) >0

Lemme I1.5 Une condition suffisante d’inversibilité du 6-schéma pour le probléeme (5.20) est donnée par:

1 1

K.At < min { } (5.22
o0 00— ) )

Démonstration

Posons f(x) - 0At.g'(x). On cherche les racines du polynéme f(z) = 0:

1

2_ e —
3z° —2(1 4+ p)z + (p K OAL

)=0
Le discriminant est un polyndéme du second degré en u:

Ap=d(u® —p+(1+ ) < ap(u)

K.OAt

On voit que P(0) > 0 et que le discriminant de P: Ap = 1 —4(1 4+ 55;) < 0. Donc Ay > 0 et Péquation
f(z) = 0 admet deux racines réelles:

(U4 ) /(22 = i+ (1 + 57)
T2 = 3

Il est naturel d’exiger que ro < 0 et r; > 1, i.e.

(1+“)+\/(“2_“+(1+[<.Zm))>3

At J2 (4 ) <0

1 1
K.At < min ( )
Op 0(1 — p)

Ce qui donne:

d

Sous cette restriction de pas de temps, le théoréeme I1.4 nous permet d’affirmer que la 8-méthode est bien
définie pour le probleme (5.20).

Conséquenses: Forts de ces résultats, on peut donc remarquer que:

-Si le probleme considéré est totalement linéaire et si la solution approchée est réguliere, sa résolution numérique
tombe sous le coup des théories A/L-stables [43] et ne présente donc pas d’ennuis particuliers.

-En régime raide (fortement réactionnel, par ex.), 'usage d’un grand pas de temps est susceptible d’occasionner
la perte de certains équilibres stables si le terme source ou la fonction de flux numérique sont non-linéaires: voir
a ce sujet [88] pour une étude des jj spurious solutions;; obtenues avec des méthodes de quadrature explicites.
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5.4.3 Exemples numériques

On présente ici les comportements incorrects de la méthode d’Euler rétrograde (6 = 1) pour le cas suivant:

e + 1.0,c = K.g(c)

glc) =c(l —c)(p—c),p=0.2
co(x) = Cp avec Cy = 0.95,Cy = 0.01

Comme la donnée initiale est constante, la solution ne va pas developper de discontinuités du fait de la forme

de I’équation. Néanmoins, il est possible de mettre en évidence des comportements incorrects en exploitant la
non-linéarité du terme source. On a vu que la condition d’inversibilité (5.19) ne se manifeste dans un probleme
de transport que du fait de la présence du terme source via la relation (5.22). Dans le cas présent, celle-ci
impose que KAt < min(5,1.25) puisque 'on a fixé § = 1. On a donc effectué deux tests avec des données
initiales constantes en espace mais situées preés ou dans une zone répulsive (¢’ > 0) du second membre. On a
choisi les valeurs 0.95 puis 0.01: les résultats sont présentés sous la forme d’une évolution en temps dans les
figures 5.1 et 5.2.
Les traits pointillés représentent la convergence correcte vers I'unique équilibre stable ;. obtenue avec un pas de
temps petit. Le trait plein représente les états obtenus pour KAt = 6: la solution numérique commence par
sortir de I'intervalle physiquement réaliste [0, 1] puis se stabilise autour de la racine instable la plus proche. On
est donc en présence d’un comportement incorrect puisque le schéma ne respecte pas la nature des équilibres
de léquation (5.20). Si on augmente encore le pas de temps, on obtient des oscillations autour des équilibres
instables comme on le voit sur la figure 5.3 obtenue avec la méme équation et une valeur de KAt = 14.

D’autres numerical artefacts ont d’ores-et-déja été recensés pour ce type d’équations, notamment en présence de
discontinuités. On peut citer [62] olt des ondes progressant & des vitesses incorrectes furent mises en évidence
pour un pas de temps en-deca de la limite de stabilité linéaire. Il semble donc nécessaire de procéder & un exa-
men plus attentif du comportement des discrétisations implicites en présence de solutions présentant des zones
de forte variation, ce qui est somme toute un contexte pertinent lorsque l'on traite des problémes hyperboliques.

1.1 x x x x x x x x x N
1 -

09 _
0.8
0.7 F |
c(xo,t) 0.6
05 i
0.4
03 ° i
0.2

0.1 R l l l l l l l
0 0.05 0.1 015 0.2 025 03 035 04 045 0.5
Temps - ¢

T
|

T
|

T
|

T
|

Figure 5.1: Convergence vers un équilibre instable avec Cy = 0.95
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c(xo,t)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 025 03 035 04 045 0.5
Temps - ¢

Figure 5.2: Convergence vers un équilibre instable avec Cy = 0.01
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Figure 5.3: Solution oscillante issue de Cy = 0.01
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Il a été vu au chapitre précédent que les méthodes implicites a un pas présentaient des avantages certains
pour l'approximation des lois de conservation scalaires non-homogenes sous reserve que le régime ne soit pas
trop raide. Néanmoins, ces routines ne sont au mieux que d’ordre 2. Nous allons donc maintenant détailler
la construction de méthodes plus sophistiquées et linéairement stables pour les EDP hyperboliques. Mais il se
révelera vite nécessaire de procéder a une analyse en stabilité du type variation totale puisque 'on verra que
les méthodes d’ordre élevé ont tendance a génerer des oscillations.

6.1 Stabilité linéaire des routines de quadrature

L’objectif est d’intégrer efficacement le probleme différentiel générique & = f(z) ol f est supposée suffisam-
ment réguliere. On s’apercevra vite que la précision en temps (ordre élevé) et la robustesse (stabilité linéaire)
sont des objectifs difficiles & conjuguer, méme pour des méthodes implicites. La réference permanente tout au
long de cette section sera 'ouvrage de E. Hairer et G. Wanner [43].

6.1.1 Exemple: la décroissance exponentielle
On considere ’équation scalaire linéaire tres simple:

& = ax avec a € R, et 2(0) = a9

6.1
La solution est donnée par x(t) = zo€®’ t=doo (6.1)

Supposons que l'on effectue une intégration numérique explicite de cette équation . On désigne par z™ une
approximation au temps t" de la solution continue z(nAt) de (6.1):

2" = 2™ 4+ Ataz™ = (1 + aAt)z"™ (6.2)

Ce qui implique que: |z " 25> 400 si |1 + aAt| > 1.

Ceci se traduit par des oscillations de plus en plus fortes de la solution numérique autour de zéro alors qu’elle
devrait s’y écraser tres vite. Cet exemple introduit le concept de raideur numérique: il existe une couche-limite
dans laquelle z(t) varie tres fort alors qu’elle est quasiment stationnaire partout ailleurs. Néanmoins, pour
rester qualitativement cohérent avec la réalité, il est necessaire d’imposer un pas de temps At adapté a cette
zone de forte variation.

6.1.2 La fonction de stabilité

Pour traiter cette difficulté, il est commode d’introduire une fonction R : C — C telle que, pour une méthode
de quadrature donnée du probléme (6.1), on ait:

2" = R(aAt)z"

Cette fonction s’appelle la fonction de stabilité de la méthode.
Par exemple, la méthode (6.2) donne: R : z — 1+ z.
Le résultat suivant est immédiat mais son contenu est essentiel:

Proposition I1.4 Une méthode de quadrature numérique est stable sur le probléeme (6.1) a At fizé si et seule-
ment Si:

R(aAt)] < 1

On introduit des notions pour décrire le comportement d’une routine sur (6.2).

Définition I1.3 e On appelle domaine de stabilité absolue d’une méthode ’ensemble
D = {z € C tels que |R(2)| < 1}

o Une méthode est dite A-stable si on a: {Re(z) <0} C D.
o Elle sera L-stable si en plus, R(z) — 0 lorsque Re(z) — —o0.

Toute la difficulté est bien str de construire des méthodes d’ordre élevé, peu coiiteuses et L-stables. Ce n’est
pas toujours possible:

Théoréme I1.5 (Dahlquist)
Une méthode multipas linéaire A-stable est d’ordre inferieur ou égal a 2 et implicite.
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Exemple La méthode d’Euler rétrograde: "' = 2™ + Ata.z"H!

n
n+1 x

T 1- At

La fonction de stabilité associée est donc R(z) = 1-—. C’est donc une méthode L-stable.

T

6.1.3 Méthodes implicites de Runge-Kutta (cas linéaire)

Tout comme leurs homologues explicites, elles se représentent usuellement & I'aide d’un tableau, mais dont
la diagonale est cette fois non-nulle. Soit le probleme linéaire:

X = MX avec X : RY - RY et M € My(R) (6.4)

Une telle méthode a s étages s’écrit:

Xl = X" ALY, b K; '
Les coefficients se notent dans un tableau (les ¢; s’utilisent dans des problémes non-autonomes):
C; Q5
1<i,5<s (6.6)
| b

Naturellement, plus ce tableau est plein, plus la méthode est implicite, donc robuste et plus elle est couteuse.
Il est donc légitime, au vu des problemes aux dérivées partielles complexes que I'on désire traiter, de se limiter
aux méthodes ”simples” i.e. celles dont seuls les coefficients (a;;);<; sont non-nuls. On peut aussi exiger que les
valeurs sur la diagonales soient identiques: a;; = 7. Ceci afin de n’avoir qu’une seule matrice a inverser (SDIRK:
Single Diagonally Implicit Runge-Kutta) ce qui est tres interessant si on utilise une routine d’inversion directe
du type L.U, par exemple.

v 0 0
C; 0
@i 7/ a<ig<s (6.7)
| as
Proposition I1.5 La fonction de stabilité d’une telle méthode a s étages est de la forme:
P
R(z) = ) (6.8)
(1 —~2)s
ou P est un polynome de degré inférieur ou égal a s
Il est donc clair que la L-stabilité exigera que deg(P) < s et v > 0.
Exemple Méthode SDIRK L-stable d’ordre 4 & 5 étages [43]:
1 1
I I 0 0 0 0
3 1 1
I 5 I 0 0 0
11 17 -1 1
20| % 2 1 0 0
1 | 371 —137 15 1 0 (6.9)
2 | 1360 2720 544 1
1] 2 -4 125 -85 1
24 18 16 2 1
25 —49 125 -8 1
24 18 16 2 1
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6.1.4 Méthodes de Runge-Kutta semi-implicites (cas non-linéaire)

Les routines de Runge-Kutta implicites sont adaptées a la résolution de problemes différentiels linéaires.
Leur mise en oeuvre dans le cas non-linéaire X = G(X) implique D'utilisation d’un algorithme d’inversion de
type Newton. Néanmoins, le fait d’en tronquer les itérations successives ne permet a priori plus d’en garantir
Pordre de précision théorique. Pour pallier & cet inconvénient, H.H. Rosenbrock [74] a introduit des méthodes de
quadrature semi-implicites (SIRK) capables de maintenir un ordre prescrit en n’imposant qu’une seule itération
de Newton.

Dans une méthode de Runge-Kutta implicite, si (Id — yAtJ) est inversible, on calcule les K; en résolvant:

j=1
Ceci s’inverse grace a l'algorithme de Newton:
K =0
i—1
EMY =KD — (1d—yAt7) ™ | KD — G [ X7+ AtY a0y K+ Atag K" (6.10)
j=1
X
avec J = 9G(X)
0X |x_xn
Si on tronque & la premiere itération dans (6.10), il vient:
i—1
KZZ(Id—’YAtj)ilG Xn+AtZCL”KJ
J=1 (6.11)

X" = X"+ ALY biK;

i=1

Ces méthodes se notent au moyen d’un tableau similaire & (6.6) ou (6.7). On va maintenant en construire une a
2 étages, d’ordre 2 et L-stable. D’apres les formules issues de développements de Taylor [43, 90], les conditions
d’ordre 2 s’écrivent:

{ b1 +b=1

6.12
braiy + ba(ag + az) = 3 (6.12)

D’autre part, la fonction de stabilité s’écrit:

_ 14 (bl + by — (a11 + azg))z + (a11a22 — biags + bg(agl - a11))22
(1 —an12)(1 — azez)

Posons aj; = ass = v, un critére de L-stabilité est d’annuler le terme en z? dans le numérateur de R(z):

7?2 = (b1 + b2)y + b2az; =0

b1+b2:1 N a1
(b1+b2)’y—|—b2a21 :% } d’ott 7y + baag = 3

On obtient finalement 2 — 2y + % = 0 dont la racine positive est donnée par v =1 — % D’ou le tableau:

v 0
— v (6.13)
0 1

Remarques e Les méthodes SIRK n’ont généralement pas les mémes propriétés (précision, stabilité) que les
SDIRK & mémes coefficients sauf & Pordre 1 ou 2 [43]. Ceci signifie que pour ce degré de précision, il est inutile
de converger ’algorithme de Newton. L’approche linéarisée du chapitre précédent est ainsi justifiée.

e La construction (6.13) est justifiée puisque la méthode de Gauss (ordre 2 - 1 étage - ay; = § by = 1) n’est que
A-stable.

e Il peut exister des algorithmes explicites et stables [72], mais leur précision est souvent catastrophique.



Chapitre 11-6 STABILITE DES METHODES DE RUNGE-KUTTA IMPLICITES page 75

6.1.5 Exemples numériques et premier bilan

On va tester la méthode SDIRK d’ordre 4 (6.9) sur une équation d’advection tres simple:

8tu + @cu =0
up(r) = Lo<os
x € [0,1]

La discrétisation du terme de flux se fera de maniere décentrée et le systeme différentiel s’écrit:

-1 0 0 .- 0
. 1 -1 0o --- 0
dU - 1 . .
7:M Mzi o o
o U avec s 0 0
: 0 . . 0
0o --- 0 1 -1

Ce systeme est linéaire et ses valeurs propres sont toutes négatives, donc la condition d’inversibilité (5.19)
n’entraine aucune restriction sur At. On choisit d’intégrer ce systeme avec les paramétres Az = 0.01, At = 0.1
et on itére jusque 7" = 0.3. Le résultat est présenté dans la figure 6.1.

On effectue ensuite un test sur I’équation non-homogene:

Oiu + Ou = —10u
up(z) = 1<
x € [0,1]

La discrétisation du terme de flux se fera de maniere décentrée, celle du terme dissipatif de facon centrée et le
systeme différentiel obtenu s’écrit:

= -10 0 0 0
- =~ = -10 0 0
= MU avec M = 0 L0
dt
: 0 0
0 0 =~ XL-10

On choisit Az = 0.01, At = 0.07, et on itere jusque T' = 0.3: voir la figure 6.2 pour la solution.
On propose pour finir un dernier test:

Oyu + O,u = —50u
UO(CU) = ]-m§0.3
z €10,1]

La discrétisation spatiale se fera comme precedemment. Le systéme différentiel sera donc:

5 —50 0 0 - 0

1 —1
- =~ A —=50 0 - 0
= — MU avec M = 0 L0
dt

: 0 0

1 —1
0 0 = x-50

Les routines de quadrature seront cette fois Euler implicite (6.3) et SDIRK4 (6.9). On choisit Az = 0.01,
At = 0.1, et on itére jusque T = 0.5: les figures 6.4, 6.3 montrent les solutions.

On remarque donc une difference essentielle entre une routine tres simple d’ordre 1 et une autre plus so-
phistiquée: 'une préserve la monotonie de la solution théorique et 'autre pas. On voit donc qu'une analyse en
stabilité linéaire est insuffisante lorsque ’'on traite des solutions discontinues. Il est nécessaire d’étudier aussi la
variation totale.
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Figure 6.1: Oscillations CFL=10 - Cas homogene
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Figure 6.2: Oscillations CFL=7 - Second membre dissipatif: —10u
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Figure 6.3: Méthode d’ordre 4 - Second membre dissipatif: —50u
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Figure 6.4: Méthode d’Euler - Second membre dissipatif: —50u
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6.2 Stabilité en variation totale et méthode des lignes

Il s’agit dans un premier temps de rappeler la méthode des lignes pour les probléemes hyperboliques non-
homogenes. Celle-ci consiste a d’abord effectuer une discrétisation en espace au moyen d’une fonction de flux
numérique et d’une approximation du terme de réaction. On obtient alors un systeme différentiel que ’on
traitera avec une méthode de quadrature telle que celles décrites précedemment.

6.2.1 Cadre théorique: les lois scalaires 1D

On considere le probleme scalaire:

atu + axf(u) = g(u)
{ wo(z) € BV(R) (6.14)

ou f et g sont suffisamment régulieres. Introduisons une fonction de flux numérique (u,v) — F(u,v) consistante
et une discrétisation centrée du second membre u — g(u). On obtient le systéme différentiel suivant:

wj(t), ujpa(t) — Fuja(t),u; ()] = g(u;(8) (G € Z)

j
i+1)Ax
u;(0) = Aia: f(jjig))mﬂ ug(s)ds

(6.15)
Tout d’abord, le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure Uexistence d’une solution locale de (6.15) dés que F et
G sont localement lipschitziennes. Par la suite, G. Mehlman [68] a montré le caractére global de celle-ci ainsi
que la convergence vers une solution faible de (6.14) lorsque Az — 0 a l’aide d’estimations L™ et BV. Cette
approche est donc bien posée et convergente.

En général, le systeme (6.15) est non-linéaire et les routines semi-implicites (6.11) sont les plus adaptées. Une
approche implicite est souvent destinée a converger vers un permanent i.e. un état stationnaire. Néanmoins,
on a vu précedemment que pour des équations scalaires tres simples, ce type de méthodes pouvait générer des
oscillations et faire exploser la suite d’approximations.

6.2.2 Variation totale des approximations de type Runge-Kutta
Généralités

L’idée est ici de généraliser la démarche introduite par C.W. Shu et S. Osher [78] & des méthodes de
quadrature implicites afin de trouver un critére capable de contréler la variation totale d’une approximation
issue d’un algorithme du type (6.3), (6.5), (6.11).

Pour un probléme linéaire X = M X, une telle méthode & s étages s’écrit:

Ki = M(Xn + At Z;:l ainj) (Z = ]., ...,8)
Xt = X L ALY bK,

On remarque que si on pose formellement:
x0) — xn

X0 = M-Y(KY)
Xn+1 — X(erl)

il vient la formulation linéaire (voir aussi [1, 19]):

X0 = x0) L At 22:1 aijMX(j) 1 < i < s étages implicites
X6+ = X0 4 At > i b;M X ) derniere étape explicite

D’ou Iécriture modifiée pour la méthode (6.5):
X0 = xn

XO=XO 4 ALY e ;MXW) (1<i<s+1) (6.16)
Xn+1 — X(s+1)
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La matrice C = (¢i5)1<s,j<s+1 est de la forme:

air 0 0
a1 a2 - 0
C == : .. .. : (617)
As1 As2 Ass 0
b1 by bs 0

Supposons que ’on s’interesse a un systeme différentiel issu de la méthode des lignes, alors les routines les plus
adaptées & un tel probléme non-linéaire sont semi-implicites (6.11) et les étapes de (6.16) seront de la forme:

Uy — gn

A 0 i k k k) k .
uf? =l = Yy e [RLF @, ) = PO, o] - Atg)] (1 <i < s+ 1) (6.18)
Un+1 — U(s+1)

L’objectif est alors d’estimer le seuil d’apparition d’oscillations parasites dans ’approximation issue de (6.18)
en fonction de la condition CFL classique qui controle la stabilité des discrétisations explicites de (6.15).

La méthode d’Euler rétrograde

Dans ce paragraphe, £ désignera 'opérateur discrétisé en espace intervenant dans 1’écriture (6.15) ou (6.18).
C’est-a-dire qu’avec les notations du chapitre précédent, on a £L(U™) = —Aa,(U™) et [ est la constante introduite
au chapite précédent a la proposition I1.3. On établit tout d’abord un résultat préliminaire concernant la
méthode d’Euler rétrograde:

W = — | ) = P )] - Arg(u) ) (6.19)

Lemme II.6 Si le flur numérique (u,v) — F(u,v) est consistant (5.3), monotone (5.4) et si la condition
d’inversibilité (5.19) est vérifiée, alors la variation totale de U™t! = (u}”l) est bornée et vérifie:

(1 — At). TV (U™ < TV(U")

Ceci signifie en particulier que le schéma (6.19) est inconditionnellement borné sur un probléme linéaire ho-

mogene ou dissipatif du type: dyu + ad,u = —|blu puisqu’alors, la condition (5.19) est vérifiée pour tout At.
Démonstration

On a:

j+1 J

1 s
wttl = n - [H[F(uﬂ+1 u ) — F(u;’fQ,u;lel)} Atg(u

Sl e o et ()
n 1 +1
u Ax —1

)]

j—1>7]

On effectue la difference:
(u;-’+1 - u}’_ﬂl) + [ [F(u?“, uJ“) - 21]7(uj_
)

) 2R g + P )]
—At [Q(U;H )_Q(U?Z :(U? uj_y)

J ]
J

Comme F : R? — R, par le lemme I1.3, il existe §ir1 € [u;”rl,u?fll] X [u}’i},u}”l}, &

[u?fll,unﬂ], Gir1 € [} ntL T tels que:

1 € [uffy,ufti) x

J j—1
un+1 _ un+1
1 1 1 1 1 _
Fluf™ ) = F S ™) + VEGn) | dn a3h
' i1 T Y

j—27%j—1 j—
g(ui ™) = g( ?*f)*g(éﬁ Y(u =l

n+l | n4ly _ n+1 n+1 “?jzl u?+11
F(u U )_F(u 1 )+VF(£ %) n+l _ ntl
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D’ou I’expression:

(ur_l+1 _unJrl) =+ %[F (€j+ )(unJrl n+1) -l-F (§J+é)( n+1 uT_L+1)

J Jj—1 J+1 J
n n+1 n
—F (&)W —ufTy) = B ) ()™ —ujt))]
n+1 n+1 n n
—Atg () (W™ =) = (uf —uj_y)

Sous les conditions (5.4) et (5.19), on a:

1
2

Ax
A = A
g =) R (FulGy) —f i) o (Rl ) = () —ufy)
~———— ———
<0 >0

On prend alors le module de cette égalité. Comme |a + b —¢| > |a| — |b] — ||, il vient:

" " At
|Uj'+1 +1 {1 + Az (EL(gj—‘,—%) - Fv(fj—l)) - Atg’(@q-;)}
_|Ujjrr11 +1| 7F (§g+ )| — |U H ]j11 Az ~—Fu (fjfé) < ‘uj — Ui
On remarque que 'hypothése de monotonie sur F' (5.4) assure que:
{ _|F'u(§J+%)| = (_Fv(€j+%)) = Fu(£j+%)
_IF’U«(g_]—%)‘: Fu( ]—l)
Donc I'expression précédente devient:
n+1l ’rL+l 1 At F F A /
™ =T L (Ful€ey) = Fol§-1)) — Atg'(Geg)

Al At o
-t < xpv(gﬁé)) untt — (MFH(Sj_;)> < uf —uf

Finalement, si on pose Fii=1- Atg’(Cj+%), il est clair que:
Vj,rj_i_% >1-—Atl
Comme TV(U™) =37, lul ¥ — w7, on voit que:

n vuar
TV < T

a
Pour une équation d’advection homogene, on a un flux décentré et donc TV (U"T) < TV (U") quelque soit
le pas de temps At.

Le résultat général

L’idée pour controler la variation totale des méthodes a s étages consiste donc a réécrire chacun d’entre eux
sous la forme de plusieurs étapes explicites (le minimum!) et d’une étape du type Euler rétrograde.

Théoréme I1.6 Soit (a;j)o<i j<s+1 tels que a;; >0 et Zj 0 @ij = 1, alors la méthode de Runge-Kutta (6.18)
peut s’écrire sous la forme:

U =yn

U® =370 (0, U9 + At L(UD)) + Atey; L(UD) (1<i < s5+1) (6.20)
Un+1 — U(s+1)
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avec Bij = Cij — Z;;jl agiery. De plus, siles conditions (5.3), (5.4), (5.19) avec 8 = c;; sont satisfaites et si
V(i,7),Bij > 0, le schéma ci-dessus (6.20) sera non-oscillant sous la condition de type CFL

At Qi
sup ()l 3 < min (52 ) (6.21)
Il faut tout de méme noter que si le systeme différentiel est non-linéaire, la mise en place d’une méthode im-
plicite necessite un algorithme d’inversion de type Newton qui est susceptible d’imposer lui aussi des restrictions
de pas de temps.
Démonstration
Introduisons une matrice (a;j)o<i,j<s+1 telle que:

i—1
Q5 > 0et Zaij =1
=0

Alors
U0 = UO+ ALY ey (U(j))
= E OaUU(O + Atz _1 Cij L(UWD) + Atei; £L(UD)
= o Ou<0> +3000 [U<J) — At e L(UW)] + At Y71 6, L(UD)) + Ate £L(UD)
puisqu’a chaque itération, U = — At Zk LR L(UM) 1 vient done:
UD = aUO + Y00 1[%U(J>] +AEY 1[c”£(U @)y — Zizlaijcjkc(uﬁk))] + Aty £(U®)
= Z;:O[O‘w j)] + AtZ [(Cw Zl =j O‘llclj)ﬁ(U(j))] + Ateu L(UW)
puisque

j =1 : Czlﬁ(U(l)) — 1611£(U(1))
j1=2 : ¢ 2£( (2)) — OZZQ[Czlﬁ( ) + C22£( )]
j1=3 : ¢ 3£(U(3)) — 43 [C31£( ) + 032£(U(2)) + C‘33£(U(3))]

et cela donne, par exemple:

LU= [ei1 — (qurc11 + cvizear + avzest + ..

i—1
2o @itcrj=1

Finalement, on a bien I’écriture annoncée:
U(Z) = Z (OéijU(J) + At,BUE(U(J))> + AtC”ﬁ(U(l)) (1 S 7 S s+ 1)
§=0

avec f3;; = cij — Z;;Jl oyicyj. Le résultat de stabilité provient du fait que, dans ce cas, on a une moyenne
pondérée & coefficients positifs de schémas explicites non-oscillants du fait de la restriction CFL (6.21) et une
méthode de type Euler rétrograde dont le pas de temps est pondéré par le coefficient ¢;;. Sous cette condition,
on obtient en remplacant At par c¢; At dans la démonstration du lemme I1.6:

(1 — ey At]). TV (UW) Z [aiij <U(j) + Atﬂijﬁ(U(j))ﬂ

Qi
=0 v

Comme l'expression de droite est une combinaison convexe d’opérations explicites, elle est soumise a la condition
CFL habituelle et sera non-oscillante sous la condition suffisante:

Atf;; <1

VSi<s 1), 05 <im 1), swlf )l g
ij

Ceci correspond bien & la majoration (6.21). O



Chapitre 11-6 STABILITE DES METHODES DE RUNGE-KUTTA IMPLICITES page 82

6.2.3 Premiere application: les #-méthodes

On les a déja rencontrées au chapitre précédent. Ce sont des routines de type Runge-Kutta tres simples qui
s’écrivent sous la forme:
6 €1[0,1]

. (6.22)

D'ott: Ut = U™ + AtK; avec K; = L(U" + 0AtK;). Pour # = 1, on a la méthode d’Euler rétrograde,
1

pour 6 = 3, la méthode de Gauss d’ordre 2.
U =unr 0
UM = UO 4 pac(UM) Cest-ddire C — ( - )
Ut = U® = UO 4 Atg(UM)

On calcule donc 'unique 8;; non-nul:

C11 = 9
1
Po1 =co1 — Dy oicin = 1 —agiei1 =1 — a0

Par conséquent, si on choisit co; = 1 (on n’a pas le choix puisque la derniére étape d’une méthode de Runge-
Kutta est explicite), il vient:
At 1
/ n

su u; ) — < ——

$EU(J)Ax_170
Ce qui signifie en particulier que la méthode d’Euler rétrograde est inconditionnellement stable en variation
totale pour un probleme hyperbolique linéaire. Celle de Gauss ne I’est que pour le double de la condition CFL
d’origine.
Pour vérifier ces résultats, nous allons faire un test numérique sur une équation d’advection tres simple:

Ou + Oyu =0
Uo(ff) = ]-1:30.3
z €10,1] et ¢t € [0,0.1]

1 x x N
77Gauss77 PR
”Euler”
0.8 _
0.6 _
0.4 _
0.2 - _
0 \ \ R \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abscisses - ©

Figure 6.5: Comparaison # =1 et § = 0.5 - CFL=1.9



Chapitre 11-6 STABILITE DES METHODES DE RUNGE-KUTTA IMPLICITES page 83

1.2 x x x x N

?Gauss” ——
?Euler” - -

0.8 -

04 -

0.2 -

O | | - s | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Abscisses - x

Figure 6.6: Comparaison # =1 et § = 0.5 - CFL=2.1

Sur les graphiques (6.5) et (6.6) figurent les résultats comparés de la méthode Euler rétrograde et de la
méthode de Gauss. On a fixé Az = 0.01 et on a surveillé le seuil d’apparition d’oscillations entre At = 0.019
(CFL=1.9) et At =0.021 (CFL=2.1). Les résultats sont bien en accord avec les prévisions théoriques.

6.2.4 Les méthodes A-stables d’ordre 2 a 2 pas

La routine STRK2 (6.13) ne tombe pas dans le champ d’application du résultat précédent & cause des restric-
tions de signe. Néanmoins, il est possible de constater numériquement ’apparitions d’oscillations parasites dans
les solutions pour des CFL modérées (de 'ordre de 2 environ). Cela suggere que les méthodes de Runge-Kutta
linéairement stables ne sont pas forcément bien adaptées aux problemes hyperboliques. On va s’en assurer en
étudiant les méthodes de quadrature proposées dans [90] pour des problémes hypersoniques réactifs.

Pour ces méthodes, on a une matrice C' de la forme:

a1 0 0
C=1| axn ax 0
b1 by O

La A-stabilité se traduit par écriture des coefficients a;; [90]:

1
a1l = i,:

1
asy = (1 —7) — %—;f avec v € [0,1/2]
22 =7y

De plus, il faut imposer les conditions (6.12) pour garantir 'ordre 2. Ceci entraine que:

D’ou:

1 11— 1
<—y>b1+2b2_27doncb1_b2_2
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Pour controler la variation totale, on calcule les 8;;:

B21 = €21 — Q21C21 = G21 — 11

2
B31 =c31 — >y azicnn = b1 — (azra11 + azzaz;)
B32 = €32 — a32Co2 = by — azpa02

avec toujours: agy =1, az; +azx =1et a;; > 0.
On développe les expressions précédentes en posant azg = §:

2

Ba1 = (1 - ’)’) - 11__21.7 = 17_7 ) )
=3 |1=037 +6 (-1 -33)| =5 - pau-n+a-2) ()] 623
P32 = % — 0y

Pour obtenir une stabilité inconditionnelle grace au théoreme I1.6, il faut maximiser les rapports ‘;—J, c’est-a-dire
1]
tenter d’annuler les 3;;. Pour cela, il faut que v soit le plus faible possible, ce qui est absurde, car le second

étage devient alors explicite.

Si on trace numériquement les surfaces de R? définies par les équations (6.23) paramétrées par & et v, on
voit que le meilleur choix correspond a:

At
v ~0.4, ~ 0.5 ce qui donne au mieux: sup |f’(uy)|A— <25
j x

J,n

6.2.5 Stabilité en variation totale et méthodes d’ordre 2

Apres le résultat négatif précédent, il est naturel de se demander ”combien” de méthodes de Runge-Kutta
d’ordre 2 préservent la variation totale des approximations numériques. C’est 1’'objet de cette proposition.

Proposition 11.6 I exziste une famille a un paramétre réel de méthodes SDIRK/SIRK d’ordre 2 préservant la
variation totale en espace.

Démonstration
On garde les mémes notations que dans le paragraphe précédent. Les conditions d’ordre sont données dans
I'expression (6.12) et la forme des 3;; (qui doivent étre positifs) est:

521 = a21 — a1
531 = b1 — 31011 — Q32021 = by — (1 - 5)&11 — dag1 o1 0 = aiz2
B32 = by — azpaos = (1 — b1) — dage

Pour garantir une stabilité en variation totale pour des pas de temps arbitrairement grands, il faut annuler les
Bij. Par hypothese, on a déja que § € [0, 1] et a1 = a11 nous assure que 821 = 0. Pour annuler 831 et B39, il
faut que:

b1 = (1 —0)air + daz = axn
1— b1 = 5&22 donc b1 =1- (5&22

Dol ag; = by = aqp et ag; = 1 — dage. La condition d’ordre impose: a11b1 + (1 — b1)(az1 + age) = %, donc:
1
bi(air — (a1 + ag2)) + (ag1 + az2) = 3
C’est-a-dire:

% — (a21 + as2)
air — (a1 + agz)

by =

Comme a1 = asoq, il vient:
1
b= —(1-2
1 2a22( (@21 + az2))
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C’est cette derniere condition qui va donner I’expression de ass:

1
1-— bl = 5@22 doul= 7(1 - 2(@21 + a22)) + 5@22
2a22

Ce qui donne:
2&22 =1- 2((1 — 5&22) + a22) + 25(1%2

Finalement, a5 est racine du polynome:
2002 —2(2 -8z —1=0

Son expression est:
(2=08)+(2—0)2+26
20

Tr =
On choisit la racine négative et la méthode s’écrit:

a1 = a1 = by =1—dag

by =1— by = dass (6.24)
(2-8)—/(2—0)2+25
(22 = 25

Il faut noter que ces méthodes ne peuvent pas avoir le méme coefficient diagonal: a;; = age donne agy = —=

1+0°
Ce qui n’est pas compatible avec ’expression donnée dans (6.24). O

Remarque Ces méthodes ne sont pas A-stables puisque aza < 0, mais elles sont telles que R(z) — 0 si
Re(z) — —oco. Pour § ~ 0.5, on a intégré le probléme:

{ O + Opu = —5000u
Uo(@ = 1z§0,1

de facon satisfaisante avec un maillage grossier.

6.2.6 Nouveaux essais numériques

On va maintenant tester la méthode (6.24) sur des problémes scalaires de difficulté croissante. Le paramétre
¢ vaudra 0.5 puisque c’est la meilleure valeur d’apres les expériences numériques. Le premier cas-test sera une
équation d’advection:

{ Ou+ 0yu =0
up(x) = Lo<on

On fixe Az = 0.001, At = 0.1 (CFL=100) et on itére jusque 7' = 0.2. On constate sur la figure 6.7 une grande
similitude entre la routine (6.24) d’ordre 2 et la méthode de réference (Euler rétrograde).
On décide maintenant d’approximer une équation d’advection dissipative:

{ Ou + Opu = —50u
up(z) = Lo<os

On fixe Az = 0.01, At = 0.05 (CFL=5) et on itére jusque 7' = 0.3. On voit que le palier est légérement mieux
approximé par la routine & lordre 2 (figure 6.8).
On présente maintenant deux problemes non-linéaires. Le premier ne comporte qu’'un terme de réaction a
plusieurs équilibres:
{ Oyu + Ozu = 15u(u — 1)(u — 0.2)
uo(z) = Lacon
On fixe Az = 0.01, At = 0.05 (CFL=5) et on itere jusque T" = 0.3. Remarquons que la donnée initiale (une

discontinuité entre deux équilibres instables) est mal gérée par la méthode d’Euler. Cela corrobore les résultats
du chapitre précédent (figure 6.9).
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Le second se compose du flux de Buckley-Leverett (que 1'on va traiter au moyen d’une linéarisation de Roe
[35]) et du méme terme de réaction un peu plus raide:

UO(CU) = 1z§0.1

On fixe Az = 0.01, At = 0.05 et on itére jusque 7" = 3 (voir figure 6.10). La CFL est supérieure a 2 sur ce
probléme puisque la méthode de Gauss oscille méme en ’absence de terme source. Notons aussi que la méthode
d’Euler se comporte bien mieux sans le second membre ou bien si on perturbe un peu les données initiales. La
routine (6.24) continue & se comporter de fagon plus convaincante sur ce genre de problémes non-homogenes.

On termine par un test difficile pour la méthode (6.24) puisqu’il combine la méme équation fortement non-
linéaire avec un trés grand nombre CFL. On fixe ug(z) = 1150,3, Ax = 0.0005, At = 0.05 et on itere jusque
T = 30. Les résultats sont grossiers du point de vue de la propagation des données, mais la solution reste
monotone malgré un maillage tres défavorable ... Celle-ci est présentée dans la figure 6.11.

6.3 Conclusion: méthodes de quadrature adaptées

Méthodes de Runge-Kutta

Grace a cette analyse en variation totale pour des solutions de problemes scalaires suffisamment généraux
(qui compléte les conditions d’existence et d’unicité discrétes du chapitre précédent), il ressort que la stabilité
linéaire au sens de Dahlquist ne semble pas étre un critere adapté a I'intégration en temps de ce type d’équations.
On a vu en effet que les méthodes préservant la variation totale au second ordre ne sont ni A-stables, ni méme
A(0)-stables puisque 1'un des coefficients diagonaux est négatif.

Méthodes multipas et differences rétrogrades

Bien que ne faisant pas initialement partie de ce travail, celles-ci y trouvent naturellement leur place puisque
pour évaluer les oscillations des méthodes de Runge-Kutta, on les a réécrites sous la forme de méthodes multipas
successives. Par conséquent ces dernieres seront stables en variation totale si elles ne comportent pas d’étapes
explicites, i.e. si elles s’écrivent sous la forme de differences rétrogrades [19]. Bien que réputées peu précises, il
en existe une d’ordre 2 et A-stable, elle s’écrit:

3 1
iU”Jrl —2U" + §U"‘1 = AtL(U™) (6.25)

Cette routine A-stable préserve aussi la variation totale pour tout At (voir Pannexe). Il faut aussi noter que
(6.25) a été aussi remarquée par expérimentation directe sur un code industriel pour ses bonnes propriétés [3].
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Figure 6.7: Comparaison Euler/ordre 2 - CFL=100
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Figure 6.8: Flux d’advection - décroissance exponentielle
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1 T n
?Ordre 27 —
0.8 - ? Euler” |
0.6 _
04 _
0.2 - o
0
0.2 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Abscisses - x
Figure 6.9: Flux d’advection - terme source de rappel
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Figure 6.10: Flux de Buckley-Leverett - terme source de rappel
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Figure 6.11: Flux de Buckley-Leverett - terme source de rappel - CFL > 100
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Résumé

Cette partie est consacrée a I'introduction d’une nouvelle classe de schémas numériques pour les systemes
hyperboliques avec termes sources. Les motivations sont tres diverses mais dans le prolongement des travaux
précédents:
- stabilité: on désire se débarasser de toute l'influence que le second membre est susceptible d’avoir sur le pas
de temps. Ceci peut étre particulierement interessant pour les problemes de relaxation.
- simplicité du solveur élémentaire: autant que possible, il est préférable d’éviter la mise en oeuvre d’un solveur
de Riemann généralisé [6, 59] puisque l'on a pu constater sa complexité intrinséque.
- qualité des approximations: il est connu que les schémas du type jjpas fractionnaires;; peuvent converger
vers des solutions faibles incorrectes: oscillations parasites, non-respect des intégrales premieéres du mouvement,
stationnaires irréalistes ... Il parait donc souhaitable de pouvoir établir avec certitude des propriétés fortes de
consistance avec le probléeme continu.
Pour cela, suivant les idées récentes exposées par J. Greenberg et A.-Y. LeRoux [41], on a décidé de s’orienter vers
la classe des schémas jjwell-balanced;, (équilibre). Ceux-ci sont tout d’abord introduits pour une loi scalaire et
la convergence est établie indépendamment de la raideur réactionnelle. Cette construction élémentaire permet
de déduire immédiatement une extension aux systemes par le biais de la décomposition de flux de VanLeer
[83]. Néanmoins, celle-ci respecte les deux premiers objectifs, mais le troisiéme peut étre pris en défaut du
fait d’une gestion hasardeuse d’un produit non-conservatif. Pour pallier & cela, on présente une extension plus
rigoureuse fondée sur la théorie proposée par G. DalMaso, P.G. LeFloch et F. Murat. Un solveur général pour
lequel le terme source est traité via des relations de saut généralisées s’en déduit. Ceci permet la construction
d’un schéma linéarisé de type Roe grace au formalisme proposé par I. Toumi [82]. Ce type de schéma est alors
cohérent avec le troisieme objectif et produit des permanents de bonne qualité. On rappelle aussi la technique
de P. Cargo et A.-Y. LeRoux, congue a 'origine pour des termes de gravité, que I'on généralise a une classe de
seconds membres linéaires en p.
Plusieurs remarques sont possibles:
- on fait dorénavant une hypothese de régularité BV en espace (définition des produits non-conservatifs oblige
1) sur les inconnues. On retrouve ainsi le cadre classique introduit par J. Glimm, S.N. Kruzkov et T.P. Liu.
- ce type de schémas est au confluent de plusieurs travaux datant environ d’une décennie et motivés par
l'aéronautique: voir [33, 34, 84]. Mais on en trouve aussi des traces dans des articles plus théoriques [29, 49].
L’interprétation non-conservative restant quant a elle originale.
- la régularisation des produits non-conservatifs s’effectue au moyen d’un profil asymptotique qui consiste le
plus souvent en une onde progressive réguliere. Celles-ci sont a ’étude depuis peu et seul le cas scalaire est
clair. On renvoie a [67] pour les détails.
- par souci de lisibilité, les dérivées partielles seront dorénavant notées par des indices au pied des inconnues
(Oru ~ uz). Quant aux représentations graphiques des solutions, on convient de toujours tracer en traits pleins
celles issues des schémas jjéquilibre;.
Enfin, il faut préciser que 'implémentation de ce solveur en 2D implicite a été menée & bien par S. Clerc [18]
pour le systeme jjshallow water;; pour lequel une expression astucieuse des flux numériques est possible.
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On s’intéresse dans ce chapitre a ’approximation numérique d’une loi de conservation monodimensionnelle
que 'on munit d’un terme de réaction non-linéaire pouvant devenir arbitrairement raide. Dans ce cadre, on
présente un schéma nouveau, congu pour respecter les états d’équilibre de 1’équation originelle, et pour lequel
on établit un résultat de convergence pour certains flux particuliers. Enfin, on indique une extension possible
de cet algorithme a des problemes plus généraux.

7.1 Construction et convergence du schéma

7.1.1 Généralités

Pour étudier les systemes hyperboliques non-linéaires issus du formalisme des équations de la physique des
fluides, il est naturel de se ramener a I’étude du probléme de Cauchy pour la loi scalaire suivante:

ug + f(u)y = g(u) avec g(0) =0 et g(u)(.,t) borné
(z,t) e R x RT (7.1)
u(z,0) = uo(z) € BV(R)

Sous des hypotheses de régularité C* pour la fonction de flux, Kruzkov [53] a démontré 'existence et 1'unicité
de la solution entropique L*°([0,T]; BV (R)) de (7.1). Néanmoins, I’approximation numérique en reste encore
délicate du fait de la présence d’un second membre non-identiquement nul qui tend & imposer parfois de séveres
restrictions sur le maillage temporel. Par exemple, afin d’observer des états a 1’équilibre cohérents avec (7.1), il
sera nécessaire d’imposer sur le schéma de Godunov [36] implicite linéarisé:

r %(FG(U?,U?+1) —FG(u;-‘_l,u;‘))—i-Atg(u?)

unJrl —
J J 1 — At.g'(u})

la restriction suivante:

. Az 1
At < min ,
{max(j,n) [ (uf)]” maxjny |9’ (uf)| }
Nous proposons donc ici la construction d’un schéma numérique capable de fournir des équilibres réactionnels
stables et réalistes pour (7.1) (schéma équilibre), sous la réserve que les zéros de g soient isolés et ceci sans
restriction particuliere sur les pas de discrétisation hormis I’habituelle condition de stabilité CFL. Il est commode
pour cela d’introduire une équation auxiliaire homogene presque-partout a laquelle on adjoint des conditions
aux limites exprimant ’action localisée du terme de réaction. Le probleme de Riemann est ainsi résolu et permet
la mise en oeuvre d'un schéma de Godunov, dont on donne ensuite des résultats de convergence dans un cas
particulier ot f’(u) reste strictement positive. Par la suite, on indique une marche & suivre pour généraliser ce
solveur de Riemann a une fonction de flux plus générale.

7.1.2 Probléme auxiliaire et schéma de base

La solution de (7.1) est essentiellement C'* par morceaux. Dans les zones ol u(z, t) est suffisamment réguliere
et olt g(u(x,t)) # 0, on écrit:
f'(w)

us + g(u) {g(u) Uy — 1} =0 (7.2)

Soit ¢(u) la fonction définie & une constante pres telle que:

f'(u)
g(u)

¢'(u) =
Posons ensuite a(x) = . Sous cette notation, ’équation (7.2) s’écrit alors:

ur + g(u)[p(u) — a(z)]. =0 (7.3)

Introduisons maintenant un maillage spatial (z;);ez tel que x; = jAx et une nouvelle fonction a®*(x) € BV (R)
définie selon:

a®*(z) = x; pour = € K; - ;) Az, <j + ;) Ax[ (7.4)
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Alors, & l'intérieur des intervalles, a®*(z), = 0 et (7.3) se réduit a:
ug + f(u)z =0 (7.5)

En revanche, si z( est un point de discontinuité de a*, on pose w = ¢(u) — a>* (z), dont la variation se calcule
selon:

wy = ¢’ (wyuy = — ¢ (u)g(u) [$(u) — a®*(2)],
f(u) We
Ce qui donne:
wy + f(w)w, =0

Ceci exprime la convection passive de w le long des caractéristiques & = f/(u). Si on admet que f’(u) # 0, ceci
peut se réécrire sous la forme:

w(x()?t) = Wgauche si f/(u) >0
=0 { w(x0,t) = Waroite si f'(u) <0 (7.6)

On introduit un maillage temporel (t,)nen tel que t, = nAt. En vue de construire un schéma de type
Godunov, on est conduit & résoudre dans chaque maille (Axz x At) le probleme mixte suivant issu de (7.5):

uf® + f(uh®), =0
uP*(2,0) = u? pour x € ] ( j — %) Az, (j +
utt((j — 3)Az,t) = uf , pour t € [nAt, (n+ 1)At]

[S1E

~
B>
S

(7.7)

dont la solution u®%(x,t) s’exprime grace a 'action d’un semi-groupe de contractions ¢ — S(t) et est ensuite
moyennée par maille. La valeur de la condition aux limites u?_l se détermine par la condition (7.6) appliquée
2

au bord de la maille: [w]y—, , = 0. Clest-a-dire, si f'(u) > 0:

o(ul 1) = 6(u)_ )+ Ax (7.8)

Nl

Sous réserve que ¢ soit un difféomorphisme local, le schéma de Godunov construit a partir de ce solveur
définit alors une solution discréte (uf)(; ) pour tout couple (jAz,nAt). Celle-ci s’obtient pour tout t" par
projection des solutions élémentaires sur 'espace des fonctions constantes par mailles. (cf Fig. 7.1)

(e = P o SO

Ce qui s’écrit:

ui =g = o (f(uf) = fug_y) (7.9)
t’n+1
n n n n
uj;% uji% ujJr% uj+%
uj_y u uiy Uiy m
:cj_% IJ_% zj+§ IJ+§

Figure 7.1: Problemes mixtes de Riemann aux interfaces

7.1.3 Principe du maximum discrét

L’objectif est d’établir une estimation uniforme en amplitude sur la suite d’approximations (u?) jn issues

du schéma de type Godunov (7.9). Celle-ci est classique pour cette classe de schémas dans le cas homogene
correspondant & g(u) = 0 dans (7.1). Dans le cas contraire, il est possible de maintenir ce résultat en faisant

des hypotheéses sur le probleme continu.
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Lemme III.1 Supposons que les fonctions f et g vérifient:

f.g€ C'(R)
F>a>0 (7.10)
IM € R* tel que z.g(z) <0 pour |x| > M

Alors, sous la restriction CFL:

)

ma;)(|f’(u;-’)\At < Az (7.11)

on a l'estimation:

s_up|u?| < max(||uol| oo, M) (7.12)
J.n

Démonstration

. sont bornées, puis on en

La preuve se fait en deux temps: on montre que les valeurs aux interfaces u;’

k\J

déduit lestimation (7.12) par récurrence.
On a supposé que f' > a > 0, donc on a:

auy < f(u), = g(u) pour z € [0, Ax]

Ceci implique que:
u
i)
!

Posons v = u — max(||ugl||ee, M), alors on a v, = u,. Il s’agit de montrer que la partie positive vy = max(0, v)
est identiquement nulle. Par I'inéquation précédente que ’on multiplie par v, on obtient:

(04)* — oy, < S
(&) —vens

2 Q

On integre sur x € [0, Az]| et il vient:

() @0 - (U)o = [T oo < 200

L’intégrale de droite est clairement négative puisque vy > 0 n’a lieu que si v > max(||ug||oo, M), mais ceci
implique que g(u) < 0. Par conséquent, on obtient:

(“5) @ < () 0 =0

A N d . . .
On montre de la méme maniére que w_ =) (u+max(||uglleo, M))— est identiquement nulle. Comme la relation
de saut (7.8) peut étre obtenue en intégrant I’équation différentielle f(u), = g(u) entre x = 0 et © = Az, il
vient que les valeurs a l'interface u? , sont uniformément bornées.

2
La seconde étape se fait par récurrence: supposons qu’a I'instant t" = nAt, on ait sup; |u| < max(||uol|ee, M),

le schéma (7.9) donne:

T = fu }L—*( (U}’)—f(u}’,%)ﬂ
= i} - S~ )
< (1- ( NG+ K2 ()up |
< max HuOHOO,M)

On a utilisé successivement le théoreme de la moyenne, la condition CFL et la positivité de f’. On a donc le
résultat (7.12). O
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7.1.4 Analyse et convergence du schéma

On se restreint dans ce paragraphe au cas ou les hypotheéses (7.10) sont vérifiées et on renvoie & [5] pour
Panalyse théorique du probléeme de Riemann avec conditions aux limites et du semi-groupe ¢ — S(¢) qui vont
intervenir naturellement ici. Introduisons alors une fonction u” : [0,7] x R — R telle que:

h=Ax

h o o Ax n Az N
u'(.,t) = S(t —nAt)o [P © S(At)] ° P (ug) ol { n est la partie entiére de t/At

(7.13)

Lemme IIL1.2 Siug € L'N BV (R) est tel que le support de g(ug) est compact dans R, et sous la condition CFL
(7.11), la suite (u)y, issue de (7.8),(7.9),(7.13) est relativement compacte dans L*([0,T] x R) pour T € RT.

Démonstration
La définition de la variation totale en espace pour u"(x,t) s’écrit:
T t)
TV (u" *hm/ [ (@ + u(z, )|d
e—0

Ceci entraine que pour la fonction définie par (7.13):

TV (u"(.,nAt)) Z [ufy g —uf|
JEZ

La premiere estimation cherchée concerne la variation totale en espace a l'instant (n + 1)At:
1 1
G = = = = M) = f ) + A W) - F(gy)

%. Ceci peut se réécrire sous la forme suivante:

Nl=

ou A désigne comme de coutume le rapport

wit =t = — = A(f() — f(u)
FA(f () — flu ;u)
FAC () = fa)
M)~ F-)

On introduit alors la suite £ de points définis par la relation:
fui) = fluf_y) = f1(E) (W] —uj_y)

On désigne par @ la fonction telle que f = Q o ¢. Par construction de ¢, on a Q' = go ¢~!. L’expression
précédente devient alors:

w =T = (0 —ug) (1= AS(E)
FA(E) (uf = uj_y)
HAQ o d(uf, 1) — Qo o(uf))
“MQog(uy_1) = Qo d(uf 1))

En tenant compte de la relation:
Qoo(ul,,) = QIo(u) + Aa]

on obtient par le théoreme de la moyenne:

307 € [0, 1] tel que Qo ¢(u}‘+%) —Qop(u}) = Q).Ax

avec:
QF = Q'lo(u}) + 0;.Ax] = go ¢~ p(u]) + 07 Ax]
Par la condition CFL (7.11) et le signe de f, il vient en valeur absolue:
Wit —uf < Jugy — (= AF(ER )

j+1 !
FAS(E) ] — uf_4|
+AHQ] — Q)|
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C’est-a-dire que:
TV (" (., (n+ 1)At) < TV (uh(,nAt)) + At Y |QF — Q)|
JEL
Comme g(up) est a support compact et que la vitesse de propagation de 'information est finie, les Q7 sont nuls

pour |j| suffisamment grand 2. Ceci implique que la terme > |Q} — Q1] est borné. Il reste donc a effectuer
la sommation de n =0 a (n + 1)At:

JEZ

(n+1)At
TV (" (., (n+ 1DAL)) STV (ue) + > AtY _|QF — Q4]
n=0 JEL
O(n+1)

L’estimation en temps est plus rapide. Avec les mémes arguments, le théoréme de la moyenne fournit une suite
de R; correspondant aux indices j tels que g(u}_;) # 0 permettant d’écrire:

wpt -l = M) —

) = =AR;(¢(uf) — d(uf_1))

Nl
D=

Compte tenu de (7.8), si g(u}_;) # 0, on obtient:

u’?“ — u;-l = —ARJ¢](U? - uglfl) + )‘RjAt

J

De méme, si g(u}_;) = 0, il suffit d’écrire:

W=l = S () — )

Il existe donc une constante C' = sup, (f'(§;), |Rj¢;]) telle que, si on effectue la somme sur j € Z

/R W (z, (n + 1)At) — u (2, nAt)|de =Y Azfult —uf[ S AE{CY ul —uf [+ Y Az|Ry|

JEZ JEZ J/g(u}_1)#0

=TV (uh(.,nAt)) borné

Il reste & voir que u” € L'([0,7] x R). Pour cela, on écrit le schéma sous la forme suivante:

Wit = = AP () = Fuf )+ A

N|=

En appliquant deux fois le théoreme de la moyenne, on obtient:
[ T < Juf |+ OAuff —uf_y | + At|Q_4 |

Et donc:

ST Azl T <N Axlul |+ AL {CY Tl —ul [+ Ax|QY

jez JEZ JET JET

TV (uh(.,nAt) borné
Au bout du compte, on trouve que:

t/At

" () < lluollpiy + > At [CTV (WM (At + 3 Az|QY]
n=0 JEZ

2. On pourrait s’affranchir de cette hypothése sur ug: pour cela, il faut majorer le terme ZjeZ |Q;‘ - Q;”_l\. Ceci peut se faire
en montrant que TV (07) < Cste. TV (u}).
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—710

Figure 7.2: Régularisation de u — sgn(u)

Cette estimation entraine que:

fo Jg [/ (z, )| da.dt
T supyepo,7) f]R |ul (2, t)|dx

T'sup,e(o, 7] {”UOHLI(R) + Z;/ﬁot At (C.TV(uh(,7nAt) + ZjEZ Am|Q§L|)}

On est donc en position d’appliquer le théoreme d’Ascoli pour avoir le résultat annoncé. O
Nous examinons maintenant la nature de sa limite.

luP || L1 mxr+)

INCIA

Théoreme I1I1.1 II existe une sous-suite de (uh)h convergeant presque-partout vers la solution entropique au
sens de Kruzkov de (7.1) lorsque Az — 0 sous la condition CFL (7.11).

Démonstration
Pour montrer ce résultat, on commence par approcher la fonction discontinue u +— sgn(u — k) par S, croissante
(voir figure 7.2) et définie par:
—1 pour z < —771
S, (z) =< 7Tz pour |z| <771
1 pour > 771

Un couple entropique convexe (7, q) pour (7.1) est donné par:

n(u) =[S k)dx
q(u) :quT fl( )dax
n(k) = q(k) =

Par l'intégration du schéma, la formulation faible de I'inégalité d’entropie avec conditions aux limites vérifiée
dans chaque maille par u® solution de (7.7) s’écrit pour 0 < ¢ € C§°(R): (voir [41])

o b o () + q(u)) (o, dadt+
fl’ﬂ (n(u Aw)(x t")dr — f,f 2 (n(uB")) (2, 4"+ — 0)dw
> ft”“ ul (@1, t)dt — ft”“ q(uf_ 4 )e(e; 3, t)dt
En effectuant la somme sur les indices j et n, on obtient:
Sg L E o )+ a(u ) a, )dodt+
D (n(u Aﬂ”)(%‘ﬂf”) — (i) (, ¢" = 0))(x, t")dz
> 3 ) — g, (g D
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Soit a déterminer le signe de f it3 (n(uAc”)(x, t") — n(uP) (z, 1" — 0))y(z, t")dz.

Pour cela, on pose v™(.) = u”*(., t" —0) et PA® I'opérateur de projection sur I'espace des fonctions constantes
par mailles:

[ ey o @t e = ey [ e - [0 )@t s

Nl

=

Comme 1) = PA%) 4 (1 — PA%)), il vient:

/zH%[n(P“v")—n(v")(x)]w(x,t”)dx = n(PE* ) Ax(PATY) — [PA%(u") An(PA7)]

+/$H% n(PA2™)[(PA*Y) — vz, t™))da

1

= Ax(P%n (PAT) — PATY (") ()
+ / (PR (PATY) — (e, ) de

Du fait de la convexité de 7, on a par I'inégalité de Jensen [75]:

Az

i-% i-%

T d Tivl d
n(PA*u™) = / e )92 < / Wl (e — 0)) 9

Donc:
n(PA* ™) — PA*p(v™)(z) < 0

Ce terme étant négatif, il peut étre omis dans l'inégalité de départ. D’autre part, u*(z,t) est bornée dans
L*>®(R x R") en tant que solution d’un probléme de Riemann élémentaire.
Au total, il reste a faire la somme pour (j,n) € Z x N:

Z/ PAx n)[PAm,l/) d}(l, tn)}dl’< Hn( AI)HL"OAIZ/ max WJT(IE,tn”dI

se[a:]_f, J+1

¢zl o1

On obtient alors 'inégalité suivante:

g LR S A+ g @ dadt =S [ () — g, )y d
2 — Al ()| o [l
Par le lemme II1.3, il existe £ € [a, b] tel que
a(®) —ala) _ 4(€)
6(0) — d(a) &6

Donc on peut définir une suite (§7')(;,n) vérifiant:

9() = q(uly) = (B(u]) — Dlul,y)) S-(E} — F)g(€])

2

=5-(§—k)g(§)

—Ax
On introduit maintenant les fonctions suivantes:

{ €A% (x,t) = € pour z € [(j — ) Az, (j + 3) Ax] t €
wA:r:(z t) = 1/1( Tj1,t) pour x € [(j—3) Az, (j+ 1) Az]

Alors, par construction, on a les estimations:

{ 1627 — uB[| 1 (mxpe) < Cr1AZ
[2% — || oo (rxrt) < Colz
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Posons r(z) = S;(x — k)g(z) une fonction localement Lipschitzienne, on voit que:

tn n N . :
o (q(uf) - (J(Uﬁ%)ﬁb(xﬁ%,t)dt = = [,/ Az (€] )P (w 1, t)dt
f;”l% ftt:H r(E8T)AT (2, t)dxdt
I—3

D’autre part, on a >, f;”f fti"“(r(ﬁAz)wAz(z,t) — r(u)Y)(z,t)dzdt — 0 lorsque (At,Az) — 0 par le
I72

théoreme de Lebesgue puisque

{ r(E2%)pAT — p(u)yp presque-partout
[Ir(€2%) 2% pr < Cllg(w)e]] s

On obtient donc la consistence avec les entropies convexes régulieres (7, q).

/ () + g(u)a + r(u)d) (@, t)dadt + / (o), 0)dz > 0
RxR+

R

Il reste a passer a la limite 7 — 400 par le méme procédé pour obtenir la formulation entropique faible de
Kruzkov [53]:
{ n(u) — |u — k| presque-partout
[[n(u)e||r < C

e ([ = K+ sgn(u — k(£ () = F(R))ib + sgn(u — K)g(u)y)(z, t)dadt
+ Ji luo = klyp(z,0)dz > 0
O

Lemme II1.3 Soient ¢ une fonction C* strictement monotone [x,y] — R et ¢ € CY(R). Alors, pour tout
couple (a,b) € [x,y]? tel que a # b, on a:

q(b)
3¢ € |a, b] tel que =
€ € a,b] 5 (
Démonstration
Posons A = ¢(a), B = ¢(b) et §=qo¢~!. Le théoréme de la moyenne assure qu’il existe C' € [A, B] tel que:
q(B) = q(A)=q'(C)(B - A)
Mais on remarque que: ¢ = (qgo ¢~ 1) = (¢~ 1) (¢ 0o p™1)

D’autre part: (¢~ 1) = qﬁ/old)*l
Finalement:

1067 (6(0) — qo 6~ (#(a)) _ ¢
ob) — o(a) o

Comme ¢ est inversible dans [A, B], on a le résultat escompté. O

Remarque Tel qu’il est défini par (7.8), (7.9), ce schéma n’est pas consistant avec (7.1) au sens habituel.
En effet, il suffit, pour s’en convaincre de chercher la solution de (7.7)-(7.8) pour des données gauche et droite
identiques. Ceci n’a rien de surprenant puisque si le terme de flux est nul dans ’équation réactive (7.1), la
solution varie tout de méme selon I’équation différentielle @ = g(u).

7.1.5 Résultats numériques

On présente dans cette section les tests pratiqués sur le schéma de Godunov issu du solveur de Riemann
(7.8),(7.16) pour I’équation de Biirgers non-visqueuse munie d’un terme source non-linéaire.

ug + (“72) =Ku(l—u)(p—u)
ug pour z < 0.3 (7.14)

uo(x) = ug pour x > 0.3
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Pour p €]0, 1[, Péquilibre stable de I’équation est la solution constante u(z,t) = p. Généralement, les schémas
usuels implicites linéarisés cessent de respecter ce comportement lorsque le produit KAt devient trop impor-
tant.3 C’est donc sur ce critére que nous allons tester le nouveau solveur. On impose juste au pas de temps
(supposé uniforme) At la condition CFL (7.11). Le premier cas proposé est:

K =3000, =0.2
At = 0.04, Az = 0.02

uy = 0.98
uo() = { wy = 0.0

Le palier initial gauche est situé a proximité d’un équilibre instable du terme source. Il faut donc s’attendre
a obtenir une couche limite (jjinitial layer;;) a lissue de laquelle la solution annulera le second membre. Le
palier gauche sera donc fixé en p = 0.2; quant a I’épaisseur de la couche de transition, elle sera de l'ordre de
1/3000 ~ 3.10~%. L’interét du schéma est de s’affranchir de la restriction consistant & résoudre cette échelle
temporelle (i.e. imposer K.At ~ 1) tout en maintenant le caractére explicite de la discrétisation en temps.
Hors de la couche-limite, la solution analytique est un choc entropique séparant les états 0.2 et 0. L’état 0 est
par ailleurs un équilibre instable du terme de réaction, donc difficile & gérer au moyen d’un schéma implicite
linéarisé. La validation consiste donc a observer que par ce schéma explicite, on obtient une onde entropique
reliant les paliers corrects imposés par la forme du terme source. On itere jusque T' = 0.4: le résultat est
présenté dans la figure 7.3.

“Real.edp” ——
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okRNMwhUioN®LOR

0.1 0.2
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Figure 7.3: Convergence vers I’état stable p = 0.2

Le second cas-test proposé est:
K =3000, ©=0.2
At =0.04, Az =0.02

ug = 0.0
uo(z) = { g = 0.2

L’objectif de ce second test numérique est de montrer la capacité de ce nouveau schéma a préserver les différents
états d’équilibre du terme de réaction. Pour cela, on considére un probleme de Riemann avec comme donnée
initiale deux paliers annulant le terme source. L’un correspond a un équilibre instable, I'autre a un équilibre
stable. Le critere d’entropie pour 1’équation de Biirgers impose une onde de détente pour relier ceux-ci. On
s’attend donc a obtenir une solution présentant une couche limite en espace de largeur directement liée a la
raideur du terme source. Vu la forme de ce dernier, elle sera en O(1/3000), échelle que 'on ne désire bien siir
pas résoudre puisque celle-ci se répercuterait directement sur le pas de temps via la condition CFL. On introduit
donc un maillage grossier, et on observe ’évolution en temps de ce probleme. On itere jusque T" = 0.4. Hors
de la couche-limite, la solution analytique est constante et doit conserver les états d’équilibre initiaux 0 et 0.2.
Les résultats issus du schéma sont présentés dans la figure 7.4.

3. Voir par exemple la partie II de ce manuscrit.
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Figure 7.4: Préservation des états d’équilibre stables ou instables

7.2 Solveur de Riemann jjéquilibre;; général

7.2.1 Limite d’un probleme régularisé

Le schéma précédent peut s’étendre a des problémes scalaires sans restriction sur le signe de f’ qui peut étre
constant ou non. Il suffit pour cela d’adapter la condition de saut (7.6) qui se manifeste en bordure de chaque
maille. Le solveur se construit en étudiant la limite ¢ — 0 dans un probleme de Riemann régularisé:

u + f(u)e Zgé(x)g(U)< 0 pour z < —e
pour x —€ _ Azx(z+e)
ug(z) =< 0 pour |z| <e ae(x) = 5 pour |z] < (7.15)
UP pour > € Az pour z > €
Théoréme I11.2 Supposons f'(0) = g(0) = 0, les traces UT = lim. ,ou(Fe,t),t > 0 existent dans les cas
susvants et vérifient les relations:

U™ =U%¢(U") = ¢(U) + Az pour f'(U%) >0, f/(UP) >0
d(U™) = ¢(UP) — Az; Ut = UP pour f(UP) <0, f/(UP) <0 (7.16)
Ut =U" =0 pour f(U%) <0, f(UP)>0

Démonstration
Il s’agit de vérifier les conditions (7.16) dans chacun des cas:

f(U%) >0, f(UP) >0 La solution de (7.15) est telle que u(—¢,t) = UY pour t > 0 puisqu’aucune onde ne
vient l'affecter. On étudie donc le probleme réduit:

ug + fu)e = ag(z)g(u)
U pour z < —e
0 pour |z| > —e

ug(z) =

Pour commencer, un choc va propager vers la droite et atteindre I’abscisse © = ¢ au bout d’un temps ¢ = o(e).
Par la suite, la trace UT est déterminée par la solution réguliere U (X (t),t) ot X (¢) est la ligne caractéristique

issue de Xo = —e et vérifiant X (t) = f'(U(X(t),t)). Posons V(t) = U(X(t),t) et soit T I'instant tel que
X(T) = € il vient:
T T ut
: f'v)
2e:/Xsds:/ f (Vs ds:/ av
0 (#) 0 Vie) ve 9(V)ag
puisque le long de X (t), V(t) varie selon V = g(V)a.. Comme a, = %—f, on obtient finalement, lorsque € — 0:

HUT) —p(US)=Az et U= =UC
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U< —€ 0 e UP x

Figure 7.5: Probleme de Riemann régularisé

F (U9 <0, f(UP)<0 Ce cas de figure est identique au précédent & ceci prés que, cette fois, 'état droit est
invariant u(e, t) = UP| et c’est I'état gauche qui est déterminé par U (X (t),t), X (t) étant la ligne caractéristique
issue de Xy = €. Avec les mémes notations, il vient:

[Ty _ (7 rm
7267/0 f(V(s))dsf/UD o)l av

€

La encore, les € se simplifient et on obtient a la limite:
dU7) = d(UP)=-Az et UT =UP
f(US) <0, f(UP)>0 Cest le cas de figure le plus simple, puisque la solution de (7.15) se compose de deux

détentes soniques restant constamment & ’extérieur de l'intervalle [—¢, €]. Comme on a supposé que f'(0) = 0,
on obtient donc des traces vérifiant pour tout u(+e,t) =0¢ > 0:

Ut=U"=0

O

Il reste des cas non couverts par ce résultat, notamment ceux pour lesquels f/(U%) > 0, f/(UP) < 0. Ceux-ci
doivent le plus souvent étre étudiés pour chaque probleme particulier. Dans cette éventualité, la solution de
(7.15) est composée de deux chocs incidents, il s’agit donc de déterminer I'onde la plus forte et d’appliquer 'une
des deux premieres relations de (7.16).
Pour terminer, il reste un cas particulier pour lequel cette conclusion n’est pas valable, a savoir la présence d’un
choc stationnaire dans I'intervalle [—e¢, €] pour la solution de (7.15). Dans cette éventualité, on peut avancer un
résultat en faisant des hypotheses supplémentaires.

Lemme II1.4 Supposons f(u) = uP avec p € 2N et g une fonction impaire s’annulant en zéro. Alors les traces
U* = lim,_,ou(=£e, t),t > 0 existent dans le cas suivant et vérifient:

{ zgg;; i zggig —i__ ﬁ pour 0 < U% = -UP <0 (7.17)
2

Démonstration
Du fait de la forme de la fonction de flux, il est clair que les données (U®,UP) corrsepondent & un choc
stationnaire pour le probleme de Riemann et PEDP homogene u; + f(u), = 0. Dans le cas de I’équation (7.15),
commencons par poser t — X;(t) (i = 1,2) les caractéristiques vérifiant:

{ Xi(t) = f(u(X1(1),1)) et X1(0) = —e
Xo(t) = f'(u(Xa(t),1)) et X5(0) = e

Le long de ces courbes, on introduit les quantités V;(t) = u(X;(t),t) (i = 1,2). Celles-ci vérifient:

Vi(t) = UC + [, g(Vi)(s)ds
Va(t) = UP + [] g(Va)(s)ds
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Comme UP = —U% et que la fonction g est impaire, on a V;(t) = —Va(t). D’apres la parité de la fonction
de flux, ceci implique X;(t) = —X5(t) et donc X;(t) = —X»(t). Par conséquent, aprés un temps ¢t = o(e),
la solution de (7.15) est un choc stationnaire en x = 0. Les paliers (U~,U™) sont déterminés par les deux
intégrales suivantes:

€= fo ))ds = fU; févl) A%
+
—e= [T f’ v2 )ds = [ o g{vj@}, Vs

Comme précedemment, le changement de variables implique les relations de saut:

{ $(U™) = p(U%) + A2
o(UT) = p(UP) — 42
O

7.2.2 Ecriture du schéma jjéquilibre;; général

Le schéma jjéquilibrejj général est un schéma de type Godunov pour le probléme (7.1) construit sur la base
du théoreme III1.2. Par conséquent, si on note (u;l) jez la fonction en escalier qui approche la solution de (7.1) au

temps t" = nAt, on va calculer la suite (U?H)JEZ en calculant & chaque interface z; 1 du maillage spatial les

traces Uﬁ Celles-ci correspondent aux valeurs en = [(j 4+ 2)Axz]* de la solution du probleme de Riemann
pour: :
up + f(u)e = g(u).Az.0(;4 1 )As
_ oy pourx<(j—|— )Ax
uo(w) = { ul q pour x> (j + DAz

Et done, apres I’étape de moyennisation par maille, on obtient le schéma pour (7.1):
1 —
{ u;‘w = uj —)\(f(uﬂ_%) —f(uj_%))

déterminés a partir des relations (7.16) (7.18)

+
u?
FE=

Cette expression généralise (7.9) au cas ou f’ n’est pas de signe constant. Malheureusement, toutes les
éventualités possibles ne sont pas couvertes par les relations (7.16). Il est donc nécessaire de construire un
solveur adapté & chaque cas si la solution cherchée est susceptible de comporter des zones fortement compres-
sives, i.e. si f’ peut changer de signe d’'une maille & autre. Pour ces situations problématiques, une étude
détaillée des problemes de Riemann s’'impose: on peut consulter [48, 49] comme points de départ dans cette
direction.

7.2.3 Perte de bijectivité: ’asymptote horizontale

Jusqu’ici, nous ne nous sommes pas préoccupés de la validité des relations de saut du type [¢(u)] = £Az.
En effet, ceci suppose que la fonction ¢ soit surjective pour définir a coup sir le solveur de Riemann via une
relation de saut du type (7.8). D’autre part, une condition suffisante d’injectivité est d’exiger que u — ¢’ (u) soit
de signe constant & l'interieur de ses intervalles de définition, la dérivée u — f’(u) s’annulant éventuellement
sur un ensemble de points disjoint de celui formé des zéros de u — g(u). Néanmoins, il existe des cas ou cette
condition n’est pas réalisée: voyons ceci sur un exemple.

Soit le probleme:

it (%)e = —Ku(l - u)(p— u)
Ke R* et p €]0,1] (7.19)
ug(z) € BV(R)

Lemme IIL.5 L’équation (7.19) admet une fonction de saut donnée par:

¢ ]—oo,,u[ ]M?l[ ]1 +OO[_>R
u K(lliu) {ln‘l £ —1In 1{2;5}

Ici, ug est une constante appartenant au méme intervalle de définition que u.
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Démonstration

Ceci s’obtient via une décomposition en éléments simples:
f(u) u _ 1 [ 1 1 ]
gu)  —Ku(l-u)(p—u) —KQQ-p)lp-—u 1l-u

On integre de ug a wu:

d’ou il vient:

D’ou le resultat.O

3 \ \ \

Figure 7.6: Fonction de saut du probléme (u = 0.5)

Une remarque s’impose alors d’elle-méme: cette fonction admet la droite y = 0 pour asymptote horizontale.
Ceci signifie qu’il sera impossible de réaliser le saut (7.8) pour des u suffisamment proches de 0. L’origine de
ce probleme réside dans le fait que f'(u) et g(u) admettent 0 comme zéro commun. Ce dernier disparait donc
dans la fraction rationnelle qui s’intégre pour donner ¢(u). Ici, le probléme est encore aggravé par le fait que
u = 0 est un équilibre stable pour (7.19). Dans les cas usuels, les zéros du terme source deviennent des poles
pour ¢(u); ils constituent alors des asymptotes verticales (d’ou la bijectivité sur R) et empechent la solution
de jjsauter d’un intervalle de définition & ’autre. Ceci assure entre autres choses des propriétés telles que la

positivité ou un principe du maximum pour ce type de schéma.

Il est donc clair qu’il va étre ici necessaire de forcer 'apparition d’une barriere de ce type au voisinage de u = 0.
Par exemple, on peut imposer que \uﬂ <e= u;? 1= 0. Ce qui est cohérent avec le probleme de Riemann: aux
2

abords de u = 0, il n’y a plus assez de convection pour advecter la donnée a travers les interfaces du maillage

(cf Fig. 7.6).
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L’objet de ce chapitre est de présenter une extension des idées précédentes pour des problémes plus généraux
se présentant sous la forme de systémes hyperboliques munis de termes de réaction:

{ U+ F(U), =GU) avec U € RY (8.1)

Uo € [BV(R)N

Le principal obstacle a affronter est la complexité accrue des problemes de Riemann élémentaires résolus par le
schéma de Godunov. En effet, dans le cas (8.1), ces derniers sont constitués de (N + 1) états non nécessairement
constants séparés par N ondes simples.

Il parait donc difficile d’envisager ’action d’un terme source au moyen du saut d’une éventuelle fonction a
travers les interfaces puisqu’il faudrait agir a partir des états intermédiaires. C’est-a-dire ceux utilisés dans le
schéma de Godunov traditionnel pour (8.1). Il est alors clair qu’un tel algorithme ne peut étre que cotliteux et
pénible a implanter. L’idée maitresse est donc de simplifier au possible les problemes de Riemann: ceci se fera
par la décomposition du flux F(U) originellement introduite par VanLeer [83]. Par ce biais, il est & nouveau
possible de faire sauter les données a travers les interfaces, et un schéma numérique devient envisageable. Cette
construction est appliquée a un systeme d’écoulements diphasiques en présence de termes sources modélisant
de la recondensation et du frottement pariétal.

8.1 Schémas a décomposition de flux

8.1.1 Construction traditionnelle

Tout d’abord, il s’agit de rappeler, en suivant [36, 83] la mise en place de ce type de procédés d’approximation
du probléeme (8.1) dans lequel on suppose, dans un premier temps G = 0.
Formulation intégrale

11 est usuel de considérer dans un premier temps une approximation de U(z,t), solution de (8.1) constante
par morceaux. On définit alors

1 1
U(x,nAt) = U} pour = € [(j — 2> Az, <j + 2) A$[

Les notations classiques sont: t" = nAt, z; = jAz, Tip1 = G+ %)Ax

En intégrant le systeme sur une maille [;vjfé,x]qr% [ X [ n gntl [, on obtient la formulation:

1J-+L tn+1
/‘ QU@JWH)_UQJQmﬁ:/ F(U) (0, 3,1) = F(U) (@, t)dt (8.2)
$j—% tn
Il parait donc logique de fixer U = ﬁ f;”l% U(s,t™)ds, et de définir des flur numériques, i.e. des approxi-
o1

2
mations du membre de droite de (8.2). Globalement, ces méthodes, dites conservatives, s’écrivent donc sous la
forme:

n+1 n —

j i—3 _
At Az 0

Des résultats de convergence devenus classiques sont disponibles pour ce type d’approximations; c’est ’objet
du théoreme de Lax-Wendroff [58].

8.1.2 Fonctions de flux particulieres

Un moyen commode de construire un schema cohérent avec ’analyse théorique de (8.1) est d’interpréter
(8.2) en termes de problémes de Riemann élémentaires situés a chaque interface du maillage dual (z;,1); (cf
Fig. 8.1). Malheureusement, ceux-ci ont parfois des solutions complexes décourageant la mise en oeuvre de
cette approche. La principale difficulté résidant dans le besoin de trouver ’état stationnaire situé a l'interface

pour connaitre les valeurs (F;1);.
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tn+1

n n n n
Uiy Uj j+1 j+2

Tj-3 Ti-3 Tits Tits

t’n

Figure 8.1: Problemes de Riemann élémentaires

Il est tout de méme des situations ol les choses peuvent étre sensiblement simplifiées. Par exemple, supposons-
nous en régime supersonique: toutes les ondes propagent dans le méme sens, et la valeur de F; 1 est simplement
donnée par F(U?, . ;) suivant le sens de 1’écoulement. Cette idée est la base de l'algorithme de décomposition

3li+1 ) .
de flux: résoudre seulement des problémes de Riemann pour lesquels la donnée ne circule que dans une seule

direction.
Bien siir, il va falloir renoncer a travailler directement avec la fonction de flux réel U — F(U). On introduit
donc, suivant [83] les fonctions F*(U) telles que:

FU)=FtU)+ F~(U)
YU € Q,< AdFT(U)) Cc R (8.3)
AdF—(U)) cR™

) désigne 'espace des états, un convexe inclus dans RY, et A(.), I'ensemble des valeurs propres (le spectre)
d’une matrice. On définit alors la fonction de flux par I'expression:

F(Ur,Ur) = F*(Ur) + F~(Ug) (8.4)
Une remarque évidente est que ce flux est consistant par construction avec le flux réel puisque:
FU,U)=F"(U)+F (U)=F(U)
Le schéma d’approximation (8.2) peut donc s’écrire grace a ces fonctions sous la forme:

U;l+1 _ U]’n + F+(U;7‘) — F+(UJ’-n,1) +F7( jn+1) - Fﬁ(U]n)
AL Ax

Il est donc visible que cette expression peut s’interpreter géométriquement comme le montre la figure 8.2.

=0 (8.5)

Uy + F*(U), =0

t7z+1

Uity % Fr
X % X é J)j_,'_% xj+§
Ui+ F(U), =0]

2
Figure 8.2: Schéma a décomposition de flux

- 1"

8.1.3 Exemple: le systeme d’Euler

Dans le cas des équations décrivant la dynamique d’un gaz parfait polytropique en une dimension d’espace,

la vitesse du son a = 4/ %—IZ joue un role de premiere importance. En effet, pour ce systeme, on a:

P pu
U=| pu | ¢ FU)=| pu*+ P
pe puh
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ol p,u,e,h =e+ % désignent la densité, la vitesse, I’energie totale et ’enthalpie totale du gaz en chaque point

(x,t) € R x R alors que P = (y — 1) (pe — %) est la loi de pression fermant le systeme.

La décomposition du flux pour ce probleme se fait en cherchant une expression intéressante de la quantité
de mouvement aux interfaces. On exprime ensuite les deux composantes restantes en fonction de la vitesse u
(elle-méme définie & partir de a via le nombre de Mach).

Proposition II1.1 (VanLeer)
Soit a = ,/% la vitesse du son, M+ = £-(u + a)?, M~ = T2 (u — a)? des quantités de mouvement auwiliaires
vérifiant MT 4+ M~ = pu, alors les flur F* sont définis selon:

FU) siu>a
M+

FHU) = MHO=DuE2 < (8.6)
N+ (=Dut2a)?
207-1)

Gsiug—a

0 siu >a
M-
F~(U) = M-O=eRe G <a
— ((y=1)u—2a)?
M ((72(7)271)3)
F{U) siu<-—a

On renvoie & [83] pour les propriétés des jacobiennes des flux U — F*(U).

8.1.4 Traitement des termes sources

Le vecteur des termes de réaction se traite conventionnellement de deux manieres. Soit centré, auquel cas
il est discrétisé sous la forme G} = G(U}') et rajouté tel quel dans le membre de droite de I'expression (8.5).
Soit décentré, c’est-a-dire que 1'on exprime ses composantes en fonction des quantités définies aux interfaces
intervenant dans F*(U) (telles que M*, u ...).
Dans tous les cas, son traitement est indépendant de la résolution des problemes de Riemann, et son eventuelle
action n’intervient pas dans la définition des flux numériques. Ceci n’est pas trés conforme a I’analyse théorique
des systemes (8.1). En effet, si on retient I'idée consistant & chercher une solution approchée par la résolution
successive de problemes de Riemann élémentaires, alors il faudrait prendre en compte les termes d’ordre zéro a
ce niveau. Ceci est néanmoins tres difficile car de tels problemes élémentaires non-homogenes ont une structure
inhabituelle (voir [59] ou la partie I). La propriété d’autosimilarité habituelle est en particulier perdue.

8.2 Décomposition de flux vraiment non-homogene

L’objectif est maintenant d’apporter un palliatif & la construction précédente en s’inspirant des résultats
annoncés dans le chapitre précédent. Cette construction originale est présentée par le biais d’un probléme issu
de la modélisation mathématique des écoulements a deux phases.

8.2.1 Formulation du probléeme étudié

Le systeme proposé s’écrit sous la forme suivante:

pe+ (pu)e =0
(pc)e + (puc)s = ki(z)pg(c) (8.7)
(pu)e + (pu? + P)y = ka(x) puh(u)

ou p, c,u désignent respectivement la densité globale du mélange considéré, la concentration d’une des phases
mises en jeu dans I’écoulement, et la vitesse volumétrique commune aux deux espéces. La loi de fermeture est
la pression P(p, c) supposée convexe par rapport & p (pas de transition de phases), et monotone par rapport a
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c. Ces hypothéses garantissent que le probleme de Riemann pour (8.7) est bien posé pour des discontinuités
initiales quelconques dans Q = {(p, c,u) € R} x [0,1] x R}. On renvoie & [81] pour une étude détaillée de (8.7)
avec toutefois des notations différentes et sans termes sources.

Quelques hypotheses sont nécessaires: on suppose ¢ — g(c) et u — h(u) régulieres, i.e. pour le moins Lipschitz-
continues, et les fonctions x + &y /() positives (on pourra au besoin faire des changements de signe dans g ou

h). On suppose en outre qu’il existe 7 tel que la vitesse du son a = 1/%{@’0) soit égale & a = 4/ prp,c) Cest

par exemple le cas pour la loi de Dalton [55].
Les notations employées seront U = (p, pc, pu) et F(U) = (pu, puc, pu® + P). La décomposition traditionnelle
des flux du probléeme posé est donnée par:

Proposition ITI1.2 Soit a = @/% la vitesse du son dans le mélange, M+ = L (u+a)?, M~ = ZL(u — a)?

des quantités de mouvement auziliaires vérifiant M+t + M~ = pu alors les flur F* s’écrivent:

FU) siu>a
M+
FH(U) = Mte si|ul < a (8.8)
M+ ('y—lr)yu—i-Qa
0 siu < -—a

0siu>a
M-
F~(U)= M~c siu| < a
M- (7—1’)yu—2a
FU) siu<—a

Démonstration

Dans le cas supersonique, |u| > a, les flux se résument au flux réel et analyse habituelle nous assure du signe
des valeurs propres de dF*(U).

En régime subsonique, |u| < a, il faut vérifier que A(dF*(U)) € R*. Notons F*(U); les composantes des
vecteurs de flux décomposés et considérons le vecteur d’inconnues U= (p, c(p, pc), pu). Les régles de dérivation
sont:

o . B n 4 0c +0c
65[1\4 (p, cp, pc))c] = C[M gMca 8+M p

Mt =M S
e > [M7(p,c(p, pe))c] = ¢ < Bpe Bpe

Les valeurs propres de dF'* vont se trouver en calculant:
M+ M A M e M,
[dFF(U) = Mdgs| = | (M), + [MT +c(M¥)]5¢ [MT + (M ) ]8‘0‘— — (M*¢) =0
(FH(U)3)p + (F*(U)s)e5e (F(U)s)e d‘l (FT(U)3)pu — A

En additionnant la premiere colonne et la seconde multipiée par ¢ et en remarquant que c est invariante par les
dilatations de (p, pc):

Jc oc
c(p, pc) = P P doit on tire PR + ca—pc =0
11 vient:
oc Oc

+ +19%€, .9 _ + 0c. +

M+ M; [ 5yt 8pc] A M2 M,

00, + 0+ 0] [ 2 428 ] Lo Bt s ear - x )

? “op opc 9pc e =0
gc 9
c c .
(FH(O)a)y + (FH O | 52 + e (FHU))eds (P U)5)n— A
=0




Chapitre ITI-8 PREMIERE EXTENSION AUX SYSTEMES REACTIFS page 114

Finalement, en soustrayant ”c fois” la premiere ligne a la seconde, et en développant par rapport a la seconde

ligne, on finit par trouver, puisque 68—;6 = %:
M+ MF—X M*
dFT(U) — \.Id :(—A>‘ P Py =0
AT Al = (F¥0))y (V) — A

C’est-a-dire que toute la dépendance en % a été enlevée du déterminant pour se retrouver dans le facteur. Ceci
donne une valeur propre évidemment positive par définition de M ™, et la fin du calcul est identique [83]. Le
résultat implique par ailleurs que les valeurs propres de dF~(U) sont négatives puisque le traitement des termes
en 2 est exactement similaire. 1 reste aussi la condition YU € Q, F(U) + F~(U) = F(U) qui est immédiate.
O

8.2.2 Réécriture des termes sources du systeme diphasique

Les fonctions x + ky/o(x) représentent l'intensité avec laquelle les phénomenes extérieurs influent sur
I’écoulement. Elles peuvent étre tres dissemblables d’une région de ’espace a l'autre, et ainsi induire plu-
sieurs échelles de temps. C’est l'origine de la raideur numérique: il est alors difficile de choisir correctement un
maillage susceptible de garantir une bonne approximation des évenements. Des techniques ont été développées
pour intégrer de tels systemes raides [42, 43], néanmoins, lorsque l'on traite des solutions-chocs, on ne résout
pas un probléme raide!. Il parait donc cohérent d’essayer d’intégrer ces termes grace & des techniques réellement
adaptées aux systemes hyperboliques. Pour cela, introduisons deux fonctions définies & des constantes pres:

Ki(z) = / k(s)ds et Ko(z) = / o (s)ds
0 0
Définissons x — a(x) = x, alors (8.7) se réécrit sous la forme:

pt+ (pu)s =0
(pe)t + (puc)y — pg(c)Ki(a)y =0
(pu)e + (pu® + P)y — puh(u)Ka(a), = 0

Il n’y a pour linstant aucune ambigiiité puisque les termes non-conservatifs sont bien définis (z — a(z) est

réguliere). Introduisons maintenant la fonction en escalier z — a®*(z) (7.4) du chapitre 1. Alors, nous obtenons
au bout du compte un systéeme vraiment non-conservatif:

pe+ (pu)e =0
(pC)i + (puc), — pg(c) Ky (aB%), = 0 (8.9)
(pu)i + (pu® + P)y — puh(u)Ko(a®*), =0
Et c’est par ce dernier que nous allons intégrer les termes de réaction dans la définition des flux numériques
en résolvant au mieux possible le probléeme de Riemann pour (8.9). La principale difficulté étant bien sir
de proposer des relations de saut cohérentes pour les parties non-conservatives, puisque ce sont elles qui vont
traduire 'action des termes réactifs.

8.2.3 Choix des relations de Rankine-Hugoniot stationnaires

Tout comme dans le cas scalaire, introduisons une fonction ¢ — ¢(c) vérifiant ¢'(c) = ﬁ, alors la seconde
équation de (8.9) peut se réécrire:

(pp(e))e + (pud(c)z — pK1(a®)s =0

En dehors des points (ch+%), (8.9) est strictement équivalent & (8.7) dans lequel on pose g = h = 0. Le
traitement des termes sources peut donc se voir comme ’adjonction d’une ligne de saut stationnaire (o = 0) le
long de laquelle les quantités vont subir des conditions de Rankine-Hugoniot liées aux termes non-conservatifs.
Pour déterminer celles-ci, on introduit les solutions stationnaires des problémes décomposés suivants:

1. G. Wanner - Congrés d’analyse numérique (Les Karellis 1994)
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o pr+ (M*), =0
(p(€))e + (MF¢(c)) — p[K1(a®)]6;,1 =0

(pu) + (Mi(”_l);“”im) — M*h(u)[K2(a®")]6;,1 =0

Ces solutions stationnaires vérifient les problémes singuliers:

(pu)z =0
(pug(c))s — plK1(a®")]8;, 1 =0 (8.10)
(pu? + P) — puh(u)[K3(a®7)]6,,, = 0
ou bien:
(M:t)ac =

0
(M*¢(c))e — plK1(a®*)]0;11 =0

<Mi((71)$i2a)2> — M*h(u)[Ka(a®)]8;, 1 =0

Comme dans le cas scalaire, on les construit comme limite € — 0 des problemes régularisés a ’aide de la fonction
x> ac(x) (7.15):

(8.11)

pud(c)s = pKi(ac)s
(pu2 + P), = puh(u)Ks(ae)s
et:
(ME¢(c))e = pKi(ae)s

( ((W—D;Liw ) = h(u)Ks(ac)s

Ces problémes sont fortement couplés par la pression (ou la vitesse du son, ce qui revient au mémel!). 11 est
donc en général impossible de calculer une expression de la solution a la limite e — 0. Ceci nous oblige a traiter
les termes non-conservatifs de fagon simplifiée & 1'aide (par exemple) de produits de Vol'Pert [85] consistant &
remplacer les inconnues p et h(u) par des moyennes. Il est tout de méme nécessaire de maintenir la propriété
de consistance avec le systéme d’origine; on propose donc:

M:t
ﬁZT Ofla:(UL+UR)/2

Avec ce choix arbitraire, on donne un sens aux produits ambigiis dans (8.10), (8.11). On est donc en position
d’écrire les relations de saut imposées le long des interfaces du maillage en intégrant entre x = 0 et x = Ax les
sytemes simplifiés suivants:
pud(c). — plK1(a>)]3,, 5 =0
(pu® + P), — puh(u)[Kg(aA‘”)](SjJr% =0

et:
(M=6(c))a = pIK1(a%)])d;14
((y — 1)u + 2a) — N
( — (WK (a6, )
v x
Le long des interfaces du maillage, ceci nous donne dans le cas supersonique:

[pu] =0 d’ot pu =M
M{o(c)] = p[K1(a™")] (8.12)

[pu? + P] = Mh(u)[K»(a>®)]
Et en régime subsonique, il convient d’écrire:
[M*] =0
M*[p(c)] = pK1(a™")]

(v =Du=2a)] LT K (gD
D = M*h(u)[K2(a™")]

(8.13)
M:t

Si on admet la pertinence des produits de Vol’Pert, la consistance avec le systéeme d’origine (8.9) est
immeédiate lorsque ’on fait la somme de ces deux expressions.
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8.2.4 Décomposition de flux modifiée pour le systeme diphasique

Le probleme (8.1) étant reformulé sous la forme

U = (p, pc, pu) et F(U) = (pu, pcu, pu® + P)
U+ FU), —GU)a2* =0 (8.14)
Uy € [BV(R)]N

le schéma de Godunov consiste maintenant & résoudre dans chaque maille le probléme de Riemann pour (8.14).
C’est-a-dire trouver une écriture explicite des états situés de part et d’autre des lignes de discontinuité = =
Tii1. Il devient alors évident que la présence des ondes propageant a la fois dans les directions positives
et négatives induit des situations extrémement complexes. On préfere alors introduire des flux conduisant a
des problemes de Riemann plus proches de ceux rencontrés dans le cas scalaire (i.e. possédant une solution
composée uniquement d’ondes propageant dans un seul sens), d’ott 'interét d’une décomposition de type VanLeer
consistant a introduire les deux sous-systemes:

{ Ui+ F*(U); — G(U)az® =0 (8.15)

F* définies par la proposition I11.2

Ui+ FF(U), = 0]

tn-‘rl

Ur, ONY [

=3

Ti-% Titg "
Uy + F~(U), = 0]

Figure 8.3: Décomposition de flux non-homogene

Le schéma numérique pour (8.15) se compose donc d’une concaténation de problémes de Riemann aux limites
associés a chaque sous-systeme. Ceux-ci sont bien posés puisque les lignes caractéristiques de ces derniers sont
toujours dans le bon sens (i.e. rentrantes) suite & la définition des flux U + F*(U). On renvoie & [28] pour une
analyse des jjdemi-problemes de Riemann;; avec conditions aux limites. On est donc conduit a résoudre dans
chaque maille deux problemes élémentaires d’un type similaire a ceux rencontrés pour les lois scalaires:

UAT + FH(UA"), =0
UA®(2,0) = Uj* pour = € 1(G—3%) Az, () Az
UA*((j — 3)Ax,t) = th; pour ¢ € [nAt, (n + 1)At]

Ut

p défini par les relations (8.12) (cas supersonique) ou (8.13) (cas supersonique)a partir de U7,

(8.16)

[N

UAT 4 P~ (UAT), =0
UA*(x,0) = U} pour z € |(j) Az, (j + 5) Az]
UA((j — HAz,t) = U, pourt € [nAL, (n 4+ 1)At|

U]:L 1 défini par les mémes relations de saut a partir de U},
2
En fin de compte, le schéma proposé pour le systéme (8.7) peut s’écrire sous la forme condensée:

n+1 n + ny — Ft + B g -4 i
o D G U S Yl o R (8.17)

L’interprétation géométrique donnée dans la figure 8.2 est bien entendu toujours valable aux nouvelles conditions
de saut pres (voir la figure 8.3).
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8.2.5 Principe du maximum pour la concentration massique

Dans le cas homogene g = 0, il a été montré que ce type de solveur respectait des propriétés de positivité,
ainsi qu’une borne uniforme sur la variable ¢ [54]. On va voir que sous des conditions trés naturelles sur le
terme de réaction, il est possible d’établir un résultat analogue.

Proposition II1.3 Supposons ki(xz) > 0 et ka(x) =0, alors sous les hypothéses suivantes:
9(0) >0 et g(1) <0 et g € C*([0,1;R)

u™)? + (a?)?
Y(j,n), %At < Az en régime subsonique (8.18)

BN

V(j,n), [uf|At < Az en régime supersonique

Uapprozimation (). vérifie:
V(j,n),c} €10,1] (8.19)

Rappelons aussi que le schéma homogene est TVD sur la variable ¢ en I’abscence de terme source sur I’équation
de la fraction massique [54].
Démonstration
Posons M ji la premiére composante du vecteur F'*(U 7 ), et A= %. Le schéma s’écrit pour les deux premieres
composantes:

Pyt = pp =AM - M M, M

(01 = (pe)t — N(MFe); — (M), + (M=6)4y — (M~c);]

En reportant la premiere inégalité dans la seconde et en remarquant que M* est invariant au travers des
interfaces 1, il vient:
2

n+1 Sfloj = AMG = M) + )‘thlcj—l AMi1€504 (8.20)
C. = .
’ [p;l - )‘(JWJ'+ - Mji)] + )‘MjJr—l )\MJ;I

Comme par définition, M+ > 0 et M~ < 0, la seule condition & imposer pour que C;LH appartienne a l’enveloppe
convexe de cj 1 e i+l est:

Py = A(MJ'JF - My)

On remarque ensuite que:

2
{ MJr M; = jujz—; (Cas subsonique)

M]Jr Mj_ = p]|uj\ (Cas supersonique)

Ce qui correspond bien & I'une ou lautre des conditions imposées dans (8.18). Reste maintenant & s’assurer de
la validité de ¢t el Par des arguments similaires & ceux développés dans le cas scalaire (voir le lemme II1.1), il
est clair que l’lntervalle [0, 1] est invariant par les problémes suivants du fait du signe de k1 (x) et des hypotheses
sur ¢ — g(c):

{Mﬂ( >—pg< K1 (a,), pour @ € [0, Aa]
+(0)
(c

{ i1 )e = PQ( T)Ki(ac), pour x € [—Ax, 0]
c(0) =c}y

Dans le cas ou ks = 0, il est possible de passer a la limite ¢ — 0 en introduisant une fonction ¢ telle que

P'(c) = g(lc)

Bt () = o(e-1) = TE K (0] 2 0
Ble (~A0) = Bl i) = TR (@) 2 0
Jj+1

Par conséquent, c 1= = ¢t (Ax) € [0,1] et €1 = ¢ (—=Az) € [0,1]. Ceci implique que si la concentration
2
correspondant a la donnee initiale est confinée dans l'intervalle [0, 1], alors I’étape des relations de saut provenant

du terme source respectera cette propriété. Et done, sous la condition de type CFL, 1’égalité (8.20) assure que
c}”‘l € [0,1] dés que la donnée initiale (c}});, l'est. O
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8.3 Essais numériques: termes de recondensation et de frottement
pariétal
L’objet de cette derniere partie est 1'étude pratique du systéme (8.7) dans diverses configurations. L’expérimentation
se fera essentiellement par le biais de tubes a choc, c’est-a-dire de problémes de Riemann non-homogénes. Ce

sera en particulier 'occasion de constater la perte d’auto-similarité de leurs solutions. Il pourra étre aussi
interessant d’évaluer la stabilité de ce type de schéma.

8.3.1 Ecriture précise du probleme étudié

1l s’agit donc du systéme (8.7) appliqué a la modélisation simplifiée d’un mélange eau/vapeur [81] pour
lequel on choisit les lois suivantes:

h(u) = —|ul et g(¢) =c(l—c)(p—c)ou p e R

. 1.6pc 8.21
P(0.6) = (prape ) 01 prspenr = 5= (1 =5 w20
Le terme h(u) = —|u| modélise un effet de frottement pariétal sensé faire localement décroitre la vitesse vo-

lumétrique. Quant & g(¢) = ¢(1 —¢)(u — ¢), il modélise un phénomene de recondensation vers un état privilégié.
Lorsque p est négatif, I'état stable est ¢ = 0, et la pression est nulle: ceci correpond a un écoulement de liquide
quasiment incompressible. Lorsque p est supérieur a 1, I’état stable est ¢ = 1, ce qui correpond & un écoulement
de vapeur considérée comme un gaz parfait isentropique. Le plus souvent, p €]0, 1] est 1’état stable et on a
affaire a un écoulement diphasique particulier. On ne détaillera pas ici la fagon de calculer la valeur spécifique
-

La loi de pression (8.21) ne donne pas une vitesse du son de la forme \/? , il est donc judicieux d’en simplifier

I’expression afin de récupérer cette propriété. On propose 'approximation:

P(p,c) = p*Ve
Le probleme résolu dans chaque maille sera donc:

pe+ (pu)e =0
(pC)s + (puc)y — pe(l — c)(u — ) K1(a™*), = 0 (8.22)
(pu)e + (pu® + p*\/C)o + pulu| K2(a®"), = 0

Il sera donc utile d’introduire, comme & ’accoutumée, une fonction ¢ — ¢(c) vérifiant:

_ 1
IR

Ceci a pour conséquence de modifier I’écriture de I’équation de transport-réaction de la concentration massique:

(pp(e))s + (pud(c))s — pE1(a*)y =0

¢'(c)

8.3.2 Relations de saut approchées

C’est le point faible de cette construction: trouver des quantités moyennes p, |i| acceptables afin de pouvoir
écrire des conditions de saut du type (8.12), (8.13). Théoriquement, celles-ci devraient s’obtenir (cf chapitre 1)
via une régularisation affine par morceaux de la fonction x — a”(z). Malheureusement, ceci est tres difficile
dans le cas (8.22), méme en ne prenant en compte qu’'un seul terme source a la fois. On se replie donc derriere
des produits de Vol’Pert [85] consistant simplement & choisir

M /@ dans le cas supersonique
__urptur , _ W . R R,
U= — et p=<¢ M /u dans le cas subsonique et pour systeéme assicié & F
M~ /u dans le cas subsonique et pour systéme assicié a F'~

Quant a la fonction ¢ introduite plus haut, elle s’exprime en forme fermée grace encore a une décomposition en
éléments simples.
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Lemme II1.6 Soient u,cy €]0,1[; le systéme (8.22) admet, pour la variable ¢, une fonction de saut de la forme:

¢: } N OO7O[U}O7/-L[U}M71[—> R | |
c 1-c w—-c
ot =i () ot (£ ) st (115 529
ol « 1 « 1 « -1
= —;09 = 3 =
YT 1=’ p(1—p)

De plus, cette fonction est bijective de |0, u[— R et de Ju, 1[— R.

La preuve de ce résultat est immédiate: on I'omet ici. Par contre, il faut noter qu’il est tout & fait possible
d’étendre cette fonction de saut & des cas ou p ¢]0, 1[ ; Pécriture du lemme étant pour le compte sensiblement
alourdie.

Un point essentiel & la construction d’un tel schéma est de bien savoir ce que ’on désire connaitre de 'autre
coté des interfaces. En effet, lorsque I'on dispose d’une fonction de saut du type (8.23), il parait clair que I'on
cherche une composante de l’état U, , satisfaisant a (8.12), (8.13). 1l se peut néanmoins que ce ne soit pas

2

toujours ce genre de quantité qu’il faille chercher. Par exemple, pour ’équation de (8.22) exprimant 1’évolution
de 'impulsion, la condition de saut s’écrit:

FHU )3 = FH(U )3 = M*[a|[Ka(a?")]
F= (U}, 1)s = F~(Ufyy)s = M~ [a|[Ka(a")]

Au vu de I'expression de la troisitme composante de F*(U), on réalise la difficulté a évaluer la quantité de

mouvement pu, alors qu’en fait, seule est interessante la troisiéme composante des flur F*( ;Lil)g. Au bout
2

du compte, le schéma utilisé pour approcher les solutions du systeme (8.22) s’écrit précisément:

Mt — M* L
J J—
g 28t MFet— MF et
! ! Az (y—=1)u’+2a” + (’z/flj)un +J2‘a7‘ 2 +
MF ===t = MG s M [+ [ /2
- — M~
2At i i
Uy =U7 -, Myiacsy, = Mycj
T\ o OzDufiat2al, M—MJFM—M (K2
j+1 =~ — My 5 G+l T Uy || £2

1
n+1 __ + —
Uptt = S(UF +Uy)

Ceci correspond bien & 1’écriture du schéma (8.17) modulo les relations non-conservatives approchées.

8.3.3 Exemples de cas-tests pour le systeme diphasique

Les cas-tests sont tous issus de la these [81] ou 'on peut avoir une idée de l’allure de la solution homogéne
de (8.22). Ces essais numériques se feront aussi pour des pas de temps At a la limite de la condition de stabilité
C.F.L. (8.18). Le schéma-témoin choisi est de type Roe totalement implicite pour une plus grande robustesse.
L’impression globale qui se dégage est un bon accord entre les deux types d’approximations, & la diffusion
numérique pres. Le plus grand avantage de cette nouvelle construction étant son moindre coiit vu qu’elle reste
explicite méme en régime réactionnel tres intense.

Les données initiales pour le systéme (8.22) correspondant & un tube & choc subsonique avec les paramétres:

k1 (x) = 100e~100(z=3 Py =25, PR =05
ko (z) = 20€7100@=5)" et { ¢ =02, cgp =05 (8.24)
uw=0.1 up =ur =70
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Le maillage est tel que Az = 0.02, At = 0.01, ce qui donne une C.F.L de 0.88, et on itere jusque 7' = 0.3. Les
résultats du schéma aux interfaces ainsi que ceux d’un schéma implicite linéarisé construit & partir des résultats
de [81] sont représentés dans les figures 8.4, 8.5, 8.6. On constate une bonne adéquation avec le schéma &
pas fractionnaires et surtout ’abscence compléte de toute oscillation numérique au voisinage des discontinuités.
La convergence en temps se fait de fagcon totalement monotone. Quant aux paliers a 1’équilibre, ce sont bien
entendu les valeurs attendues a savoir ¢ = 0.2 a proximité de x = 0 et ¢ = 0.5 a proximité de x = 1. La valeur
¢ = 0.1 est atteinte au voisinage de x = 0.5.

Les données initiales du deuxiéme essai sont cette fois de type supersonique/subsonique et en régime plus
sévere:

ki(z) = 5000e~100(z—3)* P, =05, Pp=0.5
ko(z) = 100e~100@=2) et ¢ ¢ =0.2, cg =0.9 (8.25)
/1,:()5 ’U,L:]..447 ur =0

Le maillage est tel que Ax = 0.02, At = 0.006 et on itere jusque T' = 0.2. Les résultats sont en figures 8.7,8.8,8.9.
Le schéma est tres robuste dans ce régime difficile ot se meélent une transition supersonique/subsonique ainsi
qu’une forte raideur réactionnelle. La encore, on observe que la structure de la solution obtenue par le nouveau
schéma est bien en accord avec celle présentée dans [81] pour le cas homogene. D’autre part, il n’apparait
aucune oscillation parasite et les paliers de concentration sont bien conformes a ce qui est attendu au vu de
Pexpression du terme g(c) (I'état stable ¢ = 0.5 est respecté).

Ces résultats encourageants nous mettent en position de discuter les avantages et les limites de ’approche
proposée dans ce chapitre:

Robustesse c’est effectivement le principal objectif de cette construction. On a réussi a fournir une bonne
approximation ezplicite d’un systéme muni de termes de réaction tres raides (celle-ci est validée par comparaison
avec un schéma plus classique a pas fractionnaires ou le second membre est traité de fagon implicite en temps).
La seule restriction sur le pas de temps est prescrite par la condition CFL qui permet en outre de garantir que
la concentration massique est bien confinée dans un intervalle de valeurs réalistes pour le probleme considéré.

Mise en oeuvre comme tous les schémas a décomposition de flux, celui-ci présente une alternative intéressante
du point de vue de I'implémentation. D’autre part, les relations de saut associées aux termes sources ne sont
pas trop complexes a mettre en place.

Equilibres délicats on touche 1a au point faible de cette construction & savoir la maniére grossiére avec
laquelle on a traité les termes non-conservatifs. En effet, dans le cas ou I’équilibre entre les termes convectifs et
ceux de réaction est complexe (par exemple les paliers de vitesse et de pression de part et d’autre d’une grille
de perte de charge modélsée sur une interface du maillage), il est vain d’espérer qu'une moyenne arithmétique
permette d’obtenir des résultats précis. Il est donc nécessaire de raffiner la prise en compte des difficultés liées
aux aspects non-conservatifs.
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"Pressure.itr’ ——
“Pressure.roe” ------

0.05

0.1 0.15
0.2 T - Temps
03 04 P

5
N 0.6
- i 0.7
X - Abscisses 08 g

Figure 8.4: Pression (tube & choc subsonique)
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Figure 8.5: Vitesse (tube & choc subsonique)
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Figure 8.6: Concentration (tube & choc subsonique)
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Figure 8.7: Pression (tube & choc supersonique - décomposition de flux)
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Figure 8.8: Vitesse (tube & choc supersonique - décomposition de flux)
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Figure 8.9: Concentration (tube a choc supersonique - décomposition de flux)
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Ce chapitre est motivé par un autre type d’extension a des systémes de lois de conservations non-homogenes.
A la différence pres que 'on va se concentrer, cette fois sur une résolution précise des termes non-conservatifs qui
apparaissent dans les relations de saut a travers les interfaces. Il est pour cela commode de se plonger dans le
formalisme des jjchemins;j introduit par [21], ce dernier pouvant se relier a la théorie des fonctions généralisées
[12]. Le schéma scalaire peut alors se reformuler en des termes s'étendant sans difficulté a des problemes plus
complexes. Il est & noter que jjl’asymptote horizontaley, (chapitre 1) admet alors une interprétation géométrique
claire. Les applications numériques se feront par le biais de la formulation faible du solveur de Roe [73, 82] qui
permet de construire un schéma respectant par construction les états d’équilibres corrects du systéme considéré.
Cette propriété n’est pas vraie pour des schémas conventionnels: on peut par exemple consulter [11] pour s’en
convaincre. Les essais présentés ici ont pour cadre le systeme des équations d’Euler. Il est d’abord muni d’un
terme modélisant une variation de section (cf [32]), comme par exemple une tuyere divergente (cf [27]). Le
cas d’un écoulement dans un conduit pourvu de grilles d’aubes est aussi présenté, et la consistance avec les
équilibres théoriques est alors soigneusement examinée.

9.1 Formulation faible du solveur non-conservatif

La motivation de cette partie est de mettre en place un cadre de travail adapté a des problemes de termes
sources devant conduire a un équilibrage harmonieux entre termes sources et flux hyperboliques. Ce point a été
négligé dans la construction du chapitre 2 puisque ’on s’est limité a des moyennes arithmétiques pour écrire les
termes non-conservatifs. Il faut donc souligner que I'objectif n’est pas ici de batir des schémas tres robustes en
régime réactionnel raide. Il s’agit plutét de s’attacher a respecter un comportement asymptotique correct, i.e.
une bonne discrétisation de la solution stationnaire U(z) € BV (R)Y, vérifiant F(U), = G(U) [65].

9.1.1 Définition d’un chemin jjéquilibre;; scalaire
Généralités
Se ramenant dans un premier temps a une loi scalaire (7.1,7.2) pour u € BV (R x RT) écrite sous la forme:

{ up + f(u)e — g(u)ag® =0
Ug € BV(R)

ott  + a®%(z) est la fonction introduite au chapitre 1 (7.4), on cherche & expliciter une régularisation du
produit ambigu jjg(u)a5® ;. D’apreés [21, 85], il est connu que ce dernier peut se définir comme une mesure
borelienne bornée. Sa construction repose alors sur la donnée d’une famille de chemins lipschitziens ® tracés
dans 'espace des états et il convient de noter:

[g(w)a2*],

la mesure associée a ce produit de distributions. Nous allons décomposer ce chemin ® en deux sous-chemins
associés & deux discontinuités de natures différentes: 'une de vitesse o # 0 provient du terme de convection
conservatif f(u), et vérifie les relations classiques de Rankine-Hugoniot, I’autre, en revanche, est purement
non-conservative et exprime ’action localisée du terme source [g(u)afﬂ o+ Le chemin ® comportera donc deux
sous-chemins suivant le sens de la propagation, i.e. suivant le signe de o

eSioc>0
O(s:up,un) = { Oy (v1(s);ur, unr) avec ¢p(unr) — p(ur) = Az
b TR Do (y2(5);uprr, ur) avec [f(u)] = ofu] et [a®*] =0
e Sioc <0
®(s; up, u) = { By (v1(8);ur, upr) avec [f(u)] = ofu] et [a®*] =0
Ly BR Dy (y2(s);unr, ur) avec ¢(ur) — plupy) = Ax

~v1(s) = 2s pour s € [0,1/2]
avee { v2(s) = 2s — 1 pour s € [1/2,1]

Néanmoins, et parce que l'on se borne & des problemes écrits originellement sous forme conservative (i.e. de
la forme u; + f(u), = g(u)), il n’y a qu’une seule branche ®; de ® qui soit non-triviale. En effet, lorsque 1'on
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dispose d’une fonction de flux, il vient:

1
/0 f1(@(5))2'(s)ds = f(®(1)) — f(2(0))

Par conséquent, seule la branche le long de laquelle a2® # 0 vaut la peine d’étre explicitée. On fera donc dans
toute la suite un abus de langage en désignant par chemin ® la restriction s — ®; o v;(s) de (9.1) le long de
laquelle x — aA’”(x) n’est pas constante. Les autres branches sont caduques puisqu’elles correspondent & des
expressions sous forme jjdivergence;;, et peuvent étre exprimées a l'aide de n’importe quelle paramétrisation
(les jilignes droites;, par exemple).

Le jjsystéme scalaire; ;,

Le premier jalon de ce travail est d’introduire le jjprobleme augmenté; ;.

ott la fonction z + a®%(x) joue maintenant le role d'une inconnue & part entieére. On pose donc V' = (u, %)
le vecteur des inconnues. Le probleéme (9.2) est alors non-conservatif, non-strictement hyperbolique de valeurs
propres 0 et f'(u). Le champ associé & 0 est évidemment linéairement dégénéré: il induit une discontinuité de
contact stationnaire. C’est par ce biais que I'on va pouvoir donner une interprétation des sauts a l'interface
en termes de problemes de Riemann jjaugmentés; ;. Pour l'instant, il est indispensable de donner un sens aux
relations de saut pour (9.2): suivant le formalisme de [21], on écrit les relations de saut généralisées (voir la
définition C.8)
ola®*] =0

olu] = [f(u)] = [g(w)az"]e
Ceci n’est d’aucun secours pour construire un profil microscopique donné par s — ®(s; Vr, Vg). Néanmoins, et
parce que nous travaillons sur des fonctions scalaires, il est possible d’exprimer (9.2) sous forme conservative.
Pour cela, définissons deux fonctions de la fagon suivante:

B “ﬂe w) — “f’(v)v
w(u)_/ g(v) t o) /g(v)d

(9.3)

Il est alors simple de voir que 1’on obtient:

{ (s (é(u) —a®7), = 0 (9.4)

Et ceci nous donne des conditions de Rankine-Hugoniot pour (9.2) qui ne sont pas sans rappeler celles obtenues
au chapitre 1:

ola®®] =0
9.5
ol ()] = [6(u)] ~ [0 )
En particulier, le long du saut stationnaire o = 0, I'inconnue vérifie [¢(u)] = [a®7].

Théoréme II1.3 On suppose a®* € BV (R) et u — fg,((?) localement lipschitzienne. Pour up, a%‘”, aﬁ“” donnés,

on construit les régularisations pour x € [0, Az]:
{ a(r) = a2® + (aj® — af®)x/Ax

a(x) solution de f(u), = g(@)ay;a(0) = ur,

Alors, si ugp = u(Ax), le chemin ®:

oo )-(3 )~ (89)

vérifie les conditions d’admissibilité (C.3).
De plus, tout couple (Vi,,Vg) tel que up = u(Az) vérifiant les relations généralisées (9.3) vérifie aussi les
conditions de Rankine-Hugoniot (9.5).
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Cest-a-dire que = + a®?(x) est régularisée par une fonction affine par morceaux (le chemin des jjlignes
droites; ). Ceci est cohérent avec la construction du chapitre 1.

Démonstration

On montre tout d’abord que tout couple (V, Vg) tel que up = 4(Ax) vérifiant (9.3) vérifie aussi les relations
conservatives (9.5).

Supposons que uy, et ug soient situés sur une courbe intégrale de f(@), = g(@)a., on pose:

ur = 4(Az) avec { gl(g;)iruj g(@)a,

L’équation peut se réécrire Uy = Gy, C’est-a-dire:

Ax

Az
o(t)dx = /0 Gz dx

0

Dot la relation [¢(@)] = [@]. Comme on a [a®7]5* = [@]5'*, il est clair que [¢(@)] = [a®7] et on a le résultat.

Il faut maintenant s’assurer de la régularité Lipschitz du chemin proposé. Soit une paire d’états (Vy,Vg) € V,
V borné dans R? effectivement joignables par le chemin (9.6), alors il faut montrer qu’il existe une constante k
telle que:

(S VL7 VR)

[
"9 < K|V, — Vil

Os

avec la notation A(.) = ()g — (.)r:

ox A(a)
Donc, comme [a] = [a*7], on a:
g(@)(x) Az g(@)(x)
‘8(1)(5 Vi, V)| = f/(ﬂ)(r)ﬁia < swp | TG | JA@A)] < kHAGA))
s A(a™") vborné 1
borné

et le résultat suit.
Soient deux paires d’états (V},V})i=12 € V, V borné dans R? effectivement joignables par le chemin (9.6), alors
il faut montrer qu’il existe une constante K telle que:

—(s; V2, V3)

0P 0P
‘ < K (Vi V2| + Vi — V2]

88( VL7VR) s

Pour cela, on décide d’établir la propriété pour la norme particuliere |.|;. C’est-a-dire qu’on va devoir majorer
le membre de gauche a I’aide de la quantité:

VL = VEL + Ve = Vil = Juk — uk] + (@) — (@) 5] + |ug, — ui] + (@)} — (a)F]

e o(7)(2)
—|( F@ ng( AT ) - P A
1 Aa)! A(

Commengons par calculer les composantes de ce vecteur:

Pour commencer, on a:

0o 0P

83( VL7VR) 85(3§VL27V1%)

A(an)l _ A(aAz)Q — [(aA“:)}% _ (aAm)
= [@®)3
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u(z,t)

T

/

sAx Ax T

Figure 9.1: Régularisation du profil de u(x,t)

Par conséquent, cette composante ne posera aucun probleme. Il reste a remarquer que:

g(ﬂ’l) aAw 1 g(,a2) aAw 2 — g(,a2) aAm 1 aA:v 2 aAw 1 g(ﬂl) _ g(ﬂ?)
Fan) M) T pay AT = ey AT - AT AW [f’(dl) ff(fﬁ)]

Par ’hypothese de régularité sur u — }?,((“u)) et par la théorie de Cauchy des équations differentielles, on a:

(@) - $5 ()| @ (@) — ()|
el (0) - #(0)|

Vz € [0, Ax],

:z

[VANVAN

-2
Comme le domaine V est borné dans ’espace des états, le terme % est borné et on a:

Aa:)l 9(17’2) A(CLA:C

]f] A — A )] + OCAWE) | (0) — w2(0)

fr(at fr(@?)
On déduit donc par définition de la norme |.|; que sil’on pose K = max (1 + supy, f "supy, |A(a?)! |)
o oP - _ x x
Gl V) = SV < K [1E0) - 0+ 1AW - A
1

Finalement, comme @' (0) = u} et 4?(0) = u%, on obtient que:

‘ 0d 0®

2 v Vi)~ L (s vz V)| <K (V- VRl + VA - VEL)

1

Il reste a conclure que cette majoration est indépendante du choix de la norme puisque celles-ci sont toutes
équivalentes en dimension finie. O

Remarque Ce chemin n’est pas issu d’une régularisation visqueuse du probléme (9.2) comme c’est souvent

le cas2. 1l parait en outre difficile d’en introduire une autre tout en préservant le résultat de convergence du

chapitre 1.

Adoptant les notations habituelles, on pose

A(V) = ( flw) ~olw) ) et 25V, Vi) = ( A )

Os T

Par conséquent, si a®® désigne la fonction définie en (7.4) régularisée par les jjlignes droites;;, les relations
(9.3,9.5) impliquent le long du saut immobile:

[f(u)]
fO 8 VL, VR))

Si u — ¢(u) est localement bijective, le lemme II1.3 nous assure de lexistence d’un £ € [ur,, ug) tel que:

0= [f(u)] - /O o(®(s: V1, Vi) Az.ds done Az — — [6(u)]

o] O
1/9(£)

2. Dans [21], il est suggeré de régulariser les produits non-conservatifs grace & une onde progressive issu d’un tenseur de diffusion.
Dans le cas présent, il s’agit plutét d’un profil asymptotique (¢ — +o00) du probléme étudié.
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On en déduit que & et ® sont liés par la relation suivante:

[ s 0
0O = [ oV vipas = L8 (9.7

D’ou le caractere totalement décentré de cette approche non-conservative.

Exemple: 1’équation d’advection-réaction

Soit le probléeme simple dans lequel a®* désigne la fonction définie en (7.4):

_ Azr _
up + ug = g(u) ie. { ZZ;FEQO g(u)az 0 (9.8)
—

En ce cas, il est immédiat que la caractéristique issue de zéro s’écrit 7 — X (1) = 7, et que @& = g(u) le long de
celle-ci. Le chemin (9.6) est donc donné par:

(s Vi, Vi) = ( iale) ) ot i, = g(i1); a(0) = up,

9.1.2 Le probleme de Riemann

L’écriture (9.2) suggere une interprétation de (7.1,7.2) via Uintersection de courbes d’ondes dans le plan de
phases comme pour un probleme de Riemann jjsysteme,. Il s’agit donc de connecter les états Vi, = (ur,0)
et Vg = (ug,Ax) grace a l'adjonction d’un état intermédiaire Vy; situé sur la courbe intégrale de I’équation
f(@), = g(u) passant par V. (cf Fig. 9.2) Cette onde stationnaire est aussi introduite dans [49] sous le vocable
standing wave.

u A
w | .
Vi
T ‘
V e |
ug | kS |
0 I -

Figure 9.2: Probleme de Riemann

Le cas de jjl’asymptote horizontale;j, (cf chapitre 1) se comprend alors aisemment: il est impossible d’expliciter
un Vi tel que a®® avance de Az via le chemin (9.6). On est alors dans une situation du type décrit par la
figure 9.3. Comme il a déja été vu, cela est di & Papparition d’'un point u* pour lequel f'(u*) = 0. Ceci
implique que I'équation générique f(a), = g(u) devient caduque et le chemin ® ne peut plus étre défini comme
précédemment 3. On est alors en présence d’un phénomene de resonance qui se traduit (entre autres choses) par
une treés forte non-unicité des solutions du probléeme de Riemann [49)].

9.1.3 Extension aux systemes hyperboliques

Le plus grand avantage que présente le résultat (9.6) est sa capacité & étre étendu & des problemes plus
complexes sans changer sa formulation. En effet, considérons le systeme:

U+ FU), =GU) avec U € RN
{ Up € [BV(R)]Y

3. C’est un cas de figure ol le profil asymptotique est discontinu [31, 67].
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U A
UR | ‘//‘ . VR
/ ;
ur, VL
0 Az aA;

Figure 9.3: Situation lorsque f/(u) =0

il parait naturel d’introduire et de régulariser les mémes termes non-conservatifs via une courbe intégrale du
systéme jjstationnairej; F(U), = G(U). Clest-a-dire que 'on va obtenir un systéme (evidemment encore hy-
perbolique puisque 'on ne fait que rajouter un champ associé a la valeur propre 0) non-conservatif de dimension
N + 1, agissant sur un vecteur d’inconnues jjaugmenté;; V = (U, a®%), écrit sous la forme:

Ui+ F(U)s — [G(U)az"]e =0
Az _
ap® =0

e (s () ()= (50a)) 0

ot U est une courbe intégrale de F(U), = G(U)a,; U(0) = Uy,
et a(z) = aP® + (a%® — a2%)z/Az

Bien évidemment, cette régularisation ne peut encore étre envisagée que dans le cas ou le systeme F(U), =
G(U) a un sens, i.e. pour des valeurs de U pour lesquelles dF'(U) est inversible.

9.2 Formulation d’un solveur approché de type Roe

On s’interesse maintenant a la construction d’un schéma numérique exploitant la formulation non-conservative
introduite précédemment. Pour cela, il est de mise d’envisager un solveur de type Godunov prenant en compte
les termes de la forme [G(U)a2%]s dans I'expression des flux numériques. Le chemin défini par ® permet en
théorie de résoudre le probleme de Riemann pour le systeme:

_ Ax —
{ Ur+ F(U)e = GU)ag* 0 (9.10)
a; = 0
avec la donnée initiale :
U(,0) = U, €RY pour z<0 Az( 0) = af® pour z <0 (9.11)
YT UpeRY powr >0 @ LY = ag® pour x>0 ’

au moins dans les cas ou la jacobienne des flux reste inversible Dans la pratique, cela donne lieu & un systeme
d’équations non-linéaires difficile a résoudre. Il est donc légitime de chercher un solveur approché de ce probleme
de Riemann.
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Figure 9.4: Probleme de Riemann pour le systéme non-conservatif.

9.2.1 Structure de la linéarisée non-conservative

Dans ce chapitre, on va donc s’orienter vers un solveur linéarisé de type Roe. Il s’agit alors de trouver pour
tout couple (V, Vg) de la forme (9.11) une matrice de la forme

As(VL,VR) = ( 61 _§¢ > (Vi,Vr) € My 1(R) (9.12)

telle que le probleme de Riemann pour I’équation linéaire

Ui+ A(VL, VR)Ux — Go(VL, VR)ag™ = 0
ad® = 0

et avec la méme donnée initiale (9.11) approche (9.10). Ici, Gg désigne une moyenne du terme source G(U)
le long du chemin ® plus adaptée que celle utilisée au chapitre précédent. Suivant [73] et [82], on impose les
propriétés suivantes:
— le probleme linéarisé est strictement hyperbolique pour tout couple (Vi,Vg), i.e. Ag(VL,Vr) est diago-
nalisable dans R et ses valeurs propres sont distinctes.
! VL = VR, alors A(‘/L7 VR) = dF(U) et G@(VL, VR) = G(U)
— la condition de consistance (voir la definition IV.9 dans 'annexe A et [24]):

Ae(Vi,VR).(Ve — VL) = A(Ur — UL) — Ge(ag® — a") = F(Ug) — F(UL) — [G(U)a2"]e  (9.13)

Tout comme pour un probléme homogene, c’est cette derniere exigence qui permet d’expliciter la matrice Ag.
En effet, supposons que A soit une matrice de Roe classique pour le systéme homogene U, + F(U), = 0, alors
on a pour tout couple (Ur,Ug):

F(Ugr)—F(UL)=A(UL,UR).(Ur —UL)

Par conséquent, si on reporte cette propriété dans (9.13), il reste (puisque a®®

droitesy, le terme (@), = af® — a©® est constant):

est régularisée par les jjlignes

Go(ad” — ad") = [G(U)as]o = ( /0 G(®(5: V1, Vi) ds) (a7 — Ay, (9.14)

Ceci est une condition tres contreignante puisque le calcul de l'intégrale sur le chemin ® nécessite la résolution
du probleme de Riemann : il semble en effet qu’il faille connaitre les bornes V' et Vi qui sont les états de part
et d’autre de la discontinuité stationnaire liée au terme source (voir la figure 9.4).

9.2.2 Moyenne jjéquilibre;; de certains termes sources

L’objectif est ici de présenter une fagon de calculer une moyenne approchée G (Vy, Vg) en s’affranchissant
de la résolution du probleme de Riemann non-conservatif. Pour cela, on exige seulement que (9.14) soit vérifié
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si Uy = Uj et Ug = Uf. Cela revient a dire que l'expression:
1
GCI>(VIM VR) = / G(‘P(S, VL7 VR)) ds
0

L Yis . U U .
est réalisée seulement pour des états (V, Vi) = ( a ALI > , ( a Aﬁ ) vérifiant:
L R

F(U), = G(U)ay; U(0) = Uy, et U(Az) = Ug (9.15)
Pour ces états particuliers, on peut calculer:

1 Ax
/ G(®(s;Vy,Vg)) ds = G(ﬁ)(x)% = %[G(UL) +G(Ug)] + o(Az?)
0 0

Et on définit donc la moyenne approchée:
1
Ge(Vr,Vr) = 51G(UL) + G(UR)]

Afin d’obtenir une méthode de calcul pour un couple (Vz,Vg) quelconque, on aura besoin de faire deux hy-
potheses sur le vecteur de termes sources a savoir:
i) Pour tout U € RY, G(U) admet (N — 1) composantes identiquement nulles. Donc on note:

G(U) = (0,0, ...,O,GN(Ul,U27...,UN)) avec F(U) = (F17F2,...,FN)(Ul,U27...7UN)

ii) Comme la fonction de flux F est supposée localement inversible, il y a (N — 1) quantités conservées:
F1(U)(0), F5(U)(0), ..., Fn—1(U)(0) par 'équation F(U), = G(U)a, qui peut se réécrire selon:

Fn(U1(0),U3(0), ...,Un(x))e = Gy o F7H(FL(U)(0), Fa(U)(0), ..., Fx (U)(x))ay ie. f(u)e = g(u)ay,

ot u(x) = Un(x). On suppose alors que la valeur g(u) associée a la solution de ce probléme scalaire peut s’écrire
au moyen d’une fonction réguliere ¢ sous la forme suivante:

oy P )0)
o)) = gl 2T

Sous ces hypothéses, on propose de définir G¢(Vr,, Vi) pour tout couple (Vz, Vi) en calculant I'intégrale:

Joy G(®(s; VL, VR)) ds = (0,0,..., ;" glu)(x)42)
~ (0,0,.. [<u><> g(u)(A)])

Du fait de la forme particuliere de g(u)(z), il vient que:

_GW)0) (;, #Un(0),087)
otV = S5 (1 S )

Dans cette expression, il reste un degré de liberté puisque ’on ne veut pas calculer I'état Uy (Az). On choisit
donc de fixer U(Ax) = Ug. Ce choix est justifié au moins dans le cas ot la donnée initiale est proche d’un état
d’équilibre. Ceci nous permet d’obtenir finalement ’expression approchée:

aAw
Go(Vi,, Vi) = G(QUL) <1 + W) (9.16)

On remarque que si (Vz, Vg) vérifient (9.15), alors cette moyenne redonne Go(Vy, Vi) = 3[G(UL) + G(Ug)].
Autrement dit, le solveur approché ainsi construit est exact dans le cas ou la donnée initiale est une discrétisation
d’une courbe & I'équilibre du type F(U), = G(U)a,. Ceci est suffisant pour garantir la propriété suivante:

Proposition II1.4 La linéarisation préserve les équilibres a l'ordre 2: si Vi et Vg sont sur la méme courbe

d’équilibre i.e. F(Ug) — F(UL) — [G(U)a%%)e = 0 alors A(Ugr — UL) — Go(ag® — a2®) = o(Az?).

Dans les sections suivantes, on calcule de cette maniere des linéarisations G préservant les équilibres pour
certains termes sources issus de systemes physiquement réalistes.
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9.2.3 Ecriture du schéma non-conservatif

Une fois la linéarisation du probleme de Riemann effectuée, on peut écrire un schéma décentré d’ordre 1.
Introduisons tout d’abord quelques notations : la matrice A étant diagonalisable dans R, on appelle A;, (i =
1,...N) ses valeurs propres. On note ensuite II; le projecteur sur le i vecteur propre de A et on pose

=y mo, T= ) I

i,X; >0 i,A; <0

Concrétement, si A = PAl avec A = diag();), alors II* est une matrice N x N : It = 7FE*[,

. 1 si >0
+ _ + + _ i
BT = diag(e) S _{ 0 sinon.
Proposition II1.5 Le schéma s’écrit alors :
n n At —
Upt = Up = 5 [Fiange = Fyoap] + At 151 o(Ga)isne + T 5(Ga)jopo (9.17)

avec le flux de Roe classique: Fji 0 = $[F(UM )+ F UM =5 Aj1 0 [UF —UM et (Go)jy172 = Ga (V] V).

J

Démonstration

Le schéma de Roe non-conservatif au sens de [24] (p. 46) pour le systéme (9.10) consiste & résoudre a chaque
interface x; 1 du maillage le probleme de Riemann linéarisé:

Vi+ As(Vy,Vg) =0
Vi = (Up,a2®)T; Vg = (Ur, ag®)T

Le schéma s’écrit donc:

Vi = v S AV V) Vi — V) + (s (Vo VYV, — Vo)) (9.15)

avec les matrices définies par:

1 1
Ag(VL,VR)t = §(A<I>(VL7VR) +[As(VL, Vr)|) et As(VL, V)™ = §(A<1>(VL7VR) — [Aa(VL, VR)|)

=

On calcule donc l'expression de |Ag|. Comme Ag est diagonalisable dans R, on peut écrire Ap = RAoL
(Ap = AU {0}) ol la matrice de passage R est de la forme:

Par la structure de Ay, cela amene:
7 =A"'Ge

D’autre part, comme RL= 1d, L est de la forme:

o

Comme A = FAZ_: il vient que l_(3 = —A_lfG¢.
) N+1 U-G]RN
D’autre part, pour tout V € R de la forme V =

=l

110 ) ot Iy = —TA1Ge

O

|[As|V = R|Ae|LV = FIA|(IU — A~ Gy [a®"])

A7) = Az, il vient:

Finalement, comme [a

|Ao|V = |A|U — FIA|A " T GoAx
——

II++I1—
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Et donc on a:

UL, Ug) -N*(UL,Ur)Ge(VL, Vr)

AZ(Vy, V) = < AX( 0 0 ) avec A*(Uy,,Ug) = (ITFA)(Uy, Ug)

Le schéma (9.18) se réécrit donc sous la forme:

UMt = U — AL [(A(UP,UP) ) (U2 — UP) + (A(UJ” 1 UM )U; = Ujea)]
+At[ (Un Jn+1)G<I>(V ’ J+1)+H ( j—1 ;L)G‘?(‘/jril’v}n)]

Du fait des relations de Roe, A(U}", U )(U}y, — Ul') = F(U}Y,) — F(U}') et on obtient:

= U;’ sz [(F(Ufs) + F(UP)) = (F(UF) + F(UF-)]
+5AL AU, UR )I(UF, = U + AU UDI(UF = U]

+At [IT (Un Ur,)Ga(V ,V]H)—H'[ (Un_pUn)G@(an_hV}n)]

n+1
Uj

On vérifiera sans peine que ce schéma coincide avec I’écriture (9.17). O

Remarque

Il faut noter que cette expression linéarisée traite les termes sources de fagon explicite. Par conséquent, ce
schéma n’est d’ores-et-déja pas un bon candidat pour les problemes raides.

9.3 Premier cas-test: tuyere quasi-1D

9.3.1 Mise en équations du phénomeéne

Considérons un conduit possédant une symeétrie axiale dans lequel s’effectue un écoulement de gaz parfait.
On suppose en outre que la variation de section z ~ S(x) est réguliere et lentement variable (S € C1([0,1]))
de maniére & pouvoir considérer un systéme d’équations monodimensionnelles (cf [32, 89]).

(pS)e + (puS)z =0

(puS)e + (S(pu® +p))s = pS'(x)
(peS)e + (Su(pe +p))e =0

x € [0,1]

(9.19)

Comme toujours, p, u, ¢ désignent respectivement la densité, la vitesse, I’energie interne du fluide; e = 7 + %
p = (v —1)pi désignent quant & elles 'energie totale et la pression, en fonction du rapport de chaleur massique
~. On note:

U = S.(p, pu, pe) F(U) = S. (pu, pu? + p, pu <e + i)) G(U) = (0,p,0)

9.3.2 Relations de saut et quantités invariantes

La premieére étape est d’effectuer un changement de variables [32] dans (9.19): soit R = pS, P = pS,
: u? P
h=i+*5+%
(Ru); + (Ru*+ P), — £5, =0
(Re)t + (Ruh), =
S;=0

V = (R, Ru, Re, S) et F(V) = (Ru, Ru®> + P, Ruh,0)

C’est le systeme des équations d’Euler avec, en plus, un champ stationnaire associé a la nouvelle variable S(x).
Pour en expliciter les relations de saut, il faut d’abord donner un sens au produit gsi. On introduit pour cela

le chemin (9.6).
.

ol U est une courbe intégrale de F(U), = G(U)S,; U(0) = U,
et S(x) =S, + (Sg — SL)x/Agc

(9.20)
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Les relations de Rankine-Hugoniot conservatives donnent déja:
[Ru] = 0 et [Ruh] = (Ru)[h] =0

Il reste a trouver de quelle maniere le saut de densité équilibre les pressions de part et d’autre du saut de section
[S]. Clest-a-dire qu’il va falloir résoudre:

(Ru), =0

u)? -
{(RR) + PL = Pg (9.21)
(Ru)h, =0

Ce qui va permettre de mener a bien les calculs est de remarquer:
v—1 u? v—1 (Ru)?
P=—pS|h——|=——|Rh—- t d P=P(R
5 p ( 5 ) 5 ( °R et donc (R)
Pour P(R) # 0, la seconde équation de (9.21) se réécrit donc:
—R, P S

(R’UJ)2]%27(]%) + ? = ?

Posons a = \I/%Tlh (R > a puisque R? > (Ru)?/(2h) est assuré par h > u?/2), il vient:

(Ru)®
2h

R2P(R) = WT_lhR (1%2 -

) _b ;DhR(R +a)(R—a)

On obtient donc la condition au premier ordre en R:
2a%~y —R, P, S,
y—1R(R+a)(R—a) P S
Une décomposition en éléments simples fournit:

1 —1 1 1

r(x+a)(z—a) da’x + 2a2%(x — a) + 2a2%(z + a)

) P S

vy—1\ R (R—a) (R+a
Posons p(R) = %, il vient finalement:

(S e () == (557

Il reste & traiter le cas ou la vitesse est nulle, i.e. Ru = 0. Par conséquent, la variation d’enthalpie totale peut
étre quelconque (non-unicité): on la choisit nulle, d’ot h, = 0. Il reste donc:

(Ru)? P P(R) S
——R,+ P(R), = =S5, et d = —
e T+ P(R)e = S et done 5o s = o
Proposition IT1.6 Le long du contact o = 0, les relations suivantes sont vérifiées:
oSiuy #0:

(Ru)g = (Ru)r, (conservation du débit)
hr = hr (conservation de l'enthalpie totale)

(gauaR))le Pr_ Py

(équilibrage de la pression)

¢(Rr) Sk St (9.22)
eSiur, =0:
(RU)R = (R’U,)L et hR = hL
r _ Sk

(équilibrage de la pression)

P, S
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9.3.3 Matrice de Roe associée Ag(V], Vi)

Les expressions (9.22) sont compliquées et il sera pénible de les mettre en application dans un schéma de
Godunov. On va plutdt les exploiter grace a la linéarisation de type Roe généralisée construite au paragraphe
précédent. Soit A la linéarisée des équations d’Euler homogenes [73], elle est telle que:

A(UL,Ug).(Ur —UL) = F(Ugr) — F(UL)

Pour obtenir 'expression de Ag(Vy,Vg) associée a (9.20), il suffit donc de calculer la moyenne approchée
Go(Vy, Vi) du terme source par la formule (9.16). D’autre part, la proposition III.6 fournit une expression
du rapport P/S de part et d’autre de chacunes des interfaces Ti1 du maillage. On déduit donc que pour le
probleme (9.19), (9.20), on a:

Go(VL,Vr) = 71;;?)' (1 + (igf;) 71)
2
avec @(R) = Mfm

Voila lexpression du terme supplémentaire présent dans A (Vy, Vi), apte & équilibrer action du terme de
variation de section aux interfaces par la biais du systéme (9.20) homogene. Il reste maintenant a calculer la
matrice de passage de Ag ainsi que son inverse pour construire les flux numériques.

9.3.4 Expression des flux numériques

Soient (V,, Vg) donnés et Ag la linéarisée qui s’en déduit; on note R la matrice de passage et L son inverse.
Pour les calculer, il est d’abord necessaire d’avoir les valeurs propres de Ag. On introduit aussi les notations
suivantes ot h =7 + % désigne I’enthalpie spécifique:

VRpur + VRRug t o= VRphp 4+ /Rrhp

ﬁ: e —
\/RiLJr\/E VR ++VRgr
AV =| O=3%F  B-mu (=1 CGalVi,Vr)
7 (v=3)% —hu h—(y-1)a* ~u 0

La diagonalisée est Ap = {4 + a,u — a,4,0} ot a = y/(y—1) (h— %2) est la vitesse du son dans le milieu

considéré. La matrice de passage R s’écrit:

1 1 1 G(I)(VL7VR)
u+a uwu—a u 0
F(Vy Vi) = h+aa h—ua % Gé(\%,VR) (1‘1_ 7—1)§> (0.23)
b @ (y+1) (v=1h '
0 0 0 —
2 v Y
K

Il est interessant de remarquer que le dernier vecteur propre est associé a la valeur propre 0. Il n’a donc
-
aucune incidence sur le schéma et son unique fonction est de permettre le calcul de la matrice inverse L.

(v-1)% —@a a—(y-Da (y-1) %(Wa*(v*l)@*%))

o I o~ — 1) _ —Ga(VL,VR) ( - _ p aj))
L(Vi, Vi) = 212 (-5 +ua —a-(y-Da (y—-1) - (3KV) yaa+ (y —1) h,+ 3
Ple-(-n@ 2uy-1)  —2y—1) 2RV (g2 (1) (4 2))
0 0 0 28

K
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9.3.5 Essai numérique: la tuyere supersonique divergente

Le test de validation est effectué sur une tuyere supersonique divergente de contour illustré en figure 9.5,
proposée par [27, 87]. Le schéma-témoin est celui proposé par P. Glaister [32]. Ce dernier met en oeuvre un
décentrement des termes sources selon la base propre associée a la matrice de Roe homogene. On constate
une tres bonne adéquation des courbes numériques, ce qui valide donc la présente approche non-conservative
linéarisée.

Tuyere divergente Yee-Beam-Warming ’82
1.8 T T T T H

1 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Abscisses

Figure 9.5: Variation de section pour la tuyere supersonique

L’équation du profil est: S(z) = 1.398 + 0.347 tanh(8z — 4), x € [0,1]. Les données initiales dans la tuyere
sont celles d’un gaz au repos:

pPo = 0125, U = O7 €y = io =25

Par contre, on impose la condition supersonique a ’extrémité gauche:

p1 = 0.502
u, = 1.299
P = 0.381

L’écoulement est fortement instationnaire, jusqu’a ’apparition d’un régime permanent vers U'instant ¢t ~ 2. Les
deux schémas concordent et sont aussi en accord avec [27]. Les itérations en temps sont présentées dans les
figures 9.6, 9.7, 9.8. On note a propos de cette derniere figure que les débits massiques issus des deux schémas
sont bien constants au régime stationnaire. Les paramétres choisis pour les deux schémas sont identiques a
savoir: Azx = 0.02, At = 0.007, ce qui donne une CFL maximale de 0.925. On présente aussi une coupe en t = 2
afin de comparer précisément les résultats fournis par le présent schéma et celui de P. Glaister. On constate sur
les figures (9.9) et (9.10) que les courbes au permanent sont difficiles & distinguer.
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0.4 x x x x x x x x x N

7?schéma NC? —
0.35 ”?schéma PF” - -

|

0.3 -

0.25 -

0.2 -

0.15 -

0.05 | | | | | | | | | B
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X - Abscisses

Figure 9.9: Comparaison des pressions stationnaires (schéma non-conservatif / pas-fractionnaires)

2.1 x x x x x x x

"schéma PF” -~ |
1.9

1.8
1.7
1.6
1.5
1.4
1.3

1.2 | | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X - Abscisses

Figure 9.10: Comparaison des vitesses stationnaires (schéma non-conservatif / pas-fractionnaires)
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9.4 Second cas-test: pertes de charge singulieres

9.4.1 Modélisation proposée

Il s’agit maintenant d’examiner un écoulement de gaz parfait a travers un réseau de grilles a aubes. Le
systeme utilisé est encore celui des équations d’Euler avec un terme source de type jjfrottement;;:

ftﬁ(pu()ijo ) k(z) pulul

t + (pu” +p)z = —K(x)puju

( )t+(u(pe+p))1:0 (9.25)
€ [0,1]

Les notations employées sont identiques au cas précédent (9.19).

U = (p, pu, pe) F(U) = (pu, pu® + p,u(pe + p)) G(U) = (0, —pulul,0)

9.4.2 Relations de saut et quantités invariantes

Introduisons maintenant une variable dite jjde raideur;:

x
K(z) = / k(r)dr (9.26)
0
Le systéme non-homogene (9.25) se réécrit maintenant sous une forme homogene, mais non-conservative:

pt + (pu):r =0 )
(pu)s + (pu? + p)s + sgn(pu)—(m;) K,=0

(pe)t + (u(pe +p))e =0
Kt - 0

(9.27)

La encore, cette variable supplémentaire induit un champ linéairement dégénéré, matérialisé par un saut a
linterface = 0. Dans le formalisme de [21], les conditions de Rankine-Hugoniot le long de cette discontinuité
stationnaire s’écrivent:

[pu] =
(pu)[h :(0 .
[pu?® + p| + sgn(pu) [”TKJUL) =0

Celles-ci imposent déja au débit pu et a I'enthalpie totale h de rester constants a travers les grilles. Pour
expliciter la dernieére condition, il est nécessaire d’introduire le chemin (9.6):

V= (p, pu, pe, K)

o (53)

ol U est une courbe intégrale de F(U), = G(U)K,;U(0) = U,
et K(v) =K1 + (Kp — K1)z/Ax

Il va encore étre profitable de réécrire la pression en fonction de p et des deux autres quantités invariantes pu

et h: 1 ,
p(p) = %p (h - (QZQ )

(pu)z =0
(pu)? Ll) +p} + sgn(pu)
(pu)h, =0 ’

Le systeme a résoudre est donc:

(pu)?* .
K =0 (9.28)
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La deuxiéme équation de (9.28) s’écrit maintenant:

(pu)? <_51> + ppe + sgn(pu) (pu)? K, = 0

Définissons une fonction p — P(p) telle que P, = pp,. L’équation au premier ordre peut alors s’intégrer

simplement sous la forme:
In (p’g)) - (W) — sgn(pu)(K (z) - K1)

Dans ce cas, on peut définir la fonction ¢:

P(p)

80(/)7 K) = e( (pu)2 +Sgn(ﬂu)K>

et on obtient:

v, K) el K)
@ 50

Proposition II1.7 Le long du contact o = 0, les relations suivantes sont vérifiées:

(pu)r, = (pu)r (conservation du débit)

hr, = hg (conservation de ’enthalpie totale)
1 _ ie*(}){;‘,;)’? +5gn(pu)(Kr—
PR PL

(9.29)

KL)) (équilibrage de la pression)

9.4.3 Matrice de Roe associée Ag(Vy, Vi)

Ici encore, c’est par le biais d’une linéarisée de Roe consistante avec (9.6) que nous allons exploiter les
conditions (9.29). D’une fagon rigoureusement identique au cas-test précédent, nous introduisons le terme
Go(Vy, Vi) dans la matrice Ag; celui-ci se calcule & partir de la proposition précédente:

Gs(VL,Vg) = M <1 + ef(P(Rp;I?:L +Sf‘/‘rn(p“)(KRKL)))
7 2pL

On obtient au bout du compte la linéarisée de Roe des équations d’FEuler avec un terme supplémentaire
représentant une moyenne de la densité destinée a équilibrer les flux numériques en respectant les relations
(9.29). Pour le calcul de ces flux, les expressions de R et L sont strictement identiques a celles présentées en
(9.23) et (9.24).

9.4.4 Résultats numériques

Le cas-test comprend la résolution des systémes (9.25), (9.27) respectivement par le schéma décentré proposé
par P. Glaister [32] et le schéma NC associé & Ag. Le critére déterminant pour la validation sera de vérifier la
consistance avec les relations (9.29). La donnée initiale est celle d'un écoulement uniforme subsonique:

po =0.125 ug =0.5 39 =2.5

Quant aux grilles, elles sont représentées par la fonction k(x), i.e.

k(x) = 10 pour z = 0.25, x = 0.5, x = 0.75
“ ] 0 ailleurs

Les figures 9.11 et 9.12 représentent respectivement les itérations en temps du schéma jjéquilibre;; pour la
vitesse u(x,t) et la pression p(x,t) avec (z,t) € [0,1] x [0,1.5]. Le schéma employé est celui décrit dans la
section précédente. On observe une bonne stabilité et une solution non-oscillante.

C’est aussi le cas pour le schéma décentré plus classique [32] utilisé en témoin; néanmoins, un examen attentif
de son comportement va révéler certaines faiblesses. En effet, si on trace les trois quantités de (9.29), & savoir
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le débit, I’enthalpie totale et la fonction de saut, on peut jjdeviner;; ’emplacement des grilles sur la solution
stationnaire issue du schéma classique alors que ces quantités devraient étre constantes (voir les figures 9.13
,9.14 et 9.15). Ce qui n’est pas le cas pour le schéma non-conservatif linéarisé qui respecte bien les conditions
de saut (9.29).

On a choisi les paramétres Az = 0.02, At = 0.012 pour les deux schémas, ce qui donne une CFL maximale de
0.98. On présente en outre deux coupes en t = 1.5 qui permettent une comparaison précise entre la solution
stationnaire issue du présent schéma et celle fournie par celui proposé par P. Glaister. On constate des écarts
croissants avec le nombre de grilles sur la pression et des jjovershoots;; sur la vitesse: voir les figures (9.16)
et (9.17). Il semble que la présence de ceux-ci soient liée & I’étalement excessif des discontinuités de pression
a I'emplacement des grilles. On peut donc conclure a la meilleure qualité des approximations fournies par le
schéma jjéquilibre; ;.

"Pressure.itr’ ——

0.13
0.125
0.12

0.115

0.1
0.2 - Temps
03 o4 p:

.5
0.6
- i 0.7
X - Abscisses 0.8 0.9

Figure 9.11: Pression (schéma non-conservatif)

"Speed.itr" ——
R TR e
s gy
st
ol R O

0
0.1
0.2 T-Temps
03 04, P

.5
0.6
X - Abscisses 0.7 o8 0.9

Figure 9.12: Vitesse (schéma non-conservatif)



Chapitre IT1-9 FORMALISME NON-CONSERVATIF - APPROCHE LINEARISEE page 142

"Flow.itr" ——
"Flow.roe" ------

0.1
0.2 T - Temps
03 o4 o P

.5
0.6
- i 0.7
X - Abscisses 08 g

Figure 9.13: Débit (schéma non-conservatif / pas-fractionnaires)
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"Energy.itr" ——
"Energy.rog" ------

01 o2 0.3 15 Y - Ordonnees
. 0.4 o

5
0.6
- i 0.7
X - Abscisses 08 g9

Figure 9.14: Enthalpie totale (schéma non-conservatif / pas-fractionnaires)
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0
0.1
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Figure 9.15: Quantité invariante (schéma non-conservatif / pas-fractionnaires)

9.5 Conclusion

On a construit dans ce chapitre un nouveau schéma de type Roe non-conservatif pour la résolution numérique
des systemes d’équations hyperboliques avec termes sources. Cette construction s’appuie sur une reformulation
non-conservative du second membre que I’on traite en premier lieu grace au formalisme de [21], puis au niveau
numérique en suivant les idées de [24, 82]. 1l est alors nécessaire d’effectuer une moyenne sophistiquée du terme
source afin de respecter les états d’équilibres réalistes du systéeme d’origine. On a présenté une fagon d’en
obtenir une sans avoir a résoudre le probleme de Riemann non-conservatif sous-jacent. Malheureusement, cette
construction est limitée au cas d’un seul terme source; voir cependant [18] pour un autre calcul adapté aux
équations jjshallow-water;; avec terme de relief.

Apports spécifiques liés a ce nouveau schéma L’objectif de celui-ci est d’assurer que les régimes perma-
nents numériques soient des approximations correctes des stationnaires théoriques. Ceci n’est pas une propriété
immédiate puisque les schémas a pas fractionnaires appliquant un décentrement classique ne la vérifient pas. En
effet, il n’y a aucune raison pour qu’une technique classique fournisse un régime stationnaire discrét cohérent
avec les profils théoriques. La premiére contribution pour remédier & cela est [11] dans laquelle une formulation
homogene conservative équivalente au systeme de I’atmospheére avec gravité est mise en place et un schéma de
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Godunov s’en déduit. Cette technique est malheureusement limitée a des cas particuliers et le schéma obtenu
est couteux. On présente donc ici un moyen de traiter des cas plus généraux (moins de restrictions sur le
terme source) avec un schéma plus simple. Les résultats numériques obtenus sont encourageants et montent en
particulier le bien-fondé de la moyenne approchée (9.16).

Limites de cette approche Ce schéma est par construction limité dans deux directions pour le moins. La
premiere est relative au fait que la moyenne du terme source est calculée de fagon approchée, et que cette
technique est en fait limitée aux problemes jjpresque scalaires;;. En effet, pour I'intégration du systéeme a N
équations F(U), = G(U), on suppose P'existence de (N —1) quantités conservées afin d’obtenir une solution par
quadratures. D’autre part, expression du schéma (9.17) montre que les termes sources sont traités de fagon
explicite, ce qui ne manquera pas de créer des instabilités numériques en régime raide. Le remede habituel a ce
genre de probléme est d’impliciter le schéma: ceci a été testé dans [18] avec succes. Néanmoins, ceci ameéne des
limitations de pas de temps similaires a celles étudiées pour les problemes scalaires dans la partie II. Il parait
donc plus judicieux, au vu des résultats obtenus par I’approche jjdécomposition de flux;;, d’unir la formulation
non-conservative présentée ici pour le calcul des états aux interfaces avec le cadre robuste offert par ce type de
schéma non-linéaire.
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Figure 9.16: Comparaison des pressions stationnaires (schéma non-conservatif / pas-fractionnaires)
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Figure 9.17: Comparaison des vitesses stationnaires (schéma non-conservatif / pas-fractionnaires)
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Partie IV

Développement d’un schéma a
décomposition de flux jjéquilibre;;
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Résumé

Dans cette derniére partie, on présente en détail I'application des idées précedemment exposées & une
classe assez large de systemes hyperboliques avec des termes sources variés allant des équations d’Euler quasi-
monodimensionnelles aux problemes diphasiques 1D ou 2D. Bien qu’il soit évident que le solveur le plus adapté
aux objectifs d’une discétisation jjéquilibre; soit celui de Godunov [36], il est malheureusement hors de portée
d’en faire un usage courant du fait de sa complexité décourageante. On propose donc de s’en tenir a I’alternative
d’une décomposition de flux de VanLeer [83] alliée aux formulations non-conservatives. Ceci pour plusieurs rai-
sons:
- on préserve ainsi une interprétation en termes de solveurs de Riemann élémentaires, ce qui permet d’assurer
des propriétés de positivité ou des principes du maximum.
- les termes sources sont traités de fagon tres robuste par les relations de saut généralisées.
- 'implémentation reste simple et un tel code fournit des solutions réalistes.
En conséquence, on présente un schéma jjéquilibre;; sur la base de cette décomposition et on détaille le trai-
tement original des termes sources. Ceci est appliqué a des écoulements de gaz parfait dans des géométries
diverses et a des modeles diphasiques réactifs simples. Le cas des termes de relaxation est aussi traité; on
vérifie & ce propos la cohérence des approximations avec les résultats prévus par la théorie de G.Q. Chen, C.D.
Levermore et T.P. Liu [14]. Il existe toutefois une pierre dans ce jardin & savoir I’éventualité d’une situation
de résonance lors de laquelle la construction proposée devient caduque. Dans ce contexte, on s’interesse au
probleme modele posé par un choc sonique dans une tuyere divergente: on construit la solution stationnaire
exacte et on teste les schémas jjen aveugle; ;. Enfin, le dernier pan de ce travail consiste a proposer une extension
bidimensionnelle de ces techniques. Il est bien évidemment hors d’atteinte d’expliciter des profils asymptotiques
2D, c’est pourquoi on met en oeuvre des jjvolumes finis;;. La construction d’un schéma scalaire est présentée
ainsi qu’une extension possible pour des systemes plus généraux. Ceci ouvre la voie des tests sur un modele
diphasique réactif qui clot ce travail.
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Encouragés par les bons résultats de I'approche linéarisée de type Roe non-conservatif pour des cas ou
I’équilibre correct entre flux convectifs et termes sources non-linéaires est délicat, nous allons tenter de poursuivre
le developpement de ce type de schémas. L’idée de base reste identique: réécrire les termes sources sous forme
de produits non-conservatifs afin de les décentrer au mieux. Néanmoins, il s’agit de pallier a un inconvénient
inhérent a 'approche linéarisée: le manque de robustesse en régime fortement réactionnel. Cela revient donc
a chercher une meilleure généralisation du schéma scalaire telle que le pas de temps reste independant de la
grandeur du terme source. Pour cela, il faut de nouveau le traiter au moyen d’une condition de saut (issue de
la formulation du chemin régularisant), et par conséquent, préserver a toute force une interprétation en termes
de probléemes de Riemann les plus simples possibles. Il est donc logique de revenir aux idées du chapitre 2
de la partie précédente en mettant en oeuvre une décomposition de flux plus sophistiquée qui s’appuie sur le
formalisme du chemin régularisant.

10.1 Schémas jjéquilibre;; et décomposition de flux

Par le biais de ce type de schéma, on va introduire des problemes de Riemann pour lesquels la convection ne
s’effectue que dans un unique sens. Le produit non-conservatif traduisant ’action localisée du terme de réaction
va donc amener une relation de saut en bordure des mailles Az x At que 'on va pouvoir traiter jja la main;,,.
Dans les cas ou il sera possible d’obtenir les états a I'interface en forme fermée, on aura une approximation tres
robuste pour laquelle le pas de temps ne sera prescrit que par les termes convectifs.

10.1.1 Introduction des termes non-conservatifs

Soit le probleme:

{ Ui+ F(U), =GU) avec U € RY (10.1)

Uo € [BV(R)]Y

Sans hypotheses particulieres sur la fonction de flux U — F(U) (hormis la régularité: [77]), il est possible de
définir une décomposition de flux du type:

YU € RN, F(U) = FY(U) + F~(U), +A(dF*(U)) c R*
Au moyen de la fonction a : R — R définie par a(xz) = z, le systéme (10.1) peut alors se réécrire sous la forme:

Ui+ FHU)y + F~(U)y — GU)ag =0
a; =0 (10.2)
U € [BV(R)]N

Introduisons un maillage spatial (x;);ez tel que x; = jAz: il reste maintenant & remplacer la fonction réguliere
r+ a(z) = z par a®* € BV (R) définie par:

1 1
a®*(z) = x; pour = € [(j — 2) Az, (j + 2> Aac[ (10.3)
On obtient le systeme vraiment non-conservatif:

Uy + FH(U)y + F~(U)y — G(U)ad* =0
B = 0 (10.4)
Us € [BV(R)]Y

Posons V' = (U, a™?), on voudrait régulariser le systeme (10.4) & I’aide d’une variante du chemin jjéquilibre;;,
découvert au chapitre 3 de la partie III: (on fera encore 'abus de langage habituel consistant & n’en expliciter

qu’une seule branche)
()5 ) - ()
"adr )\ af® a(sAz) ) (10.5)

ot U est une courbe intégrale de F(U), = G(U)ay; U(0) = UL
et a(z) = af® + (af® — ap®)z/Ax
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10.1.2 Ecriture du schéma proposé
A partir de (10.4), il est possible d’écrire un schéma en faisant intervenir les quantités:

J J

Un = Uy - BHFE U, - F(U))

{ Ut =Up - RUFH(Up) - FH(US,)) (10.6)

J

ol th; et Uj; , sont obtenus par résolution de conditions de saut généralisées susceptibles de maintenir
2 2

constants les discrétisations des courbes a ’équilibre de (10.1). Donc, sous la condition CFL:

At 1
AU = < = 10.7
sup |VEURIR < 3 (10.7)
on obtient une valeur pour U;“H en faisant la moyenne des deux demi-mailles (10.6):
n Ut +U- . At N o .
Uptt = — =0 E[F+(Uj ) — F+(Uj+_%) +F(US,) = F(U7)] (10.8)

Cette expression est identique & (8.17) au chapitre 2 de la partie III. La difference vient de la maniére avec
laquelle on va maintenant calculer les valeurs aux interfaces Ujiil. Par construction, ces vecteurs sont calculés
2

par intégration des courbes intégrales suivantes:

Ut | =U(Az) ou { E(U)q :f U)aa
J=3 U -1

0)=U
~ B (10.9)
- it . F U T = U ax
Ujpy = U(-Ag) ol { UEO))Z U}L+(1 |

Si ces relations peuvent étre traitées explicitement en forme fermée (c’est ce qui se passe dans le cas scalaire
au moyen de la fonction u — ¢(u) qui permet d’écrire (10.9) sous la forme ¢(u)u, = a,), alors on obtient un
schéma robuste par construction puisque le terme en G(U) n’ameéne & priori aucune restriction sur le maillage.

10.1.3 Interprétation en probléemes de Riemann élémentaires

11 s’agit donc de formuler une régularisation pour le probleme (10.4) au niveau des systémes décomposés a
I'aide des fonctions de flux F*. A priori, lorsque F'* # F (régime subsonique), la relation de saut stationnaire
[FE(U)] = [G(U)a%*]e n’est pas correcte puisqu’elle ne préserve pas les équilibres discréts de (10.1). On propose
donc de chercher des fonctions G* donnant leur sens aux jjdemi-problémes; ; :

et susceptibles de fournir un schéma respectueux des équilibres corrects de (10.1).

Théoreme IV.1 A F* différentiables donnés, si U — dF(U)"'G(U) est localement Lipschitzienne, il existe
un unique couple de fonctions régulieres (G, G™) telles que:

YU e RN, GH(U) + G~ (U) = G(U)
[F(U)] = [G(U)ag"]e implique [F*(U)] = [GT(U)ap™]s (10.11)

[F(U)] = [G(U)az*]e implique [F~(U)] =[G~ (U)az"]e

avec ® désignant le chemin jjéquilibre; ¢ (10.5). Celles-ci sont données par:
YU € RN, G*(U) = dF*(U).dF(U)"L.G(U)

Démonstration
On considere la relation stationnaire:

(PO = (GO0 = [ GO Vi Vi) G (s5Vi Vi)
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Comme z + a®%(z) est régularisée par les jjlignes droites;;, on a:

Az
/ GU(s)Azds = | GU())aw(w)ds
0

avec x — U(x) la solution de F(U), = G(U)a,; U(0) = Ur. C’est-a-dire que l'intégrale curviligne le long de ®
revient a suivre le flot de ce systéeme différentiel.
On introduit maintenant le probleme modifié U, + F+(U), — [GT(U)a5%]e = 0 oit G* est & priori différente de
G mais capable de préserver les équilibres de la forme:

Az

[F(U)] = [G(U)az"]e = ; G(U(x))ax(z)dx

En dérivant par rapport a Az et en tenant compte des hypotheéses, il vient:
FU), =GU)a, dot FY(U), = (dFT.dF~*.G)(U)a, = GT(U)ay,

En intégrant cette équation différentielle entre z = 0 et x = Az, on trouve:

[FT(U)] = GT(U(z))ay(x da:—/ Gt(U Amds—/ Gt (®(s; VL,VR))G—(I)(S;VL,VR).CZS

0 Os

De la méme fagon, on définit G=(U) = (dF~.dF~1.G)(U) et la premiere relation de (10.11) est immédiate du
fait des propriétés de F*. Les deux relations suivantes assurent la préservation des équilibres réalistes de (10.1)
et sont assurées par construction. O

Compte-tenu des relations de saut généralisées (C.8), on va donc résoudre puis moyenner dans la demi-maille

[2;_1,;], la solution du probleme de Riemann: (avec les notations du chapitre 2 - partie III)
+
Uy + FH(U), — [GT(U)ad7]g = 0 Up+ 7 (U) =0
T _ U+1blx<(j—*)A$
c’est-a-dire Uo = (10.12)

Ur  siz<(j—3)Ax Un§1$>(.]—*)A$

Uy =
0= ’ Upsiz>(j— DAz F+(Uj+_§) FHUr ) = [GT(U)a2"]e

Tandis que dans [z, 2, 1]:

U+ F~(U), — [G~(U)ab]e =0 Vet I (U)e =0
ad =0 o U = U”81x<(j+ )A
Upsiz < (j+ N c’est-a-dire 0= U—+1 siz>(j+ )Ax (10.13)

Up = .
0 ‘ U Toasiz > (5 + $)Az F*(Uj;%) - F~(U},) = (G~ (U)a2"]s

Les problemes (10.12), (10.13) sont le plus souvent non-strictement hyperboliques puisqu’ils comportent au
moins un champ linéairement dégénéré a vitesse nulle. Sous reserve qu’il n’y ait pas d’interactions entre champs
VNL et LD (points soniques), ils possedent une solution dans la classe de Lax [48]. En toute rigueur, il est
de mise de calculer ces états au moyen des relations [F+(U)] = [GT(U)a2%]e et [F~(U)] = [G~(U)a’?]s;
néanmoins, du fait de la complexité des systemes differentiels provenant de ’expression des flux décomposés,

on préfere se ramener aux relations mettant en jeu les flux réels.

10.1.4 Propriétés du schéma ainsi obtenu

Respect des équilibres corrects Le schéma (10.8) a été construit en gardant une interprétation en termes
de moyennes de solutions exactes de demi-problemes de Riemann. Par conséquent, il vérifie des propriétés de
positivité sur la densité et la pression sous la restriction CFL (10.7). (voir [71] pour I’exemple du splitting de
Lax-Friedrichs). On désire maintenant s’assurer que cette construction vérifie aussi une propriété de stabilité
des équilibres similaire & (9.14) pour s’assurer d’un bon comportement sur des problemes du type (9.25).
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Uy + F*(U), = 0]
: o tn+1
N RN .
Uiy % (x Uity "
$j7% ij :Cj+%

Ui+ F(U), =0]

Figure 10.1: Demi-problémes de Riemann non-conservatifs

Proposition IV.1 Le schéma (10.8) est jiéquilibres;: si les états initiaux (UT'); sont tels que F(UL' ;) —
FU}) = [G(U)a2")e, alors, pour tout j, on a: U;L‘H =Up.

x

Démonstration
C’est immédiat du fait des relations (10.9): soient Uj—1 23 et U?j'/Q, U5_/2 les états aux interfaces, ils s’écrivent:
~ . F(U), = G(U )y
+
U)p = U(Az) ol { 0(0) = Up
_ - [ FU), =G0)ay
Us)o = U(—Az) ou { 0(0) = Uz

D’autre part, on a supposé que F(U7, )= F(UJ") = [G(U)a5"]s, donc si on intégre les équations (10.9) ci-dessus
entre x = 0 et x = Az, on obtient:

F(Ug—’}z) = F(Uzn) = F(U5_/2)

Le fait d’introduire une donnée initiale sous la forme F'(UT, ;) — F(U}') = [G(U )a%®]g implique que la fonction

U dF(U)~".G(U) est Lipschitzienne au voisinage de tous les U7". Par conséquent, la jacobienne des flux est
partout inversible, ce qui implique que I'on a par le théoreme d’inversion locale:

U+

3/2 =Uy = U

5/2
En considérant I'expression du schéma donnée en (10.8), ceci entraine que:

At
Ustt = Uy — S [FH(U3) = FH(U35) + F~ (U,

Az 5/2)_F7(U2n)]

=0 =0

Ce qui signifie que la discrétisation (U]") est invariante par le schéma proposé. O

Remarque C’est réellement I’extension la plus naturelle du schéma scalaire pour des problémes ol on ne peut
plus calculer une fonction de saut u +— ¢(u) (partie III - chapitre 1) et en déduire directement un schéma de
type Godunov.

Consistance Il peut aussi étre intéressant de voir en quoi le schéma (10.8) est consistant avec le probléeme
d’origine (10.1). Pour cela, il est necessaire d’effectuer des developpements limités des conditions de saut (10.9):

U;__L = V(Al‘) = Uj_l + Al‘dF(Uj_l)_lG(Uj_l) + O(AZ‘)

UJ:L% = V(*Afﬂ) = Uj+1 - Al’dF(Uj+l)71G<Uj+1) + O(AZL’)

En reportant dans ’expression des flux numériques, il vient:

FHU;) = FHU ) = FHU;) = FH(Ujo1 + AdF(Uj1) "' G(Uj 1) + o(Ax))

F=(U;, 1) = F7(U)) = F~(Uj1 = AzdF (Uj1) " G(Uja) + o(Ax)) — F~(U;)



Chapitre IV-10 DECOMPOSITION DE FLUX ET PRODUITS NON-CONSERVATIFS page 156

On developpe a l'ordre 1 en Ax, et il vient que:

Ut = U = ALHFHU) — FHU) + F(Uf) — P (0]

+At [dFT (U} ,)dF( fﬂ)flG( ) HdET (U ) dF( ;1+1)71G( 1)

GH(Ur_ ) G=(UMy)

+o(Ax)

avec GT + G~ = @ du fait de l'identité dFT + dF~ = dF (voir I'expression (10.11)).

Cette expression est a rapprocher de celle du schéma de Roe non-conservatif trouvée a la proposition IIL1.5. 1l
est donc visible que la contribution du terme de réaction évalué en U}y, est répartie approximativement suivant
les lignes de propagation de l'information. On ne dispose malheureusement plus du théoreme de la moyenne
(comme dans le cas scalaire) pour préciser les états en lesquels le terme source est évalué.

10.2 Les écoulements quasi-monodimensionnels

10.2.1 Expression des courbes d’équilibre

On rééerit le probleme considéré (9.20): il s’agit du systeme d’Euler pour un écoulement de gaz parfait dans
un conduit a section x — S(z) réguliére et lentement variable. Il se présente sous la forme:

(Ru); + (Ru*+ P), — £5, =0
(Re): + (Ruh), =0
Sy =0

(10.14)

avec les variables normalisées (R, Ru, Re, P) = S.(p, pu, pe,p = (v — 1)pi = 'YT_lp(h - “72)) ou (i, h) désignent
I’énergie interne et I’enthalpie totale. Les notations sont identiques a celles du chapitre précédent. Le terme
gSI modélise 'action du contour sur le mouvement du fluide; cette formulation est tres générale. On peut ainsi
simuler des profils de tuyeres, ou bien des écoulements dans des géométries possédant une symétrie cylindrique
ou sphérique. La littérature sur ce sujet est trés vaste, on peut citer [6, 32, 33, 34, 35]. On se propose donc
d’effectuer des approximations de la solution de (10.14) dans différents contextes a 'aide du schéma introduit
dans la section précédente. Pour cela, on mettra en oeuvre la décomposition de VanLeer [83] déja rencontrée
(voir la proposition IIL.1) et on traitera le terme source de fagon non-conservative grace au chemin régularisant
(10.5). Pour cela, il est nécessaire de rappeler 'expression des courbes intégrales du systéme & I’équilibre établies
a la proposition III.6.

Proposition IV.2 En l'abscence de tout point sonique, les courbes d 'équilibre de (10.14) issues d’un état
(Ro, uo, ho, So) s’écrivent:
(Ru)(z) = (Ru)o
h(fﬂ) = ho

(sou%(w)))ﬁ P(R(z) _ S()
©(Ro) P(Ro) So

(10.15)

it = Bu ; .
Soit a = N la fonction ¢ est telle que:
¢ :]a, +oo[— RT
R2
R= mraym=a
1l est donc possible d’écrire un schéma jjéquilibre; , au moyen de la décomposition de flux, des courbes (10.15)
et des relations (10.9). Néanmoins, en vue d’implanter un algorithme de Newton pour obtenir les valeurs Uﬁt 1,
2
il convient de réécrire les relations (10.15) sous une forme plus simple.

Lemme IV.1 Sous les mémes hypothéses, R(x) vérifie:

v = (52) wir) (10.16)
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ou Y est la fonction définie par:
1 :]a, +oo[— RT
R R — 4

Démonstration
La condition de saut sur R s’écrit:

R? \7T S ( RZO\TT
<R2—a2> P(R)_S()<R%—CL2) P(RO)

L’expression de la pression des gaz parfaits a Ru et h constants se réécrit sous la forme:

_7—1 (RU)2 _’Y_lh 2 2
P(R)_W<Rh— oh )—WR(R — a?)

La relation

devient donc: ,
2
~y—1.h.Rr-”1. RP—a®> S 9y-1,6Ri" Rj—d
g R (R2-a?)7 So 7 Ry "(RZ—a2)7

Les exposants se calculent selon:

Ryl \ 7T 5 Ry 7T
R? —a? ~ So \ B2 —a?

Il reste & élever & la puissance ¥ — 1 > 0 et & prendre 'inverse (S # 0 et R # a). Il vient finalement:

1—
R2-O+1) _ LQ — E ! RO a?
Ry+1 So 0 Rg“

D’ou la définition de ¢ et la relation (10.16). O

On obtient donc:

Tout comme dans le premier chapitre de la partie III, ’équation (10.16) sous-entend que R +— 1 (R) est une
bijection. Ce n’est bien sir pas le cas au vu de la forme de 9 (voir figure 10.2). Néanmoins, on dispose d’un
résultat un peu plus faible.

; — y+1 _ R Pt .
Lemme IV.2 Soit Ryonic = a S—1 avec a = \/%, les restrictions de :

]a’v Rsonic} _>]07 w(Rsonic)] et [Rsonic; +OO[_> W](Rsonic); 0[
réalisent des bijections. De plus, l’état Rsonic (6 h et Ru fizés) est un point sonique pour (10.14).

Démonstration )
La dérivée de ¢ est ¢'(R) = (1 —vy)R™ 7 + (1;21)? . On peut écrire:

VIR = ROM=9)+ (0 +7)5)
- (+ DRV - 2]
= G+ DR - 5+

. Il reste donc a vérifier que l'état R = a 3—4_'1 est un point sonique.

Donc 9’ > 0 si et seulement si R < a z—ﬂ I

2
D’apres lexpression ¢¥/'(R) = (1 —v)R™7 + (1;21)? , on remarque que v’ s’annule en changeant de signe si:

—-1 2+ -1 2 2 -1
YoLRTT e gen Y g - BT e Yy,
~+1 R | 2h 2 4+l
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0 \ \ \ \ \ \ \ \
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
R - densite * section

Figure 10.2: Allure de la fonction ¢ (a = 0.5, v = 2)

D’autre part, pour un point sonique, u? = g—g = g—i. On introduit donc ’expression de la pression & enthalpie

totale et débits constants:
v—1 u? v—1 (Ru)?
P = — —_ — = — —
(R) 5 R (h > ) 5 <Rh 5T

On obtient donc:

Donc la condition u? = P’(R) donne:
u

(v+1)5 =0 -1h

o+l
v—1

limp 400 W(R) =0, et Y(Rsonic) > 0. Le graphe de ¢ est donc de la forme illustrée par le figure 10.2. O

Finalement, Rsonic = a est un point sonique pour (10.14). D’apres expression de 1), on voit que t(a) = 0,

Par conséquent, le point d’extremum pour 1 correspond a un état ou la jacobienne des flux est singuliere.
Ceci implique que expression de ® (10.5) dégénere et qu’il est impossible de franchir ce dernier de fagon
réguliere (voir [34], par exemple, pour une discussion similaire portant sur le nombre de Mach). On est alors en
position de résonance: ce point fait ’objet du chapitre suivant.

10.2.2 Ecriture du schéma pour ce type de systemes

On décrit maintenant précisément l’algorithme numérique permettant de calculer les approximations du
probléme (10.14) au moyen du schéma & décomposition de flux modifié (10.8). Si on désigne par

U = (R, Ru, Re), F(U) = (Ru, Ru® + P, Ruh)
il suffit de poser F* les flux décomposés de VanLeer et d’écrire que:

At
Uyt = Uy - LU - PO

T Az %) +F7(Uj_+%
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avec les états a I'interface U]il qui se calculent au moyen de la relation (10.16).
2

Concrétement, on a pour ’état gauche Uj+_ y
2

¢(R+ 1) =

J—3

= (Ru)j_l et h;; = hj—l

Nl

1
2

_SGAT) . N e e (Ru)t
(s 2ksy) i) avee ()

et pour I'état droit U ,:
Jjts

= (Ru)jt1 et hivy = him

1
2

S(jAx) 1=y .
- (S((ﬁ—l)Ax)) P(Rj11) avee (Ru)

Ces relations se font donc & Ru et h constants. Ceci suffit & définir complétement tous les états UF

: en
1
Jia

I’abscence de tout point sonique.

10.2.3 Cas-tests numériques

La tuyere supersonique Le premier cas-test correspond a la méme configuration que dans le chapitre 3 de
la partie ITI. La validation se fera encore avec le schéma a pas fractionnaires décentré proposé par P. Glaister
[32]. 1l s’agit de calculer un écoulement d’air (y = 1.4) dans une tuyere divergente (voir figure 9.5). Les données
initiales et la condition imposée & gauche sont:

po = 0.125 pr = 0.502
ug =1 et | u; =1.299
19 = 2.5 p; = 0.381

Le régime est supersonique et fortement instationnaire au commencement, puis converge vers un régime per-
manent donné par [27] et recoupé par le schéma de référence [32]. On présente les itérations en temps sur la
densité, la pression, la vitesse et le débit (figures 10.3, 10.4, 10.5, 10.6) qui s’accordent parfaitement avec les
résultats du chapitre 3, ainsi que ceux de [27, 32]. On obtient donc bien le méme état stationnaire convergé
ou le débit est constant en espace. Ceci est illustré par les deux coupes en t = 1 qui permettent de comparer
précisément les résultats du présent schéma avec celui de P. Glaister. Les paramétres utilisés sont bien str
identiques a savoir Az = 0.02, At = 0.006, ce qui donne une CFL maximale de 0.9.
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Figure 10.3: Densité (schéma & décomposition de flux)
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Figure 10.7: Pressions en t = 1 (schéma & décomposition de flux / pas fractionnaires)
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Le tube a choc cylindrique Le second cas-test reprend 1’exemple du tube a choc avec symétrie cylindrique
proposé dans [6]. Ceci correspond au cas ol la variable x € [0, 1] désigne 1’éloignement & ’axe du cylindre et la
fonction z — S(x) est définie par:

S(x) = x pour x > Ax
S(z) = eAx sinon

C’est-a-dire qu’a une distance suffisante de 'axe x = 0 qui est une singularité, on résout le probleme donné par:

(pa®*u); + (pa®*u?® + P), — P[ln(a®*)], =0
(pae)s + (paPTuh), = 0
ad® =0

oil a®* est la fonction définie en (10.3) et P = (v — 1)pa®*i est la loi de pression des gaz parfaits (i désigne
lenergie interne). Les données initiales proposées dans [6] sont celles d’un tube & choc de type Sod ou les
discontinuités convergent vers ’axe du cylindre:

pr =1 pr =4
ur, =0 et | up =0
i, = 2.5 ir =2.5

Le domaine est monodimensionnel et x € [0,1]; le saut initial est en = 0.5. Les ondes convergent vers le
centre du cylindre ou on a placé une condition de reflexion du type jjétat miroir;;. Le maillage est identique
au cas précédent. En ¢ = 0.55, on observe que le choc réfléchi a heurté la discontinuité de contact; comme le
schéma est d’ordre 1 en espace, le choc convergent faible qui en résulte n’est pas visible. Les itérations en temps
sont présentées aux figures 10.9, 10.10, 10.11. On peut observer le pic de pression en x = 0 da a la condition-
limite choisie; ceci est proche des résultats de [6]. On ne constate en outre aucune oscillation au voisinage des
discontinuités. Trois coupes en ¢t = 0.55 sont présentées aux figures 10.13, 10.14, 10.15. On y présente une
comparaison entre le présent schéma & décomposition de flux (en trait plein fin), le schéma a pas fractionnaires
de P. Glaister [32] (en trait pointillé), et le schéma de type Roe développé au chapitre 3 de la partie III (en trait
plein gras). On constate un bon accord entre les deux approches jjpar interfaces;; excepté sur la densité au
voisinage de © = 0. Ceci est di a la condition-limite jjmiroir;; qui perturbe la relation de saut donnant 1’état
U7 de ce fait, le débit met tres longtemps & s’équilibrer (cf figure 10.12 pour une coupe en ¢ ~ 20). On constate
2

néanmoins que les profils d’ondes sont corrects et les paliers sont proches des résultats & Pordre 2 de [6]. Ceci
n’est pas du tout le cas pour le schéma de P. Glaister qui donne une solution tres différente, notamment pour
la vitesse et la pression (voir la figure 10.15). Pour cette derniére quantité, la solution de référence présente un
palier constant entre I’axe x = 0 et le choc divergent; le schéma & pas fractionnaires ne respecte pas du tout
cela (voir figure 10.15).
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Figure 10.9: Densité (schéma a décomposition de flux)
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Figure 10.13: Densité en t = 0.55 pour les 3 schémas
DDF': décomposition de flux; PF: pas fractionnaires; NC: schéma de type Roe non-conservatif
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Figure 10.14: Vitesse en ¢ = 0.55 pour les 3 schémas
DDF: décomposition de flux; PF: pas fractionnaires; NC: schéma de type Roe non-conservatif
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Figure 10.15: Pression en ¢t = 0.55 pour les 3 schémas
DDF': décomposition de flux; PF: pas fractionnaires; NC: schéma de type Roe non-conservatif

10.3 Le systeme diphasique équilibré

10.3.1 Expression des solutions stationnaires

On considére maintenant le probleme suivant:

pr+ (pu)e =0
(pe)e + (puc)s = ki(z).pg(c) (10.17)
(pu)e + (pu? + p)e = —ka(x).pulul

o g(c) = ¢(1 —¢)(p—c) avec u €]0,1[. Ce modele a déja été abordé & maintes reprises, notamment au chapitre
2 de la partie III ou on l'avait traité sans le recours du formalisme non-conservatif du chapitre suivant. On
rappelle la signification des symboles: p € RS, u,c € [0,1],p, M, h désignent respectivement la densité, vitesse
volumétrique commune aux deux phases, concentration massique, pression isentropique simplifiée (p(p,c) =
p?y/c), quantité de mouvement (M = pu) et enthalpie totale. Le solveur de Riemann homogene employé
ici sera le splitting de VanLeer modifié pour les mélanges diphasiques (voir la proposition II1.2). Les termes
sources modélisent ici une recondensation vers un état privilégié stable donné par ¢ = p ainsi qu’un effet de
frottement pariétal (k; uniforme) ou de perte de charge (k; variant fortement avec x). Comme précédemment,
il est nécessaire de clarifier Uexpression des courbes intégrales du systéme (10.17) stationnaire afin d’obtenir
'expression du chemin (10.5). On introduit aussi la fonction 2 + a®%(x) et les primitives définies & des
constantes pres x +— Ky /o(x) des fonctions  +— kq jo(x):

f(?ﬁ(pu()zz)o et
pc)e + (puc)y — |pg(c) K1(a=%)zle =0

(/)Au)t + (pu? +p)s + [pu|u|K2(aAq;)z]q> =0 (10.18)
ap® =0

Le probléme non-conservatif obtenu est bien sir non-strictement hyperbolique, c¢’est pourquoi on se limitera
a des experiences subsoniques afin d’éviter toute situation résonante. En vue d’implanter le schéma (10.8)
pour le systéme (10.18), il est nécessaire d’en expliciter les courbes stationnaires afin de pouvoir calculer les
états a l'interface. Malheureusement, celles-ci imposent la résolution d’un systeme differentiel algébrique non-
linéairement couplé qui ne peut étre envisagée ici. On propose donc une simplification.
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Lemme IV.3 Pour des états non-soniques et lorsque ki = 0, une expression du chemin régularisant (10.5)
pour le systéme (10.18) est donnée par:

PL PR p(ﬂ?)
o | s PLCL ’ PRCL _ P(x)CL (10.19)
pLUL PLUL pLUL
) \ o 03"+ (o - 137)s
ot x = sAx, et p(x) est solution de:
pl 2\/cL . z
i (220 = 3L 0t = o) = sanlprun) (o) — Ka(of) (1020

Démonstration
Posons My, = prur: le systeme stationnaire pour (10.17) donne:

(pu), = 0 donc (pu)(x) = My,
(pu).c; = 0 donc c(z) = ¢,

2
(pu? + p) = —sgn(My). Xk Ky (a’7),

On insere dans la derniere équation ’expression de la pression:

M? M?
fp—;pm + 2pper/cL = fsgn(ML).TL.KQ(aAI)I

En multipliant par p et en intégrant en z, il vient:
2
—MZ In(p)s + g(Pg)x\/CL = —sgn(My). M7 K2(a®"),

On suppose M, # 0 (sinon le terme de frottement est nul et p, = 0) et on trouve:

)] =~ 575 0] =m0y ) 1)

a

L’équation (10.20) ne permet en général pas d’obtenir la valeur de p(Az) en forme fermée, c’est pourquoi
il est nécessaire de mettre en place un algorithme d’inversion de type Newton. A ce propos, on peut remarquer
qu'il est interessant d’itérer sur la variable X = p3.

Lorsque ki (z) # 0, utiliser la relation (10.20) telle quelle revient a négliger la variation de ¢ dans ’équilibrage
des quantités intervenant dans la derniére équation. Ceci est justifié dans trois cas au moins:

- La pression dépend tres peu de la concentration

- k1 est tres faible, donc la variation de concentration est négligeable

- ¢, est tres proche d’un équilibre réactionnel stable

10.3.2 Ecriture du schéma pour ce systeme

Lorsque k; /2 # 0, la connaissance des courbes a 1'équilibre de (10.17) passe par la résolution d’un systeme
différentiel couplé:
(pu)z =0
(pu)ce = ki(x).pg(c)
(pu? +p(p; c))a = —ka(x).-pulul

Méme pour la loi de pression simplifiée p(p,c) = p?/c, il n'est pas possible de le résoudre par quadratures.
Néanmoins, on persistera a utiliser le lemme IV.3 dans d’autres configurations ot k1 # 0 en mettant en place
un algorithme itératif du point fixe qui calcule une solution approchée de ce systéme & o(Ax?) pres:

- On fixe les valeurs initiales pg = pr, ¢o = cr et on calcule p; = p(Ax) par la relation (10.20) grice & un

algorithme de Newton (variable X = p3 et fonction f.,(X) = 2ﬁ.X — In(X)).
L
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- L’équation sur la concentration peut alors se réécrire Mré(c), = p1.K2(a®%), ol p; est la valeur calculée
précédemment. La fonction ¢ — ¢(c) est celle explicitée au lemme II1.6. Ceci nous définit une valeur ¢; = ¢(Ax).
- On recommence le processus avec comme valeurs initiales (p1, ¢;) pour trouver des valeurs plus fines (p2, ¢2),

voire au-dela ...

Le choix s’est porté sur cet algorithme trés simple pour des raisons de facilité d’implémentation. En effet,
il tient sur quelques lignes de code supplémentaires. D’autre part, sa vitesse de convergence est apparue satis-
faisante dans les cas traités ici. L’impact de ’erreur commise sur la solution numérique semble faible puisque
qu’il est difficile de distinguer des profils obtenus avec des tolérances allant de 1072 & 1075. Bien entendu,
ce n’est pas 'unique fagon de programmer un schéma jjinterfaces;;: on peut calculer les états Ujii , alaide
d’un solveur différentiel de type Runge-Kutta-Fehlberg a pas adaptatif, ou bien avec une routine d’inx?ersion de

Newton dans R2.

L’étude de cet algorithme ainsi qu'une estimation de I’erreur commise a convergence en itérant ces relations de
saut simplifiées sont rejetées en annexe A. On est donc en position d’écrire le schéma (10.8) pour le systeme
(10.18) dans le cas général. On pose pour cela:

U= (p? pC, pu)7 F(U) = (puapcu7pu2 +p)

La décomposition de VanLeer adaptée aux mélanges diphasiques (voir la proposition IIL.2 et le lemme II1.6 )
permet de définir les fonctions régulieres U +— F*(U) nécessaires pour le schéma jjéquilibre; :

At
n+l _ ryn +(n +(r7+ —(17— — (7
Uj _Uj_E[F Uj) - F (Uj_%)"’F (Uj+%)_F U

Il reste a expliciter les états Ujjtil
2

. A gauche, I'état th , vérifie les relations suivantes:
2
(pu) ]y = (pu)j—1
2

et:

p'_’_ 1 2 C-f'_ 1

i—3 | I=2 o+ 33 7 , ; _ e
In| — 1) 5 (Pj_1)” = pj—a] = sen((pu)j—1) (K2(jAz) — Ka((j — 1)Ax))
(pu)j—alp(ch 1) — lej1)] = pj,%(Kl(jAz) - Ki((j — 1)Ax))

L’état droit U

1, quant a lui vérifie:
]+§

(pu)]__;'_% = (pu)]+1

et:

P 2 cj_ N
8 (pJ:H ) - 3(pu);+21 (0, 1)° = P 41] = sen((pw) 1) (K2(jAw) = Ka((j + 1)Az))

(pu)j[o(ery 1) — lej+)] = P;Z% (K1(jAz) — K1 ((G + 1)Ax))

10.3.3 Cas-tests numériques

Il s’agit dans un premier temps de s’assurer de la pertinence des simplifications effectuées dans la gestion des
termes non-conservatifs au moyen de 'algorithme du point fixe. Pour cela, on décide de comparer le schéma &
décomposition de flux et un schéma de Roe [81] & pas fractionnaires dans lequel les termes sources sont traités
de fagon centrée. Le cas-test est un probléme aux limites ou on impose un débit et une concentration en entrée,
et o on place une condition de Neumann en sortie. La solution se compose d’une onde de choc sur la vitesse
ainsi que d’une discontinuité de contact sur la concentration. Cela donne:

po =2 _
co=05 et ?;)0._91
up = 0.5 pu =
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Les valeurs choisies sont p© = 0.5, k1 = 50 et ko = 5. Ce choix aura tendance a amortir les ondes présentes
dans la solution. En effet, le terme de frottement dissipe de la vitesse, et la recondensation tend & créer une
couche-limite de transition entre la valeur en entrée (¢ = 0.9) et la valeur & 1’équilibre ¢ = p = 0.5. D’autre
part, on choisit les paramétres Az = 0.02 (50 mailles), At = 0.006, ce qui donne une CFL maximale de 0.9.
On itere jusque T = 0.6: les courbes comparées sont présentées aux figures (10.16) et (10.17). On observe une
bonne adéquation des deux approches en régime peu raide puisque les profils de transition sont tres proches.
D’autre part, les valeurs de la vitesse sont identiques en amont du choc et trés proches en aval sur toute la
durée des itérations.
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Figure 10.16: Concentration en 7' = 0.6 (schéma & décomposition de flux/pas fractionnaires)
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Figure 10.17: Vitesse pour ¢ € [0,0.6] (schéma & décomposition de flux/pas fractionnaires)

Dans un deuxiéme temps, on traite un probléme de couche limite plus difficile, i.e. on veut controler la
stabilité du schéma en régime réactionnel intense. En outre, on place quatre grilles & aubes (modélisée comme
au chapitre 3 de la partie III) pour complexifier ’écoulement. Les données initiales et les conditions aux limites
sont identiques a celles du probleme précédent. Cela donne:

ky = 10000 et ko(z) = gosfrlloﬂ; =0.2,0.4,0.6,0.8

On utilise les mémes paramétres que précédemment, ce qui donne une CFL maximale de 0.9. Les figures donnant
les résultats sont numérotées selon 10.18 pour la concentration, 10.19 pour la vitesse, 10.20 pour la pression,
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10.21 pour le débit. On constate la encore un débit presque invariant malgré la présence des grilles: on peut
comparer la courbe 10.21 avec celle présentée a I’annexe B de la partie III: figure D.3 ou les pertes de charges sont
traitées de fagon centrée. Cette particularité permet d’obtenir des solutions stationnaires monotones malgré la
couche-limite de concentration. On ne note en effet aucun jjovershoot;; sur la vitesse et I’étalement des paliers
de pression reste modéré. Signalons d’autre part que le palier de pression en sortie de couche limite est conservé
si 'on varie (raisonnablement) 1’étalement de celle-ci via la valeur de ki: voir en figure 10.22. Cela signifie qu’en
régime raide, il n’est pas nécessaire de résoudre ’échelle de la zone de transition en espace.
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Figure 10.18: Concentration en t = 2.5 (schéma a décomposition de flux)

0.38 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.5
X - Abscisses

Figure 10.19: Vitesse en t = 2.5 (schéma & décomposition de flux)



Chapitre IV-10

DECOMPOSITION DE FLUX ET PRODUITS NON-CONSERVATIFS

page 170

6.5

2.5

1

1

1

T

"pressure.inter” ——

T

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
X - Abscisses

0.6

0.7

0.8

0.9 1

Figure 10.20: Pression en t = 2.5 (schéma & décomposition de flux)
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10.21: Débit en t = 2.5 (schéma a décomposition de flux)
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10.4 Le cas des termes de relaxation

Parmi la variété des problémes hyperboliques non-homogenes de la forme (10.1), il en existe une sous-
classe particulierement digne d’interét: les systémes relaxés. En effet, une théorie [14, 15, 65] a recemment été
élaborée a propos de leur comportement asymptotique (i.e. lorsque le paramétre de relaxation tend vers 0).
Ceci a entrainé la publication de plusieurs travaux dans le domaine numérique [8, 50, 51]: il est donc logique
d’y consacrer un paragraphe.

10.4.1 Introduction a la théorie des systémes relaxés

Un tel systéme se présente usuellement sous la forme suivante:

GU
U+ FU), :N¥ avec U € RN (10.21)
Uo € [BV(R)]
Dans [65], T.P. Liu a considéré 'exemple:
Ug +f(U7U)$ =0
v, (u)—v 10.22
{ vt"’g(u,v)x:%zh(uav) ( )
Le terme h(u,v) est une relaxation au sens ou:
oh
h(u,ve(u)) =0 et %(u,v) <0 (10.23)
Lorsque la solution est proche de I’équilibre réactionnel, elle vérifie approximativement:
ug + e (u)x =0
10.24
U ) 1024
La vitesse caractéristique pour (10.24) est A, (u) = fL(u). Ce travail a donc consisté a vérifier la stabilité de la
solution équilibre U = v Q(Lu) de (10.24) lorsque 7 est petit sous une condition appelée sous-caractéristique:
a(f,9)
A < A < Agou A : ={A, A 10.25
1< A < Ao ol (8(u,v) {A1, X2} ( )

Ceci parce que la correction au premier ordre en 7 pour (10.24) s’écrit:

{ Ut + f*(u)z = T(ﬁ(u)um)x
fe(w) = flu,vi(u)) et Bu) = —(Ae — A1) (A — A2)

Ce probleme sera parabolique, i.e. bien posé sous la condition (10.25). Il peut aussi survenir des cas ou le
comportement asymptotique soit purement diffusif [47]:

Vg — Uy =0

s +p(U)m - _ou t—4-00 { v + _a 0
a<0etp(v)<0,p’(v) >0 p(v)e = —ou

Toutes ces idées furent unifées ultérieurement dans [14] pour décrire théoriquement le comportement de (10.21)
a la limite € — 0: notamment, sous quelle condition le systéme réduit du type (10.24) est-il hyperbolique ?

Il est alors necessaire de préciser quelques notations (identiques & celles employées dans [14]): Soit U € R¥, le
terme de relaxation G(U) induit un projecteur Q de rang n < N et de matrice n X N tel que:

YU e RN, QG(U) =0

II'y a donc n quantités invariantes notées u = QU par le champ de vecteurs U= G(U). On suppose en outre
que chaque u détermine un unique U a 1’équilibre réactionnel:

U = &(u) avec G(E(u)) =0 et QE(u) = u (10.26)
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L’image de £ dans RY est la variété a 1’équilibre de G. Par conséquent, la forme canonique de G est:
GU)=&0QU)-U

Pour I’exemple (10.22), on a (sous reserve que v, soit injective):

Q=(10) &(u)= ( U:(LU) )

Les quantités invariantes par G peuvent étre obtenues & la limite e — 0 dans (10.21) et vérifient un systéme du
premier ordre. Pour voir cela, soit U € RY solution de (10.21), il est possible de la developper sous la forme:

{ U=U%u)+ U (u, uz) + ... (10.27)

GWU% =0
avec QU = QUY et QU* = 0 pour k > 1. Comme G(UO) =0, il vient la condition & l'ordre 0 en e:
U+ F(U%, =0

Comme chaque u € R™ détermine un unique état & I’équilibre réactionnel, U = £(u) et il vient en multipliant
a gauche par Q:

(QU%): + (QF(U®). =0
C’est-a-dire:

QE(u)y + (QF(E(u)))z =0

Par définition de £, QE(u) = u. Il reste a définir une fonction de flux relaxée et il vient:

ug + f(u), =0

o f(u) = QF(€(u) (10.28)

Ce calcul formel est justifié rigoureusement dans [14] ot 'hyperbolicité du probléme relaxé (10.28) et la stabilité
de sa solution sont établies.

Théoreéme IV.2 (Chen, Levermore, Liu)
S’il existe un couple entropique (n,q) strictement convexe pour (10.21) compatibles avec G(U) au sens suivant:

Vn(U).GU) <0

N
YU eR ,{ Vn(U).G(U) = 0 implique G(U) =0

alors st on note u = QU € R™ la limite relazée, celle-ci vérifie le systeme strictement hyperbolique:

up + f(u)e =0 ot f(u) = QF (E(u))
ug = QUy € [BV(R)]"
<

n(€w): + q(E(w))s

De plus, la correction & Uordre 1 en e est strictement dissipative vis-a-vis de n(E(u)).

0

Le critére de stabilité 2 x 2 (10.25) est un cas particulier de ce résultat trés général. On renvoie & [14] pour des
preuves détaillées.

10.4.2 Application: le modele diphasique équilibré

On s’interesse maintenant & un cas particulier du modele diphasique proposé par [81] et muni de termes
sources particuliers. Plus précisément, il s’agit du systeme:

p+ (pu)e =0
(pc)e + (puc)e = 2g(p,c) (10.29)
(pu)i + (pu® +p(p,c))e =0
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Les notations sont identiques & celles employées dans (10.17). La seule hypotheése supplémentaire porte sur le
terme de réaction g(p, ¢) afin de pouvoir appliquer les résultats de la théorie relaxée. Pour cela, on suppose que
celui-ci n’admet qu’un seul équilibre; il doit de plus étre stable. En revanche, il peut tout a fait dépendre de p:

g(p,c) =plp) —c (10.30)

Si p — u(p) est réguliere et bijective sur R}, ce terme est une relaxation au sens de [14]. La limite asymptotique
€ — 0 est alors donnée par le systeme:

Pt + (pu)ac =0
{ (pu)s + (pu® +p(p, p(p)))e = 0 (10.31)

Un cas-test interessant peut étre de faire évoluer I’écoulement de fluide a travers une large variété de régimes
différents par le biais de la forme choisie pour (10.30). Plus précisément, on se propose de déterminer p(p) afin
que la vitesse du son du systéme a 1’équilibre réactionnel (10.31) soit differente de celle de (10.29).

Pour cela, on se donne la loi de pression approchée (cf chapitre 2 - partie ITI) p(p,c) = p?y/c, et on impose &
Péquilibre réactionnel la pression isentropique habituelle p(p, u(p)) = p?. Ceci implique que

p(p) = p*0=2

pour que la définition de la pression a I’équilibre soit cohérente. Finalement, on obtient le probleme:

pt + (Pu)m =0
(pe)i + (puc), = £(p*072 —¢) (10.32)
(pu)¢ + (pu® +p(p,c))s =0

Si on choisit une valeur pour v inferieure a 2, le processus de relaxation couvrira une large plage de régimes
d’écoulements. Il reste a s’assurer de la stabilité de la solution relaxée grace au théoreme IV.2.

Proposition IV.3 Le systeme (10.29) admet une entropie strictement convexe compatible avec le terme de
relaxation. Celle-ci s’écrit:

2 P wHe) 5
n(p, pc, pu) = % +p (/ Mds +/ pi?ds) (10.33)
o

e

avec p(p, ) = p*\/c, pp) = p7 ety < 2.
Démonstration

I1 faut d’abord montrer que g—:c(p, pc, pu)(p(p) — ¢) < 0. Pour cela, on écrit:

ﬁ( c u)_l@( c u)
Bpc P PP = 25 (pcrp

on O [" plso O p(s)
apc(pv PC, pU) = e [Ll(c) 32 dS"‘/ 52 ds

On effectue les dérivations a l'intérieur du signe somme et aux bornes de l'intervalle d’intégration:

Donc on obtient:

dpc

on 0 P 0 p(s,c) op~(e) p(u=t(c),c)
(ps pes pu) = dc l/u_l(c) dc 52 d dc u1(c)? dc " p1(c)?

) . | L) p(u—1<c>>] (10.34)

Remarquons maintenant que:

pp(e),e) = (20-D) e
— /(=2) +1/2
—  (c/2(v=2)\7
= ]3(01/2(772))
= pu ()
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Par conséquent, les deux derniers termes de 1'expression (10.34) s’éliminent. D’autre part, p(s,c)/s? = \/c; on
a donc:

%:(p, pe, pu) = %ﬁ(p —pu(e)

Il faut donc vérifier que:
an 1 1
_ = — (p— — <
8pc(p7 pe; pu)(pl(p) =€) = 5 \/E(p p= () (u(p) —¢) <0

Supposons pour cela que pu(p) —c < 0, ie. p2(7*2) < ¢. Comme v < 2, ceci implique p > ct/20=2) et donc
p—p~1(c) > 0. Pour des signes opposés, la propriété se montre de la méme facon. On a donc bien la propriété
recherchée a savoir:

Vn(p, pe, pu).G(p, pc, pu) < 0

De plus, la forme de n assure que u(p) — ¢ = 0 si on a 1’égalité dans I'expression ci-dessus.
Il reste donc & s’assurer que 7 est bien une entropie du systeme (10.29). Pour cela, on remarque que:

-1

u2 = (c)
n(p, pe, pu) = % +p (ﬁ(p - e) + / 8”2d8>

Le premier produit donne:

De méme il vient que:

On obtient donc que:

u? 1 y—1
77(/% pe, pu) = % + Pz\/6+ (H — 1> pc2r=2)

Dans [81] (voir aussi le chapitre 4 de la partie I), il est montré qu’'une entropie strictement convexe pour (10.29)
est donnée par:

2 P 2
_ U p(s,c ou
1, pe, pu) = == +p/ (52 as - - +p*Ve

On peut alors écrire que:

n(p, pc, pu) = 7(p, pc, pu) + -

P
c2(v—2)
1/)

Soit dF(U) la jacobienne des flux du systeéme (10.29), il faut montrer:

Vn(p, pe, pu).dF(U) = Vq(p, pc, pu) avec dF(U) = —uc U c
—u?+p, Ppe 2u

Posons a = 2(77 :12), on calcule les dérivées parielles:
dpc® 0 o

pc® _ 0 (pe) —(1—a)e®

dp  Op po!
ainsi que:

Opc® 9 (pO)* _ a1

dpc  Ope po—1
Et donc, on obtient:

92—~ (1—a)c™
Vi(p, pe, pu) = Vii(p, pe, pu) + = ac !

0
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Notons ¢ le flux de Ientropie 77 donnée plus haut, il vient:

2 7 —Quc
Vi(p, pe, pu).dF(U) = Vi(p, pe, pU)+ﬁ auc*!
Ca

Et dong, le flux d’entropie associé a n est donné par:

_ 2 — Y (e
qa(p, pe, pu) = q(p, pe, pu) + ﬁ(puc )

11 reste & vérifier la convexité de 7. Pour cela, on calcule la dérivée seconde de (p, pc) — pc®:

2(,00) — (a — 1)a% —(a— 1)0460;1
DApe) < —(a— 1)04‘3:71 (o — 1)ozca,;2 )

—

On vérifie donc que pour ¢ = (vy,v2) # 0:

a—2

< D*(pc®).0,7 >= (o — Dao——(cvy + 12)2 >0

1l reste donc & déterminer le signe de o = 2(7 2) Comme 1 < v <2, a <0, et donc (o —1)a > 0. La somme
d’une fonction strictement convexe et d’une fonction convexe est strictement convexe, donc on a le résultat
annoncé. O

Par conséquent, la solution relaxée du systéme (10.31) est stable et il est pertinent de tester la convergence des
schémas numériques sur ce probléme.

10.4.3 Formulation non-conservative associée

On commence par réécrire le systéme (10.32) sous la forme désormais familiére:

f(%g(pU()mz)O [(2( 2) _ )A}

pc)e + (puc p?= c)aldr] =0

(pu)e + (pu® + p(p,))a = 0 ¢ (10.35)
at Az = 0

au moyen de la fonction (10.3). La régularisation se fera une fois encore grace & la donnée du chemin jjéquilibre;
(10.5). Pour ce faire, posons:

V = (p, pe, pu,a®*); U = (p, pc, pu); F(U) = (pu, puc, pu® + p); G(U) = (0, p(p> "~ = ¢),0) (10.36)
On a donc:

Q= ( é 8 (1) )sf(p,pU) = (p, pr(p), pu)

Alors, le systeme (10.35) peut se rééerire sous la forme:

pe+ (pu)z =0

(p)i + (puc)s — [p(p*0 ) = c)ap®] 5. = 0
(pu)i + (pu® +p(p,c))e =0

ab® =0

Avec la régularisation suivante:

q)e(s VL7VR ( ~ ) )
- a(sA - (10.37)
ou U est une courbe intégrale de F( ) GWU )ax; U)=U. ’

—a?

et a(z) = ap® + (a% N /Ax
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Posons pu = M, V'expression de ®¢ passe donc par la résolution d’une équation differentielle sur la variété
2
MT +p(p, c) = cste:

{ Me, = p(p*0=% —¢) (10.38)

(M72 +p(p; C))z =0

Comme le probleme (10.38) est fortement couplé par le terme de pression, il ne peut étre intégré en général.
Dans le cadre d’un schéma aux interfaces, on décide de se ramener & un processus itératif sur une suite
(p*(z), ¥ (x))k>0. Ce type d’approximation est étudié en détail en annexe A, on se contente ici de le décrire en
vue d’une implémentation . Soit (Uj'); une approximation de U(.,nAt),

- on fixe pour chaque j € Z un état d’équilibre yi; = p(p})

- on fixe p’(x) = pr, (x) = ¢, et on résout en forme fermée la premiere égalité de (10.38). On trouve:
ct(z) = (1 — e*(PLI/M)) + cpe~(pre/M)

- on projette c!(Az/e) sur la variété localement définie par la seconde égalité de (10.38) au moyen d’un algo-
rithme de Newton. Ceci nous donne une valeur pour p;(Az/e).

- on itére jusqu’au point fixe:

HF(Azfe) = 1 {1 - e—(p""l(Aa:/e)Ax/eM)} n CLe—(p’ﬂfl(Ax/e)Ax/eM)

2 2 (10.39)
pk(I\A/Im/e) +p(Pk(Ax/€)aCk(Ax/€)) = % +plpr,cr)

On remarque que les relations (10.39) sont inexploitables dés que (AxM) < 0 puisque les concentrations
approchées vont tendre vers l'infini lorsque € — 0. On doit donc se restreindre a des problemes supersoniques
pour lesquels le présent schéma coincide avec celui de Godunov.

10.4.4 Ecriture et comportement du schéma jjéquilibre;; en régime relaxé

Pour ce type de probleémes, le schéma (10.8) s’écrit de la maniére suivante:

At
n+l _ prn +(1m + 77+ — (77— —(rm
Uptt = Up - S FH(U7) - UL ) + FO(U,) — B (O7)]

avec les états a linterface Ujj; 1 définis de la fagon suivante (M;_; = (PU)?A):

—(pF ; Aw/eM;_1) —(pF ; Az/eM;j_1)
¢ = nlp}) [1 -e 72 +crje i
M2 + + M2
P =Py ely) = = (et i)
-2

Ainsi que (M1 = (pu)}iq):

(p;. 1A$/€Mj+1)} (p~, L Ax/eMjt1)

_ . 1
Civl = u(p}) [16 ita +chge it

J
M? M?
jt1 - - — Jj+1 LM
= . C. = T S, Co
Pird +p(p]+%, J+%) Pj (g i)

2

Ceci permet de construire un schéma stable sous la condition CFL et pour tout € > 0 dans le cas d’écoulements
supersoniques. Toute la question est maintenant de s’assurer que les approximations numériques issues d’un
schéma du type (10.8) pour le probleme (10.21) convergent vers la limite asymptotique correcte (10.28) a la
limite e — 0. A ce propos, on peut déja consulter [50, 51] pour une étude des schémas plus classiques & splitting
d’opérateurs.

1. Comme on l'a fait remarquer dans la section précédente, cet algorithme du point fixe n’est pas 'unique moyen de calculer
les états aux interfaces. Son principal avantage réside dans sa facilité de programmation. Il peut étre remplacé par un solveur
différentiel sophistiqué, voire par un algorithme de Newton dans R2.
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Cas-test supersonique Le probleme étudié est du type couche-limite supersonique: on propose les données
initiales suivantes pour z €]0, 1]:

po =2 ‘
Co=0.5+%m avec e = 107" et y = 1.1
UO:2

ainsi que la condition-limite & gauche (x = 0) supersonique:

pPlL = 1.5
C = 0.8
u; = 4

Pour differentes valeurs de 7y, on constate une bonne consistance du schéma non-conservatif avec le systéeme
réduit: les figures 10.23, 10.24 et 10.25 représentent les pressions, vitesses , ainsi que la concentration massique
en T' = 0.2 pour 7 = 1.1. La courbe en trait plein montre les résultats issus du schéma jjéquilibre;;, celle en
pointillés ceux d’un schéma a décomposition de flux classique pour le systeme relaxé correspondant a la limite
€ — 0. Les paramétres choisis sont Az = 0.02 et At = 0.002 pour les deux algorithmes. On constate une
précision moyenne sur la densité, et une approximation a peine meilleure sur la vitesse. La diffusion numérique
reste importante (ceci est aussi observé pour les schémas a pas fractionnaires [51]). Le point important est bien
str d’obtenir un comportement en accord avec le régime prescrit par le systéme asymptotique, ce qui passe par
une concentration stationnaire non-oscillante.

4.5 T T T T T T T T T

"rho_sup.ddf' —
"rho_sup.asy" -----

35

15 oo

0] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X - Abscisses

Figure 10.23: Densité (e = 10~7) et densité asymptotique (schéma & décomposition de flux)

10.5 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre un schéma nouveau, construit sur la base d’'une décomposition de flux afin de
pallier au manque de robustesse du schéma de type Roe non-conservatif de la partie III tout en maintenant ses
bonnes propriétés en régime stationnaire. D’autre part, on a évité I’écueil d’'un schéma de Godunov qui serait
tres difficile a mettre en oeuvre au vu des relations de saut non-conservatives a gérer.

Avantages Le schéma ainsi construit est capable de traiter des termes sources raides sans restriction par-
ticuliere sur le pas de temps (sauf pour le cas de la relaxation) tout en maintenant une intégration en temps
explicite. La validation s’est effectuée sur une large plage de problémes physiquement réalistes (tuyeres, tubes &
choc cylindriques, diphasique équilibré) avec termes sources de natures différentes (géométrie, perte de charge,
recondensation). De plus, les algorithmes qui découlent d’une approche par décomposition de flux présentent
une alternative facile a programmer comparativement aux schémas de Roe ou de Godunov.
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4.2 T T T T T T T T T

“vit_sup.ddf* —
"vit_sup.asy" ----- A
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Figure 10.24: Vitesse (¢ = 1077) et vitesse asymptotique (schéma & décomposition de flux)
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Figure 10.25: Concentration (e = 10~7) (schéma & décomposition de flux)

Limites Cette approche souffre néanmoins de plusieurs limitations, notamment dans le cas de la relaxation
raide en régime subsonique. Néanmoins, dans ce cas, il est facile de mettre en place un schéma a pas frac-
tionnaires muni d’un solveur exact du terme source. Comme 1’écoulement a 1’équilibre est presque totalement
imposé par le terme réactionnel, il n’y a pas de balance délicate a trouver avec les termes de flux. La principale
difficulté reste bien stir de trouver une expression des courbes stationnaires du probleme. Dans le cas ot il n’y
a qu’un seul terme source, on peut se ramener a une équation différentielle scalaire. Dans 'autre alternative,
il faut intégrer de fagon approchée un systéme différentiel couplé. On a proposé de faire cela par le biais d’un
algorithme itératif.
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Dans le contexte des systéemes hyperboliques avec termes sources, I'idée qui est a la base des présents travaux
peut s’exprimer simplement: ayant constaté la bonne fiabilité des solveurs de Riemann homogenes, on essaie a
toute force de se ramener a une situation ou il sera possible de les mettre en oeuvre avec succes. C’est-a-dire
qu’il est nécessaire de reformuler les seconds membres comme des ”termes de flux” supplémentaires. Voulant
récupérer un systéme homogene, on est en droit de s’attendre & une complication des non-linéarités intervenant
dans les opérateurs differentiels du probléeme modifié. Le premier écueil a été de formuler correctement ces
termes se manifestant en général sous la forme de produits non-conservatifs: ceci a été résolu dans la majorité
des cas par le chemin jjéquilibre;; découvert a la partie ITI. Néanmoins, il reste a considerer la particularité
du probleme modifié a étre non-strictement hyperbolique, c’est-a-dire que des champs VNL peuvent tout a fait
interferer localement avec le champ stationnaire induit par le terme de réaction. On est alors dans une situation
de résonance (cf partie III - Figs 9.2, 9.3) ou la solution du probléeme de Riemann instationnaire devient tres
singuliére (au mieux non-unique). Dans ces cas, le formalisme de [21] doit étre abandonné puisqu’il n’existe
pas de courbe réguliére joignant les états gauche et droits. Il existe des réferences sur ce type de problemes
(au demeurant ouverts pour la plupart), notamment E. Isaacson et B. Temple [48, 49] ainsi que [45]. Dans
ce chapitre, nous suivrons la démarche introduite dans [30] qui se borne au calcul de solutions stationnaires.
L’objet est bien str de controler le comportement des schémas introduits précédemment (linéarisation de type
Roe ou bien décomposition de flux). Le probleme des oscillations numériques derriere les chocs stationnaires
[52] ne sera cependant pas abordé ici.

11.1 Exemple théorique: calcul d’un permanent transsonique

11.1.1 Généralités

On considere le systéme générique modélisant un écoulement de gaz parfait dans un conduit a section
variable au moyen des équations d’Euler munies d’un terme de contour. Les notations sont identiques a celles
des chapitres précédents (voir par exemple (9.19), (9.20) en partie III et (10.14) en partie IV).

(Ru); + (Ru® + P)y — [£S:], =0
(Re)t + (Ruh), =0
S; =0

(11.1)

La fonction z +— S(x) modélise le profil de la tuyere étudiée et les variables R = pS et P = pS = (vfl)pS(ef“;)
sont des facilités d’écritures largement employées. La construction proposée dans [30] exploite le fait que
S(.) est a l'origine une fonction trés réguliere (sinon le systéme (11.1) n’a pas de sens puisque la recircu-
lation du fluide ne peut pas étre ignorée). C’est au niveau de 'approximation numérique que celle-ci de-
vient discontinue pour les besoins d’un schéma de type Godunov (voir aussi un exemple similaire dans [11]
avec cette fois une pression hydrostatique). Néanmoins, le point essentiel est d’observer le caractére phy-
siquement réaliste des chocs résonants. Par conséquent, ceux-ci ne sont aucunement liés au caractere arti-
ficiellement discontinu de S(.), ils sont d’origine purement convective et leur profil infiniment mince n’est
en rien affecté par un terme source au second membre. Ceci pour arriver a la conclusion fondamentale:
les chocs résonants vérifient les conditions de Rankine-Hugoniot du systeme homogene
C’est ce point qui va permettre de construire théoriquement des régimes permanents contenant des chocs so-
niques stationnaires.

11.1.2 Meéthode de résolution

D’apres 'expression (10.15), les relations de saut pour le systéme non-conservatif (11.1) régularisé s’écrivent:

(RU)L = (R}/L)R et hL = hR
<<P(RR)>H Pr Sk (11.2)
¢(RL)

PL_SL
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avec p(R) = #(ZR?@ et a = % On rappelle par ailleurs que R > a équivaut & h > u?/2. La derniere

équation peut se réécrire sous la forme suivante:

so(R)(O))v”l P(0)
P(x)

a (Ru) et h constants (11.3)

Ceci est I'expression d’une courbe de Bernoulli exprimant la conservation de la charge totale malgré la variation
du profil dans lequel s’effectue I’écoulement. Par conséquent, & chaque point (R(0), S(0)) € (R} )2, il est possible
d’associer une courbe réguliere d’états connectables via la relation (11.3). Lorsque l'on est en présence d’un
régime résonant, on a affaire a deux états (R(0), S(0)) et (R(xo), S(xo)) qu’il est impossible de joindre de cette
facon. Ceci signifie, d’'un point de vue physique qu’il existe un choc stationnaire compressif dans la solution
séparant la région supersonique en amont de la région subsonique en aval. En ce cas, 'influence du terme source
étant nulle dans la zone de transition infiniment mince, on décide de raccorder les deux portions de courbes par
une discontinuité entropique vérifiant:

(RU)L = (RU)R et hL = hR
(Ru?)r + P, = (Ru®)gr + Pr et S, = Sg (11.4)
P et u décroissantes strictement

Par conséquent, il est naturel de considérer la courbe d’états (R(z),S(x)) pouvant étre joints a la portion
supersonique de la courbe de Bernoulli (11.3) par un choc du type (11.4). On déduit donc que si celle-ci coupe
la portion subsonique en un unique point, alors le régime transsonique discontinu est totalement caractérisé.

11.1.3 Construction d’un permanent transsonique dans un profil divergent

On se restreint & un profil divergent (i.e. % > 0) pour un raison simple: d’apreés [30], il est tout &
fait possible de construire de cette fagon des chocs stationnaires entropiques non-physiques. Par exemple, la
présence d’un choc dans la partie convergente d’une tuyere de Laval n’est pas a exclure; ce qui est incohérent
avec les observations. Ce phénomeéne peut aussi étre mis en évidence par expérimentations numériques [30].

Lemme IV.4 A R supersonique donné et (Ru), h constants, il existe un unique R > R qui puisse lui étre joint
par un choc stationnaire entropique vérifiant (11.4).

def 2 — R2 .
2 == ’Y+1 (RU) . — “sonic
sonic — y—1° 2h ’ alors on a: R = —sgnie,

De plus, si on note R

Démonstration
D’apres les conditions (11.4), il faut vérifier la relation de saut:

(Ru)® qy _ (u)®

-+ P(R) =

_y—1 (Ru)?
+ P(R) avec P(R) = - (Rh ~ SR )

D’oti il vient une équation du second degré en R:
(v=Dhga ((RU)2 (v +1)(Ru)?
¥ 2y

=0

7 +P(R)) R+

Du fait de 'expression de P(R), le coefficient de R s’écrit:

(Ru)®

(v+1(Ru)*  (y—1)Rh
7 +

2vR v

+P(R) =

Le discriminant A(R) est-il positif ?

(DR | (- 1)Rh>2 _ (y=1)4h (y +1)(Ru)?

A(R)_< VR v vy 29R

Finalement, il vient que:

_((r+D(Ru)?  (y—DRR\?
NR)‘( 27R )
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Cette expression est évidemment positive, et ne s’annule que si R est un point sonique (voir le lemme IV.2). La
condition de Lax impose que u décroisse & (Ru) constant: on choisit donc la racine positive de I’équation. Par
conséquent, il vient directement que:

R _ Y +1 (RU)2 d;f R?onic
~v—1" 2hR R

(11.5)

Lo T . . N . +1 42 D
Ceci signifie en particulier que si R appartient a la zone supersonique, alors %“7 >hetona R>R. O

Soit ’état (Sp, Ry) supersonique, il existe une unique courbe de Bernoulli & Ru et h constants passant par
ce point du fait de la théorie de Cauchy des équations differentielles. On peut associer de fagon univoque a
celle-ci une courbe d’états pouvant étre lui connectés par un choc stationnaire. Le probleme est d’établir que

cette derniere coupe la courbe de Bernoulli issue de 1’état (S, Rq) subsonique en un unique point.

Pour cela, posons B(S, R) = S.o(R)71.P(R); lexpression (11.3) devient:

Donc, I’équation des courbes de Bernoulli peut se réécrire:
8(57 R) = B(So, Ro) et B(S, R) = B(Sl, Rl)

Pour finir, on adopte la notation ¥(R) = p(R)YP(R)Y~! déja utilisée au chapitre précédent. Cette fonction
est strictement croissante pour les états supersoniques, et strictement décroissante pour les états subsoniques
(voir lemme IV.2). Celle-ci nous donne:

B(S, R) = Sp:(R) 7
Au bout du compte, on obtient ’équation des courbes d’équilibres pour (11.1) issues de (Sp, Rp) et (S1, R1):

B(So, Ro) ¢ S B(S1,R1)

1 1
P(R)7= P(R)7=
Le premier résultat est le suivant:

Lemme IV.5 Etant donnés (Ro, R1) €la, Reonic[X] Rsonic; Regnic/al et (So, S1) € (RF)? tels que B(So, Ro) <
B(S1, R1), il existe un unique triplet (S, R, R) € R} X]a, Rsonic[X|Rsonic, R2onic/a] tels que Uon ait:

B(S, R) = B(So, Ro)

B(S, k) = B(S1, R1)

D 2

R= Rsonic/R

Démonstration

Il s’agit de vérifier plusieurs choses. Tout d’abord, on s’assure qu’a l’abscisse R = Rgonic, 1la courbe passant
par (S, Rl)_subsonique est au-dessus de celle passant par (Sp, Ry) supersonique. Ensuite, on va montrer que la
valeur B(S, R) est strictement croissante et non-bornée le long de la ligne de chocs stationnaires. Cela impliquera
un unique point d’intersection entre celle-ci et la portion de courbe subsonique.
Au point sonique R = Rgonic, les équations des deux courbes de Bernoulli imposent:

So[(Ro)]H/ 1 05— Sy (R O-D

= [ (Raoni)] 70D 7 7 [(Ragnie)] /0D

Par conséquent, ’hypothése B(Sy, Ry) < B(S1, R1) implique que S < S, donc la courbe passant par (S1, Ry)
est au-dessus de celle passant par (Sp, Rp).

Il s’agit maintenant d’établir clairement ’existence d’un unique point d’intersection entre la courbe subsonique
et la ligne de choc. Soit (S, R) un point sur cette derniere, on a:

B(S,R) = S[(R)]"/ O~ (11.6)
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Pour obtenir une expression de B(S R) on remarque que le choc stationnaire se fait a S constant. D’autre
part, 'antécédent supersonique de R (i.e. R(R) = R?,,./R) appartient & la portion de courbe supersonique
issue de (Sp, Rp). On a donc:

B(So, Ro) = B(S, R(R))

En développant les expressions précédentes, il vient:

B w(RO) 1/(v—1)
5= [5ixta) e
En reportant (11.7) dans I'expression (11.6), on obtient:
p\11/(—1)
B(S,R) = Sp {W} (11.8)

Il faut donc établir dans un premier temps que:

0B(S, R)

VR > Rsonicv =
OR

>0

On développe les expressions intervenant dans (11.8) & savoir:

y-1 2
P\ — pl—v _ (Ru) (I+v) — 1 1— -1 Rsonw
v(R) =R o B R y + N1 R

s - () (k)

sonic sonic

R? . ; P(R)
RZ > 1, alors la fonction DRR)

S () () - () () o

sonic

Posons o = 2=+ et y = peut se réécrire:

y+1

On introduit donc la fonction:

1—a/y
W) = ey
On voit qu’on ne changera pas de signe en dérivant par rapport a y puisque % = RQQR‘ a%'

D’autre part, la restriction a R* de la fonction z — z'/(y=1) est strictement croissante pour v > 1. Pour avoir
le signe de OB(S, R)/OR, il est donc suffisant de montrer que f'(y) > 0 pour y > 1. Comme on a affaire & une
fraction rationnelle en y, le signe de la dérivée est donné par celui du numérateur.

N(y) = (/) ' —ay”) = (v =1y > —ayy” ") (1 —a/y)

C’est-a-dire:
sgn[N(y)] = sgnlayy® — (@®(y+1) + (v — 1))y + o]

Ceci est une simple équation du second degré en y > 1 dont on connait explicitement les solutions. Pour cela,
on en réécrit les coeflicients:

(@*(y+ 1)+ (y—1) = (H>2(7+1)+(H) (7—1):M

v+1 v+1 v+1
1y —1)

(0% =
R

Il est donc immédiat que le discriminant est nul et I'unique racine double est y = 1. D’autre part, comme
ay > 0, le numérateur est toujours strictement positif dés que y > 1. La fonction y — f(y) est donc strictement
croissante. Ceci implique bien que:

0B(S, R)

L
oR

VR > Rsonic )
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On remarque ensuite que dans ’expression (11.9), le dénominateur 1 — ay s’annule pour

R?  y+1
R2 . _’y—l

sonic

y:

Du fait de la valeur de R? ceci correspond a:

sonic?

Par conséquent, cela donne:

Cela signifie donc que: B B
B(S,R) — +oc lorsque R — R? . /a

Il y a donc nécessairement intersection entre la ligne de chocs et la portion subsonique de courbe de Bernoulli
B(S, R) = B(S1, R1) < +oc dans l'intervalle [Rsonic, R2,,,:./a] puisqu’au point sonique, la constante de Bernoulli
sur la ligne de chocs vaut B(Sy, Rg) < B(S1, R1).

L’unicité est une conséquence de la stricte monotonie de la fonction R +— B(S, R) le long de la ligne de chocs. En
effet, comme la courbe d’états subsonique est définie par B(S, R) = B(S1, R1), on déduit que ces deux courbes
ne se coupent qu’au plus en un point. O

3.5 x x x x x x x N
yr fly) —

25 -

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
y - rapport (R/Rsonic)?

Figure 11.1: Allure de la fonction y — f(y) pour y =14 et a =1/6

Théoreme IV.3 Etant donnés (So, Ro) et (S1,R1), tels que:

_ vy )Y
b ("b( Som,c/Rl)) l (11-10)

il existe un unique triplet (S, R, R) €]So, S1[x]a, Ro[X]Rsonic, R1| tels que l'on ait:

B(s,
B(s,
R=

B(S1, Ry)
B(So, Ro)

R) = B(So, Ro)
R) = B(S1, R1)
RZ,.i./R

onic



Chapitre TV-11 UN MOT SUR LES CAS DE RESONANCE NON-LINEAIRE page 185

Démonstration
1l s’agit juste de s’assurer que sous I'hypotheése supplémentaire (11.10), le choc sonique se trouve bien dans le
domaine. On remarque immédiatement que si on a:

1/(-1)
w(Rl) )> 8(507R0)

“&ﬂ”<@wmmm

Alors, cela implique:

1/(v=1)
Y(R1) )) .SOW(RO)]U(’Y_U

1/(v=1) I el
Si[p(R)] < <¢(R§oniC/Rl

Et donc:
S1 [ (Rlonic/ ROV < So[y(Bo)) /07
Reprenons l'expression (11.8) donnant la valeur de B(S, R):

w&wmwmm

55 ) =0 | T

Placons-nous au point de la ligne de chocs déterminé par R = R;.
La constante de Bernoulli correspondante vaut:

1/(v=1)
W(R2,, /R PR YO
~ Sl[ Y(RZ,,./R1) }
> B(Sla Rl)

Alors ceci implique directement qu’au point de la ligne de choc correpondant & R = Ry, la valeur de la constante
de Bernoulli est strictement superieure & B(S;, R1). On sait aussi que B(S, R) est strictement croissante avec
R le long de la ligne de chocs.

Par conséquent, I'intersection a lieu pour une valeur R subsonique et strictement inférieure & R;. De ce fait,
comme pour la zone subsonique, v croit quand R décroit (voir figure 10.2), on déduit qu’au point d’intersection
correspond une valeur de S strictement inférieure a S;. O

On conclut donc au caractére ”bien posé” du probleme stationnaire aux limites pour (11.1) sous les hypotheses
(11.10). Le procédé de construction de la solution nous fournit un moyen fiable pour obtenir un profil permanent
exact grace auquel il est possible de tester les schémas ”équilibre”.

11.2 Experiences numériques en régime résonant

11.2.1 Solution exacte du cas-test étudié

Pour fixer les idées, on choisit d’appliquer ces résultats au cas de la tuyere divergente proposée dans [87].
L’équation en est:
[0,1] — R

x+— S(z) = 1.398 + 0.347 tanh(8z — 4) (11.11)

Le profil est représenté en partie III & la figure 9.5. Ceci permet de construire le régime permanent pour (11.1)
au moyen d’un graphique du type:

La solution stationnaire est donc composée de deux portions de courbes de Bernoulli régulieres passant par
deux points donnés (Sp, Ry) et (S1, R1) correspondant chacune & une zone ot I’écoulement est supersonique (en
amont) puis subsonique (en aval). On sait aussi que le raccord entre ces deux courbes disjointes ne peut se faire
que par un choc sonique & S constant. Comme les quantités B(S, R) varient de fagon strictement monotone
le long de cette ligne de chocs, on obtient donc les valeurs de la densité de part et d’autre du choc ainsi que
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1.8 T T T T T T T T T N

17k 1¢7¢ courbe de Bernoulli — ‘ B
L 2¢m¢ courbe de Bernoulli - - - -
1.65 .
1.6 - Courbe de choc — _|

1.4
S- sectionl.35
1.3

0.9 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 N
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14
R - densite * section

Figure 11.2: Régime permanent pour la tuyere divergente

Pendroit ot il se produit si z — S(x) est bijective. La figure 11.2 correspond & des valeurs gauche et droite
proposées dans [6] et données par:

Ry =0.53
pr = 0.502 Ry =1.36
ur, = 1.299 . (Ru) = 0.69
= 0.381 ce qui donne b — 3.49 (11.12)
pr = 0.776 So =1.05
S, =1.75

On est dans un cas de figure couvert par le théoréme IV.3 puisque |1,1.98[> B(Si, R1)/B(So, Ro) ~ 1.2.
L’intersection entre la ligne de chocs et la portion subsonique issue de (S7, R;) a lieu au point:

S =1.345, R = 0.475, R = 0.945, p = 0.353, p = 0.702 (11.13)

11.2.2 Comportement du schéma de type Roe

Le schéma obtenu au chapitre 3 de la partie précédente n’est pas cong¢u pour supporter les régimes résonants

puisqu’en ces points singuliers, la définition du chemin régularisant le terme non-conservatif présent dans (11.1)
devient caduque. On persiste néanmoins a tester jjen aveugle;; ce type de schéma sur le probleme donné par
(11.1), (11.11), (11.12). Le schéma témoin sera celui proposé par P. Glaister [32]. On présente un transitoire en
p et u obtenu pour T' = 1.4 aux figures 11.3 et 11.4: on peut observer que les solutions sont tres proches pour
t €10,1.4].
Enfin, le régime permanent est atteint pour 7' = 14: les figures 11.5 & 11.8 présentent la densité, la vitessse,
le débit et I’enthalpie totale convergées. On constate que ces deux derniéres variables ne sont pas constantes a
I’endroit du choc stationnaire pour les deux algorithmes proposés. Néanmoins, bien que 'approximation non-
conservative soit moins fiable sur ce cas-test défavorable, les écarts sur la densité et la vitesse sont tres faibles et
les quantités conservées (débit, enthalpie totale) sont mieux repectées par le schéma non-conservatif (les jjpics,,
sont plus importants mais les valeurs sont & peu pres maintenues en aval du choc sonique). Bien str, si on
compare avec les valeurs exactes pour la densité, on constate que les valeurs extrémales sont excessives, mais
les erreurs restent faibles. On peut donc conclure que les valeurs obtenues sont bien concordantes avec (11.13).
Les paramétres utilisés sont Az = 0.02, At = 0.007, pour une CFL maximale de 0.92.
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Figure 11.3: Densité transitoire (schéma non-conservatif linéarisé/pas fractionnaires)
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Figure 11.4: Vitesse transitoire (schéma non-conservatif linéarisé/pas fractionnaires)
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Figure 11.5: Densité stationnaire (schéma non-conservatif linéarisé/pas fractionnaires)
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Figure 11.8: Enthalpie totale
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Figure 11.6: Vitesse stationnaire (schéma non-conservatif linéarisé/pas fractionnaires)

Figure 11.7:
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11.2.3 Comportement du schéma a décomposition de flux

On rappelle I’écriture du schéma & décomposition de flux:

U++U— At
n+1 n n - Ny - i
Uit = ———=U) = [P0 = FT UL, + F-(U,) = F~(U])]

avec les relations servant a déterminer ’état gauche thl:
2

. 1—~
o) = (G ) i) avee (R = (Ru)jo et b, = hy

] 5

et I'état dr01tUj+%:

w(R];;) =

2

S(iA 1—v
(M) (Rj41) avec (Ru)jjr% = (Ru)j41 et hj;% =hjt1

De par sa définition méme, ce schéma développé au chapitre précédent ne peut étre implémenté tel quel dans
le cadre d’un pareil probleme. En effet, comme les états a l'interface Uji , sont calculés a partir des courbes
2

de Bernoulli, il est clair que certaines relations de saut généralisées vont étre impossibles a réaliser. Celles-ci
correspondent & une transition sonique dans laquelle la courbe a 1’équilibre devient discontinue. Numériquement,
cela se traduit par une dérive irrémédiable de ’algorithme de Newton qui essaie vainement de résoudre I’équation
(10.16). Le remede que l'on a mis en oeuvre pour obtenir les résultats présentés ici s’'inspire du procédé utilisé
dans la construction du permanent théorique. Celui-ci consiste a forcer la présence d’un choc sonique vérifiant
(11.4) en bordure des mailles ou l'algorithme de Newton pose probleme. C’est-a-dire:

R2 .

% a (Ru), h constants

Cette idée a aussi été utilisée dans [13] pour montrer la convergence d’un schéma de Glimm pour la restriction
isentropique du systéme instationnaire (11.1).

On répéte donc les mémes tests numériques que dans le paragraphe précédent. On constate encore une dérive
du schéma non-conservatif a ceci pres: les jjpics;, dans les quantités conservées sont plus modérés que ceux du
schéma de type Roe non-conservatif (voir les figures 11.13 et 11.7, 11.14 et 11.8) et donc les états de part et
d’autre du choc stationnaire sont plus précis. Malheureusement, les paliers qui devraient rester constants ne
sont pas maintenus en aval du choc sonique. D’autre part, en régime transitoire, on observe sur les itérations en
temps (voir figures 11.9 et 11.10 un défaut de vitesse de propagation du choc sonique ainsi que des états érronés
en aval de celui-ci lorsque 'on compare la solution du schéma & décomposition de flux avec celui de P. Glaister
[32]. Ceci n’est pas sans rappeler les observations numériques reportées dans [24] & propos des discrétisations
totalement non-conservatives pour le systeme d’Euler. Les chocs progressent a une vitesse incorrecte et 1'état
en aval est incorrect: la régularisation du produit non-conservatif est donc mauvaise. Le schéma témoin et les
paramétres utilisés sont bien stir identiques a savoir Az = 0.02 et At = 0.007.

R:

11.3 Conclusion

On a testé dans ce chapitre le comportement des schémas jjéquilibre;; sur un probleme pathologique com-
prenant un stationnaire discontinu. Signalons que dans ce cas, la régularisation proposée pour les termes non-
conservatifs devient caduque puisque la jacobienne des flux devient siguliere. On est en situation de résonance.
Pour le probleme modele abordé ici, il est possible de construire la solution théorique stationnaire afin de va-
lider précisément les schémas. On constate une nette supériorité du schéma de type Roe construit a la partie
précédente. Néanmoins, la différence avec le schéma a décomposition de flux n’est pas flagrante en régime
stationnaire. Le choc sonique issu de celui-ci est plus étalé du fait de sa plus grande diffusion numérique. Pour
ce qui est du transitoire, on a choisi comme schéma témoin celui de P. Glaister [32] et on constate des écarts
importants avec I’approche par décomposition de flux. Celle-ci comporte des termes non-conservatifs régularisés
de facon approximative au voisinage des points soniques, ce qui se traduit par des vitesses de propagation er-
ronées et des états en aval incorrects. Par contre, le schéma de type Roe semble fiable, malgré la perte de
justification théorique.
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Ce chapitre présente des applications bidimensionnelles pour la classe de schémas développée jusqu’ici. C’est
en quelque sorte I'aboutissement de ce travail. On va tout d’abord introduire des éléments de théorie 2D pour les
problémes hyperboliques dans le cadre des lois scalaires pour lesquelles on dispose de la théorie de Kruzkov [53],
puis pour les systémes. Dans le cas de ceux-ci, les rappels suivent de pres le livre de D. Serre [76], notamment
pour la définition de ’hyperbolicité. Le principal probleme auquel il faut faire face est ’adaptation des relations
de saut non-conservatives liées a la formulation des termes sources. En effet, en 1D, le choix de la fonction
x> a®7(x) (7.4) est clair. Pour des équations de type divergence, la question est nettement plus ouverte et
plusieurs choix sont possibles. C’est pourquoi on présentera pour finir un cas-test pour le modele diphasique
équilibré en dimension deux reunissant plusieurs termes sources en régime raide.

12.1 Introduction aux problemes hyperboliques bidimensionnels

12.1.1 Le cas des lois scalaires

Généralités Soit le probleme de Cauchy dans R? x R pour:

ug + f(u)z + g(u)y = h(u) (12.1)
u(z,y,0) = ug(x,y) dans un espace fonctionnel adéquat '

La solution de cette équation est soumise au méme processus d’explosion géométrique en temps fini que celui
décrit a la partie I. Pour s’en convaincre, il suffit de choisir f = g dans (12.1). On effectue ensuite le changement
de variables 2’ = x + vy, 4y = z — y et on obtient une équation 1D:

ur + 2f (u)y = h(u)

Celle-ci est du type étudié précédemment; c’est donc en un sens faible qu’il est nécessaire de chercher des
solutions pour (12.1). Cest-a-dire dans un espace ol il est possible de donner un sens a la dérivée d’une
fonction discontinue. Une solution faible pour (12.1) sera donc une distribution vérifiant pour toute fonction-
test o € C5°(R? x RY):

/ upr + f(w)ps + g(w)p, + h(u)pdz.dy.dt + / ugpdx.dy =0 (12.2)
R2xR+ R2

Relations de Rankine-Hugoniot Soit 3 une surface réguliere de discontinuité dans R? x RT séparant deux
portions de solution C'. On choisit un point M(z,y,t) € ¥ et B une boule centrée en M séparée en deux
composantes connexes B¥ par ¥. On désigne par 7 = (ny, ng,Ny) la normale & ¥ orientée dans le sens des ¢
croissants. Si 'on applique la formule de Green a la solution faible (12.2), il vient:

0 = [yup+ f(w)ps + g(u)py, + h(u)pde.dy.dt
— (fB+ + [z )e(h(u) —up — f(u)e — g(u)y)de.dy.dt + [5 s @(nefu] + ng[f(w)] + ny[g(u)])ds(z, t)

Les deux premiers termes s’annulent puisque u est supposée classique dans B¥. Si on pose F(u) = ( ggz; ),
le troisieme terme exprime que:

e £ v T = 1 Ny 1
o(t)u] =< &, [F(u)] >rz2 avec o(t) = \/m et £ = o ( n, ) €S (12.3)

Notion de solution entropique Par analogie avec le cas monodimensionnel, on décide de construire ri-
goureusement une solution de (12.2) par une méthode de perturbation visqueuse évanescente. Pour cela, on
introduit le probléme (ott A désigne le Laplacien dans R?):

ug + f(u)e + g(u)y = h(u®) + eAu

Ce probléme admet une solution réguliere, il est donc pertinent de multiplier & gauche par 1’ (u¢) ot n € C*(R)
est une fonction strictement convexe. Par la regle de composition, on introduit ¢ et r définies & des constantes
additives pres par ¢/ =n'.f" et v’ = 1/.g’ et on obtient:

N(u)e + q(u)e + )y =1’ (u).h(u®) + eAn(u®) — en” ()| V (u)
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C’est-a-dire que sous réserve d’établir la convergence forte de la suite (u€)._0, la limite ainsi obtenue vérifie:

n(u) + q(u)y +r(u), < n'(u).h(u) au sens de D'(R* x RY) (12.4)

Le théoreme de Kruzkov L’inégalité (12.4) est essentielle & la théorie BV de I'équation (12.1) [53]. Elle
permet en particulier d’assurer 'unicité a la limite en établissant une relation de dépendance continue de u par
rapport a sa donnée initiale ug.

Théoréme IV.4 (Kruzkov)
Soit ug € (L* N BV )(R?) tel que h(u)(.,t) soit uniformément borné, alors le probléme scalaire

ue+ f(u)e + g(u)y = h(u)
(Wi + q(u)e +r(w)y <n'(w).h(u) (12.5)
’U/(Q?, Y, 0) = U()((E7 y)

admet une unique solution u € L>=([0,T]; BV (R?)) N C°([0,T7; L}, .(R?)).

loc

La restriction sur h(u) est nécessaire pour conserver un principe du maximum sur la suite d’approximations
visqueuses (u€).. Ceci est indipensable pour maintenir une vitesse de propagation finie tout en évitant une
restriction du type f et g globalement Lipschitziennnes.

12.1.2 Extension aux systemes quasi-linéaires

Hyperbolicité dans le cas lindaire Soit U(z,t) un vecteur de RV=2 on considere le systéme:

{ Ui+ AU, +BU, =0 (126)

Uo € (L*(R?*)N

Pour N > 2, la méthode des caractéristiques ne permet plus de construire une solution de (12.6) dans le cas
général comme c’est le cas en 1D [18]. Néanmoins, ce probléme peut se traiter par une transformation de
Plancherel qui est une isométrie de L? [75]. On prévient 1'explosion de la norme de u(t,¢) (¢ € R? désignant
les variables duales) sous la condition suivante:

Définition IV.1 Le probléeme (12.6) est bien posé dans L? s’il est hyperbolique, i.e.

3C > 0 telle que sup ||e” Aa+B&2)|| < ¢ (12.7)
gest

Réciproquement, si (12.7) est vérifiée, il existe une unique solution de (12.6) dans C°(R, L?(R?)).
Le probleme linéaire homogene (12.7) est donc réversible.

Définition IV.2 Le probléme (12.6) est strictement hyperbolique si les matrices A&y + Béa, EE St sont dia-

gonalisables dans R et si les N valeurs propres sont differentes et dépendent continument de 5

La terminologie suggere qu’'un probléme strictement hyperbolique soit hyperbolique; c’est bien sir le cas. On
pourra se reporter & [76] pour plus de détails.

Retour au cas général On considere maintenant le probleme non-linéaire:

{ Us+ F(U)s +G(U), = H(U) (12.8)

Uy dans un espace fonctionnel convenable

Définition IV.3 On dit que le probléme (12.8) est hyperbolique si pour tout U dans l'espace des états admis-
sibles (un convere de RN ), le probléme linéarisé:

Ui +dF(U)U, +dGUO)U, =0

est hyperbolique. Une condition suffisante est d’en garantir la stricte hyperbolicité.
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Le choix de I’espace fonctionnel pour (12.8) n’est pas simple: en 1D, on sait que les solutions d’un tel systéme ne
sont pas forcément a variation bornée. En effet, les champs linéairement dégénérés véhiculent les oscillations sans
les amortir et il faut avoir recours a la théorie de la compacité par compensation puisque la seule estimation
uniforme n’est que L>. Ceci n’est valable que pour les systemes 2 x 2 ou bien la classe de Temple. En
2D, le probléme reste désespérément ouvert, puisque ni ce procédé, ni le schéma de Glimm ne permettent d’en
construire des solutions (un jjsimple;, probleme de Riemann devient déja tres complexe!). Il subsiste qu’a la suite
des phénomenes d’explosion du gradient, il est nécessaire de chercher des solutions de (12.8) trés peu régulieres.
Celles-ci doivent néanmoins étre bornées en amplitude afin de maintenir la condition physiquement réaliste
d'une vitesse de propagation finie. On les suppose donc & priori comme des distributions de L>([0,T] x R?)

Définition IV.4 Soit Uy € L=°(R?)N, U € L>([0,T] x R?)N est une solution faible de (12.8) si pour toute
fonction-test ¢ dans C§°([0,T] x RN on a:

/ Ups + F(U)pz + GU)py + H(U)pdx.dy.dt +/ Uopdz.dy =0
R2 xR+ R?

Par analogie avec les problemes 1D, on introduit la condition d’entropie de Lax:

Définition IV.5 Une solution faible U € L>=([0,T] x R2)N est une solution entropique de (12.8) au sens de
Lazx si pour toute entropie 1 strictement conveze et si pour toute ¢ dans C§°([0,T] x R?), on a:

/ Yo+ U + 10y + ViU H ) pddy.dt + / 0(Us)pde.dy > 0
R2xR R2

ice. n(U)+q(U)z +7rU)y < Vn(U).H(U) au sens de D'(R? x R"). Les fonctions q et r vérifient Vg = Vn.dF
et Vr = Vn.dG et sont les fluxz d’entropie.

Pour terminer, on énonce l'unique résultat de portée un tant soit peu générale, a savoir un théoreme de 1963
concernant ’existence et I'unicité locales de solutions régulieres de (12.8).

Théoreme IV.5 (Garding-Leray)
Soit R > s > 2 et Uy € H*(R?), alors il existe un temps T > 0 tel que le probléeme (12.8) admette une unique

solution forte U € C1([0,T] x R2)N si ce dernier posséde une entropie strictement convere.
De plus, U € C°([0,T]; H*(R?)) N C1([0,T]; H*~1(R?)).

12.2 Traitement non-conservatif des sources dans un contexte 2D

12.2.1 Introduction générale de la méthode

Celle-ci se fera sur un exemple scalaire tres simple a savoir la loi linéaire:

ug € C1(R?) par exemple (12.9)

{ us + aug + buy = ou
Sa solution exacte est immédiate: u(z,y,t) = ug(x —at,y—bt)e**; néanmoins, obtenir une bonne approximation
numérique ’est beaucoup moins. D’une fagon générale, on convient de se placer dans un contexte volumes finis
afin d’exploiter au mieux le savoir-faire acquis pour les équations monodimensionnelles. On renvoie & [18] pour
des détails sur ce type de méthode.
La tactique la plus directe pour attaquer (12.9) est de chercher une fonction réguliere K(z,y) € C'(R?) dont
la divergence vaut « afin d’obtenir:

{ (Inful)e + a(ln |u] = K)s + b(In |u| — K)y =0 (12.10)

Kt=0

Un choix immédiat (et simpliste!) est donné par:

K(r,y) = 5@ +y)
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Malheureusement, celui-ci conduit a des problémes 1D grossiers dans le cas ol a (ou bien b) est trés proche de
zéro. Ceci révele qu’en 2D, il est nécessaire de faire dépendre K du champ de vitesses V= Z . On décide

donc de réécrire 1'équation (12.9) sous la forme:
U+ < V,Vu Spz=< V,VK Sp2 U

Cette formulation au moyen du produit scalaire de R? suggere 1'usage de la norme euclidienne:

K(z,y) = ﬁ <‘7, ( z >>R2 (12.11)

Les problémes 1D élémentaires intervenant dans un schéma volumes finis pour (12.9) sont donc de la forme:

{ (Inju|)s + a(lnju| — K), =0 ot { (Inful)¢ + b(In ju| — K), =0

K, —0 K, 0 (12.12)

12.2.2 Un exemple issu de la modélisation diphasique
On décide de s’intéresser au systeme suivant:
pt + (pu)s + (pv)y =0
(pe)s + (pue)s + (pve), = k(. )p.g(c) (12.13)

(pw)e + (pu® + p)a + (puv)y = —ka(z, y) pulul
(pv): + (pvu)y + (pv° +p)y =0

Comme a l'accoutumée, les symboles p, ¢, (u,v),p désignent la densité globale du mélange, la concentration
massique d’'une des phases, les composantes axiales et transverses du vecteur-vitesse volumétrique et la loi de
pression commune aux deux phases. Dans le cadre d’un schéma a décomposition de flux, on convient d’utiliser
I’expression simplifiée:

p(p,c) = pQﬁ
Quant aux termes sources, ils sont sensés modéliser un rappel vers un état d’équilibre privilégié ainsi qu’un effet
de frottement pariétal et une perte de charge dans une grille & aubes. On pose donc:

U = (p, pc, pu, pv)
F(U) = (pu, puc, pu® + p, pou)
G(U) = (,OU, puCc, pUL, ﬂU2 + p)
H(z,y,U) = (0,k1(x,y)p.g(c), —ka(z,y)pulul,0)

Et on obtient ’écriture condensée:
Ui+ FU),+GU)y=H(z,y,U)

Pour construire un schéma jjéquilibre;; sur la base d’une décomposition de flux, il faut tout d’abord étendre
les rappels du chapitre 2 de la partie III.

Proposition IV.4 Le probléeme (12.13) peut se réécrire sous la forme suivante:
U+F U),+F U),+G"(U),+G (U), = H(z,y,U)
ot les flur F* G* sont differentiables et vérifient les propriétés:
YU € (RS x [0,1] x R?), A(dFE(U)) € RE et A(dGE(U)) c R*

Ceuz-ci sont définis par:

FU) siu>a 0siu>a
M+ M~
M+ ‘ -
FHU) = M+(%—Ci—a) silul<a et F-(U)= M}‘({L ¢ )| sl <a (12.14)
Mo M~v

0siu<—a FU) siu<-a
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GWU) siu>a 0siu>a
NT N~
N+
GT(U) = Nﬂj silul <a et G (U) x Z silul < a
\ N3 +a) N™(5-a)
0siu<—a GWU) siu<—a

a= 1/% désigne la vitesse du son dans le mélange et les quantités M* N+ sont des décompositions du

terme de quantité de mouvement:
M+ =

M~ =Z32(u—-a)® N~ =Z2(v-a)

Démonstration
C’est une extension directe de la proposition I11.2; voir le chapitre 2 - partie I1I. O

Dans le contexte des volumes finis ou 'on fixe k1 = ko = 0, on est conduit a résoudre dans chaque maille
Ax x Ay quatre problemes de Riemann du type:

¢ [ U+ FH(U*), =0 pour z € (6 = 3) Az, il
Selon O% [ U~ +F(U7), =0pour z € [iAz, (i + 1) Az|
Vi +GH V), =0poury € [(j — %)Ay JAy[
SelonOy[ Vi +G (V7), =0poury e [jAy, (j+ ) yl

Dans le cas général, il faut introduire I’action des termes sources par le biais de relations de saut aux interfaces
du maillage.

12.2.3 Relations de saut non-conservatives

On commence en premier lieu par définir les fonctions de raideur:
z Y
KA&%(z,y) = / ki(s,y)ds et K2Y(x,y) = / ki(x, s)ds pour i = 1,2 (12.15)

Par analogie avec les lois scalaires, on décompose les termes sources de la fagon suivante:

M? N?

avec les notations M = pu et N = pv. On va donc résoudre les problemes 1D suivants:

pt+ (pu)z =0
(pc)t + (puc):v =p. g(c) M2+N2 (K;le)ac (12.16)
(pu)t + (Pu2 +p)z = PU\U| M2+N2 (KQAx)a;
(pv)e + (pvu)e =
pt+ (pv)y =0

(pc) + (pve)y = p.g(c )M2]\.]:N2 (KAy)y
(pu)t + (pvu)y = —pulul 35 (K3 (12.17)
(pv)t + (pv2 +p)y =0

On régularise les termes non-conservatifs par le biais des courbes intégrales des systémes stationnaires dans
chacune des directions OZ, Oy. Ceci est vraiment une généralisation 2D du travail exposé au chapitre 1. D’une
fagon similaire, les systemes differentiels couplés ne peuvent étre traités en forme fermée; pour parer a cette
déconvenue, on présente une résultat un peu plus faible.

Y
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Lemme IV.6 Supposons que (KlAy)I =0et (KlAy)y = 0 dans les systémes (12.16), (12.17), alors les relations
de saut suivantes sont vérifiées:
- pour (12.16): [pu] = [c] = [v] =0 et

—M?[In(p)] + [p1] — %[pz] + %[pz] = —M|M|[K5"] (12.18)
- pour (12.17): [pv] =[] =[v] =0 et

o|4] - = s (1219)

ot py1, p2 désignent respectivement des primitives a ¢ constant de p.p, et ,03.pp.

Comme précédemment, le cas ki(x,y) # 0 sera traité par un algorithme itératif du type jjpoint fixej.
Démonstration

Cas du systéeme en OF
M? M? M?
Mz 4 = —M|M| s (K5
(5 pc)) ==+ = MMt (5,
D’ou il vient, si M # 0:
M? 3 Vo — _MIMI(KA=
—?Pa:-i-pppz ,0+Pm = —M|M|(K3").
Et donc:

M? 5 (P vg 3 Az

———pe +(ppp)pz — 5 | & | + +5(0°Pp)pe = —M|M|(K3"),
P 2), M

On pose: p1(p,co) telle que (p1), = pp, et pa(p,co) telle que (p2), = p°p,. En intégrant par rapport a x, on

obtient (12.18)

Cas du systeme en Oy On obtient clairement [pv] = [¢] = 0. Par ailleurs, la conservation de la charge
Q = pv? + p impose [v] = [p] = 0. On obtient donc:

2
v A
s (K

En multipliant par (1 + u2/v?) et par 1/ulul, il vient:

v.;%l (1 + :jj) = sgn(u) [v (i)y - (i) (u)y] = (K3),

Comme v = vy, on peut intégrer en y et ainsi obtenir ’expression (12.19). O

Il reste & prendre en compte les variations de concentration dues au terme réactionnel en p.g(c) dans 'éventualité
k1 (z,y) # 0. Comme cela va condamner toute tentative de résolution analytique, on met en place un algorithme
itératif afin d’obtenir les valeurs a l'interface. Pour cela, on utilise encore la fonction ¢(c) définie en partie III:

¢:00,1] - R
/ - 1

¢ — ¢(c) avec ¢'(c) = e
(voir par exemple le lemme II1.6).
A chaque interface, on fera une approximation du type:
- calculer p* (ou bien v*) par le lemme IV.6 en supposant ¢ = c*~1(Ax) (ou bien ¢ = *~1(Ay)).
- calculer ¢* en gelant p* en itérant vers un point fixe jusqu’a satisfaire le critere d’arrét choisi. On est donc en
position d’écrire un schéma non-conservatif jjéquilibre;; pour le systeme (12.13).
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12.2.4 Ecriture du schéma proposé

Dans cette section, on commense par préciser les notations employées pour désigner la solution approchée
du systeme (12.13). Les quantités Az, Ay supposées constantes caractérisent le maillage spatial; le pas de
temps est noté At. On se limite a un schéma explicite, par conséquent, ce dernier sera soumis a la condition de
stabilité CFL. La donnée initiale est supposée uniformément bornée, donc localement sommable; on la discrétise

donc sous la forme:
0 1 (i+3)Az r(+3)Ay o)
Ul = / / U'(z,y)dxdy
T ArAy Ji-yae Ji-1ay

On introduit donc un schéma numérique jjéquilibre;; pour calculer a chaque instant {" = nAt les valeurs U;";
approchant les moyennes locales de la solution U(z,y,t") du probléeme continu. On espére donc que l'on a:

1 ErhaT Grhay ( |
Ul ~ / / Ul(z,y,nAt)dzdy
Y AeAy Ja-nae J-1ay

Par analogie avec le schéma monodimensionnel, on propose d’écrire:
urtt=up;, - fLFTUR) - F+(UZ,+ DFF(U,
- AEHUR) - GHU, )+ G U

F
zt+ ; ()] (12.20)

Les états & linterface U™ i+l
ki(z,y) = 0. Dans le cas ou ki(xz,y) # 0, on met en place lalgorithme du point fixe décrit au chapitre 1
et étudié en annexe A. Concrétement, soit (UZ’]) une approximation des moyennes locales autour des points
(iAx, jAy) au temps nAt, on détermine une solution approchée en (n + 1)At grace au schéma (12.20) et aux
états a l'interface calculés de la facon suivante:

- U;:%J. est tel que:

; et Uijtjil sont déterminés a I’aide des relations de saut (12.18) et (12.19) lorsque
JEZ

(pu)j_é Jj (pu)l 1,5 et ’U;F_%J = U? 1,5
(pw)iy glolel s ;) = oy y)) = py K0 (i, jAY) = Ka((i = 1)Aw, jAy)]
+
pi_l,‘
In (M) - [Pl(Pj_%)ij;r_%J) _pl(p?—l,jaC?—l,j)]/[(pu)?—l,jF
(vi1))? n
+ WIIP[(P;L_%J)Q (Pi—1,j)2}
(v
- pu)"lj 4[p2( 1_, N Cl_,]) pQ(pz 1_7767, 1,_7)]
= sgn(pu)l_ld [Kz(zAx ]Ay) Ky((i — 1)Az, jAy)]
- U;%J. est tel que:
(PU);F%J = (pu)ity1; et Vil = Vitl
(Pu)ﬁl,j[@b(c;%,j) — (e ;)] = Pivi; Ky (iAx, jAy) — K1 ((i + 1)Az, jAy)]
Pit1 - - n n no12
In m - [PI(PH_%J? CH_%J) - pl(PH-l,ja ci+1,j)]/[(pu)i+1,j]

(Wiha,y)? - n
+ ‘[(pJ)::l T [(PH, ])2 - (Pi+1,j)2]

W )”
- Wﬂpz( i+1.,5 l+*]) p2(P?+1,j>C?+1,j)]

= Sgn(pU)M,j[Kz(le JAy) — K2((i + 1)Ax, jAy)]

- U | est tel que:
©Lj— 3

p:_j—l =pij-1et Uj_j_; =71
M Ty o ) . . ,
Ui,jfl[‘b(%j,%) —¢(ci;o1)] = [Ki(iAz, jAy) — K1 (iAz, (j — 1)Ay)]
Uiy - — - —— (] —ul_y) =sgn(ul;_)[Ka(iAz, jAy) — Ky (iAz, (j — 1)Ay)]
»J ut By up iy AT i,j—3 »J N
ij—% i35 i
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- Ui7j+% est tel que:

Pijry = Pigt1 €6V 0 = Ui
vignlele 1) = o(e )] = [Ka(idw, jAy) — Ki(ide, (j +1)Ay)]

. 1 1 1 . ., o o
Vi j+1 " T ) o (Ui,j+% =i i) = sen(uy 1) [Ka(iAx, jAy) — Ko (iAz, (j + 1)Ay)]
ij+% 4,j+1 4,J+1

12.3 Validation par des cas-tests numériques

Les tests numériques pour (12.13) sont des raffinements de la version monodimensionnelle présentée au cha-
pitre 1 (voir les figures 10.16, 10.17, 10.18, 10.19, 10.20, 10.21). Il s’agit de tester la qualité des approximations
obtenues par le schéma (12.20) par rapport a celles fournies par un algorithme plus classique du type jjpas
fractionnaires; ; mettant en oeuvre une discrétisation centrée des termes sources.

12.3.1 Cas-test pseudo-1D

Ce premier test est une validation simple de I’algorithme 2D proposé au sens ou on va traiter un probleme
sans vitesse transverse. Cela permettra en outre de comparer les profils d’ondes obtenus avec ceux issus des
systemes monodimensionnels du chapitre 1. Ceci assurera aussi que la décomposition du terme source préserve
si besoin est la symétrie axiale de la solution et ne génere pas de vitesses transverses parasites. On considere
donc un canal maillé de fagon réguliere avec x € [0;1] et y € [0;0.3]. On fixe des valeurs constantes pour
k1(z,y), ko(x,y) et p & savoir:

ki(z,y) = 10; k2 (2,y) = 51 = 0.5

Le cas-test est du type jjcouche-limite;; subsonique avec les données initiales et la condition imposée a gauche:

po =2 ¢ =09
00:0.5

_ 00 et | (puy =1
U0—05 v =0
UOZO b=

On choisit les paramétres Az = Ay = 0.02 (750 mailles) ainsi que At = 0.005. On iteére jusque T = 0.2: les
figures 12.1, 12.2, 12.3 représentent les courbes issues du présent schéma non-conservatif avec celles issues d’une
approche classique jjpas fractionnaires;;. On constate bien une bonne adéquation sur ce probléme simple.

T T T T T T T T

,
01 02 43 025y . ordonnees
3 04 .

.5
0.6
X - Abscisses 0.7 o8 0.9

Figure 12.1: Concentration (schéma non-conservatif/pas fractionnaires)
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Figure 12.2: Vitesse (schéma non-conservatif/pas fractionnaires)
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Figure 12.3: Pression (schéma non-conservatif/pas fractionnaires)

12.3.2 Frottement uniforme dans un canal

On considere maintenant un canal semblable dont la géométrie est décrite a la figure 12.4. Les parois sont

matérialisées par des conditions aux limites de type jjmiroir;;.
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x=0 x=1 X
y=0 1 ;
y=031 ‘
k2=20 k2=0
y

Figure 12.4: Géométrie du canal

Afin de modéliser un effet de frottement di & des obstacles microscopiques, on introduit la fonction ks que
I’on choisit de la forme:

kQ(IE,y) = %21z§0_5 avec EQ = 20

Il n’y a pas de recondensation (i.e. k3 = 0). La donnée initiale et la condition-limite & gauche simulent un
écoulement cisaillé!. On a choisi:

po =2
co=081,c015+021,.015

Ug = ]-y<0.15 + 0~2]—y>0‘15
Vo = 0

Cc| = 0.81y<0.15 + 0.21y>0_15
et | u = 1y<0.15 + 0-21y>0.15
v = 0

A maillage égal, on constate au bout d’un certain nombre d’itérations une dégradation spontanée de la
suite d’approximations issues du schéma classique & pas fractionnaires sous la forme d’oscillations parasites sur
la vitesse transverse. Tout d’abord, celles-ci restent localisées aux abords de x = 0.5, puis elles contaminent
toute la solution. Quant au débit axial, il est discontinu, méme a proximité de la paroi ou le probleme est
quasiment monodimensionnel. Ceci corrobore les observations du chapitre 1. Les figures 12.5, 12.6, 12.7 12.8
présentent les valeurs stationnaires obtenues pour ¢ ~ 10 de la vitesse axiale, transverse, de la pression et de
la concentration pour le schéma non-conservatif (12.20). On présente aussi a la figure 12.9 les historiques des
résidus pour le présent schéma ’approche plus classique a pas fractionnaires ou les termes sources sont traités
de fagon centrée. Les résidus sont calculés de la fagon suivante: on désigne par U™ = (U};)i; le vecteur des
approximations a l'instant t" = nAt ot U}"; = (p};, (pc)i;, (pu)7;, (pv)i;). Le résidu est alors la norme infinie
du vecteur U1 — U". L’efficacité de I'approche jjpar interfaces;; est alors claire au vu de la figure 12.9
puisque le permanent obtenu atteint la précision machine, ce qui n’est vraiment pas le cas de 'approche centrée
classique. Les paramétres utilisés avec chacun des schémas sont: Az = 0.02, Ay = 0.02, At = 0.003.

1. Ce cas-test a été suggéré par S. Clerc
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Figure 12.9: Historique des résidus (schéma non-conservatif/pas fractionnaires)

12.3.3 Pertes de charge dans un canal pourvu de deux demi-grilles

On considére maintenant un canal semblable dont la géométrie est décrite a la figure 12.10. Les parois sont
matérialisées par des conditions aux limites de type jjmiroir;;. On maintient le terme réactionnel nul: k1 = 0.

X=0 x=24 X
y=0 1
y=0.31
y

Figure 12.10: Géométrie du canal et allure des lignes de courant

Afin de simuler les effets de pertes de charges dis aux grilles de mélange, on définit la fonction ks sous la
forme suivante:
ko(z,y) = 2011:0.6;y§0.15 + 501z:1.2;y20.15

La donnée initiale et la condition-limite a gauche correspondent & un écoulement uniforme. Concrétement, on
a choisi:

po =2 =05
60:0.5

we — 0.5 et | (pu); =1
0 ' ’Ul:O

’U():O
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Le domaine de calcul court maintenant sur l'intervalle = € [0;2.4] en vue d’observer le retour & un écoulement
monodimensionnel loin en aval des grilles. Le maillage est identique: Az = Ay = 0.02, ce qui impose At = 0.005.
On itere jusque T = 10 ou un régime permanant est établi. Les figures 12.11, 12.12, 12.15, 12.14, 12.13
donnent respectivement la vitesse axiale, la vitesse transverse, le débit axial, le nombre de Mach et la pression
stationnaires. On observe des solutions stationnaires non-oscillantes malgré les importantes discontinuités de
pression. Le profil de vitesse axiale est réaliste, mais illustre les limites d’une simulation monodimensionnelle
puisque les discontinuités sont modérées en comparaison de celles subies par la pression (ce qui n’est pas le cas
pour un probléme 1D!) méme & proximité de la paroi. Le débit axial est continu y compris dans les pertes
de charge singulieres. Quant a la vitesse transverse, elle n’est affectée par les grilles que tres localement: il
n’y a aucune remontée amont des perturbations. Les paliers de pression sont stables et ne s’étalent pas sur
plusieurs mailles (ceci n'est pas vérifié dans I’approche classique). Le nombre de Mach reste subsonique dans
tout le domaine, ce qui est une condition nécessaire de bon fonctionnement du schéma non-conservatif (12.20).
La figure 12.16 permet de comparer ’historique des résidus pour les deux approches numériques. Le schéma
non-conservatif atteint la précision machine, alors que ’algorithme conventionnel stagne. Ceci semble étre du
au fait que la pression est mal évaluée de part et d’autre des grilles de mélange, ce qui crée des oscillations sur
le profil de vitesse axiale. Il faut alors raffiner le maillage spatial pour corriger cela.
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Figure 12.11: Vitesse axiale stationnaire; T=10 (schéma non-conservatif)
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Figure 12.16: Historique des résidus (schéma non-conservatif/pas fractionnaires)

12.3.4 Effets combinés de recondensation et de perte de charge

Il reste & tester le comportement du schéma non-conservatif pour un probléeme combinant I'action des deux
termes sources (i.e. k1 # 0 et ko # 0). Pour cela, on considére un canal dont la géométrie est donnée par la
figure 12.17. Les parois sont matérialisées par des conditions aux limites de type jjmiroir;;,.

x=0 x=1 X
y=u 1
y=0.3+

y

Figure 12.17: Géomeétrie du canal et allure des lignes de courant

On simule un écoulement diphasique cisaillé soumis a un effet de recondensation inégal en espace et a une
perte de charge singuliere occasionnée par une grille de mélange. Concrétement, les données initiales et la
condition-limite a gauche sont de la forme:

po =2

a =081, +0.21,
co = 0.81y<0.15 + 0.21y>0.15 ot ull 1 y<0.15 y>0.15
ug = 1 v = 0

UOZO
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Quant aux coefficients des termes sources, ils sont donnés par 2:

Ce probleme est motivé par les expérimentations industrielles réalisées sur le code FLICA-4 mettant en oeuvre
une discrétisation conventionnelle des termes sources. On observe en régime suffisamment raide ’apparition de
concentrations négatives ainsi qu'une remontée amont des perturbations de la vitesse transverse jusque I’entrée
du domaine de calcul. Dans le cas présent, celui-ci court uniquement sur Uintervalle x € [0;1]. Le maillage est
identique: Ax = Ay = 0.02, ce qui impose At = 0.005. On itere jusque 7" = 2 ou un régime permanant est
12.18, 12.19, 12.22, 12.21, 12.20, 12.23 donnent respectivement la vitesse axiale, la vitesse
axial, le nombre de Mach, la pression et la concentration massique stationnaires. On observe
des solutions non-oscillantes et stables sur ce cas-test raide. La vitesse transervse est localement perturbée, que
ce soit a cause de l'effet de recondensation inégal ou bien de 'effet de la grille de mélange. Les profils de pression
et de vitesse axiale sont réalistes et ne présentent pas d’oscillations parasites. Le débit axial est continu a travers
la perte de charge singuliere. Quant au nombre de Mach, il reste subsonique dans tout le domaine. La figure 12.24
permet de comparer historique des résidus pour les deux approches numériques. On constate que ’algorithme
du point fixe servant a résoudre le systeme différentiel couplé introduit une erreur qui empéche d’obtenir la
convergence du résidu a précision machine. Néanmoins, il faut souligner que la différence fondamentale entre
les deux schémas numériques provient du fait que I'approximation conventionnelle est totalement fausse. En
effet, le schéma a pas fractionnaires calcule mal les paliers de part et d’autre de la perte de charge et ceux-ci
interférent au bout d’un certain temps avec la couche-limite de concentration aux abords de I’entrée du canal.
Ceci crée rapidement une onde supersonique (voir figure 12.25) qui s’empresse de dégrader toute la solution
et fait exploser le schéma. Ceci n’est pas dia au traitement du terme de réaction puisque l'on constate sur
la figure 12.26 que les profils de concentration massique issus des deux schémas sont quasiment identiques.
Lorsque 'on raffine le maillage, on observe que 1’on retarde I’apparition de la couche-limite supersonique, mais
celle-ci finit toujours par arriver. Ceci amene & penser que les stationnaires issus d’un schéma classique a pas
fractionnaires sont le plus souvent faux. Le raffinement de maillage ne fait que retarder I’apparition des erreurs;

établi. Les figures
transverse, le débit

ki =100; 0= 031,015 +0.11 50155k = 1010 5.<0.15

cette conclusion est partagée par [18].
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Figure 12.18: Vitesse axiale stationnaire; T=2 (schéma non-conservatif)

2. Ce cas-test a été proposé par I. Toumi
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Figure 12.21: Nombre de Mach stationnaire; T=2 (schéma non-conservatif)
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Figure 12.23: Concentration massique stationnaire; T=2 (schéma non-conservatif)
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Figure 12.24: Historique des résidus (schéma non-conservatif/pas fractionnaires)
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Figure 12.25: Nombre de Mach transitoire; T
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Figure 12.26: Comparaison des concentrations transitoires; T
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On s’est attaché dans cette these a comprendre le mieux possible les problemes posés par l'adjonction de
termes sources dans les systémes hyperboliques de lois de conservation, tant du point de vue théorique que pour
construire un schéma numérique efficace, robuste et capable de converger vers des régimes stationaires réalistes.

Les travaux menés dans la Partie I montrent qu’il est possible d’envisager la construction de la solution en-
tropique d’une loi scalaire réactive avec seulement une estimation en amplitude sur la suite d’approximations
obtenue par perturbations visqueuses. Ceci est bien adapté au cas des problemes avec termes sources, vu que
le contréle de la norme infinie peut s’exprimer de fagon simple sur ces derniers. Le probleme est beaucoup plus
délicat lorsque l'on traite des systemes puisqu’il est alors nécessaire de mettre en évidence des zones globale-
ment invariantes dans ’espace des phases; les expressions des flux convectifs et du second membre se melent
alors et rendent hypothétique I'existence de celles-ci. On est donc dans la majorité des cas incapable d’obtenir
une estimation & priori sur la solution recherchée. Ceci semble condamner cette approche pour établir une
théorie satisfaisante de ce type d’équations. Quant au probléme de Riemann, sa structure autosimilaire est
irrémédiablement perdue, ce qui le prive d’une grande partie de ses attraits.

A la suite des résultats obtenus sur les lois scalaires, il est apparu intéressant d’étudier les approximations
numériques de celles-ci. Pour cela, on a considéré en Partie II les algorithmes implicites de fagon a se libérer
le plus possible d’éventuelles contraintes de pas de temps. En fait, on constate que pour s’assurer d’un bon
comportement de ce type de schémas, il est encore nécessaire de respecter une condition d’inversibilité de type
CFL. D’autre part, dans le cas ou le second membre possede plusieurs équilibres, il est indispensable de prévenir
I’apparition d’oscillations parasites dans la solution approchée. Une analyse en variation totale montre que des
étapes explicites sont présentes dans la majorité des routines implicites. Il est donc nécessaire de moduler le pas
de temps en fonction de celles-ci si on veut éviter une dérive sévere de la suite d’approximations au voisinage
des équilibres instables du terme source.

Pour tenter de corriger cet état de fait, on a proposé a la Partie III un nouveau solveur de Riemann construit a
partir d’'une réécriture du terme source sous la forme d’un produit non-conservatif. L’'intérét de cette démarche
est triple:

- on maintient une structure autosimilaire au niveau des problemes de Riemann locaux.

- la stabilité du schéma de Godunov ainsi obtenu est uniquement prescrite par les termes convectifs.

- le schéma converge en temps vers un profil stationnaire correct: propriété jjéquilibre;; (well — balanced).
L’extension de cet algorithme & des systémes hyperboliques généraux s’est effectuée par I'intermédiaire des tra-
vaux de DalMaso et al. et de Toumi. En effet, il a été possible de mettre en place une régularisation générique
des produits non-conservatifs susceptibles d’apparaitre dans une large variété de problemes. Ceci nous a conduit
a la formulation d’un schéma numérique construit sur la base d’une linéarisation de type Roe. Les résulats ob-
tenus a ’aide de celle-ci furent tres satisfaisants.

La principale faiblesse apparue lors de l’extension aux systémes menée précédemment a été la perte de ro-
bustesse liée a la linéarisation. Pour corriger cela, on a présenté en Partie IV un schéma non-linéaire construit a
partir de la décomposition de flux de VanLeer ou les termes sources traités de fagon non-conservative induisent
des relations de saut généralisées a chaque interface du maillage. Cette approche permet de retrouver une
grande partie de la stabilité observée dans le cas scalaire. Cette construction permet de résoudre une grande
variété de problemes physiquement réalistes; elle a aussi été testée dans le contexte des systemes relaxés ol
une théorie récente prescrit les comportements asymptotiques des solutions. L’extension bidimensionnelle de
ce type de schémas n’est pas directe: on a donc proposé une formulation conduisant & un algorithme simple
a implémenter. Celui-ci a été testé dans le contexte des écoulements diphasiques en présence de frottements
uniformes, de pertes de charges singulieres et d’effets combinés de recondensation. Le comportement observé
est tres satisfaisant puisque 'on obtient au stationnaire des régimes de meilleure qualité que dans le cas d’une
approche classique a pas fractionnaires.
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Cette annexe est consacrée a 1’étude du systeme (4.1) dans le contexte du probléme de Riemann dans le cas
homogene. Les résultats proviennent de la these de I. Toumi [81]: la motivation est ici de les exposer sous une
forme plus simple. On insiste aussi sur une particularité liée au choix de la variable de concentration massique
plutot que le taux de vide volumique. Pour tout ce qui concerne I'influence des termes sources sur la structure
de la solution, on renvoie au travail de P.G. LeFloch [59].

A.1 Hyperbolicité du systeme

Commengons par rappeler que la solution du probleme de Riemann pour un systeme strictement hyperbolique
existe et est unique dans la classe des fonctions composées de chocs, détentes, ou discontnuités de contact, si
toutefois les états initiaux sont suffisamment proches [57, 79].

Proposition IV.5 Supposons p,(p,c) > 0, ppp(p,c) > 0, le systéme:

Op + Oz (pu) =0
O¢(pe) + 0z (puc) =0 (A1)
9 (pu) + 0z (pu® +p) = 0

admet 8 vitesses caractéristiques réelles \y = u — a, Ao = u, A3 =u+ a ol a= /p,(p,c) désigne la vitesse du
son dans le mélange. Les champs associés aux vecteurs propres:

. P . Pec R P
Rl = 0 RQ = —Pp R3 = 0 (AQ)
a 0 —a

sont vraiment non-linéaires (17 et 3°™¢) ou linéairement dégénéré (2"¢).

Le probléme (4.1) est donc strictement hyperbolique et le probléme de Riemann pour (A.1) admet une
unique solution pour des discontinuités initiales suffisamment modérées.
On peut d’autre part remarquer que la structure des entropies est identique & celle de (4.3). Par analogie avec
la dynamique des gaz isentropiques en simple phase, on déduit que n(p, pc, pu) = p%z +pf g %ds convient
pour (A.1).

Démonstration
On passe en variables non-conservatives pour alléger I’écriture.
Soient W = (p, ¢, u), le systeme (A.1) se réécrit Wy + A(W). W, = 0 avec:

v 0 p

A(W) = pO pu 0 | despectre A = {u=+ a,u} avec a = /p,
Zp e u
pp

Les vecteurs propres a droite R; sont tels que (% — il d)l’%z = 0. On obtient donc les expressions (A.2).
Il est alors immédiat que < Vs, Ry >ps= 0 puisque Rs ne dépend pas de u. D’autre part, il vient:

< VA1/3,E1/3 >ps=*(p.a, +a) #0

sauf si a est linéaire en p. O

A.2 Expression des courbes d’ondes

Afin de déterminer les courbes de choc et de détente du probleme (A.1), il est nécessaire d’en chercher les
invariants de Riemann.

Lemme IV.7 Les invariants de Riemann associés a (A.1) sont de la forme:

{ e les champs 1 et 3
oyt [P alse) g, bourles champs 1e
oyl (A3)

w — pour le champ 2
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Démonstration
Par définition [79], on a:
Ow.=0

<Vw7R1/3 >pa= 0 d’ou { w:wp:l:%wuzo

D’autre part, on sait déja que Ay = u est constante le long des courbes intégrales de R puisque le champ est
LD 1l reste a remarquer que:
< Vw, Ry >gs= 0 impose w,p. — wep, =0

D'oit (A.3). O

On peut donc donner I'expression des courbes d’ondes puisque les chocs se trouvent en éliminant la propa-
gation dans les relations de Rankine-Hugoniot et les détentes sont telles que les invariants de Riemann restent
constants.

Proposition IV.6 Les courbes d’ondes entropiques associées au probléme de Riemann (Uy,Ug) pour (A.1)
sont de la forme suivante:

Cyz = {U eR' x [0,1] x R tels que

(u—wur)®=2-LL(p—pr) }

CcC=cCy,
p augmente dans les 1-chocs et diminue dans les 3-chocs (A.4)
_ _ P a(s,cr)
Dy)3 = {U eR' x [0,1] X R tels que (v —ur) ﬂ:pr s }
CcC=cCp,

Démonstration
C’est une réécriture d’un résultat de [81]. La difference vient du fait que ’on travaille avec une fraction massique
c au lieu d’'un taux de vide a. Les courbes de détente sont immédiates du fait de I’expression des invariants
(A.3). Pour les 1/3-chocs de vitesse o, on écrit les relations de Rankine-Hugoniot:

o — loul

olp] = [pu] donc [o]

olpc] = [puc]
olpu) = [pu? + p] done 4= = [pu? 4 p]

N

Tout d’abord, la concentration ¢ est constante puisque si on pose v =u — o # 0, il vient:

[ov] = 0= (pv).[c] =0

Par conséquent, ¢ est conservé le long des ondes de vitesse différente de u, c’est-a-dire que ¢ ne varie qu’au
contact.
Pour le reste, on pose M = pu et il vient:

(M —Mp)* = (p—pr)(u.M —ur. ML)+ (p— pr)(p — pr.)

On développe le membre de droite et on trouve:

p-pr(u—ur)® = (p—pr)(p—pL)

Les conditions d’entropie sont celles de Lax [57] précisées dans [81]. O

Une conséquence directe de cette proposition est:

- ¢ est constante & travers les ondes vraiment-non-linéaires (en particulier les chocs)

- ¢ n’est discontinue qu’aux contacts le long desquels u est constante. Et donc, on déduit que le terme u.c;
n’est jamais un produit de distributions puisque les deux quantités ne sont jamais discontinues aux mémes en-
droits. Dans le cadre du probléme de Riemann homogene pour (A.1), le profil transitoire de concentration est
explicitement calculable au moyen de la fonction de Heaviside Y:

c(x,t) =cr + (cr — cp).Y (x — at)

ou cr,, cr désignent les paliers initiaux de concentration et @ la valeur de la vitesse dans la zone délimitée par
les deux ondes acoustiques. Ceci justifie aussi une écriture non-conservative de ’équation de transport sur la
concentration lorsque la pression ne dépend que de la densité p (voir par exemple [24] pour une exploitation
numérique de cette remarque).



Annexe IV-A LE PROBLEME DE RIEMANN POUR LE MODELE DIPHASIQUE EQUILIBRE page 222




Annexe B

Méthodes multipas stables en variation
totale

223



Annexe IV-B METHODES MULTIPAS STABLES EN VARIATION TOTALE page 224

On présente rapidement ici une extension des idées du chapitre précédent aux méthodes multipas. Apres un
récapitulatif des résultats classiques pour ce genre d’approximations, on donne I’expression de I'unique méthode
d’ordre 2 A-stable préservant le variation totale pour des pas de temps arbitrairement grands. Les réferences
sont les livres [19, 42].

B.1 Généralités

Les méthodes multipas se présentent comme une alternative linéaire aux autres méthodes de résolution
d’équations differentielles ordinaires (comme les routines de Runge-Kutta, par exemple). Soit le probleme
générique:

g = f(y) avec y(0) = yo
alors on peut écrire ce type d’algorithme en toute généralité:

AkYntk + W 1Yntk—1 + o + Yn = A(Brfrnrk + Br—1fnir—1 + . + Bofn)
ak # 0 et ‘Oto|+‘50| >0 (B.1)
i, fi sont des approximations de y(iAt), f(y)(iAt)

Le schéma (B.1) est dit implicite si S # 0; il est explicite sinon. Pour étudier 'ordre de précision en temps et
la stabilité, il est naturel d’introduire les polyndmes suivants (prendre f(y) = y):

p(2) = apzF +ap_12F 1+ 4+
0(2) = B2 + Br—12" 4+ Bo
On a alors le résultat:
Théoréme IV.6 La méthode (B.1) est d’ordre p > 1 si et seulement si:

k

k k
Yoaj=0et Y ajji=qy Bj*" pourg=1.p
j=0 j=0

Jj=0
La consistance correspond a imposer un ordre p = 1. Cela se traduit par:

p(1) =0 et o(1) = p'(1)

Théoréme IV.7 (Dahlquist)

Le schéma (B.1) est stable si le polynome p vérifie:
- les racines de p sont de module inferieur a 1

- les racines de module 1 sont simples

Pour le cas particulier des differences rétrogrades (8p = 81 = ... = Bx—1 = 0), on a:
Théoréme IV.8 Les méthodes du type:

k
Z AjYntj = At frik

j=1
sont instables pour k > 7.
Pour étudier la A-stabilité de ces méthodes, on introduit I’équation y = Ay et il vient:

Définition IV.6 Soit D le domaine du plan compleze défini par les p = AAt € C tels que:
- les racines de ((z) = p(z) — po(z) sont de module inferieur ¢ 1

- les racines de module 1 sont simples

Alors la méthode (B.1) est dite A-stable si on a:

{1 € C tels que Re(u) <0} C D

Pour p = 0, il vient {(z) = p(z) et la stabilité usuelle correspond & 0 € D. Les méthodes aux differences
rétrogrades d’ordre inferieur ou égal & 2 sont A-stables.
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B.2 Représentation et stabilité des méthodes a 2 pas
Se restreignant aux méthodes (B.1) & deux pas, on a une représentation:
(1 +8yn+2 — (1 = 20)ynt1 + &yn = At[0fny2 + (1 — 0+ @) fr1 — ¢ f] (B.2)

On a alors les polynoémes:
p(z) = (1+8)2" = (14202 +¢
0(2)=02—(1—-0+¢)z—¢
11 est alors possible [3] d’établir que:
- (B.2) sera d’ordre 2 sous la condition ¢ = ¢ — 6+ %

- La A-stabilité correspond a:

1 1 1
0> —et —=<ELH - =
> g+ et —3<E<H+O—

Ceci est suffisant pour obtenir:

Proposition IV.7 II existe une unique méthode d’ordre 2 A-stable et non-oscillante pour tout At.

Démonstration
D’apres le chapitre précédent, il suffit d’imposer:

61=ﬁ0:0<:>1—9+¢202¢

D’autre part, 'ordre 2 impose: ¢ =
On rassemble et il vient: 0 =1 et &
Ceci donne (voir (6.25)):

0=£6—0+3

N I

1
iyn+2 - 2yn+1 + §yn = Atfn+2

On vérifie immédiatement que:
1 1 1
={-0+-0=-—-1+-
¢=¢ * 2 2 + 2

D’ou la A-stabilité. O

Ceci est bien cohérent avec la théorie des differenciations rétrogrades qui donnent des méthodes assez peu

précises mais tres bien adaptées aux problemes mal conditionnés.
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La théorie exposée ici vise a donner un sens a l’expression A(W)%—VZ lorsque W € [BV(R)]V=2 et que
W — A(W) € Mn(R) est une application réguliere. Dans le contexte des problémes hyperboliques, il s’agit
d’attribuer une valeur & un produit du type DiracxHeaviside do(x).Y (z). Outre le formalisme développé par
J.F. Colombeau et A.Y. LeRoux (I'algebre des fonctions généralisées G(©2) D D'(?) [12]), G. DalMaso, P.G.
LeFloch et F. Murat [21] ont réussi a définir rigoureusement de tels jjproduits de distributions; au moyen de la
donnée d’une famille de chemins tracés dans 'espace des états 2. Signalons que I’équivalence des deux points
de vue pour des fonctions & variation bornée a été soulignée dans [44].

C.1 Interprétation des produits non-conservatifs comme mesures
bornées

C.1.1 L’espace BV

Il est indispensable de rappeler la définition de 1'espace BV des fonctions & variation bornée de R — RY qui
jouera un role de premiere importance dans la suite:

BV(R,RY) = {W ‘R — RY /W, € Li,.(R), 681/;/" € M(R)} (C.1)

Ou L},.(R) désigne 'espace des fonctions Lebesgue-intégrable sur tout compact de R et M l'espace des mesures
de Borel (cf [75]). C’est-a-dire que l'on a:

ow
Vo e C5(R), — < ¢/, W >= <<P78> :/80~d1/
T/ cixm R

%—VX ainsi définie est la dérivée au sens faible de W. La mesure v coincide avec 2% sur tous les boréliens de R.

ox
Une semi-norme naturellement définie sur cet espace est la variation totale:

oW
w520 e
peCl®),liglwst N\ 0T [ cixm

Rappelons aussi U'injection en dimension 1 d’espace: BV (R) C L (R). C’est donc un espace de Banach pour
les deux normes ||.|[p1 +TV(.) et ||.|[~ + TV (.). Il n’y a pas de résultat de densité des fonctions C'*° a support
compact puisque BV n’est pas inclus dans ’espace de Sobolev W11,

TV(W) =

C.1.2 Mesure de Borel associée

Le premier auteur a avoir interprété le produit ambigu A(W)%—VX est Vol'Pert [85]. Les résultats exposés
dans la suite sont donc une extension de ses travaux.

Définition IV.7 On désigne par ® une famille de chemins dans Q C RY, ie. une famille d’applications
réguliéres: [0,1] x Q x Q — Q vérifiant les propriétés suivantes:

o @(O;WL,WR) = WL

[ ] @(I;WL,WR) == WR

o VYV borné dans Q, Ik t.q. Vs € [0,1],Y(Ur,Ug) € V

|22 (s;UL, Ur)| < k|UL, — Ugl -

o YV borné dans Q, 3K t.q. Vs € [0,1],Y(U},Uk)i=12 €V
e (UL UR) = 53 (s: UL, UR)| < K [[UL = UE| + U — U]

Enongons de suite le résultat fondamental:

Théoréme IV.9 (Dal Maso, LeFloch, Murat)
Soient W € BV (Ja,b[,RY) et A : RN x]a, b|— RN une fonction localement bornée, i.e.

VX € RY borné, 3C > 0 telle que VW € X,V €a,b[,|A(W,z)| < C
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Alors il existe une unique mesure borelienne p sur |a,b| caractérisée par les deux propriétés:
o Six— W(x) est continue sur un ouvert B Cla,b|, alors

W)

u(B) = [ a5 = [ avi).o

e Sixg €la, b est un point de discontinuité de x — W (x), alors la mesure de Dirac en ce point est donné par

wl(xo) = [/0 A (<I> (s; W(xg),W(xg)) ,xo) g—f (s; W(xa),W(xg)) ds| 6(xo)

La mesure de Borel p ainsi introduite est appelée produit non-conservatif et se note habituellement sous la
forme:

aw] ) (C.4)

[A(W)ax

afin de faire clairement référence au chemin qui lui donne son sens.
Démonstration
Tout d’abord, on note que les intégrales sont bien définies:

oW ()

dx (cas continu)

w(B) = /B AW (2), 2)

continue et bornée bornée

o) = | [ A @ |5 W) W) | oo | G (ssW e Weai) ds| dlaa)

Lipschitzienne en w(z¥)

existent car weBV

En un point de continuité xq, comme ®(s; W (xy ), W (zg)) = W (xo), les deux formules coicident. Supposons

Iexistence de p € M vérifiant les deux intégrales, alors on peut I’écrire (cf [75]):

p(B) = u(B) + 3 nlwm) (C.5)

avec B ensemble des ouverts ot z — W (x) est continue et (2, )m la collection (au plus dénombrable) de ses
points de discontinuité. L’existence (et I'unicité) dans M de p est donc équivalente a la convergence uniforme
de la série des modules dans (C.5). D’apres la définition, comme A est localement bornée, W € BV C L, et
® Lipschitzienne, il vient que:

D @) < (sup k)| Alloe Y W (a7,) = W ()]

TV(W)<oo

O
L’exemple le plus simple est le chemin des lignes droites ou chemin canonique qui fait correspondre le produit
non-conservatif ainsi défini avec le produit de superposition de Vol’Pert.

q)s(s; Wi, WR) =sWr + (1 - S)WR

C.1.3 Deux propriétés importantes

Il s’agit de 'indépendance de (C.4) par rapport & la paramétrisation du chemin ®, ainsi que la cohérence de
la définition avec la théorie conservative dans le cas o A(W) = dF(W).

Proposition IV.8 Sous les hypothéses du théoréme IV.9, la mesure [A(V[/’)a—vg‘ﬁ/]q> est indépendante de la pa-
ramétrisation de ® au sens suivant:

Vv difféomorphisme [0,1] — [0, 1]

B(s, Wi, Wr) < ®(y(s), Wp, Wr) = [AW)DL] . = [AW)2¥]
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Proposition IV.9 Sous les mémes hypothéses, si pour tout W, AW) = dF(W), alors la mesure [A(W)%—Vr]é
est indépendante de la donnée de ®, et on a:

[A(W) aW] _oFW)

Ox ox

C.2 Stabilité faible des produits non-conservatifs

C.2.1 Résultats forts de stabilité

Théoréme IV.10 (Dal Maso, LeFloch, Murat)
o Soit (W,,)nen une suite de fonctions de BV (Ja,b[,RY) convergeant fortement dans BV i.e. W, BY'w, alors:

[A(Wn)%h M [A(W)%VH

o Soit (Wy)nen une suite de fonctions de BV (Ja,b[,RY) convergeant uniformément i.e. W, LY W, alors:

[z, [on ]

i.e. f]a’b[ ® [A(I/Vn)‘{jg;”]q> — f]a’b[ o [AW) aW] pour toute fonction test p € CL(Ja,b[,RY).

Par exemple, la suite de fonctions & variation bornée W, () = & sin(27nz) tend uniformément vers 0, mais ne
converge pas dans BV.

C.2.2 Exemple: la fonction de Heaviside

Soient W, etWg deux vecteurs distincts de RY, et ¥ une fonction vérifiant les hypotheses (C.3). On définit
une suite de fonctions continues (W,,),, :] — 1, 1[— R par:

Wy, pour x €] — 1, —1/n|
Wi(z) =14 ¥ (2&) pour z €] — 1/n,1/n] (C.6)
Wpr pour z €]1/n,1]

On a clairement W, 28 W = Wy, + H(z)(Wg — W) ot Y (z) désigne la fonction de Heaviside Y (z) = 1,5¢. 11
est alors possible de voir la fonction ¥ comme un chemin définissant le produit non-conservatif A(W)%—W
Néanmoins, ceci ne nous dit rien au sujet de la suite de produits (A(Wn)ag;” )n

C.2.3 Condition suffisante de convergence en loi

La suite précédente ne vérifie pas les hypotheéses du théoreme de stabilité. Néanmoins, il est possible de
montrer ”a la main”, la convergence vague des produits non-conservatifs.

Proposition IV.10 Sous les hypothéses (C.6), et si le chemin ® est défini par ® = U, alors on a le résultat
de convergence dans la topologie faible o(CE, M):

aWn weak
—

AWa) or

]

ox
Si la définition du chemin est différente, le résultat de convergence est en général perdu.

Démonstration
Soit ¢ € C}(] — 1,1[,RY), on a:

f—11 ¥ [A(Wn)ag[;’L]@ = —1{% z) [A( ) o (¥)dx
flffn ) A(T) G5 (2 H)
= Jy o (357) AU (2) T5ida
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A la limite, le théoreme de Lebesgue implique:

-1

[ e [amna %] 0 [ e

Dong, si Vs € [0,1], on a ®(s; U, Ugr) = ¥(s), on a:

1 oW ) ! ow,,
/¢ [A<W>axL e [AW”)ax L

et le produit non-conservatif passe donc a la limite faible. O

On peut bien stur généraliser ce résultat a une fonction ayant m discontinuités régularisées par m profils vis-
queux differents (voir entre autres [24, 81] et le chapitre 3). Le chemin ® est alors composé de m sous-chemins
(®; 094)1<i<m de la forme:

Dy (ms; W, W7) pour s € [O, %]

®;(ms — (i — 1); W1, W;) pour s € [=1, L]
——

D(s;Wr,Wg) = i (s)

@, ((m —1)s + 1, W1, Wg) pour s € [1— -, 1]

~————
Ym(8)

C.3 Application aux systemes hyperboliques écrits sous forme non-
conservative

C.3.1 Notion de solution faible

Ce formalisme va maintenant étre appliqué aux systemes hyperboliques non-conservatifs:

0

e TAM 5, (€.7)

Wy
{ Wy € BV(R)
Définition IV.8 Soit ® une famille de chemins dans Q au sens de (C.3), un N-uplet W de fonctions de
L> N BV (]a,b[x[0,T]) est dit solution faible de (C.7) s’il vérifie I’égalité suivante

ow
Bt 0

fot] -

Or

au sens des mesures boreliennes bornées de R x Rt.

C.3.2 Conditions de saut généralisées

Ces solutions développent généralement des discontinuités au bout d’'un temps fini. Il est donc nécessaire
d’expliciter des relations de saut de part et d’autre de ces singularités. Soit ¢ — 3(t) une courbe de R x R en
dehors de laquelle W est C'-réguliere, (xo,to) un point de cette courbe, on désigne par W= les limites gauche
et droite en ce point:

W* = lim Wz % h,to)
h—0, h>0

Alors le théoreme implique des relations de Rankine-Hugoniot généralisées pour une discontinuité de vitesse o:

/1(—0—.Id A (s W Wﬂ))%f(s; W, W )ds = 0 (C.8)
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C.3.3 Structure du probleme de Riemann

Les auteurs de [21] retrouvent les résultats habituels de la théorie conservative & savoir que la solution du
probléeme de Riemann pour (C.7) se compose de (N + 1) états constants séparés par N ondes simples. Ces
dernieéres sont d’une part des chocs ou des détentes si le champ est vraiment non-linéaire (VNL), d’autre part
des discontinuités de contact si le champ est linéairement dégénéré. La différence majeure vient du fait que tout
ce qui concerne les sauts dépend explicitement de la donnée du chemin .

C.3.4 Matrices linéarisées de type Roe

Dans [82], I. Toumi propose une extension de la construction de Roe [73] & des systémes écrits sous la forme

(C.7).

Définition IV.9 Une matrice Aeg(Wr,Wg) € Mn(R) est appelée linéarisée de Roe généralisée si elle est
pourvue des propriétés suivantes:

- Ae(Wp, Wg) est diagonalisable et posséde une base de N wvecteurs propres associés a N valeurs propres réelles.
- Ag(Wr,Wg) est consistante avec (C.7) au sens suivant:

Ap (W, W) = A(W)

- Pour tout couple (W, Wg) dans Q, on a:

1

o

/ A(@(s, WL, WR))E(S; VVL7 WR)dS = A@(WL, WR)(WR — WL)
0

La derniere condition est bien stir a rapprocher de I’expression des relations de Rankine-Hugoniot généralisées

écrites précedemment.
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L’idée a partir de laquelle cette annexe est construite est tres largement due a P. Cargo et A.Y. LeRoux
[11]. Elle consiste & reformuler le vecteur de termes sources d’un systéme hyperbolique du type:

{ U+ FU), =GU) avec U € RY (D.1)

Uo € [BV(R)]Y

sous la forme de ”faux produits non-conservatifs”; ¢’est-a-dire des termes du type G(U).Q,, mais dont I’écriture
est toujours pertinente. Dans le cas des équations d’Euler avec un second membre modélisant la gravité, il est
méme possible de dériver un systéme modifié homogene s’écrivant de fagon totalement conservative [11]. Pour
ce probleme, la variable Q(z,t) s’identifie & une pression hydrostatique. Néanmoins, cela arrive assez rarement,
mais l'idée sous-jacente peut tout de méme s’appliquer & un certain nombre de problémes notamment lorsque
G(U) ne comporte que des termes linéaires en p.

D.1 Une formulation équivalente homogene

On décide d’exposer la méthode sur un exemple issu de la modélisation des écoulements diphasiques [81] au

moyen du systeme:

pt+ (pu)z =0

(pe)e + (puc)y =0 (D.2)

(pu)e + (pu® + p(p, €))z = —ph(u)
Comme a l'accoutumée, p,u,c désignent respectivement la densité du mélange, la vitesse volumétrique et la
concentration massique d’une des phases. Par ailleurs, on ne fera sur la pression p(p,c) que les hypothéses
explicitées & la proposition IV.5 (partie I) permettant de résoudre le probléeme de Riemann pour (D.2). On
suppose en outre que la fonction u — h(u) est au moins Lipschitz-continue. Le résultat fondamental est le
suivant:

Lemme IV.8 (Cargo, LeRoux)
Il existe un potentiel scalaire Q € W°([0,T] x R) vérifiant:

loc
Qt:pu eth:_p
{ (PQ)¢ + (puQ)s =0 (D.3)

Démonstration
La premiere équation de (D.2) signifie que la divergence du vecteur (p, pu) dans le demi-espace R x R est nulle.
Conséquemment, celui-ci est le rotationnel d’un potentiel scalaire noté ) vérifiant:

p=—Qs et pu=Q;

On a donc: Q(x,t) = ffoo p(s,t).ds et d’apres cette définition, on a la relation: Q; + u@, = 0. En multipliant
cette derniére par p et en ajoutant @ fois I’équation de conservation de la masse, on obtient la forme conservative
annoncée dans (D.3). La régularité est une conséquence de la borne L™ sur p et pu. O

Il est donc opportun d’introduire un nouveau probléeme apparamment non-conservatif:

pc)t + (puc)z; =0
(pw)e + (pu* + p(p,c))z + H(u)Qy =0 (D.4)
(pQ): + (puQ)z =0

Proposition IV.11 Pour des solutions (p, pu,Q,c) € [BV([0,T] x R)]*, le systéme suwivant est équivalent a

(D.4):
pr + (pu)s j 0
(é)fu); :Q(fu: a-p(Pa ) + h(u)Qz =0 (D.5)

¢t +ucg; =0

En particulier, les fonctions Q et ¢ sont constantes a travers les ondes VNL et les produits u.c,, u.Q, et h(u).Q,
sont bien définis dans D'(R x RT).
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Démonstration
Par analogie avec la proposition IV.5, on note W = (p,u, @, ¢) le vecteur des variables non-conservatives. On a
alors un probléme W; + A(W)W,, = 0 non-strictement hyperbolique puisque:

U p 0 0
AW) = ppo/p g hguu) pCO/P de spectre A = {u & a,u} avec a=,/p,
0 0 0 U

o
SO oD

Donc les champs associés sont VNL et les trois invariants de Riemann sont:

P
u:l:/ g.ds,Q,c
s

L’espace propre associé a la valeur propre double u est engendré par:

Pe p-h(u)
0 0
t
0 © —Dp
—pp 0

Donc le champ associé est LD et u (mais pas p) est constant le long de cette discontinuité de contact. D’autre
part, le long d’un choc de vitesse o, les relations de Rankine-Hugoniot donnent:

alp] = [pu]
olpc] = [puc]
o{p@] = [puQ)]

olpu] = [pu? + p] + [h(v).Q.]s

avec ® un chemin régularisant du type [21] & préciser. Posons v = u — ¢ # 0 pour se placer dans le repeére
mobile du choc, il vient:
[pv] = 0 dott [¢] = [Q] =0

Au bout du compte, ¢ et Q) sont constantes a travers les ondes VNL, et u est constant au contact. Il n’y a donc
aucune ambigiité dans (D.5) et le choix du chemin ® est libre. O

Dans le cadre du probleme de Riemann pour (D.5), il s’ensuit qu’il est possible de donner une formulation
explicite pour Q(z/t) et ¢(x/t) au moyen de la fonction de Heaviside.

D.2 Application numérique

Bien que les systemes (D.4), (D.5) possedent d’interessantes propriétés, notamment en ce qui concerne les
termes non-conservatifs, on renonce a construire un schéma de Godunov comme il a été fait dans le cas conservatif
de [11]. L’objet de cette section est de mettre en oeuvre un solveur linéarisé pour résoudre efficacement le
systéme (D.2). Pour cela, on reprend les idées de [82] pour définir une matrice de type Roe dans un tel cadre
”apparamment non-conservatif”.

D.2.1 Linéarisée de type Roe

Pour exploiter au mieux les bonnes propriétés du systeme (D.5), il est d’abord nécessaire de définir un
vecteur d’inconnues U et une fonction de flux F(U) correctes. Le point important est que le couplage entre
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la concentration et la densité dans l'expression de la pression oblige a garder la variable conservative pc. On
propose donc:

U = (p, pe, pu, Q) et F(U) = (pu, puc, pu® + p(p, ¢), 0)

Le systeme résolu par le schéma sera donc:

pr+ (pu)e =0

(pc)t + (puc)z =0

(pu)e + (pu® +p(p, €))e + h(u)Qyr = 0
Qt + uQm =0

(D.6)

D’apres la section précédente, il est immédiat que le choix du chemin régularisant pour (D.6) est libre. On
choisit donc le plus simple a savoir le chemin canonique ”des lignes droites”:

[0,1] BSH@S(S;UL,UR) ZUL+S(UR—UL)

Soit A(Ur,Ug) une matrice de Roe pour (D.6), celle-ci a une structure du type:

0

- AU, U 0
A(Up,Ug) = Uz, Ur) h(w)

0 0 0 U

avec A(Up,Ug) une matrice de Roe (par exemple celle explicitée dans [81]) pour le probléme (D.2) homogene.
Le choix du chemin canonique ®g nous donne une expression directe des moyennes de Roe pour les ”faux”
termes non-conservatifs:

-~ f uRTuL (D.7)
= [y ur+s(ur —ur)ds = 5(ur + ug)

—

{ (u) = [ hur, + s(up — up))ds = Hem=H)

avec H(.) désignant une primitive de h(.) (le cas ur, = up est évident). On peut remarquer que ’équation sur
@ étant traitée de facon non-conservative, un principe du maximum est assuré pour cette variable.

D.2.2 Etude d’un cas-test

On considere le systeme (D.4) posé sur Uintervalle z € [0, 1] avec un second membre du type —pulu|.k(z) ol
k(z) = 1._05. Celui-ci modélise 'action d’une grille de mélange disposée dans un conduit droit grossiérement
maillé. Le test consiste a observer I’évolution vers un régime permanent & partir d’'une donnée initiale corres-
pondant & un écoulement uniforme subsonique. On a choisi:

{ PO = 0.75,60 = O.5,’LLO =0.1

2
1.6pc
p(p,c) = (1,6_p(pl_c))

Le maillage est Az = 0.02 et At = 0.01, ce qui donne une CFL maximale de 0.9. Le schéma témoin est
une approximation a pas fractionnaires sans décentrement pour le terme source. On a représenté la vitesse, la
pression et le débit pour x € [0,1] aux figures D.1, D.2, D.3. On constate clairement la meilleure qualité des
approximations fournies par le présent schéma.
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Figure D.1: Vitesse (schéma non-conservatif/pas fractionnaires)
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On s’interesse ici aux erreurs commises par les simplifications opérées dans la détermination des états a
Iinterface pour les schémas de la présente partie. Celles-ci proviennent de deux origines differentes:
- on remplace un systéme differentiel couplé par 2 équations découplées que 1’on itere afin que ’éventuel point
fixe vérifie le systeme d’origine.
- on remplace les variables de couplage par des constantes, plus précisément par les valeurs des itérées a
Vextrémité de lintervalle [0, Ax].
Pour fixer les idées, on étudie les deux problemes modeles:

Uy = flu,v) uy = f(u,v)
{ vy = g(u,v) ot { h(u,v) =0 POUTTE [0, Az]

pour lesquels on fait les approximations:

u;l—&-l — f(u”“,v”(Ax)) ) ug"'l —_ f(u”“,v"H(Ax))
Vit = gt (Az), o) T Rt o) (Az) = 0

Pour terminer, on fera un usage important d’un lemme classique dans la théorie des équations differentielles:

Lemme IV.9 (Gronwall “fort”)
Soit ¢ € C°([0,T)) positive telle qu’il existe (a,b) € (RF)? vérifiant:

Yt € [0,T],¢(t) < a/75 @(s)ds + bt
0

Alors on a la majoration:

o(t) < ~(e" — 1)

ISERS

E.1 Analyse du systeme differentiel 2 x 2

Dans cette section, on s’interesse au probléme de Cauchy suivant pour z € [0, Az]:

{ Uz = f(u,v)

vy = g(u,v)

u(0) =u
v(0) =w

o
—~
=
[
~—

avec

(=)

On décide de l'approcher par la suite (u™,v"™),>0 définie par:

ult ™t = f(u"t o (Az)) avec u"TH0) = ug et u’(z) = o (B.2)
Pt = g(u" L (Ax), v L) " (0) = vy et v9(z) = v '
E.1.1 Convergence de la suite d’approximations
Par analogie avec les résultats de la partie I, on fait des hypotheéses sur les fonctions f et g a savoir:
-Régularité: généralement, ces fonctions sont polynomiales, il est donc justifié d’exiger que:
(f,9) € CH(R*,R)? (E.3)

-Borne uniforme en amplitude: il est commun, dans le cadre des problemes hyperboliques, d’assurer une esti-
mation L. Pour cela, il est suffisant que:

Vo € Ryu.f(u,v) <0si|u >M (B.4)
Vu € R,v.g(u,v) <0si |v] > M :
Ceci permet d’avoir un premier résultat.

Lemme IV.10 Sous les hypothéses (E.3) et (E.4), la suite (u™,v™)p>0 définie par (E.2) est convergente dans
C1([0, Az],R) pour Az > 0 suffisamment petit.
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Démonstration
Il s’agit de vérifier que cette suite est de Cauchy pour la norme de la convergence uniforme de la fonction et de
sa dérivée. Comme C' est un Banach pour cette norme, on aura le résultat. On suppose pour simplifier que
lug| < M et |vg| < M; d’apres (E.4), la suite est confinée dans le compact [—M, M]?. 1l est donc naturel de
définir:

OF (1)

e (E.5)

[ fuloo = (u,v)g[@ﬁ,mz

Cette quantité existe puisque par régularité C?, la dérivée partielle est continue donc atteint son maximum sur
tout compact. On définit de méme |fy |00, [Guloo, |gv]co- On note les écarts:

Eyti(z) = [u" (@) — u"(2)] et By (z) = 0" (2) — 0" ()]
Comme les fonctions f et g vont de R? — R, la régle du point milieu s’applique:

fu,v) — fug,vo) = fu(@,0).(u —ug) + fo(t,0).(v — vg)

Par conséquent, on majore le module par:

| (u, v) = f(uo, v0)| < [fuloo:|u — ol + | fooc-|v = ol
Par conséquent, en intégrant (E.2) entre 0 et x, il est immédiat que:

Eyti(z) < fy [F"(s), 0" (A7) — f(u"(s), 0" (Ax))|ds
< fuloo fo [ H(s) —un(s)lds + [ ful o fy [07(Az) — 0™ (A)|ds
< fuloo Jo EiHH(9)ds + | foloo B (Ax).

On est alors en position d’appliquer le lemme de Gronwall:

B o) < (e~ )ED (M) (B.6)

De méme: .
Epti(z) < [fy lgu"tH(Az), 0" (s)) — g(u™(Az),v"(s))|ds
< Guloo Jo [u"TH(AZ) — u™(Az)|ds + |guloo [y [0 1 (s) — v (s)]ds
< goloo Jo E5TH(8)ds + |guloc By (Az).2
Ce qui donne:
B (@) < 02 (elorlet 1) B (Aa)
Gvloo

Comme (E.6) est une fonction croissante de z, il vient que:
E;H'l(x) < va|°°|gu|°° (e\fulooA:c _ 1)(e|gu|oox _ 1)E,’}(Am)
Par le méme argument, il vient la majoration uniforme en x:
n
E:;L+1(13) < M(elfulocAm _ 1)(e\gu\mAm —1) Ei(Ax)

La suite géométrique (E2),, tend vers 0 si sa raison est de module strictement inférieur & 1. Cela impose:

| foloolguloo (e\fuloko _ 1)(e|gu\oko -1 <1 (E.7)

| fuloo gl

En développant en Ax, cela nous donne:
‘fv|oo|gu|ooAx2 <1
Sous cette condition, il vient que sup,cio aq B0 (2) — 0, Aot sup,c(o,aq) Er (2) — 0 par (E.6). Par régularité

de f et g, ceci entraine que la suite des dérivées (u”,v™),, est aussi de Cauchy. Finalement, comme C? est
complet pour cette norme, on a le résultat annoncé. O
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E.1.2 Estimation de ’erreur a la limite

A convergence, il existe donc @, v dans C1([0, Az], R) vérifiant le systeme differentiel:
Uy = f(u,(Az))

{ 5, = g(a(Ax), 7) avec

Comme (E.8) est different de (E.1), il est clair que l'on introduit une erreur dans la détermination des états
aux interfaces. Pour ne pas perdre la consistance du schéma global, il est donc nécessaire d’estimer celle-ci en
fonction de Ax.

Sl

0 e ®9)

Proposition IV.12 Sous les hypothéses (E.3), (E.4) et (E.7), on a lestimation:
[u(Az) — u(Az)| + [5(Az) — v(Az)| < o(Az?) (E.9)

Démonstration
En intégrant (E.8) entre 0 et Az, il vient:

fu(s), v(Az)) = f(u(s),v(s))|ds
IE(A) |<f 9(a(Ax),v(s)) — g(u(s),v(s))|ds

Jappelle e, (Ax) et e,(Ax) les erreurs en u et v définies ci-dessus. Du fait de I'hypothese (E.4) et de la
majoration des dérivées du type (E.5), on a:

Ax

Ax
ulda) < Rl [ eulas £ 1nls [ o(A) = o(s)lds

0

On fait la majoration:
8(A0) — 0()] + [o(5) — o(s)
Ji " lo(@(A), o(t))ldt + ey (s)

Az maXsec[o,Az] ‘g(’aﬂ 5)(‘9)' + e’u(s)

[0(Az) —v(s)]

INIA N

D’ou:

eu(Az) < | fulos 0 eu(8)ds + | ful oo Az max (o, Az €0(8) + |foloo maXyefo,aq) 19(, ) ()| AL
€y ( ) < |gv|oo fo S)ds + |gu|ooA1' maXsec[o,Ax] €u(8) + |gu|oo maXgsecio,Az] ‘f(ﬂa @)(3)| 2

Comme e,,(0) = e,(0) = 0, on déduit que:

€u(AZ‘) < ‘fv|ooAx maXge[o,Ax] €U(S) + 0(A$2)
ev(Az) < [gulocAz maXse[o,Ax] eu(s) + O(AIQ)

Si on admet que Az est suffisamment petit pour que les fonctions x — e, (z) et & — e, (z) soient croissantes, il

vient que:
eu(AT) < | foloolguloc Az?e, (Ax) + o( Az?)
eU(Ax) < |fv‘oo|gu|ooAx2€v(Ax) + O(A'TQ)

Et finalement, on a le résultat:

o(Ax?)
ew(Az) + ey (Ax) <
( ) ( ) 1- ‘fv'oolgulooAaj2

E.2 Analyse du probleme scalaire sur une variété

Il s’agit maintenant d’étudier un probleme du type:

{ uy = f(u,v) Z(O) = uo (E.10)

avec
huo,vo (u7 ’U) =0
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La fonction hy, ., est supposée localement inversible pour lui appliquer le théoreme des fonctions implicites et

se ramener a:
{ uy = f(u,v)

U = Gug,vo (u)

u(0) = ug
v(0) = vo

Le schéma itératif approche (E.11) sous la forme d’une suite (u",v"),>o de fonctions C*([0, Az], R) définie par:

{ = o e
vt = Gug,vo (un—i-l)

(E.11)

avec

u™1(0) = ug et u®(z) = ug

avee " HL(0) = v et v0(z) = v

(E.12)

E.2.1 Convergence de la suite d’approximations

Comme dans la section précédente, il faut faire des hypotheses sur les fonctions f et gy, .4, (dorénavant notée
simplement g):
-Régularité: on demande plus que la Lipschitz-continuité:

(f,9) € CH(R?)? (E.13)

-Estimation uniforme en amplitude: on veut s’assurer que les solutions des deux problémes (E.11) et (E.12)
sont confinées dans un compact de R?:

Yo € Ryu.f(u,v) <0si|ul >M (E.14)

Ceci assure que u € [—M, M] des que ug € [—M, M] (si 'hypothése sur ug n’est pas satisfaite, on remplace M
par |up| et on garde une majoration uniforme). Par conséquent, la régularité C* de g impose que v € [~N, N]
et on a un premier résultat:

Lemme IV.11 Sous les hypothéses (E.13) et (E.14), la suite (u™),>o est convergente dans C*([0, Az],R) pour
Az > 0 suffisamment petit.

Ceci entraine la convergence de (v™),>¢ par régularité de g.
Démonstration
L’expression (E.12) entraine que:
uptt = fu"t, g(u")(Ax)) (E.15)

On integre entre 0 et x et on pose E"T1(z) = [u"T!(z) — u™(z)| I'écart au point z. On a l'estimation:
E" () S/O [f(u"F(s), g(u")(Ax)) = f(u"(5), g(u"~")(A))|ds

Comme précédemment, on introduit:

of

E.16
u,v)G[—Z\Iln,%x[—N,N] ’5‘u (U,U)’ ( )

De méme pour |fy|eo €t |gu|oo- Alors on a:

@) < [ EM(5)ds + gl ol " (A0)
0
Par 'inégalité de Gronwall, il vient:

B (e) < e S el 1) Ay

Comme cette fonction est croissante en z € [0, Az], on trouve:

E"x) < BM (Ar) < g“'? ||fv = (elul=% 1) (Aa)
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Et donc la suite des écarts tend vers 0 si on a:

W(ehmm <1 (E.17)

A Dordre 1 en Az, cela donne:
|gu‘oo|fv|ooAx <1

Par la forme de (E.15), ceci entraine 'accumulation de la suite des dérivées (ul}),>0. La suite (u™),>0 est donc
de Cauchy dans C*([0, Az],R) sous la condition (E.17). Comme cet espace est un Banach pour cette norme,
on a le résultat de convergence escompté. O

E.2.2 Estimation de l'erreur a la limite
A la limite n — +o0, il existe donc %, ¥ dans C1([0, Az],R) vérifiant le systeme:

{ iy = é? o(Aa))

v = g(

S

((8)) - Zﬁf (E.18)

Comme (E.18) est different de (E.11), il est clair que 'on introduit une erreur dans la détermination des états
aux interfaces. Pour ne pas perdre la consistance du schéma global, il est donc nécessaire d’estimer celle-ci en
fonction de Ax.

Proposition IV.13 Sous les hypotheses (E.13), (E.14) et (E.17), on a l'estimation:

|u(Az) — u(Ax)| + |o(Az) — v(Az)| < o(Az?) (E.19)
Démonstration
Pour évaluer lerreur e(z) = |u(x) — u(x)|, il suffit d’intégrer entre 0 et x 'expression (E.15):
e(x) Jo F(a(s), g(0(Az)) = f(u(s), g(u)(s))|ds

\fuloofo d5+|fv\oo|9u|oof0 [(Az) —a(s)] + |a(s) — u(s)lds
(Ifuloo + 1 foloolguloo) Jo e(s)ds + [ fuloolguloo Jo J5 £ (@(t), v(Az))|dt

On obtient finalement que:

INIAIA

2

) < (fuloe + | fluclgule) [ elo)ds 41, lclguloe s [£(a(s),o(A0))1

s€[0,Ax]

Comme e(0) = 0, on déduit que e(z) < o(x?).
L’estimation sur o est une conséquence immédiate de la régularité de g. O
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