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Directeur de thèse : Eric MOULINES
Co-encadrement de la thèse : Gersende FORT
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5 Applications de l’algorithme BOEM au problème de carto-
graphie et de localisation simultanées 57
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5.3 Annexe : Contrôle de l’approximation particulaire . . . . . . 77

6 Algorithmes de type Expectation-Maximization en ligne pour
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation générale

Un modèle de Markov caché (HMM pour Hidden Markov Models) est
un processus stochastique à temps discret {(Xk, Yk)}k≥0 tel que {Xk}k≥0

soit une châıne de Markov à valeurs dans un espace d’état X et tel que
les variables aléatoires {Yk}k≥0 soient indépendantes conditionnellement à
{Xk}k≥0 et à valeurs dans un espace d’observations Y. De plus, pour tout
m ≥ 0, la loi de Ym conditionnellement à la suite {Xk}k≥0 ne dépend que
de l’état courant Xm. La suite {Xk}k≥0 constitue la châıne cachée (les Xk

sont aussi appelées données manquantes) et les {Yk}k≥0 sont les observa-
tions. Les HMM sont utilisés dans une grande classe de problèmes en fi-
nance, en biologie ou en traitement du signal, voir [Cappé et al., 2005] et
[Mac Donald et Zucchini, 2009] et les références incluses dans ces livres.

Dans ce document, nous nous intéressons à l’estimation de paramètres
dans les châınes de Markov cachées au sens du maximum de vraisemblance.
La consistance et la normalité asymptotique de l’estimateur du maximum
de vraisemblance ont été prouvées par [Baum et Petrie, 1966] dans le cas
où X et Y sont finis. La consistance de cet estimateur a ensuite été étendue
par [Leroux, 1992] pour des châınes à espace d’état X fini et à espace d’ob-
servations Y général. La normalité asymptotique a quant à elle été établie
par [Bickel et al., 1998] sous les mêmes hypothèses. Le résultat fourni par
[Bickel et al., 1998] a été étendu par [Jensen et Petersen, 1999] pour un es-
pace d’état général, sous des hypothèses d’ergodicité géométrique uniforme.
Notons que ces auteurs supposent la consistance de l’estimateur qui a en-
suite été établie sous des hypothèses similaires par [Douc et al., 2004b] (des
modèles plus généraux que les HMM, à savoir les modèles autorégressifs
fonctionnels à régime markovien, sont considérés dans cet article). Plus
récemment, la consistance de l’estimateur du maximum de vraisemblance
pour des modèles HMM généraux a été établie par [Douc et al., 2011b] en
supposant que la châıne sous-jacente est géométriquement ergodique.
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Tous ces résultats sont établis dans le cas de modèles bien spécifiés,
c’est-à-dire lorsque les observations sont issues d’un modèle dépendant d’un
paramètre θ? inconnu. Une étude du comportement asymptotique de l’esti-
mateur du maximum de vraisemblance pour des modèles mal spécifiés a été
proposée par [Douc et Moulines, 2012].

Les résultats présentés précédemment mettent en avant les propriétés
asymptotiques de l’estimateur du maximum de vraisemblance. Dans cette
thèse, nous nous intéressons à la fois à l’estimation de paramètres en dimen-
sion finie et en dimension infinie. Dans le cas de la dimension finie, nous
imposons des contraintes sur le calcul de l’estimateur proposé : un premier
volet de cette thèse est l’estimation en ligne d’un paramètre au sens du maxi-
mum de vraisemblance. Le fait d’estimer en ligne signifie que les estimations
doivent être produites sans avoir besoin de conserver toutes les observations
et sans devoir toutes les utiliser pour produire une seule estimation. Ce genre
de procédure est nécessaire dans le cas de grandes bases de données (pour
lesquelles un parcours de toutes les observations serait trop coûteux) ou dans
des situations de type temps réel (pour lesquelles une mise à jour fréquente
du paramètre ne permettant pas un accès à toutes les observations est in-
dispensable). Une approche naturelle pour l’estimation en ligne est d’uti-
liser une méthode de gradient stochastique de type Robbins-Monro, voir
[Robbins et Monro, 1951]. De tels algorithmes sont bien connus pour des ob-
servations indépendantes, voir par exemple [Benaim, 1999] (voir également
[Laruelle, 2011] et [Laruelle et Pagès, 2012] pour l’étude de la convergence
d’algorithmes d’approximation stochastique dans un cadre plus général).
L’utilisation d’un gradient stochastique pour l’estimation en ligne dans les
HMM a été étudiée par [Le Gland et Mevel, 1997] pour une châıne de Mar-
kov cachée à espace d’état fini et espace d’observations général. Ces résultats
ont été précisés dans le travail récent de [Tadić, 2010]. L’extension de ces
méthodes à des espaces d’état généraux sous des hypothèses d’ergodicité
uniforme de la châıne cachée a été considérée dans [Poyiadjis et al., 2005]
et [Doucet et al., 2011]. Dans ce cas, le calcul du score de Fisher (gradient
du logarithme de la vraisemblance conditionnelle) n’est plus explicite et re-
quiert une procédure d’approximation qui est effectuée à l’aide de méthodes
de Monte Carlo séquentielles (filtres particulaires). La convergence de tels
algorithmes reste un problème ouvert.

Une autre approche proposée pour l’estimation de paramètres en ligne
dans les HMM et plus généralement pour les modèles à données latentes
est d’utiliser une version récursive de l’algorithme Expectation Maximiza-
tion (EM). Les travaux pionniers dans cette direction ont été menés par
[Titterington, 1984] dans le cas où les observations sont indépendantes (es-
timation de paramètres de mélange par exemple lorsque les données cachées
sont indépendantes). Dans cet algorithme, chaque nouvelle observation per-
met d’obtenir une nouvelle estimation à partir d’un calcul du score. La nor-
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malité asymptotique de cet estimateur a été établie par [Titterington, 1984].
Un autre algorithme de type EM en ligne utilisant une étape d’approxi-
mation stochastique a été proposé par [Cappé et Moulines, 2009] toujours
pour des observations indépendantes et pour une grande famille de vraisem-
blances (pour les vraisemblances complètes appartenant à la famille expo-
nentielle courbe). La consistance et la normalité asymptotique de cet es-
timateur récursif ont été établies sous des hypothèses très générales. L’ex-
tension de cet algorithme EM en ligne au cadre des HMM a été entreprise
par [Cappé, 2011a] (voir aussi [Mongillo et Denève, 2008]) dans le cas d’un
espace d’état fini. Il n’existe pas de résultat de convergence pour ces al-
gorithmes, bien que certains résultats intermédiaires soient proposés dans
[Cappé, 2011a]. L’algorithme présenté dans [Cappé, 2011a] a été étendu au
cas d’espaces d’état plus généraux à l’aide de méthodes de Monte Carlo
séquentielles par [Cappé, 2009] et [Del Moral et al., 2010b].

Dans cette thèse, nous proposons une nouvelle méthode d’estimation en
ligne pour les HMM basée sur l’algorithme EM appelée Block Online Ex-
pectation Maximization (BOEM). Cet algorithme est défini pour des HMM
à espace d’état et espace d’observations généraux. La consistance de l’algo-
rithme ainsi que des vitesses de convergence en probabilité ont été prouvées.
Nous nous sommes également intéressés à des algorithmes dits ”moyennisés”
permettant d’obtenir de meilleures vitesses de convergence.

Dans le cas d’espaces d’états généraux, l’implémentation numérique de
l’algorithme BOEM requiert d’introduire des méthodes de Monte Carlo
séquentielles - aussi appelées méthodes particulaires - pour approcher des
espérances conditionnelles sous des lois de lissage qui ne peuvent être cal-
culées explicitement. Nous avons donc proposé une approximation Monte
Carlo de l’algorithme BOEM appelée Monte Carlo BOEM. Parmi les hy-
pothèses nécessaires à la convergence de l’algorithme Monte Carlo BOEM,
un contrôle de la norme Lp de l’erreur d’approximation Monte Carlo ex-
plicite en le nombre d’observations T et le nombre de particules N est
nécessaire. Par conséquent, un second volet de cette thèse a été consacré
à l’obtention de tels contrôles pour plusieurs méthodes de Monte Carlo
séquentielles : l’algorithme Forward Filtering Backward Smoothing intro-
duit par [Doucet et al., 2000] et l’algorithme Forward Filtering Backward
Simulation proposé par [Godsill et al., 2004]. Des contrôles de la norme Lp
de l’erreur d’approximation Monte Carlo de ces algorithmes ont été obtenus
par [Del Moral et al., 2010a] et [Douc et al., 2011a]. Néanmoins, les bornes
obtenues dans [Douc et al., 2011a] pour le contrôle des lois de lissage ne
sont pas explicites en T et ne peuvent pas être utilisées dans notre cadre
d’estimation. Les résultats que nous proposons améliorent ceux fournis par
[Del Moral et al., 2010a], notamment en ce qui concerne la dépendance en
T et N . Nous avons également obtenu des inégalités de déviations exponen-
tielles pour le contrôle des lois de lissage plus précises que celles proposées
dans [Douc et al., 2011a].
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Dans un troisième volet de cette thèse, nous considérons des applica-
tions de l’algorithme Monte Carlo BOEM à des problèmes de cartographie
et de localisation simultanées (SLAM). Ces problèmes se posent lorsque un
mobile se déplace dans un environnement inconnu. Il s’agit alors de loca-
liser le mobile tout en construisant une carte de son environnement. De
nombreuses solutions ont été apportées pour résoudre ce problème suivant
les hypothèses effectuées sur le modèle dynamique du mobile et sur son
modèle d’observation (voir [Burgard et al., 2005] pour une présentation de
ces solutions). Nous choisissons une modélisation du problème similaire à
celle adoptée par [Martinez-Cantin, 2008] dans laquelle le SLAM est formulé
comme un problème d’estimation de paramètres dans les modèles de Markov
cachés. Nous répondons au problème de cartographie par l’estimation d’un
paramètre et au problème de localisation à l’aide de méthodes particulaires.
A la différence de [Martinez-Cantin, 2008] qui propose de réaliser l’estima-
tion par maximum de vraisemblance récursif, notre approche est basée sur
l’algorithme Monte Carlo BOEM. Nous illustrons l’intérêt de nos méthodes
d’estimation pour la résolution du problème du SLAM en considérant :

a) un problème de SLAM plan où les observations reçues par le mobile sont
des distances et des angles à des obstacles puis

b) un problème de SLAM indoor où les observations reçues sont des mesures
de puissances de signaux WiFi.

Enfin, la dernière partie de cette thèse est relative à l’estimation non
paramétrique dans les HMM. Le problème considéré a été très peu étudié et
nous avons donc choisi de l’aborder dans un cadre précis. Nous supposons
que {Xk}k≥0 est une marche aléatoire sur un sous-espace compact de Rm
dont la loi des incréments est connue à un facteur d’échelle a? près. Nous
supposons également que, pour tout k ≥ 0, Yk est une observation dans un
bruit additif gaussien de f?(Xk), où f? est une fonction à valeurs dans R`
que nous cherchons à estimer. La difficulté de ce problème provient du fait
que les points en lesquels la fonction f? est évaluée ne sont pas observés.

Dans les modèles à erreurs sur les variables (modèles errors-in-variables),
les {Xk}k≥0 sont stationnaires et observés en présence de bruit. Il existe de
nombreuses méthodes pour estimer la fonction f? dans ce contexte. Certaines
de ces solutions proposent d’approcher la loi conditionnelle de Y0 sachant X0

pour produire une estimation de f?. Pour cela, il est nécessaire d’obtenir une
estimation de la loi de X0, i.e. de répondre au problème de déconvolution
(voir par exemple [Carroll et Hall, 1988] et [Carroll et Stefanski, 1990]). Des
estimateurs à noyau de f? ont été proposés (voir [Fan et Truong, 1993]) ainsi
que des méthodes de sélection de modèles utilisant une estimation par mi-
nimisation de contraste pénalisé (voir [Comte et Taupin, 2007]). Toutes ces
procédures nécessitent une observation de l’état caché permettant une esti-
mation de la densité de X0, elles ne peuvent donc être utilisées dans notre
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cas où la seule information disponible est contenue dans les observations
{Yk}k≥0.

Lorsque {Xk}k≥0 est une châıne de Markov, une estimation de la densité
de sa loi invariante et une estimation de la densité de son noyau ont été
proposées par [Lacour, 2008a] lorsque les observations sont données par

Yk = Xk + εk ,

où les variables {εk}k≥0 sont i.i.d. et de loi connue. Cependant, dans le
modèle considéré par [Lacour, 2008a], c’est la châıne cachée qui est observée
au travers du processus {Yk}k≥0, il n’y a pas de transformation de la châıne
par une fonction f?.

Le premier résultat que nous avons établi dans notre situation est l’iden-
tifiabilité du modèle statistique considéré. Nous avons également proposé
une estimation de la fonction f? et du paramètre a? à partir de la log-
vraisemblance par paires des observations. Nous avons prouvé la convergence
en probabilité de ces estimateurs lorsque le nombre d’observations utilisées
tend vers +∞.

Les résultats obtenus durant cette thèse ont fait l’objet d’articles soumis
à des revues internationales. Nous avons choisi d’insérer ces articles dans ce
document dans les chapitres 6, 7 et 8. Un préambule est associé à chacun
de ces articles pour en expliquer le contenu et pour mettre en valeur notre
contribution (voir chapitres 2, 3 et 4). Nous donnons enfin au Chapitre 5
des applications de nos travaux au problème de cartographie et de localisa-
tion simultanées. Ce chapitre présente des travaux soumis à des revues qui
ne sont pas insérés dans ce document par souci de brièveté (nous décrivons
ici la modélisation statistique et nous donnons les résultats expérimentaux,
la méthodologie étant déjà donnée dans les autre chapitres). Nous propo-
sons ci-dessous un court résumé de chaque article pour mettre en avant
notre contribution. Nous donnons également en Appendice A des preuves
supplémentaires pour le Chapitre 6.

i) Chapitre 5 : [Le Corff et Fort, 2011a] et [Dumont et Le Corff, 2012b].

Convergence of a Particle-based Approximation of the Block
Online Expectation Maximization Algorithm. Article accepté pour
publication dans la revue Transactions on Modeling and Computer Si-
mulation. Dans cet article, nous proposons d’appliquer les résultats de
[Le Corff et Fort, 2011b] sur l’estimation en ligne des châınes de Mar-
kov cachées. Nous utilisons une méthode de Monte Carlo séquentielle
compatible avec la nécessité d’une estimation en ligne. L’erreur d’ap-
proximation introduite est contrôlée par les résultats donnés dans l’ar-
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ticle [Dubarry et Le Corff, 2011]. L’algorithme proposé est appliqué à
des problèmes de cartographie et de localisation simultanées.

Simultaneous localization and mapping problem in wireless
sensor networks. Article soumis pour publication dans la revue IEEE
Transactions on Signal Processing. Cet article introduit une modifica-
tion de l’algorithme BOEM proposé dans [Le Corff et Fort, 2011b] pour
résoudre un problème de cartographie et de localisation simultanées
dans un contexte différent de celui donné par [Le Corff et Fort, 2011a].
Dans ce cas, le mobile est localisé à partir de cartes de propagation de
signaux WiFi. La méthode proposée a fait l’objet d’un brevet.

ii) Chapitre 6 : [Le Corff et Fort, 2011b], préambule : Chapitre 2.

Online Expectation Maximization based algorithms for infe-
rence in Hidden Markov Models. Article soumis pour publication
dans la revue Annals of Statistics. Dans cet article, nous proposons une
nouvelle méthode d’estimation en ligne de châınes de Markov cachées
basée sur l’algorithme EM. Cette méthode traite les observations par
blocs de tailles croissantes. Pour chacun de ces blocs d’observations, les
statistiques de l’EM sont calculées en ligne, la valeur des paramètres
étant fixée. Les paramètres sont mis à jour lorsque toutes les obser-
vations du bloc ont été traitées. Les statistiques à calculer sur chaque
bloc sont des espérances conditionnelles de fonctionnelles additives sous
les lois de lissage jointes qui peuvent être soit calculées explicitement
(lorsque l’espace d’état est fini ou pour les modèles linéaires gaussiens)
soit approchées par des méthodes de Monte Carlo (pour les modèles
HMM généraux). Nous prouvons la consistance de l’algorithme, i.e., la
convergence de la suite d’estimateurs vers l’ensemble des points sta-
tionnaires de la limite de la log-vraisemblance normalisée lorsque le
nombre d’observations tend vers +∞. Nous établissons également des
vitesses de convergence en probabilité pour nos estimateurs et pour les
estimateurs moyennisés. Cette étude démontre l’intérêt des algorithmes
moyennisés : leur vitesse de convergence ne dépend pas de la taille des

blocs d’observations et décrôıt comme T
−1/2
n , où Tn est le nombre total

d’observations utilisées pour produire la n-ième estimation.

iii) Chapitre 7 : [Dubarry et Le Corff, 2011], préambule : Chapitre 3.

Nonasymptotic deviation inequalities for smoothed additive
functionals in non-linear state-space models. Article accepté pour
publication dans la revue Bernoulli. Nous étudions l’approximation de
l’espérance conditionnelle de fonctionnelles additives sous les lois de lis-
sage jointes par des méthodes de Monte Carlo séquentielles. Nous nous
intéressons à deux algorithmes très employés dans la pratique : l’algo-
rithme Forward Filtering Backward Smoothing et l’algorithme Forward
Filtering Backward Simulation. Les algorithmes considérés procèdent en
deux étapes. Dans la première étape, un algorithme de filtrage particu-



13

laire est utilisé pour approcher les lois de filtrage à l’aide de familles de
particules pondérées. Dans une seconde étape, les lois de lissage jointes
sont approchées soit en modifiant les poids des particules soit en simu-
lant des trajectoires utilisant les particules et les poids produits dans la
première étape. Nous donnons dans cet article des bornes non asympto-
tiques pour le contrôle de la norme Lp de l’erreur Monte Carlo pour les
deux méthodes considérées. Nous proposons également des inégalités de
déviation exponentielles pour cette même erreur. Nous montrons en par-
ticulier que l’erreur d’approximation en temps long est bornée par une
fonction de T/N (où T est le nombre d’observations et N le nombre de
particules) uniformément en T et en N sous des hypothèses de mélange
fort. La méthode de preuve est basée sur une décomposition de l’erreur
d’approximation sous la forme d’une somme d’erreurs locales contrôlées
à l’aide d’inégalités de déviation pour les martingales bornées couplées
à des résultats d’ergodicité uniforme de la châıne cachée.

iv) Chapitre 8 : [Dumont et Le Corff, 2012a], préambule : Chapitre 4.

Nonparametric estimation using partially observed Markov
chains. Article soumis pour publication dans la revue Annals of Sta-
tistics. Nous introduisons une nouvelle méthode d’estimation non pa-
ramétrique pour les châınes de Markov cachées : nous cherchons à esti-
mer f? dans le cas où, pour tout k ≥ 0, Yk est une observation bruitée
de f?(Xk) et où {Xk}k≥0 est une marche aléatoire restreinte à un sous-
espace de Rm, la loi des incréments de la marche étant connue à un fac-
teur d’échelle près. La méthode introduite est basée sur un algorithme
de type maximum de vraisemblance non paramétrique par paires (pair-
wise maximum likelihood). Le critère à maximiser est la vraisemblance
des paires d’observations qui dépend de la fonction f?. Pour prendre
en compte le caractère non paramétrique du problème, cette vraisem-
blance est pénalisée par une norme fonctionnelle du paramètre à estimer
(dans notre cas une norme Sobolev mais d’autres normes fonctionnelles
pourraient être considérées). Nous avons d’abord établi l’identifiabilité
du modèle en utilisant des outils de géométrie différentielle (formule de
Sard, théorème du point fixe). Nous montrons ensuite la convergence
de l’estimation de la loi des paires d’observations, ce qui nous permet
enfin d’établir la consistance de l’estimateur de f?.

1.2 Modèles de Markov cachés : notations

Nous présentons dans cette section les notations sur les modèles de Mar-
kov cachés qui seront utilisées dans tous les chapitres de ce document.

Θ désigne un ensemble de paramètres dont la structure varie selon les
chapitres. Nous précisons dans chaque chapitre la nature de Θ.
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X et Y sont deux espaces topologiques munis des tribus boréliennes X
et Y. Dans la plupart des chapitres, X et Y sont des sous-espaces de Rdx et
de Rdy .

Un noyau de Markov M défini sur X × X est une application à valeurs
dans [0, 1] vérifiant les deux propriétés suivantes :

– Pour tout x ∈ X, A 7→M(x,A) est une probabilité sur (X,X ).
– Pour tout A ∈ X , x 7→M(x,A) est une application X -mesurable.

Modèles de Markov cachés

On considère une famille de noyaux de Markov {Mθ}θ∈Θ, Mθ : X×X →
[0, 1], une mesure σ-finie µ sur (Y,Y) et une famille de densités de probabilité
de transition par rapport à µ, {gθ(x, ·)}θ∈Θ,x∈X, gθ : X× Y→ R+.

Pour tout θ ∈ Θ, soit Kθ le noyau de Markov défini sur (X×Y)×(X⊗Y),
pour tout (x, y) ∈ X× Y et tout C ∈ X ⊗ Y, par

Kθ [(x, y), C]
def
=

∫
1C(x′, y′) gθ(x

′, y′)µ(dy′)Mθ(x, dx
′) .

Pour tout θ ∈ Θ et toute probabilité χ sur (X,X ), soit Pχθ la probabilité sur
l’espace canonique ((X × Y)N, (X ⊗ Y)⊗N) telle que {(Xk, Yk)}k≥0 soit une
châıne de Markov de distribution initiale

Pχθ ((X0, Y0) ∈ C) =

∫
1C(x, y) gθ(x, y)µ(dy)χ(dx)

et de noyau de Markov Kθ. L’espérance par rapport à Pχθ est notée Eχθ .

On suppose que, pour tout θ ∈ Θ et tout x ∈ X, Mθ(x, ·) a pour densité
mθ(x, ·) par rapport à une mesure de référence λ sur (X,X ) supposée finie.

Lois de lissage jointes

Pour toute probabilité χ sur (X,X ), tout θ ∈ Θ et tout s ≤ u ≤ v ≤ t,
on définit la loi de lissage jointe φχθ,u:v|s:t par

Eχθ [f(Xu:v)|Ys:t]
def
=

∫
f(xu:v)φ

χ
θ,u:v|s:t(dxu:v) , (1.1)

où, pour tout u ≤ v, nous utilisons la notation xu:v pour la suite (xu, · · · , xv).
φχθ,u:v|s:t est la loi des variablesXu:v conditionnellement aux observations Ys:t.
Dans le cas où s = 0, les lois de lissage jointes sont notées

φχθ,u:v|t
def
= φχθ,u:v|0:t .
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Ainsi l’espérance sous la loi φχθ,u:v|t s’exprime par

Eχθ [f(Xu:v)|Y0:t]

=

∫
f(xu:v)φ

χ
θ,u:v|t(dxu:v)

=

∫
gθ(x0, Y0)

∏t
i=1{mθ(xi−1, xi)gθ(xi, Yi)}f(xu:v)χ(dx0)λ(dx1:t)∫

gθ(x0, Y0)
∏t
i=1{mθ(xi−1, xi)gθ(xi, Yi)}χ(dx0)λ(dx1:t)

.

Il nous sera également utile d’introduire des notations similaires dans le cas
où la loi initiale χ est la loi de la variable Xr (et non de la variable X0).
Pour tout θ ∈ Θ et tout r ≤ u ≤ v ≤ t, on note alors

Eχ,rθ [f(Xu:v)|Yr:t]

=

∫
gθ(xr, Yr)

∏t
i=r+1{mθ(xi−1, xi)gθ(xi, Yi)}f(xu:v)χ(dxr)λ(dxr+1:t)∫

gθ(xr, Yr)
∏t
i=r+1{mθ(xi−1, xi)gθ(xi, Yi)}χ(dxr)λ(dxr+1:t)

.

(1.2)

Lois de filtrage

Pour toute probabilité χ sur (X,X ), tout θ ∈ Θ et tout t ≥ 0, on introduit
la loi de filtrage φχθ,t définie par

φχθ,t
def
= φχθ,t:t|t .

On a alors

Eχθ [f(Xt)|Y0:t]

=

∫
f(xt)φ

χ
θ,t(dxt)

=

∫
gθ(x0, Y0)

∏t
i=1{mθ(xi−1, xi)gθ(xi, Yi)}f(xt)χ(dx0)λ(dx1:t)∫

gθ(x0, Y0)
∏t
i=1{mθ(xi−1, xi)gθ(xi, Yi)}χ(dx0)λ(dx1:t)

.

Vraisemblance complète

Nous introduisons également la vraisemblance complète du modèle,

pθ(x0:T , y0:T )
def
= gθ(x0, y0)

T−1∏
i=0

mθ(xi, xi+1)gθ(xi+1, yi+1) . (1.3)

La structure de dépendance des modèles de Markov cachés, définie par (1.3),
est résumée par le modèle graphique donnée en Figure 1.1.
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Figure 1.1 – Modèle graphique d’un HMM.

Vraisemblance des observations

La log-vraisemblance des observations y0:T est définie, pour tout T ≥ 0,
tout θ ∈ Θ et toute distribution initiale χ sur (X,X ), par

`χθ,T (y0:T )
def
= log

∫
pθ(x0:T , y0:T )χ(dx0)λ(dx1:T ) . (1.4)

1.3 Production scientifique

Les travaux contenus dans cette thèse ont fait l’objet d’articles soumis
à des revues internationales, du dépôt d’un brevet (pour le problème du
SLAM indoor) et de communications.

Articles dans des revues internationales

i) Nonasymptotic deviation inequalities for smoothed additive functionals
in non-linear state-space models, Dubarry C. and Le Corff S.
Article accepté pour publication dans la revue Bernoulli.

ii) Online Expectation Maximization based algorithms for inference in Hid-
den Markov Models, Le Corff S. and Fort G.
Article soumis pour publication dans la revue Annals of Statistics.

iii) Convergence of a Particle-based Approximation of the Block Online
Expectation Maximization Algorithm, Le Corff S. and Fort G.
Article accepté pour publication dans la revue Transactions on Modeling
and Computer Simulation.

iv) Simultaneous localization and mapping problem in wireless sensor net-
works, Dumont T. and Le Corff S.
Article soumis pour publication dans la revue IEEE Transactions on
Signal Processing.

v) Nonparametric estimation using partially observed Markov chains, Du-
mont T. and Le Corff S.
Article soumis pour publication dans la revue Annals of Statistics.
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Actes de conférences internationales

i) New Online EM algorithms for general Hidden Markov models. Appli-
cation to the SLAM problem, [Le Corff et al., 2012].
10th International Conference on Latent Variable Analysis and Source
Separation (LVA/ICA).

ii) Block Online EM for hidden Markov models with general state-space,
[Le Corff et al., 2011a].
14th International Conference Applied Stochastic Models and Data Ana-
lysis (ASMDA).

iii) Online EM algorithm to solve the SLAM problem, [Le Corff et al., 2011b].
IEEE Workshop on Statistical Signal Processing (SSP).

iv) Fast computation of smoothed additive functionals in general state-
space models, [Dubarry et Le Corff, 2011].
IEEE Workshop on Statistical Signal Processing (SSP).

Communications dans des conférences internationales

i) Nonasymptotic upper bounds in a linear version of the FFBS algorithm.
28th European Meeting of Statisticians (EMS), Athènes, 2010.

ii) Nonparametric estimation in hidden Markov models.
8th International Congress on Probability and Statistics (IMS), Istan-
bul, 2012.

Communications dans des séminaires

i) Convergence properties of particle filters and estimation of smoothed
additive functionals in non-linear state-space models.
SMILE : Statistical Machine Learning in Paris, Paris, 2010.

ii) Block online EM for hidden Markov models with application to para-
meter estimation in general state-spaces.
BigMC : Séminaire Méthodes de Monte Carlo en grande dimension,
Paris, 2011.

Codes C et Matlab

Les différents codes écrits en relation avec les algorithmes présentés dans
cette thèse (Monte Carlo BOEM, SLAM basé sur des landmarks, SLAM in-
door) sont disponibles à l’adresse http://perso.telecom-paristech.fr/

~lecorff/software.html.

http://perso.telecom-paristech.fr/~lecorff/software.html
http://perso.telecom-paristech.fr/~lecorff/software.html
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Chapitre 2

Estimation en ligne dans
les modèles de Markov
cachés (préambule)

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle procédure
d’estimation en ligne dans les HMM basée sur l’algorithme
Expectation Maximization (EM). La méthode proposée
s’applique lorsque la quantité intermédiaire de l’EM est
calculable explicitement ou lorsqu’elle est remplacée par
une approximation Monte Carlo si l’on sait suffisamment
contrôler l’erreur d’approximation. Nous prouvons la consis-
tance de l’estimateur et nous donnons des vitesses de conver-
gence en probabilité. Nous montrons également que la vi-
tesse de convergence optimale est obtenue lorsque l’on utilise
un algorithme moyennisé.

L’estimation de paramètres statiques est un problème classique dans les
modèles de Markov cachés. Le terme en ligne signifie que la procédure d’es-
timation doit respecter deux critères. D’une part, de nouvelles estimations
doivent être produites au fur et à mesure que les observations sont acquises,
et ce, de telle sorte qu’il n’est pas nécessaire d’accéder à toutes les obser-
vations passées. D’autre part, la capacité de stockage des informations ne
doit pas crôıtre avec le temps. Les observations sont donc utilisées puis sup-
primées puisqu’elles ne seront pas utiles aux estimations futures.

L’intérêt pour ces algorithmes provient d’applications pour lesquelles
les données ne peuvent pas être conservées ou qui reposent sur des bases
de données trop volumineuses pour être traitées en bloc. Les applications
nécessitant un traitement en temps réel sont candidates à l’utilisation de
telles techniques en ligne. L’exemple du problème de cartographie et de
localisation simultanées est étudié au Chapitre 5.
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Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’estimation au sens du maxi-
mum de vraisemblance et plus particulièrement aux algorithmes de type
EM, [Dempster et al., 1977].

2.1 Introduction

Nous commençons par rappeler le fonctionnement de l’algorithme EM
et par donner les différentes notations utiles qui s’y rapportent.

Nous considérons une loi χ sur (X,X ) et deux familles de noyaux de
Markov dont les densités de probabilité sont données par {mθ}θ∈Θ sur X×X
et {gθ}θ∈Θ sur X×Y (voir Section 1.2). Disposant de T +1 observations Y0:T

et d’une estimation initiale θ0, l’algorithme EM produit de façon itérative
une suite d’estimation {θn}n≥1. Chaque itération de l’EM se déroule en deux
étapes. Si θn est l’estimation courante du paramètre nous avons alors :

1. Etape E : calculer pour tout θ ∈ Θ

Q(θ, θn)
def
= Eχθn

[
1

T
log pθ(X0:T , Y0:T )

∣∣∣∣Y0:T

]
,

où les quantités Eχθn [·|Y0:T ] et pθ sont définies par (1.1) et (1.3),

2. Etape M : définir θn+1 comme un élément de l’ensemble

Argmaxθ∈ΘQ(θ, θn) .

Chaque itération vérifie l’inégalité suivante

`χθ,T (Y0:T )− `χθ′,T (Y0:T ) ≥ Q(θ, θ′)−Q(θ′, θ′) ,

où `χθ,T est la log-vraisemblance des observations Y0:T définie par (1.4) (voir
par exemple [Wu, 1983, Section 1]). Cette inégalité est à la base de l’intérêt
pour l’algorithme EM puisqu’elle signifie que chaque itération augmente la
valeur de la log-vraisemblance des observations. L’algorithme EM présente
cependant deux inconvénients majeurs. D’une part la nécessité d’évaluer la
fonction θ 7→ Q(θ, θn) pour toutes les valeurs possibles du paramètre et,
d’autre part, la possibilité de maximiser cette quantité sur l’ensemble Θ.

Dans la suite nous nous plaçons dans le cas de modèles de Markov cachés
dont la vraisemblance complète appartient à la famille exponentielle courbe.
Cette hypothèse nous assure l’existence de fonctions S, φ et ψ telles que,
pour tout (x, x′) ∈ X2 et tout y ∈ Y,

mθ(x, x
′)gθ(x

′, y) = exp
{
φ(θ) +

〈
S(x, x,′ , y), ψ(θ)

〉}
. (2.1)
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Par définition de pθ, voir (1.3), nous avons pour tout x0:T ∈ XT+1 et tout
y0:T ∈ YT+1,

1

T
log pθ(x0:T , y0:T )

=
1

T
log gθ(x0, y0) +

1

T

T∑
k=1

log {mθ(xk−1, xk)gθ(xk, yk)}

= φ(θ) +

〈
1

T

T∑
k=1

S(xk−1, xk, yk), ψ(θ)

〉
+

1

T
log gθ(x0, y0) .

Dans la suite, la contribution de gθ(x0, y0) est omise (cette simplification est
classique dans l’étude des algorithmes de type EM). L’équation (2.1) permet
alors d’écrire, pour tout θ ∈ Θ,

Q(θ, θn) = φ(θ) +

〈
1

T

T∑
k=1

Eχθn [S(Xk−1, Xk, Yk)|Y0:T ] , ψ(θ)

〉
.

Nous supposons de plus que ce modèle est tel que, pour tout s dans l’en-
veloppe convexe de S(X × X × Y), la fonction θ 7→ φ(θ) + 〈s, ψ(θ)〉 a
un maximum unique donné par θ̄(s). Ces deux hypothèses sont classiques
pour l’étude de l’algorithme EM et de ses versions stochastiques (voir par
exemple [Delyon et al., 1999], [Fort et Moulines, 2003] et [Cappé, 2011b]).
L’algorithme EM devient alors :

1. Etape E : calculer

1

T

T∑
k=1

Eχθn [S(Xk−1, Xk, Yk)|Y0:T ] , (2.2)

2. Etape M : définir θn+1 par

θn+1
def
= θ̄

(
1

T

T∑
k=1

Eχθn [S(Xk−1, Xk, Yk)|Y0:T ]

)
.

L’étape E se résume donc maintenant au seul calcul d’une espérance condi-
tionnelle sous la valeur θn du paramètre.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Nous commençons par
présenter notre contribution en Section 2.2 : nous y définissons l’algorithme
Block Online Expectation Maximization (BOEM) et nous étudions ses pro-
priétés de convergence. Les résultats présentés dans la Section 2.2 ont fait
l’objet de l’article [Le Corff et Fort, 2011b], soumis dans une revue interna-
tionale et inséré au Chapitre 6. Cette section détaille également différents
algorithmes pour l’estimation en ligne proposés dans la littérature : des
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méthodes de type gradient ou basées sur l’algorithme EM sont mises en
avant dans le cadre de données manquantes indépendantes ou dans le cadre
général des HMM. Le chapitre se termine par l’Annexe 2.3 qui explicite les
différentes méthodes permettant les calculs en ligne nécessaires à la mise en
place de l’algorithme BOEM.

2.2 Contribution

2.2.1 Algorithmes pour l’estimation en ligne par
blocs

Cette section présente notre contribution algorithmique à l’estimation en
ligne dans le cadre de modèles de Markov cachés généraux. Nous proposons
un nouvel algorithme, le Block Online EM, ainsi qu’une version moyennisée.
Ces algorithmes nécessitent le calcul d’espérances conditionnelles sous les
lois de lissage (voir Section 1.2). Nous proposons un algorithme basé sur
une approximation Monte Carlo de ces espérances quand elles ne sont pas
calculables explicitement.

L’algorithme proposé, proche de l’EM original, parcourt les observations
disponibles en ne mettant à jour l’estimation du paramètre qu’à certains
instants prédéfinis de façon déterministe. Si la suite {Tk}k≥0 représente les
instants de mises à jour, la valeur du paramètre reste inchangée pendant le
parcours des données YTk+1:Tk+1

. Nous effectuons, à partir de ces données et
de l’estimation courante du paramètre, le calcul de la quantité intermédiaire
de l’EM. A la fin de ce bloc de données, le paramètre est alors mis à jour
par application de la fonction θ̄.

L’algorithme BOEM

La définition de l’algorithme BOEM nécessite l’introduction de quelques
quantités :

i) une suite d’entiers {τk}k≥1 correspondant à la taille des blocs d’obser-
vations. Nous posons alors

T0
def
= 0 et, pour tout n ≥ 1 , Tn

def
=

n∑
k=1

τk ,

ii) une suite {χk}k≥1 de lois sur (X,X ) correspondant aux lois initiales
de l’état caché utilisées sur chaque bloc pour calculer la quantité in-
termédiaire de l’algorithme BOEM.
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Pour tout T > 0, τ > 0, θ ∈ Θ et toute distribution initiale χ sur (X,X ),
nous définissons la quantité S̄χ,Tτ (θ,Y) par :

S̄χ,Tτ (θ,Y)
def
=

1

τ

τ∑
k=1

Eχ,Tθ [S(XT+k−1, XT+k, YT+k)|YT :T+τ ] , (2.3)

où Eχ,Tθ [·|YT :T+τ ] est définie par (1.2). S̄χ,Tτ (θ,Y) correspond à la quan-
tité intermédiaire de l’EM, donnée par (2.2), calculée avec les observations
YT :T+τ , lorsque la distribution de l’état caché à l’instant T est χ et lorsque
les lois régissant le HMM sont paramétrées par θ .

L’algorithme BOEM définit alors une suite d’estimations {θn}n≥0 par :

θn
def
= θ̄

[
S̄χn−1,Tn−1
τn (θn−1,Y)

]
. (2.4)

L’algorithme BOEM moyennisé

Nous proposons une version moyennisée de l’algorithme BOEM, qui à
chaque fin de bloc, remplace la statistique S̄

χn−1,Tn−1
τn (θn−1,Y) par une

moyenne pondérée de toutes les statistiques calculées jusqu’au bloc courant :

Σn
def
=

1

Tn

n∑
j=1

τj S̄
χj−1,Tj−1
τj (θj−1,Y) .

Nous notons alors {θ̃n}n≥0 la suite d’estimateurs correspondante :

θ̃n
def
= θ̄ (Σn) .

Notons que Σn se calcule à partir de S̄
χn−1,Tn−1
τn (θn−1,Y) et de Σn−1 : il

n’est pas nécessaire de conserver toutes les statistiques depuis le départ.

L’algorithme Monte Carlo BOEM

Nous considérons enfin un algorithme qui remplace la statistique in-
termédiaire S̄χn,Tnτn+1 (θn,Y) par une approximation de type Monte Carlo S̃n
dans le cas où le calcul exact n’est pas possible.

Il est important à ce stade de voir que la quantité S̄
χn−1,Tn−1
τn (θn−1,Y)

peut se calculer en ligne au sein du bloc courant dans le cas d’espaces d’état
finis. Dans le cas général, une approximation en ligne peut être calculée à
l’aide de méthodes de Monte Carlo séquentielles. La façon d’effectuer ces
calculs en ligne est détaillée dans l’Annexe 2.3.
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2.2.2 Propriétés de convergence

Les propriétés de convergence des algorithmes BOEM se démontrent en
plusieurs étapes que nous rappelons ici. Les énoncés des résultats et les
preuves correspondantes sont détaillés au Chapitre 6. Ces résultats reposent
sur des hypothèses de différents types précisées au Chapitre 6. Les principales
sont rappelées ici :

i) Paramètres : l’espace des paramètres Θ est supposé compact. Cette
hypothèse assure la stabilité de l’algorithme Monte Carlo BOEM. Elle
peut être relâchée en combinant l’algorithme avec une procédure de type
reprojection des estimations sur une suite croissante d’espaces compacts
telle que celle proposée par [Chen et al., 1988]. Cette procédure n’est
pas détaillée au Chapitre 6 par souci de simplicité, mais les résultats
que nous établissons peuvent être étendus aux algorithmes BOEM sta-
bilisés par reprojection (voir [Le Corff et Fort, 2011b, Arxiv, version 2]
et [Fort et Moulines, 2003] pour une application au cas d’un algorithme
Monte Carlo EM),

ii) Modèle de Markov caché : nous supposons la condition de mélange
fort,

∃(σ−, σ+) ∈ R2
+ , ∀θ ∈ Θ , ∀(x, x′) ∈ X2 , σ− ≤ mθ(x, x

′) ≤ σ+ .

Cette hypothèse permet d’établir l’oubli géométrique des filtres à la
fois dans le sens forward et dans le sens backward, voir Proposition 6.5.
Cet oubli de la châıne cachée est un élément capital pour prouver la
convergence de la quantité intermédiaire (2.3) lorsque τ → +∞, voir
Théorème 6.1-ii). Grâce à cette convergence, nous pouvons définir un
algorithme limite dont les propriétés de convergence permettent l’ana-
lyse de l’algorithme Monte Carlo BOEM,

iii) Observations : les observations sont supposées stationnaires et β-
mélangeantes, voir le Chapitre 6 pour une définition détaillée de la
notion de β-mélange. La stationnarité permet d’appliquer un théorème
ergodique, en particulier dans la preuve de la convergence de la quan-
tité intermédiaire (2.3) lorsque τ → +∞. L’hypothèse de β-mélange
est quant à elle fondamentale pour contrôler la norme Lp de l’erreur
d’approximation dans l’algorithme Monte Carlo BOEM,

iv) Taille des blocs : nous supposons que les tailles des blocs d’observa-
tions croissent de façon polynomiale : τn = bcnac, avec a > 1. Le fait
que τn → +∞ est naturel puisque cela permet de comparer l’algorithme
Monte Carlo BOEM à l’algorithme limite mentionné plus haut. Une
croissance logarithmique de la taille des blocs n’est pas suffisante pour
assurer la convergence de l’algorithme Monte Carlo BOEM. Nous pour-
rions choisir une croissance géométrique en conservant les propriétés de
convergence. Ce n’est cependant pas recommandé d’un point de vue
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pratique (un nombre important d’observations est nécessaire à la pro-
duction d’une nouvelle estimation),

v) Approximation Monte Carlo : il existe p > 2 tel que la norme Lp
de l’erreur d’approximation Monte Carlo au sein de chaque bloc vérifie,
pour tout n ≥ 0, ∥∥∥S̄χn,Tnτn+1

(θn,Y)− S̃n
∥∥∥
p

= O(τ−bn+1) ,

pour b suffisamment grand.

Algorithme limite

L’analyse de la convergence de nos algorithmes repose sur la comparaison
de ces algorithmes à une procédure itérative déterministe que nous appe-
lons limiting EM. Nous prouvons que la quantité intermédiaire S̄χ,Tτ (θ,Y)
définie par (2.3), converge presque sûrement, lorsque τ → +∞, vers une
quantité limite notée S̄(θ), la limite étant indépendante de T et de χ (voir
Théorème 6.1). Ce résultat repose sur une application du théorème ergodique
pour le processus stationnaire Y, cette quantité limite ne dépend donc des
observations qu’à travers leur loi.

Ce résultat permet de définir un algorithme limite, appelé limiting EM,
donné par

θ̌n
def
= R(θ̌n−1)

def
= θ̄

(
S̄(θ̌n−1)

)
. (2.5)

Le premier résultat intermédiaire (donné par la Théorème 6.2) prouve que
la séquence générée par le limiting EM converge vers l’ensemble des points
stationnaires L de la mise à jour :

L def
= {θ ∈ Θ ; R(θ) = θ} .

La convergence repose sur l’existence d’une fonction de Lyapunov pour le
limiting EM (voir Proposition 6.1). Pour tout θ ∈ Θ et toute distribution χ
sur (X,X ), la log-vraisemblance normalisée T−1`χθ,T (Y0:T ), donnée par (1.4),
converge P−p.s. vers une quantité notée `(θ) lorsque T → +∞, cette limite
étant indépendante de χ. La fonction de Lyapunov considérée est simplement
définie par W : θ 7→ exp(`(θ)) (l’utilisation de la fonction exponentielle
assure la positivité nécessaire pour définir une fonction de Lyapunov).

Ce résultat nous permet aussi d’identifier les points stationnaires de l’en-
semble L aux points stationnaires de cette log-vraisemblance limite `. Cette
remarque est fondamentale puisqu’elle permet, dans le cas où les observa-
tions utilisées correspondent aux observations d’un HMM stationnaire pa-
ramétré par θ? ∈ Θ, de prouver que θ? est un élément de cet ensemble de
points limites. Elle nous permettra également de faire une analogie avec les
algorithmes proposés dans le cas indépendant, voir Section 2.2.3.
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Consistance des algorithmes Monte Carlo BOEM

La convergence du limiting EM étant établie, le Théorème 6.2 donne
également la convergence de l’algorithme Monte Carlo BOEM. Il s’agit
de comparer la mise à jour du paramère θn via une itération du limiting
EM, donnée par θ̄

(
S̄(θn)

)
, à celle donnée par une itération de l’algorithme

Monte Carlo BOEM, θ̄
(
S̃n

)
, où S̃n est l’approximation Monte Carlo de

S̄χn,Tnτn+1 (θn,Y). En effet, la convergence de l’algorithme Monte Carlo BOEM
vers l’ensemble L est assurée dès lors que nous prouvons que∣∣∣W (

θ̄
(
S̃n

))
−W

(
θ̄
(
S̄(θn)

))∣∣∣ −→
n→+∞

0 ,P− p.s.

Sous nos hypothèses, θ̄ et W sont régulières de sorte qu’il suffit d’avoir un
contrôle de la norme Lp de l’erreur S̃n − S̄(θn) et d’appliquer le lemme de
Borel-Cantelli. Ce contrôle est fourni par le Théorème 6.1 et provient de
deux bornes intermédiaires :

i) du contrôle de la norme Lp de l’erreur entre S̄(θn) et S̄χn,Tnτn+1 (θn,Y)
fourni par les lemmes 6.4, 6.5 et 6.6,

ii) de l’hypothèse de contrôle de la norme Lp de l’erreur entre S̄χn,Tnτn+1 (θn,Y)

et S̃n.

Nous verrons au Chapitre 3 comment l’hypothèse ii) de contrôle de l’erreur
Monte Carlo effectuée sur chaque bloc peut être vérifiée dans le cadre de
méthodes de Monte Carlo séquentielles.

Notons que la convergence de l’algorithme BOEM découle alors de celle
de l’algorithme Monte Carlo BOEM, puisque dans ce cas seul le contrôle i)
est nécessaire.

Le long de toute séquence {θn}n≥0 convergente, nous montrons aisément

la convergence de la suite moyennisée {θ̃n}n≥0 en utilisant le théorème de
Césaro.

Vitesses de convergence des algorithmes Monte Carlo BOEM

Nous étudions les vitesses de convergence de nos algorithmes le long
d’une suite {θn}n≥0 convergeant vers un élément θ? ∈ L. Dans la suite
nous écrivons Zn = OLp(1) si lim supn E [|Zn|p] < ∞ et Zn = Oa.s(1) si
supn |Zn| < +∞, P− p.s.

Pour la suite non moyennisée, le Théorème 6.3 donne

√
τn [θn − θ?] 1limn θn=θ? = OLp/2(1)Oa.s (1) ,

où p > 2 provient du contrôle de l’erreur de l’approximation Monte Carlo
évoqué en hypothèse. Ceci permet en particulier d’écrire

lim
M→+∞

lim sup
n→+∞

P {
√
τn ‖θn − θ?‖1limn θn=θ? ≥M} = 0 .
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Ce résultat prouve que la vitesse de convergence dépend alors fortement
du choix fait pour la suite {τn}n≥0. De plus, il s’agit de la vitesse après
n itérations de l’algorithme. Nous pouvons également nous intéresser à la
vitesse de convergence après le traitement de n observations. Nous utilisons
alors une autre suite d’estimateurs indexée par le nombre d’observations
{θik}k≥0. Pour tout k ≥ 0, θik est définie comme étant la valeur θn, où n est
l’unique entier tel que k ∈ [Tn + 1, Tn+1]. La suite ainsi définie est constante
par morceaux et évolue aux instants {Tk}k≥0. Le résultat qui précède permet
d’obtenir une vitesse de convergence égale à k−a/(2(a+1)) (à une constante
multiplicative près) pour la suite {θik}k≥0 dans le cas où τn = bcnac. La
vitesse de convergence pour {θik}k≥0 dépend donc de la vitesse de croissance
des tailles des blocs (à travers le paramètre a) et est plus lente que k−1/2.

Il est alors intéressant d’étudier la suite moyennisée {θ̃n}n≥0. Pour cette
dernière, le Théorème 6.4 établit que√

Tn

[
θ̃n − θ?

]
1limn θn=θ? = OLp/2(1)Oa.s (1) ,

et par suite

lim
M→+∞

lim sup
n→+∞

P
{√

Tn ‖θ̃n − θ?‖1limn θn=θ? ≥M
}

= 0 .

La vitesse de convergence est alors donnée par T
−1/2
n , autrement dit par

l’inverse de la racine carrée du nombre total d’observations utilisées depuis
le départ (et pas simplement depuis le début du bloc courant). Dans le cas de
l’algorithme moyennisé, la vitesse de convergence de la suite {θ̃ik}k≥0 associée
est alors k−1/2, quelle que soit la valeur de a > 1 lorsque τn = bcnac. La
vitesse est donc meilleure que pour la suite {θik}k≥0 et ne dépend plus de la
vitesse de croissance de la taille des blocs.

2.2.3 Comparaison à la littérature

Il existe dans la littérature des résultats pour l’estimation en ligne au
sens du maximum de vraisemblance dans le cas de données manquantes
indépendantes (voir [Titterington, 1984] et [Cappé et Moulines, 2009]), dans
le cas de modèles de Markov vachés à espace d’état fini (voir par exemple
[Le Gland et Mevel, 1997], [Mongillo et Denève, 2008], [Tadić, 2010] ou en-
core [Cappé, 2011a]) et dans le cas de modèles de Markov cachés à espace
d’état plus général (voir par exemple [Del Moral et al., 2010b]).

Données manquantes indépendantes et identiquement distribuées

Nous nous plaçons tout d’abord dans le cas où les données manquantes
{Xk}k≥0 sont indépendantes et identiquement distribuées. Ainsi, pour tout
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θ ∈ Θ et tout (x, x′) ∈ X2, mθ(x, x
′) = mθ(x

′). Le modèle graphique dans
une telle situation est donné par la Figure 2.1.

Figure 2.1 – Modèle graphique lorsque les données manquantes sont
indépendantes.

Nous omettons la notation de la distribution initiale dans les espérances
conditionnelles de cette section puisque les données manquantes sont i.i.d.
Dans le cas d’un modèle exponentiel courbe, l’équation (2.1) s’écrit alors

mθ(x)gθ(x, y) = exp {φ(θ) + 〈S(x, y), ψ(θ)〉} .

L’équation (2.2) permet de comprendre le comportement limite de l’EM
lorsque le nombre d’observations utilisées tend vers +∞. La quantité in-
termédiaire de l’EM donnée par (2.2) devient, dans le cas indépendant,

Q(θ, θn) = φ(θ) +

〈
1

T

T∑
k=0

Eθn [S(Xk, Yk)|Yk] , ψ(θ)

〉
, (2.6)

où

Eθn [S(Xk, Yk)|Yk]
def
=

∫
mθn(xk)gθn(xk, Yk)S(xk)λ(dxk)∫
mθn(xk)gθn(xk, Yk)λ(dxk)

.

De façon similaire à la démarche que nous adoptons pour les algorithmes
BOEM, l’algorithme EM en ligne proposé par [Cappé et Moulines, 2009] est
une perturbation d’un algorithme limite. Cet algorithme limite est obtenu
en considérant le comportement limite de (2.6) lorsque le nombre d’observa-
tions T tend vers +∞. Si nous notons π la densité commune des observations
par rapport à la mesure µ, [Cappé et Moulines, 2009] prouve que la quan-
tité intermédiaire de l’étape E de l’EM converge π-p.s., quand le nombre
d’observations crôıt vers +∞ :

1

T

T∑
k=1

Eθn [S(Xk, Yk)|Yk] −→
T→+∞

Eπ
[
Eθn [S(X0, Y0)|Y0]

]
, π − p.s. ,
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où pour toute fonction mesurable f , Eπ[f ]
def
=
∫
f(y)π(dy). Ce résultat per-

met de considérer un nouvel algorithme qui effectue la mise à jour suivante

Šn
def
= G(Šn−1)

def
= Eπ

[
E
θ̄(Šn−1)

[S(X0, Y0)|Y0]
]
, (2.7)

θ̌n
def
= θ̄(Šn)

def
= θ̄

(
Eπ
[
Eθn−1

[S(X0, Y0)|Y0]
])

. (2.8)

L’algorithme limite donné par l’équation (2.8) est l’équivalent dans le cas
indépendant de l’algorithme limiting EM que nous proposons pour les HMM
généraux défini par (2.5). L’équation (2.7) donne la mise à jour équivalente
pour les statistiques qui est utile pour justifier la procédure d’approximation
stochastique définie plus bas. [Cappé, 2011b] montre que les points fixes du
limiting EM sont les points stationnaires de la divergence de Kullback-Leibler
entre la vraie loi des observations et la loi paramétrée par θ :

KL(π, gθ)
def
= Eπ [log π(Y0)]− Eπ [`θ(Y0)] , (2.9)

où `θ(Y0) est la log-vraisemblance de l’observation Y0 définie par

`θ(Y0)
def
= log

∫
mθ(x)gθ(x, Y0)λ(dx) . (2.10)

D’autre part, les données {Yk}k≥0 étant indépendantes, la log-vraisemblance
normalisée des observations vérifie

1

n

n∑
k=1

`θ(Yk) −→
n→+∞

Eπ [`θ(Y0)] , π − p.s.

Ainsi, minimiser la divergence de Kullback-Leibler définie par (2.9) équivaut
à maximiser la log-vraisemblance limite Eπ [`θ(Y0)] et les points fixes de la
mise à jour (2.8) sont aussi les points stationnaires de cette vraisemblance
limite. Ce résultat est à mettre en lien avec l’ensemble des points limites de
l’algorithme limiting EM que nous proposons dans le cas des HMM : ce sont
les points stationnaires de la log-vraisemblance limite dans le cas HMM.

[Cappé et Moulines, 2009] propose donc un algorithme EM en ligne dans
le cas i.i.d. dont l’objectif est de trouver les racines de l’équation

Eπ
[
Eθ̄(s) [S(X0, Y0)|Y0]

]
− s = 0 , (2.11)

qui correspondent aux points fixes du limiting EM défini par (2.7). Par
application de la fonction θ̄ nous retrouvons alors aisément les points fixes de
l’algorithme (2.7) défini sur l’espace des paramètres. Les variables {Yk}k≥0

étant indépendantes, nous nous trouvons dans une situation classique où
nous pouvons appliquer un algorithme d’approximation stochastique (voir
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par exemple [Kushner et Yin, 2003]). Ainsi, S0 étant choisi arbitrairement,
les solutions de (2.11) sont obtenues en calculant successivement

Sn = (1− γn)Sn−1 + γnEθ̄(Sn−1) [S(Xn, Yn)|Yn] ,

θn = θ̄(Sn) .

Sous certaines hypothèses de régularité et avec des hypothèses classiques en
approximation stochastique sur la suite {γn}n≥1, [Cappé et Moulines, 2009,
Théorème 5] prouve que la suite {θn}n≥0 converge vers l’ensemble des points
stationnaires de la divergence de Kullback-Leibler définie par (2.9).

L’algorithme ainsi proposé produit donc une nouvelle estimation chaque
fois qu’une nouvelle observation est disponible, ce qui constitue la différence
majeure entre cet algorithme et nos algorithmes BOEM. Ceci provient du
fait que du l’algorithme limite donné par (2.8) ne fait intervenir que la loi
d’une observation. Dans le cas des HMM, l’algorithme limiting EM que nous
introduisons dépend de tout le processus Y du fait de la dépendance entre
les observations, ce qui nous conduit à utiliser des blocs d’observations.

[Cappé et Moulines, 2009, Théorème 7] prouve que l’estimateur proposé

est asymptotiquement normal et que la convergence a lieu à la vitesse γ
−1/2
n

lorsque γn = γ0n
−α pour α ∈ (1/2, 1). Pour obtenir la même vitesse pour

la suite {θin}n≥0 associée à l’algorithme BOEM, il nous faut donc choisir
τn = bcnac, avec a = α/(1− α).

L’estimateur moyennisé proposé par [Cappé et Moulines, 2009] et défini,
pour n ≥ n0 par (voir [Polyak, 1990, Polyak et Juditsky, 1992])

θ̃n
def
=

1

n− n0 + 1

n∑
k=n0

θn ,

converge à la vitesse n−1/2 pour toute valeur de α ∈ (0, 1). La vitesse de
convergence est donc indépendante du choix de la suite des pas {γn}n≥0.
Nous retrouvons donc les mêmes propriétés que pour l’estimateur moyennisé
{θ̃in}n≥0 de l’algorithme BOEM. A noter toutefois que les vitesses données
dans [Cappé et Moulines, 2009] sont valables pour des théorèmes de type
Théorème Limite Central, de tels résultats peuvent constituer une extension
future de nos travaux.

Les résultats de [Cappé et Moulines, 2009] sont similaires à ceux obtenus
pour la procédure de type gradient de [Titterington, 1984] pour laquelle la
mise à jour du paramètre prend la forme

θn+1 = θn + γn+1I
−1
c (θn)∇θ=θn`θ(Yn+1) , (2.12)

où {γn}n≥1 est une suite de réels strictement positifs, `θ(Yn+1) est la log-
vraisemblance de l’observation Yn+1 définie par (2.10) et où Ic est la matrice
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d’information de Fisher associée aux données complètes, définie par

I−1
c (θ)

def
= −Eθ

[
∇2
θ log {mθ(X0)gθ(X0, Y0)}

]
= −

∫
mθ(x)gθ(x, y)∇2

θ log {mθ(x)gθ(x, y)}λ(dx)ν(dy) .

Asymptotiquement et dans le cas de modèles bien spécifiés, la mise à jour
proposée par [Cappé et Moulines, 2009] est équivalente à une mise à jour
de type gradient similaire à (2.12), ce qui justifie les mêmes propriétés de
convergence.

Modèles de Markov cachés généraux

L’hypothèse d’indépendance de la section précédente est assez restrictive
et ne permet pas d’obtenir des algorithmes d’estimation en ligne pour les
modèles de Markov cachés généraux. La dépendance entre les observations
rend la tâche d’estimation bien plus délicate que dans le cas indépendant.
Comme pour le cas des données manquantes indépendantes, il existe des al-
gorithmes d’estimation en ligne basés sur des méthodes de gradient (voir par
exemple [Le Gland et Mevel, 1997] et [Tadić, 2010]). En ce qui concerne les
algorithmes de type EM, [Mongillo et Denève, 2008] propose un algorithme
dans le cas où l’espace d’état et l’espace des observations sont finis. Cet
algorithme a été généralisé par [Cappé, 2011a] au cas où les observations
sont à valeurs dans un espace général. Nous discutons donc uniquement la
procédure proposée par [Cappé, 2011a].

Cet algorithme s’appuie sur le travail de [Cappé et Moulines, 2009] pour
les données manquantes i.i.d. La mise à jour proposée par [Cappé, 2011a]
s’inspire de l’algorithme EM en ligne de [Cappé et Moulines, 2009] et le
généralise au cas où les données ne sont pas indépendantes. Cependant,
cette même dépendance ne permet pas l’analyse de la convergence de la
procédure en utilisant les arguments classiques d’approximation stochas-
tique. Seul [Cappé, 2011a, Théorème 1], donne quelques éléments pour com-
prendre le comportement asymptotique de l’algorithme. En se plaçant dans
le cas où les observations Y sont stationnaires, ce théorème prouve, dans le
cas d’espaces d’état finis, qu’il existe une fonction S̄ telle que :

S̄χ,0T (θ,Y) −→
T→+∞

E
[
S̄(θ)

]
, P− p.s .

Cela permet alors de définir un algorithme limiting EM défini par θ̌n+1 =
θ̄(S̄(θ̌n)). L’algorithme limiting EM que nous proposons pour étudier la
convergence de l’algorithme BOEM est une généralisation de ce résultat
à des espaces d’état non nécessairement finis.

L’objectif est alors d’étudier la convergence de ce limiting EM et de
comprendre l’algorithme EM en ligne comme une perturbation de ce dernier.
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Il n’existe cependant pas de résultat de convergence pour l’algorithme donné
par [Cappé, 2011a]. Si l’espace d’état n’est pas fini, [Del Moral et al., 2010b]
étend cet algorithme en ligne en utilisant des des Méthodes de Monte Carlo.
Dans ce cas, l’algorithme proposé remplace, dans les mises à jour (2.13) et
(2.14) données plus bas, les lois de filtrage par des approximations obtenues
à l’aide de méthodes de Monte Carlo séquentielles. Ces calculs sont détaillés
dans la section suivante.

L’algorithme d’estimation en ligne de [Cappé, 2011a] met en oeuvre les
équations (2.16) et (2.17), données en Annexe 2.3, mais en changeant à
chaque itération la valeur du paramètre. Si, à l’instant T , l’estimation du
paramètre est θT , la loi de filtrage φχθT ,T (donnée par (1.1)) est approchée

par φ̂T et ρ̂χθT ,T est approché par ρ̂T , lorsque l’observation YT+1 est reçue
l’algorithme procède de la façon suivante :

1. Etape E : Calculer pour tout x ∈ X,

φ̂T+1(x) =

∑
x′∈X φ̂T (x′)mθT (x′, x)gθT (x, YT+1)∑

x′,x′′∈X φ̂T (x′)mθT (x′, x′′)gθT (x′′, YT+1)
, (2.13)

et

ρ̂T+1(x) =
∑
x′∈X

[
γT+1S(x′, x, YT+1) + (1− γT+1) ρ̂T (x′)

]
× φ̂T (x′)mθT (x′, x)∑

x′′∈X φ̂T (x′′)mθT (x′′, x)
. (2.14)

2. Etape M : Définir

θT+1 = θ̄

(∑
x∈X

ρ̂T+1(x)φ̂T+1(x)

)
.

2.3 Annexe : calculs récursifs pour les

fonctionnelles additives dans les HMM

Nous justifions dans cette section le caractère en ligne de l’algorithme
BOEM que nous proposons. Nous illustrons donc la façon dont la quantité
intermédiaire de l’algorithme se calcule au fur et à mesure que les observa-
tions sont reçues dans le cas d’un espace d’état fini puis dans un cas plus
général en utilisant des méthodes de Monte Carlo séquentielles.
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2.3.1 Espace d’état fini

La mise en place de l’algorithme BOEM nécessite de pouvoir calculer,
pour θ ∈ Θ, des quantités de la forme

S̄χ,0T (θ,Y)
def
=

1

T

n∑
k=1

Eχθ [S(Xk−1, Xk, Yk)|Y0:T ] ,

où Eχθ [·|Y0:T ] est défini par (1.1). Le calcul récursif d’espérances condition-
nelles de fonctionnelles additives dans les HMM à espace d’état fini a été
étudié par [Zeitouni et Dembo, 1988], [Elliott et Krishnamurthy, 1999] ou
encore [Cappé, 2001]. L’algorithme qui suit a été proposé par [Cappé, 2011a].
Soit

ρχθ,T (XT )
def
=

1

T

T∑
k=1

Eχθ [S(Xk−1, Xk, Yk)|Y0:T , XT ] ,

nous avons, de façon immédiate,

S̄χ,0T (θ,Y) = Eχθ
[
ρχθ,T (XT )

∣∣∣Y0:T

]
= φχθ,T [ρχθ,T ] , (2.15)

où la loi de filtrage φχθ,T est définie par (1.1). Un calcul récursif de S̄χ,0T (θ,Y)
nécessite donc deux étapes intermédiaires :

i) Un calcul récursif de {ρχθ,t(x)}Tt=0 pour tout x ∈ X.

ii) Un calcul récursif de {φχθ,t(x)}Tt=0 pour tout x ∈ X.

Par les formules de Bayes, nous avons immédiatement

φχθ,t(x) =

∑
x′∈X φ

χ
θ,t−1(x′)mθ(x

′, x)gθ(x, Yt)∑
x′,x′′∈X φ

χ
θ,t−1(x′)mθ(x′, x′′)gθ(x′′, Yt)

. (2.16)

D’autre part, par les propriétés des HMM (voir [Cappé et al., 2005, Sec-
tion 4]),

ρχθ,t(x) =
∑
x′∈X

[
1

t
S(x′, x, Yt) +

(
1− 1

t

)
ρχθ,t−1(x′)

]

×
φχθ,t−1(x′)mθ(x

′, x)∑
x′′∈X φ

χ
θ,t−1(x′′)mθ(x′′, x)

. (2.17)

Nous concluons par (2.15) que

S̄χ,0T (θ,Y) =
∑
x∈X

φχθ,T (x)ρχθ,T (x) .

Il est important de noter que l’algorithme ainsi décrit n’est valable que pour
des modèles de Markov cachés à espaces d’état finis puisque les mises à jour
nécessitent de sommer sur toutes les valeurs possibles des états.
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2.3.2 Cas général

Lorsque l’espace d’état n’est pas fini ou lorsqu’il contient un grand nombre
d’éléments, il est possible de tirer profit des équations (2.16) et (2.17) pour
définir des approximations à l’aide de méthodes de Monte Carlo séquentielles.
La méthode que nous présentons ici est donnée dans [Del Moral et al., 2010b]
et [Cappé, 2011a]. Dans ce cas, chaque loi de filtrage φχθ,t, pour t ∈ {0, · · · , T},

est approchée par un nuage de particules pondérées :
{(
ξN,`t , ωN,`t

)}N
`=1

, voir

Section 3.1 pour les détails sur la façon de produire ces particules pondérées.
Nous présentons également en Section 5.3 un algorithme détaillé combinant
le calcul récursif donné ci-dessous et la méthode particulaire de la Section 3.1.

Pour toute fonction mesurable h sur X, la quantité φχt,θ[h] est approchée

par φN,pst,θ [h], où

φN,pst,θ [h]
def
=

1∑N
`=1 ω

N,`
t

N∑
`=1

ωN,`t h(ξN,`t ) .

Le calcul récursif souhaité est alors obtenu en remplaçant dans (2.17), la loi
φχT−1,θ par son approximation particulaire φN,psT−1,θ. Nous définissons ainsi, à

chaque instant t ∈ {0, · · · , T}, une approximation ρ̂t,θ(ξ
N,`
t ) de ρχt,θ(ξ

N,`
t ).

Nous obtenons, pour tout ` ∈ {1, · · · , N},

ρ̂θ,T (ξN,`T ) =
N∑
i=1

[
1

T
S(ξN,iT−1, ξ

N,`
T , YT ) +

(
1− 1

T

)
ρ̂θ,T−1(ξN,iT−1)

]

×
ωN,iT−1mθ(ξ

N,i
T−1, ξ

N,`
T )∑N

j=1 ω
N,j
T−1mθ(ξ

N,j
T−1, ξ

N,`
T )

.

Et nous concluons en remplaçant dans (2.15), φχT,θ par son approximation

particulaire φN,psT,θ et ρχT,θ(ξ
N,`
T ) par ρ̂T,θ(ξ

N,`
T ), pour ` ∈ {1, · · · , N}.



Chapitre 3

Contrôle de
l’approximation
particulaire pour le lissage
de fonctionnelles additives
(préambule)

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au contrôle de l’er-
reur effectuée lorsque, dans un HMM, l’espérance condition-
nelle d’une fonctionnelle additive dépendant des états cachés
X0:T , sachant les observations Y0:T , est remplacée par une
approximation particulaire. Nous proposons un contrôle de
la norme Lp de l’erreur ainsi que des inégalités de déviation
exponentielles. Les bornes données sont valables lorsque l’ap-
proximation particulaire est calculée à l’aide de différents al-
gorithmes proposés dans la littérature. Les contrôles mettent
en avant la dépendance explicite des bornes en fonction du
nombre d’observations et du nombre de particules utilisées.

Dans ce chapitre, nous proposons différents types de contrôles pour l’er-
reur commise lorsque l’espérance conditionnelle d’une fonctionnelle additive
est approchée à l’aide de méthodes de Monte Carlo séquentielles. L’objectif
est d’obtenir une dépendance explicite en fonction du nombre de particules
et du nombre d’observations utilisées.

De tels contrôles ont tout d’abord un intérêt pratique : ils permettent
d’obtenir un critère pour choisir le nombre de particules à utiliser en fonction
du nombre d’observations disponibles pour obtenir une précision souhaitée.
De plus, bien que ne fournissant que des bornes supérieures, ils constituent

35
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un outil de comparaison entre les différents algorithmes qui peuvent être uti-
lisés pour réaliser les approximations recherchées. D’autre part, ces inégalités
peuvent servir à démontrer des théorèmes limites lorsque le nombre de par-
ticules crôıt vers +∞ (en choisissant par exemple un nombre de particules
fonction du nombre d’observations). Enfin, ce type de majorations est indis-
pensable pour démontrer la consistance de certains algorithmes d’estimation
dans les HMM. Le cadre des fonctionnelles additives est particulièrement
adapté à des algorithmes de type EM (voir les chapitres 2 et 6) ou de type
gradient (utilisant une approximation du score).

Nous présentons en Section 3.1 le cadre général des méthodes de Monte
Carlo séquentielles ainsi que les algorithmes pour lesquels nos bornes sont
établies. La Section 3.2 contient notre contribution au contrôle de l’erreur
d’approximation liée à ces algorithmes : nous proposons de nouvelles bornes
de la norme Lp de l’erreur lorsque la quantité φχ0:T |T [h], définie par (1.1), est
approchée par son approximation particulaire lorsque h est une fonction-
nelle additive. Nous exposons également des inégalités de déviation expo-
nentielles. Les résultats de la Section 3.2 ont fait l’objet de l’article de revue
[Dubarry et Le Corff, 2011], sujet du Chapitre 7.

3.1 Algorithmes considérés

Nous rappelons tout d’abord le contexte dans lequel les algorithmes uti-
lisés sont mis en oeuvre. Nous considérons une châıne de Markov cachée
{(Xk, Yk)}k≥0 de loi initiale χ sur (X,X ) et dont les noyaux ont pour den-
sités m et g, voir la Section 1.2. Dans la suite de ce chapitre, nous notons,
pour tout x0:T ∈ XT+1,

ST (x0:T )
def
=

T∑
t=1

ht(xt−1, xt) , (3.1)

où les fonctions {ht}Tt=1 sont bornées sur X2 et à valeurs dans Rd. Par la
définition de la loi conditionnelle jointe donnée par (1.1), nous avons alors

φχ0:T |T [ST ] = Eχ [ST (X0:T )|Y0:T ] .

Dans la suite de ce chapitre, nous omettons la dépendance en χ, de manière
à utiliser des notations similaires à celles du Chapitre 7. Nous travaillons
également avec un jeu de données Y0:T fixe.

Cette section présente différents algorithmes pour approcher φ0:T |T [ST ]
à l’aide de nuages de particules associées à des poids. On présente en Sec-
tion 3.1.1 un algorithme séquentiel permettant de produire des approxi-
mations des lois de filtrage {φt}Tt=0 et des lois de lissage {φu:v|s:t} pour
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0 ≤ s ≤ u ≤ v ≤ t ≤ T dont les définitions sont données par (1.1). Cet algo-
rithme est utilisé comme étape intermédiaire en Section 3.1.2 pour présenter
les algorithmes pour lesquels les bornes données sont valables. La mise en
place de ces algorithmes nécessite l’introduction de quelques quantités :

i) Une mesure ρ sur (X,X ), telle que χ soit absolument continue par rap-
port à ρ. ρ permet de simuler les premières particules à l’instant 0.

ii) Une famille de fonctions {ϑt}Tt=1 définies sur X et à valeurs dans R?+.
Les fonctions {ϑt}Tt=1 permettent d’ajuster les poids avec lesquels une
particule de l’instant t−1 est choisie pour simuler une nouvelle particule
à l’instant t.

iii) Une famille de noyaux de Markov {Pt}Tt=1 sur X × X tels que, pour
tout x ∈ X, Pt(x, ·) admette une densité pt(x, ·) par rapport à la mesure
de référence λ, voir la Section 1.2. Le noyau Pt permet de simuler les
particules de l’instant t.

3.1.1 Le path-space smoother

L’algorithme présenté dans cette section a été conçu, à l’origine, pour
approcher les lois de filtrage {φt}Tt=0 puis a été modifié pour approcher
les lois de lissage. Bien que nous nous intéressions au problème du lis-
sage, les algorithmes de la Section 3.1.2 utilisent la version initiale de l’al-
gorithme visant à approcher les lois de filtrage. Nous commençons donc
par présenter le fonctionnement des méthodes de Monte Carlo séquentielles
les plus répandues pour l’approximation des lois de filtrage {φt}Tt=0. Ces
méthodes, introduites par [Gordon et al., 1993] et [Kitagawa, 1996], per-
mettent d’approcher chaque loi φt, pour t ∈ {0, · · · , T}, par un ensemble

de points {ξN,`t }N`=1, appelés particules, associés à des poids {ωN,`t }N`=1. A

l’instant 0, on simule N particules indépendantes {ξN,`0 }N`=1 de même loi ρ

et on leur associe les poids non normalisés {ωN,`0 }N`=1 :

ωN,`0
def
=

dχ

dρ
(ξN,`0 )g(ξN,`0 , Y0) .

On pose également

ΩN
0

def
=

N∑
`=1

ωN,`0 .

Pour toute fonction mesurable h définie sur X, l’espérance φ0[h] est alors
approchée par

φN,ps0 [h]
def
=

1

ΩN
0

N∑
`=1

ωN,`0 h(ξN,`0 ) .

Les particules simulées sont alors sélectionnées et propagées de façon à ob-
tenir une approximation des lois de filtrage {φt}Tt=1. Nous présentons ici une
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version du filtre auxiliaire, algorithme proposé par [Pitt et Shephard, 1999]
et qui généralise les méthodes de [Gordon et al., 1993] et de [Kitagawa, 1996].

Supposons alors que nous disposions de {ξN,`t }N`=1 et {ωN,`t }N`=1 permettant
d’approcher la loi φt. Les nouvelles particules pondérées sont obtenues en
simulant tout d’abord des paires {IN,`t+1, ξ

N,`
t+1}N`=1 : pour tout ` ∈ {1, · · · , N},

IN,`t+1 représente l’indice de la particule à l’instant t permettant de simuler la

particule ξN,`t+1. Le couple {IN,`t+1, ξ
N,`
t+1}N`=1 est simulé suivant la loi instrumen-

tale
πt+1|t+1(i, h) ∝ ωN,it ϑt+1(ξN,it )Pt+1(ξN,it , h) ,

où les {ϑ(ξN,it+1)}Ni=1 sont appelés poids d’ajustement. Le choix ϑt+1(·) = 1
et Pt+1(x, ·) = M(x, ·) conduit au filtre proposé par [Gordon et al., 1993]
et [Kitagawa, 1996]. On définit alors le poids non normalisé associé à cette
particule par

ωN,`t+1
def
=

m(ξ
N,IN,`t+1

t , ξN,`t+1)g(ξN,`t+1, Yt+1)

ϑt+1(ξN,`t )pt+1(ξ
N,IN,`t+1

t , ξN,`t+1)

.

On introduit également

ΩN
t+1

def
=

N∑
`=1

ωN,`t .

Pour toute fonction mesurable h définie sur X, l’espérance φt+1[h] est alors
approchée par

φN,pst+1 [h]
def
=

1

ΩN
t+1

N∑
`=1

ωN,`t+1h(ξN,`t+1) .

L’algorithme présenté propose donc une méthode séquentielle pour appro-
cher les lois de filtrage mais peut aussi être utilisé pour approcher les lois de
lissage, voir [Kitagawa, 1996] ou [Del Moral, 2004, Section 3.4]. Si à chaque
pas de temps nous écrivons

ξN,`0:t+1
def
=

(
ξ
N,IN,`t+1

0:t , ξN,`t+1

)
,

alors on peut produire une famille de N trajectoires pondérées qui per-
mettent d’approcher l’espérance φ0:T |T [h] par

φN,ps0:T |T [h]
def
=

1

ΩN
T

N∑
`=1

ωN,`T h(ξN,`0:T ) ,

pour toute fonction mesurable h définie sur XT+1.

L’approximation particulaire ainsi obtenue est très peu efficace pour ap-
procher les lois de lissage jointes. En effet, le path-space smoother souffre
de la dégénérescence des trajectoires, voir par exemple [Kitagawa, 1996],
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[Kitagawa et Sato, 2001] et [Fearnhead et al., 2010]. A chaque instant, une
nouvelle trajectoire est définie en adjoignant à la nouvelle particule simulée

ξN,`t+1 une trajectoire ancestrale ξ
N,IN,`t+1

0:t choisie aléatoirement parmi les N tra-
jectoires déjà simulées. Si une trajectoire ancestrale n’est pas sélectionnée,
elle disparâıt et n’est pas utilisée pour l’approximation particulaire. Ce
processus étant répété pour chaque nouvelle observation, pour de grandes
valeurs de T , les trajectoires simulées possèdent les mêmes ancêtres. Ce
phénomène est à l’origine de la forte variance de l’estimation φN,ps0:T |T [h] four-

nie par le path-space smoother (voir par exemple [Doucet et al., 2011]). Une
illustration de la dégénérescence est donnée par la Figure 3.1.

3.1.2 Les algorithmes FFBS et FFBSi

Les remarques de la section précédente nous orientent donc vers le choix
d’autres algorithmes permettant un meilleur contrôle de l’erreur liée à l’ap-
proximation Monte Carlo. L’article présenté au Chapitre 7 se concentre
sur deux algorithmes de lissage particulaire, le Forward Filtering Backward
Smoothing algorithm (FFBS) et le Forward Filtering Backward Simulation
algorithm (FFBSi). Pour ces deux algorithmes, on suppose dans un premier
temps que l’on a réalisé un path-space smoother permettant d’obtenir une
famille de particules pondérées {(ξN,`t , ωN,`t ), 1 ≤ ` ≤ N}Tt=0 utilisées pour
approcher les lois {φt}Tt=0.

L’algorithme FFBS

L’algorithme FFBS, introduit par [Doucet et al., 2000] (voir également
[Briers et al., 2010]), associe de nouveaux poids aux particules déjà simulées.
Toutes les particules simulées par le path-space smoother sont conservées,
l’algorithme leur associe de nouveaux poids pour approcher les lois de lis-
sage. Le fait de ne pas supprimer de nombreuses particules permet d’éviter
le problème de dégénérescence évoqué plus haut. Comme on le verra au
Chapitre 7, l’algorithme FFBS peut s’appliquer à des fonctionnelles plus
complexes que celle définie par (3.1), par exemple des fonctionnelles de la
forme

∑T
t=r ht(Xt−r:t). Cependant, la complexité de l’algorithme crôıt en

O(N r+1) et ne permet donc pas d’utiliser le FFBS de façon raisonnable
pour de grandes valeurs de r. On présente donc dans cette section l’algo-
rithme FFBS appliqué au calcul de l’approximation de φ0:T |T [ST ], où ST est
une fonctionnelle additive de la forme (3.1) (c’est-à-dire dans le cas r = 1).
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L’algorithme FFBS repose sur le calcul suivant :

E [ht(Xt−1, Xt)|Y0:T ] = E [E [ht(Xt−1, Xt)|Xt, Y0:T ]|Y0:T ] ,

= E
[∫

φt−1(dxt−1)m(xt−1, Xt)ht(xt−1, Xt)∫
φt−1(dxt−1)m(xt−1, Xt)

∣∣∣∣Y0:T

]
,

(3.2)

où l’on a utilisé le fait que, dans un HMM, la loi de Xt−1 conditionnellement
à Xt et Y0:T est donnée par

Bφt−1(Xt,dxt−1)
def
=

m(xt−1, Xt)φt−1(dxt−1)∫
φt−1(dxt−1)m(xt−1, Xt)

.

L’approximation souhaitée est alors obtenue de la façon suivante :

i) On remplace dans (3.2) φt−1 par son approximation φN,pst−1 fournie par
le path-space smoother.

ii) On construit de façon récursive, en commençant en t = T , une approxi-
mation de la loi de lissage marginale φt|T , voir la Section 1.2, utilisant

les particules {ξN,`t }N`=1 associées à de nouveaux poids {ωN,`t|T }
N
`=1.

L’approximation donnée par l’algorithme FFBS s’écrit alors :

φN0:T |T [ST ]
def
=

T∑
t=0

N∑
it−1,it=0

ω
N,it−1:t

t−1:t|T ht(ξ
N,it−1

t−1 , ξN,itt ) , (3.3)

où les poids ω
N,it−1:t

t−1:t sont calculés de la façon suivante

i) A l’instant T ,

ω
N,iT−1:T

T−1:T |T
def
=

ω
N,iT−1

T−1 m(ξ
N,iT−1

T−1 , ξN,iTT )∑N
`=1 ω

N,`
T−1m(ξN,`T−1, ξ

N,iT
T )

ωN,iTT

ΩT
.

ii) Pour tout t ∈ {T, · · · , 2},

ω
N,it−1

t−1|T
def
=

N∑
it=1

ω
N,it−1:t

t−1:t|T ,

ω
N,it−2:t−1

t−2:t−1|T
def
=

ω
N,it−2

t−2 m(ξ
N,it−2

t−2 , ξ
N,it−1

t−1 )∑N
`=1 ω

N,`
t−2m(ξN,`t−2, ξ

N,it−1

t−1 )
ω
N,it−1

t−1|T . (3.4)

L’algorithme FFBSi

L’algorithme FFBSi, introduit par [Godsill et al., 2004], simule de façon
indépendante des trajectoires approximativement distribuées sous la loi de
lissage φ0:T |T . Les trajectoires simulées sont construites en utilisant les par-
ticules produites par le path-space smoother. Contrairement à l’algorithme
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FFBS, sa complexité ne dépend pas des fonctions h que nous voulons intégrer
sous φ0:T |T . Pour chaque trajectoire, on commence par simuler un indice J `T
sur {1, · · · , N} avec des probabilités proportionnelles à {ωN,`T }N`=1. Ensuite,
conditionnellement aux indices J `t:T , pour t ∈ {1, · · · , T}, on simule alors un
indice J `t−1 sur {1, · · · , N} avec probabilités {ΛNt−1(J `t , k)}Nk=1, où

ΛNt−1(it, it−1)
def
=

ω
N,it−1

t−1 m(ξ
N,it−1

t−1 , ξN,itt )∑N
`=1 ω

N,`
t−1m(ξN,`t−1, ξ

N,it
t )

.

La loi de proposition ainsi définie provient de l’expression des poids de lis-

sage (3.4). Lorsque la particule ξ
N,J`t
t est choisie, nous associons les poids

ΛNt−1(J `t , it−1) à tous les couples que l’on peut former avec les particules de
l’instant précédent avant d’en choisir une aléatoirement suivant ces poids.
Le processus de simulation de trajectoire est alors répété pour obtenir N
(par commodité) trajectoires approximativement simulées sous la loi cible
φ0:T |T et le FFBSi fournit l’approximation

φ̃N0:T |T [h]
def
=

1

N

N∑
`=1

h(ξ
N,J`0
0 , · · · , ξN,J

`
T

T ) , (3.5)

pour h une fonction mesurable sur XT+1.

3.2 Contribution

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus et faisant l’objet
de l’article de revue inséré au Chapitre 7. Notre contribution prend deux
formes différentes : en Section 3.2.1, nous nous intéressons au contrôle Lp
de l’erreur obtenue en remplaçant φ0:T |T par son approximation particulaire
fournie par les algorithmes FFBS et FFBSi. En Section 3.2.2 nous donnons
des inégalités de déviation exponentielles pour ces mêmes erreurs.

3.2.1 Contrôle de l’erreur Lp

Enoncé du résultat

Le premier résultat, donné par le Théorème 7.1 au Chapitre 7, fournit
un contrôle de la norme Lp de l’erreur de l’approximation de l’espérance
conditionnelle d’une fonctionnelle additive dans les HMM. Le résultat en
question s’applique à des fonctions de la forme

∑T
t=r ht(Xt−r:t). Ceci nous

permet d’obtenir des bornes pour des fonctionnelles additives de la forme
(3.1) (en choisissant r = 1) aussi bien que pour des fonctions plus générales
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dépendant de toute la trajectoire (en choisissant r = T ). Nous ne présentons
ici que le cas r = 1 par souci de clarté - voir les chapitres 5 et 6 pour des
applications à des algorithmes de type EM. Dans le cas où ST est de la forme
(3.1), ce contrôle s’écrit, pour p ≥ 2,

∥∥∥φN0:T |T [ST ]− φ0:T |T [ST ]
∥∥∥
p
≤ C√

N

(
1 +

√
T

N

)(
T∑
t=1

osc(ht)
2

)1/2

, (3.6)

où l’approximation φN0:T |T [ST ] est donnée par (3.3) et où C ne dépend ni
de N ni de T . On rappelle ici que nous supposons dans ce chapitre que
les observations sont fixées. Dans ce cas, pour toute variable aléatoire Z,

‖Z‖p
def
= E [|Z|p]1/p où l’espérance ne porte que sur les variables aléatoires

simulées lors de l’étape d’approximation particulaire. Ce résultat est valable
pour des fonctions {ht}Tt=1 bornées et sous certaines hypothèses données au
Chapitre 7. Nous supposons en particulier la condition de mélange fort :

∃(σ−, σ+) ∈ R2
+ , ∀(x, x′) ∈ X2 , 0 < σ− ≤ m(x, x′) ≤ σ+ < +∞ . (3.7)

L’intérêt de cette inégalité provient de la dépendance en T/N (où T est le
nombre d’observations et N le nombre de particules) de la borne supérieure.
Contrairement aux résultats connus que nous présentons plus bas, la borne
dépend de T et de N de façon homogène : l’erreur Lp peut être contrôlée en
choisissant un nombre de particules de l’ordre de T .

La démarche adoptée pour obtenir ce résultat est donnée en Section 7.3.
Elle repose sur l’oubli géométrique forward et backward de la châıne de Mar-
kov, conséquence de l’hypothèse (3.7). La borne Lp découle ensuite d’une
nouvelle décomposition de l’erreur : cette décomposition fait apparâıtre un
premier terme martingale dont la norme Lp est contrôlée par des outils
classiques (voir l’inégalité de Burkholder, [Hall et Heyde, 1980, Théorème
2.10, page 23]). L’autre terme, plus complexe, est traité en utilisant une
décomposition plus fine (voir la Proposition 7.2).

Les résultats donnés au Chapitre 7 contiennent également une inégalité
du même type pour l’approximation donnée par l’algorithme FFBSi définie
par (3.5) (la dépendance en T et en N est la même que pour le FFBS,
seules les constantes changent). Ce résultat provient du contrôle de l’erreur
entre les algorithmes FFBS et FFBSi qui repose à nouveau sur les propriétés
d’oubli géométrique backward de la châıne de Markov.

Comparaison avec les résultats connus

Le résultat donné par le Théorème 7.1 peut être comparé avec cer-
tains contrôles proposés dans la littérature. Bien qu’il ne soit qu’une borne
supérieure, il donne un critère de choix parmi plusieurs algorithmes d’ap-
proximation particulaire.
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Par exemple, lorsqu’il est appliqué à des fonctions de la formes (3.1) et
sous des hypothèses similaires aux notres (en particulier sous l’hypothèse
(3.7)), [Del Moral et Doucet, 2003, Théorème 4] prouve que l’erreur Lp du
path-space smoother vérifie∥∥∥φN,ps0:T |0:T [ST ]− φ0:T |0:T [ST ]

∥∥∥
p

= O

(
T 2

√
N

)
. (3.8)

Dans ce cadre, la dépendance de la borne est explicite en T et N mais,
pour un contrôle similaire à celui donné par (3.6) utilisé avec un nombre de
particules de l’ordre de T , N doit être choisi dans (3.8) de l’ordre de T 4.

[Olsson et al., 2008] propose une alternative dédiée aux approximations
des quantités φ0:T |T [ST ] lorsque ST est une fonctionnelle additive de la forme
(3.1). Puisque nous avons

φ0:T |T [ST ] =

T∑
t=1

φ0:T |T [ht] ,

il s’agit donc d’approcher T espérances conditionnelles se rapportant aux
fonctions ht, chacune ne dépendant que des deux états Xt−1 et Xt. L’idée
est alors de

i) remplacer chaque espérance φ0:T |T [ht] par φ0:κ(t)|κ(t)[ht], où κ(t)
def
= T ∧

(t+ ∆T ) et où ∆T > 0 (voir aussi [Kitagawa et Sato, 2001]),

ii) choisir une approximation des espérances φ0:κ(t)|κ(t)[ht].

[Olsson et al., 2008] applique simplement le path-space smoother pour calcu-
ler une valeur approchée des espérances φ0:κ(t)|κ(t)[ht]. L’estimateur proposé
est alors donné par

φN,lag0:T |T [ST ]
def
=

T∑
t=1

φN,ps0:κ(t)|κ(t)[ht] .

De cette façon, même pour les grandes valeurs de T , le calcul des espérances
φN,ps0:κ(t)|κ(t)[ht], pour t � T , ne souffre plus du problème de dégénérescence,
puisque le calcul se fait à l’aide des trajectoires particulaires pour lesquelles le
rééchantillonnage s’arrête après l’instant κ(t). Dans le cas où ∆T = O(log T )
et avec l’hypothèse (3.7), [Olsson et al., 2008, Théorème 3.3] prouve alors
que l’erreur Lp vérifie∥∥∥φN,lag0:T |T [ST ]− φ0:T |T [ST ]

∥∥∥
p

= O

(
T log T√

N

)
. (3.9)

Cette borne est meilleure que celle du path-space smoother de l’équation
(3.8) mais fournit toujours un contrôle pour lequel l’exposant de T est plus
élevé que celui de N .
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La borne (3.6) nous permet également d’améliorer des inégalités Lp déjà
existantes pour les algorithmes FFBS et FFBSi. En effet, [Douc et al., 2011a,
Théorème 5 et Corollaire 6] établissent une majoration de l’erreur Lp de la
forme ∥∥∥φN0:T |T [h]− φ0:T |T [h]

∥∥∥
p
≤ C(p, T )

osc(h)√
N

,

pour n’importe quelle fonction bornée h sur XT+1, où φN0:T |T [h] est l’ap-

proximation fournie par l’algorithme FFBS. [Douc et al., 2011a] donne la
même inégalité pour l’algorithme FFBSi. Ces résultats sont obtenus sans
supposer la condition de mélange fort (3.7) mais, la valeur de C étant
dépendante de T , la borne n’est pas directement exploitable. Si (3.7) est
ajoutée, [Douc et al., 2011a, Théorème 11] donne des bornes uniformes en
T uniquement dans le cas des lois marginales (i.e. lorsque la fonction h ne
dépend que d’un état, voir la Section 1.2), mais pas de nouveaux résultats
pour des fonctions h dépendant de toute la trajectoire.

D’autre part, [Del Moral et al., 2010a] fournit, sous (3.7) un contrôle de
la forme ∥∥∥φN0:T |T [h]− φ0:T |T [h]

∥∥∥
p
≤ C(p, T )√

N
, (3.10)

où φN0:T |T [h] est l’approximation fournie par l’algorithme FFBS. C(p, T ) est

un O(T ) dans certains cas :

i) lorsque la fonction h est une fonctionnelle additive de la forme (3.1),

ii) lorsque la fonction h est une fonction bornée sur XT+1.

(3.10) fournit donc toujours un contrôle plus faible en T que la borne (3.6).

3.2.2 Inégalités de déviation exponentielles

Enoncé du résultat

La seconde contribution du Chapitre 7, donnée par le Théorème 7.2,
concerne des inégalités de déviation exponentielles. Ces inégalités établissent
que la probabilité d’obtenir une erreur supérieure à un ε > 0 fixé, lorsque
φ0:T |T [ST ] est remplacé par son approximation Monte Carlo, décrôıt expo-
nentiellement vite avec ε. Ces résultats sont toujours établis sous la condition
de mélange fort (3.7) et sont énoncés de façon générale pour des fonctions
de la forme

∑T
t=r ht(Xt−r:t), où les fonctions {ht}Tt=r sont bornées sur Xr+1.

Dans le cas d’une fonctionnelle additive ST de la forme (3.1) (r=1), nous
avons, pour l’algorithme FFBS,

P
{∣∣∣φ0:T |T [ST ]− φN0:T |T [ST ]

∣∣∣ > ε
}

≤ 2 exp

(
− CNε2∑T

s=1 osc(hs)2

)
+ 8 exp

(
− CNε∑T

s=1 osc(hs)

)
.
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Notre résultat permet également d’avoir une inégalité exponentielle pour
une fonction h bornée sur XT+1 :

P
{∣∣∣φ0:T |T [h]− φN0:T |T [h]

∣∣∣ > ε
}

≤ 2 exp

(
− CNε2

(T + 1)osc(h)2

)
+ 8 exp

(
− CNε

(T + 1)osc(h)

)
. (3.11)

Nous obtenons les mêmes bornes pour l’approximation donnée par l’algo-
rithme FFBSi (seules les constantes changent, la dépendance en T et en N
est la même).

Comparaison avec les résultats connus

Notre borne précise les résultats connus dans la littérature à propos des
inégalités de déviation exponentielles pour les algorithmes FFBS et FFBSi.
En effet, [Douc et al., 2011a, Théorème 5 et Corollaire 6] fournissent des
inégalités de déviation exponentielles pour l’erreur commise lorsque la loi
φ0:T |T est remplacée par les approximations obtenues à l’aide du FFBS et du
FFBSi (et d’une version modifiée du FFBSi). Pour tout ε > 0, ils obtiennent,
pour h bornée sur XT+1,

P
{∣∣∣φN0:T |T [h]− φN0:T |T [h]

∣∣∣ > ε
}
≤ B(T )exp

(
−C(T )Nε2

osc(h)2

)
.

Cependant, dans cette inégalité, les quantités B et C dépendent de T et
nous n’avons donc pas de dépendance explicite en fonction du nombre d’ob-
servations, comme c’est le cas pour la borne (3.11).

3.2.3 Complément sur le calcul du biais

Tel qu’il est présenté, le Théorème 7.1 permet d’avoir un contrôle de la
norme Lp de l’erreur. Bien que cela ne soit pas précisé au Chapitre 7, il
est également possible d’obtenir de façon plus directe un contrôle du biais
défini, pour l’algorithme FFBS, par

E
[
φN0:T |T [ST ]

]
− φ0:T |T [ST ] .

On peut aisément obtenir un contrôle de ce biais en utilisant l’inégalité Lp
donnée par (3.6). On a alors

∣∣∣E [φN0:T |T [ST ]
]
− φ0:T |T [ST ]

∣∣∣ ≤ C√
N

(
1 +

√
T

N

)(
T∑
t=1

osc(ht)
2

)1/2

.
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On peut cependant obtenir un contrôle ne faisant intervenir qu’un terme
impliquant T et N en utilisant notre décomposition de l’erreur. En effet, si
l’on reprend la décomposition donnée par (7.16), on a

φN0:T |T [ST ]− φ0:T |T [ST ] =
T∑
t=0

DN
t,T (ST ) +

T∑
t=0

CNt,T (ST ) ,

où DN
t,T est défini par (7.14) et CNt,T par (7.15). La suite {DN

t,T (ST )}Tt=0 est
un incrément de martingale, on a donc

E

[
T∑
t=0

DN
t,T (ST )

]
= E

[
DN

0,T (ST )
]

= 0 ,

où la seconde égalité provient du mécanisme de production des particules
et des poids à l’instant 0. Par la Proposition 7.2 et l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, nous avons alors

∣∣∣E [φN0:T |T [ST ]
]
− φ0:T |T [ST ]

∣∣∣ ≤ C

N

T∑
t=1

osc(ht) .
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Figure 3.1 – Trajectoires particulaires obtenues avec l’algorithme path-
space smoother dans le cas d’un modèle linéaire gaussien avec N = 50.
Les trajectoires {ξN,`0:t }N`=1 sont représentées (lignes rouges) ainsi que toutes
les particules simulées depuis le départ (points). Les trajectoires ancestrales
non sélectionnées sont supprimées au fur et à mesure.
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Chapitre 4

Estimation non
paramétrique dans les
modèles de Markov cachés
(préambule)

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode d’estimation
non paramétrique dans les modèles de Markov cachés. On
considère une châıne de Markov {Xk}k≥0 observée au tra-
vers du processus {Yk}k≥0, où Yk est une observation bruitée
de f?(Xk). La châıne de Markov {Xk}k≥0 est une marche
aléatoire restreinte à un sous-espace compact de Rm dont la
loi des incréments est connue à un facteur d’échelle a? près.
Nous souhaitons estimer f? et a? à l’aide d’un bloc d’obser-
vations. Nous discutons en premier lieu l’identifiabilité de ce
modèle sous certaines hypothèses sur la châıne {Xk}k≥0 et
sur la fonction f?. Nous proposons ensuite une estimation
de type maximum de vraisemblance par paires. Nous mon-
trons que la distance de Hellinger entre notre estimation de
la loi des paires d’observations et la vraie loi tend vers 0 en
probabilité. Ceci nous permet d’obtenir la consistance des
estimateurs de a? et de f?.

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à un nouveau problème d’esti-
mation dans le cadre des châınes de Markov cachées. La châıne de Markov
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{Xk}k≥0 est une marche aléatoire stationnaire restreinte à un sous-espace
compact de Rm dont la loi des incréments est connue à un facteur d’échelle
a? près. Cette châıne de Markov n’est observée qu’à travers la suite d’ob-
servations {Yk}k≥0. Nous supposons que, pour tout k ≥ 0, l’observation Yk
vérifie

Yk
def
= f?(Xk) + εk , (4.1)

où f? est une fonction à valeurs dans R` et où les variables aléatoires {εk}k≥0

sont i.i.d et de loi gaussienne connue. L’objectif de ce chapitre est l’estima-
tion de la fonction f? et du coefficient a? à l’aide d’un bloc d’observations.

Nous insistons ici sur le fait que nous ne sommes plus dans le cadre de
l’estimation en ligne du Chapitre 2 : l’estimation de a? et f? est réalisée à
partir de toutes les observations disponibles sans imposer de contraintes sur
la façon dont elles sont utilisées.

La difficulté de ce problème réside dans le fait que les points en lesquels
la fonction f? est évaluée ne sont pas observés et que la loi des {Xk}k≥0 n’est
pas connue. Les travaux existants dans la littérature apportent des solutions
à ce type de problèmes lorsque les variables {Xk}k≥0 sont observées.

On trouve tout d’abord des réponses dans les modèles à erreurs sur les
variables, dans lesquels les régresseurs sont observés en présence de bruit :
on dispose d’observations {(Yk, Zk)}k≥0 telles que Yk suit le modèle (4.1)
avec un bruit {εk}k≥0 non nécessairement gaussien ; et Zk suit le modèle

Zk
def
= Xk + ηk ,

où les erreurs {ηk}k≥0 sont i.i.d et de loi connue. Il existe de nombreuses
méthodes pour estimer la fonction f? dans ce contexte. Un estimateur à
noyau a été proposé et étudié par [Fan et Truong, 1993] dans le cas où les
variables {Xk}k≥0 sont i.i.d. Ce travail repose sur une estimation de la loi
conditionnelle de Y0 sachant X0 en résolvant tout d’abord le problème de
déconvolution, c’est-à-dire l’estimation à noyau de la densité de la loi de X0 ;
puis en proposant une estimation à noyau de la densité de la loi de (X0, Y0).
La consistance de cet estimateur et les vitesses de convergence ont été
étudiées par [Carroll et Hall, 1988], [Carroll et Stefanski, 1990], [Fan, 1991b]
et [Fan, 1991a] sous des hypothèses de régularité sur la loi des variables
aléatoires {Xk}k≥0 et du bruit {ηk}k≥0. Ces travaux ont été complétés
sous des hypothèses plus générales par des méthodes de minimisation d’un
contraste pénalisé dans [Comte et al., 2006] et dans [Comte et Taupin, 2007].
Tous ces travaux ne peuvent cependant pas être utilisés dans notre situation
puisque nous ne disposons pas d’observations de l’état {Xk}k≥0 permettant
de résoudre le problème de déconvolution.

Des réponses ont aussi été proposées dans le cas où les variables {Xk}k≥0

forment une châıne de Markov stationnaire et où le modèle d’observation
(4.1) est simplifié en

Yk = Xk + εk ,
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où les variables {εk}k≥0 sont i.i.d. et de loi connue non nécessairement gaus-
sienne. Contrairement à notre modèle, ici c’est la châıne {Xk}k≥0 qui est
observée et pas une transformation {f?(Xk)}k≥0 ; l’inférence statistique ne
porte donc que sur l’estimation de la loi invariante et de la densité du noyau
de {Xk}k≥0. [Lacour, 2008b] (resp. [Lacour, 2008a]) propose un estimateur
lorsque la châıne est observée sans erreurs (resp. avec erreurs) : l’estimation
repose sur la minimisation d’un contraste pénalisé permettant une minimi-
sation de la norme L2 de l’erreur entre l’estimateur et les vraies densités.
Nous proposons une alternative utilisant une estimation de la loi des paires
d’observations.

Nous présentons en Section 4.2 notre contribution à ce problème d’esti-
mation non paramétrique dans les HMM. Nous donnons les estimateurs de f?
et de a? proposés et les théorèmes de convergence que nous avons établis. Les
résultats présentés ont fait l’objet de l’article [Dumont et Le Corff, 2012a],
soumis à une revue internationale et inséré au Chapitre 8. Nous renvoyons
au Chapitre 8 pour les énoncés précis de ces résultats et les démonstrations
qui leur sont associées.

4.2 Contribution

Nous introduisons tout d’abord quelques notations pour la définition de
l’espace de fonctions auquel appartient notre estimateur de f?.

Soit K un sous-espace de Rm. Pour toute fonction f : K −→ R` et tout
j ∈ {1, · · · , `}, la j-ème composante de f est notée fj . Pour p > 0, on définit
l’espace Lp par

Lp
def
=

{
f : K → R` ; ‖f‖pLp

def
=

∫
K
‖f(x)‖pλ(dx) <∞

}
,

où λ est la mesure de Lebesgue sur Rm et ‖ · ‖ la norme euclidienne sur

R`. Pour tout m-uplet α
def
= {αi}mi=1 d’entiers positifs, nous écrivons |α| def

=∑m
i=1 αi. Soit alors W s,p l’espace de Sobolev sur K de paramètres s ∈ N et

p ≥ 1 :

W s,p def
= {f ∈ Lp; Dαf ∈ Lp, ∀α ∈ Nm, |α| ≤ s} , (4.2)

où Dαf : K → R` est le vecteur des dérivées partielles d’ordre α des com-
posantes fj , pour j ∈ {1, · · · , `}. W s,p est muni de la norme ‖ · ‖W s,p définie,
pour tout f ∈W s,p, par

‖f‖W s,p
def
=

 ∑
0≤|α|≤s

‖Dαf‖pLp

1/p

. (4.3)
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Enfin, pour établir l’identifiabilité de notre modèle, nous devons choisir
une distance sur l’ensemble des densités par rapport à la mesure de Lebesgue
µ sur R2`. Nous utilisons la distance de Hellinger donnée, pour toutes den-
sités p1 et p2 par rapport à µ, par

h(p1, p2)
def
=

[
1

2

∫ (
p

1/2
1 (y)− p1/2

2 (y)
)2
µ(dy)

]1/2

. (4.4)

4.2.1 Modèle

Nous considérons une marche aléatoire {Xk}k≥0 à valeurs dans un sous-
espace compact K de Rm. Nous supposons que le noyau de transition de
cette marche aléatoire a une densité donnée, pour tout x, x′ ∈ K, par

qa?(x, x
′)

def
= Ca?(x) q

(
‖x′ − x‖

a?

)
, (4.5)

par rapport à la mesure de Lebesgue λ sur K. a? est un réel strictement
positif inconnu et q : R+ → R+ est une fonction continue et strictement
monotone connue. Par suite,

Ca?(x)
def
=

(∫
K
q

(
‖x′ − x‖

a?

)
λ(dx′)

)−1

.

Nous disposons d’observations {Yk}k≥0, modélisées par :

Yk
def
= f?(Xk) + εk .

Nous nous plaçons dans le cas où f? : K → R` est inconnue et où les
variables {εk}k≥0 sont des vecteurs gaussiens indépendants, indépendants
des {Xk}k≥0, de moyenne nulle et de matrice de variance σ2I` connue (I`
est la matrice unité de taille `× `, σ2 > 0).

L’objectif est d’estimer la fonction f? et le paramètre d’échelle a? à partir
d’un bloc d’observations.

L’identifiabilité du modèle proposé ainsi que les propriétés asymptotiques
des estimateurs considérés reposent sur certaines hypothèses, dont nous rap-
pelons les principales ici.

i) Nous supposons que f? ∈ W s,p, où W s,p est l’espace de Sobolev défini
par (4.2). Ceci nous permet de rechercher notre estimateur dans une
classe de fonctions contenant f?. D’autre part, nous imposons une hy-
pothèse reliant l’ordre de l’espace de Sobolev à la dimension de l’espace
d’état m : s > m/p + 1. Cette hypothèse nous permet d’utiliser un
plongement de W s,p dans C1(K,R`), espace des fonctions continûment
différentiables définies sur K et à valeurs dans R`. Dans les applications
numériques, nous utilisons p = 2.
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Nous supposons d’autre part que la fonction f? est un difféomorphisme :
en effet, la preuve de l’identifiabilité du modèle nous amène naturel-

lement à considérer la fonction φ
def
= (f?)

−1 ◦ f pour une fonction
f ∈ C1(K,R`). L’hypothèse mentionnée sur f? nous assure que φ existe
et est un élément de C1(K,R`).

ii) L’espace d’état K est supposé compact et convexe. Ceci nous permet,
en particulier, d’appliquer un théorème du point fixe à la fonction φ.

iii) Nous supposons enfin que a? ∈ [a−,+∞[ où la borne a− > 0 est connue.
Cette hypothèse nous permet d’assurer certaines propriétés de conti-
nuité et d’obtenir une inégalité de déviation uniforme pour le processus
empirique.

iv) La châıne {Xk}k≥0 est supposée stationnaire. Pour tout a ≥ a−, nous
noterons νa la densité de la probabilité invariante.

4.2.2 Estimateurs

Introduction

Nous présentons dans cette section les estimateurs de f? et de a? pro-
posés. Le modèle considéré en Section 4.2.1 implique une structure complexe
de la vraisemblance des observations : nous proposons donc une maximisa-
tion de la vraisemblance par paires des observations.

A partir de nos estimations de f? et de a? nous pouvons définir une
estimation de la loi des paires d’observations. L’approche de vraisemblance
par paires nous permet d’utiliser des inégalités reliant le processus empi-
rique des observations à la distance de Hellinger entre la vraie loi des paires
d’observations et notre estimation et d’établir la consistance des estimateurs
proposés.

Vraisemblance par paires

Sous nos hypothèses, les variables aléatoires {Xk}k≥0 et {Yk}k≥0 sont
stationnaires. Pour considérer la vraisemblance par paires, il suffit alors
de définir la densité de la loi des observations (Y0, Y1). Lorsque le modèle
présenté en Section 4.2.1 est paramétré par une fonction mesurable f : K →
R` et par a ≥ a−, cette densité est donnée, pour tout y0, y1 dans R`, par

pf,a(y0, y1)
def
=

∫
ϕ(y0 − f(x0))ϕ(y1 − f(x1))νa(x0)qa(x0, x1)λ(dx0)λ(dx1) ,

(4.6)
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où ϕ est la densité de la loi gaussienne centrée et de variance σ2I`. Nous
considérons alors la log-vraisemblance basée sur les paires d’observations :

(f, a) 7→ 1

n

n−1∑
k=0

log pf,a(Y2k, Y2k+1) .

Cette expression correspond à la vraisemblance des observations Y0:2n−1

lorsque les paires d’observations {(Y2k, Y2k+1)}n−1
k=0 sont indépendantes et

lorsque la châıne {Xk}k≥0 est stationnaire. Elle permet d’utiliser les inégalités
classiques pour les vraisemblances d’observations indépendantes.

Définition des estimateurs

La difficulté est de trouver un espace de fonctions pour la définition du
modèle qui permette d’assurer l’identifiabilité tout en étant utilisable de
façon numérique. Nous avons choisi d’imposer des propriétés de régularité
en considérant l’espace des fonctions de Sobolev W s,p que l’on munit de
la norme ‖ · ‖W s,p , voir (4.2) et (4.3), et en ajoutant un terme de pénalité
à la log-vraisemblance par paires des observations. Ceci nous permet de
donner la définition des estimateurs (f̂n, ân) de (f?, a?) calculés à l’aide de
2n observations {Yk}2n−1

k=0 par :(
f̂n, ân

)
def
= argmax

f∈W s,p,a≥a−

{
1

n

n−1∑
k=0

log pf,a(Y2k, Y2k+1)− λ2
n‖f‖υ+1

W s,p

}
,

où υ est une constante strictement positive. Les quantités λ2
n et υ doivent

également satisfaire quelques contraintes pour établir la consistance de nos
estimateurs :

i) la puissance υ de la pénalité vérifie υ > 2`. Cette hypothèse provient
de l’inégalité maximale que nous avons obtenue pour le supremum du
processus empirique des observations (voir Proposition 8.3) et permet
d’obtenir une inégalité de déviation pour ce même supremum.

ii) λ2
n doit vérifier

λn −→
n→+∞

0 et λ2
nn

1/2 −→
n→+∞

∞ .

Ceci nous permet d’assurer la convergence en probabilité, au sens de la
distance de Hellinger (voir (4.4)), de p

f̂n,ân
vers pf?,a? .

4.2.3 Résultats

Identifiabilité

Le premier résultat que nous proposons, qui fait l’objet du Théorème 8.1,
concerne l’identifiabilité de notre modèle. Pour b > a− et f une fonction de
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C1(K,R`), il s’agit d’étudier les conséquences de l’égalité des fonctions pf,b
et pf?,a? , définies par (4.6). Nous établissons que si pf,b = pf?,a? alors b = a?,
mais nous n’avons pas nécessairement égalité entre f et f? : on ne peut
retrouver la fonction f? qu’à une isométrie de K près.

Pour prouver ce résultat, nous considérons {(X ′k, Y ′k)}k≥0, une châıne de
Markov cachée sur K × R` dont le noyau de transition de la châıne cachée
a pour densité qb et pour loi initiale νb ; et une suite {ε′k}k≥0 de variables
aléatoires indépendantes de loi N (0, σ2I`), indépendantes de {X ′k}k≥0 telle
que pour tout k ≥ 0,

Y ′k
def
= f(X ′k) + ε′k .

Supposer pf,b = pf?,a? est donc équivalent à supposer que, pour tout k ≥ 0,
(Y2k, Y2k+1) et (Y ′2k, Y

′
2k+1) ont la même loi. Cette propriété, combinée à

la gaussianité de la loi des bruits {εk}k≥0 et {ε′k}k≥0 implique que pour

tout k ≥ 0, (X2k, X2k+1) et (φ(X ′2k), φ(X ′2k+1)) ont la même loi, où φ
def
=

(f?)
−1 ◦ f . On prouve alors que la fonction φ est une isométrie de K de la

façon suivante :

1) on prouve en premier lieu que la fonction φ est un difféomorphisme. Cette
fonction est C1(K,R`) par les hypothèses sur f? et f . Nous montrons donc
qu’elle est injective et que son Jacobien est strictement positif en tout
point.

Nous prouvons l’injectivité en montrant, d’une part, que φ est un recou-
vrement de K et, d’autre part, en établissant que tout recouvrement de
K à valeurs dans K est injectif. La stricte positivité du Jacobien provient
de l’égalité en loi de (X0, X1) et de (φ(X ′0), φ(X ′1)),

2) ceci nous permet ensuite de combiner l’égalité des lois définies par pf?,a? et
pf,b à un changement de variable utilisant la fonction φ. La définition des
densités qa? et qb et l’application d’un théorème du point fixe permettent
de prouver que f est égale à f? à isométrie près et que b = a?.

Consistance

Pour tout entier n ≥ 1, nous utilisons les estimateurs f̂n et ân pour pro-
duire l’estimation p

f̂n,ân
de la densité pf?,a? . La consistance des estimateurs

{f̂n}n≥1 et {ân}n≥1 provient de la consistance au sens de Hellinger de la
suite {p

f̂n,ân
}n≥1.

Le Théorème 8.2 prouve que la suite {λ−2
n h(p

f̂n,ân
, pf?,a?)}n≥1 est bornée

en probabilité, où h est la distance de Hellinger définie par (4.4). Ce théorème
se démontre en utilisant la même démarche que dans le cas i.i.d. Dans le cas
où les observations sont indépendantes, la convergence de l’estimateur du
maximum de vraisemblance pénalisé repose sur un contrôle d’un processus
empirique associé aux observations (voir [Van De Geer, 2000, Chapitre 10]).



56 Estimation non paramétrique dans les HMM

Nous prouvons donc un contrôle du processus empirique donné, pour toute
fonction f ∈W s,p et tout a ≥ a− par

√
n

{∫
1

2
ln
pf,a + pf?,a?

2pf?,a?
dPn

−
∫

1

2
ln
pf,a(y, y

′) + pf?,a?(y, y
′)

2pf?,a?(y, y
′)

pf?,a?(y, y
′)µ(dy)µ(dy′)

}
,

où pour tout ensemble mesurable A de R2`,

Pn(A)
def
=

1

n

n−1∑
k=0

1A(Y2k, Y2k+1) .

La preuve du Théorème 8.2 requiert deux contrôles intermédiaires :

i) une inégalité de déviation pour le supremum du processus empirique
défini ci-dessus. Cette inégalité est obtenue par une application des
résultats de [Adamczak et Bednorz, 2012],

ii) une inégalité maximale pour le supremum du processus empirique défini
ci-dessus, obtenue par une application de [Doukhan et al., 1995].

Enfin, la consistance au sens de Hellinger pour la suite {p
f̂n,ân
}n≥0 et le

résultat d’identifiabilité impliquent que la suite {f̂n}n≥1 converge en proba-
bilité et dans C1(K,R`) vers l’ensemble des fonctions égales à f? à isométrie
de K près. Ce résultat, ainsi que la convergence en probabilité de la suite
{an}n≥1 vers a?, est l’objet du Théorème 8.3.



Chapitre 5

Applications de
l’algorithme BOEM au
problème de cartographie
et de localisation
simultanées

Le problème de localisation et de cartographie simultanées (SLAM, pour
Simultaneous Localization And Mapping), recouvre l’ensemble des situa-
tions dans lesquelles un mobile (un robot, un humain muni d’un appareil de
détection) cherche à déterminer sa position et à construire une carte de son
environnement. De nombreuses solutions ont été apportées au problème du
SLAM suivant les hypothèses faites sur le modèle de transition du mobile
ou sur son modèle d’observation (voir par exemple [Montemerlo et al., 2003],
[Burgard et al., 2005] et [Martinez-Cantin, 2008]).

Nous nous intéressons au SLAM avec carte fixe et nous choisissons d’adop-
ter la même formulation que celle proposée par [Martinez-Cantin, 2008]. Il
s’agit de considérer le problème du SLAM comme un problème d’estima-
tion dans les modèles de Markov cachés. L’état caché est constitué de l’état
du mobile (par exemple sa position dans l’espace et son orientation) et les
observations regroupent les informations reçues par le mobile au cours de
son déplacement (par exemple distance et position angulaire d’obstacles).
La carte est considérée comme un paramètre fixe et l’objectif est alors de
fournir simultanément une estimation de l’état du robot et une estimation
de la carte en utilisant les observations reçues par le mobile.

Considérer le problème du SLAM comme un problème d’estimation dans
les modèles de Markov cachés nous permet d’envisager l’utilisation de l’algo-
rithme Monte Carlo BOEM présenté au Chapitre 2. Cette procédure produit
une estimation en ligne de la carte de l’environnement et fournit simul-
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tanément une population de particules permettant une estimation de l’état
du mobile.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. Nous commençons par
étudier deux exemples d’applications de l’algorithme Monte Carlo BOEM à
des problèmes de SLAM en Section 5.1 et en Section 5.2. Ces deux exemples
sont les premiers cas d’application de l’algorithme Monte Carlo BOEM.
La mise en oeuvre de l’algorithme Monte Carlo BOEM présenté au Cha-
pitre 2 requiert l’utilisation d’une approximation Monte Carlo de la quan-
tité intermédiaire de l’algorithme BOEM. Nous proposons ici d’utiliser une
approximation particulaire détaillée en Annexe 5.3. Nous présentons en Sec-
tion 5.1 un problème de SLAM basé sur des landmarks. Nous donnons
différentes solutions apportées à ce problème du SLAM et nous expliquons
en quoi elles diffèrent de celle que nous proposons. La Section 5.2 propose
une application à un problème de SLAM indoor basé sur la propagation
de signaux WiFi. L’Annexe 5.3 fournit également le résultat permettant
de contrôler l’approximation Monte Carlo et de vérifier la convergence de
l’algorithme Monte Carlo BOEM (voir Chapitre 2).

Les résultats présentés dans la Section 5.1 et l’Annexe 5.3 sont issus de
l’article [Le Corff et Fort, 2011a], accepté pour publication dans une revue
internationale. La Section 5.2 présente quant à elle des résultats issus de
l’article [Dumont et Le Corff, 2012b], soumis dans une revue internationale.

5.1 SLAM basé sur des landmarks

L’état du robot est représenté par le vecteur {Xt,i}3i=1 où Xt,1 et Xt,2

sont les coordonnées cartésiennes du robot à l’instant t et où Xt,3 est son
orientation à l’instant t. A chaque instant le mobile reçoit des commandes

ut
def
= (vt, ψt) utilisées pour faire évoluer son état entre les instants t et

t+ dt. vt correspond à la commande de vitesse alors que ψt correspond à la
commande d’orientation. Ces commandes sont déterministes et on supposera
dans la suite qu’elles ne dépendent ni de l’état courant du robot ni de la carte.
L’état du robot à l’instant t, étant donnés son état à l’instant précédent et
les contrôles (V̂t, Ψ̂t), s’écrit

xt = f(xt−1, V̂t, Ψ̂t) , (5.1)

où (V̂t, Ψ̂t) est un vecteur gaussien de moyenne (vt, ψt) et de matrice de
variance Q.

Nous supposons que la carte est représentée par un ensemble de points
caractéristiques de l’environnement appelés landmarks. Le problème de car-

tographie consiste à estimer le vecteur θ
def
= {θj}qj=1, où θj représente les

coordonnées dans le plan du landmark numéro j. A l’instant t, le mobile
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observe les landmarks situés dans son voisinage. Notons ct ⊂ {1, · · · , q}
l’ensemble des landmarks observés à l’instant t. Conditionnellement à ct, les
observations {Yt,i}i∈ct sont supposées indépendantes et vérifient

Yt,i = h(Xt, θi) + δt,i , (5.2)

où les {δt,i}i∈ct sont des vecteurs gaussiens indépendants centrés de même
matrice de variance R.

Dans les premières approches proposées, le problème du SLAM n’est
pas perçu comme un problème d’estimation ponctuel dans les HMM mais il
s’agit d’estimer la distribution jointe de la carte et de l’état courant (ou de
toute la trajectoire) du mobile conditionnellement à toutes les observations
reçues. Nous présentons ici les solutions les plus populaires utilisées pour
résoudre le problème du SLAM.

EKF-SLAM

Dans le cas de l’EKF-SLAM (pour Extended Kalman Filter-SLAM), l’ob-
jectif est d’approcher la distribution jointe de l’état du mobile à l’instant t
et de la carte θ conditionnellement à toutes les observations reçues depuis le
départ ; θ est donc intégré à l’état caché. L’EKF-SLAM suppose que cette
distribution est gaussienne de moyenne µt et de matrice de variance Σt.
L’algorithme repose sur une linéarisation des équations (5.1) et (5.2). Cette
linéarisation permet d’obtenir un modèle linéaire gaussien. Ainsi, lorsque la
commande ut et les observations {Yt,i}i∈ct sont reçues on peut effectuer le
calcul de µt et Σt en fonction de µt−1 et Σt−1 à l’aide du filtre de Kalman,
voir [Kalman et Bucy, 1961].

La linéarisation des équations (5.1) et (5.2) et l’hypothèse de gaussia-
nité des lois conditionnelles ont été analysées dans [Julier et Uhlmann, 2001]
et [Bailey et al., 2006a]. Ces travaux donnent des résultats expérimentaux
justifiant la non consistance de l’EKF-SLAM lorsque t→ +∞.

Fast-SLAM

L’algorithme Fast-SLAM, proposé par [Montemerlo et al., 2003] propose
d’approcher la distribution jointe de toute la trajectoire du mobile jusqu’à
l’instant t et de la carte θ conditionnellement à toutes les observations reçues
depuis le départ. Il propose d’approcher la trajectoire du mobile en utili-
sant une famille de particules pondérées, à l’aide de l’algorithme path-space
smoother présenté au Chapitre 3. Puis, à chaque trajectoire particulaire est
associée une estimation de la carte. Conditionnellement à la trajectoire du
robot, les landmarks sont supposés indépendants et de loi gaussienne. La
moyenne et la variance des gaussiennes associées à chaque landmark sont
mises à jour en linéarisant le modèle d’observations (5.2).
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Contrairement à l’EKF-SLAM, l’utilisation de filtres particulaires ne
nécessite pas de linéarisation de l’équation (5.1). L’intérêt majeur de l’al-
gorithme Fast-SLAM réside dans le fait qu’à chaque trajectoire particulaire
est associée une estimation de la carte. Cependant, l’approximation par-
ticulaire utilisée dans [Montemerlo et al., 2003] est basée sur le path-space
smoother : la dégénérescence des trajectoires implique que toutes les tra-
jectoires partagent les mêmes estimations pour tous les landmarks qui ne
sont pas observés durant une longue période. Différentes méthodes pour
améliorer la façon de propager les particules ont été proposées (voir par
exemple [Burgard et al., 2005]) mais ne permettent pas pour de longues tra-
jectoires de résoudre le problème de dégénérescence. La divergence des es-
timations données par l’algorithme Fast-SLAM a été mise en évidence de
façon numérique dans [Bailey et al., 2006b].

Marginal-SLAM

L’algorithme Marginal-SLAM de [Martinez-Cantin, 2008] propose de pro-
duire une estimation ponctuelle de la carte et d’estimer l’état du mobile à
l’instant t à l’aide de méthodes de Monte Carlo séquentielles. La carte est
perçue comme un paramètre d’un modèle de Markov caché qui est estimé en
ligne à l’aide d’une procédure de type maximum de vraisemblance récursif.
La position du mobile est approchée à l’aide d’une famille de particules
pondérées : l’avantage de cette approche provient de la stabilité en temps
long des approximations particulaires des lois de filtrage puisque la méthode
d’approximation stochastique utilisée ne nécessite plus de conserver toute la
trajectoire particulaire comme dans le cas de l’algorithme Fast-SLAM.

Le calcul du maximum de vraisemblance récursif repose sur un calcul
récursif de la log-vraisemblance et sur des calculs de gradient qui sont
sensibles à l’implémentation (par exemple, sensibles à la taille des pas de
mise à jour dans la direction de descente). Les méthodes basées sur l’algo-
rithme EM ne sont pas sensibles à cette paramétrisation et sont donc plus
robustes. Nous proposons donc en Section 5.1 une méthode basée sur l’algo-
rithme BOEM. Cet algorithme partage les mêmes objectifs que l’algorithme
Marginal-SLAM : une estimation ponctuelle de la carte est associée à une fa-
mille de particules pondérées approchant l’état du mobile à chaque instant.
Nous comparons les performances de ces deux algorithmes.
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5.1.1 Application de l’algorithme Monte Carlo
BOEM

Nous utilisons ici le modèle cinématique du tricycle (voir par exemple
[Bailey et al., 2006a]) où la fonction f de l’équation (5.1) est donnée par

f(xt−1, vt, ψt) = xt−1 +

 v̂tdt cos(xt−1,3 + ψt)
vtdt sin(xt−1,3 + ψt)
vtdtB

−1 sin(ψt)

 ,

où dt est l’intervalle de temps entre deux états du mobile et où B est son
empattement.

A l’instant t, le mobile observe la distance et la position angulaire de
tous les landmarks dans son voisinage ; la fonction h de l’équation (5.2) est
donc donnée par

h(x, τ)
def
=

(√
(τ1 − x1)2 + (τ2 − x2)2

arctan τ2−x2
τ1−x1 − x3

)
.

Les matrices de variance R et Q sont supposées connues.
Nous supposons en Section 5.1.2 qu’il n’y a pas d’erreurs d’association

entre les observations et les landmarks, c’est-à-dire qu’à chaque instant t
l’ensemble ct est connu. Cette hypothèse est relâchée en Section 5.1.3.

Dans ce modèle, le noyau de Markov de la châıne cachée ne dépend pas
de la carte (voir (5.1)) et seule la fonction gθ intervient dans le calcul de
la vraisemblance complète. Or, la vraisemblance gθ est telle que le modèle
n’appartient pas à la famille exponentielle courbe :∑

i∈ct

ln gθ(xt, yt,i) ∝
∑
i∈ct

[yt,i − h(xt, θi)]
?R−1 [yt,i − h(xt, θi)] , (5.3)

où pour toute matrice A, A? est la transposée de A. Par suite, pour ap-
pliquer l’algorithme BOEM, au début de chaque bloc d’observations, gθ
est approchée par une fonction dépendant des estimations courantes des
landmarks : {θ̂i}qi=1. Cette approximation est choisie de manière à obtenir
une vraisemblance complète appartenant à la famille exponentielle courbe.
Par (5.3), approcher la fonction τ 7→ h(x, τ) par son développement de
Taylor à l’ordre 1 au point τ = θ̂i donne une approximation de θ 7→∑

i∈ct ln gθ(xt, yt,i) quadratique en θ. Cette approche est fréquemment uti-
lisée dans le cadre du SLAM de manière à profiter des outils concernant les
modèles linéaires gaussiens, voir par exemple [Burgard et al., 2005]. Nous
obtenons alors une approximation de la vraisemblance complète donnée par

θ 7→
q∑
i=1

(
θi − θ̂i

)?
Ai

(
θi − θ̂i

)
− 2Bi

(
θi − θ̂i

)
+ Ci , (5.4)
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où q est le nombre total de landmarks et, pour tout i ∈ {1, · · · , q},

Ai
def
=

T∑
t=1

1i∈ct∇τh(xt, θ̂i)
?R−1∇τh(xt, θ̂i) ,

Bi
def
=

T∑
t=1

1i∈ct

[
yt,i − h(xt, θ̂i)

]?
R−1∇τh(xt, θ̂i) ,

Ci
def
=

T∑
t=1

1i∈ct

[
yt,i − h(xt, θ̂i)

]?
R−1

[
yt,i − h(xt, θ̂i)

]
.

Cette forme exponentielle de la vraisemblance complète permet d’appliquer
l’algorithme BOEM pour estimer la carte. Etant donnée la forme de (5.4),
la mise à jour de l’estimation de la carte (lorsque toutes les observations du
bloc ont été utilisées) se fait landmark par landmark.

Comme tous les landmarks ne sont pas observés à chaque instant, nous
choisissons une suite {τn ∝ n1.1}n≥1 à croissance lente pour que le nombre
total de mises à jour ne soit pas trop faible (dans l’expérience de la Sec-
tion 5.1.2, nous avons 60 mises à jour pour un nombre total d’observations
de 2000). Puisque le nombre d’observations n’est pas trop grand (le plus
grand bloc contient 60 observations), le nombre de particules par bloc est
constant : pour tout n ≥ 1, Nn = 50.

5.1.2 Données simulées

Obtention des données

Dans l’expérience qui suit, q = 15 landmarks sont placés dans un carré
de taille 45x45. La trajectoire du mobile est simulée en utilisant un ensemble
connu de commandes de vitesse et d’orientation. En utilisant les vraies posi-
tions de tous les landmarks et la vraie trajectoire du mobile (points et ligne
continue dans la Figure 5.1), des observations sont simulées en utilisant

R =

(
σ2
r ρ
ρ σ2

b

)
, où σr = 0, 5 m, σb = π

60rad et ρ = 0, 01. Nous choisissons

Q = diag(σ2
v , σ

2
φ) où σv = 0, 5 m.s−1, σψ = π

60 rad et B = 1.5 m. La mission
dure le temps d’acquérir T = 2000 observations. A chaque instant le mobile
reçoit des observations de tous les landmarks présents dans un rayon de 10m.

Résultats

La position estimée à chaque instant est égale à la moyenne pondérée des
positions données par les particules. Pour chaque simulation, la trajectoire
estimée et l’estimation de la carte à la fin de la mission sont conservées.
La Figure 5.1 représente les moyennes des trajectoires estimées et des cartes
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estimées sur 50 simulations Monte Carlo indépendantes. Cette figure illustre
le bon comportement de l’algorithme Monte Carlo BOEM appliqué à ce
problème de SLAM.

Figure 5.1 – Vraie trajectoire (ligne continue) et vraies positions des land-
marks (boules) avec la trajectoire estimée (ligne pointillée) et les positions
estimées des landmarks (étoiles) à la fin de la mission (T = 2000).

Nous comparons aussi notre algorithme à l’algorithme Marginal-SLAM
proposé par [Martinez-Cantin, 2008] et présenté plus haut. La Figure 5.2
illustre l’estimation de la position de chaque landmark. L’algorithme Monte
Carlo BOEM est appliqué dans le même cadre que précédemment et les pa-
ramètres d’implémentation de l’algorithme Marginal-SLAM sont choisis de
telle sorte que les vitesses de convergence théoriques de l’algorithme BOEM
et de la procédure de maximum de vraisemblance récursif du Marginal-
SLAM soient les mêmes. Nous utilisons la version moyennisée de l’algo-
rithme Monte Carlo BOEM et une procédure de moyennisation de type
Polyak-Ruppert pour le Marginal-SLAM (voir [Polyak, 1990]). Pour chaque
landmark, la dernière estimation de la position (à la fin de la mission)
est conservée pour chacune des 50 simulations Monte Carlo. La Figure 5.2
présente la distance entre la position estimée et la vraie position pour chaque
landmark. On constate dans cette expérience les meilleures performances de
l’algorithme Monte Carlo BOEM tant en terme de biais qu’en terme de va-
riance de l’estimation. La variabilité de l’estimation fournie par l’algorithme
Marginal-SLAM provient du fait que la mise à jour du paramètre a lieu à
chaque acquisition d’une nouvelle observation. On peut améliorer ses perfor-
mances en ne mettant à jour l’estimation de la carte qu’après le traitement
de blocs d’observations pour obtenir des estimations similaires à celles de
l’algorithme Monte Carlo BOEM.
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Figure 5.2 – Distance entre la position estimée à la fin de la mission et
la vraie position pour chacun des 15 landmarks avec le Marginal-SLAM
moyennisé (à gauche) et l’algorithme BOEM moyennisé (à droite).

5.1.3 Données réelles

La Figure 5.3 illustre les performances de l’algorithme Monte Carlo
BOEM sur un jeu de données réelles. Nous utilisons le car park data set 1

qui correspond à une situation de SLAM basée sur des landmarks artificiels
placés dans un parking. Dans ce cas, le processus d’association entre les
observations et les landmarks n’est pas supposé connu. Ainsi, nous propo-
sons le mécanisme d’association suivant (à la suite de l’algorithme fourni
avec la base de données) : à chaque fois qu’une nouvelle observation yt,i est

disponible, sa log-vraisemblance
[
Yt,i − h(x̂t, θ̂i)

]?
R−1

[
Yt,i − h(x̂t, θ̂i)

]
est

calculée pour chaque landmark θ̂i dans l’estimation courante de la carte et
lorsque x̂t est l’estimation courante de l’état du mobile (moyenne pondérée
des états donnés par les particules). Si toutes les vraisemblances sont sous un
certain seuil, un nouveau landmark est créé. Sinon, l’observation est associée
au landmark correspondant à la plus forte valeur de vraisemblance. L’algo-
rithme est commencé avec une carte vide et des landmarks sont créés avec
les premières observations. Nous associons à chaque landmark un compteur
donnant le nombre de fois où on lui associe une observation. Si un land-
mark dans le voisinage du mobile n’est associé à aucune observation on fait
décrôıtre son compteur. Si le compteur d’un landmark est négatif, on l’ôte de
la carte estimée. Dans la Figure 5.3, la trajectoire estimée et la carte estimée
à la fin d’une mission (T = 5565) sont représentées. On utilise l’algorithme
Monte Carlo BOEM avec les mêmes tailles de blocs que celles précisées en
Section 5.1.1 mais un nombre de particules donné par Nn = 100.

1. Disponible à l’adresse http://www.cas.kth.se/SLAM

http://www.cas.kth.se/SLAM
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Figure 5.3 – Carte et trajectoire estimées sur le car park dataset. La tra-
jectoire estimée (pointillés) et les positions estimées des landmarks (étoiles)
données par l’algorithme BOEM sont comparées aux vraies valeurs (trait
continu et points).

5.2 Application au SLAM indoor

Dans cette section, nous nous intéressons à la localisation d’un mobile
dans un réseau de points d’accès WiFi. Le travail présenté dans cette section
est l’objet de l’article [Dumont et Le Corff, 2012b], soumis pour publication
dans une revue internationale.

Nous voulons estimer la position du mobile en utilisant la puissance des
signaux WiFi reçus des points d’accès à proximité du mobile. L’estimation
de la position du mobile repose sur la connaissance des cartes de propaga-
tion des signaux de chaque borne WiFi. A la différence de ce qui est proposé
dans la littérature où l’on traite successivement la cartographie et la locali-
sation, nous estimons simultanément la carte et la position du mobile. Nous
trouvons différentes solutions dans la littérature :

– soit une phase de calibration préalable est effectuée en différents points
de l’environnement permettant d’obtenir un ensemble de mesures de
positions associées à des puissances reçues. Ensuite le problème de lo-
calisation est résolu en sélectionnant, parmi les données de calibration,
les observations les plus proches de celle reçue par le mobile. La po-
sition estimée du mobile est alors définie comme un barycentre des
positions associées aux mesures de calibration sélectionnées (voir par
exemple [Evennou et Marx, 2006]).

– soit la cartographie est résolue de façon préalable en prenant en compte
les obstacles (par exemple les murs) présents dans l’environnement
(voir [Gorce et al., 2007]). Néanmoins, les modèles statistiques envi-
sagés se révèlent insuffisants pour prendre en compte des modifications
dans la façon dont les signaux WiFi se propagent. Nous reviendrons
plus en détail sur ces limitations en section 5.2.1.

Dans cette section, nous proposons une solution basée sur le SLAM com-
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biné à un nouveau modèle pour représenter les cartes de propagation. Les
données collectées par le mobile permettent d’estimer la carte puis de définir
un estimateur de la position du mobile à l’aide d’une variante de l’algo-
rithme Monte Carlo BOEM. L’avantage d’utiliser une telle procédure en
ligne permet de prendre en compte toute modification dans la propagation
des signaux WiFi. L’estimation des cartes de propagation est affectée par
les mesures reçues par le mobile et l’estimation de la position n’est pas
détériorée. Dans le cas d’une estimation fixe de la carte effectuée avant la
procédure de localisation, ces changements ne sont pas pris en compte et la
localisation se dégrade au fil du temps.

5.2.1 Modèle considéré

Nous notons {Xk}k≥0 les coordonnées cartésiennes dans le plan du mo-
bile. Pour des raisons pratiques, l’environnement continu est représenté par
une grille C. On suppose que {Xk}k≥0 est une châıne de Markov à valeurs
dans l’ensemble fini C, de distribution initiale χ et de matrice de transition
donnée, pour tout (x, x′) ∈ C2, par

mx,x′ ∝ e−‖x−x
′‖2/a ,

où a ∈ R?+ (supposé connu) dépend de la vitesse moyenne du mobile et où
‖ · ‖ est la norme euclidienne sur R2. Notons |C| le nombre d’éléments de C.

Soit G
def
= {Gj,x, 1 ≤ j ≤ B, x ∈ C} la matrice de taille B × |C| telle

que l’élément Gj,x représente la puissance moyenne du signal reçu de la
borne j quand le mobile est en position x. A chaque instant, le mobile reçoit
l’observation Yk à valeurs dans RB modélisée par

Yk
def
= G.,Xk + εk, (5.5)

où G.,x est le vecteur {Gj,x}Bj=1 et {εk}k≥0 est une suite de vecteurs gaussiens
indépendants, indépendants des {Xk}k≥0, de moyenne 0 et de matrice de
variance σ2IB (IB est la matrice unité de taille B ×B).

Nous considérons un modèle dans lequel pour tout j ∈ {1, · · · , B} et
tout x ∈ C, Gj,x est décomposé en deux termes :

Gj,x
def
= µj,x + δj,x , (5.6)

où
– le terme µj,x est issue de l’équation de transmission de Friis, voir

[Friis, 1946] :

µj,x
def
= cj + dj log ‖x−Oj‖ , (5.7)

cj , dj étant des réels et, {Oj}Bj=1 étant la position des B bornes WiFi.
µj,x représente la propagation moyenne dépendant de la distance entre
la position x du mobile et la borne j.
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– le terme additif δj,x représente les perturbations dues à l’environne-
ment, telles que la présence d’obstacles. Nous ne faisons aucune hy-
pothèse a priori sur la relation entre j et x. L’originalité de notre
modèle réside dans l’introduction de ce terme de perturbation δj,x
dans les équations de Friis : les travaux antérieurs portant sur la car-
tographie omettent ce terme offrant donc moins de flexibilité quant à
la modélisation de la carte.

La Figure 5.4 représente les fonctions µj,., δj,. et Gj,. définies sur la
grille C = {0, . . . , 30}× {0, . . . , 30}. Les paramètres utilisés pour obtenir ces
représentations sont donnés en Section 5.2.3.

(a) µj,.. (b) δj,..

(c) Gj,. = µj,. + δj,..

Figure 5.4 – Exemple de représentation spatiale de µj,., δj,. et Gj,. = µj,. +
δj,.. Ces représentations correspondent aux signaux émis par la borne placée
en position (15, 15).
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Dans la suite, l’objectif est d’estimer

c
def
= {cj}Bj=1 , d

def
= {dj}Bj=1 , δ

def
= {δj}Bj=1 ,

et σ2. Nous notons θ
def
= (c, d, δ, σ2).

5.2.2 Application de l’algorithme Monte Carlo
BOEM

D’après (5.5), la vraisemblance de l’observation y = (y1, · · · , yB) sachant
x ∈ C est donnée par

gθ(x, y)
def
=
(
2πσ2

)−B/2 B∏
j=1

exp

{
− 1

2σ2
|yj −Gj,x|2

}
.

La dynamique de l’état caché ne dépend pas du paramètre θ ainsi, la log-
vraisemblance complète normalisée T−1 log pθ(X0:T , Y0:T ) (voir (1.3)) s’écrit,
à un terme additif près ne dépendant pas de θ,

− B

2
log σ2 − 1

2σ2

B∑
j=1

{〈
1

T

T∑
k=1

s1(Xk), G
2
j

〉

+
1

T

T∑
k=1

s3,j(Yk)− 2

〈
1

T

T∑
k=1

s2,j(Xk, Yk), Gj

〉}
, (5.8)

où Gj et G2
j sont les vecteurs de R|C| donnés par

Gj
def
= {Gj,x}x∈C , G2

j
def
= {G2

j,x}x∈C ,

et les statistiques sont données par

s1(Xk)
def
= {1x(Xk)}x∈C ,

s2,j(Xk, Yk)
def
= {1x(Xk)Yk,j}x∈C ,

s3,j(Yk)
def
= Y 2

k,j .

La statistique s1(x) est le vecteur de la base canonique de R|C| qui vaut 1 en
position x. Par suite, 1

T

∑T
k=1 s1(Xk) représente le nombre moyen de visites

à chaque point de la grille. Pour chaque j, la quantité 1
T

∑T
k=1 s2,j(Xk, Yk)

représente la moyenne des puissances reçues de la borne j en chaque point
de la grille.

Notons que Gj dépend de θ (voir Eqs (5.6 et (5.7)) ; pour simplifier la
notation, nous omettons la dépendance.
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L’algorithme Monte Carlo BOEM nécessite le calcul, pour tout j ∈
{1, . . . , B}, des quantités suivantes :

Sn1
def
=

1

τn+1
Eχ,Tnθn

[
τn+1∑
k=1

s1(Xk+Tn)

∣∣∣∣∣YTn+1:Tn+1

]
,

Sn2,j
def
=

1

τn+1
Eχ,Tnθn

[
τn+1∑
k=1

s2,j(Xk+Tn , Yk+Tn)

∣∣∣∣∣YTn+1:Tn+1

]
,

Sn3,j
def
=

1

τn+1

τn+1∑
k=1

s3,j(Yk+Tn) .

Les espérances Sn1 , Sn2,j , Sn3,j peuvent être calculées explicitement puisque
l’espace d’état C est fini. Cependant, dans notre cas, |C| est élevé et les
calculs en ligne sont trop coûteux pour être effectués de façon exacte. Nous
choisissons donc d’appliquer l’algorithme Monte Carlo BOEM à l’aide de
l’approximation particulaire présentée en Annexe 5.3 pour approcher ces
espérances.

Néanmoins, pour la vraisemblance complète décrit par (5.8), l’étape de
maximisation de l’algorithme Monte Carlo BOEM n’a pas (toujours) de so-
lution du fait de la non-identifiabilité de notre modèle. En effet, le vecteur
Sn1 est ”creux” au sens où de nombreuses composantes sont nulles en pra-
tique. Ce phénomène est d’autant plus fréquent que la taille des blocs τn est
petite.

Par suite, nous considérons une modification de l’algorithme Monte Carlo
BOEM obtenue en substituant la maximisation de la log-vraisemblance
complète moyenne par une log-vraisemblance (complète) pénalisée moyenne :
θn+1 est alors définie comme la valeur θ maximisant la fonction

θ 7→ −B
2

log σ2 − 1

2σ2

B∑
j=1

{〈
Sn1 , G

2
j

〉
+Sn3,j − 2

〈
Sn2,j , Gj

〉}
− 1

2τn+1

B∑
j=1

δ?jΣ
−1
j δj ,

où le terme δ?jΣ
−1
j δj est une pénalité quadratique sur la perturbation δj de la

propagation des signaux WiFi. Le choix de la pénalité quadratique permet
d’obtenir un critère qui peut être maximisé de façon simple et explicite.
D’autre part, nous affectons cette pénalité du poids τ−1

n+1 qui permet de
l’atténuer pour les blocs contenant un grand nombre d’observations.

Il est aisé de voir que l’étape de maximisation de notre algorithme
consiste à mettre à jour chaque triplet (cj , dj , δj) - indépendamment les
uns des autres - puis à mettre à jour σ2. Nous détaillons maintenant ces
équations de mise à jour.
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Notons L la matrice de taille B × |C| donnée par Lj,x
def
= log |x−Oj | ; 1

le vecteur colonne de taille |C| dont toutes les composantes sont égales à 1 ;
et diag(Sn1 ) la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont donnés
par le vecteur Sn1 . Pour tout j ∈ {1, . . . , B}, nous définissons

M0,j
def
=

[
diag(Sn1 ) +

σ2

τn+1
Σ−1
j

]
,

M1,j
def
= diag(Sn1 )

[
I −M−1

0,j diag(Sn1 )
]
,

M2,j
def
= I − diag(Sn1 )M−1

0,j ,

W1,j
def
= 1?M1,j1 ,

W2,j
def
= 1?M1,jLj ,

W3,j
def
= L?jM1,jLj ,

rj
def
= W1,jW3,j −W 2

2,j .

Les nouvelles estimations sont alors données, pour tout j ∈ {1, . . . , B}, par

δj = M−1
0,j

[
Sn2,j − diag(Sn1 )(cj1 + djLj)

]
,

cj = r−1
j

[
W3,j1

? −W2,jL
?
j

]
M2,jS

n
2,j ,

dj = r−1
j

[
−W2,j1

? +W1,jL
?
j

]
M2,jS

n
2,j ,

Gj = cj1 + djLj + δj

et

σ2 =
1

B

B∑
j=1

{
(G2

j )
?
diag(Sn1 )G2

j − 2(Sn2,j)
?
Gj + Sn3,j

}
.

5.2.3 Expérience avec des données simulées

Obtention des données

Dans cette section, les performances de l’algorithme Monte Carlo BOEM
sont illustrées avec des données simulées. Les expériences sont réalisées sur
la grille C = {0, . . . , 30}×{0, . . . , 30}. On utilise B = 17 bornes WiFi, toutes
les bornes étant modélisées avec les mêmes coefficients c et d, voir (5.7), pour
tout j ∈ {1, . . . , B},

cj = −26 et dj = −17.5 .

Pour tout j ∈ {1, . . . , B}, Σj est la matrice de variance-covariance donnée

par Σj(x, x
′)

def
= v1 ∗exp(−‖x−x′‖2/v2) avec v1 = 10 et v2 = 18. La variance

du bruit d’observation est fixée à σ2 = 25. Le paramètre de la matrice de
transition de la châıne cachée est fixé à a = 6.
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Mise en oeuvre de l’algorithme

Toutes les simulations sont initialisées en prenant :

∀j ∈ {1, . . . , B}, c0
j = −10 , d0

j = −30 , δj = 0 et σ2
0 = 30 .

Les tailles des blocs d’observations sont données, pour tout n ≥ 1, par
τn = 10n + 500. Cette croissance lente pour la suite {τn}n≥0 a été fixée
de façon à obtenir un nombre important de mises à jour de l’estimation de
la carte qui ne nécessite pas un grand nombre d’observations. Le nombre
de particules est fixé à Nn = 25 pour chaque bloc et la position initiale
des particules est tirée aléatoirement sur C. Nous donnons en Annexe 5.3 la
méthode de Monte Carlo séquentielle utilisée pour approcher Sn1 , Sn2,j et Sn3,j
sur chaque bloc.

i) Estimation de la carte : pour chaque carte Gj , nous calculons la norme
L1 de l’erreur :

εj
def
=

1

|C|
∑
x∈C

∣∣∣Gj,x − Ĝj,x∣∣∣ ,
où Ĝj est l’estimation courante de la j-ème carte de propagation. Nous
représentons la moyenne sur toutes les cartes :

ε̄
def
=

1

B

B∑
j=1

εj ,

dans le cas où Ĝj,x est calculé par l’algorithme Monte Carlo BOEM et
dans le cas où il est calculé par l’algorithme Monte Carlo BOEM moyen-
nisé. Nous parlerons respectivement de l’erreur L1 pour l’estimation de
la carte et pour son estimation moyennisée.

ii) Localisation du mobile : la localisation est effectuée selon trois procédures
utilisant trois systèmes de particules différents. Pour chaque système de
particules, l’estimation de la position à un instant donné est définie
comme étant la moyenne pondérée des particules.

– Localisation BOEM : l’estimation de la position est donnée par le
système de particules utilisé dans l’algorithme Monte Carlo BOEM.

– Localisation BOEM moyennisé : l’estimation de la position est donnée
par un second système de particules qui n’est utilisé que pour lo-
caliser le mobile. Les particules de ce système sont propagées avec
ϑnt = 1 et pnt = m et les poids sont calculés en fixant la carte à
sa valeur estimée par l’algorithme Monte Carlo BOEM moyennisé
(voir l’Annexe 5.3 pour les détails sur la propagation des systèmes de
particules). Ce choix provient du fait que l’estimation moyennisée des
cartes est meilleure que l’estimation non moyennisée (voir Figure 5.5).
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– Localisation optimale : nous présentons également la meilleure per-
formance possible à l’aide d’un troisième système de particules. Les
particules de ce système sont propagées avec ϑnt = 1 et pnt = m
et les poids sont calculés en fixant la carte à sa vraie valeur (voir
l’Annexe 5.3 pour les détails sur la propagation des systèmes de par-
ticules). Ainsi, dans l’incertitude sur l’estimation de la position du
mobile, on élimine les fluctuations dues à l’estimation de la carte.

Sur chaque bloc, et pour chaque instant du bloc, nous calculons la dis-
tance entre la vraie position et la position estimée du mobile ; nous
reportons le 0.8-quantile empirique de l’erreur de localisation calculé à
partir de cet échantillon.

Résultats

La Figure 5.5 représente l’erreur de localisation du mobile et l’erreur d’es-
timation de la carte. La Figure 5.5a montre que l’estimation de la position
ne converge pas lorsque le nombre de blocs (soit le nombre d’observations)
tend vers +∞. Après 50 blocs (environ 40000 observations) la position est
mal estimée et l’erreur de localisation accrôıt l’erreur d’estimation de la carte
(donnée par la Figure 5.5b).

Pour surmonter cette difficulté, nous proposons d’utiliser l’estimation
moyennisée de la carte : on remplace périodiquement l’estimation de la carte
par son estimation moyennisée. Nous améliorons ainsi l’estimation moyen-
nisée de la carte. L’estimation non moyennisée ne diverge plus mais aug-
mente sur un cycle (entre deux substitutions de la carte moyennisée à la
carte non moyennisée) dont la longueur est fixée par l’utilisateur. Cette
procédure est illustrée en Figure 5.6, où l’étape de stabilisation est réalisée
tous les 5 blocs.

Les figures 5.7 et 5.8 représentent les erreurs de localisation du mobile
sur 50 simulations Monte Carlo indépendantes. Dans ces simulations, l’esti-
mation de la carte est remplacée tous les 5 blocs par son estimation moyen-
nisée et nous utilisons la localisation BOEM moyennisée. Dans la Figure 5.7,
l’erreur de localisation optimale (c’est-à-dire lorsque l’on suppose les cartes
connues et que l’on se contente de localiser le mobile) est aussi donnée. La
convergence de l’erreur de localisation vers la valeur optimale est presque
atteinte après 100 blocs (environ 100000 observations).

5.2.4 Expérience avec des données réelles

Dans cette section, les performances de notre algorithme sont testées
dans une situation réelle. 10 bornes WiFi ont été installées dans un entrepôt
(la Figure 5.9 représente la carte de l’environnement avec la position des
bornes WiFi).
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(a) 0.8-quantile de la distance entre la vraie position et la position estimée. L’erreur de
localisation est donnée pour la localisation BOEM (pointillés), pour la localisation BOEM
moyennisée (tirets) et pour la localisation optimale (ligne continue).
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(b) Erreur L1 sur l’estimation de la carte (pointillés) et l’estimation moyennisée de la carte
(tirets).

Figure 5.5 – Estimation par l’algorithme Monte Carlo BOEM : erreurs sur
la localisation du mobile et sur l’estimation de la carte.
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(a) 0.8-quantile de la distance entre la vraie position et la position estimée. L’erreur de
localisation est donnée pour la localisation BOEM (pointillés), pour la localisation BOEM
moyennisée (tirets) et pour la localisation optimale (ligne continue).
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(b) Erreur L1 sur l’estimation de la carte (pointillés) et l’estimation moyennisée de la carte
(tirets).

Figure 5.6 – Estimation par l’algorithme Monte Carlo BOEM avec étape
de stabilisation : erreurs sur la localisation du mobile et sur l’estimation de
la carte.
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Figure 5.7 – Erreur de localisation donnée par l’algorithme stabilisé et
erreur optimale après le traitement de 1, 5, 10, 25, 50, 75 et 100 blocs
d’observations.
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Figure 5.8 – Erreur L1 sur l’estimation de la carte donnée par l’algorithme
stabilisé et avec l’estimateur moyennisé après le traitement de 1, 5, 10, 25,
50, 75 et 100 blocs d’observations.
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Figure 5.9 – Carte de l’environnement intérieur utilisé avec la position de
toutes les bornes (cercles rouges).

Cette carte est discrétisée en utilisant une grille C = [0, 30] × [0, 30].
Dans ce cas la variance σ2 est supposée connue et sa valeur (σ2 = 25) a
été calibrée par une série de mesures. Environ T = 20000 mesures ont été
effectuées. Nous n’avons pas connaissance de la vraie position du mobile lors
de l’acquisition de ces observations. On construit donc un échantillon de test
en effectuant d’autres mesures tout en notant la vraie position du mobile
lors de leur acquisition. Cet échantillon contient Ttest = 1100 mesures :
{Xtest

t , Y test
t }Ttestt=1 . Il sert à comparer la précision de la localisation effectuée

à partir de différentes estimations de la carte obtenues à l’aide des 20000
premières mesures.

Il est important de noter une différence majeure avec le modèle présenté
en Section 5.2.1 : pour chaque mesure, seules certaines bornes sont présentes
dans Yt, on ne dispose pas d’observations pour toutes les bornes à chaque
instant. Nous supposons que nous savons identifier les bornes ayant émis
les signaux reçus à chaque instant. Ainsi, on n’estime pas toutes les cartes
simultanément. Nous introduisons alors des tailles de blocs et des compteurs
de mesures spécifiques pour chaque borne.

Nous appliquons l’algorithme Monte Carlo BOEM avec procédure de sta-
bilisation sur les 20000 mesures. A chaque fois qu’une estimation Ĝj pour un
j ∈ {1, . . . , B} est mise à jour (c’est-à-dire à chaque fois que l’on a parcouru
toutes les observations d’un bloc associé à une borne), nous soumettons le
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Figure 5.10 – Evolution du 0.8-quantile de la distance entre la vraie position
et la position estimée. L’erreur de localisation est calculée sur l’échantillon
de test chaque fois que l’une des cartes est estimée.

nouvel estimateur Ĝ à un test avec les données {Y test
t }Ttestt=1 . On utilise un

système de particules propagé avec ces observations {Y test
t }Ttestt=1 , ϑt = 1,

pt = m et où les poids sont calculés en fixant la carte à la valeur Ĝ (voir
l’Annexe 5.3 pour les détails sur la propagation des systèmes de particules).
L’erreur de localisation est alors donnée par le 0.8-quantile empirique de
la distance entre l’estimation fournie par ces particules et {Xtest

t }Ttestt=1 . La
Figure 5.10 représente cette erreur de localisation en fonction du nombre
de mises à jour. Les numéros indiqués sur la Figure 5.10 indiquent quelles
bornes ont servi à la mise à jour de l’estimation de la carte.

Malgré la petite taille de l’échantillon de test, la Figure 5.10 montre le
bon comportement de l’erreur de localisation. Les cartes Gj ont été mises à
jour entre 2 fois (la borne j = 3 n’est observée que 300 fois dans l’échantillon
de test) et 7 fois (j = 10).

La Figure 5.11 représente l’estimation finale des cartes de propagation
Gj , j ∈ {1, · · · , 10}. Il est intéressant de remarquer que certaines de ces
cartes (par exemple pour les bornes 1, 4 et 7) font apparâıtre la position des
obstacles (les murs) responsables des perturbations.

5.3 Annexe : Contrôle de l’approximation
particulaire

Nous commençons par rappeler l’expression de la quantité intermédiaire
que nous cherchons à approcher. L’algorithme BOEM produit une suite d’es-
timations {θn}n≥0 en utilisant, pour tout n ≥ 0, l’espérance S̄χn,Tnτn+1 (θn,Y)
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Figure 5.11 – Représentation graphique des cartes de propagation estimées
par l’algorithme Monte Carlo BOEM moyennisé : la carte estimée associée
à la borne j est donnée sur le graphe m̂j .
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définie par

S̄χn,Tnτn+1
(θn,Y)

=
1

τn+1

τn+1∑
k=1

Eχn,Tnθn

[
S(XTn+k−1, XTn+k, YTn+k)

∣∣YTn+1:Tn+τn+1

]
,

où χn est une loi sur (X,X ) et où Eχn,Tnθn

[
·
∣∣YTn+1:Tn+τn+1

]
est définie par

(1.2). S̄χn,Tnτn+1 (θn,Y) est la quantité intermédiaire de l’algorithme BOEM et
correspond à la quantité intermédiaire de l’algorithme EM, calculée avec les
observations YTn+1:Tn+τn+1 du bloc n, lorsque les lois régissant le HMM sont
paramétrées par θn et lorsque l’état initial est distribué sous la loi χn.

Cette quantité n’est calculable de façon explicite que dans certaines si-
tuations spécifiques : si l’espace d’état est fini ou lorsque l’on considère des
modèles linéaires et gaussiens. Dans des cas plus généraux nous proposons
au Chapitre 6 de remplacer cette quantité par une approximation Monte
Carlo. Nous considérons ici la situation où S̄χn,Tnτn+1 (θn,Y) est approchée par
l’approximation particulaire de l’algorithme FFBS calculée avec Nn+1 par-
ticules, notée S̃n (voir la Section 3.1.2). Nous effectuons ce choix pour deux
raisons :

i) Le calcul de S̃n avec l’algorithme FFBS est réalisable en ligne (sans
stocker d’observations), comme cela est précisé en Section 2.3.

ii) On peut grâce au Chapitre 7 contrôler l’erreur Lp effectuée sur chaque
bloc. Cela nous permet de choisir le nombre de particules par bloc pour
vérifier les conditions suffisantes de convergence de l’algorithme Monte
Carlo BOEM (voir l’hypothèse A6 du Chapitre 6).

Calcul en ligne

Pour plus de clarté, nous redonnons ici le mécanisme permettant d’ob-
tenir l’approximation FFBS en ligne au sein du bloc n. On note ηn la loi
de proposition des particules à l’instant Tn et {ϑnt }t≤τn+1 et {pnt }t≤τn+1 les
poids d’ajustement et les noyaux de proposition utilisés dans notre algo-
rithme FFBS (voir la Section 3.1.2 pour plus de précisions).

1) Initialisation.

Pour tout ` ∈ {1, · · · , Nn+1}, simuler de façon indépendante ξN,`0 ∼ ηn

et définir ωN,`0
def
= dχn

dηn
(ξN,`0 )gθn(ξN,`0 , YTn).

Poser, pour tout ` ∈ {1, · · · , Nn+1}, ρ0(ξN,`0 )
def
= 0.

2) Propagation : pour t ∈ {0, · · · , τn+1 − 1}
Pour tout ` ∈ {1, · · · , Nn+1}, simuler (I

Nn+1,`
t+1 , ξ

Nn+1,`
t+1 ) suivant la loi ins-

trumentale

πt+1|t+1(i,dx) ∝ ωNn+1,i
t ϑnt+1(ξ

Nn+1,i
t )pnt+1(ξ

Nn+1,i
t , dx) ,
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Poser

ω
Nn+1,`
t+1

def
=

mθn(ξ
Nn+1,I

Nn+1,`

t+1

t , ξ
Nn+1,`
t+1 )gθn(ξ

Nn+1,`
t+1 , YTn+t+1)

ϑnt+1(ξ
Nn+1,`
t )pnt+1(ξ

Nn+1,I
Nn+1,`

t+1

t , ξ
Nn+1,`
t+1 )

.

Poser, pour tout ` ∈ {1, · · · , Nn+1},

ρt+1(ξ
Nn+1,`
t )

def
=

Nn+1∑
i=1

[
1

t+ 1
S(ξ

Nn+1,i
t , ξ

Nn+1,`
t+1 , YTn+t+1) +

(
1− 1

t+ 1

)
ρt(ξ

Nn+1,i
t )

]

×
ω
Nn+1,i
t mθn(ξ

Nn+1,i
t , ξ

Nn+1,`
t+1 )∑Nn+1

j=1 ω
Nn+1,j
t mθn(ξ

Nn+1,j
t , ξ

Nn+1,`
t+1 )

.

3) Calcul de l’approximation.
Définir

S̃n
def
=

Nn+1∑
`=1

ωNn+1,`
τn+1

ρτn+1(ξNn+1,`
τn+1

) .

L’approximation donnée par S̃n est exactement celle fournie par l’algorithme
FFBS introduite au Chapitre 3. Ceci nous assure que, dans le cas qui nous
préoccupe, l’approximation particulaire donnée par l’algorithme FFBS peut
se calculer en ligne. Elle ne nécessite donc pas d’effectuer un path-space
smoother suivi d’un parcours des données à l’envers (de la dernière obser-
vation du bloc jusqu’à la première). D’autre part, les contrôles donnés pour
l’algorithme FFBS sont applicables à notre approximation S̃n.

Contrôle de l’erreur d’approximation

Il nous reste maintenant à utiliser les résultats du Chapitre 7 pour obtenir
un contrôle de l’erreur plus précis, faisant intervenir les observations dans
les bornes (dans le Chapitre 7 nous travaillons conditionnellement à un jeu
d’observations fixé).

Ces contrôles s’obtiennent en suivant les mêmes étapes que pour les
preuves des propositions 7.1 et 7.2 du Chapitre 7. Nous ne donnons ici
que le résultat, toutes les preuves étant détaillées par ailleurs dans l’article
[Le Corff et Fort, 2011a]. Les preuves en question nécessitent l’introduction
de nouvelles quantités liées aux observations ainsi que des hypothèses qui
leur sont rattachées. Pour tout y ∈ Y, on définit

ω+(y) = sup
θ∈Θ

sup
(x,x

′
)∈X×X

t≥0,n≥0

mθ(x, x
′)gθ(x

′, y)

ϑnt (x)pnt (x, x′)

et

b−(y)
def
= inf

θ∈Θ

∫
gθ(x, y)λ(dx) .
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Pour effectuer ces contrôles, nous avons besoin

i) d’hypothèses sur le modèle HMM et sur le mécanisme de production
des particules (similaires à celles données au Chapitre 7),

ii) d’hypothèses sur les observations (hypothèses de stationnarité et de
contrôle de moments faisant intervenir les fonctions b− et ω+).

Sous ces hypothèses, on peut alors montrer qu’il existe p > 2 et une constante
C > 0 tels que pour tout n ≥ 0,

∥∥∥S̃n − S̄χn,Tnτn+1
(θn,Y)

∥∥∥
p
≤ C

(
1

τ
1/2
n+1N

1/2
n+1

+
1

Nn+1

)
.

Ceci nous permet donc d’avoir un contrôle explicite de l’erreur Lp effectuée
sur chaque bloc en fonction de la taille du bloc et du nombre de particules
utilisées pour effectuer l’approximation FFBS. Si, comme au Chapitre 6 nous
choisissons un nombre d’observations par bloc de la forme τn = bcnac avec
c > 0 et a > 1, alors il est suffisant de choisir Nn de la forme Nn = bτdn
avec d ≥ (a + 1)/2a pour obtenir l’hypothèse A6 du Chapitre 6 et avoir la
convergence de l’algorithme Monte Carlo BOEM.
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Chapitre 6

Algorithmes de type
Expectation-Maximization
en ligne pour l’estimation
dans les modèles de
Markov cachés (article)

The Expectation Maximization (EM) algorithm is a versatile tool for
model parameter estimation in latent data models. When processing large
data sets or data stream however, EM becomes intractable since it requires
the whole data set to be available at each iteration of the algorithm. In
this contribution, a new generic online EM algorithm for model parameter
inference in general Hidden Markov Model is proposed. This new algorithm
updates the parameter estimate after a block of observations is processed
(online). The convergence of this new algorithm is established, and the rate
of convergence is studied showing the impact of the block-size sequence. An
averaging procedure is also proposed to improve the rate of convergence.
Finally, practical illustrations are presented to highlight the performance of
these algorithms in comparison to other online maximum likelihood proce-
dures.

6.1 Introduction

A hidden Markov model (HMM) is a stochastic process {Xk, Yk}k≥0 in
X×Y, where the state sequence {Xk}k≥0 is a Markov chain and where the
observations {Yk}k≥0 are independent conditionally on {Xk}k≥0. Moreover,
the conditional distribution of Yk given the state sequence depends only

83
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on Xk. The sequence {Xk}k≥0 being unobservable, any statistical infer-
ence task is carried out using the observations {Yk}k≥0. These HMM can
be applied in a large variety of disciplines such as financial econometrics
([Mamon et Elliott, 2007]), biology ([Churchill, 1992]) or speech recognition
([Juang et Rabiner, 1991]).

The Expectation Maximization (EM) algorithm is an iterative algorithm
used to solve maximum likelihood estimation in HMM. The EM algorithm
is generally simple to implement since it relies on complete data computa-
tions. Each iteration is decomposed into two steps: the E-step computes
the conditional expectation of the complete data log-likelihood given the
observations and the M-step updates the parameter estimate based on this
conditional expectation. In many situations of interest, the complete data
likelihood belongs to the curved exponential family. In this case, the E-step
boils down to the computation of the conditional expectation of the com-
plete data sufficient statistic. Even in this case, except for simple models
such as linear Gaussian models or HMM with finite state-spaces, the E-step
is intractable and has to be approximated e.g. by Monte Carlo methods such
as Markov Chain Monte Carlo methods or Sequential Monte Carlo methods
(see [Carlin et al., 1992] or [Cappé et al., 2005, Doucet et al., 2001] and the
references therein).

However, when processing large data sets or data streams, the EM al-
gorithm might become impractical. Online variants of the EM algorithm
have been first proposed for independent and identically distributed (i.i.d.)
observations, see [Cappé et Moulines, 2009]. When the complete data like-
lihood belongs to the cruved exponential family, the E-step is replaced by
a stochastic approximation step while the M-step remains unchanged. The
convergence of this online variant of the EM algorithm for i.i.d. observa-
tions is addressed by [Cappé et Moulines, 2009]: the limit points are the
stationary points of the Kullback-Leibler divergence between the marginal
distribution of the observation and the model distribution.

An online version of the EM algorithm for HMM when both the observa-
tions and the states take a finite number of values (resp. when the states take
a finite number of values) was recently proposed by [Mongillo et Denève, 2008]
(resp. by [Cappé, 2011a]). This algorithm has been extended to the case
of general state-space models by substituting deterministic approximation
of the smoothing probabilities for Sequential Monte Carlo algorithms (see
for example [Cappé, 2009, Del Moral et al., 2010a, Le Corff et al., 2011b]).
There do not exist convergence results for these online EM algorithms for
general state-space models (some insights on the asymptotic behavior are
nevertheless given in [Cappé, 2011a]): the introduction of many approxima-
tions at different steps of the algorithms makes the analysis quite challeng-
ing.

In this contribution, a new online EM algorithm is proposed for HMM
with complete data likelihood belonging to the curved exponential family.
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This algorithm sticks closely to the principles of the original batch-mode EM
algorithm. The M-step (and thus, the update of the parameter) occurs at
some deterministic times {Tk}k≥1 i.e. we propose to keep a fixed parameter
estimate for blocks of observations of increasing size. More precisely, let
{Tk}k≥0 be an increasing sequence of integers (T0 = 0). For each k ≥ 0, the
parameter’s value is kept fixed while accumulating the information brought
by the observations {YTk+1, · · · , YTk+1

}. Then, the parameter is updated at
the end of the block. This algorithm is an online algorithm since the suf-
ficient statistics of the k-th block can be computed on the fly by updating
an intermediate quantity when a new observation Yt, t ∈ {Tk + 1, . . . , Tk+1}
becomes available. Such recursions are provided in recent works on online es-
timation in HMM, see [Cappé, 2009, Cappé, 2011a, Del Moral et al., 2010a].

This new algorithm, called Block Online EM (BOEM) is derived in Sec-
tion 6.2 together with an averaged version. Section 6.3 is devoted to practical
applications: the BOEM algorithm is used to perform parameter inference in
HMM where the forward recursions mentioned above are available explicitly.
In the case of finite state-space HMM, the BOEM algorithm is compared to
a gradient-type recursive maximum likelihood procedure and to the online
EM algorithm of [Cappé, 2011a]. The convergence of the BOEM algorithm
is addressed in Section 6.4. The BOEM algorithm is seen as a perturbation
of a deterministic limiting EM algorithm which is shown to converge to the
stationary points of the limiting relative entropy (to which the true param-
eter belongs if the model is well specified). The perturbation is shown to
vanish (in some sense) as the number of observations increases thus implying
that the BOEM algorithms inherits the asymptotic behavior of the limiting
EM algorithm. Finally, in Section 6.5, we study the rate of convergence of
the BOEM algorithm as a function of the block-size sequence. We prove
that the averaged BOEM algorithm is rate-optimal when the block-size se-
quence grows polynomially. All the proofs are postponed to Section 6.6;
supplementary proofs and comments are provided in Appendix A.

6.2 The Block Online EM algorithms

6.2.1 Notations and Model assumptions

Our model is defined as follows. Let Θ be a compact subset of Rdθ . We
are given a family of transition kernels {Mθ}θ∈Θ, Mθ : X × X → [0, 1], a
positive σ-finite measure µ on (Y,Y), and a family of transition densities
with respect to µ, {gθ}θ∈Θ, gθ : X × Y → R+. For each θ ∈ Θ, define the
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transition kernel Kθ on X× Y by

Kθ [(x, y), C]
def
=

∫
1C(x′, y′) gθ(x

′, y′)µ(dy′)Mθ(x, dx
′) .

Denote by {Xk, Yk}k≥0 the canonical coordinate process on the measur-
able space

(
(X× Y)N, (X ⊗ Y)⊗N

)
. For any θ ∈ Θ and any probability

distribution χ on (X,X ), let Pχθ be the probability distribution on ((X ×
Y)N, (X ⊗ Y)⊗N) such that {Xk, Yk}k≥0 is Markov chain with initial dis-
tribution Pχθ ((X0, Y0) ∈ C) =

∫
1C(x, y) gθ(x, y)µ(dy)χ(dx) and transition

kernel Kθ. The expectation with respect to Pχθ is denoted by Eχθ . Through-
out this paper, it is assumed that the Markov transition kernel Kθ has
a unique invariant distribution πθ (see below for further comments). For
the stationary Markov chain with initial distribution πθ, we write Pθ and
Eθ instead of Pπθθ and Eπθθ . Note also that the stationary Markov chain
{Xk, Yk}k≥0 can be extended to a two-sided Markov chain {Xk, Yk}k∈Z.

It is assumed that, for any θ ∈ Θ and any x ∈ X, Mθ(x, ·) has a density
mθ(x, ·) with respect to a finite measure λ on (X,X ). Define the complete
data likelihood by

pθ(x0:T , y0:T )
def
= gθ(x0, y0)

T−1∏
i=0

mθ(xi, xi+1)gθ(xi+1, yi+1) , (6.1)

where, for any u ≤ s, we will use the shorthand notation xu:s for the sequence
(xu, · · · , xs). For any probability distribution χ on (X,X ), any θ ∈ Θ and
any s ≤ u ≤ v ≤ t, we have

Eχθ [f(Xu:v)|Ys:t] =

∫
f(xu:v)φ

χ
θ,u:v|s:t(dxu:v) ,

where φχθ,u:v|s:t is the so-called fixed-interval smoothing distribution. We also
define the fixed-interval smoothing distribution when Xs ∼ χ:

Eχ,sθ [f(Xu:v)|Ys+1:t]

=

∫ ∏t
i=s+1{mθ(xi−1, xi)gθ(xi, Yi)}f(xu:v)χ(dxs)λ(dxs+1:t)∫ ∏t

i=s+1{mθ(xi−1, xi)gθ(xi, Yi)}χ(dxs)λ(dxs+1:t)
.

Given an initial distribution χ on (X,X ) and T+1 observations Y0:T , the EM
algorithm maximizes the so-called incomplete data log-likelihood θ 7→ `χθ,T
defined by

`χθ,T (Y)
def
= log

∫
pθ(x0:T , Y1:T )χ(dx0)λ(dx1:T ) . (6.2)

The central concept of the EM algorithm is that the intermediate quantity
defined by

θ 7→ Q(θ, θ′)
def
= Eχθ′ [log pθ(X0:T , Y0:T )|Y0:T ]
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may be used as a surrogate for `χθ,T (Y0:T ) in the maximization procedure.
Therefore, the EM algorithm iteratively builds a sequence {θn}n≥0 of pa-
rameter estimates following the two steps:

i) Compute θ 7→ Q(θ, θn).

ii) Choose θn+1 as a maximizer of θ 7→ Q(θ, θn).

In the sequel, it is assumed that there exist functions S, φ and ψ such that
(see A1 for a more precise definition), for any (x, x′) ∈ X2 and any y ∈ Y,

mθ(x, x
′)gθ(x

′, y) = exp
{
φ(θ) +

〈
S(x, x,′ , y), ψ(θ)

〉}
.

Therefore, the complete data likelihood belongs to the curved exponential
family and the step i) of the EM algorithm amounts to computing

θ 7→ Q(θ, θn) = φ(θ) +

〈
1

T

T∑
t=1

Eχθn [S(Xt−1, Xt, Yt)|Y0:T ] , ψ(θ)

〉
,

where 〈·, ·〉 is the scalar product on Rd. It is also assumed that for any s ∈ S,
where S is an appropriately defined set, the function θ 7→ φ(θ) + 〈s, ψ(θ)〉
has a unique maximum denoted by θ̄(s). Hence, a step of the EM algorithm
writes

θn = θ̄

(
1

T

T∑
t=1

Eχθn−1
[S(Xt−1, Xt, Yt)|Y0:T ]

)
.

6.2.2 The Block Online EM (BOEM) algorithms

We now derive an online version of the EM algorithm. Define S̄χ,Tτ (θ,Y)
as the intermediate quantity of the EM algorithm computed with the obser-
vations YT+1:T+τ :

S̄χ,Tτ (θ,Y)
def
=

1

τ

T+τ∑
t=T+1

Eχ,Tθ [S(Xt−1, Xt, Yt)|YT+1:T+τ ] . (6.3)

Let {τn}n≥1 be a sequence of positive integers such that limn→∞ τn = +∞
and set

Tn
def
=

n∑
k=1

τk and T0
def
= 0 ; (6.4)

τn denotes the length of the n-th block. Given an initial value θ0 ∈ Θ, the
BOEM algorithm defines a sequence {θn}n≥1 by

θn
def
= θ̄ [Sn−1] , and Sn−1

def
= S̄χn−1,Tn−1

τn (θn−1,Y) , (6.5)

where {χn}n≥0 is a family of probability distributions on (X,X ). By anal-
ogy to the regression problem, an estimator with reduced variance can be
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obtained by averaging and weighting the successive estimates (see for exam-
ple [Kushner et Yin, 1997, Polyak et Juditsky, 1992] for a discussion on the

averaging procedures). Define Σ0
def
= 0 and for n ≥ 1,

Σn
def
=

1

Tn

n∑
j=1

τj Sj−1 . (6.6)

Note that this quantity can be computed iteratively and does not require
to store the past statistics {Sj}n−1

j=0 . Given an initial value θ̃0, the averaged

BOEM algorithm defines a sequence {θ̃n}n≥1 by

θ̃n
def
= θ̄ (Σn) . (6.7)

The algorithm above relies on the assumption that Sn can be computed
in closed form. In the HMM case, this property is satisfied only for lin-
ear Gaussian models or when the state-space is finite. In all other cases,
Sn cannot be computed explicitly and will be replaced by a Monte Carlo
approximation S̃n. Several Monte Carlo approximations can be used to
compute S̃n. The convergence properties of the Monte Carlo BOEM algo-
rithms rely on the assumption that the Monte Carlo error can be controlled
on each block. [Le Corff et Fort, 2011a] provides examples of applications
when Sequential Monte Carlo algorithms are used. Hereafter, we use the
same notation {θn}n≥0 and {θ̃n}n≥0 for the original BOEM algorithm or its
Monte Carlo approximation.

Our algorithms update the parameter after processing a block of obser-
vations. Nevertheless, the intermediate quantity Sn can be either exactly
computed or approximated in such a way that the observations are processed
online. In this case, the intermediate quantity Sn or S̃n is updated online
for each observation. Such an algorithm is described in [Cappé, 2011a, Sec-
tion 2.2] and [Del Moral et al., 2010b, Proposition 2.1] and can be applied
either to finite state-space HMM or to linear Gaussian models. A Sequential
Monte Carlo approximation to compute S̃n online for more complex models
is proposed in [Del Moral et al., 2010a] (see also [Le Corff et Fort, 2011a]).

The classical theory of maximum likelihood estimation often relies on the
assumption that the ”true” distribution of the observations belongs to the
specified parametric family of distributions. In many cases, it is doubtful
that this assumption is satisfied. It is therefore natural to investigate the
convergence of the BOEM algorithms and to identify the possible limit for
misspecified models i.e. when the observations Y are from an ergodic process
which is not necessarily an HMM.

6.3 Application to inverse problems in Hidden
Markov Models
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In Section 6.3.1, the performance of the BOEM algorithm and its aver-
aged version are illustrated in a truncated linear Gaussian model. In Sec-
tion 6.3.2, the BOEM algorithm is compared to online maximum likelihood
procedures in the case of finite state-space HMM.

Other applications of the Monte Carlo BOEM algorithm to more com-
plex models with online Sequential Monte Carlo methods can be found in
[Le Corff et Fort, 2011a].

6.3.1 Linear Gaussian Model

Consider the linear Gaussian model:

Xt+1 = φXt + σuUt , Yt = Xt + σvVt ,

where X0 ∼ N
(
0, σ2

u(1− φ2)−1
)
, {Ut}t≥0, {Vt}t≥0 are independent i.i.d.

standard Gaussian r.v., independent from X0. Data are sampled using
φ = 0.9, σ2

u = 0.6 and σ2
v = 1. All runs are started with φ = 0.1, σ2

u = 1
and σ2

v = 2.

We illustrate the convergence of the BOEM algorithms. We choose τn =
n1.1. We display in Figure 6.1 the median and lower and upper quartiles for
the estimation of φ obtained with 100 independent Monte Carlo experiments.
Both the BOEM algorithm and its averaged version converge to the true
value φ = 0.9; the averaging procedure clearly improves the variance of the
estimation.

We now discuss the role of {τn}n≥0. Figure 6.2 displays the empirical
variance, when estimating φ, computed with 100 independent Monte Carlo
runs, for different numbers of observations and, for both the BOEM algo-
rithm and its averaged version. We consider four polynomial rates τn ∼ nb,
b ∈ {1.2, 1.8, 2, 2.5}. Figure 6.2a shows that the choice of {τn}n≥0 has a
great impact on the empirical variance of the (non averaged) BOEM path
{θn}n≥0. To reduce this variability, a solution could consist in increasing
the block sizes τn at a larger. The influence of the block size sequence τn is
greatly reduced with the averaging procedure as shown in Figure 6.2b. We
will show in Section 6.5 that averaging really improves the rate of conver-
gence of the BOEM algorithm.

6.3.2 Finite state-space HMM

We consider a Gaussian mixture process with Markov dependence of
the form: Yt = Xt + Vt where {Xt}t≥0 is a Markov chain taking values in

X def
= {x1, . . . , xd}, with initial distribution χ and a d × d transition matrix

m. {Vt}t≥0 are i.i.d. N (0, v) r.v., independent from {Xt}t≥0, i.e., for all
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(a) The BOEM algorithm without averaging.

0.5 1 1.5 2 2.5 3

x 10
5

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

Number of observations

(b) The BOEM algorithm with averaging.

Figure 6.1: Estimation of φ.

(x, y) ∈ X× Y,

gθ(x, y)
def
= (2πv)−1/2 exp

{
−(y − x)2

2v

}
,

where θ
def
=
(
v, x1:d, (mi,j)

d
i,j=1

)
. In the experiments below, the initial dis-

tribution below is chosen as the uniform distribution on X. The statistics
used to estimate θ are, for all (i, j) ∈ {1, · · · , d} and all (x, x′) ∈ X2,

Si,0(x, x′, y) = 1xi(x
′) , Si,1(x, x′, y) = y1xi(x

′) , (6.8)

Si,2(x, x′, y) = y21xi(x
′) , Si,j(x, x

′, y) = 1xi(x)1xj (x
′) .

The online computation of these intermediate quantities can be found in
[Cappé, 2011a, Section 2.2]. The computations below are performed for
each statistic in (6.8). Define, for all x ∈ X, φ0(x) = χ(x) and ρ0(x) = 0.
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(a) The BOEM algorithm, without averaging
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Figure 6.2: The BOEM algorithm: empirical variance of the estimation of
φ after n = 0.5` · 105 observations (` ∈ {1, · · · , 7}) for different block size
schemes τn ∼ n1.2 (stars), τn ∼ n1.8 (dots), τn ∼ n2 (crosses) and τn ∼ n2.5

(squares).

i) For t ∈ {1, · · · , τ}, compute, for any x ∈ X,

φt(x) =

∑
x′∈X φt−1(x′)mx′,xgθ(x, Yt+T )∑

x′,x′′∈X φt−1(x′)mx′,x′′gθ(x′′, Yt+T )
,

and

rt(x, x
′) =

φt−1(x′)mx′,x∑
x′′∈X φt−1(x′′)mx′′,x

.

ρt(x) =
∑
x′∈X

[
1

t
S(x, x′, Yt+T ) +

(
1− 1

t

)
ρt−1(x′)

]
rt(x, x

′) .

ii) Set

S̄χ,Tτ (θ,Y) =
∑
x∈X

ρτ (x)φτ (x) .
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At the end of the block, the new estimate is given, for all (i, j) ∈ {1, · · · , d}2
by (the dependence on Y, θ, χ, T and τ is dropped from the notation)

mi,j =
S̄i,j∑d
j=1 S̄i,j

, xi =
S̄i,1

S̄i,0
, v =

d∑
i=1

S̄i,2 +
d∑
i=1

x2
i S̄

i,0 − 2
d∑
i=1

xiS̄
i,1 .

Observations are sampled using d = 6, v = 0.5, xi = i ,∀i ∈ {1, . . . , d}
and the true transition matrix is given by

m =



0.5 0.05 0.1 0.15 0.15 0.05
0.2 0.35 0.1 0.15 0.05 0.15
0.1 0.1 0.6 0.05 0.05 0.1
0.02 0.03 0.1 0.7 0.1 0.05
0.1 0.05 0.13 0.02 0.6 0.1
0.1 0.1 0.13 0.12 0.1 0.45

 .

We first compare the averaged BOEM algorithm to the online EM (OEM)
procedure of [Cappé, 2011a] combined with a Polyak-Ruppert averaging (see
[Polyak et Juditsky, 1992]). Note that the convergence of the OEM algo-
rithm is still an open problem. In this case, we want to estimate the vari-
ance v and the states {x1, . . . , xd}. All the runs are started from v = 2 and
from the initial states {−1; 0; .5; 2; 3; 4}. The algorithm in [Cappé, 2011a]
follows a stochastic approximation update and depends on a step-size se-
quence {γn}n≥0. It is expected that the rate of convergence in L2 after n

observations is γ
1/2
n (and n−1/2 for its averaged version) - this assertion relies

on classical results for stochastic approximation. We prove in Section 6.5
that the rate of convergence of the BOEM algorithm is n−b/(2(b+1)) (and
n−1/2 for its averaged version) when τn ∝ nb. Therefore, we set τn = n1.1

and γn = n−0.53. Figure 6.3 displays the empirical median and first and last
quartiles for the estimation of v with both algorithms and their averaged
versions as a function of the number of observations. These estimates are
obtained over 100 independent Monte Carlo runs. Both the BOEM and
the OEM algorithms converge to the true value of v and the averaged ver-
sions reduce the variability of the estimation. Figure 6.4 shows the similar
behavior of both averaged algorithms for the estimation of x1 in the same
experiment. Some supplementary graphs on the estimation of the states can
be found in Appendix A.3.

We now compare the averaged BOEM algorithm to a recursive maximum
likelihood (RML) procedure (see [Le Gland et Mevel, 1997, Tadić, 2010])
combined with Polyak-Ruppert averaging (see [Polyak et Juditsky, 1992]).
We want to estimate the variance v and the transition matrix m. All the
runs are started from v = 2 and from a matrix m with each entry equal
to 1/d. The RML algorithm follows a stochastic approximation update and
depends on a step-size sequence {γn}n≥0 which is chosen in the same way
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(a) The BOEM algorithm.
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(b) The OEM algorithm.
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(c) The averaged BOEM algorithm.
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(d) The averaged OEM algorithm.

Figure 6.3: Estimation of v using the online EM and the BOEM algorithms
(top) and their averaged versions (bottom). Each plot displays the empirical
median (bold line) and the first and last quartiles (dotted lines) over 100
independent Monte Carlo runs with τn = n1.1 and γn = n−0.53.

as above. Therefore, for a fair comparison, the RML algorithm (resp. the
BOEM algorithm) is run with γn = n−0.53 (resp. τn = n1.1). Figure 6.5
displays the empirical median and empirical first and last quartiles of the
estimation of m(1, 1) as a function of the number of observations over 100
independent Monte Carlo runs. For both algorithms, the bias and the vari-
ance of the estimation decrease as n increases. Nevertheless, the bias and/or
the variance of the averaged BOEM algorithm decrease faster than those of
the averaged RML algorithm (similar graphs have been obtained for the
estimation of the other entries of the matrix m and for the estimation of
v; see Appendix A.3). As a conclusion, it is advocated to use the averaged
BOEM algorithm instead of the averaged RML algorithm.
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(a) The averaged BOEM algorithm.
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(b) The averaged OEM algorithm.

Figure 6.4: Estimation of x1 using the averaged OEM and the averaged
BOEM algorithms. Each plot displays the empirical median (bold line) and
the first and last quartiles (dotted lines) over 100 independent Monte Carlo
runs with τn = n1.1 and γn = n−0.53. The first ten observations are omitted
for a better visibility.
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(a) The averaged BOEM algorithm.
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(b) The averaged RML algorithm.

Figure 6.5: Empirical median (bold line) and first and last quartiles for the
estimation of m(1, 1) using the averaged RML algorithm and the averaged
BOEM algorithm (left). The true value is m(1, 1) = 0.5 and the averaging
procedure is starter after 10000 observations. The first 10000 observations
are not displayed for a better clarity.
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6.4 Convergence of the Block Online EM
algorithms

Consider the following assumptions.
A1 (a) There exist continuous functions φ : Θ → R, ψ : Θ → Rd and

S : X× X× Y→ Rd s.t.

logmθ(x, x
′) + log gθ(x

′, y) = φ(θ) +
〈
S(x, x,′ , y), ψ(θ)

〉
,

where 〈·, ·〉 denotes the scalar product on Rd.
(b) There exists an open subset S of Rd that contains the convex hull

of S(X× X× Y).

(c) There exists a continuous function θ̄ : S → Θ s.t. for any s ∈ S,

θ̄(s) = argmaxθ∈Θ {φ(θ) + 〈s, ψ(θ)〉} .

A2 There exist σ− and σ+ s.t. for any (x, x′) ∈ X2 and any θ ∈ Θ,

0 < σ− ≤ mθ(x, x
′) ≤ σ+. Set ρ

def
= 1− (σ−/σ+) .

A2, often referred to as the strong mixing condition, is commonly used
to prove the forgetting property of the initial condition of the filter, see
e.g. [Del Moral et Guionnet, 1998, Del Moral et al., 2003]. This assump-
tion holds for example if X is finite or for linear state-spaces with truncated
gaussian state and measurement noises. More generally, this condition holds
when X is compact.

We now introduce assumptions on the observation process Y defined on
the probability space (Ω,F ,P). Let

FY
k

def
= σ ({Yu}u≤k) and GYk

def
= σ ({Yu}u≥k) (6.9)

be σ-fields associated to Y. We also define the β-mixing coefficients by, see
[Davidson, 1994],

βY(n) = sup
u∈Z

sup
B∈GYu+n

E
[
|P(B|FY

u )− P(B)|
]
, ∀ n ≥ 0 . (6.10)

A3-(p) E
[
supx,x′∈X2 |S(x, x′, Y0)|p

]
< +∞.

A4 (a) Y is a β-mixing stationary sequence such that there exist C ∈
[0, 1) and β ∈ (0, 1) satisfying, for any n ≥ 0, βY(n) ≤ Cβn,
where βY is defined in (6.10).

(b) E [| log b−(Y0)|+ | log b+(Y0)|] < +∞ where

b−(y)
def
= infθ∈Θ

∫
gθ(x, y)λ(dx) ,

b+(y)
def
= supθ∈Θ

∫
gθ(x, y)λ(dx) .
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Upon noting that, for all n ≥ 0, βY(n) ≤ β(X,Y)(n), we can prove that
A4(a) holds when Y is the observation process of a an HMM under classical
geometric ergodicity conditions [Meyn et Tweedie, 1993, Chapter 15] and
[Cappé et al., 2005, Chapter 14].

A5 There exists c > 0 and a > 1 such that for all n ≥ 1, τn = bcnac.
For p > 0 and Z a random variable measurable with respect to the σ-algebra

σ (Yn, n ∈ Z), set ‖Z‖p
def
= (E [|Z|p])1/p.

A6 -(p) There exists b ≥ (a+1)/2a (where a is defined in A5) such that,
for any n ≥ 0, ∥∥∥Sn − S̃n∥∥∥

p
= O(τ−bn+1) ,

where S̃n is the Monte Carlo approximation of Sn defined by (6.5).

A6 gives a Lp control of the Monte Carlo error on each block. Such bounds
are given for Sequential Monte Carlo algorithms in [Dubarry et Le Corff, 2011,
Theorem 1]. [Le Corff et Fort, 2011a] provides practical conditions to ensure
A6 in the case of Sequential Monte Carlo methods. In the sequel, M(X)
denotes the set of all probability distributions on (X,X ).

Theorem 6.1. Let p̄ > 2. Assume that A1-2, A3-(p̄) and A4 hold.

i) For any θ ∈ Θ, there exists a r.v. S(θ,Y) s.t.

sup
θ∈Θ, χ∈M(X)

∣∣Eχθ [S(X−1, X0, Y0)|Y−τ :τ ]− S(θ,Y)
∣∣

≤ Cρτ sup
(x,x′)∈X2

∣∣S(x, x′, Y0)
∣∣ , P− a.s. , (6.11)

where C is a finite constant. Define for all θ ∈ Θ,

S̄(θ)
def
= E [S(θ,Y)] . (6.12)

ii) θ 7→ S̄(θ) is continuous on Θ and for any T > 0,

S̄χ,Tτ (θ,Y) −→
τ→+∞

S̄(θ) , P− a.s. , (6.13)

where S̄χ,Tτ (θ,Y) is defined by (6.3).

iii) Assume in addition that A6-(p̄) holds. For any p ∈ (2, p̄), there exists
a constant C s.t. for any n ≥ 1,∥∥∥S̃n − S̄(θn)

∥∥∥
p
≤ C
√
τn+1

,

where S̃n is the Monte Carlo approximation of Sn defined by (6.5).
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Theorem 6.1 allows to introduce the limiting EM algorithm, defined as
the deterministic iterative algorithm θ̌n = R(θ̌n−1) where

R(θ)
def
= θ̄

(
S̄(θ)

)
. (6.14)

The limiting EM can be seen as an EM algorithm applied as if the whole
trajectory Y was observed instead of Y0:T . For this limiting EM, the so-
called sufficient statistics depend on the observations only through the mean
E [S(θ,Y)]. The stationary points of the limiting EM are defined as

L def
= {θ ∈ Θ; R(θ) = θ} . (6.15)

We show that there exists a Lyapunov function W w.r.t. to the map R and
the set L i.e., a continuous function W satisfying the two conditions:

(i) for all θ ∈ Θ,
W ◦ R(θ)−W(θ) ≥ 0 , (6.16)

(ii) for all compact set K ⊂ Θ \ L,

inf
θ∈K
{W ◦ R(θ)−W(θ)} > 0 . (6.17)

Recall that, for such a function, the sequence {W(θ̌k)}k≥0 is nondecreasing
and {θ̌k}k≥0 converges to L.

Define, for any m ≥ 0, θ ∈ Θ and probability distribution χ on (X,X ),

pχθ (Y1|Y−m:0)

def
=

∫
χ(dx−m)gθ(x−m, Ym)

∏1
i=−m+1 {mθ(xi−1, xi)gθ(xi, Yi)}λ(dx−m+1:1)∫

χ(dx−m)gθ(x−m, Ym)
∏0
i=−m+1 {mθ(xi−1, xi)gθ(xi, Yi)}λ(dx−m+1:0)

.

By [Douc et al., 2004b, Lemma 2 and Proposition 1], under A1-4, for any
θ ∈ Θ, there exists a random variable log pθ (Y1|Y−∞:0), such that for any
probability distribution χ on (X,X ), log pθ (Y1|Y−∞:0) is the a.s. limit of
log pχθ (Y1|Y−m:0) as m→ +∞ and

T−1`χθ,T (Y) −→
T→+∞

`(θ)
def
= E [log pθ (Y1|Y−∞:0)] , P− a.s. , (6.18)

where `χθ,T (Y) is the log-likelihood defined by (6.2). The function θ 7→ `(θ)
may be interpreted as the limiting log-likelihood. We consider the function
W , given, for all θ ∈ Θ, by

W(θ)
def
= exp {`(θ)} . (6.19)

To identify the stationary points of the limiting EM algorithm as the sta-
tionary points of `, we introduce an additional assumption.
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A7 (a) For any y ∈ Y and for all (x, x′) ∈ X2, θ 7→ gθ(x, y) and θ 7→
mθ(x, x

′) are continuously differentiable on Θ.

(b) E [φ(Y0)] < +∞ where

φ(y)
def
= sup

θ∈Θ
sup

(x,x′)∈X2

∣∣∇θ logmθ(x, x
′) +∇θ log gθ(x

′, y)
∣∣ .

Proposition 6.1. Assume that A1-2, A3-(1) and A4 hold. Then, the func-
tion W given by (6.19) is a Lyapunov function for (R,L). Assume in addi-
tion that A7 holds. Then, θ 7→ `(θ) is continuously differentiable and

L = {θ ∈ Θ; R(θ) = θ} = {θ ∈ Θ; ∇`(θ) = 0} .

Proposition 6.1 is proved in Section 6.6.2.

Remark. In the case where {Yk}k≥0 is the observation process of the station-
ary HMM {(Xk, Yk)}k≥0 parameterized by θ? ∈ Θ, we can build a two-sided
stationary extension of this process to obtain a sequence of observations
{Yk}k∈Z. Following [Douc et al., 2004b, Proposition 3], the quantity `(θ)
can be written as

`(θ) = Eθ?
[

lim
m→+∞

log pθ(Y1|Y−m:0)

]
= lim

m→+∞
Eθ? [log pθ(Y1|Y−m:0)]

= lim
m→+∞

Eθ? [Eθ? [log pθ(Y1|Y−m:0)|Y−m:0]] ,

where pθ(Y1|Y−m:0) is the conditional distribution under the stationary dis-
tribution. Since

Eθ? [log pθ?(Y1|Y−m:0)|Y−m:0]− Eθ? [log pθ(Y1|Y−m:0)|Y−m:0]

is the Kullback-Leibler divergence between pθ?(Y1|Y−m:0) and pθ(Y1|Y−m:0),
for any θ ∈ Θ, `(θ?) − `(θ) ≥ 0 and θ? is a maximizer of θ 7→ `(θ). If in
addition θ? lies in the interior of Θ, then θ? ∈ L.

The following proposition gives sufficient conditions for the convergence
of the limiting EM algorithm and the Monte Carlo BOEM algorithm to the
set L.

Theorem 6.2. Let p̄ > 2. Assume that A1-2, A3-(p̄) and A4 hold. Assume
that W(L) has an empty interior. For any initial value θ̌0 ∈ Θ , there
exists w? s.t. {θ̌k}k≥0 converges to {θ ∈ L; W(θ) = w?}. If in addition A5
and A6-(p̄) hold, then the sequence {θn}n≥0 converges P − a.s. to the same
stationary points.
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Theorem 6.2 is a direct application of Proposition 6.4 for the limiting
EM algorithm. The proof for the Monte Carlo BOEM algorithm is detailed
in Section 6.6.3.

By Sard’s theorem if W is at least dθ (where Θ ⊂ Rdθ) continuously
differentiable, then W(L) has Lebesgue measure 0 and hence has an empty
interior.

6.5 Rate of convergence of the Block Online
EM algorithms

We address the rate of convergence of the Monte Carlo BOEM algorithms
to a point θ? ∈ L. It is assumed that

A8 (a) S̄ and θ̄ are twice continuously differentiable on Θ and S.

(b) There exists 0 < γ < 1 s.t. the spectral radius of ∇s(S̄ ◦ θ̄)s=S̄(θ?)

is lower than γ.
Hereafter, for any sequence of random variables {Zn}n≥0, write Zn =

OLp(1) if supn E [|Zn|p] <∞ and Zn = Oa.s(1) if supn |Zn| < +∞ P− a.s.

Theorem 6.3. Let p̄ > 2. Assume that A2, A3-(p̄), A4-5, A6-(p̄) and A8
hold. Then, for any p ∈ (2, p̄),

√
τn [θn − θ?] 1limn θn=θ? = OLp(1) +

1
√
τn
OLp/2(1)Oa.s (1) . (6.20)

By a direct application of (6.20),

lim
M→+∞

lim sup
n→+∞

P {
√
τn ‖θn − θ?‖1limn θn=θ? ≥M} = 0 .

The rate of convergence of the Monte Carlo BOEM algorithm is closely
related to the choice of the number of observations per block. In (6.20), the
rate is a function of the number of updates (i.e. the number of iteration of
the algorithm). Theorem 6.4 shows that the averaging procedure reduces the
influence of the block-size schedule: the rate of convergence is proportional to

T
1/2
n i.e. to the inverse of the square root of the total number of observations

up to iteration n.

Theorem 6.4. Let p̄ > 2. Assume that A2, A3-(p̄), A4-5, A6-(p̄) and A8
hold. Then, for any p ∈ (2, p̄),√

Tn

[
θ̃n − θ?

]
1limn θn=θ? = OLp(1) +

n√
Tn
OLp/2(1)Oa.s (1) . (6.21)

In this case, (6.21) yields

lim
M→+∞

lim sup
n→+∞

P
{√

Tn ‖θ̃n − θ?‖1limn θn=θ? ≥M
}

= 0 .
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Theorems 6.3 and 6.4 give the rates of convergence as a function of the
number of updates but they can also be studied as a function of the number
of observations. Let {θint

k }k≥0 (resp. {θ̃int
k }k≥0) be such that, for any k ≥ 0,

θint
k (resp. θ̃int

k ) is the value θn (resp. θ̃n), where n is the only integer such

that k ∈ [Tn+ 1, Tn+1]. The sequences {θint
k }k≥0 and {θ̃int

k }k≥0 are piecewise
constant and their values are updated at times {Tn}n≥1.

By Theorem 6.3, the rate of convergence of {θint
k }k≥0 is given (up to a

multiplicative constant) by k−a/(2(a+1)), where a is given by A5. This rates
is slower than k−1/2 and depends on the block-size sequence (through a). On
the contrary, by Theorem 6.4, the rate of convergence of {θ̃int

k }k≥0 is given
(up to a multiplicative constant) by k−1/2, for any value of a. Therefore,
this rate of convergence does not depend on the block-size sequence.

6.6 Proofs

Define, for any initial density χ on (X,X ), any θ ∈ Θ, any y ∈ YZ and
any r < u ≤ s ≤ t,

Φχ,r
θ,s,t(h,y)

def
=

∫
χ(xr){

∏t−1
i=r mθ(xi, xi+1)gθ(xi+1, yi+1)}h(xs−1, xs, ys)λ(dxr:t)∫

χ(xr){
∏t−1
i=r mθ(xi, xi+1)gθ(xi+1, yi+1)}λ(dxr:t)

,

(6.22)

for any bounded function h on X2 × Y. Then, the intermediate quantity of
the Block online EM algorithm is (see (6.3)),

S̄χ,Tτ (θ,Y)
def
=

1

τ

T+τ∑
t=T+1

Φχ,T
θ,t,T+τ (S,Y) . (6.23)

Lemma 6.1. Assume A1-2. Let y ∈ YZ s.t. supx,x′ |S(x, x′, yi)| < +∞
for any i ∈ Z. Then for any r > 0 and any distribution χ on (X,X ),
θ 7→ Φχ,−r

θ,0,r (S,y) is continuous on Θ.

Proof. Set Kθ(x, x
′, y)

def
= mθ(x, x

′)gθ(x
′, y). Let r > 0 and χ be a distribu-

tion on (X,X ). By definition of Φχ,−r
θ,0,r (S,y) (see (6.22)) we have to prove

that

θ 7→
∫
χ(dx−r)

(
r−1∏
i=−r

Kθ(xi, xi+1, yi+1)

)
h(x−1, x0, y0) dλ(x−r+1:r)

is continuous for h(x, x′, y) = 1 and h(x, x′, y) = S(x, x′, y). By A1(a),
the function θ 7→

∏r−1
i=−rKθ(xi, xi+1, yi+1)h(x−1, x0, y0) is continuous. In
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addition, under A1, for any θ ∈ Θ,∣∣∣∣∣
r−1∏
i=−r

Kθ(xi, xi+1, yi+1)h(x−1, x0, y0)

∣∣∣∣∣
= |h(x−1, x0, y0)| exp

(
2rφ(θ) +

〈
ψ(θ),

r−1∑
i=−r

S(xi, xi+1, yi+1)

〉)
.

Since Θ is compact, by A1, there exist constants C1 and C2 s.t. the supre-
mum in θ ∈ Θ of this expression is bounded above by

C1 sup
x,x′
|h(x, x′, y0)| exp

(
C2

r−1∑
i=−r

sup
x,x′
|S(x, x′, yi+1)|

)
.

Since χ is a distribution and λ is a finite measure, the continuity follows
from the dominated convergence theorem.

Let us introduce the following shorthand Ss(x, x
′)

def
= S(x, x′, Ys). Define

the shift operator ϑ onto YZ by (ϑy)k = yk+1 for any k ∈ Z; and by
induction, define the s-iterated shift operator ϑs+1y = ϑ(ϑsy), with the

convention that ϑ0 is the identity operator. For a function h, define osc(h)
def
=

supz,z′ |h(z)− h(z′)|.

6.6.1 Proof of Theorem 6.1

The proof of Theorem 6.1 relies on auxiliary results about the forgetting
properties of HMM. Most of them are close to published results and their
proof is provided in the Appendix A. The main novelty is the forgetting
property of the bivariate smoothing distribution.

Proof of i) Note that under A3-(1), E [osc(S0)] < +∞. Under A2, Propo-
sition 6.5(ii) implies that for any θ ∈ Θ, there exists a r.v. Φθ (S,Y) s.t. for
any r < s ≤ T ,

sup
θ∈Θ

∣∣∣Φχ,r
θ,s,T (S,Y)− Φθ (S, ϑsY)

∣∣∣ ≤ (ρT−s + ρs−r−1
)

osc(Ss) . (6.24)

This concludes the proof of (6.11).
Proof of ii) We introduce the following decomposition: for all T > 0,

S̄χ,Tτ (θ,Y) =
1

τ

τ∑
t=1

[
Φθ

(
S, ϑt+TY

)
+
{

Φχ,0
θ,t,τ

(
S, ϑTY

)
− Φθ

(
S, ϑt+TY

)}]
,

upon noting that by (6.23), S̄χ,Tτ (θ,Y) = τ−1
∑τ

t=1 Φχ,0
θ,t,τ

(
S, ϑTY

)
. By

(6.22), (6.24) and A3-(1) E [|Φθ (S,Y)|] < +∞. Under A4, the ergodic
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theorem (see e.g. [Billingsley, 1995, Theorem 24.1, p.314]) states that, for
any fixed T ,

lim
τ→∞

1

τ

τ∑
t=1

Φθ

(
S, ϑt+TY

)
= E [Φθ(S,Y)] , P− a.s.

By (6.24),

1

τ

τ∑
t=1

∣∣∣Φχ,0
θ,t,τ

(
S, ϑTY

)
− Φθ

(
S, ϑt+TY

)∣∣∣ ≤ 1

τ

τ∑
t=1

(
ρτ−t + ρt−1

)
osc(St+T ) .

(6.25)

Set Zt
def
= 1

t

∑t
s=1 osc(Ss+T ) and Z0

def
= 0. Then, by an Abel transform,

1

τ

τ∑
t=1

ρt−1osc(St+T ) = ρτ−1Zτ +
1− ρ
τ

τ−1∑
t=1

tρt−1Zt . (6.26)

By A3-(1) and A4, the ergodic theorem implies that limτ→∞ Zτ = E [osc(S0)],
P − a.s. Therefore, lim supτ Zτ < ∞, P − a.s. Since

∑
t≥1 tρ

t−1 < ∞, this

implies that τ−1
∑τ

t=1 ρ
t−1osc(St+T ) −→

τ→+∞
0, P− a.s. Similarly,

1

τ

τ∑
t=1

ρτ−tosc(St+T ) = Zτ − (1− ρ)
τ−1∑
t=1

ρτ−t−1Zt +
1− ρ
τ

τ−1∑
t=1

tρt−1Zτ−t .

Using the same arguments as for the second term in (6.26), we can state
that limτ→∞ τ

−1
∑τ−1

t=1 tρ
t−1Zτ−t = 0, P− a.s. Furthermore,∣∣∣∣∣

τ−1∑
t=1

ρτ−t−1

1− ρ
Zt − E [osc(S0)]

∣∣∣∣∣ ≤
τ−1∑
t=1

ρτ−t−1

1− ρ
|Zt − E [osc(S0)]|

+ E [osc(S0)] ρτ−1 .

Since, P− a.s., Zτ −→
τ→+∞

E [osc(S0)], the RHS converges P− a.s. to 0 and

lim
τ→+∞

∣∣∣∣∣Zτ − (1− ρ)

τ−1∑
t=1

ρτ−t−1Zt

∣∣∣∣∣ = 0 , P− a.s.

Hence, the RHS in (6.25) converges P−a.s. to 0 and this concludes the proof
of (6.13). We now prove that the function θ 7→ E [Φθ (S,Y)] is continuous by
application of the dominated convergence theorem. By Proposition 6.5(ii),
for any y s.t. osc(S0) <∞,

lim
r→+∞

sup
θ∈Θ

∣∣∣Φχ,−r
θ,0,r (S,y)− Φθ (S,y)

∣∣∣ = 0 .
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Then, by Lemma 6.1, θ 7→ Φθ (S,y) is continuous for any y such that
osc(S0) < +∞. In addition, supθ∈Θ |Φθ (S,Y)| ≤ supx,x′ |S(x, x′, Y0)|. We
then conclude by A3-(1).

Proof of iii) Let mn, vn be positive integers s.t. 1 ≤ mn ≤ τn+1 and

τn+1 = 2vnmn + rn, where 0 ≤ rn < 2mn. Set ∆p
def
= p−1 − p̄−1. By the

Minkowski inequality combined with Lemmas 6.5, 6.6 applied with qn
def
=

2vnmn, there exists a constant C s.t.

∥∥Sn − S̄(θn)
∥∥
p
≤ C

[
ρmn +

mn

τn+1
+ βmn∆p +

1
√
τn+1

]
.

The proof is concluded by choosing mn = b− log τn+1/ (log ρ ∨∆p log β)c
and by A6-(p̄) (since b in A6-(p̄) is such that b ≥ 1/2).

6.6.2 Proof of Proposition 6.1

Continuity of R and W

By A1(c) and Theorem 6.1, the function R is continuous. Under A1-2
and A4, there exists a continuous function ` on Θ s.t. limT T

−1`χθ, T (Y) =
`(θ) P−a.s. for any distribution χ on (X,X ) and any θ ∈ Θ, (see [Douc et al., 2004b,
Lemma 2 and Propositions 1 and 2], see also Theorem A.1). Therefore, W
is continuous.

Proof of the Lyapunov property (6.16)

Under Assumption A1(a)

1

T
log pθ(x0:T , Y1:T ) = φ(θ) +

〈{
1

T

T∑
t=1

S(xt−1, xt, Yt)

}
, ψ(θ)

〉
,

where pθ(x0:T , Y1:T ) is defined by (6.1). Upon noting that∫
S(xt−1, xt, Yt)

pθ(x0:T , Y1:T )∫
pθ(z0:T , Y1:T )λ(dz1:T )χ(dz0)

λ(dx1:T )χ(dx0)

= Φχ,0
θ,t,T (S,Y) ,

the Jensen inequality gives, P− a.s.,

1

T
`χR(θ),T (Y)− 1

T
`χθ,T (Y) ≥ φ(R(θ)) +

〈
1

T

T∑
t=1

Φχ,0
θ,t,T (S,Y), ψ(R(θ))

〉

− φ(θ)−

〈
1

T

T∑
t=1

Φχ,0
θ,t,T (S,Y), ψ(θ)

〉
. (6.27)
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Under A1-4, it holds by Theorem 6.1 and [Douc et al., 2004b, Lemma 2 and
Proposition 1] (see also Theorem A.1) that for all θ ∈ Θ, P− a.s.,

1

T

T∑
t=1

Φχ,0
θ,t,T (S,Y) −→

T→+∞
S̄(θ) ,

1

T
`χθ,T (Y) −→

T→+∞
ln W(θ) .

Therefore, when T → +∞, (6.27) implies

ln (W(R(θ))/W(θ)) ≥ φ(R(θ)) +
〈
S̄(θ), ψ(R(θ))

〉
− φ(θ)−

〈
S̄(θ), ψ(θ)

〉
.

(6.28)
By definition of θ̄ and R (see A1(c) and (6.14)), the RHS is non negative.
This concludes the proof of Proposition 6.1(6.16).

Proof of the Lyapunov property (6.17)
We prove that W◦R(θ)−W(θ) = 0 if and only if θ ∈ L. Since W◦R−W

is continuous, this implies that inf
θ∈K

W ◦R(θ)−W(θ) > 0 for all compact set

K ⊂ Θ\L. Let θ ∈ Θ be s.t. W◦R(θ)−W(θ) = 0. Then, the RHS in (6.28)
is equal to zero. By definition of θ̄, R(θ) = θ and thus θ ∈ L. The converse
implication is immediate from the definition of L.

Stationary points If in addition A7 holds, Theorem A.2 proves that, for
any initial distribution χ on (X,X ),

1

T
∇θ`χθ,T (Y) −→

T→+∞
∇θ`(θ) P− a.s.

Therefore,

1

T
∇θ`χθ,T (Y) = ∇θφ(θ) +∇θψ′(θ)

{
1

T

T∑
t=1

Φχ,0
θ,t,T (S,Y)

}
,

where A′ is the transpose matrix of A. Theorem 6.1 yield,

∇θ`(θ) = ∇θφ(θ) +∇θψ′(θ)S̄(θ) .

The proof follows upon noting that by definition of θ̄, the unique solution
to the equation ∇θφ(τ) +∇θψ′(τ)S̄(θ) = 0 is τ = R(θ).

6.6.3 Proof of Theorem 6.2

The proof of Theorem 6.2 relies on Proposition 6.4 applied with T (θ)
def
=

R(θ) and with θn+1 = θ̄(S̃n). The key ingredient for this proof is the control
of the Lp-mean error between the Monte Carlo Block Online EM algorithm
and the limiting EM. The proof of this bound is derived in Theorem 6.1 and
relies on preliminary lemmas given in Appendix 6.7. The proof of (6.38)
is now close to the proof of [Fort et Moulines, 2003, Proposition 11] and is
postponed to the Appendix A.
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6.6.4 Proof of Theorem 6.3

Define s?
def
= S̄(θ?) and write

θ̄(S̃n)− θ̄(s?) = Υ(S̃n − s?) + θ̄(S̃n)− θ̄(s?)−Υ(S̃n − s?) , (6.29)

where Υ
def
= ∇θ̄(s?). We now derive the rate of convergence of the quantity

S̃n− s?. Set G(s)
def
= S̄ ◦ θ̄(s). Note that under A8(b), the spectral radius of

Γ is lower than γ, where Γ
def
= ∇G(s?). Since G(s?) = s?, we write

S̃n−s? = Γ
(
S̃n−1 − s?

)
+S̃n−G(S̃n−1)+G(S̃n−1)−G(s?)−Γ

(
S̃n−1 − s?

)
.

Define {µn}n≥0 and {ρn}n≥0 s.t. µ0 = 0, ρ0 = S̃0 − s? and

µn
def
= Γµn−1 + en , ρn

def
= S̃n − s? − µn , n ≥ 1 , (6.30)

where,

en
def
= S̃n − S̄(θn) , n ≥ 1 . (6.31)

Proposition 6.2. Assume A2, A3-(p̄), A4-5, A6-(p̄) and A8 for some p̄ >
2. Then for any p ∈ (2, p̄),

√
τnµn = OLp(1) and τnρn1limn Sn=s? = OLp/2(1)Oa.s(1) .

The proof of Proposition 6.2 follows the same lines as the proof of
[Fort et Moulines, 2003, Theorem 6]. The main ingredient is the control
of ‖µn‖p which is a consequence of [Pólya et Szegő, 1976, Result 178, p. 39]
and Theorem 6.1. The detailed proof is thus omitted and postponed to the
Appendix A.

By Proposition 6.2, the first term in (6.29) gives

√
τnΥ(Sn − s?)1limn θn=θ? = OLp(1) +

1
√
τn
OLp/2(1)Oa.s (1) .

A Taylor expansion with integral remainder term gives the rate of con-
vergence of the second term. This concludes the proof of Theorem 6.3,
Eq. (6.20).

6.6.5 Proof of Theorem 6.4

In the sequel, for all function Ξ on Θ× YZ and all υ ∈ Θ, we denote by
E [Ξ(θ,Y)]θ=υ the function θ 7→ E [Ξ(θ,Y)] evaluated at θ = υ. We preface
the proof by the following lemma.
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Lemma 6.2. Assume A2, A3-(p̄), A4-5, A6-(p̄) and A8 for some p̄ > 2.
For any p ∈ (2, p̄),

lim sup
n→+∞

1√
Tn+1

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

τk+1ek

∥∥∥∥∥
p

<∞ ,

where en is given by (6.31).

Proof. By A5 and A6-(p̄), we have

lim sup
n→+∞

1√
Tn+1

n∑
k=1

τk+1

∥∥∥S̃k − Sk∥∥∥
p
<∞ .

Then, it is sufficient to prove that

lim sup
n→+∞

1√
Tn+1

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

τk+1

(
S̄(θk)− Sk

)∥∥∥∥∥
p

<∞ .

Let p ∈ (2, p̄). In the sequel, C is a constant independent on n and whose
value may change upon each appearance. Let 1 ≤ mn ≤ τn+1 and set

vn
def
=
⌊
τn+1

2mn

⌋
. By Lemma 6.6 applied with qk

def
= 2vkmk, we have,

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

τk+1

(
S̄(θk)− Sk

)∥∥∥∥∥
p

≤ C

 n∑
k=1

{τk+1ρ
mk +mk}+

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

{δk + ζk}

∥∥∥∥∥
p

 ,

where δk and ζk are defined by

δk
def
=

2vkmk∑
t=2mk

{
Ft,k(θk,Y)− E

[
Ft,k(θk,Y)

∣∣∣F̃Y
Tk

]}
,

ζk
def
=

2vkmk∑
t=2mk

{
E
[
Ft,k(θk,Y)

∣∣∣F̃Y
Tk

]
− E

[
Φχ,−mk
θ,0,mk

(S,Y)
]
θ=θk

}

and where Ft,k(θk,Y)
def
= Φχ,t−mk

θk,t,t+mk
(S, ϑTkY) and F̃Y

Tk
is given by (6.42).

We will prove below that there exists C s.t.

‖ζk‖p ≤ C β
mk/pbτk+1 , ∀k ≥ 1 (6.32)∥∥∥∥∥

n∑
k=1

δk

∥∥∥∥∥
p

≤ C
√
Tn+1 + C

n∑
k=1

τk+1β
mk/pb , ∀n ≥ 1 (6.33)
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so that the proof is concluded by choosingmk = bη log τk+1c, η
def
= (−1/ log ρ)∨

(−pb/ log β) and by using A5.

We turn to the proof of (6.32). By the Berbee Lemma (see [Rio, 1990,
Chapter 5]) and A4, there exist C ∈ [0, 1) and β ∈ (0, 1) s.t. for all k ≥ 1,

there exists a random variable Y
?,(k)
Tk+mk:Tk+1+mk

on (Ω,F ,P) independent

from F̃Y
Tk

with the same distribution as YTk+mk:Tk+1+mk and

P
{
Y
?,(k)
Tk+mk:Tk+1+mk

6= YTk+mk:Tk+1+mk

}
≤ Cβmk . (6.34)

Upon noting that E
[
Ft,k(θk,Y

?,(k))
∣∣∣F̃Y

Tk

]
= E [Ft,k(θ,Y)]θ=θk , we have

ζk =

2vkmk∑
t=2mk

{
E
[
Ft,k(θk,Y)

∣∣∣F̃Y
Tk

]
− E

[
Ft,k(θk,Y

?,(k))
∣∣∣F̃Y

Tk

]}
. (6.35)

Therefore, by setting Ak
def
= {Y ?,(k)

Tk+mk:Tk+1+mk
6= YTk+mk:Tk+1+mk},

|ζk| ≤
2vkmk∑
t=2mk

E
[
sup
θ∈Θ

∣∣∣Ft,k(θ,Y)− Ft,k(θ,Y?,(k))
∣∣∣1Ak ∣∣∣∣F̃Y

Tk

]
.

Minkowski and Holder (with a
def
= p̄/p and b−1 def

= 1 − a−1) inequalities,
combined with (6.34), A4, Lemma 6.3 and A3-(p̄) yield (6.32).

We now prove (6.33). Upon noting that δk is F̃Y
Tk+1

-measurable and δk is

a martingale increment, the Rosenthal inequality (see [Hall et Heyde, 1980,

Theorem 2.12, p.23]) states that ‖
∑n

k=1 δk‖p ≤ C
(∑n

k=1 I
(1)
k

)1/p
+ CI

(2)
n

where

I
(1)
k

def
= E [|δk|p] and I(2)

n
def
=

∥∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

E
[
|δk|2

∣∣∣F̃Y
Tk

])1/2
∥∥∥∥∥∥
p

.

Using again E
[
Ft,k(θk,Y

?,(k))
∣∣∣F̃Y

Tk

]
= E [Ft,k(θ,Y)]θ=θk and (6.35)

I
(1)
k ≤ C

∥∥∥∥∥∥
2vkmk∑
t=2mk

{
Ft,k(θk,Y)− E [Ft,k(θ,Y)]θ=θk

}∥∥∥∥∥∥
p

p

+ C ‖ζk‖pp .

By Lemma 6.5 and (6.32), there exists C s.t. for any k ≥ 1

I
(1)
k ≤ C

(
τ
p/2
k+1 + τpk+1β

mk/b
)
, (6.36)
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and since 2/p < 1, convex inequalities yield
(∑n

k=1 I
(1)
k

)1/p
≤ C
√
Tn+1 +

C
∑n

k=1 τk+1β
mk/pb. By the Minkowski and Jensen inequalities, it holds

I
(2)
n ≤

(∑n
k=1{I

(1)
k }

2/p
)1/2

. Hence, by (6.36),

I(2)
n ≤ C

√
Tn+1 + C

n∑
k=1

τk+1β
mk/pb .

This concludes the proof of (6.33).

We write Σn − s? = µ̄n + ρ̄n with

µ̄n
def
=

1

Tn

n∑
k=1

τkµk−1 and ρ̄n
def
=

1

Tn

n∑
k=1

τkρk−1 . (6.37)

Proposition 6.3. Assume A2, A3-(p̄), A4-5, A6-(p̄) and A8 for some p̄ >
2. For any p ∈ (2, p̄),

√
Tnµ̄n = OLp(1) ,

Tn
n
ρ̄n1limn Sn=s? = OLp/2(1)Oa.s(1) .

Proof. Set A
def
= (I − Γ). Under A8, A−1 exists. By (6.30) and (6.37),

A
√
Tnµ̄n = −τn+1µn√

Tn
+

1√
Tn

n∑
k=1

τk+1ek +
1√
Tn

n∑
k=1

τk

(
τk+1

τk
− 1

)
Γµk−1 .

The result now follows from Proposition 6.2, Lemma 6.2 and A5. The proof
of the second assertion follows from (6.37) and Proposition 6.2.

Upon noting that θ? = θ̄(s?), we may write, for the averaged sequence,

θ̃n − θ? = Υ(Σn − s?) + θ̄(Σn)− θ̄(s?)−Υ(Σn − s?) .

The first term in this decomposition gives√
TnΥ(Σn − s?)1limn θn=θ? = OLp(1) +

n√
Tn
OLp/2(1)Oa.s (1) .

By A8(b), as for the non averaged sequence, a Taylor expansion with integral
remainder term gives the result for the second term. This concludes the
proof of Theorem 6.4, Eq.(6.21).
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6.7 Technical results

Proposition 6.4 is exactly [Fort et Moulines, 2003, Proposition 9] applied
with a compact set Θ.

Proposition 6.4. Let T : Θ→ Θ and W be a continuous Lyapunov function
relatively to T and to L ⊂ Θ. Assume W(L) has an empty interior and that
{θn}n≥0 is a sequence lying in Θ such that

lim
n→+∞

|W(θn+1)−W ◦ T (θn)| = 0 . (6.38)

Then, there exists w? such that {θn}n≥0 converges to {θ ∈ L; W(θ) = w?}.

The proof of Proposition 6.5 is given in Section A.2.

Proposition 6.5. Assume A2. Let χ, χ̃ be two distributions on (X,X ).
For any measurable function h : X2 × Y → Rd and any y ∈ YZ such that
supx,x′ |h(x, x′, ys)| < +∞ for any s ∈ Z

(i) For any r < s ≤ t and any `1, `2 ≥ 1,

sup
θ∈Θ

∣∣∣Φχ̃,r
θ,s,t (h,y)− Φχ,r−`1

θ,s,t+`2
(h,y)

∣∣∣ ≤ (ρs−1−r + ρt−s
)

osc(hs) . (6.39)

(ii) For any θ ∈ Θ, there exists a function y 7→ Φθ(h,y) s.t. for any
distribution χ on (X,X ) and any r < s ≤ t

sup
θ∈Θ

∣∣∣Φχ,r
θ,s,t (h,y)− Φθ (h, ϑsy)

∣∣∣ ≤ (ρs−1−r + ρt−s
)

osc(hs) . (6.40)

Remark. (a) If χ = χ̃, `1 = 0 and `2 ≥ 1, (6.39) becomes

sup
θ∈Θ

∣∣∣Φχ,r
θ,s,t (h,y)− Φχ,r

θ,s,t+`2
(h,y)

∣∣∣ ≤ ρt−sosc(hs) .

(b) if `2 = 0 and `1 ≥ 1, (6.39) becomes

sup
θ∈Θ

∣∣∣Φχ̃,r
θ,s,t (h,y)− Φχ,r−`1

θ,s,t (h,y)
∣∣∣ ≤ ρs−1−rosc(hs) .

Lemma 6.3 is a consequence of (6.22) and of Proposition 6.5(ii).

Lemma 6.3. Assume A2. Let r < s ≤ t be integers, θ ∈ Θ and y ∈ YZ,
and h : X2 × Y→ Rd s.t. for any s ∈ Z, supx,x′ |h(x, x′, ys)| <∞. Then∣∣∣Φχ,r

θ,s,t (h,y)
∣∣∣ ≤ sup

(x,x′)∈X2

∣∣h(x, x′, ys)
∣∣ , |Φθ (h, ϑsy)| ≤ sup

(x,x′)∈X2

∣∣h(x, x′, ys)
∣∣ .
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For any L ≥ 1, m ≥ 1 and any distribution χ on (X,X ), define

κχL,m(θ,Y)
def
= Φχ,L−m

θ,L,L+m(S,Y)− E
[
Φχ,−m
υ,0,m(S,Y)

]
υ=θ

. (6.41)

We introduce the σ-algebra F̃Tn defined by

F̃Tn
def
= σ{FY

Tn ,HTn} , (6.42)

where FTn is given by (6.9) and where HTn is independent from Y (the σ-
algebra HTn is generated by the random variables independent from the ob-
servations Y used to produce the Monte Carlo approximation of {Sk−1}nk=1).
Hence, for any positive integer m and any B ∈ GYTn+m, since HTn is indepen-

dent from B and from FY
Tn

, P(B|F̃Tn) = P(B|FY
Tn

). Therefore, the mixing
coefficients defined in (6.10) are such that

β(GYTn+m, F̃Tn) = β(GYTn+m,FTY
n

) .

Note that θn is F̃Tn- measurable and that S̃n is F̃Tn+1-measurable.

Lemma 6.4. Assume A2, A3-(p̄) and A4 for some p̄ > 2. Let p ∈ (2, p̄).
There exists a constant C s.t. for any distribution χ on (X,X ), any m ≥ 1,
k, ` ≥ 0 and any Θ-valued F̃Y

0 -measurable r.v. θ,∥∥∥∥∥
k∑

u=1

κχ2um+`,m(θ,Y)

∥∥∥∥∥
p

≤ C

[√
k

m
+ kβm∆p

]
,

where ∆p
def
= p̄−p

pp̄ and β is given by A4.

Proof. For ease of notation χ is dropped from the notation κχ2um,m. By the
Berbee Lemma (see [Rio, 1990, Chapter 5]), for any m ≥ 1, there exists a
Θ-valued r.v. υ? on (Ω,F ,P) independent from GYm (see (6.9)) s.t.

P {θ 6= υ?} = sup
B∈GYm

|P(B|σ(θ))− P(B)| . (6.43)

Set Lu
def
= 2um+ `. We write

k∑
u=1

κLu,m(θ,Y) =

k∑
u=1

{
Φχ,Lu−m
θ,Lu,Lu+m(S,Y)− Φχ,Lu−m

υ?,Lu,Lu+m(S,Y)
}

+
k∑

u=1

κLu,m(υ?,Y) + k
{
E
[
Φχ,−m
υ,0,m(S,Y)

]
υ=υ?

− E
[
Φχ,−m
υ,0,m(S,Y)

]
υ=θ

}
.

(6.44)
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By the Holder’s inequality with a
def
= p̄/p and b−1 def

= 1− a−1,∥∥∥Φχ,L−m
θ,L,L+m(S,Y)− Φχ,L−m

υ?,L,L+m(S,Y)
∥∥∥
p

≤
∥∥∥Φχ,L−m

θ,L,L+m(S, ϑTY)− Φχ,L−m
υ?,L,L+m(S,Y)

∥∥∥
p̄
P {θ 6= υ?}∆p .

By A3-(p̄), A4, (6.10) and (6.43), there exists a constant C1 s.t. for any
m,L ≥ 1, any distribution χ and any Θ-valued F̃Y

0 -measurable r.v. θ,∥∥∥Φχ,L−m
θ,L,L+m(S,Y)− Φχ,L−m

υ?,L,L+m(S,Y)
∥∥∥
p̄
≤ C1β

m∆p .

Similarly, there exists a constant C2 s.t. for any m ≥ 1, any distribution χ
and any Θ-valued F̃Y

0 -measurable r.v. θ,∥∥∥E [Φχ,−m
υ,0,m(S,Y)

]
υ=υ?

− E
[
Φχ,−m
υ,0,m(S,Y)

]
υ=θ

∥∥∥
p
≤ C2β

m∆p .

Let us consider the second term in (6.44). For any u ≥ 1 and any υ ∈ Θ,
the r.v. κLu,m(υ,Y) is a measurable function of Yi for all Lu − m + 1 ≤
i ≤ Lu + m. Since Lu ≥ 2um, for any υ ∈ Θ,

∑k
u=1 κLu,m(υ,Y) is GYm -

measurable. υ? is independent from GYm so that:∥∥∥∥∥
k∑

u=1

κLu,m(υ?,Y)

∥∥∥∥∥
p

= E

[
E

[∣∣∣∣∣
k∑

u=1

κLu,m(υ,Y)

∣∣∣∣∣
p]

υ=υ?

]1/p

.

Define the strong mixing coefficient (see [Davidson, 1994])

αY(r)
def
= sup

u∈Z
sup

(A,B)∈FY
u ×GYu+r

|P(A ∩B)− P(A)P(B)| , r ≥ 0 .

Then, [Davidson, 1994, Theorem 14.1, p.210] implies that for any m ≥ 1, the

strong mixing coefficients of the sequence κ(m)
def
= {κLu,m(υ,Y)}u≥1 satisfies

ακ(m)(i) ≤ αY(2(i− 1)m+ 1). Furthermore, by [Rio, 1990, Theorem 2.5],∥∥∥∥∥
k∑

u=1

κLu,m(υ,Y)

∥∥∥∥∥
p

≤ (2kp)1/2

(∫ 1

0

[
N(m)(t) ∧ k

]p/2Qpυ,m(t)dt

)1/p

,

where N(m)(t)
def
=
∑

i≥1 1ακ(m) (i)>t and Qυ,m denotes the inverse of the tail

function t 7→ P(|κLu,m(υ,Y)| ≥ t). The sequence Y being stationary, this
inverse function does not depend on u. By A4 and the inequality αY(r) ≤
βY(r) (see e.g. [Davidson, 1994, Chapter 13]), there exist β ∈ [0, 1) and
C ∈ (0, 1) s.t. for any u,m ≥ 1,

N(m)(u) ≤
∑
i≥1

1αY(2(i−1)m+1)>u ≤
∑
i≥1

1Cβ2(i−1)m>u ≤
(

log u− logC

2m log β

)
∨ 0 .
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Let U be a uniform r.v. on [0, 1]. Observe that Cβ2mk < 1. Then, by the

Holder inequality applied with a
def
= p̄/p and b−1 def

= 1− a−1,∥∥∥[N(m)(U) ∧ k
]1/2Qυ,m(U)

∥∥∥
p

def
=

(∫ 1

0

[
N(m)(u) ∧ k

]p/2Qpυ,m(u)du

)1/p

≤
[
−1

2m log β

]1/2
∥∥∥∥∥Qυ,m(U)

(
− log

U

C

)1/2

1(CβCmk,C)(U)

∥∥∥∥∥
p

+ k1/2
∥∥Qυ,m(U)1U≤Cβ2mk

∥∥
p
,

≤

(Cβ2mk)∆pk1/2 +

[
−1

2m log β

]1/2
∥∥∥∥∥
(
− log

U

C

)1/2

1(CβCmk,C)(U)

∥∥∥∥∥
pb


× ‖Qυ,m(U)‖p̄ .

Since U is uniform on [0, 1], Qυ,m(U) and |κLu,m(υ,Y)| have the same dis-
tribution, see [Rio, 1990]. Then, by Lemma 6.3 and A3-(p̄), there exists a
constant C s.t. for any υ ∈ Θ, any m ≥ 1,

sup
υ∈Θ

‖Qυ,m(U)‖p̄ ≤ C

∥∥∥∥∥ sup
x,x′∈X2

|S(x, x′,Y0)

∥∥∥∥∥
p̄

,

which concludes the proof.

Lemma 6.5. Assume A2, A3-(p̄) and A4 for some p̄ > 2. Let p ∈ (2, p̄).
There exists a constant C s.t. for any n ≥ 1, any 1 ≤ mn ≤ τn+1 and any
distribution χ on (X,X ),∥∥∥∥∥ 1

τn+1

2vnmn∑
t=2mn

κχt,mn(θn, ϑ
TnY)

∥∥∥∥∥
p

≤ C
[

1
√
τn+1

+ βmn∆p

]
,

where κχL,m and β are defined by (6.41) and A4, vn
def
=
⌊
τn+1

2mn

⌋
and ∆p

def
=

p̄−p
pp̄ .

Proof. We write,∥∥∥∥∥
2vnmn∑
t=2mn

κχt,mn(θn, ϑ
TnY)

∥∥∥∥∥
p

≤
2mn−1∑
`=0

∥∥∥∥∥
vn−1∑
u=1

κχ2umn+`,mn
(θn, ϑ

TnY)

∥∥∥∥∥
p

.

Observe that by definition θn is F̃Y
Tn

-measurable. Then, by Lemma 6.4, there
exists a constant C s.t. for any mn ≥ 1 and any ` ≥ 0,∥∥∥∥∥

vn−1∑
u=1

κχ2umn+`,mn
(θn, ϑ

TnY)

∥∥∥∥∥
p

≤ C
[√

vn
mn

+ vnβ
mn∆p

]
.

The proof is concluded upon noting that τn+1 ≥ 2mnvn.
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Lemma 6.6. Assume A2, A3-(p̄) and A4 for some p̄ > 2. For any p ∈ (2, p̄],
there exists a constant C s.t. for any n ≥ 1, any 1 ≤ mn ≤ qn ≤ τn+1 and
any distribution χ on (X,X ),∥∥∥S̄χ,Tnτn+1

(θn,Y)− S̄(θn)− ρ̃n
∥∥∥
p
≤ C

[
ρmn +

mn

τn+1
+
τn+1 − qn
τn+1

]
,

where ρ̃n
def
= τ−1

n+1

∑qn
t=2mn

κχt,mn(θn, ϑ
TnY) and κχL,m is defined by (6.41).

Proof. By (6.3) and (6.22), S̄χ,Tnτn+1(θn,Y)− S̄(θn)− ρ̃n =
∑4

i=1 gi,n where

g1,n
def
=

1

τn+1

τn+1∑
t=1

(
Φχ,0
θn,t,τn+1

(S, ϑTnY)− Φχ,t−mn
θn,t,t+mn

(S, ϑTnY)
)
,

g2,n
def
=

1

τn+1

2mn−1∑
t=1

(
Φχ,t−mn
θn,t,t+mn

(S, ϑTnY)− E
[
Φχ,−mn
θ,0,mn

(S,Y)
]
θ=θn

)
,

g3,n
def
=

1

τn+1

τn+1∑
t=qn+1

(
Φχ,t−mn
θn,t,t+mn

(S, ϑTnY)− E
[
Φχ,−mn
θ,0,mn

(S,Y)
]
θ=θn

)
,

g4,n
def
= E

[
Φχ,−mn
θ,0,mn

(S,Y)
]
θ=θn

− S̄(θn) .

In the case τn+1 > 2mn, it holds

τn+1 |g1,n| ≤
τn+1∑

t=τn+1−mn+1

(
ρmn−1 + ρτn+1−t) osc(St+Tn)

+

mn∑
t=1

(
ρmn + ρt−1

)
osc(St+Tn) + 2ρmn−1

τn+1−mn∑
t=mn+1

osc(St+Tn) ,

where we used Proposition 6.5(i) and Remark 6.7 in the last inequality. By
A3-(p̄) and A4, there exists C s.t. ‖g1,n‖p ≤ C

(
ρmn + τ−1

n+1

)
. The same

bound hold in the case τn+1 ≤ 2mn. For g2,n and g3,n, we use the bounds∣∣∣∣Φχ,t−mn
θn,t,t+mn

(S, ϑTnY)− E
[
Φχ,−mn
θ,0,mn

(S,Y)
]
θ=θn

∣∣∣∣
≤ sup

(x,x′)∈X2

∣∣S(x, x′, YTn+t)
∣∣+ E

[
sup

(x,x′)∈X2

∣∣S(x, x′, Y0)
∣∣] .

Then, by A4,

∥∥∥∥Φχ,t−mn
θn,t,t+mn

(S, ϑTnY)− E
[
Φχ,−mn
θ,0,mn

(S,Y)
]
θ=θn

∥∥∥∥
p

≤ 2

∥∥∥∥∥ sup
(x,x′)∈X2

∣∣S(x, x′, Y0)
∣∣∥∥∥∥∥
p

,
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and the RHS is finite under A3-(p̄). Finally,

|g4,n| ≤ 2ρmn−1E [osc(S0)] ,

where we used Theorem 6.1. This concludes the proof.
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Chapitre 7

Inégalités de déviation non
asymptotiques pour
l’estimation de
fonctionnelles additives
lissées dans les modèles de
Markov cachés (article)

The approximation of fixed-interval smoothing distributions is a key is-
sue in inference for general state-space hidden Markov models (HMM). This
contribution establishes non-asymptotic bounds for the Forward Filtering
Backward Smoothing (FFBS) and the Forward Filtering Backward Simula-
tion (FFBSi) estimators of fixed-interval smoothing functionals. We show
that the rate of convergence of the Lq-mean errors of both methods de-
pends on the number of observations T and the number of particles N only
through the ratio T/N for additive functionals. In the case of the FFBS,
this improves recent results providing bounds depending on T/

√
N .

7.1 Introduction

State-space models play a key role in statistics, engineering and econo-
metrics; see for example [Cappé et al., 2005], [Durbin et Koopman, 2000],
and [West et Harrison, 1989]. Consider a process {Xt}t≥0 taking values in
a general state-space X. This hidden process can be observed only through
the observation process {Yt}t≥0 taking values in Y. Statistical inference
in general state-space models involves the computation of expectations of

117
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additive functionals of the form

ST =

T∑
t=1

ht(Xt−1, Xt) ,

conditionally to {Yt}Tt=0, where T is a positive integer and {ht}Tt=1 are func-
tions defined on X2. These smoothed additive functionals appear naturally
for maximum likelihood parameter inference in hidden Markov models. The
computation of the gradient of the log-likelihood function (Fisher score) or
of the intermediate quantity of the Expectation Maximization algorithm in-
volves the estimation of such smoothed functionals, see [Cappé et al., 2005,
Chapter 10 and 11] and [Doucet et al., 2011].

Except for linear Gaussian state-spaces or for finite state-spaces, these
smoothed additive functionals cannot be computed explicitly. In this paper,
we consider Sequential Monte Carlo algorithms, henceforth referred to as
particle methods, to approximate these quantities. These methods combine
sequential importance sampling and sampling importance resampling steps
to produce a set of random particles with associated importance weights to
approximate the fixed-interval smoothing distributions.

The most straightforward implementation is based on the so-called path-
space method. The complexity of this algorithm per time-step grows only
linearly with the number N of particles, see [Del Moral, 2004]. However, a
well-known shortcoming of this algorithm is known in the literature as the
path degeneracy; see [Doucet et al., 2011] for a discussion.

Several solutions have been proposed to solve this degeneracy prob-
lem. In this paper, we consider the Forward Filtering Backward Smoothing
algorithm (FFBS) and the Forward Filtering Backward Simulation algo-
rithm (FFBSi) introduced in [Doucet et al., 2000] and further developed in
[Godsill et al., 2004]. Both algorithms proceed in two passes. In the forward
pass, a set of particles and weights is stored. In the Backward pass of the
FFBS the weights are modified but the particles are kept fixed. The FFBSi
draws independently different particle trajectories among all possible paths.
Since they use a backward step, these algorithms are mainly adapted for
batch estimation problems. However, as shown in [Del Moral et al., 2010a],
when applied to additive functionals, the FFBS algorithm can be imple-
mented forward in time, but its complexity grows quadratically with the
number of particles. As shown in [Douc et al., 2011a], it is possible to im-
plement the FFBSi with a complexity growing only linearly with the number
of particles.

The control of the Lq-norm of the deviation between the smoothed ad-
ditive functional and its particle approximation has been studied recently
in [Del Moral et al., 2010a, Del Moral et al., 2010b]. In the unpublished
paper by [Del Moral et al., 2010b], it is shown that the FFBS estimator
variance of any smoothed additive functional is upper bounded by terms



Contrôles pour le FFBS et le FFBSi (article) 119

depending on T and N only through the ratio T/N . Furthermore, in
[Del Moral et al., 2010a], for any q > 2, a Lq-mean error bound for smoothed
functionals computed with the FFBS is established. When applied to strongly
mixing kernels, this bound amounts to be of order T/

√
N either for

(i) uniformly bounded in time general path-dependent functionals,

(ii) unnormalized additive functionals (see [Del Moral et al., 2010a, Equa-
tion (3.8), pp. 957]).

In this paper, we establish Lq-mean error and exponential deviation in-
equalities of both the FFBS and FFBSi smoothed functionals estimators.
We show that, for any q ≥ 2, the Lq-mean error for both algorithms is up-
per bounded by terms depending on T and N only through the ratio T/N
under the strong mixing conditions for (i) and (ii). We also establish an
exponential deviation inequality with the same functional dependence in T
and N .

This paper is organized as follows. Section 7.2 introduces further defi-
nitions and notations and the FFBS and FFBSi algorithms. In Section 7.3,
upper bounds for the Lq-mean error and exponential deviation inequalities
of these two algorithms are presented. In Section 7.4, some Monte Carlo
experiments are presented to support our theoretical claims. The proofs are
presented in Sections 7.5 and 7.6.

7.2 Framework

Let X and Y be two general state-spaces endowed with countably gen-
erated σ-fields X and Y. Let M be a Markov transition kernel defined on
X×X and {gt}t≥0 a family of functions defined on X. It is assumed that, for
any x ∈ X, M(x, ·) has a density m(x, ·) with respect to a reference measure
λ on (X,X ). For any integers T ≥ 0 and 0 ≤ s ≤ t ≤ T , any measurable
function h on Xt−s+1, and any probability distribution χ on (X,X ), define

φs:t|T [h]
def
=

∫
χ(dx0)g0(x0)

∏T
u=1M(xu−1, dxu)gu(xu)h(xs:t)∫

χ(dx0)g0(x0)
∏T
u=1M(xu−1,dxu)gu(xu)

, (7.1)

where au:v is a short-hand notation for {as}vs=u. The dependence on g0:T is
implicit and is dropped from the notations.

Remark. Note that this equation has a simple interpretation in the particular
case of hidden Markov models. Indeed, let (Ω,F ,P) be a probability space
and {Xt}t≥0 a Markov chain on (Ω,F ,P) with transition kernel M and
initial distribution χ (which we denote X0 ∼ χ). Let {Yt}t≥0 be a sequence
of observations on (Ω,F ,P) conditionally independent given σ(Xt, t ≥ 0)
and such that the conditional distribution of Yu given σ(Xt, t ≥ 0) has a
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density given by g(Xu, ·) with respect to a reference measure on Y and
set gu(x) = g(x, Yu). Then, the quantity φs:t|T [h] defined by (7.1) is the
conditional expectation of h(Xs:t) given Y0:T :

φs:t|T [h] = E [h(Xs:t)|Y0:T ] , X0 ∼ χ .

In its original version, the FFBS algorithm proceeds in two passes. In

the forward pass, each filtering distribution φt
def
= φt:t, for any t ∈ {0, . . . , T},

is approximated using weighted samples
{

(ωN,`t , ξN,`t )
}N
`=1

, where T is the

number of observations and N the number of particles: all sampled particles
and weights are stored. In the backward pass of the FFBS, these importance
weights are then modified (see [Doucet et al., 2000, Hürzeler et Künsch, 1998,
Kitagawa, 1996]) while the particle positions are kept fixed. The importance
weights are updated recursively backward in time to obtain an approxima-

tion of the fixed-interval smoothing distributions
{
φs:T |T

}T
s=0

. The particle
approximation is constructed as follows.

Forward pass Let {ξN,`0 }N`=1 be i.i.d. random variables distributed ac-
cording to the instrumental density ρ0 and set the importance weights

ωN,`0
def
= dχ/dρ0(ξN,`0 ) g0(ξN,`0 ). The weighted sample {(ξN,`0 , ωN,`0 )}N`=1 then

targets the initial filter φ0 in the sense that

φN0 [h]
def
=

1∑N
`=1 ω

N,`
0

N∑
`=1

ωN,`0 h(ξN,`0 )

is a consistent estimator of φ0[h] for any bounded and measurable function
h on X.
Let now {(ξN,`s−1, ω

N,`
s−1)}N`=1 be a weighted sample targeting φs−1. We aim at

computing new particles and importance weights targeting the probability
distribution φs. Following [Pitt et Shephard, 1999], this may be done by

simulating pairs {(IN,`s , ξN,`s )}N`=1 of indices and particles from the instru-
mental distribution:

πs|s(`, h) ∝ ωN,`s−1ϑs(ξ
N,`
s−1)Ps(ξ

N,`
s−1, h) ,

on the product space {1, . . . , N}×X, where {ϑs(ξN,`s−1)}N`=1 are the adjustment
multiplier weights and Ps is a Markovian proposal transition kernel. In the
sequel, we assume that Ps(x, ·) has, for any x ∈ X, a density ps(x, ·) with
respect to the reference measure λ. For any ` ∈ {1, . . . , N} we associate to

the particle ξN,`s its importance weight defined by:

ωN,`s
def
=

m(ξN,I
N,`
s

s−1 , ξN,`s )gs(ξ
N,`
s )

ϑs(ξ
N,IN,`s
s−1 )ps(ξ

N,IN,`s
s−1 , ξN,`s )

.
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Backward smoothing For any probability measure η on (X,X ), denote
by Bη the backward smoothing kernel given, for all bounded measurable
function h on X and for all x ∈ X, by:

Bη(x, h)
def
=

∫
η(dx′) m(x′, x)h(x′)∫
η(dx′) m(x′, x)

,

For all s ∈ {0, . . . , T − 1} and for all bounded measurable function h on
XT−s+1, φs:T |T [h] may be computed recursively, backward in time, according
to

φs:T |T [h] =

∫
Bφs(xs+1,dxs)φs+1:T |T (dxs+1:T )h(xs:T ) .

7.2.1 The forward filtering backward smooth-

ing algorithm

Consider the weighted samples
{

(ξN,`t , ωN,`t )
}N
`=1

, drawn for any t ∈
{0, . . . , T} in the forward pass. An approximation of the fixed-interval
smoothing distribution can be obtained using

φNs:T |T [h] =

∫
BφNs

(xs+1,dxs)φ
N
s+1:T |T (dxs+1:T )h(xs:T ) , (7.2)

and starting with φNT :T |T [h] = φNT [h]. Now, by definition, for all x ∈ X and
for all bounded measurable function h on X,

BφNs
(x, h) =

N∑
i=1

ωN,is m(ξN,is , x)∑N
`=1 ω

N,`
s m(ξN,`s , x)

h
(
ξN,is

)
,

and inserting this expression into (7.2) gives the following particle approxi-
mation of the fixed-interval smoothing distribution φ0:T |T [h]

φN0:T |T [h] =

N∑
i0=1

. . .

N∑
iT=1

(
T∏
u=1

ΛNu (iu, iu−1)

)
×
ωN,iTT

ΩN
T

h
(
ξN,i00 , . . . , ξN,iTT

)
,

(7.3)
where h is a bounded measurable function on XT+1,

ΛNt (i, j)
def
=

ωN,jt m(ξN,jt , ξN,it+1)∑N
`=1 ω

N,`
t m(ξN,`t , ξN,it+1)

, (i, j) ∈ {1, . . . , N}2 , (7.4)

and

ΩN
t

def
=

N∑
`=1

ωN,`t . (7.5)
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The estimator of the fixed-interval smoothing distribution φN0:T |T might seem

impractical since the cardinality of its support is NT+1. Nevertheless, for
additive functionals of the form

ST,r(x0:T ) =
T∑
t=r

ht(xt−r:t) , (7.6)

where r is a non negative integer and {ht}Tt=r is a family of bounded mea-
surable functions on Xr+1, the complexity of the FFBS algorithm is reduced
to O(N r+2). Furthermore, the smoothing of such functions can be com-
puted forward in time as shown in [Del Moral et al., 2010a]. This forward
algorithm is exactly the one presented in [Doucet et al., 2011] as an alter-
native to the use of the path-space method. Therefore, the results outlined
in Section 7.3 hold for this method and confirm the conjecture mentioned
in [Doucet et al., 2011].

7.2.2 The forward filtering backward simula-

tion algorithm

We now consider an algorithm whose complexity grows only linearly with
the number of particles for any functional on XT+1. For any t ∈ {1, . . . , T},
we define

FNt
def
= σ

{
(ξN,is , ωN,is ); 0 ≤ s ≤ t, 1 ≤ i ≤ N

}
.

The transition probabilities {ΛNt }T−1
t=0 defined in (7.4) induce an inhomoge-

neous Markov chain {Ju}Tu=0 evolving backward in time as follows. At time
T , the random index JT is drawn from the set {1, . . . , N} with probability
proportional to (ωN,1T , . . . , ωN,NT ). For any t ∈ {0, . . . , T − 1}, the index Jt
is sampled in the set {1, . . . , N} according to ΛNt (Jt+1, ·). The joint distri-
bution of J0:T is therefore given, for j0:T ∈ {1, . . . , N}T+1, by

P
[
J0:T = j0:T

∣∣FNT ] =
ωN,jTT

ΩN
T

ΛNT−1(jT , jT−1) . . .ΛN0 (j1, j0) . (7.7)

Thus, the FFBS estimator (7.3) of the fixed-interval smoothing distribution
may be written as the conditional expectation

φN0:T |T [h] = E
[
h
(
ξN,J00 , . . . , ξN,JTT

) ∣∣∣FNT ] ,
where h is a bounded measurable function on XT+1. We may therefore
construct an unbiased estimator of the FFBS estimator given by

φ̃N0:T |T [h] = N−1
N∑
`=1

h
(
ξ
N,J`0
0 , . . . , ξ

N,J`T
T

)
, (7.8)
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where {J `0:T }N`=1 are N paths drawn independently given FNT according to
(7.7) and where h is a bounded measurable function on XT+1. This practical
estimator was introduced in [Godsill et al., 2004] (Algorithm 1, p. 158). An
implementation of this estimator whose complexity grows linearly in N is
introduced in [Douc et al., 2011a].

7.3 Non-asymptotic deviation inequalities

In this Section, the Lq-mean error bounds and exponential deviation
inequalities of the FFBS and FFBSi algorithms are established for additive
functionals of the form (7.6). Our results are established under the following
assumptions.

A9 (i) There exists (σ−, σ+) ∈ (0,∞)2 such that σ− < σ+ and for any

(x, x′) ∈ X2, σ− ≤ m(x, x′) ≤ σ+ and we set ρ
def
= 1− σ−/σ+.

(ii) There exists c− ∈ R∗+ such that
∫
χ(dx)g0(x) ≥ c− and for any

t ∈ N∗, infx∈X
∫
M(x,dx′)gt(x

′) ≥ c−.

A10 (i) For all t ≥ 0 and all x ∈ X, gt(x) > 0.

(ii) sup
t≥0
|gt|∞ <∞.

A11 sup
t≥1
|ϑt|∞ <∞, sup

t≥0
|pt|∞ <∞ and sup

t≥0
|ωt|∞ <∞ where

ω0(x)
def
=

dχ

dρ0
(x)g0(x), ωt(x, x

′)
def
=

m(x, x′)gt(x
′)

ϑt(x)pt(x, x′)
, ∀t ≥ 1 .

Assumptions A9 and A10 give bounds for the model and assumption A11 for
quantities related to the algorithm. A9(i), referred to as the strong mixing
condition, is crucial to derive time-uniform exponential deviation inequalities
and a time-uniform bound of the variance of the marginal smoothing distri-
bution (see [Del Moral et Guionnet, 2001] and [Douc et al., 2011a]). For all
function h from a space E to R, osc(h) is defined by:

osc(h)
def
= sup

(z,z′)∈E2

|h(z)− h(z′)| .

Theorem 7.1. Assume A9–11. For all q ≥ 2, there exists a constant C
(depending only on q, σ−, σ+, c−, sup

t≥1
|ϑt|∞ and sup

t≥0
|ωt|∞) such that for any

T <∞, any integer r and any bounded and measurable functions {hs}Ts=r,

∥∥∥φN0:T |T [ST,r]− φ0:T |T [ST,r]
∥∥∥
q
≤ C√

N
ΥN
r,T

(
T∑
s=r

osc(hs)
2

)1/2

,
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where ST,r is defined by (7.6), φN0:T |T is defined by (7.3) and where

ΥN
r,T

def
=
√
r + 1

(√
1 + r ∧

√
T − r + 1 +

√
1 + r

√
T − r + 1√
N

)
.

Similarly,

∥∥∥φ̃N0:T |T [ST,r]− φ0:T |T [ST,r]
∥∥∥
q
≤ C√

N
ΥN
r,T

(
T∑
s=r

osc(hs)
2

)1/2

,

where φ̃N0:T |T is defined by (7.8).

Remark. In the particular cases where r = 0 and r = T , ΥN
0,T = 1 +√

T + 1/N and ΥN
T,T =

√
T + 1(1 +

√
T + 1/N). Then, Theorem 7.1 gives

∥∥∥φN0:T |T [ST,0]− φ0:T |T [ST,0]
∥∥∥
q
≤ C

(∑T
s=0 osc(hs)

2
)1/2

√
N

(
1 +

√
T + 1

N

)
,

and∥∥∥φN0:T |T [ST,T ]− φ0:T |T [ST,T ]
∥∥∥
q
≤ C

√
T + 1

N

(
1 +

√
T + 1

N

)
osc(hT )2 .

As stated in Section 7.1, theses bounds improve the results given for the
FFBS estimator in [Del Moral et al., 2010a].

Remark. The dependence on 1/
√
N is hardly surprising. Under the stated

strong mixing condition, it is known that the Lq-norm of the marginal
smoothing estimator φNt−r:t|T [h], t ∈ {r, . . . , T} is uniformly bounded in time

by
∥∥∥φNt−r:t|T [h]

∥∥∥
q
≤ Cosc(h)N−1/2 (where C depends only on q, σ−, σ+, c−,

sup
t≥1
|ϑt|∞ and sup

t≥0
|ωt|∞). The dependence in

√
T instead of T reflects the

forgetting property of the filter and the backward smoother. As for r ≤ s <
t ≤ T , the estimators φNs−r:s|T [hs] and φNt−r:t|T [ht] become asymptotically

independent as (t− s) gets large, the Lq-norm of the sum
∑T

t=r φ
N
t−r:t|T [ht]

scales as the sum of a mixing sequence (see [Davidson, 1994]).

Remark. It is easy to see that the scaling in
√
T/N cannot in general be

improved. Assume that the kernel m satisfies m(x, x′) = m(x′) for all
(x, x′) ∈ X × X. In this case, for any t ∈ {0, . . . , T}, the filtering distri-
bution is

φt[ht] =

∫
m(x)gt(x)ht(x)dx∫
m(x)gt(x)dx

,
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and the backward kernel is the identity kernel. Hence, the fixed-interval
smoothing distribution coincides with the filtering distribution. If we as-
sume that we apply the bootstrap filter for which ps(x, x

′) = m(x′) and
ϑs(x) = 1, the estimators {φNt|T [ht]}t∈{0,...,T} are independent random vari-
ables corresponding to importance sampling estimators. It is easily seen
that ∥∥∥∥∥

T∑
t=0

φNt [ht]− φt[ht]

∥∥∥∥∥
q

≤ C max
0≤t≤T

{osc(ht)}
√
T

N
.

Remark. The independent case also clearly illustrates why the path-space
methods are sub-optimal (see also [Briers et al., 2010] for a discussion).
When applied to the independent case (for all (x, x′) ∈ X × X, m(x, x′) =
m(x′) and ps(x, x

′) = m(x′)), the asymptotic variance of the path-space
estimators is given in [Del Moral, 2004] by

Γ0:T |T [ST,0]

def
=

T−1∑
t=0

m(g2
T )

m(gT )2

m(gt[ht − φt(ht)]2)

m(gt)
+
m(g2

T [hT − φT (hT )]2)

m(gT )2

+

T−1∑
t=1

{
t−1∑
s=0

m(g2
t )

m(gt)2

m(gs[hs − φs(hs)]2)

m(gs)
+
m(g2

t [ht − φt(ht)]2)

m(gt)2

}

+
χ(g2

0[h0 − φ0(h0)]2)

χ(g0)2
.

The asymptotic variance thus increases as T 2 and hence, under the stated
assumptions, the variance of the path-space methods is of order T 2/N . It is
believed (and proved in some specific scenarios) that the same scaling holds
for path-space methods for non-degenerated Markov kernel (the result has
been formally established for strongly mixing kernel under the assumption
that σ−/σ+ is sufficiently close to 1).

We provide below a brief outline of the main steps of the proofs (a
detailed proof is given in Section 7.5). Following [Douc et al., 2011a], the
proofs rely on a decomposition of the smoothing error. For all 0 ≤ t ≤ T
and all bounded and measurable function h on XT+1 define the kernel Lt,T :
Xt+1 ×X⊗T+1 → [0, 1] by

Lt,Th(x0:t)
def
=

∫ T∏
u=t+1

M(xu−1,dxu)gu(xu)h(x0:T ) .

The fixed-interval smoothing distribution may then be expressed, for all
bounded and measurable function h on XT+1, by

φ0:T |T [h] =
φ0:t|t [Lt,Th]

φ0:t|t [Lt,T1]
,
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and this suggests to decompose the smoothing error as follows

∆N
T [h]

def
= φN0:T |T [h]− φ0:T |T [h] (7.9)

=
T∑
t=0

φN0:t|t [Lt,Th]

φN0:t|t [Lt,T1]
−
φN0:t−1|t−1 [Lt−1,Th]

φN0:t−1|t−1 [Lt−1,T1]
,

where we used the convention

φN0:−1|−1 [L−1,Th]

φN0:−1|−1 [L−1,T1]
=
φ0 [L0,Th]

φ0 [L0,T1]
= φ0:T |T [h] .

Furthermore, for all 0 ≤ t ≤ T ,

φN0:t|t [Lt,Th] =

∫
φN0:t|t(dx0:t)Lt,Th(x0:t)

=

∫
φNt (dxt)BφNt−1

(xt,dxt−1) · · ·BφN0
(x1, dx0)Lt,Th(x0:t)

=

∫
φNt (dxt)LNt,Th(xt) ,

where LNt,T and Lt,T are two kernels on X × X⊗(T+1) defined for all xt ∈ X
by

Lt,Th(xt)
def
=

∫
Bφt−1(xt,dxt−1) · · ·Bφ0(x1,dx0)Lt,Th(x0:t) (7.10)

LNt,Th(xt)
def
=

∫
BφNt−1

(xt,dxt−1) · · ·BφN0
(x1,dx0)Lt,Th(x0:t) . (7.11)

For all 1 ≤ t ≤ T we can write

φN0:t|t[Lt,Th]

φN0:t|t[Lt,T1]
−
φN0:t−1|t−1[Lt−1,Th]

φN0:t−1|t−1[Lt−1,T1]
=
φNt [LNt,Th]

φNt [LNt,T1]
−
φNt−1[LNt−1,Th]

φNt−1[LNt−1,T1]

=
1

φNt [LNt,T1]

(
φNt [LNt,Th]−

φNt−1[LNt−1,Th]

φNt−1[LNt−1,T1]
φNt [LNt,T1]

)
,

and then,

∆N
T [h] =

T∑
t=0

N−1
∑N

`=1 ω
N,`
t GNt,Th(ξN,`t )

N−1
∑N

`=1 ω
N,`
t Lt,T1(ξN,`t )

, (7.12)

with GNt,T is a kernel on X×X⊗(T+1) defined, for all xt ∈ X and all bounded

and measurable function h on XT+1, by

GNt,Th(xt)
def
= LNt,Th(xt)−

φNt−1[LNt−1,Th]

φNt−1[LNt−1,T1]
LNt,T1(xt) ,
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where, by the same convention as above,

GN0,Th(x0)
def
= L0,Th(x0)−

φ0[L0,Th]

φ0[L0,T1]
L0,T1(x0) .

Two families of random variables
{
CNt,T (f)

}T
t=0

and
{
DN
t,T (f)

}T
t=0

are

now introduced to transform (7.12) into a suitable decomposition to com-
pute an upper bound for the Lq-mean error. As shown in Lemma 7.1, the

random variables {ωN,`t GNt,T f(ξN,`t )}N`=1 are centered given FNt−1. The idea

is to replace N−1
∑N

`=1 ω
N,`
t Lt,T1(ξN,`t ) in (7.12) by its conditional expecta-

tion given FNt−1 to get a martingale difference. This conditional expectation
is computed using the following intermediate result. For any measurable
function h on X and any t ∈ {0, . . . , T},

E
[
ωN,1t h(ξN,1t )

∣∣∣FNt−1

]
=
φNt−1 [Mgth]

φNt−1[ϑt]
. (7.13)

Indeed,

E
[
ωN,1t h(ξN,1t )

∣∣∣FNt−1

]
= E

 m(ξ
N,IN,1t
t−1 , ξN,1t )gt(ξ

N,1
t )

ϑt(ξ
N,IN,1t
t−1 )pt(ξ

N,IN,1t
t−1 , ξN,1t )

h(ξN,1t )

∣∣∣∣∣∣FNt−1


=

(
N∑
i=1

ωN,it−1ϑt(ξ
N,i
t−1)

)−1 N∑
i=1

∫
ωN,it−1ϑt(ξ

N,i
t−1)pt(ξ

N,i
t−1, x)

M(ξN,it−1,dx)gt(x)

ϑt(ξ
N,i
t−1)pt(ξ

N,i
t−1, x)

h(x)

=

(
N∑
i=1

ωN,it−1ϑt(ξ
N,i
t−1)

)−1 N∑
i=1

∫
ωN,it−1M(ξN,it−1,dx)gt(x)h(x)

=
φNt−1 [Mgth]

φNt−1[ϑt]
.

This result, applied with the function h = Lt,T1, yields

E
[
ωN,1t Lt,T1(ξN,1t )

∣∣∣FNt−1

]
=
φNt−1 [MgtLt,T1]

φNt−1[ϑt]
=
φNt−1 [Lt−1,T1]

φNt−1[ϑt]
.

For any 0 ≤ t ≤ T , define for all bounded and measurable function h on
XT+1,

DN
t,T (h)

def
= E

[
ωN,1t

Lt,T1(ξN,1t )

|Lt,T1|∞

∣∣∣∣∣FNt−1

]−1

N−1
N∑
`=1

ωN,`t

GNt,Th(ξN,`t )

|Lt,T1|∞
(7.14)

=
φNt−1[ϑt]

φNt−1

[
Lt−1,T 1
|Lt,T 1|∞

]N−1
N∑
`=1

ωN,`t

GNt,Th(ξN,`t )

|Lt,T1|∞
,
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CNt,T (h)
def
=

 1

N−1
∑N

i=1 ω
N,i
t
Lt,T 1(ξN,it )
|Lt,T 1|∞

−
φNt−1[ϑt]

φNt−1

[
Lt−1,T 1
|Lt,T 1|∞

]


×N−1
N∑
`=1

ωN,`t

GNt,Th(ξN,`t )

|Lt,T1|∞
. (7.15)

Using these notations, (7.12) can be rewritten as follows:

∆N
T [h] =

T∑
t=0

DN
t,T (h) +

T∑
t=0

CNt,T (h) . (7.16)

For any q ≥ 2, the derivation of the upper bound relies on the triangle
inequality:

∥∥∆N
T [ST,r]

∥∥
q
≤

∥∥∥∥∥
T∑
t=0

DN
t,T (ST,r)

∥∥∥∥∥
q

+

T∑
t=0

∥∥CNt,T (ST,r)
∥∥
q
,

where ST,r is defined in (7.6). The proof for the FFBS estimator φN0:T |T
is completed by using Proposition 7.1 and Proposition 7.2. According to
(7.16), the smoothing error can be decomposed into a sum of two terms
which are considered separately. The first one is a martingale whose Lq-
mean error is upper-bounded by

√
(T + 1) /N as shown in Proposition 7.1.

The second one is a sum of products, Lq-norm of which being bounded by
1/N in Proposition 7.2.

The end of this section is devoted to the exponential deviation inequal-
ity for the error ∆N

T [ST,r] defined by (7.9). We use the decomposition of
∆N
T [ST,r] obtained in (7.16) leading to a similar dependence on the ratio

(T + 1)/N . The martingale term DN
t,T (ST,r) is dealt with using the Azuma-

Hoeffding inequality while the term CNt,T (ST,r) needs a specific Hoeffding-
type inequality for ratio of random variables.

Theorem 7.2. Assume A9–11. There exists a constant C (depending only
on σ−, σ+, c−, sup

t≥1
|ϑt|∞ and sup

t≥0
|ωt|∞) such that for any T < ∞, any

N ≥ 1, any ε > 0, any integer r, and any bounded and measurable functions
{hs}Ts=r,

P
{∣∣∣φ0:T |T [ST,r]− φN0:T |T [ST,r]

∣∣∣ > ε
}

≤ 2 exp

(
− CNε2

Θr,T
∑T

s=r osc(hs)2

)
+ 8 exp

(
− CNε

(1 + r)
∑T

s=r osc(hs)

)
,
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where ST,r is defined by (7.6), φN0:T |T is defined by (7.3) and where

Θr,T
def
= (1 + r) {(1 + r) ∧ (T − r + 1)} . (7.17)

Similarly,

P
{∣∣∣φ0:T |T [ST,r]− φ̃N0:T |T [ST,r]

∣∣∣ > ε
}

≤ 4 exp

(
− CNε2

Θr,T
∑T

s=r osc(hs)2

)
+ 8 exp

(
− CNε

(1 + r)
∑T

s=r osc(hs)

)
,

where φ̃N0:T |T is defined by (7.8).

7.4 Monte-Carlo Experiments

In this section, the performance of the FFBSi algorithm is evaluated
through simulations and compared to the path-space method.

7.4.1 Linear gaussian model

Let us consider the following model:{
Xt+1 = φXt + σuUt ,

Yt = Xt + σvVt ,

where X0 is a zero-mean random variable with variance σ2
u

1−φ2 , {Ut}t≥0 and

{Vt}t≥0 are two sequences of independent and identically distributed stan-
dard gaussian random variables (independent from X0). The parameters
(φ, σu, σv) are assumed to be known. Observations were generated using
φ = 0.9, σu = 0.6 and σv = 1. Table 7.1 provides the empirical vari-
ance of the estimation of the unnormalized smoothed additive functional
IT

def
=
∑T

t=0 E [Xt|Y0:T ] given by the path-space and the FFBSi methods
over 250 independent Monte Carlo experiments. We display in Figure 7.1
the empirical variance for different values of N as a function of T for both
estimators. These estimates are represented by dots and a linear regression
(resp. quadratic regression) is also provided for the FFBSi algorithm (resp.
for the path-space method).

In Figure 7.2 the FFBSi algorithm is compared to the path-space method
to compute the smoothed value of the empirical mean (T + 1)−1IT . For
the purpose of comparison, this quantity is computed using the Kalman
smoother. We display in Figure 7.2 the box and whisker plots of the estima-
tions obtained with 100 independent Monte Carlo experiments. The FFBSi
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Table 7.1: Empirical variance for different values of T and N .

Path-space
HH

HHHHT
N

300 500 750 1000 1500 5000 10000 15000 20000

300 137.8 119.4 63.7 46.1 36.2 12.8 7.1 3.8 3.0
500 290.0 215.3 192.5 161.9 80.3 30.1 14.9 11.3 7.4
750 474.9 394.5 332.9 250.5 206.8 71.0 35.6 24.4 21.7
1000 673.7 593.2 505.1 483.2 326.4 116.4 70.8 37.9 34.6
1500 1274.6 1279.7 916.7 804.7 655.1 233.9 163.1 89.7 80.0

FFBSi
H
HHH

HHT
N

300 500 750 1000 1500

300 5.1 3.1 2.3 1.4 1.0
500 9.7 5.1 3.7 2.6 2.2
750 11.2 7.1 4.9 3.7 2.6
1000 16.5 10.5 6.7 5.1 3.4
1500 25.6 14.1 7.8 6.8 5.1

algorithm clearly outperforms the other method for comparable computa-
tional costs. In Table 7.2, the mean CPU times over the 100 runs of the two
methods are given as a function of the number of particles (for T = 500 and
T = 1000).

Table 7.2: Average CPU time to compute the smoothed value of the empir-
ical mean in the LGM

T = 500 FFBSi Path-space method

N 500 500 5000 10000
CPU time (s) 4.87 0.24 2.47 4.65

T = 1000 FFBSi Path-space method

N 1000 1000 10000 20000
CPU time (s) 16.5 0.9 8.5 17.2
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Figure 7.1: Empirical variance of the path-space (top) and FFBSi (bottom)
for N = 300 (dotted line), N = 750 (dashed line) and N = 1500 (bold line).

7.4.2 Stochastic Volatility Model

Stochastic volatility models (SVM) have been introduced to provide bet-
ter ways of modeling financial time series data than ARCH/GARCH models
([Hull et White, 1987]). We consider the elementary SVM model introduced
by [Hull et White, 1987]:{

Xt+1 = φXt + σUt+1 ,

Yt = βe
Xt
2 Vt ,

where X0 is a zero-mean random variable with variance σ2
u

1−φ2 , {Ut}t≥0 and

{Vt}t≥0 are two sequences of independent and identically distributed stan-
dard gaussian random variables (independent from X0). This model was
used to generate simulated data with parameters (φ = 0.3, σ = 0.5, β = 1)
assumed to be known in the following experiments. The empirical variance
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Figure 7.2: Computation of smoothed additive functionals in a linear gaus-
sian model. The variance of the estimation given by the FFBSi algorithm
is the smallest one in both cases.

of the estimation of IT given by the path-space and the FFBSi methods
over 250 independent Monte Carlo experiments is displayed in Table 7.3.
We display in Figure 7.3 the empirical variance for different values of N as
a function of T for both estimators.
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Table 7.3: Empirical variance for different values of T and N in the SVM.

Path-space method
HHH

HHHT
N

300 500 750 1000 1500 5000 10000 15000 20000

300 52.7 33.7 22.0 17.8 12.3 3.8 2.0 1.4 1.2
500 116.3 84.8 64.8 53.5 30.7 11.4 6.8 4.1 2.8
750 184.7 187.6 134.2 120.0 65.8 29.1 12.8 7.3 7.7
1000 307.7 240.4 244.7 182.8 133.2 43.6 24.5 15.6 11.6
1500 512.1 487.5 445.5 359.9 249.5 90.9 52.0 32.6 29.3

FFBSi
HHH

HHHT
N

300 500 750 1000 1500

300 1.2 0.6 0.5 0.4 0.2
500 2.1 1.2 0.8 0.6 0.4
750 3.7 1.8 1.4 0.9 0.6
1000 4.0 2.7 1.8 1.3 0.9
1500 7.3 3.8 3.1 1.6 1.4
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Figure 7.3: Empirical variance of the path-space (top) and FFBSi (bottom)
for N = 300 (dotted line), N = 750 (dashed line) and N = 1500 (bold line)
in the SVM.
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7.5 Proof of Theorem 7.1

We preface the proof of Proposition 7.1 by the following Lemma:

Lemma 7.1. Under assumptions A9–11, we have, for any t ∈ {0, . . . , T}
and any measurable function h on XT+1:

(i) The random variables

{
ωN,`t

GNt,Th(ξN,`t )

|Lt,T1|∞

}N
`=1

are, for all N ∈ N:

(a) conditionally independent and identically distributed given FNt−1 ,

(b) centered conditionally to FNt−1 .

where GNt,Th is defined in (7.3) and LNt,T is defined in (7.11).

(ii) For any integers r, t and N :∣∣∣∣∣GNt,TST,r(ξ
N,`
t )

|Lt,T1|∞

∣∣∣∣∣ ≤
T∑
s=r

ρmax(t−s,s−r−t,0)osc(hs) , (7.18)

where ST,r and ρ are respectively defined in (7.6) and in A9(i).

(iii) For all x ∈ X,
Lt,T1(x)

|Lt,T1|∞
≥ σ−
σ+

and
Lt−1,T1(x)

|Lt,T1|∞
≥ c−

σ−
σ+

.

Proof. The proof of (i) is given by [Douc et al., 2011a, Lemma 3].
Proof of (ii). Let Πs−r:s,T be the operator which associates to any

bounded and measurable function h on Xr+1 the function Πs−r:s,Th given,
for any (x0, . . . , xT ) ∈ XT+1, by

Πs−r:s,Th(x0:T )
def
= h(xs−r:s) .

Then, we write ST,r =
∑T

s=r Πs−r:s,Ths andGNt,TST,r =
∑T

s=rG
N
t,TΠs−r:s,Ths.

By (7.3), we have

GNt,TΠs−r:s,Ths(xt)

LNt,T1(xt)
=
LNt,TΠs−r:s,Ths(xt)

LNt,T1(xt)
−
φNt−1[LNt−1,TΠs−r:s,Ths]

φNt−1[LNt−1,T1]
,

and, following the same lines as in [Douc et al., 2011a, Lemma 10],

|GNt,TΠs−r:s,Ths|∞ ≤ ρs−r−tosc(hs)|Lt,T1|∞ if t ≤ s− r ,

|GNt,TΠs−r:s,Ths|∞ ≤ ρt−sosc(hs)|Lt,T1|∞ if t > s ,

where ρ is defined in A9(i). Furthermore, for any s− r < t ≤ s,

|GNt,TΠs−r:s,Ths|∞ ≤ osc(hs)|Lt,T1|∞ ,



Contrôles pour le FFBS et le FFBSi (article) 135

which shows (ii).
Proof of (iii). From the definition (7.10), for all x ∈ X and all t ∈ {1, . . . , T},

Lt,T1(x) =

∫
m(x, xt+1)gt+1(xt+1)

T∏
u=t+2

M(xu−1,dxu)gu(xu)λ(dxt+1) ,

hence, by assumption A9,

|Lt,T1|∞ ≤ σ+

∫
gt+1(xt+1)Lt+1,T1(xt+1)λ(dxt+1)

Lt,T1(x) ≥ σ−
∫
gt+1(xt+1)Lt+1,T1(xt+1)λ(dxt+1) ,

which concludes the proof of the first statement. By construction, for any
x ∈ X and any t ∈ {1, . . . , T},

Lt−1,T1(x) =

∫
M(x, dx′)gt(x

′)Lt,T1(x′) ,

and then, by assumption A9,

Lt−1,T1(x)

|Lt,T1|∞
=

∫
M(x, dx′)gt(x

′)
Lt,T1(x′)

|Lt,T1|∞
≥ c−

σ−
σ+

.

Proposition 7.1. Assume A9–11. For all q ≥ 2, there exists a constant C
(depending only on q, σ−, σ+, c−, sup

t≥1
|ϑt|∞ and sup

t≥0
|ωt|∞) such that for any

T < ∞, any integer r and any bounded and measurable functions {hs}Ts=r
on Xr+1,∥∥∥∥∥

T∑
t=0

DN
t,T (ST,r)

∥∥∥∥∥
q

≤ C√
N

√
1 + r

(√
1 + r ∧

√
T − r + 1

)( T∑
s=r

osc(hs)
2

)1/2

,

(7.19)
where DN

t,T is defined in (7.14).

Proof. Since
{
DN
t,T (ST,r)

}
0≤t≤T

is a is a forward martingale difference and

q ≥ 2, Burkholder’s inequality (see [Hall et Heyde, 1980, Theorem 2.10,
page 23]) states the existence of a constant C depending only on q such
that:

E

[∣∣∣∣∣
T∑
t=0

DN
t,T (ST,r)

∣∣∣∣∣
q]
≤ CE

∣∣∣∣∣
T∑
t=0

DN
t,T (ST,r)

2

∣∣∣∣∣
q
2

 .

Moreover, by application of the last statement of Lemma 7.1(iii),

φNt−1[ϑt]

φNt−1

[
Lt−1,T 1
|Lt,T 1|∞

] ≤ σ+ supt≥0 |ϑt|∞
σ−c−

,
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and thus,

E

∣∣∣∣∣
T∑
t=0

DN
t,T (ST,r)

2

∣∣∣∣∣
q
2

 ≤ (σ+ supt≥0 |ϑt|∞
σ−c−

)q
E


∣∣∣∣∣∣
T∑
t=0

(
N−1

N∑
`=1

aN,`t,T

)2
∣∣∣∣∣∣
q
2

 ,

where aN,`t,T
def
= ωN,`t

GNt,TST,r(ξ
N,`
t )

|Lt,T 1|∞ . By the Minkowski inequality,

∥∥∥∥∥
T∑
t=0

DN
t,T (ST,r)

∥∥∥∥∥
q

≤ C


T∑
t=0

(
E

[∣∣∣∣∣N−1
N∑
`=1

aN,`t,T

∣∣∣∣∣
q])2/q


1/2

. (7.20)

Since for any t ≥ 0 the random variables
{
aN,`t,T

}N
`=1

are conditionally inde-

pendent and centered conditionally to FNt−1, using again the Burkholder and
the Jensen inequalities we obtain

E

[∣∣∣∣∣
N∑
`=1

aN,`t,T

∣∣∣∣∣
q∣∣∣∣∣FNt−1

]
≤ CN q/2−1

N∑
`=1

E
[∣∣∣aN,`t,T

∣∣∣q∣∣∣FNt−1

]

≤ C

[
T∑
s=r

ρmax(t−s,s−r−t,0)osc(hs)

]q
N q/2 , (7.21)

where the last inequality comes from (7.18). Finally, by (7.20) and (7.21)
we get∥∥∥∥∥

T∑
t=0

DN
t,T (ST,r)

∥∥∥∥∥
q

≤ CN−1/2


T∑
t=0

(
T∑
s=r

ρmax(t−s,s−r−t,0)osc(hs)

)2


1/2

.

By the Holder inequality, we have

T∑
s=r

ρmax(t−s,s−r−t,0)osc(hs)

≤

(
T∑
s=r

ρmax(t−s,s−r−t,0)

)1/2

×

(
T∑
s=r

ρmax(t−s,s−r−t,0)osc(hs)
2

)1/2

≤ C
√

1 + r

(
T∑
s=r

ρmax(t−s,s−r−t,0)osc(hs)
2

)1/2

,

which yields∥∥∥∥∥
T∑
t=0

DN
t,T (ST,r)

∥∥∥∥∥
q

≤ CN−1/2(1 + r)

(
T∑
s=r

osc(hs)
2

)1/2

.
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We obtain similarly∥∥∥∥∥
T∑
t=0

DN
t,T (ST,r)

∥∥∥∥∥
q

≤ CN−1/2(1 + r)1/2
T∑
s=r

osc(hs) ,

which concludes the proof.

Proposition 7.2. Assume A9–11. For all q ≥ 2, there exists a constant C
(depending only on q, σ−, σ+, c−, sup

t≥1
|ϑt|∞ and sup

t≥0
|ωt|∞) such that for any

T < +∞, any 0 ≤ t ≤ T , any integer r, and any bounded and measurable
functions {hs}Ts=r on Xr+1,

∥∥CNt,T (ST,r)
∥∥
q
≤ C

N

T∑
s=r

ρmax(t−s,s−r−t,0)osc(hs) , (7.22)

where CNt,T is defined in (7.15).

Proof. According to (7.15), CNt,T (ST,r) can be written

CNt,T (ST,r) = UNt,TV
N
t,TW

N
t,T , (7.23)

where

UNt,T =
N−1

∑N
`=1 ω

N,`
t

GNt,TST,r(ξ
N,`
t )

|Lt,T 1|∞

N−1ΩN
t

,

V N
t,T = N−1

N∑
`=1

(
E

[
ωN,1t

Lt,T1(ξN,1t )

|Lt,T1|∞

∣∣∣∣∣Ft−1

]
− ωN,`t

Lt,T1(ξN,`t )

|Lt,T1|∞

)
,

WN
t,T =

N−1ΩN
t

E
[
ωN,1t

Lt,T 1(ξN,1t )
|Lt,T 1|∞

∣∣∣∣Ft−1

]
N−1

∑N
`=1 ω

N,`
t
Lt,T 1(ξN,`t )
|Lt,T 1|∞

,

and where ΩN
t is defined by (7.5). Using the last statement of Lemma 7.1,

we get the following bound:

E

[
ωN,1t

Lt,T1(ξN,1t )

|Lt,T1|∞

∣∣∣∣∣Ft−1

]
=
φNt−1 [Lt−1,T1/|Lt,T1|∞]

φNt−1[ϑt]

≥ c−σ−
|ϑt|∞ σ+

Lt,T1(ξN,`t )

|Lt,T1|∞
≥ σ−
σ+

,

which implies ∣∣WN
t,T

∣∣ ≤ (σ+

σ−

)2 |ϑt|∞
c−

. (7.24)
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Then,
∣∣∣CNt,T (ST,r)

∣∣∣ ≤ C ∣∣∣UNt,T ∣∣∣ ∣∣∣V N
t,T

∣∣∣ and we can use the decomposition

UNt,TV
N
t,T = V N

t,T

N−1
∑N

`=1 a
N,`
t,T

E
[

Ω̃N
t

∣∣∣Ft−1

] +
N−1

∑N
`=1 a

N,`
t,T

Ω̃N
t E
[

Ω̃N
t

∣∣∣Ft−1

] (E [ Ω̃N
t

∣∣∣Ft−1

]
− Ω̃N

t

) ,

where aN,`t,T
def
= ωN,`t

GNt,TST,r(ξ
N,`
t )

|Lt,T 1|∞ and Ω̃N
t

def
= N−1ΩN

t . By (7.13), we have

E
[
ωN,1t

∣∣∣FNt−1

]
=

φNt−1[Mgt]

φNt−1[ϑt]
and then, by A9(ii), A11 and (7.18),

1

E
[

Ω̃N
t

∣∣∣Ft−1

] ≤ |ϑt|∞
c−

and

N−1
∑N

`=1 a
N,`
t,T

Ω̃N
t E
[

Ω̃N
t

∣∣∣Ft−1

] ≤ C |ϑt|∞
c−

T∑
s=r

ρmax(t−s,s−r−t,0)osc(hs) .

Therefore,

∣∣CNt,T (ST,r)
∣∣ ≤ C (C1,N

t,T +

T∑
s=r

ρmax(t−s,s−r−t,0)osc(hs)C
2,N
t,T

)
,

where

C1,N
t,T

def
= V N

t,T ·N−1
N∑
`=1

aN,`t,T and C2,N
t,T

def
= V N

t,T

∣∣∣E [ Ω̃N
t

∣∣∣Ft−1

]
− Ω̃N

t

∣∣∣ .
The random variables

{
ωN,`t

Lt,T 1(ξN,`t )
|Lt,T 1|∞

}N
`=1

being bounded and condi-

tionally independent given FNt−1, following the same steps as in the proof of
Proposition 7.1, there exists a constant C (depending only on q, σ−, σ+, c−

and sup
t≥0
|ωt|∞) such that

∥∥∥V N
t,T

∥∥∥
2q
≤ CN−1/2. Similarly

∥∥∥∥∥N−1
N∑
`=1

aN,`t,T

∥∥∥∥∥
2q

≤ C
∑T

s=r ρ
max(t−s,s−r−t,0)osc(hs)

N1/2
,

and ∥∥∥E [ Ω̃N
t

∣∣∣Ft−1

]
− Ω̃N

t

∥∥∥
2q
≤ C

N1/2
.

The Cauchy-Schwarz inequality concludes the proof of (7.22).
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The proof of Theorem 7.1 is now concluded for the FFBS estimator
φN0:T |T [ST,r] and we can proceed to the proof for the FFBSi estimator. We

preface the proof of Theorem 7.1 for the FFBSi estimator φ̃N0:T |T by the

following Lemma. We first define the backward filtration
{
GNt,T

}T+1

t=0
by

{
GNT+1,T

def
= FNT ,

GNt,T
def
= FNT ∨ σ

{
J `u, 1 ≤ ` ≤ N, t ≤ u ≤ T

}
, ∀ t ∈ {0, . . . , T} .

Lemma 7.2. Assume A9–11. Let ` ∈ {1, . . . , N} and T < +∞. For any
bounded measurable function h on Xr+1 we have,

(i) for all u, t such that r ≤ t ≤ u ≤ T ,∣∣∣∣E [h(ξN,J`t−r:tt−r:t

)∣∣∣∣GNu,T]− E
[
h

(
ξ
N,J`t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣GNu+1,T

]∣∣∣∣ ≤ ρu−tosc(h) ,

where ρ is defined in A9(i).

(ii) for all u, t such that t− r ≤ u ≤ t− 1 ≤ T ,∣∣∣∣E [h(ξN,J`t−r:tt−r:t

)∣∣∣∣GNu,T]− E
[
h

(
ξ
N,J`t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣GNu+1,T

]∣∣∣∣ ≤ osc(h) .

Proof. According to Section 7.2.2, for all ` ∈ {1, . . . , N}, {JN,`u }Tu=0 is an in-
homogeneous Markov chain evolving backward in time with backward kernel
{ΛNu }T−1

u=0 . For any r ≤ t ≤ u ≤ T , we have

E
[
h

(
ξ
N,JN,`t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣GNu,T]− E
[
h

(
ξ
N,JN,`t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣GNu+1,T

]
=
∑
jt:u

[
δ
JN,`u

(ju)−

(
Λu(JN,`u+1, ju)1u<T +

ωN,juT

Ωu
1u=T

)]

×
t+1∏
`=u

ΛN`−1(j`, j`−1)
∑

jt−r:t−1

t−r+1∏
`=t

ΛN`−1(j`, j`−1)h
(
ξ
N,jt−r:t
t−r:t

)
.

The RHS of this equation is the difference between two expectations started
with two different initial distributions. Under A9(i), the backward kernel
satisfies the uniform Doeblin condition,

∀(i, j) ∈ {1, . . . , N}2 ΛNs (i, j) ≥ σ−
σ+

ωis
ΩN
s

,

and the proof is completed by the exponential forgetting of the backward
kernel (see [Cappé et al., 2005, Del Moral et Guionnet, 2001]). The proof of
(ii) follows exactly the same lines.
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To compute an upper-bound for the Lq-mean error of the FFBSi al-
gorithm, we may define the difference between the FFBS and the FFBSi
estimators:

δNT [ST,r] = φ̃N0:T |T [ST,r]− φN0:T |T [ST,r] . (7.25)

Proof of Theorem 7.1 for the FFBSi estimator. The difference between the
FFBS and the FFBSi estimators, δNT , defined in (7.25), can be written

δNT [ST,r] =
1

N

N∑
`=1

T∑
t=r

ht

(
ξ
N,JN,`t−r:t
t−r:t

)
− E

[
ht

(
ξ
N,JN,1t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣FNT ]

=
1

N

N∑
`=1

T∑
t=r

T∑
u=t−r

E
[
ht

(
ξ
N,JN,`t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣GNu,T]− E
[
ht

(
ξ
N,JN,`t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣GNu+1,T

]

=
1

N

N∑
`=1

T∑
u=0

ζN,`u ,

where

ζN,`u
def
=

(u+r)∧T∑
t=r

E
[
ht

(
ξ
N,JN,`t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣GNu,T]− E
[
ht

(
ξ
N,JN,`t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣GNu+1,T

]
.

For all ` ∈ {1, . . . , N} and all u ∈ {0, . . . , T}, the random variable ζN,`u

is GNu,T -measurable and E
[
ζN,`u

∣∣∣GNu+1,T

]
= 0 so that ζN,`u can be seen as

the increment of a backward martingale. Hence, since q ≥ 2, using the
Burkholder inequality (see [Hall et Heyde, 1980, Theorem 2.10, page 23]),
there exists a constant C (depending only on q, σ−, σ+, c−, sup

t≥1
|ϑt|∞ and

sup
t≥0
|ωt|∞) such that:

∥∥δNT [ST,r]
∥∥
q
≤ C


T∑
u=0

E

[∣∣∣∣∣N−1
N∑
`=1

ζN,`u

∣∣∣∣∣
q]2/q


1/2

. (7.26)

Then, since the random variables {ζN,`u }N`=1 are conditionally independent
and centered conditionally to GNu+1,T , using the Burkholder inequality once
again implies:

E

[∣∣∣∣∣
N∑
`=1

ζN,`u

∣∣∣∣∣
q∣∣∣∣∣GNu+1,T

]
≤ CN q/2−1

N∑
`=1

E
[∣∣∣ζN,`u

∣∣∣q∣∣∣GNu+1,T

]
. (7.27)
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Furthermore, according to Lemma 7.2(i),

∣∣∣ζN,`u

∣∣∣ ≤ u∑
t=r

∣∣∣∣E [ht(ξN,JN,`t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣GNu,T]− E
[
ht

(
ξ
N,JN,`t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣GNu+1,T

]∣∣∣∣
+

(u+r)∧T∑
t=u+1

∣∣∣∣E [ht(ξN,JN,`t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣GNu,T]− E
[
ht

(
ξ
N,JN,`t−r:t
t−r:t

)∣∣∣∣GNu+1,T

]∣∣∣∣
≤

u∑
t=r

ρu−tosc(ht) +

(u+r)∧T∑
t=u+1

osc(ht) . (7.28)

Putting (7.26), (7.27) and (7.28) together leads to

∥∥δNT [ST,r]
∥∥
q
≤ C√

N


T∑
u=0

(u+r)∧T∑
t=r

ρ(u−t)∨0osc(ht)

2
1/2

.

Using the Holder inequality as in the proof of Proposition 7.1 yields

∥∥δNT [ST,r]
∥∥
q
≤ C√

N

√
1 + r

(√
1 + r ∧

√
T − r + 1

)( T∑
s=r

osc(hs)
2

)1/2

,

and the proof of Theorem 7.1 for the FFBSi estimator is derived from the
triangle inequality:∥∥∥φ0:T |T (ST,r)− φ̃N0:T |T (ST,r)

∥∥∥
q
≤
∥∥∆N

T [ST,r]
∥∥
q

+
∥∥δNT [ST,r]

∥∥
q
,

where ∆N
T [ST,r] is defined by (7.9) and δNT [ST,r] is defined by (7.25).

7.6 Proof of Theorem 7.2

We preface the proof of the Theorem by showing that the martingale
term of the error ∆N

T [ST,r] (which is defined by (7.9)) satisfies an exponential
deviation inequality in the following Proposition.

Proposition 7.3. Assume A9–11. There exists a constant C (depending
only on σ−, σ+, c−, sup

t≥1
|ϑt|∞ and sup

t≥0
|ωt|∞) such that for any T <∞, any

N ≥ 1, any ε > 0, any integer r and any bounded and measurable functions
{hs}Ts=r on Xr+1,

P

{∣∣∣∣∣
T∑
t=0

DN
t,T (ST,r)

∣∣∣∣∣ > ε

}
≤ 2 exp

(
− CNε2

Θr,T
∑T

s=r osc(hs)2

)
, (7.29)

where DN
t,T is defined in (7.14) and Θr,T is defined by (7.17).
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Proof. According to the definition of DN
t,T (ST,r) given in (7.14), we can write

T∑
t=0

DN
t,T (ST,r) =

N(T+1)∑
k=1

υNk ,

where for all t ∈ {0, . . . , T} and ` ∈ {1, . . . , N}, υNNt+` is defined by

υNNt+` =
φNt−1[ϑt]

φNt−1

[
Lt−1,T 1
|Lt,T 1|∞

]N−1ωN,`t

GNt,TST,r(ξ
N,`
t )

|Lt,T1|∞
,

and is bounded by (see (7.18))

∣∣υNNt+`∣∣ ≤ CN−1
T∑
s=r

ρmax(t−s,s−r−t,0)osc(hs) .

Furthermore, we define the filtration
{
HNk

}N(T+1)

k=1
, for all t ∈ {0, . . . , T} and

` ∈ {1, . . . , N}, by:

HNNt+`
def
= FNt−1 ∨ σ

{(
ωN,it , ξN,it

)
, 1 ≤ i ≤ `

}
,

with the convention FN−1 = σ(Y0:T ). Then, according to Lemma 7.1, {υk}
N(T+1)
k=1

is a martingale increment for {HNk }
N(T+1)
k=1 and the Azuma-Hoeffding in-

equality completes the proof.

Proposition 7.4. Assume A9–11. There exists a constant C (depending
only on σ−, σ+, c−, sup

t≥1
|ϑt|∞ and sup

t≥0
|ωt|∞) such that for any T <∞, any

N ≥ 1, any ε > 0, any integer r and any bounded and measurable functions
{hs}Ts=r on Xr+1,

P

{∣∣∣∣∣
T∑
t=0

CNt,T (ST,r)

∣∣∣∣∣ > ε

}
≤ 8 exp

(
− CNε

(1 + r)
∑T

s=r osc(hs)

)
. (7.30)

where CNt,T (F ) is defined in (7.15).

Proof. In order to apply Lemma 7.4 in the appendix, we first need to find an
exponential deviation inequality for CNt,T (ST,r) which is done by using the

decomposition CNt,T (ST,r) = UNt,TV
N
t,TW

N
t,T given in (7.23). First, the ratio

UNt,T is dealt with through Lemma 7.3 in the appendix by defining
aN

def
=N−1

∑N
`=1 ω

N,`
t GNt,TST,r(ξ

N,`
t )/|Lt,T1|∞ ,

bN
def
=N−1

∑N
`=1 ω

N,`
t ,

b
def
=E[ω1

t |FNt−1] = φNt−1 [Mgt] /φ
N
t−1[ϑt] ,

β
def
= c−/|ϑt|∞ .
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Assumption A9(ii) and A11 shows that b ≥ β and (7.18) shows that |aN/bN | ≤
C(1 + r) max

0≤t≤T
{osc(ht)}. Therefore, Condition (I) of Lemma 7.3 is satisfied.

The bounds 0 < ωlt ≤ |ωt|∞ and the Hoeffding inequality lead to

P[|bN − b| ≥ ε] = E

[
P

[∣∣∣∣∣N−1
N∑
`=1

(
ωN,`t − E[ωN,1t |FNt−1]

)∣∣∣∣∣ ≥ ε
∣∣∣∣∣FNt−1

]]

≤ 2 exp

(
−2Nε2

|ωt|2∞

)
,

establishing Condition (ii) in Lemma 7.3. Finally, Lemma 7.1(i) and the
Hoeffding inequality imply that

P [|aN | ≥ ε] = E

[
P

[∣∣∣∣∣N−1
N∑
`=1

ωN,`t GNt,TST,r(ξ
N,`
t )/|Lt,T1|∞

∣∣∣∣∣ ≥ ε
∣∣∣∣∣FNt−1

]]

≤ 2 exp

− Nε2

2|ωt|2∞
(∑T

s=r ρ
max(t−s,s−r−t,0)osc(hs)

)2

 .

Lemma 7.3 therefore yields

P
{∣∣UNt,T ∣∣ ≥ ε} ≤ 2 exp

− CNε2(∑T
s=r ρ

max(t−s,s−r−t,0)osc(hs)
)2

 .

Then V N
t,T is dealt with by using again the Hoeffding inequality and the

bounds 0 < bN,`t,T ≤ |ωt|∞, where bN,`t,T
def
= ωN,`t

Lt,T 1(ξN,`t )
|Lt,T 1|∞ :

P

[∣∣∣∣∣N−1
N∑
`=1

bN,`t,T − E
[
bN,1t,T

∣∣∣Ft−1

]∣∣∣∣∣ ≥ ε
]

= E

[
P

[∣∣∣∣∣N−1
N∑
`=1

(
bN,`t,T − E

[
bN,`t,T

∣∣∣FNt−1

])∣∣∣∣∣ ≥ ε
∣∣∣∣∣FNt−1

]]
≤ 2 exp

(
−CNε2

)
.

Finally, WN
t,T has been shown in (7.24) to be bounded by a constant depend-

ing only on σ−, σ+, c−, sup
t≥1
|ϑt|∞ and sup

t≥0
|ωt|∞:

∣∣∣WN
t,T

∣∣∣ ≤ C so that

P
{∣∣CNt,T (ST,r)

∣∣ > ε
}
≤ P

{∣∣UNt,TV N
t,T

∣∣ > ε/C
}
≤ P

{∣∣UNt,T ∣∣ > εu
}

+P
{∣∣V N

t,T

∣∣ > εv
}
,
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where

εu
def
=

√√√√ε
T∑
s=r

ρmax(t−s,s−r−t,0)osc(hs)/C ,

εv
def
=

√
ε

C
∑T

s=r ρ
max(t−s,s−r−t,0)osc(hs)

.

Therefore,

P
{∣∣CNt,T (ST,r)

∣∣ > ε
}
≤ 4 exp

(
− CNε∑T

s=r ρ
max(t−s,s−r−t,0)osc(hs)

)
.

The proof of (7.30) is finally completed by applying Lemma 7.4 with

Xt = CNt,T (ST,r) , A = 4 , Bt =
CN∑T

s=r ρ
max(t−s,s−r−t,0)osc(hs)

, γ = 1/2 .

Proof of Theorem 7.2 for the FFBS estimator. The result is obtained by writ-
ing

P
{∣∣∆N

T [ST,r]
∣∣ > ε

}
≤ P

{∣∣∣∣∣
T∑
t=0

CNt,T (ST,r)

∣∣∣∣∣ > ε/2

}
+P

{∣∣∣∣∣
T∑
t=0

DN
t,T (ST,r)

∣∣∣∣∣ > ε/2

}
,

and using (7.29) and (7.30).

Proof of Theorem 7.2 for the FFBSi estimator. We recall the decomposition
used in the proof of Theorem 7.1 for the FFBSi estimator:

δNT [ST,r] =
1

N

N∑
`=1

T∑
u=0

ζN,`u ,

where δNT [ST,r] is defined by (7.25). Since
{
ζN,`u

}N
`=1

are GNu,T measurable

and centered conditionally to GNu+1,T using the same steps as in the proof of
Proposition 7.3, we get

P
{∣∣δNT [ST,r]

∣∣ > ε
}
≤ 2 exp

(
− CNε2

Θr,T
∑T

s=r osc(hs)2

)
,

where Θr,T is defined by (7.17). The proof is finally completed by writing

φ0:T |T [ST,r]− φ̃N0:T |T [ST,r] = ∆N
T [ST,r] + δNT [ST,r] ,

and by using Theorem 7.2 for the FFBS estimator.
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7.7 Technical results

Lemma 7.3. Assume that aN , bN , and b are random variables defined on
the same probability space such that there exist positive constants β, B, C,
and M satisfying

(i) |aN/bN | ≤M , P-a.s. and b ≥ β, P-a.s.,

(ii) For all ε > 0 and all N ≥ 1, P [|bN − b| > ε] ≤ Be−CNε
2
,

(iii) For all ε > 0 and all N ≥ 1, P [|aN | > ε] ≤ Be−CN(ε/M)2.

Then,

P
{∣∣∣∣aNbN

∣∣∣∣ > ε

}
≤ B exp

(
−CN

(
εβ

2M

)2
)
.

Proof. See [Douc et al., 2011a, Lemma 4].

Lemma 7.4. For T ≥ 0, let {Xt}Tt=0 be (T + 1) random variables. Assume
that there exists a constants A ≥ 1 and for all 0 ≤ t ≤ T , there exists a
constant Bt > 0 such that and all ε > 0

P{|Xt| > ε} ≤ Ae−Btε .

Then, for all 0 < γ < 1 and all ε > 0, we have

P

{∣∣∣∣∣
T∑
t=0

Xt

∣∣∣∣∣ > ε

}
≤ A

1− γ
e−γBε/(T+1) ,

where

B
def
=

(
1

T + 1

T∑
t=0

B−1
t

)−1

.

Proof. By the Bienayme-Tchebychev inequality, we have

P

{∣∣∣∣∣
T∑
t=0

Xt

∣∣∣∣∣ > ε

}
= P

{
exp

[
γB

T + 1

∣∣∣∣∣
T∑
t=0

Xt

∣∣∣∣∣
]
> eγBε/(T+1)

}

≤ e−γBε/(T+1)E

[
exp

[
γB

T + 1

∣∣∣∣∣
T∑
t=0

Xt

∣∣∣∣∣
]]

. (7.31)

It remains to bound the expectation in the RHS of (7.31) by A(1 − γ)−1.
First, by the Minkowski inequality,

E

[
exp

[
γB

T + 1

∣∣∣∣∣
T∑
t=0

Xt

∣∣∣∣∣
]]

=

∞∑
q=0

γqBq

q!(T + 1)q
E

[∣∣∣∣∣
T∑
t=0

Xt

∣∣∣∣∣
q]

≤ 1 +
∞∑
q=1

γqBq

q!(T + 1)q

(
T∑
t=0

‖Xt‖q

)q
.



146 Contrôles pour le FFBS et le FFBSi (article)

Moreover, for q ≥ 1, E [|Xt|q] can be bounded by

E [|Xt|q] =

∫ ∞
0

P{|Xt| > ε1/q}dε ≤ A
∫ ∞

0
e−Btε

1/q
dε =

Aq!

Bq
t

,

Finally,

E

[
exp

[
γB

T + 1

∣∣∣∣∣
T∑
t=0

Xt

∣∣∣∣∣
]]
≤ A

∞∑
q=0

γq =
A

(1− γ)
.



Chapitre 8

Estimation non
paramétrique dans les
modèles de Markov cachés
(article)

This paper outlines a new procedure to perform nonparametric estima-
tion in hidden Markov models. It is assumed that a Markov chain {Xk}k≥0

is observed only through a process {Yk}k≥0, where Yk is a noisy observation
of f?(Xk), where f? is an unknown function. We prove the identifiability
of the model when the state-space of the Markov chain is compact and has
a transition kernel which is known up to a scaling parameter, and under
smoothness assumptions on the function f?. We propose a penalized max-
imum pairwise likelihood estimator of the function f? which we prove to
be consistent as the number of observations grows to infinity. Finally, we
provide numerical experiments to support our claims.

8.1 Introduction

A bivariate stochastic process {(Xk, Yk)}k≥0 is said to be a hidden Markov
model (HMM) if the state sequence {Xk}k≥0 is a Markov chain, if the ob-
servations {Yk}k≥0 are independent conditionally on {Xk}k≥0 and if the
conditional distribution of Yk given the state sequence depends only on Xk.
These models can be applied in a large variety of disciplines such as finan-
cial econometrics ([Mamon et Elliott, 2007]), biology ([Churchill, 1992]) or
speech recognition ([Juang et Rabiner, 1991]).

In this paper, the state-space of the Markov chain {Xk}k≥0 is assumed
to be a convex and compact subset of Rm. This Markov chain is a random

147
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walk with increment distribution known up to a scaling factor a?. The
observations are given, for any k ≥ 0, by Yk = f?(Xk) + εk, where f? is a
function on K taking values in R` and the measurement noise {εk}k≥0 is an
i.i.d. sequence of i.i.d. Gaussian on R` with known covariance matrix. The
aim of this paper is to estimate the function f? using only the observations
{Yk}k≥0.

In classical regression models such as errors-in-variables models, the vari-

ables {Xk}k≥0 are observed through a sequence {Zk}k≥0 given by Zk
def
=

Xk + ηk, where the random variables {ηk}k≥0 are i.i.d. with known distri-
bution. Many solutions have been proposed to solve this regression problem
using an estimation of the probability density of X0 (this is the deconvo-
lution problem), see [Carroll et Hall, 1988], [Carroll et Stefanski, 1990] and
[Fan et Truong, 1993] for an estimation based on kernel density estimators;
see also [Comte et Taupin, 2007] for an estimation based on the minimiza-
tion of a penalized contrast. Nevertheless, all these works rely on the as-
sumption that the process {Xk}k≥0 is directly observed, which is not the
case in our model.

When {Xk}k≥0 is a Markov chain, [Lacour, 2008b] proposed an estima-
tion of the density of the invariant probability and of the Markov kernel of
{Xk}k≥0 when the chain is observed. The estimation procedure amounts to
minimizing a penalized contrast in order to minimize the empirical L2-norm
of the error. [Lacour, 2008a] provided an extension of this work in the HMM
framework when the observations are given by

Yk = Xk + εk ,

where the random variables {εk}k≥0 are i.i.d. with known distribution.
These works provide estimation procedures on the Markov chain {Xk}k≥0

but there does not exist any result on the nonparametric estimation problem
studied in this paper.

This problem is motivated by an application to localization using radio
measurements (see [Dumont et Le Corff, 2012b]). In this case, at each time
step k, a mobile device observes the power of signals transmitted by ` an-
tennas; this measurement is denoted by Yk. The localization of the device
is denoted by Xk and is assumed to be a Markov chain on a subset of R2.
The problem consists in estimating the localizations {Xk}k≥0 only observ-
ing the signal powers {Yk}k≥0. In this application, f? represents the average
propagation model, which means that the variable Yk follows the normal dis-
tribution on R`, N (f?(Xk), σ

2I`). An accurate estimation of the positions
{Xk}k≥0, using particle filtering for instance, relies on a good estimation of
f?.

The main result of this paper is the identifiability of the model. We
assume that the Markov chain {Xk}k≥0 is stationary with known (up to
a scaling factor a?) transition kernel, and that f? is a diffeomorphism on
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its image (which necessarily implies that m ≤ `). We assume in addition
that f? is smooth in the sense that it belongs to some Sobolev space W s,p

(see (8.5)). Provided that f is continuously differentiable and is such that
(f(X0), f(X1)) and (f?(X0), f?(X1)) have the same distribution we show
that there exists an isometric transformation φ on the state-space K such
that f = f? ◦ φ. A key step is to show that (f?)

−1 ◦ f is necessarily a
diffeomorphism on its image, which is done using algebraic topology and
measure theoretic arguments.

Our estimator f̂n is defined as a maximizer of a penalized pairwise like-
lihood on the Sobolev space W s,p. The parameters s and p of the Sobolev
space are assumed to satisfy s > m/p+1 and K is assumed to be compact to
allow the use of classical Sobolev embeddings into the space of continuously
differentiable functions on K. This estimator of f? is associated to an esti-
mator p̂n of the marginal distribution of a pair of observations (see (8.11)).
We prove that the Hellinger distance between p̂n and the true distribution of
a pair of observations under (f?, a?) vanishes as the number of observations
grows to infinity. More precisely, we prove that the rate of convergence of p̂n,
in Hellinger distance, can be chosen as close as possible to n−1/2. The con-
sistency of (f̂n, ân) follows as a consequence together with the identifiability
result and continuity properties. To analyze the asymptotic properties of
our estimators, we need, as it is now well understood, deviation inequalities
for the empirical process of the observations. To that purpose, we use the
concentration inequality for additive functionals of Markov chains proved
in [Adamczak et Bednorz, 2012] and the maximal inequality for dependent
processes of [Doukhan et al., 1995] to have a control on the supremum of a
function-indexed empirical process.

Our results are supported by numerical experiments: in the case where
the scaling parameter a? is known and m = 1, we provide an Expectation-
Maximization based algorithm to compute f̂n, see [Dempster et al., 1977].
We show that the estimation procedure can be solved using a differential
equation. We provide several simulations that show the efficiency of our
method.

In Section 8.2 the model, the estimators and the assumptions are pre-
sented. The main results are displayed in Section 8.3: the identifiability of
the model in Section 8.3.1 and the consistency of the estimator along with
a rate of convergence in Section 8.3.2. The algorithm and numerical experi-
ments are given in Section 8.4. Section 8.5 gathers important proofs on the
identifiability and consistency needed to state the main results. Additional
technical results are provided in Section 8.6.

8.2 Model and definitions
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Let ` and m be positive integers and K be a subset of Rm. The main
statistical problem considered in this paper is the estimation of an unknown
target function f? : K → R` when observing a process {Yk}k∈N such that
for any k ≥ 0, Yk belongs to R` and satisfies

Yk
def
= f?(Xk) + εk .

{εk}k∈N is assumed to be an i.i.d Gaussian process with common distribution
N (0, σ2I`), I` being the identity matrix of size ` and σ2 a fixed positive
parameter. Denote by ϕ the probability distribution of ε0, i.e.

∀z ∈ R`, ϕ(z)
def
=
(
2πσ2

)−`/2
exp

{
−‖z‖

2

2σ2

}
,

where ‖ · ‖ is the euclidean norm on Rm (we use the same notation for the
euclidian norm on R`). {Xk}k∈N is assumed to be a non observed Markov
chain, taking its values in K and independent of {εk}k∈N. In the sequel,
all the density functions are with respect to the Lebesgue measure on K,
denoted by µ. For any a ∈ R?+, denote by qa the transition density on K
defined, for all x, x′ ∈ K, by

qa(x, x
′)

def
= Ca(x)q

(
‖x′ − x‖

a

)
, (8.1)

where q is a known, continuous and strictly monotone function on R+ and
where

Ca(x)
def
=

(∫
K
q

(
‖x′ − x‖

a

)
dx′
)−1

, (8.2)

where dx′ is a shorthand notation for µ(dx′). In our numerical application
in Section 8.4.2, the Gaussian kernel q(x) = exp(−x2/2) is chosen. The
Markov transition kernel associated with qa is denoted by Qa. Assume the
existence of an unknown parameter a? > 0 such that

H1 {Xk}k∈Z is a stationary Markov chain with transition kernel Qa? .

It follows from H1 that {Yk}k∈N is stationary. Assume the following state-
ment on the set K:

H2 (i) K is compact.

(ii) K is convex.

(iii) K satisfies the cone condition.

The cone condition states the existence of a finite cone ∆ in Rm such that
for any x in K there exists an isometric transformation ∆x of ∆ in Rm, with
vertex x and included in K (see [Adams et Fournier, 2003]). Any compact
set with C2-regular boundary satisfies the cone condition. Note that this
condition may also hold for compact sets with non-regular boundaries such
as cubes in Rm for instance.
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As an immediate consequence of the compactness of K and of the conti-
nuity of q, there exists 0 < σ−(a) < σ+(a) < +∞ such that, for all x, x′ ∈ K,

σ−(a) ≤ qa(x, x′) ≤ σ+(a) . (8.3)

For any a > 0, Qa is a ψ-irreducible and recurrent Markov kernel and then, it
has a unique invariant probability distribution (see [Meyn et Tweedie, 1993,

Theorem 10.0.1]). By the symmetry of the kernel (x, x′)→ q
(
‖x−x′‖

a

)
, the

finite measure on K with density function x 7→ C−1
a (x) is Qa-invariant.

Therefore, the unique invariant probability of Qa has a density given by

∀x ∈ K, νa(x)
def
=

∫
K q
(
‖x′−x‖

a

)
dx′∫

K2 q
(
‖x′−x′′‖

a

)
dx′dx′′

. (8.4)

For any f : K −→ R` and any j ∈ {1, · · · , `}, the jth component of f is
denoted by fj . Set

Lp
def
=

{
f : K → R` ; ‖f‖pLp =

∫
K
‖f(x)‖pdx <∞

}
.

For any m-tuple α
def
= {αi}mi=1 of non-negative integers, we write |α| def

=∑m
i=1 αi. Denote by W s,p the Sobolev space on K with parameter s ∈ N

and p ≥ 1, i.e.,

W s,p def
= {f ∈ Lp; Dαf ∈ Lp, α ∈ Nm and |α| ≤ s} , (8.5)

where Dαf : K → R` is the vector of partial derivatives of order α of the
components fj , for j ∈ {1, · · · , `}. W s,p is equipped with the norm ‖ · ‖W s,p

defined, for any f ∈W s,p, by

‖f‖W s,p
def
=

 ∑
0≤|α|≤s

‖Dαf‖pLp

1/p

. (8.6)

Let s ∈ N and p ≥ 1. For any f : K 7→ R`, denote by Im(f) the image in R`

of f , Im(f)
def
= f(K).

H3 (i) f? ∈W s,p.

(ii) f? : K → Im(f?) is a diffeomorphism.

For any k ≥ 0, let Ck(K) be the vector space of all the functions f : K →
R which, together with all their partial derivatives Dαf of order |α| ≤ k,
are continuous on K. Let ‖ · ‖Ck(K) be the norm on Ck(K) defined by

‖f‖Ck(K)
def
= sup|α|≤k ‖Dαf‖∞.
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Remark. Note that, for any j ∈ {1, · · · , `} and f ∈ W s,p, fj belongs to
W s,p(K,R), the Sobolev space of real-valued functions with parameters s
and p. Let k ≥ 0, by [Adams et Fournier, 2003, Theorem 6.3], assuming
that K satisfies H2(i) and H2(iii) and s > m/p + k, W s,p(K,R) is com-

pactly embedded into
(
Ck(K), ‖ · ‖Ck(K)

)
. Provided that s > m/p + 1,

and arguing component by component, W s,p is compactly embedded into
C1(K,R`), shortly denoted by C1 and equipped with the norm ‖ · ‖C1 given,

for any f ∈ C1, by ‖f‖C1 =
∑̀
j=1
‖fj‖C1(K). Moreover, the identity function

id : W s,p → C1 being linear and continuous, there exists a positive coefficient
denoted by κ such that, for any f ∈W s,p,

‖f‖C1 ≤ κ‖f‖W s,p . (8.7)

H4 s > m/p+ 1.
For any f : K → R` and any x ∈ Rm where f is differentiable, the

Jacobian of f at x, is defined by

J2
f (x)

def
= Det

[
Df (x)TDf (x)

]
,

where Df (x) is the ` × m gradient matrix of f at x defined, for any j ∈
{1, . . . , `} and any i ∈ {1, . . . ,m}, by

Df (x)j,i
def
=

∂fj
∂xi

(x) .

Remark. i) Assuming H3(i) and H4, f? ∈ C1 and thus Jf? exists. More-
over, H3(ii) holds whenever f? is a one to one function and Jf?(x) > 0
for all x in K.

ii) By H3(ii), for any x in K, the linear application Df?(x) is injective and
thus, m ≤ `.

We now give the definition of the estimators
(
f̂n, ân

)
of (f?, a?) given 2n

observations {Yk}2n−1
k=0 . For practical reasons, we assume that a? ∈ [a−,+∞[,

for a known a− > 0. For all integer n ≥ 1, define
(
f̂n, ân

)
by

(
f̂n, ân

)
def
= argmaxf∈W s,p,a≥a−

{
1

n

n−1∑
k=0

ln pf,a(Y2k, Y2k+1)− λ2
nI

2(f)

}
,

(8.8)
where, for all y0, y1 in R`,

pf,a(y0, y1)
def
=

∫
ϕ(y0 − f(x0))ϕ(y1 − f(x1))νa(x0)qa(x0, x1)dx0dx1 (8.9)

and, for some positive υ,

I2(f)
def
= ||f ||υ+1

W s,p . (8.10)
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Remark. By the dominated convergence theorem, the function

(f, a) 7→ 1

n

n−1∑
k=0

ln pf,a(Y2k, Y2k+1)

is continuous on C1× [a−,∞[, thus, by (8.8) and (8.10) f̂n exists and belongs
to C1.

Consider the following assumption on υ.
H5 υ > 2`.

Note that (f, a) → 1
n

∑n−1
k=0 ln pf,a(Y2k, Y2k+1) does not represent the likeli-

hood of the observations {Yk}2n−1
k=0 but what we call the pairwise pseudo-

likelihood of the observations.
By (8.8), ân could be equal to ∞ so that we shall extend our definitions

to this case. By the dominated convergence theorem, for any x0, x1 ∈ K, any
y0, y1 ∈ R` and any measurable function f , qa(x0, x1), νa(x0) and pf,a(y0, y1)
converge as a→∞ to q∞(x0, x1), ν∞(x0) and pf,∞(y0, y1), defined by:

ν∞(x0)
def
= µ(K)−1 , q∞(x0, x1)

def
= µ(K)−1 ,

pf,∞(y0, y1)
def
= µ(K)−2

∫
ϕ(y0 − f(x0))dx0

∫
ϕ(y1 − f(x1))dx1 .

Let p̂n denote the maximum penalized likelihood estimator (MLE) of the
density on R2` of (Y0, Y1), defined by

p̂n
def
= p

f̂n,ân
. (8.11)

The convergence properties of this estimator will be analyzed with the
Hellinger metric, defined, for any probability densities p1 and p2 on R2`,
by

h(p1, p2)
def
=

[
1

2

∫ (
p

1/2
1 (y)− p1/2

2 (y)
)2

dy

]1/2

. (8.12)

Remark. The reason we use the Sobolev framework instead of directly con-
sidering the space C1 is, first of all, computational. Indeed, as we will see
in Section 8.4, the Sobolev norm chosen in penalty (8.10) can be easily ma-
nipulated compared with the C1 norm. Moreover, Theorem 8.2 ensures that
‖f̂n‖W s,p stays bounded and thus, that {f̂n}n≥1 lies in a compact subset of
C1. This plays a key role in the proof of Theorem 8.3.

Section 8.3 provides the main results of the paper. Theorem 8.1 estab-
lishes the identifiability of our model. Then, the Hellinger consistency of
the MLE (8.11) is shown in Theorem 8.2. This result does not imply, a pri-

ori, the consistency of the estimators
(
f̂n, ân

)
defined by (8.8). However,

by Theorem 8.1, whenever the MLE is consistent, so is
(
f̂n, ân

)
up to an
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isometric transformation on the state space K. The consistency of
(
f̂n, ân

)
is given by Theorem 8.3.

8.3 Main results

8.3.1 Identifiability

We denote by I the set of all the isometries of K. For any functions f

and h defined on K we write f
I∼ h and say that f and h are in the same

equivalence class modulo the isometric transformations of K, if and only if
there exists an isometry φ̃ on K such that f = h ◦ φ̃. In the sequel, for any

random variables X and Y , we write X
D
= Y if X and Y have the same

distribution. The proof of Theorem 8.1 relies on intermediate lemmas. The
proofs of these lemmas are postponed to Section 8.5.1.

Theorem 8.1. Assume H1-3. Let f : K → R` be C1 and 0 < b ≤ ∞.
Assume also that h(pf,b, pf?,a?) = 0 where pf,b and pf?,a? are defined by

(8.9). Then, b = a? and f
I∼ f?.

Proof. The proof of the intermediate lemmas are postponed to Section 8.5.1.
Let 0 < b ≤ ∞ and f ∈ C1 such that h(pf,b, pf?,a?) = 0. Let {X ′k}k≥0 be
a Markov chain with initial distribution νb and transition kernel Qb. Con-
sider also {ε′k}k≥0 a sequence of independent N (0, σ2I`) random variables,
independent from {X ′k}k≥0. It is also assumed that {X ′k, ε′k}k≥0 are inde-
pendent from {Xk, εk}k≥0. Define, for any k ≥ 0, Y ′k = f(X ′k) + ε′k. If

h(pf,b, pf?,a?) = 0, then, for any k ≥ 0, (Yk, Yk+1)
D
= (Y ′k, Y

′
k+1). The density

ϕ being known, this yields

(f(X ′k), f(X ′k+1))
D
= (f?(Xk), f?(Xk+1)) . (8.13)

(8.13) and the irreducibility of the Markov chains {Xk}k≥0 and {X ′k}k≥0

imply that Im(f) = Im(f?). By H3, f? is a diffeomorphism. Let (f?)
−1

denotes its inverse function and define

φ
def
= (f?)

−1 ◦ f . (8.14)

Since f? is a diffeomorphism and f is C1, φ is C1. The first step consists in
proving that (8.13) implies that φ is a diffeomorphism. To do so, we show
in Lemma 8.1 that Jφ > 0 and thus that φ is a local diffeomorphism.

Lemma 8.1. Assume H2(i) and H3. For all x ∈ K, Jφ(x) > 0, where φ is
defined by (8.14).
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Then, we show that φ is necessarily a covering map of K (see definition
below) and that, under H2(ii), any covering map of K is a one to one
function. These results are established in Lemma 8.2 and Lemma 8.3.

φ : K → K is said to be a covering map if and only if (see [Lee, 2000,
Chapter 11])

(i) φ is continuous.

(ii) φ is surjective.

(iii) For every y ∈ K, there exists an open neighbourhood V of y and
a family (Oi)i∈I of disjoint open subsets of K such that φ−1(V ) =⋃
i∈I Oi, with Oi mapped homeomorphically onto V by φ, for all i ∈ I.

Lemma 8.2. Assume H2(i) and H3. Then, the function φ defined by (8.14)
is a covering map.

Lemma 8.3. Assume H2(ii). Then, every covering map φ : K → K is a
one to one function.

By Lemma 8.2 and Lemma 8.3, φ, defined by (8.14) is a one to one
function, moreover Lemma 8.1 below states that Jφ > 0 on K and thus
achieves the proof that φ is a diffeomorphism.

Denote by φ−1 the inverse function of φ. By (8.13), for all x ∈ K and
all positive measurable function h on K,

Qa(x, h) = E [h(Xk)|Xk−1 = x] = E
[
h ◦ φ(X ′k)|X ′k−1 = φ−1(x)

]
,

= Qb(φ
−1(x), h ◦ φ) .

Moreover,

Qb(φ
−1(x), h ◦ φ) =

∫
K
h ◦ φ(u)Qb(φ

−1(x), u)du

=

∫
K
h(u)Qb(φ

−1(x), φ−1(u))|Jφ−1(u)|du .

Then, for all (x, x′) ∈ K2,

Qa?(x, x
′) = Qb(φ

−1(x), φ−1(x′))|Jφ−1(x′)| .

This equation directly leads to b <∞. Indeed, if b =∞, the left side of the
equation depends on x (since a? <∞) whereas the right side does not. We
can now suppose 0 < b <∞. By (8.1),

Ca?(x)q

(
‖x′ − x‖

a?

)
= Cb(φ

−1(x))q

(
‖φ−1(x′)− φ−1(x)‖

b

)
|Jφ−1(x′)| .

(8.15)
Therefore, for all x ∈ K, applying (8.15) with x′ = x yields

|Jφ−1(x)| = Ca?(x)

Cb(φ−1(x))
. (8.16)
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By H2(i-ii), Schauder’s theorem (see [Smart, 1980]) states that there exists
x0 ∈ K such that φ−1(x0) = x0. By (8.15), there exists a constant C such
that, for all x ∈ K

|Jφ−1(x)| = C
q
(
‖x−x0‖
a?

)
q
(
‖φ−1(x)−φ−1(x0)‖

b

) .
Plugging this expression and (8.16) in (8.15) yields

q

(
‖x− x0‖

a?

)
q

(
‖x′ − x‖

a?

)
q

(
‖φ−1(x′)− φ−1(x0)‖

b

)
= q

(
‖φ−1(x)− φ−1(x0)‖

b

)
q

(
‖φ−1(x′)− φ−1(x)‖

b

)
q

(
‖x′ − x0‖

a?

)
.

(8.17)

Applied with x′ = x0, we have, for all x ∈ K,

q

(
‖x− x0‖

a?

)
= q

(
‖φ−1(x)− φ−1(x0)‖

b

)
and then, since q is a one to one function by assumption,

‖x− x0‖
a?

=
‖φ−1(x)− x0‖

b
.

Considering the supremum of the last inequality for x ∈ K yields b = a?.
Then, (8.17) gives, for all x, x′ ∈ K

‖φ−1(x′)− φ−1(x)‖ = ‖x′ − x‖ .

Therefore, φ is an isometry and f = f? ◦ φ which concludes the proof.

8.3.2 Convergence results

Theorem 8.2 states the Hellinger consistency of the MLE p̂n and ensures
that the Sobolev norm of the estimator f̂n is bounded. Theorem 8.1 and
Theorem 8.2 lead to the second main result, Theorem 8.3, which guarantees
that (f̂n, ân) is also consistent. The proof of Theorem 8.2 uses the same
classical proof scheme as in the independent case, see [Van De Geer, 2000,
Section 10.2] for an illustration of such a proof. This proof relies on the con-
trol of the empirical process, it requires both a result on the concentration
of the empirical process and a maximal inequality. Unfortunately, the tools
used in the independent case such as the Bernstein or the Hoeffding inequal-
ities do not hold in our model and similar results in the dependent case have
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to be used, see [Adamczak et Bednorz, 2012]. Denote by P the distribution
of {Yk}k≥0 under the true parameters (f?, a?). For any sequence of random
variables {Zn}n≥0 and any sequence of positive numbers {αn}n≥0, we write
Zn = OP(αn) if

lim
T→+∞

lim sup
n→+∞

P {|Zn| > Tαn} = 0 .

Theorem 8.2. Assume H1-2, H3(i) and H4-5. Let
(
f̂n, ân

)
be defined by

(8.8) and I(f) by (8.10). Then, provided that

λn −→
n→+∞

0 and λ2
nn

1/2 −→
n→+∞

∞ , (8.18)

we have

h2(p̂n, pf?,a?) = OP(λ2
n) and I2(f̂n) = OP(1) . (8.19)

Proof. The proof relies on a basic inequality which controls the Hellinger risk
h2(p̂n, pf?,a?) and the complexity of the estimator I2(f̂n) by the empirical
process, see [Van De Geer, 2000]. The control of this empirical process will
be done in Proposition 8.1. We set, for any density function p on R2`,

gp
def
=

1

2
ln
p+ pf?,a?

2pf?,a?
. (8.20)

Let Pn be the empirical distribution based on the observations {Y2k, Y2k+1}n−1
k=0 ,

i.e., for any measurable set A of R2`,

Pn(A)
def
=

1

n

n−1∑
k=0

1A(Y2k, Y2k+1) .

By (8.8) and (8.11), the basic inequality of [Van De Geer, 2000, Lemma
10.5], states that:

h2(p̂n, pf?,a?) + 4λ2
nI

2(f̂n) ≤ 16

∫
gp̂nd(Pn − P?) + 4λ2

nI
2(f?) . (8.21)

Therefore, a control of the term
∫
gp̂nd(Pn−P) in the right hand side of (8.21)

will provide simultaneously a bound on the growth of h2(p̂n, pf?,a?) and

I2(f̂n). The empirical process indexed by W s,p is defined, for any f ∈W s,p

and any a ≥ a−, by

νn(gpf,a)
def
=
√
n

∫
gpf,ad(Pn − P) ,

where gpf,a is defined by (8.20). Proposition 8.1 provides a deviation in-
equality for the supremum of the normalized empirical process.
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Proposition 8.1. Assume H1-2, H3(i) and H4-H5. There exist some posi-
tive constants K, Σ and T such that, for any x > 0,

P

{
sup

f∈W s,p, a≥a−

νn(gpf,a)

I2(f) ∨ 1
≥ T + x

}
≤ Ke−Σx . (8.22)

Proposition 8.1 is proved in Section 8.5.2 below. It ensures that

sup
f∈W s,p, a≥a−

∫
gpf,ad(Pn − P)

I2(f) ∨ 1
= OP(n−1/2) .

Plugging this bound into (8.21) gives

(4 +OP(n−1/2λ−2
n ))I2(f̂n) ≤ 4I2(f?) +OP(n−1/2λ−2

n ) .

By (8.18), this establishes the second statement of (8.19). Combining this
result with (8.21) gives:

h2(p̂n, pf?,a?) ≤ OP(n−1/2) +OP(λ2
n)

which proves the first statement of (8.19) and concludes the proof of Theo-
rem 8.2.

Equations (8.18) and (8.19) give a rate of convergence of h2(p̂n, pf?,a?).
This rate of convergence is slower than n−1/2 but can be chosen as close as
wanted to n−1/2, e.g. we can choose λ2

n = n−1/2 lnn.

On the other hand, I2(f̂n) = OP(1) and the Sobolev embedding ensures
that f̂n belongs to some compact subset of C1 with probability converging
to 1 as n tends to∞. Let dC1 denotes the distance function on C1 associated
with the norm ‖ · ‖C1 . Let also F? be the set of all the functions f in the
same equivalence class as f? modulo the isometric transformations of K, i.e.

F?
def
= {f ; f

I∼ f?} . (8.23)

Theorem 8.3. Assume H1-5. Let
(
f̂n, ân

)
be defined by (8.8) and I(f) by

(8.10). Then, provided that

λn −→
n→+∞

0 and λ2
nn

1/2 −→
n→+∞

∞ ,

we have,

dC1(f̂n,F?) −→
n→+∞

0 and ân −→
n→+∞

a? in P− probability , (8.24)

where F? is defined by (8.23).
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Proof. We prove (8.24) introducing the Alexandroff compactification [a−,∞]
of [a−,∞[ and a distance function on this set such that [a−,∞] is compact
and metric. Moreover, for any I > 0, the set BW s,p(0, I), defined as the
closure in C1 of {f ∈W s,p; I(f) ≤ I}, is a compact subset of C1. Thus,
BW s,p(0, I) × [a−,∞] is a compact subset of C1 × [a−,∞] and (8.24) will
result from Theorem 8.2 and continuity arguments on the function (f, a) 7→
h2(pf,a, pf?,a?).

By Theorem 8.2, for any γ > 0, there exist ε > 0 and I > 0 such that:

lim sup
n→+∞

P
{
h2(p̂n, pf?,a?) > ελ2

n

}
≤ γ

2
, (8.25)

lim sup
n→+∞

P
{
I(f̂n) > I

}
≤ γ

2
. (8.26)

Denote by d the distance on C1 × [a−,∞] defined, for all ((f, a) , (f ′, a′)) ∈(
C1 × [a−,∞]

)2
by

d
(
(f, a) ,

(
f ′, a′

))
= dC1(f, f ′) + | arctan(a)− arctan(a′)| ,

with arctan(∞) = π
2 . The distance on [a−,∞] defined for any a and a′

in [a−,∞] by | arctan(a) − arctan(a′)| ensures its compactness. Therefore

E
def
= BW s,p(0, I)× [a−,∞] is a compact subset of

(
C1 × [a−,∞], d

)
. We also

set

d ((f, a) , (F?, a?)) = inf
f ′∈F?

d
(
(f, a) ,

(
f ′, a?

))
.

For any η > 0, denote by Eη the following set

Eη
def
= E \

⋃
f ′∈F?

{
(f, a) ∈ C1 × [a−,∞]; d

(
(f, a) ,

(
f ′, a?

))
< η

}
,

Eη is a non-empty and closed subset of E which is compact in C1 ×
[a−,∞], thus Eη is also a compact subset of C1× [a−,∞]. By the dominated
convergence theorem, the function defined on E, by

(f, a) 7→ h2(pf,a, pf?,a?)

is continuous relatively to the topology defined by the distance d on C1 ×
[a−,∞]. The compactness of Eη implies that h2(pf,a, pf?,a?) reaches its min-
imum on Eη. Let εη be this minimum. By Theorem 8.1 and since, for any
f in BW s,p(0, I), h2 (pf,∞, pf?,a?) > 0, εη > 0. Moreover,

P{d((f̂n, ân), (F?, a?)) > η} ≤ P{I(f̂n) > I}+ P
{
h2(p̂n, pf?,a?) > ελ2

n

}
+ P

{
I(f̂n) ≤ I, h2(p̂n, pf?,a?) ≤ ελ2

n, d
((
f̂n, ân

)
, (F?, a?)

)
> η

}
.
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However, if I(f̂n) ≤ I and d
((
f̂n, ân

)
, (F?, a?)

)
> η, then f̂n belongs to Eη

and h2(p̂n, pf?,a?) ≥ εη. Choosing n big enough such that ελ2
n < εη,

P
{
I(f̂n) ≤ I, h2(p̂n, pf?,a?) ≤ ελ2

n, d
((
f̂n, ân

)
, (F?, a?)

)
> η

}
= 0 .

and, by (8.25) and (8.26),

lim sup
n→+∞

P
{
d
((
f̂n, ân

)
, (F?, a?)

)
> η

}
≤ γ .

Since γ can be chosen arbitrarily small, for any η > 0,

lim sup
n→+∞

P
{
dC1(f̂n,F?) + | arctan(ân)− arctan(a?)| > η

}
= 0 ,

and limn→∞ dC1(f̂n,F?) = 0 in probability. Moreover, the function tan
being continuous on [0, π2 [ and since arctan(a?) 6= π

2 , limn→∞ |ân − a?| = 0
in probability.

8.4 Numerical experiments

In this section, we suppose the parameter a? to be known and illustrate
the performance of the estimator f̂n defined by (8.8). For practical consider-
ations, we choose υ = 1 in (8.10) and p = 2. The theoretical results provided
in Section 8.3 rely on the assumption that υ > 2`. However, choosing υ = 1
allows to define an algorithm easy to implement with good convergence be-
havior. Using υ > 1 would imply more involved numerical procedures to
obtain parameter estimates. Let n be a positive integer, in this section, we
denote by f̂ the estimator defined by (8.8) that maximizes the function T
defined by

T : W s,2 → R
f 7→ 1

n

∑n−1
k=0 ln pf,a?(Y2k, Y2k+1)− λ2

n||f ||2W s,2 .

The HMM framework suggests to use an Expectation-Maximization (EM)
type procedure, see [Dempster et al., 1977]. This algorithm iteratively pro-
duces a sequence of estimates {f̂p}p≥0. Assume the current parameter esti-

mate is given by f̂p. The estimate f̂p+1 is defined as one of the maximizer
of the function Q defined by

f 7→ Q(f, f̂p)
def
=

1

n

n−1∑
k=0

E
f̂p

[
ln pf,a? (X2k, Y2k, X2k+1, Y2k)

∣∣Y2k, Y2k+1

]
− λ2

n||f ||2W s,2 ,
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where E
f̂p

[·] denotes the expectation under the law of the stationary HMM

parameterized by f̂p and where

pf,a?
(
x, y, x′, y′

)
= νa?(x)qa?(x, x

′)ϕ(y − f(x))ϕ(y − f(x′)) .

The differential of f 7→ Q(f, f̂p) is given, for any f, h ∈W s,2, by

dfQ(·, f̂p)(h) = Sn,1(f̂p, f, h) + Sn,2(f̂p, f, h)− 2λ2
n

∑
0≤|α|≤s

〈Dαf,Dαh〉L2
,

where

Sn,1(f̂p, f, h)
def
=

1

nσ2

n−1∑
k=0

E
f̂p

[〈h(X2k), f(X2k)− Y2k〉|Y2k:2k+1] ,

Sn,2(f̂p, f, h)
def
=

1

nσ2

n−1∑
k=0

E
f̂p

[〈h(X2k+1), f(X2k+1)− Y2k+1〉|Y2k:2k+1] .

f̂p+1 is then defined as the function f ∈ W s,2 such that for any h ∈ W s,2,
dfQ(f̂p, ·)(h) = 0. In the sequel, we choose s = 2 and K = [0, 1], therefore,
this implies, for any h ∈W 2,2([0, 1],R),

Sn,1(f̂p, f, h) + Sn,2(f̂p, f, h)− 2λ2
n

2∑
α=0

〈
f (α), h(α)

〉
L2

= 0 . (8.27)

This equation can be applied to any function h inW 2,2
0

def
= {h ∈W ([0, 1],R); h(0) =

h(1) = 0}. Using integration by parts, this yields, for any component fj and
any x ∈ [0, 1],(

1 +
1

2nλ2
nσ

2

n−1∑
k=0

{
φ
f̂p,a
2k|2k:2k+1(x) + φ

f̂p,a
2k+1|2k:2k+1(x)

})
fj(x)

−f (2)
j (x)+f

(4)
j (x) =

1

2nλ2
nσ

2

n−1∑
k=0

{
Y2kφ

f̂p,a
2k|2k:2k+1(x) + Y2k+1φ

f̂p,a
2k+1|2k:2k+1(x)

}
,

(8.28)

where φ
f̂p,a?
2k|2k:2k+1 and φ

f̂p,a?
2k+1|2k:2k+1 are the filtering distributions defined by

φ
f̂p,a?
2k|2k:2k+1(x)

def
=

∫
νa?(x)qa?(x, x

′)ϕ(Y2k − f̂p(x))ϕ(Y2k+1 − f̂p(x′))dx′

p
f̂p,a?

(Y2k, Y2k+1)
,

φ
f̂p,a?
2k+1|2k:2k+1(x′)

def
=

∫
νa?(x)qa?(x, x

′)ϕ(Y2k − f̂p(x))ϕ(Y2k+1 − f̂p(x′))dx
p
f̂p,a?

(Y2k, Y2k+1)
.
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8.4.1 Numerical approximations

Let N ≥ 1 be an integer. The differential system (8.28) is solved using

a discretization of the state space [0, 1] by
{
i
N

}N
i=0

. The filtering distribu-

tions φ
f̂p,a?
2k|2k:2k+1 and φ

f̂p,a?
2k+1|2k:2k+1 are approximated by piecewise constant

functions φ
f̂p,a?
k and φ

f̂p,a?
k , defined by

φf̂
p,a?
k

(x)
def
=

N−1∑
i=0

1[ iN ,
i+1
N [(x)ϕf̂

p

i,k
and φ

f̂p,a?
k (x)

def
=

N−1∑
i=0

1[ iN ,
i+1
N [(x)ϕ

f̂ t

i,k ,

where, for any i ∈ {0, . . . , N − 1}, ϕf̂
p

i,k (resp. ϕ
f̂p

i,k) is the approximation

of φ
f̂p,a?
k ( i

N ) (resp. φ
f̂p,a?
k ( i

N )) obtained with an Euler scheme. The equa-

tion (8.28) is solved on each interval [ iN ,
i+1
N [, i ∈ {0, · · · , N − 1}, which

is straightforward since the coefficients are constant and the equation is
linear. For any i ∈ {0, . . . , N − 1} and any j ∈ {0, . . . , `}, the solution
fj,i on the interval [ iN ,

i+1
N [ belongs to some affine space of dimension 4.

Thus, 4N parameters have to be chosen to uniquely determine the solution
f̂p+1
j =

∑N−1
i=0 1[ i

N
, i+1
N

[fj,i. The C3-regularity conditions for each boundary

provides 4(N − 1) equations and solving (8.27) with h(x) = 1, h(x) = x,
h(x) = x2 and h(x) = x3 leads to four other linear equations which conclude
the computation of f̂p+1

j .

Algorithm 1 One iteration of the algorithm

Require: N , f̂p, a?, Y0:2n−1.
Ensure: f̂p+1

for i ∈ {0, · · · , N} do
for k ∈ {0, · · · , n− 1} do

Compute ϕ
f̂p

i,k and ϕ
f̂p

i,k.
end for

end for
for j ∈ {1, · · · , `} do

for i ∈ {0, · · · , N − 1} do
Compute fj,i by solving (8.28).

end for
Set f̂p+1

j =
∑N−1

i=0 1[ i
N
, i+1
N

[fj,i.

end for
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8.4.2 Experimental results

The Algorithm 1 is applied with the Gaussian kernel (a? = 1):

∀x ∈ R , q(x) = exp

{
−1

2
x2

}
.

The aim is first to estimate the function (in this case ` = 3)

f? : [0, 1] → R3

x 7→ (3x, 30(x− 1/4)(x− 1/2)(x− 3/4), 2 cos(5x)) ,

We use σ2 = 1 and N = 50 to sample observations from the discretized
model. The estimation is started with the estimate

f̂0 : [0, 1] → R3

x 7→ (x, 0, 0) .

The Algorithm 1 is run with λ2
n = bc ln(n)/

√
nc. Figure 8.1 displays the

estimate after 1, 2, 3 and 25 iterations with n = 50000 observations along
with the true functions for each coordinate. Figure 8.1 shows that after few
iterations of the algorithm, the estimate can recover the curvature of the
function f?, even with a flat initial estimate. Figure 8.2 gives the evolution
of the error as a function of the number of observations. We consider the
L2-error defined, for h1, h2 : [0, 1]→ R, by

‖h1 − h2‖2
def
=

(
1

N

N∑
i=1

∣∣∣∣h1

(
i

N

)
− h2

(
i

N

)∣∣∣∣2
)1/2

.

For each number of observations 50 independent Monte Carlo runs are used
to compute the L2-error after 25 iterations of the algorithm. Figure 8.2
shows the median and the lower and upper quartiles over the 50 independent
Monte Carlo runs.
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(a) f1 and its estimates.
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(b) f2 and its estimates.
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(c) f3 and its estimates.

Figure 8.1: Estimation of f1, f2 and f3 after 25 iterations of the algorithm.
The true function (bold line) and the initial estimate (dots) are displayed
along with the estimates after 1 (squares), 2 (diamonds), 3 (crosses) and 25
(stars) iterations.
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Figure 8.2: L2 error for each coordinate. The median (bold line), .25 and .75
quantiles (dotted lines) and .05 and .95 quantiles (balls) over 50 independent
Monte Carlo runs are represented.
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8.5 Proofs

8.5.1 Identifiability

Proof of Lemma 8.1. By (8.14), (8.13) becomes

(φ(X ′0), φ(X ′1))
D
= (X0, X1) .

We now give an expression of the density of these two random vectors on
K ×K. Let h be a bounded measurable function of K ×K. We have

E
[
h(φ(X ′0), φ(X ′1))

]
=

∫
h(φ(x0), φ(x1))νb(x0)qb(x0, x1)dx0dx1 . (8.29)

We introduce the set

A
def
= {z ∈ K; ∀x ∈ K s.t. φ(x) = z, Jφ(x) > 0} .

Let assume h is of the form

h(x0, x1)
def
= h2(x0, x1)1A(x0)1A(x1) , (8.30)

where h2 is any bounded measurable function. We have

E
[
h(φ(X ′0), φ(X ′1))

]
=

∫
h2(φ(x0), φ(x1))νb(x0)qb(x0, x1)

× 1A(φ(x0))1A(φ(x1))dx0dx1

=

∫
h2(φ(x0), φ(x1))

νb(x0)qb(x0, x1)

Jφ(x0)Jφ(x1)
1A(φ(x0))1A(φ(x1))

× Jφ(x0)Jφ(x1)dx0dx1 .

By [Evans et Gariepy, 1992, Theorem 2, p.99] and the area formula, for
almost every z ∈ K, φ−1({z}) is at most countable and we can apply the
change of variable z0 = φ(x0), z1 = φ(x1).

E
[
h(φ(X ′0), φ(X ′1))

]
=

∫
h2(z0, z1)1A(z0)1A(z1)

×
∑

x0∈φ−1({z0})
x1∈φ−1({z1})

νb(x0)qb(x0, x1)

Jφ(x0)Jφ(x1)
dz0dz1 .

Moreover,

E [h(X0, X1)] =

∫
h2(z0, z1)νa?(z0)qa?(z0, z1)1A(z0)1A(z1)dz0dz1 .
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Therefore, for almost any (z0, z1) ∈ K ×K,

νa?(z0)qa?(z0, z1)1A(z0)1A(z1) = 1A(z0)1A(z1)
∑

x0∈φ−1({z0})
x1∈φ−1({z1})

νb(x0)qb(x0, x1)

Jφ(x0)Jφ(x1)
.

By Sard Theorem (see [Bröcker et Lander, 1975]), since φ is C1,

µ ({z ∈ K; ∃x ∈ K, φ(x) = z and Jφ(x) = 0}) = 0 ,

Therefore, the function z 7→ 1A(z) equals 1 almost everywhere in K. Finally,
for almost any (z0, z1) ∈ K ×K,

νa?(z0)qa?(z0, z1) =
∑

x0∈φ−1({z0})
x1∈φ−1({z1})

νb(x0)qb(x0, x1)

Jφ(x0)Jφ(x1)
. (8.31)

Let us assume that there exists x0 ∈ K such that Jφ(x0) = 0. There also
exists x ∈ K such that Jφ(x) > 0 (otherwise µ(K) = µ(φ(J−1

φ ({0}))) = 0 by
Sard Theorem). By the mean value theorem, for all large enough k ∈ N?,
there exists xk ∈ K such that Jφ(xk) = 1

k . By the inverse function theorem,
there exists Uk neighbourhood of xk in K such that φ|Uk is a diffeomorphism.
Jφ being continuous, there also exits a neighbourhood Vk such that, for all
x ∈ Vk, |Jφ(x)− Jφ(xk)| ≤ 1

2k . Therefore, for all x in Vk,

3

2k
≥ Jφ(x) ≥ Jφ(xk)−

1

2k
=

1

2k
.

Let Wk = Uk ∩ Vk, φ|Wk
is a diffeomorphism and µ(φ(Wk)) > 0. Therefore,

there exists (zk,0, zk,1) ∈ φ(Wk)×φ(Wk) such that (8.31) is true. We denote
by xk,0 and xk,1 the unique elements of Wk such that zk,0 = φ(xk,0) and
zk,1 = φ(xk,1). Then,

νa?(zk,0)qa?(zk,0, zk,1) =
∑

x0∈φ−1({zk,0})
x1∈φ−1({zk,1})

νb(x0)qb(x0, x1)

Jφ(x0)Jφ(x1)

≥
νb(xk,0)qb(xk,0, xk,1)

Jφ(xk,0)Jφ(xk,1)
≥ 2k

3
νb(xk,0)qb(xk,0, xk,1) .

By H2(i), (x0, x1) 7→ νc(x0)qc(x0, x1) is bounded for any 0 < c ≤ ∞:
there exists 0 < C−c < C+

c such that, for any (x0, x1) ∈ K2, 0 < C−c ≤
νc(x0)qc(x0, x1) ≤ C+

c , we have, for any k ≥ 1 large enough,

C+
a ≥ νa?(zk,0)qa?(zk,0, zk,1) ≥ C−b

2k

3
,

which is absurd and concludes the proof.
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Proof of Lemma 8.2. (i) comes from the continuity of (f?)
−1 and f and (ii)

is true since Im(f?) = Im(f). For (iii), let z ∈ K and assume the set

φ−1({z}) def
= {x ∈ K;φ(x) = z} is infinite. By Lemma 8.1, φ is of full rank,

then,by the inverse function theorem, for each x ∈ φ−1({z}) , there exists
an open neighborhood Vx of x such that the function φ : Vx → φ(Vx) is a
diffeomorphism and such that the {Vx}x∈φ−1({z}) are pairwise disjoint. By
H2(i), there exists n ∈ N such that

⋃
x∈φ−1({z}) Vx can be covered with only

n subsets of the form Vxi , xi ∈ φ−1({z}), i ∈ {1, . . . , n}. Therefore, for any
x ∈ φ−1({z}), there exists i ∈ {1, . . . n} such that x ∈ Vxi . If x /∈ {xi}ni=1,
then x ∈ Vx ∩ Vxi which is absurd since Vx and Vxi are disjoint. Therefore,

φ−1({z}) def
= {x ∈ K;φ(x) = z} is finite and denoted by {xi}ni=1, n ∈ N?.

Let {Vi}ni=1 be disjoint open subsets of K such that xi ∈ Vi and define

V
def
= ∩ni=1φ(Vi), Oi = φ−1

|Vi (V ). Then, V is an open neighborhood of z which
concludes the proof.

Proof of Lemma 8.3. Assume there exist x1 and x2 in K such that x1 6= x2

and φ(x1) = φ(x2) = y. By H2(ii), K is path-connected and there exists a
continuous path γ : [0, 1] → K such that γ(0) = x1 and γ(1) = x2. Then
φ◦γ is a continuous path taking values in K such that φ◦γ(0) = φ◦γ(1) = y.
If γ̃ denotes the path defined by, for all t ∈ [0, 1], γ̃(t) = y, then φ ◦ γ and
γ̃ are two paths in K with the same initial and terminal values. By H2(ii),
K is simply connected and φ ◦ γ and γ̃ are path homotopic (see [Lee, 2000,
p.151]). The function u : [0, 1] → K such that, for all t ∈ [0, 1], u(t) = x1

is a lift (see [Lee, 2000, p.237]) of γ̃ for the covering map φ. Moreover, γ
is a lift of φ ◦ γ for the covering map φ. By the homotopy lifting property
(see [Lee, 2000, Proposition 11.11, p.238]), since u(0) = γ(0) = x1, then u
and γ are path homotopic and have the same extremity: x1 = x2. This is
absurd.

8.5.2 Proof of Proposition 8.1

Proposition 8.1 provides a deviation inequality on the empirical process
renormalized by I2(f). First of all, for any M ≥ 1 the Sobolev ball of
radius M centred in 0 is denoted by W s,p

M . Define the following collections
of functions on R2`:

GM
def
=
{
gpf,a ; f ∈W s,p

M , a ≥ a−
}

and GM
def
= {g − E? [g(Y0, Y1)] ; g ∈ GM} ,

where E? is the expectation under the distribution P.
The first step of the proof establishes a deviation inequality on the em-

pirical process restricted to the Sobolev balls W s,p
M , supg∈GM |νn(g)|. The

dependency in M of this inequality allows the determination of a lower
bound on υ in the penalty (8.10) sufficient to establish Proposition 8.1. The
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second step and conclusion of the proof consists in using the peeling device
with the decomposition:

W s,p = W s,p
1 ∪

⋃
k≥0

{
W s,p

2k+1 \W s,p
2k

}
,

in order to apply the deviation inequalities on supg∈GM |νn(g)| , to each
band

{
W s,p

2k+1 \W s,p
2k

}
. Proposition 8.2 gives a concentration inequality for

the empirical processes restricted to the Sobolev ball W s,p
M .

Proposition 8.2. Assume H1, H2(i), H3(i) and H2(iii), H4. There exist
some positive constants K1,K2, C and c, depending on f? and a? such that,
for any M ≥ 1, any n ≥ 1 and any t ≥ Cn−1/2,

P

{
sup
g∈GM

|νn(g)| ≥ cE?

[
sup
g∈GM

|νn(g)|

]
+Mt

}
≤ K1

(
e−K2t2 + e−K2t

)
.

(8.32)

The proof of Proposition 8.2 relies on the concentration results for Markov
chains of [Adamczak et Bednorz, 2012] and is given in the Section 8.6.1.

It remains to control E?
[
supg∈GM |νn(g)|

]
for any M ≥ 1.

Proposition 8.3. Assume H1, H2(i), H2(iii), H3(i) and H4-5. There exists
a positive constant K depending on υ, such that, for any M ≥ 1,

E?

[
sup
g∈GM

|νn(g)|

]
≤ KMυ+1 . (8.33)

The proof of Proposition 8.3 is given in Section 8.6.2. We now combine
Proposition 8.2 and Proposition 8.3 to obtain a deviation inequality on the
empirical process restricted to the truncated collection of functions GM . Let
η > 0. There exist K1, K2 and K3 such that for any M ≥ 1, any n ≥ 1 and
any t ≥ C√

n
,

P

{
sup
g∈GM

|νn(g)| ≥ K3M
υ+1 +Mt

}
≤ K1

(
e−K2t2 + e−K2t

)
. (8.34)

Proposition 8.1 is obtained applying the peeling device (see for example
[Van De Geer, 2000, Lemma 5.14]). Let {xk}k∈N? be some chosen weights
such that,∑

k≥1

e−xk < +∞ and, for any k ≥ 1, C ∨ 1 ≤ xk ≤ 2kυ .

Let k ≥ 0, for any positive x, if t
def
= x + xk, for any n ≥ 1, we have

t ≥ C ≥ C√
n

. Since t ≥ xk ≥ 1 and xk ≤ 2kυ, we have e−K2t2 ≤ e−K2t and
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t ≤ 2kυ(x+ 1). Plugging these relations into (8.34) leads to

P

 sup
f∈W s,p

2k
, a≥a−

∣∣∣∣∫ gpf,ad(Pn − P)

∣∣∣∣ ≥ 2k(υ+1)

√
n

(K ′3 + x)


≤ K ′1e−K2(x+xk) , (8.35)

where K ′1
def
= 2K1 and K ′3

def
= K3 + 1. If T

def
= 2υ+1K ′3,

P

{
sup

f∈W s,p, a≥a−

|
∫
gpf,ad(Pn − P)|
I2(f) ∨ 1

≥ T + x√
n

}

≤ P

{
sup

f∈W s,p
1 , a≥a−

∣∣∣∣∫ gpf,ad(Pn − P)

∣∣∣∣ ≥ T + x√
n

}

+

∞∑
k=0

P

 sup
f∈W s,p

2k+1 , a≥a−

∣∣∣∣∫ gpf,ad(Pn − P)

∣∣∣∣ ≥ 2k(υ+1)T + x√
n

 .

However, since T ≥ K ′3 and x1 ≥ 0, by (8.35) applied with k = 0,

P

{
sup

f∈W s,p
1 , a≥a−

∣∣∣∣∫ gpf,ad(Pn − P)

∣∣∣∣ ≥ T + x√
n

}
≤ K ′1e−K2x .

Therefore, by the definition of T and by (8.35),

P

{
sup

f∈W s,p, a≥a−

|
∫
gpf,ad(Pn − P)|
I2(f) ∨ 1

≥ T + x√
n

}

≤ K ′1e−K2x +
∞∑
k=0

P

 sup
f∈W s,p

2k+1 , a≥a−

∣∣∣∣∫ gpf,ad(Pn − P)

∣∣∣∣
≥ (2k+1)υ+1K

′
3 + x/2υ+1

√
n

}
≤ K ′1e−K2x +

∞∑
k=0

K ′1e
−K2(x/2υ+1+xk+1) .

This last equation ensures the existence of some positive constants K and
Σ such that

P

{
sup

f∈W s,p, a≥a−

|
∫
gpf,ad(Pn − P)|
I2(f) ∨ 1

≥ T + x√
n

}
≤ Ke−Σx .
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8.6 Additional proofs

8.6.1 Proof of Proposition 8.2

For the sake of simplicity, for any f ∈ W s,p and x = (x0, x1) ∈ K ×K,
we set, for any a > 0,

f(x)
def
= (f(x0), f(x1)) ∈ R2` and νa(x)

def
= νa(x0)qa(x0, x1) . (8.36)

This section is devoted to the proof of Proposition 8.2 and relies on
an intermediate lemma on the envelope functions of the sets GM and GM
defined, for any y ∈ R2`, by

GM (y)
def
= sup

g∈GM
g(y) and GM (y)

def
= sup

g∈GM
g(y) .

Lemma 8.4. Assume H2(i), H2(iii), H3(i) and H4. There exists a constant
CG > 0 such that, for any y ∈ R2`,

GM (y) ≤ CG (1 +M‖y‖) .

Proof. For any y ∈ R2`, any f ∈W s,p
M and any a ≥ a−,

gpf,a(y) =
1

2
ln

1

2
+

1

2
ln

(
1 +

pf,a(y)

pf?,a?(y)

)
≤ 1

2
ln

1

2
+

1

2
ln

(
1 + sup

x∈K2

νa(x) exp
(
−‖f(x)− y‖2/2σ2

)
νa?(x) exp (−‖f?(x)− y‖2/2σ2)

)
.

By H2(i), (8.3), (8.4) and (8.36), there exists a constant cν > 1 such that

sup
x∈K2

νa(x)

νa?(x)
≤ cν .

Therefore,

gpf,a(y) =
1

2
ln

1

2
+

1

2
ln

(
1 + cν sup

x∈K2

exp
(
−‖f(x)− y‖2/2σ2

)
exp (−‖f?(x)− y‖2/2σ2)

)
.

By H4 and H3(i) f? is bounded and there exists a constant c such that

exp
(
−‖f(x)− y‖2/2σ2

)
exp (−‖f?(x)− y‖2/2σ2)

≤ exp (c(1 + ‖f(x)‖ · ‖y‖)) .

Then, there exists a constant c such that

gpf,a(y) ≤ c(1 + ‖f(x)‖ · ‖y‖) ,

and the proof is concluded by (8.7).
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Lemma 8.4 implies that there exists a constant C > 0 such that, for any
y ∈ R2`,

GM (y) ≤ C (1 +M‖y‖) . (8.37)

Let Z
def
= {Zk}k≥0 be the Markov chain, defined, for any k ≥ 0, by

Zk
def
= (X2k, Y2k, X2k+1, Y2k+1). For any z = (x0, y0, x1, y1) in (K×R`)2, we

denote by Pz the conditional version of P where the starting distribution of
the Markov chain Z is the Dirac distribution in z and by Ez the associated
expectation. The proof of Proposition 8.2 is obtained by integration of the
following result with respect to the invariant distribution of the Markov
chain Z.

Proposition 8.4. Assume that H2(i), H3(i) and H4 hold. There exist some
positive constants K1,K2, C and c, depending on f? and a? such that, for
any M > 1, any z ∈ (K × R`)2, any n ≥ 1 and any t ≥ Cn−1/2,

Pz

{
sup
g∈GM

|νn(g)| ≥ cE?

[
sup
g∈GM

|νn(g)|

]
+Mt

}
≤ K1

(
e−K2t2 + e−K2t

)
.

(8.38)

Proposition 8.4 is an application of [Adamczak et Bednorz, 2012, The-
orem 7] to the class {ḡ/M ; ḡ ∈ GM}. Indeed, Lemma 8.4 gives an upper
bound for GM/M which is independent from M . This allows us to ap-
ply [Adamczak et Bednorz, 2012, Theorem 7] where all the constants in the
upper bound of Pz

{
supg∈GM |νn(g)| ≥ cE?

[
supg∈GM |νn(g)|

]
+Mt

}
not de-

pend on M .
By [Adamczak et Bednorz, 2012, Section 3.2], it is sufficient to prove

that there exists a small set D, see [Meyn et Tweedie, 1993, Section 5.2],
such that

i) there exists κ > 1 satisfying sup
z∈D

Ez [κτD ] < +∞, with τD
def
= min{k ≥

1; Zk ∈ D},
ii) the extended chain satisfies a drift condition: there exists a function

V : (K × R`)2 → R+ and b > 0 such that

Qa?V (z)− V (z) ≤ − exp
(
GM (y)/M

)
+ b1D(z) ,

where Qa? is the Markov transition kernel of the extended chain Z. By
[Meyn et Tweedie, 1993, Theorem 14.2.3 and Theorem 14.2.4], ii) is satisfied
if

sup
z∈D

Ez

[
τD−1∑
k=0

exp

{
GM

M
(Yk)

}]
< +∞ , (8.39)

where Yk
def
= (Y2k, Y2k+1). In this case, we can choose

V (z)
def
= Ez

[
σD∑
k=0

exp

{
GM

M
(Yk)

}]
,
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where σD
def
= min{k ≥ 0; Zk ∈ D}. By Lemma 8.4 there exists K >

0 (independent from M) such that the function V is upper bounded by
K on D. Therefore, [Adamczak et Bednorz, 2012, Theorem 7] states the
existence of constants K1, K2, c and C such that, for any t ≥ Cn−1/2, any
z ∈ (K × R`)2 and any n > 1,

Pz

{
sup
g∈GM

|νn(g)| ≥ cE?

[
sup
g∈GM

|νn(g)|

]
+Mt

}
≤ K1

(
e−K2t2 + e−K2t

√
n/ log(n) + e−K2t

√
n + e−K2t

)
,

which concludes the proof of Proposition 8.4.

We now turn to the proof of i) and (8.39). By (8.3), it can be proved
that the transition kernel Qa? of the extended chain Z also satisfies a strong
mixing condition. Therefore any subset of (K × R`)2 is a small set for this
extended chain. i) and (8.39) can be established by a proper choice of D.
By H3(i), there exists M? < +∞ such that ‖f?‖W s,p = M?. Furthermore,
we have, for all x ∈ K, ‖f?(x)‖ ≤

√
`κM?. Consider the set

D
def
= K ×K × B(0,

√
`κM? + ρ)× B(0,

√
`κM? + ρ) ,

where B(0,
√
`κM? + ρ)

def
= {y ∈ R`; ‖y‖ ≤

√
`κM? + ρ} and where ρ > 0 is

a constant to be chosen later. Lemma 8.5 holds easily since, for all k ≥ 0,
εk is N`(0, σ2I`)

Lemma 8.5. For all k ≥ 0 and all z ∈ D,

Pz {τC > k} ≤ exp {−λ(ρ)k} ,

where

λ(ρ) −→
ρ→+∞

+∞ .

Then, for κ > 1 and z ∈ D,

Ez [κτD ] =
∑
k≥1

Pz {τD = k}κk

≤ eλ(ρ)
∑
k≥1

e−(λ(ρ)−lnκ)k .

The right hand side of the last equation is finite if ρ is chosen sufficiently
large. This concludes the proof of i).
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Proof of (8.39). Let z ∈ D. By Lemma 8.4, there exists a constant C such
that

Ez

[
τD−1∑
k=0

exp

{
GM

M
(Yk)

}]
≤ eCEz

[
τD−1∑
k=0

exp {C‖Yk‖}

]

≤ eCEz

[
τD exp

{
C

τD−1∑
k=0

‖Yk‖

}]

≤ eCEz

[
τ2
D

]1/2 Ez

[
exp

{
2C

τD−1∑
k=0

‖Yk‖

}]1/2

.

By Lemma 8.5, supz∈D Ez

[
τ2
D

]
< +∞. For the second term we write

Ez

[
exp

{
2C

τD−1∑
k=0

‖Yk‖

}]

=
∑
p≥1

Ez

[
1τD=p exp

{
2C

p−1∑
k=0

‖Yk‖

}]

≤
∑
p≥1

Pz {τD = p}1/2 Ez

[
exp

{
4C

p−1∑
k=0

‖Yk‖

}]1/2

, (8.40)

where

Ez

[
exp

{
4C

p−1∑
k=0

‖Yk‖

}]
≤ exp {4C‖y‖}

×

((
2πσ2

)−` ∫
exp

{
−‖y‖

2

2σ2
+ ‖y‖

(√
2`κM?

σ2
+ 4C

)}
dy

)p−1

.

Let H be the Hausdorff measure on R2` of order 2`− 1 restricted to S2`−1,

where S2`−1 def
= {x ∈ R2`; ‖x‖ = 1}. Then,(

2πσ2
)−` ∫

exp

{
−‖y‖

2

2σ2
+ ‖y‖

(√
2`κM?

σ2
+ 4C

)}
dy

≤
(
2πσ2

)−` ∫
R?+×S2`−1

exp

{
−‖ru‖

2

2σ2
+ ‖ru‖

(√
2`κM?

σ2
+ 4C

)}
H(du)r2`−1dr

= H(S2`−1)
(
2πσ2

)−` ∫
R?+

exp

{
− r2

2σ2
+ r

(√
2`κM?

σ2
+ 4C

)}
r2`−1dr

≤ H(S2`−1) exp


(√

2`κM? + 4Cσ2
)2

2σ2

 I2`−1

(√
2`κM? + 4Cσ2

)
,
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where, for any c ∈ R, the sequence {Ik(c)}∞k=1 is given by :

Ik(c) =
(
2πσ2

)−` ∫
R?+

exp

{
− 1

2σ2
[r − c]2

}
rkdr .

If ξ denotes a Gaussian random variable with mean c and variance σ2, we
have

Ik(c) = (2πσ2)−`+1/2E
[
ξk1ξ>0

]
≤ E

[
|ξ|k
]
.

Then,

Ik(c) ≤ (2πσ2)−`+1/2E
[
|ξ − c+ c|k

]
≤ (2πσ2)−`+1/2

k∑
i=0

(
k

i

)
ciE
[
|ξ − c|k−i

]
.

If B(k)
def
= (2πσ2)−`+1/2 max

0≤i≤k
E
[
|ξ − c|k−i

]
(which is independent from c),

then

Ik(c) ≤ B(k)
k∑
i=0

(
k

i

)
ci ≤ B(k)(1 + c)k .

This yields,

Ez

[
exp

{
4C

p−1∑
i=0

‖Yi‖

}]
≤ exp {4C‖y‖}

[
B(2`− 1)H(S2`−1)

]p−1

× exp

{
(
√

2`κM? + 4Cσ2)2

2σ2
p

}
(1 +

√
2`κM? + 4Cσ2)(2`−1)p .

Finally, for all p ≥ 1 and all z
def
= (x,y) ∈ C,

Ez

[
exp

{
4C

p−1∑
i=0

‖Yi‖

}]
≤ exp {4C‖y‖} exp {η(4C)(p− 1)} ,

where

η(4C)
def
= ln(κ(`))+

(√
2`κM? + 4Cσ2

)2

2σ2
+(2`−1) ln

(
1 +
√

2`κM? + 4Cσ2
)

(8.41)
and where κ(`) is a constant depending only on `. Therefore, by (8.40) and
Lemma 8.5, this concludes the proof for a sufficiently large ρ.
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8.6.2 Proof of Proposition 8.3

We prove Proposition 8.3 using entropy with bracketing arguments on
the class of functions GM . Define the class of function

PM
def
=
{
pf,a : f ∈W s,p

M , a ≥ a−
}
.

Let ‖ · ‖ be a norm on G, the entropy with bracketing for the norm ‖ · ‖ is
defined as follows:

Definition 8.1. Let G be some class of functions. For any positive δ,
let N[](δ,G, ‖ · ‖) be the smallest N such that there exist a set of brack-

ets
{[
gLi , g

U
i

]}N
i=1

for which ‖gUi − gLi ‖ ≤ δ for all i ∈ {1, · · · , N}, and for
any g in G, there exist i ∈ {1, · · · , N} such that

gLi ≤ g ≤ gUi .

N[](δ,G, ‖·‖) is called the δ-number with bracketing of G, and H[](δ,G, ‖·‖) =
lnN[](δ,G, ‖ · ‖) is the δ-entropy with bracketing of G.

Let Y
def
= {Yk}k∈Z be the observations process defined, for all k ∈ Z, by

Yk
def
= (Y2k, Y2k+1). A way of measuring the dependency of the process Y

is the determination of its β-mixing coefficients defined, for any n ≥ 1,

βn
def
= sup

u>0
sup

A∈GYu+n

∣∣P (A∣∣HY
u

)
− P? (A)

∣∣ , (8.42)

where HY
u

def
= σ (Yk, k ≤ u) and GYu+n

def
= σ (Yk, k ≥ u+ n). Let {βn}n≥1 be

defined by (8.42), then, by combining [Rio, 1990, Chapter 9] and the results
on the control of the ergodicity of Markov chains by coupling techniques of
[Douc et al., 2004a], it can be proved that there exist β in (0, 1) and C > 0
such that, for any n ≥ 1,

βn ≤ Cβn . (8.43)

Define the mixing rate function β(·), by β(t)
def
= βbtc if t ≥ 1 and β(t) = 1

otherwise. For any numerical function g, we denote by Qg the quantile
function of |g(Y0)| and define the norm ‖g‖2,β as in [Doukhan et al., 1995]
by

‖g‖2,β
def
=

[∫ 1

0
β−1(u) [Qg(u)du]2

]1/2

,

where β−1 denotes the càdlàg inverse of the function β(·). We also denote
by L2,β(P) the class of numerical functions g such that ‖g‖2,β <∞.
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Proposition 8.5. Assume H2(i), H2(iii) and H4. For any p′ > 1, s′ >
2`/p′, any integer r > 1 and any even number b such that b > s′+2`(1−1/p′),
there exists a positive constant C such that:

∀ε > 0, M ≥ 1, H[](ε,GM , ‖ · ‖2,β) ≤ C

(
M

s′+b+ 2
p′ `

ε2r

)2`/s′

.

The proof of Proposition 8.5 is given in Section 8.6.3. Proposition 8.5
allows to apply [Doukhan et al., 1995, Theorem 3] to the class of functions

GM . Let B be the function defined on R+ by B(x)
def
=
∫ x

0 β
−1(t)dt and,

for any ε > 0, δM (ε)
def
= sup

t≤ε
QGM (t)

√
B(t). The following lemma is an

application of [Doukhan et al., 1995, Lemma 2] it allows to bound the ‖·‖2,β-
norm by ‖ · ‖L2r for all r > 1. For any g in L2,β and any r > 1,

‖g‖2,β ≤ ‖g‖L2r(P)

√∫ 1

0
u−1/rβ−1(u)du . (8.44)

Moreover, by [Massart et Picard, 2007, Lemma 7.26], for any natural num-
ber r > 1 there exist a positive constant C such that for any f in W s,p and
a > 0,

‖gpf,a‖
2r
L2r(P) ≤ Ch(pf,a, pf?,a?) . (8.45)

The Hellinger distance being bounded, (8.45) and (8.44) state the existence
of a positive number d such that ‖gpf,a‖2,β ≤ d for all f in W s,p and a ≥
a−. Define for any M ≥ 1, ϕM

def
=
∫ d

0

√
H[](u,GM , ‖ · ‖2,β)du. Thus, by

[Doukhan et al., 1995, Theorem 3], provided that δM (ε) −→
ε→0

0, there exists

a constant C such that

E?

[
sup
g∈GM

|νn(g)|

]
≤ CϕM

(
1 +

δM (1 ∧ εn,M )

d

)
, (8.46)

where εn,M is the unique solution on R+ of the equation:

x2

B(x)
=
ϕ2
M

nd2
.

In the sequel, we control the quantities appearing in (8.46). By Proposition
8.5 and the definition of ϕM , for any p′ > 1, s′ > 2`/p′, r > 1 and any even
number b such that b > s′+2`(1−1/p′), there exists a constant C depending
on p′, s′, r and b, such that

ϕM ≤ C
(
M

s′+b+ 2
p′ `
)`/s′ ∫ d

0
u−2r`/s′du , (8.47)
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with
∫ d

0 u
−2r`/s′du < ∞ whenever s′ > 2r`. If b is the unique even number

such that s′ + 2`(1 − 1/p′) < b ≤ ds′ + 2`(1 − 1/p′)e + 1 and if s′ tends to

infinity in (8.47), then
(
M

s′+b+ 2
p′ `
)`/s′

−→
s′→∞

M2` and it follows that,

∀η > 0, ∃C > 0, ∀M ≥ 1, ϕM ≤ CM2`+η .

By H5, there exists a constant C such that

ϕM ≤ CMυ . (8.48)

Lemma 8.6. Assume H3(i) and H4. There exists C > 0, such that, for any
M ≥ 1 and any t ∈ (0, 1),

QGM (t) ≤ CM
(

1 + ln1/2

(
1

t

))
.

Proof. Set ε0 = (ε0, ε1), set u > CG, where CG is defined in Lemma 8.4,

P {GM (Y0) ≥ u} ≤ P {CG(1 +M‖Y0‖) ≥ u}

≤ P
{
‖Y0‖ ≥

u/CG − 1

M

}
≤ P

{
‖f?(X0)‖+ ‖ε0‖ ≥

u/CG − 1

M

}
≤ P

{
‖ε0‖ ≥

u/CG − 1

M
− c∞

}
,

where ‖f?(x)‖ ≤ c∞ for all x in K2 (f? is bounded by H4 and H3(i)).
Using Cirelson-Ibragimov-Sudakov inequality, see [Massart et Picard, 2007,
Section 1.2.1], for any x > 0

P
{

1

σ
(‖ε0‖ − E(‖ε0‖)) ≥ x

}
≤ e−

x2

2 .

Hence,

P {GM (Y0) ≥ u} ≤ exp

−
(
u/CG−1

M − c∞ − E(‖ε0‖)
)2

2σ2


= exp

(
−
(
c1u−1
M − c2

)2
2σ2

)
,

where c1
def
= 1

CG
and c2

def
= c∞ + E? [‖ε0‖]. Setting 1 ≥ t > 0, let u be such

that t = P {GM (Y0) ≥ u}, then,

exp

(
−
(
c1u−1
M − c2

)2
2σ2

)
≥ t
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implies

u ≤ 1

c1

(
Mc2 + 1 +M

(
2σ2 ln

(
1

t

))1/2
)
,

which concludes the proof.

By (8.43), there exists a constant C > 0 such that,

∀x ∈ (0, 1), B(x) ≤ Cx
(

1 + ln

(
1

x

))
. (8.49)

Lemma 8.7. Assume H3(i) and H4. There exists C > 0 such that for any
0 < ε ≤ 1,

δM (ε) ≤ CM
(
ε1/2 ln

(
1

ε

)
1ε≤e−2 + 1ε>e−2

)
≤ CM .

Proof. By Lemma 8.6,

QGM (t) ≤ CM
(

1 + ln1/2

(
1

t

))
.

Therefore, by (8.49)

QGM (t)
√
B(t) ≤ CM

(
1 + ln1/2

(
1

t

))√
t

{
1 + ln

(
1

t

)}
.

For t ≥ e−1, ln(t−1) ≤ 1 and QGM (t)
√
B(t) ≤ CM .

For t ≤ e−1, ln(t−1) ≥ 1, this yields, for t ≤ e−1,

QGM (t)
√
B(t) ≤ CM ln

(
1

t

)√
t .

The proof is concluded upon noting that the function t 7→ t1/2 ln
(
t−1
)

reaches is maximum at e−2.

Finally, Lemma 8.7 ensures that δM (ε) −→
ε→0

0 for any M ≥ 1, and Propo-

sition 8.3 results from (8.46), Lemma 8.7, and (8.48).

8.6.3 Proof of Proposition 8.5

The aim of this section is to prove Proposition 8.5. The computation of
H[](ε,GM , ‖ · ‖2,β) is not an easy task as the dependency of ‖g‖2,β in g only
appears trough the quantile function Qg. Moreover, the dependency in M
of the entropy H[](ε,GM , ‖ · ‖2,β) is not straightforward. The next lemma
allows to control the bracketing entropy of GM relatively to the ‖ · ‖2,β-norm
by the entropy of PM relatively to the ‖ · ‖L1(R2`)-norm .
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Lemma 8.8. For any integer r > 1, there exists a constant C such that:

H[] (ε,GM , ‖ · ‖2,β) ≤ CH[]

(
ε2r,PM , ‖ · ‖L1(R2`)

)
.

Proof. The function ln being increasing, if [PU , PL] is a bracket for PM ,
then [gPU , gPL ] is a bracket for GM . Moreover, by [Massart et Picard, 2007,
Lemma 7.26], there exists a positive constant C such that

‖gPU − gPL‖
2r
L2r(P) ≤ C‖

√
PU −

√
PL‖2L2(R2`) .

Moreover it is straightforward that ‖
√
PU−

√
PL‖2L2(R2`)

≤ ‖PU−PL‖L1(R2`).

The proof is concluded using (8.44).

[Nickel et Potscher, 2001] provides results on the entropy rates for func-
tion classes of Besov or Sobolev-type. Therefore, to control the entropy rate
of PM we prove that it is included in some weighted Sobolev Space. Define

the polynomial weighting function 〈y〉b def
=
(
1 + ‖y‖2

)b/2
parametrized by

b ∈ R where y ∈ R2`. Furthermore, define for p′ ≥ 1, and s′ > 2`/p′ the
weighted Sobolev space

W s′,p′
(
R2`, 〈y〉b

)
def
=
{
f : f · 〈y〉b ∈W s′,p′

(
R2`,R

)}
.

Lemma 8.9. Assume H2(i), H2(iii) and H4. For any p′ ≥ 1, s′ > 2`/p′

and any even and positive number b, there exists a positive constant C such
that

∀f ∈W s,p, ∀a ≥ a−, ‖pf,a · 〈y〉b‖W s′,p′ (R2`,R) ≤ C (1 ∨ ‖f‖W s,p)
s′+b+ 2

p′ ` .

Proof. Let f be a function in W s,p, for any a ≥ a−,

‖pf,a · 〈y〉b‖p
′

W s′,p′ (R2`,R)
=
∑
|α|≤s′

‖Dα
(
pf,a · 〈y〉b

)
‖p
′

Lp′
.

Applying the general Leibniz rule component by component, for any α ∈ N2`,

Dα
(
pf,a · 〈y〉b

)
=
∑
α′≤α

(
α

α′

)
Dα′(〈y〉b)Dα−α′(pf,a) , (8.50)

where
(
α
α′

) def
=
∏2`
j=1

(αj
α′j

)
. Thus, Lemma 8.9 results from the control of

‖Dα(1)
(〈y〉b)Dα(2)

(pf,a)‖Lp′ for any given α(1) and α(2) in N2`. It is straight-

forward that, for any α in N2`, there exists a polynomial function Pα whose
degree does not exceed |α| such that, for any y ∈ R2`,

Dαpf,a(y) =

∫
x∈K2

Pα(f(x)− y) exp

{
−‖f(x)− y‖2

2σ2

}
νa(x)dx . (8.51)
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Moreover, since b is an even number, that for any α ∈ R2` such that |α| ≤ b,
Dα〈y〉b is a polynomial function denoted by Pb,α whose degree does not
exceed b − |α|. In the case where |α| > b, Dα〈y〉b = 0. Since Pα(2) and
Pb,α(1) are both polynomial functions, and since (8.7) ensures that, for any

x in K2, ‖f(x)‖ ≤
√

2κ‖f‖W s,p ≤
√

2κ(1 ∨ ‖f‖W s,p), there exist a constant
C depending on α(1), α(2) and b such that, for any y in R2` and any x in
K2,∣∣∣Pb,α(1)(y)Pα(2)(f(x)− y)

∣∣∣
≤ C(1 + ‖y‖)b−|α(1)|1|α(1)|≤b ×

(√
2κ (1 ∨ ‖f‖W s,p) + ‖y‖

)|α(2)|
.

Define the following subset of R2`

Af
def
=
{

y ∈ R2`; ‖y‖ ≤
√

2κ (1 ∨ ‖f‖W s,p)
}
.

‖f(x) − y‖ can be lower bounded by 0 when y belongs to Af and by∣∣√2κ(1 ∨ ‖f‖W s,p)− ‖y‖
∣∣ when y belongs to Acf . Therefore, uniformly in

x ∈ K2,

exp

{
−‖f(x)− y‖2

2σ2

}
≤ 1Af (y) + 1Acf (y)e−

1
2σ2

(
√

2κ(1∨‖f‖Ws,p )−‖y‖)
2

.

Thus, there exists a constant C > 0, independent from a, such that, for
any y in R2`,∣∣∣Dα(1)

(〈y〉b)Dα(2)
(pf,a)(y)

∣∣∣
≤ C(1 ∨ ‖f‖W s,p)α

(2) · (1 + ‖y‖)b−|α(1)|
(

1 +
‖y‖√

2κ(1 ∨ ‖f‖W s,p)

)|α(2)|

×
[
1Af (y) + 1Acf (y)e−

1
2σ2

(
√

2κ(1∨‖f‖Ws,p )−‖y‖)
2
]
.

Therefore, for any p′ ≥ 1,

‖Dα(1)
(〈y〉b)Dα(2)

(pf,a)‖p
′

Lp′
≤ C(1 ∨ ‖f‖W s,p)p

′α(2)
(I1 + I2) ,

where,

I1
def
=

∫
Af

(1 + ‖y‖)p
′(b−|α(1)|)

(
1 +

‖y‖√
2κ(1 ∨ ‖f‖W s,p)

)p′|α(2)|
dy ,

I2
def
=

∫
Acf

(1 + ‖y‖)p
′(b−|α(1)|)

(
1 +

‖y‖√
2κ(1 ∨ ‖f‖W s,p)

)p′|α(2)|

× e−
p′

2σ2
(
√

2κ(1∨‖f‖Ws,p )−‖y‖)
2

dy .
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By applying the change of variable y′ = 1√
2κ(1∨‖f‖Ws,p )

y in I1 and I2, and

noting that e−
p′
√
2κ(1∨‖f‖Ws,p )

2σ2
(1−‖y′‖)2 ≤ e−

√
2κp′

2σ2
(1−‖y′‖)2 , there exists a con-

stant C such that

‖Dα(1)
(〈y〉b)Dα(2)

(pf,a)‖p
′

Lp′
≤ C(1 ∨ ‖f‖W s,p)p

′(|α(2)|−|α(1)|+b)+2` . (8.52)

Using (8.52) in (8.50) with α(1) = α′ and α(2) = α− α′ for any |α| ≤ s′ and
α′ ≤ α concludes the proof.

Hence Lemma 8.9 ensures that, for any p′ ≥ 1, s′ > 2`/p′ any even integer

b, the renormalized classes of functions PM/M
s′+b+ 2

p′ `, M ≥ 1 belong to the
same bounded subspace of W s′,p′(R2`, 〈y〉b). By [Nickel et Potscher, 2001,
Corollary 4], for any p′ ≥ 1, and any s′ > 2`/p′, provided that b > s′ +
2`(1− 1

p′ ), there exists a constant C such that

∀ε > 0, H[]

(
ε,PM/M

s′+b+ 2
p′ `, ‖ · ‖L1(R2`)

)
≤ Cε−2`/s′ . (8.53)

Lemma 8.8 and (8.53) conclude the proof of Proposition 8.5.
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Annexe A

Résultats supplémentaires
pour le Chapitre 6

This is a supplementary material to the paper [Le Corff et Fort, 2011b].

It contains technical discussions and/or results adapted from published
papers. In Sections A.1 and A.2, we provide results - useful for the proofs
of some theorems in [Le Corff et Fort, 2011b] - which are close to existing
results in the literature.

It also contains, in Section A.3, additional plots for the numerical anal-
yses in [Le Corff et Fort, 2011b].

A.1 Detailed proofs of Chapter 6

A.1.1 Proof of Theorem 6.2

Proof. By Proposition 6.4, it is sufficient to prove that∣∣∣W ◦ R(θn)−W ◦ θ̄(S̃n)
∣∣∣ −→
n→+∞

0 , P− a.s. . (A.1)

By Theorem 6.1, the function S̄ given by (6.12) is continuous on Θ and then

S̄(Θ)
def
= {s ∈ S;∃θ ∈ Θ, s = S̄(θ)} is compact and, for any δ > 0, we can

define the compact subset S̄(Θ, δ)
def
=
{
s ∈ Rd; d(s, S̄(Θ)) ≤ δ

}
of S, where

d(s, S̄(Θ))
def
= infs′∈S̄(Θ) |s− s′|. Let δ > 0 (small enough) and ε > 0. Since

W ◦ θ̄ is continuous (see A1(c) and Proposition 6.1) and S̄(Θ, δ) is compact,
W ◦ θ̄ is uniformly continuous on S̄(Θ, δ) and there exists η > 0 s.t.,

∀x, y ∈ S̄(Θ, δ) , |x− y| ≤ η ⇒ |W ◦ θ̄(x)−W ◦ θ̄(y)| ≤ ε . (A.2)

183
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Set α
def
= δ ∧ η and ∆Sn

def
= |S̄(θn)− S̃n|. We write,

P
{∣∣∣W ◦ θ̄(S̄(θn))−W ◦ θ̄(S̃n)

∣∣∣ ≥ ε}
= P

{∣∣∣W ◦ θ̄(S̄(θn))−W ◦ θ̄(S̃n)
∣∣∣ ≥ ε; ∆Sn > δ

}
+ P

{∣∣∣W ◦ θ̄(S̄(θn))−W ◦ θ̄(S̃n)
∣∣∣ ≥ ε; ∆Sn ≤ δ

}
≤ P {∆Sn > δ}+ P {∆Sn > η} ≤ 2P {∆Sn > α} .

By the Markov inequality and Theorem 6.1, for all p ∈ (2, p̄), there exists a
constant C s.t.

P
{∣∣∣W ◦ θ̄(S̄(θn))−W ◦ θ̄(S̃n)

∣∣∣ ≥ ε} ≤ 2

αp
E
[
|S̄(θn)− S̃n|p

]
≤ Cτ−p/2n+1 .

(A.1) follows from A5 and the Borel-Cantelli lemma (since p > 2 and a >
1).

Proposition A.1 shows that we can address equivalently the convergence
of the statistics {S̃n}n≥0 to some fixed point of G and the convergence of
the sequence {θn}n≥0 to some fixed point of R.

Proposition A.1. Assume A1-2, A3-(p̄), A4(a), A5 and A6-(p̄) hold for
some p̄ > 2.

(i) Let θ? ∈ L. Set s?
def
= S̄(θ?) = G(s?). Then, P− a.s.,

lim
n→+∞

∣∣∣S̃n − s?∣∣∣1limn θn=θ? = 0 .

(ii) Let s? ∈ S s.t. G(s?) = s?. Set θ?
def
= θ̄(s?) = R(θ?). Then P− a.s.,

lim
n→+∞

|θn − θ?|1limn S̃n=s?
= 0 .

Proof. Let S̄ be given by (6.12). By Theorem 6.1 and A5,

lim
n

(
S̃n − S̄(θn)

)
= 0 P− a.s.

By Theorem 6.1, S̄ is continuous. Hence,

lim
n

∣∣∣S̃n − S̄(θ?)
∣∣∣1limn θn=θ? = 0 P− a.s.

and the proof of (i) follows. Since θ̄ is continuous, (ii) follows.
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A.1.2 Proof of Proposition 6.2

We start with rewriting some definitions and assumptions introduced in
[Le Corff et Fort, 2011b]. Define the sequences µn and ρn, n ≥ 0 by µ0 = 0,
ρ0 = S̃0 − s? and

µn
def
= Γµn−1 + en , ρn

def
= S̃n − s? − µn , n ≥ 1 , (A.3)

where,

en
def
= S̃n − S̄(θn) , n ≥ 1 , (A.4)

and S̄ is given by (6.12).

Proof. Let p ∈ (2, p̄). By (A.3), for all n ≥ 1, µn =
∑n−1

k=0 Γken−k. By A8
and the Minkowski inequality, for all n ≥ 1, ‖µn‖p ≤

∑n−1
k=0 γ

k ‖en−k‖p. By
Theorem 6.1, there exists a constant C s.t. for any n ≥ 1,

‖µn‖p ≤ C
n−1∑
k=0

γk

√
1

τn+1−k
.

By [Pólya et Szegő, 1976, Result 178, p. 39] and A5, this yields
√
τnµn =

OLp(1).

By A8, using a Taylor expansion with integral form of the remainder
term,

G(S̃n−1)−G(s?)− Γ
(
S̃n−1 − s?

)
=

d∑
i,j=1

(
S̃n−1,i − s?,i

)(
S̃n−1,j − s?,j

)
Rn−1(i, j)

=
d∑

i,j=1

(µn−1,i + ρn−1,i)(µn−1,j + ρn−1,j)Rn−1(i, j) ,

where xn,i denotes the i-th component of xn ∈ Rd and

Rn(i, j)
def
=

∫ 1

0
(1− t) ∂2G

∂si∂sj

(
s? + t(S̃n − s?)

)
dt , n ∈ N, 1 ≤ i, j ≤ d .

Observe that under A8, lim supn |Rn|1limn θn=θ? <∞ w.p.1. Define for n ≥ 1
and k ≤ n,

Hn
def
=

d∑
i=1

(2µn,i + ρn,i)Rn(i, ·) , rn
def
=

d∑
i,j=1

Rn(i, j)µn,iµn,j , (A.5)

ψ(n, k)
def
= (Γ +Hn) · · · (Γ +Hk) , (A.6)
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with the convention ψ(n, n+ 1)
def
= Id. By (A.3),

ρn = ψ(n− 1, 0)ρ0 +

n−1∑
k=0

ψ(n− 1, k + 1)rk . (A.7)

Since
√
τnµn = OLp(1), A5 and p > 2 imply that µn −→

n→+∞
0, P− a.s. Then,

by (A.3), ρn1limn θn=θ? −→n→+∞
0, P−a.s. and by (A.5) lim

n→+∞
|Hn|1limn θn=θ? =

0, P−a.s. Let γ̃ ∈ (γ, 1), where γ is given by A8. Since lim
n→+∞

|Hn|1limn θn=θ? =

0, there exists a P− a.s. finite random variable Z1 s.t., for all 0 ≤ k ≤ n− 1,

|ψ(n− 1, k)|1limn θn=θ? ≤ γ̃n−kZ11limn θn=θ? . (A.8)

Therefore, |ψ(n− 1, 0)ρ0|1limn θn=θ? ≤ γ̃nZ1 |ρ0| P− a.s., and, by A3-(p̄),
(6.3), E [|ρ0|p̄] < +∞ which implies that ρ0 < +∞ P− a.s. Since γ̃ < 1, the
first term in the RHS of (A.7) is τ−1

n OLp(1)Oa.s(1).
We now consider the second term in the RHS of (A.7). From equation

(A.8),∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

ψ(n− 1, k + 1)rk

∣∣∣∣∣1limn θn=θ? ≤ Z1

n−1∑
k=0

γ̃n−k−1 |rk|1limn Sn=s? , P−a.s.

By (A.5) and A8, there exists a P− a.s. finite random variable Z2 s.t.

|rk|1limn θn=θ? ≤ Z2

d∑
i,j=1

µk,iµk,j , P− a.s.

In addition, since
√
τnµn = OLp(1), there exists a constant C s.t.∥∥∥∥∥∥

n−1∑
k=0

γ̃n−k−1
d∑

i,j=1

µk,iµk,j

∥∥∥∥∥∥
p/2

≤ C
n−1∑
k=0

γ̃n−k−1

τk
.

Applying again [Pólya et Szegő, 1976, Result 178, p. 39] yields that the
second term in the RHS of (A.7) is τ−1

n Oa.s(1)OLp/2(1).

A.2 General results on HMM

In this section, we derive results on the forgetting properties of HMM
(Section A.2.1), on their applications to bivariate smoothing distributions
(Section A.2.2), on the asymptotic behavior of the normalized log-likelihood
(Section A.2.3) and on the normalized score (Section A.2.4).

For any sequence y ∈ YZ and any function h : X2 × Y → R, denote by
hs the function on X2 → R given by

hs(x, x
′)

def
= h(x, x′, ys) . (A.9)
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A.2.1 Forward and Backward forgetting

In this section, the dependence on θ is dropped from the notation for
better clarity. For any s ∈ Z and any A ∈ X , define

Ls(x,A)
def
=

∫
m(x, x′)g(x′, ys+1)1A(x′)λ(dx′) , (A.10)

and, for any s ≤ t denote by Ls:t the composition of the kernels defined by

Ls:s
def
= Ls , Ls:u+1(x,A)

def
=

∫
Ls:u(x,dx′)Lu+1(x′, A) .

By convention, Ls:s−1 is the identity kernel: Ls:s−1(x,A) = δx(A). For any
y ∈ YZ, any probability distribution χ on (X,X ) and for any integers such
that r ≤ s < t, let us define two Markov kernels on (X,X ) by

Fs,t(x,A)
def
=

∫
Ls(x,dxs+1)1A(xs+1)Ls+1:t−1(xs+1,X)

Ls:t−1(x,X)
, (A.11)

Bχ,r
s (x,A)

def
=

∫
φχ,rs|r:s(dxs)1A(xs)m(xs, x)∫

φχ,rs|r:s(dxs)m(xs, x)
, (A.12)

where

φχ,rs|r:s(A)
def
=

∫
χ(dxr)Lr:s−1(xr,dxs)1A(xs)∫

χ(dxr)Lr:s−1(xr,X)
.

Finally, the Dobrushin coefficient of a Markov kernel F : (X,X ) −→ [0, 1] is
defined by:

δ(F )
def
=

1

2
sup

(x,x′)∈X2

∣∣∣∣F (x, ·)− F (x′, ·)
∣∣∣∣

TV
.

Lemma A.1. Assume that there exist positive numbers σ−, σ+ such that
σ− ≤ m(x, x′) ≤ σ+ for any x, x′ ∈ X. Then for any y ∈ YZ, δ(Fs,t) ≤ ρ

and δ(Bχ,r
s ) ≤ ρ where ρ

def
= σ−/σ+.

Proof. Let r, s, t be such that r ≤ s < t. Under the stated assumptions,∫
Ls(xs,dxs+1)1A(xs+1)Ls+1:t−1(xs+1,X)

≥ σ−
∫
g(xs+1, ys+1)1A(xs+1)Ls+1:t−1(xs+1,X)λ(dxs+1)

and

Ls:t−1(xs,X) ≤ σ+

∫
g(xs+1, ys+1)Ls+1:t−1(xs+1,X)λ(dxs+1) .

This yields to

Fs,t(xs, A) ≥ σ−
σ+

∫
g(xs+1, ys+1)Ls+1:t−1(xs+1,X)1A(xs+1)λ(dxs+1)∫

g(xs+1, ys+1)Ls+1:t−1(xs+1,X)λ(dxs+1)
.
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Similarly, the assumption implies

Bχ,r
s (xs+1, A) ≥ σ−

σ+
φχ,rs|r:s(A) ,

which gives the upper bound for the Dobrushin coefficients, see for example
[Cappé et al., 2005, Lemma 4.3.13].

Lemma A.2. Assume that there exist positive numbers σ−, σ+ such that
σ− ≤ m(x, x′) ≤ σ+ for any x, x′ ∈ X. Let y ∈ YZ.

(i) for any bounded function h, any probability distributions χ and χ̃ and
any integers r ≤ s ≤ t∣∣∣∣∫ χ(dxr)Lr:s−1(xr, dxs)h(xs)Ls:t−1(xs,X)∫

χ(dxr)Lr:t−1(xr,X)

−
∫
χ̃(dxr)Lr:s−1(xr,dxs)h(xs)Ls:t−1(xs,X)∫

χ̃(dxr)Lr:t−1(xr,X)

∣∣∣∣ ≤ ρs−rosc(h) ,

(A.13)

(ii) for any bounded function h, for any non-negative functions f and f̃
and any integers r ≤ s ≤ t∣∣∣∣∫ χ(dxs)h(xs)Ls:t−1(xs, dxt)f(xt)∫

χ(dxs)Ls:t−1(xs,dxt)f(xt)

−
∫
χ(dxs)h(xs)Ls:t−1(xs, dxt)f̃(xt)∫
χ(dxs)Ls:t−1(xs,dxt)f̃(xt)

∣∣∣∣∣ ≤ ρt−sosc(h) .

(A.14)

Proof of (i). See [Cappé et al., 2005, Proposition 4.3.23].

Proof of (ii) When s = t, then (ii) is equal to∣∣∣∣∣
∫
χ(dxt)h(xt)f(xt)∫
χ(dxt)f(xt)

−
∫
χ(dxt)h(xt)f̃(xt)∫
χ(dxt)f̃(xt)

∣∣∣∣∣ .
This is of the form (η − η̃)h where η and η̃ are probability distributions on
(X,X ). Then,

|(η − η̃)h| ≤ 1

2
||η − η̃||TV osc (h) ≤ osc(h) .

Let s < t. By definition of the backward smoothing kernel, see (A.12),

Bχ,s
s (xs+1, A) =

∫
χ(dxs)1A(xs)m(xs, xs+1)∫

χ(dxs)m(xs, xs+1)
.
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Therefore,∫
χ(dxs)h(xs)Ls:t−1(xs,dxt)f(xt)

=

∫
χ(dxs)Ls(xs, dxs+1)Bχ,s

s h(xs+1)Ls+1:t−1(xs+1,dxt)f(xt) .

By repeated application of the backward smoothing kernel we have∫
χ(dxs)h(xs)Ls:t−1(xs,dxt)f(xt)

=

∫
χ(dxs)Ls:t−1(xs, dxt)B

χ,s
t−1:sh(xt)f(xt) ,

where we denote by Bχ,s
t−1:s the composition of the kernels defined by induc-

tion for s ≤ u

Bχ,s
s:s

def
= Bχ,s

s , Bχ,s
u:s(x,A)

def
=

∫
Bχ,s
u (x,dx′)Bχ,s

u−1:s(x
′, A) .

Finally, by definition of φχ,st|s:t∣∣∣∣∣
∫
χ(dxs)h(xs)Ls:t−1(xs, dxt)f(xt)∫
χ(dxs)Ls:t−1(xs,dxt)f(xt)

−
∫
χ(dxs)h(xs)Ls:t−1(xs,dxt)f̃(xt)∫
χ(dxs)Ls:t−1(xs, dxt)f̃(xt)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
φχ,st|s:t

[(
Bχ,s
t−1:sh

)
f
]

φχ,st|s:t [f ]
−
φχ,st|s:t

[(
Bχ,s
t−1:sh

)
f̃
]

φχ,st|s:t

[
f̃
]

∣∣∣∣∣∣ .
This is of the form (η − η̃) Bχ,s

t−1:sh where η and η̃ are probability distributions
on (X,X ). The proof of the second statement is completed upon noting that∣∣ηBχ,s

t−1:sh− η̃Bχ,s
t−1:sh

∣∣ ≤ 1

2
||η − η̃||TV osc

(
Bχ,s
t−1:sh

)
≤ 1

2
||µ− µ̃||TV δ

(
Bχ,s
t−1:s

)
osc(h) ≤ ρt−sosc(h) ,

where we used Lemma A.1 in the last inequality.

A.2.2 Bivariate smoothing distribution

Proposition A.2. Assume A2. Let χ, χ̃ be two distributions on (X,X ).
For any measurable function h : X2 × Y → Rd and any y ∈ YZ such that
supx,x′ |h(x, x′, ys)| < +∞ for any s ∈ Z
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(i) For any r < s ≤ t and any `1, `2 ≥ 1,

sup
θ∈Θ

∣∣∣Φχ̃,r
θ,s,t (h,y)− Φχ,r−`1

θ,s,t+`2
(h,y)

∣∣∣ ≤ (ρs−1−r + ρt−s
)

osc(hs) . (A.15)

(ii) For any θ ∈ Θ, there exists a function y 7→ Φθ(h,y) s.t. for any
distribution χ on (X,X ) and any r < s ≤ t

sup
θ∈Θ

∣∣∣Φχ,r
θ,s,t (h,y)− Φθ (h, ϑsy)

∣∣∣ ≤ (ρs−1−r + ρt−s
)

osc(hs) . (A.16)

Remark. (a) If χ = χ̃, `1 = 0 and `2 ≥ 1, (A.15) becomes

sup
θ∈Θ

∣∣∣Φχ,r
θ,s,t (h,y)− Φχ,r

θ,s,t+`2
(h,y)

∣∣∣ ≤ ρt−sosc(hs) .

(b) if `2 = 0 and `1 ≥ 1, (A.15) becomes

sup
θ∈Θ

∣∣∣Φχ̃,r
θ,s,t (h,y)− Φχ,r−`1

θ,s,t (h,y)
∣∣∣ ≤ ρs−1−rosc(hs) .

Proof. (i) Let r, s, t such that r < s ≤ t, `1, `2 ≥ 1, and θ ∈ Θ. Define the
distribution χθ,r−`1:r on (X,X ) by

χθ,r−`1:r(A)
def
=

∫
χ(dxr−`1)Lθ,r−`1:r−1(xr−`1 ,dxr)1A(xr)∫

χ(dxr−`1)Lθ,r−`1:r−1(xr−`1 ,X)
, ∀A ∈ X .

We write
∣∣∣Φχ̃,r

θ,s,t (h,y)− Φχ,r−`1
θ,s,t+`2

(h,y)
∣∣∣ ≤ T̃1 + T̃2 where,

T̃1
def
=

∣∣∣∣∫ χ̃(dxr)Lθ,r:s−2(xr,dxs−1)hs(xs−1, xs)Lθ,s−1(xs−1, dxs)Lθ,s:t−1(xs,X)∫
χ̃r(dxr)Lθ,r:t−1(xr,X)

−
∫
χθ,r−`1:r(dxr)Lθ,r:s−2(xr,dxs−1)hs(xs−1, xs)Lθ,s−1(xs−1, dxs)Lθ,s:t−1(xs,X)∫

χθ,r−`1:r(dxr)Lθ,r:t−1(xr,X)

∣∣∣∣ ,
and

T̃2
def
=

∣∣∣∣∫ χθ,r−`1:r(dxr)Lθ,r:s−2(xr, dxs−1)hs(xs−1, xs)Lθ,s−1(xs−1,dxs)Lθ,s:t−1(xs,X)∫
χθ,r−`1:r(dxr)Lθ,r:t−1(xr,X)

−
∫
χθ,r−`1:r(dxr)Lθ,r:s−2(xr,dxs−1)hs(xs−1, xs)Lθ,s−1(xs−1, dxs)Lθ,s:t+`2−1(xs,X)∫

χθ,r−`1:r(dxr)Lθ,r:t+`2−1(xr,X)

∣∣∣∣ .
Set h̄s,t : x 7→

∫
Fθ,s−1,t(x,dxs)hs(x, xs) where Fθ,s−1,t is the forward smooth-

ing kernel (see (A.11)). Then,

T̃1 =

∣∣∣∣∫ χ̃(dxr)Lθ,r:s−2(xr, dxs−1)h̄s,t(xs−1)Lθ,s−1:t−1(xs−1,X)∫
χ̃r(dxr)Lθ,r:t−1(xr,X)

−
∫
χθ,r−`1:r(dxr)Lθ,r:s−2(xr, dxs−1)h̄s,t(xs−1)Lθ,s−1:t−1(xs−1,X)∫

χθ,r−`1:r(dxr)Lθ,r:t−1(xr,X)

∣∣∣∣ .
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By Lemma A.2(i),

T̃1 ≤ ρs−1−rosc(h̄s,t) ≤ 2ρs−1−r sup
x∈X
|h̄s,t(x)| ≤ 2ρs−1−r sup

(x,x′)∈X2

|hs(x, x′)| .

Set h̃s : x 7→
∫

B
χθ,r−`1:s−1,s−1

θ,s−1 (x,dxs−1)hs(xs−1, x) , where B
χθ,r−`1:s−1,s−1

θ,s−1 is
the backward smoothing kernel (see (A.12)). Then,

T̃2 =

∣∣∣∣∣
∫
χθ,r−`1:s(dxs)h̃s(xs)Lθ,s:t−1(xs,dxt)Lθ,t:t+`2−1(xt,X)∫

χθ,r−`1:s(dxs)Lθ,s:t−1(xs, dxt)Lθ,t:t+`2−1(xt,X)

−
∫
χθ,r−`1:s(dxs)h̃s(xs)Lθ,s:t−1(xs,X)∫

χθ,r−`1:s(dxs)Lθ,s:t−1(xs,X)

∣∣∣∣∣ .
Then, by Lemma A.2(ii),

T̃2 ≤ ρt−sosc(h̃s) ≤ 2ρt−s sup
x∈X
|h̃s(x)| ≤ 2ρt−s sup

(x,x′)∈X2

|hs(x, x′)| .

The proof is concluded upon noting that, for any constant c, osc(h) =

2inf
c∈R

{
sup(x,x′)∈X2 |hs(x, x′)− c|

}
.

(ii) By (A.15), for any increasing sequence of non negative integers
(r`)`≥0, (t`)`≥0 s.t. lim r` = lim t` = +∞, the sequence {Φχ,−r`

θ,0,t`
(h,y)}`≥0 is

a Cauchy sequence uniformly in θ and χ. Then, there exists a limit Φθ (h,y)
s.t.

lim
`→+∞

sup
χ

sup
θ∈Θ

∣∣∣Φχ,−r`
θ,0,t`

(h,y)− Φθ (h,y)
∣∣∣ = 0 . (A.17)

We write, for any r < s ≤ t and any ` ≥ 1∣∣∣Φχ,r
θ,s,t (h,y)− Φθ (h, ϑsy)

∣∣∣
≤
∣∣∣Φχ,r

θ,s,t (h,y)− Φχ,r−`
θ,s,t+` (h,y)

∣∣∣+
∣∣∣Φχ,r−`

θ,s,t+` (h,y)− Φθ (h, ϑsy)
∣∣∣ .

Since Φχ,r−`
θ,s,t+` (h,y) = Φχ,r−`−s

θ,0,t+`−s (h, ϑsy), Proposition A.2(i) yields∣∣∣Φχ,r
θ,s,t (h,y)− Φθ (h, ϑsy)

∣∣∣ ≤ (ρs−r−1 + ρt−s
)

osc(hs)

+
∣∣∣Φχ,r−`−s

θ,0,t+`−s (h, ϑsy)− Φθ (h, ϑsy)
∣∣∣ .

The proof is concluded by (A.17).

A.2.3 Limiting normalized log-likelihood

Define for any r ≤ s,

δχ,rθ,s (y)
def
= `χ,rθ,s+1(y)− `χ,rθ,s (y) , (A.18)
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where `χ,rθ,s+1(y) is defined by

`χ,rθ, s+ 1(Y)
def
= log

∫
χ(dxr)

s+1∏
u=r+1

mθ(xu−1, xu)gθ(xu,Yu) λ(dxr+1:s+1) .

(A.19)
For any T > 0 and any probability distribution χ on (X,X ), we thus have

`χ,0θ,T (y) =
T−1∑
s=0

(
`χ,0θ,s+1(y)− `χ,0θ,s (y)

)
=

T−1∑
s=0

δχ,0θ,s (y) . (A.20)

It is established in Lemma A.3 that for any θ ∈ Θ, y ∈ YZ, s ≥ 0 and any
initial distribution χ, the sequence {δχ,s−rθ,s (y)}r≥0 is a Cauchy sequence and
its limit does not depend upon χ. Regularity conditions on this limit are
given in Lemmas A.4 and A.5. Finally, Theorem A.1 shows that for any θ,
limT T

−1`χ,0θ,T (Y) exists w.p.1. and this limit is a (deterministic) continuous
function in θ.

Lemma A.3. Assume A2.

(i) For any `, r, s ≥ 0, any initial distributions χ, χ′ on X and any y ∈ YZ

sup
θ∈Θ

∣∣∣δχ,s−rθ,s (y)− δχ
′,s−r−`

θ,s (y)
∣∣∣ ≤ 2

1− ρ
ρr .

(ii) For any θ ∈ Θ, there exists a function y 7→ δθ(y) such that for any
initial distribution χ, any y ∈ YZ and any r, s ≥ 0,

sup
θ∈Θ

∣∣∣δχ,s−rθ,s (y)− δθ(ϑs ◦ y)
∣∣∣ ≤ 2

1− ρ
ρr .

Proof. Proof of (i). Let s ≥ 0 and r and r′ be such that r′ > r. By (A.18)

and (A.19), we have |δχ,s−rθ,s (y)− δχ
′,s−r′

θ,s (y)| = | logα− log β| where

α
def
=

∫
χ(dxs−r)

∏s+1
i=s−r+1mθ(xi−1, xi)gθ(xi, yi)λ(dxi)∫

χ(dxs−r)
∏s
i=s−r+1mθ(xi−1, xi)gθ(xi, yi)λ(dxi)

, (A.21)

β
def
=

∫
χ′(dxs−r′)

∏s+1
i=s−r′+1mθ(xi−1, xi)gθ(xi, yi)λ(dxi)∫

χ′(dxs−r′)
∏s
i=s−r′+1mθ(xi−1, xi)gθ(xi, yi)λ(dxi)

.

We prove that

α ∧ β ≥ σ−
∫
gθ(xs+1, ys+1)λ(dxs+1) , (A.22)

|α− β| ≤ 2ρrσ+

∫
gθ(xs+1, ys+1)λ(dxs+1) , (A.23)

and the proof is concluded since | logα− log β| ≤ |α− β|/(α ∧ β).
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The minorization on α and β is a consequence of A2 upon noting that α
and β are of the form

∫
µ(dxs)mθ(xs, xs+1)gθ(xs+1, ys+1)λ(dxs+1) for some

probability measure µ. The upper bound on |α − β| is a consequence of
Lemma A.2(i) applied with

χ̃(dxs−r)←
∫
Xr′−r

χ′(dxs−r′)

{
s−r−1∏
i=s−r′

gθ(xi, yi)mθ(xi, xi+1)

}
λ(dxs−r′+1:s−r)

and h(u)←
∫
gθ(xs+1, ys+1)mθ(u, xs+1)λ(dxs+1).

Proof of (ii). By (i), for any y ∈ YZ, the sequence {δχ,−rθ,0 (y)}r≥0 is
a Cauchy sequence uniformly in θ: there exists a limit denoted by δθ(y) -
which does not depend upon χ - such that

lim
r→+∞

sup
θ∈Θ

∣∣∣δχ,−rθ,0 (y)− δθ(y)
∣∣∣ = 0 . (A.24)

We write for r ≤ r′∣∣∣δχ,s−rθ,s (y)− δθ(ϑs ◦ y)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣δχ,s−rθ,s (y)− δχ,s−r

′

θ,s (y)
∣∣∣+∣∣∣δχ,s−r′θ,s (y)− δθ(ϑs ◦ y)

∣∣∣ .
Observe that by definition, δχ,s−rθ,s (y) = δχ,−rθ,0 (ϑs ◦ y). This property, com-
bined with Lemma A.3(i), yield

sup
θ∈Θ

∣∣∣δχ,s−rθ,s (y)− δθ(ϑs ◦ y)
∣∣∣ ≤ 2

1− ρ
ρr + sup

θ∈Θ

∣∣∣δχ,−r′θ,0 (ϑs ◦ y)− δθ(ϑs ◦ y)
∣∣∣ .

When r′ → +∞, the second term in the rhs tends to zero by (A.24) - for
fixed y, s and χ -. This concludes the proof.

Lemma A.4. Assume A2. For any y ∈ YZ and s ≥ 0,

sup
r≥0

sup
θ∈Θ

∣∣∣δχ,s−rθ,s (y)
∣∣∣ ≤ |log σ+b+(ys+1)|+ |log σ−b−(ys+1)| ,

and, for any r ≥ 0,

sup
θ∈Θ
|δθ(y)| ≤ 2

(1− ρ)
ρr + |log σ+b+(y1)|+ |log σ−b−(y1)| .

Proof. For any 0 < m ≤ A/B ≤ M , | log(A/B)| ≤ |logM | + |logm|.
Note that by definition, δχ,0θ,s (y) is of the form log(A/B) and under A4(b),
σ−b−(ys+1) ≤ A/B ≤ σ+b+(ys+1). The second upper bound is a conse-
quence of Lemma A.3(ii).

Lemma A.5. Assume A1-2 and A4. Then, θ 7→ E [δθ(Y)] is continuous on
Θ and

lim
η→0

E

[
sup

{θ,θ′∈Θ;|θ−θ′|<η}
|δθ(Y)− δθ′(Y)|

]
= 0 , P− a.s. (A.25)
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Proof. By the dominated convergence theorem, Lemma A.4 and A4(b), θ 7→
E? [δθ(Y)] is continuous if θ 7→ δθ(y) is continuous for any y ∈ YZ. Let y ∈
YZ. By Lemma A.3(ii), limr→+∞ supθ∈Θ |δ

χ,−r
θ,0 (y) − δθ(y)| = 0. Therefore,

θ 7→ δθ(y) is continuous provided for any r ≥ 0, θ 7→ δχ,−rθ,0 (y) is continuous

(for fixed y and χ). By definition of δχ,−rθ,0 (y), see (A.18), it is sufficient

to prove that θ 7→ `χ,−rθ,s (y) is continuous for s ∈ {0, 1}. By definition of

`χ,−rθ,s (y), see (A.19),

`χ,−rθ,s (y) = log

∫
χ(dx−r)

s∏
i=−r+1

mθ(xi−1, xi)gθ(xi, yi)λ(dxi) .

Under A1(a), θ 7→
∏s
i=−r+1mθ(xi−1, xi)gθ(xi, yi) is continuous on Θ, for

any x−r:s and y. In addition, under A1, for any θ ∈ Θ,∣∣∣∣∣
s∏

i=−r+1

mθ(xi, xi+1)gθ(xi+1,yi+1)

∣∣∣∣∣
= exp

(
(s+ r)φ(θ) +

〈
ψ(θ),

s∑
i=−r+1

S(xi, xi+1,yi+1)

〉)
.

Since, by A1, φ and ψ are continuous, and since Θ is compact, there exist
constants C1 and C2 such that,

sup
θ∈K

∣∣∣∣∣
s∏

i=−r+1

mθ(xi, xi+1)gθ(xi+1,yi+1)

∣∣∣∣∣
≤ C1 exp

(
C2

s∑
i=−r+1

sup
x,x′
|S(x, x,′ ,yi+1)|

)
.

Since the measure χ(dx−r)
∏s
i=−r+1 λ(dxi) is finite, the dominated con-

vergence theorem now implies that `χ,−rθ,s (y) is continuous on Θ.

For the proof of (A.25), let us apply the dominated convergence theorem
again. Since Θ is compact, for any y ∈ YZ, θ 7→ δθ(y) is uniformly contin-
uous and lim

η→0
sup

|θ−θ′|<η
|δθ(y)− δθ′(y)| = 0. In addition, we have by Lemma

A.4

sup
{θ,θ′∈Θ;|θ−θ′|<η}

|δθ(y)− δθ′(y)|

≤ 2 sup
θ∈Θ
|δθ(y)| ≤ 4

(1− ρ)
+ 2 {|log σ+ b+(y1)|+ |log σ− b−(y1)|} .

Under A4, this upper bound is P-integrable. This concludes the proof.
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Theorem A.1. Assume A1-2 and A4. Define the function ` : Θ → R by

`(θ)
def
= E [δθ(Y)], where δθ(y) is defined in Lemma A.4.

(i) The function θ 7→ `(θ) is continuous on Θ.

(ii) For any initial distribution χ on (X,X )∣∣∣∣ 1

T
`χ,0θ,T (Y)− `(θ)

∣∣∣∣ −→T→+∞
0 , P− a.s. (A.26)

where `χ,0θ,T (Y) is defined in (A.19).

(iii) For any initial distribution χ on (X,X )

sup
θ∈Θ

∣∣∣∣ 1

T
`χ,0θ,T (Y)− `(θ)

∣∣∣∣ −→T→+∞
0 , P− a.s. (A.27)

Proof. (i) is proved in Lemma A.5.
(ii) By (A.20), for any T > 0, we have, for any y ∈ YZ:

1

T
`χ,0θ,T (y) =

1

T

T−1∑
s=0

δχ,0θ,s (y)

=
1

T

T−1∑
s=0

(
δχ,0θ,s (y)− δθ(ϑs ◦ y)

)
+

1

T

T−1∑
s=0

δθ(ϑ
s ◦ y) .

By Lemma A.3(ii), for any 0 ≤ s ≤ T − 1,
∣∣∣δχ,0θ,s (Y)− δθ(ϑs ◦Y)

∣∣∣ ≤ 2 ρs

1−ρ .

Since ρ ∈ (0, 1),

lim
T→∞

1

T

T−1∑
s=0

(
δχ,0θ,s (Y)− δθ(ϑs ◦Y)

)
= 0 P− a.s. .

By Lemma A.4

E [δθ(Y)] ≤ 2

(1− ρ)
+ E [|log σ+b+(Y1)|+ |log σ−b−(Y1)|] ,

and the rhs is finite under assumption A4(b). By A4(a), the ergodic theorem,
see [Billingsley, 1995, Theorem 24.1, p.314], concludes the proof.

(iii) Since Θ is compact, (A.27) holds if for any ε > 0, any θ′ ∈ Θ, there
exists η > 0 such that

lim
T→+∞

sup
{θ;|θ−θ′|<η}∩Θ

∣∣∣T−1`χ,0θ,T (Y)− T−1`χ,0θ′,T (Y)
∣∣∣ ≤ ε , P− a.s. (A.28)

Let ε > 0 and θ′ ∈ Θ. Choose η > 0 such that

E

[
sup

{θ∈Θ;|θ−θ′|<η}
|δθ(Y)− δθ′(Y)|

]
≤ ε ; (A.29)
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such an η exists by Lemma A.5. By (A.20), we have, for any θ ∈ Θ such
that |θ − θ′| < η∣∣∣∣ 1

T
`χ,0θ,T (Y)− 1

T
`χ,0θ′,T (Y)

∣∣∣∣ ≤ 1

T

T−1∑
s=0

∣∣∣δχ,0θ,s (Y)− δχ,0θ′,s(Y)
∣∣∣ . (A.30)

In addition, by Lemma A.3(ii)

T−1∑
s=0

∣∣∣δχ,0θ,s (Y)− δχ,0θ′,s(Y)
∣∣∣

≤ 2
T−1∑
s=0

sup
θ∈Θ

∣∣∣δχ,0θ,s (Y)− δθ(ϑs ◦Y)
∣∣∣+

T−1∑
s=0

|δθ(ϑs ◦Y)− δθ′(ϑs ◦Y)|

≤ 4

(1− ρ)2
+

T−1∑
s=0

Ξ(ϑs ◦Y)

where Ξ(y)
def
= sup{θ∈Θ;|θ−θ′|<η} |δθ(y − δθ′(y)|. This implies that

lim
T→+∞

sup
{θ∈Θ;|θ−θ′|<η}

1

T

T−1∑
s=0

∣∣∣δχ,0θ,s (Y)− δχ,0θ′,s(Y)
∣∣∣ ≤ lim

T→+∞

1

T

T−1∑
s=0

Ξ(ϑs ◦Y) .

Under A4, the ergodic theorem implies that the rhs converges P − a.s. to
E [Ξ(Y)], see [Billingsley, 1995, p.314]. Then, using again (A.29),

lim
T→+∞

sup
{θ∈Θ;|θ−θ′|<η}

1

T

T−1∑
s=0

∣∣∣δχ,0θ,s (Y)− δχ,0θ′,s(Y)
∣∣∣ ≤ ε , P− a.s.

Then, (A.28) holds and this concludes the proof.

A.2.4 Limit of the normalized score

This section is devoted to the proof of the P − a.s. convergence of the
normalized score T−1∇θ`χ,0θ,T (Y) to ∇θ`(θ). This result is established under
additional assumptions on the model.

S1 (a) For any y ∈ Y and for all (x, x′) ∈ X2, θ 7→ gθ(x, y) and θ 7→
mθ(x, x

′) are continuously differentiable on Θ.

(b) We assume that E [φ(Y0)] < +∞ where

φ(y)
def
= sup

θ∈Θ
sup

(x,x′)∈X2

∣∣∇θ logmθ(x, x
′) +∇θ log gθ(x

′, y)
∣∣ .
(A.31)
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Lemma A.6. Assume S1. For any initial distribution χ, any integers s, r ≥
0 and any y ∈ YZ such that φ(yu) < +∞ for any u ∈ Z, the function
θ 7→ `χ,s−rθ,s (y) is continuously differentiable on Θ and

∇θ`χ,s−rθ,s (y) =

s∑
u=s−r

Φχ,s−r−1
θ,u,s (Υθ,y) ,

where Υθ is the function defined on X2 × Y by

Υθ : (x, x′, y) 7→ ∇θ log
{
mθ(x, x

′)gθ(x
′, y)

}
.

Proof. Under S1, the dominated convergence theorem implies that the func-
tion θ 7→ `χ,s−rθ,s (y) is continuously differentiable and its derivative is obtained
by permutation of the gradient and integral operators.

Lemma A.7. Assume A2 and S1.

(i) There exists a function ξ : YZ → R+ such that for any s ≥ 0 and any
r, r′ ≥ s, any initial distribution χ, χ′ on X and any y ∈ YZ such that
φ(yu) < +∞ for any u ∈ Z,

sup
θ∈Θ

∣∣∣∇θδχ,s−rθ,s (y)−∇θδχ
′,s−r′

θ,s (y)
∣∣∣ ≤ 16ρ−1/4

1− ρ
ρ(r′∧r)/4 ξ(y) ,

where
ξ(y)

def
=
∑
u∈Z

φ(yu)ρ|u|/4 . (A.32)

(ii) For any y ∈ YZ satisfying ξ(y) < +∞, the function θ 7→ δθ(y) given by
Lemma A.3(ii) is continuously differentiable on Θ; and, for any θ ∈ Θ,
any initial distribution χ and any integers r ≥ s ≥ 0,

sup
θ∈Θ

∣∣∣∇θδχ,s−rθ,s (y)−∇θδθ(y ◦ ϑs)
∣∣∣ ≤ 16ρ−1/4

1− ρ
ρr/4 ξ(y) .

Proof. (i) By definition of δχ,s−rθ,s (y), see (A.18) and Lemma A.6,

∇θδχ,s−rθ,s (y)−∇θδχ
′,s−r′

θ,s (y)

= ∇θ`χ,s−rθ,s+1 (y)−∇θ`χ,s−rθ,s (y)−∇θ`χ
′,s−r′
θ,s+1 (y) +∇θ`χ

′,s−r′
θ,s (y)

=

s∑
u=s−r

(
Φχ,s−r−1
θ,u,s+1 (Υθ,y)− Φχ,s−r−1

θ,u,s (Υθ,y)
)

−
s∑

u=s−r′

(
Φχ′,s−r′−1
θ,u,s+1 (Υθ,y)− Φχ′,s−r′−1

θ,u,s (Υθ,y)
)

+ Φχ,s−r−1
θ,s+1,s+1(Υθ,y)− Φχ′,s−r′−1

θ,s+1,s+1(Υθ,y) .
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We can assume without loss of generality that r′ ≤ r so that

∇θδχ,s−rθ,s (y)−∇θδχ
′,s−r′

θ,s (y)

=

s−r′−1∑
u=s−r

{
Φχ,s−r−1
θ,u,s+1 (Υθ,y)− Φχ,s−r−1

θ,u,s (Υθ,y)
}

+Φχ,s−r−1
θ,s+1,s+1(Υθ,y)−Φχ′,s−r′−1

θ,s+1,s+1(Υθ,y)

+

s∑
u=s−r′

{
Φχ,s−r−1
θ,u,s+1 (Υθ,y)− Φχ,s−r−1

θ,u,s (Υθ,y)− Φχ′,s−r′−1
θ,u,s+1 (Υθ,y) + Φχ′,s−r′−1

θ,u,s (Υθ,y)
}
.

Under A2 and S1, Remark A.2.2 can be applied and for any s − r ≤ u ≤
s− r′ − 1,

∣∣∣Φχ,s−r−1
θ,u,s+1 (Υθ,y)− Φχ,s−r−1

θ,u,s (Υθ,y)
∣∣∣ ≤ 2ρs−uφ(yu),

where φu(y) is defined in (A.31). Similarly, by Remark A.2.2

∣∣∣Φχ,s−r−1
θ,s+1,s+1(Υθ,y)− Φχ′,s−r′−1

θ,s+1,s+1(Υθ,y)
∣∣∣ ≤ 2ρr

′+1φ(ys+1) .

For any s− r′ ≤ u ≤ s, by Remark A.2.2,

∣∣∣Φχ,s−r−1
θ,u,s+1 (Υθ,y)− Φχ′,s−r′−1

θ,u,s+1 (Υθ,y) + Φχ′,s−r′−1
θ,u,s (Υθ,y)− Φχ,s−r−1

θ,u,s (Υθ,y)
∣∣∣

≤
∣∣∣Φχ,s−r−1

θ,u,s+1 (Υθ,y)− Φχ′,s−r′−1
θ,u,s+1 (Υθ,y)

∣∣∣+∣∣∣Φχ′,s−r′−1
θ,u,s (Υθ,y)− Φχ,s−r−1

θ,u,s (Υθ,y)
∣∣∣

≤ 4ρu+r′−sφ(yu)

and by Remark A.2.2,

∣∣∣Φχ,s−r−1
θ,u,s+1 (Υθ,y)− Φχ′,s−r′−1

θ,u,s+1 (Υθ,y) + Φχ′,s−r′−1
θ,u,s (Υθ,y)− Φχ,s−r−1

θ,u,s (Υθ,y)
∣∣∣

≤
∣∣∣Φχ,s−r−1

θ,u,s+1 (Υθ,y)− Φχ,s−r−1
θ,u,s (Υθ,y)

∣∣∣+∣∣∣Φχ′,s−r′−1
θ,u,s+1 (Υθ,y)− Φχ′,s−r′−1

θ,u,s (Υθ,y)
∣∣∣

≤ 4ρs−uφ(yu) .

Hence,

∣∣∣∇θδχ,s−rθ,s (y)−∇θδχ
′,s−r′

θ,s (y)
∣∣∣ ≤ 2

s−r′−1∑
u=s−r

ρs−uφ(yu)+4
s+1∑

u=s−r′

(
ρu+r′−s ∧ ρs−u

)
φ(yu) .
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Furthermore,

s+1∑
u=s−r′

φ(yu)
(
ρu+r′−s ∧ ρs−u

)
≤

∑
s−r′≤u≤bs−r′/2c

ρs−uφ(yu) +
∑

u≥bs−r′/2c

ρu+r′−sφ(yu)

≤ ρr′/2
∑
u∈Z

φ(yu)ρ|u|/4 · · ·

×

 ∑
u≤bs−r′/2c

ρs−u−r
′/2−|u|/4 +

∑
bs−r′/2c+1≤u≤s+1

ρu+r′/2−s−|u|/4


≤ 2

ρ(r′−1)/4

1− ρ
∑
u∈Z

φ(yu)ρ|u|/4 ,

where we used that sups−r′≤u≤bs−r′/2c |u| ≤ r′ and supbs−r′/2c+1≤u≤s+1 |u| ≤
r′ + 1. Moreover, upon noting that −u/2 + (s + 1)/2 ≤ s − u − r′/2 when
u ≤ s− r′ − 1,

s−r′−1∑
u=s−r

φ(yu)ρs−u ≤ ρr′/2
s−r′−1∑
u=s−r

φ(yu)ρs−u−r
′/2

≤ ρr′/2
s−r′−1∑
u=s−r

φ(yu)ρ−u/2+(s+1)/2

≤ ρr′/2ρ(s+1)/2
s−r′−1∑
u=s−r

φ(yu)ρ|u|/2 ,

where we used that s− r′ − 1 ≤ 0 in the last inequality.
Hence,

sup
θ∈Θ

∣∣∣∇θδχ,s−rθ,s (y)−∇θδχ
′,s−r′

θ,s (y)
∣∣∣ ≤ 16

1− ρ
ρ(r′−1)/4

∑
u∈Z

φ(yu)ρ|u|/4 .

(A.33)
(ii) Let y ∈ YZ such that ξ(y) < +∞. Then for any u ∈ Z, φ(yu) < +∞.
By Lemma A.6 and Eq. (A.18), the functions {θ 7→ δχ,−rθ,0 (y)}r≥0 are C1

functions on Θ. By (i), there exists a function θ 7→ δ̃θ(y) such that

lim
r→+∞

sup
θ∈Θ

∣∣∣∇θδχ,−rθ,0 (y)− δ̃θ(y)
∣∣∣ = 0 .

Furthermore, by Lemma A.3,

lim
r→+∞

sup
θ∈Θ

∣∣∣δχ,−rθ,0 (y)− δθ(y)
∣∣∣ = 0 .
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Then, θ 7→ δθ(y) is C1 on Θ and for any θ ∈ Θ, δ̃θ(y) = ∇θδθ(y).
We thus proved that for any y ∈ YZ such that ξ(y) < +∞ and for any

initial distribution χ,

lim
r→+∞

sup
θ∈Θ

∣∣∣∇θδχ,−rθ,0 (y)−∇θδθ(y)
∣∣∣ = 0 . (A.34)

Observe that by definition, ∇θδχ,s−rθ,s (y) = ∇θδχ,−rθ,0 (ϑs ◦ y). This property,
combined with Lemma A.7(i), yields

sup
θ∈Θ

∣∣∣∇θδχ,s−rθ,s (y)−∇θδθ(ϑs ◦ y)
∣∣∣

≤ 16ρ−1/4

1− ρ
ρr/4 ξ(y) + sup

θ∈Θ

∣∣∣∇θδχ,−r′θ,0 (ϑs ◦ y)−∇θδθ(ϑs ◦ y)
∣∣∣ .

Since ξ(ϑs ◦ y) < +∞, when r′ → +∞, the second term tends to zero by
(A.34) - for fixed y, s and χ -. This concludes the proof.

Lemma A.8. (i) Assume S1. For any y ∈ YZ such that φ(yu) < +∞
for any u ∈ Z, for any integers r, s ≥ 0,

sup
θ∈Θ

∣∣∣∇θδχ,s−rθ,s (y)
∣∣∣ ≤ 2

s+1∑
u=s−r

φ(yu) .

(ii) Assume A2 and S1. Then, for any y ∈ YZ such that ξ(y) < +∞ and
for any r ≥ 0,

sup
θ∈Θ
|∇θδθ(y)| ≤ 2

1∑
u=−r

φ(yu) +
16ρ−1/4

1− ρ
ξ(y)ρr/4 ,

where ξ(y) is defined in Lemma A.7.

Proof. (i) By (A.18) and Lemma A.6,∣∣∣∇θδχ,s−rθ,s (y)
∣∣∣ =

∣∣∣∇θ`χ,s−rθ,s+1 (y)−∇θ`χ,s−rθ,s (y)
∣∣∣

≤ 2
s+1∑

u=s−r

∣∣∣∣∫ χ(dxs−r)Lθ,s−r:u−1(xs−r,dxu)∇θ log [mθ(xu−1, xu)gθ(xu,yu)]Lθ,u:s−1(xu,X)∫
χ(dxs−r)Lθ,s−r:s−1(xs−r,X)

∣∣∣∣ .
The proof is concluded upon noting that for any s− r ≤ u ≤ s+ 1,∣∣∣∣∫ χ(dxs−r)gθ(xs−r, ys−r)Lθ,s−r:u−1(xs−r, dxu)∇θ log gθ(xu,yu)Lθ,u:s−1(xu,X)∫

χ(dxs−r)gθ(xs−r,ys−r)Lθ,s−r:s−1(xs−r,X)

∣∣∣∣
is upper bounded by φ(yu).

(ii) is a consequence of Lemma A.7(ii) and Lemma A.8(i).



Résultats supplémentaires pour le Chapitre 6 201

Theorem A.2. Assume A2, A4(a) and S1.

(i) For any T ≥ 0 and any distribution χ on X, the functions θ 7→ `χ,0θ,T (Y)
and θ 7→ `(θ) are continuously differentiable P− a.s.

(ii) For any initial distribution χ on (X,X ),

1

T
∇θ`χ,0θ,T (Y) −→

T→+∞
∇θ`(θ) P− a.s. (A.35)

Proof. By (A.20) and Lemma A.6, for any y such that φ(yu) < +∞ for any
u ∈ Z, `χ,0θ,T (y) and δχ,0θ,s (y) are continuously differentiable and (A.20) implies

∇θ`χ,0θ,T (y) =
T−1∑
s=0

∇θδχ,0θ,s (y) .

This decomposition leads to

1

T
∇θ`χ,0θ,T (Y) =

1

T

T−1∑
s=0

(
∇θδχ,0θ,s (Y)−∇θδθ(ϑs ◦Y)

)
+

1

T

T−1∑
s=0

∇θδθ(ϑs ◦Y) .

(A.36)
Consider the first term of the rhs of (A.36). Since Y is a stationary

process, assumption S1(b) implies that E [ξ(Y)] < +∞, where ξ is defined
by (A.32). Then, ξ(Y) < +∞ P − a.s. and by Lemma A.7(ii), for any
0 ≤ s ≤ T − 1,∣∣∣∇θδχ,0θ,s (Y)−∇θδθ(ϑs ◦Y)

∣∣∣ ≤ ξ(Y)
16ρ−1/4

1− ρ
ρs/4 .

Therefore

1

T

T−1∑
s=0

∣∣∣∇θδχ,0θ,s (Y)−∇θδθ(ϑs ◦Y)
∣∣∣ ≤ 1

T
ξ(Y)

16ρ−1/4

1− ρ
1

1− ρ1/4
,

and

lim
T→∞

1

T

T−1∑
s=0

(
∇θδχ,0θ,s (Y)−∇θδθ(ϑs ◦Y)

)
= 0 , P− a.s.

Finally, consider the second term of the rhs of (A.36). By Lemma A.8
(applied with r = 1), E [|∇θδθ(Y)|] < +∞. Under H??, the ergodic theorem
(see [Billingsley, 1995, Theorem 24.1, p.314]) states that

lim
T→∞

1

T

T−1∑
s=0

∇θδθ(ϑs ◦Y) = E [∇θδθ(Y)] , P− a.s.

Then, by (A.36) and the above discussion,

lim
T→∞

1

T
∇θ`χ,0θ,T (Y) = E [∇θδθ(Y)] , P− a.s.
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By Lemma A.8, applied with r = 0,

sup
θ∈Θ
|∇θδθ(Y)| ≤ 2 [φ(Y0) + φ(Y1)] + ξ(Y)ρ1/2 ,

and the rhs is integrable under the stated assumptions. Therefore, by the
dominated convergence theorem, E [∇θδθ(Y)] = ∇θE [δθ(Y)] = ∇θ`(θ) .
This concludes the proof.

A.3 Additional experiments

In this section, we provide additional plots for the applications studied
in Section 6.3.

A.3.1 Linear Gaussian model

Figure A.1 illustrates the fact that the convergence properties of the
BOEM do not depend on the initial distribution χ used in each block. Data
are sampled using φ = 0.97, σ2

u = 0.6 and σ2
v = 1. All runs are started with

φ = 0.1, σ2
u = 1 and σ2

v = 2. Figure A.1 displays the estimation of φ by the
averaged BOEM algorithm with τn ∼ n and τn ∼ n1.5, over 100 independent
Monte Carlo runs as a function of the number of blocks. We consider first
the case when χ is the stationary distribution of the hidden process i.e.
χ ≡ N (0, (1 − φ2)−1σ2

u), and the case when χ is the filtering distribution
obtained at the end of the previous block, computed with the Kalman filter.
The estimation error is similar for both initialization schemes, even when φ
is close to 1 and for any choice of {τn}n≥1.

The theoretical analysis of BOEM says that a sufficient condition for
convergence is the increasing size of the blocks. On Figure A.2, we compare

different strategies for the definition of τn
def
= Tn−Tn−1. A slowly increasing

sequence {τn}n≥0 is compared to different strategies using the same number
of observations within each block. We consider the Linear Gaussian model:

Xt+1 = φXt + σuUt , Yt = Xt + σvVt ,

where X0 ∼ N
(
0, σ2

u(1− φ2)−1
)
, {Ut}t≥0, {Vt}t≥0 are i.i.d. standard Gaus-

sian r.v., independent from X0. Data are sampled using φ = 0.9, σ2
u = 0.6

and σ2
v = 1. All runs are started with φ = 0.1, σ2

u = 1 and σ2
v = 2. Fig-

ure A.2 shows the estimation of φ over 100 independent Monte Carlo runs
(same conclusions could be drawn for σ2

u and σ2
v). For each choice of {τn}n≥0,

the median and first and last quartiles of the estimation are represented as
a function of the number of observations.
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(a) τn ∼ n
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(b) τn ∼ n1.5

Figure A.1: Estimation of φ after 5, 10, 25, 50 and 150 blocks, with two
different initialization schemes: the stationary distribution (left) and the
filtering distribution at the end of the previous block (right). The boxplots
are computed with 100 Monte Carlo runs.

We observe that BOEM does not converge when the block size sequence
is constant and small: as shown in Figure A.2, if the number of observations
is too small (τn = 25), the algorithm is a poor approximation of the limiting
EM recursion and does not converge. With greater block sizes (τn = 100 or
τn = 350), the algorithm converges but the convergence is slower because
it is initialized far from the true value and many observations are needed
to get several estimations. BOEM with slowly increasing block sizes has a
better behavior since many estimations are produced at the beginning and,
once the estimates are closer to the true value, the bigger block sizes reduce
the variance of the estimation.

Moreover, our convergence rates are given up to a multiplicative con-

stant : the theory says that
∑

n τ
−γ/2
n <∞ where γ is related to the ergodic

behavior of the HMM (see assumption A5).

Even if the sequence is chosen to increase at a polynomial rate, we can
have τn ∼ c nα (α > 1) with a constant c such that the first blocks are
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quite small to allow a sufficiently large number of updates of the parameters
{θn, n ≥ 1}. During a (deterministic) ”burn-in” period, the first blocks can
even be of a fixed length before beginning the “increasing” procedure.

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

Number of observations

(a) τn = n1.1 (red) and τn = 25 (blue).
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(b) τn = n1.1 (red) and τn = 100 (blue).
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(c) τn = n1.1 (red) and τn = 350 (blue).

Figure A.2: Estimation of φ with different block size schemes: the median
(bold line) and the first and last quartiles (dotted line) are shown for τn =
n1.1 (red), τn = 100 (black) and τn = 350 (purple). The quantities are
computed with 100 Monte Carlo runs.

A.3.2 Finite state-space HMM

Observations are sampled using d = 6, v = 0.5, xi = i ,∀i ∈ {1, . . . , d}
and the true transition matrix is given by

m =



0.5 0.05 0.1 0.15 0.15 0.05
0.2 0.35 0.1 0.15 0.05 0.15
0.1 0.1 0.6 0.05 0.05 0.1
0.02 0.03 0.1 0.7 0.1 0.05
0.1 0.05 0.13 0.02 0.6 0.1
0.1 0.1 0.13 0.12 0.1 0.45

 .



Résultats supplémentaires pour le Chapitre 6 205

Comparison to an online EM based procedure

In this case, we want to estimate the states {x1, . . . , xd}. All the runs
are started from v = 2 and from the initial states {−1; 0; .5; 2; 3; 4}. The
experiment is the same as the one in Section 6.3.2. The averaged BOEM is
compared to an online EM procedure (see [Cappé, 2011a]) combined with
Polyak-Ruppert averaging (see [Polyak, 1990]). This online EM based algo-
rithm follows a stochastic approximation update and depends on a step-size
sequence {γn}n≥0 which is chosen in the same way as in Section 6.3.2. Fig-
ure A.3 displays the empirical median and first and last quartiles for the
estimation of x2 with both averaged algorithms as a function of the number
of observations. These estimates are obtained over 100 independent Monte
Carlo runs with τn = n1.1 and γn = n−0.53. Both algorithms converge to the
true value x2 = 2 and these plots confirm the similar behavior of BOEM
and the online EM of [Cappé, 2011a].

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x 10
4

0.5

1

1.5

2

2.5

Number of observations

(a) Estimation of x2 with averaged BOEM.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x 10
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1.5

2

2.5

Number of observations

(b) Estimation of x2 with averaged OEM.

Figure A.3: Estimation of x2 using the averaged online EM and averaged
BOEM. Each plot displays the empirical median (bold line) and the first
and last quartiles (dotted lines) over 100 independent Monte Carlo runs
with τn = n1.1 and γn = n−0.53. The first ten observations are omitted for
a better visibility.

Comparison to a recursive maximum likelihood procedure

In the numerical applications below, we give supplementary graphs to
compare the convergence of the averaged BOEM with the convergence of
the Polyak-Ruppert averaged RML procedure. The experiment is the same
as the one in Section 6.3.2. Figure A.4 and A.5 displays the empirical
median and first and last quartiles of the estimation of v and m(1, 2) over
100 independent Monte Carlo runs. Both algorithms have a similar behavior
for the estimation of these parameters.
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(a) Averaged BOEM.
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(b) Averaged RML.

Figure A.4: Empirical median (bold line) and first and last quartiles (dotted
line) for the estimation of v using the averaged RML algorithm (right) and
the averaged BOEM algorithm (left). The true values is v = 0.5 and the
averaging procedure is starter after 10000 observations. The first 10000
observations are not displayed for a better clarity.
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(a) Averaged BOEM.
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(b) Averaged RML.

Figure A.5: Empirical median (bold line) and first and last quartiles (dotted
line) for the estimation of m(1, 2) using the averaged RML algorithm (right)
and the averaged BOEM algorithm (left). The true values is m(1, 2) = 0.05
and the averaging procedure is starter after 10000 observations. The first
10000 observations are not displayed for a better clarity.

A.3.3 Stochastic volatility model

Consider the following stochastic volatility model:

Xt+1 = φXt + σUt , Yt = βe
Xt
2 Vt ,

where X0 ∼ N
(
0, (1− φ2)−1σ2

)
and (Ut)t≥0 and (Vt)t≥0 are two sequences

of i.i.d. standard Gaussian r.v., independent from X0. Data are sampled
using φ = 0.8, σ2 = 0.2 and β2 = 1. All runs are started with φ = 0.1,
σ2 = 0.6 and β2 = 2.

In this model, the smoothed sufficient statistics {S̄χ,Tn−1
τn (θn−1,Y)}n≥1

can not be computed explicitly. We thus propose to replace the exact com-
putation by a Monte Carlo approximation based on particle filtering. The
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performance of the Stochastic BOEM is compared to the online EM algo-
rithm given in [Cappé, 2011a] (see also [Del Moral et al., 2010b]). To our
best knowledge, there do not exist results on the asymptotic behavior of the
algorithms by [Cappé, 2011a, Del Moral et al., 2010b]; these algorithms rely
on many approximations that make the proof quite difficult (some insights
on the asymptotic behavior are given in [Cappé, 2011a]). Despite there are
no results in the literature on the rate of convergence of the Online EM
algorithm by [Cappé, 2011a] we choose the step size γn in [Cappé, 2011a]
and the block size τn s.t. γn = n−0.6 and τn ∝ n3/2 (see Section 6.3.2 for
a discussion on this choice). 50 particles are used for the approximation of
the filtering distribution by Particle filtering. We report in Figure A.6, the
boxplots for the estimation of the three parameters (β, φ, σ2) for the Polyak-
Ruppert [Polyak, 1990] averaged Online EM and the averaged BOEM. Both
averaged versions are started after 20000 observations. Figure A.6 displays
the estimation of φ, σ2 and β2. This figure shows that both algorithms
have the same behavior. Similar conclusions are obtained by considering
other true values for φ (such as φ = 0.95). Therefore, the intuition is that
online EM and Stochastic BOEM have the same asymptotic behavior. The
main advantage of the second approach is that it relies on approximations
which can be controlled in such a way that we are able to show that the
limiting points of the particle version of the Stochastic BOEM algorithms
are the stationary points of the limiting normalized log-likelihood of the
observations.
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(a) Estimation of φ.
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Figure A.6: Estimation of φ, σ2 and β2 using the averaged on-
line EM algorithm (left) and the averaged BOEM (right), after n =
{1000, 10k, 50k, 100k} observations. The true value of φ is 0.8.



Bibliographie

[Adamczak et Bednorz, 2012] Adamczak, R. et Bednorz, W. (2012). Ex-
ponential concentration inequalities for additive functionals of markov
chains. arXiv :1201.3569v1.

[Adams et Fournier, 2003] Adams, R. et Fournier, J. (2003). Sobolev
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