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♥❡$✇♦#❦✱ ❤❛✈❡ ❞❡#✐✈❡❞ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡* ❢♦# #❡*❡❛#❝❤❡#* ✐♥ $❤❡*❡ ❞♦♠❛✐♥*✳ ❙♦ ❢❛#✱ ❛ ✈❛#✐❡$②

♦❢ ♠♦❞❡❧* ❛♥❞ ♠❡$❤♦❞* ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ♠♦*$ ♦❢ $❤❡♠ ❞❡❛❧ ✇✐$❤ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♦♣$✐♠✐③❛✲

$✐♦♥ ❢#❛♠❡✇♦#❦✳ ❆ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ $♦❞❛② ✐* ♦♥ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♣#♦❜❧❡♠* ✐♥ $❤❡*❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥*✳

❙❡✈❡#❛❧ ❛♣♣#♦❛❝❤❡* ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣#♦♣♦*❡❞ ✐♥ $❤❡ ❧✐$❡#❛$✉#❡✱ ❢#♦♠ ♥♦♥❧✐♥❡❛# $#❛♥*❢♦#♠❛$✐♦♥

$♦ $✉#♥ ❛♥ ❛♣♣❛#❡♥$❧② ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♣#♦❜❧❡♠ ✐♥$♦ ❛ ❝♦♥✈❡① ♣#♦❜❧❡♠✱ $♦ ❝❤❛#❛❝$❡#✐③❛$✐♦♥ ♦❢

❛$$#❛❝$✐♦♥ #❡❣✐♦♥* ❛♥❞ *②*$❡♠❛$✐❝❛❧❧② ❥✉♠♣✐♥❣ ♦✉$ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣$✐♠✉♠✱ ❢#♦♠ *✉❝❝❡**✐✈❡ ❝♦♥✲

✈❡① ❛♣♣#♦①✐♠❛$✐♦♥ $♦ ❞✉❛❧✐③❛$✐♦♥✱ ❢#♦♠ ❧❡✈❡#❛❣✐♥❣ $❤❡ *♣❡❝✐✜❝ *$#✉❝$✉#❡* ♦❢ $❤❡ ♣#♦❜❧❡♠*

✭❡✳❣✳✱ ❉✐✛❡#❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦♥✈❡① ❢✉♥❝$✐♦♥*✱ ❝♦♥❝❛✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❛$✐♦♥✱ ❧♦✇ #❛♥❦ ♥♦♥❝♦♥✈❡①✐$②✮ $♦

❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♠♦#❡ ❡✣❝✐❡♥$ ❜#❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣#♦❝❡❞✉#❡*✳

❚❤❡ ✇♦#❦* ✐♥ $❤✐* $❤❡*✐* ❛#❡ ♠♦$✐✈❛$❡❞ ❜②✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣#♦❜❧❡♠* ✐♥ $❤❡

❛#❡❛* ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥* ❛♥❞ ♥❡$✇♦#❦✐♥❣✱ ❛♥❞ ♦♥ ❛♥♦$❤❡# ❤❛♥❞✱ ♥❡✇ $♦♦❧* ❡♠❡#❣✐♥❣ ❢#♦♠

♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ $❤❡♦#②✳ ❙✉❝❤ $♦♦❧* ✐♥❝❧✉❞❡ $❤❡ ♣♦✇❡#❢✉❧ $❤❡♦#✐❡* ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥$ ❝♦♠♣✉✲

$❛$✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦#✐$❤♠* ❢♦# ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥✱ $♦❣❡$❤❡# ✇✐$❤ ❣❧♦❜❛❧ *♦❧✉$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞* ❛♥❞

❞❡❝♦♠♣♦*✐$✐♦♥ $❡❝❤♥✐H✉❡* ❢♦# *♦❧✈✐♥❣ ❧❛#❣❡ *❝❛❧❡ ♣#♦❜❧❡♠*✳

●❡♥❡#❛❧❧② *♣❡❛❦✐♥❣✱ $❤❡#❡ ❛#❡ $✇♦ ❞✐✛❡#❡♥$ ❜✉$ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥$❛#② ❛♣♣#♦❛❝❤❡* ❢♦# ♥♦♥❝♦♥✲

✈❡① ♣#♦❣#❛♠♠✐♥❣✿

✐✮ ●❧♦❜❛❧ ❛♣♣#♦❛❝❤❡* *✉❝❤ ❛* ❈✉$$✐♥❣ K❧❛♥❡ ✭❈K✮✱ ❇#❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ✭❇&❇✮✱ ❇#❛♥❝❤ ❛♥❞
❈✉$ ✭❇&❈✮ ❝❛♥ ❣✉❛#❛♥$❡❡ $❤❡ ❣❧♦❜❛❧✐$② ♦❢ $❤❡ *♦❧✉$✐♦♥* ❜✉$ $❤❡② ❛#❡ ✈❡#② ❡①♣❡♥*✐✈❡✱ ✐♥
♣❛#$✐❝✉❧❛# ❢♦# ❧❛#❣❡ *❝❛❧❡ *❡$$✐♥❣❀

✐✐✮ ▲♦❝❛❧ ❛♣♣#♦❛❝❤❡*✱ ♦♥ $❤❡ ❝♦♥$#❛#②✱ ❛#❡ ♠✉❝❤ ❢❛*$❡# ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛#❡ ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡✳

❈✉##❡♥$ ❛♣♣#♦❛❝❤❡* ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ *②*$❡♠* ❛#❡ ♥♦$ ❣❡♥❡#❛❧❧② ❡✛❡❝$✐✈❡ ❢♦# ❧❛#❣❡ *❝❛❧❡

♥❡$✇♦#❦* ✐♥ #❡❛❧ ✇♦#❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥*✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥$ ❛❧❣♦#✐$❤♠* $❤❛$ #❡❛❧✐③❡ ❛ ❝♦♠♣#♦♠✐*❡

❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ H✉❛❧✐$② ✭♦❢ *♦❧✉$✐♦♥*✮✱ $❤❡ *❝❛❧❛❜✐❧✐$② ❛♥❞ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡❧② ✐* ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢

♥♦♥❝♦♥✈❡① ♣#♦❣#❛♠♠✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ❛❧❣♦#✐$❤♠* ♠✉*$ ❡①♣❧♦✐$ *♣❡❝✐✜❝ *$#✉❝$✉#❡* ♦❢ $❤❡ ♣#♦❜❧❡♠*

❜❡✐♥❣ ❝♦♥*✐❞❡#❡❞✳ ❚❤✐* $❤❡*✐* ✇✐❧❧ ❛❞❞#❡** $❤✐* H✉❡*$✐♦♥ ✇❤✐❧❡ $❛❦✐♥❣ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐**✉❡* ✐♥ $❤❡ ❝♦♥$❡①$ ♦❢ ♥❡$✇♦#❦✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❜✐❧❡ *❡#✈✐❝❡✿

• ❚❤❡ $♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ♥❡$✇♦#❦* ✐* ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ #❡❛❧✲$✐♠❡ ❞❛$❛ $#❛♥*♠✐**✐♦♥* ❛#❡ ♥❡❡❞❡❞✳
❍❡♥❝❡ #❡❛❧✲$✐♠❡ ❛❧❣♦#✐$❤♠* ❛#❡ ❡①♣❡❝$❡❞✳

• ❙❡❧❢✲♦#❣❛♥✐③❛$✐♦♥ ❛♥❞ *❡❧❢✲❝♦♥✜❣✉#❛$✐♦♥ #❡H✉✐#❡ ❛❧❧ ♣#♦$♦❝♦❧* ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ ♥❡$✇♦#❦* $♦ ❜❡
❞✐*$#✐❜✉$✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦#❛$✐✈❡✳ ❇② $❤❡ ✇❛②✱ ❞✐*$#✐❜✉$❡❞ ❛❧❣♦#✐$❤♠* ❛#❡ ♥❡❝❡**❛#②✳



①✐✐ ■♥$%♦❞✉❝$✐♦♥

• ▲♦❝❛$✐♦♥✴❚)❛❝❦✐♥❣ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥$✱ ✐♥ ❛❞❞✐$✐♦♥ $♦ $❤❡ ❤❛♥❞♦✈❡) ♠❛♥❛❣❡♠❡♥$ ❛♥❞ )♦✉$✲

✐♥❣✳ ■♥ $❤❡ ❝❛6❡ ♦❢ ❤②❜)✐❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ ♥❡$✇♦)❦6✱ $❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ $❤❡ ❜❡6$ ❛❝❝❡66 ❣❛$❡✲

✇❛② ❛♠♦♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❝❝❡66 $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡6 ❜❡❝♦♠❡6 ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ ✐♠♣♦)$❛♥$

❝♦♥6✐❞❡)❛$✐♦♥6✳ ❘♦✉$✐♥❣ ✐♥ ❤②❜)✐❞ ♥❡$✇♦)❦6 6❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❛ 6✉✐$❛❜❧❡

♠❛$❤❡♠❛$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥$ ❛❧❣♦)✐$❤♠6✳

• ▼✉❧$✐✲✉6❡) ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥6 6❡)✈✐❝❡ ✐♥✈♦❧✈❡6 ❧❛)❣❡ 6❝❛❧❡ 6❡$$✐♥❣ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠6✳

❚❤❡)❡❢♦)❡ $❤❡ ❛❧❣♦)✐$❤♠6 6❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ $♦ 6♦❧✈❡ ❧❛)❣❡ 6✐③❡ ♣)♦❜❧❡♠6✳

❖✉) ❛✐♠ ✐6 $♦ ✐♥✈❡6$✐❣❛$❡ ❡✣❝✐❡♥$ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ❛❧❣♦)✐$❤♠6 ♠❡❡$✐♥❣ $❤❡6❡ )❡C✉✐)❡6✳ ❲❡

❢♦❝✉6 ♦♥ ❉❈ ✭❉✐✛❡)❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦♥✈❡① ❢✉♥❝$✐♦♥6✮ K)♦❣)❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ ✭❉❈ ❆❧❣♦)✐$❤♠✮✱

♣♦✇❡)❢✉❧ $♦♦❧6 ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛$✐✈❡ ❛♣♣)♦❛❝❤❡6 ✐♥ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ❢)❛♠❡✇♦)❦✳ ❉❈ ♣)♦✲

❣)❛♠♠✐♥❣ ✐6 ❛♥ ❡①$❡♥6✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♣)♦❣)❛♠♠✐♥❣ $♦ ❝♦✈❡) ❛❧♠♦6$ ❛❧❧ )❡❛❧ ✇♦)❧❞ ♥♦♥❝♦♥✈❡①

♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠6✳ ❆6 ❛ ♣❛)$ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣)♦❛❝❤❡6✱ ❉❈❆ ❤❛6 ❜❡❡♥ ✐♥$)♦❞✉❝❡❞ ❜② K❤❛♠

❉✐♥❤ ❚❛♦ ✐♥ ✶✾✽✺ ❛♥❞ ❡①$❡♥6✐✈❡❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▲❡ ❚❤✐ ❍♦❛✐ ❆♥ ❛♥❞ K❤❛♠ ❉✐♥❤ ❚❛♦ 6✐♥❝❡

✶✾✾✹ $♦ ❜❡❝♦♠❡ ♥♦✇ ❝❧❛66✐❝ ❛♥❞ ✐♥❝)❡❛6✐♥❣❧② ♣♦♣✉❧❛) ✭6❡❡ ❡✳❣✳ ❬K❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✽✽❪✲❬K❤❛♠

❉✐♥❤ ❛♥❞ ▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ ❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✹❪✲❬▲❡ ❚❤✐ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✮✳ ❉❈❆ ❛✐♠6 $♦ 6♦❧✈❡ ❛

❣❡♥❡)❛❧ ❉❈ ♣)♦❣)❛♠ $❤❛$ $❛❦❡6 $❤❡ ❢♦)♠

α = inf{f(x) := g(x)− h(x) : x ∈ IRp} (Pdc)

✇❤❡)❡ g, h ❛)❡ ❧♦✇❡) 6❡♠✐❝♦♥$✐♥✉♦✉6 ♣)♦♣❡) ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝$✐♦♥6 ♦♥ IRp✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ f ✐6
❝❛❧❧❡❞ ❉❈ ❢✉♥❝$✐♦♥✱ ❛♥❞ g − h✱ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦6✐$✐♦♥ ♦❢ f ✇❤✐❧❡ g ❛♥❞ h ❛)❡ ❉❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥$6

♦❢ f. ❉❈❆ ✐6 ❛ ❞❡6❝❡♥$ ♠❡$❤♦❞ ✇✐$❤♦✉$ ❧✐♥❡ 6❡❛)❝❤ ❜❛6❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ♦♣$✐♠❛❧✐$② ❝♦♥❞✐$✐♦♥6

❛♥❞ ❉❈ ❞✉❛❧✐$②✳ ❚❤❡ ❝♦♥6$)✉❝$✐♦♥ ♦❢ ❉❈❆ ✐♥✈♦❧✈❡6 ❉❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥$6 g ❛♥❞ h ❜✉$ ♥♦$ $❤❡
❢✉♥❝$✐♦♥ f ✐$6❡❧❢✿ ❡❛❝❤ ✐$❡)❛$✐♦♥ k ♦❢ ❉❈❆ ❝♦♥6✐6$6 ♦❢ ❝♦♠♣✉$✐♥❣

yk ∈ ∂h(xk), xk+1 ∈ argmin{g(x)− h(xk)− 〈x− xk, yk〉 : x ∈ IRp} (Pk).

❍❡♥❝❡✱ ❢♦) ❛ ❉❈ ♣)♦❣)❛♠✱ ❡❛❝❤ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦6✐$✐♦♥ ❝♦))❡6♣♦♥❞6 $♦ ❛ ❞✐✛❡)❡♥$ ✈❡)6✐♦♥ ♦❢

❉❈❆✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❉❈ ❢✉♥❝$✐♦♥ f ❤❛6 ❛♥ ✐♥✜♥✐$❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦6✐$✐♦♥6 ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡

❝)✉❝✐❛❧ ✐♠♣❛❝$6 ♦♥ $❤❡ C✉❛❧✐$✐❡6 ✭6♣❡❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡✱ )♦❜✉6$♥❡66✱ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❣❧♦❜❛❧✐$② ♦❢

❝♦♠♣✉$❡❞ 6♦❧✉$✐♦♥6✱✳✳✳✮ ♦❢ ❉❈❆✱ $❤❡ 6❡❛)❝❤ ❢♦) ❛ ✑❣♦♦❞✑ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦6✐$✐♦♥ ✐6 ✐♠♣♦)$❛♥$

❢)♦♠ ❛❧❣♦)✐$❤♠✐❝ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇6✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ ❞❡6♣✐$❡ ✐$6 ❧♦❝❛❧ ❝❤❛)❛❝$❡)✱ ❉❈❆ ✇✐$❤ ❛ ❣♦♦❞

✐♥✐$✐❛❧ ♣♦✐♥$ ❝❛♥ ❝♦♥✈❡)❣❡ $♦ ❣❧♦❜❛❧ 6♦❧✉$✐♦♥6✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ✑❣♦♦❞✑ ✐♥✐$✐❛❧ ♣♦✐♥$ ✐6 $❤❡♥ ❛❧6♦ ❛♥

✐♠♣♦)$❛♥$ 6$❛❣❡ ♦❢ ❉❈❆✳ ❍♦✇ $♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥$ ❛❧❣♦)✐$❤♠ ❜❛6❡❞ ♦♥ $❤❡ ❣❡♥❡)✐❝ ❉❈❆

6❝❤❡♠❡ ❢♦) ❛ ♣)❛❝$✐❝❛❧ ♣)♦❜❧❡♠ ✐6 $❤✉6 ❛ ❥✉❞✐❝✐♦✉6 C✉❡6$✐♦♥ $♦ ❜❡ 6$✉❞✐❡❞✱ ❛♥❞ $❤❡ ❛♥6✇❡)

❞❡♣❡♥❞6 ♦♥ $❤❡ 6♣❡❝✐✜❝ 6$)✉❝$✉)❡ ♦❢ $❤❡ ♣)♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥6✐❞❡)❡❞✳

❚❤❡ ✉6❡ ♦❢ ❉❈❆ ✐♥ $❤✐6 $❤❡6✐6 ✐6 ❥✉6$✐✜❡❞ ❜② ✈❛)✐♦✉6 )❡❛6♦♥6✿

• ❉❈❆ ✐6 ❛ )♦❜✉6$ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥$ ♠❡$❤♦❞ ❢♦) 6♠♦♦$❤✴♥♦♥6♠♦♦$❤ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♣)♦❣)❛♠♠✐♥❣

✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇6 $♦ 6♦❧✈❡ ❧❛)❣❡✲6❝❛❧❡ ❉❈ ♣)♦❣)❛♠6✳

• ❉❈❆ ✐6 6✐♠♣❧❡ $♦ ✉6❡ ❛♥❞ ❡❛6② $♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥$✳

• ❉❈❆ ✇❛6 6✉❝❝❡66❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ❛ ❧♦$ ♦❢ ❞✐✛❡)❡♥$ ❛♥❞ ✈❛)✐♦✉6 ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥

♣)♦❜❧❡♠6 $♦ ✇❤✐❝❤ ✐$ C✉✐$❡ ♦❢$❡♥ ❣❛✈❡ ❣❧♦❜❛❧ 6♦❧✉$✐♦♥6 ❛♥❞ ♣)♦✈❡❞ $♦ ❜❡ ♠♦)❡ )♦❜✉6$ ❛♥❞

♠♦)❡ ❡✣❝✐❡♥$ $❤❛♥ )❡❧❛$❡❞ 6$❛♥❞❛)❞ ♠❡$❤♦❞6✳ ■♥ ♣❛)$✐❝✉❧❛)✱ ❉❈❆ ❤❛6 ❛❧)❡❛❞② ❡✣❝✐❡♥$❧②

6♦❧✈❡❞ 6♦♠❡ ❉❈ ♣)♦❣)❛♠6 ✐♥ ♥❡$✇♦)❦ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ✭6❡❡ ❬▲❡ ❚❤✐ ❛♥❞ K❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✷✵✵✷❪✱

❬▲❡ ❚❤✐ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❛❪✱ ❬▲❡ ❚❤✐ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❜❪✮ ❛♥❞ $)❛♥6♣♦)$❛$✐♦♥ 6②6$❡♠6 ✭❬▲❡ ❚❤✐ ❡$ ❛❧✳✱

✷✵✵✽❪✳✳✳✮✳

• ❇② ❡①♣❧♦✐$✐♥❣ $❤❡ ♥✐❝❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦6✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥

❞❡6✐❣♥ ❞✐6$)✐❜✉$❡❞ ❛❧❣♦)✐$❤♠6✳ ❚❤✐6 ✐66✉❡ ✐6 ✈❡)② ✐♠♣♦)$❛♥$ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ ♥❡$✇♦)❦6

$❤❛$ ✐♥✈♦❧✈❡ ♠✉❧$✐✲✉6❡)6✱ ✐♥ ♣❛)$✐❝✉❧❛) ✐♥ $❤❡ ♣✉)♣♦6❡ ♦❢ ♣❡)6♦♥❛❧✐③❡❞ ♠♦❜✐❧❡ 6❡)✈✐❝❡6✳



①✐✐✐

❚❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ♦❢ '❤✐+ '❤❡+✐+ ✐+ '♦ ✐♥✈❡+'✐❣❛'❡ ❉❈ ♣2♦❣2❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ '♦ +♦♠❡ ✐♠✲

♣♦2'❛♥' ❝❧❛++❡+ ♦❢ ♣2♦❜❧❡♠+ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ +②+'❡♠+ ❛♥❞ '2❛♥+♣♦2'❛'✐♦♥ +②+'❡♠+✱ ✐♥ '❤❡

❝♦♥'❡①' ♦❢ ♠♦❜✐❧✐'② ♥❡'✇♦2❦+✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛2❡❛+ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥+ +②+'❡♠+ ❛2❡ +'✉❞✐❡❞✿

• ❘♦✉'✐♥❣✿ +❡✈❡2❛❧ ♠♦❞❡❧+✱ ❢2♦♠ ❯♥✐❝❛+' ◗♦❙ 2♦✉'✐♥❣ '♦ '❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ▼✉❧'✐❝❛+' ❛♥❞ ▼❛♥②

'♦ ▼❛♥② ▼✉❧'✐❝❛+' ◗♦❙ 2♦✉'✐♥❣✱ ❛2❡ ❝♦♥+✐❞❡2❡❞✳ ❚❤❡ '2❛❞✐'✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧+ ♦❢ 2♦✉'✐♥❣ ✐♥

♥❡'✇♦2❦+ ❛2❡ '❤♦+❡ ♦❢ ▼✉❧'✐❝♦♠♠♦❞✐'② ◆❡'✇♦2❦ ❖♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ H2♦❜❧❡♠+ ✇❤✐❝❤ ❛2❡ ♦❢'❡♥

✐♥ '❤❡ ❢♦2♠ ♦❢ ♠✐①❡❞ ✐♥'❡❣❡2 ♣2♦❣2❛♠♠✐♥❣ ✭❝♦♥'✐♥✉♦✉+✴❜✐♥❛2② ❛♥❞✴♦2 ✐♥'❡❣❡2 ✈❛2✐❛❜❧❡+✮✳

■♥ '❤✐+ '❤❡+✐+✱ ✇❡ '❛❝❦❧❡ '❤❡ 2♦✉'✐♥❣ ♣2♦❜❧❡♠+ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ '❤❡ ❛♣♣2♦❛❝❤❡+ ❛❞❛♣'❡❞ '♦

❞②♥❛♠✐❝ ♥❡'✇♦2❦+ ❛♥❞ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❉❈❆ ❢♦2 ▼✐①❡❞ ▲✐♥❡❛2 ■♥'❡❣❡2 H2♦❣2❛♠♠✐♥❣ ✭▼▲■H✮

♠♦❞❡❧+ ❛♥❞ ♣2♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦+✐'✐♦♥ '❡❝❤♥✐N✉❡+ ✭❢♦2 ❧❛2❣❡ +❝❛❧❡ ♣2♦❜❧❡♠+✮✳ ❲❡ ❛❧+♦ ❝♦♥✲

+✐❞❡2 ❛ +♦ ❝❛❧❧❡❞ H❛2'✐'✐♦♥✐♥❣✲❍✉❜ ▲♦❝❛'✐♦♥✲❘♦✉'✐♥❣ H2♦❜❧❡♠ ✭H❍▲❘H✮ '❤❛' ❝♦♥+✐+'+

♦❢ ♣❛2'✐'✐♦♥✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥❡'✇♦2❦ ✐♥'♦ +✉❜✲♥❡'✇♦2❦+✱ ❧♦❝❛'✐♥❣ ❛' ❧❡❛+' ♦♥❡ ❤✉❜ ✐♥ ❡❛❝❤

+✉❜✲♥❡'✇♦2❦✱ ❛♥❞ 2♦✉'✐♥❣ '❤❡ '2❛✣❝ ✇✐'❤✐♥ '❤❡ ♥❡'✇♦2❦ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ '❤❡ ❝♦+'✳

• H♦✇❡2 ❝♦♥'2♦❧✿ ♣♦✇❡2 ❝♦♥'2♦❧ ❛♥❞ 2❡+♦✉2❝❡ ❛❧❧♦❝❛'✐♦♥ '❡❝❤♥✐N✉❡+ ❢♦2 ❝❡❧❧✉❧❛2 ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛'✐♦♥ +②+'❡♠+ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ 2❡❝❡♥' ❢♦❝✉+ ♦❢ ✐♥'❡♥+✐✈❡ +'✉❞✐❡+✳ ■' ❤❛+ ❜❡❡♥ ♣2♦♣♦+❡❞ '♦

✉+❡ '❤❡ ✉+❡2 +✐❣♥❛❧ '♦ ✐♥'❡2❢❡2❡♥❝❡ ♣❧✉+ ♥♦✐+❡ 2❛'✐♦ ✭❙■◆❘✮ '♦ ❛❞❥✉+' '❤❡ '2❛♥+♠✐''❡❞

♣♦✇❡2✳ ❙❡✈❡2❛❧ +❝❤❡♠❡+ ❢♦2 ♣♦✇❡2 ❝♦♥'2♦❧✱ ❝❡♥'2❛❧✐③❡❞ ♦2 ❞✐+'2✐❜✉'❡❞✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①'❡♥✲

+✐✈❡❧② +'✉❞✐❡❞ +✐♥❝❡ ✶✾✾✵+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡2❡♥' '2❛♥+♠✐++✐♦♥ ♠♦❞❡❧+ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ♥❡❡❞+✳

❱❛2✐♦✉+ ♦❜❥❡❝'✐✈❡+ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥+✐❞❡2❡❞ ❢♦2 ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♣♦✇❡2 ❝♦♥'2♦❧ ❛❧❣♦2✐'❤♠+✳ H❛2✲

'✐❝✉❧❛2❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❛①✐♠✐③❡ '❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❙■◆❘✱ ♠✐♥✐♠✐③❡ '♦'❛❧ '2❛♥+♠✐''❡❞ ♣♦✇❡2✱ ♦2

♠✐♥✐♠✐③❡ ♦✉'❛❣❡ ♣2♦❜❛❜✐❧✐'② ✐♥ ❛ ❝❡❧❧✉❧❛2 ♥❡'✇♦2❦ ❬❈❤✐❛♥❣✱ ✷✵✵✻❛❪✳ ■♥ '❤✐+ '❤❡+✐+✱ ✇❡

❝♦♥+✐❞❡2 ♥❡✇ ❛♣♣2♦❛❝❤❡+ ♦❢ ❢♦2♠✉❧❛'✐♥❣ ♣♦✇❡2 ❝♦♥'2♦❧ ♣2♦❜❧❡♠+ '❤2♦✉❣❤ ❉❈ ♣2♦❣2❛♠✲

♠✐♥❣ ❢2❛♠❡✇♦2❦✱ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡✣❝✐❡♥' ❉❈❆ +❝❤❡♠❡+ ❢♦2 '❤❡ ♥❡✇ ❉❈ ❢♦2♠✉❧❛'✐♦♥✳

• ❉②♥❛♠✐❝ ❙♣❡❝'2✉♠ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥' ✭❉❙▼✮✿ '❤❡ ❉❙▼ ✐+ ❛♥ ❡✛❡❝'✐✈❡ '❡❝❤♥✐N✉❡ ❢♦2 ♠✐'✐✲

❣❛'✐♥❣ ❞❡'2✐♠❡♥'❛❧ ❡✛❡❝' ♦❢ ❝2♦++'❛❧❦ ✐♥ ❉✐❣✐'❛❧ ❙✉❜+❝2✐❜❡2 ▲✐♥❡+ ✭❉❙▲✮✳ ❆♠♦♥❣ ✈❛2✐♦✉+

❉❙▼ '❡❝❤♥✐N✉❡+✱ ❝❡♥'2❛❧✐③❡❞ ❖♣'✐♠❛❧ ❙♣❡❝'2✉♠ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ✭❖❙❇✮ ❛❝❤✐❡✈❡+ '❤❡ ♠❛①✲

✐♠✉♠ ♣♦++✐❜❧❡ ❞❛'❛ 2❛'❡+ ❜② ❝♦♠♣✉'✐♥❣ '❤❡ ♦♣'✐♠❛❧ H❙❉+ ❢♦2 ❛❧❧ ♠♦❞❡♠+ ✐♥ ❉❙▲

+②+'❡♠+✳ ❯♥❢♦2'✉♥❛'❡❧②✱ ✐'+ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐'② ❣2♦✇+ ❡①♣♦♥❡♥'✐❛❧❧② ✐♥ '❤❡ ♥✉♠✲

❜❡2 ♦❢ ✉+❡2+ ◆ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡+ ✐♥'2❛❝'❛❜❧❡ ❢♦2 ❧❛2❣❡ ◆✳ ❚♦ 2❡❞✉❝❡ '❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'② ♦❢ ❖❙❇✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦✐' '❤❡ ❢❛❝' '❤❛' '❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣2♦❜❧❡♠ ✐♥ ❖❙❇ ❝❛♥ ❜❡ 2❡❢♦2✲

♠✉❧❛'❡❞ ❛+ ❛♥ ❡N✉✐✈❛❧❡♥' ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥❝❛✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣2♦❜❧❡♠ ❜② 2❡♣2❡+❡♥'✐♥❣ ✐'+ ♦❜✲

❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐'❧② ❛+ ❛ ❉❈ ❢✉♥❝'✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥✈❡+'✐❣❛'❡ ♥❡✇ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥'

❛❧❣♦2✐'❤♠+ ❜❛+❡❞ ♦♥ ❉❈ ♣2♦❣2❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ ❢♦2 +♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥

♣2♦❜❧❡♠+ ✐♥ ❖❙❇✳

❆❧+♦ ✐♥ '❤❡ ❝♦♥'❡①' ♦❢ ♠♦❜✐❧✐'② ♥❡'✇♦2❦✱ ✇❡ +'✉❞② ♦♥❡ ✐♥'❡2❡+'✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ✐♥ '2❛♥+✲

♣♦2'❛'✐♦♥ +②+'❡♠+✱ '❤❡ ❈❛2 H♦♦❧✐♥❣ ♣2♦❜❧❡♠✳ ❈❛2 ♣♦♦❧✐♥❣ ❝♦♥+✐+'+ ♦❢ ♠❛♥❛❣✐♥❣ '❤❡ +❤❛2✐♥❣

♦❢ ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ ❝❛2+ ❜❡'✇❡❡♥ +❡✈❡2❛❧ ✉+❡2+ '❤❛' ❤❛✈❡ ✇❤♦❧❡ ♦2 ♣❛2' ♦❢ '❤❡✐2 2♦✉'❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳

❚♦ +♦❧✈❡ '❤❡ ♣2♦❜❧❡♠✱ +❡✈❡2❛❧ '❛+❦+ +❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡2❢♦2♠❡❞✿ ❝❤♦♦+✐♥❣ ❞2✐✈❡2+ ❛♥❞ ♣❛++❡♥❣❡2+✱

❛❧❧♦❝❛'✐♥❣ ♣❛++❡♥❣❡2+ '♦ ❝❛2+✱ ❝♦♠♣✉'✐♥❣ ❛♥ ♦♣'✐♠✐③❡❞ 2♦✉'❡ ❢♦2 '❤❡ ❝❛2+✳ ■♥ '❤✐+ '❤❡+✐+✱

✇❡ '❛❝❦❧❡ '❤❡ ❈❛2 ♣♦♦❧✐♥❣ ♣2♦❜❧❡♠ ❜② '✇♦ ❛♣♣2♦❛❝❤❡+✿ ✐♥ '❤❡ ✜2+' ❛♣♣2♦❛❝❤ '❤❡ ❈❛2 ♣♦♦❧✲

✐♥❣ ♣2♦❜❧❡♠ ✐+ ❢♦2♠✉❧❛'❡❞ ❛+ ❛ ▼✐① ■♥'❡❣❡2 ▲✐♥❡❛2 H2♦❣2❛♠ ✭▼■▲H✮ ❢♦2 ✇❤✐❝❤ ❉❈❆ ❛♥❞

'❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❉❈❆✲ ❇2❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛2❡ ✐♥✈❡+'✐❣❛'❡❞✳ ■♥ '❤❡ +❡❝♦♥❞ ❛♣♣2♦❛❝❤ ✇❡ ❝♦♥✲

+✐❞❡2 '❤❡ ❈❛2 ♣♦♦❧✐♥❣ ❛+ ❛ ♠✉❧'✐♦❜❥❡❝'✐✈❡ ♣2♦❣2❛♠♠✐♥❣ ♣2♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❤❡✉2✐+'✐❝

❛❧❣♦2✐'❤♠ ❢♦2 +♦❧✈✐♥❣ ✐'✳

❋2♦♠ ❛ ♠❛'❤❡♠❛'✐❝❛❧ ♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❛++✐❢② '❤❡ ♣2♦❜❧❡♠+ +'✉❞✐❡❞ ✐♥ ♦✉2 ✇♦2❦

✐♥ '❤2❡❡ ❝❛'❡❣♦2✐❡+✿

✐✮ ❇✐♥❛2② ■♥'❡❣❡2 ▲✐♥❡❛2 H2♦❣2❛♠ ✭❇■▲H✮ ♦2 ▼✐①'❡ ■♥'❡❣❡2 ▲✐♥❡❛2 H2♦❣2❛♠ ✭▼■▲H✮✿ ✐'

❝♦♥❝❡2♥+ ✇✐'❤ ❯♥✐❝❛+' ◗♦❙ 2♦✉'✐♥❣✱ ❝♦♠♣❧❡① ▼✉❧'✐❝❛+' ❛♥❞ ▼❛♥② '♦ ▼❛♥② ▼✉❧'✐❝❛+'



①✐✈ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

◗♦❙ #♦✉%✐♥❣ ✭❇■▲-✮✱ -❛#%✐%✐♦♥✐♥❣✲❍✉❜ ▲♦❝❛%✐♦♥✲❘♦✉%✐♥❣✱ ❛♥❞ %❤❡ ❈❛# -♦♦❧✐♥❣ ♣#♦❜❧❡♠

✭▼▲■-✮✳

✐✐✮ ❈♦♥%✐♥✉♦✉? ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♣#♦❣#❛♠♠✐♥❣✿ %❤✐? ❝❛%❡❣♦#② ❝♦♥%❛✐♥? %❤❡ -♦✇❡# ❝♦♥%#♦❧ ♣#♦❜❧❡♠

❛♥❞ %❤❡ ❉❙▼ ♣#♦❜❧❡♠✳

✐✐✐✮ ▼✉❧%✐♦❜❥❡❝%✐✈❡ ♣#♦❣#❛♠♠✐♥❣ ♣#♦❜❧❡♠✿ ✐% ❞❡❛❧? ✇✐%❤ %❤❡ ❈❛# ♣♦♦❧✐♥❣ ♣#♦❜❧❡♠✳

❖♥ %❤❡ ♠❡%❤♦❞♦❧♦❣②✱ %❤❡ ✉?❡ ♦❢ ❉❈❆ ✐? ✉♥✐✈❡#?❛❧ ✐♥ ♦✉# ✇♦#❦✿ ✇❡ ✐♥✈❡?%✐❣❛%❡ ❉❈❆

❢♦# ?♦❧✈✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥?✐❞❡#❡❞ ♣#♦❜❧❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧%❤♦✉❣❤ ❉❈❆ ✐? ❛ ❝♦♥%✐♥✉♦✉? ❛♣♣#♦❛❝❤✱ ✐%?

❝❛♥ ❜❡ ✉?❡❞ ❢♦# ?♦❧✈✐♥❣ %❤❡ ▼■▲- ✈✐❛ ❛♥ ❡①❛❝% ♣❡♥❛❧%② %❡❝❤♥✐K✉❡✳ ❉❈❆ ❤❛? ❜❡❡♥ ❛❧#❡❛❞②

✉?❡❞ ❢♦# ?♦❧✈✐♥❣ ▼■▲- ✐♥ ?❡✈❡#❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥? ✭?❡❡ ❡✳❣✳ ❬-❤❛♠ ❉✐♥❤ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ❬▲❡ ❚❤✐

❛♥❞ -❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✷✵✵✶❪✱ ❬▲❡ ❚❤✐ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱✳✳✳✮ ■♥ %❤✐? ✇♦#❦✱ ❡①♣❧♦✐%✐♥❣ %❤❡ ?♣❡❝✐❛❧

?%#✉❝%✉#❡ ♦❢ ♣#♦❜❧❡♠? ❜❡✐♥❣ ❝♦♥?✐❞❡#❡❞✱ ✇❡ ❛❞❛♣% ❉❈❆ ❢♦# %❤❡ #❡?♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ ♦✉# ♣#♦❜❧❡♠?

❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ?❡✈❡#❛❧ %❡❝❤♥✐K✉❡?✿ ❞❡❝♦♠♣♦?✐%✐♦♥ ♣#♦①✐♠❛❧ %❡❝❤♥✐K✉❡? ❢♦# ◗♦❙ #♦✉%✐♥❣ %♦

❣❡% %❤❡ ?❝❛❧❛❜✐❧✐%② ♦❢ ❉❈❆✱ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❇#❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛❧❣♦#✐%❤♠?

%♦ ❡♥?✉#❡ %❤❡ ❣❧♦❜❛❧✐%② ♦❢ ?♦❧✉%✐♦♥?✱ ❞②♥❛♠✐❝ ✉♣❞❛%❡ ♣❡♥❛❧%② ♣❛#❛♠❡%❡# ❢♦# ♦❜%❛✐♥✐♥❣ ❣♦♦❞

✐♥✐%✐❛❧ ♣♦✐♥%? ♦❢ ❉❈❆ ❛♥❞ %❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❉❈❆✱ ✳✳✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛#❡ ❉❈❆ ✇✐%❤ ❈-▲❊❳✱ %❤❡

❜❡?% ?♦❧✈❡# ❢♦# ▼■▲-✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛#❛%✐✈❡ ♥✉♠❡#✐❝❛❧ #❡?✉❧%? ♣#♦✈❡ %❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ %❤❡ ?❝❛❧❛❜✐❧✲

✐%② ❛♥❞ %❤❡ ?✉♣❡#✐♦#✐%② ♦❢ ❉❈❆ ✇✐%❤ #❡?♣❡❝% %♦ ❈-▲❊❳✱ ❡?♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ❧❛#❣❡ ?❝❛❧❡ ?❡%%✐♥❣

♣#♦❜❧❡♠?✳

■% ✐? ✐♥%❡#❡?%✐♥❣ %♦ ♥♦%❡ %❤❛% ❛❧%❤♦✉❣❤ ❉❈❆ ✇♦#❦? ✐♥ ❛ ❝♦♥%✐♥✉♦✉? ❞♦♠❛✐♥✱ ✐% ❣✐✈❡? ❛♥

✐♥%❡❣❡# ?♦❧✉%✐♦♥ ✇✐%❤ ❛♥ ❛♣♣#♦♣#✐❛%❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❡♥❛❧%② ♣❛#❛♠❡%❡#✳

❚❤❡ %✇♦ ✭❝♦♥%✐♥✉♦✉?✮ ❤❛#❞ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♣#♦❣#❛♠? ✭%❤❡ -♦✇❡# ❝♦♥%#♦❧ ♣#♦❜❧❡♠ ❛♥❞ %❤❡

❉❙▼ ♣#♦❜❧❡♠✮ ❛#❡ ❉❈ ♣#♦❣#❛♠?✳ ■% ✐? ❡❛?② %♦ ❞❡#✐✈❡ ♥❛%✉#❛❧ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦?✐%✐♦♥? ❢#♦♠

%❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥?✳ ❇✉% ❢#♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥% ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ♦❜?❡#✈❡

%❤❛% ♦%❤❡# ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦?✐%✐♦♥? ♠❛② ❜❡ ♠♦#❡ ✐♥"❡$❡%"✐♥❣✳ ■♥ %❤✐? ✇♦#❦ ✇❡ ♣#♦♣♦?❡ ❡❧❡❣❛♥"

❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦?✐%✐♦♥? ❢♦# %❤❡?❡ ♣#♦❜❧❡♠? %❤❛% ❣✐✈❡ ❜✐#%❤ ✈❡#② ✐♥❡①♣❡♥?✐✈❡ ❉❈❆ ?❝❤❡♠❡?✳

◆✉♠❡#✐❝❛❧ ❡①♣❡#✐♠❡♥%? ?❤♦✇ %❤❛% ♦✉# ❛❧❣♦#✐%❤♠? ❛#❡ ♠♦#❡ ❡✣❝✐❡♥% %❤❛♥ %❤❡ ❜❡?% ❡①✐?%✐♥❣

❛❧❣♦#✐%❤♠?✳

❚❤❡ %❤❡?✐? ✐? ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥%♦ ❢♦✉# ♣❛#%?✿
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♥❡#✇♦%❦ ✭❈❤❛♣#❡% ✹✮ ❛♥❞ #❤❡ ❖♣#✐♠❛❧ )♣❡❝#%✉♠ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣%♦❜❧❡♠) ✐♥ ❉❙▲ ♥❡#✇♦%❦

✭❈❤❛♣#❡% ✺✮ ❜② ❉❈ ♣%♦❣%❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆✳

• ❚❤❡ ❧❛)# ♣❛%# ❛❞❞%❡))❡) #❤❡ ❈❛% 0♦♦❧✐♥❣ 0%♦❜❧❡♠)✳ ❲❡ ✜%)# ✐♥#%♦❞✉❝❡ #❤❡ ❈❛% ♣♦♦❧✐♥❣
♣%♦❜❧❡♠ ❛♥❞ #❤❡♥ )#✉❞② #✇♦ ❛♣♣%♦❛❝❤❡) ❢♦% )♦❧✈✐♥❣ #❤❡♠✳ ❚❤❡ ❞❡#❡%♠✐♥✐)#✐❝ ❛♣♣%♦❛❝❤

❜❛)❡❞ ♦♥ ❉❈ ♣%♦❣%❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ ❛♥❞ ❇%❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ✐) ♣%❡)❡♥#❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣#❡%

✻✳ ❚❤❡ ❝❧❛))✐❝❛❧ ❝❛% ♣♦♦❧✐♥❣ ♣%♦❜❧❡♠ ✐) ❢♦%♠✉❧❛#❡❞ ❛) ❛ ▼■▲0 ❢♦% ✇❤✐❝❤ ❉❈❆ ❛♥❞

#❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❉❈❆✲ ❇%❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉❜❞ ❛%❡ ✐♥✈❡)#✐❣❛#❡❞✳ ❈❤❛♣#❡% ✼ ✐♥#%♦❞✉❝❡) #❤❡

♠✉❧#✐♦❜❥❡❝#✐✈❡ ❝❛% ♣♦♦❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ❛♥ ❡①#❡♥)✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❝❧❛))✐❝❛❧ ♣%♦❜❧❡♠✳ ❇❛)❡❞

♦♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛❧❣♦%✐#❤♠) ❢♦% )♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧#✐♦❜❥❡❝#✐✈❡ )❤♦%#❡)# ♣❛#❤ ♣%♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✐♥#%♦❞✉❝❡

❛ ♥❡✇ ❤❡✉%✐)#✐❝ ❛❧❣♦%✐#❤♠ ❢♦% )♦❧✈✐♥❣ #❤❡ ♥❡✇ ♣%♦❜❧❡♠✳
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%❤❡✐" "❡❧❛%✐✈❡ )%❛❜✐❧✐%② ✐♥ ♦♣❡"❛%✐♦♥) ❢"❡>✉❡♥%❧② ✉)❡❞ ✐♥ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ✐% ✇❛) ✉♥%✐❧

%❤❡ ♠✐❞✲✽✵) ✇❤❡♥ %❤❡ ❝❧❛)) ♦❢ ❉❈ ❢✉♥❝%✐♦♥) ✇❛) ✐♥%"♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣

%❤❡ ❝❧❛)) ♦❢ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠) ✇✐%❤ %❤❡ ❛♣♣❡❛"❛♥❝❡ ♦❢ ❉❈ ♣"♦❣"❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡"❡ ❛"❡

%✇♦ ❞✐✛❡"❡♥% ❜✉% ❝♦♠♣❧❡♠❡♥%❛"② ❛♣♣"♦❛❝❤❡)✱ ✇❡ ❝❛♥ )❛② %✇♦ )❝❤♦♦❧)✱ ✐♥ ❉❈ ♣"♦❣"❛♠♠✐♥❣✿

✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛%♦"✐❛❧ ❛♣♣"♦❛❝❤ ✭%❤✐) %❡"♠✐♥♦❧♦❣② ✐) ❞✉❡ %♦ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% ♥❡✇ ✐♥%"♦❞✉❝❡❞

%♦♦❧) ✇❡"❡ ✐♥)♣✐"❡❞ ❜② %❤❡ ❝♦♥❝❡♣%) ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛%♦"✐❛❧ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥✮ ✐♥ ❝♦♥%✐♥✉♦✉) ❣❧♦❜❛❧

♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥✱

✷✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②)✐) ❝♦♥✈❡① ❛♣♣"♦❛❝❤ ✐♥ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥✳

❚❤❡ ✜")% ❛♣♣"♦❛❝❤❡) ❛"❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❝❝♦"❞✐♥❣ %♦ %❤❡ )♣✐"✐% ♦❢ %❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛%♦"✐❛❧ ♦♣%✐♠✐③❛✲

%✐♦♥✱ ❜✉% ✇✐%❤ %❤❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡ %❤❛% ♦♥❡ ✇♦"❦) ✐♥ %❤❡ ❝♦♥%✐♥✉♦✉) ❢"❛♠❡ ✇♦"❦✳ ■♥ %❤❡)❡ ❛♣✲

♣"♦❛❝❤❡)✱ ♦♣%✐♠❛❧ )♦❧✉%✐♦♥) ❛"❡ ❧♦❝❛%❡❞ ❜② ✉)✐♥❣ %❤❡ ❛♣♣"♦①✐♠❛%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞)✱ ❢♦" ✐♥)%❛♥❝❡✱

❝✉%%✐♥❣ %❡❝❤♥✐>✉❡)✱ ❞❡❝♦♠♣♦)✐%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞)✱ ❜"❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞✱ ❡%❝✳ ❚❤❡ ♣✐♦♥❡❡" ♦❢ %❤✐) ❛♣✲

♣"♦❛❝❤ ✐) ❍✳ ❚✉② ✇❤♦)❡ ✜")% ✇♦"❦ ✇❛) ✐♥%"♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✾✻✹✳ ❍✐) ✇♦"❦ ✐) ❛❜✉♥❞❛♥%✱ ✐♥❝❧✉❞❡❞

❜♦♦❦) ❜② ❍♦")%✲❚✉② ✭❬❚✉②✱ ✶✾✾✸✱ ✶✾✾✺❪✮ ✇❤✐❝❤ ♣"❡)❡♥% %❤❡ %❤❡♦"②✱ ❛❧❣♦"✐%❤♠) ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛✲

%✐♦♥) ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣%✐♠✐③❛%✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ %❤❡ ♠♦)% ✐♠♣♦"%❛♥% ❝♦♥%"✐❜✉%✐♦♥) %♦ %❤✐) ❛♣♣"♦❛❝❤✱

✐% ✐) ✇♦"%❤ ❝✐%✐♥❣ %❤❡ ♦♥❡) ❜② ❍♦❛♥❣ ❚✉②✱ ❘✳ ❍♦")%✱ ❍✳ ❇❡♥)♦♥✱ ❍✳ ❑♦♥♥♦✱ 9✳ 9❛"❞❛❧♦)✱

▲❡ ❉✉♥❣ ▼✉✉✱ ▲❡ ❚❤✐ ❍♦❛✐ ❆♥✱ ◆❣✉②❡♥ ❱❛♥ ❚❤♦❛✐✱ 9❤❛♥ ❚❤✐❡♥ ❚❤❛❝❤ ❛♥❞ 9❤❛♠ ❉✐♥❤

❚❛♦✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ %❤❡ "❡❧❛%✐✈❡❧② )♦♣❤✐)%✐❝❛%❡❞ ❛❧❣♦"✐%❤♠) ❛"❡ ✈❡"② ❡①♣❡♥)✐✈❡ %♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥%✱

%❤❡♥ %❤❡② )❤♦✉❧❞ ❜❡ "❡)❡"✈❡❞ ❢♦" ♣"♦❜❧❡♠) ♦❢ "❡❛)♦♥❛❜❧❡ )✐③❡ ✇✐%❤ ❛♣♣"♦♣"✐❛%❡ )%"✉❝%✉"❡)

%♦ ♠❡%❤♦❞) ✇❤❡♥ ✐% ✐) ✐♠♣♦"%❛♥% %♦ ❧♦❝❛%❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣%✐♠✉♠✳ ❚❤❡"❡❢♦"❡✱ %❤❡② ❞❡✜♥✐%✐✈❡❧② ❞♦

♥♦% ❛❝❤✐❡✈❡ %❤❡ ❛)♣✐"❛%✐♦♥ ♦❢ )♦❧✈✐♥❣ "❡❛❧ ❧✐❢❡ ♣"♦❣"❛♠) ✐♥ %❤❡✐" %"✉❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥✳



✹ ❈❤❛♣%❡' ✶✳ *'❡❧✐♠✐♥❛'② ❙%✉❞✐❡3

❚❤❡ #❡❝♦♥❞ ❛♣♣*♦❛❝❤ *❡❧✐❡# ♦♥ -❤❡ ♣♦✇❡*❢✉❧ ❛*#❡♥❛❧ ♦❢ ❛♥❛❧②#✐# ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥✳

❚❤❡ ✜*#- ✇♦*❦✱ ❞✉❡ -♦ :❤❛♠ ❉✐♥❤ ❚❛♦ ✭✶✾✼✺✮✱ ❝♦♥❝❡*♥✐♥❣ -❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛-✐♦♥ ♦❢ ♠❛-*✐① ♥♦*♠#

✭❢✉♥❞❛♠❡♥-❛❧ ♣*♦❜❧❡♠ ✐♥ ♥✉♠❡*✐❝❛❧ ❛♥❛❧②#✐#✮ -❤❛- ✐# ❛ ♣*♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡①

❢✉♥❝-✐♦♥ ♦✈❡* ❛ ❝♦♥✈❡① #❡-✳ ❚❤❡ ✇♦*❦ ♦❢ ❚♦❧❛♥❞ ✭✶✾✼✽✮ ❬❚♦❧❛♥❞✱ ✶✾✼✽❪ ♦♥ -❤❡ ❞✉❛❧✐-②

❛♥❞ ♦♣-✐♠❛❧✐-② ❧♦❝❛❧ ❉❈ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ❣❡♥❡*❛❧✐③❡# ❡❧❡❣❛♥-❧② -❤❡ *❡#✉❧-# ❡#-❛❜❧✐#❤❡❞ ❜②

:❤❛♠ ❉✐♥❤ ❚❛♦ ✐♥ ❝♦♥✈❡① ♠❛①✐♠✐③❛-✐♦♥✳ ❚❤❡ ❉❈ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ -❤❡♦*② ✐# ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②

:❤❛♠ ❉✐♥❤ ❚❛♦✱ ❏✳ ❇✳ ❍✐*✐❛*- ❯**✉-②✱ ❏❡❛♥ ✲ :❛✉❧ :❡♥♦-✱ :❤❛♥ ❚❤✐❡♥ ❚❤❛❝❤✱ ▲❡ ❚❤✐

❍♦❛✐ ❆♥✳ ❖♥ -❤❡ ❛❧❣♦*✐-❤♠✐❝ ♣❛*- ♦❢ -❤❡ #❡❝♦♥❞ ❛♣♣*♦❛❝❤✱ ❝✉**❡♥-❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛# ❉❈❆

✭❉❈ ❆❧❣♦*✐-❤♠#✮ ✐♥-*♦❞✉❝❡❞ ❜② :❤❛♠ ❉✐♥❤ ❚❛♦ ✭✶✾✽✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛*❡ ❜❛#❡❞ ♦♥ ♦♣-✐♠❛❧✐-②

❝♦♥❞✐-✐♦♥# ❛♥❞ ❞✉❛❧✐-② ✐♥ ❉❈ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥✳ ❇✉- ✐- -♦♦❦ ✉♥-✐❧ -❤❡ ❥♦✐♥- ✇♦*❦ ♦❢ ▲❡ ❚❤✐

❍♦❛✐ ❆♥ ❛♥❞ :❤❛♠ ❉✐♥❤ ❚❛♦ ✭#❡❡ ❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✹❪✲❬▲❡ ❚❤✐ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ❬:❤❛♠ ❉✐♥❤✱

✶✾✽✽❪✲❬:❤❛♠ ❉✐♥❤ ❛♥❞ ▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✽❪✮ -♦ #❤♦✇ -❤❛- ✐- ❞❡✜♥✐-❡❧② ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♥♦♥❝♦♥✈❡①

♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ❛# ♦♥❡ ♦❢ -❤❡ #✐♠♣❧❡#- ❛♥❞ ♠♦#- ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡ ❛❧❣♦*✐-❤♠#✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣

❧❛*❣❡ ♣*♦❜❧❡♠#✳

❲❡ *❡♣♦*- ✐♥ -❤✐# #❡❝-✐♦♥ -❤❡ ♠❛✐♥ *❡#✉❧-# ♦❢ ❉❈ :*♦❣*❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡

♠♦#- ✉#❡❢✉❧ ❢♦* ♦✉* ✇♦*❦✳ ❚❤❡#❡ *❡#✉❧-# ❛*❡ ❡①-*❛❝-❡❞ ❢*♦♠ -❤♦#❡ ♣*❡#❡♥-❡❞ ✐♥ ❍✳ ❆✳ ▲❡

❚❤✐ ✶✾✾✹ ✭❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✹❪✮✱ ❍✳ ❆✳ ▲❡ ❚❤✐ ✶✾✾✼ ✭❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✼❪✮✳ ❋♦* ❛ ❞❡-❛✐❧❡❞ ❞✐#❝✉##✐♦♥

✇❡ *❡❢❡* -♦ -❤❡#❡ -✇♦ *❡❢❡*❡♥❝❡# ✭#❡❡ ❛❧#♦ ❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✹❪✲❬▲❡ ❚❤✐ ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ❬:❤❛♠

❉✐♥❤✱ ✶✾✽✽❪✲❬:❤❛♠ ❉✐♥❤ ❛♥❞ ▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✽❪✮✳

✶✳✷✳✶ ❋✉♥❞❛♠❡♥*❛❧, ♦❢ ❉❈ ❛♥❛❧②,✐,

◆♦%❛%✐♦♥3 ❛♥❞ ♣'♦♣❡'%✐❡3

❚❤✐# ♣❛*❛❣*❛♣❤ ✐# ❞❡✈♦-❡❞ -♦ ❛ ❜*✐❡❢ *❡❝❛❧❧ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❛♥❛❧②#✐# ❢♦* ❢❛❝✐❧✐-❛-✐♥❣ -❤❡ *❡❛❞✐♥❣ ♦❢

❝❡*-❛✐♥ ♣❛##❛❣❡#✳ ❋♦* ♠♦*❡ ❞❡-❛✐❧#✱ ✇❡ *❡❢❡* -♦ -❤❡ ✇♦*❦ ♦❢ :✳❏ ▲❛✉*❡♥- ❬▲❛✉*❡♥-✱ ✶✾✼✷❪✱ ♦❢

❘✳❚ ❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛* ❬❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛*✱ ✶✾✼✵❪ ❛♥❞ ♦❢ ❆✳ ❆✉#❧❡♥❞❡* ❬❆✉#❧❡♥❞❡*✱ ✶✾✼✻❪✳ ▲❡- X ❜❡ -❤❡

❊✉❝❧✐❞❡❛♥ #♣❛❝❡ IRn✱ 〈., .〉 ❜❡ -❤❡ #❝❛❧❛* ♣*♦❞✉❝-✱ ‖x‖ = 〈x, x〉
1
2
❜❡ -❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦*♠✱

❛♥❞ -❤❡ ❞✉❛❧ ✈❡❝-♦* #♣❛❝❡ ♦❢ X ✐# ❞❡♥♦-❡❞ ❜② Y ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥-✐✜❡❞ ✇✐-❤ X ✐-#❡❧❢✳

❲❡ ✉#❡ ❛♥ ✉#✉❛❧ -♦♦❧ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❛♥❛❧②#✐# ✇❤❡*❡ ❛ ❢✉♥❝-✐♦♥ ❝❛♥ -❛❦❡ -❤❡ ✐♥✜♥✐-❡ ✈❛❧✉❡ ±∞
❬❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛*✱ ✶✾✼✵❪✳ ❲❡ ♥♦-❡ IR = IR ∪ {−∞,+∞}✳ ❆ ❢✉♥❝-✐♦♥ f : S −→ IR ✐# ❞❡✜♥❡❞ ♦♥

❛ ❝♦♥✈❡① #❡- S ✐♥ X✱ -❤❡ ❡✛❡❝-✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ f ✱ ❞❡♥♦-❡❞ ❜② ❞♦♠(f)✱ ✐#

❞♦♠(f) = {x ∈ S : f(x) < +∞} ✭✶✳✶✮

❛♥❞ -❤❡ ❡♣✐❣*❛♣❤ ♦❢ f ✱ ❞❡♥♦-❡❞ ❜② ❡♣✐(f)✱ ✐#

❡♣✐(f) = {(x, α) ∈ S × IR : f(x) < α}.

■❢ ❞♦♠(f) 6= ∅ ❛♥❞ f(x) > −∞ ❢♦* ❛❧❧ x ∈ S -❤❡♥ ✇❡ #❛② -❤❛- -❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ f(x) ✐# ♣!♦♣❡! ✳

❆ ❢✉♥❝-✐♦♥ f : S −→ IR ✐# ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✈❡① ✐❢ ✐-# ❡♣✐❣*❛♣❤ ✐# ❛ ❝♦♥✈❡① #❡- ✐♥ X × IR✳ ❚❤✐# ✐#
❡[✉✐✈❛❧❡♥- -♦ #❛②✐♥❣ -❤❛- S ✐# ❛ ❝♦♥✈❡① #❡- ✐♥ X ❛♥❞ ❢♦* ❛❧❧ λ ∈ [0, 1] ✇❡ ❤❛✈❡

f((1− λ)x1 + λx2) ≤ (1− λ)f(x1) + λf(x2) : ∀x1, x2 ∈ S. ✭✶✳✷✮

▲❡- ❈♦(X) ❜❡ -❤❡ #❡- ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝-✐♦♥# ♦♥ X✳

■♥ ✭✶✳✷✮✱ ✐❢ -❤❡ #-*✐❝- ✐♥❡[✉❛❧✐-② ❤♦❧❞# ❢♦* ❛❧❧ λ ∈]0, 1[ ❛♥❞ ❢♦* ❛❧❧ x1, x2 ∈ S ✇✐-❤ x1 6= x2

-❤❡♥ f ✐# ❝❛❧❧❡❞ ()!✐❝)❧② ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝-✐♦♥✳

❆ ❢✉♥❝-✐♦♥ f ✐# ❝❛❧❧❡❞ ()!♦♥❣❧② ❝♦♥✈❡① ♦♥ ❛ ❝♦♥✈❡① #❡- C ✐❢ -❤❡*❡ ❡①✐#-# ❛ ♥✉♠❜❡* ρ > 0
#✉❝❤ -❤❛-

f((1− λ)x1 + λx2) ≤ (1− λ)f(x1) + λf(x2)− (1− λ)λ
ρ

2
‖x1 − x2‖2, ✭✶✳✸✮



✶✳✷✳ ❉❈ ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ ✺

❢♦" ❛❧❧ x1, x2 ∈ C✱ ❛♥❞ ❢♦" ❛❧❧ λ ∈ [0, 1]✳ ■* ✐, ❛♠♦✉♥* *♦ ,❛②✐♥❣ *❤❛* f − ρ
2‖.‖

2
✐! ❝♦♥✈❡① ♦♥

C✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉% ♦❢ %'(♦♥❣ ❝♦♥✈❡①✐'② ♦❢ f ♦♥ C✱ ❞❡♥♦.❡❞ ❜② ρ(f, C) ♦1 ρ(f) ✐❢ C = X✱ ✐!

❣✐✈❡♥ ❜②

ρ(f, C) = Sup{ρ ≥ 0 : f −
ρ

2
‖.‖2 ✐! ❝♦♥✈❡① ♦♥ C} > 0. ✭✶✳✹✮

❈❧❡❛1❧②✱ f ✐! ❝♦♥✈❡① ♦♥ C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ρ(f, C) ≥ 0✳ ❖♥❡ !❛②! .❤❛. f ✐! %'(♦♥❣❧② ❝♦♥✈❡① ♦♥

C ✐❢ ρ(f, C) > 0✳

❘❡♠❛$❦ ✶✳✶ f %'(♦♥❣❧② ❝♦♥✈❡① =⇒ f %'(✐❝'❧② ❝♦♥✈❡① =⇒ f ❝♦♥✈❡①✳

▲❡. f ❜❡ ❛ ♣1♦♣❡1 ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦♥ X✱ ❛ ✈❡❝.♦1 y0 ∈ Y ✐! ❝❛❧❧❡❞ ❛ %✉❜❣(❛❞✐❡♥' ♦❢ f ❛. ❛

♣♦✐♥. x0 ∈ ❞♦♠(f) ✐❢

〈y0, x− x0〉+ f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ X.

❚❤❡ !❡. ♦❢ ❛❧❧ !✉❜❣1❛❞✐❡♥.! ♦❢ f ❛. x0 ✐! ❝❛❧❧❡❞ .❤❡ %✉❜❞✐✛❡(❡♥'✐❛❧ ♦❢ f ❛. x0 ❛♥❞ ✐! ❞❡♥♦.❡❞

❜② ∂f(x0)✳
▲❡. ε > 0✱ ❛ ✈❡❝.♦1 y0 ✐! ❝❛❧❧❡❞ ε✲!✉❜❣1❛❞✐❡♥. ♦❢ f ❛. ♣♦✐♥. x0 ✐❢

〈y0, x− x0〉+ f(x0) ≤ f(x) + ε ∀x ∈ X.

❚❤❡♥ .❤❡ !❡. ♦❢ ❛❧❧ ε − subgradients ♦❢ f ❛. ♣♦✐♥. x0 ✐! ❝❛❧❧❡❞ .❤❡ .❤❡ ε✲!✉❜❞✐✛❡1❡♥.✐❛❧ ♦❢

f ❛. x0 ❛♥❞ ✐! ❞❡♥♦.❡❞ ❜② ∂εf(x
0)✳

❆ ❢✉♥❝.✐♦♥ f : S −→ IR ✐! ❝❛❧❧❡❞ ❧♦✇❡( %❡♠✐✲❝♦♥'✐♥✉♦✉% ✭❧✳!✳❝✮ ❛. ❛ ♣♦✐♥. x ∈ S ✐❢

lim
y→x

inf f(y) ≥ f(x).

▲❡. Γ0(X) ❜❡ .❤❡ !❡. ♦❢ ❛❧❧ ❧✳!✳❝ ♣1♦♣❡1 ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝.✐♦♥! ♦♥ X✳

❉❡✜♥✐,✐♦♥ ✶✳✶ ▲❡' ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥ f : X −→ IR✱ '❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛.❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ f⋆♦❢ f ✱ ✐% ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ '♦ Γ(Y ) ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

f⋆(y) = sup{〈x, y〉 − f(x) : x ∈ X}. ✭✶✳✺✮

f⋆ ✐% ❛♥ ✉♣♣❡( ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❝♦♥'✐♥✉♦✉% ❛✣♥❡ ❢✉♥❝'✐♦♥% y 7→ 〈x, y〉 − f(x) ♦♥ ❨✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣1♦♣❡1.✐❡! ❛1❡ !✉♠♠❛1✐③❡❞ ✐♥ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣1♦♣♦!✐.✐♦♥ .❤❛. ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦1

❢✉1.❤❡1✿

.$♦♣♦0✐,✐♦♥ ✶✳✶ ■❢ f ∈ Γ0(X) '❤❡♥✿

• f ∈ Γ0(X)⇐⇒ f⋆ ∈ Γ0(Y )✳ ■♥ '❤✐% ❝❛%❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ f = f⋆⋆✱

• y ∈ ∂f(x)⇐⇒ f(x) + f⋆(y) = 〈x, y〉 ❛♥❞ y ∈ ∂f(x)⇐⇒ x ∈ ∂f⋆(y)✱

• ∂f(x) ✐% ❛ ❝❧♦%❡❞ ❝♦♥✈❡① %❡'✱

• ■❢ ∂f(x) = {y} '❤❡♥ f ✐% ❞✐✛❡(❡♥'✐❛❜❧❡ ❛' x ❛♥❞ ∇f(x) = y✱

• f(x0) = min{f(x), x ∈ X} ⇐⇒ 0 ∈ ∂f(x0)✳



✻ ❈❤❛♣%❡' ✶✳ *'❡❧✐♠✐♥❛'② ❙%✉❞✐❡3

*♦❧②❤❡❞'❛❧ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝%✐♦♥3

❆ ❝♦♥✈❡① '❡( C ✐' ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣♦❧②❤❡❞'❛❧ ❝♦♥✈❡① ✐❢

C =
m⋂

i=1

{x : 〈ai, x〉 − αi ≤ 0} ✇❤❡0❡ ai ∈ Y, αi ∈ IR, ∀i = 1, ...,m.

❆ ❢✉♥❝(✐♦♥ ✐' ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣♦❧②❤❡❞0❛❧ ❝♦♥✈❡① ✐❢

f(x) = sup{〈ai, x〉 − αi : i = 1, ..., k}+ χC(x).

✇❤❡0❡ C ✐' ❛ ♣♦❧②❤❡❞0❛❧ ❝♦♥✈❡① '❡( ❛♥❞ χC(.) '(❛♥❞' ❢♦0 (❤❡ ✐♥❞✐❝❛(♦0 ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ C✱ ✐✳❡✳
χC(x) = 0 ✐❢ x ∈ C ❛♥❞ +∞ ♦(❤❡0✇✐'❡✳

*'♦♣♦3✐%✐♦♥ ✶✳✷ ✭❬❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛'✱ ✶✾✼✵❪✮

• ▲❡: f ❜❡ ❛ ♣♦❧②❤❡❞'❛❧ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝:✐♦♥✳ f ✐? ❡✈❡'②✇❤❡'❡ ✜♥✐:❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ C = X✱

• f ✐? ♣♦❧②❤❡❞'❛❧ ❝♦♥✈❡① :❤❡♥ f⋆ ✐? ❛❧?♦ ♣♦❧②❤❡❞'❛❧✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ✐❢ f ✐? ❡✈❡'②✇❤❡'❡ ✜♥✐:❡

:❤❡♥

f(x) = sup{〈ai, x〉 − ai : i = 1, ..., k},

❞♦♠(f⋆) = co{ai : i = 1, ..., k},

f⋆(y) = min{Σki=1λiαi : y = Σki=1λiai, λi ≥ 0,Σki=1λi = 1},

• ■❢ f ✐? ♣♦❧②❤❡❞'❛❧ :❤❡♥ ∂f(x) ✐? ❛ ♥♦♥❡♠♣:② ♣♦❧②❤❡❞'❛❧ ❝♦♥✈❡① ?❡: ❛: ❡✈❡'② ♣♦✐♥: x ∈
❞♦♠(f)✳

❉❈ ❢✉♥❝%✐♦♥3

❆ ❢✉♥❝(✐♦♥ f : Ω 7→ IR ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥✈❡① '❡( ❝♦♥✈❡① Ω ⊂ IRn ✐' ❝❛❧❧❡❞ ❉❈ ♦♥ Ω ✐❢ ✐( ❝❛♥
❜❡ ♣0❡'❡♥(❡❞ ✐♥ (❤❡ ❢♦0♠ ♦❢ ❞✐✛❡0❡♥❝❡ ♦❢ (✇♦ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝(✐♦♥' ♦♥ Ω✱ ✐✳❡✳

f(x) = g(x)− h(x),

✇❤❡0❡ g ❛♥❞ h ❛0❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝(✐♦♥' ♦♥ Ω✱ g − h ✐' ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦'✐(✐♦♥ ♦❢ f ✳ ▲❡(
DC(Ω) ❜❡ (❤❡ '❡( ♦❢ ❛❧❧ ❉❈ ❢✉♥❝(✐♦♥' ♦♥ Ω✱ ❛♥❞ DCf (Ω) ✐♥ ❝❛'❡ ♦❢ g ❛♥❞ h ❛0❡ ✜♥✐(❡
❝♦♥✈❡① ♦♥ Ω✳

❉❈ ❢✉♥❝(✐♦♥' ❤❛✈❡ ♠❛♥② ✐♠♣♦0(❛♥( ♣0♦♣❡0(✐❡' (❤❛( ✇❡0❡ ❞❡0✐✈❡❞ ❢0♦♠ ✶✾✺✵' ❜② ❆❧❡①❛♥❞0♦✛

✭✶✾✹✾✮✱ ▲❛♥❞✐' ✭✶✾✺✶✮ ❛♥❞ ❍❛0(♠❛♥ ✭✶✾✺✾✮❀ ♦♥❡ ♦❢ (❤❡ ♠❛✐♥ ♣0♦♣❡0(✐❡' ✐' (❤❡✐0 '(❛❜✐❧✐(②

✇✐(❤ 0❡'♣❡❝( (♦ ❢0❡F✉❡♥(❧② ✉'❡❞ ♦♣❡0❛(✐♦♥' ✐♥ ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✿

*'♦♣♦3✐%✐♦♥ ✶✳✸ ✭✐✮ ❆ ❧✐♥❡❛' ❝♦♠❜✐♥❛:✐♦♥ ♦❢ ❉❈ ❢✉♥❝:✐♦♥? ♦♥ Ω ✐? ❉❈ ♦♥ Ω✱

✭✐✐✮ ❚❤❡ ✉♣♣❡' ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐:❡ ?❡: ♦❢ ✜♥✐:❡ ❉❈ ❢✉♥❝:✐♦♥? ♦♥ Ω ✐? ❉❈ ♦♥ Ω✱
❚❤❡ ❧♦✇❡' ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐:❡ ?❡: ♦❢ ✜♥✐:❡ ❉❈ ❢✉♥❝:✐♦♥? ♦♥ Ω ✐? ❉❈ ♦♥ Ω✱

✭✐✐✐✮ ▲❡: f ∈ DCf (Ω)✱ :❤❡♥ |f(x)|, f
+(x) = max{0, f(x)} ❛♥❞ f−(x) = min{0, f(x)} ❛'❡

❉❈ ♦♥ Ω✳

❚❤❡'❡ 0❡'✉❧(' ❣❡♥❡0❛❧✐③❡ (♦ (❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡ ✐♥ IR∪{+∞} ✭❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✼❪✮✳ ■( ❢♦❧❧♦✇' (❤❛(
(❤❡ '❡( ♦❢ ❉❈ ❢✉♥❝(✐♦♥' ♦♥ Ω ✐' ❛ ✈❡❝(♦0 '♣❛❝❡ (DC(Ω))✿ ✐( ✐' (❤❡ '♠❛❧❧❡'( ✈❡❝(♦0 '♣❛❝❡
❝♦♥(❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝(✐♦♥' ♦♥ Ω(Co(Ω))✳



✶✳✷✳ ❉❈ ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ ✼

❘❡♠❛&❦ ✶✳✷ ●✐✈❡♥ ❛ ❉❈ ❢✉♥❝+✐♦♥ f ❛♥❞ ❛ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦0✐+✐♦♥ f = g − h✱ +❤❡♥ ❢♦3 ❛♥②
✜♥✐+❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝+✐♦♥ ϕ, f = (g+ϕ)− (h+ϕ) ❣✐✈❡0 ❛♥♦+❤❡3 ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦0✐+✐♦♥ ♦❢ f ✳ ❚❤✉0✱
❛ ❉❈ ❢✉♥❝+✐♦♥ ❤❛0 ❛♥ ✐♥✜♥✐+❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦0✐+✐♦♥0✳

❉❡♥♦$❡❞ ❜② C2(IRn)✱ $❤❡ ❝❧❛-- ♦❢ $✇✐❝❡ ❝♦♥$✐♥✉♦✉-❧② ❞✐✛❡3❡♥$✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝$✐♦♥- ♦♥ IRn✳

3&♦♣♦4✐5✐♦♥ ✶✳✹ ❆♥② ❢✉♥❝+✐♦♥ f ∈ C2(IRn) ✐0 ❉❈ ♦♥ ❛♥ ❛3❜✐+3❛3② ❝♦♠♣❛❝+ ❝♦♥✈❡① 0❡+
Ω ⊂ IRn✳

❙✐♥❝❡ $❤❡ -✉❜-♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧- ♦♥ Ω ✐- ❞❡♥-❡ ✐♥ $❤❡ -♣❛❝❡ C(Ω) ♦❢ ❝♦♥$✐♥✉♦✉- ❢✉♥❝$✐♦♥-
♦♥ Ω✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❈♦&♦❧❧❛&② ✶✳✶ ❚❤❡ 0♣❛❝❡ ♦❢ ❉❈ ❢✉♥❝+✐♦♥0 ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝+ ❝♦♥✈❡① 0❡+ Ω ⊂ IRn ✐0 ❞❡♥0❡ ✐♥
C(Ω)✱ ✐✳❡✳

∀e > 0, ∃F ∈ C(Ω) : |f(x)− F (x)| ≤ ε ∀x ∈ Ω.

◆♦$❡ $❤❛$ ❉❈ ❢✉♥❝$✐♦♥- ♦❝❝✉3 ✈❡3② ❢3❡<✉❡♥$❧② ✐♥ ♣3❛❝$✐❝❡✱ ❜♦$❤ ❞✐✛❡3❡♥$✐❛❜❧❡ ❛♥❞

♥♦♥✲❞✐✛❡3❡♥$✐❛❜❧❡ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥✳ ❆♥ ✐♠♣♦3$❛♥$ 3❡-✉❧$ ❡-$❛❜❧✐-❤❡❞ ❜② ❍❛3$♠❛♥ ✭✶✾✺✾✮

♣❡3♠✐$- ✐❞❡♥$✐✜❡❞ ❉❈ ❢✉♥❝$✐♦♥- ✐♥ ♠❛♥② -✐$✉❛$✐♦♥-✱ -✐♠♣❧② ❜② ✉-✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♥❛❧②-✐- ♦❢ $❤❡

❝♦♥✈❡①✐$② ✭❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡①✱ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❉❈✮✳

❆ ❢✉♥❝$✐♦♥ f : D 7→ IR ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❝♦♥✈❡① -❡$ D ∈ IRn ✐- ❝❛❧❧❡❞ ❧♦❝❛❧ ❉❈ ✐❢ ❢♦3 ❛❧❧
x ∈ D $❤❡3❡ ✐- ❛♥ ♦♣❡♥ ❝♦♥✈❡① ♥❡✐❣❤❜♦3❤♦♦❞ U ♦❢ x ❛♥❞ ❛ ♣❛✐3 ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝$✐♦♥- g✱ h
♦♥ U -✉❝❤ $❤❛$ f |U = g|U − h|U ✳

3&♦♣♦4✐5✐♦♥ ✶✳✺ ❆ ❧♦❝❛❧ ❉❈ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝♦♥✈❡① 0❡+ D ✐0 ❉❈ ♦♥ D✳

✶✳✷✳✷ ❉❈ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥

❉✉❡ $♦ $❤❡ ♣3❡♣♦♥❞❡3❛♥❝❡ ❛♥❞ ✇❡❛❧$❤② ♣3♦♣❡3$✐❡- ♦❢ ❉❈ ❢✉♥❝$✐♦♥-✱ $❤❡ $3❛♥-✐$✐♦♥ ♦❢

$❤❡ -✉❜-♣❛❝❡ Co(Ω) $♦ $❤❡ ✈❡❝$♦3 -♣❛❝❡ DC(Ω) ♣❡3♠✐$- $♦ ❡①♣❛♥❞ -✐❣♥✐✜❝❛♥$❧② ❝♦♥✈❡①
♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠- ✐♥ $❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐$②✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠- ✐♥✈♦❧✈✐♥❣

❉❈ ❢✉♥❝$✐♦♥- ✐- 3❡❧❛$✐✈❡ ❧❛3❣❡ ❛♥❞ ♦♣❡♥✱ ❝♦✈❡3✐♥❣ ♠♦-$ ♦❢ $❤❡ ♣3♦❜❧❡♠- ❡♥❝♦✉♥$❡3❡❞ ✐♥

❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥-✳

❍♦✇❡✈❡3✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦$ ✐♠♠❡❞✐❛$❡❧② ❞❡❛❧ ✇✐$❤ ❛♥② ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ♥♦♥✲❞✐✛❡3❡♥$✐❛❜❧❡ ♦♣$✐✲

♠✐③❛$✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛--✐✜❝❛$✐♦♥ ❤❛- ♥♦✇ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❛--✐❝✿

(1) sup{f(x) : x ∈ C},✇❤❡3❡ ❢ ❛♥❞ ❈ ❛3❡ ❝♦♥✈❡①

(2) inf{g(x)− h(x) : x ∈ X}, ✇❤❡3❡ ❣ ❛♥❞ ❤ ❛3❡ ❝♦♥✈❡①

(3) inf{g(x)− h(x) : x ∈ C, f1(x)− f2(x) ≤ 0},

✇❤❡3❡ g✱ h✱ f1✱ f2 ❛♥❞ C ❛3❡ ❝♦♥✈❡①✱ $❤❡-❡ -❡❡♠ $♦ ❜❡ ❧❛3❣❡ ❡♥♦✉❣❤ $♦ ❝♦♥$❛✐♥ -✉❜-$❛♥$✐❛❧❧②
❛❧❧ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♣3♦❜❧❡♠- ❡♥❝♦✉♥$❡3❡❞ ✐♥ ❡✈❡3②❞❛② ❧✐❢❡✳ J3♦❜❧❡♠ ✭✶✮ ✐- ❛ -♣❡❝✐❛❧ ❝❛-❡ ♦❢

J3♦❜❧❡♠ ✭✷✮ ✇✐$❤ g = χC ✱ $❤❡ ✐♥❞✐❝❛$♦3 ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ C ❛♥❞ h = −f ✳ J3♦❜❧❡♠ ✭✷✮ ❝❛♥ ❜❡

♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ $❤❡ ❢♦3♠ ❡<✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ ✭✶✮

inf{t− h(x) : g(x)− t ≤ 0}.

❲❤✐❧❡ J3♦❜❧❡♠ ✭✸✮ ❝❛♥ ❜❡ $3❛♥-❢♦3♠❡❞ $♦ $❤❡ ❢♦3♠ ✭✷✮ ❜② ✉-✐♥❣ ❡①❛❝$ ♣❡♥❛❧$② 3❡❧❛$❡❞

$♦ $❤❡ ❉❈ ❝♦♥-$3❛✐♥$- f1(x) − f2(x) ≤ 0✳ ■$- 3❡-♦❧✉$✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧-♦ ❜❡ 3❡❞✉❝❡❞ ✉♥❞❡3

❝❡3$❛✐♥ $❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥-✱ $❤❛$ ✐- ❛ -❡3✐❡- ♦❢ J3♦❜❧❡♠- ✭✶✮✳ J3♦❜❧❡♠ ✭✷✮ ✐- ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❉❈

♣3♦❣3❛♠✳ ■$ ✐- ❛ ♠❛❥♦3 ✐♥$❡3❡-$ ❜♦$❤ ❢3♦♠ ♣3❛❝$✐❝❛❧ ❛♥❞ $❤❡♦3❡$✐❝❛❧ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❋3♦♠ $❤❡



✽ ❈❤❛♣%❡' ✶✳ *'❡❧✐♠✐♥❛'② ❙%✉❞✐❡3

 ❤❡♦$❡ ✐❝❛❧ ♣♦✐♥ ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦ ❡  ❤❛ ✱ ❛/ ✇❡ ♥♦ ❡❞ ❛❜♦✈❡✱  ❤❡ ❝❧❛// ♦❢ ❉❈ ❢✉♥❝ ✐♦♥/ ✐/

$❡♠❛$❦❛❜❧❡ / ❛❜❧❡ ✇✐ ❤  ❤❡ ♦♣❡$❛ ✐♦♥/ ❢$❡7✉❡♥ ❧② ✉/❡❞ ✐♥ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱  ❤❡$❡ ✐/

❛♥ ❡❧❡❣❛♥ ❞✉❛❧✐ ②  ❤❡♦$② ✭❬?❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✼✺✱ ✶✾✼✻✱ ❚♦❧❛♥❞✱ ✶✾✼✽✱ ❯$$✉ ②✱ ✶✾✽✺✱ ▲❡ ❚❤✐✱

✶✾✾✹✱ ✶✾✾✼✱ ▲❡ ❚❤✐ ❛♥❞ ?❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✾✼❪✮ ✇❤✐❝❤✱ ❛/ ❝♦♥✈❡① ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥✱ ❤❛/ ♣$♦❢♦✉♥❞

♣$❛❝ ✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛ ✐♦♥/ ❢♦$ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ♠❡ ❤♦❞/✳

❉❈ ❛❧❣♦$✐ ❤♠/ ✭❉❈❆✮ ✐/ ✐♥ $♦❞✉❝❡❞ ❜② ?❤❛♠ ❉✐♥❤ ❚❛♦ ✭❬?❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✽✻✱ ✶✾✽✽❪✮

✇❤♦ ♣$❡/❡♥ ❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣$♦❛❝❤ ❜❛/❡❞ ♦♥  ❤❡ ❉❈  ❤❡♦$②✳ ■♥ ❢❛❝ ✱  ❤❡/❡ ❛❧❣♦$✐ ❤♠/ ❛$❡ ❛

❣❡♥❡$❛❧✐③❛ ✐♦♥ ♦❢ /✉❜❣$❛❞✐❡♥ / ❛❧❣♦$✐ ❤♠/ ✇❤✐❝❤ ✇❡$❡ / ✉❞✐❡❞ ❜②  ❤❡ /❛♠❡ ❛✉ ❤♦$ ♦♥  ❤❡

❝♦♥✈❡① ♠❛①✐♠✐③❛ ✐♦♥ ✭❬?❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✼✺✱ ✶✾✽✻❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✐ ✇❛/ ✉♥ ✐❧  ❤❡ ❥♦✐♥ ✇♦$❦ ♦❢

▲❡ ❚❤✐ ❡ ?❤❛♠ ❉✐♥❤ ❞✉$✐♥❣  ❤❡ ♣❛/ ❞❡❝❛❞❡/ ✭/❡❡ ❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✹❪✲❬▲❡ ❚❤✐ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪

❛♥❞ ❬?❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✽✽❪✲❬?❤❛♠ ❉✐♥❤ ❛♥❞ ▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✽❪✮✮  ❤❛ ❉❈❆ ❤❛/ ♥♦✇ ❜❡❝♦♠❡

❝❧❛//✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛$✳

❉❈ ❞✉❛❧✐%②

■♥ ❝♦♥✈❡① ❛♥❛❧②/✐/✱  ❤❡ ❝♦♥❝❡♣ ♦❢ ❞✉❛❧✐ ② ✭❝♦♥❥✉❣❛ ❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥✱ ❞✉❛❧ ♣$♦❜❧❡♠✱ ❡ ❝✳✮ ✐/

❛ ✈❡$② ♣♦✇❡$❢✉❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥ ❛❧ ❝♦♥❝❡♣ ✳ ❋♦$ ❝♦♥✈❡① ♣$♦❜❧❡♠/ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛$ ✐❝✉❧❛$ ❧✐♥❡❛$✱ ❛

❞✉❛❧✐ ②  ❤❡♦$② ❤❛/ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✈❡$ /❡✈❡$❛❧ ❞❡❝❛❞❡/ ❬❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛$✱ ✶✾✼✵❪✳ ▼♦$❡ $❡❝❡♥ ❧②✱

❛♥ ✐♠♣♦$ ❛♥ ❝♦♥❝❡♣ ♦❢ ❞✉❛❧✐ ② ✐♥ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ❛♥❛❧②/✐/ ❤❛/ ❜❡❡♥ ♣$♦♣♦/❡❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱

✜$/ ❢♦$ ❝♦♥✈❡① ♠❛①✐♠✐③❛ ✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠/✱ ❜❡❢♦$❡ $❡❛❝❤✐♥❣  ❤❡ ❉❈ ♣$♦❜❧❡♠/✳ ❉❈ ❞✉❛❧✐ ②

✐♥ $♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚♦❧❛♥❞ ✭✶✾✼✽✮ ❝❛♥ ❜❡ $❡❣❛$❞❡❞ ❛/ ❛ ❣❡♥❡$❛❧✐③❛ ✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ✇♦$❦ ♦❢ ?❤❛♠

❉✐♥❤ ❚❛♦ ✭✶✾✼✺✮ ♦♥ ❝♦♥✈❡① ♠❛①✐♠✐③❛ ✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣$❡/❡♥ ❜❡❧♦✇  ❤❡ ♠❛✐♥ $❡/✉❧ / ✭✐♥

❉❈ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥✮ ♦♥ ♦♣ ✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥/ ✭❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧✮ ❛♥❞  ❤❡ ❉❈ ❞✉❛❧✐ ②✳ ❋♦$ ♠♦$❡

❞❡ ❛✐❧/✱  ❤❡ $❡❛❞❡$ ✐/ $❡❢❡$$❡❞  ♦  ❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ ♦❢ ▲❡ ❚❤✐ ✭✶✾✾✼✮ ✭/❡❡ ❬▲❡ ❚❤✐ ❛♥❞ ?❤❛♠

❉✐♥❤✱ ✶✾✾✼❪✮✳

▲❡ /♣❛❝❡ X = IRn✱ ✉/✉❛❧ ✐♥♥❡$ ♣$♦❞✉❝ 〈., .〉 ❛♥❞  ❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦$♠ ‖.‖✳ ▲❡ Y ❜❡  ❤❡

❞✉❛❧ /♣❛❝❡ ♦❢ X ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥ ✐✜❡❞ ✇✐ ❤ X ✐ /❡❧❢ ❛♥❞ Γ0(X) ❜❡  ❤❡ /❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣$♦♣❡$

❧✳/✳❝ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝ ✐♦♥/ ♦♥ X✳

●✐✈❡♥ g(x) ❛♥❞ h(x) ❛$❡  ✇♦ ♣$♦♣❡$ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝ ✐♦♥/ ♦♥ X ✭g, h ∈ Γ0(X)✮✱ ❝♦♥/✐❞❡$✐♥❣

 ❤❡ ❉❈ ♣$♦❜❧❡♠

inf{g(x)− h(x) : x ∈ X} (P )

❛♥❞  ❤❡ ❞✉❛❧ ♣$♦❜❧❡♠

inf{h⋆(y)− g⋆(y) : y ∈ Y } (D)

✇❤❡$❡ g⋆(y) ✭$❡/♣✳ h⋆(y)✮ ❞❡♥♦ ❡/  ❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛ ❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢ g ✭$❡/♣✳ h✮✳

❚❤❡ $❡/✉❧ / ♦❢ ❉❈ ❞✉❛❧✐ ② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✉/✐♥❣  ❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛ ❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥/ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦$ ❛♥ 

$❡❧❛ ✐♦♥/❤✐♣ ✐♥ ❉❈ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥ ❬❚♦❧❛♥❞✱ ✶✾✼✽❪✳

❚❤❡♦'❡♠ ✶✳✶ ▲❡" g ❛♥❞ h ∈ Γ0(X)✱ "❤❡♥

✭✐✮

inf
x∈dom(g)

{g(x)− h(x)} = inf
y∈dom(h⋆)

{h⋆(y)− g⋆(y)} ✭✶✳✻✮

✭✐✐✮ ■❢ y0 ✐- ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡0 ♦❢ h⋆ − g⋆ ♦♥ Y "❤❡♥ x0 ∈ ∂g⋆(y0) ✐- ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡0 ♦❢ g − h ♦♥ X✳



✶✳✷✳ ❉❈ ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ ✾

0&♦♦❢ ✶✳✶ ✭✐✮

α = inf{g(x)− h(x) : x ∈ X}
= inf{g(x)− sup{〈x, y〉 − h⋆(y) : y ∈ Y } : x ∈ X}
= inf{g(x) + inf{h⋆(y)− 〈x, y〉 : y ∈ Y } : x ∈ X}
= infx infy{h

⋆(y)− 〈x, y〉 − g(x)}
= inf{h⋆(y)− g⋆(y) : y ∈ Y }.

✭✐✐✮ ❝❢✳ ❚♦❧❛♥❞ ✭❬❚♦❧❛♥❞✱ ✶✾✼✽❪✮✳

❚❤❡ #❤❡♦%❡♠ ✶✳✶ )❤♦✇) #❤❛# )♦❧✈✐♥❣ #❤❡ ♣%✐♠❛❧ ♣%♦❜❧❡♠ (P ) ✐♠♣❧✐❡) %❡)♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡
❞✉❛❧ ♣%♦❜❧❡♠ D ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡%)❛✳

●❧♦❜❛❧ ♦♣5✐♠❛❧✐5② ✐♥ ❉❈ ♦♣5✐♠✐③❛5✐♦♥

■♥ ❝♦♥✈❡① ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ x0 ♠✐♥✐♠✐③❡) ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ f ∈ Γ0(X) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ 0 ∈ ∂f(x
0)✳ ■♥ ❉❈

♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✱ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣#✐♠❛❧✐#② ❝♦♥❞✐#✐♦♥) ❬❯%%✉#②✱ ✶✾✽✾❪ ❛%❡ ❢♦%♠✉❧❛#❡❞ ❜②

✉)✐♥❣ ε✲)✉❜❞✐✛❡%❡♥#✐❛❧ ♦❢ g ❛♥❞ h✳ ❍✐) ❞❡♠♦♥)#%❛#✐♦♥ ✐) ❜❛)❡❞ ♦♥ )#✉❞②✐♥❣ #❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦% ♦❢
ε✲)✉❜❞✐✛❡%❡♥#✐❛❧ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝#✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ♣❛%❛♠❡#❡% ε✳ ❚❤❡ ❞❡♠♦♥)#%❛#✐♦♥ ✐♥
❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✼❪ ✐) ♠♦%❡ )✐♠♣❧❡ ❛♥❞ )✉✐#❛❜❧❡ ✐♥ ❝❛)❡ ♦❢ ❉❈ ♦♣#✐♠✐③❛#✐♦♥✿ ✐# )✐♠♣❧② ❡①♣%❡))❡)

#❤❛# ❣❧♦❜❛❧ ♦♣#✐♠❛❧✐#② ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✐) ❛ ❣❡♦♠❡#%② #%❛♥)❧❛#✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣#✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡) ♦❢ ♣%✐♠❛❧

❛♥❞ ❞✉❛❧ ❉❈ ♣%♦❣%❛♠) ❛%❡ ❡I✉❛❧✳

❚❤❡♦&❡♠ ✶✳✷ ✭●❧♦❜❛❧ ❉❈ ♦♣)✐♠✐③❛)✐♦♥✮ ▲❡5 f = g− h ✇❤❡8❡ g, h ∈ Γ0(X) 5❤❡♥ x0 ✐9

❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡8 ♦❢ g(x)− h(x) ♦♥ X ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱

∂εh(x
0) ⊂ ∂εg(x

0) ∀ε > 0. ✭✶✳✼✮

❘❡♠❛&❦ ✶✳✸

✭✐✮ ■❢ f ∈ Γ0(X)✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇8✐5❡ f = g − h ✇✐5❤ f = g ❛♥❞ h = 0✳ ■♥ 5❤✐9 ❝❛9❡✱ 5❤❡ ❣❧♦❜❛❧

♦♣5✐♠❛❧ ✐♥ (P ) ✲ ✇❤✐❝❤ ✐9 5❤❡ 9❛♠❡ ❛9 5❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣5✐♠❛❧ ✐♥ (P ) ✭❜❡❝❛✉9❡ (P ) ✐9 ❛ ❝♦♥✈❡①

♣8♦❜❧❡♠✮ ✲ ✐9 ❝❤❛8❛❝5❡8✐③❡❞ ❜②✱

0 ∈ ∂f(x0). ✭✶✳✽✮

❚❤❡ ❢❛❝5 5❤❛5 ∂εh(x
0) = ∂h(x0) = {0}, ∀ε > 0, ∀x ∈ X✱ 5❤❡ 8❡❧❛5✐♦♥9❤✐♣ ✭✶✳✽✮ ✐9

❡E✉✐✈❛❧❡♥5 5♦ ✭✶✳✼✮✳

✭✐✐✮ ▼♦8❡ ❣❡♥❡8❛❧❧②✱ ❝♦♥9✐❞❡8✐♥❣ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦9✐5✐♦♥9 ♦❢ f ∈ Γ0(X) ✐♥ 5❤❡ ❢♦8♠ f = g − h
✇✐5❤ g = f + h ❛♥❞ h ∈ Γ0(X) ✜♥✐5❡ ❡✈❡8②✇❤❡8❡ ♦♥ X✳ ❚❤❡ ❝♦88❡9♣♦♥❞✐♥❣ ❉❈ ♣8♦❜❧❡♠

✐9 ❛ ✧❢❛❧9❡✧ ❉❈ ♣8♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉9❡ ✐5 ✐9 ❛ ❝♦♥✈❡① ♦♣5✐♠✐③❛5✐♦♥ ♣8♦❜❧❡♠✳ ■♥ 5❤✐9 ❝❛9❡✱ 5❤❡

8❡❧❛5✐♦♥9❤✐♣ ✭✶✳✽✮ ✐9 ❡E✉✐✈❛❧❡♥5 5♦

∂h(x0) ⊂ ∂g(x0).

✭✐✐✐✮ ❲❡ ❝❛♥ 5❤❡8❡❢♦8❡ 9❛② 5❤❛5 ✭✶✳✼✮ ❝❧❡❛8❧② ♠❛8❦9 5❤❡ 58❛♥9✐5✐♦♥ ❢8♦♠ ❝♦♥✈❡① ♦♣5✐♠✐③❛5✐♦♥

5♦ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♦♣5✐♠✐③❛5✐♦♥✳ ❚❤✐9 ❢❡❛5✉8❡ ♦❢ 5❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣5✐♠❛❧✐5② ♦❢ (P ) ✐♥❞✐❝❛5❡9 5❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐5② ♦❢ ✐59 ♣8❛❝5✐❝❛❧ ✉9❡ ❜❡❝❛✉9❡ ✐5 ❛♣♣❡❛❧9 5♦ ❛❧❧ ε✲9✉❜❞✐✛❡8❡♥5✐❛❧ ❛5 x0✳



✶✵ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ *(❡❧✐♠✐♥❛(② ❙&✉❞✐❡3

▲♦❝❛❧ ♦♣&✐♠❛❧✐&② ✐♥ ❉❈ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ %❡❡♥ '❤❛' '❤❡ (❡❧❛'✐♦♥%❤✐♣ ∂h(x0) ⊂ ∂g(x0) ✭✉%✐♥❣ '❤❡ %✉❜❞✐✛❡(❡♥'✐❛❧ ✧❡①❛❝'✧✮ ✐%
♥❡❝❡%%❛(② ❛♥❞ %✉✣❝✐❡♥' ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ❢♦( ❛ ✧❢❛❧%❡✧ ❉❈ ♣(♦❜❧❡♠ ✭❛ ❝♦♥✈❡①

♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠✮✳ ■♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠✱ '❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛'✐♦♥ ❢✉♥❝'✐♦♥ ✐%

❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡① ✧❛(♦✉♥❞✧ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ '❤❡♥ ✐' ✐% ❝❧❡❛( '❤❛' '❤❡ (❡❧❛'✐♦♥ ♦❢ %✉❜❞✐✛❡(❡♥'✐❛❧

✐♥❝❧✉%✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝❤❛(❛❝'❡(✐③❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛ ❉❈ ♣(♦❜❧❡♠✳

❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✶✳✷ ▲❡" g ❛♥❞ h ∈ Γ0(X)✳ ❆ ♣♦✐♥" x• ∈ dom(g)∩ dom(h) ✐+ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡0
♦❢ g(x)− h(x) ♦♥ X ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

g(x)− h(x) ≥ g(x•)− h(x•), ∀x ∈ Vx• , ✭✶✳✾✮

✇❤❡0❡ Vx ❞❡♥♦"❡+ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦0❤♦♦❞ ♦❢ x✳

*(♦♣♦3✐&✐♦♥ ✶✳✻ ✭◆❡❝❡$$❛&② ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♦♣,✐♠❛❧✐,②✮ ■❢ x• ✐+ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡0
♦❢ g − h "❤❡♥

∂h(x•) ⊂ ∂g(x•). ✭✶✳✶✵✮

*(♦♦❢ ✶✳✷ ■❢ x• ✐+ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡0 ♦❢ g − h✱ "❤❡♥ "❤❡0❡ ❡①✐+"+ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦0❤♦♦❞ Vx ♦❢ x
+✉❝❤ "❤❛"

g(x)− g(x•) ≥ h(x)− h(x•), ∀x ∈ Vx• . ✭✶✳✶✶✮

❚❤❡0❡❢♦0❡ ✐❢ y• ∈ ∂h(x•) "❤❡♥

g(x)− g(x•) ≥ 〈x− x•, y•〉, ∀x ∈ Vx• ✭✶✳✶✷✮

✇❤✐❝❤ ✐+ ❡<✉✐✈❛❧❡♥"✱ ✉♥❞❡0 "❤❡ ❝♦♥✈❡①✐"② ♦❢ g✱ ❛" y• ∈ ∂g(x•)✳

◆♦'❡ '❤❛' ❢♦( ❛ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❉❈ ♣(♦❜❧❡♠% ❛♥❞ ✐♥ ♣❛('✐❝✉❧❛( ❢♦( h ♣♦❧②❤❡❞(❛❧ ♦♥❡%✱ '❤❡
♥❡❝❡%%❛(② ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ ✐% ❛❧%♦ %✉✣❝✐❡♥'✱ ❛% ✇❡ ✇✐❧❧ %❡❡ ❛ ❧✐''❧❡ ❢✉('❤❡(✳ ❲❡ %❛② '❤❛' x•

✐% ❛ ❝(✐'✐❝❛❧ ♣♦✐♥' ♦❢ g−h ✐❢ ∂h(x•)∩ ∂g(x•) ✐% ♥♦♥ ❡♠♣'② ❬❚♦❧❛♥❞✱ ✶✾✼✽❪✳ ■' ✐% ❛ ✇❡❛❦❡♥❡❞
❢♦(♠ ♦❢ %✉❜❞✐✛❡(❡♥'✐❛❧ ✐♥❝❧✉%✐♦♥✳ ❚❤❡ %❡❛(❝❤ ❢♦( %✉❝❤ ❛ ❝(✐'✐❝❛❧ ♣♦✐♥' ✐% ❛' '❤❡ ❉❈❆ ✭%✐♠♣❧❡

❢♦(♠✮ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ %'✉❞✐❡❞ ✐♥ '❤❡ ♥❡①' %❡❝'✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡(❛❧✱ ❉❈❆ ❝♦♥✈❡(❣❡% '♦ ❛ ❧♦❝❛❧

%♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ ❛ ❉❈ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ ✐♥ '❤❡♦(②✱ ✐' ✐% ✐♠♣♦('❛♥' '♦ ❢♦(♠✉❧❛'❡

%✉✣❝✐❡♥' ❝♦♥❞✐'✐♦♥% ❢♦( ❧♦❝❛❧ ♦♣'✐♠❛❧✐'②✳

❚❤❡♦(❡♠ ✶✳✸ ✭❙✉✣❝✐❡♥, ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♦♣,✐♠❛❧✐,② ✭❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✼✱ ▲❡ ❚❤✐

❛♥❞ =❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✾✼❪✮✮ ■❢ x⋆ ❛❞♠✐"+ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦0❤♦♦❞ V +✉❝❤ "❤❛"

∂h(x) ∩ ∂g(x⋆) 6= ∅, ∀x ∈ V ∩ dom(g), ✭✶✳✶✸✮

"❤❡♥ x⋆ ✐+ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡0 ♦❢ g − h✳

❈♦(♦❧❧❛(② ✶✳✷ ■❢ x ∈ int(dom(h)) ✈❡0✐✜❡+

∂h(x) ∈ int(∂g(x)),

"❤❡♥ x ✐+ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡0 ♦❢ g − h✳

❈♦(♦❧❧❛(② ✶✳✸ ■❢ h ∈ Γ0(X) ✐+ ♣♦❧②❤❡❞0❛❧ ❝♦♥✈❡① "❤❡♥ ∂h(x) ⊂ ∂g(x) ✐+ ❛ ♥❡❝❡++❛0② ❛♥❞
+✉✣❝✐❡♥" ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❢♦0 x ✐+ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡0 ♦❢ g − h✳



✶✳✷✳ ❉❈ ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ ✶✶

/&♦♦❢ ✶✳✸ ❚❤✐# $❡#✉❧( ❣❡♥❡$❛❧✐③❡# (❤❡ ✜$#( ♦❜(❛✐♥❡❞ ❜② ❈✳ ▼✐❝❤❡❧♦( ✐♥ (❤✐# ❝❛#❡ ✇❤❡$❡ g, h ∈
Γ0(X) ❛$❡ ✜♥✐(❡ ❡✈❡$②✇❤❡$❡ ❛♥❞ h ♣♦❧②❤❡❞$❛❧ ❝♦♥✈❡① ❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✼✱ ▲❡ ❚❤✐ ❛♥❞ @❤❛♠

❉✐♥❤✱ ✶✾✾✼❪✳

❋♦" #♦❧✈✐♥❣ ❛ ❉❈ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠✱ ✐- ✐# #♦♠❡-✐♠❡# ❡❛#✐❡" -♦ #♦❧✈❡ -❤❡ ❞✉❛❧ ♣"♦❜❧❡♠

(D) -❤❛♥ -❤❡ ♣"✐♠❛❧ ♣"♦❜❧❡♠ (P )✳ ❚❤❡♦"❡♠ ✶✳✶ ♣"♦✈✐❞❡# -"❛♥#♣♦"-❛-✐♦♥ ❜② ❞✉❛❧✐-② ♦❢

❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡"#✳ ❲❡ ❡#-❛❜❧✐#❤ -❤❡ #❛♠❡ ❞✉❛❧✐-② -"❛♥#♣♦"-❛-✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡"#✳

❈♦&♦❧❧❛&② ✶✳✹ ✭❉❈ ❞✉❛❧✐(② (*❛♥,♣♦*(❛(✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡*, ❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✼✱ ▲❡

❚❤✐ ❛♥❞ <❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✾✼❪✮ ❙✉♣♣♦#❡❞ (❤❛( x• ∈ dom(∂h) ✐# ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡$ ♦❢ g−h✱
❧❡( y• ∈ ∂h(x•) ❛♥❞ Vx• ❛ ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞ ♦❢ x

•
#✉❝❤ (❤❛( g(x)−h(x) ≥ g(x•)−h(x•), ∀x ∈

Vx• ∩ dom(g)✳ ■❢

x• ∈ int(dom(g⋆)) and ∂g⋆(y•) ⊂ Vx• , ✭✶✳✶✹✮

(❤❡♥ y• ✐# ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡$ ♦❢ h⋆ − g⋆✳

/&♦♦❢ ✶✳✹ ■( ✐# ✐♠♣❧✐❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛(❡❧② ❢$♦♠ (❤❡ @$♦♣♦#✐(✐♦♥ ✶✳✶ ❜② $❡#($✐❝(✐♥❣ f ✐♥ (❤❡ ✐♥(❡$✲
✈❛❧ Vx• ∩ dom(g)✳

❘❡♠❛&❦ ✶✳✹ ❖❜✈✐♦✉#❧②✱ ❜② ❞✉❛❧✐(②✱ ❛❧❧ (❤❡ $❡#✉❧(# ✐♥ (❤✐# #❡❝(✐♦♥ ❛$❡ ($❛♥#♣♦#❡❞ (♦ (❤❡ ❞✉❛❧

♣$♦❜❧❡♠ D✳ ❋♦$ ❡①❛♠♣❧❡✿ ✐❢ y ✐# ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❡$ ♦❢ h⋆ − g⋆, (❤❡♥ ∂g⋆(y) ⊂ ∂h⋆(y)✳

✶✳✷✳✸ ❉❈❆

❚❤✐# ✐# ❛ ♥❡✇ ♠❡-❤♦❞ ❜❛#❡❞ ♦♥ #✉❜❣"❛❞✐❡♥- ♦♣-✐♠❛❧✐-② ❛♥❞ ❞✉❛❧✐-② ✐♥ ❉❈ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ✭♥♦♥

❞✐✛❡"❡♥-✐❛❧✮✳ ❚❤✐# ❛♣♣"♦❛❝❤ ✐# ❝♦♠♣❧❡-❡❧② ❞✐✛❡"❡♥- ❢"♦♠ ❝❧❛##✐❝❛❧ #✉❜❣"❛❞✐❡♥- ♠❡-❤♦❞# ✐♥

❝♦♥✈❡① ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥✳ ■♥ ❉❈❆✱ -❤❡ ❝♦♥#-"✉❝-✐♦♥ ❛❧❣♦"✐-❤♠ #❡❡❦# -♦ ❡①♣❧♦✐- -❤❡ #-"✉❝-✉"❡

♦❢ -❤❡ ❉❈ ♣"♦❜❧❡♠✳ ■- "❡F✉✐"❡#✱ ✜"#-✱ -♦ ❤❛✈❡ ❛ ❉❈ "❡♣"❡#❡♥-❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ -♦

♠✐♥✐♠✐③❡✱ ✐✳❡✳ f = g− h ✭g✱ h ❝♦♥✈❡①✮✱ ❜❡❝❛✉#❡ ❛❧❧ -"❛♥#❛❝-✐♦♥# ✇♦"❦ ♦♥❧② ✇✐-❤ -❤❡ ❝♦♥✈❡①
❝♦♠♣♦♥❡♥-#✳ ❚❤❡ #❡F✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡#❝❡♥- ❞✐"❡❝-✐♦♥# ✐# ♦❜-❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉-✐♥❣ ❛ #❡F✉❡♥❝❡ ♦❢

#✉❜❣"❛❞✐❡♥-# ♥♦- ❞✐"❡❝-❧② ❢"♦♠ -❤❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ f ✱ ❜✉- ❢"♦♠ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥-# ♦❢ ♣"✐♠❛❧ ❛♥❞

❞✉❛❧ ♣"♦❜❧❡♠#✳

/&✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❉❈❆

❚❤❡ ❝♦♥#-"✉❝-✐♦♥ ♦❢ ❉❈❆✱ ❞✐#❝♦✈❡"❡❞ ❜② H❤❛♠ ❉✐♥❤ ❚❛♦ ✭✶✾✽✻✮✱ ✐# ❜❛#❡❞ ♦♥ ❝❤❛"❛❝-❡"✐③❛✲

-✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ #♦❧✉-✐♦♥# ✐♥ ❉❈ ♦♣-✐♠✐③❛-✐♦♥ ♦❢ ♣"✐♠❛❧ (P ) ❛♥❞ ❞✉❛❧ (D) ♣"♦❜❧❡♠#✳

α = inf{g(x)− h(x) : x ∈ X} (P ),

α = inf{h⋆(y)− g⋆(y) : y ∈ Y } (D).

❚❤❡ ❉❈❆ ❝♦♥#✐#-# ♦❢ ❝♦♥#-"✉❝-✐♥❣ -✇♦ #❡F✉❡♥❝❡# {xk} ❛♥❞ {yk}✳ ❚❤❡ ✜"#- #❡F✉❡♥❝❡ ✐#

❛ ❝❛♥❞✐❞❛-❡ -♦ ❜❡ ❛ #♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣"✐♠❛❧ ♣"♦❜❧❡♠ ❛♥❞ -❤❡ #❡❝♦♥❞ ♦❢ -❤❡ ❞✉❛❧ ♣"♦❜❧❡♠✳

❚❤❡#❡ -✇♦ #❡F✉❡♥❝❡# ❛"❡ "❡❧❛-❡❞ ❜② ❞✉❛❧✐-② ❛♥❞ ✈❡"✐❢② -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣"♦♣❡"-✐❡#✿

• -❤❡ #❡F✉❡♥❝❡# {g(xk)− h(xk)} ❛♥❞ {h⋆(yk)− g⋆(yk)} ❛"❡ ❞❡❝"❡❛#✐♥❣✱

• ❛♥❞ ✐❢ (g − h)(xk+1) = (g − h)(xk) -❤❡♥ -❤❡ ❛❧❣♦"✐-❤♠ #-♦♣# ❛- (k + 1)th ✐-❡"❛-✐♦♥ ❛♥❞
-❤❡ ♣♦✐♥- xk ✭"❡#♣✳ yk✮ ✐# ❛ ❝"✐-✐❝❛❧ ♣♦✐♥- ♦❢ g − h ✭"❡#♣✳ h⋆ − g⋆✮✱

• ♦-❤❡"✇✐#❡ ❡✈❡"② ❧✐♠✐- ♣♦✐♥- x• ♦❢ {xk} ✭"❡#♣✳ y• ♦❢ {yk}✮ ✐# ❛ ❝"✐-✐❝❛❧ ♣♦✐♥- ♦❢ g − h
✭"❡#♣✳ h⋆ − g⋆✮✳



✶✷ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ *(❡❧✐♠✐♥❛(② ❙&✉❞✐❡3

❚❤❡ ❛❧❣♦'✐)❤♠ ✉❧)✐♠❛)❡❧② -❡❡❦- ❛ ❝♦✉♣❧❡ (x•, y•) ∈ X × Y -✉❝❤ )❤❛) x• ∈ ∂g⋆(y•) ❛♥❞
y• ∈ ∂h(x•)✳

❙❝❤❡♠❛ ♦❢ 3✐♠♣❧✐✜❡❞ ❉❈❆

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ )❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❛❧❣♦'✐)❤♠ ✭-✐♠♣❧❡ ❢♦'♠✮ ✐- )♦ ❝♦♥-)'✉❝) ❛

-❡7✉❡♥❝❡ {xk}✱ ✈❡'✐❢② ❛) ❡❛❝❤ ✐)❡'❛)✐♦♥ ∂g(xk) ∩ ∂h(xk−1) 6= ∅✱ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ )♦ ❛ ❝'✐)✐❝❛❧
♣♦✐♥) x•(∂h(x•)∩ ∂g(x•) 6= ∅) ❛♥❞ -②♠♠❡)'✐❝❛❧❧②✱ -✐♠✐❧❛' ✇❛② ❜② ❞✉❛❧✐)②✱ ❛ -❡7✉❡♥❝❡ {yk}
-✉❝❤ )❤❛) ∂g⋆(yk−1) ∩ ∂h⋆(yk) 6= ∅ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ )♦ ❛ ❝'✐)✐❝❛❧ ♣♦✐♥)✳
❚❤❡② ❛'❡ ❝♦♥-)'✉❝)❡❞ ❛- ❢♦❧❧♦✇-✳ ✭-❡❡ ❆❧❣♦'✐)❤♠ ✶✮

❆❧❣♦(✐&❤♠ ✶ ❉❈❆

❙)❡♣ ✵✳ ❈❤♦♦-❡ ❛♥ ✐♥✐)✐❛❧ ♣♦✐♥) x0✳
❙)❡♣ ✶✳ ❋♦' ❡❛❝❤ k✱ xk ✐- ❦♥♦✇♥✱ ❝♦♠♣✉)✐♥❣ yk ∈ ∂h(xk)✳
❙)❡♣ ✷✳ ❋✐♥❞✐♥❣ xk+1 ∈ ∂g⋆(yk)✳
❙)❡♣ ✸✳ ■❢ -)♦♣♣✐♥❣ )❡-) ✐- ✈❡'✐✜❡❞ ❙❚❖*❀ ♦)❤❡'✇✐-❡ k ← k + 1✳

❚❤✐- ❞❡-❝'✐♣)✐♦♥✱ ✇✐)❤ )❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ✐)❡'❛)✐♦♥ ❞✐❛❣'❛♠- ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥)- ♦❢ ♠✉❧)✐✲❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥-

∂h ❛♥❞ ∂g⋆✱ )❤✉- ❛♣♣❡❛'- )♦ ❜❡ ✈❡'② -✐♠♣❧❡✳

❊①✐3&❡♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥❡(❛&❡❞ 3❡?✉❡♥❝❡3

❚❤❡ ❉❈❆ ❛❧❣♦'✐)❤♠ ✐- ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❛❝)✉❛❧❧② ❜✉✐❧❞ )❤❡ )✇♦ -❡7✉❡♥❝❡- {xk} ❛♥❞
{yk} ❛- ❛❜♦✈❡ ❢'♦♠ ❛♥ ❛'❜✐)'❛'② ✐♥✐)✐❛❧ ♣♦✐♥) x0✳

• ❇② ❝♦♥-)'✉❝)✐♦♥✱ ✐❢ x0 ∈ ❞♦♠(∂h)✱ )❤❡♥ y0 ∈ ∂h(x0) ✐- ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳

• ❋♦' k ≥ 1✱ yk ✐- ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ xk ✐- ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥)❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞♦♠(∂h)❀
❝♦♥-❡7✉❡♥)❧②✱ xk ❛♥❞ yk ❛'❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∂g⋆(yk+1) ∩ ❞♦♠(∂h) ✐- ♥♦♥
❡♠♣)②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡- )❤❛) yk+1 ∈ ❞♦♠(∂g⋆)✳

▲❡♠♠❛ ✶✳✶ ❬▲❡ ❚❤✐ ❛♥❞ )❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✾✼❪ ❚❤❡ 1❡2✉❡♥❝❡1 {xk}✱ {yk} ✐♥ ❉❈❆ ❛7❡ ✇❡❧❧

❞❡✜♥❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

❞♦♠(∂g) ⊂ ❞♦♠(∂h), and ❞♦♠(∂h⋆) ⊂ ❞♦♠(∂g⋆).

❚❤❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡ ❛❧❣♦'✐)❤♠ ✐- ❡♥-✉'❡❞ ❜② )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡-✉❧)- ❬▲❡ ❚❤✐ ❛♥❞ M❤❛♠

❉✐♥❤✱ ✶✾✾✼❪✿

▲❡) ρi ❛♥❞ ρ⋆i , (i = 1, 2) ❜❡ ♣♦-✐)✐✈❡ '❡❛❧ ♥✉♠❜❡'- -✉❝❤ )❤❛) 0 ≤ ρi < ρ(fi) ✭'❡-♣✳
0 ≤ ρ⋆i < ρ⋆i (f

⋆
i )) ✇❤❡'❡ ρi = 0 ✭'❡-♣✳ ρ⋆i = 0✮ ✐❢ ρ(fi) = 0 ✭'❡-♣✳ ρ(f⋆i ) = 0✮ ❛♥❞ ρi ✭'❡-♣✳

ρ⋆i ✮ ❝❛♥ )❛❦❡ )❤❡ ✈❛❧✉❡ ρ(fi) ✭'❡-♣✳ ρ(f
⋆
i )✮ ✐❢ )❤✐- ✉♣♣❡' ❜♦✉♥❞ ✐- '❡❛❝❤❡❞✳ ❲❡ ❝♦♥-✐❞❡'

f1 = g, f2 = h✳

❚❤❡♦(❡♠ ✶✳✹ ■❢ ?❤❡ 1❡2✉❡♥❝❡1 {xk} ❛♥❞ {yk} ❛7❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✱ ?❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✭✐✮

(g − h)(xk+1) ≤ (h⋆ − g⋆)(yk)−
ρh
2
‖dxk‖2 ≤ (g − h)(xk)−

ρ1 + ρ2
2

‖dxk‖2

✭✐✐✮

(h⋆ − g⋆)(yk+1) ≤ (g − h)(xk+1)−
ρ⋆1
2
‖dyk‖2 ≤ (h⋆ − g⋆)(yk)−

ρ⋆1 + ρ⋆2
2

‖dyk‖2



✶✳✷✳ ❉❈ ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ ✶✸

✇❤❡#❡ dxk = xk+1 − xk

❈♦&♦❧❧❛&② ✶✳✺ ✭❬▲❡ ❚❤✐ ❛♥❞ ,❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✾✼❪✮✭❈♦♥✈❡&❣❡♥❝❡✮

✶✳

(g − h)(xk+1) ≤ (h⋆ − g⋆)(yk)− ρ2
2 ‖dx

k‖2

≤ (g − h)(xk)− [ρ22 ‖dx
k−1‖2 +

ρ⋆1
2 ‖dy

k‖2]

✷✳

(g − h)(xk+1) ≤ (h⋆ − g⋆)(yk)−
ρ⋆2
2 ‖dx

k‖2

≤ (g − h)(xk)− [
ρ⋆2
2 ‖dx

k−1‖2 +
ρ⋆1
2 ‖dy

k‖2]

✸✳

(h⋆ − g⋆)(yk+1) ≤ (g − h)(xk+1)−
ρ⋆1
2 ‖dy

k‖2

≤ (h⋆ − g⋆)(yk)− [
ρ⋆1
2 ‖dy

k‖2 +
ρ⋆2
2 ‖dx

k‖2]

✹✳

(h⋆ − g⋆)(yk+1) ≤ (g − h)(xk+1)− ρ1
2 ‖dy

k+1‖2

≤ (h⋆ − g⋆)(yk)− [ρ12 ‖dx
k+1‖2 + ρ2

2 ‖dx
k‖2]

❈♦&♦❧❧❛&② ✶✳✻ ✭❬▲❡ ❚❤✐ ❛♥❞ ,❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✾✼❪✮ ■❢ ;❤❡ ❡<✉❛❧✐;✐❡? ;❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✶✳ (g − h)(xk+1) = (h⋆ − g⋆)(yk)⇐⇒ yk ∈ ∂h(xk+1)

✷✳ (g − h)(xk+1) = (g − h)(xk)⇐⇒ xk ∈ ∂g⋆(yk), yk ∈ ∂h(xk+1)

✸✳ (h⋆ − g⋆)(yk) = (g − h)(xk)⇐⇒ xk ∈ ∂g⋆(yk)

✹✳ (h⋆ − g⋆)(yk+1) = (h⋆ − g⋆)(yk)⇐⇒ yk ∈ ∂h(xk+1), xk+1 ∈ ∂g⋆(yk+1)

■♥ ❣❡♥❡$❛❧✱ (❤❡ *✉❛❧✐(✐❡- ✭$♦❜✉-(♥❡--✱ -(❛❜✐❧✐(②✱ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡ $❛(❡✱ ❣♦♦❞ ❧♦❝❛❧ -♦❧✉(✐♦♥-✮

♦❢ ❉❈❆ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦-✐(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ f = g − h✳ ❚❤❡♦%❡♠ ✶✳✹

)❤♦✇) +❤❛+ +❤❡ )+%♦♥❣ ❝♦♥✈❡①✐+② ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥+) ✐♥ ♣%✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ♣%♦❜❧❡♠) ❝❛♥

❛✛❡❝+ ❉❈❆✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥+) g ❛♥❞ h )+%♦♥❣❧② ❝♦♥✈❡①✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉)✉❛❧❧② ❛♣♣❧②

+❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡%❛+✐♦♥

f = g − h =

(
g +

λ

2
‖.‖2

)
−

(
h+

λ

2
‖.‖2

)
.

■♥ +❤✐) ❝❛)❡✱ +❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥+) ✐♥ +❤❡ ❞✉❛❧ ♣%♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥+✐♥✉♦✉)❧② ❞✐✛❡%❡♥+✐❛❜❧❡✳

❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢ *✉❜❣-❛❞✐❡♥%*

❚❤❡ ❞❡)❝%✐♣+✐♦♥ ♦❢ ❉❈❆ ✐+❡%❛+✐♦♥ )❝❤❡♠❡) ✉)❡) ✜①❡❞ ♣♦✐♥+) ♦❢ ♠✉❧+✐✲❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥) ∂h ❛♥❞

∂g⋆ ✭∂g ❛♥❞ ∂h⋆✮✱ +❤✐) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣%❡))❡❞ ❛) ❢♦❧❧♦✇)✿

xk ← yk ∈ ∂h(xk)
$

xk+1 ∈ ∂g⋆(yk) ← yk+1 ∈ ∂h(xk+1)
(yk ∈ ∂g(xk+1)) (xk+1 ∈ ∂h⋆(yk+1))

✭✶✳✶✺✮

❲❡ )❡❡ ❛ ♣❡%❢❡❝+ )②♠♠❡+%② ♦❢ +❤❡ ❛❝+✐♦♥ ♦❢ +✇♦ )❡H✉❡♥❝❡) {xk} ❛♥❞ {yk} ♦♥ +❤❡ ❞✉❛❧

❉❈ ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥✳



✶✹ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ *(❡❧✐♠✐♥❛(② ❙&✉❞✐❡3

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ,✉❜❣/❛❞✐❡♥' ♦❢ '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ h ❛' ❛ ♣♦✐♥' xk ✐, ✉,✉❛❧❧② ❡❛,②✱ ✐♥
♠❛♥② ♣/❛❝'✐❝❛❧ ♣/♦❜❧❡♠, ✇❡ ❦♥♦✇ '❤❡ ❡①♣❧✐❝✐' ❡①♣/❡,,✐♦♥ ♦❢ ∂h✳ ■♥ ❝♦♥'/❛,'✱ '❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥
♦❢ ❛ ,✉❜❣/❛❞✐❡♥' ✐♥ '❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛'❡ ♦❢ '❤❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝'✐♦♥ g ❛' ♣♦✐♥' yk ✉,✉❛❧❧② /❡<✉✐/❡,
,♦❧✈✐♥❣ '❤❡ ❝♦♥✈❡① ♣/♦❣/❛♠✱

∂g⋆(yk) = argmin{g(x)− 〈yk, x〉 : x ∈ X}. ✭✶✳✶✻✮

■♥❞❡❡❞✱ /❡❝❛❧❧ '❤❛' '❤❡ ❡①♣❧✐❝✐' ❡①♣/❡,,✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛'❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝'✐♦♥✱ ✐♥ ♣/❛❝'✐❝❡✱

✐, ♥♦' ❦♥♦✇♥✳ ❋/♦♠ ✭✶✳✶✻✮✱ ♥♦'❡ '❤❛' '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥ ♦❢ xk+1 ✐, ❡<✉✐✈❛❧❡♥' '♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝'✐♦♥ ❞❡/✐✈❡❞ ❢/♦♠ ❉❈ ❢✉♥❝'✐♦♥ f = g − h✱ ❜② ❛♣♣/♦①✐♠❛'✐♥❣ '❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡
❝♦♠♣♦♥❡♥' −h ❜② ✐', ❛✣♥❡ ♠✐♥♦/✐③❛'✐♦♥ ❛' '❤❡ ♣♦✐♥' xk✱ ✐✳❡✳

xk+1 ∈ ∂g⋆(yk) : xk+1 ∈ argmin{g(x)−
[
〈yk, x− xk〉+ h(xk)

]
: x ∈ X}.

❆♥❞ ,✐♠✐❧❛/❧②✱ ❜② ❞✉❛❧✐'②✿

yk+1 ∈ ∂h(xk+1) : yk+1 ∈ argmin{h⋆(y)−
[
〈xk+1, y − yk〉+ g⋆(yk)

]
: y ∈ Y }.

*♦❧②❤❡❞(❛❧ ❉❈ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥

H♦❧②❤❡❞/❛❧ ❉❈ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♦❝❝✉/, ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥' g ♦/ h ✐, ♣♦❧②❤❡❞/❛❧

❝♦♥✈❡①✳ ▲✐❦❡ '❤❡ ♣♦❧②❤❡❞/❛❧ ❝♦♥✈❡① ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣/♦❜❧❡♠,✱ '❤✐, ❝❧❛,, ♦❢ ♣/♦❜❧❡♠, ♦❢ ❉❈

♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ✐, ❢/❡<✉❡♥'❧② ❡♥❝♦✉♥'❡/❡❞ ✐♥ ♣/❛❝'✐❝❡ ❛♥❞ ❤❛, ✐♥'❡/❡,'✐♥❣ ♣/♦♣❡/'✐❡,✳ ❲❡ ✇✐❧❧

,❡❡ '❤❛' '❤❡ ❞❡,❝/✐♣'✐♦♥ ♦❢ ❉❈❆ ✐, ♣❛/'✐❝✉❧❛/❧② ,✐♠♣❧❡ ✭❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✹✱ ✶✾✾✼✱ ▲❡ ❚❤✐ ❛♥❞

H❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✾✼❪✮✳

❈♦♥,✐❞❡/ ❛ ❉❈ ♣/♦❣/❛♠

inf{g(x)− h(x) : x ∈ X} (P ).

❲❤❡♥ '❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥' h ✐, ♣♦❧②❤❡❞/❛❧✱ ✐✳❡✳

h(x) = max
x∈X
{〈ai, x〉 − bi : i = 1, ...,m},

'❤❡♥ '❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ,✉❜❣/❛❞✐❡♥', yk = ∂h(xk) ✐, ❡①♣❧✐❝✐'✳ ■' ✐, ❝❧❡❛/ '❤❛' ❧✐♠✐'✐♥❣
✭♥❛'✉/❛❧❧②✮ '❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ,✉❜❣/❛❞✐❡♥', ♦/ ❣/❛❞✐❡♥', ♦❢ ❛✣♥❡ ♠✐♥♦/✐③❛'✐♦♥ ❢✉♥❝'✐♦♥ h✱ ✐✳❡✳
{yk} ∈ {ai : i = 1, ...,m}✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ❛ ✜♥✐'❡ ,❡'✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❤❡ ✐'❡/❛'✐♦♥ {yk} ✐, ✜♥✐'❡ (k ≤ m)✳
■♥❞❡❡❞✱ '❤❡ ,❡<✉❡♥❝❡ {(h⋆−g⋆)(yk)} ✐,✱ ❜② ❝♦♥,'/✉❝'✐♦♥ ♦❢ ❉❈❆✱ ❞❡❝/❡❛,✐♥❣ ❛♥❞ '❤❡ ❝❤♦✐❝❡,
♦❢ ✐'❡/❛'✐♦♥, yk ❛/❡ ✜♥✐'❡✳ ❙✐♠✐❧❛/❧②✱ ❜② ❞✉❛❧✐'② '❤❡ ,❡<✉❡♥❝❡ {xk} ✐, ✜♥✐'❡ ❛♥❞ {(g−h)(xk)}
✐, ❞❡❝/❡❛,✐♥❣✳

❚❤❡♦(❡♠ ✶✳✺ ✭❋✐♥✐$❡ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡✮

•  ❤❡ #❡$✉❡♥❝❡# {g(xk)− h(xk)} ❛♥❞ {h⋆(yk)− g⋆(yk)} ❛*❡ ❞❡❝*❡❛#✐♥❣✱

• ✇❤❡♥ (g − h)(xk+1) = (g − h)(xk)  ❤❡♥  ❤❡ ❛❧❣♦*✐ ❤♠ # ♦♣# ❛ (k + 1)th ✐ ❡*❛ ✐♦♥ ❛♥❞ ❛

♣♦✐♥ xk ✭*❡#♣✳ yk✮ ✐# ❛ ❝*✐ ✐❝❛❧ ♣♦✐♥ ♦❢ g − h ✭*❡#♣✳ h⋆ − g⋆✮✳

◆♦'❡ '❤❛' ✐❢ '❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠♣♦♥❡♥' g ✐, ♣♦❧②❤❡❞/❛❧✱ '❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛'❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ g∗ ✐, ♣♦❧②❤❡❞/❛❧
'♦♦ ❛♥❞ ✇/✐'✐♥❣ '❤❡ ❞✉❛❧ ♣/♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ '❤❡ ,❛♠❡ /❡,✉❧', ❛, ❛❜♦✈❡✳



✶✳✷✳ ❉❈ ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ ✶✺

❉❈❆ ✐♥0❡&♣&❡0❛0✐♦♥2

❆! ❡❛❝❤ ✐!❡'❛!✐♦♥ ♦❢ ❉❈❆✱ ✇❡ '❡♣❧❛❝❡ !❤❡ 1❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥! h ✐♥ ♣'✐♠❛❧ ❉❈ ♣'♦❣'❛♠ ❜②

✐!1 ❛✣♥❡ ♠✐♥♦'✐③❛!✐♦♥ hk(x) = h(xk) + 〈x− xk, yk〉 ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦'❤♦♦❞ ♦❢ xk !♦ ♦❜!❛✐♥ !❤❡
❝♦♥✈❡① ♣'♦❣'❛♠ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

inf{fk = g(x)− hk(x) : x ∈ IR
n} ✭✶✳✶✼✮

✇❤♦1❡ 1❡! ♦❢ ♦♣!✐♠❛❧ 1♦❧✉!✐♦♥1 ✐1 ∂g⋆(yk)✳

❙✐♠✐❧❛'❧②✱ !❤❡ 1❡❝♦♥❞ ❉❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥! g⋆ ✐♥ ❞✉❛❧ ❉❈ ♣'♦❣'❛♠ ✭✶✳✻✮ ✐1 '❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐!1

❛✣♥❡ ♠✐♥♦'✐③❛!✐♦♥ (g⋆)k(y) = g⋆(yk)+ 〈y−yk, xk+1〉 ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦'❤♦♦❞ ♦❢ yk !♦ ❣✐✈❡ ❜✐'!❤
!♦ !❤❡ ❝♦♥✈❡① ♣'♦❣'❛♠

inf{h⋆(y)− (g⋆)k(y) : y ∈ IR
n} ✭✶✳✶✽✮

✇❤✐❝❤ ∂h(xk+1) ✐1 !❤❡ 1❡! ♦❢ ♦♣!✐♠❛❧ 1♦❧✉!✐♦♥1✳ ■! 1❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦!❡❞ !❤❛! ❉❈❆ ✇♦'❦1 ✇✐!❤
❉❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥!1 g ❛♥❞ h ❛♥❞ ♥♦! ✇✐!❤ !❤❡ ❢✉♥❝!✐♦♥ f ✐!1❡❧❢✳ ❊❛❝❤ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦1✐!✐♦♥ ♦❢ f
❣✐✈❡1 '✐1❡ !♦ ❛ ❉❈❆✳

❙✉❝❤ ❛1 fk ✐1 ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝!✐♦♥✱ !❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡' x
k+1

✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❜② 0 ∈ ∂fk(x
k+1) ❛♥❞

!❤❡ ♠✐♥♦'✐③❛!✐♦♥ ♦❢ f ❜② fk ❡♥1✉'❡1 !❤❡ ❞❡❝'❡❛1✐♥❣ ♦❢ !❤❡ 1❡H✉❡♥❝❡ {f(x
k)}✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛1 hk

✐1 ❛ ❛✣♥❡ ♠✐♥♦'✐③❛!✐♦♥ ❢✉♥❝!✐♦♥ ♦❢ h ❛! xk✱ fk ✐1 ❛ ♠✐♥♦'✐③❛!✐♦♥ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝!✐♦♥ ♦❢ f ✱

f(x) ≤ fk(x), ∀x ∈ X,

✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡1 ❛! xk ✇✐!❤ f ✱

f(xk) = f(xk).

❚❤❡'❡❢♦'❡ ❞❡!❡'♠✐♥✐♥❣ !❤❡ ✐!❡'❛!✐♦♥ xk+1 ❛1 !❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥✈❡① ♣'♦❣'❛♠ ✭✶✳✶✼✮✱ !❤❡

❞❡❝'❡❛1✐♥❣ ♦❢ !❤❡ 1❡H✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐!❡'❛!✐♦♥1 ✐1 ❡♥❞✉'❡❞✱

f(xk+1) ≤ f(xk).

■❢ ❛! !❤❡ ✐!❡'❛!✐♦♥ k + 1✱ f(xk+1) = f(xk) !❤❡♥ xk+1 ✐1 ❛ ❝'✐!✐❝❛❧ ♣♦✐♥! ♦❢ f (0 ∈
∂fk(x

k+1) =⇒ 0 ∈ ∂f(xk+1))✳

❘❡♠❛&❦ ✶✳✺ ■❢ fk ✐# #$%✐❝$❧② ❝♦♥✈❡① $❤❡♥ $❤❡%❡ ❡①✐#$# ❛ ✉♥✐1✉❡ ♠✐♥✐♠✐③❡% xk+1✳

❈♦♠♠❡♥0✿ ■! ✐1 ✐♠♣♦'!❛♥! !♦ ♥♦!❡ !❤❛! !❤❡ ❢✉♥❝!✐♦♥ f ✐1 '❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❢✉♥❝!✐♦♥ fk ✐♥ ♦✈❡'❛❧❧
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ f ✱

fk(x) = g(x)− (〈yk, x− xk〉+ h(xk)) ✇✐!❤ yk ∈ ∂h(xk), ∀x ∈ X

✇❤✐❝❤✱ ❝♦♥1✐❞❡'❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ !❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦'❤♦♦❞ ♦❢ xk✱ ✐1 ❛ ✜'1! ♦'❞❡' ❛♣♣'♦①✐♠❛!✐♦♥ ♦❢ f ❛♥❞
❣❧♦❜❛❧❧② ♦♥ IRn✳ ■! ✐1 ♥♦!❡✇♦'!❤② !❤❛! fk ✐1 ♥♦! ❞❡✜♥❡❞ ♥❛''♦✇❧② ❢'♦♠ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦'♠❛!✐♦♥

♦❢ f ❛! ♥❡✐❣❤❜♦'❤♦♦❞ ♦❢ xk ✭✐✳❡✳ f(xk), ∂f(xk),✳✳✳✮ ❜✉! ✐♥❝♦'♣♦'❛!❡1 ❛❧❧ ♦❢ !❤❡ ✜'1! ❝♦♥✈❡①
❝♦♠♣♦♥❡♥!1 ♦❢ f ✐♥ ✐!1 ❞❡✜♥✐!✐♦♥✱ ✐✳❡✳ fk = g−hk = f − (h+hk)✳ ■♥ ♦!❤❡' ✇♦'❞1✱ fk ✐1 ♥♦!
1✐♠♣❧② ❛ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣'♦①✐♠❛!✐♦♥ ♦❢ f ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦'❤♦♦❞ ♦❢ xk✱ ❜✉! 1❤♦✉❧❞ '❛!❤❡' ❜❡ ❞❡1❝'✐❜❡❞
❛1 ✧❝♦♥✈❡①✐✜❝❛!✐♦♥ ♠❛❥♦'❛♥!✧ ♦❢ f ❣❧♦❜❛❧❧② '❡❧❛!❡❞ !♦ ❉❈ ❢✉♥❝!✐♦♥ ❜② !❤❡ ✜'1! ❝♦♥✈❡①

❝♦♠♣♦♥❡♥! ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ IRn✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱ ♥♦ ❞✐1♣❧❛❝❡♠❡♥! ♦❢ !❤❡ xk !♦ xk+1 ✐1 ❞❡!❡'♠✐♥❡❞
❢'♦♠ f ❣❧♦❜❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦' ❛❧❧ x ∈ IRn✳ ❉❈❆ ❝❛♥ ♥♦! ❜❡ 1✐♠♣❧② '❡❣❛'❞❡❞ ❛1 ❛ ❧♦❝❛❧

❛♣♣'♦①✐♠❛!✐♦♥ ♠❡!❤♦❞ ♦' ❛ ❧♦❝❛❧ ❞❡1❝❡♥! ♠❡!❤♦❞ ✐♥ ❝❧❛11✐❝✱ !❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛'❛❝!❡'✐1!✐❝ ✐1 !❤❡

✧❝♦♥✈❡①✐✜❝❛!✐♦♥ ♠❛❥♦'❛♥!✧✳ ❚❤✉1✱ ✉♥❧✐❦❡ ❝♦♥✈❡♥!✐♦♥❛❧ ❧♦❝❛❧ ❛♣♣'♦❛❝❤❡1 ✭❞❡!❡'♠✐♥✐1!✐❝ ♦'

❤❡✉'✐1!✐❝✮✱ ❉❈❆ ♦♣❡'❛!❡1 1✐♠✉❧!❛♥❡♦✉1❧② ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♣'♦♣❡'!✐❡1 ♦❢ !❤❡ ❢✉♥❝!✐♦♥ !♦ ❜❡

♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❞✉'✐♥❣ !❤❡ ✐!❡'❛!✐✈❡ ♣'♦❝❡11 ❛♥❞ ✐♥ ♣'❛❝!✐❝❡ ❝♦♥✈❡'❣❡1 !♦ ❛ ❣♦♦❞ 1♦❧✉!✐♦♥ ❧♦❝❛❧



✶✻ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ *(❡❧✐♠✐♥❛(② ❙&✉❞✐❡3

❛♥❞ #♦♠❡'✐♠❡# ❣❧♦❜❛❧✳

❋♦. ❛ ❝♦♠♣.❡❤❡♥#✐✈❡ #'✉❞② ♦❢ ❉❈ ♣.♦❣.❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆✱ .❡❢❡. '♦ ❬▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✹❪✲❬▲❡

❚❤✐ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ❬D❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✶✾✽✽❪✲❬D❤❛♠ ❉✐♥❤ ❛♥❞ ▲❡ ❚❤✐✱ ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ '❤❡ .❡❢❡.❡♥❝❡

'❤❡.❡✐♥✳ ❚❤❡ '.❡❛'♠❡♥' ♦❢ ❛ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♣.♦❜❧❡♠ ❜② ❉❈ ❛♣♣.♦❛❝❤ ❛♥❞ ❉❈❆ #❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡

'✇♦ '❛#❦#✿ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦. ❛♥ ❛♣♣.♦♣.✐❛'❡ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦#✐'✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦. ❛ ❣♦♦❞ #'❛.'✐♥❣

♣♦✐♥'✳

❋♦. ❛ ❉❈ ♣.♦❣.❛♠ ❣✐✈❡♥✱ '❤❡ ✐##✉❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦#✐'✐♦♥ .❡♠❛✐♥# ♦♣❡♥✱

✐♥ ♣.❛❝'✐❝❡✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦. ❛ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦#✐'✐♦♥ '♦ ❛❞❛♣' ✇✐'❤ '❤❡ #'.✉❝'✉.❡ ♦❢ '❤❡ ❉❈ ♣.♦❣.❛♠

❢♦. ✇❤✐❝❤ '❤❡ #'✉❞✐❡❞ #❡K✉❡♥❝❡# {xk} ❛♥❞ {yk} ❛.❡ ❡❛#② '♦ ❝❛❧❝✉❧❛'❡✳ ■❢ '❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥ ✐#

❡①♣❧✐❝✐' '❤❡♥ '❤❡ ❝♦..❡#♣♦♥❞✐♥❣ ❉❈❆ ✐# ❧❡## ❡①♣❡♥#✐✈❡ '✐♠❡ ❛♥❞ ✐' ✐# ❛❜❧❡ '♦ #✉♣♣♦.' ✈❡.②

❧❛.❣❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥#✳

✶✳✸ ❉❈❆ ❛♥❞ ❉❈❆ ❇&❇ ♠❡,❤♦❞ ❢♦0 1♦❧✈✐♥❣ ▼■▲9✵✲✶

✶✳✸✳✶ ❉❈❆ ❢♦( )♦❧✈✐♥❣ ▼■▲2✵✲✶

❘❡3&❛&❡♠❡♥&

❈♦♥#✐❞❡. '❤❡ ♠✐①❡❞ ✵✲✶ ✐♥'❡❣❡. ❧✐♥❡❛. ♣.♦❣.❛♠♠✐♥❣ ✐♥ '❤❡ ❢♦.♠✿

(MILP01)





min f(x, y) = cTx+ dT y

s.t.

Ax+By ≤ b,

x ∈ {0, 1}n,

y ∈ ■❘

p
+.

✭✶✳✶✾✮

✇❤❡.❡ A ❛♥❞ B ❛.❡ '✇♦ ♠❛'.✐❝❡# ✇✐'❤ '❤❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ (m× n) ❛♥❞ (m× p) ✭.❡#♣✳✮✱ m ✲ '❤❡

♥✉♠❜❡. ♦❢ ❝♦♥#'.❛✐♥'#✱ n ✲ '❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❜✐♥❛.② ✈❛.✐❛❜❧❡#✱ p ✲ '❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ❝♦♥'✐♥✉♦✉#

✈❛.✐❛❜❧❡#✱ (c, d) ∈ IRn × IRp ✲ '❤❡ ❝♦#' ✈❡❝'♦.# ❛♥❞ b ∈ IRm✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ '✇♦ #❡'# S ✭'❤❡ #❡' ♦❢ ❢❡❛#✐❜❧❡ #♦❧✉'✐♦♥#✮ ❛♥❞ K ✭'❤❡ #❡' ♦❢ ❢❡❛#✐❜❧❡ #♦❧✉'✐♦♥#

♦❢ '❤❡ #'❛♥❞❛.❞ ❧✐♥❡❛. .❡❧❛①❛'✐♦♥✮ ✐♥ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

S := {(x, y) ∈ {0, 1}n × IRp+ : Ax+By ≤ b},

K := {(x, y) ∈ [0, 1]n × IRp+ : Ax+By ≤ b}.

❈♦♥#✐❞❡. '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ p ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

p(x, y) ≡ p(x) :=
n∑

j=1

xj(1− xj).

■' ✐# ❝❧❡❛. '❤❛'✿

• p ✐# ❝♦♥❝❛✈❡ ♦♥ IRn × IRp✱

• z ∈ K ✐# ❛ ❢❡❛#✐❜❧❡ ♣♦✐♥' ♦❢ ✭▼■▲D✵✶✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ p(z) = 0✱

• p ✐# ♥♦♥ ♥❡❣❛'✐✈❡✱ ✜♥✐'❡ ♦♥ K ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

S := {(x, y) ∈ {0, 1}n × IRp+ : Ax+By ≤ b}

≡ {(x, y) ∈ K : p(x) = 0}



✶✳✸✳ ❉❈❆ ❛♥❞ ❉❈❆ ❇&❇ ♠❡,❤♦❞ ❢♦0 1♦❧✈✐♥❣ ▼■▲9✵✲✶ ✶✼

≡ {(x, y) ∈ K : p(x) ≤ 0}.

❚❤❡#❡❢♦#❡✱ ✭▼■▲+✵✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇#✐55❡♥ ✐♥ 5❤❡ ❢♦#♠ ♦❢ ❛ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ❝♦♥5✐♥✉♦✉: ♣#♦❜❧❡♠

❞❡✜♥❡❞ ❛: ❢♦❧❧♦✇:✿

(NCP1) min{cTx+ dT y : (x, y) ∈ K, p(x) ≤ 0}. ✭✶✳✷✵✮

❚❤❡♦0❡♠ ✶✳✻ ▲❡" K ❜❡ ❛ ♥♦♥❡♠♣"② ❜♦✉♥❞❡❞ ♣♦❧②❤❡❞.❛❧ ❝♦♥✈❡① 2❡" ♦♥ ■❘

n
✳ ▲❡" f ❜❡ ❛

✜♥✐"❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦♥ K ❛♥❞ p ❜❡ ❛ ✜♥✐"❡ ♥♦♥♥❡❣❛"✐✈❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦♥ K✳ ❚❤❡♥
"❤❡.❡ ❡①✐2"2 t0 ≥ 0 2✉❝❤ "❤❛" ❢♦. t ≥ t0 "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣.♦❜❧❡♠2 ❤❛✈❡ "❤❡ 2❛♠❡ ♦♣"✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡
❛♥❞ "❤❡ 2❛♠❡ 2♦❧✉"✐♦♥ 2❡"✿

α(t) = inf{f(x) + tp(x) : x ∈ K},

α = inf{f(x) : x ∈ K, p(x) ≤ 0}.

❋✉."❤❡.♠♦.❡✱ ✐❢ "❤❡ ✈❡."❡① 2❡" ♦❢ ❑✱ ❞❡♥♦"❡❞ ❜② V (K) ✐2 ❝♦♥"❛✐♥❡❞ ✐♥ {x ∈ K, p(x) ≤ 0}✱

"❤❡♥ t0 = 0✱ ♦"❤❡.✇✐2❡ t0 = min
{f(x)−α(0)

ξ

}
✱ ✇❤❡.❡ ξ := min{p(x) : x ∈ V (K), p(x) > 0} >

0✳

90♦♦❢ ✶✳✺ ❙❡❡ ❍✳❆✳ ▲❡ ❚❤✐✱ ❚✳ C❤❛♠ ❉✐♥❤ ❡" ▼✳ ▲❡ ❉✉♥❣ ❬▲❡ ❚❤✐ ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳

❋#♦♠ ❚❤❡♦#❡♠ ✶✳✻✱ 5❤❡#❡ ❡①✐:5: ❛ ♥✉♠❜❡# t0 :✉❝❤ 5❤❛5 ∀t ≥ t0✱ ✭◆❈+✶✮ ✐: ❡F✉✐✈❛❧❡♥5
5♦ 5❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❛5✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠ ✐♥ 5❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

(NCP2) min{cTx+ dT y + tp(x) : (x, y) ∈ K}.

◆♦5❡ 5❤❛5✱ 5❤❡ 5❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐5② ❝♦♥:5#❛✐♥5: ♦❢ ♣#♦❜❧❡♠ ✭NCP1✮ ✐: 5❛❦❡♥ ✐♥5♦ ❛❝❝♦✉♥5
✐♥ 5❤❡ ♦❜❥❡❝5✐✈❡ ❢✉♥❝5✐♦♥ ♦❢ ♣#♦❜❧❡♠ ✭NCP2✮✳ ❲❡ ❝❛♥ #❡❢♦#♠✉❧❛5❡ ✭NCP2✮ ❛: ❛ ❉❈
♣#♦❣#❛♠✱ 5❤❡♥ ❉❈❆ ❝❛♥ ❜❡ ✉:❡❞ 5♦ :♦❧✈❡ ✐5✳

❉❈❆ ❛♣♣❧✐❡❞ ,♦ ,❤❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♣0♦❜❧❡♠ ▼■▲9✵✶

❚❤❡ ♣#♦❜❧❡♠ ✭NCP2✮ ❝❛♥ ❜❡ #❡✇#✐55❡♥ ❛:

min{χK(z) + cTx+ dT y + tp(x) : z = (x, y) ∈ IRn × IRp}, ✭✶✳✷✶✮

✇❤❡#❡

χK(z) :=

{
0 ✐❢ ③ ∈ ❑,
+∞ ♦5❤❡#✇✐:❡

✭✶✳✷✷✮

✐: 5❤❡ ✐♥❞✐❝❛5♦# ❢✉♥❝5✐♦♥ ♦❢ ❑✳

❲❡ ♥♦5❡ g(z) := χK(z) ❛♥❞

h(z) := −cTx− dT y + t(−p)(z) = −cTx− dT y + t

n∑

j=1

xj(xj − 1). ✭✶✳✷✸✮

❙✐♥❝❡ K ✐: ❝♦♥✈❡①✱ g := χK ✐: ❝♦♥✈❡① ❬❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛#✱ ✶✾✼✵❪✳ ❆❧:♦✱ h ✐: ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ p ✐:
❝♦♥❝❛✈❡✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱ 5❤❡ ♣#♦❜❧❡♠ (NCP2) ✐: ❡F✉✐✈❛❧❡♥5 5♦ 5❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❈ ♣#♦❣#❛♠✿

min{g(z)− h(z) : z = (x, y) ∈ IRn × IRp}. ✭✶✳✷✹✮

❆❝❝♦#❞✐♥❣ 5♦ 5❤❡ ❣❡♥❡#❛❧ ❞✐❛❣#❛♠ ♦❢ ❉❈❆✱ ✇❡ ♠✉:5 ❝♦♠♣✉5❡ 5❤❡ 5✇♦ :✉✐5❡: {uk} ❛♥❞
{zk} :✉❝❤ 5❤❛5

uk ∈ ∂h(zk); zk+1 ∈ ∂g∗(uk).



✶✽ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ *(❡❧✐♠✐♥❛(② ❙&✉❞✐❡3

▲❡" z = (x, y) ❜❡ ❛♥ ❛&❜✐"&❛&② ♣♦✐♥" ♦❢ IRn × IRp❀ ❢&♦♠ "❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ✭✶✳✷✸✮ ♦❢ ❢✉♥❝"✐♦♥

h✱ ❛ ✈❡❝"♦& ❣&❛❞✐❡♥" ✐♥ u = (σ, ς) ∈ ∂h(x, y) ✐< ❝❤♦<❡♥ ❜②✿

σi = −ci + 2txi − t ❛♥❞ ςj = −dj (i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , p). ✭✶✳✷✺✮

❚❤❡♥ "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♦❢ zk+1 ✐< ❡@✉✐✈❛❧❡♥" "♦ <♦❧✈✐♥❣ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣&♦❜❧❡♠✿

min{g(z)− 〈z, u〉 : z ∈ IRn × IRp}. ✭✶✳✷✻✮

■" ❝❛♥ ❜❡ &❡✇&✐""❡♥ ❛<

min{−〈z, u〉 : z ∈ K}. ✭✶✳✷✼✮

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ♦❢ ❉❈❆ "♦ ♣&♦❜❧❡♠ ✭✶✳✷✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇&✐""❡♥ ❛< ❢♦❧❧♦✇<✿

❆❧❣♦(✐&❤♠ ✶✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ ❉❈❆ &♦ ♣,♦❜❧❡♠ ✭✶✳✷✹✮

❙&❡♣ ✶✳ ▲❡& z0 = (x0, y0) ∈ ■❘n × ■❘p ❜❡ ❛♥ ✐♥✐&✐❛❧ ♣♦✐♥&✳ ❙❡& k ← 0❀

❙&❡♣ ✷✳ ❈❛❧❝✉❧❛&❡ uk = (σk, ςk) ∈ ∂h(xk, yk) ✈✐❛ ✭✶✳✷✺✮✳

❙&❡♣ ✸✳ ❈❛❧❝✉❧❛&❡

zk+1 = (xk+1, yk+1) ∈ argmin{−〈(σk, ςk), (x, y)〉 : (x, y) ∈ K}. ✭✶✳✷✽✮

❙&❡♣ ✹✳

■❢ &❤❡ ?&♦♣ ❝,✐&❡,✐♦♥ ✐? ✈❡,✐✜❡❞✱ ❙❚❖E❀

❊❧?❡ ,❡&✉,♥ &♦ ❙&❡♣ ✷❀

❚❤❛♥❦< "♦ "❤❡ "❤❡♦&❡♠ ♦♥ "❤❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ♦❢ ❉❈❆ ❢♦& ♣♦❧②❤❡❞&❛❧ ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ❬▲❡

❚❤✐ ❛♥❞ M❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✷✵✵✶✱ ✷✵✵✺✱ ▲❡ ❚❤✐ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐&❡❝"❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣&♦♣❡&"✐❡<

♦❢ ❆❧❣♦&✐"❤♠ ✶✳✶✳

❚❤❡♦(❡♠ ✶✳✼ ❈♦♥✈❡,❣❡♥❝❡ ♣,♦♣❡,&✐❡? ♦❢ ❆❧❣♦,✐&❤♠ ✶✳✶

✐✮ ❆❧❣♦,✐&❤♠ ✶✳✶ ❣❡♥❡,❛&❡? ❛ ?❡H✉❡♥❝❡ {zk = (xk, yk)} ❝♦♥&❛✐♥❡❞ ✐♥ &❤❡ ✈❡,&❡① ?❡& V (K)
♦❢ K ?✉❝❤ &❤❛& ?❡H✉❡♥❝❡ {g(xk, yk)− h(xk, yk)} ✐? ❞❡❝,❡❛?✐♥❣✳

✐✐✮ ■❢ ❛& ✐&❡,❛&✐♦♥ r &❤❡ ♣♦✐♥& (xr, yr) ?❛&✐?✜❡? xr ∈ {0, 1}n✱ &❤❡♥ (xk, yk) ?❛&✐?✜❡? xk ∈
{0, 1}n✱ ❢♦, ❛❧❧ k ≥ r✳

✐✐✐✮ ❚❤❡ ?❡H✉❡♥❝❡ {(xk, yk)} ❝♦♥✈❡,❣❡? &♦ ❛ ?♦❧✉&✐♦♥ (x⋆, y⋆) ∈ V (K) ❛❢&❡, ❛ ✜♥✐&❡ ♥✉♠❜❡,
♦❢ ✐&❡,❛&✐♦♥? ❛♥❞ (x⋆, y⋆) ✐? ❛ ❝,✐&✐❝❛❧ ♣♦✐♥& ♦❢ &❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ ✭✶✳✷✹✮✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ ✐❢ x⋆i 6=
0.5, ∀i = 1, . . . , n✱ &❤❡♥ (x⋆, y⋆) ✐? ❛ ❧♦❝❛❧ ?♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ♣,♦❜❧❡♠✭✶✳✷✹✮✳

*(♦♦❢ ✶✳✻ ❙❡❡✱ ❢♦, ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍✳❆✳ ▲❡ ❚❤✐ ❡" ❛❧✳ ❬▲❡ ❚❤✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳

✶✳✸✳✷ ❇✫❇ ❢♦( ▼■▲,✵✶

❚❤✐< <❡❝"✐♦♥ ❞✐<❝✉<<❡< ❛ ♣❛&"✐❝✉❧❛& ❝❛<❡ ♦❢ ❇✫❇ ❢♦& ♠✐①❡❞ ✵✲✶ ✐♥"❡❣❡& ❧✐♥❡❛& ♣&♦❜❧❡♠

✭▼■▲M✵✶✮✳ ❈♦♥<✐❞❡& "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣&♦❜❧❡♠✿

(MILP01)





min f(x, y) = cTx+ dT y

s.t.

Ax+By ≤ b,

x ∈ {0, 1}n,

y ∈ ■❘p+.

✭✶✳✷✾✮

▲❡" ✉< <❡" z = (x, y) ❛♥❞
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✲ S :=
{
z = (x, y) : Ax+By ≤ b, x ∈ {0, 1}n, y ∈ IRp+

}
❜❡ #❤❡ ❢❡❛'✐❜❧❡ '❡# ♦❢ ✭▼■▲/✵✶✮✱

✲ R0 ❜❡ #❤❡ 4❡❧❛① ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ S✿

R0 =
{
z = (x, y) : Ax+By ≤ b, x ∈ [0, 1]n, y ∈ IRp+

}
,

✲ R ❜❡ #❤❡ '❡# ♦❢ ❛❧❧ Ri #❤❛# ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞✱

✲ βk ✭4❡'♣✳ γk✮ ❜❡ #❤❡ ❧♦✇❡4 ❜♦✉♥❞ ✭4❡'♣✳ #❤❡ ✉♣♣❡4 ❜♦✉♥❞✮ ♦❢ ♦♣#✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛# ✐#❡4❛#✐♦♥

k✳

✲ zk ❜❡ #❤❡ ❜❡'# ❦♥♦✇♥ '♦❧✉#✐♦♥ ❛# ✐#❡4❛#✐♦♥ k ✭❛' ✇❡ ❞♦ ♥♦# ②❡# ❦♥♦✇ ✇❤❡#❤❡4 ✐# ✐' ❛

❢❡❛'✐❜❧❡ ♣♦✐♥#✱ γk =∞✮✱

✲ ❛♥❞ z ❜❡ #❤❡ ♦♣#✐♠❛❧ '♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ 4❡❧❛①❡❞ ♣4♦❜❧❡♠ ♦❢ ✭▼■▲/✵✲✶✮✳

90✐♥❝✐♣❧❡✿ ❲❡ ❞❡#❡4♠✐♥❡❞✱ ❛# ❡❛❝❤ ✐#❡4❛#✐♦♥ k✱ ❛ ❧♦✇❡4 ❜♦✉♥❞ βk ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡4 ❜♦✉♥❞

γk ♦❢ #❤❡ ♦♣#✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣4♦❜❧❡♠ ✭▼■▲/✵✶✮✱ '✉❝❤ #❤❛# γk − βk → 0✳ ❲❡ '#♦♣ ✇❤❡♥

γk − βk ≤ ε✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✿

✲ #❤❡ ❧♦✇❡4 ❜♦✉♥❞ βk ✐' ❝❛❧❝✉❧❛#❡❞ ❜②

βk = min{β(Ri) : Ri ∈ R} = min
Ri∈R

{f(z) : z ∈ Ri}.

✲ #❤❡ ❜❡'# ✉♣♣❡4 ❜♦✉♥❞ ❛# ✐#❡4❛#✐♦♥ k ✐' γk = min{f(zi) : ∀zi ❦♥♦✇♥ ✐♥ S}✳

✲ ❛# ❡❛❝❤ ✐#❡4❛#✐♦♥ k✱ ✇❡ ❝♦♥'✐❞❡4 #❤❡ '❡# R = {Ri ∈ R : β(Ri) < γk} ❛♥❞ ✇❡ 4❡♠♦✈❡

❛❧❧ #❤❡ Ri ∈ R ❢♦4 ✇❤✐❝❤ β(Ri) ≥ γk ✭❜❡❝❛✉'❡ ✇❡ ❛4❡ '✉4❡ #❤❛# Ri ❞♦❡' ♥♦# ❝♦♥#❛✐♥ ❛♥

♦♣#✐♠❛❧ '♦❧✉#✐♦♥ ✐❢ β(Ri) > γk❀ ✐♥ ❝❛'❡ ✇❤❡4❡ β(Ri) = γk ✇❡ ❝❛♥ ♥♦# ❞❡#❡4♠✐♥❡ ♦♥ Ri
❛ '♦❧✉#✐♦♥ ❜❡##❡4 #❤❛♥ zk✮✳

❆❧❣♦0✐,❤♠ ✶✳✷ ✭❇✫❇✮

❙#❡♣ ✵ ✭■♥✐#✐❛❧✐③❛#✐♦♥✮

✵✳✶✳ ❈❛❧❝✉❧❛*❡ β0 ❛♥❞ z ❜② 0♦❧✈✐♥❣ *❤❡ ♣7♦❜❧❡♠ ✭MILP01′✮ 7❡❧❛①❡❞ ♣7♦❜❧❡♠ ♦❢

✭▼■▲>✵✶✮✳

✲ ■❢ z ∈ S *❤❡♥ ❙❚❖>✱ z ✐0 ❛♥ ♦♣*✐♠❛❧ 0♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ ✭▼■▲>✵✶✮✳

✲ ❖*❤❡7✇✐0❡✱ 0❡* R := {R0}✱ γ0 = +∞✱ k := 1.

✵✳✷✳ ●♦ *♦ *❤❡ ♣7♦❝❡❞✉7❡ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✭❙*❡♣ ✶✮✳

❙#❡♣ ✶ ✭/4♦❝❡❞✉4❡ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✮

✶✳✷✳ ❈❤♦♦0❡ ❛ 0✉❜0❡* Rk ∈ R 0✉❝❤ *❤❛*

βk = min{β(Ri) : Ri ∈ R}.

✶✳✷✳ ●♦ *♦ *❤❡ ❜7❛♥❝❤ ♣7♦❝❡❞✉7❡ ✭❙*❡♣ ✷✮✳

❙#❡♣ ✷ ✭❇4❛♥❝❤ ♣4♦❝❡❞✉4❡✮

✷✳✶✳ ▲❡* r ❜❡ ❛♥ ✐♥❞❡① ❢♦7 ✇❤✐❝❤ xkr ✐0 ♥♦* ❜✐♥❛7②✳ ❙❡♣❛7❛*❡ Rk ✐♥*♦ *✇♦ 0✉❜0❡*0✿

Rk1 = {z ∈ Rk : xr = 0}; Rk2 = {z ∈ Rk : xr = 1}.



✷✵ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ +(❡❧✐♠✐♥❛(② ❙&✉❞✐❡4

✷✳✷✳ ●♦ $♦ $❤❡ ❜♦✉♥❞+ ♣-♦❝❡❞✉-❡ ✭❙$❡♣ ✸✮✳

❙!❡♣ ✸ ✭❇♦✉♥❞& ♣(♦❝❡❞✉(❡✮

✸✳✶✳ ❈❛❧❝✉❧❛$❡ βk1 ❛♥❞ βk2 ❜② +♦❧✈✐♥❣ $❤❡ $✇♦ ♣-♦❜❧❡♠+ ✭MILP01′k1✮ ❛♥❞ ✭MILP01′k2✮✳

✸✳✷✳ ■❢ zk1 ∈ S ✭zk2 ∈ S -❡+♣✳✮✱ ❛♥❞ f(zk1) < γk ✭-❡+♣✳ f(zk2) < γk✮ $❤❡♥ ✉♣❞❛$❡ γk

γk := f(zk1); zk := zk1;
(
-❡+♣✳ γk := f(zk2); zk := zk2

)
.

❙!❡♣ ✹ ✭❖♣-✐♠❛❧ -❡&-✮

✹✳✶✳ R := R∪ {Rki : f(z
ki) < γk, i = 1, 2} \ {Rk}.

✹✳✷✳ ■❢ R = ∅ $❤❡♥ ❙❚❖C✱ zk ✐+ ❛♥ ♦♣$✐♠❛❧ +♦❧✉$✐♦♥✱ ♦$❤❡-✇✐+❡ k := k + 1 ❛♥❞ ❣♦ $♦

$❤❡ ♣-♦❝❡❞✉-❡ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✭❙$❡♣ ✶✮✳

❋♦( -❤❡ ♣(♦❝❡❞✉(❡& &❡❧❡❝-✐♥❣ ❛ &✉❜&❡- Rk -♦ &❡♣❛(❛-❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧&♦ ✉&❡ ❛♥♦-❤❡( ♣(♦❝❡❞✉(❡

♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❝❛❧❧❡❞ ✧❡①♣❧♦(❛-✐♦♥ ❞❡♣-❤✲✜(&-✧ ♦❢ -(❡❡ ✭❜❛❝❦-(❛❝❦✐♥❣✮✿ &❡❧❡❝- Rk -❤❡ ♠♦&- (❡❝❡♥-❧②

❝(❡❛-❡❞✳ ❚❤✐& ♣(♦❝❡❞✉(❡ ❤❛& -✇♦ ❛❞✈❛♥-❛❣❡& ❛♥❞ ♦♥❡ ❞✐&❛❞✈❛♥-❛❣❡✿

✲ ■- ❛❧❧♦✇& -♦ D✉✐❝❦❧② ♦❜-❛✐♥ ❛ ❢❡❛&✐❜❧❡ &♦❧✉-✐♦♥✱

✲ ■- ❛❧❧♦✇& -♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ -❤❡ -(❛♥&❢❡(& ❜❡-✇❡❡♥ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦(② ❛♥❞ -❤❡ ♣❡(✐♣❤❡(❛❧ ♠❡♠♦(②✳

❲❡ ♠❛② ❝(❡❛-❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛-✐♦♥ ♦❢ ❜♦-❤ ♣(♦❝❡❞✉(❡& ❞✐&♣❧❛②❡❞✿ ✉&✐♥❣ ❛ ❜❛❝❦-(❛❝❦✐♥❣

&-(❛-❡❣② -♦ ✧❣♦ ❞♦✇♥✧ ✐♥ -❤❡ -(❡❡✱ ❜✉- ✇❤❡♥ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ &-❡(✐❧❡ &✉❜&❡- ✇❡ ❝❤♦♦&❡ -❤❡ &✉❜&❡-

♠❛①✐♠✉♠ &❝♦(❡ ♥♦♥✲&-❡(✐❧❡✳

❋♦( ♣(♦❝❡❞✉(❡& &❡♣❛(❛-✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❡(-❛✐♥ (✉❧❡& -♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ -♦ ❞❡-❡(♠✐♥❡ -❤❡ ✐♥❞❡①

r✿

✲ ❝❤♦♦&❡ r ❢♦( ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦❢ -✇♦ ♣(♦❣(❛♠& (MILP01′k1) ❛♥❞ (MILP01′k2) ❤❛& ♥♦ ❢❡❛&✐❜❧❡

&♦❧✉-✐♦♥ ✭❢❛❧&❡ &❡♣❛(❛-✐♦♥✮❀

✲ ❝❤♦♦&❡ r ❢♦( ✇❤✐❝❤ xr (MILP01′k) ✐& -❤❡ ❢(❛❝-✐♦♥❛❧ ♣♦&&✐❜❧❡ ✭✐-& ✈❛❧✉❡ ✐& ❛& ❝❧♦&❡ ❛&

♣♦&&✐❜❧❡ -♦ ✵✳✺✮✳

✶✳✸✳✸ ❇✫❇ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐.❤ ❉❈❆

■♥ &❝❤❡♠❡ ❇✫❇ ✭&❤♦✇♥ ✐♥ ✶✳✸✳✷✮✱ -❤❡ ♣(♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ✉♣♣❡( ❜♦✉♥❞ ♣❧❛②& ❛♥ ✐♠✲

♣♦(-❛♥- (♦❧❡ ❢♦( -❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❇✫❇ ❛❧❣♦(✐-❤♠✳ ❙❡✈❡(❛❧ &-✉❞✐❡& ✐♥ -❤❡ ❧✐-❡(❛-✉(❡ &❤♦✇❡❞

-❤❛- -❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜-❛✐♥❡❞ ❜② ❉❈❆ ✐& ♦❢-❡♥ ✈❡(② ❝❧♦&❡✴❝♦✐♥❝✐❞❡& ✇✐-❤ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭❡&✲

♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ✇❡ (❡&-❛(- ❉❈❆ ❢(♦♠ ❛ ❣♦♦❞ &-❛(-✐♥❣ ♣♦✐♥-✮✳ ❲❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❇✫❇ ❛♥❞ ❉❈❆

✐♥ ♦(❞❡( -♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ &-❛(-✐♥❣ ♣♦✐♥- ❢♦( ❉❈❆ ❛♥❞ ♣(♦✈❡✴✜♥❞ -❤❡ ❣❧♦❜❛❧ &♦❧✉-✐♦♥✳

❘❡❝❛❧❧ -❤❛- ▼■▲W✵✶ ✐& -(❛♥&❢♦(♠❡❞ ✐♥-♦ ❛ ❉❈ ♣(♦❣(❛♠♠✐♥❣✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❉❈❆ -♦ ✭◆❈W✷✮

✭&❡❡ ❙❡❝-✐♦♥ ✶✳✸✳✶✮ ❢♦( ❞❡-❡(♠✐♥✐♥❣ -❤❡ ✉♣♣❡( ❜♦✉♥❞ ♦❢ ✭▼■▲W✵✶✮✳

❯&✐♥❣ -❤❡ &❛♠❡ ♥♦-❛-✐♦♥ ❛& ✐♥ ❙❡❝-✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ -❤❡ ❛❧❣♦(✐-❤♠ ❇✫❇ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐-❤ ❉❈❆

❝❛♥ ❜❡ ❞❡&❝(✐❜❡❞ ❛& ❢♦❧❧♦✇&✿

❆❧❣♦(✐&❤♠ ✶✳✸ ✭❇❇❉❈❆✮

❙!❡♣ ✵ ✭■♥✐-✐❛❧✐③❛-✐♦♥✮

✵✳✶✳ ❈❛❧❝✉❧❛$❡ β0 ❛♥❞ z ❜② +♦❧✈✐♥❣ $❤❡ ♣-♦❜❧❡♠ ✭MILP01′✮ -❡❧❛①❡❞ ♦❢ ✭▼■▲C✵✶✮✳

✲ ■❢ z ∈ S $❤❡♥ ❙❚❖C✱ z ✐+ ❛♥ ♦♣$✐♠❛❧ +♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ✭▼■▲C✵✶✮✳

✲ ❊❧+❡✱ +❡$ R := {R0} ❛♥❞ k := 0✳



✶✳✸✳ ❉❈❆ ❛♥❞ ❉❈❆ ❇&❇ ♠❡,❤♦❞ ❢♦0 1♦❧✈✐♥❣ ▼■▲9✵✲✶ ✷✶

✵✳✷✳ ❆♣♣❧② ❉❈❆ )♦ ♣+♦❜❧❡♠ ✭◆❈1✷✮ ❢+♦♠ z )♦ ♦❜)❛✐♥ zkDCA✳

✲ ■❢ zkDCA ∈ S✱ %❤❡♥ γk := f(zkDCA)✳

✲ ❊❧+❡✱ γk := +∞✳

✵✳✸✳ ❙❡% k := 1 ❛♥❞ ❣♦ %♦ %❤❡ ♣4♦❝❡❞✉4❡ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✭❙%❡♣ ✶✮✳

❙!❡♣ ✶ ✭!"♦❝❡❞✉"❡ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡✮

✶✳✷✳ ❈❤♦♦+❡ ❛ +✉❜+❡% Rk ∈ R +✉❝❤ %❤❛%

βk = min{β(Ri) : Ri ∈ R}.

✶✳✷✳ ●♦ %♦ %❤❡ +❡♣❛4❛%✐♦♥ ✭❜4❛♥❝❤✮ ♣4♦❝❡❞✉4❡ ✭❙%❡♣ ✷✮✳

❙!❡♣ ✷ ✭!"♦❝❡❞✉"❡ ♦❢ ,❡♣❛"❛/✐♦♥ ✭❜"❛♥❝❤✮✮

✷✳✶✳ ▲❡% r ❢♦4 ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥❞❡① xkr ✐+ ♥♦% ❜✐♥❛4②✳ ❙❡♣❛4❛%❡ Rk %♦ %✇♦ +✉❜+❡%+

Rk1 = {z ∈ Rk : xr = 0}; Rk2 = {z ∈ Rk : xr = 1}.

✷✳✷✳ ●♦ %♦ %❤❡ ❛++❡++♠❡♥% ♣4♦❝❡❞✉4❡ ✭❙%❡♣ ✸✮✳

❙!❡♣ ✸ ✭!"♦❝❡❞✉"❡ ♦❢ ❛,,❡,,♠❡♥/ ✭❝❛❧❝✉❧❛/❡❞ ❜♦✉♥❞✮✮

✸✳✶✳ ❈❛❧❝✉❧❛%❡ βk1 ❛♥❞ βk2 ❜② +♦❧✈✐♥❣ %✇♦ ♣4♦❜❧❡♠+ ✭MILP01′k1✮ ❛♥❞ ✭MILP01′k2✮✳

✸✳✷✳ ❆♣♣❧② ❉❈❆ %♦ ✭◆❈H✷✮ ❢4♦♠ zk1 ❛♥❞ zk2 %♦ ♦❜%❛✐♥ zk1DCA ❛♥❞ zk2DCA✳

✸✳✸✳ ■❢ zk1DCA ∈ S ✭4❡+♣✳ zk2DCA ∈ S✮ ❛♥❞ f(zk1DCA) < γk ✭4❡+♣✳ f(zk2DCA) < γk✮ %❤❡♥

✉♣❞❛%❡ γk

γk := f(zk1DCA); z
k := zk1DCA; (4❡+♣✳ γk := f(zk2DCA); z

k := zk2DCA).

✸✳✹✳ ●♦ %♦ ❙%❡♣ ✹✳

❙!❡♣ ✹ ✭❚❡,/ ♦❢ ♦♣/✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐/✐♦♥,✮

✹✳✶✳ R := R∪ {Rki : f(z
ki) < γk, i = 1, 2} \ {Rk}.

✹✳✷✳ ■❢ R = ∅ %❤❡♥ ❙❚❖H✱ zk ✐+ ❛ ♦♣%✐♠❛❧ +♦❧✉%✐♦♥✳ ❊❧+❡ k := k+1 ❛♥❞ ❣♦ %♦ ♣4♦❝❡❞✉4❡

♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✭❙%❡♣ ✶✮✳

◆♦/❡ /❤❛/✱ ✐♥ /❤❡ ❛❧❣♦"✐/❤♠ ✶✳✸✱ ,/❡♣ ✸✳✷ ✐, ♥♦/ ❛❧✇❛②, ♣❡"❢♦"♠❡❞ ❛/ ❡❛❝❤ ✐/❡"❛/✐♦♥✳

❚❤❡ >✉❡,/✐♦♥ ✇❤❡♥ ❉❈❆ ✐+ 4❡+%❛4%❡❞ ✭,/❡♣ ✸✳✷ ✐, ❡①❡❝✉/❡❞✮ ✐, ✐♥/❡"❡,/✐♥❣ ❢"♦♠ ♥✉♠❡"✐❝❛❧

♣♦✐♥/, ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ✐/ ✇✐❧❧ ❜❡ ,/✉❞✐❡❞✳ ❆, ✐♥ ,❡✈❡"❛❧ ❉❈ ♣"♦❣"❛♠,✱ ❉❈❆ ♣"♦✈✐❞❡, ❛ ❣❧♦❜❛❧

,♦❧✉/✐♦♥ /♦ ✭◆❈!✷✮ ✭❛♥❞ ,♦ /♦ ✭▼■▲!✮✮ ❢"♦♠ ❛ ❣♦♦❞ ,/❛"/✐♥❣ ♣♦✐♥/✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥/ ❝❛♥

❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡✣❝✐❡♥/❧② ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣✉/✐♥❣ ❧♦✇❡" ❜♦✉♥❞,✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ,❡❡ ✐♥ /❤❡ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥❛❧

❡①♣❡"✐♠❡♥/, /❤❛/ ❉❈❆ ♣"♦✈✐❞❡, ❛♥ ✐♥/❡❣❡" ,♦❧✉/✐♦♥ ❛❢/❡" ,❡✈❡"❛❧ ✐/❡"❛/✐♦♥, ♦❢ /❤❡ ❇"❛♥❝❤

❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛❧❣♦"✐/❤♠✳ ◆❡✈❡"/❤❡❧❡,, ✇❡ ♠✉,/ ❝♦♥/✐♥✉❡ /❤❡ ❇"❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ♣"♦❝❡,, /♦

❛♠❡❧✐♦"❛/❡ /❤❡ ❧♦✇❡" ❜♦✉♥❞ ✉♥/✐❧ ✐/ ✐, ❝❧♦,❡ /♦ /❤❡ ❜❡,/ ✉♣♣❡" ❜♦✉♥❞✳ ■♥ ❢❛❝/✱ /❤❡ ❇"❛♥❝❤

❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛❧❣♦"✐/❤♠ ✐, ✐♥/"♦❞✉❝❡❞ /♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ,/❛"/✐♥❣ ♣♦✐♥/ ❢♦" ❉❈❆ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ /❤❡

❣❧♦❜❛❧✐/② ♦❢ ❉❈❆✳



✷✷ ❈❤❛♣%❡' ✶✳ *'❡❧✐♠✐♥❛'② ❙%✉❞✐❡3

❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ 3%❛'%✐♥❣ ♣♦✐♥% ❢♦' ❉❈❆

❋!♦♠ ❚❤❡♦!❡♠ ✶✳✼ ✇❡ +❡❡ ,❤❛,✱ +,❛!,✐♥❣ ✇✐,❤ ❛ ❢❡❛+✐❜❧❡ +♦❧✉,✐♦♥ ,♦ ✭▼■▲:✮ ❉❈❆ ♣!♦✈✐❞❡+

❛ ❜❡,,❡! ❢❡❛+✐❜❧❡ +♦❧✉,✐♦♥✱ ❛❧,❤♦✉❣❤ ✐, ✇♦!❦+ ♦♥ ❛ ❝♦♥,✐♥✉♦✉+ ❢❡❛+✐❜❧❡ +❡, ♦❢ ✭◆❈:✷✮✳ ■, ✐+

+♦ ✐♠♣♦!,❛♥, ,♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❢❡❛+✐❜❧❡ ♣♦✐♥, ,♦ ✭▼■▲:✮ ❢♦! !❡+,❛!,✐♥❣ ❉❈❆✳

❉✉!✐♥❣ ,❤❡ ❜!❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♣!♦❝❡❞✉!❡ ✇❡ ❝❛♥ !❡+,❛!, ❉❈❆ ❢!♦♠ ,❤❡ ❜❡+, ❢❡❛+✐❜❧❡

+♦❧✉,✐♦♥ ,♦ ✭▼■▲:✮ ,❤❛, ✐+ ❞✐+❝♦✈❡!❡❞ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣✉,✐♥❣ ❧♦✇❡! ❜♦✉♥❞+✳ ❚❤✐+ ✐+ ♠♦,✐✈❛,❡❞ ❜②

❛ +✐♠✐❧❛! ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥, ✇❛② ✐♥,!♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❉❈❆✲❇!❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛❧❣♦!✐,❤♠

❢♦! ♥♦♥❝♦♥✈❡① L✉❛❞!❛,✐❝ ♣!♦❣!❛♠♠✐♥❣ ✭❬▲❡ ❚❤✐ ❛♥❞ :❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✷✵✵✶❪✮✳

❖♥ ,❤❡ ♦,❤❡! ❤❛♥❞✱ ❢♦! ♦❜,❛✐♥✐♥❣ !❛♣✐❞❧② ❛ ❣♦♦❞ ❢❡❛+✐❜❧❡ ♣♦✐♥, ,♦ ✭▼■▲:✮✱ ✇❡ ❛❧+♦ ✐♥✈❡+✲

,✐❣❛,❡ ❛ ❢❛+, ♣!♦❝❡❞✉!❡ ,♦ ❝♦♠♣✉,❡ ❛♥ ♦♣,✐♠❛❧ +♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡ L✉❛❞!❛,✐❝ ♣!♦❣!❛♠

0 = min
{ m∑

i=1

xi(1− xi) : (x, y) ∈ K
}
. ✭✶✳✸✵✮

❚❤❛, ✐+ ,❤❡ ❉❈❆ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬▲❡ ❚❤✐ ❛♥❞ :❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ✷✵✵✶❪✳

■♥ ♦✉! ❛❧❣♦!✐,❤♠✱ ❛ +✉✐,❛❜❧❡ +,❛!,✐♥❣ ♣♦✐♥, ✐+ ❝♦♠♣✉,❡❞ ❜② ❝❤♦♦+✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ,❤❡ ,✇♦

♣!♦❝❡❞✉!❡+ ❛❝❝♦!❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡ ❝✉!!❡♥, +✐,✉❛,✐♦♥✳

❲❤❡♥ ❉❈❆ ✐3 '❡3%❛'%❡❞❄

❉✉!✐♥❣ ,❤❡ ❜!❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♣!♦❝❡++✱ ✇❡ !❡+,❛!, ❉❈❆ ✇❤❡♥ ❛ ❢❡❛+✐❜❧❡ +♦❧✉,✐♦♥ ,♦ ✭▼■▲:✮✱

✇❤✐❝❤ ✐♠♣!♦✈❡+ ,❤❡ ❜❡+, ❝✉!!❡♥, ✉♣♣❡! ❜♦✉♥❞✱ ✐+ ♣♦✐♥,❡❞ ♦✉,✳ ■♥ +✉❝❤ ❛ ❝❛+❡✱ ,❤❡ +,❛!,✐♥❣

♣♦✐♥, ♦❢ ❉❈❆ ✐+ ,❤❡ ❥✉+, ♠❡♥,✐♦♥❡❞ ❢❡❛+✐❜❧❡ +♦❧✉,✐♦♥ ,♦ ✭▼■▲:✮✳

❖♥ ,❤❡ ♦,❤❡! ❤❛♥❞✱ ❉❈❆ ✐+ ❛❧+♦ !❡+,❛!,❡❞ ✇❤❡♥ ,❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ,❤❡ ✵✲✶ ❝♦♠♣♦♥❡♥,+

♦❢ ,❤❡ ❜✐♥❛!② ✈❛!✐❛❜❧❡+ ✭❞❡♥♦,❡❞ ❜② NxRk ✮ ♦❢ ,❤❡ +♦❧✉,✐♦♥ ✭x
Rk , yRk

✮ ,♦ ,❤❡ ❝♦!!❡+♣♦♥❞✐♥❣

❧✐♥❡❛! !❡❧❛①❛,✐♦♥ ♣!♦❜❧❡♠ ✐+ +✉✣❝✐❡♥,❧② ❧❛!❣❡✱ ♥❛♠❡❧② NxRk ≥ m/2✳ ❚❤❡ +,❛!,✐♥❣ ♣♦✐♥, ♦❢
❉❈❆✱ ✐♥ ,❤✐+ ❝❛+❡✱ ✐+ ,❤❡ +♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ :!♦❜❧❡♠ ✭✶✳✸✵✮✳

✶✳✹ #$♦①✐♠❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦/✐0✐♦♥ ▼❡0❤♦❞ ✭#❉▼✮

❚❤✐# #❡❝&✐♦♥ ♣*♦✈✐❞❡# ❛ ❜*✐❡❢ ♣*❡#❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ 0*♦①✐♠❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦#✐&✐♦♥ ▼❡&❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✐# ❛♣✲

♣❧✐❡❞ &♦ #♦❧✈❡ ❝♦♥✈❡① ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣*♦❜❧❡♠#✳

✶✳✹✳✶ #$♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦/✐0✐♦♥ ♦♥ 0❤❡ ❣$❛♣❤ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦0♦♥❡ ♦♣✲

❡$❛0♦$

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✸ ▲❡& H ❜❡ ❛ *❡❛❧ ❍✐❧❜❡*& #♣❛❝❡ ✇✐&❤ ✐♥♥❡* ♣*♦❞✉❝& 〈., .〉✳ ❆ ♠✉❧&✐❢✉♥❝&✐♦♥

T : H ⇒ H ✐# ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠♦♥♦,♦♥❡ ♦♣❡!❛,♦! ✐❢

〈x− x′, y − y′〉 ≥ 0, ∀y ∈ T (x), y′ ∈ T (x′). ✭✶✳✸✶✮

❚❤❡ ❣!❛♣❤ ♦❢ T ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Gr(T ) := {(x, y) ∈ X ×X| y ∈ T (x)}. ✭✶✳✸✷✮

❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✹ ❆♥ ♦♣❡*❛&♦* T ✐# ❝❛❧❧❡❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦,♦♥❡ ✐❢ T ✐# ♠♦♥♦&♦♥❡ ❛♥❞ &❤❡*❡

❞♦#❡ ♥♦& ❡①✐#& ❛ ♠♦♥♦&♦♥❡ ♦♣❡*❛&♦* T ′ #✉❝❤ &❤❛& Gr(T ) ( Gr(T ′)✳

❙✐♥❝❡ T ✐+ ♠❛①✐♠❛❧✱ ✐,+ ❣!❛♣❤ ✐+ ♥♦, ♣!♦♣❡!❧② ❝♦♥,❛✐♥❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❣!❛♣❤ ♦❢ ❛♥② ♦,❤❡! ♠♦♥♦,♦♥❡

♦♣❡!❛,♦!✳



✶✳✹✳ #$♦①✐♠❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦/✐0✐♦♥ ▼❡0❤♦❞ ✭#❉▼✮ ✷✸

❆♥ ♦♣❡%❛'♦% T ✐) ❝❛❧❧❡❞  !"♦♥❣❧② ♠♦♥♦!♦♥❡ ✐❢ '❤❡%❡ ❡①✐)') ρ > 0 )✉❝❤ '❤❛'✿

〈x− x′, y − y′〉 ≥ ρ||x− x′||2, ∀x, x′ ∈ X ❛♥❞ ∀y ∈ T (x), ∀y′ ∈ Tx′, ✭✶✳✸✸✮

❛♥❞ ✈❛❧✉❡ ρ0 = max{ρ > 0 )❛'✐)❢②✐♥❣ ✭✶✳✸✸✮} ✐) ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❞✉❧✉) ♦❢ T ✳
❆♥ ♦♣❡%❛'♦% T ✐) ❝❛❧❧❡❞ ▲✐♣ ❝❤✐!③ ✇✐!❤ ❝♦♥ !❛♥! L ✐❢

||y − y′|| ≤ L||x− x′||, ∀x, x′ ∈ X ❛♥❞ ∀y ∈ T (x), ∀y′ ∈ Tx′.

❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✽ ■❢ T ✐ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦!♦♥❡✱ !❤❡♥ (I+λT )−1 ✐ ✉♥✐7✉❡ ❛♥❞ ❞♦♠(I+λT )−1 =
X ❢♦" ❛❧❧ λ > 0✳

■' ♠❡❛♥) '❤❛'✱ ❢♦% ❡❛❝❤ y ∈ X ❛♥❞ λ > 0✱ '❤❡%❡ ✐) ✉♥✐=✉❡ x ∈ X )✉❝❤ '❤❛' y ∈ (I + λT )(x)
❛♥❞ '❤❡ ♦♣❡%❛'♦% P = (I + λT )−1 ✐) ♥♦♥❡①♣❛♥ ✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱

||P (x)− P (x′)|| ≤ ||x− x′||. ✭✶✳✸✹✮

◆♦'❡ '❤❛' P (x) = x ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ 0 ∈ λT (x) ❛♥❞ P ✐) ❝❛❧❧❡❞ ;"♦①✐♠❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛))♦❝✐❛'❡❞

✇✐'❤ λT ✳
❚❤❡ ♣"♦①✐♠❛❧ ♣♦✐♥! ❛❧❣♦"✐!❤♠ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠) '♦ ✜♥❞ x∗ )✉❝❤ '❤❛' 0 ∈ T (x∗) ❝♦♥)'%✉❝') ❛

)❡=✉❡♥❝❡ x(k) ❢%♦♠ ❛♥ ❛%❜✐'%❛%② ✐♥✐'✐❛❧ ♣♦✐♥' x0 ❜② '❤❡ ❡=✉❛'✐♦♥

x(k+1) = (I + λkT )
−1(x(k)) ✭✶✳✸✺✮

✇❤❡%❡ {λk} ✐) ❛ )❡=✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦)✐'✐✈❡ %❡❛❧ ♥✉♠❜❡%)✳

#$♦♣♦/✐0✐♦♥ ✶✳✼ ▲❡! T ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦!♦♥❡ ♦♣❡"❛!♦" ♦♥ X✳ ❚❤❡♥ !❤❡ "❡ ♦❧✈❡♥! (I +
T )−1 ✐ ✜"♠❧② ♥♦♥❡①♣❛♥ ✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱

||(I+T )−1(x)−(I+T )−1(x′)||2 ≤ 〈x−x′, (I+T )−1(x)−(I+T )−1(x′)〉 ∀x, x′ ∈ X. ✭✶✳✸✻✮

▼♦"❡♦✈❡"✱ ✐❢ T ✐  !"♦♥❣❧② ♠♦♥♦!♦♥❡ ✇✐!❤ ♠♦❞✉❧✉ ρ✱ !❤❡♥

||(I+T )−1(x)− (I+T )−1(x′)||2 ≤
1

1 + ρ
〈x−x′, (I+T )−1(x)− (I+T )−1(x′)〉 ∀x, x′ ∈ X.

✭✶✳✸✼✮

❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦)✐'✐♦♥ ♦♥ '❤❡ ❣%❛♣❤ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦'♦♥❡ ♦♣❡%❛'♦% ✇❛) ✜%)' ✐♥'%♦❞✉❝❡❞

✐♥ ✭)❡❡ ❬▼❛❤❡② ❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✮✱ ✐' ✐) ♣%❡)❡♥'❡❞ ❛) ❢♦❧❧♦✇)✳

#$♦♣♦/✐0✐♦♥ ✶✳✽ ●✐✈❡♥ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦!♦♥❡ ♦♣❡"❛!♦" T ❛♥❞ ❛ ✈❡❝!♦" (x, y) ∈ X × X✱

!❤❡"❡ ❡①✐ ! ❛ ✉♥✐7✉❡ ♣❛✐" (u, v) ∈ X ×X  ✉❝❤ !❤❛!✿ u+ v = x+ y ❛♥❞ (u, v) ∈ Gr(T ).

❋%♦♠ L%♦♣♦)✐'✐♦♥ ✶✳✽✱ ✇❡ )❡❡ '❤❛' '❤❡ ♣%♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦)✐'✐♦♥ ♦❢ (x, y) ♦♥ '❤❡ ❣%❛♣❤ ♦❢ T
✐) ✉♥✐=✉❡✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ❜②✿

u = (I + T )−1(x+ y),

v = (I + T−1)−1(x+ y)

= x+ y − u.

❆) ❛ %❡)✉❧' ✐♥ ❬▼❛❤❡② ❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✱ '❤❡ ♣%♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦)✐'✐♦♥ ♦♥ '❤❡ ❣%❛♣❤ ♦❢ ❛

♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦'♦♥❡ ♦♣❡%❛'♦% ✐) ♥♦♥❡①♣❛♥)✐✈❡✱ ✇❤❡♥ %❡)'%✐❝'❡❞ '♦ ❛ ♣%♦❞✉❝' ♦❢ ♦%'❤♦❣♦♥❛❧

)✉❜)♣❛❝❡) ♦❢ X ×X✳

❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✾ ▲❡! A ❛♥❞ B ❜❡ !✇♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥!❛"② ♦"!❤♦❣♦♥❛❧  ✉❜ ♣❛❝❡ ♦❢ X ×X✳ ❚❤❡

♠❛♣♣✐♥❣ F ✇❤✐❝❤✱ !♦ ❛♥② (x, y) ∈ A × B✱ ❛  ♦❝✐❛!❡ ✐! ♣"♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦ ✐!✐♦♥ (u, v) ♦♥

!❤❡ ❣"❛♣❤ ♦❢ T ✱ ✐ ♥♦♥❡①♣❛♥ ✐✈❡✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ ✐❢ T ✐  !"♦♥❣❧② ♠♦♥♦!♦♥❡ ✇✐!❤ ♠♦❞✉❧✉ ρ ❛♥❞

▲✐♣ ❝❤✐!③ ✇✐!❤ ❝♦♥ !❛♥! L✱ !❤❡♥ F ✐ ❛ ❝♦♥!"❛❝!✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣✳



✷✹ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ +(❡❧✐♠✐♥❛(② ❙&✉❞✐❡4

✶✳✹✳✷ $%♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦0✐1✐♦♥ ♠❡1❤♦❞

▲❡" T ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦"♦♥❡ ♦♣❡,❛"♦, ♦♥ X✱ A ❜❡ ❛ .✉❜.♣❛❝❡ ❛♥❞ B ❜❡ ✐". ♦,"❤♦❣♦♥❛❧

.✉❜.♣❛❝❡✳ ❲❡ ,❡✈✐.✐" ♥♦✇ "❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ ✭9✮ ✇❤✐❝❤ ✇❛. ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❬▼❛❤❡② ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✱

❬❙♣✐♥❣❛,♥✱ ✶✾✽✸❪✳ ❚❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ ❝♦♥.✐.". ✐♥ ✜♥❞✐♥❣

(x, y) ∈ X ×X .✉❝❤ "❤❛" (x, y) ∈ A×B ∩Gr(T ). ✭✶✳✸✽✮

❚❤❡ ❛❧❣♦,✐"❤♠ ❛❧"❡,♥❛"❡. ❛ ♣,♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦.✐"✐♦♥ ♦♥ "❤❡ ❣,❛♣❤ ♦❢ T ❜② ❛ ♣,♦❥❡❝"✐♦♥ ♦♥

A×B✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦,✐"❤♠ ❝❛♥ ❜❡ .✉♠♠❛,✐③❡❞ ❛. ❆❧❣♦,✐"❤♠ ✷✲9❉●✳

❆❧❣♦(✐&❤♠ ✷ 9❉●

■♥✐&✐❛❧✐③❛&✐♦♥✿ (x0, y0) ∈ A×B, k = 0
■&❡(❛&✐♦♥ k
■❢ (xk, yk) ∈ Gr(T ) &❤❡♥ ❙❚❖+

❊❧4❡

zk = xk + yk
+(♦①✐♠❛❧ 4&❡♣

uk = (I + T )−1(zk)
vk = zk − uk

+(♦❥❡❝&✐♦♥ 4&❡♣

xk+1 = 9,♦❥A(uk)
yk+1 = 9,♦❥B(vk)

k ← k + 1

✇❤❡,❡ 9,♦❥C(.) ✐. "❤❡ ♣,♦❥❡❝"✐♦♥ ♦♣❡,❛"♦, ♦♥ "❤❡ .❡" C✳

❚❤❡♦(❡♠ ✶✳✶✵ ❆!!✉♠❡ %❤❛% %❤❡ !❡% ♦❢ !♦❧✉%✐♦♥! ♦❢ ✭.✮ ✐! ♥♦♥❡♠♣%②✱ %❤❡♥ %❤❡ !❡3✉❡♥❝❡

{(xk, yk)} ❣❡♥❡6❛%❡❞ ❜② ❆❧❣♦6✐%❤♠ ✷✲.❉● ❝♦♥✈❡6❣❡! %♦ ❛ !♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ ✭.✮✳

+(♦♦❢ ✶✳✼ ❙❡❡ ❚❤❡♦6❡♠ ✸ ✐♥ ❬▼❛❤❡② ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳

❚❤❡ .6♦①✐♠❛❧ ♣♦✐♥% ❛❧❣♦6✐%❤♠ ❝❛♥ ❜❡ .❡❡♥ ❛. ❛ ♣❛,"✐❝✉❧❛, ❝❛.❡ ♦❢ ❆❧❣♦,✐"❤♠ ✷✲9❉● ✇❤❡♥

❧❡" A = X✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡. B = 0✳

+(♦①✐♠❛❧ 4❝❛❧❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦4✐&✐♦♥

❚♦ ❣❡♥❡,❛❧✐③❡✱ ✇❡ ♣,❡.❡♥" ♥♦✇ ❛ .❝❛❧❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦.✐"✐♦♥ ♦♥ "❤❡ ❣,❛♣❤ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦"♦♥❡

♦♣❡,❛"♦,✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛. ✜,." ✐♥",♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▼❛❤❡② ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳

❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✶✳✺ ▲❡% (x, y) ∈ X×X✱ T ❜❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦%♦♥❡ ♦♣❡6❛%♦6 ❛♥❞ λ ❜❡ ❛ ♣♦!✐%✐✈❡
♥✉♠❜❡6✳ ❚❤❡♥✱ %❤❡ !❝❛❧❡❞ ♣6♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦!✐%✐♦♥ ♦❢ (x, y) ♦♥ %❤❡ ❣6❛♣❤ ♦❢ T ✐! %❤❡ ✉♥✐3✉❡
(u, v) !✉❝❤ %❤❛%✿

u+ λv = x+ λy

(u, v) ∈ Gr(T )

❚❤❡ ❡①✐."❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐❝✐"② ♦❢ (u, v) ❝❛♥ ❜❡ .❡❡♥ ✐♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐❢ v ∈ Tu "❤❡♥

u+ λv ∈ u+ λTu,

⇒ u = (I + λT )−1(u+ λv)

= (I + λT )−1(x+ λy),

v =
1

λ
(x+ λy − u).

❚❤❡ ♣,♦①✐♠❛❧ .❝❛❧❡❞ ❞❡❝♦♠♣♦.✐"✐♦♥ ❛❧❣♦,✐"❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛. ❆❧❣♦,✐"❤♠ ✸✲❙9❉●✳



✶✳✹✳ #$♦①✐♠❛❧ ❉❡❝♦♠♣♦/✐0✐♦♥ ▼❡0❤♦❞ ✭#❉▼✮ ✷✺

❆❧❣♦$✐0❤♠ ✸ ❙!❉●

■♥✐0✐❛❧✐③❛0✐♦♥✿ (x0, y0) ∈ A×B, λ > 0, k = 0
■0❡$❛0✐♦♥ k
■❢ (xk, yk) ∈ Gr(T ) 0❤❡♥ ❙❚❖#

❊❧/❡

zk = xk + λyk
#$♦①✐♠❛❧ /0❡♣

uk = (I + T )−1(zk)
vk =

1
λ
(zk − uk)

#$♦❥❡❝0✐♦♥ /0❡♣

xk+1 = !$♦❥A(uk)
yk+1 = !$♦❥B(vk)

k ← k + 1

❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✶✶ ❲❤❡♥ T ✐% %&'♦♥❣❧② ♠♦♥♦&♦♥❡ ✇✐&❤ ♠♦❞✉❧✉% ρ ❛♥❞ ▲✐♣❝❤✐&③ ✇✐&❤ ❝♦♥%&❛♥&
L✱ &❤❡♥ &❤❡ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ %❡8✉❡♥❝❡ {(xk, λyk)} ❣❡♥❡'❛&❡❞ ❜② ❆❧❣♦'✐&❤♠ ✸✲✭❙?❉●✮ ✐%

❧✐♥❡❛' ✇✐&❤ %♣❡❡❞ '❛&✐♦

√
(1− 2λρ

(1+λL)2
)✳

#$♦♦❢ ✶✳✽ ❙❡❡ ❚❤❡♦'❡♠ ✹ ✐♥ ❬▼❛❤❡② ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳

❙♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ♦♣0✐♠✐③❛0✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠/ ❜② ♣$♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦/✐0✐♦♥ ♠❡0❤♦❞

❲❡ ❝♦♥+✐❞❡$ ❛ ❝♦♥✈❡① ♦♣2✐♠✐③❛2✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠✱

min{f(x)| x ∈ C}, ✭✶✳✸✾✮

✇❤❡$❡ f ✐+ ❧✳+✳❝ ♣$♦♣❡$ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝2✐♦♥ ❛♥❞ C ✐+ ❛ ❝♦♥✈❡① +❡2 ♦♥ IRn✳
❋♦$ +♦❧✈✐♥❣ 2❤✐+ ♣$♦❜❧❡♠✱ ✐2 ✐+ ❡D✉✐✈❛❧❡♥2 2♦ ✜♥❞ x ∈ C +✉❝❤ 2❤❛2 0 ∈ ∂f(x) ♦$ 0 ∈

∂(f + χC)(x)✱ ✇❤❡$❡ χC(x) ✐+ ✐♥❞✐❝❛2♦$ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♦♥ C✳ ❘❡❝❛❧❧ 2❤❛2 f0 ✐+ ❛ ❧✳+✳❝ ♣$♦♣❡$

❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝2✐♦♥✱ 2❤❡♥ ∂f0 ✐+ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦2♦♥❡ ♦♣❡$❛2♦$ ✭+❡❡ ✐♥ ❬❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛$✱ ✶✾✼✻❪✮✳ ❲❡

❤❛✈❡ (f + χC)(x) ✐+ ❛ ❧✳+✳❝ ♣$♦♣❡$ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝2✐♦♥✳ ▲❡2 T = ∂(f + χC)✱ 2❤❡ ♦♣2✐♠✐③❛2✐♦♥
♣$♦❜❧❡♠ ✭✶✳✸✾✮ ❝❛♥ ❜❡ +❡❡♥ ❛+ ✜♥❞✐♥❣ x ∈ X +✉❝❤ 2❤❛2 0 ∈ T (x)✱ ✇❤❡$❡ T ✐+ ❛ ♠❛①✐♠❛❧

♠♦♥♦2♦♥❡ ♦♣❡$❛2♦$✳ ■2 ❝❛♥ ❜❡ +♦❧✈❡❞ ❜② ?'♦①✐♠❛❧ ♣♦✐♥& ❛❧❣♦'✐&❤♠ ✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ✇❤❡♥

T = ∂(f + χC)✱ 2❤❡ +2❡♣ ✭✶✳✸✺✮ ✐+ $❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✭+❡❡ ▼♦$❡❛✉ ❬▼♦$❡❛✉✱ ✶✾✻✺❪✮

x(k+1) = argmin{fλk(x
(k)) : u ∈ X} ✭✶✳✹✵✮

✇❤❡$❡

fλ(x) = f(u) + χC(u) +
1

2λ
||x− u||2. ✭✶✳✹✶✮

❲❡ ♣$❡+❡♥2 ♥♦✇ ❛ ❣❡♥❡$❛❧ ❝❛+❡ ♦❢ 2❤❡ ❛❢♦$❡♠❡♥2✐♦♥❡❞ ♣$♦❜❧❡♠ ✭✶✳✸✾✮✱ ✇❤❡♥ C =
m⋂
i=1

Ci

✇❤❡$❡ Ci ✐+ ❝♦♥✈❡① ❢♦$ ❛❧❧ i = 1, · · · ,m✳ ❚❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✐+ $❡✇$✐22❡♥ ❛+

min{f(x) : x ∈ C =

m⋂

i=1

Ci} ✭✶✳✹✷✮

❚♦ +♦❧✈❡ 2❤✐+ ♣$♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❛✐♠ 2♦ ✜♥❞ 0 ∈ ∂(f +χC)(x)✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ 2❤❡ 2❤❡♦$❡♠ ✷✸✳✽ ✐♥

❬❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛$✱ ✶✾✼✵❪✱ ✐2 ❝❛♥ ❜❡ $❡✇$✐22❡♥ ❛+ 0 ∈ ∂f(x) + ∂χC(x) ♦$

0 ∈ ∂f(x) +
m∑

i=1

∂χCi
(x). ✭✶✳✹✸✮



✷✻ ❈❤❛♣&❡( ✶✳ +(❡❧✐♠✐♥❛(② ❙&✉❞✐❡4

+(♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦4✐&✐♦♥ ❛❧❣♦(✐&❤♠

▲❡" ✉$ $❡" T0 = ∂f ❛♥❞ Ti = ∂χCi
❢♦* ❛❧❧ i = 1, · · · ,m✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧

♠♦♥♦"♦♥❡ ♦♣❡*❛"♦* T ❛$

T (x) = T0(x0)× T1(x1)× · · · × Tm(xm) ✭✶✳✹✹✮

✇❤❡*❡ X = (x0, x1, · · · , xm) ∈ X
m+1, xi ∈ X ∀i = 1, · · · ,m✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ $✉❜$♣❛❝❡ A ❛♥❞ ✐"$ ♦*"❤♦❣♦♥❛❧ B ❜②

A = {X = (x0, x1, · · · , xm) : x0 = x1 = · · · = xm}, ✭✶✳✹✺✮

B = {Y = (y0, y1, · · · , ym) : y0 + y1 + · · ·+ ym = 0}. ✭✶✳✹✻✮

❖✉* ♣*♦❜❧❡♠ ♥♦✇ ❝♦♥$✐$"$ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ (X ,Y) ∈ A × B ∩ Gr(T )✳ ❲❡ ❝❛♥ ✉$❡ ❆❧❣♦*✐"❤♠

✷✲✭D❉●✮ ♦* ❆❧❣♦*✐"❤♠ ✸✲✭❙D❉●✮ "♦ $♦❧✈❡ "❤✐$ ♣*♦❜❧❡♠✳ ◆♦"❡ "❤❛" (I + T )−1(x) = ((I +
T0)

−1(x0), (I + T1)
−1(x1), · · · , (I + Tm)

−1(xm)) ❛♥❞ ❜② ❬▼♦*❡❛✉✱ ✶✾✻✺❪✱ "♦ ❝❛❧❝✉❧❛"❡ (I +
T )−1(x) ✇❡ ❤❛✈❡

(I + T0)
−1(x0)⇔ min{f(u) +

1

2
||u− x0||

2 : u ∈ X} ✭✶✳✹✼✮

(I + Ti)
−1(xi)⇔ min{χCi

(u) +
1

2
||u− xi||

2 : u ∈ X} ∀i = 1, · · · ,m, ✭✶✳✹✽✮

⇔ D*♦❥Ci
(xi) ∀i = 1, 2, · · · ,m. ✭✶✳✹✾✮

❚❤❡ ♣*♦❥❡❝"✐♦♥ $"❡♣ ✐$ ❝❛❧❝✉❧❛"❡❞ ❜②

D*♦❥A(X ) = (
x0 + · · ·+ xm

m+ 1
, · · · ,

x0 + · · ·+ xm
m+ 1

), ✭✶✳✺✵✮

D*♦❥B(Y) = (y0 −
y0 + · · ·+ ym

m+ 1
, · · · , ym −

y0 + · · ·+ ym
m+ 1

). ✭✶✳✺✶✮

+(♦①✐♠❛❧ ❝♦♣② ❞❡❝♦♠♣♦4✐&✐♦♥ ❛❧❣♦(✐&❤♠

❲❡ *❡♣❧❛❝❡ "❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ✭✶✳✹✷✮ ❜② ❛ ♥❡✇ ❡T✉✐✈❛❧❡♥" ♣*♦❜❧❡♠✱ ✐" ✐$ ❞❡✜♥❡❞ ❛$

min{F (x1, · · · , xm) : (x1, x2, · · · , xm) ∈ C = C1 × C2 × · · · × Cm, x1 = x2 = · · · = xm},
✭✶✳✺✷✮

✇❤❡*❡ F (x1, · · · , xm) =
m∑
i=1

fi(xi)✱ ❛♥❞ fi(x) ≡ f(x) ∀i = 1, 2, · · · ,m✳

❲❡ $❡❡ "❤❛"

∂F (x1, x2, · · · , xm) = Πmi=1∂fi(xi) ✭✶✳✺✸✮

∂χC(x1, x2, · · · , xm) = Πmi=1∂χCi
(xi). ✭✶✳✺✹✮

❲❡ ❞❡✜♥❡ $✉❜$♣❛❝❡ A1 ❛♥❞ ✐"$ ♦*"❤♦❣♦♥❛❧ B1 ❛$

A1 = {X∞ = (x1, · · · , xm) : x1 = · · · = xm}, ✭✶✳✺✺✮

B1 = {Y∞ = (y1, · · · , ym) : y1 + · · ·+ ym = 0}, ✭✶✳✺✻✮

"❤❡♥ D*♦❜❧❡♠ ✭✶✳✺✷✮ ❜❡❝♦♠❡$ "♦ ✜♥❞ (x1, · · · , xm) ∈ A1 $✉❝❤ "❤❛"

0 ∈ ∂(F + χC)(x1, x2, · · · , xm).

❖♥ "❤❡ ♦"❤❡* ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∂(F + χC)(x1, x2, · · · , xm) = Πmi=1(fi + χCi
)(xi). ✭✶✳✺✼✮



✶✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✷✼

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦+♦♥❡ ♦♣❡-❛+♦- T1 = Πmi=1∂(fi + χCi
) +❤❡♥ +❤❡ ♣-♦❜❧❡♠ ✭✶✳✺✷✮ ✐6

-❡❢♦-♠✉❧❛+❡❞ ✐♥ +❤❡ ❢♦-♠

❋✐♥❞✐♥❣ (X∞,Y∞) ∈ A1 ×B1 ∩Gr(T1). ✭✶✳✺✽✮

❚♦ 6♦❧✈❡ +❤✐6 ♣-♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ❛ 6✐♠✐❧❛- ✇❛② +❤❛♥ ✇✐+❤ +❤❡ ❛❧❣♦-✐+❤♠ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛+❡✿

• C-♦①✐♠❛❧ 6+❡♣

(I + ∂(fi + χCi
))−1(xi)⇔ min{fi(u) + χCi

(u) +
1

2
||u− xi||

2 : u ∈ X} ✭✶✳✺✾✮

⇔ min{fi(u) +
1

2
||u− xi||

2 : u ∈ Ci} ∀i = 1, 2, · · · ,m.

✭✶✳✻✵✮

• C-♦❥❡❝+✐♦♥ 6+❡♣

C-♦❥A1
(X∞) = (

x1 + · · ·+ xm
m

, · · · ,
x1 + · · ·+ xm

m
), ✭✶✳✻✶✮

C-♦❥B1
(Y∞) = (y1 −

y1 + · · ·+ ym
m

, · · · , ym −
y1 + · · ·+ ym

m
). ✭✶✳✻✷✮

❆♣♣❧✐❝❛0✐♦♥)

❖♥❡ ♦❢ +❤❡ ♠♦6+ ✐♠♣♦-+❛♥+ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥6 ♦❢ C-♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦6✐+✐♦♥ ❛♥❞ C-♦①✐♠❛❧ ❝♦♣②

❞❡❝♦♠♣♦6✐+✐♦♥ ✭❛6 ♠❡♥+✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✮ ✐6 +♦ 6♦❧✈❡ ❝♦♥✈❡① ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ♣-♦❜❧❡♠6✳ ❊6♣❡❝✐❛❧❧②✱

✇❤❡♥ +❤❡ ❢❡❛6✐❜❧❡ 6❡+ ♦❢ +❤❡ ❝♦♥✈❡① ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ♣-♦❜❧❡♠ ✐6 ❝♦♠♣❧❡①✱ +❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧ ♣-♦❜❧❡♠

❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥+♦ ♠❛♥② ❝♦♥✈❡① 6✉❜✲♣-♦❜❧❡♠6 ❛66♦❝✐❛+❡❞ ✇✐+❤ 6✐♠♣❧❡ ❛♥❞ 6♠❛❧❧❡- ❢❡❛6✐❜❧❡

6❡+6✳ ❚❤❡② ❛-❡ ❡❛6✐❡- +♦ 6♦❧✈❡✳ ❚❤❡♥✱ +♦ 6♦❧✈❡ +❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧ ♣-♦❜❧❡♠✱ ✐+ ✐6 -❡♣❧❛❝❡❞ ❜② 6♦❧✈✐♥❣

+❤❡ ❝♦♥✈❡① 6✉❜✲♣-♦❜❧❡♠6 ❛+ ❡❛❝❤ ✐+❡-❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❛❧❣♦-✐+❤♠✳

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❙❡❝+✐♦♥ ✶✳✷ ✐♥+-♦❞✉❝❡6 ❛❧❧ +❤❡ ♣-❡-❡M✉✐6✐+❡ ♥♦+✐♦♥6 ❛♥❞ ❞❡✜♥✐+✐♦♥6 ❝♦♥❝❡-♥✐♥❣ ❉❈ ♣-♦❣-❛♠✲

♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧6 ♦❢ ❉❈ ❛♥❛❧②6✐6✱ ❉❈ ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ 6✉❝❤ ❛6 ❉❈ ❢✉♥❝+✐♦♥6✱

❉❈ ❞✉❛❧✐+②✱ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♦♣+✐♠❛❧✐+② ✐♥ ❉❈ ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ❛-❡ ♣-❡6❡♥+❡❞✳ ❆❢+❡- +❤❛+✱ +❤❡

♣-❡6❡♥+❛+✐♦♥ ❢♦❝✉6❡6 ♦♥ ❉❈❆ ✐6 ✐♥+-♦❞✉❝❡❞✱ ✇✐+❤ +❤❡ ♣-✐♥❝✐♣❧❡✱ +❤❡ ❝♦♠♣✉+❛+✐♦♥ ❛♥❞ +❤❡

✐♥+❡-♣-❡+❛+✐♦♥6 ♦❢ ❉❈❆✳ ■♥ 6❡❝+✐♦♥ ✶✳✸✱ +❤❡ ♣-❡6❡♥+❛+✐♦♥ ✇❛6 ❞❡✈♦+❡❞ +♦ ❤♦✇ +♦ ✉6❡ ❉❈❆

❛♥❞ ❉❈❆ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐+❤ ❇-❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ +❡❝❤♥✐M✉❡ +♦ 6♦❧✈❡ ▼✐①❡❞ ✵✲✶ ■♥+❡❣❡- ▲✐♥❡❛-

C-♦❣-❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡ +❡❝❤♥✐M✉❡6 ✇❤✐❝❤ ❛✐♠ +♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐+✐❛❧ ♣♦✐♥+ ❛♥❞ +♦ -❡6+❛-+ ❉❈❆

❛-❡ ❛❧6♦ ♣-❡6❡♥+❡❞✳ ❚❤✐6 ✐6 ❛♥ ❡✣❝✐❡♥+ ♠❡+❤♦❞ ❢♦- 6♦❧✈✐♥❣ ▼■▲C ✵✲✶ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉6❡❞

❢-❡M✉❡♥+❧② ✐♥ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣+❡-6✳ ❙❡❝+✐♦♥ ✶✳✹ ♣-❡6❡♥+6 ❛ 6❤♦-+ ✐♥+-♦❞✉❝+✐♦♥ ♦❢ C-♦①✲

✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦6✐+✐♦♥ ♠❡+❤♦❞ ❛♥❞ ❤♦✇ +♦ ✉6❡ +❤✐6 ❛♣♣-♦❛❝❤ +♦ 6♦❧✈❡ ❝♦♥✈❡① ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥

♣-♦❜❧❡♠6✳ ❲❤❡♥ ✐+ ❝♦♠❡6 +♦ ❝♦♥✈❡① ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ♣-♦❜❧❡♠6 ✇✐+❤ ❝♦♠♣❧❡① ❢❡❛6✐❜❧❡ 6❡+6✱ +❤❡

♣-♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦6✐+✐♦♥ ❛❧❣♦-✐+❤♠ ❛♥❞ +❤❡ ♣-♦①✐♠❛❧ ❝♦♣② ❞❡❝♦♠♣♦6✐+✐♦♥ ❛❧❣♦-✐+❤♠ ✇❡-❡

✐♥+-♦❞✉❝❡❞ +♦ ❤❛♥❞❧❡ +❤❡6❡ ♣-♦❜❧❡♠6✳ ■+ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉6❡❢✉❧ ✐♥ ❈❤❛♣+❡- ✷ +♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐+❤ ❉❈❆

❢♦- 6♦❧✈✐♥❣ ◗♦❙ -♦✉+✐♥❣ ♣-♦❜❧❡♠6 ✐♥ ❧❛-❣❡ ❞✐♠❡♥6✐♦♥6✳
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❈❤❛♣$❡& ✷

❙♦❧✈✐♥❣ ◗♦❙ ❘♦✉*✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠0 ✉0✐♥❣

❉❈❆

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ❞❡✈♦'❡# '♦ #♦❧✈❡ ◗♦❙ )♦✉'✐♥❣ ♣)♦❜❧❡♠ ✈✐❛ ❉❈ ♣)♦❣)❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆✳ ❋✐)#'❧②✱

✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ '❤❡ ◗♦❙ )♦✉'✐♥❣ ♣)♦❜❧❡♠ ❢)♦♠ '❤❡ ❝❧❛##✐❝❛❧ ❯♥✐❝❛#' ◗♦❙ )♦✉'✐♥❣ ♣)♦❜❧❡♠# '♦ '❤❡

❝♦♠♣❧❡① ▼✉❧'✐❝❛#' ❛♥❞ ▼❛♥② '♦ ▼❛♥② ♠✉❧'✐❝❛#' ◗♦❙ )♦✉'✐♥❣ ♣)♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ✐♥')♦❞✉❝❡❞ ✜✈❡

♣)♦❜❧❡♠# ✐♥ ❯♥✐❝❛#'✱ '✇♦ ♣)♦❜❧❡♠# ✐♥ ▼✉❧'✐❝❛#'✱ '✇♦ ♣)♦❜❧❡♠# ✐♥ ▼❛♥② '♦ ▼❛♥② ♠✉❧'✐❝❛#'

◗♦❙ )♦✉'✐♥❣ ❛♥❞ '❤❡✐) ♠❛'❤❡♠❛'✐❝❛❧ ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❜❛#❡❞ ♦♥ ❉❈ ♣)♦❣)❛♠♠✐♥❣✱

❉❈❆ ❛♥❞ D)♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦#✐'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞✱ ❛ #♦❧✉'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞ ❛♥❞ ✐'# ♥✉♠❡)✐❝❛❧ #✐♠✉❧❛'✐♦♥
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✐♥❢♦$♠❛.✐♦♥ ✐- ❦♥♦✇♥ ❛. ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ -❡❝♦♥❞ .❛-❦ ✐♥ ✉♥✐❝❛-. ✭$❡-♣✳ ♠✉❧.✐❝❛-.✮ ◗♦❙

$♦✉.✐♥❣ ✐- ❝♦♥-✐❞❡$❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦♠♣✉.✐♥❣ ❛ ♣❛.❤ ✭$❡-♣✳ ❛ -❡. ♦❢ ♣❛.❤-✮ ✇✐.❤ ❣✐✈❡♥ ♠✉❧.✐♣❧❡

◗♦❙ ❝♦♥-.$❛✐♥.-✳

❆ ♥❡.✇♦$❦ .♦♣♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣$❡--❡❞ ❛- ❛ ✇❡✐❣❤.❡❞ ❣$❛♣❤ G = (V,E)✱ ✇❤❡$❡ V ✐- ♥♦❞❡

-❡.✱ E ✐- ❛$❝ -❡.✳ |V | ✐- .❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♥♦❞❡- ❛♥❞ |E| ✐- .❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❛$❝- ✐♥ .❤❡ ♥❡.✇♦$❦✳
●❡♥❡$❛❧❧②✱ -✉♣♣♦-❡❞ .❤❛. .❤❡$❡ ✐- ♦♥❧② ♦♥❡ ❛$❝ ❜❡.✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐$ ♦❢ ♥♦❞❡- ✐♥ .❤❡ ♥❡.✇♦$❦✳ ❚❤❡

$❡❧❛.❡❞ ♣❛$❛♠❡.❡$- ❝♦✉❧❞ ❜❡ -❡. .♦ ❞❡-❝$✐❜❡ .❤❡ ❝✉$$❡♥. -✐.✉❛.✐♦♥ ♦❢ ❛$❝✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢

◗♦❙ ♠❡❛-✉$❡- ❛$❡ ❞❡♥♦.❡❞ ❜② p✳ ❊❛❝❤ ❛$❝ ✐- ❝❤❛$❛❝.❡$✐③❡❞ ❜② ❛ p✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❛$❝ ✇❡✐❣❤.
✈❡❝.♦$✳ ❊❛❝❤ ✈❡❝.♦$ ❝♦♠♣♦-❡- p ♥♦♥✲♥❡❣❛.✐✈❡ ◗♦❙ ✇❡✐❣❤. ❝♦♠♣♦♥❡♥.- ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ❞❡♥♦.❡❞
❜② wi(u, v), i = 1, · · · , p, (u, v) ∈ E✳

❚❤❡ ◗♦❙ ♠❡❛-✉$❡- ♦❢ ❛ ♣❛.❤ ❝❛♥ ❡✐.❤❡$ ❜❡ ❛❞❞✐.✐✈❡✱ ♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐✈❡✱ ♦$ ♠✐♥✴♠❛①✳ ❚❤❡

♣❛.❤ ✇❡✐❣❤. ♦❢ ❛❞❞✐.✐✈❡ ♠❡❛-✉$❡- ✭❡✳❣✳✱ .✐♠❡ ❞❡❧❛② ♦$ ❝♦-.✮ ❡>✉❛❧- .♦ .❤❡ -✉♠ ♦❢ .❤❡ ◗♦❙

✇❡✐❣❤.- ♦❢ .❤❡ ❛$❝- ♦♥ .❤❡ ♣❛.❤✳ ❚❤❡ ♠✉❧.✐♣❧✐❝❛.✐✈❡ ♠❡❛-✉$❡- ✭❡✳❣✳✱ ♣$♦❜❛❜✐❧✐.② ♣❛❝❦❡.

❧♦--✮ ❝❛♥ ❜❡ .$❛♥-❢♦$♠❡❞ ✐♥.♦ ❛❞❞✐.✐✈❡ ♠❡❛-✉$❡- ❜② ✉-✐♥❣ .❤❡ ❧♦❣❛$✐.❤♠ ❢✉♥❝.✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛.❤



✸✹ ❈❤❛♣&❡( ✷✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ◗♦❙ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠7 ✉7✐♥❣ ❉❈❆

✇❡✐❣❤% ♦❢ ♠✐♥✴♠❛① ♠❡❛-✉/❡- ✭❡✳❣✳✱ ♠✐♥✴♠❛① ❜❛♥❞✇✐❞%❤✮ ♣/❡-❡♥%- %❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✴♠❛①✐♠✉♠

♦❢ %❤❡ ◗♦❙ ✇❡✐❣❤%- ❞❡✜♥✐♥❣ %❤❡ ♣❛%❤✳ ❚❤❡ ❝♦♥-%/❛✐♥%- ♦♥ ♠✐♥✴♠❛① ◗♦❙ ♠❡❛-✉/❡- ❝❛♥ ❡❛-✐❧②

❜❡ -❡%%❧❡❞ ❜② ♦♠✐%%✐♥❣ ❛❧❧ ❛/❝- ✭♦/ ❞✐-❝♦♥♥❡❝%❡❞ ♥♦❞❡-✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦% -❛%✐-❢② %❤❡ /❡>✉❡-%❡❞

◗♦❙ ❝♦♥-%/❛✐♥%-✳ ■♥ ♣/❛❝%✐❝❡✱ %❤❡ ❝♦♥-%/❛✐♥%- ♦♥ ❛❞❞✐%✐✈❡ ◗♦❙ ♠❡❛-✉/❡- ❛/❡ ♠♦/❡ ❞✐✣❝✉❧%✳

■♥ %❤✐- ♣❛♣❡/✱ ◗♦❙ ♠❡❛-✉/❡- ❛/❡ ❛--✉♠❡❞ %♦ ❜❡ ❛❞❞✐%✐✈❡✳

❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✶ ❈♦♥#✐❞❡'✐♥❣ ❛ ♣❛+❤ P ♦❢ ● ❝♦♠♣♦#❡❞ ♦❢ ❛ #❡+ ♦❢ ❧✐♥❦#✱ +❤❡ ith ✇❡✐❣❤+ wi ♦❢
P ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛#✿

wi(P ) =
∑

(u,v)∈P

wi((u, v)). ✭✷✳✶✮

❚❤❡ ✈❡❝+♦' ✇❡✐❣❤+ ♦❢ +❤❡ ♣❛+❤ ✐# ❛❧#♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛#✿

w(P ) = (w1(P ), w2(P ), · · · , wp(P )).

❉❡✜♥✐&✐♦♥ ✷✳✷ ✭▼✉❧+✐✲❈♦♥#+'❛✐♥❡❞ =❛+❤ ✭▼❈=✮ ='♦❜❧❡♠ ❬❑✉✐♣❡'# ❛♥❞ ▼✐❡❣❤❡♠✱ ✷✵✵✺❪✮

❈♦♥#✐❞❡' ❛ ♥❡+✇♦'❦ G = (V,E)✳ ❊❛❝❤ ❛'❝ (u, v) ∈ E ✐# #♣❡❝✐✜❡❞ ❜② p ❛❞❞✐+✐✈❡ ◗♦❙ ✇❡✐❣❤+#
wi(u, v) ≥ 0, i = 1, · · · , p✳ ●✐✈❡♥ p✲✈❡❝+♦' ❝♦♥#+'❛✐♥+# L = (L1, L2, · · · , Lp)✱ +❤❡ ♣'♦❜❧❡♠
❝♦♥#✐#+# ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❛+❤ P ❢'♦♠ ❛ #♦✉'❝❡ ♥♦❞❡ s +♦ ❛ ❞❡#+✐♥❛+✐♦♥ ♥♦❞❡ t #✉❝❤ +❤❛+✿

w(P ) ≤ L.

❆ ♣❛%❤ P %❤❛% -❛%✐-✜❡- %❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥-%/❛✐♥%- ✐- ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❡❛-✐❜❧❡ ♣❛%❤✳ ❚❤❡ ▼✉❧%✐✲❈♦♥-%/❛✐♥❡❞
❖♣%✐♠❛❧ I❛%❤ ✭▼❈❖I✮ ♣/♦❜❧❡♠ ❛✐♠- %♦ ✜♥❞ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ♣❛%❤✳ ■❢ %❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥-%/❛✐♥%- ❛/❡

❡❧✐♠✐♥❛%❡❞ ❢/♦♠ %❤❡ ▼❈I ❛♥❞ %❤❡ ▼❈❖I✱ %❤❡ /❡-✉❧%✐♥❣ ♣/♦❜❧❡♠- ❝❛♥ ❜❡ -♦❧✈❡❞ ❜② ❉✐❥❦-%/❛

♦/ ❋♦/❞✲❇❡❧❧♠❛♥ ❛❧❣♦/✐%❤♠-✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ %❤❡ ▼❈I ❛♥❞ %❤❡ ▼❈❖I ❛/❡ ◆I✲❤❛/❞ ♣/♦❜❧❡♠-✳

✷✳✷✳✶ ❯♥✐❝❛() ◗♦❙ ❘♦✉)✐♥❣ ♣1♦❜❧❡♠

■♥ %❤✐- -✉❜-❡❝%✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥%/♦❞✉❝❡ %❤❡ ❢♦/♠✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ ✜✈❡ ♣/♦❜❧❡♠- ✐♥ ❯♥✐❝❛-% ◗♦❙ /♦✉%✐♥❣✳

I/♦❜❧❡♠ ✶ ❝♦♥-✐-%- ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❢❡❛-✐❜❧❡ ♣❛%❤✳ I/♦❜❧❡♠ ✷ ✐- %♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣%✐♠❛❧ ♣❛%❤✳ I/♦❜❧❡♠

✸ ❛♥❞ I/♦❜❧❡♠ ✹ ❛✐♠ %♦ ✜♥❞✱ /❡-♣❡❝%✐✈❡❧②✱ k✲❛/❝ ❞✐-❥♦✐♥% ♣❛%❤- ❛♥❞ %❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡/ ♦❢
❛/❝ ❞✐-❥♦✐♥% ♣❛%❤- -✉❝❤ %❤❛% %❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥-%/❛✐♥%- ❛/❡ -❛%✐-✜❡❞✳ I/♦❜❧❡♠ ✺ ❝♦♥-✐-%- ♦❢ ✜♥❞✐♥❣

k ❢❡❛-✐❜❧❡ ❛/❝ ❞✐-❥♦✐♥% ♣❛%❤- P1, · · · , Pk✱ ❡❛❝❤ ♦❢ %❤❡♠ -❛%✐-❢②✐♥❣ %❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥-%/❛✐♥%-✳

<(♦❜❧❡♠ ✶✿ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ❢❡❛#✐❜❧❡ ♣❛+❤ P ✳
❉❡✜♥❡ %❤❡ ❜✐♥❛/② ✈❛/✐❛❜❧❡ yij ❛-✿

yij =

{
1 ✐❢ (i, j) ∈ P,
0 ♦%❤❡/✇✐-❡✳

❚❤❡♥ ❛ ♣❛%❤ ❢/♦♠ s %♦ t ♠✉-% -❛%✐-❢② %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥-%/❛✐♥%-✿

∑

(s,v)∈E

ysv −
∑

(u,s)∈E

yus = 1,

∑

(u,v)∈E

yuv −
∑

(v,ℓ)∈E

yvℓ = 0, ∀v ∈ N\{s, t},

∑

(t,v)∈E

ytv −
∑

(u,t)∈E

yut = −1.

❚❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥-%/❛✐♥%- ❝❛♥ ❜❡ ❢♦/♠✉❧❛%❡❞ ❛-✿

∑

(u,v)∈E

wi(u, v)yuv ≤ Li, i = 1, · · · , p. ✭✷✳✷✮



✷✳✷✳ "#♦❜❧❡♠ )*❛*❡♠❡♥* ❛♥❞ ♠❛*❤❡♠❛*✐❝❛❧ ❢♦#♠✉❧❛*✐♦♥ ✸✺

■❢ "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ wi(u, v) ✐+ ✜①❡❞ "♦ ❡❛❝❤ ❛0❝ (u, v) ∈ E ✭❡✳❣✳✱ "❤❡ ❝♦+" ❢♦0 +❡♥❞✐♥❣ ♦♥❡

♠❡++❛❣❡ ♦0 ♦♥❡ ✉♥✐" ❞❛"❛ ♦♥ "❤❡ ❛0❝ (u, v)✱ ♦0 "❤❡ "✐♠❡ ❞❡❧❛② ♦♥ "❤❡ ❛0❝ (u, v)✮✱ "❤❡♥

"❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥+"0❛✐♥"+ ❛0❡ ❧✐♥❡❛0 ❝♦♥+"0❛✐♥"+✳ ❲❤❡♥ wi(u, v) ✐+ ❛❧+♦ ❛ ✈❛0✐❛❜❧❡✱ "❤✐+ ♣0♦❜❧❡♠

❜❡❝♦♠❡+ ♠♦0❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

▲❡" ✉+ ❞❡✜♥❡ aij ❛+ ❢♦❧❧♦✇+✿

aij =





1 ✐❢ (i, j) ∈ E,
−1 ✐❢ (j, i) ∈ E,
0 ♦"❤❡0✇✐+❡✳

❋✉0"❤❡0♠♦0❡✱ ❧❡" A = (aij) ✭0❡+♣✳ W = (wi(u, v))✮ ❜❡ ❛ m × n ✭0❡+♣✳ p × n✮ ♠❛"0✐①✱ ❧❡"

b = (1, 0, · · · , 0,−1)T ∈ ■❘

m, y = (yij)
T
(i,j)∈E ∈ ■❘

n, ❛♥❞ L = (L1, · · · , Lp)
T ∈ ■❘

p
✳

❚❤❡♥✱ "❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥+"0❛✐♥"+ ✭✷✳✷✮ ❜❡❝♦♠❡ Wy ≤ L. E0♦❜❧❡♠ ✶ ❝♦♥+✐+"+ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ y ∈
{0, 1}n +✉❝❤ "❤❛" Ay = b ❛♥❞ Wy ≤ L.

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ p(y) ❛+ ❢♦❧❧♦✇+✿

p(y) =
∑

(i,j)∈E

yij(1− yij)
✶.

❲❡ +❡❡ "❤❛" p(y) ≥ 0 ∀y ∈ [0, 1]n ❛♥❞ y ∈ {0, 1}n ✐✛ p(y) = 0✳
❋✐♥❛❧❧②✱ E0♦❜❧❡♠ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦0♠✉❧❛"❡❞ ❛+ ❛ ❈◗E ✐♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

(P1)





0 = min p(y)
Ay = b, Wy ≤ L,
y ∈ [0, 1]n.

"#♦❜❧❡♠ ✷✿ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣(✐♠❛❧ ♣❛(❤ P ,❛(✐,❢②✐♥❣ (❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥,(3❛✐♥(,✳

E0♦❜❧❡♠ ✷ ❛✐♠+ "♦ ✜♥❞ ❛ ❢❡❛+✐❜❧❡ ♣❛"❤ ✇✐"❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❛0❝+ ✉♥❞❡0 "❤❡ ◗♦❙

❝♦♥+"0❛✐♥"+✳ ❈❧❡❛0❧②✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✐♥"♦ ✭E✶✮ ✇❡ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ ♠❛"❤❡♠❛"✐❝❛❧

❢♦0♠✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ E0♦❜❧❡♠ ✷ ✐♥ "❤❡ ❢♦0♠ ♦❢ ❛ ❇■▲E✿

✭"✷✮ min





∑

(i,j)∈E

yij : Ay = b ❛♥❞ Wy ≤ L, y ∈ {0, 1}n



 .

"#♦❜❧❡♠ ✸✿ ❋✐♥❞✐♥❣ k ❢❡❛,✐❜❧❡ ❛3❝ ❞✐,❥♦✐♥( ♣❛(❤, ✇❤✐❝❤ ,❛(✐,❢② (❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥,(3❛✐♥(,✳

▲❡" ✉+ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ❜✐♥❛0② ✈❛0✐❛❜❧❡ yij ❛+✿

yij =

{
1 ✐❢ (i, j) ∈ E ❜❡❧♦♥❣+ "♦ "❤❡ +❡" ♦❢ k ❛0❝ ❞✐+❥♦✐♥" ♣❛"❤+✱

0 ♦"❤❡0✇✐+❡✳

▲❡" b1 = (k, 0, · · · , 0,−k)T ∈ ■❘

n
✳ E0♦❜❧❡♠ ✸ ❛✐♠+ "♦ ✜♥❞ y ∈ {0, 1}n +✉❝❤ "❤❛" Ay = b1

❛♥❞ Wy ≤ L, ✇✐"❤ "❤❡ ♠❛"0✐①❡+ A,W,L ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳

E0♦❜❧❡♠ ✸ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦0♠✉❧❛"❡❞ ✐♥ ❛ +✐♠✐❧❛0 ❢♦0♠ ✇✐"❤ E0♦❜❧❡♠ ✶✱

(P3)





0 = min p(y)
Ay = b1, Wy ≤ L,

y ∈ [0, 1]n.

"#♦❜❧❡♠ ✹✿ ❋✐♥❞✐♥❣ (❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ❛3❝ ❞✐,❥♦✐♥( ♣❛(❤, ❢3♦♠ s (♦ t ✇❤✐❝❤ ,❛(✐,❢②
(❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥,(3❛✐♥(,✳

✶

❆♥♦#❤❡& ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝#✐♦♥ p(y) ❛. p(y) =
∑

(i,j)∈E min{yij , 1− yij} ✐. ❛❧.♦ ❝♦♥.✐❞❡&❡❞ ✇✐#❤ .✐♠✐❧❛&
♣&♦♣❡&#✐❡.✳



✸✻ ❈❤❛♣&❡( ✷✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ◗♦❙ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠7 ✉7✐♥❣ ❉❈❆

▲❡" d = (d(i,j)∈E)
T ∈ ■❘n✱ ✇❤❡(❡

dij =





1 ✐❢ (i, j) ∈ E ✐+ ♦✉"❣♦✐♥❣ ❛(❝ ❢(♦♠ s,
−1 ✐❢ (i, j) ∈ E ✐+ ✐♥❣♦✐♥❣ ❛(❝ "♦ s,
0 ♦"❤❡(✇✐+❡✳

4(♦❜❧❡♠ ✹ ✭4✹✮ ❝❛♥ ❜❡ "❤❡♥ ❢♦(♠✉❧❛"❡❞ ❛+

max〈d, y〉

+✉❜❥❡❝" "♦ ∑

(s,v)∈E

ysv −
∑

(u,s)∈E

yus = k,

∑

(t,v)∈E

ytv −
∑

(u,t)∈E

yut = −k,

∑

(u,v)∈E

yuv −
∑

(v,ℓ)∈E

yvℓ = 0, ∀v ∈ N\{s, t},

Wy ≤ L ❛♥❞ y ∈ {0, 1}n.

■♥ ✇✐(❡❧❡++ ♥❡"✇♦(❦+✱ "❤❡ (❡❧✐❛❜✐❧✐"② ✭❞❡✜♥❡❞ ❛+ "❤❡ +✉❝❝❡++ ♣❛❝❦❡" ❞❡❧✐✈❡(②✮ ✐+ ❛ ❦❡②

❢❛❝"♦(✳ ■♥ "❤❡ ❝❛+❡ ✇❤❡(❡ ❛♥ ❛(❝ ❝❤❛♥❣❡+ ❛♥❞ ❢❛✐❧+✱ "❤❡ ♥❡"✇♦(❦ ✐+ ✉♥(❡❧✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❛(✐+✐♥❣

♣(♦❜❧❡♠ ✐+ "♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛❧"❡(♥❛"✐✈❡ ♣❛"❤ ✇❤❡♥ "❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ ♦♥❡ ✐+ ❞❛♠❛❣❡❞✳

:(♦❜❧❡♠ ✺✿ ❋✐♥❞✐♥❣ k ❢❡❛(✐❜❧❡ ❛+❝ ❞✐(❥♦✐♥/ ♣❛/❤( P1, · · · , Pk✱ ❡❛❝❤ ♣❛/❤ (❛/✐(✜❡( /❤❡ ◗♦❙
❝♦♥(/+❛✐♥/(✳

❉❡✜♥❡ "❤❡ ❜✐♥❛(② ✈❛(✐❛❜❧❡ yijℓ ❛+✿

yijℓ =

{
1 ✐❢ (i, j) ∈ Pℓ, ℓ = 1, · · · , k,
0 ♦"❤❡(✇✐+❡✳

❚❤❡♥✱ +✐♠✐❧❛(❧② "♦ 4(♦❜❧❡♠ ✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥+"(❛✐♥"+✿

∑

(s,v)∈E

ysvℓ −
∑

(u,s)∈E

yusℓ = 1, ✭✷✳✸✮

∑

(u,v)∈E

yuvℓ −
∑

(v,q)∈E

yvqℓ = 0, ∀v ∈ N\{s, t}, ✭✷✳✹✮

∑

(t,v)∈E

ytvℓ −
∑

(u,t)∈E

yutℓ = −1. ✭✷✳✺✮

❖♥ "❤❡ ♦"❤❡( ❤❛♥❞✱ "❤❡ ♥❡①" ❝♦♥+"(❛✐♥" ❡♥+✉(❡+ "❤❛" ❡❛❝❤ ❛(❝ (i, j) ∈ E ❜❡❧♦♥❣+ "♦ ❛"

♠♦+" ♦♥❡ ♣❛"❤ Pℓ ( ℓ = 1, · · · , k)✿

k∑

ℓ=1

yijℓ ≤ 1, ❢♦( ❡❛❝❤ (i, j) ∈ E. ✭✷✳✻✮

❚❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥+"(❛✐♥"+ ❢♦( ❡❛❝❤ ♣❛"❤ Pℓ ( ℓ = 1, · · · , k) ❛(❡ ❡①♣(❡++❡❞ ❛+

∑

(u,v)∈Pℓ

wi(u, v) ≤ Li, i = 1, · · · , p. ✭✷✳✼✮

4(♦❜❧❡♠ ✺ ❞❡❛❧+ ✇✐"❤ ✜♥❞✐♥❣ yijℓ ∈ {0, 1}((i, j) ∈ E, ℓ = 1, · · · , k) +✉❝❤ "❤❛" (2.3) −
(2.7) ❛(❡ +❛"✐+✜❡❞✳

4(♦❜❧❡♠ ✺ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦(♠✉❧❛"❡❞ +✐♠✐❧❛(❧② "♦ 4(♦❜❧❡♠ ✶ ✐♥ "❤❡ ❢♦(♠ ♦❢ ❈◗4✳



✷✳✷✳ "#♦❜❧❡♠ )*❛*❡♠❡♥* ❛♥❞ ♠❛*❤❡♠❛*✐❝❛❧ ❢♦#♠✉❧❛*✐♦♥ ✸✼

❲❡ ♦❜$❡%✈❡ '❤❛' ✭+✶✮✱ ✭+✸✮ ❛♥❞ ✭+✺✮ ❛%❡ ▼❈+ ♣%♦❜❧❡♠$ ✇❤✐❧❡ ✭+✷✮ ❛♥❞ ✭+✹✮ ❛%❡ ♦❢

'❤❡ ❢♦%♠ ▼❈❖+✳

❘❡♠❛#❦✿ ❚❤❡ ▼❈+ ♣%♦❜❧❡♠$ ❛♥❞ ▼❈❖+ ❛%❡ ❢♦%♠✉❧❛'❡❞✱ %❡$♣❡❝'✐✈❡❧②✱ ❛$ ◗❈+$ ❛♥❞

❇■▲+$✳

✷✳✷✳✷ ▼✉❧%✐❝❛)% ◗♦❙ ❘♦✉%✐♥❣ ♣1♦❜❧❡♠

❚♦ $♣❡❝✐❢② ♠✉❧'✐❝❛$' ◗♦❙ %♦✉'✐♥❣✱ '❤❡ $❛♠❡ ❛$$✉♠♣'✐♦♥ ♣%❡$❡♥'❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛%❡ ❛❞♦♣'❡❞✳ ❚❤❡

❝♦♥$'%❛✐♥' ✈❡❝'♦% L %❡♣%❡$❡♥'$ '❤❡ ❧✐♠✐'$ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦% '❤❡ ♣❛'❤ ✇❡✐❣❤'$ ❢%♦♠ '❤❡ $♦✉%❝❡ ♥♦❞❡
'♦ ❡✈❡%② ♠❡♠❜❡% ♦❢ '❤❡ ❞❡$'✐♥❛'✐♦♥ ♥♦❞❡ $❡'✳ ■' %❡♣%❡$❡♥'$ '❤❡ ❧✐♠✐'$ ❢♦% ❡♥❞✲'♦✲❡♥❞ ✈❛❧✉❡$

❛♥❞ ♥♦' ❢♦% '❤❡ $✉♠ ♦❢ ✈❛❧✉❡$ ✐♥ '❤❡ ♠✉❧'✐❝❛$' $'%✉❝'✉%❡✳

▼✉❧'✐❝❛$' ◗♦❙ %♦✉'✐♥❣ ♣%♦❜❧❡♠ ❝♦♥$✐$'$ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ $❡' ♦❢ ♣❛'❤$ ❢%♦♠ ❛ $♦✉%❝❡ ♥♦❞❡ s
'♦ ℓ ❞❡$'✐♥❛'✐♦♥ ♥♦❞❡$ tj (j = 1, · · · , ℓ)✳ ■♥ '%❛❞✐'✐♦♥❛❧ ♠✉❧'✐❝❛$' %♦✉'✐♥❣✱ '❤✐$ $❡' ♦❢ ♣❛'❤$
❝♦%%❡$♣♦♥❞$ '♦ ❛ '%❡❡ ❜✉' ✐♥ ♠✉❧'✐❝❛$' ◗♦❙ %♦✉'✐♥❣ ✐' ✐$ ♥♦' ❝♦♠♣✉❧$♦%✐❧② ❛ '%❡❡✳ ■♥ ❣❡♥❡%❛❧

❝❛$❡✱ ✐' ❝♦%%❡$♣♦♥❞$ '♦ ❛ $✉❜✲❣%❛♣❤ T = (M,H) ♦❢ G✳ T ✐$ %❡❣❛%❞❡❞ ❛$ ❛ $❡' ♦❢ ♣❛'❤$ ❢%♦♠
s '♦ tj (j = 1, · · · , ℓ) ✇❤✐❝❤ ✉$❡ '❤❡ ❛%❝$ ✐♥ H✳
❯♥❞❡% $✉❝❤ ❛$$✉♠♣'✐♦♥✱ '❤❡ ▼✉❧'✐✲❈♦♥$'%❛✐♥❡❞ ▼✉❧'✐❝❛$' ✭▼❈▼✮♣%♦❜❧❡♠$ ✇❡%❡ ✐♥'%♦✲

❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❑✉✐♣❡%$ ❛♥❞ ▼✐❡❣❤❡♠✱ ✷✵✵✷❪✳

❉❡✜♥✐*✐♦♥ ✷✳✸ ✭✭▼❈▼✮ ❬❑✉✐♣❡*+ ❛♥❞ ▼✐❡❣❤❡♠✱ ✷✵✵✷❪✮ ▲❡7 pT (s, tj) ❜❡ 7❤❡ ♣❛7❤ ❢*♦♠

+♦✉*❝❡ ♥♦❞❡ s 7♦ ❞❡+7✐♥❛7✐♦♥ ♥♦❞❡ tj✳ T (s,D) ✐+ ❛ ♠✉❧7✐❝❛+7 7*❡❡✳ s ∈ V ✐+ 7❤❡ +♦✉*❝❡ ♥♦❞❡

✐♥ ♠✉❧7✐❝❛+7 7*❡❡✳ D = {t1, t2, · · · , tℓ} ⊂ V \{s} ✐+ 7❤❡ ❞❡+7✐♥❛7✐♦♥ ♥♦❞❡ +❡7 ✐♥ ♠✉❧7✐❝❛+7

7*❡❡✳ ❚❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ❝♦♥+✐+7+ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠✉❧7✐❝❛+7 7*❡❡ T (s,D) +✉❝❤ 7❤❛7

w(pT (s, tj)) ≤ Lj , ∀j = 1, 2, · · · , ℓ,

✇❤❡*❡ w(pT (s, tj)) ✐+ ❝❛❧❝✉❧❛7❡❞ ❛+ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ Lj ✐+ ❛ p✲✈❡❝7♦* ✇❡✐❣❤7 ❝♦♥+7*❛✐♥7+ ❝♦**❡+♣♦♥❞✲

✐♥❣ ❞❡+7✐♥❛7✐♦♥ tj .

❆ ♠✉❧'✐❝❛$' '%❡❡ T '❤❛' $❛'✐$✜❡$ '❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥$'%❛✐♥'$ ✐$ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❡❛+✐❜❧❡ ♠✉❧7✐❝❛+7 7*❡❡✳

❚❤❡ ▼✉❧'✐✲❈♦♥$'%❛✐♥❡❞ ❖♣'✐♠❛❧ ▼✉❧'✐❝❛$' ❚%❡❡ ✭▼❈❖▼✮ ♣%♦❜❧❡♠ ❝♦♥$✐$'$ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥

♦♣'✐♠❛❧ ♠✉❧'✐❝❛$' '%❡❡✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ▼❈❖▼ ♣%♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛$

✐♥ ❬❑✉✐♣❡%$ ❛♥❞ ▼✐❡❣❤❡♠✱ ✷✵✵✷❪✱ ♦% ❛$ '♦'❛❧ ❛%❝✲❝♦$' ✐♥ '❤❡ ♠✉❧'✐❝❛$' '%❡❡ ✭❬❩❤❛♥❣ ❡' ❛❧✳✱

✷✵✵✾❪✮✱· · · ✳ ■' ✐$ ♣%♦✈❡❞ ✐♥ ❬❑✉✐♣❡%$ ❛♥❞ ▼✐❡❣❤❡♠✱ ✷✵✵✷❪ '❤❛' ▼❈▼ ✐$ ❛ ◆+✲❝♦♠♣❧❡'❡
♣%♦❜❧❡♠✳

❲❡ ✐♥'%♦❞✉❝❡ ♥♦✇ '❤❡ ❢♦%♠✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ '✇♦ ♣%♦❜❧❡♠$ ✐♥ ▼✉❧'✐❝❛$' ◗♦❙ %♦✉'✐♥❣ ❛$ ❈◗+

❛♥❞ ❇■▲+ ♣%♦❜❧❡♠$✳ +%♦❜❧❡♠ ✻ ❝♦♥$✐$'$ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❢❡❛$✐❜❧❡ ♠✉❧'✐❝❛$' '%❡❡✳ +%♦❜❧❡♠ ✼

❛✐♠$ '♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣'✐♠❛❧ ♠✉❧'✐❝❛$' '%❡❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ '❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ ✐$ ❡W✉❛❧ '♦ '❤❡ $✉♠

♦❢ '❤❡ ❛%❝✲❝♦$'$ ✐♥ '❤❡ ♠✉❧'✐❝❛$' '%❡❡✳

"#♦❜❧❡♠ ✻✿ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ❢❡❛+✐❜❧❡ ♠✉❧7✐❝❛+7 7*❡❡ ❚✭+✱ ❉✮✳

❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐'② ♦❢ ❡❛❝❤ ❛%❝ (u, v) ∈ E ✐$ ❞❡♥♦'❡❞ ❜② e(u, v) ∈ Z+✱ ✇❤❡%❡ Z+ ✐$ '❤❡ $❡' ♦❢
♣♦$✐'✐✈❡ ✐♥'❡❣❡% ♥✉♠❜❡%$✳

❉❡✜♥❡ '❤❡ ❜✐♥❛%② ✈❛%✐❛❜❧❡ yijk ❛$✿

yijk =

{
1 ✐❢ ❛%❝ (i, j) ∈ pT (s, tk), k = 1, · · · , ℓ,
0 ♦'❤❡%✇✐$❡✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥$'%❛✐♥'$✿

∑

(s,v)∈E

ysvk −
∑

(u,s)∈E

yusk = 1, k = 1, · · · , ℓ, ✭✷✳✽✮

∑

(u,v)∈E

yuvk −
∑

(v,q)∈E

yvqk = 0, ∀v ∈ N\{s,D}, ✭✷✳✾✮



✸✽ ❈❤❛♣&❡( ✷✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ◗♦❙ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠7 ✉7✐♥❣ ❉❈❆

∑

(t,v)∈E

ytvk −
∑

(u,t)∈E

yutk = −1, ∀t ≡ tk, k = 1, · · · , ℓ. ✭✷✳✶✵✮

■♥ (❤❡ ♦(❤❡, ❤❛♥❞✱ (❤❡ ❝♦♥1(,❛✐♥(1 ❡♥1✉,❡ (❤❛( (❤❡ (♦(❛❧ (,❛♥1❢❡, ♣❛❝❦❡(1 ✐♥ ❡❛❝❤ ❛,❝

(i, j) ∈ E ✐1 ❧❡11 ♦, ❡8✉❛❧ (❤❡ ❝❛♣❛❝✐(② ♦❢ (❤❡ ❛,❝ (i, j) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡1❝,✐❜❡❞ ❛1✿

ℓ∑

k=1

yijk ≤ e(i, j), ❢♦, ❡❛❝❤ (i, j) ∈ E. ✭✷✳✶✶✮

❚❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥1(,❛✐♥(1 ❢♦, ❡❛❝❤ ♣❛(❤ pT (s, tj)

w(pT (s, tj)) ≤ Lj , ∀j = 1, 2, · · · , ℓ,

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣,❡11❡❞ ❛1✿

∑

(i,j)∈E

wq(i, j)yijk ≤ Lqk, ∀q = 1, p; k = 1, ℓ. ✭✷✳✶✷✮

▲❡( ✉1 ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛(,✐① A = (aij)✱ ❛ ♠❛(,✐① W = (wi(u, v)) ❛♥❞ ❛ ✈❡❝(♦, b =
(1, 0, · · · , 0,−1)T ∈ ■❘

m, ❛1 ✐♥ (❤❡ E,♦❜❧❡♠ ✶✳ ❋✉,(❤❡,♠♦,❡✱ ❧❡( yk = (yijk)
T
(i,j)∈E ∈

■❘

n (k = 1, · · · , ℓ) ❛♥❞ Lj = (L1j , · · · , Lpj)
T ∈ ■❘

p (j = 1, · · · , ℓ)✳
❚❤❡ ❝♦♥1(,❛✐♥(1 ✭✷✳✽✮✲✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ◗♦❙ ❝♦♥1(,❛✐♥(1 ✭✷✳✶✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ,❡✇,✐((❡♥ ,❡1♣❡❝(✐✈❡❧②

❛1 Ayk = b ❛♥❞ Wyk ≤ Lk ∀k = 1, · · · , ℓ.
▲❡( ✉1 1❡( y = (y1, y2, · · · , yℓ)T ∈ ■❘

nℓ
✱ ❛ ✈❡❝(♦, ❝❛♣❛❝✐(② e = (e(i, j))(i,j)∈E ❛♥❞ ❛

♠❛(,✐① Mn×nℓ 1✉❝❤ (❤❛( (❤❡ ❝♦♥1(,❛✐♥(1 ✭✷✳✶✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣,❡11❡❞ ❛1 My ≤ e.
E,♦❜❧❡♠ ✻ ✐1 (♦ ✜♥❞ y ∈ {0, 1}nℓ 1❛(✐1✜❡❞ Ayk = b, Wyk ≤ Lk, ∀k = 1, · · · , ℓ ❛♥❞

My ≤ e✳
❆ ❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ p(y) ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✿

p(y) =
∑

(i,j)∈E,k=1,··· ,ℓ

yijk(1− yijk).

❲❡ ❝❛♥ 1❡❡ (❤❛( p(y) ≥ 0 ∀y ∈ [0, 1]nℓ ❛♥❞ y ∈ {0, 1}nℓ ✐✛ p(y) = 0✳
❍❡♥❝❡✱ E,♦❜❧❡♠ ✻ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦,♠✉❧❛(❡❞ ❛1 ❛ ❈◗E✿

(P6)





0 = min p(y)
Ayk = b, ∀k = 1, · · · , ℓ,

Wyk ≤ Lk, ∀k = 1, · · · , ℓ,
My ≤ e,
y ∈ [0, 1]nℓ.

:(♦❜❧❡♠ ✼✿ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣(✐♠❛❧ ♠✉❧(✐❝❛-( (.❡❡ ❚✭-✱ ❉✮✳

❚❤❡ ❝♦1( ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛,❝ (i, j) ∈ E ✐1 ❣✐✈❡♥ ❜② cij ✳ ❚❤❡ (♦(❛❧ ❝♦1( ❢✉♥❝(✐♦♥ ✐1 ❞❡✜♥❡❞

❜②

f(T ) =
∑

(i,j)∈T

cij .

E,♦❜❧❡♠ ✼ ❞❡❛❧1 ✇✐(❤ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠✉❧(✐❝❛1( (,❡❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡1 (♦(❛❧ ❝♦1( ❢✉♥❝(✐♦♥ ❛♥❞

1❛(✐1✜❡1 ◗♦❙ ❝♦♥1(,❛✐♥(1✳

❚❤❡ ❜✐♥❛,② ✈❛,✐❛❜❧❡ yijk ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❛1 ✐♥ E,♦❜❧❡♠ ✻✳ ❆❧❧ (❤❡ ❝♦♥1(,❛✐♥(1 ❛♥❞ ❞❡✜♥✐(✐♦♥1

✐♥ E,♦❜❧❡♠ ✻ ❛,❡ ❝♦♥1✐❞❡,❡❞ ✐♥ E,♦❜❧❡♠ ✼✳

❖♥ (❤❡ ♦(❤❡, ❤❛♥❞✱ ❧❡( ✉1 ❞❡✜♥❡❞ (❤❡ ❜✐♥❛,② ✈❛,✐❛❜❧❡ xij ❜②

xij =

{
1 ✐❢ ❛,❝ (i, j) ∈ T (s,D),
0 ♦(❤❡,✇✐1❡✳



✷✳✷✳ "#♦❜❧❡♠ )*❛*❡♠❡♥* ❛♥❞ ♠❛*❤❡♠❛*✐❝❛❧ ❢♦#♠✉❧❛*✐♦♥ ✸✾

❚❤❡ ❝♦♥&'(❛✐♥'& ✇❤✐❝❤ ♣(❡&❡♥' '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ xij ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ❛(❝ (i, j) ∈ T ❝❛♥ ❜❡

❡①♣(❡&&❡❞✿

xij ≤
ℓ∑

k=1

yijk ≤ e(i, j)xij . ✭✷✳✶✸✮

❚❤❡ '♦'❛❧ ❝♦&' ❢✉♥❝'✐♦♥ ✭'❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛'❡❞ ❛&

f(T ) =
∑

(i,j)∈E

cijxij .

▲❡' ✉& &❡' x = (xij)
T
(i,j)∈E , c = (cij)

T
(i,j)∈E ∈ ■❘

n
✱ ❛ ♠❛'(✐① D = ❞✐❛❣(e(i, j)(i,j)∈E)✳ ❙♦✱ '❤❡

❝♦♥&'(❛✐♥'& ✭✷✳✶✸✮ ❝❛♥ ❜❡ (❡✇(✐''❡♥ ❛& x ≤My ≤ Dx✳ ■' ✐& ❡❛&② '♦ &❡❡ '❤❛' '❤❡ ❝♦♥&'(❛✐♥'
✭✷✳✶✸✮ ❝♦✈❡(& '❤❡ ❝♦♥&'(❛✐♥' ✭✷✳✶✶✮✳

D(♦❜❧❡♠ ✼ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦(♠✉❧❛'❡❞ ❛& ❛ ❇■▲D✿

(P7)





min〈c, x〉
Ayk = b, ∀k = 1, · · · , ℓ,

Wyk ≤ Lk, ∀k = 1, · · · , ℓ,
x ≤My ≤ Dx,

x ∈ {0, 1}n, y ∈ {0, 1}nℓ.

D(♦❜❧❡♠ ✻ ❛♥❞ D(♦❜❧❡♠ ✼ ❛(❡ ❢♦(♠✉❧❛'❡❞✱ (❡&♣❡❝'✐✈❡❧②✱ ❛& ❈◗D ❛♥❞ ❇■▲D✳

✷✳✷✳✸ ▼❛♥② '♦ ▼❛♥② ▼✉❧'✐❝❛-' ◗♦❙ ❘♦✉'✐♥❣ ♣3♦❜❧❡♠

❉❡✜♥✐*✐♦♥ ✷✳✹ ▲❡" S = {s1, · · · , sK} ✭$❡%♣✳ D = {D1, · · · , DK}✮ ❜❡ "❤❡ %❡" ♦❢ %♦✉$❝❡
♥♦❞❡% ✭$❡%♣✳ "❤❡ %❡" ♦❢ ❞❡%"✐♥❛"✐♦♥ ♥♦❞❡ %❡"%✱ %♦✉$❝❡ ♥♦❞❡ si ❝♦$$❡%♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐"❤ ❞❡%"✐♥❛✲
"✐♦♥ ♥♦❞❡ %❡" Di✮✳ ▼❛♥② "♦ ♠❛♥② ♠✉❧"✐❝❛%" ◗♦❙ $♦✉"✐♥❣ ❞❡❛❧% ✇✐"❤ ✜♥❞✐♥❣ K ♠✉❧"✐❝❛%"

"$❡❡% Ti(si, Di), (i = 1, · · ·K)✱ ❡❛❝❤ ♦❢ "❤❡♠ %❛"✐%✜❡% "❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥%"$❛✐♥"% ❛♥❞ "❤❡ ❝❛♣❛❝✐"②

❝♦♥%"$❛✐♥"% ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ♥❡"✇♦$❦ ✭❡✳❣✳ ❧✐♠✐"❡❞ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐"②✮✳

❲❡ ✐♥'(♦❞✉❝❡ ♥♦✇ '❤❡ ❢♦(♠✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ ▼❛♥② '♦ ♠❛♥② ♠✉❧'✐❝❛&' ◗♦❙ (♦✉'✐♥❣ ❛& ❈◗D ♦(

❇■▲D ♣(♦❜❧❡♠&✳ D(♦❜❧❡♠ ✽ ❝♦♥&✐&'& ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❢❡❛&✐❜❧❡ ♠❛♥② '♦ ♠❛♥② ♠✉❧'✐❝❛&' '(❡❡&✳

D(♦❜❧❡♠ ✾ ❞❡❛❧& ✇✐'❤ '❤❡ ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦♣'✐♠❛❧ ♠❛♥② '♦ ♠❛♥② ♠✉❧'✐❝❛&' '(❡❡& ✐♥ ✇❤✐❝❤ '❤❡

♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ ✐& ❡O✉❛❧ '♦ &✉♠ ♦❢ ❛(❝✲❝♦&' ✐♥ '❤❡ ♠❛♥② '♦ ♠❛♥② ♠✉❧'✐❝❛&' '(❡❡&✳

"#♦❜❧❡♠ ✽✿ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ❢❡❛%✐❜❧❡ ♠❛♥② "♦ ♠❛♥② ♠✉❧"✐❝❛%" "$❡❡ Ti(si, Di), i = 1, · · · ,K✳
❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐'② ♦❢ ❡❛❝❤ ❛(❝ (u, v) ∈ E ✐& ❞❡♥♦'❡❞ ❜② e(u, v) ∈ Z+✳
❉❡✜♥❡ '❤❡ ❜✐♥❛(② ✈❛(✐❛❜❧❡ ytijk ❛&✿

ytijk =

{
1 ✐❢ ❛(❝ (i, j) ∈ pTt(st, tk), tk ∈ Dt,
0 ♦'❤❡(✇✐&❡✳

▲❡' ✉& &❡' |Di| = ℓi, i = 1, · · · ,K ✭'❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ♥♦❞❡& ✐♥ Di✮✳

❚❤❡♥✱ ❢♦( t = 1, · · · ,K, s ≡ st, ❛♥❞ k = 1, · · · , ℓt,✱ ✇❡ ❤❛✈❡ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥&'(❛✐♥'&
✭✇❤✐❝❤ ❛✐♠& '♦ ✜♥❞ ❛ ♣❛'❤ ❢(♦♠ st '♦ tk ∈ Dt✮✿

∑

(s,v)∈E

ytsvk −
∑

(u,s)∈E

ytusk = 1, ✭✷✳✶✹✮

∑

(u,v)∈E

ytuvk −
∑

(v,q)∈E

ytvqk = 0, ∀v ∈ N\{s, tk}, ✭✷✳✶✺✮

∑

(o,v)∈E

ytovk −
∑

(u,o)∈E

ytuok = −1, ∀o ≡ tk ∈ Dt. ✭✷✳✶✻✮



✹✵ ❈❤❛♣&❡( ✷✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ◗♦❙ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠7 ✉7✐♥❣ ❉❈❆

■♥ "❤❡ ♦"❤❡& ❤❛♥❞✱ "❤❡ ❝♦♥+"&❛✐♥"+ ❡♥+✉&❡ "❤❛" "❤❡ "♦"❛❧ "&❛♥+❢❡& ♣❛❝❦❡"+ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛&❝

(i, j) ∈ E ✐+ ❧❡++ ♦& ❡2✉❛❧ "❤❡ ❝❛♣❛❝✐"② ♦❢ "❤❡ ❛&❝ (i, j) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡+❝&✐❜❡❞ ❛+✿

K∑

t=1

ℓt∑

k=1

ytijk ≤ e(i, j), ❢♦& ❡❛❝❤ (i, j) ∈ E. ✭✷✳✶✼✮

❚❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥+"&❛✐♥"+ ❢♦& ❡❛❝❤ ♣❛"❤ pTi(si, tj)(tj ∈ Di i = 1, · · · ,K)

w(pTi(si, tj)) ≤ Lij , ∀tj ∈ Di,

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡++❡❞ ❛+✿

∑

(i,j)∈E

wq(i, j)ytijk ≤ Lqtk, ∀q = 1, p; tk ∈ Dt. ✭✷✳✶✽✮

▲❡" ✉+ ❞❡✜♥❡ aij ❛+ ❢♦❧❧♦✇+✿

aij =





1 ✐❢ (i, j) ∈ E,
−1 ✐❢ (j, i) ∈ E,
0 ♦"❤❡&✇✐+❡✳

❋✉&"❤❡&♠♦&❡✱ ❧❡" A = (aij) ✭&❡+♣✳ W = (wi(u, v))✮ ❜❡ ❛ m × n ✭&❡+♣✳ p × n✮ ♠❛"&✐①✱ ❧❡"

b = (1, 0, · · · , 0,−1)T ∈ ■❘

m, ytk = (ytijk)
T
(i,j)∈E ∈ ■❘

n (t = 1, · · ·K, k = 1, · · · , ℓt) ❛♥❞

Ltj = (L1tj , · · · , Lptj)
T ∈ ■❘

p (j = 1, · · · , ℓt)✳
❚❤❡ ❝♦♥+"&❛✐♥"+ ✭✷✳✶✹✮✲✭✷✳✶✻✮ ❛♥❞ ◗♦❙ ❝♦♥+"&❛✐♥"+ ✭✷✳✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ &❡✇&✐""❡♥ &❡+♣❡❝"✐✈❡❧②

❛+ Aytk = b ❛♥❞ Wytk ≤ Ltk ∀t = 1, · · · ,K, k = 1, · · · , ℓt.
▲❡" ✉+ +❡" yt = (yt1, yt2, · · · , ytℓ)T ∈ ■❘

nℓt
✱ ✈❡❝"♦& ❝❛♣❛❝✐"② e = (e(i, j))(i,j)∈E ❛♥❞

♠❛"&✐① Mt(n×nℓt) +✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ❝♦♥+"&❛✐♥"+ ✭✷✳✶✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡++❡❞ ❛+ Mty
t ≤ e.

K&♦❜❧❡♠ ✽ ❝♦♥+✐+"+ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ yt ∈ {0, 1}nℓt +❛"✐+✜❡❞ Aytk = b, Wytk ≤ Ltk, ∀t =
1, · · · ,K, k = 1, · · · , ℓt ❛♥❞ Mty

t ≤ e✳ ▲❡" ✉+ +❡" y = (y1, · · · , yK)✳ ❲❡ +❡❡ "❤❛"

yt ∈ {0, 1}nℓt , t = 1, · · · ,K ✐+ ❡2✉✐✈❛❧❡♥" "♦ p(y) = 0 ✇❤❡&❡ p(y) =
∑
yi(1 − yi) ❛♥❞

p(y) ≥ 0 ∀yt ∈ [0, 1]nℓt , t = 1, · · · ,K✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♠❛"&✐① At, Wt (t = 1, · · · ,K)
+✉❝❤ "❤❛" K&♦❜❧❡♠ ✽ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦&♠✉❧❛"❡❞ ❛+✿

(P8)





0 = min p(y)
Aty

t = bt, Wty
t ≤ Lt,

yt ∈ [0, 1]nℓt , Mty
t ≤ e,

∀t = 1, · · · ,K.

:(♦❜❧❡♠ ✾✿ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣(✐♠❛❧ ♠❛♥② (♦ ♠❛♥② ♠✉❧(✐❝❛.( (/❡❡ Ti(si, Di) (i = 1, · · · ,K).
❚❤❡ ❝♦+" ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛&❝ (i, j) ∈ E ✐+ ❣✐✈❡♥ ❜② cij ✳ ❚❤❡ "♦"❛❧ ❝♦+" ❢✉♥❝"✐♦♥ ✐+ ❞❡✜♥❡❞

❜② f(T ) =
∑K

t=1

∑
(i,j)∈Tt

cij ✳ K&♦❜❧❡♠ ✾ ❞❡❛❧+ ✇✐"❤ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠❛♥② "♦ ♠❛♥② ♠✉❧"✐❝❛+" "&❡❡

✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡+ "♦"❛❧ ❝♦+" ❢✉♥❝"✐♦♥ ❛♥❞ +❛"✐+✜❡+ ◗♦❙ ❝♦♥+"&❛✐♥"+✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ "❤❡ ❜✐♥❛&② ✈❛&✐❛❜❧❡ ytijk ❛+ "❤❡ +❛♠❡ ❛+ ✐♥ K&♦❜❧❡♠ ✽✳ ❆❧❧ "❤❡ ❝♦♥+"&❛✐♥"+

❛♥❞ ❞❡✜♥✐"✐♦♥+ ✐♥ K&♦❜❧❡♠ ✽ ❛&❡ "❛❦❡♥ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥" ✐♥ K&♦❜❧❡♠ ✾✳

■♥ "❤❡ ♦"❤❡& ❤❛♥❞✱ ❧❡" "❤❡ ❜✐♥❛&② ✈❛&✐❛❜❧❡ xtij ❜❡✿

xtij =

{
1 ✐❢ ❛&❝ (i, j) ∈ T (st, Dt), t = 1, · · · ,K
0 ♦"❤❡&✇✐+❡✳

❍❡♥❝❡✱❢♦& t = 1, · · · ,K✱ "❤❡ ❝♦♥+"&❛✐♥"+ ✇❤✐❝❤ ♣&❡+❡♥" "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ xtij ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ "❤❡

❛&❝ (i, j) ∈ Tt ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡++❡❞✿

xtij ≤
ℓt∑

k=1

ytijk ≤ e(i, j)xtij . ✭✷✳✶✾✮



✷✳✸✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ▼❛♥② -♦ ▼❛♥② ▼✉❧-✐❝❛0- ❚2❡❡ ♣2♦❜❧❡♠ ❜② ❉❈❆ ✹✶

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❛♣❛❝✐+② ❝♦♥.+/❛✐♥+. ✐♥ +❤❡ ♥❡+✇♦/❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣/❡..❡❞ ❛.✿

K∑

t=1

xtij ≤ e(i, j), ∀(i, j) ∈ E. ✭✷✳✷✵✮

❚❤❡ +♦+❛❧ ❝♦.+ ❢✉♥❝+✐♦♥ ✭+❤❡ ♦❜❥❡❝+✐✈❡ ❢✉♥❝+✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞

f(T ) =

K∑

t=1

∑

(i,j)∈E

cijxtij .

▲❡+ ✉. .❡+ xt = (xtij)
T
(i,j)∈E , c = (cij)

T
(i,j)∈E ∈ ■❘

n
✱ ♠❛+/✐① D = ❞✐❛❣(e(i, j)(i,j)∈E)✳ ❙♦✱

+❤❡ ❝♦♥.+/❛✐♥+ ✭✷✳✶✾✮ ❝❛♥ ❜❡ /❡✇/✐++❡♥ ❛. xt ≤Mty
t ≤ Dxt, t = 1, · · · ,K✳ ■+ ✐. ❡❛.② +♦ .❡❡

+❤❛+ +❤❡ ❝♦♥.+/❛✐♥+ ✭✷✳✶✾✮ ❝♦✈❡/. +❤❡ ❝♦♥.+/❛✐♥+ ✭✷✳✶✼✮✳ ❙♦✱ G/♦❜❧❡♠ ✾ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦/♠✉❧❛+❡❞ ❛.✿

(P9)





min
K∑
t=1
〈c, xt〉

Aty
t = bt, Wty

t ≤ Lt,
xt ≤Mty

t ≤ Dxt,∑K
t=1 xtij ≤ e(i, j), ∀(i, j) ∈ E
xt ∈ {0, 1}n, yt ∈ {0, 1}nℓt ,

∀t = 1, · · · ,K.

G/♦❜❧❡♠ ✽ ❛♥❞ G/♦❜❧❡♠ ✾ ❛/❡ ❢♦/♠✉❧❛+❡❞ ❛. ❈◗G ❛♥❞ ❇■▲G✱ /❡.♣❡❝+✐✈❡❧②✳

■♥ +❤❡ .❡L✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡.+✐❣❛+❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣/♦❛❝❤ ❜❛.❡❞ ♦♥ ❉❈❆ ❢♦/ .♦❧✈✐♥❣ +❤❡.❡ ♣/♦❜✲

❧❡♠. ✐♥ +❤❡ ❢♦/♠ ♦❢ ❇■▲G✳ ❚❤❡ ♣/♦♣♦.❡❞ ❛❧❣♦/✐+❤♠ ❢♦/ .♦❧✈✐♥❣ ❇■▲G ♣/♦❜❧❡♠. ❛/❡ ♦❜+❛✐♥❡❞

❛. +❤❡ /❡.✉❧+. ♦❢ ❈❤❛♣+❡/ ✶✳✸✳

✷✳✸ ❙♦❧✈✐♥❣ ▼❛♥② -♦ ▼❛♥② ▼✉❧-✐❝❛0- ❚2❡❡ ♣2♦❜❧❡♠ ❜② ❉❈❆

■♥ +❤✐. .❡❝+✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥.✐❞❡/ +❤❡ ♣/♦❜❧❡♠ ✾ ✭G✾✮✳ ❇❡❝❛✉.❡ +❤❡ ♣/♦❜❧❡♠ ✾ ✐. +❤❡ ♠♦.+ ❝♦♠♣❧❡①

♣/♦❜❧❡♠. ✇✐+❤ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ✈❛/✐❛❜❧❡. ❛♥❞ ❝♦♥.+/❛✐♥+.✳ ❚❤❡ ♦+❤❡/ ♣/♦❜❧❡♠. ✐♥ +❤❡ ❢♦/♠

♦❢ ❇■▲G. ❝❛♥ .♦❧✈❡ ✇✐+❤ +❤❡ .❛♠❡ ❛❧❣♦/✐+❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐. ♣/❡.❡♥+❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❇② ✉.✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝+ ♣❡♥❛❧+② /❡.✉❧+✱ ✇❡ ❝❛♥ /❡❢♦/♠✉❧❛+❡ ♣/♦❜❧❡♠ ✭G✾✮ ✐♥ +❤❡ ❢♦/♠ ♦❢ ❛

❝♦♥❝❛✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❛+✐♦♥ ♣/♦❣/❛♠✳ ❚❤❡ ❡①❛❝+ ♣❡♥❛❧+② +❡❝❤♥✐L✉❡ ❛✐♠. ❛+ +/❛♥.❢♦/♠✐♥❣ +❤❡

♦/✐❣✐♥❛❧ ♣/♦❜❧❡♠ ✭G✾✮ ✐♥+♦ ❛ ♠♦/❡ +/❛❝+❛❜❧❡ ❡L✉✐✈❛❧❡♥+ ❉❈ ♣/♦❣/❛♠✳

▲❡+ ✉. .❡+ z = (x, y)✱ ♠❛+/✐① Ã ❛♥❞ ✈❡❝+♦/ b̃ ❛/❡ ❞❡✜♥❡❞ .✉❝❤ +❤❛+ +❤❡ ❝♦♥.+/❛✐♥+.
✭✷✳✶✹✮✲✭✷✳✶✻✮✱ ✭✷✳✶✽✮✱ ✭✷✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✵✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣/❡..❡❞ ❛. Ãz ≤ b̃.

▲❡+

K := {z ∈ IRN : Ãz ≤ b̃, z ∈ [0, 1]N}.

❚❤❡ ❢❡❛.✐❜❧❡ .❡+ ♦❢ ✭G✷✮ ✐. +❤❡♥

S = {z : z ∈ K, z ∈ {0, 1}N}.

▲❡+ ✉. ❝♦♥.✐❞❡/ +❤❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ p : IRN → IR ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

p(z) =

N∑

i=1

zi(1− zi).

■+ ✐. ❝❧❡❛/ +❤❛+ p(z) ✐. ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ✜♥✐+❡ ♦♥ K✱ p(z) ≥ 0 ∀z ∈ K ❛♥❞ +❤❛+✿

{
z : z ∈ S

}
=

{
z : z ∈ K, p(z) ≤ 0

}
. ✭✷✳✷✶✮



✹✷ ❈❤❛♣&❡( ✷✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ◗♦❙ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠6 ✉6✐♥❣ ❉❈❆

❍❡♥❝❡ ♣%♦❜❧❡♠ ✭+✾✮ ❝❛♥ ❜❡ %❡✇%✐11❡♥ ❛2✿

min
{ N∑

i=1

cizi : z ∈ K, p(z) ≤ 0
}
. ✭✷✳✷✷✮

❋%♦♠ 1❤❡ ♣❡♥❛❧1② %❡2✉❧12 ✐♥ ❚❤❡♦%❡♠ ✶✳✻ ✇❡ ❣❡1✱ ❢♦% ❛ 2✉✣❝✐❡♥1❧② ❧❛%❣❡ ♥✉♠❜❡% η
✭η > η0✮✱ 1❤❡ ❡A✉✐✈❛❧❡♥1 ❝♦♥❝❛✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❛1✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠ ✭+✾✮✿

min{fη(z) :=
N∑

i=1

cizi + ηp(z) : z ∈ K},

✇❤✐❝❤ ✐2 ❛ ❉❈ ♣%♦❣%❛♠ ♦❢ 1❤❡ ❢♦%♠✿

min
{
g(z)− h(z) : z ∈ IRN

}
, ✭✷✳✷✸✮

✇❤❡%❡✿

g(z) = χK(z) ❛♥❞ h(z) = −fη(z) = −
N∑

i=1

cizi − ηp(z).

❲❡ ❤❛✈❡ 2✉❝❝❡22❢✉❧❧② 1%❛♥2❢♦%♠❡❞ ❛♥ ♦♣1✐♠✐③❛1✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠ ✇✐1❤ ✐♥1❡❣❡% ✈❛%✐❛❜❧❡2 ✐♥1♦ ✐12

❡A✉✐✈❛❧❡♥1 ❢♦%♠ ✇✐1❤ ❝♦♥1✐♥✉♦✉2 ✈❛%✐❛❜❧❡2✳ ◆♦1✐❝❡ 1❤❛1 ✭✷✳✷✸✮ ✐2 ❛ ♣♦❧②❤❡❞%❛❧ ❉❈ ♣%♦❣%❛♠

✇❤❡%❡ g ✐2 ❛ ♣♦❧②❤❡❞%❛❧ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝1✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ 1❤❡ ♣♦✐♥1✇✐2❡ 2✉♣%❡♠✉♠ ♦❢ ❛ ✜♥✐1❡ ❝♦❧❧❡❝1✐♦♥

♦❢ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝1✐♦♥2✮✳

❉❈❆ ❛♣♣❧✐❡❞ 1♦ 1❤❡ ❉❈ ♣%♦❣%❛♠ ✭✷✳✷✸✮ ❝♦♥2✐212 ♦❢ ❝♦♠♣✉1✐♥❣✱ ❛1 ❡❛❝❤ ✐1❡%❛1✐♦♥ k✱
1❤❡ 1✇♦ 2❡A✉❡♥❝❡2

{
zk

}
❛♥❞

{
vk

}
2✉❝❤ 1❤❛1 vk ∈ ∂h(zk) ❛♥❞ zk+1 2♦❧✈❡2 1❤❡ ♥❡①1 ❧✐♥❡❛%

♣%♦❣%❛♠ ♦❢ 1❤❡ ❢♦%♠ ✭Pk✮

min{g(z)− 〈z − zk, vk〉 : z ∈ IRN}

⇔ min{−〈z , vk〉 : z ∈ K}. ✭✷✳✷✹✮

❋%♦♠ 1❤❡ ❞❡✜♥✐1✐♦♥ ♦❢ h✱ ❛ 2✉❜❣%❛❞✐❡♥1 vk ∈ ∂h(zk) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉1❡❞ ❛2 ❢♦❧❧♦✇2✿

vk = ∇h(zk) = 2ηzk − ηe− c, ✭✷✳✷✺✮

✇❤❡%❡ e = (1, · · · , 1)T ∈ ■❘N ❛♥❞ c = (c1, · · · , cN )
T
✳

❚❤❡ ❉❈❆ 2❝❤❡♠❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 1♦ +%♦❜❧❡♠ ✭✷✳✷✸✮ ❝❛♥ ❜❡ 2✉♠♠❛%✐③❡❞ ❛2 ❆❧❣♦(✐&❤♠ ✹✳

❆❧❣♦(✐&❤♠ ✹

■♥✐&✐❛❧✐③❛&✐♦♥✿

❈❤♦♦2❡ ❛ ✐♥✐1✐❛❧ ♣♦✐♥1 z0✱ 2❡1 k = 0❀
▲❡1 ε1, ε2 ❜❡ 2✉✣❝✐❡♥1❧② 2♠❛❧❧ ♣♦2✐1✐✈❡ ♥✉♠❜❡%2❀

❘❡♣❡❛&

❈♦♠♣✉1❡ vk ✈✐❛ ✭ ✷✳✷✺✮❀
❙♦❧✈❡ 1❤❡ ❧✐♥❡❛% ♣%♦❣%❛♠ ✭ ✷✳✷✹✮ 1♦ ♦❜1❛✐♥ zk+1❀
k ← k + 1❀

❯♥&✐❧ ❡✐"❤❡$ ‖zk+1 − zk‖ ≤ ε1(‖z
k‖+ 1) ♦$ |fη(z

k+1)− fη(z
k)| ≤ ε2(|fη(z

k)|+ 1).

❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✶ ✭❈♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ♣&♦♣❡&*✐❡, ♦❢ ❆❧❣♦&✐*❤♠ ❉❈❆✮

• ❉❈❆ ❣❡♥❡&❛*❡, *❤❡ ,❡5✉❡♥❝❡ {zk} ❝♦♥*❛✐♥❡❞ ✐♥ V (K) ,✉❝❤ *❤❛* *❤❡ ,❡5✉❡♥❝❡ {fη(z
k)}

✐, ❞❡❝&❡❛,✐♥❣✳

• ❚❤❡ ,❡5✉❡♥❝❡ {zk} ❝♦♥✈❡&❣❡, *♦ z∗ ∈ V (K) ❛❢*❡& ❛ ✜♥✐*❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✐*❡&❛*✐♦♥,✳



✷✳✹✳ ❚♦%❛❧❧② ✉♥✐♠♦❞✉❧❛. ♠❛%.✐❝❡1 ❛♥❞ ■♥✐%✐❛❧ ♣♦✐♥% ❢♦. ❉❈❆ ✹✸

• ❚❤❡ ♣♦✐♥' z∗ ✐( ❛ ❝+✐'✐❝❛❧ ♣♦✐♥' ♦❢ .+♦❜❧❡♠ ✭✷✳✷✸✮✳ ▼♦+❡♦✈❡+ ✐❢ z∗i 6=
1
2 ❢♦+ ❛❧❧ i ∈

{0, . . . , n}✱ '❤❡♥ z∗ ✐( ❛ ❧♦❝❛❧ (♦❧✉'✐♦♥ '♦ ✭✷✳✷✸✮✳

• ❋♦+ ❛ ♥✉♠❜❡+ η (✉✣❝✐❡♥'❧② ❧❛+❣❡✱ ✐❢ ❛' ✐'❡+❛'✐♦♥ r ✇❡ ❤❛✈❡ zr ∈ {0, 1}n✱ '❤❡♥ zk ∈ {0, 1}n

❢♦+ ❛❧❧ k ≥ r✳

9.♦♦❢ ✷✳✶ ❙❡❡ ❚❤❡♦+❡♠ ✶✳✼✳

❘❡♠❛.❦✿ ❋♦" #♦❧✈✐♥❣ ❈◗+ ♣"♦❜❧❡♠#✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❉❈❆ ✐♥ ❛ #✐♠✐❧❛" ✇❛②✱ ❢♦" ✐♥#8❛♥❝❡✱

✇✐8❤ +"♦❜❧❡♠ ✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦#❡ ❛ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦#✐8✐♦♥ ❛# g(z) = χK(z) ❛♥❞ h(z) = −p(z)✳

✷✳✹ ❚♦%❛❧❧② ✉♥✐♠♦❞✉❧❛. ♠❛%.✐❝❡1 ❛♥❞ ■♥✐%✐❛❧ ♣♦✐♥% ❢♦. ❉❈❆

✷✳✹✳✶ ❚♦&❛❧❧② ✉♥✐♠♦❞✉❧❛/ ♠❛&/✐❝❡2

❆ ♠❛8"✐① A ✐# ❝❛❧❧❡❞ '♦'❛❧❧② ✉♥✐♠♦❞✉❧❛+ ♠❛'+✐① ✐❢ ❡❛❝❤ #✉❜❞❡8❡"♠✐♥❛♥8 ♦❢ A ✐# ✵✱ ✰✶ ♦"

✲✶✳ ❙♦✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥8 ♦❢ A ✐# ✵✱ ✰✶ ♦" ✲✶✳ ❚❤❡ "❡❧❛8✐♦♥ ♦❢ ✐♥8❡❣❡" ❧✐♥❡❛" ♣"♦❣"❛♠ ❛♥❞ 8♦8❛❧❧②

✉♥✐♠♦❞✉❧❛" ♠❛8"✐① ✐# ♣"❡#❡♥8❡❞ ❛# 8❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 8❤❡♦"❡♠✿

❚❤❡♦.❡♠ ✷✳✷ ▲❡' A ❜❡ ❛ '♦'❛❧❧② ✉♥✐♠♦❞✉❧❛+ ♠❛'+✐① ❛♥❞ ❧❡' b ❜❡ ❛♥ ✐♥'❡❣+❛❧ ✈❡❝'♦+✳ ❚❤❡♥
'❤❡ ♣♦❧②❤❡❞+♦♥ P := {x : Ax ≤ b} ✐( ✐♥'❡❣+❛❧✳

9.♦♦❢ ✷✳✷ ❙❡❡ ❚❤❡♦+❡♠ ✶✾✳✶ ✐♥ ❬❙❝❤+✐❥✈❡+✱ ✶✾✾✽❪✳

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥8❛❧ ❝❤❛"❛❝8❡"✐#8✐❝ ♦❢ 8♦8❛❧❧② ✉♥✐♠♦❞✉❧❛" ♠❛8"✐① ✐# ✐♥8"♦❞✉❝❡❞ ❛# ❢♦❧❧♦✇#✳

❚❤❡♦.❡♠ ✷✳✸ ▲❡' A ❜❡ '❤❡ ♠❛'+✐① ✇✐'❤ ❡♥'+✐❡( ✵✱ ✰✶ ♦+ ✲✶✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛+❡ ❡M✉✐✈❛❧❡♥'✿

✭✐✮ A ✐( '♦'❛❧❧② ✉♥✐♠♦❞✉❧❛+✱ ✐✳❡❀✱ ❡❛❝❤ (M✉❛+❡ (✉❜♠❛'+✐① ♦❢ A ❤❛( ❞❡'❡+♠✐♥❛♥' ✵✱ ✰✶ ♦+ ✲✶❀

✭✐✐✮ ❢♦+ ❡❛❝❤ ✐♥'❡❣+❛❧ ✈❡❝'♦+ b '❤❡ ♣♦❧②❤❡❞+♦♥ {x : x ≥ 0, Ax ≤ b} ❤❛( ♦♥❧② ✐♥'❡❣+❛❧ ✈❡+'✐❝❡(❀

✭✐✐✐✮ ❢♦+ ❛❧❧ ✐♥'❡❣+❛❧ ✈❡❝'♦+ a, b, c, d '❤❡ ♣♦❧②❤❡❞+♦♥ {x : c ≤ x ≤ d, a ≤ Ax ≤ b} ❤❛( ♦♥❧②
✐♥'❡❣+❛❧ ✈❡+'✐❝❡(❀

✭✐✈✮ ❡❛❝❤ ❝♦❧❧❡❝'✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧✉♠♥( ♦❢ A ❝❛♥ ❜❡ (♣❧✐' ✐♥'♦ '✇♦ ♣❛+'( (♦ '❤❛' '❤❡ (✉♠ ♦❢ '❤❡ ❝♦❧✉♠♥(

✐♥ ♦♥❡ ♣❛+' ♠✐♥✉( '❤❡ (✉♠ ♦❢ '❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥ '❤❡ ♦'❤❡+ ♣❛+' ✐( ❛ ✈❡❝'♦+ ✇✐'❤ ❡♥'+✐❡( ♦♥❧②

✵✱ ✰✶ ♦+ ✲✶❀

✭✈✮ ❡❛❝❤ ♥♦♥(✐♥❣✉❧❛+ (✉❜♠❛'+✐① ♦❢ A ❤❛( ❛ +♦✇ ✇✐'❤ ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ♥♦♥✲③❡+♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥'(❀

✭✈✐✮ '❤❡ (✉♠ ♦❢ '❤❡ ❡♥'+✐❡( ✐♥ ❛♥② (M✉❛+❡ (✉❜♠❛'+✐① ✇✐'❤ ❡✈❡♥ +♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ (✉♠( ✐(

❞✐✈✐(✐❜❧❡ ❜② ❢♦✉+❀

✭✈✐✐✮ ♥♦ (M✉❛+❡ ♦❢ A ❤❛( ❞❡'❡+♠✐♥❛♥' ✰✷ ♦+ ✲✷✳

9.♦♦❢ ✷✳✸ ❙❡❡ ❚❤❡♦+❡♠ ✶✾✳✸ ✐♥ ❬❙❝❤+✐❥✈❡+✱ ✶✾✾✽❪✳

❚❤❡♦.❡♠ ✷✳✹ ❋♦+ '❤♦(❡ ◗♦❙ +♦✉'✐♥❣ ♣+♦❜❧❡♠ ✭.+♦❜❧❡♠ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8✮✱ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦' ❝♦♥✲
(✐❞❡+ '❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥('+❛✐♥'( '❤❡♥ '❤❡ ♠❛'+✐❝❡( ✇❤✐❝❤ ♣+❡(❡♥' '❤❡ ❝♦♥('+❛✐♥'( ♦❢ '❤♦(❡ ♣+♦❜❧❡♠(

❛+❡ '♦'❛❧② ✉♥✐♠♦❞✉❧❛+ ♠❛'+✐❝❡(✳

9.♦♦❢ ✷✳✹ ❋♦+ .+♦❜❧❡♠ ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹✱ '❤❡ ♠❛'+✐❝❡( ❛+❡ ♥♦❞❡(✲❛+❝( ❛❞❥❛❝❡♥' ♠❛'+✐❝❡(✱ '❤❡♥ (❡❡

❈❤❛♣'❡+ ✶✾ ✐♥ ❬❙❝❤+✐❥✈❡+✱ ✶✾✾✽❪✳

❋♦+ .+♦❜❧❡♠ ✺✱ ✇❡ ❞♦ ♣❛+'✐'✐♦♥ '❤❡ (❡' ♦❢ ❝♦♥('+❛✐♥'( (✉❝❤ ❛(✿ ❙❡' ✶ ❝♦♥(✐('( ♦❢ ❝♦♥✲

('+❛✐♥'( ✭✷✳✸✮✱✭✷✳✹✮✱✭✷✳✺✮✱ ❙❡' ✷ ✐♥❝❧✉❞❡( ❝♦♥('+❛✐♥'( ✭✷✳✻✮✳ ❋♦+ ❡❛❝❤ ❝♦❧❧❡❝'✐♦♥ ♦❢ +♦✇( ♦❢

'❤❡ ❝♦♥('+❛✐♥'(✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ ♣❛+'✐'✐♦♥ '♦ ❙✶ ❛♥❞ ❙✷ ✭❝♦++❡(♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐'❤ '❤❡ ❝♦♥('+❛✐♥'( ❜❡❧♦♥❣

'♦ ❙❡' ✶ ♦+ ❙❡' ✷✮✱ ❜② '❤❡ ♣+♦♣❡+'② ✭✐✈✮ ♦❢ ❚❤❡♦+❡♠ ✷✳✸ ❛♥❞ '❤❡ '♦'❛❧② ✉♥✐♠♦❞✉❧❛+ ♣+♦♣❡+'②

♦❢ ♠❛'+✐① A ❛♥❞ ✐'( '+❛♥(♣♦(❡ AT ✐( ❡M✉✐✈❛❧❡♥'✱ '❤❡♥ '❤❡ ❝♦♥('+❛✐♥'( ♠❛'+✐① ♦❢ .+♦❜❧❡♠ ✺

✇✐'❤♦✉' ◗♦❙ ❝♦♥('+❛✐♥'( ✐( ❛ '♦'❛❧② ✉♥✐♠♦❞✉❧❛+ ♠❛'+✐①✳

.+♦❜❧❡♠ ✻ ❛♥❞ .+♦❜❧❡♠ ✽ ❝❛♥ ❞♦ ✐♥ ❛ (✐♠✐❧❛+ ✇❛② '❤❛♥ ✇✐'❤ .+♦❜❧❡♠ ✺✳



✹✹ ❈❤❛♣%❡' ✷✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ◗♦❙ ❘♦✉%✐♥❣ ♣'♦❜❧❡♠6 ✉6✐♥❣ ❉❈❆

✷✳✹✳✷ ■♥✐&✐❛❧ ♣♦✐♥& ❢♦, ❉❈❆

❆! ❢✉$%❤❡$ ❛! ✇❡ ❦♥♦✇✱ ✇❤❡♥ ✉!✐♥❣ ❉❈❆✱ %❤❡ 2✉❡!%✐♦♥ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣#❡❝✐❛'❡ ❉❈ ❞❡✲

❝♦♠♣♦.✐'✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐'✐❛❧ ♣♦✐♥' ❢♦$ ❉❈❆ ❛$❡ !%✐❧❧ ♦♣❡♥ 2✉❡!%✐♦♥!✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ ❢♦$

❡❛❝❤ ♣❛$%✐❝✉❧❛$ ♣$♦❜❧❡♠✱ ✇❡ %$② %♦ ✜♥❞ ❛ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦!✐%✐♦♥ !✉❝❤ %❤❛% %❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛%✐♦♥ ✐!

.✐♠♣❧❡✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ❜❡❝❛✉!❡ ❉❈❆ ✐! ❛ ❧♦❝❛❧ ❛❧❣♦$✐%❤♠✱ %❤❡♥ ✇❡ ❛❧!♦ %$② %♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐%✐❛❧

♣♦✐♥% ❢♦$ ❉❈❆✳

■♥ ◗♦❙ $♦✉%✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✉!✉❛❧❧② ✉!❡ %❤❡ !♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❧✐♥❡❛$ $❡❧❛①❛%✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠

❛! ❛♥ ✐♥✐%✐❛❧ ♣♦✐♥% ♦❢ ❉❈❆✳ ❖♥ %❤❡ ♦%❤❡$ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❛❧!♦ ✉!❡ %❤❡ !♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ $❡❧❛①❡❞

♣$♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ %❤❡ ◗♦❙ ❝♦♥!%$❛✐♥%! ✐! $❡♠♦✈❡❞✳ ■♥ %❤✐! ❝❛!❡✱ ✐❢ %❤❡ ❝♦♥!%$❛✐♥% ♠❛%$✐①

✐! ❛ %♦%❛❧② ✉♥✐♠♦❞✉❧❛$ ♠❛%$✐①✱ %❤❡♥ ❜② !♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛$ ♣$♦❣$❛♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❛# ♦♣%✐♠❛❧

♣♦✐♥% %♦ ✉!❡ ❛! ❛♥ ✐♥✐%✐❛❧ ♣♦✐♥% ♦❢ ❉❈❆✳

✷✳✺ #$♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦/✐0✐♦♥ ♠❡0❤♦❞ ❢♦$ /♦❧✈✐♥❣ /✉❜✲❝♦♥✈❡①

♣$♦❜❧❡♠/

❚❤❡ ✭E❉▼✮ ❛❧❣♦$✐%❤♠ ✐! ✉!❡❞ ✐♥ ♦✉$ ♣$♦❜❧❡♠ ❜❛!❡❞ ♦♥ E$♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦!✐%✐♦♥ ❛❧❣♦$✐%❤♠

♦♥ %❤❡ ❣$❛♣❤ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦%♦♥❡ ♦♣❡$❛%♦$✱ ✇❤✐❝❤ ✐! ✐♥%$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▼❛❤❡② ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ $❡!✉❧% ✐! !✉♠♠❛$✐③❡❞ ♦♥ ❈❤❛♣%❡$ ✶✳✹✳

❚❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ❝♦♥!✐!%! ✐♥ ✜♥❞✐♥❣✿

(x, y) ∈ A×A⊥ !✉❝❤ %❤❛% y ∈ T (x), ✭✷✳✷✻✮

✇❤❡$❡ A ✐! ❛ !✉❜!♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐%❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥❛❧ ✈❡❝%♦$ !♣❛❝❡ X ✱ A⊥ ✐! %❤❡ ♦$%❤♦❣♦♥❛❧

!✉❜!♣❛❝❡ ♦❢ A ❛♥❞ T ✐! ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦%♦♥❡ ♦♣❡$❛%♦$✳

❚❤❡ ❛❧❣♦$✐%❤♠ ❝♦♥!✐!%! ✐♥ %✇♦ !❡♣❛$❛%❡ !%❡♣ ❛% ❡❛❝❤ ✐%❡$❛%✐♦♥✿

• ❆ ♣$♦①✐♠❛❧ !%❡♣ ✐! %♦ $❡❣✉❧❛$✐③❡ %❤❡ ♦❜❥❡❝%✐✈❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ 2✉❛❞$❛%✐❝ %❡$♠

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ %❤❡ ♣$❡✈✐♦✉! ♣$✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ♣❛✐$ ♦❢ !♦❧✉%✐♦♥✳

• ❆ ♣$♦❥❡❝%✐♦♥ !%❡♣ ♦♥ %❤❡ ❝♦$$❡!♣♦♥❞✐♥❣ !✉❜!♣❛❝❡!✳

◆♦%❡ %❤❛%✱ ✇❤❡♥ f0 ✐! ❛ ❧✳!✳❝ ♣$♦♣❡$ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦♥ ■❘
n
✱ %❤❡ ♦♣❡$❛%♦$ T ≡ ∂f0✱

%❤❡♥ ❛ ✈❡❝%♦$ x ✐! ❛ !♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ (2.26) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ 0 ∈ ∂(χA + f0)(x)✱ ✇❤❡$❡ χA(x)
✐! %❤❡ ✐♥❞✐❝❛%♦$ ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦❢ x ♦♥ A✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ %❤❡ %❤❡♦$❡♠ ✷✸✳✽ ✐♥ ❬❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛$✱ ✶✾✼✵❪✱

0 ∈ χA(x) + f0(x)✳
❇❡❝❛✉!❡ ♦❢ ∂χA(x) = A

⊥
%❤❡♥ x ∈ A ✐! ❛ !♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ (2.26) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ %❤❡$❡ ❡①✐!%!

y ∈ A⊥ !✉❜❥❡❝% %♦ y ∈ ∂f0(x)✳ ❚❤❛% ❧❡❛❞! !♦ %♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧❡ (x, y) ∈ (A×A
⊥)∩Gr(∂f0)✳

❲❤❡♥ %❤❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥ ♦❢ ▼❛♥② %♦ ▼❛♥② ♠✉❧%✐❝❛!% ◗♦❙ ❘♦✉%✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠ ✐! ❧❛$❣❡✱ %❤❡

♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✈❛$✐❛❜❧❡! ❛♥❞ %❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❝♦♥!%$❛✐♥%! ❛$❡ ✈❡$② ❧❛$❣❡✳ ❲❡ ♣$♦♣♦!❡ %♦ ✉!❡

E$♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦!✐%✐♦♥ ❢♦$ !♦❧✈✐♥❣ !✉❜✲❝♦♥✈❡① ♣$♦❜❧❡♠! ✭✷✳✷✹✮ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐%❡$❛%✐♦♥ ♦❢ ❉❈❆✳

❖✉$ ♣✉$♣♦!❡ ✐! %♦ ❞✐✈✐❞❡ %❤❡!❡ ❝♦♥✈❡① ♣$♦❜❧❡♠! ✐♥%♦ ♠❛♥② !✉❜✲♣$♦❜❧❡♠! ✇✐%❤ ❛ !♠❛❧❧❡$

!❡% ♦❢ ❝♦♥!%$❛✐♥%! ❛♥❞ ✐% ✐! ❡❛!✐❡$ %♦ !♦❧✈❡✳ ❲❡ ❝♦♥!✐❞❡$ %❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭!❡❡

♣$♦❜❧❡♠ ✭✷✳✷✹✮✮✿

min{f0(x) = 〈c
∗, x〉, x ∈ K = ∩Ki=1Ci, Ci ❝❧♦!❡❞ ❝♦♥✈❡①}, ✭✷✳✷✼✮

✇❤❡$❡ c∗ ≡ vk ✐♥ E$♦❜❧❡♠ ✭✷✳✷✹✮ ❛♥❞ Ci ✐! ❞❡✜♥❡❞ ❜②

C1 = {x = (u, v) : A1v
1 = b1, W1v

1 ≤ L1, u
1 ≤M1v

1 ≤ Du1,

K∑

t=1

utij ≤ e(i, j),

∀(i, j) ∈ E, ut ∈ {0, 1}n, vt ∈ {0, 1}nℓt , t = 1, · · · ,K.},

Ci = {x = (u, v) : Aiv
i = bi, Wiv

i ≤ Li, u
i ≤Miv

i ≤ Dui, ut ∈ {0, 1}n,

vt ∈ {0, 1}nℓt , t = 1, · · · ,K.}, ∀i = 2, · · · ,K.



✷✳✻✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ,✐♠✉❧❛-✐♦♥ ✹✺

❉❡✜♥❡ F (x1, · · · , xK) =
∑K

i=1 fi(xi) ✇❤❡&❡ fi(x) ≡ f0(x)∀i = 1, · · · ,K✱ ❛♥❞ C =
C1 × · · · × CK ✳ ❚❤❡ ❜❡❧♦✇ ♣&♦❜❧❡♠ ✐2 3❛❦❡♥ ✐♥3♦ ❛❝❝♦✉♥3✿

min{F (X), X = (x1, · · · , xK) ∈ C, x1 = · · · = xK}. ✭✷✳✷✽✮

▲❡3 ✉2 2❡3 A = {X = (x1, · · · , xK) : x1 = · · · = xK} ❛♥❞ T =
∏K
i=1 ∂(fi + χCi

)✱ 3❤❡♥
A⊥ = {(y1, · · · , yK) : y1 + y2 + · · ·+ yK = 0}✳ ❚❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ✭✷✳✷✽✮ ❝❛♥ ❜❡ &❡✇&✐33❡♥ ❛2✿

min{(F + χC)(X) : X ∈ A} ✭✷✳✷✾✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ 3❤❡ &❡2✉❧32 ♦❢  !♦①✐♠❛❧ ❝♦♣② ❞❡❝♦♠♣♦-✐.✐♦♥ ❛❧❣♦!✐.❤♠ ❛♥❞  !♦①✐♠❛❧ -❝❛❧❡❞

❞❡❝♦♠♣♦-✐.✐♦♥ ❛❧❣♦!✐.❤♠ ✐♥ ❈❤❛♣3❡& ✶✳✹✱ 3❤❡ 2❉Λ ❛❧❣♦&✐3❤♠ ❢♦& 2♦❧✈✐♥❣ E&♦❜❧❡♠ ✭✷✳✷✾✮

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡22❡❞ ❛2 ❆❧❣♦'✐-❤♠ ✺✳

❆❧❣♦'✐-❤♠ ✺ E❉Λ

■♥✐-✐❛❧✐③❛-✐♦♥✿

(X0, Y 0) ∈ A×A⊥, λ > 0
❘❡♣❡❛-

■❢ (Xt, Yt) ∈ Gr(T ) -❤❡♥ ❙❚❖2

❊❧,❡

Zt = Xt + λY t

2'♦①✐♠❛❧ ,-❡♣✿

U t = (I + T )−1(Zt)✱ ✐3 ♠❡❛♥2 3❤❛3
U ti = (I + ∂(fi + χCi

))−1(Zti )✱ 3❤❡♥
U ti = ❛&❣♠✐♥ {fi(Ui) +

1
2λ ||Z

t
i − Ui||

2, Ui ∈ Ci}.
V t = 1

λ
(Zt − U t).

2'♦❥❡❝-✐♦♥ ,-❡♣✿

(Xt+1, Y t+1) = E&♦❥A×A⊥(U
t, V t)✱ ✐3 ♠❡❛♥2 3❤❛3

Xt+1 = ( 1
K
(U t1 + · · ·+ U tK), · · · ,

1
K
(U t1 + · · ·+ U tK)),

Y t+1 = (V t
1 −

1
K
(V t

1 + · · ·+ V t
K), · · · , V

t
K −

1
K
(V t

1 + · · ·+ V t
K)).

t← t+ 1

✷✳✻ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ,✐♠✉❧❛-✐♦♥

❚❤❡ ❛❧❣♦&✐3❤♠2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥3❡❞ ♦♥ ❛ ■♥3❡❧ ❈♦&❡ ✷ ❈E❯ ✷✳✺✸

●❤③✱ ❘❆▼ ✷●❇✳ ❚❤❡ ❞✐&❡❝3❡❞ ❣&❛♣❤ G = (V,E) ✐2 &❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡&❛3❡❞ ✇✐3❤ m✲✈❡&3✐❝❡2
❛♥❞ n✲❛&❝2✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ◗♦❙ ❝♦♥23&❛✐♥32 ✭&❡2♣✳ 3❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❞❡23✐♥❛3✐♦♥2✮ ✐2 p ✭&❡2♣✳
ℓ✮✳

✷✳✻✳✶ ❯♥✐❝❛)* ◗♦❙ ❘♦✉*✐♥❣

■♥ ❯♥✐❝❛23 ◗♦❙ &♦✉3✐♥❣✱ ✇❡ ❛♣♣❧② 3❤❡ ❛❧❣♦&✐3❤♠ ❢♦& 2♦❧✈✐♥❣ E&♦❜❧❡♠ ✷ ❛♥❞ 3❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧

❡①♣❡&✐♠❡♥3 ✐2 ♣&❡2❡♥3❡❞ &❡2♣❡❝3✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞❛3❛2❡32 ❛&❡ &❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡&❛3❡❞ ✐♥ ❛ 2✐♠✐❧❛&

✇❛② ❛2 3❤❡ ❞❛3❛ ✉2❡❞ ✐♥ ❬❈❤❡♥ ❛♥❞ ◆❛❤&23❡❞3✱ ✶✾✾✽❪✳ ❲❡ ❝♦♥2✐❞❡& 3✇♦ 2❡32 ♦❢ ❞❛3❛✳ ■♥

3❤❡ ✜&23 ❞❛3❛2❡3✱ 3❤❡ ✇❡✐❣❤3 w(i, j) ((i, j) ∈ E) ❛&❡ &❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡2 ✐♥ 3❤❡ &❛♥❣❡ [0, 10] ❛♥❞
3❤❡ ❜♦✉♥❞ ❝♦♥23&❛✐♥3 Li ❛&❡ &❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡2 ✐♥ 3❤❡ &❛♥❣❡ [50, 59]✳ ■♥ 3❤❡ 2❡❝♦♥❞ ❞❛3❛2❡3✱
✇❡ ❝♦♥2✐❞❡& 3❤&❡❡ ◗♦❙ ❝♦♥23&❛✐♥32 (p = 3)✿ 3❤❡ ❝♦23✱ 3❤❡ 3✐♠❡ ❞❡❧❛②✱ ❛♥❞ 3❤❡ ♣❛❝❦❡3 ❧♦22✳
❉❡♥♦3❡ w1(u, v), w2(u, v), w3(u, v) ✭&❡2♣✳ L1, L2, L3✮ ❛&❡✱ &❡2♣❡❝3✐✈❡❧②✱ 3❤❡ ✈❛❧✉❡2 ♦❢ ❝♦23✱
3❤❡ 3✐♠❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ 3❤❡ ♣❛❝❦❡3 ❧♦22 ♦♥ ❛&❝ (u, v) ✭&❡2♣✳ 3❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ 3❤❡ ❝♦23✱ 3❤❡ ❜♦✉♥❞
♦❢ 3❤❡ 3✐♠❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ 3❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ 3❤❡ ♣❛❝❦❡3 ❧♦22✮✳ ❲❡ ❣❡♥❡&❛3❡ ✜✈❡ 2✉❜✲❞❛3❛ 2❡32✳ ❊❛❝❤

2✉❜✲❞❛3❛ 2❡3 ✐2 ❛ &❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛ &❛♥❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✿



✹✻ ❈❤❛♣&❡( ✷✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ◗♦❙ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠7 ✉7✐♥❣ ❉❈❆

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✶✷✳✷ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(✶✷✳✷

❉❆❚❆✶ ✼ ✼ ✷ ✵✳✶✷ ✵✳✶✵

♠❂✶✵✵ ❉❆❚❆✷ ✾ ✾ ✸ ✵✳✶✹ ✵✳✶✶

♥❂✷✵✵ ❉❆❚❆✸ ✺ ✺ ✸ ✵✳✶✸ ✵✳✶✵

♣❂✶✵ ❉❆❚❆✹ ✺ ✹ ✷ ✵✳✶✷ ✵✳✶✵

❉❆❚❆✺ ✻ ✻ ✸ ✵✳✶✶ ✵✳✵✾

❉❆❚❆✻ ✺ ✺ ✷ ✵✳✺✺ ✵✳✷✽

❉❆❚❆✼ ✼ ✻ ✸ ✵✳✺✷ ✵✳✷✺

♠❂✷✵✵ ❉❆❚❆✽ ✻ ✻ ✷ ✵✳✺✹ ✵✳✸✵

♥❂✺✵✵ ❉❆❚❆✾ ✷ ✷ ✷ ✵✳✺✹ ✵✳✸✽

♣❂✷✵ ❉❆❚❆✶✵ ①①① ①①① ✸ ✵✳✺✸ ✵✳✹✻

❉❆❚❆✶✶ ✽ ✽ ✸ ✵✳✺✷ ✵✳✸✵

❉❆❚❆✶✷ ✼ ✼ ✷ ✵✳✺✶ ✵✳✸✸

❉❆❚❆✶✸ ✺ ✺ ✷ ✶✺✳✻✷ ✶✷✳✶✽

❉❆❚❆✶✹ ✻ ✻ ✸ ✶✼✳✶✶ ✶✶✳✾✽

❉❆❚❆✶✺ ✷ ✷ ✸ ✶✹✳✺✽ ✶✶✳✶✸

♠❂✶✵✵✵ ❉❆❚❆✶✻ ✸ ✸ ✸ ✷✸✳✵✺ ✶✹✳✻✾

♥❂✺✵✵✵ ❉❆❚❆✶✼ ✺ ✹ ✷ ✶✼✳✻✶ ✶✸✳✷✺

♣❂✷✵ ❉❆❚❆✶✽ ✺ ✺ ✸ ✶✾✳✽✺ ✶✷✳✼✶

❉❆❚❆✶✾ ✻ ✺ ✸ ✶✽✳✺✵ ✶✷✳✸✸

❉❆❚❆✷✵ ✹ ✹ ✹ ✶✾✳✽✾ ✶✹✳✵✼

❉❆❚❆✷✶ ✼ ✻ ✸ ✶✼✳✼✸ ✶✷✳✸✽

❆✈❡5❛❣❡ ✺✳✺ ✺✳✷✺ ✷✳✻✼ ✽✳✵✶ ✺✳✻✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✶✷✳✷ ✐♥ ❯♥✐❝❛1. ◗♦❙ -♦✉.✐♥❣

♣-♦❜❧❡♠✳

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✶✷✳✷ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(✶✷✳✷

♠❂✺✵✵ ❉❆❚❆✷✷ ✸ ✸ ✹ ✶✹✵✳✸✸ ✶✷✵✳✼✸

♥❂✼✵✵✵ ❉❆❚❆✷✸ ✸ ✷ ✹ ✶✵✵✳✷✻ ✽✹✳✵✺

♣❂✺✵✵ ❉❆❚❆✷✹ ✷ ✷ ✷ ✽✸✳✶✺ ✻✷✳✺✵

♠❂✺✵✵ ❉❆❚❆✷✺ ✷ ✷ ✸ ✶✸✾✳✾✽ ✶✵✼✳✺✹

♥❂✶✵✵✵✵ ❉❆❚❆✷✻ ✸ ✸ ✸ ✶✶✽✳✽✼ ✽✻✳✼✻

♣❂✺✵✵ ❉❆❚❆✷✼ ✸ ✸ ✸ ✶✷✹✳✷✼ ✶✵✹✳✻✶

♠❂✶✵✵✵ ❉❆❚❆✷✽ ✸ ✸ ✹ ✽✵✳✻✼ ✻✵✳✶✵

♥❂✶✵✵✵✵ ❉❆❚❆✷✾ ✸ ✸ ✸ ✶✵✷✳✵✷ ✽✶✳✺✶

♣❂✶✵✵ ❉❆❚❆✸✵ ✸ ✸ ✸ ✶✹✺✳✷✺ ✶✶✷✳✶✷

♠❂✷✵✵✵ ❉❆❚❆✸✶ ✺ ✺ ✷ ✶✺✵✳✸✹ ✶✵✾✳✽✻

♥❂✶✵✵✵✵ ❉❆❚❆✸✷ ✺ ✺ ✹ ✶✹✾✳✺✹ ✶✶✶✳✻✻

♣❂✶✵✵ ❉❆❚❆✸✸ ✹ ✹ ✸ ✶✺✶✳✶✸ ✶✶✺✳✶✵

♠❂✷✵✵✵ ❉❆❚❆✸✹ ✷ ✷ ✹ ✶✻✾✳✾✶ ✶✸✶✳✽✾

♥❂✶✷✵✵✵ ❉❆❚❆✸✺ ✹ ✹ ✸ ✶✽✾✳✹✽ ✶✺✼✳✹✾

♣❂✶✵✵ ❉❆❚❆✸✻ ✺ ✺ ✷ ✶✻✵✳✾✽ ✶✹✷✳✺✺

♠❂✺✵✵✵ ❉❆❚❆✸✼ ✹ ✹ ✸ ✻✽✾✳✵✻ ✺✵✺✳✷✺

♥❂✷✵✵✵ ❉❆❚❆✸✽ ✺ ✺ ✹ ✻✻✾✳✵✼ ✺✼✻✳✵✶

♣❂✶✵✵ ❉❆❚❆✸✾ ✻ ✻ ✸ ✼✵✷✳✺✵ ✺✹✾✳✾✻

♠❂✼✵✵✵ ❉❆❚❆✹✵ ✻ ①①① ✸ ✼✵✸✳✶✺ ①①①

♥❂✷✺✵✵✵ ❉❆❚❆✹✶ ✷ ①①① ✹ ✶✵✺✺✳✷✵ ①①①

♣❂✶✵✵ ❉❆❚❆✹✷ ✼ ✼ ✸ ✶✵✷✷✳✾✹ ✻✾✽✳✵✺

❆✈❡5❛❣❡ ✸✳✽✶ ✸✳✼✸ ✸✳✶✹ ✸✷✻✳✵✾ ✷✵✻✳✼✷

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✶✷✳✷ ✐♥ ❯♥✐❝❛1. ◗♦❙ -♦✉.✐♥❣

♣-♦❜❧❡♠✳

✐✮ 1✉❜✲❞❛.❛ ✶✿ ✭♠✱♥✮ ❂ ✭✶✵✵✱✷✵✵✮✱ w1(u, v) ∈ [0, 200]✱ w2(u, v) ∈ [0, 50ms],
w3(u, v) ∈❬✵%✱✺%❪✱ L1 ∈❬✻✵✵✱ ✻✻✵❪✱ L2 ∈ [150, 165ms] ❛♥❞ L3 ∈❬✺%✱✶✵%❪✳



✷✳✻✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ,✐♠✉❧❛-✐♦♥ ✹✼

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✶✷✳✷ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(✶✷✳✷

❉❆❚❆✹✸ ✺ ✺ ✸ ✵✳✶✾ ✵✳✶✼

♠❂✶✵✵ ❉❆❚❆✹✹ ✺ ✺ ✹ ✵✳✶✽ ✵✳✶✼

♥❂✷✵✵ ❉❆❚❆✹✺ ✹ ✹ ✸ ✵✳✶✸ ✵✳✶✶

❉❆❚❆✹✻ ✹ ✹ ✷ ✵✳✶✹ ✵✳✶✵

❉❆❚❆✹✼ ✹ ✹ ✸ ✵✳✶✸ ✵✳✶✷

❉❆❚❆✹✽ ✹ ✹ ✸ ✵✳✺✼ ✵✳✺✷

♠❂✷✵✵ ❉❆❚❆✹✾ ✸ ✸ ✸ ✵✳✺✸ ✵✳✸✻

♥❂✹✵✵ ❉❆❚❆✺✵ ✺ ✺ ✹ ✵✳✺✹ ✵✳✹✼

❉❆❚❆✺✶ ✻ ✻ ✸ ✵✳✹✵ ✵✳✸✻

❉❆❚❆✺✷ ✸ ✸ ✹ ✷✳✵✾ ✶✳✾✹

♠❂✺✵✵ ❉❆❚❆✺✸ ✺ ✺ ✸ ✷✳✷✵ ✷✳✵✸

♥❂✶✵✵✵ ❉❆❚❆✺✹ ✻ ✻ ✸ ✷✳✶✼ ✶✳✾✻

❉❆❚❆✺✺ ✼ ✼ ✸ ✷✳✼✾ ✷✳✶✽

❆✈❡3❛❣❡ ✹✳✻✾ ✹✳✻✾ ✸✳✶✺ ✵✳✾✸ ✵✳✽✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✶✷✳✷ ✐♥ ❯♥✐❝❛1. ◗♦❙ -♦✉.✐♥❣

♣-♦❜❧❡♠✳ ✭p = 3✮

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✶✷✳✷ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(✶✷✳✷

♠❂✶✵✵✵ ❉❆❚❆✺✻ ✼ ✻ ✸ ✼✳✽✷ ✻✳✻✷

♥❂✷✵✵✵ ❉❆❚❆✺✼ ✽ ✽ ✹ ✽✳✵✹ ✼✳✷✼

❉❆❚❆✺✽ ✾ ✾ ✹ ✶✷✳✷✸ ✼✳✺✶

❉❆❚❆✺✾ ✾ ✾ ✸ ✶✸✻✳✵✹ ✶✷✼✳✵✽

❉❆❚❆✻✵ ①①① ①①① ✸ ✶✸✸✳✼✵ ✶✷✺✳✵✼

❉❆❚❆✻✶ ①①① ①①① ✹ ✶✹✷✳✽✸ ✶✸✷✳✼✵

❉❆❚❆✻✷ ✶✷ ✶✷ ✸ ✶✹✹✳✾✼ ✶✸✷✳✶✵

♠❂✺✵✵✵ ❉❆❚❆✻✸ ✶✻ ✶✷ ✹ ✶✺✷✳✽✻ ✶✷✵✳✾✹

♥❂✼✵✵✵ ❉❆❚❆✻✹ ✶✻ ✶✺ ✹ ✶✻✶✳✼✷ ✶✷✾✳✾✻

❉❆❚❆✻✺ ✶✹ ✶✹ ✸ ✶✼✵✳✺✾ ✶✺✹✳✺✵

❉❆❚❆✻✻ ✶✵ ✶✵ ✹ ✶✺✶✳✻✶ ✶✹✵✳✶✾

❉❆❚❆✻✼ ✶✹ ✶✹ ✹ ✶✺✼✳✼✷ ✶✸✸✳✼✷

❉❆❚❆✻✽ ✶✾ ✶✾ ✹ ✶✺✾✳✸✹ ✶✸✻✳✾✺

❆✈❡3❛❣❡ ✶✷✳✶✽ ✶✶✳✻✹ ✸✳✻✷ ✶✶✽✳✹✷ ✶✵✹✳✷✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✶✷✳✷ ✐♥ ❯♥✐❝❛1. ◗♦❙ -♦✉.✐♥❣

♣-♦❜❧❡♠✳ ✭p = 3✮

✐✐✮ 1✉❜✲❞❛.❛ ✷✿ .❤❡ 1✉❜✲❞❛.❛ ✶ ✇✐.❤ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛.✐♦♥1✿ ✭♠✱♥✮❂ ✭✷✵✵✱✹✵✵✮✱

w3(u, v) ∈❬✵%✱✷%❪✱ L3 ∈❬✶%✱✺%❪✳

✐✐✐✮ 1✉❜✲❞❛.❛ ✸✿ .❤❡ 1✉❜✲❞❛.❛ ✷ ✇✐.❤ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛.✐♦♥1 ✭♠✱♥✮ ❂ ✭✺✵✵✱✶✵✵✵✮✱

L1 ∈❬✷✵✵✵✱✷✵✺✵❪✱ L2 ∈ [500, 515ms]✳

✐✈✮ 1✉❜✲❞❛.❛ ✹✿ .❤❡ 1✉❜✲❞❛.❛ ✸ ✇✐.❤ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛.✐♦♥1 ✭♠✱♥✮❂ ✭✶✵✵✵✱✷✵✵✵✮✱

L3 ∈❬✺%✱✶✵%❪✳

✈✮ 1✉❜✲❞❛.❛ ✺✿ .❤❡ 1✉❜✲❞❛.❛ ✹ ✇✐.❤ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛.✐♦♥1 ✭♠✱♥✮❂ ✭✺✵✵✵✱✼✵✵✵✮✱

L1 ∈❬✼✵✵✵✱✼✵✺✵❪✱ L2 ∈ [3000, 3050ms]✱ L3 ∈❬✵%✱✶✺%❪✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱✷✳✷ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✱✷✳✹ ♣-❡1❡♥.✱ -❡1♣❡❝.✐✈❡❧②✱ .❤❡ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ -❡1✉❧.1 ❢♦- .❤❡ ✜-1.

❞❛.❛1❡. ❛♥❞ .❤❡ 1❡❝♦♥❞ ❞❛.❛1❡.✳ ■♥ .❤❡1❡ .❛❜❧❡1✱ ❖❇❏✲❉❈❆✱ ❖❇❏✲❈R✶✷✳✷✱ ■❚❊✲❉❈❆✱ ❚✲

❉❈❆✱ ❚✲❈R✶✷✳✷ ❛♥❞ ❉❆❚❆ 1.❛♥❞ ❢♦-✱ -❡1♣❡❝.✐✈❡❧②✱ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❉❈❆✱

❛♥❞ ❜② ❈R▲❊❳ ✶✷✳✷✱ .❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✐.❡-❛.✐♦♥1 ♦❢ ❉❈❆✱ .❤❡ ❈R❯ .✐♠❡ ♦❢ ❉❈❆✱ .❤❡ ❈R❯

.✐♠❡ ♦❢ ❈R▲❊❳ ✶✷✳✷ ❛♥❞ .❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ .❤❡ ❣❡♥❡-❛.❡❞ ❞❛.❛ ✭❋♦- ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦- .❤❡ ✧❉❆❚❆✶✧ ✭✐♥



✹✽ ❈❤❛♣&❡( ✷✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ◗♦❙ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠7 ✉7✐♥❣ ❉❈❆

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✶✷✳✷ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(✶✷✳✷ ●❆(✭✪✮

❉❆❚❆✶ ✷✷ ✷✷ ✷ ✵✳✵✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✵

♠ ❂ ✶✹ ❉❆❚❆✷ ①①① ①①① ✸ ✵✳✵✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✵

♥ ❂ ✷✵ ❉❆❚❆✸ ✶✾ ✶✾ ✸ ✵✳✵✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✵

♣ ❂ ✸ ❉❆❚❆✹ ✶✹ ✶✹ ✸ ✵✳✵✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✵

ℓ ❂ ✷ ❉❆❚❆✺ ✶✸ ✶✸ ✷ ✵✳✵✺ ✵✳✵✼ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✻ ✶✺ ✶✺ ✸ ✵✳✵✺ ✵✳✵✺ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✼ ✹✼ ✹✼ ✸ ✵✳✵✻ ✵✳✵✺ ✵✳✵✵

♠ ❂ ✺✵ ❉❆❚❆✽ ✷✶ ✷✶ ✹ ✵✳✶✶ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵

♥ ❂ ✶✵✵ ❉❆❚❆✾ ✷✾ ✷✾ ✹ ✵✳✶✹ ✵✳✶✸ ✵✳✵✵

♣ ❂ ✸ ❉❆❚❆✶✵ ✶✻ ✶✻ ✸ ✵✳✶✶ ✵✳✶✷ ✵✳✵✵

ℓ = 2 ❉❆❚❆✶✶ ✶✽ ✶✽ ✸ ✵✳✶✵ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✶✷ ✸✶ ✸✶ ✸ ✵✳✵✽ ✵✳✵✾ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✺✼ ✷✶ ✷✶ ✸ ✵✳✵✾ ✵✳✵✾ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✺✽ ✶✻ ✶✻ ✸ ✵✳✵✾ ✵✳✵✻ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✺✾ ✶✾ ✶✾ ✹ ✵✳✵✻ ✵✳✵✻ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✻✵ ✶✼ ✶✼ ✸ ✵✳✵✼ ✵✳✵✼ ✵✳✵✵

❆✈❡5❛❣❡ ✷✶✳✷✵ ✷✶✳✷✵ ✵✳✵✽✵ ✵✳✵✾✶ ✵✳✵✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✶✷✳✷ ✐♥ ▼✉❧.✐❝❛1. ◗♦❙ -♦✉.✐♥❣

♣-♦❜❧❡♠✳

❚❛❜❧❡ ✶✮✱ ✐. ❝♦♥1✐1.1 ♦❢ .❤❡ ❣❡♥❡-❛.❡❞ ❞❛.❛ ❢♦- ❛ ♣-♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡-❡ m = 100, n = 200, p = 10,
.❤❡ ✈❛❧✉❡1 ♦❢ wi(u, v) ❛♥❞ Li ❛-❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ ✜❧❡ ✧❞❛.❛✶✳.①.✧✳✮✳

❋-♦♠ .❤❡ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ -❡1✉❧.1✱ ✇❡ ♦❜1❡-✈❡ .❤❛.✿

• ❉❈❆ ❛❧✇❛②1 ♣-♦✈✐❞❡1 ❛♥ ✐♥.❡❣❡- 1♦❧✉.✐♦♥ ❛♥❞ ✐. ❝♦♥✈❡-❣❡1 ❛❢.❡- ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✐.❡-❛✲
.✐♦♥1✳

• ■♥ .❤❡ ♠♦1. ❝❛1❡1✱ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ✈❛❧✉❡1 ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❈❆ ❛♥❞ ❈J▲❊❳ ❛-❡ .❤❡ 1❛♠❡✿ ✸✸✴✹✶
♣-♦❜❧❡♠1 ✐♥ .❤❡ ✜-1. ❞❛.❛1❡. ❛♥❞ ✷✶✴✷✹ ♣-♦❜❧❡♠1 ✐♥ .❤❡ 1❡❝♦♥❞ ❞❛.❛1❡. ✭♥♦.❡ .❤❛.✱ .❤❡

❢❡❛1✐❜❧❡ 1❡. ♦❢ ✧❉❆❚❆✶✵✧ ✐♥ .❤❡ ✜-1. ❞❛.❛1❡. ❛♥❞ ♦❢ ✧❉❆❚❆✻✵✧ ❛♥❞ ✧❉❆❚❆✻✶✧ ♦❢ .❤❡

1❡❝♦♥❞ ❞❛.❛1❡. ❛-❡ ❡♠♣.②✮✳ ❋♦- .❤❡ -❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛1❡1 .❤❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ✐1 1♠❛❧❧ ✭♦♥❡✮✳

• ❉❈❆ ✇♦-❦1 ♦♥ ❛❧❧ .❡1. ♣-♦❜❧❡♠1 ✇❤✐❧❡ ❈J▲❊❳ ✶✷✳✷ ❢❛✐❧1 ✐♥ 1♦♠❡ ❝❛1❡1✳

✷✳✻✳✷ ▼✉❧&✐❝❛*& ◗♦❙ ❘♦✉&✐♥❣

❚❤❡ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ❡①♣❡-✐♠❡♥. ✇✐.❤ -❡1♣❡❝. .♦ J-♦❜❧❡♠ ✼ ✐1 ♣-❡1❡♥.❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❛.❛1❡.1

❛-❡ -❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡-❛.❡❞ ✐♥ ❛ 1✐♠✐❧❛- ✇❛② ❛1 .❤❡ ❞❛.❛ ✉1❡❞ ✐♥ ❬❈❤❡♥ ❛♥❞ ◆❛❤-1.❡❞.✱ ✶✾✾✽❪✳

❲❡ -❡❣❛-❞ .❤❡ 1❝❡♥❛-✐♦ ❛1 .❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡1❝-✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝.✐♦♥ ■✳ ❍❡-❡✐♥✱ .❤-❡❡ ◗♦❙ ❝♦♥✲

1.-❛✐♥.1✿ .❤❡ .-❛✈❡❧ .✐♠❡✱ .❤❡ ❥✐..❡- .✐♠❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ .❤❡ ❧❛.❡♥❝② .-❛✣❝ ❥❛♠ ❛-❡ ❝♦♥1✐❞❡-❡❞✳

■♥ .❤❡ ❞❛.❛1❡.✱ .❤❡ ✇❡✐❣❤.1 w1(i, j), w2(i, j), w3(i, j), ((i, j) ∈ E) ✭-❡1♣❡❝.✐✈❡❧②✱ .❤❡ .-❛✈❡❧
.✐♠❡✱ .❤❡ ❥✐..❡- .✐♠❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ .❤❡ ❧❛.❡♥❝② .-❛✣❝ ❥❛♠ ❝♦♥1.-❛✐♥.1✮ ❛-❡ -❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡-❛.❡❞

✐♥ -❛♥❣❡ [0, 10]♠✐♥✉1✱ [0, 10]1 ❛♥❞ [0%, 1%]. ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ L1(i), L2(i), L3(i) ❛-❡ -❛♥❞♦♠❧②
❣❡♥❡-❛.❡❞ ✐♥ -❛♥❣❡ [50, 59]♠✐♥✉1✱ [50, 60]1 ❛♥❞ [5%, 6%]✱ -❡1♣❡❝.✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐.② ✭-❡1♣✳
.❤❡ .-❛✈❡❧ ❝♦1.✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇❛② ❛-❡ ❣❡♥❡-❛.❡❞ ✐♥ [1, 5] ❝❛-1 ✭-❡1♣✳ [1, 10]✮✳

■♥ .❤❡1❡ .❛❜❧❡1 ✭❚❛❜❧❡ ✷✳✺✱✷✳✻✱✷✳✼✱✷✳✽✮✱ ❖❇❏✲❉❈❆✱ ❖❇❏✲❈J✶✷✳✷✱ ■❚❊✲❉❈❆✱ ❚✲❉❈❆✱ ❚✲

❈J✶✷✳✷ ❛♥❞ ❉❆❚❆ 1.❛♥❞ ❢♦-✱ -❡1♣❡❝.✐✈❡❧②✱ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❉❈❆✱ .❤❡ ♦♥❡ ❜②

❈J▲❊❳ ✶✷✳✷✱ .❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✐.❡-❛.✐♦♥1 ♦❢ ❉❈❆✱ .❤❡ ❈J❯ .✐♠❡ ❜② ❉❈❆✱ .❤❡ ❈J❯ .✐♠❡ ❜②

❈J▲❊❳ ✶✷✳✷ ❛♥❞ .❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ .❤❡ ❣❡♥❡-❛.❡❞ ❞❛.❛ ✭❋♦- ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦- .❤❡ ✧❉❆❚❆✶✧ ✭✐♥ ❚❛❜❧❡

✷✳✺✮✱ ✐. ❝♦♥1✐1.1 ♦❢ .❤❡ ❣❡♥❡-❛.❡❞ ❞❛.❛ ❢♦- ❛ ♣-♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡-❡ m = 14, n = 20, p = 3, ℓ = 2
.❤❡ ✈❛❧✉❡1 ♦❢ wi(u, v), e(u, v), c(u, v) ❛♥❞ Li ❛-❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ ✜❧❡ ✧❞❛.❛✶✳.①.✧✳✮



✷✳✻✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ,✐♠✉❧❛-✐♦♥ ✹✾

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✶✷✳✷ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(✶✷✳✷ ●❆(✭✪✮

❉❆❚❆✶✸ ✷✾ ✷✾ ✹ ✵✳✵✾ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵

♠ ❂ ✺✵ ❉❆❚❆✶✹ ①①① ①①① ✹ ✵✳✶✹ ✵✳✶✹ ✵✳✵✵

♥ ❂ ✶✵✵ ❉❆❚❆✶✺ ✷✸ ✷✸ ✹ ✵✳✵✽ ✵✳✵✽ ✵✳✵✵

♣ ❂ ✸ ❉❆❚❆✶✻ ✺✷ ✺✷ ✸ ✵✳✶✵ ✵✳✶✹ ✵✳✵✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✶✼ ✺✻ ✺✻ ✸ ✵✳✶✶ ✵✳✷✻ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✶✽ ✺✼ ✺✼ ✸ ✵✳✶✶ ✵✳✹✽ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✶✾ ✸✷ ✸✷ ✹ ✵✳✶✷ ✵✳✶✸ ✵✳✵✵

♠ ❂ ✺✵ ❉❆❚❆✷✵ ✸✽ ✸✽ ✹ ✵✳✶✷ ✵✳✶✷ ✵✳✵✵

♥ ❂ ✶✵✵ ❉❆❚❆✷✶ ✼✵ ✻✾ ✸ ✵✳✶✸ ✵✳✶✷ ✶✳✹✹

♣ ❂ ✸ ❉❆❚❆✷✷ ①①① ①①① ✸ ✵✳✶✷ ✵✳✹✾ ✵✳✵✵

ℓ = 4 ❉❆❚❆✷✸ ✶✶✺ ✶✵✽ ✸ ✵✳✷✷ ✵✳✷✼ ✻✳✹✽

❉❆❚❆✷✹ ✷✼ ✷✼ ✸ ✵✳✶✶ ✵✳✶✶ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✷✺ ✹✺ ✹✺ ✸ ✵✳✶✵ ✵✳✶✹ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✻✶ ✷✸ ✷✸ ✸ ✵✳✶✵ ✵✳✶✶ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✻✷ ✸✷ ✸✶ ✹ ✵✳✶✶ ✵✳✶✵ ✸✳✷✷

❆✈❡5❛❣❡ ✹✻✳✵✼✼ ✹✺✳✸✽✺ ✵✳✶✷ ✵✳✶✹ ✵✳✽✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✶✷✳✷ ✐♥ ▼✉❧.✐❝❛1. ◗♦❙ -♦✉.✐♥❣

♣-♦❜❧❡♠✳

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✶✷✳✷ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(✶✷✳✷ ●❆(✭✪✮

❉❆❚❆✷✻ ✻✹ ✻✷ ✹ ✵✳✶✻ ✵✳✶✽ ✸✳✷✷

❉❆❚❆✷✼ ✹✾ ✹✽ ✹ ✵✳✷✵ ✵✳✹✽ ✷✳✵✽

♠ ❂ ✶✵✵ ❉❆❚❆✷✽ ✼✷ ✼✷ ✸ ✵✳✶✾ ✵✳✼✷ ✵✳✵✵

♥ ❂ ✷✵✵ ❉❆❚❆✷✾ ✶✾ ✶✽ ✹ ✵✳✶✽ ✵✳✶✼ ✺✳✺✻

♣ ❂ ✸ ❉❆❚❆✸✵ ✹✻ ✹✻ ✸ ✵✳✶✾ ✵✳✶✽ ✵✳✵✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✸✶ ✹✹ ✹✹ ✸ ✵✳✶✵ ✵✳✶✶ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✸✷ ✺✸ ✺✸ ✸ ✵✳✶✶ ✵✳✺✽ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✸✸ ✷✹ ✷✹ ✹ ✵✳✶✻ ✵✳✶✻ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✸✹ ✾✺ ✾✸ ✸ ✵✳✶✻ ✶✳✶✵ ✷✳✶✺

❉❆❚❆✸✺ ①①① ①①① ✹ ✵✳✶✻ ✵✳✶✻ ✵✳✵✵

♠ ❂ ✶✵✵ ❉❆❚❆✸✻ ✶✵✵ ✾✼ ✹ ✵✳✷✵ ✵✳✺✷ ✸✳✵✾

♥ ❂ ✷✵✵ ❉❆❚❆✸✼ ✻✺ ✻✸ ✹ ✵✳✷✵ ✵✳✸✷ ✸✳✶✼

♣ ❂ ✸ ❉❆❚❆✸✽ ✹✵ ✹✵ ✸ ✵✳✶✶ ✵✳✶✹ ✵✳✵✵

ℓ = 4 ❉❆❚❆✸✾ ①①① ①①① ✸ ✵✳✶✵ ✵✳✶✷ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✹✵ ✽✵ ✼✽ ✹ ✵✳✶✸ ✺✳✷✵ ✷✳✺✻

❉❆❚❆✹✶ ✾✷ ✾✶ ✹ ✵✳✶✻ ✶✳✺✶ ✶✳✶✵

❆✈❡5❛❣❡ ✻✵✳✷✶✹ ✺✾✳✷✶✹ ✵✳✶✻ ✵✳✼✸ ✶✳✻✹

❚❛❜❧❡ ✷✳✼✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✶✷✳✷ ✐♥ ▼✉❧.✐❝❛1. ◗♦❙ -♦✉.✐♥❣

♣-♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ●❆B ❝♦❧✉♠♥ ♣-❡1❡♥.1 .❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ .❤❡ ❣❛♣ ❜❡.✇❡❡♥ ❖❇❏✲❉❈❆ ❛♥❞ ❖❇❏✲❈B✶✷✳✷✱

1❛②✿

GAP = OBJDCA−OBJCP12.2
OBJCP12.2

.

❋-♦♠ .❤❡ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ -❡1✉❧. ✇❡ ♦❜1❡-✈❡ .❤❛.✱ ❧✐❦❡ ❢♦- .❤❡ ✉♥✐❝❛1. -♦✉.✐♥❣✿

• ❉❈❆ ❛❧✇❛②1 ♣-♦✈✐❞❡1 ❛♥ ✐♥.❡❣❡- 1♦❧✉.✐♦♥ ❛♥❞ ✐. ❝♦♥✈❡-❣❡1 ❛❢.❡- ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✐.❡-❛✲
.✐♦♥1✳

• ■♥ ❛❧♠♦1. ❝❛1❡1✱ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ✈❛❧✉❡1 ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❈❆ ❛♥❞ ❈B▲❊❳ ❛-❡ .❤❡ 1❛♠❡✿ ✶✻✴✶✻

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✱ ✶✷✴✶✺ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻✱ ✽✴✶✻ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✼✱ ✾✴✶✺ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✽ ✭♥♦.❡ .❤❛. .❤❡

❢❡❛1✐❜❧❡ 1❡. ♦❢ ✧❉❆❚❆✷✧✱ ✧❉❆❚❆✶✹✧✱ ✧❉❆❚❆✷✷✧✱ ✧❉❆❚❆✸✺✧✱ ✧❉❆❚❆✸✾✧✱ ✧❉❆❚❆✹✷✧✱

✧❉❆❚❆✺✵✧ ❛-❡ ❡♠♣.②✮✳ ■♥ .❤❡ -❡1. ♦❢ ❉❆❚❆✱ ●❆B ❛-❡ 1♠❛❧❧✳ ■. ♠❡❛♥ .❤❛. .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡



✺✵ ❈❤❛♣&❡( ✷✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ◗♦❙ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠7 ✉7✐♥❣ ❉❈❆

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✶✷✳✷ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(✶✷✳✷ ●❆(✭✪✮

❉❆❚❆✹✷ ①①① ①①① ✸ ✶✳✽✵ ✸✳✻✽ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✹✸ ✼✽ ✼✽ ✹ ✵✳✸✽ ✵✳✾✵ ✵✳✵✵

♠ ❂ ✷✵✵ ❉❆❚❆✹✹ ✹✼ ✹✼ ✸ ✵✳✷✽ ✵✳✸✺ ✵✳✵✵

♥ ❂ ✹✵✵ ❉❆❚❆✹✺ ✶✶✹ ✶✵✽ ✸ ✵✳✷✻ ✶✸✳✼✷ ✺✳✺✻

♣ ❂ ✸ ❉❆❚❆✹✻ ✽✹ ✽✶ ✹ ✵✳✸✻ ✸✳✸✽ ✸✳✼✵

ℓ = 4 ❉❆❚❆✹✼ ✶✶✷ ✶✵✾ ✸ ✵✳✹✷ ✷✳✻✹ ✷✳✼✺

❉❆❚❆✹✽ ✼✵ ✻✾ ✹ ✵✳✺✽ ✼✳✷✸ ✶✳✹✺

❉❆❚❆✹✾ ✾✷ ✾✷ ✹ ✵✳✸✵ ✸✸✳✻✷ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✺✵ ①①① ①①① ✹ ✵✳✶✽ ✵✳✶✾ ✵✳✵✵

♠ ❂ ✸✵✵ ❉❆❚❆✺✶ ✶✵✺ ✾✾ ✹ ✵✳✺✵ ✸✺✳✸✷ ✻✳✵✻

♥ ❂ ✻✵✵ ❉❆❚❆✺✷ ✾✽ ✾✽ ✹ ✵✳✺✻ ✹✳✷✽ ✵✳✵✵

♣ ❂ ✸ ❉❆❚❆✺✸ ✹✸ ✹✸ ✸ ✶✳✶✻ ✶✳✹✵ ✵✳✵✵

ℓ = 4 ❉❆❚❆✺✹ ✶✹✷ ✶✹✵ ✸ ✵✳✹✻ ✸✷✳✸✶ ✶✳✹✷

❉❆❚❆✺✺ ✶✵✶ ✶✵✶ ✹ ✵✳✻✻ ✶✸✶✳✺✶ ✵✳✵✵

❉❆❚❆✺✻ ✾✼ ✾✼ ✸ ✵✳✺✽ ✺✹✳✶✻ ✵✳✵✵

❆✈❡5❛❣❡ ✾✶✳✵✵✵ ✽✾✳✸✽✺ ✵✳✹✾ ✷✹✳✽✷ ✶✳✻✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✽✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✶✷✳✷ ✐♥ ▼✉❧.✐❝❛1. ◗♦❙ -♦✉.✐♥❣

♣-♦❜❧❡♠✳

✈❛❧✉❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❉❈❆ ❛-❡ -❛.❤❡- ❝❧♦1❡ .♦ .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭.❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ✈❛❧✉❡

♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❈C▲❊❳✮✳ ✶✸✴✶✼ .❡1. ✐♥1.❛♥❝❡1 ❤❛✈❡ ●❆C ✇❤✐❝❤ ✐1 1♠❛❧❧❡- .❤❛♥ ✸✳✼✵✪✳

✹✴✶✼ .❡1. ✐♥1.❛♥❝❡1 ❤❛✈❡ ●❆C ❜❡.✇❡❡♥ ✺✳✺✻✪ ❛♥❞ ✻✳✹✽✪✳

• ■♥ ❧❛-❣❡ 1❝❛❧❡ ♣-♦❜❧❡♠1✱ ❈C❯ .✐♠❡ ♦❢ ❉❈❆ ✐1 1♠❛❧❧❡- .❤❛♥ ❈C❯ .✐♠❡ ♦❢ ❈C▲❊❳✳ ❋♦-

❡①❛♠♣❧❡✱ ✧❉❆❚❆✹✽✧✱ ✧❉❆❚❆ ✹✾✧✱ ✧❉❆❚❆✺✷✧✱ ✧❉❆❚❆✺✹✧✱ ✧❉❆❚❆✺✺✧✱ ✧❉❆❚❆✺✻✧✱

.❤❡ ●❆C1 ❛-❡ ❧❡11 .❤❛♥ ✶✳✺✪ ✇❤✐❧❡ .❤❡ -❛.✐♦ ♦❢ ❈C❯ .✐♠❡ ♦❢ ❉❈❆ & ❈C▲❊❳ ✈❛-✐❡1

❢-♦♠ ✶✵ .♦ ✶✵✵ .✐♠❡1✳

✷✳✻✳✸ ▼❛♥② (♦ ♠❛♥② ▼✉❧(✐❝❛/( ◗♦❙ ❘♦✉(✐♥❣

❚❤❡ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ❡①♣❡-✐♠❡♥. ♦❢ C-♦❜❧❡♠ ✾ ✐1 ♣-❡1❡♥.❡❞ ✐♥ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦-✐.❤♠

❤❛1 ❜❡❡♥ ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥.❡❞ ♦♥ ❛ ■♥.❡❧ ❈♦-❡ ✷ ❈C❯ ✷✳✽ ●❤③✱ ❘❆▼ ✸●❇✳

❚❤❡ ❞✐-❡❝.❡❞ ❣-❛♣❤ G = (V,E) ✐1 -❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡-❛.❡❞ ✇✐.❤ m✲✈❡-.✐❝❡1 ❛♥❞ n✲❛-❝1✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡- ♦❢ ◗♦❙ ❝♦♥1.-❛✐♥.1 ❛♥❞ .❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ 1♦✉-❝❡✲❞❡1.✐♥❛.✐♦♥ 1❡.1 ✭-❡1♣✳✮ ❛-❡ p ❛♥❞ K
✭m ∈ [2300, 2400], n ∈ [4700, 5000], K ∈ [90, 100], |Di| ∈ [2, 3], c(i, j) ∈ [10, 39], e(i, j) ∈
[100, 109], wi(u, v) ∈ [1, 10], Li ∈ [10000, 10500], λ ∈ [10, 15] ✮✳

■♥ .❤❡1❡ .❛❜❧❡1 ✭❚❛❜❡❧ ✷✳✾✱ ✷✳✶✵✮✱ ◆✉♠❱❛-1✱ ◆✉♠❈♦♥1✱ ❖❇❏✲❉❈❆✱ ■❚❊✲❉❈❆✱ ❚✲❉❈❆

❛♥❞ ❉❆❚❆ 1.❛♥❞ ❢♦-✱ -❡1♣❡❝.✐✈❡❧②✱ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✈❛-✐❛❜❧❡1✱ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ❝♦♥1.-❛✐♥.1✱ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡

✈❛❧✉❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❉❈❆✱ .❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✐.❡-❛.✐♦♥1 ♦❢ ❉❈❆✱ ❈C❯ .✐♠❡ ❜② ❉❈❆ ❛♥❞ .❤❡

♥❛♠❡ ♦❢ .❤❡ ❣❡♥❡-❛.❡❞ ❞❛.❛ ✭❋♦- ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦- .❤❡ ✧❉✶❆▼✧✱ ✐. ❝♦♥1✐1.1 ♦❢ .❤❡ ❣❡♥❡-❛.❡❞

❞❛.❛ ❢♦- ❛ ♣-♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡-❡ m = 2400, n = 5000, p = 5,K = 100 .❤❡ ♦.❤❡- ✈❛❧✉❡1 ✭❡✳❣✳✱
wi(u, v), e(u, v), c(u, v), · · · ❛♥❞ Li ❛-❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ ✜❧❡ ✧❞❛.❛✶❆▼✳.①.✧✳✮

❋-♦♠ .❤❡ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ -❡1✉❧.1✱ ✇❡ ♦❜1❡-✈❡ .❤❛.✿

• ❉❈❆ ♣-♦✈✐❞❡1 ❛♥ ✐♥.❡❣❡- 1♦❧✉.✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡-❣❡1 ❛❢.❡- ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✐.❡-❛.✐♦♥1✳

• ❚❤❡ ❉❈❆✲C❉▼ ✐1 ❛❜❧❡ .♦ 1♦❧✈❡ ✈❡-② ❧❛-❣❡ ♣-♦❜❧❡♠1✱ ✇❤✐❧❡ ❈C▲❊❳ ✶✶✳✷ ❝❛♥♥♦. 1♦❧✈❡

♥❡✐.❤❡- .❤❡ ❇■▲C ♣-♦❜❧❡♠ ♥♦- ▲✐♥❡❛- -❡❧❛①❛.✐♦♥ ♦❢ ❇■▲C ♣-♦❜❧❡♠✳

❘❡♠❛(❦✿ ❚❤❡ C❉▼ ✐1 ❛ ♠❡.❤♦❞ ❢♦- 1♦❧✈✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ♣-♦❣-❛♠✱ 1♦ ✇❡ ❝❛♥♥♦. ✉1❡ C❉▼

❞✐-❡❝.❧② ❢♦- 1♦❧✈✐♥❣ .❤❡1❡ ♣-♦❜❧❡♠✳



✷✳✻✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ,✐♠✉❧❛-✐♦♥ ✺✶
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♥❡&✇♦%❦ ✐♥&♦ 6✉❜✲♥❡&✇♦%❦6✱ ❧♦❝❛&✐♥❣ ❛& ❧❡❛6& ♦♥❡ ❤✉❜ ✐♥ ❡❛❝❤ 6✉❜✲♥❡&✇♦%❦ ❛♥❞ %♦✉&✐♥❣ &❤❡

&%❛✣❝ ✇✐&❤✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦%❦ ❛& ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦6&✳ ❚❤❡%❡ ❛%❡ ✈❛%✐♦✉6 ✐♠♣♦%&❛♥& ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥6

♦❢ #❍▲❘#✱ 6✉❝❤ ❛6 ✐♥ &❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥& ♦❢ ♥❡&✇♦%❦ %♦✉&✐♥❣ ♣%♦&♦❝♦❧ ♣%♦❜❧❡♠6 ❛♥❞ ✐♥ &❤❡

♣❧❛♥♥✐♥❣ ♦❢ ❢%❡✐❣❤& ❞✐6&%✐❜✉&✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠6✳ ❲❡ ✜%6& ♣%❡6❡♥& &❤❡ ❢♦%♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ &❤✐6 ♣%♦❜❧❡♠

❛6 ❛♥ ❇✐♥❛%② ■♥&❡❣❡% ▲✐♥❡❛% #%♦❣%❛♠♠✐♥❣ ✭❇■▲#✮ ❛♥❞ &❤❡♥ ✐♥✈❡6&✐❣❛&❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡&❤♦❞

❜❛6❡❞ ♦♥ ❉❈ ✭❉✐✛❡%❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦♥✈❡① ❢✉♥❝&✐♦♥6✮ ♣%♦❣%❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ ✭❉❈ ❆❧❣♦%✐&❤♠6✮✳

#%❡❧✐♠✐♥❛%② ♥✉♠❡%✐❝❛❧ %❡6✉❧&6 ❛%❡ ❝♦♠♣❛%❡❞ ✇✐&❤ ❈#▲❊❳✱ &❤❡ ❜❡6& 6♦❧✈❡% ❢♦% ❇■▲#✳ ❚❤❡6❡

%❡6✉❧&6 6❤♦✇ &❤❛& &❤❡ ♣%♦♣♦6❡❞ ❛❧❣♦%✐&❤♠ ✐6 ❡✣❝✐❡♥&✳

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤❡ ♣%♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦6&✲❡✛❡❝&✐✈❡❧② &%❛♥6❢❡%%✐♥❣ ❛ 6❡& ♦❢ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡6 ✭❡✳❣✳✱ ♣❡♦♣❧❡✱ ❣♦♦❞6✱ ❞❛&❛

♣❛❝❦❛❣❡6✱ ❡&❝✮ ❜❡&✇❡❡♥ 6♦✉%❝❡✲❞❡6&✐♥❛&✐♦♥ ♣❛✐%6 ✐6 ❛♥ ✐♠♣♦%&❛♥& ♣%♦❜❧❡♠ ✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦%❦

❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥6 ✭❡✳❣✳✱ ✐♥ ❛ ✈❡❤✐❝✉❧❛% ♥❡&✇♦%❦✱ ✐♥ ❛ ❢%❡✐❣❤& ❞✐6&%✐❜✉&✐♦♥ ♥❡&✇♦%❦✱ ✐♥ ❛ ■♥&❡%♥❡&

♣%♦&♦❝♦❧ ♥❡&✇♦%❦✱ ❡&❝✮✳ ■♥ ❣❡♥❡%❛❧✱ ❛ 6❡& ♦❢ 6♣❡❝✐✜❝ ♥♦❞❡6 ✐6 ❝%❡❛&❡❞ ❛6 ❛ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦❢ &%❛♥6✲

❢❡%%✐♥❣ &❤%♦✉❣❤♦✉& &❤❡ ♥❡&✇♦%❦✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛❣❣%❡❣❛&❡6 &❤❡ &%❛✣❝ ✢♦✇ ❝♦%%❡6♣♦♥❞✐♥❣

&♦ 6❡✈❡%❛❧ 6♦✉%❝❡✲❞❡6&✐♥❛&✐♦♥ ♣❛✐%6✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ &❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✐6 ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❤✉❜ ✭✐✳❡✳✱ &%❛♥6✲

6❤✐♣♠❡♥& ♦% 6✇✐&❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥&6✮✳ ❚❤❡ ❤✉❜ ❧♦❝❛&✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠6 ❝♦♥6✐6& ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ &❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡

✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦%❦6 ✇✐&❤ %❡6♣❡❝& &♦ ♦♣&✐♠❛❧ &%❛♥6❢❡% ❝♦6&6✳ ❚❤❡%❡ ❛%❡ ♠❛♥② ✈❡%6✐♦♥6 ♦❢ &❤❡ ❤✉❜

❧♦❝❛&✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠6 ✭6❡❡ ❬❆❧✉♠✉% ❛♥❞ ❑❛%❛✱ ✷✵✵✽❪✱❬❈❛♠♣❜❡❧❧✱ ✷✵✵✺❪✮✳

■♥ &❤✐6 ♣❛♣❡%✱ ✇❡ 6&✉❞② ❛ 6♣❡❝✐✜❝ ❝❛6❡ ♦❢ &❤❡ ❤✉❜ ❧♦❝❛&✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠ ❝❛❧❧❡❞ &❤❡

#❛%&✐&✐♦♥✐♥❣✲❍✉❜ ▲♦❝❛&✐♦♥✲❘♦✉&✐♥❣ #%♦❜❧❡♠ ✭#❍▲❘#✮✳ ❚❤❡ #❍▲❘# ❝♦♥6✐6&6 ♦❢ ♣❛%&✐&✐♦♥✲

✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥❡&✇♦%❦ ✐♥&♦ 6✉❜✲♥❡&✇♦%❦6✱ ❧♦❝❛&✐♥❣ ❛& ❧❡❛6& ♦♥❡ ❤✉❜ ✐♥ ❡❛❝❤ 6✉❜✲♥❡&✇♦%❦✱ ❛♥❞

%♦✉&✐♥❣ &❤❡ &%❛✣❝ ✇✐&❤✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦%❦ ❛& ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦6& ✭6❡❡ ❬❖③6♦② ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱❬❈❛&❛♥③❛%♦

❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✮✳ ❲❡ ✜%6& ❛♥❛❧②③❡ &❤❡ ❢♦%♠✉❧❛&✐♦♥ ♦❢ #❍▲❘# ✐♥ ❬❖③6♦② ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❛♥❞ &❤❡♥

♣%♦♣♦6❡ ❛ ♥❡✇ ❢♦%♠✉❧❛&✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 6♦♠❡ ❝♦♥6&%❛✐♥&6 ❛%❡ ❛❞❞❡❞ ✭6❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❋♦% 6♦❧✈✐♥❣

&❤❡ #❍▲❘# ✇✐&❤ &❤✐6 ♥❡✇ ❢♦%♠✉❧❛&✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡6&✐❣❛&❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥& ❛♣♣%♦❛❝❤ ❜❛6❡❞ ♦♥ ❉❈

♣%♦❣%❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆✳ ❆6 ❛ %❡6✉❧& ✐♥ ❈❤❛♣&❡% ✶✳✸✱ ✇❡ 6❤♦✇ ❤♦✇ &♦ ❛❞❛♣& &❤✐6 ❛♣♣%♦❛❝❤

❢♦% #❍▲❘# ❢♦%♠✉❧❛&❡❞ ❛6 ❇■▲#✳ ❚❤❡ ♣%♦♣♦6❡❞ ❉❈❆ ❢♦% ❇■▲# ❡♥❥♦②6 6❡✈❡%❛❧ ❛❞✈❛♥&❛❣❡6✿

✐& ❝♦♥✈❡%❣❡6 &♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ✭✐♥&❡❣❡%✮ 6♦❧✉&✐♦♥ ❛❢&❡% ❛ ✜♥✐&❡❧② ♠❛♥② ✐&❡%❛&✐♦♥6✱ ❛♥❞ %❡[✉✐%❡6 ♦♥❧②

&❤❡ 6♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❧✐♥❡❛% ♣%♦❣%❛♠6✳ ▼♦%❡♦✈❡%✱ ✐& ✐6 ✇♦%&❤ &♦ ♠❡♥&✐♦♥ &❤❛&✱

❛❧&❤♦✉❣❤ &❤❡ ❉❈❆ ✐6 ❛ ❝♦♥&✐♥✉♦✉6 ❛♣♣%♦❛❝❤ ✇♦%❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝♦♥&✐♥✉♦✉6 ❞♦♠❛✐♥✱ ✐& ♣%♦✈✐❞❡6

❛♥ ✐♥&❡❣❡% 6♦❧✉&✐♦♥✳ ❚❤✐6 ✐6 ✉♥✉6✉❛❧ ✐♥ ❝♦♥&✐♥✉♦✉6 ❛♣♣%♦❛❝❤❡6 ❛♥❞ ✐6 ♦%✐❣✐♥❛❧ ♣%♦♣❡%&② ♦❢

&❤❡ ♣%♦♣♦6❡❞ ❉❈❆✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❉❈❆ ✐6 ❝♦♠♣❛%❡❞ ✇✐&❤ ❈#▲❊❳✱ &❤❡ ❜❡6& 6♦❧✈❡% ❢♦%



✺✹ ❈❤❛♣&❡( ✸✳ ❙♦❧✈✐♥❣ 2❛(&✐&✐♦♥ ❍✉❜ ▲♦❝❛&✐♦♥ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠ ✈✐❛ ❉❈❆

❇■▲#✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧ 2❡3✉❧-3 ♦♥ 3❡✈❡2❛❧ -❡3- ♣2♦❜❧❡♠3 3❤♦✇ -❤❛- ❉❈❆ ✐3 ❛♥ ❡✣❝✐❡♥-

❛❧❣♦2✐-❤♠ ❢♦2 3♦❧✈✐♥❣ ❇■▲#✳

✸✳✷ #$♦❜❧❡♠ *+❛+❡♠❡♥+ ❛♥❞ ♠❛+❤❡♠❛+✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

■♥ -❤✐3 3❡❝-✐♦♥✱ ✇❡ ❜2✐❡✢② ♣2❡3❡♥- -❤❡ ♥♦-❛-✐♦♥3✱ -❤❡ ♣2♦❜❧❡♠ 3-❛-❡♠❡♥- ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧

♦❢ #❍▲❘#✱ ✇❤✐❝❤ ✐3 ♦❜-❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ -❤❡ ❝♦♥3-2❛✐♥-3 ✭✸✳✺✮ ✐♥-♦ -❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ #❍▲❘#

✭❋♦2♠✉❧❛-✐♦♥ ✸✮ ✐♥ ❬❖③3♦② ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳

✸✳✷✳✶ ◆♦&❛&✐♦♥* ❛♥❞ ♣-♦❜❧❡♠ *&❛&❡♠❡♥&

• ❆33✉♠❡ -❤❛- ❛ ♥❡-✇♦2❦ -♦♣♦❧♦❣② ✐3 ♣2❡3❡♥-❡❞ ❛3 ❛ ❞✐2❡❝-❡❞ ❣2❛♣❤ D = (V,A)✳ ❚❤❡ ❛2❝
3❡- A ✐3 3②♠♠❡-2✐❝ ✭✐✳❡✳✱ (j, i) ∈ A ❢♦2 ❛❧❧ (i, j) ∈ A✮✳

• ▲❡- (V1, · · · , Vk) ❜❡ ❛ ♣❛2-✐-✐♦♥ ♦❢ V ✐♥-♦ 3✉❜3❡-3 ✭✐✳❡✳✱ V1, · · · , Vk ❛2❡ ❞✐3❥♦✐♥- 3✉❜3❡-3 ♦❢
V 3✉❝❤ -❤❛- V = ∪ki=1Vi✮✳

• ❚❤❡ ❧♦✇❡2 ❛♥❞ ✉♣♣❡2 ❜♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡3 ♦♥ -❤❡ 3✐③❡ ♦❢ 3✉❜3❡-3 ❛2❡ FL ❛♥❞ FU ✱ 2❡3♣❡❝-✐✈❡❧②✱
✐✳❡✳✱ FL ≤ |Vi| ≤ FU ❢♦2 i = 1, 2, · · · , k.

• ▲❡- Di = (Vi, Ai)✱ ❜❡ ❛ 3✉❜✲♥❡-✇♦2❦ ♦❢ D ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② Vi, i = 1, · · · , k, 2❡3♣❡❝-✐✈❡❧②✳

• ❆ 3✉❜3❡- H ♦❢ ♥♦❞❡3 ✐♥ V ✐3 ❞❡✜♥❡❞ ❛3 hub ♥♦❞❡3✳

• ▲❡- Y ❜❡ ❛♥ ✉♣♣❡2 ❜♦✉♥❞ ♦❢ -❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ -❤❡ ❤✉❜3 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧♦❝❛-❡ ✐♥ -❤❡ ♥❡-✇♦2❦✱

3♦ ✇❡ ❤❛✈❡ |H| ≤ Y ✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡3 ✐♥ V −H ❛2❡ ❝❛❧❧❡❞ local ♥♦❞❡3✳

• ❚❤❡ 3✉❜✲♥❡-✇♦2❦ ♦❢ D ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② H ✐3 ❞❡✜♥❡❞ ❛3 DH = (H,AH)✱ ✇❤✐❝❤ ✐3 ❝❛❧❧❡❞ -❤❡
backbone✳

• ❚❤❡ 3❡- ♦❢ ❛❧❧ 3♦✉2❝❡✲❞❡3-✐♥❛-✐♦♥ ♣❛✐23 ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ -2❛✣❝ ✐♥✲❜❡-✇❡❡♥ ✐3 ❛ 3❡- T. ❋♦2 ❡❛❝❤
♣❛✐2 (u, v) ∈ T ✱ ♥♦❞❡ u ✐3 ❝❛❧❧❡❞ -❤❡ source ❛♥❞ ♥♦❞❡ v ✐3 ❝❛❧❧❡❞ -❤❡ destination✳

• ❚❤❡ ❛♠♦✉♥- ♦❢ 2❡S✉✐2❡❞ -2❛✣❝ ✢♦✇ ❜❡-✇❡❡♥ 3♦✉2❝❡✲❞❡3-✐♥❛-✐♦♥ ♣❛✐2 (u, v) ∈ T ✐3 ❞❡✜♥❡❞
❛3 du,v✳

• ❲❤❡♥ ❛♥ ✉♥✐- ✢♦✇ ❛33♦❝✐❛-❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ ♣❛✐2 (u, v) ∈ T ♣❛33❡3 -❤2♦✉❣❤ -❤❡ ❛2❝ (i, j) ∈ A✱
❛♥ ✐♥❝✉22❡❞ ♥♦♥✲♥❡❣❛-✐✈❡ ❝♦3- ✐3 cu,vi,j ✳

• ❆ ❝❛♣❛❝✐-② ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤❡ ✢♦✇ ♦♥ ❛♥ ❛2❝ (i, j) ✐3 Ci,j .

• ▲❡- Q ⊆ V ❛♥❞ S ⊆ V. ▲❡- σ(Q) ❜❡ -❤❡ 3❡- ♦❢ ❛❧❧ ❛2❝3 ✐♥ A ✇❤♦3❡ ❜♦-❤ ❡♥❞✲♥♦❞❡3 ❛2❡

✐♥ Q✱ ✐✳❡✳✱ σ(Q) = {{i, j} ∈ A : i, j ∈ Q}. ❚❤❡ 3❡- ♦❢ ❛2❝3 ✐♥ A ✐3 ❞❡♥♦-❡❞ ❜② σ(Q,S)
✇✐-❤ ♦♥❡ ❡♥❞✲♥♦❞❡ ✐♥ Q ❛♥❞ -❤❡ ♦-❤❡2 ❡♥❞✲♥♦❞❡ ✐♥ S, ✐✳❡✳✱ σ(Q,S) = {{i, j} ∈ A : i ∈
Q, j ∈ S}. ❚❤❡ 3❡- ♦❢ ♦✉-❣♦✐♥❣ ❛2❝3 ❢2♦♠ Q ❛♥❞ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛2❝3 ✐♥-♦ Q ✐3 ❞❡♥♦-❡❞ ❜②

σ+(Q) ❛♥❞ σ−(Q), 2❡3♣❡❝-✐✈❡❧②✱ ✐✳❡✳✱ σ+(Q) = σ(Q, V −Q) ❛♥❞ σ−(Q) = σ(V −Q,Q).

• ▲❡- N|V |×|A| ❜❡ -❤❡ ♥♦❞❡✲❛2❝ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛-2✐① ♦❢ D, ✐✳❡✳✱

Nu,(i,j) =





1 ✐❢ (i, j) ∈ σ+({u}),

−1 ✐❢ (i, j) ∈ σ−({u}),

0 ♦-❤❡2✇✐3❡✱

∀u ∈ V, (i, j) ∈ A.

• Nf ✐3 -❤❡ ♣2♦❞✉❝- ♦❢ -❤❡ ♠❛-2✐① N ❜② ❛ ✢♦✇ ✈❡❝-♦2 f ∈ IR|A| ❛♥❞ (Nf)i 3-❛♥❞3 ❢♦2
-❤❡ ith ❝♦♠♣♦♥❡♥- ♦❢ -❤❡ ✈❡❝-♦2 Nf, ✐✳❡✳✱ (Nf)i ✐3 ❡S✉❛❧ -♦ -❤❡ ♥❡- ✢♦✇ ❢♦2 ♥♦❞❡ i. ▲❡-∑

i∈S(Nf)i ❜❡ (Nf)S .
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❲❡ ❛##✉♠❡ &❤❛& (♦✉&✐♥❣ ♦❢ &(❛✣❝ ❜❡&✇❡❡♥ (u, v) ♣❛✐(# ✐♥ T ✐# ✐♥ ❛❝❝♦(❞❛♥❝❡ ✇✐&❤
&❤❡ (♦✉&✐♥❣ ✐♥ ■❙■❙ ♣(♦&♦❝♦❧✱ ✐✳❡✳✱ &❤❡ (♦✉&✐♥❣ ✐♥ ♦✉( ♣(♦❜❧❡♠ ❝♦♠♣❧✐❡# ✇✐&❤ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛##✉♠♣&✐♦♥# ✭❬❖③#♦② ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮✿

(A1) ■♥&❡(✲❛(❡❛ &(❛✣❝ ✢♦✇# ❝❛♥ ❜❡ #❡♥& &❤(♦✉❣❤ ❛♥ ❛(❝ (i, j) ♦♥❧② ✐❢ (i, j) ✐# ♦♥ &❤❡
❜❛❝❦❜♦♥❡ ✭✐✳❡✳✱ (i, j) ∈ AH✮✳

(A2) ■♥&(❛✲❛(❡❛ &(❛✣❝ ✐# (❡❛❧✐③❡❞ ♦✈❡( ♣❛&❤# ✇❤✐❝❤ ❡♥&✐(❡❧② ❧✐❡ ✇✐&❤✐♥ &❤❡ ❛(❡❛#✳

(A3) ▲♦❝❛❧ ♥♦❞❡# ❛❧✇❛②# ✉#❡ &❤❡ #❛♠❡ ❤✉❜ &♦ #❡♥❞ ♦( (❡❝❡✐✈❡ ✐♥&❡(✲❛(❡❛ ✢♦✇#✳
❆##✉♠♣&✐♦♥# (A1) ❛♥❞ (A2) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦(❡ ❞❡&❛✐❧ ❛# ❢♦❧❧♦✇#✿

− ❆♥ ❛(❡❛ ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✢♦✇# ✇✐&❤ &❤❡ ♦&❤❡( ❛(❡❛# ♦♥❧② ✐❢ ✐& ♣♦##❡##❡# ❛ ❤✉❜ ♥♦❞❡ ✭✐✳❡✳✱
❛♥ ❛(❡❛ ✇✐&❤♦✉& ❛ ❤✉❜ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐#♦❧❛&❡❞ ❢(♦♠ &❤❡ (❡#& ♦❢ &❤❡ ♥❡&✇♦(❦✮✳

− ❍✉❜# ♦❢ ❛(❡❛# ✇✐&❤ &(❛✣❝ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥✲❜❡&✇❡❡♥ ❤❛✈❡ &♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝&❡❞ &♦ ❡❛❝❤ ♦&❤❡(
♦✈❡( &❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡✳

− ■❢ &❤❡ #♦✉(❝❡ ❛♥❞ &❤❡ ❞❡#&✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ ❛ &(❛✣❝ ✢♦✇ ❛(❡ ✐♥ ❞✐✛❡(❡♥& ❛(❡❛#✱ &❤❡♥ &❤❡
✢♦✇ ✐# ✜(#& ❞✐(❡❝&❡❞ &♦✇❛(❞# &❤❡ ❤✉❜ ✇✐&❤✐♥ &❤❡ #♦✉(❝❡ ❛(❡❛❀ #✉❜#❡O✉❡♥&❧②✱ ✐& ✐# #❡♥& ♦✈❡(

&❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ &♦✇❛(❞# &❤❡ ❤✉❜ ♦❢ &❤❡ ❞❡#&✐♥❛&✐♦♥ ❛(❡❛❀ ✜♥❛❧❧②✱ ✐& ✐# ❞✐(❡❝&❡❞ ❢(♦♠ &❤✐# ❤✉❜

&♦✇❛(❞# &❤❡ ❞❡#&✐♥❛&✐♦♥ ♥♦❞❡✳

− ■❢ &❤❡ #♦✉(❝❡ ❛♥❞ &❤❡ ❞❡#&✐♥❛&✐♦♥ ❛(❡ ✐♥ &❤❡ #❛♠❡ ❛(❡❛✱ &❤❡♥ &❤❡ ✢♦✇ ✐# #✐♠♣❧② #❡♥&
♦✈❡( ❛ ♣❛&❤ &❤❛& ✐# ❡♥&✐(❡❧② ❝♦♥&❛✐♥❡❞ ✇✐&❤✐♥ &❤❡ ❛(❡❛✳

◆♦✇✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡&✇♦(❦ D = (V,A), ❛♥ ✐♥❢♦(♠❛❧ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ &❤✐# ♣(♦❜❧❡♠ ✐# (❡♣(❡#❡♥&❡❞
❛#✿

✶✳ R❛(&✐&✐♦♥✐♥❣ D ✐♥&♦ ❛(❡❛# D1, D2, · · · , Dk ♦❢ #✐③❡ ❛& ❧❡❛#& FL ❛♥❞ ❛& ♠♦#& FU ✭✐✳❡✳✱
♣❛(&✐&✐♦♥✐♥❣ V ✐♥&♦ #✉❜#❡&# V1, V2, · · · , Vk #✉❝❤ &❤❛& FL ≤ |Vi| ≤ FU ❢♦( i = 1, 2, · · · , k✮✱

✷✳ ❉❡&❡(♠✐♥✐♥❣ H #✉❝❤ &❤❛& |H| ≤ Y ✭ &❤❡ ❤✉❜ ♥♦❞❡#✮✱

✸✳ ❆##✐❣♥✐♥❣ ❡✈❡(② ❧♦❝❛❧ (♦✉&❡( &♦ ❛ ❤✉❜ ✇✐&❤✐♥ ✐&# ❛(❡❛ ✭❛##✉♠♣&✐♦♥ ✭❆✸✮✮✱

✹✳ ❘♦✉&✐♥❣ &❤❡ &(❛✣❝ ❢♦( ❡✈❡(② (u, v) ∈ T ✐♥ ❛❝❝♦(❞❛♥❝❡ ✇✐&❤ &❤❡ ❛##✉♠♣&✐♦♥# ✭❆✶✮✱ ✭❆✷✮✱
❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐&② (❡#&(✐❝&✐♦♥# ♦✈❡( &❤❡ ❛(❝#✱

✺✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ &❤❡ &♦&❛❧ ❝♦#& ♦❢ (♦✉&✐♥❣✳

✸✳✷✳✷ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

❚❤❡(❡ ❛(❡ #✐① #❡&# ♦❢ ✈❛(✐❛❜❧❡# ✉#❡❞ ✐♥ &❤✐# ❢♦(♠✉❧❛&✐♦♥✿

• &❤❡ ♣❛(&✐&✐♦♥✐♥❣ ✈❛(✐❛❜❧❡# wu,v ∈ {0, 1} ❢♦( ❛❧❧ u, v ∈ V #✉❝❤ &❤❛& u 6= v ✇✐&❤

wu,v =

{
1 ✐❢ u ❛♥❞ v ❛(❡ ✐♥ &❤❡ #❛♠❡ ❛(❡❛❀

0 ♦&❤❡(✇✐#❡✳

• &❤❡ ❤✉❜✲❧♦❝❛&✐♦♥ ✈❛(✐❛❜❧❡# xu,v ∈ {0, 1}, ❢♦( ❛❧❧ u, v ∈ V ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛#✿

xu,v =





1 ✐❢ ♥♦❞❡ u ✐# ❛##✐❣♥❡❞ &♦ &❤❡ ❤✉❜ v ❢♦( ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ✢♦✇#

✇✐&❤ ♦✉&#✐❞❡ ♦❢ ✐&# ❛(❡❛❀

0 ♦&❤❡(✇✐#❡✱

❛♥❞

xu,u =

{
1 ✐❢ ✉ ✐# ❛ ❤✉❜;

0 ♦&❤❡(✇✐#❡✳



✺✻ ❈❤❛♣&❡( ✸✳ ❙♦❧✈✐♥❣ 2❛(&✐&✐♦♥ ❍✉❜ ▲♦❝❛&✐♦♥ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠ ✈✐❛ ❉❈❆

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣❛$3✐3✐♦♥✐♥❣ ❤✉❜ ❧♦❝❛3✐♦♥ ❛♥❞ $♦✉3✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥38 ✭❬❖③8♦② ❡3 ❛❧✳✱

✷✵✵✽❪✮✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣❛$3✐3✐♦♥✐♥❣ ❤✉❜ ❧♦❝❛3✐♦♥ ❛♥❞ $♦✉3✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥38 ✭❬❖③8♦② ❡3 ❛❧✳✱

✷✵✵✽❪✮✳
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■♥ "❤❡ ❢♦'♠✉❧❛"✐♦♥ ❜❡❧♦✇✱ "✇♦ '❡♣❧✐❝❛"❡2 ♦❢D ✭2❡❡ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✷✳✶✮ ❛'❡ ✉2✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥

♦❢ ❝♦2"❧❡22 ❛♥❞ ✐♥❝❛♣❛❝✐"❛"❡❞ ✐♥"❡'✲❧❛②❡' ❛'❝2 ✐♥ ❜♦"❤ ❞✐'❡❝"✐♦♥2 ❜❡"✇❡❡♥ ✐❞❡♥"✐❝❛❧ ♥♦❞❡2 ♦❢

"❤❡ "✇♦ ❧❛②❡'2 ❛'❡ ♣'❡2❡♥"❡❞✳ ❆♥ ✐♥"❡'✲❧❛②❡' ❛'❝ ❢'♦♠ ♥♦❞❡ i ♦❢ ▲❛②❡' ✶ "♦ ♥♦❞❡ i ♦❢ ▲❛②❡'

✷ ✐2 ❝'❡❛"❡❞ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡'2❛✳ ■❢ ❛ 2♦✉'❝❡✲❞❡2"✐♥❛"✐♦♥ ♣❛✐' (u, v) ❧✐❡2 ✐♥ "❤❡ 2❛♠❡ ❛'❡❛✱ 2♦ "❤❡

✢♦✇ ❢'♦♠ u "♦ v ✐2 ✐♥ ▲❛②❡' ✶✳ ■❢ u ❛♥❞ v ❧✐❡ ✐♥ ❞✐✛❡'❡♥" ❛'❡❛2✱ "❤❡♥ "❤❡ ✢♦✇ 2"❛'"2 ❛" u
♦❢ ▲❛②❡' ✶✱ ❛♥❞ ❥✉♠♣2 "♦ ▲❛②❡' ✷ ♦✈❡' "❤❡ ❤✉❜ "❤❛" u ✐2 ❛❧❧♦❝❛"❡❞ "♦✳ ■" ❝♦♥"✐♥✉❡2 ✇✐"❤✐♥

▲❛②❡' ✷ ✉♥"✐❧ '❡❛❝❤✐♥❣ "❤❡ ❤✉❜ "❤❛" v ✐2 ❛❧❧♦❝❛"❡❞ "♦✱ ❛♥❞ '❡"✉'♥2 ♦✈❡' "❤✐2 ❤✉❜ "♦ ▲❛②❡' ✶✱

✇❤❡'❡ ✐" ✐2 2❡♥" "♦✇❛'❞2 v ✭2❡❡ ❋✐❣✉'❡ ✸✳✷✳✶✮✳

■♥ ▲❛②❡' ✷✱ ♦♥❧② "❤❡ ✢♦✇2 ✇❤♦2❡ ✐"2 ❛'❝2 ❜❡❧♦♥❣ "♦ AH ❛'❡ ♣❡'♠✐""❡❞✳ ❖♥ "❤❡ ♦"❤❡'

❤❛♥❞✱ ✐♥ ▲❛②❡' ✶✱ "❤❡ ✢♦✇2 ♦♥❧② "❤'♦✉❣❤ ❛'❝2 "❤❛" ❧✐❡ ✇✐"❤✐♥ ❛'❡❛2 ❛'❡ ♣❡'♠✐""❡❞✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱

"❤❡ ✐♥"❡'✲❧❛②❡' ✢♦✇2 ♦♥❧② "❤'♦✉❣❤ "❤❡ ✐♥"❡'✲❧❛②❡' ❛'❝2 ❝♦''❡2♣♦♥❞✐♥❣ "♦ ❤✉❜2 ❛'❡ ♣❡'♠✐""❡❞✳

• φu,vi,j , γ
u,v
i,j ❢♦' ❛❧❧ (u, v) ∈ T ❛♥❞ (i, j) ∈ A "♦ '❡♣'❡2❡♥" "❤❡ ✢♦✇2 ✐♥ ▲❛②❡' ✶ ❛♥❞ ▲❛②❡'

✷✱ '❡2♣❡❝"✐✈❡❧②❀

φu,vi,j =

{
1 ✐❢ "❤❡ ✢♦✇ ❢'♦♠ u "♦ v ♣❛22❡2 "❤'♦✉❣❤ "❤❡ ❛'❝ (i, j) ✐♥ ▲❛②❡' ✶❀

0 ♦"❤❡'✇✐2❡❀

γu,vi,j =

{
1 ✐❢ "❤❡ ✢♦✇ ❢'♦♠ u "♦ v ♣❛22❡2 "❤'♦✉❣❤ "❤❡ ❛'❝ (i, j) ✐♥ ▲❛②❡' ✷❀

0 ♦"❤❡'✇✐2❡✳

• τ1,u,vi , τ2,u,vi ∈ {0, 1} ❢♦' ❛❧❧ (u, v) ∈ T ❛♥❞ i ∈ V ✱ "♦ '❡♣'❡2❡♥" "❤❡ ✐♥"❡'✲❧❛②❡' ✢♦✇2

❢'♦♠ ▲❛②❡' ✶ "♦ ▲❛②❡' ✷ ❛♥❞ ❢'♦♠ ▲❛②❡' ✷ "♦ ▲❛②❡' ✶✱ '❡2♣❡❝"✐✈❡❧②❀

τ1,u,vi =





1 ✐❢ "❤❡ ✢♦✇ ❢'♦♠ u "♦ v ♣❛22❡2 ❢'♦♠ ▲❛②❡' ✶ "♦ ▲❛②❡' ✷

♦✈❡' ✈❡'"❡① i ✭✐✳❡✳✱ "❤'♦✉❣❤ ❛'❝ (i, i) ❜❡"✇❡❡♥ "✇♦ ❧❛②❡'2✮❀

0 ♦"❤❡'✇✐2❡❀

τ2,u,vi =





1 ✐❢ "❤❡ ✢♦✇ ❢'♦♠ u "♦ v ♣❛22❡2 ❢'♦♠ ▲❛②❡' ✷ "♦ ▲❛②❡' ✶

♦✈❡' ✈❡'"❡① i ✭✐✳❡✳✱ "❤'♦✉❣❤ ❛'❝ (i, i) ❜❡"✇❡❡♥ "✇♦ ❧❛②❡'2✮❀

0 ♦"❤❡'✇✐2❡✳

❚❤❡ ✭J❍▲❘J✮ ♣'♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦'♠✉❧❛"❡❞ ❛2 ❢♦❧❧♦✇2✿

min
∑

(u,v)∈T

∑

(i,j)∈A

cu,vi,j du,v(φ
u,v
i,j + γu,vi,j ) ✭✸✳✶✮

2✉❜❥❡❝" "♦

wu,v + wu,t − wv,t ≤ 1 ∀u, v, t ∈ V : u 6= v, u 6= t, v < t, ✭✸✳✷✮

∑

v∈V−{u}

wu,v ≤ FU − 1 ∀u ∈ V, ✭✸✳✸✮

∑

v∈V−{u}

wu,v ≥ FL − 1 ∀u ∈ V, ✭✸✳✹✮

wu,v = wv,u ∀u, v ∈ V, ✭✸✳✺✮

∑

v∈V

xu,v = 1 ∀u ∈ V, ✭✸✳✻✮

xu,v ≤ xv,v ∀u, v ∈ V : u 6= v, ✭✸✳✼✮



✺✽ ❈❤❛♣&❡( ✸✳ ❙♦❧✈✐♥❣ 2❛(&✐&✐♦♥ ❍✉❜ ▲♦❝❛&✐♦♥ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠ ✈✐❛ ❉❈❆

∑

u∈V

xu,u ≤ Y, ✭✸✳✽✮

xu,v + xv,u ≤ wu,v ∀u, v ∈ V : u < v, ✭✸✳✾✮

∑

j∈V,(i,j)∈A

γu,vi,j ≤ xi,i ∀(u, v) ∈ T, ∀i ∈ V, ✭✸✳✶✵✮

φu,vi,j + φu,vj,i ≤ wi,j ∀(u, v) ∈ T, ∀(i, j) ∈ A, i < j, ✭✸✳✶✶✮

∑

(u,v)∈T

du,v(φ
u,v
i,j + γu,vi,j ) ≤ Ci,j ∀(i, j) ∈ A, ✭✸✳✶✷✮

(Nφu,v)i + τ1,u,vi − τ2,u,vi =





1 ✐❢ i = u

0 ✐❢ i ∈ V − {u, v}

−1 ✐❢ i = v

∀(u, v) ∈ T, ✭✸✳✶✸✮

(Nγu,v)i − τ
1,u,v
i + τ2,u,vi = 0 ∀(u, v) ∈ T, ✭✸✳✶✹✮

∑

i∈V

τ1,u,vi = 1− wu,v ∀(u, v) ∈ T, ✭✸✳✶✺✮

τ1,u,vi ≤ xu,i ∀(u, v) ∈ T, ∀i ∈ V, ✭✸✳✶✻✮

τ2,u,vi ≤ xv,i ∀(u, v) ∈ T, ∀i ∈ V, ✭✸✳✶✼✮

φu,vi,j , γ
u,v
i,j ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ A, (u, v) ∈ T, ✭✸✳✶✽✮

wi,j ∈ {0, 1} ∀i, j ∈ V, i 6= j, ✭✸✳✶✾✮

xi,j ∈ {0, 1} ∀i, j ∈ V, ✭✸✳✷✵✮

τ1,u,vi , τ2,u,vi ∈ {0, 1} ∀i ∈ V, (u, v) ∈ T. ✭✸✳✷✶✮

❚❤❡ ♦❜❥❡❝6✐✈❡ ❢✉♥❝6✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ♣;❡<❡♥6< 6❤❡ 6♦6❛❧ ❝♦<6 ♦❢ 6❤❡ ;♦✉6✐♥❣ ✐♥ 6❤❡ ♥❡6✇♦;❦✳ ❈♦♥✲

<6;❛✐♥6< ✭✸✳✷✮✱ ❝❛❧❧❡❞ 6;✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡F✉❛❧✐6✐❡<✱ ❛;❡ ❡♥<✉;❡❞ 6❤❡ ✈❛❧✐❞ ♣❛;6✐6✐♦♥✐♥❣ ♦❢ 6❤❡ ♥❡6✇♦;❦

✐♥6♦ ❛;❡❛<✳ ❚❤❡② ✇❡;❡ ✉<❡❞ ✜;<6❧② ❜② ▼✳ ●;♦6<❝❤❡❧ ❛♥❞ ❨✳ ❲❛❦❛❜❛②❛<❤✐ ✐♥ ❬●;♦6<❝❤❡❧

❛♥❞ ❲❛❦❛❜❛②❛<❤✐✱ ✶✾✾✵❪✳ ❚❤❡<❡ ❝♦♥<6;❛✐♥6< ❣✉❛;❛♥6❡❡ 6❤❛6 ✐❢ 6✇♦ ❡❞❣❡< ♦❢ ❛ 6;✐❛♥❣❧❡ ❧✐❡

✇✐6❤✐♥ ❛♥ ❛;❡❛ 6❤❡♥ 6❤❡ 6❤✐;❞ ❡❞❣❡ ❧✐❡< ✇✐6❤✐♥ 6❤✐< ❛;❡❛ 6♦♦✳ ❈♦♥<6;❛✐♥6< ✭✸✳✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✮

♣;❡<❡♥6 ✉♣♣❡; ❛♥❞ ❧♦✇❡; ❜♦✉♥❞<✱ FU ❛♥❞ FL ;❡<♣❡❝6✐✈❡❧②✳ ❈♦♥#$%❛✐♥$# ✭✸✳✺✮ ❛%❡ ♥❡❝❡##❛%②

❢♦% $❤❡ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ wu,v✱ ❜❡❝❛✉#❡ $❤❡#❡ ❝♦♥#$%❛✐♥$# ✐♥ ❬❖③#♦② ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❞♦ ♥♦$ ❣✉❛%❛♥$❡❡
wu,v = wv,u ∀u, v ∈ V ✭#❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✮✳ ❈♦♥<6;❛✐♥6< (3.6) ❣✉❛;❛♥6❡❡ 6❤❛6 ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐<

❛❧❧♦❝❛6❡❞ 6♦ ❛ ❤✉❜ 6♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛6❡ ✇✐6❤ ♥♦❞❡< ♦✉6<✐❞❡ ✐6< ❛;❡❛✳ ❈♦♥<6;❛✐♥6< ✭✸✳✼✮ ❝❤❡❝❦ ❛

❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ❢;♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛<<✐❣♥❡❞ 6♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡✳ ❆♥ ✉♣♣❡; ❜♦✉♥❞ Y ♦❢ 6❤❡ ♥✉♠❜❡; ♦❢ ❤✉❜<

❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛6❡❞ ✐♥ 6❤❡ ♥❡6✇♦;❦ ♣;❡<❡♥6❡❞ ❜② ❝♦♥<6;❛✐♥6< ✭✸✳✽✮✳ ❈♦♥<6;❛✐♥6< ✭✸✳✾✮ ❣✉❛;❛♥6❡❡

6❤❛6 ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ♥♦❞❡ ✐< ❛<<✐❣♥❡❞ 6♦ ❛ ❤✉❜ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣< 6♦ 6❤❡ <❛♠❡ ❛;❡❛< ❛< ✐6<❡❧❢✳ ❈♦♥✲

<6;❛✐♥6< ✭✸✳✶✵✮ ♣;❡✈❡♥6 6❤❛6 6❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❝♦♥<✐<6< ♦❢ ♦♥❧② ❤✉❜<✳ ■♥ ❛❞❞✐6✐♦♥✱ ✐♥ ✭✸✳✶✵✮ ✐❢ ❛

♥♦❞❡ ✐< ♥♦6 ❛ ❤✉❜ 6❤❡♥ ✐6 ❞♦❡< ♥♦6 ;❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ✢♦✇ ❢;♦♠ ♦6❤❡; ♥♦❞❡< ✐♥ ▲❛②❡; ✷✳ ❈♦♥<6;❛✐♥6<

✭✸✳✶✶✮ ❣✉❛;❛♥6❡❡ 6❤❛6 6❤❡ ✢♦✇ ✐♥ ▲❛②❡; ✶ ❞♦ ♥♦6 ❝✉6 ❛;❡❛ ❜♦;❞❡;<✳ ❈♦♥<6;❛✐♥6< ✭✸✳✶✷✮ <6❛♥❞

❢♦; 6❤❡ ;❡<6;✐❝6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❝❛♣❛❝✐6② ♦✈❡; 6❤❡ ❛;❝<✳ ❈♦♥<6;❛✐♥6< ✭✸✳✶✸✮ ✭;❡<♣✳ ✭✸✳✶✹✮✮ ❛;❡ ✢♦✇

❜❛❧❛♥❝❡ ❡F✉❛6✐♦♥< ❢♦; ▲❛②❡; ✶ ✭;❡<♣✳ ▲❛②❡; ✷✮✳ ❈♦♥<6;❛✐♥6< ✭✸✳✶✺✮ ❡♥<✉;❡ 6❤❛6 6❤❡ ✢♦✇

<6❛②< ✇✐6❤✐♥ ✐♥ ▲❛②❡; ✶✱ ✐❢ 6❤❡ <♦✉;❝❡✲❞❡<6✐♥❛6✐♦♥ ♣❛✐; (u, v) ∈ T ❧✐❡< ✇✐6❤✐♥ ✐♥ 6❤❡ <❛♠❡

❛;❡❛ ✭✐✳❡✳✱ ✐❢ wu,v = 1✮✳ ❈♦♥<6;❛✐♥6< ✭✸✳✶✻✮ ❢♦;❝❡ 6♦ ❣❡6 ♦♥ 6❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✭✐✳❡✳✱ 6♦ ♣❛<< 6♦

▲❛②❡; ✷✮ 6❤;♦✉❣❤ 6❤❡ ❤✉❜ 6❤❡ <♦✉;❝❡ ✐< ❛❧❧♦❝❛6❡❞ 6♦ ✭✐✳❡✳✱ 6❤;♦✉❣❤ i ∈ V ❢♦; ✇❤✐❝❤ xu,i = 1✮✳
❈♦♥<6;❛✐♥6< ✭✸✳✶✼✮ ❢✉❧✜❧❧ 6❤❡ <②♠♠❡6;✐❝❛❧ ;❡F✉✐;❡♠❡♥6✱ 6❤❛6 ✐<✱ 6❤❡ ✢♦✇ ✐< ❢♦;❝❡ 6♦ ❣❡6 ♦✛

6❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ♦♥ 6❤❡ ❤✉❜ 6❤❛6 6❤❡ ❞❡<6✐♥❛6✐♦♥ ✐< ❛❧❧♦❝❛6❡❞ 6♦✳

❚❤❡ ❛<<✉♠♣6✐♦♥< (A1)− (A3) ❛;❡ ❝♦♠♣❧✐❡❞ ✐♥ 6❤✐< ❢♦;♠✉❧❛6✐♦♥✳ ❈♦♥<6;❛✐♥6< ✭✸✳✶✵✮ ❛♥❞

✭✸✳✶✶✮ ♣;❡<❡♥6 6❤❡ ❛<<✉♠♣6✐♦♥ (A1)✳ ❈♦♥<6;❛✐♥6< ✭✸✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✸✮ ❞❡<❝;✐❜❡ 6❤❡ ❛<<✉♠♣6✐♦♥

(A2)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ 6❤❡ ❝♦♥<6;❛✐♥6< ✭✸✳✶✷✮ <6❛♥❞ ❢♦; 6❤❡ ❛<<✉♠♣6✐♦♥ (A3)✳



✸✳✸✳ ❙♦❧✈✐♥❣ )❛+,✐,✐♦♥✐♥❣ ❍✉❜ ▲♦❝❛,✐♦♥ ❘♦✉,✐♥❣ ♣+♦❜❧❡♠ ❜② ❉❈❆ ✺✾

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥-

❚❤❡ ♣$❡✈✐♦✉) ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ *♦ ❛ ♣$❛❝*✐❝❛❧ )❝❡♥❛$✐♦ $❡❧❛*❡❞ *♦ *❤❡

*$❛♥)♣♦$* ♦❢ ♣❛))❡♥❣❡$)✳ ❚♦ *❤✐) ❡✛❡❝* ✇❡ )❤❛❧❧ ❝♦♥)✐❞❡$ ❛ ❝❛$♣♦♦❧✐♥❣ ✉)❡ ❝❛)❡ ✇❤❡$❡ ❛

❝♦♠♠✉♥✐*② ♦❢ ♣❡$)♦♥) ❝❤♦♦)❡) *♦ )❤❛$❡ *❤❡ ❝❛$ *❤❡② ♦✇♥ ✇✐*❤ ♦*❤❡$ ♣❛))❡♥❣❡$) ❣♦✐♥❣ *❤❡

)❛♠❡ ✇❛②✳ ■* ✐) ♠♦)* ✉)❡❢✉❧ ❢♦$ ❢$❡:✉❡♥* *$❛✈❡❧❡$)✱ ❢♦$ ✐♥)*❛♥❝❡ *❤♦)❡ ❞♦ *❤❡ )❛♠❡ *$✐♣

❡✈❡$②❞❛② ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡✐$ ❤♦♠❡ ❛♥❞ *❤❡✐$ ✇♦$❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡✳ ■♥ ❝♦♥✈❡♥*✐♦♥❛❧ ❝❛$♣♦♦❧✐♥❣ )②)*❡♠)✱

*❤❡$❡ ❡①✐)*) ❛ ❧✐♠✐*❡❞ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ $❡♥❞❡③✈♦✉) ♣♦✐♥*) ✇❤❡$❡ ❝❛$♣♦♦❧❡$) ❝❛♥ ♠❡❡* ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡

♦♥ ❛♥ ❛❞✲❤♦❝ ❜❛)✐) *❤❡ ❝❛$) ♦❝❝✉♣❛*✐♦♥ ❛♥❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐*② ♦❢ *❤✐) ❦✐♥❞

♦❢ )♦❧✉*✐♦♥ ❧❡❛❞) *♦ ❛ ❜❛❞ ♦✈❡$❛❧❧ ❛❝❝❡♣*❛♥❝❡ ❢❛❝*♦$ ❢♦$ ❝❛$♣♦♦❧✐♥❣ ❛) ❛♥ ❡✣❝✐❡♥* *$❛♥)♣♦$*

♠♦❞❡✳

❲❡ ❝♦♥)✐❞❡$ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛$♣♦♦❧✐♥❣ )❝❡♥❛$✐♦ *❤❛* ✇✐❧❧ ✉)❡ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦*❤❡)✐)✿

• ❚❤❡$❡ ❛$❡ ♥♦ ♣$❡❞❡*❡$♠✐♥❡❞ ♠❡❡*✐♥❣ ♣♦✐♥*) ❛♥❞ *❤❡)❡ ♠❡❡*✐♥❣ ♣♦✐♥*) ❤❛✈❡ *❤❡ )❛♠❡
$♦❧❡ *❤❛♥ ❤✉❜) ✐♥ ♦✉$ ❛❧❣♦$✐*❤♠✳

• C❛))❡♥❣❡$) ❛♥❞ ❞$✐✈❡$) ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛$❡ ❝♦♠♣✉*❡❞ )♦ *❤❛* *❤❡ $❡)✉❧*✐♥❣ $♦✉*❡) ❤❛✈❡ ❛♥
♦♣*✐♠❛❧ ❝♦)*✳

❚❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✐) *♦ ♦♣*✐♠❛❧ ❛* *❤❡ )❛♠❡ *✐♠❡✿ *❤❡ ♣♦)✐*✐♦♥✐♥❣ ♦❢ *❤❡ ❤✉❜) ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢

*❤❡ )*❛$*✐♥❣ ❛♥❞ ❛$$✐✈✐♥❣ ♣♦✐♥*) ♦❢ *❤❡ *$❛✈❡❧❡$)✱ ❛♥❞ *❤❡ $♦✉*✐♥❣ ♦❢ *❤❡ ♣❛))❡♥❣❡$)✳

✸✳✸ ❙♦❧✈✐♥❣ )❛+,✐,✐♦♥✐♥❣ ❍✉❜ ▲♦❝❛,✐♦♥ ❘♦✉,✐♥❣ ♣+♦❜❧❡♠ ❜②

❉❈❆

■♥ *❤✐) )❡❝*✐♦♥✱ ✇❡ )❤♦✇ ❤♦✇ *♦ ✉)❡ ❉❈❆ ❢♦$ )♦❧✈✐♥❣ *❤❡ C❛$*✐*✐♦♥✐♥❣ ❍✉❜ ▲♦❝❛*✐♦♥ ❘♦✉*✐♥❣

C$♦❜❧❡♠ ✭C❍▲❘C✮✳ ❇② ✉)✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝* ♣❡♥❛❧*② $❡)✉❧*✱ ✇❡ ❝❛♥ $❡❢♦$♠✉❧❛*❡ *❤❡ C❍▲❘C ✐♥ *❤❡

❢♦$♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❛*✐♦♥ ♣$♦❣$❛♠✳ ❚❤❡ ❡①❛❝* ♣❡♥❛❧*② *❡❝❤♥✐:✉❡ ❛✐♠) ❛* *$❛♥)❢♦$♠✐♥❣

*❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ♣$♦❜❧❡♠ ✭C❍▲❘C✮ ✐♥*♦ ❛ ♠♦$❡ *$❛❝*❛❜❧❡ ❡:✉✐✈❛❧❡♥* ❉❈ ♣$♦❣$❛♠✳ ❋✐$)*❧②✱ ✇❡

❞❡✜♥❡ ✈❡❝*♦$) φ, γ, w, x, τ1,u,v, τ2,u,v ❛) ❢♦❧❧♦✇)✿

◦ φ = (φu,vi,j )(i,j)∈A, (u,v)∈T ,

◦ γ = (γu,vi,j )(i,j)∈A, (u,v)∈T ,

◦ w = (wi,j)i,j∈V, i 6=j ,

◦ x = (xi,j)i,j∈V ,

◦ τ1,u,v = (τ1,u,vi )i∈V, (u,v)∈T ,

◦ τ2,u,v = (τ2,u,vi )i∈V, (u,v)∈T .

▲❡* ✉) )❡* z = (φ, γ, w, x, τ1,u,v, τ2,u,v)✱ ❛ ♠❛*$✐① Ã ❛♥❞ ❛ ✈❡❝*♦$ b̃ ❛$❡ ❞❡✜♥❡❞ )✉❝❤ *❤❛*
*❤❡ ❝♦♥)*$❛✐♥*) ✭✸✳✷✮ ✲✭✸✳✶✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣$❡))❡❞ ❛) Ãz ≤ b̃.

▲❡*

K := {z ∈ IRN : Ãz ≤ b̃, z ∈ [0, 1]N}.

❚❤❡ ❢❡❛)✐❜❧❡ )❡* ♦❢ ✭C❍▲❘C✮ ✐) *❤❡♥

S = {z : z ∈ K, z ∈ {0, 1}N}.

▲❡* ✉) ❝♦♥)✐❞❡$ *❤❡ ❢✉♥❝*✐♦♥ p : IRN → IR ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

p(z) =
N∑

i=1

zi(1− zi).



✻✵ ❈❤❛♣&❡( ✸✳ ❙♦❧✈✐♥❣ 2❛(&✐&✐♦♥ ❍✉❜ ▲♦❝❛&✐♦♥ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠ ✈✐❛ ❉❈❆

■! ✐# ❝❧❡❛( !❤❛! p(z) ✐# ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ✜♥✐!❡ ♦♥ K✱ p(z) ≥ 0 ∀z ∈ K ❛♥❞ !❤❛!✿

{
z : z ∈ S

}
=

{
z : z ∈ K, p(z) ≤ 0

}
.

▲❡! c ❜❡ !❤❡ ❝♦#! ✈❡❝!♦( ♦❢ !❤❡ ❧✐♥❡❛( ♦❜❥❡❝!✐✈❡ ❢✉♥❝!✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✮✱ ✐✳❡✳ c ✐# !❤❡ ✈❡❝!♦( #✉❝❤

!❤❛! !❤❡ ♣(♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ (❡✇(✐!!❡♥ ❛#✿

min
{ N∑

i=1

cizi : z ∈ K, p(z) ≤ 0
}
.

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ !❤❡ (❡#✉❧! ♦❢ ♣❡♥❛❧!② !❤❡♦(❡♠ ✭#❡❡ ❚❤❡♦(❡♠ ✶✳✻✮ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❢♦( ❛ #✉✣❝✐❡♥!❧②

❧❛(❣❡ ♥✉♠❜❡( η ✭η > η0✮✱ !❤❡ ❡D✉✐✈❛❧❡♥! ❝♦♥❝❛✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❛!✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠ ✭✸✳✶✮✿

min{fη(z) :=
N∑

i=1

cizi + ηp(z) : z ∈ K},

✇❤✐❝❤ ✐# ❛ ❉❈ ♣(♦❣(❛♠ ♦❢ !❤❡ ❢♦(♠✿

min
{
g(z)− h(z) : z ∈ IRN

}
, ✭✸✳✷✷✮

✇❤❡(❡✿

g(z) = χK(z) ❛♥❞ h(z) = −fη(z) = −
N∑

i=1

cizi − ηp(z).

❲❡ ❤❛✈❡ #✉❝❝❡##❢✉❧❧② !(❛♥#❢♦(♠❡❞ ❛♥ ♦♣!✐♠✐③❛!✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠ ✇✐!❤ ✐♥!❡❣❡( ✈❛(✐❛❜❧❡# ✐♥!♦

✐!# ❡D✉✐✈❛❧❡♥! ❢♦(♠ ✇✐!❤ ❝♦♥!✐♥✉♦✉# ✈❛(✐❛❜❧❡#✳ ◆♦!✐❝❡ !❤❛! ✭✸✳✷✷✮ ✐# ❛ ♣♦❧②❤❡❞(❛❧ ❉❈ ♣(♦✲

❣(❛♠ ✇❤❡(❡ g ✐# ❛ ♣♦❧②❤❡❞(❛❧ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝!✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ !❤❡ ♣♦✐♥!✇✐#❡ #✉♣(❡♠✉♠ ♦❢ ❛ ✜♥✐!❡

❝♦❧❧❡❝!✐♦♥ ♦❢ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝!✐♦♥#✮✳

❉❈❆ ❛♣♣❧✐❡❞ !♦ ❉❈ ♣(♦❣(❛♠ ✭✸✳✷✷✮ ❝♦♥#✐#!# ♦❢ ❝♦♠♣✉!✐♥❣✱ ❛! ❡❛❝❤ ✐!❡(❛!✐♦♥ k✱ !❤❡ !✇♦

#❡D✉❡♥❝❡#

{
zk

}
❛♥❞

{
vk

}
#✉❝❤ !❤❛! vk ∈ ∂h(zk) ❛♥❞ zk+1 #♦❧✈❡# !❤❡ ♥❡①! ❧✐♥❡❛( ♣(♦❣(❛♠

♦❢ !❤❡ ❢♦(♠ ✭Pk✮ ✭#❡❡ ■♥!(♦❞✉❝!✐♦♥✮

min{g(z)− 〈z − zk, vk〉 : z ∈ IRN} ⇔ min{−〈z , vk〉 : z ∈ K}. ✭✸✳✷✸✮

❚❤❡ ❢✉♥❝!✐♦♥ h ✐# ❞✐✛❡(❡♥!✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❣(❛❞✐❡♥! vk ∈ ∂h(zk) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉!❡❞ ❛# ❢♦❧❧♦✇#✿

vk = ∇h(zk) = 2ηzk − ηe− c, ✭✸✳✷✹✮

✇❤❡(❡ e = (1, · · · , 1)T ∈ ■❘

N
❛♥❞ c = (c1, · · · , cN )

T
✳

❚❤❡ ❉❈❆ #❝❤❡♠❡ ❛♣♣❧✐❡❞ !♦ ✭✸✳✷✷✮ ❝❛♥ ❜❡ #✉♠♠❛(✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦(✐&❤♠ ✻✳

❆❧❣♦(✐&❤♠ ✻ ❉❈❆

■♥✐&✐❛❧✐③❛&✐♦♥✿

❈❤♦♦#❡ ❛ ✐♥✐!✐❛❧ ♣♦✐♥! z0✱ !❡# k = 0❀
▲❡# ε1, ε2 ❜❡ !✉✣❝✐❡♥#❧② !♠❛❧❧ ♣♦!✐#✐✈❡ ♥✉♠❜❡3!❀

❘❡♣❡❛$

❈♦♠♣✉#❡ vk ✈✐❛ ✭✸✳✷✹✮❀

❙♦❧✈❡ #❤❡ ❧✐♥❡❛3 ♣3♦❣3❛♠ ✭✸✳✷✸✮ #♦ ♦❜#❛✐♥ zk+1❀
k ← k + 1❀

❯♥$✐❧ ❡✐#❤❡3 ‖zk+1 − zk‖ ≤ ε1(‖z
k‖+ 1) ♦3 |fη(z

k+1)− fη(z
k)| ≤ ε2(|fη(z

k)|+ 1).

❚❤❡♦,❡♠ ✸✳✶ ✭❈♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ♣&♦♣❡&*✐❡, ♦❢ ❆❧❣♦&✐*❤♠ ❉❈❆✮



✸✳✹✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥/ ✻✶

• ❉❈❆ ❣❡♥❡&❛(❡) (❤❡ )❡+✉❡♥❝❡ {zk} ❝♦♥(❛✐♥❡❞ ✐♥ V (K) )✉❝❤ (❤❛( (❤❡ )❡+✉❡♥❝❡ {fη(z
k)}

✐) ❞❡❝&❡❛)✐♥❣✳

• ❚❤❡ )❡+✉❡♥❝❡ {zk} ❝♦♥✈❡&❣❡) (♦ z∗ ∈ V (K) ❛❢(❡& ❛ ✜♥✐(❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ✐(❡&❛(✐♦♥)✳

• ❚❤❡ ♣♦✐♥( z∗ ✐) ❛ ❝&✐(✐❝❛❧ ♣♦✐♥( ♦❢ :&♦❜❧❡♠ ✭✸✳✷✷✮✳ ▼♦&❡♦✈❡& ✐❢ z∗i 6= 1
2 ❢♦& ❛❧❧ i ∈

{0, . . . , N}✱ (❤❡♥ z∗ ✐) ❛ ❧♦❝❛❧ )♦❧✉(✐♦♥ (♦ ✭✸✳✷✷✮✳

• ❋♦& ❛ ♥✉♠❜❡& η )✉✣❝✐❡♥(❧② ❧❛&❣❡✱ ✐❢ ❛( ✐(❡&❛(✐♦♥ r ✇❡ ❤❛✈❡ zr ∈ {0, 1}N ✱ (❤❡♥ zk ∈
{0, 1}N ❢♦& ❛❧❧ k ≥ r✳

2'♦♦❢ ✸✳✶ ❙❡❡ ❚❤❡♦&❡♠ ✶✳✼✳

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✾✳✵ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(▲❊❳ ●❆(✭✪✮

❉❆❚❆✶ ✶✽✸ ✶✽✸ ✷ ✵✱✵✻ ✵✱✸✺ ✵

♠❂✾ ❉❆❚❆✷ ✺✺✾ ✺✺✾ ✷ ✵✱✶✵ ✵✱✵✾ ✵

♥❂✷✻ ❉❆❚❆✸ ✸✷✶ ✸✷✶ ✷ ✵✱✵✻ ✵✱✵✺ ✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✹ ✷✼✽ ✷✼✽ ✷ ✵✱✵✾ ✵✱✵✾ ✵

FU = 4 ❉❆❚❆✺ ✺✺✺ ✺✺✺ ✾ ✵✱✸✸ ✶✱✸✶ ✵

FL = 3 ❉❆❚❆✻ ✸✼✼ ✸✼✼ ✷ ✵✱✵✻ ✵✱✵✼ ✵

❨❂✸ ❉❆❚❆✼ ✺✹✾ ✺✷✺ ✸ ✵✱✶✹ ✵✱✺✻ ✹✱✺✼

❉❆❚❆✽ ✼✷✸ ✼✵✸ ✷ ✵✱✵✽ ✵✱✾✹ ✷✱✽✹

❉❆❚❆✾ ✷✷✻ ✷✷✻ ✸ ✵✱✶✹ ✵✱✶✷ ✵

❉❆❚❆✶✵ ✸✽✺ ✸✽✺ ✸ ✵✱✶✶ ✵✱✵✾ ✵

❉❆❚❆✶✶ ✹✷✾ ✹✷✾ ✷ ✵✱✵✽ ✵✱✸✼ ✵

♠❂✾ ❉❆❚❆✶✷ ✷✻✼ ✷✻✼ ✷ ✵✱✵✽ ✵✱✸✷ ✵

♥❂✹✻ ❉❆❚❆✶✸ ✷✸✻ ✷✸✻ ✸ ✵✱✶✾ ✵✱✶✾ ✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✶✹ ✶✼✾ ✶✼✾ ✷ ✵✱✶✶ ✵✱✵✽ ✵

FU = 4 ❉❆❚❆✶✺ ✸✷✾ ✸✶✽ ✸ ✵✱✶✼ ✵✱✶✸ ✸✱✹✻

FL = 3 ❉❆❚❆✶✻ ✹✵✷ ✹✵✷ ✷ ✵✱✶✹ ✵✱✶✹ ✵

Y = 3 ❉❆❚❆✶✼ ✸✽✻ ✸✼✷ ✸ ✵✱✶✻ ✵✱✷✶ ✸✱✼✻

❉❆❚❆✶✽ ✸✾✾ ✸✾✾ ✷ ✵✱✵✻ ✵✱✶✷ ✵

❉❆❚❆✶✾ ✷✽✵ ✷✽✵ ✷ ✵✱✶✷ ✵✱✶✷ ✵

❉❆❚❆✷✵ ✷✷✹ ✷✷✹ ✷ ✵✱✶✸ ✵✱✶✷ ✵

❉❆❚❆✷✶ ✶✹✾ ✶✹✾ ✷ ✵✱✶✶ ✵✱✵✾ ✵

❉❆❚❆✷✷ ✷✺✽ ✷✺✽ ✸ ✵✱✷✹ ✵✱✷✶ ✵

♠❂✾ ❉❆❚❆✷✸ ✹✵✸ ✹✵✸ ✷ ✵✱✵✾ ✵✱✵✽ ✵

♥❂✻✹ ❉❆❚❆✷✹ ✸✻✺ ✸✻✺ ✷ ✵✱✶✸ ✵✱✸✺ ✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✷✺ ✸✷✷ ✸✷✷ ✷ ✵✱✶✸ ✵✱✸✺ ✵

FU = 4 ❉❆❚❆✷✻ ✷✶✾ ✷✶✾ ✷ ✵✱✶✷ ✵✱✶✷ ✵

FL = 3 ❉❆❚❆✷✼ ✶✺✻ ✶✺✻ ✷ ✵✱✶✸ ✵✱✶✷ ✵

Y = 3 ❉❆❚❆✷✽ ✼✶✼ ✼✶✼ ✸ ✵✱✶✹ ✵✱✶✸ ✵

❉❆❚❆✷✾ ✶✵✻ ✶✵✻ ✷ ✵✱✶✺ ✵✱✶✺ ✵

❉❆❚❆✸✵ ✷✶✵ ✷✶✵ ✷ ✵✱✶✸ ✵✱✶✹ ✵

❆✈❡4❛❣❡ ✸✸✾✱✼✸ ✸✸✼✱✹✸ ✷✱✺✸ ✵✱✶✸ ✵✱✷✹ ✵✱✹✾

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✾✳✵✳

✸✳✹ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥/

❚❤❡ ❛❧❣♦-✐.❤♠ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥.❡❞ ♦♥ ❛ ■♥.❡❧ ❈♦-❡ ✷ ❈A❯ ✷✳✺✸

●❤③✱ ❘❆▼ ✷●❇✳ ❚❤❡ ❞✐-❡❝.❡❞ ❣-❛♣❤ D = (V,A) ✐1 -❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡-❛.❡❞ ✇✐.❤ m✲✈❡-.✐❝❡1
❛♥❞ n✲❛-❝1✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ♣❛✐- 1♦✉-❝❡✲❞❡1.✐♥❛.✐♦♥ ✐♥ .❤❡ ♥❡.✇♦-❦ ✐1 ℓ✳ ❚❤❡ ❞❛.❛1❡.1 ❛-❡
-❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡-❛.❡❞ ✐♥ ❛ 1✐♠✐❧❛- ✇❛② ❛1 .❤❡ ❞❛.❛ ✉1❡❞ ✐♥ ❬❖③1♦② ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ❋♦- ❡❛❝❤ 1✐③❡

♦❢ .❤❡ ♣❛-❛♠❡.❡-1 (m,n, ℓ, FU , FL, Y ) ✇❡ ❝♦♥1✐❞❡- .❡♥ .❡1. ♣-♦❜❧❡♠1✳



✻✷ ❈❤❛♣&❡( ✸✳ ❙♦❧✈✐♥❣ 2❛(&✐&✐♦♥ ❍✉❜ ▲♦❝❛&✐♦♥ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠ ✈✐❛ ❉❈❆

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣❛$✐.♦♥ 0❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝0✐✈❡ ❢✉♥❝0✐♦♥. ❜❡0✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈<▲❊❳

✾✳✵ ✇✐0❤ ♠❂✾✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵✱ ✷✺✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✿ ❈♦♠♣❛$✐.♦♥ 0❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❈<❯ 0✐♠❡. ❜❡0✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈<▲❊❳ ✾✳✵

✇✐0❤ ♠❂✾✱ ✶✵✱ ✶✺✱ ✷✵✱ ✷✺✳



✸✳✹✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥/ ✻✸

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✾✳✵ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(▲❊❳ ●❆(✭✪✮

❉❆❚❆✸✶ ✹✵✼ ✹✵✼ ✸ ✵✱✶✼ ✵✱✶✺ ✵

♠❂✶✵ ❉❆❚❆✸✷ ✹✶✶ ✹✶✶ ✸ ✵✱✶✽ ✵✱✶✼ ✵

♥❂✸✷ ❉❆❚❆✸✸ ✷✸✵ ✷✸✵ ✷ ✵✱✶✻ ✵✱✶✺ ✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✸✹ ✺✸✽ ✺✸✽ ✷ ✵✱✶✾ ✵✱✶✾ ✵

FU = 4 ❉❆❚❆✸✺ ✹✼✷ ✹✼✷ ✷ ✵✱✷✸ ✵✱✷✶ ✵

FL = 3 ❉❆❚❆✸✻ ✹✽✽ ✹✽✽ ✸ ✵✱✶✻ ✵✱✶✼ ✵

❨❂✸ ❉❆❚❆✸✼ ✹✶✷ ✹✶✷ ✷ ✵✱✶✽ ✵✱✶✻ ✵

❉❆❚❆✸✽ ✼✺✺ ✼✺✺ ✷ ✵✱✵✾ ✵✱✶✶ ✵

❉❆❚❆✸✾ ✸✺✽ ✸✺✽ ✷ ✵✱✶✹ ✵✱✶✷ ✵

❉❆❚❆✹✵ ✼✹✹ ✼✹✹ ✷ ✵✱✶✶ ✵✱✵✾ ✵

❉❆❚❆✹✶ ✶✹✷ ✶✹✷ ✷ ✵✱✶✷ ✵✱✵✾ ✵

♠❂✶✵ ❉❆❚❆✹✷ ✶✷✺ ✶✷✺ ✷ ✵✱✶✸ ✵✱✶✷ ✵

♥❂✹✻ ❉❆❚❆✹✸ ✷✶✻ ✷✶✻ ✸ ✵✱✶✾ ✵✱✶✾ ✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✹✹ ✷✹✽ ✷✹✽ ✷ ✵✱✶✶ ✵✱✵✽ ✵

FU = 4 ❉❆❚❆✹✺ ✹✵✶ ✹✵✶ ✸ ✵✱✵✾ ✵✱✼✶ ✵

FL = 3 ❉❆❚❆✹✻ ✷✹✵ ✷✹✵ ✷ ✵✱✶✹ ✵✱✶✷ ✵

Y = 3 ❉❆❚❆✹✼ ✷✹✻ ✷✹✻ ✸ ✵✱✶✻ ✵✱✷✺ ✵

❉❆❚❆✹✽ ✺✼✸ ✺✼✸ ✸ ✵✱✶✻ ✵✱✶✻ ✵

❉❆❚❆✹✾ ✶✸✺ ✶✸✺ ✷ ✵✱✶✷ ✵✱✶✷ ✵

❉❆❚❆✺✵ ✶✷✻ ✶✷✻ ✷ ✵✱✶✸ ✵✱✶✹ ✵

❉❆❚❆✺✶ ✹✵✵ ✹✵✵ ✷ ✵✱✵✾ ✵✱✶✶ ✵

❉❆❚❆✺✷ ✶✽✾ ✶✽✾ ✷ ✵✱✶✵ ✵✱✶✶ ✵

♠❂✶✵ ❉❆❚❆✺✸ ✷✹✻ ✷✹✻ ✸ ✵✱✵✾ ✵✱✶✶ ✵

♥❂✼✷ ❉❆❚❆✺✹ ✷✽✽ ✷✽✽ ✷ ✵✱✶✸ ✵✱✶✺ ✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✺✺ ✶✾✹ ✶✾✹ ✷ ✵✱✶✵ ✵✱✶✺ ✵

FU = 4 ❉❆❚❆✺✻ ✷✾✾ ✷✾✾ ✷ ✵✱✶✷ ✵✱✶✷ ✵

FL = 3 ❉❆❚❆✺✼ ✷✸✷ ✷✸✷ ✷ ✵✱✶✸ ✵✱✶✷ ✵

Y = 3 ❉❆❚❆✺✽ ✶✵✵ ✶✵✵ ✸ ✵✱✶✹ ✵✱✶✸ ✵

❉❆❚❆✺✾ ✹✸✼ ✹✸✼ ✷ ✵✱✵✽ ✵✱✵✾ ✵

❉❆❚❆✻✵ ✶✻✾ ✶✻✾ ✷ ✵✱✶✸ ✵✱✶✹ ✵

❆✈❡4❛❣❡ ✸✷✼✱✸✼ ✸✷✼✱✸✼ ✷✱✷ ✵✱✶✹ ✵✱✶✻ ✵

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✾✳✵✳

■♥ .❤❡1❡ .❛❜❧❡1✱ ❖❇❏✲❉❈❆✱ ❖❇❏✲❈B✾✳✵✱ ■❚❊✲❉❈❆✱ ❚✲❉❈❆✱ ❚✲❈B✾✳✵ ❛♥❞ ❉❆❚❆ 1.❛♥❞

❢♦-✱ -❡1♣❡❝.✐✈❡❧②✱ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❉❈❆✱ .❤❡ ♦♥❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❈B▲❊❳ ✾✳✵✱

.❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✐.❡-❛.✐♦♥1 ♦❢ ❉❈❆✱ .❤❡ -✉♥♥✐♥❣ .✐♠❡ ♦❢ ❉❈❆✱ .❤❡ -✉♥♥✐♥❣ .✐♠❡ ♦❢ ❈B▲❊❳✾✳✵

❛♥❞ .❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ .❤❡ ❣❡♥❡-❛.❡❞ ❞❛.❛✳



✻✹ ❈❤❛♣&❡( ✸✳ ❙♦❧✈✐♥❣ 2❛(&✐&✐♦♥ ❍✉❜ ▲♦❝❛&✐♦♥ ❘♦✉&✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠ ✈✐❛ ❉❈❆

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✾✳✵ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(▲❊❳ ●❆(✭✪✮

❉❆❚❆✻✶ ✻✺✽ ✻✺✽ ✸ ✵✱✷✷ ✵✱✷✷ ✵

♠❂✶✺ ❉❆❚❆✻✷ ✷✽✵ ✷✽✵ ✷ ✵✱✶✽ ✵✱✶✾ ✵

♥❂✼✷ ❉❆❚❆✻✸ ✹✸✸ ✹✸✸ ✸ ✵✱✷✺ ✵✱✷✺ ✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✻✹ ✺✶✵ ✺✶✵ ✸ ✵✱✸✶ ✵✱✸✷ ✵

FU = 5 ❉❆❚❆✻✺ ✺✵✾ ✺✵✾ ✸ ✵✱✺✺ ✵✱✹✾ ✵

FL = 3 ❉❆❚❆✻✻ ✻✶✾ ✻✶✾ ✸ ✵✱✸✶ ✵✱✻✶ ✵

❨❂✺ ❉❆❚❆✻✼ ✸✵✼ ✸✵✼ ✷ ✵✱✹✹ ✵✱✹✹ ✵

❉❆❚❆✻✽ ✸✼✷ ✸✼✷ ✷ ✵✱✸✸ ✵✱✸✷ ✵

❉❆❚❆✻✾ ✷✹✻ ✷✹✻ ✷ ✵✱✹✸ ✵✱✹✸ ✵

❉❆❚❆✼✵ ✻✵✺ ✻✵✺ ✷ ✵✱✹✶ ✵✱✺✶ ✵

❉❆❚❆✼✶ ✶✽✵ ✶✽✵ ✷ ✵✱✶✺ ✵✱✶✶ ✵

♠❂✶✺ ❉❆❚❆✼✷ ✶✽✽ ✶✽✽ ✹ ✵✱✻✺ ✵✱✻✼ ✵

♥❂✶✷✵ ❉❆❚❆✼✸ ✸✾✽ ✸✾✽ ✸ ✵✱✷✶ ✵✱✷✶ ✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✼✹ ✷✶✼ ✷✶✼ ✷ ✵✱✷✸ ✵✱✷✸ ✵

FU = 5 ❉❆❚❆✼✺ ✻✷✹ ✻✷✹ ✸ ✵✱✷✾ ✵✱✸✶ ✵

FL = 3 ❉❆❚❆✼✻ ✷✶✵ ✷✶✵ ✷ ✵✱✷✹ ✵✱✷✷ ✵

Y = 5 ❉❆❚❆✼✼ ✶✷✹ ✶✷✹ ✷ ✵✱✷✻ ✵✱✷✺ ✵

❉❆❚❆✼✽ ✶✼✶ ✶✼✶ ✷ ✵✱✷✶ ✵✱✷✶ ✵

❉❆❚❆✼✾ ✷✸✶ ✷✸✶ ✹ ✵✱✹✶ ✵✱✹✷ ✵

❉❆❚❆✽✵ ✷✶✻ ✷✶✻ ✸ ✵✱✺✶ ✵✱✺✶ ✵

❉❆❚❆✽✶ ✸✷✽ ✸✷✽ ✸ ✶✱✾✾ ✷✱✶✺ ✵

❉❆❚❆✽✷ ✸✼✺ ✸✼✺ ✷ ✼✱✹✵ ✼✱✺✹ ✵

♠❂✷✵ ❉❆❚❆✽✸ ✸✷✹ ✸✷✹ ✸ ✷✱✵✾ ✷✱✶✻ ✵

♥❂✶✷✻ ❉❆❚❆✽✹ ✶✷✷ ✶✷✷ ✹ ✷✱✶✸ ✷✱✻✶ ✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✽✺ ✶✽✻ ✶✽✻ ✹ ✷✱✶✵ ✷✱✶✺ ✵

FU = 5 ❉❆❚❆✽✻ ✷✶✸ ✷✶✸ ✹ ✶✱✶✷ ✶✱✸✶ ✵

FL = 3 ❉❆❚❆✽✼ ✷✷✷ ✷✷✷ ✸ ✸✱✶✸ ✸✱✵✸ ✵

Y = 5 ❉❆❚❆✽✽ ✷✷✹ ✷✷✹ ✺ ✸✱✶✹ ✷✱✸✾ ✵

❉❆❚❆✽✾ ✶✻✵ ✶✻✵ ✸ ✷✱✶✸ ✷✱✹✾ ✵

❉❆❚❆✾✵ ✹✶✵ ✹✶✵ ✷ ✶✱✺✸ ✶✱✾✹ ✵

❆✈❡4❛❣❡ ✸✷✷✱✵✼ ✸✷✷✱✵✼ ✷✱✼ ✶✱✶✶ ✶✱✶✻ ✵

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣❛,❛-✐✈❡ ,❡0✉❧-0 ❜❡-✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✾✳✵✳

❚❤❡ ●❆< ❝♦❧✉♠♥ ♣,❡0❡♥-0 -❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ -❤❡ ❣❛♣ ❜❡-✇❡❡♥ ❖❇❏✲❉❈❆ ❛♥❞ ❖❇❏✲❈<✾✳✵✿

GAP =
OBJDCA −OBJCP9.0

OBJCP9.0
.

❋,♦♠ -❤❡ ♥✉♠❡,✐❝❛❧ ,❡0✉❧-0✱ ✇❡ ♦❜0❡,✈❡ -❤❛-✿

• ❉❈❆ ❛❧✇❛②0 ♣,♦✈✐❞❡0 ❛♥ ✐♥-❡❣❡, 0♦❧✉-✐♦♥ ❛♥❞ ✐- ❝♦♥✈❡,❣❡0 ❛❢-❡, ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ✐-❡,❛✲
-✐♦♥0✳

• ■♥ ♠♦0- ♦❢ ❝❛0❡0✱ -❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ✈❛❧✉❡0 ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❈❆ ❛♥❞ ❈<▲❊❳ ❛,❡ -❤❡ 0❛♠❡✿ ✷✻✴✸✵

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✱ ✸✵✴✸✵ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✱ ✸✵✴✸✵ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✱ ✶✽✴✷✵ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✱ ✷✵✴✷✷ ✐♥ ❚❛❜❧❡

✸✳✺✳

• ■♥ -❤❡ ,❡0- ♦❢ ❉❆❚❆ ✭✽ ✐♥0-❛♥❝❡0✮✱ ●❆<0 ❛,❡ 0♠❛❧❧✳ ■- ♠❡❛♥0 -❤❛- -❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ✈❛❧✉❡

♦❜-❛✐♥❡❞ ❜② ❉❈❆ ❛,❡ ,❛-❤❡, ❝❧♦0❡ -♦ -❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✭-❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜-❛✐♥❡❞

❜② ❈<▲❊❳✮✳ ■♥ ❛❧❧ ❡①♣❡,✐♠❡♥-0 ●❆< ✐0 ♥♦- ❧❛,❣❡, -❤❛♥ ✹✳✺✼%✳

• ■♥ ❣❡♥❡,❛❧ ❉❈❆ ✐0 ❢❛0-❡, -❤❛♥ ❈<▲❊❳✿ -❤❡ ❛✈❡,❛❣❡ ❈<❯ -✐♠❡ ♦❢ ❉❈❆ ✐0 0♠❛❧❧❡, -❤❛♥

-❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❈<▲❊❳✳



✸✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✻✺

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✾✳✵ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(▲❊❳ ●❆(✭✪✮

❉❆❚❆✾✶ ✽✺✻ ✽✺✻ ✷ ✷✱✼✷ ✷✱✼✷ ✵

♠❂✷✵ ❉❆❚❆✾✷ ✺✹✵ ✺✹✵ ✹ ✻✱✽✸ ✾✱✵✻ ✵

♥❂✶✷✻ ❉❆❚❆✾✸ ✼✹✻ ✼✹✷ ✻ ✷✱✺✺ ✷✱✺✶ ✵✱✺✹

ℓ = 5 ❉❆❚❆✾✹ ✻✺✶ ✻✺✶ ✷ ✷✱✺✶ ✷✱✺✶ ✵

FU = 5 ❉❆❚❆✾✺ ✺✼✵ ✺✺✻ ✸ ✽✱✸✺ ✽✱✸✾ ✷✱✺✷

FL = 3 ❉❆❚❆✾✻ ✻✷✾ ✻✶✹ ✻ ✺✱✾✹ ✾✱✶✼ ✵

❨❂✺ ❉❆❚❆✾✼ ✸✽✾ ✸✽✾ ✸ ✷✱✶✹ ✷✱✶✹ ✵

❉❆❚❆✾✽ ✹✸✵ ✹✸✵ ✸ ✷✱✸✸ ✷✱✸✷ ✵

❉❆❚❆✾✾ ✺✽✷ ✺✽✷ ✷ ✼✱✾✼ ✶✵✱✵✾ ✵

❉❆❚❆✶✵✵ ✷✹✷ ✷✹✷ ✻ ✸✱✹✶ ✸✱✹✽ ✵

❉❆❚❆✶✵✶ ✷✵✹ ✷✵✹ ✸ ✸✱✶✺ ✸✱✸✶ ✵

♠❂✷✵ ❉❆❚❆✶✵✷ ✶✷✼ ✶✷✼ ✷ ✷✱✹✺ ✷✱✹✶ ✵

♥❂✷✶✵ ❉❆❚❆✶✵✸ ✷✻✺ ✷✻✺ ✸ ✷✱✷✶ ✷✱✷✹ ✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✶✵✹ ✸✼✻ ✸✼✻ ✸ ✷✱✷✸ ✷✱✷✸ ✵

FU = 5 ❉❆❚❆✶✵✺ ✷✻ ✷✻ ✷ ✷✱✷✾ ✷✱✸✶ ✵

FL = 3 ❉❆❚❆✶✵✻ ✶✺✶ ✶✺✶ ✸ ✷✱✷✹ ✷✱✶✹ ✵

Y = 5 ❉❆❚❆✶✵✼ ✶✹✹ ✶✹✹ ✹ ✷✱✻✻ ✷✱✼✶ ✵

❉❆❚❆✶✵✽ ✷✻✺ ✷✻✺ ✸ ✷✱✷✶ ✷✱✺✺ ✵

❉❆❚❆✶✵✾ ✹✺✸ ✹✺✸ ✷ ✸✱✸✶ ✸✱✸✷ ✵

❉❆❚❆✶✶✵ ✸✵✻ ✸✵✻ ✺ ✸✱✺✶ ✸✱✺✶ ✵

❆✈❡4❛❣❡ ✸✾✼✱✻✵ ✸✾✺✱✾✺ ✸✱✸✺ ✸✱✺✺ ✸✱✾✺ ✵✱✶✺

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✾✳✵✳

❉❆❚❆ ❖❇❏✲❉❈❆ ❖❇❏✲❈(✾✳✵ ■❚❊✲❉❈❆ ❚✲❉❈❆ ❚✲❈(▲❊❳ ●❆(✭✪✮

❉❆❚❆✶✶✶ ✺✺✹ ✺✺✹ ✸ ✸✱✽✽ ✸✱✺✾ ✵

♠❂✷✵ ❉❆❚❆✶✶✷ ✸✷✻ ✸✷✻ ✹ ✷✱✽✸ ✷✱✸✾ ✵

♥❂✷✶✵ ❉❆❚❆✶✶✸ ✸✽✺ ✸✽✺ ✸ ✷✱✺✺ ✷✱✼✷ ✵✱✵

ℓ = 5 ❉❆❚❆✶✶✹ ✹✶✼ ✹✶✼ ✷ ✸✱✷✶ ✸✱✷✺ ✵

FU = 5 ❉❆❚❆✶✶✺ ✹✷✺ ✹✷✺ ✽ ✷✱✸✺ ✷✱✼✽ ✵

FL = 3 ❉❆❚❆✶✶✻ ✻✷✶ ✻✶✼ ✸ ✺✱✸✸ ✶✵✽✷✱✸✶ ✵✱✻✺

❨❂✺ ❉❆❚❆✶✶✼ ✸✾✽ ✸✾✽ ✷ ✷✱✸✹ ✷✱✸✸ ✵

❉❆❚❆✶✶✽ ✺✵✶ ✺✵✶ ✺ ✸✱✸✸ ✸✱✺✸ ✵

❉❆❚❆✶✶✾ ✹✵✸ ✹✵✸ ✸ ✹✱✷✺ ✶✶✱✸✸ ✵

❉❆❚❆✶✷✵ ✹✵✺ ✹✵✺ ✸ ✸✱✹✶ ✸✱✹✷ ✵

♠❂✷✺ ❉❆❚❆✶✷✶ ✶✽✻ ✶✽✻ ✸ ✷✱✶✺ ✷✱✹✷ ✵

♥❂✸✷✵ ❉❆❚❆✶✷✷ ✷✽✾ ✷✽✾ ✸ ✸✱✹✺ ✸✱✽✵ ✵

ℓ = 3 ❉❆❚❆✶✷✸ ✸✶✺ ✸✶✺ ✸ ✹✱✷✶ ✹✱✷✹ ✵

FU = 5 ❉❆❚❆✶✷✹ ✷✽✻ ✷✽✻ ✷ ✷✱✷✸ ✷✱✸✷ ✵

FL = 3 ❉❆❚❆✶✷✺ ✶✷✷ ✶✷✷ ✷ ✷✱✸✾ ✷✱✸✺ ✵

Y = 7 ❉❆❚❆✶✷✻ ✺✶✻ ✹✾✾ ✷ ✷✱✽✹ ✷✱✽✹ ✶✱✹✵

m = 25 ❉❆❚❆✶✷✼ ✹✷✷ ✹✷✷ ✹ ✽✱✺✶ ✶✷✱✹✼ ✵

♥❂✸✷✵ ❉❆❚❆✶✷✽ ✷✷✺ ✷✷✺ ✹ ✶✷✱✷✶ ✷✸✱✵✺ ✵

ℓ = 5 ❉❆❚❆✶✷✾ ✸✶✺ ✸✶✺ ✹ ✶✹✱✸✶ ✷✹✱✼✺ ✵

FU = 5 ❉❆❚❆✶✸✵ ✷✻✵ ✷✻✵ ✸ ✶✸✱✺✶ ✷✸✱✽✻ ✵

FL = 3 ❉❆❚❆✶✸✶ ✸✽✻ ✸✽✻ ✹ ✶✷✱✹✺ ✷✸✱✹✸ ✵

Y = 7 ❉❆❚❆✶✸✷ ✶✺✷ ✶✺✷ ✸ ✶✶✱✼✺ ✶✼✱✼✶ ✵

❆✈❡4❛❣❡ ✸✺✾✱✺✵ ✸✺✽✱✺✺ ✸✱✸✻ ✺✱✻✶ ✺✼✱✸✶ ✵✱✵✾

❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ✾✳✵✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

■♥ .❤✐1 ♣❛♣❡-✱ .❤❡ ❇■▲A ❢♦-♠✉❧❛.✐♦♥ ❢♦- A❛-.✐.✐♦♥✐♥❣✲❤✉❜ ▲♦❝❛.✐♦♥✲-♦✉.✐♥❣ ♣-♦❜❧❡♠1 ❣✐✈❡♥

✐♥ ❬❖③1♦② ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❤❛1 ❜❡❡♥ ✐♠♣-♦✈❡❞✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥. ❛♣♣-♦❛❝❤ ❜❛1❡❞ ♦♥ ❉❈ ♣-♦❣-❛♠♠✐♥❣

❛♥❞ ❉❈❆ ✐1 ♣-♦♣♦1❡❞ ❢♦- 1♦❧✈✐♥❣ .❤✐1 ♣-♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉.❛.✐♦♥❛❧ -❡1✉❧.1 1❤♦✇ .❤❛.



✻✻ ❈❤❛♣%❡' ✸✳ ❙♦❧✈✐♥❣ 1❛'%✐%✐♦♥ ❍✉❜ ▲♦❝❛%✐♦♥ ❘♦✉%✐♥❣ ♣'♦❜❧❡♠ ✈✐❛ ❉❈❆

 ❤✐# ❛♣♣&♦❛❝❤ ✐# ❡✣❝✐❡♥ ❛♥❞ ♦&✐❣✐♥❛❧ ❛# ✐ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ✐♥ ❡❣❡& #♦❧✉ ✐♦♥# ✇❤✐❧❡ ✇♦&❦✐♥❣ ✐♥ ❛

❝♦♥ ✐♥✉♦✉# ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ❛ ❢✉ ✉&❡ ✇♦&❦ ✇❡ ♣❧❛♥  ♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❉❈❆ ❛♥❞ ❇&❛♥❝❤✲❛♥❞✲❇♦✉♥❞ ♦&

❇&❛♥❝❤✲❛♥❞✲❈✉ ❆❧❣♦&✐ ❤♠ ❢♦& ❣❧♦❜❛❧❧② #♦❧✈✐♥❣  ❤❡#❡ ♣&♦❜❧❡♠#✳
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❈❤❛♣$❡& ✹

 ♦✇❡$ ❈♦♥'$♦❧ ✐♥ ❲✐$❡❧❡++ ◆❡'✇♦$❦+

✉+✐♥❣ ❉❈❆

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ❞❡✈♦'❡# '♦ #♦❧✈❡ .♦✇❡) ❝♦♥')♦❧ ♣)♦❜❧❡♠# ✐♥ ✇✐)❡❧❡## ♥❡'✇♦)❦# ❜② ❉❈❆✳ ■' ✐#

✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛# ❛ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧' '♦ #♦❧✈❡✳ ■♥ '❤✐# ❝❤❛♣'❡)✱ ✇❡

♣)♦✈✐❞❡# ❛♥ ❛♣♣)♦♣)✐❛'❡ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦#✐'✐♦♥ ❛♥❞ '❤❡♥ ❉❈❆ ❝❛♥ ✇♦)❦ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛##♦❝✐❛'❡❞

✇✐'❤ '❤✐# ❞❡❝♦♠♣♦#✐'✐♦♥✳

◆♦✇❛❞❛②& '❤❡ ✇✐+❡❧❡&& ♥❡'✇♦+❦& ❛+❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥♥♦✈❛'✐✈❡ ❜✉&✐♥❡&& ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥' ✐♥

✇❤✐❝❤ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡& ❝❛♥ ❜❡ ❝+❡❛'❡❞ ❜② ❝♦♠♣❡'✐♥❣ ❛& ✇❡❧❧ ❛& ❝♦❧❧❛❜♦+❛'✐♥❣ ❡♥'❡+♣+✐&❡& '❤+♦✉❣❤

✐♥♥♦✈❛'✐♦♥✳ 7♦✇❡+ ❝♦♥'+♦❧ ✐& '②♣✐❝❛❧❧② ✉&❡❞ ✐♥ ✇✐+❡❧❡&& ❝❡❧❧✉❧❛+ ♥❡'✇♦+❦& ✐♥ ♦+❞❡+ '♦ ♦♣'✐♠✐③❡

'❤❡ '+❛♥&♠✐&&✐♦♥ &✉❜❥❡❝' '♦ :✉❛❧✐'② ♦❢ &❡+✈✐❝❡ ✭◗♦❙✮ ❝♦♥&'+❛✐♥'&✳ ■' ❤❛& ❜❡❡♥ &❤♦✇♥ ❡❛+❧✐❡+

'❤❛' '❤❡ ♣♦✇❡+ ❝♦♥'+♦❧ ♣+♦❜❧❡♠ ✐♥ '❤❡ ✇✐+❡❧❡&& ❝❡❧❧✉❧❛+ ♥❡'✇♦+❦ ❢+❛♠❡✇♦+❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥'❧②

&♦❧✈❡❞ ✉&✐♥❣ '❤❡ &♦✲❝❛❧❧❡❞ ❣❡♦♠❡')✐❝ ♣)♦❣)❛♠♠✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ ✐♥ ♦+❞❡+ '♦ ❡♥❛❜❧❡ '❤❡ ❛♣♣❧✐✲

❝❛'✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡'+✐❝ ♣+♦❣+❛♠♠✐♥❣ '♦ &♦❧✈❡ '❤❡ '❤+♦✉❣❤♦✉' ♠❛①✐♠✐③❛'✐♦♥ ♦+ ✇❡✐❣❤'❡❞ &✉♠

♦❢ ❞❛'❛ +❛'❡& ♠❛①✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣+♦❜❧❡♠&✱ SINR + 1 ❤❛& '♦ ❜❡ ❛♣♣+♦①✐♠❛'❡❞ ❛& SINR ✇❤❡+❡

SINR ✐& '❤❡ &✐❣♥❛❧ '♦ ✐♥'❡+❢❡+❡♥❝❡✲❛♥❞✲♥♦✐&❡ +❛'✐♦✳ ❙✉❝❤ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ '❤❡ ♦+✐❣✐♥❛❧ ♣+♦❜❧❡♠

❢♦+♠✉❧❛'✐♦♥ ✐& ♦❜✈✐♦✉&❧② ✐♠♣+❡❝✐&❡ ❛♥❞ ♠✐❣❤' ❜❡ ✈❡+② ❧♦♦&❡✱ ❡&♣❡❝✐❛❧❧② ❛' ❧♦✇ SINR +❡❣✐♠❡
✇❤✐❝❤ ✐& ❛♥ ✉&✉❛❧ &❝❡♥❛+✐♦ ❢♦+ &②&'❡♠& ✇✐'❤ ❈❉▼❆ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥&✳ ■♥ '❤✐& ♣❛♣❡+✱ ❜❛&❡❞ ♦♥

❞✐✛❡)❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝'✐♦♥# ✭❉❈✮ ♣+♦❣+❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈ ❆❧❣♦)✐'❤♠ ✭❉❈❆✮✱ ✇❡ ✐♥✈❡&'✐❣❛'❡

❛ ♥❡✇ &♦❧✉'✐♦♥ ♠❡'❤♦❞ ❢♦+ &♦❧✈✐♥❣ '❤❡ ❛❢♦+❡♠❡♥'✐♦♥❡❞ ♣+♦❜❧❡♠&✳ ❆❧❜❡✐' &✉❜✲♦♣'✐♠❛❧✱ '❤❡

♥✉♠❡+✐❝❛❧ &✐♠✉❧❛'✐♦♥& ❛+❡ ❝♦♠♣❛+❡❞ ✇✐'❤ ❣❡♦♠❡')✐❝ ♣)♦❣)❛♠♠✐♥❣ &❤♦✇ '❤❛' '❤❡ ♣+♦♣♦&❡❞

❛❧❣♦+✐'❤♠ ✐& ❛♥ ❡✣❝✐❡♥' ❛♣♣+♦❛❝❤✳

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤❡ '❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❜✉&✐♥❡&& ♦❢ ✇✐+❡❧❡&& ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥ &②&'❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞+❛✲

♠❛'✐❝❛❧❧② &✐♥❝❡ ✶✾✾✵&✳ ❲✐'❤ ♥❡✇ ♠♦❜✐❧❡ &❛'❡❧❧✐'❡& ❝♦♠✐♥❣ ♦♥ ❧✐♥❡✱ ❜✉&✐♥❡&& ❛++❛♥❣❡♠❡♥'&✱

'❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ &♣❡❝'+✉♠ ❛❧❧♦❝❛'✐♦♥& ♠❛❦❡ ✐' ♣♦&&✐❜❧❡ ❢♦+ ♣❡♦♣❧❡ '♦ ♠❛❦❡ ❛♥❞ +❡❝❡✐✈❡ '❡❧❡✲

♣❤♦♥❡ ❝❛❧❧& ❛♥②'✐♠❡ ❛♥②✇❤❡+❡✳ ❚♦❞❛②✱ '❤❡ ♠♦❜✐❧❡ '❡❧❡♣❤♦♥❡ &✉❝❝❡&& &'♦+② ❝❛❧❧& '❤❡ ✇✐+❡❧❡&&

❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥& ❝♦♠♠✉♥✐'② '♦ '✉+♥ ✐'& ❛''❡♥'✐♦♥ '♦ ♦'❤❡+ ✐♥❢♦+♠❛'✐♦♥ &❡+✈✐❝❡&✱ ♠♦&' ♦❢

'❤❡♠ ✐♥ '❤❡ ❝❛'❡❣♦+② ♦❢ ✧✇✐+❡❧❡&& ❞❛'❛✧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥&✳ ❲✐+❡❧❡&& '❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐& ❛ '+✉❧②

+❡✈♦❧✉'✐♦♥❛+② ♣❛+❛❞✐❣♠ &❤✐❢'✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♠✉❧'✐♠❡❞✐❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥& ❜❡'✇❡❡♥ ♣❡♦♣❧❡ ❛♥❞

❞❡✈✐❝❡& ❢+♦♠ ❛♥② ❧♦❝❛'✐♦♥✳ ■' ❛❧&♦ ✉♥❞❡+♣✐♥& ❡①❝✐'✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥& &✉❝❤ ❛& &❡♥&♦+ ♥❡'✇♦+❦&✱

&♠❛+' ❤♦♠❡&✱ '❡❧❡♠❡❞✐❝✐♥❡✱ ❛♥❞ ❛✉'♦♠❛'❡❞ ❤✐❣❤✇❛②&✳ ❲✐+❡❧❡&& ♥❡'✇♦+❦& ❝♦♥'✐♥✉❡ '♦ ❞❡✲

✈❡❧♦♣✱ ✉&❛❣❡ ❤❛& ❣+♦✇♥ ✐♥ ✷✵✶✵✳ ❈❡❧❧✉❧❛+ ♣❤♦♥❡& ❛+❡ ♣❛+' ♦❢ ❡✈❡+②❞❛② ✇✐+❡❧❡&& ♥❡'✇♦+❦&✱

❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛&② ♣❡+&♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'✐♦♥&✳ ■♥'❡+✲❝♦♥'✐♥❡♥'❛❧ ♥❡'✇♦+❦ &②&'❡♠& ✉&❡ +❛❞✐♦ &❛'❡❧✲

❧✐'❡& '♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'❡ ❛❝+♦&& '❤❡ ✇♦+❧❞✳ ❊♠❡+❣❡♥❝② &❡+✈✐❝❡& &✉❝❤ ❛& '❤❡ ♣♦❧✐❝❡ ✉'✐❧✐③❡ ✇✐+❡❧❡&&

♥❡'✇♦+❦& '♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛'❡ ❡✛❡❝'✐✈❡❧②✳ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧& ❛♥❞ ❜✉&✐♥❡&&❡& ✉&❡ ✇✐+❡❧❡&& ♥❡'✇♦+❦& '♦

&❡♥❞ ❛♥❞ &❤❛+❡ ❞❛'❛ +❛♣✐❞❧②✱ ✇❤❡'❤❡+ ✐' ❜❡ ✐♥ ❛ &♠❛❧❧ ♦✣❝❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦+ ❛❝+♦&& '❤❡ ✇♦+❧❞✳

◆♦✇❛❞❛②& '❤❡ ❲✐+❡❧❡&& ♥❡'✇♦+❦& ❛+❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥♥♦✈❛'✐✈❡ ❜✉&✐♥❡&& ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥' ✐♥ ✇❤✐❝❤

♥❡✇ ✈❛❧✉❡& ❝❛♥ ❜❡ ❝+❡❛'❡❞ ❜② ❝♦♠♣❡'✐♥❣ ❛& ✇❡❧❧ ❛& ❝♦❧❧❛❜♦+❛'✐♥❣ ❡♥'❡+♣+✐&❡& '❤+♦✉❣❤ ✐♥✲

♥♦✈❛'✐♦♥✳ ❲✐+❡❧❡&& ♥❡'✇♦+❦& &✐❣♥✐✜❝❛♥'❧② ❝♦♥'+✐❜✉'❡ '♦ '❤❡ &❡❛♠❧❡&& ❝♦❧❧❛❜♦+❛'✐♦♥ ❛♥❞

✐♥'❡+♦♣❡+❛❜✐❧✐'② ✇✐'❤✐♥ ❛♥❞ ♦✉'&✐❞❡ '❤❡ ❡♥'❡+♣+✐&❡&✳



✼✵ ❈❤❛♣&❡( ✹✳ +♦✇❡( ❈♦♥&(♦❧ ✐♥ ❲✐(❡❧❡22 ◆❡&✇♦(❦2 ✉2✐♥❣ ❉❈❆

■♥ ♣#❛❝&✐❝❡✱ ♦♥❡ ♦❢ &❤❡ ♠♦.& ✐♠♣♦#&❛♥& ♣#♦❜❧❡♠ ✐.  ❤❡ #❡$♦✉#❝❡$ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥ ♣#♦❜❧❡♠

✇✐ ❤ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛ ✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐ ✐❡$ ✭♣♦✇❡# ❝♦♥&#♦❧✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛..✐❣♥♠❡♥&✱ ❛♥❞ ❤❛♥❞✲

♦✛.✮✳ ❘❡.♦✉#❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥& ✇✐❧❧ ❜❡ ❝#✐&✐❝❛❧ ♣#♦❜❧❡♠ ✐♥ &❤❡ .②.&❡♠. &❤❛& ✐♥❝❧✉❞❡ ❤✐❣❤ .♣❡❡❞

❞❛&❛ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥. .✉❝❤ ❛. ❤✐❣❤ .♣❡❡❞ ❞❡❧✐✈❡#② ♦❢ ♠✉❧&✐♠❡❞✐❛ ✐♥❢♦#♠❛&✐♦♥ ✐♥&❡❣#❛&❡❞ ✇✐&❤

✈♦✐❝❡✱ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❞❛&❛✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱ &❤❡#❡ ✐. ❛♥ ✐♥❝#❡❛.❡❞ ✉#❣❡♥❝② &♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ✐♥✈❡.&✐❣❛&❡

❛❞✈❛♥❝❡❞ ✐♥ #❛❞✐♦ #❡.♦✉#❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥& ♣#♦❜❧❡♠ ♦♥ ✇✐#❡❧❡.. ❞❛&❛ &#❛♥.♠✐..✐♦♥✳

❖♥❡ ✐♠♣♦#&❛♥& ✐..✉❡ ♦❢ &❤❡ #❛❞✐♦ #❡.♦✉#❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥& ✐. ♣♦✇❡# ❝♦♥&#♦❧✳ ?♦✇❡# ❝♦♥&#♦❧

❛♥❞ #❡.♦✉#❝❡ ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥ &❡❝❤♥✐@✉❡. ❢♦# ❝❡❧❧✉❧❛# ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ .②.&❡♠. ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ #❡❝❡♥&

❢♦❝✉. ♦❢ ✐♥&❡♥.✐✈❡ .&✉❞✐❡. ❬❈❤✐❛♥❣✱ ✷✵✵✺❪✱❬❋♦.❝❤✐♥✐ ❛♥❞ ▼✐❧❥❛♥✐❝✱ ✶✾✾✸❪✱❬❨❛&❡.✱ ✶✾✾✺❪✳ ■& ❤❛.

❜❡❡♥ ♣#♦♣♦.❡❞ &♦ ✉.❡ &❤❡ ✉.❡# .✐❣♥❛❧ &♦ ✐♥&❡#❢❡#❡♥❝❡ ♣❧✉. ♥♦✐.❡ #❛&✐♦ ✭❙■◆❘✮ &♦ ❛❞❥✉.& &❤❡

&#❛♥.♠✐&&❡❞ ♣♦✇❡# ❬❋❛##♦❦❤✐ ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ❚♦ .♣❡❝✐❢② ✐♥ ❈❉▼❆ .②.&❡♠.✱ ✐& ✐. ♣❛#&✐❝✉❧❛#❧②

✐♠♣♦#&❛♥&✱ ✇❤❡#❡ ✉.❡#. &#❛♥.♠✐& ❛& &❤❡ .❛♠❡ &✐♠❡ ♦✈❡# &❤❡ .❛♠❡ ❢#❡@✉❡♥❝② ❜❛♥❞. ❛♥❞

&❤❡✐# .♣#❡❛❞✐♥❣ ❝♦❞❡. ❛#❡ ♥♦& ♣❡#❢❡❝&❧② ♦#&❤♦❣♦♥❛❧✳ ❚#❛♥.♠✐& ♣♦✇❡# ❝♦♥&#♦❧ ✐. ♦❢&❡♥ ✉.❡❞

&♦ &❛❝❦❧❡ &❤✐. ♣#♦❜❧❡♠ ♦❢ .✐❣♥❛❧ ✐♥&❡#❢❡#❡♥❝❡ ❬❈❤✐❛♥❣ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ■♥ &❤✐. ✇❛②✱ ♣♦✇❡#

❝♦♥&#♦❧ ✐. ✉.❡❞ &♦ ❝♦♥&#♦❧ ✐♥&❡#❢❡#❡♥❝❡✱ ❛♥❞ &❤❡#❡❢♦#❡✱ &♦ ❝♦♥&#♦❧ ❛❧.♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉.❡#✬. @✉❛❧✐&②

♦❢ .❡#✈✐❝❡. ✭◗♦❙✮✳ ❱❛#✐♦✉. ♦❜❥❡❝&✐✈❡. ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥.✐❞❡#❡❞ ❢♦# ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♣♦✇❡# ❝♦♥&#♦❧

❛❧❣♦#✐&❤♠.✳ ?❛#&✐❝✉❧❛#❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♠❛①✐♠✐③❡ &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❙■◆❘✱ ♠✐♥✐♠✐③❡ &♦&❛❧ &#❛♥.♠✐&&❡❞

♣♦✇❡#✱ ♦# ♠✐♥✐♠✐③❡ ♦✉&❛❣❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐&② ✐♥ ❛ ❝❡❧❧✉❧❛# ♥❡&✇♦#❦ ❬❇✐❣✉❡.❤ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ❬❈❤✐❛♥❣✱

✷✵✵✺❪✱❬❏✉❧✐❛♥ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❬❋❛##♦❦❤✐ ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ #❡♣#❡.❡♥&. ❛ .②.&❡♠✇✐❞❡

❣♦❛❧ &♦ ❜❡ ♦♣&✐♠✐③❡❞❀ ❤♦✇❡✈❡#✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉.❡#.✬ ◗♦❙ #❡@✉✐#❡♠❡♥&. ❛❧.♦ ♥❡❡❞ &♦ ❜❡ .❛&✐.✜❡❞✳

❆♥② ♣♦✇❡# ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥ ♠✉.& ❜❡ .❛&✐.✜❡❞ ❜② &❤❡.❡ ♠✐♥✐♠✉♠ #❡@✉✐#❡♠❡♥&. ❝♦♥.&#❛✐♥&. ❢#♦♠

&❤❡ ✉.❡#.✳ ❋♦# ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❝♦♥.&#❛✐♥❡❞ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ❝❛♣&✉#❡. &❤❡ &#❛❞❡♦✛ ❜❡&✇❡❡♥ ✉.❡#✲

❝❡♥&#✐❝ ❝♦♥.&#❛✐♥&. ❛♥❞ .♦♠❡ ♥❡&✇♦#❦✲❝❡♥&#✐❝ ♦❜❥❡❝&✐✈❡✳ ❇❡❝❛✉.❡ ❛ ❤✐❣❤❡# ♣♦✇❡# ❧❡✈❡❧ ❢#♦♠

♦♥❡ &#❛♥.♠✐&&❡# ✐♥❝#❡❛.❡. &❤❡ ✐♥&❡#❢❡#❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧. ❛& ♦&❤❡# #❡❝❡✐✈❡#.✱ &❤❡#❡ ♠❛② ♥♦& ❜❡ ❛♥②

❢❡❛.✐❜❧❡ ♣♦✇❡# ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥ &♦ .❛&✐.❢② &❤❡ #❡@✉✐#❡♠❡♥&. ❢#♦♠ ❛❧❧ &❤❡ ✉.❡#.✳ ❙♦♠❡&✐♠❡. &❤❡#❡

❡①✐.& ❛ .♦❧✉&✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ .❛&✐.✜❡❞ &❤❡ .❡& ♦❢ #❡@✉✐#❡♠❡♥&.✱ ❜✉& ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ✉.❡# ✐.

❛❞♠✐&&❡❞ ✐♥&♦ &❤❡ .②.&❡♠✱ &❤❡ .♦❧✉&✐♦♥ ✐. ♥♦ ♠♦#❡ ❢❡❛.✐❜❧❡ ♣♦✇❡# ❝♦♥&#♦❧ #❡@✉✐#❡♠❡♥&.✱ ♦#

&❤❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ✐. #❡❞✉❝❡❞ ❞✉❡ &♦ &❤❡ &✐❣❤&❡♥✐♥❣ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥.&#❛✐♥& .❡&✱ ❧❡❛❞✐♥❣ &♦

&❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦# ❛❞♠✐..✐♦♥ ❝♦♥&#♦❧ ❛♥❞ ❛❞♠✐..✐♦♥ ♣#✐❝✐♥❣✱ #❡.♣❡❝&✐✈❡❧② ✭.❡❡ ❬❈❤✐❛♥❣✱ ✷✵✵✻❜❪✮✳

❆❧&❤♦✉❣❤ ✈❛#✐♦✉. ✐&❡#❛&✐✈❡ ♠❡&❤♦❞. ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ &♦ .♦❧✈❡ &❤❡ ♣♦✇❡# ❝♦♥&#♦❧ ♣#♦❜❧❡♠

✐♥ ❝❡❧❧✉❧❛# ✇✐#❡❧❡.. .②.&❡♠.✱ &❤❡.❡ ♠❡&❤♦❞. ❛#❡ ♥♦& ❣❡♥❡#❛❧ &♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ❞✐✈❡#.❡ .❡& ♦❢ ◗♦❙

❝♦♥.&#❛✐♥&. ❛♥❞ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥.✳

❆ ❣❡♥❡#❛❧ ❢#❛♠❡✇♦#❦ ❢♦# &❤❡ ♣♦✇❡# ❝♦♥&#♦❧ ❜❛.❡❞ ♦♥ ❣❡♦♠❡ #✐❝ ♣#♦❣#❛♠♠✐♥❣ ✇❛. ❞❡✲

✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❈❤✐❛♥❣✱ ✷✵✵✺❪✱❬❑❛♥❞✉❦✉#✐ ❛♥❞ ❇♦②❞✱ ✷✵✵✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ✐♥ ♦#❞❡# &♦ ❡♥❛❜❧❡ &❤❡

❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡&#✐❝ ♣#♦❣#❛♠♠✐♥❣ &♦ .♦❧✈❡ &❤❡ &❤#♦✉❣❤♦✉& ♠❛①✐♠✐③❛&✐♦♥ ♦# ✇❡✐❣❤&❡❞

.✉♠ ♦❢ ❞❛&❛ #❛&❡. ♠❛①✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠.✱ SINR + 1 ❤❛. &♦ ❜❡ ❛♣♣#♦①✐♠❛&❡❞ ❛. SINR✳

❯♥❢♦#&✉♥❛&❡❧②✱ .✉❝❤ ❛♣♣#♦①✐♠❛&✐♦♥ ♠✐❣❤& ❜❡ ✈❡#② ✐♠♣#❡❝✐.❡ ❛♥❞ ❧♦♦.❡✱ ❡.♣❡❝✐❛❧❧② ❛& ❧♦✇

SINR #❡❣✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐. ❛ ✉.✉❛❧ .❝❡♥❛#✐♦ ❢♦# .②.&❡♠. ✇✐&❤ ❈❉▼❆ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥.✳ ▼♦#❡♦✈❡#✱

♥♦&❡ &❤❛& &❤❡ ❛❣❣#❡❣❛&❡ .②.&❡♠ &❤#♦✉❣❤♣✉& ♦# .✉♠ ♦❢ log(1+SINR)✱ ✐. &❤❡ ❛❝&✉❛❧ &❛#❣❡& ❢♦#

♥❡&✇♦#❦ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥✳ ■& &✉#♥. ♦✉& &❤❛& &❤❡ #❡.✉❧&✐♥❣ ♣#♦❜❧❡♠ ✐. ◆?✲❤❛#❞✳ ❆❧&❤♦✉❣❤ &❤❡

♦#✐❣✐♥❛❧ ❢♦#♠✉❧❛&✐♦♥. ❝❛♥ ❜❡ .♦❧✈❡❞ ✉.✐♥❣ &❤❡ ♠❡&❤♦❞ ♦❢ .✉❝❝❡..✐✈❡ ❝♦♥✈❡①✲❛♣♣#♦①✐♠❛&✐♦♥

❛. ❞❡.❝#✐❜❡❞ ✐♥ ❬❈❤✐❛♥❣✱ ✷✵✵✺❪✱ &❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ✐&❡#❛&✐♦♥.✱ ✐✳❡✳✱ &❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❣❡♦♠❡&#✐❝

♣#♦❣#❛♠. &❤❛& ♥❡❡❞ &♦ ❜❡ .♦❧✈❡❞✱ ♠❛② ❜❡ ❧❛#❣❡✱ ❛♥❞ &❤✉.✱ ❧❡❛❞. &♦ ❤✐❣❤ ♦✈❡#❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐&②✳

▼♦#❡♦✈❡#✱ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣&✐♠❛❧✐&② ✐. ❛❧.♦ ♥♦& ❣✉❛#❛♥&❡❡❞✳

◗♦❙ ♣#♦✈✐.✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇✐#❡❧❡.. ♥❡&✇♦#❦ ✐. ❛ ♣❛#&✐❝✉❧❛#❧② ❞✐✣❝✉❧& &❛.❦ ❜❡❝❛✉.❡ ♣❤②.✐❝❛❧

❧❛②❡# ♣#♦❜❧❡♠.❀ .✉❝❤ ❛. ♣❛&❤ ❧♦..✱ ❢❛❞✐♥❣✱ ❛♥❞ ♠✉❧&✐✲♣❛&❤❀ ❝❛♥ ♠❛❦❡ &❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥

❧✐♥❦. ✉♥#❡❧✐❛❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ &❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❣❛✐♥. ✈❛#② ❛❧❧ &❤❡ &✐♠❡✱ &❤❡#❡ ✐. ❛ ♥❡❡❞ ❢♦# ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐&②

❛❧❣♦#✐&❤♠. &♦ ❝❛##② ♦✉& #❡.♦✉#❝❡ ❛❧❧♦❝❛&✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ♣♦✇❡# ❝♦♥&#♦❧✱ ✐♥ ✇✐#❡❧❡.. ♥❡&✇♦#❦.✳ ▼♦#❡✲

♦✈❡#✱ .✉❝❤ ❛❧❣♦#✐&❤♠. .❤♦✉❧❞ ❛❧.♦ ♣#♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ✐♥ ♦#❞❡# ♥♦& &♦ ✇❛.&❡ #❛❞✐♦

#❡.♦✉#❝❡.✳ ❚❤✐. ✐. ♣#❡❝✐.❡❧② ♦✉# ❛✐♠ ✐♥ &❤✐. ✇♦#❦✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ &❤✐. ♣❛♣❡#✱ ✇❡ ❞✐#❡❝&❧②

❝♦♥.✐❞❡# &❤❡ ❛❣❣#❡❣❛&❡ .②.&❡♠ &❤#♦✉❣❤♣✉& ❛. ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✐♥ .♦❧✈✐♥❣ &❤❡ ♣♦✇❡# ❝♦♥✲



✹✳✷✳ ❙②%&❡♠ ♠♦❞❡❧ ✼✶

 !♦❧ ♣!♦❜❧❡♠ ❢♦! ❝❡❧❧✉❧❛! ,②, ❡♠,✳ ❲❡ ,❤♦✇  ❤❛  ❤❡ ❝♦!!❡,♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥ ♣!♦❜❧❡♠

❜❡❧♦♥❣,  ♦  ❤❡ ❝❧❛,, ♦❢ ,♦✲❝❛❧❧❡❞ ❉❈ ♣!♦❣!❛♠♠✐♥❣ ♣!♦❜❧❡♠, ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ❛♥❞

❡✣❝✐❡♥ ❧② ,♦❧✈❡❞ ✉,✐♥❣ ♠♦❞❡!♥ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥ ♠❡ ❤♦❞, ❬❍♦!, ❡ ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ ❞✉❡

 ♦  ❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐ ② ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❉❈ ♣!♦❣!❛♠♠✐♥❣✱ ✇❡ ♣!♦♣♦,❡ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐ ② ❉❈ ❆❧❣♦✲

'✐)❤♠, ✭❉❈❆✮  ♦ ,♦❧✈❡  ❤❡ !❡,✉❧ ✐♥❣ ♣!♦❜❧❡♠,✳ ❆❧❜❡✐ ,✉❜✲♦♣ ✐♠❛❧✱  ❤❡ ♣!♦♣♦,❡❞ ❛♣♣!♦❛❝❤

❛❝❤✐❡✈❡, ♥❡❛' ♦♣)✐♠❛❧ !❡,✉❧ ,✳

■♥  ❤✐, ♣❛♣❡! ✇❡ ,❤♦✇ ❤♦✇  ♦ ✉,❡  ❤✐, ❛♣♣!♦❛❝❤ ❢♦! ,♦❧✈✐♥❣  ❤❡ ❛❢♦!❡♠❡♥ ✐♦♥ ♣!♦❜✲

❧❡♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡!✐❝❛❧ ,✐♠✉❧❛ ✐♦♥, ❛!❡ ❝♦♠♣❛!❡❞ ✇✐ ❤ ❣❡♦♠❡)'✐❝ ♣'♦❣'❛♠♠✐♥❣ ,❤♦✇  ❤❛  ❤❡

♣!♦♣♦,❡❞ ❉❈❆ ✐, ❛♥ ❡✣❝✐❡♥ ❛❧❣♦!✐ ❤♠✳

✹✳✷ ❙②%&❡♠ ♠♦❞❡❧

❲❡ ❝♦♥,✐❞❡! ❛ ❝❡❧❧✉❧❛! ♥❡ ✇♦!❦ ✇✐ ❤ K ✉,❡!, ✭❧✐♥❦,

✶

✮ ❛♥❞ ❛ ,✐♥❣❧❡ ❜❛,❡ , ❛ ✐♦♥✳ ❯♣❧✐♥❦

 !❛♥,♠✐,,✐♦♥ ✐, ❝♦♥,✐❞❡!❡❞ ✐♥  ❤✐, ♣❛♣❡! ❛❧ ❤♦✉❣❤ ❛ ♠♦!❡ ❣❡♥❡!❛❧ ,②, ❡♠ ,❡ ✉♣✱ ,✉❝❤ ❛, ❛♥

❛❞ ❤♦❝ ♥❡ ✇♦!❦✱ ✐, ❛❧,♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❆♥ ❡① ❡♥,✐♦♥  ♦ ♠✉❧ ✐♣❧❡ ❜❛,❡ , ❛ ✐♦♥, ✐, , !❛✐❣❤ ❢♦!✲

✇❛!❞✳

❚❤❡ ❡✛❡❝ , ♦❢  ❤!❡❡ ,✐❣♥❛❧ , !❡♥❣ ❤ ❛  ❡♥✉❛ ✐♦♥ ❢❛❝ ♦!,✿ ♣❛ ❤ ❧♦,,✱ ,❤❛❞♦✇✐♥❣✱ ❛♥❞ ♠✉❧✲

 ✐♣❛ ❤ ❢❛❞✐♥❣ ❛!❡ ❝♦♥,✐❞❡!❡❞ ✐♥  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣!♦♣❛❣❛ ✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ▲❡ Pk ❜❡  ❤❡  !❛♥,♠✐  ❡❞

♣♦✇❡! ❧❡✈❡❧ ♦❢  ❤❡ kth ✉,❡!✳ ❚❤❡♥✱  ❤❡ ♣!♦♣❛❣❛ ✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦!  ❤❡ kth ✉,❡! ❝❛♥ ❜❡ ✇!✐  ❡♥

❛, ❬❈❤✐❛♥❣✱ ✷✵✵✺❪

P̃k = PkFk

(
d0
dk

)βk
, ✭✹✳✶✮

✇❤❡(❡ P̃k ✐* +❤❡ (❡❝❡✐✈❡❞ ♣♦✇❡(✱ dk ✐* +❤❡ ♣(♦♣❛❣❛+✐♦♥ ♣❛+❤ ❧❡♥❣+❤✱ d0 ✐* ❛ (❡❢❡(❡♥❝❡ ❞✐*+❛♥❝❡

❢♦( +❤❡ ❛♥+❡♥♥❛ ❢❛(✲✜❡❧❞✱ Fk ✐* ♠✉❧+✐♣❛+❤ ❢❛❞✐♥❣ ❣❛✐♥✱ ❛♥❞ βk ✐* +❤❡ ♣❛+❤ ❧♦** ❡①♣♦♥❡♥+ ❢♦(

+❤❡ kth ✉*❡(✳ ◆♦+❡ +❤❛+ ✐♥ +❤❡ ❛❢♦(❡♠❡♥+✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✐❣♥♦(❡ +❤❡ ❡✛❡❝+ ♦❢ *❤❛❞♦✇✐♥❣ ❢♦(

❜(❡✈✐+②✳ ❯*✐♥❣ ✭✹✳✶✮✱ +❤❡ ❙■◆❘ ❢♦( +❤❡ kth (❡❝❡✐✈❡( ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

SINRk =
LPkFkd

βk
0 d

−βk
k∑K

j 6=k PjFjd
βj
0 d

−βj
j + σ2k

, ✭✹✳✷✮

✇❤❡(❡ σ2k ✐* +❤❡ ♥♦✐*❡ ♣♦✇❡( ❛+ +❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛*❡ *+❛+✐♦♥ ❛♥❞ L :=W/R > 1 ✐* +❤❡ *♣(❡❛❞✐♥❣

❣❛✐♥ ♦❢ +❤❡ ❈❉▼❆ *②*+❡♠✱ ✇❤❡(❡ W ✐* +❤❡ ❝❤✐♣ (❛+❡ ❛♥❞ R ✐* +❤❡ ❞❛+❛ (❛+❡ ♦❢ +❤❡ ✉*❡(✳

❆❧+❤♦✉❣❤ SINR ✐* ♦❢+❡♥ ✉*❡❞ ❛* ❛ ◗♦❙ ♣❛(❛♠❡+❡(✱ ✐+ ✐* +❤❡ ♥❡+✇♦(❦ +❤(♦✉❣❤♣✉+ ✇❤✐❝❤

✐* ♦❢ ❝♦♥❝❡(♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐+ ✐* ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ +❤❛+ +❤❡ ❝❛♣❛❝✐+② ♦❢ ●❛✉**✐❛♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐+❤ ●❛✉**✐❛♥

✐♥+❡(❢❡(❡♥❝❡ ✐* ❛ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ SINR✳ ❚❤❡♥ +❤❡ +❤(♦✉❣❤♣✉+ ❢♦( +❤❡ kth ✉*❡( ✐* ❣✐✈❡♥ ❜②

Rk = log2(1 + SINRk). ✭✹✳✸✮

▲❡+ ✉* ❞❡♥♦+❡ Ḡj = Fjd
βj
0 d

−βj
j > 0, ∀j ❢♦( +❤❡ ♣❛+❤ ❛++❡♥✉❛+✐♦♥ ♦❢ ✐♥+❡(❢❡(✐♥❣ ✉*❡( j✳ ❖♥❡

♣♦♣✉❧❛( ♣♦✇❡( ❝♦♥+(♦❧ ♣(♦❜❧❡♠ ✐* ❜❛*❡❞ ♦♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ +❤❡ ✇❡✐❣❤+❡❞ *✉♠ ♦❢ ❞❛+❛ (❛+❡*

✉♥❞❡( +❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡( ❝♦♥*+(❛✐♥+* ❢♦( ❛❧❧ ✉*❡(*✳ ▼❛+❤❡♠❛+✐❝❛❧❧②✱ +❤✐* ♣(♦❜❧❡♠ ❝❛♥ +❤❡♥ ❜❡

❢♦(♠✉❧❛+❡❞ ❛* ❢♦❧❧♦✇*✳

 !♦❜❧❡♠ ✶✿

♠❛①✐♠✐③❡

K∑

k=1

wkRk ✭✹✳✹✮

*✉❜❥❡❝+ +♦ 0 ≤
∑

Pk ≤ P
UB, ✭✹✳✺✮

0 ≤ Pk ≤ P
max
k ∀k, ✭✹✳✻✮

✶

❊❛❝❤ ❧✐♥❦ (❡♣(❡+❡♥,+ ❛ ✉♥✐❞✐(❡❝,✐♦♥❛❧ ♣❛,❤ ❢(♦♠ ,❤❡ ,(❛♥+♠✐,,❡( ,♦ ,❤❡ (❡❝❡✐✈❡(✳



✼✷ ❈❤❛♣&❡( ✹✳ +♦✇❡( ❈♦♥&(♦❧ ✐♥ ❲✐(❡❧❡22 ◆❡&✇♦(❦2 ✉2✐♥❣ ❉❈❆

✇❤❡#❡ wk✱ k = 1, . . . ,K ❛#❡ ✇❡✐❣❤()✱ PUB
✐) (❤❡ ✉♣♣❡# ❜♦✉♥❞ ♦❢ (❤❡ (♦(❛❧ (#❛♥)♠✐((❡❞

♣♦✇❡#✳ ◆♦(❡ (❤❛( ❝♦♥)(#❛✐♥( ✭✹✳✻✮ ❧✐♠✐() (❤❡ (#❛♥)♠✐((❡❞ ♣♦✇❡# ♦❢ ❡❛❝❤ (#❛♥)♠✐((❡# (♦ ❜❡

)♠❛❧❧❡# (❤❛♥ (❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✇❡# Pmax
k , ∀k✳

❚❤❡ ❛❢♦#❡♠❡♥(✐♦♥❡❞ ♣♦✇❡# ❝♦♥(#♦❧ )❝❤❡♠❡ ✐♥ ✇✐#❡❧❡)) ❝❡❧❧✉❧❛# ♥❡(✇♦#❦) (❛❦❡) ✐♥(♦ ❛❝✲

❝♦✉♥( (❤❡ ❢❛✐#♥❡)) ❝♦♥)✐❞❡#❛(✐♦♥ )✐♥❝❡ (❤❡ ❢❛✐#♥❡)) ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡#❡♥( ✉)❡#) ✐) ❛❧)♦ ❛ ♠❛❥♦#

✐))✉❡ ✐♥ ❛ ◗♦❙ ♣♦❧✐❝②✳ ■♥ ♦(❤❡# ✇♦#❞)✱ ❢❛✐#♥❡)) ✐))✉❡) ♠✉)( ❛❧)♦ ❜❡ (❛❦❡♥ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( ❢♦#

❧♦✇ ♣#✐♦#✐(② ✉)❡#)✳ ❚❤✐) ✇❡✐❣❤( wk, ∀k #❡✢❡❝() (❤✐) ❢❛✐#♥❡))✳
E#♦❜❧❡♠ ✶ ✐) ❝❧❡❛#❧② ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛# ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐) ❡①(#❡♠❡❧②

❤❛#❞ (♦ )♦❧✈❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐)❝✉))✐♦♥ ✐) (♦ )❤♦✇ (❤❛( ✐( ❝❛♥ ❜❡ #❡✇#✐((❡♥ ✐♥

(❤❡ ❢♦#♠ ♦❢ (❤❡ )♦✲❝❛❧❧❡❞ ❉❈ ♣#♦❣#❛♠♠✐♥❣ ♣#♦❜❧❡♠✳

✹✳✸ #♦✇❡' ❝♦♥*'♦❧ ✈✐❛ ❉❈ #'♦❣'❛♠♠✐♥❣

✹✳✸✳✶ ❉❈ ❆❧❣♦*✐,❤♠/ ❢♦* ,❤❡ 2*♦♣♦/❡❞ 2♦✇❡* ❈♦♥,*♦❧ ♣*♦❜❧❡♠

❋✐#)(✱ ✇❡ #❡✇#✐(❡ E#♦❜❧❡♠ ✶ ✐♥ (❤❡ ❢♦#♠ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛(✐♦♥ ♣#♦❣#❛♠

*#♦❜❧❡♠ ✷✿

♠✐♥✐♠✐③❡ −
K∑

k=1

wkRk ✭✹✳✼✮

)✉❜❥❡❝( (♦ 0 ≤
∑

Pk ≤ PUB, ✭✹✳✽✮

0 ≤ Pk ≤ Pmax
k , ∀k. ✭✹✳✾✮

❉❡♥♦(❡ P = (P1, · · · , PK)
T
✳ ❚❤❡ ❢❡❛)✐❜❧❡ )❡( C ♦❢ E#♦❜❧❡♠ ✷ ✭✹✳✼✮✲✭✹✳✾✮ ✐)

C := {P ∈ IRK |
K∑

k=1

Pk ≤ PUB, 0 ≤ Pk ≤ Pmax
k , k = 1,K}.

❖❜✈✐♦✉)❧②✱ C ✐) ❛ ♣♦❧②❤❡❞#❛ ❝♦♥✈❡① )❡( ✐♥ IRK .
◆♦(❡ (❤❛(✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦( ✐♠♣♦)❡ (❤❡ ❝♦♥)(#❛✐♥() ♦♥ (❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛(❛ #❛(❡ ❢♦# ❡❛❝❤ ✉)❡#✳

❍♦✇❡✈❡#✱ ✐❢ (❤❡#❡ ❛#❡ )✉❝❤ ❝♦♥)(#❛✐♥()✱ (❤❡② ❝❛♥ ❛❧)♦ ❜❡ ❡①♣#❡))❡❞ ❛) ❧✐♥❡❛# ❝♦♥)(#❛✐♥() ♦♥

P1, . . . , Pk ❛) ❢♦❧❧♦✇)

Rk ≥ γLBk ⇐⇒ SINRk ≥ 2γ
LB
k − 1

⇐⇒ −LPkḠk + γ̄k

( K∑

j 6=k

PjḠj + σ2k

)
≤ 0

✇❤❡#❡ γ̄k = 2γ
LB
k − 1✳ ❚❤✉)✱ ❛❧❧ (❤❡ ✉)❡#✬) #❛(❡ ❝♦♥)(#❛✐♥() ❛#❡ #❡❝❛)( ❛) ❝♦♥✈❡① ❧✐♥❡❛#

✐♥❡R✉❛❧✐(② ❝♦♥)(#❛✐♥()✳

❋♦# )✐♠♣❧✐❝✐(② ♦❢ ♥♦(✐♦♥✱ ❧❡( ✉) )❡(

ak = (G1, · · · , Gk−1, LGk, Gk+1, · · · , GK)
T ,

bk = (G1, · · · , Gk−1, 0, Gk+1, · · · , GK)
T ,

hk(P1, . . . , PK) = −wk log2

( K∑

j 6=k

PjḠj+σ
2
k

)
, ✭✹✳✶✵✮

gk(P1, . . . , PK) = −wk log2

( K∑

j 6=k

PjḠj+LPkḠk+σ
2
k

)
. ✭✹✳✶✶✮



✹✳✸✳ #♦✇❡' ❝♦♥*'♦❧ ✈✐❛ ❉❈ #'♦❣'❛♠♠✐♥❣ ✼✸

❚❤✉#✱ ✇❡ ❤❛✈❡

gk(P ) = −wk log2(〈a
k, P 〉+ σ2k),

hk(P ) = −wk log2(〈b
k, P 〉+ σ2k),

wkRk = hk(P )− gk(P ).

❚❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ 12♦❜❧❡♠ ✷ ✭✹✳✼✮✲✭✹✳✾✮ ❝❛♥ ❜❡ 2❡✇2✐--❡♥ ❛#

f(P ) =

K∑

k=1

(gk(P )− hk(P )) = g(P )− h(P ), ✭✹✳✶✷✮

✇❤❡2❡ h(P ) =
∑
hk(P ) ❛♥❞ g(P ) =

∑
gk(P )✳ ❙✐♥❝❡ hk(P ), gk(P ), k = 1, · · · ,K ❛2❡

❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝-✐♦♥# -❤❡♥ h(P ) ❛♥❞ g(P ) ❛2❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝-✐♦♥#✳
❍♦✇❡✈❡2✱ ❢2♦♠ ♥✉♠❡2✐❝❛❧ ♣♦✐♥-# ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❉❈❆ #❝❤❡♠❡ ❝♦22❡#♣♦♥❞✐♥❣ -♦ -❤✐# ❉❈ ❞❡❝♦♠✲

♣♦#✐-✐♦♥ ✐# ♥♦- ✐♥-❡2❡#-✐♥❣ ❜❡❝❛✉#❡ ✐- 2❡G✉✐2❡# ❛♥ ✐-❡2❛-✐✈❡ ❛❧❣♦2✐-❤♠ ❢♦2 #♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡①

♣2♦❣2❛♠ ❛- ❡❛❝❤ ✐-❡2❛-✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥- ✇❛②✱ ✇❡ ✐♥-2♦❞✉❝❡ ❛ ♥✐❝❡ ❉❈ 2❡❢♦2♠✉❧❛-✐♦♥ ♦❢

12♦❜❧❡♠ ✷ ❢♦2 ✇❤✐❝❤ -❤❡ 2❡#✉❧-✐♥❣ ❉❈❆ ✐# ❡①♣❧✐❝✐-❧② ❞❡-❡2♠✐♥❡❞ ✈✐❛ ❛ ✈❡2② #✐♠♣❧❡ ❢♦2♠✉❧❛✳

❙✉❝❤ ❛ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦#✐-✐♦♥ ♦❢ f ✐# ✐♥#♣✐2❡❞ ❜② -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2❡#✉❧-✳

❚❤❡♦'❡♠ ✹✳✶ ❚❤❡#❡ ❡①✐&'& ρ > 0 &✉❝❤ '❤❛' '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ H(P ) := 1
2ρ||P ||

2−f(P ) ✐& ❝♦♥✈❡①
♦♥ C.

#'♦♦❢ ✹✳✶ ❲❡ ❤❛✈❡

∇gk(P ) =
wk
log 2

−ak

〈ak, P 〉+ σ2k
,∇hk(P ) =

wk
log 2

−bk

〈bk, P 〉+ σ2k
.

❍❡♥❝❡✱

∇2gk(P ) =
wk
log 2

ak(ak)T

(〈ak, P 〉+ σ2k)
2
, ∇2hk(P ) =

wk
log 2

bk(bk)T

(〈bk, P 〉+ σ2k)
2
.

❇❡❝❛✉&❡ gk(P ), hk(P ) ❛#❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝'✐♦♥&✱ '❤❡♥ ∇
2gk(P ) ❛♥❞ ∇

2hk(P ) ❛#❡ &❡♠✐✲❞❡✜♥✐'❡
♣♦&✐'✐✈❡✳

▼♦#❡♦✈❡#✱

∇2g(P ) =

K∑

k=1

∇2gk(P ), ∇
2h(P ) =

K∑

k=1

∇2hk(P )

❛#❡ &❡♠✐✲❞❡✜♥✐'❡ ♣♦&✐'✐✈❡✳

❖♥ '❤❡ ♦'❤❡# ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡

||∇2gk(P )|| ≤
wk
log 2

1

σ4k
max
i
{aki }(

K∑

i=1

aki ).

❙♦✱ ✐❢

ρ ≥
K∑

k=1

wk
log 2

1

σ4k
max
i
{aki }(

K∑

i=1

aki )

'❤❡♥

ρI −
K∑

k=1

∇2gk(P ) = ρI −∇2g(P )

✐& &❡♠✐✲❞❡✜♥✐'❡ ♣♦&✐'✐✈❡✳ ❚❤✉&✱

1
2ρ||P ||

2 − g(P ) ✐& ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝'✐♦♥✳ ❈♦♥&❡>✉❡♥'❧②✱

H(P ) =
1

2
ρ||P ||2 − f(P ) =

1

2
ρ||P ||2 − g(P ) + h(P )

✐& ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝'✐♦♥✳



✼✹ ❈❤❛♣&❡( ✹✳ *♦✇❡( ❈♦♥&(♦❧ ✐♥ ❲✐(❡❧❡11 ◆❡&✇♦(❦1 ✉1✐♥❣ ❉❈❆

❯!✐♥❣ %❤❡ %❤❡♦)❡♠ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❣❡% %❤❡ ♥❡①% ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦!✐%✐♦♥ ♦❢ f ✿

G(P ) =
1

2
ρ||P ||2 + χC(x), H(P ) =

1

2
ρ||P ||2 − f(P ),

❛♥❞ 8)♦❜❧❡♠ ✷ ✭✹✳✼✮✲✭✹✳✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦✇ ✇)✐%%❡♥ ✐♥ %❤❡ !%❛♥❞❛)❞ ❢♦)♠ ♦❢ ❉❈ ♣)♦❣)❛♠✿

min{G(P )−H(P ) | P ∈ IRK}. ✭✹✳✶✸✮

✹✳✸✳✷ ❉❈❆ ❛♣♣❧✐❡❞ -♦ /0♦❜❧❡♠ ✷ ✭✹✳✼✮✲✭✹✳✾✮

❙%❛)%✐♥❣ ✇✐%❤ P (0) ∈ C✱ ✇❡ ❤❛✈❡ %♦ ❝♦♠♣✉%❡ %✇♦ !❡F✉❡♥❝❡! {P (k)} ❛♥❞ {Q(k)} !✉❝❤ %❤❛%

Q(k) ∈ ∂H(P (k)) ❛♥❞ Q(k+1) ∈ ∂(G)∗(Q(k)).

❆! ✐♥❞✐❝❛%❡❞ ❛❜♦✈❡ P (k+1)
✐! ❛♥ ♦♣%✐♠❛❧ !♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝♦♥✈❡① F✉❛❞)❛%✐❝ ♣)♦❣)❛♠

min{
1

2
ρ||P ||2 − 〈P,Q(k)〉|P ∈ C}. ✭✹✳✶✹✮

❚❤❡ ❉❈❆ ❛♣♣❧✐❡❞ %♦ 8)♦❜❧❡♠ ✷ ❝❛♥ ❜❡ !✉♠♠❛)✐③❡❞ ❛! ❆❧❣♦(✐&❤♠ ✼✳

❆❧❣♦(✐&❤♠ ✼

■♥✐&✐❛❧✐③❛&✐♦♥✿

✯ ❈❤♦♦!❡ ❛♥ ✐♥✐%✐❛❧ ♣♦✐♥% P (0) ∈ C✱ !❡% r = 0❀
✯ ▲❡% ε ❜❡ ❛ !✉✣❝✐❡♥%❧② !♠❛❧❧ ♣♦!✐%✐✈❡ ♥✉♠❜❡)❀

❘❡♣❡❛&✿

✯ ❈❛❧❝✉❧❛%❡

Q(r) = ∇H(P (r)) = ρ P (r) −∇f(P (r))

✯ ❈❛❧❝✉❧❛%❡ P (r+1) ∈ ∂(G)∗(Q(r)) ❜② !♦❧✈✐♥❣ %❤❡ ❧✐♥❡❛) ❝♦♥!%)❛✐♥❡❞ F✉❛❞)❛%✐❝ ♣)♦❣)❛♠

min{
1

2
ρ||P ||2 − 〈P,Q(r)〉|P ∈ C} ✭✹✳✶✺✮

✯ ❙❡% r ← r + 1❀
❯♥&✐❧ ❡✐%❤❡) ||P (r+1)−P (r)|| ≤ ε(||P (r)||+1) ♦) |f(P (r+1))− f(P (r))| ≤ ε(|f(P (r))|+1)

❚❤❡♦(❡♠ ✹✳✷ ✭❈♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ♣)♦♣❡)%✐❡! ♦❢ ❆❧❣♦)✐%❤♠ ❉❈❆✮

✐✮ ❆❧❣♦(✐&❤♠ ✼ ❣❡♥❡%❛'❡( ❛ (❡)✉❡♥❝❡ {P k} (✉❝❤ '❤❛' '❤❡ (❡)✉❡♥❝❡ {f(P k)} ✐(

♠♦♥♦'♦♥♦✉(❧② ❞❡❝%❡❛(✐♥❣✳

✐✐✮ ❚❤❡ (❡)✉❡♥❝❡ {P k} ❝♦♥✈❡%❣❡( '♦ '❤❡ ♣♦✐♥' P ∗ ✇❤✐❝❤ (❛'✐(✜❡( '❤❡ ♥❡❝❡((❛%② ❧♦❝❛❧ ♦♣'✐✲

♠❛❧✐'② ❝♦♥❞✐'✐♦♥✳

*(♦♦❢ ✹✳✷ ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛%❡ ❞✐%❡❝' ❝♦♥(❡)✉❡♥❝❡( ♦❢ '❤❡ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ♣%♦♣❡%'✐❡( ♦❢ ❣❡♥❡%❛❧ ❉❈

♣%♦❣%❛♠( ❛♥❞ '❤❡ ❢❛❝' '❤❛' f ✐( ❞✐✛❡%❡♥'✐❛❜❧❡✳

❈♦♠♣❧❡①✐&② ❛♥❛❧②1✐1✿

❆! ✇❡ ❤❛✈❡ !❤♦✇♥✱ ❛% ❡❛❝❤ ✐%❡)❛%✐♦♥✱ %❤❡ ❛❧❣♦)✐%❤♠ )❡F✉✐)❡! !♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡① F✉❛❞)❛%✐❝

♣)♦❣)❛♠ ✇✐%❤ ❧✐♥❡❛) ❝♦♥!%)❛✐♥%!✳ ❚❤✐! ❝♦♥✈❡① F✉❛❞)❛%✐❝ ♣)♦❣)❛♠ ❝❛♥ ❜❡ !♦❧✈❡❞ ✉!✐♥❣ ❛♥②

!%❛♥❞❛)❞ ♠❡%❤♦❞✳ ❉❈❆ ❤❛! ❛ ❧✐♥❡❛) ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ❢♦) ❣❡♥❡)❛❧ ❉❈ ♣)♦❣)❛♠!✳



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❘❡-✉❧(- ✼✺

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✿ ❈♦♠♣❛$❛/✐✈❡ $❡1✉❧/1 ❜❡/✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ●❡♦♠❡/$✐❝ ;$♦❣$❛♠♠✐♥❣✳

✹✳✸✳✸ ■♥✐&✐❛❧ ♣♦✐♥& ❢♦, ❉❈❆

❇❛1❡❞ ♦♥ /❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦❢ ❙❈❆▲❊ ❛❧❣♦$✐/❤♠ ❢♦$ 1♦❧✈✐♥❣ ❖♣/✐♠❛❧ ❙♣❡❝/$❛❧ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ✭❖❙❇✮

♣$♦❜❧❡♠ ✐♥ ❉❙▲ ♥❡/✇♦$❦ ❬;❛♣❛♥❞$✐♦♣♦✉❧♦1 ❛♥❞ ❊✈❛♥1✱ ✷✵✵✻❪ ✭1❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✮✱ ✇❡ ♣$♦♣♦1❡

/♦ ✉1❡ ❙❈❆▲❊ ❛❧❣♦$✐/❤♠ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❢♦$ ;♦✇❡$ ❝♦♥/$♦❧ ♣$♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ♣♦✐♥/

❢♦$ ❉❈❆✳

■♥ ❙❈❆▲❊ ❢♦$ 1♦❧✈✐♥❣ ;♦✇❡$ ❝♦♥/$♦❧ ♣$♦❜❧❡♠ ✭❙❈❆▲❊;✮ ❛❧❣♦$✐/❤♠✱ ❛/ ❡❛❝❤ ✐/❡$❛/✐♦♥✱

/❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛/✐♦♥ ✐1 Q✉✐/❡ /$❛❝/❛❜❧❡ ❜✉/ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✐/❡$❛/✐♦♥ ♦❢ ❙❈❆▲❊; ✐1 ✉1✉❛❧❧② ❧❛$❣❡✳

❲❤✐❧❡ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❉❈❆ ✉1✉❛❧❧② 1♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐&✐❛❧ ♣♦✐♥&✱ ❉❈❆ ❝♦♥✈❡$❣❡1

/♦ ❛ ❣♦♦❞ )♦❧✉&✐♦♥✳ ❚❤❡$❡ ✐1 ❛ 1✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛❧ /❤❛/ ❝♦♠❜✐♥❡ ❙❈❆▲❊; ❛♥❞ ❉❈❆ ❛❧❣♦$✐/❤♠1✳

❲❡ ❝❛♥ ✜① ❛ 1♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✐/❡$❛/✐♦♥ ♦❢ ❙❈❆▲❊;✱ ❛❢/❡$ /❤❛/ ✇❡ ❣❡/ /❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛1 ✐♥✐/✐❛❧

♣♦✐♥/ ❢♦$ ❉❈❆✳ ❲❡ ❝❛♥ 1❡❡ /❤❡ ✐♠♣$♦✈❡ ♦❢ /❤✐1 /❡❝❤♥✐❝ ✐♥ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❡①♣❡$✐♠❡♥/✳

✹✳✹ ❙✐♠✉❧❛(✐♦♥ ❘❡-✉❧(-

❚❤❡ ❛❧❣♦$✐/❤♠ ❤❛1 ❜❡❡♥ ❝♦❞❡❞ ✐♥ ▼❛/❧❛❜ ✼✳✺ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥/❡❞ ♦♥ ❛♥ ■♥/❡❧ ❈♦$❡ ✷ ❈;❯

✷✳✺✸ ●❍③✱ ❘❆▼ ✷ ●❇✳ ❖✉$ ❛❧❣♦$✐/❤♠ ✐1 ❝♦♠♣❛$❡❞ ✇✐/❤ ●❡♦♠❡/$✐❝ ♣$♦❣$❛♠♠✐♥❣ ✭●;✮

❛♣♣$♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❛ 1/❛♥❞❛$❞ ♠❡/❤♦❞ ❢♦$ 1♦❧✈✐♥❣ ;♦✇❡$ ❝♦♥/$♦❧ ♣$♦❜❧❡♠ ❬❈❤✐❛♥❣✱ ✷✵✵✺❪✱

❛♥❞ /❤❡ ●; ❝♦❞❡ ✐1 1✉♣♣♦$/❡❞ ✐♥ ❬●$❛♥/ ❛♥❞ ❇♦②❞✱ ✷✵✶✵❪ ✇✐/❤ ❈❱❳ ✐♠♣❧❡♠❡♥/❛/✐♦♥✳

❲❡ ❝♦♥1✐❞❡$ ❛ 1✐♥❣❧❡ ❝❡❧❧ ❝♦♥1✐1/✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜❛1❡ 1/❛/✐♦♥ ❧♦❝❛/❡❞ ❛/ /❤❡ ♦$✐❣✐♥ ❛♥❞ K = 10
✉1❡$1 $❛♥❞♦♠❧② ❞✐1/$✐❜✉/❡❞ ✐♥ ❛ /✇♦✲❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ $❡❣✐♦♥ ♦❢ /❤❡ 1✐③❡ 100m × 100m✳ ❚❤❡

❞✐1/❛♥❝❡ ♦❢ /❤❡ ✉1❡$ ✇✐/❤ ♠❡❞✐✉♠ ❞✐1/❛♥❝❡ /♦ /❤❡ ❜❛1❡ 1/❛/✐♦♥ ✐1 ✉1❡❞ ❛1 ❛ $❡❢❡$❡♥❝❡✳ ❚❤❡

♣♦✇❡$ ❞$♦♣ ♦✛ ❢❛❝/♦$ β = βk = 3.7, ∀k✳ ❚❤❡ ♥♦✐1❡ ♣♦✇❡$ ✐1 σ = σ2k = 5mW, ∀k ❢♦$ ❛❧❧
✉1❡$1✳ ❲❡ ♣❡$❢♦$♠ ✷✵✵ ❢❛1/✲1❝❛❧❡ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ $❡❛❧✐③❛/✐♦♥1 ❢♦$ ❡❛❝❤ 1✐♠✉❧❛/✐♦♥ 1❝❡♥❛$✐♦✳

❋✐❣✳ ✹✳✹ 1❤♦✇1 /❤❡ ❡$❣♦❞✐❝ ❝❛♣❛❝✐/② ♦❢ /❤❡ 1②1/❡♠ ✇❤❡♥ /❤❡ 1♣$❡❛❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ❝❤❛♥❣❡1 ❢$♦♠

✶ /♦ ✷✵ ❛♥❞ Pmax
k = 2.0, ∀k ♦❜/❛✐♥❡❞ ❜② ❉❈❆ ❛♥❞ ●;✳ ◆♦/❡ /❤❛/ /❤❡ 1♠❛❧❧❡$ /❤❡ 1♣$❡❛❞✐♥❣

❣❛✐♥✱ /❤❡ ❧♦✇❡$ SNR $❡❣✐♠❡✳ ❋✐❣✳ ✹✳✹ ♣$❡1❡♥/1 /❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ $✉♥♥✐♥❣ /✐♠❡ ♦❢ ❉❈❆ ❛♥❞ ●;✳

❲❡ ❝❛♥ 1❡❡ /❤❛/✱ ✇❤❡♥ /❤❡ 1♣$❡❛❞✐♥❣ ❣❛✐♥ ✐♥❝$❡❛1❡❞ ❢$♦♠ ✶ /♦ ✷✵✱ /❤❡ $❡1✉❧/ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❜②

❉❈❆ ✐1 1❧✐❣❤/❧② ❜❡//❡$ /❤❛♥ /❤❡ ♦♥❡ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❜② ●;✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ /❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ $✉♥♥✐♥❣ /✐♠❡

♦❢ ❉❈❆ ✐1 ❛❜♦✉/ ✶✵ /✐♠❡1 ❜❡//❡$ /❤❛♥ /❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ●;✳ ❋✐❣✳ ✷ 1❤♦✇1 /❤❡ ✐♥❝$❡❛1✐♥❣ 1♣❡❡❞ ♦❢

$✉♥♥✐♥❣ /✐♠❡ ♦❢ ❉❈❆ ❛♥❞ ●; ✇❤❡♥ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✉1❡$ ✐♥❝$❡❛1❡1✳ ❲❡ 1❡❡ /❤❛/✱ /❤❡ ❛✈❡$❛❣❡

$✉♥♥✐♥❣ /✐♠❡ ♦❢ ●; ✐♥❝$❡❛1❡1 ❞$❛♠❛/✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✉1❡$1 ✐♥❝$❡❛1❡1 ✇❤✐❧❡ /❤❡

♦♥❡ ♦❢ ❉❈❆ ✐1 Q✉✐/❡ 1/❛❜❧❡✳ ❊✈❡♥ /❤♦✉❣❤✱ ✇❤❡♥ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✉1❡$1 ❛$❡ ❣$❡❛/❡$ ♦$ ❡Q✉❛❧

/♦ ✸✵✱ /❤❡ ●; ❛♣♣$♦❛❝❤ ❝❛♥✬/ ❣✐✈❡ ❛♥② $❡1✉❧/1✱ ✇❤✐❧❡ ❉❈❆ ❝❛♥ 1♦❧✈❡ /❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✇✐/❤ ✺✵✵

♦$ ♠♦$❡ ✉1❡$1✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ 1❤♦✇ ♠♦$❡ ✐♥1✐❣❤/1 ✐♥/♦ /❤❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♦❢ ❉❈❆ ❛♥❞ ●;✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✱ ✹✳✷✱ K 1/❛♥❞1 ❢♦$ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✉1❡$1✱ ❚✐♠❡✲❉❈❆ ❛♥❞ ❚✐♠❡✲●; 1/❛♥❞ ❢♦$

/❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ $✉♥♥✐♥❣ /✐♠❡ ✭✐♥ 1❡❝♦♥❞1✮ ♦❢ ❉❈❆ ❛♥❞ ●;✱ $❡1♣❡❝/✐✈❡❧②✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❛♥❞



✼✻ ❈❤❛♣&❡( ✹✳ +♦✇❡( ❈♦♥&(♦❧ ✐♥ ❲✐(❡❧❡22 ◆❡&✇♦(❦2 ✉2✐♥❣ ❉❈❆

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✿ ❈♦♠♣❛$❛/✐✈❡ ❛✈❡$❛❣❡ $✉♥♥✐♥❣ /✐♠❡ ❜❡/✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ●❡♦♠❡/$✐❝ 9$♦❣$❛♠♠✐♥❣✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ =❡❡ ♠♦$❡ ❞❡/❛✐❧= ❛❜♦✉/ /❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❉❈❆ ✇❤❡♥ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✉=❡$=

✐♥❝$❡❛=❡=✿ /❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ $✉♥♥✐♥❣ /✐♠❡ ♦❢ ❉❈❆ ✐= ❛❧✇❛②= ♠✉❝❤ =♠❛❧❧❡$ /❤❛♥ /❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ●9✳

◆♦/❡ /❤❛/ ●9 ❞♦ ♥♦/ =♦❧✈❡ /❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✉=❡$= ✐= ❣$❡❛/❡$ ♦$ ❡C✉❛❧ /♦

✸✵✱ ✇❤✐❧❡ ❉❈❆ ✇♦$❦= ❛❧✇❛②=✱ =❛② ❉❈❆ ❣✐✈❡= ❛ =♦❧✉/✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛=❡=✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❈♦♠♣❛$❛/✐✈❡ $❡=✉❧/= ❜❡/✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ●❡♦♠❡/$✐❝ 9$♦❣$❛♠♠✐♥❣✳

❑ ✶✵ ✶✷ ✶✹ ✶✻ ✶✽ ✷✵ ✷✷ ✷✹ ✷✻

❚✐♠❡✲❉❈❆ ✵✳✻✷✺✶ ✵✳✻✾✻✾ ✵✳✻✹✻✾ ✵✳✾✺✸✶ ✶✳✵✹✸✽ ✵✳✾✷✽✶ ✶✳✸✺✵✶ ✶✳✸✷✽✶ ✶✳✹✸✶✷

❚✐♠❡✲●4 ✽✳✼✺✻✺ ✶✺✳✺✶✺✻ ✷✵✳✸✺✾✹ ✷✻✳✶✽✼✺ ✸✹✳✻✷✺✵ ✹✽✳✸✺✸✷ ✹✾✳✸✽✼✹ ✻✶✳✷✵✻✸ ✽✾✳✼✾✵✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❈♦♠♣❛$❛/✐✈❡ $❡=✉❧/= ❜❡/✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ●❡♦♠❡/$✐❝ 9$♦❣$❛♠♠✐♥❣✳

❑ ✷✽ ✸✵ ✸✹ ✸✻ ✹✵ ✺✵ ✽✵ ✷✵✵ ✺✵✵

❚✐♠❡✲❉❈❆ ✶✳✹✼✺✶ ✶✳✻✾✻✾ ✶✳✺✶✽✽ ✶✳✼✾✻✾ ✶✳✾✶✽✽ ✷✳✻✸✼✺ ✹✳✶✹✻✾ ✷✵✳✻✶✺✻ ✶✺✾✳✼✵✻✸

❚✐♠❡✲●4 ✶✶✷✳✵✻✺✺ ✖✖ ✖✖ ✖✖ ✖✖ ✖✖ ✖✖ ✖✖ ✖✖

▲ ●4 ❉❈❆ ❚✐♠❡✲❉❈❆ ❚✐♠❡✲●4

✶ ✶✳✺✶✹✼ ✶✳✽✾✼✺ ✶✳✽✽✽✼ ✼✳✹✾✷✾

✷ ✷✳✽✽✺✾ ✷✳✽✾✵✷ ✵✳✺✹✷✺ ✽✳✷✾✽✽

✸ ✹✳✶✸✾✻ ✹✳✶✹✷✹ ✵✳✹✶✸✽ ✽✳✷✼✶✹

✹ ✺✳✷✽✾✼ ✺✳✷✾✷✼ ✵✳✹✹✺✻ ✼✳✻✽✼✻

✺ ✻✳✸✺✼✽ ✻✳✸✻✵✸ ✵✳✹✼✶✸ ✼✳✹✻✻✾

✻ ✼✳✸✹✽✹ ✼✳✸✺✶✹ ✵✳✺✹✵✾ ✼✳✹✶✷✵

✼ ✽✳✷✼✾✺ ✽✳✷✽✸✹ ✵✳✹✼✻✻ ✼✳✹✼✶✻

✽ ✾✳✶✹✾✽ ✾✳✶✺✹✹ ✵✳✻✸✾✼ ✼✳✸✼✷✾

✾ ✾✳✾✼✸✶ ✾✳✾✼✻✽ ✵✳✺✼✾✶ ✼✳✸✽✵✵

✶✵ ✶✵✳✼✹✽✶ ✶✵✳✼✺✹✹ ✵✳✺✷✸✽ ✼✳✻✵✼✶

✶✶ ✶✶✳✹✾✷✷ ✶✶✳✹✾✸✹ ✵✳✻✵✹✼ ✼✳✺✹✽✹

✶✷ ✶✷✳✶✾✶✺ ✶✷✳✶✾✻✶ ✵✳✺✶✾✼ ✼✳✺✵✾✺

✶✸ ✶✷✳✽✻✷✻ ✶✷✳✽✻✹✽ ✵✳✻✶✽✹ ✼✳✹✼✾✼

✶✹ ✶✸✳✺✵✼✾ ✶✸✳✺✵✽✼ ✵✳✼✹✶✾ ✼✳✸✺✾✼

✶✺ ✶✹✳✶✷✷✼ ✶✹✳✶✷✸✷ ✵✳✻✵✽✽ ✼✳✸✼✹✸

✶✻ ✶✹✳✼✵✺✺ ✶✹✳✼✵✻✸ ✵✳✻✾✾✶ ✼✳✹✼✼✻

✶✼ ✶✺✳✷✼✾✷ ✶✺✳✷✼✾✸ ✵✳✻✺✵✻ ✼✳✷✹✽✷

✶✽ ✶✺✳✽✵✼✾ ✶✺✳✽✶✶✸ ✵✳✻✻✹✹ ✼✳✻✺✽✼

✶✾ ✶✻✳✸✸✺✶ ✶✻✳✸✸✻✻ ✵✳✻✻✷✽ ✼✳✺✹✹✺

✷✵ ✶✻✳✽✹✼✺ ✶✻✳✽✹✽✶ ✵✳✺✾✽✶ ✼✳✺✾✷✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❈♦♠♣❛$❛/✐✈❡ $❡=✉❧/= ❜❡/✇❡❡♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ●❡♦♠❡/$✐❝ 9$♦❣$❛♠♠✐♥❣✳



✹✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ✼✼

❋!♦♠ $❤❡ ♥✉♠❡!✐❝❛❧ !❡-✉❧$-✱ ✇❡ ♦❜-❡!✈❡ $❤❛$✿

• ❚❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ❉❈❆ ✐- ❛❧✇❛②- -❧✐❣❤$❧② ❜❡$$❡! $❤❛♥ ❜② ●=✳

• ❚❤❡ ❛✈❡!❛❣❡ !✉♥♥✐♥❣ $✐♠❡ ♦❢ ❉❈❆ ✐- ♠✉❝❤ ❢❛-$❡! $❤❛♥ ♦❢ ●=✱ ♠♦-$ ♦❢ $❤❡ !❛$✐♦ $✐♠❡

✭❚✐♠❡✲●=✴❚✐♠❡✲❉❈❆✮ ✐♥ !❛♥❣❡ ❬✶✵✱✷✵❪✳

• ❲❤❡♥ $❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ✉-❡!- ✐♥❝!❡❛-❡-✱ ❉❈❆ ❝❛♥ -♦❧✈❡ $❤❡ ❧❛!❣❡✲-❝❛❧❡ ♣!♦❜❧❡♠- ✇❤✐❧❡ ●=

❝❛♥♥♦$✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

■♥ $❤✐- ♣❛♣❡!✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✈❛!✐♦✉- ◗♦❙ ♣!♦✈✐-✐♦♥✐♥❣ ♣!♦❜❧❡♠- ❢♦! ✇✐!❡❧❡-- ❝❡❧❧✉❧❛!

♥❡$✇♦!❦- ❜❛-❡❞ ♦♥ $❤❡ !❡-♦✉!❝❡ ❛❧❧♦❝❛$✐♦♥ ♣❡!-♣❡❝$✐✈❡✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✉-❡! ❞❛$❛ !❛$❡ ♦!

❛❣❣!❡❣❛$❡ -②-$❡♠ $❤!♦✉❣❤♣✉$ ❛!❡ ✉-❡❞ ❛- ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡ ♠❡$!✐❝-✳ ❚❤❡ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡

O✉❡✉✐♥❣ ❞❡❧❛② ✐- ❛❧-♦ ❝♦♥-✐❞❡!❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥-✐❞❡! ♣!♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ -♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥$❧② ❜② ❉❈❆✳

◆✉♠❡!✐❝❛❧ -✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♠♦♥-$!❛$❡- $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡♥❡-- ❛♥❞ $❤❡ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡

♣!♦♣♦-❡❞ ❛♣♣!♦❛❝❤✳
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◆❡"✇♦*❦ ✉5✐♥❣ ❉❈❆

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ♣)❡#❡♥'# ❤♦✇ '♦ #♦❧✈❡ ❖♣'✐♠❛❧ #♣❡❝')✉♠ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♣)♦❜❧❡♠ ❜② ❉❈❆✳ ❋)♦♠ '❤❡

♠❛'❤❡♠❛'✐❝❛❧ ♣♦✐♥' ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐' ❝❛♥ ❜❡ #❡❡♥ ❛# ❛ ❣❡♥❡)✐❝ ♣)♦❜❧❡♠ ♦❢ <♦✇❡) ❝♦♥')♦❧ ♣)♦❜❧❡♠

✐♥ ❈❤❛♣'❡) ✹✳ ❚❤✐# ♣)♦❜❧❡♠ ✐# #♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛ #✐♠✐❧❛) ✇❛② ❜② ❉❈❆✳

❉②♥❛♠✐❝ '♣❡❝*+✉♠ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥* ✭❉❙▼✮ ✐' ❛♥ ❡✛❡❝*✐✈❡ *❡❝❤♥✐5✉❡ ❢♦+ ♠✐*✐❣❛*✐♥❣ ❞❡*+✐✲

♠❡♥*❛❧ ❡✛❡❝* ♦❢ ❝+♦''*❛❧❦ ✐♥ ❉✐❣✐*❛❧ ❙✉❜'❝+✐❜❡+ ▲✐♥❡' ✭❉❙▲✮✳ ❆♠♦♥❣ ✈❛+✐♦✉' ❉❙▼ *❡❝❤✲

♥✐5✉❡'✱ ❝❡♥*+❛❧✐③❡❞ ❖♣*✐♠❛❧ ❙♣❡❝*+✉♠ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ✭❖❙❇✮ ❛❝❤✐❡✈❡' *❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛*❛ +❛*❡'

❜② ❝♦♠♣✉*✐♥❣ *❤❡ ♦♣*✐♠❛❧ E❙❉' ✭♣♦✇❡+ '♣❡❝*+❛❧ ❞❡♥'✐*②✮ ❢♦+ ❛❧❧ ♠♦❞❡♠' ✐♥ ❉❙▲ '②'*❡♠'✳

■♥ *❤✐' ❝❤❛♣*❡+✱ ✇❡ ✐♥✈❡'*✐❣❛*❡ ❛ ♥❡✇ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥* ❛❧❣♦+✐*❤♠ ❜❛'❡❞ ♦♥ ❉❈ ♣+♦❣+❛♠♠✐♥❣

❛♥❞ ❉❈❆ ❢♦+ '♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥ ♣+♦❜❧❡♠' ✐♥ ❖❙❇✳ E+❡❧✐♠✐♥❛+② ♥✉♠❡+✐❝❛❧

❡①♣❡+✐♠❡♥*' ♦♥ +❡❛❧✲✇♦+❧❞ ❞❛*❛ '❤♦✇ *❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ *❤❡ ♣+♦♣♦'❡❞ ❛❧❣♦+✐*❤♠✳

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❈+♦''*❛❧❦ ✐' *❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥* '♦✉+❝❡ ♦❢ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ❞❡❣+❛❞❛*✐♦♥ ✐♥ ❉❙▲ '②'*❡♠'✱ ❛♥❞ ❝❛♥

'❡✈❡+❡❧② ❧✐♠✐* '②'*❡♠ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ✐❢ ♥♦* ♠✐*✐❣❛*❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝*' ♦❢ ❝+♦''*❛❧❦ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐*✐❣❛*❡❞

*❤+♦✉❣❤ '♣❡❝*+✉♠ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥* ✐♥ ❛♥ ✐♥*❡+❢❡+❡♥❝❡✲❧✐♠✐*❡❞ ❉❙▲ '②'*❡♠✳ ❚+❛❞✐*✐♦♥❛❧ '*❛*✐❝

'♣❡❝*+✉♠ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥* ✭❙❙▼✮ *❡❝❤♥✐5✉❡' ❡♠♣❧♦② ✐❞❡♥*✐❝❛❧ '♣❡❝*+❛❧ ♠❛'❦' ❜❛'❡❞ ♦♥ ✇♦+'*✲

❝❛'❡ '❝❡♥❛+✐♦' ❢♦+ ❛❧❧ ♠♦❞❡♠'✳ ❈♦♥'❡5✉❡♥*❧②✱ *❤❡'❡ '♣❡❝*+❛❧ ♠❛'❦' ❛+❡ ✉♥❞✉❧② +❡'*+✐❝*✐✈❡

❛♥❞ ❧❡❛❞ *♦ ❝♦♥'❡+✈❛*✐✈❡ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡✳ ❉❙▼ ❬❙♦♥❣ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪❬❘❡♣♦+*✱ ✷✵✵✺❪ +❡❝❡♥*❧②

❣❛✐♥' ♣♦♣✉❧❛+✐*② ❛' ❛ ♥❡✇ ♣❛+❛❞✐❣♠✱ ❛✐♠✐♥❣ *♦ ❥♦✐♥*❧② ❛❞❛♣* E❙❉' ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡♠ ❜❛'❡❞

♦♥ ♣❤②'✐❝❛❧✲❝❤❛♥♥❡❧ ❝❤❛+❛❝*❡+✐'*✐❝' *♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❝+♦''*❛❧❦ ❛♥❞ *♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ +❛*❡'✳

❉✐'*+✐❜✉*❡❞ ■*❡+❛*✐✈❡ ❲❛*❡+ ❋✐❧❧✐♥❣ ✭■❲❋✮ ❬❨✉ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ♦♥❡ ♦❢ *❤❡ ✜+'* ❉❙▼ ❛❧✲

❣♦+✐*❤♠'✱ ♦✛❡+' '✐❣♥✐✜❝❛♥* +❛*❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥* ❛' ❝♦♠♣❛+❡❞ *♦ ❙❙▼ *❡❝❤♥✐5✉❡'✳ ❆♥♦*❤❡+

❛❧❣♦+✐*❤♠ ❦♥♦✇♥ ❛' ❙❡❧❡❝*✐✈❡ ■*❡+❛*✐✈❡ ❲❛*❡+ ❋✐❧❧✐♥❣ ✭❙■❲✮ ❬❳✉ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✇❛' ✐♥*+♦✲

❞✉❝❡❞✳ ❙■❲ '❡❧❡❝*✐✈❡❧② ❛♣♣❧✐❡' ■❲❋ *♦ ✉'❡+' ✐♥ *❤❡ ✉♥❞❡+✲✉*✐❧✐③❡❞ '❡❝*✐♦♥' ♦❢ *❤❡ ❢+❡5✉❡♥❝②

'♣❡❝*+✉♠ ✉♥*✐❧ ❛❧❧ ✉'❡+' ✉'❡ ✉♣ *❤❡✐+ *♦*❛❧ ♣♦✇❡+✳ ❲❤✐❧❡ ❙■❲ '❤♦✇' '✐❣♥✐✜❝❛♥* ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡

❣❛✐♥' ♦✈❡+ ■❲❋✱ *❤❡ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ✐' '*✐❧❧ '✉❜✲♦♣*✐♠❛❧✳
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 ❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠ ✐♥ ❖❙❇✳ ❍❡♥❝❡✱ ❬❈❡♥❞.✐❧❧♦♥ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♣.♦♣♦>❡❞

 ♦ ✉>❡ ❡①❤❛✉> ✐✈❡ >❡❛.❝❤  ♦ ✜♥❞  ❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❡✈✐ ❛❜❧② ❧❡❛❞>  ♦ ❡①♣♦♥❡♥ ✐❛❧
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❛❧❧ .♦♦ > ♦❢  ❤❡ ✜.> ✲♦.❞❡. ♥❡❝❡>>❛.② ❝♦♥❞✐ ✐♦♥> ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛.② ♣♦✐♥ > ♦❢  ❤❡ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥

♣.♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞  ❤❡♥ >❡❧❡❝ ✐♥❣  ❤❡ ♦♥❡ ✇✐ ❤ ❧❛.❣❡> ✈❛❧✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡.✱  ❤✐> ♠❡ ❤♦❞ ❝❛♥♥♦ ❜❡

❣❡♥❡.❛❧✐③❡❞ ❢♦. ♠✉❧ ✐♣❧❡ ✉>❡.>✳

❘❡❝❡♥ ❧②✱ ❬❈❡♥❞.✐❧❧♦♥ ❛♥❞ ▼♦♦♥❡♥✱ ✷✵✵✺❪✲❬❈❡♥❞.✐❧❧♦♥ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ♣.♦♣♦>❡❞ >❡✈❡.❛❧ ❧♦✇✲

❝♦♠♣❧❡①✐ ② ❤❡✉.✐> ✐❝ ❉❙▼ ❛❧❣♦.✐ ❤♠> ❜❛>❡❞ ♦♥ ❖❙❇✳ ❆♠♦♥❣ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐ ② ❤❡✉.✐> ✐❝ ❛❧✲

❣♦.✐ ❤♠> ❬❈❡♥❞.✐❧❧♦♥ ❛♥❞ ▼♦♦♥❡♥✱ ✷✵✵✺❪✲❬❈❡♥❞.✐❧❧♦♥ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱  ✇♦ ♥❡❛.✲♦♣ ✐♠❛❧ ❧♦✇✲

❝♦♠♣❧❡①✐ ② ❝❡♥ .❛❧✐③❡❞ ❛❧❣♦.✐ ❤♠> ❝❛❧❧❡❞ ■ ❡.❛ ✐✈❡ ❙♣❡❝ .✉♠ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ✭■❙❇✮ ✇❡.❡ ✐♥ .♦✲

❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❈❡♥❞.✐❧❧♦♥ ❛♥❞ ▼♦♦♥❡♥✱ ✷✵✵✺❪✱ ❬▲✉✐ ❛♥❞ ❨✉✱ ✷✵✵✺❪✱ ✇❤♦>❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐>  ♦ ❧♦❝❛❧❧②

♦♣ ✐♠✐③❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝ ✐♦♥ ✐♥ ❖❙❇ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❝♦♦.❞✐♥❛ ❡ ❞❡>❝❡♥ ♠❡ ❤♦❞  ❤.♦✉❣❤

❛ >❡.✐❡> ♦❢ ❧✐♥❡ >❡❛.❝❤❡>✳ ❚❤❡ ♦ ❤❡.  ✇♦ ❛✉ ♦♥♦♠♦✉> ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐ ② ❛❧❣♦.✐ ❤♠> ❙❈❆▲❊

❛♥❞ ❆❙❇ ✇❡.❡ ♣.❡>❡♥ ❡❞ ✐♥ ❬S❛♣❛♥❞.✐♦♣♦✉❧♦> ❛♥❞ ❊✈❛♥>✱ ✷✵✵✻❪✱ ❬❈❡♥❞.✐❧❧♦♥ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱

.❡>♣❡❝ ✐✈❡❧②✳ ❇✉ ♥♦♥❡ ♦❢  ❤❡>❡ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐ ② ❤❡✉.✐> ✐❝ ❛❧❣♦.✐ ❤♠> ❝❛♥ ❣✉❛.❛♥ ❡❡ ✜♥❞✐♥❣

 ❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣ ✐♠✉♠ ❢♦.  ❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ♣.♦❜❧❡♠ ✐♥ ❖❙❇✳

■ ✐> ♦❢ ❦❡② ✐♠♣♦. ❛♥❝❡  ♦ ♥♦ ✐❝❡  ❤❛ ❜❛>✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ > ♦❢  ❤❡ ♦❜❥❡❝ ✐✈❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♦❢

♥♦♥❝♦♥✈❡① ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠ ✐♥ ❖❙❇ ❛.❡ ❧♦❣❛.✐ ❤♠✐❝ ❜✐ ✲❧♦❛❞✐♥❣ .❛ ❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥> ♦❢ >✐❣♥❛❧

 ♦ ✐♥ ❡.❢❡.❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦✐>❡ .❛ ✐♦ ✭❙■◆❘✮ ❛ .❡❝❡✐✈❡. >✐❞❡✳ ❙✐♥❝❡✱  ❤✉>✱ ✐♥> ❡❛❞ ♦❢ ♠❛♥✐♣✉❧❛ ✐♥❣

 ❤❡ ❜✐ ✲❧♦❛❞✐♥❣ .❛ ❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ❛> ❛ >✐♥❣❧❡ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝ ✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣.❡>> ✐ ❛❧ ❡.♥❛ ❡❧②

❛>  ❤❡ ❞✐✛❡.❡♥❝❡ ♦❢  ✇♦ ❧♦❣❛.✐ ❤♠✐❝ ❢✉♥❝ ✐♦♥>✳ ❇❡❝❛✉>❡  ❤❡ .❡>✉❧ ✐♥❣ ❧♦❣❛.✐ ❤♠✐❝ ❢✉♥❝ ✐♦♥>

❛.❡ ❜♦ ❤ ❝♦♥✈❡①✱  ❤✐> ♦❜❥❡❝ ✐✈❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣.❡>>❡❞ ❛>  ❤❡ ❞✐✛❡.❡♥❝❡ ♦❢  ✇♦ ❝♦♥✈❡①

❢✉♥❝ ✐♦♥> ✭❡❛❝❤ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝ ✐♦♥ ✐> ❝❛❧❧❡❞ ❉❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥ ♦❢  ❤❡ ♦❜❥❡❝ ✐✈❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥✮✳ ■♥

.❡❝❡♥ ②❡❛.>  ❤❡.❡ ❤❛> ❜❡❡♥ ❛ ✈❡.② ❛❝ ✐✈❡ .❡>❡❛.❝❤ ✐♥ ❉❈ ✭❉✐✛❡.❡♥❝❡ ♦❢ ❈♦♥✈❡① ❢✉♥❝ ✐♦♥>✮

♣.♦❣.❛♠♠✐♥❣✳ ❆ ❣.❡❛ ❞❡❛❧ ♦❢ ✇♦.❦ ✐♥✈♦❧✈❡> ❣❧♦❜❛❧ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐> ❝♦♥❝❡.♥❡❞ ✇✐ ❤

✜♥❞✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ >♦❧✉ ✐♦♥>  ♦ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♣.♦❣.❛♠>✮ ✇❤♦>❡ ♠❛✐♥  ♦♦❧> ❛♥❞ >♦❧✉ ✐♦♥ ♠❡ ❤♦❞> ❛.❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❝❝♦.❞✐♥❣  ♦  ❤❡ >♣✐.✐ ♦❢  ❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛ ♦.✐❛❧ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥✱ ❜✉ ✇✐ ❤  ❤❡ ❞✐✛❡.❡♥❝❡

 ❤❛ ♦♥❡ ✇♦.❦> ✐♥  ❤❡ ❝♦♥ ✐♥✉♦✉> ❢.❛♠❡✇♦.❦ ✭>❡❡ ❬❍♦.> ❡ ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✱ ❍♦.> ❛♥❞ ❚✉②✱ ✶✾✾✻❪✮✳

❍♦✇❡✈❡.✱ ♠♦> .♦❜✉> ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥ ❣❧♦❜❛❧ ❛❧❣♦.✐ ❤♠> ❛❝ ✉❛❧❧② ❞♦ ♥♦ ♠❡❡  ❤❡ ❡①♣❡❝ ❡❞

❞❡>✐.❡✿ >♦❧✈✐♥❣ .❡❛❧ ❧✐❢❡ ♣.♦❣.❛♠> ✐♥  ❤❡✐.  .✉❡ ❞✐♠❡♥>✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥ .❛> ✇✐ ❤  ❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛ ♦.✐❛❧

❛♣♣.♦❛❝❤ ✇❤❡.❡ ♠❛♥② ❣❧♦❜❛❧ ❛❧❣♦.✐ ❤♠> ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ > ✉❞✐❡❞✱  ❤❡.❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ✈❡.② ❢❡✇

❛❧❣♦.✐ ❤♠> ❢♦. >♦❧✈✐♥❣ ❉❈ ♣.♦❣.❛♠> ✐♥  ❤❡ ❝♦♥✈❡① ❛♥❛❧②>✐> ❛♣♣.♦❛❝❤ ✇❤❡.❡  ❤❡ ❝♦♥✈❡①✐ ②

♦❢  ❤❡  ✇♦ ❉❈ ❝♦♠♣♦♥❡♥ > ♦❢  ❤❡ ♦❜❥❡❝ ✐✈❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ❤❛> ❜❡❡♥ ✉>❡❞  ♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♣♣.♦♣.✐❛ ❡

 ♦♦❧> ❢.♦♠ ❜♦ ❤  ❤❡♦.❡ ✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❧❣♦.✐ ❤♠✐❝ ✈✐❡✇♣♦✐♥ >✳

✺✳✷ ❙♣❡❝'(✉♠ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥' ♣(♦❜❧❡♠ ✭❙▼3✮

❉✐>❝.❡ ❡ ♠✉❧ ✐ ♦♥❡ ✭❉▼❚✮ ❬❙ ❛.. ❡ ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ❤❛> ❜❡❡♥ ❛❞♦♣ ❡❞ ❛> > ❛♥❞❛.❞ ✐♥ ✈❛.✐♦✉> ❉❙▲

❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥> >✉❝❤ ❛> ❛>②♠♠❡ .✐❝ ❉❙▲ ✭❆❉❙▲✮ ❛♥❞ ♠♦.❡ .❡❝❡♥ ❧② ❢♦. ❱❉❙▲ ❜② ■❚❯ ✭■♥ ❡.✲

♥❛ ✐♦♥❛❧ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛ ✐♦♥ ❯♥✐♦♥✮✳ ❋♦. ❛ >✉✣❝✐❡♥ ❧② ❧❛.❣❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ >✉❜✲❝❛..✐❡.>✱ ❉▼❚

 .❛♥>♠✐>>✐♦♥ ♦✈❡. ❛ ❢.❡^✉❡♥❝②✲>❡❧❡❝ ✐✈❡ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛> ❛ >❡ ♦❢ ❑ ♣❛.❛❧❧❡❧

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥ ✢❛ ✲❢❛❞✐♥❣ >✉❜✲❝❛..✐❡. ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧>✳ ❯♥❞❡.  ❤✐> ●❛✉>>✐❛♥ ❛>>✉♠♣ ✐♦♥✱  ❤❡

❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜✐ ✲❧♦❛❞✐♥❣ .❛ ❡ ♦❢ ✉>❡. n ♦♥  ♦♥❡ k ✐>

rnk = log2(1 +
1

Γ

∣∣gn,nk
∣∣2 pnk∑

m 6=n

∣∣gn,mk
∣∣2 pmk + ωnk

)

= log2(1 +
1

Γ

pnk∑
m 6=n

hn,mk pmk + σnk
) ✭✺✳✶✮

✇❤❡.❡



✺✳✷✳ ❙♣❡❝'(✉♠ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥' ♣(♦❜❧❡♠ ✭❙▼3✮ ✽✶

• pnk ❞❡♥♦$❡ ✉&❡' n✬& $'❛♥&♠✐$ ,❙❉ ✭,♦✇❡' &♣❡❝$'❛❧ ❞❡♥&✐$②✮ ♦♥ $♦♥❡ k✳

• ωnk ❞❡♥♦$❡ ✉&❡' n✬& $'❛♥&♠✐$ ♥♦✐&❡ ♣♦✇❡' ♦♥ $♦♥❡ k✳

• gn,mk ✐& $❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣❛$❤ ❣❛✐♥ ❢'♦♠ ✉&❡' m $♦ ✉&❡' n ♦♥ $♦♥❡ k✳

• hn,mk =
|gn,m

k
|2

|gn,n
k
|2

✐! "❤❡ ♥♦'♠❛❧✐③❡❞ ✐♥"❡'❢❡'❡♥❝❡ ♣❛"❤ ♣♦✇❡' ❣❛✐♥ ❢'♦♠ ✉!❡' m "♦ ✉!❡' n ♦♥

"♦♥❡ k✳

• σnk =
ωn
k

|gn,n
k
|2

✐! "❤❡ ♥♦✐!❡ ✈❛'✐❛♥❝❡ ♦❢ ✉!❡' n ♦♥ "♦♥❡ k✳

• Γ ✐! "❤❡ ❙◆❘✲❣❛♣ "♦ ❝❛♣❛❝✐"②✳

• ❚❤❡ ❞❛"❛ '❛"❡ ♦❢ ✉!❡' n ✐!

Rn = fs

K∑

k=1

rnk ,

✇❤❡'❡ fs ✐! "❤❡ ❉▼❚ !②♠❜♦❧ '❛"❡✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ !♣❡❝"'✉♠ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥" ♣'♦❜❧❡♠ ✐! "♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡!" ♣♦!!✐❜❧❡ ✉!❡' '❛"❡! "'❛❞❡♦✛

❛♠♦♥❣ ✉!❡'! ✐♥ "❤❡ ♥❡"✇♦'❦✱ ✐✳❡✳✱ "♦ ✜♥❞ "❤❡ ❜♦✉♥❞❛'② ♦❢ '❛"❡ '❡❣✐♦♥✳ ❆!!✉♠❡ "❤❛" ❡❛❝❤

✉!❡' ✐! !✉❜❥❡❝" "♦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ "♦"❛❧ "'❛♥!♠✐!!✐♦♥ ♣♦✇❡' ❝♦♥!"'❛✐♥"✳ ❋✐♥❞✐♥❣ "❤❡ ❜♦✉♥❞❛'②

♦❢ '❛"❡ '❡❣✐♦♥ ✐! ♠❛"❤❡♠❛"✐❝❛❧❧② ❡E✉✐✈❛❧❡♥" "♦

max
p1,p2,··· ,pK

R1 ✭✺✳✷✮

s.t.





Rn ≥ Tn, ∀n ≥ 1;∑
k

pnk ≤ Pn, ∀n, k

pnk ≤ p
n,mask
k , ∀n, k

✇❤❡'❡

• Tn ✐! ♠✐♥✐♠✉♠ "❛'❣❡" '❛"❡! ♦❢ ✉!❡' n✳

• Pn ✐! ♠❛①✐♠✉♠ "♦"❛❧ "'❛♥!♠✐!!✐♦♥ ♣♦✇❡' ♦❢ ✉!❡' n✳

❚❤❡ !♣❡❝"'✉♠ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥" ♣'♦❜❧❡♠ ✭✺✳✷✮ ❛✐♠! "♦ ♠❛①✐♠✐③❡ "❤❡ '❛"❡ ♦❢ ✉!❡' 1 ✇❤✐❧❡

❣✉❛'❛♥"❡❡! "❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ '❛"❡! ♦❢ ♦"❤❡' ✉!❡'! ❤✐❣❤❡' "❤❛♥ "❤❡✐' '❡E✉✐'❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ "❛'❣❡"

'❛"❡! Tn✳ Pn ❞❡♥♦"❡! "❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ "♦"❛❧ "'❛♥!♠✐!!✐♦♥ ♣♦✇❡' ♦❢ ✉!❡' n✳ ❙♣❡❝"'❛❧ ♠❛!❦

❝♦♥!"'❛✐♥"! pn,maskk ♠❛② ❛❧!♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✳

❚❤❡ ❝❡♥"'❛❧✐③❡❞ ❛❧❣♦'✐"❤♠ ❜❛!❡❞ ♦♥ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦!✐"✐♦♥ ❢♦' ❖❙❇✱ ♣'♦♣♦!❡❞ ✐♥ ❬❈❡♥✲

❞'✐❧❧♦♥ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❞❡❝♦✉♣❧❡! ❥♦✐♥" ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ❛❝'♦!! ❛❧❧ "♦♥❡! "♦ ♠❛❦❡ "❤❡ ♣'♦❜❧❡♠

!♦❧✈❛❜❧❡ ♣❡'✲"♦♥❡ ❜❛!✐!✳ ■❢ "❤❡ '❛"❡ '❡❣✐♦♥ ✐! ❝♦♥✈❡①✱ "❤❡ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠ ✭✷✮ ✐! ❡E✉✐✈✲

❛❧❡♥" "♦ "❤❡ ✇❡✐❣❤"❡❞ !✉♠ '❛"❡ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥✿

max
p1,··· ,pK

∑

n

ωnRn ✭✺✳✸✮

s.t

{ ∑
k

pnk ≤ Pn ∀n

0 ≤ pnk ≤ p
n,mask
k ∀k, n

✇❤❡'❡ "❤❡ ✇❡✐❣❤" ❢♦' ✉!❡' ✶✱ ω1✱ ✐! !❡" "♦ ✉♥✐"②✱ '❡!✉❧"✐♥❣ ✐♥ "❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ '❛"❡

♦❢ ✉!❡' ✶❀ ✇❤❡'❡❛! ωn ≥ 0, n 6= 1 ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉!"❡❞ "♦ ❣✉❛'❛♥"❡❡ "❤❡ "❛'❣❡" '❛"❡ ♦❢ ✉!❡' n✳



✽✷ ❈❤❛♣&❡( ✺✳ ❖♣&✐♠❛❧ ❙♣❡❝&(✉♠ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐♥ ❉❙▲ ◆❡&✇♦(❦ ✉;✐♥❣ ❉❈❆

◆♦"❡ "❤❛" "❤❡ ❛&&✉♠♣"✐♦♥ "❤❛" "❤❡ ,❛"❡ ,❡❣✐♦♥ ✐& ❝♦♥✈❡① ✐& ❥✉&"✐✜❡❞ ✐♥ ❬❈❡♥❞,✐❧❧♦♥ ❡" ❛❧✳✱

✷✵✵✻❪ ❢♦, "✇♦✲✉&❡, ✐♥ ❉❙▲ &②&"❡♠✱ ❛♥❞ "❤❡ &❛♠❡ ❧♦❣✐❝ ❢♦, "✇♦✲✉&❡, ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ "♦ ❥✉&"✐❢②

"❤❡ ❝♦♥✈❡①✐"② ♦❢ ,❛"❡ ,❡❣✐♦♥ ❢♦, ♠✉❧"✐♣❧❡✲✉&❡, ❝❛&❡✳ ❚❤✐& ❛♣♣,♦①✐♠❛"❡ ❝♦♥✈❡①✐"② ♦❢ ,❛"❡

,❡❣✐♦♥ ✐& ❜❛&❡❞ ♦♥ "❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦,,❡❧❛"✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥" "♦♥❡& ❛♥❞ &♠❛❧❧ "♦♥❡ &♣❛❝✐♥❣✱

❛♥❞ ♦♥❧② ❜❡❝♦♠❡& ❡①❛❝" ❛& "❤❡ "♦♥❡ &♣❛❝✐♥❣ ❛♣♣,♦❛❝❤❡& ③❡,♦✳

✺✳✷✳✶ ❉❈ ❢♦(♠✉❧❛-✐♦♥0 ♦❢ ❙▼3 ✭✺✳✸✮

❋✐,&" ✇❡ ✇,✐"❡ H,♦❜❧❡♠ ✭✺✳✸✮ ✐♥ "❤❡ ❢♦,♠ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛"✐♦♥ ♣,♦❣,❛♠

min
p1,··· ,pK

−
∑

n

ωnRn ✭✺✳✹✮

s.t

{ ∑
k

pnk ≤ Pn ∀n

0 ≤ pnk ≤ pn,maskk ∀k, n

❲❡ ❤❛✈❡

−
∑

n

ωnRn = −
∑

n

ωn

(
fs

K∑

k=1

rnk

)
✭✺✳✺✮

❋♦, &✐♠♣❧✐❝✐"② ♦❢ ♥♦"❛"✐♦♥&✱ ❧❡" ✉& &❡"

p = (p1, p2, · · · , pK)
T , pk = (p1k, p

2
k, · · · , p

N
k )

T ,

βk,n = (Γhn,1k , · · · ,Γhn,n−1k , 0,Γhn,n+1k , · · · ,Γhn,Nk )T ,

αk,n = (Γhn,1k , · · · ,Γhn,n−1k , 1,Γhn,n+1k , · · · ,Γhn,Nk )T ,

hk,n(pk) = − ωn log2(β
T
k,npk + Γσnk ),

gk,n(pk) = −ωn log2(α
T
k,npk + Γσnk ).

❚❤❡♥ "❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ H,♦❜❧❡♠ ✭✺✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣,❡&&❡❞ ❛&

f(p) = f(p1, p2, · · · , pK) =
K∑

k=1

Fk(pk) ✭✺✳✻✮

✇✐"❤

Fk(pk) :=

N∑

n=1

(gk,n(pk)− hk,n(pk)).

❙✐♥❝❡ gk,n ❛♥❞ hk,n ❛,❡ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝"✐♦♥&✱ f ✐& ❛ ❉❈ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✇✐"❤ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❛"✉,❛❧ ❉❈
❞❡❝♦♠♣♦&✐"✐♦♥✿

f(p) = g(p)− h(p),

✇❤❡,❡

g(p) :=
K∑

k=1

N∑

n=1

gk,n(pk), h(p) :=

K∑

k=1

N∑

n=1

hk,n(pk).

❍♦✇❡✈❡,✱ ❢,♦♠ ♥✉♠❡,✐❝❛❧ ♣♦✐♥" ♦❢ ✈✐❡✇&✱ "❤❡ ❉❈❆ &❝❤❡♠❡ ❝♦,,❡&♣♦♥❞✐♥❣ "♦ "❤✐& ❉❈

❞❡❝♦♠♣♦&✐"✐♦♥ ✐& ♥♦" ✐♥"❡,❡&"✐♥❣ ❜❡❝❛✉&❡ ✐" ,❡R✉✐,❡& ❛♥ ✐"❡,❛"✐✈❡ ❛❧❣♦,✐"❤♠ ❢♦, &♦❧✈✐♥❣ ❛

❝♦♥✈❡① ♣,♦❣,❛♠ ❛" ❡❛❝❤ ✐"❡,❛"✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥" ✇❛② ✇❡ ✐♥",♦❞✉❝❡ ❛ ♥✐❝❡ ❉❈ ,❡❢♦,♠✉❧❛"✐♦♥

♦❢ "❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ ✭✺✳✹✮ ❢♦, ✇❤✐❝❤ "❤❡ ,❡&✉❧"✐♥❣ ❉❈❆ ✐& ❡①♣❧✐❝✐"❧② ❞❡"❡,♠✐♥❡❞ ✈✐❛ ❛ ✈❡,② &✐♠♣❧❡

❢♦,♠✉❧❛✳ ❙✉❝❤ ❛ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦&✐"✐♦♥ ♦❢ f ✐& ✐♥&♣✐,❡❞ ❜② "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❡&✉❧"✳



✺✳✷✳ ❙♣❡❝'(✉♠ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥' ♣(♦❜❧❡♠ ✭❙▼3✮ ✽✸

❚❤❡♦(❡♠ ✺✳✶ ❚❤❡#❡ ❡①✐&'& ρ > 0 &✉❝❤ '❤❛' '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥

h(p) :=
1

2
ρ||p||2 − f(p) ✭✺✳✼✮

✐& ❝♦♥✈❡① ♦♥ C, '❤❡ ❢❡❛&✐❜❧❡ &❡' ♦❢ ✭✺✳✹✮✱ &❛②

C := {p ∈ IRK×N |
K∑
k=1

pnk ≤ Pn, 0 ≤ pnk ≤ pn,maskk ∀n = 1, 2, · · · , N ; k = 1, 2, · · · ,K}.

3(♦♦❢ ✺✳✶ ❋✐#&'✱ ♥♦'❡ '❤❛' '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ h ✐& '✇✐❝❡ ❞✐✛❡#❡♥'✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐'& ❍❡&&✐❛♥ ✐& ∇2h =
ρI−∇2f ✳ ❋✉#'❤❡#♠♦#❡ ✇❡ ♦❜&❡#✈❡ '❤❛' '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ h ✐& ❝♦♥✈❡① ♦♥ C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❍❡&&✐❛♥

∇2h(p) ✐& &❡♠✐✲❞❡✜♥✐'❡ ♣♦&✐'✐✈❡ ♦♥ C✳ ❚❤❡ ❍❡&&✐❛♥ ♦❢ f ✐& ❝♦♠♣✉'❡❞ ❛&

∇2f = ❞✐❛❣

(
([∇2Fk(pk)](N×N))k=1,··· ,K

)
.

❚❤✉&✱ ✇❡ ❤❛✈❡

||∇2f || ≤ max
k=1,...,K

||∇2Fk(pk)||.

■♥ ♦'❤❡# ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛'❡ ∇2Fk(pk) ❛&

∇2Fk(pk) =

N∑

n=1

(∇2gk,n(pk)−∇
2hk,n(pk)),

✇✐'❤

∇2gk,n(pk) = ωn
αk,n(αk,n)

T

log(2)(αk,npk + Γσnk )
2

∇2hk,n(pk) = ωn
βk,n(βk,n)

T

log(2)(βk,npk + Γσnk )
2
.

■' ✐& ❡❛&② '♦ ❝❤❡❝❦ '❤❛' ∇2gk,n(pk) ❛♥❞ ∇
2hk,n(pk) ❛#❡ &❡♠✐✲❞❡✜♥✐'❡ ♣♦&✐'✐✈❡✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱ ✐❢

ρ ≥
N∑

n=1

ωn
log(2)(Γσnk )

2
max

i=1,··· ,N
{αik,n} × (

N∑

i=1

αik,n),

'❤❡♥

ρ ≥
N∑

n=1

||∇2gk,n(pk)||

❛♥❞ &♦

[ρI −
N∑

n=1

∇2gk,n(pk)]− &❡♠✐✲❞❡✜♥✐'❡ ♣♦&✐'✐✈❡.

❇② '❤❡ ✇❛② ∇2h = ρI −∇2f ✐& &❡♠✐✲❞❡✜♥✐'❡ ♣♦&✐'✐✈❡✳

❯&✐♥❣ *❤❡ *❤❡♦.❡♠ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❣❡* *❤❡ ♥❡①* ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦&✐*✐♦♥ ♦❢ f ✿

g(p) =
1

2
ρ||p||2, h(p) =

1

2
ρ||p||2 − f(p),

❛♥❞ <.♦❜❧❡♠ ✭✺✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦✇ ✇.✐**❡♥ ✐♥ *❤❡ ❢♦.♠

min{ f(p) := g(p)− h(p) | p ∈ C}

♦. ❛❣❛✐♥✱ ✐♥ *❤❡ &*❛♥❞❛.❞ ❢♦.♠ ♦❢ ❉❈ ♣.♦❣.❛♠✿

min{χC(x) + f(p) ) | p ∈ RN×K}.



✽✹ ❈❤❛♣&❡( ✺✳ ❖♣&✐♠❛❧ ❙♣❡❝&(✉♠ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐♥ ❉❙▲ ◆❡&✇♦(❦ ✉;✐♥❣ ❉❈❆

✺✳✷✳✷ ❉❈❆ ❛♣♣❧✐❡❞ ,♦ ./♦❜❧❡♠ ✭✺✳✹✮

❙!❛#!✐♥❣ ✇✐!❤ p(0) = (p
(0)
1 , · · · , p

(0)
K ) ∈ C✱ ✇❡ ❤❛✈❡ !♦ ❝♦♠♣✉!❡ !✇♦ 1❡2✉❡♥❝❡1 {p(k)} ❛♥❞

{q(k)} 1✉❝❤ !❤❛!

q(k) ∈ ∂h(p(k)) ❛♥❞ p(k+1) ∈ ∂(g + χC)
∗(q(k)).

❆1 ✐♥❞✐❝❛!❡❞ ❛❜♦✈❡ p(k+1) ✐1 ❛♥ ♦♣!✐♠❛❧ 1♦❧✉!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❝♦♥✈❡① 2✉❛❞#❛!✐❝ ♣#♦❣#❛♠

min{g(p)− 〈p,qk〉|p ∈ C}. ✭✺✳✽✮

❚❤❡♥✱ ❉❈❆ ❛♣♣❧② !♦ B#♦❜❧❡♠ ✭✺✳✹✮ ✐1 ❞❡1❝#✐❜❡❞ ❛1 ❆❧❣♦(✐&❤♠ ✽✳

❆❧❣♦(✐&❤♠ ✽

■♥✐&✐❛❧✐③❛&✐♦♥✿

✯ ❈❤♦♦1❡ ❛♥ ✐♥✐!✐❛❧ ♣♦✐♥! p(0) ∈ C✱ 1❡! r := 0;
✯ ▲❡! ε ❜❡ ❛ 1✉✣❝✐❡♥!❧② 1♠❛❧❧ ♣♦1✐!✐✈❡ ♥✉♠❜❡#❀

❘❡♣❡❛&✿

✯ ❈❛❧❝✉❧❛!❡

q(r) = ∇h(p(r)) = ρ p(r) −∇f(p(r))

✯ ❈❛❧❝✉❧❛!❡ p(r+1) ∈ ∂(g + χC)
∗(q(r)) ❜② 1♦❧✈✐♥❣ !❤❡ ❧✐♥❡❛# ❝♦♥1!#❛✐♥❡❞ 2✉❛❞#❛!✐❝

♣#♦❣#❛♠

min{
1

2
ρ||p||2 − 〈p,q(r)〉|p ∈ C} ✭✺✳✾✮

✯ ❙❡! r ← r + 1❀
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❜❡ ♣❡#❢♦#♠❡❞✿ ❝❤♦♦*✐♥❣ ❞#✐✈❡#* ❛♥❞ ♣❛**❡♥❣❡#*✱ ❛❧❧♦❝❛.✐♥❣ ♣❛**❡♥❣❡#* .♦ ❝❛#*✱ ❝♦♠♣✉.✐♥❣

❛♥ ♦♣.✐♠✐③❡❞ #♦✉.❡ ❢♦# .❤❡ ❝❛#*✳

❆. ❡❛❝❤ *.❡♣✱ ✉*❡# ♣#❡❢❡#❡♥❝❡* ♦# *♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥*.#❛✐♥.* ♠❛② ❜❡ .❛❦❡♥ ✐♥.♦ ❛❝❝♦✉♥.✱ *✉❝❤ ❛*

.❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥. ♦❢ ❛❞❞✐.✐♦♥❛❧ .✐♠❡ ❛ ❞#✐✈❡# ❛❝❝❡♣.* .♦ ❞❡❞✐❝❛.❡ .♦ .❛❦✐♥❣ ♣❛**❡♥❣❡#*✱

♦# .❤❡ .✐♠❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛.✐♦♥ ❝♦♥*.#❛✐♥.* ❢♦# ❡❛❝❤ ✉*❡# *✉❝❤ ❛*✿ ❞❡♣❛#.✉#❡ ❛♥❞ ❛##✐✈❛❧ ♣❧❛❝❡✱

♠❛①✐♠✉♠ .#❛✈❡❧ .✐♠❡✱ ❡.❝✳

❆* *✉❝❤✱ .❤❡ ❝❛# ♣♦♦❧✐♥❣ .#❛♥*♣♦#. ♣#♦❜❧❡♠ ♠❛② ❜❡ ❞❡*❝#✐❜❡❞ ❛* *♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✢❡❡.

♠❛♥❛❣❡♠❡♥. ♣#♦❜❧❡♠✱ *✐♥❝❡ ✐. ❝♦♥*✐*.* ✐♥ ♦♣.✐♠✐③✐♥❣ .❤❡ #♦✉.❡ ♦❢ *❡✈❡#❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡* .❛❦✐♥❣

✐♥.♦ ❛❝❝♦✉♥. .❤❡ .✐♠❡ ❝♦♥*.#❛✐♥.* ♦❢ ❜♦.❤ .❤❡ ❞#✐✈❡#* ❛♥❞ ♣♦.❡♥.✐❛❧ ♣❛**❡♥❣❡#*✳ ❆❝❝♦#❞✐♥❣

.♦ ❛ #❡❝❡♥. *✉#✈❡② ❝❧❛**✐❢②✐♥❣ ♣✐❝❦✉♣ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡#② ♣#♦❜❧❡♠* ❬<❛##❛❣❤ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ✐. ✐* ❛

❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉.✐♥❣ <#♦❜❧❡♠ ✇✐.❤ <✐❝❦✉♣* ❛♥❞ ❉❡❧✐✈❡#✐❡* ✭❱❘<<❉✮✱ ✇❤❡#❡ ♣❛**❡♥❣❡#* ♣❧❛②

.❤❡ *❛♠❡ #♦❧❡ ❛* ✧❣♦♦❞*✧✳ ▼♦#❡ ♣#❡❝✐*❡❧②✱ ✐. ✐* ❛ *✉❜*❡. ♦❢ .❤❡ ❞✐❛❧✲❛✲#✐❞❡ ♣#♦❜❧❡♠ ❬❈♦#❞❡❛✉

❛♥❞ ▲❛♣♦#.❡✱ ✷✵✵✸❪✱ ✇❤❡#❡ .❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ *.❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐.❤❡# ❛ ❧♦♥❣ .✐♠❡ ♣#✐♦# .♦ .❤❡

.#✐♣ ✕ ❢♦# ✐♥*.❛♥❝❡ .❤❡ ❞❛② ❜❡❢♦#❡ ✕ ♦# ✐♥ #❡❛❧✲.✐♠❡ ✐♥ ❛ ❞❡♠❛♥❞ #❡*♣♦♥*✐✈❡ ❢❛*❤✐♦♥✳ ■♥ .❤❡

✜#*. ❝❛*❡✱ .❤❡ :✉❛❧✐.② ♦❢ .❤❡ *♦❧✉.✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣#✐♦#✐.✐③❡❞✱ ✇❤❡#❡❛* ✐♥ .❤❡ *❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ *♣❡❡❞

♦❢ ❡①❡❝✉.✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛#❛♠♦✉♥.✳

❚❤❡#❡ ❛#❡ ♠✉❧.✐♣❧❡ ❢♦#♠* ❢♦# .❤❡ ❝❛# ♣♦♦❧✐♥❣ ♣#♦❜❧❡♠*✱ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ .❤❡ *❝❡♥❛#✐♦

❛♥❞ ✉*❡ ❝❛*❡* ❝♦♥*✐❞❡#❡❞✳ ■❢ ❝❛# ♣♦♦❧✐♥❣ ✐* ♠❛♥❛❣❡❞ ❢♦# .❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡* ♦❢ ❛ ❧❛#❣❡ ❝♦♠♣❛♥②

♦# *✐♠✐❧❛#❧② ♦❢ ❣#♦✉♣ ♦❢ ❝♦♠♣❛♥✐❡* ❧♦❝❛.❡❞ ❛. .❤❡ *❛♠❡ ♣❧❛❝❡✱ .❤❡ ♣#♦❜❧❡♠ ✐* *♦♠❡❤♦✇



✾✷ ❈❤❛♣&❡( ✻✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❈❛( 2♦♦❧✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠ ✉6✐♥❣ ❉❈❆

 ✐♠♣❧✐✜❡❞  ✐♥❝❡ *❤❡,❡✬ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦  ✐❜❧❡ ❞❡ *✐♥❛*✐♦♥ ✇✐*❤  ❡✈❡,❛❧ ♣♦  ✐❜❧❡  *❛,*✐♥❣ ♣♦✐♥* 

❢♦, *❤❡ ♣❛  ❡♥❣❡, ❛♥❞ *❤❡ ❞,✐✈❡, ✳

■♥ *❤✐ ♣❛♣❡,✱ ✇❡ ✐♥*,♦❞✉❝❡ *❤❡ ❝❛, ♣♦♦❧✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠ ✭❈<<✮ ❛♥❞ *❤❡ ❢♦,♠✉❧❛*✐♦♥ ♦❢

*❤✐ ♣,♦❜❧❡♠ ❛ ▼■▲< ✭ ❡❡ ❬❇❛❧❞❛❝❝✐ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✮✳ ❆ ❛ ,❡ ✉❧* ✐♥ ❈❤❛♣*❡, ✶✳✸✱ ✇❡  ❤♦✇

❤♦✇ *♦ ❛❞❛♣* *❤✐ ❛♣♣,♦❛❝❤ ❢♦,  ♦❧✈✐♥❣ *❤❡ ❝❛, ♣♦♦❧✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠ ✐♥ *❤❡ ❢♦,♠ ♦❢ ▼■▲<✳

❚❤❡ ♣,♦♣♦ ❡❞ ❉❈❆ ❢♦, ▼■▲< ❡♥❥♦②  ❡✈❡,❛❧ ❛❞✈❛♥*❛❣❡ ✿ ✐* ❝♦♥✈❡,❣❡ *♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ✭✐♥*❡❣❡,✮

 ♦❧✉*✐♦♥ ❛❢*❡, ❛ ✜♥✐*❡❧② ♠❛♥② ✐*❡,❛*✐♦♥ ✱ ❛♥❞ ,❡M✉✐,❡ ♦♥❧② *❤❡  ♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡, ♦❢

❧✐♥❡❛, ♣,♦❣,❛♠ ✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ ✐* ✐ ✇♦,*❤ *♦ ♠❡♥*✐♦♥ *❤❛*✱ ❛❧*❤♦✉❣❤ *❤❡ ❉❈❆ ✐ ❛ ❝♦♥*✐♥✉♦✉ 

❛♣♣,♦❛❝❤ ✇♦,❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝♦♥*✐♥✉♦✉ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐* ♣,♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥*❡❣❡,  ♦❧✉*✐♦♥✳ ❚❤✐ ✐ ✉♥✉ ✉❛❧

✐♥ ❝♦♥*✐♥✉♦✉ ❛♣♣,♦❛❝❤❡ ❛♥❞ ✐ ♦,✐❣✐♥❛❧ ♣,♦♣❡,*② ♦❢ *❤❡ ♣,♦♣♦ ❡❞ ❉❈❆✳

❚❤❡ ♥✉♠❡,✐❝❛❧ ,❡ ✉❧* ♦❢ ❉❈❆ ✐ ❝♦♠♣❛,❡❞ ✇✐*❤ ❇❇❉❈❆ ❛♥❞ ❈<▲❊❳✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉*❛✲

*✐♦♥❛❧ ,❡ ✉❧* ♦♥  ❡✈❡,❛❧ *❡ * ♣,♦❜❧❡♠  ❤♦✇ *❤❛* ❉❈❆ ✐ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥* ❛❧❣♦,✐*❤♠ ❢♦,  ♦❧✈✐♥❣

▼■▲<✳

✻✳✷ #$♦❜❧❡♠ *+❛+❡♠❡♥+ ❛♥❞ ♠❛+❤❡♠❛+✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

■♥ *❤✐ ♣❛♣❡,✱ *❤❡ ❝❛, ♣♦♦❧✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠ ✐ ❝♦♥ ✐❞❡,❡❞ ❛ *❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐ ❞❡ ❝,✐♣*✐♦♥ ✐♥

❬❇❛❧❞❛❝❝✐ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ❚❤❡ *♦♣♦❧♦❣② ♦❢ *❤❡ ♥❡*✇♦,❦ ✐ ❣✐✈❡♥ ❛ ❛ ❞✐,❡❝*❡❞ ❣,❛♣❤ G = (V,A)✱
✇❤❡,❡ V = {0, ..., n} ✐ *❤❡  ❡* ♦❢ ♥♦❞❡ ❛♥❞ A ✐ *❤❡  ❡* ♦❢ ❛,❝ ✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ 0 ✐ ❛  ♦❝✐❛*❡❞

✇✐*❤ *❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ✇♦,❦♣❧❛❝❡ ❛♥❞ *❤❡  ❡* ♦❢ ♥♦❞❡ V ′ = {1, ..., n} ⊂ V ✐ ❝♦,,❡ ♣♦♥❞✐♥❣

*♦ *❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ ✳ ▲❡* Vs = {1, ..., ns} ✭,❡ ♣✳ Vc = {ns + 1, ..., n}✮ ❜❡ *❤❡  ✉❜ ❡* ♦❢

♥♦❞❡ ❛  ♦❝✐❛*❡❞ ✇✐*❤ *❤❡  ❡,✈❡, ✭,❡ ♣✳ *❤❡ ❝❧✐❡♥* ✮✱  ♦ ✇❡ ❤❛✈❡ V ′ = Vs ∪ Vc✳ ❚❤❡  ❡* 

♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♦❢ ♥♦❞❡ i ∈ V ❛,❡ ❞❡♥♦*❡❞ ❜② Γi ❛♥❞ Γ−1i ✱ ,❡ ♣❡❝*✐✈❡❧② ✭✐✳❡✳✱

Γi = {j : (i, j) ∈ A} ❛♥❞ Γ−1i = {i : (i, j) ∈ A}✮✳ ▲❡* dij ❜❡ ❛ ♥♦♥♥❡❣❛*✐✈❡ ❝♦ * ❛♥❞ tij ❜❡

❛ *,❛✈❡❧ *✐♠❡ ❛  ♦❝✐❛*❡❞ ✇✐*❤ ❡❛❝❤ ❛,❝ (i, j) ∈ A.
❊❛❝❤ ❝❧✐❡♥* i ∈ Vc ❤❛ ❛♥ ❛  ♦❝✐❛*❡❞ ♣❡♥❛❧*② pi ,❡♣,❡ ❡♥*✐♥❣ ✐* ❝♦♥*,✐❜✉*✐♦♥ *♦ *❤❡

*♦*❛❧ ❝♦ * ✐♥ ❝❛ ❡ ♥♦  ❡,✈❡, ♣✐❝❦ ❤✐♠ ✉♣✳ ❊❛❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡ i ∈ V ′✱ ❧❡* ei ❜❡ *❤❡ ❡❛,❧✐❡ *  *❛,*

*✐♠❡ ❢,♦♠ ❤♦♠❡ ❛♥❞ li ❜❡ *❤❡ ❧❛*❡ * ❛,,✐✈❛❧ *✐♠❡ *♦ ✇♦,❦♣❧❛❝❡✳ ❆  ♦❝✐❛*❡❞ ✇✐*❤ ❡❛❝❤  ❡,✈❡,

k ∈ Vs✱ ❧❡* Qk ❛♥❞ Tk ❜❡ *❤❡ *❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♣❧❛❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❤✐ ❝❛, ❛♥❞ *❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❞,✐✈✐♥❣ *✐♠❡ ♣❧❛♥✐♥❣ *♦  ♣❡♥❞ *♦ ❣♦ ❢,♦♠ ❤♦♠❡ *♦ ✇♦,❦♣❧❛❝❡✳

■* ✐ ❛  ✉♠❡❞ *❤❛* tk0 ≤ Tk ≤ lk − ek ∀k ∈ Vs. ❆  ✐♠♣❧❡ ♣❛*❤ P = (i1, i2, · · · , im, im+1)
✐♥ G  *❛,*✐♥❣ ❢,♦♠  ❡,✈❡, i1 ∈ Vs, ✈✐ ✐*✐♥❣ ❝❧✐❡♥* {i2, ....., im} ⊆ Vc ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛* ✇♦,❦♣❧❛❝❡

im+1 = 0, ✐ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❡❛ ✐❜❧❡ ♣❛*❤ ✐❢ ✐*  ❛*✐ ✜❡ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥ *,❛✐♥* ✭ ❡❡ ❬❇❛❧❞❛❝❝✐ ❡* ❛❧✳✱

✷✵✵✹❪✮✿

✭✐✮ ❈❛♣❛❝✐)② ❝♦♥+),❛✐♥)✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ✈❡,*✐❝❡ ✐♥ P ♠✉ * ❜❡ ♥♦* ❣,❡❛*❡, *❤❛♥ Qi1 .

✭✐✐✮ ▼❛①✐♠✉♠ ),❛✈❡❧✐♥❣ )✐♠❡ ❝♦♥+),❛✐♥)✿ ❚❤❡ *♦*❛❧ *,❛✈❡❧ *✐♠❡ ♦❢ P ♠✉ * ❜❡ ♥♦* ❣,❡❛*❡,

*❤❛♥ Ti1 .

✭✐✐✐✮ ❉❡♣❛,)✉,❡✴❛,,✐✈❛❧ )✐♠❡ ❝♦♥+),❛✐♥)✿ ▲❡* sir ❜❡ *❤❡ ❞❡♣❛,*✉,❡ *✐♠❡ ❢,♦♠ ✈❡,*❡① ir ✐♥ P
❛♥❞ ❧❡* sim+1 ❜❡ *❤❡ ❛,,✐✈❛❧ *✐♠❡ ❛* *❤❡ ✇♦,❦♣❧❛❝❡✳ <❛*❤ P  ❛*✐ ✜❡ *❤❡ ❞❡♣❛,*✉,❡✴❛,,✐✈❛❧

*✐♠❡ ❝♦♥ *,❛✐♥* ✐❢ ❛ ❢❡❛ ✐❜❧❡  ♦❧✉*✐♦♥ {si1 , si2 , · · · , sim+1} ❡①✐ * *♦ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡M✉❛❧✲

✐*✐❡ ✿

sir+1 − sir ≥ tirir+1 , ∀r = 1, · · · ,m, ✭✻✳✶✮

sir ≥ eir , ∀r = 1, · · · ,m, ✭✻✳✷✮

lir ≥ sim+1 , ∀r = 1, · · · ,m. ✭✻✳✸✮

❚❤❡ ❈88 ✐+ )♦ ✜♥❞ ns ❢❡❛+✐❜❧❡ ♣❛)❤+ ✈✐+✐)✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡ ❛) ♠♦+) ♦♥❡ ✇✐)❤ ,❡+♣❡❝) )♦

♠✐♥✐♠✐③❡ )❤❡ +✉♠ ♦❢ )❤❡ ♣❛)❤ ❝♦+)+ ♣❧✉+ )❤❡ ♣❡♥❛❧)✐❡+ ♦❢ ✉♥+❡,✈✐❝❡+ ❝❧✐❡♥)+✳



✻✳✷✳ #$♦❜❧❡♠ *+❛+❡♠❡♥+ ❛♥❞ ♠❛+❤❡♠❛+✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✾✸

❯!❡❢✉❧ ❘❡❞✉❝)✐♦♥

❚♦ "❡❞✉❝❡ '❤❡ '✐♠❡ ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡✱ '❤❡ ❛"❝1 ❝❛♥ ❜❡ "❡♠♦✈❡❞ ❢"♦♠ G ✐❢

'❤❛' ❝❛♥♥♦' ❜❡❧♦♥❣ '♦ ❛♥② ❢❡❛1✐❜❧❡ ♣❛'❤✳ ▲❡' shtij ❜❡ '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ 1❤♦"'❡1' '✐♠❡ ♣❛'❤
❢"♦♠ i '♦ j. ■♥ '❤✐1 ♣❛♣❡"✱ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "❡❞✉❝'✐♦♥1 ❛"❡ ❝♦♥1✐❞❡"❡❞✿

✭✶✮ ❆ 1❡"✈❡" ❝❛♥♥♦' ♣✐❝❦ ✉♣ ❛♥♦'❤❡" 1❡"✈❡"❀ ❤❡♥❝❡✱ "❡♠♦✈❡ ❛"❝1 (i, j) ∈ A ✇✐'❤ i, j ∈ Vs.

✭✷✮ ❙❡"✈❡" k ❝❛♥♥♦' ❣♦ ❞✐"❡❝'❧② '♦ ♣✐❝❦ ✉♣ ❝❧✐❡♥' i ✐❢ '❤❡ '♦'❛❧ '"❛✈❡❧ '✐♠❡ ❡①❝❡❡❞1 '❤❡
♠❛①✐♠✉♠ "✐❞❡ '✐♠❡ ♦❢ 1❡"✈❡" k; ❤❡♥❝❡✱ "❡♠♦✈❡ ❡✈❡"② ❛"❝ (k, i), ✇✐'❤ k ∈ Vs ❛♥❞ i ∈ Vc✱
1✉❝❤ '❤❛' tki + shti0 > Tk.

✭✸✮ ❙❡"✈❡" k ❝❛♥♥♦' ❣♦ ❞✐"❡❝'❧② '♦ ♣✐❝❦ ✉♣ ❝❧✐❡♥' i ✐❢ ❤❡ ❝❛♥♥♦' "❡❛❝❤ '❤❡ ✇♦"❦♣❧❛❝❡ ❜❡✲
❢♦"❡ '✐♠❡ min[lk, li]; ❤❡♥❝❡✱ "❡♠♦✈❡ ❛♥② ❛"❝ (k, i), ✇✐'❤ k ∈ Vs ❛♥❞ i ∈ Vc, 1✉❝❤ '❤❛'
max[ei, ek + tki] + shti0 > min[lk, li].

✻✳✷✳✶ ▼❛)❤❡♠❛)✐❝❛❧ ❢♦5♠✉❧❛)✐♦♥

■♥ '❤✐1 1❡❝'✐♦♥✱ ✇❡ ♣"❡1❡♥' ❛ ♠❛'❤❡♠❛'✐❝❛❧ ❢♦"♠✉❧❛'✐♦♥1 ♦❢ '❤❡ ❈GG ❬❇❛❧❞❛❝❝✐ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳

❚❤❡ ♦♥❡ ✐1 ❜❛1❡❞ ♦♥ '❤"❡❡✲✐♥❞❡① ❞❡❝✐1✐♦♥ ✈❛"✐❛❜❧❡1 1♣❡❝✐❢②✐♥❣ '❤❡ ❛"❝1 '"❛✈❡"1❡❞ ❜② ❡❛❝❤

1❡"✈❡"✳ ❲❡ ❝♦♥1✐❞❡" ❢♦✉" 1❡'1 ♦❢ ✈❛"✐❛❜❧❡1✿

• ❢♦" ❛❧❧ (i, j) ∈ A ❛♥❞ k ∈ Vs, ❧❡' ✉1 1❡'

xkij =

{
1 ✐❢ ❛"❝ (i, j) ✐1 '"❛✈❡"1❡❞ ❜② 1❡"✈❡" k✱
0 ♦'❤❡"✇✐1❡✱

• ❢♦" ❛❧❧ i ∈ Vc, ❧❡' ✉1 1❡'

yi =

{
1 ✐❢ ❝❧✐❡♥' i ✐1 ♥♦' ♣✐❝❦❡❞ ✉♣ ❜② ❛♥② 1❡"✈❡"✱
0 ♦'❤❡"✇✐1❡✱

• si "❡♣"❡1❡♥'✐♥❣ '❤❡ ♣✐❝❦✉♣ '✐♠❡ ♦❢ ❡♠♣❧♦②❡❡ i ∈ V
′
✱

• hk ❞❡♥♦'✐♥❣ '❤❡ ❛""✐✈❛❧ '✐♠❡ ♦❢ 1❡"✈❡" k ∈ Vs ❛' '❤❡ ✇♦"❦♣❧❛❝❡✳

❆ ♠❛'❤❡♠❛'✐❝❛❧ ❢♦"♠✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❈GG ✐1 '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

min z(F ) =
∑

k∈Vs

∑

(i,j)∈A

dijx
k
ij +

∑

i∈Vc

piyi ✭✻✳✹✮

1✉❜❥❡❝' '♦ ∑

j∈Γk

xkkj = 1, k ∈ Vs, ✭✻✳✺✮

∑

j∈Γ−1
0

xkj0 = 1, k ∈ Vs, ✭✻✳✻✮

∑

j∈Γ−1
i

xkji −
∑

j∈Γi

xkij = 0, i ∈ Vc, k ∈ Vs, ✭✻✳✼✮

∑

(i,j)∈A

xkij ≤ Qk, k ∈ Vs, ✭✻✳✽✮

∑

(i,j)∈A

tijx
k
ij ≤ Tk, k ∈ Vs, ✭✻✳✾✮



✾✹ ❈❤❛♣&❡( ✻✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❈❛( 2♦♦❧✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠ ✉6✐♥❣ ❉❈❆

sj − si ≤ tij +M(1−
∑

k∈Vs

xkij), (i, j) ∈ A, ✶ ✭✻✳✶✵✮

si ≥ ei, i ∈ V ′, ✭✻✳✶✶✮

hk ≥ si + ti0 −M(1− xki0), i ∈ V ′, k ∈ Vs, ✭✻✳✶✷✮

hk ≤ li +M(1−
∑

j∈Γi

xkij), i ∈ V ′, k ∈ Vs, ✭✻✳✶✸✮

∑

k∈Vs

∑

j∈Γi

xkij + yi = 1, i ∈ Vc, ✭✻✳✶✹✮

xkij ∈ {0, 1}, (i, j) ∈ A, k ∈ Vs, ✭✻✳✶✺✮

hk ≥ 0, k ∈ Vs ❛♥❞ si ≥ 0, i ∈ V ′. ✭✻✳✶✻✮

■♥ .❤✐1 ♣3♦❜❧❡♠✱ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ ✭✻✳✹✮ ❛✐♠1 .♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ .❤❡ 1✉♠ ♦❢ .❤❡ ❝♦1.1 ♦❢

.❤❡ ♣❛.❤1 ✉1❡❞ ❜② .❤❡ 1❡3✈❡31 .♦ 3❡❛❝❤ .❤❡ ✇♦3❦♣❧❛❝❡ ♣❧✉1 .❤❡ ♣❡♥❛❧.✐❡1 ❝♦1. ♦❢ .❤❡ ✉♥✲

1❡3✈✐❝❡❞ ❝❧✐❡♥.1✳ ❊E✉❛.✐♦♥1 ✭✻✳✺✮ ❡♥1✉3❡ .❤❛. ❡❛❝❤ 1❡3✈❡3 ❧❡❛✈❡1 ✐.1 ❤♦✉1❡✱ ✇❤✐❧❡ ❊E✉❛.✐♦♥1

✭✻✳✻✮ ✐♠♣♦1❡ .❤❛. ❡❛❝❤ 1❡3✈❡3 ❛33✐✈❡1 ❛. .❤❡ ✇♦3❦♣❧❛❝❡✳ ❊E✉❛.✐♦♥1 ✭✻✳✼✮ ❛3❡ ❝♦♥.✐♥✉✐.②

❝♦♥1.3❛✐♥.1✳ ■♥❡E✉❛❧✐.✐❡1 ✭✻✳✽✮ ❛♥❞ ✭✻✳✾✮ ❛3❡ ❝❛♣❛❝✐.② ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ .✐♠❡ ❝♦♥1.3❛✐♥.1✱ 3❡✲

1♣❡❝.✐✈❡❧②✳ ■♥❡E✉❛❧✐.✐❡1 ✭✻✳✶✵✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✶✮ ❞❡✜♥❡ .❤❡ ♣✐❝❦ ✉♣ .✐♠❡ ✈❛3✐❛❜❧❡1 si, i ∈ V
′, ✇❤✐❧❡

✐♥❡E✉❛❧✐.✐❡1 ✭✻✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✻✳✶✸✮ 1❡. .❤❡ ❛33✐✈❛❧ .✐♠❡1 hk, k ∈ Vs, ♦❢ .❤❡ 1❡3✈❡31 ❛. .❤❡ ✇♦3❦♣❧❛❝❡

❛♥❞ ❡♥1✉3❡ .❤❛. ❡✈❡3② ❡♠♣❧♦②❡❡ i ∈ V ′ ❛33✐✈❡1 ❛. .❤❡ ✇♦3❦♣❧❛❝❡ ❛. ❛ .✐♠❡ ❝♦♠♣❛.✐❜❧❡ ✇✐.❤

li, 3❡1♣❡❝.✐✈❡❧②✳ ❊E✉❛.✐♦♥1 ✭✻✳✶✹✮ ❡♥1✉3❡ .❤❛. ❡❛❝❤ ❝❧✐❡♥. ✐1 ❡✐.❤❡3 ♣✐❝❦❡❞ ✉♣ ❜② ❛ 1❡3✈❡3 ♦3

✐1 ❧❡❢. ✉♥1❡3✈✐❝❡❞✳

✻✳✸ ❙♦❧✈✐♥❣ ❈❛, -♦♦❧✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠ ❜② ❉❈❆

✻✳✸✳✶ ❉❈ ❆❧❣♦*✐,❤♠ ❢♦* 0♦❧✈✐♥❣ ❈❛* 4♦♦❧✐♥❣ ♣*♦❜❧❡♠

■♥ .❤✐1 1❡❝.✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥1✐❞❡3 .❤❡ ❝❛3 ♣♦♦❧✐♥❣ ♣3♦❜❧❡♠ ✭✻✳✹✮✲✭✻✳✶✻✮✳ ❇② ✉1✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝. ♣❡♥❛❧.②

3❡1✉❧.✱ ✇❡ ❝❛♥ 3❡❢♦3♠✉❧❛.❡ .❤❡ ❝❛3 ♣♦♦❧✐♥❣ ♣3♦❜❧❡♠ ✐♥ .❤❡ ❢♦3♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❛.✐♦♥

♣3♦❣3❛♠✳ ❚❤❡ ❡①❛❝. ♣❡♥❛❧.② .❡❝❤♥✐E✉❡ ❛✐♠1 ❛. .3❛♥1❢♦3♠✐♥❣ .❤❡ ♦3✐❣✐♥❛❧ ♣3♦❜❧❡♠ ✭✻✳✹✮✲

✭✻✳✶✻✮ ✐♥.♦ ❛ ♠♦3❡ .3❛❝.❛❜❧❡ ❡E✉✐✈❛❧❡♥. ❉❈ ♣3♦❣3❛♠✳

▲❡. ✉1 1❡. u = (s, h) ∈ IRn+, v = (x, y) ∈ IRm✱ ♠❛.3✐① Ã ❛♥❞ ✈❡❝.♦3 b̃ ❛3❡ ❞❡✜♥❡❞ 1✉❝❤

.❤❛. .❤❡ ❝♦♥1.3❛✐♥.1 ✭✻✳✺✮✲✭✻✳✶✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣3❡11❡❞ ❛1 Ã(u, v) ≤ b̃.

▲❡.

K := {(u, v) ∈ IRn+m : Ã(u, v) ≤ b̃, u ∈ IRn+, v ∈ [0, 1]
m}.

❚❤❡ ❢❡❛1✐❜❧❡ 1❡. ♦❢ ✭✻✳✹✮ ✐1 .❤❡♥

S = {(u, v) : (u, v) ∈ K, u ∈ IRn+, v ∈ {0, 1}
m}.

▲❡. ✉1 ❝♦♥1✐❞❡3 .❤❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ p : IRm+n → IR ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

p(u, v) =
m∑

i=1

vi(1− vi).

■. ✐1 ❝❧❡❛3 .❤❛. p(u, v) ✐1 ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ✜♥✐.❡ ♦♥ K✱ p(u, v) ≥ 0 ∀(u, v) ∈ K ❛♥❞ .❤❛.✿

{
(u, v) : (u, v) ∈ S

}
=
{
(u, v) : (u, v) ∈ K, p(u, v) ≤ 0

}
.

✶

❚❤❡ ❝♦♥&'(❛✐♥'& ✭✾✮ ✐♥ ❬❇❛❧❞❛❝❝✐ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ✐& sj − si ≥ tij +M(1−
∑

k∈Vs

xk
ij), (i, j) ∈ A, ❜✉' '❤❡(❡

✐& ❛ !❡①! ❡$$♦$ ✐♥ '❤✐& ✐♥❡:✉❛❧✐'②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ≥ ❤❛& '♦ (❡♣❧❛❝❡ ❜② ≤ ❛& ✐♥ ✭✻✳✶✵✮✳
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❍❡♥❝❡ ♣%♦❜❧❡♠ ✭✻✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ %❡✇%✐22❡♥ ❛3✿

min
{ m∑

i=1

civi : (u, v) ∈ K, p(u, v) ≤ 0
}
. ✭✻✳✶✼✮

❋%♦♠ 2❤❡ ♣❡♥❛❧2② %❡3✉❧23 ✐♥ ❚❤❡♦%❡♠ ✶✳✻ ✇❡ ❣❡2✱ ❢♦% ❛ 3✉✣❝✐❡♥2❧② ❧❛%❣❡ ♥✉♠❜❡% η
✭η > η0✮✱ 2❤❡ ❡@✉✐✈❛❧❡♥2 ❝♦♥❝❛✈❡ ♠✐♥✐♠✐③❛2✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠ ✭✻✳✶✼✮✿

min{fη(u, v) :=
m∑

i=1

civi + ηp(u, v) : (u, v) ∈ K},

✇❤✐❝❤ ✐3 ❛ ❉❈ ♣%♦❣%❛♠ ♦❢ 2❤❡ ❢♦%♠✿

min
{
g(u, v)− h(u, v) : (u, v) ∈ IRn+m

}
, ✭✻✳✶✽✮

✇❤❡%❡

g(u, v) = χK(u, v),

h(u, v) = −fη(u, v) = −
m∑

i=1

civi − ηp(u, v).

❲❡ ❤❛✈❡ 3✉❝❝❡33❢✉❧❧② 2%❛♥3❢♦%♠❡❞ ❛♥ ♦♣2✐♠✐③❛2✐♦♥ ♣%♦❜❧❡♠ ✇✐2❤ ✐♥2❡❣❡% ✈❛%✐❛❜❧❡3 ✐♥2♦

✐23 ❡@✉✐✈❛❧❡♥2 ❢♦%♠ ✇✐2❤ ❝♦♥2✐♥✉♦✉3 ✈❛%✐❛❜❧❡3✳ ◆♦2✐❝❡ 2❤❛2 ✭✻✳✶✽✮ ✐3 ❛ ♣♦❧②❤❡❞%❛❧ ❉❈ ♣%♦✲

❣%❛♠ ✇❤❡%❡ g ✐3 ❛ ♣♦❧②❤❡❞%❛❧ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝2✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ 2❤❡ ♣♦✐♥2✇✐3❡ 3✉♣%❡♠✉♠ ♦❢ ❛ ✜♥✐2❡

❝♦❧❧❡❝2✐♦♥ ♦❢ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝2✐♦♥3✮✳

❉❈❆ ❛♣♣❧✐❡❞ 2♦ 2❤❡ ❉❈ ♣%♦❣%❛♠ ✭✻✳✶✽✮ ❝♦♥3✐323 ♦❢ ❝♦♠♣✉2✐♥❣✱ ❛2 ❡❛❝❤ ✐2❡%❛2✐♦♥ k✱ 2❤❡
2✇♦ 3❡@✉❡♥❝❡3

{
(uk, vk)

}
❛♥❞

{
(αk, ζk)

}
3✉❝❤ 2❤❛2 (αk, ζk) ∈ ∂h(uk, vk) ❛♥❞ (uk+1, vk+1)

3♦❧✈❡3 2❤❡ ♥❡①2 ❧✐♥❡❛% ♣%♦❣%❛♠ ♦❢ 2❤❡ ❢♦%♠ ✭Pk✮

min{g(u, v)− 〈(u, v)− (uk, vk), (αk, ζk)〉 : (u, v) ∈ IRn+m}

⇔ min{−〈(u, v), (αk, ζk)〉 : (u, v) ∈ K}. ✭✻✳✶✾✮

❋%♦♠ 2❤❡ ❞❡✜♥✐2✐♦♥ ♦❢ h✱ ❛ 3✉❜❣%❛❞✐❡♥2 (αk, ζk) ∈ ∂h(uk, vk) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉2❡❞ ❛3 ❢♦❧❧♦✇3✿

(αk, ζk) = ∇h(uk, vk) = (0, 2ηvk − ηe− c), ✭✻✳✷✵✮

✇❤❡%❡ e = (1, · · · , 1)T ∈ ■❘m ❛♥❞ c = (c1, · · · , cm)
T
✳

❚❤❡ ❉❈❆ 3❝❤❡♠❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 2♦ ✭✻✳✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ 3✉♠♠❛%✐③❡❞ ❛3 ❆❧❣♦,✐7❤♠ ✾✳

❆❧❣♦,✐7❤♠ ✾ ❉❈❆

■♥✐7✐❛❧✐③❛7✐♦♥✿

❈❤♦♦3❡ ❛♥ ✐♥✐2✐❛❧ ♣♦✐♥2 (u0, v0)✱ 3❡2 k = 0❀
▲❡2 ε1, ε2 ❜❡ 3✉✣❝✐❡♥2❧② 3♠❛❧❧ ♣♦3✐2✐✈❡ ♥✉♠❜❡%3❀

❘❡♣❡❛7

❈♦♠♣✉2❡ (αk, ζk) ✈✐❛ ✭ ✻✳✷✵✮❀
❙♦❧✈❡ 2❤❡ ❧✐♥❡❛% ♣%♦❣%❛♠ ✭ ✻✳✶✾✮ 2♦ ♦❜2❛✐♥ (uk+1, vk+1)❀
k ← k + 1❀

❯♥7✐❧ ❡✐2❤❡% ‖(uk+1, vk+1) − (uk, vk)‖ ≤ ε1(‖(u
k, vk)‖ + 1) ♦% |fη(u

k+1, vk+1) −
fη(u

k, vk)| ≤ ε2(|fη(u
k, vk)|+ 1).

❚❤❡♦,❡♠ ✻✳✶ ✭❈♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ♣&♦♣❡&*✐❡, ♦❢ ❆❧❣♦&✐*❤♠ ❉❈❆✮

• ❉❈❆ ❣❡♥❡&❛*❡, *❤❡ ,❡5✉❡♥❝❡ {uk, vk} ❝♦♥*❛✐♥❡❞ ✐♥ V (K) ,✉❝❤ *❤❛* *❤❡ ,❡5✉❡♥❝❡

{fη(u
k, vk)} ✐, ❞❡❝&❡❛,✐♥❣✳



✾✻ ❈❤❛♣&❡( ✻✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❈❛( 1♦♦❧✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠ ✉5✐♥❣ ❉❈❆

• ❚❤❡ #❡$✉❡♥❝❡ {(uk, vk)} ❝♦♥✈❡*❣❡# ,♦ (u∗, v∗) ∈ V (K) ❛❢,❡* ❛ ✜♥✐,❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ✐,❡*❛,✐♦♥#✳

• ❚❤❡ ♣♦✐♥, (u∗, v∗) ✐# ❛ ❝*✐,✐❝❛❧ ♣♦✐♥, ♦❢ 6*♦❜❧❡♠ ✭✻✳✶✽✮✳ ▼♦*❡♦✈❡* ✐❢ v∗i 6=
1
2 ❢♦* ❛❧❧

i ∈ {0, . . . , n}✱ ,❤❡♥ (u∗, v∗) ✐# ❛ ❧♦❝❛❧ #♦❧✉,✐♦♥ ,♦ ✭✻✳✶✽✮✳

• ❋♦* ❛ ♥✉♠❜❡* η #✉✣❝✐❡♥,❧② ❧❛*❣❡✱ ✐❢ ❛, ✐,❡*❛,✐♦♥ r ✇❡ ❤❛✈❡ vr ∈ {0, 1}m✱ ,❤❡♥ vk ∈
{0, 1}m ❢♦* ❛❧❧ k ≥ r✳

1(♦♦❢ ✻✳✶ ❙❡❡ ❚❤❡♦*❡♠ ✶✳✼✳

✻✳✸✳✷ ❆ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❉❈❆✲❇1❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛❧❣♦1✐7❤♠

❋♦" ❣❧♦❜❛❧❧② (♦❧✈✐♥❣ ,❤❡ (,"❛,❡❣✐❝ ❝❛" ♣♦♦❧✐♥❣ ♣"♦❜❧❡♠ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ,❤❡ ❉❈❆ ✇✐,❤ ,❤❡

❝❧❛((✐❝❛❧ ❇"❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ♠❡,❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ,♦ ▼■▲<✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛" "❡❧❛①❛,✐♦♥ ✐( ✉(❡❞ ❢♦"

❝♦♠♣✉,✐♥❣ ❧♦✇❡" ❜♦✉♥❞( ✇❤✐❧❡ ,❤❡ ✉♣♣❡" ❜♦✉♥❞( ❛"❡ ❞❡,❡"♠✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❉❈❆ ,♦

✭✻✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ "❡(✉❧, ✐( ♣"❡(❡♥,❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣,❡" ✶✳✸✳

❖✉" ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❧❣♦"✐,❤♠ ❝❛♥ ❜❡ (✉♠♠❛"✐③❡❞ ❛( ❢♦❧❧♦✇(✿ (,❛",✐♥❣ ✇✐,❤ ,❤❡ "❡❝,❛♥❣❧❡

R0 := [0, 1]m✱ ✇❡ ❝♦♥(✐❞❡" ❛, ❡❛❝❤ ✐,❡"❛,✐♦♥ k ≥ 0 ,❤❡ "❡❝,❛♥❣❧❡ Rk ❝♦""❡(♣♦♥❞✐♥❣ ,♦

,❤❡ (♠❛❧❧❡(, ❧♦✇❡" ❜♦✉♥❞ βk✳ ❚❤❡ (❡❧❡❝,❡❞ "❡❝,❛♥❣❧❡ Rk ✐( ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥,♦ ,✇♦ (✉❜"❡❝,❛♥❣❧❡(
Rk, i = 0, 1 ❛♥❞ ,❤❡ ❧♦✇❡" ❜♦✉♥❞ ✐( ✐♠♣"♦✈❡❞ ❜② (♦❧✈✐♥❣ ,❤❡ ❝♦""❡(♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡❛" ♣"♦❣"❛♠(✳
❚❤❡ ✉♣♣❡" ❜♦✉♥❞ γk ✐( ❞❡,❡"♠✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ,❤❡ ❉❈❆ ,♦ ✭✻✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ♣"♦❝❡❞✉"❡ ✐(

,❡"♠✐♥❛❧ ✇❤❡♥ γk − βk ≤ ε ❛♥❞ ✐, ♣"♦✈✐❞❡( ❛♥ ε✲♦♣,✐♠❛❧ (♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ▼■▲<✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❧❣♦(✐&❤♠✳

▲❡, R0 := [0, 1]m✳
❙❡, γ0 := +∞✱ β0 := −∞✱ restart := true✱ R := {R0}✱ ❛♥❞ k = 0✳
▲❡, ε ❜❡ (✉✣❝✐❡♥,❧② (♠❛❧❧ ♣♦(✐,✐✈❡ ♥✉♠❜❡"✳

✶✳ ▲❡, Rk ❜❡ ,❤❡ "❡❝,❛♥❣❧❡ (✉❝❤ ,❤❛,

βk = β(Rk) = min{β(R) : R ∈ R}.

❇✐(❡❝, Rk ✐♥,♦ ,✇♦ (✉❜"❡❝,❛♥❣❧❡( Rk0 ❛♥❞ Rk1 ✈✐❛ ,❤❡ ✐♥❞❡① j∗

Rki = {v ∈ Rk : vj∗ = i, i = 0, 1}

✷✳ ❈♦♠♣✉,❡ ❧♦✇❡" ❜♦✉♥❞( βki ✭i = 0, 1✮ ❜② (♦❧✈✐♥❣ ,❤❡ ❧✐♥❡❛" "❡❧❛①❛,✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠( ❝♦""❡✲
(♣♦♥❞✐♥❣ ,♦ ,❤❡ (❡, Rki ✳

✸✳ ■❢ ✭restart = true✮ ,❤❡♥ ✉♣❞❛,❡ γk✱ ,❤❡ ❜❡(, ✉♣♣❡" ❜♦✉♥❞ ♦❢ ,❤❡ ♦♣,✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢

✭▼■▲<✮ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❉❈❆ ,♦ <"♦❜❧❡♠ ✭✻✳✶✽✮ ❢"♦♠ ❛ (✉✐,❛❜❧❡ (,❛",✐♥❣ ♣♦✐♥, ❞✐(❝♦✈❡"❡❞

✐♥ ❙,❡♣ ✷✳

✹✳ ■❢ R = ✭✐✳❡✳ γk − βk ≤ ε✮✱ ,❤❡♥ ❙❚❖<✱ ,❤❡ ♦♣,✐♠❛❧ (♦❧✉,✐♦♥ ✐( (uk, vk) ,❤❛, ✈❡"✐❢②
〈c, v〉 = γk✱ ♦,❤❡"✇✐(❡ ✉♣❞❛,❡

R ← R∪ {Rki : β(Rki) < γk − ε, i = 0, 1} \Rk

❛♥❞ ❣♦ ,♦ ❙,❡♣ ✶✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❧❣♦"✐,❤♠ ❞✐✛❡"( ❢"♦♠ ,❤❡ ❝❧❛((✐❝❛❧ ❇"❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ (❝❤❡♠❡ ❜② ❙,❡♣ ✸

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❉❈❆ ✐( ✐♥✈❡(,✐❣❛,❡❞✳ ❍❡"❡ restart ✐( ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✈❛"✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ,❛❦❡( ✈❛❧✉❡ ,*✉❡
✇❤❡♥ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ ,♦ "❡(,❛", ❉❈❆✳

❚❤❡ S✉❡(,✐♦♥ ✇❤❡♥ ❉❈❆ ✐# *❡#,❛*,❡❞ ✐( ✐♥,❡"❡(,✐♥❣ ❢"♦♠ ♥✉♠❡"✐❝❛❧ ♣♦✐♥,( ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞

✐, ✇✐❧❧ ❜❡ (,✉❞✐❡❞✳ ❆( ✐♥ (❡✈❡"❛❧ ❉❈ ♣"♦❣"❛♠(✱ ❉❈❆ ♣"♦✈✐❞❡( ❛ ❣❧♦❜❛❧ (♦❧✉,✐♦♥ ,♦ ✭✻✳✶✽✮



✻✳✸✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❈❛, -♦♦❧✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠ ❜② ❉❈❆ ✾✼

✭❛♥❞ $♦ ✐$ '♦ ✭▼■▲+✮✮ ❢.♦♠ ❛ ❣♦♦❞ $'❛.'✐♥❣ ♣♦✐♥'✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣♦✐♥' ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡✣❝✐❡♥'❧②

✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣✉'✐♥❣ ❧♦✇❡. ❜♦✉♥❞$✳ ❲❡ ✇✐❧❧ $❡❡ ✐♥ '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ❡①♣❡.✐♠❡♥'$ '❤❛' ❉❈❆

♣.♦✈✐❞❡$ ❛♥ ✐♥'❡❣❡. $♦❧✉'✐♦♥ ❛❢'❡. $❡✈❡.❛❧ ✐'❡.❛'✐♦♥$ ♦❢ '❤❡ ❇.❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛❧❣♦.✐'❤♠✳

◆❡✈❡.'❤❡❧❡$$ ✇❡ ♠✉$' ❝♦♥'✐♥✉❡ '❤❡ ❇.❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ♣.♦❝❡$$ '♦ ❛♠❡❧✐♦.❛'❡ '❤❡ ❧♦✇❡.

❜♦✉♥❞ ✉♥'✐❧ ✐' ✐$ ❝❧♦$❡ '♦ '❤❡ ❜❡$' ✉♣♣❡. ❜♦✉♥❞✳ ■♥ ❢❛❝'✱ '❤❡ ❇.❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛❧❣♦.✐'❤♠

✐$ ✐♥'.♦❞✉❝❡❞ '♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ $'❛.'✐♥❣ ♣♦✐♥' ❢♦. ❉❈❆ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ '❤❡ ❣❧♦❜❛❧✐'② ♦❢ ❉❈❆✳ ❚❤❡

&'❛)'✐♥❣ ♣♦✐♥' ♦❢ ❉❈❆ ✐♥ '❤✐$ ❝❛$❡ ✐$ '❤❡ $♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛. .❡❧❛①❛'✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠✳

❲❤❡♥ ❉❈❆ ✐9 ,❡9:❛,:❡❞❄

❉✉.✐♥❣ '❤❡ ❜.❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♣.♦❝❡$$ ✇❡ .❡$'❛.' ❉❈❆ ✇❤❡♥ ❛ ❢❡❛$✐❜❧❡ $♦❧✉'✐♦♥ '♦ ✭▼■▲+✮

✇❤✐❝❤ ✐♠♣.♦✈❡$ '❤❡ ❜❡$' ❝✉..❡♥' ✉♣♣❡. ❜♦✉♥❞ ✐$ ♣♦✐♥'❡❞ ♦✉'✳ ■♥ $✉❝❤ ❛ ❝❛$❡✱ '❤❡ $'❛.'✐♥❣

♣♦✐♥' ♦❢ ❉❈❆ ✐$ '❤❡ ❥✉$' ♠❡♥'✐♦♥❡❞ ❢❡❛$✐❜❧❡ $♦❧✉'✐♦♥ '♦ ✭▼■▲+✮✳

❖♥ '❤❡ ♦'❤❡. ❤❛♥❞✱ ❉❈❆ ✐$ ❛❧$♦ .❡$'❛.'❡❞ ✇❤❡♥ '❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ '❤❡ ✵✲✶ ❝♦♠♣♦♥❡♥'$ ♦❢

'❤❡ ❜✐♥❛.② ✈❛.✐❛❜❧❡$ ✭❞❡♥♦'❡❞ NyRk ✮ ♦❢ '❤❡ $♦❧✉'✐♦♥ ✭uRk , vRk
✮ '♦ '❤❡ ❝♦..❡$♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡❛.

.❡❧❛①❛'✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠ ✐$ $✉✣❝✐❡♥'❧② ❧❛.❣❡✱ ♥❛♠❡❧② NyRk ≥ m/2✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡$❝.✐❜❡ '❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❉❈❆✲❇.❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❛❧❣♦.✐'❤♠ ❢♦. ❣❧♦❜❛❧❧② $♦❧✈✐♥❣

+.♦❜❧❡♠ ✭▼■▲+✮ ❛$ ❆❧❣♦,✐:❤♠ ✶✵✳

❆❧❣♦,✐:❤♠ ✶✵ ❇.❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞✲❉❈❆ ✭❇❇❉❈❆✮

■♥✐:✐❛❧✐③❛:✐♦♥✿

▲❡' R0 := [0, 1]m✳

❙♦❧✈❡ '❤❡ ❧✐♥❡❛. .❡❧❛①❛'✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠ ♦❢ ✭▼■▲+✮ '♦ ♦❜'❛✐♥ ❛♥ ♦♣'✐♠❛❧ $♦❧✉'✐♦♥ ✭uR0 , vR0
✮

❛♥❞ '❤❡ ✜.$' ❧♦✇❡. ❜♦✉♥❞ β0 := β(R0)✳
❙♦❧✈❡ ✭✻✳✶✽✮ ❜② ❉❈❆ ❢.♦♠ '❤❡ $'❛.'✐♥❣ ♣♦✐♥' ✭uR0 , vR0

✮ '♦ ♦❜'❛✐♥ ✭uR0
t , vR0

t ✮✳

■❢ ✭uR0
t , vR0

t ✮ ✐$ ❢❡❛$✐❜❧❡ '♦ ✭▼■▲+✮ :❤❡♥ $❡' γ0 := 〈c, v
R0
t 〉 ❛♥❞ $❡' ✭u0, v0✮✿❂✭uR0

t , vR0
t ✮

❡❧9❡ $❡' γ0 := +∞✳

■❢ (γ0 − β0) ≤ ε|γ0| :❤❡♥ ✭u0, v0✮ ✐$ ❛♥ ε✲♦♣'✐♠❛❧ $♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ ✭▼■▲+✮

❡❧9❡ $❡' R ← {R0}, k ← 0.
❲❤✐❧❡ $'♦♣ ❂ ❢❛❧$❡ ❞♦

❙❡❧❡❝' ❛ .❡❝'❛♥❣❧❡ Rk $✉❝❤ '❤❛' βk = β(Rk) = min{β(R) : R ∈ R}✳
❇✐$❡❝' Rk ✐♥'♦ '✇♦ $✉❜.❡❝'❛♥❣❧❡$ Rk0 ❛♥❞ Rk1 ✈✐❛ '❤❡ ✐♥❞❡① j∗
Rki = {v ∈ Rk : vj∗ = i, i = 0, 1}

❙♦❧✈❡ '❤❡ $✉❜♣.♦❜❧❡♠$ (Pki) '♦ ♦❜'❛✐♥ β(Rki) ❛♥❞ ✭uRki , vRki
✮✱ ✭✐ ❂ ✵✱ ✶✮✿

(Pki) β(Rki) := min
{
〈c, v〉 : (u, v) ∈ K, v ∈ Rki}.

■❢ ✭uRki , vRki
✮ ✐$ '❤❡ ❜❡$' ❢❡❛$✐❜❧❡ $♦❧✉'✐♦♥ '♦ ✭▼■▲+✮ :❤❡♥

✉♣❞❛'❡ γk ❛♥❞ '❤❡ ❜❡$' ❢❡❛$✐❜❧❡ $♦❧✉'✐♦♥ ✭uk, vk✮ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❉❈❆ '♦ ✭✻✳✶✽✮ ❢.♦♠

✭uRki , vRki
✮✳

❡❧9❡ ✐❢ ✭N
y
Rki

≥ m/2✮ :❤❡♥

❙♦❧✈❡ '❤❡ ❧✐♥❡❛. .❡❧❛① ♣.♦❜❧❡♠ '♦ ♦❜'❛✐♥ ✭u
Rki
t , v

Rki
t ✮✳

❆♣♣❧② ❉❈❆ '♦ ✭✻✳✶✽✮ ❢.♦♠ ✭u
Rki
t , v

Rki
t ✮✳

❯♣❞❛'❡ γk ❛♥❞ '❤❡ ❜❡$' ❢❡❛$✐❜❧❡ ♣♦✐♥' ✭uk, vk✮✳
❊♥❞✐❢

❊♥❞✐❢

❙❡' R ← R∪ {Rki : β(Rki) < γk − ε, i = 0, 1} \Rk
■❢ R = ∅ :❤❡♥ ❙❚❖+✱ ✭uk, vk✮ ✐$ ε✲♦♣'✐♠❛❧ $♦❧✉'✐♦♥✱ ❡❧9❡ k ← k + 1✳
❊♥❞✇❤✐❧❡
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❉❆❚❆✸✼ ✶✷✶✻✷ ✶✱✹✽ ✾✱✻✸ ✶✷✶✻✷ ✷✱✷✵ ✾✱✻✸ ✶✶✹✵✻ ✶✱✺✽ ✻✱✷✸ ✻✱✷✸

❉❆❚❆✻✻ ✶✷✺✼✾ ✶✱✺✵ ✻✱✶✵ ✶✷✷✼✵ ✶✻✹✱✷✾ ✸✱✼✹ ✶✷✶✽✶ ✷✱✶✹ ✸✱✶✻ ✵✱✼✸

❉❆❚❆✻✼ ✶✸✷✸✺ ✶✱✶✸ ✼✱✵✷ ✶✸✷✸✺ ✶✱✼✸ ✼✱✵✷ ✶✷✼✽✺ ✶✱✼✷ ✸✱✹✵ ✸✱✹✵

❉❆❚❆✻✽ ✶✸✶✸✽ ✶✱✹✼ ✺✱✹✺ ✶✷✽✶✽ ✸✹✶✱✹✶ ✸✱✵✾ ✶✷✼✸✷ ✵✱✾✾ ✸✱✵✾ ✵✱✻✼

❉❆❚❆✻✾ ✶✷✾✵✼ ✶✱✹✼ ✾✱✷✼ ✶✷✾✵✼ ✷✱✷✷ ✾✱✷✼ ✶✷✶✼✽ ✶✱✼✺ ✺✱✻✺ ✺✱✻✹

❉❆❚❆✼✵ ✶✷✼✸✺ ✶✱✽✻ ✾✱✸✺ ✶✷✼✸✺ ✷✱✺✵ ✾✱✸✺ ✶✷✶✷✸ ✶✱✼✽ ✹✱✽✶ ✹✱✽✶

❉❆❚❆✼✶ ✶✷✵✺✻ ✶✱✶✼ ✺✱✼✸ ✶✶✾✷✹ ✾✽✱✷✶ ✹✱✼✶ ✶✶✽✷✸ ✶✱✵✶ ✶✱✾✸ ✵✱✻✷

❆✈❡7❛❣❡ ✶✷✼✶✺✱✷ ✶✱✺✵ ✼✱✷✸ ✶✷✻✵✸✱✻ ✼✸✱✵✹ ✻✱✸✼ ✶✷✶✾✻✱✼ ✶✱✹✼ ✹✱✵✼ ✸✱✶✾

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❈♦♠♣❛-❛.✐✈❡ -❡1✉❧.1 ❜❡.✇❡❡♥ ❉❈❆✱ ❇❇❉❈❆ ❛♥❞ ❈♣❧❡① ♠❂✶✺✶✱ ♥ ≈ ✶✷✵✵✳

❚❤❡ -❡1✉❧.1 ♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② ❉❈❆✱ ❇❇❉❈❆ ❛♥❞ ❈C▲❊❳ ✶✷✳✷ ❛-❡ 1❤♦✇♥ ✐♥ .❤❡ 1❛♠❡ .❛❜❧❡1✳

❲❡ ✉1❡ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦.❛.✐♦♥1✿

• ♦ ❉❆❚❆✿ ♥❛♠❡ ♦❢ ❣❡♥❡-❛.❡❞ ♣-♦❜❧❡♠ ✭❋♦- ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦- .❤❡ ✧❉❆❚❆✶✧✱ ✐. ❝♦♥1✐1.1 ♦❢

.❤❡ ❣❡♥❡-❛.❡❞ ❞❛.❛ ❢♦- ❛ ♣-♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡-❡ m = 51, n = 400, ns = [(m− 1)/4]+2 ❛♥❞ .❤❡
✈❛❧✉❡1 ♦❢ ❛♥♦.❤❡- ♣❛-❛♠❡.❡-1 ❛-❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ ✜❧❡ ✧❞❛.❛✶✳.①.✧✳✮✱

• ♦ ❖❇❏✿ .❤❡ ♦❜❥❡❝.✐✈❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣-♦❜❧❡♠✱

• ♦ ❚✐♠❡✿ ❈C❯ .✐♠❡ ✐♥ 1❡❝♦♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❧❣♦-✐.❤♠✱

• ♦ GAP = OBJ−LB
OBJ

.100% ✇❤❡-❡ ▲❇ ✐1 .❤❡ ❜❡1. ❧♦✇❡- ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ❖❇❏ ✐1 .❤❡ ♦❜❥.✐✈❡

❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣-♦❜❧❡♠✱

• ♦ GAP1 =
OBJ

♦❜/❛✐♥❡❞ ❜② ❉❈❆

−OBJ
♦❜/❛✐♥❡❞ ❜② ❈*▲❊❳

OBJ
♦❜/❛✐♥❡❞ ❜② ❉❈❆

.100%✱

• ♦ GAP2 =
OBJ

♦❜/❛✐♥❡❞ ❜② ❇❇❉❈❆

−OBJ
♦❜/❛✐♥❡❞ ❜② ❈*▲❊❳

OBJ
♦❜/❛✐♥❡❞ ❜② ❇❇❉❈❆

.100%✳

❋-♦♠ .❤❡ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ -❡1✉❧.1✱ ✇❡ ♦❜1❡-✈❡ .❤❛.✿

• ❉❈❆ ❛❧✇❛②1 ♣-♦✈✐❞❡1 ❛♥ ✐♥.❡❣❡- 1♦❧✉.✐♦♥ ❛♥❞ ✐. ❝♦♥✈❡-❣❡1 ❛❢.❡- ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ✐.❡-❛✲
.✐♦♥1✳

• ■♥ ❇❇❉❈❆✱ .❤❡ ❉❈❆ ✇✐.❤ -❡1.❛-.✐♥❣ ♣-♦✈✐❞❡1 ❛ ❢❡❛1✐❜❧❡ 1♦❧✉.✐♦♥ .♦ ✭▼■▲C✮ ✈❡-② -❛♣✐❞❧②✳



✶✵✵ ❈❤❛♣&❡( ✻✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❈❛( 2♦♦❧✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠ ✉6✐♥❣ ❉❈❆

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✿ ❈♦♠♣❛$✐/♦♥ 1❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝1✐✈❡ ❢✉♥❝1✐♦♥/ ❜❡1✇❡❡♥ ❉❈❆✱ ❇❇❉❈❆

❛♥❞ ❈?▲❊❳ ✶✷✳✷ ✇✐1❤ ♠❂✺✶✱ ✶✵✶✱ ✶✷✻✱ ✶✺✶✳

• ❚❤❡ $❡/✉❧1/ ♦❢ ❇❇❉❈❆ ✐/ /❧✐❣❤1 ❜❡11❡$ 1❤❛♥ ♦❢ ❉❈❆ ❜✉1 1❤❡ ❈?❯ 1✐♠❡ ♦❢ ❉❈❆ ✐/ ❜❡11❡$

1❤❛♥ ♦❢ ❇❇❉❈❆✳

• ❈?▲❊❳✶✷✳✷ ✐/ ❛❧/♦ /❧✐❣❤1 ❜❡11❡$ 1❤❛♥ ❉❈❆ ❛♥❞ ❇❇❉❈❆ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈?❯ 1✐♠❡ ❛♥❞ 1❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ 1❤❡ ♦❜❥❡❝1✐✈❡ ❢✉♥❝1✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ✇❡ ♥♦1❡ 1❤❛1 ❈?▲❊❳✶✷✳✷ ✭1❤❡ ❧❛1❡/1 ✈❡$/✐♦♥

♦❢ ❈?▲❊❳✮ ✐/ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② ♠❛♥② ❡✣❝✐❡♥1 ❛❧❣♦$✐1❤♠/ 1♦ /♦❧✈❡ ▼■▲? ✇❤✐❧❡ ❉❈❆ ✐/ ♦♥❧②

❛ ❧♦❝❛❧ ❛❧❣♦$✐1❤♠✳

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

■♥ 1❤✐/ ♣❛♣❡$✱ ✇❡ ♣$❡/❡♥1 ▼■▲? ❢♦$♠✉❧❛1✐♦♥ ❢♦$ ❈❛$ ♣♦♦❧✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠/✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥1 ❛♣✲

♣$♦❛❝❤ ❜❛/❡❞ ♦♥ ❉❈ ♣$♦❣$❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❉❈❆ ✐/ ♣$♦♣♦/❡❞ ❢♦$ /♦❧✈✐♥❣ 1❤✐/ ♣$♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡

❝♦♠❜✐♥❡ ❉❈❆✲❇$❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞ ❆❧❣♦$✐1❤♠ ✭❇❇❉❈❆✮ ✐/ ❣✐✈❡♥ 1♦ ❣❧♦❜❛❧❧② /♦❧✈❡ ♣$♦❜❧❡♠✳

?$❡❧✐♠✐♥❛$② ♥✉♠❡$✐❝❛❧ /✐♠✉❧❛1✐♦♥/ /❤♦✇ 1❤❛1 1❤❡ ❇❇❉❈❆ ✐/ ✈❡$② ✐♥1❡$❡/1✐♥❣✳ ❚❤❡ ❉❈❆ ✐/

♦$✐❣✐♥❛❧ ❜❡❝❛✉/❡ ✐1 ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ♠✐①❡❞ ✐♥1❡❣❡$ /♦❧✉1✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ✐1 ✇♦$❦/ ✐♥ ❛ ❝♦♥1✐♥✉♦✉/ ❞♦♠❛✐♥✳

■1/ ✐♥❡①♣❡♥/✐✈❡♥❡// ✐/ ❝$✉❝✐❛❧ 1♦ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧ ♣$♦❜❧❡♠/ 1❤❛1 ✇❡ ❛❞❞$❡// ✐♥ ❢✉1✉$❡ ✇♦$❦✳



❈❤❛♣$❡& ✼

❙♦❧✈✐♥❣ ▼✉❧)✐♦❜❥❡❝)✐✈❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❈❛3

4♦♦❧✐♥❣ ♣3♦❜❧❡♠

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ❞❡✈♦'❡# '♦ ✐♥')♦❞✉❝❡ ❛ ♣❛)'✐❝✉❧❛) ❈❛) ♣♦♦❧✐♥❣ ♣)♦❜❧❡♠ ✐♥ '❤❡ ❢♦)♠ ♦❢ ▼✉❧'✐♦❜✲

❥❡❝'✐✈❡ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠✳ ■' ✐# ❛♥ ❡①'❡♥#✐♦♥ ✈❡)#✐♦♥ ♦❢ ❈❛) ♣♦♦❧✐♥❣ ♣)♦❜❧❡♠ ✐♥ ❈❤❛♣'❡)

✻✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣)♦♣♦#❡❞ ❛ ❤❡✉)✐#'✐❝ ❛❧❣♦)✐'❤♠ '♦ #♦❧✈❡ '❤❡ ♠✉❧'✐♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛) ♣♦♦❧✐♥❣

♣)♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥'❡♥' ♦❢ '❤✐# ❝❤❛♣'❡) ✐# ♣)❡#❡♥'❡❞ ✐♥ ❬❚❛ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❜❪✳

❈❛" ♣♦♦❧✐♥❣ ♣"♦❜❧❡♠ ✭❈--✮ ✐/ ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ 2"❛♥/♣♦"2 /♦❧✉2✐♦♥ 2❤❛2 ❝♦♥/✐/2/ ✐♥ /❤❛"✐♥❣

❛ ❝❛" ❜❡2✇❡❡♥ ❛ ❞"✐✈❡" ❛♥❞ ♣❛//❡♥❣❡"/ /❤❛"✐♥❣ 2❤❡ /❛♠❡ "♦✉2❡✱ ♦" ♣❛"2 ♦❢ ✐2✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡

✐/ 2♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❜♦2❤ 2❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ "❡=✉✐"❡❞ ❝❛"/ ❛♥❞ 2❤❡ ❛❞❞✐2✐♦♥❛❧ ❝♦/2 ✐♥ 2❡"♠/ ♦❢ 2✐♠❡ ❢♦"

2❤❡ ❞"✐✈❡"/✳ ❚❤❡"❡ ❛"❡ 2✇♦ "❡/✉❧2✐♥❣ ♣"♦❜❧❡♠/ 2❤❛2 ❛"❡ ✐♥2❡"❞❡♣❡♥❞❡♥2 ❛♥❞ ◆-✲❝♦♠♣❧❡2❡✿

❛//✐❣♥✐♥❣ ♣❛//❡♥❣❡"/ 2♦ ❝❛"/ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ 2❤❡ /❤♦"2❡/2 ♣❛2❤ ❢♦" 2❤❡ ❞"✐✈❡"/ /♦ 2❤❛2 2❤❡

♦✈❡"❛❧❧ ❝♦/2 ✐/ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ■♥ 2❤✐/ ♣❛♣❡"✱ ✇❡ ❝♦♥/✐❞❡" ❛ ♠✉❧2✐♦❜❥❡❝2✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛" ♣♦♦❧✐♥❣

♣"♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡"❡ ❜♦2❤ 2❤❡ ❝♦/2 ❛♥❞ 2❤❡ 2♦2❛❧ 2"❛✈❡❧ 2✐♠❡ ♦❢ ❞"✐✈❡"/ ❛"❡ 2♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❲❡

❜❛/❡❞ ♦♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛❧❣♦"✐2❤♠/ ❢♦" /♦❧✈✐♥❣ 2❤❡ ♠✉❧2✐♦❜❥❡❝2✐✈❡ /❤♦"2❡/2 ♣"♦❜❧❡♠ ✐♥✈❡/2✐❣❛2❡ ❛

♥❡✇ ❛❧❣♦"✐2❤♠ 2♦ /♦❧✈❡ 2❤✐/ ♣"♦❜❧❡♠✳ -"❡❧✐♠✐♥❛"② ♥✉♠❡"✐❝❛❧ "❡/✉❧2/ ✐♥ ❛ "❡❛❧ /❝❡♥❛"✐♦ ❛"❡

"❡♣♦"2❡❞ 2♦ /❤♦✇ 2❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉" ♣"♦♣♦/❡❞ ❛❧❣♦"✐2❤♠ ❛♥❞ ♣"♦♠✐/✐♥❣ 2♦ ❛♣♣❧② ✐♥ "❡❛❧

2✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛2✐♦♥/✳

✼✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❈❛" ♣♦♦❧✐♥❣ ❝♦♥/✐/2/ ✐♥ ♠❛♥❛❣✐♥❣ 2❤❡ /❤❛"✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣♦♦❧ ♦❢ ❝❛"/ ❜❡2✇❡❡♥ /❡✈❡"❛❧ ✉/❡"/ 2❤❛2

❤❛✈❡ ✇❤♦❧❡ ♦" ♣❛"2 ♦❢ 2❤❡✐" "♦✉2❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳ ❚♦ /♦❧✈❡ 2❤❡ ♣"♦❜❧❡♠✱ /❡✈❡"❛❧ 2❛/❦/ /❤♦✉❧❞

❜❡ ♣❡"❢♦"♠❡❞✿ ❝❤♦♦/✐♥❣ ❞"✐✈❡"/ ❛♥❞ ♣❛//❡♥❣❡"/✱ ❛❧❧♦❝❛2✐♥❣ ♣❛//❡♥❣❡"/ 2♦ ❝❛"/✱ ❝♦♠♣✉2✐♥❣

❛♥ ♦♣2✐♠❛❧ "♦✉2❡ ❢♦" 2❤❡ ❝❛"/✳

❆2 ❡❛❝❤ /2❡♣✱ ✉/❡" ♣"❡❢❡"❡♥❝❡/ ♦" /♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥/2"❛✐♥2/ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥/✐❞❡"❡❞✱ /✉❝❤ ❛/ 2❤❡

♠❛①✐♠✉♠ 2"❛✈❡❧ 2✐♠❡ ❛ ❞"✐✈❡" ❛❝❝❡♣2/ 2♦ ❞❡❞✐❝❛2❡ 2♦ 2❛❦✐♥❣ ♣❛//❡♥❣❡"/✱ ♦" 2❤❡ 2✐♠❡ ❛♥❞

❧♦❝❛2✐♦♥ ❝♦♥/2"❛✐♥2/ ♦❢ ❡❛❝❤ ✉/❡" /✉❝❤ ❛/✿ ❡❛"❧✐❡/2 ❞❡♣❛"2✉"❡ 2✐♠❡ ❛♥❞ ❧❛2❡/2 ❛""✐✈❛❧ 2✐♠❡ ❛2

✇♦"❦♣❧❛❝❡✱ ❡2❝✳

❚♦ /♣❡❝✐❢②✱ ✇❤❡♥ 2❤❡ "♦❧❡ ♦❢ ♣❛//❡♥❣❡" ✐/ ❝♦♥/✐❞❡"❡❞ ❛/ ✧❣♦♦❞/✧✱ 2❤❡ ❝❛" ♣♦♦❧✐♥❣ ♣"♦❜❧❡♠

♠❛② ❜❡ ❞❡/❝"✐❜❡❞ ❛/ /♦♠❡ ❦✐♥❞/ ♦❢ ✢❡❡2 ♠❛♥❛❣❡♠❡♥2 ♣"♦❜❧❡♠✳ ❆❝❝♦"❞✐♥❣ 2♦ ❛ "❡❝❡♥2 /✉"✈❡②

❝❧❛//✐❢②✐♥❣ ♣✐❝❦✉♣ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡"② ♣"♦❜❧❡♠/ ❬-❛""❛❣❤ ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ✐2 ✐/ ❛ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉2✐♥❣

-"♦❜❧❡♠ ✇✐2❤ -✐❝❦✉♣/ ❛♥❞ ❉❡❧✐✈❡"✐❡/ ✭❱❘--❉✮✳ ▼♦"❡ ♣"❡❝✐/❡❧②✱ ✐2 ✐/ ❛ /✉❜/❡2 ♦❢ 2❤❡ ❞✐❛❧✲

❛✲"✐❞❡ ♣"♦❜❧❡♠ ❬❈♦"❞❡❛✉ ❛♥❞ ▲❛♣♦"2❡✱ ✷✵✵✸❪✱ ❬❈♦"❞❡❛✉ ❛♥❞ ▲❛♣♦"2❡✱ ✷✵✵✼❪✱ ❬❘♦♣❦❡ ❡2 ❛❧✳✱

✷✵✵✼❪✱ ✈❡❤✐❝❧❡/ "♦✉2❡/ ❛♥❞ /❝❤❡❞✉❧❡/ ❛"❡ ❞❡/✐❣♥❡❞ ❢♦" ✉/❡"/ ✇❤♦ /♣❡❝✐❢② ♣✐❝❦✉♣ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡"②

"❡=✉❡/2/ ❜❡2✇❡❡♥ ♦"✐❣✐♥/ ❛♥❞ ❞❡/2✐♥❛2✐♦♥/ ✇❤❡"❡ 2❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ /2❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐2❤❡" ❛ ❧♦♥❣

2✐♠❡ ♣"✐♦" 2♦ 2❤❡ 2"✐♣ ✕ ❢♦" ✐♥/2❛♥❝❡ 2❤❡ ❞❛② ❜❡❢♦"❡ ✕ ♦" ✐♥ "❡❛❧✲2✐♠❡ ✐♥ ❛ ❞❡♠❛♥❞ "❡/♣♦♥/✐✈❡

❢❛/❤✐♦♥✳ ■♥ 2❤❡ ✜"/2 ❝❛/❡✱ 2❤❡ =✉❛❧✐2② ♦❢ 2❤❡ /♦❧✉2✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣"✐♦"✐2✐③❡❞✱ ✇❤❡"❡❛/ ✐♥ 2❤❡

/❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ 2❤❡ /♣❡❡❞ ♦❢ ❡①❡❝✉2✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛"❛♠♦✉♥2✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ 2❤❡ ♠❛❥♦" ❞✐✛❡"❡♥❝❡

❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ ❞✐❛❧✲❛✲"✐❞❡ ♣"♦❜❧❡♠/ ❛♥❞ 2❤❡ ❈-- ✐/ 2❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♦✇♥❡"/❤✐♣✳ ■♥ 2❤❡ ❢♦"♠❡"

❞✐❛❧✲❛✲"✐❞❡ ♣"♦❜❧❡♠/✱ 2❤❡"❡ ♠✉/2 ❜❡ ❢✉❧❧ 2✐♠❡ ❞"✐✈❡"/ 2❤❛2 /❡"✈✐❝❡ ❛❧❧ ♦❢ 2❤❡ ♣❛//❡♥❣❡"/✳ ■♥

2❤❡ ❈--✱ 2❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡/ ❜❡❧♦♥❣ 2♦ 2❤❡ ♣❛"2✐❝✐♣❛♥2/✱ ✇❤♦ 2❛❦❡ 2✉"♥/ /❤❛"✐♥❣ ✉/❡ ♦❢ 2❤❡✐" ❝❛"/



✶✵✷ ❈❤❛♣'❡) ✼✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ▼✉❧'✐♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❈❛) ;♦♦❧✐♥❣ ♣)♦❜❧❡♠

❛♥❞ ❛❝$ ❛% ❞&✐✈❡&% $♦ ♣✐❝❦ ✉♣ $❤❡ ♦$❤❡&%✳ ■♥ ♦$❤❡& ✇♦&❞%✱ $❤❡ ❞&✐✈❡&% ❛&❡ ❛❧%♦ %✉❜❥❡❝$ $♦ ❛

$&❛♥%♣♦&$❛$✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞✳

❚❤❡&❡ ❛&❡ ♠✉❧$✐♣❧❡ ❢♦&♠% ❢♦& $❤❡ ❝❛& ♣♦♦❧✐♥❣ ♣&♦❜❧❡♠%✱ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ $❤❡ %❝❡✲

♥❛&✐♦ ❛♥❞ ✉%❡ ❝❛%❡% ❝♦♥%✐❞❡&❡❞✳ ■$ ✉%✉❛❧❧② ❢♦❝✉%❡❞ ♦♥ $❤❡ $♦✲✇♦&❦ ♣&♦❜❧❡♠ ✭❢&♦♠ ❞✐✛❡&❡♥$

♦&✐❣✐♥% $♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡%$✐♥❛$✐♦♥✮ ♦& $❤❡ &❡$✉&♥✲❢&♦♠✲✇♦&❦ ♣&♦❜❧❡♠ ✭❢&♦♠ $❤❡ %❛♠❡ ♦&✐❣✐♥

$♦ ❞✐✛❡&❡♥$ ❞❡%$✐♥❛$✐♦♥%✮✳

■♥ ❬❇❛❧❞❛❝❝✐ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ❬❚❛ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✱ $❤❡ ❝❛& ♣♦♦❧✐♥❣ ♣&♦❜❧❡♠ ✐% ♠❛♥❛❣❡❞ ❢♦& $❤❡

❡♠♣❧♦②❡❡% ♦❢ ❛ ❧❛&❣❡ ❝♦♠♣❛♥② ♦& %✐♠✐❧❛&❧② ♦❢ ❣&♦✉♣ ♦❢ ❝♦♠♣❛♥✐❡% ❧♦❝❛$❡❞ ❛$ $❤❡ %❛♠❡ ♣❧❛❝❡✱

$❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ✐% %♦♠❡❤♦✇ %✐♠♣❧✐✜❡❞ %✐♥❝❡ $❤❡&❡✬% ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦%%✐❜❧❡ ❞❡%$✐♥❛$✐♦♥ ✇✐$❤ %❡✈❡&❛❧

♣♦%%✐❜❧❡ %$❛&$✐♥❣ ♣♦✐♥$% ❢♦& $❤❡ ♣❛%%❡♥❣❡&% ❛♥❞ $❤❡ ❞&✐✈❡&%✳ ■♥ ❬❇❛❧❞❛❝❝✐ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ❛♥

❡①❛❝$ ❛♥❞ ❛ ❤❡✉&✐%$✐❝ ♠❡$❤♦❞ ❛&❡ ♣&♦♣♦%❡❞✱ ❜❛%❡❞ ♦♥ $✇♦ ✐♥$❡❣❡& ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣ ❢♦&♠✉❧❛✲

$✐♦♥%✱ ❢♦& %♦❧✈✐♥❣ $❤❡ ♣&♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡✐& ❡①❛❝$ ♠❡$❤♦❞ ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ❛ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ♣&♦❝❡❞✉&❡ $❤❛$

❝♦♠❜✐♥❡% $❤&❡❡ ❧♦✇❡& ❜♦✉♥❞% ❞❡&✐✈❡❞ ❢&♦♠ ❞✐✛❡&❡♥$ &❡❧❛①❛$✐♦♥% ♦❢ $❤❡ ♣&♦❜❧❡♠✳ ❆ ✈❛❧✐❞

✉♣♣❡& ❜♦✉♥❞ ✐% ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ❤❡✉&✐%$✐❝ ♠❡$❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ $&❛♥%❢♦&♠% $❤❡ ▲❛❣&❛♥❣✐❛♥ ❧♦✇❡&

❜♦✉♥❞ %♦❧✉$✐♦♥ ✐♥$♦ ❛ ❢❡❛%✐❜❧❡ %♦❧✉$✐♦♥✳ ■♥ ❬❚❛ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✱ ❜❛%❡❞ ♦♥ ❉❈ ♣&♦❣&❛♠♠✐♥❣✱

❉❈ ❆❧❣♦&✐$❤♠ ❛♥❞ ✉%✐♥❣ ♣❡♥❛❧$② $❡❝❤♥✐M✉❡ $♦ %♦❧✈❡ ❇✐♥❛&② ■♥$❡❣❡& ▲✐♥❡❛& N&♦❣&❛♠✱ $❤❡

$✇♦ ❛❧❣♦&✐$❤♠% ❛&❡ ♣&❡%❡♥$❡❞ ✭❉❈❆✮ ❢♦& %♦❧✈✐♥❣ $❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❉❈❆✲❇&❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞

$♦ ❣❧♦❜❛❧✐③❡ %♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ❉❈❆✳ ■♥ ❬❈❛❧✈♦ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ $❤❡ ❛✉$❤♦&% ♣&❡%❡♥$❡❞ ❛♥ ✐♥$❡❣&❛$❡❞

%②%$❡♠ ❢♦& $❤❡ ♦&❣❛♥✐③❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛& ♣♦♦❧✐♥❣ %❡&✈✐❝❡✱ ✉%✐♥❣ %❡✈❡&❛❧ ❝✉&&❡♥$ ■♥❢♦&♠❛$✐♦♥ ❛♥❞

❈♦♠♠✉♥✐❝❛$✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡% ✭■❈❚✮ %✉❝❤ ❛%✿ ✇❡❜✱ ●■❙ ❛♥❞ ❙▼❙✳ ❚❤❡ ❝♦&❡ ♦❢ $❤❡ %②%$❡♠

✐% ❛♥ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤ %♦❧✈❡% ❤❡✉&✐%$✐❝❛❧❧② $❤❡ %♣❡❝✐✜❝ &♦✉$✐♥❣ ♣&♦❜❧❡♠✳

❍♦✇❡✈❡&✱ $♦ $❤❡ ❜❡%$ ♦❢ ♦✉& ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ $❤❡&❡ ❤❛% ♥♦$ ②❡$ ❜❡❡♥ ❛♥② %$✉❞② ♦❢ ❝❛& ♣♦♦❧✐♥❣

❛% ❛ ♠✉❧$✐♦❜❥❡❝$✐✈❡ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠✳ ■♥ $❤✐% ♣❛♣❡&✱ ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡& ❈NN ❛% ❛ ❜✐✲♦❜❥❡❝$✐✈❡

♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ❝♦♥%✐%$% ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ %♦❧✉$✐♦♥ ❢♦& ❞&✐✈❡&% ❛♥❞ ♣❛%%❡♥❣❡&%

%❤❛&✐♥❣ $❤❡✐& ❝❛&% ✇✐$❤ &❡%♣❡❝$ $♦ ❜✐✲♦❜❥❡❝$✐✈❡✿ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❝♦%$ ✭$&❛✈❡❧ ❝♦%$ ✰ ♣❡♥❛❧$② ❝♦%$

♦❢ ✉♥%❡&✈✐❝❡% ❝❧✐❡♥$%✮ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ $❤❡ $♦$❛❧ $&❛✈❡❧ $✐♠❡ ♦❢ $❤❡ ❞&✐✈❡&%✳ ❇❛%❡❞ ♦♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣

❛❧❣♦&✐$❤♠ ❢♦& %♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧$✐♦❜❥❡❝$✐✈❡ %❤♦&$❡%$ ♣❛$❤ ♣&♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✐♥✈❡%$✐❣❛$❡ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦&✐$❤♠

$♦ %♦❧✈❡ $❤✐% ♣&♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣&❡❧✐♠✐♥❛&② ♥✉♠❡&✐❝❛❧ &❡%✉❧$% ♦❢ ❛ &❡❛❧ %❝❡♥❛&✐♦ ❛&❡ ♣&❡%❡♥$❡❞

$♦ %❤♦✇ $❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ $❤❡ ♣&♦♣♦%❡❞ ❛❧❣♦&✐$❤♠✳

❚❤❡ ♣❛♣❡& ✐% ♦&❣❛♥✐③❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✳ ■♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✷ ✇❡ ✐♥$&♦❞✉❝❡ $❤❡ ♠✉❧$✐♦❜❥❝❡$✐✈❡ ❝❛&

♣♦♦❧✐♥❣ ♣&♦❜❧❡♠ ✭▼❈NN✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦&✐$❤♠ ✐% ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✸ ✇❤✐❧❡ $❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧

&❡%✉❧$% ❛&❡ &❡♣♦&$❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡ ❝♦♥❝❧✉%✐♦♥% ❛&❡ ♣&❡%❡♥$❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✺✳

✼✳✷ #$♦❜❧❡♠ *+❛+❡♠❡♥+

❍❡&❡✐♥✱ $❤❡ ❝❛& ♣♦♦❧✐♥❣ ♣&♦❜❧❡♠ ✐% ❝♦♥%✐❞❡&❡❞ ❛% ❛ ❣❡♥❡&❛❧✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❈NN ♣&♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤

✐% ❞❡%❝&✐♣$✐♦♥ ✐♥ ❬❇❛❧❞❛❝❝✐ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ✐♥ ❬❚❛ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ❚✇♦ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥%

❛&❡ ❝♦♥%✐❞❡&❡❞ ✐♥ ▼❈NN ❛&❡ ♠✐♥✐♠✐③❡ $❤❡ ❝♦%$ ✭$&❛✈❡❧ ❝♦%$ ✰ ♣❡♥❛❧$② ❝♦%$ ♦❢ ✉♥%❡&✈✐❝❡%

❝❧✐❡♥$%✮ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ $♦$❛❧ $&❛✈❡❧ $✐♠❡✳

❚❤❡ $♦♣♦❧♦❣② ♦❢ $❤❡ ♥❡$✇♦&❦ ✐% ❣✐✈❡♥ ❛% ❛ ❞✐&❡❝$❡❞ ❣&❛♣❤ G = (V,A)✱ ✇❤❡&❡ V =
{0, 1, ..., n} ✐% $❤❡ %❡$ ♦❢ ♥♦❞❡% ❛♥❞ A ✐% $❤❡ %❡$ ♦❢ ❛&❝%✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ 0 ✐% ❛%%♦❝✐❛$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡

❝♦♠♣❛♥② ✇♦&❦♣❧❛❝❡ ❛♥❞ $❤❡ %❡$ ♦❢ ♥♦❞❡% V ′ = {1, ..., nℓ} ⊂ V (nℓ ≤ n) ✐% ❝♦&&❡%♣♦♥❞✐♥❣ $♦

$❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡% ✭❞&✐✈❡&% ❛♥❞ ♣❛%%❡♥❣❡&%✮✳ ▲❡$ Vs = {1, ..., ns} ✭&❡%♣✳ Vc = {ns + 1, ..., nℓ}✮
❜❡ $❤❡ %✉❜%❡$ ♦❢ ♥♦❞❡% ❛%%♦❝✐❛$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❞&✐✈❡&% ✭&❡%♣✳ $❤❡ ♣❛%%❡♥❣❡&%✮✱ %♦ ✇❡ ❤❛✈❡

V ′ = Vs ∪ Vc ⊆ V ✳

❊❛❝❤ ♣❛%%❡♥❣❡& i ∈ Vc ❤❛% ❛♥ ❛%%♦❝✐❛$❡❞ ♣❡♥❛❧$② pi &❡♣&❡%❡♥$✐♥❣ ✐$% ❝♦♥$&✐❜✉$✐♦♥ $♦ $❤❡

$♦$❛❧ ❝♦%$ ✐♥ ❝❛%❡ ♥♦ ❞&✐✈❡& ♣✐❝❦% ❤✐♠ ✉♣✳ ❊❛❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡ i ∈ V ′✱ ❧❡$ ei ❜❡ $❤❡ ❡❛&❧✐❡%$

%$❛&$ $✐♠❡ ❢&♦♠ ❤♦♠❡ ❛♥❞ li ❜❡ $❤❡ ❧❛$❡%$ ❛&&✐✈❛❧ $✐♠❡ $♦ ❤✐% ❞❡%$✐♥❛$✐♦♥✳ ❆%%♦❝✐❛$❡❞ ✇✐$❤

❡❛❝❤ ❞&✐✈❡& k ∈ Vs✱ ❧❡$ Qk ❛♥❞ Tk ❜❡ $❤❡ $❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❧❛❝❡% ♦♥ ❤✐% ❝❛& ❛♥❞ $❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❞&✐✈✐♥❣ $✐♠❡ ♣❧❛♥✐♥❣ $♦ %♣❡♥❞ $♦ ❣♦ ❢&♦♠ ❤♦♠❡ $♦ ❤✐% ❞❡%$✐♥❛$✐♦♥✳

■$ ✐% ❛%%✉♠❡❞ $❤❛$ tk0 ≤ Tk ≤ lk − ek ∀k ∈ Vs. ❆ %✐♠♣❧❡ ♣❛$❤ P = (i1, i2, · · · , im, im+1)



✼✳✸✳ ❆❧❣♦'✐)❤♠ ❞❡.❝'✐♣)✐♦♥ ✶✵✸

✐♥ G "#❛%#✐♥❣ ❢%♦♠ "❡%✈❡% i1 ∈ Vs, ✈✐"✐#✐♥❣ ✈❡%#✐❝❡" {i2, ....., im} ⊆ V \{0} ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛#

❞❡"#✐♥❛#✐♦♥ im+1 = 0, ✐" ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢❡❛"✐❜❧❡ ♣❛#❤ ✐❢ ✐# "❛#✐"✜❡" #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥"#%❛✐♥#"✿

✭✐✮ ❈❛♣❛❝✐%② ❝♦♥)%*❛✐♥%✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ♣❛""❡♥❣❡%" ✐♥ P ♠✉"# ❜❡ ♥♦# ❣%❡❛#❡% #❤❛♥ Qi1 .

✭✐✐✮ ▼❛①✐♠✉♠ %*❛✈❡❧✐♥❣ %✐♠❡ ❝♦♥)%*❛✐♥%✿ ❚❤❡ #♦#❛❧ #%❛✈❡❧ #✐♠❡ ♦❢ P ♠✉"# ❜❡ ♥♦# ❣%❡❛#❡%

#❤❛♥ Ti1 .

✭✐✐✐✮ ❉❡♣❛*%✉*❡✴❛**✐✈❛❧ %✐♠❡ ❝♦♥)%*❛✐♥%✿ ▲❡# sir ❜❡ #❤❡ ❞❡♣❛%#✉%❡ #✐♠❡ ❢%♦♠ ✈❡%#❡① ir ✭❛"✲

"♦❝✐❛#❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡ ❛# ir✮ ✐♥ P ❛♥❞ ❧❡# sim+1 ❜❡ #❤❡ ❛%%✐✈❛❧ #✐♠❡ ❛# ❤✐" ❞❡"✲

#✐♥❛#✐♦♥✳ >❛#❤ P "❛#✐"✜❡" #❤❡ ❞❡♣❛%#✉%❡✴❛%%✐✈❛❧ #✐♠❡ ❝♦♥"#%❛✐♥# ✐❢ ❛ ❢❡❛"✐❜❧❡ "♦❧✉#✐♦♥

{si1 , si2 , · · · , sim+1} ❡①✐"#" #♦ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡@✉❛❧✐#✐❡"✿

sir+1 − sir ≥ tirir+1 , ∀r = 1, · · · ,m, ✭✼✳✶✮

sir ≥ eir , ∀r = 1, · · · ,m, ❛♥❞ ir ∈ V
′

✭✼✳✷✮

lir ≥ sim+1 , ∀r = 1, · · · ,m, ❛♥❞ ir ∈ V
′. ✭✼✳✸✮

❚❤❡ ▼❈88 ✐) %♦ ✜♥❞ ns ❢❡❛)✐❜❧❡ ♣❛%❤) ✇✐%❤ *❡)♣❡❝% %♦ ❜✐✲♦❜❥❡❝%✐✈❡✿ ♠✐♥✐♠✐③❡ %❤❡ )✉♠
♦❢ %❤❡ ♣❛%❤ ❝♦)%) ♣❧✉) %❤❡ ♣❡♥❛❧%✐❡) ♦❢ ✉♥)❡*✈✐❝❡) ♣❛))❡♥❣❡*) ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ %❤❡ %♦%❛❧ %*❛✈❡❧

%✐♠❡ ♦❢ %❤❡ ❞*✐✈❡*)✳

▼♦%❡♦✈❡%✱ #❤❡ "②"#❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✭♦% ❧❡❛✈✐♥❣✮ ♦❢ ♥❡✇ ❞%✐✈❡" ✭❝❛%"✮ ♦%

♣❛""❡♥❣❡%"✳ ❚❤✉"✱ ❢♦% "♦❧✈✐♥❣ #❤✐" ♣%♦❜❧❡♠✱ ✐# ✐" ♥❡❝❡""❛%② #♦ ✐♥✈❡"#✐❣❛#❡ ❛♥ ✐♥❡①♣❡♥"✐✈❡

❛♥❞ ❞✐"#%✐❜✉#❡❞ ❛❧❣♦%✐#❤♠✳ ❋%♦♠ #❤❡ ♣%❛❝#✐❝❛❧ ♣♦✐♥# ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ♣%♦♣♦"❡ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦%✐#❤♠✱

✐♥ "♣✐#❡ ♦❢ ❝♦♥"✐❞❡% ❛❧❧ #❤❡ ❞%✐✈❡%" ❛# #❤❡ "❛♠❡ #✐♠❡✱ ✇❡ ❝♦♥"✐❞❡% ♦♥❡ ❞%✐✈❡% ❡❛❝❤ #✐♠❡✱ #❤❡♥

#%② #♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥% ♣❛%❤ ✭❛ 8❛*❡%♦ ♣♦✐♥%✮ ❝♦%%❡"♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐#❤ #❤❡ ❞%✐✈❡% ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡"

#❤❡ ♣❛#❤ ❝♦"#" ♣❧✉" #❤❡ ♣❡♥❛❧#✐❡" ♦❢ ✉♥"❡%✈✐❝❡" ♣❛""❡♥❣❡%" ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡" #❤❡ #♦#❛❧ #%❛✈❡❧

#✐♠❡ ♦❢ #❤❡ ❞%✐✈❡%✳

✼✳✸ ❆❧❣♦'✐)❤♠ ❞❡.❝'✐♣)✐♦♥

❚❤❡ ✐♥%♣✐'❛)✐♦♥ ♦❢ ♦✉' ❛❧❣♦'✐)❤♠ ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛❧❣♦'✐)❤♠% ✭❡✳❣✳✱ ▼❛')✐♥ ❛❧❣♦'✐)❤♠✱✳✳✳✮

❢♦' %♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧)✐♦❜❥❡❝)✐✈❡ %❤♦')❡%) ♣❛)❤ ♣'♦❜❧❡♠% ✭%❡❡ ✐♥ ❬❊❤'❣♦))✱ ✷✵✵✺❪✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♦✉'

❛❧❣♦'✐)❤♠ ✐% @✉✐)❡ %✐♠♣❧❡✳ ❋✐'%)❧②✱ ✇❡ )❛❦❡ )❤❡ ❞'✐✈❡' ✇❤♦%❡ ❞❡♣❛')✉'❡ )✐♠❡ ✐% %♠❛❧❧❡%)

✭❡❛'❧✐❡%)✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❢'♦♠ )❤✐% ❞'✐✈❡'✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❢❡❛%✐❜❧❡ ♣❛)❤ ✇✐)❤ '❡%♣❡❝) )♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ )❤❡

❝♦%) ✭♣❛)❤ ❝♦%) ✰ ♣❡♥❛❧)② ❝♦%) ♦❢ ✉♥%❡'✈✐❝❡% ❝❧✐❡♥)%✮ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ )❤❡ )♦)❛❧ )'❛✈❡❧ )✐♠❡✱ ✐) ✐%

❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥& ♣❛&❤✳ ❚❤✐'❞❧②✱ ✇❡ '❡♠♦✈❡ )❤❡ ❞'✐✈❡' ❛♥❞ ✐)% ♣❛%%❡♥❣❡'% ✐♥)♦ &❤❡ )♦❧✉&✐♦♥

❧✐)& ❛♥❞ '❡%)❛') ✇✐)❤ ❛ ♥❡✇ ❞'✐✈❡' ✭✇❤♦ ❤❛✈❡ ♥❡✇ %♠❛❧❧❡%) ❞❡♣❛')✉'❡ )✐♠❡✮ ❛♥❞ ♣❛%%❡♥❣❡'%

✭)❤❡ '❡%) ♦❢ ♣❛%%❡♥❣❡'%✮✳ ❆) ❡❛❝❤ '❡%)❛') )✐♠❡✱ ✇❡ ✉♣❞❛)❡ ♥❡✇ ❞'✐✈❡'% ❛♥❞ ♣❛%%❡♥❣❡'%✳

❋♦' ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥) ♣❛)❤✱ ❛) ❡❛❝❤ ✐)❡'❛)✐♦♥✱ ❛) ❡❛❝❤ ✈❡')❡①✱ ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡' )✇♦ ❞✐✛❡'❡♥)

%❡)% ♦❢ ❧❛❜❡❧%✿ ♣❡-♠❛♥❡♥& ❧❛❜❡❧) (PT ) ❛♥❞ &❡♠♣♦-❛-② ❧❛❜❡❧) (T L)✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦'✐)❤♠ %❡❧❡❝)%

)❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞♦♠✐♥❛♥& ❧❡①✐❝♦❣-❛♣❤✐❝ ❧❛❜❡❧ ❢'♦♠ ❛❧❧ )❤❡ %❡)% ♦❢ )❡♠♣♦'❛'② ❧❛❜❡❧%✱ ❝♦♥✈❡')%

✐) )♦ ❛ ♣❡'♠❛♥❡♥) ❧❛❜❡❧✱ ❛♥❞ ♣'♦♣❛❣❛)❡% )❤❡ ✐♥❢♦'♠❛)✐♦♥ ❝♦♥)❛✐♥❡❞ ✐♥ )❤✐% ❧❛❜❡❧ )♦ ❛❧❧ )❤❡

)❡♠♣♦'❛'② ❧❛❜❡❧% ♦❢ ✐)% %✉❝❝❡%%♦'%✳ ❚❤❡ ♣'♦❝❡❞✉'❡ %)♦♣% ✇❤❡♥ )❤❡'❡ ❛'❡ ♥♦ ♠♦'❡ )❡♠♣♦'❛'②

❧❛❜❡❧%✳ ❆ ❧❛❜❡❧ Li ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿

Li = (ci, ti, ni, Ti, j, h, IDi) ✭✼✳✹✮

✇❤❡'❡

• ci ✐% )❤❡ ❝♦%)✱

• ti ✐% )❤❡ ❞❡♣❛')✉'❡ )✐♠❡✱

• ni ✐% )❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❧❛❝❡%✱



✶✵✹ ❈❤❛♣'❡) ✼✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ▼✉❧'✐♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❈❛) ;♦♦❧✐♥❣ ♣)♦❜❧❡♠

• Ti ✐! "❤❡ ❧❛"❡!" ❛''✐✈❛❧ "✐♠❡✱

• j ✐! "❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥" ✈❡'"❡① ❢'♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐" ✇❛! ♣♦!!✐❜❧❡ "♦ ❧❛❜❡❧ "❤❡ ✈❡'"❡① i✱

• h ✐! "❤❡ ✐❞❡♥"✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❧❛❜❡❧ ✐♥ "❤❡ ❧✐!" ♦❢ ❧❛❜❡❧! ♦♥ ✈❡'"❡① j ❢'♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐" ❝'❡❛"❡❞

"❤❡ ❧❛❜❡❧ Li✱

• IDi ✐! "❤❡ ✐❞❡♥"✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜❡❧ Li✳

❆" ❡❛❝❤ ❞'✐✈❡'✱  ❤❡ ❞❡♣❛& ✉&❡  ✐♠❡✱  ❤❡ ♠❛①✐♠❛❧  &❛✈❡❧  ✐♠❡✱  ❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❧❛❝❡3

❛'❡ ❦♥♦✇♥✱ !✉♣♣♦!❡❞ "❤❛" "❤❡ ❧❛"❡!" ❛''✐✈❛❧ "✐♠❡ ♦❢ "❤❡ ❞'✐✈❡' ❡:✉❛❧! "♦ "❤❡ ❞❡♣❛'"✉'❡ "✐♠❡

♣❧✉! ♠❛①✐♠❛❧ "'❛✈❡❧ "✐♠❡ ♦❢ "❤❡ ❞'✐✈❡'✳ ❆" ❡❛❝❤ ♣❛!!❡♥❣❡'✱  ❤❡ ♣❡♥❛❧ ② ❝♦3 ✱  ❤❡ ❡❛&❧✐❡3 

❞❡♣❛& ✉&❡  ✐♠❡✱  ❤❡ ❧❛ ❡3 ❛&&✐✈❛❧  ✐♠❡ ❛'❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛'❝ ❛!!♦❝✐❛"❡! ✇✐"❤ ❛ ✈❡❝"♦' ✭❛&❝

❝♦3 ✱ ❛&❝  &❛✈❡❧  ✐♠❡✮✳ ❆" ❡❛❝❤ ✈❡'"❡①✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥ &❡❧❛ ✐♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ "✇♦ ❧❛❜❡❧!

Li = (ci, ti, ni, Ti,−,−,−) ❛♥❞ Lj = (cj , tj , nj , Tj ,−,−,−) ❛! ❢♦❧❧♦✇!✿ ✇❡ !❛✐❞ "❤❛" Lj ✐!

❞♦♠✐♥❛"❡❞ ❜② Li ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ci ≤ cj , ti = tj , ni ≥ nj , Ti ≥ Tj ❛♥❞ ❞❡♥♦"❡ Li ⊳ Lj ✳ ❆"

♦♥❡ ✈❡'"❡①✱ ❛ ❧❛❜❡❧ Li ✐! ❝❛❧❧❡❞ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❧❛❜❡❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ "❤❡'❡ ❞♦♥✬" ❡①✐!" ❛ ❧❛❜❡❧ Lj
!✉❝❤ "❤❛" Li ✐! ❞♦♠✐♥❛"❡❞ ❜② Lj ✳

❚❤❡ ❛❧❣♦'✐"❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ♣'❡!❡♥"❡❞ ❛! ❆❧❣♦'✐"❤♠ ✶✶✳

❆❧❣♦)✐'❤♠ ✶✶

■♥✐'✐❛❧✐③❛'✐♦♥✿

❘❡❛❞ ✐♥♣✉" ❞❛"❛✿ ❛ ❞✐❣'❛♣❤ G = (V,A)✱ ✇✐"❤ ✭ &❛✈❡❧ ❝♦3 ✱  &❛✈❡❧  ✐♠❡✮ ❛'❝ ✈❡❝"♦'!❀

♥✉♠❜❡' ♦❢ ❞'✐✈❡'!❀ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♣❛!!❡♥❣❡'!❀ ❞❡♣❛'"✉'❡ "✐♠❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ "'❛✈❡❧ "✐♠❡ ❛♥❞

♥✉♠❜❡' ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❧❛❝❡! ♦❢ ❞'✐✈❡'!❀ ♣❡♥❛❧"② ❝♦!"✱ ❡❛'❧✐❡!" ❞❡♣❛'"✉'❡ "✐♠❡ ❛♥❞ ❧❛"❡!"

❛''✐✈❛❧ "✐♠❡ ♦❢ ♣❛!!❡♥❣❡'!✳

❘❡♣❡❛'

❋✐♥❞✐♥❣ ❛ !❡'✈❡' s ✇✐"❤ "❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡♣❛'"✉'❡ "✐♠❡❀

❈❛❧❝✉❧❛"❡ ❧❛❜❡❧ L ❛" !❡'✈❡' s ❛♥❞ ❧❡" T L := {L}❀
❲❤✐❧❡ T L 6= ∅ ❞♦

▲❡" ❧❛❜❡❧ L = (c, t, n, T, vq, h, k) ♦❢ ✈❡'"❡① vi ❜❡ "❤❡ ❧❡①✐❝♦❣'❛♣❤✐❝❛❧❧② !♠❛❧❧❡!" ❧❛❜❡❧

✐♥ T L❀

❘❡♠♦✈❡ L ❢'♦♠ T L ❛♥❞ ❛❞❞ ✐" "♦ PL❀

❋♦' ❛❧❧ vj ∈ V !✉❝❤ "❤❛" (vi, vj) ∈ A ❞♦

❈'❡❛"❡ !❡" ♦❢ ❧❛❜❡❧! ✭!❡❡ ❈'❡❛"❡ ❧❛❜❡❧ ♣'♦❝❡❞✉'❡✮ L′ = (c′, t′, n′, T ′, vi, k, r) ❛! "❤❡

♥❡①" ❧❛❜❡❧ ❛" ♥♦❞❡ vj ❛♥❞ ❛❞❞ ✐" "♦ T L❀

❙♦'" ❧❛❜❡❧ ❛" vj ❜② ❧❡①✐❝♦❣'❛♣❤✐❝ ♦'❞❡'❀

❉❡❧❡"❡ ❛❧❧ ❧❛❜❡❧! ♦❢ ♥♦❞❡ vj ❞♦♠✐♥❛"❡❞ ❜② L′✱ ❞❡❧❡"❡ L′ ✐❢ ✐" ✐! ❞♦♠✐♥❛"❡❞ ❜②

❛♥♦"❤❡' ❧❛❜❡❧ ♦❢ ♥♦❞❡ vj
❊♥❞ ❢♦'❀

❊♥❞ ✇❤✐❧❡

❆' '❤❡ ❞❡E'✐♥❛'✐♦♥ ♥♦❞❡

❉❡❧❡"❡ ❧❛❜❡❧ (cj , tj ,−,−,−) ✐❢ "❤❡'❡ ❡①✐!"! ❛ ❧❛❜❡❧ (ci, ti,−,−,−) !✉❝❤ "❤❛" cj ≥ ci
❛♥❞ tj ≥ ti❀

❯!❡ "❤❡ ♣'❡❞❡❝❡!!♦' ❧❛❜❡❧! ✐♥ ♣❡'♠❛♥❡♥" ❧❛❜❡❧! "♦ '❡❝♦✈❡' ❛❧❧ ❡✣❝✐❡♥" ♣❛"❤! ❢'♦♠ s
"♦ ❞❡!"✐♥❛"✐♦♥ ♥♦❞❡✱ ❝❤♦♦!❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥" ♣❛"❤ ❛! "❤❡ !♦❧✉"✐♦♥ ✭❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✉!❡'✬! ❝'✐"❡'✐❛✮❀

❘❡♠♦✈❡ ❞'✐✈❡' s ✭'❡!♣✳ ✐"! ♣❛!!❡♥❣❡'!✮ ❢'♦♠ !❡" ♦❢ ❞'✐✈❡'! ✭'❡!♣✳ ❢'♦♠ !❡" ♦❢ ♣❛!!❡♥✲

❣❡'!✮ ✐♥"♦ "❤❡ !♦❧✉"✐♦♥ ❧✐!"❀

❯♥'✐❧ ✭◆✉♠❜❡' ♦❢ !❡'✈❡'! ✭❞'✐✈❡'!✮ = ✵✮

❚❤❡ ❛❧❣♦'✐"❤♠ ✐! ✐❧❧✉!"'❛"❡❞ ❜② "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ▲❡" ✉! ❝♦♥!✐❞❡' "❤❡ ♥❡"✇♦'❦ ✐♥

❋✐❣✉'❡ ✼✳✶ ✇✐"❤ "❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉"✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥" ♣❛"❤ ❢'♦♠ ❞'✐✈❡' ✶! ❛♥❞ ❞'✐✈❡' ✺! "♦

❞❡!"✐♥❛"✐♦♥ ✻❞✱ ❛♥❞ ❝♦♥!✐❞❡' "❤'❡❡ ♣❛!!❡♥❣❡'! ✷❝✱✸❝✱✹❝✳ ❋♦' ♠♦'❡ ❞❡"❛✐❧!✱ ❞'✐✈❡' ✶! ✭'❡!♣✳



✼✳✸✳ ❆❧❣♦'✐)❤♠ ❞❡.❝'✐♣)✐♦♥ ✶✵✺

❆❧❣♦'✐)❤♠ ✶✷ ❈!❡❛$❡ ❧❛❜❡❧' ♣!♦❝❡❞✉!❡

■♥✐)✐❛❧✐③❛)✐♦♥✿

(vi, vj) ∈ A ❛♥❞ '$❛!$ ❢!♦♠ ❧❛❜❡❧ L = (c, t, n, T, vq, h, k) ♦❢ ✈❡!$❡① vi ✭'❡❡ ✐♥ ❆❧❣♦!✐$❤♠
✶✶✮

■❢ (T ≥ t+ tij))
❈!❡❛$❡ ❧❛❜❡❧ L′1 = (c+ cij , t+ tij , n, T, vi, k, r1) ❛♥❞ ❛❞❞ ✐$ $♦ T L❀
■❢ ✭vj ❤❛. ❛ ♣❛..❡♥❣❡' ❛♥❞ n ≥ 1✮
■❢ ✭ei ≤ t+ tij ≤ li✮
❈!❡❛$❡ ❧❛❜❡❧ L′2 = (c+ cij − pj , t+ tij , n− 1,min{T, Tj}, vi, k, r2) ❛♥❞ ❛❞❞ ✐$ $♦

T L❀

✺'✮ ❞❡♣❛!$ ❛$ $✐♠❡ ✶✵ ✭!❡'♣✳ ✶✷✮✱ ♠❛①✐♠❛❧ $!❛✈❡❧ $✐♠❡ ✐' ✾ ✭!❡'♣✳ ✶✵✮✱ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

♣❧❛❝❡' ✐' ✷ ✭!❡'♣✳ ✷✮✳ ❋✐!'$❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ $♦ ✜♥❞ $❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❞❡♣❛!$✉!❡ $✐♠❡ ♦❢ ❞!✐✈❡! ✶'

❛♥❞ ❞!✐✈❡! ✺'✱ ✐$ ❡D✉❛❧' $♦ ✶✵ ❛''♦❝✐❛$❡❞ ✇✐$❤ ❞!✐✈❡! ✶'✳ ❚❤✉'✱ ✇❡ '$❛!$ ❝♦♠♣✉$✐♥❣ ❛$ ❞!✐✈❡!

✶' ✇✐$❤ ❧❛❜❡❧ ✭✷✼✱ ✶✵✱ ✷✱ ✶✾✱✲✱ ✲✱✶✮✱ $❤❡ ❝♦'$ ✈❛❧✉❡ ❡D✉❛❧' $♦ $❤❡ '✉♠ ♦❢ ♣❡♥❛❧$② ❝♦'$' ♦❢ ❛❧❧

❝❧✐❡♥$' ✭♣❛''❡♥❣❡!'✮✳ ❋!♦♠ ❞!✐✈❡! ✶'✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈✐'✐$ ♣❛''❡♥❣❡!' ✷❝ ❛♥❞ ✸❝✳

❆$ ♣❛''❡♥❣❡! ✷❝✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭♣❡♥❛❧&② ❝♦*&✱ ❡❛,❧✐❡*& ❞❡♣❛,&✉,❡ &✐♠❡✱ ❧❛&❡*& ❛,,✐✈❛❧ &✐♠❡✮ ❂

✭✻✱ ✶✷✱ ✶✼✮✳ ❚♦ ✈✐'✐$ ♣❛''❡♥❣❡! ✷❝✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ❧❛❜❡❧ ❛$ ✈❡!$❡① ✷❝✿ ✭✸✷✱ ✶✸✱ ✷✱ ✶✾✱✶✱✶✱✶✮✱

$❤❡ ❝♦'$ ❡D✉❛❧' $♦ $❤❡ ❝♦'$ ✐♥ ♣!❡✈✐♦✉' ❧❛❜❡❧ ♣❧✉' ❝♦'$ ♣❛$❤ ✭✶'✲✷❝✮✱ ✐$ ✐' ✷✼✰✺❂ ✸✷✱ $❤❡

❞❡♣❛!$✉!❡ $✐♠❡ ❛$ ✷❝ ✐' ✶✵ ✰ ✸ ❂ ✶✸ ✭❞❡♣❛!$ $✐♠❡ ❛$ ✶' ♣❧✉' $!❛✈❡❧ $✐♠❡ ❢!♦♠ ✶' $♦ ✷❝✮✱ $❤❡

♥✉♠❜❡! ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❧❛❝❡' ✐' ✷ ✭✐♥ $❤✐' ❝❛'❡✱ $❤❡ ❞!✐✈❡! ❣♦❡' $♦ ✈✐'✐$ ♣❛''❡♥❣❡! ✷❝ ❜✉$ ❤❡

❞♦❡' ♥♦$ $❛❦❡ ♣❛''❡♥❣❡! ✷❝✮✱ $❤❡♥ $❤❡ ❧❛$❡'$ ❛!!✐✈❛❧ $✐♠❡ ✐' ✶✾ ✭✐$ ❡D✉❛❧' $♦ ❧❛$❡'$ ❛!!✐✈❛❧

$✐♠❡ ✐♥ ♣!❡✈✐♦✉' ❧❛❜❡❧✮✳

❚♦ ❝♦♥$✐♥✉❡✱ ✇❡ $❡'$ $❤❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥' ❞❡♣❛,&✉,❡ &✐♠❡ ❛& ✶* ♣❧✉* &,❛✈❡❧ &✐♠❡ ❢,♦♠ ✶* &♦

✷❝ ✐* ❜❡❧♦♥❣ &♦ &❤❡ ✐♥&❡,✈❛❧✿ ❬❡❛,❧✐❡*& ❞❡♣❛,&✉,❡ &✐♠❡✱ ❧❛&❡*& ❛,,✐✈❛❧ &✐♠❡❪ ♦❢ ♣❛**❡♥❣❡, ✷❝

❛♥❞ &❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♣❧❛❝❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐* ❣,❡❛&❡, ♦, ❡?✉❛❧ ✶✳ ■❢ $❤❡ ❛♥'✇❡! ✐' ❚❘❯❊✱ $❤❡♥ $❤❡

❞!✐✈❡! ❝❛♥ $❛❦❡ $❤❡ ♣❛''❡♥❣❡!✱ ♦$❤❡!✇✐'❡ $❤❡ ❞!✐✈❡! ❝❛♥♥♦$✳ ❚❤❡ ✐♥❡D✉❛❧✐$② ✐♥ $❤✐' ❝❛'❡ ✐'

12 ≤ 10 + 3 ≤ 17✱ $❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❧❛❝❡ ✐' ✷✱ $❤❡♥ $❤❡ ❛♥'✇❡! ✐' ❚❘❯❊✳ ❚❤✉'✱
❞!✐✈❡! ✶' ❝❛♥ $❛❦❡ $❤❡ ♣❛''❡♥❣❡! ✷❝✳ ❚❤✉'✱ ❛ ♥❡✇ ❧❛❜❡❧ ✐' ✭✷✻✱ ✶✸✱ ✶✱ ✶✼✱✶✱✶✱✷✮✱ $❤❡ ❝♦'$

❡D✉❛❧' $♦ $❤❡ ❝♦'$ ✐♥ ♣!❡✈✐♦✉' ❧❛❜❡❧ ✭✶'✮ ♣❧✉' ❝♦'$ ♣❛$❤ ✭✶'✲✷❝✮ ♠✐♥✉' ♣❡♥❛❧$② ❝♦'$ ✭✷❝✮✱ $❤❡

❧❛$❡'$ ❛!!✐✈❛❧ $✐♠❡ ❡D✉❛❧' $♦ $❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❧❛$❡'$ ❛!!✐✈❛❧ $✐♠❡ ♦❢ ❞!✐✈❡! ✭✶'✮ ✭❛$ ♣!❡✈✐♦✉'

❧❛❜❡❧✮ ❛♥❞ $❤❡ ❧❛$❡'$ ❛!!✐✈❛❧ $✐♠❡ ♦❢ ♣❛''❡♥❣❡! ✭✷❝✮✱ ✐♥ $❤✐' ❝❛'❡✱ $❤❡ ❧❛$❡'$ ❛!!✐✈❛❧ $✐♠❡

❡D✉❛❧' $♦ min{19, 17} = 17✱ $❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❧❛❝❡' ✐' ❛❧'♦ ✉♣❞❛$❡❞✳ ❆❢$❡! $❤❛$✱ ✇❡
'♦!$ $❤❡ ❧❛❜❡❧ ❛$ ♥♦❞❡ ✭✷❝✮ ❜② ❧❡①✐❝♦❣!❛♣❤✐❝ ♦!❞❡! (ci, ti, ni, Ti,−,−,−)✳

❙✐♠✐❧❛!✐$②✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ❞!✐✈❡! ✭✶'✮ ✈✐'✐$' ♣❛''❡♥❣❡! ✭✸❝✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ $✇♦ ❧❛❜❡❧'

✭✸✶✱✶✷✱✷✱✶✾✱✶✱✶✱✶✮ ❛♥❞ ✭✷✶✱✶✷✱✶✱✶✽✱✶✱✶✱✷✮✳ ◆❡①$ '$❡♣✱ ✇❤❡♥ $❤❡ ❞!✐✈❡! ❛$ ✭✷❝✮✱ ❤❡ ❝❛♥

✈✐'✐$ ✈❡!$❡① ✭✸❝✮ ❛♥❞ ✭✺✮✳ ❋✐!'$❧②✱ ❤❡ ✈✐'✐$' ✈❡!$❡① ✭✸❝✮ $❤❡♥ $❤❡ ❧❛❜❡❧' ❛$ ✈❡!$❡① ✭✸❝✮

❛!❡ ✭✷✼✱✶✹✱✶✱✶✼✱✷✱✷✱✸✮✱ ✭✶✼✱✶✹✱✵✱✶✼✱✷✱✷✱✹✮ ❛♥❞ ✭✸✸✱✶✹✱✷✱✶✾✱✷✱✶✱✺✮✱ ✭✷✸✱✶✹✱✶✱✶✽✱✷✱✶✱✻✮✳ ▲❛✲

❜❡❧ ✭✷✼✱✶✹✱✶✱✶✼✱✷✱✷✱✸✮ ✐' ❞♦♠✐♥❛$❡❞ ❜② ❧❛❜❡❧ ✭✷✸✱✶✹✱✶✱✶✽✱✷✱✶✱✻✮ '♦ ✇❡ ❞❡❧❡$❡ $❤❡ ❧❛❜❡❧

✭✷✼✱✶✹✱✶✱✶✼✱✷✱✷✱✸✮ ❢!♦♠ $❤❡ ❧❛❜❡❧ ❧✐'$ ❛$ ✈❡!$❡① ✭✸❝✮✳ ◆♦✇✱ ✐♥ ✈❡!$❡① ✭✸❝✮✱ $❤❡!❡ ❛!❡ ✜✈❡

❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❧❛❜❡❧' ❛♥❞ ✇❡ '♦!$ $❤❡'❡ ❧❛❜❡❧' ❛' ✭✶✼✱ ✶✹✱ ✵✱ ✶✼✱ ✷✱ ✷✱ ✹✮✱ ✭✷✶✱ ✶✷✱ ✶✱ ✶✽✱ ✶✱ ✶✱ ✷✮✱

✭✷✸✱ ✶✹✱ ✶✱ ✶✽✱ ✷✱ ✶✱ ✻✮✱ ✭✸✶✱ ✶✷✱ ✷✱ ✶✾✱ ✶✱ ✶✱ ✶✮ ❛♥❞ ✭✸✸✱ ✶✹✱ ✷✱ ✶✾✱ ✷✱ ✶✱ ✺✮✳ ❲❤❡♥ $❤❡ ❞!✐✈❡!

❛$ ✭✷❝✮ ✈✐'✐$' ✈❡!$❡① ✭✺✮✱ $✇♦ ❧❛❜❡❧' ❛!❡ ✉♣❞❛$❡❞ ✭✸✵✱✶✹✱✶✱✶✼✱✷✱✷✱✶✮ ❛♥❞ ✭✸✻✱✶✹✱✷✱✶✾✱✷✱✶✱✷✮✳

❋!♦♠ ✈❡!$❡① ✺✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈✐'✐$ ✈❡!$❡① ✭✸❝✮✱ $❤❡♥ ❢♦✉! ❧❛❜❡❧' ❛!❡ ❝!❡❛$❡❞✿ ✭✸✷✱ ✶✼✱ ✶✱ ✶✼✱ ✺✱

✶✱ ✼✮✱ ✭✷✷✱ ✶✼✱ ✵✱ ✶✼✱ ✺✱ ✶✱ ✽✮✱ ✭✸✽✱ ✶✼✱ ✷✱ ✶✾✱ ✺✱ ✷✱ ✾✮ ❛♥❞ ✭✷✽✱ ✶✼✱ ✶✱ ✶✽✱ ✺✱ ✷✱ ✶✵✮✳ ▲❛❜❡❧ ✭✸✷✱

✶✼✱ ✶✱ ✶✼✱ ✺✱ ✶✱ ✼✮ ✐' ❞♦♠✐♥❛$❡❞ ❜② ❧❛❜❡❧ ✭✷✽✱ ✶✼✱ ✶✱ ✶✽✱ ✺✱ ✷✱ ✶✵✮ '♦ ✇❡ ❞❡❧❡$❡ ✐$ ❢!♦♠ $❤❡

❧❛❜❡❧ ❧✐'$✳

❋!♦♠ ✭✸❝✮✱ $❤❡ ❞!✐✈❡! ❝❛♥ ✈✐'✐$ ♣❛''❡♥❣❡! ✭✹❝✮✳ ❋♦! ✈✐'✐$✐♥❣ ♣❛''❡♥❣❡! ✭✹❝✮✱ $❤❡ ❧❛❜❡❧'

❛!❡ ❡①♣!❡''❡❞ ❛' ✭✷✵✱ ✶✻✱ ✵✱ ✶✼✱ ✸✱ ✹✱ ✶✮✱ ✭✷✹✱ ✶✹✱ ✶✱ ✶✽✱ ✸✱ ✷✱ ✷✮✱ ✭✷✻✱ ✶✻✱ ✶✱ ✶✽✱ ✸✱ ✻✱ ✸✮✱ ✭✸✹✱

✶✹✱ ✷✱ ✶✾✱ ✸✱ ✶✱ ✹✮ ❛♥❞ ✭✸✻✱ ✶✻✱ ✷✱ ✶✾✱ ✸✱ ✺✱ ✺✮✳

❲❤❡♥ $❤❡ ❞!✐✈❡! ❛$ ✈❡!$❡① ✭✹❝✮✱ ✐$ ❝❛♥ ❣♦ $♦ $❤❡ ❞❡'$✐♥❛$✐♦♥ ✭✻❞✮✱ '♦ $❤❡ ❧❛❜❡❧' ❛$ ✭✻❞✮



✶✵✻ ❈❤❛♣'❡) ✼✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ▼✉❧'✐♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❉②♥❛♠✐❝ ❈❛) ;♦♦❧✐♥❣ ♣)♦❜❧❡♠

❋✐❣✉$❡ ✼✳✶✿ ❆♥ ✐❧❧✉-.$❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♥❡.✇♦$❦ .♦♣♦❧♦❣②✳

❛$❡ ✭✷✽✱ ✶✽✱ ✶✱ ✶✽✱ ✹✱ ✷✱ ✶✮ ❛♥❞ ✭✸✽✱ ✶✽✱ ✷✱ ✶✾✱ ✹✱ ✹✱ ✷✮✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ -♦❧✉.✐♦♥

♦❜.❛✐♥❡❞ ❜② .❤❡ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ✐- ✭✷✽✱ ✶✽✱ ✶✱ ✶✽✱ ✹✱ ✷✱ ✶✮ ❛♥❞ .❤❡ ❝♦$$❡-♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛.❤ ✐- 1 →
3→ 4→ 6 ✭❧❛❜❡❧-✿ (27, 10, 2, 19,−,−, 1)→ (21, 12, 1, 18, 1, 1, 2)→ (24, 14, 1, 18, 3, 2, 2)→
(28, 18, 1, 18, 4, 2, 1))✱ .♦.❛❧ .$❛✈❡❧ .✐♠❡ ✐- ✽ ❛♥❞ ❞$✐✈❡$ .❛❦❡- .❤❡ ♣❛--❡♥❣❡$ ❛. ✸❝ ✭-❡❡ ❋✐❣✳
✼✳✷✮✳

❆❢.❡$ .❤❛.✱ ✇❡ -.❛$. ✇✐.❤ -❡$✈❡$ ✺- ❛♥❞ .❤❡ $❡-. ♦❢ ♣❛--❡♥❣❡$ ❛. ✭✷❝✮ ❛♥❞ ✭✹❝✮ ✭-❡❡

❋✐❣✳ ✼✳✸✮✳ ❚❤❡♥✱ .❤❡ ♦♣.✐♠❛❧ ♣❛.❤ ✐- 5 → 3 → 4 → 6 ✭❧❛❜❡❧-✿ (17, 12, 2, 22,−,−, 1) →
(19, 15, 2, 22, 5, 1, 1) → (11, 17, 1, 21, 3, 1, 2) → (15, 21, 1, 21, 4, 2, 1))✱ .♦.❛❧ .$❛✈❡❧ .✐♠❡ ✐- ✾
❛♥❞ ❞$✐✈❡$ .❛❦❡- .❤❡ ♣❛--❡♥❣❡$ ❛. ✹❝✳

❆. .❤❡ ❞❡-.✐♥❛.✐♦♥ ♥♦❞❡✱ ✇❡ -❤♦$. ❛❧❧ .❤❡ ❧❛❜❡❧- (ci, ti,−,−,−,−,−) ❜② ✉-✐♥❣ R2+
❧❡①✐❝♦❣$❛♣❤✐❝ ♦$❞❡$ ✭❡✳❣✳✱ (ci, ti,−,−,−,−,−) ≤ (cj , tj ,−,−,−,−,−) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

ci ≤ cj ❛♥❞ ti ≤ tj ✱ ❛♥❞ ✇❡ -❛✐❞ .❤❛. ❧❛❜❡❧ (cj , tj ,−,−,−,−,−) ✐- ❞♦♠✐♥❛♥. ❜② ❧❛❜❡❧

(ci, ti,−,−,−,−,−)✮✱ ❛❢.❡$ ✇❡ -❤♦$. ❛♥❞ ❞❡❧❡.❡ ❛❧❧ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛♥. ❧❛❜❡❧- ❛. .❤❡ ❞❡-.✐♥❛.✐♦♥
♥♦❞❡✳ ❙♦✱ .❤❡ -❡. ♦❢ ❞♦♠✐♥❛♥. ❧❛❜❡❧ ❛. ❞❡-.✐♥❛.✐♦♥ ♥♦❞❡ ✐- ❝❛❧❧❡❞ D✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ♣$♦✈❡ .❤❛. ✐❢
✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ -❡$✈❡$ s .❤❡♥ ✭❛❢.❡$ .❡$♠✐♥❛❧ ❛❧❣♦$✐.❤♠ -.❛$. ❢$♦♠ -❡$✈❡$ s✮ D ✐- .❤❡ -❡.

♦❢ .❤❡ ❡✣❝✐❡♥. -♦❧✉.✐♦♥ ❛--♦❝✐❛.❡❞ ✇✐.❤ .❤❡ -❡$✈❡$ s✳

❚❤❡♦)❡♠ ✼✳✶ ■❢ "❤❡%❡ ✐' ♦♥❧② ♦♥❡ '❡%✈❡%✱ "❤❡♥ ❛❢"❡% "❡%♠✐♥❛❧ ❆❧❣♦%✐"❤♠ ✶✶✱ "❤❡ '❡" D ✐'

"❤❡ '❡" ♦❢ "❤❡ ❡✣❝✐❡♥" '♦❧✉"✐♦♥' ✭✐✳❡✱ "❤❡ '❡" D ❝♦♥'✐'"' ♦❢ ❛❧❧ "❤❡ 8❛%❡"♦ ♣♦✐♥"'✮✳

;)♦♦❢ ✼✳✶ ❋✐%'"❧②✱ ❛''✉♠♣"✐♦♥ "❤❛" "❤❡%❡ ❡①✐'"' ❛ ❧❛❜❡❧ Lj = (cj , tj , nj , Tj ,−,−,−) ✐♥ D
❜✉" ✐" ✐' ♥♦" ❛♥ ❡✣❝✐❡♥" '♦❧✉"✐♦♥✳ ❙♦✱ "❤❡%❡ ✐' ❛♥ ❡✣❝✐❡♥" ♣❛"❤ ❢%♦♠ "❤❡ '❡%✈❡% ♥♦❞❡ s "♦

"❤❡ ❞❡'"✐♥❛"✐♦♥ ♥♦❞❡ d '✉❝❤ "❤❛" ✐"' ❝♦'" cd ❛♥❞ ✐"' ❞❡♣❛%"✉%❡ "✐♠❡ ✭❛" ❞❡'"✐♥❛"✐♦♥ ♥♦❞❡✮ td
'❛"✐'❢② (cj , tj) > (cd, td)✳ ❙✉♣♣♦'❡ "❤✐' ♣❛"❤ ✐' P = (s → vi1 → vi2 → · · · → vik → d)✱ ✇❡

❝❛❧❝✉❧❛"❡ "❤❡ ❧❛❜❡❧' Ls → Li1 → Li2 → · · · → Lik → Ld ❝♦%%❡'♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐"❤ "❤✐' ♣❛"❤ ❛"

❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❢%♦♠ s "♦ d✳ ❆" "❤❡ ❞❡'"✐♥❛"✐♦♥ ♥♦❞❡ d✱ "❤❡ ❧❛❜❡❧ ✐' Ld = (cd, td, nd, Td,−,−,−)✳
■❢ "❤❡ ❧❛❜❡❧ Ld ✐' ❜❡❧♦♥❣ "♦ D✱ '♦ "❤❡ ❧❛❜❡❧ Lj ✐' ❞♦♠✐♥❛♥" ❜② ❧❛❜❡❧ Ld ❜② R2+ ❧❡①✐❝♦❣%❛♣❤✐❝

♦%❞❡%✱ '♦ Lj ✐' ❛❧%❡❛❞② ❞❡❧❡"❡❞ ❛" ✜♥❛❧ '"❡♣ ♦❢ ❆❧❣♦%✐"❤♠ ✶✶✳ ■" ✐' ❛ ❝♦♥"%❛❞✐❝"✐♦♥✳ ❚❤✉'✱

❧❛❜❡❧ Ld ✐' ♥♦" ❜❡❧♦♥❣ "♦ D✱ "❤❡♥ "❤❡%❡ ✐' "✇♦ ♣♦''✐❜✐❧✐"✐❡'✿

❛✮ "❤❡ ❧❛❜❡❧ Ld ✐' ❝%❡❛"❡❞ ❛" ♥♦❞❡ d ❜✉" ✐" ✐' ❞❡❧❡"❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥♦"❤❡% ❞♦♠✐♥❛♥" ❧❛❜❡❧ L∗d ❛"

❞❡'"✐♥❛"✐♦♥ ♥♦❞❡ d✱ "❤❡♥ Lj ✐' ❞♦♠✐♥❛"❡❞ ❜② "❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❧❛❜❡❧ L∗d✳ ❚❤❡♥ Lj ✐' ♥♦"

❜❡❧♦♥❣ "♦ D ❛♥❞ ✐" ✐' ❛ ❝♦♥"%❛❞✐❝"✐♦♥✳

❜✮ ✐♥ "❤❡ ♣❛"❤ P = (s → vi1 → vi2 → · · · → vik → d)✱ "❤❡%❡ ✐' ❛ ♥♦❞❡ vie ✇❤❡%❡ "❤❡

❧❛❜❡❧ Lie = (cie , tie , nie , Tie ,−,−,−) ✐♥ ♣❛"❤ P ✐' ❞❡❧❡"❡❞ ❜② ❛ ❞♦♠✐♥❛♥" ❧❛❜❡❧ L1ie =



✼✳✹✳ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ '❡,✉❧-, ✶✵✼

❋✐❣✉$❡ ✼✳✷✿ ❆♥ ✐❧❧✉-.$❛.✐♦♥ ♦❢ ♦✉$ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ✇✐.❤ ❞$✐✈❡$ ✶-✳

(c1ie , t
1
ie
, n1ie , T

1
ie
,−,−,−) ✭✐✳❡✳✱ cie ≥ c1ie , tie = t1ie , nie ≤ n1ie , Tie ≤ T 1ie✮✳ ◆♦✇✱ ✇❡

❝♦♥+✐❞❡- ❛ ♣❛0❤ P1 ✇❤✐❝❤ ✐+ ❝-❡❛0❡❞ ❜② 0❤❡ ♣❛0❤ ❢-♦♠ s 0♦ vie ❝♦--❡+♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐0❤ ❧❛❜❡❧

L1ie ❛♥❞ 0❤❡ -❡+0 ♦❢ ✐0+ ♣❛0❤ ✐+ ❜❡❧♦♥❣ 0♦ P ✳ ■0 ✐+ ❡❛+② 0♦ +❤♦✇ 0❤❛0 P1 ✐+ ❛❧+♦ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥0

♣❛0❤✳ ❲❡ -❡+0❛-0 0❤❡ ♣-♦♦❢ ✇✐0❤ 0❤❡ ♣❛0❤ P1✳ ❇❡❝❛✉+❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ✜♥✐0❡ ♣❛0❤+ ❢-♦♠

+❡✈❡- s 0♦ ❞❡+0✐♥❛0✐♦♥ d 0❤❡♥ ❛0 ❧❛+0 ✇❡ ♦❜0❛✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥0 +♦❧✉0✐♦♥ ❝♦--❡+♣♦♥❞✐♥❣ ✇✐0❤

❛ ❧❛❜❡❧ L∗d = (cd, td,−,−,−,−,−) ❛0 ❞❡+0✐♥❛0✐♦♥ ♥♦❞❡ d✳ ❚❤❡♥ ❧❛❜❡❧ Lj ✐+ ❞❡❧❡0❡❞ ❜②

0❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥0 ❧❛❜❡❧ L∗d✳ ■0 ✐+ ❛❧+♦ ❛ ❝♦♥0-❛❞✐❝0✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ +❤♦✇ 0❤❛0 D ❝♦♥+✐+0+ ♦❢ ❛❧❧ 0❤❡ ❡✣❝✐❡♥0 +♦❧✉0✐♦♥ ✭❛❧❧ 0❤❡ A❛-❡0♦ ♣♦✐♥0+✮✳

❙✉♣♣♦+❡❞ 0❤❛0 0❤❡-❡ ❡①✐+0 ❛♥ ❡✣❝✐❡♥0 +♦❧✉0✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐+ ♥♦0 ❜❡❧♦♥❣ 0♦ D✳ ❚❤❡♥ 0❤❡ ❡✣❝✐❡♥0

+♦❧✉0✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣-❡+❡♥0❡❞ ❜② ❛ ♣❛0❤ P = (s→ vi1 → vi2 → · · · → vik → d)✳ ❇② 0❤❡ +✐♠✐❧❛-

✇❛② ✐♥ 0❤❡ ✜-+0 +0❡♣✱ 0❤❡ ♣-♦♦❢ ✐+ ❝♦♥+❡C✉❡♥❝❡✳

✼✳✹ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ '❡,✉❧-,

❚❤❡ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ❤❛- ❜❡❡♥ ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❱❈✰✰ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥.❡❞ ♦♥ ❛ ■♥.❡❧ ❈♦$❡ ✷ ❈@❯ ✷✳✺✸

●❤③✱ ❘❆▼ ✷●❇✳

❲❡ .❡-. ♦✉$ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ❜❛-❡❞ ♦♥ ❛ $❡❛❧ -❝❡♥❛$✐♦✱ .❤❡ ♥❡.✇♦$❦ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ ❖♣❡♥✲

❙.$❡❡.▼❛♣ -②-.❡♠ ✭-❡❡ ❋✐❣✉$❡ ✼✳✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣$❡-❡♥.- ❛ ♣❛$. ♦❢ ▲✉①❡♠❜♦✉$❣ ❝✐.②✱ ▲✉①❡♠❜♦✉$❣✳

❚❤❡ -❝❡♥❛$✐♦ ❝❛♥ ❜❡ -✉♠♠❛$✐③❡❞ ❛-✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛♥② ❛♥❞ ✐.- ❡♠♣❧♦②❡❡-✱ .❤❡② ✇❛♥. .♦

❣♦ ❢$♦♠ .❤❡✐$ ❤♦♠❡- .♦ ✇♦$❦♣❧❛❝❡ ✐♥ .❤❡ ♠♦$♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❡- ❝♦♥-✐-. ♦❢ ❞$✐✈❡$- ❛♥❞

♣❛--❡♥❣❡$-✳ ❚❤❡ ♣❛--❡♥❣❡$- ✇❛♥. .♦ ♣❛$.✐❝✐♣❛.❡ ✇✐.❤ ❞$✐✈❡$- ✇❤♦-❡ ❝❛$- ❤❛✈❡ ❛. ❧❡❛-. ♦♥❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❧❛❝❡ .♦ ❣♦ .♦ .❤❡✐$ ✇♦$❦♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥.❡$✈❛❧ ❬❡❛-❧✐❡+0 ❞❡♣❛-0✉-❡ 0✐♠❡✱ ❧❛0❡+0 ❛--✐✈❛❧

0✐♠❡❪ ♦❢ ♣❛--❡♥❣❡$- ✐- $❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡$❛.❡❞ ✐♥ [7h, 9h]✳ ❚❤❡ ❞❡♣❛$.✉$❡ .✐♠❡ ♦❢ ❞$✐✈❡$- ❛$❡
$❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡$❛.❡❞ ✐♥ ❬✼❤✱✼❤✸✵❪✳ ❚❤❡ .$❛✈❡❧ ❝♦-. ❛♥❞ .$❛✈❡❧ .✐♠❡ ✐- ❣❡♥❡$❛.❡❞ ❜❛-❡❞ ♦♥

.❤❡ ❞✐-.❛♥❝❡ ♦❢ ✐.- ❛$❝✳ ❚❤❡ ❞✐-.❛♥❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ❛$❝ (u, v) ✐- ❝❛❧❝✉❧❛.❡ ❜② ●@❙ ♣♦-✐.✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡-
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◆✉♠ ❙❡%✈❡%' ◆✉♠ ❊♠♣❧♦②❡❡' ❆✈❡✲❚♦0❛❧ ❚✐♠❡ ❆✈❡✲❚✐♠❡ ♣❡% ❙❡%✈❡% ❙❡%✈✐❝❡' ✭✪✮

✽✶ ✶✻✷ ✷✶✷✳✷✷ ✷✳✻✷ ✻✻✳✻✼

✶✵✽ ✷✹✸ ✸✻✷✳✾✼ ✷✳✻✾ ✻✽✳✽✾

✶✷✵ ✷✻✵ ✸✼✻✳✾✹ ✷✳✾✷ ✼✸✳✽✹

✶✷✶ ✷✽✸ ✹✶✹✳✷✽ ✸✳✹✷ ✼✵✳✾✽

✶✷✾ ✷✺✾ ✸✽✵✳✺✾ ✷✳✾✷ ✻✾✳✾✷

✶✷✶ ✷✽✽ ✹✺✼✳✻✹ ✸✳✼✽ ✻✽✳✷✻

✶✹✹ ✷✾✹ ✹✽✸✳✶✸ ✸✳✸✻ ✼✾✳✸✸

✶✹✼ ✷✼✹ ✹✸✼✳✵✺ ✷✳✾✼ ✼✶✳✻✺

✷✵✷ ✷✽✽ ✺✼✽✳✵✻ ✷✳✽✻ ✻✽✳✻✵

✶✹✵ ✸✵✵ ✹✸✽✳✺✵ ✸✳✶✸ ✻✾✳✸✽

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❆ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ 0✐♠✉❧❛1✐♦♥ ♦❢ ❝❛- ♣♦♦❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❛-1 ♦❢ ▲✉①❡♠❜♦✉-❣ ❝✐1②✳

❋-♦♠ 1❤❡ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ -❡0✉❧10✱ ✇❡ ♦❜0❡-✈❡ 1❤❛1✿

• ❚❤❡ ❛❧❣♦-✐1❤♠ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ 0❡1 ♦❢ ❡✣❝✐❡♥1 0♦❧✉1✐♦♥ ❢♦- ❡❛❝❤ ❞-✐✈❡- ❛❢1❡- ❛ ❢❡✇ 0❡❝♦♥❞

✭✷✲✸0✮✳

• ❚❤❡ ♣❡-❝❡♥1❛❣❡ ♦❢ ♣❛00❡♥❣❡-0 ✇❤♦ ❛-❡ 0❡-✈✐❝❡❞ ♦❢ ❞-✐✈❡-0 ✐0 ✉0✉❛❧❧② ❣-❡❛1❡- 1❤❛♥ ✻✻✪✳

• ❋♦- ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛0❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉♣❞❛1❡ ♥❡✇ ❞-✐✈❡- ❛♥❞ ♥❡✇ ♣❛00❡♥❣❡- ❛❢1❡- ❛ ❢❡✇ 0❡❝♦♥❞✳ ■1
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ -❡❛❧ ❝❛- ♣♦♦❧✐♥❣ 0❝❡♥❛-✐♦✳

• ❲❤❡♥ 1❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ❞-✐✈❡-0 ❛♥❞ 1❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ♣❛00❡♥❣❡-0 ❛-❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜✉1 1❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧
♥❡1✇♦-❦ ✐0 ♥♦1 ❝❤❛♥❣❡❞✱ 1❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ❈K❯ 1✐♠❡0 ♣❡- ❞-✐✈❡- ❛-❡ 0❧✐❣❤1 ❝❤❛♥❣❡❞✳ ■1 0❡❡♠

1♦ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② 1❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧ ♥❡1✇♦-❦✳

❆❧❣♦$✐&❤♠ ❝♦♠♣❧❡①✐&② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥1

■♥ ❣❡♥❡-❛❧✱ 1❤❡ ❛❧❣♦-✐1❤♠ ❤❛0 ❡①♣♦♥❡♥1✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐1②✳ ❚❤❡ ❈K❯ 1✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 1❤❡
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"❤♦%❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❢.♦♠ "❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦.✐"❤♠% ❢♦. %♦❧✈✐♥❣ "❤❡%❡ ♣.♦❜❧❡♠% ✭●<✱ ❖❙❇✱

■❲❋✱ ❙■❲✱ ❙❈❆▲❊✮✳



✶✶✷ ❈♦♥❝❧✉(✐♦♥( ❛♥❞ ,❡.(♣❡❝0✐✈❡(

• ❆ ♥❡✇ ♠✉❧'✐♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❝❛/ ♣♦♦❧✐♥❣ ♣/♦❜❧❡♠ ✐2 ✐♥'/♦❞✉❝❡❞✳ ■' ✐2 ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② '❤❡ 2'✉❞②

♦❢ ❛ ♥❡✇ ❞✐2'/✐❜✉'❡❞ ❛❧❣♦/✐'❤♠ ❜❛2❡❞ ♦♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛❧❣♦/✐'❤♠ ❢♦/ 2♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧'✐♦❜❥❡❝'✐✈❡

2❤♦/'❡2' ♣❛'❤ ♣/♦❜❧❡♠✳ 9/❡❧✐♠✐♥❛/② ♥✉♠❡/✐❝❛❧ /❡2✉❧'2 ✐♥ ❛ /❡❛❧ 2❝❡♥❛/✐♦ ✇✐'❤ /❡❛❧ ❞❛'❛

2❤♦✇ '❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉/ ♣/♦♣♦2❡❞ ❛❧❣♦/✐'❤♠ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛/ '♦ ❜❡ ✈❡/② ♣/♦♠✐2✐♥❣ ✐♥ /❡❛❧

'✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥2✳

▼♦/❡♦✈❡/✱ '❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉/ ❛♣♣/♦❛❝❤❡2 ✇❛2 ❞❡♠♦♥2'/❛'❡ ❜② ♥✉♠❡/✐❝❛❧ /❡2✉❧'2✱ '❤❡

♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ❛❧❣♦/✐'❤♠2 ✇❡/❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥'❡❞ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇✱ ❈✴❈✰✰✱ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥2 '♦ ♠❛♥②

♣/♦❜❧❡♠2 ❛' '❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣'❡/✳

 ❡"#♣❡❝&✐✈❡# ❛♥❞ ❢✉&✉"❡ ✇♦"❦#

• ❚❤❡ ❉❈ ❛❧❣♦/✐'❤♠ ❞❡2✐❣♥❡❞ ❛♥❞ '❡2'❡❞ ❞✉/✐♥❣ '❤✐2 ✇♦/❦ ♣/♦✈✐❞❡❞ ✉2 ✇✐'❤ ✐♥'❡/❡2'✐♥❣

/❡2✉❧'2 ✐♥ '❡/♠2 ♦❢ 2♦❧✉'✐♦♥ ❛❝❝✉/❛❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ❡✛♦/'✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ '❤❡♦/❡'✐❝❛❧❧②✱

'❤❡ ❝♦♠♣✉'❡❞ 2♦❧✉'✐♦♥2 ❛/❡ 2'✐❧❧ ❧♦❝❛❧ ♦♣'✐♠❛❧ 2♦❧✉'✐♦♥2✳ ❘❡❝❡♥'❧②✱ ❛ ♥❡✇ ❝✉''✐♥❣ '❡❝❤✲

♥✐J✉❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦/ '❤❡ ❉❈❆ ❤❛2 ❛❧❧♦✇❡❞ '♦ /❡❛❝❤ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣'✐♠❛❧ 2♦❧✉'✐♦♥2✳ ❲❡ '❤✐♥❦

'❤❛' ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ 2✉❝❤ ❛ ♣/♦♠✐2✐♥❣ '❡❝❤♥✐J✉❡ ✐♥ ♦✉/ ♥❡①' ✇♦/❦ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉2 '♦ ✜♥❞ '❤❡

❣❧♦❜❛❧ ♦♣'✐♠❛❧ 2♦❧✉'✐♦♥2 ❢♦/ ❧❛/❣❡✲2❝❛❧❡ ♥❡'✇♦/❦2 ❛♥❞ '❤✉2 ♦❜'❛✐♥ ❛ ❞❡❝✐2✐✈❡ ❛❞✈❛♥'❛❣❡

❝♦♠♣❛/❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ♦'❤❡/ ❛♣♣/♦❛❝❤❡2✳

• ❋♦/ ❝❛/ ♣♦♦❧✐♥❣ ❛❧❣♦/✐'❤♠2✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥2✐❞❡/ '❤❡ ❝❛2❡ ♦❢ ♠✉❧'✐♣❧❡ 2♦✉/❝❡2 ♥♦❞❡2 ✭❡✳✐✱
♠❛♥② ❝❛/2 ❛♥❞ ♠❛♥② ♣❛22❡♥❣❡/2✮ ❛♥❞ ♠✉❧'✐♣❧❡ ❞❡2'✐♥❛'✐♦♥2✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♣❧❛♥ '♦ ❛♣♣❧②

♦✉/ ❛❧❣♦/✐'❤♠ ✐♥ ❛ /❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥✱ ❢♦/ ✐♥2'❛♥❝❡✱ ❝❛/ ♣♦♦❧✐♥❣ ♣/♦❜❧❡♠ ✐♥ '❤❡ ❝♦♥'❡①' ♦❢

'♦✲✇♦/❦ ♣/♦❜❧❡♠2✳

• ❋/♦♠ '❤❡ ♣/♦♠✐2✐♥❣ ❞✐2'/✐❜✉'❡❞ ❛❧❣♦/✐'❤♠ '♦ 2♦❧✈❡ ♠✉❧'✐♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❝❛/ ♣♦♦❧✐♥❣✱ ✇❡ ♣❧❛♥ '♦
❡①'❡♥❞ '❤❡ ❛❧❣♦/✐'❤♠ ❢♦/ 2♦❧✈✐♥❣ 2♦♠❡ ♠✉❧'✐♦❜❥❡❝'✐✈❡ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣/♦❜❧❡♠2 ✐♥ ♠♦❜✐❧✐'②

'/❛♥2♣♦/'❛'✐♦♥ ❛♥❞ '/② '♦ ✜♥❞ ❛ ❜❡''❡/ ✇❛② '♦ ❡✈❛❧✉❛'❡ ✐'2 2♦❧✉'✐♦♥✳

• ❲❡ ❛❧2♦ ♥❡❡❞ '♦ ❞♦ ❢✉/'❤❡/ /❡2❡❛/❝❤ ✐♥2✐❞❡ ❉❈❆ ❜② ♠♦/❡ 2♦♣❤✐2'✐❝❛'❡❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥'

✭❡✳❣✳✱ '❤❡ J✉❡2'✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ❉❈ ❞❡❝♦♠♣♦2✐'✐♦♥✱ ❛♥ ❛♣♣%♦♣%✐❛'❡ ✐♥✐'✐❛❧ ♣♦✐♥' ❢♦/ ❉❈❆

❛♥❞ ❤♦✇ '♦ ❛❞❛♣' '❤✐2 ❛♣♣/♦❛❝❤ ✐♥ ❝❛2❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣/♦❜❧❡♠ '♦ ❜❡ 2♦❧✈❡❞✮✳



❆♣♣❡♥❞✐①

❆♣♣❡♥❞✐① ✶

❆ ❝♦✉♥%❡'❡①❛♠♣❧❡

■♥ "❤✐% %❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ ♣,❡%❡♥" ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤✐❝❤ %❤♦✇ "❤❛" "❤❡ ❝♦♥%",❛✐♥"% ✭✸✳✺✮ ❛,❡ ♥❡❝❡%%❛,②

✭"❤❡%❡ ❝♦♥%",❛✐♥" ❛,❡ ♠✐%%✐♥❣ ✐♥ "❤❡ ❋♦,♠✉❧❛"✐♦♥ ✸ ♦❢ ❬❖③%♦② ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ✐♥ "❤❡ ❢♦,♠✉✲

❧❛"✐♦♥ ♦❢ D❍▲❘D ♦❢ ❬❈❛"❛♥③❛,♦ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ %❤♦✇✱ ❜② ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ "❤❛" ❛ %♦❧✉"✐♦♥

♦❢ ❇■▲D ❡①✐%"% ✇✐"❤ ❛♥ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✈❡,"✐❝❡% (i, j) %✉❝❤ "❤❛" wi,j 6= wj,i✳ ■" ✐% ❛ ❝♦♥",❛❞✐❝"✐♦♥

✇✐"❤ "❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ wi,j .

❊①❛♠♣❧❡ ✶

• ❚❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ ❛,❡ ❣❡♥❡,❛"❡ ✇✐"❤ m = 9, n = 26, ℓ = 3, FU = 4, FL = 3, Y = 3.

• ❚❤❡ ✈❡,"❡① %❡" ✐% V = {0, · · · , 8} ❛♥❞ "❤❡ %❡" ♦❢ ❛,❝% ✇✐"❤ "❤❡ ❝❛♣❛❝✐"② ✐♥ ❡❛❝❤ ❛,❝ ❛,❡

♣,❡%❡♥"❡❞ ✐♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿




C0,1 C1,0 C0,2 C2,0 C1,2 C2,1
C1,4 C4,1 C2,3 C3,2 C2,4 C4,2
C3,4 C4,3 C4,5 C5,4 C4,8 C8,4
C5,6 C6,5 C5,8 C8,5 C6,7 C7,6
C7,8 C8,7



=




95 71 119 152 64 80
200 30 166 30 20 150
127 66 57 49 64 16
31 21 54 22 94 76
141 70




• T = {(4, 2), (8, 6), (2, 8)} ❛♥❞ d4,2 = 9, d8,6 = 1, d2,8 = 15.

• ❚❤❡ ❝♦%" ♠❛",✐❝❡% ❛,❡ ♣,❡%❡♥"❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇% ((cu,vi,j ), (u, v) ∈ T, (i, j) ∈ A) :

✕ 


c4,20,1 c4,21,0 c4,20,2 c4,22,0 c4,21,2 c4,22,1
c4,21,4 c4,24,1 c4,22,3 c4,23,2 c4,22,4 c4,24,2
c4,23,4 c4,24,3 c4,24,5 c4,25,4 c4,24,8 c4,28,4
c4,25,6 c4,26,5 c4,25,8 c4,28,5 c4,26,7 c4,27,6
c4,27,8 c4,28,7



=




10 9 11 11 1 16
9 8 19 6 3 15
1 15 10 4 13 9
1 8 7 15 3 11
1 8




✕ 


c8,60,1 c8,61,0 c8,60,2 c8,62,0 c8,61,2 c8,62,1
c8,61,4 c8,64,1 c8,62,3 c8,63,2 c8,62,4 c8,64,2
c8,63,4 c8,64,3 c8,64,5 c8,65,4 c8,64,8 c8,68,4
c8,65,6 c8,66,5 c8,65,8 c8,68,5 c8,66,7 c8,67,6
c8,67,8 c8,68,7



=




9 18 2 16 17 11
9 19 8 6 1 13
2 14 11 14 8 12
12 11 15 19 19 16
2 13




✕ 


c2,80,1 c2,81,0 c2,80,2 c2,82,0 c2,81,2 c2,82,1
c2,81,4 c2,84,1 c2,82,3 c2,83,2 c2,82,4 c2,84,2
c2,83,4 c2,84,3 c2,84,5 c2,85,4 c2,84,8 c2,88,4
c2,85,6 c2,86,5 c2,85,8 c2,88,5 c2,86,7 c2,87,6
c2,87,8 c2,88,7



=




10 7 19 1 4 17
2 6 17 4 19 7
3 5 15 15 12 15
20 3 20 4 4 9
8 10






✶✶✹ ❆♣♣❡♥❞✐①

• ❚❤❡ #❡$✉❧' ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② ❈0▲❊❳ ✾✳✵ ♦❢ '❤✐$ ♣#♦❜❧❡♠ ✐$ ♣#❡$❡♥'❡❞✿

φ4,21,2 = 1, φ4,24,1 = 1, φ8,67,6 = 1, φ8,68,7 = 1, φ2,80,1 = 1, φ2,82,0 = 1, φ2,81,4 = 1,

φ2,84,8 = 1, w0,1 = 1, w0,2 = 1, w0,4 = 1, w1,2 = 1, w1,4 = 1, w2,4 = 1,
w2,7 = 1, w2,8 = 1, w3,6 = 1, w3,7 = 1, w4,7 = 1, w4,8 = 1, w5,0 = 1,
w5,2 = 1, w6,2 = 1, w6,7 = 1, w7,2 = 1, w7,8 = 1, w8,3 = 1, w8,6 = 1,
w8,7 = 1, x0,0 = 1, x1,0 = 1, x2,0 = 1, x3,7 = 1, x4,0 = 1, x5,5 = 1,

x6,7 = 1, x7,7 = 1, x8,7 = 1, τ1,4,20 = 1, ❛♥❞ ❛❧❧ '❤❡ #❡$' ♦❢ ✈❛#✐❛❜❧❡$ ❛#❡ ❡<✉❛❧ '♦ ✵✳

• ■♥ '❤✐$ $♦❧✉'✐♦♥✱ ✇❡ $❡❡ '❤❛' w0,1 6= w1,0, w0,2 6= w2,0, w1,2 6= w2,1.

❆♣♣❡♥❞✐① ✷

❙♦❧✈✐♥❣ '♦✇❡* ❝♦♥,*♦❧ ♣*♦❜❧❡♠ ✈✐❛ ●❡♦♠❡,*✐❝ ♣*♦❣*❛♠♠✐♥❣

❆✳ ●❡♦♠❡&'✐❝ ♣'♦❣'❛♠♠✐♥❣

❚❤✐$ $❡❝'✐♦♥ ♣#❡$❡♥'$ ❛ ❝❧❛$$ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛# ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠$✱ ✐♥ ♥❛'✉#❛❧ ❢♦#♠✱ '❤❛'

✐$ ♥♦♥❝♦♥✈❡① ♣#♦❜❧❡♠$✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ❜② ✉$✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛#✐❛❜❧❡$ ❛♥❞ ❛ '#❛♥$❢♦#♠❛'✐♦♥

♦❢ '❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❢✉♥❝'✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥$'#❛✐♥' ❢✉♥❝'✐♦♥$✱ '❤❡$❡ ♣#♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ '#❛♥$❢♦#♠❡❞ '♦

❝♦♥✈❡① ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠$✳

▼♦♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ ♣♦.②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝3✐♦♥

❆ ❢✉♥❝'✐♦♥ f : Rn → R ✇✐'❤ dom(f) = Rn++✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛$

f(x) = cxa11 x
a2
2 · · ·x

an
n ✭✼✳✺✮

✇❤❡#❡ c > 0 ❛♥❞ ai ∈ R✱ ✐$ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✭♦# ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧✶✮✳ ❆ $✉♠ ♦❢

♠♦♥♦♠✐❛❧$ ✐$ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣♦1②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✭♦# ❛ ♣♦$②♥♦♠✐❛❧✮ ✇✐'❤ ❑ '❡#♠$✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❢✉♥❝'✐♦♥

✐♥ '❤❡ ❢♦#♠ ♦❢

f(x) =

K∑

k=1

ckx
a1k
1 xa2k2 · · ·xank

n ✭✼✳✻✮

✇❤❡#❡ ck > 0✳

●❡♦♠❡35✐❝ ♣5♦❣5❛♠♠✐♥❣ ♣5♦❜❧❡♠

❆♥ ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠ ♦❢ '❤❡ ❢♦#♠

♠✐♥✐♠✐③❡ f0(x)

$✉❜❥❡❝' '♦ fi(x) ≤ 1; i = 1, · · · ,m.

hi(x) = 1; i = 1, · · · , p.

✇❤❡#❡ f0, · · · , fm ❛#❡ ♣♦$②♥♦♠✐❛❧$ ❛♥❞ h1, · · · , hp ❛#❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧$✱ ✐$ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❣❡♦♠❡&'✐❝
♣'♦❣'❛♠ ✭●4✮✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ '❤✐$ ♣#♦❜❧❡♠ ✐$ D = Rn++❀ '❤❡ ❝♦♥$'#❛✐♥' x ≻ 0 ✐$ ✐♠♣❧✐❝✐'✳

■♥ ❣❡♥❡#❛❧✱ ❣❡♦♠❡'#✐❝ ♣#♦❣#❛♠$ ❛#❡ ♥♦& ❝♦♥✈❡① ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠1✱ ♥♦♥❡'❤❡❧❡$$✱ ❜②

❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛#✐❛❜❧❡$ ❛♥❞ ❛ '#❛♥$❢♦#♠❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥$'#❛✐♥' ❢✉♥❝'✐♦♥$✱ '❤❡②

❝❛♥ ❜❡ '#❛♥$❢♦#♠❡❞ '♦ ❝♦♥✈❡① ♣'♦❜❧❡♠1✳

❚❤❡ ✈❛#✐❛❜❧❡$ yi ✐$ ❞❡✜♥❡❞ ❛$ yi = log(xi)✱ $♦ xi = eyi ✳ ❙♦✱ ✐❢ f ✐$ '❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝'✐♦♥
♦❢ x✱ ✐✳❡✳✱

f(x) =

K∑

k=1

ckx
a1k
1 xa2k2 · · ·xank

n

✶

❚❤❡ #❡$♠ ❵♠♦♥♦♠✐❛❧✬ ❝♦♥✢✐❝#/ ✇✐#❤ #❤❡ /#❛♥❞❛$❞ ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ❢$♦♠ ❛❧❣❡❜$❛✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ #❤❡ ❡①♣♦♥❡♥#/ ♠✉/#

❜❡ ♥♦♥♥❡❣❛#✐✈❡ ✐♥#❡❣❡$/✱ ❜✉# #❤✐/ /❤♦✉❧❞ ♥♦# ❝❛✉/❡ ❛♥② ❝♦♥❢✉/✐♦♥✳



✶✶✺

 ❤❡♥

f(x) = f(ey1 , · · · , eyn)

= c(ey1)a1 · · · (eyn)an

= ea
T y+b,

✇❤❡%❡ b = log(c)✳

❙✐♠✐❧❛%❧②✱ ✐❢ f ✐/  ❤❡ ♣♦/②♥♦♠✐❛❧ ✭✼✳✻✮✱ ✐✳❡✳✱

f(x) =

K∑

k=1

ckx
a1k
1 xa2k2 · · ·xank

n

 ❤❡♥

f(x) =
K∑

k=1

ea
T
k
y+bk

✇❤❡%❡ ak = (a1k, · · · , ank) ❛♥❞ bk = log(ck)✳

❚❤❡ ❣❡♦♠❡ %✐❝ ♣%♦❣%❛♠ ✐♥  ❡%♠/ ♦❢  ❤❡ ♥❡✇ ✈❛%✐❛❜❧❡ y ❝❛♥ ❜❡ ❞❡/❝%✐❜❡❞ ✐♥  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

♠✐♥✐♠✐③❡

K0∑

k=1

ea
T
0ky+b0k

/✉❜❥❡❝  ♦

Ki∑

k=1

ea
T
ik
y+bik ≤ 1; i = 1, · · · ,m,

eg
T
i y+hi = 1; i = 1, · · · , p,

✇❤❡%❡ aik ∈ Rn, i = 0, · · · ,m✱ ❝♦♥ ❛✐♥  ❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ / ♦❢  ❤❡ ♣♦/②♥♦♠✐❛❧ ✐♥❡@✉❛❧✐ ② ❝♦♥✲

/ %❛✐♥ /✱ ❛♥❞ gi ∈ Rn, i = 1, · · · , p, ❝♦♥ ❛✐♥  ❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ / ♦❢  ❤❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❡@✉❛❧✐ ②

❝♦♥/ %❛✐♥ / ♦❢  ❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❣❡♦♠❡ %✐❝ ♣%♦❣%❛♠✳

❯/✐♥❣  ❤❡ ❧♦❣❛%✐ ❤♠ ❢✉♥❝ ✐♦♥  ♦  %❛♥/❢♦%♠  ❤❡ ♦❜❥❡❝ ✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥/ %❛✐♥ ❢✉♥❝ ✐♦♥/✱ /♦

 ❤✐/ %❡/✉❧ / ✐♥  ❤❡ ♣%♦❜❧❡♠

♠✐♥✐♠✐③❡ f̃0(y) = log(

K0∑

k=1

ea
T
0ky+b0k)

/✉❜❥❡❝  ♦ f̃i(y) = log(

Ki∑

k=1

ea
T
ik
y+bik) ≤ 0; i = 1, · · · ,m,

h̃i(y) = gTi y + hi = 0; i = 1, · · · , p.

❇❡❝❛✉/❡  ❤❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥/ f̃i ❛%❡ ❝♦♥✈❡① ✭❬❇♦②❞ ❛♥❞ ❱❛♥❞❡♥❜❡%❣❤❡✱ ✷✵✵✸❪✮✱ ❛♥❞ h̃i ❛%❡ ❛✣♥❡✱

 ❤✐/ ♣%♦❜❧❡♠ ✐/ ❛ ❝♦♥✈❡① ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣,♦❜❧❡♠✳

❲❡ /❡❡  ❤❛  ❤❡  %❛♥/❢♦%♠❛ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ♣♦/②♥♦♠✐❛❧ ❢♦%♠ ❣❡♦♠❡ %✐❝ ♣%♦❣%❛♠ ❛♥❞

 ❤❡ ❝♦♥✈❡① ❢♦%♠ ❣❡♦♠❡ %✐❝ ♣%♦❣%❛♠ ❞♦❡/ ♥♦ ❝♦♥/✐/ / ♦❢ ❛♥② ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥✱  ❤❡ ♣%♦❜❧❡♠

❞❛ ❛ ❢♦%  ❤❡  ✇♦ ♣%♦❜❧❡♠/ ❛%❡  ❤❡ /❛♠❡✳ ■ ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡/  ❤❡ ❢♦%♠ ♦❢  ❤❡ ♦❜❥❡❝ ✐✈❡ ❛♥❞

❝♦♥/ %❛✐♥ ❢✉♥❝ ✐♦♥/✳

❇✳ ❙♦❧✈✐♥❣ 3♦✇❡, ❝♦♥',♦❧ ♣,♦❜❧❡♠ ✈✐❛ ●❡♦♠❡',✐❝ ♣,♦❣,❛♠♠✐♥❣

❲❡ ❝♦♥/✐❞❡%  ❤❡ ❝♦♥ ❡① ♦❢ ❤✐❣❤✲SINR✳ M%✐♦% ✇♦%❦ ✉/✉❛❧❧② ♠❛❞❡ ✉/❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤✲SINR
❛♣♣%♦①✐♠❛ ✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱

Rk = log2(1 + SINRk) ≈ log2(SINRk) ✭✼✳✼✮



✶✶✻ ❆♣♣❡♥❞✐①

♦♥ "❤❡ ❧✐♥❦ (❛"❡*✳ ❲❡ ❤❛✈❡

Rk ≈ log2(SINRk)

≈ log2(
LGkPk∑K

j 6=kGjPj + σ2k
)

≈ log2(LGk)− log2(
K∑

j 6=k

GjPjP
−1
k + σ2kP

−1
k ).

❲❡ (❡♣❧❛❝❡ Rk ❜② log2(LGk)− log2(
∑K

j 6=kGjPjP
−1
k +σ2kP

−1
k ) ❛♥❞ Pl ❜② ✈❛(✐❛❜❧❡ "(❛♥*✲

❢♦(♠❛"✐♦♥ P̃l = log(Pl) ✐♥ 6(♦❜❧❡♠ ✷✳ ■" ✐* ❡❛*② "♦ *❡❡ "❤❛" ✐" ✐* ❛ ❣❡♦♠❡"(✐❝ ♣(♦❣(❛♠♠✐♥❣

✐♥ "❤❡ ❢♦(♠ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ♣(♦❣(❛♠♠✐♥❣✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉*❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥"❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ *♦❢"✇❛(❡ ❢♦(

*♦❧✈✐♥❣ ●6 ♣(♦❜❧❡♠ *✉❝❤ ❛* ❈❱❳ "❤❛" ❛(❡ ✉*✐♥❣ ✐♥ ❈❤❛♣"❡( ✹✳

❆♣♣❡♥❞✐① ✸

❙✉❝❝❡$$✐✈❡ ❈♦♥✈❡① ❆♣♣-♦①✐♠❛0✐♦♥ ❢♦- ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❊①✐0② ✭❙❈❆▲❊✮

❙✉❝❝❡**✐✈❡ ❈♦♥✈❡① ❆♣♣(♦①✐♠❛"✐♦♥ ❢♦( ▲♦✇ ❝♦♠♣❧❊①✐"② ✭❙❈❆▲❊✮ ✇❛* ✜(*" ✐♥"(♦❞✉❝❡❞ ✐♥

❬6❛♣❛♥❞(✐♦♣♦✉❧♦* ❛♥❞ ❊✈❛♥*✱ ✷✵✵✻❪ ❛♥❞ ❬6❛♣❛♥❞(✐♦♣♦✉❧♦* ❛♥❞ ❊✈❛♥*✱ ✷✵✵✾❪✳ ■" *♦❧✈❡*

♣(♦❜❧❡♠ ✭✺✳✸✮ ❜② ❛♣♣(♦①✐♠❛"✐♥❣ ✐" ✇✐"❤ ❛ ❝♦♥❝❛✈❡ ❧♦✇❡( ❜♦✉♥❞ ✭"♦ ❛✈♦✐❞ "❤❡ ❞✳❝✳ *"(✉❝"✉(❡✮✱

♠❛①✐♠✐③✐♥❣ "❤❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛"✐♦♥✱ "❤✐* ✐* ❛ ❝♦♥✈❡① ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ (❡♣❡❛"✐♥❣ "❤❡

♣(♦❝❡** ✇✐"❤ ❛♥♦"❤❡( ❛♣♣(♦①✐♠❛"✐♦♥✳ ❙❈❆▲❊ ✐♥"(♦❞✉❝❡* ❛ ♠❡"❤♦❞ ♦❢ ❞✐*"(✐❜✉"✐♥❣ "❤❡

(❡S✉✐(❡❞ ♣(♦❝❡**✐♥❣ ♦✈❡( ♠✉❧"✐♣❧❡ ✉*❡(*✳

❙❈❆▲❊ ✉*❡(* "❤❡ ❧♦✇❡( ❜♦✉♥❞ ❛♣♣(♦①✐♠❛"✐♦♥ ✐♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

α log(z) + β ≤ log(1 + z) ✭✼✳✽✮

✇❤❡(❡ α = z0
1+z0

❛♥❞ β = log(1 + z0)−
z0

1+z0
log(z0). ❚❤❡ ✐♥❡S✉❛❧✐"② ✐* "✐❣❤" ✇❤❡♥ z = z0✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ✭✼✳✽✮ "♦ "❤❡ ♦♣"✐♠✐③❛"✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠ ✭✺✳✸✮✱ (❡*✉❧"* ✐♥ "❤❡ (❡❧❛①❛"✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠ ✐*

✷

max
∑

n

∑

k

wn(α
n
k log(

1

Γ

pnk∑
m 6=n

hn,mk pmk + σnk
) + βnk ) ✭✼✳✾✮

*✳"✳

∑
k

pnk ≤ Pn ∀n,

0 ≤ pnk ≤ pn,maskk ∀k, n.

▲❡" p̃nk = log(pnk)✱ *♦ "❤❡ ♥❡✇ ♣(♦❜❧❡♠ ✐* ✐♥ "❤❡ ❢♦(♠

max
∑

n

∑

k

wn(α
n
k log(

1

Γ
ep̃

n
k )− αnk log(

∑

m 6=n

hn,mk ep̃
m
k + σnk ) + βnk ) ✭✼✳✶✵✮

*✳"✳

∑
k

ep̃
n
k ≤ eP̃n ∀n,

0 ≤ ep̃
n
k ≤ ep̃

n,mask
k ∀k, n.

❚❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ "❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ *②*"❡♠ (❛"❡ ✐* ✐♠♣(♦✈❡❞ ♣❡(✐♦❞✐❝❛❧❧② ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛

❧♦✇❡(✲❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡ (❡*✉❧"* ♦❢ "❤❡ ♣(♦❝❡❞✉(❡ ✐* ♣(❡*❡♥"❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ ✐♥✐"✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ "❤❡

❝♦♥*"❛♥"* {α, β} ✐* ♥♦" ❝(✐"✐❝❛❧✱ ✐" ♠❛❦❡* ✉*❡ ♦❢ ❛ *✐♠♣❧❡ ❤✐❣❤✲❙■◆❘ ❛♣♣(♦①✐♠❛"✐♦♥ ✇✐"❤

α = 1 ❛♥❞ β = 0✳

✷
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♦❢ ❖♣❡'❛%✐♦♥❛❧ ❘❡,❡❛'❝❤✱ ✶✽✸✱ ✷✵✵✼✳

❍✳ ❆✳ ▲❡ ❚❤✐✱ ◆✳ ❇ ▼❜❛②❡✱ ❛♥❞ ❚✳ J❤❛♠ ❉✐♥❤✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❛ ♠✉❧6✐♠♦❞❛❧ 6$❛♥0♣♦$6 ♣$♦❜❧❡♠

❜② ❞❝✳ ■♥ M'♦❝✳ ■❊❊❊ ■♥%❡'♥❛%✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡,❡❛'❝❤✱ ■♥♥♦✈❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❱✐,✐♦♥ ❢♦'

%❤❡ ❢✉%✉'❡ ✐♥ ❈♦♠♣✉%✐♥❣ & ❈♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥, ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡,✱ ♣❛❣❡0 ✹✾✕✺✻✱ ❍♦ ❈❤✐ ▼✐♥❤

❝✐6②✱ ❱✐❡6♥❛♠✱ ✷✵✵✽✳ ■❊❊❊❳♣❧♦$❡✳

❍✳ ❆✳ ▲❡ ❚❤✐ ❛♥❞ ❚✳ J❤❛♠ ❉✐♥❤✳ ❉✳❝✳ ♣$♦❣$❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣$♦❛❝❤❡0 ❢♦$ ♠✉❧6✐❝♦♠♠♦❞✐6②

♥❡6✇♦$❦ ♦♣6✐♠✐③❛6✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠0 ✇✐6❤ 06❡♣ ✐♥❝$❡❛0✐♥❣ ❝♦06 ❢✉♥❝6✐♦♥0✳ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ●❧♦❜❛❧

❖♣%✐♠✐③❛%✐♦♥✱ ✷✷✿✷✵✹✕✷✸✸✱ ✷✵✵✷✳

❍✳ ❆✳ ▲❡ ❚❤✐✱ ◗✳ ❚✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❚✳ J❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ❛♥❞ ❚✳ ❑✳ J❤❛♥✳ ❊♥❡$❣② ♠✐♥✐♠✐③❛6✐♦♥✲❜❛0❡❞

❝$♦00✲❧❛②❡$ ❞❡0✐❣♥ ✐♥ ✇✐$❡❧❡00 ♥❡6✇♦$❦0✳ ■♥ M'♦❝❡❡❞✐♥❣, ♦❢ %❤❡ ✷✵✵✽ ❍✐❣❤ M❡'❢♦'♠❛♥❝❡

❈♦♠♣✉%✐♥❣ & ❙✐♠✉❧❛%✐♦♥ ❈♦♥❢❡'❡♥❝❡ ✭❍M❈❙ ✷✵✵✽✮✱ ♣❛❣❡0 ✷✽✸✕✷✽✾✱ ◆✐❝♦0✐❛✱ ❈②♣$✉0✱

✷✵✵✽❛✳



✶✷✹ ❘❡❢❡&❡♥❝❡)

❍✳ ❆✳ ▲❡ ❚❤✐✱ ◗✳ ❚✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❚✳ /❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ❛♥❞ ❚✳ ❑✳ /❤❛♥✳ ❈6♦88✲❧❛②❡6 ♦♣<✐♠✐③❛<✐♦♥

✐♥ ♠✉❧<✐✲❤♦♣ <❞♠❛ ♥❡<✇♦6❦8 ✉8✐♥❣ ❞❝❛✳ ■♥ ✶✼"❤ ■♥"❡'♥❛"✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉"❡'

❈♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥2 ❛♥❞ ◆❡"✇♦'❦2 ✭■❈❈❈◆ ✷✵✵✽✮✱ ✷✵✵✽❜✳

●✳ ▲✐✉ ❛♥❞ ❑✳ ●✳ ❘❛♠❛❦6✉8❤♥❛♠✳ ❆✯♣6✉♥❡✿ ❛♥ ❛❧❣♦6✐<❤♠ ❢♦6 ✜♥❞✐♥❣ ❦ 8❤♦6<❡8< ♣❛<❤8

8✉❜❥❡❝< <♦ ♠✉❧<✐♣❧❡ ❝♦♥8<6❛✐♥<8✳ ■♥ <'♦❝❡❡❞✐♥❣2 ♦❢ ■❊❊❊ ■◆❋❖❈❖▼✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✱ ♣❛❣❡8

✼✹✸✕✼✹✾✱ ✷✵✵✶✳

❉✳ ❍✳ ▲♦6❡♥③ ❛♥❞ ❘❛③✳ ❉❛♥♥②✳ ❆ 8✐♠♣❧❡ ❡✣❝✐❡♥< ❛♣♣6♦①✐♠❛<✐♦♥ 8❝❤❡♠❡ ❢♦6 <❤❡ 6❡8<6✐❝<❡❞

8❤♦6<❡8< ♣❛<❤ ♣6♦❜❧❡♠✳ ❖♣❡'❛"✐♦♥2 ❘❡2❡❛'❝❤ ▲❡""❡'2✱ ✷✽✭✺✮✿✷✶✸✕✷✶✾✱ ✷✵✵✶✳

❉✳❍✳ ▲♦6❡♥③✱ ❆✳ ❖6❞❛✱ ❉✳ ❘❛③✱ ❛♥❞ ❨✳ ❙❤❛✈✐<<✳ ❊✣❝✐❡♥< ]♦8 ♣❛6<✐<✐♦♥ ❛♥❞ 6♦✉<✐♥❣ ♦❢

✉♥✐❝❛8< ❛♥❞ ♠✉❧<✐❝❛8<✳ ■♥ <'♦❝❡❡❞✐♥❣2 ■❊❊❊✴■❋■< ■❲◗♦❙✱ <✐""2❜✉'❣❤✱ <❆✱ ✷✵✵✵✳

❘✳ ▲✉✐ ❛♥❞ ❲✳ ❨✉✳ ▲♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐<② ♥❡❛6✲♦♣<✐♠❛❧ 8♣❡❝<6✉♠ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❢♦6 ❞✐❣✐<❛❧ 8✉❜8❝6✐❜❡6

❧✐♥❡8✳ ■♥ <'♦❝✳ ■❊❊❊ ■❈❈✷✵✵✺✱ ❙❡♦✉❧✱ ❑♦6❡❛✱ ▼❛② ✷✵✵✺✳

/✳ ▼❛❤❡②✱ ❙✳ ❖✉❛❧✐❜♦✉❝❤✱ ❛♥❞ ❚✳ /❤❛♠ ❉✐♥❤✳ /6♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦8✐<✐♦♥ ♦♥ <❤❡ ❣6❛♣❤ ♦❢ ❛

♠❛①✐♠❛❧ ♠♦♥♦<♦♥❡ ♦♣❡6❛<♦6✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❖♣"✐♠✳✱ ✺✿✹✺✹✕✹✻✻✱ ▼❛② ✶✾✾✺✳

❑✳ ▼❝❈❛♠♠♦♥✳ ●✳ ✈❞8❧✿ ❱❞8❧ ❜❛♥❞ ♣❧❛♥ ❢♦6 ♥♦6<❤ ❛♠❡6✐❝❛✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ 6❡♣♦6<✱ ■❚❯✱ ■❚❯

❝♦♥<6✐❜✉<✐♦♥ ❉✳ ✼✶✺✱ ✷✵✵✵✳

/✳ ❱✳ ▼✐❡❣❤❡♠ ❛♥❞ ❋✳ ❆✳ ❑✉✐♣❡68✳ ❖♥ <❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐<② ♦❢ ]♦8 6♦✉<✐♥❣✳ ❈♦♠♣✉"❡' ❈♦♠♠✉✲

♥✐❝❛"✐♦♥2✱ ✷✻✭✹✮✿✸✼✻✕✸✽✼✱ ✷✵✵✸✳

/✳ ❱✳ ▼✐❡❣❤❡♠ ❛♥❞ ❋✳ ❆✳ ❑✉✐♣❡68✳ ❈♦♥❝❡♣<8 ♦❢ ❡①❛❝< ]♦8 6♦✉<✐♥❣ ❛❧❣♦6✐<❤♠8✳ ■❊❊❊✴❆❈▼

❚'❛♥2✳ ♦♥ ◆❡"✇♦'❦✐♥❣✱ ✶✷✭✺✮✿✽✺✶✕✽✻✹✱ ✷✵✵✹✳

❏✳ ❏✳ ▼♦6❡❛✉✳ /6♦①✐♠✐<e ❡< ❞✉❛❧✐<e ❞❛♥8 ✉♥ ❡8♣❛❝❡ ❤✐❜❡6<✐❡♥✳ ❇✉❧❧✳ ❙♦❝✳ ▼❛"❤✳ ❋'❛♥❝❡✱ ✾✸✿

✷✼✸✕✷✾✾✱ ✶✾✻✺✳

❱✳ ❖❦8♠❛♥ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ❈✐♦✣✳ ◆♦✐8❡ ♠♦❞❡❧8 ❢♦6 ✈❞8❧ ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡ ✈❡6✐✜❝❛<✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧

6❡♣♦6<✱ ❆◆❙■✱ ❆◆❙■ ✕❚✶❊✶✳✹✴✾✾✲✹✸✽❘✷✱ ✶✾✾✾✳

❆✳ ❖6❞❛ ❛♥❞ ❆✳ ❙♣6✐♥<8♦♥✳ ❊✣❝✐❡♥< ❛❧❣♦6✐<❤♠ ❢♦6 ❝♦♠♣✉<✐♥❣ ❞✐8❥♦✐♥< ]♦8 ♣❛<❤8✳ ■♥ <'♦✲

❝❡❡❞✐♥❣2 ♦❢ ■❊❊❊ ■◆❋❖❈❖▼✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡8 ✼✷✼✕✼✸✽✱ ✷✵✵✹✳

❋✳ ❆✳ ❖③8♦②✱ ▼✳ ▲❛❜❜❡✱ ❛♥❞ ❊✳ ●♦✉6❞✐♥✳ ❆♥❛❧②<✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡♠♣✐6✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛6✐8♦♥ ♦❢ ✐♥<❡❣❡6

♣6♦❣6❛♠♠✐♥❣ ❢♦6♠✉❧❛<✐♦♥8 ❢♦6 ❛ ♣❛6<✐<✐♦♥✐♥❣✲❤✉❜ ❧♦❝❛<✐♦♥✲6♦✉<✐♥❣ ♣6♦❜❧❡♠✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧

❘❡♣♦6< ✺✽✻✱ ❋❛♥8<♦6❞ ❯♥✐✈❡68✐<②✱ ❯▲❇✱ ❉❡♣❛6<♠❡♥< ♦❢ ❈♦♠♣✉<❡6 ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✽✳

❏✳ /❛♣❛♥❞6✐♦♣♦✉❧♦8 ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ❊✈❛♥8✳ ▲♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐<② ❞✐8<6✐❜✉<❡❞ ❛❧❣♦6✐<❤♠8 ❢♦6 8♣❡❝<6✉♠

❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐♥ ♠✉❧<✐✲✉8❡6 ❞8❧ ♥❡<✇♦6❦8✳ ■♥ <'♦❝✳ ■❊❊❊ ■❈❈✷✵✵✻✱ ■8<❛♥❜✉❧✱ ❚✉6❦❡②✱ ✷✵✵✻✳

❏✳ /❛♣❛♥❞6✐♦♣♦✉❧♦8 ❛♥❞ ❏✳ ❙✳ ❊✈❛♥8✳ ❙❝❛❧❡✿ ❆ ❧♦✇✲❝♦♠♣❧❡①✐<② ❞✐8<6✐❜✉<❡❞ ♣6♦<♦❝♦❧ ❢♦6

8♣❡❝<6✉♠ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✐♥ ♠✉❧<✐✉8❡6 ❞8❧ ♥❡<✇♦6❦8✳ ■❊❊❊ ❚'❛♥2✳ ■♥❢♦'♠✳ ❚❤❡♦'②✱ ✺✺✿✸✼✶✶✕

✸✼✷✹✱ ✷✵✵✾✳

❙✳ ◆✳ /❛66❛❣❤✱ ❑✳ ❋✳ ❉♦❡6♥❡6✱ ❛♥❞ ❘✳ ❋✳ ❍❛6<❧✳ ❆ 8✉6✈❡② ♦♥ ♣✐❝❦✉♣ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡6② ♣6♦❜❧❡♠8✱

♣❛6< ✐✐✿ ❚6❛♥8♣♦6<❛<✐♦♥ ❜❡<✇❡❡♥ ♣✐❝❦✉♣ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡6② ❧♦❝❛<✐♦♥8✳ ❏♦✉'♥❛❧ ❢✉' ❇❡"'✐❡❜✲

2✇✐'"2❝❤❛❢"✱ ✺✽✭✷✮✿✽✶✕✶✶✼✱ ✷✵✵✽✳

/6❛❣②❛♥8♠✐<❛ /❛✉❧ ❛♥❞ ❙✳ ❱✳ ❘❛❣❤❛✈❛♥✳ ❙✉6✈❡② ♦❢ ♠✉❧<✐❝❛8< 6♦✉<✐♥❣ ❛❧❣♦6✐<❤♠8 ❛♥❞ ♣6♦✲

<♦❝♦❧8✳ ■♥ <'♦❝❡❡❞✐♥❣2 ♦❢ "❤❡ ✶✺"❤ ✐♥"❡'♥❛"✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉"❡' ❝♦♠♠✉♥✐❝❛"✐♦♥

✭■❈❈❈ ✵✷✮✱ ❲❛8❤✐♥❣<♦♥ ❉❈✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✷✳



❘❡❢❡#❡♥❝❡& ✶✷✺

❚✳ "❤❛♠ ❉✐♥❤✳ ❊❧❡♠❡♥,- ❤♦♠♦❞✉❛✉① 2❡❧❛,✐❢- 4 ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♥♦2♠❡- ✭ϕ, ψ✮✳ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥-
❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ sϕψ(a)✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ 2❡♣♦2,✱ ●2❡♥♦❜❧❡✱ ✶✾✼✺✳

❚✳ "❤❛♠ ❉✐♥❤✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥❡ ❢♦2♠❡ B✉❛❞2❛,✐B✉❡ ❞C✜♥✐❡ ♣♦-✐,✐✈❡ -✉2 ❧❛ ❜♦✉❧❡

✉♥✐,C ❞❡ ❧❛ ♥♦2♠❡ ❞✉ ♠❛①✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ 2❡♣♦2,✱ ●2❡♥♦❜❧❡✱ ✶✾✼✻✳

❚✳ "❤❛♠ ❉✐♥❤✳ ❆❧❣♦$✐&❤♠) ❢♦$ )♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝❧❛)) ♦❢ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡① ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠)✳

▼❡&❤♦❞) ♦❢ )✉❜❣$❛❞✐❡♥&)✳ ❋❡2♠❛, ❞❛②- ✽✺✳ ▼❛,❤❡♠❛,✐❝- ❢♦2 ❖♣,✐♠✐③❛,✐♦♥✳ ❊❧-❡✈✐❡2 ❙❝✐❡♥❝❡

"✉❜❧✐-❤❡2- ❇✳❱✳ ◆♦2,❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✽✻✳

❚✳ "❤❛♠ ❉✐♥❤✳ ❉✉❛❧✐&② ✐♥ ❉❈ ✭❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝&✐♦♥)✮ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥✳ ❙✉❜❣$❛❞✐❡♥&

♠❡&❤♦❞)✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽✹ ♦❢ ❚$❡♥❞) ✐♥ ▼❛&❤❡♠❛&✐❝❛❧ ❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥✱ ■♥&❡$♥❛&✐♦♥❛❧ ❙❡$✐❡) ♦❢

◆✉♠❡$ ▼❛&❤✳✱ ♣❛❣❡- ✷✼✼✕✷✾✸✳ ✶✾✽✽✳

❚✳ "❤❛♠ ❉✐♥❤ ❛♥❞ ❍✳ ❆ ▲❡ ❚❤✐✳ ❉❝ ♦♣,✐♠✐③❛,✐♦♥ ❛❧❣♦2✐,❤♠- ❢♦2 -♦❧✈✐♥❣ ,❤❡ ,2✉-, 2❡❣✐♦♥

-✉❜♣2♦❜❧❡♠✳ ❙■❆▼ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥✱ ✽✭✷✮✿✹✼✻✕✺✵✺✱ ✶✾✾✽✳

❚✳ "❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ◆✳ ◆❣✉②❡♥ ❈❛♥❤✱ ❛♥❞ ❍✳ ❆ ▲❡ ❚❤✐✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥, ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❞❝❛ ❛♥❞

❜&❜ ✉-✐♥❣ ❞❝✴-❞♣ 2❡❧❛①❛,✐♦♥ ❢♦2 ❣❧♦❜❛❧❧② -♦❧✈✐♥❣ ❜✐♥❛2② B✉❛❞2❛,✐❝ ♣2♦❣2❛♠-✳ ❏✳ ●❧♦❜❛❧
❖♣&✐♠✐③❛&✐♦♥✱ ✹✽✭✹✮✿✺✾✺✕✻✸✷✱ ✷✵✶✵✳

❚✳ "❤❛♠ ❉✐♥❤ ❛♥❞ ❍✳ ❆✳ ▲❡ ❚❤✐✳ ❈♦♥✈❡① ❛♥❛❧②-✐- ❛♣♣2♦❛❝❤ ,♦ ❞❝ ♣2♦❣2❛♠♠✐♥❣✿ ❚❤❡♦2②✱

❛❧❣♦2✐,❤♠- ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥-✳ ❆❝&❛ ▼❛&❤❡♠❛&✐❝❛ ❱✐❡&♥❛♠✐❝❛✱ ✷✷✿✷✽✾✕✸✺✼✱ ✶✾✾✼✳

❉❙▼ ❘❡♣♦2,✳ ❆♥-✐ ♥✐♣♣✲♥❛✐ ❝♦♥,2✐❜✉,✐♦♥ ✷✵✵✺✲✵✸✶2✺✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ 2❡♣♦2,✱ ▲❛- ❱❡❣❛-✱ ◆❱✱

✷✵✵✺✳

❘✳ ❚✳ ❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛2✳ ❈♦♥✈❡① ❆♥❛❧②)✐)✳ "2✐♥❝❡,♦♥ ❯♥✐✈❡2-✐,② "2❡--✱ "2✐♥❝❡,♦♥✱ ✶✾✼✵✳

❘✳ ❚✳ ❘♦❝❦❛❢❡❧❧❛2✳ ▼♦♥♦,♦♥❡ ♦♣❡2❛,♦2 ❛♥❞ ,❤❡ ♣2♦①✐♠❛❧ ♣♦✐♥, ❛❧❣♦2✐,❤♠✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❝♦♥&$♦❧

❛♥❞ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥✱ ✶✹✭✺✮✿✽✼✼✕✽✾✽✱ ✶✾✼✻✳

❙✳ ❘♦♣❦❡✱ ❏✳ ❋✳ ❈♦2❞❡❛✉✱ ❛♥❞ ●✳ ▲❛♣♦2,❡✳ ▼♦❞❡❧- ❛♥❞ ❜2❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉, ❛❧❣♦2✐,❤♠- ❢♦2 ♣✐❝❦✉♣

❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡2② ♣2♦❜❧❡♠- ✇✐,❤ ,✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇-✳ ◆❡&✇♦$❦)✱ ✹✾✿✷✺✽✕✷✼✷✱ ✷✵✵✼✳

❍✳❋✳ ❙❛❧❛♠❛✳ ▼✉❧&✐❝❛)& $♦✉&✐♥❣ ❢♦$ $❡❛❧ &✐♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛&✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤ )♣❡❡❞ ♥❡&✇♦$❦)✳ "❤❉

❞✐--❡2,❛,✐♦♥✱ ◆♦2,❤ ❈❛❧♦2✐♥❛ ❙,❛,❡ ❯♥✐✈❡2-✐,②✱ ❘❛❧❡✐❣❤✱ ✶✾✾✻✳

❆✳ ❙❝❤2✐❥✈❡2✳ ❚❤❡♦$② ♦❢ ▲✐♥❡❛$ ❛♥❞ ■♥&❡❣❡$ J$♦❣$❛♠♠✐♥❣✳ ❲✐❧❡②✲■♥,❡2-❝✐❡♥❝❡ ❙❡2✐❡- ✐♥

❉✐-❝2❡,❡ ▼❛,❤❡♠❛,✐❝- ❛♥❞ ❖♣,✐♠✐③❛,✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞ ❡❞✐,✐♦♥✱ ✶✾✾✽✳

❑✳ ❇✳ ❙♦♥❣✱ ❙✳ ❚✳ ❈❤❡✉♥❣✱ ●✳ ●✐♥✐-✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ❈✐♦✣✳ ❉②♥❛♠✐❝ -♣❡❝,2✉♠ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥, ❢♦2

♥❡①,✲❣❡♥❡2❛,✐♦♥ ❞-❧ -②-,❡♠-✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♠✳ ▼❛❣✳✱ ✹✵✿✶✵✶✕✶✵✾✱ ✷✵✵✷✳

❏✳ ❊✳ ❙♣✐♥❣❛2♥✳ "❛2,✐❛❧ ✐♥✈❡2-❡ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦,♦♥❡ ♦♣❡2❛,♦2✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛&❤❡♠❛&✐❝) ❛♥❞ ❖♣&✐✲

♠✐③❛&✐♦♥✱ ✶✵✭✶✮✿✷✹✼✕✷✻✺✱ ✶✾✽✸✳

❚✳ ❙,❛22✱ ❏✳ ▼✳ ❈✐♦✣✱ ❛♥❞ "✳ ❙✐❧✈❡2♠❛♥✳ ❯♥❞❡$)&❛♥❞✐♥❣ ❉✐❣✐&❛❧ ❙✉❜)❝$✐❜❡$ ▲✐♥❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

"2❡♥,✐❝❡ ❍❛❧❧✱ ✶✾✾✾✳

❆✳ ❙ ❚❛✱ ❍✳ ❆ ▲❡ ❚❤✐✱ ❉✳ ❑❤❛❞2❛♦✉✐✱ ❛♥❞ ❚✳ "❤❛♠ ❉✐♥❤✳ ❙♦❧✈✐♥❣ B♦- 2♦✉,✐♥❣ ♣2♦❜❧❡♠-

❜② ❞❝❛✳ ■♥ J$♦❝✳ ✷&❤ ❆❈■■❉❙✱ ■♥&❡❧❧✐❣❡♥& ■♥❢♦$♠❛&✐♦♥ ❛♥❞ ❉❛&❛❜❛)❡ ❙②)&❡♠)✱ ▲❡❝&✉$❡

◆♦&❡) ✐♥ ❆$&✐✜❝✐❛❧ ■♥&❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭▲◆❆■✮✱ ♣❛❣❡- ✹✻✵✕✹✼✵✱ ❍✉❡✱ ❱✐❡,♥❛♠✱ ✷✵✶✵❛✳ ❙♣2✐♥❣❡2

❱❡2❧❛❣ ✺✾✾✶✳

❆✳ ❙ ❚❛✱ ❍✳ ❆ ▲❡ ❚❤✐✱ ❉✳ ❑❤❛❞2❛♦✉✐✱ ❛♥❞ ❚✳ "❤❛♠ ❉✐♥❤✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧,✐❝❛-, B♦- 2♦✉,✐♥❣

♣2♦❜❧❡♠ ✐♥ ,❤❡ ❝♦♥,❡①, ✈✷✐ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛,✐♦♥ -❡2✈✐❝❡- ✉-✐♥❣ ❞❝❛✳ ■♥ J$♦❝✳ ✾&❤ ■❊❊❊✴❆❈■❙

✭■❈■❙ ✷✵✶✵✮✱ ♣❛❣❡- ✹✼✶✕✹✼✻✱ ❨❛♠❛❣❛,❛✱ ❏❛♣❛♥✱ ✷✵✶✵❜✳ ■❊❊❊❳♣❧♦2❡✳



✶✷✻ ❘❡❢❡&❡♥❝❡)

❆✳ ❙ ❚❛✱ ❍✳ ❆ ▲❡ ❚❤✐✱ ●✳ ❆,♥♦✉❧❞✱ ❉✳ ❑❤❛❞,❛♦✉✐✱ ❛♥❞ ❚✳ 4❤❛♠ ❉✐♥❤✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ❝❛, ♣♦♦❧✐♥❣

♣,♦❜❧❡♠ ✉;✐♥❣ ❞❝❛✳ ■♥  !♦❝✳ ●❧♦❜❛❧ ■♥❢♦!♠❛-✐♦♥ ■♥❢!❛/-!✉❝-✉!❡ ❙②♠♣♦/✐✉♠ ✭●■■❙✮✱ ♣❛❣❡;

✶✕✻✱ ❉❛♥❛♥❣✱ ❱✐❡A♥❛♠✱ ✷✵✶✶✳ ■❊❊❊❳♣❧♦,❡✳

❆✳ ❙ ❚❛✱ ❍✳ ❆ ▲❡ ❚❤✐✱ ❉✳ ❑❤❛❞,❛♦✉✐✱ ❛♥❞ ❚✳ 4❤❛♠ ❉✐♥❤✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ♣❛,A✐A✐♦♥✐♥❣✲❤✉❜

❧♦❝❛A✐♦♥✲,♦✉A✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠ ✉;✐♥❣ ❞❝❛✳ ❏♦✉!♥❛❧ ♦❢ ■♥❞✉/-!✐❛❧ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥- ❖♣-✐♠✐③❛-✐♦♥

✭❏■▼❖✮✱ ✽✭✶✮✿✽✼✕✶✵✷✱ ✷✵✶✷❛✳

❆✳ ❙ ❚❛✱ ❍✳ ❆ ▲❡ ❚❤✐✱ ❚✳ 4❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ❛♥❞ ❉✳ ❑❤❛❞,❛♦✉✐✳ ❆ ❞✐;A,✐❜✉A❡❞ ❛❧❣♦,✐A❤♠

;♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧A✐♦❜❥❡❝A✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❛, ♣♦♦❧✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠✳ ■♥  !♦❝✳ ■♥-❡!♥❛-✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡

♦♥ ❈♦♠♣✉-❡! ❛♥❞ ■♥❢♦!♠❛-✐❝ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❑✉❛❧❛ ▲✉♠♣✉,✱ ▼❛❧❛②;✐❛✱ ✷✵✶✷❜✳

❆✳ ❙ ❚❛✱ ❍✳ ❆ ▲❡ ❚❤✐✱ ❚✳ 4❤❛♠ ❉✐♥❤✱ ❛♥❞ ❉✳ ❑❤❛❞,❛♦✉✐✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ♠❛♥② A♦ ♠❛♥②

♠✉❧A✐❝❛;A O♦; ,♦✉A✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠ ✉;✐♥❣ ❞❝❛ ❛♥❞ ♣,♦①✐♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦;✐A✐♦♥ A❡❝❤♥✐O✉❡✳ ■♥

 !♦❝✳ ■♥-❡!♥❛-✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉-✐♥❣✱ ◆❡-✇♦!❦✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥/ ✷✵✶✷✱

♣❛❣❡; ✽✵✾✕✽✶✹✱ ❍❛✇❛✐✐✱ ❆♠❡,✐❝❛♥✱ ✷✵✶✷❝✳ ■❊❊❊❳♣❧♦,❡✳

❏✳ ❋ ❚♦❧❛♥❞✳ ❉✐,❡❝A ❝❛❧❝✉❧❛A✐♦♥ ♦❢ A❤❡ ✐♥❢♦,♠❛A✐♦♥ ♠❛A,✐① ✈✐❛ A❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦,✐A❤♠✳ ❏♦✉!♥❛❧

♦❢ ▼❛-❤❡♠❛-✐❝❛❧ ❆♥❛❧②/✐/ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛-✐♦♥/✱ ✻✻✿✸✾✾✕✹✶✺✱ ✶✾✼✽✳
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