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Résumé

Dans cette these nous étudions différents problemes de graphes et multigraphes arétes-
coloriés tels que la connexité propre, la coloration forte d’arétes et les chaines et cycles
hamiltoniens propres. Enfin, nous améliorons 'algorithme connu O(n?) pour décider du
comportement d’un graphe sous opérateur biclique, en étudiant les bicliques dans les
graphes sans faux jumeaux. Plus précisément,

e Nous étudions d’abord le nombre k-connexité-propre des graphes, noté pcy(G), ¢’est
a dire le nombre minimum de couleurs nécessaires pour colorer les arétes d’un graphe
de facon a ce qu’entre chaque paire de sommets, ils existent k& chemins intérieurement
sommet-disjoints. Nous prouvons plusieurs bornes supérieures pour pcg(G). Nous
énoncons quelques conjectures pour les graphes généraux et bipartis et nous les
prouvons dans le cas ou k = 1.

e Nous étudions l'existence de chaines et de cycles hamiltoniens propres dans les
multigraphes arétes-coloriés. Nous établissons des conditions suffisantes, en fonction
de plusieurs parametres tels que le nombre d’arétes, le degré arc-en-ciel, la connexité,
etc.

e Nous montrons que l'indice chromatique fort est linéaire au degré maximum pour
tout graphe k-dégénéré ou, k est fixe. En corollaire, notre résultat conduit a une
amélioration des constantes et donne également un algorithme plus simple et plus ef-
ficace pour cette famille de graphes. De plus, nous considérons les graphes planaires
extérieurs. Nous donnons une formule pour trouver 'indice chromatique fort exact
pour les graphes bipartis planaires extérieurs. Nous améliorons également la borne
supérieure pour les graphes planaires extérieurs généraux.

e Enfin, nous étudions les bicliques dans les graphes sans faux jumeaux et nous
présentons ensuite un algorithme O(n + m) pour reconnaitre les graphes conver-
gents et divergents en améliorant I'algorithme O(n?).

Mots clés: graphes arétes-coloriés, connexité propre, chaines et cycles hamiltoniens
propres, coloration forte d’arétes, opérateur biclique.



tel-00776899, version 1 - 16 Jan 2013

Contents il

Contents

1 Introduction 1
2 Connexité propre des graphes 2
3 Coloration forte des arétes 4

4 Chaines et cycles hamiltoniens propres dans multigraphes aréte-coloriés 6
5 Bicliques dans graphes 8

Bibliographie 15



tel-00776899, version 1 - 16 Jan 2013

1 Introduction 1

1 Introduction

Dans la these, nous considérons la coloration des arétes et les graphes arétes-coloriés.
Une coloration des arétes d’un graphe est une affectation de couleurs dans les arétes
du graphe. Une coloration propre des arétes d'un graphe est une coloration des arétes
telle que chaque paire d’arétes adjacentes a différentes couleurs. La question qui se pose
naturellement est celle du nombre minimum de couleurs pour colorier un graphe G tel
que il soit proprement colorié. Ce nombre est appelé indice chromatique et noté x'(G).
Grace au théoreme de Vizing [78], nous savons que ce nombre est soit A(G), soit A(G)+1.
Pour plusieurs classes de graphes, nous savons exactement la valeur de x’(G), par exemple
pour les graphes bipartis qui ont un indice chromatique égal a A(G). Les colorations
des arétes sont intéressantes non seulement du point de vue mathématique mais aussi
parce qu’elles ont de nombreuses applications dans le monde réel, par exemple dans les
problemes de planification ou dans les affectations de fréquences pour les réseaux de fibre
optique, etc. Plusieurs types différents de coloration des arétes ont été étudiés au cours
du temps. Nous pouvons en citer quelques-unes, par exemple, la coloration forte des
arétes [6, 18, 23, 25, 30, 45, 46, 61, 64, 72, 73, 76, 77, 82], la coloration des arétes par
liste [16, 36, 40, 47, 54, 53, 81, 83, 85], la coloration des arétes des intervalles [7, 48, 67, 68|,
ete.

Un graphe aréte-colorié est un graphe dont les arétes ont été coloriés de quelque
maniere avec ¢ couleurs différentes. Ici, la question qui se pose est, étant donné un
graphe aréte-colorié, comment nous pouvons trouver (si possible) ou garantir ’existence
de sous-graphes ayant certaines propriétés, par exemple, comment nous pouvons garantir
I'existence d'un cycle hamiltonien proprement colorié. De nombreux travaux ont été
effectués sur le sujet, non seulement pour les cycles hamiltoniens propres, mais aussi pour
les chaines hamiltoniennes propres,les arbres propres, les cycles propres, les arbres arc-en-
ciel, les chemins arc-en-ciel, les cliques arc-en-ciel, les cliques monochromatiques, etc. Cf,
par exemple, a [1, 2, 3, 5,9, 11, 12, 14, 24, 32, 43, 49, 62, 69, 70, 75, 79, 84] pour trouver
quelques résultats sur ce sujet.

Nous présentons ensuite en introduction les différents problemes étudiés dans la these.
L’idée est de les introduire en donnant quelques références a la littérature de fagon a
ce que le lecteur puisse trouver leurs histoire et applications. Nous présentons aussi les
résultats les plus importants de la these.
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2 Connexité propre des graphes

Des travaux récents comme [34, 79] ont considéré les sous-graphes proprement coloriés
par opposition au graphe entier. Il existe méme une revue des travaux concernant les
cycles alternés [9]. Ici, alterné signifie que les couleurs des arétes alternent pendant nous
traversons le cycle et donc il est proprement colorié. Le probleme pour trouver un cycle
alterné est précisément celui de trouver un cycle proprement colorié quand nous n’avons
que deux couleurs disponibles.

De la méme fagon, plusieurs chercheurs ont considéré les sous-graphes arc-en-ciel (c¢’est
a dire chaque aréte a une couleur différente). Un graphe est connexe arc-en-ciel si entre
toute paire de sommets, il existe un chemin dont les arétes sont de couleurs différentes.
Le nombre de connexité arc-en-ciel, rc(G), défini dans [22], est le nombre minimum de
couleurs requises pour colorier un graphe G de fagon telle qu’il devienne connexe arc-en-
ciel. Le nombre de connexité arc-en-ciel a été étudié dans [19, 21, 27, 52]. Motivés pour ¢a,
nous étendons la définition de connexité arc-en-ciel a la connexité propre en disant qu’un
graphe est k-connexe propre si, entre toute paire de sommets, il existe k& chemins sommets
disjoints dont les arétes adjacentes ont des couleurs différentes, et nous définissons le
nombre de k-connexité propre, pck(G), comme le nombre minimum de couleurs requis
pour qu'un graphe G devienne k-connexe propre.

Dans cette these, nous étudions d’abord peg(G) pour les graphes bipartis. Nous prou-
vons des valeurs exactes de pcg(G) pour différents graphes bipartis complets et arbres.
Nous formulons ensuite une conjecture générale qui dit que si G est 2k-connexe et biparti
avec k > 1, alors pcp(G) = 2. Nous prouvons que si la conjecture est vraie, elle est la
meilleure possible car nous montrons une famille de graphes bipartis 2k — 1-connexes avec
pcp(G) > 2. Finalement, nous prouvons la conjecture pour le cas k = 1.

Ensuite, nous étudions pcy(G) dans les graphes généraux. Nous commengons avec le
cas le plus simple, k£ = 1, donc pc(G). Nous prouvons plusieurs valeurs exactes pour pe(G),
par exemple dans les graphes completes, les chemins, les cycles, etc. Puis, nous prouvons
le résultat principal de la section, c’est a dire, si G est 2-connexe, alors pc(G) < 3. Ce
résultat améliore la borne triviale A + 1 de Vizing. Nous montrons aussi que notre borne
est ajustée car nous présentons une famille de graphes 2-connexes avec pc(G) = 3. Nous
montrons apres une borne pour pe(G) dans les graphes seulement connexes qui utilise le
degré maximum d’un sommet incident a une aréte isthme. Nous formulons également
une conjecture générale pour pci(G) fondée sur la conjecture pour les graphes bipartis
et le résultat pour les graphes 2-connexes. Cette conjecture est que, si G est 2k-connexe
avec k > 1, alors pc,(G) < 3. Nous remarquons que nous avons prouvé cette conjecture
pour k£ = 1. Ensuite, nous prouvons un résultat plus fort pour pcg(G) pour les graphes
complets de taille n > 2k.

Finalement, nous prouvons le résultat suivant par rapport au degré minimum du
graphe: si G est un graphe connexe et non complet de taille n > 68 et 6(G) > %,
alors pc(G) = 2.

Tous nos résultats conduisent a des algorithmes efficaces pour trouver de telles col-
orations.
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Nous remarquons que de nombreuses conditions présumées pour la connexité propre
sont beaucoup plus faibles que celles requises pour avoir des bornes pour le nombre de
connexité arc-en-ciel. Cela s’explique par le fait que le nombre de couleurs nécessaires
pour qu'un chemin soit proprement colorié est beaucoup plus petit que pour qu’il soit
colorié arc-en-ciel.
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3 Coloration forte des arétes

Une coloration forte des arétes d’un graphe G est une coloration des arétes telle
que chaque paire de sommets appartenant a différentes arétes de méme couleur n’est pas
adjacente. L’indice chromatique fort, x.(G), est le nombre minimum de couleurs dans
une coloration forte des arétes de G.

La coloration forte des arétes a une longue histoire et a donné lieu a de nombreuses
conjectures bien connues. Les conjectures non résolues incluent par exemple Y.(G) <
5A? /4 pour tous les graphes, x.(G) < A? pour les graphes bipartis, et x,(G) < 9 pour les
graphes planaires 3-réguliers (cf les problemes ouverts sur la page de Douglas West [80]
pour plus de détails).

Molloy and Reed [64] ont prouvé une conjecture d’Erdés et Nesetril (cf [30]) qui dit
que pour A grand, il existe une constante positive ¢ telle que y.(G) < (2—c¢)A?. Mahdian
a prouvé que pour les graphes G sans Cy, X.(G) < (2 +0(1))A%/In A.

Pour les nombres entiers 0 < ¢ < k < m, S,,(k, () est le graphe biparti avec I’ensemble
de sommets {x C [m]: |z| = k or £} et un k-sous-ensemble x est adjacent & un f-sous-
ensemble y si if y € z. Quinn et Benjamin [13] ont prouvé que S,,(k,¢) a un indice
chromatique fort (k"fe) Le ©-graphe ©(G) d’un cube partiel G (sous-graphe invariant-
distance d'un n-cube), est le graphe d’intersection des classes d’équivalence de la relation
de Djokovié- Winkler © définie sur les arétes de G tel que xy et uv appartiennent dans O si
d(z,u)+d(y,v) # d(x,v)+d(y,u). Sumenjak [51] a montré que I'indice chromatique forte
d’un graphe G cube partiel arbre-semblable est au plus l'indice chromatique de ©(G).

Faudree, Gyarfas, Schelp et Tuza [31] ont prouvé que pour les graphes ou toutes les
longueurs des cycles sont multiples de quatre, y,(G) < A?. Ils mentionnent que ce résultat
pourrait probablement étre amélioré a une fonction linéaire du degré maximum. Brualdi
et Quinn [18] ont amélioré la borne supérieure a x.(G) < «ff pour ces graphes, ou « et
[ sont les degrés maximum des partitions respectives. Nakprasit [65] a prouvé que si G
est biparti et le degré maximum d’une des partitions est au plus 2, alors x.(G) < 2A.
Les bornes pour les graphes planaires extérieurs ont été récemment donnés dans [44].
Un travail récent ([50]) donne un algorithme pour trouver l'indice chromatique fort de
tout graphe planaire extérieur maximal, mais il faut noter que lorsque vous étendez le
graphe a planaire extérieur maximal, le degré maximum et l'indice chromatique peuvent
augmenter. En outre, Chang et Narayanan [20] ont prouvé que x.(G) < 10A — 10 pour
tout graphe G 2-dégénéré, x.(G) < 8A — 6 pour les graphes sans cordes et ils ont proposé
une conjecture qui dit qu’il existe une constante absolue ¢ telle que pour tout graphe GG
k-dégénéré, x.(G) < ck*A. Donc, pour k fixe, X, (G) est linéaire en A.

Dans la these, nous nous concentrerons sur ’amélioration des bornes pour les graphes
k-dégénérés et les graphes planaires extérieurs. Nous montrons en particulier que si G est
un graphe k-dégénéré, alors \.(G) < (4k —1)A —2k? — k+1, ce qui améliore la conjecture
puisque X%(G) est linéaire en A et k. Ce résultat implique les deux suivantes. Si G est un
graphe 2-dégénéré, alors x.(G) < TA —9 et si G est sans cordes, alors x.,(G) < 5A =5, ce
qui améliore les deux résultats connus. Puis, nous montrons un algorithme O(n + kAm)
pour trouver une coloration pour les graphes k-dégénérés en utilisant (4k—1)A—2k*—k+1
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couleurs.

Ensuite, pour les colorations fortes des arétes dans les graphes planaires extérieurs,
nous définissons un graphe poisson-globe ou un n-poisson-globe comme le graphe obtenu
en ajoutant quelques arétes pendantes (possiblement vides) a chaque sommet sur un n-
cycle ou en ajoutant un voisin commun a deux sommets consécutifs du n-cycle. Nous
remarquons que, puisque le graphe est planaire extérieur, nous pourrons ajouter au plus
un tel sommet. Nous prouvons plusieurs bornes et valeurs exactes pour x.(G) dans les
graphes poisson-globe. En utilisant ces résultats, nous prouvons ce qui suit: si G est un
graphe planaire extérieur, alors x.(G) = max{max,,cp d(u) + d(v) — 1, maxyep Xs(H)},
ou P est I'ensemble de tous les sous-graphes poisson-globe induits de G. Si G est aussi
biparti, alors x’(G) = max{max,,cg d(u) + d(v) — 1, maxyecp(c,) d(uw) + d(v)} ot Cy est
I’ensemble de tous les cycles de longueur 4 dans GG. Notons que pour les graphes planaires
extérieurs, nous obtenons une borne supérieure pour x.(G), tandis que pour les graphes
bipartis planaires extérieurs, nous avons la valeur exacte de x(G).
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4 Chaines et cycles hamiltoniens propres dans multi-
graphes aréte-coloriés

La recherche sur les cycles et chemins coloriés longs dans les graphes aréte-coloriés a
donné des résultats intéressants. Cf [9, 10, 49] pour des revues sur les résultats associés.
Du point de vue de I'applicabilité, les problemes de biologie moléculaire sont souvent
modélisés a l'aide de graphes coloriés, c’est-a-dire de graphes avec des arétes coloriées
et/ou des sommets coloriés [70]. Etant donné un graphe aréte-colorié, les problemes
originaux se traduisent par l'extraction de sous-graphes coloriés avec un motif spécifié.
Le modele le plus naturel dans un tel contexte est celui de la coloration propre, a savoir
avec aretes adjacentes de différentes couleurs.

Nous considérons les conditions suffisantes, en incluant différents parametres tels que
le nombre d’arétes, le degré arc-en-ciel, etc., pour garantir I'existence de chaines et cycles
hamiltoniens propres dans les multigraphes aréte-coloriés. Dans la mesure ol, tres sou-
vent, les graphes extrémaux pour les multigraphes 2-aréte-coloriés sont différents de ceux
pour les multigraphes c-aréte-coloriés, ¢ > 3, nous considérons nos résultats séparément
pour ces deux cas. Cette division est naturelle puisque dans les multigraphes 2-aréte-
coloriés les chaines et cycles propres ne sont qu’alternés, et par conséquent, les bornes
sont différentes.

Pour les chaines hamiltoniennes propres dans les multigraphes 2-aréte-coloriés nous
présentons deux résultats principaux:

e Soit G, de taille n > 8. Sim > (n—2)(n—3) +2(n — 2) + 2 arétes, alors G¢ a une
chaine hamiltonienne propre.

e Soit G, de taille n > 14. Supposons que pour chaque sommet x dans G¢, rd(x) = 2.
Sim > (n—3)(n—4) 4 3n — 2, alors G° a une chaine hamiltonienne propre.

Nous montrons que les deux résultats sont ajustés. Ensuite, pour les chaines hamiltoni-
ennes propres dans les multigraphes c-aréte-coloriés, ¢ > 3, nous montrons que ce probléeme
peut étre réduit a l'existence des chaines hamiltoniennes propres dans les multigraphes
3-aréte-coloriés et nous présentons ensuite les trois résultats principaux suivants:

e Soit G¢ de taille n > 2 et ¢ > 3. Sim > w + 1, alors G¢ a une chaine
hamiltonienne propre.

e Soit G¢ connexe de taille n > 9 et ¢ > 3. Sim > w + n, alors G¢ a une
chaine hamiltonienne propre.

e Soit G¢ de taille n > 11 et ¢ > 3. Supposons que pour chaque sommet x dans G,
rd(z) =c. Sim > w +2c¢+ 1, alors G¢ a une chaine hamiltonienne propre.

Toujours, les trois résultats sont serrés.
Au sujet des cycles hamiltoniens propres dans les graphes 2-aréte-coloriés, nous prou-
vons les deux résultats suivants, également ajustés:
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e Soit G¢ de taille n > 4. Sim > (n—1)(n — 2) + n, alors G a un cycle hamiltonien
propre si n est pair, et, dans le cas contraire, un cycle propre de longueur n — 1.

e Soit G de taille n > 9. Supposons que pour chaque sommet x dans G¢, rd(z) = 2.
Sim > (n—2)(n—3)+2(n—2)+4, alors G° a un cycle hamiltonien propre si n
est pair, et, dans le cas contraire, un cycle propre de longueur n — 1.

Ensuite, pour les multigraphes c-aréte-coloriés, ¢ > 3, nous montrons, comme pour les
chaines, que regarder seulement les multigraphes 3-aréte-coloriés est suffisant et apres
nous prouvons deux résultats principaux:

e Soit G¢ de taillen > 4 et ¢ > 3. Sim > w + n, alors G¢ a un cycle
hamiltonien propre.

e Soit G¢ de taille n > 4 et ¢ > 3. Supposons que pour chaque sommet z dans G¢,
rd(z) =c. Sim > w + ¢+ 1, alors G¢ a un cycle hamiltonien propre.

Nous montrons aussi que les deux résultats sont les meilleurs possibles. Finalement nous
proposons la conjecture suivante: Soit G¢ 2-connexe de taille n > 10 et ¢ > 3. Supposons
que pour chaque sommet x dans G, rd(z) = ¢. Si m > w +4c+ 1, alors G¢ a
un cycle hamiltonien propre. Les résultats comprenant seulement des conditions de degré
peuvent étre trouvés dans [2].
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5 Bicliques dans graphes

Les graphes d’intersection de certains sous-graphes spéciaux d’un graphe général
ont été largement étudiés. Citons par exemple le cas des graphes de ligne (les graphes
d’intersection des arétes d'un graphe), les graphes d’intervalles (définis comme les graphes
d’intersection des intervalles de la droite réelle), et, en particulier, les graphes clique
(définis ci-dessous) [15, 17, 28, 35, 37, 60, 63].

Le graphe clique de G, noté K(G), est le graphe d’intersection de la famille de toutes
les cliques maximales de G. Les graphes clique ont été introduits par Hamelink dans [41]
et caractérisés par Robert et Spencer dans [74]. Il a été prouvé dans [4] que le probleme
de reconnaissance est NP-complet.

Comme la construction du graphe clique peut étre considéré comme un opérateur entre
graphes, le graphe clique itératif K*(G) est le graphe obtenu en appliquant 1'opérateur
clique k fois de suite. Il a été introduit par Hedetniemi et Slater dans [42]. De nombreux
travaux ont été faits sur l'opérateur clique, en observant les différents comportements
possibles. Le probleme associé est de décider si un graphe donné converge, diverge ou
est périodique sous l'opérateur clique, lorsque k£ tend vers l'infini. En général, il n’est
pas clair que le probleme soit décidable. Cependant, des caractérisations partielles ont
été données pour convergence, divergence et les graphes périodiques, limitées a certaines
classes de graphes. Certaines d’entre elles conduisent a des algorithmes de reconnais-
sance polynomiales. Pour la classe de graphes clique-Helly, les graphes qui convergent
vers le graphe trivial ont été caractérisés dans [8]. les cographes, graphes Pj-propre, et
graphes arc-circulaires sont des exemples de classes ou les différents comportements sont
caractérisés [26, 55]. Graphes divergents ont également été pris en considération. Par ex-
emple, dans [66], des familles de graphes divergents sont présentés. Graphes périodiques
ont été étudiés dans [28, 59]. En particulier, il est prouvé que pour tout entier i, ils
existent des graphes de période i et graphes qui convergent dans ¢ pas. Plus de résultats
sur graphe clique itératif peuvent étre trouvés dans [29, 33, 56, 57, 58, 71].

Le graphe biclique d’'un graphe G, noté KB(G), est le graphe d’intersection de la
famille de toutes les bicliques maximales de G. 1l a été défini et caractérisé dans [39)].
Cependant, aucun algorithme polynomial est connu pour la reconnaissance des graphes
biclique. Comme pour les graphes clique, la construction du graphe biclique peut étre
considéré comme un opérateur K B entre graphes.

Le graphe biclique itératif, KB*(G), c’est & dire, le graphe obtenu en appliquant
itérativement 'opérateur biclique K B, k fois sur G a été introduit et tous les comporte-
ments possibles ont été caractérisés dans [38]. Il a été prouvé qu'un graphe G est soit
divergent, soit convergent, mais il n’est jamais périodique (avec une période plus grande
que 1). En plus, ils ont été donnés des caractérisations générales pour les graphes conver-
gents et divergents. Ces résultats sont basés sur le fait que si un graphe GG contient une
clique de taille au moins 5, alors K B(G) contient une clique de taille plus grande. Par
conséquent, G diverge. De méme, si G' contient ce qu’on appelle le joyau ou fusée comme
un sous-graphe induit, alors K B(G) contient une clique de taille 5, et encore, G diverge.
Dans le cas contraire, il est montré que, apres avoir enlevé les sommets faux-jumeaux de
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K B(G), le graphe résultat est un clique de taille au plus 4, et dans ce cas G converge.
En outre, il a été prouvé que si un graphe G converge, il converge vers les graphes K; ou
K3, et il le fait au maximum dans 3 pas. Ces résultats sont tres différents de ceux connus
pour lopérateur clique. Ces caractérisations ont conduit & un algorithme en temps O(n*)
pour décider si un graphe converge ou diverge sous 1'opérateur biclique.

Dans la these, nous continuons ce travail. En utilisant les résultats de la caractérisation
ci-dessus et d’autres, nous prouvons que si G a au moins 7 bicliques, alors G diverge
sous 'opérateur biclique, c’est a dire, presque tout graphe est divergente sous l'opérateur
biclique. Plus tard, sur la base de ces résultats, nous obtenons le théoreme principal qui
mene a un algorithme en temps linéaire pour décider si un graphe converge ou diverge
sous 'opérateur biclique. Motivés par le fait que les faux-jumeaux sommets appartiennent
exactement aux meémes bicliques et sa suppression successive ne change pas ni le nombre
de bicliques du graphe, ni la structure du graphe biclique (et donc ne change pas son
comportement sous l'opérateur biclique), nous étudions cette classe particuliere. Nous
montrons que, étant donné un graphe G, sans sommets faux-jumeaux, si G a au moins
13 sommets alors G a au moins 7 bicliques. Par la suite, nous étudions des propriétés
structurales plus générales des bicliques dans graphes sans faux-jumeaux. Nous prouvons
plusieurs petits résultats qui impliquent ce qui suit: Si G est un graphe de taille n > 4,
sans K3 comme sous-graphe et sans faux-jumeaux, alors GG a au moins [§] bicliques.
Nous avons également proposé une conjecture similaire mais pour les graphes généraux,
sans faux-jumeaux. Enfin, nous présentons plusieurs résultats qui permettraient a aider
le travail de prouver cette conjecture.
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