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“The total force exerted on the solid
surface is logathmically infinite :

not even Herakles could sink a solid

if the physical model were entirely valid,
which is not.”

—Huh et Scriven [42]






RESUME

Dans cette these, nous souhaitons décrire la dynamique du front d’avancement d’un film mince
s’écoulant sur un plan incliné non rugueux. Nous nous intéressons surtout au probleme de point
triple situé a l'interface entre la paroi solide, le fluide en mouvement et I’air, par exemple lors de
I'écoulement d'une goutte sur une surface inclinée.

Dans une premiere partie, nous expliquons pourquoi on peut se ramener aux équations de Stokes
et pourquoi le probléme résultant est mal posé. Pour y remédier, la condition de non-glissement a la
paroi est remplacée par une condition de glissement lorsqu’on est proche du front. Ainsi on réussit
a trouver une solution dans H'. Puis nous développons la dynamique de I'écoulement 4 'amont du
front : un film mince. Cet écoulement peut se modéliser sous la forme d’équations de type Saint-
Venant sur la hauteur et le débit. Nous justifions cette construction a partir des équations de Navier-
Stokes en utilisant un développement asymptotique en fonction du parametre onde longue.

Dans la zone du front nous résolvons le systeme de Stokes stationnaire avec glissement au fond
par un développement asymptotique en fonction du nombre capillaire. Le front est divisé en une
zone interne pres du front et une zone externe loin du front, puis les solutions de chaque zone sont
soit raccordées directement (angles dynamique et statique égaux), soit raccordées au moyen d’'une
zone intermédiaire (angles dynamique et statique différents). Cela nous conduit a deux familles de
modéles.

En réunissant les modeles type Saint-Venant et les différents modeles de front, nous obtenons
un modele de Saint-Venant tenant compte de la dynamique du front. A partir de ce modéle a deux
équations nous pouvons écrire un modele plus simple a une équation sur la hauteur. Ce modele
permet d’étendre les modeles existants avec adhérence a des modeéles avec glissement. On peut alors
réaliser des simulations numériques combinant un front d’avancement et un film mince.






ABSTRACT

In the present work, we describe the dynamics of a moving contact line for thin films flowing
down an inclined plane. Our focus is the problem of triple point located at the interface between the
solid wall, the moving fluid and air, for example the spreading of a drop on a plane dry wall (horizon-
tal or inclined) due to gravity and capillarity. In the first part, we explain how we can reduce to the
Stokes equations and why the resulting problem is ill-posed. This singularity is removed by permit-
ting the fluid to slip along the wall close to the contact line. Thus we manage to find a solution in H'
constructed by asymptotic expansions.

Then we focus on the upstream dynamic of the flow, which is set to a thin film flow. We develop
the classical system of Shallow-water equations (Saint-Venant equations) from the full Navier-Stokes
system using the classical long-wavelength expansion. We obtain a set coupled equations for the flow
depth and the flow-rate.

In the neightboorhood of the contact line, we develop an asymptotic expansion of the steady
Stokes system with slip at bottom in function of the capillary number. The solution in the vicinity
of the contact line is developped in the inner region and the outer region. Then, a direct matching
can be done (assuming dynamic and static angles are equals) or using an intermediate region (with
different angles). This leads to two different families of models.

Bringing together the upstream Shallow-water equations and the contact line models, we write a
new Shallow-water model taking into account the dynamic of the moving contact line. Then, we de-
duce a simplier one-equation model for the film thickness. This model extends existing models with
no slip at bottom to models with slip. Direct numerical simulations of the last models are performed,
combining a moving contact line and a thin liquid film.
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CHAPITRE

INTRODUCTION GENERALE

es films minces rentrent en jeu dans de nombreux phénomenes naturels tels que les coulées de
lave, de boue, avalanches, ruptures de barrages ou le ruissellement d’'une goutte. Ils sont aussi
présents en biologie par exemple sur la paroi interne des poumons ou a la surface des yeux ainsi que
dans des situations physiques et industrielles comme lors de processus de transfert de chaleur ou de
masse pour protéger des surfaces ou lors de dépots de plusieurs couches de pellicules pour des films
photographiques.

On les rencontre aussi en aérodynamique lors de problémes de givrage ou en aéronautique lors
d’ingestion d’eau par les moteurs qui conduit a la formation d'une fine couche de liquide sur les pa-
rois ainsi que lors de I'injection du carburant dans la chambre de combustion ou dans une tuyere de
fusée lors de 'accumulation de carburant. La construction de modeles d’écoulements de fluides en
films minces est donc trés importante et fait déja I'objet de nombreuses publications (voir I'article de
Oron et al. [56] sur la dynamique des films minces ainsi que leur bibliographie).

ne partie de ces problémes concerne les écoulements établis, soumis par exemple a la gravité
U ou au cisaillement du vent, s’écoulant sur des surfaces rugueuses ou non ainsi que des écoule-
ments mono ou multi-fluides. Une seconde partie concerne I’étude du front d’avancement du fluide
qui se forme lors de I'écoulement. C’est ce qui va nous intéresser au cours de cette these et plus par-
ticulierement la condition limite associée au front.

En hydrodynamique, la condition limite associée a un fluide s’écoulant sur une paroi solide est
généralement une condition de non-glissement ou d’adhérence : la vitesse du fluide a la paroi est
nulle. Cette condition est pertinente pour décrire des écoulements a 1’échelle macroscopique mais
ce n'est plus le cas a des échelles plus petites si 'on se place au niveau d'un point triple (point de
contact entre trois domaines différents du type solide/liquide/gaz ou solide/liquide/liquide ou trois
liquides). En effet avec cette condition au niveau de la paroi solide, les contraintes au fond sont sin-
gulieres et ne se raccordent pas avec les contraintes a la surface libre. L'énergie visqueuse a dissiper
devient alors infinie.

n peut alors différencier deux cas, celui des fluides a mouillage total et celui des fluides a mouillage
O partiel (on peut se référer au livre De Gennes et al. [19] sur ce sujet). Pour les fluides a mouillage
total, le liquide s’étale complétement, I’angle de contact est nul, ce qui fait ainsi diminuer I'énergie
superficielle et supprime le probleme évoqué précédemment. Ce cas correspond aux écoulement
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comportant un film précurseur infini. Il en est de méme pour les fluides a film précurseur fini se
situant devant le front. L'étalement macroscopique se fait alors sur une surface pré-mouillée et sup-
prime le probleme de la ligne de contact (voir I'article de De Gennes [18] sur le mouillage ainsi que sa
bibliographie).

our les fluides a mouillage partiel qui comportent une ligne de contact bien-définie, on peut
discerner les fluides simples qui peuvent s’écouler avec un mouvement de roulement interne,
comme les chenilles des chars militaires (cf Dussan V. et Davis [24]) et des mélanges de polymeéres qui
ont tendance a glisser sur la paroi (cf Brochard et De Gennes [11]). En effet au niveau de la ligne de
contact du fluide avec la surface solide, trois milieux différents se rencontrent et il y a donc une inter-
face entre la paroi solide, le fluide en mouvement et I'air (qui peut aussi étre remplacé par un autre
fluide). De plus lors d’écoulements sur une surface solide lisse, on peut observer différents types de
fronts d’avancement qui peuvent étre réguliers ou former des “doigts” comme on peut le voir dans
I'article de Huppert [43] :

Ecoulement d’huile de silicone Ecoulement de glycérine

FIGURE 0.1: Deux types de fronts : formes rectangulaires et “doigts”

Il apparait donc au niveau de la ligne de contact ce que I'on appelle un probleme de point triple,
1a ol se rencontrent trois milieux différents, c’est ce probleme qui nous intéresse ici et plus particu-
lierement ’hypothése qui fait intervenir la notion de glissement du fluide sur la paroi. La condition
limite correspondante est alors caractérisée par une longueur, dite "longueur de glissement" qui doit
rester petite devant la longueur caractéristique de I'écoulement.

es premiers a avoir étudié ce probléeme sont Moffatt [52] en 1964 et Huh et Scriven [42] en 1971
L ol ils se mettent dans le cas bi-fluide avec une interface plane entre les deux fluides. IIs écrivent
alors la solution bien connue du probleme avec adhérence au fond et font une analyse d’énergie prées
du front de maniere 2 montrer que la condition d’adhérence pres du front génere une énergie infinie.
En 1974, Dussan V. et Davis [24] ont fait une étude expérimentale sur le déplacement de gouttes de
miel, de cidre d’abeille ou de glycérine sur une plaque de plexiglas. Ils montrent ici des écoulements
bi-fluides dont I'un a un mouvement de roulement pres du front et le deuxiéme dont les particules
se trouvant a l'interface entre les deux fluides ou sur le fond en plexiglas partent vers 'intérieur du
fluide apres étre passé par la ligne triple. Ils n’ont donc pas de glissement dans leur étude mais intro-
duisent cette notion dans leur conclusion. En 1975, Hoffman [41] a relié I’angle de contact apparent
au nombre capillaire grace a des expériences sur le déplacement d'un liquide dans un tube capillaire.

La méme année, Dussan V. [22] a fait une étude mathématique dans le cas d'un liquide remontant
une pente inclinée. Elle y propose, pour la premiere fois, trois lois de glissement différentes compo-
sées de polynomes de r (en coordonnées polaires (r,¢)) pour la zone proche du front. Elle réalise
un développement asymptotique suivant différents nombres adimensionnels considérés petits : le
nombre Capillaire, le Reynolds et un dernier nombre adimensionnel nommé “angle de contact sta-
tique critique normalisé”. Elle résout alors au premier ordre ces équations en utilisant la transformée



de Mellin puis raccorde la surface libre entre ces deux zones. Pour conclure, elle propose d’autres
types de conditions de glissement faisant intervenir les contraintes normales au fond et introduit la
notion de coefficient de glissement.

En 1976, Hocking [37] considere deux fluides, I'un poussant 'autre, ayant une interface plane avec
une condition de glissement de Navier (proposée en 1823) qui s’écrit :

ii-t+a[T-7]-f=0surlasurface solide

ol # est le vecteur vitesse, T le tenseur des contraintes, @ € R** la longueur de glissement, 7i et i
sont respectivement la normale unitaire dirigée hors du fluide et la tangente unitaire orientée dans
le sens contraire a I’avancement du fluide, au niveau de la paroi solide. Il résout alors le probleme
grace a une transformée de Laplace bilatérale et fait une étude pour différentes inclinaisons données
de l'interface. Il étudie aussi le cas d'un écoulement entre deux plaques paralléles avec une interface
plane et un écoulement dans un tube.

Greenspan [34] a utilisé un modele d’angle dynamique lié a la vitesse de la ligne de contact pour
étudier le mouvement de gouttes circulaires dans le but d’appliquer ces résultats au mouvement et
I'adhésion de cellules en biologie. Tanner [70] a fait un modele de lubrification a angle petit avec
et sans film précurseur. Un angle apparent est observé correspondant au point d’inflexion dans la
solution des équations de lubrification. Sa valeur donne un modele d’angle dynamique et il écrit ici
la loi connue sous le nom de loi de Tanner ou loi de Hoffmann-Tanner : C, = % = constante x
6% (0 < 1) o1 C, estle nombre Capillaire, 0 I'angle dynamique de contact, u la viscosité dynamique,
o la tension de surface du fluide et Uj la vitesse moyenne de |'écoulement.

Kafka et Dussan V. [44] ont ensuite étudié le mouvement de deux fluides, I'un déplacant 'autre
dans un capillaire. IIs utilisent la notion d’angle de contact dynamique et d’angle de contact apparent,
qu'’ils raccordent dans une zone intermédiaire et écrivent une relation entre ces deux angles. Une
étude plus complete sur le méme theme a été réalisée dans I'article Dussan V. [23] toujours avec du
non-glissement, le glissement est introduit a la fin de I'article.

En 1981, Hocking et Rivers [40] ont étudié I'étalement de gouttes sur un plan. Ils résolvent le pro-
bléme en trois zones, une zone externe avec non-glissement, une zone interne avec glissement et une
zone de raccord entre les deux avec une échelle adaptée aux deux représentations et introduisent une
relation non linéaire entre les angles externe et interne grace ala fonction ¢ () = Oﬁ %ﬁmsﬁldﬁ 1
Leur modele a été récemment testé numériquement par Reznik et Yarin [60]. Quelques années plus
tard, Cox [15] réalise une étude sur un cas bi-fluide. Il y néglige les effets de la gravité et fait un dé-
veloppement asymptotique suivant le nombre Capillaire C,, entre zone interne et zone externe qu'il
raccorde en deux zones puis en trois zone dans le cas ot C,;lne™! ~ @ (1) quand C, — O ete — 0 oli €
est le coefficient de glissement de son modele. Il conclut par une relation du méme genre que celle de
Hocking et Rivers [40] entre les deux angles internes et externes mais il considere que la solution de la
zone interne ol il y a glissement, est similaire a celle de la zone externe a l'infini car on doit raccorder
avec cette solution loin du front d’avancement. Ce qui est une hypothése que nous n’utiliserons pas
dans ce travail.

n peut voir qu’a peut pres tout ce qui est présenté dans ce paragraphe avait déja été présenté

dans 'article de 1976 de Voinov [74]. Sur les études multizones, on peut aussi citer De Gennes

et al. [20] qui étudient un cas de mouillage partiel et considérent les effets des forces de Van der

Waals. Ils réalisent un développement asymptotique en 3 et 4 zones. Les forces de Van der Waals ont

une distance de cuttoff de la singularité en 7 ol1 a est 'échelle atomique qu’il faut comparer a celle

donnée par les modeles de glissement de I'ordre de a. Il y aurait donc un effet dominant pour les 6
petits.
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On peut alors se référer aux articles suivants sur des études expérimentales avec validation nu-
mérique : Ngan et Dussan V. [55] , Dussan V. et al. [25], Kondic [45] et Snoeijer et al. [68].

Pour des études de la forme de la surface libre, on peut citer Troian et al. [71], Goodwin et Homsy
[33], Tuck et Schwartz [72], Bertozzi [3], Buckingham et al. [12], Hocking [38], Eggers [27], Snoeijer
et al. [67], Snoeijer [66], Hocking et Davis [39] et Pismen et Eggers [57].

Des études théoriques sur I'existence d'une solution ont notamment été réalisées par Solonnikov
[69], Kroner [46] qui considere un fluide poussé dans un tube par un piston, Miinch et Wagner [53] et
Fontelos et Munoz [29] sur des problemes de glaciologie.

ans cette thése, nous allons étudier le probléeme situé au niveau de I'interface entre I'air, la sur-

face solide et le liquide. Nous souhaitons poser un cadre mathématique rigoureux a I'étude de

ce point triple qui a déja fait I'objet de beaucoup de publications. Lidée ici est de développer des

modeles de fronts en se ramenant aux articles existants et de construire des modeles pour I'étude du

front d’avancement de films minces. Ces modeles ferons ensuite 'objet de simulations numériques

permettant de tester la validité des modeles et 'influence des parametres utilisés comme par exemple

le coefficient de glissement qui est un des petits parametres du modele ainsi que le nombre capillaire

et 'angle de contact apparent. Nous nous intéresserons ici au cas d'un écoulement bidimensionnel
le long d'un plan incliné, pour un fluide newtonien.

Le modéle usuel consiste a considérer que le fluide adhére sur toute la paroi. Nous montrerons
qu’il faut séparer I'écoulement en deux grandes parties distinctes (chapitre 1 page 11) : une zone ex-
terne qui correspond a la partie amont et dans laquelle cette condition de non-glissement est valide ;
et la zone interne, proche du front, ot cette hypothése ne tient plus (voir la figure 0.2). Dans cette
seconde zone, nous proposerons de remplacer la condition d’adhérence par une condition de glis-
sement (condition de Navier [54]). Pour décrire correctement la zone aval, il conviendra de se placer
dans le repére polaire associé au front de I'écoulement. De plus, I'écoulement considéré étant incom-
pressible, il sera plus aisé de travailler en formulation « fonction courant ». Ce qui nous permettra de
simplifier la résolution du probléme. Avec ces outils de base, nous pourrons montrer que le probléeme
de Navier-Stokes, qu'on pourra simplifier en probleme de Stokes stationnaire prés du front, est mal
posé dans le cas de la condition d’adhérence, quelque soit la forme de I'interface (chapitre 2 page 23).

Avant de développer les différents modeles asymptotiques de front, nous décrirons I'’écoulement
amont «lointain », qui sera vu comme une condition de raccord a I'infini pour le modele de front (cha-
pitre 3 page 43). Il s’agira donc de décrire un écoulement sans front, infini de chaque coté. Pour cette
these, nous nous sommes limité au cas des fronts pour films minces. Nous expliquerons comment
obtenir un systéme de type Saint-Venant (Shallow-water models) a partir des équations de Navier-
Stokes a surface libre dont la structure est la suivante :

ht +gx = 0
2 o 1(; 3
q:+ (q_ +p (h)) —K=hhyxx=—= ()thinw - —Z)
h x P B h
avec 3, 4, k des nombres adimensionnels. La limite f — 0 donne alors une équation des ondes sur
la hauteur du fluide, on peut se référer aux articles de Lighthill et Whitham [48] et Benney [2] pour
plus de détails. Comme le film est par définition mince, et en faisant certaines hypotheses, il sera
alors possible de résoudre asymptotiquement les équations de Navier-Stokes autour de la solution
d’équilibre. Ce développement se fera par rapport a un petit parametre £ = %, appelé parametre
onde longue, qui est le rapport entre la hauteur et la longueur caractéristiques du film. La solution
ainsi obtenue, injectée dans les équations de Navier-Stokes moyennées sur la hauteur, donnera des
modeles a deux équations, de type Saint-Venant, sur la hauteur et le débit.
Létude d’'un film mince (sans front) étant faite, nous étudierons ensuite le probleme au niveau du
front d’avancement (chapitre 4 page 65), ce qui peut aussi étre vu comme le front arriére de 'écou-



lement en prenant la vitesse moyenne du front U, = -Uy. Ce probleme sera étudié en différentes
zones, en effet nous allons utiliser une condition de glissement qui permettra d’avoir un glissement
du fluide sur le fond solide tres pres du front mais ce glissement s’annulera ensuite en s’éloignant
du front pour retrouver une condition classique d’adhérence. On disposera alors de deux (chapitre 5
page 75) ou trois (chapitre 6 page 143) zones d’études selon les hypothéses de raccord faites :

Forme de la surface libre

gl et
P _ / QR‘v . ex

/ 'Q,;,,,t ")

FIGURE 0.2: Front d’avancement du fluide

ou Q;,; estla zone interne, proche du front, Q. la zone externe, loin du front (c’est celle qui va
se raccorder au film mince), et Q la zone de raccord qui est commune aux deux zones précédentes.

Nous allons alors utiliser la formulation en fonction courant pour résoudre ces différents pro-
blemes. Nous réaliserons ensuite un développement asymptotique raccordé en fonction d'un se-
cond petit parametre, le nombre capillaire du front C, f << 1. Nous passerons ainsi d'un probleme
de Navier-Stokes aux équations de Stokes stationnaires et nous ferons une étude en deux zones de
raccord du front d’avancement si le terme Cg, ¢ |ln ,6| « 1, ou B est le coefficient de glissement et est

le troisieme petit parametre de notre modele. Notons que le nombre capillaire Cy ¢ = % est un pa-
rametre qui permet de quantifier la vitesse moyenne du front Uy (avec p la viscosité dynamique et
« la tension de surface), donc si celui-ci est faible et si § n’est pas trop petit, on a alors un raccord
assez simple des inconnues. Mais si C,, f |ln ﬁ| ~ 0 (1), lazone de glissement est alors plus importante
et/ou la vitesse plus élevée, nous serons alors obligés de faire un raccord en trois zones. Dans la zone
intermédiaire ou zone de raccord, le glissement constant de la zone proche du front, tendra vers zéro
pour se raccorder a la zone loin du front, la zone de non-glissement.

Dansla derniere partie de cette thése, nous combinerons ’étude du film mince (cf partie Il page 39)
ainsi que I'étude du front d’avancement (cf partie I1I page 61) de maniere a pouvoir décrire 1'écoule-
ment d’'un film liquide mince présentant un front d’avancement. Nous étudierons alors I’écoulement
d’une goutte de liquide sur un plan incliné ce qui peut étre vu comme une rupture de barrage a une
échelle microscopique. Nous proposerons un modele simplifié de type Saint-Venant avec glissement
permettant de retirer la singularité du front et qui nous permet de retrouver un systeme Saint-Venant
classique lorsque 'on fait tendre le terme de glissement vers zéro. Nous nous ramenerons alors a un
modele a une équation sur la hauteur du fluide : équation de Benney associée au modele de glis-
sement proposé et qui nous permettra de comparer nos résultats notamment a ceux de Bertozzi et
Brenner [4], Kondic [45], Troian et al. [71], Whitham [75] qui font une étude sur un modele basé sur
de la lubrification (angle apparent petit) et sans glissement, ce qui les oblige a utiliser un film pré-
curseur dans leur étude. Notre principal apport est le développement de modeles de frottement sur
front sec dans le cadre de la théorie de la lubrification, modeles qui sont compatibles avec les modeles
existants de la littérature.
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I - Introduction aux écoulements du type Navier-Stokes 9

ans cette partie, nous nous intéressons a la dynamique des écoulements en deux dimensions

lelong d'un plan incliné, pour un fluide newtonien. Nous allons introduire le systéme d’équa-

tions de Navier-Stokes régissant1’écoulement d'un fluide newtonien a surface libre s’écoulant

sur un plan incliné et soumis aux effets de la gravité. Ceci va poser la base de tous les calculs effectués
par la suite. En effet le modele usuel consiste a considérer que le fluide adhére sur toute la paroi.

Dans le chapitre 1, nous montrerons qu’il existe différentes conditions limites sur la paroi so-
lide : la condition classique d’adhérence et une condition de glissement (condition de Navier [54]).
En effet par la suite, nous verrons que la condition classique d’adhérence au fond n’est pas valide au
niveau du front d’avancement d’un fluide. Il faudra donc séparer I'écoulement en deux grandes par-
ties distinctes : une zone externe qui correspond a la partie amont et dans laquelle cette condition
de non-glissement est valide ; et la zone interne, proche du front, ol nous remplacerons la condition
d’adhérence par une condition de glissement (cf partie III page 61). Dans ce chapitre, nous présente-
rons le systéme a résoudre en coordonnées polaires qui sont plus pratiques pour décrire correctement
la zone aval. De plus, I'’écoulement considéré étant incompressible, il sera plus aisé de travailler en
formulation « fonction courant ». Ce qui nous permettra de simplifier la résolution du probléme.

Dans le chapitre 2 page 23, avec ces outils de base, nous pourrons montrer que le probleme de
Navier-Stokes, qu’on pourra simplifier en probleme de Stokes stationnaire prés du front, est mal posé
dans le cas de la condition d’adhérence, quelque soit la forme de I'interface. Nous verrons alors que
I’énergie visqueuse prés du front est infinie d’ol1 la singularité de la solution obtenue avec adhérence
au fond. Ce qui justifiera l'utilisation d’'un condition de glissement prés du front d’avancement du
fluide. L'introduction de cette condition nous obligera a faire une étude du probleme en différentes
zones et ainsi & découper le domaine ol se trouve le fluide en deux ou trois sous-domaines d’étude
(cf partie 111 page 61).
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ans ce chapitre, nous allons écrire le systeme équations de Navier-Stokes ainsi que les conditions
limites nous permettant d’étudier I'écoulement d'un fluide newtonien incompressible a surface
libre s’écoulant sur un plan incliné. Or la condition classique de non-glissement n’est valide que loin
du front d’avancement du fluide (cf chapitre 2). Nous introduirons alors la condition de glissement
qui remplace la condition d’adhérence au niveau de la surface solide et qui permettra de retirer la
singularité présente au niveau du front. Ceci imposera d’étudier le probleme sur ces différentes zones
séparément puis de les raccorder et ainsi de faire une décomposition du domaine. Nous écrirons
alors le systéme obtenu en coordonnées polaires qui sont plus pratique pour étudier la zone du front
et nous nous mettrons dans le repére du fluide pour étudier le probléme en formulation courant, ce
qui rendra I’étude plus aisée. En effet cela nous permettra dans la suite de séparer la résolution de la
vitesse et de la pression.

Sommaire
1.1  Etablissement des équations dans le repére cartésien . . ... ............. 11
1.2 Conditiondeglissement. . . . . . . .. ... e 14
1.3 Encoordonnéespolaires ... ... .. .. ... ... ... 16
1.4 Décompositiondedomaine . ... .. .. ... ... .. ... .. . o 19
1.5 Changementderepere. . . . . . . . o i i v i it it e e e e 22
1.6  Principe delaformulationcourant . .. ... .. ... .. .. ... .. ... 22

1.1 Etablissement des équations dans le repére cartésien

On s’intéresse ici a I'écoulement d'un fluide parfait, newtonien et incompressible, sur un plan
incliné non rugueux faisant un angle w € [0,7/2] avec 'horizontale, sous I'effet de la gravité.
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FIGURE 1.1: Film liquide sur un plan incliné

Laphase gazeuse au dessus du fluide est supposée sans masse, non visqueuse et soumet le fluide a
une pression p,;, (qui peut étre considérée nulle). Les effets thermiques sont négligés. L'écoulement
de ce fluide est donc régi par les équations de Navier-Stokes.

Les équations sont écrites dans le systeme de coordonnées cartésiennes (x, z). Les inconnues sont
la vitesse U (x, t, z), la pression p (x, t,z) du fluide ainsi que la forme de la surface libre / (x, 1), c’est-
a-dire la forme de l'interface air/fluide. Les équations régissant I'écoulement dans le volume sont :

+ Equation de conservation de la masse :

(Eq1):V-U(x,t,2)=0

« Equation de quantité de mouvement :

1
(Eq2):0:U(x,t,2)+ V- |U(x,t,2)® U (x, t,z)—;T(x, t,2)| =8

Le fluide est soumis aux conditions limites suivantes :

e sur la paroisolide I'; :

o Condition de non-glissement/adhérence :
(D:U-7#=0 enz=0
(2:U-T=0 enz=0

e alinterface aveclairI', :

o Condition d’'imperméabilité :

(3):U-7ig=Ug-figg enz=h(x, 1)

Cette condition traduit I’absence de transfert de masse a la surface libre.
o Continuité des contraintes :

T-iig = (kCourb — pagm) - 7isi en z = h(x, t) (1.1

12



1.1. ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DANS LE REPERE CARTESIEN

* Continuité des contraintes tangentielles : En réalisant le produit scalaire de 'équation
(1.1) avec %y, et en utilisant 'orthogonalité de 7 et 7, on peut écrire :

(4) : [T-7ig)-tg=0enz=h(x,0
* Continuité des contraintes normales : De méme en réalisant le produit scalaire de I'équa-

tion (1.1) avec 7ig; :

(5) : [T - 7ig)] - igy = xCourb (X) — parm en z = h(x, t)

T(x,1,2) =-px,t,2) 1 +p[VU(x,t,2) + (VU (x,1,2)"] = =p(x,t,2) 1 + 2uD (U (x, t,2)) est le
tenseur des contraintes,

1
D(U) = 5 [V Ux, t,z2)+ (VU (x,t,2)} ] la partie symétrique du tenseur des contraintes visqueuses,

1 représente la matrice identité,
2Uy Uy + Wy

Uv:#(VUHVU)t):“( Ugr Wy 2W;

le tenseur des contraintes visqueuses,

1L et p sont respectivement la viscosité dynamique et la masse volumique du fluide,

o g représente la gravité,§ = — gy [sinwé, + coswé, | = —goVG (x,z) oll gy est la constante gravi-

tationnelle et G (x, z) = xsinw + zcosw,

— 0 . , .
Us = ( h ) est la vitesse d’avancement de la surface libre,
t

_3
Courb (x) =82, h (x, 1) (1 + (01 (x, 1))?) 2 représente la courbure,

¢ Kk estla tension de surface,

Parm €stlapression atmosphérique au niveau de la surface libre,

- 0 > 1 . . -
n= ( 1 ) et = ( 0 ) qui sont respectivement la normale unitaire sortante et la tangente

unitaire orientée dans le sens contraire a ’'avancement du fluide, au niveau de la paroi solide,

- 1 _axh (x, t) - 1

fig) = ————— etiy =
V1+0.h(x,1)? 1

1
1 = —/—m—-res sontres ectivement la nor-
S T nhmn) ( dxh(x, 1) ) p

male unitaire sortante et la tangente unitaire orientée dans le sens contraire a 'avancement du
fluide, au niveau de la surface libre. Elles sont représentés sur la figure 1.2 :

Fluide : u, u, p
a
ACEURERE R L EL TR S AR L RS S EUURURURRN SCUUR RS
i

FIGURE 1.2: Orientation des normales et tangentes unitaires aux bords du domaine
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CHAPITRE 1. ECOULEMENTS DU TYPE NAVIER-STOKES

On peut donc écrire le probléme sous la forme suivante :

Equation de conservation de la masse :
(Eq1):V-U(x,£,2)=0
Equation de quantité de mouvement :

1
(Eq2):0,U(x,t,2)+ V- [U(x, tL,2)eUx,t,z2)-—T(x,1,2)| =8
0

Condition de non-glissement :
M:U-n=0 enz=0
(2):U-T=0 enz=0
Condition d’imperméabilité :
B):U-fig=Uy-figenz=h(x,1t)
Continuité des contraintes tangentielles :
4): [T -figl-fg=0enz=h(x,1)
Continuité des contraintes normales :
(5) : [T - 7igy] - igy = xCourb (X) — parm en z = h(x, t)

TABLE 1.1: Systéme en coordonnées cartésiennes

ol les inconnues sont le champs de vitesse U (x, t, z), la pression p (x, ¢, z) etla forme de la surface
libre h (x, £). Sous forme développée, on a:

Equation de conservation de la masse :
(Eql):V-Ul(x,t,2) =0
Equation de quantité de mouvement :

1
(Eq2):0,U(x,t,2)+V- [U(x, LU, t,2)-—T(x,t,2)|=§
0

Condition de non-glissement :
M :w(x0)=0
2):u(x0)=0

Condition d'imperméabilité :

B):hi+ulx,h)hy=w(x,h)
Continuité des contraintes tangentielles :
@) : (1-h2) (uz (x, h) + wy (x, h) — 4hyuy (x,h) =0
Continuité des contraintes normales :

2 _3
(5) : —2uuy (x, h) % =xkhyx (1+h2) 2+ p(x,h)

TABLE 1.2: Systéme développé en coordonnées cartésiennes

1.2 Condition de glissement

Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, on décide de changer la condition limite d’adhé-
rence au fond : (2) : U-7 =0, qui ne se raccorde pas avec les conditions limites sur la surface libre, par
une condition de glissement. Cette condition limite permettra au fluide de glisser sur la paroi pres
du front d’avancement mais loin du front celui-ci ne glissera plus. On retrouvera alors une condition
de non glissement standard. La condition de glissement que nous allons utiliser est aussi appelée
condition de Navier [54] et s’écrit en dimensionné, telle que :

14



1.2. CONDITION DE GLISSEMENT

2 :U-T+ [T-#]-T=0enz=0

Kr(h)
0

-1
e en coordonnées cartésiennes :

o - 1 s
avec ii = ( ) etf= ( 0 ), cette condition s’écrit :

u—Ldzu:Oenz=0avch:( u)
K f (h) v
» en coordonnées polaires :
Uy — 6¢u,=0en</>=0avch:(ur)
T'Kf(h) Ugp

ou k¢ (h) est une fonction positive qui représente le frottement au font. ﬁ représente alors le

glissement et est une fonction valant une constante notée « € R** au niveau du front d’avancement
du fluide et 0 loin du front de maniére a retrouver une condition de non glissement, c’est a dire :

0 pourz=0, d(f)<x loin du front
— = f(x) pourz=0,1(f)<x<d(p)
Krth a pourz=0,0<x<1(f) pres du front

ol [(B) < d(pB) sont les bornes des zones de I'étude (définie dans la partie 1.4), f le coefficient de
glissement et f (x) € [0, @] est une fonction décroissante. On peut donc poser :

PRI

avec y une fonction de troncature valant 1 prés du front et 0 loin du front. Ainsi lin}) B =
X— Kf

e R** est la longueur de glissement et le coefficient de glissement  correspond a cette longueur de
glissement adimensionnée.
On est alors dans la configuration suivante :

ua

U-iig=Ug -1

[T.
[T.rig] - 1t = & Courb—="Paim

Fluide : U, u, p

U-ii=0
U -t+ ax(r)[T-A]£=0

Iy

FIGURE 1.3: Ajout de la condition de glissement

Remarque. Notons que nous utiliserons les deux notations suivantes pour le glissement : ay (r) =
1
xp(h)®

15



CHAPITRE 1. ECOULEMENTS DU TYPE NAVIER-STOKES

Le systeme avec condition de glissement est alors le suivant :

Equation de conservation de la masse :
(Eq1):V-U(x,£,2)=0
Equation de quantité de mouvement :

1
(Eq2):0,U(x,t,2)+ V- |U(x,t,2)®U (x,t,2) ——T (x,1,2) | = &
0

Condition de glissement :
D:U-n=0 enz=0
@) : U-?+m[T-ﬁ]-f:0 enz=0
Condition d’imperméabilité :
(3):U-fig=Ug-figgenz=h(x,1)
Continuité des contraintes tangentielles :
(4) : [T -#ig)l-fg=0enz=h(x1)
Continuité des contraintes normales :
(5) : [T 7ig] - 1igy = xCourb (X) — parm en z = h(x, t)

TABLE 1.3: Systéme avec condition de glissement

Pour U = (u, w) T, sous forme développée, on a :

Equation de conservation de la masse :
(Eql):V-Ul(x,t,2)=0
Equation de quantité de mouvement :

1
(Eq2):0,U(x,t,2)+V- [U(x, t,2)oU (x, t,z)—;T(x, 1,z)|=8

Condition de glissement :

1) :w(x,0=0

@) : u(x,0) + %uz(x,O) =0
Condition d'imperméabilité :

B3): he+ulx,h) hy=w(x,h)
Continuité des contraintes tangentielles :
@) : (1—R2) (uz (x, h) + wy (x, h) — 4hyuy (x,h) =0
Continuité des contraintes normales :

(5) 1 ~2pata (5, 1) 25 = sy (14 12) 72 4 p (B

1-h2

TABLE 1.4: Systeme développé avec condition de glissement

1.3 En coordonnées polaires

Les équations sont maintenant écrites dans le repeére polaire (7, ), les inconnues sont la vitesse
u (r, o, t) et la pression p (r, b, t) du fluide ainsi que la forme de la surface libre 6 (7, ) . Sur la figure
suivante, on peut observer le front d’avancement d'un fluide de densité p et de viscosité dynamique

U, avancant a une vitesse moyenne U .

16



1.3. EN COORDONNEES POLAIRES

Uity = Uity
Ty« [Tiig)dy =0
[T.1g).1q = Kk Courb

r, Uf=0 :
VUR T -] - t)rp(h) =0

FIGURE 1.4: Représentation du probléme étudié

On notera ) le domaine occupé par le fluide tel que::

Q={(r,¢, 1) eR*/120,0=r<hp(1) et0=p=<0(r,0)}

avec hiy (1) lalongueur caractéristique du fluide. Le mouvement du fluide est caractérisé par sa vitesse
U (r,¢, t) et sa pression p(r,¢, t) qui sont régies par les équations de Navier-Stokes en coordonnées
polaires sur le domaine Q :

Equation de conservation de la masse :
(Eql):V-U(r,¢,1)=0
Equation de quantité de mouvement :

(Eq2):0,U(r,¢,t)+V- [U(r,(p, Heu(r,d¢, t)—%T(r,(p, =g

Condition de glissement :
LH:U-n=0 en¢p=0

) :U-i+ [T-7]-I=0 en¢=0

Kr(h)

Condition d’'imperméabilité :
B):U-fig=Uy-figenp=0(r,t)
Continuité des contraintes tangentielles :

(4): [T -Higl-ig=0en¢p=0(r,1)
Continuité des contraintes normales :

(5) : [T - 7ig) - 1igy =xCourb (1, £) — parmen ¢ =0 (r, t)

TABLE 1.5: Systéeme complet polaire

ou:
o Courb (1) représente la courbure. On sait que la courbure en coordonnées polaires paramétrée
par t est telle que :

r(£)0,r (£)0%,0 () +2(0,r (1)?0,0 (1) — 8,7 ()21 ()0,0 (1) + % (1) (0,0 (1)*
(@1 ()% + 1 (D%(8:0 (1)?)

Courb (¢) =

3
2
orsir=r,alors d,r (t) =1 et d%r (¢) = 0, alors pour un temps donné :

rd2,0 (r) +20,0 (r) + 2 (0,0 (1)°

Courb (r) = 3
(1+(ro,0(r)?)?

17



CHAPITRE 1. ECOULEMENTS DU TYPE NAVIER-STOKES

Ce que l'on retrouve avec la formule suivant en polaire :

1. o
Courb (r) = —;V(w) - (riigp)

issue de Oron et al. [56] apres passage en polaire,
o g représente la gravité,g§ = —goVG(r,¢) ol g est la constante gravitationnelle et G (r,¢) =
rsin(w+¢),

R 0 - . . ..
o n= ( 1 ) et t = ( 0 ) qui sont respectivement la normale unitaire sortante et la tangente
unitaire orientée dans le sens contraire a 'avancement du fluide, au niveau de la paroi solide,
. 1 ( —-1r0,0(r, 1) ) R 1
et

O Ngy =
\/1+r2 0,0 (r,1)? 1+72(0,0(r, 1)
pectivement la normale unitaire sortante et la tangente unitaire orientée dans le sens contraire
al’avancement du fluide, au niveau de la surface libre (cf figure 1.5).

sl —

1
( 10,0 (r, 1) ) sont res-

o Us; = —upéy ol 1y = 0 est la vitesse moyenne du fluide et &, est orienté vers le fluide. On peut
remarquer qu'en ¢ =0, é; = &, donc Us; = —upé, en ¢ = 0.

Les normales et tangentes unitaires aux différentes surfaces sont représentés sur la figure sui-
vante :

t
e,
n

FIGURE 1.5: Orientation des normales et tangentes unitaires aux bords du domaine

Remarque. Notons que le gradient de U s’écrit en coordonnées cylindriques :

1
Orur ~(Opur—up) Ozt ur (1, 1)
VU= 6,up —(0pup+ur) 0zup |ouU(r,p,t)=| ug(r.¢,t)
r 1 uz (r;(,br t)
0y, ;6(/)142 0 U,

1
ar ur - (a(/; ur - u(/))
en coordonnées cylindriques et donc en polaire, on a donc VU =

O,u(p (6¢,u¢,+ur)

r
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1.4. DECOMPOSITION DE DOMAINE

Sous forme développée, le systéme s’écrit :

Equation de conservation de la masse & de quantité de mouvement :
(Eql):V-U(x,1,2)=0

1
(Eq2):0,U(x,t,2)+ V- |U(x,t,2)® U (x, t,z)—;T(x, 1,2)|=8

Condition de glissement :

1 : Ugp (r,0,t)=0
@ : #%ur (r,0,8) = u, (r,0, )
Condition d’imperméabilité :
3) : ugp(r,0(r,0),0)—r8,0(r,0u, (r,0(r,1), ) =U- iy
Continuité des contraintes tangentielles :

(r,0(r,0),1)

1 1
@: 0=[1-r*©@,0(r,0)?] [;ad,u, — —tp+0rup

+20,0 (r, 1) [0p g + ur — 10y uy | (r,0(r, 1), 1)
Continuité des contraintes normales :

1
2;1{1‘2 0,0 (r,0)?0,u, +0,0(r, 1) [up —Opur —r0rug| + . [ur +0¢u¢,]}(r,9(r, 0,1

5):
® 1+712(8, (r,1)?

_ TO5 (0420, (r,0) + 1% 0y (r, 1))

+ p(rra(r, t)) t) - patm

3
2

(1+ (ro, (r, 1)?)

TABLE 1.6: Systeme complet polaire développé

1.4 Décomposition de domaine

Lintroduction de cette condition de glissement nous permet de décomposer le probleme en plu-
sieurs zones de résolution qui n’auront pas les méme conditions limites. Ce probléme est alors divi-
sible en deux sous-problemes devant étre résolus chacun sur une partie du domaine Q, I'une situé
loin du front et I'autre prés du front d’avancement du fluide. En effet la condition limite (2) adimen-
sionnée s’écrit :

—Bx (T (r,0,0)-7l-F=u(r0,1)-i—1
oltles bornes [ () et d () seront a déterminer lors du raccord des solutions. Ainsi pres du front, pour
re [0, l (ﬁ)], la condition (2) sera une condition de glissement :
—BIT(r,0,8)-71]-T=u(r,0,8)- -1

loin du front, on aura une condition de non-glissement classique :

u(r,0,t)-f=1

et dans la zone de raccord, ces deux conditions devront coexister grace a la fonction de troncature y.
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CHAPITRE 1. ECOULEMENTS DU TYPE NAVIER-STOKES

x(r) | | .
1 ! i forme du front d’avancement
Zone interne 3 /
3 3 Zone externe
0 1 S
1(B) d(B3)

FIGURE 1.6: Fonction y (r) et zones du développement

On peut alors diviser le domaine Q = {(r,¢, 1) eR3*/r=0,0<r < hy(r) et0<¢p<0(r,1)}endeux
zones principales qui sont chacune caractérisées par une longueur :

* hy (1) quiestlalongueur caractéristique du fluide et

[ ] ﬁ = au

hy (1)

11 est difficile de construire une approximation de la solution sur le domaine Qp qui reste valide
a I'infini. On introduit alors deux longueurs caractéristiques qui vont nous aider une visualisation
plus concréte du domaine extérieur et intérieur et a comprendre comment se fait le raccord entre les
descriptions de la solution entre ces différentes zones.

On définit donc les deux longueurs suivantes :

ol ap estlalongueur de glissement et L la longueur caractéristique du front.

« [(p) distance minimale jusqu'a laquelle la description de la solution en variables rapides est
valide,

e d(f) distance minimale a partir de laquelle la description en variables lentes a un sens (avant
ce point, la solution a un comportement qui peut étre plus facilement décrit en variables ra-
pides).

Dans ce type de situation, il est naturel de supposer que I (f) et d () sont deux fonctions continues
de B a valeurs strictement positives vérifiant :

e 0<[(B) <d(p) <L qui, comme on le verra dans la suite, permet a la zone de recouvrement
d’exister,
l
e limd(B)=0et lim(—ﬁ) = +00
p—0 p—0 P
On définit alors ces deux zones telles que :
* Qin = QN By(p) qui est un voisinage de l'origine, ot B, = {(r,¢) eR?/ [r|<aet0<$p<0(r)}

est un secteur de la boule de R? de rayon a et de centre l'origine du repére, pour la norme
euclidienne. Ainsi Q;,; = {(r,¢) € Q/r € [0,d (B)], ¢ € (0,0 ()1}, ce que I'on représente tel que :
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1.4. DECOMPOSITION DE DOMAINE

FIGURE 1.7: Domaine Q;,;

Dans le domaine Q;,;, on écrira les inconnues en fonction de la variable rapide R = 8 !r.

* Qexr = Q\ By(p) le domaine extérieur ot I'on cherche un développement asymptotique des
inconnues en variables lentes. Donc Qex; = {(r,¢) € Q/1 € [I(B),+0o[, ¢ € [0,0 (M1}, ce quel'on
représente tel que :

FIGURE 1.8: Domaine Qgy;

Ces deux domaines ont donc une partie commune notée Q = Qi NQexr = {(r,¢) € QIre [1(B),d (B)]}
qui est la zone de raccord entre les deux domaines précédents :

FIGURE 1.9: Domaine de raccord Qg

otiona:

1(B)<r<d(p)et0<s¢p=<06(r)
1p) . _d(p)

<R<——et0=s¢p=<6(r)
5 5 ¢
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CHAPITRE 1. ECOULEMENTS DU TYPE NAVIER-STOKES

Ainsi grace aux propriétés de [ (f) et d (), %iné r=0et kin(l)R = +00. On s'attend alors a ce que la

solution exprimée en variables rapides au voisinage de l'infini se raccorde avec la solution exprimée
en variables lentes au voisinage de I'origine.

1.5 Changement de repere

Dans la suite, nous utiliserons le changement de repére qui consiste a se mettre dans le repére du
fluide. C’est donc la paroi qui va avancer, le fluide ne se déplace plus mais il y a toujours un champ de
vitesse i a l'intérieur du fluide. On pose donc @ = U — Uy; ol @ est la vitesse dans le nouveau repére.
Si 'on est en stationnaire, la vitesse normale au bord est alors nulle sur toutes les frontieres et les
équations de volume ne changent pas.

1.6 Principe de la formulation courant

Dans le repere cartésien, pour un fluide incompressible ayant un champ de vitesse u(x,y,z) a
divergence nulle, il existe un vecteur potentiel que I'on notera A(x, y, z), tel que :

0yAz(x,y,2)—0:4, (x,y,2)
u(x,y,2)=VAA(x,y,2)=| 0;Ax(x,y,2)—0xAz(x,y,2)
0xAy(x,y,2) -0, A« (x,7,2)

Pour un écoulement bidimensionnel, on a u(x, y, z) = 0 et invariance par translation suivant z
c’est adire 3, = 0. On peut alors choisir un vecteur potentiel A(x,y,z) = A(x,y) = (0,0, (x,y)) ainsi:

ayW(er)
u(xy)=VaA(x,y)=| -oxy(x,y)
0

On peut alors faire de méme en coordonnées polaires ol1 on aura :

%a(,,Az (r,¢,2)—0,A¢ (1, ,2)
u(r,¢,z2)=VaA(r,¢,z)= 0 A; (r,¢,2) -0, A, (r,¢,2)
100 (rAg (1, 9,2)) =0y Ar (1., 2)]

On considere alors un écoulement bidimensionnel avec u; (r,¢,z) = 0 et invariance par trans-
lation suivant z c’est a dire 9, = 0. On peut alors choisir un vecteur potentiel A(r,¢,z) = A(r,¢) =

(0,0, (r,¢)) ainsi:

ur(r,9) %%W(r"f’)
u(r,d)=| up ((:,d)) =VAaw(re)é)=| ~a.y(r¢)
0

ol on retrouve les mémes signes qu’en cartésien. Ici on n'utilise pas la composante suivant z, on aura
donc:

wlrd) ) ~oyw (r.9)
ay _arW(r’(/))
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CHAPITRE

EXISTENCE ET UNICITE

ci nous allons étudier les problemes se situant au niveau du front d’avancement, en effet les condi-
tions limites appliquées au film mince ne peuvent pas se raccorder en un unique point représen-
tant le contact entre trois milieux solide/liquide/gaz. Nous montrons que la solution obtenue dans
un diedre a une énergie visqueuse infinie et en utilisant les résultats de Solonnikov [69] nous montre-
rons que pour une surface libre quelconque la condition d’adhérence est de base incompatible avec
un front. Nous étudierons ensuite l'utilisation d'une condition de glissement prés du front qui per-
mettra le raccord avec la condition d’adhérence loin du front et nous donnera un cadre propre pour
construire plus tard différents modeles de front.
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2.1 Probleme de Stokes stationnaire avec adhérence au fond

Pour commencer, étudions le probleme de Stokes stationnaire dans le cas ou le fluide adhere a la
surface solide. Le probleme d’existence et d'unicité se situe plus particulierement au niveau du front
d’avancement du fluide, nous allons donc passer en coordonnées polaires qui sont plus pratiques
pour étudier cette zone. Linconvénient majeur de notre probléme est quel’on ne connait pas la forme
de la surface libre du fluide étudié. Une premiere approche est de considérer dans un premier temps
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CHAPITRE 2. EXISTENCE ET UNICITE

que cette surface est plane de maniere a simplifier le probléme pour pouvoir le résoudre, c’est a dire
0 (r) =0, alors la courbure est nulle et on se situe dans le cas suivant :

Ty« [

Fluide

FIGURE 2.1: Probleme dans un diedre

N

0 - 1
oll iig) = ( 1 ) et fy = ( 0 ), le probléme a résoudre est alors :

Equations de conservation de la masse & quantité de mouvement :
(Eql):V-U(r,¢p)=0
(Eq2) : uAU (r,¢) -Vp(r,¢) = p&
Condition de non-glissement :
M&2):U=0en¢=0
Condition d’'imperméabilité :
B):U-ng= Usl'ﬁsl en¢p=0
Continuité des contraintes tangentielles :
(4): [T-7igl -ty =0en¢p=0
Continuité des contraintes normales :
(5) : [T -Tigl - it = —Parm en ¢ =0

TABLE 2.1: Probleme de Stokes stationnaire dans un diedre

2.1.1 Etude variationnelle

Pour avoir existence et unicité d’'une solution H' a notre probléme, il faut que le probléme soit
variationnel mais aussi que I’on ait continuité des conditions limites. Ici nous sommes dans le cas ot
I'on considére le probleme précédent (2.1). On sait selon le théoreme 3.1 page 23 du Lions et Magenes

[49] que si U € (H! (Q))2 alors U € C° (Q; H%). Or ici u n'est pas continue sur I' donc uyr ¢ H? et

donc on ne peut pas trouver de champ U € (H! (Q))2 pour ce probléeme. On peut facilement voir
que dans le systeme précédent, il n'y a pas raccord de la vitesse normale sur le bord du domaine, la
solution obtenue en résolvant ce systéme de peut donc pas étre dans le domaine H' (Q2). On peut
aussi observer ce résultat numériquement. Nous allons utiliser la fonction courant pour résoudre ce
systeme.

24



2.1. PROBLEME DE STOKES STATIONNAIRE AVEC ADHERENCE AU FOND

2.1.2 Solution analytique
2.1.2.1 Changement de repére

On décide de changer de repere, on se met alors dans le repére du fluide. C’est donc la paroi qui va
avancer, le fluide ne se déplace plus mais il y a toujours un champ de vitesse i a I'intérieur du fluide.
On pose donc it = U — f]sl ou i est la vitesse dans le nouveau repére et dans ce cas 1731 est constant
dirigé dans le sens de I’écoulement. Donc on peut prendre Usl = —upéy, avec Uy la vitesse moyenne
d’avancement du fluide et on a alors U s1-n=0et (731 -T=—uy. Le probléme est le suivant :

Equations de conservation de la masse & quantité de mouvement :
(Eq1): V-a(r,¢)=0
(Eq2) : pAa(r,¢)-Vp(r.¢) = pg
Condition de non-glissement :

D :-n=0 enp=0
@:a-t=-Ug-i=uy end=0
Condition d’'imperméabilité :
(3):1@-7ig=0en¢p=0
Continuité des contraintes tangentielles :
(4): [T-Higl-tg=0en¢p=0
Continuité des contraintes normales :

(5) : [T- 7] - gy =xCourb (r) — parm en ¢ =0

TABLE 2.2: Probleme de Stokes stationnaire dans le repére du front

2.1.2.2 Passage en formulation courant
Comme V- u(r,¢) = 0 (en omettant les), on peut introduire v (r,¢) la fonction courant associée

1 T
au(r,¢) telle que u(r,¢) = (ur (r,¢), up (r,<p))T =rot (y(r,¢)&;) = ;6¢1//(r,<p),—6r1//(r,(p) (voir

chapitre 1.6). Léquation (Eq1) est donc directement vérifiée. En appliquant I'opérateur rotationnel et
divergence a'équation (Eq2), on obtient les équations (Eq2.1) et (Eq2.2). Le probléeme s’écrit alors :

Equation de conservation de la masse & de quantité de mouvement :
(Eql): u=rot (y(r,¢)é;)
(Eq2):  pAU(r,¢)-Vp(r.¢)=pg
(Eq2.1): A%y (r,¢)=0
(Eq22): A(p+pgeG)(r,¢)=0
Condition de non-glissement :
1) :0,¢(r,00=0 en¢g=0
(2) : 0pyw (r,00=1 en¢=0
Condition d’'imperméabilité :
3):0,;y(r,0)=0eng¢=0
Continuité des contraintes tangentielles :
4) : aé(pu/(r,e) =0en¢p=0
Continuité des contraintes normales :

2C,

(5) : =2 |20y y — 05 | (r,0) = p(r,0) = parmen p =6

TABLE 2.3: Probléme de Stokes stationnaire dans un diédre en formulation courant
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2.1.2.3 Résolution

(r, gb) est solution d'un bilaplacien sans terme source et doit vérifier les conditions limites sui-

vantes :

r { M: o,ry(r,d)=0 en¢=0
1@ dpw(r,g)=r endp=0
T @) : 0,y(r,¢)=0 en¢p=0
2°] @: v (rd)=0 en¢=0

Dans la littérature, les auteurs utilisent une résolution par séparation de variables qui permet de

trouver la solution dite « singuliére ». Nous proposons ici d’utiliser les espaces de singularité présentés
par Makhlouf [51] dans sa these.

26

« Introduction aux espaces S* d’Makhlouf

Sur les domaines de type secteur angulaire K,, ou w est 'angle d’ouverture du domaine, on
considere I'espace vectoriel complexe .#* (K,,) défini, pour y € C, par Dauge [16] et Caloz et al.
[13]:

m<oo

FH(Ky) = {s €EC K IS(r,p) =1 Y pm(P)In"r, prme€™ ([o,w])}, 2.1)
m=0

ot Y "< p,, (¢)In" r = P(Inr,¢) désigne un polyndome en Inr a coefficients € sur [0,w] en

¢, il s’agit de la partie logarithmique de S € #* (K,).

Il montre alors que le laplacien est surjectif de 'espace .#* (K,,) dans .#*~2(K,,) et que son

noyau est 'espace vectoriel engendré par la famille :

{ o’ r cos (A¢) |/l:u , 04 r*sin (A¢) |A:#} .
n=

On note alors .#% (K,) le noyau de 'opérateur A" dans I'espace .#* (K,,) :

FE (Ky) ={Se #H (K,)|A"S =0}

H — A A i
donc .#) (K,) = Vect ({ 071" cos (A¢) |/1:,u , 071" sin (A¢) |/1=ﬂ}nzo)'
Le corollaire 3.2.11 de Makhlouf [51] assure que pour tout entier n et tout complexe p, 'opéra-
teur A” est une application linéaire surjective de .#* (K,,) dans ##2" (K,).
Selon la proposition 3.2.15 de Makhlouf [51], soit 7 un entier =0, on a:

n-1 .
,]f,l; (Kp) = Z 7‘2] (,]flu & (Ka)))
j=0
Ainsi selon le corollaire 3.2.16 de Makhlouf [51], soit r#P (ln r,(/)) un élément de Jf# (Kp). 11
existe alors un entier p et des nombres complexes a;” et b]’.” pour0<j<petO<m=<n-1tels
que:

n—1 p
rfP(Inr,¢) = r2m

a'd’ 1 cos A

+ b}”ai rtsin (A¢) ‘/1

=u-2m :,u—Zm)

0

Calcul de la solution
On cherche  (r,¢) € S*. 1l faut maintenant trouver la valeur de p. Les fonctions S de I'espace
SH peuvent se représenter de manieére simpliste telles que :

S(r,¢) ~r#P(Inr,¢)
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Ainsi le champ de vitesse associé sera de la forme :

u(r,@) ~r*'g(Inr,¢)

ol on rappelle que :

u(r,(/)):( %OW(T»(P) )
0,y (r,¢)

Or v (r,¢) représente les singularités de la solution pres du front donc Vi € N, p—1 <0 si on
veut obtenir une vitesse qui sera singuliere proche du front. Cela ne pose pas de probleme ici
car la solution trouvée ne sera utilisée que loin du front. Si on substitue y (r,¢) par r*P (Inr, ¢)
dans la condition limite (2), on obtient :

) dpw(r,p)=r en¢p=0
< rHP(lnr,¢)=r

Ainsi g =1, on cherche alors les y (r, ¢) sous la forme :

y(r,¢)= % [6f1r7‘ (a] cos (A¢g) + by sin (A¢))]

=0

N A=n 2.2)
+ Y [0} r} (a? cos ((A—2) ¢) + b? sin ((A - 2) ¢))]
1=0

A=p

car les solutions singuliéres (proches du front) du bilaplacien sont a chercher dans cet espace.
On prendra N = 2, ce qui est suffisant pour trouver la solution unique, on peut faire les calculs
avec N > 2, ceux-ci sont plus long et compliqués mais ménent a la méme solution unique.
y (r,¢) doit alors vérifier les conditions limites suivantes :

r { (Mo : 0,y (r,p)=0 en¢p=0
Y1 @0 Oy (rg)=F eng=0
Bo: 0w (r,g)=0 en¢p=0

. (r) =
FZ'{ (4) : aé(pu/(r,(p)zo en¢p=10

On a alors comme solution :

r [¢psingsin?0 + ¢ cospsind cosd — Osin |
0 —cosfsinf

v (r.¢)=

On observe que cette solution ne contient finalement pas de terme en Inr mais elle reste sin-
guliere en r = 0. On peut alors écrire I'expression de la vitesse u(r,¢) :

sing + (¢ —0) cos¢p — cosOsin (¢p— ) — pcosH cos (p—0)

) Osind—0
u(r,¢)= (¢p—0) SiCI(l);) —Sglcose sin (¢ —6)

cosfsinf -0

Mais cette solution est non nulle au point r = 0, elle est donc singuliére en ce point et donc non
H'.
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La figure suivante donne une représentation de la solution singuliere classique u(r,¢) sur tout
le domaine d’étude :

-0.5F

FIGURE 2.2: Représentation de la solution singuliére

On observe bien la singularité a 1'origine du repere. Ceci sera corrigé grace a la condition de
glissement que 'on a ajoutée apres raccord des deux zones d’étude.

2.1.3 Expression de I'énergie visqueuse

Pour obtenir I'’équation de conservation de I'énergie, on multiplie 'équation de quantité de mou-
vement par le vecteur u. On obtient alors :

1D, ., 1 1.
-— (u")=-=Vp.u+gu+—div(o,).u

2Dt o P

olt 0 = p(Vu+ (Vu)?'). Lénergie visqueuse correspond au terme div(c,).u, en coordonnées carté-
siennes :

div(oy).u =0y [UxOxty + U085zl + 10 [Ux0 Uy + Uz0,U,]
_(u [(ax ux)z +(0x uz)z + (0, ux)2 + (0, uz)zl

-

=E,

Les termes contenus dans le deuxiéme crochet correspondent a I’énergie visqueuse dissipée que
I'on notera E,,. Ce terme est a 'origine de I'explosion de I'énergie pres du front. On s’intéressera donc
a son intégrale prés du front c’est a dire sur un domaine borné.

On peut alors calculer ce terme avec la vitesse trouvée précédemment qui faut écrire en coordon-
nées cartésiennes. On a alors :

U =urér+upép = ur(cospéy +sinpe;) + ug (—sinpé, + cos pé;)
= (uy cosp — ugsing) éx + (u, sing + ug cos ) €,

N J N J

~~ ~~
=Uy =U,

ol on €écrit u;, et uy grace a:

X
r=vVx2+2z2 CosSh = ==
{ —arctanZ sing = i
¢ =arctan = T

On a alors u = (uy, uz)T avec:
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1
U, =
7 cosfsinf -0

xsinf . . z
5 (zsin® + xcos@) + sin” @ arctan = — 9]
X

x2+z

1

Uz = :
cosfsinf -0
L'énergie visqueuse s’écrit alors :

xsin@ z
> (zcosO —sinfx) + (sin@ —cosfarctan —) sinf
X

xX2+z

4sin® 0 (2x* + z* + x%2?) [ (x* — 2%) cos? 0 + 2xzcos O sin 6 — x?]

o (x8 +4x622 + 6x%2% + 4x228 + 28) [0 — cosO'sin 0]

On integre alors E, sur la hauteur (avec 0 < 0 < %) puis sur une largeur 0 < Xpin < X < Xmax

Xmax ( [h=xtand sin?0 [ (5 + cos? 0) cosOsin6 + 30 (cos? 0 — 3)| (Xmax — Xmin) , [ Xmin
E,dz|dx= — In
x 0 360 —cosOsinf]
oll on suppose que X4y est un cutoff lié a I'’échelle macroscopique de I'écoulement. Quant a x5,
il représentera un cutoff ou la condition de non glissement ne pourra plus s’appliquer. En effet si
Xmin — 0, I'énergie dissipée tendra vers I'infini et la solution du probléme ne sera ni H', ni physique.

min Xmax

2.2 Ftude de Solonnikov : Surface libre inconnue

Dans un second temps, nous pouvons reprendre la démonstration de Solonnikov [69] ol on se
place en coordonnées cartésiennes avec la surface libre / (x) variant en fonction de x. Ici le fait d'utili-
ser les équations de Navier-Stokes ou de Stokes ne change pas le résultat. On se place dans le domaine
Qg borné par L, la ligne verticale définie par x = d € R™* ainsi que les frontieres 'y = {0 < x < d, z = 0}
etl'y={0<x<d,z=h(x)} ou h(x) >0 pour x € (0,d) et h(0) = h’(O) =0.DeplusV-U=0sur Qg,
U=0surl;etU-iig = Us-fig sur Iy. Soit 0 < { < d et Q; ={(x,2) eR**/0<z<h(x), 0<x<(}.On
peut alors intégrer I'équation V- U = 0 sur Q; (pour U = (u, w)Ty:

0 :fV-de: U-nids= U-nids+ U-ﬁds+fU-ﬁds
4Q h(rg) I L

.
=f0 Usl(f,h(())-ﬁsld§+fo Wt 2) de

or Uy (£, h(0)) - iy = afig car la vitesse de la surface libre est constante, de plus 75 = -h+0 (h'3),

h@ (12 0u(l,&r)
fo Uo 3¢, d‘fz)dz‘

donc si la surface libre varie lentement :

=

¢, h@) h@)
o<h(c)=f h(é)d£=f u(c,z)dzsf w(,2) dz
0 0 0

or:

MO (02 0u () oo (MO [Fouén VY
fo (fo 35 d‘fz)dz‘ = (O.(fo (fo 3¢, d‘(z) dz)

1 h(©) z 2
< fo (h(o fo (0”%52)) dcfz) dz

1 WO [ ph© 2
shémhmfo UO (M) dfz]dz

?fz
. 1) 2 |z
<h? (()f (au(c,z)) dz
0 0z

Cauchy-Schwarz

1
2

C-Spourg=1

2
car0<z< h(x)
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fff(x) dx] dx = (b—a)fff(x) dx. Ainsi :

fmo(muazqzdz
0 0z

Donc comme le terme de gauche tend vers +oo quand € — 0, le terme [, .\ VU | dx qui repré-
sente I'énergie visqueuse du systeme (cf 2.1.3), est non-borné! On remarque que I'on a uniquement
utilisé I'’équation de conservation de la masse et pas la condition de conservation de quantité de mou-
vement (autrement dit Navier-Stokes), pour faire cette démonstration. Il suffit donc d’avoir V- U =0
et une condition d’adhérence au fond pour étre incompatible avec une solution U € H' (Q) au niveau
du front du film.

ol on a utilisé I'égalité | :

1
2

h(Q) <h? ()

d 1
= —di< IVU|? dx
fe h() ¢ Q\Q,

2.3 Etude de Kroner

On peut se ramener a la démonstration de Kréner [46] ou il considere un fluide dans un tube
poussé par un piston et glissant sur deux des bords du domaine. La configuration est la suivante :

g

0 I, o) x

FIGURE 2.3: Fluide dans un tube poussé par un piston

Son systéme est écrit dans le repére du fluide par les équations de Navier-Stokes tel que :
—VvAv;+pvVv;+0;p=0 dansQ
V-v=0 dans Q
ou:
Q={(x,y)eR?0<y<1,g(y)<x<xo}

Ts={(xy) eR?0< x < x0,y€1{0,1}}

I'r={(x,y)eR*0<y<1,x=g(y)}
To={(xy)eR*0<y<1,x=2x0}

avec les conditions limites :

v-n=0 surl's | v-n=0 sur 'y
VO vr +YvUr =—yS; swrls | to,n=0 surI'p
v-n=0 surly | noy,n=—-Hx + g sur 'y
vO,Vr +7YoUr =0 sur Iy

g0)=gM)=0

N

ou:
» v estlaviscosité cinématique,
e pladensité,
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e 0, le tenseur des contraintes avec (5,);; = —pJ;j +Vv (0ivj+0jvi),
» S lavitesse du point de contact,
* Yo ety des coefficients de friction,

1y
» H la courbure moyenne de la surface libre : H = (g' (1 + g’z) 2) )

 « la tension de surface,
e = pgole produit de la densité et de I'accélération de la gravité
» 7 et nlatangente et la normale unitaire.

On voit alors que I'; correspond a notre fond avec glissement, I' ¢ a notre surface libre mais nous
n’'avons pas de I'y. Il suppose qu’il existe une solution a ce probléme et démontre alors I'existence
d’une solution asymptotique au probléeme linéarisé écrit en fonction courant.

2.4 Passage des équations de Navier-Stokes a celles de Stokes

Dans I'étude du front faite dans la partie III, nous nous intéresserons aux équations de Stokes
stationnaires. Ce probléme peut se retrouver a partir des équations de Navier-Stokes classiques :
V-U(r,¢,t)=0
1 .
0.U(r,, )+ U-VU (r,¢,t)+=Vp(r,¢,t)=vAU (r,¢,1) =g
o

en réalisant un adimensionnement tel que le suivant :

h - =%
(= U(ng)=Uow’ (), §= 8",

K
r=hort*, p(l‘,(,b) — h_op* (r*,(/)),

ou Uy et hy sont respectivement la vitesse caractéristique et la hauteur caractéristique de 1'écoule-
ment, ula viscosité dynamique, x la tension de surface, p la densité et gy la constante gravitationnelle.
Les équations de Navier-Stokes adimensionnée s’écrivent alors :

V*eur (re,¢* %) =0

1 R
Re [6t* u* + (Lt* V*) u*] (r*,(p*’ t*) + C_v*p* (r*,(,b*, l'*) —A*u* (r*’(p*, l'*) — _F_Zg*
a
Ainsi si on suppose que :
1 R,
R —=—
R lca We - W,« 1
e s R R.~F>«1
e
R, « = o)
On retrouve les équations de Stokes stationnaires, ou R, = %"h" est le nombre de Reynolds, C, =
2 2
% est le nombre capillaire, F? = % le nombre de Froude au carré et W, = %"ho le nombre de

Weber :

{ V*eut(r*,¢*)=0
VipT(rt,¢7) = Ca[A"u” (r7,¢") = V" G" (r",¢") | + O (Ca Re)

Nous utiliserons dans la suite de 'hypothese C, <« 1, ainsi on aura supposé que :
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W,«1

2
Re~F' <1 Ly, «R~F«1

We
—=0Czx1
R,

Le fait de supposer que le nombre de Reynolds est petit : R, < 1, montre que 'on considére un
fluide laminaire, s’écoulant lentement et sans effet de turbulence, on peut alors négliger les termes
convectifs non-linéaires (de la forme (U-V)U qui représente l'inertie). Ainsi sous les hypotheses
W, < R, ~ F> < 1 (C'est a dire C, < 1), les forces de tension de surface dominent sur les forces
de viscosité et d’'inertie, ce qui nous permet d’avoir un front d’avancement bien défini. Il nous reste
alors deux petits parametres : C, et R,.

Nous souhaitons faire, par la suite, un développement asymptotique sur le probleme de Stokes
obtenu. Il nous faut donc quantifier le produit C, R, de maniere a connaitre I'ordre del’erreur générée
en supprimant ces termes. Dans la suite nous ne développerons que I'ordre 0 et I'ordre 1 du dévelop-
pement asymptotique en C, de ce probleme. 1l suffit donc de prendre R, ~ © (C;) avec i € R™* pour
que les termes Navier n’influent pas sur les deux premiers ordres du développement asymptotique
en Cg,.

2.5 Existence de solutions faibles aux équations de Navier-Stokes

Dans cette partie, nous allons faire un résumé des méthodes permettant, grace a la base de so-
lution de I'opérateur de Stokes, d’obtenir I'existence de solutions aux équations de Navier-Stokes. La
base de cette démonstration est issue des travaux de Leray [47] datant de 1934 ot il introduit la notion
de solutions turbulentes qui correspondent en fait aux solutions faibles. Les théorémes et proposi-
tions énoncés ici sont extraits du livre de Boyer et Fabrie [6] dans lequel toutes les démonstrations
sont détaillées.

2.5.1 Décomposition de Leray
Sur Q, un ouvert borné, connexe et lipschitzien de R?, on introduit les trois espaces suivants :
7 ={pe@@)?,V-9=0},
v ={ve(m @) v-v=0}
H ={ve(*@)*,v-v=0,y,v=0}.

ol 7 est 'ensemble des fonctions vectorielles réguliéres a support compact dans Q a divergence

nulle, V est 'adhérence de ¥ dans (H, (Q))d, H 'adhérence de 7 dans (L? (Q))d et y, v la trace nor-
male de v. V et H sont des espaces de Hilbert munis des produits scalaires respectivement induits par

ceux de (H, @)% et (2 (). On peut maintenant introduire 'espace H* des champs de gradient
de fonctions H' (Q) :
L 2 d 1
HE={ve (@) 3pe H' @),v=Vp|
au sens du produit scalaire de (L2 ()%

Définition. La décomposition :

(2@)"=Ha H*

est appelée : décomposition de Leray de I'espace (L? (Q))d. Le projecteur orthogonal dans (L? (Q))d
sur H est appelé le projecteur de Leray et noté 2.
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2.5.2 Opérateur de Stokes

Pour tout f € (H™! (Q))d, on appelle probleme de Stokes, avec conditions aux limites de Dirichlet
homogenes, le systéme d’équations suivantes :

-Av+Vp=f, dansQ,
V-v=0, dans Q, 2.3)
v=0, sur 0Q).

ol ces équations décrivent I'’écoulement laminaire, stationnaire, isotherme, incompressible d'un fluide
homogene. Lhypothese de laminarité exprime le fait que le nombre de Reynolds de I'écoulement est
supposé suffisamment faible pour que I'on puisse négliger les termes convectifs non-linéaires (de la
forme (v-V) v). C’est ce que I'on a déja pu voir dans la partie précédente o1 un adimensionnement
plus simple tel que :

t=Tt* r=hor", U(I‘,(,b) =Uou” (r*’(/))

permet de ne faire apparaitre que le nombre de Reynolds R, = @ dans les équations de Navier-
Stokes :

V-v=0, dans Q
1

6;v+(v-V)v+Vp—R—Av:f, dans Q
e

Théoréme. Soient Q) un ouvert borné, connexe et lipschitzien de R4 er fe (H -1 (Q))d alors il existe un
unique couple (v, p) € V x L(z) (Q) solution de (2.3).

Ce théoreme se démontre grace au théoréeme de Lax-Milgram et la formule de Stokes, en utilisant
la forme bilinéaire a (u, v) continue sur V x V :

a(u,v) :f Vu:Vvdx
Q
Définition. On peut alors définir 'opérateur A de V dans V' (le dual de V) par :

V(u,v)eVxV, (Av,u)v/vzf Vu:Vvdx
’ Q

Lopérateur A est appelé 'opérateur de Stokes et est un isomorphisme de V sur %4 d’apreés le théo-
réme de Lax-Milgram. On peut maintenant considérer A comme un opérateur non-borné dans H de
domaine :

D(A)={uecV, Aue H}
Lemme. Lopérateur (A, D (A)) a un graphe fermé dans H x H.
Lemme. Lopérateur de Stokes (A, D (A)) est auto-adjoint dans H.
On peut donc construire une décomposition spectrale de I'opérateur de Stokes.

Théoréme. Soit Q un ouvert borné lipschitzien de R%. Il existe une suite croissante de nombres réels
(A k=1 Strictement positifs, qui tend vers +oo, et une suite de fonctions (wy) =, orthonormales dans
H, orthogonales dans V et dans D (A), formant une famille totale de H, de V, et de D (A) et une suite
de fonctions (py) > dans Lg (Q) satisfaisant :
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—Awg +Vpr = Awy, dansQ,
V-wi =0, dans Q,
wy =0, sur 0Q).

Pour démontrer ce théoréme, on utilise entre autre les deux théorémes suivants :

Théoréme. SoitQ un ouvert lipschitzien connexe deR?. Soit f dans (! (Q))d telle que :

Vo e (Hy (Q))d, tellequeV-v=0, ona (f,(p)H,l'Hé =0

alors il existe un élément p € L?OC (Q), tel que f = Vp. De plus, si Q) est borné, alors p est unique a une

constante preés et appartient i L? (Q).

Théoreme. (Opérateurs a inverse compact). Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension in-
finie. Soit A : D(A) € H — H un opérateur non-borné. On suppose que A est auto-adjoint, bijectif de
D (A) sur H et que l'injection canonique de D (A) dans H est compacte. Alors il existe une base hilber-
tienne (W) =1 de H formée de vecteurs propres de A, c'est-a-dire tels que pour tout k=1 :

wy € D(A) et Awy = AWy

Par ailleurs, les valeurs propres (Ay) =1 sont réelles et on peut les ordonner de sorte que |Ay| soit crois-
sante et tende vers +oo quand k tend vers l'infini. Enfin les vecteurs propres (Wy) ;=1 forment une famille
orthogonale totale de D (A).

Définition. Un tel systéme de fonctions s’appelle base spéciale associée a I’'opérateur de Stokes A de
domaine D (A).

Ce type de fonction est utilisé de maniére systématique pour construire des solutions approchées
des problemes étudiés.

2.5.3 Théoreme de Leray

Soit  un ouvert borné, régulier et connexe de R? (d = 2 ou 3), un nombre Reynolds R, > 0 fixé,
f donnée dans L%OC ([0, +o00l, (H -1 (Q))d) et v9 donné dans H. On souhaite trouver un champ vecto-
riel v (t, x) et un champ scalaire p (¢, x) décrivant I'’écoulement d'un fluide incompressible dans un
domaine Q soumis a un champ de forces volumiques f. Cet écoulement est donc décrit par les équa-
tions de Navier-Stokes :

V-v=0, dans Q
1
o,v+(v-VYv+Vp——Av=f, dansQ
U+ ( ) p R f 2.4)
v=0, sur 0Q)
v(t=0)=uvy,

Nous allons donner quelques résultats sur le terme d’inertie (v - V) v.

2.5.3.1 Terme d’inertie

Pour tous u, v, w € (HE (@))%, on définit :

b(u, v, w) f(( V) wd i %% vy d
u,v,w)= u- v)-wax = u,i—wi;ax.
Q ij=1J0 Yox; !

34



2.5. EXISTENCE DE SOLUTIONS FAIBLES AUX EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Lemme. Laforme trilinéaire b est continue sur (HE (@)% x (HE @)? x (HE @)? et vérifie

YueV, Vo, we(H D), b v,w) +bu,wv)=0,
VueV, Vve(H (@)%,  bwwv,v)=0.

De plus, pour toutue 'V et tous v, w € (HO1 (Q))d ona:

1-4 da 1-4 d
b, v, w) < Cllully e, i ol il

Dans la suite, pour tous u, v € V, on note B (u, v) la forme linéaire continue sur V définie par :
<B(u» V) ’ w>V/,V = b(u, v, W) .

2.5.3.2 Formulations faibles des équations de Navier-Stokes

Dans le livre de Boyer et Fabrie [6], on nous propose deux types de fonctions test dépendantes ou
indépendantes du temps. L'idée principale de Leray [47] est d’utiliser des fonctions tests a divergence
nulle et nulles au bords, ce qui permet de faire disparaitre la pression des formules. Quelque soient
les fonctions tests utilisées, on pourra retrouver la pression en utilisant le théoreme de de Rham.

» Fonctions tests indépendantes du temps

Au systéme (2.4), on associe le probléme suivant :
Trouver ve L%2(10,T[,V) telle que pour touty eV ona:

d 1
E[ﬂv(t)-wdx-i—fﬂ((v(t)‘wU(t))~1//dx+R—efQVv(t).dex-(f(t),w}HI,Hé (2.5)

au sens des distributions de @' (10, T|) et telle que v (0) = vy dans V' au sens faible.
Pour établir I'égalité de ’énergie ou l'unicité des solutions, on sera amené a prendre pour fonc-
tion test les solutions elles-mémes ou des différences entre deux solutions. Ceci n’est possible
que dans la formulation avec des fonctions tests dépendantes du temps.

» Fonctions tests dépendantes du temps
Au systéeme (2.4), on associe le probleme variationnel suivant :
Trouver v € L? (10, T[,V) telle que % € L! (]0, TT, V/) et vérifiant pour toute fonction ¢ dans

t
€°(0,T[,V),

T /dv(p T 1 T
f <—,(p(t)> dt+[ f((v(t)-V)v(t))w(t) dxdt+—f fVU(t):V(p(t) dxdt
0 dt Vv 0 Ja Re Jo Ja

T
:ﬁ <f(t))(p(t)>H—l,Hé dt
(2.6)
et telle que v (0) = vy dans V.

Proposition. (Equivalence des formulations) Soient f € ) (]O, T, V,) etveL?(0,T[,V). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

- v admet une dérivée faible % eL! (]0, TT, V’) et v vérifie (2.6),

- v vérifie (2.5).
De plug, si v vérifie ces deux assertions équivalentes alors pour presque tout t on a l'égalité suivante
dansV :

@+iAv(t)+B(U(t) v(t) = f (1)
dt R ’ ) .
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CHAPITRE 2. EXISTENCE ET UNICITE

2.5.3.3 Enoncé du théoréme de Leray

On peut maintenant donner le résultat principal d’existence et d'unicité de solutions (dites «faibles »)
pour les équations de Navier-Stokes.

Théoréme. Soit Q) un ouvert borné connexe et lipschitzien deR%. Soient R, > 0, vy donné dans H et f

dansL3 ([O, +ool, (H! (Q))d) alors il existe un couple (v, p) défini surR* tout entier, solution de (2.4)

et tel que pour tout T > 0,

(v,p) € (L0, T[, HYNL* (10, T[,V)) x W1 (10, T[, L§ (),

er:

v Ao TLY )mLz(]O T,V d)
dt ) ) _1 ) M _z .

e Sid =2, cette solution est unique et v est continue de [0, +oo[ dans H. De plus elle vérifie 'égalité
d'énergie suivante pour tout t e R* :

1 2 1 ! 2 1 2 !
5"””)””*3_@[0 ||VV(T)||deT=E||V0||Lz+f0 (f(T),v(T)>H71,HédT

e Sid =3, v estcontinue de [0, +oo[ dans V_1 et faiblement continue de [0, +oo[ dans H. Elle vérifie

1
4
Vinégalité d’énergie suivante, pour tout t € R* :

1 2 1! 2 1 2 !

—_ —_— < —

> v, + Refo IVv (@l dr < 3 Ill/ollewaO (f(r),v(r)>H71,Hé dt
Lunicité de telles solutions reste un probleme ouvert.

Ce théoreme est entierement démontré dans le livre de Boyer et Fabrie. Il faut notamment se
donner un T > 0 quelconque et chercher a résoudre 'une des deux formulations équivalentes (2.5)
ou (2.6) sur [0, T, pour cela il faut introduire un probléme approché de dimension finie que 1'on ré-
sout grace au théoreme de Cauchy-Lipschitz. Puis on trouve des estimations sur les solutions de ce
probleme approché qui sont uniformes par rapport au parametre d’approximation. On utilise enfin
les théoremes de compacité pour obtenir des convergences fortes et pouvoir passer a la limite dans
la formulation approchée, notamment dans le terme non-linéaire. On obtient alors I'existence d'un
champ de vitesse v.

Nous savons maintenant que les équations de Navier-Stokes 2D ont une unique solution. Dans la
suite, nous allons dériver des systemes de type Saint-Venant, pour cela nous avons besoin de montrer
que nous avons le droit de faire cela et que ces systémes ont bien une solution.

2.6 Justification de la construction d’'un modele Saint-Venant a partir
des équations de Navier-Stokes

Nous allons ici faire un résumé des résultats obtenus par Bresch et Noble [9]. Dans cet article, les
auteurs justifient rigoureusement la dérivation de systémes shallow-water a partir des équations de
Navier-Stokes. En effet en 1871, Saint-Venant a écrit son systeme en se basant sur des considérations
physiques pertinentes. Néanmoins il reste a prouver que les solutions du systeme des équations de
Saint-Venant sont bien des solutions des équations de Navier-Stokes. Il y a relativement peu de temps
que I'on sait dériver formellement I'écriture des équations de Saint-Venant a partir des équations de
Navier-Stokes pour des écoulements de faible épaisseur.
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2.6. JUSTIFICATION DE LA CONSTRUCTION D’'UN MODELE SAINT-VENANT A PARTIR DES EQUATIONS
DE NAVIER-STOKES

Les équations de Navier-Stokes décrivent des écoulements horizontaux dus a la variation de la
tension de surface du fluide. Ainsi la méthode pour obtenir un systéme shallow-water a partir de ces
équations a surface libre, consiste a intégrer les équations de conservation de la masse et de quantité
de mouvement sur la hauteur du fluide. Cette méthode est maintenant bien comprise mais il manque
encore des justifications mathématiques sur ces approches. Dans cet article, les auteurs ont juste-
ment voulu remédier a ce manque et ont rigoureusement justifié la dérivation de systémes shallow-
water. Notons que la dérivation rigoureuse de tels systemes est obtenue sous certaines hypothéses
techniques nécessaires pour avoir des solutions réguliéres.

Dans une premiére partie de I’article, les auteurs adimensionnent les équations de Navier-Stokes
a surface libre et adhérence au fond, la solutions est alors formellement développée en fonction du
parametre d’aspect € = % entre la hauteur caractéristique du fluide H et sa longueur d’onde carac-
téristique L. En substituant le développement asymptotique en ¢ des inconnues dans les équations
de conservation de la masse et quantité de mouvement moyennées sur la hauteur du fluide, on ob-
tient un systéme de type shallow-water fermé et un reste qui tend formellement vers 0 quand € — 0.
La justification rigoureuse de ce développement asymptotique est réalisée dans deux théorémes ot
les auteurs établissent des estimations uniformes dans les espaces classiques de Sobolev, des solu-
tions du systeme complet des équations de Navier-Stokes par rapport a € et ils démontrent qu’alors
le reste du systeme shallow-water tend bien vers 0 quand € — 0. Cette preuve résulte du schéma ité-
ratif utilisé. La justification mathématique de la dérivation de modeles shallow-water est décrite dans
I'article Gerbeau et Perthame [30] et le caractere bien posé de ces systemes est étudié dans 'article
de Bresch et Desjardins [8] et reste un probléme ouvert. Cela correspond a une condition de glisse-
ment de Navier au fond a la place d'une condition d’adhérence avec une relation particuliere entre le
nombre de Reynolds et le parametre d’aspect € (aussi nommé parametre onde longue).

Remarquons aussi que la preuve faite dans l'article Bresch et Noble [9] a été réalisée a partir des
équations de Navier-Stokes 2D pour obtenir des systemes shallow-water 1D mais la généralisation au
cas 3D-2D peut étre réalisé de la méme maniere avec des estimations plus élevées sur les dérivées.
Notons que la principale hypothese de cette preuve est que le coefficient de tension de surface n'est
pas nul.

37






DEUXIEME PARTIE

MODELES ASYMPTOTIQUES POUR LA DYNAMIQUE
D’UN FILM MINCE
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II - Modeéles asymptotiques pour la dynamique d’un film mince 41

aintenant que le probléme est bien posé et avant de développer les différents modeles asymp-
totiques de front, nous décrirons I’écoulement amont «lointain », qui sera vu comme une
condition de raccord a I'infini pour le modéle de front (chapitre 3 page 43). Il s’agira donc de
décrire un écoulement sans front, infini de chaque c6té. Pour cette these, nous nous sommes limité
au cas des fronts pour films minces. Nous expliquerons comment obtenir un systéme de type Saint-
Venant (Shallow-water models) a partir des équations de Navier-Stokes a surface libre en ajoutant ici
une condition de glissement au fond de maniére a pouvoir introduire un modele de front avec glisse-
ment par la suite.

Puisque le film est par définition mince, et en faisant certaines hypotheses, il sera possible de
résoudre asymptotiquement les équations de Navier-Stokes autour de la solution d’équilibre. Ce dé-
veloppement se fera par rapport a un petit parametre & = %, appelé parametre onde longue, qui est
le rapport entre la hauteur hy et la longueur L caractéristiques du film. La solution ainsi obtenue, in-
jectée dans les équations de Navier-Stokes moyennées sur la hauteur, donnera des modeles a deux

équations, de type Saint-Venant, sur la hauteur et le débit.

Nous utiliserons alors la méthode de développement asymptotique en fonction de € et dévelop-
perons alors les inconnues jusqu’al’ordre 1 pour écrire un modéle shallow-water d’ordre 0 sous forme
conservative avec indifférence matérielle. Ce modele sera utilisé par la suite avec un modele de front
(développé dans la partie I1I page 61) pour simuler I’écoulement d'une goutte sur un plan incliné (cf
partie IV page 163).






CHAPITRE

MODELES SAINT-VENANT (SHALLOW-WATER
MODELS)

n souhaite regarder ici I'écoulement en amont du front, qui sera vu comme une condition de
O raccord a l'infini pour le modele de front. On s’'intéresse donc ici a la dynamique d'un film
mince infini de chaque c6té sans front. Nous expliquerons comment obtenir un systéme de type
Saint-Venant (Shallow-water models) décrivant le mouvement de films minces, a partir des équations
de Navier-Stokes a surface libre. Pour obtenir un tel systeme, on part des équations de Navier-Stokes
en utilisant la méthode de J.-P. VILA dans Bresch [7] et la thése de Boutounet [5]. Ainsi comme le film
est par définition mince, et en faisant certaines hypothéses d’adimensionnement, il sera possible de
résoudre asymptotiquement les équations de Navier-Stokes autour de la solution d’équilibre. Puis
grace a un développement asymptotique par rapport a un petit parametre € = %, appelé parametre
onde longue, qui est le rapport entre la hauteur et la longueur caractéristiques du film. La solution
ainsi obtenue, injectée dans les équations de Navier-Stokes moyennées sur la hauteur, donnera des

modeles a deux équations, de type Saint-Venant, sur la hauteur et le débit.
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CHAPITRE 3. MODELES SAINT-VENANT (SHALLOW-WATER MODELS)

3.1 Equations de Navier-Stokes

On rappelle que le probleme s’écrit sous forme développée de la maniére suivante avec condition
de glissement qui permet de retirer la singularité de notre probléme initial comme vu précédem-
ment :

Equation de conservation de la masse :
(Eql):V-U(x,1,2)=0
Equation de quantité de mouvement :

1
(Eq2) :0:U(x,t,2)+V-|U(x,t,2)® U (x, t,z)—;T(x, 1,2)| =8

Condition de glissement :

1) : w(x,0=0

) : u(x,0)+ %uz(x,O) =0
Condition d’imperméabilité :
B):hi+u(x,h)hy=w(x,h)

Continuité des contraintes tangentielles :
@) : (1-h2) (uz (x, h) + wy (x, h) — 4hyuy (x,h) =0
Continuité des contraintes normales :

2 _3
5) 1 —2uuy (x, h) % = Khye (L+12) 7% + p(x, ])

TABLE 3.1: Systéeme complet cartésien développé

ol les inconnues sont le champs de vitesse u (x, t, z), la pression p (x, t, z) et la forme de la surface
libre h (x, t). Les dérivées sont portées en indices. La configuration est donc la suivante :

z

FIGURE 3.1: Film liquide sur un plan incliné
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3.1. EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

3.1.1 Equations moyennées

On pose :

1 h h h
¢=—f wdz:f <pxdz=(f <de) —@ (M) hy=h@x—¢(h) hy
h 0 0 0 X

1 h
etvzﬁfo udz.

3.1.1.1 Equation de conservation de la masse

En intégrant 'équation de conservation de la masse, on obtient :

(hv)y—ux,h)hy+wx,h) = 0

Avec la condition (3),on a:
hi+(hv),=0

3.1.1.2 Equation de quantité de mouvement ( premiére composante )
On intégre maintenant la composante en x de I'équation de quantité de mouvement. Pour le

membre de droite, on remarque que :

(uz)x+ (UW), = Ully + Wiy + U (U + Wy)
-0

alors :

h 1 h 1
f (ut+uux+wuz+—px)dz=f (u[+(u2)x+(uw)z+—px)dz
0 P 0 o

h 1((h 1
= (hV)er(f uzdz) +—(/ pdz) ——p(x,h) hy
0 x P \Jo x P

Pour le second membre, on a:

h h
f (%(uxx+uzz)+gosinw) dz:f (%(Zuxx+(uzz+ wxz))+g0sinw) dz
0 0

h
= zﬁ(f uxdz) —zgux(x,h)hx+%(uz(x,h)+wx(x,h)—uz(x,o)_wx(x,o))JrgOhSinw
0 X

o
De plus:

Nlw

1 1 _
—p(x,h) hy 2P oy e+ B (e )+ w (x, ) — wi (x,0)) = ——0hyhyy (1+h2)
P P P Y

En considérant que w (x,0) =0 = wy (x,0) = 0. On obtient donc:

h 1 h h.h h
(hv)t+(f uzdz) +—(f pdz) +Ex—xx3:2H(f uxdz) —Huz(x,0)+gohsinw
0 x P o x P(1+h§)§ p\Jo x P
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CHAPITRE 3. MODELES SAINT-VENANT (SHALLOW-WATER MODELS)

3.1.2 Systéme obtenu

On a donc obtenu le systeme :

Uy+w;=0
1 I .
Ur+ UUy + WU; = ——Px + — (Uxx + Uzz) + o SINW

1
Wi+ UWx+WW;=——pPz+ B (Wzz + Wxx) — 8o COSW
p

) u(x’o)zxf(h)

w(x,0)=0

he+ux,h)hy—w(x,h)=0

0= (1-h2)(uz (x, h) + wy (x, h) — 4hyuy (x, h) 3.1)
1+h?2

1-12

uz(x,0)

hxx

p (x,h) + kK ————— = —2uuy (x, h)
(1+n2)

h
ht+(f udz) =0
0 X

h h 1/ rh h
) (f udz) +(f uzdz) +—(f pdz) +E$3hx
0 ¢ o x p\o x P (1+h2)?

h
=(Ef 2uxdz) —Euz(x,0)+g0hsinw
pJo x P

oW

3.2 Hypothese onde longue

h
La hauteur & du film étant faible devant son étalement L, on a h <« L. Le rapport T peut donc

étre utiliser pour simplifier les équations et réaliser des développements de la solution. Cette hypo-
these est appelée hypothése onde longue. On obtient alors une hiérarchie de modeéles selon 'ordre
de précision souhaité.

3.3 Adimensionnement

Les variables adimensionnées seront maintenant notées ¢’ et les variables dimensionnées ¢. On

se donne une longueur caractéristique L et une vitesse caractéristique 1y suivant X. On prend la hau-
. - __ho

teur du film de la solution de Nusselt o comme hauteur caractéristique. On note £ = — . On effectue

alors le changement de variables suivant de maniere a exprimer les équations (3.1) a 'aide des va-
riables adimensionnées pour réaliser un développement suivant le parametre onde longue &.

L h
t=—1t x=Lx z=hyz' g=2
Uo L

u=upu w=fouow’ p=p8hop' h=hoh'

On obtient le systéme (en omettantles’) :
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3.3. ADIMENSIONNEMENT

Uy+w,=0

U+ uuy + wu L opet (B%yx + Uzz) + L sin
=-—= —_— — sinw

t x z Frsz R, XX 2z E‘F,Z

Wi+ UWy+ WW, = ———=Dz+ — (Wyz + E2 Wyy) — —— COSW

t X ) z ézFrzpz E‘Re( 2z xx) ézFrz

u(x,0) = ——u, (x,0)

3 Kp(Rhy ©

w(x,0)=0

he+u(x,h)hy—w(x,h)=0

0=(1-8%h2) (uz (x, h) + 2wy (x, h)) — 4% hyuy (x, h) (3.2)

1 g2 h 3 1+&2h2

PO+ = 2 ()

Fr e(1+52h§)2 e 1-¢ hx

h,;+(f0hudz)x20

h h 1 h =2 hoh
(f udz) +(f uzdz) +—2(/ pdz) +E—Lx3
1 Vo ¢ \Jo « 2o x We(1482p2)2

£
=R

N 1 1
(fo 2uxdz)x ZR, (x,0)+ éFrzhsmw

ol on a utilisé les groupes adimensionnels usuels suivant :

Y Z
, U pugho
Nombre de Froude : Fr = Nombre de Weber: | W, = ——
8o h(;l . K
u
Nombre de Reynolds: | R, = ptol Glissement : = K
U Ky (h) kg (h) hy

TABLE 3.2: Nombres adimensionnels du film mince

3.3.1 Hypotheses sur 'adimensionnement

A partir du systéme (3.2), on peut formuler trois hypothéses sur les termes dominants.
o Le terme dominant dans I'’équation sur le moment en z doit étre la pression hydrostatique :

2.2 EF; 2
pz+cosw=—EF: (w; + uwy + ww;) + = (wzz + & wiy)
e
_ EF? . .
11 faut donc que &2F? et ;- soient petits.

e

e De méme en écrivant le terme dominant de I'équation du moment en x :

R, . _ &R, 2
Uzz + — Sinw = ER, (U +uuy + wuy) + —5 Px— & Uxx
F7 Fs
Ainsi £R, et EFR; doivent étre petits.

2
e La contrainte normale a la surface libre nous donne :

=2 2 =12 =272
E°F h EF 1+&°h
p,h)+ —L———=-2—Tu, (x,h) ——
¢ (1+82h2) Re 1-&%hs

=2 12

£
Or la pression est adimensionnée et donc d’ordre 1. On a donc W Lx~0(1).
e
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CHAPITRE 3. MODELES SAINT-VENANT (SHALLOW-WATER MODELS)

. - EF? E2F & . - . .
On doit donc avoir £2F2, =5 ERe, - et —iﬁ’“’ petits quand & tend vers 0. Nous venons donc d’identifier
e e r

quatre groupes adimensionnels :

EF? - - &R g2 F?
r p=eR, b=— r

R, F- W

a=

qui vérifient sous nos hypotheses : d,B,S <« 1, k = 0 (1). On peut remarquer que dﬁ_ = ézFrz et
@b = &2, On définit un cinquiéme groupe adimensionnel pour simplifier I'écriture des équations :

i=Be_ /0
Fr a

3.3.2 Systéme obtenu

On obtient alors le systeme suivant :

Uy + Wz = 0 ) ) )
Uzz=—Asinw+0px+ B (U + Uty + wuy) — A0 Uyy
Pz+cosw =& Wz + & Wyy) — @f (W + uwy + wwy)
u(x,0) =
Ky (h)
4 w(x,0=0
hi+u(x,h)hy—w(x,h)=0
U (%, h) = —@bwy (x, h) +4a8 (1 - abh2) ™ heuy (x, h)
h 1+ adh?
= —2Quy (x, h) L;‘
(1+abn2)? 1-adhs;
he+ (fo'udz) =0
X
h h o (" 6  hyxxh
(f udz) +(f uzdz) += f pdz) R
\ 0 t 0 x p\o x B (1 + E-Zhjzc)i
a6 (" 1 1 -
= a—_ (f 2Uy dz) —=u,(x,0)+ =Asinwh
p \Jo x B p
Pour simplifier les notations, on peut prendre @ = = § = & c’est a dire F? = R, = @ (1). On obtient
alors le systéme suivant :

uz(x,0)

p(x, h)=-k

Uy+w,=0
Uz, = —ASINW + Epy + & (Uy + Ully + W) — EX Uy
Pzt cosw=¢(wy;+Ewyy) — & (Wi + uwy + wwy)
u(x,0)=
Ky ()

1 w(x0=0
hi+u(x,h)hy—w(x,h)=0
Uz (X, h) = 82wy (x, h) + 482 (1 - £2h2) ™" hyuy (x, h)

Px 1+&2h2
(1+&2h2)
he+ (Jo' udz) =0

X

h h h Rychy
(f udz) + f u’dz +(f pdz) +K——————
1 Vo e o x \Jo x (1+82h2)

(" 1 1.
=£ f 2uydz| ——uz(x,0)+-Asinwh
0 x £ £

uz(x,0)

(3.3)
p(x,h)=—-k
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3.4. SOLUTION UNIFORME (FILM DE NUSSELT)

1=B _ 3¢
avec/l_Fz_E

r

— 1 __H Afii Abi ; )
=let —7; = U On définit alors le débit volumique g par :
h
qg=hv :f udz
0

3.4 Solution uniforme (film de Nusselt)

Le probléme stationnaire uniforme est obtenu en posant ¢; = 0 (stationnarité), ¢, =0, h = hg et
w = 0 (uniformité) dans le systeme (2.1). On a donc i’ = hﬂo = 1. Le systeme obtenu est donc :

2
r ot { pz(2) = —cosw

p1)=0

Re .
Uz, (2) :—F—smw
u,(1)=0

1
u0) = muz 0

Apres intégration, on a:

R .
u(z) = ﬁsmw

1
(l_g)“mho)]
_€

 uz(2) = 72 sinw (1 — 2)

w(z)=0
p@)=(1-2z)cosw

Et on a la vitesse moyenne :

1 [l Joe L Re ho
vy = — u(z) z:——sinwf
0 hofo ho F? 0

r

(l—g)z+Kv+h0) dz

+
2 6 «xy(ho)

R, . hy h? 1 ]
= —2311'1(0
2

Si le flux uniforme vg est choisi comme flux de référence (vy = 1, hy = 1), on peut alors prendre
comme vitesse d’adimensionnement la vitesse moyenne du film de Nusselt :

7 i Re . 1 3Ky (hg=1)
Asinw = — sinw = =

F2 1 1 | xy(hg=1)+3
r [§+Kv(h0)] v o )

(3.4)

Il reste donc 3 parametres indépendants pour définir le systéme (w, R, et W,).

3.5 Développement onde longue

Dans tout ce qui suit, on notera par un exposant entre parenthéses I'ordre d’approximation de la
variable : par exemple ¢V est 'approximation d’ordre 1 de la variable ¢.

3.5.1 Ordre0O

Sous les hypothéses formulées dans la section (3.3.1), les parameétres @,f et § sont en &%, avec
x > 0. On va donc faire un développement du systeme adimensionné (3.3) suivant ces parametres
pour obtenir les termes dominants des vitesses et de la pression.

On cherche une solution a I'ordre 0 en & du systéme précédent. On a donc :
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CHAPITRE 3. MODELES SAINT-VENANT (SHALLOW-WATER MODELS)

ug)z) = —Asinw

u® (x,h) =0 ,
Ky (1) u® (x,0) = u; (x,0) ht+f udz) ~0
0 X
w® = —,®
h h h
{ wO(x,0=0 et { U udz) +(f uzdz) +U pdz| +Rhgchs
0 t 0 X 0 X
p (x,h) = —Khyx 1 o
p© +cosw=0 =z (Asinwh - u, (x,1,0)+6 (B +6)
hi+u(x,h)hy—w(x,h)=0
avec:
(V) 5+8) = dsi z h 516
ux,t,z2)=u" (x,t,2)+0(f+6) = Asinw (h_g)z+1<—(h) +0(B+9)
v
) I z2 z hK'V _
w(x, t,2)=w"” (x,t,2)+0 (f+6) = —Asinwhy ?+K D l—K D +0(B+06)
v v

px,t,2)=p?(x,£,2)+G(B+6) = —&Khyy+ (h—2)cosw + O (B +9)

On peut remarquer que u? (x,t,2) et w? (x,t,z) sont déterminés par la fonction de courant
2

. z, z
v = Asinwz 5h——+

) tels que (1@, w®)" = (8,4, -8,®)". On peut noter que v (x, £,0) =

6 xv(h)
0, on a alors:
h 1- Asinwh?
(0) _ 0) _ . 3
(x,t,h) —f u’(xt,z)dz=-Asinwh®>+ ———
v 0 3 iy (1)
Donc:
h 1- Asinwh? o
f w(x, t,2)dz=y (x,t,h) = - Asinwh’ + —o ' +0(B+6)=h(x,0)v(x,1)
0 3 Ky (h)

et:

Tt 1 1 -
v(x,1) —/151nwh(§h+m)+@’(ﬁ4_—5)

1- Asinwh? -
q(x,t,z) =h(x,t)v(x,t)=gﬂtsinwh3+%+@(ﬁ+6)
L'équation de fermeture de h s’écrit donc:
1- Asinwh? o
he+|=Asinoh® —) =0(B+6
t+(3 sinwh’ + ). (B+9)

On en déduit :
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3.5. DEVELOPPEMENT ONDE LONGUE

h2
Ky (h)

" 1 —— h hx, -
q; = Asinw(§h3+ +@(,B+6):/lsinw(h2+—(2— sl ))ht+6’(ﬂ+5)

t

z . h x| _
= —ASlnw(hz'FK—v(Z—M—(Z))qx+@(ﬂ+6)

h hx. 2
= —(Asinw)z(h2+K—v(2—Kv(}Vl))) hy+0(B+6)
Ainsiona:
h o2 T . 2 2h 2h? 3 o
rtr d = A/ — h @ 6
o uc(x,t,2)dz (Asinw) K,z,(h):?)Kv(h) 5 +0 (B +9)
R h .
:hv2+(7tsinw)2E+6’(ﬁ+6)
o 15 (3 + 2hky (h)) + 6h%x2 (h) +0(5+5)
15 (3 + 2hx,, (h)) + 5h2x? (h)
On a aussi:
h h? _
fp(x,t,z)dzz—1'<hhxx+?cosw+@(ﬁ+6)
0
et:
= . P Ky (h) = =
Uz (x,1,0) = Asinwh +0 (f+6) = ———~v+0 (B +9)
1+—"§(h)

On remplace ces termes dans I'équation des moments en z de k, on a alors :

1- . 3 isinwhz) P
h[+(3/1$1nwh + ) x—@’(ﬁ+5)
2.2 3 S 2
{ (hv)t+(hv2[15(3+2hKV(h))+6h Ky (1) ) —kg_hhxxx+§_cosw(h—)
153 +2hxy, (h) +5h2x2 (W) |), B B x
:%(isinwh—uz(x,t,O))+@ B+5+%6)

1
B

dans le second membre de cette équation, le terme relatif au coefficient é est connu a 'ordre de

précision de u® soit@ (ﬁ), ce qui donne une précision finale en (1), ordre de grandeur des variables
adimensionnées.

ol I'estimation de % u; (x,t,0) n'a pas été utilisée car elle n'est pas suffisamment précise. En effet

3.5.2 Ordrel sur u,

Comme le développement a I’ordre 0 n’est pas suffisant pour établir un modele a deux équations,
on utilise les résultats précédents pour accéder a des approximations plus fines. Ainsi on utilise I'ap-
proximation zéro des vitesses et de la pression pour obtenir I'ordre supérieur. On a posé :
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CHAPITRE 3. MODELES SAINT-VENANT (SHALLOW-WATER MODELS)

w(x,tz) =
px,t,2)=p

u(x, t,2)=u (x,1,2)+ 0 (B (f+5) +
w (x,1,2)+0 (B(B+0) +a
D (x,1,2)+ 0 (B(B+6) +

ATlordre 1 en &, on a donc le systeme suivant :

1)
pz

pWV (x, h) =

Ce qui nous donne :

7 < < . 1 hi, (h)
(1) . . v
2 (X, t,2)= —Asinw—0khyyy +0coswhy+ BAsinwh,|z+ -
e am ™ em
2 ! ’
G (1 2, |2 1 hx h h 1 hx,, (h)
+B(Asinw) hy|—|h+ - v |+ Z+ _hKy
4 ) x(z ( Ky () Kﬁ(h)) Ky (h) Kv(h)(KV(h) 2 (h)
Alors :

u(ZD (x,t,2)=

ull (x,1,0)

Ky (h)

1)
X

(0)

+Ccosw = aw,,

—Khxx—Zau(O) (x,t,h)

ht+u(x,t,h)h —w(x,t,h)=0

@s)
o)

@d)

u(le)— ~Asinw+6p0 + B(ugo) +u®@y O 4+ Oy (0))
ul (x,1,h) =0

u (x,1,0) = 4
wél) =—u

1)(x £,0)=0

- fzh uélz) dz+ u(zl) (x,t,h)

=0

= (0Rhyxx + Asinw) (h-2) +

B(Asinw)® zhhx

Ky (h)

—Bcoswhh, +

. B(Asinw)’ h?h,
2ky (h)

B(Asinw)’ h3h,
3k (1)

B (Asinw)® h*h,
3k (h)

Enz=0,0ona:

(1) (x,1,00= Asinwh +6khhyyy
+B (Asinw)’ h*h,

Ainsi :
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6x2 (h)

[,6 /lsmw) z +66cosw1<v(h)]

|61, (0 2% + ey () 22 =3, () 2]

—2(xy (W)? 2+ 2Ky () + .y (W), (h) 2% + 4%, (h) Z — (iky (h))° z2]

’ 2
-3 (KV (h)) Z+ 40y, (h)3 +3 (K

! 2 !
(v ()Y +3 (i, () —4(1<V(h))2xv(h)]

503 2
B Asi h?h

—6cosa)hhx+'6( sn;w) al

xy (h)
AR ,

1 (Kv(h)) 4%, (h)

_+ —_—

3 «xtw) 32w

+p (isinw)2 I3 hy

4

2« (h)

3Ky (h)

3 (h)

|



3.5. DEVELOPPEMENT ONDE LONGUE

z
uW (x,t,2) :f uldz+u (x,1,0)
0 ——

_1 .0
=L ul (x,1,0)

Z25coswhy  B(A sina))2 z4hy

. - Z
= (6&khyxx+Asinw) Kv(h)_?+hz + 2a (D
2 2!
~§coswhhy |z + + B (Asinw)’ 2 hh, £z Kv(h)z— e ___ 1 >
Ky 24 24 (xy (h)= 6Ky (h) 2k, (h)
3./ 3 2 ! 2
S s N2 o z’k, (h) =z z K, (h)z z 1
+6(A h“hy| ————-— + + +
plasino) 6(ky(M)? 6 2(kv(M) (kv (W) (v (M)?  (xy ())?
r , 2
o 2 1 ’ ZZ Kv(h) ’
+,B(}Lsinw)2 W, 4z L2 1<V(h)2 N 4 - 2Kv(h)§ B ( )4 B 21<V(h)4
3xkv(h)  2(xy (M)* 3(ky (W) (ky(R) 2(xy (h) (xy (h))
o 9 [ 4Z’K/ (h) Z(K’V (h))z 1 (K’V (h))z 41(’ (h) z
+B(Asinw)” h'hy [-———S + T+ + - — =
3 (kv (h)) (kv (h)) 3ky () (xy(R)> 3y (k) 3

et:

z
wW (x,t,2) = —f uldz+wY (x,t,0)
0 %’_/
=0
La pression s’écrit :
pV(x,t,2) =[" (cosw - dwg) dz+ pPx,th
—————

=—&khye—2au? (x,1,h)

. ) o 2 hx,, (h)
_cosw(h—z)—Khxx—/ls1nwahx(h+z+Kv(h) (1— < () ))

Le modele a une équation devient :

1- Asinwh? o 1 hx, (h
o= - (Lsinond 4 200N (2_ K ()

e )x+@’(ﬁ+6) = —Asmw(h+ e 20 )) hhy+0 (B +96)

De plus on avu que:

hx, (h)
(42 +1)

e +0(B+9)

v(x, 1) =Asinwh

Le débit s’écrit donc :
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CHAPITRE 3. MODELES SAINT-VENANT (SHALLOW-WATER MODELS)

gV, 6,20 =hYx0v® 0= fuV (x,1,2)dz

(1+—"”(3h)h)h2 _ - )
[6% hyxx + Asinw — 6 coswhy]

q(x,t,2z) =
_ _Kv(h)z o )
B(Asinw)” h3h, B(Asinw)” hthy 5
5 v h _6 v h
T T (v (h))? = 6, (h)]
B (Asi K hy , )
Al 22:’( )h) [4m(h))4+5(Kv(h))2—10(1<v(h))21<v(h)
_i'vzhﬁhx , , o
Al :;i))(h) 2(1<V(h))4+5(1<v(h))2—7(1<V(h))21<v(h) +0 (B(B+6)+ad)
Y (3.5)
et:

q(x, 1) (1+K”(sﬂ)h
hxt,2)  xy(h)
B(Asinw)’h?h,  BA2H3h,
) ) T
P (Asslig()h)h "Ly (5 (i, ) = 1006, (2, ()
B(isinw)2h5hx
15x% (h)

[0R hyxx + Asinw — & coswhy |

v(x, 1) =

5 (i ())? — 61c, ()]

+0(B(B+6)+ad)

20y () +5 1, () =7y (), ()

donc:
- - N 35(/_15ina))2h2hx
v(x,t) =0khhyy+Asinwh—-3dcoswhh, + >
Ky (h) 3 +xy (h) h) )
35 (Asinw)’ hhy +5(Kv<m) 10, (1)
5(3+xy (h) h) Ky (h) «% (h)

Ky (h)
xv(Wh
1+VT

BAsinw)’ h*he [ 5 6K, ()
B+xy(Wh)  |xy(h)  «3(h)

: 2
-, = 2 !

Asinw)” h®hy 5Ky (R) S
p(1sino) 2Ky (h) + ( ) _® +0 (B(B+06)+ad)

+
5@ +xy (h)h) K?, (h) Ky (h)

On peut donc écrire la vitesse tangentielle en z = 0 telle que :

() B (Asinw)® h*h, 1+h(1<v(h)—§:%)

:T(U(x,t)

On rappelle le a 'ordre 0 en &€ précédemment obtenu :
1- Asinwh?
ht+(—Asinwh3+ ShY ) =0 @)
3 Ky (h) [y B n

15 (3 +2hxy, (h) + 6h%K2 (h) ) ) 5 (h2)

—K=hhyxx+=cOSw|—
153 +2hky (b)) +5h%k3 (W) 1), B B 2 )

3 (hv)t+(hv2
- - ad

/3+5+—_)
p

(Asinwh - u; (x,,0)) +©

!
p
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3.5. DEVELOPPEMENT ONDE LONGUE

On utilise maintenant I’expression de u, (x, t,0) que 'on vient d’obtenir :

isinwhz) _6@
Ky (h) x-_ _ _
15 (3 +2hxy (h)) + 6h*k? (h) 6 5 h?
) —K—_hhxxx+—_cosw(—)
153 +2hxy (h)+5h2x2 (W) 1), B B 2 )

o () (/_lsinw)2 h4hx(1+h(1<v(h)—:::—%))

1(- B

== Asinwh——v(x,t))+ +0
v(Wh

p L+ 252

h[‘f’

1.
gﬂtsinwhS +

(hv)[+(hv2[

153 +xy (h) h)

or on peut écrire :

q° [15(3+2hxv(h))+6h2x$(h) )
h = hr hx b h, X
( h 1153 +2hx, (W) +5h2x2 (h) ]/, a(h,q)hx+b(h,q)q

3 (-2 ey () = 14K2 ey (W)Y + 2B, (W)X, () — 45 ey () — 45) 2

= Zh
5 (3 +xy (1) h) (9+ 6Ky (h) h+ h2 (ky (h)?)
.6 (2h? (xy (W)* + 10hxy (h) +15) v
50 B +xy (h) h)?
donc:
ht+¢7x=0

5 1- h _ _ ab
(hv)f+a1(h’q)hx"'b(h’q)qx_kﬁhhxxx:B(Asmwh_%U(Lt))+@’(ﬂ+5+a—_
+ v
3

avec:

3 (2h3 (kcy ()3 + 1412 (i, (h))? — 213, (WK, (h) + 45T, (h) +45) 2

al(h,q)z zcoswh—g q

3+xy (h) h)® h2

!

(Asinw)” 1t (1 +h (KV (h) - Kv(hg ))

xy(h
B 153 +ky (h) h)
b(hq) = 6 (21 (xy ()* + 10hx, (h) +15) g
4= 5 3+, (h) h)? h

Si x, (h) est constant (ce qui est le cas quand on considere des temps longs), on peut simplifier le
systeme tel que :

ht*‘szzﬁwé)
) 1(- . Ky (h) _ . abd
qt+a1(h,q)hx+b(h,q)qx—1<5hhxxx:E Asmwh—wv(x,t))+@’(ﬁ+6+?)
avec :
(hq) o I 3 (2h%K3 + 14h*x% + 45hx, + 45) ¢° (isinw)2h4(1+h1<v)
ai(h,q)= =coswh-— — -
14 “"75 B+xyh)3 h? 153+« h)
2h%x% +10hx, + 15
b(h,q) = 6 (2, = )a
5 B+x,h) h
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CHAPITRE 3. MODELES SAINT-VENANT (SHALLOW-WATER MODELS)

3.6 Ecriture sous forme conservative
On a donc un modele shallow-water du type :

(1) ht""]x:()

Ky () 6])

.. o _ 1[5, .
(i1) qr+am (h,q)hx+b(h,61)q;c—EKhhxxx:a(lhsmw—1+Kvgh)hﬁ

e

Ce qu’on peut ré-écrire sous la forme :

(1) hy+ qx=0 =
. Ky (h) P _ 5 _
(ii) w(hq)= V—KV(Z)h = Ahsinw —i}/?z(qt +ay(h,q)he+b(h,q)gx— Ekhhxxx)
{1+ S00) v
On pose :
+00 _
qx,t,2=Y Bq® (x 12
k=0
alors :[e]

+00
(i) ht+(Zqu(k)) =0
k=0

X

Too +00 +00
{ @) 1I/(h, > ,qu(k)) = isinwh—ﬁ((z ,qu(k)) +a (h, > ,qu(k)) hx)
k=0 k=0 : k=0

0 _
- EKhhxxx)

el
k=0 k=0

On peut faire un développement limité de v (h, ;23 p¥q'X) pour =R, < 1:

X

+00 _ _
(4 (h > ﬁkq(’“) =y (hq9) +BqV vy, (hg?)+0 @
k=0

de méme pour les termes a; (h, X% p*q™) et b(h, X1 *q'P). Donc on a a I'ordre 0 en § sur

(] 1 ci 2
w(h,q(o)): Ky (h) g Asinwh (1+Kv(h)h)

—r 27— Xsinwh=>g?= (h) =
h(1+ Kv(gh)h) q f Ky (h) 3

Alordre1,ona:

() h+qY=0
5
(i) qVyq(hq®)=- (qﬁo) +a1(h,q) hy+b(h,q?) gy - Bkhhxxx)

Ainsi :

5
=qP(x,t,2)=- O+ ay (h,q?) hye+b(h,q?) g - Ekhhxxx)

— 7 o |9
vq(hq?) ( t
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3.6. ECRITURE SOUS FORME CONSERVATIVE

Orsiq® (x,t,2)=f(h):

qy = =i ()
hofu () = (=) fu () = ~hef2 ()

ol on a utilisé :

Asinwh? K, (W) h
Sy == (‘;’1) (1+ “3) )
v
Alors gV (x, t, z) doit vérifier :
Wix,t,2) = ————(fiy (W—ai(h,g®) - b(h,q"?) f (W) + S—hhxxx
U g (hg©) ’ vq(hq©)
ou:
Ky (h) g© Ky ()
vq(hg®) =0, e
h(l+ - ) h(1+VT)
Donc:
hyh(1+ Xedih Ry (14 000
" (x’t'z):M(f;f(h)—al(h,q“”)—b(h ) () + 2 g )

Ky () ,3 Ky ()

qui se ré-écrit :

ok 1+ 2400)
Ky (h)

5 KM Ry (1 + "V(Sﬂ)

2 B )y _ 0) —
(fy W-ai(h,q”)-b(hq )fh(h))+'5' Ky (h)

gV (x,t,2) =

Et gV (x, t, z) doit étre égal au gV (x, 1, z) de (3.5) :

(1+%}M)h25 _ (Asinw)’ h'h,
WE [Khyxx —COSWhy] + W
(Asinw)’h3h, (Asinw)’ BOhy
xS (h) " 5% (h)
(Jlsinw)zhﬁhx
152 (h)

gV (x,1,2) = [5cy ()2 -6, ()|

40y ) +5(x, ()~ 100y ()P, (h)]

200, ()" +5x, (h))2 ~7(y (W)2K, (h)]

On a donc comme relation de consistance sur a; (h, ) et b(h,q) :

fry—ar (b, q) = b(h,q") fi, ()

) 3(Asin w)2 h? .\ (Asin w)z he

k2 (h) B+xy (M h) x5 (M) B+xy (h)h)

. ()_»sinw)2 ht
51< (h) 3+ KV (hh)

.\ (/lsmw) h°
5k3 (h) (3 +xy (h) h)

0
= ——=hcosw+

[5cy ()2~ 6xc, (1)

40y () +5x, (h))2 ~ 10 (xy (0)2K, (h)]

200 ()" +5x, (h))2 ~7(xy (W)2K, (h)]
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CHAPITRE 3. MODELES SAINT-VENANT (SHALLOW-WATER MODELS)

Si on veut avoir I'indifférence matérielle, c’est a dire :

5 1 (s
qr+Fx (h* L]) _kghhxxx = E‘? (AhSIHw—

e

Ky (B) g)
RO
1+ KT h

avec F(h,q) = hv*+ p(h) = %2 +p(h) ainsi Fy (h,q) =23 q. + (p/ (h) - Z—j) h, donc:

2 2 T sin ) 12 2
; q : VRO (Asinw)” h ( Ky (h) h)
h, =pW-—=S=phW-———=p W) - 1+
a(hq) =p -3 p = =p 20 3
g _f() 2Ahsinw ( Ky (h) h)
b h, =2—=—=2 = 1+
(ma) =2, =257 =" 3
Si on l'injecte dans ’équation de consistance précédente, on obtient une équation déterminant

p (h) et permettant d’écrire le systeme sous forme conservative :

"(h) —éhcosw+(i25in2a)) i [1— ’ ]
p ,3_ (Kv(h))z 3+xy (MW h
] K (a4 5 2k, (h) 3
2 .2 s 4 —
+(A%sin” w) w3 3+1<V(h)h+ (v ()2 (3+1<V(h)h 1)]
) ) 2
h) '
0 . 2 4 ‘_1_2 1 (KV( ) ( _ 3 ) 2« (h) ( 3 _%)
+(A%sin“w) h 9 s 3+Kv(h)h+ (v ()" 1 3+x, (W) h +(Kv(h))2 3+xky(Mh 3
] L m (< ) 2 _xv(W
+(A?sin® ) B° | = - - 3 “53ix
5Ky (W @B+xy(Nh)  (ky () B+ky(Wh) 53+xy (W) h

Prenons deux exemples :
e Pourx, (h)= % ol &/ est une constante (donc K,V (h) =0pxy (h) = —%), alors:

/ 5 - h* 9+ 2o/ 5 h? - B> 9+ 24
p(h):EhcosaH(/lzsin2 )E;—d = p(h):B?cosw+(Asinw)2E;—d

On obtient alors un systeme Saint-Venant de la forme :

h[+qx=0
2 5n - hS 9+244 o 1( 3o
q: + q—+—_—cosw+(/lsina))2— —K=hhyyx == Ahsing - —2_ 4
h B2 2253+ ), B B 3+ h?
(3.6)

e Pour x, (h) = +o0, c'est a dire glissement nul, on a:

: 6 2 - h? 2
p (h)=<hcosw+— (A%sinw)h* o p(h) = =—cosw+—— (Asinw)’ K®
45 B2 225
On retrouve alors le systéme de Saint-Venant classique (cf Boutounet [5] et méthode de J.-P.
VILA dans le livre de Bresch [7]) sous forme conservative sans glissement :

hi+¢qx=0
2 52 2 S 1(.

q:+ q—+§_h—cosw+—(ﬂtsinw)2h5 —kg_hhxxxz__()thsinw_?’_q) (3.7)
h g2 225 . i h2

On remarque que le systeme (3.6) précédent ressemble beaucoup au Saint-Venant que 1'on
vient d’écrire, seuls deux coefficients sont différents.
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3.7. MODELES OBTENUS

3.7 Modeles obtenus

Nous disposons alors de deux types de modeles :
» Modeles de type Benney [2] (a une équation) :
o ordreO:

= (1.4 K
hy+Asinw|=h"+ =0
3 Ky (h) )«

o ordrel:

((3+Kv(h) h) h?
e+ | ————

5%, () [Skhxxx+isinw—6_coswhx])

3 (7 i 12 13 3(1sinw)” h? )
P A e -
B (Asinw)® hoh,
5x5 (h)
B(Asinw)’ hoh,
15x% (h)

40y () +5(x, ()~ 100, ()P, (h)])

-

+ 2y () +5 (i, () 7 ey (), ()

¢ Modéele de type shallow-water (a deux équations a 'ordre 0) :

h[+qx=0
7 5 1 _ kv g
avec :
"(h) —§hcosw+(/_lzsin2w) L [1_ ° ]
p 5 (ky (h))2 3+xy (W) h
) h3 4 5 2'K/ (h) 3
22 - > B
+(A%sin” w) w3 3+Kv(h)h+(7<v(h))2 (3+Kv(h)h 1)]
’ Y
paropt |82 1 0T s e o
s 5 S s e i 3k ) e 002 3, U3
) ER (h) (<, ) 2 M
+(Azsin2w) h° | = - - 3 53k
5y(M)B+xy(Wh)  (k,(W)2B+xy,(Wh) 53+xy,(Wh

issus des équations de Navier-Stokes adimensionnées :

u,+w;=0

Uz = —ASINW+ 0Py + B (U + Utly + Wy) — A0 Uy

pz+cosw=a(wz +E wyy) — @f (W + uwy + wwy)
0) =

w0 =

{1 w(x0=0

he+u(x,h)hy—w(x,h)=0

Uz (X, 1) = —abw, (x, h) +4ab (1 - abh2) ™" hyuy (x, h)
h 1+ adh?

A, () — et

(1+abn2) 1-adh;

uz(x,0)

p(x,h)=-k

3
2
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CHAPITRE 3. MODELES SAINT-VENANT (SHALLOW-WATER MODELS)

Notons que le modeéle d’ordre 0 de type Saint-Venant n’est pas moins précis que le modele d’ordre
1 de type Benney. En effet, on retrouve le modele de Benney d’ordre 0 en prenant 'ordre 0 en 8 du
modeéle Saint-Venant (cf méthode du paragraphe précédent 3.6), ce qui donne :

ht+qx:0 B
O (5,1 2) = Ah?sinw
N

On retrouve aussi le modele de Benney d’ordre 1 toujours en suivant la méme méthode o1 on a
obtenu :

1-
+§)thsinw

(1+ 2] B2 5 (Asinw)® hh,
—Kv(h) E[Khxxx—coswhx] +—3K$(h)
(/_lsinw)zh3hx (isinw)2h5hx
x3 (h) " 5x5 (h)
(Asinw)” kS,
152 (h)

gV (x,1,2) = [5 (xcy ()2 — 6K, (h)]

40y () +5x, (h))2 ~ 10 (xy (0)%K, (h)]

2y () +5 (i, () =7 0y ()P, (h)]

Ainsi le modele suivant :

ht + qx = 0
qx,t,2)=q% (x,t,2)+ Bqg"¥ (x,t,2)

qui a une erreur en 0 (,52), correspond bien au modele de Benney d’ordre 1 :

2
hy+ (W [Skhxxx + Asinw — 5coswhx])
v X
pAsinw)” n*hy  p(Asinw)’ h'h 2_ gy
5(xy (h)"—6 h
T am T B es ) :
5 (Asinw)” K3k / ’
+ A S51:;”()h) - 4(Kv(h))4+5(Kv(h))2_IO(KV(h))ZKV(h)U
= i . 2h6hx 1 ! )
[ AL Sln‘;’) [Z(Kv(h))4+5(Kv(h))2—7(1<v(h))21<v(h)) =0
15x5 (h) *

Le modeéle de Saint-Venant d’ordre 0 contient le modéle de Benney d’ordre 1. Pour plus de détails
et de modeles, on peut se référer a la thése de Boutounet [5], aux articles de Ruyer-Quil et Manneville
[63, 62, 61] et livre de Bresch [7].
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TROISIEME PARTIE

MODELES ASYMPTOTIQUES DE FRONT D’AVANCEMENT
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III - Modéles asymptotiques de front d’avancement 63

ous avons donc finiI’étude du film mince en amont du front. Maintenant, nous allons construire

différents modeles de front d’avancement pour le film mince que nous venons d’étudier.

Nous allons étudier le probléme proche du front d’avancement (chapitre 4 page 65) ou la
vitesse d’avancement est ﬁadv = ffsz = —Uyéy, Ce qui peut aussi étre vu comme le front arriére de
I’écoulement en prenant la vitesse moyenne du front Uree = Usl = upéy (selon l'orientation de I'axe
des abscisses). Ce probleme sera étudié en différentes zones, en effet nous allons utiliser une condi-
tion de glissement qui permettra d’avoir un glissement du fluide sur le fond solide tres prés du front
mais ce glissement s’annulera ensuite en s’éloignant du front pour retrouver une condition classique
d’adhérence. On disposera alors de deux (chapitre 5 page 75) ou trois (chapitre 6 page 143) zones
d’études selon les hypotheéses de raccord faites :

Forme de la surface librE/,,

T T
— ! \
_— R NREER Qext
- ! ¢ N
/ i
Qe Sonaind
Lant i
7 // !

FIGURE 3.2: Front d’avancement du fluide

ol Q;5 est la zone interne, proche du front, Q. la zone externe, loin du front (c’est celle qui va
se raccorder au film mince), et Qp la zone de raccord qui est commune aux deux zones précédentes.
Nous passerons alors d'un probleme de Navier-Stokes aux équations de Stokes stationnaires en sup-
posant que le nombre de Reynolds associé a notre écoulement au niveau du front est faible.

Nous réaliserons alors un développement asymptotique raccordé en fonction d'un second petit
parametre, le nombre capillaire du front C,, F<l, dans les différentes zones étudiées et nous ferons
une étude en deux zones de raccord du front d’avancement si le terme Cg, ¢ |ln ﬁ| « 1,0l Bestle
coefficient de glissement et est le troisiéme petit parametre de notre modéle. Notons que le nombre
capillaire Cq, r = # est un parametre qui permet de quantifier la vitesse moyenne du front Uy (avec u
la viscosité dynamique et k la tension de surface), donc si celle-ci est faible et si § n’est pas trop petit,
on a alors un raccord assez simple des inconnues. Mais si C, ¢ |ln /3| ~ 0 (1), la zone de glissement
est alors plus importante et/ou la vitesse plus élevée, nous serons alors obligés de faire un raccord en
trois zones. Dans la zone intermédiaire ou zone de raccord, le glissement constant de la zone proche
du front, tendra vers zéro pour se raccorder a la zone loin du front, la zone de non-glissement. Nous
aurons donc décrit deux modeles de front, un premier plus simple a deux zones de raccord puis un
second a trois zones de raccord (comme on peut le voir chez Cox [15], Hocking [37], Hocking et Rivers
[40]).






CHAPITRE

INTRODUCTION AUX PROBLEMES DE FRONT
D’AVANCEMENT

ans ce chapitre, nous allons expliciter le probléme au niveau du front d’avancement du fluide
D ou la condition de glissement est active. Cette condition nous permet d’avoir un glissement
donné tres pres du front qui décroit en s’éloignant du front, jusqu’a ré-obtenir une condition de non-
glissement.

Le probléme sera donc étudié séparément sur ces deux zones dans la suite. Pour cela et sous
certaines hypotheéses, nous passerons d'un probléeme de Navier-Stokes aux équations de Stokes sta-
tionnaires et nous réaliserons un adimensionnement du probleme que nous résoudrons par déve-
loppements asymptotiques en fonction d’un petit parametre : le nombre capillaire du front Cy, 1.

Pour simplifier la résolution du probleme, nous I'écrirons dans le repere du fluide et introduirons
une équation de la surface libre, qui est une inconnue de notre probléme. Enfin nous passerons en
formulation courant, ce qui permet de découpler la résolution de la vitesse et de la pression.

Sommaire
4.1 Adimensionnement . . ... ... ... 66
42 FEquationsdevolume . . . . . .. ..ottt e 67
4.3 Changementderepere. . . . . . . . . i ittt ittt e e e 70
44 Equationsurlasurfacelibre . ... ......... .. ... ... 71
4.5 Probleme completavecglissement . . ... ........... .. .. .. .. ..., 71
4.6 Formulationcourant . . .. .. ... .. ... .. 73
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX PROBLEMES DE FRONT D’AVANCEMENT

On repart du systeme d’équations de Navier-Stokes déja vu précédemment :

Equations de conservation de la masse & quantité de mouvement :
(Eql):V-U(r,¢,1)=0
(Eq2): 0,U(r,¢,1) +V-|U(r,¢,)0U (r,,1) - 1T (r,,1)| = &
Condition de glissement :
:U-n=0 en¢p=0
@) :U-T+ay(r)[T-Al-T=0 en¢p=0
Condition d'imperméabilité :
3): U-figy = Uy - iig en =0 (r)
Continuité des contraintes tangentielles :
4): [T-7igl-fqg=0en¢p=0(r)
Continuité des contraintes normales :
(5) : [T fig] - igy = xCourb (X) — parm en ¢ =0 (r)

TABLE 4.1: Systeme de Navier-Stokes

olt les inconnues sont le champs de vitesse u (r,¢), la pression p(r,¢) et la forme de la surface
libre 6 (r). Comme introduit dans la partie 1.2 page 14, nous avons pris ici ﬁ =ay(r).

Pour étudier le front d’avancement, nous passons des équations de Navier-Stokes aux équations
de Stokes stationnaire en gardant une vitesse non-nulle a I'interface. Nous allons réaliser un adimen-

sionnement des équations de Navier-Stokes pour justifier cette simplification du probleme.

4.1 Adimensionnement

On adimensionne les différentes grandeurs qui apparaissent dans le systéme en utilisant X r()la
vitesse caractéristique du front (dimensionnée) et h £ (1) la hauteur caractéristique du front :

h (1) v * = =% * vk [k
= ‘f £, T(r’¢)=Xf(t),uT* (T ,(P)v E=g08"=8V*G (r ([)),
X/ (1)
r=hg@rr, p(r.¢) “(re),  Ua=-Xr 0T 4.1)

_ K
G
U(rd)=XrOu*(r'¢), Parm=——mp:

’ f ’ ’ atm hf 0 atrm’

olt VG(r,¢) est sans dimension donc VG (r,¢) = V*G* (r*¢). Les variables munies d’une asté-
risque sont adimensionnées. Et on a alors les relations suivantes :

V= 16r - ! 16,* Lo oA ta
| =0y | hpaw| =04 | hr T T R2
2% fa ()| 0 £ hi (1)
On dispose des nombres adimensionnels suivant :
Nombre de Reynolds: | R r= pr(tT)hfm Nombre capillaire : Cay= A ,(:)H = I;/Te'j{
X2(Ohs(0) '

Nombre de Weber : We r = prf Coefficient de glissement: | f= %

X7 (1)

. 2 _ °f

Nombre de Froude : = gl

TABLE 4.2: Nombres adimensionnels du front
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4.2. EQUATIONS DE VOLUME

ou:

* le nombre de Reynolds R, ; est le rapport des forces d’inertie sur les forces de viscosité au
niveau du front d’avancement,

* le nombre de Weber IV, s est le rapport des forces d’inertie sur la tension de surface,

* le nombre capillaire C,, s est le rapport des forces de viscosité sur les forces de tension de sur-
face,

o le nombre de Froude au carré F2 caractérise le rapport entre les forces liées 2 la vitesse et la
force de pesanteur (la pression hydrostatique) et

« le coefficient de glissement 3 .

4.2 Equations de volume

On adimensionne les équations de volume grace a (4.1) et on obtient :

VEur (rf,¢*)=0
Re [0 u*+V*-(u* @u")](r*,¢*) +

v*p*( —
Ca f Ff

\
‘*
<
J
|
>
*
<
*
=
‘*
<
J
|
|
[N}
<
*
@)
*
=
‘*
<
J

On retrouve alors les équations de Stokes si :

1 R
Rer < =l
Cag  Wey We <1
Rep <l ® \ Ry~Fi<l
Re,f ef f
Reyf<—~0()
Fy

Nous utiliserons dans la suite de I'hypothése C, r < 1, ainsi on aura supposé que :

Wer<1

Rep~Fix1 2
W ; f © We s <R ~F;<1 < Inertie < Viscosité < Tension de surface
e,

ZCa‘f <1

Re ¢

Le fait de supposer que le nombre de Reynolds est petit : R, f < 1, montre que 'on considére un
fluide laminaire, s’écoulant lentement et sans effet de turbulence. Ainsi sous les hypotheses W, ¢ <«
Re g~ F]% < 1c'estadire C, ¢ < 1, les forces de tension de surface dominent sur les forces de viscosité
et d’inertie, ce qui nous permet d’avoir un front d’avancement bien défini.

Il nous reste alors deux petits parametres : Cy, ¢ et R, . Nous souhaitons par la suite faire un
développement asymptotique sur le probléme de Stokes obtenu ici :

{ V*eur (r*,¢*) =0
VEp*(r*,¢*) = Cop[A*u* (r*,¢*) = V*G* (r*,¢*)| + G (Cqr Reyf)

R
ou nous avons utilisé le fait que le rapport Fsz ~ O (1). Il nous faut donc quantifier le produit Cy, ¢ R, ¢

de maniere a connaitre ’ordre de I'’erreur générée en supprimant ces termes. Dans la suite nous ne
développerons que I'ordre 0 et I'ordre 1 du développement asymptotique en C,, ¢ de ce probleme. Il

suffit donc de prendre R, ~ O (C; f) avec [ € R** pour que les termes Navier n’influent pas sur les
deux premiers ordres du développement asymptotique en C, ¢. Au final, on a donc posé :

67



CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX PROBLEMES DE FRONT D’AVANCEMENT

f

Wer <<Re,f~F2 <1l = (Curxl
Re,f~6’(C;f) avec i e R**

TABLE 4.3: Hypothese sur les nombres adimensionnels

Probleme dimensionné

On obtient alors le probleme de Stokes stationnaire (en omettant les « * ») sous forme développée :

Equations de conservation de la masse & quantité de mouvement :
(Eq1) : 0pup =—roru, — u,

1 1 2 1
,u(@%rur + ;O,ur + ﬁaqubur - ﬁé(l,u(,, - ﬁur) —-0,p=pgcos(w—¢)
2 1 1

(Eq2): , 1 1, ‘
u(ar,u¢+ ;Gru¢+ ﬁ0¢¢u¢+ ﬁad,u, - ﬁud’) - ;6¢p = pgsin(w - ¢)

Condition de glissement :
(1) : Ugp (r,00=0
ap
2): 7x(r) Opur (r,0) = u;(r,0)
Condition d’'imperméabilité :
(3) : uy (r,0(r) —10,0 (r) uy (r,0(r)) = Uy - gy
Continuité des contraintes tangentielles :

@) :0=[1-r%(0,0 (r)?] E@pur - %u(p +0,ugp | (r,0(r) +20,0 (r) [0pug + ur — rdru, | (r,0 ()

Continuité des contraintes normales :

2,u{r2 (0r0 ()2 dyuuy +0,0 (1) [ug ~ Oty = 10y + % [r + 051 } (8}
®):

1+712(0,0 (r)?
_ T30 +20,0 (1) + (0,6 (1)°

+p(r,0()—parm

3
2

(1+(ra,0 (r)?)

TABLE 4.4: Probleme de Stokes dimensionné développé

Probleme adimensionné

Onnote = hf“:( 5 le coefficient de glissement du fluide, on a alors :
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4.2. EQUATIONS DE VOLUME

Equations de conservation de la masse & quantité de mouvement :
(Eq1): V-u(r,¢)=0
(Eq2) : Vp(r,¢p) =Cur(Au-VG)(r,¢)
Condition de glissement :
D:u-n=0 en¢p=0
@) :u-i+By(N[T-Al-T=0 en¢=0
Condition d'imperméabilité :
(3): u-iig=Ug-figendp=0(r)
Continuité des contraintes tangentielles :
4): [T 7ig)-iy=0endp=0(r)
Continuité des contraintes normales :
(5) : Cop [{Vu+ (Vuw)'}-fig] - 7ig = Courb (r) + p— parm en ¢ =0 (r)

TABLE 4.5: Probléeme de Stokes adimensionné

et sous forme développée :

Equation de conservation de la masse & quantité de mouvement :
(Eq 1) : pup =—roru, — u,

1 1 2 1
Cu,f(afrur+;6rur+—20(2p¢ur——6¢u¢——u )—Orp: Cq,fcos(w— )

2 1

(Eq2): 1 1
af(ar,u¢+r6ru¢,+ 6¢¢u¢+ 6¢,ur——u¢,)——6¢p Cqrsin(w— )

Condition de glissement :
(1) 2 up(r,00=0
2): gx(r) Opur (1,0) = uy (r,0)
Condition d’imperméabilité :
3) : ug (r,0(r) — 18,0 (N u, (r,0(r) = Uy - fig
Continuité des contraintes tangentielles :

1 1
@) :0=[1-72(0,0(r)?] had,ur ~ Uy +0ruy | (r,0(r) +20,0 (1) [0pug+ ur—royu] (r,0(r)
Continuité des contraintes normales :

2Ca,f{r2 0,0 (r)?d,u, +0,0 (r) [up —Opur —rodrug| + % [ur +0¢ug] } (r,0(r)

(5) :

[1+ 72,0 (1)?]
_10%,0(1) +20,0 (1) + 12 (0,6 (1)

(1+(ro,0 (r))z)%

+p(r,0(r)=parm

TABLE 4.6: Probléme de Stokes adimensionné développé

h
Remarque. Onavuque ay (r) = (h) alors en adimensionné 7 gl )X (r)= hf?(t) f‘;o([))( (r) = m =
1

xy(h)*
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX PROBLEMES DE FRONT D’AVANCEMENT

4.3 Changement de repere

On se met alors dans le repere du fluide. C’est donc la paroi qui va avancer, le fluide ne se déplace
plus mais il y a toujours un champ de vitesse adimensionné u a I'intérieur du fluide. On pose donc &t =

u— Uy ot @ est la vitesse dans le nouveau repere et U, = — &, est la vitesse moyenne adimensionnée

du fluide, pour plus de simplicité dans les notations nous omettrons les “*” . Le probléme est alors le
suivant :

— Patm

Fluide

FIGURE 4.1: Changement de repére

11 s’écrit sous forme adimensionnée tel que :

Equation de conservation de la masse :
(Eq1): V-u(r,¢)=0
Equation de quantité de mouvement :
(Eq2) : Vp(r,¢p) =Cur(Au-VG)(r,¢)
Condition de glissement :
):u-n=0 en¢p=0
@) :u-i+By(NI[T-Al-T=1 en¢d=0
Condition d'imperméabilité :
B):u-fig=0en¢p=0(r)
Continuité des contraintes tangentielles :
4): [T 7ig)-iy=0enp=0(r)
Continuité des contraintes normales :
(5) : Co,r [{Vu+ (Vw)'} - fig] - iy = Courb (r) + p— parm en ¢ =6 (r)

TABLE 4.7: Probleme de Stokes adimensionné dans le repére du front

Le probleme sous forme développée est :



4.4. EQUATION SUR LA SURFACE LIBRE

Equation de conservation de la masse :
(Eq 1) : 0pugp =—ro,u, — ur
Equation de quantité de mouvement :

1 1 2 1
0;p=Cay [(6%,u,+;aru,+ﬁaid)ur—ﬁd(pu(p—ﬁur)—cos(w—(p)]

;Od,p =Cquf Haf,ud, + %Gru(p + %aédﬂd’ + ﬁa(,,u, - ﬁ”(b) —sin(w- c/))l
Condition de glissement :
(1) up(r,0)=0
2): gx(r)a(pur (r,0)=u,(r,00-1
Condition d'imperméabilité :
() : up(r,0(r))—rod,0(r)u, (r,0(r))=0
Continuité des contraintes tangentielles :

4):0=[1-r%(0,0 (r)?] Hagbu, — %ud, +0rug | (r,0(r) +20,0 () [0pugp + ur —rd,u| (r,0 ()

Continuité des contraintes normales :

1
2Ca,f{r2 00 (1)*0rur +0,0 (r) [ugp — Opur — 10y ugp| + " [ur +0pug) } (r,0(r)

5):
©) [1+72(0,0 (1)?]

_102,0(r) +20,0 (1) + 12 (0,0 (1)°

+p(r,0(r) = parm

(1+(ro,0(r)?)?

TABLE 4.8: Probleme de Stokes adimensionné développé dans le repeére du front

4.4 Equation sur la surface libre

On souhaite avoir un équation sur la surface libre, on dérive alors la condition limite (5) par rap-
port a r, ce qui permet par la suite d’éliminer les termes de pression de cette équation. Ainsi on aura
un équation sur la surface libre, uniquement en fonction de la vitesse. On peut écrire la condition (5)
telle que :

Ca,r {[(Vu+VuTl)-fig]-fig} (r,0(r) = Courb (r) + p (r,0 (1) = Parm
= 2Cqrd, {(D (W) 7ig) - fig] (r,0(r)} = d,Courb (r) + d; [p (1,0 ()]

= 0,Courb = Cy £ {20, [(D (1) - Tigy) - Tisy] +20,0 (r) 8y [(D (1) - i) - iy 1 (r,0(1))
—Co {l(AW), —0,Gl1 +0,0 (1) [r (Aw)p — 0G|} (r,0 (1))

1
avec D (u) = 3 (Vu + VuT) et ou on a utilisé ’équation de volume :

Vp(r,¢)=CqrAu(r,¢)—CarVG(r,¢)

On a ainsi obtenu une équation sur la surface libre qui ne dépend plus que de la vitesse, on notera
(6) cette nouvelle équation.

4.5 Probleme complet avec glissement

Nous allons donc étudier le probleme final adimensionné suivant :
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e sur():
(Eq1): V-u(r,¢)=0
(Eq2): Vp(r,¢)=Car[Au(r,¢)-VG(r,¢)]
e surl'; (en¢p=0):
@))] u-n=0

@): —-BxNIT,0-7Al-T=u(r0-i-1

e surly (en¢p=01(r)):
B3): u-ng=0

@: [T-fig) iy =0

5): Car[{Vu+(Vw)'}-iig]-7ig = Courb(r)+ p— parm

(6) : 9,Courb (r) = Cq ¢ {20, (D () - Tigp) - Tigt] + 20,0 (1) 8¢ [(D (w) - Figy) - Figy]}
—Co{l(AW), —0,Gl+0,0 (1) [r (Aw)p — 0G|}

Probléme sous forme développée :

 Equations de volume sur Q :

(Eql): Opugp=—roru, —ur

(Eq2): o,p= Ca,f

1 1 2 1
0% 1, + ;Orur + ﬁai(pur - ﬁa(,,u(p— —Zlr —cos(w—q))]

1 1 1 2 1 .
;ad,p =Cqf 0%, up+ ;aru(b + ﬁ%p% + ﬁad,u, ~ 3 lpsin (w— (p)]
e Conditions limites sur I'; (sur la paroi solide, en ¢ =0) :

1 : u¢=0

) : gx(r)a(,,ur =u,—1
o Conditions limites sur I'» (a la surface libre, en ¢p =6 (1)) :

@): up—ro0(r)u,=0

1 1
@: 0=[1-r? 0,6 (1)?] [;0¢ur—;u¢+6ru¢ +20,0 (1) [0pug + ur — 10, ur|

1
2Ca_f{r2 00 (1)?0r ur +0,0 (r) [t — Opr — 10y Ugp | + . [ur +0pug] }
(5) :

[1+72(3,0 ()?]
12,01 +20,0 (1) + 12 (0,0 (1)°

3 +P—Patm
(1+(ra,0(r)?)?
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4.6. FORMULATION COURANT

03 [r%(8,0 (1) + 102,60 (1)) 0,0 (r) —1] 82,0 (1) + (4 + % (0,0 (1)*) r (3,6 (1))°

®) :
(1+728,0 (r)?)"”

rafrﬁ(r)

T r@emy”  Certrordneos@rln) s o)

Ca,r(1-7%20:0 () [(1-r* (8,0 (1)) 8,6 (1) + 212,60 ()]
+
(1+7r23,0(r)?)°
(97 (8,0 ())* -80%,0 () 38,0 (r) - (1 +2r% (9,0 (r))z)za
u
r2(1+12(3,6 (1)%)° "
1-1r%(0,0 (r)* {262

14+7r2(0,0(r)? Lr "
3+r2(8,6 ()

1+72(0,0 ()?
[1-7%0,0 (M)* +4r20,0 (r) (8,0 (r) + 02,0 (1))]
r2(1+7r2(3,6 (r)?)°
(1-72(0,0 (r)?) (r 0,0 (r)* - 82,0 (1)
(1+7r20,6 (r)?)°
1+3r2(6,0(r))2i -
1+12(3,0(r)? 2 *"

1
;u(p—aru(p

+Cuyf
1
+Cqf u¢—6%rur+ ;aj)d)%—zaj,ru,)a,e(r)}

—Cqr rd 0 (r)0%,ug

—2Cq

r

+2Ca,f

ad)ur

_Ca,f

4.6 Formulation courant

On passe en formulation courant. En effet cette formulation nous permet de simplifier la résolu-
tion des équations.

Mise en oeuvre

Léquation (Eq1) est vérifiée par définition de v (r, ) :

1 1
o0rur + —ur + ;6¢u¢] (r,9)

1 1(1 1
o 0w+ 2 (00w + 106 (-0w) | .0)

V-u(r,¢)

=0

1
On remplace dont I'équation (Eql) par u(r,¢) =rot (v (r,¢)&;) = ( ;Od,w((r,(b)) ) Pour I'équa-
=0,y (r,¢

tion (Eq2), on obtient :

(Eq2.1) 1ot (Co pAt—Vp — Cq fVG) (r,¢) = Cq Ay (r,p) =0

On peut aussi remarquer que si on applique 'opérateur divergence a cette méme équation, on a
une nouvelle équation de volume :

(Eq2.2) : V(Cq pAu—Vp—CqayVG)(r,¢) = A(p+CqayG)(r,p) =0
or AG (r,¢) = 0 ainsi I'équation (Eq2.2) se réduita Ap (r,¢) = 0.
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Réécriture du systéme

Le probleme devient alors :
« Equations de volume sur Q :

(Bq1):  u(r,¢)=roty(r,¢)
(Eq2):  Vp(r.¢)=Car[Au(r.¢)-VG(r,¢)]

(Eq2.1) : w( P) =
(Eq2.2) : Ap(r, ):

e Conditions limites surI'; (en ¢ =0):
(1) :0,w(r,00=0

(2) : By (1) 0w (1,0) = rdpy (r,0) —

o Conditions limites sur I's (en ¢ = 0 (r) et ol1 on a simplifié (5) avec (4)) :
@: 0=[1-r%2(0,0()?] [—62¢w+ 0,y —0 ,w]

+7a,9 (r) [a(pyx— rafprw]

2Cqf [1+1%(0,0 ()?]

Oy — 10>
r2 [1-r2(3,6 (r)*] 20 =r05,0]
102,01 +20,0 (1) + 12 (0,0 (1)°

5) :

3 +P—Parm
(1+(ro,0 (r)?)?
_3[r?(0,0 (r) +rd%,0 (1) 0,0 (1) — 1] 87,0 (1) + (4 + 12 (3,0 ()*) (8,0 ())°

®) :
(1+728,0 (r)?)"”

3
10,00 +Cq,f[10,0 (r) cos (w +0 () +sin (w + 0 (r))]

(1472 (6,6(r))2)3/2

Cays
40,5y +(1+3r2(3,0
(1+r2(a 0)?) (1009 + (1377 0,0 0)) 3|

+3C 1-r%(0, H(r))
of (1+72(3,0 (1))?

3+712(0,0 (r)?
T 2.3 nrn2 076 a%rr
1+72(0,0 (r)? roror vy

I > |o2w 0.0,y —r(0, v +0,01%,,v)]

+Ca,f
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CHAPITRE

MODELE DE FRONT A DEUX ZONES AVEC UN RACCORD

n souhaite maintenant construire un premier modeéle de front dans un cadre simplifié. Dans une
O premiére partie, nous allons étudier le probléme loin du front, on réalise alors un développe-
ment asymptotique des inconnues en fonction du nombre capillaire C, ¢ qui est un petit parametre
de notre probléme et on écrit les deux premiers ordre en C,, r. Au premier ordre du développement,
on trouve que l'interface est plane, on peut ainsi faire un changement de variable sur le probléme
complet en zone externe de maniere a ramener I’étude du probléme a surface libre a un probléme a
surface plane et donc considérer que le front du fluide forme un diedre. On fait alors un développe-
ment asymptotique des inconnues ainsi que des opérateurs en fonction du nombre capillaire et on
écrit les deux premiers ordres en C, ¢ du probleme. Dans la deuxieme partie, on étudie la zone in-
terne, proche du front, ot il y a glissement constant sur la paroi solide et on réalise alors exactement
la méme étude que dans la partie précédente.

La partie suivante permet de construire la solution externe et interne au premier ordre en Cy f.
La solution externe est obtenue par séparation de variables. Pour la solution interne, on réalise un
nouveau changement de variable, puis on utilise la transformée de Laplace bilatérale qui fait alors
apparaitre une équation intégrale pour calculer les contraintes a la paroi solide. Cette méthode cor-
respond a celle utilisée par Hocking [37] ol il considere dés le début du probléme que la surface
libre est plane et ne fait ensuite I'étude compléete que pour certaines valeurs de ’angle de contact.
Apreés avoir étudié le comportement de cette équation intégrale, on pourra alors raccorder les deux
solutions entre elles. Enfin nous nous intéresserons a I'ordre suivant du probléeme en C, ¢ ot nous
résoudrons la forme de la surface libre et la pression a cet ordre et dans les deux zones d’étude. Nous
poserons alors des conditions de raccords pour ces différentes grandeurs.

Ce premier cas nous permet ainsi de réaliser le raccord des deux premiers ordres du développe-
ment asymptotique de la surface libre en faisant I'hypothese C, ¢ |ln ﬁ| « 1, ou B est le coefficient
de glissement et est le troisieme petit parametre de notre modele. Notons que le nombre capillaire
Cor= % est un parametre qui permet de quantifier la vitesse moyenne du front Uy (avec u la visco-
sité dynamique et x la tension de surface), donc si C, 7 est faible et si  n’est pas trop petit, on a alors
un raccord assez simple des inconnues. Le cas Cy, ¢ |ln ﬁ| ~ O (1) est plus compliqué et sera traité dans
le chapitre suivant.
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5.1 Probléme externe

On se met ici dans le domaine Q. ;\Qp :

. Forme de la surface libre

_—

_— \‘\ Qext \QR

/ Qr |
i

FIGURE 5.1: Domaine Q. :\Qgr

On se situe donc loin du front et le glissement n’est plus visible dans cette zone. On retrouve donc
le probleme étudié au chapitre 4 mais ot I'on a retiré du domaine d’étude la zone ou la solution est
singuliere. Le probleme externe adimensionné s’écrit donc :

(Eql) :  texs (1) =10t Wers (1))
(Eq2) : Ca,fAUext (r,d) = Vpex:(r,¢) + Ca,rVGext (r,9)

(Eq2.1) 1 A?Wext (r, ) =0
(Eq2.2) :  Apext(r,¢)=0

avec les conditions limites sur I'; o y (r) =0 (en ¢p =0) :
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5.1. PROBLEME EXTERNE

(1) : 0rPex =0
(2): 6¢1//ext =r

etsurl's (en¢ = Qext(rrcol.f’ﬁ)) :

() : 0rWexr =—0,0cx; (I‘, Ca,f’ﬁ) a(,lﬂ//ext

1
4): 0= [1_r (9 Hext(r Caf ,B ][ > (p(pWext"';arWext_a%rWext

+;6reext (r» Ca,f»ﬁ [angext - ra(erext]

2Cq [1+r2 (0:0ex: (1, Ca, 1, B)) ]

(
[1—r2(ar9ext(r Caf :B)) ]
B rafreext(r,Ca,f B) +20:0cx: (T, Ca,f p)+r? (6 Ocxe (1, Ca,f) ﬁ))

1+ (r0,0xt (r, Ca s, B)) )

(5) :

[a(,lﬂ//ext ra(PrWext]

+ Pext — Parm

_ 3 [rz (argext (I’, Ca,fuB) + ra%reext ("; Ca,fuB)) 0r0ext (rrca,f»ﬁ) - 1] a%reext (r; Ca,f;,B)

5/2
(1 +1? (areext (7’, Cu,f, ﬁ))z)

4412000 (1. Cap D) 00 1 Car B 103, 00s(rCup B
5/2 3/2
(1 +r? (6r9ext (l’, Ca,f» ﬁ))z) (1 +12 (areext (1‘, Ca,fr ﬂ))z)

+Cq [10,00x: (r,Ca,f, B) cOs (0 +0Oexs (1, Ca 1, B)) +8in (@ +Oexs (1, Ca, 1, B))]

Caf 2
- ' 4a(p1//ext+ 1+3r? (areext (r»Ca,fuB)) 03 Vext
(1+r2 (arGext(r,Ca,f,,B))z) 3 [ ( ) i ]

1-1%(0,0ex: (r,Caf, B))
'f(1+r (0:0ext (. Cary. B)) )
1= 12(0r0ex:t (T, Caf,P))

4 (1+r (0,0ex: (1 Cas. )
3+712(0r0ex () Ca, f ,B))
1+7r2 (Oreext(r,Ca,f,ﬁ))

ou les variables avec un ’,y;” sont les variables dans le domaine externe.

(6) :

+

2
+3C,

[62¢Wext+a Oext (r Caf ,B) (PWext]

ﬁ

2

-3rC, ) [arr¢Wext+a Oext (r Ca,f) .6) r(p(pl//ext

Ca af ro Qeﬂ(r Caf ﬁ) rrrwext

5.1.1 Développement asymptotique en C, ¢

On a pu voir que le nombre Capillaire intervient dans 1'équation de quantité de mouvement (Eq 2)
ainsi que dans les conditions limites (5) et (6). On considere ici que ce nombre est petit, ce qui signifie
que la tension de surface est grande et donc que 'on a un front d’avancement.

On écrit les inconnues sous forme de polynoémes de Cy ¢ :

Uext (7, ¢) = Ug,ext (1, ¢) + Ca, ptir,ext (1, ¢) +@( f)
Vext (r ) =Yo,ext (r, (P) +Cyq SfW1ext (r (P) +0 (CZ f)
Pext (1, ¢) = po,ext (1,¢) + Ca fP1, ext (1, 0) +@’( af)

(
Gext(r Caf ,6) = HO,ext (I‘, )"‘ Ca,fel,ext (r»ﬁ) +@(C2 f)
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Ici grace au développement asymptotique en Cy ¢, les 0; ¢y, (r, B) perdent leur dépendance en
Cq,r- Ainsi pour les différents ordres en C,, r, on peut écrire les équations de volume que I'on aura a
résoudre :

(qu)j : Ujext (I‘,(P) =rot Wj,ext(r»(P)

(Eq2)y:  Vpoexi(r,¢p)=0

vjEN < (qu)]+] : vpj+1,ext (r)(p) :Aujyext (r’(p)_VGj,ext (r’(l))

(Eq2.1); : NY jext (1,¢) =0

(Fq22);: Apjent (1,9) =0

Pour les conditions limites associées, celles sur I'; (au fond) sont les mémes a chaque ordre. Mais
sur I'; (al'interface avec I'air), les conditions limites a chaque ordre en C,, r ne sont pas aussi simples
a écrire car elles mélangent le développement de O, (r) et de ¥exy (r, (/)).

11 faudra alors d’abord connaitre le domaine d’étude qui est délimité par la surface libre avant de
rechercher les autres inconnues. Ci-dessous, on présente les deux premiers ordres en Cg, 1.

5.1.2 Problemealordre0enC,

Les équations de volume sont :

(qu)O : Uo,ext (r’ (P) =10t Yo ext (T, ¢)
(Eq2)y:  Vpoexi(r,¢p)=0

(Eq2.1), : Ao ext (r ) =0

(Eq2.2),: Apoext(r,¢)=0

avec les conditions limites sur I'; (en ¢ =0) :

(Mo : 0rPo,ext =0
(2)o : a(/)wo,ext =r

etsur Tz (en ¢ =0 ext (7, ) :

(3o : arU/O,ext = _areo,ext (r,ﬁ) 6¢w0,ext

1 1
4): 0= [1 -r? (areo,ext (rr IB))Z] [ﬁafb(pwo,ext + ;arU/O,ext - angIO,ext

4
+;ar90,ext (r, ﬂ)

5¢1//0,exr - rairwo,ext]

_ 10%,00.cxt (1, B) +20,00,ext (1, B) + 12 (0:80,ext (1, B))°

(G)o: O 3
(1+ (r0,00,.x: (. 8))%)°

+ Po,ext — Parm

6)o: 0=3 [rz (areo,ext (I‘, ,6) + ra%rgo,ext (r, ,B)) 0r00,ext (r, ﬁ) - 1] a%reo,ext (r;ﬁ)
+ (4 +r2 (argo,ext (rrﬂ))z) r (areo,ext (I‘, ﬁ))g -r (1 +r? (argo,ext (rrﬂ))z) airreo,ext (r’ ﬁ)
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5.1.3 ProblemealordrelenC, ¢

Les équations de volume sont :

(qu)l : Ul,ext (rr (P) =10t Y1 ext (r,(P)
(Eq2)1 : Aug,ext (rr¢) =VPlext (I‘, (,b) +VGo,ext (r,¢)

(qu'l)l : Azl,//l,ext (I‘, (P) =0
(Bq2.2), : Apiex:(r,¢)=0

avec comme conditions limites surI'y (en¢ =0) :

D)y : aﬂ/’l,ext =0
(2)1 : 0pW1,ext =0

etsur Ty (en ¢ =0 ext (7, ) :

3)1: arWI,ext = _areo,ext (I‘, ﬁ) a¢1//1,ext - argl,ext (rr ,B) 0¢W0,ext

1 1
4) : 0= [1 -r? (areo,ext (rr ,6))2] [ﬁaid,WI» ext+ ;arWI,ext - angI,ext]
4
+;ar00,e‘xt (r,ﬁ)

4
+;6r91,m (r, ﬂ) [a(pwo,ext - rairw&exl‘]

a([)u/l,ext - ra(zpru/Lext]

5 [1 +72(0,00,ex1 (r,ﬁ))z]

X = Courb; + p;
1= 0 0ene ()]

(%) :

[adﬂl/o,ext - rai,Wo,exz

6)1 : 0rCourb (1), =20, (D (W) - fis)) - Fisilg +20,00,ext (1, B) (3¢ (D (W) - Tasp) - Tasi])
- [(Au) r,0,ext — arGO,ext] - arHO,eJct (r»,B) [7’ (Au)¢>,0,ext - a(pGO,ext]

5.1.4 Méthode de résolution du probleme al'ordre O en C, ¢
o Equations nécessaires pour déterminer 00,ex: (1)
La condition (6)y correspond a:
(0,Courb (r))g = 0,Courbgy (r) =0
ol Courby (r) estl’ordre 0 du développement asymptotique en C, ¢ de la courbure. Ainsi Courby
est une constante et on a alors :
Courbg (r) =0 ou Courbg (r) =C; #0

Ce qui veut dire que la surface libre a I'ordre 0, est :
& soit une droite,

© soit un cercle.
Nous ne nous intéressons pas ici aux cas d'un cercle, on considérera donc que la surface libre a

I'ordre 0 est une droite et on notera :

BO,ext (l’, :6) = 90,916? (:5)
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80

ol Oy ext () est une constante (non déterminée pour le moment) qui dépendra du parametre £
de maniere a permettre le raccord avec la zone interne. Cette situation correspond au cas d'une
goutte a I'équilibre. En effet I'ordre 0 en C, ¢ correspond a prendre C,, ¢ = 0 et donc a avoir une
vitesse de I'interface nulle. Nous regardons ici ce qu’il se passe dans la région du front ol1 nous
avons fait un zoom (enr=h £ (1) r*) sur le front en adimensionnant. Le rayon de courbure ef-
fectif est donc beaucoup plus grand que la hauteur de liquide et est donné par I'écoulement
amont (film mince pour notre étude). La courbure est donc nulle ici.

Equations nécessaires pour déterminer p (7) :
On peut alors déterminer po,ex; (r,¢) grace al’équation (Eq2), et la condition (5)o :

(Eq2)0 : Vpo,ext (r’ ¢7) =0
(Eq2.2) 1 Apoex:(r,¢)=0
5)o - Po,ext (r,90,exr (r,ﬂ)) = —Courbyg (r) + Parm

On sait déja que g ext (7, B) = Oo,ext (B) et donc que Courbyg (r) = 0, ainsi la condition (5)g se
simplifie telle que :

(5o : po,ext (r» 00,ext (,3)) = Patm

Et directement,on a:

Po,ext (r» (/7) = Patm

Equations nécessaires pour déterminer v ¢ (7) :

(Ba2.1), : A2y 00t (1) =0

avec les conditions limites :

I - { Mo : arwo,ext(r;o) =0
"1 @0 1 0pwoent (1,0) =T

(3o : 0rYoext (r;HO,ext (T;ﬁ)) =—0r00,ext (T‘, ﬁ) a(/ﬂ/’O,ext (r»HO,ext (T, ,3))
1 1
Ty 4): 0= [1 -r? (arBO,ext (r, ,B))2] [ﬁaiqbwo,ext + ;arwo,ext - 5§r1//0,ext (r»QO,ext (r» ﬁ))
4
+;0r90,ext (T, ﬁ) [5¢1//0,exz - raérwo,ext] (r’HO,ext (r,ﬁ))

On peut simplifier ces équation grace a ce que 'on a déja trouvé : Og ex; (, B) = Oo,ex: (B), ainsi
le probléme sur ¢ ¢x; S écrit :

Q: AZU/O,ext(ry(P) =0

T e { (Mo : 0rPoexr=0 en¢gp=0
'l @ OpWo,ext =1 en¢p=0

Bo: 0rYPoext=0 en ¢ =0 ext (ﬁ)

Iy 1 1
2 4): 0= ﬁa(zp(pwo,ext + ;arwo,ext - a%rwo,ext en¢= HO,ext (,B)

ol1 on peut simplifier la condition (4) avec la condition (3). On a alors :
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Q : Ao ext (1, ) =0

I - { (Do : 0rPo,ext =0 en¢p=0
' (2)o : 5¢>1//0,ext =r en¢=0

T, : { Bo: 0rPoexr=0 en ¢ =09 exs (ﬁ)

4o : aé(pwo,ext =0 en¢="0p.cxt (IB)

» Equation nécessaire pour déterminer i (7) :

(qu)o . u(),ext (ry (,b) =rot 1//(),8)617 (r!(P)
e Ordrel:
Onavuque 8y ext (7, 8) = 0o,ext (B), ainsi Courb = Cu,f§r6$,01,ext (r,B) +20,01,ex¢ (1, ﬁ))ﬂ'@ (szz,f)'

=Courb,

On peut donc simplifier ce probleme comme il suit :

(qu)l : Ul,ext (r, (P) =10t Y1 ext (",(P)
(qu)l : Aug,ext (r’ ¢) =VPlext (I‘,(/)) +VGo,ext (I‘, ¢)

(qu'l)l : A21//1,ext (I‘,(/)) =0
(Eq2.2), : Apiexi(r,¢) =0

surl’y :

Dy : aﬂ/’l,ext (r,00=0
@) : 6¢w1,ext (r,00=0

surl’ :

@) : 6rwl,ext (r»GO,ext (,B)) = _argl,ext (r;ﬁ) agbl//O,ext (r;BO,ext (ﬁ))
1 1
4),: 0= [ﬁaid)"l/l,ext + ;arWI,ext _agr"lfl,ext] (rr 90,ext (,8))
4
+;6r01,ext (rr ,B) [a¢w0,ext - raérwo,ext] (r;BO,ext (,6))

2
() : ﬁ [atpwo,ext - raérwo,ext (T, 00,ext (,6)) = ra%rgl,ext (r, ,B) +20,01 ext (I‘, ﬁ) + P1,ext (7‘, BO,ext)
6)1 : 30%.01,0xc(r,8) +103,,01,ex: (1, B) =sin(w +0p,ext (B))

(r» 00,ext (ﬁ))

1 3
_ﬁ {4aqb"//0,ext + ai(p(pt//O,ext} (r, 90,ext (ﬁ)) + ﬁ [ai(pwo,ext - rair(pwo,ext

Ces équations se résolvent dans le méme ordre que pour I'ordre 0 en C, ¢. Cette méthode est
détaillée dans la partie 5.1.5.3.

5.1.5 Changement de variable

On réalise un changement de variable qui va nous permettre de nous ramener a un domaine en
forme de diedre qui sera fixe au cours des résolutions successives :
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r=r 0
. r = _ r _ 2
f—( ¢ ) n= (,B(r;(,b): QO,ext(ﬁ) ¢ —( b ) Ql,ext(r»ﬁ)(p Ca,f+@’(cuyf)
Oext (r: Ca,f’ ,3) 00 ext (ﬁ)
Ocxi (1, Ca 1, B) -
Ainsi le changement de variable dépend de . On a posé : ¢ = ex‘;(—?ﬁf)ﬁ)(p (r,), de maniere
0,ext

a se ramener a un diedre. En effet, ¢ variait entre 0 et O¢x; (1, Cy f, B), €t ¢(r,¢) variera entre 0 et
00,ext (,B) Le probléme est donc maintenant posé dans un diedre.

( T=r
_(" R n=17_ 0.t (5) . )
5 ( ) o= 09.1‘1(7'1 Ca«, 5) ¢

FIGURE 5.2: Changement de variables en zone externe

Et on note 7] le changement de variable défini tel que :

_ - - HO,ext ,B Hl,ext r»ﬁ
n= (r == c(a, f) DM eo,exf (ﬁ)) PCas+@ (Cif))
On aura donc la jacobienne du changement de variable :
(0, 07 ! 0
651] = ( ard) 0¢</_> ) = _QO,ext (,Bgargext (r, Ca,f, ﬂ) () HO,ext (ﬂ)
. Gext ((;"Cd,f»ﬂ) Hext (r’ca,f’ﬁ)

= _aféext(frca,f»ﬁ)(z) 90,6)”‘ (,3)
éext (f, Ca,frﬁ) éeﬂ (f’cﬂ, ’:6)
0 0
1-| 0:/01exs (7,B) - él,ext(f»ﬁ) Cor+0 (Ci,f)
o,ext (B) B0,ext (B)

De plus ici nous n’étudions pas les cas de mouillage total, alors 0 e () # 0 et donc det |0¢1'7| #0.
Et comme les fonctions utilisées sont €°°, i} est donc un €*°-difféomorphisme sur R? et il décrit bien
un changement de variables.

Nous avons donc ueft(r,(,b) = lext (7]) =llex: (7, ¢) . Notons que Bex (1, Cq, £, ) = Oext (7, Ca, £, B)
et 0,0ex: (T, Caf B) = 070ex: (F, Ca_f,ﬁ).

5.1.5.1 Traitement des opérateurs

Les opérateurs se développent alors eux aussi sous la forme de puissances de Cy f :
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Vi(rng)  =Yf(.6)+ Carif (FB)+0(C2,
Au(r,¢) =50ﬁ(f"/_’)+Cu,f51ﬂ(_»‘/3)+@(cczz,f
+ B+ Mk g (7.¢)+0(c2 )

ou:
o Vi =V estle gradient classique dans le nouveau jeu de coordonnées,
e VieN* V; sontdes corrections sur le gradient classique.
de méme pour les autres opérateurs Ay = A et 1oty = rot qui sont explicités dans la partie 10.2 page 220.

5.1.5.2 Nouvelle écriture du probléme

EQl):  floxt (7, @) = 10toWext (7 @) + Ca yrotiPre: (7, 6) + 0 (C2 )

Eq2) : Ca,fAOﬁext(fr(p) VoPext (F ¢)+Cafvlpext( o)+ a,fVOGext(f»J’)"'@)(Cif)
Eq21): Alex: (F,$) = Cap Mo (7, 6) +0 (C2 ]

Eq22) 1 Aopext (7,®) = Caphipex: (F.6) +0(C2, )

HO,ext (,6)
(D)1 0FPext (7,0)=0

A .
)

_ . ( —éext (f,Ca,f,,B)

avec Geyt (7, ) = Fsin|w + (/)—) et les conditions limites sur I'; (au fond en ¢ =0) :

91 ext (f - _ - 2
o) Cot [QgTen R0 =+0 (c2))

@ : [1 Ca,s

et sur I', (al'interface en ¢ = g ex: (B))

3): 0iWext (F,00,ext (B)) =0

1 -
@): © (Ci’f) = _—zaz(ﬁ(ﬁf//(r;eo,ext (8)) _ ]
+Ca,f —Zafel,ext (f, ﬁ) a(zl_ﬁll_/ + (G%fel,ext (f, ﬁ) + §;afel,ext (f; ﬁ)) 6('51/_/] (I_‘,Q(),ext (ﬁ))

ZCaf

) L |20,0-22,0| (70 (8)

= (faz,tfél,ext (f;ﬁ) +26fél,ext (f» ﬁ)) Ca,f + ﬁ (freo,ext (ﬁ)) —Patm +0 (CZ f)

ol1on a utilisé la condition (3) pour simplifierla (4). La condition limite (6) s'écrit (en ¢ = g ex: (B)) :
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_ 3 _ _
(o4 (szz,f) = —30§f91,ext (f; ﬁ) - rrrgl ext (I’ ,B) +sin (w + 00 ext (ﬁ)) + ﬁai(ﬁWext (";HO,ext (,6))
4 _ _ 1 _ _
- [ﬁaq[ﬂ//ext (r,HO,ext (ﬁ)) Tga?M)J)U/ext -%r Wext] (r»QO,ext_(ﬁ))
+Ca,f[_36%f02,ext(f»ﬁ) rarrr02 ext (r’ﬁ) (I‘a el,ext(f»ﬁ)+01,ext(f»ﬁ))cos (w+00,ext(ﬁ))]

gt o) =3 2250105 o e

+3Cqf M é@@ext+_%%ai¢¢wem (7,00.x: (B))

e (] L e LA )

| Gt los, OO0ectPB) g5+ r0r61 mmar,,wm] (7. 00,1 (5)

5.1.5.3 Développement asymptotique en C, ¢

Probléme étudié Appliquons le méme développement asymptotique que précédemment, sur le
probleme dans le nouveau jeu de variables. Les équations de volumes s’écrivent comme il suit :

(qu) : U, ext (f’(ﬁ) + Ca,f Ulext (f;(ﬁ)
= r(_)’[()@_UO,ext (f» J)) + Ca,f (r(_)tOl/_/l,ext + rétl‘/_fo,ext) (f» (»Z)) +0 (sz,f)

(Ba2):  VoPoext (F.0) + Cay [VoPrext + Viboext] (7. )
3 = Ca,f (AO Uo,ext — vOG_O,ext) ( (Z)) + (Cz,f

——

(qu'l) : A%1,_”0,ext (fr (,b) + Ca, ( ()WI ext T Aﬂﬂo ext) (f (ﬁ) =0 (Cif)

(Bq2.2) : Aopoest (7, 8) + Cay (Boprexe + M poest) (7. 6) =02, )
ou:
Gext (r,¢p) =rsin(w+¢)

_Oext (r ﬁ)
o (P GO,ext (,3) )

= ZC;’fG_i,ext (f,(,[_))

= Gext(f,(ﬁ) =7sin

_PO1,ex: (7, B)
HO,ext (IB)
=G ext(7D)
La résolution du probleme global passera alors par la résolution des sous problémes plus simples
obtenus grace au développement asymptotique en C, .

oo
= rsu’l(a)—{—(p) +Caf os(a)+<p) +ZC;nyi,ext (f,(p)
—_— , i=2

= GO,ext (fr¢)

Etude deordre0enC, s AlordreOen C, #» le systeme a résoudre est le suivant :
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(Eq1), do,ext (7, ) = - 601V0ext( )
(Eq2), Vopo,ext (7, P) =
(Eq2.1)y : AGwo.exe (7 ) =
(Eq2.2), = Aopo,ext (7, ) =

avec les conditions limites :

Fl . {
(3o : aflpo,ext (’: (Z)) = 0
. 2 .7 = —
T, : (4)0 . a_J)J)"TUO,e_xt(r ) -
(B)o: Poext (r,HO,ext) = Patm
(6)o : Ooext (f, ﬁ) =00,ext (ﬁ)

« On sait déja que O ex (B) est une constante selon 7, sa valeur sera donnée par le raccord avec
la zone interne et le type d’écoulement que I'on voudra mettre en amont du front.

« On aussi déja résolu la pression a cet ordre ainsi po,ext (7, 600,ext (8)) = Patm-

« Puis nous devrons déterminer {0, (7, ) avec :

(Mo : 07y, ext( (/5)
2o : a¢wO ext=T

0 enp=0
en¢=0

€n (/:) =00,ext (:B)
en ¢ =0 exs (IB)

(Eq2.1),:  Aioext (7, ) =
I - {(1)01 6r1/_/0ext(7: (/_Z) 0 (Z) 0
) b 2o OpWo,ext(F,Pp) =T endp=0

L 3o 07 o,ext (7,
2 4)o : 02 -1/_/0,ext(
» Une fois que cela sera fait, il restera a construire g ¢x¢

r0t0‘,”0,ex1t (I‘,(/)).
On aura ainsi déterminé toutes les inconnues a I'ordre 0 en Cy, .

</_5)_: en¢ = 0o,ext (ﬁ)
r, ¢) =0 en(,b 90 ext (ﬁ)
(7,

$) grace al'équation: (Eql), : ito,ex; (7, ) =

Ftude de Pordre 1 en C, ¢
bléme al'ordre len C, f est :

Pour I'ordre 1 en C,,r, la méthode de résolution sera du genre. Le pro-

(Eql), : L_tlext( N7 =T 10t 1,ext (7, p) + 1011 W0 ex1 (7, )
= 7,

r,
(Ba2), :  Voprext (F.6) = = ViPo.ext (F.§) +Boo.ext (7, 8) ~ V0 Go,ext (7. 6)
0
< -
(Eq2.1), é%ll_/l,ext(f»(_ﬁ):__A%V_/O,ext(f fb)
(Eq2.2); : Aoprext (F,P) = —A1Po,ext (FrP) =

avec les conditions limites :

Dy :

2); :

6f1/_]1,ext( (_I’) en(Z)=0
Iy: 01,ext (T,
! a(pU/I ext = (
0 ext(

[)3) 05Wo,ext endp=0
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B)1: 07Wiext (7:, (Z’) =0 e€n (Z7 =00,ext (ﬂ)

. 1 2 - 2 elext(f IB)
4); : ﬁad—)(f—)ll/l,ext fz 00 ext( )
+26f01’gx[ (f ﬁ)ar '(//0 ext

_{[a%félyext(f,ﬁ) =001 0x: (7, B)

(M-)l_uo,ext en (,[_) =00,ext (,3)

+ = 6 91 ext(r ﬁ)}%lllo ext

21 _ - _ 7
)1 : ; [;aqbw&ext - aid-)wo,ext] (rﬁo,exr (ﬁ)) en ¢ = 0o exs (ﬁ)
= pl,ext (fveo,ext) + fa%,:él,ext (fv,B) + zafél,ext (f» ﬁ)

6);: 0= _362,=fé1,ext (f;ﬁ) rarrrel ext (r; ﬁ) +sin (w +00,ex¢ (:6))

_:’;—3 [14a<[)1,_”0,ext + aq-ﬁq-ﬁq-ﬁWO,ext (r,HO,ext (ﬁ))
+; ;aid-)u_fo,ext _63(/-ﬁf1/_/0,ext (f,go,ext (:6))

« Icinous connaissons déja les inconnues a'ordre 0, c’est a dire : Og ex: (B) , Po,ext (7, P), Wo,ext (Fr P)
et Up,ext (f;(P)- B

« On peut voir que pour résoudre ces équations, nous aurons besoin de connaitre 01 0. (7, B).
Ceci peut étre fait en résolvant la condition (6); :

6);: 0= _Saifél,ext (fr ,3) rarrrel ext (r;ﬁ) +sin (w +00,ext (,6))

1 _ - _ 1 _ - _
_ﬁ [4a(ﬁw0,ext + aé(b(bwo,ext] (r, 00,ext (,6)) + = ;5?¢W0,ext - ag(bﬁwo.ext (rr 00,ext (ﬁ))

» Sinous connaissons 0} ¢x; (7, B), nous pouvons alors déterminer py ex; (7, $) avec :

(Eq2),:  Vopexrt (7. §) = Dodioext (7. ) — VoGo ext (7. §)
(Eq2.2)1 : Aopl,ext(f,(/)) =0

21 _ - _
)1 : ; [?anWO,ext - 62f¢-,1ﬂo,ext] (7:» 00,ext (ﬁ)) ]
= pl,ext (f, HO,ext (ﬁ)) + faz,tfel,ext (f; ﬁ) + 2afgl,ext (f, ﬁ)

« Ensuite nous pourrons déterminer /1,¢x; (7, ) avec:

(qu-l)l : A(2)1/_/1,ext (7_';([)) = _Aill_fo,ext (f, (/_))
osurly:
(W1 0;W1ext(F, ) =0 enp=0

) o Orexe(F ) o B}
2) : a&WI,ext (r;(l)) = 1[—(‘6)6(ﬁw0,ext (T‘,(l)) enp=0

Ho,ext

osurly:
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31 : 071 ext (f» (,b) =0 €n (Z’ =0o,ext (ﬁ)

_ 2 91 ext (r ﬁ)
2 -~ 7
_fz a(l—)(?i,UI,ext ]_‘2 go’exl. (ﬁ) (P(Pwo ext
+26f01,ext (i_‘, ﬁ) a? 1/_/0 ext

_{[a%fél,ext(f’ﬁ) =0701,ex¢t (F, B) | + = 6 701 exe (7, ﬂ)}a¢w0 oxt

4 : en (Z) =00,ext (ﬁ)

« Pour finir nous pourrons calculer i@ ¢x; (7, ) grace aI'équation :

(qu)l : L_ll,ext (7:;(/_)) = I.(_)'[Oly_ul,ext (7_’,‘,[_)) + rO—tll_VO,ext (f;(/))

Toutes les inconnues a I'ordre 1 seront alors connues.

Généralisation delaméthode derésolution On peut voir que quelque soit'ordre j considéré, nous
disposons des équations de volumes suivantes sur Q :

A et B}
(qu)j : L_‘j,ext (f,(l)) = ZrOtj—iWi,ext(f,(P)
= -1
(qu)]’ : vOﬁj,e‘xt (ﬁ‘/’) = _Zvj—iﬁi,ext (f;(/)) + Z (Aj—i—lﬁi,ext(fr(yb) V] i— le ext (f ()b))
i=0 i=0
o o = o
(Ba2.1); 0 Afjext (F.d) = =2 A% Wiext (7. 0)
i=0
B} B} =1 B}
(qu-z)]’ . AOﬁj,ext(fr(pb) = _ZAj—ipi,ext (F;(/))
i=0

et conditions limites suivantes :

Wj: Ojext(FP)= 0O i end=0
Iy: { (2)] . f(W] ext( (P)) f(gj,ext (f’ﬁ) _9] l,ext (T ﬁ) - QO,ext (,6)’ en¢>:0
Vi-1ext (FP) s Wo,ext (F ‘P))
3)j: arwj ext (f (/_)) 0 _ _ en‘Z):HO,ext (,3)
(4)]' : f(% ext (f (P)) f(gj,ext (f;ﬁ) v_ej—l,ext (f:ﬁ)v-_-reo,ext (,B)v en(P:GO,ext (ﬁ)
_ 1,’:/j—l,exzt(f"()b_)’ ’1/’0 ext (f ¢)) _
Ir: o (5)]' : pj,ext (f,(/,')) = f(gj,ext (f’ﬁ) _0] l,ext (f .B) _-rQO,ext (,6)» en(P:GO,ext (IB)
_ _ 1pj—l,ext(f’ ); ’1//0 ext(f (,b)) _
(G)j : f(ej,ext(fr(yb)) = f( ext (r (,b) j-1l,ext (7‘ ﬁ)r _HO,ext (,3)’ en ¢ =0g,exr (IB)
WJ—I,ext(r ); ’wo,ext(f <P))

Supposons qu’al'ordre j, nous connaissons les inconnues aux ordres précédents c’est a dire que
VkeN, k < j, nous connaissons les fonctions Ok ex; (7, B) Wk ext (7 D), Pr,ext (F,P) €t tiexe (7, P).

La résolution du probléeme se déroule alors en différentes étapes.

 Nous avons tout d’abord besoin de connaitre la valeur de 6 .« (F) pour déterminer les autres
inconnues. C’est I'équation (6) ; qui nous permet de déterminer cette valeur.
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o Puis le sous-systeme :

3 B} =zl B}

(qu)j : Vof’jyext(f"/’) = _Zvj—iﬁi,ext (f»d’)
i=0
-1 o _ _
+Z (Aj—i—lai,ext (7:, ¢) - vj—i—lGi,ext (F;(/)))
] i=0 ,

_ _ Ul _

(qu-z)j : AOﬁjvext (f;(l)) =- ZAj—ipi,ext (f, (/))
_ _i=0 _ _
(5)j : ﬁj,ext (f,([)) :f(Qj,ext (f’ﬁ) ’_Qj—l,e)_ct (f»ﬁ)n-_-»eo,ext (ﬁ); en ¢ =00, exs (,6)
ijl,ext (fr(p);---;wo,ext(f;(/)))

permet de déterminer pj ex; (7, ).
 On peut ensuite construire ¥ ex¢ (7, ) grace au sous-systeme :

o B -1 _ .
(qu.l)j : A%U/j,ext (f; ) =- ZA?_iWi,ext (I‘,(/))
i=0

Mj: 05 jext (7, ‘_) = 0 ) en<_[>:0
1—‘1 : (2)] : f('(/_/j,ext (fv¢)) = f(gj,ext (fvﬁ))gj—l,ext (f’ ﬁ)r-"reo,ext (ﬁ)! €n (/) =0

0
@j: [ (@jext (F@) = F(O)ext (F,B),0-1ext (7, B), -, B0.ex (B),  enp=bo.ext (P)
Vi-text (F, )y Woext (F, P))

{ (3)j : aﬂ/_/j,ext (f, -_) = €n (ﬁ = 00,ext (,B)
F2 .

On devra chercher les fonctions Wy (7,¢) € S* de la forme :

i<+o00

Vi ()= ;) Sk (F.¢) = [Sk,,uo + Sk, +..](F, )

ot les fonctions S, (7,¢) € S représentent le comportement singulier de Wy (7,¢) pres du
front (a 'origine du repere, cf 2.1 page 26). Mais cette solution de sera valide que loin du front.

» Enfin I'équation :

I _
(qu)] . L_‘j,ext (f) ) = ZTOtj—iWi,ext (7_',(/7)
i=0

donne i@ oy (7, ).
Nous avons ainsi déterminé toutes les inconnues de cet ordre. On remarque qu’a chaque ordre, le
probleme se réduit a la résolution d'un bilaplacien dans un diedre avec terme source, entiérement

déterminé grace aux ordres précédents.

88



5.2. PROBLEME INTERNE

5.2 Probléme interne

Dans la zone interne Q;,;\Qpg, on se situe pres du front donc le glissement est constant :

Qint\QR \".

0 1(8) d(B)

FIGURE 5.3: Domaine Q;,,;\Qgr

On reprend alors le probléme complet (4.2) avec x (r) = 1. Les équations de volume s’écrivent :

Q- { (Eql): V-tin(r,¢)=0
" (Bq2): CapAtting(r,0) = VPine (1,¢) = Ca, fVGint (R, })
avec les conditions limites suivantes :
e surl') (aufonden ¢ =0):

(D: Uin =0
2): Uint(r,0)- 1+ Bl Tin (r,0)-A-£=1
e surl', (alinterfaceen ¢p =0;,; (r, Cu,f,ﬁ)) :

B): Uint- T =0

@ (Tine-figt) T =0

5): Ca,f [{Vuint + (Vuint)t} : ﬁsl] -Tig; = Courb (1) + Pint — Parm

(6) = 8yCourb (r) =2Cq,£ {0, (D (Wine) Tist) - fisi] + 0,0in (1, Ca, p, B) 0 [(D (tine) - Tit) - T}
_Ca,f {(Auint)r —0;Gint +0:0in; (I’, Ca,f,ﬁ) [7’ (Auint)¢ - a(pGint]}

ou les variables avec un ’;;;;’ sont les variables dans le domaine interne.

5.2.1 Zoom

On trouve le probléme interne en faisant un zoom sur le probléme externe tel que :

B r
r — =—
€=( )~é= B
¢ ¢
N 1 . N
otonadonc:r=pfRetd, = EGR. Ce qui revient a faire en tout :
e un adimensionnement:r=nh £ (1) r* ol par abus de notation on a remplacé r* par r,
e zoom:1r* =pBR
Donc:
r= ]’lf(t)l‘* :hf(t)ﬁR:auR

ol au est la longueur de glissement, cela revient donc a faire un adimensionnement en ay sur r
et non pas en ks (t) comme dans le chapitre 1 en 4.1. On appelle R = 7 la variable rapide.
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Dans la zone interne, on a y (r) = 1, le probléme est donc le suivant :
. { (Eq1): V-uin (R ¢)=0
(Eq2): CapAutine (R D)= BYPiy (R P) = B*CarVGine (R, P)

avec les conditions limites suivantes :
e surl'; (aufonden ¢ =0):

D) Uine =0

- N - - t RN
@): Uin (R0)-T+ [{Vuim + (Vu,-m) }(R,O) : n] F=1

e surl', (alinterfaceen ¢ =0;,; (r, Caf» ﬁ)) :

(3) : Uing+Tis1 =0
OF [?int'ﬁsl] T =0
[Vl + (Vidind) (R,E,-m (R, ca'f,ﬁ)) g
(6) : OCourbyn (R)
 Cag {200 (D (inr) - 7r) -] + 2008 s (R, Ca )00 | (i) ) - ] |

¢, f{

ol G(r,¢) =rsin(w+¢) = BRsin(w +¢) = ,65,-,” (R, ¢) et donc Gint (R,¢) = Rsin(w+¢) et:

10%,0int (1, Ca , B) + 20,010 (1, Ca 1, B) + 72 (0,01n¢ (1, Cay . B))°
Courb(r): rrVin a rVin a i rVin a

(1+(rar@(r’cfl’f”ﬁ))z)E

R0%,0in: (R, Ca, 1, B) + 2050 ins (R, Ca 1, B) + R?

- 7ig; = Courb (R) + B [Z;int_ Patm

5): Ca,f

(A\L_iint) . - %aRaint

+00 int (R, Cap, B) | R (A1)~ g G| }
f

- 3
aRH int (R) Ca,f) ﬁ))

—_——

< Courb(BR)=p"

e

_ 2
1+ |RORO it (R» Ca,f’ﬂ)) )

< Courb(r) = ,B_ICOTHb,-m (R)

Les variables zoomées sont désignées par la notation — etonnotera0;,;(r,Ca f,8) = 0 int (R, Ca 5, B).-

—

) ,f)
De plus si on passe en fonction courant, on a : ujn; (r,$) =rot(@in, (r,¢) é;) = %rot (Wine(r,¢)éz)

donc pour avoir u;n; (r,¢) =1t (R, ¢) , il faut que win; (r,¢) = Bw;,,, (R, ¢) ainsi u (R, $) = rgtl/u/im (R, ¢)
et (en oubliant les —sur les opérateurs) :

(Bal):  Tini(R,§) =10ty (R,0) ~
(Eq2) :  CupAttint (R )= BYP;p; (R }) = B*CafVGint (R, ¢)

(Bq21): A%, (R.¢) =0
(Eq22): APy (R)=0
avec les conditions limites surI'; :
(1) : 0ry;,, =0 en¢=0
- 1 -
@) 209V ine ﬁafbd,wim =1 en¢=0
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3):

4):

5) :

6) :

etsurl; (en ¢ = 9 (R, Cqp,B)) :

ORV iy = —ORO int (R, Ca,f B) O ¥ 1y

- 2 1 - 1 - -
0= [1 - R? (aRGint (R» Ca,f» :6)) ] [ﬁai(puﬁnt + EaRwint - 0%Rwint

+E6R9 int (R, Cu,f; ﬁ) [adﬂ;int - RaiREint]

_ 2
1 +R2 (aReint (Ry Ca,f,ﬁ)) ]

2Cqf
RZ

[a(ﬁwmt - Raszlnt

1-R2 (aREint (R, Ca,f’ﬁ)) ]

— - - 3
RO%0 int (R, Ca,p, B) + 2080 int (R, Caf, f) + R | 0RO in: (R, C“'f’ﬁ))
- +h

(1 + (R@Rgint (R, C“'f’ﬁ))z)

o~ pan]

NS

3 [Rz (aReint (R, Ca,an) +R0%R9int (R’ Ca,f’ﬁ))aRHint(R’ Cﬂ»f’lB) -1 O%Rei"t (R’ C“:f’ﬁ)

0=

_ 2,5/2
(l + R? (aRGim (R, Cu,f:ﬁ)) )

- 2 - 3
(4 +R? (ORH int (R, Ca,f, ﬁ)) )R (5R9 int (R, Ca,an))
+

2.5/2

(1+R2 aRein[(R)Ca,f’ﬂ)) )

R6% 0 int (R, Cayp B

)
2,3/2
(1+R (aRemt (R, Cq,, ﬁ) )
+[32Ca,f [RGRHint (R, Ca,f,B)cos (a)+ Oint (R, Ca,f,ﬁ)) +sin (w+ Oint (R, Ca,f,ﬁ))]
C - - 2 _
_ _Cas i [46¢wmt+(1+3R2 (aReim(R,ca,f,ﬁ)) )agp soVint
(1+R2 (aRQim(R,Cu,f,ﬁ)) )R3

- 2
1-R? (aRe,m(R Caf» /3))

+3Ca,f

Rq{)w;nt'{'aRelﬂt(R Cﬂf ﬁ) az(pWZnt]

1+ R? (aRe,m (R, Ca,f) ,B) )RZ
2

1-R? (6R91nt(R Caf ﬁ)

—3Cayf

2 03R¢1//,nt+aRHlnt(R Ca,f» ﬂ) R¢¢Wmt]
1+ R? (aRe,m(R Cafr ,6)) )

_ 2
3+ R? (aReint(R»Ca,f»ﬁ)) - -
+Ca,f — 2R6R9int (R,Cayf,ﬁ)a%RRu/int
1+ R2 (ORQim(R, Ca,f»ﬁ)
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On voit ici apparaitre dans les équations, les parametres adimensionnels C, ¢ et . Comme pré-
cédemment nous allons devoir faire un développement asymptotique en Cy ¢.

5.2.2 Développement asymptotique en C, ¢

On écrit les inconnues sous forme de polynomes de C ¢ :

Wine (R, ) = uo,int (R, ¢) + Ca,f Ur,int (R, ) +0 (Ci,f)
w:nt(R'd)) Yo,int (R’¢)+CafWI lnt(R’¢)+@(szz,f)
Pint (R ) = Point (B ®)+ CafPrint (R, ) +0 (Cz f)

Oint (R CafrB) =00,int(RB)+CqarO1,int (R B)+0O (Ci,f)
Ainsi pour les différents ordres en C, r, on peut écrire les équations de volume que I'on aura a
résoudre :

(Eq1); : wjine(Rp) =10ty 11 (R, $)
(Ea2)y:  VPoim (R$)=0 )
V] eN, { (qu)] : Aufyinf (R’(rb) - ﬁvpj+l,int (R,(/)) = ﬁzvc;fvint (R’(P)
(Eq2.1);: A%y (R$)=0
(qu'z)j : Apj,int(Rr(/’) =0

Pour les conditions limites associées, celles sur I'; (au fond) sont les mémes a chaque ordre. Mais
sur I'; (a l'interface avec I'air), les conditions limites a chaque ordre en C, ¢ ne sont pas aussi simples
a écrire car elles mélangent le développement de 0;,; (1, Cy 5, B) et de w;n: (1, ¢).

5.2.3 Problemealordre0OenC, ¢
Regardons tout d’abord le probleme al'ordre 0 en Cy, ¢ :

(Eq1), : E&int (R, ) =10t ¥ 1, (R, 0)
(qu)o : va,int (R,([)) =0

(Ba2.1)y: A% 0 (R.0) =0
(Ea2.2)g: Apgin (R }p)=0
avec les conditions limites sur I'; (en¢ =0) :
(1o : ORW g jns =0
1.~ 1 ., —
(2o : Ea(bwo,int - ﬁai(pwo,int =1
sur ' (eng = 0¢,int (R, B)) :

3)o: ORWqin: = —6R50,im (R, B) <Z¢>17/o,im

4o: 0= [1 - R? (5R50,im (R,ﬁ)) ] [%ai(p‘;,imo + %aR‘/vfo,im _a%Rl;O,int
+%6R50,int (R, ,3) [6¢1/70,int - RaéRVv/O,int]

(5)o : COTlrbO,int (R) =B |Patm— ;;O,int

(6)o: ArCourbg i (R) =0
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5.2. PROBLEME INTERNE

On peut voir que ce probleme dépend du parametre 3 et cela a chaque ordre du développement
asymptotique en C, ¢. On pourrait donc faire un nouveau développement asymptotique en 3 sur ces
problemes.

5.2.4 ProblemealordrelenC,
Comme pour l'ordre 1 du probléme externe, on utilise ce que I'on vient de montrer, c’est a dire

50 (R, B) = 50 (B) etona:

(qu)l : zlll,int (R,(P) =rot 1;1,”” (R,([)) _
(Eq2)1 : ﬁvil,int (R ¢) = AEO,int (R.¢) = B>V Go,int (R ¢)

(Eq2-1)1 : Ai}/v/l,int(R’(p) =0
(Eq2:2); : Apy iy (R})=0

avec les conditions limites sur I'; (en ¢ =0) :
(M1 : 0rYy iy =0
@) : Ea(PWI,int - ﬁa@print =0

surT, (en ¢ = 50,1-,” (R,B)):

@) : aRluul int = aR90mt aqb‘//l int 6R01mt(R .B)agb‘/’()mt

@),: 0= [1 R? (aReo,m ) ][RZaWPi’;l ine+ = aRWImt RRI;Lint]
+iaR91,int (R, B) [6¢Wo,int_Ra¢R'r”o,inz
+_6R50 int (R, B) [54@1 im_RabeiT’um]

2
0r00,mt (R, ﬁ)

1+ R?

2

Gn: 2 = Courby it (R) + BP1 e

2 [6¢w0,int_Raqu/0,int
1- RZ(aReom Rﬂ)]

6)1: 9rCourby,in¢ (R)
{zaR [( (UO mt) nsl) nsl] +26R60 int (R Caf ﬁ a(b [( (uﬂ,int) : ﬁsl) : ﬁsl]}

A

5.2.5 Méthode de résolution du probléme al'ordre 0 en C, ¢

(Aﬁo,inz)r - FL’ZfaRGo,im + 0R90,im (R,Cqz, ) [R (Aw)g,0,int — 6¢60,im] }
f

« Equations nécessaires pour déterminer 0 ;,; (R, §) :
On a la condition suivante :

(6)o : drCourbyg jns (R) =0

Ainsi a l'ordre 0, la courbure est une constante, elle peut étre nulle ou non. Si elle est non nulle
cela signifie que I'interface a une forme arrondie pres du front. Cela semble étre intéressant
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mais la solution calculée ne serait valide que dans cette zone en forme de disque or nous vou-
lons avoir une solution valide a I'infini de maniére a pouvoir la raccorder avec la solution trou-
vée en zone externe.

Le seul choix possible est donc :

Courby, jn: (R) =0

c’est-a-dire 6 ins (R, B) = 00,int (B) =constante selon R.

« Equations nécessaires pour déterminer p, ;,,, (R, ¢):

Po,in: (R, ) est caractérisé par les équations suivantes :

(Eq2), : vEO,int (R¢)=0
(Eq2.2)0 : Apo,inj’(R’(P) =0
(5o : 0= Courbyg,jn: (R) = [patm _Eo,int (R*HOJ’”)

Donc on trouve que py ;,; (R, ¢) = Parm-
« Equations nécessaires pour déterminer v/, ;,,, (R, ¢) :
(Eq2.1)y - 677 s (R ) =0
avec les conditions limites simplifiées grace a 50,1- nt (R, B) =60,int () :
(o : OrYg ine =0 eng=0

(2)o : EO(PWO,int - ﬁagzbquO,int =1 en¢=0

S NCTE OrVoint =0  en¢=0o,n:(f)
| @o: 95,¥0in =0 end=00n(B)

et en utilisant la condition (3)( pour simplifier la condition (4).

« Equations nécessaires pour déterminer u ;,; (R, ) :

(EqL), : to,int (R §) =10t (g 10 (R, ) 22)

e Ordrel:
Onavuque 8g,ins (R, B) = 00,ins (B), ainsi Courb = Cy, ¢ (rairel,m (r,B)+20,01 ext (1, ﬁ)) +0 (Ci,f)'

.

=Courb,
On peut donc simplifier ce probléeme comme il suit :

(Bal),:  wine (R @) =10t Yy 1 (R, 0) _
(Bq2), :  BVPyins (R)) = Attoine (R, §) = FVGo,ine (R, )

(Ba2.1), : 0%, 0, (R.0) =0
(Eq2.2), : Ay im0 (R9) =0
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avec les conditions limites surI'; (en ¢p=0) :
D)y : aRal,int =0
1 ~ 2 ~
) : E%Wum - ﬁa@puﬁ,int =0
sur 'y (en ¢ =6o,int (B)) :

@) : Wy, = —0Rr01,int (R, B) 6¢E0,int A
(4r: 0= ﬁagzbgbU/l,int + EaR‘lfl,inr — 0% W, ine * EORHLI’W (R, )

6¢W0,im - RagszUJO,int

2 — —~ ~—
= RORR0O1,int + 20RO 1,int + BP1 ins

2 _ —
G0 25 |06Wo it~ ROyaWo,ine
©6); 36%39 Lint (R, B) + RO% o p01,int (lg,ﬁ) = f?sin (w +0,in¢ ()
R [40¢Wo,int + 02¢¢1/’0,im] t R [aiup‘/’O,int B RO%RWOJW

5.2.6 Changement de variable

Nous faisons le méme changement de variable que précédemment car I’ordre 0 de la surface libre
est le méme dans les deux zones. On a donc le changement de variables suivant :

R=R 0
E‘z( g )éﬁ: (Z)(R’(p):M(P :( g )_ El,int(ﬁ) Ca,f‘f‘@’(cczlyf)
Oint (R, Ca, ) PB) 00,int (B) 4

—

Oint(R,Cyr,B) .
ou¢ = mé(—(%ﬁ)cb (R, ¢), de maniére a se ramener a un diedre. Notons que 0;,; (1, Cq, 7, f) =
0,int
Eim (R,Cyg,r, B). Ainsi ¢ variait entre 0 et 0 ;,,; (R, Cq, f, B) = Oint (R, Ca,1»B), et ¢ (R, ¢) variera entre 0

et 0o,int (B). Le probleme est donc maintenant posé dans un diedre.

(R.C.. B)

B R=R
Z (" - . i=1i_ Ooint ()
( ¢ ) TN
FIGURE 5.4: Changement de variables en zone interne
Et on note ) le changement de variable défini tel que :
(o p oG08 Ovint (R, )
n= R:R, d): +¢):d)— Hln—w¢ca'f+€(cz'f)
Oini (R, Ca, 5, B) 0,int
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On aura donc la jacobienne du changement de variable :

1 0
o =[5k olp )| _uiniP)0ROin (R CoprB)0 _ boim ()
BB Card) gm(h.Cor)
1 0
- _69 t(R,Ca . B) B0,int ()
é (RCafﬁ) éint(é’ca,f’ﬁ)

0 0
(R’ﬁ)(ﬁ 01,int (R, B) af+@( af)
0,int (B) 60,int (B)

De plus ici nous n’étudions pas les cas de mouillage total, alors 09 ; (ﬁ) # 0 etdonc det ’6;17’ #0.

|
=
|
()
=
>
=
)
=

Et comme les fonctions utilisées sont €°°, 1) est donc un €*°-difféomorphisme sur R? et il décrit bien
un changement de variables.
Et on notera i (R, ¢) = Wins (7 (R, ¢)) =ikins (R, ) .

5.2.6.1 Traitement des opérateurs

Comme au chapitre précédent (cf (5.1.5.1)), les opérateurs vont se développer en séries dépen-
dant du nombre Capillaire. Les expressions seront les mémes qu’au chapitre précédent, il faudra juste
remplacer les — par des " et en particulier R = R.

En particulier pour les dérivées premieres, on a :

.0 tht (R Caf ﬁ)

g =04-¢
R—R=R to GQZM(R Ca,r:P) %
(p (ﬁ 90 int (,3) (P ﬁ{ Zaé—maﬁel,int(}?,ﬂ)a(ﬁcmf+@)(C‘21,f)

Hmt(R Caf:B) _HO,in—t(ﬁ) o A_w

0p == — = 0;+0
¢ Hint(R:Ca.an) ¢ ¢ HO,int(ﬁ) uf ( f)

Si on s’'intéresse au gradient, on peut voir qu'il se développera selon la forme suivante :

v?(R,cp):;Oc;,fm $)=Vof (R,$)+Cay¥1 f (R,h)+0(C2 ]

ou:
« Vj =V est le gradient classique dans le nouveau jeu de coordonnées,
o VieN*, @i sont des corrections sur le gradient classique.
Il en est de méme pour les autres opérateurs. Si on regarde plus en détails cette décomposition, on a:

_ PN aRf o ﬁfaRma@faRgi) o
VIR =STEA =\ o s D= L saheg,7a,9) |9

s 90rOini (R Cay.B) |
_ R éint(RrCa,frﬁ) ¢ (}?)([))
190”'"—‘@]?
I’ééint(R,Ca’f,ﬁ) (p
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+00 . R
A ALA A Caf (pzcl 6R9i+l,int(R,ﬁ) R
=V (R¢)- 7l 03F (R.9)
1 iy ¢
Bint (R, Ca . B) anfel+1 int (R, B)
NPT Caf 90RO int (R, B) o
=Vf(R¢$)- ——— 14 0:f(R Q) +0 C2
f( (p) Qint(R;Cu,f!ﬁ) Eelyint(R,ﬁ) ¢f( (P) ( a'f)

Ainsi on peut voir que les termes correctifs apparaissent a partir de 'ordre 1 en C ¢.

5.2.6.2 Nouvelle écriture du probléme

(Eql):  tine (R, ) = 10totine (R, §) + Co prtirime (R, ) + 6 (C2 )

(Bq2):  CafDottine (R, ) = BVoPint (R, ¢) = BCa,rV1Pint (R, §) = B°Ca,fVoGint (R, $) + € | CZ
f

(Eq2.1) : A%@int( afAlwlnt( ([)) _@(Cz_f)

(

)+
Eq22) 1 Aopint (R,$)+ Cophipins (R.))=0(C2

A

A 0 R,C
ott Gin¢ (R, ) = Rsin M

6O,mt (ﬁ)

w+(,b

) avec les conditions limites sur I'; :

(1) : 0ptint (R,0)=0

1 R 1 . A afelmt(R ﬁ)
2) : —AaA in —A—dzm in) R,O + —
@) (R pVint = 2%V () (.0) R 00in:(P)

[ ¢1//mt dﬂﬂint] (R 0) =1+0 (Ci f)

etsur ', (en = 0p,in: (B)):

@3): 0aWint (R 60,ine (B)) =0

@ 0(C2 ) = (502 ins = G (R )
01,int (R, ﬁ)

R200,in:(B)
 Cag (0111 (R ) + 20401000 (R.5)| 0310 (R, 0.0 ()
~4Cp £0301,int (R, B) aﬁ(ﬁ‘/}int(ﬁ»eoint(ﬁ))

4’1//”” (R 00 int (ﬁ))

+2Cuf(a 01 int (R ,5) R(P lnt

ZCuf [0

(5): ¢U’mt—RaR<pwmt] (R 00,int (B))

_Caf(Ra Hlmt(R ﬁ)+26 61 Lnt(R ﬁ))+ﬁ[p patm]"'@( f)

ol on a utilisé la condition (3) pour simplifier la (4). La condition (6) s’écrit :
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@(Ci,f) = (—SO%ﬁélyim(R, B) - Razﬁﬁ& int (R, ﬁ)) + B2 sin (w +0o,int (B))

2
3 I 4 ~ 1 3 ~ HOZnt(IB) 3 ~ ~
+ A—Zam%nz—?%%m—Mz—w%@ﬁ%m Ta apWint (R,00,in: (B))
_Caf (36 92 Lnt(R ﬁ) +R6RRR02 int (R ﬁ))
+Cq f,B [R@ 01 jint (R ,3) +91 int (R ﬁ)] Cos (w+90 int (ﬂ))

C 40 R, .
i vone (R.f) _ (Taﬁel,int(R,ﬁ) —0%:01,in: (R, ﬁ))

a(’[ﬂi/int (IA{; BO,int (ﬁ))

RHO,int(IB) Rz
1 N
+3Cu,f _Aa% ‘Gl,int(R ,B) U/Lnt‘*'Ra 6lmt( ,6) (R BOLnt(,B))
R RR 100
A D 3 - Omt( ) 3 b .
+3Cq,r01,int (R, B) (W%w%m 7 ———0; pra¥int (R,00,int (B))

}:fa 91 int (R ﬁ) Wznt (R QOmt (ﬁ))

lmt(R '6))02
R

R

Cas (26 Ov.inz (R, B) -

= 3 Aint R,Q int
+R00,im(,3) A ( 0, (.3))

5.2.6.3 Développement asymptotique en C, ¢

Probléeme étudié On développe les inconnues de la maniére suivante :

Qint (R, ) = fo,int (R, p) + Ca, r1,int (R, ) + O | C2
ﬁint(R»¢) Po, lnt( ¢) +Cq 1P, mt(R (Z’)

Wint (R @) = Yo,int (R §) + Ca,pP,int (R, §) +O (CZ f)
Oint (R, Ca,p,B) = 00,int (B) + Ca,01,int (R, B) + © (Ci,f)

Appliquons ce développement asymptotique sur le probléme dans le nouveau jeu de variables,
les équations de volumes s’écrivent comme il suit :

(Eql):  fQo,int (R, @)+ Capin,int (R D)
= 1‘Otowo,mt (}? (Z)) Cq a,f (rOtO'l/A/l,int +r6t11/70,int) (R(ﬁ) +0 (sz,f)

A A

(qu) : ﬁ[VOPOmt'i‘Caf(Vopl mt-f-vlpolm)](R (p)
A —Ca,f (AOuO,lnt ﬁ VOGOmt +@( 2 )

(Eq2.1) = A3ro,ime (R ®) + Cay [A301ime + A20,ine] (R, G) =0 (C2, )

(qu-z) : AOpO Lnt(R (,b) + Cuf [A()Pl mt+A1p0 mt] (é 95) 0 (Ci,f)

ol Gipn¢ (r,¢) = rsin(w+¢), onaalors:

A

mt(ﬁ (Z)) :f?Sin W+

avec:
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La résolution du probléme global passera alors par la résolution des sous problemes plus simples
obtenus grace au développement asymptotique en Cg, 1.

Ecriture del’ordre 0en C, ; O l’on peut voir que ce probléme dépend du petit parameétre 8. Nous
aurons besoin ici d'un nouveau développement asymptotique pour résoudre entierement ce pro-
bleme.

(Eq1), : uolnt(R ¢) = rot 01//0mr(ﬁ,<ﬁ)
(Ea2)y:  Vopo,int (R ) =

(Eq2.1), : é%fﬂoyint ({? cZ)) 0
(Eq2.2), : Aopo,int(R,$)=0
avec les conditions limites surI'; :
(Mo : 03W0,int =0 eng=0
1 1
(2)0 (p% int— (pWO int = =1 en (7[) 0
etsurl’,:
(3)0 1/A/Olm‘— en(f? 901nt (ﬁ)
4)o : a” ”1//0 int=0 en ()b 90 int (.6)
Les conditions (5)g et (6)¢ nous redonnent ce que I'on avait déja c’est a dire :

pOlnt (1? ([)) Parm
Ho,mt(R :6) 00,int(ﬁ)

Il reste a résoudre :

{ (Bal)y:  digne () = rt0
(Bq2.1)y: Afdo,int (R, $) =0
avec les conditions limites surI'; :

=

(D)o : 0W0,ine =0 en¢=0
1 1 .
(2)o : 1//01m‘ R26¢¢w0mt 1 en¢p=0

etsurl’s:

(3o : aﬁlpﬂ,intzo en(z)zeo,int (,6)
@) : OZM%,W =0 en¢=00,n:(P)

Ecriture delordre len C, ¢

(/:7) OtluA/Olnt(A QZ))
R, R,

(qu)l : ,int (R (P) 10ty 1,’:/1 mt( R N A o o
¢)=A ®) = BV1Po,int (R, @) —B*VoGo,int (R, P)
—_—

(qu)l : ﬁVom mt( 0u0mt(
=0

(qu-l)l : é%wl,int({{ (P) _Aﬂ//Omt(F f/))

(qu-z)l : Nopiine (R ¢) =—A1Po,int (R (P)
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avec les conditions limites sur I'y :

(D1 :0391,ine =0 en¢=0

N Al 01,int (R, B)
21 352¢¢W1,int—Ra¢W1,int = lgnoT

etsurl’,:

$—00,in: (B)

B0 (F) )aﬁél,int(ﬁ»ﬁ)aéwo,int

B)1: 0pWiine= (

1 N
4),: 0= R2 ¢¢w11nt ﬁf;Wl,int

~ (ﬁ 2 Hlmt(R ﬁ) 2 A
+20401 ; R, _ —GM
P e o T
+ go)ii(ﬁ)aéﬁél,int(ﬁ»ﬁ)"‘Eaﬁél,int(ﬁ»ﬂ)] pVo,int

2 . Aa o Ao A A A A .
(5); : 72 [0431110,int—301§¢,1//o,inr] = [Rafmgl,int(}?,ﬂ) +20}§91,int(Rn6)] +BP1int

(6)1 : R3 [36 01 tnt(R ﬁ) +R6 B 01 mt( ,6)] = ﬁzﬁsSin(w"'GO,int (ﬁ))
_46¢w0,mt é(ﬁwo:nt 3R 6 R @ ,Lnt+3é62¢;ﬁfu0,int

[20 ¢1{70,inz = Ra([)'(po,int en ¢

en ¢ =00 int ()

en ¢ = 0o,in: ()

en ¢3 = Qo,int (ﬁ)

en ¢ = 0o,in: ()

Généralisation dela méthode de résolution On peut voir que quelque soit'ordre j considéré, nous

disposons des équations de volumes suivantes sur Q :

j-1
(qu)j : ﬂl,int(Rr(yb) = Zratj—ifui,int(R»(p)

i=0

L Lo S . . -
(Ea2); = BVopjint(R ) = —ﬁZV] iPijine (R @)+ ) (Ajmic1@ijine (R, @)~ BV j-i-1Giint (R, §))
i=0

i=0
Ao A A A j_lA - A A
(Bq2.1); s A3 ine (R @) == 2 A% 9piime (R, )
i=0
. .. f‘lA .
(EqZ.Z)j : Agﬁj,im (R (/)) A zpz mt(R (/))
i=0

et conditions limites suivantes :

)1 0¥t (R )= 0 R ) en¢=0
Iy { (2)] : f(VA/j,int (}?r([))) = f(gj int( [i) Agj 1,int (I? ﬁl - 00,int(ﬁ)’ en(ﬁzo
1//] lmt(R (,b) wWoint ( (/7))
@) OgWjine(Rp)= 0 A ) en ¢ = 0o,in¢ ()
(4)]' : f(UA’j,int (R»¢)) = f(ej int (R ﬁ) 6] 1 lnt(R ,B)A’--A-’Ho,int(ﬁ)’ end’:HO,int(ﬁ)
o WJ 1mt(Rr ) rWOInt(R (rb)) .
Ip: A (5)]' : ﬁj,int (R,(P) = f(gj mt( [E) AH_] lmt(R ,B)Ar-;-veo,int (,6)’ en¢:90,int(ﬁ)
. 1//] 1 znt(R <P) ,WOmt (R (P)) R
(6)]' : f( jrint (R (,b)) f( lnt(R (,b)A ] znt(Rrﬁ)r---:BO,int (,B)’ en¢=00,int(ﬁ)
1/’] lznt(R )’ »WOlnt( ’(»b))
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Supposons qu’al'ordre j, nous connaissons les inconnues aux ordres précédents c’est a dire que
VkeN, k < j, nous connaissons les fonctions Oy ex¢ (R, B) ;¥ k,int (R, ), Pk,int (R, P) et ik, ine (R, P).

La résolution du probléme se déroule alors en différentes étapes.

« Nous avons tout d’abord besoin de connaitre la valeur de 6 jext (IA{, ,B) pour déterminer les autres
inconnues. C’est I'équation (6) ; qui nous permet de déterminer cette valeur.

e Puis le sous-systeme :

~ A j_l— 5 2

(Eq2);:  BVopjint (R ¢) = —ﬁ;)Vj—iﬁi,int(Rrﬁb)
i1 o
+) (Ajmic1tiine (R, @) = B2V j-i-1Giine (R, )
) i=0 ‘
Jj-1
(EqZ.Z)j : Aop] int (R (,[7 ZA] iDi, znt(R (»b)
-0 .
(5)) Pjint(R,$)=f (0 Jmt(R p),0;- lmt( B),-+00,int (B), en ¢ =00,in: (B)
1//] 1 znt(R (p) ’WO int (R (P))

permet de déterminer pj in; (R, §).
« On peut ensuite construire §; i (R, ¢) grace au sous-systeme :

A = -
(Eq2. 1) A5 jint (R, ) = _ZAi—iwiJ”f (R.¢)
i=0

o

(D)= agiﬁj,inr(l? ¢:>) ) en=0
4 I‘1 : (2)]' : f(lijj,int(R (P)) f( J lnt( ﬁA) Aej 1lnt( :61 N 60,int(,6)» en¢=0
1//] 1,int (R ¢) ’1//0mt (R (/)))

o

$)= 0 ) en ¢ = 0o,in¢ (B)
,(P)) = f(ej int( ,6) 6] lznt( ,?1 HO,int (ﬁ)’ en(p:eo,int (,5)
R

W] lznt(}? (Z’) rWOlnt QZ)))

B)j: OpWjine(
T4 @i f(@ine(

=

o Enfin I'équation :

j-1
(qu)j it (R, @) = ) _10tj—iWi int (R )
i=0
donne 4, (R, ).
Nous avons ainsi déterminé toutes les inconnues de cet ordre.

Remarque. On peut voir qu'a chaque ordre, le probleme se réduit a la résolution d’'un bilaplacien
dans un diedre avec terme source, entierement déterminé grace aux ordres précédents.

5.3 Etude et raccord du probléme complet al'ordre 0 en C, ¢

Nous avons déja écrit le probléme externe al’ordre 0 et déterminé la pression et la forme de la sur-
face libre a cet ordre. Or la surface libre est une inconnue a chaque ordre du développement asymp-
totique en Cyg r, elle va donc varier a chaque résolution et le domaine d’étude va donc changer a
chaque fois. On réalise alors un changement de variable qui va nous permettre de nous ramener a un
domaine en forme de diedre qui sera fixe au cours des résolutions successives.
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5.3.1 Probleme externealordre0enC, ¢
5.3.1.1 Résolution del'ordre0en C, ¢

Dans le domaine Q,,;\Qg, la fonction de troncature y (7) est nulle. Ainsi dans cette zone, on re-
trouve le probléme classique avec condition de non glissement au fond :

{ (qu)o : I?O,ext (7:’ J’) = l‘OtOV_/O,ext (f, (Z))

(Eq2.1)y 0 Ajwo,ext (F,p) =0
I - { (Do : afu_’o,ext(f,(z)) =0 en(ézo
L (2)o : aJ,fUO,ext =r enp=0

r, Bo: 07Woext (f,<l_>)_= 0 en ()? =00,ext (IB)
2 4)o : az(b(bwo,ext (f, </>) =0 en¢p="00cx (ﬁ)
Ce probleme ne dépend donc plus de . I n'y a donc pas besoin de faire de développement selon
cette variable. On utilise alors la méthode de résolution de Makhlouf [51], présentée au chapitre 2
partie 2.1.2.3 page 26. On a alors comme solution :

7 [(p—00,ex: (B)) sing + P cosby ex; (B) sin (Bo,ex: (B) — )]
COSH(),ext (,5) Sineo,e‘xt (ﬁ) - 90,61“ (ﬁ)

La figure suivante donne une représentation de la solution singuliére classique ¢ ; sur tout le
domaine d’étude :

(5.1

d’O,ext (7_3 J)) =

1.5F

0.5F

FIGURE 5.5: Représentation de la solution singuliere

On observe bien le probleme a I'origine du repere. Ceci sera corrigé grace a la condition de glisse-
ment que I'on a ajoutée apres raccord des deux zones d’étude.
On peut alors écrire I'expression de la vitesse g ex ¢ (f, (,b) :

aO,ext (fr (I))

sin(ﬁ + ((Z) —00,ext (ﬁ)) COS(Z) — 080y ext (ﬁ) sin ((Z) —00,ext (ﬁ)) - (Z)COSHO,ext (ﬁ) Ccos ((Z) —00,ext (ﬂ))

_ cosOp,ext (?) Si_neo,ext (ﬁ) —00,ext LB)
(¢ —00,ext (B)) sind — pcosBo,ext (B) sin (b —Ooext (B))

c0800,ext (B) sinBo,ex: (B) — Oo,ex: (B)
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Contraintes aufond Danslasuite delarésolution nous aurons besoin de I'expression des contraintes
tangentielles au fond, notons le 7., () , aprés 'adimensionnement et les changements de variables,
on trouve :

o = 1 _ _ - 1
Text (F) = Text (F,0)- 7l 7= == 0 exe (7, ) po =750 Boex (P))

ainsial'ordre 0 en Cy r :

1 _ _
kgxr (Qo,ext (:6)) = _; 624,4,W0,ext (f,(,b)|¢_7:0
62(];(/3 [((Z) —00,ext (,3)) Sin(ﬁ + (Z)COSHO,ext (,B) sin (Bo,ext (,6) - (ﬁ)] | _

$=0
cos o, exs (,B) sinBg ext (ﬁ) —00,ext (ﬂ)
2sin? 0 ex¢ (6)

00,ext (,6) — 0800 ext (,B) sinfo,exr (ﬁ)

5.3.1.2 Lien avec la littérature

Vérifions que I'on a bien la méme solution singuliere que Snoeijer [66], Huh et Scriven [42] et Cox
[15].

Lien avec Snoeijer Dans son repére, Snoeijer [66] obtient :

o (r,¢) = _H—C()Zﬁ [0 cosOsing — ¢psinb cos ]
Ce qui donne:
_ (cos¢p — ¢psing)sinh — O cosH cosp
(VO)r =U .
. —cos0Osinf
_ 0s1n(pcosg—<pcos<psm9
(Do) =U

0 —cosOsin0
Pour se remettre dans notre repere, on doit faire le changement de variables suivant :

{ 0= _GO,ext (,B)

$p=0+p=—00cx:(B)+P avech<0
U=—u0

Et on obtient :

Ur

w(s) (T,Qb) = —m [GCOSHSiH([)—QDSinHCOS(/)]

_ Upr [(/_)Sin(pSinz HO,ext (ﬁ) + (/_)COS(Z)Sin BO,ext (ﬁ) Ccos QO,ext (,B) - 90,ext (,3) Sin(l_)]
00,ex1 (ﬁ) — 0500, ext (ﬁ) sinB ex: (,B)

= UgWoext (T, (Z’)

On a donc retrouvé la solution singuliére de Snoeijer dans un diedre.
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Lien avec Huh et Scriven On peut aussi vérifier que la solution trouvée est bien la méme que
celle de Huh et Scriven [42]. Pour un seul fluide, ils trouvent :

Yg(r,¢) =rlagsing + bgcosO + cgfsinb + dp6 cos O]

ot ils notent :

Usc
aB——U—dB, dB_
¢-SC
bg =0, S =sin¢g
c us: C=cos¢p
B_(/)—SCy -
alors :
Usc SC Ud
ag=-U- ==-U|l+ =—
¢$-SC ¢$-SC ¢$-SC
ainsi :

u Us? USsC
ve(r¢) =r|- ¢ sinf + Osinf + Ocosf
¢-SC ¢~-SC ¢-SC
= LSC [~¢psin€ + S?0sin6 + SCH cosO |
U
- m [—¢sin6 +Osin? psin6 + 6 cosOsin¢p cos P|

Pour se remettre dans notre repére, on doit faire le changement de variables suivant :

0=¢
{ ¢= HO,ext (ﬁ)
U=U

etdonc:

(r¢) = tor [~Bo,ext (B)sind + psinsin®Go,ex: (B) + P cosdsinbo,ex: (B) cosbo,ex: (B)]
Z:1 = ] Oo,ext (B) = sinBo,ext (B) cosO,ex: (B)
= —UyWo,ext (r"l))

or ils définissent la fonction courant telle que :

1
vBr=—_"09¥n
Uy = 0rYp

ce qui est I'inverse de ce que I'on fait ici. Donc leur fonction courant correspond a I'inverse de la

notre. Et donc si :
1
Ur=-0
{ r - oV

uJ) = _6;‘1/’

alors la fonction courant nous permettant d’utiliser ces formules est — 5. Ce qui correspond en-
core une fois & Yo ex¢ (7, ).
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Lien avec Cox Cox [15] fait une étude bi-fluide mais en prenant son parametre A = ”—i =0, on
peut passer en mono-fluide et retrouver nos résultats. En effet la vitesse de son fluide A correspond a
notre cas et il trouve pour A =0:

Wa=r1(Cagpcosdp+(Eadp +Fa)sing)

avec:
Cy, = -—21sinb,,cos6,,
E, = —%sinzem
A = (0,,—sinB,,cosb;,)

Ce qui donne::

r((¢—0m)sing + pcos B, sin (6, — p))
sinf,, cos0,, — 0,

VA=
On retrouve donc bien notre fonction courant avec 6, = 0 ex; (,B)
Lien avec Hocking Hocking [37] fait une étude bi-fluide avec interface plane en 6 = 0. Le pre-

mier fluide est pris pour 0 < 0 < a; ou 0 = a; a la surface libre. Le second fluide est compris dans le
secteur a» <0 <0olionaay = a;—n. On peut représenter cette configuration de la maniére suivante :

H2

U

FIGURE 5.6: Configuration de Hocking

Ainsi il prend :

() 153)
Ug -0,V

L L 0 - . 1
n=e =\ etr=¢ = 0

Le probléme exprimé en terme de fonction courant s’écrit :

etaufondona:
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62+16+1 & ¥ =A%Y; =0 (5.2)
or2 ror r?062 e e '
et les conditions limites :
Yi(r,00 = Yi(r,a1) =¥2(r,0)=¥Y2(r,a2) =0 (5.3)
0¥, oY,
—(r 0 = —(r 0) (5.4)
62\P ( 0) 62\1’ (r,0) (5.5)
r, = r, .
H1—,55 302 Ho——5 952
16\1’1( )+Cl 52\1" ( ) U (56)
-——(r,a r,a = .
r 00 VT2 502 !
1 6‘1’2 Co 62\1’
-——(r,a)-——5(rha) = -U (5.7)

r o0 YT 2 502

ol ¢y, ¢z > 0 sont les coefficients de glissement des deux fluides. Ici nous considérons qu’il y a non
glissement donc on prend c; = ¢, = 0. Les solutions de ce probléme sont de la forme suivante :

¥y (r,0) =Ur:(6)
A 5.8
W (r,0) =Ur¢,(0) 68
avec :
i (0) = a;0sin (0 —a;) + b; (0 — a;)sinb (5.9)

Léquation (5.2) est satisfaite par cette solution et on détermine les coefficients a; et b; grace aux
conditions (5.3)-(5.7).
Les contraintes tangentielles au fond s’écrit :

U 2U »
T1 = ,U kl et1o = 'u—kg
r r
ou:
Diy =2 sin® a; (sin? ap — a3) — 2p, sin a; (sin® az — a1 az)

Dks =2 sin? a, (sin? ay — a?) — 2y sin® a; (sin @) — ) @)

2
D =y (sinaz cos ay — ap) (sin® ay — a?) — py (sina; cosag — ay) (sin? az — a3)

Donc pour passer en mono-fluide, on pose p» = 0, on obtient donc:

Uy 2sin?a;
T1=— - =
r (sinajcosa;—aq)
. U3 U
car Va; € [0,2r], sinaj;cosa; —a; < 0. De plus 77 = ”l k1 = “;—265‘}’1 (r,a1), on peut donc

vérifier que notre fonction courant donne le méme résultat. Nous avons:

- r

Poext (7. 9) = c080o,ext (B) sinbo,ext (B) — Oo,ext (B)

On passe donc dans le jeu de variables de Hocking, ila 0 = a1 + ¢, donc ¢ = —a; +6 (cara; <0)
et Og,exs (,B) =—ay:

[(J) —00,exs (,6)) SiIng) + (»Z’COS 00,ext (,3) sin (Ho,ext (ﬁ) - (Z))]
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Woext (7,0) = — u [Osin (@ —ay) — (0 — a) cosa sin 6]
cosajsina; — a;

Donc:
Uu 2sin? a;

Up

2 - -

T=—0gWoext (F,a1) = ———
I 7 sinajcosa;—a;

On retrouve donc le résultat de Hocking.

5.3.2 Probleme interne alordre0en C, r

Comme pour le cas interne (cf 5.1.5), nous allons nous mettre dans un diedre pour résoudre le
probléme dans cette zone.

5.3.2.1 Ecriture du probléme al'ordre 0 en C, f

Apres zoom, changement de variable et développement en Cy r,0n a:

(Eql), : Uo,int (ﬁ,@ = 10toWo,int (R, P)
(Eq2.1),: Asvo,ini (R, $) =0

. Mo 611@1//0:,-,” =0 L en‘{’: 0 (5.10)
2o : Ea(j)WO,int - E%@Wo,im =1 en¢=0
T Bo: 0pWo,ine =0 en@:ﬂo,int(ﬁ)
2 4)o : 62434)1/?0,1'711‘20 en ¢ =0o,ins (ﬂ)

Les conditions (5)¢ et (6)¢ nous redonnent ce que I'on avait déja c’est a dire :

=v

ﬁO,int( ’(/A)) = Patm
HO,int (R» ﬁ) = éO,int (}?’ ﬁ) = Ho,int (ﬂ)

5.3.2.2 Résolution par transformée de Laplace bilatérale

On utilise ici la méthode de résolution utilisée par Hocking [37] mais uniquement sur I’ordre 0 de
notre développement asymptotique. Hocking considere un fluide dans un diedre (surface libre plane)
ce qui correspond bien a I'ordre 0 de notre développement en zone interne et externe. Il utilise aussi
la condition de glissement de Navier [54]. Notons qu'il est en bi-fluide, pour faire le lien avec notre
étude, il suffit alors de prendre up = 0 ol u2 est la viscosité dynamique du deuxieme fluide, celui qui
est poussé par le fluide 1. Le probleme étudié est alors le méme. Pour résoudre le probleme en zone
interne, il fait un changement de variable en posant R = e®/® et puis une transformée de Laplace bi-
latérale du probléme, ce qui revient a faire une transformée de Mellin. Nous suivrons cependant la
méthode de Hocking ici. Notons que c; est le coefficient de glissement du deuxieme fluide qui n’est
pas présent dans notre étude, il suffira de prendre ¢, = 1. De plus on obtient la méme équation inté-
grale que Hocking sur les contraintes au fond, il fait alors I'étude du probléeme pour différentes valeurs
de I'angle de contact alors que nous resterons dans le cadre général. Notons que nous allons corriger
un certains termes de ses développements.

+ Changement de variables :
On veut pouvoir raccorder avec la solution externe qui est de la forme g ext (7, ¢) = FW ext ()

ol:
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v ((/3) _ ((Z) —00,ext (,B)) Sin(ﬁ + (Z)COS 00,ext (,3) sin (Qo,ext (:6) - (Z))
ext cosBo,exr (ﬁ) sinfo,ext (,B) —00,ext (ﬁ)

On utilise ici la méthode présentée dans 'article de Hocking [37], on pose donc :

Vo,int (R, §) = RO (0, p)
oip=In (ﬁf) Ainsi R = e? et 8 P0= %. Notons que R varie entre 0 et +oo donc p va varier entre
—o0 et +oo. Ecrivons le bilaplacien (cf (10.1)) avec ces nouvelles variables, on a alors :
A2 (DAY — =30 A4 4 4 2 5 _9A2 ;
oini (R §) = e |0l 0+ 0p0+20! 1 0+202 0255 0+0 (0,6)
Ainsi le probléme (5.10) s’écrit dans le nouveau jeu de variables :

4 4 4 2 2 ) —
|05 0+00+20 1 @+20% . ®—-202,0+] (0, ) = 0 (5.11)

avec les conditions limites sur I’y :

L)o : D+0pP=0 en=0

- 9.P—e 0% = A:
(2)0.64)@ e G(M)q) 1 en¢=0

etsurl,:

(B)o: P+0p®=0 en¢=0o,in:(B)
@) : az(w)cb =0 end=0pu(h)

Condition de raccord avec I'externe :
Pour que la solution interne puisse se raccorder avec la solution externe, il faut alors que :

o (+Oo’ (ﬁ) =Wexr ((P)

olt Weyx: () est la partie de la solution externe ne dépendant pas de r, de plus pour assurer que
les contraintes au fond soient finies a I'origine du repere, on doit avoir :

@ (Q,(f)) =0 (e?) quand p — —oc0 (5.12)

Définition de la transformée de Laplace bilatérale :

Pour résoudre le probléme obtenu apres le changement de variable, on applique la transformée
de Laplace bilatérale & (@ (p, $)) (s) = @ (s, P) appliquée a la variable p et qui permet de passer
du «domaine temporel » de p € R 2 I'espace de la nouvelle variable s. La seconde variable ¢ est
alors une constante par rapport a la transformée de Laplace bilatérale selon p. La transformée
est défini par la formule suivante :

o0

b(sd) =2 (@(eh) = [ e o(e.d)de

—00
La transformée de Laplace bilatérale est une intégrale impropre qui converge si et seulement si
les deux intégrales [°_e™%0® (g, ) dp et [ e D (p,$) dp existent. Ici les conditions impo-
sées sur W,y (¢) quand |Q| — oo assurent que la transformée existe pour 0 < Re (s) < 1. De plus
la transformée de Laplace bilatérale inverse s’écrit :
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. 5 . 1 €+ioco 5 .
®(0,¢) =27 (®(s,9)) = —fe €D (s,$) ds

27 Je—ico
ot il faut choisir 0 < Re (s) = € < 1 pour que I'intégrale converge.
Application de la transformée de Laplace bilatérale a notre probléeme :
La transformée de Laplace bilatérale de I’équation (5.11) s’écrit :
~ ~ ~ ~ e ~
[a‘jﬁq> +205 b+ cD] (s,) + f% e 50 [a‘;cb +20% L 0- 2a§)9c1>] (0,4) dp=0
(Un des calculs est développé dans la partie 11.2 page 228). On trouve donc :

S

2(0p0(0.9)) = [ e 030 (0.6) do="0(s.)

—00

et £ (6399595@(0’@) =f 6_596394)@(1) (0,¢) do = 5262(/3(/3&)(5,([))

—00

Apres transformée de Laplace, I'équation (5.11) s’écrit :

05D (5,8) +2(1+°) 93,8 (s,9) + (*=1)" B (5, ) =0 (5.13)

Nous allons utiliser les conditions (1) et (3)g apres transformée de Laplace pour trouver la
forme de ® (s, ¢). On résout donc :

64(/3(13 (s,¢) +2(1+ sz)aé(ﬁﬁ)(s,(f)) +(s2=1)°®(s,¢) =0

I R (5.14)
Wo: ®(s,p)=0 end=0
Bl: @(s,$)=0 en ¢ =00, (p)

La solution de 5.14 est donc de la forme :

D (s,p) = A(s)sin (P) sin (s (P —00,ine (B))) + B (s)sin (s¢) sin (¢ — Oo,ins (B))
On retombe ici sur le méme probleme que Hocking [37].

Remarque. On peut remarquer que I’on ne peut pas appliquer la transformée de Laplace sur la
condition (2). En effet si on inteégre la constante 1, on doit calculer I'intégrale suivante :

= ey __l[ —sp]e=+oo
R N G

On sait que 0 < Re (s) < 1, donc pour g — —oo cette expression tend vers I'infini, on ne peut donc
pas appliquer la transformée de Laplace a ce terme. On laisse alors I'équation (2), inchangée.
On utilise la condition (4) :

— A2 & Iy
0=0%,0 (5.0)|

$=00,in:(B)
& 0=25(A(s)cos00,int (B) + B (s)cos(s6o,int (B)))
cos (s600,int (B))

Ainsi :

B(s.6) = AGs) | -2 G0ant (F) ) sin (s¢b) sin (¢ — 80,0 (B)) + sin (@) sin (s (¢ — B,in¢ (6))

cos (s00,int (B)
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Soit 7, (r) les contraintes tangentielles au fond. Aprés I’adimensionnement et les change-
ments de variables, on trouve :
T = [T (1 0).ﬁ].f:_ia?— Vi (r (P)‘
int ll’llt ) r2 (/)(p int 1 ) ¢:0
2 A D 1 2 Iy
= —— PN i , =———= 0. D ’
Donc k(p) est défini tel que :

L k(o)

$=0  BR

—_ A2 A >
k(e) = 0¢¢®(9»¢)| 400

car les contraintes au fond sont constantes donc le signe de k () ne change pas. Or on connait
sa limite a 'infini (cf 5.3.3) et celle-ci est positive.
On note k (s) la transformée de Laplace de k() :

~ _ _ S —sp _ 2 = A
k=2 (k)= [ kle)do=-;8(s.9)],_,
Ona:
cos0o,in¢ ()

2 & A — (2
G(Z)J)@(s,(p)—(s +1) A(s)

sy S (59) 5 (6= B (8) =sin ()i 5 (50,00 4)) |

+25A(S) —% cos (s¢p) cos (¢ — 0o, int (B)) + cos (p) cos (s (¢ —0o,int (,5)))]

Ainsi:

, - ~ cos” (s8o,int (B)) —cos®Oo,int (B) | _ -

05,5®(5,0) = 25A(s) <05 (500 (6] =—k(s)
Donc:
~ cos (s60,int (B)) -
A(s) = 25 [COSZ 90,int (ﬁ) — cos? (SHO,int (ﬁ))] k(s) (5.15)

@ (s,¢p) s'écrit donc:

_ . cos(sB,int (B))sin(P)sin(s(d—0o,ins (B))) -

®(s )= - 2s[cos? (s60,int (B)) — cos?0,int (B)] k)

c0s80,int (B)sin (s¢) sin (b —o,in¢ (B)) i)

2s[cos? (s0o,int (B)) — cos?0o,int (B)]

Pour finir cette résolution, il faudra trouver k (s).

o Formede {/ (R» )
=R

):
Onatig,int (R $) = RD (o, ) avec @ (o,P) = L7 (D (s,4)) et D(s,p) = M (s,p) k(s) ot :

_ 05 (560,ine (B)) sin (@) sin (s (¢ = Oo,int (B)))

M(s) = 2s[cos? (s00,int (B)) — cos? Oo,in: (B)]

c0800,int (B) sin (sP) sin (¢ — o,in¢ (B))
25 [cos? (s60,int (B)) — cos20o,int (B)]
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Donc:

~ A

®(o,¢) =L (D(s,0)) =L~ (M(s5,d) k(s) = M (0,$) %o K 0)

et:

Wo,int (R ¢) = R M (0,4) *, k(o)
Il reste alors a déterminer k (p).
5.3.2.3 Equation intégrale sur k (o)
On cherche alors & (s) la transformée de Laplace de k (0). La condition de glissement (2) s'écrit :
0;®(0,0) - e‘QOZMCD (0,0)=1

e 0;0(0,0)+e%k(p)=1
e 1-ek(p)=0;2(p,0)

Calculons le terme d(ﬁ&) (s,0):

[COS (Sgo,int (ﬁ)) sin (Seo,int (,6)) —scosoint (,6) sin6,in; (IB)]

9p®(5,0) = 25 [cos? (s60,int (B)) — cos?Bo,in: (B)] o
Notons :
Ls) = [cos (s60,ine (B)) sin (s60,int (B)) = s€0800,int (B) sinbo,ine (B)]
25 [cos? (s60,int (B)) — c0s200,int (B)]
_[sin(2560,in: (B)) — ssin (260,in¢ (B))]
~ 25[cos(2500,int (B)) — cos (260,in: (B))]
Ainsi

0,0 (5,00=L(9)k(s)

et par transformée de Laplace inverse :

33 (0,0) = L (L(s) k(s)) = fik(g') L{o-¢) de
ol on a utilisé la propriété suivante :
L (F9gs) =f(o *@g f g(o-o)de
=2l 2(f 271 [2(f(e)) £ (g(e))]
1 €+ZOO
= o i e’ f(S)g(S)) $

On adonc aussi:

e+ioo 550 ( sin (256¢,in: (B)) — ssin (2600,in: (B))
\2s [cos (2500,int (B)) — cos (200,int (B))] |
F(s)

ds

Lle)=2 7 (o) = 5 [

—ioco

et finalement, I'équation (2), s’écrit :

+00

1-ek(e)= |

!

k(') L{e-¢) do

(o9}
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« Etudede L(p):
Lintégrale se met sous la forme:

e+ioco sin (256 ; — ssin (209 ;
Llg) = ﬁ fe_l.oo e zs(co(s (225555?()[)5))—COS((Zggvt;f(f;%))ds
_ L [T gixe e sin (2 (e +ix) 0o,in¢ (B)) = (€ + ix) sin (200,11 (B)) dx
27 J-o 2(e+ix)(cos (2 (e +ix)0o,in: (B)) — cos (200,in: (H)))
-1 +ooeix9f(x)dx
27 J-oo

enposants=e+ixavecO0<e<l,ds=idxet:

sin(2 (e +i2)0o,int (B)) — €+ iz)sin(26¢,in: (B))
2(e+iz)(cos(2(e+i2)00,int (B)) —cos(260,int (B)))

f(2)=e®
Lintégrale se calcule selon :

+oo | )
L(p) =f e f(x)dx=2insgn(p) >  Res (elpzf(z),zj)

b Im(pz;)>0

Apres calcul (cf partie 13 page 241), L s’écrit alors sous la forme suivante :

/2 +oo sinh g;
L(p) = f do
293,,~m (B) Jlel  cosh (0:(95)) -1
[ —
8(e1)

Or L(p) a une singularité logarithmique quand p — 0, si on fait un développement limité de
g(o1)enp;=0,0na:

01 +@(9?) ~ Q(Z),int (ﬁ)
L2 01= 272
3 (o) +o ) me

Et donc si on intégre cette expression, on obtient un In(g;) a évaluer en 0. Pour retirer cette
singularité, on peut écrire cette équation sous la forme :

g(e1) ~p1=0 +0 (1)

1-ek(p) :f_: [k(p') —k(g)] L(Q—QI) do +k(9)f_(:L(Q—QI) do (5.16)

Etona:

1xoL(g) =/%1xL{e—¢)de = /%, L{e)x1de = (1,L(0))
=(2®),L(e))
=(0,2(L(p)) () = (56,F (%)
=F(0)

ol b représente la fonction de Dirac, d’ott :

f L(p) dp=F(0)

—00

avec:
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+0o ~ sin (2560,in¢ (B)) — ssin (200,in¢ (B))
F(s) =2 (L (s)zf L(p)e0d d
(Z(0)) oo (e) 0= 5 (cos (2560,int (B)) — cos (260,in: (B)))
On fait alors un développement limité de F (s) au voisinage de 0 :
00 2600,int (B) —sin (260,in: (B)) 2
L dpo=F(0) = : . +0 (s
f_oo (o) de 2[1-cos(280,in¢ (B))] =)

On peut remarquer que cette expression est identique a celle des contraintes tangentielles au
fond de la solution externe. En effet nous avons trouvé dans la zone externe (cf (5.3.3)) :

2sin? (0p,ext (B))
r [Coseo,ext (ﬁ) sinfo exs (ﬁ) —00,ext (ﬁ)

carVae[0,2m], sinacosa—a<0.0Onadonc:

2 SiIl2 (Ho,ext (ﬁ)) = 2 [1 — 08 (zeo,ext (ﬁ))]
c0800,ex: (B) sinBo,exs (B) — Oo.ext (B)  200,ex: (B) — sin (200 ex: (B))

ext (r) = kS“ (eo,ext (IB)) == ] =0

ko™ (Oo,ext (B) = -

Ainsi :

L= [ 1o} do= [ Lo~ de’ = (5% (B0.0s )" +0 (5

—00

Notons (k§** (0o,ins (ﬁ)))_1 = L(60,in¢ (B)), ainsi I'équation intégrale (5.16) devient :

1= [e70 + L(60,0me ()] K (0) = f : k() - k()] [o-¢) ae (5.17)

()= e+ L(O0int (B) '~ e+ L Goine (D) [ [k[e) - k()] Le€) do

Remarque. Si on fait le calcul de L(p) en posant y = O(ﬁ ) , 0 <y <1 alors on trouve (pour les
détails du calcul voir partie 12.6 page 237) :

sinh |g| el ' '
2nL(y) =——r—~ —cosh|p|ln (1 —e 7 ) expression de Hocking
y(er - 1)
_lel L Y, elel  o-lel
+YR(y) (—ln (1 —e v ) —e ) = —— — —— | | termes supplémentaires
2 -y 1+y
avec:
1 e_|9| 1 e|9|
-= <Rly)< =
21+71 V) 21-1

lel
Ce qui est presque la formule (3.15) de Hocking [37] (il a oublié cosh (|Q|) devant In (1 -e v )).

» Conditions limites en +oco de k(p) :
k est solution de I'équation intégrale (5.16) :

!

1-[e®+L]k(p)= f:: [k(pr) - k(p)] L((._)—QI) do (5.18)
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On fait la limite en p — +o0:

1= L(00,int (B)) koo =ngrgloo{f_z k(o) -k(0)]z(e-e] dp/}
=ngrpoo{f_:k(9')L 00 dQ/—k(Q)f_:L(Q—Q’) dp’}
= lim_ _Zk(p—p')L(Q') dp/} —1(B0,int (B)) koo
= f_;gljpook(e—p )L (e') do’'~L(00,ini (B)) koo
=) koo L (9’) do —1(60,int (B)) koo
-0

(car [°0 k (9’) L (Q - Q’) do =k(o) *oL(0) =k (Q - Q’) L (Q,) dp') et ol1 on a noté
koo =1limy_. 100 k (0), on a donc montré que :

1—L(00,int (B))limp— ook (0) =0

B 2sin® 0, in¢ (B)
~ Oo,int (B) — c0800 int (B) sinbo,int ()

Donc comme cette condition est vérifiée, on a bien raccord entre les deux zones.
De méme en —oo:

< lim k(p)= % =k§** (60,int (B))

o—+00

1—[e_9+i]k(9)=f_Z[k(9')—k(9)]L(9—Q') do

devient :
1-[e€+i]k o = anoo{f k Q’)_k(p)]L(Q—Q') dQ,}
:ngrpoo{f_ook(p)L(Q—e)dQ —k(Q)f_ooL(Q—Q)dQ}
=gl—i»goo{f_ook(9_9’)L(9’) dQ’}_i(QO,int (,6)) k—oo
:f lil’_l’l k Q—Q,)L(QI) dQ/_I:(QO,int(,B))k—oo
T
= k_ooL(Q)dQ —L(60,int (B)) k-0
=0
ainsi :
1-[e@+1]k-oo=0
@ ko= e‘91+i ~e?
& limp__ok(p)=0
On a donc au final :
2sin%6y ;
lim k(p)= h— O'lm(ﬁ).
p—+00 00,int (B) — cos0g,ins (B)sinbo,in: (B)
lim k(p)=0
Jm k(o)
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I faudra donc vérifier que ce comportement en +oo de k(p) est compatible avec le raccord
entre la zone interne et la zone externe.

o Etude de I'équation intégrale :
Nous allons étudier ici 'équation intégrale que nous avons sur k(p). Le but est d’obtenir un
opérateur approximant k (), sans avoir a résoudre I’équation intégrale. L'équation (5.17) est la

suivante :

1= [+ L (00t (B) k(o) = [ [k(e)- k()] L[e-0) de 519

avec L(60,in: (B)) = (k& (B0,int (,B)))_l = [%° L(p) dp = F(0) ou L(p, p) est la transformée bila-
térale inverse de :

On a alors :

(e s _ sin (25600,int (B)) — ssin (260,in: (B))
F(s) _f_oo L{g)e™de= 2s(cos (2560,int (B)) — cos (260,int (B)))
sn Y 3 3 200,in: (B) —sin (2600,in: (B))
L0 (P) = [ _L(e) do=F(O)==2 = cos 20 )]
et donc pour 6y, () =y avecO<y<1:
. L[t B _ 2my—sin(2ny) _my 3
L(Go,lnt (IB)) _f—oo L(Q) dQ_F(O) - 2(1_(:03(27'[)/)) 3 +@(Y )
0o sinhy

On rappelle également que L (o)

= i1 dy est positive. On cherche une
49(2),,-,”(@ f|9| cosh z -1 J P
Y By B

solution avec un comportement a l'infini (0 — +o00) en |k (0) | < e% avecaprioria < 1.0Onpose:

ko(o)=(e®+1)”"

L'équation intégrale (5.19) s’écrit alors :

<>

<

<>
<>

ol encore :

avec :

1-[e®+L]k

o)
o)

o= [ [#le)-xte) tlo-c) ao

) [_foo k(Q’)L(AQ—Q’) d@’—k(o)f_:L(Q—Q') d@']

T.k(0) = (L*ok)(0) - Lk(e) = foo k(e)-k(e)| (e-e) do (5.20)

Regardons le comportement de ko () = (¢ + L)' en o0, ona:

ko (0) — p——oco (i

ko (Q) ~p—+oo B

115



CHAPITRE 5. MODELE DE FRONT A DEUX ZONES AVEC UN RACCORD

Afin de normaliser la solution a I'infini, on change d’inconnue :

et on introduit :

L'équation intégrale s’écrit alors :

ko (0) = (L~ ko(0) T)-k (o) (5.21)

De plus par définition ona: |(Lx k) (¢)| = Lllkllo ainsi:

|T.k(0)] = |(L*o k) (@) - Lk (o) = 2LIIklloo
et:

2L
ko (0) Tk (p)| < .
ko) Tk (o) = —

Sion pose X =e?,onae®+L=X+L qui tend vers +oo quand X — +oo ainsi pour cou-

& lloo

. £ .. . .
per le comportement de X en +co, on peut ajouter un terme en X Ainsi on introduit ko ()

I'opérateur tronqué en +oo de ko () :
koe(0)= (e @+ee®+1)""

ol le terme en ee? permet de couper le comportement de e"®quand p — —oo. Lopérateur as-
socié normalisé est :

koe(0)=L(e @ +eef + i)_l
On reprend I'équation (5.21), on a alors I'’équation intégrale approchée :
ko(0) = (1 - koe (@) T) ke (0) (5.22)

Sachant que la fonction f (o) = e + €€ + L atteint son minimum en p =2+ 1, ona:

2L 2L
k T.k <s—— |kl < ~ |k
|ko.e (0) T-k ()] perr AL veil I1klloo
Ainsi :
2L
koeT. k|| < 1 5.23
| koe Tk, 2\/EJan loo (5.23)
On peut remarquer que :
72
| ko.e T-k|| o, < lklloo si et seulement si & > =
Lexpression (5.23) nous donne :
loer| <2t <L 1 L
T2+l Ver4 Lo Ve
2Ve
et donc pour € > %, ona ||ko.T|,, <1 etl'opérateur (1 —ko.T) est inversible via la série de
Neumann : -
(L-koeT) " =Y (koeT)"
n=0
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5.3. ETUDE ET RACCORD DU PROBLEME COMPLET A LORDRE 0 EN Cy4 ¢

On peut maintenant évaluer Eg une approximation de ken prenant :
%0 = (]l — ko, T) -Ee =(1-koT) k
etdonc:

ke—k =koeT.ke—koT.k
= ko,e . (ke = k) = (ko — koe) Tk

Ainsi :

(1= ko T). (ke ~ &) = = (ko — ko) T
C’est a dire :

(ke=F) =-(1-koeT)™ (ko—koe) .k

o0

= Z (ko T)" (ko — ko) T-k

(ko —koe) T-k— (ko e T) X% (Ko,e T)" (ko — ko) T
— (ko= ko) Tk — (ko T) (1 — ko, T) ™ - (ko — koe) T
— (ko — ko,e) T-k — (ko T) (ko — ko,e) T-k
—(koe T)* (1 =Ko e T) ™. (ko — ko) T-k

k
k

Ona:
cef

(e0+ee+L)(e+1)

IKolloo = L
ko = koe| o, = Foarq et
%0 loo

De plus on a déja vu que | T.E| = |(L *o %) (o) - AE(Q)’ <2l ”E“oo, ainsi:

ko—koe=(e®+ ﬁ)_l —(e7@+ee? + ﬁ)_l =

2L 1 ) T
'(kO,ET)(IL—kO,E 7). (ko — ko) Tk‘ 2\/_+L1 el k“w
2f+L
2\/_ L” ”
etdonc:
|(ke=%)(@)| = |- (ko= ko) Tk~ (Ko, T) (1= Ko, T) " (ko — ko) 7|
0 . _ _
: et e FL I
(ee+eee+L)(ee+L) 2ye—-LI lloo o0
Sur le domaine X > 0, la fonction X — ( XEXLL) (1 L) est croissante donc :
+eX+1L) (5
x T
VX <M eXL - eML
T (L 4ex+L)(2+L) T (L +eM+L)(L+1
(X X M M
- eEML
o (1+eM?+ ML) (1+ ML)
- eM3L
T (1+eM?2+ML)(1+ ML
( ) ( )
<eM3L
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comme X =ef,ona:

eefl,

. — <eM’L
(ee+eee+L)(e¢+1L) ‘

Vo<InM,

et:

[ i | L

Comme on peut choisir M et g, cette estimation nous permet de dire que EE est une bonne
approximation de k en supposant que k existe bien. De plus :

ke =(1—koeT) " ko

Donc: o

R =2E

00 __2L oo  24y/e—-L
2VE+L Ve

ke

otr on rappelle que ko (o) = Lko (0) = L(e @+ 1) ™" donc “EO H <1.

5.3.2.4 Expression finale de ¢/ (R, ¢)
Onaig,in (R @) = RO (0,P) or @ (0,p) = L7 (D(s,4)) et D (s,p) = M (s,p) k(s) ot :

- _[c0s(s00,in: (B)) sin (¢) sin (s (¢ — Bo,in: (B))) = c0sBo,ins (B) sin (s) sin (¢ — Bo,in: (B))]

M(s¢) = 2s[cos? (s00,int (B)) — cos?0o,int (B)]
Donc:
@(0,¢) =L (B(s,$)) =L (M(s,$) k(5)) = M (0, ) %o k(o)
et:

Vo,int (R ) =R M(0,p) *, k(p)
ol1 k (o) est solution de I'équation intégrale (5.17), on peut aussi utiliser son approximation ko (o) =
Lko(p)=L(ee+1)".

5.3.3 Raccorddel'ordre0enC, ¢

On rappelle que le probléme initial est divisible en deux sous-problemes devant étre résolus cha-
cun sur une partie du domaine Q, I'une située loin du front et 'autre prés du front d’avancement du
fluide.

5.3.3.1 Surface libre

On rappelle que le probléme initial est divisible en deux sous-problemes devant étre résolus cha-
cun sur une partie du domaine (2, I'une situé loin du front et ’autre prés du front d’avancement du
fluide.

En zone externe, on a trouvé que g ex¢ (7, B) = 0o,ex: (B)- Ici la forme de l'interface dépend de f
car on est a I’échelle du laboratoire et on ne peut pas dire que la forme de l'interface ne dépend pas
du glissement.
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En zone interne, on se place a 'échelle du glissement, on perd donc cette dépendance et on
trouve : 0¢,int (R, B) =0o,int (B). Ainsion a:

enexterne 0 ext (1, B) = Oo,ext (B)
eninterne 0O,y (r,ﬁ) =00,int (R»ﬁ) =00,int (ﬁ)

Ce que 'on peut représenter de la maniére suivante (cf figure 5.7) :

H(J.e.rt (/6)

% :

Zone de non-glissement

/

Zone de glissement

e

FIGURE 5.7: Raccord de 6 (7, f)

Il'y a deux possibilités, soit 0, in¢ (B) # Oo,ext (B) $0it Oo,int (B) = o,ext (B)- Supposons que les deux
angles trouvés sont différents c’est-a-dire O ;n¢ (B) # Oo,ext (8), nous devons donc raccorder ces deux
valeurs. On voit qu'il faudra raccorder en un seul point, ce qui voudrait dire que 1’on passerait direc-
tement de la condition de glissement a la condition de non-glissement. Or cela est impossible sil’on
cherche une solution H' au probléme.

11 faut donc que 6g,in: (B) = o,ex (B)- Ceci se justifie d’autant plus que I'ordre zéro en C, s cor-
respond au probléme a vitesse nulle, c’est-a-dire le probleme stationnaire. Ainsi le fluide ne bouge
pas et donc l'angle statique 0g,;,¢ (8) est égal a I'angle dynamique 6 ¢x; (). Nous garderons comme

notation 0 in (R, B) = 0o,ex: (1, B) =60 (B).

) Ooext(B)
Zone interne Zone externe
S 00.00(3)
/ I

pe: Longueur de glissement

FIGURE 5.8: Raccord en deux zones

Notons que 6 () est I'angle que forme 'interface avec la paroi solide. Il est donné par une loi
physique comme celle de Young-Dupré [76].

119



CHAPITRE 5. MODELE DE FRONT A DEUX ZONES AVEC UN RACCORD

Loi de Young-Dupré

La loi de Young-Dupré est une loi permettant de définir I'angle de contact d'un fluide, on ’appelle
aussi angle macroscopique ou statique. L'angle de contact 6 est tel que :

Air Liquide

=1

Ok
Jso N
7, gz 7

FIGURE 5.9: Détermination de I'angle d’équilibre

N

ou:

* ¥so représente la tension de surface entre la surface solide et I'air,
e ¥s; latension de surface entre la surface solide et le liquide,

¥ latension de surface entre le liquide et Iair,

e Opl'angle d’équilibre ou angle de contact.

On peut alors introduire le parameétre d’étalement S qui mesure la différence entre I'énergie de surface
du substrat sec et mouillé :

§=Eyee" "~ Epouitic =vso=(Ys1+7) (5.24)

On parle alors de mouillage total lorsque S > 0 (angle de contact nul et film d’épaisseur nanosco-
pique) et de mouillage partiel lorsque S < 0 (la goutte ne s’étale pas et forme une calotte sphérique).
On peut alors écrire I’état d’équilibre des forces capillaires agissant sur la ligne de contact :

Yso+¥sL+7YcosOg =0

On obtient alors la loi de Young-Dupré [76] :

YcosOg =Yso—YsL

Ainsi avec (5.24), on obtient :

S=vy(cosfp—1)
On peut alors voir que 'on ne peut définir O que si S < 0, on est donc dans un cas de mouillage

partiel. On peut se référer au livre de De Gennes et al. [19] pour plus de détails sur ces phénomenes.

5.3.3.2 Fonction courant

Maintenant que 6 ;n¢ (R, B) = 6o,ex: (1, B) = 00 (B), 1a fonction courant en zone externe (5.1) s'écrit
dans le jeu de variables externe (7, ¢) telle que :

7 [¢psingsin? O (B) + P cospsinby (B) cosOy (B) — 0o (B) sind]
6o (B) — cosBy (B)sinby (B)
ext .

Si on calcule T les contraintes tangentielles au fond dans cette zone, on a, pour l'ordre 0 en
Caf:

Wo,ext (fr (Z)) ==

120



5.3. ETUDE ET RACCORD DU PROBLEME COMPLET A LORDRE 0 EN Cy4 ¢

2sin? (0o (B))
7 [cosBq (B)sinby (B) — 0o (B)

car Va € [0,2n], sinacosa—a <0.0n pose alors:

= ]' 7/ r
7" ()= =550 W0.ext (7,0) = - 1

=0

1 ) 2sin? (90 (,6))

ke¥t (g —_252 7,0)=—
0 ( 0 (ﬁ)) 7 (/)(/)WO,ext (r,0) cos 90 (ﬁ) Sin90 (ﬁ) _ 90 (’3)

et donc T8 () = k& (60 (B))-

On ré-écrit alors g,ex; (7,$) dans les variables de la zone interne (p,) tel que g ex; (F,P) =

Bo,ext (R, P) alors:

~

R[(¢—60(B))sind+¢pcosby (B)sin (6o (B) - )]
cosOy (B)sinbo (B) — 6o (B)

1:VO,ext (}?; (Z)) =

= é‘ijext ((13)

En zone interne, on a ¥ in (R, ¢) = R

@ (s,¢) (la transformée de Laplace de @ (p,

®(p, ). Le théoreme de la valeur finale (11.4) appliqué a
$)) impose que :

i @ (e @) - lim @ (o,¢) =lim s (s,)

or on a posé précédemment (cf (5.12)) que ® (9, P) ~p——c0 O (€°) etdonc lim @ (p,¢p) =0 ainsi il

0——00
faut que :

Vex: (§) = lim @ (o, ¢) =lim sd(s,¢)

s, —Coseo(ﬁ) in (s¢) sin (¢ — +sin¢sin (s (¢ —
o5 (500 () " (D) 5in (B 00 (6) +sinsin 5 (6~ (6))

Si on fait un développement limité de cette expression en s = 0, on trouve :
Vexe (P) = EI_I)I(‘% s A(8)[(p 00 (B)) sing + pcosy (B)sin (o (B) - P)] + & (5°)

(¢ — 60 (B)) sing + dpcosBy (B)sin (60 (B) — )
cosB (B)sinbo (B) — 6o (B)
1 = [cosBy (B)sinbo (B) — 6o (B)] lim s2A(s)

Or Wor (@) = , ainsi en oubliantle @ (s®), on a:

Avec (5.15), cette équation devient :

cos (s (B))
2[cos? 6y (B) — cos? (s6o (B))]

1 =[cosBy (B)sinb (B) — 6o (B)] lim sk(s)

or lim cos 6o (6) == 1
s—02[cos? By (B) —cos? (s6o (B))]  2sin®6, (B)
_costy (B)sin6 (B) — 60 (B)

donc:

1= limsk
2sin 6, (B) o0° )
La condition a I'infini s’écrit donc :
- 2sin®60
limsk(s)= lim k(p)- lim k()= . sin o(ﬁ)‘
s—0 p—+0o o—-00 6o (B) — cos by (B) sinby (B)
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Oron avu que (cf (5.3.2.3)) :

25sin?0
Ql—lgloo kle)= 6o (B) — cosBy E)[i()l‘l)in 6o (B)
m k(o) =0
Doncil y a bien raccord et :
2sin® 6y (B)

= k5 (6o (p)) =0

limsk(s)= lim k(e)=

6o (B) — cosBp (B) sinby (B)

5.3.3.3 Vitesse

Pour raccorder les vitesses, il nous suffit de vérifier que les conditions limites se raccordent bien.
En effet au fond, nous devons raccorder deux conditions limites :
» une condition de glissement pres du front :

—int

0¢14R()(R 0)— uR()(R 0)_'1
—A.qpint ~int _
o ﬁa(PuR,o (R,0)= iy (R,0)-1
¢ une condition de non-glissement/adhérence loin du front :

ag* (7,0)-i=1 & afy (7,0) =1

On peut ré-écrire cette condition en variables rapides :
Aext
gy (R0)-T=1

Pour raccorder, il faut donc que I'on retrouve la condition de non-glissement quand on fait tendre
R vers +oo sur la condition de glissement. On voit clairement que cela revient 2 montrer que les
contraintes tangentielles au fond tendent vers 0 quand R tend vers +oo c’est a dire que

1 ~
lim =d:4(R,0)=0.0r:
R—+00 R ¢ RO( )

_Aint(H _1 int _12 _l
dUp0 (R,0) = 4,4,‘//0 (R, )—ﬁ%(ﬁ‘p(@o)—ﬁk(@)

Ainsi:

Alnt _ : 1
RETOO Ea‘/’ 7o (R:0)= o ook (e)

Donc si lim,_. 1o k (0) est fixée, on a bien RhT E% u;”()t (R,0) = 0 et les contraintes au fond sont
—+00
donc raccordées, la vitesse 1’est donc elle aussi.

5.3.3.4 Pression

La pression a l'ordre 0 a déja été déterminée et vaut dans les deux zones :

Po (7‘,¢>) = l'-)O,ext(f,(/_)) = Po,int (}?,(ﬁ) = Patm
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5.4 Etude du probléeme alordrelenC,

Les différentes inconnues ont déja été développée en séries de C, ¢. Nous nous intéressons ici a
la résolution du probléme al'ordre 1 en Cy ¢.

5.4.1 Probleme externe alordrelenC,

Sur Q. \Qp, la fonction y (7) est nulle, on a alors le probléeme suivant sur ce domaine :

(qu)l : i ext( (/_) f rét(}l/_fl,ext (7_; (Z)) r5t11/70 ext (7_',(/_7)
(Eq2), :  Vopiext (7,P) = Dot (F,p) = Vo Go (7, )
(qu-l)l : Owl ext (r (/)) _%wO,ext (f'd_))
(Eq2.2)1 : AOpl ext (r (P)

avec les conditions limites sur I'; (au fond en ¢ =0) :

M1 : 0rPexe () =0
gl,ext (f; ﬁ)

2)1: 0;W1ext=

aJﬂ/_/O,ext
etsur I', (al'interface en ¢ =6y (B)) :

@)1 0iV1ext(F, ) =

l 2 Glext( »IB)

(4)1 : (M)U/l ext = r2 ) (Z)lpo,ext _zafél,ext (fuB) ( ¢

0o (B)
+ - 0 91 ext r»ﬁ)}a(pWOext

) ai(/‘)lpo,ext

6(p)
6 01 ext (F ﬁ) - ;afél,ext (F,,B)

) { 909?/3)

21
G = [—%U/o ext rd,% ext] (r 0o (ﬁ))

= P1,ext (7’,90 (ﬁ)) + raffel,ext (r, IB) + zafél,eﬂ (f’ ﬁ)

6);: 0= —36?;;@1,@“ (7_',,3) - rarrrel ext (r ﬁ) +sin (w +6o (IB))

3
f

_% [46¢1/70,ext + G?ﬁ@ﬁlpo’eﬁ] (f» 00 (ﬁ)) T (pU/O ext — (pr,ilfo ext (r 60 (ﬁ))

On remarque que ce probleme ne dépend pas du parametre 3, on ne fera donc pas de développe-
ment asymptotique supplémentaire. Nous allons maintenant présenter les calculs des différentes in-
connues de I'ordre 1 sachant que I'ordre 0 a été entierement résolu dans ce qui précéde. On peut voir
sur les équations précédentes qu'il faut déja connaitre I'ordre 1 en C,, ¢ de la surface libre 91,9)” (f, ﬁ)
pour pouvoir ensuite calculer les autres inconnues de I'ordre 1. Pour cela, il nous faut calculer suc-
cessivement :

o le terme correctif de l'interface 01 ., (7, 8), puis

e la pression pyex¢ (7, ),

« la fonction courant §; ¢y (7, ¢) et finalement

o lavitesse i1 ex¢ (7, ),

a partir de I'ordre 0 précédemment calculé.
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5.4.2 Probleme interne al'ordrelenC, s

Le probleme al'ordre 1 en Cg ¢ s’écrit :

A A

(qu)l : alA,int(Rv(p) rot 1/:/ mt(A,
(Eq2)1: ﬁvoﬁl,int( ) A qunt(

)g

(é) N OtlUA/Omt( .
R,$)-p° VOGOmt( )

(Eq2.1)1 : é%@l,int (1? QAB) = —Aﬂ//o mt(Rr(ﬁ)
(Eq2.2), : Aopuint (R P) =

avec les conditions limites sur I'y :

(D1 :0391,ine =0 enp=0
01 int

. Lo (R) . I
(2)1:azé(ﬁWl,int_Ra([)WLint——)[26 Wo,int—R%Wo,int en¢=0

etsurl’,:
. h—6 .
@ : a}?Wll,int:((PBO—(oﬁ()'B))a Hlmt( ) (PWOmt en(f):HO(IB)
4): : OZE é&@l,mt_aéﬁlf/l,int en(ﬁ=90 (,3)
IN b 2 91 Lnt( ) 2 A
+26i§91,int(3) Go(ﬁ) OR¢1/’0mt Rzﬂo—(ﬁ) pp Y 0int
9 aMelmt( )+_AaAé1 im(ﬁ)]%ﬁ’omt
() : [a¢w0mt RaR(pWOmt [Raﬂelznt( )+26 glmt(}?)]"'ﬁﬁl,int en([)ZHO (ﬁ)
) : 2 [3aMem( )+ RO 01,ime (R)| = B2 sin 0+ 0o () en ¢ =6, (B)
+3R6$}§w0,mt 4a¢w0,mt %M,%,mt— z%mw,int

Pour cela, il nous faut calculer dans I'ordre, comme dans la zone externe, le terme correctif de
I'interface 61,;n¢ (R), puis la pression pi,in: (R, ¢), la fonction courant 91 ;,; (R,¢) et finalement la
vitesse 1l (1?, (/3), a partir de I'ordre 0 précédemment calculé.

5.4.3 SurfacelibrealordrelenC, ¢

Tout d’abord intéressons nous a la surface libre. En premier, nous allons vérifier que les conditions
limites de surface libre en zone interne et externe, sont compatibles. Puis nous calculerons la valeur
de 01,ex¢ (7, B) et de 01,in¢ (R, B). Enfin nous raccorderons ces deux expressions.

5.4.3.1 Raccord de la condition limite sur la surface libre

Pour raccorder la condition limite de surface libre entre la zone externe et la zone interne, il suffit
que la condition limite (5); al'interface se raccorde entre les deux zones. En zone externe, la condition
(5); s’écrit :

21 _ _ _ _ _
7 ;aéwaext - azfd‘,wo,ext (7;90 (,B)) = Pl,ext (";90 (,B)) + 7‘6—-91 ext (r ,6) +205 91 ext (r :6)

Or avec I'expression trouvée a l’ordre 0 de ¢ ex; (f, <p), ona
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5.4. ETUDE DU PROBLEME A LORDRE 1 EN Cy

1. _ - -
?6([)11”0,(0(?1’ - 6§¢1//0,ext (I‘, 0o (ﬁ)) =0
ainsi I’équation précédente s’écrit :

ﬁl,ext (f,@() (ﬁ)) + fa%fél,ext (fr ,3) + 2afél,ext (f, ﬁ) =0

En interne nous avons comme condition (5); :

72 [%Wo,int —Ra§¢WO,inr] (R,60(B)) = [Raéﬁel,int (R) +20461,in: (R)] + Bp1,int (R, 00 (B))

Pour raccorder avec I'externe, il suffit donc que le terme de gauche de I’équation tendent vers 0
quand R — +00.Ona:

lim
p—+o0

(R,60(B)) = im 1059 0.ine = 0pgWo,int (R,60(p))

- QEIPOO%QM(Q’GO (B)) *o k(o)

04Vo,int = éa}?([ﬂi’o,int

~

avec o =InR et §o,ins (R, $) = R® (0, ) = R M (p,p) *, k(). Or on ne connait que la transformée
de Laplace bilatérale de M (g, $), donc on utilise le théoréme de la valeur finale (cf 11.4 page 229) qui
nous dit que :

lim 04, (0.60 (8)) K (e) = lim 05, (0,60 (8)) k(o) = lim 22 (05,1 (,00 (8)) *¢ k(e)
or on a déja posé que pour que les contraintes soient finies a I’origine du repere, on a :
©(0.4) = 6 (<) quand p — —oo
ainsi il en est de méme sur les dérivées et QEI}lm 03,M (0,00 (B)) *o k(@) = 0. Donc::
Jlim 05,M (0,00 (B) %o k(o) =1im s (0;,M (g.00 (6)) %o k o))
=lim §204M (5,00 (B)) k (s)
S—
= lim 50, ¥ (s, 00 (8)) ) (% (5))

etonavuque:

L - . 2sin 0, (B)
limsk(s)= lim k(p)= -
s—0 p—+o0 0o (B) — cosby (B) sinby (B)
de plus:
£E% sacﬁM(s, 60(B)) =0
donc:
M |95 0,ine — ROgr0,ime | (R,00 (B)) = - Jm 05, (0,00 (B)) ¢ k(0) =0

Ainsi en interne, nous avons comme condition limite en I'infini :

lim 0
R—+o0
Ce qui se raccorde donc bien avec la condition limite en zone externe. Intéressons nous mainte-

nant a I'expression de la surface libre a I'ordre 1 dans les deux zones d’études.

RO% :01,in¢ (R) +20 401 ins (ﬁ)] +BPrint (R,00(B))
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5.4.3.2 Calcul de la surface libre a ’ordre 1 en zone externe

La condition (6); s’écrit telle que :

6),: 0= —30%91,6;“ (f, ,B) - fa?;fél,ext( ’,B) sin (w +6o (ﬁ))

+
1 _ _ 3 (5.25)
_ﬁ [46([)1//0,3)51‘ +63¢¢(ﬁw0,ext +

f
1 _ - -
(f; 90 (,B)) ? [?aigﬁwo,ext - as(ﬁffWO,ext (T, 90 (ﬂ))

Dans la zone externe, on connait ¥ ex; (7, ). On peut donc déduire de cette équation, I'expres-
sion de 01 exr (f, ,8) dans la zone externe. Il faudra ensuite regarder le probleme a résoudre en interne.
On a trouvé que :

r _

costa (B)sino () 0o () (¢~ Y0 (P))sing + @costo (B)sin(Bo (6) = @)

'(l_]O,ext (f, (Z)) =

o Forme générale de la solution :
On veut résoudre I'équation (5.25) qui se ré-€écrit telle que :

i} i 3 . ) 1[ . 2sinfy (B)
6)1 : 0>-.01 oxt (7, B) + 20201 ext (7, B) = = 0
(6)1 FrrYl, t(r :6)"',: FrZ1, t(r ﬁ) 7 Sln(‘”"’ O(ﬁ))+fz(sineo(ﬁ)coseo(ﬁ)—90(,3))
(5.26)
Posons F (F) = 82.01,ex; (F, B), ainsi I'équation différentielle (5.26) s’écrit :
3 1. 2sinfy (B)
F —-F(r)=- 0 5.27
(7 + 7 (" F sin (w+ 6o () + 73 (siny (B) cosbo (B) — o (B)) -2

On applique la méthode de la variation de la constante. En premier cherchons la solution du
probleme homogene :

/ 3 _
F(H+=F(A=0 o FF=Ke" =K
r

Posons maintenant que F () = K (7) 7~ ainsi 'équation (5.27) s’écrit :

2sinfg (ﬁ)
7 (sinfo (6) cosb (B) 0o (5)

K (1) =3K () 7] + %K(ﬂ = %sm(weo B+

2sin 90 (,3)
sinf (B) cosby (B) — 6o (B)

o K (f)= 72 sin (v + 09 (B)) +

e K(M)-Kb)= fbr [tz Smg(w +f ) g, (ﬁ)zs(i)tzz g )"

o Ki=sinforon()| 5o+ K Sk

o K(F)= §sin (w+60(B) 7+ S0, (5;?:00((5))— 0o ()
|Gl ) | K

=bB+c;

et:
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281110() (ﬁ) i+ blB+Cl
sinfg (B) cosby (B) — o (B) 72 3

Le comportement ici en 0 est a raccorder avec la zone interne. Il nous faudra donc 3 conditions
limites sur 01 ¢x¢ (f, ﬁ) pour pouvoir le calculer. On a alors :

02:01,ext (7, B) = F (F) = SR %sin (w+60(B)) +

afélyext (f,ﬁ) fb { sm(w+90 (ﬁ)) + Sln@o(ﬁ?ilonsgeoo((%)) o) t2 + b1B+Cl}dt+af91,ext (bz,ﬁ)
1. ) 2sinby (B) B+
_1 0 _ - 0501 oxt (b,
3 )T S, (Beostu (B o[ zre e P
blB+Cl 1 . 2811’190([3)
- = 0 b
Y 3sin(@+0 () 2™ by (sinBo (B) cosbo (B) — 0o (H))
donc b, #0 et :
él,ext (f,ﬁ) =
2sin6
1sin(w+00(,6))f2— . sinfo (f) lnr+ (b1B+cl)
6 sinfy (ﬁ) cosfy (,6) - 6o (ﬁ) T
biB+c 1 2511190(/3) -
_ = 0 b 050 b,
e T A T M
=G,
1 2sinfy (B) (lnbg—Z—z)
+=sin(w+ 6o (B ( )
3 o ;m@o B)coso (B)—00(B) \ _c,
3 1b+a
+b30701,ext (b2, B) — (?+b_3 5 +01,ext (b3, B)
et bs # 0. On trouve alors :
_ i 0 2 2sinf
Hlyext(f,ﬁ)zsm(w-'- O(ﬁ))r - — S 0('6) ln(l’)+C + Cy7+Cs3
6 sinfy (B) cosBy (B) — 6o (B) 27

ol les constantes C; restent a déterminer. Elle permettront de faire le raccord entre les deux
zones.

» Expression sous une forme semblable a Tanner :
On essaie ici de voir si I'expression trouvée pour la surface libre jusqu’a I'ordre 1 en C, ¢ peut
se comparer a I'étude de Tanner [70]. Ainsi pour 6 () < 1, nous avons dans la zone externe :

O1,ext (7 B) = == o2 ( 5 ——In(7)+0 (1)
0

)05 (B) = 3In(M) +0 (65 (8))

or:

05 (7, Ca,r, B) = (00 (B) + Ca,fél.ext (F,p)+0 (Ca,f))3 = 0(3) (,6)+3Ca'f93 (B)61,ex: (7, B)+0O (Ca,f)

donc:
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03¢, (7, Ca, B) =05 +9C, rIn () + G (05 (B) + Cay )

Si on va un ordre plus loin :

_ . 3 1 __ sinwi?
Hl,ext (r,ﬁ) ~ 9(2) (ﬁ) + 1—0] ln(r) + smwr @(00 (ﬁ))
o Breat (7 B (8) = |3+ 03 (8)| )+ 2273 () + 0 (63 (8)
donc:
sinwr

63, (7, Cas. ) = 03 (B) +9Ca fln(r)+(—ln()+ )00(,6) af +0 (63 () + Cay)

On a donc une formule du type Tanner uniquement en zone externe qui ne dépend pas de I'in-
terne sauf au travers de 0y () qui est'ordre 0 en C, s de la surface libre en zone interne comme
en zone externe.

» Comparaison avec les résultats de Cox [15] :
En externe, Cox trouve que l'interface 0 est telle que :

0={0m+.}1+Ca{f@m,)Inr)+Q;+..}+

o1 0,, est 'angle macroscopique de contact, ce qui correspond a notre 6y ().
De plus la fonction f s’écrit en bi-fluide, telle que :

2sin0,, [A2 (62,~sin? 0,,) +2A{0, (1—0,,) +8in2 0, } +{(m—0,,)* —sin? 0,,}]

fOmA)= A (62,5102 0,,,) {(71—0,) +5IN0 1, COS O} +{ (T—0 ) > —SIN% 0,1, } (01, —SINO y cOS O ) (5.28)
oul= Z—j donc pour passer en mono-fluide, on pose ug =0 et f s’écrit:
2sinf,,
6:,,0) =
f Om,0) 0, —sin0,, cosb;,
On a donc bien retrouvé la méme forme que lui.
5.4.3.3 Calcul de la surface libre a 'ordre 1 en zone interne
La condition limite (6); donne :
©6),: I3 [302}?91,,-,” (B, B)+ RO , 01 ine (R, ] B2R3 sin (w + 6o (B)) 529
+ [3R62¢§¢0,int 3R a(pRRwO int — 46¢1//0 int — 6 A(Z)(Z)Wo,mt (R;QO (ﬁ))

Or §o,int (R, ) = R M (p,) xo k(o) avec:

[cos (s (B)) sin (¢) sin (s (¢ — 0o (B))) — costo (B) sin (sp) sin (¢ — 0o (B))]
25 [cos? (500 (B)) — cos? 6o (B)]
etp=1In(R) < e? = R. De plusdonc dy (f * g) =8, f g = f %0, g, les dérivées en R peuvent donc
étre faites sur k(p) ou M (g, ). Nous avons choisit ici de faire toutes les dérivées sur M (g, ¢p) pour
avoir une écriture plus simple du produit de convolution. Le terme en 1/¢,;,,; de (5.29) s’écrit alors :

W (5,6) = -
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[3Raz¢ﬁﬁ/0,int - 3}?263(13}??1/70 int —43(/31/70 int— 6¢¢¢w0 mt] (R»BO (ﬁ))
D H A2 p2 A3 n
R [3R9% M (0.6) - 38051, M (0.6) ~40;M (0.9) -3, M (0.9)] |, *ok(e)

On peut alors écrire I'équation précédente sous la forme :

. . 3., - . s(R
6)7 : 6%RR91,int (R, ,3) + EO%R{’L"’” (R,ﬁ) = (ﬁ ) (5.30)
ou:
1 .
( ) B sin (w + 6 (ﬁ))+ﬁ_sl (R)
. f 3 .
[sRa M (0.9)~3R°0% M (0.9) ~105M(0.9) -3 M(e. )], *ok(e)
etp=InR.
« Calculded? .01 ,in: (R, B) :
Posons F (R ) 6 91 int (R, B), ainsi I'équation différentielle (5.30) s’écrit :
LA . R
F(R)+ 2r(R) = B (5.31)
R R

On applique la méthode de la variation de la constante. En premier cherchons la solution du
probleme homogene :

F'(R)+%F(R):o o F(R)=ke™R=gp>

Posons maintenant que F (}?) =K (I?) R73 ainsiI'équation (5.31) s'écrit :

LA - o R
K (B) B -3K (R) R +%K(R) R‘3=85§)
e K (R)=s(R)R?
< K(R )—fals(t)tzdt+K(a1)
=C

et:

NN Y R ) C
Gﬁﬁel,znt(R;ﬁ)—F(R)_ﬁfal st dt+ﬁ

Il nous faudra donc 3 conditions limites sur él,int (}?, /3) pour pouvoir le calculer. Calculons
L s de:

1 (R 1 (R 1
E.[ s(H2dr = Ef [ﬁzsin(w+90 (,B))+ﬁsl(t)] 2 dr
0 ay

2 1 R
+E(Ll Sl(t) dt)

- ’%sin(w+60(ﬁ)) [1_(6}:1)3

Et donc:
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2
O uime(R,6) = B-sin(w+04 (p)

1—(ﬂ)3 s fRs 0 de|+ <
R 23 \Js, ! R3

- %281n(w+90(,3))+% [f:ﬁ(t) dt_%zsin(mgo(ﬁ))“?Jrc

1 faudra donc gérer le comportement de %
vers 0.

f}? s1(0) de— P sin (w+60(B)) a; + C] quand Rtend

a 3

e Calculde él,int (ﬁ)’ ﬂ) :
On aalors:

%zsin(w+60(ﬁ)) [1_(%)3

1 (T C A
+E[ s1(8) dt +F dT +0301,in (a2)

a

R
= 0301,int (R B) =fu
2

p 5 4 ai | Rt
=—sin(w+06 R+ ——-—ap—— +f —(/ s (t dt)]dT
3 ( O(ﬁ)) 2R2 2(1% a T3 @ 1()
cl-L + Lt 1i0.0 (az)
21:_\;2 zag RrRY1,int 2

ainsi :

X 5 ,
= él,int(ﬁ,ﬁ)=fR{%zsin(w+90(ﬁ)) T+i_a2_i

272 2a§

T 1 T
+f [ﬁ(/ sl(t)dt)]dT dr

R 1 1 . .
+f Cl=—5Z+ 7| +9z01in: (a2) | AT +04,in: (a3)
a 2a

2
5 27
2 3 3
R~ o ( a

3 2 2R 2a5
R T[] T

+/ {f —3(f sl(t)dt)]dT}dT+C
as ay T a

2
On retrouve alors le terme di a la gravité '% sin (w + 6 (8)) R?, déja obtenu dans I'expression

+01,in (az)

& &
R——+—+ a2+—2 as
2 2as a.

1 R 1 a
—tS
2R 243 2a3 2d3

+(R—a3)0301,int (a2)

de la surface libre en zone externe. On peut poser comme condition limite : él, int (0) = 0 pour
que 6 (0, 8,Cq f) = 0 (B). Ainsi :

2

a d a a
—— -2t —+|mt—|a
2R 2 2a3 a

0=01,in:(0) = %sin(w@o(ﬂ))
1 T ’
ﬁ(fa s1 (1) dt)] dT} dr+C

AL

~a30401,int (@) + 01 in; (a3)

1 as

Donc il faut poser a; = C =0 ce qui donne :

2
0=01,in:(0)= as [% sin (w + 6o (B)) (az - %) —0301,int (az)]

0 T[] T ~
+f {f [—3 (f s1(0) dt” dT} d7 +01,ins (a3)
a; Wa, | T° \Jo
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Les constantes 91, int(az) eto pél,i nt (az) vont permettre de régler cette égalité. On a alors :

A2 2

i R -5
——-wmR-—=+ma
2 2 2 203

Ouins (R.6) = E-sin(w+60(6))
LAL

1l faut alors que [, a}: { I

ap

1 ([T A ) )
E (A[O S1 (t) dt)] dT} dT+ (R— (,13) a}?el,int (az) +91,iﬂt ((lg)

% (fOT s1(0) dt)] dT} dr soit borné.

Etude de s (R, $), le second membre de équation de la surface libre :
L'équation que nous étudions est :

36%§él»int (R B) +ﬁai§ﬁﬁél,int(é,ﬁ) =s(R,¢)

ou:

s(R) = f2sin (w +00 () + %sl (R)
s1(R) = [3R32 M (0,6) ~3R%0% M (0.6) ~49,M (0.6) ~03, M (0.9

Qk(Q)

A *
¢=00(B)
Notons:

Y (o) = [662 sM(0.$)-303 Mo, ¢)—40,M (p,p) ~ 05, M (9,43)] | P

On a alors :

s1(R)=s1(e€) =Y (o) %o k(o) =27 {Y (5) x L[k (0)] ()} (0,60 (B))
et:
Y (9)=2(Y(0)) (9= [(~35+65-4) 95 M (5,8) 33, (5, )| L;:eo(ﬁ)

or le calcul de £ [k (p)] (s) fait intervenir la fonction digamma F (s) qui est la dérivée du loga-
rithme de la fonctionI":

d(nl(s)) TI'(s)

0s CT(s)
ou I est la fonction généralisant la définition de la fonction factorielle pour les nombres com-
plexes. Cette écriture n’'est pas tres facile a utiliser pour la suite, nous préférerons donc utiliser
la formule suivante pour ce calcul :

F (s)=

+00o ,

Y(o-0)- k(o) de

s (R)=Y () %o k(o) = |

—00

avec:

F(9=- (25> —6s+1) scos (s0 () sinbo (B) +3 (2s— 1) cos O (B) sin (560 (B))
25(cos? 0y (B) — cos? (s6o (B)))

& (510 de)] dT} dr de By pue (R, ) existe::

On voudrait étre stir que le terme || a}z { Ja,
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132

o Regardons ce qui se passe en R = 0. On suppose qu'en R = 0, s, () se développe comme il

suit :
S1 (}?) =g+ a1ﬁ+ azﬁz + agés +@(R4)
Alors :
R ar » 2 .3 R
— | si(p)de _T[a0t+7t +—=t *+0( )]
0
a a a
=24+ 2124 32R10(RY)
R2 2R 3
Ainsi:

[AL

=

([ ol rf o
[24))
2

e e @T+@(T2)] dT}dr

o

az as ay a1 az as
——+—lnr+ —T+ET2+ (— ——Ina——=a, - ?ag

AN
T
= f{—@+—l T+ 27,28 2+@(T3)] }dr
g3 T 3 8 ay
ay 2 3
a3R3+(ao o] n a as 5\ -

A A A as
—aolnR+ L (RInR-R)+ =R%+
2 6 2

ay 2
+aolna3—7(a31na3—a3)——as——a - ———lnaz—?ag——az
a

Donc pour qu’en R = 0, il n'y ait pas de probleme, il faut que s; (0) = &y = 0. Or :

s1(R=e?)=S1(0) =Y (o) xo k(p)
Vérifions que s; (R=0)=0:

s1(R=0)=81(0——00) = lim Y (p)*,k(p)

p—-00

oronsait que |Y (¢)| = e(l_%)lg| avec 0 <y < 1tel que 6 (B) = my (cf 14.6 page 258) et on peut
prendre :
k(0) =ko(0) + xian (€)= (€ +L) ™" + x1ani (o)

ol x(4,p) (0) est une fonction bornée qui est non nulle sur [a, b] < R et nulle en dehors telle
que:

0 pourp=a
Xiap (0) = { f(o) poura<ps<b
0 pourbs<p

ol1 f (p) est une fonction bornée. k (p) exprimé de cette maniére a donc les bons comporte-
ments en +oo et la fonction ¥, ;) (0) représente les variations que peut avoir k () autour de
ko (). On a alors montré que (cf 10.3 page 226) :

=0

lim I(p,B=1)= hm [ko (@) + X1ap (0)] * e Ble! .

p——o0




5.4. ETUDE DU PROBLEME A LORDRE 1 EN Cy

siBeRet B=1.Donc s; (R=0) =0siet seulement si |Y ()| = oli=3lel e~lel, il faut donc
que:
1- l =-leoy=s-
. <

Ceci impose donc a 6, (8) d’étre entre 0 et Z.

[\CR ]

o Regardons maintenant la limite en R — +oo:
En utilisant le théoreme de la valeur initiale 11.3 page 228, on a:

limp_ o1 (R=e¢) = lim s (e?) = lim Y (o) o k(o)

zlin(l)sY(s)fc(s)+ lim Y (p) %, k(o)
s— ——00

orlimy_. o, Y (p) %, k() =0 car on a fixé que 0 < 6 (B) < % ainsi:

lim s; (ﬁf =ef) =lim sk(s) xlimY (s)
R s—0 s—0

R—+o00

_ 2sin?0¢,in: () 5 sinBo,in: (B) —3600,in (B) cosbo,in: (B)
B0,int (B) — cos60,int (B)sinbo,int (B) 2sin?0¢,in: () (5.32)

_ sino,ins (B) —3600,in: (B) cosbo,in: (B) <0
60,int (B) — c0800,ins (B) sinbo,in: (B)

(comme les limites sont finies). Donc on a pour R grand :

S

w‘”

=B (Bo.n: () J3 -1+ l)dr
=B (00,int (B)) 81 by L Eeeb+£(lna3——2)]

Ca s SR (5, % (J 510y de)dT) dr =B (00,in (B) S5 (J7, &= (o 1dt)dT) dr
) fa,
-

1 1 1
On a un probléme sur le terme alzaeeh, or si on prend ay = ae-?, ulzsesb tend bien vers 0

quand € — 0 mais alors ay est trés grand, il faut donc changer 'intégrale sur T en intégrant
de T a a2 et non pas I'inverse. On a alors :

L
b

affa3 (fr T3 (fal s1(1) dt)dT) dr =¢B (90 mt( ))fesb (

a: 1
_B 90mz [8 ———6(lna3——3e ah) —0
a e—0

& dt)dT) dr

Si a3 se comporte bien dans la limite € — 0.

Ceci regle les problemes en 0 et +oco de ce terme, en dehors de ces points vérifions qu’il n'y a
pas de soucis. On peut alors montrer que s; (R = e?) est une fonction bornée. On a s; (R = e) =

S1(0) =Y (o) xp k(o) or:

o On peut prendre comme approximation de k (p) :

N

k(0) = ko(0) + Xiani (0) = (€0 +L) " + xia1 (o)

133



CHAPITRE 5. MODELE DE FRONT A DEUX ZONES AVEC UN RACCORD

oll x(4,p) (0) est une fonction bornée qui est non nulle sur [a, b] < R et nulle en dehors telle
que:

0 pourp=a

Xiap (0) = { f(o) poura<ps<b
0 pourbsp

ol f (o) est une fonction bornée. k (o) a donc les bons comportements en +co et la fonction
Xia.p) (0) représente les variations que peut avoir k (g) autour de ko (o). Donc k (g) € L™ (R)
ainsion a k(p) € L* (R).

o Regardons maintenant la régularité de Y (p). On a vu (cf 14.1 page 259) que :

7]+
—7-2|=| +=n
Y

nlol

1Y ()= el Y (e 11

Y

n>0 - 7
1 _nlel 1 n\> 6
+oeTlely cpreT — 7+2(—) +=n
n>0 1+ Y 7
Notons :
7y? i 1 2u
Y Y
(7] N A" 1)( L lol-2 —|p|—3"")
Y = er + —e Y —e Y
glor 3 =y
+£[ 1 eI9|—|§+e—|9I—'$l]
> [1-y

On peut alors majorer Y (p) de la maniere suivante :

Y (o) S%g(e,ﬂ

Ainsi on a montré que :
+00 1 +00
f |Y(0)|d952—f g(e.y)do < +oo
) TJ-c0
(cf14.7 page 259).

Ainsi s; est le résultat de la convolution d’une fonction L! (R) et d’'une fonction L™ (R), elle est
donc L*° (R). s; est donc une fonction bornée sur R.

o Ftudede Y (p):

Ona:
(9 (25> —65+1) scos(s6o (B)) sinbg (B) + 3 (2s — 1) cosby (B) sin (s (B))
S)=

s(cos (2580 (B)) — cos (260 (B)))

Alors :

_ 1 €+100 _ 1 +00 3 _
Y(e) =27 (Y®) (o) =-— f Y (s)ds = — f eCH VY (e + ix) dx
207 Je—ioo 27 J-co
1 [,
= —f e®B(x)ds

27 J-co
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enposant s=e+ixavec0<e<1,ds=idxet B(x) = e®Y (e+ix). Lintégrale se calcule alors
selon :
+oo | X
f e"*®B(x)dx=2imsgn(p) ). Res (e’QZB (2), zj)
- Im(pz;)>0
Il faut éventuellement justifier le comportement a I'infini si les poles tendent vers I'infini. Ainsi
apres calcul par le théoreme des résidus (cf 14 page 249) :

Y(Q) 1Y) (e) = ifm 0B (x)ds
_ T z sinh y
3 ) f@l [ 90 ’ cosh2 (ZQyI(Iﬁ)) i (90 (ﬁ)) 2 (cosh(ze (ﬁ)))z dy
b4 *© sinh y vy . yn
“on eo(ﬁ)) flm (cosh 325" ZCOShZ(zeo(ﬁ )COth( )_Smh(eo(ﬁ)) 4
3 x \2 [ coshoy yn . yn
& 5 ,B)) f|9| (COSh(zg (ﬁ)))4 Zcoshz( %0 (F) )coth( )+smh(00(ﬁ)) dy
s x v pesimh (el t)) [ ym ym
a7 6o ,3)) ‘[ (cosh ! Smh(zeo (ﬁ))_COSh(zeo (:3)) v

200()

Maintenant que les expressions de la surface libre en zone interne et externe sont connues, il faut
raccorder ces deux expressions pour pouvoir continuer la résolution.
5.4.3.4 Raccord del'ordre 1 de la surface libre

Eninterne,ona:

52 2

R B a3+
— MR- —+ma
5 2 5 T 203

T
%(fo s1(0) dt)] dT} dt + 01 in; (a3)

+0301,int (a2) (R - a3)

o iz
= Oine(RB) = ?sin(w+90(ﬁ))

JoAL

En externe,ona:

_ i 0 72 2sin6
(Jl,ext(f,ﬁ)zSm(wJr (A7 _ sinfo (6) ln(f)+§—;+C2f+C3

6 sinf (B) cosby (B) — 6o (B)

que I'on peut exprimer en variables internes :

, sin (w + 6, () p2R2 2sinfy ()

01,20 (PR B) = 6 B sinfg (B) cosBo (B) — 6o (B) In (BR) +

Pour raccorder, on veut 01 i (R, B) = 01,ext (BR, B) — ..o, 0
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2
01,int (R, B) = O1,ex¢ (B ﬁ)(aGUMmg—@ﬁ @Ewm@Hﬂdmﬂﬁ

R,
ZSIHGOH ()h{ {f[ ( sl(t)dt”dT}dr
o(B

+
sinfp (B) cosBy
B) (a2 = 5) ~0401,int (a2)
2sin6y (B)
sinfg (B) cosBo (B) — 6o (B)

+as '%sm (w+0

+01,in¢ (ag) + Ing-Cs

Sion pose:

aﬁél_int(dg) =a§%sin(w+90 (ﬁ))+C2ﬂ

= Gsin(w+6, (6)) (a2 - §)
' _ 2sinfy ()
01,in: (a3) T " sin6y(B) coseoo(ﬁ)—eo(ﬁ) Inf+Cs
G =0

ce qui impose C, = — 2 Bsin (w + 6, (B)), il reste :

2sin6y (B)
sinfy () cos o (B )T 6o (B)

LALLF (s

InR

dT} dr

él,int (}?; ﬁ) - él,ext (ﬁé’ ,3) =

Il faut alors a annuler :

1 T
F(fo 51 (1) dt)] dT} dt —p5_. 0

2sin6y (B) L (R
H = — InR+ f f
sinfy (B) cosBo (B) — o (B) as Ja,
1
Prenons un R grand en fonction de C,, f» par exemple R=eC%7, onsaitque:

sin6 (B) —360 (B) cos by ()

li R)= =B(#
R_lgloosl( ) 6o (B) — cosby (B) sinby (B) (0 (A))
on aalors:
e ”f
F= = 251n00 (B) 1 +B(6 {f [_( 1dt)] dT}d
sinfp (B) cosby gﬁg o (B
ZSIHH() B ( ag)
= +B (6 — — af 1 _ 2
sinfp (B) coso (B) — o (B ) af (60 () af+ age +inas a
3]0 7] —sinf 1
[ 0( )COS O(ﬁ) sin 0( )] +B(00(ﬁ))(ieca,f +lna3—@)
Ca,z (60 (B) —sinby (B) cosby (B)) a a,
Ainsi si a, = gs(g:fz"ﬁ()ﬁc )032?2}(5) Cs?;zz %g;; C, fem etas =1, il reste:
aeCes  C1 70

On a donc bien 0} i, (R, B) = 01,ext (BR, B) — 4. 1o, 0, la surface libre a 'ordre 1 en C,, ¢ se raccorde
donc bien entre les deux zones d’étude.

136



5.4. ETUDE DU PROBLEME A LORDRE 1 EN Cy

5.4.4 PressionalordrelenC,

Nous pouvons maintenant expliciter la pression dans les deux zones.

5.4.4.1 Calcul dela pression a I'ordre 1 en zone externe

La pression est définie par les équations suivantes :

(Eq2); 1 Vopiex: (7, ¢) =
(Eq2.2), : Aoprext (7,

211 _ - _ —n A _ = _
() : P1ext (f, 0o (ﬁ)) = ? [;%Wo,exr - (ﬁ(ﬁwo,ext (r» 0o (ﬁ)) - ra?fgl,ext (1‘, ,B) —20701 ext (I‘, ﬁ)

0t Goext (7 F) = 7sin (0 + B) et o x 7, ) = LI nbeortb(PanGo(D)-0)] onc on a

sing—cosOy (B)sin(dp—00(B)) . )
(0rl51,exr(f»</3) ) _2fz(coseo(ﬂ)sinﬁo(ﬁ)—Ho(ﬁ))_Sln(er(p)

(Eq2), : =
Loyt (§) )| cosd—costy (B)cos (660 (6) :
‘ _ _ 252 (costo (B)sindo (B) () <@ TP
(Eq2.2), : Aopiex: (7, ¢) = 4sindl (9
1n
1 Prex(700(8) = —sino+60(8) P+ (o (Zeos(m)(’_z R
Ainsi :

) o sin&—cos@o(ﬁ)sin((ﬁ—ﬁo(,B))_fsin bt d)
Prest (1 0) =22 () sinflo (B) — o (6)) w+¢)-2C.

5.4.4.2 Calcul de la pression al'ordre 1 en zone interne

On souhaite ici calculer la pression a 'ordre 1. On a a résoudre :

(Eq2), : @@oﬁl,int@;d’) = Rotto,int (R ¢) = B*VoGo,int (R, })
(Eq2.2), : Azoﬁl,int(R’(p) =0
)1 I3 [%%,int—ﬁaﬁé%,int] = [ﬁ5§§91,im(ﬁ,ﬁ) +26ﬁé1’i”‘(ﬁ'ﬁ)] +BPrinien $ =00 ()

On applique la transformée de Laplace bilatérale sur I’équation de quantité de mouvement :
BVopvint (R ¢) = Moo (R, ) — B*VoGo,in: (R, D)
1 1 o
- 3 - 2 - 3 .
i‘a}?pl,int = E%}m%,im + A_zaqi,f?llfo,int + Eadgd;d;WO,int - :62 sin (w + (P)
A 1 1 1 2
Ea(ﬁpl,int aRRRWOLnt R RRWOlnt R2 ¢¢Rw01nt+ —0p '(//Olnt+R3 (p(PWOmt ,B cos(w+(,b)

olt flg,int (R, }) = r0toto,int (R, P) et Go,int (R,$) = Rsin(w + ). Intéressons nous a la premiere
équation :

. 1 . 1 N . A
BOpP1int = 0$§§w0,int + EaéRWO,int + ﬁag’(ﬁ(ﬁ(f,Wo,int - f?sin (w + ¢’)
— e B%sin (v + )

& POgPrint = 505 |Tpe0,int + 0% Woint
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avec o = In(R). De plus ¢ int (R, ) = R M (0,$) *, k(o) doncona:

BOoP1,int = d,[a [e? M (o, (f))*g (o )]+62 [ M (o, ) *o k ]]—e"ﬁ sin (w + @)
o ﬁe@agm,m— ¢[M 0.6)+20,M (0,4) +0%,M (0,6) + 32 M (0,8) | k() - *2 6% sim (w + )

On fait la transformée de Laplace bilatérale de cette équation :

2
o 52 () (s 1.8)+ o1 D) |

=2 (03[ M(e.8)+20,M(0.9) + 9 M (0.9) + 03, M (0. 6) |+ k(o) (5:6)
:[(s+1) 95 VI (s, )+afb¢¢ (s ¢)]( ) x k(s)

et:
| G5+ 10205 (5,) + 0% M (s, $)| (5.)
(s—1) [sin (200 (B) + (s — 1) ) +sin (2500 (B) — (s — ) )]
B cos (26 (B)) — cos (2560 (B))
Donc:

o sin(w+ )
ﬁpl,mt (S ly(l)) ﬁ S(S 2)

(s—1) [sin (200 (B) + (s— 1) p) +sin (2500 (B) - (s - D )] -

= scos (260 (B))  cos (2560 ()] ko
Pour ¢ = 6 (f), ona donc:
. _ 2(s=Dsin((s+ D6 (B)) - o ,sin(w+ 6o (B))
Pprine (s =100 (B)) = S0 (B —cos st (8] ° P 56—

On applique le changement de variable R = e etla transformée de Laplace bilatérale sur la condi-
tion limite (5); :

i 04 Wo,int = }?61@431?0 int] (R,$) = [ﬁa%ﬁél,int (R, B) +20301,int (Rﬁ)] +Bprint(R§) end=
& ﬁegpl int (€°,0) [6 Glyim+6991,,~m (e",(/A))—Zaz(ﬁgM(Q,@) *ok(p) en ¢ =
- ﬂz(eﬂ’pl,im(eg,m) 2((02500int +0p01,int) (e, 6)) +$(-2@2¢QM(9,¢3) *ok()) end=
o Bprint(s—1,P)=—s(s+1)01,int(s,B) —256(/31\71(3,@ k(s end =0, (p
avec :
OGM(s:f)|; g s = — (i)(sclgs((szgsoe(f ();)_) izss((sfeoo(g)))jmeo =
Donc:

Bh1int (s—1,00(8)) = —s(s+1)01,in: (s, )

_Zcoseo( B)sin (s8o (B)) — scos(s6o (B)) sinby (’B)k(s)

cos (256 (B)) — cos (260 (B))
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Expression de la surface libre en utilisant I'expression de la pression :
En utilisant la transformée de Laplace de la pression trouvée précédemment a partir de la condi-
tion (5); :

cosfy (B)sin (sby (B)) — scos (s (B)) sinb (B) B

01,int (s, 8) = — Print (s—1,00(B)) -2

s(s+1) s(s+1)(cos (20 (B)) — cos (260 (B)))

En utilisant I'expression de p1,in: (5,00 (8)) obtenue grace a I'équation de volume :
) 2(s=Dsin((s+ D6 (B)) - ,sin (w+ 6o (B))
int(s—1,0 -

PpLini (s=1.00 (P)) = T8 B —cos sto (B ° P T s6-2)

la transformée de Laplace bilatérale de la correction a I'ordre 1 en C,, ¢ de I'interface s’écrit donc :

2 cosBy () sin (s6o (B)) — scos (s (B)) sinbo (B)

Ouini(s:8)= - s(s+1) cos (250 (B)) — cos (260, (B))
B(s—1sin((s+1) 6o (B)) - 5 sin(w +6y (B))
+s[cos (260 (B)) —cos (2560 (B))] K@+p s2(s+1)(s—2)

5.4.4.3 Raccord del'ordre 1 de la pression
On a donc trouvé en zone externe :
sin¢ — cos 0y () sin (¢ — 6o (B))
7 (cosBy (B) sinby (B) — 6o (B))

et en zone interne, nous ne disposons que de la transformée de Laplace de la pression a 'ordre 1 :

ﬁlyext(f’d’) =2 —fsin(w+([>)—2C2

,sin(w+¢)

ﬁﬁl.int (S_ 1»(13) :B

_ G-D [sin(ZGo(,B)+(s—1)_(p)+sm(2590( ) - (3_1)(/3)]7&(9
s[cos (260 (B)) — cos (2560 (B))] _ )

Pour raccorder, il faudrait vérifier que p1,in; (R, ) — p1,ext (BR, §) — p_ o, 0 avec 7 = BR.

5.4.5 Fonction courantalordrelenC,

Il reste alors a calculer la fonction courant a I'ordre 1 en Cg ¢ sur les deux zones. Le systeme a
résoudre en zone externe s’écrit :

(Bq2.1), : A5, exe (7, f) = —AT0,ext (7o) = (BoAr + A1 Ag) W ext (Fr P)
avec les conditions limites :

(D1 07P1,exe (7,0) =

I'y: _ _ 91 ext( :6)

(2)1 : agi)”’l,ext (r,0) = 0o (,B) a(pV/O ext (7,0)

3 Of% ext (7,00 (B)) =0

2 9 ex ’ — -
T, 4) : _26¢¢1//1 ext (r 0o (ﬁ)) = r2 - t(( )'B) 1//0,ext (I‘,Qo (ﬁ))

) - 3. - .
+261’91,ext (f, ,B) aid)wo,ext (l”,@() (,6)) - [affgl,ext (f, ,B) + ?afgl,ext (fvﬁ) a(ﬁwo,ext (7:,00 (IB))
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En zone interne, il faudrait alors résoudre :

A

(Bq2.1), : AGdrine (R, @) = ~ATro,ins (R, )

avec les conditions limites sur I'; :

(D)1 :0591,ine (R, P) =0 R R end=0
@+ (0%, 01im1~ R0 a) (R,8) = 22D (o2 g ROgr01] (R9) en o=
1- bb l,int ¢ l,int ’ 90(,5) o 0,int ¢ 0,int ’
etsurl’s:
@3)1: 0aPine(R)=0 en ¢ =0y ()
1 . . IR - . . R
4 : (ﬁaf%% inr—afm%,inr) (R, ) =20461,int (R, B) 0ppVo,int en ¢ =06 (p)
2 61 int (R ,3) 5 A N 3. A N .
+R290—(,3) ¢1//0mt 6}§}§61,int (R;,B)"'Ea}?el,int(Rvﬁ) %Wo,m:

Ces calculs n’ont cependant pas été réalisés. Et on obtient la vitesse avec :

(Eql); : @1 ext (7, @) = r0toWn,ext (7, P) + 10t1 W0 ext (7, )

et:
(Eq1), : dn,ine (R, @) = r0to1,ine (R, §) + 101190 ine (R, P)

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donc construit un modéle a deux zones, une zone interne et une
zone externe grace a un développement asymptotique des variables en fonction du nombre capillaire
du front C,, £- Au cours de cette étude, I'ordre 0 a été entierement déterminé et raccordé. Ainsi nous
avons pu trouver sous hypothese que Cy,  |In 8| < 1 (cf chapitre 6) :

6o (ﬁ) =00,int (R’ ,B) =00,ext (7‘, ,B)
Po (I‘,([)) = Patm = Po,int (R» ¢) = Po,ext (T,¢)

7 [psingsin® Oy () + P cos Ppsinby (B) cosby (B) — 0o (B) sin ]
0o (B) — cosby (B) sinby (B)

1/_/O,ext (f’(ﬁ) ==
Woint (R) =RM(0.d)*ok(0)=R2L™ (M (s,d)k(s))

(s
oi1 R = e etla transformée de Laplace bilatérale de M (o (f))
(s

COSHOmt( )Sln ) ln((/) HOmt(ﬁ))

25[cos? (s00,int (B)) = c0s? Bo,in: (B)]
_cos(s@o_im(ﬁ))s n () sin (s (¢ —060,int (B)))

2s[cos? (s00,int (B)) — cos?0o,int (B)]

£ (Mo §))=M(s ¢) =

et k(o) solution de I'équation intégrale :
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!

1_[e—9+1:(eo_im(ﬁ))]k(p):f_i[k(g’)—k(p)]L(g—p’) dp

Remarque. Le raccord est rendu possible grace au comportement que nous avons imposé lors du
calcul de la solution en zone interne (cf (5.12)) ot :

(o 0]

®(0,¢) = M(0,p) xo k(o) 00 (¢)

et grace au comportement de la fonction représentant les contraintes k () au niveau de la paroi solide
(cf(5.3.2.3)):

2sin?6
lim k(p)= o (ﬁ)
p—+0o 6o (B) — cosBp (B) sinby (B)
m k(o) =0
Il'y a alors raccord si et seulement si :
2sin? 6y (B)

lirr(l)sfc(s) lim k(Q) = kg (00 (B)) =0
S—

6o (B) — cosBy (B) sinby (B)

Pour I'ordre 1, nous nous sommes plus particulierement intéressés a la surface libre qui est I'in-
connue majeure du probléme. Celle-ci a donc été déterminée et raccordée entre les deux zones. Nous
avons ainsi pu poser des conditions de raccord sur certains parametres introduits dans lors de la ré-
solution de I'ordre 0. Nous avons donc obtenu en zone interne :

A2 2

R R-5
— -mR-—=+ma
5~ @R+ axag

T
%(f 1 (1) dt)] dT} dt + 01, (a3)
0

2
Orine (8,8) = Z-sin(w+60 (6) + 01 (@) (R~ a3)

LAl

et en zone externe :

_ i 0 72 2sin@
Hlyext(f,ﬁ)zsm(w-'- O(ﬁ))r - St O(ﬂ) ln(r)+§ +Coi +Cs

6 sinf (B) cosby (B) — 6o (B)

qui se raccordent si 0y ;¢ (R, B) — O1,ext (BR, B) — 4., 0, ce qui est le cas si on prend :

0501t (@) =L sin(w+00(B)) (a2 - 1)
_ 2sinfy ()

01,int (a3) = = 50y (B) o500 () 0o (F) Inp+Cs
C =0
Co = —#Bsin(w + 6o (8))

(sin 6y (8) 360 (B) cos 6o () o
az ~ 3(80(B) cosfo (B) —sindo(B)) Car€
as =1

(cf partie 5.4.3.4).

La pression a l'ordre 1 est en zone externe :

sing — cos g (B) sin (¢ — o (B)) o
7 (coso (B) sinby () — 6o (B)) (w+¢)-2Cy

P1,ext (MB) =
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et en zone interne, nous ne disposons que de la transformée de Laplace de la pression a l'ordre 1 :
B . osin(w+)
Bp1,int(s—1,¢)+ B o
(s—1) [sin (200 (B) + (s— 1) p) +sin (2500 (B) - (s— 1) P)] -
s[cos (260 (B)) — cos (2560 (B)

Pour raccorder, il faudrait vérifier que py,int (R, ¢) — P1,ext (BR, #) — p_.., 0 avec 7 = fR. De méme
pour la fonction courant et la vitesse qui n’ont pas été calculées.
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CHAPITRE

MODELE DE FRONT A TROIS ZONES AVEC DEUX
RACCORDS

ans la premiere partie de ce chapitre, nous allons voir que 'hypothese 0o, in (8) = 6o,ex: (B) =

0o (B) faite pour le raccord de la surface libre au premier ordre en C,, £ 'est vraie que si le terme

Ca,f|Inp| < 1. En effet si C, ¢ |In f| ~ @ (1), le raccord entre les deux zones doit prendre en compte

les termes en Cy ¢ |ln/3| qui sont de 'ordre de I'unité, ceci nous impose alors de faire un raccord en
trois zones car les deux solutions précédentes ne se raccordent plus de la méme maniere.

Dans la seconde partie, nous ferons le changement de variable r = ﬁe“nﬁ "< de maniére 2 nous
placer dans cette nouvelle zone que nous appellerons « zone intermédiaire ». Le parametre A € ]0,1]
sera a déterminer par la suite. Ce changement de variable est inspiré de celui fait par Hocking et Rivers
[40] et Cox [15], il permet de régler le zoom en B dans cette zone qui doit se situer entre la zone interne
et la zone externe. Nous utiliserons comme pour les autres zones, un développement asymptotique
en fonction du nombre capillaire pour résoudre notre probléme. Le premier ordre sera alors comple-
tement résolu, ce qui nous permettra de déterminer A en résolvant I'équation de la surface libre puis
nous raccorderons cette zone avec les deux autres zones au premier ordre en C, ¢. On retrouve alors
la fonction ¢ (0) déja introduite par Voinov [74] et Cox [15] notamment. De plus on retrouve alors
une expression de la surface libre de la forme de celle de Tanner. Nous calculerons alors la solution a
I'ordre suivant et poserons les conditions de raccord.

Notons que cette troisieme zone nous permet d’avoir, a I'ordre 0 en C, ¢, des angles différents
dans les zones internes et externes avec des conditions de raccord supplémentaires. Cette étude avec
celle a deux zones nous permettent alors d’avoir deux modeles décrivant différents types de fronts
selon I'ordre du terme C, ¢ |ln ,B| qui permet de quantifier le produit de la vitesse moyenne du front
et du glissement imposé pres du front.
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6.2.3  Résolution del'ordre 0 en e*=! = O 151
6.2.4  Résolution del'ordre 1 en e*=! = O 158
6.3 Conclusion . ....... .. ... ... e 161

6.1 Rappel des résultats obtenus a 'ordre 0 en C, ¢
On récapitule ici les résultats précédemment obtenus dans le cas ou g ;¢ (1) = Oo,exs (7).

6.1.1 Zone externe

Le probléeme ici ne dépend que du nombre capillaire, on fait donc un développement asympto-
tique des inconnues en fonction de ce nombre adimensionnel tel que :

Uext (7, ) = Ug,ext (7, ¢) +Cq rus, ext (1, ¢) +@( af)
Yext (1,0) =Woext (1, $) +Cq S, ext (1, ¢) +@( f)
Pect (@) = Poext (1,0) + Cagpren (r¢) +0 af)
Oext (T,Ca,frﬁ) =00,ext (r» )+ Ca,f01,ext (r ﬁ) +ﬁ( af

On trouve alors al’ordre 0 :

* Ooexr (r’ﬁ) =00,ext (ﬁ),
* pO'eXt(r’(P):patI’H)
—00,ext i Oo,ext in (0 ex: (B) —
. Wo,ext(r,¢):r[(¢ 0,ext (B))sing + ¢ cosb exr (B) sin (0o,ext (8) — )]

cos Ho,extt(ﬁ) sinf,ex: (,6) —00,ext (ﬁ) ,
® Upext (r,(,b) = ((uO,ext)r , (uo,ext)¢) (I‘,(P) ou:

(toext) (1) = sing + (¢ — g ext (B)) cosp — cosb,ex: (B) sin (¢ — Oo,ext (B))

- cosly ext (ﬁ) sinf exr (ﬂ) —00,ext (ﬁ)
(pcoslp exs (ﬁ) cos ((,b — 00 ext (ﬁ))

" cos Bo,ext (B) sinBo,ext (B) — Oo,ext (B)

B (= 00,ext (B)) sing — pcosbext (B) sin (¢ —0o,ext (B))
cosp ext (ﬁ) sinfo exr (,B) —00,ext ('3)

e tenseur des contraintes au fond : T,y (1) = —r—lz ai(pw(r,(/))‘d)_o = %kext(r) ainsi a 'ordre 0 en

Ca,fl

(uo,ext)(p (r’ (,b) =

ZSiIl2 HO,ext (,6)
080 ext (B) sinbBo,ext (B) — Oo,ext (B)

1
kg™ (1) = =— 0y 0 (r,</>)|¢,:0 = kg™ (Bo,ext (B) = -

6.1.2 Zone interne

On a utilisé :

uim(r,(/)) —uOLnt(rr¢)+Cafullnt(r ¢)+@( f)
Vine (r,¢) =Yo,int (1) + CapW,ine (1, ‘P)Jf@(CZf)
Pint I‘,(P) = Po,int T,(,[))+Cafp1mt(r ¢)+6( af)

B) + Ca,01,int (r, B) + O (CZ f)
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On trouve alors a 'ordre 0 :

o 0o,int (r,,B) =00,int (ﬁ),

* Po,int (r:(P) = Patm,

2sin? Oo,int (,B)

e lim koins (Q)

o= oo ~ Bont (B) — cosbo,inc (B)sinbo s (B) )
o Yoint (1 ®) = Poin: (R @) = Boint (R p) = BRM (0,$) x k(o) ou R=R = B ot
N (e a o cos(sbo,in (B)) sinpsin (s (¢ —Bo,ine (B)))

£ (M(o,)) (s,4) = M(s,$) =

2s[cos? (s0o,int (B)) — cos?0o,int (B)]

c0s8,in¢ (B) sin (sp) sin (¢ —0o,in¢ (B))
2s[cos? (s00,int (B)) — cos?0o,int (B)]

o Up,int () =10t Wo int (r,¢).

6.1.3 Raccord

Si on écrit la surface libre de la zone externe en variables rapides, on a :

Oext (r’ IB) = 90,61“‘ (ﬁ) + Ca,fgl,ext (r,,B) +0 (Ci,f)

4sinf i 0 2R2
= 90,ext (ﬁ)+C(l,f —— S Yo,ext (ﬁ) (lnR +In ‘B) + sin ((l) t+00,ext (ﬁ)) ﬁ
sin (290,6)61? (IB)) - 2QO,ext (,3) 6
C ,
+Cu,f §+C2r+C3 +@>(Ca,f)

que I'on veut raccorder avec la surface libre en zone interne qui a un développement régulier en
Ca’ f :

Oine (r,B8) =00,int(B)+ Ca,f01,int (r.p)+0 (Cczz,f)

2 1
=00,int (B) +Ca,r [%sin (@+60,in: (B)) R? +ff = (f 51 (R)) + % +bR+d
+@(C¢21,f)

On voit que dans I'écriture de la surface libre en zone externe, il y a un terme en C, ¢In . 1l faut
donc savoir quel est I'ordre de grandeur de ce terme. Deux possibilités se présentent a nous :
o siCyr|np| < 1alors:

o s0it Bo,int (B) = Oo,ext (B) et on n'a besoin que de deux zones pour le raccord dans la limite
Cof|Inp| —0,

o 80it O,int (B) # Oo,ext (B) et il faudra trois zones pour raccorder mais pour ce cas, on pourra
se référer au cas 3 zones ci-dessous.

o siCyrln B =0 (1), del'interne, on voit 'externe de la maniére suivante :

145



CHAPITRE 6. MODELE DE FRONT A TROIS ZONES AVEC DEUX RACCORDS

~ 2sinBg,ex; (B) Co pInp
Hext (T, ﬁ) = (Qo,ext (ﬁ) - Sineoye)” (,B) COSBO,ext (ﬁ) _ HO,ext (ﬂ) )
sin (w + 0 ext (B)) B R?
+ a,f
ZSingoyext (ﬁ)
Carl|—

Thaf [ sinf ex: (,B) cos0p,ext (ﬁ) —00,ext (ﬁ)

+o(c2 )
= 6O,ext (I‘, .B) =0Op,ext (ﬁ) = eo,ext (ﬁ) -

InR+...

2s8in0g,ex; (B) Cq pIn p
sinBg ext (,B) cos o, ext (,B) —00,ext (,6)

ce qui ne change pas les développements de la zone externe. Alors on doit raccorder en trois
Zones.

6.2 Zone intermédiaire
On se met dans le cas ou Cy, ¢ |ln /3| =0 (1), il faut alors faire un raccord en trois zones pour rac-
~0(1)

—_—
25in0g,ex: (B) Ca,f |ll’1,3|
sinB ext (B) 08O ext (B) —Oo.ex: (B)

corder la surface libre ot g ;¢ (B) # Oo,ext (B) +

6.2.1 Changement de variable

En s’inspirant de Hocking et Rivers [40] et Cox [15], on pose comme nouvelle variable x :

ln(%) B lnr+|ln,6|
mpl*  |mp|*

ol le parameétre A doit étre dans 'intervalle ]0, 1] et est laissé libre pour le moment. Pour simplifier
— 1
les notations, on pose € = |lnﬁ| 1_ Cof ) el= |lnﬁ| = C;; etf=e ¢ (carlnf <0) donc:

r= ,Bellnﬁ“x o R= elln'BMX o X=

1 1
R =eir o x =é'lnr+eé*! o r =e:R

) L(el-Ag_
=ef X | =e'lnR | = ee(e7'x-1)

6.2.1.1 Existence de la zone intermédiaire

La zone intermédiaire ou zone de raccord est une zone ou la solution externe et interne sont
toutes deux valides. Il s’agit donc d'une zone de chevauchement ot ces deux solutions doivent étre
raccordée. On a donc (pour [ (B) = (e) et d (B) =d (¢)) :

Zone intermédaire

Zone externe

Zone interne

)

1

= r=1 T
R=0 R =esl(e) R=

FIGURE 6.1: Zones externe, interne et intermédiaire
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Lo . . . < &0 -1 _&e-0 o .
Pour vérifier qu’elle existe bien, il faut trouver une zone ot R — +oo et r = e”: R — 0. Ainsi pour
a . ae—0 _1 lig—1) €—0 . .
R(g)=e: avecO< a<1,onabien R(¢) = ec — +ooetr(¢) = e ¢ R = eV =50, Il existe donc bien

une zone de chevauchement entre ces deux variables (interne et externe).

6.2.1.2 Description de cette zone

1+p 1-q

Sion choisit{(f)=p'"P =e = etd(f)=p""7=e"" alorsonabien0<I(f)<pf<d(B)<1ou
on met f entre les deux bornes car il représente un ¢ (1) pour la zone interne et nous permet ainsi de
localiser cette zone. De plus en prenant ces puissances de 8, on impose :

0<l-g<l<l+p<+oo

__Inr+|Ing|

et(p,g)eQ ™ avecO<g<letx= TV =ernr+e*!, onaalors:
n
| | Zone intermédaire | 3
! ! ! Zone externe ! o
! ! Zone interne ! !
| | | | |
r=0 r=e r -t=5 r=e 5 =1
R=cir R=0 R=et = R=¢? R=et
x = Mnr + Mt X = —00 x = —pe*! x=0 x = et x = eM!

FIGURE 6.2: Zone intermédiaire pour0 < 1 <1

1-1 . . .
De plus |ln ﬁ| ﬁ—» +o00 si et seulement si 0 < A < 1. Dans ce cas, on raccorde bien avec I'externe
-0

pour x — +oo et avec I'interne pour x — —oo.

Si A =1, onregarde les deux cOtés a raccorder séparément. Entre la zone interne et intermédiaire,
onprend un R_ (¢g) = ei 0 +ooavec0< b_<1,acemomentlaonax_(e) =eln(R_ () =&l b- 0
0. Entre la zone externe et intermédiaire, on prend r. (€) = e_e’”% 0 0avec0< by <1 alors x4 (¢) =
eln(ry (€)+1=—¢el"b+ 41 229 1. Donc le raccord entre la zone interne et la zone intermédiaire se
fait pour R 0 oo et x =2 0 et le raccord entre la zone externe et la zone intermédiaire se fait pour

e—0 e—0
r—o0etx—1.

Zone intermédaire

Zone interne

FIGURE 6.3: Zone intermédiaire pour A =1
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6.2.1.3 Incidence sur les opérateurs

e Les dérivées en r s’écrivent donc :

Or  =0x0,x= £, = elemele g,
agr _ e*;(el’ xfl)( 1. + £2452 )
33, =e X (2605, — 362402 4+ 3103 )
ot =e ) (Leeha, + 1162102, — 663103 + £M0% )
e Gradient:
6,— (X (P) 1( 1-A /16 f
_ ,—i(e"x-1) E€70x (X,([)) )=
Vi, ¢)f(x ¢) = ( “opf(x ) |~ € ( 04f(x, ) v(x#ﬁ)f(x' )

» Laplacien:
Argu(rg) =Axgpux¢)

1 1
= O,rur+r16 o r16¢¢ur 2%% r_1ur (r.9)
arru¢+;aru¢+ﬁ0¢¢u¢+ﬁ6¢ur—ﬁu¢

82/162

— e 2(e'x-1) xx
e 02 ug + 62 U +20pUx — Uy

ux+afb¢ux—26¢u¢— Uy

)(X»sb)
A(Mb)p(r,(p):A(X,d,)p(x,(l)) —(6,,p+ arP"‘ 62 )( )
=l e “621”62 ) (x0)

 Bilaplacien:

AL ¥ (. 0)

( (p)W(X ('b) )
¢>¢>¢>¢>‘/’+ 5 07rppV + O+ amw 53¢¢”’] (r.¢)

1
+ ﬁa(p(pw a%ﬂ/"" ](r b)
=e_5(51_1"_1)[ ¢¢¢1//+46¢¢w] X, ) —46’16_%(51 x- )63 (pz//(x ®)
“x-1) [202 Y +0L, 21//] (x,¢)
—4g3e” a( U3y (x ,gb)+£4’1e_%(’3 Tt (x,¢)

¢ Rotationnel :

1
_a R _L(glAg a y
I‘Ot(r'(p)'l//(r,(l)):( iad)::’((: ((ll:)) ):e s( l)( _Ejlb;/:(g(;ﬁ)(p) )

6.2.1.4 Probléme avant changement de variable

1

(Eql) : u(r,gb):( ;%W(r»(l’) )
_arw(r,(p)

{ (Ba2):  Vp(r¢)=Cas[du(r¢)-VG(r.g)]

(Bq2.1): A%y (r.¢) =
(Eq2.2) : Ap(r,¢)=0
avec les conditions limites surI'; (en ¢p=0) :

(1) : 0,y (r,00=0
2) : By (1) 0%, (1,0) = rdgy (r,0) = 1°
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etsurl', (en¢p=01(r)):

@) : 0,y =-0,0(r)0py
@ : 0=[1-r%2(0,0(1)?] L ¢w+ a,w 02,y
2Caf [1+1%(0,0 (1)?] 2, ] _ 82,0 (r) +20,0 (r) + r? (9,0 ()*

+ %0,0(1’) [a¢w— rafb,u/]

5) : oY~ TP Patm
r?2 [1-r20,6(r)?] [ (1+(r,0 (r) )E
6 o OOW+18,0(1)00()~1]8,,0()+(4+1° (0,0 () ?)r,0(y’
' (1+720,0 ()"
3
_ roy,,0 ) 377 T Ca,r (10,0 (r) cos (w+6 (1) +sin (w + 6 (r))]
(1+720,6 (1)?)
Caf
404w+ (1+3r2 (0,0
(1+r2, 0)°) [ v 00
1-12 (0, e(r))
Bl e0m?)r [ OFw+ 0,0 15w =r (30, 4w+ 0,011 )
3+72(9,6 (r)?
af— 5 are aérr
I @ame 0o

6.2.1.5 Nouvelle écriture du probleme

On fait une mise a ’échelle en posant :

y(r¢) =rgxe)=e " Vg(x¢)

u(r) =ufeg)

p(r¢) =px¢)=e " *Vh(x,p)+pam
0(r) =0

On aalors:

. . | agﬂ/’ (X, (P) ) _ ( 6¢g (X, (rb) )
(Ea1): “((" "’)‘j E()( ))( oy (x¢) ) (—(ggelaxg) (x.¢)

) h+e%0xh)(x,¢ el g1 sin(w + ¢
(Eq2) : ( dsh (x,¢) ) et )8( cos (w + ¢) )

3 6¢¢¢g+0¢,g+28162 L+, g
02¢g +g+etog— 5’163¢2g 2 2 g- 3193, g (x. )

(Eq2.1): 0= [6¢¢¢¢g+26¢¢g+g] X, ) +2¢% [642¢2g 02 g] X, ) + e 0% 8 (X, P)
(Eq22): (h+02,h—2¢%0h+c20%h )( P) =

avec les conditions limites surI'; (en ¢ =0) :

(1) : (g+e0xg) x,00=0
-1

2 :et Xy (eg_ax) 6$¢g(x, 0) =048 (x,0) —
etsurl'; (en¢p=0(x)):
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3): (g+e'0xg) (x,0 (%) = —£"0x0 (x) Opg (x,0 (X))
@: 0=1-(9:0®0)"] [0¢¢g+g e2102,g | (x,0 () — 46219,0 () 9%, 8 (x, 0 (0)

1+ (1050 %)) e 21 52 31 3
5): 26t [ ] (pg(xH( ))_ 0x0 (X) + e7"0L0 (X) + € §(6x(9(x)) Th&x6)
1- (1040 )] (1+€21 (050 (0))?)?
©: 0= 1050 (x) + 263" (0x0 (x))° — €303, 0 (%)
' (1+£2} (3,0 0)2)°"?
51
b0 3(00 ()" — 030 () 00 (%) + (00 (1)
(1+£21 (040 (x))2)*"?
+eet X [£19.0 (%) cos @+ 0 () +sin @+ 0 )
3
- 0pg+ 0y
1+e2 (3,0 )7 1787 oot
3£1+ZA 3 3 2 3
TTa et 0,0 00 e BT OO (9x8+35,08) + 0,0 00)* 098+ 508 |
61+4A
+1+£2/1(6x0(x))2 3050 () O + 3 (00 (X)) %8+ (0x0 (0)* (~0xg + 303, .8 |

164 (050 (x))?
1+ €22 (0,40 (x))? Ox

0 (x) 03,8

6.2.1.6 Probleme obtenu

1”1)(—1)

—e7'X ot pile ,

Dans la condition de glissement (2), on peut voir intervenir des termes en e
avec0<f<«lorf—0 & ¢£— 0ainsi:

e & X( oI pl'x ) =0

et (o Al x) ect

donc ces termes sont négligeables. Et comme on est dans le cas ot Cy, ¢ |ln ,B| =0 (1), on peut prendre
Caf= Ing| ™" =, ce qui donne::

0pg(x,¢) )
Eql) : ulx,¢) =
( q ) ( ¢) g —(g+€10xg) (x,(p)
(~h+toxh) (x,¢) )

Eq2) :

(Ea2) ( dph (x, )
4 ~ 62¢¢g+6¢g+25’16(2bxg+52’1632¢g ( )

= 62 g+g+€’1( & 63 Zg) A2 g~ 3193 g X, ¢
(Eq2.1) : 0—[6¢¢¢¢g+26 ¢g+g] X, ) + 2621 [642¢2g o2 g] )+ e g(x¢)
(Eq22): (h+03,h—2e40h+e2A0%,h) (x,¢) =0

avec les conditions limites sur I'; (en ¢ =0) :

(1) : (g+e'0xg) x,00=0
(2) : 0pg(x,0) =1

etsurl'; (en¢p=0(x)):
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3): (g+e0xg) (x,0 (%) = —£"0x0 (x) 0pg (x,0 (X))
@: 0=|1-(e10:000)"| |02,,8+ &~ 2 0%g] (x, 0 ) - 46710,0 (x) 02, g (x,0 ()

2
a0 ) 10,6 (x) + £2192,0 (x) + €3 (056 (%))’

(5): —2¢ 05,80 () = i Thx0()
©: 0- 040 (x) + 2%} (040 (%)) — £2103 .0 (%)
(1+€21 (0x0 (x))%)"
41
+( ; 0x0 (x) 2)5/2 [3(6,20(9 (x))2 — 030 (x) 050 (x) + (00 (x))4]
1+ 4% (0x0 (%))
el=2 5 5 3glth & 5.0 3 5 0
T 1+ 21 (0,0 )2 008+ 0308] + 1 (040 () [93,08+ 0x0 00 (s + 33 g | 06,660
31t (640 (x))? s g1+31 , s
gl+3h 151 (3,0 (x))>

(0x0 ())° (058 +303,.8) (x,0 (0)+ 0x6 (%) 33 (.0 ()

+
1+ £22 (040 (x))? 1+ £21 (0,40 (x))?

6.2.2 Développement asymptotique

On fait un développement asymptotique des inconnues en fonction de e*.

6.2.3 Résolution de lordre 0 en = = C, f
AVlordre 0, les équations de volumes s’écrivent :

(Eql)y:  uo(x¢) :( aibggoog’(%) )
hy (x,¢)

(Ba2), : ( dpho (x,¢) ) =0
(Eq2.1), : O?bwsbgo + 26(2b¢g0 + go] (x¢)=0
(Eq2.2),: |ho+ aé(/,ho) (x,¢)=0

A

avec les conditions limites surI'; (en ¢ =0) :

(Lo : g (x,0)=0
(2)o : 0pgy (x,0) =1

etsurT'; (en¢p=0(x)):

(3o 86 x)=0
(4)o 1 05,80 (x,00(%) =0
(5)o: ho(x,60p(x)=0

6)o: 0x0p(x) =% 0980 + 055580 | X, 60 (X))

6.2.3.1 Fonction courant go (X, ¢)

Ona:

(Eq2.1), : [Ofwwgg + Zaid,go + go] (x¢)=0

151



CHAPITRE 6. MODELE DE FRONT A TROIS ZONES AVEC DEUX RACCORDS

avec les conditions limites surI'; (en¢=0) :

(1o : gy x,0)=0
2)o : 0¢go (x,00=1
etsurl'; (en¢p=0(x)):
(Bo: 8yx,00x)=0
(4o 1 05,80 (x,00() =0

Ainsi, on a une équation différentielle ordinaire en ¢ a résoudre. Il n’est donc pas nécessaire de
connaitre 0 (x) pour déterminer go (x, ¢) ici. On trouve alors :

(=00 (X)) sing + ¢ cos b (x) sin (Bg (X) — p)
cosBO (x) sinfg (x) — O (x)

8 (X ¢) =

6.2.3.2 Surface libre 6 (x)

On a avec la condition limite (6)g :

2e1745in 6, (x)
6o (x) — cosby (x) sin By (x)

0x00 () = £ |9 + 0580 | (%, 00 () =

Donc pour que les deux expressions soient du méme ordre, il faut que ™ ~ @ (1), c’est a dire
que A = 1. On pose alors la fonction ¥4 (0) :

09— 9sind
%(0)2[ co.s sin 49
0 sind

S 1 sin@ CI N
ou g ©0) 9—0039sin9'A1n51'

900 (0 2sinfg (x) 2
X X) = . = I

0 0o (X) — cosfy (¥ sinfy X) 4 (6 (X))
o %Bix)=2x+C

Remarque. On peut alors voir qu’il s’agit de la méme fonction que Cox [15] au coefficient % pres (pour
A =0), on peut alors faire le méme graphe que lui :

*E3

; ; ; ; ;
10° 10" 10° 107 10! 10° 10*
90)=160)

FIGURE 6.4: Graphe de g (0) = %cg (G)}

152



6.2. ZONE INTERMEDIAIRE

On retrouve cette fonction dans de nombreux articles comme Voinov [74], Dussan V. et al. [25],
Hocking et Rivers [40], Reznik et Yarin [60] ou Snoeijer [66].

6.2.3.3 Vitesse ug (x,¢)
La vitesse a I’ordre 0 s’écrit :

(60 %) — ) cos ¢ + (¢ cos By (x) — sin by (x)) cos (g (X) — ¢p)
cosfy (x) sinfy (x) — O (x)

Ug (X, (p) =
(6o %) — @) sing + pcosby (x) sin (¢ — O (x))
cosfy (x) sinfy (x) — O (x)

6.2.3.4 Pression hy (x,¢)

Et la pression est définie par :

(Eq2), : ( ho (X»¢)) ):0

atbhO (X) (,b
(Eq22)y:  (ho+02,ho) (x,¢) =0
(5o : hy (x,00 %)) =0
Donc:
hy (x,¢) =0

avec p(x,¢) = e‘é(x_”h(x, ¢) + parm donc po (X, ¢) = Parm-

6.2.3.5 Raccord

Raccord de la surface libre
En zone intermédiaire, on trouve :

Ointerm X =0 (X) + %01 (x) + @ (s”) =00 () +0 (&)
oul'indice 'j;sern’ désigne les variables de la zone intermédiaire et :

2sinfy (x) B 2
0o (X) — cosOy (x)sinfy (x) ¥4’ (0 (%))

0x0p (x) =
Et:

G Ointerm X)) =90y x)+0 (e) =2x+C+0 (¢)

e Raccord avec I'interne :
En zone interne, on a :

Oint (R, B, Caf) = O0,int (B) + Ca 01 (R) +0 (C2 )

R T 1 T
=00,im(ﬁ)+Ca,ffa Uu ﬁ(fo Sl(t)dt)]dT} dr
3 2 Y

[ R? 533 ) 5 4 2
+Ca,f ?sm(w+90(ﬁ)) 7—a2R—?+a2a3 +6R91(a2)(R—a3)+61(a3) +@(Ca,f)

J

=T
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On veut étre str que 'ordre 1 en C, ¢ de 65 (fi’, B,C,, f) ne va pas générer des termes d’ordre 0
dans la zone intermédiaire. Le terme T ne pose pas de probléme si ap, az, 01 (az) et 0301 (ap)
ne sont pas de ’ordre de C;} Il faut donc que nous connaissions le comportement de

Car ‘z ( I, % ( fOT s1(0) dt) dr ) dr pour R grand dans la zone intermédiaire, c’est a dire pour
R=e avec0<b<1(cf6.2.1.2) or:
lim s (R) = sinfo,in: (B) —360,in: (B) C‘OSHO,int(ﬁ)
R—+00 60,int (B) — c0s80,int (B) sin6o,in: ()

(cf 5.32 page 133). Donc on a pour R grand :

Ca,ff: Uu: % UI: s1(0) dt)dT) dr =B (60,in: (B))

Ceci a déja été réglé dans la partie 5.4.3.3 page 131, on trouve alors :

=B (eo,int (:6))

_ 1 1
—el7b —gecf 1
az

as
Inas - —
ap

Ripa q (T B —p € as _1
Ca'ff@ ([r ﬁ(«fal sl(t)dt)dT)dr—B(Qo,im(,B))[e —;—e(lnag—;e eb) 0

L i . . . . .
en ayant choisi ay = ae<’, aizeeeb et si as se comporte bien dans la limite € — 0 ( ce coefficient
reste a régler lors du raccord a 'ordre 1). On a donc en variables intermédiaires :

Oint X,€) = 00,int (B) + O (¢)

alors :

G Oint (%,6) =9 (00,int (B)) + O (€)

Pour raccorder avec I'intermédiaire, il faut donc que :

limf?—>+ooeinl (ﬁ, B, Ca,f) =limyx—00;nrerm (%)
limy .09 (Oin: (X,€)) =9 Ointerm X)) =0

limy—o (4 (60,in: (B)) + O (6)) — (2x+ C+ 0 (€)) =0
limx—0% (0o,int (B)) — (2x+C) =0

< (90,int (:B)) =C

¢ ¢ 00

e Raccord avec I’externe :

En zone externe, nous avons trouvé précédemment :

Oext (1,B8) = Bo,ext (B) +Caf01,ext (1, 8) +O (Cczz,f)
Zsineo,ext (ﬂ)
00,ext Ca
o (ﬁ) Thaf 00,ext (ﬁ) —sinfo,exr (,6) cos o ext (ﬁ)

sin (w + 0 ext (B)) 12 o) )
5 +C2r+C3+§ +@(Ca'f)

Inr

+Ca,f

Ce que I'on peut ré-écrire en variables intermédiaires (ou C,, F=8:
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ZSine() ext (ﬁ)
Oexe (1, 8) = 6o, + 0. =D
ext (1, B) 0.ext (P) Qoyext(ﬁ)—Slr(lg?yexlt)(ﬁ)coseo,ext(:6)
. 6 2le” X_E _
+£(sm(w+ 0ext(B))e +Coef 'x-¢ +C3+S—1 +@’(£2)
6 2e€ (x—1)
2
= 0, +——x-1)+0(¢)
Oext(ﬁ) 9 (Bo,ext (ﬁ))
avec —— = 10 __ gt qonc:

@' @) ~ O-cosOsinf"

G (Do (1) = (x_nm(g))

S
@' (Ho,gxt (ﬁ))
Qo,ext (,3) + Wéﬁ(ﬁ))

+ !
4" (00,ext (B))
Oo,ext(B)) +2(x—1)+0 (¢)

(x— 1)) +0 (¢)

x-1)% (0o.ex: () +C ()

En intermédiaire, on a :

G Ointerm X)) =9 (0o X)) +0 (6) =2x+C+0 (¢)

Si on veut que les deux développements soient valides dans une zone de raccord entre ces deux
zones, il faut que :

lim; g0y (7‘, ﬁ) =limx_10;nrerm (X)

lim, 0¥ (eext (r» ﬁ)) =limyx_.19 Ointerm (X))

limy .19 (Hext (X» ﬁ)) ~ 9 Ointerm®) =0

limy—1 (4 (60,ext (B)) +2x -1 +0(€)) — (2x+ C+0 (€)) =0
4 (00,ex:(B))=2+C

st 009

Finalement :
Pour raccorder la zone interne a la zone intermédiaire, il faut que :

C =% (00,int (B))

de méme entre la zone externe et la zone intermédiaire :

C=% (BO,ext (,6)) -2

Donc au final, pour raccorder la surface libre a I'ordre 0, il faut que :

4 (Qo,ext (ﬁ)) -9 (HO,int (ﬁ)) =2

Si on dimensionne cette relation, on a:

a
G (00,ext (B)) =% (00,int (B)) = 2Ca|In p| =2C, ln(’;l—f)’ (6.1)
ou:
09— i 02 2
%(e)zf 9 coshsind f (—82+6’(194))d19=—93+@(04)
0 sind 9~0Jo \3 9
Doncona:
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Qg,ext (,6) = Qg,int (:B) + 9Ca

Ha
ln(—)
hy

On retrouve une loi de Tanner déja vue par Voinov [74] avec § = % ou:

o pa estlalongueur de glissement et
o hy estla hauteur du front.

Remarque. On peut alors comparer I'approximation de ¢ () pour 8 « 1 et la fonction elle-méme
pour0<6<7:

0.8 H

0.7

0.6 -

0.5

Glo)

0.4+

0.3 -

0.2+

0.1+

0.0f;

FIGURE 6.5: Comparaison de ¢ (0) et son approximation %03

Raccord des fonctions courant (vitesses)
¢ Raccord interne/intermédiaire :

Onayo,in:(r,®) = BRO(0,p) ot R= R =

r ~ . . P
—,0=1InR donc en variables intermédiaires :

=

Yo,int (r, (P) = ﬁ}?(l) (Qr (P)

que I'on veut raccorder avec :
) _ 1 (ex-1) _rb
Yo,inter (X, ¢) =er 8o (X’ (»b) = BRgo (X’ (rb)
ou:

(=60 (X)) sing + ¢ cos by (x) sin (0 (x) — p)
cosB (x)sinfg (x) — O (x)

g (x, ) =

Pour raccorder il faut donc que :

[ (=60 0)sing + pcosfy Wsin (B0 - @) | _ j
:lcl—-mo cos B (x) sinfp (x) — 6o (x) ) nglooq) e

Orle théoréme dela valeur finale (11.4) appliqué a ® (s, (Z)) (la transformée de Laplace de @ (p, (Z)))
impose que :

lim @ (g,¢) - lim ®(o¢)=lim s®(s,¢)

p—+oo
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or on a posé précédemment (cf (5.12)) que ® (0, P) ~p——o0 O (€?) et donc 0111_1100® (0,¢) =0 ainsi

il faut que :

lim [ (p—00 (%)) sing + Ppcosby x) sin (6 x) — )

x=0 A co_sHO (x) sinf (x) — O (x)
= lim e ) =liny s ((S’ ;”)
. cosO,ins ,6 . . LA,
= limsA - —0o,i —00,i
MBS A |~ s (s () " )1 (9 Ooine (D)) sinbsin sl = o ()

= g%sz A(8)[(¢p—B0,in: (B))sined +pcosbo,ins (B)sin (0o, int (B) — p)] + O (s°)
[(p—60,ins (B)) sing + pcosBy int (B) sin (Bo,ins (B) — P) | lims—o s? A(s)

avec un développement limité de cette expression en s = 0 et en oubliant le @ (s*). Donc si
limy—.o 09 (x) = O, in¢ (), il faut :

1= lin(l) [cos By (%) sinfy (x) — B (X)] X lin(l) s2A(s)
X— s—

Avec (5.15), cette équation devient :

cos (s0o,int (B))
2[c0s?B0,int (B) — cos? (s60,int ()]

1= lin(l) [cosBy (%) sinf (x) — O (X)] X lin(l) sko int (5)
X— s—

orlim cos (s00,int (B)) B 1

502 [cos?00,ins (B) — cos? (s60,ins (B))] ~ 25in260,in: (B)

limy_.¢ [cos O (X) sinfg (x) — Oy (X)] .. -
1=- - lim s ko, it ($)
2sin® 0, in¢ (B) 5—0

donc on veut :

La condition a l'infini s’écrit donc:

B 2sin® 6, (B)
 limg_.o [0y () — cosBp (x) sin By (X)]

£1_I}(l)$k0,int ()= 9211100 ko,int (0)

or on a montré que (cf (5.18)) :

. 2sin? HO,int (ﬁ)
lim ko,in (@) = .
g—+oo 00,int (ﬁ) —c0s080,ins (,B) sinB,in¢ (ﬁ)

Donc si la surface libre est bien raccordée alors la vitesse 1’est aussi.

Raccord externe/intermédiaire :

On veut que :
lim Yo,ext = lim Yo,inter
r—0 x—1

La fonction courant en zone externe (5.1) s'écrit dans le jeu de variables externe (r = 7,¢) telle
que:

7 [(¢ = 00,ext (B)) sing +pcosBo ex (B)sin (Bo,ext (B) — ¢)]
cosB ext (ﬁ) sinB,ex: (,B) —00,ext (ﬁ)

Si on le ré-écrit dans les variables intermédiaires, on a :

Vo,ext (rr (rb) =
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Voext (X ¢) = etlex-1) (¢ —00,ex¢ (B)) sind + pcos o ext (B) sin (Bo,ext (B) — )
O,ext (% o c0800,ext (B)sin60o,ext (B) — Oo,ext (B)
= 65(8 x_l)go,ext (¢)

Etona:

“Axe1) (p— 00 (x)) sing + P cosby (x) sin (6 (x) — )

1( I‘Ax—l) — %(El A
80 (X, d’) e cosfy (x) sinfg (x) — Op (X)

Yo,inter (X;(,b) =ee®

I faut donc que 6y (x) se raccorde avec Oy ex (), ce qui est assuré par la partie précédente.

Raccord des contraintes

Tenseur des contraintes au fond : 7 (r) = —% a?p(bw (r,¢)| oo — %k (r) ainsi :
1
kinterm (r) = —; aéd,l// (7”;(/)) )¢7 [0¢¢g0 X, (/))] |¢:0 +0 (g = Ca,f)
doncona:
2sin20y ;
en interne : hm ko,int (0)= sin”0o,in: ()

o=+ 90,int(ﬁ)—00390,im (,6) sinBo,ins (ﬁ)
2sin? 0y (x)

6o (x) — cosby (x) sinfy (x)
2sin? 0, ex¢ (B)

00,ext (,B) —c0sbp,ext (ﬁ) sinB ex; (IB)
Ainsi si la surface libre est raccordée, les contraintes au fond aussi.

en intermédiaire: ko inrerm (X) =

en externe : ko,ext (Bo,ext (B)) =

Raccord de la pression
On a pu voir que dans les trois zones, la pression a I'’ordre 0 est égale a la pression atmosphérique.
Elle est donc directement raccordée.

6.2.4 Résolution delordre1enc*~'=C, f

Le systéme al'ordre 1 s’écrit :
)y wme)=(_ BN )
' ~ (81 +0xg0) (x )

. (—h; +0xhg) (X (/)) 6¢¢¢g0 + a(PgO
(Eq2), : ( dghi (x,¢) 05,80+ 8o x9)
(Eq21)1 0= [524)4,4,81 + za(zp(pgl + gl] (X’ (P)
(Eq22), & (hi+02, by —20,ho) (x,¢) =0

A

avec les conditions limites sur I'; (en ¢ =0) :

(D1 : (g +0x8) x,00=0
(2)1 : 08y (x,0)=0

etsurl', (en ¢ =0y (x)) :
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B)1: 8 (X600 X)=-01(x)0pg) (X,00 (X)) — 0xgy (X,00 (X)) — 0xbOp (X) D8 (X, 09 (X))
) : (afb¢g1 + gl) (x,00 (x) = —61 (%) (ai(P(,,gO + 6¢g0) (x,6p ()

(5)1: hy(x,00 (%) = —0x0p (%) — 01 (x) hg (x, 09 (x))

(6)1: 0x01 (0 =01 () 02,80 + 0% 80| 00 00) + |08 + 0581 | 0,00 )

6.2.4.1 Fonction courant g, (x,¢)

Ona:

(0500081 + 203081 +81| (x.9) =0

avec les conditions limites sur I'; (en ¢ =0) :

(D1 : 81 (%,0) = —0xg, (x,0) =0
(2)1 : 058, x,0)=0

etsurl'; (en ¢ =0 (x)) :

B)1: 8 X600 (X) =—01 (x) 08, (X,00 (X)) — 0xgy (X, 00 (X)) — 0xb0o (X) 08 (X, Op (X))
@10 (03,8 +81) 500 30) = ~01 ) (03,8 + 980 (x,00 ()

On a donc ici encore une EDO en ¢ a résoudre et on trouve :

61 ) [sin? 6 (x) + 265 (x)] cos® B (x) (sing — pcos )

(B (X) — cos 9% (x)sinfy (%))3
61 (x) By () [2 (cos Oy (x))° sinby (x) + O %) ] (singp — pcos )

(B (X) — cos 9% (x) sinfy (x))3
201 (x) [0 (%) cos® B (x) — cos? Oy (%) sin by (x) + sin by (x) ] cos O (x) Ppsinp

(0o (%) — cosBy (x) sin by (x))°
B 261 (x) 0y (%) [B) (x) cos by (x) sinfy (x) — 1] psing

(B (X) — cos By (%) sin Oy (x))3

g (x¢)=

6.2.4.2 Surface libre 0; (x)

L'équation de la surface libre est :

0x01 () = 01 (9 [ 33,80 + 080 | 35,0 (9) = |0 + 0581 | (%00 )

=0
or:
[%gl " Oi(p(pgl] (x, 60 (%)) =01 (x) P (6o (x))
Alors :
0, (x) = Cy eJo POdx
avec :

2(—2600 (%) sinfp (x) + (2 — cos® O (x)) cos By (x) sin? Oy (x) + 05 (x) cos by (x))

P 6y (x) =
6o %)) (Bp (%) — cosfp (X) sinfy (x))3
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6.2.4.3 Pression h; (x,¢)

La pression a I'ordre 1 est déterminée par :

. h; (X, (P) _ _a?b¢¢g0 - a(bgo
(Ea2), : ( dph (%, ¢) )_( 9%,80 + 8o o ¢)

(Eq2.2), : (h1 +03 ¢h1) (x,¢) =0
O h; (x, 60 (x)) = —0xb0 (x)
avec hg (x,¢) = 0, on a alors en utilisant (Eq2), et (Eq2.2), :

2(sin¢ — cosBy (x) sin (¢ — Oy (x)))
cosfy (x)sinfg (x) — Oy (x)

h1 (X, ([)) =

Ce qui vérifie bien la condition (5);.

6.2.4.4 Raccord

Raccord de la surface libre
En zone intermédiaire, on a al’'ordre 1 :

1 .
01,interm X) = Cy elo POointerm ) dx

» Raccord avec I'interne :
Sous réserve que I'ordre 2 ne génere pas des termes a 'ordre 1, on a:

52 2

K R-5
—-mR-—=+ma
5~ @R+ axag

. N B?
O1,int (R) = 3 sin (w + 6o (B))

R T[] T
JALS W =0

Le coefficient a3 restant permettra alors de régler les conflits possibles. En variables intermé-
diaires (R = eg), on obtient :

dT} dt + (IA{— dg) a}?élyint(az) +él (613)

2% a?

X 3
—apec — ? + axas

2
= él,int(e§)= '%sin(w+90(ﬁ))[e2

X
£

e T T
+f {f [ig(f 510 dr)] dT} d7 + 01, i (a3)
as az T 0

e Raccord avec I’externe :

+0301,in: (a2) (6% - ﬂs)

Ona:
i 0 72 2sinf
P i CALl1C)) L sinfo (f) () + 2L+ Gy 4+ s
6 sinBy (B) cos O (B) — 0o (B) 27
En variables intermédiaires (f = e%(x_l)), on obtient :
Hl,ext (e%(x—l),ﬁ) — Sln ((1)"1‘90 (ﬁ)) e%(x_l) - 2811100 (ﬁ) ln (e%(x_l))
6 sinf (,B) cosfy (ﬁ) -0 (,B)

Cr _14 1
+?le X 1)+C2€€(x 1)+C3
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6.3. CONCLUSION

o Finalement:
Pour raccorder, il faudra que :

)l(% él,int (e%) —01interm (X)] =0

et:

(5] 1] <0

Raccord de la vitesse et de la pression

Pour raccorder la pression et la vitesse, il faudra que :

i%pl (X»Qb) = Alil’n ﬁl,int (R,(Z)) et )l(iil}pl (X, (p) - lflf(l) Plext (f,(z))

R—+00

De méme pour la vitesse :

limu; (x,¢) = lim 0, (R, ) et limuy (x,¢) = lim iy ¢ (F, D)
x—0 R—+00 x—1 F—0

6.3 Conclusion

Dans le chapitre précédent (chapitre 5 page 75), nous étions dans le cas Cg ¢ |ln ,B| <« 1 et nous
avons développé les inconnues en fonction du nombre capillaire C,, ¢ de la maniére suivante :

u(r,d)=ug(r,¢)+Corur (r,¢)+0 (szz,f)

et étudié les deux zones du front séparément. Nous avons alors trouvé qu’en zone externe a |'ordre
0:

surface libre : 0 ex¢ (7, 8) = 00,ext (B),

o pression: poext (7, ¢) = Patm

r [(¢ = 0O0.ext (B)) sing + pcos,ex: (B) sin (Bo,ext (B) = ¢)]
cos 0y, ext (ﬁ) sinf exr (ﬁ) —00,ext (IB)

e vitesse: Ug exs (r,(,b) = ((uo,ext)r»(uO,ext)d))t(r’(rb) ot :

sing + (‘/’ —00,ext (ﬁ)) cos ¢ —cosbp,ex: (ﬁ) sin (‘/’ —00,ext (ﬁ))

Ccos HO,ext (ﬁ) Sineo,ext (,6) - 6O,ext (ﬁ)
(,[)COSBO,ext (ﬁ) Cos ((p - QO,ext (ﬂ))

" cos 60,ext (B) sinbo,exs (B) — Oo,ext (B)

« fonction courant : Yo ext (1, ¢) =

)

(uo,ext), (r9) =

(= 00,ext (B)) sind — pcosBo,exe (B) sin (¢ — o ext (B))
coslo ext (,B) sinB exr (,B) —00,ext (ﬁ)

o tenseur des contraintes au fond : T,y (1) = —% 6i¢w(r,¢)|¢_0 = %kext(r) ainsi a 'ordre 0 en

(uo,ext)([, (7‘,(/)) = -

Ca,f:

2sin? 00,ext (,3)
0860 ext (B)sinBo exr (B) = 0o,ext (B)

1
kg™ (1) = =— 0y W0 (r,</>)|¢=o = kg™ (Bo,ext (B) = -

161



CHAPITRE 6. MODELE DE FRONT A TROIS ZONES AVEC DEUX RACCORDS

Et en zone interne, nous avons :
o surface libre : 0o in¢ (1, B) = O0,int (B),
e pression: po int (7,¢) = Parm
2sin? 0o,int (/3)

« tenseur des contraintes au fond : lim ko in¢ (o)

oo " 00.1nt (B) — c0800.inz (B) $in6o it ()
» fonction courant : g ;. (r,gb) = ﬂ‘/’o,int(R»‘/’) = Bo.int (RJ)) _ ﬁl? M(Q,J)) « k(p) ot A= R=
r ou:
B
2(M(0.§)) (s.¢) = V(5,4) = —— (500,ine (B)) sindsin (s (¢ = Oo,int (B)))

2s[cos? (s0o,int (B)) — cos?0o,int (B)]

c0s8,in¢ (B) sin (s) sin (¢ —0o,in¢ (B))
2s[cos? (s0o,int (B)) — cos?0o,int (B)]

o vitesse : Ug int (1, $) =10t Yo ine (1, ¢) -
Nous avons montré que ces deux modeles se raccordent sans probleme a I'ordre 0 (cf5.3.3 page 118)
ainsi qu'al’ordre 1 (cf 5.4.3.4 page 135) pour la surface libre.

Dans le cas Cg, ¢ |In | ~ @ (1), nous avons donc calculé entierement 'ordre 0 en C,, ¢ de la zone

intermédiaire (les autres zones restant inchangées) :

. 2sinfg (x) 1
o face libre : 050 = ux=
surface libre : 050 (x) B0 0 — c0300 ) sindo 0 oux n 3]

e pression: po interm (1 ¢) = Parm,

2sin? 6, (%)

Oy (X) — cosby (x) sinfy (x)
» fonction courant : Yo interm (7, ¢) = 18, (X, ¢) o

« tenseur des contraintes au fond : ko jprerm (X) =

(p— 00 (x))sing + Ppcosby (x) sin (6 (x) — )
cosBy (x) sinfy (x) — g (x)

8o (X» ¢) =

o vitesse : Ug interm (r;(/)) =10t yYo,inrerm (r»¢) .
et pour que la surface libre se raccorde entre les trois zones, il faut que :

(5
hg

ou¥ ) = fog %dﬁ. Si cette condition est vérifiée, on a alors raccord direct des fonctions cou-

rants, de la vitesse et des contraintes a la paroi solide (cf 6.2.3.5). Pour 'ordre 1 en C, ¢, nous avons
calculé les différentes inconnues et posé les conditions de raccords nécessaires entre les trois zones.

&G (Bo,ext (ﬁ)) -9 (Ho,int (ﬁ)) = 2Ca,f |ln,3| = 2Ca,f

Nous avons donc maintenant deux modeles de front complets au premier ordre en C, ¢ qui posent
un cadre clair et réunissent différentes études déja réalisée telles que celles de Cox [15], Dussan V.
[22], Hocking [37], Hocking et Rivers [40], Snoeijer [66], Voinov [74]. Nous allons donc maintenant re-
prendre I'étude du chapitre 3 page 43qui nous donne un modeéle de type Saint-Venant nous permet-
tant de trouver la position, vitesse et hauteur du front. Celles-ci correspondent aux vitesses et hau-
teurs caractéristiques de I’adimensionnenment de cette partie-ci et le modele Saint-Venant construit
correspondra a I’écoulement amont du front que nous venons d’étudier.
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QUATRIEME PARTIE

APPLICATION A ’'ECOULEMENT D’UNE GOUTTE
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IV - Application a I'écoulement d’une goutte 165

ans cette partie, nous voulons étudier I’écoulement d'un goutte sur un plan incliné. Il s’agit

donc d'un exemple de film mince avec front d’avancement. Nous voulons donc écrire un mo-

dele combinant un modele Saint-Venant de film mince obtenu dans la partie II page 39 et

un modele de front de la partie III page 61. Dans un premier temps, grace aux équations de Navier-

Stokes, nous allons chercher la position et la vitesse du front qui sont les parametres de I'adimen-

sionnement du modéle de front de la partie III page 61. Puis nous ferons un changement de variables

pour nous mettre dans le repére du front et nous construirons un modele a une équation sur le front

avec glissement a partir duquel nous retrouverons le modele de lubrification généralisée de Snoeijer
(66].

Nous construirons alors un modele a deux équations de type Saint-Venant (plus stable qu'un mo-
dele a une équation) avec glissement. Un fois le changement de variable fait, nous obtiendrons un
modele a une équation que nous comparerons au modele de Snoeijer [66] de maniere a déterminer
une loi de glissement simple que nous injecterons dans le systéme de Saint-Venant de maniere a avoir
un modele simple de film mince avec front.

Apres avoir obtenu ce modéle simple, nous étudierons en premier le comportements des dif-
férents parametres du modele : Cy ¢, § et 0, qui représente I'angle microscopique de la surface
libre. Nous nous raménerons alors a des études de la littérature : Bertozzi et Brenner [4], Troian et al.
[71], Kondic [45] ol les auteurs s’intéressent a des modeles a une équation sans front et avec film pré-
curseur alors que nous avons un modele de film mince a front sec. Nous ferons alors des simulations
numériques dans le méme cadre que ceux des articles précédemment cités.






CHAPITRE

ETUDE DE ’ECOULEMENT D’UNE GOUTTE SUR UN
PLAN INCLINE

n étudie ici I’écoulement d’'une goutte sur un plan incliné sous l'effet de la gravité ce qui peut
O étre vu comme une rupture de barrage d’échelle microscopique. Le but ici est d’appliquer les
modeles de fronts d’avancement obtenus dans la partie précédente a la description d'un film mince
étudié dans la partie I1. Nous allons donc étudier la partie film mince nous permettant de trouver la
hauteur, vitesse et position du front. Ces grandeurs interviennent dans I'adimensionnement du front
et nous permettront de dire dans quel cas nous pourrons raccorder le film mince a un modele de
front. Puis nous étudierons la zone proche du front, ce qui nous permettra de proposer un modele
simple de type Saint-Venant conjuguant un film mince et un front d’avancement. Ce modele fera
I'objet de tests numériques dans le chapitre suivant.

Sommaire
7.1 Equationsdanslefilmmince . . . . .. ... ... ittt 168
7.1.1  Equations de Navier-Stokes . . . . . . . oo vt vt i e 168
7.1.2  Adimensionnementpourlefront ... .. .. ... ... ... .. ... .. .. 179
7.2 Equations danslazone prochedufront. . .. .. ..................... 180
7.2.1  Equationsde Navier-Stokes . . . . . . oo v v i i 181
7.2.2  Systeme Saint-Venantal'ordreOené ... ... ... .............. 182
7.2.3  Modele Saint-Venant avec glissementsimple . ... .............. 188
724  Conclusion . .. ... ... e 189

On reprend les équations obtenues au chapitre précédent o1 nous avons supposé que le rapport
% = £ est petit (appelé parametre onde longue) que 'on applique a un probleme d’écoulement mi-
croscopique (cf (7.1)).

On étudie ce probléme pour des temps suffisamment grand, c’est-a-dire pour ¢ > fy ou f; est le
temps initial auquel la “rupture de barrage microscopique” a lieu et ot la forme du front n’est pas
encore réguliere. De cette maniere on peut observer un profil de surface régulier. On réalise le méme

adimensionnement que dans le chapitre précédent :
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CHAPITRE 7. ETUDE DE LECOULEMENT D’UNE GOUTTE SUR UN PLAN INCLINE

X

FIGURE 7.1: Schéma de I'’écoulement d’un liquide initialement confiné

L ! ! ! h
t=—t x=Lx z=hyz gz_o

Ug h L
u= uou’ w= Touow’ p=pg0hop’ h= hoh’

L’écoulement est entrainé principalement par la gravité ainsi on prend ug = v/goho ainsi F? = 1

. = h2 hov/8oh . . L.
dans la zone film mince et 1 = £ = £80% _ PTo #go ? Les nombres adimensionnels s’écrivent alors :

F2 ™ pug
12
Nombre de Froude : FP=—2 -1
goho
h v &hoh
Nombre de Reynolds : R, = P00 _ PV Eoliolto
HZ h ;;2
u
Nombre de Weber : W, = Pl _ P&
K K
4%
Nombre Capillaire : C,= R—e i o goho
e K K
H

Coefficient de glissement :

Ky (h) 7 (R ho

Et nous disposons des groupes adimensionnels suivants :

EF? _ - &R g2 F? - R )
a=— p=&R, b=—F k=—2 A=—=1\/=
R, F? w, F? a

qui vérifient d,B,5 <1, k=0O()etona dﬁ = E”ZFr2 et ad = &2.

7.1 Equations dans le film mince

On écrit ici les équations adimensionnées caractérisant I’écoulement du film mince o1 on garde
les notations avec les “’” car nous ferons ensuite un second adimensionnement annoté avec des “*”

7.1.1 Equations de Navier-Stokes

Nous avons utilisé dans le chapitre 3 les équations de Navier-Stokes :
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7.1. EQUATIONS DANS LE FILM MINCE

! !
u,+w ,=0

X z

' u u,=—Lp v, U, |+ sine
ut,+uux,+wuz,— ngx, R (& Uy 22 ) T

Lruw, rww, = -Fp W, + 8w — -5 cosw
LUt, uw, 7~ BF? pz’ ER, Z7 xx £2F?

! ! _ 1 ! !

u (x ,0) = —Kv(h,) uZ, (x ,0)

! !

lw (x,O)—O (7.1)

h;, +u (x/,h/) h;c, - (x’,h’) =0
! ! ! - ! ! ! 452]/1,’ ! ! !
0=u ,(x,h)+£2w ,(x,h)—_—",zu ,(x,h)
z X 1-82h45 x
X

’ o
n,, 1+&%h 2

! ! ! _ _F2 ! ! !
p(x,h)+1<¢3:—2£R—’u,(x,h) —
o119\ 2 e X 1-&2h
(1+£‘h2,) '
X

!’
X

. ~ ~ P . P ! P . /
pour construire des modeles a une ou deux équations moyennées sur la hauteur / et le débit g du
fluide. Le modele a une équation sur la hauteur du fluide est la suivante :

ht,+qx,:0
Alordre 0 en &, le débit q/ s’écrit :
A m  Asinwh? - (1 1
q =—Asinwh3+&:/lsinwh2(—h + - )
3 Ky (1) 3 Ky (1)
on pose :
1 /
——F—==S|h
Kv(h) ( )

avec S (h’) une fonction qui décroit plus on s’éloigne du front, c’est a dire quand n augmente, et qui
tend vers une constante au niveau du front. On peut donc poser :

, S
[ ——
2+¢(h)
ou S € R* et (p(h') est une fonction croissante avec limhr_,o(p(h/) =0 et limhr_)_*_oo(p(hl) = +oo. Le
(o - w(l /S SAsinwh?
cas glissement variable : g (h ) ~y_oAsinwh 2 (gh + 5) ~1 0 % est donc un sous cas du

glissement variable. Le débit est donc compris entre deux cas limites :

! ! - ! 1 ! 1
Glissement variable: ¢ (h ) =Asinwh?|=h + - )
3 Ky (1)
. (o Asinwh’3
Non-glissement : q (h ) “Hetoo T g

On peut alors étudier ces deux cas. Nous allons alors partir de 'équation d’ordre 0 de type Burgers :
h/t, + q;c, = 0 qui nous permet d’obtenir la vitesse et la position du front en fonction du cas étudiés :
non-glissement ou glissement constant. Ceci nous permettra de nous mettre dans le repére du front
ainsi grace a 'ordre suivant nous pourrons obtenir un modéle stationnaire a une équation sur la
hauteur du film et décrivant le front .
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CHAPITRE 7. ETUDE DE LECOULEMENT D’UNE GOUTTE SUR UN PLAN INCLINE

7.1.1.1 Détermination de la position et la vitesse du front

Tout d’abord déterminons la vitesse et la position du front dans les deux cas présentés.
Non-glissement :

Onaalors g (h’) = ’“%‘”hs et:

=0
¥

. (isinwh’s)
t 3

On a comme donnée initiale :

h (x,0) ho(x) = (x+ 1) fo = (Lx’+L) by (x’+ 1) hy pour —L<x<0
h’o(x/) = h'(x',o)zx'+1 pour ~1<x <0
avec x = Lx et h = hoh . On utilise la méthode des caractéristiques. Pour cela on pose :
dx (r) i o
- =Asinwh2(x,t)
dt
X (0) = xo

Or &' ne varie pas le long des caractéristiques donc n (X (t') , t’) =n (X(0),0) = h;) (x0) :
o)
= Asinwh (x
dt/ 0 ( O)
X(0)=xg

ainsi :

X(t/) = X0+ Asinwh (xo) t = X0+ Asinw (xo+1)° 1

On pose alors :

gl ¢) = (x[r).7)
Puis on dérive g (x', t') par rapport au temps.
ag(«,r) on'(xah,t) oW (Xt ax(r)
a - er T ax  ar

g (x', t’) est donc invariant par rapport au temps, on a alors :

g(x’, t’) - g(x’,o) = H (X (0),0) = h' (x0,0) = hy (x0)
I (X(t'),t') = 1+x
On adonc:
n (X(t/) , t/) -n (xo +)_Lsinw(x0 + 1)2 tl, t') =1+xp
La partie lisse de la courbe se situe entre x=-letx = X} (t'), ol X'f (t’) est la position de la

discontinuité du front. Etona k' = h} (t') loin du front et /' = 0 au niveau du front. On a donc conser-

vation de la masse entre —1 et X}(tl). On aalors:

[V () d)ax = [Cm(e)ax =3
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7.1. EQUATIONS DANS LE FILM MINCE

. . . ~ 2 . !
On se met en temps long ainsi on considere xp < Asinwt,ona:

N , X(¢
X(t):/lsinw(1+x0)2t => l+x=\-—F ,(. )
At sinw

Etdonc:

fj}(t’) " (X(t') , r’) dx = fj}(t,) 1+ x)dx
[X}(f') X(£) o 1 Z[Xg]x}(f')

-1 At'sinw At sinw 3 -1

DN =

[NY13

:X’

f(t’) Z\/ At sinw

en négligeant la valeur en —1 car on est en temps long. On obtient finalement :

X}(t’) = (Z)S (itl smw)%
/ 1(3)\3 L, 2
Xf(t) = 5(1) (Asinw)® ¢ 73

X’ (t,) 3\3 /-, -1

% = (—) ()Lt sinw) ’

At sinw 4

ol h} (t') est la hauteur d’eau au niveau du front. Mais cette description ne donne pas finement
I'allure du front d’avancement. Il faut donc étudier le deuxiéme cas. Celui-ci nous donnera donc des

vitesses et positions du front plus justes, ce qui nous permettra de faire un changement de variables
dans le systeme de Navier-Stokes de maniere a avancer avec le front (cf partie (7.1.2)).

=
~ -~
—_——
A
~——
Il
3‘\
e
~ -
—_——
A
~——
S
~—
|

Glissement variable :

Onagq (h/) = Asinwh (%h, + o (lh,)) etle modele a une équation s’écrit :

ht,+qx,=0

ATlordre 0 en &, le débit q' s’écrit :

Co1s m  Asinoh? - (1 1
q =—Asinwh3+&=lsinwh2 -h + - )
3 Ky (h') 3 Ky (h')
On aalors:
/ ' / - / 2 i hrahlkv(h,) ’
h,+q,=h,+Asinoh | ——+h-————F—|h.,=0
o= o (1) E) |

On a comme donnée initiale : i (x,0) = hg(x) = (x+ L) % pour —L < x < 0 en dimensionné. En
adimensionné, on a donc:

hg(x’)=x'+lpour—l<x’<0

avec x = Lx et h = hoh'. Pour la résolution, on utilise la méthode des caractéristiques. Pour cela
on pose :
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CHAPITRE 7. ETUDE DE LECOULEMENT D’UNE GOUTTE SUR UN PLAN INCLINE

dX(t

(o A 0, v h’
o7 =Zsina)h(x,t)(m+h(x,t)(l—%}£,)))), X (0)=xp

Or h' ne varie pas le long des caractéristiques donc n (X (t’) , t’) =1 (X (0),0) = hg (xp) :

ax(¢) , , 8,1y | g (o)
(, ) =/1$inwh0(x0)(#+h0(xo)(l—Lo))), X (0) = xg

dt xy (hy (x0)) «% (hy (x0))

Alors en notant x, g = K (hé) (xo)) et K’V 0 =0y Ky (h;) (xo)) :

12 -/ i 2 ! K
X(t) = X+ At sinwh (xo) +hy(x)|1— 2L
Kv,0 K%,_o

On note :

gl f)=n(x(r).¢)
Puis on dérive g (x', t’) par rapport au temps :
dg(x,d) o' (x(ht) on' (x()r) ox (s
dtr ar i 0X or

@gﬁyqqumqmmqgn@mfpan;o
v X

g (x', t’) est donc invariant par rapport au temps, on a alors :

g(x', t') - g(x',o] =1 (X(0),0)= 1 (x0,0) = hy (x9) & K (X(t') : t') — 1+
On adonc:

!
i

! ! ! ! - . ! 2 ! KV,O !
h(X(t),t):hO(xo):l+x0:h Xo + At sinwhy (xo) +hy(x0) [1——— ]|, ¢
Kv,0 K30

La partie lisse de la courbe se situe entre x = —1 et x = X} (t’), ol X} (t') est la position de la
discontinuité du front (cf (7.2)).

FIGURE 7.2: Position de X} (t') et h} (t')
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7.1. EQUATIONS DANS LE FILM MINCE

Etonah (X} (t/) , t’) = h} (t’) avant le front et 4’ = 0 au niveau du front. On a donc conservation
de la masse entre —1 et X}(t’). On a alors:

fj}(t/)h/(x(t/),t/)dxl = fohg(x/)dx’zl

-1

\S}

. ~ a ! . . .
On consideére xy < At sinw, ainsiona:

X(t/) zjt'sinwhé) (xo)( ,

2 K
+ hy (x0) [ 1 - ==
Kv,0 KV,O
et:

- . ! 2 ! KV,O ! ! _
Asinwhg (xo) (Kv,o + hy (x0) (1 3 )) 3 —X(t) =0

v,0

20t sinwh, (x0) - / K2 — K, /
o T A sinwh () | 52 |- x (£) =0
KV,O KV,O
X(II)KZ

’ 2K 0 ’ v,0
& hy (xg) + —————hy (x0) — -

=0
2 _ ! . 2 _ !
(KV'O Kvyo) At sinw (KV)O KV’O)

2 !

S X(t) (Kz . )
(Kz — )2 At sinp L V0 VO

v,0 v,0

Pour qu'il y ait une solution réelle, il faut que :

A=

, Kv.0 X(7) ,
hy (x9) = ———— —li\/1+—_ - (K2 —-K )
0 (KZ _x ) A sinp VY0 VO
v,0 v,0

- . _ X(t/) 2
o Etude du signe de ( 1+ \/1 R P (KV’O KV’O)

Kv,0
2 !
KV,O Kv,O)

P . !
siAsinw, t,Ky,0 >0 alors:

K X(t :
sgn 0 —1+\/1+#(K%O—KVO)
(KZ % ) At sinw ‘" ’
v,0 v,0

= sgn(K%yo—K;,o)sgn —1+\/1+ﬂ(1<20—1<’ )

At sinw

2 .
o si (Kvyo KVVO)EOalors.

X(t) (2 _, X() (o .
—_— —_ Vv J _ > _ _ _ -
(K2 - ) - \/1 t 1 sine (Kvo " Kvo)| = 0 < 1+y/1+ T sinw (Kv,0 " Kvo) = 0
v,0 v,0
X(t) (.2 , ) ,
< \/1 + At sinw (KV,O - KV,O) =1 < (KV,O - KV,O) =20
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CHAPITRE 7. ETUDE DE LECOULEMENT D’UNE GOUTTE SUR UN PLAN INCLINE

. !
o si (K%O—Kvo)SOalors:

Kv,0 X(L”) ( 2 / ) X([’) ( 2 )

—0 1+ + - =0 o -1+ + = <

(Kﬁo—x'vo) ! \/1 A sinw \<v,0 " Ky 0 1 1 7 sna (Kv,0 " Ky 0

X(t’) 2 ’ 2 ’
< \/1 + At sinw (KV.O - KV,O) =1 < (KV,O - KV,O) =0
« Etude du signe de —2 —1—4/1+ X (Kz - )
g (1(‘2/ 0—1(:/ OJ /1/ sinw v,0 v,0
i 1sinw. i Xe) (o
si Asinw, t,xy,0 > 0 alors on sait que 1 + ST (KV 0~ K, 0) >0donc:

X(r) ,
-1- 1+_—(K2 -K ) <0
\/ Af'sinp VY0 V0

K X(t , )
S —1—\/1+#(K30—KV0) =0 < (K%,O—Kvo)so
(KZ - ) At sinw ‘" ’ ’ '

v,0

et:

. i
Doncsix2, -k, ,=0,alors:

hé) (x0) = L/) -1+ \/1 + M (K%/,o - K;/,O)

2 _ At sinw
(Kv,o Kv0

P .
etsiky KV,OSO, alors:

By (x0) = &,) -1+ \/1 + —XL,) (Ki,o - K/v,o)

2 _ At sinw
(Kv,o Kv,O

2 ! _ _ 1 ! . .. 2 !
(K30 =Ky =0 Kyo=5757)- Or hy (xo) est unique et positive donc on est dans le cas k7, , =« , =0,
avec:

, K X(¢ .
ho(xo):—"'o —1+\/1+—_ ,(' ) (K%O—KVO)
(KZ % ) At sinw ‘' " ’
v,0 v,0

Etdonc:

= fj (¢ (Kz Kv,0 : ) -1+ \/1 + —;t{iitn)w (K%yo —K’V,O) ax

Kv,0 X’ ! 1 2/_1t/ 1 Xf(t/) 2 ! 1 1 2 / %
B (KZ K:/,O) - f(t ) T S(Ki,o—K' )  Tsine (K"vO_K"vO) _( "~ A sinw (KV’O_K‘“O))

v,0~ v,0

Nijw

On a donc I'équation suivante sur X} (t’) :
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. _ 2 _ U y 2 . y 2 i
Sion pose A= (KV)O KV’O), I’'équation s’écrit :

(NI

N N2
(M s1na))3 + _A% 7 X}(l‘,) | —X}(tl) — +1+g (M Sl?w)3 - A T
(Ar)? 2Ky,0 3 A3 (Ar)?

Wl

wir

A

En temps long, on trouve alors :

donc:

X} (t') ~y /14 Ziisf)““’ +0 (t/‘l)
_ _1
= Xf(t) ~—Asino___ +@’(r"2) ~ ()Lt') :
Kv,0 1+2/1t sinw

Kv,0

Alors la hauteur associée s’écrit :

! ! K
hf(t): 0 —1+4(1+
(KV,O_KV,O

i
L — (&%, -«
2 ' ) At sinw( v.0 V’O)

En utilisant X'f (t’) la position du front en temps long trouvée précédemment, on a :

Y . 2
Wl Ky . K30 . 1 21t sinw Ky o0
f K2 _K’ 2 ! 2 it’ sinw Kv,0 K2 —K’
v,0 v,0 Kvo~Kyo ’ v,0 v,0

2

2
! 2 !
(SRS (SATES
Kv.0 (v,o v,o) 1 V2o (v,o v,O) 'y
~y == - + - VEvo+ ———— +6’(t )
ZAt )3/2 K3/2

— 372 .
4Atsinw 77 g(Asinw v,0

NI—

~ (/_lt' sina))_

Elle peut se simplifier en posant que pour les temps longs, ko est constant et K;, 0=0:

hlf (t/) B _K11/,0 i Ki,o

Cecinous donne donc la position du front X}, la hauteur de fluide en ce point h/f et la vitesse d’avan-

cement du front X} (t') en fonction des deux cas étudiés :
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o Cas non-glissement :

(/1 ¢ sinw)%

N—
Wi

Position du front: X, (t’) =

—

. o ! U 1 3 % = . Ly 2
Vitesse du front: X (t) = 3l2 (Asinw)® ¢ 73 (7.2)
Hauteur du front : h/f(t') = n (X
 Cas glissement variable :
Vo 20t sinw ,
Position du front : Xf(t) ~ 1+—+@’(t_1)
Kv,0
./ ’ /i,sln(,l) ’ -7 -1
Vitesse du front : Xf(t) ~ +@’(t‘2) ~(/lt) 2
Kv,0 1+ Zﬁivs‘[l)nw
! ! KVO (K%/,O_K,V 0)
Hauteur du front : hf(t) ~ =
20t 41t sinw ,
2 !
1 \/EKV 0 (KV,O - KV,O) o
- = : VKyo+ ———5— +@(t
1302 8(1 sinw)?'/2 Ki,/g )
(7.3)

Nous avons donc obtenu des vitesses X} (t/) et positions X} (t/) du front plus justes, ce qui nous per-
mettra de faire un changement de variables dans le systeme de Navier-Stokes de maniére a avancer
avec le front (cf partie (7.1.2)). ces valeurs seront aussi utiles dans la zones du front car nous avons
construit 'adimensionnement du front en fonction de ces grandeurs (cf 4.1 page 66). Cependant,
cette description ne donne pas finement I’allure du front d’avancement. On ne connait que la posi-
tion du « haut» du front.

7.1.1.2 Détermination de h;,

Nous allons maintenant déterminer la pente h/x, du front ce qui nous permettra de donner une

valeur a I'angle macroscopique 6 ¢x; (). On a comme équation de Burgers : h;, + ( f (h')) ,=0|La
X

caractéristique s’écrit donc :
ax(t
S -aurt)
X (0) = xo
De plus en = 0,ona I3 (xl, {= 0) =hy (x’) =1+ xo. Donc sur la caractéristique, on a :
W (x(), ) = 1o (1))

()-8
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La caractéristique nous donne :

ax(¢) x(¢)-xo(x(¢).¢)

D 0 (5 (1).) =00 1 (1))
donc X(t’) - Xp (X(t/) , t’) = tlah/f(l + X (X(t’),t’)) et en dérivant :

1—6xer (JC’, l") = t/6x/x0 (]C/, t/)ai,h,f(l + Xo (x,, t,))
! ! ! ! ! ]. ].
= Gx/xo(x,t) :hx, (x,t)

T1e0, (. 0) 1400, (h(x))

 Pour le cas sans glissement : qg=f (h'] = Asinwh?

AY

Onadonc:

! ! ! ].
h ,(x,t)zf
X 1+2At sinw

1
= ~3 ..
(/1 t sin a)) alors on peut écrire :

() - 20

Dans ce cas, h} (t/) =(3)s

h, |x,t —
X 2h7 (1) +3
Si on redimensionne, on a :
3
B (1) = ho 2 (0 ho ho
x\X L) =— 773 = - = 2
L 2hy (1) +3 L(l+2%§—§tsmw] L(1+2tp§‘llh° sinw)
et pour ¢ grand :
U
hy(x, ) = ——————
x5 1) 2tpgohpsinw

Dans le cas ¢ grand et en dimensionné, on a donc:

. 1
_ . (3)3[tphigosinw) ® 5. . 3,
hf(t)—h()(z) (L—/J < hf(t)_ELhOhx

On applique alors 'adimensionnement du front (7.7) en gardant la précédente expression de
hy,ona:

K (x* t*)_ IJXf(t)
AT 2k (1) pgohot* sinw

En coordonnées polaire, la forme du front est donnée par O, (r*) = 6 (x*, z*), ce qui signifie
que h =|—-x|tanf (x, z) (en orientant 'axe des x dans le sens de la descente de la pente) :
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FIGURE 7.3: Représentation de & en fonction de 6 (x*, z*)

etéh* =|—-x*|tan0O (x*, z*) ainsi :

gh}. =tanf (x*,z*) + x* (1 +tan®0 (x*,2*)) 0,-0 (x*, 2*) (7.4)

On rappelle que dans la zone externe (non-glissement) de I'’étude du front d’avancement (cf
partie I11 page 61 et chapitre 5.5 page 140), on a un développement en C,, ¢ de Oex; (1) :

sin(w + 0 r*2 2sinf In(r*)
Oext (™) = 00,ext (ﬁ) +Ca,f ( Oext ('B)) - — 0,ext (IB)
6 sinBo,ext (B) cosOo,ext (B) — Oo,ext (B)
+Cay [%+C2r* +C3 +@(C2,f)

(7.5)
ou Cg, r est le nombre capillaire du front. Si I’'on veut que ces deux approches : (7.4) et (7.5),
soient compatibles, il faut que 'on ait :

. 2
Xr (0 1 Fy  hyp(n) 1
h** (x*,t*) — H f % : — f « f « :
* hy(t)pgoho 2t*sinw  Rey  ho 2t* sinw
—~—
~0) (7.6)
=& 'tan0* (x*,2*) + &7 x* (1 +tan®0* (x*, 2*)) 00" (x*, 2*)
—_—
=0(Cay)
=& ' tanboex; (B) +O (7' Cpyp)
F2
ol Fff ~ @ (1) dans le repére du front. Il faut donc :
hg(t) 1 AG) 1
7 = = tan6Bo,ext (B)

= X -
ho 2t* sinw ho 2X5 (1) tsinw
On a donc une valeur pour I'angle de contact Og ex; (ﬁ) qui dépend de la vitesse du front X £ (1)
et de la hauteur du front ki (7).
 Pour le cas glissement pur : g = f ( h’] = SAsinwh’

AY 7

2 N\ _
o, f(H)=0
On a donc ici h'x, (x/, t/) =1=&"tan6pex; (B) + O (67! Cq,f). Ce qui impose I'angle de contact.
. . r_ N _ 3 .- ’ 2 ’ hlahrkv(h/)
o Pour le cas avec glissement variable,ona g = f (h ) = Asinwh <7 +h - W
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Ainsi h;, (x/, t/) = W =& tanBg ex, (B) +O (71 Cyyp) avec:

! 2 "
- K 6 x , Ky K
ai,h,f(ho) =Asinw [2-6—2+ —— —1+\/1+_—(K2 -Kx ) Zu 0
0

2 2 _ . s v,0 v,0 2 N
Kyo KooK, At sinw 2o (h) xvo
— , 2 " ’ 6 / 3
— |- — (k% -« —_— K, g ————
. v,0
2 i 2 At sinw VY0 V0 Kv,0 K2,
v,0 v,0 )

La pente au niveau de I'angle de contact du front et donc I’angle de contact dépend donc direc-
tement du modele de glissement k g.

Cette expression pourra étre utilisée pour lier le modele de front et celui du film mince. Nous allons
maintenant nous mettre dans le repére du front grace aux calculs de la partie précédente ot nous
avons déterminé la vitesse, la position et la hauteur du front dans le cas avec ou sans glissement. Ce
qui nous permettra ensuite d’écrire un modele global pour I'’écoulement d'une goutte sur un plan
incliné.

7.1.2 Adimensionnement pour le front

Nous voulons faire un changement de variables pour nous mettre dans le repére du front. La zone
film mince nous a donné la position du front Xy (¢), sa vitesse X r(¢) ainsi que sa hauteur h¢ (f) avec
ou sans glissement définis tels que (cf (7.2) et (7.1)) :

Adimensionné Dimensionné
T
- ’ ’ 3 % - 7 % 3 % Phgg() 3
= Xf(t)z(—) (At sinw) Xf(t):L(—) [———sinw
g 4 4 Lu
D) 2 L
21 ., 1(3)\3 1, . L(3\3(ph3 3
=X (t):—(—)g()tsmw)S't_g Xf(t)z_(_)3 P08 Ginw| 3
oo | T/ 3 34 Lu
S 1 1 -1
< ’ ’ 3\3 (- -1 3\3 ph2g0 3
w _ = . 3 _ et L .
hf(t)—(4) ()Lt smw) hf(t)—h0(4) (t Li sinw

TABLE 7.1: Position, vitesse, hauteur du front sans glissement

Adimensionné Dimensionné

I
h2 2
X7 (1) = L(Stp 00 sinw)
Lu

X, () = (s1¢ sino)

(o , 1, . L ph? z
X, (¢)= (shsinw)? 12 | Xp(0=3 sP08 Gnw| 3
f 2 Lu

Avec glissement
N I—

=

h’f (t’) = (S)_Lt' sinw)_

h2
hy (1) =ho Stp 080 sinw
Lu

TABLE 7.2: Position, vitesse, hauteur du front avec glissement
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Ces données permettent de nous mettre dans le repére du front et d’avancer avec lui. On pose
alors dans notre adimensionnement g = X r(£) et hg = hy (1). On fait alors le changement de variables
suivant :

N N . . . ro ’
avec 7 un parametre a fixer. Ainsi pour toute fonction f (x 1,2 ) =F(x*,t*,z"),onaura:

1 1.,
0, f= T—’ax*F, 0,f=0pF— EXf(t)ax*F (7.7)

Nombres adimensionnels associés

On peut alors voir que les nombres adimensionnels dans cette zone vaudront :

Sans glissement Avec glissement
3
2 P 1 si 2
R o L 2 _ Asinw 2 _ (SAsinw)
Nombre de Froude : F7 = oo - Fr = Tat Fr= il
. p _ puwho - P =P
Nombre de Reynolds : R, = T Re=; i R, = i
I I
2h Asinw)3 SAsinw)?
Nombre de Weber : W, = 202 W, = % W, = w
43331<t13 K2
I Asinw)3 SAsinw)?
Nombre Capillaire : C, = % = % : Cu= % Cy= %
e 4333k Ktz
l Y . § a3 . 245
. . 1 u 1 _ (43 HAtsinw) 1 _ u(SAsinw)?r2
Coefficient de glissement : ] TR | T (%) o il T

TABLE 7.3: Nombre adimensionnels avec et sans glissement

oul=

phov/8oho
I

(ce qui sera utile pour la suite). Pour la suite, nous aurons besoin des hypothéses suivantes : F> < 1,

. On peut alors voir que pour des temps grands, le nombre capillaire est faible

W,

W, < R, < 1et R—e = C4; < 1. Or ici, pour ¢ grand, on a bien F,2 < 1let C, « 1, et dans les deux
e

versions (avec ou sans glissement). Les hypothéses sont donc bien vérifiées, on peut donc appliquer

les modeles de fronts développés dans la suite.

Sans glissement Avec glissement
_ I _ I
Asinw)3 SAsinw)?
We:%«]?e:%«l WE:M«Re:%«l
4333x13 H KL2 H

TABLE 7.4: Hypotheses pour le modele de front

7.2 Equations dans la zone proche du front

Dans cette partie, nous repartons des équations de Navier-Stokes adimensionnées (cf chapitre
(3)), nous nous mettons dans le repere du front et nous allons chercher a construire un modele avec
glissement a une équation sur la hauteur du film mince. Nous montrerons alors que si le glissement
disparait nous retrouvons 1'équation de lubrification généralisée obtenue par Snoeijer [66]. Nous
construirons alors un modeéle de type Saint-Venant a deux équations avec glissement, nous nous
mettrons aussi dans le repére du front ce qui nous rameénera a un modele a une équation que nous
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7.2. EQUATIONS DANS LA ZONE PROCHE DU FRONT

comparerons a I’équation obtenue grace aux modeles de fronts développés dans la partie III page 61
et ala méthode de Snoeijer [66]. Nous obtiendrons alors une loi de glissement qui nous permettra de
construire un modele de type Benney (une équation sur la hauteur du film) ou du type Saint-Venant
(deux équations sur la hauteur et le débit) décrivantl’écoulement d'une goutte sur un plan incliné. Ce
modeéle nous permettra dans le chapitre suivant de nous resituer par rapport aux études de Bertozzi

et Brenner [4], Kondic [45], Troian et al. [71] et faire des simulations numériques.

7.2.1 Equations de Navier-Stokes

On considere le systéme de Navier-Stokes complet (7.1) (avec adimensionnement du film) et on

applique le changement de variables du front (7.7) précédent :

* *
U +nwy. =0

. 1 &
nuy. + (u* - X; (t*)) up. +nwul. = —ﬁp;* + L (—u;x + uzz) + L sinw
r

ER, \n? EF?
nwt*+(u - X7 (t )) Wi +nw wz*=—€2ngz*+E—Re(wz*z*+n—2wx*x*)—éz—Frzcosw
u*(x*,0) = u,. (x*,0

< ( ) ,Kv(h*) z ( )
w* (x*,0)=0

nhi. + (u* (x™,h") - X} (t*)) hi. —nw* (x*,h*)=0
=2 =2 =2
0= (1 - %h;g) (u; (x*,h*) + %w; (x*,h*)) —4%h}u* (x*,h")

x*

2. 52 42

1 * * 7% 1 %hX*X* 2 & * * 1% 1+f?hx*

2P ()4 = u () —

r “(esm2) —eh
n

avec K =
vitesse du méme ordre, il faut posern =¢£:

* = *
u+e&w, . =0 R
= * * ok * * = * _ e . * * *
Re(eut*+(u - X (1 )) uy. +Ew uz*)—F(smw—px*)+(ux*x*+uz*z*)
r

R, (Ew;‘* + (u* - X} (t*)) Wi +Ew w;) = —% (cosw+ ph) + (Wi po + Wie 1)
3

ghy o+ (uf (x7 1) = X7 (1)) b —2w* (x*,h%) =0
0=(1- h;*z) (uy. (x*, h")+Ews. (x*, h")) —4h}. up (x*, h")

x*

1 * * * 1 h** * 2 * * * 1+h**2
—p (xR ————=——uy. (x", h") -
F? W, (1+h;3)2 R, 1-h:

2712 . ./ '
5“2’ et X; (=X r (t ) On voit que si I'on veut garder les deux termes du laplacien de la

(7.8)

On peut voir que I'on va avoir un décalage dans les ordres en € entre u* et w*. On peut se référer a
I'article de Luchini et Charru [50] ol ils ont eux aussi un décalage entre u et v dans I’équation (3.3a) :

u® 4 0

= 0. Dans notre cas, il faut cependant faire attention aux conditions limites qui peuvent étre
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en sur-nombre. On peut aussi poser i = Ew”* pour mettre w* a la méme échelle que u* mais ce n'est
pas ce que I'on veut faire ici. Ainsisi R, < 1 et F> < 1,0ona:

up. +Ew;. =0

R, .
O—F (sinw — pie) + (Upe o + Upe 5+)

r
Oz—é—;rz(cosw+p;)+(w;z*+w;*x*)

< u (x ’0) ,K (h*) (x 0)
w* (x*,0) =
sh;+(u*ufjf) Xp (¢)) 3 —gu;(xah*):
= (1-hi2) (ug. (x*, h*) + Ewk. (x*, h*)) —aht ub. (x*, h*)
h: 1+h:?
T L g
Fr We (1 + h*z) Re 1- h;*

On trouve donc un probleme de Stokes stationnaire. On peut vérifier en revenant, apres ’adimen-
sionnement et le changement de repére réalisé, aux équations dimensionnées :

Uy+w,=0
0=pgosinw — px + p(Uxx + Uzz)
0=—-pgoCcosw—pz+ U (Wzz + Wxx)

u
) u(x,0) () Uz (x,0)
w(x,0)=0
hi+u(x,h)hy—w(x,h)=0
0=(1-h2) (u; (x, ) + wy (x, h))—4h Uy (x, h)
2
X

p(x, h)+ Kh— —2uuy (x, h) 2
(1+h2)? 1- ki
On retrouve bien du Stokes stationnaire classique donc si on fait 'adimensionnement du front, on
retrouvera bien le systeme utilisé lors de cette résolution. On peut alors regarder ce que 'adimen-
sionnement et le changement de repeére ont fait sur x :
« adimensionnement : x = Lx (ou x est la variable dimensionnée),
e changement de repere :

Donc au final on a appliqué :
x=Lx =hox* +LXf(t) = hox* + X[ (1)

On a donc dimensionné x en hy = hy () et on s’est mis dans le repere du front avec Xy (7).

7.2.2 Systeme Saint-Venant al'ordre 0 en £

On souhaite ici construire un modele combinant un modeéle de film mince et un modele de front.
On écrit le systeme adimensionné d’équations de Saint-Venant :
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avec :

o 1]
2

"2
= é_h’ cosaH—(/_lZsin ) f

(Kv(h'))z[l 3-+ky (I )’]

o B3 é_ 5 20 rKV( ' 3 ~
+(A%sin” w) KV('h’) 37 3rm (h')h' (0 ()2 (3+Kv( B 1)]

Y 3 4 12 1 ( /Kv(h )2 3 Zah/Kv(h/) 3
+(A.« Sin (U)h §_€3+Kv(h’) hr + ( ( ))4 ( 3+'Kv(h/) hr)+ (Kv(hl))z (3+Kv(h’) hr

+(A%sin®w) B® z ah/Kv(h’) _ (ah/Kv(h’))z _2 Kv(h’)
>5KV(h’)(3+KV(I’l/)h/) (Kv(h’))3(3+1<v(h’)h’) 53+xy, (h) K

On applique le changement de variables du front (7.7) sur les équations de Saint-Venant avec & =
7, ol on utilise les nombres adimensionnels pour pouvoir redimensionner facilement et on obtient :

EhY + (h* (v-%;(e)) =0

X

20% *2 .
Eqy. - X} (") qr. + q*q*+(0h*P(h) Z*z)h ‘—” P s
1 (R, , . ky(h*) q” -2
_R—e(F—rZh smw—WF)+@(8)
On aalors:
(o5, =[50, =0
o *2 h*h*, 1 (R Ky (B™) *
" % q * x*xrxr L[ e g . _V—q—
(h* _Xf( )) x*+(0h*p(h )_h*Z)hx* Te_Re (Frzh ne 1+_KVU§)h* n

donc g*© = p*v©® = h*X; (t*). On retrouve alors ug = X r(2) en prenant la vitesse moyenne u

de I'écoulement égale a2 v'¥. Ce qui donne dans la seconde équation :

0 P(h*)h* h* h; x*x* 1 [Reh™sinw X]t (v (h*)) (7.9)
h* * =5 - *) h* *
! W R\ F? 14 el

On peut supposer que dy- p (h*) est constant, si on prend Wi =0 et h* petit dans cette équation et

*Y Ky (h*) _ 3k, (hY) - 3 . o .
Ky (h*) = +00. Le terme TR0 = Ty (O ;7 — tooetdonc hy. — +oo: la pente de la surface
3

libre sera infinie. On souhaite donc conserver ce comportement
On peut noter que k, (h*) représente le frottement et ;= h 3 représente le glissement donc :
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1
— 0 xy (h* — +00
Ky (h*)  he—h; v(r7) he =
1
- ﬂ - —
h*—0 h*—0 f

Le but ici est d’obtenir une équation sur la hauteur du fluide. On peut alors dans un premier

temps regarder les résultats de Snoeijer [66].

7.2.2.1 Utilisation de la méthode de Snoeijer [66] pour avoir une équation sur /2

On utilise ici les résultats de la partie 1] page 61 et notamment ceux de I'ordre 0 en Cy, ¢ de la zone
externe 5.3.1.1 page 102. On reprend la premiere équation de I'équation de quantité de mouvement

au niveau de la surface libre :

6rpext’¢:60,ext(ﬁ) = Cd,f [(AueXt)r - arGeXt] |§b:60,ext(ﬁ)

en utilisant la solution trouvée a I’ordre 0 comme approximation de la vitesse :

Uext (1',¢) = 10t Wo,ext (1,$) + O (Ca,r)

I1 faut donc construire le terme (Auey)  avec I'expression de la fonction courant :

7 [(¢—0o,ext (B)) sin + pcosBo,ex (B)sin (Bo,ext (B) — P)]
cosly exs (ﬁ) sinB ex: (,B) —00,ext (ﬁ)
HO,ext (ﬁ)
Oext (r,cu,f,ﬁ)
1 [(¢—B0,ex: (B)) sing + ¢ cosBo,ex: (B) sin (Boexe (B) = ¢)]

Wo,ext (fr (I)) =

qui se remet dans les coordonnées (r,¢) grace a la relation ¢ =

Vo.exe (r’ d)) N cosB ext (,B) sinfo ex¢ (IB) —00,ext (ﬁ)
On a alors:
Uext (r» (P) = ( LL;; E:.”(:;)) ) =T10t Yo,exs (I‘, (P) +0 (Ca,f)

sing + (¢ —Oo,ext (B)) cosp +cosBoext () [sin (6o,ext (B) — ¢) = P cos (Bo,ext () — 9]

¢ tel que:

0800 ex: (B) sinBo,ex: (B) —Oo,exs (B)
— ((,b - HO,ext (ﬂ)) Sin(,b - (PCOSHO,ext (,B) sin (QO,ext (ﬁ) B (P)

05 00,ext (B) sinBo,ext (B) — Oo,ext (B)

Ainsi :
(AUexr)r =Au,— %ad)u(p - %ur = O%rur + larur +i263b¢ur — %%% — izur
\—,_.4
_ _% sin¢ — cosBy ex; (B) sin (¢7 Oo,ext (,B)) 6(Ca)
r cosBoexs (ﬁ) sinB,ext (B ( ) 00,ext (ﬁ)
= (Attext)rlp=6y,., () = I 2;:;22 ZZ Eg o ] +0(Cuy)

Léquation s’écrit alors :
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7.2. EQUATIONS DANS LA ZONE PROCHE DU FRONT

5 | 3 ZCa’f Sineo,ext (ﬁ)
rPext 9=00.xt (B) ~ r? [Ho,ext (ﬁ) — 0800, ext (ﬁ) sinfo,exr (ﬂ

)] —Cqf a,GextI(p:ng(ﬁ) +0 (szz,f)

(ug=X r(t)et L= hg (1)) que I'on peut écrire sous forme dimensionnée telle que :

P | _ 2uppsinBo ex; (ﬁ)
rPext 9=00.ex:(P) r2 [Go,ext (,6) —c0s0p ext (,6) sinf ext (ﬁ

)] % 6rGEXt|¢:60,ext(ﬁ) +0 (Ctzl,f)

On retrouve bien I'expression de Snoeijer ou pour lui les forces extérieures (gravité) s’écrivent
® = —pgx car son écoulement se fait sur un plan a la verticale. Ici nous avons alors ®ly_g, . () =
—08 Gexilp=g,,.,(p) OU Gext (r,¢) =rsin(w+ </)), on retrouve I'expression de Snoeijer pour w = 7 et en
notant que son U = —uy.

On repasse alors en coordonnées cartésiennes x = r cos¢ et a l'interface nous avons :
b~ sinBg,exs (B) +@ (Cqf), onaalors:

r =

2uppusin GO,ext (ﬂ)

9 = —0,D|,_ +0(C?
rpexr|¢:9°""“(ﬁ) r2 [Qo,ext (,3) - COSQO,ext (:B) SinHO,ext (ﬁ)] ' |¢_90‘e”(ﬁ) ( a’f)

< (0;x0 +0,z0 =
( rOxPext ' zpext)|th h? [eo,ext (ﬁ)_coseo,ext (,B) Singo,ext (:6)]

(0, x0,®+0,20,)|,_p, + O (c;yf)
2uppsin® Og ex (B)

h? [eo,ext (,6) —CosS 90,ext (,B) SineO,ext (:6)]

~c0800,xt (B) (0P 2= — 5inO,ex: (B) (0:9) -+ 0 (C2 )

2uopsin® Og ex (B) tanbo,ex: ()

Kk h? [Ho,ext (,3) —c0sbp,ext (,B) sinfy,ext (ﬂ)]

avec h = xtan0p exs (ﬁ) La condition de continuité des contraintes tangentielles adimensionnée
al'interface nous donne :

< cosbpext (,3) axpextizzh +8in6 exe (,B) azpext|zzh =

1 B 1 2
& —dx(pexi (x,h) = ~—dx (@0, h) +0 (c2))

Ca,f [{vuext +(V uext)t} : ﬁsl] : ﬁ51|¢:90,w(ﬁ) = Courb (r) + pext|¢:govw(ﬁ) — Patm

or:

[{Vuext + (Vuext)t} : ﬁsl] gl |¢:90‘3xt(ﬁ) =0 (Ca,f)

Donc, en coordonnées cartésiennes :
_ 2
Pext \z:h = Parm —Courb (x) + O (Ca'f)
Ainsi si on dérive I'équation précédente dimensionnée :
_ 2
dy (Pext (x, h)) = —xdCourb (x) + O (Cu,f)

_ g sin? 00,ext (ﬁ) tan6o eyt (:3) .
3 00,ext (ﬁ) — 0500 exs (,B) sin@o,exr (,B) -

Donc en posant F (6 ex: (8))

1 2 1

—dy (pext (x, h)) = uO;uF(QO,ext (ﬁ)) ——dy(®(x,h)+0 (C2 )

K xKh K af (7 10)
3Ca,f :

< 0,Courb(x) =—-

1
F(O0.ext () +—dx (@ (x, 1)) + 6 (Cz

h2 a,f )
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CHAPITRE 7. ETUDE DE LECOULEMENT D’UNE GOUTTE SUR UN PLAN INCLINE

ol le coefficient U/U* = —1 car il a posé Uy, = —U™ et nous Uy, = Up. On retrouve donc la méme
expression que Snoeijer que nous allons utiliser comme référence dans le paragraphe suivant. Cette
équation sur la courbure de la surface libre est basée sur de la lubrification avec angle quelconque
mais adhérence au fond, il n’y a pas de modele de front. Nous allons maintenant essayer de construire

une équation du méme type avec un modele de glissement.

7.2.2.2 Pourx, (h*) régulier en h*

Nous souhaitons ici proposer un modele a une équation sur la hauteur du fluide avec un modele

de glissement. On peut poser k,, (h*) = h*% avec a € R ainsi '’équation (7.9) devient :

1 1 (R X; (") h*e
op-p(h*)h:. — —h*h* . .= — | < h*sing- ———
hp( ) x We X*x*x Re Fg 1+h*;+a
avec :
5 2 h*(3—a) 2h*(1+a)_3a
Opp(h*) =—=h"cosw+ = (A?*sin®w) ( )
B 3 3+ h*(1+®
1 - 452 +20h* % _60ah* +90ah* =Y —48h*
+— (A?sin® w) h*3
45 h*(1+a)
1=y 5 o ws2la—5a%+ (7a—6) k1@ —15q2p*-1-@) _pp*2(+a)
+=(Asinw) h
5 (3h* + h*2*@)) (3 4 p*(1+®)

Pour h* petit et —% < a < 3, les termes dominants sont :

_ 21,%(3—a)
Op-p(h*) = %h* cosw — (A?sin® w) Gl

3

Donc dans un premier temps, on peut supposer que k,, (h*) est constant et sa dérivée aussi, donc

on a arésoudre :

Wh*. ... 1 (R.h*si X (%) %y (h%)
O p () e - = o | Rl SO T
We Re F’g 1+—KV(hs )h
avec :
Op-p (h*) —éh*cosw+(i2sin2w) h [1— 3 ]
np 5 3 o (W2 | B4y (B
_ R3[4 5
AZ 2 __—]
+(A%sin w)KV(h*) 3 34y (h*) R
12 1

LsinZw) p* |22 22
+( st w) 9 53+1<V(h*)h*

2 - Ky (h™)
S (Asin2o) pt | )
5 (Asin” o) 3+x, (1) h*
alordre2en h*,ona:
* 6_ * *2
Op+p (h*) ZEh cosw+0 (h*?)
2 *\ Vo (4%
R, . . Kv(h*) vl B o (o R. . Kv(h )Xf(t)
F_,?h smw—WXf (l' ) ——Kv(h )Xf (t )+(F—?Slnw+f
3
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7.2. EQUATIONS DANS LA ZONE PROCHE DU FRONT

donc I’équation s’écrit :

x*x*x*:F—;gcoswh{—31nwl+—jxv(h ) X5 (¢ )(F_ V3 )+@’(h 2)
=-g*=—gravité

1

On redimensionne avec o m, uoXJ’i (") = Xf (1) et x = hox™ + Xy (1), on trouve alors (en

oubliant le G (h*?)) :

KX (l_xf(h))_@

" Y 3 (sinw — coswhy)

On compare alors a I’équation (7.10) dans le diedre en externe :

3Cqr
12

_ 2 sin? 0o ex; (B) tanbo ex; (B)

ou Vo = — et F (0 =3 : '

0808 ( O,ext(ﬁ)) 3 90,exr(,3) —COSHO,exr(,B) Sin90,ext(,3)

et F(0o,ext (B)) < 0 pour Z < g exs (B) < 7, mais g exs (B) > 5 n'a pas de sens pour un écoulement

film mince. On peut remarquer que le modele de glissement microscopique intervient au travers de
B0,ex: (B) par laloi de raccord a 3 zones.

Donc pour que les deux approches soient compatibles, il faut que :

1
0Courb (x) = - F(0o.ext () + —dx (@ (x, h)

>1pour0<6ex (B) <3

K (h) Xy (8) (l_ Kf(h)) _ 3Car

K h 3” I’lz F(HO,ext (ﬁ))

Buxyg(h) 9uxCqr
2 :
< «%(h)- - — F(6 =0
f( ) n hZXf(l') ( 0,ext (ﬁ))
3 9u?
& w0 = =Fxp ()= =5 F (Bo.ext () =0
or:
9u? b4 3n
A= =5 (1+4F O.x: (B)) 2 0 pour By exe € [0.5 [U | S0
donc on trouve une loi de glissement macroscopique :
B0y ivar(e (,B))] -
L = h 0,ext - h
La longueur de glissement associée est :
B 2h 2h

Lgliss =

Kf(h)_3[1+\/1+4F(90,m(ﬁ))] O (P)<1 3[1+V/5]

2 sin? 0o,ext (ﬁ) tan6o ext (ﬁ) 12 4
UF (0) o _2 : : _ 141
OUF (00,¢xt () 3 00,ext (B) — cosOo,ext (B)sinbo,ext (B)  Boexe(B)<1 +500ex (£)+0 (00’“” ('B))

et 0o ext (B) = tan™! (hy).
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CHAPITRE 7. ETUDE DE LECOULEMENT D’UNE GOUTTE SUR UN PLAN INCLINE

Remarque. Pour un glissement nul (kx, (h*) — +o0),0on a:

F_Eh cosw+£(/lzsm w)h**| i ——h he x*=R—e(F—§h Sinw - — - +0 (8)

De plus si 'on néglige la tension de surface, on peut voir que pour h* petit, la pente est infinie. Or on
ne peut donc pas négliger la tension de surface si facilement!

7.2.3 Modele Saint-Venant avec glissement simple

Nous avons donc obtenu une loi de glissement a partir des équations de Navier-Stokes et de Saint-
Lz . ' h h
Venant précédemment construits. On peut alors noter que x (h ) = %() = %Tho = f;’l‘,’ = Z—{ orona
0
déja étudié ce cas dans la partie 3.6 page 56 et trouvé le systéme de Saint-Venant associé (a 1'ordre 0)

sous forme conservative :

h’t,+q;€:0
72 =
q,+ q_ ()lsinw)zh’S( 9+ 24 )+h cose —ké_h’h/,,,
AR 2253 +4) 2F; ), B XA (7.11)
1 34 q . = ab
== /lhsmw——q—, @’(ﬁ+5+a—_)
B +od I B

_ % Bo,ex: (B) tanBo.ex: (B ,
avee o = § 1 T4 O (B)], FOnex (8) = 3 00 et O (6) Vg
de contact du front. Donc «# dépend de g ¢y () et nous savons que la surface libre vérifie h (x, t) =

|[—x[tanBp exy ( ﬁ) et donc que la pente de la surface libre adimensionnée est h/x, (x', t') =& 1tan 0o,ext (,6) +

0 (71 Cq¢) (cf équation 7.6 page 178) ainsi on a : O ex; () = tan™ (éh;’) Donc & s'écrit :

il 1.\ 0 (0)
B _ 1 _ 1 __ 7
oA = (HO,ext (,3)) = (tan (£I’lx,)) B do *tan (Ehx,) 00 0=00,¢x: ()
ot/ (0) = %(\/4_5+3) = o, le modéle est alors :
h,+q, =
, I ’ 2 2
q,+ q (/181nw)2h5( 2 )*h = - S
) " 225 (3 + ) 2F; | [3 SR
1 sty q | %M, o ’ 8
L sing - S0 i/z D" ©) i+@’(,3+5+(x—
oy 3+l h2) BB+ot)? 00 log,,.(p) h? p

avec tan! (Eh’x,) ~ éh;, (hors de la zone du front). De plus al’ordre 0,on a: AR sinw— 3% hq_ O (€)

! a ! . - . .
donc g = Ah? sma)g’g;“;f" +0 (&) ainsi :

h;/+q;/=0
’ 2 - ’ 2 ,
q,+ q—,+(/1sinw)2h5 _It2eh )+ 1+ btanw _ 0/ 6) COS:’ 2
t h 2253 + dO) .52¢0 3+ .Qf()) 00 0=00,¢x:(6) 2Fr Y
5 1 1(- . 3 q as
—K—= hh,,,—— K sinw — —2 q, +0 ,6+6+—
B B 3+ h'2 B

Il'y a donc un terme correctif supplémentaire sur la pression. On peut voir que pour des angles petits
ce terme est faible :
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‘#:H”H.( 5)

2A0)
e

FIGURE 7.4: Evolution de

7.2.4 Conclusion

Le modele final s’écrit :

04 (0)

00

ot en fonction de O ¢x ()

ht/+qx/:0

o 1
—K—_hh;/r
XXX

p

2
q;, + (Zz_' +(Asinw)’ K

9+ 249 )+ L4 6tanw 0« (0) coswhr2
225 (3 + =) Ao B+h) 00 |g=g,,.(5)) 2F? v
1(: . S q ~ . ab
=—|Ah sinw- 0 q—, +0 ,B+6+a—_
B 3+oly h'? B

(7.12)

ol apparait une correction dans le terme de pression hydrostatique et qui peut-étre vu comme un
correctif de l'inclinaison du fond. Toutefois on peut raisonnablement considérer cette correction
comme faible lorsque I’angle dynamique (ou apparent) n’est pas trop grand.

Le chapitre suivant va donc porter sur 'étude du modele (7.12) avec «/ constant, de maniere
théorique et numérique. Nous nous comparerons aux modeles existants de la littérature (études de
Bertozzi et Brenner [4], Kondic [45], Troian et al. [71], Whitham [75]). Notons que le systéme incluant

A

le terme correctif en pression (i.e. & non constant) n’est pas plus compliqué a étudier, mais rajoute-
rait de la lourdeur au modele. Nous n’étudierons donc pas son influence dans ce travail.

189






CHAPITRE

MODELES DE LUBRIFICATION AVEC GLISSEMENT
SIMPLE

D ans le chapitre précédent, nous avons trouvé un modeéle simple de glissement :

Kp () = o |14\ /1+4F (00,00 (B))| = FE (S = i) avee of = 3 [14+1/1+4F (B0t (6))].
On note que < est sans dimension et F (6 .x; (8)) est une fonction que I'on retrouve dans la formu-
lation de Snoeijer [66]. On peut alors la ré-écrire en utilisant la fonction ¢ ainsi :

F(o 8) - 2 sin?0g ext (B) tan B ex: (B) _ gsin@o,ext(ﬁ) tan g, ex¢ (B)
oext(B)) =3 60,ex1 (B) — c0s00,ex: (B)sinboexs (B) 3 % (00,0x1)

_ g cosBp,ext (,6) tan? Oo,ext (ﬂ

- 3 (g/ (Ho,ext (,6))

On utilise maintenant la relation issue du raccord de la surface libre en trois zones : ¢4 (8¢ ex: (8)) —
%4 (B0,int (B)) =2Cq ¢ |Inp| ainsi O ex; =4~ (4 (00,int) +2Cq ¢ [Inp|) et donc:

F(0o,ext(B)) =F (97" (9 (00,int (B)) +2Cq r |Inf))

et est donc constante. Dans ce chapitre, nous allons étudier I'influence des parametres : C, ¢ [Inp|,
00,int (B), Bo,ext (B) sur le modele. Puis nous étudierons les modeles de la littérature : Bertozzi et Bren-
ner [4], Kondic [45], Troian et al. [71], Whitham [75] de maniere a nous resituer par rapport a leurs
résultats. Nous ferons alors des simulations numériques sur notre modele en y ajoutant un film pré-
curseur comme cela est fait dans les articles cités et nous testerons aussi ce modele sur front sec.

Sommaire
8.1 Ftudedesparamétresdumodele . .. ... ... ... ... ... 192
8.2 ModeledetypeBenney . . ... .. ... ... 195
8.2.1 FEtudesdelalittérature . . . . . . . .o oot v i ittt 195
8.2.2 Applicationanotremodele . . . ... ... .. L L o oo L 197
8.2.3  FEtude dumodele de Snoeijer [66] . . . .. ... .. ... 201
8.3 Simulations NUMErIQUES . . . . . . v v vt it e e e e e e e 202
8.3.1 Ecoulementinstationnaire . . . .. ... ... .. ..., 202
8.3.2  Calcul dela forme de 'onde stationnaire . . . . ... .............. 203
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CHAPITRE 8. MODELES DE LUBRIFICATION AVEC GLISSEMENT SIMPLE

/ h h Les ., .

On peut noter que K, (h ) = %() = dThO = f;’l‘? = % or on a déja étudié ce cas dans la partie 3.6
0

page 56 et trouvé le systéme de Saint-Venant associé (al’ordre 0) sous forme conservative (en excluant

le terme correctif en pression) :

h;,+qx,=0
/ 2 5 9+24 n? 5
q,+ q—,+(/1sinw)2h5( i P 2200 R 2W,
£\ h 2253+ <) 2FF ), p xxE 8.1)
1(; . 34 q o . ad
=—=|Ah sinw——q—, +@(ﬁ+6+a—_)
B 3+af h'2 B
On peut alors redimensionner les équations :
ht+qx_0
2 2 2
q gop . 5 9+24 ) h cosw) K
—+| = h ——hh
qt+(h +( 7 Smw) (225(3+£¢) TE Ty ) T e
. B34 q _
:g0h51nw—5mﬁ+@(£2u§)

8.1 FEtude des paramétres du modele

On a donc besoin de connaitre le comportement de ¢ en fonction de Ogex; (ﬁ) Or la condition
de raccord a trois zones (6.1) du front donne :

00,ext (B) =9~ (9 (60,int (B)) +2Cq r|Inp|) =47 (9 (60,ine (B)) +2

TN
K hf(t)

avec 4 (0) = fog %df) et 0o ins (ﬁ) est I’angle statique, il est donné par la loi de Young-Dupré
[76] (cf partie 5.3.3.1 page 120) et X (1) est la vitesse du front donné par le Saint-Venant et le para-

metre % sera fixé dans le modele (glissement macroscopique). On peut alors regarder I'évolution

de 69 exs (/3) en fonction de la valeur de Cy, ¢ |ln ,6| pour différentes valeurs de 6g ; (,B) :

L=

L L L L 1 L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5
C, g C, gl

(@ (b)

FIGURE 8.1: 6,ex; () en fonction de C,, ¢ |In §| pour différentes valeurs de 6o,/ ()

On retrouve le graphe de Cox [15] ol lui avait pris 8, ;,¢ (,6) =0, =40° = %”. On observe alors
que rapidement 0y ¢y, () devient plus grand que %, ce qui ne convient pas aux films minces qui
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nous intéressent ici, on n'utilisera que des valeurs de 0 .. (8) € [0, %] et la zone du graphe qui nous
intéresse est sur la figure 8.1 (b). On peut voir que dans le cas C, ¢ |ln,3| <« 1, on retrouve le résultat
du développement a 2 zones avec 0g it (8) ~ o,ex: (B)- Ainsi on a trouvé une plage de validité pour le
parametre Cy ¢ |In | = 5 (4 (60,ext (B)) — %4 (60,int (B))) en fonction de 'angle microscopique 6o i ()
de la forme :

0= Cor|lnp|= % (‘g (%) —@(Ho,im(ﬁ)))

On peut observer ce domaine de validité sur le graphe (8.2). On peut voir que plus 8¢ ;. () est petit,

0.4 [ ieeemme e T Fere P R i

D o s N e .

s
El 02l : Domaine de validité a :
0.1 | RN S fosscacassescassacasssac oeoscanssacsss) ANSERE -
00 AR AR IR AR 1
1 1 3 1
0 57 i ;T 3T

FIGURE 8.2: Domaine de validité de Cg, ¢ |In 8| en fonction de 6g,ix; ()

plus I'intervalle de valeur acceptables pour C ¢ |ln ,B| est grand mais la valeur maximale de C f |ln ﬁ|
est 0.42 (valeur pour Hoyim(ﬁ) = 0). On peut alors afficher les valeurs de HO,QH(ﬁ) en fonction de
60,in: (B) pour différents Cy, ¢ |In | :

Oo.ca

=0, =0
—C, Alng| =0.05
: : : —C, npl=0.1
o A o S C, fnpl=0.15 ||
: : : C, np|=0.2
C, Jnp|=0.25
C, Anp|=0.3
—C, Inp|=0.35
—Cw\lnﬂ\ =0.4

FIGURE 8.3: 6,ex; () en fonction de 0 i, (8) pour différentes valeurs de Cg, ¢ |In |
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On voit alors que pour des vitesses faibles ( Cy ¢ |1n,6| = 0) les deux angles sont égaux, pour des
vitesses plus grandes, 'écart entre les deux angles augmente rapidement.
2 sin? g ex: (B) tanBg ext (B)

3 00,ext (ﬁ) —c0sbp ext (,6) sinB,ex: (ﬂ)
on peut la représenter en fonction de Cg ¢ |ln ,6| pour différentes valeurs de 8¢ ;. (ﬁ) :

’

Si on s'intéresse maintenant a la fonction F (6, ex: ()

=
o
RSN ©

T
1
1
1
i
1
1
|
1
1
|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1
i
1
1
i

;
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Cfimsl Cofims

F o

FIGURE 8.4: F et of en fonction de C,, ¢ |In | pour différentes valeurs de 6 ;¢ (5)

On voit que la fonction F a une valeur limite de C ¢ |ln ,B| pour laquelle elle tend vers I'infini (les
asymptotes associées sont représentée en pointillés de la méme couleur).

3
On peut observer le comportement de of = > [1 + \/ 1+4F (0o,ex¢ (B)) | pour les mémes données

sur le deuxieme graphique de la figure (8.4). On peut alors voir que «f — +oo quand on atteint une
vitesse suffisamment élevée, on est donc dans des régimes de vitesses ol notre modele de glissement
n’est plus valide. On peut voir que dans ce cas, on retrouve le systéme de Saint-Venant standard sans

glissement (3.7). Or comme on le voit sur le graphe suivant «f — +oo quand 0 ¢x; (,6) — % :

20.0 [ ! ! ! N 200

=100+ 1 <

10.0

0.0 -

FIGURE 8.5: F et o/ en fonction de 6 ¢x; ()

ce qui correspond au cas d'un front droit et aussi au fait que le parametre Cy ¢ |ln ﬁ| est trés grand
et donc vitesse trés grande, on sort donc du domaine de validité de nos modeles de fronts. Notons

(\/E+ 3) ~4.85.

1
que lim F=1let lim o =-
00,ext(ﬁ)—’0 GO,ext (ﬁ)—>0 2
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8.2. MODELE DE TYPE BENNEY

Remarque. On peut alors étudier la stabilité du modele Saint-Venant, on trouve facilement que la
condition nécessaire de stabilité est :

5(e/? + 64 +9) o cotw
63 +3742 + 754 +45

On peut alors remarquer que si on fait tendre o — +o0, on fait disparaitre le glissement, on trouve
alors la condition de stabilité du modele de Saint-Venant classique :

e

5(e/? + 64 +9) o cotw 5
— —cotw
63 +3724? + 7590 +45 od—+0c0 6

Ce résultat se retrouve directement a partir de I’équation de Benney associée a ce modele.

e

Nous allons maintenant étudier le modele de type Benney associé a ce modele de glissement
simple. En effet celui-ci est plus simple a coder et nous pouvons nous comparer aux études de Ber-
tozzi et Brenner [4], Kondic [45], Troian et al. [71], ce qui n’est pas le cas pour le modéle Saint-Venant
proposé.

8.2 Modele de type Benney

Dans cette partie, nous allons présenter les études déja réalisées et montrer en quoi notre modele
est different et permet d’étudier plus finement le probléme au niveau du front.

8.2.1 Etudes de lalittérature

Bertozzi et Brenner [4] dans leur article, reprennent 'étude de Troian et al. [71], ils cherchent
la vitesse et la pression selon la théorie de lubrification (adhérence et angles dynamiques petits) et
doivent résoudre (cf film uniforme de Nusselt section 3.4 page 49 sans glissement) :

P 8o

uy(y) =——=—sina

Y n ot py(y) =—pgocosa
uy(h) =0 p(h) = —yV*h+ po
u0)=0

ol a est I'inclinaison de la paroi solide, y leur tension de surface, 1 leur viscosité dynamique, V>h la
courbure et pg la pression atmosphérique. On trouve alors :
u(x,y t)= %sina(h(x, ) — %)y
p(x,y,t)=-pgocosa(y—h)-yV?h+po
IIs utilisent alors les équations de Stokes stationnaires :
(i) V-u=0
(ii) Vp=nAu+pg=nAu+pgosinax

L'équation des moments en x s’écrit :

Px =MNuyy +pgosinax
et intégrant deux fois selon y, on trouve :

2 2

y . -
u=P,——-—— sinax+ A;y+B
x277 2npgo 1Y 1
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CHAPITRE 8. MODELES DE LUBRIFICATION AVEC GLISSEMENT SIMPLE

ol1 A; et B; sont des constantes d'intégration et en notant que py = (—pgocosa (y — h) —yVZh+ po) . =
(pgocosah —yV?h) = P..Or u(0) = 0 donc B; =0 et uy(h) =0 donc:

uy(y=h)= P, ﬁ—ﬁpgosina+A1:0
fonct?(;; dex17 !
etona:
2
u= % (Px - pgosina) (y? - hy)
Ainsi:

1 rh h?
V:ﬁfo udyz—%(Px—pgosina)

De plus en intégrant '’équation de conservation de la masse sur la hauteur du fluide, on a déja vu que
I'on obtient (cf3.1.1.1 page 45) :

h;+V-(hV)=0

ce qui se récrit tel que :

3nhe+ (B (Yhexx — pgocosahy) + pgosinah®) =0

On adimensionne alors les inconnues tel que (cf Kondic [45]) :

- I
h=Hyh, x=1x, y=1y, t:Ut

et on obtient :

H
3nUh, + HJZV(—Nh3 (112

I hxxx_PgOCOSOéhx) +pgosinah3) =0

X

Si on pose de plus :

l_(azHN); I 3nd®l g |
“\sina )] "U  yH%sina' | pgo

he+ (B (hyxx— D (@) hy) + 1°) =0 (8.2)

alorsona:

avec D(a) = (3Ca)% cota. Cherchons maintenant les « Travelling waves » de ce probléme (avec un
film précurseur d’épaisseur b < 1) : on cherche h(x,y,t) = ho(X) = hy (x—Ut), donc h; = —Uh;) et
hy=hy:

~Uhy+ () + (k3 (g — D@ hy)) =0

On integre une fois selon X pour obtenir :

~Uho+ 1+ 1 (hg = D(@ ho) = d

ol d est une constante d’intégration. On pose comme condition limite :
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x_)_ " X—-0
ho — b, By — 0, hy — 0
X—+00 x—>+oo X—+00

ol b est I'épaisseur du film précurseur. Pour x — —oo, I'équation devient : —-U+1 = d et pour x — +o0,
—~Ub + b® = d ainsi on retrouve :
_ _pl=t?
{ d=-bij
U=T3%

8.2.2 Application a notre modele

Nous souhaitons maintenant construire un modéle similaire a celui de Bertozzi et Brenner [4],
Kondic [45] a partir du modele de film mince avec front obtenu dans le chapitre précédent. Nous
avons déja écrit un modele d’ordre 1 de type Benney (cf 3.7 page 59) :

2
h,+ (W [5‘1‘<hxxx + Asinw — 5coswhx])
v X
pisinw)’ W¥hy, f(Asinw)’ h'h 2_ g
BT v e C L) ]
5 (Asinw)’ Ko / ’
+ A 3512:)()h) : 4(Kv(h))4+5(Kv(h))2_1O(KV(h))2KV(h)U
= i . Zhﬁhx ’ ! )
L[ A Sm‘;’) [2(Kv(h))4+5(Kv(h))2—7(Kv(h))2Kv(h)) =0
15x75 (h) *

Pour x, (h) = % et/ =3 [1 + \/1 +4F(00'ext(ﬁ))], onaalors:

B+ «)

h+ (h3+ h3 [51‘<hxxx—5coswhx])

X
5. 3(252%+194/° + 60/ +60)
+B | h®hy > =0
59 (of +3) .

Dans ce qui précede, on peut voir que les auteurs utilisent les équations de Stokes en considérant
que I'écoulement est laminaire et donc que le nombre de Reynolds est négligeable. Ici nous voyons
apparaitre dans notre équation un terme en 8 = £R,, on pourrait garder ce terme visqueux mais nous
souhaitons ne conserver ici que les termes Stokes en retirant les termes Navier. On peut donc faire la
méme hypothése que précédemment en posant R, < 1 ce qui revient a négliger le terme en 3, on a
donc:

ht+ h3+

3+t
(; )13 5k e =S coswhs] | 8.3)

3xy(ho=1) _ 3«

ol on rappelle que K;, (h) = —% et Asinw = o U0=D13 = 743

8.2.2.1 Ondes stationnaires

Cherchons maintenant les « Travelling waves » de ce probleme (avec un film precurseur d’épais-
seur b < 1) : on cherche h(x,y,t) = h(X) = h(x— upt), donc hy = —uoh et hy=h :

o (34l iy BHe) g im s _, )’_
uoh' + =2+ =I5k 5coswh] =0
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On integre une fois selon X :

—u0h+3+dh3+ B+)
o +3 3o

ol d une constante d’intégration. On rappelle que (cf3.3.1 page 47 et 3.2 page 47) :

i?|6kh —bcoswh | =d

5_ER Mg R« 1_ Re _ pgohi
 F2 Lugp’ W, gopl?’ CF2 uu
et:
s Re_  phigo . 3ky(ho=1) _ 3/
Asinw = — sinw = sinw = =
F? I Ky(hg=1)+3 </ +3
donc:
o = h3 (o +3) pgosinw
341
Ainsi I’équation devient :
- - - h - I’l -1
—ugh+ P+ i | 2"~ Lcotwh | = d
L3pgosinw L

Si on veut trouver une forme similaire a Bertozzi et Brenner [4], on peut poser :

( xho )é
L=|——7—
Pgosinw

1
. 2\ 5
Ce qui fixe la valeur de & = % = (M) *. Ainsi on obtient (en utilisant pgosinw = h?f;fg)) :
o 1
- —q =1 3 =q =/ =
—%h+mh-{;a§)pmnﬁh+ﬁzd (8.4)

avec D (w) = (3Ca)% cotw. On pose alors comme condition limite :

h— 1, h — 0 h — 0
_ X——00 _, X——oo _y X
h— b h — 0 h — 0
X—+00 X—+00 X—+00

ol b est I'épaisseur du film précurseur. Pour x — —oo, '’équation devient :

—u0+1=d
et pour x — +o00:
—uphb+b3=d

ainsi on retrouve les valeurs de Bertozzi et Brenner [4] :

d=-bl = _p(1+b)
u():ll%lf:1+b+b2

Notons que si &/ — +oo (adhérence au fond), on retrouve I'équation de Bertozzi et Brenner [4] :

—uph+ Bh' - (SCa)% cotwhh +h3=d
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8.2.2.2 Comportement du nouveau coefficient

Nous avons obtenu un modele stationnaire (8.4) ol1 on peut voir que seul le coefficient (ﬁ)% est
nouveau. Ce parametre fait intervenir le glissement pres du front, nous allons ici étudier son influence
dans I'équation. Notons que lorsque ce parametre vaut 1 nous retrouvons I’équation de Bertozzi et
Brenner [4].

Dans la limite ot I'angle dynamique 0 . (8) s’annule, nous avons & (g ex; = 0) = <
4.85, nous pouvons alors écrire un modele trés simple (ol1 pour ne pas alourdir les notations, on écrit
haulieude h) :

_ V4543 _
= Y3

1
" 5+ 1 3 !
~uph+h°h - v5 Dwhh +h’=d
Vv5+3
1
avec g:; ~0.62 et (éi;) ° = 0.852 ce qui est déja assez proche de 1.

Nous pouvons aussi utiliser <7, = 5 comme approximation de «#; avec 3% d’erreur, le modeéle est
alors encore plus simple a écrire :

"

1
5\ :
—ugh+h3h —(g)%D(w) WBh+m=d

1
ol (%) $ = 0.855 (3% de plus que pour <), le modeéle est donc tres proche de celui avec «f). Cependant
cela nous permet une plus grande plage de validité pour la valeur de 6y .x; (). On peut voir sur la
figure suivante que pour 0 < 6 ¢x; (,B) <0.67, o € [y, oy, = 5] (tirets rouges) :

20.0

;
—limi _ A \1/3 _ I
limite A =5, (mA 7‘0.85 ,
i _ 13 _ 1
limite A =8.07, A_Zf) /:0.90 : : !
P _ 1/3 _ : :

- limite A=18.03, (ﬂ) =0.95 | : ‘ :
1

1

10.0 | veeme e e e ey

5O

FIGURE 8.6: 0g,¢x; () en fonction de 0g,;»; (8) pour différentes valeurs de C, ¢ |In §|

1
Nous avons aussi tracé les limites ou le coefficient (%)3 est trés proche de 1, en tirets noirs

1 1
(%) ¥ =0.90 et en vert (%) * =0.95. On peut alors voir que le modéle simple proposé couvre plus

du tiers du domaine (0 < 8¢ ex¢ (,6) < 0.67) et que le modele sans glissement est valide a partir de

00,ext (B) = 1.46 = £Z (pour (j_{g)% =0.90) ou g ex¢ (B) = 1.56 (pour (;is)% = 0.95). Notons que le
modele avec o n'a que 4.5% d’erreur si nous I'utilisons jusque g ¢ (8) = 7, nous couvrons alors la
moitié du domaine de g ex¢ (B).

Nous avons donc vu que le parameétre « dépend de 0 ¢x; (,6) mais celui-ci dépend de la valeur de

60,in: (B) et de celle du terme C,, ¢ |In . Dans le cas ot1 Cy, s |In f| < 1, nous avons vu que O ex; (8) =
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60,in: (B) (modele de front a deux zones de raccord) donc si nous sommes dans ce cas, nous avons
la méme plage de validité du modele pour 6g,in; () que pour 8 ex; (). Mais si C ¢ |Inf| = 6 (1)
(modele de front a trois zones de raccord), nous avons la relation suivante :

Oo,cxt (B) =97 (4 (00,int (B)) +2Ca,r|InB))

avec¥ (0) = fg %dﬁ, ainsi sile modele est valide pour 0 < 0y ex; (8) < ¥, onaura 0 < g i (B) <

471 (% (00,ext (B)) —2Cqf [InB|) < 5, ce que I'on a représenté sur le graphique suivant :

—C, fIng|=0
—C, /lng| =0.01
Cavf\lnﬁ\ =0.02
Cavf\lnﬁ\ =0.03
—C, 4Inp|=0.04
i 7= C, InB/=0.05

FIGURE 8.7: 0g,ex; () en fonction de 0g,;»; () pour différentes valeurs de C, ¢ |In |

Pour des angles dynamiques tels que 0 < 6 ¢x; (8) < ¥, on peut donc poser & = o + a+0 (a?),
nous pouvons donc utiliser une version simplifiée de I'équation (8.4) :

" \/§+ 1 % 4a % /
—uph+hh - 1+ D)h*h +h®=d 8.5
° (v3+3 5 (vs+3)) (65

avec :

[y

d=-bl = _p(1+b)
U = 11‘_; =1+b+b?

et b la hauteur du film précurseur.

8.2.2.3 Ecoulement instationnaire

Nous souhaitons maintenant faire des tests numériques sur I’équation (8.4) or comme I’explique
Kondic [45] dans son article, il faudrait utiliser une méthode de tir non-linéaire pour cela or il est
beaucoup plus aisé de résoudre I'équation instationnaire obtenue avec les hypothéses précédentes.
Reprenons le modele a une équation instationnaire (8.3) précédente :

1+

m+@3

B+) =_ B+) -
OKNyxx — V§coswhx])x =0

Appliquons les hypothéses précédentes :
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5_5Re_hgg0p k_ézFrz_ K Y h3 (o +3) pgosinw L—( xho )é
 F2 Lugu’ W,  gopl?’ 0" 31 ’ ~ \pgosinw
donc
1
3C4\3
ht+(h3 1+hxxx—(£{+;) cotwhy )x:O

Posons D (w) = (3Ca)% cotw. Nous obtenons alors un modele de la forme de Bertozzi et Brenner [4] :

1+hxxx_( 3D(C!))hx

&=
o +3

he+ (h3

) =0 (8.6)

Notons que leur modele n’est valide que pour une condition d’adhérence au fond. Nous retrouvons

exactement leur modeéle en passant a la limite </ (—)» 400 (01 B, exs (,6) est 'angle dynamique,
0o,ext (B)—7/2
macroscopique) :

B+ (B [+ hyxx — D (@) hyl) =0
8.2.3 Ftude du modele de Snoeijer [66]

Dans son article Snoeijer [66] propose une équation de lubrification généralisée ol il peut utiliser
de grands angles dynamiques. Celle-ci s’écrit :

3C, U 1
Oyk=———F0)+—-0,D(z=h
x 2 U @ y x®@( )
N e — Oxxh * : ) ; ; 4 _ 2 _sin*ftanf
oux = . estla courbure, U/U™ lavitesse d’avancement adimensionnée, F (Ho,ext (,6)) = 58-cosfsing’
(1+0:m)?) 2

7 la tension de surface et ® la gravité. Nous pouvons la récrire avec nos notations :

3C, U

sinw
hxxx—?m PO _ P80

F(Bo,ext (B)) - 7coswhx =0

Nous adimensionnons alors cette équation et utilisons les mémes hypotheses que Bertozzi et Brenner

4] (L= (e )%):

p&osinw

3xCy, U

B U P8osSinw
hh?pgosinw U*

Ko

1
3
Pixx ) cotwh, =0

F (Bo,ext (:3)) +1- hO (
De plus nous avons pgy hg sinw = 3uup, et U = Uy, = U ainsil’équation devient :
1 (P + 1= (3Ca)* cotwhy) = F (0o,ex¢ (B)) h =0 8.7)

ol F (0,ex¢ (B)) représente la vitesse d’avancement du front. Par ailleurs, Bertozzi et Brenner ont tra-
vaillé avec I'hypothése de lubrification, ¢’est-a-dire avec de petits angles, pourlesquels F (0 ex: (8) < 1) =
1. Cette équation est valide pour des grandes valeurs de 0 .x;, mais présente la méme structure que
les modeles de lubrification classique.

Le modele de lubrification de Bertozzi et Brenner [4], qui prend en compte un film précurseur
d’épaisseur b s’écrit :

1 (kg +1-D(@) hy) - Uho =d (8.8)
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Sans film précurseur, la vitesse d’avancée vaut U =1 et la constante d’intégration d = 0. Ce modele
n’est valide que pour des petits angles.

Dans la limite du film précurseur de hauteur nulle, I'équation (8.8) est similaire a I'équation (8.7)
dans la limite angle petit, et s’écrivent donc tous deux sous la forme :

g (g +1-D (@) hy) ~ g =0

Ces deux modeles, bien que valides pour des gammes de valeurs de 6 .x; () différentes ont en
commun une méme structure. En effet, cette structure est celle du modele que nous proposons (8.4),
mais qui lui est valide pour toutes les valeurs de 0 < 6 .x; () < 5.

8.3 Simulations numériques

Nous allons maintenant réaliser des tests numériques sur les modeles construit précédemment.

8.3.1 Ecoulement instationnaire

On reprend ici I’étude faite par Kondic [45] qui a retrouvé les résultats de Bertozzi et Brenner [4]
et Troian et al. [71] en faisant des simulations numériques sur I’équation instationnaire (8.2) :

he == (K hyxx)  + D (@) (KPhy) - (B%),

oll on prendra comme conditions limites :

h,0)=1
h(Ly,t)=b
hx (0; t) = hx (LX) t) = 0

L'état initial utilisé pour les tests est une marche de hauteur 1 avec un film précurseur de hauteur b.
Dans leurs simulations les auteurs utilisent différentes valeurs pour les parametres D (a) = {0, 1,2.5, 5}
eth= {10_1, 1072, 10_3}. Le domaine d’étude est défini pour 0 < x < L. On le divise en Ny intervalles
de longueur Ax = L:/N, ou les nceuds x; sont définis tels que x; = iAx, i = 0,..., Ny. Notons h; (t)
I’'approximation de % (x;, t) ainsil’équation s’écrit :

dh; (1)
=fi, i=0,..,N.
ar T *
ou f; est la discrétisation du second membre de I’équation au point x;. Le schéma en temps utilisé
est un schéma explicite en temps :

hi (t+At)—h; (1)
At
ol At est le pas de temps et est choisi par rapport au second membre. Le terme le plus instable de
I’équation est (h3hxxx)x ainsi la condition CFL sera de la forme : At < C(Ax)* avec C € [0,1]. On
aurait pu utiliser un schéma implicite pour avoir une condition CFL moins restrictive mais le schéma
explicite est tres satisfaisant.
Pour le second membre, nous utilisons les propositions faites par Kondic [45]. 1l faut utiliser une
discrétisation pour le terme en g (h) = h3. Notons a(sy, s2) sa discrétisation. Plusieurs propositions
sont faites :

=f;, i=0,..,Ny

a(s;,52)=5[g1)+g(s2)] =357 +5]]
ou a(sy,s2) = g3 (s1+52) = (%(sl+s2))3
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Une derniére écriture de a est proposée par Bertozzi [3], celle-ci permet de dissiper 'entropie du
modele et de préserver la positivité de la solution numérique. On a alors :

S1—$ .
7 7 S1 81 ;é S$2

a(s;,s)=4 GGU-Gl)
g(s1) sis)=sp

ou G (h) = /gh) = 1/n* donc G (h) = —1/212 + cstedoncona:

2522 .
sis;#s
a(sy, s2) =4 St 1752
Sl S181 =982
25352 3 25252
or pour s; = Sy, sljslz =s; donc a(sy, s2) = slislz'

On définit les dérivées avant et arriére en espace telles que :

hit1—h; _hi—hj
Ax Ax
Ainsi les différents termes du second membre sont discrétisés tels que :

hyi= , hii

(hghxxx)x’i ~ (ﬂ(hi—b h;) h)'cxfc,i)x
(hghx)x,i :3 (d (3hi+1; hi) hx,i);c

h? —h’
(h3)Xi n~ itl il

2Ax
On adonc:
[
fi=—(a(hi—1, hi) hzxzi)  + D (@) (a(hiv1, hi) hy i) — %
Le schéma est donc le suivant :
RN+ _ pN .. —h3
————L = —(athi-1,h) hixzi)  + D (@) (@(hizy, hi) by i)y - ———1, i=0,.., Ny

At 2Ax

en notant th = h; (ty) pour N € [0, N] et Ny = Tiax/At. Cette méthode a été codée avec succes
ainsi que la méthode implicite exposée par Kondic [45]. Nous avons ainsi pu retrouver les résultats
de l'article, qui toutefois sont plus qualitatifs que quantitatifs. En effet, pour bien développer I'onde
stationnaire, il faut mailler une grande longueur, et calculer la solution sur des temps longs. Cette mé-
thode est donc plus cofiteuse et moins précise que le calcul direct de la forme de I'onde stationnaire
aumoyen de 'EDO (8.4).

8.3.2 Calcul de la forme de I'onde stationnaire

Léquation différentielle ordinaire (8.4) vérifiée par h peut se mettre sous la forme (o1 pour ne pas
alourdir les notations, on écrit & au lieu de h) :

F(h)th(h”’_(%)gp(w) h’+1)—u0h—d=o (8.9)

ol D(w) = (SCQ)% cotw. On impose a gauche un film uniforme et non-perturbé (de surface libre
plane) et de hauteur 1 (puisqu’adimensionné), et a droite un film précurseur de faible hauteur :

h=bx1

W =0 (8.10)

XxX—-oco0:h=1 ; x—>+oo:{

L'équation a résoudre est un probleme aux limites.
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8.3.2.1 Schémanumérique

On se place dans le domaine x € [0, L] avec L suffisamment grand, et le probleme a résoudre (8.4)-
(8.10) devient :
F(h(x)=0 O0O<x<L
h=1 x=0
h=b,h=0 x=L

On divise l'intervalle [0,L] en N — 1 intervalles de taille Ax = ﬁ Les nceuds x; du maillage sont

donnés par x; = iAx, i =0,...,N — 1. Les approximations d’ordre 2 des dérivées intervenant dans le
calcul de F s’écrivent alors :

" hit2—2Rhit1+2hi—1—hi— 2
h (x;)= +0(Ax
(xi) 2Ax3 (857
et: L L
h’ N = i+1 — Ftj—1 +0 (A 2
(i) 2Ax ( o )
Une approximation de F au point i s’écrit alors :
1
hito—2hit1+2hi_1 — hj_ o 3 hit1—hi-
Fr=pd| 2l el 2—( ) D) 2L v 1| -whi—d, i=2..N-3.
! 2Ax3 of +3 2Ax

Aux bords, on impose la hauteur :
Fo=1-hpetFy_1=b—-hy_;.

La condition de dérivée nulle a droite s’écrit sous forme discrete :

hy—hn-> _

0,
2Ax

h (xn-1) =
ce qui fait apparaitre un point fantdéme hy = hy-2, qui permet de calculer Fy_; :

hy-1—hn-3
2Ax

)sD(a))

Frooo = 13 (—ZhN—1+hN—2+2hN—3—hN_4 (.szi
N-2=Fpn_> _

+1|—uphy-1—-d
2AX0 43 ) Holtn-1

A gauche on utilise une formule décentrée pour calculer F :

—3hy+10hy — 121y +6h3 — hy ( o )1 hy — hg
— D (w)

F=n
! 1( 2Ax3 o +3 2Ax

+ 1) - Uhl —-d

Le probléme (8.4)-(8.10) discrétisé par différences finies donne un systéme non-linéaire de N équa-
tions a résoudre. Pour cela on utilise un algorithme de Newton, puisqu’on peut écrire la jacobienne
facilement : J;; = g—ﬁ;. On peut remarquer que J est une matrice bande de taille 6 x N, ce qui permet
d’optimiser son stockage et son inversion. La méthode itérative de résolution se met sous la forme :

hO = hy
hk+1) — pleo) _ s(k)5(k), k=0

oi1 hy est une estimation initiale de la solution, 5 est la direction de descente et s© représente la
taille du pas (1 pour I'algorithme de Newton classique). On résout I’équation suivante pour trouver la
direction de descente :

](h(k)) s® = F (h(k)) k=0

et on itere avec un pas s, (0 < s© < 1) tel que F(hF) - sW5®) < F(hK), ce qui permet d’assurer
une convergence monotone.
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8.3.2.2 Résultats

Nous avons retrouvé les résultats de Bertozzi et Brenner [4] ou les hauteurs maximales sont repré-
sentées dans la figure 4 de leur article. Pour D (@) = 0, notre modele n’est pas actif, on retrouve alors
les résultats de Bertozzi et Brenner [4] et de Kondic [45] :

—A=00, hy,=1.312

1.2 b

1 ]
0.8 1

=

0.6 4
0.4} 1
0.2f 1

0 ‘ ‘ ‘ ‘

0 10 20 30 40 50
T
FIGURE 8.8: Cas sans glissement pour D (a) =0et b =0.1

16f —A=00, hy,,=1627 []
1.4F 1
1.2 b

1 ]

<

0.8 4
0.6 1
0.41 1
0.2F 1

0 ‘ ‘

0 10 20 30 40 50

FIGURE 8.9: Cas sans glissement pour D (a) =0et b=0.01
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T T T T

—A=c0, h,

=1.905

mazx

1.51

FIGURE 8.10: Cas sans glissement pour D (&) =0 et b =0.001

Nous avons alors testé le modele (8.4) pour D (a) =2.5 avec of = +oo (modele sans glissement),
o =y =5(= o) et o =10 pour avoir une valeur intermédiaire de </ (cf figures (8.11)-(8.13)) :

1 —A=5, h,.,=1047 ||
—A=10, h,,,,=1.038
—A=00, hyu,=1.027
0.8}
0.6
0.41
0.2
00 5 10 15 20

FIGURE 8.11: Cas avec glissement pour D (@) = 2.5, b=0.1 et &« =5, 10, +00
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T T T
1.2F
—A=5, h,,,=1.209
—A=10, hy,,=1.192
—A=00, hy,,=1.169
1 i
0.8} E
< 0.6 E
0.4} -
0.2 i
0 ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20

FIGURE 8.12: Cas avec glissement pour D («) = 2.5, b=0.01 et « =5, 10, +o0

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

FIGURE 8.13: Cas avec glissement pour D (a) = 2.5, b=0.001 et & =5, 10, +00

T T

—A=5, h,,. =137
—A=10, h,,,, —1.348
—A=00, hypu,=1.319

20
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On peut voir les profils mis a I’échelle (cf tableau (8.1)) :

< o33 | | ‘ z
0 5 10 15 20
b=0.1 v
1.2
-} | | |
0 5 10 15 20
b=0.01 e
15
-4 | | |
0 5 10 15 20
b=0.001 v

TABLE 8.1: Profils obtenus mis a I'échelle pour D (a) = 2.5, o/ =10

Nous voyons qu’avec notre modeéle les hauteurs maximales sont plus élevées (cf tableau (8.2)) :

b=0.1 b=0.01 b=0.001
A =oty=5 hmax = 1.047 | hpmax =1.209 | hpyax =137
=10 hmax =1.038 | hpmax =1.192 | hpax =1.348
o =+o0 hmax =1.027 | hpmax =1.169 | hpax = 1.319
écart max en % 1.95% 3.4% 3.9%

TABLE 8.2: Hauteurs maximales dans le cas avec glissement pour D (a) = 2.5, &/ =5, 10, +o0

Iy a donc de 2,22% a 4% d’augmentation de la hauteur maximale lorsque I'on ajoute du glisse-
ment au modele.
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Nous avons aussi fait des tests avec D (@) =5 qui est le cas limite pour D (a) c’est a dire que lors-
qu’'onl’augmente encore la forme de la surface libre ne change presque plus. Nous avons alors obtenu
les résultats suivants (cf figure (8.14)-(8.3)) :

T T T

FIGURE 8.15: Cas avec glissement pour D (a) =5, b=0.01 et & =5, 10, +o0
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0.8

0.6}

0.4

0.2

—A=5, hy,=1.134

—A=10, hyp,,=1.112

—A=00, hy,,=1.083
o ‘ ‘ ‘
0 5 10 15

20

FIGURE 8.16: Cas avec glissement pour D (@) =5, b =0.001 et o =5, 10, +00

On peut voir les profils mis a I'’échelle :

= o3 | T ]
0 5 10 15 20
b=0.1 e
< 033 | | ‘
0 5 10 15 20
b=0.01 e
1.2 T
- ogd | | N
0 5 10 15 20
b=0.001 v

TABLE 8.3: Profils obtenus mis a I’échelle pour D (a) =5, o =10

Les hauteurs obtenues avec le nouveau modele sont 1a aussi plus élevées (cf tableau (8.4)).

b=0.1 b=0.01 b=0.001
A =oly=5| hmax=1. | Rmax=1.03 | hyar=1.134
o =10 hmax=1. | Mmax=1.015 | hypare=1.112
o =+o0 hmax = 1. Riax = 1. Nmax = 1.083
écarten % 0% 3% 4.7%

TABLE 8.4: Hauteurs maximales dans le cas avec glissement pour D (a) =5, «/ =5, 10, +oo

On a donc jusqu’a environ 5% d’écart entre le nouveau modele avec glissement et le modele clas-
sique. On peut voir que plus b diminue plus la hauteur augmente, elle est d’autant plus grande que </
est petit, or & estla valeur minimale de «f et </, = +00 qui est le cas sans glissement donc la bosse
obtenue pour n'importe quelle valeur de </ sera contenue entre la courbe verte et la courbe rouge.
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Nous avons aussi testé les modeles sans film précurseur (b = 0) pour différentes valeurs de D ()
(cf figures (8.17)-(8.5)) :

2— T T T

—A=5, h,,.=1976
- A=10, h,,,,=1.976
—A=00, hyu,=1.976

15

0.5

.
15 20

FIGURE 8.17: Cas avec glissement pour b =0, D (a) =0 et o/ =5, 10, +oc0

Les trois courbes sont confondues car le modele de glissement n’est pas actif quand D (a) = 0.
Pour D (a) =2.5,0na:

—A=5, h,,=1477
—A=10, h,,,, =1.451 []
—A=00, hy,,=1.419

1.41

1.2

0.8

0.6

0.4}

0.2

FIGURE 8.18: Cas avec glissement pour b =0, D (a) =2.5 et «/ =5, 10, +oco
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Pour D(a)=5,0na:

‘
—A=5, h,,=1173
—A=10, hy,,, =1.148
—A=00, hye,=1.117

'

0.8 B

= 0.6 b

0.2 B

FIGURE 8.19: Cas avec glissement pour b =0, D (a) =5 et o/ =5, 10, +oc0

On peut voir les profils mis a I’échelle :

2.2 T T
1.7
<15 \/\
0
07 | | |
0 5 10 15 20
D(a)=0 v
B 15 ‘ ‘
o] | — N\
0 5 10 15 20
D(@) =25 e
1.2
<o) | | N
0 5 10 15 20
D(a)=5 v

TABLE 8.5: Profils obtenus mis a I’échelle pour b =0, «f =10

Les hauteurs obtenues avec le nouveau modeéle sont 1a aussi plus élevées (cf (8.6)) :

D(a)=0 D(a)=25 D(a)=5
A=Ay =5 | Npmarx=1.976 | hpax =1.477 | hpar =1.173
o =10 Rimax =1.976 | hpax =1.451 | hpax =1.148
o =+oo Rimax =1.976 | hpax =1.419 | hpax =1.117
écarten % 0% 4.1% 5%

TABLE 8.6: Hauteurs maximales dans le cas avec glissement pour b =0

On peut voir que pour D (a) = 0, les trois courbes se superposent, en effet dans ce cas notre mo-
dele n’est pas activé mais on trouve ici la hauteur maximale atteinte par le modele. En effet dans la
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littérature, on peut voir que la plus grosse bosse est obtenue pour une pente nulle, on a donc comme
hauteur maximale /& = 1.976. Ainsi quelque soit le modéle utilisé, la bosse n’ira pas plus haut que cette
valeur.

Pour des pentes plus importantes, on peut observer que le comportement reste le méme que pré-
cédemment. Notre modele simplifié donne une hauteur maximale dans chaque cas. On remarque
alors la hauteur de la bosse diminue lorsque D (@) augmente ou que le film précurseur s’affine. Nous
avons réalisé des test pour des D (a) plus grand mais dans ces cas il n’'y a plus de bosse, comme cela
est dit dans la littérature. Nous n’avons donc pas présenté ces résultats peu intéressant.

Les études de Bertozzi et Brenner [4], Kondic [45], Troian et al. [71] sont basées sur des modeles
de lubrification (donc angle de apparent faible) avec film précurseur car ils ne modélisent pas les
phénomenes du front (surtout la singularité du point triple). Notre modele quant a lui, contient une
loi de glissement pour retirer la singularité du front, ce qui nous permet de ne pas utiliser de film
précurseur. Nous avons cependant réalisé des tests numériques avec film précurseur pour comparer
nos résultats aux leurs. Nous avons pu voir que la hauteur maximale obtenue avec notre modele est
5% plus élevée que celle du modele de Bertozzi et Brenner [4], ce qui reste raisonnable. De plus nous
avons donc obtenu des résultats pour des angles apparents assez grand (0 < g ex¢ (8) < 7) et nous
avons vu qu'il suffit de changer le parametre <« pour tester de plus grand angles. Notre modele est
donc valide pour n'importe quel angle apparent 0 .« () et angle statique 0 ;. (), et sans film pré-
curseur.

Dans cette derniere partie de la thése, nous avons donc construit un modele Saint-Venant avec

un glissement macroscopique de longueur Lgj; s = m, appliqué al’écoulement d'une goutte.
,ext

Le glissement est donc valide dans la région du front. Pour retrouver une condition d’adhérence loin

du front, il faudrait alors ajouter une fonction de troncature a notre fonction de glissement : k,, (h/) =

ZCoext(B) o posant :
W '

) pour n petit: 0 < h < hy  :zone du front

, d(BO,ext(lB))
Ky (h ) = ' . .
+00 pour hx, petit : zone film mince

Ce qui permet de retrouver un modele avec adhérence loin du front. Cependant nous avons aussi
construit un modele de glissement microscopique de longueur fhy = ap < Lgjjss (celui de la par-
tie I1I page 61) qui est introduit au travers de la loi de glissement utilisée et qui nous permet de voir
quels angles microscopiques et macroscopiques sont acceptables dans la limite de validité Cy ¢ |lnﬂ|
au plus en € (1). Ce glissement microscopique est basé sur une zone externe avec adhérence, une

zone intermédiaire avec glissement variable et une zone interne avec glissement constant. Or on sort
1
. T . N (x-1) . .
de la zone intermédiaire lorsque x — 1, ce qui correspond a r = e“ef — 1 ce qui donne en di-

mensionné r — hy donc on sort de la zone de glissement microscopique quand r > hy (f) , ce qui est

valide par rapport au x, (h’) proposé plus haut. Le modele de Saint-Venant avec glissement proposé
simule donc bien le modele de front.
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CHAPITRE

CONCLUSION

ans cette thése, nous avons voulu modéliser le front d’avancement d'un écoulement liquide a
D surface libre, sur une paroi solide soumis aux effets de la gravité. Or au niveau du front d’avan-
cement, la condition d’adhérence au fond n’est pas valide. nous avons donc introduit une condition
de glissement permettant de régler ce probléme et nous avons ensuite voulu modéliser I’écoulement
d’un film mince avec un front d’avancement.

Pour cela, dans la premieére partie de cette thése, nous avons posé le systeme d’équation de Navier-
Stokes régissant I’écoulement d'un fluide Newtonien incompressible sur un plan incliné. Nous avons
montré que ce probléme avec condition d’adhérence au fond est mal posé au niveau du front d’avan-
cement du fluide (cf Solonnikov [69], Leray [47], Oron et al. [56]...) et génere une énergie visqueuse
infinie au niveau du point triple, point de rencontre entre trois milieux différents : le fluide, l'air et
la paroi solide. Pour remédier a ce probléme, nous avons introduit une condition de glissement de
type Navier au niveau du front d’avancement, qui dégénére en une condition d’adhérence quand on
s’éloigne du front, ainsi le raccord des conditions limites est assuré et le point triple ne génére plus de
singularité. Nous avons alors montré grace au théoreme de Leray, |'existence de solutions faibles aux
équations de Navier-Stokes et I'étude rigoureuse réalisée dans I'article de Bresch et Noble [9] nous
permet de construire des modeles d’écoulement de faible épaisseur (de type Saint-Venant) a partir
des équations de Navier-Stokes.

Ainsi la deuxieme partie de ce manuscrit a été dédiée a I'étude d’écoulement de faible épaisseur
sans front d’avancement avec un terme de glissement au fond. Nous sommes partis des équations
de Navier-Stokes incompressibles avec condition de glissement de Navier (on peut citer I'article de
Samanta ef al. [64] qui étudie cette condition de glissement) que nous avons adimensionnées et in-
tégrées sur la hauteur pour obtenir un systeme d’équations de type Saint-Venant. Nous avons alors
utilisé le parametre onde longue & = % « 1 pour réaliser un développement asymptotique des in-
connues autour d'une solution d’équilibre (solution de Nusselt) et nous avons construit des modéles
de type Benney (a une équation) sur la hauteur du fluide et de type Saint-Venant (a deux équations)
sous forme conservative, sur la hauteur et le débit du fluide, d’ordre 0 et d’ordre 1 en €. Nous avons
donc obtenu des modeles d’écoulement fluide avec glissement au fond qui pourront étre raccordés
avec un modele de front.
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Dans la troisiéme partie, nous avons alors construit des modeles de front indépendamment du
type d’écoulement considéré en amont. Nous nous sommes donc mis dans le repére du front en coor-
données polaires. Comme nous considérons un écoulement laminaire, a faible nombre de Reynolds,
nous avons pu nous ramener aux équations de Stokes au niveau du front et passer en formulation
courant. Celanous a permis de faire apparaitre le nombre capillaire du front dans notre systeme. Nous
avons alors réalisé un développement asymptotique des inconnues en fonction du nombre capillaire
du front C, r < 1 qui caractérise la vitesse moyenne de I'écoulement. Nous avons alors pu montrer
qu’au premier ordre en C, r, la surface libre est une droite ainsi nous avons réalisé un changement
de repeére qui nous a permis de positionner le probleme dans un diédre (et plus dans un domaine a
frontiere variable) a tous les ordres du développement asymptotique. Ce changement de géométrie
du probléme nous permet de construire les différents ordre du développement asymptotique dans
un domaine fixé connu, la surface libre devient une inconnue intervenant dans les équations mais ne
pose plus du probleme sur le domaine du fluide.

Létude du front a alors été divisée en deux parties paralleles, il a fallu étudier le probleme loin
du front (qui sera a raccorder avec I’écoulement fluide en amont) et étudier le probleme proche du
front. En effet ces deux problémes ne disposent pas des mémes équations, en particulier, la condition
au fond est la condition d’adhérence classique dans le probleme loin du front (probléme externe) et
pres du front (probléme interne) cette condition est une condition de glissement constant ot le co-
efficient de glissement f est faible. Entre ces deux zones se situe une zone de raccord ou nous de-
vons vérifier que les deux approches précédentes sont bien en accord. Nous avons donc construit
deux modeles différents de front : un modele a deux zones si le terme C ¢ |Inf| < 1 et un modele
en trois zones si le terme C, ¢ |In | ~ @ (1). Ces deux modeles ont été entierement construits et rac-
cordés au premier ordre en C, ¢ : le modele a deux zones se raccorde si la pente de la surface libre
au premier ordre est la méme en zone interne et externe, le modele a trois zones se raccorde si on

a: 9 (00,ext(B) —4(00,in: (B)) = 2Ca|Inp| = 2C, ln(%” ou ¥ () = f(? %dﬁ. Ces résultats
peuvent étre retrouvés par morceaux a partir des articles de Dussan V. [22], Cox [15], Hocking [37], Voi-
nov [74], Hocking et Rivers [40], en effet ils imposent soit une surface libre plane, soit une loi de glis-
sement particuliére... ils ne font pas d’étude générale. Ici nous avons posé un cadre complet et global
pour cette étude avec surface libre quelconque et loi de glissement a déterminer. Nous retrouvons les
résultats de ces articles simplement grace a une analyse asymptotique permettant de concevoir des

modeles de frottement dans un cadre rigoureux.

Dans la derniere partie de cette these, nous avons voulu combiner les deux études précédentes de
maniere a pouvoir décrire I'écoulement d’un film liquide mince présentant un front d’avancement.
Nous nous sommes donc placés dans le cas de I'’écoulement d'une goutte de liquide ce qui peut étre
vu comme une rupture de barrage a une échelle microscopique. Nous avons alors réussit a écrire un
modele simplifié de type Saint-Venant qui lorsque I'on fait tendre le terme de glissement vers zéro
nous permet de retrouver un Saint-Venant classique. Il s’agit donc d'un modele crédible a tester nu-
mériquement. Nous avons cependant eu des difficultés a coder ce modele Saint-Venant, nous avons
donc préféré nous ramener a un modéle de type Benney a une équation sur la hauteur du fluide
construit a partir du modele Saint-Venant précédent. Nous avons alors retrouvé les résultats de la
littérature lorsque I'on ne met pas de glissement et avec un film précurseur. Pour le modeéle avec glis-
sement simple, nous obtenons des profils similaires a ceux sans glissement mais ayant une hauteur
maximale entre 2% et 5% plus haute que celle obtenue sans glissement avec ou sans film précurseur.

Il faudrait donc maintenant tester le modele Saint-Venant obtenu et ensuite écrire et tester des

lois de glissement plus complexes. Nous pourrons aussi nous intéresser au cas 3D o1 'on peut obser-
ver des phénomenes de pincement ou « fingering » au niveau du front d’avancement du fluide.
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10.1 Ecriture du bilaplacien cylindrique & polaire

Le bilaplacien en coordonnées cylindriques s’écrit :

(r.,2)

2 2 2 4 1
ﬁa‘ézww + aizzzlll - 5634,4,1// + ﬁaér(p(puf + Faidﬂlf + Fai(p(p(pw (¢, 2)

2y (r.g2) =

1 1, 24 2 4
ﬁarw - ﬁarrw + ;arrrw + ;arzzw + a;%rrrw + zaérzzw

+

En coordonnées polaires (2D), nous utilisons :

2
¢¢¢¢1//+ 2 rr¢¢w+arrrrw+ arrrw 3 r(p(pu’] r,¢)

1
02¢w azrw+ ory | (r,9)

Ny (r,¢) =
(10.1)
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10.2 Ecriture des nouveaux opérateurs

10.2.1 Gradient

Si on s’intéresse plus particulierement au gradient, on a :

0rf of \ |G, p
Vi(re) =[1 )(n )=(1 -)(f,sb): ol
r0¢f faqbf 1 _90(/3) 05F
r9(r,Ca,f, )
Zcfz,faféiﬂ (f'ﬁ)
- i=0 7
0rf_ca,f(rb é(f_‘,ca'f,ﬁ) 6gbf ]
l Sc )| |07
i=0 ;
7|1 Car 6 (F,CaB) 951
W), |#EcedaEn )
I [ e N 04 (7,
~05f 6(7,Cqr,P) iZC; Bi1 (7. B) ¢
Ii=o !
o _ Caf J)ZcéyfaféHl (f’ﬁ) ~
=>Vf(rr¢)=vf(f»¢)—m {:4—%0 _— 0gf (7,
VoS (16) ek ;;)Ca,fem (7,8)
On notera:
= Vf(r,¢)= 2 Cp Vif (7,0) = Vof (F,¢) + CapVi F (7, ) +
i=0
ou:

o V) est le gradient classique dans le nouveau jeu de coordonnées,
e VieN*,V; sont des corrections sur le gradient classique.
Si on fait le développement asymptotique de 6 (7, C,, fr B), onaalors :

o Ca,
Vf(r¢) =Vof(fy¢)—é(Tffﬁ)
T Ca,r $076,
“f ey, (ﬂ)(
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Donc:
(R ) = —— _?fél(f’ﬁ) 35 f (7. 10.2
lf(r’(rb)__eo(ﬂ) ;9'1 (f,,B) ¢f(r,(/)) (10.2)
10.2.2 Laplacien
On peut alors regarder le Laplacien :
1 1 2
Ofrur+—6rur+—62 ur——6¢u¢——ur
> Au(rg)=| g T )
6 u¢+r0ru¢+ 0¢¢u¢+ 6¢ur r—ud,
P 2Cq,f *oo _ ) ;). -
= A (7, ¢) - 28(7.CaprB) (anf01+l(ryﬁ))a¢¢( i )(r,<p)
_ 2¢Caf ) i U - ]
0(1’ Caf, )(anfa 01+1( ﬁ) a(p ar( ﬁd,) )(rr(P)
ZCaf aJ) _(b .
7007, Car ) (ZCM e[ i e
_ (pcaf l & i oAl Ur \ /. -
6(F,Ca s ﬁ)[ Zc“f O (BB z;oc‘l'farem(r’ )) 6"’( i )(r’(/))
C f 2 1 +00 2 —
a, ) 7 _ =
1 L DRSO I | RE R g [
Z(Z)Ca,f i A - ? ) iy - 7
+—0 (f,Ca,f ﬁ) ;)Cayfar01+1 (r,ﬁ)) a(l)( L_t(/‘) )(r,gb)
= Au(rg) =3.C A7)
i=0
= Roat(F, @) + Cophra (7, §) + C2 (Doit (7, 0) + 0 (C3 )

ou:
o Aoi(F _) = A (7, ) estle Laplacien classique dans le nouveau jeu de coordonnées,
ont des corrections sur le Laplacien classique tels que :

Ma(r,¢) = 0o (B) 72 " i\
st i
oo G Jea
o8| 0301 (7,) + 2011 (7, )]a(ﬁ(g;)(f,(z))
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o Ayit(F, )
Ay (F, ) =
1Y i ) r -
oz ( 1)) PR (B g
0 0
02(7.) [ dsa; )\, -. ¢0:(F, i -
—29;(5;) /) ( o ) () + 2 912((;)“ ) 132,01(7.5) + 20101 (7. )| ) d)
0 r 0 L
2 2 ur A 2(/) _ 2 U -
0% g )8 et 7 e
+20i2(g) rﬁz)( % )(f,(;)_eo‘fﬁ) 20:0)+ 10002 )] 05 3 | .
1 - e B3(7.B) Ur \ (- =
Tl L e LM (G
2¢ A (= a2 Ur \ /- -
I o (G
Laplacien d'une fonction
A (r, ) = A (7 ‘):(a§2+ 0, + 02 | (7.9)
_ -aré( »Ca,f»ﬁ) _) _ =
= 0% —2¢p— 2| (7,
(m//_ TE )a{, 5) ro¥ (7. ¢) 2
are(f,ca,f,ﬁ) 1 60(B) ))62___ .
+(( o(r af[j)_( ’ +f2)9(f’ca;f(’ﬁ) “;“bf(w?( )
1 02.6(7,Co s, B 070 (7,Cu, s, B 070 (F,Cas B)\ . . -
A B T B oy B I o) e
:(62r1/_/+ 2¢¢1p+ 6;1/7)(?,(/))
A,
a - _0u(FB) ), - 701 (7, B) o
~Cayby
10.2.3 Bilaplacien
De méme pour le bilaplacien :
Ay (r,¢) =_Z()C£,f5j ;)Cc’;,fﬁiw(r, p) =Zo;)c,’:fj5] (A (7, 9)]
j= i= j=0i=
- &(7.) +ca,fzc folBeat 7))+ 3.3 CHIA; (A (7,6
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10.3. FONCTIONS HYPERBOLIQUES

10.2.4 Rotationnel

Lopérateur rotationnel devient (en utilisant les résultats obtenus pour le gradient) :

1 0
1 1 - t-_O('B) aélp
) —0yy (r,9) =0y (7, ) 76(r, Car.p)
ot (n0)2) = Loy(rg) |=| o (B |7 ol 00 CarB), o
0 0 0(7,CasB) *
0
3Gl O ()
1 _ - i+1\7
}ad‘ﬂlf (7.9) Caf rl-;? “ 35w (7, d)
= = |(F,¢p) - ——— - ; - _ A
0y DG mcarp) | —0XC 000 (r.p) |20V 7
i=0
0
ol I'opérateur roty est le rotationnel classique :
1. _
%
ot (¥ (7, ) &) = | _g,q |(7¢)
0

Les opérateurs roty, rot; ... sont des corrections d’ordre 1, 2 etc en C, f sur le rotationnel classique
avec notamment :

- - - 1 fél (f’ﬁ) _ _
roty (v (7, ) &) = O (@)| 900 (7.p) 5w (7. )
0

Onadonc:

-

rot (v (r, ) &) =r6t(1/7(f,</3)éz)=§0C§’fr6tk1/7(f,(/3)
y(

= 1oto ( (F, §) &) + Ca,prots (9 (7, §) &) + 0 (2

10.3 Fonctions hyperboliques

Petits rappels sur les fonctions hyperboliques :

sinhy = ey_Te:y e¥ =coshy+sinhy
coshy = % e Y =coshy—sinhy

et:
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1-e% 3 e“—l_ e_%(e“—l)_ eg—eg_ a
T SRR e =—— _g——cothg
te e’ + e 2(e4+1) ez +e 2
et 3 3 3 1 3 1
2 - 2~ a T oa a\2 2
(e?+1) e 4(e?+1) (e‘i (e® + 1)) (eg +e 2 (ZCOSh%)
et 1 ~ 1 ~ 1 1
2 T - 2= a 27 (4 a\2 . 2
(e?2-1) e 4(e?-1) (6_5 (6“—1)) (95 _e—g) (ZSIHh%)
e2a 1 1 1 1

(e“+D* et + 1)t (e‘g (e? + 1))4 (eg +e‘%)4 (2C05h£)4

10.4 Calcul de convergence

On veut savoir quelles sont les restrictions sur B € R* pour que k (o) * e Blel converge vers 0 quand
o — —oo. On utilise alors comme approximation de k() :

= o a1
k(o) =ko(0) + Xiap (@) = (e™®+L) " + X1, (0)
ol X(q4,b] (Q) est une fonction bornée qui est non nulle sur [a, b] € R et nulle en dehors telle que :

0 pourp=<a

X[a,b](Q):{ f(o) poura<p=<b
0 pourbs<p

ol f(p) est une fonction bornée. k(o) a donc les bons comportements en +oco et la fonction
Xia,b) () représente les variations que peut avoir k (o) autour de ko ().
On étudie alors I'intégrale :

1(0,B) = [ko (@) + xiani ()] * e~ lel

+00 N pl , +00 _B‘Q’
- j:m Alab (Q_Q ) € o )dQ +\/;oo e_(eQ_Q/) +[:d9

/ -B|o' -Blo’
9)d9/+[+oo—e, ‘ dp/+f0 £ ‘ ‘ dQ/
J ¥0 )

+00 N —p

= | tiam(e-o)e - —

f—oo - e-ori - Jwed o4l
=lo(0.B) =h(e.B) =L(0.B)

10.4.1 Calculde I (p, B)

+00

o= realo-e) = [ o0}

On utilise alors le fait que f (o) est bornée par M >0

!

do

I

do

|IO (Q’B)| =M e e_B|Q/
o-b

. 2z b . . !
or on va s’'intéresser a la limite quand p — —ocodoncp-b<p <p—a<O0Oetona:

o-a ., M p ie-a
Bo - [ Bo ]
|Io(0,B)] =M o e”? dp =z le ot

< A_I;I [eBQe—Ba_eBQe—Bb] < %eBQ [e—Ba_ e—Bb]
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10.4. CALCUL DE CONVERGENCE

avec . Donc:

Jim To (e, B) =0

10.4.2 Calculde I (p, B)

Onadoncg’zOet:

!

+oo , B 9" +00 -Bp +00 ,—Bp
e e ’ e ’
0511(9»B)=f ——— A=f ————dp Sf ~dp
0 e0 0+ Jo e0-0+] 0 e9+1L

car:

e =0 e p-p=—p
o e PzeP o e PilzeP+L
avec L= 0, de plus:

! !

too e_BQ l . t e_BQ i 1 .
~dp = lim ~dp = = lim
0 e +L I=+00Jo e €+ L e 04 [1—+oo
1

1
=—— lim [-eB'+1]] =——
B(ee+1L) A, L= h B(ee+1)

si et seulement si , donc:

+oo e_B‘Q’| ’ 1
0<I(p,B)= - do < -
(e B) fo o)+ ¢ T Blee+tl)

On s’intéresse au comportement quand g — —oo, on a alors :

1
0=<1I ,Bj<———+ — 0
1(e:) B(et@+L) o~

10.4.3 Calculde I (p, B)

On adonc Q, < 0 et avec un changement de variable tel que r = —Q/ :

0 _B|Q’ ! 0 BQ’ !
0<L(p, B) :f e—dQ :f e—dp

—c0 0 0+ 1, —c0 el 041
+00 e—Br t gmBr

:f ——dr = lim —dr
0 e T+ L I—=+o0Jy e 70+ L

On aalors:

t —Br t —Br r t r(1-B) t ,r(1-B)
e e Bre e e
0 e T+ L o (e7me+L)e 0 e @+Le" 0 e €+1L

car:

et:
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o' (1-B) ¢

1-B

[1-ef0-B)]
o (B-1)(e0+L)

r(1-B) 1
f —dr = ~
0 e ?+L e 0+ L

siB#1alors:

0 ¢

0 e_B , e Br
0<I(p,B) :[ ——dp = lim | ———dr
—oer_Q+L I=+o0Jo e7"70 +
t g=T(B-1) [1- e—r(B D]
< lim dr = lim ———
t—+o0Jo e @+ L T t—+o (B-1)(e @ +1)
1

< -, A~
(B-1)(e+1L)
si , onadonc:

a
0 o Ble

OSIZ(Q,B)Z[ ' !

7 ~ dg <S——%<
—o0 0 0+ 1, (B-1)(e®+1)
On s’intéresse au comportement quand g — —oo, on a alors :

L(o,B) =

1
_ 0
(B-1)(e+1) o=—co

Pour , ona:

!

0 —)9" , 0 Bo , +00 -r
0=nle) = [ —S——ag= | —F—do'= |
—oc0 el _tQ+L—r —c0 0 —0+{J 0 e "e+1L

= lim ————dr= lim ;dr
I—=+ooJg e 770+ [ t—+oo Jog e 0+ Le’

:tlir+n [—eIn(e™®+Le')+efr+efIn(e™®+L)]
—+00

= tlir+n [re® +efIn(1+ Le?) — efIn (1 + Le'*?)]
—+00

=efIn(1+Le?) + e Jim [t—ln(l +Le'*?)]

=efln(1+Lef)+ef lim |In
t—+00

el )
1+ Let*e
1

t—+00 e !+ Lel

e?In(Le?)

( )
In(1+Le?)+ef lim |In
In(1+Le?) -

donc:

0<L(p1)=eIn(1+Le?)—efIn(Le?) — O

p——00
10.4.4 Conclusion
Ainsi pour Be R et , ona:

[1(e.8)| < to(e.B)| + |11 0.B)| + |12 (0.B)] —_0

etdonc:

=0

lim 1(o,B=1)= lim_[ko(e) + tian (€)]x el

0——00 0——00

226

dar

(10.3)



CHAPITRE

ANNEXE B : TRANSFORMEE DE LAPLACE BILATERALE

Sommaire
11.1 DEfNition . . . . . o e e e e e e e e e e e e 227
11.2 Propriétés . . . . . . o i i e e e e e e e e e e e 228
11.2.1 AvecIPP . . . . . e e e 228
11.2.2 AvecfonctionsdeDirac . ... ... ... ... . 228
11.3 Théoréme delavaleurinitiale ... ... ... .. ... ... .. ... .. ... 228
11.4 Théoremedelavaleurfinale . ... ... ..... ... ... .. . ... 229

11.1 Définition

La transformée de Laplace bilatérale d’'une fonction f de la variable réelle est la fonction f de la
variable complexe définie par :

+00

f($)=2{f}s) =f e Stf(ndt

(o0]

Cette intégrale converge pour a <Re(s) < f,—co< a < 8 < +o0, C'est-a-dire pour s appartenant a
une bande de convergence dans le plan complexe (au lieu de Re (s) > a , a désignant alors I'abscisse
de convergence, dans le cas de la transformée monolatérale). De facon précise, dans le cadre de la
théorie des distributions, cette transformée "converge" pour toutes les valeurs les valeurs de s pour
lesquelles £ — e RS £ (£) (en notation abusive) est une distribution tempérée et admet donc une
transformée de Fourier.

De plus la transformée de Laplace bilatérale inverse s’écrit :

€+ioco

- 1 ~
f(t)=$_1(f(s))=ﬂf e’ f(s)ds

—ioo

ou il faut choisir € pour que I'intégrale converge.
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CHAPITRE 11. ANNEXE B : TRANSFORMEE DE LAPLACE BILATERALE

11.2 Propriétés

On veut calculer £1{9,®}(s) = [ . e™%00,® (0, $) dp. Pour cela, on peut utiliser les deux méthodes
suivantes.

11.2.1 AvecIPP

Ona:
210,015 = [ e 20,0 (0,¢) do=[e"0D]="— [ (csed)d
0pP}(s)= | €7 0,®(o,p) do=[e 0 DIOT" (-se™?@) dp
—0o —00
. . u=>o ,v=e"% . s . .
oll on a posé : ;L ;L _sp - On aalors en +oo, lim e™*¢ =0 si et seulement si
u=0,® ,v'=-se o—+

Re (s) > 0 et on sait que 91_13100613 (0,8) = Wext (), ainsi pl—i»IPooe_sg ®(p,p) =0.

De méme pour la limite en —oo, on sait que @ (p, (ﬁ) =0 (¢?) quand p — —oo donc on aura
e 0,® (0, P) ~p——oco €179 ce qui tend vers zéro si et seulement si Re (s) < 1. Donc:

[ 200 (0.d) de=s [ (0 @(0.6) do=s(s:)
11.2.2 Avec fonctions de Dirac

Si 6 (1) est la fonction de Dirac, on a:

L1060 (D)) = [1Xe0,:5 (1) dr=(0:5(1),e") = —(5(1),0,(e™))
=(8(1),se™*) =5 [1T e () dt=5(e™)|,_o =5

ol () désigne le produit de dualité et ou on a utilisé le fait que ffo‘f f@)6(t) dt= f(0). On a alors
pour toute dérivée de O(t) :

L1078 (D} (s) = 5"
De plus :

ZLf % gl (s) = ZL{f}(s) x L{g}(s)

ainsi :

L1067 g(1)}(s) = L1078 (1) % g(1)}(s) = L1078 (1)} (5) x L1g)(s) = 5" &(5)

11.3 Théoreme de la valeur initiale
Le théoreme de la valeur initiale pour la transformée de Laplace bilatérale s’écrit :

Jim sfs)=f(0%) =100

Une premiere preuve a été faite par Chang [14]. Une démonstration plus simple a été ensuite faite
par Rao et Ahmed [58].
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11.4. THEOREME DE LA VALEUR FINALE

11.4 Théoréme de la valeur finale

La transformée de Laplace bilatérale s’écrit :

+00
f(s) =/ f(estde

Selon ce qui précéde, on a:

+00
sf(s):f %e‘”dt

Donc si on passe a la limite quand s — 0 :
e si f estcontinueen0

AL g [ AL

inysf o =t [ "G

= lim f(t)—tgr_n f

(e 0]

e si f estdiscontinueen0:

+oo 0 +00
hr%sf(s) :hmf me_‘gtdt:lm[\/‘ df(t) —Std f df(t) _std
s—

s—0J_co 4 =0 ]J-00o
— f+oo df(_T) s‘[d oo df(t) —Std
s—0 [Jo d )
+00 +oo
I s T
T pedren v afl ) .
_ fo = +f0 Sdi= lim f(0- lim f(0+f00)-f(0%)

On considere ici que nos fonctions sont continues en 0, on a alors :

s/ (9= im0 Jim, 0
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CHAPITRE

ANNEXE C : CALCUL DE L(p)

Sommaire

12.1 Polesde f(2) . . v o vt e e e e e
122 RésidUS . . . . . o o e e
12.2.1 Typel ..o e e
1222 TYPE2 o e e e e e e e
12.3 Calculdelintégrale . .. .. ... .. . ... it
123.1 Casp>0 . . o oo e e e e e
1232 Casp<0 . . .o e e e
12.4 Formefinale . . . . . . . . . ...
12.5 Singularité logarithmiquede L(p) . . . . . . .o oo it
12.6 Comportementquand g () =0 . . .. .ot

Lintégrale se met sous la forme :

1 €+ico s sin (2890 (,3)) —ssin (230 (ﬁ)) d

L(e) T 2im eioo € 25(cos (2509 (B)) — cos (260 (B)))
i +00 eix"eeg sin (2 (e +ix) 0o (B)) — (e + ix)sin (2600 (B)) dx
2 2(e+ix)(cos(2(e+ix)bo (B)) —cos (200 (B)))
% o e f(x)dx

enposants=e+ixavec0<e<l,ds=idxet:

sin (2 (e +i2) 0o (B)) — (€ + iz) sin (26, (B))
2(e+iz)(cos(2(e+iz) 0 (B)) - cos (260 (B)))

flz)=¢€°

Lintégrale se calcule selon :

+oo | ]
f e f(x)dx=2insgn(p) > ReS(elng(Z)ij)

o Im(pz;)>0

Il faut éventuellement justifier le comportement a I'infini si les poles tendent vers l'infini.
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12.1 Polesde f(z)

Si € + iz est un point regulier, les points qui posent problemes sont ceux qui annulent le dénomi-
nateur c’est a dire les points z tels que :

(€+i2)00(B) =060 (B) + nn
cos(2(e+iz)0y(B)) —cos (260 (B)) =0 < { ou
(€+i2)00(B) =—00(B) +nn

. nm
z:z(e—l——)

- 00 ()
z:i(€+1—00n—(ﬂ’6))

Etudions ces deux cas séparement.

12.2 Résidus

12.2.1 Typel

Cherchons z, tel que

Zp = i(e—l——ﬂ) < 2(€+izp)00(B) =260 (B) +2nn

n
60 ()
Ainsi :

cos(2(e+iz)0o(B)) —cos (260 (B)) = cos(2(e+iz) Oy (B)) — cos(2 (e + izyn) O (B))

OnfaitunDLenz =z, :

cos (2(e+iz) 0y (B)) —cos (200 (B)) =—2i(z—2z,)00(B)sin(2(e+izn)0o(B))+0(z—zp)
=—2i(z—2,) 00 (B)sin (2600 (B)) + 0(z— z,)

avece+iz, =14+ -2-.Onaalors:
n 00(8)

Res(e€%f (2),z,) =lim,_.,, (z—zp) f (2) €'07
sin (2 (e +iz,) 0o (B)) — (€ + izy)sin (26 (B))

= eeg iQZYl
~ —4(e+izy)i0o(p)sin (260 (B))
R

i) (20 )

12.2.2 Type2

Cherchons z; tel que

z, = i(e+1— 7 )@2(€+iz’n)60(,6) =200 (B) +2nn

_nr_
0o (B)
Ainsi :

cos (2 (e +i2) 0y (B)) — cos (2600 (B)) = cos(2 (e +iz) 0y (B)) — cos (2 (e + iz;l) 6o (ﬁ))
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12.3. CALCUL DE LINTEGRALE

On faitunDLen z= z’n :

cos (2(e+i2) 0y (B)) —cos (260 (B)) =-2i (z— z;l) 6o (B) sin (2 (e + iz;l) 6 (,6)) +0 (z— z;l)
=2i (z - zln) 6o (B)sin (2600 (B)) + 0 (z - z;)

avece+iz,=—-1+ %. Onaalors:

Res (eiezf (z),z;i) = limz_)zrn (z_ Z;q)f(z) el0z

sin(2(e+iz;l)Bg(ﬁ))—(€+iz;1)sin(200(ﬁ)) o

= 0 2l0%n
‘ 4i(e+izy)00(B)sin (200 (B))
L B N A
00 (B) (- 200]
12.3 Calcul de l'intégrale
12.3.1 Casp>0
12.3.1.1 Termes de type 1
On remarque quel'ona:
{0500(:6)5” - 0< 20 4 o _90(ﬁ)<90(ﬁ)(€_1)<0
O<Re(s)=e<1 -l1<e-1<0 4 T
On aalors:
. T n 14 2%
2in ) Res(e'®f(2),z = Y eg( eo(ﬁ))
Im(pz,)>0 ( n) 6*1*90"(7/[3) >0 200 (ﬁ) (Goiﬁ) + n)

200(B)  ¢n

Pourn+a>0,0ona:

(e —a—n 100 -n

z“f x Dy gy =2 | - -2
z n+al, n+a
on -n

B0 o (e90 ® )

z § (%2 1) g =

et er X\ " x "dx=—F7+
0) ()

Alors :

_en_\—n
(390(13))

n -2 poo 0

= eg Z n(epgo(ﬁ)) 4 f o x_[l_ 7': )x_ndx
N0

n>0 n>0 e

“E-em)
T

1) 09 (B) ) 0o (B)
—-(1-=2 - —[1- -
= nfpnx( ”)x"dx:fpnx( ")an”dx
n>0 e 90(15) e Ho(ﬁ) n>0

De plus:
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5 -4kl 2bg)- 45

1-x> dx'l-x =0 >0
_ n—l
= Z nx Z nx
n>0 X n>0
X

=> ) nx"

=0 C1-x?

si et seulement si |x| <1 car:

k-1 n k-1 n o)

1- 1-x
Y aq"= q a=) x"= =) x"= silx|<1
n=0 l_q n=0 1- n=0 -

Ainsi :

:an_”=2n(l) =—* = (12.1)

n>0 n>0 \X (1_%)2 (x_1)2

T
Cette derniére formule n’a de sens que pour x > 1, ce qui sera vérifié pour x > %@ sj p > 0.
Donc:

60 (h)
PR P W R I S o
,,>0(n eo(ﬂ)) o) (x—1)2 EHB) (x— 1)
Avec y = @lnx, x=e’%0 etdoncdy = 907(113) % = 9"7([ ) e V%@ dx alors :

% (P

o] o(f) oo (€ 90766) [ed] Y5,
X n T _n T 0
f@i zdx :f x 2 "W dy = f e’ x 2 dy
e %) (x—1) [ (eyyo(ﬁ) _ 1) 6o (ﬁ) 6o (ﬁ) e (eyeo(ﬁ) _ 1)

Donc:

/g
ey 0o (B)

_n_\—h T o0
QZ( 90(/5))( ego(m) =90(ﬂ)f9 ey(eyeo"(m—l)zdy (12.2)

n>0

et finalement :

: 2 00 0]
b2 e’ %
2im ). Res(e’ng(z),zn) =— f e¥ —————dy
Im(pz,)>0 200 (ﬁ) e (eym - ])
12.3.1.2 Termes de type 2

On remarque que pour 0< 6y (f) <5,ona0< O(ﬁ) (e+1)<1donc:

2im ). Res(eipzf(z),z/n) =- ) e"(_”%)
Im(gz;)>0 €+1 ”(7;3) >
/A

) _me_g 2 (n_—zo(ﬁ))(eg%r([m)n - 200(,3) _Q;;o(n+90(ﬁ))(ggor([ﬁ))_n

%) e +1)>n

n>0

Y (ﬂ) _QZ( eo(ﬁ))(g%(ﬁ))_n
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12.3. CALCUL DE LINTEGRALE

Pour n+ a > 0, on a comme précédemment :

o0 1
z“/ WDy g = 20| -
Z

Alors :

n _m_\-n
oy (i)
n>0(n+ % n>0

0 1200, _ o0 _
= angix(“ﬂ)x"dx :f X
n>0 Je () &£ 00(P)

Et en utilisant (12.1) :

ey " (eefw)_":fooﬂ X
n>0( 90(ﬁ)) RG]
Avec y = @mx, x=e'®® et donc dy= Goiﬁ) dx
% (P

00 (8)

e8] x " 0 Yo® )
[¢'%)
fe"% (x—1)2dx:fg (eyg_l)z 0o (B)

oy "

n>0

( 90 (ﬁ) ) ( 9907&3) )_
et finalement :

Y Res(e®*f(2),2)) =-

Im(@z;]>0

On obtient enfin en sommant les 2 termes :

2im
2
200

[ e pwar = -seno) |2
— e f(x)dx =—sgn(p)|2in
27 J-oo 2 Im(pz,)>0

/4
ey 0o (P)

:e_"Zn(e

(1+90(ﬁ))

0o (B)

—a—

-n

”(ﬂ) f:oe_y ( e”_ a

n+a

f@ e_y(

n+a

2 roo 00 ()
CoH@ | ” L xS gy
00 (A
o (
7 )an_”dx
n>0
_6(8)

X 0 X =
d f d
(x—1)2 = ewts ) (x—1)2 o

_ 00,

RG] P dx

/4
ey 0o (B)

907{/5) fpoo ¢ ( @

_n_ 2
eyoo(ﬁ) — 1)

B0)
dy (12.3)

_m_ 2
eyf’o(ﬁ) — 1)

Z Res(eing(Z),Zn)"‘Zi” Z Res(eipzf(z),z;l)

Im(pz;,)>0

_n_
ey 0o (B)

1 7 o0 y
= —_— 2— e -
2m | 205 (B) Jo (eyW _ 1)

zdy_

e’ 0@

71.2 fOO y
e ———dy
202(B) Jo (eym _1)2

sinh y

B 2937r () f:o (ey ;e_y)

__n f"o sinh y
405 (B) Jo (cosh(yﬁ)—l)

_m_ 2
(eyf’o(ﬁ) - 1)

dy

n— o0
= d
202 (ﬁ)fp Y

#sinh )
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CHAPITRE 12. ANNEXE C: CALCUL DE L (p)

12.3.2 Casp<0
12.3.2.1 Termes de type 1

On remarque que pour 0 < 0y (f) <m,ona 0> %nﬁ) €e-1)>-1:

. ipz — T[ n 9(14—9"7(71/3)]
Zznlm(z Res(e f(z),zn) _ _ZM 26 () G LUt
02,)>0 e=1-5 5 <0 n+—;
T n nn T n —p-Z _\~n
= e? Z —eggo(ﬁ) = eQZ e )
290 (ﬁ) @(e—lkn@—i_n 290 (ﬁ) 0<n90ﬂﬁ+n ( )

Ce terme a déja été calculé, on peut appliquer (12.3) en échangeant p et —p, ce qui donne ici :

o y
(e 0m) — [Ooe_J'Lﬂ)zdy (12.4)
00 (B) J-o (¢ 1)

et finalement

. 7[2 0 ey%%
2im ). Res|e'®®f(z2),za]= f e/ ————dy
Im(pz,)>0 ( ”) 29(% (:B) @ (eym - 1)2

12.3.2.2 Termes de type 2

On remarque que pour 0< 6 (f) < %,ona0< 9()}({_1@(6+D <1:

2im Res einf(z),z/ =— il n e"(‘”ﬂf&))
i ) 1Bt 250 F) [ 2]
T n _n_\n T n _,_T_\—h
= ——— _¢7® EL— PN ) = Y — —_(¢%%®
@ s, ot ) a B )

Ce terme a déja été calculé, on peut appliquer (12.2) en échangeant p et —p, ce qui donne ici :

_T
oo PZI0)
f ey ———dy

_ n 05,07
. QZ—(e Qeo(ﬁ)) = QO(IB) 0 (ey%”W_I)Z

55 (- 20)

et:

. : 2 o)
2im Y. Res(e’pzf(z),zn) =— 72[ f"oey%dy
Im(pz;)>0 290 (ﬁ) —e (eym — 1)

On obtient enfin en sommant les 2 termes :
+00

. ix
o e f(x)dx

_ %sgn(@) 2in 3 Res(e®f (2] +2in T Res(e®f(2),2,)

Im(pz,)>0 Im(pz;l)>0
T o0 sinh y
= dy
40; () f‘@ (cosh (yﬁ) ~ 1)
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12.4. FORME FINALE

12.4 Forme finale

La formule finale est alors :

o0 sinh y

1 feﬂ'oo 50 sin (2360 (IB)) —ssin (200 ( ))

2im
Ainsi L s’écrit sous la forme suivante :

b2 +oo sinhp
He)= 552 (ﬁ)f| o[z ]
0 el cos (0 (ﬁ)) 1

g(e1)

donc L (p) est paire.

12.5 Singularité logarithmique de L (o)

oo ¢ 2s(cos(2s8¢ (B)) — cos (260 (B))) @ 465 (p) fl@' (COSh(yGOHW)_I)

Or L (p) a une singularité logarithmique quand p — 0, si on fait un développement limité de g (o1)

enp;=0,0ona:

01+0 (Q?) ~ 92 (ﬁ)

0 L )2 0 on2
x(%5) + o (e}) el

Et donc si on intégre cette expression, on obtient un In (p;) a évaluer en 0.

+0(1)

g(e1) ~

12.6 Comportement quand 6, () — 0

On introduit y = "(ﬁ) avec0 <y <1alors:
b2 o sinhy 1 [° sinhyx
L(p)= f y= x
462 T ) _ anB Jlel (cosh(x)-1)
5 (B) el (cosh (yGO(ﬁ)) 1) v

L(y, o) est paire en g et positive. On calcule L (6o (8)) :

L(6o(p)) =f+oo (%Q)dQ—Zf L(y.¢')de

f feeﬂoo s Sin Zseo(ﬁ))—ssin(zeo(ﬁ)) dsdp

2s(cos (2560 (B)) —cos (260 (B)))

B e+ico  gin (250 (B)) — ssin (260 (B)) ds

Tin e-ioo 252 (cos (2500 (B)) — cos (260 (B)))
= %f_ gx)dx

avec
sin(2(e+ix) 0o (B)) — (e + ix)sin (260 (B))

2 (e +ix)*(cos (2 (e +ix) 0 (B)) — cos (200 (B)))

Mais le plus simple est de revenir a la forme série :

gx) =
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CHAPITRE 12. ANNEXE C: CALCUL DE L (p)

Y Son—Y 2y n>0(”+Y) i
=i(e|g|_e—|9|) (e—U) Lolely 1 ( |)
ZY n>0 n>0n Y

4= e—l@lngo( )

_M "
Y
1
Tt

_ sinh(fo]) 1 'Q'Z “lel y
lel 1-% 1+
yler -1 n>0 n n>0
sinh el 1 elel -lol
:#M 5‘(16—*%
("‘”)" l
1 Y e r
|9| ) —|0|
nX>:11 ;1;11+— n
On pose :
("')" ("')"
Y e v

_1 |9| y L —|9| y L

n>11__ n>11+_

en tenant compte pour n > 1 de:

1<1<1et1<1<1
Yy = 1_r’ Y= 1.7Y
l—z 1—5 1+§ 1++
et lel \"
)
_lel _lel
Y =—ln(1—e Y)—e Y
n>1 n
Ona:
1 _lol lel
K(y) <—( elel + ¢ |Q|)(—ln(1—e 5)—(3 5)
lel lel
<(cosh(|g|)+— erwl)(—ln(l—e_i)—e_i
2
et:
1 _lel lel
K(y) >=|elel+ elel (—ln(l—e 5)—(3 5)
2 1+§
lel lel
>(cosh(|p|)—— er_lm)(—ln(l—e_i)—e k2
41 5
Finalement : (| |) ol ol
sinh(|p _lel 1| el eTle
27L(y)= —7 te Y5(1—7+m)
y(e?—l)

+(cosh(|p|) + YR (y)) (—ln(l - e_lgl) - e_lvﬂ
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12.6. COMPORTEMENT QUAND 6, () — 0

Mais :
1(
_+_
Y

Donc:
2nL(y) :(I;hguf)?) +e_|7ﬂ (cosh(|9|) + (ﬂ T+y

+ cosh[el) +YR(y))[-1n1-

3 SinhUQD —cosh(|9|)ln(1 ey

lel
er —1

e|9| e_|(:)|)

lel
+Xe_% f—
2 1-y 1+vy

|

1 elQl

avec :
1e_|9| ()
———<RY<—
Y Y
21+§ 21—5
_lel
—-e Y)).

Ce qui est presque la formule (3.15) de Hocking [37] (il a oublié cosh (| QD devant In (1
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CHAPITRE

ANNEXE D : CALCUL DE M (p)

Sommaire
13.1 Polesde f(2) . . o v v v it e e e e e e e 242
13.2 RESIAUS . . . . o ot e e e e e e e 242
13.2.1 Typel ..o e e 242
13.22 Iype2 . . e e e e e 243
13.3 Calculdelintégrale . .. ... .. .. ... . 243
13.3.1 Casp>0 . . o oo e e 243
1332 Casp<0 . . oot e e e e 245
13.4 Formefinale . . . . . . . . . . . . e e e e e 247
Ona:

 Jcos(s00(6)sin(@)sin (s (6 00 () — cos0o () sin (s6)sin (6 00 ()]
M(s¢)= S Tcos (2560 (8)) —<os (260 ()]

Lintégrale se met sous la forme :

_ 1 e [cos (s60 () sin (¢)sin (s(6— 0 (B))) ~ coso (B)sin (s9)sin (B =60 (B))]
M) = [ Scos (2560 (8))—cos 200 )] ‘
- %f_:oe”"f(x)dx

enposant s=e+ixavec0<e<l,ds=idxet:

¢p €08 (e +i2)0o(B))sin(¢p)sin((e +iz) (-0 (B)))
(€+iz)[cos(2(e+iz)0o(B))—cos (260 (B))]

flz) =-¢

S0 cos (B)sin ((e +iz) P)sin (P — 0o (B))
(€+iz)[cos(2(e+iz)0o(B))—cos (260 (B))]

Lintégrale se calcule selon :

+oo | 1
f e f(x)dx=2insgn(p) > Res (elpzf (2), Zj)
-0 Im(pz;)>0
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CHAPITRE 13. ANNEXE D : CALCUL DE M (p)

11 faut éventuellement justifier le comportement a I'infini si les poles tendent vers 'infini.

13.1 Pdlesde f(z)

Si € + iz est un point regulier, les points qui posent problemes sont ceux qui annulent le dénomi-
nateur c’est a dire les points z tels que :

(€+i2)00(B) =060 (B)+nn
cos (2(e+iz)0y(B)) —cos (200 (B)) =0 < { ou
€+i2)00(B) =—00(B) +nn

. nn
Z=l(€—1— )

00 ()
z:i(€+1—00n—(7;))

Etudions ces deux cas séparement.

13.2 Résidus

13.2.1 Typel

Cherchons z, tel que

2 = i(e—l— i )@2(e+izn)90(ﬁ) =200 (B) +2nn

00 (B)

Ainsi :

cos(2(e+1iz)0o(B)) —cos (260 (B)) = cos(2 (e +iz) Oy (B)) — cos(2 (€ + izy) O (B))

OnfaitunDLen z =z, :

cos (2 (e+1iz) 0o (B)) —cos (260 (B)) = —2i (z — 2,) 6o (B) sin (2 (€ + iz,) 6o (B)) + 0 (2 — zp)

= —2i(z—2,) 00 (B)sin (260 (B)) + 0(z— z»)

nm

25" On aalors:

avece+iz,=1+

Res(e'9%f (2),zn) =lim,_,, (z—z,) f (2) €'¢7
¢0 €08 (€ +i2n) 0o (B)) sin (¢)sin ((e +izn) (¢ — 00 (B))) ioz
=—¢ - 5 . e
(e +izn) [~2i60 () sin (260 ()]

co cosy (B)sin ((e + izp) P)sin (P — 6o (B)) iz

+e e
(e +izy) [~2i00 (B)sin (260 (B))]

__la@?) e

4i (6o (B) + nn)
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13.3. CALCUL DE LINTEGRALE

13.2.2 Type2

Cherchons z;l tel que

z, = i(e+1— i )@2(e+iz/n)60(,6) =20 (B) +2nn

60 (8)
Ainsi :
cos (2 (e+i2) 0y (B)) — cos (2600 (B)) = cos(2 (€ +iz) 0y (B)) — cos (2 (e + iz;l) 6o (ﬁ))

OnfaitunDLenz =z, :

cos (2 (e +iz) 0y (B)) —cos (2600 (B)) = —2i (z - z;) 6o (B) sin (2 (6 + iz;l) 0o (,B)) +o0 (z - z;l)
=2i (z - z;l) 0o (B)sin (260 (B)) + o0 (z - z;l)

nmw

6 (P)

L
avece+iz,=-1+ .Onaalors:

6o (B)

S L I

13.3 Calcul de l'intégrale

13.3.1 Casp>0
13.3.1.1 Termes de type 1

On remarque quel'on a:

00(6) _00(6)

0<6y(B)<n 0<% 4 L B
{0<Re(s)=e<1 < _1<§_1<0 T /1 (e-1)<0
On aalors:
, msin | 22 -
2im Z Res(e’ng(z),zn) = Z Me(l+90(ﬁ))9
Im(pz,)>0 6—1—90’1(7;5) >0 | 2 (90 (:6) + nn)
: nw_ % : nw_ A
y in(atnd) o]z [@w?) e
NG (B) + nn i< | 60(B)+nn

on —n
(ef’o(ﬁ))

_%(B)

- 3¢% Sin(e:&)‘i’)

n

Pourn+a>0,0ona:

o0 1 —a—n 100 Z—n
z“f x WDy g = 2% | - =
2 n+al, n+a
on —-n
or (=20 oo (Ho(ﬁ)_l) (ego(ﬂ))
(e%(ﬂ)) f on X\ T x "dx=—
200 (P - b
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CHAPITRE 13. ANNEXE D : CALCUL DE M (p)

Alors:
00(15)
, R on 0o(B)
2im Res(e'®*f(2),z,|=1e sin [ =22 e%(P) x x( no
Im(QZZn)>0 ( / n) 2 ngo (90([5) (/))( ) f G(f(ﬂ)
0(8) . ) fo(p)
= % oogﬂ x(OT_l) [ Z SIH( (p) dx= Sln(2(ﬁ)) OO X - dx
e%(P) n>0 0o (B 90('3) 2= zxcos((’o(ﬁ))
avec
xsin
N 0o
y Sin(gn{;) ¢) = ( (ﬁ))
0 0
n> 2xcos(6 (ﬁ))+1
On pose y = _907(113) Inx, x = ¢’%® et donc dy = 907(113) % = 007([/3) %@ dx alors :
T T
dx = eyeo(ﬁ) dy
00 (B)
_on_
x=e%0) = y=petfinalement:
0o (P)
Yo | "
sin e’ 0
i 9
Im(pz,)>0 2 e (eym) —2e7%® cos((f(‘g)) +1 0015
0
nsm(e (ﬁ))f ey dy
400 (B) Jo
#) cosh (55) <05 (575
13.3.1.2 Termes de type 2
On remarque que pour 0< 6, (f) <5,ona0< ftﬁ) (e+1)<1donc:
. ’ -0 sin gﬂgi) nm
2im ). Res (e"’zf(z),zn) = nez BL(ﬁ))e%(ﬁ)p
im(p7, >0 e+1- 7255000 (B) +
. nr 4 on_\—n
_ _ne_Q sln(go(ﬁ)(pb) 6%9 _;Z Sin( ni (Z) (e%(ﬁ))
2 -0 (p) + nm 2 5" \60()”) (s 20
Pour n+ a > 0, on a comme précédemment :
zafoo x A gy =27 T
z n+al, n+a
on —-n
0B o e% (P
eni) * f or 0 g o —( )
(390(/5)] 0+ 06)
Alors:
: , 0 on A0 poo () nno .
2im Y. Res(e’sz(z),zn) =—— [en® f o x0T Y sin( " ¢
Im(gz;,)>0 e%(p) n>0 0o (,6)
60(B)
1 o0 Ho(ﬁ) n R sin Bo -
= ——fmx(1+ )[Zsin( ud (,b)x_" dx=- ( (ﬁ))f a
2 Jewo® =0 \Oo(p) 2 eo(m 2xcos(9 -
0
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13.3. CALCUL DE LINTEGRALE

Yoo @) ) etdoncdy = gﬁ)%=0°£ﬁ) 0@ dx alors :

Avec y = HOHﬁlnx,x—e

T ___
dx = eyeo(ﬁ) dy
60 (B)
etx= eﬂtf(”ﬁ) = y = p. Finalement :
. , A 00 -y
2im ). Res(e“’zf(z),zn):— gn sin(em’b )f ¢ dy
{2, >0 460(P) 0(B)) e cosh 5255 (ﬁ)) Cos(eo(ﬁ))
On obtient enfin en sommant les 2 termes :
400 |
e f(x)dx

21 J-

= %sgn(p) 2im Z ReS(eing(Z),Zn)JrZi” Z Res(eif’zf(z),z;l)

T Im(pz,)>0 Im(pz;l)>0

_ 1. ( 10) )foo sinhy

= sin 4
460(B) 6o (B)) Jo cosh 5 (ﬁ))‘cos(e (ﬁ))

13.3.2 Casp<0
13.3.2.1 Termes de type 1

On remarque que pour 0 < 0y (f) <m,ona0> %ﬂﬁ) e-1)>-1:

e f(h)

, sin( ba (/3) non
. o(B)

2im Res|e'®*f(2),z,| =me? -
Im(pzz,,)>0 ( ) €— I—Z”(’;j) <02(60 (,B)+nn)

(3_95(7;3))_n
9 RG]

) —ngbsm (90 (B)

On peut appliquer :

o 80 (B)
o [, (1) ng U )
e [(eeog(ﬁ)]x x "dx n+m

en substituant —p a p ainsi :

v 0 g
[*)

0] 80 (B)
/A
ce qui donne ici :
. ~ 1 [ ~(1+29) [ nm o) _
2inm Z Res|e'®*f(2),z =—f_£ X ( n sm( (p)x " dx
Im(pz,)>0 ( n) 2 ( 00(‘6)) n>0 Bo (ﬂ)
0o(B)
_ —s1n( T[(,b )/ X dx
2 6o (IB) (e 90(”) 2xcos( n ) +1
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CHAPITRE 13. ANNEXE D : CALCUL DE M (p)

Avec y = _907(1ﬁ) Inx, x =’ %® et donc dy= 907(Tﬁ) % = 007(Tﬁ) %@ dx alors :

T _m
dx = eyeo(ﬁ) dy
0o (B)
x=e 95(7;3) = y = —p et finalement :
) n 0o -y
2im ). Res (e"’zf(z),zn) =T sin( ¢ )[ ° dy
Im(p2,)>0 10(p)~ 100(6)) ) cosh (52737~ cos (eo(ﬁ))

13.3.2.2 Termes de type 2

On remarque que pour 0 <6y (f) <5, ona0 < = %) e 11y<1:

. , -0 R 0o (B)
2in Y Res[e¥f@z)=-" ¥ Sin(em ¢>) N0
Im(pz),)>0 " 790n(7;3)<0 O(ﬁ) n- 0”

__er \—

o N (e eo(b))

= ——Y sin (,b)
% o5t )
On peut appliquer :
on —-n
(eao(ﬂ)

o [T (22n) _,
e Q[ on_ X\ T x "dx=
eeo(ﬁ)

en substituant —p a p ainsi :

"0 (B) n Hoj(tﬁ)
ona:
. / 1 [ 0 (B) _
2im ) Res(e“’zf(z),zn) :—_f on x( S 1) s1n( nr (,b) x "dx
Im(pz),)>0 ; (ﬁz) e ”O(ﬁ) =0 6o (ﬁ)
- o) e sy
= ——s1n dx
2 00 (B)) Je o) x2—2xcos(9 ((2))
0
Avec y = @lnx, x=e"%0 etdonc dy= goj([ﬁ) % = @e_ymdx alors:
T _m
dx = —eyﬂo(ﬁ) dy
00 (8)
avecxze_%zy:—p,ona:
) , b S y
2im Y Res(e"’zf(z),zn):— n sin( ¢ )f ¢ dy
Im(pz},)>0 460 (ﬁ) 6o (ﬁ) e cosh(e (ﬁ)) —cos(eo(ﬁ))

On obtient enfin en sommant les 2 termes :
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13.4. FORME FINALE

+00

) eixf(x)dx

= isgn(p) 2im Y. Res(eipzf(z),zn)+2in > Res(ei‘?zf(z),z;l)
T2 =2

2 e Im(pz,)>0 Im(pz/n)>0
1 ) ( nd ) foo sinh y
= sin —dy
46, (B) 00 (B) ) J-¢ cosh(%)—cos(%)

13.4 Forme finale

La formule finale est alors :

1 +00 | 1 .
_ ixp _ . ipz )
M(p,$) = > f_oo e f(x)dx = P 2imsgn(p) Y. Res (e f(z),z])

. Im(pz;)>0
1 . ( n )f"o sinh y
= sin _ dy
200(8) 100 ) Bl cosh ) —cos 55

et M (p, ) est une fonction paire.
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CHAPITRE

ANNEXE E : CALCUL DE Y (p)

Sommaire

14.1 PoOlesde B(Z) . . . v o v i e e e e e e e e e e
142 RésiAUS . . . . . o o e e e
1421 TYPEL oot
14.22 Type2 . o o e e
14.3 Calculdelintégrale . .. ... ... ... .. ..
14.3.1 Casp>0 . . . oot e e e e e e
1432 Casp<0 . . .o it e e e e e
144 Formefinale . . . . . . . . . .. e
145 PourO<y <1 .. i e e e e
146 Majorationde Y (0) . « « v v v v vttt e
14.7 YestLl . oo

Ona:

(9= (25> —6s+1) scos(s6p (B)) sinbo (B) +3 (2s— 1) cos O (B) sin (500 (B))
s(cos(2s8¢ (B)) — cos (260 (B)))

Alors :

€+ioco

+00 3 _
Y(o)=271(Y () (o) e®Y (s)ds = %f Cr0Y (e +ix)dx

:ﬂ €—ioo
o0 |

=— e B (x)ds
27 J-co

enposant s=e+ixavec0<e<1,ds=idxetB(x)=e®Y (e¢+ix).
Lintégrale se calcule alors selon :

+oo | 3
f e"®B(x)dx =2imsgn(p) ). Res(e"’zB(z),zj)

oo Im(pz;)>0

Il faut éventuellement justifier le comportement a I'infini si les poles tendent vers I'infini.

249



CHAPITRE 14. ANNEXE E: CALCULDE Y (p)

14.1 Polesde B (z)

Les poles de B sont les mémes que ceux de la fonction f (z) lors du calcul de L(p) dans la partie
(5.3.2.3). Donc les poles de B sont les points :

14.2 Résidus

14.2.1 Typel

Cherchons z;, tel que :

. nm . —
anl(E—l—HO—(ﬁ)) <:>2(€+lzn)80(ﬁ) _290(,3)+2n7f

Ainsi en faisantun DLen z = z;, :

cos (2 (e+1iz)0o(B)) —cos (260 (B)) = cos (2 (€ +iz) 0y (B)) — cos(2 (€ + izy) O (B))
=—2i(z—2,) 00 (B)sin(2 (e +iz,) 0o (B)) + 0(2— zp) = —2i (2 — 2,,) O (B) sin (20 (B)) + 0 (z — zp)

avece+iz, =1+ o (ﬁ) On a alors :

Res (eiQZB (Z),Zn) = limz_,zn (z—z,) B(2) eloz
) (2(1 + 5 (ﬁ)) 6(1 + Go(ﬁ)) + 1) (1 + Ho(ﬁ))cos (60 (B) + nn)sinbq (B)
2(00 (B) + n)sin (26, (B))

+ieg(1+e§(’fs)] 3(2(1+ o (/3)) )cos@o (B)sin (6o (B) + nr)
2(60 (B) + nn)sin (260 ()

= ieg(

_ CD"nin  [1( nn |3 i)
~ 200(B) (60 (B) + nm) 12 +(90 (ﬁ)) o
ol:

cos (0 (B) + nm) = (=1)" cos by ()
sin (8o (B) + nr) = (=1)"sinfy (B)

sinf (B) cosbo (B) _ 1

sin(200(f)) 2

14.2.2 Type2

Cherchons z,, tel que :

' nmu '
zZ,=ile+1- )oz €+iz,|0 =-20 +2nmn
Ainsi en faisant un DL enz:z;,:
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14.3. CALCUL DE LINTEGRALE

cos (2 (e +12)0o (B)) - cos (200 (B)) = 2i (2 2,) 60 (B) sin (209 (B)) + 02— 2,

. !
avece+iz,=— 8:(’;).

Res (eiQZB (2), z/n) =lim__ . (z - z;l) B(z) e'€?
2
e 2% 1) =0 ety 1) +1) Gty 1) os(
( 9”(72) (2i6o (B) sin (26 (B
L oliznrele (6 (5257 1) - 3) costo (B)sin (5255~ 1) 0 (6))
(5225 - 1) (2166 (8) sin (260 (6)))

_ (-D"%inn (QOL—I)Q nr 2_ ni
B0 00(p) )" 2(90(13)) o

1)60 (8)) sinds (8)

5
)

-
)

oli:
cos (=0 (B) + nx) = (=1)" cosby (p)
sin (=609 (B) + nxr) = (=1)"*!sin (6 (B))

14.3 Calcul de l'intégrale

14.3.1 Casp>0
14.3.1.1 Termes de type 1

On remarque quel'ona:

0=60(f)=m 0<2@ oy 0(B) _60(B)
{0<Re(8)=€<1 T\ Sl<e—1<0 TS Ty ST €7D0
On aalors:
2im ). Res(e'®®B(2),z)
Im(pz,)>0
. (=)™ nin 1 ( ni ) 9( )]
=2in — 4 — e Ho(ﬁ)
Im(£)>o 260 (9) (60 (B) = 1) |2 60 (7)
-D'""n [1 ( nm )2 on_\-n
e -+ e% ()
O(ﬁ) ngo[(n—@) 2 Ho(ﬁ) ( )

Pourn+a>0,0ona:

—a—n 100

o Z_
Zaf x—(1+a)x—ndx:za _ —
z n+al|, n+a
alors :
on —-n
oo (90(;3) 1) . ( go(ﬁ))
e 9[ or X\ 7 x "dx
200(P) - %P
/A
Ainsi :
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2im ). Res (einB (2),2n)

Im(pz,)>0
T nt \? 00 (Ho(ﬁ)_IJ
= ey (-1 "n ( ) ]e—gf x X\ 7 x "dx
6o (,3) nZ>:0 2 0o (ﬁ) eﬁog(ﬁ) ,
T oo (Ho(ﬁ)_l){ Ien [1 ( ni ) _n}
= X (-1 -+ nx "rdx
% (ﬁ)f o ngo 2 \6o(P) )
b4

T 3 poo X +1d
0o (B) 5 ( )”w) (x+1)2 - (90(.3)) fegw Gt

b
Cette derniere formule n’a de sens que pour x > 1, ce qui sera vérifié pour x > L0 sj o > 0. Avec

Ya%® et donc dy= GO(ﬁ) dx — —QOJ(Tﬁ) ¢’ %@ dx alors :

y= @mx, x=e
0o xﬂoiﬁ) T (ﬁo(ﬁ) ]

fﬁ’i” zd‘x: / 2
eh® (x+1) 0o (ﬁ) ( Veo(ﬁ) 1)

0 (B) (ﬁ)
X

+1

0o +1 T (90(13)
fﬂ 7 dx = f 4
e®0® (x+1) 6o (B) Jo (eym + 1)
Donc:

2im ). Res(e®“B(z),zn)
Im(pz,)>0

~ ( T )Zfoo eY(m“J 1+( b )2 ( b4 )2 Geym dy
6o (8)) Jo (eyﬁ +1)2 2 \60(B) 6o () (eygo"w +1)2

14.3.1.2 Termes de type 2

On remarque que pour 0 <6y (f) <%, ona0< @ (e+1)<1donc:

2imr ) Res (eiQZB (z),z;)

Im(gz:l)>0

me @ (- lp ( )2 nr ( er )
= 12——+13 %0 ()

0007, ., | (- 0 (D

3 7[6_0 ( 1)}’1+1

26 (B) n>0( BO(ﬁ) ( ) + 1

Pour n+a >0, on acomme precedemment :

on —n
( 9o(ﬁ))

o0 1 Z_
z“f x WD gy = 24| - =
z n+a n+a
alors :
on —-n
00(B)
efoo (1+22) —(eo
e on_ X x "dx=
0] 1+ %b)
/A
Ainsi:
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2im Z Res (eiQZB (2), z;l)

Im(gz;)>0
2 oo 60(p)
= )14l 2| L2 ) +12 2113 f L ) g
290( ),;)( ( 60 () 6 (B) oM roar

_%(8)

-z f“; i { T 1z 127 [xz— i —1] dx
200 (B) Je® (x+1)* | 62 (B) 0o (B) (x+1)? 6o (B)

___
Cette derniére formule n'a de sens que pour x > 1, ce qui sera vérifié pour x > e %@ sip > 0. Avec

V= %ﬁlnx, x=e'®® et donc dy= @% = @e_ymdxalors:

2 13”00 i d
— + PE— T
05 (B) 4 (yﬂo +1)2
_r__q —Z
ol [ e
1Y

6o (B) (ey%”w N 1)4

P l 1 T 2
2im ). Res|e'®?B(z),z,|= ——(—)
Im(QZLzJ>0 ( ) 2160 (,3)

14.3.2 Casp<0
14.3.2.1 Termes de type 1

On remarque que pour 0< 6y (f) <m,ona—-1< @ (e-1)<0:

; ' . (-1)"nin 1 nr \? (1+5255)
2im Res|e'®’B(z),z,|= 2in { - ( ) e go(ﬁ)}
il )= L e 2 e
__en \—n
_ ”_epz (_1)n+1n 1_'_( nmn )2 (e 9o(ﬁ))
00 (B) o<n 2 00(B) eoj(f)

Pour n+ a >0, on a comme précédemment :

-n

z“f x Dy gy =
Z

n+a
alors :
or_\—hn
o0 _(1+90(ﬁ)] (e 30(/3))
8_0\/‘799(7‘16) X = Jx "dx = T(ﬁ)
0 0
€ n+—-—
Ainsi :

2im Z Res (eiQZB (2), z,,)
Im(gzn)>0

o 80(6) 2
= f () {(—D”“n 1+( nr ) x‘”}dx
(ﬁ) 90(13) n>0 2 90 (ﬁ)
00(8) 09 (B)

_o_m (L, n? f‘x’ X dx—G( T )3f°° X
= (B |2 2(p)) ) v 00(B)) Jen® (x+1)
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Cette derniére formule n'a de sens que pour x > 1, ce qui sera vérifié pour x > e *%® si o <0.
Avec y = @lnx, x=e’ 0 etdoncdy = @% = @e_ymdx alors :
2im ), Res(eiQZB (z),zn)
Im(pz,)>0
1( i )wa ol (1 272 ) ( 7 )2 12 d
= —_ - =+ — y
2160 (B)) J-o (¢ + 1)2 05(8)) \00(B) ( ?

eyﬁ+1)

14.3.2.2 Termes de type 2

On remarque que pour 0 <6y (f) <5, ona0< @(e+l) <1:

2im Z Res (eiQZB (2), zln)
Im(g' z,)>0

b4 o % (8)
= f_L xom ! > {(—l)nnx_"
200 (ﬁ) e %) n>0

. foo L) 127
~ 200 (B) Je 0 60 (B) 1+ x)°

__om —n
e ® > -1" 2( )2 127413 (e 9o(ﬁ))

= — -1)"'n - T 6.(8))
260 (ﬁ) €+1) 20 ) 0o (’B) B (ﬁ) (n_eoi(t_m)

ni 2 nm
2( ) —12——+13

00(B))  00(p) }d’“

1 2n?
+x—1] - 5 |13+ — dx
0o (B) (1 +x) (1+x) 05 (B)

- T
Cette derniére formule n’a de sens que pour x > 1, ce qui sera vérifié pour x > e %@ si p < 0. Et
ol on a utilisé :

__em —-n
Qfoo DOy -n (e OO(ﬁ))
et | __on x 7 x "dx=—-"—
e 9(p) n— 00(8)
T

Avec y = @lnx, x=e"%0 etdonc dy= 9”7(1[5) % = @e_yﬁdx alors :

2im Z Res (ei"ZB (2), z/n)
Im(g' z,)>0

SR ]
2\00(B)) J-o (l_i_e)’%) 6o (B) (1+9YW)

x V2 o Hamtl)
02 (p) (0—([3))[ #)zdy

e (1 + ey‘?o]([ﬁ)

+eyﬁ—1 dy

14.4 Forme finale

Ainsi :

254



14.4. FORME FINALE

_ 1 +00 .
L7 Y$)(e) = Ef_ e*®B(x)ds

o0

- sl o | ety ) i

0 ym 2
, . 200(5) ( cosh (157
_%(6 7([,6)) fH—Sln 4 7 2cosh2(26y7(r’3))coth(—zgyj(rﬁ))—sinh(—ey&))]d
0 I 0 0 0
o (cosh (275))
3 poo
—i( " ) f __coshy 1 Zcoshz( ¥ )coth( A )+sinh( L )]dy
87 \00(8)) Jlel (cosh 5225)) 20 (B) 200 (B) 60 (B)
200(p8)
i T
+i( u )4f°°smh(y(zeo(m“)) [Sinh( ym )_Cosh( ym )]dy
87 \Oy (B lo] yr 4 20y (B 20y (B
B 0 ety )
Pour 0y (B) =nyavecO<y<1:
- 1 oo 3 1 1 7 sinh y
LN 0= 577 | |pr—rri et dy
2my? Jjo | 47 coshz(%) Y* 2| cosh? (2%)
- 33f sinhy 2cosh2(l)coth(l)—sinh(z) dy
87y Jlo| cosh? = 2y 2y Y
- 33f coshy 2cosh2(l)coth(l)+sinh(z)]dy
871" Jlel cosh () 2y 2y Y
cosinh(y (L +1
87?)/4.[” ( (42Yy )) sinh(%)—cosh(%)]dy
0 cosh (5)
Changement de variable y=yxavec0<y<1:
- 1 [ 3 1 1 7| sinhyx
(Y)(e) 2my Jlb | 4y®cosh®(3) ¥* 2] cosh®(3)
3 % sinhyx 9 (X X\ .
_8ny2 flsl cosh4(%) [Zcosh (E)coth(z)—smh(x)] dx
3 * coshyx 9 (X Xy .
_87”/2 f|§| p— (%) 2cosh (E)coth(z) smh(x)] dx

csinh(x(3+7)) . (x X
o come) () e (3] 4

Y
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CHAPITRE 14. ANNEXE E: CALCULDE Y (p)

14.5 PourO<y<l1

On revient a I’écriture sous forme de séries :

1 Calel [ elel lel 2
21Y(0)= =Y (~)"lpe | -2 7+2(ﬁ)
Y n>0 n-y n+y Y
N 6 Z ( l)nnze_@ e_|9| N e|9|
2150 n+y n-y
el ldl lel
2 Sll’lh|Q| 2 (ey _1)67 er
= T e +7| — = cosh/|p| —
(97 +1) (e7+1) eY+1)
lel \ =" 2 lel ~lel lel ~lel
+Y (-D"*! (ev) 2(2) +7) c 2 Loy
n>0 Y n-y n+y Y\ n-y n+ty
)
ey —1ler
2 1 2 7
= = | = - 5 +7| + Y H sinh|Q|
Yler «1| |7 (ey+1) 1-y%)er
lel
2 Y2 +2 er
+— —6— cosh|p|

( (n) )( e|9| e_|9|) n( e|9| e_|9|)
2(—=| +7 + +6— |- +
Y n-y n+y Y\ n-y n+y

Notons :

lel \ =" 2 lel -lel lol -lel
K(re) =3 ™! (95) 2(2) +7) . T .
n>1 Y o I’ll—|}f n+y Y n-— n+|]/| "
‘ | -n (% -1e | ‘ —-n 0 o
= EZ (-p"*! (65) n|——+Z—|+7% (-pm! (ei) LN B
VeS| 1-L 141 =1 n 1—% 1+%

n
6 lel -n e|9| e_|Q|
+— Y (-n"H (eY ) - +—
)3 1-L 141

n>1
or:
lel\ ™" _U+2 lel \ ™" -l
lej e v lel e v
Z(-lymn(w) i—vE Z(—l)””(ev) =
> (1+e¥) n>1 l+er
o\ 7"
(_1)n+l(ey)
_lel _lel
> =1n(e Y+1)—e Y
n>1 n
et:
1 < 1 <letl< 1 < 1
vy =1le —_— =
Y Y Y Y
]_+§ 1+ﬁ l_ﬁ ]'_E
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14.5. POURO<y <1

alors :
25yt () elel 4 plel w1 ol 1 o-lel
K(ro)< =2 D"'er | n|—Fe@+e €)+7) (1" e el +e
Y n>1 1-3 n>1 n\1-3
6 lel 1
5 (o] ( eleuelel)
Yngl %
) lel
7Y +6y+2)e 1 +4+6y+14y2+7yer _lel
< 2cosh|9| —(Y v+2) IIYZ Y Y +7ln(e $+1)
4
y2(1+ev)
el |
L [(1-sy-7h ) w103y -2 -7er oy
+— 5 +7—ln(e_7+1) elel
1-% lel 2
2 y(1+ev)
et:
2 lel\™" 1 lel\7" 1
Kro)> = (—1)”+l(ev) nfelely 1 g-lel| 17 (_w(m) Llelel 4 L_g-lel
re) an; 1+1 n; n 1+1

le

. X
) _olel oL el
1+

n>1
(2-6 72)_M46 14y2 £ 7y%e s lo
-6y + e v +4-6y+ +7y%er _lel
> 2COSh|Q| - e ||Y2 Y Y 71n(e Y+1)
4
y2(1+eY)
2y lel 2 el
L (11+3y—7%)e T+1043y-7y2-7her d
- e > +7-Inle 7 +1
1+§ ( lel
yY|l1+evr

Ainsi si on note :

[

(2+7y?) a1y 472
e e _lel
Dl(%Q)Z— Y 72/ Y +7ln(e ¥ +1) — 0
M o—+oo
7/2(1+e¥)
_lel
_ l+e 7
D2(r.e)= ol \2 0—+o0
(1+e¥
2y _lel 2 ol
(1-7%)e™r +10-7p2-7her
Ds(y,0)= 2 +7§ln(e Y +1)Q:m0
y(1+eY)

alors :
2cosh|p] (Dl (v,0)+ gDz (Y,Q)) - fjp}_! (3D2(y,0) +Ds(y.0)) <K (7,0)

e (-3D2(y,0) + D3(7,0))

6
K (y,0) <2cosh|| (Dl (v.0) - ;Dg (y,g)) + 7
2
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Donc:
K (y,0) =2cosh|g| D1 (y,0) + R(y.0)
et:
~lel
< —cosh|e| Dz (y,0) - — (3D2(r,0) + Ds (v.0)) < R(r.0)
12 . ele!
R(r.e) <——coshle|Da(r.0) + 7 (-3D2(r.0) + D3 (r.0))
2
Finalement:
(|| 1) lel
er —1ler
2 1 2 -4 |
21 (p) = o a2 w7+ o sinh|p|
er +1] |7 (eY+1) (1-y*)er
2(y?>+2)e ? 1267
> 5 5 +2D (1,0) | cosh|o| + R(y,0)
r?(1-7%) Lo
Y (e? +1)

Y(e) ;=70
27Y (o) 2 +6_14Y2+141n2+R( 0)
Yoy iro1) ol "

et:

3+6y+7y*> 7yIn2
2y(y+2)  y+2

3-6y+7y*> 7yIn2
2y(r-2) r-2

R(y,0) <

14.6 Majorationde Y (p)

On aura besoin de borner Y (p) donc pour p grand on a:

Y -7y + 7Y% — 6y +2 2+ 7y? e|9|(1_%)
r*(1-y) v
N 2+4y+14y e|g|(1_§)+’2—4y;14y e|g|(_1_§)

Jel(i=1) 4

l27Y (o) = ‘

3

Y
YA+ T3+ 772 + 6y +2 121) 24792 13
' Y Ys Y 6y +2| Jol(-1-}) 27/ ’elel( 1 y)+|R(%Q)|
r*(1+7) Y
et:
2+7y% _sll  4+14y% _2el _ _lel
D (y,0)=- Zye v - ZYe v —7er
Y Y
_2el _3lel
Dy (y,0)=e 7 +e v
2
N-75 skl 10-7y% 2l 7 _ll
3 (y,0) = e v + e v ——ye 7
Y Y 2
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ainsi pour I'encadrement de R (y, o) :

2 _
R(y,0) >§ e|9|(1_5)+e|9|(1_3)]+2(7Y—4)e_|9|(1+3)
Y , r(2+7)
LT10HTYT el(1+2) 7Y ~lel1+})
y(2+7) 2+y
1
2 _
dra) <80 alie]] 26070 o
Y , y(r-2)
+M3|9|(1‘%)_7_Ye|9|(1‘$]
r(r-2) 2-y
Donccomme0<y<1,0na—oo<—7l/<—let:
—co<1-1<o, —co<-1-1<-2 —co<1-2<-1,
v, S 7 , v, Y
—c0<-1-2<-3, -—co<l-3<-2, —co<-1-3 <~
ainsi on peut dire que |27Y ()| = e~alel s
—oo<——1+%)s—(x, —00< — 1+%)<—25—a, —oo<—(—1+3)<—ls—a,
—oo<—1+%)<—3s—a, —oo<——1+%)<—25—a, —oo<—(1+%)<—4s—a

1
On peut alors poser a = -1 + )l,, on a alors |2nY (Q)| < 6(1_7)|Q| ol on rappele que 0 <y < 1 est tel
que 6y (B) = my.

14.7 YestI!

On revient a I’écriture sous forme de séries :

+00

27Y (o) = B (x)ds
—0o0

1 ol | elel ~lel 21 6 el [ e~ lel lol
= _Z(—l)"“ne I 7+2(ﬁ +_ZZ(—1)"nze gl e

n>0 n-y n+y , Y Y n>0 n+y n_72/

1 _nlel 1 6 1 _nlel 1 6
=~y e — [—7—2(2) t2nl el Y e — 7+2(ﬁ) +2n

n>0 l_ﬁ Y Y Y n>0 1+ﬁ Y Y

(14.1)
or:

nlel 2
Y (~1te T [—7—2(2) +8n

n>0
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lel 2Jel
_nlel n\*> 6 2(7y2+3y-1)er +(7y2+6y+2)er +7y°
[4
n>0 Y Y (1+67) YZ
o e )2 lel (lel lel (Lol
Ty“ler +1| +6yer |er +1]|+2e7 [er —1
- le \3
(1+e7) Y?
1 1 1 1
pour n>0 : —<—==letl< — =< ——
l+y 1+1 1-L 71—y
donc:

27 (Y (9) (0)] =

Ll )2 lel (lel lel (el
1 Ty“ler +1 +6yer(ev +1)+2er(ey—1)
— o lel
+—e
Y3 ( II)3
l+evr
o e\ el el
7y=ler +1] +2e7 [er -1 1
< ‘ Jlel _ o-lel
lel\3 1-y
y3(1+er) S ~ .
=h(ey)
lel
5 er [ e|@|+e—|9|]
72( Iul)2 -y
l+er
or:
pourp<0: ——e€—¢f
hley)= >0: li 0 _eg 0
pourp=0: e —e

On remarque que & (p,y) est paire, il suffit donc de I'étudier sur R*, on a alors :

ef+e >0

1
+ _
VYoeR", 0,h(p,y) = T

——
=0

Donc h(p,y) est décroissante sur R~ et croissante sur R* (car & (p,y) est paire). Son minimum se
situedoncenp=0et h(p=0,y) = % >0doncYpeR, h(p,y)>0.0naalors:

lel

2
7v? (eY + 1) +2e7 (eY -1

[27Y (¢)| = )( —elelel) 5L | elel o7l
el 3 1-y Y lel\> [ 1-y
Y3(1+97) (1+e¥)
lel lel
7y? (eY + 1) +2er
lel 3lel 3lel le] lel
- e$+1( 1 e|9|—f_e—|g|—f)+£[ 1 e|g|—§+e—|9|—$]

Y2 [1-y
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Notons :

lel 3lel 3lel lel lel
e$+1)( 1 e|p|—f_e—|9|—;’)+£[ ! e|9|—$+e—|p|—$]

gloy)= iy

qui est une fonction paire, on peut la réécrire sous la forme :

flon)= - [T e e Al [ 2Ll

(r-1y (-1y* (r-1 y-1)y (r-1)7°
T el (7,6 2 (g)lel [ 2 BT (=)ol 7 (13 lel
(r-1)y y > Yoy %

on a donc une expression en exponentielles avec les puissances suivantes :

(1=3)lel (1=3)lel. (1=F)lel. (-1=3)lel. (-1-3)lel. (=1-3)le]

donccomme0<ys%,0na—oo<—71—,s—2et:

donc tous ces termes sont intégrables et g (o,y) est donc intégrable. Ainsi g (o,y) € L' (R). On a
alors montré que :

(o) <52l

Donc:

I N

Donc Y (p) € L' (R).
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CHAPITRE

ANNEXE F : CALCUL DE 9, (p)

Sommaire

15.1 POles . . . oo 264
15.2 Résidus . . . . . oo 264
1521 Typel . .. e e e e e e 264
1522 TYPE2 . ot e 264
15.3 Calculdelintégrale . .. ... ... . ... .. 265
153.1 Casp>0:Termesdetypel . . ... ... ...t nenenn. 265
153.2 Casp>0:Termesdetype2 . . .. .. . . v it it 266
153.3 Casp<O:Termesdetypel . ... .. ... ... 267
1534 Casp<O:Termesdetype2. .. .. ... ... .o, 267
154 Formefinale . . . ... . ... .. e 268
15.5 Ecriture sousformedesérie. . . . . .o v vttt e 268
15.5.1 Comportementen @ — —00 . « v« v v v vt vt v b e e e 268

Ona

5 1 €+ioo B
Y(o)=21(Y©)(o) = —f Y (s)ds
217 Je—ico
avec:

(9= (252 —65+1) scos (s6o (B)) sinbg (B) +3 (2s — 1) cos by () sin (560 (B))
s(cos (200 (B)) — cos (26, (B)))

donc:

1 €+ioco oy 1 €+ioco o 1 +00 ixp
0,Y =0, | — Y(s)ds| = — Y(s)ds=— Hx)d
oY (0) =0, i [e_ioo ey (s) s] i fe_ioo se’0Y (s)ds > f_oo e (x)dx

en notant:
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CHAPITRE 15. ANNEXE F : CALCUL DE 9, Y (o)

H(x) =(e+ix)e®Y (e+ix)
co (2(e+ix)?—6(e+ix)+1)(e+ix)cos((e+ix)0(B))sinby (B)

cos (2 (e+ix) 6o (B)) — cos (260 (B))
e593 2(e+ix)—1)cosby (B)sin((e+ix) 6o (B))

cos (2 (e+ix)69 (/3)) —cos (290 (ﬁ))

15.1 Poles

Les poles de H sont les points :

15.2 Résidus

15.2.1 Typel

Cherchons z, tel que :

Zp = i(e—l—ﬂ) < 2(€+izy)00(B) =200 (B) +2nn
6o (B)
Ainsi en faisantun DLen z = z,, :

cos (2 (e +i2) 0o (B)) — cos (200 (B)) = —2i (z — 2,) 6o (B) sin (20 (B)) + 0 (z — z,)

avece+iz, =1+ On a alors :

6o (/3)

Res(e€*H (z),zp) = lim,_.,, (z — z,) H (2) €%

J(2(1+0(ﬁ))2 6(1+90(ﬂ))+1)(1+ 525 cos (6o (B) + ) sin 0 (B)

1 nw
__99(”90(/5)

2i 90 (B)sin (260 (B))
5 gt el )
2 0o (B) sin (26, (B))
_ _(—1)"nn(9§(ﬁ ) +2n%n?) ( Ho(m)

4i0; (B)
15.2.2 Type2

Cherchons z;l tel que:

!

nn /
z,=1 e+1——)©2 €+iz,|0 =-20 +2nmn
= ifer1- gl ) e 2o iz, )00(8) =200 (4)
Ainsi en faisant un DL enz:z/n:

cos (2(e+12)00 (B)) - cos (200 (B)) = 2i (2~ 2,) 6 (B) sin (209 (B)) + 02~ 2,
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15.3. CALCUL DE LINTEGRALE

. !
avece+iz, = Onaalors:

iz (ﬁ)
Res (ei"zH(Z) ) Z;l) =lim__ (z - zln) H (z) e'€?

e(eﬂ.Z;)g (2 (e + iz'n)2 -6 (e + iz;,l) + 1) (e + iz;,l) cos ((e + iz;?) 6o (ﬁ)) sinf (B)

’ 210y (ﬁ) sin (290’ (ﬁ))
Jerrt)o3(2[e+ 2] =1 cosu B)sin e+ i2,) 0 ()
€ 2i6 (B)sin (260 (B))
_ (=1)"nm (1365 () - 12076, (p) + 2n°n°) ol e

4i0; ()
15.3 Calcul de l'intégrale

15.3.1 Casp > 0:Termes de type 1

On remarque quel'ona:

0=6y(B)=m 05@51 . 6(B) _60(B)
{0<Re(s)=e<1 ) Cl<e-1<0 T STy STy E7D<O
On a alors :
2im ) Res(e'®*H(z),zn)
Im(pz,)>0
_\n 2 2.2 .
sir ¥ [_( 1) nn(?o4(ﬁ)+2nﬂ)eg(l+m)
e—1—%>o 416, (8) ( )_n
on
B 00 (B)\ el@®
0 2.2 _
284(,6)e nz>:o[( D" n (6 (,3)+2nn)(n - )n_M]
T
2 2 2 fo'e) o 3 _
:_(n+9)[”xeﬂ(ﬁ) n(x*-1)-0(x*+1) e
205 (B)  Jet® (x+1)°
L foo (02 41) (2272 - 02) 7w (x — 1) — 3 (272 —92)9(x+1)
—_— T x b
263 (B) Jero® (x+1)5

T
Cette derniere formule n’a de sens que pour x > 1, ce qui sera vérifié pour x > %@ sj p > 0.

Avec y = O(ﬁ) Inx, x = ¢’ %@ et donc dy = 90(/3) dx _ @e_yﬁdx alors dx = Goj(tﬁ) ey"onwdy et

X
Qﬂ
x=e%¥) = y=painsi:

2im ). Res(e'®*H(z),zn)

Im(pz,)>0
3 3n

n? (272 +62) [, ax n(eym—l)—e(eymﬂ)

T 202 (8) [ ele i 7 5 dy
0 e (eyﬁo(ﬂ) + 1)

22 w | (2277 -0%) 7 (50 —1) -3 (277 - 67) 0 (! % +1)
w7 Y 2 1) v

o B)Je (e B® + 1)
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15.3.2 Cas g > 0: Termes de type 2

On remarque que pour 0 <6y (f) <5, ona0< @ (e+1)<1donc:

2im Y. Res(eiQZG(z),z;l)
Im(gz/,,)>0

=——e? ) (=1)" n (1302 (B) - 12n76y (B) +2n2n>) e @?
26, () ()

1>(e+1) "L >n

= Z e @Y (-1)7"'n (13605 (B) + 12nn0, (B) +2n°7?) (i)
260 (ﬁ) n>0

. foo _oo) | 7w (27% +2503) (x* — 1) + 6 (147% +1363) (x° +1) p
" 203 (B) Jenon (x+ 1P *
n /00 Lo | (2273 —25705) (1 - x) — (427760 —39603) (1 + x)

+ 1 on X b 5 dx

204 (B) Jet®) (x+1)

avec :

on —-n
fo'e) B HO(ﬁ) (eHO(ﬁ) )
egf on X (H n )x’”dx:—
390(13)

J
Cette derniere formule n’a de sens que pour x > 1, ce qui sera vérifié pour x > C0 ) sj o >0.

/4

Avec y = @lnx, x =@ et donc dy = @% = @e_ymdx alors dx = meyﬁonwdy et
orn

x=e%) = y=painsi:

2im Z Res (einH(z),z;l)
Im(pz/n)>0
2 7 (212 +2563) (/7007 — 1) + 0o (147 + 1363) (/%07 +1)

= e e Y%
2603 (B) Jo (x+1)5 y

2 oo ) | (2278 —25702) (1- &R | - (422205 —3903) 1+ €'
+5—f y( 00(B) ) . - dy
26, (ﬁ) e (eJ’W + 1)
On obtient enfin en sommant les 2 termes :
y37n y37”
1 w(2n?+0%) [° ﬂ(e () — 1) —G(e 506 + 1)
—f e"Hx)dx = —S—f eV e’ 60(h) - - dy
27 J-co 490 (:6) [ eJ’W +1
g e e | (2277 =0%) 7[R0 —1) -3 (277 - 6%)0 ('R0 +1)
+ / eye 6o (B) dy
5 7 5
460 (IB) (Y /%P + 1)
[ _3m_ _3m_
n [ . | m(2n? +2562) (ey B — 1) +6p (147 +1362) (ey 0 + 1)
— e Ve @ d
5 5 y
463 (B) Jo x+1)
/1 00 | (227° - 25765) (l—eym) — (427%60 - 396) (1+eyﬁ)
+5—f e Ve %® . - dy
405 (B) Jo (eJ’W + 1)
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15.3.3 Cas p <0:Termes de type 1

On remarque que pour 0 <60 (f) <7, ona0> %nﬁ) €e-1)>-1:

2im Z Res (eiQZH(z) , zn)

Im(pz,)>0
7 __er_\-n
= e Y (=)™ n(02(B)+2n*n?) (e 0®
B O3p)+2n') e ,,
wt o |w(22n?—03)(1- 00| 300 (207 - 6F) (1400
- 5—f e Vel 1) ; i iy
290 (ﬂ) -0 (eym + 1)
n” ® o it (2”2+9(2))(”(3y%—1)+00(ey903%+1))
+5—f e Ve P - - dy
260 (ﬂ) Y (eym + 1)
15.3.4 Cas p <0:Termes de type 2
On remarque que pour 0< 6, (f) <5,ona0< @ €e+1)<1:
2im Y Res(e®*H(2),z,)
Im[pz;)>0
2 nm
- (; e® 2 (—=1)" 1 (1303 (B) — 12n76y (B) + 2n°n?) e®®*
20, () 0<(e+1) 2P
L B Oy 6 (6
= 7 L —1D"n(1362 —12n76 222(_ ) n| g
26 ( )feef(mx go( )" 1 (1365 (B) —12n76o (B) +2n°77) | n— — =] x"" | dx
[ 3 3z
LA B 7 (27* +2565) (eym - 1) — 0o (147 +1363) (eym + 1)
= Top5 f e? e’ % i i i
260 (ﬁ) -0 (eym + 1)
i [ [ 7 (2272 - 2562) (ﬂﬁ_l)_(uﬂzgo_g%g) (eyeo”wﬁ)
= [ e’ e’ 6o(h) _ . dy

On obtient enfin en sommant les 2 termes (avec sgn (9) =-1):

—f e "Hx)dx=—-————
27 J-—co

/A

463 ()

/A

T103(p)

/4

465 ()

(S8 pd
f eV ey 6o ()
-0
(S8 pd
f ey ey 0o (B)
-0

27

eV ey 6o ()

n (2272 -62) (1 - eyﬁ) —30 (27* - 63) (1 +ey90%ﬁ))

il

_n_ 5
(ey()o(ﬂ) + 1)

_3m_ 3 _
(27’;2 + 9(2)) (7‘[ (eygo(ﬁ) - 1) + 90 (eyf’o(ﬁ) + 1))

_n_ 5 dy
(eyﬂo(ﬂ) + 1)
3n

7 (27% +2563) (/%07 — 1)~ B (147° +1363) (&' + 1)

_m_ 5
(eyUr)(ﬂ) + 1)

dy

71 (2277 - 2563) (&% 1) - (427°6, — 3963) (&' 50 + 1)

dy

(o8] 2n
f eV ey 0o ()
-0

_m_ 5
(ey9o(ﬁ) + 1)
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15.4 Forme finale

La formule finale est alors :

2imsgn(p) Y. Res (eiQZH(Z) , zj)
Im(pz;)>0

1
0pY (@) =57 [ e H (W) dx=

272 + 02 Yo ® s o
:_7[( 7I5 0)/ i o ' n_(eyg;(p) _1) (e’ +e¥) -6y (eJ’a03(ﬁ) +1) (ey_e*y)]dy
465 () Jiel (/7 +1)

T

o0 0 7 (2277 - 02) (eym_l) (e¥ +eY) — 300 (272 — 62 Ya® Y_eN|d
| ’ o 2n* = 63) ("5 +1) (e - ™) ay

+
463 (B) Jlol (J%H)S
T o] Y8 (B) _3m_
+ [ 272 +2502) (T — 1) (e? + ) - 0 (1472 + 1302) (0 +1) (e¥ — )| dy
=0 il )"0 —1) (¢ +¢7) =60 )l J(er=e)]

ol (eyﬁ +1)
T

103 ()

_m_ 5
ol (eyﬂo(ﬁ) + 1)

15.5 Ecriture sous forme de série

210, () = elel y° [( )" (62 (B) + 2n%n?) e(e'&'?%)"]

2661 (ﬁ n>0
2 lel |\~

202 (B) €_|9"§0(—1)—"+1 1 (1362 (B) + 120700 (B) + 2n?) elo(3) n

]'[2 lolm \~7
-—— e‘|9|Z(—1)"“n(eg(ﬁ)+2n2n2)(e00<ﬂ))
zeo(ﬁ) n>0
7'[2 nrlo|

elel 3 (—1)" n (1362 (B) - 12076y (B) + 2n*n2) & W)

204 ‘5 0
12”%(2)( 1)0 i

= - ne
HS(IB)?DO

Pour 6 () =ny avecO<y<1:

—cosh|p| +

6:(’;3) sinh\g’]

nlel
270,Y (p) = l—iz (—1)"ne_79 [~y cosh|p| + nsinh|g|]
6 " 3 lel lel
Y (4 Q
= —3% y(efel+1) (e +1 (2|9|—1)( —1)]
v |e|( +1)

3,Y (0) =0 ssiy(ez|9| + 1) (ek; + 1) ( 2lel — 1) ( g 1) > 0.

15.5.1 Comportementen g — —oo

On s’intéresse a la limite quand p — —oo (g < 0) et plus particulierement au terme :
e 729, (o) = €l?la, Y (o)
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oo 0] 9 9 y2 _ 9 9 y I _
f| m(22n —2590)(1—6 eo(ﬁ))(ey+e Y) =00 (427 —3960)(1+e Ho(ﬁ))(ey+e y)]dy



15.5. ECRITURE SOUS FORME DE SERIE

ainsi :
3 i lel lel
Y (4
elela, ¥ (p) = F% y(e2|9| + 1) (ev + 1) - (62|9| - 1) (eL; -~ 1)]
e
Y (e7+1)
alors :
u le!
Y 1
|e|9|69Y()|:— ¢ (y—l)e(2+7]|p|+(y+1)e2|9|+(y+1)e$+y—1'

etquand g — —oco:

’e|9|69Y(9)| ~ niygejlvgl (y-1) e(2+%)|9| +(y+1)elel 4+ (y+ l)e% +y-1
< niygell (Iy=11el el s s el sy 1]+ 1]
e e L I Ea i g
< S ly-ajeleile

ny
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