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A quantitative description of the properties
of the single waves of a thin fluid flow layer in

the presence of viscosity and surface tension
will obviously be associated with such

serious mathematical difficulties that one
can scarcely expect to overcome them.

— Kapitza et Kapitza [25]





R É S U M É

Dans cette thèse, nous proposons de décrire la dynamique d’un film liquide mince entraîné
par un écoulement gazeux.

Dans une première partie, nous montrons comment écrire des modèles à une équation, sur la
hauteur, ou à deux équations, sur la hauteur et le débit, à partir des équations de Navier-Stokes
en utilisant la méthode des développements asymptotiques. Nous étudions alors les propriétés
des systèmes ainsi obtenus.

Dans la deuxième partie, nous utilisons la même méthode pour étendre les modèles aux cas
des écoulements sur une topographie quelconque mais aussi aux écoulements bi-couches à
surface libre et les écoulements de deux fluides entre deux plaques.

La dernière partie consiste en une étude numérique d’un écoulement cisaillé à l’aide du code
SLOSH et d’une application d’un des modèles trouvé dans le cas de deux fluides superposés à
surfaces libres.

A B S T R A C T

In this study, we focus on describing the dynamic of a thin liquid film when a stream of air
flows over its surface.

The first part is devoted to the formal derivation of one and two equation models (height or
flow rate) from the complete Navier-Stokes system, using asymptotic expansion method. Then
we study the properties of those models.

In the second part, we use the same way to obtain models in case of flow over an arbitrary
topography, bi-layer flows with free surface and bi-layer flows in a pipe.

The third part is devoted to a numerical study of an air blown flow using SLOSH and the
application of our model for bi-layer flows with free surface.
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0
I N T R O D U C T I O N

L’étude d’écoulements de films minces sous l’influence de la gravité a de larges implications
dans les phénomènes naturels tels que la modélisation du mouvement des océans, des

zones côtières, l’écoulement des rivières et de débris lors d’avalanches.
Dans l’industrie, les films minces interviennent dans la limitation de flux ou le transfert de

chaleur et de masse, ou pour protéger des surfaces. Ils peuvent être utilisés pour la conception
de peintures, d’adhésifs ou lors de dépôt de plusieurs couches de pellicules pour des films
photographiques.

De plus dans l’aéronautique, l’ingestion d’eau par les moteurs conduit à la formation d’une
fine couche de liquide sur les parois. De la même manière, l’injection du carburant dans la
chambre de combustion peut créer des films liquides ou dans une tuyère de fusée, une accumu-
lation de carburant forme un film (voir l’article de Oron et al. [40] sur la dynamique des films
minces ainsi que leur bibliographie).

L’objectif de ce travail est de développer des modèles de films minces pouvant modéliser
l’écoulement d’un film sur, par exemple, l’aube d’un moteur d’avion. Ce qui permettra

ainsi de fournir des modèles à implémenter dans le code CEDRE de l’Onera.
Comme la surface de l’aube d’un moteur est courbe, nous avons développé des modèles pour

fond quelconque (cf Partie II page 49). Ceci a fait l’objet d’un article Boutounet et al. [6].
De plus l’air cisaille le film, une première manière de voir ce terme a alors été de l’intégrer

au modèle comme un terme de cisaillement extérieur sur la surface du film (cf Partie I chapitre
3 page 35). Il existe beaucoup de travaux sur le cisaillement au fond (cf Partie III page 117).

Une deuxième optique a été de considérer en plus du film, la sous couche limite laminaire
du gaz. Pour ne pas alourdir les notations, nous avons supposé qu’il n’y avait pas d’effets de
turbulence et donc que la sous couche limite laminaire était suffisamment épaisse par rapport
au film. Cela nous a amené à des modèles multicouches. Peuvent être cités ici les travaux de
Kliakhandler [27], qui a écrit de tels modèles, ainsi que les résultats du chapitre 5 (page 119).

Comme ici nous ne nous intéressons pas à la hauteur du gaz, une simplification est de
considérer que la hauteur totale est constante : ce qui revient à faire un modèle où le film (avec
le gaz) est situé entre deux plaques. On peut citer à ce sujet les travaux de Charru et Fabre
[13] et le chapitre 7 de ce manuscrit (page 155) .

Historiquement, le premier modèle applicable aux écoulements de type films minces ruis-
selants est celui de Barré De Saint-Venant [2]. Il s’agit en fait d’un modèle d’hydraulique

composé de deux équations donnant la hauteur et le débit d’un canal.
Les premiers à avoir vraiment étudié des films liquides ruisselants le long d’un plan incliné,

sont Kapitza et Kapitza [25] alors que Pyotr Leonidovich Kapitza était en résidence surveillée
en URSS. Ils ont montré qu’il existe une valeur critique du nombre de Reynolds à partir de

1



2 I N T R O D U C T I O N

laquelle se développent les instabilités de la surface libre (valeur toutefois erronée dans leur
configuration verticale - toujours instable).

Puis Benjamin [3] et Yih [58]ont résolu le problème de la stabilité linéaire et donné la valeur
du Reynolds critique.

Par la suite Benney [4] a trouvé une équation donnant la hauteur du film qui permet de
retrouver formellement le critère de stabilité de Benjamin [3] et Yih [58] . Mais cette équation
est fortement non-linéaire et ne décrit pas le comportement du film au-delà du seuil de stabilité.

Suite à cela, de nombreuses personnes ont proposé des modèles issus des équations de
Navier-Stokes et basés sur la généralisation de la méthode intégrale de Karmann-Polhausen
introduite par Shkadov [51] (modèles à deux équations, mais non consistants), Ruyer-Quil et
Manneville [48, 50, 49] (modèles à deux équations consistants), Kuramoto et Tsuzuki [28], et
Sivashinsky [52] (modèles à une équation). En première approximation, on peut supposer en
effet que la vitesse est constante sur la hauteur du fluide, cette approche est justifiée dans
le cas d’écoulements de type Saint-Venant pour des fluides Newtoniens incompressibles où
la viscosité est négligeable. Dans leur article, Gerbeau et Perthame [20] ont ainsi fait une
dérivation formelle des équations de Navier-Stokes ainsi que des simulations numériques sur
le système de Saint-Venant résultant, mais avec des hypothèse de glissement au fond.

Ces méthodes permettent de retrouver les équations de Saint-Venant, à un coefficient
correcteur près Vila [53] et Chang et Demekhin [11]. De nombreux modèles ont été établis
pour diverses situations (films en rotation, film vertical...) qu’Oron et al. [40] ont parfaitement
synthétisé. Néanmoins il ne s’agit que de modèles d’écoulements sur fond plat.

Bouchut et Westdickenberg [5] ont alors introduit un système de coordonnées curvilignes
quelconque (non-forcément orthogonal) apte à décrire un écoulement sur une topographie
quelconque. Toutefois ils se sont limités au cas non-visqueux.

Il existe donc de nombreux modèles intégraux à une ou deux équations, mais limités à des
cas simples comme le ruissellement sur un plan incliné, et souvent peu justifiés. Il existe un
modèle intéressant dans le cas d’un fond variable, mais il ne traite pas la viscosité. De plus il
n’existe pas d’étude rigoureuse pour un film entraîné par un écoulement gazeux.

Il reste à trouver des modèles incluant l’entraînement du film par le gaz et incluant un fond
variable en se basant sur une analyse mathématique rigoureuse afin de connaître la validité
de ces modèles. Il s’agit donc de décrire le comportement dynamique d’un film liquide mince
sur une paroi quelconque, mû par inertie et par cisaillement du gaz en utilisant la méthode
des développements asymptotiques pour trouver des solutions approchées des équations de
Navier-Stokes afin d’écrire des modèles intégraux.

Cette thèse se décompose en trois parties. Dans la première partie, nous modéliserons l’écou-
lement laminaire d’un film liquide incompressible newtonien soumis à une contrainte

de cisaillement à l’interface. Pour cela, nous écrivons le système d’équations nous permettant
d’étudier l’écoulement d’un film mince à surface libre, dans un repère 3D en mouvement.

Nous voulons alors expliquer comment obtenir un système de type Saint-Venant à partir des
équations de Navier-Stokes à surface libre en étudiant le cas 2D ( plus de simple à écrire que
le cas 3D). Le système d’équations ainsi trouvé sera mis à l’échelle pour faire apparaître les
nombres adimensionnels définissant l’écoulement. Puisque le film est par définition mince, et
en faisant certaines hypothèses, il est possible de résoudre asymptotiquement les équations
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de Navier-Stokes autour de la solution d’équilibre. Ce développement sera fait par rapport à
un petit paramètre ε, appelé paramètre onde longue, qui est le rapport entre la hauteur et la
longueur caractéristiques du film. La solution ainsi obtenue sera injectée dans les équations
de Navier-Stokes moyennées sur la hauteur pour obtenir des modèles à une équation sur la
hauteur et deux équations sur la hauteur et le débit.

Pour finir cette partie, nous étudierons les propriétés des différents modèles pour mieux les
distinguer entre eux. Ainsi il faudra réaliser une analyse de stabilité linéaire qui permettra de
retrouver le seuil à partir duquel se développent les instabilités. On imposera au système d’être
hyperbolique, puis on cherchera une entropie convexe. On montrera alors que ces modèles sont
linéairement stables. Pour finir nous nous intéresserons aux formations de roll-waves et aux
travaux déjà effectués sur leur étude.

Dans la deuxième partie, nous considérerons un écoulement sur une topographie quelconque.
En effet, les films qui nous intéressent ne s’écouleront pas, en générale, sur des surfaces planes,
mais sur des surfaces courbes. Le film étant mince, il restera donc en contact avec la paroi.
On supposera alors qu’il ne se décroche pas. Il faudra alors définir un système de coordonnées
curvilignes adapté pour y réécrire les équations de Navier-Stokes ainsi que les conditions
limites.

Les résultats de cette partie ont été publié Boutounet et al. [6], mais la version présentée ici
inclue deux termes modélisant l’influence du gaz sur le film : un gradient de pression extérieure
et une contrainte de cisaillement.

Dans la troisième et dernière partie, nous voulons nous assurer que les modèles d’équations
intégraux peuvent reproduire des résultats expérimentaux donnés. Les seuils d’instabilité et
les profils de hauteur seront comparés aux résultats de la littérature Liu et Gollub [33] ainsi
qu’aux résultats expérimentaux réalisés à l’Onera par G. Heid. Or l’hypothèse de modélisation
en une seule couche s’est avérée insuffisante. Pour affiner les prédictions des modèles, les
méthodes précédentes ont été réutilisées pour développer un modèle à deux couches, une pour
le film et une pour le gaz. Pour ce faire, le modèle de Charru et Fabre [13] a pu être réutilisé et
étendu.

Dans un premier chapitre, nous montrerons comment développer les solutions des équa-
tions de Navier-Stokes dans le régime Shallow-Water. En utilisant ce développement, nous
obtiendrons une hiérarchie de modèles pour des écoulements bi-fluides de type Shallow-Water.

Tout d’abord, nous écrierons des modèles de lubrification : en utilisant le premier (resp.
deuxième) ordre du développement du champ de vitesse, nous obtiendrons un modèle non
visqueux (resp. visqueux) de lois de conservations sur les hauteurs des fluides ou couplé aux
équations de Kuramoto-Sivashinsky si l’on prend en compte les forces de capillarité. Puis,
avec le deuxième (resp. troisième) ordre du champ de vitesse, nous trouverons un modèle
Shallow-Water non-visqueux (resp. visqueux).

Kliakhandler [27] a déjà fait des modèles à n couches (une équation par couche), donc n
équations couplées et a réalisé une étude par morceaux. Il a aussi montré le caractère bien posé
de ces systèmes dans certaines situations. Nous généralisons ici cette étude, en construisant
un système à 2n (n = 2) équations ainsi qu’une analyse de stabilité complète.
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De plus grâce à ces modèles bi-couches, nous pourrons construire des modèles de glissement
en considérant que les deux couches sont constituées d’un même fluide et que la couche du
dessous est de très faible épaisseur.

Dans un deuxième chapitre, nous appliquerons le modèle développé dans l’article Boutounet
et al. [7] soumis, pour un écoulement à surface libre de deux fluides superposés coulant le long
d’un plan incliné, toujours sous l’hypothèse film mince.

Nous souhaitons ici simuler un écoulement bicouche conforme aux prédictions avec une
analyse de stabilité (pour l’existence de roll-waves dans le domaine instable avec asymptotique
pour petites longueurs d’onde, se référer à l’article Noble [38]).

Puis dans un troisième chapitre, nous étudierons un écoulement bicouche 2D contenu entre
deux plaques, il n’y a donc pas de surface libre dans ce cas, ce qui ajoute une contrainte à notre
problème. On réalisera un développement asymptotique comme dans le chapitre 2. Mais ici
la condition de continuité des contraintes ne pourra pas être vérifiée car le saut de la vitesse
tangentielle est non nul à l’interface ([w] 6= 0). Nous utiliserons l’article de Charru et Fabre [13],
où ils font une étude d’écoulement bi-fluides entre deux plaques mais ils n’ont pas considéré ce
problème de continuité à l’interface, il y a donc une incompatibilité de leurs conditions limites
avec cette étude. Néanmoins ce point ne pose pas de problème dans le cas d’ondes de petites
amplitudes. Ici nous réglerons ce problème en ajoutant un degré de liberté à nos équations,
c’est-à-dire en faisant intervenir la pression un ordre plus tôt que normalement en posant
δ ≈ O (1). Nous réaliserons aussi un modèle de pression et contrainte à l’interface où nous
justifierons les corrélations utilisées par Jurman et McCready [24], bien que dans notre cas le
gaz n’est pas turbulent. En effet ils ont proposé un modèle Saint-Venant pour un film liquide
entraîné par un écoulement turbulent. Il s’agit d’un modèle qualitatif basé sur les résultats
expérimentaux de Abrams et Hanratty [1] sur le cisaillement d’un gaz au-dessus d’une surface
solide rugueuse (de forme sinusoïdale).

Dans un dernier chapitre, nous allons utiliser les résultats des expériences réalisées à
l’Onera par Gilles Heid et dans le travail de thèse de Marie Lalo [29], même si tous deux ne
s’intéressent pas exactement aux mêmes phénomènes que nous. Nous testerons nos modèles
sur des écoulements cisaillés : films liquides plans et verticaux avec écoulement de gaz pour
tenter de retrouver ces résultats expérimentaux.



Première partie

M O D É L I S AT I O N





I - Modélisation

DANS cette partie, nous montrons comment écrire un système de Navier-
Stokes en 3D dans un repère en mouvement. Puis nous faisons une simpli-
fication de ce cas en passant au système en 2D, où nous construirons des

modèles à une ou deux équations, de type Saint-Venant en utilisant la méthode des
développements asymptotiques. Les propriétés des systèmes ainsi obtenus sont
alors étudiées.
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É TA B L I S S E M E N T D E S É Q UAT I O N S

Dans ce chapitre, nous allons écrire le système d’équations nous permettant d’étudier
l’écoulement d’un film mince à surface libre, dans un repère 3D en mouvement.

S O M M A I R E
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1.1.1 Équations de Navier-Stokes-Coriolis 9
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1.1 É Q UAT I O N S D É C R I VA N T L A DY N A M I Q U E D U FI L M

1.1.1 Équations de Navier-Stokes-Coriolis

Nous commençons par écrire les équations de Navier-Stokes pour un fluide newtonien
incompressible s’écoulant dans un sous-domaine de R3.

Le fluide s’écoule sur un fond variable et est soumis aux effets de l’inertie (gravité variable).
On se place alors dans un repère en rotation autour d’un axe, situé à une distance

∣∣∣~R
∣∣∣ de cet

axe de rotation et avec une vitesse angulaire ~Ω, de manière à ce que le modèle obtenu dans la
suite puisse s’appliquer par exemple aux aubes du moteur d’un avion (cf figure 1).

Comme la masse volumique est considérée constante, l’équation de conservation de la masse
se réduit à la divergence nulle de la vitesse. En exprimant le mouvement dans le repère en
rotation, on obtient le système d’équations suivant :





∇· ~U = 0

∂t~U + (~U ·∇)~U =−2~Ω∧ ~U −~Ω∧
(
~Ω∧~r

)

+ν∇2~U −
1
ρ
∇p+~I

(1.1)

avec comme notations :

9
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��
��
��
��

��~x

~z

~y

~Ω
~R

Fond
~r









x
y
z









h(x, y, t)

FIGURE 1: Repère du film liquide mince en 3D

• ~U = (u,v,w)T , la vitesse dans le repère en mouvement ;
• ~Ω , le vecteur vitesse angulaire ;
• ~r , le vecteur position de l’élément de fluide dans le repère fixe par rapport à l’axe de

rotation ;
• −2~Ω∧ ~U et −~Ω∧

(
~Ω∧~r

)
sont respectivement la force de Coriolis et la force centrifuge ;

• ν∇2~U , le tenseur des contraintes visqueuses (ν est la viscosité cinématique du fluide) ;
• p , la pression (ρ est la masse volumique du fluide) ;
• ~I = (i1, i2, i3)T , les forces volumiques d’inerties qui, si le repère n’est pas soumis à un

mouvement de translation accéléré, se réduisent à une constante, la gravité ~g .

Développement des forces

On se donne ~Ω= (ω1,ω2,ω3)T et ~R = (r1, r2, r3)T , vecteur orienté de l’axe de rotation vers
l’origine du repère (~x,~y,~z). On suppose que ~Ω et ~R sont constants au cours du temps.

• Accélération centrifuge :

−~Ω∧
(
~Ω∧~r

)
=−~Ω∧


~Ω∧




r1 + x

r2 + y

r3 + z





 (1.2)

• Accélération de Coriolis :

−2~Ω∧ ~U = 2




ω3v−ω2w

ω1w−ω3u

ω2u−ω1v


 (1.3)
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Elle correspond à l’accélération du repère or contrairement au cas général où il s’agit de la
rotation de la Terre, on considère ici la rotation d’une aube d’un avion.

• Inertie ~I (t).

1.1.2 Conditions aux limites

• Condition de non-glissement sur le fond :

U (x, y,0, t)= 0 (1.4)

• Conditions à la surface libre :

À la surface libre z = h (x, y, t), ~n la normale à la surface au point (x, y) est donnée

par ~n =
1

√
1+|∇h|2




−hx

−hy

1


, ~tx et ~ty les tangentes par ~tx =

1
√

1+h2
x




1

0

hx


 et ~ty =

1
√

1+h2
y




0

1

hy


, et la courbure H par H =

(
1+h2

y

)
hxx −2hxhyhxy +

(
1+h2

x

)
hyy

(
1+h2

x +h2
y
) 3

2

.

◦ Condition d’imperméabilité :

ht +u|z=hhx +v|z=hhy −w|z=h = 0 (1.5)

◦ Continuité de la contrainte :

~~Σ

(
~U|z=h

)
·~n−

(
p|z=h +σH

)
~n =−pg~n+τn~n+τtx

~tx +τty
~ty (1.6)

⊲
~~Σ , tenseur des contraintes visqueuses ;

⊲ σ est la tension de surface du fluide ;
⊲ ~τn (x, y, t) , la contrainte normale de la phase gazeuse ;
⊲ ~τtx (x, y, t) , la contrainte tangentielle du gaz selon~x ;
⊲ ~τty (x, y, t) , la contrainte tangentielle du gaz selon ~y ;
⊲ pg (x, y, t) , la pression du gaz sur la surface libre.

Soit~tξ , un vecteur tangent à la surface libre, alors (1.6) se réduit à :

~~Σ

(
~U|z=h

)
·~n ·~tξ = τtξ (1.7)
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En utilisant~tx et~ty , on obtient :

(
1−hx

2
)
(uz +wx)−hxhy (vz +wx)−2hx

(
vy +2ux

)
−hy

(
uy +vx

)
=

1
µ
τtx (1.8)

(
1−hy

2
)(

vz +wy
)
−hyhx (uz +wx)−2hy

(
ux +2vy

)
−hx

(
vx +uy

)
=

1
µ
τty (1.9)

où µ est la viscosité dynamique du fluide. La composante en~z de (1.6), avec les résultats
(1.8) et (1.9) donne :

−
µ

1−h2
x

(
2ux

(
1+h2

x

)
+h2

x

(
2vy +hy (vz +wx)

)
+hxhy

(
uy +vx

))

−
µ

1−h2
y

(
2vy

(
1+h2

y

)
+h2

y (2ux +hx (uz +wx))+hyhx
(
uy +vx

))

= p|h − pg +σH +τn

(1.10)

1.2 S Y S T È M E C O M P L E T

Récapitulons toutes les équations que l’on a obtenu :

Équations de volume :



∇· ~U = 0

∂t~U + (~U ·∇)~U =−2~Ω∧ ~U −~Ω∧
(
~Ω∧~r

)

+ν∇2~U −
1
ρ
∇p+~I

Condition de non glissement :

U (x, y,0, t)= 0

Imperméabilité :

ht +u|z=hhx +v|z=hhy −w|z=h = 0

Continuité des contraintes tangentielles en~x :(
1−hx

2
)
(uz +wx)−hxhy (vz +wx)−2hx

(
vy +2ux

)
−hy

(
uy +vx

)
=

1
µ
τtx

Continuité des contraintes tangentielles en ~y :(
1−hy

2
)(

vz +wy
)
−hyhx (uz +wx)−2hy

(
ux +2vy

)
−hx

(
vx +uy

)
=

1
µ
τty

Continuité des contraintes tangentielles en~z :

−
µ

1−h2
x

(
2ux

(
1+h2

x

)
+h2

x

(
2vy +hy (vz +wx)

)
+hxhy

(
uy +vx

))

−
µ

1−h2
y

(
2vy

(
1+h2

y

)
+h2

y (2ux +hx (uz +wx))+hyhx
(
uy +vx

))

= p|h − pg +σH +τn

TABLE 1: Système complet 3D
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1.3 M I S E À L’É C H E L L E

1.3.1 Choix des échelles

On se fixe comme longueurs caractéristiques horizontales L1 suivant~x et L2 suivant ~y. On
se donne aussi H et U0 , respectivement la hauteur et la vitesse moyenne en~x de la solution
uniforme. On utilisera aussi i0 = |~I| le module des forces d’inertie d’accélération, r = |~R| la
distance à l’axe et ω̄ la vitesse de rotation moyenne.

À partir de ces valeurs, on définit d’autres grandeurs caractéristiques :
L2U0

L1
et

HU0

L1

vitesses suivant ~y et~z ;
L1

U0
grandeur de temps.

On adimensionne les forces d’inertie par la combinaison des contributions des forces d’inerties
d’accélération et des forces d’inerties centrifuges, c’est à dire par i0 + rω̄2, ce qui donne comme
adimensionnement pour les forces de pression ρH

(
i0 + rω̄2)

.
La pression et les contraintes extérieures sont adimensionnées par :

ρgV 2
g︸ ︷︷ ︸

pression inertielle

+
µgVg

Hg︸ ︷︷ ︸
pression visqueuse

= ρgV 2
g

(
1+

1
Reg

)
(1.11)

où ρg, µg , Vg et Hg sont les dimensions caractéristiques du gaz dans la sous-couche laminaire
(masse volumique, vitesse, viscosité dynamique, et hauteur caractéristique) qui définissent Reg

, le nombre de Reynolds du gaz par Reg =
ρgVgHg

µg
.

Les équations adimensionnées font apparaître les nombres adimensionnels suivants :

⊲Nombre de Reynolds : Re =
U0H

ν

⊲Nombre de Froude : F2 =
U2

0

H
(
i0 + rω̄2

)

⊲Nombre de Rossby : Ro =
U0

2ω̄H

⊲Nombre de Weber : We =
ρU2

0 H

σ

Remarque. Cette définition des nombres adimensionnels correspond à l’écriture classique
de ces nombres, telle que l’on peut le voir en mécanique des fluides. Néanmoins, les articles

traitant des films minces n’utilisent pas toujours ces formes, certains définissent
σ

ρU2
0 H

comme

nombre de Weber et
H

(
i0 + rω̄2)

U2
0

comme nombre de Froude ( Cf Chang et Demekhin [11] pour
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plus de détails ). Les lecteurs doivent donc prêter attention à la définition de ces nombres lors
de l’utilisation des différents modèles adimensionnels.

Voici un tableau récapitulatif des différentes dimensions :

x L1 u U0

y L2 v U0
L2

L1

z H w U0
H

L1

~R r t
L1

U0
~Ω ω̄ p ρH

(
i0 + rω̄2)

~I i0 + rω̄2 τ, pg ρgV 2
g

(
1+

1
Reg

)

TABLE 2: Dimensions caractéristiques

On définit alors deux paramètres onde longue dans chacune des directions de l’écoulement :

ε1 =
H

L1
et ε2 =

H

L2
. Ces deux paramètres seront petits dans le cas de l’étude de films minces où

la hauteur caractéristique de l’écoulement H sera plus petite que les longueurs caractéristiques
horizontales : L1 suivant~x et L2 suivant ~y.

1.3.2 Traitement du terme de force de Coriolis

Comme vu précédemment, la force de Coriolis est prise en compte dans le système (1.1),
or cette force vaut

(
−2~Ω∧ ~U

)
et fait intervenir la vitesse du fluide. Il serait souhaitable de

simplifier cette écriture.
Étudions l’influence du nombre de Rossby Ro, qui représente le rapport entre les forces

d’inerties et les forces dues à la rotation :
• Si Ro ≫ 1, alors les forces de Coriolis, dues par exemple à la rotation terrestre, sont

négligeables devant l’inertie de l’écoulement.
• Dans le cas contraire, Ro ≪ 1, les forces de Coriolis dominent le mouvement du fluide.

Le fait que le nombre de Rossby soit grand devant l’unité signifie que la vitesse de rotation

moyenne doit être faible devant le rapport
U0

2H
= Ro, c’est à dire ω̄ ≪

U0

2H
. Or la hauteur

moyenne de l’écoulement, H, est de l’ordre de 100µm = 10−4m ainsi :

[
U0

H

]
∼ 104s−1

et donc Ro ≫ 1 équivaut à dire que ω̄≪ 5.103 tours/s. Il faut donc que la vitesse de rotation
moyenne soit inférieure à 3.105 tours/min. Cette limite est tout à fait envisageable dans le cas
de la rotation des aubes d’un moteur d’avion.
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Pour notre étude, on peut donc conclure que le nombre de Rossby sera élevé ainsi les effets
de la force de Coriolis seront négligeables devant la force centrifuge.

1.3.3 Nombre de paramètres indépendants

L’écoulement est défini à partir de cinq paramètres : Re le nombre de Reynolds, F le nombre
de Froude, We le Weber, ε= ε1 le paramètre onde longue suivant x pour le cas 2D et θ la pente
de la surface d’écoulement du fluide (en 2D et l’inertie i0 dans le cas général).

Physiquement l’état de référence est un régime permanent décrit par sa vitesse moyenne dé-
bitante U0 et sa hauteur d’équilibre H. L’écoulement physique de référence est alors déterminé
par les grandeurs suivantes : Re, F, ρ, ν et θ. Ainsi si on prend un écoulement permanent
comme échelle pour représenter l’état de référence, on trouve une relation entre le nombre de
Froude et le Reynolds grâce au paramètre λ= Re

F2 . Le système est alors entièrement défini avec
3 paramètres sans perte de généralité.

1.3.4 Récapitulatif de quelques adimensionnements dans le domaine des films minces

Nous allons présenter dans un premier temps un adimensionnement classique puis nous
analyserons quelques variantes trouvées dans la littérature. Nous présenterons alors comment
retrouver les adimensionnements de la littérature à partir de notre adimensionnement.

• Introduction aux équations de Navier-Stokes avec surface libre et film de Nus-

selt

Le concept de film mince avec étude asymptotique de type onde longue mène à des
conditions de flux de type Poiseuille à surface libre uniforme. Si l’on ne considère que les
forces de gravité comme dans les forces extérieures, les champs de vitesse et de pression
pour z ≤ H (H la hauteur de l’écoulement uniforme) sont donnés par :

(i) u (z)=
(
H−

z

2

)
z

gsinθ

ν
,

(ii) p (x, z)= ρg (H− z)cosθ

(1.12)

La vitesse à l’interface est alors v0 = u (H)=
H2 gsinθ

2ν
et la vitesse moyenne dans le fluide

est :

U0 =
H2 gsinθ

3ν
(1.13)
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On peut voir que si l’on prend en compte la pression hydrostatique donnée par (1.12), la
pression caractéristique p0 est telle que :

p0 = ρgH (1.14)

Si ce flux uniforme est pris comme flux de référence, les nombre adimensionnels utilisés
doivent vérifier :

3=
Re

F2
cl

sinθ (1.15)

On pose :

G2 =
ρU2

0

p0
(1.16)

On définit le nombre de Froude classique (où l’on ne considère que les forces de gravité) et
le nombre de Weber :

F2
cl =

U2
0

gH
, We =

ρU2
0 H

σ
(1.17)

On a alors deux listes de paramètres
(
α,β,δ

)
et (κ,λ,̟) :

α=
εG2

Re
, β= εRe, δ=

εRe

G2

κ=
ε2G2

We
, λ=

Re

F2
cl

sinθ, ̟=
G2

F2
cl

cosθ
(1.18)

On peut voir que :

ε2 =αδ, ε2G2 =αβ (1.19)

Le poids relatif des différents paramètres est libre et on a :

̟=

√

1−λ
δ

α
(1.20)
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De plus avec F2
cl , Re, We, on peut trouver un nouveau nombre adimensionnel qui ne dépend

que des grandeurs caractéristiques du fluide et de la gravité, le nombre de Kapitza :

Ka =
σ

ρ
ν−

4
3 g− 1

3 (1.21)

• Adimensionnement de Vila

Dans la méthode développée par Vila [53, 54] pour un film ruisselant sur un plan incliné,
on pose :

p0 = ρgH (1.22)

De ce fait G2 = F2
cl , ce qui simplifie les écritures des différents paramètres, tel que :

α=
εF2

cl

Re
, β= εRe, δ=

εRe

F2
cl

κ=
ε2F2

cl

We
, λ=

Re

F2
cl

sinθ, ̟= cosθ

(1.23)

En première approche, on considère
(
α,β,δ

)
petits alors que (κ,λ,̟) seront en O (1). Si l’on

choisit comme référence la vitesse moyenne du flux uniforme (1.13), on peut alors choisir
λ= 3. Il n’est cependant pas nécessaire de faire cette hypothèse lors du développement
asymptotique.
Le fait de supposer que κ ∼ O (1) au lieu d’être un petit paramètre (à cause du fait que
ε2 =αδ) peut se justifier par l’utilisation de grand nombre de Kapitza (1.21) dans les tests
d’adimensionnement puisque :

Ka =
R

4
3
e

We
, κ=

ε2F2
cl

We
= ε2KaR

− 4
3

e F
4
3
cl =

(
αδ
√

β

) 4
3

Ka

(
sinθ

λ

) 2
3

(1.24)

Cet adimensionnement est utilisé dans le livre de Chang et Demekhin [11]. Dans ce cas,
la stabilité d’un flux uniforme est restreinte au domaine où :

Re =
H3 gsinθ

3ν2
≤ Rc =

5
6

cotθ (1.25)
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avec Rc définissant un nombre de Reynolds critique.
• Adimensionnement de Roskes & Nakaya

L’adimensionnement de Roskes [45] et de Nakaya [36] est basé sur :

U0 =
H2 gsinθ

2ν

p0 = ρgH sinθ

(1.26)

La vitesse du flux uniforme à l’interface u (H) est alors prise comme référence, ce qui
implique que les nombres adimensionnels ne doivent plus vérifier (1.15) mais :

2=
R

F2
cl

sinθ (1.27)

où R correspond à leur définition du nombre de Reynolds. Ainsi le domaine de stabilité est
restreint à :

R =
H3 gsinθ

2ν2
≤ Rc =

5
4

cotθ (1.28)

ce qui donne à la place de (1.18) :

α=
εF2

cl

Re
, β= εRe, δ=

εRe

F2
cl

κ=
ε2F2

cl

We
, λ=

Re

F2
cl

, ̟= cotθ

(1.29)

On peut aussi noter que Roskes et Nakaya définissent leur nombre de Weber W tel que :

W =
σ

ρgH2
=

σ

2νρU0
=

σ

ρHU2
0

U0H

2ν
=

R

2We
(1.30)

Roskes réalise un développement jusqu’à l’ordre 3 en ε (les effets de tension de surface
doivent donc apparaître) cependant il suppose que W et R sont de l’ordre de O (1). De plus
il fait une étude petite amplitude d’ondes monochromatiques jusqu’au troisième ordre.
Nakaya a aussi étudié (partiellement) le cas ε2W ∼O (1).

• Adimensionnement de Liu & Gollub
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Ils utilisent :

U0 =
H2 gsinθ

2ν
,

p0 = ρgH sinθ

(1.31)

et leur nombre de Reynolds est tel que :

R =
H3 gsinθ

2ν2
(1.32)

Et ils introduisent :

W =
σ

ρgH2 sinθ
=

σ

2ρνU0
=

σ

ρHU2
0

u0H

2ν
=

R

2We
(1.33)

Dans le premier article de Liu et Gollub [32], ils étudient la stabilité du modèle ; dans le
deuxième article Liu et Gollub [33], ils s’intéressent au comportement non-linéaire. Ils
présentent un grand nombre de résultat d’expériences très documentées, ce qui constitue
une base intéressante pour la validation de modèles.

• Adimensionnement de Ruyer-Quil & Maneville

Dans leur analyse, Ruyer-Quil et Manneville [48] prennent :

L = H = ν
2
3 (gsinθ)−

1
3 ,

p0 = ρU2
0 = ρ (gνsinθ)

2
3

(1.34)

Ce qui correspond à :

ε= 1, F2
cl = sinθ, Re = 1 (1.35)

Ils ne disposent que de deux degrés de liberté :cotθ et Γ, définis tels que :

Γ=
σ

ρHU2
0

=
σ

ρν
4
3 (gνsinθ)

1
3

=
1

We
=

Ka

sinθ
(1.36)

Ils utilisent partiellement une asymptotique onde longue, des petites perturbations(
hx

h
≪ 1

)
et un développement petite amplitude. À notre connaissance, c’est le premier

article présentant des modèles de type Shallow Water à deux moments. Pour faire une
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comparaison avec leur travail, il faut poser L 6= H et garder ε pour que l’asymptotique
onde longue soit plus simple. Ce qui donne :

α= ε, β= ε, δ= ε

κ=
ε2

We
, λ= 1, ̟= cotθ

(1.37)

• Adimensionnement de Panga, Mudunuri & Balakotaiah

Panga et al. [41] utilisent :

U0 =
gH2 sinθ

3ν
,

p0 =
1
12

ρgH sinθ

(1.38)

De plus ils imposent θ =
π

2
et n’ont que deux paramètres Ka et Γ=W−1

e . Leurs nombres

de Reynolds et Weber sont définis tels que :

Rem = 4
ρHU0

µ
= 4Re

Γ=W−1
e

(1.39)

La solution uniforme vérifie alors :

3=
Re

F2
cl

sinθ =
Re

F2
cl

=
Rem

4F2
cl

(1.40)

Ils supposent que Ka =
σ

ρ
ν−

4
3 g− 1

3 =ΓR
5
3
e 2− 1

3 =O (1) et que Ka est grand tel que Γε2 =O (1)

et λ=O (1) ainsi :

α= 4ε, β=
εRem

4
, δ=

ε

4
κ= RemΓ, λ= 3, ̟= 0

(1.41)

Donc Re =O

(
ε

6
5

)
et :

α=O (ε) , β=O

(
ε

11
5

)
, δ=O (ε) , κ=O

(
ε

6
5

)
(1.42)
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Ils réalisent alors un développement jusqu’à l’ordre ε
11
5 et étudient différents modèles à

une équation en gardant des dérivées temporelles (à la place de dérivées spatiales) pour
corriger certains termes dans le calcul des moyennes des moments.
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1.4 S Y S T È M E FI N A L

En négligeant la force de Coriolis, on obtient le système suivant :

Équations de volume :



∇· ~U = 0

∂t~U + (~U ·∇)~U =−~Ω∧
(
~Ω∧~r

)
+ν∇2~U

−
1
ρ
∇p+~I

Condition de non glissement :

U (x, y,0, t)= 0

Condition cinématique :

ht +u|z=hhx +v|z=hhy −w|z=h = 0

Continuité des contraintes tangentielles en~x :(
1−hx

2
)
(uz +wx)−hxhy (vz +wx)−2hx

(
vy +2ux

)
−hy

(
uy +vx

)
=

1
µ
τtx

Continuité des contraintes tangentielles en ~y :(
1−hy

2
)(

vz +wy
)
−hyhx (uz +wx)−2hy

(
ux +2vy

)
−hx

(
vx +uy

)
=

1
µ
τty

Continuité des contraintes tangentielles en~z :

−
µ

1−h2
x

(
2ux

(
1+h2

x

)
+h2

x

(
2vy +hy (vz +wx)

)
+hxhy

(
uy +vx

))

−
µ

1−h2
y

(
2vy

(
1+h2

y

)
+h2

y (2ux +hx (uz +wx))+hyhx
(
uy +vx

))

= p|h − pg +σH +τn

TABLE 3: Système final 3D

Le système adimensionné sera écrit dans le chapitre suivant où les équations seront moins
compliquées.
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O B T E N T I O N D U M O D È L E D E S A I N T- V E N A N T 2 D

Le but de ce chapitre est d’expliquer comment obtenir un système de type Saint-Venant à
partir des équations de Navier-Stokes à surface libre en étudiant le cas 2D, qui sera plus

simple au niveau de l’écriture des équations que le cas général.

S O M M A I R E

2.1 Équations de Navier-Stokes 23

2.2 Conditions aux limites 24

2.3 Système complet 26

2.4 Solution uniforme stationnaire 26

2.5 Mise à l’échelle 27

2.5.1 Nombre adimensionnels 28

2.5.2 Paramètres adimensionnels 28

2.6 Équations adimensionnées 29

2.6.1 Équations moyennées 29

2.7 Asymptotique onde longue 29

2.8 Développements asymptotiques 30

2.8.1 Ordre 0 30

2.8.2 Ordre 1 31

2.8.3 Le modèle à deux équations 32

2.1 É Q UAT I O N S D E N AV I E R -S T O K E S

On considère le cas 2D suivant : un film liquide se déplaçant sur une surface solide non
rugueuse supposée plane, de longueur caractéristique L très grande, formant un angle θ avec
l’horizontale et uniquement soumis aux effets de la gravité.

On part des équations de Navier-Stokes pour un fluide newtonien incompressible s’écoulant
dans un sous-domaine de R2 (cf figure 2).

23
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FIGURE 2: Repère du film liquide mince en 2D

Comme la masse volumique est considérée constante, l’équation de conservation de la masse
se réduit à la divergence nulle de la vitesse. En utilisant le fait que le repère est fixe, on obtient
le système d’équations simplifié suivant :





∇· ~U = 0

∂t~U +
(
~U ·∇

)
~U = ν∇2~U −

1
ρ
∇p+~g

(2.1)

avec comme notations :
• ~U = (u,w)T , la vitesse dans le repère en mouvement ;
• ν∇2~U , le tenseur des contraintes visqueuses (ν est la viscosité cinématique du fluide) ;
• p, la pression ;
• ~g = (gsinθ,−gcosθ)T , la gravité.

2.2 C O N D I T I O N S AU X L I M I T E S

• Condition de non-glissement au fond :

U (x, y,0, t)= 0 (2.2)

La vitesse du fluide est nulle sur le fond.

• Condition à la surface libre :

Au niveau de la surface libre z = h (x, t), la normale à la surface en chaque point est

donnée par ~n =
1

√
1+h2

x

(
−hx

1

)
, la tangente par~t =

1
√

1+h2
x

(
1

hx

)
, et la courbure par
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H =
hxx

(
1+h2

x
) 3

2

.

◦ Condition cinématique :

ht +u|z=hhx −w|z=h = 0 (2.3)

Cette condition exprime le fait que le fluide ne traverse pas la surface libre.

◦ Continuité de la contrainte (en l’absence de gaz sur le fluide) :

~~Σ

(
~U|z=h

)
·~n−

(
p|z=h +σH

)
~n = 0 (2.4)

où~~Σ est le tenseur des contraintes visqueuses.

⊲ En réalisant le produit scalaire de l’équation (2.4) avec~t, et en utilisant l’équation de
conservation de la masse, on peut écrire :

(
1−h2

x

)
(uz +wx)−4hxux = 0 (2.5)

⊲ La composante en~z de (2.4), avec le résultat (2.5) donne :

−2µ
1+h2

x

1−h2
x

ux = p|h +σH (2.6)
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2.3 S Y S T È M E C O M P L E T

Récapitulons le système d’équations obtenu :

Équations de volume :



∇· ~U = 0

∂t~U +
(
~U ·∇

)
~U = ν∇2~U −

1
ρ
∇p+~g

Condition de non glissement :

U (x, y,0, t)= 0

Condition cinématique :

ht +u|z=hhx −w|z=h = 0

Continuité des contraintes tangentielles en~x :(
1−h2

x

)
(uz +wx)−4hxux = 0

Continuité des contraintes tangentielles en~z :

−2µ
1+h2

x

1−h2
x

ux = p|h +σH

TABLE 4: Système complet 2D

2.4 S O L U T I O N U N I F O R M E S TAT I O N N A I R E

Dire que l’écoulement est stationnaire signifie qu’il n’y a ni variation longitudinale, ni
variation en temps des caractéristiques du fluide :

ϕt =ϕx = 0

où ϕ représente une caractéristique de l’écoulement, par exemple le débit ou la hauteur.
Donc la hauteur moyenne du fluide est une constante : h (x, z)= H. De plus l’écoulement que

l’on veut considérer est uniforme en z, ce qui veut dire que pour z fixé, la vitesse ne varie pas
ainsi w = 0.

Les équations (2.1)-(2.5) deviennent alors :





uzz =−
gsinθ

ν

pz =−ρgcosθ

u (x,0)= uz (x,H)= 0

p (x,H)= 0

(2.7)
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Après intégration, on trouve :





u (x, z) =
gsinθ

ν

(
H−

z

2

)
z

p (x, z) = ρg (H− z)cosθ
(2.8)

On obtient bien un film de Nusselt qui a un profil de vitesse de type Poiseuille. La vitesse à
l’interface est donnée par :

v0 = u (H)=
H2 gsinθ

2ν
(2.9)

et la vitesse moyenne du film de Nusselt est :

U0 =
H2 gsinθ

3ν
. (2.10)

On peut voir que si l’on prend en compte la pression hydrostatique donnée par (2.8), la
pression caractéristique p0 est telle que :

p0 = ρgH (2.11)

2.5 M I S E À L’É C H E L L E

Choix des échelles

On se fixe comme longueur caractéristique horizontale L suivant~x . On se donne aussi H et
U0, respectivement la hauteur et la vitesse moyenne en~x de la solution uniforme.

À partir de ces valeurs, on définit d’autres grandeurs caractéristiques :
HU0

L
vitesse suivant

~z et
L

U0
grandeur de temps.

On adimensionne les forces de gravité par g, ce qui donne comme adimensionnement pour
les forces de pression ρgH. C’est à dire :

t L

U0

u U0

x L w U0
H

L
z H ~g g

p,τ ρgH

TABLE 5: Dimensions caractéristiques
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On définit un petit paramètre, appelé paramètre onde longue ε=
H

L
, dans la direction de

l’écoulement.

2.5.1 Nombre adimensionnels

Les équations adimensionnées feront apparaître les nombres adimensionnels suivants :

⊲ Nombre de Reynolds : Re =
U0H

ν
,

⊲ Nombre de Froude : F2 =
U2

0

H g
,

⊲ Nombre de Weber : We =
ρU2

0 H

σ
.

2.5.2 Paramètres adimensionnels

On a alors deux listes de paramètres
(
α,β,δ

)
et (κ,λ,̟) :

α=
εF2

Re
, β= εRe, δ=

εRe

F2

κ=
ε2F2

We
, λ=

Re

F2

(2.12)

En première approche, on considère
(
α,β,δ

)
petits alors que (κ,λ) seront en O (1). Si l’on

choisit comme référence la vitesse moyenne du flux uniforme (2.10), on peut alors choisir

λsinθ =
Re

F2
sinθ = 3 (si on fait le choix de prendre la vitesse à l’interface, on aura alors

λsinθ = 2). Il n’est cependant pas nécessaire de faire cette hypothèse lors du développement
asymptotique.

On retrouve ce qui a été présenté dans la partie 1.3.3, l’écoulement est défini par quatre
paramètres : Re, We, θ et ε où le paramètre λ relie le nombre de Froude et le Weber par la
relation définie ci-dessus.

Pour plus de clarté, on pose ici α=β= δ= ε, c’est à dire F2 = Re =O (1).
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2.6 É Q UAT I O N S A D I M E N S I O N N É E S

Le système adimensionné à résoudre s’écrit alors tel que :

Équation de conservation de la masse :

(i) ux +wz = 0

Équation de bilan de quantité de mouvement selon~x :

(ii) ut +uux +wuz =
1

εRe

(
ε2uxx +uzz

)
+

1

F2

(
sinθ

ε
− px

)

Équation de bilan de quantité de mouvement selon~z :

(iii) wt +uwx +wwz =
1

εRe

(
ε2wxx +wzz

)
−

1

ε2F2 (cosθ+ pz)

Condition de non glissement :

(iv) u (x,0)= w (x,0)= 0

Condition cinématique :

(iv) ht +u (x,h)hx −w (x,h)= 0

Continuité des contraintes tangentielles en~x :

(vi)
(
1−ε2 (hx)2

)(
uz +ε2wx

)
−4ε2hxux = 0

Continuité des contraintes tangentielles en~z :

(vii) −
2εux

(
1+ε2h2

x

)

1−ε2h2
x

=
Re

F2
p|h +

Re

We

ε2hxx
(
1+ε2h2

x
) 3

2

TABLE 6: Équations adimensionnées 2D

2.6.1 Équations moyennées

En intégrant l’équation de continuité (2.1) sur la hauteur du fluide, on obtient une première
équation qui nous permet de développer des modèles à une équation :

ht +
(∫h

0
u
)

x
= 0 (2.13)

De même, en intégrant l’équation (2.19), on a :

(∫h

0
u
)

t
+

(∫h

0
u2

)

x
=

λh

ε
sinθ+hx p|z=h −

(∫h

0
p
)

x
−

uz|z=0

ε
+O (ε) (2.14)

2.7 A S Y M P T O T I Q U E O N D E L O N G U E

On suppose que ε est petit :

ε≪ 1
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On réécrit les équations du tableau 6, en développant par rapport à ε.

uzz = ε0
[
−

sinθ

F2

]
+ε

[
uux +ut +wuz +

px

F2

]
−ε2uxx (2.15)

pz =−ε0 cosθ+εwzz −ε2 [uwx +wt +wwz]+ε3wxx (2.16)

L’équation (vi) du tableau 6 nous donne la valeur de la dérivée normale de la vitesse
tangentielle en h :

(uz)|h =O

(
ε2

)
(2.17)

Ce qui donne pour l’équation (vii) :

p|h =−κhxx −2εux +O
(
ε2)

(2.18)

et pour les équations de volume :

uzz = ε (ut +uux +wuz)−ε2uxx

+εpx −λsinθ
(2.19)

pz = −cosθ−εwzz

+ε2 (wt +uwx +wwz)+ε3wxx

(2.20)

2.8 D É V E L O P P E M E N T S A S Y M P T O T I Q U E S

On développe la vitesse et la pression en séries entières en ε :

u =
∑

n≥0
unε

n = u0 +εu1 +ε2u2 . . .

w = w0 +εw1 +ε2w2 . . .

p = p0 +εp1 +ε2 p2 . . .

2.8.1 Ordre 0

Lorsqu’on prend le premier ordre du développement asymptotique, le système (2.19) se réduit
à :

uzz =−λsinθ+O (ε) (2.21)
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Avec les conditions aux limites (2.2) et (2.17), on obtient une première approximation de la
vitesse :

u(0) = z
(
h−

z

2

)
λsinθ+O (ε) (2.22)

En intégrant l’équation de continuité sur la hauteur du fluide, on obtient un premier modèle
à une équation du type équation de Burgers :

ht +hxh2λsinθ =O (ε) (2.23)

Si U0 est la vitesse moyenne du fluide, alors on a la condition suivante sur λ :

∫1

0
u|h(x,t)=1 = 1

⇒λsinθ = 3+O (ε)
(2.24)

Le modèle (2.23) s’écrit en variables dimensionnées :

µht +hxh2ρ sinθ=O (ε) (2.25)

On obtient un modèle dans lequel seules sont prises en compte les forces centrifuges et
d’inertie.

En utilisant la dernière équation (2.20) avec la condition limite (2.18), il vient :

p(0) = −κhxx + (h− z)cosθ+O (ε) (2.26)

On déduit w(0) de u(0) :

w(0) = −
∫z

0
u(0)

x +O (ε)

= −
z2

2
λsinθhx +O (ε)

(2.27)

2.8.2 Ordre 1

À l’aide des valeurs calculées à l’ordre 0, on peut apporter des corrections pour augmenter la
précision.

u(1) =
∫z

0

[
−

∫h

z

(
u(0)

t +u(0)u(0)
x +w(0)u(0)

z + p(0)
x

))]
+O (ε) (2.28)

On utilise la relation (2.23) pour remplacer ht par une fonction de la dérivée spatiale dans
l’écriture de u(0)

t .
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u(1) = z
(
h−

z

2

)(
(λsin(θ))2 hhx

12

(
4h2 +2hz− z2

)
+κhxxx −cos(θ)hx

)

Le modèle à une équation (2.13) s’écrit maintenant plus précisément avec les termes correc-
tifs.

ht +
(

h3

3

(
λsin(θ)+ε

(
(λsin(θ))2 2

5
h3hx +κhxxx −cos(θ)hx

)))

x
=O

(
ε2

)
(2.29)

On peut utiliser la relation λsinθ = 3 (qui correspond au choix de la vitesse moyenne comme
vitesse de référence) pour simplifier et obtenir le modèle suivant (dérivé pour la première fois
par Benney [4]) :

ht +
(
h3 +εh3

(
6
5

h3hx +
κ

3
hxxx −

cos(θ)
3

hx

))

x
=O

(
ε2

)

En variables dimensionnées :

µht +
(

h3

3

(
ρgsin(θ)

(
1+

ρgsin(θ)

ν2

2
5

h3hx

)
+σhxxx −ρgcos(θ)hx

))

x
=O

(
ε2

)

2.8.3 Le modèle à deux équations

Le but est de développer des modèles basés sur l’intégration exacte des équations de Navier-
Stokes. Comme on l’a déjà vu, on trouve facilement une famille de modèles à une équation en
intégrant l’équation de conservation de la masse. Un inconvénient important de cette approche
est que le modèle s’effondre dès que l’on regarde une situation physique qui n’est plus assez
proche de la limite d’équilibre. Ceci est bien connu pour l’équation du premier ordre (ε0), les
singularités arrivent en temps fini même si la solution initiale est régulière, notons que cette
discontinuité reste bornée et l’unicité de la solution faible est garantie dans un certain sens
(solution entropique).

Pour le schéma à l’ordre deux, la situation n’est pas claire. Supposons que la tension de
surface est négligeable, l’existence d’une solution bornée impose d’avoir un Reynolds inférieur
à une valeur limite, une instabilité de Hadamard apparaît si cette condition n’est pas satisfaite.
Il est connu que la capillarité stabilise les hautes fréquences, et on attend plus de stabilité
dans ce cas, les expériences et les résultats mathématiques (même partiel) (cf Pumir et al.
[43], Roskes [45], Ruyer-Quil et Manneville [48, 50, 49], Roy et al. [47], etc...) montrent que des
singularités en temps fini sont possibles, sauf dans le cas du régime de petite amplitude.

Le comportement de systèmes de type Saint-Venant est plus robuste. En partant d’une solu-
tion uniforme avec des perturbations à longueur d’onde donnée, la solution semble converger
vers la roll-wave associée (cf Yu et Kevorkian [60]). Ce fait n’est pas complètement démontré
d’un point de vue mathématique, néanmoins tous les résultats expérimentaux le prouvent,
même pour une tension de surface nulle. Nous nous référons à Noble [38] pour quelques
résultats préliminaires sur la stabilité des roll-waves visqueuses.
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Pour construire des modèles de type Shallow Water à deux équations en 2D (3 équations en
3D), on se donne une seconde inconnue en plus de la hauteur h, le débit q =

∫h
0 u. La première

équation est déjà connue, il s’agit de la conservation de la masse intégrée sur la hauteur (2.13) :

ht + qx = 0

Cette équation est exacte, il n’y a pas d’approximation.
Pour fermer les modèles à deux équations, il faut une équation qui nous donne le débit. On

l’obtient à l’aide de l’équation moyennée de bilan de quantité de mouvement tangentielle (2.14)
et en utilisant les développements de la vitesse et de la pression. Mais pour obtenir un modèle
d’ordre ε1, il faut utiliser les développements en ε2 de la vitesse. En effet dans cette équation,

les contraintes à l’interface et au fond apparaissent dans le terme
1
ε

(
λsinθh−uz|z=0

)
. Si on

ne prend que les premiers termes du développement (u(0) et p(0)) qui sont d’ordre ε1 alors les
termes de contraintes sont de l’ordre de 1 (ε0). La seconde équation s’écrit, à l’ordre 1 en ε :

qt +
(∫h

0

(
u(0)

)2
)

x
=

1
ε

(
λsinθh−u(1)

z|z=0

)
+hx p(0)

|z=h −
(∫h

0
p(0)

)

x
+O (ε)

Avec la première estimation de la vitesse, on obtient :

∫h

0

(
u(0)

)2
=

2
15

(λsin(θ))2 h5

hx p(0)
|z=h −

(∫h

0
p(0)

)

x
= κhhxxx −hhx cos(θ)

u(0)
z|z=0 =λsinθh

En utilisant l’expression du débit :

q =
1
3
λsin(θ)h3 +O (ε)

on peut réécrire l’intégrale du carré de la vitesse et la contrainte au fond en faisant intervenir
le débit :

∫h

0

(
u(0)

)2
=

6
5

q2

h

Néanmoins l’expression des équations de Saint-Venant classique ne fait intervenir que du q2

h ,
et il reste alors un terme correctif en h5 qui est souvent omis :

∫h

0

(
u(0)

)2
=

q2

h
+

h5

45
(λsin(θ))2

Comme il n’y a pas de raison de privilégier une des deux formes, on choisit l’écrire sous forme
paramétrée :

∫h

0

(
u(0))2 = C1

q2

h
+

1
45

(λsin(θ))2 h5 (6−5C1), C1 ∈R
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Il y a donc une infinité combinaisons possibles, et donc de modèles à deux équations. De la
même manière, la contrainte au fond peut s’écrire sous la forme suivante :

u(0)
z|z=0 = 3

q

h2

= C2
q

h2
+λsinθ

h

3
(3−C2), C2 ∈R

où C2 est un deuxième paramètre. Le choix des constantes C1 et C2 sera discuté dans le
chapitre suivant.

Avec l’ordre suivant, on détermine la contrainte au fond :

1
ε

(
λsinθh−u(1)

z|z=0

)

=
C2

ε

(
λsinθ

h

3
−

q

h2

)

=
C2

ε

(
λsinθ

h

3
−

q

h2

)
+

(
2
15

C2 −
1
3

)
(λsin(θ))2 h4hx

+
(
1−

C2

3

)
(hhx cos(θ)−κhhxxx)

=
C2

ε

(
λsinθ

h

3
−

q

h2

)
+

((
2
15

C2 −
1
3

)
(λsin(θ))2 h5

5

)

x

+
(
1−

C2

3

)((
h2

2
cos(θ)

)

x
−κhhxxx

)

En utilisant ces estimations des différents termes, on a un système de type Saint-Venant sous
forme conservative :





ht + qx = 0

qt +
(
C1

q2

h
+ (λsin(θ))2 h5

(
1
5
−

C1

9
−

2C2

75

)
+C2

h2

6
cos(θ)

)

x

=
C2

ε

(
λsinθ

h

3
−

q

h2

)
+

C2

3
κhhxxx +O (ε)

(2.30)

Notons qu’en prenant C1 = 6
5 et C2 = 3, on retrouve un modèle de type couche limite intégral

de Shkadov (cf Vila [53]) :





ht + qx = 0

qt +
(

6
5

q2

h
− (λsin(θ))2 h5

75
+

h2

2
cos(θ)

)

x

=
1
ε

(
λsinθh−3

q

h2

)
+κhhxxx +O (ε)
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Dans ce chapitre nous allons essayer de déterminer des valeurs pour les constantes qui
paramètrent les modèles, afin que le problème soit mathématiquement bien posé. On

impose au système d’être hyperbolique, puis on cherche une entropie convexe. On montre alors
que ces modèles sont linéairement stables. Pour finir nous nous intéressons aux formations de
roll-waves et aux travaux déjà effectués sur leur étude.

En posant U =
(

h

q

)
, on peut réécrire le système à deux équations (2.30) sous forme matri-

cielle :

Ut +Fx =
1
ε

S+K +O (ε) (3.1)

où :





F =
(

q

f (h, q)

)
=




q

C1
q2

h
+ (λsinθ)2 h5

(
1
5
−

C1

9
−

2C2

75

)
+C2

h2

6
cosθ




S =
(

0

s (h, q)

)
=




0

C2

(
λsinθ

h

3
−

q

h2

)



K =


 0

C2

3
κhhxxx




On restreint l’étude au cas où K = 0, c’est à dire sans tension de surface.
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3.1 D U M O D È L E D E S A I N T-V E N A N T À L’É Q UAT I O N D E B E N N E Y

Montrons d’abord que les différents modèles peuvent se classer suivant le schéma :

Équations de Navier-Stokes 3 équations sur la vitesse u,w et la pression p

↓ ↓
Modèles type Saint-Venant 2 équations sur hauteur h et le débit q

↓ ↓
Modèles type Benney 1 équation sur la hauteur h

En effet, à partir du modèle à deux équations, on peut retrouver le modèle à une équation.
Intéressons nous à la deuxième équation du modèle (3.1). Réalisons une asymptotique de
Chapman-Enskog, c’est à dire supposons que l’on est proche de l’état d’équilibre. Nous avons
donc s (h, q)= 0 (l’écoulement uniforme stationnaire défini en 2.4 page 26) état autour duquel
on a réalisé l’asymptotique. Grâce au théorème des fonctions implicites, on peut écrire le débit
q sous la forme :

q =ϕ (h)=λsinθ
h3

3

où ϕ (h) est la valeur de q qui annule s (h, q) et ϕ
′
(h)=λsinθh2 =− sh(h,q)

sq(h,q) .
Faisons un développement de Taylor au voisinage de q =ϕ (h), on a alors :

s (h, q)= s
(
h,ϕ (h)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

+
(
q−ϕ

) ∂s

∂q

(
h,ϕ (h)

)
+O

(
ε2

)

On peut alors réécrire la deuxième équation du modèle (3.1) sous la forme :

s (h, q)= ε
(
qt + fhhx + fqqx

)

Donc on a :

q =ϕ+ε

(
∂s

∂q

(
h,ϕ (h)

))−1 (
qt + fhhx + fqqx

)
+O

(
ε2

)

où si q = ϕ (h) alors qx = ϕ
′
(h)hx et qt = ϕ

′
(h)ht = −ϕ ′

(h) qx = −ϕ ′2 (h)hx en utilisant la
première équation du modèle (3.1), le modèle se réécrit tel que :





ht + qx = 0

q =ϕ (h)−ε
h2

C2

(
fh

(
h,ϕ (h)

)
+ fq

(
h,ϕ (h)

)
ϕ ′ (h)−

(
ϕ ′ (h)

)2
)
hx +O

(
ε2) (3.2)
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où
(
∂s

∂q

(
h,ϕ (h)

))−1

= −
h2

C2
. C’est à dire le modèle (2.29). On a donc un problème de Cauchy

bien posé si :

(
∂s

∂q

(
h,ϕ (h)

))−1 (
fh

(
h,ϕ (h)

)
+ fq

(
h,ϕ (h)

)
ϕ ′ (h)−

(
ϕ ′ (h)

)2
)
< 0 (3.3)

On peut trouver des preuves rigoureuses et des justifications de cette asymptotique, valide
dès que l’on considère un flux uniforme linéairement stable caractérisé par la condition (3.3),
par exemple dans l’article Chen et al. [14] et Yong [59].

3.2 H Y P E R B O L I C I T É

Le système est strictement hyperbolique si les vitesses caractéristiques, données par la
relation suivante :

Λ± =
1
2

(
∂q f ±

√
∂q f 2 +4∂h f

)

sont réelles et distinctes. On peut les développer sous la forme suivante :

Λ± = C1
q

h
±

√

(C1 −1)C1
q2

h2
+ (λsinθ)2 h4

(
1−

5C1

9
−

2C2

15

)
+C2

h

3
cosθ

La condition d’hyperbolicité est donc :

(C1 −1)C1
q2

h2
+ (λsinθ)2 h4

(
1−

5C1

9
−

2C2

15

)
+C2

h

3
cosθ > 0

On a donc démontré la propriété suivante :

Proposition. Si on veut que le flux F soit hyperbolique sur tout le domaine physique P =
{h ≥ 0 et q ∈R}, la condition d’hyperbolicité conduit alors à l’ensemble des conditions suivantes :





(C1 −1)C1 ≥ 0

1−
5C1

9
−

2C2

15
≥ 0

C2 > 0

⇔





C1 ≥ 1 ou C1 ≤ 0

45≥ 25C1 +6C2

C2 > 0

(3.4)

3.3 E N T R O P I E

On cherche une entropie E (h, q) associée au flux d’entropie F (h, q) qui vérifie la relation :

(EU FU )U =FU
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soit :

(EU FU )U =




(
Eq fh

)
h

(
Eq fh

)
q

Ehh +
(
Eq fq

)
h Ehq +

(
Eq fq

)
q




=FU

De plus F doit être symétrique, on a alors obligatoirement que :

(
Eq fh

)
q = Ehh +

(
Eq fq

)
h

⇒ Ehh +Ehq fq −Eqq fh = 0

Si on se restreint à la recherche d’une entropie quadratique en q (ce qui semble raisonnable en
regardant le bilan de l’énergie cinétique) :

E =
1
2

hr q2 + e(h)

alors l’équation sur l’entropie devient :

r (r−1)
2

hr−2q2 + e ′′+ rhr−1qfq −hr fh = 0

soit :

e ′′ =−
r (r−1)

2
hr−2q2 − rhr−1qfq +hr fh

Après avoir remplacé f par sa valeur, on trouve :

e ′′ = −
(
r2 + (4C1 −1) r+2C1

) hr−2q2

2
+hr

(
(λsinθ)2 h4

(
1−

5C1

9
−

2C2

15

)
+C2

h

3
cosθ

)

e ne dépend que de h, donc la partie en q doit s’annuler :

0= r2 + (4C1 −1) r+2C1

ce qui impose la relation suivante entre r et C1 :

C1 =
r (1− r)

2(2r+1)
(3.5)

La condition (3.4) sur C1impose que :

r ∈ ]−∞,−2]∪
[
−1,−

1
2

[
∪

]
−

1
2

,0
]
∪ [1,+∞[
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De plus on veut que l’entropie soit convexe, et donc que la hessienne de l’entropie soit
semi-définie positive, ce qui s’écrit ∀ (a,b) ∈R2 :

(a,b)

(
Ehh Ehq

Ehq Eqq

)(
a

b

)
≥ 0

⇔ a2Ehh +2abEhq +b2Eqq ≥ 0

⇔ Ehh

(
a+b

Ehq

Ehh

)2
+b2

(
Eqq −

E2
hq

Ehh

)
≥ 0

Les conditions suffisantes pour que E soit convexe sont donc :




Ehh ≥ 0

EhhEqq −E2
hq ≥ 0

La première condition donne :

Ehh =
r (r−1)

2
hr−2q2 +hr

(
(λsinθ)2 h4

(
1−

5C1

9
−

2C2

15

)
+C2

h

3
cosθ

)
≥ 0

On veut que cette condition soit vérifiée sur tout le domaine physique P = {h ≥ 0 et q ∈R}, et
puisque le flux est hyperbolique on sait déjà que e"= hr

(
(λsinθ)2 h4

(
1− 5C1

9 − 2C2
15

)
+C2

h
3 cosθ

)
≥

0. La condition se réduit donc à :

r (r−1)≥ 0⇒ r ∈ ]−∞,0]∪ [1,+∞[

La seconde condition donne :

EhhEqq −E2
hq = hr e"−

r (r+1)
2

h2(r−1)q2 ≥ 0

or e" est positive, donc la condition se réduit à :

r (r+1)≤ 0⇒ r ∈ [−1,0]

Et donc il faut que :

r ∈
[
−1,−

1
2

[
∪

]
−

1
2

,0
]

Si on fait le choix de prendre r =−1, l’entropie s’écrit alors :

E =
1
2

q2

h
+h (lnh−1)

(
(λsinθ)2 h4

(
1−

5C1

9
−

2C2

15

)
+C2

h

3
cosθ

)

On retrouve la forme de l’énergie cinétique 1
2

q2

h .
En conclusion :
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Proposition. Si on veut que le flux F soit hyperbolique sur tout le domaine physique P =
{h ≥ 0 et q ∈R}, et si on veut avoir en plus une entropie quadratique en q, alors les paramètres
C1 et C2 doivent vérifier (d’après les relations (3.5) et (3.4)) :





C1 = 1

0< C2 ≤
10
3

(3.6)

Remarquons que la valeur C1 = 1 est la forme classique de Saint-Venant : qt+
(

q2

h + g h2

2

)
x
= 0.

3.4 S TA B I L I T É L I N É A I R E (E T L I E N AV E C O R R -S O M M E R F E L D )

On linéarise le système (3.1) (sans tension de surface) autour de l’état d’équilibre U0 =
(

h0

q0

)

en posant U =U0 + ε̄Ū et on obtient le système linéarisé suivant :

ε̄
[
Ūt + A (U0)Ūx

]
=

1
ε

[
S (U0)+ ε̄SU (U0)Ū

]

où A =
[

0 1

fh fq

]
. Au premier ordre en ε̄, on retrouve l’état d’équilibre : S (U0) = 0 ⇔

s (h0, q0)= 0. Au deuxième ordre en ε̄, on a :

Ūt + A (U0)Ūx =
1
ε

SU (U0)Ū

On réalise alors une transformée de Fourier en x sur ce système :

Ût + ikA (U0)Û =
1
ε

SU (U0)Û

⇔ Ût =
[

1
ε

SU (U0)− ikA (U0)
]

Û

en intégrant on trouve :

Û (t,k)= exp
[(

1
ε

SU (U0)− ikA (U0)
)

t
]
·Û (0,k) .

La solution est stable si la partie réelle des valeurs propres de
1
ε

SU (U0)− ikA (U0) est

négative pour tout k ∈R. Notons s ces valeurs propres, elles sont solutions de l’équation :
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det
(
s1−

1
ε

SU (U0)+ ikA (U0)
)
= 0

On trouve alors 1 :





s1 =−
1
2

ik fq −
1
2ε

[
−sq +

√
sq

2 −
(
fq

2 +4 fh
)
k2ε2 −2ik

(
fqsq +2sh

)
ε

]

s2 =−
1
2

ik fq −
1
2ε

[
−sq −

√
sq

2 −
(
fq

2 +4 fh
)
k2ε2 −2ik

(
fqsq +2sh

)
ε

]

où s1 < s2. On s’intéresse donc au signe de s2. Le terme sous la racine carrée de la valeur
propre s2 peut se développer. On pose :

s2 = 1
2εsq − 1

2 ik fq + 1
2ε

√
ℜ∆+ℑ∆√

ℜ∆+ℑ∆ = p+ iq

alors on a (p+ iq)2 =ℜ∆+ℑ∆ d’où

{
ℜ∆ = p2 − q2

ℑ∆ = 2pq

ce qui donne




p = 1
2

√
2

(
ℜ∆+

√
ℜ2
∆
+ℑ2

∆

)

q = ℑ∆√
2
(
ℜ∆+

√
ℜ2

∆
+ℑ2

∆

)

et donc

s2 =
1
2ε

sq −
1
2

ik fq +
1
2ε




1
2

√
2

(
ℜ∆+

√
ℜ2
∆
+ℑ2

∆

)
+ i

ℑ∆√
2

(
ℜ∆+

√
ℜ2
∆
+ℑ2

∆

)




avec

{
ℜ∆ = sq

2 −ε2k2 (
fq

2 +4 fh
)

ℑ∆ = −2kε
(
fqsq +2sh

)

Un développement onde longue de cette valeur propre (i.e. quand k → 0) donne :

1. Remarque : sq est négatif, en effet sq =−C2, et l’hyperbolicité requiert C2 > 0
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s2 =
sh

sq
ik−

ε
(
sq

)3

(
(sh)2 + shsq fq −

(
sq

)2 fh

)
k2 +O

(
k3

)
.

La condition de stabilité s’écrit donc :

−
1

(
sq

)3

(
(sh)2 + shsq fq −

(
sq

)2 fh

)
< 0

⇔ s−1
q

(
fh −

sh

sq
fq −

(
sh

sq

)2
)
< 0

⇔ s−1
q

(
fh +ϕ ′ (h) fq −

(
ϕ ′ (h)

)2
)
< 0

Sachant que ϕ ′ (h) = − sh(h,q)
sq(h,q) , on retrouve alors la condition de stabilité (3.3). Ce qui cor-

respond au même critère (dans le cas asymptotique onde longue) que l’analyse complète de
stabilité du flux uniforme.

Notons que la stabilité linéaire du flux uniforme implique l’hyperbolicité du système homo-
gène linéarisé associé.

On peut aussi remarquer que même si le système 2×2 dépend de cinq paramètres, l’équation
d’évolution à l’ordre 1 ou 2 ne dépend pas des cinq paramètres.

Les premiers termes du développement onde longue de la valeur propre s’écrivent :

s2 = s10 ik+ s20k2 + s30 ik3 + s40k4 + . . .

avec :

s10 = −3

s20 = ε

(
6
5

Re −cotθ
)

s30 = ε22Re

(
3−C1

C2

)(
6
5

Re −cotθ
)

s40 = ε3
((
−24

5
C2

1
C2

− 216
5C2

+ 144
5

C1
C2

− 36
25

)
R3

e

C2 sin2 θ
+

(
36
C2

+ 12
5 +4

C2
1

C2
−24 C1

C2

)
cot(θ)R2

e
C2

+ (cot(θ))2Re
C2

(
−1+R2

e

(
36
25 +

216
5C2

+ 24
5

C2
1

C2
− 144

5
C1
C2

)))

à comparer avec le développement donné par la théorie d’Orr-Sommerfeld pour le système de
Navier-Stokes (donné dans Chang et Demekhin [11] 2)

sNS = sNS
10 ik+ sNS

20 k2 + sNS
30 ik3 + sNS

40 k4 + . . .

2. Dans Chang et Demekhin [11] le développement est donné en fonction de ω= is.



3.4 S TA B I L I T É L I N É A I R E (E T L I E N AV E C O R R -S O M M E R F E L D ) 43

sNS
10 =−3

sNS
20 = ε

(
6
5

Re − cot(θ)
)

sNS
30 = ε2

(
3 +

12
7

R2
e −

10
7

Re cot(θ)
)

sNS
40 = ε3

(
9
5

cot(θ)−
1413
224

Re −
75872
25025

R3
e +

17363
5775

cot(θ)R2
e −

2
5

(cot(θ))2 Re −
Re

3We

)

Le premier coefficient donne la vitesse des vagues à l’interface qui est le triple de la vitesse
moyenne. Le deuxième permet de retrouver le nombre de Reynolds critique (le résultat classique
de Benjamin [3]) :

Rcritique =
5
6

cotθ

Le coefficient s30 caractérise la dispersion des vagues, et le dernier coefficient, avec s20, donne
le taux de croissance sous la forme :

c = k2s20 +k4s40

Donc pour Re > Rcritique et s40 < 0, il existe un nombre d’onde de croissance nulle donné par :

k0 =
√
−

s20

s40

et un nombre d’onde de croissance maximale :

km =
p

2
2

k0 (3.7)

Alors que la vitesse des ondes et le Reynolds critique sont identiques dans les deux cas, on voit
bien qu’en jouant sur les coefficients C1 et C2 (dans la limite des conditions 3.6) on peut fixer le
taux de croissance et la fréquence la plus amplifiée (voir aussi les expériences numériques 8.2.4
page 205). Toutefois le développement d’Orr-Sommerfeld est un développement limité au cas k
petit, choisir les constantes C1et C2 à partir de ces résultats ne serait pas forcément le meilleur
choix possible pour k quelconque.

Par ailleurs si on poursuit le développement asymptotique à l’ordre suivant en ε on retrouve
le terme suivant sNS

30 du développement d’Orr-Sommerfeld.
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3.5 F O R M AT I O N S D E R O L L -WAV E S

Lorsque le nombre de Reynolds Re est au-dessus de la valeur critique Rcritique, il y a
croissance des instabilités. Dans le cas des modèles à une équation au delà de ce seuil toute
simulation va être numériquement instable. Mais dans le cas des modèles de type Saint-Venant
des instabilités non-linéaires particulières appelées roll-waves peuvent être observées. Ce
sont des ondes périodiques continues par morceaux dont on peut voir des exemples dans les
expériences de Liu et Gollub [33] (figure 3).

Dans les chapitres 6 page 145 et 8 page 191 des simulations numériques ont été réalisées et
ont mis en évidence l’existence de roll-waves pour des écoulements bicouches et des écoulements
cisaillés.

FIGURE 3: un exemple de roll-wave (FIG. 3. de l’article de Liu et Gollub [33])

Le mécanisme qui permet d’obtenir des roll-waves a été modélisé par Dressler [16] comme
des solutions des équations de Saint-Venant sans viscosité ni tension de surface. Ce sont des
solutions périodiques non-linéaires composées de morceaux continus séparés par des chocs qui
vérifient les conditions de Rankine-Hugoniot et de Lax.

Dans le cas visqueux Novik [39] a proposé un modèle pour obtenir des profils continus. À
l’aide d’une analyse utilisant les bifurcations de Hopf pour un système Saint-Venant avec
viscosité, Merkin et Needham [34] ont montré qu’il existe des roll-waves continues et de petite
amplitude. L’analyse de stabilité linéaire et non-linéaire des roll-waves a été étudiée par Noble
[37], Johnson et al. [23] pour le cas visqueux et non-visqueux.
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Lorsqu’on est en présence de tension de surface il y a encore peu de résultats, principalement
en utilisant l’équation de Kuramoto-Sivashinsky pour un nombre de Froude proche de 1 (Chang
et Demekhin [11]). Pumir et al. [43] ont montré que même si la tension de surface stabilise les
hautes fréquences, l’existence de roll-waves est possible pour un nombre de Reynolds petit.





Deuxième partie

É C O U L E M E N T S S U R U N E T O P O G R A P H I E Q U E L C O N Q U E





II - Écoulements sur une topographie quelconque

DANS cette partie, nous utilisons la méthode des développements asympto-
tiques pour étendre les modèles aux cas des écoulements sur une topogra-
phie quelconque mais aussi aux écoulements bi-couches à surface libre et

les écoulements de deux fluides entre deux plaques.

49
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É TA B L I S S E M E N T D E S M O D È L E S S U R U N E T O P O G R A P H I E
Q U E L C O N Q U E

On s’intéresse maintenant à un écoulement d’un seul fluide mais sur un fond variable. En
effet, les films qui nous intéressent ne s’écouleront pas, en générale, sur des surfaces

planes, mais sur des surfaces courbes. Le film étant mince, il restera donc en contact avec
la paroi. On suppose alors qu’il ne se décroche pas. En conséquence, il convient d’utiliser les
coordonnées curvilignes liées à la paroi. On cherche alors des modèles caractérisants ce type
d’écoulement.

Remarque. Les résultats de ce chapitre ont été publié Boutounet et al. [6], mais la version
présentée ici inclue deux termes modélisant l’influence du gaz sur le film : un gradient de
pression extérieure et une contrainte de cisaillement.
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4.7.2 Modèle Saint-Venant dans le cas plan 111

4.7.3 Modèle de plus grande pente 112

Les principaux résultats trouvés sont résumés ici, les détails de la méthode et des calculs
sont donnés ensuite.

Dans un premier temps, on définit le système de coordonnées curvilignes adapté à la géomé-
trie du problème à partir du vecteur de coordonnées curvilignes ξ paramétrant le fond et de la
hauteur normale η .
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~η
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~X

FIGURE 4: Film mince s’écoulant sur un fond variable

La position d’une particule du fluide (~X = (X, Z)t) se décompose par projection sur le fond
(voir la figure 4) :

~X
(
ξ,η

)
= ~P (ξ)+η~n (4.1)

La réécriture des équations de Navier-Stokes dans ce système fait intervenir le jacobien J̄
et le tenseur de courbure du fond H0 .

L’intégration sur la hauteur du film, selon la généralisation de la méthode intégrale de
Karman-Polhausen introduite par Shkadov [11], fait apparaître comme variables une hauteur
h̃ et une vitesse moyenne ṽ définies par :

h̃ =
∫h

0
Jdη, ṽ=

1

h̃

∫h

0
JVdη

L’adimensionnement des équations fait intervenir quatre nombres adimensionnels qui sont
le Reynolds Re, le Weber We , le Poiseuille Po et le Froude Fr dont les définitions sont les
suivantes :

Re =
U0H

ν
, We =

ρU2
0 H

κ
, Po =

H2
∆pext

µU0L
, Fr =

√√√√ ρU2
0

ρHγ0 +∆pext +τ0

. (4.2)



É TA B L I S S E M E N T D E S M O D È L E S S U R U N E T O P O G R A P H I E Q U E L C O N Q U E 53

Remarque. Ici l’écriture du nombre de Froude est une écriture généralisée où sont pris en
compte les effets de gravité ρHγ0, de pression ∆pext et de forçage par le gaz τ0.

En faisant les hypothèses εRe, ε
F2

r

Re
et ε

Re

F2
r

petits devant l’unité, et
Re

F2
r

,
PoF2

r

Re
,
εF2

r

We
de l’ordre

de l’unité, on peut résoudre les équations de Navier-Stokes.
À l’ordre 0 en ε, on trouve le premier modèle, le plus simple possible, qui traduit la conserva-

tion de la masse et qui s’écrit :

µ∂th+
(
∇ξ+

1

J̄
∇ξ J̄

)
·
(

h2

2
τ0 +

h3

3

(
ργ0 −M0∇ξpext

))
=O (ε) (4.3)

Ce modèle est cohérent avec le modèle trouvé par Fabignon et al. [17] (en coordonnées polaires)
et généralise le modèle trouvé au chapitre précédent. Si on pousse les développements à l’ordre
suivant, le modèle intègre des effets de courbure et de tension de surface. Il se met sous la
forme d’une équation d’advection-diffusion non linéaire avec un terme de tension de surface :

µ∂th̃+∇ξ ·
(
h̃V

(
h̃
))
−∇ξ ·

(
µν

(
h̃
)
∇ξh̃

)
+∇ξ ·

(
κ

h̃3

3J̄2
M0∇ξH

)
=O (ε2) (4.4)

avec comme notations :

~γ=
(
γ0,γ0

)T vecteur des forces d’inerties

τ0 la contrainte de cisaillement qu’exerce le gaz à l’interface avec le liquide

pext la pression exercée par le gaz

M0 métrique du changement de coordonnées

J̄ jacobien de la transformation

H courbure de l’interface

Le coefficient de diffusion de l’équation vaut :

ν
(
h̃
)
= −

h̃3

3J̄3
ργ0M0 −

ρ

µ2

h̃5

J̄5

(
3
40

Γτt
0 +

7
120

τ0Γ
t
)
−

ρ

µ2

2h̃6

15J̄6
ΓΓ

t (4.5)

où Γ regroupe les forces volumiques prépondérantes :

Γ= ργ0 −M0∇ξpext (4.6)

Comme γ0 est une accélération, négative (en général la gravité dirigée vers le bas), le coefficient

de diffusion −
h̃3

3J̄3
ργ0M0 est positif (le signe donne le critère bien posé et donc de stabilité pour

le système hyperbolique).
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et la vitesse de transport vaut :

V
(
h̃
)
=

h̃

2J̄
τ0 +

h̃2

3J̄2
Γ+

h̃2

2J̄2
τ1 +

h̃2

3J̄2

(
1
2

trH01−2H0

)
τ0

+
h̃3

3J̄4
ρM0γ0∇ξ J̄+

h̃3

J̄3

(
1
6

trH0 −
1
24

H0

)
Γ−

5h̃3

24J̄3
H0M0∇ξpext +ρ

h̃3

8J̄3
M0∇ξγ0

+
ρ

µ2

5h̃3

24J̄2

((
h̃2

2J̄
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

h̃3

3J̄
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ−∂tτ0

)

+
ρ

µ2

3h̃4

20J̄4

(
∇ξ ·

(
J̄τ0

) τ0

2J̄
−MMMττ−

(
τ0 ·∇ξ

)
τ0

)
−

ρ

µ2

2h̃4

15J̄4
∂tΓ

+
ρ

µ2

h̃5

60J̄6
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
Γ−

ρ

µ2

11h̃5

120J̄5

(
2MMMΓτ+

(
Γ ·∇ξ

)
τ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

+
ρ

µ2

11h̃6

180J̄6

(
∇ξ ·Γ

)
Γ+

ρ

µ2

h̃5

18J̄5

(
∇ξ ·Γ

)
τ0 −

ρ

µ2

2h̃6

35J̄6

(
MMMΓΓ+ J̄

(
Γ ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

(4.7)

avec les termes en MMM qui représentent l’évolution des vecteurs de la base curviligne :

MMMττ =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·τ0 ·τ0 +τt
0M−1

0 H0τ0s
)

MMMΓτ =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·Γ ·τ0 +Γ
tM−1

0 H0τ0s
)

MMMΓΓ =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·Γ ·Γ+Γ
tM−1

0 H0Γs
)

(4.8)

À cet ordre d’approximation, on peut aussi écrire un modèle à deux équations. En posant

U =
(

h̃

h̃ṽ

)
, le système s’écrit sous la forme conservative suivante :

∂tU +∇ξ · (G (U))= T (U)+K
(
h̃
)
+O (ε) (4.9)

avec G (U) le terme de flux donné par :

G (U)=
(

h̃ṽ

f (U)

)
(4.10)
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où :

f (U) = C1h̃ṽ⊗ ṽ+
1

µ2

(
1
3
−

C1

4

)
h̃3

J̄2
τ0 ⊗τ0

+
1

µ2

(
5
24

−
C1

6

)
h̃4

J̄3
(Γ⊗τ0 +τ0 ⊗Γ)+

1

µ2

(
2
15

−
C1

9

)
h̃5

J̄4
Γ⊗Γ

−γ0C2
h̃2

6J̄
M0 +

1

µ2

(
1−

7C2

20

)
h̃4

24J̄3
Γτt

0

+
1

µ2

(
1
3
−

3C2

20

)
h̃4

8J̄3
τ0Γ

t +
1

µ2

(
1−

2C2

5

)
h̃5

15J̄4
ΓΓ

t

(4.11)

avec C1 et C2 deux constantes pouvant être choisies arbitrairement (cf Chapitre 3). Les effets
de tension de surface K

(
h̃
)

valent :

K
(
h̃
)
=




0
κ

ρ

C2

3
h̃M0∇ξH


 (4.12)

et T (U) le second membre :

T (U)=




0
C2

ρ

(
J̄

2
τ0 +

h̃

3
Γ−µ

J̄2

h̃
ṽ

)
+

1
ρ

¯̄
Φ

(
h̃
)


 (4.13)
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où :

Φ̄
(
h̃
)
=

C2

2
h̃τ1 − h̃

(
2H0 +

1
2

trH01

)
τ0 +

h̃2

6J̄
(5−C2)trH0Γ−ρH0

h̃2

2J̄
γ0

+h̃
(
1−

C2

3

)
(2H0 + trH01)τ0 +ρM0

(
J̄

h̃2

2
∇ξ

(
γ0

J̄2

)
−

(
1−

C2

3

)
γ0

h̃2

J̄2
∇ξ J̄

)

−
h̃2

2J̄

(
1−

5C2

12

)(
H0

(
Γ−M0∇ξpext

)
−

1
ν
∂tτ0

)
−

h̃2

2J̄

(
1−

C2

4

)(
ρM0∇ξγ0 − (2H0 + trH0)Γ

)

−
ρ

µ2
C2

(
3
20

h̃3

J̄2
MMMττ+

11
5

h̃4

12J̄3
MMMΓτ+

2
35

h̃5

J̄4
MMMΓΓ

)
−ρC2

h̃2

6J̄
∇ξ ·

(
γ0M0

)
+

1
ν

h̃3

3J̄2

(
1−

2C2

5

)
∂tΓ

−
ρ

µ2

h̃3

J̄2

(
1
3
−

3C2

20

)(
1

2J̄
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
τ0 −

(
τ0 ·∇ξ

)
τ0

)

+
ρ

µ2

h̃4

12J̄3

(
53C2

120
−1

)(
∇ξ ·Γ

)
τ0 +

ρ

µ2

h̃4

4J̄3

(
1
4
−

53C2

120

)(
Γ ·∇ξ

)
τ0

+
ρ

µ2

h̃4

24J̄3

(
6−

51C2

20

)(
τ0 ·∇ξ

)
Γ+

ρ

µ2

h̃4

4J̄3

(
17C2

40
−1

)(
∇ξ ·τ0

)
Γ

−
ρ

µ2

h̃4

J̄4

7C2

240

(
τ0 ·∇ξ J̄

)
Γ+

ρ

µ2

h̃5

5J̄5

(
1−

103C2

252

)(
Γ ·∇ξ J̄

)
Γ

+
ρ

µ2

h̃5

J̄4

(
1
5
−

44C2

525

)(
Γ ·∇ξ

)
Γ+

ρ

µ2

h̃5

15J̄4

(
187C2

120
−2

)(
∇ξ ·Γ

)
Γ

(4.14)

L’interprétation des coefficients est difficile, c’est pourquoi on étudie des cas particuliers en
utilisant des jeux de coordonnées plus simples dans la section Quelques modèles particuliers
( 4.7 page 111).
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On notera les vecteurs de R
d sous la forme ~U , et U les vecteurs de R

d−1, d étant la
dimension de l’espace, ici d = 2,3.
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4.1.1 Systèmes de coordonnées

Dans cette partie, on cherche un système de coordonnées adapté à la géométrie du problème.
La première formulation, très générale, proposée par Bouchut et al. [5], ne fait pas d’hypothèse
sur la forme du fond ; la seconde suppose qu’il n’existe pas de point de la surface localement
sphérique, c’est à dire que les courbures principales ne coïncident pas et donc qu’il existe une
base orthogonale curviligne (cf Roy et al. [47], Roberts et Li [44]).

On peut voir le système de coordonnées utilisé sur la figure suivante :

x

b(x)

z
y

η

~X

ξ1
~P

X
x

c

−s

~n

ξ2

FIGURE 5: Changement de coordonnées

avec ~X la position d’une particule du fluide et ~P sa projection orthogonale sur le fond.

Système de coordonnées curvilignes quelconques

Soit z = b(x) la topographie du fond. La normale au fond ~n est donnée par :

~n =
1

√
1+|∇xb|2

(
−∇xb

1

)
=

(
−s

c

)
(4.15)

Où c est le cosinus de l’angle entre la normale ~n et la verticale. Avec ces notations, on a
immédiatement la relation suivante :

‖s‖2 + c2 = 1 (4.16)
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En dérivant cette relation, on obtient :

∂xc =−
1
c

st∂xs (4.17)

En divisant par c2, puis en multipliant à gauche par s et à droite par st, on remarque que :

(
1−sst)

(
1+

sst

c2

)
=1 (4.18)

Ce qui permet d’exprimer la dérivée de s :

s= c∇xb

⇒
(
1+

sst

c2

)
∂xs= c∂xxb

⇒ ∂xs= c
(
1−sst

)
∂xxb

Supposons que l’on connaisse une paramétrisation du fond donnée par ξ 7→ x(ξ) , on peut définir

localement un changement de variables ~X 7→~ξ où ~X =
(

X

Z

)
7→~ξ=

(
ξ

η

)
avec ξ est le vecteur

de coordonnées curvilignes paramétrant le fond, et η la distance signée dans la direction de la
normale ~n. La position d’une particule du fluide (~X = (X, Z)t) se décompose par projection sur
le fond (voir la figure 5) :

~X
(
ξ,η

)
= ~P (ξ)+η~n

=
(

x (ξ)

b (x (ξ))

)
+η

(
−s (x (ξ))

c (x (ξ))

)
, 0≤ η≤ h(ξ, t) (4.19)

En observant que X= x−ηs, on peut écrire :

∂ξX =
(
Id−η∂xs

)
∂ξx (4.20)

La matrice jacobienne de la transformation et son inverse s’expriment facilement :

A−1 = ∂~ξ
~X =


 ∂ξX −s

1
c

st∂ξX c


=


 Id −s

1
c

st c




(
∂ξX 0

0 1

)
(4.21)

A = ∂~X
~ξ =

( (
∂ξX

)−1 0

0 1

)(
1−sst cs

−st c

)

=
( (

∂ξX
)−1 (1−sst) c

(
∂ξX

)−1
s

−st c

) (4.22)
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ainsi que le jacobien :

J = det
(
∂~ξ

~X
)
=

1
c

det
(
∂ξX

)
(4.23)

La métrique de Riemann est donnée par la relation :

G̃ =
(
∂~ξ

~X
)t
∂~ξ

~X = A−t A−1

=




(
∂ξX

)t 1
c

(
∂ξX

)t
s

−st c





 ∂ξX −s

1
c

st∂ξX c




=




(
∂ξX

)t
(
1+

sst

c2

)
∂ξX 0

0 1




=
(

M−1 0

0 1

)

(4.24)

dont la partie bloc est inversible :

M−1 =
(
∂ξX

)t
(
1+

sst

c2

)
∂ξX

M =
(
∂ξX

)−1 (
1−sst

)(
∂ξX

)−t
(4.25)

Système de coordonnées curvilignes orthogonales

Une autre manière de définir un système de coordonnées curvilignes est de définir une

paramétrisation particulière du fond (ξ= (ξ1, . . . ,ξd−1)t) telle que les vecteurs de base
∂~P

∂ξi
, i =

1, . . . ,d−1, parcourent les lignes de courbures principales de la topographie (voir Roberts et Li
[44], Roy et al. [47]). Il faut pour cela supposer que les courbures principales ne coïncident pas.
Les vecteurs de la base tangente au fond ~E i s’écrivent :

~E i =
1

mi

∂~P

∂ξi
i = 1, . . . ,d−1 (4.26)

La normale au fond ne change pas de forme.

~n =~ed = ~Ed =
(
−s

c

)
(4.27)

La famille de vecteurs
{
~E i

}
i=1,...,d

forme une base orthonormée. Les coefficients mi e la

métrique sont donnés par mi =
∣∣∣∣∣
∂~P

∂ξi

∣∣∣∣∣.
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On peut maintenant expliciter la matrice jacobienne de ξ 7→ x

(
∂ξx

)
i, j=1,...,d−1 = m j~E i

j

((
∂ξx

)−1
)

i, j=1,...,d−1
=

1
mi

~E j
i

(4.28)

D’après les formules de Frenet 1, puisque les vecteurs ~E i parcourent les lignes de courbures
principales, la variation du vecteur normal le long des lignes de courbure vaut :

∂~n

∂ξi
=−ki

∂~P

∂ξi
=−miki~E i, i = 1, . . . ,d−1 (4.29)

où les ki sont les courbures principales. On en déduit que :

(
∂ξs

)
i j=1,...,d−1 = m jk j~E

i
j (4.30)

Retournons au changement de coordonnées au voisinage du fond ~X 7→~ξ définit précédemment
pour lequel on a :

~X = ~P(ξ)+η~n (4.31)

La famille de vecteurs {~e i}i=1,...,d de la base curviligne orthogonale est donnée par :

~e i =
∂~X

∂ξi

= mi
(
1−ηki

)
~E i

= ~i~E i

i = 1, . . . ,d−1 (4.32)

~e i = ~i~E i, ~d = 1, i = 1, . . .d (4.33)

donc la jacobienne de la transformation et son inverse s’expriment simplement :

(
∂ξX

)
i, j=1,...,d−1 = ~ j~E i

j

((
∂ξX

)−1
)

i, j=1,...,d−1
=

1
~i

~E j
i

(4.34)

1. Les formules de Frenet pour un arc paramétré plan s’écrivent : dT
ds = γN dN

ds =−γT, avec N le vecteur
unitaire normal, T le vecteur unitaire tangent et γ la courbure
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Ce qui implique le résultat utile suivant :

d−1∑

p=1

~Ep
i
~Ep

j =
d−1∑

p=1
~i

(
∂ξX

)−1
ip

1
~ j

(
∂ξX

)
p j = δi j, ∀i, j = 1, . . . ,d−1 (4.35)

auquel on peut rajouter :

d−1∑

p=1

~Ep
i
~Ep

d =
d−1∑

p=1
∂ηXp∂Xpξi = ~i∂ηξi = 0, ∀i = 1, . . . ,d−1 (4.36)

La métrique de Riemann s’écrit sous la forme d’une matrice diagonale G̃ :

G̃ =
(
∂~ξ

~X
)t (

∂~ξ
~X

)

G̃ i, j=1,...,d =~e i ·~e j = δi j |~e i|2 = δi j~
2
i

∣∣∣~E i

∣∣∣
2
= δi j~

2
i

(4.37)

On note
√

G̃ la matrice diagonale de valeurs
(√

G̃
)

i, j=1,...,d
= δi j~i. De plus le changement de

coordonnées peut être vu comme la composition d’une rotation et d’un changement d’échelles.

Repère Repère Repère

curviligne orthogonal de Darboux-Ribaucour cartesien

(~e i)i=1,..,d → (~E i =
1
~i

~e i)i=1,...,d →
(
~̃e i

)
i=1,..,d

~φ →
√

G̃~φ → Q
√

G̃~φ

(4.38)

avec Q =
(
~E1, . . . ,~Ed

)
matrice de rotation. La jacobienne de la transformation s’exprime telle

que :

A−1 = (~e1, . . . ,~ed)

=
(
~1~E1, . . . ,~d~Ed

)

=Q
√

G̃

(
A−1)

i j =~ei
j

A =
1

√
G̃

Q t

=
(

1
~1

~E1, . . . ,
1
~d

~Ed

)t

=
(

1

~2
1

~e1, . . . ,
1

~2
d

~ed

)t

A i j =
1

~2
i

~e j
i

(4.39)

On retrouve bien la métrique de Riemann :

(
AAt)

i, j=1,...,d =
∑

k

1
~i

~Ek
i

1
~ j

~Ek
j =

δi j

~i~ j
=

(
G̃−1

)
i, j=1,...,d

(4.40)
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Pour retourner aux notations du paragraphe précédent, G̃ est bien une matrice diagonale par

blocs de la forme

(
M−1 0

0 1

)
avec :

(
M−1)

i, j=1,...,d−1 = ~
2
i δi j

Mi, j=1,...,d−1 =
δi j

~2
i

(4.41)

Le jacobien de la transformation vaut :

J = det
(
A−1

)
= det

(√
G̃

)
=

d−1∏

i=1
~i (4.42)

Lemme 1. La variation des vecteurs de base est déterminée par l’expression de la variation de
la matrice de rotation dont la valeur est donnée par :

(
Q t∂~ξQ

)
n, j,i=1,...,d

=
~i, j

~ j
δin −

~i,n

~n
δi j (4.43)

où la notation ~i, j représente ∂~ξ j
~i, et on a de plus :

d−1∑

p=1

~Ep
n∂~ξi

~Ep
j =

~n, j

~ j
δin −

~i,n

~n
δi j , n, j, i = 1, . . . ,d−1 (4.44)

Preuve du lemme 1. Cf. page 211

On retrouve en particulier les formules de Frenet pour j = d et i = 1, . . . ,d−1,

∂ξi
~Ed =−miki~E i (4.45)

Dans le cas d = 3, les formules développées donnent :

∂ξ1
~E1 = m1k1~E3 −

~1,2

~2

~E2 ∂ξ2
~E2 = m2k2~E3 −

~2,1

~1

~E1

∂ξ2
~E1 =

~2,1

~1

~E2 ∂ξ1
~E2 =

~1,2

~2

~E1

∂ξ1
~E3 =−m1k1~E1

∂ξ2
~E3 =−m2k2~E2s ∂η~E1 = ∂η~E2 = ∂η~E3 = 0

(4.46)
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4.1.2 Tenseur de courbure

Endomorphisme de Weingarten

Calculons d’abord H la courbure du plan tangent au fond, translaté à une hauteur normale
η à celui-ci.
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���������������������������
���������������������������
���������������������������
���������������������������
���������������������������
���������������������������

���������������������������
���������������������������
���������������������������
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���������������������������
���������������������������
���������������������������

(Courbure du plan tangent translaté

à une hauteur normale η)

(Courbure du fond)

H0

~η

H

FIGURE 6: Courbures

Ce plan contient le point ~X La première forme fondamentale de cette surface est donnée
par :

(
∂ξ~X

)t
∂ξ~X = M−1 (4.47)

et la seconde par :

∂2
ξξ
~X ·~n =


∂ξ


 ∂ξX

1
c

st∂ξX




 ·

(
−s

c

)

=




∂2
ξξ

X

1
c

(
∂ξX

)t
(
1+

sst

c2

)
∂ξs+

st

c
∂2
ξξX


 ·

(
−s

c

)

=−∂2
ξξ

X · s+
(
∂ξX

)t
(
1+

sst

c2

)
∂ξs+ st∂2

ξξ
X

=
(
∂ξX

)t
(
1+

sst

c2

)
∂ξs

(4.48)
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L’endomorphisme de Weingarten dans la base curviligne s’exprime en fonction des deux formes
fondamentales :

H =
(
M−1)−1

∂2
ξξ
~X ·~n

=
(
∂ξX

)−1 (
1−sst

)(
∂ξX

)−t (
∂ξX

)t
(
1+

sst

c2

)
∂ξs

=
(
∂ξX

)−1
∂ξs

(4.49)

Le tenseur de courbure du fond pris en η= 0 est donc donné par H0 :

H0 =
(
∂ξx

)−1
∂ξs (4.50)

Les courbures principales (k1, k2) sont les valeurs propres de H0, la courbure de Gauss est son
déterminant, et la courbure totale sa trace.

detH0 = k1k2

trH0 = k1 +k2

(4.51)

On a par ailleurs les relations suivantes

∂xs=
(
∂ξX

)
H

(
∂ξx

)−1

∂xxb =
1
c

(
1+

sst

c2

)(
∂ξX

)
H

(
∂ξx

)−1 (4.52)

Tenseur de courbure en coordonnées curvilignes orthogonales

L’endomorphisme de Weingarten s’exprime :

(H)i j=1,...,d−1 =
d−1∑

k=1

(
∂ξX

)−1
ik

(
∂ξs

)
k j =

d−1∑

k=1

m jk j

~i

~Ek
i
~Ek

j =
miki

~i
δi j (4.53)

et le tenseur de courbure :

(H0)i j=1,...,d−1 = kiδi j (4.54)

Le tenseur de courbure est naturellement diagonal dans le système de coordonnées des cour-
bures principales.

4.1.3 Équations de l’écoulement

On considère les équations de Navier-Stokes pour un fluide newtonien incompressible soumis
à une pression p et une particule de fluide à la position ~X , se déplaçant à une vitesse ~U .

De plus l’écoulement est laminaire, le fluide s’écoule donc en couches parallèles, sans mélange
entre les couches, le nombre de Reynolds est petit et il n’y a aucun effet de turbulence.
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Conservation de la masse et de la quantité de mouvement

Les équations de conservation de la masse et de quantité de mouvement s’écrivent :

∇~X · ~U = 0

∂t~U + (~U ·∇~X )~U =−
1
ρ
∇~X p+ν∇~X ·σ+~̃γ−2~Ω∧ ~U −~Ω∧

(
~Ω∧ ~R

) (4.55)

où σ est le tenseur visqueux des déformations donné par :

σ= ∂~X
~U + (∂~X

~U)t (4.56)

et ~Ω, ~R sont respectivement le vecteur vitesse angulaire du repère en rotation et le vecteur
position de la particule de fluide par rapport à l’axe de rotation dans le repère fixe.

On peut remarquer que le tenseur des contraintes visqueuses s’écrit
(
µσ−1p

)
.

Les forces de Coriolis et centrifuge peuvent s’écrire sous forme matricielle en introduisant la
matrice antisymétrique Ω̃ définie par :

Ω̃=




0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 Ω1

−Ω2 −Ω1 0


 (4.57)

La force de Coriolis devient :

−2~Ω∧ ~U =−2Ω̃~U (4.58)

et la force centrifuge :

−~Ω∧
(
~Ω∧ ~R

)
=−Ω̃2~R (4.59)

Conditions aux limites

On ajoute des conditions aux bords aux équations de Navier-Stokes :
• une condition de non-glissement au fond :

~U|η=0 = 0 (4.60)

• une équation de continuité des contraintes à l’interface :

µσ~N = (κH + p|η=h − pext)~N +Tτ̃ (4.61)

avec ~N le vecteur normal à la surface libre, κ la tension de surface, H la courbure de
l’interface, τ̃ le vecteur des contraintes tangentielles liées à l’entraînement du fluide par le
gaz dans les directions des vecteurs colonnes de la matrice T tangents à la surface libre ;
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• une condition d’imperméabilité (nécessaire pour l’écriture des équations moyennées) :

∂th =U −U ·∇Xh (4.62)

4.1.4 Vitesse covariante

Afin de simplifier l’écriture des équations dans le système curviligne, on utilise la vitesse
covariante ~V , reliée à la vitesse physique par la relation :

~V = A~U (4.63)

ainsi :

~U = A−1~V ⇔





U= ∂ξXV−Vs

U =
1
c

st∂ξXV+ cV
(4.64)

ce qui donne notamment V = ~U ·~n, qui est donc la composante normale de la vitesse au fond.
Notons que la partie tangentielle de la vitesse est donnée par :

~U −
(
~U ·~n

)
~n =


 ∂ξXV

1
c

st∂ξXV


=


 1

1
c

st


∂ξXV (4.65)

Les règles de dérivations en coordonnées curvilignes nous donnent les relations utiles
suivantes :

J∇~X ·~φ =∇~ξ
· (JA~φ)

∇~X = At∇~ξ

~U ·∇~X = (A~U) ·∇~ξ

= ~V ·∇~ξ

(4.66)

4.1.5 Changement de coordonnées

On multiplie les équations de Navier-Stokes par la matrice A, et on réécrit chaque terme
dans le nouveau système de coordonnées.

Divergence

L’équation de divergence nulle de la vitesse conserve sa forme dans le repère curviligne,
cependant elle fait apparaître la vitesse curviligne ~V multipliée par le jacobien, c’est à dire
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une nouvelle vitesse qui fait intervenir, en plus des composantes de la vitesse dans le nouveau
repère, la déformation de ce repère (cf chapitre 4.2).

J∇~X · ~U =∇~ξ
· (J~V ) (4.67)

Terme convectif non linéaire

On définit les symboles de Christoffel par la relation suivante :

~M = A(~U ·∇~X )~U − (~V ·∇~ξ
)~V (4.68)

Lemme 2. Les symboles de Christoffel représentant l’évolution des vecteurs de base s’écrivent
dans la base curviligne quelconque sous la forme :

MMM =MMM 0(V)−2VHV

M =VtHtM−1V

MMM 0(V) =
(
∂ξX

)−1
(
∂2
ξξ

X ·V ·V+Ms
) (4.69)

Preuve du lemme 2. En utilisant les relations de dérivation (4.66), l’expression se simplifie à :

~M = A(~V ·∇~ξ
)
(
A−1~V

)
− (~V ·∇~ξ

)~V

= A∂~ξA−1 ·~V ·~V
= A∂2

~ξ~ξ
~X ·~V ·~V

(4.70)

Le calcul de ∂2
~ξ~ξ
~X est donné dans l’annexe A.

ä

Lemme 3. Les symboles de Christoffel du changement de coordonnées curviligne orthogonal se
réduisent à :

MMM i=1,...,d−1 =
1
~i

d−1∑

p=1

(
2~i,pVi −

~p

~i
~p,iVp

)
Vp −2V

miki

~i
Vi

M =
d−1∑

p=1
V2

pmpkp~p

(4.71)
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Ou encore en trois dimensions d’espace :

MMM 1 =
1
~1

(
~1,1V2

1 +2~1,2V1V2 −
~2

~1
~2,1V2

2 −2m1k1VV1

)

MMM 2 =
1
~2

(
~2,2V2

2 +2~2,1V2V1 −
~1

~2
~1,2V2

1 −2m2k2VV2

)

M =V2
1m1k1~1 +V2

2m2k2~2

(4.72)

Preuve du lemme 3. Cf. page 214

Tenseur des contraintes

On définit σ ′ le nouveau tenseur des contraintes dans le repère curviligne par :

σ ′ = AσAt =
(

S r

rt f

)
(4.73)

Lemme 4. Les composantes S ∈Md−1 (R), r ∈Rd−1, et f ∈R du tenseur des contraintes σ ′ sont
données par

S =
(
∂ξX

)−1
∂ξ

(
∂ξXV

)
M+M

(
∂ξ

(
∂ξXV

))t (
∂ξX

)−t

+
(
∂ξX

)−1
s (HV)t +HVst

(
∂ξX

)−t −2VHM

r = ∂ηV+M∇ξV

f = 2∂ηV

(4.74)

Preuve du lemme 4. Cf. page 215

Lemme 5. Dans un système de coordonnées curviligne orthogonal, les composantes du tenseur
des contraintes σ ′ sont données par :

Si, j=1,...,d−1 =
1

~2
j

∂ξ j
Vi +

1

~2
i

∂ξi
V j +

2

~
3
i

(
d−1∑

q=1
Vq~i,q −V miki

)
δi j

ri=1,...,d−1 = ∂ηVi +
1

~2
i

∂ξi
V

f = 2∂ηV

(4.75)

Preuve du lemme 5. Cf. page 216
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Le tenseur des contraintes prend la forme suivante pour d = 3 :

σ ′ =




σ
′

11
1

~2
2

∂ξ2
V1 +

1

~2
1

∂ξ1
V2 ∂ηV1 +

1

~2
1

∂ξ1
V

· σ
′

22 ∂ηV2 +
1

~2
2

∂ξ2
V

· · 2∂ηV




(4.76)

où :

σ
′

11 =
2

~
3
1

(
∂ξ1 (~1V1)+V2~1,2 −V m1k1

)

σ
′

22 =
2

~
3
2

(
∂ξ2 (~2V2)+V1~2,1 −V m2k2

)

Terme visqueux

Lemme 6. La divergence du tenseur des contraintes visqueuses se transforme suivant la règle :

JA∇~X ·σ =
(
∇ξ · (JS)+∂η (Jr)

∇ξ · (Jr)+∂η (J f )

)
+ J ~B (4.77)

où :

~B =
(

B0 −2Hr

B

)
(4.78)

avec :

B =
(
∂ξs

)t
(
1+

sst

c2

)
∂ξX S

B0 =
(
∂ξX

)−1
(
∂2
ξξ

X S+sB
) (4.79)

Preuve du lemme 6. Cf. page 217

Lemme 7. En coordonnées curvilignes orthogonales, la divergence du tenseur des contraintes
visqueuses se met sous la forme :

JA∇~X ·σ =
(
∇ξ · (JS)+∂η (Jr)

∇ξ · (Jr)+∂η (J f )

)
+ J~B (4.80)
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où :

Bi=1,...,d−1 =
1
~i

d−1∑

j=1

(
2~i, jSi j −

~ j

~i
~ j,iS j j

)
−2

miki

~i
ri

B =
d−1∑

p=1
mpkp~pSpp

(4.81)

Preuve du lemme 7. Cf. page 218
Pour d = 3, on obtient :

~B =




1
~1

(
~1,1S11 −

~2

~1
~2,1S22 +2

(
~1,2S12 −m1k1r1

))

1
~2

(
~2,2S22 −

~1

~2
~1,2S11 +2

(
~2,1S21 −m2k2r2

))

m1k1~1S11 +m2k2~2S22




(4.82)

Navier-Stokes

Reprenons maintenant tous les éléments du paragraphe 4.1.5 qui nous permettent d’écrire
les équations de Navier-Stokes dans le repère curviligne.

Les équations de Navier-Stokes se réécrivent donc en coordonnées curvilignes :

∇~ξ
· (J~V )= 0

∂t~V + (~V ·∇~ξ
)~V + ~M =−

1
ρ

G̃−1∇~ξ
p+

ν

J

(
∇~ξ

·
(
Jσ ′)+ J~B

)
+ A~̃γ

−2AΩ̃A−1~V − AΩ̃
2~R

(4.83)

On néglige la force de Coriolis et on définit l’inertie totale dans le repère curviligne comme une
fonction de l’espace :

~̃γtot =~̃γ− Ω̃
2~R

~γ(ξ,η) = A~̃γtot =
(

γ

γ

)
(4.84)

L’équation de la conservation de quantité du mouvement peut être réécrite en séparant la
composante normale (la composante suivant η) :

∂tV+ (~V ·∇~ξ
)V+MMM =−

1
ρ

M∇ξp+
ν

J

(
∇ξ · (JS)+∂η (Jr)+ JB

)
+γ

∂tV + (~V ·∇~ξ
)V +M =−

1
ρ
∂ηp+

ν

J

(
∇ξ · (Jr)+∂η (J f )+ JB

)
+γ

(4.85)
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Normale et tangentes à la surface libre

Lemme 8. ~N la normale unitaire à la surface libre d’équation η= h(ξ,η) est donnée par :

~N =
(
1+∂ξhM|η=h∇ξh

)− 1
2 At

|η=h

(
−∇ξh

1

)
(4.86)

et une famille de vecteurs génératrice de la surface libre est donnée par les vecteurs colonnes de
la matrice T :

T = A−1|η=h

(
1

∂ξh

)
C (4.87)

avec :

C =
(
ddiag

(
M−1
|η=h +∇ξh∂ξh

))− 1
2 (4.88)

où ddiag(ϕ) est une matrice diagonale, de diagonale la diagonale de ϕ.

Preuve du lemme 8. Cf. page 219

Continuité des contraintes à l’interface

L’expression de la normale et des tangentes permet d’écrire la continuité des contraintes
(4.61) sous la forme du système suivant :

µσ ′|η=h

(
−∇ξh

1

)
= (κH + p|η=h − pext)G̃−1

|η=h

(
−∇ξh

1

)

+
(
1+∂ξhM|η=h∇ξh

) 1
2

(
1

∂ξh

)
Cτ̃

(4.89)

Ce qui donne





µ
(
r|η=h −S|η=h∇ξh

)
=−

(
κH + p|η=h − pext

)
M|η=h∇ξh+τ

µ
(
f|η=h −rt

|η=h
∇ξh

)
=

(
κH + p|η=h − pext

)
+∂ξhτ

(4.90)

où τ=
√

1+∂ξhM|η=h∇ξhCτ̃ est la contrainte de cisaillement mise à l’échelle avec le rapport

des facteurs de normalisation de la normale et des vecteurs tangents. Après réarrangement
des termes, on obtient la forme finale :





r|η=h +
(
f|η=h M|η=h −S|η=h

)
∇ξh =

(
rt
|η=h

∇ξh+ 1
µ
∂ξhτ

)
M|η=h∇ξh+

1
µ
τ

µ
(
f|η=h −rt

|η=h
∇ξh

)
=

(
κH + p|η=h − pext

)
+∂ξhτ

(4.91)
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4.1.6 Système d’équations de la dynamique

Résumons les résultats obtenus jusqu’ici. La dynamique du film est soumise aux équations
suivantes :

∇~ξ
· (J~V )= 0

∂tV+ (~V ·∇~ξ
)V+MMM =−

1
ρ

M∇ξp+
ν

J

(
∇ξ · (JS)+∂η (Jr)+ JB

)
+γ

∂tV + (~V ·∇~ξ
)V +M =−

1
ρ
∂ηp+

ν

J

(
∇ξ · (Jr)+∂η (J f )+ JB

)
+γ

(4.92)

avec les conditions au fond et à la surface libre :

~V|η=0 = 0

rh + ( fhMh −Sh)∇ξh =
(
rt

h∇ξh+
1
µ
∂ξhτ

)
Mh∇ξh+

1
µ
τ

µ
(
fh −rt

h∇ξh
)
=

(
κH + p|η=h − pext

)
+∂ξhτ

(4.93)

où on utilise la notation ϕh pour représenter ϕ|η=h.

4.2 É Q UAT I O N S I N T É G R É E S

Pour obtenir une équation d’évolution sur la hauteur de fluide (h) et sur une vitesse moyennée(∫h

0
Vdη

)
, on intègre l’équation de conservation de la masse et la composante en ξ de l’équation

de conservation de quantité de mouvement sur la hauteur normale du film.

Remarque. V n’est pas la vitesse tangentielle à l’écoulement, voir 4.1.4.
Pour écrire les équations intégrées, nous avons besoin de la condition d’imperméabilité (ou

condition de conservation de la masse) :

∂th = (V −V ·∇ξh)|η=h (4.94)

et de rappeler la formule liant la dérivée de l’intégrale à l’intégrale de la dérivée :

∇θ ·
(∫a(θ)

0
ϕ (θ, z)dz

)
=

(∫a(θ)

0
∇θ ·ϕ (θ, z)dz

)
+ϕ (θ,a(θ)) ·∇θa(θ) (4.95)

En intégrant l’équation de continuité sur toute la hauteur du film, il vient :

∫h

0
∇~ξ

· (J~V )dη =∇ξ ·
(∫h

0
JVdη

)
− JhVh ·∇ξh+ JhVh

= 0
(4.96)
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en utilisant la relation (4.94) on obtient :

∇ξ ·
(∫h

0
JVdη

)
− Jh∂th = 0 (4.97)

Puisque le jacobien ne dépend pas du temps,

Jh∂th = ∂t

(∫h

0
Jdη

)
−

∫h

0
∂tJdη= ∂t

(∫h

0
Jdη

)
(4.98)

Et donc l’équation de continuité intégrée s’écrit :

∂t

(∫h

0
Jdη

)
+∇ξ ·

(∫h

0
JVdη

)
= 0 (4.99)

Or, l’équation intégrale classique (en repère cartésien) s’écrit :

∂th+∇X · (hv)= 0, v =
1
h

∫h

0
Udz (4.100)

Pour retrouver cette notation usuelle, on pose :

h̃ =
∫h

0
Jdη, ṽ=

1

h̃

∫h

0
JVdη

qui sont respectivement la hauteur et la vitesse moyenne dans le repère curviligne corrigées de

la variation du volume élémentaire (J). On utilisera comme inconnues le vecteur

(
h̃

ṽ

)
au lieu

de




h
1
h

∫h

0
Vdη


. L’équation (4.99) devient :

∂th̃+∇ξ · (h̃ṽ)= 0 (4.101)

On procède de la même manière en intégrant l’équation de bilan de quantité de mouvement
en ξ multipliée par le jacobien :

∫h

0
J

(
∂tV+ (~V ·∇~ξ

)V+MMM

)
dη

=
∫h

0
J

(
−

1
ρ

M∇ξp+
ν

J

(
∇ξ · (JS)+∂η (Jr)+ JB

)
+γ

)
dη

(4.102)

Étudions chaque terme séparément. La dérivée temporelle se transforme facilement :

∫h

0
J∂tVdη= ∂t

(∫h

0
JVdη

)
− Jh∂thVh = ∂t(h̃ṽ)− Jh∂thVh (4.103)
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Pour le terme de transport advectif, on utilise la conservation de la masse (4.92) et l’imperméa-
bilité (4.94) :

∫h

0
J(~V ·∇~ξ

)Vdη

=
∫h

0
J(V ·∇ξ)Vdη+

∫h

0
JV∂ηVdη

=
∫h

0
∇ξ · (JV⊗V)dη−

∫h

0
∇ξ · (JV)Vdη+

∫h

0
JV∂ηVdη

=
∫h

0
∇ξ · (JV⊗V)dη−

∫h

0
∇ξ · (JV)Vdη−

∫h

0
∂η (JV )Vdη+ JhVhVh

=∇ξ ·
∫h

0
JV⊗Vdη− Jh

(
Vh ·∇ξh

)
Vh −

∫h

0
∇~ξ

· (J~V )Vdη+ JhVhVh

=∇ξ ·
∫h

0
JV⊗Vdη+ Jh

(
Vh −V ·∇ξh

)
Vh

=∇ξ ·
∫h

0
JV⊗Vdη+ Jh∂thVh

(4.104)

Le membre de gauche se simplifie pour donner :

∫h

0
J

(
∂tV+ (~V ·∇~ξ

)V+MMM

)
dη= ∂t(h̃ṽ)+∇ξ ·

∫h

0
JV⊗Vdη+

∫h

0
JMMMdη (4.105)

Le gradient de pression s’intègre grâce à (4.95) :

−
1
ρ

∫h

0
JM∇ξpdη =−

1
ρ

∫h

0
∇ξ · (JM p)dη+

1
ρ

∫h

0
p∇ξ · (JM)dη

=−
1
ρ
∇ξ ·

(∫h

0
JM pdη

)
+

1
ρ

phJhMh∇ξh

+
1
ρ

∫h

0
p∇ξ · (JM)dη

(4.106)

De même que le terme visqueux :

ν

∫h

0

(
∇ξ · (JS)+∂η (Jr)

)
dη= ν∇ξ ·

(∫h

0
JSdη

)
+νJh

(
rh −Sh∇ξh

)
−νJ0r0 (4.107)

Avec (4.93), on élimine le terme de pression à l’interface pour le remplacer par la pression
extérieure connue :

1
ρ

phJhMh∇ξh+νJh
(
rh −Sh∇ξh

)
=−

Jh

ρ
[κH − pext] Mh∇ξh+

Jh

ρ
τ (4.108)
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On obtient finalement le système d’équations d’évolution sur les variables h̃ et ṽ caractérisant
la dynamique du film liquide :

∂th̃+∇ξ · (h̃ṽ)= 0

∂t(h̃ṽ)+∇ξ ·
∫h

0
JV⊗Vdη+

1
ρ
∇ξ ·

(∫h

0
JM pdη

)
+

∫h
0 JMMMdη

=
1
ρ

∫h

0
p∇ξ · (JM)dη+ν∇ξ ·

(∫h

0
JSdη

)
+ν

∫h

0
JBdη

+
∫h

0
Jγdη−νJ0r0 +

Jh

ρ

[
τ− (κH − pext) Mh∇ξh

]

(4.109)

Ce système est exact, mais il n’est pas complet ; il faut exprimer les intégrales faisant apparaître
la vitesse et la pression en fonction de h̃ et ṽ pour le fermer.

4.3 M I S E À L’É C H E L L E

Dans cette partie, les équations de Navier-Stokes (4.92) et les conditions aux bords (4.93)
sont adimensionnées. Sous certaines hypothèses sur l’écoulement, on peut calculer un déve-
loppement asymptotique de la vitesse et de la pression, qui permettent de fermer le système
d’équations moyennées (4.157).

4.3.1 Facteurs d’échelle et adimensionnement

Il y a trois groupes de dimensions caractéristiques qui définissent la dynamique du film :
• le fluide est défini par ses propriétés physiques :

◦ la masse volumique ρ,

◦ la viscosité dynamique µ ou cinématique ν=
µ

ρ
,

◦ la tension de surface κ ;
• l’écoulement se caractérise par :

◦ ses dimensions, la hauteur moyenne H et la longueur d’onde des solutions L, qui

définissent un facteur d’échelle ε=
H

L
≪ 1,

◦ et une vitesse de référence U0 qui peut aussi bien être la vitesse à l’interface ou la
vitesse moyenne ;

• le film est mû par des forces extérieures dont les grandeurs sont données par :
◦ τ0 , la valeur moyenne de la contrainte de cisaillement qu’exerce le gaz à l’interface avec

le liquide,
◦ ∆pext , la variation de la pression extérieure,
◦ γ0 =

∥∥~γ
∥∥ , dimension de la gravité et des forces d’inertie dues au mouvement (rotation

et translation) de la paroi.
À ces grandeurs de l’écoulement, il faut rajouter la dimension caractéristique de la courbure de

la paroi, R le rayon de courbure moyen et le paramètre adimensionnel ΘR =
L

R
.
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Cela permet de définir des nombres adimensionnels usuels comme le nombre de Reynolds, le
nombre de Weber, le nombre de Poiseuille, et un « nombre de Froude généralisé » pour tenir
compte de tous les effets moteurs :

Re =
U0H

ν
, We =

ρU2
0 H

κ
, Po =

H2
∆pext

µU0L
, Fr =

√√√√ ρU2
0

ρHγ0 +∆pext +τ0

. (4.110)

Les dimensions caractéristiques de l’écoulement sont des grandeurs représentées dans le
repère naturel de l’écoulement : si le fluide s’écoule sur une sphère, la hauteur moyenne est
portée par le vecteur radial et ne correspond pas à la hauteur cartésienne. C’est pourquoi il
faut adimensionner les équations écrites dans le système de coordonnées curvilignes. Ce qui
donne, en notant avec un astérisque les variables adimensionnées :

(
ξ

η

)
= L

(
ξ∗

εη∗

)
, t =

L

U0
t∗,

(
V

V

)
=U0

(
V∗

εV∗

)
, h = Hh∗,

(
τ

p

)
=

(
ρHγ0 +∆pext +τ0

)
(

τ∗

p∗

)
, ~γ=

(
γ0 +

∆pext +τ0

ρH

)
~γ∗,

pext =∆pext p
∗
ext

(4.111)

La dérivée de s et le tenseur H représentent la courbure, et sont donc de dimension
1
R

:

(
s

c

)
=

(
s∗

c∗

)
,

(
∂ξs

H

)
=
ΘR

L

(
∂ξs∗

H∗

)
. (4.112)

La courbure est adimensionnée par :

H =
1
L

H
∗ (4.113)

La mise à l’échelle des symboles de Christoffel et des contraintes visqueuses découle de (4.111)
et (4.112) :

~M =
U2

0

L
~M
∗, σ=

U0

H

(
εS∗ r∗

(r∗)t ε f ∗

)
, ~B =

U0

HL
~B∗ (4.114)
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4.3.2 Solution uniforme

Selon le choix des dimensions caractéristiques, des relations entre les nombres adimension-
nels apparaissent.

Dans le cas d’un film liquide s’écoulant le long d’un plan incliné d’un angle θ, le problème
stationnaire et uniforme est donnée par :





uzz =−
gsinθ

ν

uz(H) = u(0)= 0
(4.115)

où u est la composante tangentielle de la vitesse du fluide. La solution, connue sous le nom de
film de Nusselt, est un film d’épaisseur constante et de profil de vitesse semi-parabolique :

u =
gsinθ

ν
z
(
H−

z

2

)
(4.116)

On connaît donc la vitesse moyenne et la vitesse à l’interface :

v1 =
1
H

∫H

z=0
udz =

H2 gsinθ

3ν

v2 = u(H)=
H2 gsinθ

2ν

(4.117)

En choisissant l’épaisseur H du film comme hauteur de référence, chacune de ces vitesses
permet de calculer un nombre de Reynolds :

R1 =
H3 gsinθ

3ν2
, R2 =

H3 gsinθ

2ν2
(4.118)

Les deux valeurs du Reynolds ne diffèrent que d’un rapport
3
2

. De la même manière le nombre

de Froude, définit en l’absence de pression extérieure et de contrainte de cisaillement par :

Fr =

√
U2

0

H g
(4.119)

est déterminé par la vitesse de référence :

F2
1 =

H3 gsin2θ

9ν2
, F2

2 =
H3 gsin2θ

4ν2
(4.120)

On a alors une relation explicite entre les nombres de Reynolds et de Froude :

F2
1 =

R1 sinθ

3

F2
2 =

R2 sinθ

2

(4.121)
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4.3.3 Développements asymptotiques

Développons à présent tous les termes intervenant dans les équations du film (les équations
de Navier-Stokes et les équations intégrées), en omettant volontairement les astérisques pour
ne pas alourdir les notations.

Termes liés à la géométrie

La matrice jacobienne du changement de coordonnées ξ 7→X apparaît comme la jacobienne
de ξ 7→ x avec une correction d’ordre ε (donc petite par définition) liée à la courbure de la paroi.

∂ξX= ∂ξx
(
1−εηΘRH0

)
(4.122)

Ce qui permet de trouver les termes dominants du développement de son inverse :

(
∂ξX

)−1 =
(
1+εηΘRH0

)(
∂ξx

)−1 +O (ε2) (4.123)

et donne immédiatement le développement du tenseur de courbure H :

H =H0
(
1+εηΘRH0

)
+O (ε2) (4.124)

En utilisant le développement limité à l’ordre un du déterminant, on obtient le jacobien :

J =
1
c

det
(
∂ξX

)

=
1
c

det
(
∂ξx

)
det

(
1−εηΘRH0

)

=
1
c

det
(
∂ξx

)(
1−εηΘRtr(H0)

)
+O (ε2)

(4.125)

On pose J̄ =
1
c

det
(
∂ξx

)
et on obtient le résultat final :

J = J̄
(
1−εηΘRtr(H0)

)
+O (ε2) (4.126)

En appelant M0 la restriction au point η= 0 du bloc de la métrique M :

M0 =
(
∂ξx

)−1 (
1−sst)(∂ξx

)−t (4.127)

on calcule aisément M :

M = M0 +εηΘR
(
H0M0 +M0H

t
0

)
+O (ε2) (4.128)

Comme il est démontré dans l’annexe A (équation (A.35)), H0M0 = M0H
t
0, et finalement :

M = M0 +2εηΘRH0M0 +O (ε2) (4.129)
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Le même résultat permet d’écrire son inverse (sans approximation) :

M−1 = M−1
0 −εηΘR

(
M−1

0 H0 +Ht
0M−1

0

)
+ε2η2

Θ
2
RH

t
0M−1

0 H0

= M−1
0 −2εηΘR M−1

0 H0 +ε2η2
Θ

2
RH

t
0M−1

0 H0

(4.130)

Termes dans Navier-Stokes

Les coefficients du tenseur des contraintes visqueuses s’écrivent :

S =
(
∂ξX

)−1
∂ξ

(
∂ξXV

)
M+M

(
∂ξ

(
∂ξXV

))t (
∂ξX

)−t

+ΘR
(
∂ξX

)−1
s (HV)t +ΘRHVst

(
∂ξX

)−t −2εΘRVHM

r = ∂ηV+ε2M∇ξV

f = 2∂ηV

(4.131)

et les termes liés aux dérivations dans le nouveau système de coordonnées :

MMM =MMM 0 −2εΘRVHV

M =ΘRVtHtM−1V

MMM 0 =
(
∂ξX

)−1
(
∂2
ξξ

X ·V ·V+Ms
) (4.132)

On peut utiliser le résultat page 216, pour réécrire M sous la forme :

M =ΘRVtM−1
HV

Appelons MMM 1 le terme dominant de MMM 0 :

MMM 0 =MMM 1 +O (ε)

MMM 1 =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·V ·V+ΘRVtM−1
0 H0Vs

) (4.133)

et :

~B =
(

εB0 −2ΘRHr

B

)
(4.134)

où :

B0 =
(
∂ξX

)−1
(
∂2
ξξ

X S+sB
)

B =ΘR
(
∂ξs

)t
(
1+

sst

c2

)
∂ξX S

(4.135)
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Le terme d’inertie est défini par :

~γ(ξ,η) = A~̃γtot

=
( (

∂ξX
)−1 (1−sst)γ̃tot + c

(
∂ξX

)−1
sγ̃tot

cγ̃tot −stγ̃tot

)
(4.136)

En écrivant le terme principal γ0 :

γ0 =
(
∂ξx

)−1 (
(1−sst)γ̃tot + csγ̃tot

)
(4.137)

La dépendance normale de la composante tangentielle s’explicite :

γ=
(
1+εηΘRH0

)
γ0 +O (ε2) (4.138)

Comme de plus l’inertie totale ~̃γtot dépend de la distance de la paroi à l’axe de rotation, c’est
à dire de la position ξ sur la paroi et de la hauteur normale η, qui est plutôt petite, on peut
écrire que l’inertie dépend principalement de ξ, les termes en η sont des corrections d’ordre ε.
On peut finalement écrire :

{
γ(ξ,η) =

(
1+εηΘRH0

)
γ0(ξ)+O (ε2)

γ(ξ,η) = γ0(ξ)+O (ε)
(4.139)

En posant :

τ0 = ddiag
(
M−1

0

)− 1
2 τ̃

τ1 = ddiag
(
M−1

0 H0
)
ddiag

(
M−1

0

)− 3
2 τ̃

(4.140)

La contrainte de cisaillement s’écrit :

τ= τ0 +εhΘRτ1 +O (ε2) (4.141)

Enfin, il reste à exprimer la nouvelle variable de hauteur définie lors de l’intégration des
équations de Navier-Stokes à la partie 4.2 :

h̃ =
∫h

0
Jdη= J̄h

(
1−ε

h

2
ΘRtrH0

)
+O (ε2) (4.142)

En notant qu’à l’ordre 1 en ε, h̃ vaut J̄h, on peut inverser la relation précédente pour exprimer
h en fonction de h̃ :

h =
h̃

J̄
+ε

h̃2

2J̄2
ΘRtrH0 +O (ε2) (4.143)
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4.3.4 Équations adimensionnées

À l’aide des paragraphes précédent, on développe maintenant les équations du film par

rapport au petit paramètre ε=
H

L
.

Conservation de la masse et de la quantité de mouvement

Les équations de Navier-Stokes (4.92) sont adimensionnées en faisant apparaître les nombres
de Reynolds, de Froude et le petit paramètre ε :

∇ξ · (JV)+∂η (JV )= 0

∂tV+ (~V ·∇~ξ
)V+MMM 0 −2εΘRVHV=−

1

F2
r

M∇ξp+
1

εJRe

(
ε2∇ξ · (JS)+∂η (Jr)

)

+
1

Re
(εB0 −2ΘRHr)+

1

εF2
r
γ

∂tV + (~V ·∇~ξ
)V +

1
ε
M =−

1

ε2F2
r
∂ηp+

1
εJRe

(
∇ξ · (Jr)+∂η (J f )

)
+

ε

Re
B+

1

ε2F2
r
γ

(4.144)

On en extrait les équations sur les dérivées normales de la pression et de la vitesse (contenue
dans le vecteur r du tenseur des contraintes) :

1
J
∂η(Jr)=−

Re

F2
r
γ+εRe

(
∂tV+ (~V ·∇~ξ

)V+MMM 0

)
+
εRe

F2
r

M∇ξp+2εΘRHr

−2ε2ReΘRVHV−
ε2

J
∇ξ · (JS)−ε2B0

∂ηp = γ−εF2
r M +

εF2
r

JRe

(
∇ξ · (Jr)+∂η (J f )

)
−ε2F2

r

(
∂tV + (~V ·∇~ξ

)V
)
+
ε3F2

r

Re
B

(4.145)

La dérivée du jacobien se calcule en utilisant la formule de Jacobi :

∂ηJ =
1
c
∂η

(
det

(
∂ξX

))

=
1
c

tr
(
Adj

(
∂ξX

)
∂η

(
∂ξX

))
(4.146)

où Adj(·) est l’ « adjugate matrix », c’est à dire la transposée de la comatrice. Et puisque le
jacobien n’est pas nul, on peut exprimer cette matrice sous la forme :

Adj
(
∂ξX

)
= det

(
∂ξX

)(
∂ξX

)−1

= cJ
(
∂ξX

)−1 (4.147)



82 É TA B L I S S E M E N T D E S M O D È L E S S U R U N E T O P O G R A P H I E Q U E L C O N Q U E

et donc la dérivée du jacobien fait juste intervenir le tenseur de courbure :

∂ηJ = tr
(
J

(
∂ξX

)−1
∂η

(
∂ξX

))

=−εJΘRtr
((
∂ξX

)−1
∂ξs

)

=−εJΘRtrH

=−εJΘR
(
trH0 +εηΘRtr

(
H2

0

))

(4.148)

Il ne manque plus qu’à utiliser la définition de r pour trouver l’expression de la dérivée seconde
de la vitesse :

∂2
ηηV =−

Re

F2
r
γ+

εRe

F2
r

M∇ξp+εRe

(
∂tV+ (~V ·∇~ξ

)V+MMM 0

)

+εΘR
(
2H+ trH0 +εηΘRtr

(
H2

0

))
r

−2ε2ReΘRVHV−
ε2

J
∇ξ · (JS)−ε2B0 −ε2∂η

(
M∇ξV

)
(4.149)

Conditions aux limites

Les équations (4.93), une fois mises à l’échelle, donnent des conditions aux bords de la vitesse
et de la pression :

~V|η=0 = 0

(
∂ηV

)
|η=h =

Re

F2
r
τ−ε2Mh

(
∇ξV

)
|η=h −ε2 ( fhMh −Sh)∇ξh

+ε2
(
rt

h∇ξh+
Re

F2
r
∂ξhτ

)
Mh∇ξh

p|η=h =
PoF2

r

εRe
pext −

εF2
r

We
H −ε∂ξhτ+ε

F2
r

Re

(
fh −rt

h∇ξh
)

(4.150)

4.3.5 Hypothèses sur l’écoulement

Soient α,β,δ,λ,ζ, κ̄ les paramètres adimensionnels suivant :

α= ε
F2

r

Re
; β= εRe ; δ= ε

Re

F2
r

;

λ=
Re

F2
r

; ζ=
PoF2

r

Re
; κ̄=

εF2
r

We

(4.151)
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Les équations de la vitesse et de la pression s’écrivent avec ces nouveaux paramètres :

∂2
ηηV =−λγ+δM∇ξp+β

(
∂tV+ (~V ·∇~ξ

)V+MMM 0

)

+εΘR
(
2H + trH0 +εηΘRtr

(
H2

0

))
r

−2ε2ReΘRVHV−
ε2

J
∇ξ · (JS)−ε2B0 −ε2∂η

(
M∇ξV

)

∂ηp = γ−
β

λ
M +

α

J

(
∇ξ · (Jr)+∂η (J f )

)
−αβ

(
∂tV + (~V ·∇~ξ

)V
)
+αε2B

(4.152)

auxquelles s’ajoutent les conditions aux bords :

~V|η=0 = 0

(
∂ηV

)
|η=h =λτ−ε2Mh

(
∇ξV

)
|η=h −ε2 ( fhMh −Sh)∇ξh

+ε2 (
rt

h∇ξh+λ∂ξhτ
)
Mh∇ξh

p|η=h =
ζ

ε
pext − κ̄H −ε∂ξhτ+α

(
fh −rt

h∇ξh
)

(4.153)

On sait déjà que le paramètre onde longue ε est petit devant l’unité. Il faut évaluer les
paramètres α,β,δ,λ,ζ, κ̄ par rapport à ε pour pouvoir résoudre les équations (4.152-4.153). Les
hypothèses suivantes donnent ces relations :

• profil parabolique : l’inertie et la contrainte de cisaillement sont les effets dominants
générant le profil de vitesse, et donc β et δ sont au plus du même ordre que ε, et λ est de
l’ordre de l’unité ;

• pression hydrostatique : de même la distribution de pression est générée par l’inertie et la
pression extérieure, et donc α<O (ε) et ζ≃O (1) ;

• effets capillaires apparents : arbitrairement, on choisit de faire apparaître les effets de la
tension de surface en posant κ≃O (1).

En résumé, on a :

{
α,β,δ<O (ε)

λ,ζ, κ̄≃O (1)
(4.154)

En développant par rapport à ε, on obtient les systèmes d’équations sur la pression et la
vitesse :





∂2
ηηV =−λ

(
1+εηΘRH0

)
γ0 +δM∇ξp+β

(
∂tV+ (~V ·∇~ξ

)V+MMM 1

)

+εΘR (2H0 + trH0)∂ηV+O (ε2)
(
∂ηV

)
|η=h =λ (τ0 +εhΘRτ1)+O (ε2)

V|η=0 = 0

(4.155)
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∂ηp = γ0 +O (ε)

p|η=h =
ζ

ε
pext − κ̄H +O (ε)

(4.156)

4.3.6 Équations intégrées

Le système (4.157) une fois mis à l’échelle s’écrit :

∂th̃+∇ξ · (h̃ṽ)= 0

∂t(h̃ṽ)+∇ξ ·
∫h

0
JV⊗Vdη+

δ

β
∇ξ ·

(∫h

0
JM pdη

)
+

∫h

0
JMMMdη

=
δ

β

∫h

0
p∇ξ · (JM)dη+

αδ

β
∇ξ ·

(∫h

0
JSdη

)
+

δ

λβ

∫h

0
JBdη

+
λ

β

∫h

0
Jγdη−

1
β

J0r0 +
λ

β
Jh

(
τ− (κ̄εH −ζpext) Mh∇ξh

)

(4.157)

En ne retenant que les termes jusqu’à l’ordre zéro en ε et en intégrant le terme B :

∂th̃+∇ξ · (h̃ṽ)= 0

∂t(h̃ṽ)+∇ξ ·
∫h

0
JV⊗Vdη+

δ

β
∇ξ ·

(∫h

0
JM pdη

)
+

∫h

0
J̄MMM 1dη

=
δ

β

∫h

0
p∇ξ · (JM)dη−2ΘR

δ

λβ
J̄H0Vh −

1
β

J0r0

+
λ

β

(∫h

0
Jγdη+ Jhτ

)
+

δ

β
Jh

(
ζ

ε
pext − κ̄H

)
Mh∇ξh+O (ε)

(4.158)

Pour obtenir le système de Saint-Venant, il reste plusieurs termes à exprimer en fonction de h̃
et ṽ, notamment les termes faisant intervenir la vitesse et la pression. Il suffit pour cela de
résoudre les systèmes (4.155) et (4.156) à l’ordre zéro. Par contre, on voit apparaître des termes
en β−1, donc très grand : un terme qui fait intervenir les forces extérieures, et qui ne pose pas
de problèmes, et le terme r0, la dérivée de la vitesse. Pour que le système soit au final d’ordre
total ε, il faut aller à l’ordre suivant pour la vitesse. C’est ce qui est fait au chapitre suivant.
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4.4 A S Y M P T O T I Q U E O N D E L O N G U E

Dans cette partie, nous résolvons les équations de Navier-Stokes adimensionnées. La vitesse
et la pression sont développées en série asymptotique de ε :

~V = ~V0 +ε~V1 +ε2~V2 + . . .

p = p0 +εp1 +ε2 p2 + . . .
(4.159)

Ces expressions sont injectées dans les équations (4.155) et (4.156), et en collectant les termes
de même ordre en ε on obtient des équations pour chaque ordre.

4.4.1 Asymptotique à l’ordre zéro

Pression

L’équation d’ordre zéro sur la pression ne contient que le terme d’inertie, et à la surface libre
la pression extérieure.





∂ηp0 = γ0

p0|η=h =
ζ

ε
pext − κ̄H

(4.160)

Une simple intégration donne directement la pression en tout point du film :

p
(
ξ,η, t

)
=

ζ

ε
pext (ξ, t)− κ̄H − (h−η)γ0 (ξ, t)+O (ε) (4.161)

Comme le terme de pression extérieure est très grand, la pression dans l’équation de la vitesse
qui était d’ordre 1 en ε va apparaître dans l’équation à l’ordre zéro.

∇ξp =
ζ

ε
∇ξpext +O

(
ε0

)
(4.162)

Vitesse

À l’ordre zéro, seuls les termes d’inertie et de pression extérieure apparaissent. Pour simpli-
fier l’écriture, appelons Γ le terme dominant dans l’équation (4.155) :

Γ=γ0 −ζM0∇ξpext (4.163)

Le système (4.155) à l’ordre zéro est une simple équation différentielle ordinaire :




∂2
ηηV0 =−λΓ

(
∂ηV0

)
|η=h =λτ0

V0|η=0 = 0

(4.164)
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qui se résout par une double intégration :

V0 =
∫η

v=0

(
λτ0 +

∫h

u=v
λΓdu

)
dv =λη

(
τ0 +

(
h−

η

2

)
Γ

)
(4.165)

Variables moyennées

En première approximation, la variable de hauteur dans le système curviligne est la hauteur
physique au déterminant jacobien près :

h̃ =
∫h

0
Jdη= J̄h+O (ε) (4.166)

La variable de débit h̃ṽ s’exprime grâce à l’expression de V0 :

h̃ṽ=
∫h

0
JVdη= J̄λ

(
h2

2
τ0 +

h3

3
Γ

)
+O (ε) (4.167)

4.4.2 Premier modèle

À partir de l’approximation en ε, le seul modèle que l’on puisse écrire est celui de l’équation
de conservation de la masse intégrée (4.99) :

J̄∂th+∇ξ ·
(
J̄λ

(
h2

2
τ0 +

h3

3
Γ

))
=O (ε) (4.168)

en variables dimensionnées, après avoir divisé par le jacobien :

µ∂th+
(
∇ξ+

1

J̄
∇ξ J̄

)
·
(

h2

2
τ0 +

h3

3

(
ργ0 −M0∇ξpext

))
=O (ε) (4.169)

si on se restreint au cas mono-dimensionnel orthogonal, on retrouve le modèle de Fabignon
et al. [17].

4.4.3 Modèle à deux équations au premier ordre

Terme convectif

∫h

0
JV⊗Vdη = J̄λ2

∫h

0
η2

(
τ0 +

(
h−

η

2

)
Γ

)
⊗

(
τ0 +

(
h−

η

2

)
Γ

)
dη+O (ε)

= J̄λ2
(

h3

3
τ0 ⊗τ0 +

5h4

24
(Γ⊗τ0 +τ0 ⊗Γ)+

2h5

15
Γ⊗Γ

)
+O (ε)

(4.170)
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h̃ṽ⊗ ṽ = J̄λ2
(

h2

2
τ0 +

h3

3
Γ

)
⊗

(
h

2
τ0 +

h2

3
Γ

)
+O (ε)

= J̄λ2
(

h3

4
τ0 ⊗τ0 +

h4

6
(Γ⊗τ0 +τ0 ⊗Γ)+

h5

9
Γ⊗Γ

)
+O (ε)

(4.171)

On peut exprimer le terme intégral du carré de la vitesse 4.170 en fonction des variables
moyennées et de termes de couplage inertie–forçage (4.171)

∫h

0
JV⊗Vdη= Ch̃ṽ⊗ ṽ+λ2

(
1
3
−

C

4

)
h̃3

J̄2
τ0 ⊗τ0

+λ2
(

5
24

−
C

6

)
h̃4

J̄3
(Γ⊗τ0 +τ0 ⊗Γ)

+λ2
(

2
15

−
C

9

)
h̃5

J̄4
Γ⊗Γ+O (ε)

(4.172)

Que l’on veuille privilégier l’inertie (qui comprend la force centrifuge) ou la contrainte tangen-
tielle, plusieurs choix sont possibles pour la constante C, dont les trois principaux sont ceux
qui font disparaître un des termes :

∫h

0
JV⊗Vdη=

4
3

h̃ṽ⊗ ṽ+λ2 h̃4

72J̄3
(Γ⊗τ0 +τ0 ⊗Γ)+λ2 2h̃5

135J̄4
Γ⊗Γ+O (ε)

=
6
5

h̃ṽ⊗ ṽ+λ2 h̃3

30J̄2
τ0 ⊗τ0 +λ2 h̃4

120J̄3
(Γ⊗τ0 +τ0 ⊗Γ)+O (ε)

=
5
4

h̃ṽ⊗ ṽ+λ2 h̃3

48J̄2
τ0 ⊗τ0+λ2 h̃5

180J̄4
Γ⊗Γ+O (ε)

(4.173)

Termes liés à la pression

Les termes de pression font intervenir le produit du jacobien J et de la métrique M, qui
s’exprime sous la forme :

JM = J̄
(
1−εηΘRtrH0

)(
M0 +2εηΘRH0M0

)
+O (ε2)

= J̄
(
M0 +εηΘR (2H0 − trH01) M0

)
+O (ε2)

(4.174)

JM p = J̄M0

(
ζ

ε
pext − κ̄H − (h−η)γ0

)
+ J̄ζηΘR (2H0 − trH01) M0 pext +O (ε) (4.175)
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En intégrant sur la hauteur, puis en dérivant suivant la coordonnée curviligne, on trouve le
premier terme de pression du système 4.157 :

∫h

0
JM pdη= J̄hM0

(
ζ

ε
pext − κ̄H

)

+J̄
h2

2

(
ζΘR (2H0 − trH01) pext −γ01

)
M0 +O (ε)

(4.176)

La deuxième intégrale de pression est liée aux variations du produit JM :

∇ξ · (JM)=∇ξ ·
(
J̄M0

)
+εηΘR∇ξ ·

(
J̄ (2H0 − trH01) M0

)
+O

(
ε2

)
(4.177)

∫h

0
p∇ξ · (JM)dη= h

(
ζ

ε
pext − κ̄H −

h

2
γ0

)
∇ξ ·

(
J̄M0

)

+ζpext
h2

2
ΘR∇ξ ·

(
J̄ (2H0 − trH01) M0

)
+O (ε)

(4.178)

Ce qui donne au final :

∇ξ ·
(∫h

0
JM pdη

)
−

∫h

0
p∇ξ · (JM)dη

= J̄M0∇ξ

(
h

(
ζ

ε
pext − κ̄H

))
− J̄M0∇ξ

(
γ0

h2

2

)

+ζΘR J̄ (2H0 − trH01) M0∇ξ

(
pext

h2

2

)
+O (ε)

(4.179)

On peut remarquer que les deux intégrales de pression comprennent des termes redondants
avec les termes issus de la continuité des contraintes à la surface libre :

Jh

(
ζ

ε
pext − κ̄H

)
Mh

= J̄
(
ζ

ε
pext − κ̄H

)
(1−εhΘRtrH0) (1+2εhΘRH0) M0 +O (ε2)

= J̄
(
ζ

ε
pext − κ̄H

)
M0 +hΘR J̄ζpext (2H0 − trH01) M0 +O (ε)

(4.180)
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Ce qui permet de simplifier les termes de pression :

∇ξ ·
(∫h

0
JM pdη

)
−

∫h

0
p∇ξ · (JM)dη− Jh

(
ζ

ε
pext − κ̄H

)
Mh∇ξh

= ζJ̄h
(

1
ε
1+ΘR

h

2
(2H0 − trH01)

)
M0∇ξpext

−κ̄J̄hM0∇ξH − J̄M0∇ξ

(
γ0

h2

2

)
+O (ε)

= ζ

(
h̃

ε
1+ΘR

h̃2

J̄
H0

)
M0∇ξpext − κ̄h̃M0∇ξH

−J̄M0∇ξ

(
γ0

h̃2

2J̄2

)
+O (ε)

(4.181)

Symboles de Christoffel

En remarquant que la matrice M−1
0 H0 est symétrique (cf page 216), on peut exprimer

simplement les symboles de Christoffel :

MMM 1 =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·V0 ·V0 +ΘRVtM−1
0 H0Vs

)

= λ2η2 (
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·τ0 ·τ0 +ΘRτ
t
0M−1

0 H0τ0s
)

+2λ2η2
(
h−

η

2

)(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·Γ ·τ0 +ΘRΓ
tM−1

0 H0τ0s
)

+λ2η2
(
h−

η

2

)2 (
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·Γ ·Γ+ΘRΓ
tM−1

0 H0Γs
)

(4.182)

Pour simplifier l’écriture par la suite, introduisons les notations suivantes :

MMMττ =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·τ0 ·τ0 +ΘRτ
t
0M−1

0 H0τ0s
)

MMMΓτ =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·Γ ·τ0 +ΘRΓ
tM−1

0 H0τ0s
)

MMMΓΓ =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·Γ ·Γ+ΘRΓ
tM−1

0 H0Γs
)

(4.183)

MMM 1 =λ2η2
MMMττ+2λ2η2

(
h−

η

2

)
MMMΓτ+λ2η2

(
h−

η

2

)2
MMMΓΓ (4.184)

L’intégration sur la hauteur est alors immédiate :

∫h
0 J̄MMM 1dη = J̄λ2

(
h3

3
MMMττ+

5h4

12
MMMΓτ+

2h5

15
MMMΓΓ

)

=λ2
(

h̃3

3J̄2
MMMττ+

5h̃4

12J̄3
MMMΓτ+

2h̃5

15J̄4
MMMΓΓ

)
+O (ε)

(4.185)
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Inertie et contrainte tangentielle

Le terme d’inertie et de contrainte tangentielle apparaît avec un facteur β−1 ; il faut donc le
développer jusqu’à l’ordre deux en ε.

∫h

0
Jγdη =

∫h

0
J̄

(
1−εηΘRtr(H0)

)(
1+εηΘRH0

)
γ0dη+O

(
ε2)

= J̄
(
h1+ε

h2

2
ΘR (H0 − tr(H0)1)

)
γ0 +O

(
ε2)

= h̃
(
1+εΘR

h̃

2J̄
H0

)
γ0 +O

(
ε2)

(4.186)

Jhτ = J̄ (1−εhΘRtr(H0)) (τ0 +εhΘRτ1)+O
(
ε2)

= J̄τ0 +εh̃ΘR (τ1 − tr(H0)τ0)+O
(
ε2)

(4.187)

Système à deux équations

En compilant tous les résultats obtenus jusqu’ici, on peut écrire le système d’évolution sur(
h̃, h̃ṽ

)
suivant :

∂th̃+∇ξ · (h̃ṽ)= 0

∂t(h̃ṽ)+∇ξ ·
[
Ch̃ṽ⊗ ṽ+λ2

(
1
3
−

C

4

)
h̃3

J̄2
τ0 ⊗τ0 +λ2

(
5
24

−
C

6

)
h̃4

J̄3
(Γ⊗τ0 +τ0 ⊗Γ)

+λ2
(

2
15

−
C

9

)
h̃5

J̄4
Γ⊗Γ

]
+

δ

β
ΘR h̃

(
H0

h̃

2J̄
γ0 + (2H0 + tr(H0)1)τ0 −τ1

)

−
δ

β

(
κ̄h̃M0∇ξH + J̄M0∇ξ

(
γ0

h̃2

2J̄2

))
+λ2

(
h̃3

3J̄2
MMMττ+

5h̃4

12J̄3
MMMΓτ+

2h̃5

15J̄4
MMMΓΓ

)

= −
1
β

J0r0 +
λ

β

(
h̃Γ+ J̄τ0

)
+O (ε)

(4.188)

Pour fermer le modèle, il reste encore à exprimer le terme de frottement au fond
1
β

J0r0 =

J̄

β

(
∂ηV

)
|η=0. Si on utilise l’approximation d’ordre un en ε sur la vitesse, on commet une erreur

d’ordre O

(
ε

β

)
. Or on a fait l’hypothèse (4.154) que β est au plus en O (ε), ce qui fait une erreur

sur le frottement au fond qui est au mieux d’ordre un. Alors globalement le système aura une
erreur du même ordre que les inconnues adimensionnées. Donc il faut évaluer la vitesse à
l’ordre un pour obtenir le système à l’ordre ε.
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4.4.4 Asymptotique à l’ordre 1

En substituant dans l’équation de la vitesse 4.155 les approximations des gradients de la
vitesse et de la pression déjà trouvées, on a :

{
δ∇ξp = ζλ∇ξpext − κ̄δ∇ξH − (h−η)δ∇ξγ0 −γ0δ∇ξh+O (ε2)

M =
(
M0 +2εηΘRH0M0

)
+O (ε2)

⇒ δM∇ξp = ζλ
(
M0 +2εηΘRH0M0

)
∇ξpext−κ̄δM0∇ξH −(h−η)δM0∇ξγ0−γ0δM0∇ξh+O (ε2)

MMM 1 =λ2η2
MMMττ+2λ2η2

(
h−

η

2

)
MMMΓτ+λ2η2

(
h−

η

2

)2
MMMΓΓ (4.189)

pour obtenir l’équation différentielle de la vitesse à l’ordre 1 :





∂2
ηηV= −λΓ−δηΘRH0

(
Γ−ζM0∇ξpext

)
+β

(
∂tV0 + (~V ·∇~ξ

)V0

)

+βλ2η2
(
MMMττ+2

(
h−

η

2

)
MMMΓτ+

(
h−

η

2

)2
MMMΓΓ

)

−δM0
(
(h−η)∇ξγ0 +γ0∇ξh+ κ̄∇ξH

)

+δΘR (2H0 + trH0)
(
τ0 +

(
h−η

)
Γ
)
+O (ε2)

(
∂ηV

)
|η=h = λ (τ0 +εhΘRτ1)+O (ε2)

V|η=0 = 0

(4.190)

dans laquelle il reste à exprimer la dérivée lagrangienne de la vitesse V0. De plus on va voir
apparaître dans la dérivée temporelle la dérivée en temps de la hauteur, que l’on peut ramener
à des dérivées spatiales en utilisant le premier modèle que nous avons trouvé (4.168) :

∂th =−
1

J̄
∇ξ ·

(
J̄λ

(
h2

2
τ0 +

h3

3
Γ

))
+O (ε)

=−λ
(

J̄h2

2
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

J̄2h3

3
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

)
+

1

J̄

(
hτ0 +h2

Γ

)
·∇ξh̃

)
+O (ε)

(4.191)

D’où l’expression de ∂tV0 :

∂tV0 = λη
(
∂tτ0 +

(
h−

η

2

)
∂tΓ

)

−λ2η

(
J̄h2

2
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

J̄2h3

3
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

)
+

1

J̄

(
hτ0 +h2

Γ

)
·∇ξh̃

)
Γ+O (ε)

(4.192)
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Par ailleurs, il faut aussi connaître la vitesse normale, que l’on extrait de l’équation de diver-
gence nulle :





∂η
(
J̄V

)
=−∇ξ ·

(
J̄V0

)
+O (ε)

=−λη
(
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
+Γ ·∇ξh̃+ J̄

(
h−

η

2

)
∇ξ ·Γ

)
+O (ε)

V|η=0 = 0

⇒V =−
λ

J̄

η2

2

(
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
+Γ ·∇ξh̃+ J̄

(
h−

η

3

)
∇ξ ·Γ

)
+O (ε)

(4.193)

Les dérivées de la vitesse se mettent sous la forme suivante :

∂tV0 +V∂ηV0 +V0 ·∇ξV0

=λη
(
∂tτ0 +

(
h−

η

2

)
∂tΓ

)
−
λ2η

J̄

(((
h−η

)
τ0 +h

(
h−

η

2

)
Γ

)
·∇ξh̃

)
Γ

−
λ2

J̄

η2

2

(
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
+Γ ·∇ξh̃+ J̄

(
h−

η

3

)
∇ξ ·Γ

)
τ0

−λ2η

(
J̄h2

2
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

J̄2h3

3
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ

−
λ2

J̄

η2 (
h−η

)

2

(
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
+ J̄

(
h−

η

3

)
∇ξ ·Γ

)
Γ

+λ2η2τ0 ·∇ξτ0 +λ2η2
(
h−

η

2

)(
Γ ·∇ξτ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1
J̄
Γ

))

+λ2η2
(
h−

η

2

)2
J̄Γ ·∇ξ

(
1

J̄
Γ

)
+O (ε)

(4.194)
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En injectant cette expression dans l’équation à résoudre, et en réarrangeant pour faciliter
les intégrations successives, on obtient :

∂2
ηηV= −λΓ−δ

(
M0

(
γ0∇ξh+ κ̄∇ξH

)
−ΘR (2H0 + trH01)τ0

)

−η
(
δΘRH0

(
Γ−ζM0∇ξpext

)
−βλ∂tτ0

)
−η

(
βλ2

(
J̄h2

2
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

J̄2h3

3
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ

)

−δ
(
h−η

)(
M0∇ξγ0 −ΘR (2H0 + trH0)Γ

)
−βλ2η2

((
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
+Γ ·∇ξh̃

) τ0

2J̄
−MMMττ−

(
τ0 ·∇ξ

)
τ0

)

−βλη
(
h−

η

2

)(
λ

J̄
h

(
Γ ·∇ξh̃

)
Γ−∂tΓ

)
−
βλ2η

J̄

(
h−η

)(
τ0 ·∇ξh̃

)
Γ−

βλ2

J̄

η2 (
h−η

)

2
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
Γ

+βλ2η2
(
h−

η

2

)(
2MMMΓτ+

(
Γ ·∇ξ

)
τ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))
−βλ2η

2

2

(
h−η

)(
h−

η

3

)(
∇ξ ·Γ

)
Γ

−βλ2η
2

2

(
h−

η

3

)(
∇ξ ·Γ

)
τ0 +βλ2η2

(
h−

η

2

)2
(
MMMΓΓ+ J̄

(
Γ ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))
+O

(
ε2

)

(4.195)
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Une première intégration entre η et h donne :

∂ηV= λτ0 +δhΘRτ1 +
(
h−η

)(
λΓ+δ

(
M0

(
γ0∇ξh+ κ̄∇ξH

)
−ΘR (2H0 + trH01)τ0

))

+
h2 −η2

2

(
δΘRH0

(
Γ−ζM0∇ξpext

)
−βλ∂tτ0

)

+
h2 −η2

2

(
βλ2

(
J̄h2

2
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

J̄2h3

3
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ

)

+δ
(
h−η

)2

2

(
M0∇ξγ0 −ΘR (2H0 + trH0)Γ

)

+βλ2 h3 −η3

3

((
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
+Γ ·∇ξh̃

) τ0

2J̄
−MMMττ−

(
τ0 ·∇ξ

)
τ0

)

+βλ
(

h3

3
+
η3

6
−

hη2

2

)(
λ

J̄
h

(
Γ ·∇ξh̃

)
Γ−∂tΓ

)

+
βλ2

J̄

(
h−η

)2
(

h

6
+
η

3

)(
τ0 ·∇ξh̃

)
Γ+

βλ2

J̄

(
h4

24
+
η4

8
−

hη3

6

)
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
Γ

−βλ2
(

5h4

24
+
η4

8
−

hη3

3

)(
2MMMΓτ+

(
Γ ·∇ξ

)
τ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

+βλ2
(

h4

8
+

η4

24
−

hη3

6

)(
∇ξ ·Γ

)
τ0 +βλ2

(
h5

30
−

η5

30
+

hη4

6
−

h2η3

6

)(
∇ξ ·Γ

)
Γ

−βλ2
(

2h5

15
−

η5

20
+

hη4

4
−

h2η3

3

)(
MMMΓΓ+ J̄

(
Γ ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))
+O

(
ε2)

(4.196)

À ce niveau, on peut fermer le système (4.188) puisque le terme r0 de frottement ne dépend
que de la dérivée de la vitesse :

r0 = (∂ηV)|η=0 =λ (τ0 +hΓ)+εR1 +O
(
ε2)

(4.197)
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avec :

εR1 = δhΘRτ1 +hδ
(
M0

(
γ0∇ξh+ κ̄∇ξH

)
−ΘR (2H0 + trH01)τ0

)

+
h2

2

(
δΘRH0

(
Γ−ζM0∇ξpext

)
−βλ∂tτ0

)
+

h2

2
βλ2

(
J̄h2

2
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

J̄2h3

3
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ

+δ
h2

2

(
M0∇ξγ0 −ΘR (2H0 + trH0)Γ

)
+βλ2 h3

3

((
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
+Γ ·∇ξh̃

) τ0

2J̄
−MMMττ−

(
τ0 ·∇ξ

)
τ0

)

+βλ
h3

3

(
λ

J̄
h

(
Γ ·∇ξh̃

)
Γ−∂tΓ

)
+
βλ2

J̄

h3

6

(
τ0 ·∇ξh̃

)
Γ+

βλ2

J̄

h4

24
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
Γ+βλ2 h4

8

(
∇ξ ·Γ

)
τ0

−βλ2 5h4

24

(
2MMMΓτ+

(
Γ ·∇ξ

)
τ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))
+βλ2 h5

30

(
∇ξ ·Γ

)
Γ

−βλ2 2h5

15

(
MMMΓΓ+ J̄

(
Γ ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

(4.198)
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Une seconde intégration entre 0 et η donne la vitesse :

V= η (λτ0 +δhΘRτ1)

+η
(
h−

η

2

)(
λΓ+δ

(
M0

(
γ0∇ξh+ κ̄∇ξH

)
−ΘR (2H0 + trH01)τ0

))

+
η

2

(
h2 −

η2

3

)(
δΘRH0

(
Γ−ζM0∇ξpext

)
−βλ∂tτ0

)

+
η

2

(
h2 −

η2

3

)
βλ2

(
J̄h2

2
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

J̄2h3

3
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ

+δ
η

2

(
η2

3
−hη+h2

)(
M0∇ξγ0 −ΘR (2H0 + trH0)Γ

)

+βλ2η

3

(
h3 −

η3

4

)((
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
+Γ ·∇ξh̃

) τ0

2J̄
−MMMττ−

(
τ0 ·∇ξ

)
τ0

)

+βλ
η

3

(
h3 +

η3

8
−

hη2

2

)(
λ

J̄
h

(
Γ ·∇ξh̃

)
Γ−∂tΓ

)

+
βλ2

J̄

η

6

(
h3 +

η3

2
−hη2

)(
τ0 ·∇ξh̃

)
Γ+

βλ2

J̄

η

8

(
h4

3
+
η4

5
−

hη3

3

)
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
Γ

−βλ2η

4

(
5h4

6
+

η4

10
−

hη3

3

)(
2MMMΓτ+

(
Γ ·∇ξ

)
τ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

+βλ2η

8

(
h4 +

η4

15
−

hη3

3

)(
∇ξ ·Γ

)
τ0 +βλ2η

(
h5

30
−

η5

180
+

hη4

30
−

h2η3

24

)(
∇ξ ·Γ

)
Γ

−βλ2η

(
2h5

15
−

η5

120
+

hη4

20
−

h2η3

12

)(
MMMΓΓ+ J̄

(
Γ ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))
+O (ε2)

(4.199)
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Et enfin une dernière intégration sur la hauteur du film va permettre d’écrire le débit moyen :

∫h

0
Vdη=

h2

2
(λτ0 +δhΘRτ1)

+
h3

3

(
λΓ+δ

(
M0

(
γ0∇ξh+ κ̄∇ξH

)
−ΘR (2H0 + trH01)τ0

))

+
5h4

24

(
δΘRH0

(
Γ−ζM0∇ξpext

)
−βλ∂tτ0

)

+
5h4

24
+βλ2

(
J̄h2

2
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

J̄2h3

3
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ

+δ
h4

8

(
M0∇ξγ0 −ΘR (2H0 + trH0)Γ

)

+βλ2 3h5

20

((
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
+Γ ·∇ξh̃

) τ0

2J̄
−MMMττ−

(
τ0 ·∇ξ

)
τ0

)

+βλ
2h5

15

(
λ

J̄
h

(
Γ ·∇ξh̃

)
Γ−∂tΓ

)
+
βλ2

J̄

7h5

120

(
τ0 ·∇ξh̃

)
Γ

−βλ2 11h6

120

(
2MMMΓτ+

(
Γ ·∇ξ

)
τ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

+
βλ2

J̄

h6

60
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
Γ+βλ2 h6

18

(
∇ξ ·Γ

)
τ0 +βλ2 11h7

180

(
∇ξ ·Γ

)
Γ

−βλ2 2h7

35

(
MMMΓΓ+ J̄

(
Γ ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))
+O

(
ε2)

(4.200)

Le débit moyen curviligne vaut :

h̃ṽ=
∫h

0
JVdη = J̄

(∫h

0
Vdη−εΘRtrH0

∫h

0
ηV0dη

)
+O

(
ε2)

= J̄
∫h

0
Vdη−δJ̄ΘRtrH0

(
h3

3
τ0 +

5h4

24
Γ

)
+O

(
ε2) (4.201)

Ce qu’on écrit sous la forme :

h̃ṽ = J̄
(
λ

(
h2

2
τ0 +

h3

3
Γ

)
+εR2

)
+O

(
ε2)

(4.202)
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avec :

εR2 =
h3

2
δΘRτ1 +

h3

3
δ

(
M0

(
γ0∇ξh+ κ̄∇ξH

)
−2ΘR (H0 + trH01)τ0

)

+
5h4

24
δΘR

(
(H0 − trH0)Γ−ζH0M0∇ξpext

)

+
5h4

24
βλJ̄

(
λ

(
J̄h2

2
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

J̄2h3

3
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ−∂tτ0

)

+δ
h4

8

(
M0∇ξγ0 −ΘR (2H0 + trH0)Γ

)

+βλ2 3h5

20

((
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
+Γ ·∇ξh̃

) τ0

2J̄
−MMMττ−

(
τ0 ·∇ξ

)
τ0

)

+βλ
2h5

15

(
λ

J̄
h

(
Γ ·∇ξh̃

)
Γ−∂tΓ

)
+
βλ2

J̄

7h5

120

(
τ0 ·∇ξh̃

)
Γ

+
βλ2

J̄

h6

60
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
Γ+βλ2 11h7

180

(
∇ξ ·Γ

)
Γ

−βλ2 11h6

120

(
2MMMΓτ+

(
Γ ·∇ξ

)
τ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

+βλ2 h6

18

(
∇ξ ·Γ

)
τ0 −βλ2 2h7

35

(
MMMΓΓ+ J̄

(
Γ ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

(4.203)

On peut alors exprimer la contrainte au fond en fonction du débit de deux manières différentes,
selon qu’on élimine la contrainte tangentielle ou les termes d’inertie :

J0r0 =
2J̄2

h2
h̃ṽ+ J̄

(
λh

3
Γ+εR

)
+O

(
ε2)

=
3J̄2

h2
h̃ṽ+ J̄

(
−
λ

2
τ0 +εR ′

)
+O

(
ε2)

(4.204)

Où de manière plus générale :

J0r0 =
C

h2
h̃ṽ+ J̄

(
λ

((
1−

C

2

)
τ0 +

(
1−

C

3

)
h̃

J̄
Γ

)
+δ

(
1−

C

3

)
h̃2

2J̄2
ΘRtrH0Γ

)

+J̄ε
(
R1 −

C

h2
R2

)
+O

(
ε2)

(4.205)
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h =
h̃

J̄
+ε

h̃2

2J̄2
ΘRtrH0 +O

(
ε2

)
(4.206)

avec C une constante que l’on peut choisir arbitrairement. En utilisant la relation qui lie les
hauteurs h et h̃, on a :

1

h2
=

J̄2

h̃2
−
εΘRtrH0

h
+O

(
ε2

)
(4.207)

J0r0 =
CJ̄2

h̃
ṽ− J̄δΘRtrH0

(
h

2
τ0 +

h2

3
Γ

)
+λ

((
1−

C

2

)
J̄τ0 +

(
1−

C

3

)
h̃Γ

)

+J̄
(
δ

(
1−

C

3

)
h̃2

2J̄2
ΘRtrH0Γ+εR1 −

C

h2
εR2

)
+O

(
ε2)

=
CJ̄2

h̃
ṽ+λ

(
1−

C

2

)
J̄τ0 +λ

(
1−

C

3

)
h̃Γ+ J̄εR3 (C)+O

(
ε2)

(4.208)

On retrouve les deux formes principales pour C = 2 ou 3 :

J0r0 =
2J̄2

h̃2
h̃ṽ+ J̄

(
λh

3
Γ+εR3 (2)

)
+O

(
ε2)

=
3J̄2

h̃2
h̃ṽ+ J̄

(
−
λ

2
τ0 +εR3 (3)

)
+O

(
ε2)

(4.209)
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Avec les termes d’ordre ε qui sont donnés par :

εR3 (C)= δ

(
1−

C

2

)
hΘRτ1 −δΘRtrH0

(
h

2
τ0 +

h2

6
(5−C)Γ

)

+h
(
1−

C

3

)
δ

(
M0

(
γ0∇ξh+ κ̄∇ξH

)
−ΘR (2H0 + trH01)τ0

)

+
h2

2

(
1−

5C

12

)(
δΘRH0

(
Γ−ζM0∇ξpext

)
−βλ∂tτ0

)

+
h2

2

(
1−

5C

12

)
βλ2

(
J̄h2

2
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

J̄2h3

3
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ

+δ
h2

2

(
1−

C

4

)(
M0∇ξγ0 −ΘR (2H0 + trH0)Γ

)

+βλ2h3
(

1
3
−

3C

20

)((
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
+Γ ·∇ξh̃

) τ0

2J̄
−MMMττ−

(
τ0 ·∇ξ

)
τ0

)

+βλ
h3

3

(
1−

2C

5

)(
λ

J̄
h

(
Γ ·∇ξh̃

)
Γ−∂tΓ

)

+
βλ2

J̄

h3

6

(
1−

7C

20

)(
τ0 ·∇ξh̃

)
Γ+

βλ2

J̄

h4

6

(
1
4
−

C

10

)
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
Γ

−βλ2 h4

24

(
5−

11C

5

)(
2MMMΓτ+

(
Γ ·∇ξ

)
τ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

+βλ2 h4

2

(
1
4
−

C

9

)(
∇ξ ·Γ

)
τ0 +βλ2 h5

30

(
1−

11C

6

)(
∇ξ ·Γ

)
Γ

−βλ2 2h5

5

(
1
3
−

C

7

)(
MMMΓΓ+ J̄

(
Γ ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

(4.210)
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4.5 M O D È L E S À U N E E T D E U X É Q UAT I O N S

4.5.1 Modèle à une équation à l’ordre 1

Avec l’expression de h̃ṽ calculée jusqu’à l’ordre un en ε, on peut affiner le modèle à une
équation, qui s’écrit sous la forme d’un problème d’advection-diffusion non-linéaire avec un
terme de tension de surface supplémentaire :

∂th̃+∇ξ ·
(
h̃V

(
h̃
))
−∇ξ ·

(
ν

(
h̃
)
∇ξh̃

)
+∇ξ ·

(
κ̄

h̃3

3J̄2
δM0∇ξH

)
=O

(
ε2

)
(4.211)

avec la vitesse de transport V
(
h̃
)

:

V
(
h̃
)
= λ

h̃

2J̄
τ0 +λ

h̃2

3J̄2
Γ+

h̃2

2J̄2
δΘRτ1 +

h̃2

3J̄2
δΘR

(1
2 trH01−2H0

)
τ0

+
h̃3

3J̄4
δM0γ0∇ξ J̄+

h̃3

J̄3
δΘR

(
1
6

trH0 −
1
24

H0

)
Γ

−
5h̃3

24J̄3
δΘRζH0M0∇ξpext +δ

h̃3

8J̄3
M0∇ξγ0

+
5h̃3

24J̄2
βλ

(
λ

(
h̃2

2J̄
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

h̃3

3J̄
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ−∂tτ0

)

+βλ2 3h̃4

20J̄4

(
∇ξ ·

(
J̄τ0

) τ0

2J̄
−MMMττ−

(
τ0 ·∇ξ

)
τ0

)
−βλ

2h̃4

15J̄4
∂tΓ

+βλ2 h̃5

60J̄6
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
Γ+βλ2 11h̃6

180J̄6

(
∇ξ ·Γ

)
Γ

−βλ2 11h̃5

120J̄5

(
2MMMΓτ+

(
Γ ·∇ξ

)
τ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

+βλ2 h̃5

18J̄5

(
∇ξ ·Γ

)
τ0 −βλ2 2h̃6

35J̄6

(
MMMΓΓ+ J̄

(
Γ ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

(4.212)

et le coefficient de diffusion ou viscosité du modèle ν
(
h̃
)

:

ν
(
h̃
)
=−

h̃3

3J̄3
δγ0M0 −βλ2 h̃5

J̄5

(
3
40

Γτt
0 +

7
120

τ0Γ
t
)
−βλ2 2h̃6

15J̄6
ΓΓ

t (4.213)
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Ce modèle peut se réécrire en variables dimensionnées :

µ∂th̃+∇ξ ·
(
h̃V

(
h̃
))
−∇ξ ·

(
ν

(
h̃
)
∇ξh̃

)
+∇ξ ·

(
κ

h̃3

3J̄2
M0∇ξH

)
=O

(
ε2

)
(4.214)

où le coefficient de viscosité ν est donné par :

ν
(
h̃
)
=−

h̃3

3J̄3
ργ0M0 −

ρ

µ2

h̃5

J̄5

(
3
40

Γτt
0 +

7
120

τ0Γ
t
)
−

ρ

µ2

2h̃6

15J̄6
ΓΓ

t (4.215)

et la vitesse V par :

V
(
h̃
)
=

h̃

2J̄
τ0 +

h̃2

3J̄2
Γ+

h̃2

2J̄2
τ1 +

h̃2

3J̄2

(
1
2

trH01−2H0

)
τ0 +

h̃3

3J̄4
ρM0γ0∇ξ J̄

+
h̃3

J̄3

(
1
6

trH0 −
1
24

H0

)
Γ−

5h̃3

24J̄3
H0M0∇ξpext +ρ

h̃3

8J̄3
M0∇ξγ0

+
ρ

µ2

5h̃3

24J̄2

((
h̃2

2J̄
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

h̃3

3J̄
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ−∂tτ0

)

+
ρ

µ2

3h̃4

20J̄4

(
∇ξ ·

(
J̄τ0

) τ0

2J̄
−MMMττ−

(
τ0 ·∇ξ

)
τ0

)
−

ρ

µ2

2h̃4

15J̄4
∂tΓ

+
ρ

µ2

h̃5

60J̄6
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
Γ+

ρ

µ2

11h̃6

180J̄6

(
∇ξ ·Γ

)
Γ

−
ρ

µ2

11h̃5

120J̄5

(
2MMMΓτ+

(
Γ ·∇ξ

)
τ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

+
ρ

µ2

h̃5

18J̄5

(
∇ξ ·Γ

)
τ0 −

ρ

µ2

2h̃6

35J̄6

(
MMMΓΓ+ J̄

(
Γ ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

(4.216)

avec :

Γ= ργ0 −M0∇ξpext (4.217)

et :

MMMττ =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·τ0 ·τ0 +τt
0M−1

0 H0τ0s
)

MMMΓτ =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·Γ ·τ0 +Γ
tM−1

0 H0τ0s
)

MMMΓΓ =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·Γ ·Γ+Γ
tM−1

0 H0Γs
)

(4.218)
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4.6.1 Première formulation

On a tous les éléments pour écrire le système final, ou plutôt une classe de modèles paramé-
trés par le couple(C1,C2) ∈R2 :

∂th̃+∇ξ · (h̃ṽ)= 0

∂t(h̃ṽ)+∇ξ ·
[
C1h̃ṽ⊗ ṽ+λ2

(
1
3
−

C1

4

)
h̃3

J̄2
τ0 ⊗τ0 +λ2

(
5
24

−
C1

6

)
h̃4

J̄3
(Γ⊗τ0 +τ0 ⊗Γ)

+λ2
(

2
15

−
C1

9

)
h̃5

J̄4
Γ⊗Γ

]
−

δ

β

(
κ̄h̃M0∇ξH + J̄M0∇ξ

(
γ0

h̃2

2J̄2

))

=
C2

β

(
λ

2
J̄τ0 +

λ

3
h̃Γ−

J̄2

h̃
ṽ

)
+Φ+O (ε)

(4.219)

où Φ est un terme correctif donné par :

Φ= −
J̄εR3 (C2)

β
−

δ

β
ΘR h̃

(
H0

h̃

2J̄
γ0 + (2H0 + tr(H0)1)τ0 −τ1

)

−λ2
(

h̃3

3J̄2
MMMττ+

5h̃4

12J̄3
MMMΓτ+

2h̃5

15J̄4
MMMΓΓ

)
(4.220)
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et qui se développe tel que :

Φ=
δ

β

C2

2
ΘR h̃τ1 +

δ

β
ΘR

(
−h̃

(
2H0 +

1
2

trH01

)
τ0 +

h̃2

6J̄
(5−C2)trH0Γ−H0

h̃2

2J̄
γ0

)

−
δ

β
h̃

(
1−

C2

3

)(
M0

(
γ0∇ξ

(
h̃

J̄

)
+ κ̄∇ξH

)
−ΘR (2H0 + trH01)τ0

)

−
h̃2

2J̄

(
1−

5C2

12

)(
δ

β
ΘRH0

(
Γ−ζM0∇ξpext

)
−λ∂tτ0

)

−
h̃2

2J̄

(
1−

5C2

12

)
λ2

(
h̃2

2J̄
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

h̃3

3J̄
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ

−
δ

β

h̃2

2J̄

(
1−

C2

4

)(
M0∇ξγ0 −ΘR (2H0 + trH01)Γ

)

−λ2
(

3C2

20
h̃3

J̄2
MMMττ+

11C2

5
h̃4

12J̄3
MMMΓτ+

2C2

35
h̃5

J̄4
MMMΓΓ

)

−λ
h̃3

3J̄2

(
1−

2C2

5

)(
λ

h̃

J̄2

(
Γ ·∇ξh̃

)
Γ−∂tΓ

)
−
λ2

J̄

h̃3

6J̄2

(
1−

7C2

20

)(
τ0 ·∇ξh̃

)
Γ

−
λ2

J̄

h̃4

6J̄3

(
1
4
−

C2

10

)
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
Γ+λ2 h̃4

24J̄3

(
5−

11C2

5

)((
Γ ·∇ξ

)
τ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

−λ2 h̃4

2J̄3

(
1
4
−

C2

9

)(
∇ξ ·Γ

)
τ0

−λ2 h̃5

30J̄4

(
1−

11C2

6

)(
∇ξ ·Γ

)
Γ+λ2 2h̃5

5J̄3

(
1
3
−

C2

7

)(
Γ ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

)

(4.221)

4.6.2 Formulation conservative

Étape intermédiaire

On réécrit Φ et on pose : U =
(

h̃

h̃ṽ

)
. Le système Saint-Venant s’écrit maintenant :

∂tU + A (U)∇ξU +∇ξ · (F (U))= S (U)+K
(
h̃
)
+O (ε) (4.222)
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avec le terme de flux F :

F (U)=




h̃ṽ




C1h̃ṽ⊗ ṽ+λ2
(

1
3
−

C1

4

)
h̃3

J̄2
τ0 ⊗τ0

+λ2
(

5
24

−
C1

6

)
h̃4

J̄3
(Γ⊗τ0 +τ0 ⊗Γ)+λ2

(
2
15

−
C1

9

)
h̃5

J̄4
Γ⊗Γ







(4.223)

les termes de capillarité :

K
(
h̃
)
=




0

δ

β

C2

3
κ̄h̃M0∇ξH


 (4.224)

les termes de dérivées :

A (U)=
(

0 0

a
(
h̃
)

0

)
(4.225)

a
(
h̃
)
= −γ0

δ

β

h̃

J̄

C2

3
M0 +λ2 h̃3

6J̄3

(
1−

7C2

20

)
Γτt

0

+λ2 h̃3

2J̄3

(
1
3
−

3C2

20

)
τ0Γ

t +λ2 h̃4

3J̄4

(
1−

2C2

5

)
ΓΓ

t

(4.226)

et le second membre :

S (U)=




0

C2

β

(
λ

2
J̄τ0 +

λ

3
h̃Γ−

J̄2

h̃
ṽ

)
+ Φ̄

(
h̃
)




(4.227)
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Φ̄
(
h̃
)
=

δ

β

C2

2
ΘR h̃τ1 +

δ

β
h̃

(
1−

C2

3

)
ΘR (2H0 + trH01)τ0

+
δ

β
ΘR

(
−h̃

(
2H0 +

1
2

trH01

)
τ0 +

h̃2

6J̄
(5−C2)trH0Γ−H0

h̃2

2J̄
γ0

)

+
δ

β
M0

(
J̄

h̃2

2
∇ξ

(
γ0

J̄2

)
−

(
1−

C2

3

)
γ0

h̃2

J̄2
∇ξ J̄

)

−
h̃2

2J̄

(
1−

5C2

12

)(
δ

β
ΘRH0

(
Γ−ζM0∇ξpext

)
−λ∂tτ0

)

−
h̃2

2J̄

(
1−

5C2

12

)
λ2

(
h̃2

2J̄
∇ξ ·

(
τ0

J̄

)
+

h̃3

3J̄
∇ξ ·

(
Γ

J̄2

))
Γ

−
δ

β

h̃2

2J̄

(
1−

C2

4

)(
M0∇ξγ0 −ΘR (2H0 + trH0)Γ

)

−λ2C2

(
3
20

h̃3

J̄2
MMMττ+

11
5

h̃4

12J̄3
MMMΓτ+

2
35

h̃5

J̄4
MMMΓΓ

)

−λ2 h̃3

J̄2

(
1
3
−

3C2

20

)(
∇ξ ·

(
J̄τ0

) τ0

2J̄
−

(
τ0 ·∇ξ

)
τ0

)
+λ

h̃3

3J̄2

(
1−

2C2

5

)
∂tΓ

−
λ2

J̄

h̃4

6J̄3

(
1
4
−

C2

10

)
∇ξ ·

(
J̄τ0

)
Γ−λ2 h̃4

2J̄3

(
1
4
−

C2

9

)(
∇ξ ·Γ

)
τ0

+λ2 h̃4

24J̄3

(
5−

11C2

5

)((
Γ ·∇ξ

)
τ0 + J̄

(
τ0 ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

))

−λ2 h̃5

30J̄4

(
1−

11C2

6

)(
∇ξ ·Γ

)
Γ+λ2 2h̃5

5J̄3

(
1
3
−

C2

7

)(
Γ ·∇ξ

)( 1

J̄
Γ

)

(4.228)

Calcul du flux total

On transforme le terme A
(
h̃,ξ

)
pour faire apparaître des divergences.
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Lemme 9. On pose A(n) (h̃,ξ
)
=

∂n A

∂h̃n

(
h̃,ξ

)
et A(0) (h̃,ξ

)
= A

(
h̃,ξ

)
. Alors on peut démontrer la

propriété suivante pour n ≥ 1 :

A
(
h̃,ξ

)
∇ξh̃ =

n−1∑

k=0

[
(−1)k∇ξ ·

(
A(k) (h̃,ξ

) h̃k+1

(k+1)!

)
+

(
−h̃

)k+1

(k+1)!
∇ξ ·

(
A(k) (·,ξ)

)]

+
(
−h̃

)n

n!
A(n) (h̃,ξ

)
∇ξh̃

(4.229)

où

∇ξ ·
(
A(k) (·,ξ)

)
=

∑

j

∂

∂ξ j
A i j

(
h̃,ξ

)∣∣
h̃=constante (4.230)

Preuve du lemme 9. Cf. page 220

Puisque la matrice A
(
h̃,ξ

)
ne comporte qu’un terme polynomial de degré 4, A(5) (h̃,ξ

)
= 0.

a
(
h̃,ξ

)
∇ξh̃ = ∇ξ ·

(
4∑

k=0
(−1)k a(k) (h̃,ξ

) h̃k+1

(k+1)!

)
+

4∑

k=0

(
−h̃

)k+1

(k+1)!
∇ξ ·

(
a(k) (·,ξ)

)

= −
δ

β
C2

(
∇ξ ·

(
γ0

h̃2

6J̄
M0

)
−

h̃2

6
∇ξ ·

(
γ0

J̄
M0

))

+
λ2

24

(
1−

7C2

20

)(
∇ξ ·

(
h̃4

J̄3
Γτt

0

)
− h̃4∇ξ ·

(
Γτt

0

J̄3

))

+
λ2

8

(
1
3
−

3C2

20

)(
∇ξ ·

(
h̃4

J̄3
τ0Γ

t
)
− h̃4∇ξ ·

(
τ0Γ

t

J̄3

))

+
λ2

15

(
1−

2C2

5

)(
∇ξ ·

(
h̃5

J̄4
ΓΓ

t
)
− h̃5∇ξ ·

(
ΓΓ

t

J̄4

))

(4.231)

Modèle conservatif

∂tU +∇ξ · (G (U))= T (U)+K
(
h̃
)
+O (ε) (4.232)

avec le terme de flux G :

G (U)=
(

h̃ṽ

f (U)

)
(4.233)
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f (U)= C1h̃ṽ⊗ ṽ+λ2
(

1
3
−

C1

4

)
h̃3

J̄2
τ0τ

t
0 −

δ

β
C2γ0

h̃2

6J̄
M0

+λ2
[(

1
4
−

C1

6
−

7C2

480

)
h̃4

J̄3
Γτt

0 +
(

1
4
−

C1

6
−

3C2

160

)
h̃4

J̄3
τ0Γ

t +
(

1
5
−

C1

9
−

2C2

75

)
h̃5

J̄4
ΓΓ

t
]

(4.234)

Les termes de capillarité sont inchangés ; le second membre devient :

T (U)=




0
C2

β

(
λ

2
J̄τ0 +

λ

3
h̃Γ−

J̄2

h̃
ṽ

)
+ ¯̄
Φ

(
h̃
)


 (4.235)

avec :

Φ̄
(
h̃
)
=

δ

β

C2

2
ΘR h̃τ1 +

δ

β
ΘR

(
−h̃

(
2H0 +

1
2

trH01

)
τ0 +

h̃2

6J̄
(5−C2)trH0Γ−H0

h̃2

2J̄
γ0

)

+
δ

β
h̃

(
1−

C2

3

)
ΘR (2H0 + trH01)τ0 +

δ

β
M0

(
J̄

h̃2

2
∇ξ

(
γ0

J̄2

)
−

(
1−

C2

3

)
γ0

h̃2

J̄2
∇ξ J̄

)

−
h̃2

2J̄

(
1−

5C2

12

)(
δ

β
ΘRH0

(
Γ−ζM0∇ξpext

)
−λ∂tτ0

)
−

δ

β

h̃2

2J̄

(
1−

C2

4

)(
M0∇ξγ0 −ΘR (2H0 + trH0)Γ

)

−
δ

β
C2

h̃2

6
∇ξ ·

(
γ0

J̄
M0

)
+λ

h̃3

3J̄2

(
1−

2C2

5

)
∂tΓ−λ2C2

(
3
20

h̃3

J̄2
MMMττ+

11
5

h̃4

12J̄3
MMMΓτ+

2
35

h̃5

J̄4
MMMΓΓ

)

+λ2 h̃3

J̄2

(
1
3
−

3C2

20

)((
τ0 ·∇ξ

)
τ0 −∇ξ ·

(
J̄τ0

) τ0

2J̄

)
+λ2 h̃4

12J̄3

(
53C2

240
−1

)(
∇ξ ·Γ

)
τ0

+λ2 h̃4

4J̄3

(
1−

53C2

120

)(
Γ ·∇ξ

)
τ0 +λ2 h̃4

8J̄4

(
9C2

20
−1

)(
Γ ·∇ξ J̄

)
τ0

+λ2 h̃4

4J̄3

(
1−

17C2

40

)(
τ0 ·∇ξ

)
Γ+λ2 h̃4

4J̄3

(
17C2

40
−1

)(
∇ξ ·τ0

)
Γ

+λ2 h̃4

8J̄4

(
23C2

60
−1

)(
τ0 ·∇ξ J̄

)
Γ+λ2 h̃5

15J̄4

(
187C2

120
−2

)(
∇ξ ·Γ

)
Γ

+λ2 h̃5

5J̄4

(
1−

44C2

105

)(
Γ ·∇ξ

)
Γ+λ2 h̃5

15J̄5

(
157C2

420
−1

)(
Γ ·∇J̄

)
Γ
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(4.236)

Système dimensionné

Le vecteur des inconnues est : U =
(

h̃

h̃ṽ

)
. Le système dimensionné s’écrit :

∂tU +∇ξ · (G (U))= T (U)+K
(
h̃
)
+O (ε) (4.237)

avec le terme de flux G :

G (U)=
(

h̃ṽ

f (U)

)
(4.238)

où :

f (U) = C1h̃ṽ⊗ ṽ+
1

µ2

(
1
3
−

C1

4

)
h̃3

J̄2
τ0 ⊗τ0 +

1

µ2

(
5
24

−
C1

6

)
h̃4

J̄3
(Γ⊗τ0 +τ0 ⊗Γ)

+
1

µ2

(
1−

7C2

20

)
h̃4

24J̄3
Γτt

0 +
1

µ2

(
2
15

−
C1

9

)
h̃5

J̄4
Γ⊗Γ−γ0C2

h̃2

6J̄
M0

+
1

µ2

(
1
3
−

3C2

20

)
h̃4

8J̄3
τ0Γ

t +
1

µ2

(
1−

2C2

5

)
h̃5

15J̄4
ΓΓ

t

(4.239)

et le second membre :

K
(
h̃
)
=




0
κ

ρ

C2

3
h̃M0∇ξH


 (4.240)

T (U)=




0
C2

ρ

(
J̄

2
τ0 +

h̃

3
Γ−µ

J̄2

h̃
ṽ

)
+

1
ρ

¯̄
Φ

(
h̃
)


 (4.241)
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avec :

Φ̄
(
h̃
)
=

C2

2
h̃τ1 − h̃

(
2H0 +

1
2

trH01

)
τ0 +

h̃2

6J̄
(5−C2)trH0Γ

−ρH0
h̃2

2J̄
γ0 + h̃

(
1−

C2

3

)
(2H0 + trH01)τ0 +ρM0

(
J̄

h̃2

2
∇ξ

(
γ0

J̄2

)
−

(
1−

C2

3

)
γ0

h̃2

J̄2
∇ξ J̄

)

−
h̃2

2J̄

(
1−

5C2

12

)(
H0

(
Γ−M0∇ξpext

)
−

1
ν
∂tτ0

)
−

h̃2

2J̄

(
1−

C2

4

)(
ρM0∇ξγ0 − (2H0 + trH0)Γ

)

−ρC2
h̃2

6
∇ξ ·

(
γ0

J̄
M0

)
+

1
ν

h̃3

3J̄2

(
1−

2C2

5

)
∂tΓ−

ρ

µ2
C2

(
3
20

h̃3

J̄2
MMMττ+

11
5

h̃4

12J̄3
MMMΓτ+

2
35

h̃5

J̄4
MMMΓΓ

)

+
ρ

µ2

h̃3

J̄2

(
1
3
−

3C2

20

)((
τ0 ·∇ξ

)
τ0 −∇ξ ·

(
J̄τ0

) τ0

2J̄

)
+

ρ

µ2

h̃4

12J̄3

(
53C2

240
−1

)(
∇ξ ·Γ

)
τ0

+
ρ

µ2

h̃4

4J̄3

(
1−

53C2

120

)(
Γ ·∇ξ

)
τ0 +

ρ

µ2

h̃4

8J̄4

(
9C2

20
−1

)(
Γ ·∇ξ J̄

)
τ0

+
ρ

µ2

h̃4

4J̄3

(
1−

17C2

40

)(
τ0 ·∇ξ

)
Γ+

ρ

µ2

h̃4

4J̄3

(
17C2

40
−1

)(
∇ξ ·τ0

)
Γ

+
ρ

µ2

h̃4

8J̄4

(
23C2

60
−1

)(
τ0 ·∇ξ J̄

)
Γ+

ρ

µ2

h̃5

15J̄4

(
187C2

120
−2

)(
∇ξ ·Γ

)
Γ

+
ρ

µ2

h̃5

5J̄4

(
1−

44C2

105

)(
Γ ·∇ξ

)
Γ+

ρ

µ2

h̃5

15J̄5

(
157C2

420
−1

)(
Γ ·∇J̄

)
Γ

(4.242)

et :

Γ= ργ0 −M0∇ξpext (4.243)

MMMττ =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·τ0 ·τ0 +τt
0M−1

0 H0τ0s
)

MMMΓτ =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·Γ ·τ0 +Γ
tM−1

0 H0τ0s
)

MMMΓΓ =
(
∂ξx

)−1
(
∂2
ξξ

x ·Γ ·Γ+Γ
tM−1

0 H0Γs
)

(4.244)
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4.7.1 Équation de Benney dans le cas plan

On pose :

M =1, ΘR = 1, J = 1,

H = 0, H = ∂2
xxh, τ= 0,

γξ = sinθ, γη =−cosθ

Le système s’écrit :

∂th+∂x

(
λ

h3

3
sinθ−

(
h3

3
δcosθ−βλ2 2h6

15
sin2θ

)
hx + κ̄

h3

3
δ∂3

xxxh
)
=O

(
ε2

)
(4.245)

Avec la relation λsinθ = 3, on retrouve l’équation de Benney [4] :

∂th+∂x

(
h3 +ε

(
6
5

Reh6 −cotθh3
)

hx +
ε2Re

3We
h3hxxx

)
=O

(
ε2

)
(4.246)

4.7.2 Modèle Saint-Venant dans le cas plan

On se ramène au modèle plan connu en posant :

M =1, ΘR = 1, J = 1,

H = 0, H = ∂2
xxh, τ= 0,

γξ = sinθ, γη =−cosθ

Le système s’écrit alors :

∂th+∂x(hv)=O
(
ε2)

∂t (hv)+∂x

(
C1hv2 +λ2

(
1
5
−

C1

9
−

2C2

75

)
h5 sin2θ+cosθ

δ

β
C2

h2

6

)

=
C2

β

(
λ

3
hsinθ−

ṽ

h̃

)
+h

δ

β

C2

3
κ̄hxxx +O

(
ε2

)
(4.247)
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En posant le changement de variable suivant sur les paramètres du modèle : C1 = 6
5 + A ,

C2 = 3B

∂th+∂x(hv)=O (ε)

∂t (hv)+∂x

((
6
5
+ A

)
hv2 +λ2

(
1
15

−
A

9
−

2B

25

)
h5 sin2θ+Bcosθ

δ

β

h2

2

)

=
B

β

(
λhsinθ−

3v

h

)
+Bh

δ

β
κ̄hxxx +O (ε)

(4.248)

On retombe exactement sur les modèles paramétrés par (A,B) de J.P. Vila [53].

4.7.3 Modèle de plus grande pente

Dans ce qui suit, nous décrivons le modèle de plus grande pente en coordonnées curvilignes
et nous écrirons les équations Shallow-water dans cette configuration. En premier, définissons
θ et φ tels que la normale n à la surface S soit donnée par :

n =




−
∇xz

√
1+‖∇xz‖2

∇xz
√

1+‖∇xz‖2



⇔ n =




sinθ cosφ

sinθsinφ

cosθ


 (4.249)

Ici θ représente la pente locale du fond. Nous allons utiliser les coordonnées curvilignes de
plus grande pente ξ1 et ξ2 tel que nous aillons :





∂x

∂ξ1
= cosθ cosφ,

∂x

∂ξ2
=−sinφ,

∂y

∂ξ1
= cosθsinφ,

∂y

∂ξ2
= cosφ,

⇔ ∂ξx =
(

cosθ cosφ −sinφ

cosθsinφ cosφ

)

Ce système de coordonnées est défini de manière unique prouvant que la direction de plus
grande pente existe ; cette condition est satisfaite si s 6= 0. Cette direction est à l’intersection
du plan tangent au fond et du plan défini par la normale à la surface et le vecteur gravité ;
nous verrons plus tard qu’il s’agit de la direction principale de l’écoulement. Grâce à cette
définition, nous pouvons voir que ce système de coordonnées est fait pour les écoulements
gravitaires mais n’est plus pertinente pour les fluides soumis à d’autres forces. Dans ce système
de coordonnées, les quantités mises à l’échelle J̄ et M̄ associées au changement de référentiel
sont particulièrement simples. Il est facile de montrer que :

J̄ = 1, M̄ =1, c
(
∂ξx

)−1 s =−sin(θ) e1
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avec e1 = (1,0)t. Écrivons maintenant le développement asymptotique de la courbure mise à
l’échelle de la surface libre. La normale unitaire ~N à la surface libre s’écrit ~N = ~n

‖~n‖ avec :

~n =


 −s−ε

(
1− sst

)(
∂ξx

)−t∇ξh

c−ε
(
c
(
∂ξx

)−1 s
)t
∇ξh


+O

(
ε2θR

)
. (4.250)

La courbure mise à l’échelle est alors donnée par :

H =∇x ·

(
sε

(
1− sst

)(
∂ξx

)−t∇ξh
)

‖~n‖
,

= θRtr
((
∂ξx

)−1
∂ξs

)
+εtr

((
∂ξx

)−1
∂ξ

((
∂ξx

)
∇ξh

))
+O

(
ε2)

.

(4.251)

Ainsi, le développement de H suivant ε est donné par :

H = θRHb +ε
(
∆ξh̃+θR∇ξh̃ ·Vθ,φ

)
+O

(
ε2

)
, (4.252)

avec Vθ,φ =
(
cosθsin

(
2φ

)
∂2φ− tanθ∂1φ, −

∂1φ

cosθ

)t

.

Ici, θRHbreprésente la courbure du fond. À ce point, deux situations se présentent. Si
θR =O (1), dans ce cas la courbure moyenne du fond est :

H =−
(
∂θ

∂ξ1
+sinθ

∂φ

∂ξ2

)
+O (ε) .

Dans ce cas, les équations Shallow-water se réécrivent :

∂th̃+∇ξ · (h̃ṽ)= 0

∂t(h̃ṽ)+∇ξ ·
[
C1h̃ṽ⊗ ṽ+

δ

β
C2 cos(θ)

h̃2

6
+λ2

(
1
5
−

C1

9
−

2C2

75

)
h̃5 (sin(θ))2 e1 ⊗ e1

]

= −
δ

β

C2

3
κ̄h̃∇ξ

(
θ1 +sin(θ)φ2

)
+ C2

β

(
λ
3 h̃sin(θ) e1 − ṽ

h̃

)
+

+
δ

β

h̃2

2
sin(θ)




C2
12 θ1 +ΘR

1
3

((
C2
2 −2

)
θ1 +

(
7C2

4 −8
)
sin(θ)φ2

)

C2
12

(
θ2 +ΘR sin(θ)φ1

)




+λ2h̃5 cos(θ)sin(θ)




1
15

(
1+ 253C2

840

)
θ1

−2C2
35 sin(θ)φ1


+O (ε)

(4.253)
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Si l’on s’intéresse au système de Navier-Stokes en 2D avec θR = 1, on peut facilement voir
que le modèle Shallow-water 1D associé est :

∂th̃+∂ξ(h̃ṽ)= 0

∂t(h̃ṽ)+∂ξ

[
C1h̃ṽ2 +

δ

β
C2 cos(θ)

h̃2

6
+λ2

(
1
5
−

C1

9
−

2C2

75

)
h̃5 (sin(θ))2

]

= −
δ

β

C2

3
κ̄h̃∂ξξθ+ C2

β

(
λ
3 h̃sin(θ)− ṽ

h̃

)
+

+
δ

β

h̃2

2
sin(θ)

(
C2

4
−

2
3

)
∂ξθ

+λ2h̃5 cos(θ)sin(θ) 1
15

(
1+ 253C2

840

)
∂ξθ+O (ε)

(4.254)

Ici la variable ξ est la coordonnées curviligne classique. On peut voir qu’aucune contribution
des dérivées même du troisième ordre de h̃, n’apparaissent dans le terme de capillarité. Les
effets capillaires sont donc essentiellement supportés par la courbure du fond qui n’est pas
petite : la capillarité n’est pas dispersive dans ce cas et agit comme un terme classique de
friction ou d’amortissement −κh̃∇ξHb, dépendant du signe de la courbure moyenne du fond.

Pour retrouver le terme classique de capillarité « dispersif » incluant la dérivée du troisième
ordre de h̃, supposons que la courbure du fond est petite : plus précisément nous considérons
que θR = εθ̃R . Dans ce cas, nous trouvons :

H = εθ̃RHb +ε∆ξh̃+O

(
ε2

)
(4.255)

La contribution au terme de capillarité est négligeable si κ̄=O (1) : nous voyons seulement
l’influence des termes de capillarité prouvant que εκ̄ = O (1). Notons κ̃ = εκ̄, le terme de
capillarité s’écrit :

−κ̄
δ

β
h∇ξH =−κ̃

δ

β
h̃∇ξ

(
θRHb +∆ξh̃

)
+O (ε) (4.256)

Dans le cas d’écoulement Shallow-water sur un fond plat et horizontal, nous retrouvons
clairement le terme classique de capillarité −κ̃ δ

β
h̃∇∆h̃ trouvé dans la littérature (cf Bresch et

Desjardins [8],Bresch et al. [9]) pour une analyse mathématique des modèles Shallow-water
avec ce type de capillarité et plus de références.

Ces résultats sont été publiés dans l’article Boutounet et al. [6].



Troisième partie

É C O U L E M E N T S M U LT I C O U C H E S





III - Écoulements multicouches

DANS cette partie, nous avons voulu voir plus finement le comportement de la
couche de gaz se situant au dessus du film mince. Il a donc fallu modéliser
cette couche. Deux méthodes différentes ont alors été mises en oeuvre, une

première consistant à voir le gaz comme un fluide à surface libre, ce qui fait l’objet
d’une publication à venir (Boutounet et al. [7]) et une seconde méthode qui consiste
à fixer la hauteur maximale des fluides, en contraignant le film et le gaz à s’écouler
dans un tuyau.
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É C O U L E M E N T D E T Y P E S H A L L O W- WAT E R D E D E U X F L U I D E S À
S U R FA C E L I B R E

Dans cette partie, nous montrons comment développer les solutions des équations de Navier-
Stokes dans le régime Shallow-Water. En utilisant ce développement, nous obtenons une

hiérarchie de modèles pour des écoulements bi-fluides de type Shallow-Water.
Tout d’abord, nous écrirons des modèles de lubrification : en utilisant le premier (resp.

deuxième) ordre du développement du champ de vitesse, nous obtiendrons un modèle non
visqueux (resp. visqueux) de lois de conservations sur les hauteurs des fluides ou couplé aux
équations de Kuramoto-Sivashinsky si l’on prend en compte les forces de capillarité. Puis, avec
le deuxième (resp. troisième) ordre du champ de vitesse, nous trouvons un modèle Shallow-
Water non-visqueux (resp. visqueux).

Kliakhandler [27] a déjà fait des modèles à n couches (une équation par couche), donc n
équations couplées et a réalisé une étude par morceaux. Il a aussi montré le caractère bien posé
de ces systèmes dans certaines situations. Nous généralisons ici cette étude, en construisant
un système à 2n (n = 2) équations ainsi qu’une analyse de stabilité complète.

De plus grâce à ces modèles bi-couches, nous pouvons construire des modèles de glissement
en considérant que les deux couches sont constituées d’un même fluide et que la couche du
dessous est de très faible épaisseur.

S O M M A I R E

5.1 Description d’écoulements bi-fluides dans le régime Shallow-Water 119

5.1.1 Mise à l’échelle des équations de Navier-Stokes 120

5.1.2 Développement asymptotique des solutions des équations de Navier-
Stokes 123

5.2 Théorie de la lubrification 125

5.2.1 Lois de conservation avec et sans diffusion 126

5.2.2 Analyse de stabilité linéaire 129

5.3 Modèles de type Saint-Venant 137

5.3.1 Modèle de glissement 142

5.1 D E S C R I P T I O N D ’ É C O U L E M E N T S B I - FL U I D E S D A N S L E R É G I M E S H A L L O W- WA -
T E R

Nous écrivons ici les équations adimensionnées de Navier-Stokes pour des écoulements
bi-fluides dans le régime Shallow-Water. Puis nous utilisons un développement asymptotique
des solutions en respectant le rapport ε (défini plus loin) dans le voisinage de la solution
stationnaire de Nusselt.
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5.1.1 Mise à l’échelle des équations de Navier-Stokes

Nous considérons deux fluides incompressibles et non-miscibles superposés, de masses
volumiques, viscosités et capillarités (ρ i,νi,σi) , i = 1,2 s’écoulant sur un plan incliné de pente
θ (cf figure 7).

x

z

(ρ2, ν2, σ2)

(ρ1, ν1, σ1)

h1(x, t) + h2(x, t)

h1(x, t)

θ

FIGURE 7: Deux fluides s’écoulant sur un plan incliné.

On peut alors étudier le nombre de paramètres dont dépend le système, comme vu dans la
première partie en 1.3.3. Le système est ici défini par deux nombres de Reynolds Re, i, de Froude
Fi et de Weber We, i (un dans chaque fluide), les deux viscosités νi et masses volumiques ρ i

ainsi que la pente θ de la surface d’écoulement des fluides. Il y a donc au total onze paramètres
régissant cet écoulement. Or comme précédemment, on dispose d’une relation reliant les
nombres de Reynolds et de Froude dans chacun des fluides λi =

Re, i

F2
i

, il ne reste donc que neuf

paramètres pour décrire ce système : Re, i, We, i, νi, ρ i et θ.
On choisit de ne garder qu’un seul nombre de Reynolds et de Froude pour écrire notre

système. On introduit alors le paramètre ε qui représente le rapport entre la hauteur H et
la longueur L caractéristique de l’écoulement et les nombres adimensionnels de Reynolds
Re = Re,1, de Froude F et le nombre de Weber Wi du fluide i :

ε=
H

L
, Re =

ρ1HU

ν1
, F2 =

U2

gH
, Wi =

σi

ρ iHU2
, i = 1,2,

où L est la longueur caractéristique prise dans le sens de l’écoulement. La vitesse caractéris-
tique U peut être choisie comme la vitesse moyenne du fluide dans un écoulement de type
Poiseuille. Nous introduisons aussi deux rapports supplémentaires ρ et ν :

ρ =
ρ2

ρ1
, ν=

ν2

ν1
.
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Le mouvement des fluides (1) et (2) est décrit par les équations de Navier-Stokes :

ρ i

(
∂tui +∂xu2

i +∂zuiwi

)
+
∂x pi

F2
=

sρ i

εF2
+

µi

εRe

(
∂zzui +ε2∂xxui

)
,

ρ i

(
∂twi +∂xuiwi +∂zw2

i

)
+

∂z pi

ε2F2
=−

ρ i c

ε2F2
+

µi

εRe

(
∂zzwi +ε2∂xxwi

)
,

∂xui +∂zwi = 0, i = 1,2.

(5.1)

Ici ρ1 = 1, ρ2 = ρ, µ1 = 1, µ2 = ν. Ces équations s’appliquent dans le domaine :

Ω1,t =
{
(x, z) ∈R2/0≤ z ≤ h1(x, t)

}

et :

Ω2,t =
{
(x, z) ∈R2/h1(x, t)≤ z ≤ h1 +h2(x, t)= h(x, t)

}
.

Les conditions limites cinématiques au fond, à l’interface et à la surface libre sont :

u1 (0, x)= w1 (0, x)= 0, ∂th1 +u1 (h1)∂xh1 = w1 (h1) ,

u1 (h1)= (h1) , ∂th+u2 (h)∂x (h)= w2 (h) ,

w1 (h1)= w2 (h1) .

(5.2)

On suppose que les tenseurs des contraintes sont continus à l’interface et à la surface libre.
Tout d’abord, la continuité du tenseur des contraintes normales donne :

p2(h)=−
κ2 F2∂xxh

(
1+ε2(∂xh)2

) 3
2

−
2νεF2

Re
∂xu2(h)

1+ε2(∂xh)2

1−ε2(∂xh)2
,

p1(h1)− p2(h1) = −
κ1 F2∂xxh1

(
1+ε2(∂xh1)2

) 3
2

−
2εF2

Re

(
∂xu1(h1)−ν∂xu2(h1)

)1+ε2(∂xh1)2

1−ε2(∂xh1)2
,

avec κi = ε2 Wi.
Pour prendre en compte les termes de capillarité, nous posons que κi =O (1). Puis, le tenseur
des contraintes tangentielles donne :

(
∂zu2 +ε2∂xw2

)
(h)= 4ε2 ∂xu2(h)

1−ε2 (∂xh)2
∂xh,

ν
(
∂zu2 +ε2∂xw2

)
(h1)−

(
∂zu1 +ε2∂xw1

)
(h1)= 4ε2

(
ν∂xu2 −∂xu1

)
(h1)

1−ε2 (∂xh1)2
∂xh1.
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Décrivons maintenant la solution stationnaire du système. Le champ de vitesse ne doit pas
dépendre des variables x et t. Les hauteurs de fluides sont constantes h1(x, t)= h, h2(x, t)= 1−h
alors que la pression est hydrostatique :

p1(z)= c(h− z)+ρc(1−h), ∀0≤ z ≤ h, p2(z)= ρc(1− z),

et les vitesses des fluides ont un profil semi-parabolique :

u1(z)=λ
(
ρ(1−h)z+hz−

z2

2

)
, ∀0≤ z ≤ h,

u2(z)=λh(ρ(1−h)+
h

2
)+

λρ

ν

(
(1−h)(z−h)−

(z−h)2

2

)
, ∀h ≤ z ≤ 1,

où λ=
Resinθ

F2
est une constante.

Dans ce qui suit, nous analyserons l’écoulement bicouche dans le voisinage de cette solution
stationnaire, ce qui mène à une mise à l’échelle naturelle pour la vitesse caractéristique du
fluide U, la constante λ doit alors satisfaire une relation supplémentaire. Si l’on choisit le
rapport entre le débit total et la masse totale du fluide alors :

∫h

0
u1 +ρ

∫1

h
u2 = h+ρ(1−h),

λ= 3
h+ρ(1−h)

h
3 +3ρh

2
(1−h)+3ρ2h(1−h)2 +

ρ2

ν
(1−h)3

.

Notons que pour un seul fluide ρ = ν = 1, on retrouve la condition λ = 3 de Vila [54]. Un
autre choix possible pour la vitesse caractéristique serait de prendre la vitesse du fluide à la
surface libre, on retrouve alors la valeur classique λ= 2. Dans les deux cas, on peut imposer
une relation entre le Reynolds et le Froude dépendant du choix de la vitesse caractéristique.
Dans la suite, nous avons choisi une vitesse caractéristique de manière à ce que λ= 3. Il reste
Re, θ, h, κi, ρ, ν comme paramètres indépendants pour décrire l’écoulement bicouche de fluides
Newtoniens.

Nous calculons ensuite les moyennes des équations dans la direction de l’écoulement. D’abord
nous intégrons la condition de divergence nulle dans chaque couche en utilisant les conditions
cinématiques, nous trouvons alors pour la loi de conservation de la masse :

∂th1 +∂x

(∫h1

0
u1(z)dz

)
= 0, ∂th2 +∂x

(∫h

h1

u2(z)dz
)
= 0.

Notons que q1 = h1u1 =
∫h1

0 u1 et q2 = h2u2 =
∫h

h1
u2 sont les débits dans la direction de

l’écoulement : de masse donnent alors :

∂th1 +∂x(h1u1)= 0, ∂th2 +∂x(h2u2)= 0. (5.3)

On écrit ensuite un système d’évolution pour qi = hiui, en intégrant les équations des
quantités de mouvement sur l’épaisseur du fluide :
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∂t

(∫h1

0
u1

)
+∂x

(∫h1

0
u2

1 +
p1

F2

)
+

κ1∂xh1∂xxh1
(
1+ε2(∂xh1)2

) 3
2

=

−
∂zu1(0)
εRe

+
λ

εRe
h1 +

2ε
Re

∂x

(∫h1

0
∂xu1

)
−T

∂t

(
ρ

∫h

h1

u2

)
+∂x

(∫h

h1

ρu2
2 +

p2

F2

)
+

κ2∂xh∂xxh
(
1+ε2(∂xh)2

) 3
2

=

λρh2

εRe
+

2ε
Re

∂x

(∫h

h1

∂xu2

)
+T ,

(5.4)

avec T défini tel que :

T =−
p2(h1)∂xh1

F2
−

ν

εRe
∂zu2(h1)+

νε

Re

(
2∂xu2(h1)∂xh1 −∂xw2(h1)

)
.

Pour écrire le système d’évolution fermé, il faut relier la variation des moyennes des quantités,
les tenseurs des contraintes tangentielles au fond et à l’interface et T avec les inconnues hi, qi.
Nous allons suivre la méthodologie introduite par Vila [54] dans le cas d’une seule couche, en
développant le champ de vitesse par rapport à ε, on obtient un développement des quantités
précédentes et de qi comme des fonctions de hi et de ses dérivées pour les différents ordres
voulus. Pour un ordre donné, nous pouvons alors écrire les inconnues en un système (5.4)
comme des fonctions de (hi, qi) et obtenir des modèles fermés.

5.1.2 Développement asymptotique des solutions des équations de Navier-Stokes

Dans cette partie, nous montrons comment écrire le développement de la pression dans chaque
couche dans le régime Shallow-Water ε≈ 0. Dans ce régime, les inconnues ui, pi satisfont un
système différentiel en z ; wi est déterminé grâce à la condition de divergence nulle. Pour faire
le développement asymptotique, écrivons les équations de Navier-Stokes comme un système
différentiel en z pour ui, pi. Les équations différentielles sur ui sont écrites pour i = 1,2 :

µi∂zzui +ρ iλ= εReρ i
(
∂tui +ui∂xui +wi∂zui

)
+
εRe

F2
∂x pi −µiε

2∂xxui, (5.5)

avec les conditions limites :

∂zu2(h) = 4ε2 ∂xu2(h)

1−ε2
(
∂xh

)2
∂xh−ε2∂xw2(h),

ν∂zu2(h1)−∂zu1(h1) = 4ε2

(
ν∂xu2 −∂xu1

)
(h1)

1−ε2(∂xh1)2
∂xh1

−ε2(
ν∂xw2(h1)−∂xw1(h1)

)
,

et u1(0)= 0, u1(h1)= u2(h1).
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Ensuite écrivons le système différentiel pour la pression du fluide :

∂z pi +ρ i c =µi
εF2

Re
∂zzwi −ε2F2ρ i

(
∂twi +ui∂xwi +wi∂zwi

)
+µi

ε3F2

Re
∂xxwi, (5.6)

et les conditions limites associées :

p2(h) = −
κ2 F2∂xxh

(
1+ε2(∂xh)2

) 3
2

−
2νεF2

Re
∂xu2(h)

1+ε2(∂xh)2

1−ε2(∂xh)2
,

p1(h1)− p2(h1) = −
κ1 F2∂xxh1

(
1+ε2(∂xh1)2

) 3
2

−
2εF2

Re

(
∂xu1(h1)−ν∂xu2(h1)

)1+ε2(∂xh1)2

1−ε2(∂xh1)2
,

Enfin, les vitesses verticales sont déterminées par la condition de divergence nulle :

∂zwi =−∂xui, w1(0)= 0, w1(h1)= w2(h1).

Avec cette formulation des équations, nous voyons que l’on peut introduire α,β,δ trois nombres
adimensionnels pour écrire le développement des solutions :

α=
εF2

Re
, β= εRe, δ=

εRe

F2
. (5.7)

Le paramètre α apparaît avec les termes de diffusion visqueuse, β adimensionne les termes de
transport convectif, et δ la pression. Le choix des paramètres Re et F peut être fait arbitraire-
ment à condition que α,β,δ≪ 1, de manière à rester proche de la solution de type Nusselt. Cela
nous permet d’envisager un large éventail de paramètres pour le développement des solutions.
Considérons un développement de Hilbert de la vitesse et de la pression du fluide de la forme :

ui =
∞∑

k=0
u(k)

i , pi =
∞∑

k=0
p(k)

i ,

tels que (pour les ordres qui nous intéressent) :

ui −u(0)
i =O

(
β+δ

)
, pi − p(0)

i =O

(
α+κi

β

δ

)
,

ui −u(0)
i −u(1)

i =O
(
αδ+β

(
β+δ

)
+κiβ

)
.

Calculons en premier u(0)
i , p(0)

i . Posons α,β,δ → 0 dans les équations précédentes, ce qui
donne un système différentiel en z similaire à celui qui permet de déterminer la solution
stationnaire. On obtient alors la pression hydrostatique pour p(0)

i , i = 1,2 :

p(0)
1 (z)= c(ρh2 +h1 − z)−κ1F2∂xxh1 −κ2F2∂xxh,

p(0)
2 (z)= ρc(h1 +h2 − z)−κ2F2∂xxh.

(5.8)
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Les vitesses des fluides dans la direction de l’écoulement ont un profil semi-parabolique :

u(0)
1 (z)=λ

(
ρh2z+h1z−

z2

2

)
, (5.9)

u(0)
2 (z)=λh1

(
ρh2 +

h1

2

)
+
λρ

ν

(
h2(z−h1)−

(z−h1)2

2

)
. (5.10)

Le calcul des ordres suivants se fait alors comme il suit : supposons que l’on connaît déjà les
u( j)

i , p( j)
i , j ≤ k, alors u(k+1)

i se calcule en résolvant un système différentiel de la forme :

µi∂zzu(k+1)
i = Fi,k(u( j)

n , p( j)
n ), j ≤ k, n = 1,2 (5.11)

avec les conditions limites :

∂zu(k+1)
2 (h1 +h2)= g(k)

2 , ν∂zu(k+1)
2 (h1)−∂zu(k+1)

1 (h1)= g(k)
1 ,

u(k+1)
1 (h1)= u(k+1)

2 (h1), u(k+1)
1 (0)= 0.

(5.12)

La solution u(k+1)
i de ce système est alors écrite sous la forme :

u(k+1)
1 = z

(
ν g(k)

2 − g(k)
1 −

∫h

h1

F2,k(y)d y
)
−

∫z

0

∫

z
h1F1,k(y)d ydz,

u(k+1)
2 = h1

(
ν g(k)

2 − g(k)
1 −

∫h

h1

F2,k(y)d y
)
−

∫h1

0

∫h1

z
F1,k(y)d ydz

+ g(k)
2 (z−h1)−

1
ν

∫z

h1

∫h

z
F2,k(y)d ydz.

De la même manière, on peut déterminer le développement asymptotique de la pression dans
le fluide à tous les ordres en résolvant le système différentiel associé.

5.2 T H É O R I E D E L A L U B R I FI CAT I O N

Dans cette partie, nous allons construire des modèles de lubrification. En effet les calculs
précédents montrent que la vitesse du fluide peut être développée en fonction des petits
paramètres α,β,δ, les hauteurs des fluides hi et leurs dérivées en temps et en espace.

Nous allons utiliser ici le premier et le deuxième ordre du développement de ui pour calculer
respectivement non visqueuses et visqueuses sur les hauteurs de fluides h1,h2.

Nous ferons alors une étude de stabilité linéaire des solutions stationnaires : ce qui revient
à déterminer la stabilité linéaire de l’écoulement de type Nusselt dans la limite de longue
longueur d’onde.
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5.2.1 Lois de conservation avec et sans diffusion

Tout d’abord nous écrivons le système non-visqueux de lois de conservations, qui est analogue
aux équations de Burgers dans le cas d’une seule couche de fluide.

En utilisant le développement asymptotique dérivé précédemment, on obtient ui = u(0)
i +O (β+δ).

On peut alors facilement déduire de cette estimation que :

∫h1

0
u1 =λh2

1

(ρh2

2
+

h1

3

)
+O (β+δ),

∫h

h1

u2 =λh1h2(ρh2 +
h1

2
)+

λρ

ν

h3
2

3
+O (β+δ).

(5.13)

En utilisant ces développements dans les lois de conservation de la masse (5.3), on obtient :

∂th1 +∂x

(
λh2

1

(
ρh2

2
+

h1

3

))
=O (β+δ),

∂th2 +∂x

(
λh1h2

(
ρh2 +

h1

2

)
+
λρ

ν

h3
2

3

)
=O (β+δ).

(5.14)

Nous déduisons du système (5.14) un système fermé d’équations aux dérivées partielles sur
(h1,h2) en négligeant les termes d’ordre faible.

Ce système est hyperbolique et possède des singularités en temps fini. Néanmoins il donne
une information utile sur les vitesses caractéristiques perturbées par des petits nombres
d’ondes. Elles sont données par Λ1 >Λ2 , respectivement la vitesse caractéristique à la surface
libre et à l’interface :

Λ1 =
λ

4ν

(
2ρh2

2 +6ρνh1h2 +3νh2
1 +

p
∆

)

Λ2 =
λ

4ν

(
2ρh2

2 +6ρνh1h2 +3νh2
1 −

p
∆

)

∆= h2
1

((
2ρh2 +h1

)2 +8ρ2h2
2

)
ν2 +4ρh2

2h1
(
2ρh2 −h1

)
ν+4ρ2h4

2.

(5.15)

Le système est strictement hyperbolique si et seulement si ∆> 0. Comme ∆ est un polynôme de
degré deux par rapport à ν, son discriminant vaut −128ρ3h2

1h5
2

(
h1 +ρh2

)
, qui est strictement

négatif puisque les variables ρ, h1 et h2 sont strictement positives. Donc la condition h1 > 0 et
h2 > 0 assure l’hyperbolicité du système (5.14).

Ensuite, nous écrivons un système de lois de conservation en considérant l’ordre suivant des

termes dans le développement de ui = u(0)
i +u(1)

i +O

(
αδ+β

(
β+δ

)
+κi

β

δ

)
. On introduit alors

le développement du débit qi = q(0)
i + q(1)

i +h.o.t dans les lois de conservation de la masse, on
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en déduit un système d’équations de type Benney ou Kuramoto-Sivashinsky (si l’on prend en
compte les termes de capillarité) :

∂t

(
h1

h2

)
+∂x




λh2
1(

h1

3
+
ρh2

2
)

λh1h2(ρh2 +
h1

2
)+

λρ

3ν
h3

2




= λβ∂x

(
d(hi)∂x

(
h1

h2

))
+β∂x

(
K(hi)∂3

x

(
h1

h2

))
, (5.16)

avec les coefficients de viscosité di, j =
cotθ
Re

di, j,1 −λdi, j,2 où :

d1,1,1 = h2
1

(
h1

3
+
ρh2

2

)
,

d1,2,1 = ρh2
1

(
h1

3
+

h2

2

)
,

d2,1,1 =
ρh3

2

3ν
+ρh1h2

2 +h2
h2

1

2
,

d2,2,1 =
ρh3

2

3ν
+ρh1h2

2 +ρh2
h2

1

2
,

d1,1,2 =
h2

1

ν

(
2h4

1

15
+

71ρν
120

h3
1h2 +

23ρ2ν

24
h2

1h2
2 +

(
ρ2

6
+
ρ2ν

2

)
h1h3

2 +
ρ3

6
h4

2

)
,

d1,2,2 =
ρh2

1

ν2

(
2ν2h4

1

15
+

71ρν2

120
h3

1h2 +
(

5ρν
24

+
3ρ2ν2

4

)
h2

1h2
2 +

2ρ2ν

3
h1h3

2 +
ρ2

6
h4

2

)
,

d2,1,2 =
h2

ν2

(
5ν2h5

1

24
+

25ρν2

24
h4

1h2 +
(

11ρ2ν2

6
+
ρν

6

)
h3

1h2
2

+
(
ρ3ν2 +

5ρ2ν

6

)
h2

1h3
2 +

(
2ρ2

15
+

2ρ3ν

3

)
h1h4

2 +
2ρ3

15
h5

2

)
,

d2,2,2 =
ρh2

ν2

(
5ν3

24
h5

1 +
25ρν3

24
h4

1h2 +
(

3ρ2ν3

2
+
ρν2

2

)
h3

1h2
2

+
11ρ2ν2

6
h2

1h3
2 +

4ρ2νh1h4
2

5
+

2ρ2

15
h5

2

)
.

De plus d.,.,k est une matrice 2×2 et dépend des hi. Elle est de la forme :

d.,.,k =
(

d11k d12k

d21k d22k

)
.
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Les termes capillaires sont donnés par :

K1,1 = h2
1

(
(κ1 +κ2)

h1

3
+κ2

h2

2

)
, K1,2 = κ2 h2

1

(
h1

3
+

h2

2

)
,

K2,1 =
κ2h3

2

3ν
+κ2h2

2h1 + (κ1 +κ2)
h2h2

1

2
, K2,2 =

κ2h3
2

3ν
+κ2h1h2

2 +
κ2h2h2

1

2
.

(5.17)

Ce système est complètement en accord avec celui dérivé par Kliakhandler [27]. Comme cela
est mentionné par Vila [54] dans le cas d’une seule couche de fluide, les équations de Benney
donnent un critère de stabilité linéaire pour les solutions stationnaires qui est consistant avec
celui donné par les équations d’Orr-Sommerfeld à l’ordre O (ε) (si on suppose que les nombres
de Reynolds et de Froude sont en O (1)) et dans la limite de perturbations de petits nombres
d’onde.

De la même manière, les équations du système de Benney permettent de faire une analyse
de stabilité spectrale consistante pour des écoulements bicouches.

Ce point de vue a été particulièrement étudié par Kliakhandler [27] : même s’il considère
séparément l’influence des effets capillaire, de la flottabilité (buoyancy), de l’inertie et leurs
interactions avec les termes conservatifs. On retrouve exactement ses coefficients en faisant le
changement de variable suivant :




h1 (x, t)

h2 (x, t)

κ1

κ2

m

r

λ

δ

β




7→




H2 (x, t)

(H1 −H2) (x, t)

γ2 sinθ

γ1 sinθR−1

M−1

R−1

2RM−1

2R (M sinθ)−1

Re (M sinθ)−1




(5.18)

Son analyse est donc valable, sauf qu’il sépare chaque terme alors que nous faisons ici une
analyse globale sans écrire de système de type Saint-Venant.

Un des objectifs ici est d’étudier la formation de roll-waves dans des écoulements bicouches.
Dans le cas simple couche, elles sont le résultat de la concurrence entre la flottabilité et
l’inertie. Par conséquent, nous considérons ici la compétition entre l’inertie, la flottabilité et
leur interaction avec les termes convectifs.

Ici nous considérerons des roll-waves non visqueuses : selon la méthodologie de Dressler [16],
les roll-waves sont des ondes progressives périodiques en espace et continues par morceaux.
Les chocs doivent satisfaire des conditions admissibles et appropriées. Dans le cas de lois de
conservation hyperboliques avec terme source, ces conditions sont la condition de Rankine-
Hugoniot ainsi que la condition de Lax pour les chocs.
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Pour obtenir un modèle Shallow water particulier, Dressler [16] a prouvé l’existence et
l’unicité d’une famille de roll-waves à large amplitude paramétrée par le taux de décharge
relative et la longueur d’onde. Ce résultat a été généralisé pour les lois générales hyperboliques
de conservation avec terme source.

5.2.2 Analyse de stabilité linéaire

Dans ce qui suit, nous considérons la stabilité spectrale d’états constants pour le système
sans tension de surface :

∂t

(
h1

h2

)
+∂x




λh2
1

(
h1

3
+
ρh2

2

)

λh1h2

(
ρh2 +

h1

2

)
+
λρ

3ν
h3

2




= λβ∂x

(
d (hi)∂x

(
h1

h2

))
,

(5.19)

Linéarisons les équations de ce système dans le voisinage d’une solution constante
(
h̄1, h̄2

)
,

ce qui donne :

∂t

(
h1

h2

)
+ J

(
h̄i

)
∂x

(
h1

h2

)
=λβd

(
h̄i

)
∂xx

(
h1

h2

)
. (5.20)

Nous pouvons poser sans perte de généralité que λβ= 1. Notons que nous avons négligé la
contribution des termes de capillarité qui ne sont observables que dans le cas de régimes à
grand nombre d’onde. Une transformation Fourier/Laplace en temps/espace sur (5.20) avec
κi = 1, i = 1,2 donne la relation de dispersion suivante :

det
(
Λ1+ ikJ (h)+k2d (h)

)
= 0, ∀k ∈R (5.21)

Intéressons nous à la limite de faible nombre d’onde k ≈ 0, notons Λ= ikΛ̃ et développons
(5.21) dans le voisinage de k = 0 :

det
(
Λ̃+ J

(
h̄
))
= iktr

(
com

(
Λ̃1+ J

(
h̄
))T

d
(
h̄
))
+O

(
k2

)

avec :
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J
(
h̄
)
=




λh̄1
(
ρh̄2 + h̄1

) 1
2
ρλh̄2

1

λh̄2
(
ρh̄2 + h̄1

) λ
(
2ρh̄2

2 +4ρνh̄2h̄1 +νh̄2
1

)

2ν




Nous rappelons que le système d’équation de type Burgers est strictement hyperbolique et
les valeurs propres Λ̄i =Λi

(
h̄1, h̄2

)
de J

(
h̄
)

sont réelles et Λ̄1 > 0> Λ̄2. Le fait que les racines
Λ1 (k) ,Λ2 (k) se développent dans le voisinage de k = 0 tel que :

Λ j (k)=−ikΛ̄ j −k2
tr

(
com

(
J

(
h̄i

)
− Λ̄ j1

)T
d

(
h̄i

))

tr
(
J

(
h̄i

))
−2Λ̄ j

+O

(
k3

)
(5.22)

est une simple conséquence du théorème des fonctions implicites. Ainsi les solutions station-
naires sont stables pour des perturbations de type longue longueur d’onde, ce qui nous donne
la condition suivante :

tr
(
com

(
J

(
h̄
)
− Λ̄11

)T
d

(
h̄
))
< 0,

tr
(
com

(
J

(
h̄
)
− Λ̄21

)T
d

(
h̄
))
> 0

(5.23)

Dans ce qui suit, nous analysons deux situations particulières : densité de stratification
stable et instable. Nous allons voir que dans certaines situations, les instabilités de type
Rayleigh Taylor peuvent être supprimées (dans la limite de longueur d’onde longues) à cause
d’interactions entre flottabilité et convection. Nous analyserons aussi ici l’influence des termes
d’inertie.

Sachant que d
(
h̄
)
=

cotθ
Re

d.,.,1 −λd.,.,2, le système (5.23) correspondant aux conditions de

stabilité à la surface libre et à l’interface, s’écrit :

a1
(
ρ
) cotanθ

Re
<λa2

(
ρ
)
, b1

(
ρ
) cotanθ

Re
>λb2

(
ρ
)
.

où :

ak
(
ρ
)
= tr

(
com

(
J

(
h̄
)
− Λ̄11

)T
d.,.,k

(
h̄
))

,

bk
(
ρ
)
= tr

(
com

(
J

(
h̄
)
− Λ̄21

)T
d.,.,k

(
h̄
))

,

d.,.,k =
(

d11k d12k

d21k d22k

)
.
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Pour la stabilité de la surface libre, on peut voir que tous les ai sont strictement négatifs
ainsi la condition de stabilité s’écrit :

Re <
a1

(
ρ
)

λa2
(
ρ
)cotanθ.

La situation est plus complexe pour la condition de stabilité à l’interface puisque les bi

peuvent changer de signe. Le tableau suivant fait un récapitulatif des cas possibles.

b1
cotanθ

Re
>λb2 Stabilité

b1,b2 > 0 Re <
b1

λb2
cotanθ Interface (h1) stable en-dessous de f2

a1,a2 < 0 Surface libre (h1 +h2) stable en-dessous de f1

b1,b2 < 0 Re >
b1

λb2
cotanθ Interface (h1) stable au-dessus de f2

a1,a2 < 0 Surface libre (h1 +h2) stable en-dessous de f1

b1 < 0, b2 > 0 Re <
b1

λb2
cotanθ Interface (h1) stable en-dessous de f2

a1,a2 < 0 Surface libre (h1 +h2) stable en-dessous de f1

b1 > 0, b2 < 0 Re >
b1

λb2
cotanθ Interface (h1) stable au-dessus de f2

a1,a2 < 0 Surface libre (h1 +h2) stable en-dessous de f1

TABLE 7: Conditions de stabilité

Dans ce qui suit, on pose que h̄1 = h̄2 = 1 et on différencie les trois cas suivants ν< 1, ν= 1
et ν> 1. Ce qui correspond à différents types de stratification visqueuse.
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Pour chaque cas, on détermine la courbe de stabilité Re = fk
(
ρ
)
cotanθ pour k = 1,2 associée

aux instabilités de surface : f1
(
ρ
)
=

a1
(
ρ
)

λa2
(
ρ
) , et au modèle d’interface : f2

(
ρ
)
=

b1
(
ρ
)

λb2
(
ρ
) .

• Cas 1 : ν< 1
des tests ont été réalisés pour ν= 0,3, ν= 0,7 et ν= 0,9, ce qui donne une bonne représen-
tation de ce qui se passe quand ρ varie.
◦ Cas ν= 0,3

Il existe ici une valeur ρc ≈ 3,3 telle que si ρ > ρc alors b2 < 0 et si ρ < ρc les deux bi

sont positifs. Alors si ρ > ρc, l’interface entre les deux fluides est stable et le système est
stable si Re < f1

(
ρ
)
cotanθ.
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FIGURE 8: b1 et b2 pour ν= 0,3
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cotanθ pour ν= 0,3.
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Si Re est suffisamment petit, on a ρ < ρc ⇒ f1
(
ρ
)
< f2

(
ρ
)
(avec ρc ≈ 3,4), le flux est

stable et quand Re augmente, la surface libre devient instable en premier suivie par
l’interface.

◦ Cas ν= 0,7
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FIGURE 10: Pour ν= 0,7 et i = 1,2, valeurs des bi .

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

rho

R
e

/c
o

ta
n

(t
h

e
ta

)

fi(rho) for m=0.7

 

 

f1

f2

FIGURE 11: Pour ν= 0,7 et i = 1,2, courbes critiques f i
(
ρ
)
= Re

cotanθ .

On peut voir qu’avant ρc ≈ 1,4, le mode interfacial est instable alors que la surface est
stable pour Re < f2

(
ρ
)
cotanθ.

Quand ρ < ρc, il existe ρ1 < ρ2 (avec ρ1 ≈ 0,2 et ρ2 ≈ 0,4) tels que pour tout ρ < ρ1 ou
ρ2 < ρ < ρc, quand Re augmente, la surface devient instable en premier puis l’interface
suit. Pour ρ1 < ρ < ρ2, le mode interfacial est le premier à être déstabilisé quand Re

augmente.
◦ Cas ν= 0,9
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FIGURE 12: b1 et b2 pour ν= 0,9.
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FIGURE 13: Courbes critiques f i
(
ρ
)
= Re

cotanθ pour ν= 0,9.

Ce cas est similaire au cas précèdent, avec ici ρc ≈ 1,1. Mais pour ρ1 < ρ < ρ2 (avec
ρ1 ≈ 0,2 et ρ2 ≈ 0,72) et Re suffisamment grand où le flux est toujours instable : le mode
interfacial est toujours instable.

• Cas 2 : ν= 1
On peut observer qu’il existe une valeur ρc ≈ 0,2 avant laquelle le mode interfacial
est toujours stable. Pour ρ < ρc, il existe ρ1 < ρc pour lequel le mode interfacial est
instable quand ρ1 < ρ < ρc. Quand ρ < ρ1, la surface libre est en premier instable suivie
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FIGURE 14: b1 et b2 pour ν= 1.
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FIGURE 15: Courbes critiques f i
(
ρ
)
= Re

cotanθ pour ν= 1.

par l’interface, quand Re augmente. Pour ρ > ρc, b1
(
ρ
)

est négatif, il faut alors que
Re > f1

(
ρ
)
cotanθ pour que l’interface soit stable, ce qui est toujours le cas pour Re ≥ 0.

• Cas 3 : ν> 1
Nous avons choisi d’étudier les cas ν= 1,1 et ν= 1,5.

◦ Cas ν= 1,1
Il existe une valeur ρc ≈ 3,5 après laquelle le mode interfacial est stable.
Regardons de plus près le cas où ρ < ρc. Pour ρ1 < ρ < ρ2 (avec ρ1 ≈ 0,2 et ρ2 ≈ 1), le
flux interfacial est stable et pour ρ < ρ1, le comportement est le même que pour les cas
précédents où ρ était petit.
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FIGURE 16: b1 et b2 pour ν= 1,1.
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FIGURE 17: Courbes critiques f i
(
ρ
)
= Re

cotanθ pour ν= 1,1.

Le comportement est différent si ρ > ρ2 : le mode interfacial est stable si Re > f2
(
ρ
)
cotanθ.

Ainsi même à faible nombre de Reynolds, le mode interfacial est instable. Il est facile de
voir qu’il existe alors ρ2 < ρ3 < ρc tels que le flux est toujours instable si ρ2 < ρ < ρ3 et
stable si ρ3 < ρ < ρc et f2

(
ρ
)
cotanθ < Re < f1

(
ρ
)
cotanθ.

◦ Cas ν= 1,5
Pour tout ρ > ρ1, le flux est instable dans le cas de perturbations de type onde longue.
Quand ρ < ρ1, on observe le même type de comportement que dans les cas où ν < 1
quand ρ est stable : le flux est stable pour des petits nombres de Reynolds et le flux est
instable en premier à cause de la surface puis du mode interfacial.



5.3 M O D È L E S D E T Y P E S A I N T-V E N A N T 137

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

−0.015

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

rho

sign of b1 and b2 as functions of rho, m=1.5

 

 

b1

b2

FIGURE 18: b1 et b2 pour ν= 1,5.
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cotanθ pour ν= 1,5.

Les équations du type Benney sont donc suffisantes pour obtenir un critère de stabilité et de
consistance d’états stables pour des perturbations de type onde longue. Néanmoins les solutions
explosent en temps fini dans les régimes d’instabilité et peuvent mener à des imprécisions dans
la description du mouvement de fluides bicouches.

5.3 M O D È L E S D E T Y P E S A I N T-V E N A N T

Les lois de conservation visqueuses qui régissent l’évolution de hi sont suffisantes pour
obtenir un critère définissant l’état bien ou mal posé du système, ce qui est un critère de
stabilité uniforme des états constants dans le régime de basse fréquence pour le système hyper-
bolique (Saint-Venant) (voir 3). Toutefois, les solutions de ce système explosent en temps fini
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lorsque le débit est instable et peut conduire à une certaine imprécision dans la description du
mouvement de flux bi-couche. Dans ce qui suit, nous considérons des modèles de type Shallow
water : en effet dans le cas d’écoulement mono-couche, ils produisent des ondes non linéaires,
dites "roll-waves" qui sont bien connues des instabilités hydrodynamiques (cf 3.5 page 44).
Ainsi, les modèles Shallow water sont utiles pour décrire la transition à l’instable dans les
écoulements de faible profondeur. À notre connaissance, il n’y a pas de modèle Shallow-Water
uniforme qui décrit les flux bi-couche s’écoulant sur une rampe (le cas une seule couche n’a été
traité que récemment Ruyer-Quil et Manneville [48],Vila [54]).

Gardons les termes en O (1) et O (ε−1) dans (5.4) :

∂t

(∫h1

0
u1

)
+∂x

(∫h1

0
u2

1 +
p1

F2

)
+ κ1∂xh1∂xxh1 = (5.24)

1
εRe

(
λh1 + ν∂zu2(h1)−∂zu1(0)

)
+

p2(h1)∂xh1

F2

∂t

(
ρ

∫h

h1

u2

)
+∂x

(
ρ

∫h

h1

u2
2 +

p2

F2

)
+ κ2∂xh∂xxh =

1
εRe

(
λρh2 − ν∂zu2(0)

)
−

p2(h1)∂xh1

F2
. (5.25)

Nous calculons d’abord un développement des intégrales : les intégrales des pressions sont
données par :

∫hi−1+hi

hi−1

pi =
∫h1

0
p(0)

i +O

(
α+κi

β

δ

)
, i = 1,2,

∫h1

0
p(0)

1 = c
h2

1

2
+ρch1h2 −h1F2(

(κ2 +κ1)∂xxh1 −κ2∂xxh2
)
,

∫h

h1

p(0)
2 = ρc

h2
2

2
−κ2F2h2∂xxh2.

(5.26)

alors que les intégrales des termes de convection sont données par

∫hi−1+hi

hi−1

u2
i =

∫hi−1+hi

hi−1

(
u(0)

i

)2
+O (β+δ), i = 1,2

∫h1

0
(u(0)

1 )2 = λ2h3
1

( 2
15

h2
1 +

5
12

ρh1h2 +
ρ2h3

2

3

)
,

∫h

h1

(u(0)
2 )2 = λ2( 2ρ2

15ν2
h5

2 +
2ρ
3ν

(ρh1h2 +
h2

1

2
)h3

2

)

+λ2 h2
1

(
ρ2h3

2 +ρh2
2h1 +

h2h2
1

4
)
)
.

Dans les deux cas, nous ne conservons que les termes en O(1). Pour écrire ces quantités en
termes convectifs classiques, nous introduisons Q i, i = 1,2 de sorte que :

∫h1

0

(
u(0)

1

)2
= h1u2

1 +Q1(h1,h2),
∫h

h1

(
u(0)

2

)2
= h2u2

2 +Q2(h1,h2). (5.27)
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Ici, les Q i dépendent des hi et sont définis tels que :

Q1 =λ2 h3
1

(h2
1

45
+
ρh2

12
(h1 +ρh2)

)
, Q2 =λ2ρ

2 h5
2

45ν2
.

En utilisant (5.26) et (5.27) dans (5.24), on trouve :

∂t(h1u1)+∂x

(
h1u2

1 +
c

F2

(
ρh1h2 +

h2
1

2

)
+Q1

)
−h1∂xxx

(
κ2(h1 +h2)+κ1h1

)

=
ρc

F2
h2∂xh1 +

sh1

εF2
+

1
εRe

(
ν∂zu2(h1)−∂zu1(0)

)
,

ρ
(
∂t(h2u2)+∂x

(
h2u2

2 +
c

F2

h2
2

2
+Q2

))
−κ2h2∂xxxh

= −
ρc

F2
h2∂xh1 +

ρs h2

εF2
−

ν

εRe
∂zu2(h1).

Ce système est presque sous forme fermée. Écrivons maintenant ∂zu1(0) et ∂zu2(h1) en
fonction de ui et hi. Nous voyons clairement que le développement de ui jusqu’à l’ordre
O

(
αδ+β

(
β+δ

)
+κiβ

)
est nécessaire. Nous utilisons la méthode introduite par Vila [54] dans

le cas d’une seule couche de fluide pour écrire ces termes sous forme fermée. Dans cet article,
la contrainte à la paroi est choisie pour être proportionnelle à la vitesse moyenne. Il faut
développer à la fois la contrainte à la paroi et la vitesse moyenne jusqu’à l’ordre 1 et on obtient
un développement de la contrainte de la paroi avec un terme d’ordre zéro proportionnel à la
vitesse moyenne, le terme suivant dépend de la hauteur du fluide et de ses dérivées temporelles
et spatiales (pour une justification mathématique de cette dérivation, voir Bresch et Noble [10]).

La situation est plus complexe pour les écoulements bi-couche et plusieurs fermetures sont
possibles. Toutefois, afin de s’adapter au modèle figurant dans Vila [54], nous cherchons à lier
la contrainte au fond au rapport de la vitesse moyenne sur la hauteur :

∂zu1(0)= γ1(h1,h2)
u1

h1
+ (h.o.t),

avec γ1(h1,0)= 3. La contrainte au fond du fluide est donnée par :

∂zu1(0)= γ1(h1,h2)
u1

h1
+R1, (5.28)
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avec γ1 et R1 définis par γ1 = 6
h1 +ρh2

2h1 +3ρh2
et

R1 = −
λ2β

2h1 +3ρh2

(
R1,1∂xh1 +R1,2∂xh2

)
−δc(ρ2 −ρ)

h1h2

2h1 +ρh2
∂xh2

+
δh1h2

2h1 +3ρh2
∂xxx

(
κ1ρh1 +κ2(ρ−1)(h1 +h2)

)
,

R1,1 =
2
15

h5
1 +

41ρ
60

h4
1h2 +

13ρ2

10
h3

1h2
2 +

(
3ρ3

4
+

ρ2

3ν

)
h2

1h3
2 +

ρ3

3ν
h1h4

2,

R1,2 =
2ρ
15

h5
1 +

41ρ2

60
h4

1h2 +
(

21ρ3

20
+

ρ2

4ν

)
h3

1h2
2 +

13ρ3

12ν
h2

1h3
2 +

ρ3

3ν2
h1h4

2,

Ensuite, nous écrivons la contrainte du fluide à l’interface telle que :

∂zu2(h1)≈ 3
u2 −uint

h2
,

avec uint = u1(h1) = u2(h1) et développons uint sous la forme uint = γ2(h1,h2)u1 + (h.o.t). La
contrainte du fluide à l’interface s’écrit alors :

∂zu2(h1)=
3
h2

(u2 −γ2 u1)+R2,

avec γ2 et R2 définis par γ2 = 3
h1 +2ρh2

2h1 +3ρh2
et

R2 = −
βλ2

h2(2h1 +3ρh2)

(
R2,1∂xh1 +R2,2∂xh2

)
−δc(ρ2 −ρ)

3h2
1∂xh2

2(2h1 +3ρh2)

+
3δh2

1

2(2h1 +3ρh2)
∂xxx

(
(κ1ρ+κ2(ρ−1))h1 +κ2(ρ−1)h2

)

R2,1 =
1
20

h6
1 +

2ρ
5

h5
1h2 +

11ρ2

10
h4

1h2
2 +

(
ρ2

2ν
+

3ρ3

4

)
h3

1h3
2

+
(

2ρ2

15ν2
+

ρ3

2ν

)
h2

1h4
2 +

ρ3

3ν2
h1h5

2 +
ρ4

5ν2
h6

2

R2,2 =
ρ

20
h6

1 +
2ρ2

5
h5

1h2 +
(
ρ2

8ν
+

117ρ3

120

)
h4

1h2
2 +

5ρ3

4ν
h3

1h3
2

+
19ρ3

30ν2
h2

1h4
2 +

(
ρ4

5ν2
+

2ρ3

15ν3

)
h1h5

2 +
ρ4

5ν3
h6

2.

Notons que nous avons implicitement utilisé la loi de conservation de la masse :
∂thi =−∂xq(0)

i + (h.o.t)

pour transformer les dérivées en temps en dérivées spatiales.
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Ainsi, nous obtenons un modèle Shallow water pour les écoulements bi-couches sous forme
fermée :

∂th1 +∂x(h1u1) = 0, ∂th2 +∂x(h2u2)= 0, (5.29)

∂t(h1u1)+∂x(h1u2
1 +

ch2
1

2F2
) =

1
εRe

(
λh1 +3ν

u2 −γ2u1

h2
−3γ1

u1

h1

)
+R1, (5.30)

∂t(h2u2)+∂x(h2u2
2 +

ch2
2

2F2
) =

1
εRe

(
λh2 −

3ν
ρ

u2 −γ2u1

h2

)
+R2, (5.31)

R1 =−
c

F2
h2∂xh1 +R̃1, R2 =−

c

F2
h1∂xh2 +R̃2,

où les R̃ i, i = 1,2 sont seulement fonctions des hi et ses dérivées spatiales. Ce sont des termes
correctifs de la répartition de la pression hydrostatique dans les liquides qui sont dus à la
tension de surface, la flottabilité et l’inertie. Ils sont écrits comme

R̃1 = −∂xQ1 +
1

εRe
(νR2 −R1)+h1∂xxx(κ2(h1 +h2)+κ1 h1),

R̃2 = −
1
ρ
∂xQ2 −

ν

εReρ
R2 +

κ2

ρ
h2∂xxx(h1 +h2).

Ce système n’est pas sous forme conservative, ce qui peut conduire à une certaine indétermina-
tion en présence de chocs. On peut dépasser cette indétermination par l’utilisation de "chemins
non conservatifs".
Par commodité, nous réécrivons le système sous forme matricielle. Posons W = (h1,h2, q1, q2)T

où qi = hi ūi. Nous écrivons le système (5.29, 5.30, 5.31) tel que :

∂tW +∂xF(W)= B(W)∂xW +G(W), (5.32)

où F est défini par :

F (W)=




q1

q2

q2
1

h1
+

ch2
1

2F2
+λ2h3

1

(
h2

1

45
+
ρh2

12

(
h1 +ρh2

)
)

q2
2

h2
+

ch2
2

2F2
+
λ2ρh5

2

45ν2




et B est donné par :

B (W)
∂W

∂x
=




0 0 0 0

0 0 0 0

B11 B12 0 0

B21 B22 0 0







∂xh1

∂xh2

∂xq1

∂xq2




avec :
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B11 =−
c

F2
h2 +

λ2

2h1 +3ρh2
R1,1 −

νλ2

h2
(
2h1 +3ρh2

)R2,1

B12 =−
[
λ2

h2
R2,2 + c

(
ρ2 −ρ

) 3h2
1

2F2

]
ν(

2h1 +3ρh2
)

+
λ2

2h1 +3ρh2
R1,2 +

1

F2
c
(
ρ2 −ρ

) h1h2

2h1 +ρh2

B21 =
νλ2

h2ρ
(
2h1 +3ρh2

)R2,1

B22 =
[
λ2

h2
R2,2 + c

(
ρ2 −ρ

) 3h2
1

2F2

]
ν

ρ
(
2h1 +3ρh2

) − c

F2
h1.

Le terme source G (W) s’écrit :

G (W)=
1

εRe




0

0

λh1 +3ν
ū2 −γ2ū1

h2
−3γ1

ū1

h1

λh2 +
3ν
ρ

ū2 −γ2ū1

h2




5.3.1 Modèle de glissement

À partir du modèle que l’on vient d’établir, on peut écrire un modèle de glissement en
posant que le premier fluide a une épaisseur très faible et connue, c’est-à-dire h1 = constante.
On peut exprimer la contrainte à l’interface ∂zu2 (h1) en fonction de la vitesse interfaciale
uint = u1 (h1)= u2 (h2) :

∂zu2 (h1)=
2ρh2

νh1
(
2ρh2 +h1

)uint +R3

où R3 regroupe les petits termes en β et δ :

R3 =β
ρh2λ

2

6ν2

(
R3,1∂xh1 +R3,2

ρ

ν
∂xh2

)
+δ

h2κ2

ν
∂xxx (h1 +h2)

−δ
ρh2

ν
c∂x (h1 +h2)

R3,1 = 3νh3
1 +2ρh1h2

2 +9ρνh2
1h2 +6ρ2νh1h2

2 +2ρ2h3
2

R3,2 = 3ν2h3
1 +8ρνh1h2

2 +9ρν2h2
1h2 +2ρh3

2
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Le coefficient h1(2ρh2+h1)
2ρh2

peut être vu comme une longueur de glissement, en particulier si
h1 ≪ h2, c’est-à-dire si on considère l’écoulement d’un fluide sur un autre film beaucoup plus
mince, alors la contrainte à l’interface se transforme en une condition de glissement :

uint ≈ νh1∂zu2 (h1)

Le système des équations couplées écrit pour h1 = constante, donne un débit constant pour la
couche du bas :

λh1 −3γ1
q1

h2
1

= 0⇒ q1 =
λh3

1

3γ1

Le système se réduit aux inconnues (h2, q2) :

∂tq2 +∂x

(
q2

2
h2

+ c
F2

(
h1 + h2

2

)
h2 +λ2 ρh5

2
45ν2

)
− κ2

ρ
h2∂xxxh2

= 1
εRe

(
λh2 − ν

ρ
∂zu2(h1)

)

La contrainte liée au glissement de la couche 2 sur la couche 1 fait intervenir la longueur de
glissement νh1 :

∂zu2 (h1)=
1

νh1
uint +

h1

2ν

(
δρc∂xh2 −δκ2∂xxxh2 −λ

)
+O

(
h2

1

)

Et le système à deux équations avec glissement s’écrit alors :

∂th2 +∂xq2 = 0

∂tq2 +∂x

(
q2

2
h2

+ c
F2

(
h1 + h2

2 + h1h2
2

)
h2 +λ2 ρh5

2
45ν2

)
− κ2

ρ

(
h2 + h1

2
δ
β

)
∂xxxh2

= 1
εRe

(
λ

(
h2 + h1

2ρ

)
− uint

ρh1

)
+O

(
h2

1
εRe

)

uint
h1

= 3ν q2

h2
2
−λ2β

(
h2
ν
+16h1

)
ρ3h3

2
15ν ∂xh2 +λh1

(1
2 −3νρ

)
+

(1
2 −3ν

)(
κ2∂xxxh2 −ρc∂xh2

)
δh1 +O

(
h2

1

)
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Le but de cette partie est d’appliquer le modèle développé dans l’article Boutounet et al. [7]
soumis, pour un écoulement à surface libre de deux fluides superposés coulant le long

d’un plan incliné, toujours sous l’hypothèse film mince.
Nous voulons ici simuler un écoulement bicouche conforme aux prédictions avec une analyse

de stabilité (pour l’existence de roll-waves dans le domaine instable avec asymptotique pour
petites longueurs d’onde, se référer à l’article Noble [38]).

S O M M A I R E

6.1 Modèle 145

6.2 Simulations numériques 147

6.2.1 Couches internes et externes instables 149

6.2.2 Couche interne instable et couche externe stable 151

6.1 M O D È L E

Nous utilisons un schéma classique décentré comme décrit dans Harten et al. [22]. Nous
posons x ∈ [0,L] et nous intégrons (5.32) sur l’intervalle de temps [0,T]. Le système (5.32)
est strictement hyperbolique si les valeurs propres de M (W) = A (W)−B (W) sont réelles et
distinctes. Ici A (W) représente la matrice jacobienne de F :

A =
∂F

∂W
=




0 0 1 0

0 0 0 1

A31 A32
2q1

h1
0

0 A42 0
2q2

h2




avec (rappelons que les nombres adimensionnels β,δ,λ sont définis par β= εRe , δ=
εRe

F2
et

λ=
Re

F2
sinθ) :

A31 =−
q2

1

h2
1

+
ch1

F2
+3λ2h2

1

(
h2

1

45
+
ρh2

12

(
h1 +ρh2

)
)
+λ2h3

1

(
2h1

45
+
ρh2

12

)

A32 =λ2h3
1

[
ρ

12

(
h1 +ρh2

)
+
ρ2h2

12

]
= ρλ2h3

1

[
h1

12
+
ρh2

6

]

A42 =−
q2

2

h2
2

+
ch2

F2
+

5λ2ρh4
2

45ν2
.

145
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La matrice M est alors donnée par :

M (W)= A (W)−B (W)=




0 0 1 0

0 0 0 1

M31 M32
2q1

h1
0

M41 M42 0
2q2

h2




(6.1)

et :

M31 = −
q2

1

h2
1

+
ch1

F2
+3λ2h2

1

(
h2

1

45
+
ρh2

12

(
h1 +ρh2

)
)
+λ2h3

1

(
2h1

45
+
ρh2

12

)

+
c

F2
h2 −

λ2

2h1 +3ρh2
R1,1 +

νλ2

h2
(
2h1 +3ρh2

)R2,1

M32 = ρλ2h3
1

[
h1

12
+
ρh2

6

]
+

[
λ2

h2
R2,2 + c

(
ρ2 −ρ

) 3h2
1

2F2

]
ν(

2h1 +3ρh2
)

−
λ2

2h1 +3ρh2
R1,2 −

1

F2
c
(
ρ2 −ρ

) h1h2

2h1 +ρh2

M41 = −
νλ2

h2ρ
(
2h1 +3ρh2

)R2,1

M42 = −
q2

2

h2
2

+
ch2

F2
+

5λ2ρh4
2

45ν2
+

c

F2
h1

−
[
λ2

h2
R2,2 + c

(
ρ2 −ρ

) 3h2
1

2F2

]
ν

ρ
(
2h1 +3ρh2

)

Nous approximons le système (5.32) par le système régularisé :

∂W

∂t
+

∂

∂x
F (W) =G (W)+B (W)

∂W

∂x

+
∂

∂x

(
∆x

2
D (W)

∂W

∂x

)
. (6.2)

où
∆x

2
∂x (D (W)∂xW) représente la diffusion numérique introduite par le schéma. La matrice de

diffusion D (W) doit prendre en compte le fait que le terme de transport effectif dans (5.32) est
M (W)∂xW , où M est donné par (6.1). Nous proposons de discrétiser le produit non-conservatif
en utilisant la relation BWx = (BW)x−BxW . Nous utilisons un schéma d’ordre deux en temps à
deux étages.
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Le schéma numérique s’écrit tel que :

Wn+1
i =Wn

i +
∆t

2

(
f
(
Wn

i

)
+ f

(
W

n+ 1
2

i

))

W
n+ 1

2
i =Wn

i +∆t f
(
Wn

i

)

f
(
Wn

i

)
=G

(
Wn

i

)
−
φn

i −φn
i−1

∆x
+

B
(
W̃n

i+ 1
2

)
W̃n

i+ 1
2

−B
(
W̃n

i− 1
2

)
W̃n

i− 1
2

2∆x
−

B
(
W̃n

i+ 1
2

)
−B

(
W̃n

i− 1
2

)

∆x
Wn

i ,

où W̃n
i est le second ordre MUSCL de l’état reconstruit de Wn

i en utilisant la fonction classique

du limiteur minmod comme décrit dans Vila [55], W̃n
i+ 1

2

= Wn
i+1+Wn

i
2 est un état intermédiaire

entre Wn
i et Wn

i+1, le flux numérique φn
i est alors donné par :

φn
i = FC

(
W̃n

i ,W̃n
i+1

)
−
∆x

2
D

(
W̃n

i ,W̃n
i+1

) W̃n
i+1 −W̃n

i

∆x

où FC et D sont respectivement des approximations de F et D en x = xi+ 1
2

:

FC (U ,V ) =
F (U)+F (V )

2
D (U ,V ) = X |Λ|X−1

avec Λ la matrice diagonale des valeurs propres de M
(U+V

2

)
et X la matrice définie par les

vecteurs propres associés. Notons que (di)i=1,...,4 sont les valeurs propres de f D, la condition
CFL est alors donnée par :

∆t

∆x
max

i=1,...,4
di ≤ 1

6.2 S I M U L AT I O N S N U M É R I Q U E S

On cherche à mettre en évidence le cas où la couche interne est instable et la couche externe
est stable.

On se place dans le cas ν= 0,9 , ρ = 0,5 (cf chapitre 5). De plus on choisit θ =
π

4
pour que le

Reynolds soit égal au paramètre f et F2 =
p

2 f

6
. Enfin le petit paramètre onde longue est fixé à

ε=
H

L
= 0,01≪ 1.

On utilise les résultats de stabilité linéaire du modèle Benney couplé (deux équations
couplées) car il y a équivalence entre le modèle Saint-Venant (quatre équations couplées) dans
le cas où ε est petit. Pour ces paramètres, différentes zones de stabilité sont identifiables :

Sur la figure 20, la zone en gris clair représente le domaine bien connu où la couche externe
est instable, réciproquement, en-dessous de la courbe en pointillé se trouve la zone où la couche
externe est stable.
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FIGURE 20: Courbes critiques f i
(
ρ
)
= Re

cotanθ pour ρ = 0,5 et ν= 0,9

Le domaine au-dessus de la courbe en tirets correspond aux cas où la couche interne est
instable, en-dessous de cette courbe, nous trouvons la zone où la couche interne est stable.

Nous allons ici étudier les deux cas représentés par les ronds noirs sur la figure 20.
Ils correspondent tous les deux au cas où ρ = 0,5 , le premier cas étudié est choisit pour

f = 0,5 dans la zone où les couches internes et externes sont instable. Le deuxième cas est pris
pour f = 0,2 dans le domaine où la couche interne est instable et la couche externe est stable.

Nous partons de l’état d’équilibre donné par W̄ :

W̄ =




h1

h2

q1

q2



=




1

1

1.75

4.56




auquel on ajoute une perturbation (de 5%) dans la direction du vecteur propre associé à la
valeur propre de plus grand module de la matrice M. Les simulations sont effectuées sur une
seule période du signal. Pour plus de clarté, on affiche trois périodes du signal obtenu sur le
graphe.
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6.2.1 Couches internes et externes instables

Rappelons que l’on prend f = 0,5

(
Re = f et F2 =

p
2 f

6

)
. Construisons l’état initial, l’unique

valeur propre instable de la matrice ∂W S−2πM est λ2 = 13.4444+3.075i et le vecteur propre
associé est :

Λ2 =




0.0436415−0.0321769i

−0.0916431−0.400677i

0.047492+0.109129i

0.902194+0i



=Φ

re
2 + iΦim

2 .

On initialise la simulation numérique avec la condition initiale :

Winit = W̄ +5.10−3
(
cos(2πx)Φre

2 −sin(2πx)Φim
2

)
.

On prend 250 points de maillage sur une période en temps. Le signal est ensuite répété trois
fois sur les graphes. À t = 0, l’interface et la surface libre sont périodiques de même période
mais d’amplitudes différentes. Comme nous utilisons une perturbation de 50/00, les interfaces
sont proches de l’état stable.
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FIGURE 21: Hauteurs à t = 0

Notons que l’échelle est différente pour la surface libre et l’interface : l’échelle de gauche
correspond à la hauteur totale des deux fluides superposés h1 +h2, alors que l’échelle de droite
correspond à la hauteur de la surface libre h1. Ces échelles restent les mêmes pour l’état initial
et final.
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FIGURE 22: Hauteurs à t = 10

On observe bien la formation de roll-waves au niveau de la surface libre mais aussi à
l’interface des deux fluides. De plus ces ondes sont en phase.

On effectue alors une transformée de Fourier en espace sur le signal obtenu à chaque temps
(figure 23), il est composé d’environ 60 amplitudes différentes où les vingts premières sont
les plus importantes. Nous avons aussi tracé dans la figure 23 l’évolution en temps des deux
premiers modes : pour t ∈ [0, 1.2], les amplitudes des deux interface ne varie pas beaucoup et
pour t ∈ [1.2, 2], il y a création de roll-waves avant de se stabiliser.
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FIGURE 23: Évolution en temps de l’amplitude des deux premiers modes
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6.2.2 Couche interne instable et couche externe stable

Comme souhaité, le modèle utilisé produit donc des roll-waves dans le premier cas étudié.
On veut maintenant étudier un cas différent où la couche interne sera instable et la couche
externe stable.

On prend alors f = 0,2

(
Re = f = 0.1 et F2 =

p
2 f

6

)
. L’unique valeur propre instable de la

matrice ∂W S−2πM est λ3 = 12.9785+3.07333i et le vecteur propre associé est :

Λ3 =




0.0307893−0.0100245i

−0.0979189−0.413505i

0.00564626+0.0685013i

0.902027+0i



=Φ

re
3 + iΦim

3

On initialise la simulation numérique avec la condition initiale :

Winit = W̄ +5.10−3
(
cos(2πx)Φre

2 −sin(2πx)Φim
2

)
.

On prend 250 points de maillage sur une période en temps. Le signal est ensuite répété trois
fois sur les graphes. À t = 0, l’interface et la surface libre sont périodiques de même période
mais d’amplitudes différentes. Comme nous utilisons une perturbation de 0.5promille, les
interfaces sont proches de l’état stable, il s’agit ici du même état initial que celui de la partie
précédente mais un zoom plus important est fait ici. Rappelons que l’échelle est différente
pour la surface libre et l’interface : l’échelle de gauche correspond à la hauteur totale des deux
fluides superposés h1 +h2, alors que l’échelle de droite correspond à la hauteur de la surface
libre h1. Ces échelles restent les mêmes pour l’état initial et final.

On peut observer la hauteur des deux couches de fluide au temps t = 0 et au temps t = 10 sur
les figures 24 et 25.

On peut voir sur la figure 24, que la simulation débute avec une surface libre perturbée et
une interface périodique. La surface libre a tendance à se stabiliser (cf figure 25) et l’interface
semble plutôt être de plus en plus perturbée.

On effectue alors une transformée de Fourier en espace sur le signal obtenu à chaque temps,
il est composé de moins de cinq amplitudes différentes où seulement la première porte toute
l’information du signal.

Le graphe 26 montre l’évolution en temps de l’amplitude des deux premiers modes.
L’amplitude du mode externe est élevée à t = 0 mais elle décroît lentement alors que l’am-

plitude du mode interne pourtant très faible au départ, augmente et finit à un peu plus de
3.10−4.

La couche interne à donc bien tendance à se stabiliser alors que la couche interne est instable.
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Nous étudions ici un écoulement bicouche 2D contenu entre deux plaques, il n’y a donc pas
de surface libre dans ce cas, ce qui ajoute une contrainte à notre problème. On réalise

un développement asymptotique comme dans le chapitre 2. Toutefois cette méthode conduit
à un problème au niveau de la condition de continuité des contraintes qui ne peut pas être
vérifiée car le saut de la vitesse tangentielle est non nul à l’interface ([w] 6= 0). Dans ce chapitre
nous avons réglé ce problème en ajoutant un degré de liberté à nos équations, c’est-à-dire en
faisant intervenir la pression un ordre plus tôt que normalement en posant δ ≈ O (1). Nous
avons utilisé l’article de Charru et Fabre [13], où ils font une étude d’écoulement bi-fluides
entre deux plaques mais ils n’ont pas considéré ce problème de continuité à l’interface, il y a
donc une incompatibilité de leurs conditions limites avec cette étude. Néanmoins ce point ne
pose pas de problème dans le cas d’ondes de petites amplitudes.

Dans ce chapitre, nous avons obtenu une asymptotique onde longue pour la description
des différents champs (vitesse et pression) au-delà du régime de petite amplitude qui était
le seul étudié rigoureusement jusqu’alors. Nous avons aussi réalisé un modèle de pression et
contrainte à l’interface où nous avons justifié les corrélations utilisées par Jurman et McCready
[24], bien que dans notre cas le gaz n’est pas turbulent. En effet ils ont proposé un modèle
Saint-Venant pour un film liquide entraîné par un écoulement turbulent. Il s’agit d’un modèle
qualitatif basé sur les résultats expérimentaux de Abrams et Hanratty [1] sur le cisaillement
d’un gaz au-dessus d’une surface solide rugueuse (de forme sinusoïdale). Nous avons également
écrit des modèles réduits à une et à deux équations.
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7.6 Stabilité linéaire 175

7.7 Solution à l’ordre 1 177

7.8 Équations moyennées 183

7.8.1 Modèle à une équation 183

7.8.2 Modèle à deux équations 185

7.1 É Q UAT I O N S D E L’É C O U L E M E N T

Soit ~Ui et pi la vitesse et la pression dans le fluide i, i = 1,2 où ~Ui =
(

ui

wi

)
dans le repère

~X = (x, z). Les équations de Navier-Stokes pour l’écoulement donnent pour ~X ∈Ωi avec i = 1,2 :




∇~X · ~Ui = 0

∂t~Ui + (~Ui ·∇~X )~Ui =−
1
ρ i

∇~X pi +~g+νi∇~X
2~Ui

(7.1)

avec ρ i et νi les caractéristiques du fluide i, respectivement sa masse volumique et sa viscosité
cinématique et ~g la gravité.

Au fond on impose une condition de non-glissement, la paroi supérieure peut translater
(vitesse tangentielle non-nulle), et du fluide peut s’en échapper (vitesse normale non-nulle) :

u1|z=−h1
= w1|z=−h1

= 0

u2|z=h2
=UP =U0up, w2|z=h2

=Wp =U0wp

(7.2)

Ceci est illustré sur la figure 27 :
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FIGURE 27: Écoulement de deux fluides entre deux plaques
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On peut voir que h1 et h2 sont les hauteurs moyennes des deux fluides et η représente l’écart
relatif à l’état d’équilibre.

À l’interface entre les deux fluides, on raccorde la vitesse et les contraintes :

[u]= [w]= 0
[
~t ·Σ~n

]
= 0,

[
~n ·Σ~n

]
=−σH

(7.3)

avec la notation
[
ϕ

]
=

(
ϕ2 −ϕ1

)∣∣
z=η , Σ =−p1+µ

(
∇~X

~Ui +
(
∇~X

~Ui

)T
)

et H qui représente la

courbure de l’interface. La pression de référence est fixée comme étant la pression du fluide
inférieur, à l’interface :

p1|z=η = P0 (x)= ρ1 gh1 p0 (x) (7.4)

Enfin on restreint l’étude au cas où il n’y a pas de transfert de masse à l’interface entre les
deux fluides :

ηt = wi|z=η−ηx ui|z=η (7.5)

7.2 É Q UAT I O N S A D I M E N S I O N N É E S

7.2.1 Dimensions caractéristiques

On note les variables adimensionnées avec une tilde, et on fait la mise à l’échelle suivante :

x = Lx̃, ui =U0ũi, t =
L

U0
t̃,

z = εLz̃, wi = εU0w̃i, p = ρ1 gh1 p̃.

(7.6)

avec L la longueur d’onde, U0 une vitesse caractéristique (vitesse à l’interface, vitesse
moyenne...). À partir de ces dimensions, on introduit les nombres adimensionnels usuels
suivants :

Nombre de Froude : F2 =
U2

0

gh1
,

Nombre de Reynolds : R =
ρ1h1U0

µ1
=

U0h1

ν1
,

Nombre de Weber : W =
ρ1U2

0 h1

σ

(7.7)
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auxquels on rajoute d,m, r les rapports des hauteurs, des viscosités et des masses volumiques :

d =
h2

h1
, m =

µ2

µ1
, r =

ρ2

ρ1
(7.8)

On peut définir ces ratios dans chaque couche en posant :

d1 =−1, d2 = d, mi =
µi

µ1
, r i =

ρ i

ρ1
, i = 1,2 (7.9)

La figure suivante correspond à la figure 27 qui a été adimensionnée. On ne travaillera plus
que dans ce cadre ci.
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FIGURE 28: Écoulement en variables adimensionnées

7.2.2 Équations de volume

Les équations de Navier-Stokes se développent telles que :





ui,x +wi,z = 0

∂tui +uiui,x +wiui,z =−
1

r iF2
pi,x +

sinθ

εF2
+

mi

r i

1
εR

(
ε2ui,xx +ui,zz

)

∂twi +uiwi,x +wiwi,z =−
1

ε2r iF2
pi,z −

cosθ

ε2F2
+

mi

r i

1
εR

(
ε2wi,xx +wi,zz

)

, i = 1,2
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7.2.3 Conditions aux limites

Les conditions aux limites s’écrivent :

u1|z=−1 = w1|z=−1 = 0

u2|z=d = up, w2|z=d = wp

p1|z=η = p0 (x)

(7.10)

avec les sauts à l’interface :

[u]= [w]= 0
[
~t ·Σ~n

]
= 0,

[
~n ·Σ~n

]
=−σH

(7.11)

où :

Σ =
(

2µiui,x − p µi
(
ui,z +wi,x

)

µi
(
ui,z +wi,x

)
2µiwi,z − p

)

= ρ1U2




2mi
ε

R
ui,x −

1

F2
p

mi

R

(
ui,z +ε2wi,x

)

mi

R

(
ui,z +ε2wi,x

)
2mi

ε

R
wi,z −

1

F2
p




et où ~n,~t,H la normale, la tangente et la courbure s’écrivent :

~n =
1

√
1+ε2η2

x

(
−εηx

1

)
, ~t =

1
√

1+ε2η2
x

(
1

εηx

)

H =
ε2

h1
ηxx

(
1+ε2η2

x

)− 3
2

Ainsi :

Σ~n =
ρ1U2

√
1+ε2η2

x




εηx

(
1

F2
p−2mi

ε

R
ui,x

)
+

mi

R

(
ui,z +ε2wi,x

)

−εηx
mi

R

(
ui,z +ε2wi,x

)
+2mi

ε

R
wi,z −

1

F2
p
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et :

~t ·Σ~n =
ρ1U2

1+ε2η2
x

mi

R

(
2ηxε

2 (
wi,z −ui,x

)
+

(
1−ε2η2

x

)(
ui,z +ε2wi,x

))

=
ρ1U2

1+ε2η2
x

mi

R

(
−4ηxε

2ui,x +
(
1−ε2η2

x

)(
ui,z +ε2wi,x

))

De plus :

[
miui,z

]
=

4ε2ηx

1−ε2η2
x

[
miui,x

]
−ε2 [

miwi,x
]

(7.12)

Alors :

~n ·Σ~n

=
ρ1U2

1+ε2η2
x

(
−

(
1+ε2η2

x

) 1

F2
p+2mi

ε

R

(
wi,z +ε2η2

xui,x

)
−2εηx

mi

R

(
ui,z +ε2wi,x

))

=−ρ1U2

(
1

F2
p+2

ε

R

1−ε2η2
x

1+ε2η2
x

miui,x +2εηx
mi

R
(
1+ε2η2

x
)
(
ui,z +ε2wi,x

))

On obtient l’expression suivante :

[p]+
εF2

R

2

1+ε2η2
x

((
1−ε2η2

x

)[
miui,x

]
+ηx

([
miui,z

]
+ε2 [

miwi,x
]))

=
ε2F2

W
ηxx

(
1+ε2η2

x

)− 3
2

Et en remplaçant
[
miui,z

]
par l’expression déjà trouvée :

[p]=
ε2F2

W
ηxx

(
1+ε2η2

x

)− 3
2 −2

εF2

R

1+ε2η2
x

1−ε2η2
x

[
miui,x

]
(7.13)

Et la condition d’imperméabilité à l’interface est inchangée :

ηt = wi|z=η−ηx ui|z=η (7.14)

7.2.4 Lien avec Charru & Fabre

Dans l’adimensionnement de Charru et Fabre [13], la pression est adimensionnée par la
pression inertielle, le nombre de Weber est pris de l’ordre de ε et leur nombre de Froude (Fr)
diffère de la définition précédente :
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p = ρ1U2
0 p̃

W = ε

Fr =
U2

0

(1− r)gh1
=

F2

(1− r)
⇒ (1− r)Fr = F2

Le système d’équations décrivant la pression s’écrit sous la forme :





pi,z =−
r i cosθ

(1− r)Fr
+mi

ε

R

(
ε2wi,xx +wi,zz

)
−ε2r i

(
∂twi +uiwi,x +wiwi,z

)

[p]= εηxx

(
1+ε2η2

x

)− 3
2 −2

ε

R

1+ε2η2
x

1−ε2η2
x

[
miui,x

]

p1|z=η = p0 (x)

(7.15)

et donc l’équation sur la vitesse tangentielle est :

ui,zz = −
r i

mi

R sinθ

(1− r)Fr
+
εR

mi
pi,x

+
r i

mi
εR

(
∂tui +uiui,x +wiui,z

)
−ε2ui,xx

(7.16)

On retrouve bien l’équation (7) de Charru et Fabre :

ui,zzz =
r i

mi
εR

(
∂tui +uiui,x +wiui,z

)
z

+2ε2wi,xzz −
ε3R

mi
r i

(
∂twi +uiwi,x +wiwi,z

)
x +ε4wi,xxx

(7.17)

Problème : Si dans cette expression (7.16) on veut garder les termes de pression, il faut alors
avoir εR ≈ O (1) or dans la condition (8h) de Charru et Fabre, le Reynolds est explicitement
donné comme étant en O (1).

7.3 É Q UAT I O N S M OY E N N É E S

Le débit dans chaque couche s’écrit :

q1 =
∫η

−1
u1dz q2 =

∫d

η
u2dz

qu’on peut résumer par la formule suivante :

qi = (−1)i
∫di

η
uidz (7.18)
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On utilise la formule de dérivation suivante :

∫di

η(x,t)
ϕx (x, z, t)dz =

(∫di

η(x,t)
ϕ (x, z, t)dz

)

x
+ϕ

(
x,η (x, t) , t

)
ηx (x, t) (7.19)

7.3.1 Conservation de la masse

On intègre l’équation de conservation de la masse :

∫di

η

(
ui,x +wi,z

)
dz =

∫di

η
ui,xdz+

∫di

η
wi,zdz

=
(∫di

η
uidz

)

x
+ηx ui|η+ wi|di

− wi|η

= (−1)i qi,x + (i−1)wp −ηt

ce qui nous donne :

ηt + (−1)i+1 qi,x + (1− i)wp = 0, i = 1,2 (7.20)

7.3.2 Modèle à deux équations

La conservation de la quantité de mouvement suivant~x s’écrit :

∫di

η

(
∂tui +uiui,x +wiui,z

)
dz

=
∫di

η

(
∂tui +

(
u2

i

)
,x + (wiui),z −ui

(
ui,x +wi,z

))
dz

=
∫di

η

(
∂tui +

(
u2

i

)
,x + (wiui),z

)
dz

=
(∫di

η
uidz

)

t
+ηt ui|η+

(∫di

η
u2

i dz
)

x
+ηx u2

i

∣∣
η
+ wiui|di

− wiui|η

= (−1)i qi,t +
(∫di

η
u2

i dz
)

x
+ ui|η

(
ηt +ηx ui|η− wi|η

)
+ wiui|di

= (−1)i qi,t +
(∫di

η
u2

i dz
)

x
+ (i−1)wpup

or :

∂tui +uiui,x +wiui,z =−
1

r iF2
pi,x +

sinθ

εF2
+

mi

r i

1
εR

(
ε2ui,xx +ui,zz

)
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Donc :

∫di

η

(
−

δ

r iβ
pi,x +

λsinθ

β
+

mi

r i

1
β

(
ε2ui,xx +ui,zz

))
dz

=−
δ

r iβ

∫di

η
pi,xdz+

λsinθ

β

(
di −η

)

+
mi

r i

1
β

(
ui,z

∣∣
di
− ui,z

∣∣
η

)
+

mi

r i

ε2

β

∫di

η
ui,xxdz

En utilisant la conservation de la masse, on obtient :





ηt + (−1)i+1qi,x = 0

(−1)i+1qi,t +
(∫η

di

u2
i dz

)

x
+

δ

r iβ

∫η

di

pi,xdz+ (1− i)wpup

=
1
β

mi

r i

(
r iλsinθ

mi

(
η−di

)
+ ui,z

∣∣
η− ui,z

∣∣
di

)
+

mi

r i

ε2

β

∫η

di

ui,xxdz

, i = 1,2 (7.21)

On peut prendre indifféremment le système avec comme variables
(
η, q1

)
ou

(
η, q2

)
. Si on

choisit la couche inférieure comme référence, on obtient :





ηt + q1,x = 0

q1,t +
(∫η

−1
u2

1dz
)

x
+

δ

β

∫η

−1
p1,xdz

=
1
β

(
λsinθ

(
η+1

)
+ u1,z

∣∣
η− ui,z

∣∣
−1

)
+
ε2

β

∫η

−1
u1,xxdz

(7.22)

7.4 A S Y M P T O T I Q U E O N D E L O N G U E

Dans cette partie on met en place un paramétrage servant pour réaliser un développement
formel des champs de pression et de vitesse.

Les systèmes d’équations différentielles à résoudre pour la pression et les deux composantes
de la vitesses sont :





pi,z =−r i cosθ+mi
εF2

R

(
ε2wi,xx +wi,zz

)
−ε2r iF2 (

∂twi +uiwi,x +wiwi,z
)

[p]=
ε2F2

W
ηxx

(
1+ε2η2

x

)− 3
2 −2

εF2

R

1+ε2η2
x

1−ε2η2
x

[
miui,x

]

p1|z=η = p0 (x)

(7.23)
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et :




ui,zz =−
r i

mi

R sinθ

F2
+

εR

miF2
pi,x +

r i

mi
εR

(
∂tui +uiui,x +wiui,z

)
−ε2ui,xx

[
miui,z

]
=

4ε2ηx

1−ε2η2
x

[
miui,x

]
−ε2 [

miwi,x
]

[u]= 0

u1|z=−1 = 0

u2|z=d = up

(7.24)





wi,z =−ui,x

[w]= 0

w1|z=−1 = 0

w2|z=d = wp

(7.25)

On introduit alors α,β,δ,κ,λ de nouveaux nombres adimensionnels dérivés du Reynolds, du
Froude et du Weber :

α=
εF2

R
, β= εR, δ=

εR

F2
, κ=

ε2F2

W
, λ=

R

F2

Ainsi les systèmes se réécrivent :





pi,z =−r i cosθ+αmi
(
ε2wi,xx +wi,zz

)
−αβr i

(
∂twi +uiwi,x +wiwi,z

)

[p]= κηxx
(
1+ε2η2

x

)− 3
2 −2α

1+ε2η2
x

1−ε2η2
x

[
miui,x

]

p1|z=η = p0 (x)

(7.26)

et :




ui,zz =−
r i

mi
λsin(θ)+

δ

mi
pi,x +

r i

mi
β

(
∂tui +uiui,x +wiui,z

)
−ε2ui,xx

[
miui,z

]
=

4ε2ηx

1−ε2η2
x

[
miui,x

]
−ε2 [

miwi,x
]

[u]= 0

u1|z=−1 = 0

u2|z=d = up

(7.27)

Les équations sur w restent les mêmes.
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7.4.1 Validité du développement

On fait les hypothèses suivantes, de manière à conserver les termes de pression dans le
développement de la vitesse :

α,β≪ 1, δ,λ,κ≃O (1) (7.28)

Si on pose R = εr et λ= εl alors

α≤ ε⇒ ε−l ≤ 1⇒ εl > 1⇒ l < 0

β≤ ε⇒ r > 0

δ≥ 1⇒ ε1+l ≥ 1⇒ 1+ l ≤ 0⇒ l ≤−1

donc l’asymptotique est réalisée sous les hypothèses suivantes :

R = εr, r > 0

λ= εl , l ≤−1

Ce qui donne :

α≤ ε2, δ≥ 1

β≤ ε, λ≥
1
ε

ou encore F2 ≤ εR ≤ ε (7.29)

Les systèmes à résoudre pour obtenir la vitesse et la pression jusqu’à l’ordre deux sont les
suivants :





pi,z =−r i cosθ+O
(
ε2)

[p]= κηxx +O
(
ε2)

p1|z=η = p0 (x)

(7.30)

et :




ui,zz =−
r i

mi
λsin(θ)+

δ

mi
pi,x +

r i

mi
β

(
∂tui +uiui,x +wiui,z

)
+O

(
ε2)

[
miui,z

]
=O

(
ε2)

[ui]= 0

u1|z=−1 = 0

u2|z=d = up

(7.31)
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wi,z =−ui,x

[w]= 0

w1|z=−1 = 0

w2|z=d = wp

(7.32)

7.4.2 Pression

L’équation de la pression s’intègre facilement et donne :

pi = p0 (x)+
(
η− z

)
r i cosθ+ (i−1)κηxx +O

(
ε2

)
(7.33)

Le gradient de pression s’écrit :

pi,x = p0,x (x)+ηxr i cosθ+ (i−1)κηxxx +O

(
ε2

)
(7.34)

7.4.3 Développement de la vitesse et de la pression

La vitesse et la pression de référence s’écrivent comme la somme de la solution uniforme, la
solution stationnaire en x (notée par une barre), une perturbation d’ordre zéro qui donne la
solution non-uniforme, et une perturbation en ε et en β :

ui (z, x, t) = ūi (z)+u(0)
i (z, x, t)+εu(1)

i,ε (z, x, t)+βu(1)
i,β (z, x, t)+O (ε2)

p0,x (x, t) = p0,x + p(0)
0,x (x, t)+εp(1)

0,x (x, t)+O (ε2)
(7.35)

Par commodité, nous utiliserons la notation suivante, ce qui permet de traiter ensemble les
deux développements en ε et β pour la vitesse (même si mathématiquement u(1)

i n’est pas
bornée) :

u(1)
i = u(1)

i,ε+
β
ε

u(1)
i,β

ui (z, x, t) = ūi (z)+u(0)
i (z, x, t)+εu(1)

i (z, x, t)+O (ε2)
(7.36)

En intégrant directement le gradient pression on obtient la pression en tous points des
fluides :

pi,x = p0,x +ηxr i cosθ+ (i−1)κηxxx + p(0)
0,x (x, t)+εp(1)

0,x (x, t)+O

(
ε2

)
(7.37)

De même la vitesse à la paroi se décompose en une partie constante et une partie variable
en x :

up (x, t) = ūp +u(0)
p (x, t)

wp (x, t) = 0+w(0)
p (x, t)

(7.38)
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7.4.4 Solution uniforme

On pose :

ūx = 0, w̄ = 0, ūt = 0 η= 0

Les systèmes à résoudre deviennent :





ūi,zz =−
r i

mi
λsin(θ)+

δ

mi
p0,x

[
mi ūi,z

]
z=0 = 0

[ūi]z=0 = 0

ū1|z=−1 = 0

ū2|z=d = ūp

(7.39)

avec :




ūi = K i2
z2

2
+K i1z+K i0

mK21 −K11 = 0

K20 −K10 = 0
1
2 K12 −K11 +K10 = 0
d2

2 K22 +dK21 +K20 = ūp

K22 =
δ

m
p0,x −

r

m
λsinθ

K12 = mK22

(7.40)

Ainsi :

ūi =
m

mi

(
K22

z2

2
+K21z

)
+K20

où :




K22 =
λ

m

(
εp0,x − rsin(θ)

)

K21 =
1

d+m

(
ūp +

m−d2

2
K22

)

K20 =
m

d+m

(
ūp −

d (1+d)
2

K22

)
(7.41)

Vitesse à l’interface

Si la vitesse de référence est la vitesse à l’interface, alors :

1= u1|z=0 = u2|z=0 = K20 = K10
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K22 =
2

d (1+d)

(
ūp −

m+d

m

)

K21 =
1

d (1+d)

(
ūp +

d2 −m

m

)

La solution uniforme est donc donnée par :





ū1 =
z

d (1+d)

(
m (1+ z)

(
ūp −1

)
+d (d− z)

)
+1

ū2 =
z

d (1+d)

(
(1+ z)

(
ūp −1

)
+

d (d− z)
m

)
+1

La constante K22 dimensionnée vaut :

mK22 = δp0,x − rλ=
h2

1

µ1U0

(
P0,x −ρ2 gsinθ

)

et donc :

U0 =
m

m+d
Up +

h2
1

2µ1

(
ρ2 gsinθ−P0,x

) d (1+d)
m+d

Si K22 = 0 (λ= 0 et P0 =constante) (écoulement de type Couette : uniquement le mouvement de
la paroi supérieure), on a :

U0 = m
m+dUp

ū1 = z+1

ū2 = z
m +1

dans le cas Up = 0 (paroi immobile) et θ = 0 (fond plat) (Poiseuille)

U0 =−
h2

1

2µ1
P0,x

d (1+d)
m+d

ū1 =
z

d (1+d)

(
d2 −m− (m+d) z

)
+1

ū2 =
z

d (1+d)

(
− (1+ z)+

d (d− z)
m

)
+1
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7.4.5 Solution à l’ordre 0

Vitesse tangentielle

Le système à résoudre est :





u(0)
i,zz =

δ

mi

(
p(0)

0,x +ηxr i cosθ+ (i−1)κηxxx

)

[
mi

(
ūi,z +u(0)

i,z

)]
= 0

[
ūi +u(0)

i

]
= 0

u(0)
i

∣∣∣
z=di

= (i−1)u(0)
p

(7.42)

Alors la perturbation de la vitesse s’écrit :

u(0)
i,z =

(
z−η

) δ

mi

(
p(0)

0,x +ηxr i cosθ+ (i−1)κηxxx

)
+ u(0)

i,z

∣∣∣
z=η

u(0)
i = u(0)

i

∣∣∣
z=di

+
∫z

di

u(0)
i,ζ (ζ)dζ

= (i−1)u(0)
p

+ (z−di)
[(

z+di

2
−η

)
δ

mi

(
p(0)

0,x +ηxr i cosθ+ (i−1)κηxxx

)
+ u(0)

i,z

∣∣∣
z=η

]

et la valeur des contraintes à l’interface u(0)
i,z

∣∣∣
z=η

(x, t) se trouve avec le raccord de la vitesse et

de la contrainte à l’interface :




[
mi

(
ūi,z +u(0)

i,z

)]
=

[
miu

(0)
i,z

]
= 0

[
u(0)

i

]
=− [ūi]= (m−1)

(
K22

η2

2
+K21η

) (7.43)

le raccord des dérivées permet de ne garder que u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

comme inconnue :

u(0)
1,z

∣∣∣
z=η

= m u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

et donc :

u(0)
i = (i−1)u(0)

p +
z−di

mi

[(
z+di

2
−η

)
δ

(
p(0)

0,x +ηxr i cosθ+ (i−1)κηxxx

)
+m u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

]
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et le raccord des vitesses permet de trouver u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

:

(m−1)
(
K22

η2

2 +K21η
)
= u(0)

p −
(
η−d

)2

−m
(
η+1

)2

2m
δp(0)

0,x

−
r
(
η−d

)2

−m
(
η+1

)2

2m
δηx cosθ

−
(
η−d

)2

2m
δκηxxx +

(
η−d−

(
η+1

)
m

)
u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

(7.44)

mais u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

dépend de la perturbation de la pression de référence p(0)
0,x (x, t) qui est inconnue.

Vitesse normale

On a :

w(0)
i,z =−u(0)

i,x

= (1− i)u(0)
p,x +

z−di

mi

(
δηx

(
p(0)

0,x +ηxr i cosθ+ (i−1)κηxxx

)
−m

(
u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

)

,x

)

−
z−di

mi
δ

(
z+di

2
−η

)(
p(0)

0,xx +ηxxr i cosθ+ (i−1)κηxxxx

)

or w(0)
i

∣∣∣
z=di

= (i−1)w(0)
p donc w(0)

i = (i−1)w(0)
p +

∫z

di

w(0)
i,ζ (ζ)dζ, et :

w(0)
i = (1− i)

(
(z−di)u(0)

p,x −w(0)
p

)

+ (z−di)
2

2mi

(
δηx

(
p(0)

0,x +ηxr i cosθ+ (i−1)κηxxx

)
−m

(
u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

)

,x

)

+ (z−di)
2

2mi
δ

(
η−

z+2di

3

)(
p(0)

0,xx +ηxxr i cosθ+ (i−1)κηxxxx

)

On peut avoir une équation différentielle sur la pression p(0)
x en écrivant le raccord de w(0)

i ,
mais c’est assez lourd à résoudre.

Débit volumique total

Considérons plutôt le débit volumique total Q . Q est la somme du débit de l’écoulement
liquide et du débit de l’écoulement gazeux :

Q =
∫η

−1
u1dz+

∫d

η
u2dz

D’après la formule 7.20, la variation du débit suivant x vaut :

Qx = q1,x + q2,x =−w(0)
p
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Qx =
(∫η

−1
u1dz+

∫d

η
u2dz

)

x

=
∫η

−1
u1,xdz+ηx u1|z=η+

∫d

η
u2,xdz−ηx u2|z=η

=−
∫η

−1
w1,zdz−

∫d

η
w2,zdz−ηx [ui]

= [wi]−w(0)
p −ηx [ui]

Or on a déjà assuré la continuité de la vitesse [ui] = 0 donc Qx +w(0)
p = [wi] = 0. On peut

remplacer la condition de continuité de la vitesse normale par un débit total constant. Si on
suppose qu’il existe une abscisse de l’écoulement pour laquelle les perturbations du débit et
de la vitesse normale s’annulent, le débit est donné plus simplement à l’aide de l’écoulement
uniforme :

Q (x, t)+
∫x

wp (ξ, t)dξ= Q̄ (x, t)+ w̄p (x, t)= q̄1 + q̄2 (7.45)

où :




q̄1 =
∫0

−1
ū1dz = m

(
K22

1
6
−K21

1
2

)
+1

q̄2 =
∫d

0
ū2dz = K22

d3

6
+K21

d2

2
+d

et si on exprime ce débit avec l’écoulement uniforme et la perturbation, on obtient :

Q =
[∫di

z

(
ūi (ζ)+u(0)

i (ζ, x, t)
)
dζ

]
+O (ε)

=
[∫di

0
ūi (ζ)dζ

]
+

[∫0

z
ūi (ζ)dζ

]
+

[∫di

z
u(0)

i (ζ, x, t)dζ
]
+O (ε)

=
∫d

0
ū2 (ζ)dζ+

∫0

−1
ū1 (ζ)dζ−

[∫z

0
ūi (ζ)dζ

]
+

[∫di

z
u(0)

i (ζ, x, t)dζ
]
+O (ε)

= q̄2 + q̄1 −
[∫z

0
ūi (ζ)dζ

]
+

[∫di

z
u(0)

i (ζ, x, t)dζ
]
+O (ε)

et :

[∫di

z
u(0)

i (ζ, x, t)dζ
]
=

[∫z

0
ūi (ζ)dζ

]
−

∫x
w(0)

p +O (ε)
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Appelons Ψ les variations de la solution uniforme autour de η :

Ψ=
[∫z

0
ūi (ζ)dζ

]
= (1−m)

(
K22

η3

6
+K21

η2

2

)

De plus :

∫di

z
u(0)

i (ζ, x, t)dζ = (i−1)(di − z)u(0)
p

− (z−di)
2

2mi

[(
z+2di

3
−η

)
δ

(
p(0)

0,x +ηxr i cosθ+ (i−1)κηxxx

)
+m u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

]

et :

[∫di

z
u(0)

i (ζ, x, t)dζ
]

=
(
d−η

)
u(0)

p −
(
η−d

)2

−m
(
η+1

)2

2
u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

+
(

r
(
η−d

)3 −m
(
η+1

)3

3m

)
δηx cosθ

+
(
η−d

)3

3m
δκηxxx +

(
η−d

)3 −m
(
η+1

)3

3m
δp(0)

0,x

Introduisons les notations suivantes :

F
(
η
)

=
(
η−d

)3 −m
(
η+1

)3

6m

G
(
η
)

=
r
(
η−d

)3 −m
(
η+1

)3

6m

(7.46)

Alors :

[∫di

z
u(0)

i (ζ, x, t)dζ
]

=
(
d−η

)
u(0)

p −mFη u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

+2Gδηx cosθ

+
(
η−d

)3

3m
δκηxxx +2Fδp(0)

0,x

Ainsi :

Ψ−
∫x

w(0)
p =

(
d−η

)
u(0)

p −mFη u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

+2Fδp(0)
0,x +2Gδηx cosθ+

(
η−d

)3

3m
δκηxxx (7.47)

On peut remarquer que dans l’équation de continuité de la vitesse (7.44) apparaissent les
dérivées de F, G, H, et Ψ :

−Ψη = u(0)
p +mFηη u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

−Fηδp(0)
0,x −Gηδηx cosθ−

(
η−d

)2

2m
δκηxxx (7.48)
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Les deux équations (7.47) et (7.48) forment un système linéaire en u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

et p(0)
0,x :





Ψ−
∫x w(0)

p =
(
d−η

)
u(0)

p −mFη u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

+2Fδp(0)
0,x +2Gδηx cosθ+

(
η−d

)3

3m
δκηxxx

−Ψη = u(0)
p +mFηη u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

−Fηδp(0)
0,x −Gηδηx cosθ−

(
η−d

)2

2m
δκηxxx

Comme 2FFηη−F2
η 6= 0, le système linéaire peut être résolu, et on trouve :





m u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

=
(
2FFηη−F2

η

)−1
[
Fη

(
Ψ−

∫x
w(0)

p

)
−2FΨη−

(
2F +

(
d−η

)
Fη

)
u(0)

p

+2
(
FGη−GFη

)
δηx cosθ+

(
η−d

)2

m

(
F −

(
η−d

)

3
Fη

)
δκηxxx




δp(0)
0,x =

(
2FFηη−F2

η

)−1
[
Fηη

(
Ψ−

∫x
w(0)

p

)
−FηΨη−

(
Fη+

(
d−η

)
Fηη

)
u(0)

p

+
(
FηGη−2GFηη

)
δηx cosθ+

(
η−d

)2

2m

(
Fη−

2
(
η−d

)

3
Fηη

)
δκηxxx




On peut linéariser ces équations :




m u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

=
(
2F (0)Fηη (0)−F2

η (0)
)−1

[
−

(
Fη (0)+ηFηη (0)

)∫
w(0)

p −2ηF (0)Ψηη (0)

−
(
2F (0)+dFη (0)+η

(
Fη (0)+dFηη (0)

))
u(0)

p

+2
(
F (0)Gη (0)−G (0)Fη (0)

)
δηx cosθ+

d2

m

(
F (0)+ d

3 Fη (0)
)
δκηxxx

]

+O
(
η2)

δp(0)
0,x =

(
2F (0)Fηη (0)−F2

η (0)
)−1

[
−

(
Fηη (0)+ηFηηη (0)

)∫
w(0)

p −ηFη (0)Ψηη (0)

−
(
Fη (0)+dFηη (0)+ηdFηηη (0)

)
u(0)

p

+
(
Fη (0)Gη (0)−2G (0)Fηη (0)

)
δηx cosθ+

d2

2m

(
Fη (0)+ 2d

3 Fηη (0)
)
δκηxxx

]

+O
(
η2)

Ce qui s’écrit aussi :
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m u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

=
((

d2 −m
)2 +4md (1+d)2

)−1
[
6m

(
2η (m+d)−d2 +m

)∫
w(0)

p

+4mηK21 (1−m)
(
m+d3)

+6m
(
2m+3dm−d3 +3η

(
d2 +m+2md

))
u(0)

p

+2md2 (1+d) (1− r)δηx cosθ−2md2 (1+d)δκηxxx
]
+O

(
η2)

δp(0)
0,x =

((
d2 −m

)2 +4md (1+d)2
)−1

[
−12m

(
η (1−m)− (m+d)

)∫
w(0)

p

+2mηK21 (1−m)
(
m+d3)

+6m
(
m+2dm+d2 +2ηd (m−1)

)
u(0)

p

−
(
rd4 +4mrd3 +3mrd2 +3md2 +4md+m2)

δηx cosθ

−d2 (
d2 +3m+4dm

)
δκηxxx

]
+O

(
η2)

Les résultats de Charru et Fabre [13] s’obtiennent en prenant η= εη (εx, t) (petites perturba-
tions) et u(0)

p = w(0)
p = 0 :





m u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

= η
−2F (0)Ψηη (0)

(
2F (0)Fηη (0)−F2

η (0)
) =−K21η

4m (m−1)
(
m+d3)

(
d2 −m

)2 +4md (1+d)2

δp(0)
0,x = η

−Fη (0)Ψηη (0)
(
2F (0)Fηη (0)−F2

η (0)
) = K21η

6m
(
d2 −m

)
(m−1)

(
d2 −m

)2 +4md (1+d)2





a(0)
23 =

δ

6m
p(0)

0,x

a(0)
22 =

u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

2
−

δ

3m
p(0)

0,x

7.5 M O D È L E D E P R E S S I O N E T C O N T R A I N T E À L’ I N T E R FA C E

Jurman et McCready [24] ont proposé un modèle Saint-Venant pour un film liquide entraîné
par un écoulement turbulent. Il s’agit d’un modèle qualitatif basé sur les résultats expérimen-
taux de Abrams et Hanratty [1] sur le cisaillement d’un gaz au-dessus d’une surface solide
rugueuse (de forme sinusoïdale). Bien que dans notre cas le gaz n’est pas turbulent, on peut
justifier les corrélations utilisées.

Si on garde les dérivées de η en espace, c’est-à-dire en prenant η = εη (x, t) on peut écrire

la contrainte à l’interface τ = m u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

(ainsi que la pression) sous une forme τsrη+τsiηx
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ainsi que proposé dans l’article de Jurman et McCready [24]. On retrouve effectivement une
expression analogue, mais qui contient aussi un terme correctif de tension de surface :





τ = τsrη+τsiηx +τκηxxx

τsr =−
K214m (m−1)

(
m+d3)

(
d2 −m

)2 +4md (1+d)2

τsi =−
2md2δcosθ (d+1)(r−1)
(
d2 −m

)2 +4md (1+d)2

τκ =−
2md2δκ (1+d)

(
d2 −m

)2 +4md (1+d)2

La pression s’écrit sous la même forme





δp(0)
0,x = δp(0)

0,x,srη+δp(0)
0,x,siηx +δp(0)

0,x,κηxxx

δp(0)
0,x,sr =

6m
(
d2 −m

)
(m−1)

(
d2 −m

)2 +4md (1+d)2

δp(0)
0,x,si =−

δcosθ
(
d4r+3d2m+3mrd2 +m2 +4rd3m+4md

)
(
d2 −m

)2 +4md (1+d)2

δp(0)
0,x,κ =−

d2δκ
(
d2 +3m+4md

)
(
d2 −m

)2 +4md (1+d)2

7.6 S TA B I L I T É L I N É A I R E

On cherche à écrire l’équation linéarisée pour ensuite étudier la stabilité linéaire.
L’équation régissant l’écoulement est :

ηt + q1,x = 0

De plus :

u(0)
i = (i−1)u(0)

p

+
z−di

mi

[(
z+di

2
−η

)
δ

(
p(0)

0,x +ηxr i cosθ+ (i−1)κηxxx

)
+m u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

]
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et :

∫η

−1
u(0)

i (ζ, x, t)dζ=
(
η+1

)2

2

((
η−2

3
−η

)
δ

(
p(0)

0,x +ηx cosθ
)
+m u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

)

Ainsi :

q1
(
η
)

=
∫η

−1

(
ū1 +u(0)

1

)
(ζ, x, t)dζ+O (ε)

=
(
η+1

)(
m

(
K22

η2 −η−1
6

+K21

(
η−1

)

2

)
+1

)

+
(
η+1

)2

2

(
m u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

−
2
3

(
η+1

)
δ

(
p(0)

0,x +ηx cosθ
))
+O (ε)

Proposition 10. Le système linéaire associé est :





m u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

=
((

d2 −m
)2 +4md (1+d)2

)−1 [
4mηK21 (1−m)

(
m+d3)

+2md2 (1+d) (1− r)δηx cosθ−2md2 (1+d)δκηxxx
]
+O

(
η2)

δp(0)
0,x =

((
d2 −m

)2 +4md (1+d)2
)−1 [

2mηK21 (1−m)
(
m+d3)

−
(
rd4 +4mrd3 +3mrd2 +3md2 +4md+m2)

δηx cosθ

−d2 (
d2 +3m+4dm

)
δκηxxx

]
+O

(
η2)

On a alors :

q1,x = ηx +
((

d2 −m
)2 +4md (1+d)2

)−1
[

4
3

mηxK21 (1−m)
(
m+d3)

−1
3

((
d2 −m

)2 +4md (1+d)2
)
δηxx cosθ+md2 (1+d) (1− r)δηxx cosθ

+
1
3

(
rd4 +4mrd3 +3mrd2 +3md2 +4md+m2)

δηxx cosθ

−md2 (1+d)δκηxxxx +
1
3

d2 (
d2 +3m+4dm

)
δκηxxxx

]

+O
(
ε+η2)

On se place dans le cas petite amplitude en prenant η= εη (εx, t) et u(0)
p = w(0)

p = 0, on retrouve
les coefficients de Charru et Fabre [13] :

ηt +ηx


1+

3m u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

−2δp(0)
0,x

6η


=O (ε)

ηt + c(0)
0 ηx =O (ε)
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c(0)
0 = 1+

3m u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

−2δp(0)
0,x

6

= 1+K21
2md2 (1−m) (d+1)

(
d2 −m

)2 +4md (1+d)2

En linéarisant la vitesse autour de η(t, x)= 0, on obtient :

c(0)
0 = K20 +2K21

md2 (1+d) (1−m)
(
d2 −m

)2 +4md (1+d)2

+
δd3 (m+d)

(
κηxxxx −ηxx (1− r)cosθ

)

3ηx

((
d2 −m

)2 +4md (1+d)2
)

= K20 +L(m,d)+
δd3 (m+d)

(
κηxxxx −ηxx (1− r)cosθ

)

3ηx

((
d2 −m

)2 +4md (1+d)2
)

On obtient l’équation de dispersion en posant η= ei(kx−ωt) dans l’équation ηt + c(0)
0 ηx = 0 :

ω= k (K20 +L(m,d))− ik3δd3 (m+d)
(
(1− r)cosθ+κk2)

3k
((

d2 −m
)2 +4md (1+d)2

)

la célérité des ondes est cr = ℜ
ω

k
= K20 + L(m,d) et le taux de croissance temporelle est

ωi =ℑω=−k3δd3 (m+d)
(
(1− r)cosθ+κk2)

3k
((

d2 −m
)2 +4md (1+d)2

) qui définit une fréquence critique kc donnée par :

k2
c =

(r−1)cosθ
κ

donc l’ordre zéro est linéairement instable pour les k ≤ kc seulement si le fluide le plus lourd se

trouve au-dessus (r > 1 ou θ >
π

2
). Sans la tension de surface, le système est instable.

7.7 S O L U T I O N À L’O R D R E 1

Maintenant que nous avons un développement complet des champs de vitesse et de pression
à l’ordre 0, nous pouvons les utiliser pour développer la solution à l’ordre suivant et écrire des
modèles à deux équations.
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Vitesse tangentielle

La perturbation de la vitesse à l’ordre 1 est solution du système suivant :





u(1)
i,zz =

δ

mi
p(1)

0,x +
r i

mi

β

ε

(
∂tu

(0)
i +

(
ūi +u(0)

i

)
u(0)

i,x +w(0)
i

(
ūi,z +u(0)

i,z

))

[
miu

(1)
i,z

]
= 0

[
u(1)

i

]
= 0

u(1)
i

∣∣∣
z=di

= 0

(7.49)

où :

u(0)
i = f

(
z,η,ηx,ηxxx,u(0)

p , p(0)
0,x, u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

)

w(0)
i = f

(
z,η,ηx,ηxx,ηxxx,ηxxxx,u(0)

p,x,w(0)
p , u(0)

2,z

∣∣∣
z=η

,
(

u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

)

,x
, p(0)

0,x, p(0)
0,xx

)

u(0)
2,z

∣∣∣
z=η

= f
(
η,ηx,ηxxx,u(0)

p ,
∫

w(0)
p

)

p(0)
0,x = f

(
η,ηx,ηxxx,u(0)

p ,
∫

w(0)
p

)

De plus, on peut transformer la dérivée temporelle de la surface libre en une dérivée spatiale
en utilisant la relation :

ηt =−q(0)
1,x +O (ε)

et donc :

u(1)
i,zz = f

(
z,η,ηx,ηxx,ηxxx,ηxxxx,u(0)

p ,u(0)
p,x,

∫
w(0)

p ,w(0)
p

)

Ainsi les termes faisant intervenir les dérivées de la vitesse se mettent sous la forme d’un
polynôme en z dont les coefficients ne dépendent que de η, de ses dérivées et de la vitesse de la
paroi supérieure (les coefficients φi j sont entièrement déterminés par les résultats de l’ordre
0) :

∂tu
(0)
i +

(
ūi +u(0)

i

)
u(0)

i,x +w(0)
i

(
ūi,z +u(0)

i,z

)

=
6∑

j=2
j ( j−1)φi j

(
η,ηx,ηxx,ηxxx,ηxxxx,u(0)

p ,u(0)
p,x,

∫
w(0)

p ,w(0)
p

)
z j−2 (7.50)

Donc la perturbation à l’ordre 1 de la vitesse s’intègre facilement :

u(1)
i,zz =

δ

mi
p(1)

0,x +
r i

mi

β

ε

6∑

j=2
j ( j−1)φi j z

j−2



7.7 S O L U T I O N À L’O R D R E 1 179

u(1)
i,z = u(1)

i,z

∣∣∣
η
+

∫z

η
u(1)

i,zz

= u(1)
i,z

∣∣∣
η
+

(
z−η

) δ

mi
p(1)

0,x +
r i

mi

β

ε

6∑

j=2
jφi j

(
z j−1 −η j−1

)

Le raccord des contraintes à l’interface s’écrit :
[
miu

(1)
i,z

]
= m u(1)

2,z

∣∣∣
η
− u(1)

1,z

∣∣∣
η
= 0

où :

u(1)
i,z =

1
mi

(
m u(1)

2,z

∣∣∣
η
+

(
z−η

)
δp(1)

0,x + r i
β

ε

6∑

j=2
jφi j

(
z j−1 −η j−1

))

et :

u(1)
i = u(1)

i

∣∣∣
di
+

∫z

di

u(1)
i,z

= z−di
mi

(
m u(1)

2,z

∣∣∣
η
+

(
z+di

2 −η
)
δp(1)

0,x + r i
β
ε

∑6
j=2φi j

(
z j−d j

i
z−di

− jη j−1
))

Or :

(z−di)
j−1∑

k=0
zkd j−1−k

i =
j−1∑

k=0
zk+1d j−1−k

i −
j−1∑

k=0
zkd j−k

i

=
j∑

p=1
zpd j−p

i −
j−1∑

k=0
zkd j−k

i

=
j−1∑

p=1
zpd j−p

i + z j −
j−1∑

k=1
zkd j−k

i −d j
i

= z j −d j
i

donc

u(1)
i =

z−di

mi

(
m u(1)

2,z

∣∣∣
η
+

(
z+di

2
−η

)
δp(1)

0,x + r i
β

ε

6∑

j=2

j−1∑

k=0
φi j

(
zkd j−1−k

i − jη j−1
))

Il reste à déterminer u(1)
2,z

∣∣∣
η

et p(1)
0,x. La continuité de la vitesse donne :

[
u(1)

i

]
=

((
η−d

)
−m

(
η+1

))
u(1)

2,z

∣∣∣
η
−

((
η−d

)2 −m
(
η+1

)2
) δ

2m
p(1)

0,x

+
β
ε

m

6∑

j=2

j−1∑

k=0

(
rφ2 j

(
η−d

)(
ηkd j−1−k − jη j−1

)
−m

(
η+1

)
φ1 j

(
ηk (−1) j−1−k − jη j−1

))
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Ainsi :
[
u(1)

i

]
= mFηη u(1)

2,z

∣∣∣
η
−Fηδp(1)

0,x

+β
ε

6∑

j=2

( r

m
φ2 j

(
(1− j)η j −

(
d j−1 − jη j−1)

d
)
−φ1 j

(
(1− j)η j +

(
(−1) j−1 − jη j−1)))

= mFηη u(1)
2,z

∣∣∣
η
−Fηδp(1)

0,x

+
β
ε

m

6∑

j=2

(
(1− j)η j

(
rφ2 j −mφ1 j

)
−

(
rφ2 j

(
d j−1 − jη j−1)

d+mφ1 j
(
(−1) j−1 − jη j−1)))

Conservation du débit

On procède comme à l’ordre zéro, en poussant le développement du débit jusqu’à l’ordre
suivant :

Q =
[∫di

z

(
ūi (ζ)+u(0)

i (ζ, x, t)+εu(1)
i (ζ, x, t)

)
dζ

]
+O (ε2)

=
[∫di

z
ūi (ζ)dζ

]
+

[∫di

z

(
u(0)

i (ζ, x, t)+εu(1)
i (ζ, x, t)

)
dζ

]
+O (ε2)

=
[∫di

0
ūi (ζ)dζ

]
+

[∫0

z
ūi (ζ)dζ

]
+

[∫di

z

(
u(0)

i (ζ, x, t)+εu(1)
i (ζ, x, t)

)
dζ

]
+O (ε2)

=
∫d

0
ū2 (ζ)dζ+

∫0

−1
ū1 (ζ)dζ−

[∫z

0
ūi (ζ)dζ

]
+

[∫di

z

(
u(0)

i (ζ, x, t)+εu(1)
i (ζ, x, t)

)
dζ

]
+O (ε2)

= q̄2 + q̄1 −
[∫z

0
ūi (ζ)dζ

]
+

[∫di

z

(
u(0)

i (ζ, x, t)+εu(1)
i (ζ, x, t)

)
dζ

]
+O (ε2)

avec :
[∫di

z

(
u(0)

i (ζ, x, t)+εu(1)
i (ζ, x, t)

)
dζ

]
=

[∫z

0
ūi (ζ)dζ

]
−

∫x
w(0)

p +O (ε2)

On obtient comme condition :
[∫di

z
u(1)

i (ζ, x, t)dζ
]
=O (ε2)
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et :

∫di

z
u(1)

i (ζ, x, t)dζ =− (z−di)2

2mi

(
m u(1)

2,z

∣∣∣
η
+

(
z+2di

3
−η

)
δp(1)

0,x

)

+
r i

mi

β

ε

6∑

j=2
φi j

(
jd j+1

i − z j+1

j+1
+ zd j

i − jη j−1 z2 −d2
i

2

)

=− (z−di)2

2mi

(
m u(1)

2,z

∣∣∣
η
+

(
z+2di

3
−η

)
δp(1)

0,x

)

+
r i

mi

β

ε

6∑

j=2

j−1∑

k=0
φi j (z−di)

(
zkd j−1−k

i − jη j−1
)

alors :
[∫di

z
u(1)

i (ζ, x, t)dζ
]

= 2Fδp(1)
0,x −mFη u(1)

2,z

∣∣∣
η

+
β
ε

m

6∑

j=2

(
rφ2 j

(
jd j+1 −η j+1

j+1
+ηd j − jη j−1η

2 −d2

2

)

−mφ1 j

(
j (−1) j+1 −η j+1

j+1
+η (−1) j − jη j−1η

2 +1
2

))

Pour simplifier, posons :

Φi
(
z,η

)
=

6∑

j=2
φi j

(
η
)(

z j −d j
i

)

On a alors :

[Φi]=
6∑

j=2
φ2 j

(
η j −d j

)
−φ1 j

(
η j − (−1) j)

[
r iΦi,z

]
=

6∑

j=2
jη j−1 (

rφ2 j −φ1 j
)

∫di

z
Φidz =

6∑

j=2

φi j

j+1

(
z ( j+1)d j

i − jd j+1
i − z j+1

)

[
r i

mi

∫di

z
Φidz

]
=

6∑

j=2

r

m

φ2 j

j+1

((
η ( j+1)− jd

)
d j −η j+1)

−
φ1 j

j+1

((
η ( j+1)+ j

)
(−1) j −η j+1)

(7.51)
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La vitesse tangentielle se réécrit donc :

u1
i = (z−di)a1

i +
(
z2 −d2

i

) δ

2mi
p1

0,x +ηx
r i

mi

β

ε
Φi

(
z,η

)

avec :

a1
1 = ma1

2 +ηx
β

ε

[
r iΦi,z

]

et :

∫di

z
u1

i dz =− (z−di)
2

(
a1

i

2
+ (z+2di)

δ

6mi
p1

0,x

)
+ηx

r i

mi

β

ε

∫di

z
Φidz

[∫di

z
u1

i dz
]
= Fa1

2 +G
δ

2m
p1

0,x +
(
η+1

)2 ηx
β
ε

2

[
r iΦi,z

]
+ηx

β

ε

[
r i

mi

∫di

z
Φidz

]

La conservation du débit total conduit à l’équation suivante :

Fa1
2 +G

δ

2m
p1

0,x =−ηx
β

ε

((
η+1

)2

2

[
r iΦi,z

]
+

[
r i

mi

∫di

z
Φidz

])

Solution de l’ordre 1

Grâce à la continuité de la vitesse, on a :

[
u1

i

]
=−Fηa1

2 −Gη
δ

2m
p1

0,x +ηx
β

ε

([
r i

mi
Φi

]
−

(
η+1

)[
r iΦi,z

])

Fηa1
2 +Gη

δ

2m
p1

0,x = ηx
β

ε

([
r i

mi
Φi

]
−

(
η+1

)[
r iΦi,z

])

On obtient le système résultant :





Fa1
2 +G

δ

2m
p1

0,x =−ηx
β
ε

((
η+1

)2

2

[
r iΦi,z

]
+

[
r i

mi

∫di

z
Φidz

])

Fηa1
2 +Gη

δ

2m
p1

0,x = ηx
β
ε

([
r i

mi
Φi

]
−

(
η+1

)[
r iΦi,z

])

Comme FGη−GFη 6= 0, le système admet une solution.

Proposition 11. La perturbation à l’ordre 1 de la vitesse tangentielle s’écrit sous la forme :

u1
i = (z−di)a1

i +
(
z2 −d2

i

) δ

2mi
p1

0,x +ηx
r i

mi

β

ε
Φi

(
z,η

)
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où les coefficients p1
0,x et a1

2 sont donnés par :





δ

2m
p1

0,x =
ηx

β
ε

FGη−GFη

(
F

[
r i

mi
Φi

]

+
(
Fη

(
η+1

)

2
−F

)(
η+1

)[
r iΦi,z

]
+Fη

[
r i

mi

∫di

z
Φidz

])

a1
1 = ma1

2 +ηx
β
ε

[
r iΦi,z

]

a1
2 =

ηx
β
ε

GFη−FGη

(
G

[
r i

mi
Φi

]

+
(
Gη

(
η+1

)

2
−G

)(
η+1

)[
r iΦi,z

]
+Gη

[
r i

mi

∫di

z
Φidz

])

et où interviennent les fonctions F et G définies par l’équation 7.46 page 172 et des coefficients Φ
définis par les relations 7.51 page 181 et 7.50 page 178.

Vitesse normale

À partir du résultat précédent, on peut écrire la perturbation à l’ordre 1 de la vitesse normale.
En effet, on a :

w1
i,z =−u1

i,x = − (z−di)
(
ηxa1

i,η+ηxxa1
i,η,ηx

+ (z+di)
(
ηx

δ

2mi
p1

0,x,η+ηxx
δ

2mi
p1

0,x,η,ηx

))

−
r i

mi

β
ε

(
η2

xΦi,η+ηxxΦi
)

w1
i =

∫z

di

w1
i,ζ (ζ)dζ= − (z−di)2

2

(
ηxa1

i,η+ηxxa1
i,η,ηx

+ δ
3mi

(z+2di)
(
ηx p1

0,x,η+ηxx p1
0,x,η,ηx

))

−
r i

mi

β
ε

(
η2

x

∫z
di
Φi,η

(
ζ,η

)
dζ+ηxx

∫z
di
Φi

(
ζ,η

)
dζ

)

7.8 É Q UAT I O N S M OY E N N É E S

On intègre la vitesse tangentielle de chaque fluide sur leur hauteur afin de trouver le
débit correspondant, et les équations de l’écoulement pour obtenir un système d’équations
hauteur-débit.

7.8.1 Modèle à une équation

On a :

ηt = wi|z=η−ηx ui|z=η
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où :

q1 =
∫η

−1
u1dz, q2 =

∫d

η
u2dz

et :

qi = (−1)i
∫di

η
uidz ⇒ (−1)i qi =

∫di

η
uidz

De plus :

∫di

η

(
ui,x +wi,z

)
dz =

(∫di

η
uidz

)

x
+ηx ui|η+ wi|di

− wi|η

= (−1)i qi,x −ηt

Donc :

ηt + (−1)i+1 qi,x = 0

En posant :

A i = K20 −di

(
m

mi
a0

2 +
δ

mi

(
di

2
p0

0,x +
(

di

2
(r i −1)+η (r− r i)

)
ψ

))

Bi = K21 +a0
2 +

ηδ

m
(r− r i)ψ

Ci = mK22 +δ
(
p0

0,x + (r i −1)ψ
)

(7.52)

on trouve :

ui = A i + z
m

mi
Bi +

z2

2mi
Ci +O (ε)

= K20 + z m
mi

(
K21 + z

2 K22
)

+ 1
mi

(z−di)
[
ma0

2 +ηδ (r− r i)ψ
]

+ δ
2mi

(
z2 −d2

i

)[
p0

0,x + (r i −1)ψ
]

+O (ε)

et :

(−1)i+1 qi =
(
η−di

)
(

A i +
(
η+di

) m

2mi
Bi +

η2 +ηdi +d2
i

6mi
Ci

)
+O (ε)

Ce qui permet d’écrire la proposition suivante :
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Proposition 12. Le modèle à une équation sur la hauteur s’écrit sous deux formes équivalentes :

ηt +
((
η+1

)(
A1 +

(
η−1

) m

2
B1 +

η2 −η+
6

C1

))

x
=O (ε)

ηt +
((
η−d

)(
A2 +

(
η+d

)

2
B2 +

η2 +ηd+d2

6m
C2

))

x
=O (ε)

où les coefficients A i, Bi, Ci sont définis par les relations 7.52 page précédente.

On peut également retrouver ce modèle sous la forme d’une équation de transport à la vitesse
c
(
η
)

en partant de la condition d’imperméabilité à l’interface :

ηt = wi|z=η−ηx ui|z=η
=−ηxc

(
η
)

=−ηx
(
c̄
(
η
)
+ c0

(
η
)
+εc1

(
η
))
+O

(
ε2)

où :

c
(
η
)
= u1|η−

w1|η
ηx

= c0
(
η
)
+εc1

(
η
)

c̄ =
m

mi

(
K22

η2

2
+K21η

)
+K20

c0
(
η
)

=
m

mi

(
K22

η2

2
+K21η

)
+K20

+
η−di

mi

(
δ

(
η+di

2
p0

0,x +
((
η+di

)
(r i −1)+2η (r− r i)

2

)
ψ

)
+ma0

2

)

+
(
η−di

)2

2

(
η+2di

3
δ

mi

((
p0

0,x

)
η
+ (r i −1)ψη

)
+a0

i,η

)

=
(
η+1

)(η−1
2

δp0
0,x +ηδ (r−1)ψ+

η

2
mK22 +ma2

)

+
(
η+1

)2

2

(
η−2

3
δp0

0,xη+a1,η

)
+η+1

On a donc :

ηt = w1|η−ηx u1|η
= w0

1

∣∣
η
−ηx

(
ū1|η+ u0

1

∣∣
η

)
+O (ε)

=−ηxc0
(
η
)
+O (ε)

7.8.2 Modèle à deux équations

On part des équations moyennées exactes 7.21 page 163 que l’on rapelle ici :
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ηt + (−1)i+1 qi,x = 0

(−1)i+1 qi,t +
(∫η

di

u2
i dz

)

x
+

δ

r iβ

∫η

di

pi,xdz

=
1
β

mi

r i

(
r iλsinθ

mi

(
η−di

)
+ ui,z

∣∣
η− ui,z

∣∣
di

)
+

mi

r i

ε2

β

∫η

di

ui,xxdz

, i = 1,2

On peut prendre indifféremment le système avec comme variables
(
η, q1

)
ou

(
η, q2

)
. Si on

choisit la couche inférieure comme référence, on obtient :





ηt + q1,x = 0

q1,t +
(∫η

−1
u2

1dz
)

x
+

δ

β

∫η

−1
p1,xdz

=
1
β

(
λsinθ

(
η+1

)
+ u1,z

∣∣
η− u1,z

∣∣
−1

)
+
ε2

β

∫η

−1
ui,xxdz

Et en ne retenant les termes que jusqu’à l’ordre 1 :




ηt + q1,x = 0

q1,t +
(∫η

−1
u2

1dz
)

x
+

δ

β

∫η

−1
p1,xdz

=
1
β

(
λsinθ

(
η+1

)
+ u1,z

∣∣
η− u1,z

∣∣
−1

)
+O

(
ε2

β

)

Une autre solution consiste à considérer non pas le débit d’une seule des deux couches, mais
le débit massique total q1 + rq2 :





(1− r)ηt + (q1 + rq2)x = 0

(q1 + rq2)t +
(∫η

−1
u2

1dz+ r
∫d

η
u2

2dz
)

x
+

δ

β

∫d

−1
pxdz

=
1
β

(
λsinθ

(
η+1+ r

(
d−η

))
+

m

r
u2,z

∣∣
d − u1,z

∣∣
−1

)
+O

(
ε2

β

)

Il y a plusieurs termes à expliciter :
– l’intégrale de la pression δ

r iβ

∫η

di
pi,xdz ;

– la contrainte à la paroi 1
β

mi
r i

(
ui,z

∣∣
η− ui,z

∣∣
di

)
;

– l’intégrale du carré de la vitesse
∫η

di
u2

i dz.

Les deux premiers termes vont être traités ensemble car ils sont tous les deux en 1
β

et néces-
sitent d’utiliser les développements à l’ordre 1.
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Contrainte à la paroi et pression

La pression vérifie les équations suivantes :

pi,x = p0,x + (r i −1)ψ
(
η
)
+ p0

0,x +εp1
0,x +O

(
ε2)

∫di
η pxdz =

(
di −η

)(
p0,x + p0

0,x +εp1
0,x + (r i −1)ψ

)
+O

(
ε2) (7.53)

et la vitesse est telle que :

ui,z =
m

mi
(K22z+K21)+ z

δ

mi

(
p0

0,x + (r i −1)ψ
)
+a0

i +εa1
i

+z
εδ

mi
p1

0,x +ηx
r i

mi
β

6∑

j=2
jφi j z

j−1 +O

(
ε2

)

ui,z
∣∣
η− ui,z

∣∣
di

=
(
η−di

)( m

mi
K22 +

δ

mi

(
p0

0,x + (r i −1)ψ
)
+

εδ

mi
p1

0,x

)

+ηx
r i

mi
β

6∑

j=2
jφi j

(
η j−1 −di

j−1
)
+O

(
ε2

)

(7.54)

ui,z
∣∣
η =

m

mi

(
K22η+K21

)
+η

δ

mi

(
p0

0,x + (r i −1)ψ
)
+a0

i +εa1
i

+η
εδ

mi
p1

0,x +ηx
r i

mi
β

6∑

j=2
jφi j z

j−1 +O

(
ε2

)

Ainsi :

mi

β

(
ui,z

∣∣
η− ui,z

∣∣
di

)
+

δ

β

∫di

η
pxdz

=
(
η−di

)(
m

1
β

K22 −
δ

β
p0,x

)
+ηxr i

6∑

j=2
jφi j

(
η j−1 −di

j−1
)
+O

(
ε2

β

)

= r
λ

β
sinθ

(
di −η

)
+ηxr i

6∑

j=2
jφi j

(
η j−1 −di

j−1
)
+O

(
ε2

β

)
(7.55)

Le système précédent devient :




ηt + (−1)i+1 qi,x = 0

(−1)i+1 qi,t +
(∫η

di

u2
i dz

)

x
=

λ

β
sinθ

(
η−di

)
(r i − r)

+ηx

6∑

j=2
jφi j

(
η j−1 −di

j−1
)
+O

(
ε2

β

)

Il ne manque que les intégrales de u2....
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Intégrale du carré de la vitesse

On rappelle que la vitesse s’écrit :

ūi +u0
i = K20 −

d2
i

2mi
δ

(
p0

0,x + (r i −1)ψ
)
−

di

mi

(
ma0

2 +ηδ (r− r i)ψ
)

+z
(

m

mi
K21 +

1
mi

(
ma0

2 +ηδ (r− r i)ψ
))

+
m

mi
K22

z2

2
+

z2

2mi
δ

(
p0

0,x + (r i −1)ψ
)

et en utilisant les coefficients A i, Bi, Ci définis 7.52 page 184 :

ui = A i + z
m

mi
Bi +

z2

2mi
Ci

En introduisant la vitesse moyenne dans chaque couche :

vi =
1

di −η

∫di

η
ui = (−1)i

di−η qi = A i +
η+di

2
m

mi
Bi +

η2 +ηdi +d2
i

6mi
Ci

Ainsi :

1
di −η

∫di

η
u2

i = A2
i +

m

mi
A iBi

(
η+di

)
+

(
1

mi
A iCi +

m2

m2
i

B2
i

)
η2 +ηdi +d2

i

3

+BiCi
m

m2
i

η3 +η2di +ηd2
i +d3

i

4
+C2

i
1

m2
i

η4 +η3di +ηd3
i +η2d2

i +d4
i

20

et :

u2
int = A2

i +2η
m

mi
A iBi +η2

(
1

mi
A iCi +

m2

m2
i

B2
i

)

+BiCi
m

m2
i

η3 +C2
i

1

m2
i

η4

4

v2
i = A2

i +
m

mi
A iBi

(
η+di

)
+

1
mi

A iCi
η2 +ηdi +d2

i

3
+

m2

m2
i

B2
i

(
η+di

)2

4

+BiCi
m

m2
i

(
η2 +ηdi +d2

i

)(
η+di

)

6
+C2

i
1

m2
i

(
η2 +ηdi +d2

i

)2

36

1
di −η

∫di

η
u2

i = v2
i +

(
η−di

)2

12

(
m

m2
i

Bi
(
mBi +Ci

(
η+di

))
+C2

i
1

m2
i

4η2 +7ηdi +4d2
i

15

)

= v2
i +

(
η−di

)2

12
m2

m2
i

Ri
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avec :

Ri = Bi

(
Bi +

Ci

m

(
η+di

))
+

C2
i

m2

4η2 +7ηdi +4d2
i

15
(7.56)

On a alors tous les éléments pour écrire le sytème réduit énoncé dans la proposition suivante :

Proposition 13. Le système réduit à deux équations de l’écoulement s’écrit sous la forme :





ηt + (−1)i+1 qi,x = 0

(−1)i+1 qi,t +
(
(
di −η

)
(
v2

i +
(
η−di

)2

12
m2

m2
i

Ri

))

x

=
λ

β
sinθ

(
η−di

)
(r i − r)

+ηx

6∑

j=2
jφi j

(
η j−1 −di

j−1
)
+O

(
ε2

β

)

, i = 1,2 (7.57)

où i = 1 ou 2 selon que l’on choissise la couche du bas ou du haut comme référence, et les
coefficients A i, Bi, Ci, Ri et φi j sont définis par les relations 7.52 page 184, 7.56 et 7.50 page 178.

Le système s’écrit en variables
(
η, q1

)
de la manière suivante :





ηt + q1,x = 0

q1,t +
(

q2
1

η+1
+

(
η+1

)3

12
m2R1

)

x

=
λ

β
sinθ

(
η+1

)
(1− r)

+ηx

6∑

j=2
jφ1 j

(
η j−1 + (−1) j

)
+O

(
ε2

β

)
(7.58)

Sachant que les débits q1 et q2 sont reliés par la relation :

q1,x + q2,x =−w(0)
p
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Dans ce dernier chapitre, nous appliquons nos modèles à des écoulements cisaillés : films
liquides plans et verticaux avec écoulement de gaz. Les expériences utilisées ici ont été

réalisées à l’Onera par Gilles Heid et dans le travail de thèse de Marie Lalo [29], mais tous
deux ne s’intéressent pas exactement aux mêmes phénomènes que nous.

S O M M A I R E

8.1 Application aux expériences de Gilles Heid 191

8.1.1 Modèle à une équation à l’ordre 1 191

8.1.2 Application 192

8.2 Moyens et résultats expérimentaux de Marie Lalo 192

8.2.1 Dispositif expérimental de mesure de la phase liquide 193

8.2.2 Régimes de comportement d’un film liquide mince soumis à un ci-
saillement aérodynamique 195

8.2.3 Code de calcul 195

8.2.4 Tests numériques 196

8.1 A P P L I CAT I O N AU X E X P É R I E N C E S D E G I L L E S H E I D

On s’intéresse ici uniquement à décrire la dynamique d’un liquide incompressible newtonien
soumis à une contrainte de cisaillement à l’interface avec le gaz et à des forces capillaires,
et s’écoulant sur un fond plat. Deux types de modèles sont dérivés à partir des équations de
Navier-Stokes. La méthode de dérivation est la suivante : après une mise à l’échelle appropriée
des équations de Navier Stokes, en faisant les hypothèses de pression hydrostatique et de
profil parabolique de la vitesse tangentielle, les solutions des équations sont développées
asymptotiquement autour d’une solution d’équilibre. Ce développement se fait par rapport à
un petit paramètre ε , appelé paramètre onde longue, rapport entre la hauteur du film et d’une
longueur caractéristique.

8.1.1 Modèle à une équation à l’ordre 1

Avec l’expression hv calculée jusqu’à l’ordre un en ε , on peut affiner le modèle à une équation,
qui s’écrit sous la forme d’un problème d’advection-diffusion non-linéaire avec un terme de
tension de surface supplémentaire. Ce modèle peut se réécrire en variables dimensionnées :

µ∂th+∂x

(
h2

2
τ+

h3

3

(
κ∂3

xxxh−ρg∂xh
))

=O

(
ε2

)
,

191
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où µ est la viscosité dynamique, τ est la contrainte de cisaillement exercée par le gaz sur le
liquide, κ la tension de surface, ρ la masse volumique et g la gravité.

8.1.2 Application

La rugosité qui apparaît dans le montage expérimental peut être considéré, du point de vue
de la modélisation, comme un fond variable. Pour déterminer la valeur de la contrainte de
cisaillement exercée par le gaz sur le film, puisque l’écoulement gazeux est donc totalement
développé lorsqu’il arrive sur le film liquide, on peut utiliser l’abaque de Moody, ou la formule
de Colebrook (ce qui donne sensiblement les mêmes résultats) :

τg =
λρgU2

g

8
,

où :

1
p
λ
=−0.8686ln

(
2.51

p
λReg

)

avec λ= Re

F2
r

et où les variables indicée avec un ′g ′ représentent les grandeurs relatives au gaz.
Par itérations successives, on obtient λ≈ 0.014, et donc τg = 1.95[Pa]. Les premiers résultats

obtenus par Gilles Heid de l’Onera de Toulouse, sont présentés sur la figure 29. La courbe
(en rouge) représente la hauteur retrouvée à partir des modèles, et les symboles (en vert)
correspondent aux trois hauteurs de mesures : hauteur minimale, hauteur moyenne et hauteur
maximale du film, sont tracées pour différents débits.

Néanmoins, le modèle ne permet pas de retrouver les instabilités de surface. Différents
problèmes se posent :

• le choix d’un modèle de pression du gaz sur le film (par exemple celui de la théorie des
profils minces) ;

• le fait que les modèles – de par la méthode de dérivation – ne capturent que les instabi-
lités de grande longueur d’onde, alors que les instabilités produites par la rugosité sont
sûrement petites ;

• le fait que l’asymptotique soit réalisée autour d’une solution d’équilibre constante, alors
que le film physique est décroissant.

8.2 M OY E N S E T R É S U LTAT S E X P É R I M E N TAU X D E M A R I E L A L O

Nous allons présenter ici les expériences réalisées dans la thèse de Lalo [29], auxquelles
nous comparerons les résultats de nos modèles.
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FIGURE 29: Comparaison entre la hauteur moyenne calculée et les hauteurs mesurées

8.2.1 Dispositif expérimental de mesure de la phase liquide

Un réservoir pressurisé relié aux réseaux d’air comprimé à 7 bars et d’eau de l’Onera assure
une alimentation liquide continue de la maquette.

La maquette d’injection (figure 30) est équipée d’un réservoir alimenté suivant deux entrées
opposées ce qui assure un film liquide uniformément réparti sur sa largeur. La nappe liquide a
une largeur de 40mm et une épaisseur variable selon la maquette d’injection utilisée : 300µm,
600µm et 1mm.

FIGURE 30: Schémas de principe et photographies de la maquette d’injection, vues de face et de profil

L’actionneur doit être monté avec une précontrainte, c’est à dire un serrage qui lui est imposé
et qui évite tout risque de décollement des couches de céramiques le constituant. Le montage
final est présenté sur la figure 30.
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Les axes ont été choisis comme illustré sur la figure 31.

FIGURE 31: Localisation des points de mesure LDA

Pour ces expériences, M.Lalo a utilisé de l’eau et de l’air à 20°C avec les paramètres donnés
dans le tableau 8.

Eau (à 20°C) Air (à 20°C) Valeur min. Valeur max.

ρ
(
kg/m3)

998.21 1.2 Vg (m/s) 10 100

ν
(
m2/s

)
1.0038 10−6 1.5 10−5 Vl (m/s) 0.23 2.32

µ (kg/m.s) 1.002 10−3 1.8 10−5 hl (mm) 0.3 1

σ
(
kg/s2)

0.07275 -

TABLE 8: Paramètres des expériences de M.Lalo
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8.2.2 Régimes de comportement d’un film liquide mince soumis à un cisaillement aérodyna-
mique

Marie Lalo [29] a positionné les comportements du film liquide décrits ci-dessus ainsi que
leurs frontières en fonction des vitesses liquide et gaz : la figure 32 présente la carte obtenue
pour hl = 300µm.

FIGURE 32: Régimes de comportement du film liquide en fonction des vitesses liquide et gaz pour
hl = 300µm – Vues de face.

8.2.3 Code de calcul

Pour simuler numériquement ces écoulements, le code SLOSH a été utilisé. Ce code, déve-
loppé par Chanteperdrix [12] est basé sur un modèle bi-fluide compressible pour les écoulements
diphasique à surface libre, et résout les équations de Navier-Stokes. Dans ce modèle les deux
fluides sont considérés comme non miscibles, et on utilise en plus des variables propres à
chaque fluide (masse volumique, vitesse, pression) la fraction volumique du premier fluide α.
Le second fluide a alors pour fraction volumique 1−α. On peut alors introduire des quantités
mélangées sous la forme

φm =αφ1 + (1−α)φ2, (8.1)

bien qu’il n’y ait pas physiquement de mélange.
Afin de représenter correctement les expériences, deux nouvelles conditions aux limites

ont été introduites. D’abord au fond une condition d’adhérence partout sauf sur une zone
d’injection où une vitesse est imposée pour injecter un débit fixé. Puis, après avoir rencontré
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des problèmes pour réaliser un écoulement subsonique, une condition de pression imposée en
sortie. Comme on ne peut pas imposer directement la pression, il faut trouver les valeurs de ρ1

et ρ2 correspondantes. La pression est définie comme pour (8.1) :

p⋆ =αp1
(
ρ1

)
+ (1−α) p2

(
ρ2

)

Autour d’un état de référence
(
ρ(0), p(0)), et pour un faible nombre de Mach, la loi d’état des

fluides peut se linéariser et détermine la pression :

pi = p(0)
i + c2

i

(
ρ i −ρ(0)

i

)

on a alors

p⋆ =αc2
1ρ1 + (1−α) c2

2ρ2 +α
(
p(0)

1 −ρ(0)
1 c2

1

)
+ (1−α)

(
p(0)

2 − c2
2ρ

(0)
2

)

En faisant intervenir la masse volumique « de mélange » :

ρ =αρ1 + (1−α)ρ2

on obtient les conditions sur ρ1 et ρ2 pour imposer une pression p⋆





ρ1 = 1
α(c2

1−c2
2)

(
p⋆− c2

2ρ−α
(
p(0)

1 −ρ(0)
1 c2

1

)
− (1−α)

(
p(0)

2 − c2
2ρ

(0)
2

))

ρ2 = 1
(1−α)(c2

2−c2
1)

(
p⋆−ρc2

1 −α
(
p(0)

1 −ρ(0)
1 c2

1

)
− (1−α)

(
p(0)

2 − c2
2ρ

(0)
2

))

8.2.4 Tests numériques

Définition de l’écoulement de Blasius

H. Blasius a étudié, en 1908, le cas le plus simple d’écoulement à couche limite sur une
plaque plane (cf Cousteix [15]). On considère une plaque plane mince infinie en aval. Le plan
de la plaque est parallèle à la direction de l’écoulement à l’infini en amont de l’écoulement ;
l’origine des axes est pris au bord d’attaque de l’écoulement.

On introduit la variable adimensionnelle ηB = y
( ue
νx

) 1
2 où ue est la vitesse maximale de

l’écoulement (c’est-à-dire à la surface libre), et on pose :

u = ue∂ηB f
(
ηB

)

où f est la fonction courant telle que :

f =
ψ

p
νxue

et

(
u

v

)
=

(
∂yψ

−∂xψ

)
.
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L’équation de conservation de la masse est automatiquement satisfaite. On a :

v =−∂xψ=
1
2

(νue

x

) 1
2 (
ηB∂ηB f − f

)
(8.2)

et l’équation de quantité de mouvement devient une EDP ordinaire du troisième ordre :

f ∂ηB f +2∂3
ηB

f = 0 (8.3)

avec les conditions limites :

{
en ηB = 0, f = 0 et ∂ηB f = 0

quand ηB →∞, ∂ηB f = 1

À la paroi, les conditions limites imposent v = 0( f = 0) et u = 0
(
∂ηB f = 0

)
. Malheureusement

l’équation (8.3) n’est pas intégrable analytiquement. On l’intègre entre η∗ = 0 et une valeur
assez grande de η∗, avec les conditions limites :

en η∗ = 0, f ∗ = 0 , ∂ηB f = 0 et ∂2
ηB

f = 1

À cette frontière, on trouve une valeur de f ∗ à partir de laquelle on calcule k pour que
f = 1= kf ∗. On a alors la fonction f

(
η∗

)
et donc f

(
ηB

)
. Cette solution fournit la distribution

de la vitesse longitudinale en fonction de la distance à la paroi.
On constate que l’épaisseur de couche limite définie par u = 0.99ue est à peu près :

δ0.99 = 5
x

√
ue x
ν

La solution de Blasius donne encore la distribution de la vitesse verticale (équation (8.2)).
On remarque alors que lorsque ηB augmente, elle devient constante, mais elle n’est pas nulle.
La distribution du frottement à l’intérieur de la couche limite est donnée par :

τ=µue

( ue

νx

) 1
2
∂2
ηB

f

La contrainte pariétale est donc :

τp =µue

( ue

νx

) 1
2
∂2
ηB

f (0)=µue

( ue

νx

) 1
2 ×0.332 (8.4)
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Représentation et paramètres de l’expérience

Pour réaliser des films minces, M.Lalo injecte de l’eau dans un écoulement d’air établi suivant
la figure 33.

L’écoulement gazeux (air) est initialisé avec un profil de Blasius ayant une vitesse de 20 m/s
à 0.07 m du bord d’attaque. On injecte alors à 0.074 m du début de l’écoulement gazeux (quand
celui-ci est établi) un fluide, ici de l’eau, avec un débit de Q0 = 8.10−4 m2/s.

L’écoulement liquide est un écoulement de Poiseuille dans une conduite de 300µm de

hauteur. Ce qui se traduit par une injection de
300

sin(π/12)
µm ≈ 1.16 mm de largeur, avec un profil

parabolique incliné de 15° par rapport à la verticale (c-à-d π
12 ≈ 0.262 rad). Notons que cet

écoulement est vertical et donc soumis à la force de pesanteur d’un intensité de 9.81m/s2.
Les calculs sont réalisés avec 300 points de maillage selon x et 50 points selon y pour le code

Navier-Stokes et 600 points pour le code Saint-Venant 1D. Le code SLOSH est utilisé comme
référence pour tester le modèle à deux équations (code Saint-Venant).

Les caractéristiques de l’eau et de l’air sont les mêmes que celles prises par M.Lalo (cf
tableau 8).

Les paramètres utilisés pour les simulations sont résumés dans le tableau 9.

Vitesse du gaz Ugaz = 20m/s

Débit du liquide Q0 = 8 ·10−4 m2/s

Largeur d’injection 1.16 ·10−3 m

Début de l’injection 7.4 ·10−2 m

Fréquences des perturbations 500Hz et 750Hz

Maillage
300×50points (Navier-Stokes)

600points (Modèle Saint-Venant)

TABLE 9: Paramètres des simulations numériques
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Gaz seul

On cherche d’abord à établir un écoulement gazeux pour retrouver la solution de Blasius.
Pour ne pas avoir à mailler un domaine trop grand, on impose à l’entrée un profil de vitesse
solution de Blasius à 7 cm du bord d’attaque.
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FIGURE 34: Profils des vitesses de l’écoulement gazeux (en pointillés : résultat théoriques)

Sur le graphique 34 on a représenté :
– en haut la vitesse tangentielle ainsi que l’épaisseur de la couche limite définie par δ0.99 ={

y|u(y)/Ugaz = 0.99
}

;
– en-dessous les profils de la vitesse tangentielle et la vitesse normale en x = 0.074m,

c’est-à-dire à l’endroit où le liquide sera injecté.
Les résultats prédits par la solution de Blasius sont tracés en pointillés noirs, et les résultats
numériques en traits pleins.

Les résultats numériques coïncident bien avec la théorie, même si sur le graphe de droite, la
vitesse normale semble plus éloignée du profil théorique elle reste toutefois quasi-négligeable.

Ceci nous permet donc de valider l’écoulement gazeux et d’utiliser le résultat pour initialiser
les calculs avec le film liquide.
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Écoulement stationnaire avec film

À partir du moment où l’écoulement gazeux est établi on commence à injecter de l’eau. La
figure 35 montre la fraction volumique α et la hauteur du film lorsque celui-ci est établi. La
hauteur est définie comme l’intégrale de la fraction volumique sur la hauteur. On peut observer
qu’il y a un mélange des deux fluides à l’interface.
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FIGURE 35: Hauteur de l’écoulement stationnaire

Les profils de vitesse sont affichés sur la figure 36. À gauche on retrouve le profil de vitesse
de Blasius qui est imposé à l’entrée, et à droite le profil au milieu de la veine (x = 0.085m) où
on voit qu’un profil en forme de Poiseuille est établi dans le film et se raccorde avec le profil de
Blasius dans le gaz.

La contrainte du gaz sur le film à l’interface est tracée sur la figure 37, en trait continu la
valeur calculée numériquement, en pointillés la contrainte théorique donnée par l’équation
8.4. On peut observer que la courbe reste très proche de la contrainte du Blasius, malgré la
perturbation en x = 0.074 due à l’injection.

Modèle de type Saint-Venant

On utilise le modèle (4.237) page 109 à deux équations sur la hauteur et le débit sous forme
dimensionnée qui s’écrit sous la forme suivante :

∂t

(
h

q

)
+∂x

(
q

f (h, q)

)
=




0
C2

ρ

(
1
2
τ0 +

h

3
ρg−µ

v

h

)

 (8.5)
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FIGURE 36: Épaisseur de couche limite et profil de vitesses

où :

f (U) = C1hv2 +
1

µ2

(
1
3
−

C1

4

)
h3τ2+

1

µ2

(
1
2
−

C1

3
−

C2

30

)
h4ρgτ

+
1

µ2

(
1
5
−

C1

9
−

2C2

75

)
h5ρ2 g2 +

κ

ρ

C2

3

(
h2

x

2
−hhxx

) (8.6)

et comme on vient de le voir τ est la contrainte de Blasius donnée par 8.4.
Enfin on fixe les paramètres C1 = 1 et C2 = 3 pour vérifier les conditions définies au chapitre 3

page 35.
Afin d’être plus proche des résultats donnés par le code SLOSH on utilise une hauteur

d’injection de 250µm (cf figure 38).

Écoulement perturbé

On fait alors varier la vitesse d’injection en ajoutant une perturbation de la forme :

U =U0 (1+0.05sin(2π f ))
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FIGURE 37: Contrainte tangentielle
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FIGURE 38: Hauteurs stationnaires

pour f = 500Hz et f = 750Hz. Les résultats sont présentés sur les figures 39 et 40. (Attention,
les échelles ne sont pas les mêmes pour le calcul avec le code SLOSH et le calcul avec le code
Saint-Venant).

Analyse par transformée de Fourier

Afin d’analyser plus en détails les résultats, on opère une transformée de Fourier en espace
à chaque instant de la hauteur à laquelle on a retiré la hauteur d’équilibre pour ne garder
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FIGURE 39: Hauteurs pour f = 500Hz
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FIGURE 40: Hauteurs pour f = 750Hz

que les perturbations. On peut alors suivre la fréquence la plus excitée au cours du temps. La
figure 41 représente cette évolution pour le code SLOSH (pris comme référence) et le modèle à
deux équations.

On trouve un bon accord entre les deux codes, la croissance suivie d’une saturation est bien
capturée par le modèle pourtant beaucoup plus simple (car 1D au lieu de 2D).

Cependant les longueurs d’ondes les plus instables pour le code Navier-Stokes et le code
Saint-Venant ne sont pas les mêmes. On peut voir ces valeurs dans le tableau 10.

Cette différence peut s’expliquer simplement. Dans la partie Stabilité linéaire (et lien avec
Orr-Sommerfeld) ( 3.7 page 43), on a montré que le taux de croissance et le nombre d’onde le

Navier-Stokes modèle Saint-Venant

f = 500 Hz 6.76 mm 5.52 mm

f = 750 Hz 4.55 mm 3.76 mm

TABLE 10: Longueurs d’ondes les plus amplifiées
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FIGURE 41: Courbes de croissance

plus excité dépendent des paramètres C1 et C2. Ainsi si on choisit C1 = 1.06 et C2 = 3 alors on
trouve que la longueur d’onde vaut 6.72 mm pour le modèle Saint-Venant avec f = 500 Hz, ce
qui correspond à la valeur donnée par le code SLOSH. Sur la figure 42, on voit que le modèle
Saint-Venant avec C1 = 1.06 approche mieux la solution de Navier-Stokes. Par ailleurs, l’aspect
des vagues est différent, comme on le voit sur la figure.
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FIGURE 42: Résultats pour f = 500Hz, C1 = 1.06 et C2 = 3

Conclusion

Le modèle Saint-Venant donne qualitativement les mêmes résultats que les équations de
Navier-Stokes, mais surtout permet un gain en temps de calcul énorme, puisqu’on passe
d’une résolution 2D à une résolution 1D. Par contre on peut modifier la longueur d’onde la
plus amplifiée et le taux de croissance c = k2s20 (C1,C2)+k4s40 (C1,C2) (voir Stabilité linéaire
(et lien avec Orr-Sommerfeld)) en jouant sur les paramètres C1 et C2 sans avoir de moyen
systématique pour trouver les valeurs les plus précises.

Pour poursuivre l’étude, il y a deux principales pistes à explorer : pour lever la dépendance
en C1 et C2 il faudrait étudier écrire les modèles à l’ordre suivant en ε, comme l’ont fait (dans
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le cas du film ruisselant sur un plan incliné) Ruyer-Quil et Manneville [48, 50], Vila [53]. Un
autre axe serait de considérer comme écoulement de référence non pas un écoulement de
Poiseuille, mais un écoulement de Blasius.
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Dans cette thèse, nous avons écrit des modèles simplifiés des équations de Navier-Stokes
pour des écoulements de type films minces en passant des modèles complets en trois

dimensions (resp. 2D) à des modèles en deux dimensions (resp. 1D).

Dans la première partie nous avons établi les équations de Navier-Stokes générales décrivant
la dynamique d’un film liquide mince s’écoulant sur une paroi quelconque en rotation. À partir
de ces équations nous avons montré comment il est possible, en intégrant les équations sur
la hauteur du film et en réalisant un développement asymptotique de la solution autour d’un
écoulement uniforme stationnaire d’écrire des modèles simplifiés. Nous avons étudié le cas
simple d’un écoulement 2D sur un plan incliné. Deux familles de modèles sont proposées : des
modèles à une équation sur la hauteur (modèles de type équation de Benney), et des modèles à
deux équations sur la hauteur et le débit (modèles de type système Saint-Venant ou shallow-
water). Les modèles à une équation ne sont pas stables numériquement pour les écoulements
instables, mais les modèles à deux équations (qui contiennent les modèles à une équation) sont
eux plus robustes. Les modèles à deux équations sont paramétrés par deux constantes. En
analysant les propriétés des modèles, nous donnons des ensembles de valeurs possibles pour
ces constantes afin de préserver l’hyperbolicité du système et pour avoir une entropie. Enfin,
nous avons montré que les premiers termes du développement en onde longue de la stabilité
linéaire du système Saint-Venant sont compatibles avec la théorie d’Orr-Sommerfeld pour le
système des équations de Navier-Stokes.

Nous nous sommes ensuite intéressé à la description d’écoulements plus complexes. Dans la
deuxième partie de cette thèse, nous avons établi des modèles analogues à ceux trouvés dans
la première partie, mais pour des écoulements sur des surfaces quelconques caractérisés par
leurs courbures. L’influence de l’écoulement gazeux est modélisé par l’introduction d’un terme
de contrainte et d’un terme de pression extérieure à la surface libre du film. Ceci a fait l’objet
d’un article Boutounet et al. [6].

Puis, pour étudier plus en détail les interactions entre le film et le gaz, nous avons considéré
des écoulements multicouches : une couche de liquide recouverte par une couche de gaz. Deux
possibilités ont été explorées : le cas de deux couches à surface rigide, et le cas à surface
libre. Dans le cas de l’écoulement à surface libre, nous avons montré à l’aide de simulations
numériques qu’il est possible d’avoir la couche externe stable alors que la couche interne est
instable. Les résultats ont été soumis pour publication (Boutounet et al. [7]).

Enfin, dans la dernière partie de la thèse, nous avons étudié un cas réel de film liquide mince
soumis à un cisaillement aérodynamique. Nous avons comparé les résultats obtenus par un
code de calcul résolvant les équations de Navier-Stokes et les résultats donnés par les modèles
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à deux équations (hauteur-débit). Les modèles utilisés ont permis de retrouver qualitativement
les mêmes résultats que le code Navier-Stokes, tout en permettant un gain en temps de calcul
(d’un facteur 100) puisqu’on passe d’un calcul 2D à un calcul 1D.

Pour avoir une description complète de l’écoulement, il manque encore un modèle pour le
front du film. Cela permettrait de continuer les simulations numériques déjà réalisées afin
d’observer les effets de pincement de l’écoulement (en 3D). Une étude des problèmes au niveau
du front est en cours (Roux [46]) il reste à raccorder la solution au front avec la solution du film
mince.



Quatrième partie

A N N E X E S
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D É M O N S T R AT I O N S D E S L E M M E S

Preuve du lemme 1 page 62. La matrice de rotation est par construction une matrice ortho-
gonale, on a donc

Q tQ = Id⇒ ∂~ξ

(
Q tQ

)
= 0 (A.1)

Développons le membre de gauche
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(A.2)

Il reste à exprimer ∂~ξ j
~Ep

i en fonction de ∂~ξi
~Ep

j :

∂~ξi
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(
1
~ j
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(A.3)

de la même manière, on développe ∂~ξ j
~Ep

i et on remplace l’expression de ∂2
~ξ~ξ
~X par la relation

précédente :
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Revenons à l’égalité initiale avec ces nouveaux résultats :
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Ce qui donne après réarrangement des termes :
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(A.6)

De plus, pour i, j,n = 1, . . . ,d−1,
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Le dernier terme est nul :
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(A.8)

et donc :
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ä
Preuve du lemme 2 page 67. Les symboles de Christoffel sont donnés par la formule

~M = A∂2
~ξ~ξ
~X ·~V ·~V (A.10)

On rappelle l’expression de l’inverse de la matrice jacobienne du changement de coordonnées :

A−1 = ∂~ξ
~X =

(
∂ξX −s

1
c st∂ξX c

)
(A.11)
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Chaque composante de la matrice est dérivée par rapport à~ξp, p = 1, . . . ,d :
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En multipliant par la jacobienne
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(A.13)

Le vecteur s
c se dérive simplement à l’aide de la relation 4.17 :
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ce qui permet d’expliciter A∂~ξp
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(A.15)

Et après deux produits contractés avec le vecteur vitesse covariante, on obtient le résultat final

MMM =MMM 0(V)−2V HV

M =VtH tM−1V

MMM 0(V) =
(
∂ξX

)−1
(
∂2
ξξ

X ·V ·V+Ms
) (A.16)
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ä
Preuve du lemme 3 page 67. Rappelons d’abord quelques formules obtenues dans la sec-
tion 4.1.1 page 59
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2
i δi j (A.19)

Il suffit d’appliquer ces formules aux résultats démontrés précédemment :
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D’autre part
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D’après le lemme 1,
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ce qui permet de conclure :
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Preuve du lemme 4 page 68. Le tenseur des contraintes en coordonnées cartésiennes est
donné par

σ= ∂~X
~U +

(
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~U
)t

(A.28)

donc le tenseur des contraintes curvilignes est symétrique et s’écrit donc :
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)
(A.29)

avec S une matrice symétrique ∈Md(R). Calculons le demi-terme de σ ′ :
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Le scalaire f se calcule aisément à l’aide des formules donnant A∂2
~ξξ
~X calculées page 212 :
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ainsi que le vecteur r :
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En continuant de la même manière le bloc matrice est :
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en réordonnant les termes, il vient :
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De plus on peut simplifier le dernier terme :
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)t (
∂ξX

)−t

= MH t

(A.35)

pour obtenir le résultat final :

S =
(
∂ξX

)−1
∂ξ

(
∂ξXV

)
M+M

(
∂ξ

(
∂ξXV

))t (
∂ξX

)−t

+
(
∂ξX

)−1
s (HV)t +HVst

(
∂ξX

)−t −2V HM
(A.36)

ä
Preuve du lemme 5. Puisque

((
∂ξX

)−1
s
)

i=1,...,d−1
= 1

~i

d−1∑

p=1

~Ep
i
~Ep

d = 0 (A.37)
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on a

(
∂ξX

)−1
s (HV)t +HVst (∂ξX

)−t = 0 (A.38)

((
∂ξX

)−1
∂ξ

(
∂ξXV

))
i, j=1,...,d−1

=
d−1∑

p,q=1

1
~i
~Ep

i ∂ξ j

(
~q~E

p
qVq

)

= 1
~i

d−1∑

p,q=1

~Ep
i

(
~Ep

q∂ξ j

(
~qVq

)
+~qVq∂ξ j

~Ep
q

)

= 1
~i

(
∂ξ j

(~iVi)+
d−1∑

q=1
~qVq

(
d−1∑

p=1

~Ep
i ∂ξ j

~Ep
q

))

= 1
~i

(
∂ξ j

(~iVi)+
d−1∑

q=1
~qVq

(
~i,q

~q
δi j −

~ j,i

~i
δ jq

))

= 1
~i

(
∂ξ j

(~iVi)+
d−1∑

q=1
Vq~i,qδi j −

~ j

~i
V j~ j,i

)

(A.39)

Si, j=1,...,d−1 = 1
~i~

2
j

(
∂ξ j

(~iVi)−
~ j

~i
V j~ j,i

)

+ 1
~ j~

2
i

(
∂ξi

(
~ jV j

)
− ~i

~ j
Vi~i, j

)

+ 2
~

3
i

(
d−1∑

q=1
Vq~i,q −V miki

)
δi j

(A.40)

Si, j=1,...,d−1 = 1
~

2
j
∂ξ j

Vi + 1
~

2
i
∂ξi

V j

+ 2
~

3
i

(
d−1∑

q=1
Vq~i,q −V miki

)
δi j

(A.41)

ä
Preuve du lemme 6 page 69. La divergence du tenseur des contraintes visqueuses se trans-
forme suivant la règle :

JA∇~X ·σ = A∇~ξ
· (JσAt) (A.42)

Le membre de droite se développe sous la forme :

A∇~ξ
· (JσAt) = A∇~ξ

· (JA−1σ ′)

= AA−1∇~ξ
· (Jσ ′)+ JA∂~ξA−1 σ ′

=∇~ξ
· (Jσ ′)+ JA∂~ξ~ξ

~X σ ′

(A.43)

d’où le résultat :

JA∇~X ·σ =∇~ξ
· (Jσ ′)+ JA∂~ξ~ξ

~X σ ′ (A.44)
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En utilisant la structure de σ ′ et le résultat A.13, il vient :

JA∇~X ·σ =∇~ξ
· (Jσ ′)+ J

(
A∂ξξ~X S+2A∂ξη~Xr+ f A∂ηη~X

)

=


 ∇ξ · (JS)+∂η (Jr)+ J

(
∂ξX

)−1
(
∂2
ξξ

X+s
(
∂ξs

)t
(
Id+ sst

c2

)
∂ξX

)
S−2JHr

∇ξ · (Jr)+∂η (J f )+ J
(
∂ξs

)t
(
Id+ sst

c2

)
∂ξX S




(A.45)

Qui se réécrit en posant :

B =
(
∂ξs

)t
(
Id+ sst

c2

)
∂ξX S

B0 =
(
∂ξX

)−1
(
∂2
ξξ

X S+sB
) (A.46)

JA∇~X ·σ =
(
∇ξ · (JS)+∂η (Jr)

∇ξ · (Jr)+∂η (J f )

)
+ J

(
B0 −2Hr

B

)
(A.47)

ä
Preuve du lemme 7. D’après le lemme 6, on sait que

JA∇~X ·σ =
(
∇ξ · (JS)+∂η (Jr)

∇ξ · (Jr)+∂η (J f )

)
+ J

(
B0 −2Hr

B

)
(A.48)

avec

B =
(
∂ξs

)t
(
Id+ sst

c2

)
∂ξX S

B0 =
(
∂ξX

)−1
(
∂2
ξξ

X S+sB
) (A.49)

Il ne reste qu’à expliciter B et B0 :

B =
(
∂ξs

)t
(
Id+ sst

c2

)
∂ξX S

=
d−1∑

i, j,p,q=1
miki~E

p
i

(
δpq + 1

c2
~Ep

d
~Eq

d

)
~ j~E

q
j Si j

=
d−1∑

p=1
mpkp~pSpp

(A.50)
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En appliquant les résultats du lemme 1, B0 s’écrit :

(B0)i=1,...,d−1 =
d−1∑

p,q, j=1

1
~i
~Ep

i ∂
2
ξqξ j

XpSq j −B~i

d−1∑

p=1

~Ep
i
~Ep

d

=
d−1∑

p,q, j=1

1
~i
~Ep

i

(
~ j∂ξq

~Ep
j +~ j,q~E

p
j

)
Sq j

=
d−1∑

j=1

1
~i
~i, jSi j −

d−1∑

j=1

~ j

~2
i
~ j,iS j j +

d−1∑

j=1

~i, j

~i
Si j

= 1
~i

d−1∑

j=1

(
2~i, jSi j −

~ j

~i
~ j,iS j j

)

(A.51)

et on a immédiatement

Bi=1,...,d−1 = 1
~i

d−1∑

j=1

(
2~i, jSi j −

~ j

~i
~ j,iS j j

)
−2 mi ki

~i
ri (A.52)

ä
Preuve du lemme 8. Soit T la matrice dont les colonnes sont des vecteurs tangent à la surface
libre d’équation η= h(ξ,η). T est défini, à une matrice diagonale de normalisation près, par la
relation

T = ∂ξ

(
~X|η=h

)
C, C ∈Sd(R) (A.53)

T = ∂ξ

(
~X|η=h

)
C

= ∂ξ

(
~X +

(
h−η

)
~n

)
C

=
(
∂ξ~X +~n∂ξh+

(
h−η

)
(

Id
st

c

)
∂ξs

)
C

=
((

Id
st

c

)
(
∂ξx−h∂ξs

)
+~n∂ξh

)
C

=
((

Id
st

c

)
(
∂ξX

)
|η=h +

(
−s

c

)
∂ξh

)
C

= A−1|η=h

(
Id

∂ξh

)
C

(A.54)
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Le produit
(
TC−1)t

TC−1 nous donne la norme des vecteurs tangents :

(
TC−1)t

TC−1 =
(

Id ∇ξh
)

A−t|η=h A−1|η=h

(
Id

∂ξh

)

=
(

Id ∇ξh
)

 M−1

|η=h
0

0 1




(
Id

∂ξh

)

= M−1
|η=h

+∇ξh∂ξh

(A.55)

et donc (avec l’opérateur diag est définit au sens de matlab)

C =
(
diag

(
diag

(
M−1
|η=h +∇ξh∂ξh

)))− 1
2 (A.56)

Pour simplifier l’écriture, appelons ddiag(·) l’opérateur diag(diag(·)) :

C =
(
ddiag

(
M−1
|η=h +∇ξh∂ξh

))− 1
2 (A.57)

Si h est suffisamment petit pour que la matrice A−1|η=h soit de rang plein, alors les d −1
vecteurs tangents sont linéairement indépendants et la normale est définie de manière unique
par la condition ~N ⊥ T·i, i = 1, . . . ,d−1, c’est à dire ~N tT = 0

~N tT = 0

⇒
(
A−t|η=h

~N
)t

A|η=h T = 0

⇒
(
A−t|η=h

~N
)t

(
Id

∂ξh

)
C = 0

⇒ A−t|η=h
~N ∝

(
−∇ξh

1

)
(A.58)

Et donc la normale unitaire vaut

~N =
(
1+∂ξhM|η=h∇ξh

)− 1
2 At

|η=h

(
−∇ξh

1

)
(A.59)

ä
Preuve du lemme 9. Soit Pn la propriété suivante :

A
(
h̃,ξ

)
∇ξh̃ =

n−1∑

k=0

[
(−1)k∇ξ ·

(
A(k) (h̃,ξ

) h̃k+1

(k+1)!

)
+ (−h̃)k+1

(k+1)! ∇ξ ·
(
A(k) (·,ξ)

)]

+ (−h̃)n

n!
A(n) (h̃,ξ

)
∇ξh̃

(A.60)

où

∇ξ ·
(
A(k) (·,ξ)

)
=

∑

j

∂

∂ξ j
A i j

(
h̃,ξ

)∣∣
h̃=constante (A.61)
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Il est immédiat de vérifier que la propriété P1 est vraie :

A
(
h̃,ξ

)
∇ h̃ =∇ξ ·

(
A

(
h̃,ξ

)
h̃
)
− h̃∇ξ · (A (·,ξ))− h̃∂h̃ A

(
h̃,ξ

)
∇ξh̃

=∇ξ ·
(
A(0) (h̃,ξ

)
h̃
)
− h̃∇ξ ·

(
A(0) (·,ξ)

)
− h̃A(1) (h̃,ξ

)
∇ξh̃

(A.62)

Supposons la propriété vraie au rang n. Le reste peut se réécrire sous la forme de deux
termes de divergence, et d’un nouveau reste :

(−h̃)n

n!
A(n) (h̃,ξ

)
∇ξh̃ = (−1)n A(n) (h̃,ξ

)
∇ξ

(
h̃n+1

(n+1)!

)

= (−1)n
(
∇ξ ·

(
A(n) (h̃,ξ

) h̃n+1

(n+1)!

)
− h̃n+1

(n+1)!∇ξ ·
(
A(n) (h̃,ξ

)))

= (−1)n∇ξ ·
(
A(n) (h̃,ξ

) h̃n+1

(n+1)!

)
+ (−h̃)n+1

(n+1)! A(n+1) (h̃,ξ
)
∇ξh̃

+ (−h̃)n+1

(n+1)! ∇ξ ·
(
A(n) (·,ξ)

)

(A.63)

Ce qui permet de retrouver Pn+1 n+1 à partir du rang Pn :

A
(
h̃,ξ

)
∇ξh̃ =

n∑

k=0

[
(−1)k∇ξ ·

(
A(k) (h̃,ξ

) h̃k+1

(k+1)!

)
+ (−h̃)k+1

(k+1)! ∇ξ ·
(
A(k) (·,ξ)

)]

+ (−h̃)n+1

(n+1)! A(n+1) (h̃,ξ
)
∇ξh̃

(A.64)

ä
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