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AVANT-PROPOS

Ce texte comporte deux grandes parties: le corps principal de la these et les annexes.

La premiere partie est indépendante et doit suffire a présenter "approche par mobilités
moyennes énergétiques et les applications traitées jusqu’a présent (chapitres 3 a 6).

La deuxieme partie (les annexes) n’est pas indispensable & la compréhension globale de
I’approche; elle regroupe tous les développements analytiques et les compléments aux si-
mulations numériques et aux applications expérimentales, qui auraient alourdi la rédaction
et entravé la lecture de la premiere partie. Ces annexes n’en sont pas moins importantes
pour ceux qui voudront approfondir le sujet et entreprendre des développements ultérieurs.

Le chapitre 3, coeur du sujet, est le minimum conseillé au lecteur pressé.
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Chapitre 1

CONTEXTE SCIENTIFIQUE ET
BUTS DE L’ETUDE

La derniere décennie a encore vu croitre la puissance et la vitesse informatiques, donc
les possibilités et la convivialité des méthodes de calcul, comme les éléments finis et les
éléments de frontiere, qui résolvent par discrétisation les équations exactes.

(C’est paradoxalement dans ce contexte qu’on a assisté en vibro-acoustique a un regain
d’intérét pour des méthodes de calcul approché, plus simples et rapides, qui réduisent
I'information nécessaire au calcul et proposent des résultats plus globaux et simples a
interpréter.

Ces méthodes, qui vont étre brievement abordées et référencées au 1.2, constituent le
cadre scientifique dans lequel s’est développée la méthode des mobilités énergétiques.
Toutefois il nous semble utile de mieux expliquer tout d’abord les motivations qui ont
animé ces recherches sur des quantités moyennes ou énergétiques, de souligner leurs avan-
tages et leurs significations.

1.1 Importance des quantités énergétiques et moyennes

A Iorigine de ces travaux il y a sans doute la demande croissante d’études vibratoires
et acoustiques dans d’autres domaines industriels que ceux classiques de ’aérospatiale
et de la marine militaire, qui pouvaient se permettre des moyens de calcul et des temps
de recherche énormes : désormais le bruit est un facteur concurrentiel pour les transports,
I’électroménager, etc. ... On a donc besoin d’appliquer des méthodes rapides, et si possible
simples, autres que les abaques et les tables empiriques, des la phase du bureau d’études,
pour des produits de série.

On peut constater aussi la volonté de mieux prendre en compte des séries de structures
réelles, dont les propriétés, difficiles a modéliser, varient fortement d’une réalisation a
I’autre et doivent donc étre décrites, avec des criteres statistiques, par des données issues
de la mesure.

1.1.1 Dispersion des mesures sur séries de systemes

Lorsqu’on mesure une fonction de transfert, aux mémes endroits, sur une série de struc-
tures industrielles, apparemment ”"identiques”, on obtient une forte dispersion des résultats,
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a cause des petites variations des caractéristiques des structures utilisées: propriétés
des matériaux, géométrie, conditions d’assemblage de différents éléments (voir [2] et ses
références).

Des études visent a mieux connaitre les causes possibles de cette dispersion (voir [48],
[116] et les références de [105]), d’autres ont proposé des criteres théoriques pour définir
des bornes pour ces variations de comportement (voir [20], [45], [70]). Une troisieme ap-
proche, (voir [102]) consiste a trouver des quantités qui, mesurées sur un systeme, soient
caractéristiques pour toute une "classe” de systemes, ou varient peu d’un systeme a l'autre.
La présente étude peut étre replacée dans cette derniere optique.

1.1.2 Stabilisation par quantités énergétiques

Lorsque le recouvrement modal est fort (supérieur a un), le comportement vibratoire
d’une structure n’est plus dominé par des modes isolés, mais par les contributions de
plusieurs modes a la fois et tend asymptotiquement (vers les hautes fréquences) vers celui
d’une structure infinie de mémes caractéristiques (matériau et épaisseur) (voir [7], [20],
[117]). Ceci se produit au dessus d’une certaine fréquence, analogue a la fréquence limite
d’un champ diffus en acoustique, inversement proportionnelle a la densité modale et a
I’amortissement (voir [45] pp.74-76).

Alors le niveau de vitesse |V| varie peu d’un point a Iautre, s’ils sont distants de quelques
longueurs d’onde des limites et des discontinuités structurales (inhomogénéités de masse,
de raideur, d’amortissement) et des excitations extérieures ([118]). L’énergie cinétique
ponctuelle en haute fréquence p/2|V|*, indépendante de la phase, est donc un parametre
plus stable que la simple vitesse, pour des structures ayant des amortissements compa-
rables, méme en présence de variations géométriques, ou de raideur, ou de masse locale,
en des points distants de celui considéré.

De méme il a été observé que la puissance active injectée dans une structure localement
homogene, avec un fort recouvrement modal, est peu sensible a I’endroit d’injection ([7],

[54]), (sauf pres des limites ou des discontinuités). Cette puissance ne dépend en effet que
de la partie réelle de la mobilité d’entrée (au point d’injection), qui, en haute fréquence,
tend vers celle de la structure infinie de méme épaisseur et matériau.

On peut donc déja considérer le rapport entre énergie cinétique locale et puissance active
injectée, a fréquence pure, comme étant une quantité intéressante, car assez stable en
haute fréquence.

1.1.3 Stabilisation par quantités moyennées

Il a été observé (en calculant les énergies globales, pour une classe de structures, voir
encore [111], [102] et [45] ) que 'utilisation de quantités moyennées en fréquence, ou spa-
tialement, ou des deux fagons a la fois, permet aussi d’obtenir des variations beaucoup
moins importantes. Cette propriété est largement exploitée dans la SEA, qui applique les
deux types de moyenne a la fois.

Par exemple, Bourgine ([7]) montre que la moyenne fréquentielle et spatiale des admit-
tances d’entrée d’une structure, égale au rapport de sa densité modale et de sa masse
totale, est égale aussi a I’admittance dentrée de la structure infinie associée. Donc il s’agit
bien d’une quantité commune a des structures industriellement identiques.
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Moyennes spatiales

L’effet de moyenne spatiale sur une partie ou sur la globalité de la structure est transpa-
rent: on excite et on mesure la vitesse a tous les points d’un maillage (défini en fonction
de la fréquence maximale & analyser); les variations des caractéristiques locales (masse
surfacique, raideur, amortissement, géométrie...) se répercutent sur les valeurs globales
(masse totale, surface totale), ou moyennes (épaisseur, raideur, amortissement...), et sur
leurs écarts type.

On remarquera cependant que les mesures que cette moyenne implique sont lourdes, sur-
tout pour des systemes complexes, non homogenes, et que pour ces derniers on n’obtient
aucune information sur le comportement local.

Moyennes fréquentielles

La signification physique d’une moyenne fréquentielle est moins évidente.

Pour des structures a comportement linéaire, par le théoreme de Parseval on peut aussi
interpréter la moyenne d’une énergie cinétique locale sur une bande de fréquences, comme
la moyenne temporelle de cette énergie due a la part d’excitation, s’exercant uniquement
dans cette bande de fréquences:

B=[opvirda= [T ppvinveind (L.1)

Cependant la réponse en un point d’une structure, a une fréquence d’excitation, dépend
de tous les modes a la fois, donc non seulement des caractéristiques locales aux points
mesuré et excité, mais aussi de celles aux autres points de la structure. La variation
des caractéristiques, locales, par exemple a I’endroit mesuré, change les contributions de
certains modes, donc elle peut beaucoup jouer sur certaines bandes de fréquences mais
presque pas sur d’autres.

On ne peut donc pas mettre en relation une variation moyenne des caractéristiques de la
structure et son écart type, (qui peuvent s’obtenir avec les mémes variations a des endroits
différents), avec une moyenne et un écart type de la réponse sur une bande de fréquences
donnée (arbitrairement choisie). (Voir aussi dans cette optique [111], [21]).

Moyennes fréquentielles et moyennes d’ensemble

Keane et Mace ([52], [81]) montrent, sur des systemes de poutres couplées, que la moyenne
par bandes fréquentielles ne peut pas étre considérée comme 1’équivalent d’une moyenne
d’ensemble (sur une classe de systemes de caractéristiques semblables). De Jong ([26])
soutient, au contraire, que pour des systemes suffisamment complexes la distribution des
réponses en fréquence et celle sur 'espace ont la méme variance normalisée, ce qui in-
dique que ces structures sont ”ergodiques dans leur variation en fréquence” (une moyenne
d’ensemble, avec une variation aléatoire des modes est représentative d’une moyenne
fréquentielle pour une structure déterminée). Si cette these se confirme, & partir des me-
sures sur un systeme complexe, moyennées en fréquence on obtiendra une estimation
correcte du comportement d’une classe de systemes semblables (voir aussi [83]).

Il semble alors important de développer des méthodes qui utilisent des quantités moyennées
en fréquence, mesurées sur des systemes isolés, pour prédire le comportement (par bandes
de fréquences) d’assemblages de ces systemes ou la réponse a des sollicitations différentes.
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Comme la méthode des mobilités énergétiques qu’on va présenter ici est basée sur la
moyenne en fréquence, on essayera de définir des parametres, mesurables, qui a priori
influencent cette moyenne.

1.2 Contexte scientifique: analyse bibliographique

Apres avoir présenté les motivations de ce travail, on va maintenant rappeler plus précisement
dans quel contexte scientifique il se situe.

On citera ici des méthodes qui, par leur objet, par leur démarche, ou par leur forma-
lisme permettent d’établir des analogies et d’envisager les mobilités énergétiques, qu’on
présentera par la suite, sous des angles différents.

1.2.1 Mobilités classiques

L’utilisation des mobilités (ou "admittances”), pour le calcul des vitesses des assemblages
et des efforts de couplage, date de la premiere moitié de ce siecle.

Leur mise en oeuvre, comparée a celle des impédances, a fait 'objet de nombreuses pu-
blications (voir [109], [94], [20], [84], [10]...) et colloques (par exemple le ”Colloque sur
I'impédance mécanique” de mai 1972 a ’ECL).

La méthode sera détaillée ici au chapitre 2 , mais on peut déja dire que sa simplicité
théorique et son coté semi-expérimental ont fait en sorte qu’elle a été utilisée dans beau-
coup de travaux de recherche, de la détermination des puissances échangées entre struc-
tures ([38], [101], [32]), ou injectées ([17], [69]), & 'intensimétrie structurale ([21], [22],
[108], [124]...) au calcul des ingrédients de la SEA (voir au 1.2.3 et [7], [14]), au diagnos-
tique vibratoire ([75]).

Les développements les plus récents concernent 1’étude des mobilités de moment et les
techniques de mesure associées ([34], [44], [97], [68], [128], [90], [71], [124]), I’étude des
mobilités linéiques et surfaciques ([91], [23], [66], [93]), 'étude de concepts dérivés, tels la
"mobilité effective” (rapport complexe de la vitesse en un point et de la somme de toutes
les forces excitatrices: [98], [99], [40]), la caractérisation de sources a l’aide du ”descripteur
de source” ([88], [66], [49], [126]), la caractérisation de jonctions ([107]), ou 'utilisation
des mobilités de chaque sous-structure assemblée, avec les autres sous-structures bloquées,
pour mieux définir les couplages ([84], [4])...

On peut aussi remonter des sensibilités sur les mobilités a celles sur les valeurs et vecteurs
propres d’une structure ([70]).

1.2.2 Mobilités moyennes

Pour les raisons énoncées au 1.1, dans la derniere décennie, on a aussi vu resurgir (apres
Cremer et Heckl [20]), des études sur des mobilités moyennées.

Langley ([63]) a proposé le calcul des enveloppes des mobilités moyennées spatialement.
Skudrzyck ([117], [118] ...) a élaboré la Méthode de la Valeur Moyenne (en fréquence) afin
d’évaluer les mobilités moyennes d’entrée, le module moyen des mobilités de transfert et
leurs enveloppes, pour des structures simples, en moyennes et hautes fréquences. Il a aussi
proposé d’utiliser les moyennes géométriques fréquentielles des amplitudes des résonances
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et des antirésonnances des premiers modes pour des structures complexes, afin de retrou-
ver les caractéristiques de la ”structure infinie associée”.

Par la suite d’autres études ont repris I'idée de Skudrzyk de lissage fréquentiel des mobi-
lités et 'ont appliquée au calcul d’assemblages de poutres, avec des techniques de lissage
différentes. Girard et Defosse [43] utilisent une sélection de chemins structuraux directs
entre deux points (les plus courts, sans boucles) qui fournissent la contribution moyenne
de l'effort appliqué en un point sur le niveau de la vitesse a I'autre point. Delattre [28]
propose dans ce méme but 'utilisation de I’analyse cepstrale, qui permet de sélectionner
les premieres contributions dans un signal temporel (contributions qui correspondent au
cepstre d’énergie), en éliminant les ”échos” (contributions indirectes dues aux réflections
aux limites). Moorhouse et Gibbs ont aussi proposé un calcul de la mobilité moyenne
et maximale (en fréquence) dans [89]. Le calcul de la mobilité de transfert moyenne aux
hautes fréquences, par une formulations énergétique simplifiée a été effectué par Y. Lasé
et al. ([65], [64]). Ce qui souligne encore le fait que 'utilisation de la moyenne fréquentielle
est liée a celle de quantités énergétiques.

Notre étude peut étre lue comme un nouveau développement de I’idée de mobilité moyennée
en fréquence, mais avec des moyennes arithmétiques, qui permettent d’opérer des simpli-
fications sur des quantités énergétiques, méme si ces dernieres ne sont pas directement
identifiables a celles d’une ”structure infinie associée”. Elle comporte aussi une mise en
oeuvre de ces mobilités moyennes dans une méthode énergétique d’assemblage de struc-
tures, sous une forme quasi-identique a celle des mobilités classiques.

1.2.3 La Statistical Energy Analysis (SEA)

La SEA est née dans les années 760 avec les travaux de Lyon, Smith, Maidanik, Eichler,
Sharton, Newland, Gersch, Pope ...([78], [120], [77], [79], [80], [92], [42], [103],...) et fait

I’objet encore actuellement de tres nombreuses études et propositions de remaniement.

Théorie de base

La théorie de base est simple: il y a une relation de proportionnalité entre la différence des
énergies globales et la puissance échangée par deux oscillateurs couplés en déplacement
vitesse et accélération.

En assimilant les modes d’une structure a des oscillateurs, en considérant que la réponse de
la structure dans une bande de fréquences excitée est due surtout aux modes résonnants,
en considérant de plus que les modes d’une classe de structures semblables sont distribués
régulierement en fréquence et ont la méme énergie (excités par une excitation large bande),
on établit la proportionnalité entre la différence des énergies modales F 4 et Ep des sous-
structures A et B et la puissance échangée P4p (de A vers B) dans une bande de fréquences:

Pap = napw(la — Ep) (1.2)

Les termes nap sont appelés "facteurs de pertes par couplage” ou CLF (coupling loss
factors).

Cette méthode permet d’analyser le comportement énergétique statistique d’une classe
(=ensemble de réalisations) d’assemblages, par bandes de fréquences, a partir de la connais-
sance des puissances injectées, des facteurs de pertes internes des sous-structures et des
facteurs de perte par couplage, entre les couples de sous-structures directement liées, avec
une hypothese de couplage faible (cf.[74]).
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Autres caractéristiques et remarques

La SEA s’applique a des structures "linéaires, passives et bilatérales” (cf. [76] p.69). Elle
utilise le premier principe de la thermodynamique: la puissance injectée dans un systeme
est égale a la puissance dissipée dans ce systeme ("pertes internes”, plus la puissance qui
sort éventuellement de ce systeme):

Pext—I'Pdiss =0 (13)

Ce qui permet de calculer le facteur de pertes internes 4 par la puissance injectée Py et
I’énergie cinétique moyenne de la structure £y :

PA :nAwEA (14)

Il ne s’agit pas d’'une méthode prédictive, car la relations 1.2 porte sur les énergies mo-
2

dales apres couplage. Dans certains cas on peut considérer qu’elle est valable aussi avec

les énergies modales avant couplage (par exemple si on n’assemble que deux systemes,

par couplage faible), mais dans le cas général on ne pourra pas exprimer la puissance

échangée entre deux systemes A et B indépendamment de I’énergie modale avant cou-

plage des autres systemes couplés (C, D ...).

La relation de base est toutefois robuste: une erreur sur les CLF, sur les amortissements

2

ou sur les énergies modales des soussystemes n’est pas amplifiée dans les puissances ob-

tenues, c’est pour cette raison que dans beaucoup de cas, on peut 1'utiliser abusivement

pour des couplages non faibles, avec des faibles densités modales, pour des démarches

prédictives ou avec des maillages grossiers des structures.

La "relation inverse”, ¢’est a dire la reconstitution des CLF, est beaucoup plus problématique

et son utilisation "abusive”, ou avec des données fortement entachées d’erreur, donne sou-

vent des résultats aberrants.

Variantes et approfondissements

Une variante apparue tres tot ([125], [114], [132], [27]...) consiste & utiliser les énergies des
sous-structures "isolées bloquées”, en considérant, apres couplage, tour a tour, chaque
sous-structure excitée, reliée aux autres pendant qu’elles sont maintenues immobiles.
Une autre proposait d’utiliser une formulation duale sur la relation de base du couplage
faible entre oscillateurs ([50]), mais n’a pas eu de suites.

Une variante actuellement répandue, préconise 'utilisation de "CLF indirects”, définis
entre les sous-systemes non directement couplés, afin d’améliorer les résultats, par des
relations du genre:

Pap = w[nap(Ea — Ep) + Y _nac(Ea — Eo) + nes(Ee — Ep)] (1.5)

Dans ces approches les relations inverses restent tout autant problématiques et 1’appli-
cation au couplage fort, I'application prédictive et les autres applications ”abusives” ne
semblent toujours pas généralisables (voir [39], [123], [60], [61], [62], [113],..).

La SEA a été étudiée analytiquement et numériquement par des approches de superposi-
tion modale ou d’ondes, pour des systemes simples (poutres, plaques minces sur appuis...),
ou par des simulations numériques avec les éléments finis.

Les différents travaux ont étudié le role de la densité modale et du recouvrement modal
([20], [25], [53], [37], [52], [87],...), le rOle du niveau d’énergie ([123]), de I'excitation ([131])
la facon de calculer et mesurer les CLF ([119], [5], [15], [127], [16], [61], [115], [11], [85],
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[23], [110], [59]...), I'incertitude et la variance des résultats ([76]).

Un autre souci permanent a été celui de mieux définir la "force” du couplage ([104], [18],
[24], [106], [13], [119], [35], [82], [83], [36]...), d’étendre la validité des formules SEA au
cas du "couplage fort” et aux moyennes fréquences (voir par exemple [130], [53], [29]),
avec un développement lié & une notion de "flou structural” (Soize et al. [122], [121] ) ou
I'utilisation de I’énergie thermodynamique des sous-systemes plutét que ’énergie stockée
(Bernstein et Kishimoto [55]).

D’autres auteurs ([86], [100]...), ont défini une SEA dans le domaine temporel ("transient
SEA”) pour traiter des excitations par chocs ou des systemes non linéaires.

(C’est en tout cas la méthode en hautes fréquences la plus utilisée et celle autour de laquelle
il y a eu le plus d’études dans les dernieres années. Dans le dernier chapitre on expliquera
comment la SEA peut aussi tirer profit de la méthode des mobilités énergétiques.

1.2.4 Autres approches énergétiques des années 770 - 7”80

Au début des années 770 ([7]) A. Bourgine, L. Cremer et M. Heckl ([20] pp.293-305) ont
contribué a mieux comprendre les bases théoriques des approches statistiques et globales
en dynamique vibratoire, en reliant certaines quantités comme la densité modale d’une
structure, la masse totale et la partie réelle de 'admittance de la structure infinie associée.
J. L. Guyader dans ([45]) a calculé des bornes pour 1’énergie et la puissance dissipée par
un milieu excité par des forces harmoniques ou aléatoires large bande, en montrant que
pour ces dernieres 1’écart en énergie (lorsque les conditions aux limites et la loi de com-
portement varient) est plus faible.

Pour I’analyse des énergies globales des structures aux hautes fréquences, Kubota et
Dowell ([33], [58]) ont proposé une technique d’approximation asymptotique, basée sur
une décomposition modale, limitée a des structures analytiquement connues (poutres et
plaques appuyées): PAMA (Asymptotic Modal Analysis). Leur démarche a le mérite
d’analyser clairement certaines approximations sur des quantités moyennées, et de re-
trouver certains résultats de la SEA.

1.2.5 Mobilités Effectives et Coeflicients d’Influence

Il s’agit de deux méthodes énergétiques apparues au début des années ”80.

La mobilité effective répartie (voir [98], [99]) est le rapport de I’énergie cinétique globale
sur la puissance totale (complexe) injectée. Elle peut s’exprimer en fonction des mobilités
classiques, avec certaines hypotheses sur les modules des forces et leurs phases relatives.
Son utilisation est cependant purement formelle: la mobilité effective décrit seulement une
certaine configuration: elle dépend de la distribution des efforts extérieurs et ne peut donc
pas caractériser une structure en soi.

Les coefficients d’influence relient les énergies globales des sous-systemes aux densités
spectrales de puissance des forces excitatrices, permettant d’analyser séparément le cou-
plage "spatial, spectral et par excitation” (voir [46]).

[’idée d’une mobilité entre quantités énergétiques moyennées (spatialement) est déja en
germe dans ces deux études.
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1.2.6 Les PFRF et la Méthode des Réceptances de Puissance

Les Fonctions de Réponse en Fréquence pour les Puissances (PFRF) proposées par Koss
sont des rapports de ’énergie cinétique ponctuelle et de la puissance injectée ([56], [57]).
Elles peuvent s’exprimer a partir des mobilités des systemes assemblés ou isolés. Les ex-
pressions des PFRF, moyennées en fréquence et spatialement, en fonction des mobilités
moyennes apres couplage ont aussi été proposées, pour le calcul des facteurs de pertes par
couplage de la SEA.

Dans la méthode de Keane et al. ([51], [113], [3]), (& situer & la suite de celle des Co-
efficients d’Influence) on utilise les réceptances de puissance” H.. définies, en entrée, au
point e par le rapport de la puissance P. et de la densité spectrale de puissanceSp.p. de
la force Fe: P, = H..Sp.r. pour calculer les énergies des systeme couplés et les puissances
échangées.

Ces quantités sont a I’évidence dépendantes du type de force utilisé, leur expression a été
détaillée pour des forces ponctuelles et des forces réparties décorrélées (type ”"pluie sur le
toit”).

Lundberg a proposé dans [72], [73] d’utiliser les fonctions complexes de transfert par mo-
dulation, définies par Shroeder ([112]), pour relier des énergies et des puissances.

Ces trois méthodes utilisent des mobilités classiques (qui sont des DSP de fonctions de
transfert en fréquence) pour prédire les puissances échangées et les énergies des assem-
blages, en faisant des hypotheses simplificatrices sur le type des excitations extérieures.
Des moyennes spatiales et fréquentielles effectuées sur les quantités apres assemblage,
permettent le calcul des facteurs de pertes par couplage de la SEA, avec des hypotheses
supplémentaires concernant le type d’excitation.

Elles présentent donc des fortes analogies avec I’étude actuelle; cependant les quantités de
base (les mobilités) ne sont pas des quantités moyennées par bandes (larges) de fréquence
et les simplifications que cette moyenne introduit n’ont pas été percues.

1.2.7 Ecoulement d’énergie

La derniere décennie a aussi vu la naissance de formulations visant a connaitre 1’énergie
en tout point d’une structure a fréquence pure, a partir des travaux de Belov et al. ([1])
et des descriptions de la distribution de I’énergie de Bernhard, Bouthier et Wohlever ([8],
[9]), suivant une analogie avec I’écoulement de la chaleur. Une approche simplifiée néglige
les champs proches ([30],[31] ), d’autres, plus élaborées, utilisent les densités d’énergie
totale et lagrangienne ([64], [67]), ou des formulations intégrales approchées pour obtenir
des calculs plus exacts.

Derniere approche, souvent classée (a tort) parmi celles énergétiques, car elle travaille aussi
sur une représentation par enveloppe plus que sur la solution vibratoire exacte (vitesse
complexe et oscillante) est celle de Carcaterra et Sestieri ([12]), qui utilisent la transformée
de Hilbert pour analyser le déplacement pour des nombres d’onde élevés, avec un maillage
faible.

Ces approches sont toutes dépendantes de l'opérateur caractéristique de la structure
considérée, donc leur application semble limitée aux structures minces et homogenes.
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1.3 Récapitulatif des buts de I’étude

On a vu que la méthode des mobilités énergétiques se situe au carrefour de plusieurs ten-
dances actuelles: des formulations donnant une information énergétique locale, la volonté
d’utiliser des quantités moyennées en fréquence et le besoin de méthodes approchées mais
simples et rapides. Dans ce contexte on va maintenant préciser les buts de ce travail, qui
ont pu transparaitre dans les sections précédentes, et annoncer les choix méthodologiques
effectués.

1.3.1 Une formulation énergétique locale

On a annoncé au 1.2 que notre méthode s’inscrit parmi celles qui visent a donner une in-
formation énergétique locale sur une structure qui peut présenter de fortes discontinuités,
donc de fortes variations de I’énergie cinétique d’un point a un autre.

Cette information énergétique locale fait défaut a la SEA et a d’autres méthodes citées

(mobilités effectives, coefficients d’influence...) qui utilisent des moyennes spatiales. On
gardera tous les avantages d'une technique de mobilités classiques qui nécessite des données
calculées ou des mesurées seulement aux points intéressants, (optimisation spatiale de I'in-
formation).

1.3.2 Des véritables mobilités moyennes pour assemblages

D’un certain point de vue, au dela de son aspect de méthode énergétique locale, la prin-
cipale idée de cette étude est de proposer des véritables mobilités moyennes.

On va utiliser exclusivement des quantités moyennées par bandes de fréquence (donc moins
sensibles aux petites variations de la structure), avec des temps de calcul extrémement
réduits (optimisation fréquentielle de 'information) et sans information venant de la
phase: cette information n’est donc pas nécessaire lorsqu’on veut reconstituer des quan-
tités énergétiques par bandes de fréquence. On effectuera avec ces quantités 1’équivalent
énergétique des calculs réalisés avec les mobilités classiques (addition des contributions
de plusieurs excitations simultanées, calcul d’assemblages a partir des caractéristiques,
mesurées ou calculées, des sous-structures isolées...).

Elles vont nous permettre enfin de définir des sources par bandes de fréquence.

La nouvelle définition de mobilités moyennées en fréquence nous semble étre le maillon
manquant, entre les méthodes du 1.2.2 et les approches énergétiques.

1.3.3 Utilisation d’un formalisme simple et général

Par le choix des mobilités mesurées, comme ingrédients de base, notre méthode évite les
difficultés d’une description complete de 1’énergie des systemes vibrants et veut étre une
formulation indépendante de 'opérateur et de la complexité de la structure.

On a taché de ne pas introduire d’hypotheses qui restreignent ’applicabilité a des struc-
tures particulieres (pourvu qu’elles soient linéaires), la seule restriction, a I’état actuel de
la méthode, concerne le type de couplage entre structures, qui doit étre ponctuel, du fait
meéme de 'utilisation des mobilités classiques. Ceci ne nous a pas dispensés d’étudier des
limites d’utilisation, par des simulations numériques.

Enfin on a conservé le formalisme des mobilités classiques (rappelé au chapitre 2), a la
fois simple (basé sur la regle de trois) et assez familier au monde scientifique et industriel.
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Chapitre 2

LES MOBILITES CLASSIQUES:
UN OUTIL PREDICTIF

Il faut avoir clairement a ’esprit la technique des mobilités classiques avant d’aborder
celle des mobilités énergétiques, qui en empruntera le formalisme et les démarches. Cette
technique étant simple, on va la décrire ici in extenso.

Généralités

Les mobilités permettent d’établir des relations algébriques simples, indépendantes du
type de structure et de la méthode de calcul (ondes, contributions modales, EF...) entre
les efforts et les vitesses.

Lorsqu’on les mesure, elles prennent en compte les éventuels couplages vibro-acoustiques
(avec des cavités internes a la structure, ou avec le milieu environnant), les conditions
aux limites réelles et les défauts locaux ou globaux de la structure, (qu’on aurait du mal
a caractériser et a introduire dans d’autres méthodes numériques): on n’a donc pas les
problemes du recalage du modele.

Les références bibliographiques détaillées ont été données au 1.2.1.

2.1 La mobilité classique: une fonction de transfert

La théorie des mobilités s’applique a des structures qui ont un comportement linéaire
(le déplacement est proportionnel a I’excitation), et sont passives (sans sources d’énergie
internes) (voir [91]).

Ces structures sont considérées pour des mouvements a fréquence pure et dans une confi-
guration ou un montage donné.

La notion de fonction de transfert en fréquence est utilisée au sens classique du traitement
du signal (voir par exemple [41]).

2.1.1 Deéfinition

La mobilité Y,,.(f), est définie comme "amplitude complexe de la vitesse obtenue au point
m en appliquant au point e une excitation harmonique d’amplitude complexe unitaire (a
la fréquence f), en I"absence d’autres excitations.

Compte tenu de la linéarité, pour un effort F.(f) au point e on a donc une vitesse V,,(f)
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telle que V,,(f) = Yo (f) FL(f), ou encore

Vi (/)
Fe(f)

Cette quantité complexe caractérise le chemin physique entre les deux points de la struc-

Yone(f) =

(2.1)

ture: on dira donc qu’elle est intrinseque.

La relation 2.1 est en fait écrite pour I'une des 6 composantes du vecteur vitesse au point
m Vm(f), qui comporte 3 rotations et 3 translations, et pour 'une des 6 composantes du
vecteur des efforts au point e, ﬁe(f), composé de 3 forces et de 3 moments.

Il est donc clair que ce qu’on appelle "mobilité entre les deux points m et e”, n’est autre
qu'une matrice de 36 éléments Y ,,.(f). Chacun de ces éléments est une fonction de trans-
fert en fréquence entre une composante du vecteur des vitesses obtenues au point m et
une composante du vecteur des forces et des moments appliqués au point e. On aura donc
la relation générale

= —

V() = Yme(HE(S) (2.2)

2.1.2 Propriétés

Deux propriétés principales dérivent du théoreme de I’énergie mutuelle de Heaviside ([47]).

P. 1 La matrice [Y,..](f) est symétrique : la vitesse V,,, obtenue en appliquant le moment
M., est, par exemple, égale a la vitesse V,,, obtenue en appliquant le moment M,,.

Application: une excitation par moments purs étant difficile a obtenir expérimentalement,
on utilise souvent les composantes de rotation des vitesses dues a des forces au lieu de
celles de translation dues aux moments.

P. 2 La mobilité (chaque composante) Y, (f) est aussi symétrique par rapport aux indices
des points de mesure m et d’excitation e: Y. (f) = Yeu (f) .

C’est ce qu’on appelle couramment "réciprocité entre les efforts et les vitesses” (voir [129],
[19], [68]...).
Application: on peut limiter le nombre d’expériences a mener pour construire la ma-
trice des mobilités, en particulier on a un fort gain de temps sur le montage du systeme
d’excitation.

Simplification des notations

Souvent, sur les structures minces, on ne considere que les mobilités entre les composantes
de translation des vitesses et les forces, voir méme la seule mobilité entre la vitesse nor-
male a la structure et la force normale, qui excite la structure en flexion.

Ceci est valable généralement en basse fréquence, lorsque 'effet des excitations par mo-
ment est négligeable devant celui des forces ([20]), cependant, dans beaucoup de cas réels,
on ne peut pas négliger les contributions des moments.

Dans ce travail on ne va pas considérer ce type d’excitation: pour des raisons de simplicité
de présentation, la matrice [Y,,.](f) précédente, reliant les deux points m et e, se réduit
alors a la seule composante Y;,.(f).

Si 'on considere plusieurs points m et e de la structure, on peut maintenant former la
matrice (symétrique en vertu de P.2) des mobilités entre ces points: quand on parlera de
matrice des mobilités [Y,,.](f) c’est a cette derniere matrice qu’on fera référence.
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De plus on omettra souvent l'argument (f), car tous les termes des équations seront
considérées a une méme fréquence pure.
On notera Z.. (ou Z.) I'impédance de la structure au point e, inverse de la mobilité

d’entrée Y., (ou Y.) et on aura une matrice des impédances [Z,,.] telle que [Z,..]™" = [V,.e]-

Remarques Physiques

Au niveau expérimental, dans la technique des mobilités, par "point d’une structure” on
désigne un disque, dont le rayon est inférieur ou égal a un dixieme de la longueur d’onde
(de flexion ou de traction-compression) a la fréquence considérée (voir [20]), a U'intérieur
duquel la vitesse varie tres peu.

En plus des difficultés pour les mesures des moments et des rotations, il faut rappeler
que les mobilités mesurées sur une structure présentent une dynamique d’autant plus
grande que la structure est peu amortie et qu'une incertitude sur le point de mesure, sur
les conditions aux limites, sur le systeme de mesure ou d’excitation, peut entrainer un
changement de phase important et une variation importante de la valeur complexe de ces
mobilités.

2.2 Utilisation pour une structure isolée

2.2.1 Additivité des excitations

On utilise les mobilités classiques pour additionner les contributions de Ne efforts F,,
appliqués en différents points e afin de calculer la vitesse obtenue en un point m, par:

Ne
Vin = V. L. (2.3)
e=1

avec une notation matricielle on aura donc
Vi) = Yo {FL} (2.4)

Reconstitution des forces par relation inverse

Dans la relation précédente les forces F. sont celles injectées simultanément.

En pratique il est onéreux de mesurer plusieurs forces en méme temps, il est donc conseillé
de mesurer les vitesses obtenues, en au moins Ne points i et de reconstituer les forces par
une relation inverse:

{F.} = [Vi] "{Vi} (2.5)

ensuite on pourra prévoir les vitesses aux autres points m par:

{Vin} = Vel [Vee 7 H{V} (2.6)

2.2.2 Définition des types de source

Si on ne veut pas mesurer les vitesses dues a plusieurs excitations, on peut utiliser les
forces isolée en faisant I'une des hypotheses suivantes.
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Sources de force

En supposant que chaque force n’est pas affectée par la présence des autres (ce qu’on
appelle une "source de force”), on identifie le produit Y,. F. avec la vitesse qu’on aurait
obtenue au point m si cette force avait agi seule. On écrit donc 2.3 ou 2.4, par superpo-
sition, en considérant que les forces F. sont celles mesurées lorsqu’elles sont appliquées
seules.

On s’approche de ce cas pour des systemes d’excitation qui ont une mobilité grande
devant celle de la structure excitée (c’est un type de systeme d’excitation a rechercher
expérimentalement, car il perturbe peu le comportement de la structure observée).

Sources de vitesse

Si l'on suppose au contraire que chaque systeme excitateur impose une vitesse constante
au point e, indépendamment de la présence des autres excitations ("sources de vitesse”),
on reconstitue les forces injectées par 2.5, (avec ici les vitesses V; mesurées pour chaque
excitation isolée), et on calcule la vitesse au point m par 2.6.

C’est le cas pour des systemes excitateurs de mobilité d’entrée faible devant celle du
systeme excité (par exemple un gros moteur sur un support mince), avec en méme temps
des mobilités de transfert tres faibles entre les points du systeme excité: il faut que la
vitesse imposée (pour chaque excitateur!) reste la méme quel que soit le nombre d’autres
systemes excitateurs.

Autres sources

On peut définir de méme d’autres types de sources théoriques, (ou les réaliser par des
techniques de contrdle actif), comme une source qui annulerait une vitesse en un point
donné, etc .... La plupart des sources vibratoires réelles se situe cependant entre celles de
force (mobilité d’entrée tres grande) et celles de vitesse (mobilité tres faible).

2.3 La connectivité par mobilités classiques

Connaissant les mobilités respectives Y. et Y1 de deux sous-structures ST et ST les
efforts qui les excitent et/ou leurs réponses, on souhaite a présent déterminer les ca-
ractéristiques (mobilités, vitesses, forces) de la structure résultant de leur assemblage
rigide en quelque points.

2.3.1 Calcul de quantités apres couplage rigide en plusieurs points

On 7coiffera” ici les quantités apres couplage par un tilde. On considere que les deux
structures ST et ST sont rigidement couplées en N. points ¢, ce qui signifie qu’apres
couplage les vitesses en ces points ¢ sont égales sur les deux structures et les efforts de
couplage qui rentrent dans 1'une sont opposés a ceux qui rentrent dans 'autre:

Vi U e = - 22
Les vitesses aux points de couplage ¢ (ou k), sont obtenues avec 2.3, en sommant les
contributions des efforts extérieurs F, et de ceux de couplage F.:

N N

Vi =Y Ve FI+ 3 YiF! (2.8)

e=1 c=1
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et - N N
VI =3 YIFIT 4 Y viIEn (2.9)
e=1 c=1

On peut alors appliquer les relations de couplage 2.7 pour obtenir les efforts de couplage
aux différents points c:

{FI} = [V + YA Ry - VAR (2.10)
et obtenir les vitesses aux points m, quelconques, de S’ apres couplage:
(Vi) = D) + YD (211)
L’expression pour les points m de S'! s’obtient en permutant les indices I et I1:
(VI = W FIy = VD (2.12)

Ces deux dernieres expressions sont fonction des efforts F! et FI!! apres couplage, qu’on
pourrait reconstituer, a partir des vitesses apres couplage, par des expressions inverses,
analogues a 2.5.

2.3.2 Définition des types de source

Pour que la méthode devienne prédictive, c’est a dire pour pouvoir calculer les quan-
tités apres couplage, uniquement en fonction de celles avant couplage, il faut, ici encore,
formuler des hypotheses sur les sources.

Sources de force

En supposant que les efforts extérieurs appliqués respectivement a ST et a S, avant
couplage, sont inchangés apres couplage, soit {F!} = {F!}, on obtient les formules sim-
plifiées suivantes (usuelles, car cette hypothese est souvent utilisée implicitement, par

commodité):

(VY = VL HED + L VA + 8] ey - GEED) (2.13)
et - .

(VIN = Iy - v v+ YA Ay - e (2.14)

Sources de vitesse

Pour des sources qui, aux points f excités, conservent les vitesses avant et apres couplage
on a: - L

(Vi ={Vv}} et {Vi1y = {viT} (2.15)
donc les forces appliquées apres couplage s’obtiennent en résolvant les équations suivantes,
avec les points f désignant des points excités (ainsi que e) sur ST et sur SZ, en fonction

des vitesses imposées aux points f (mesurées avant couplage):
-1

(VI = VIED + YA YA + YA (YA EDy - V(DY (2.16)

et - . - .
(VI = /ey — I v+ vl e — ey (2.17)
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Autre sources

Comme précédemment, les autres types de sources se situent entre ces deux cas extrémes.
Dans le cas général (sources quelconques) il sera impossible de prévoir les vitesses aprés
couplage et les efforts de couplage si on ne connait pas les excitations extérieures apres
couplage.

Il est toutefois possible de trouver une formulation prédictive par mobilités classiques sans
faire d’hypothese sur le type d’excitation. Cette prédiction concernera évidemment des
quantités qui sont indépendantes de I'excitation: les mobilités qui sont intrinseques.

2.3.3 Mobilités apres couplage en fonction de celles avant cou-
plage

En empruntant la démarche suivie entre autres par Koss ([57]), nous allons exprimer de
facon générale les mobilités de ’assemblage, apres couplage, en fonction de celles des sous-
structures isolées, (avant couplage).

Elles se déduisent simplement des expressions (2.11) et (2.12), en considérant un seul
point d’excitation a la fois, sur ST ou sur S?! et en divisant le tout par cette excitation.
Entre deux points m et e de I’ex sous-structure S’, on aura:

VL) = VL) = o [+ Y] il (2.18)
Entre deux points m et e de 'ex sous-structure S?/, on aura:
VI = YA = v [+ vl v (2.19)
En un point m de 'ex sous-structure S’, lorsque le point e de S/ est excité, on aura:
Vo) = V2 [V + Y2 1) (2:20)

De méme, en un point m de l’ex sous-structure S’Z, lorsque le point e de S est excité,
on aura:

Vel = VI YA + Y2 VL) (2.21)

On remarquera que la matrice {Yci + ch}_l caractérise le couplage: chacune de ses co-
lonnes quantifie les contributions de chaque effort de couplage sur les autres points de
couplage.

L’importance relative de chaque point de couplage doit cependant étre évaluée pour
chaque point de calcul, en tenant compte des mobilités de transfert entre ce point de
calcul et les différents points de couplage.

Sous-structures isolées et isolées bloquées

Les 7sous-structures isolées” précédentes étaient considérées avec les futurs points de
couplage libres (contraintes nulles). La variante qui consiste a considérer les mobilités de
chaque sous- structure assemblée, pendant que les autres sous-structures sont maintenues
bloquées, proposée par [84], dérive d’une formulation utilisant les impédances (voir [94]
ou [109]). Elle permet une caractérisation simple et globale de la "force du couplage” par
les valeurs propres de la matrice de couplage et la localisation des couplages principaux
pour chaque fréquence [4]. Elle s’applique si on peut bloquer en pratique les sous-systemes
lorsqu’ils sont assemblés, ou les liaisons d’un sous-systeme isolé.
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2.4 Complément a la connectivité: les Couplages In-

ternes

Dans beaucoup de cas pratiques il ne s’agit pas d’assembler des sous-systeme distincts,
mais d’ajouter des liaisons entre certains points ¢ et ¢’ d’'un méme systeme.

Dans le cadre de cette étude cette démarche a été redéveloppée pour traiter les couplages
internes d’une étude expérimentale sur un climatiseur.

Cas Général: N, couplages internes

FiG. 2.1 - Fzemple connu de Couplage Interne (en un point)

On va suivre la méme démarche que pour les couplages externes.
Les relations du couplage rigide restent les mémes pour chaque paire (c;c’) de points
couplés:

(Vi ={Vo} et {F}=—{F} (2.22)

Ici les vitesses apres couplage aux N, points couplés c=c’ (ou k=k’) s’écrivent:

~ Ne ~ Nc ~ Nc ~
‘/k:Z}/keFe—l'Z}/kch—l'Z}/kc’Fc/ (223)
e=1 c=1 =1
et
o Ne ~ Nc ~ Nc ~
Vi =Y Yo+ > YuFo+ > Yo F! (2.24)
e=1 c=1 c¢'=1

d’ou les efforts de couplage:
{F} = e + Yoo = Yie = Yoo ™' [Yie = Vi {F} (2.25)
et les vitesses aux points m, quelconques, de ST aprés couplage:

{V;} = [Yme] + [Ymc - Ymc’] D/kc + 1/k’c’ - 1/kc’ - 1/k’c]_l D/k/e - i/ke]{ﬁ-;e} (226)
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toujours en fonction des efforts extérieurs apres couplage.

La discussion sur les types de source reste la méme que pour les couplages externes. On
peut ici encore utiliser les mobilités mesurées avant d’effectuer ces couplages internes,
pour prévoir celles apres couplage par la formule générale suivante :

{177;} - [Yme] + [Ymc - Ymc’] D/kc + 1/k’c’ - 1/kc’ - 1/k’c]_l D/k’e - 1/ke] (227)

Remarques

1) I est équivalent de traiter les couplages internes tous a la fois comme ci-dessus (gros
systeme matriciel) ou I'un apres 'autre, de facon récursive (une seule équation a traiter a
la fois, sans inversions, ce qui permet d’éviter les problemes de mauvais conditionnement
des matrices).

2) Le couplage (externe) entre deux structures en Nc points, traité précédemment, peut
étre écrit analytiquement, de facon récursive, comme un premier couplage (externe) en un
point, entre les deux structures, suivi de Ne-1 couplages internes sur ’assemblage. Cette
deuxieme démarche évite la formation de systemes mal conditionnés car on ne résout
qu'une équation a la fois, et permet ainsi de traiter des couplages multiples analytique-
ment, sans inversion de matrices.

C’est ce qu’on peut voir dans I'exercice de style de ’annexe B.

Cependant le calcul des forces de couplage ou des puissances échangées et 1’hiérarchisations
des couplages n’est pas possible par cette deuxieme approche.

2.5 Conclusions

Les mobilités classiques sont un outil exceptionnel analytique et de calcul. Elles per-
mettent de définir simplement différents types de sources, de quantifier I'importance des
chemins vibratoires dans un assemblage et d’effectuer des prévisions sur le comportement
d’un assemblage a partir des caractéristiques des sousstructures isolées.

Pour prévoir les efforts de couplage et les vitesses apres couplage, il est nécessaire d’ef-
fectuer des hypotheses sur le type de source, alors qu’on peut prévoir les mobilités apres
couplage sans faire d’hypotheses.

Il nous a semblé intéressant de compléter les expressions classiques du couplage ponc-
tuel rigide externe entre deux structures, par celles des couplages ponctuels internes a
une meéme structure, ces dernieres, qui sont récursives, vont nous permettre d’étendre
les démonstrations du chapitre suivant, établies dans le cas d’un seul point de couplage,
externe et interne, au couplage en N points.

La mesure des mobilités et ses problemes spécifiques seront traités brievement dans la
partie F.1.

On rappelle enfin que I'inversion des systemes matriciels, pour les calculs du couplage,
peut présenter des difficultés numériques (fréquences singulieres) liées au mauvais condi-
tionnement, surtout pour des données issues de mesures, le bruit de mesure pouvant
introduire des fréquences singulieres qui n’appartiennent pas a la physique des structures
couplées. Dans ce cas il est conseillé d’adopter des résolutions avec des techniques du type
SVD (décomposition en valeurs singulieres).



Chapitre 3

LE CONCEPT DE MOBILITE
ENERGETIQUE

3.1 Exposition succincte

Une fonction de transfert énergétique

La mobilité classique permet d’établir un lien entre une excitation en un point d’une
structure et la vitesse obtenue en un autre point.

Notre premier but est de voir §’il existe, de méme, une quantité qui relie une puissance
active injectée dans la structure en un point au module carré de la vitesse obtenue en
un autre point ("énergie cinétique massique” ), une quantité qui qualifie donc un transfert
énergétique sur la structure.

Si 'on connait la force excitatrice, via les mobilités classiques il est clair qu’on connait
aussi la vitesse, donc 1’énergie cinétique massique en tout point. A fréquence pure il est
donc évident que le rapport entre le module carré de la vitesse V au point m et la puissance
active II. injectée au point e s’écrit:

Vi |? Vi |?
IT. Re{F.Vr}
ou encore
Vm 2 YmeFe 2
IT. Re{F.Yx F*}
soit , ,
Vm Yme
IT. Re{Y..}

Cette expression, indépendante de I'excitation, a été utilisée par Koss ([57]). Elle montre
que pour déterminer lénergie cinétique massique en un point donné d’une structure due
a une excitation en un autre point e de cette structure, on n’a pas besoin de savoir quelle
est la valeur de cette énergie en des points intermédiaires, ou de connaitre I’équation de
I’énergie propre a la structure, seule la connaissance des mobilités d’entrée et de transfert
est nécessaire.

La mobilité énergétique précédente, définie a fréquence pure, n’est cependant pas celle
qui nous intéresse, car elle ne permet pas d’additionner les effets de plusieurs excita-
tions simultanées et elle n’apporte rien de vraiment nouveau, par rapport aux mobilités
classiques.
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Une fonction de transfert moyennée en fréquence

On remarquera tout d’abord qu’il n’est pas sensé de relier une vitesse moyennée par
bandes de fréquence a une force moyennée aussi, car ce sont des fonctions complexes de
la fréquence, dont les parties réelles et imaginaires fluctuent autour de zéro; leur moyenne
sur une bande de fréquences, tend vers zéro lorsqu’on augmente la largeur de la bande et
n’est pas une valeur exploitable. Passons donc a des quantités énergétiques, qui seules ont
un sens, lorsqu’on effectue des moyennes fréquentielles ("m.f.”).

Les moyennes sur une bande de fréquences de la puissance active ponctuelle et du module
carré de la vitesse locale < [V,|* >, qu’on appellera "miel” ("mass-independent energetic
level”), sont indépendantes de la phase et ne tendent pas vers zéro. De plus, elles varient
moins que celles définies a fréquence pure, lorsque les caractéristiques de la structure sont
sujettes a incertitude (voir au 1.1.3) et ce d’autant plus que la structure est complexe (voir
[26]). Elles sont donc a priori beaucoup plus intéressantes a utiliser que les précédentes.
Cremer et Heckl ont relié la puissance et le "miel” au point d’injection (c.f. [20] p.295),
par une analyse modale.

Notre démarche déterminera, indépendamment des quantités modales, le lien entre la
puissance active injectée en un point, par bande de fréquences, et le "miel” en tout point
d’une structure.

Remarque C’est parce que p,, la masse surfacique locale de la structure, ne dépend
pas de la fréquence et parce qu’il est difficile a évaluer localement sur une structure
complexe, qu’on a choisi de s’intéresser au "miel” plutot qu’a la densité d’énergie cinétique
ponctuelle.

On évitera méme d’introduire ps dans les expressions, car on veut formuler une méthode
simple de mise en oeuvre expérimentale. Ceci implique qu’on ne pourra pas utiliser les
bilans d’énergie cinétique ou totale, qu’on trouve dans les autres travaux sur des quantités
énergétiques.

Un outil additif pour une Connectivité Energétique

Notre quantité H, pour fonctionner de facon analogue aux mobilités classiques, doit per-
mettre d’effectuer deux calculs:

- sur une structure isolée, on doit pouvoir additionner les contributions de plusieurs
puissances actives P. injectées aux points e d’'une structure, par bande de fréquences, pour
trouver les "miels” en tout point m, en écrivant:

< |Vm|2 > = ZHT)’LBPB (34)

- sur un assemblage de deux structures, on doit pouvoir calculer les puissances
échangées et les énergies cinétiques ponctuelles apres couplage (coiffées par un tilde) en
fonction des quantités énergétiques (puissances injectées ou énergies) avant couplage, sur



o.1. EAXPOSTION SUCCUINCTE

les sous-structures isolées. On réalise cela en trois étapes.

Premiere étape, on écrit les équations énergétiques de couplage (exactes) suivantes, a
chaque point ¢ rigidement couplé:

égalité des "miels” apres couplage

< VI > = < |VITP > (3.5)
et puissances actives moyennes échangées opposées
Pl =-pli (3.6)

Deuxieme étape, on additionne les contributions des puissances extérieures (injectées apres
couplage) et des puissances échangées, pour obtenir le "miel” en ¢ sur S7:

_ N! N ~
<|VIP>w~Y HLPI+> HLP! (3.7)
e=1 k=1
et sur S
. NI __N. o
<|VIP>wm Y HIPIT 4> HY P (3.8)
e=1 k=1

Troisieme étape, on résout le systeme d’équations ci-dessus, et on trouve les m.f. des
puissances actives échangées en fonction de celles extérieures:

{(PIy ~ [HY + HY) T {[HIHPITY — [HL{P!}) (3.9)

Comme les m.f. des puissances extérieures injectées, avant couplage, en des points non
couplés, sont quasiment inchangées apres couplage (ce qu’on verra au 3.4), on peut alors
obtenir les m.f. des "miels” apres couplage, en tout point m, en fonction des m.f. des
puissances injectées avant couplage, en écrivant (par exemple sur S7):

__ NS N _
< |VT£|2 > %ZHTInePeI—I_ZHTIncPcI (310)
e=1 c=1

C
R: cl cl m Pe1 [ Pa I 2
— E ) — R o <fVm| >
c2 c2 c2
Pe2 P2

On appellera cette approche par mobilités moyennes énergétiques "EMMA” (energetic
mean mobility approach). Le lecteur remarquera qu’on a suivi un formalisme identique a
celui des mobilités classiques, exposé au chapitre 2.

On va détailler tout ceci dans les paragraphes suivants.
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3.2 Mobilités énergétiques sur une structure isolée

3.2.1 Définition

Sur une structure linéaire, passive, réciproque (voir au 2.1.1), on définit la mobilité
énergétique entre le point excité e et celui de réception m, par le rapport suivant :

< |Yel? >
Hme_ |m6|

= RS (3.11)

ou les crochets désignent la moyenne sur une bande de fréquences de largeur Af.
Ce rapport est intrinseque a la structure, car indépendant de I’excitation.

Signification physique de H,,.

On va montrer maintenant que la mobilité énergétique relie la puissance active injectée

au point e, moyennée en fréquence, au “miel” au point m.
<|Vi|?>

CRe[FLVA)S avec les mobilités classiques :

Développons encore le rapport

<|Val?> < |Yp P E >
< Re{F.V*} > < Re{Y..}|F.]*> >

(3.12)

On fait alors la double hypothese suivante:

Hyp. 1a) < |V, ]*|F.]* > =~ < |V, |* >< |F.|* >
et
Hyp. 1b) < Re{Y.. }|F.|> > =~ < Re{Y..} >< |F.|* >

Ces deux relations peuvent étre vérifiées pour plusieurs raisons:

- si les fonctions de la fréquence |Y,..|* et Re{Y.}, ou |F.|?, varient peu sur la bande
considérée (c’est le cas des hautes fréquences, avec des mobilités d’entrée et de transfert
assez lissées, ou le cas d’une excitation par bruit blanc, d’amplitude constante)

- 81 |FL]* et |V,ue|?, respectivement |F.|* et Re{Y..} sont des fonctions statistiquement
indépendantes par rapport a la variable fréquence sur la bande A f; on peut alors rempla-
cer la moyenne de leur produit par le produit de leurs moyennes (cf. [6] et explications a
I’annexe A).

On peut alors écrire:

<WVal*> < Yo P><|F)? >

~ 3.13
< Re{F.Vx} > < Re{Y..} ><|F.|> > (3.13)
et simplifier le rapport par < |F.|* > pour obtenir la relation approchée suivante
< |Vinl* >
[Vin| ~ H,. (3.14)

< Re{F.Vr}> "

Cette relation donne un sens physique a notre mobilité énergétique. Au 4.1.1 on la testera
sur des cas numériques: c’est ce qu’on appellera aussi ”erreur de définition” et qui traduit
le respect de la double hypothese Hyp.1.
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Discussion des hypotheses de la définition

On peut se demander si I'expression 3.14, est réellement assez indépendante du type de
source utilisé.

Quel que soit le systeme excitateur SZ, la force injectée dans une structure ST au point
e, est aussi 'effort de couplage, pour le seul point de couplage e (cf. 2.10):

IrTpll
S
Pour tout point m distinct de e, |F.|* ne va donc pas dépendre explicitement du terme de
transfert |Y!_|* et Hyp.la) est généralement vérifiée.
Le fait d’ajouter la mobilité Y de I'excitateur a Y.!, en général, décorrele en fréquence
la force F. de Y.I, donc Hyp.1b) est aussi vérifiée).
Méme dans le cas oit Y.! > Y ("source de force”) le module carré |F.|? va étre inverse-
ment proportionnel a la somme Re2{Y!} + Im?{Y!}.
Or, en basse fréquence, Im?*{Y!} n’est pas négligeable, en général, devant Re?{Y!}, donc
|F.|* et Re{Y!} vont étre statistiquement indépendantes et Hyp.1b) sera vérifiée.
En haute fréquence on a certes (asymptotiquement) Re?{Y!} > Im?{YV!}, mais Re*{Y}
est lissée et son écart type est faible, donc

<|Vm[?> <|Yime|*> ~ <|Yime[*>
<Re{F.Vr}> ™ <Re2{vI}> ™~ <Re{Ye}>

T
<Re{Ye}>

et 3.14 est vérifiée méme si les hypotheses Hyp.1 ne le sont pas.

Comme l'a fait remarquer A. CARCATERRA, I’ "erreur de définition” peut s’étudier en
écrivant que

< |)/Tf1‘5|2|F16|2 >=< D/me|2 > < |F16|2 > ‘|‘€1
et
< Re{Ye JFL)? >=< Re{Ye} > < |[FfP > +e

donc

<Vul> <o llFP > Heet s e
< Re{Fe‘/e*} > < Re{i/ee}|Fe|2 > 1 + <R6{YSE}E§ <|Fe 2>

Pour une force donnée, I’erreur de définition dépend donc seulement du terme < Re{Y..} >.

(3.15)

C’est ce qu’on constatera dans les simulations numériques du chapitre suivant.

3.2.2 Non réciprocité

Contrairement aux mobilités classiques, les mobilités énergétiques ne vérifient pas la
réciprocité :

Hye # He (3.16)

car les mobilités aux dénominateurs respectifs, Y.. au point e et Y,,,,,, au point m, peuvent
étre tres différentes sur des structures quelconques.
Ceci signifie que le "miel” < |V,,|? >, obtenu au point m en injectant < Re{F.V*} > au
point e, et le "miel” < |V.|? >, obtenu au point e en injectant < Re{F,,V*} > au point
m, sont a priort différents. Sur des structures homogenes cependant la reciprocité sera
vérifiée asymptotiquement en haute fréquence, car le terme Re{Y..} en tout point e tend
vers celui de la structure infinie associée (de mémes matériau et épaisseur).
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3.2.3 Additivité énergétique
Position du probleme a fréquence pure

Est-il possible d’additionner les contributions de plusieurs puissances actives injectées
simultanément dans la structure pour calculer I’énergie cinétique qui en résulte en un
point?

Pour répondre a cette question on va d’abord écrire le module carré de la vitesse obtenue
au point m en excitant la structure par Ne forces aux points e, a 'aide des mobilités

classiques:
Ne
Viul? = [ Ve el (3.17)
e=1
ce qu’on développe encore en
Ne Ne
V,.|? = Z:(|Yme|2|Fe|2 + Z Re{Y, F.Y,  Fi}) (3.18)
e=1 fHe=1

Par ailleurs les puissances actives injectées simultanément aux points e s’écrivent

Ne
Re[E.V7} = Re{P(FIY2 + 50 V7)) (3.19)
f#e=1
solt
Ne
R{FV ) = [FRe{Y. b + 3 Re{F.F7Y) (3.20)
f#e=1

On remarquera que les deuxiemes termes de 3.18 et 3.20 peuvent étre négatifs.
A fréquence pure, les puissances actives simultanées peuvent donc étre négatives, alors
que celles injectées isolément (une a la fois) sont toujours positives et égales a:

Re{F.V*} = |F.PRe{Y..} (3.21)

Le terme |V, |* peut s’annuler en fonction du déphasage entre les forces injectées, donc il
dépend aussi fortement des puissances réactives. Malgré les analogies évidentes des deux
expressions 3.18 et 3.20, il n’est donc pas possible, a fréquence pure, de trouver une relation
linéaire entre le |V}, |* et uniquement les puissances actives (simultanées ou isolées).

Solution par moyennes fréquentielles

Considérons des quantités moyennées par bandes de fréquence; comme pour la définition
des mobilités énergétiques, le "miel” est égal a:

Ne Ne
< WVl >=D (< Vi PIF? >+ Y. < Re{Y, e F.Y,)  FF}>) (3.22)
e=1 fH#e=1

et la puissance active moyenne est:

Ne
P. =< Re{F.V}} >=< |F.PRe{Y..} >+ > < Re{F.F;Y};} > (3.23)
f#e=1
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On suppose que

Hyp.2 a)
on peut négliger le terme N %Ze:l < ReA Y 1LY Fi} > devant
oy < Ve[ e >

et

Hyp.2 b)
on peut négliger le terme Z%Ze:l < Re{F.F;Y 5} > devant < |F[?Re{Y..} >

alors le "miel” peut s’approcher par
Ne
<Vl >x ) < [VaPIE > (3.24)

e=1

et les puissances actives moyennes injectées par
< Re{F.V'} >m< |F|*Re{Y..} > (3.25)

Avec la double hypothese Hyp.1l on va pouvoir développer la moyenne du produit en
produit des moyennes:

Ne
<Vl >r Y < Ve >< [E > (3.26)
e=1
et
< Re{F.V'} >m< |FL* >< Re{Y..} > (3.27)
Enfin en écrivant
Ne 2
< |Yel® >
< W lP>a Y — 22 = < |F? >< Re{Y..} > 3.28
Vol 52 3 S <R > < Rl (3.28)

on voit apparaitre une relation linéaire entre le "miel” < |V,,|* > et les puissances ac-
tives isolées, ne faisant intervenir que des mobilités énergétiques, de facon formellement
identique a celle des mobilités classiques:

Ne
<Vl >~ 3 Hyo P (3.29)
e=1
ou, sous forme matricielle,
{< Vul? >} = [Hpu{P.} (3.30)

Cette relation, fondamentale pour toute la méthode, est ce qu’on appelle 'additivité
énergétique (des contributions des puissances actives moyennées en fréquence).
L’étude numérique du 4.1.3 illustrera et approfondira cette relation pour différents types
de source.
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<|Vm| %>
el o e2

Fia. 3.1 - Additivité des excitations aux points e

Remarques

1) Les erreurs de définition se répercutent sur les termes carrés de ’expression 3.18,

donc, en théorie, sur ’additivité énergétique aussi. Cependant les simulations numériques
<|Vi|?>

’ IR . e e ey s, , ,<R6{F€Ve*}> . ,

énergétiques H,,. dans la relation d’additivité énergétique, on obtient des résultats de

la méme qualité. De méme, lorsqu’on utilise les puissances exactes injectées au lieu de
celles injectées séparément, le résultat de I’additivité ne s’améliore pas. Donc 'erreur de

ont montré que, lorsqu’on utilise les rapports exacts au lieu des mobilités

définition et celle sur les puissances comptent globalement peu dans 'erreur d’additivité
énergétique (sauf peut-étre dans les premieres bandes).

2) La double hypothese Hyp.2 revient a supposer que les termes dont on prend les
moyennes, Re{Y, F.Y F7} de 3.22 et Re{F.F7Y;} de 3.23, oscillent autour de zéro
dans la bande de fréquences, a cause des mobilités de transfert Y., Y.; et Y, ;. Ceci
se produit lorsque pour tout couple de points distincts (e;f) ou (e;m), F. et Y, sont
des fonctions de la fréquence statistiquement indépendantes. On peut alors négliger leurs
moyennes devant celles des premiers termes (toujours positifs). On n’a donc pas besoin
de supposer que les efforts F, et Fy sont décorrelés (comme le font d’autres méthodes
énergétiques), l'oscillation des mobilités de transfert Y., Y.; et Y, ; suffit a la besogne.

3) Les limites de I'additivité énergétique sont liées a I’hypothese fondamentale que les
termes Re{Y, [LY  Ff} et Re{F.F;Y} oscillent autour de zéro. Si les deux efforts
s’appliquent "au méme point” e=f et sont en phase, ceci est manifestement faux.

Pour définir que ”deux points e et f sont distincts” au sens de 'additivité énergétique
on supposera donc que, sur chacune des bandes de fréquences, pour tout point m, Y,,. #
Yons

En général il faut donc souligner que 'erreur d’additivité dépend fortement de la distance
entre les différents points d’excitation (comparée bien entendu a la longueur d’onde): il
s’agit de vérifier si une distance de A\/4 (& partir de laquelle on a un transfert pour les
mobilités classiques, d’apres [91]) est suffisante ici.

Des cas particuliers peuvent se présenter, malgré cela, sur des systemes symétriques, s’il
existe des points e, f et m, tels que Y. = Y..; et Y.. # Y.y, sur certaines bandes de
fréquence.

4) Pour la relation 3.26, on a négligé la moyenne de certains termes de transfert ”oscil-
lants”, au profit d’autres, toujours positifs. Lorsqu’on augmente le recouvrement modal,
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les oscillations diminuent et cette relation est de moins en moins vérifiée, sauf en m = e
(voir remarque précédente). Le choix des bandes pour les moyennes fréquentielles
devra donc se faire en fonction du nombre d’oscillations et du niveau des oscillations, pour
qu’on ait un bon respect de 'additivité énergétique. D’autres suggestions au sujet d’un
indicateur pour choisir les bandes de fréquence seront données au E.3.

5) Lorsqu’on monte en fréquence, ou lorsqu’on augmente I'amortissement, pour deux
points e et f distincts, |Y.;| devient petit devant |Y.|, donc la relation 3.25 est vérifiée
asymptotiquement, méme si ’hypothese Hyp.2 ne I’est pas. En effet on néglige une contri-
bution d’un transfert devant celle directe d’une entrée.

La relation 3.25 signifie que, lorsqu’on les moyenne en fréquence, les puissances actives
injectées simultanément peuvent étre approchées par celles injectées séparément.

Toutes les sources qui vérifient Hyp.1 et Hyp.2 peuvent donc étre considérées comme des
sources de puissance active moyenne par bande de fréquences et on peut les mesurer
séparément, sans référence de phase commune.

6) La relation 3.30 peut étre inversée en 3.31 et devrait ainsi permettre de reconstituer
les puissances actives moyennes injectées aux différents points connaissant uniquement les
"miels” en au moins autant de points: Les "miels” peuvent étre mesurés sans référence de
phase commune et 'un apres "autre. Ceci traduit une extréme simplicité expérimentale.

(P} = [Hap] < [Vial* >} (3.31)

Comme il a été remarqué lors de la soutenance, cette "application inverse” de la méthode
pose cependant des problemes.

Ce ne sont pas a priori des problemes de mauvais conditionnement, comme ceux rencontrés
pour les mobilités classiques, correspondant a des résonances du systeme ou a la présence
d’un bruit dans la mesure (incertitude sur les quantités). Ils viennent plutot du fait que
le probleme inverse, posé sur des quantités moyennées par bandes de fréquences, n’a pas
une solution unique. On peut obtenir un méme miel a plusieurs endroits par différentes
combinaisons d’injections de puissance.

Une étude spécifique de ces relations inverses est nécessaire, afin de trouver des solutions
qui consentent cette unicité: par exemple il faut bien choisir les endroits de mesure des
"miels”, avec des mobilités énergétiques de transfert tres différentes entre ces points de
mesure et les différents points potentiellement excités.

7) Les mobilités moyennes de Skudrzyk utilisent des moyennes géométriques en fréquence;
les quantités précédentes utilisent des moyennes arithmétiques. Ces deux moyennes sont
voisines lorsque ’écart type de chaque mobilité, sur la bande de fréquences est faible
(fort recouvrement modal). On serait donc tenté de tester la méthode avec des moyennes
géométriques; cependant on verra au chapitre suivant que c’est dans le cas du fort recou-
vrement modal que 'additivité énergétique présente les erreurs les plus importantes.
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3.3 Connectivité énergétique

On a vu au chapitre 2 que les mobilités classiques permettent, a fréquence pure, de prévoir
des quantités locales apres couplage, en fonction de quantités locales avant couplage.

On a vu aussi que pour prévoir les vitesses apres couplage et les efforts de couplage il faut
faire des hypotheses sur les sources qui excitent les sous-systemes assemblés.

On va voir a présent que I’'on peut prévoir des quantités moyennées par bandes de fréquence
apres couplage en fonction uniquement de quantités moyennées en fréquence avant cou-
plage et ce sans faire d’hypotheses sur les sources.

3.3.1 Tentative simpliste

Ayant défini une mobilité énergétique et vérifié qu’elle s’applique de facon formellement
identique aux mobilités classiques pour additionner les contributions de plusieurs excita-
tions simultanées sur une structure, on est tenté de ’appliquer au couplage ponctuel de
deux structures, toujours en copiant le formalisme classique, rappelé au 2.3, (dans la suite
de ce document on appellera cette démarche "simpliste” ).

Soient deux structures (comme celles définies au 2.1.1), { ST} et {S1} rigidement couplées
aux points c. En chaque point de couplage c, la continuité des vitesses implique que les
"miels” apres couplage sont égaux aussi:

< [VIP =< |V > (3.32)

Le couplage rigide étant non dissipatif, les puissances actives moyennes échangées rentrant
respectivement dans {S?} et dans {S?'}, en chaque point c, sont opposées (comme les
efforts de couplage):

Pl =< Re{FIVI*} >= —pll (3.33)

Ces deux relations de raccordement étant exactes elles ne vont introduire aucune erreur
dans le calcul. .

On développe alors chacun des < |V|* > en fonction des puissances injectées extérieures
et de celles échangées aux points de couplage ¢ ou k, en appliquant ’additivité énergétique
définie pour une structure isolée (3.30):

{< VI >} ~ [H P! + [HL P (3.34)
on fait de méme sur la structure {571}
{< VP >}~ [HI{PHY + [HE{ P (3.35)

et en utilisant 3.33, on obtient les puissances actives moyennes échangées en fonction de
celles extérieures:

(PI} ~ [HL + BT ((HI{PTTY — [HL{P1Y) (3.36)

puis les "miels” en tout point m non couplé, aussi en fonction des puissances injectées
extérieures uniquement:

(< VI[P >} = [HL{PI} + [HL ) HE + HN(HI{PHY — [HL{PT})  (3.37)

Si I'on ne veut pas formuler d’hypothese sur le type d’excitation extérieure utilisée, on
peut ici encore prévoir les mobilités énergétiques apres couplage H,,. (couronnées par un
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tilde), uniquement en fonction de celles des structures isolées, avant couplage.

Par définition la mobilité énergétique H,,. est égale au "miel” obtenu au point m quand
on injecte une puissance active moyenne unitaire au point e. De I'expression 3.37 on tire
donc directement les mobilités énergétiques apres couplage: par exemple, si les points m
et e sont sur la structure {57},

(L]~ (M5, ] = [H JUHE + HE) T (3.38)
et si m est sur {ST} et e sur {S11},
[Hyne] = [Hy ) [H Y+ HET ] (3.39)

Pour des points m de {571} il suffit de permuter les exposants [ et I1.

Ces relations ont été testées numériquement dans le cas d’un couplage rigide en trois
points de deux plaques identiques (cf.[95]); les résultats étaient tres satisfaisants (on verra
pourquoi a 'annexe D.4).

3.3.2 Les problemes d’un raccordement énergétique

Considérations générales

Lorsqu’on a testé numériquement les relations précédentes sur un assemblage de deux
plaques tres différentes ([96]) de fortes erreurs sont apparues sur certaines quantités.

En fait on a appliqué I'additivité énergétique sans savoir si ses hypotheses Hyp.2 a) et
Hyp.2 b) sont bien vérifiées sur des structures apres couplage.

Dans le cas général elles ne le sont pas car les forces de couplage F., dues aux forces
extérieures F., sont proportionnelles aux mobilités de transfert Y., entre les points de
couplage ¢ et les points excités de I'extérieur e (voir leur expression au 2.10), donc la
double hypotheése Hyp.2 de l'additivité énergétique n’est pas vérifiée pour les contributions
des efforts de couplage.

De plus on veut exprimer les puissances échangées en fonction de celles extérieures, alors
que sur une structure isolée, d’apres l'additivité énergétique, on ne peut pas exprimer
certaines puissances injectées en fonction des autres.

Les puissances échangées ne sont pas les mémes en ’absence ou en présence des puissances
extérieures (en leur absence elles deviennent nulles).

L’additivité énergétique ne peut donc pas s’appliquer aux contributions des puissances
actives moyennes échangées, avec les mobilités énergétiques définies jusqu’a présent.

Si on veut continuer a appliquer le formalisme simple analogue a celui des mobilités
classiques, une redéfinition des mobilités énergétiques mémes s’avere nécessaire.

Etude analytique du couplage rigide en un point

Soient deux structures (comme celles définies au 2.1.1), {57} et {S?1}, rigidement couplées
au point c. On va s’intéresser au transfert d’une structure a l'autre, qui a posé des
problemes pour la démarche simpliste.

La mobilité énergétique ("exacte”) apres couplage entre un point m de {S?} et un point
n de {ST} s’obtient & partir de sa définition, par

- Yn|?
i < |* >

mn = m (3.40)
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avec les mobilités classiques apres couplage données au 2.3.3

— _ ViY]
Ymn — v T VT (341)

Les parties réelles de Y.! et de Y sont toujours positives; si on suppose que leurs par-
ties imaginaires fluctuent sur la bande de fréquences, ou que leur niveau baisse en mon-
tant en fréquence, alors que le niveau des parties réelles tend vers une constante, la
moyenne fréquentielle du produit des parties imaginaires est (au moins asymptotique-
ment) négligeable devant celle des parties réelles et on peut écrire:

Hyp.3 a) < Re{V!VI*} > ~ < Re{Y!}Re{Y!!} >

De plus on considere que, en général, les mobilités classiques d’entrée avant couplage,
au(x) futurs point(s) couplé(s) ¢ des deux structures, ont des distributions en fréquence
statistiquement indépendantes:

Hyp.3 b) < Re{Y!}Re{Y!"} > ~ < Re{Y!} > < Re{Y!'} >
Le dénominateur carré < |YI 4+ Y12 > de 3.41 peut alors s’approcher par:
<Y >4+ < V]2 > 42 < Re{Y!} >< Re{Y T} >

en divisant le tout par < Re{Y!’} > on obtient donc:

VYR < RV} >

~ H' +2 < Re{Y]} > 3.42
< Re{Y1'} > C<Re{YCH}>+ - T Yo} (342)

On considere, de méme, que les mobilités classiques de transfert des deux structures avant
couplage, entre le point couplé et tout autre point ont des distributions en fréquence sta-
tistiquement indépendantes:

Hyp.3 ¢) < VLY >~ <V > < |V >

mecT cn

Le numérateur carré < |Y! Y112 > peut aussi se développer en

H!I < Re{Y!} > 0!I < Re{Y!} >

Finalement, en supposant que pour un point n non couplé de {5}, on a< Re{Y!!} >

R < Re{?nﬁ} >, on peut approcher la mobilité énergétique interstructure par:
o HI HII

H,, =~
HI+ H{I% +2 < Re{YI} >

(3.43)

Tandis que celle obtenue par la tentative simpliste serait:

o HI HII
~ mccn
Hmn

S (3.44)

On rappelle que la différence entre 3.43 et 3.44 reflete le fait que les efforts de couplage
dépendent des efforts extérieurs.
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3.3.3 Mobilités énergétiques "de connexion”

Définition

En rapprochant les deux expressions précédentes, on propose de définir les mobilités
énergétiques ”de connexion” pour des sous-structures qui vont étre couplées au

point(s) ¢ comme ci-suit:
- sur ST, si le point excité e est différent de c

ol < |VI]Z>
HI _ HIzsolee OéI — el 7 3.45
ce ce c < Re{}/el} > ¢ ( )
- sur ST, sile point excité e est différent de c:
HII = liisoiée (11 (3.46)

dans tous les autres cas, pour tout point m et e (y compris pour e=c), les mobilités
énergétiques sont inchangées:

<|YI|2> < |VI2 >
HI = —_me = o pgil = —~me = 3.47
"< Re{Y1} > & Hme = Re{Y!} > (347)
Avec, pour chaque point ¢, les facteurs de connexion suivants:
H! g 1
a; = HISBRYY> |\ gin 9 o pefyl (3.48)
¢ <Re{Vil}> + c +2< 6{ ¢ } >
et I 7
H 4+ H
I - + 1 (3.49)

B HI + HISERE2 42 < Re{Y!1} >

Ces mobilités énergétiques vont permettre d’effectuer des calculs énergétiques sur les sous-
structures couplées, avec le méme formalisme que pour les mobilités classiques (on utilisera
alors les mémes formules que pour la "tentative simpliste”, avec les nouvelles mobilités
énergétiques de connexion).

Comme la deuxieme quantité utilisée, < Re{Y.} >, est déja disponible quand on forme
les H,,,, aucun calcul supplémentaire de moyenne n’est nécessaire.

Puissance échangée

La définition des mobilités énergétiques de connexion a été proposée sans faire intervenir
directement les puissances et les "miels”.
Comme les relations de couplage (3.32 et 3.33) n’introduisent pas d’erreur, il est équivalent
de dire que, avec les mobilités énergétiques de connexion, on trouve des puissances actives
moyennes échangées et des miels” apres couplage correctes ou encore que 'additivité
énergétique fonctionne aussi pour les contributions des puissances échangées.
C’est ce qu’on va vérifier, toujours pour un seul point de couplage.
Un calcul exact des vitesses apres couplage (2.13) au point ¢, et de l'effort de couplage
permet de trouver la puissance active moyenne échangée suivante:

|Yeel® Re{Y.'"}

Pl = — < |FI]2Re{Y! 3.50
= T o R
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Avec I'hypothese Hyp.3 a) on peut d’abord négliger le second terme du produit moyen
suivant:

< Re{YIVH*} > = < Re{VI}Re{YH} > — < Im{YI} Im{V}*} >

Avec I'hypothese Hyp.3 b) on peut ensuite remplacer la moyenne du produit restant par
le produit des moyennes:

< Re{YI}Re{V!} > ~ < Re{Y!} >< Re{V!} >

En utilisant aussi les hypotheses Hyp.3 ¢), Hyp.2 et Hyp.1, on obtient la puissance active
moyenne échangée:

PCI ~ —P6< R|€{C§/|I} > <|YCI|2><R6{YCI}> <|YCII|2> YI (351)
e <R6{YCI}><R6{YCII}> —I_ <R6{YCII}> ‘|‘ 2 < Re{ - } >

dans laquelle on peut faire apparaitre des mobilités énergétiques:

~ = <|VI[*> 1
PCI ~ e R| c§/|I 7 <Re{YI}> Il I (352)
< Re{Y} > HISFeiel> + HIT 42 < Re{Y]} >
on introduit alors le facteur de connexion a! et on écrit
— . YI 2 I
Pl o~ B el > o (3.53)
< Re{Y!} >H!I + H!
soit .
~ ~ H
Pl ~ ce (3.54)

¢ N_PBHI_I_HH

La derniere expression est identique a celle obtenue par la méthode des mobilités énergétiques
(3.36), donc la nouvelle définition est efficace pour un point de couplage.

3.3.4 Compléments

Remarques

1) On a bien exprimé les quantités apres couplage uniquement en fonction de quantités
moyennées avant couplage.

2) La présentation ci-dessus est quelque peu insatisfaisante, car on pourrait penser qu’on
définit les mobilités énergétiques d’une sous-structure en fonction de données appartenant
aux autres sous-structures qui lui seront attachées, un peu comme les facteurs de pertes
par couplage (CLF) de la SEA. Cependant il faut remarquer que, contrairement aux CLF,
le couplage a une troisieme structure n’affecte en rien les calculs précédents: le procédé
décrit ci-dessus est récursif et on ne fait pas d’hypotheses de couplage faible.

De plus ce n’est que lors du couplage qu’on introduit les facteurs de connexion qui lui cor-
respondent: en pratique il suffit de disposer pour chaque sous-structure, avant couplage,
des H,,. pour tous les couples de points m et e et des < Re{Y,,} > en tout point m
susceptible d’étre couplé.

3) Des tests analytiques analogues ont été effectués sur les mobilités énergétiques apres
couplage pour d’autres points (entre points de couplage, entre points non couplés etc.).
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4) Pour deux points de couplage le méme calcul analytique a été mené et les mémes fac-
teurs de connexion semblent convenir (cf. Annexe C.2), méme en présence de transferts
entre les points couplés.

5) Les vérifications numériques du chapitre suivant montreront que la correction marche
bien aussi pour trois points de couplage.

6) Les mémes corrections s’appliquent aussi au couplage interne par mobilités énergétiques.
Ceci est tres important, car les couplages internes sont récursifs, donc, en utilisant la re-
marque 2) du 2.4, on généralise la validité des facteurs de connexion pour N points de
couplage.

7) On appellera la méthode définie précédemment EMMA (Energetic Mean Mobility Ap-
proach), ou méthode des mobilités énergétiques.

Signification physique des facteurs de connection

La correction apportée par les facteurs de connection est proportionnelle a la disparité des
<Re{Y.}>

<Re{Yd1}>"
de 1, plus une structure (la moins mobile au départ) est susceptible de bloquer I"autre et

sous-structures assemblées, exprimée par le rapport Plus ce rapport s’écarte
de créer un fort changement de sa mobilité énergétique au point de couplage.

Comme en fin de compte seules les mobilités H.. entre les points de couplage c et les points
excités e de la sous-structure la plus mobile au départ subissent une forte correction, ceci
signifie bien que, apres couplage, ’effet au point ¢ de 'excitation au point e n’est plus le
meéme que celui sur le point ¢ non couplé et que le changement est d’autant plus important
que la structure a été bloquée par 'autre.

Les sous-structures assemblées seront comparées et considérées plus ou moins “mobiles
énergétiquement”, "semblables” ou "différentes”, en étudiant les rapports des moyennes
des parties réelles de leurs mobilités d’entrée aux différents points de couplage.

Le fait que la correction des quantités apres couplage s’exprime uniquement en fonction
des caractéristiques des sous-structures aux points couplés, donc indépendamment de la
position et de la nature de I’excitation, est indicatif de sa pertinence et de sa robustesse.

3.3.5 Cas non couverts par la méthode

Couplage symétrique de structures identiques

ml m2

Lorsqu’on couple deux structures identiques, de facon symétrique, on a les relations par-
ticulieres suivantes (pour tous les points ¢):

vi=y!" (3.55)
donc on n’a plus le droit d’écrire I’hypothese Hyp.3 a)
< Re{YI}Re{V!} > ~ < Re{Y!} >< Re{V!} >
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(on fait une erreur d’autant plus forte que I’écart type de Re{Y.} est grand), ce qui
compromet déja les expressions des puissances échangées.
De plus, pour deux points symétriques m1l et m2 on a, par réciprocité,

YI — YII

mlc cm?2

donc pour un point de couplage c, le calcul exact donne un "miel” en m1 di a une force
en m2 égal a
N . YIL 2yl 2
< VI 2 S =< Fm 2 | cm?2 mlc > 356
Yl = S el ke )

ou encore

YII 2 YI 2
| cm?2 | mlc > (357)

‘77 2 _ F:; 2R YII
<| m1| > <| 2| e{ m2 RG{YTg}D/c[P_I_|YCH|2_|_QRG{YCIYCH*}

ce "miel” < |V.1,|? > ne peut plus s’approcher par

— <|YH 2> <|YI >
< NFpol? >< Re{Y,1} > el e 3.58
el =< B> Ry > SV VP +2hey vy s O
ce qui serait équivalent au résultat énergétique:
e e B!
<Vl >~ Pra—gi (3.59)

en effet on ne peut plus écrire
<YLV > = < [VILP >< [V >

car les quantités moyennées sont égales (et on fait encore une erreur d’autant plus forte

que ’écart type de |V, |? est grand). La simulation numérique du D.4.1 illustre ces deux
H)

erreurs. Elle montre aussi que la tentative simpliste (sans le facteur de connexion a:

paradoxalement "marche mieux” pour ces deux cas.

Pour des plaques identiques le facteur de connexion est systématiquement inférieur a
1 et tend vers 0.5 en haute fréquence: c’est bien I’écart qu’on retrouve entre le calcul
"approché” de TEMMA et celui ”simpliste”. Pour le cas traité, avec un amortissement
n = 0.01, le rapport entre le calcul exact et celui de 'EMMA, pour les deux raisons in-
diquées ci-dessus, se trouve étre aussi proche 0.5. Le calcul simpliste, pour le cas traité
numériquement, coincide tres bien (par hasard) avec le calcul exact. Pour des faibles
amortissements il va de toute facon dans le bon sens par rapport au calcul "approché”
de TEMMA; avec un fort amortissement par exemple il risque de s’écarter aussi du calcul
exact, qui sera "borné” par les deux calculs "approché” et "simpliste”.

Tous ces cas sont cependant plus théoriques que réels, car il est difficile de mesurer des mo-
bilités égales sur deux structures, donc d’avoir un couplage aussi parfaitement symétrique.

Vitesses avant couplage égales ou opposées

On a dit que les relations énergétiques de couplages sont exactes et c¢’est vrai. Cependant
elles ne sont pas équivalentes a celles exactes sur les vitesses et sur les efforts.

Le cas de deux structures ayant des vitesses opposées avant couplage, aux points de
couplage, est un cas particulier pour lequel la prévision énergétique peut étre mise a mal.
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Pour deux structures, excitées par des sources de force, en effet le "miel” apres couplage,
au point de couplage c, est exactement égal a

. VII o VI
< |Vc|2 > =< |VCI + KIWP > (360)
avec VCH = —VCI on a donc
—~ 2V V!
< |‘/c|2 > = |‘/CI — ﬁp > (361)
soit ( i I) s
= YO =YV,
ou encore
— < |YH2 4|V > =2 < Re{YY ¥} >
<|‘/c|2>%<|‘/cf|2> | c | +| c| 6{ c te } (363)

< YT+ VTP > 42 < Re{YYT} >
Dans tous les cas le "miel” est inférieur a celui avant couplage, car
< Re{YIVI*} > ~ < Re{V!} >< Re{V!} >

donc on retranche au numérateur et on ajoute au dénominateur une méme quantité po-
sitive. Si les structures ont la méme mobilité au point de couplage, alors le "miel” apres
couplage est nul.

La méthode énergétique quant a elle donne

HI(< VPP > o= < VI > o)

<V > < VP> T

(3.64)

soit

i+ 0"+ il —af)
HI + HIT

Ce "miel” peut étre supérieur ou inférieur a celui avant couplage, suivant les mobilités

< VP>~ < |VI?> (3.65)

moyennes des structures au point de couplage. [’erreur en dB peut étre tres importante
(voire infinie) pour ce cas de figure.

Dans le cas ou les vitesses avant couplage sont identiques sur les deux structures au point
de couplage, I'expression énergétique du "miel” apres couplage est inchangée (et il peut
donc étre supérieur ou inférieur a celui avant couplage), alors que le "miel” exact est
toujours égal & celui avant couplage. Dans ce cas cependant I'erreur ne dépasse pas 3 dB.
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3.4 Le concept de Source de Puissance Active Moyenne

3.4.1 Points non couplés excités et Types de source

On va voir a présent que 'utilisation de quantités moyennées en fréquence met en évidence
une propriété remarquable: les puissances actives moyennes injectées en des points e non
couplés, peuvent étre considérées comme inchangées aprés couplage quel que soit le type
de source, des que le recouvrement modal est supérieur a 1:

P~ P (3.66)
En effet P, = < Re{F.V*} > peut aussi s’écrire: P. & < Re{Y..} > < |F.|* >

et la mobilité d’entrée moyenne en e (non couplé) est a peu pres inchangée par le couplage
en un point ¢ (différent de e): analytiquement, d’apres 2.18, on a en effet

— yly!
< Re{Y1} > = < Re{Y! — W} > (3.67)

soit

< Re{(Yo) (V) + V1)) >
<Y

et, comme < [YI + YH|? > > < Re{(Y1)2(Y! 4+ Y!)*} > (car pour le deuxieme terme

on moyenne des quantités qui oscillent autour de zéro), on a bien

< Re{YI} >~ < Re{Y1} > — (3.68)

< RelYI} > ~ < Re{V!} > (3.69)

On peut écrire la méme relation pour un couplage interne en un point, donc elle est
généralisable au couplage en N points ¢ distincts (d’autant plus que les termes qu’on a
négligés ne jouent pas tous dans le méme sens (ils sont tantot positifs, tantot négatifs).
Le couplage ponctuel affecte peu la valeur moyenne de la mobilité en e, méme pour un
recouvrement modal inférieur a 1.

Sources de force

La relation 3.69 implique que les sources de force sont aussi des ”sources de puis-

sance active moyenne”; en effet si la mobilité moyenne d’entrée ne change pas apres
coupage, on peut écrire

<|FP>=< |E|2 > implique P. ~ P,

Méme si la variation de la vitesse au point excité est maximale, la puissance active
moyenne injectée est quasiment inchangée.
C’est ce qu’on vérifie dans les simulations numériques du chapitre suivant.

Sources de vitesse

De la méme maniere P, = < Re{F.V} > peut s'écrire P, ~ < Re{Z..} > < |V.|* >

En "haute fréquence”, pour un recouvrement modal supérieur a 1, les mobilités d’entrée
ont un écart type faible et de plus on a < Re*{Y..} > > < Im*{Y..} >; donc on peut
écrire

< Re{g} > = < Bl >
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~ 1 ~ 1
~ < Re{Yee} >~ <Re{Yee }>
~ — L1~ 1_ ~ L
T <Re(V.)> < Re{Y..} RS Re{Yee} =

soit
< Re{Z..} > ~ < Re{Z..} >.
Donc, I'impédance d’entrée moyenne ayant peu changé,
< V.2 > = < |V.|> > implique aussi P. ~ P,

On peut affirmer que, en haute fréquence, des sources de vitesse sont aussi des
”sources de puissance active moyenne”.

Autres sources

Les autres types d’excitation se situant entre les sources de force et celles de vitesse, on
déclare que, pour un couplage en N points distincts, en haute fréquence ”nous sommes
tous des sources de puissance active moyenne!”. Ceci peut contribuer a expliquer
pourquoi la ”SEA prédictive”, qui utilise implicitement le fait que la puissance moyenne
totale injectée dans un sous-systeme est inchangée apres couplage, a le droit de le faire,
en haute fréquence.

Prédictivité
Le corollaire le plus important ici est la prédictivité: on peut écrire les "miels” apres
couplage uniquement en fonction de ceux avant couplage aux futurs points de couplage

et en fonction de quantités des sous-structures isolées, avant couplage, moyennées en
fréquence:

{<IVIP >} m A< VIP >} + [HLIHE + HYT (< VP > = {< V)P > 1) (3.70)

cl c m
Pa 2 m Pe1 [ P T ,
< > X — N <V >
—= |V<:1|2 o TR o Vm|
Pe2 c2<IVeol > Pe2
Fic. 3.2 - "Miels” avant couplage pour prévoir les "miels” aprés couplage

3.4.2 Points de couplage excités et Types de source

En toute rigueur il faut mettre un bémol a ’enthousiasme précédent au sujet des sources
de puissance active moyenne: comme on 1’a précisé, il faut que le point excité ne soit pas
un futur point de couplage.

En effet, si 'on excite un futur point de couplage, les hypotheses sur les sources devien-
nent tres importantes: si 'on suppose par exemple que la force extérieure n’a pas changé
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apres couplage (source de force), comme la vitesse au point de couplage sera elle forte-
ment changée, la puissance active moyenne injectée au point de couplage ne peut que
changer fortement. Il en est de méme pour des sources de vitesse appliquées aux points
de couplage, pour lesquelles les forces injectées varient fortement, ainsi que la puissance
active moyenne injectée.

Pour les deux cas extrémes précédents on peut évidemment trouver des expressions pour
les puissances actives moyennes injectées apres couplage, en fonction de celles avant cou-
plage, et utiliser la méthode énergétique de facon prédictive (par exemple pour un point
de couplage unique).

1) Pour une source de force en e=c sur ST on a

Re{Y}YI P Re{Y}

D 2
Po= <RI p T (3.71)
soit L
o Hcac
Pe o Pem (372)

(la puissance active moyenne injectée apres couplage est inférieure a celle avant couplage).

2) Pour une source de vitesse en e=c sur SI o1 a

. 1/C1+}/CII
Fe — ‘/CW (3.73)
soit s i
— H. + H;
Pe ~ < |‘/c|2 > W (374)
ou encore 7 I
— H H
P~ PS% (3.75)

(la puissance active moyenne injectée apres couplage est donc supérieure a celle avant
couplage).

3) Pour une source de puissances active moyenne on a bien quelque chose d’intermédiaire
entre les deux types de source précédents, donc elle devrait correspondre au mieux aux
autres types de source réelles.

Théoriquement pour toute autre source on retombe dans 'impossibilité d’effectuer de
véritables prévisions, sur les vitesses ou les forces apres couplage, qui caractérise les mo-
bilités classiques. La source de puissance active moyenne représente cependant le meilleur
compromis prédictif, méme pour des excitations aux points de couplage par des sources
quelconques.
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3.5 Conclusions de I’étude analytique

On a montré qu’il est possible de définir des quantités moyennées par bandes de fréquence,
appelées mobilités énergétiques, qui relient la puissance active injectée localement aux ni-
veaux locaux carrés de vitesse ("miels”) sur toute structure.

On a vu que ces quantités permettent de calculer les "miels” dus a plusieurs excitations
simultanées, par une relation d’“additivité énergétique” utilisant les puissances actives par
bande fréquentielle, injectées séparément, en des points distincts, sans référence de phase
en commun.

On a montré qu’a 'aide de ces quantités on peut effectuer des prédictions énergétiques
locales sur les assemblages rigides en Nc points séparés, uniquement a partir des mobilités
énergétiques de connexion et des "miels” des sous-structures isolées, avant couplage.

On a enfin observé que pour des sources de force comme pour des sources de vitesse, la
puissance active injectée par bande de fréquence dans un sous-systeme varie peu lorsqu’on
couple celui-ci en Nc points, suffisamment loin du point d’injection; on en a alors conclu
que les systemes excitateurs peuvent étre considérés comme des “sources de puissance
active moyenne” et qu’on peut vraiment prévoir les "miels” apres couplage a partir de
ceux avant couplage.

On a utilisé des hypotheses simples sur les distributions en fréquence des mobilités clas-
siques et des efforts extérieurs appliqués, qui peuvent étre testées facilement lors des
mesures ou des calculs sur les sous-structures isolées.

Ces hypotheses vont étre étudiées numériquement et les limites de la méthode, liées a
ces distributions en fréquence (nombre de modes dans la bande considérée, recouvrement
modal ...), vont étre mieux définies dans le chapitre suivant.

Des compléments analytiques ont été reportés a I’Annexe C, ils concernent
- les couplages internes,

- ’étude énergétique du couplage en deux points,

- ’étude énergétique du couplage avec une masse ponctuelle,

- des expressions simplifiées qui ne nécessitent pas d’inversion,

- le calcul des facteurs de pertes par couplage pour des couplages ponctuels.
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Re{Yee}

Acquisition des mobilites classiques

@ f [HZ]

Choix des bandes frequentielles

@ Hee

—\—I—L

Formation des mobilites energeticques f [HZ]

<

2
Calcul des "miels" avant couplage V>=2 H P

me

(ou reconstitution des puissances actives injectees par relation inverse)

Calcul des puissances echangees P.= f(<V, P, H )
< N

2
Calcul des" miels' apres couplage <|Vm|>= <|me> +ZC H (I:D

C

Fic. 3.3 - Schéma Récapitulatif de I’Application de TEMMA



Chapitre 4

ANALYSE NUMERIQUE
SYSTEMATIQUE SUR DES
PLAQUES HOMOGENES

Organisation du chapitre

Dans ce chapitre on met en oeuvre I'approche par mobilités moyennes énergétiques (EMMA )
sur des cas de plaques minces homogenes couplées.

Nous allons d’abord traiter les erreurs de méthode sur une structure isolée. Nous allons en-
suite présenter différents cas de couplage rigide de facon a analyser des situations variées.
Nous allons aussi tester I'influence de certains parametres globaux des structures (comme
I’amortissement et la densité modale), ou du calcul (comme le nombre de modes dans les
bandes de fréquence utilisées).

On se comparera toujours par rapport au calcul exact issu des mobilités classiques.

Analyse des erreurs de méthode

On peut classer les erreurs en quatre groupes:

- celles sur la définition des H,,, (dues aux hypotheses 1 et 2),

- celles sur I’hypothese de sources de puissance active moyenne,

- celles sur Iadditivité énergétique (hypothese 3),

- celles sur les simplifications des relations de couplage (hypotheses 4 et 5).

Les hypotheses 1 a 3 portent sur les excitations, alors que celles relatives au couplage ne
portent que sur les mobilités classiques des sous-systemes isolés.

Nous soulignons le fait que les erreurs qu’on fait quand on veut reconstituer des mobilités
énergétiques sur l'assemblage, a partir de celles des structures isolées, avant couplage, en-
globent les erreurs dues aux hypotheses de la définition, celles sur les sources de puissance,
celles sur I'additivité énergétique et celles sur les relations de couplage.

Choix des structures a étudier

Les plaque minces rectangulaires appuyées aux quatre bords, permettent des calculs assez
"exacts” (par sommation modale) et rapides sur un large spectre de fréquences et elles
permettent aussi d’analyser des bandes de fréquence qui contiennent beaucoup de modes,
(ce que n"auraient pas permis des poutres).

De plus elles ont une densité modale asymptotiquement constante en fréquence, donc une
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analyse par bandes de largeur constante, permet d’avoir a peu pres le méme nombre de
modes par bande; seul le recouvrement modal augmente en fréquence. Ceci simplifie les
interprétations.

Afin d’étendre la portée des analyses a des structures moins "parfaites”, on va aussi
considérer des plaques avec des discontinuités massiques concentrées, obtenues en assem-
blant en quelques points les plaques homogenes précédentes avec des masses indéformables
ponctuelles, par la méthode (exacte) des mobilités classiques. Ces plaques "hétérogenes”
peuvent mettre a mal certaines méthodes comme I’Asymptotic Modal Analysis (qui ex-
ploite les propriétés des bases de sinus), surtout a proximité des discontinuités.

Les applications expérimentales du chapitre suivant, sur des cylindres multicouche, mon-
treront que notre méthode n’est pas liée au choix d’une base fonctionnelle particuliere.

Modele choisi pour les plaques

Les plaques qu’on va étudier, vibrent en flexion pure et sont minces, homogenes, rectan-
gulaires de dimensions (L,* L,*h), appuyées aux quatre bords. Leurs mobilités respectives
sont obtenues par les expressions modales classiques: (voir les références de [33])

o ]_w = ¢n(m)¢n(€)
Yine = M 2 (W? — w2 4 jnww,) (4.1)

n=0

ou, M = @ est la masse généralisée, et, pour le énieme mode, d’indices (p;q),

Pn(m) = SZTL(%)SZTL(%) est la fonction propre du mode et w, = [(%)Q—I—(%)Q], / #fiﬂ)
la pulsation propre du mode; E est le module d’Young, v est le coefficient de Poisson, p
est la masse volumique du matériau et n est I’amortissement hystérétique.

La plage de fréquences va de 100 a 5000 Hz, le calcul est effectué avec les modes contenus
dans un "rectangle” modal de cotés dix fois plus grands que ceux du rectangle des modes
résonnants; une erreur inférieure a 5% est tolérée sur les parties réelles ou imaginaires des
mobilités classiques.

4.1 Erreurs de méthode sur une Structure isolée

On considere une plaque mince rectangulaire appuyée aux quatre bords, ayant environ
44 modes dans chacune des bandes de 200 Hz utilisées (ses caractéristiques sont données

dans I’Annexe D.1).

4.1.1 Erreurs de définition

Comme annoncé au 3.2.1 on va étudier ici, sur une plaque, dans quelle mesure les mobilités
<Ymel?> <V [*>
<Re{Y.}>> <Re{F.V}}>
le "miel” et la puissance active moyenne injectée (3.14).

énergétiques, définies par (3.11), peuvent représenter le rapport entre

Choix de ’excitation

Pour des forces de spectres constants sur la bande de fréquences, les deux quantités
précédentes sont égales, I'erreur est nulle.

Afin d’illustrer proprement la propriété utilisée (cf.A.15) on va considérer le cas (purement
numérique) d’une force aléatoire, de module compris entre 0 et 1 [N] et de phase variant
de —27 a 427 [rad]. Cette force est donc statistiquement indépendante de toute mobilité,
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e?
el

Fic. 4.1 - Plague simplement appuyée aux quatre bords

d’entrée et de transfert.

Comme on veut montrer que la définition représente le rapport "miel” /puissance indépendamment
du type d’excitation utilisé, on va aussi considérer une force due a un couplage avec un
systeme excitateur beaucoup moins mobile que la structure, ayant une vitesse unitaire

sur toute la bande; cette force est approchée par: I, = ﬁ

Ce cas particulier est tres défavorable: pour m = e la force est corrélée en fréquence a la
mobilité d’entrée, voire a certaines mobilités de transfert en basse fréquence.

Voir dans I’Annexe D.1 'allure des forces utilisées et les commentaires ultérieurs.

Mobilités énergétiques d’entrée

Pour une excitation en el on compare les expressions 3.11 et 3.14, pour les amortissements
n=0.01etn=0.1.

Sur les Figures 4.2 et 4.3 on constate que 'erreur de définition est tres faible pour une
force décorrélée de la mobilité d’entrée (Force aléatoire).

Pour F, = 1/Ye, 'erreur est quasi nulle en haute fréquence, mais peut devenir importante
(facteur quatre) en basse fréquence.

Pour des bandes de largeur constante, ’erreur décroit globalement en montant en fréquence
et aussi quand on augmente "amortissement; elle est donc d’autant plus faible que le re-
couvrement modal est fort et qu’il lisse la force excitatrice, qui se rapproche d’un spectre
constant.

Dans I’Annexe D.1 on donne quelques explications a ce sujet.

Mobilités énergétiques de transfert

Sur les Figures 4.4 et 4.5 on compare les expressions 3.11 et 3.14 entre le point m et le
point el, respectivement pour un amortissement n = 0.01 et n = 0.1.

Les erreurs de définition sont faibles en transfert; elles ne diminuent pas lorsque le recou-
vrement modal augmente (en montant en fréquence, ou lorsqu’on augmente I’amortisse-
ment). Elles fluctuent d’une bande a I'autre, de facon irréguliere et ne sont pas les mémes
pour les deux types d’excitation testés.
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Fic. 4.3 - Mobilités énergétiques d’entrée en el pour n = 0.1

<|Vel|?>
—H. --- P;e

Conclusions sur les erreurs de définition

Les erreurs de définition sont liées au type d’excitation et varient donc d’une bande a
lautre de facon irréguliere et "imprévisible” a partir des seules mobilités (liées unique-
ment a la structure).

Sur les mobilités énergétiques d’entrée les erreurs peuvent étre importantes en basse
fréquence, mais diminuent asymptotiquement vers zéro lorsque le recouvrement modal
augmente (ici elles sont inférieures a 3 dB si le recouvrement modal est supérieur a 1, a
partir de la troisieme bande).

Sur les transferts les erreurs sont plus faibles qu’en entrée, mais ne diminuent pas lorsque
le recouvrement modal augmente.

D’apres d’autres simulations analogues, toutes les erreurs diminuent asymptotiquement
vers zéro lorsque le nombre de modes dans la bande considérée (ou le nombre d’oscilla-
tions de la partie imaginaire des mobilités) augmente, ce qui s’obtient en augmentant la
largeur des bandes d’analyse).

La dépendance de l'erreur de définition du terme < Re{Y..} > se traduit par la dépendance
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H [kg/s]

H [kg/s]

de I'amortissement (car le niveau moyen de la partie réelle de la mobilité d’entrée d’une
structure augmente avec I’amortissement) et de la densité modale. Cette dépendance

ERREURS Do METHODE SUR UNE STRUCTURE ISOLEE
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Fia. 4.5 - Transfert m-el pour n = 0.1
<V [*>

P.1

théorique est tres visible en entrée, mais elle est moins nette sur les transferts.

Une étude plus approfondie de I'erreur de définition semblerait ici nécessaire, mais on va

voir que cette erreur n’est pas 'erreur principale dans la méthode proposée.
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4.1.2 Erreurs sur les sources de puissance en multi-excitation

Il s’agit ici de voir dans quelle mesure la puissance active injectée en un point, par bande
de fréquence, ne change pas lorsqu’on excite simultanément la structure en d’autres points
(cf. 3.4). On trouvera des compléments au E.1.1 et au D.3.
Sur une structure isolée, on considere trois excitations simultanées, pour différents types
de source et pour deux amortissements différents (figures 4.6 et 4.7).
Trois types d’excitation sont envisagés, en chaque point e:
- k= ﬁ, inchangée en présence d’autres forces ("sources de force”)
- V. =1 en présence d’autres forces ("sources de vitesse” unitaire)
- F, aléatoire, inchangée en présence d’autres forces.

Globalement on constate que I’hypothese de source de puissance active moyenne est

00— 00— 001

3 3 3
o o o
10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0'(X)1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
500" 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5001000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 500" 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
fHg i+ i+
a) Sources de force b) Sources de vitesse c) Forces aléatoires
Fic. 4.6 - Comparaison des P.; pour plusieurs types d’excitation pour n = 0.01
—- injection simultanée - - - injection isolée
1000 [ 1000 [ 00t
3 3 3
o o o
10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0'(X)1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5001000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5001000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5001000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
it i+ i+
a) Sources de force b) Sources de vitesse ¢) Forces aléatoires

Fic. 4.7 - Comparaison des P.; pour plusieurs types d’excitation pour n = 0.1
—- injection simultanée - - - injection isolée

robuste par rapport aux variations introduites par I‘excitation simultanée de la structure
par d’autres sources. Sa robustesse augmente avec le recouvrement modal.
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4.1.3 Etude des erreurs d’additivité

On compare ici le "miel” < |V,,|* >, issu d’un calcul exact de la vitesse obtenue en excitant
la plaque en trois points simultanéement, avec le "miel” obtenu par addition énergétique
des contributions des puissances actives moyennes (injectées "une a la fois”).

On considere les mémes excitations que précédemment:

- des sources de force avec F, =

1
Yee

- des sources de vitesse unitaire
- des sources de force avec F. aléatoire.

Calcul uniquement en transfert

Sur les Figures 4.9 on compare les expressions au point m, non excité directement, pour
les deux amortissements 0.01 et 0.1 et pour trois types d’excitation.

10
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Fia. 4.8 - Comparaison des < |V,,|* > pour n = 0.01
—— caleul exact - - - résultat additivité
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Fia. 4.9 - Comparaison des < |V,,|* > pour n = 0.1
—— caleul exact - - - résultat additivité
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Fi1G. 4.10 - Comparaison des < |V;,|> > pour n = 0.1 Sources de force
—— calcul exact - - - résultat additivité.

Analyse des résultats

Ici il n’y a que des contributions de transfert.

[’erreur est faible en basse fréquence, puis peut devenir grande (elle est donc indépendante
du recouvrement modal, qui lui augmente en fréquence).

Les sources de force ou de vitesse donnent des erreurs semblables, alors que les sources
aléatoires (pour lesquelles les forces sont décorrélées entre elles et oscillent fortement
autour de zéro) donnent des erreurs beaucoup plus faibles. Différente suivant le type d’ex-
citation employée, I'erreur est donc imprévisible avec les seules données de la structure.
On constate que pour la plaque la plus amortie, (pour le méme nombre de modes), les
erreurs sont plus importantes, mais elles sont tout aussi irrégulieres et ce ne sont pas les
mémes bandes qui sont affectées (I’augmentation de I'erreur n’est pas systématique pour
chaque bande).

Si 'on considere des bandes plus larges (400 Hz) I'erreur maximale décroit a environ 3

dB (cf. Figure 4.10).

Interprétation

Le seul parametre qui explique les résultats précédents est le comportement du produit
croisé dans 3.22, qui doit fluctuer suffisamment autour de zéro avec la fréquence pour
que le cumul de ces termes dans la bande soit faible. Cette fluctuation peut étre due aux
forces (corrélées ou non) ou aux mobilités de transfert (donc a 1’éloignement des points).
Ce parametre est assez imprévisible si on ne fait pas le calcul exact.

En effet le nombre d’oscillations des parties réelles ou imaginaires de chaque mobilité de
transfert, que 1'on a reporté en annexe (D.1), ne peut que donner une indication, peu
fiable, sur le nombre d’oscillations du produit complexe de deux mobilités différentes.
C’est le coeur du probleme de 'additivité énergétique.

Sur la plaque la plus amortie il y a moins d’oscillations des mobilités, pour les mémes
bandes de fréquence, et ’erreur globalement augmente: il faut choisir la largeur des bandes
d’analyse par rapport au nombre d’oscillations des mobilités dans ces bandes (il faut avoir
au moins une oscillation par bande).

Autres remarques importantes

1) Le produit des forces intervient aussi dans les produits croisés de 3.22, donc les forces
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aléatoires, qui rendent ces produits oscillants autour de zéro, donnent des résultats bien
meilleurs.

2) Pour les trois types de sources I’hypothese Hyp.3 est assez vérifiée (voir I'erreur de
définition sur les mobilités de transfert).

3) Les erreurs de définition sur les mobilités énergétiques de transfert sont faibles (cf.
figures 4.4 et 4.5) ainsi que les différences sur les puissances isolées ou injectées simul-
tanément (cf. figures 4.6 et 4.7), donc elles ne peuvent pas expliquer les fortes erreurs
observées pour l'additivité énergétique.

Pour en étre stirs on a passé les mémes calculs d’additivité:

<|Vnl*>=~ S H,.P.,

- avec les puissances exactes simultanées < Re{F,V} > (au lieu des P., injectées "une a
la fois”), ou

- avec les rapports % au lieu des mobilités énergétiques H,,..

C’est a dire, qu’on a utilisé des "ingrédients” plus exacts: les résultats obtenus n’étaient
pas meilleurs que les précédents.

Entrée plus transfert

Sur les Figures 4.11 et 4.12 on compare les expressions au point el, excité aussi directe-
ment.

La contribution de I'excitation au point el devient prépondérante lorsque le recouvrement
modal augmente; on va donc retrouver essentiellement I’erreur de définition de la mobilité
énergétique au point d’entrée, qui diminue en augmentant I’amortissement (c’est transpa-
rent dans le cas de la source de vitesse). A cette erreur de définition se superposent (c’est
bien visible pour les sources de force) des fluctuations plus petites ("imprévisibles”), qui
diminuent si ’amortissement augmente, mais sont indépendantes du recouvrement modal
(elles ne diminuent pas en fréquence).

Ces fluctuations ont donc les mémes caractéristiques que les erreurs de définition sur les
mobilités de transfert. Elles sont donc dues aux transferts, qui sont ici du deuxieme ordre
par rapport a la contribution de I'excitation directe (en entrée).

Conclusions sur les erreurs d’additivité

Les erreurs sur 'additivité énergétique peuvent étre importantes, surtout pour les calculs
en des points non directement excités ("transfert pur”).

Un amortissement plus fort, pour les mémes bandes, augmente les erreurs d’additivité en
transfert (sauf pour nos excitations aléatoires, qui sont les mémes pour tous les amortis-
sements).

Les erreurs sur les "miels” aux points excités sont comparables (et sont dues) aux erreurs
de définition des mobilités énergétiques et aux erreurs sur la puissance active moyenne
injectée en ces points.

Des excitations par des sources de force, aléatoires, d’ecorrélées entre elles en fréquence,
donnent des erreurs beaucoup plus faibles (les erreurs qui restent sont celles sur les puis-
sances et celles de définition).

Tous ces résultats sont conformes aux remarques théoriques du 3.2.3.

En général les erreurs diminuent si le nombre d’oscillations du produit croisé des mobilités
de transfert et des différentes forces dans la bande de fréquence augmente. Ce parametre
est imprévisible si 'on ne fait pas le calcul exact. On propose donc d’utiliser le nombre
moyen d’oscillations des mobilités de transfert, (ici pour une moyenne d’au moins 2 oscil-
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Fia. 4.12 - Comparaison des < |V.1|* > pour n = 0.1
—- calcul exact - - - résultat additivité

lations par bande on a obtenu des erreurs inférieures a 3 dB).

Remarque

Les fortes erreurs d’additivité montrées ici pour des plaques amorties ne se retrouveront
pas dans les exemples suivants, car on utilisera par la suite des plaques peu amorties (avec
n = 0.01). Une alternative serait de considérer des bandes d’analyse plus larges, avec les
plaques amorties, mais, comme le nombre d’oscillations est alors tres faible sur toutes les
bandes, il est plus difficile de dégager des tendances claires.
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4.2 FErreurs de méthode sur les assemblages

Globalement on s’attend a retrouver dans le calcul d’assemblages les mémes erreurs de
méthode que sur une structure isolée, car les conditions de couplage n’introduisent pas
d’erreur supplémentaire.

Cependant il est intéressant de voir si le fait d’utiliser les contributions des puissances
échangées (corrélées entre elles) introduit des erreurs supplémentaires dans 1’additivité
énergétique, ou si le fait d’utiliser les facteurs de connexion, suffit a prendre en compte
les interactions entre les puissances échangées et les puissances extérieures.

4.2.1 Présentation des structures

On simule d’abord I"assemblage de deux plaques de mobilitéés tres différentes: une plaque
mince, définie au D.4, couplée rigidement en trois points avec une plaque plus petite et
quatre fois plus épaisse.

Sur la figure 4.13 on peut visualiser la différence sur les parties réelles des mobilités

PO P4 all Pg 0
Plo - — |P1 P1 o
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P6o o P3 P6l— | P3 o P3
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01 : 01
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Fia. 4.13 - Mobilités classiques et énergétiques des deux plaques différentes
—— plague mince - - - plaque épaisse

classiques et sur les mobilités énergétiques des deux plaques.
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Pour la deuxieme plaque, pour les bandes de 200 Hz, on a rapporté dans le tableau
suivant les valeurs de Densité modale effective, Recouvrement modal, Nombre de modes

dans la bande, Longueur d’onde [m], Nombre d’Oscillations de la partie imaginaire de Y,
(indicatif):

Finf[Hz] Fsup  Fcentr modes/Hz Rec.mod. Nb.Modes A[m] Nb.Osc.
100.0 300.0  200.0  .040 .084 8 447 8
300.0 500.0  400.0  .040 160 8 316 10
500.0 700.0  600.0 .045 .266 9 .258 5
700.0 900.0  800.0  .045 .356 9 223 9
900.0 1100.0 1000.0 .045 449 9 .200 2
1100.0 1300.0 1200.0 .040 472 8 182 5
1300.0 1500.0 1400.0 .050 .685 10 169 2
1500.0 1700.0 1600.0 .050 795 10 158 4
1700.0 1900.0 1800.0 .045 .803 9 149 4
1900.0 2100.0 2000.0 .055 1.109 11 141 3
2100.0 2300.0 2200.0 .050 1.109 10 135 4
2300.0 2500.0 2400.0 .040 977 8 129 3
2500.0 2700.0 2600.0 .045 1.162 9 124 1
2700.0 2900.0 2800.0 .045 1.261 9 119 3
2900.0 3100.0 3000.0 .055 1.654 11 A15 2
3100.0 3300.0 3200.0 .045 1.442 9 112 0
3300.0 3500.0 3400.0 .045 1.540 9 108 3
3500.0 3700.0 3600.0 .045 1.616 9 105 4
3700.0 3900.0 3800.0 .050 1.893 10 102 3
3900.0 4100.0 4000.0 .055 2.217 11 100 1
4100.0 4300.0 4200.0 .045 1.891 9 .097 2
4300.0 4500.0 4400.0 .045 1.994 9 .095 2
4500.0 4700.0 4600.0 .045 2.071 9 .093 0
4700.0 4900.0 4800.0 .050 2.398 10 .091 3

4.2.2 Analyse des résultats
Reconstitution des mobilités énergétiques apres couplage

Pour étudier l'erreur de couplage, indépendamment de ’excitation, on compare ici les
mobilités énergétiques de 1’assemblage, apres couplage:

- celles "exactes”, définies par 3.11, obtenues a partir des mobilités classiques (exactes)
apres couplage

- celles “simplistes” (obtenues par la tentative du 3.3.1, sans facteurs de connexion)

- celles "approchées”, obtenues par la méthode des mobilités énergétiques (EMMA), avec
facteurs de connexion, cf. 3.3.3.

Les deux derniers calculs sont effectués a partir des mobilités énergétiques des plaques
isolées, avant couplage, obtenues par la définition 3.11.

N.B. Pour les mobilités énergétiques d’entrée H,,,, et de transfert H,,,, entre points non
couplés, on prendra directement celles avant couplage, sans autres calculs, car on a vérifié
(cf.D.4.1) qu’elles changent peu lors du couplage.

Des compléments aux résultats se trouvent dans ’annexe D.2.

Sur la Figure 4.14 on visualise quelques transferts, pour des bandes de fréquence de largeur
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200 Hz.

Globalement on constate que EMMA est intéressante dans tous les transferts traités.
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Fic. 4.14 - Assemblage de plaques différentes: mobilités énergétiques de transfert
—— caleul exact — — caleul EMMA - - - caleul simpliste

La tentative Simpliste est inadaptée lorsqu’on veut calculer le mouvement du systeme le
moins mobile, (ou d’un point de couplage) alors qu’on excite le systeme le plus mobile
(par exemple les mobilités H.m2m1 et H_cm1 seront tres mal calculées); elle reste valable
dans les autres transferts.

Reconstitution des puissances échangées

Il est aussi intéressant de savoir si, a partir des puissances injectées avant couplage, on
est en mesure de prévoir correctement les puissances actives moyennes échangées.

Pour deux points excités P4 et P5 de la plaque la plus mobile, on compare les résultats
du calcul exact et EMMA, pour les trois points ¢ couplés sur la Figure 4.15 (pour plus de
détails voir aussi la Figure D.6).

On constate que le calcul EMMA des puissances échangées est globalement correct, sauf
sur quelques bandes isolées, et qu’il permet d’obtenir une valeur moyenne sur le spectre.
Il ne s’améliore pas lorsque la fréquence augmente. Il ne permet pas ici de prévoir avec
précision les fluctuations de la puissance échangée sur les différentes bandes de fréquence
et peut présenter de tres fortes erreurs.

Reconstitution des ”miels” apres couplage

Apres les résultats sur les puissances échangées, on pourrait s’attendre a des fortes erreurs
aussi pour les "miels” (donc pour les énergies)... Il n’en est rien!

On va voir que la EMMA permet de bien prévoir les "miels” < |[V|*> > /2 apres couplage
en fonction des puissances actives moyennes injectées avant couplage et des mobilités
énergétiques des deux plaques isolées.

Sur la Figure 4.16 on visualise la comparaison pour un point couplé (P1), pour un point
non couplé de la plaque plus mobile (P4) et pour un point non couplé de la plaque moins

mobile (PT7).
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4.2, pRpURD DE M THODE SUR LES ASSEMBLAGES

L’erreur sur les "miels” est comparable a celle sur les mobilités énergétiques apres cou-
plage (cf. 4.2.2).

Enfin la somme (donc la moyenne) des "miels” apres couplage (Figured.17) est meilleure
que chaque "miel” pris séparément, car leurs erreurs n’interviennent pas sur les mémes
bandes; l’erreur oscille, mais ne diminue pas en montant en fréquence (cf.aussi la Fi-
gure D.8b). Globalement elle suit assez bien le nombre moyen d’oscillations des parties
imaginaires des mobilités (elle reste inférieure & 3 dB lorsque ce nombre moyen d’oscilla-
tions est supérieur a 2 ou 3).

Les "miels” < |V|? > /2, sont bien reconstitués méme aux points de couplage, lorsque les
puissances échangées sont mauvaises.

Sur le systeme excité ceci n’a rien d’extraordinaire, car les contributions des puissances
extérieures sont prépondérantes par rapport a celles des puissances échangées, mais sur
le systeme récepteur (qui de plus, ici, est le moins mobile), ce sont uniquement les contri-
butions des "mauvaises” puissances échangées sur certaines bandes qui ont permis de
reconstituer des "miels” tout a fait satisfaisants.

Cela signifie que:

- la puissance échangée totale obtenue doit étre assez bonne, (la figure 4.17 b) le confirme)
- les puissances échangées obtenues sont celles compatibles avec les mobilités énergétiques
de transfert et d’entrée aux points de couplage et contiennent donc I'information énergétique
locale souhaitée.

Etude des Puissances actives injectées

Sur la structure isolée, on a déja vu au 4.1.2, que des sources appliquées seules ou simul-
tanément fournissaient a peu pres la méme puissance active par bande de fréquence. On
va voir maintenant que, méme apres des couplages en des points différents de celui excité,
la puissance active injectée moyenne (par bande) ne change pas sensiblement.

Dans le cas de l’assemblage de deux plaques différentes le couplage introduit un fort
changement sur la structure qui était la plus mobile avant couplage (ici la plaque la plus
mince), c’est donc un cas défavorable.

Pour analyser les changements de la puissance active moyenne injectée il suffit de com-
parer les parties réelles moyennes des mobilités classiques d’entrée aux points d’injection,
avant et apres couplage (cf. Figure 4.18a); la variation obtenue sera proportionnelle a
celle obtenue sur les puissances actives moyennes injectées par des sources de force (cf.
Figure 4.18b).

On constate que la partie réelle de la mobilité d’entrée, moyennée sur une bande de
fréquence, varie peu apres couplage et que cette variation représente bien celle de la puis-
sance active moyenne injectée par une source de force unitaire. I.’hypothese de ”Sources
de Puissance Active Moyenne” est donc vérifiée ici pour des sources de force.

4.2.3 Conclusions pour le couplage de structures homogenes

On a confirmé par des simulations numériques que, pour des assemblages de struc-
tures qui ont des mobilités d’entrée tres différentes aux points de couplage,
les facteurs de connexion de la EMMA sont nécessaires.

Le calcul énergétique ”Simpliste” présente de fortes erreurs lorsqu’on excite des points non
couplés du systeme le plus mobile et on calcule les transferts sur des points de couplage
(dont la mobilité a baissé apres couplage) ou sur des points du systeme le moins mobile.
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Fic. 4.18 - Variation de la Puissance active moyenne injectée au point P4
—— avant couplage - - - apres couplage

Les puissances échangées sont assez bien reconstituées globalement, en augmentant la lar-
geur des bandes (donc en augmentant le nombre de modes par bande), elles ne s’améliorent
pas en montant en fréquence (donc en augmentant le recouvrement modal).

Les Puissances Actives Moyennes injectées par des sources de force changent tres peu

apres couplage.

Les "miels” < |V|? > /2, donc les densités d’énergie cinétique moyennes, sont bien re-
constitués sur presque toutes les bandes.

Le calcul EMMA donne des résultats tres satisfaisants, pour un nombre moyen d’oscilla-
tions des parties imaginaires des mobilités supérieur a 5.

Dans 'annexe D.2.1 on voit que l'erreur devient inférieure a 3 dB lorsqu’il y a plus de
deux ou trois oscillations par bande. Sans oscillations dans les bandes de fréquence, ’er-
reur peut devenir énorme (erreurs de signe sur les puissances échangées).

Enfin I’étude des erreurs sur les mobilités énergétiques apres couplage permet d’estimer
les erreurs sur les "miels” apres couplage, indépendamment de I’excitation.



4o, 1UDE DE QUELQUES PARAMIT RIS
4.3 Etude de quelques parametres

Afin de mieux comprendre quels parametres influencent le plus les différentes erreurs, on
a fait varier 'amortissement des plaques, leurs dimensions (densité modale) et la largeur
des bandes de fréquences.

4.3.1 Etude d’un assemblage plus amorti

On a vu que en augmentant l'amortissement hystérétique des plaques précédemment
décrites, couplées et calculées aux mémes points, donc en conservant les mémes densités
modales, 'erreur de définition sur les mobilités énergétiques diminuait (cf.4.1.1) et 'erreur
sur 'additivité augmentait (cf.4.1.3). Qu’en est-il de I'erreur sur les puissances échangées?
Pour voir cela on a refait les mémes calculs que précédemment, avec n = 0.1 pour les deux
plaques homogenes différentes, couplées aux trois mémes points, pour des bandes de 200
Hz (et par bandes de tiers d’octave, dans ’annexe D.2.2).

Sur la figure 4.19 on peut visualiser les mobilités des deux plaques.

La puissance active totale échangée (Figure 4.21a) est toujours mieux reconstituée que

0.1 ; 0.01

_ ool
9 I ;
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o it o, 0.001 |
% ] T -
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0.0001 : 0.0001 :
100 1000 100 1000
f [H] f [H]
a) Différence des Re{Ypip1} b) Différence des Hpipy
Fic. 4.19 - Mobilités classiques et énergétiques: —— plaque mince - - - plaque €paisse

celles relatives a chaque point de couplage (Figure 4.20).

Toutes les puissances sont aussi bien reconstituées que celles des plaques peu amorties
(Figures 4.15 et 4.17b) et ne s’améliorent pas en montant en fréquence.

L’hypothese de source de puissance active moyenne ici est encore mieux vérifiée (Fi-
gure 4.21b).

Les "miels” apres couplage ne sont pas mieux reconstitués, que ceux des plaques peu amor-
ties, sauf au point P4 qui est directement excité. Fn effet, a distance égale entre le point
excité et les points couplés, ’amortissement plus fort fait baisser le niveau des mobilités
énergétiques de transfert, donc réduit aussi les contributions des puissances échangées aux
points couplés sur le "miel” au point excité.

Sur la plaque épaisse (le récepteur), le nombre d’oscillations des I'm{Y,,} s’annule sur
certaines bandes et I’erreur peut devenir tres grande (facteur six, au point P7, Figure 4.22

c).
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4.5. E1UDE DE QUELQUES PARAMETRES
4.3.2 Etude du recouvrement modal et de la densité modale

Role du recouvrement modal

En augmentant I’amortissement, sur les mémes bandes de fréquence le recouvrement mo-
dal augmente aussi, ’erreur sur les puissances échangées et celle sur les "miels” apres
couplage ne diminuent pas, conformement aux résultats de I'additivité énergétique.

De méme, pour un amortissement donné, pour des largeurs de bande constantes, en
montant en fréquence le recouvrement modal augmente, mais ’erreur sur les puissances
échangées moyennes et celle sur les "miels” ne décroissent pas.

Ceci indique que 'erreur sur les puissances échangées ainsi que celle sur les "miels” ne
dépend pas d’un seul parametre simple.

Nombre de modes et nombre d’oscillations

Pour des plaques, la densité modale est constante en fréquence, donc le nombre de modes
par bande est bien un parametre qui augmente pour des bandes logarithmiques et qui
reste constant pour des bandes de largeur constante.

Pour analyser un cas avec une plus faible densité modale, (et un plus faible nombre de
modes ou d’oscillations des mobilités par bande) on a passé le cas d'un assemblage de
deux plaques plus petites (voir 'annexe D.3).

Globalement, pour les mémes bandes, les résultats sont moins bons.

Pour les tiers d’octave, le fait de monter en fréquence, améliore la qualité des résultats:
seules les quatre bandes plus larges que 400 Hz donnent des erreurs maximales autour
de 3 dB pour les "miels” apres couplage; elles contiennent alors au moins 2 modes et la
partie imaginaire des mobilités oscille environ 3 fois autour de zéro.

Pour les bandes constantes I’erreur ne diminue pas sensiblement en montant en fréquence.
Dans toutes les bandes de 200 Hz on a moins de 3 modes et de 0 a 2 oscillations de la
partie imaginaire des mobilités: on constate que I’erreur peut atteindre 10 dB. Pour des
bandes de 800 Hz l'erreur est inférieure a 3 dB: le nombre de modes va de 3 a 5 et celui
des oscillations va de 1 a 7.

Largeur des bandes de fréquence

Pour les grandes plaques, dans les premieres bandes de 200 Hz, 'erreur sur les "miels”
n’atteint plus les grandes valeurs des premieres bandes de tiers d’octave (qui étaient moins
larges).

De plus le fait que la EMMA donne des "miels” tantot plus grands, tantot plus petits
que ceux exacts, suivant la bande considérée, laisse penser que si l'on élargit les bandes
d’analyse, sur la méme plage de fréquences, les résultats deviennent meilleurs. On l’a
vérifié en prenant des bandes de 400 Hz (comparer Figures 4.16 et 4.23): I'erreur sur les
"miels” diminue (inférieure a 2 ou 3 dB).

En résumé, si on augmente la densité modale, les résultats s’améliorent globalement. De
meéme si on augmente la largeur des bandes.

Ceci semble indiquer que I'erreur maximale sur le calcul des "miels” apres couplage dépend
globalement du nombre de modes par bande (ou du nombre d’oscillations des mobilités).

Trois constatations viennent cependant nuancer cette conclusion.
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FiG. 4.23 - Reconstitution des "miels”, n = 0.01
—— caleul exact - - - calcul EMMA

Pour les bandes de tiers d’octave (voir annexe D.2) 'erreur sur les "miels” ne diminue
pas beaucoup en montant en fréquence, alors que la largeur des bandes et le nombre de
modes par bande augmentent.

Pour des bandes constantes 'erreur varie d’une bande a I'autre (ainsi que le nombre d’os-
cillations des mobilités), alors que le nombre de modes est le méme.

En augmentant ’amortissement, avec le méme nombre de modes par bande, ’erreur maxi-
male augmente.

Ceci induit a conclure que le nombre de modes par bande n’est pas suffisant pour décrire
I’évolution de Ierreur.

On a vu avec I'additivité énergétique que la valeur de I’erreur dépend du choix des sources
et que les sources de force et celles de vitesses (toute deux défavorables) donnaient des
erreurs maximales comparables.

C’est pour cette raison qu’on peut considérer les études précédentes, effectuées avec des
sources de force, comme représentatives d’une erreur maximale, pessimiste mais possible.
Le fait que lerreur sur les "miels” et celle sur les mobilités énergétiques apres cou-
plage soient comparables, indique par ailleurs que cette erreur dépend faiblement du
type de source utilisé (méme si elle va fortement diminuer pour des sources aléatoires et
indépendantes).

Enfin on remarquera que ’erreur n’évolue pas de la méme facon suivant le point de cal-
cul, les points couplés et les points excités qu’on considere: 'erreur est locale et liée aux
différents transferts.

Dans I'annexe E.3 on donne des pistes pour un indicateur d’erreur.



4.4 CONCLUSIONS rOUR L' T UDE NUMBRIQUL DES FRREURDS
4.4 Conclusions pour I'’étude numérique des erreurs

Par des simulations numériques sur des assemblages de plaques homogenes, qui permet-
tent d’étudier facilement des systemes a faible ou forte densité modale et de séparer les
effets de la densité modale, du recouvrement modal et de ’amortissement, on a d’abord
mis en évidence la part relative des erreurs introduites par les différentes hypotheses.

Les erreurs de définition sont faibles; sur les mobilités énergétiques d’entrée elles dimi-
nuent lorsque le recouvrement modal augmente (lorsqu’on augmente I"amortissement ou
lorsqu’on monte en fréquence); pour les transferts elles diminuent lorsque la largeur de la
bande de fréquences considérée augmente.

Les erreurs sur les sources sont faibles (Hyp.2b) et diminuent lorsque le recouvrement mo-
dal augmente. Tout au long des simulations on a bien observé un comportement de source
de puissance active moyenne, sauf dans le cas ou I'une des sources est tres supérieure aux
autres en niveau (cf. Annexe E.1): dans ce cas les puissances actives moyennes injectées
par les sources (de force) "secondaires” changent considérablement, mais la méthode ap-
prochée EMMA marche car les sources secondaires sont alors négligeables devant la source
principale.

Les erreurs propres a additivité énergétique peuvent étre importantes. Elles diminuent
lorsqu’on augmente la largeur des bandes, mais augmentent lorsqu’on augmente ’amor-
tissement (et lorsqu’on rapproche les points d’excitation).

Sur les assemblages, les erreurs principales proviennent de 'additivité énergétique.

Le calcul des puissances échangées en chaque point de couplage, qui utilise la relation d’ad-
ditivité énergétique inversée, peut étre completement faux sur certaines bandes (mauvais
signe ou niveau) si le nombre d’oscillations des mobilités dans la bande est inférieur a
deux (a peu pres). La puissance totale échangée est beaucoup mieux reconstituée. Les
deux calculs s’améliorent lorsque le nombre de modes par bande ou la largeur des bandes
augmentent.

Le calcul des "miels” apres couplage est meilleur que celui des puissances, méme lorsqu’il
utilise des puissances mal reconstituées; il s’améliore lorsque la largeur des bandes aug-
mente, mais ne s’améliore pas, voire il se détériore, lorsqu’on augmente I’amortissement.

Globalement la méthode testée a donné pleine satisfaction, dans le cas d’assemblages
multipoint rigides, de plaques homogenes.

Les erreurs dépendent globalement des points de calcul et d’excitation et leurs fluctuations
dépendent plus en détail des types de source utilisés. 1l semble souhaitable de prévoir
I’erreur moyenne locale en utilisant des indicateurs locaux.

On préconise d’utiliser le nombre de passages a zéro de la partie imaginaire des mobilités
de transfert et le rapport de la mobilité énergétique d’entrée sur la partie réelle moyenne
de la mobilité d’entrée, pour fabriquer un indicateur de la qualité du calcul (cf. E.3).
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Chapitre 5

ETUDE NUMERIQUE DE CAS
PLUS COMPLEXES

Dans ce court chapitre, on sonde encore deux aspects importants pour la méthode des
mobilités énergétiques:

- Papplication au calcul de structures hétérogenes,

- les couplages ponctuels élastiques et dissipatifs, qui peuvent modéliser beaucoup de
liaisons ponctuelles réelles.

5.1 Assemblage de plaques avec des discontinuités
massiques

On considere les deux mémes plaques que au 4.2. Sur la premiere plaque, 51, aux points
P1(0.2;0.5), P4(0.5;0.6) et P6(0.6;0.3), on a attaché des masses ponctuelles, respective-
ment de 0.1kg, 0.2kg et 0.5kg et on 1’a couplée toujours aux points P1(0.2;0.5), P2(0.4;0.2),
P3(0.7;0.3), a la deuxieme plaque, S2.

Ce cas est assez complet car il présente une discontinuité massique sur un point de cou-
plage, une discontinuité massique en un point excité et une discontinuité massique en un
point non couplé, sur laquelle on pourra calculer le "miel” apres couplage.

S2

Fic. 5.1 - Plaque S1 hétérogene couplée rigidement a S2



CHAPITRE S, E1TUDE NUMEBRIQUE DEs CAS PLUS COMPLEXEDS
5.1.1 Effets des discontinuités de masse sur la structure

Mobilités classiques

Localement, par exemple au point P6, I’ajout d’une forte discontinuité massique entraine
des changements sur les mobilités d’entrée.

Les mobilités de transfert gardent les mémes tendances que celles de la structure homogene
(cf. Figure 5.2): leurs parties réelle et imaginaire méme si elles baissent en niveau en
montant en fréquence, continuent notamment a osciller autour de zéro (cf. Figure 5.3) et
c’est ce qui fait que 'additivité énergétique est vérifiée.

En comparant les Figures 5.4, et 5.5, on voit que la partie réelle de la mobilité d’entrée
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Plaque hétérogéne: — Re{Yme} - - - Im{Y me}

sur la discontinuité massique diminue fortement en niveau en montant en fréquence. La
partie imaginaire est presque toujours négative (elle n’oscille plus autour de zéro); son
niveau général est plus important que celui de la partie réelle.

Le fait que Im{Y,ep6} > Re{Yi6p6} explique que la mobilité énergétique d’entrée en

; s 2o _ <RE{Yel>+<Im?{Yel}> . <Im?{Ve}>
moyenne et haute fréquence peut s’écrire H, = heVel> N RV
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Fic. 5.4 - Mobilité d’entrée de la Plague homogene S1 en P6
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Fic. 5.5 - Mobilité d’entrée de la Plague hétérogene S1 en P6

L’ajout de masses entraine un certain lissage asymptotique des courbes: la mobilité de
masse s'impose en haute fréquence.

Mobilités énergétiques

Les mobilités énergétiques d’entrée sur une discontinuité massique restent asymptotique-
ment du méme niveau que celles de la plaque homogéne (sauf en basse fréquence, ou le
niveau baisse, cf. Figure 5.6 a), et ce niveau est presque constant en fréquence (car les
niveaux de < Im*{Ye} > et < Re{Ye} > ont a peu pres la méme décroissance en
fréquence).

Les mobilités énergétiques de transfert, entre un point excité quelconque et un point de
masse concentrée, diminuent fortement par rapport a celles de la plaque homogene (cf.
Figure 5.6 b). Elles sont fortement dissymétriques: si on excite la structure directement
sur la masse concentrée, les transferts avec d’autres points (sans masse) de la plaque res-
tent comparables a ceux d’une structure homogene (cf. Figure 5.7).

La présence d’une discontinuité massique au point d’excitation affecte peu les mobilités
énergétiques d’entrée et de transfert. C'est un résultat important, qui peut se démontrer
(cf. Annexe C.3). On visualise par la méme occasion que sur un systeme homogene (Fi-
gure 5.7a) on a une tres bonne réciprocité des mobilités énergétiques de transfert aussi
pour les premieres bandes choisies.
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FiG. 5.7 - Mobilités énergétiques de transfert entre P5 et P6
—- Hps_ps - - - Hps_ps

5.1.2 Puissances échangées et ”Miels” apres couplage

En comparant les calculs exact et EMMA des puissances actives moyennes échangées, aux
trois points de couplage rigide, on peut voir si la discontinuité en P1 induit plus d’erreur
dans le calcul en ce point (Figure 5.8. Ce n’est pas le cas. La puissance échangée en ce
point est inférieure aux autres, surtout en haute fréquence, mais l'erreur est comparable
et tout a fait admissible.

Les points de calcul les plus sensibles sont le point P6 (sur la plus grosse discontinuité
massique) le point P7 (non couplé, sur la plaque épaisse) et le point P1; c’est pourquoi
on calcule le "miel” apres couplage en ces points (Figure 5.9).

Les résultats sont tres satisfaisants, méme en ces points ”critiques”.

(aux autres points ils sont équivalents, voire meilleurs).

5.1.3 Conclusions pour ’assemblage de structures hétérogenes

Méme pour des sous-structures homogenes, un point de couplage constitue une discon-
tinuité sur leur assemblage. On avait déja vu que I’additivité énergétique marchait bien

apres couplage, donc sur une structure hétérogene.
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FiG. 5.9 - Reconstitution des "miels” aux points "eritiques”:

—- calcul exact - - - caleul FMMA

La simulation de cette section ne fait que confirmer que la méthode des mobilités énergétiques
doit fonctionner indépendamment du type de structure.

Méme si la dynamique des "miels” aux points de masse concentrée est beaucoup plus
grande que pour des points quelconques, les prévisions du calcul EMMA sont tres satis-
faisantes sur toute la gamme des fréquences, en entrée et en transfert.

Globalement les résultats pour 1’assemblage hétérogene traité sont presque meilleurs que
dans le cas des plaques homogenes.

Le nombre d’oscillations par bande baisse tres peu mais devient plus ”irrégulier” que pour
les plaques homogenes (1’écart type de ce nombre augmente et il change beaucoup d’un
transfert a l'autre).

On peut donc se demander si la complexité croissante des structures ne tend pas a
améliorer les résultats (de fagon analogue a la SEA).
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5.2 Couplages élastiques dissipatifs

Dans les simulations numériques qui suivent on prend de nouveau les deux plaques du 4.2,
couplées aux mémes points, avec trois systemes intermédiaires identiques et symétriques,
constitués, chacun, de deux petites masses M1 = M2 = M, avec un ressort et un amor-
tisseur, dont on fait varier la masse M, la raideur K du ressort et 'amortissement C (voir
Figure 5.10).

On compare alors les puissances échangées et les "miels” apres couplage, obtenus par le
2
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Fic. 5.10 - Plague S1 couplée a S2 par systémes intermédiaires
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Fic. 5.11 - Démarche d’assemblage de S1 et S2 par le systéme intermédiaire C'1

calcul exact (par mobilités classiques), ceux obtenus par le calcul EMMA de ’assemblage
de Al (exact) avec la plaque S2 (voir Figure 5.11). On considere donc les systemes in-
termédiaires C1 comme étant rattachés a une sous-structure (ici a S1), le calcul EMMA
est alors "partiel” (seulement sur le couplage de Al avec S2).

Cette approche, bien que plus longue du point de vue d’une éventuelle optimisation des
systemes intermédiaires (qui doit étre effectuée en partie par la méthode des mobilités clas-
siques), est simple dans sa mise en oeuvre expérimentale: il est plus simple (et réaliste)
de caractériser les systemes de couplage lorsqu’ils sont reliés a une sous-structure que
lorsqu’ils sont isolés.
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5.2.1 Etude d’un systeme de couplage de faible raideur

Considérons d’abord un systeme de couplage de "faible” raideur (M= 0.0005 [kg], K= 100
[N/m], C=0.1 [N.s/m]); sa fréquence de résonnance est autour de 70 Hz, et sa mobilité

d’entrée est visualisée sur la Figure 5.12.
Les puissances échangées sont globalement assez bien prévues; (cf.Figure 5.13) I'erreur
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FiG. 5.12 - Mobilité d’entrée du systéme intermédiaire

peut cependant atteindre 10 dB sur certaines bandes.
Les "miels” apres couplage sont bien reconstitués (Figure 5.14), méme au point non
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F1G. 5.13 - Puissances actives moyennes échangées (re¢ues par S2)
—- calcul exact - - - caleul EMMA

couplé P7 de la structure réceptrice, c’est a dire en utilisant uniquement les contributions

des puissances échangées, par additivité énergétique.

Couplage plus dissipatif

Lorsqu’on augmente ’amortissement d’un facteur dix: C=1, avec les autres données in-
changées, les erreurs sur les puissances et sur les "miels” apres couplage sont globalement

les mémes, ou baissent légerement (voir annexe E.2.2).
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F1G. 5.14 - Reconstitution des "miels” (P1 est sur S2)
—- calcul exact - - - caleul FMMA

5.2.2 Etude d’un systeme de couplage de forte raideur

On considere maintenant un systeme de couplage de raideur K=100000; dans la plage
d’analyse 100 - 5000 Hz on a maintenant une zone en dessous de la résonnance des
systemes intermédiaires (environ 3100 Hz) et une zone au dessus (Figure 5.15).

Le calcul EMMA est généralement satisfaisant, avec des erreurs allant jusqu’a un facteur
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Fic. 5.15 - Mobilité d’entrée du systéme intermédiaire
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cing sur les puissances et a un facteur trois sur les "miels”. (cf.Figures 5.16 et 5.17)

Couplage plus dissipatif

Lorsqu’on augmente encore ’amortissement d’un facteur dix: C=10, avec les autres données
inchangées, les erreurs du calcul EMMA sur les puissances et sur les "miels” apres cou-

plage sont globalement les mémes, (voir annexe E.2.5).
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F1G. 5.17 - Reconstitution des "miels” (P1 est sur S2)

—— caleul exact - - - calcul EMMA

5.2.3 Conclusions pour les couplages élastiques et dissipatifs

La méthode des mobilités énergétiques fonctionne de fagon satisfaisante pour les couplages
multipoint élastiques et dissipatifs, en suivant la démarche suivante.

Sil’on considere les liaisons comme un sous-systeme a part C1 (masses-ressorts-amortisseurs)
intermédiaire, les calcul approché ("total”) de I’assemblage des trois sous-systemes S1, C1
et S2, ne converge vers un calcul correct qu’au dessus de la fréquence de résonnance des
systemes intermédiaires, et d’autant plus lentement que la dissipation est forte.

Pour les calculs autour et en dessous de cette fréquence on préconise de rattacher les
systemes de liaison a I'une des sous-structures et de mesurer les mobilités de cet ensemble.
Le calcul approché ("partiel”) devient alors tout a fait satisfaisant, avec les mémes niveaux
d’erreur que pour les couplages rigides.



CHAPITRE 5. p1UDE NUMBERIQUE D CAS FLUS COMEPLIMXEDS
5.3 Conclusions pour les compléments numériques

Globalement la EMMA est applicable dans le cas de couplages multipoint rigides ou
élastiques, de plaques homogenes ou hétérogenes.

La présence de discontinuités massiques sur les plaques ne perturbe aucunement la qualité
des résultats de TEMMA, voire les améliore, contrairement a des méthodes comme ’AMA.

Les liaisons élastiques et dissipatives peuvent étre prises en compte en tant que sous-
systemes a part (formés de masses, ressorts et amortisseurs) seulement asymptotiquement,
au dessus de leur fréquence de résonnance. Autour et en dessous de cette résonnance on
préconise de les intégrer a 'une des sous-structures avant couplage. Le calcul est alors
aussi satisfaisant que celui des couplages rigides, mais une forte dissipation aux liaisons
joue comme un fort amortissement et détériore la prévision des "miels” apres couplage.



Chapitre 6

APPLICATION A DES DONNEES
ISSUES DE MESURES

Lorsqu’on utilise des données issues de mesures, des nouvelles difficultés apparaissent par
rapport aux simulations numériques, mais aussi de nouveaux avantages de la méthode des
mobilités énergétiques.

Les difficultés concernent les mobilités classiques mesurées sur des systemes réels, et,
comme ce sont les ingrédients de base pour les mobilités énergétiques, elles se répercutent
sur ces dernieres.

On trouvera a I’Annexe F un rappel de la méthodologie de mesure des mobilités classiques
et des difficultés rencontrées habituellement.

Dans ce chapitre on relate brievement la mise en oeuvre et les principaux résultats des
mesures menées sur des assemblages de structures simples (cylindres et plaque suspendus).

6.1 Etude d’assemblages de structures simples

Il s’agit d’étudier si le calcul d’assemblage par mobilités énergétiques s’applique bien aux
données issues de mesures sur des structures simples, avec des amortissements importants
ou faibles, et de mettre au point les techniques d’excitation et montage qui seront utilisées
pour les mesures sur le climatiseur.

Les expériences ont été effectuées a I'Institut National de Recherche et Sécurité (INRS),
site de Vandoeuvre, au service Métrologie Vibrations Acoustique, dans la période octobre-

décembre 1996.

Choix des systemes simples a étudier

L’hypothese de contact ponctuel par force normale, utilisée dans le logiciel a I’état actuel,
implique le choix de sous-systemes avec ce type de liaison.

On souhaitait en outre que les systemes étudiés soient plus complexes que les simples as-
semblages de plaques étudiés numériquement, qu’ils aient une densité modale suffisante et
qu’ils soient mesurables sur une plage de fréquences la plus étendue possible (peu amortis
et suffisamment épais et rigides pour que les capteurs utilisés ne déterminent pas, par leur
masse, une fréquence maximale trop basse).

Enfin il fallait que ces structures soient disponibles rapidement, avec un travail supplémentaire
minimum.

Pour cet ensemble de raisons on a choisi deux cylindres en PVC (bien amortis) et le
couvercle du climatiseur (peu amorti, forte densité modale).



30 CHAPITRE 6. APPLICATION A DS DONNEES ISS5SURS DE MESURES
Mesures effectuées

Dans 'annexe F.2 on trouvera le détail des mesures préliminaires effectuées, du matériel
utilisé etc...

Mesure des mobilités ”a vide”

Sur les sous-systemes isolés choisis précédemment on a mesuré les mobilités d’entrée au
futur point de couplage c et les mobilités de transfert entre ce point ¢ et un autre point
m (ou n) quelconque, non bloqué.

Mesures sur ’assemblage

On a réalisé un assemblage ponctuel des deux systemes précédents par un petit bout de
vis collé, au point c.
On a mesuré les mobilités du systeme assemblé entre les trois points m, n et c.

6.2 Assemblage de deux cylindres fortement amortis

Le systeme S ("gros cylindre”), est un tricouche de PVC - Fibres de verre - PVC de
diametre extérieur 250 mm, longueur 1367mm et épaisseurs 1.5 + 7 4+ 1.5 mm.

Le systeme S? ("petit cylindre”) en PVC a un diametre extérieur de 100mm, une longueur
de 407mm (environ) et une épaisseur de 3 mm; sa densité modale peut a priori s’avérer
insuffisante: il faudra considérer des bandes de fréquence assez larges pour que la méthode
des mobilités énergétiques marche.

Description du montage et tests

Fic. 6.1 - Mesure des mobilités des deux cylindres isolés
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Le gros cylindre a été suspendu horizontalement par un fil (en Nylon tressé, isolé du
support par des sandows) passant par une génératrice (pour éviter de percer le matériau
composite).

Le petit cylindre percé diamétralement pres du sommet a été suspendu verticalement par
un fil mince en Nylon (découplé du support par des élastiques en caoutchouc) et muni
d’un bout de vis collé au futur point de couplage ¢ (avec de la colle biphasique, tres dure,
peu amortissante).

Le pot vibrant a été suspendu horizontalement par son cerceau, piloté par LMS, avec
excitation type bruit blanc, et relié a la téte d’impédance par une tige mince ("stinger”,
utilisée pour éviter d’exciter par moments).

Au bout de la téte d'impédance on a fixé un bout de vis (1.1g) qui a été collé aux
structures.

On a excité successivement au point m et au point ¢ et mesuré la la force injectée et la
vitesse en ¢ et en m par des accélérometres légers (Kiestler 0,4g avec électronique intégrée):
ceci a permis d’obtenir les mobilités d’entrée et de transfert sur les deux sous-structures
isolées.

En comparant les mobilités de transfert Y,,. et Yem, qui doivent étre égales, on a testé
la réciprocité des mesures de mobilité (bon montage, linéarité, bruit de fond...) (cf.

Figure 6.2).
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F1G. 6.2 - Tests de Réciprocité (permutation excitation / accéléro.)

On a ensuite couplé les deux structures au point ¢, en collant au gros cylindre 'extrémité
libre de la vis du petit cylindre (cf. Figure 6.3). On a vérifié (cf. Figure F.5) par deux
accélérometres placés a I'intérieur de chaque cylindre, en correspondance avec la vis), que
le couplage était bien rigide et peu dissipatif et, accessoirement, qu’il n’y avait pas d’effet
de "pompage” dans I’épaisseur du gros cylindre (méme vitesse dedans et dehors). On a fait
de méme au point excité (pour que la force mesurée par la téte d’impédance soit correcte,
il faut que la vitesse donnée par la téte d’impédance soit la méme que celle obtenue sur



38 CHAPITRE 6. APPLICATION A Db DONNERS ISS5UES Dis MESURED

Fic. 6.3 - Couplage au point ¢ des deux cylindres tres différents

la structure au point d’excitation). On a alors mesuré les mobilités apres couplages qui
serviront a valider les prévisions de la méthode des mobilités classiques et de la méthode
des mobilités énergétiques.

On a désassemblé et reassemblé les systemes, pour vérifier la réproductibilité des me-
sures effectuées: pour des couplages suffisamment rigides (colle dure) elle est bonne.

Résultats du calcul par mobilités classiques

On remarquera ici que les mobilités classiques oscillent peu sur les bandes de 200 Hz
choisies et que les mobilités des deux cylindres sont tres différentes (cf. Figure 6.4). Cest
donc un cas de figure qui va permettre de voir si les mobilités énergétiques de connexion
ont été bien définies.

A partir des mobilités mesurées avant couplage sur les sous-structures isolées, on calcule
les mobilités apres couplage, suivant les formules du chapitre 2.

Les résultats sont bons (cf. Figures 6.5 a 6.7), car sur des systemes fortement amortis les
mobilités des points non couplés varient peu si les conditions aux limites changent un peu.
Ces petits changements sont cependant bien prévus par le calcul: les faibles différences de
niveau entre calcul et mesure apres couplage confirment que les montages étaient soignés,
les couplages peu dissipatifs, le bruit de fond faible et les contributions des forces normales
tres supérieures a celles d’éventuels moments transmis par le couplage. On a bien effectué
une expérience de laboratoire.

En comparant la figure 6.5 et la figure 6.8 on s’apercoit cependant que la visualisation
en bande fine est trompeuse, car les différences sur les pics sont mal appréciables et il
ne faut pas oublier de comparer aussi les parties imaginaires (Figure 6.6), car les erreurs
des prévisions approchées cumulent celles sur les parties réelles et celles sur les parties
imaginaires, par bandes de fréquences.
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Résultats du calcul par mobilités énergétiques

A partir des mobilités mesurées avant couplage sur les sous-structures isolées, on forme
leurs mobilités énergétiques et on calcule les mobilités énergétiques apres couplage, suivant
les formules EMMA (cf. chapitre 3) avec des bandes de largeur constante 200 Hz.
On obtient ainsi les mobilités énergétiques apres couplage en entrée au point m2 du petit
cylindre (cf. Figure 6.8) et en transfert, entre le point m1 du gros cylindre et le point m2
du petit (cf. Figure 6.9) et entre le point m1 et le point ¢ couplé (cf. Figure 6.10).

On remarquera aussi que les résultats obtenus par la EMMA (courbes HNR.J ou Hnrj)
sont aussi précis que ceux obtenus par la méthode classique (courbes "HEX_” ou "Hex_"),
sauf pour les trois premieres bandes de 200 Hz.

Contrairement aux attentes, les autres bandes de 200 Hz n’étaient pas trop étroites,
pourtant les nombres d’oscillations des parties imaginaires des mobilités des deux cylindres
étaient souvent nuls, comme le montre le tableau suivant.

Nombres d’oscillations des parties imaginaires des mobilités Y,,.

Fcentr [Hz] Gros Cyl. Petit Cyl. | Fcentr [Hz] Gros Cyl. Petit Cyl.
150.0 3 0 2150.0 1 2
350.5 3 1 2350.0 0 1
550.4 0 2 2550.0 0 2
750.0 3 0 2750.0 1 0
950.0 0 1 2950.0 0 0
1150.0 1 1 3150.0 0 1
1350.0 1 0 3350.0 0 0
1550.0 1 1 3550.0 1 1
1750.0 1 0 3750.0 0 1
1950.0 0 0 3950.0 0 0

On peut remarquer que les transferts sur une structure fortement amortie (gros cylindre)
sont négligeables par rapport aux contributions directes, méme si les mobilités n’oscillent
pas beaucoup: on n’a pas besoin de 'effet de moyenne.

L’erreur maximale sur les autres bandes est autour des 3 dB qu’on s’était préfixés comme
“erreur admissible” pour notre méthode approchée.

Enfin on constate sur un transfert entre le point couplé et le point excité (qui serait
mauvais sans facteurs de connexion), que la définition des mobilités énergétiques proposée
pour les systemes couplés, fonctionne bien, conformement aux résultats des simulations
numériques (cf. Figure 6.10).
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6.3 Assemblage d’un cylindre et d’un couvercle de
climatiseur

Le couvercle du climatiseur est un rectangle en acier 885 * 275 * 1 mm, ayant des bords
repliés, de 20 mm.

Suspendu verticalement, il a été couplé au petit cylindre, toujours en collant le bout de
vis qui dépasse du petit cylindre a un point quelconque de la plaque.

On mesure donc les mobilités d’entrée et de transfert du couvercle seul et de ’ensemble
couvercle-cylindre, comme précédemment.

On a vérifié la aussi que la vitesse au point de couplage est la méme de part et d’autre
du couplage, sur les deux structures.

Les mobilités classiques du couvercle sont beaucoup plus ”piquées”: on a une densité

* C M
yl
LMS > XM2
M2
a) sous-structures isolées b) Assemblage au point ¢

Fia. 6.11 - Couplage au point ¢ du couvercle et du petit cylindre

modale beaucoup plus forte et un amortissement beaucoup plus faible que pour les cy-
lindres(cf. Figure 6.12).

Avant de faire les calculs il a été nécessaire de "nettoyer” les données (cf. F.1.2) car les
parties réelles des mobilités d’entrée présentaient des valeurs négatives (qu’on a mis a
zéro); on n’a cependant pas "nettoyé” les pics anormaux (dont la largeur n’est pas com-
patible avec 'amortissemen )t, ce qui peut expliquer les différences entre calcul et mesure.
Comme pour les simulations numériques, on constate que les différences entre résultats
classiques ("exacts”) et approchés (EMMA) sont imprévisibles et ne diminuent pas en
montant en fréquence.
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Dans ce cas aussi les résultats de la méthode EMMA sont tout aussi bons que ceux de la

méthode des mobilités classiques, sauf pour les premieres bandes.



0.5. ASSEMBLAGE D'UN CYLINDRE t1 D'UN COUVERCLE DE CLIMATISEURY)

0-1 E T T T T T T T E
i "Hnrjo302" —— 1
'Hex_0302"
7777777 "Hmes0302" -
0.01 - |
S e R ; :
= | .
—
., 0.001 |
I -
oooo1 - T |
1e—05 L L L 1 ! | |

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
f [HZ]

Fic. 6.14 - Comparaison des mobilités eénergétiques apres couplage H 12
Calcul énerg. approché (Hnrj) - classique (Hex_) - mesuré (Hmes). Bandes de 200 Hz.
Assemblage du couvercle et du petit cylindre.

0.1 3 T T T T T T T ]
E "Hnrj0102" — |
777777 'Hex_0102" -
""" "Hmes0102" -
E 77777777777777
=
- oo01f 0 o T T | 1
L e A ‘\; """" ‘
0.0001
1e_05 1 1 1 1 1 1 1

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
f [HZ]

Fic. 6.15 - Comparaison des mobilités e€nergétiques aprées couplage H.pq
EMMA (Hnrj) - Caleul classique (Hex_) - Mesure (Hmes). Bandes de 200 H-z.

Assemblage du couvercle et du petit cylindre.



960 CHAPITRE 6. APPLICATION A DS DONNEES ISS5UES DE MESURIEDS
6.4 Conclusions sur 'application expérimentale de la
méthode

Les deux expériences effectuées, avec des couplages rigides controlés et des montages
propres (bonne réciprocité) valident la méthode des mobilités énergétiques, lorsqu’elle est
appliquée dans des bonnes conditions expérimentales (proches de celles théoriques).

Ses résultats sont aussi bons que ceux obtenus par les mobilités classiques si on choisit
convenablement les bandes de fréquence (avec quelques oscillations des mobilités clas-
siques (parties réelles ou parties imaginaires) des deux sous-structures isolées, dans chaque
bande, ou, pour un fort recouvrement modal, avec la partie réelle des mobilités d’entrée
bien plus grande que celle des mobilités de transfert).

Les avantages de la méthode approchée par rapport aux mobilités classiques sont les sui-
vants:

- meilleure lisibilité des résultats

- utilisation de quantités moyennées en fréquence, plus stables

- insensibilité aux erreurs de signe (gain de temps considérable sur la conception et I'ex-
ploitation des mesures, sécurité supplémentaire, robustesse)

- temps de calcul et bases de données extrémement réduites

- insensibilité aux bruits de fond aléatoires (non traitée dans I’exemple présenté ici).

Une tentative d’application & une structure complexe (un climatiseur) n’a pas été concluante
car la mise en oeuvre de la méthode des mobilités classiques était elle méme trop approxi-
mative et les résultats des "calculs exacts” étaient eux mémes tres différents de ceux des
mesures.

On a cependant obtenu des résultats EMMA de la méme qualité que ceux "exacts” des
mobilités classiques. La méthode des mobilités énergétiques suppose donc qu’on fasse des
mesures sensées de mobilités classiques.

Aux vues de ces premieres expériences, la méthode des mobilités énergétiques semble un
outil prometteur, pour donner une information énergétique locale.

Le fait de considérer des quantités moyennées par bande de fréquence, rend la méthode
un peu plus robuste que celle des mobilités classiques, tant du point de vue expérimental
(la position exacte des pics dans une bande compte peu, un bruit aléatoire électrique,
donne une contribution petite en moyenne devant celle du signal, pas de corrections de
signe nécessaires), que du point de vue calculatoire (moins de problemes de bon condi-
tionnement et d’inversion des matrices).

Des problemes typiques de la méthode des mobilités classiques demeurent: problemes de
non linéarité, présence de sources internes variables (chocs, frottements), difficultés de
mesure pour les couplages élastiques dissipatifs, bruit électronique et niveau d’excitation
(en transfert), erreurs de mesure en entrée (accessibilité, voisinage de discontinuités, po-
sitionnement du systeme excitateur, nécessité de parties réelles effectivement positives),
couplages mal définis, ou variables (non rigides, points de contact mal localisés), couplages
surfaciques a discrétiser, contribution des moments...



Chapitre 7
CONCLUSIONS

Dans ce chapitre on va rappeler les principaux résultats de I’étude et faire quelques sug-
gestions sur les applications possibles et sur les voies de recherche ouvertes.

7.1 Conclusions

Récapitulatif

Apres une analyse bibliographique des principales tendances concernant les méthodes
énergétiques et un rappel du formalisme des mobilités classiques, cette étude s’est struc-
turée en trois parties:

- la mise en forme analytique de I’ Approche par Mobilités Moyennes Energétiques ("EMMA?”),
- application numérique a quelques assemblages de plaques homogenes et hétérogenes
par couplages ponctuels rigides ou élastiques,

- ’étude expérimentale de deux assemblages de structures simples.

Démarche suivie

Notre but étant d’élaborer une méthode approchée de prévision de quantités énergétiques
locales sur les assemblages, a partir des quantités énergétiques locales des sous-structures
séparées, il nous a semblé judicieux d’utiliser comme ingrédients des quantités locales,
mesurables et exactes: les mobilités classiques.

Ce choix a limité ’application de notre démarche a des structures dont le comportement
est linéaire, passif et réciproque.

On a utilisé Deffet simplificateur des moyennes fréquentielles pour obtenir des expressions
énergétiques approchées entre puissances injectées et niveaux vibratoires par bandes de
fréquence.

Par des simulations numériques d’assemblages de plaques on a étudié les différentes er-
reurs de méthode et dégagé 'influence qualitative de certains parametres.

Par des applications expérimentales a des assemblages de plaques et cylindres, on a com-
paré les prévisions de la EMMA a celles des mobilités classiques (méthode "exacte”) et
aux mesures effectuées apres couplage.
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7.1.1 Principaux résultats de I’étude
Analyse bibliographique

L’analyse bibliographique a permis de constater l'intérét croissant pour des méthodes
énergétiques locales, applicable a des structures hétérogenes, complémentaires a la SEA.
Des méthodes basées sur les mobilités, comme celle des Réceptances de puissance ou
des PFRF, travaillent a fréquence pure et utilisent des hypotheses contraignantes sur les
excitations ("rain on the roof”, sources de force).

Les méthodes utilisant les densités d’énergie Lagrangienne et totale sont prometteuses,
mais nécessitent un partage des structures en sous-systemes simples couplés (poutres,
plaques, coques).

Les méthodes avec des mobilités moyennées par bandes de fréquences (Valeur moyenne,
Lissage par Cepstre...) utilisent des moyennes géométriques et ne peuvent pas se rattacher
a des véritables quantités énergétiques; de plus elles ont des problemes avec les structures
hétérogenes.

Choix d’un formalisme simple

Le rappel de la méthode des mobilités classiques a permis de mettre en place un forma-
lisme cohérent, pour I'analyse exacte des assemblages par couplages ponctuels externes
de deux sous-structures ou par couplages internes sur une seule structure, en détaillant
les hypotheses, habituellement implicites, effectuées sur les sources excitatrices.

Définition et Additivité énergétique

On a défini la mobilité énergétique, en fonction uniquement des mobilités classiques,
moyennées par bandes de fréquences. On a montré qu’elle approche, sur une bande de
fréquences, le rapport de la moyenne fréquentielle du module carré de la vitesse en un
point (appelée "miel”) et de la moyenne fréquentielle de la puissance active injectée en
un autre point, de facon assez indépendante du type de source utilisé (surtout en haute
fréquence).

On a ensuite montré que, sur une structure excitée en plusieurs points, s’ils sont suffi-
samment éloignés les uns des autres, on peut approcher le "miel” obtenu en tout point,
en additionnant les produits des mobilités énergétiques et des puissances actives injectées
par bande, considérées séparément, sans utiliser une référence de phase commune.

Connectivité énergétique

Apres un couplage rigide en N points, on a obtenu des expressions approchées des puis-
sances actives échangées par bande et des "miels” de ’assemblage en utilisant les mobilités
énergétiques et les "miels” avant couplage des sous-structures séparées aux futurs points
de couplage:

- on a défini des mobilités énergétiques de connexion,

- on a écrit la continuité des "miels” et le bilan des puissances échangées,

- on a appliqué 'additivité énergétique des puissances échangées et extérieures apres cou-

plage.
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Invariants et Prévision énergétique

La prévision (approchées) des mobilités énergétiques et des "miels” apres couplage en fonc-
tion des "miels” avant couplage, sur les sous-structures séparées, peut se faire, indépendamment
du type des sources extérieures, en vertu de la propriété suivante: on peut négliger les chan-
gements des puissances actives injectées par bande de fréquence en des points non couplés
(i.e. suffisamment éloignés des points de couplage).

Contrairement aux mobilités classiques, qui sont affectées par tout changement de la struc-
ture (couplage, conditions aux limites, ajout de masse), les mobilités énergétiques sont
moins sensibles dans certains cas. Une premiere propriété importante a été découverte et
utilisée tout au long de I’étude: lors du couplage d’une sous-structure, on peut négliger les
changements induits sur la mobilité énergétique de transfert entre deux points non couplés.
Une autre propriété remarquable est la suivante: si on ajoute une masse concentrée sur
une structure, en montant en fréquence on peut négliger de plus en plus les changements
induits sur les mobilités énergétiques d’entrée et de transfert, pour un point excité qui
coincide avec le point massique.

Simulations numériques

Les études numériques ont montré que la méthode peut s’employer de facon satisfaisante,
sur des assemblages de plaques minces homogenes et hétérogenes et sur des assemblages
d’oscillateurs.

Les puissances échangées aux différents points de couplage sont prévues de mieux en
mieux lorsque le recouvrement modal augmente; la puissance échangée totale est toujours
plus fiable.

Les "miels” et les mobilités énergétiques apres couplage sont satisfaisants si les mobilités
classiques oscillent au moins deux ou trois fois dans chaque bande; ils ne s’améliorent pas
en augmentant le recouvrement modal.

Toutes les prévisions s’améliorent en augmentant la largeur des bandes d’analyse.

Les couplages élastiques et dissipatifs peuvent étre pris en compte soit en utilisant un
systeme intermédiaire a part (solution valable seulement au dessus de sa fréquence de
résonance interne), soit en rattachant ce systeme de liaison a 1'une des sous-structures,
avant d’effectuer le couplage (solution valable sur tout le spectre).

L’erreur exacte du calcul EMMA ne peut pas étre prévue a partir des seules caractéristiques
de la structure, car elle dépend des efforts appliqués. Elle est liée de plus a des quantités
locales.

Comme piste de recherche on propose d’utiliser deux quantités (disponibles), pour former
un indicateur de ’erreur de méthode, en chaque point, dans chaque bande de fréquences:
- le nombre moyen de passages a zéro des parties imaginaires des mobilités classiques de
transfert entre le point de calcul et les points excités (et entre les différents points excités),
- le rapport de la mobilité énergétique d’entrée et de la partie réelle moyenne de la mobilité
classique d’entrée aux points excités.

Premieres études expérimentales

Par des expériences sur des structures simples (deux cylindres, et une plaque) couplées en
un point, avec des mobilités classiques bien mesurées, on a constaté que, par rapport aux
mesures apres couplage, la qualité des prévisions par mobilités énergétiques est comparable
a celle des mobilités classiques. De plus 'utilisation de quantités positives, moyennées
par bande de fréquence, permet de s’affranchir des erreurs de signe sur les mobilités de
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transfert et élimine les effets d’un éventuel bruit aléatoire.

7.1.2 Anutres aspects traités
Couplages internes

Les couplages internes a une méme structure ont été traités, en utilisant la méme démarche
que pour les couplages externes. Des expressions énergétiques pour les couplages internes
ont alors été proposées.

Couplage en deux points

Il a été montré, sur un cas simple, qu’il est équivalent d’effectuer deux couplages externes
ou un couplage externe suivi d’un couplage interne. La deuxieme approche permet de
traiter récursivement (analytiquement ou numériquement) le couplage en N points, sans
effectuer d’inversion matricielle, qui pose parfois probleme pour les mobilités classiques.

Couplage a une masse ponctuelle

L’insensibilité en haute fréquence de la mobilité énergétique d’entrée lorsqu’on ajoute une
masse ponctuelle a été montrée analytiquement (et constatée numériquement dans le cas
des plaques avec discontinuités massiques).

Expression des CLF, prédictivité

On a donné au C.5 une expression intrinseque des facteurs de perte par couplage (CLF)
de la SEA, dans le cas du couplage rigide par points de structures hétérogenes.

De plus, la propriété de quasi-invariance des puissances actives moyennées en fréquence,
injectées en des points non couplés, peut expliquer, dans certains cas, pourquoi on peut
appliquer une méthode comme la SEA de facon prédictive, alors que ses hypotheses sur
les sources (considérées des sources de force) sont violées.

Assemblages d’oscillateurs

L’étude des assemblages d’oscillateurs amortis de 'annexe G, a permis de mieux com-
prendre les assemblages par liaisons élastiques, mais constitue un élément étonnant, car
on aurait pu penser que la EMMA ne peut pas s’appliquer dans ces conditions (trop peu
de modes et d’oscillations des mobilités de transfert dans les bandes choisies).

7.2 Autres applications et développements possibles

Ce travail est une exploration rapide, avec des outils formels simples, d’une nouvelle
méthode prédictives sur des quantités énergétiques locales des assemblages multipoint.
Chacune de ses étapes peut étre approfondie, par d’autres études analytiques (par la
méthode modale ou la décomposition en ondes).

Des applications numériques et expérimentales a d’autres types de structure sont nécessaires
afin de mieux évaluer la portée pratique de la méthode proposée.

Des extensions a d’autres types de couplage (linéique et surfacique) et a I’excitation par
moments seront les bien venues, ainsi qu'une extension au couplage vibro-acoustique.
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7.2.1 Etablissement de critéres énergétiques

L’analyse par mobilités énergétiques des sous-structures permet d’effectuer des choix sur
le dimensionnement des structures, par rapport a des criteres énergétiques locaux.

Variation du niveau vibratoire local

ur des systemes complexes et hétérogenes, il est important de pouvoir prévoir localemen

Sur d t | t hét , 1l est tant d local t
es variations du niveau vibratoire, car le niveau global ne su us a dimensionner la
| % d brat , | lobal it pl d |

structure aux endroits sensibles.

a prévision des "miels” apres couplage seulement aux points voulus, est 'un des résultats
L des” ls” | | t t lus, est 'un d Itat
principaux de 'EMMA. avec une grande économie sur I'information nécessaire et sur le
temps de calcul.

Diminution des puissances injectées ou échangées

La diminution de la puissance active totale échangée ou injectée est aussi un critere utile
au dimensionnement des structures et des liaisons ([69]).

Les mobilités énergétiques donnent la aussi plus de détails sur la puissance échangée en
chaque point de couplage et sur la puissance injectée et dissipée en chaque point, par
bandes de fréquence, a partir des "miels” avant couplage.

En effet, dans le domaine d’application de la SEA (hautes fréquences, recouvrement modal
supérieur a 1) les calculs des puissances locales de la EMMA sont satisfaisants.

Augmentation d’une dissipation intermédiaire

Au E.2 on a vu qu’on ne peut optimiser un systeme de liaison élastique amortissant, ex-
clusivement par mobilités énergétiques, que si sa résonance interne est inférieure a celles
de la bande de fréquences analysée. Sinon il faut utiliser les mobilités classiques.

Cette limite étant fixée, on peut faire varier ’amortissement ou les autres caractéristiques
d’un systeme intermédiaire et étudier rapidement efficacité de I'isolation vibratoire obte-
nue, en termes de puissances échangées ou dissipée dans ce sous-systeme, ou en termes de
niveau vibratoire des autres sous-systemes.

On peut donc analyser et optimiser chacune des liaisons ponctuelles séparément.

7.2.2 Apports et compléments a la SEA

La Statistical Energy Analysis fait des analyses globales, sans devoir se soucier des
réalisations du couplage ou des endroits couplés ou excités. Les mesures des énergies
cinétiques moyennes impliquent un maillage des sous-systemes. Sa démarche n’est généralement
pas prédictive et devrait se borner aux moyennes et hautes fréquences.

La EMMA nécessite au contraire des informations locales précises, sur les éléments de
couplage et sur les niveaux vibratoires. Elle ne s’applique actuellement qu’aux couplages
ponctuels, mais permet de prévoir les puissances échangées et I’énergie cinétique d’un
sous-systeme apres couplage, sans mailler les sous-systemes: seule la connaissance des
"miels” aux points de couplage, avant couplage, (et des points d’injection extérieure) est
nécessaire. On peut ainsi connaitre

- les points qui vibrent le plus lorsqu’on injecte des puissances dans la structure a des
endroits donnés (sans avoir des relations de phase entre elles),

- les points de couplage ou d’injection extérieure les plus importants pour les vibrations
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d’autres points (analyse des chemins vibratoires).

Les deux approches sont complémentaires et peuvent apporter des éléments précieux I'une
a l'autre. La SEA peut étendre les prévisions des mobilités énergétiques au domaine du
rayonnement acoustique, aider a établir des modeles pour les couplages non ponctuels et
apporter la robustesse liée a la conservation de I’énergie totale.

Les mobilités énergétiques apportent a la SEA une détermination semi-expérimentale des
CLF (cf.C.5) pour des structures complexes ou pour des assemblages successifs, d’ott une
aide possible pour la caractérisation des couplages "forts”.

Elles apportent aussi leur coté prédictif, avec les puissances totales échangées, et la
connaissance des niveaux vibratoires locaux pour des structures hétérogenes.

7.2.3 Approfondissements possibles
Etude énergétique des chemins de transmission

Les mobilités classiques ont été utilisées par plusieurs auteurs afin de mieux définir les
”chemins” de transmission vibratoire.

Dans ce travail nous avons utilisé les mobilités des structures isolées (libres) pour effectuer
des couplages internes et externes.

Nous n’avons pas souligné le fait que la valeur des différents termes de la matrice de
couplage (surtout celle des termes diagonaux) est indicative de I'importance des points
de contact correspondants pour les transferts vibratoires d’une structure a ’autre.

On pourrait aussi considérer les mobilités énergétiques des structures isolées bloquées,
d’une facon analogue a celle présentée par Bessac, Gagliardini et Guyader ([4]), pour
montrer I'importance ou la "force” relative de certains couplages. Ce cas d’analyse serait
complémentaire a ceux exposés ici, car, pour certains assemblages, il est plus simple de
bloquer des sous-systemes que de les découpler.

Application aux mobilités de moment

Les mobilités de moment constituent un probleme en soi car la mesure des moments
appliqués (et la réalisation d’une excitation par moment pur) est difficile a ce jour pour
des structures minces.

De plus la prise en compte des rotations et des moments alourdit les calculs matriciels, la
gestion des données et complique ’analyse des résultats.

Cependant les contributions des moments deviennent importantes aux hautes fréquences,
la ou les théories énergétiques sont les plus indispensables. C’est pourquoi une étude des
contributions des moments, moyennées par bande de fréquence, semble nécessaire, afin de
voir si les mémes relations que celles établies s’appliquent bien a des mobilités énergétiques
de moment et aux mobilités mixtes vitesse/moment et rotation/force.

Extension aux couplages linéiques et surfaciques

Le couplage ponctuel souvent ne suffit pas a modéliser une jonction réelle entre sous-
structures, des que celle-ci a des dimensions telles qu’on peut définir des mobilités de
transfert entre les points de sa surface.

Afin de rendre la méthode des mobilités énergétiques un outil performant d’analyse
expérimentale, il semble aussi nécessaire d’étudier des expressions approchées pour des
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mobilités linéiques et surfaciques, par bande de fréquences. Une comparaison avec les
nombreuses "recettes” (bibliotheque de couplages) de la SEA ne peut étre qu’utile.

Application a I’étude de systemes vibro-acoustiques

Les mobilités classiques mesurées ”in situ” prennent en compte les couplages fluide-
structure, donc les mobilités énergétiques aussi.

Cependant lorsqu’on applique la méthode des mobilités aux assemblages, on néglige
systématiquement les contributions acoustiques, car on suppose que les mesures sur les
pieces séparées et sur I’assemblage se font avec le méme champ acoustique et que les fac-
teurs de rayonnement respectifs ont peu changé apres couplage.

La EMMA permet de prévoir quels points des sous-structures seront les plus affectés par le
couplage et par les changements des autres sous-structures. A partir de la, il faut essayer
d’estimer les répercussions sur le bruit rayonné apres couplage. FEn effet, ayant calculé
avec les mobilités énergétiques les puissances totales échangées par les différents sous-
systemes, on peut ensuite appliquer des relations globales comme celles de la SEA pour
prévoir la puissance acoustique émise par la totalité ou par une partie de 1’assemblage.
Cependant une diminution globale du niveau vibratoire ne correspond pas forcement a
une diminution du bruit rayonné, car les changements de niveau peuvent affecter surtout
les parties les plus massiques ou les moins rayonnantes de la structure.

Il serait donc intéressant d’avoir des relations entre des quantités locales vibratoires et
des quantités locales acoustiques, moyennées en fréquence, surtout lorsque les structures
sont fortement hétérogenes et les milieux acoustiques ne sont pas des champs diffus ou
des champs libres.

Autrement dit, il faut étudier si la moyenne spatiale est indispensable pour avoir des
relations vibro-acoustiques par bandes de fréquence. On suggere d’appliquer la démarche
exposée dans ce travail a d’autres fonctions de transfert entre un signal A au point e et
un signal B au point m, du type suivant:

Interspectre Bm Ae |2
<| Autospectre g4, ae | >

me — Interspectren, ae
<R6{ Autospectre go Ae }>

Etudes numériques et expérimentales

On a vu que les liaisons élastiques et dissipatives demandent une application particuliere
de ’EMMA. L’étude numérique d’autres types de liaisons permettra d’enrichir le savoir
faire spécifique pour cette nouvelle méthode.

Des études paramétriques sur des structures plus complexes sont aussi souhaitables. Un
indicateur de fiabilité de la méthode peut notamment étre recalé et perfectionné, par des
simulations sur différents systemes.

Des études expérimentales, sur des structures complexes, ou en milieu bruité, sont enfin
nécessaires pour mettre au point des démarches simplifiées de mise en oeuvre, différentes
de celles des mobilités classiques.
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Annexe A

Rappels concis de probabilités

On rappelle ici quelques notions de la théorie des probabilités, afin de définir plus propre-
ment la notion d””indépendance”, utilisée a plusieurs reprises dans le texte.
Un ”évenement” E, observé n(E) fois au cours de N "épreuves” £ (ou "réalisations”) a
une probabilité P(E) (réel positif) définie par:

n(

n(E)
P = Jim =3 ) (A1)

ou P(&) est la probabilité élémentaire de la k-ieme épreuve qui réalise E.

Soient deux évenements El et E2, on note P(E1/E2) la "probabilité conditionnelle” de
réaliser E1 alors que E2 est réalisé.

Deux événements sont dits ”indépendants”

si et seulement si P(F1/FE2) = P(El) et P(E2/E1) = P(E2)

ou encore si et seulement si P(EletE2) = P(E1)P(E?2)

L’application qui & une épreuve ¢ associe un réel X(¢), est appelée variable scalaire
aléatoire ("V.A.”). Au réel X(£) on fait corréspondre, un point A(¢) de I'espace image D
de celui des épreuves. Le point A(£) a donc une probabilité P(¢) de représenter la V.A.
La fonction de répartition F (déterministe, positive) d’une V.A. est la probabilité de
retrouver le point A(£) dans un sous-espace A de D:

F(A) = PIA() € A} (A2)
si A = D, alors F(A) — 1 La densité de probabilité d’une V.A. est la dérivée de sa
fonction de répartition par rapport a ses arguments xy, ...x,:

OF (21,2, ...
F(21, 29, oy) = g;fgx ) (A.3)

telle que, pour deux réels a et b,

Pla< X(© <t} = [ fo)de (A4)

et normée par

P{—o00 < X(€) < o0} = /Oo fla)de = 1 (A5)
Pour une distribution gaussienne (ou "normale”), on a:
exp Tar
fla) = =~ (A.6)

Y2



106 ANNEXE A, RAPPELS CONCGIS DE PROBABILITES

ou X est 'écart type. On appelle moment d’ordre q la valeur moyenne de z? pondéré par
la densité de probabilité f(x):

EIX(¢)] = m, = [ o' f(e)de (A7)

pour q=1 on a I’ "espérance mathématique” ou moyenne
pour q=2 on a la moyenne quadratique.
De méme on définit des moments centrés sur la moyenne:

BUX(E) = m)) =ty = [ (o =)' f(e)da (A8)

— 00

pour q=1 c’est nul, pour q=2 on a la "variance”.
On appelle "moyennes mixtes” pour un couple aléatoire (de deux V.A.)

MOV @) =my= [ [ aty e ydedy (A9
et "moments centrés”

EI(X(€) = o) (V(€) =m0y = poge = [ [ (=) (y = m, )2 (. y)dady
(A.10)

pour g1 = ¢, = 1 on a la ”"covariance” de x et y.

Deux V.A. X(£) et Y(£) sont indépendantes si les évenements associés a ces V.A. sont

indépendants
P{X(§) < wetY (§) <y} = PLX(E) <2} P{Y(E) <y} (A.11)
ce qu’on écrit encore
Fla,y) = F(x)F(y) (A.12)
flay) = fx)fy) (A.13)

My = Mgy, (A.14)

La covariance est alors nulle (la covariance nulle n’implique pas I'indépendance).

Si deux variables aléatoires réelles X et Y sont indépendantes, et si f et g sont deux
fonctions quelconques, respectivement de x et de y, alors f(X) et g(Y) sont indépendantes
et 'on a (voir [6], page 59):

Ef(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)] (A.15)
Pour une combinaison linéaire de V.A. indépendantes Z(&) = a X (&) + bY (), on a des

moyennes telles que:

m, = am, + bm, (A.16)

et des variances telles que:

e = afiz + bu, (A'17)

Soit une réponse temporelle y(¢, &) a une entrée x(¢, &) sur un systeme de réponse impu-
sionnelle h(t), on a la relation suivante entre les moyennes (ou * désigne le produit de
convolution):

my(t) = h(t) * ma(t) (A.18)
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Annexe B

Exercice de style: couplage en deux
points

On va traiter ici analytiquement le couplage rigide de deux structures ST et ST en deux
points cl et ¢2, de deux fagons équivalentes:

- le couplage externe en deux points (classique)

- le couplage externe en un point, suivi du couplage interne en un point.

ANANa

C’ Cc’'2c2

f f % £

SII

Fic. B.1 - Couplage en deuz points, ou en un point a la fois

Couplage externe en un point + Couplage interne en un point

Commengons par les couplage externe classique en un point cl:

conformement a 2.3, on applique VCI1 = VH et FCI1 = —FCIII aux vitesses apres couplage
(coiffées d’un circonflé:z;e), sur S’

Vi = YA FI 4+ YIF] (B.1)

clet e
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et sur ST e e e

VAl = Yas i+ YA FY (B.2)
on obtient directement I'effort de couplage:

I (i/cllngfII - X/C{BFBI)

= B.3
1 SEESEY B
et la vitesse en tout point m apres couplage:
T vLE
VI=y! plyy! L e e B.4
m me’ e —I_ mel (1/C11 _I_ 1/011[) ( )
ainsi que les mobilités apres ce premier couplage:
— yi yi
YT£6 = YT£6 - T (B5)
SERREY
sur S7, de méme pour les points de S'! et pour les croisements.
Aux points c2 et ¢’2 on obtient par exemple
— vl vi
1/c — YI o c2cl *cle2 B.6
SRR R ()
o YII YII
}/c’ _ YII . c2cl *cle2 B.7
SCE RS ED 0
et Iyl
— Y. Y.
1/c2c’2 — c2cl*clc’2 (B8)

RERDED

Couplons ensuite rigidement les points c2 et ¢’2 du premier assemblage; apres couplage
les vitesses en ces points (coiffées d’un tilde) sont égales et données par:

Vie = Yoo Fo 4+ Yoo p Fy + Yoo Frg + Yo Frg (B.9)
et - o o o
Voo = Yoocbe + Yoo, Iy + Yooea g + Yoo g (B.10)
Avec F;Q = —]’7; on obtient donc

7y = Yomele + Yoo by) = (Yeae P 4 Yoo ) (B.11)
Yoo + Yoo —2Yo0

et des vitesses apres couplage en tout point m sont données par

o o vy Yo+ Yoo Fy) — (Vo by + Yoo Y
Vm = YmeFe + meFf + (Ymc2 - Ymc’?)( = 2 f) ( = 2 f)

Yo + Yoz — 2Vies (B.12)
ce qui, apres développement des termes )?7 donne:
R (B.13)
sy A YOO FT = VAR — (Vo + Yol O Y — VL)

(YA + YA (YE + YA — (Vi + YiL)
(}/CIII + 1/cll)(}/cégfjvfll - 1/CIQSITSI) - (1/01102 + 1/c11£2)(}/c{§FfII - X/C{BFBI)

(YA +YIO(YE+YE) — (Yi, + YiL)?
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Couplage externe en deux points

Les vitesses apres couplage aux deux points couplés sont données par:

Vo = YA FI+ Y2 L, + VIR, (B.14)
et . _ — —
‘/02 = 1/CIQSF;I—I_}/c12c117c11 +1/CI2FCIQ (B15)

sur S7, et elles sont égales & celles sur S'!, données par:

Vir = YA [ 4 YALEY + Y EY (B.16)
et - __ —_ —

Via = YR T+ You P + Y5 P (B.17)
Avec les relations de couplage rigide

FlL = —Fll et F = —F!! on tire

1’77 _ (}/CIZI + 1/CIQ)(}/cllng}II - 1/clleFWeI) - (1/01102 + 1/c11£2)(}/cé§FfII - 1/céeFWeI) (B 18)
N (VA + YA + V) = (Vi + Vih)?

et

1’7?: c c2et e clet e B19
: (VL + VAN + VA - (Vo + VAL B9

(YA + YO (YELFI - YA FI) — (YA, + VAL (YVALFH — VI FD)

d’ou les vitesses en tout point m apres couplage:

V=Yl Fl+ (13.20)
_I_Y[ (}/CIZI + 1/CIQ)(}/cllng}II - 1/clleFWeI) - (1/01102 + 1/c11£2)(}/cé§FfII - 1/céeFWeI)
el (VA + YA (YE + V) — (Vi + YiAL)?
+YI(K¥+Y2MK%FF—W$J¥%—Oﬁa+fﬁ$XKﬁFf—iﬁJ¥)
mc2

(Y + Yah(Yg + Via') — (Vi + Yilly)?
On retrouve donc bien la méme expression qu’au paragraphe précédent.

On porrait aussi comparer les mobilités apres couplage obtenues par les deux voies, en
fonction des mobilités des sous-systemes isolés, avant couplage; elles s’obtiennent sim-
plement en considérant une seule excitation a la fois et en divisant les deux membres
de I'équation B.20 par cette excitation; par exemple pour deux points m et e (méme
confondus) non couplés de ST on obtient:

Vi, =Y+ (B.21)
— (Y + Y)Y+ (Y, + Y)Y
(YA +YIO(YE+YE) — (Yi, + YiL)?
—(VA + YDYE + (Y, + Y)Y,
(YA +YIO(VE+YE) — (Yi, + YiL)?

+YT£01

+YT£02

Cette expression est prédictive puisqu’elle ne dépend pas des sources utilisées.
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Annexe C

Compléments analytiques

On a reporté ici en annexe des développements analytiques qui auraient trop alourdi
I’exposition et embrouillé son cours. Ils n’en sont pas moins importants et d’un intéret
pratique pour la mise en oeuvre des mobilités énergétiques.

Ils concernent

- les couplages internes par mobilités énergétiques,

- ’étude énergétique du couplage en deux points

- ’étude du couplage d’une structure avec une masse ponctuelle

- des expressions simplifiées qui ne nécessitent pas d’inversion,

- des expressions des facteurs de perte par couplage de la SEA en fonction de quantités
intrinseques, moyennées par bandes de fréquences.

C.1 Expressions énergétiques des couplages internes

Les relations de couplage sont les mémes que pour des couplages externes: pour chaque
paire de points couplés rigidement (c;c’), on écrit que les "miels” apres couplage sont
égaux et que les puissances rentrant de part et d’autre sont opposées:

< VP >=< |Vo? > (C.1)
et N o -
P.=< Re{F.Vy} >= —P. (C.2)
en utilisant ’additivité énergétique on exprime les "miels” aux points c et c’:
A, Ne ’v N¢ A, o
<V > > HePo+ > (HoyPr+ Ho Pr) (C.3)
e=1 k=1
et
ﬁy Ne ﬁy N¢ ﬁ, o
<1|V2422> ijz:]{de}% +’j£:(f£ﬁk}% +'fﬁﬂklﬁﬂ) ((L4)
e=1 k=1

d’ou les puissances actives moyennes échangées (sous leur forme matricielle):

{P}y ~ [Hey + Hop — Hoy — Hop|"{[Hoe — Ho]{P.}} (C.5)
et les "miels” apres couplage:
o Ne ﬂv N¢ .
< |‘/m|2 > %ZHmePS‘I'Z(Hmk_Hmk’)Pk) (06)

e=1 k=1
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Ici encore, on va se comparer aux puissances actives moyennes échangées calculées exac-
tement, pour une seule paire de points couplés (c,c’) et un seul point d’excitation e:

1/c’e - 1/ce
1/0 + 1/c’ - 21/c’c

~ 1/c’e - 1/ce ~
FP(Ye = Yo )" + Y2 [Fel*} > (C.7)

E:< R€{| ceY ‘|—Y/—2Y/

en négligeant les moyennes des termes oscillants devant celles des termes toujours positifs
on obtient (pour e différent de ¢ ou de ¢’)
=y < |}/c’e|2>‘|’< |1/ce|2>

P~ F.P >< Re{Y.} > — < |V..|?
R A G G TRS < |F ) >< Re{Y.} > — < |V |" >

< Re{Y. 4+ Y.} >
<Y+ Yo =2V |2 >
(C.8)

soit

5o S Yoe|? >< Re{Y.} > — <|Y..|* >< Re{Y.} >
° <|Yod Yo =2V 2 >

soit encore, en mettant < Re{Y.} > en facteur, de facon a faire apparaitre les mobilités

< |F|* > (C.9)

énergétiques et la puissance active moyenne P, injectée au point e,

T Hoe < Re{Y.} > —H.. < Re{Y.} >
ST VP > 4 < Va2 > 42 < Re{Y.} >< Re{Yu} > 44 < Yo 2 >

P, (C.10)

enfin, comme 4 < |Yu.|? ><<< |[Yu|* > et 4 < |Vo|* ><<< |Yo]* > le calcul exact (apres
les approximations annoncées) donne:

N Hc/eM —H, -
P. ~ <Re{¥er}> P (C.11)

AmE%%%E+Hg+2<RﬁK}>

ce qu’il faut identifier a:

Y Hc’eac’ - Hceac Y

O H— o — T (1
ou plus simplement a - -

Py ~ “g+Hj%g (C.13)
on retrouve donc des facteurs de connexion identiques a ceux dérivés pour les couplages
externes: o4 o

ac:HM+;{/+CQ<Re{Y}> (6.14)
¢ <Re{Y,}> ¢ ¢
et
< Re{Y.} > H.+ H.
YT CRe{Yo) > H S L9 < Re{Y.) > (6.15)
¢ TRV, 1> ¢ ¢
De méme, on trouverait des mobilités énergétiques apres couplage sous la forme approchée
suivante: i 1)1 Hoa)
T me — tme! cleOlet — HeeOl
Hpe = Hpe + .1 i (C.16)

Ce qui, pour la mobilité d’entrée au point couplé (m=e=c) donne

(Hc - Hcc’)(Hc’cac’ - Hc)
Hc + Hc’

H,~ H, +

H.H.

~ 1
Hc + Hc’ (C 7)

| Fe

~|2

>
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(donc, énergétiquement, le couplage interne est équivalent au couplage externe en ce qui
concerne ses effets au point couplé).

Les "facteurs de connexion” étant valables pour le couplage interne et pour le couplage
externe, leur usage doit étre généralisable aux couplages en N points (puisque ceux-ci
peuvent se mettre toujours sous la forme d’un premier couplage externe en un point suivi
de N-1 couplages internes successifs, en un point).

On va tester cette démarche dans le paragraphe suivant.

C.2 Etude énergétique du couplage en deux points

Considérons deux sous-structures qu’on va coupler rigidement en deux points, appelés b
et ¢ sur ST et b et ¢ sur S,

On a vu au B qu’il est équivalent d’écrire le couplage externe simultané aux deux points
b et ¢ de deux sous-structures, ou d’écrire d’abord le couplage externe en un point, disons
en b1=b2, puis le couplage, interne a ce premier assemblage, aux points cl et c2.

Les deux types de couplage (interne et externe) doivent donner des termes symétriques
pour les deux points de couplage, puisqu’on peut coupler indifféremment d’abord un point
ou 'autre (c’est bien le cas pour les mobilités classiques).

Afin de résoudre le probleme de facon indépendante de 'excitation, on va toujours expri-
mer les mobilités énergétiques apres couplage, en fonction des mobilités des sous-structures
avant couplage.

Pour les couplage externe en deux points, écrit exactement en termes de mobilités clas-
siques, on va essayer d’approcher le résultat uniquement en fonction de quantités moyennées
en fréquence (mobilités énergétiques et parties réelles des mobilités).

Pour la deuxieme facon de procéder on va utiliser les formules énergétiques approchées
du couplage externe, puis celle établie au C.1 pour un point de couplage interne, ce qui
revient a reprendre les expressions classiques, en substituant des H aux Y.

Si par les deux voies on obtient la méme expression énergétique, on pourra penser que les
meémes "facteurs de connexion” sont utilisables pour les couplages en N points.

Expressions exactes

On va reprendre 'expression des mobilités classiques entre un point m et un point e de
ST, apres un couplage rigide en deux points cl et c2.
Entre un point m et un point e sur S’ on a la mobilité apreés couplage suivante:

YI =v! 4 (C.18)
— (YA + Y)Y, + (Y, + V)Y

(YA +YIO(YE+YE) — (Yi, + YiL)?

;o YA YDOYE + (YA, + Y)Y

_I_Y ) c2e cle
T+ YAD(YE + V) — (Vi + Yih)?

+YT£C1

Entre un point m sur S et un point e sur S/, on a:

Y,.e= (C.19)
o (YA YDA — (YA, + VI )Y
YL+ YADYL 4+ YA — (Y, + YAL)?

(YA + YV — (Y, + Y)Y

(YA +YIO(YE+YE) — (Yi, + YiL)?

+YT£02
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On peut alors former pour ce deuxieme cas, par exemple, 'expression exacte de la mobilité
énergétique correspondante

__ Y. |2
H%f::ﬂ_TLZ_
< Re{Y.} >
7o RPN 1 (N V) Al L PR )
" <Ry > T YINOE V) - (Ve + VL)

c2e cle

(YA+YAOVE+ V) — (Y, + YiL)?

(Ve + YV, — (i + Ya)Vae

+Y! (C.20)

et on va essayer de la simplifier.

Approximation des expressions exactes

On considere que le point e n’est pas le point de couplage, et on remplace < Re{ﬁ} >
par < Re{Y_} >.

On développe alors le module carré du numérateur en somme de modules carrés et de
termes croisés. On remplace la moyenne fréquentielle de la somme de rapports par la
somme des moyennes de ces rapports et on néglige les moyennes des rapports dont le
numérateur comporte des termes oscillants comme Re{Y.2. Y } devant les moyennes des
rapports de termes carrés comme |Y,;.|%. On néglige aussi au dénominateur < |V, +
YVIL|* > devant

< VA YA >< V5 + Y >

Ces simplifications supposent que les points de couplage sont assez éloignés entre eux et

qu’il n’y a pas de symétrie dans le systeme telle que Y. = Y.
Il reste alors 'expression:
Hp.e ~ (C.21)
N 11 (e G O A 1
< Re{Y.} > VA + YAPIYE + YA
o IOV YAPIVEP + VA + VALY
< Re{Y.} > Vi + Ya'lPIYee + Y4

En supposant que les numérateurs et les dénominateurs sont statistiquement indépendants,
on fait les remplacements suivants:
<E>SR<a>< g o>

Il faut alors supposer qu’on est en haute fréquences, avec des mobilités d’entrée lissées,
on remplace alors la moyenne des inverses par 'inverse de la moyenne et on obtient:

a ~ <a>
<5 OR LS

Entre un point m sur S’ et un point e sur 5?7, on obtient alors des mobilités énergétiques
de la forme suivante:

H,..=~
HI

mcl

kd[DENC?HcIlIe —I_ (HCIICZkCQ —I_ HCIIICQ)HCIQIS]
DEN 4DEN,
| Hhahal DENo HIL + (o + I L

mc2 c2e cle]
C.22
DEN 4DEN, ( )
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ou encore
e
~ HTIncchIIIekCl T HTInCZHcIZIekC?
DEN_ DEN
(HCIICQkCQ —I_ HcIIICQ)HTIncchIZIekCl _I_ (Hc12c1kcl —I_ HCIQICI)HTIncZHcIIIekC? (C 23)
DEN.DEN, DEN.DEN, '
N e I
ot DEN. = Hlk.+ HI +2 < Re{Y!} > et k. = Sz
en utilisant les facteurs de connexion
1 _ Hl+H? IT _ ke(HI+HIT)
a. = JPpn— et a = TpEN
on peut enfin écrire les mobilités énergétiques apres couplage sous la forme:
f ~ HTIncchIIIeagll HTInCQHcIZIeOéZI
" HL 4+ HY mlh+ 1Y
Hl ol HE L HY o] HY ol HE (HE ol
(Hh + HY)(H, + 1Y) (HLY + H ke (H, + HY)
Hc12c1a£2HTIrLc2HcIIIea£II HCIZICIOéQIHTIncZHcIIIeOéII (024)

(HL + HIY(HL + HY) ko (HL + HY)(HL + HEY)

avec deux premiers termes d’autant plus grands devant les autres que les différents points
considérés sont éloignés.
Ces mobilités énergétiques ont aussi des termes symétriques en cl et c2.

Deux couplages externes par mobilités énergétiques

Si on applique la méthode des mobilités énergétiques au couplage externe en deux points,
on trouve une expression formellement identique & celle des mobilités classiques (C.19):
Hyer
e (HE + HL)HY off — (H 0l + Hif ol ) HY o
" (HL A B (HE + HY) — (Hhgol + Hig)al])?
(Hi + H)HYG aly — (Hby + Hiygke)on Hi off

cle~cl 025
(HL, + HI(HD, + HY) — (Hhaol, + HIall)? (C:25)

—I_HTInCQ

ce qui peut encore se mettre sous la forme

o HI HII aII HI HII aII

H ~ meclttcle™rel me2ttc2ete2
me ™~
Hiy+HY — HL+ HEY
1 1 1 17 11 11 I1 1 1 17 1 11 II
Hmcl(Hc1c2ac1 + H0102a01)H026a02 _ Hch(HCQCI + Hc?clkCQ)OéCZHcleofqh 26)

\\J.

.y
et (HE + HED(HL 4+ HY) (HL + HI(HE + HY)

ou les deux premiers termes sont d’autant plus grands devant les autres, que les points
considérés sont éloignés entre eux.
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Un couplages externe suivi d’un couplage interne

Si on applique la méthode des mobilités énergétiques d’abord au couplage externe au
point cl de ST et c1” de ST, on trouve (cf.3.43):

— HI HH ir

Hyo e ettt (C.27)

HCl + Hcl

Si on I'applique ensuite au couplage interne en c2=c2’, on trouve (cf C.16):
H: ~ I 4 (HTInCQ - HFT;LJC?/)(HCIQI’SO[C?/ - HSSQCQ)

" " HC2 —I_ Hc2/

(C.28)

Dans cette derniere expression on va négliger les termes de transfert interstructure devant

ceux sur une méme sous-structure H,,.o devant H. , et

H.eap devant HLL oo
il reste donc: .
= o HI 91Ol
Hme ~ me —I_ @—U (029)
HC2 —I_ Hc2/

en supposant que le couplage interne a peu affecté les mobilités d’entrées des points non
couplés, on a H.y ~ HL, et H.y ~ HL on peut alors écrire (sans les ):

H: ~ HTIncchIIIeagll
me ™ gl 7
cl —I_ cl
_I_( HTInCZ o HTIrLcchllc2agl )(HII _ HCIZICIHCIIIeagll)aII (C 30)
HhH+HY (ML +HY)(HE + 17 By +HY T
ou encore
H:;e r~ HTIncchIIIeagll HTInCQHcIZIeOéZI (031)

I II I 17
Hcl —I_Hcl Hc2 +H02

Ir _IIryl I I I I I II ITppil IT I II II II
H026a02 Hmcch1c2ac1 H Hc1c2ac1H 2c1ac2H o HchHc2c1ac2 Hd@acl

mcl C cle™cl

(HL+ HYY(HL + HY)?  (HL+ HY)(HL +HI)?  (HL + HY)(HL + HY)

dans cette derniere expression les deux premiers termes sont aussi d’autant plus grands
devant les autres que les différents points sont éloignés les uns des autres.

Pour que les trois expressions C.24, C.26 et C.31 donnent des résultats voisins il suffit de
les considérer réduites a leurs deux premiers termes:

— HI HII aII HI

11 I1
H ~ melttelerel mc2Hc26ac2
me ™~

Hiy+ HY HL+ HE

(C.32)

ou tous les termes en cl sont dans un quotient et les termes en ¢2 dans 'autre.

Remarque importante

Chacun de ces deux quotients représente le résultat d’un couplage externe au point c
corréspondant.

Contrairement aux mobilité classiques, pour calculer les mobilités énergétiques apres cou-
plage, on peut donc considérer les points de couplage un par un et sommer simplement
leurs effets. Ceci revient a négliger les contributions croisées des puissances échangées aux
autres points de couplage.
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C.3 Etude du couplage avec une masse ponctuelle

On s’intéresse ici au couplage rigide non dissipatif au point ¢ d’une structure quelconque,
de mobilité Y., avec une masse ponctuelle de mobilité Y,,.
La mobilité apres couplage s’écrit:

V. YV Yy
€T YetVm 1432

Pour une structure mince, a partir d’'une certaine fréquence on pourra écrire

szu—%)

La mobilité énergétique d’entrée au point ¢ apres couplage est

b — <RV} >+<Im? (V. }>
¢ <Re{Yc}>

Sachant que Re{Y,,} = 0 on peut écrire

—  CRE{ZB) > <Im? (Y- T}
Ye m Ye

H,. ~ =3
—<R6{TT}>
ou encore
ReZ2{Y2Y*) 2 Im? {Y2 YX} Im{Y2YX}
/-Hv —~ T>+<1m {Ym}>+<T>—2<1m{Ym}W>
¢~ Re{Y3 Y2}
B TR
avec
Re{Y2Y7} = —Im?{Y, }Re{Y.}
et
Im{Y2Y7} = Im*{Y,, } Im{Y.}
on obtient
. <1m4{Ym}Re2{YC}>+<1m2{Y }>+<1m4{Ym}1m2{Yc}>_2<1m3{ym}1m{yc}>
H ~ |ve |4 m |ve |4 [Ye |2
e Im2 {Yin }Re{Yc}
< [Yel? >
et encore
4 3
— <Im {Ym}>+<lm2{ym}>_2< Im {Ym}fm{yc}>

[Yel?

62
He r — Tn? (Y Felve] S
[Yel?
On fait alors des hypotheses d’indépendance statistique des différentes quantités dans

les bandes de fréquence et on remplace les moyennes des produits par les produits des

moyennes:
<Im*{¥m}> 2 o <Im? (Y }><Im{Ye}>
[ AR A <[P>
c ™~ <Im2{Ym}><Re{Yc}>
<|ve|?>

soit

. ~ <Im*{Ym}> + <|Yel2> _2<Im3{Ym}> <Im{Ye}>

¢ <Im2{Ym }><Re{Yc}> <Re{Yc}> <Im2{Ym}> <Re{Yc¢}>

Pour une plaque, en haute fréquence, on a asymptotiquement

ReH{Y.} > Im?{Y.}
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alors que pour une masse le niveau de I'm{Y,,} baisse en montant en fréquence, donc on
peut effectivement écrire

H. oy <IYel>

He =~ <Re{Yc}>

ce qui traduit bien le fait que I'ajout d’une masse ne change pas la mobilité énergétique
d’entrée (asymptotiquement, en haute fréquence).

On peut dériver de méme une relation d’invariance pour la mobilité énergétique de trans-
fert

Hyc~ TRATS

C.4 Expressions treés approchées, sans inversion

En égalisant les expressions approchées des mobilités énergétiques apres couplage, obte-
nues pour le couplage externe en deux points et pour le couplage externe en un point, suivi
du couplage interne a 'autre point, on obtient des expressions "tres approchées”, qu’on
peut appliquer aux couplages en N points et qui présentent "avantage de ne nécessiter
d’aucune inversion matricielle.

La mobilité énergétique d’entrée en un point couplé c¢ de I'assemblage s’écrit:

—oglan

Entre deux points couplés c et g on a:

o HUHIHL 4 B Y !
cg ™~
(Hg + Hg")(HZ + HZT)

(C.34)

ils sont ainsi "indépendants des autres points de couplage). Entre un point couplé c et
un pOth non Couplé m on a:

1 I I Nc¢ I I 1 I I _ Il 11
- _H, H. a; H,,a, H, H. a,—H, H. a,

Hl ~—m—ct_—c ¥~ __0n ¢ - (C.35)
HI+HIT < Hp+ H]T HI'+ H!
(pour les points de S inverser les indices I et IT) et
c T T I, T Tyl 11
Ty HcIchH _%: ng chHc Qy _chHcag (0.36)
HI+HIT < HI+ H! HI+ HI
Entre un point m non couplé de {I} et un point n non couplé de {/1} on a:
H: ~ HTIncchIIIeagll HTInCQHcIZIeOéZI (037)

T oHL + oY oL+ 0y

Entre deux points non couplés de la méme sous-structure apres couplage la mobilité
énergétique est considérée inchangée:

Hopo 2 Hp (C.38)
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C.5 Calcul des CLF pour des couplages ponctuels

Les facteurs de perte par couplage (CLF: Coupling Loss Factors) de la SEA, pour des
assemblages par couplages ponctuels rigides ont été calculés en fonction des mobilités des
sous-systemes isolés, par Cacciolati et Guyader et par Manning ([11], [85]).

On va voir a présent qu’on peut établir des relations semblables avec les mobilités énergétiques,
c’est a dire avec uniquement des quantités moyennées en fréquence, sans utiliser des rela-
tions de phase.

Reprenons simplement 'expression des CLF donnée par [11], pour le cas de deux struc-
tures homogenes couplées rigidement ("loin des bords”) aux points c:

11X Re{Y1}

= — _ C.39

ML milw Aw CZ:; < Y1+ Y12 - ( )
et N I
11 Y Ry

_ _fedYo Ty .40

ey miw Aw CZ:; < Y1+ Y1 - ( )

ou <> désigne une moyenne fréquentielle. Fn utilisant le fait que les fonctions de la
fréquence Re{Y!} et |V + Y |? sont statistiquement indépendantes en basse fréquence
et lissées en haute frequence, on suppose que:

Re{Y/}
YI+V ]2

<ReAY[}>

Hyp.4 < I > R~

on exprime alors les CLF en fonction uniquement des termes moyennés en fréquence de
chaque sous-structure:

1 1 Y <Re{Y!} > af

= — < C.41
ML= T, Aw; < Re{Y!'} >HI + HI! ( )
et N
I 1 & al
_ _ % .42
M= T Aw; HI'+ HY ( )

Dans le cas des structures non homogenes, contrairement a ([11]), il semble important
d’introduire des facteurs d’hétérogénéité g. indépendants des excitations externes:
B H! _ HIN,

<< HL>> T S H

9! (C.43)

ol «» indique une moyenne spatiale et les N,, points m de ST sont équirepartis (g!! a une

expression “intrinseque” identique, avec des exposants I7). Alors les CLF s’écrivent:

11 &, <Re{Y!} >  af
= — < < C.44
TLE= 0T A ;gc < Re{Y!'} >H! + HI! ( )

et N
1 1 c I
— (C.45)

nr.ir = —mfwmczlgci]ﬂ T HI

Remarque: on utilise toujours seulement des quantités moyennées en fréquence, mesurées
sur les sous-systemes avant couplage, donc dans une démarche prédictive (qui ne doit pas
dépendre des excitations apres couplage).
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Annexe D

Compléments aux simulations de
plaques homogenes

D.1 Calculs sur un systeme isolé

On considere une plaque mince appuyée (cf. Figure 4.1). Dimensions: L, = 1.0[m], L, =
0.7[m], h = 0.001[m]. Matériau: p = 7800[kg/m?], F = 2.110'1[Pa], v = 0.33, n = 0.01,
puis n = 0.1.

La densité modale théorique est d’environ 0.2 modes par Hz. Recouvrement modal: 0.4 a
10.8; nombre de modes: 40 a 47; longueur d’onde moyenne A = 0.22 a 0.046 [m], pour des
bandes de 200 Hz.

Points excités: e1(0.4;0.2), €2(0.7;0.3), €3(0.5;0.6). Point de mesure m(0.2;0.5).

Trois types d’excitation: source de force (unitaire ou aléatoire), F, = 1/Ye (pour deux
amortissements).

Explication de I’erreur de définition en entrée

<|FeP|Yel*> 1
t<|Fe|2Re{Ye}> Ou encore —g vy

Pour F, = 1/Y,. le rapport __<IVelP>__ aut exactemen =
|Ye 2

<Re{F.Vr}>

Pour recouvrement modal supérieur a 1, en haute fréquence, Im*{Y.} est négligeable
devant Re*{Y.}, on a |Y.|* ~ Re?*{Y.}, donc le rapport se réduit a ﬁ Or sur une
Re{Ye}
1

bande de fréquences la différence enfre — < et < % > est d’autant plus faible que la

variance de x est faible. Donc asymptotiquement, en montant en fréquence, on a

<|VelP>

<Re2{Y.}> <Re{Ye}><Re{Ye}>
CRely.}> Ouencore par RIS

De mémela mobilité énergétique s’approche par =<

Re{Y.} >.

Donc les deux quantités convergent en haute fréquence.

Au contraire, en basse fréquence, < Im*{Y.} >~< Re*{Y.} >,
donc < |Y.]* >~ 2 < Re*{Y.} >, mais I"écart type de Re{Y.} (en fréquence) est fort,
donc la mobilité énergétique est tres sousestimée en ecrivant

He ~ 2<Re{Yc}><Re{Yc}> ~D < Re{}/e} >

<Re{Y.}>
alors que
<|Vel*> 1 = T

Re{Ye}
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1 1 Im?{Y.}
Or < g P Re{Y.}
compris entre < Re{Y.} > et, a peu pres, 2 < Re{Y.} >.
Lécart type de Re{Y.} diminue lorsque le recouvrement modal augmente. Le recouvre-

donc le rapport est inférieur a < > 4+ < Re{Y.} > ce qui est

ment modal est donc le paramétre important pour Uerreur de définition des mobilités
énergétiques d’entrée.
Etude de I’erreur de définition en transfert

On considere le nombre de passages a zéro de la partie Imaginaire de chaque mobilité de
transfert dans chaque bande:

Pour n = 0.01 Pour n = 0.1

Fcentr H.,... H,.o H,.3 || Fcentr H.,... Hp.o H,es
200.0 30 23 15 200.0 7 8 2
400.0 13 15 10 400.0 4 2 1
600.0 10 16 7 600.0 1 3 4
800.0 10 6 6 800.0 1 1 2
1000.0 12 6 7 1000.0 3 0 1
1200.0 6 6 3 1200.0 0 2 1
1400.0 3 3 5 1400.0 1 1 1
1600.0 3 5 0 1600.0 1 0 0
1800.0 6 4 3 1800.0 2 1 1
2000.0 3 1 6 2000.0 1 1 1
2200.0 2 7 2 2200.0 0 1 0
2400.0 4 3 2 2400.0 1 0 0
2600.0 5 3 3 2600.0 0 1 1
2800.0 5 3 2 2800.0 0 1 0
3000.0 3 3 4 3000.0 1 0 1
3200.0 2 1 2 3200.0 0 1 0
3400.0 1 1 4 3400.0 0 0 0
3600.0 1 3 2 3600.0 0 0 0
3800.0 4 1 1 3800.0 0 1 1
4000.0 1 3 3 4000.0 1 0 0
4200.0 2 2 2 4200.0 0 0 0
4400.0 2 3 2 4400.0 1 0 0
4600.0 1 2 2 4600.0 0 0 0
4800.0 1 2 0 4800.0 0 0 0

Ces variations irrégulieres, propres a chaque couple de points considéré, correspondent
bien a celles de 'erreur qu’on a remarquée sur les mobilités de transfert et sur ’additi-
vité, d’abord faible, sur les toutes premieres bandes de 200 Hz, ou les mobilités oscillent
beaucoup, puis irréguliere sur les autres bandes, pour lesquelles il y a peu d’oscillations
(voire pas du tout, pour n = 0.1). Ici on constate que pour une moyenne supérieure ou
égale a 2 ou 3 passages a zéro par bande 'erreur est inférieure a 3 dB.

Si on repasse le cas de la plaque amortie, avec des bandes de 400 Hz, on a a nouveau au
moins une oscillation par bande et c’est suffisant pour éviter les erreurs supérieures a 3

dB (cf. Figure 4.10).
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D.2 Assemblage de plaques de mobilités tres différentes

On simule maintenant le couplage rigide d’une plaque de caractéristiques identiques aux
plaques du D.4, calculée aux points P1(0.2;0.5), P2(0.4;0.2), P3(0.7;0.3), P4(0.5;0.6),
P5(0.4;0.4), P6(0.6;0.3), couplée aux points P1, P2, P3, avec les trois points P1(0.2;0.5),
P2 (0.4;0.2), P3 (0.7;0.3), d’une plaque plus petite et quatre fois plus épaisse, calculée aussi
en P7(0.5;0.6) et ayant les dimensions suivantes: L, = 0.9[m], L, = 0.7[m], h = 0.004[m],
p = 7800[kg/m?], E = 2.1 10" [Pa], v = 0.33, n = 0.01.

Une analyse par bandes de tiers d’octave, permet de voir si il y a un nombre de modes
par bande (ou une largeur de bande) en dessous duquel la méthode EMMA n’est plus
appliquable.

Pour la deuxieme plaque, la densité modale théorique est d’environ 0.05 modes par Hz et,
pour les bandes de tiers d’octave, spécifiées par leurs fréquences centrales Fcentr. et leurs
bornes Finf et Fsup, on a les valeurs suivantes de Densité modale effective, Recouvrement
modal, Nombre de modes dans la bande, Longueur d’onde, Nombre d’oscillations de la
partie imaginaire de Yjy (indicatif):

Finf ~ Fsup  Fcentr Dens.mod. Rec.mod. Nb.Modes A[m] Nb.Osc.
111.4  140.3  125.0  .069 .090 2 563 0
140.3  176.8 157.5  .000 .000 0 .H02 1
176.8  222.7 1984  .065 132 3 447 1
2227 280.6  250.0 .035 .088 2 .398 1
280.6  353.6  315.0 .041 132 3 .355 1
353.6 4454  396.9  .044 A72 4 316 1
445.4  561.2  500.0  .052 .266 6 281 1
561.2 707.1  630.0 .041 267 6 251 1
707.1  890.9 793.7  .044 .349 8 223 6
890.9  1122.5 1000.0 .052 D31 12 199 5
11225 1414.2  1259.9 .045 D78 13 A77 2
1414.2 1781.8 1587.4 .044 702 16 158 3
1781.8 22449 2000.0 .048 958 22 141 6
22449 2828.4 2519.8 .048 1.223 28 125 6
2828.4 3563.6 3174.8 .048 1.531 35 112 7
3563.6  4489.8 4000.0 .046 1.874 43 100 7

La longueur d’onde sert a évaluer si les points doivent étre considérés comme différents
ou confondus (distance inférieure & A\/4). Le recouvrement modal Rm est égal a la somme

des largeurs des bandes passantes a -3 dB des modes dans la bande, divisée par la largeur
Nb.Modes(w)

de la bande: Rm(w) = 2 nei nwn

Wsup—Winf

D.2.1 Erreurs de couplage
Inadaptation du Calcul Simpliste

Comme annoncé dans la partie analytique, c’est lorsque les mobilités d’entrée (clas-
siques ou énergétiques) respectives des deux structures aux points de couplage sont tres
différentes, que les facteurs de connexion introduits dans le Calul EMMA prennent tout
leur sens: le Calcul Simpliste devient completement erroné pour certains transferts.
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(C’est ce qu’on peut observer sur les mobilités énergétiques de transfert entre un point de
couplage et un point non couplé de chaque plaque et entre deux points non couplés de

chaque plaque. (voir Figure D.2 et Figure D.3).
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Fic. D.2 - Assemblage rigide en trois points de deux plaques différentes
—- caleul exact — — calcul EMMA - - - calcul simpliste
mauvais Calcul Simpliste pour le transfert Hem, entre un point couplé et un point non
couplé
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a) Transfert P4-P7
Fia. D.3 - Assemblage rigide en trois points de deux plaques différentes

—- caleul exact — — calcul EMMA - - - calcul simpliste
mauvais Calcul Simpliste pour le transfert interplague Hmin2

b) Transfert P7-P/

Bonne prévision par la EMMA

Le Calcul EMMA, mis au point analytiquement pour le cas d’un ou deux points de cou-
plage, marche ici (avec trois points de couplage), dans tous les transferts (voir Figure D .4,
Figure D.2 et Figure D.3), méme pour le transfert entre deux points de couplage (voir
Figure D.5). Les deux calculs, Simpliste et EMMA, peuvent présenter de fortes erreurs,
si la bande analysée est trop étroite: pour les six premieres bandes de tiers d’octave le
nombre de modes dans la bande est inférieur a 5 et le nombre moyen d’oscillations des

parties imaginaires des mobilités classiques inférieur a 2.
Ces deux criteres peuvent servir d’indicateurs grossiers.
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—- caleul exact - - - caleul EMMA Bonne prévision du tansfert entre points de couplage

Calcul des Puissances et des ”"miels”

On présente ici le calcul des puissances échangées (Figure D.6) et des "miels” apres cou-

plage (Figure D.7), par bandes de tiers d’octave.
La puissance active totale échangée (Figure D.8a) est toujours mieux reconstituée que

celle relative a chaque point de couplage.

La somme (donc la moyenne) des "miels” apres couplage (Figure D.8b) aux points non
couplés, est meilleure que chaque "miel” pris séparément, car les erreurs n’interviennent
pas sur les mémes bandes; elle a une erreur qui oscille, mais diminue globalement en
montant en fréquence: les bandes s’élargissent et le nombre d’oscillations par bande des

parties réelles des mobilités augmente. (cf.aussi Figured.17).
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D.2.2 Calcul des plaques amorties

On considere les mémes géométries que précédemment, mais avec un amortissement n =
0.1, on effectue les mémes calculs qu’en 4.3.1. Pour des bandes de tiers d’octave on a les
valeurs suivantes de Densité modale effective, Recouvrement modal, Nombre de modes

dans la bande, Longueur d’onde, Nombre d’oscillations de la partie imaginaire de Y,
(indicatif):

Finf ~ Fsup  Fcentr Dens.mod. Rec.mod. Nb.Modes A[m] Nb.Osc.
111.4  140.3  125.0  .069 904 2 563 1
140.3  176.8 157.5  .000 .000 0 .H02 0
176.8  222.7 1984  .065 1.316 3 447 1
2227 280.6  250.0 .035 .882 2 .398 0
280.6  353.6  315.0 .041 1.316 3 .355 1
353.6 4454  396.9  .044 1.720 4 316 1
445.4  561.2  500.0  .052 2.660 6 281 2
561.2 707.1  630.0 .041 2.668 6 251 0
707.1  890.9 793.7  .044 3.492 8 223 2
890.9  1122.5 1000.0 .052 5.314 12 199 0
11225 1414.2  1259.9 .045 5.781 13 A77 2
1414.2 1781.8 1587.4 .044 7.023 16 158 3
1781.8 22449 2000.0 .048 9.579 22 141 1
22449 2828.4 2519.8 .048 12.234 28 125 2
2828.4 3563.6 3174.8 .048 15.311 35 112 1
3563.6  4489.8 4000.0 .046 18.743 43 100 3

Analyse des résultats

Les puissances échangées négatives ne sont pas représentées. Par rapport au 4.3.1, on
constate ’apparition de grandes erreurs sur les puissances échangées, sur les six premieres
bandes de tiers d’octave: trop étroites.

Les puissances échangées ne sont pas mieux reconstituées que celles des plaques peu amor-
ties (comparer Figure D.9 et Figure D.6), mais la puissance totale est tres satisfaisante
(comparer Figure D.10 et Figure D.8).

Les ”"miels” apres couplage ne sont pas mieux reconstitués, que ceux des plaques peu
amorties, (sauf au point P4 qui est directement excité): cela correspond aux résultats de
I’additivité énergétique, qui fonctionne moins bien pour un amortissement plus important.
Pour les bandes de tiers d’octave le nombre d’oscillations de Im{Y,,,} n’a pas diminué
de beaucoup, mais il s’annule maintenant sur certaines bandes; I’erreur peut ainsi devenir
tres grande (facteur six sur la cinquieme bande, au point P7, Figure D.11 ¢).
L’hypothese de source de puissance active moyenne ici est tres bien vérifiée (Figure D.10b).
On peut constater que le calcul par bandes constantes est préférable pour les plaques, car
le nombre d’oscillations des Im{Y} est plus stable.
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D.3 Assemblage de plaques plus petites

Afin de vérifier si c’est bien le nombre de modes par bande qui détermine 'erreur sur les
prévisions apres couplage on calcule un assemblage de deux plaque différentes entre elles,
plus petites que les précédentes.

Les données du matériau sont les suivantes: p = 7800[kg/m?], E = 2.1 10"*[Pa], v = 0.33,
n = 0.01. La premiere plaque, de dimensions La = 0.43[m], Ly = 0.37[m] et h = 1[mm],
est calculée aux points P1(0.1;0.15), P2(0.2;0.3), P3(0.15;0.2), P4(0.3;0.1), P5(0.25;0.25),
P6(0.06;0.1), couplée aux points P1, P2, P3, avec les trois points P1(0.1;0.05), P2 (0.2;0.2),
P3 (0.15;0.1), de la deuxieme plaque (L, = 0.32[m], L, = 0.23[m], h = 4]mm], méme
matériau), calculée aussi en P7(0.05;0.15).

Pour la deuxieme plaque, la densité modale théorique est d’environ 0.006 modes par Hz
et pour les bandes de tiers d’octave, on a les valeurs suivantes de Densité modale effec-
tive, Recouvrement modal, Nombre de modes dans la bande, Longueur d’onde, Nombre
d’oscillations de Y _clc3 (indicatif):

Finf[Hz] Fsup[Hz] Fc[Hz] Dens.mod. Rec.mod. Nb.Modes A[m] Nb.Osc.
111.4 140.3 125.0  .000 .000 0 563 0
140.3 176.8 157.5  .000 .000 0 .H02 0
176.8 222.7 198.4  .000 .000 0 447 0
222.7 280.6 250.0  .000 .000 0 398 0
280.6 353.6 315.0 .014 .039 1 .355 1
353.6 445.4 396.9  .000 .000 0 316 0
445.4 561.2 500.0  .000 .000 0 281 1
561.2 707.1 630.0  .007 .040 1 251 1
707.1 890.9 793.7  .005 .046 1 223 2
890.9 1122.5 1000.0 .004 .046 1 199 1
1122.5 1414.2 1259.9 .003 .039 1 A77 1
1414.2 1781.8 1587.4  .005 .092 2 158 0
1781.8 2244.9 2000.0 .004 .084 2 141 3
2244.9 2828.4 2519.8  .005 129 3 125 2
2828.4 3563.6 3174.8  .005 176 4 112 3
3563.6 4489.8 4000.0 .004 A72 4 100 1

Pour les quatres premieres bandes le critere d’éloignement minimum entre deux points
supérieur a A/4 n’est pas respecté.

Les puissances échangées sont souvent tres mal reconstituées (Figure D.12).

Ici encore la puissance active totale échangée est mieux reconstituée que celles relatives
a chaque point (Figure D.13).

Le calcul des "miels” et celui de la puissance totale échangée n’est acceptable que sur
les quatre dernieres bandes de tiers d’octave: le nombre d’oscillations est alors supérieur
a 1 ou 2 et le nombre de modes est supérieur a 2 ou 3. Les premieres bandes d’analyse
utilisées ici sont donc trop étroites.
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D.3.1 Etude des sources de puissance

L’hypothese de source de puissance active moyenne ici est toujours assez bien vérifiée par
rapport aux sources de force (cf. Figure D.15a).

On considere aussi deux excitations, toujours aux points P4 et P5, telles que la vitesse en
ces points est inchangée et égale a un, avant et apres couplage (ce cas est tres pénalisant
et ne correspond pas a des sources réelles).

On compare les puissances actives moyennes (exactes) injectées avant et apres couplage,
afin de voir si I’hypothese de source de puissance est valable dans ce cas (Figure D.15b).
On constate que, dans les quatre dernieres bandes pour lesquelles le calcul a été jugé
correct, I’hypothese de source de puissance active moyenne est tres bien vérifiée, ainsi que
sur la pluspart des bandes, a partir d’un recouvrement modal de 0.17 pour la premiere
plaque (ou a partir de 4 modes dans la bande).

D.3.2 Etude d’autres bandes de fréquence

Les calculs des Figures D.16 et D.17 montrent que le choix de bandes adaptées peut se
faire a partir du nombre d’oscillations des mobilités.

Globalement on constate une détérioration des résultats, par rapport au cas des grandes
plaques (avec des structures qui avaient a peu pres dix fois plus de modes et aussi plus
d’oscillations des parties imaginaires des mobilités dans les mémes bandes). Pour des
bandes de 200 Hz et de 800 Hz, pour la plaque la plus petite et épaisse, on a en effet les
nombres de modes et d’oscillations de Im{ Y45} (indicatifs) du tableau ci-dessous.

Bandes de 200 Hz || Bandes de 200 Hz || Bandes de 800 Hz
Fcentr Modes Osc. Fcentr Modes Osc. Fcentr Modes Osc.
200.0 1 1 2600.0 2 1 500.0 3 5.0
400.0 0 0 2800.0 0 0 1300.0 3 2.0
600.0 1 2 3000.0 0 0 2100.0 4 3.0
800.0 1 2 3200.0 3 2 2900.0 5 4.0
1000.0 1 1 3400.0 1 0 3700.0 3 1.0
1200.0 1 0 3600.0 1 0 4500.0 4 3.0
1400.0 0 0 3800.0 1 0

1600.0 1 1 4000.0 0 0

1800.0 2 1 4200.0 2 0

2000.0 1 0 4400.0 0 1

2200.0 0 0 4600.0 1 1

2400.0 1 2 4800.0 1 1
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D.4 Cas particulier: assemblage de deux plaques iden-
tiques

Les deux plaques identiques sont les mémes que celles utilisées au D.1. Pour les bandes de

tiers d’octave, on a les valeurs suivantes de Densité modale effective (nombre de modes sur
la largeur de la bande), Recouvrement modal, Nombre de modes dans la bande, Longueur

d’onde:

Finf[Hz] Fsup[Hz] Fc[Hz] Dens.mod. Rec.mod. Nb.Modes X [m]
111.4 140.3 125.0 173 225 5 281
140.3 176.8 1575  .192 303 7 251
176.8 222.7 198.4 218 437 10 223
222.7 280.6 250.0  .190 481 11 199
280.6 353.6 315.0  .219 .699 16 A77
353.6 445.4 396.9  .207 .836 19 158
445.4 561.2 500.0  .199 1.002 23 141
561.2 707.1 630.0  .206 1.298 30 125
707.1 890.9 793.7 218 1.738 40 112
890.9 1122.5 1000.0 .207 2.084 48 100
1122.5 1414.2 1259.9 213 2.686 62 .089
1414.2 1781.8 1587.4  .215 3.426 79 079
1781.8 2244.9 2000.0 .212 4.250 98 .070
2244.9 2828.4 2519.8 218 5.509 127 .063
2828.4 3563.6 3174.8  .219 7.007 161 .056
3563.6 4489.8 4000.0 .214 8.614 198 .050

Si deux structures sont couplées en des points de mobilités d’entrée (classiques) iden-
tiques, on a vu qu’on a des erreurs supplémentaires (cf 3.3.5) il s’agit ici de les évaluer
par rapport aux autres erreurs de méthode, analysées précédemment.

Le cas de deux plaques identiques permet entre autre de vérifier par symétrie les calculs
exact et approché des quantités de transfert. On remarquera que ce cas de figure "par-
ticulier” peut se retrouver sur des assemblages réels, mais semble peu probable, a cause
des variations des caractéristiques (et des mobilités) d’une structure a 'autre, rappelées
au premier chapitre.

D.4.1 Couplage en un seul point

Considérons le couplage des deux plaques en un point P;(0.2;0.4). On calcule les mobi-
lités énergétiques apres couplage, en entrée et en transfert, pour les points P;(0.2;0.5),

P»(0.4;0.2), P5(0.7;0.3) et P4(0.5;0.6)[m].

Mobilités énergétiques tres bien reconstituées

Les mobilités énergétiques d’entrée H.. au point de couplage c et celles de transfert H,,.
entre un point quelconque m et le point ¢ sont calculées quasi exactement par la méthode
approchhée et méme par celle simpliste (voir Figure D.19).
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Fia. D.18 - Couplage en un point et en trois points de deux plaques identiques

Mobilités énergétiques peu modifiées par le couplage

Les mobilités énergétiques d’entrée H,,,, et de transfert H,,,, pour les points m et n non
couplés (sur chacune des deux plaques), sont quasiment inchangées apres couplage, par
rapport a celles avant couplage (Figure D.20).

Ces mémes mobilités sont bien reconstituées, sauf en basse fréquence, ou de fortes erreurs
peuvent se produire dans les deux calculs énergétiques (cf. Figure D.21). C’est pourquoi,
en pratique, pour les mobilités énergétiques d’entrée et de transfert entre points
non couplés on prendra directement celles avant couplage, sans autres calculs.

Mobilités énergétiques bien corrigées

Les mobilités énergétiques de transfert exactes H,,1,2, entre un point quelconque ml sur
{S1} et un point quelconque n2 (différent de ¢) sur {S2}, sont mal calculées par le Calcul
Simpliste: sur la Figure D.22 a) on constate un décalage constant d’un facteur deux.

(le point P6 correspond, sur I’assemblage, au point P3 de la deuxieme plaque avant cou-
plage) La prise en compte de la symétrie permet de rattraper ce décalage (les Heormine
obtenues sont tres voisines de celles exactes) et le calcul EMMA (Happmine) converge
asymptotiquement vers le bon résultat en haute fréquece.

Cette convergence s’explique car en haute fréquence

_ <Re{Ye}>4+<Im? {Ye}> <Re{Yc}>
H.= <RATY.}S tend vers TR
donc le dénominateur approché

HIk, + H14 < Re{Yl} >=2H.+ < Re{Y.} > tend vers celui exact (ici = 4H.).

La Figure D.22 b) compare les différents calculs.

On pourrait donc en conclure que le calcul EMMA constitue bien une amélioration par
rapport au calcul simpliste, et que la correction du dénominateur suffit a prendre en

compte la symétrie. Cependant un dernier cas reste a analyser et il réserve bien de sur-
prises...
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Mobilités énergétiques peu modifices par le couplage

Cas particulier du transfert symétrique

Pour les mobilités énergétiques de transfert H,,1,,2, entre un point quelconque m1 de {S1}
et le point symétrique m2 sur {S2}, le calcul EMMA est mauvais et converge vers celui
(mauvais aussi) obtenu avec la simple correction du dénominateur, qui n’est pas suffisante
icl.

Plus surprenant encore: le calcul simpliste, pour des raisons qui restent a éclaircir, donne
un résultat tres correct. Les figures D.23 illustrent ce cas particulier.

Explication du "mystere” L’erreur est due essentiellement au fait qu’on considere la
moyenne d’un produit de deux quantités comme égale au produit des moyennes alors que
les quantités ne sont pas statistiquement indépendantes.

En effet on n’a plus le droit d’écrire que

< D/mlc}/cm2|2 >R D/mlc|2 >< |1/c7n2|2 >
car (en vertu de la réciprocité et de la symétrie) Y,,1. = Voo, et < 2 >#< 2 >< 2 >,
surtout si les données dans la bande analysée présentent un fort écart type (ce qui est
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0.1 T 0.01

S S
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0.001 : 0.0001 :
100 1000 100 1000
f[H2] f[H2]
a) mob.s énerg. d’entrée en P, b) mob.s énerg. de transfert P, — Ps

Fic. D.21 - Assemblage de deux plaques identiques couplées en un point unique ¢
—- caleul exact — — calcul EMMA - - - calcul simpliste
Mobilités énergétiques a ne pas calculer

réalisé ici, sur toutes les bandes analysées): voir la Figure D.24.

[’erreur introduite, dans le cas analysé (tout dépend de la mobilité de transfert), est aussi
voisine d’un facteur deux; elle rattrape ainsi (a cause de ’amortissement, choisi au hasard)
lerreur (constante) du calcul simpliste et rend la méthode EMMA inadaptée, ainsi que

la seule correction du dénominateur.

Conclusions pour le Couplage en un seul point

Le Calcul EMMA et celui Simpliste (comparés au Calcul Exact) donnent globalement des
bons résultats (erreur inférieure a 3 dB) sur les mobilités énergétiques apres couplage.

Les mobilités énergétiques d’entrée H.. au point de couplage c et celles de transfert H,,.
entre un point quelconque m et le point ¢ sont calculées quasi exactement (erreur tres
inférieure a 1 dB).

Le Calcul Simpliste est meilleur pour les transferts interplaque entre deux points symétriques
H, . 1m2. Dans tous les autres cas, le Calcul EMMA est plus performant.

Les erreurs de la tentative Simpliste s’expliquent par l'application abusive de 'additi-
vité énergétique; celles de la EMMA s’expliquent par ’application abusive des hypotheses
Hyp.3 a), b) et ¢).

D.4.2 Couplage en trois points

On considere a présent un couplage rigide (sans dissipation) des mémes plaques aux trois
points P1(0.2;0.4), P5(0.5;0.1), P5(0.8;0.6) et on calcule aussi au point P4(0.5;0.4)[m].
L’intérét de ce calcul est de pouvoir analyser les interférences entre les différents points

de couplage.

Mobilités énergétiques quasi exactes

Comme pour le couplage en un seul point, les mobilités énergétiques d’entrée Hee aux
points de couplage c et celles de transfert Hme, entre des points non couplés m et les
points de couplage c, sont tres bien calculées par le calcul EMMA et par celui simpliste:
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0.01 ; 0.01

0.001 | 0.001 |
g g
® 00001 | ® 00001 |
I I

1605 | 1605 |

1606 : 1606 :
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f[HZ] fHZ]
a) Calcul Simpliste inadapté b) Calculs Exact, Corrigé et Approché (EMMA)

Fia. D.22 - Mobilités énergétiques de transfert interplaque Py — FPg
—- caleul exact — — calcul EMMA - - - calcul simpliste
Bonne correction par le Caleul Approché (EMMA)

Perreur est tres inférieure a un dB (Figure D.25). Si deux structures sont couplées en des
points de mobilités d’entrée (classiques) identiques, on a vu (cf 3.3.5) qu’on peut faire des
corrections a priori, les mobilités ainsi obtenues seront appelées “corrigées”.

Mobilités énergétiques bien corrigées

Les mobilités de transfert Hem, entre les points de couplage c et ceux non couplés m, et
celles de transfert interplaque Hm1n2, entre deux points non couplés et non symétriques
ml et m2, sont mal calculées par le calcul simpliste (facteur deux). La correction du
dénominateur suffit a expliquer ce décalage (puisque le calcul ”corrigé” est tres voisin de
celui exact), et le calcul EMMA converge asymptotiquement vers le calcul exact.

La figure D.26 synthétise ces résultats (le point P5 correspond, sur la deuxieme plaque

I’assemblage, au point P4 de la premiere).

Cas particulier

Comme pour le couplage en un seul point, on retrouve le ”cas particulier” du transfert
interplaque Hm1m2, entre deux points symétriques non couplés, et on constate qu’il y
a les mémes erreurs sur le transfert Helc2 entre deux points de couplage (c’est la seule
nouveauté ici). L’explication est la méme que dans le cas d’un seul point de couplage. La
Figure D.27 illustre ces ”disfonctionnements”.
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Fic. D.23 - Mob.s énerg. de transfert interplaque entre deux points symétriques.
Cas particulier de mauvaise correction.

1e-06 : 0.01
1607 0.001 Ff
0.0001 #
< 1e08 ~ !
= =
2 T  1e05t
> >
—  1e09 | - |
1e-06 + |
1le-10 ¢ 1607 |
1le-11 ‘ 1e-08
100 1000 100
f[Hz] f[HZ]
a) < |Youl* >< |[You|* > et < |You|* > b) Donnée de base: |Y.,|*

Fic. D.24 - Analyse de Uerreur du cas particulier
—- produit des moyennes - - - moyenne du produit
Visualisation du module carré de la mobilité de transfert.
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a) mob.s énerg. d’entrée en P b) mob.s énerg. de transfert P, — P
Fic. D.25 - Assemblage de deux plaques identiques couplées en un point unique c
—- caleul exact — — calcul EMMA - - - calcul simpliste
Entrée H.. et transferts H,,. avec une erreur nulle
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Fic. D.26 - Mobilités énergétiques de transfert Py — Ps
Mauvais Caleul Simpliste, bon Calcul EMMA
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b) Transfert entre points couplés

a) Transfert symétrique interplaque
Fia. D.27 - Cas particuliers, avec mauvais Calcul EMMA et bon Calcul Simpliste

—- caleul exact — — calcul EMMA - - - calcul simpliste
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Calcul par bandes de 200 Hz

Les plaques identiques ont maintenant une quarantaine de modes par bande.

0.01 ; T T . . . . . T 0.01

0.001 | 0.001 |
S S
< =
2, 2,
T T
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1e_05 L L L L L L L L L 1e_05 L L L L L L L L L
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
f[HZ] f[HZ]
a) Transfert Helc2 b) Transfert Hem

Fic. D.28 - Mobilités énergétiques de transfert; plaques identiques couplées en 3 points
—- caleul exact — — calcul EMMA - - - calcul simpliste

Conclusions pour le Couplage en trois points

Globalement on retrouve les mémes résultats que dans le cas du couplage en un seul point:
- Perreur maximale est d’environ 3dB,

- lerreur est quasi nulle pour les quantités Hee et Hme,

- le calcul Simpliste est meilleur sur le transfert Hclc2 entre deux points de couplage et
sur le transfert interplaque Hm1m2, entre deux points symétriques non couplés,

- le Calcul EMMA est meilleur dans les autres cas.

Conclusions pour les assemblages symétriques

On a vu par les deux cas précédents, de deux plaques identiques, couplées en un ou en trois
points, que la méthode des mobilités énergétiques EMMA s’applique, de facon satisfaisante
et que des erreurs (inférieures a 3 dB) subsistent pour les transferts interplaque, entre deux
points symétriques et pour les transferts entre deux points de couplage.

Dans ce cas particulier d’'un assemblage symétrique (de deux structures identiques), le
formalisme des mobilités classiques s’applique aussi aux quantités énergétiques (”Calcul
Simpliste” ) avec une erreur d’environ 3dB. Cette erreur peut augmenter, en théorie, si les
structures couplées sont tres peu amorties.

De plus, sur les transferts, lorsque un calcul présente I’erreur maximale, "autre est tres
performant (et vice versa).

Donc ce n’est pas sur ce cas qu’on peut montrer le bien fondé de la Méthode EMMA.
On préconise cependant d’appliquer la EMMA ici aussi, en tenant compte du fait que les
transferts entre points de couplage et ceux interplaque entre points symétriques, seront
sousestimés: ceux exacts sont ici jusqu’a deux fois plus forts que ceux prévus par les H 4pp,
et si on diminuait I’amortissement des structures, ce décalage pourrait encore s’accroitre.



42ANNEXE D, COMPLEMEBENTS AUX SIMULATIONS DE PLAQUES HOMOGENES



145

Annexe E

Compléments aux simulations de cas
plus complexes

E.1 Assemblage de plaques hétérogenes

Définition des structures et compléments

Sur la premiere plaque, S1, aux points P1(0.2;0.5), P4(0.5;0.6) et P6(0.6;0.3), on a attaché
des masses ponctuelles, respectivement de 0.1kg, 0.2kg et 0.5kg et on 1’a couplée toujours
aux points P1(0.2;0.5), P2(0.4;0.2), P3(0.7;0.3), a la deuxieme plaque, S2.

Ici on complete I'illustration de ce cas par la comparaison du calcul exact et approché

S2

Fic. E.1 - Plaque S1 hétérogéne couplée rigidement a S2

des "miels” apres couplage en des points moins "critiques” que ceux montrés au cha-
pitre 4 (Figure E.3) et par la vérification de ’hypothese des sources de puissance active
moyenne, en comparant les puissances actives moyennes exactes injectées dans la plaque
mince avant et apres couplage (Figure E.2).

Enfin on trace encore la puissance active moyenne totale échangé obtenue par le calcul
exact et par le calcul approché (Figure E.4). On constate que tous ces calculs sont plei-
nements satisfaisants.

Les différences de niveau sur les puissances injectées au point P4 et au point P5, traduisent
bien la présence de la masse concentrée (au point P4).
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Fic. E.3 - Reconstitution des "miels” apreés couplage:

—- calcul exact - - - caleul FMMA
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Fic. E.4 - Reconstitution de la puissance active totale échangée:

—- calcul exact - - - caleul FMMA
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E.1.1 Variation des sources pour deux systémes excités

On a aussi considéré le cas d’une source de force (|F| = 100[N]), qui excite la deuxieme
plaque et étudié la variation de la puissance active moyenne injectée par les deux premieres
sources (|F'| = 1[N]): elle est tres forte (Figure E.5), les puissances actives moyennes
injectées peuvent méme devenir négatives. L’hypothese de sources de puissance active
moyenne est alors completement fausse. Cependant dans ce cas la contribution des puis-
sances qui ont changé est négligeable devant celle des puissances ”principales” qui les ont
faites changer: méme aux deux points d’injection directe de ces "fausses puissances” on
arrive a bien reconstituer les "miels” apres couplage par la méthode EMMA, qui utilise
I’hypothese de sources de puissance (voir Figure E.6).
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0001 | |
0.0005 | a
3 2 oot
o 0 o
-0.0005 |
-0.001 |
-0.0015 |
_O'wz 1 1 1 1 1 1 1 1 1 O'wl 1 1 1 1 1 1 1 1 1
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
fHz] fHz]
a) Puissance au point P4 b) Puissance au point P5
Fic. E.5 - Puissances actives moyennes injectées dans S1
—— avant couplage - - - apreés couplage, avec forte excitation sur S2
00— 01
0.00L | | _
001
0.0001 |
2 teos| 2 oom
o o
1e-06
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1607
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500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
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a) Miel au point P/ b) Miel au point P5

Fic. E.6 - Miels auzx points excités de S1, avec forte excitation sur S2
—— caleul exact - - - calcul EMMA
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E.2 Couplages élastiques et dissipatifs

On compare ici les puissances échangées et les "miels” apres couplage, obtenus par le
calcul exact (par mobilités classiques), ceux obtenus par le calcul approché "total” (qui
considere les systemes intermédiaires comme un systeme énergétique C1 et opere d’abord
I’assemblage "A1 approché” de S1 avec C1, puis celui de "Al approché” avec 52) et ceux
obtenus par le calcul approché "partiel” de I’assemblage de Al (exact) avec la plaque S2
(voir Figure 5.11).

Le couplage élastique et dissipatif pose en effet un probleme de principe: les systemes
intermédiaires ¢ n’ont pas de modes dans la pluspart des bandes, méme pour un faible
recouvrement modal, donc le calcul énergétique "total” ne se justifie pas, méme si les
mobilités énergétiques définies pour ces systemes intermédiaires représentent bien des
rapports entre la puissance injectée et le miel obtenu ("faible erreur de définition”).

Si 'on considere cependant les systemes intermédiaires C1 comme étant rattachés a une
sous-structure ou a l'autre, le calcul des quantités énergétiques ”partiel” apres couplage
devient sensé.

E.2.1 Etude d’un systeme de couplage de faible raideur

Considérons d’abord un systeme de couplage de "faible” raideur (M= 0.0005 [kg], K= 100
[N/m], C=0.1 [N.s/m]); sa fréquence de résonnance est autour de 70 Hz, et sa mobilité
d’entrée est visualisée sur la Figure E.7.

Les puissances échangées sont globalement assez bien prévues, tant par le calcul ap-

a
=
= > | 7
=
1= ol
=
=
= > L 7
o
= a4 | 7
-
=
s -6 | |
[

_8 ‘ |

10 100 1000 10000

f [H=]

Fic. E.7 - Mobilité d’entrée du systéme intermédiaire

proché total que par celui partiel. L’erreur peut atteindre 10 dB sur certaines bandes
(cf.Figure E.8). Les "miels” apres couplage sont cependant bien reconstitués (Figure E.9),
meéme au point non couplé P7 de la structure réceptrice, c’est a dire en utilisant unique-
ment les contributions des puissances échangées, par additivité énergétique.

E.2.2 Faible raideur, dissipation augmentée

Par rapport au calcul présenté en 5.2.1, on augmente maitenant "amortissement d’un
facteur dix: (M= 0.0005 [kg], K= 100 [N/m], C=1 [N.s/m]); les autres données sont

inchangées.
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FiG. E.8 - Puissances actives moyennes échangées (recues par S2)
—- calcul exact — — calcul approché total - - - caleul approché partiel
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FiG. E.9 - Reconstitution des "miels” (P1 est sur S2)
—- calcul exact — — calcul approché total - - - caleul approché partiel

Les puissances échangées sont encore assez bien prévues (cf.Figure E.11), par le "calcul
approché total”, comme par le "calcul approché partiel”, sauf sur quelques bandes, avec
de fortes erreurs.

Les "miels” apres couplage sont cependant bien reconstitués (Figure E.12), méme au point
non couplé P7 de la plaque réceptrice (obtenu avec les seules puissances échangées).

E.2.3 Raideur augmentée

On augmente maintenant la raideur K des ressorts d’un facteur 10: (M= 0.0005 [kg], K=
1000 [N/m], C=1 [N.s/m]) La résonnance des systemes intermédiaires est a environ 318
Hz, (voir Figure E.13) donc dans la plage d’analyse (de 100 a 5000 Hz).

Dans les puissances échangées (cf.Figure E.14) et dans les "miels” (Figure E.15) on com-
mence a voir un décalage entre le calcul approché "total” et celui "partiel”, surtout en
dessous de la résonnance des systemes intermédiaires, pour les deux premieres bandes.
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FiG. E.12 - Reconstitution des "miels” (P1 est sur S2)
—- calcul exact — — calcul approché total - - - caleul approché partiel
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FiG. E.15 - Reconstitution des "miels” (P1 est sur S2)
—- calcul exact — — calcul approché total - - - caleul approché partiel
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E.2.4 Etude d’un systeme de couplage de forte raideur

On considere maintenant un systeme de couplage de raideur K=100000; dans la plage
d’analyse 100 - 5000 Hz on a maintenant une zone en dessous de la résonnance des
systemes intermédiaires (environ 3100 Hz) et une zone au dessus (Figure 5.15).

Les puissances échangées du calcul "approché total” sont completement fausses (cf.Figure E.16),
jusqu’a la bande pour laquelle la partie imaginaire de la mobilité des systemes intermédiaires
passe par zéro pour la premiere fois (autour de 2300Hz); autour de la résonnance elles
sont encore mauvaises, puis se rapprochent symptotiquement du calcul approché partiel.
Sur les "miels” on retrouve ces erreurs (cf.Figure E.17).

Le point P4 de la premiere structure, excité directement, est évidemment bien calculé par
les deux méthodes approchées.

Le calcul approché partiel est généralement satisfaisant, avec des erreurs allant jusqu’a
un facteur cinqg sur les puissances et a un facteur trois sur les "miels”.

(cf.Figure E.17)
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FiG. E.16 - Puissances actives moyennes échangées (recues par S2)
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FiG. E.17 - Reconstitution des "miels” (P1 est sur S2)
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E.2.5 Forte raideur, dissipation augmentée

Par rapport au calcul précédent, on augmente maitenant ’amortissement d’un facteur dix:
(M= 0.0005 [kg], K= 100000 [N/m], C=10 [N.s/m]); les autres données sont inchangées.

Les puissances échangées sont encore mal prévues (cf.Figure E.19), par le "calcul approché

0.2
= Y IR
> —
>, on | 7
5 0.4 | 7
- 06 | 7
=
o -0.8 7
= 1k 7
‘5_E| !

o 1.2 |
- 1.4 ‘L |
_1-6

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
f[Hz]

Fia. E.18 - Mobilité d’entrée du systéme intermédiaire

total”, en dessous et autour de la fréquence de résonnance des systemes intermédiaires
(quelques valeurs négatives sur les premieres bandes ne sont pas représentables en échelle
log.).
Comme la partie imaginaire de la mobilité d’entrée de ces derniers ne s’annule plus, a
cause de la forte dissipation, on n’a plus les deux plages de fréquences avec un tres bon
calcul, qu’on avait au 5.2.2.
Le calcul approché total, converge encore vers le calcul approché partiel au dessus de
la fréquence de résonnance. Cependant il converge plus lentement que dans le cas d’une
dissipation plus faible.
Sur la premiere plaque (voir le "miel” au point P4), les résultats des deux calculs ap-
prochés sont presque identiques.
Le 7calcul approché partiel” est satisfaisant, sauf pour les toutes premieres bandes.
Les "miels” apres couplage sont toujours mieux reconstitués que les puissances échangées
(Figure E.12), méme au point non couplé P7 de la structure réceptrice, c’est a dire en uti-
lisant uniquement les contributions des puissances échangées, par additivité énergétique.
Pour compléter cette étude il faudrait considérer le cas de trois systemes intermédiaires
différents entre eux et observer le "miel” apres couplage sur un point de 52 équidistant
des trois points de couplage.
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FiG. E.20 - Reconstitution des "miels” (P1 est sur S2)
—- calcul exact — — calcul approché total - - - caleul approché partiel
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E.2.6 Excitation de part et d’autre, variation des sources

Dans l'assemblage du 5.2.2, avec des liaisons de forte raideur (M= 0.0005 [kg], K=
100000 [N/m], C=1 [N.s/m]), on excite a présent aussi le deuxieme systeme par une
force constante de module 100 [N] au point P7, les points P4 et P5 de S1 étant toujours
excités par des forces unitaires. La variation de la puissance active moyenne injectée par
ces forces avant et apres couplage, représentée dans la Figure E.21, reste faible (car le
couplage est faible), mais, contrairement aux attentes, elle ne diminue pas en montant en
fréquence.

Le calcul approché des "miels” apres couplage en ces mémes points P4 et P5, excités
directement, qui utilise les puissances injectées avant couplage au lieu de celles injectées
apres couplage, reflete ces variations mais est toujours tres satisfaisant (cf. Figure E.22).
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Fia. E.21 - Puissances actives moyennes injectées dans S1
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E.3 Pistes pour un indicateur d’erreur

Etant donné que les forces extérieures et les efforts de couplage ne sont pas idépendants
les uns des autres, on peut exprimer 'erreur (pessimiste) du calcul des "miels” en termes
des seules mobilités classiques. On peut donc obtenir des expressions qui comportent des
moyennes fréquentielles de produits et de rapports de mobilités classiques; des expressions
analogues a celles des termes ”croisés” qui conditionnent 'additivité énergétique.
Qualitativement la moyenne de ces produits, ou rapports, sera d’autant plus petite qu’ils
changent de signe a l'intérieur de la bande considérée.

Ici encore l'erreur sera liée a la distance entre les points d’excitation, qui déterminera la
décorrélation effective des différentes mobilités et I'efficacité de leurs oscillations.

Il semble alors impossible de prévoir 'erreur de calcul sur chaque bande de fréquences
sans effectuer le calcul exact.

Cependant plus il y a de changements de signe pour chacune des mobilités (pour sa partie
réelle ou sa partie imaginaire), plus on a des chances d’avoir des changements de signe
pour leurs produits et rapports. C’est dans ce sens qu’on propose d’utiliser le nombre
d’oscillations par bande des parties imaginaires des mobilités classiques, comme indica-
teur approximatif de la qualité du calcul.

Ce parametre peut facilement se mesurer par le nombre de passages a zéro de la par-
tie imaginaire des mobilités. Il augmente avec la largeur de la bande et avec la densité
modale et semble mieux correspondre qualitativement aux variations de I'erreur, dans les
différentes simulations effectuées (sans qu’on puisse pour autant établir une relation simple
entre I'erreur et le nombre d’oscillations dans chacune des bandes). D’apres les simula-
tions numériques effectuées (cf. 4.3.1, D.2.2, et D.3) il semblerait aussi que pour obtenir
le méme niveau d’erreur, il suffit de moins d’oscillations en haute fréquence, lorsque ’am-
plitude de celles-ci est plus petite (et le recouvrement modal est plus fort). Donc cette
amplitude des oscillations peut constituer un deuxieme indicateur.

Signification physique

En basse fréquence, le nombre de modes dans une bande est directement lié au nombre
de passages a zéro de la partie imaginaire de la mobilité d’entrée I'm{Y.}, mais des que
le recouvrement modal est supérieur a 1, on ne peut plus séparer les modes sur Re{Y.}
et Im{Y.}, qui ne passe plus par zéro a chaque mode, oscille de moins en moins dans la
bande de fréquences.
Le nombre d’oscillations dans une bande dépend donc du nombre de modes (ou de la
densité modale), mais aussi du recouvrement modal.
Pour une structure homogene, Bourgine ([7]), ou Cremer et Heckl ([20]) ont établi le lien
entre la densité modale n(f), la masse totale My et la moyenne spatiale de la mobilité
d’entrée < Y., >g:

n(f) =4Mr < Re{Yee(f)} >g (El)

Pour des structures complexes on peut se demander comment accéder a la densité modale
ou au nombre de modes et si elle est encore utile pour des calculs locaux. De plus elle
n’intervient pas explicitement dans la méthode des mobilités énergétiques.

Ici toute la méthode se base sur des quantités locales mesurables et bien définies: les
mobilités classiques. On va donc essayer de dégager des criteres lié aux mobilités d’entrée
qu’on a déja mesurées.

On dispose de < Re*{Y.} > + < Im*{Y.} >, de < Re{Y.} > et de leur rapport
[ = SRE{Yel>+<Im? {Ve}>
e <Re{Yc}> )
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En basse fréquence on a < Re*{Y.} > ~ < Im*{Y.} > et < Re?{Y.} > est supérieur a
< Re{Y.} >< Re{Y.} > (d’autant plus que 'écart type de Re{Y.} est grand), donc H.
est d’autant supérieur a 2 < Re{Y.} > que 'amortissement est faible (et 'amplitude des
oscillations est forte).

En haute fréquence "amplitude des oscillations est plus faible et on a < Re*{Y.} >>><
Im*{Y.} > et < Re*{Y.} > ~ < Re{Y.} >< Re{Y.} >, donc H. ~ < Re{Y.} >.

Le rapport <R£7€Ye}> est donc un indicateur du recouvrement modal et de Uamplitude des
oscillations .

On propose d’utiliser ce rapport pour compléter (pondérer) le nombre No(V.)

He
<Re{Ye}>>
de passages a zéro de Im{Y,,.}.

Ces deux ingrédients, No(Y.) et <R£7€Ye}>7 sont mesurables, exprimés par bande de
fréquence et sont locaux. Il faut les pondérer et fabriquer un indicateur unique a relier a

I’erreur sur les "miels” apres couplage, en traitant beaucoup de cas d’assemblages.
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Annexe F

Compléments aux applications
expérimentales

F.1 Meéthodologie de mesure des mobilités classiques

F.1.1 Principe des Montages

Pour mesurer les mobilités des sous-structures isolées il faut soit les suspendre, soit (par
exemple s’il s’agit de la structure principale), il faut les placer dans la position réelle
(configuration d’utilisation) qu’elles auraient apres assemblage.

Dans tous les cas les structures périphériques (cables, plots de suspension, supports etc.)
greffées a ces systemes doivent étre isolées de toute source extérieure et elles ne doivent
subir aucune modification extérieure lors du couplage (autre que celles propres au cou-

plage).

Suspensions et Excitations

Lorsqu’on suspend les sous-structures isolées il vaut mieux que les ventuels efforts dus aux
suspensions (traction ou compression) s’exercent dans une direction orthogonale a celle
dans laquelle on va exercer I'excitation extérieure (direction de mesure) (cf. Figure F.1).
De méme on évitera de bloquer la structure en rotation suivant les axes d’une excitation
extérieure par moments.

Les efforts et moments restants doivent étre négligeables par rapport a ’excitation prin-
cipale, ou s’exercer sur des parties peu mobiles de la structure.

Signe des mobilités

Sien théorie la correction du signe des mobilités ne pose pas de problemes, dans la pratique
elle peut tourner au casse téte pour des structures minces compliquées, qui ont des points
de couplage inaccessibles, ou mesurables "du mauvais coté”.

La cause principale des doutes est le signe du signal de sortie des différents capteurs (le
"sens de mesure” fixé par le constructeur des appareils), surtout s’il n’est pas indiqué par
la documentation.
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LIAISONS 2
LIAISONS ELASTIQUES v
ELASTIQUES ISOLANTES
ISOLANTES

) Faux montage ) Bon montage

Fic. F.1 - Montage pour mesure de mobilités de force

Signe des mobilités d’entrée

La correction des mobilités d’entrée ne pose pas de problemes: quelle que soit la direction
de mesure ou d’excitation, il faut qu’au bout du compte la mobilité ait une partie réelle
positive.

On peut aussi fixer une convention par rapport aux signes des signaux (de force et vitesse)
issus d’une téte d’impédance. L’ayant obtenue, on peut se fixer une convention pour le
sens positif d’excitation et de mesure (voir par exemple sur les Figures F.2 et F.3)

Correction des mobilités de transfert

Ayant fixé le sens positif des capteurs d’accélération, tous les problemes ne sont pas
résolus pour autant: considérons un transfert entre deux futurs points de couplage c et k,
(cf.Figure F.3 b), il ne s’agit pas de faire coincider les sens de 'excitation en c et de la
vitesse en k, mais de faire coincider les sens de I'excitation actuelle en ¢ et de celle qu’il
faut exercer en k pour mesurer la mobilité d’entrée en k.

Réciprocité

La réciprocité permet de vérifier que le systeme d’excitation et de mesure de la vitesse sont
adaptés et que le montage est assez stable entre deux mesures différentes (par exemple on
vérifie que les moments injectés ont un effet négligeable par rapport aux forces normales).
Le principe est simple: on intervertit les endroits d’excitation et de mesure et les sens
d’excitation et de mesure (cf.Figure F.4). Si I'on dispose de plusieurs chaines de mesure,
on peut aussi opérer une correction de l'interspectre, par permutation des chaines de
mesure (cf. [124]).



ol M tdODOLOGIE DE MESURE DS MOBLLITES CLASSIQUES 199
F.1.2 Capteurs et Correction de masse
Précision, Dispersion, Calibration

La précision des capteurs est donnée par le constructeur, cependant il faut déterminer la
dispersion des mesures obtenues par différents capteurs aux mémes points et au méme
moment. C’est ce qu’on fait pendant une calibration correcte utilisant la loi F' = M~
(calibration absolue) et en ajustant la sensibilité des capteurs pour qu’ils donnent le
méme résultat (affinage relatif).

Correction de masse

A chaque masse M de capteur correspond une ”fréquence de coupure” a partir de laquelle
il va masquer les vibrations du point mesuré. La mobilité mesurée Y. est en effet fonction
de la mobilité de la structure Y, et de celle du capteur Y,,, = m
1/cap}/str

Ymes = 35  ~
1/57,‘7’ —I' 1/cap

(F.1)
Tant que Y, est grande (basse fréquence) devant Yy, on a Y,,.s & Y, et tout va bien.

Des que Y, et Y}, sont du méme ordre de grandeur il faut corriger la mesure pour
obtenir:

Ymes 1/cap
1/cap - Ymes

La fréquence de coupure au dela de laquelle la mesure n’est plus possible corréspond a:

1/57,‘7’ = (FQ)

1/57,‘7’ ~ 1/cap (Fg)

On ne fait pas de correction sur la masse de la téte d'impédance ou du capteur de force,
car on mesure bien la force qui est injectée dans la structure seule et non celle qui est
injectée par le pot vibrant dans la téte d’impédance.

Toutefois si l'on rajoute une masse apres ce capteur, alors il faudra corriger la valeur de
I’excitation par la relation fondamentale de la dynamique F' = M~.

Ceci n’est valable que si le systeme d’excitation E (pot vibrant + capteur + stinger et
visses) a une mobilité d’entrée beaucoup plus grande que celle du systeme récepteur R; en
effet c’est la mobilité apres couplage au point de couplage qu’on est en train de mesurer
et elle s’écrit:

Yy

AR
VEYE

(F.4)
pour avoir Y, ~ Y il suffit que Y2 >> VI
Sinon il faudra d’abord mesurer la mobilité du systeme d’excitation (avec un marteau de

choc).

Erreurs de mesure

En sus de la précision , des erreurs de mesure sont dues au mauvais contact du capteur
avec la structure (fixation par cire ou colle dissipative) et au mésalignement avec la di-
rection théorique de mesure.

L’analyse des parties réelles des mobilités d’entrée permet aussi d’estimer la ”propreté”
des mesures: si elles sont négatives ou trop petites par rapport a un seuil (di a ’amortis-
sement), on a soit un probleme de montage (excitation trop loin du capteur: on mesure en
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réalité une mobilité de transfert), soit un probleme de bruit ou d’adhérence des capteurs.
On peut donc "nettoyer” les mobilités d’entrée en leur imposant la valeur minimale d’un
certain seuil.

De méme, pour des structures dont "amortissement est homogene, on peut éliminer les
pics trop étroits dont la largeur n’a pas une bande passante compatible avec "Tamortisse-
ment de la structure, sur les mobilités d’entrée comme sur celles de transfert.

F.1.3 Autres problemes
Bruit de fond

Mis a part le bruit de fond acoustique, qui est généralement négligeable pour des mesures
vibratoires (sauf éventuellement sur des transferts tres faibles), les vibrations parasites
extérieures étant coupées par un bon montage, il reste le bruit de fond de I’électronique des
capteurs et du systeme d’acquisition, qui est généralement considéré décorrelé des signaux
mesurés. Des fonctions comme la cohérence et le rapport signal sur bruit permettent de
I’évaluer.

Non linéarités

Des parties du montage ou des parties de la structure étudiée peuvent introduire des chocs
ou des frottements qui ne varient pas linéairement avec I’excitation extérieure. Tant que le
niveau de ces contributions est négligeable, par rapport aux contributions de I'excitation
extérieure, la mesure est correcte. Sinon elle devient délicate, car ces signaux, vehiculés
par la méme structure, peuvent dépendre de 'excitation principale.

Il se peut aussi que des parties dissipatives non linéaires de la structure (en caoutchouc
par exemple) n’interviennent (en ”ouvrant” ou en coupant de nouveaux chemins) qu’a
partir d’un certain niveau vibratoire.

En général on veillera a trouver un niveau d’excitation qui n’engendre pas ces phénomenes.

Couplages dissipatifs

Le couplage rigide est difficilement réalisable. Quels que soient les éléments utilisés, le
couplage est toujours un peu élastique et dissipatif. Pour certaines configurations on peut
le vérifier en mesurant les vitesses de part et d’autre (cf.Figure F.5). Pour d’autres on
peut le caractériser a partir des mobilités avant et apres couplage en identifiant alors la
masse ajoutée, la raideur et 'amortissement introduits.

Mesure des mobilités de moment

On a déja cité les problemes dus a la masse apportée par les capteurs et a leur sen-
sibilité transversale pour les mesures en translation. Pour les mesures des rotations et
des moments injectés, d’autres problemes viennent s’ajouter. La rotation est mesurée par
différences finies ou par des capteurs spéciaux. Dans la premiere technique la bonne me-
sure de la phase entre les deux capteurs devient tres importante, donc pour les deux
méthodes des capteurs d’une grande qualité sont requis.

La mesure du moment exercé est tout aussi problématique car on exerce toujours en méme
temps un effort transversal et les systemes actuellement disponibles sont encombrants et
ne permettent pas d’effectuer des mesures sur des structures minces.
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MAUVAIS SIGNE: BON SIGNE

DIRECTEMENT

FFT

Excitation au marteau

Fic. F.2 - FEremple de convention de signe en entrée

EET MAUVAIS SIGNE:

BON SIGNE
DIRECTEMENT

a) En entrée, au pot vibrant b) En transfert, au marteau

Fic. F.3 - FEzemples de Convention de signe
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VIS

COLLE

ANNEXE . COMPLEMEBENTS AUX APPLICATIONS pXPERIMBENTALES

FFT .

Fic. F.4 - Mesures par réciprocité

ACCELEROMETRE

/

TETE

ACCELEROMETRE d'IMPEDANCE

STINGER

FFT

=

+

VIS
COLLE

POT VIBRANT ECROUS

a) Au point couplé VI = V1! b) Au point excité Viee = Vitryer

Fia. F.5 - Vérification du couplage rigide par continuité des vitesses
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F.2 Mesures sur un assemblage de structures simples

Mesures effectuées

Mesure des mobilités ”a vide”
Sur les sous-systemes isolés choisis précédemment on a mesuré les mobilités d’entrée au
futur point de couplage c et les mobilités de transfert entre ce point ¢ et d’autres points
m (ou n) quelconque, non bloqué.

Mesures sur ’assemblage

On a réalisé un assemblage ponctuel des deux systemes précédents par un petit bout de
vis collé, au point c.

On a mesuré les mobilités du systeme assemblé entre les trois points m, n et c.

Matériel nécessaire

Systeme d’acquisition LMS 8 voies avec générateur de signaux interne.
Marteau de chocs avec cable.

Pot vibrant avec cerceau circonférenciel pour suspension.

Téte d'impédance avec cables et vis a coller (1.1g)

2 Accélérometres 0,4 g avec électronique intégrée et fils (0,7 g au total)
1 Amplificateur 4 voies pour les accélérometres

2 Amplificateurs de charge pour la téte d’impédance

2 alimentations pour les amplificateurs de charge

10 m de fil de Nylon, élastiques de gomme, colle biphasique (dure).
tige ("stinger”) avec embouts vissables.

Vis de diametre 5mm, différentes longueurs,

écrous pour fixer les différents éléments,

Vis (3 g avec colle) sur petit cylindre, pour couplage ponctuel robuste.

Mesures et calculs préalables
Correction de masse inutile

On a mesuré au préalable, le plus précisément possible, la masse des différents éléments
du montage:

- celle des capteurs de vitesse, vis, colle et cables

- celle de la vis et de la colle pour la téte d’impédance

on a relevé les caractéristiques de la téte d’impédance (masse interne) d’apres la notice
constructeur.

Avec ces données a fait un calcul de correction de masse pour les mobilités mesurées,
comme indiqué au F.1.2; on a constaté que la correction apportée est négligeable et on
s’est assuré que la "fréquence de coupure” est plus haute que celles mesurées.

Autres vérifications par la masse

On a vérifié les capteurs en faisant une mesure de mobilité ”a vide” avec le pot vibrant avec

stinger, téte d’impédance et cables: il faut vérifier le principe fondamental de la dynamique
pour la masse interne calculée: la mobilité d’entrée obtenue doit étre Y, = m

On vérifie ainsi aussi le bon fonctionnement du pot vibrant et de la téte d’impédance,
ainsi que le montage en général avec le systeme d’excitation et d’acquisition.
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En collant un accélérometre sur une masse vissée a la téte d’impédance, on a eu une
deuxieme vérification par la masse (masses internes + masse des pastilles + masse de la
colle) et on a vérifié la bonne corrélation des signaux et le rapport signal sur bruit.

Choix du systéme d’excitation

En comparant les performances de ’excitation par marteau de choc et par pot vibrant
(bruit blanc injecté par bande), on a choisi cette derniere, qui permetteait d’injecter plus
de puissances et d’obtenir des résultats plus propres en transfert, car le gros cylindre choisi
était tres amorti.

Autres vérifications des capteurs

On a visualisé, sur les mobilités d’entrée, les premiers modes des systemes étudiés dans la
bande fréquentielle excitée et constaté qu’elles ne comportent pas beaucoup d’oscillations
pour les deux cylindres tres amortis (cf. Figure 6.4).

On a aussi calibré les accélérometres par un systeme d’étallonage (table vibrante BK),
puis en ajustant leur sensibilité sur le systeme LMS ou sur les amplificateurs de charge,
en placant plusieurs accélérometres les uns a coté des autres sur une masselotte ou sur
une plaque et en excitant en ce méme point: les mobilités d’entrée (ou de transfert) obte-
nues, qui doivent étre les mémes jusqu’a une certaine fréquence (pour laquelle la longueur
d’onde est huit a dix fois plus grande que le rayon du disque contenant les capteurs),
présentent une dispersion qui définit 'erreur de mesure de base.

Sur le systeme fortement amorti (gros cylindre) on constate (cf. Figure F.6) que ces
différences restent petites entre les deux accélérometres utilisés (sur une mobilité de trans-
fert) et entre I'un d’entre eux et la téte d’impédance (sur la mobilité d’entrée), sauf en

dessous de 100 Hz et au dessus de 3500 Hz.

'YAP20203 — 'YGR10101' —
0008 | YAP33 — | 0008 | 'YGRAOIOL |
0006 | -
0004 | z i
2 oo |
0002 | | M ;o=
0 ///I \\\ A A e " ’ J\An le\ !\w\ A W K} 0.002 i
FAARY, W V P 8
0
-0.002 + 1
0,004 L l -0.002
000 b 000
10 100 1000 10 100 1000
f[H2 f[H2
a) 2 accélérometres, en transfert b) accél./ tete d’imp., en entrée

Fic. F.6 - Comparaison de capteurs par mesures aur mémes points
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Annexe G

Surprise finale

Dérivation de la théorie a partir de systemes simples

Au cours de I’étude analytique, une autre approche a aussi été ébauchée: la dérivation de
la théorie des mobilités énergétiques a partir de "analyse de systemes simples.

On suit le cheminement historique de la SEA: a partir de formules s’appliquant a des
systemes élémentaires (les oscillateurs, qui représentent les modes de toute structure), on
dérive avec moult hypotheses, des expressions énergétiques de portée plus générale.
Cependant la Statistical Energy Analysis néglige 'observation spatiale des systemes (et
c’est aussi son avantage): peu importent ’endroit d’injection des puissances ou I’endroit
et la réalisation du couplage, pourvu que ’analyse des choses soit statistique.

Or un oscillateur, n’est pas seulement une unité énergétique de base (un mode) ou un
évenement statistique (au sens de la SEA), c’est aussi un élément simple spatial. C’est
sous cet aspect spatial (différent de [20]) qu’on va l’envisager ici.

Expressions pour un oscillateur amorti

Un oscillateur définit les propriétés dynamiques d’un point e, en fonction des caractéristiques

mécaniques classiques nécessaires aux théories linéaires: la masse M, la raideur K et ’amor-

tissement C.

Il a une mobilité (classique) d’entrée qui relie la force F injectée et la vitesse obtenue en

ce point e:

v - W+ jw(K —w*M)
c (K —w?M)? 4+ w2(C?

La puissance active moyennée par bandes de fréquence ("pam”) injectée en e s’écrit:

(G.1)

| 2

Ve
P.= <|F.PRe{Y.} > = < :YPR@{YS} > (G.2)
ou encore (7 QM)Q 202 20
N —w +w w
P = V. |2 G.3
<[Vl w? (K —w?M)? 4+ w2(C? o (G-3)

si ’amortissement C est constant en fréquence, on a donc simplement

<IVef> _ 1 (GA)
P. C '
1l existe donc une relation entre la puissance active moyennée injectée dans un oscillateur
par bandes de fréquence et le "miel” obtenu.
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Pour introduire la notion de transfert entre deux points distincts, nous allons introduire
maintenant une deuxieme masse.

Expressions pour un systeme de deux masses - ressort - amortis-
seur

K

ml1 m?2

]

- |
C

Fic. G.1 - Systéme bimasse-ressort-amortisseur

Soit un systeme élastique composé de deux masses (ponctuelles, ou indéformables) ml
et m2, avec un ressort de raideur K et un amortisseur C intermédiaires. A partir des
mobilités classiques d’entrée sur ml:

1+ 7K wmy

Y1 = - - G.5
! Jw(my + mz) — K*w?mqymy (G-5)
et de transfert entre m1 et m2:
Vit 1
Yoime = = - - G.6
tm Fra  Jw(mi + mg) — K*w?myms (G.6)
avec
[X]* = ,(1
en appliquant 3.11, on tire les mobilités énergétiques suivantes en entrée sur ml:
<|Yil? > < (B —wme)?+ 2>
o = < PmlP> < —wma) (@)
< Re{Y,,1} > < w?miec >
et de transfert entre m1 et m2:
< |Yime|* > 4 B2
e2el — | - 2| ~ w? (G8)

< Re{Y,,1} > T < wimic >

Par ailleurs en formant le rapport du ”miel” exact et de la puissance active exacte
moyennée en fréquence, on obtient

<|Vial*> < |Vii]? >
< Re{levT;Zl} > < |Vm1|2(WL§C >

K _ 24 2
= wm2 )2+c

(G.9)

wimic
(%—wmg )24c?

fréquences, (leur variance est faible, sur chaque bande), on remplace la moyenne de leur

en supposant que les deux quantités |V,,1]? et sont lissées sur une bande de
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produit par le produit de leurs moyennes.
On simplifie alors par < |V,,;|* > et on obtient

<Vl > 1

~ G.10)
* w?mic (
< Re{lVia} > < m >
et en transfert ¢
< |Viol? > B ml let 5 +iw2ma |2 (G.11)
< Re{F,uVi} > < |Vm1|2% > |
U—W?TLQ C
qu’on simplifie de méme en
<WVial* > T et SiemaP (G.12)
~ 2.2 :
< Re{FulVib > < % >
ou encore en 24 K2 /02
K w
< |Vm2|2 > < c2-I—K2/w2—2*K*w*m2+w4*mg -~
Rel{F,V* ~ w2mie (Glg)
< Re{F,uVy} > < mmterm >

(%—wm2)2—|—c2

Les expressions G.10 et (.13 ressemblent beaucoup respectivement aux expressions G.7
et .8 issues de la définition. Les termes moyennés ont des variations lentes sur chaque
bande de fréquences, donc on opere 'approximation suivante:

1
<a>

<isx
@

Pour les simulations numériques effectuées, en faisant varier K et ¢, les formules G.7 et
G.10 donnent des résultats tres voisins (cf.Figure G.2).

10000 [+ 10— 10
1000
100
el el el
X f X X
2 2 1 2
B B |
I I I
1
01
0.01 P P L . 01 . . . . . . . . . 1 . . . . . . . . .
0" 500 100015002000250030003500400045005000 500 1000 150020002500 3000 35004000 45005000 500 100015002000 2500 3000 35004000 45005000
f[H f[H]
a) Ressort raide conservatif b) Ressort mou dissipatif ¢) Ressort mou conservatif

Fic. G.2 - Mobilités énergétiques d’entrée du systéme masse-ressort-amortisseur

—— Clalcul par ﬁ — — Définition: % - - - Calcul par G.7

[y

Méme pour des systémes tres simples, avec une seule fréquence de résonnance, la définition
de mobilité énergétique a bien un sens physique (c’est le rapport du "miel” et de la
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puissance active injectée par bande).

Si le ressort K est tres raide on tend vers le cas d’une masse unique, (sans dissipation
interne) et la mobilité classique est purement imaginaire, donc la mobilité énergétique
devient infinie.

Couplage de deux oscillateurs bimasse amortis

Les oscillateurs a deux masses précédents, peuvent étre considérés comme les éléments
les plus simples possédant une mobilité d’entrée et une mobilité de transfert distinctes.
Nous nous proposons donc d’étudier le couplage de deux de ces oscillateurs, ayant des
fréquences de résonnance différentes (cf. Figure G.3).

Le but est de trouver des relations simples (approchées) entre les mobilités énergétiques
de l'assemblage apres couplage et celles des sous-systemes isolés, avant couplage.
L’approche analytique, quoique plus complete, conduit rapidement a des expressions com-
pliquées, a cause des intégrations en fréquence.

Au lieu de poursuivre la dérivation analytique, nous proposons donc de tester directement
numériquement les relations approchées proposées au chapitre 3, pour ce type d’assem-
blage simple.

Les oscillateurs isolés avant couplage ont les mobilités d’entrée au point 2 de couplage

K1 K2

ml m2 m3 m4

=1

1]
1

cl - - C2

1 2 3

Fic. G.3 - Couplage de deux systéemes masse-ressort-amortisseur

illustrées par la Figure G.4. Ce sont des systemes a assez fort amortissement. Le premier,
entre les points 1 et 2, est défini par (M1=0.0004]kg], M2=0.0006[kg], K1=100000.0[N/m],
C1=1.0 [N.s/m]). Le deuxieme, entre les points 2 et 3, est défini par (M3=0.0003]kg],
M4=0.0007[kg], K2=10000.0[N/m], C2=1.0[N.s/m]).

On compare encore une fois les mobilités énergétiques de transfert entre 1 et 3, apres
couplage Hys obtenues par un calcul exact (avec les mobilités classiques apres couplage):

T <[Viar>
s = <Re{Yas}>

et celles obtenues par un calcul approché, avec les mobilités énergétiques avant couplage:

Hyy = 258
H22+H22
Les résultats sont représentés sur la Figure G.5. Ils sont tres satisfaisants sur tout le
spectre de fréquences. Pour des oscillateurs 100 fois moins amortis, dont les mobilités

d’entrée sont représentées sur les figures G.7, on repasse le méme calcul (cf. Figure G.8).
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FiG. G4 - Re{Y2} et Im{Ys} des deux systémes bimasse-ressort-amortisseur avant cou-
plage
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Fic. G.5- Hps apres couplage: —— calcul exact - - - caleul approché

L’erreur devient forte aux fréquences de résonnance de 1’assemblage des deux oscillateurs.
Ici encore on constate que sur la pluspart des bandes, (qui ne contiennent pas de résonnances)
le calcul est tres satisfaisant. Ceci est vrai notamment au dessus de la derniere fréquence
de résonnance de 1’assemblage. A partir de ce cas simple il aurait donc été possible de
dériver analytiquement les expressions approchées du chapitre 3.

Les "fortes erreurs” aux résonnances deviennent beaucoup plus faibles si I’on considere
des moyennes fréquentielles sur des bandes plus larges, car on sous-estime la mobilité
énergétique apres couplage a chaque résonnance, mais on la sur-estime par ailleurs.
L’analyse du couplage de systemes multimodaux, avec plusieurs modes dans une bande,
conduit aussi a moyenner des quantités sous-estimées et des quantités surestimées, donc
a réduire les erreurs autour des résonnances.
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Couplage de quatre oscillateurs bimasse amortis

Le cas suivant consiste a coupler entre eux deux assemblages comme le précedent (voir
Figure G.9) avec le deuxieme systeme donné par (M5=0.4[g], M6=0.6[g], M7=0.3[g],
M8=0.7[g], K3=200000.0[N/m], ¢3=0.001[N.s/m], K4=20000.0[N/m], ¢4=0.001[N.s/m]).

Deux calculs approchés sont menés ici. Le premier ("approché total”), se fait en deux

K1 K2 K3 K4
@@mmz HmS M“MWHWM
cl cd
c2 c3
1 2 3 4 )

Fic. G.9 - Couplage de quatre systemes bimasse-ressort-amortisseur

étapes: a partir des mobilités énergétiques de chaque oscillateur séparé, on prévoit d’abord
les mobilités énergétiques des sous-systemes de deux oscillateurs (comme au paragraphe
précédent), puis celles de I'assemblage total. Le deuxieme calcul ("approché partiel”) uti-
lise les mobilités énergétiques exactes des sous-systemes de deux oscillateurs et prévoit
aussi celles de ’assemblage global. Le ”calcul exact” est toujours mené a partir des mo-
bilités classiques prévues pour ’assemblage.

Ici encore le nombre de modes par bande de 200 Hz est inférieur ou égal a un (cf. Fi-
gure G.10).

Les résultats sont donc tout a fait comparables a ceux du cas précédent, sauf en basse

100 ¢
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o.01 |
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1e_o7 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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f [HZ=Z]

Fia. G.10 - Re{Y3} des deux sous-systémes avant et apres couplage

fréquence ou ils sont nettement moins bons (car la premiere résonnance est plus basse
maintenant), avec des erreurs supérieures a 10 dB en dessous et autour des résonnances
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de "assemblage global pour le calcul "approché partiel” et des erreurs supérieures a 10 dB
en dessous et autour des résonnances des sous-systemes pour le calcul "approché total”
(cf. Figure G.11).

Les deux calculs approchés donnent des résultats de qualité comparable: la méthode ap-
prochée, appliquée de facon itérative, ne se dégrade pas trop, car ses erreurs ne vont pas
toujours dans le méme sens.

En haute fréquence (au dessus de la derniere résonnance) les résultats sont meilleurs.
Lorsqu’on augmente I’amortissement, la dynamique globale et les erreurs diminuent.
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Fic. G.11 - Mobilité énergétique His apres couplage:
—— caleul exact, — — calcul approché total, - - - calcul approché partiel

Avec ces assemblages de masses, ressorts et amortisseurs on retrouve qualitativement les
résultats des simulations numériques sur les assemblages de plaques par liaisons élastiques.

Conclusions

A cause des moyennes fréquentielles il aurait été trop long d’exposer ici la dérivation
analytique des formules de base de la EMMA a partir de I’étude du couplage ponctuel
de systemes simples masse-ressort-amortisseur. Cependant des simulations numériques
ont montré qu’ils vérifient les équations de TEMMA, sauf autour des résonnances des
sousystemes couplés.

Ces résultats sur les oscillateurs représentent une (bonne) surprise, car d’apres le nombre
d’oscillations par bande (nul presque partout), ils auraient di étre mauvais et se détériorer
lorsqu’on augmente I’amortissement, ce qui ne se produit pas.

Il est possible qu’on puisse mieux définir des criteres d’application de la EMMA par
une étude analytique de ces cas simples, en fonction des différents parametres globaux
(largeur de bande, nombre de modes, amortissement) ou locaux (amplitude et nombre
d’oscillations de la mobilité...), mais la démarche suivie dans ce travail, avec des mobilités
quelconques, nous semble donner une vision moins réductive de la méthode que si on
s’était limités a 1’étude d’oscillateurs couplés.
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Pr

incipales Notations

Abréviations

DSP

Densité Spectrale de Puissance

EMMA Energetic Mean Mobility Approach

m.f. moyenne fréquentielle
miel mass independent energetic level < [V/|* >
SEA Statistical Energy Analysis

Conventions

[]
{1}

]

matrice ou unité, suivant le contexte
vecteur
module de x

Re{x} partie réelle de x

<> moyenne sur une bande de fréquences
N, sommation sur I'indice i de 1 & N (entier)
T valeur de la quantité x apres couplage
Symboles

N« < TZoSFRETEQES D B >53

amortissement structural

épaisseur [m]

longueur d’onde [m]

coefficient de Poisson

puissance active injectée au point e
masse surfacique [kg/m?2]

masse volumique [kg/m3]

pulsation [rad/s]

amortissement [N.s/m]

Module d’Young [Pa]

force [N]

Mobilité énergétique [s/kg]

raideur [N/m]

longueur sur I'axe des x [m]

longueur sur I'axe des y [m]

masse [kg]

puissance active par bande de fréquences [W]
vitesse [m/s]

Mobilité classique (ou réceptance) [s/kg]
Impédance [m/s.N]
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