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13Chapitre 1CONTEXTE SCIENTIFIQUE ETBUTS DE L'�ETUDELa derni�ere d�ecennie a encore vu crô�tre la puissance et la vitesse informatiques, doncles possibilit�es et la convivialit�e des m�ethodes de calcul, comme les �el�ements �nis et les�el�ements de fronti�ere, qui r�esolvent par discr�etisation les �equations exactes.C'est paradoxalement dans ce contexte qu'on a assist�e en vibro-acoustique �a un regaind'int�erêt pour des m�ethodes de calcul approch�e, plus simples et rapides, qui r�eduisentl'information n�ecessaire au calcul et proposent des r�esultats plus globaux et simples �ainterpr�eter.Ces m�ethodes, qui vont être bri�evement abord�ees et r�ef�erenc�ees au 1.2, constituent lecadre scienti�que dans lequel s'est d�evelopp�ee la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques.Toutefois il nous semble utile de mieux expliquer tout d'abord les motivations qui ontanim�e ces recherches sur des quantit�es moyennes ou �energ�etiques, de souligner leurs avan-tages et leurs signi�cations.1.1 Importance des quantit�es �energ�etiques et moyennes�A l'origine de ces travaux il y a sans doute la demande croissante d'�etudes vibratoireset acoustiques dans d'autres domaines industriels que ceux classiques de l'a�erospatialeet de la marine militaire, qui pouvaient se permettre des moyens de calcul et des tempsde recherche �enormes : d�esormais le bruit est un facteur concurrentiel pour les transports,l'�electrom�enager, etc. ... On a donc besoin d'appliquer des m�ethodes rapides, et si possiblesimples, autres que les abaques et les tables empiriques, d�es la phase du bureau d'�etudes,pour des produits de s�erie.On peut constater aussi la volont�e de mieux prendre en compte des s�eries de structuresr�eelles, dont les propri�et�es, di�ciles �a mod�eliser, varient fortement d'une r�ealisation �al'autre et doivent donc être d�ecrites, avec des crit�eres statistiques, par des donn�ees issuesde la mesure.1.1.1 Dispersion des mesures sur s�eries de syst�emesLorsqu'on mesure une fonction de transfert, aux mêmes endroits, sur une s�erie de struc-tures industrielles, apparemment "identiques", on obtient une forte dispersion des r�esultats,



14 CHAPITRE 1. CONTEXTE SCIENTIFIQUE ET BUTS DE L'�ETUDE�a cause des petites variations des caract�eristiques des structures utilis�ees : propri�et�esdes mat�eriaux, g�eom�etrie, conditions d'assemblage de di��erents �el�ements (voir [2] et sesr�ef�erences).Des �etudes visent �a mieux connâ�tre les causes possibles de cette dispersion (voir [48],[116] et les r�ef�erences de [105]), d'autres ont propos�e des crit�eres th�eoriques pour d�e�nirdes bornes pour ces variations de comportement (voir [20], [45], [70]). Une troisi�eme ap-proche, (voir [102]) consiste �a trouver des quantit�es qui, mesur�ees sur un syst�eme, soientcaract�eristiques pour toute une "classe" de syst�emes, ou varient peu d'un syst�eme �a l'autre.La pr�esente �etude peut être replac�ee dans cette derni�ere optique.1.1.2 Stabilisation par quantit�es �energ�etiquesLorsque le recouvrement modal est fort (sup�erieur �a un), le comportement vibratoired'une structure n'est plus domin�e par des modes isol�es, mais par les contributions deplusieurs modes �a la fois et tend asymptotiquement (vers les hautes fr�equences) vers celuid'une structure in�nie de mêmes caract�eristiques (mat�eriau et �epaisseur) (voir [7], [20],[117]). Ceci se produit au dessus d'une certaine fr�equence, analogue �a la fr�equence limited'un champ di�us en acoustique, inversement proportionnelle �a la densit�e modale et �al'amortissement (voir [45] pp.74-76).Alors le niveau de vitesse jV j varie peu d'un point �a l'autre, s'ils sont distants de quelqueslongueurs d'onde des limites et des discontinuit�es structurales (inhomog�en�eit�es de masse,de raideur, d'amortissement) et des excitations ext�erieures ([118]). L'�energie cin�etiqueponctuelle en haute fr�equence �=2jV j2, ind�ependante de la phase, est donc un param�etreplus stable que la simple vitesse, pour des structures ayant des amortissements compa-rables, même en pr�esence de variations g�eom�etriques, ou de raideur, ou de masse locale,en des points distants de celui consid�er�e.De même il a �et�e observ�e que la puissance active inject�ee dans une structure localementhomog�ene, avec un fort recouvrement modal, est peu sensible �a l'endroit d'injection ([7],[54]), (sauf pr�es des limites ou des discontinuit�es). Cette puissance ne d�epend en e�et quede la partie r�eelle de la mobilit�e d'entr�ee (au point d'injection), qui, en haute fr�equence,tend vers celle de la structure in�nie de même �epaisseur et mat�eriau.On peut donc d�ej�a consid�erer le rapport entre �energie cin�etique locale et puissance activeinject�ee, �a fr�equence pure, comme �etant une quantit�e int�eressante, car assez stable enhaute fr�equence.1.1.3 Stabilisation par quantit�es moyenn�eesIl a �et�e observ�e (en calculant les �energies globales, pour une classe de structures, voirencore [111], [102] et [45] ) que l'utilisation de quantit�es moyenn�ees en fr�equence, ou spa-tialement, ou des deux fa�cons �a la fois, permet aussi d'obtenir des variations beaucoupmoins importantes. Cette propri�et�e est largement exploit�ee dans la SEA, qui applique lesdeux types de moyenne �a la fois.Par exemple, Bourgine ([7]) montre que la moyenne fr�equentielle et spatiale des admit-tances d'entr�ee d'une structure, �egale au rapport de sa densit�e modale et de sa massetotale, est �egale aussi �a l'admittance dentr�ee de la structure in�nie associ�ee. Donc il s'agitbien d'une quantit�e commune �a des structures industriellement identiques.



1.1. IMPORTANCE DES QUANTIT�ES �ENERG�ETIQUES ET MOYENNES 15Moyennes spatialesL'e�et de moyenne spatiale sur une partie ou sur la globalit�e de la structure est transpa-rent: on excite et on mesure la vitesse �a tous les points d'un maillage (d�e�ni en fonctionde la fr�equence maximale �a analyser); les variations des caract�eristiques locales (massesurfacique, raideur, amortissement, g�eom�etrie...) se r�epercutent sur les valeurs globales(masse totale, surface totale), ou moyennes (�epaisseur, raideur, amortissement...), et surleurs �ecarts type.On remarquera cependant que les mesures que cette moyenne implique sont lourdes, sur-tout pour des syst�emes complexes, non homog�enes, et que pour ces derniers on n'obtientaucune information sur le comportement local.Moyennes fr�equentiellesLa signi�cation physique d'une moyenne fr�equentielle est moins �evidente.Pour des structures �a comportement lin�eaire, par le th�eor�eme de Parseval on peut aussiinterpr�eter la moyenne d'une �energie cin�etique locale sur une bande de fr�equences, commela moyenne temporelle de cette �energie due �a la part d'excitation, s'exer�cant uniquementdans cette bande de fr�equences:E = Z +1�1 �=2 jV (t)j2 dt = Z +1�1 �=2V (f)V �(f)df (1.1)Cependant la r�eponse en un point d'une structure, �a une fr�equence d'excitation, d�ependde tous les modes �a la fois, donc non seulement des caract�eristiques locales aux pointsmesur�e et excit�e, mais aussi de celles aux autres points de la structure. La variationdes caract�eristiques, locales, par exemple �a l'endroit mesur�e, change les contributions decertains modes, donc elle peut beaucoup jouer sur certaines bandes de fr�equences maispresque pas sur d'autres.On ne peut donc pas mettre en relation une variation moyenne des caract�eristiques de lastructure et son �ecart type, (qui peuvent s'obtenir avec les mêmes variations �a des endroitsdi��erents), avec une moyenne et un �ecart type de la r�eponse sur une bande de fr�equencesdonn�ee (arbitrairement choisie). (Voir aussi dans cette optique [111], [21]).Moyennes fr�equentielles et moyennes d'ensembleKeane et Mace ([52], [81]) montrent, sur des syst�emes de poutres coupl�ees, que la moyennepar bandes fr�equentielles ne peut pas être consid�er�ee comme l'�equivalent d'une moyenned'ensemble (sur une classe de syst�emes de caract�eristiques semblables). De Jong ([26])soutient, au contraire, que pour des syst�emes su�samment complexes la distribution desr�eponses en fr�equence et celle sur l'espace ont la même variance normalis�ee, ce qui in-dique que ces structures sont "ergodiques dans leur variation en fr�equence" (une moyenned'ensemble, avec une variation al�eatoire des modes est repr�esentative d'une moyennefr�equentielle pour une structure d�etermin�ee). Si cette th�ese se con�rme, �a partir des me-sures sur un syst�eme complexe, moyenn�ees en fr�equence on obtiendra une estimationcorrecte du comportement d'une classe de syst�emes semblables (voir aussi [83]).Il semble alors important de d�evelopper des m�ethodes qui utilisent des quantit�es moyenn�eesen fr�equence, mesur�ees sur des syst�emes isol�es, pour pr�edire le comportement (par bandesde fr�equences) d'assemblages de ces syst�emes ou la r�eponse �a des sollicitations di��erentes.



16 CHAPITRE 1. CONTEXTE SCIENTIFIQUE ET BUTS DE L'�ETUDEComme la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques qu'on va pr�esenter ici est bas�ee sur lamoyenne en fr�equence, on essayera de d�e�nir des param�etres, mesurables, qui a prioriinuencent cette moyenne.1.2 Contexte scienti�que: analyse bibliographiqueApr�es avoir pr�esent�e les motivations de ce travail, on va maintenant rappeler plus pr�ecisementdans quel contexte scienti�que il se situe.On citera ici des m�ethodes qui, par leur objet, par leur d�emarche, ou par leur forma-lisme permettent d'�etablir des analogies et d'envisager les mobilit�es �energ�etiques, qu'onpr�esentera par la suite, sous des angles di��erents.1.2.1 Mobilit�es classiquesL'utilisation des mobilit�es (ou "admittances"), pour le calcul des vitesses des assemblageset des e�orts de couplage, date de la premi�ere moiti�e de ce si�ecle.Leur mise en oeuvre, compar�ee �a celle des imp�edances, a fait l'objet de nombreuses pu-blications (voir [109], [94], [20], [84], [10]...) et colloques (par exemple le "Colloque surl'imp�edance m�ecanique" de mai 1972 �a l'ECL).La m�ethode sera d�etaill�ee ici au chapitre 2 , mais on peut d�ej�a dire que sa simplicit�eth�eorique et son côt�e semi-exp�erimental ont fait en sorte qu'elle a �et�e utilis�ee dans beau-coup de travaux de recherche, de la d�etermination des puissances �echang�ees entre struc-tures ([38], [101], [32]), ou inject�ees ([17], [69]), �a l'intensim�etrie structurale ([21], [22],[108], [124]...) au calcul des ingr�edients de la SEA (voir au 1.2.3 et [7], [14]), au diagnos-tique vibratoire ([75]).Les d�eveloppements les plus r�ecents concernent l'�etude des mobilit�es de moment et lestechniques de mesure associ�ees ([34], [44], [97], [68], [128], [90], [71], [124]), l'�etude desmobilit�es lin�eiques et surfaciques ([91], [23], [66], [93]), l'�etude de concepts d�eriv�es, tels la"mobilit�e e�ective" (rapport complexe de la vitesse en un point et de la somme de toutesles forces excitatrices: [98], [99], [40]), la caract�erisation de sources �a l'aide du "descripteurde source" ([88], [66], [49], [126]), la caract�erisation de jonctions ([107]), ou l'utilisationdes mobilit�es de chaque sous-structure assembl�ee, avec les autres sous-structures bloqu�ees,pour mieux d�e�nir les couplages ([84], [4])...On peut aussi remonter des sensibilit�es sur les mobilit�es �a celles sur les valeurs et vecteurspropres d'une structure ([70]).1.2.2 Mobilit�es moyennesPour les raisons �enonc�ees au 1.1, dans la derni�ere d�ecennie, on a aussi vu resurgir (apr�esCremer et Heckl [20]), des �etudes sur des mobilit�es moyenn�ees.Langley ([63]) a propos�e le calcul des enveloppes des mobilit�es moyenn�ees spatialement.Skudrzyck ([117], [118] ...) a �elabor�e la M�ethode de la Valeur Moyenne (en fr�equence) a�nd'�evaluer les mobilit�es moyennes d'entr�ee, le module moyen des mobilit�es de transfert etleurs enveloppes, pour des structures simples, en moyennes et hautes fr�equences. Il a aussipropos�e d'utiliser les moyennes g�eom�etriques fr�equentielles des amplitudes des r�esonances



1.2. CONTEXTE SCIENTIFIQUE: ANALYSE BIBLIOGRAPHIQUE 17et des antir�esonnances des premiers modes pour des structures complexes, a�n de retrou-ver les caract�eristiques de la "structure in�nie associ�ee".Par la suite d'autres �etudes ont repris l'id�ee de Skudrzyk de lissage fr�equentiel des mobi-lit�es et l'ont appliqu�ee au calcul d'assemblages de poutres, avec des techniques de lissagedi��erentes. Girard et Defosse [43] utilisent une s�election de chemins structuraux directsentre deux points (les plus courts, sans boucles) qui fournissent la contribution moyennede l'e�ort appliqu�e en un point sur le niveau de la vitesse �a l'autre point. Delattre [28]propose dans ce même but l'utilisation de l'analyse cepstrale, qui permet de s�electionnerles premi�eres contributions dans un signal temporel (contributions qui correspondent aucepstre d'�energie), en �eliminant les "�echos" (contributions indirectes dues aux r�eectionsaux limites). Moorhouse et Gibbs ont aussi propos�e un calcul de la mobilit�e moyenneet maximale (en fr�equence) dans [89]. Le calcul de la mobilit�e de transfert moyenne auxhautes fr�equences, par une formulations �energ�etique simpli��ee a �et�e e�ectu�e par Y. Las�eet al. ([65], [64]). Ce qui souligne encore le fait que l'utilisation de la moyenne fr�equentielleest li�ee �a celle de quantit�es �energ�etiques.Notre �etude peut être lue commeun nouveau d�eveloppement de l'id�ee de mobilit�emoyenn�eeen fr�equence, mais avec des moyennes arithm�etiques, qui permettent d'op�erer des simpli-�cations sur des quantit�es �energ�etiques, même si ces derni�eres ne sont pas directementidenti�ables �a celles d'une "structure in�nie associ�ee". Elle comporte aussi une mise enoeuvre de ces mobilit�es moyennes dans une m�ethode �energ�etique d'assemblage de struc-tures, sous une forme quasi-identique �a celle des mobilit�es classiques.1.2.3 La Statistical Energy Analysis (SEA)La SEA est n�ee dans les ann�ees "60 avec les travaux de Lyon, Smith, Maidanik, Eichler,Sharton, Newland, Gersch, Pope ...([78], [120], [77], [79], [80], [92], [42], [103],...) et faitl'objet encore actuellement de tr�es nombreuses �etudes et propositions de remaniement.Th�eorie de baseLa th�eorie de base est simple : il y a une relation de proportionnalit�e entre la di��erence des�energies globales et la puissance �echang�ee par deux oscillateurs coupl�es en d�eplacementvitesse et acc�el�eration.En assimilant les modes d'une structure �a des oscillateurs, en consid�erant que la r�eponse dela structure dans une bande de fr�equences excit�ee est due surtout aux modes r�esonnants,en consid�erant de plus que les modes d'une classe de structures semblables sont distribu�esr�eguli�erement en fr�equence et ont la même�energie (excit�es par une excitation large bande),on �etablit la proportionnalit�e entre la di��erence des �energies modales EA et EB des sous-structures A et B et la puissance �echang�ee PAB (de A vers B) dans une bande de fr�equences:PAB = �AB!(EA � EB) (1.2)Les termes �AB sont appel�es "facteurs de pertes par couplage" ou CLF (coupling lossfactors).Cette m�ethode permet d'analyser le comportement �energ�etique statistique d'une classe(=ensemble de r�ealisations) d'assemblages, par bandes de fr�equences, �a partir de la connais-sance des puissances inject�ees, des facteurs de pertes internes des sous-structures et desfacteurs de perte par couplage, entre les couples de sous-structures directement li�ees, avecune hypoth�ese de couplage faible (cf.[74]).



18 CHAPITRE 1. CONTEXTE SCIENTIFIQUE ET BUTS DE L'�ETUDEAutres caract�eristiques et remarquesLa SEA s'applique �a des structures "lin�eaires, passives et bilat�erales" (cf. [76] p.69). Elleutilise le premier principe de la thermodynamique : la puissance inject�ee dans un syst�emeest �egale �a la puissance dissip�ee dans ce syst�eme ("pertes internes", plus la puissance quisort �eventuellement de ce syst�eme): Pext + Pdiss = 0 (1.3)Ce qui permet de calculer le facteur de pertes internes �A par la puissance inject�ee PA etl'�energie cin�etique moyenne de la structure EA :PA = �A!EA (1.4)Il ne s'agit pas d'une m�ethode pr�edictive, car la relations 1.2 porte sur les �energies mo-dales apr�es couplage. Dans certains cas on peut consid�erer qu'elle est valable aussi avecles �energies modales avant couplage (par exemple si on n'assemble que deux syst�emes,par couplage faible), mais dans le cas g�en�eral on ne pourra pas exprimer la puissance�echang�ee entre deux syst�emes A et B ind�ependamment de l'�energie modale avant cou-plage des autres syst�emes coupl�es (C, D ...).La relation de base est toutefois robuste: une erreur sur les CLF, sur les amortissementsou sur les �energies modales des soussyst�emes n'est pas ampli��ee dans les puissances ob-tenues, c'est pour cette raison que dans beaucoup de cas, on peut l'utiliser abusivementpour des couplages non faibles, avec des faibles densit�es modales, pour des d�emarchespr�edictives ou avec des maillages grossiers des structures.La "relation inverse", c'est �a dire la reconstitution des CLF, est beaucoup plus probl�ematiqueet son utilisation "abusive", ou avec des donn�ees fortement entach�ees d'erreur, donne sou-vent des r�esultats aberrants.Variantes et approfondissementsUne variante apparue tr�es tôt ([125], [114], [132], [27]...) consiste �a utiliser les �energies dessous-structures "isol�ees bloqu�ees", en consid�erant, apr�es couplage, tour �a tour, chaquesous-structure excit�ee, reli�ee aux autres pendant qu'elles sont maintenues immobiles.Une autre proposait d'utiliser une formulation duale sur la relation de base du couplagefaible entre oscillateurs ([50]), mais n'a pas eu de suites.Une variante actuellement r�epandue, pr�econise l'utilisation de "CLF indirects", d�e�nisentre les sous-syst�emes non directement coupl�es, a�n d'am�eliorer les r�esultats, par desrelations du genre:PAB = ![�AB(EA � EB) +XC �AC(EA � EC) + �CB(EC � EB)] (1.5)Dans ces approches les relations inverses restent tout autant probl�ematiques et l'appli-cation au couplage fort, l'application pr�edictive et les autres applications "abusives" nesemblent toujours pas g�en�eralisables (voir [39], [123], [60], [61], [62], [113],..).La SEA a �et�e �etudi�ee analytiquement et num�eriquement par des approches de superposi-tion modale ou d'ondes, pour des syst�emes simples (poutres, plaques minces sur appuis...),ou par des simulations num�eriques avec les �el�ements �nis.Les di��erents travaux ont �etudi�e le rôle de la densit�e modale et du recouvrement modal([20], [25], [53], [37], [52], [87],...), le rôle du niveau d'�energie ([123]), de l'excitation ([131])la fa�con de calculer et mesurer les CLF ([119], [5], [15], [127], [16], [61], [115], [11], [85],



1.2. CONTEXTE SCIENTIFIQUE: ANALYSE BIBLIOGRAPHIQUE 19[23], [110], [59]...), l'incertitude et la variance des r�esultats ([76]).Un autre souci permanent a �et�e celui de mieux d�e�nir la "force" du couplage ([104], [18],[24], [106], [13], [119], [35], [82], [83], [36]...), d'�etendre la validit�e des formules SEA aucas du "couplage fort" et aux moyennes fr�equences (voir par exemple [130], [53], [29]),avec un d�eveloppement li�e �a une notion de "ou structural" (Soize et al. [122], [121] ) oul'utilisation de l'�energie thermodynamique des sous-syst�emes plutôt que l'�energie stock�ee(Bernstein et Kishimoto [55]).D'autres auteurs ([86], [100]...), ont d�e�ni une SEA dans le domaine temporel ("transientSEA") pour traiter des excitations par chocs ou des syst�emes non lin�eaires.C'est en tout cas la m�ethode en hautes fr�equences la plus utilis�ee et celle autour de laquelleil y a eu le plus d'�etudes dans les derni�eres ann�ees. Dans le dernier chapitre on expliqueracomment la SEA peut aussi tirer pro�t de la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques.1.2.4 Autres approches �energ�etiques des ann�ees "70 - "80Au d�ebut des ann�ees "70 ([7]) A. Bourgine, L. Cremer et M. Heckl ([20] pp.293-305) ontcontribu�e �a mieux comprendre les bases th�eoriques des approches statistiques et globalesen dynamique vibratoire, en reliant certaines quantit�es comme la densit�e modale d'unestructure, la masse totale et la partie r�eelle de l'admittance de la structure in�nie associ�ee.J. L. Guyader dans ([45]) a calcul�e des bornes pour l'�energie et la puissance dissip�ee parun milieu excit�e par des forces harmoniques ou al�eatoires large bande, en montrant quepour ces derni�eres l'�ecart en �energie (lorsque les conditions aux limites et la loi de com-portement varient) est plus faible.Pour l'analyse des �energies globales des structures aux hautes fr�equences, Kubota etDowell ([33], [58]) ont propos�e une technique d'approximation asymptotique, bas�ee surune d�ecomposition modale, limit�ee �a des structures analytiquement connues (poutres etplaques appuy�ees): l'AMA (Asymptotic Modal Analysis). Leur d�emarche a le m�erited'analyser clairement certaines approximations sur des quantit�es moyenn�ees, et de re-trouver certains r�esultats de la SEA.1.2.5 Mobilit�es E�ectives et Coe�cients d'InuenceIl s'agit de deux m�ethodes �energ�etiques apparues au d�ebut des ann�ees "80.La mobilit�e e�ective r�epartie (voir [98], [99]) est le rapport de l'�energie cin�etique globalesur la puissance totale (complexe) inject�ee. Elle peut s'exprimer en fonction des mobilit�esclassiques, avec certaines hypoth�eses sur les modules des forces et leurs phases relatives.Son utilisation est cependant purement formelle: la mobilit�e e�ective d�ecrit seulement unecertaine con�guration: elle d�epend de la distribution des e�orts ext�erieurs et ne peut doncpas caract�eriser une structure en soi.Les coe�cients d'inuence relient les �energies globales des sous-syst�emes aux densit�esspectrales de puissance des forces excitatrices, permettant d'analyser s�epar�ement le cou-plage "spatial, spectral et par excitation" (voir [46]).L'id�ee d'une mobilit�e entre quantit�es �energ�etiques moyenn�ees (spatialement) est d�ej�a engerme dans ces deux �etudes.



20 CHAPITRE 1. CONTEXTE SCIENTIFIQUE ET BUTS DE L'�ETUDE1.2.6 Les PFRF et la M�ethode des R�eceptances de PuissanceLes Fonctions de R�eponse en Fr�equence pour les Puissances (PFRF) propos�ees par Kosssont des rapports de l'�energie cin�etique ponctuelle et de la puissance inject�ee ([56], [57]).Elles peuvent s'exprimer �a partir des mobilit�es des syst�emes assembl�es ou isol�es. Les ex-pressions des PFRF, moyenn�ees en fr�equence et spatialement, en fonction des mobilit�esmoyennes apr�es couplage ont aussi �et�e propos�ees, pour le calcul des facteurs de pertes parcouplage de la SEA.Dans la m�ethode de Keane et al. ([51], [113], [3]), (�a situer �a la suite de celle des Co-e�cients d'Inuence) on utilise les r�eceptances de puissance" Hee d�e�nies, en entr�ee, aupoint e par le rapport de la puissance Pe et de la densit�e spectrale de puissanceSFeFe dela force Fe : Pe = HeeSFeFe pour calculer les �energies des syst�eme coupl�es et les puissances�echang�ees.Ces quantit�es sont �a l'�evidence d�ependantes du type de force utilis�e, leur expression a �et�ed�etaill�ee pour des forces ponctuelles et des forces r�eparties d�ecorr�el�ees (type "pluie sur letoit").Lundberg a propos�e dans [72], [73] d'utiliser les fonctions complexes de transfert par mo-dulation, d�e�nies par Shroeder ([112]), pour relier des �energies et des puissances.Ces trois m�ethodes utilisent des mobilit�es classiques (qui sont des DSP de fonctions detransfert en fr�equence) pour pr�edire les puissances �echang�ees et les �energies des assem-blages, en faisant des hypoth�eses simpli�catrices sur le type des excitations ext�erieures.Des moyennes spatiales et fr�equentielles e�ectu�ees sur les quantit�es apr�es assemblage,permettent le calcul des facteurs de pertes par couplage de la SEA, avec des hypoth�esessuppl�ementaires concernant le type d'excitation.Elles pr�esentent donc des fortes analogies avec l'�etude actuelle; cependant les quantit�es debase (les mobilit�es) ne sont pas des quantit�es moyenn�ees par bandes (larges) de fr�equenceet les simpli�cations que cette moyenne introduit n'ont pas �et�e per�cues.1.2.7 �Ecoulement d'�energieLa derni�ere d�ecennie a aussi vu la naissance de formulations visant �a connâ�tre l'�energieen tout point d'une structure �a fr�equence pure, �a partir des travaux de Belov et al. ([1])et des descriptions de la distribution de l'�energie de Bernhard, Bouthier et Wohlever ([8],[9]), suivant une analogie avec l'�ecoulement de la chaleur. Une approche simpli��ee n�egligeles champs proches ([30],[31] ), d'autres, plus �elabor�ees, utilisent les densit�es d'�energietotale et lagrangienne ([64], [67]), ou des formulations int�egrales approch�ees pour obtenirdes calculs plus exacts.Derni�ere approche, souvent class�ee (�a tort) parmi celles �energ�etiques, car elle travaille aussisur une repr�esentation par enveloppe plus que sur la solution vibratoire exacte (vitessecomplexe et oscillante) est celle de Carcaterra et Sestieri ([12]), qui utilisent la transform�eede Hilbert pour analyser le d�eplacement pour des nombres d'onde �elev�es, avec un maillagefaible.Ces approches sont toutes d�ependantes de l'op�erateur caract�eristique de la structureconsid�er�ee, donc leur application semble limit�ee aux structures minces et homog�enes.



1.3. R�ECAPITULATIF DES BUTS DE L'�ETUDE 211.3 R�ecapitulatif des buts de l'�etudeOn a vu que la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques se situe au carrefour de plusieurs ten-dances actuelles: des formulations donnant une information �energ�etique locale, la volont�ed'utiliser des quantit�es moyenn�ees en fr�equence et le besoin de m�ethodes approch�ees maissimples et rapides. Dans ce contexte on va maintenant pr�eciser les buts de ce travail, quiont pu transparâ�tre dans les sections pr�ec�edentes, et annoncer les choix m�ethodologiquese�ectu�es.1.3.1 Une formulation �energ�etique localeOn a annonc�e au 1.2 que notre m�ethode s'inscrit parmi celles qui visent �a donner une in-formation �energ�etique locale sur une structure qui peut pr�esenter de fortes discontinuit�es,donc de fortes variations de l'�energie cin�etique d'un point �a un autre.Cette information �energ�etique locale fait d�efaut �a la SEA et �a d'autres m�ethodes cit�ees(mobilit�es e�ectives, coe�cients d'inuence...) qui utilisent des moyennes spatiales. Ongardera tous les avantages d'une technique de mobilit�es classiques qui n�ecessite des donn�eescalcul�ees ou des mesur�ees seulement aux points int�eressants, (optimisation spatiale de l'in-formation).1.3.2 Des v�eritables mobilit�es moyennes pour assemblagesD'un certain point de vue, au del�a de son aspect de m�ethode �energ�etique locale, la prin-cipale id�ee de cette �etude est de proposer des v�eritables mobilit�es moyennes.On va utiliser exclusivement des quantit�es moyenn�ees par bandes de fr�equence (donc moinssensibles aux petites variations de la structure), avec des temps de calcul extrêmementr�eduits (optimisation fr�equentielle de l'information) et sans information venant de laphase: cette information n'est donc pas n�ecessaire lorsqu'on veut reconstituer des quan-tit�es �energ�etiques par bandes de fr�equence. On e�ectuera avec ces quantit�es l'�equivalent�energ�etique des calculs r�ealis�es avec les mobilit�es classiques (addition des contributionsde plusieurs excitations simultan�ees, calcul d'assemblages �a partir des caract�eristiques,mesur�ees ou calcul�ees, des sous-structures isol�ees...).Elles vont nous permettre en�n de d�e�nir des sources par bandes de fr�equence.La nouvelle d�e�nition de mobilit�es moyenn�ees en fr�equence nous semble être le maillonmanquant, entre les m�ethodes du 1.2.2 et les approches �energ�etiques.1.3.3 Utilisation d'un formalisme simple et g�en�eralPar le choix des mobilit�es mesur�ees, comme ingr�edients de base, notre m�ethode �evite lesdi�cult�es d'une description compl�ete de l'�energie des syst�emes vibrants et veut être uneformulation ind�ependante de l'op�erateur et de la complexit�e de la structure.On a tâch�e de ne pas introduire d'hypoth�eses qui restreignent l'applicabilit�e �a des struc-tures particuli�eres (pourvu qu'elles soient lin�eaires), la seule restriction, �a l'�etat actuel dela m�ethode, concerne le type de couplage entre structures, qui doit être ponctuel, du faitmême de l'utilisation des mobilit�es classiques. Ceci ne nous a pas dispens�es d'�etudier deslimites d'utilisation, par des simulations num�eriques.En�n on a conserv�e le formalisme des mobilit�es classiques (rappel�e au chapitre 2), �a lafois simple (bas�e sur la r�egle de trois) et assez familier au monde scienti�que et industriel.



22 CHAPITRE 1. CONTEXTE SCIENTIFIQUE ET BUTS DE L'�ETUDE



23Chapitre 2LES MOBILITES CLASSIQUES :UN OUTIL PREDICTIFIl faut avoir clairement �a l'esprit la technique des mobilit�es classiques avant d'abordercelle des mobilit�es �energ�etiques, qui en empruntera le formalisme et les d�emarches. Cettetechnique �etant simple, on va la d�ecrire ici in extenso.G�en�eralit�esLes mobilit�es permettent d'�etablir des relations alg�ebriques simples, ind�ependantes dutype de structure et de la m�ethode de calcul (ondes, contributions modales, EF...) entreles e�orts et les vitesses.Lorsqu'on les mesure, elles prennent en compte les �eventuels couplages vibro-acoustiques(avec des cavit�es internes �a la structure, ou avec le milieu environnant), les conditionsaux limites r�eelles et les d�efauts locaux ou globaux de la structure, (qu'on aurait du mal�a caract�eriser et �a introduire dans d'autres m�ethodes num�eriques): on n'a donc pas lesprobl�emes du recalage du mod�ele.Les r�ef�erences bibliographiques d�etaill�ees ont �et�e donn�ees au 1.2.1.2.1 La mobilit�e classique: une fonction de transfertLa th�eorie des mobilit�es s'applique �a des structures qui ont un comportement lin�eaire(le d�eplacement est proportionnel �a l'excitation), et sont passives (sans sources d'�energieinternes) (voir [91]).Ces structures sont consid�er�ees pour des mouvements �a fr�equence pure et dans une con�-guration ou un montage donn�e.La notion de fonction de transfert en fr�equence est utilis�ee au sens classique du traitementdu signal (voir par exemple [41]).2.1.1 D�e�nitionLa mobilit�e Yme(f), est d�e�nie comme l'amplitude complexe de la vitesse obtenue au pointm en appliquant au point e une excitation harmonique d'amplitude complexe unitaire (�ala fr�equence f), en l'absence d'autres excitations.Compte tenu de la lin�earit�e, pour un e�ort Fe(f) au point e on a donc une vitesse Vm(f)



24 CHAPITRE 2. LES MOBILITES CLASSIQUES : UN OUTIL PREDICTIFtelle que Vm(f) = Yme(f) Fe(f), ou encoreYme(f) = Vm(f)Fe(f) (2.1)Cette quantit�e complexe caract�erise le chemin physique entre les deux points de la struc-ture: on dira donc qu'elle est intrins�eque.La relation 2.1 est en fait �ecrite pour l'une des 6 composantes du vecteur vitesse au pointm ~Vm(f), qui comporte 3 rotations et 3 translations, et pour l'une des 6 composantes duvecteur des e�orts au point e, ~Fe(f), compos�e de 3 forces et de 3 moments.Il est donc clair que ce qu'on appelle "mobilit�e entre les deux points m et e", n'est autrequ'une matrice de 36 �el�ements ��Y me(f). Chacun de ces �el�ements est une fonction de trans-fert en fr�equence entre une composante du vecteur des vitesses obtenues au point m etune composante du vecteur des forces et des moments appliqu�es au point e. On aura doncla relation g�en�erale ~Vm(f) = ��Y me(f)~Fe(f) (2.2)2.1.2 Propri�et�esDeux propri�et�es principales d�erivent du th�eor�eme de l'�energie mutuelle de Heaviside ([47]).P. 1 La matrice [Yme](f) est sym�etrique : la vitesse Vmx obtenue en appliquant le momentMez est, par exemple, �egale �a la vitesse Vmz obtenue en appliquant le moment Mex.Application: une excitation par moments purs �etant di�cile �a obtenir exp�erimentalement,on utilise souvent les composantes de rotation des vitesses dues �a des forces au lieu decelles de translation dues aux moments.P. 2 La mobilit�e (chaque composante) Yme(f) est aussi sym�etrique par rapport aux indicesdes points de mesure m et d'excitation e: Yme(f) = Yem(f) .C'est ce qu'on appelle couramment "r�eciprocit�e entre les e�orts et les vitesses" (voir [129],[19], [68]...).Application : on peut limiter le nombre d'exp�eriences �a mener pour construire la ma-trice des mobilit�es, en particulier on a un fort gain de temps sur le montage du syst�emed'excitation.Simpli�cation des notationsSouvent, sur les structures minces, on ne consid�ere que les mobilit�es entre les composantesde translation des vitesses et les forces, voir même la seule mobilit�e entre la vitesse nor-male �a la structure et la force normale, qui excite la structure en exion.Ceci est valable g�en�eralement en basse fr�equence, lorsque l'e�et des excitations par mo-ment est n�egligeable devant celui des forces ([20]), cependant, dans beaucoup de cas r�eels,on ne peut pas n�egliger les contributions des moments.Dans ce travail on ne va pas consid�erer ce type d'excitation: pour des raisons de simplicit�ede pr�esentation, la matrice [Yme](f) pr�ec�edente, reliant les deux points m et e, se r�eduitalors �a la seule composante Yme(f).Si l'on consid�ere plusieurs points m et e de la structure, on peut maintenant former lamatrice (sym�etrique en vertu de P.2) des mobilit�es entre ces points: quand on parlera dematrice des mobilit�es [Yme](f) c'est �a cette derni�ere matrice qu'on fera r�ef�erence.



2.2. UTILISATION POUR UNE STRUCTURE ISOL�EE 25De plus on omettra souvent l'argument (f), car tous les termes des �equations serontconsid�er�ees �a une même fr�equence pure.On notera Zee (ou Ze) l'imp�edance de la structure au point e, inverse de la mobilit�ed'entr�ee Yee (ou Ye) et on aura une matrice des imp�edances [Zme] telle que [Zme]�1 = [Yme].Remarques PhysiquesAu niveau exp�erimental, dans la technique des mobilit�es, par "point d'une structure" ond�esigne un disque, dont le rayon est inf�erieur ou �egal �a un dixi�eme de la longueur d'onde(de exion ou de traction-compression) �a la fr�equence consid�er�ee (voir [20]), �a l'int�erieurduquel la vitesse varie tr�es peu.En plus des di�cult�es pour les mesures des moments et des rotations, il faut rappelerque les mobilit�es mesur�ees sur une structure pr�esentent une dynamique d'autant plusgrande que la structure est peu amortie et qu'une incertitude sur le point de mesure, surles conditions aux limites, sur le syst�eme de mesure ou d'excitation, peut entrâ�ner unchangement de phase important et une variation importante de la valeur complexe de cesmobilit�es.2.2 Utilisation pour une structure isol�ee2.2.1 Additivit�e des excitationsOn utilise les mobilit�es classiques pour additionner les contributions de Ne e�orts Fe,appliqu�es en di��erents points e a�n de calculer la vitesse obtenue en un point m, par:Vm = NeXe=1YmeFe (2.3)avec une notation matricielle on aura doncfVmg = [Yme]fFeg (2.4)Reconstitution des forces par relation inverseDans la relation pr�ec�edente les forces Fe sont celles inject�ees simultan�ement.En pratique il est on�ereux de mesurer plusieurs forces en même temps, il est donc conseill�ede mesurer les vitesses obtenues, en au moins Ne points i et de reconstituer les forces parune relation inverse: fFeg = [Yie]�1fVig (2.5)ensuite on pourra pr�evoir les vitesses aux autres points m par:fVmg = [Yme][Yie]�1fVig (2.6)2.2.2 D�e�nition des types de sourceSi on ne veut pas mesurer les vitesses dues �a plusieurs excitations, on peut utiliser lesforces isol�ee en faisant l'une des hypoth�eses suivantes.



26 CHAPITRE 2. LES MOBILITES CLASSIQUES : UN OUTIL PREDICTIFSources de forceEn supposant que chaque force n'est pas a�ect�ee par la pr�esence des autres (ce qu'onappelle une "source de force"), on identi�e le produit YmeFe avec la vitesse qu'on auraitobtenue au point m si cette force avait agi seule. On �ecrit donc 2.3 ou 2.4, par superpo-sition, en consid�erant que les forces Fe sont celles mesur�ees lorsqu'elles sont appliqu�eesseules.On s'approche de ce cas pour des syst�emes d'excitation qui ont une mobilit�e grandedevant celle de la structure excit�ee (c'est un type de syst�eme d'excitation �a rechercherexp�erimentalement, car il perturbe peu le comportement de la structure observ�ee).Sources de vitesseSi l'on suppose au contraire que chaque syst�eme excitateur impose une vitesse constanteau point e, ind�ependamment de la pr�esence des autres excitations ("sources de vitesse"),on reconstitue les forces inject�ees par 2.5, (avec ici les vitesses Vi mesur�ees pour chaqueexcitation isol�ee), et on calcule la vitesse au point m par 2.6.C'est le cas pour des syst�emes excitateurs de mobilit�e d'entr�ee faible devant celle dusyst�eme excit�e (par exemple un gros moteur sur un support mince), avec en même tempsdes mobilit�es de transfert tr�es faibles entre les points du syst�eme excit�e: il faut que lavitesse impos�ee (pour chaque excitateur !) reste la même quel que soit le nombre d'autressyst�emes excitateurs.Autres sourcesOn peut d�e�nir de même d'autres types de sources th�eoriques, (ou les r�ealiser par destechniques de contrôle actif), comme une source qui annulerait une vitesse en un pointdonn�e, etc .... La plupart des sources vibratoires r�eelles se situe cependant entre celles deforce (mobilit�e d'entr�ee tr�es grande) et celles de vitesse (mobilit�e tr�es faible).2.3 La connectivit�e par mobilit�es classiquesConnaissant les mobilit�es respectives Y Iem et Y IIem de deux sous-structures SI et SII , lese�orts qui les excitent et/ou leurs r�eponses, on souhaite �a pr�esent d�eterminer les ca-ract�eristiques (mobilit�es, vitesses, forces) de la structure r�esultant de leur assemblagerigide en quelque points.2.3.1 Calcul de quantit�es apr�es couplage rigide en plusieurs pointsOn "coi�era" ici les quantit�es apr�es couplage par un tilde. On consid�ere que les deuxstructures SI et SII, sont rigidement coupl�ees en Nc points c, ce qui signi�e qu'apr�escouplage les vitesses en ces points c sont �egales sur les deux structures et les e�orts decouplage qui rentrent dans l'une sont oppos�es �a ceux qui rentrent dans l'autre:fV Ic = gV IIc et fF Ic = �gF IIc (2.7)Les vitesses aux points de couplage c (ou k), sont obtenues avec 2.3, en sommant lescontributions des e�orts ext�erieurs Fe et de ceux de couplage Fc:fV Ik = NIeXe=1 Y IkefF Ie + NcXc=1 Y IkcfF Ic (2.8)



2.3. LA CONNECTIVIT�E PAR MOBILIT�ES CLASSIQUES 27et gV IIk = NIIeXe=1 Y IIke gF IIe + NcXc=1 Y IIkc gF IIc (2.9)On peut alors appliquer les relations de couplage 2.7 pour obtenir les e�orts de couplageaux di��erents points c:ffF Ic g = hY Ick + Y IIck i�1 f[Y IIke ]fgF IIe g � [Y Ike]ffF Ie gg (2.10)et obtenir les vitesses aux points m, quelconques, de SI apr�es couplage:fgV Img = [Y Ime]ffF Ie g+ [Y Imc]ffF Ic g (2.11)L'expression pour les points m de SII s'obtient en permutant les indices I et II :fgV IIm g = [Y IIme]fgF IIe g � [Y IImc]ffF Ic g (2.12)Ces deux derni�eres expressions sont fonction des e�orts fF Ie et gF IIe apr�es couplage, qu'onpourrait reconstituer, �a partir des vitesses apr�es couplage, par des expressions inverses,analogues �a 2.5.2.3.2 D�e�nition des types de sourcePour que la m�ethode devienne pr�edictive, c'est �a dire pour pouvoir calculer les quan-tit�es apr�es couplage, uniquement en fonction de celles avant couplage, il faut, ici encore,formuler des hypoth�eses sur les sources.Sources de forceEn supposant que les e�orts ext�erieurs appliqu�es respectivement �a SI et �a SII , avantcouplage, sont inchang�es apr�es couplage, soit ffF Ie g = fF Ie g, on obtient les formules sim-pli��ees suivantes (usuelles, car cette hypoth�ese est souvent utilis�ee implicitement, parcommodit�e):fgV Img = [Y Ime]fF Ie g+ [Y Imc] hY Ick + Y IIck i�1 f[Y IIke ]fF IIe g � [Y Ike]fF Ie gg (2.13)et fgV IIm g = [Y IIme]fF IIe g � [Y IImc] hY Ick + Y IIck i�1 f[Y IIke ]fF IIe g � [Y Ike]fF Ie gg (2.14)Sources de vitessePour des sources qui, aux points f excit�es, conservent les vitesses avant et apr�es couplageon a: ffV If g = fV If g et fgV IIf g = fV IIf g (2.15)donc les forces appliqu�ees apr�es couplage s'obtiennent en r�esolvant les �equations suivantes,avec les points f d�esignant des points excit�es (ainsi que e) sur SI et sur SII , en fonctiondes vitesses impos�ees aux points f (mesur�ees avant couplage):fV If g = [Y Ife]ffF Ie g+ [Y Ifc] hY Ick + Y IIck i�1 f[Y IIke ]fgF IIe g � [Y Ike]ffF Ie gg (2.16)et fV IIf g = [Y IIfe ]fgF IIe g � [Y IIfc ] hY Ick + Y IIck i�1 f[Y IIke ]fgF IIe g � [Y Ike]ffF Ie gg (2.17)



28 CHAPITRE 2. LES MOBILITES CLASSIQUES : UN OUTIL PREDICTIFAutre sourcesComme pr�ec�edemment, les autres types de sources se situent entre ces deux cas extrêmes.Dans le cas g�en�eral (sources quelconques) il sera impossible de pr�evoir les vitesses apr�escouplage et les e�orts de couplage si on ne connâ�t pas les excitations ext�erieures apr�escouplage.Il est toutefois possible de trouver une formulation pr�edictive par mobilit�es classiques sansfaire d'hypoth�ese sur le type d'excitation. Cette pr�ediction concernera �evidemment desquantit�es qui sont ind�ependantes de l'excitation: les mobilit�es qui sont intrins�eques.2.3.3 Mobilit�es apr�es couplage en fonction de celles avant cou-plageEn empruntant la d�emarche suivie entre autres par Koss ([57]), nous allons exprimer defa�con g�en�erale les mobilit�es de l'assemblage, apr�es couplage, en fonction de celles des sous-structures isol�ees, (avant couplage).Elles se d�eduisent simplement des expressions (2.11) et (2.12), en consid�erant un seulpoint d'excitation �a la fois, sur SI ou sur SII et en divisant le tout par cette excitation.Entre deux points m et e de l'ex sous-structure SI , on aura :[gY Ime] = [Y Ime]� [Y Imc] hY Ick + Y IIck i�1 [Y Ike] (2.18)Entre deux points m et e de l'ex sous-structure SII , on aura :[gY IIme] = [Y IIme]� [Y IImc] hY Ick + Y IIck i�1 [Y IIke ] (2.19)En un point m de l'ex sous-structure SI , lorsque le point e de SII est excit�e, on aura :[gYme] = [Y Imc] hY Ick + Y IIck i�1 [Y IIke ] (2.20)De même, en un point m de l'ex sous-structure SII , lorsque le point e de SI est excit�e,on aura : [gYme] = [Y IImc] hY Ick + Y IIck i�1 [Y Ike] (2.21)On remarquera que la matrice hY Ick + Y IIck i�1 caract�erise le couplage: chacune de ses co-lonnes quanti�e les contributions de chaque e�ort de couplage sur les autres points decouplage.L'importance relative de chaque point de couplage doit cependant être �evalu�ee pourchaque point de calcul, en tenant compte des mobilit�es de transfert entre ce point decalcul et les di��erents points de couplage.Sous-structures isol�ees et isol�ees bloqu�eesLes "sous-structures isol�ees" pr�ec�edentes �etaient consid�er�ees avec les futurs points decouplage libres (contraintes nulles). La variante qui consiste �a consid�erer les mobilit�es dechaque sous- structure assembl�ee, pendant que les autres sous-structures sont maintenuesbloqu�ees, propos�ee par [84], d�erive d'une formulation utilisant les imp�edances (voir [94]ou [109]). Elle permet une caract�erisation simple et globale de la "force du couplage" parles valeurs propres de la matrice de couplage et la localisation des couplages principauxpour chaque fr�equence [4]. Elle s'applique si on peut bloquer en pratique les sous-syst�emeslorsqu'ils sont assembl�es, ou les liaisons d'un sous-syst�eme isol�e.



2.4. COMPL�EMENT �A LA CONNECTIVIT�E: LES COUPLAGES INTERNES 292.4 Compl�ement �a la connectivit�e: les Couplages In-ternesDans beaucoup de cas pratiques il ne s'agit pas d'assembler des sous-syst�eme distincts,mais d'ajouter des liaisons entre certains points c et c' d'un même syst�eme.Dans le cadre de cette �etude cette d�emarche a �et�e red�evelopp�ee pour traiter les couplagesinternes d'une �etude exp�erimentale sur un climatiseur.Cas G�en�eral: Nc couplages internes
c’

c c’c=

Fig. 2.1 - Exemple connu de Couplage Interne (en un point)On va suivre la même d�emarche que pour les couplages externes.Les relations du couplage rigide restent les mêmes pour chaque paire (c;c') de pointscoupl�es: ffVcg = ffVc0g et ffFcg = �fgFc0g (2.22)Ici les vitesses apr�es couplage aux Nc points coupl�es c=c' (ou k=k') s'�ecrivent:fVk = NeXe=1 YkefFe + NcXc=1 YkcfFc + NcXc0=1 Ykc0fF 0c (2.23)et gVk0 = NeXe=1 Yk0efFe + NcXc=1 Yk0cfFc + NcXc0=1 Yk0c0fF 0c (2.24)d'o�u les e�orts de couplage:ffFcg = [Ykc + Yk0c0 � Ykc0 � Yk0c]�1 [Yk0e � Yke]ffFeg (2.25)et les vitesses aux points m, quelconques, de SI apr�es couplage:fgVmg = [Yme] + [Ymc � Ymc0 ] [Ykc + Yk0c0 � Ykc0 � Yk0c]�1 [Yk0e � Yke]ffFeg (2.26)



30 CHAPITRE 2. LES MOBILITES CLASSIQUES : UN OUTIL PREDICTIFtoujours en fonction des e�orts ext�erieurs apr�es couplage.La discussion sur les types de source reste la même que pour les couplages externes. Onpeut ici encore utiliser les mobilit�es mesur�ees avant d'e�ectuer ces couplages internes,pour pr�evoir celles apr�es couplage par la formule g�en�erale suivante :fgYmeg = [Yme] + [Ymc � Ymc0 ] [Ykc + Yk0c0 � Ykc0 � Yk0c]�1 [Yk0e � Yke] (2.27)Remarques1) Il est �equivalent de traiter les couplages internes tous �a la fois comme ci-dessus (grossyst�eme matriciel) ou l'un apr�es l'autre, de fa�con r�ecursive (une seule �equation �a traiter �ala fois, sans inversions, ce qui permet d'�eviter les probl�emes de mauvais conditionnementdes matrices).2) Le couplage (externe) entre deux structures en Nc points, trait�e pr�ec�edemment, peutêtre �ecrit analytiquement, de fa�con r�ecursive, comme un premier couplage (externe) en unpoint, entre les deux structures, suivi de Nc-1 couplages internes sur l'assemblage. Cettedeuxi�eme d�emarche �evite la formation de syst�emes mal conditionn�es car on ne r�esoutqu'une �equation �a la fois, et permet ainsi de traiter des couplages multiples analytique-ment, sans inversion de matrices.C'est ce qu'on peut voir dans l'exercice de style de l'annexe B.Cependant le calcul des forces de couplage ou des puissances �echang�ees et l'hi�erarchisationsdes couplages n'est pas possible par cette deuxi�eme approche.2.5 ConclusionsLes mobilit�es classiques sont un outil exceptionnel analytique et de calcul. Elles per-mettent de d�e�nir simplement di��erents types de sources, de quanti�er l'importance deschemins vibratoires dans un assemblage et d'e�ectuer des pr�evisions sur le comportementd'un assemblage �a partir des caract�eristiques des sousstructures isol�ees.Pour pr�evoir les e�orts de couplage et les vitesses apr�es couplage, il est n�ecessaire d'ef-fectuer des hypoth�eses sur le type de source, alors qu'on peut pr�evoir les mobilit�es apr�escouplage sans faire d'hypoth�eses.Il nous a sembl�e int�eressant de compl�eter les expressions classiques du couplage ponc-tuel rigide externe entre deux structures, par celles des couplages ponctuels internes �aune même structure, ces derni�eres, qui sont r�ecursives, vont nous permettre d'�etendreles d�emonstrations du chapitre suivant, �etablies dans le cas d'un seul point de couplage,externe et interne, au couplage en N points.La mesure des mobilit�es et ses probl�emes sp�eci�ques seront trait�es bri�evement dans lapartie F.1.On rappelle en�n que l'inversion des syst�emes matriciels, pour les calculs du couplage,peut pr�esenter des di�cult�es num�eriques (fr�equences singuli�eres) li�ees au mauvais condi-tionnement, surtout pour des donn�ees issues de mesures, le bruit de mesure pouvantintroduire des fr�equences singuli�eres qui n'appartiennent pas �a la physique des structurescoupl�ees. Dans ce cas il est conseill�e d'adopter des r�esolutions avec des techniques du typeSVD (d�ecomposition en valeurs singuli�eres).



31Chapitre 3LE CONCEPT DE MOBILITEENERGETIQUE3.1 Exposition succincteUne fonction de transfert �energ�etiqueLa mobilit�e classique permet d'�etablir un lien entre une excitation en un point d'unestructure et la vitesse obtenue en un autre point.Notre premier but est de voir s'il existe, de même, une quantit�e qui relie une puissanceactive inject�ee dans la structure en un point au module carr�e de la vitesse obtenue enun autre point ("�energie cin�etique massique"), une quantit�e qui quali�e donc un transfert�energ�etique sur la structure.Si l'on connâ�t la force excitatrice, via les mobilit�es classiques il est clair qu'on connâ�taussi la vitesse, donc l'�energie cin�etique massique en tout point. A fr�equence pure il estdonc �evident que le rapport entre le module carr�e de la vitesse V au point m et la puissanceactive �e inject�ee au point e s'�ecrit:jVmj2�e = jVmj2RefFeV �e g (3.1)ou encore jVmj2�e = jYmeFej2RefFeY �eeF �e g (3.2)soit jVmj2�e = jYmej2RefYeeg (3.3)Cette expression, ind�ependante de l'excitation, a �et�e utilis�ee par Koss ([57]). Elle montreque pour d�eterminer l�energie cin�etique massique en un point donn�e d'une structure due�a une excitation en un autre point e de cette structure, on n'a pas besoin de savoir quelleest la valeur de cette �energie en des points interm�ediaires, ou de connâ�tre l'�equation del'�energie propre �a la structure, seule la connaissance des mobilit�es d'entr�ee et de transfertest n�ecessaire.La mobilit�e �energ�etique pr�ec�edente, d�e�nie �a fr�equence pure, n'est cependant pas cellequi nous int�eresse, car elle ne permet pas d'additionner les e�ets de plusieurs excita-tions simultan�ees et elle n'apporte rien de vraiment nouveau, par rapport aux mobilit�esclassiques.



32 CHAPITRE 3. LE CONCEPT DE MOBILITE ENERGETIQUEUne fonction de transfert moyenn�ee en fr�equenceOn remarquera tout d'abord qu'il n'est pas sens�e de relier une vitesse moyenn�ee parbandes de fr�equence �a une force moyenn�ee aussi, car ce sont des fonctions complexes dela fr�equence, dont les parties r�eelles et imaginaires uctuent autour de z�ero; leur moyennesur une bande de fr�equences, tend vers z�ero lorsqu'on augmente la largeur de la bande etn'est pas une valeur exploitable. Passons donc �a des quantit�es �energ�etiques, qui seules ontun sens, lorsqu'on e�ectue des moyennes fr�equentielles ("m.f.").Les moyennes sur une bande de fr�equences de la puissance active ponctuelle et du modulecarr�e de la vitesse locale < jVmj2 >, qu'on appellera "miel" ("mass-independent energeticlevel"), sont ind�ependantes de la phase et ne tendent pas vers z�ero. De plus, elles varientmoins que celles d�e�nies �a fr�equence pure, lorsque les caract�eristiques de la structure sontsujettes �a incertitude (voir au 1.1.3) et ce d'autant plus que la structure est complexe (voir[26]). Elles sont donc a priori beaucoup plus int�eressantes �a utiliser que les pr�ec�edentes.Cremer et Heckl ont reli�e la puissance et le "miel" au point d'injection (c.f. [20] p.295),par une analyse modale.Notre d�emarche d�eterminera, ind�ependamment des quantit�es modales, le lien entre lapuissance active inject�ee en un point, par bande de fr�equences, et le "miel" en tout pointd'une structure.Remarque C'est parce que �s, la masse surfacique locale de la structure, ne d�ependpas de la fr�equence et parce qu'il est di�cile �a �evaluer localement sur une structurecomplexe, qu'on a choisi de s'int�eresser au "miel" plutôt qu'�a la densit�e d'�energie cin�etiqueponctuelle.On �evitera même d'introduire �s dans les expressions, car on veut formuler une m�ethodesimple de mise en oeuvre exp�erimentale. Ceci implique qu'on ne pourra pas utiliser lesbilans d'�energie cin�etique ou totale, qu'on trouve dans les autres travaux sur des quantit�es�energ�etiques.Un outil additif pour une Connectivit�e �Energ�etiqueNotre quantit�e H, pour fonctionner de fa�con analogue aux mobilit�es classiques, doit per-mettre d'e�ectuer deux calculs:- sur une structure isol�ee, on doit pouvoir additionner les contributions de plusieurspuissances actives Pe inject�ees aux points e d'une structure, par bande de fr�equences, pourtrouver les "miels" en tout point m, en �ecrivant:< jVmj2 > = NeXe=1HmePe (3.4)
m

e1 e2 e3 e4- sur un assemblage de deux structures, on doit pouvoir calculer les puissances�echang�ees et les �energies cin�etiques ponctuelles apr�es couplage (coi��ees par un tilde) enfonction des quantit�es �energ�etiques (puissances inject�ees ou �energies) avant couplage, sur



3.1. EXPOSITION SUCCINCTE 33les sous-structures isol�ees. On r�ealise cela en trois �etapes.Premi�ere �etape, on �ecrit les �equations �energ�etiques de couplage (exactes) suivantes, �achaque point c rigidement coupl�e:�egalit�e des "miels" apr�es couplage< jfV Ic j2 > = < jgV IIc j2 > (3.5)et puissances actives moyennes �echang�ees oppos�eesfP Ic = �gP IIc (3.6)Deuxi�eme�etape, on additionne les contributions des puissances ext�erieures (inject�ees apr�escouplage) et des puissances �echang�ees, pour obtenir le "miel" en c sur SI :< jfV Ic j2 > � NIeXe=1HIcefP Ie + NcXk=1HIck fP Ik (3.7)et sur SII : < jgV IIc j2 > � NIIeXe=1HIIce gP IIe + NcXk=1HIIck gP IIk (3.8)Troisi�eme �etape, on r�esout le syst�eme d'�equations ci-dessus, et on trouve les m.f. despuissances actives �echang�ees en fonction de celles ext�erieures:ffP Ic g � hHIck +HIIck i�1 f[HIIke ]fgP IIe g � [HIke]fP Ie gg (3.9)Comme les m.f. des puissances ext�erieures inject�ees, avant couplage, en des points noncoupl�es, sont quasiment inchang�ees apr�es couplage (ce qu'on verra au 3.4), on peut alorsobtenir les m.f. des "miels" apr�es couplage, en tout point m, en fonction des m.f. despuissances inject�ees avant couplage, en �ecrivant (par exemple sur SI):< jgV Imj2 > � NIeXe=1HImefP Ie + NcXc=1HImcfP Ic (3.10)
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mOn appellera cette approche par mobilit�es moyennes �energ�etiques "EMMA" (energeticmean mobility approach). Le lecteur remarquera qu'on a suivi un formalisme identique �acelui des mobilit�es classiques, expos�e au chapitre 2.On va d�etailler tout ceci dans les paragraphes suivants.



34 CHAPITRE 3. LE CONCEPT DE MOBILITE ENERGETIQUE3.2 Mobilit�es �energ�etiques sur une structure isol�ee3.2.1 D�e�nitionSur une structure lin�eaire, passive, r�eciproque (voir au 2.1.1), on d�e�nit la mobilit�e�energ�etique entre le point excit�e e et celui de r�eception m, par le rapport suivant :Hme = < jYmej2 >< RefYeeg > (3.11)o�u les crochets d�esignent la moyenne sur une bande de fr�equences de largeur �f .Ce rapport est intrins�eque �a la structure, car ind�ependant de l'excitation.Signi�cation physique de HmeOn va montrer maintenant que la mobilit�e �energ�etique relie la puissance active inject�eeau point e, moyenn�ee en fr�equence, au "miel" au point m.D�eveloppons encore le rapport <jVmj2><RefFeV �e g> avec les mobilit�es classiques :< jVmj2 >< RefFeV �e g > = < jYmej2jFej2 >< RefYeegjFej2 > (3.12)On fait alors la double hypoth�ese suivante:Hyp. 1a) < jYmej2jFej2 > � < jYmej2 >< jFej2 >et Hyp. 1b) < RefYeegjFej2 > � < RefYeeg >< jFej2 >Ces deux relations peuvent être v�eri��ees pour plusieurs raisons:- si les fonctions de la fr�equence jYmej2 et RefYeg, ou jFej2, varient peu sur la bandeconsid�er�ee (c'est le cas des hautes fr�equences, avec des mobilit�es d'entr�ee et de transfertassez liss�ees, ou le cas d'une excitation par bruit blanc, d'amplitude constante)- si jFej2 et jYmej2, respectivement jFej2 et RefYeeg sont des fonctions statistiquementind�ependantes par rapport �a la variable fr�equence sur la bande �f ; on peut alors rempla-cer la moyenne de leur produit par le produit de leurs moyennes (cf. [6] et explications �al'annexe A).On peut alors �ecrire: < jVmj2 >< RefFeV �e g > � < jYmej2 >< jFej2 >< RefYeeg >< jFej2 > (3.13)et simpli�er le rapport par < jFej2 > pour obtenir la relation approch�ee suivante< jVmj2 >< RefFeV �e g > � Hme (3.14)Cette relation donne un sens physique �a notre mobilit�e �energ�etique. Au 4.1.1 on la testerasur des cas num�eriques: c'est ce qu'on appellera aussi "erreur de d�e�nition" et qui traduitle respect de la double hypoth�ese Hyp.1.



3.2. MOBILIT�ES �ENERG�ETIQUES SUR UNE STRUCTURE ISOL�EE 35Discussion des hypoth�eses de la d�e�nitionOn peut se demander si l'expression 3.14, est r�eellement assez ind�ependante du type desource utilis�e.Quel que soit le syst�eme excitateur SII , la force inject�ee dans une structure SI au pointe, est aussi l'e�ort de couplage, pour le seul point de couplage e (cf. 2.10):F Ie = PNef=1 Y IIef F IIfY Ie +Y IIePour tout point m distinct de e, jFej2 ne va donc pas d�ependre explicitement du terme detransfert jY Imej2 et Hyp.1a) est g�en�eralement v�eri��ee.Le fait d'ajouter la mobilit�e Y IIe de l'excitateur �a Y Ie , en g�en�eral, d�ecorr�ele en fr�equencela force Fe de Y Ie , donc Hyp.1b) est aussi v�eri��ee).Même dans le cas o�u Y Ie � Y IIe , ("source de force") le module carr�e jFej2 va être inverse-ment proportionnel �a la somme Re2fY Ie g+ Im2fY Ie g.Or, en basse fr�equence, Im2fY Ie g n'est pas n�egligeable, en g�en�eral, devant Re2fY Ie g, doncjFej2 et RefY Ie g vont être statistiquement ind�ependantes et Hyp.1b) sera v�eri��ee.En haute fr�equence on a certes (asymptotiquement)Re2fY Ie g � Im2fY Ie g, mais Re2fY Ie gest liss�ee et son �ecart type est faible, donc<jVmj2><RefFeV �e g> � <jYmej2><Re2fY Ie g> 1<RefYeg> � <jYmej2><RefYeg>et 3.14 est v�eri��ee même si les hypoth�eses Hyp.1 ne le sont pas.Comme l'a fait remarquer A. CARCATERRA, l' "erreur de d�e�nition" peut s'�etudier en�ecrivant que < jYmej2jFej2 >=< jYmej2 > < jFej2 > +�1et < RefYeegjFej2 >=< RefYeeg > < jFej2 > +�2donc < jVmj2 >< RefFeV �e g > = < jYmej2jFej2 >< RefYeegjFej2 > = Hme + �1<RefYeeg> <jFej2>1 + �2<RefYeeg> <jFej2> (3.15)Pour une force donn�ee, l'erreur de d�e�nition d�epend donc seulement du terme< RefYeeg >.C'est ce qu'on constatera dans les simulations num�eriques du chapitre suivant.3.2.2 Non r�eciprocit�eContrairement aux mobilit�es classiques, les mobilit�es �energ�etiques ne v�eri�ent pas lar�eciprocit�e : Hme 6= Hem (3.16)car les mobilit�es aux d�enominateurs respectifs, Yee au point e et Ymm au point m, peuventêtre tr�es di��erentes sur des structures quelconques.Ceci signi�e que le "miel" < jVmj2 >, obtenu au point m en injectant < RefFeV �e g > aupoint e, et le "miel" < jVej2 >, obtenu au point e en injectant < RefFmV �mg > au pointm, sont a priori di��erents. Sur des structures homog�enes cependant la reciprocit�e serav�eri��ee asymptotiquement en haute fr�equence, car le terme RefYeeg en tout point e tendvers celui de la structure in�nie associ�ee (de mêmes mat�eriau et �epaisseur).



36 CHAPITRE 3. LE CONCEPT DE MOBILITE ENERGETIQUE3.2.3 Additivit�e �energ�etiquePosition du probl�eme �a fr�equence pureEst-il possible d'additionner les contributions de plusieurs puissances actives inject�eessimultan�ement dans la structure pour calculer l'�energie cin�etique qui en r�esulte en unpoint?Pour r�epondre �a cette question on va d'abord �ecrire le module carr�e de la vitesse obtenueau point m en excitant la structure par Ne forces aux points e, �a l'aide des mobilit�esclassiques: jVmj2 = j NeXe=1YmeFej2 (3.17)ce qu'on d�eveloppe encore enjVmj2 = NeXe=1(jYmej2jFej2 + NeXf 6=e=1RefYmeFeY �mfF �f g) (3.18)Par ailleurs les puissances actives inject�ees simultan�ement aux points e s'�ecriventRefFeV �e g = RefFe(F �e Y �ee + NeXf 6=e=1 Y �efF �f )g (3.19)soit RefFeV �e g = jFej2RefYeeg+ NeXf 6=e=1RefFeF �f Y �efg (3.20)On remarquera que les deuxi�emes termes de 3.18 et 3.20 peuvent être n�egatifs.�A fr�equence pure, les puissances actives simultan�ees peuvent donc être n�egatives, alorsque celles inject�ees isol�ement (une �a la fois) sont toujours positives et �egales �a:RefFeV �e g = jFej2RefYeeg (3.21)Le terme jVmj2 peut s'annuler en fonction du d�ephasage entre les forces inject�ees, donc ild�epend aussi fortement des puissances r�eactives. Malgr�e les analogies �evidentes des deuxexpressions 3.18 et 3.20, il n'est donc pas possible, �a fr�equence pure, de trouver une relationlin�eaire entre le jVmj2 et uniquement les puissances actives (simultan�ees ou isol�ees).Solution par moyennes fr�equentiellesConsid�erons des quantit�es moyenn�ees par bandes de fr�equence; comme pour la d�e�nitiondes mobilit�es �energ�etiques, le "miel" est �egal �a:< jVmj2 >= NeXe=1(< jYmej2jFej2 > + NeXf 6=e=1 < RefYmeFeY �mfF �f g >) (3.22)et la puissance active moyenne est:Pe =< RefFeV �e g >=< jFej2RefYeeg > + NeXf 6=e=1 < RefFeF �f Y �efg > (3.23)



3.2. MOBILIT�ES �ENERG�ETIQUES SUR UNE STRUCTURE ISOL�EE 37On suppose que Hyp.2 a)on peut n�egliger le terme PNee=1PNef 6=e=1 < RefYmeFeY �mfF �f g > devantPNee=1 < jYmej2jFej2 >et Hyp.2 b)on peut n�egliger le terme PNef 6=e=1 < RefFeF �f Y �efg > devant < jFej2RefYeeg >alors le "miel" peut s'approcher par< jVmj2 >� NeXe=1 < jYmej2jFej2 > (3.24)et les puissances actives moyennes inject�ees par< RefFeV �e g >�< jFej2RefYeeg > (3.25)Avec la double hypoth�ese Hyp.1 on va pouvoir d�evelopper la moyenne du produit enproduit des moyennes: < jVmj2 >� NeXe=1 < jYmej2 >< jFej2 > (3.26)et < RefFeV �e g >�< jFej2 >< RefYeeg > (3.27)En�n en �ecrivant < jVmj2 >� NeXe=1 < jYmej2 >< RefYeeg > < jFej2 >< RefYeeg > (3.28)on voit apparâ�tre une relation lin�eaire entre le "miel" < jVmj2 > et les puissances ac-tives isol�ees, ne faisant intervenir que des mobilit�es �energ�etiques, de fa�con formellementidentique �a celle des mobilit�es classiques :< jVmj2 >� NeXe=1HmePe (3.29)ou, sous forme matricielle, f< jVmj2 >g � [Hme]fPeg (3.30)Cette relation, fondamentale pour toute la m�ethode, est ce qu'on appelle l'additivit�e�energ�etique (des contributions des puissances actives moyenn�ees en fr�equence).L'�etude num�erique du 4.1.3 illustrera et approfondira cette relation pour di��erents typesde source.



38 CHAPITRE 3. LE CONCEPT DE MOBILITE ENERGETIQUE
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e1 e2Fig. 3.1 - Additivit�e des excitations aux points eRemarques1) Les erreurs de d�e�nition se r�epercutent sur les termes carr�es de l'expression 3.18,donc, en th�eorie, sur l'additivit�e �energ�etique aussi. Cependant les simulations num�eriquesont montr�e que, lorsqu'on utilise les rapports exacts <jVmj2><RefFeV �e g> au lieu des mobilit�es�energ�etiques Hme dans la relation d'additivit�e �energ�etique, on obtient des r�esultats dela même qualit�e. De même, lorsqu'on utilise les puissances exactes inject�ees au lieu decelles inject�ees s�epar�ement, le r�esultat de l'additivit�e ne s'am�eliore pas. Donc l'erreur ded�e�nition et celle sur les puissances comptent globalement peu dans l'erreur d'additivit�e�energ�etique (sauf peut-être dans les premi�eres bandes).2) La double hypoth�ese Hyp.2 revient �a supposer que les termes dont on prend lesmoyennes, RefYmeFeY �mfF �f g de 3.22 et RefFeF �f Y �efg de 3.23, oscillent autour de z�erodans la bande de fr�equences, �a cause des mobilit�es de transfert Yme, Yef et Ymf . Cecise produit lorsque pour tout couple de points distincts (e;f) ou (e;m), Fe et Yme sontdes fonctions de la fr�equence statistiquement ind�ependantes. On peut alors n�egliger leursmoyennes devant celles des premiers termes (toujours positifs). On n'a donc pas besoinde supposer que les e�orts Fe et Ff sont d�ecorrel�es (comme le font d'autres m�ethodes�energ�etiques), l'oscillation des mobilit�es de transfert Yme, Yef et Ymf su�t �a la besogne.3) Les limites de l'additivit�e �energ�etique sont li�ees �a l'hypoth�ese fondamentale que lestermes RefYmeFeY �mfF �f g et RefFeF �f Y �efg oscillent autour de z�ero. Si les deux e�ortss'appliquent "au même point" e=f et sont en phase, ceci est manifestement faux.Pour d�e�nir que "deux points e et f sont distincts" au sens de l'additivit�e �energ�etiqueon supposera donc que, sur chacune des bandes de fr�equences, pour tout point m, Yme 6=Ymf .En g�en�eral il faut donc souligner que l'erreur d'additivit�e d�epend fortement de la distanceentre les di��erents points d'excitation (compar�ee bien entendu �a la longueur d'onde): ils'agit de v�eri�er si une distance de �=4 (�a partir de laquelle on a un transfert pour lesmobilit�es classiques, d'apr�es [91]) est su�sante ici.Des cas particuliers peuvent se pr�esenter, malgr�e cel�a, sur des syst�emes sym�etriques, s'ilexiste des points e, f et m, tels que Yme = Ymf et Yee 6= Yef , sur certaines bandes defr�equence.4) Pour la relation 3.26, on a n�eglig�e la moyenne de certains termes de transfert "oscil-lants", au pro�t d'autres, toujours positifs. Lorsqu'on augmente le recouvrement modal,



3.2. MOBILIT�ES �ENERG�ETIQUES SUR UNE STRUCTURE ISOL�EE 39les oscillations diminuent et cette relation est de moins en moins v�eri��ee, sauf en m = e(voir remarque pr�ec�edente). Le choix des bandes pour les moyennes fr�equentiellesdevra donc se faire en fonction du nombre d'oscillations et du niveau des oscillations, pourqu'on ait un bon respect de l'additivit�e �energ�etique. D'autres suggestions au sujet d'unindicateur pour choisir les bandes de fr�equence seront donn�ees au E.3.5) Lorsqu'on monte en fr�equence, ou lorsqu'on augmente l'amortissement, pour deuxpoints e et f distincts, jYef j devient petit devant jYej, donc la relation 3.25 est v�eri��eeasymptotiquement,même si l'hypoth�ese Hyp.2 ne l'est pas. En e�et on n�eglige une contri-bution d'un transfert devant celle directe d'une entr�ee.La relation 3.25 signi�e que, lorsqu'on les moyenne en fr�equence, les puissances activesinject�ees simultan�ement peuvent être approch�ees par celles inject�ees s�epar�ement.Toutes les sources qui v�eri�ent Hyp.1 et Hyp.2 peuvent donc être consid�er�ees comme dessources de puissance active moyenne par bande de fr�equences et on peut les mesurers�epar�ement, sans r�ef�erence de phase commune.6) La relation 3.30 peut être invers�ee en 3.31 et devrait ainsi permettre de reconstituerles puissances actives moyennes inject�ees aux di��erents points connaissant uniquement les"miels" en au moins autant de points: Les "miels" peuvent être mesur�es sans r�ef�erence dephase commune et l'un apr�es l'autre. Ceci traduit une extrême simplicit�e exp�erimentale.fPeg � [Hme]�1f< jVmj2 >g (3.31)Comme il a �et�e remarqu�e lors de la soutenance, cette "application inverse" de la m�ethodepose cependant des probl�emes.Ce ne sont pas a priori des probl�emes de mauvais conditionnement, comme ceux rencontr�espour les mobilit�es classiques, correspondant �a des r�esonances du syst�eme ou �a la pr�esenced'un bruit dans la mesure (incertitude sur les quantit�es). Ils viennent plutôt du fait quele probl�eme inverse, pos�e sur des quantit�es moyenn�ees par bandes de fr�equences, n'a pasune solution unique. On peut obtenir un même miel �a plusieurs endroits par di��erentescombinaisons d'injections de puissance.Une �etude sp�eci�que de ces relations inverses est n�ecessaire, a�n de trouver des solutionsqui consentent cette unicit�e: par exemple il faut bien choisir les endroits de mesure des"miels", avec des mobilit�es �energ�etiques de transfert tr�es di��erentes entre ces points demesure et les di��erents points potentiellement excit�es.7) Les mobilit�es moyennes de Skudrzyk utilisent des moyennes g�eom�etriques en fr�equence;les quantit�es pr�ec�edentes utilisent des moyennes arithm�etiques. Ces deux moyennes sontvoisines lorsque l'�ecart type de chaque mobilit�e, sur la bande de fr�equences est faible(fort recouvrement modal). On serait donc tent�e de tester la m�ethode avec des moyennesg�eom�etriques; cependant on verra au chapitre suivant que c'est dans le cas du fort recou-vrement modal que l'additivit�e �energ�etique pr�esente les erreurs les plus importantes.



40 CHAPITRE 3. LE CONCEPT DE MOBILITE ENERGETIQUE3.3 Connectivit�e �energ�etiqueOn a vu au chapitre 2 que les mobilit�es classiques permettent, �a fr�equence pure, de pr�evoirdes quantit�es locales apr�es couplage, en fonction de quantit�es locales avant couplage.On a vu aussi que pour pr�evoir les vitesses apr�es couplage et les e�orts de couplage il fautfaire des hypoth�eses sur les sources qui excitent les sous-syst�emes assembl�es.On va voir �a pr�esent que l'on peut pr�evoir des quantit�es moyenn�ees par bandes de fr�equenceapr�es couplage en fonction uniquement de quantit�es moyenn�ees en fr�equence avant cou-plage et ce sans faire d'hypoth�eses sur les sources.3.3.1 Tentative simplisteAyant d�e�ni une mobilit�e �energ�etique et v�eri��e qu'elle s'applique de fa�con formellementidentique aux mobilit�es classiques pour additionner les contributions de plusieurs excita-tions simultan�ees sur une structure, on est tent�e de l'appliquer au couplage ponctuel dedeux structures, toujours en copiant le formalisme classique, rappel�e au 2.3, (dans la suitede ce document on appellera cette d�emarche "simpliste" ).Soient deux structures (comme celles d�e�nies au 2.1.1), fSIg et fSIIg rigidement coupl�eesaux points c. En chaque point de couplage c, la continuit�e des vitesses implique que les"miels" apr�es couplage sont �egaux aussi:< jfV Ic j2 >=< jgV IIc j2 > (3.32)Le couplage rigide �etant non dissipatif, les puissances actives moyennes �echang�ees rentrantrespectivement dans fSIg et dans fSIIg, en chaque point c, sont oppos�ees (comme lese�orts de couplage): fP Ic =< ReffF Ic gV I�c g >= �gP IIc (3.33)Ces deux relations de raccordement �etant exactes elles ne vont introduire aucune erreurdans le calcul.On d�eveloppe alors chacun des < jfV Ic j2 > en fonction des puissances inject�ees ext�erieureset de celles �echang�ees aux points de couplage c ou k, en appliquant l'additivit�e �energ�etiqued�e�nie pour une structure isol�ee (3.30):f< jfV Ic j2 >g � [HIce]ffP Ie g+ [HIck]ffP Ik g (3.34)on fait de même sur la structure fSIIg:f< jgV IIc j2 >g � [HIIce ]fgP IIe g+ [HIIck ]fgP IIk g (3.35)et en utilisant 3.33, on obtient les puissances actives moyennes �echang�ees en fonction decelles ext�erieures: ffP Ik g � [HIck +HIIck ]�1([HIIce ]fgP IIe g � [HIce]ffP Ie g) (3.36)puis les "miels" en tout point m non coupl�e, aussi en fonction des puissances inject�eesext�erieures uniquement:f< jgV Imj2 >g � [HIme]ffP Ie g+ [HImk][HIck +HIIck ]�1([HIIce ]fgP IIe g � [HIce]ffP Ie g) (3.37)Si l'on ne veut pas formuler d'hypoth�ese sur le type d'excitation ext�erieure utilis�ee, onpeut ici encore pr�evoir les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage gHme (couronn�ees par un



3.3. CONNECTIVIT�E �ENERG�ETIQUE 41tilde), uniquement en fonction de celles des structures isol�ees, avant couplage.Par d�e�nition la mobilit�e �energ�etique Hme est �egale au "miel" obtenu au point m quandon injecte une puissance active moyenne unitaire au point e. De l'expression 3.37 on tiredonc directement les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage: par exemple, si les points met e sont sur la structure fSIg,[gHIme] � [HIme]� [HImk][HIck +HIIck ]�1[HIce] (3.38)et si m est sur fSIg et e sur fSIIg,[gHme] � [HImk][HIck +HIIck ]�1[HIIce ] (3.39)Pour des points m de fSIIg il su�t de permuter les exposants I et II.Ces relations ont �et�e test�ees num�eriquement dans le cas d'un couplage rigide en troispoints de deux plaques identiques (cf.[95]); les r�esultats �etaient tr�es satisfaisants (on verrapourquoi �a l'annexe D.4).3.3.2 Les probl�emes d'un raccordement �energ�etiqueConsid�erations g�en�eralesLorsqu'on a test�e num�eriquement les relations pr�ec�edentes sur un assemblage de deuxplaques tr�es di��erentes ([96]) de fortes erreurs sont apparues sur certaines quantit�es.En fait on a appliqu�e l'additivit�e �energ�etique sans savoir si ses hypoth�eses Hyp.2 a) etHyp.2 b) sont bien v�eri��ees sur des structures apr�es couplage.Dans le cas g�en�eral elles ne le sont pas car les forces de couplage Fc, dues aux forcesext�erieures Fe, sont proportionnelles aux mobilit�es de transfert Yce entre les points decouplage c et les points excit�es de l'ext�erieur e (voir leur expression au 2.10), donc ladouble hypoth�ese Hyp.2 de l'additivit�e �energ�etique n'est pas v�eri��ee pour les contributionsdes e�orts de couplage.De plus on veut exprimer les puissances �echang�ees en fonction de celles ext�erieures, alorsque sur une structure isol�ee, d'apr�es l'additivit�e �energ�etique, on ne peut pas exprimercertaines puissances inject�ees en fonction des autres.Les puissances �echang�ees ne sont pas les mêmes en l'absence ou en pr�esence des puissancesext�erieures (en leur absence elles deviennent nulles).L'additivit�e �energ�etique ne peut donc pas s'appliquer aux contributions des puissancesactives moyennes �echang�ees, avec les mobilit�es �energ�etiques d�e�nies jusqu'�a pr�esent.Si on veut continuer �a appliquer le formalisme simple analogue �a celui des mobilit�esclassiques, une red�e�nition des mobilit�es �energ�etiques mêmes s'av�ere n�ecessaire.�Etude analytique du couplage rigide en un pointSoient deux structures (comme celles d�e�nies au 2.1.1), fSIg et fSIIg, rigidement coupl�eesau point c. On va s'int�eresser au transfert d'une structure �a l'autre, qui a pos�e desprobl�emes pour la d�emarche simpliste.La mobilit�e �energ�etique ("exacte") apr�es couplage entre un point m de fSIg et un pointn de fSIIg s'obtient �a partir de sa d�e�nition, pargHmn = < jgYmnj2 >< ReffYng > (3.40)



42 CHAPITRE 3. LE CONCEPT DE MOBILITE ENERGETIQUEavec les mobilit�es classiques apr�es couplage donn�ees au 2.3.3gYmn = Y ImcY IIcnY Ic + Y IIc (3.41)Les parties r�eelles de Y Ic et de Y IIc sont toujours positives; si on suppose que leurs par-ties imaginaires uctuent sur la bande de fr�equences, ou que leur niveau baisse en mon-tant en fr�equence, alors que le niveau des parties r�eelles tend vers une constante, lamoyenne fr�equentielle du produit des parties imaginaires est (au moins asymptotique-ment) n�egligeable devant celle des parties r�eelles et on peut �ecrire:Hyp.3 a) < RefY Ic Y II�c g > � < RefY Ic gRefY IIc g >De plus on consid�ere que, en g�en�eral, les mobilit�es classiques d'entr�ee avant couplage,au(x) futurs point(s) coupl�e(s) c des deux structures, ont des distributions en fr�equencestatistiquement ind�ependantes:Hyp.3 b) < RefY Ic gRefY IIc g > � < RefY Ic g > < RefY IIc g >Le d�enominateur carr�e < jY Ic + Y IIc j2 > de 3.41 peut alors s'approcher par:< jY Ic j2 > + < jY IIc j2 > +2 < RefY Ic g >< RefY IIc g >en divisant le tout par < RefY IIc g > on obtient donc:< jY Ic + Y IIc j2 >< RefY IIc g > � HIc < RefY Ic g >< RefY IIc g > +HIIc + 2 < RefY Ic g > (3.42)On consid�ere, de même, que les mobilit�es classiques de transfert des deux structures avantcouplage, entre le point coupl�e et tout autre point ont des distributions en fr�equence sta-tistiquement ind�ependantes:Hyp.3 c) < jY ImcY IIcn j2 > � < jY Imcj2 > < jY IIcn j2 >Le num�erateur carr�e < jY ImcY IIcn j2 > peut aussi se d�evelopper enHImc < RefY Ic g > HIIcn < RefY IIn g >Finalement, en supposant que pour un point n non coupl�e de fSIIg, on a< RefY IIn g >� < RefgY IIn g >, on peut approcher la mobilit�e �energ�etique interstructure par:gHmn � HImcHIIcnHIc +HIIc <RefY IIc g><RefY Ic g> + 2 < RefY IIc g > (3.43)Tandis que celle obtenue par la tentative simpliste serait:gHmn � HImcHIIcnHIc +HIIc (3.44)On rappelle que la di��erence entre 3.43 et 3.44 re�ete le fait que les e�orts de couplaged�ependent des e�orts ext�erieurs.



3.3. CONNECTIVIT�E �ENERG�ETIQUE 433.3.3 Mobilit�es �energ�etiques "de connexion"D�e�nitionEn rapprochant les deux expressions pr�ec�edentes, on propose de d�e�nir les mobilit�es�energ�etiques "de connexion" pour des sous-structures qui vont être coupl�ees aupoint(s) c comme ci-suit:- sur SI , si le point excit�e e est di��erent de cHIce = HIisol�eece �Ic = < jY Icej2 >< RefY Ie g > �Ic (3.45)- sur SII , si le point excit�e e est di��erent de c:HIIce = HIIisol�eece �IIc (3.46)dans tous les autres cas, pour tout point m et e (y compris pour e=c), les mobilit�es�energ�etiques sont inchang�ees:HIme = < jY Imej2 >< RefY Ie g > et HIIme = < jY IImej2 >< RefY IIe g > (3.47)Avec, pour chaque point c, les facteurs de connexion suivants:�Ic = HIc +HIIcHIc <RefY Ic g><RefY IIc g> +HIIc + 2 < RefY Ic g > (3.48)et �IIc = HIc +HIIcHIc +HIIc <RefY IIc g><RefY Ic g> + 2 < RefY IIc g > (3.49)Ces mobilit�es �energ�etiques vont permettre d'e�ectuer des calculs �energ�etiques sur les sous-structures coupl�ees, avec le même formalisme que pour les mobilit�es classiques (on utiliseraalors les mêmes formules que pour la "tentative simpliste", avec les nouvelles mobilit�es�energ�etiques de connexion).Comme la deuxi�eme quantit�e utilis�ee, < RefYcg >, est d�ej�a disponible quand on formeles Hmn, aucun calcul suppl�ementaire de moyenne n'est n�ecessaire.Puissance �echang�eeLa d�e�nition des mobilit�es �energ�etiques de connexion a �et�e propos�ee sans faire intervenirdirectement les puissances et les "miels".Comme les relations de couplage (3.32 et 3.33) n'introduisent pas d'erreur, il est �equivalentde dire que, avec les mobilit�es �energ�etiques de connexion, on trouve des puissances activesmoyennes �echang�ees et des miels" apr�es couplage correctes ou encore que l'additivit�e�energ�etique fonctionne aussi pour les contributions des puissances �echang�ees.C'est ce qu'on va v�eri�er, toujours pour un seul point de couplage.Un calcul exact des vitesses apr�es couplage (2.13) au point c, et de l'e�ort de couplagepermet de trouver la puissance active moyenne �echang�ee suivante:fP Ic = � < jfF Ie j2RefY Ie g jY Icej2RefY Ie g RefY IIc gjY Ic j2 + jY IIc j2 + 2RefY Ic Y II�c g > (3.50)



44 CHAPITRE 3. LE CONCEPT DE MOBILITE ENERGETIQUEAvec l'hypoth�ese Hyp.3 a) on peut d'abord n�egliger le second terme du produit moyensuivant: < RefY Ic Y II�c g > = < RefY Ic gRefY IIc g > � < ImfY Ic gImfY II�c g >Avec l'hypoth�ese Hyp.3 b) on peut ensuite remplacer la moyenne du produit restant parle produit des moyennes:< RefY Ic gRefY IIc g > � < RefY Ic g >< RefY IIc g >En utilisant aussi les hypoth�eses Hyp.3 c), Hyp.2 et Hyp.1, on obtient la puissance activemoyenne �echang�ee:fP Ic � �fPe < jY Icej2 >< RefY Ie g > 1<jY Ic j2><RefY Ic g><RefY Ic g><RefY IIc g> + <jY IIc j2><RefY IIc g> + 2 < RefY Ic g > (3.51)dans laquelle on peut faire apparâ�tre des mobilit�es �energ�etiques:fP Ic � �fPe < jY Icej2 >< RefY Ie g > 1HIc <RefY Ic g><RefY IIc g> +HIIc + 2 < RefY Ic g > (3.52)on introduit alors le facteur de connexion �Ic et on �ecritfP Ic � �fPe < jY Icej2 >< RefY Ie g > �IcHIc +HIIc (3.53)soit fP Ic � �fPe HIceHIc +HIIc (3.54)La derni�ere expression est identique �a celle obtenue par la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques(3.36), donc la nouvelle d�e�nition est e�cace pour un point de couplage.3.3.4 Compl�ementsRemarques1) On a bien exprim�e les quantit�es apr�es couplage uniquement en fonction de quantit�esmoyenn�ees avant couplage.2) La pr�esentation ci-dessus est quelque peu insatisfaisante, car on pourrait penser qu'ond�e�nit les mobilit�es �energ�etiques d'une sous-structure en fonction de donn�ees appartenantaux autres sous-structures qui lui seront attach�ees, un peu comme les facteurs de pertespar couplage (CLF) de la SEA. Cependant il faut remarquer que, contrairement aux CLF,le couplage �a une troisi�eme structure n'a�ecte en rien les calculs pr�ec�edents: le proc�ed�ed�ecrit ci-dessus est r�ecursif et on ne fait pas d'hypoth�eses de couplage faible.De plus ce n'est que lors du couplage qu'on introduit les facteurs de connexion qui lui cor-respondent: en pratique il su�t de disposer pour chaque sous-structure, avant couplage,des Hme pour tous les couples de points m et e et des < RefYmg > en tout point msusceptible d'être coupl�e.3) Des tests analytiques analogues ont �et�e e�ectu�es sur les mobilit�es �energ�etiques apr�escouplage pour d'autres points (entre points de couplage, entre points non coupl�es etc.).



3.3. CONNECTIVIT�E �ENERG�ETIQUE 454) Pour deux points de couplage le même calcul analytique a �et�e men�e et les mêmes fac-teurs de connexion semblent convenir (cf. Annexe C.2), même en pr�esence de transfertsentre les points coupl�es.5) Les v�eri�cations num�eriques du chap̂�tre suivant montreront que la correction marchebien aussi pour trois points de couplage.6) Les mêmes corrections s'appliquent aussi au couplage interne par mobilit�es �energ�etiques.Ceci est tr�es important, car les couplages internes sont r�ecursifs, donc, en utilisant la re-marque 2) du 2.4, on g�en�eralise la validit�e des facteurs de connexion pour N points decouplage.7) On appellera la m�ethode d�e�nie pr�ec�edemment EMMA (Energetic Mean Mobility Ap-proach), ou m�ethode des mobilit�es �energ�etiques.Signi�cation physique des facteurs de connectionLa correction apport�ee par les facteurs de connection est proportionnelle �a la disparit�e dessous-structures assembl�ees, exprim�ee par le rapport <RefY Ic g><RefY IIc g> . Plus ce rapport s'�ecartede 1, plus une structure (la moins mobile au d�epart) est susceptible de bloquer l'autre etde cr�eer un fort changement de sa mobilit�e �energ�etique au point de couplage.Comme en �n de compte seules les mobilit�esHce entre les points de couplage c et les pointsexcit�es e de la sous-structure la plus mobile au d�epart subissent une forte correction, cecisigni�e bien que, apr�es couplage, l'e�et au point c de l'excitation au point e n'est plus lemême que celui sur le point c non coupl�e et que le changement est d'autant plus importantque la structure a �et�e bloqu�ee par l'autre.Les sous-structures assembl�ees seront compar�ees et consid�er�ees plus ou moins "mobiles�energ�etiquement", "semblables" ou "di��erentes", en �etudiant les rapports des moyennesdes parties r�eelles de leurs mobilit�es d'entr�ee aux di��erents points de couplage.Le fait que la correction des quantit�es apr�es couplage s'exprime uniquement en fonctiondes caract�eristiques des sous-structures aux points coupl�es, donc ind�ependamment de laposition et de la nature de l'excitation, est indicatif de sa pertinence et de sa robustesse.3.3.5 Cas non couverts par la m�ethodeCouplage sym�etrique de structures identiques
II

m2

I c
m1Lorsqu'on couple deux structures identiques, de fa�con sym�etrique, on a les relations par-ticuli�eres suivantes (pour tous les points c):Y Ic = Y IIc (3.55)donc on n'a plus le droit d'�ecrire l'hypoth�ese Hyp.3 a)< RefY Ic gRefY IIc g > � < RefY Ic g >< RefY IIc g >



46 CHAPITRE 3. LE CONCEPT DE MOBILITE ENERGETIQUE(on fait une erreur d'autant plus forte que l'�ecart type de RefYcg est grand), ce quicompromet d�ej�a les expressions des puissances �echang�ees.De plus, pour deux points sym�etriques m1 et m2 on a, par r�eciprocit�e,Y Im1c = Y IIcm2donc pour un point de couplage c, le calcul exact donne un "miel" en m1 dû �a une forceen m2 �egal �a < jgV Im1j2 > = < jgFm2j2 jY IIcm2j2jY Im1cj2jY Ic j2 + jY IIc j2 + 2RefY Ic Y II�c g > (3.56)ou encore< jgV Im1j2 > = < jgFm2j2RefY IIm2g jY IIcm2j2RefY IIm2g jY Im1cj2jY Ic j2 + jY IIc j2 + 2RefY Ic Y II�c g > (3.57)ce "miel" < jgV Im1j2 > ne peut plus s'approcher par< jgFm2j2 >< RefY IIm2g > < jY IIcm2j2 >< RefY IIm2g > < jY Im1cj2 >< jY Ic j2 + jY IIc j2 + 2RefY Ic Y II�c g > (3.58)ce qui serait �equivalent au r�esultat �energ�etique:< jgV Im1j2 > � gPm2HIIcm2HIm1c�IIcHIc +HIIc (3.59)en e�et on ne peut plus �ecrire< jY IIcm2j2jY Im1cj2 > � < jY IIcm2j2 >< jY Im1cj2 >car les quantit�es moyenn�ees sont �egales (et on fait encore une erreur d'autant plus forteque l'�ecart type de jY Im1cj2 est grand). La simulation num�erique du D.4.1 illustre ces deuxerreurs. Elle montre aussi que la tentative simpliste (sans le facteur de connexion �IIc )paradoxalement "marche mieux" pour ces deux cas.Pour des plaques identiques le facteur de connexion est syst�ematiquement inf�erieur �a1 et tend vers 0.5 en haute fr�equence: c'est bien l'�ecart qu'on retrouve entre le calcul"approch�e" de l'EMMA et celui "simpliste". Pour le cas trait�e, avec un amortissement� = 0:01, le rapport entre le calcul exact et celui de l'EMMA, pour les deux raisons in-diqu�ees ci-dessus, se trouve être aussi proche 0.5. Le calcul simpliste, pour le cas trait�enum�eriquement, co��ncide tr�es bien (par hasard) avec le calcul exact. Pour des faiblesamortissements il va de toute fa�con dans le bon sens par rapport au calcul "approch�e"de l'EMMA; avec un fort amortissement par exemple il risque de s'�ecarter aussi du calculexact, qui sera "born�e" par les deux calculs "approch�e" et "simpliste".Tous ces cas sont cependant plus th�eoriques que r�eels, car il est di�cile de mesurer des mo-bilit�es �egales sur deux structures, donc d'avoir un couplage aussi parfaitement sym�etrique.Vitesses avant couplage �egales ou oppos�eesOn a dit que les relations �energ�etiques de couplages sont exactes et c'est vrai. Cependantelles ne sont pas �equivalentes �a celles exactes sur les vitesses et sur les e�orts.Le cas de deux structures ayant des vitesses oppos�ees avant couplage, aux points decouplage, est un cas particulier pour lequel la pr�evision �energ�etique peut être mise �a mal.



3.3. CONNECTIVIT�E �ENERG�ETIQUE 47Pour deux structures, excit�ees par des sources de force, en e�et le "miel" apr�es couplage,au point de couplage c, est exactement �egal �a< jfVcj2 > = < jV Ic + Y Ic V IIc � V IcY Ic + Y IIc j2 > (3.60)avec V IIc = �V Ic on a donc< jfVcj2 > = < jV Ic � 2Y Ic V IcY Ic + Y IIc j2 > (3.61)soit < jfVcj2 > = < j(Y IIc � Y Ic )V IcY Ic + Y IIc j2 > (3.62)ou encore < jfVcj2 > � < jV Ic j2 > < jY IIc j2 + jY Ic j2 > �2 < RefY Ic Y II�c g >< jY Ic j2 + jY IIc j2 > +2 < RefY Ic Y II�c g > (3.63)Dans tous les cas le "miel" est inf�erieur �a celui avant couplage, car< RefY Ic Y II�c g > � < RefY Ic g >< RefY IIc g >donc on retranche au num�erateur et on ajoute au d�enominateur une même quantit�e po-sitive. Si les structures ont la même mobilit�e au point de couplage, alors le "miel" apr�escouplage est nul.La m�ethode �energ�etique quant �a elle donne< jfVcj2 > � < jV Ic j2 > +HIc (< jV IIc j2 > �IIc � < jV Ic j2 > �Ic)HIc +HIIc (3.64)soit < jfVcj2 > � < jV Ic j2 > HIc +HIIc +HIc (�IIc � �Ic)HIc +HIIc (3.65)Ce "miel" peut être sup�erieur ou inf�erieur �a celui avant couplage, suivant les mobilit�esmoyennes des structures au point de couplage. L'erreur en dB peut être tr�es importante(voire in�nie) pour ce cas de �gure.Dans le cas o�u les vitesses avant couplage sont identiques sur les deux structures au pointde couplage, l'expression �energ�etique du "miel" apr�es couplage est inchang�ee (et il peutdonc être sup�erieur ou inf�erieur �a celui avant couplage), alors que le "miel" exact esttoujours �egal �a celui avant couplage. Dans ce cas cependant l'erreur ne d�epasse pas 3 dB.



48 CHAPITRE 3. LE CONCEPT DE MOBILITE ENERGETIQUE3.4 Le concept de Source de Puissance ActiveMoyenne3.4.1 Points non coupl�es excit�es et Types de sourceOn va voir �a pr�esent que l'utilisation de quantit�es moyenn�ees en fr�equence met en �evidenceune propri�et�e remarquable: les puissances actives moyennes inject�ees en des points e noncoupl�es, peuvent être consid�er�ees comme inchang�ees apr�es couplage quel que soit le typede source, d�es que le recouvrement modal est sup�erieur �a 1:fPe � Pe (3.66)En e�et Pe = < RefFeV �e g > peut aussi s'�ecrire: Pe � < RefYeeg > < jFej2 >et la mobilit�e d'entr�ee moyenne en e (non coupl�e) est �a peu pr�es inchang�ee par le couplageen un point c (di��erent de e): analytiquement, d'apr�es 2.18, on a en e�et< RefgY Ieeg > = < RefY Iee � Y IecY IceY Ic + Y IIc g > (3.67)soit < RefgY Ieeg > � < RefY Ieeg > �< Ref(Y Iec)2(Y Ic + Y IIc )�g >< jY Ic + Y IIc j2 > (3.68)et, comme < jY Ic + Y IIc j2 > � < Ref(Y Iec)2(Y Ic + Y IIc )�g > (car pour le deuxi�eme termeon moyenne des quantit�es qui oscillent autour de z�ero), on a bien< RefgY Ieeg > � < RefY Ieeg > (3.69)On peut �ecrire la même relation pour un couplage interne en un point, donc elle estg�en�eralisable au couplage en N points c distincts (d'autant plus que les termes qu'on an�eglig�es ne jouent pas tous dans le même sens (ils sont tantôt positifs, tantôt n�egatifs).Le couplage ponctuel a�ecte peu la valeur moyenne de la mobilit�e en e, même pour unrecouvrement modal inf�erieur �a 1.Sources de forceLa relation 3.69 implique que les sources de force sont aussi des "sources de puis-sance active moyenne"; en e�et si la mobilit�e moyenne d'entr�ee ne change pas apr�escoupage, on peut �ecrire < jFej2 > = < jfFej2 > implique fPe � PeMême si la variation de la vitesse au point excit�e est maximale, la puissance activemoyenne inject�ee est quasiment inchang�ee.C'est ce qu'on v�eri�e dans les simulations num�eriques du chapitre suivant.Sources de vitesseDe la même mani�ere Pe = < RefFeV �e g > peut s'�ecrire Pe � < RefZeeg > < jVej2 >En "haute fr�equence", pour un recouvrement modal sup�erieur �a 1, les mobilit�es d'entr�eeont un �ecart type faible et de plus on a < Re2fYeeg > � < Im2fYeeg >; donc on peut�ecrire < Ref 1Yeeg > = < RefYeegjYeej2 >



3.4. LE CONCEPT DE SOURCE DE PUISSANCE ACTIVE MOYENNE 49� < 1RefYeeg > � 1<RefYeeg>� 1<ReffYeeg> � < 1ReffYeeg > � < Ref 1fYeeg >soit < RefZeeg > � < RefgZeeg >.Donc, l'imp�edance d'entr�ee moyenne ayant peu chang�e,< jVej2 > = < jfVej2 > implique aussi fPe � PeOn peut a�rmer que, en haute fr�equence, des sources de vitesse sont aussi des"sources de puissance active moyenne".Autres sourcesLes autres types d'excitation se situant entre les sources de force et celles de vitesse, ond�eclare que, pour un couplage en N points distincts, en haute fr�equence "nous sommestous des sources de puissance active moyenne !". Ceci peut contribuer �a expliquerpourquoi la "SEA pr�edictive", qui utilise implicitement le fait que la puissance moyennetotale inject�ee dans un sous-syst�eme est inchang�ee apr�es couplage, a le droit de le faire,en haute fr�equence.Pr�edictivit�eLe corollaire le plus important ici est la pr�edictivit�e: on peut �ecrire les "miels" apr�escouplage uniquement en fonction de ceux avant couplage aux futurs points de couplageet en fonction de quantit�es des sous-structures isol�ees, avant couplage, moyenn�ees enfr�equence:f< jgV Imj2 >g � f< jV Imj2 >g+ [HImk][HIck +HIIck ]�1(f< jV IIc j2 >g � f< jV Ic j2 >g) (3.70)
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mFig. 3.2 - "Miels" avant couplage pour pr�evoir les "miels" apr�es couplage3.4.2 Points de couplage excit�es et Types de sourceEn toute rigueur il faut mettre un b�emol �a l'enthousiasme pr�ec�edent au sujet des sourcesde puissance active moyenne: comme on l'a pr�ecis�e, il faut que le point excit�e ne soit pasun futur point de couplage.En e�et, si l'on excite un futur point de couplage, les hypoth�eses sur les sources devien-nent tr�es importantes: si l'on suppose par exemple que la force ext�erieure n'a pas chang�e



50 CHAPITRE 3. LE CONCEPT DE MOBILITE ENERGETIQUEapr�es couplage (source de force), comme la vitesse au point de couplage sera elle forte-ment chang�ee, la puissance active moyenne inject�ee au point de couplage ne peut quechanger fortement. Il en est de même pour des sources de vitesse appliqu�ees aux pointsde couplage, pour lesquelles les forces inject�ees varient fortement, ainsi que la puissanceactive moyenne inject�ee.Pour les deux cas extrêmes pr�ec�edents on peut �evidemment trouver des expressions pourles puissances actives moyennes inject�ees apr�es couplage, en fonction de celles avant cou-plage, et utiliser la m�ethode �energ�etique de fa�con pr�edictive (par exemple pour un pointde couplage unique).1) Pour une source de force en e=c sur SI on afPe = < jFej2RefY Ic gjY Ic j2RefY IIc gRefY Ic gjY Ic + Y IIc j2 > (3.71)soit fPe � Pe HIc�IcHIc +HIIc (3.72)(la puissance active moyenne inject�ee apr�es couplage est inf�erieure �a celle avant couplage).2) Pour une source de vitesse en e=c sur SI on afFe = VcY Ic + Y IIcY Ic Y IIc (3.73)soit fPe �< jVcj2 > HIc +HIIcHIcHIIc (3.74)ou encore fPe � PeHIc +HIIcHIIc (3.75)(la puissance active moyenne inject�ee apr�es couplage est donc sup�erieure �a celle avantcouplage).3) Pour une source de puissances active moyenne on a bien quelque chose d'interm�ediaireentre les deux types de source pr�ec�edents, donc elle devrait correspondre au mieux auxautres types de source r�eelles.Th�eoriquement pour toute autre source on retombe dans l'impossibilit�e d'e�ectuer dev�eritables pr�evisions, sur les vitesses ou les forces apr�es couplage, qui caract�erise les mo-bilit�es classiques. La source de puissance active moyenne repr�esente cependant le meilleurcompromis pr�edictif, même pour des excitations aux points de couplage par des sourcesquelconques.



3.5. CONCLUSIONS DE L'�ETUDE ANALYTIQUE 513.5 Conclusions de l'�etude analytiqueOn a montr�e qu'il est possible de d�e�nir des quantit�es moyenn�ees par bandes de fr�equence,appel�ees mobilit�es �energ�etiques, qui relient la puissance active inject�ee localement aux ni-veaux locaux carr�es de vitesse ("miels") sur toute structure.On a vu que ces quantit�es permettent de calculer les "miels" dus �a plusieurs excitationssimultan�ees, par une relation d'"additivit�e �energ�etique" utilisant les puissances actives parbande fr�equentielle, inject�ees s�epar�ement, en des points distincts, sans r�ef�erence de phaseen commun.On a montr�e qu'�a l'aide de ces quantit�es on peut e�ectuer des pr�edictions �energ�etiqueslocales sur les assemblages rigides en Nc points s�epar�es, uniquement �a partir des mobilit�es�energ�etiques de connexion et des "miels" des sous-structures isol�ees, avant couplage.On a en�n observ�e que pour des sources de force comme pour des sources de vitesse, lapuissance active inject�ee par bande de fr�equence dans un sous-syst�eme varie peu lorsqu'oncouple celui-ci en Nc points, su�samment loin du point d'injection; on en a alors concluque les syst�emes excitateurs peuvent être consid�er�es comme des "sources de puissanceactive moyenne" et qu'on peut vraiment pr�evoir les "miels" apr�es couplage �a partir deceux avant couplage.On a utilis�e des hypoth�eses simples sur les distributions en fr�equence des mobilit�es clas-siques et des e�orts ext�erieurs appliqu�es, qui peuvent être test�ees facilement lors desmesures ou des calculs sur les sous-structures isol�ees.Ces hypoth�eses vont être �etudi�ees num�eriquement et les limites de la m�ethode, li�ees �aces distributions en fr�equence (nombre de modes dans la bande consid�er�ee, recouvrementmodal ...), vont être mieux d�e�nies dans le chapitre suivant.Des compl�ements analytiques ont �et�e report�es �a l'Annexe C, ils concernent- les couplages internes,- l'�etude �energ�etique du couplage en deux points,- l'�etude �energ�etique du couplage avec une masse ponctuelle,- des expressions simpli��ees qui ne n�ecessitent pas d'inversion,- le calcul des facteurs de pertes par couplage pour des couplages ponctuels.
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53Chapitre 4ANALYSE NUMERIQUESYST�EMATIQUE SUR DESPLAQUES HOMOG�ENESOrganisation du chapitreDans ce chapitre on met en oeuvre l'approche par mobilit�esmoyennes �energ�etiques (EMMA)sur des cas de plaques minces homog�enes coupl�ees.Nous allons d'abord traiter les erreurs de m�ethode sur une structure isol�ee. Nous allons en-suite pr�esenter di��erents cas de couplage rigide de fa�con �a analyser des situations vari�ees.Nous allons aussi tester l'inuence de certains param�etres globaux des structures (commel'amortissement et la densit�e modale), ou du calcul (comme le nombre de modes dans lesbandes de fr�equence utilis�ees).On se comparera toujours par rapport au calcul exact issu des mobilit�es classiques.Analyse des erreurs de m�ethodeOn peut classer les erreurs en quatre groupes:- celles sur la d�e�nition des Hmn (dues aux hypoth�eses 1 et 2),- celles sur l'hypoth�ese de sources de puissance active moyenne,- celles sur l'additivit�e �energ�etique (hypoth�ese 3),- celles sur les simpli�cations des relations de couplage (hypoth�eses 4 et 5).Les hypoth�eses 1 �a 3 portent sur les excitations, alors que celles relatives au couplage neportent que sur les mobilit�es classiques des sous-syst�emes isol�es.Nous soulignons le fait que les erreurs qu'on fait quand on veut reconstituer des mobilit�es�energ�etiques sur l'assemblage, �a partir de celles des structures isol�ees, avant couplage, en-globent les erreurs dues aux hypoth�eses de la d�e�nition, celles sur les sources de puissance,celles sur l'additivit�e �energ�etique et celles sur les relations de couplage.Choix des structures �a �etudierLes plaque minces rectangulaires appuy�ees aux quatre bords, permettent des calculs assez"exacts" (par sommation modale) et rapides sur un large spectre de fr�equences et ellespermettent aussi d'analyser des bandes de fr�equence qui contiennent beaucoup de modes,(ce que n'auraient pas permis des poutres).De plus elles ont une densit�e modale asymptotiquement constante en fr�equence, donc une



54CHAPITRE 4. ANALYSENUMERIQUESYST�EMATIQUE SUR DES PLAQUESHOMOG�ENESanalyse par bandes de largeur constante, permet d'avoir �a peu pr�es le même nombre demodes par bande; seul le recouvrement modal augmente en fr�equence. Ceci simpli�e lesinterpr�etations.A�n d'�etendre la port�ee des analyses �a des structures moins "parfaites", on va aussiconsid�erer des plaques avec des discontinuit�es massiques concentr�ees, obtenues en assem-blant en quelques points les plaques homog�enes pr�ec�edentes avec des masses ind�eformablesponctuelles, par la m�ethode (exacte) des mobilit�es classiques. Ces plaques "h�et�erog�enes"peuvent mettre �a mal certaines m�ethodes comme l'Asymptotic Modal Analysis (qui ex-ploite les propri�et�es des bases de sinus), surtout �a proximit�e des discontinuit�es.Les applications exp�erimentales du chapitre suivant, sur des cylindres multicouche, mon-treront que notre m�ethode n'est pas li�ee au choix d'une base fonctionnelle particuli�ere.Mod�ele choisi pour les plaquesLes plaques qu'on va �etudier, vibrent en exion pure et sont minces, homog�enes, rectan-gulaires de dimensions (Lx�Ly�h), appuy�ees aux quatre bords. Leurs mobilit�es respectivessont obtenues par les expressions modales classiques: (voir les r�ef�erences de [33])Yme = j!M 1Xn=0 �n(m)�n(e)(!2 � !2n + j�!!n) (4.1)o�u, M = LxLy�h4 est la masse g�en�eralis�ee, et, pour le �eni�eme mode, d'indices (p;q),�n(m) = sin(p�xmLx )sin( q�ymLy ) est la fonction propre du mode et !n = [( p�Lx )2+( q�Ly )2]q Eh212�(1��2)la pulsation propre du mode; E est le module d'Young, � est le coe�cient de Poisson, �est la masse volumique du mat�eriau et � est l'amortissement hyst�er�etique.La plage de fr�equences va de 100 �a 5000 Hz, le calcul est e�ectu�e avec les modes contenusdans un "rectangle" modal de côt�es dix fois plus grands que ceux du rectangle des modesr�esonnants; une erreur inf�erieure �a 5% est tol�er�ee sur les parties r�eelles ou imaginaires desmobilit�es classiques.4.1 Erreurs de m�ethode sur une Structure isol�eeOn consid�ere une plaque mince rectangulaire appuy�ee aux quatre bords, ayant environ44 modes dans chacune des bandes de 200 Hz utilis�ees (ses caract�eristiques sont donn�eesdans l'Annexe D.1).4.1.1 Erreurs de d�e�nitionComme annonc�e au 3.2.1 on va �etudier ici, sur une plaque, dans quelle mesure les mobilit�es�energ�etiques, d�e�nies par <jYmej2><RefYeg> , (3.11), peuvent repr�esenter le rapport <jVmj2><RefFeV �e g> entrele "miel" et la puissance active moyenne inject�ee (3.14).Choix de l'excitationPour des forces de spectres constants sur la bande de fr�equences, les deux quantit�espr�ec�edentes sont �egales, l'erreur est nulle.A�n d'illustrer proprement la propri�et�e utilis�ee (cf.A.15) on va consid�erer le cas (purementnum�erique) d'une force al�eatoire, de module compris entre 0 et 1 [N] et de phase variantde �2� �a +2� [rad]. Cette force est donc statistiquement ind�ependante de toute mobilit�e,
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m
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Fig. 4.1 - Plaque simplement appuy�ee aux quatre bordsd'entr�ee et de transfert.Commeon veut montrer que la d�e�nition repr�esente le rapport "miel"/puissance ind�ependammentdu type d'excitation utilis�e, on va aussi consid�erer une force due �a un couplage avec unsyst�eme excitateur beaucoup moins mobile que la structure, ayant une vitesse unitairesur toute la bande; cette force est approch�ee par: Fe = 1Y ee .Ce cas particulier est tr�es d�efavorable: pour m = e la force est corr�el�ee en fr�equence �a lamobilit�e d'entr�ee, voire �a certaines mobilit�es de transfert en basse fr�equence.Voir dans l'Annexe D.1 l'allure des forces utilis�ees et les commentaires ult�erieurs.Mobilit�es �energ�etiques d'entr�eePour une excitation en e1 on compare les expressions 3.11 et 3.14, pour les amortissements� = 0:01 et � = 0:1.Sur les Figures 4.2 et 4.3 on constate que l'erreur de d�e�nition est tr�es faible pour uneforce d�ecorr�el�ee de la mobilit�e d'entr�ee (Force al�eatoire).Pour Fe = 1=Y e, l'erreur est quasi nulle en haute fr�equence, mais peut devenir importante(facteur quatre) en basse fr�equence.Pour des bandes de largeur constante, l'erreur d�ecrô�t globalement enmontant en fr�equenceet aussi quand on augmente l'amortissement; elle est donc d'autant plus faible que le re-couvrement modal est fort et qu'il lisse la force excitatrice, qui se rapproche d'un spectreconstant.Dans l'Annexe D.1 on donne quelques explications �a ce sujet.Mobilit�es �energ�etiques de transfertSur les Figures 4.4 et 4.5 on compare les expressions 3.11 et 3.14 entre le point m et lepoint e1, respectivement pour un amortissement � = 0:01 et � = 0:1.Les erreurs de d�e�nition sont faibles en transfert; elles ne diminuent pas lorsque le recou-vrement modal augmente (en montant en fr�equence, ou lorsqu'on augmente l'amortisse-ment). Elles uctuent d'une bande �a l'autre, de fa�con irr�eguli�ere et ne sont pas les mêmespour les deux types d'excitation test�es.
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f [Hz]b) Pour une force al�eatoireFig. 4.3 - Mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee en e1 pour � = 0:1|- Hee - - - <jVej2>PeConclusions sur les erreurs de d�e�nitionLes erreurs de d�e�nition sont li�ees au type d'excitation et varient donc d'une bande �al'autre de fa�con irr�eguli�ere et "impr�evisible" �a partir des seules mobilit�es (li�ees unique-ment �a la structure).Sur les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee les erreurs peuvent être importantes en bassefr�equence, mais diminuent asymptotiquement vers z�ero lorsque le recouvrement modalaugmente (ici elles sont inf�erieures �a 3 dB si le recouvrement modal est sup�erieur �a 1, �apartir de la troisi�eme bande).Sur les transferts les erreurs sont plus faibles qu'en entr�ee, mais ne diminuent pas lorsquele recouvrement modal augmente.D'apr�es d'autres simulations analogues, toutes les erreurs diminuent asymptotiquementvers z�ero lorsque le nombre de modes dans la bande consid�er�ee (ou le nombre d'oscilla-tions de la partie imaginaire des mobilit�es) augmente, ce qui s'obtient en augmentant lalargeur des bandes d'analyse).La d�ependance de l'erreur de d�e�nition du terme< RefYeeg > se traduit par la d�ependance
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f [Hz]b) Pour une Force al�eatoireFig. 4.5 - Transfert m-e1 pour � = 0:1|- Hme1 - - - <jVmj2>Pe1de l'amortissement (car le niveau moyen de la partie r�eelle de la mobilit�e d'entr�ee d'unestructure augmente avec l'amortissement) et de la densit�e modale. Cette d�ependanceth�eorique est tr�es visible en entr�ee, mais elle est moins nette sur les transferts.Une �etude plus approfondie de l'erreur de d�e�nition semblerait ici n�ecessaire, mais on vavoir que cette erreur n'est pas l'erreur principale dans la m�ethode propos�ee.



58CHAPITRE 4. ANALYSENUMERIQUESYST�EMATIQUE SUR DES PLAQUESHOMOG�ENES4.1.2 Erreurs sur les sources de puissance en multi-excitationIl s'agit ici de voir dans quelle mesure la puissance active inject�ee en un point, par bandede fr�equence, ne change pas lorsqu'on excite simultan�ement la structure en d'autres points(cf. 3.4). On trouvera des compl�ements au E.1.1 et au D.3.Sur une structure isol�ee, on consid�ere trois excitations simultan�ees, pour di��erents typesde source et pour deux amortissements di��erents (�gures 4.6 et 4.7).Trois types d'excitation sont envisag�es, en chaque point e:- Fe = 1Y ee , inchang�ee en pr�esence d'autres forces ("sources de force")- Ve = 1 en pr�esence d'autres forces ("sources de vitesse" unitaire)- Fe al�eatoire, inchang�ee en pr�esence d'autres forces.Globalement on constate que l'hypoth�ese de source de puissance active moyenne est
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4.1. ERREURS DE M�ETHODE SUR UNE STRUCTURE ISOL�EE 594.1.3 �Etude des erreurs d'additivit�eOn compare ici le "miel"< jVmj2 >, issu d'un calcul exact de la vitesse obtenue en excitantla plaque en trois points simultan�eement, avec le "miel" obtenu par addition �energ�etiquedes contributions des puissances actives moyennes (inject�ees "une �a la fois").On consid�ere les mêmes excitations que pr�ec�edemment:- des sources de force avec Fe = 1Y ee- des sources de vitesse unitaire- des sources de force avec Fe al�eatoire.Calcul uniquement en transfertSur les Figures 4.9 on compare les expressions au point m, non excit�e directement, pourles deux amortissements 0.01 et 0.1 et pour trois types d'excitation.
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f [Hz]Fig. 4.10 - Comparaison des < jVmj2 > pour � = 0:1 Sources de force|{ calcul exact - - - r�esultat additivit�e.Analyse des r�esultatsIci il n'y a que des contributions de transfert.L'erreur est faible en basse fr�equence, puis peut devenir grande (elle est donc ind�ependantedu recouvrement modal, qui lui augmente en fr�equence).Les sources de force ou de vitesse donnent des erreurs semblables, alors que les sourcesal�eatoires (pour lesquelles les forces sont d�ecorr�el�ees entre elles et oscillent fortementautour de z�ero) donnent des erreurs beaucoup plus faibles. Di��erente suivant le type d'ex-citation employ�ee, l'erreur est donc impr�evisible avec les seules donn�ees de la structure.On constate que pour la plaque la plus amortie, (pour le même nombre de modes), leserreurs sont plus importantes, mais elles sont tout aussi irr�eguli�eres et ce ne sont pas lesmêmes bandes qui sont a�ect�ees (l'augmentation de l'erreur n'est pas syst�ematique pourchaque bande).Si l'on consid�ere des bandes plus larges (400 Hz) l'erreur maximale d�ecrô�t �a environ 3dB (cf. Figure 4.10).Interpr�etationLe seul param�etre qui explique les r�esultats pr�ec�edents est le comportement du produitcrois�e dans 3.22, qui doit uctuer su�samment autour de z�ero avec la fr�equence pourque le cumul de ces termes dans la bande soit faible. Cette uctuation peut être due auxforces (corr�el�ees ou non) ou aux mobilit�es de transfert (donc �a l'�eloignement des points).Ce param�etre est assez impr�evisible si on ne fait pas le calcul exact.En e�et le nombre d'oscillations des parties r�eelles ou imaginaires de chaque mobilit�e detransfert, que l'on a report�e en annexe (D.1), ne peut que donner une indication, peu�able, sur le nombre d'oscillations du produit complexe de deux mobilit�es di��erentes.C'est le coeur du probl�eme de l'additivit�e �energ�etique.Sur la plaque la plus amortie il y a moins d'oscillations des mobilit�es, pour les mêmesbandes de fr�equence, et l'erreur globalement augmente: il faut choisir la largeur des bandesd'analyse par rapport au nombre d'oscillations des mobilit�es dans ces bandes (il faut avoirau moins une oscillation par bande).Autres remarques importantes1) Le produit des forces intervient aussi dans les produits crois�es de 3.22, donc les forces



4.1. ERREURS DE M�ETHODE SUR UNE STRUCTURE ISOL�EE 61al�eatoires, qui rendent ces produits oscillants autour de z�ero, donnent des r�esultats bienmeilleurs.2) Pour les trois types de sources l'hypoth�ese Hyp.3 est assez v�eri��ee (voir l'erreur ded�e�nition sur les mobilit�es de transfert).3) Les erreurs de d�e�nition sur les mobilit�es �energ�etiques de transfert sont faibles (cf.�gures 4.4 et 4.5) ainsi que les di��erences sur les puissances isol�ees ou inject�ees simul-tan�ement (cf. �gures 4.6 et 4.7), donc elles ne peuvent pas expliquer les fortes erreursobserv�ees pour l'additivit�e �energ�etique.Pour en être sûrs on a pass�e les mêmes calculs d'additivit�e:< jVmj2 > � PHmePe,- avec les puissances exactes simultan�ees < RefFeV �e g > (au lieu des Pe, inject�ees "une �ala fois"), ou- avec les rapports <jVmj2><RefFeV �e g> au lieu des mobilit�es �energ�etiques Hme.C'est �a dire, qu'on a utilis�e des "ingr�edients" plus exacts: les r�esultats obtenus n'�etaientpas meilleurs que les pr�ec�edents.Entr�ee plus transfertSur les Figures 4.11 et 4.12 on compare les expressions au point e1, excit�e aussi directe-ment.La contribution de l'excitation au point e1 devient pr�epond�erante lorsque le recouvrementmodal augmente; on va donc retrouver essentiellement l'erreur de d�e�nition de la mobilit�e�energ�etique au point d'entr�ee, qui diminue en augmentant l'amortissement (c'est transpa-rent dans le cas de la source de vitesse). �A cette erreur de d�e�nition se superposent (c'estbien visible pour les sources de force) des uctuations plus petites ("impr�evisibles"), quidiminuent si l'amortissement augmente, mais sont ind�ependantes du recouvrement modal(elles ne diminuent pas en fr�equence).Ces uctuations ont donc les mêmes caract�eristiques que les erreurs de d�e�nition sur lesmobilit�es de transfert. Elles sont donc dues aux transferts, qui sont ici du deuxi�eme ordrepar rapport �a la contribution de l'excitation directe (en entr�ee).Conclusions sur les erreurs d'additivit�eLes erreurs sur l'additivit�e �energ�etique peuvent être importantes, surtout pour les calculsen des points non directement excit�es ("transfert pur").Un amortissement plus fort, pour les mêmes bandes, augmente les erreurs d'additivit�e entransfert (sauf pour nos excitations al�eatoires, qui sont les mêmes pour tous les amortis-sements).Les erreurs sur les "miels" aux points excit�es sont comparables (et sont dues) aux erreursde d�e�nition des mobilit�es �energ�etiques et aux erreurs sur la puissance active moyenneinject�ee en ces points.Des excitations par des sources de force, al�eatoires, d'ecorr�el�ees entre elles en fr�equence,donnent des erreurs beaucoup plus faibles (les erreurs qui restent sont celles sur les puis-sances et celles de d�e�nition).Tous ces r�esultats sont conformes aux remarques th�eoriques du 3.2.3.En g�en�eral les erreurs diminuent si le nombre d'oscillations du produit crois�e des mobilit�esde transfert et des di��erentes forces dans la bande de fr�equence augmente. Ce param�etreest impr�evisible si l'on ne fait pas le calcul exact. On propose donc d'utiliser le nombremoyen d'oscillations des mobilit�es de transfert, (ici pour une moyenne d'au moins 2 oscil-
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4.2. ERREURS DE M�ETHODE SUR LES ASSEMBLAGES 634.2 Erreurs de m�ethode sur les assemblagesGlobalement on s'attend �a retrouver dans le calcul d'assemblages les mêmes erreurs dem�ethode que sur une structure isol�ee, car les conditions de couplage n'introduisent pasd'erreur suppl�ementaire.Cependant il est int�eressant de voir si le fait d'utiliser les contributions des puissances�echang�ees (corr�el�ees entre elles) introduit des erreurs suppl�ementaires dans l'additivit�e�energ�etique, ou si le fait d'utiliser les facteurs de connexion, su�t �a prendre en compteles interactions entre les puissances �echang�ees et les puissances ext�erieures.4.2.1 Pr�esentation des structuresOn simule d'abord l'assemblage de deux plaques de mobilit�e�es tr�es di��erentes: une plaquemince, d�e�nie au D.4, coupl�ee rigidement en trois points avec une plaque plus petite etquatre fois plus �epaisse.Sur la �gure 4.13 on peut visualiser la di��erence sur les parties r�eelles des mobilit�es
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64CHAPITRE 4. ANALYSENUMERIQUESYST�EMATIQUE SUR DES PLAQUESHOMOG�ENESPour la deuxi�eme plaque, pour les bandes de 200 Hz, on a rapport�e dans le tableausuivant les valeurs de Densit�e modale e�ective, Recouvrement modal, Nombre de modesdans la bande, Longueur d'onde [m], Nombre d'Oscillations de la partie imaginaire de Y12(indicatif):Finf.[Hz] Fsup Fcentr modes/Hz Rec.mod. Nb.Modes �[m] Nb.Osc.100.0 300.0 200.0 .040 .084 8 .447 8300.0 500.0 400.0 .040 .160 8 .316 10500.0 700.0 600.0 .045 .266 9 .258 5700.0 900.0 800.0 .045 .356 9 .223 9900.0 1100.0 1000.0 .045 .449 9 .200 21100.0 1300.0 1200.0 .040 .472 8 .182 51300.0 1500.0 1400.0 .050 .685 10 .169 21500.0 1700.0 1600.0 .050 .795 10 .158 41700.0 1900.0 1800.0 .045 .803 9 .149 41900.0 2100.0 2000.0 .055 1.109 11 .141 32100.0 2300.0 2200.0 .050 1.109 10 .135 42300.0 2500.0 2400.0 .040 .977 8 .129 32500.0 2700.0 2600.0 .045 1.162 9 .124 12700.0 2900.0 2800.0 .045 1.261 9 .119 32900.0 3100.0 3000.0 .055 1.654 11 .115 23100.0 3300.0 3200.0 .045 1.442 9 .112 03300.0 3500.0 3400.0 .045 1.540 9 .108 33500.0 3700.0 3600.0 .045 1.616 9 .105 43700.0 3900.0 3800.0 .050 1.893 10 .102 33900.0 4100.0 4000.0 .055 2.217 11 .100 14100.0 4300.0 4200.0 .045 1.891 9 .097 24300.0 4500.0 4400.0 .045 1.994 9 .095 24500.0 4700.0 4600.0 .045 2.071 9 .093 04700.0 4900.0 4800.0 .050 2.398 10 .091 34.2.2 Analyse des r�esultatsReconstitution des mobilit�es �energ�etiques apr�es couplagePour �etudier l'erreur de couplage, ind�ependamment de l'excitation, on compare ici lesmobilit�es �energ�etiques de l'assemblage, apr�es couplage:- celles "exactes", d�e�nies par 3.11, obtenues �a partir des mobilit�es classiques (exactes)apr�es couplage- celles "simplistes" (obtenues par la tentative du 3.3.1, sans facteurs de connexion)- celles "approch�ees", obtenues par la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques (EMMA), avecfacteurs de connexion, cf. 3.3.3.Les deux derniers calculs sont e�ectu�es �a partir des mobilit�es �energ�etiques des plaquesisol�ees, avant couplage, obtenues par la d�e�nition 3.11.N.B. Pour les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee Hmm et de transfert Hmn, entre points noncoupl�es, on prendra directement celles avant couplage, sans autres calculs, car on a v�eri��e(cf.D.4.1) qu'elles changent peu lors du couplage.Des compl�ements aux r�esultats se trouvent dans l'annexe D.2.Sur la Figure 4.14 on visualise quelques transferts, pour des bandes de fr�equence de largeur



4.2. ERREURS DE M�ETHODE SUR LES ASSEMBLAGES 65200 Hz.Globalement on constate que EMMA est int�eressante dans tous les transferts trait�es.
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f [Hz]b) Hcm1 pt.coupl�e pt.non coupl�eFig. 4.14 - Assemblage de plaques di��erentes: mobilit�es �energ�etiques de transfert|{ calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simplisteLa tentative Simpliste est inadapt�ee lorsqu'on veut calculer le mouvement du syst�eme lemoins mobile, (ou d'un point de couplage) alors qu'on excite le syst�eme le plus mobile(par exemple les mobilit�es H m2m1 et H cm1 seront tr�es mal calcul�ees); elle reste valabledans les autres transferts.Reconstitution des puissances �echang�eesIl est aussi int�eressant de savoir si, �a partir des puissances inject�ees avant couplage, onest en mesure de pr�evoir correctement les puissances actives moyennes �echang�ees.Pour deux points excit�es P4 et P5 de la plaque la plus mobile, on compare les r�esultatsdu calcul exact et EMMA, pour les trois points c coupl�es sur la Figure 4.15 (pour plus ded�etails voir aussi la Figure D.6).On constate que le calcul EMMA des puissances �echang�ees est globalement correct, saufsur quelques bandes isol�ees, et qu'il permet d'obtenir une valeur moyenne sur le spectre.Il ne s'am�eliore pas lorsque la fr�equence augmente. Il ne permet pas ici de pr�evoir avecpr�ecision les uctuations de la puissance �echang�ee sur les di��erentes bandes de fr�equenceet peut pr�esenter de tr�es fortes erreurs.Reconstitution des "miels" apr�es couplageApr�es les r�esultats sur les puissances �echang�ees, on pourrait s'attendre �a des fortes erreursaussi pour les "miels" (donc pour les �energies)... Il n'en est rien !On va voir que la EMMA permet de bien pr�evoir les "miels" < jV j2 > =2 apr�es couplageen fonction des puissances actives moyennes inject�ees avant couplage et des mobilit�es�energ�etiques des deux plaques isol�ees.Sur la Figure 4.16 on visualise la comparaison pour un point coupl�e (P1), pour un pointnon coupl�e de la plaque plus mobile (P4) et pour un point non coupl�e de la plaque moinsmobile (P7).
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4.2. ERREURS DE M�ETHODE SUR LES ASSEMBLAGES 67L'erreur sur les "miels" est comparable �a celle sur les mobilit�es �energ�etiques apr�es cou-plage (cf. 4.2.2).En�n la somme (donc la moyenne) des "miels" apr�es couplage (Figure4.17) est meilleureque chaque "miel" pris s�epar�ement, car leurs erreurs n'interviennent pas sur les mêmesbandes; l'erreur oscille, mais ne diminue pas en montant en fr�equence (cf.aussi la Fi-gure D.8b). Globalement elle suit assez bien le nombre moyen d'oscillations des partiesimaginaires des mobilit�es (elle reste inf�erieure �a 3 dB lorsque ce nombre moyen d'oscilla-tions est sup�erieur �a 2 ou 3).Les "miels" < jV j2 > =2, sont bien reconstitu�es même aux points de couplage, lorsque lespuissances �echang�ees sont mauvaises.Sur le syst�eme excit�e ceci n'a rien d'extraordinaire, car les contributions des puissancesext�erieures sont pr�epond�erantes par rapport �a celles des puissances �echang�ees, mais surle syst�eme r�ecepteur (qui de plus, ici, est le moins mobile), ce sont uniquement les contri-butions des "mauvaises" puissances �echang�ees sur certaines bandes qui ont permis dereconstituer des "miels" tout �a fait satisfaisants.Cela signi�e que:- la puissance �echang�ee totale obtenue doit être assez bonne, (la �gure 4.17 b) le con�rme)- les puissances �echang�ees obtenues sont celles compatibles avec les mobilit�es �energ�etiquesde transfert et d'entr�ee aux points de couplage et contiennent donc l'information �energ�etiquelocale souhait�ee.�Etude des Puissances actives inject�eesSur la structure isol�ee, on a d�ej�a vu au 4.1.2, que des sources appliqu�ees seules ou simul-tan�ement fournissaient �a peu pr�es la même puissance active par bande de fr�equence. Onva voir maintenant que, même apr�es des couplages en des points di��erents de celui excit�e,la puissance active inject�ee moyenne (par bande) ne change pas sensiblement.Dans le cas de l'assemblage de deux plaques di��erentes le couplage introduit un fortchangement sur la structure qui �etait la plus mobile avant couplage (ici la plaque la plusmince), c'est donc un cas d�efavorable.Pour analyser les changements de la puissance active moyenne inject�ee il su�t de com-parer les parties r�eelles moyennes des mobilit�es classiques d'entr�ee aux points d'injection,avant et apr�es couplage (cf. Figure 4.18a); la variation obtenue sera proportionnelle �acelle obtenue sur les puissances actives moyennes inject�ees par des sources de force (cf.Figure 4.18b).On constate que la partie r�eelle de la mobilit�e d'entr�ee, moyenn�ee sur une bande defr�equence, varie peu apr�es couplage et que cette variation repr�esente bien celle de la puis-sance active moyenne inject�ee par une source de force unitaire. L'hypoth�ese de "Sourcesde Puissance Active Moyenne" est donc v�eri��ee ici pour des sources de force.4.2.3 Conclusions pour le couplage de structures homog�enesOn a con�rm�e par des simulations num�eriques que, pour des assemblages de struc-tures qui ont des mobilit�es d'entr�ee tr�es di��erentes aux points de couplage,les facteurs de connexion de la EMMA sont n�ecessaires.Le calcul �energ�etique "Simpliste" pr�esente de fortes erreurs lorsqu'on excite des points noncoupl�es du syst�eme le plus mobile et on calcule les transferts sur des points de couplage(dont la mobilit�e a baiss�e apr�es couplage) ou sur des points du syst�eme le moins mobile.
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f [Hz]b) < RefFP4V �P4g >Fig. 4.18 - Variation de la Puissance active moyenne inject�ee au point P4|{ avant couplage - - - apr�es couplageLes puissances �echang�ees sont assez bien reconstitu�ees globalement, en augmentant la lar-geur des bandes (donc en augmentant le nombre de modes par bande), elles ne s'am�eliorentpas en montant en fr�equence (donc en augmentant le recouvrement modal).Les Puissances Actives Moyennes inject�ees par des sources de force changent tr�es peuapr�es couplage.Les "miels" < jV j2 > =2, donc les densit�es d'�energie cin�etique moyennes, sont bien re-constitu�es sur presque toutes les bandes.Le calcul EMMA donne des r�esultats tr�es satisfaisants, pour un nombre moyen d'oscilla-tions des parties imaginaires des mobilit�es sup�erieur �a 5.Dans l'annexe D.2.1 on voit que l'erreur devient inf�erieure �a 3 dB lorsqu'il y a plus dedeux ou trois oscillations par bande. Sans oscillations dans les bandes de fr�equence, l'er-reur peut devenir �enorme (erreurs de signe sur les puissances �echang�ees).En�n l'�etude des erreurs sur les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage permet d'estimerles erreurs sur les "miels" apr�es couplage, ind�ependamment de l'excitation.



4.3. �ETUDE DE QUELQUES PARAM�ETRES 694.3 �Etude de quelques param�etresA�n de mieux comprendre quels param�etres inuencent le plus les di��erentes erreurs, ona fait varier l'amortissement des plaques, leurs dimensions (densit�e modale) et la largeurdes bandes de fr�equences.4.3.1 �Etude d'un assemblage plus amortiOn a vu que en augmentant l'amortissement hyst�er�etique des plaques pr�ec�edemmentd�ecrites, coupl�ees et calcul�ees aux mêmes points, donc en conservant les mêmes densit�esmodales, l'erreur de d�e�nition sur les mobilit�es �energ�etiques diminuait (cf.4.1.1) et l'erreursur l'additivit�e augmentait (cf.4.1.3). Qu'en est-il de l'erreur sur les puissances �echang�ees?Pour voir cela on a refait les mêmes calculs que pr�ec�edemment, avec � = 0:1 pour les deuxplaques homog�enes di��erentes, coupl�ees aux trois mêmes points, pour des bandes de 200Hz (et par bandes de tiers d'octave, dans l'annexe D.2.2).Sur la �gure 4.19 on peut visualiser les mobilit�es des deux plaques.La puissance active totale �echang�ee (Figure 4.21a) est toujours mieux reconstitu�ee que
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4.3. �ETUDE DE QUELQUES PARAM�ETRES 714.3.2 �Etude du recouvrement modal et de la densit�e modaleRôle du recouvrement modalEn augmentant l'amortissement, sur les mêmes bandes de fr�equence le recouvrement mo-dal augmente aussi, l'erreur sur les puissances �echang�ees et celle sur les "miels" apr�escouplage ne diminuent pas, conformement aux r�esultats de l'additivit�e �energ�etique.De même, pour un amortissement donn�e, pour des largeurs de bande constantes, enmontant en fr�equence le recouvrement modal augmente, mais l'erreur sur les puissances�echang�ees moyennes et celle sur les "miels" ne d�ecroissent pas.Ceci indique que l'erreur sur les puissances �echang�ees ainsi que celle sur les "miels" ned�epend pas d'un seul param�etre simple.Nombre de modes et nombre d'oscillationsPour des plaques, la densit�e modale est constante en fr�equence, donc le nombre de modespar bande est bien un param�etre qui augmente pour des bandes logarithmiques et quireste constant pour des bandes de largeur constante.Pour analyser un cas avec une plus faible densit�e modale, (et un plus faible nombre demodes ou d'oscillations des mobilit�es par bande) on a pass�e le cas d'un assemblage dedeux plaques plus petites (voir l'annexe D.3).Globalement, pour les mêmes bandes, les r�esultats sont moins bons.Pour les tiers d'octave, le fait de monter en fr�equence, am�eliore la qualit�e des r�esultats:seules les quatre bandes plus larges que 400 Hz donnent des erreurs maximales autourde 3 dB pour les "miels" apr�es couplage; elles contiennent alors au moins 2 modes et lapartie imaginaire des mobilit�es oscille environ 3 fois autour de z�ero.Pour les bandes constantes l'erreur ne diminue pas sensiblement en montant en fr�equence.Dans toutes les bandes de 200 Hz on a moins de 3 modes et de 0 �a 2 oscillations de lapartie imaginaire des mobilit�es: on constate que l'erreur peut atteindre 10 dB. Pour desbandes de 800 Hz l'erreur est inf�erieure �a 3 dB: le nombre de modes va de 3 �a 5 et celuides oscillations va de 1 �a 7.Largeur des bandes de fr�equencePour les grandes plaques, dans les premi�eres bandes de 200 Hz, l'erreur sur les "miels"n'atteint plus les grandes valeurs des premi�eres bandes de tiers d'octave (qui �etaient moinslarges).De plus le fait que la EMMA donne des "miels" tantôt plus grands, tantôt plus petitsque ceux exacts, suivant la bande consid�er�ee, laisse penser que si l'on �elargit les bandesd'analyse, sur la même plage de fr�equences, les r�esultats deviennent meilleurs. On l'av�eri��e en prenant des bandes de 400 Hz (comparer Figures 4.16 et 4.23): l'erreur sur les"miels" diminue (inf�erieure �a 2 ou 3 dB).En r�esum�e, si on augmente la densit�e modale, les r�esultats s'am�eliorent globalement. Demême si on augmente la largeur des bandes.Ceci semble indiquer que l'erreur maximale sur le calcul des "miels" apr�es couplage d�ependglobalement du nombre de modes par bande (ou du nombre d'oscillations des mobilit�es).Trois constatations viennent cependant nuancer cette conclusion.
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f [Hz]c) < jV j2 > =2 au point P7Fig. 4.23 - Reconstitution des "miels", � = 0:01|{ calcul exact - - - calcul EMMAPour les bandes de tiers d'octave (voir annexe D.2) l'erreur sur les "miels" ne diminuepas beaucoup en montant en fr�equence, alors que la largeur des bandes et le nombre demodes par bande augmentent.Pour des bandes constantes l'erreur varie d'une bande �a l'autre (ainsi que le nombre d'os-cillations des mobilit�es), alors que le nombre de modes est le même.En augmentant l'amortissement, avec le même nombre de modes par bande, l'erreur maxi-male augmente.Ceci induit �a conclure que le nombre de modes par bande n'est pas su�sant pour d�ecrirel'�evolution de l'erreur.On a vu avec l'additivit�e �energ�etique que la valeur de l'erreur d�epend du choix des sourceset que les sources de force et celles de vitesses (toute deux d�efavorables) donnaient deserreurs maximales comparables.C'est pour cette raison qu'on peut consid�erer les �etudes pr�ec�edentes, e�ectu�ees avec dessources de force, comme repr�esentatives d'une erreur maximale, pessimiste mais possible.Le fait que l'erreur sur les "miels" et celle sur les mobilit�es �energ�etiques apr�es cou-plage soient comparables, indique par ailleurs que cette erreur d�epend faiblement dutype de source utilis�e (même si elle va fortement diminuer pour des sources al�eatoires etind�ependantes).En�n on remarquera que l'erreur n'�evolue pas de la même fa�con suivant le point de cal-cul, les points coupl�es et les points excit�es qu'on consid�ere: l'erreur est locale et li�ee auxdi��erents transferts.Dans l'annexe E.3 on donne des pistes pour un indicateur d'erreur.



4.4. CONCLUSIONS POUR L'�ETUDE NUM�ERIQUE DES ERREURS 734.4 Conclusions pour l'�etude num�erique des erreursPar des simulations num�eriques sur des assemblages de plaques homog�enes, qui permet-tent d'�etudier facilement des syst�emes �a faible ou forte densit�e modale et de s�eparer lese�ets de la densit�e modale, du recouvrement modal et de l'amortissement, on a d'abordmis en �evidence la part relative des erreurs introduites par les di��erentes hypoth�eses.Les erreurs de d�e�nition sont faibles; sur les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee elles dimi-nuent lorsque le recouvrement modal augmente (lorsqu'on augmente l'amortissement oulorsqu'on monte en fr�equence); pour les transferts elles diminuent lorsque la largeur de labande de fr�equences consid�er�ee augmente.Les erreurs sur les sources sont faibles (Hyp.2b) et diminuent lorsque le recouvrement mo-dal augmente. Tout au long des simulations on a bien observ�e un comportement de sourcede puissance active moyenne, sauf dans le cas o�u l'une des sources est tr�es sup�erieure auxautres en niveau (cf. Annexe E.1): dans ce cas les puissances actives moyennes inject�eespar les sources (de force) "secondaires" changent consid�erablement, mais la m�ethode ap-proch�ee EMMAmarche car les sources secondaires sont alors n�egligeables devant la sourceprincipale.Les erreurs propres �a l'additivit�e �energ�etique peuvent être importantes. Elles diminuentlorsqu'on augmente la largeur des bandes, mais augmentent lorsqu'on augmente l'amor-tissement (et lorsqu'on rapproche les points d'excitation).Sur les assemblages, les erreurs principales proviennent de l'additivit�e �energ�etique.Le calcul des puissances �echang�ees en chaque point de couplage, qui utilise la relation d'ad-ditivit�e �energ�etique invers�ee, peut être compl�etement faux sur certaines bandes (mauvaissigne ou niveau) si le nombre d'oscillations des mobilit�es dans la bande est inf�erieur �adeux (�a peu pr�es). La puissance totale �echang�ee est beaucoup mieux reconstitu�ee. Lesdeux calculs s'am�eliorent lorsque le nombre de modes par bande ou la largeur des bandesaugmentent.Le calcul des "miels" apr�es couplage est meilleur que celui des puissances, même lorsqu'ilutilise des puissances mal reconstitu�ees; il s'am�eliore lorsque la largeur des bandes aug-mente, mais ne s'am�eliore pas, voire il se d�et�eriore, lorsqu'on augmente l'amortissement.Globalement la m�ethode test�ee a donn�e pleine satisfaction, dans le cas d'assemblagesmultipoint rigides, de plaques homog�enes.Les erreurs d�ependent globalement des points de calcul et d'excitation et leurs uctuationsd�ependent plus en d�etail des types de source utilis�es. Il semble souhaitable de pr�evoirl'erreur moyenne locale en utilisant des indicateurs locaux.On pr�econise d'utiliser le nombre de passages �a z�ero de la partie imaginaire des mobilit�esde transfert et le rapport de la mobilit�e �energ�etique d'entr�ee sur la partie r�eelle moyennede la mobilit�e d'entr�ee, pour fabriquer un indicateur de la qualit�e du calcul (cf. E.3).
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75Chapitre 5�ETUDE NUM�ERIQUE DE CASPLUS COMPLEXESDans ce court chapitre, on sonde encore deux aspects importants pour la m�ethode desmobilit�es �energ�etiques:- l'application au calcul de structures h�et�erog�enes,- les couplages ponctuels �elastiques et dissipatifs, qui peuvent mod�eliser beaucoup deliaisons ponctuelles r�eelles.5.1 Assemblage de plaques avec des discontinuit�esmassiquesOn consid�ere les deux mêmes plaques que au 4.2. Sur la premi�ere plaque, S1, aux pointsP1(0.2;0.5), P4(0.5;0.6) et P6(0.6;0.3), on a attach�e des masses ponctuelles, respective-ment de 0.1kg, 0.2kg et 0.5kg et on l'a coupl�ee toujours aux points P1(0.2;0.5), P2(0.4;0.2),P3(0.7;0.3), �a la deuxi�eme plaque, S2.Ce cas est assez complet car il pr�esente une discontinuit�e massique sur un point de cou-plage, une discontinuit�e massique en un point excit�e et une discontinuit�e massique en unpoint non coupl�e, sur laquelle on pourra calculer le "miel" apr�es couplage.
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76 CHAPITRE 5. �ETUDE NUM�ERIQUE DE CAS PLUS COMPLEXES5.1.1 E�ets des discontinuit�es de masse sur la structureMobilit�es classiquesLocalement, par exemple au point P6, l'ajout d'une forte discontinuit�e massique entrâ�nedes changements sur les mobilit�es d'entr�ee.Les mobilit�es de transfert gardent les mêmes tendances que celles de la structure homog�ene(cf. Figure 5.2): leurs parties r�eelle et imaginaire même si elles baissent en niveau enmontant en fr�equence, continuent notamment �a osciller autour de z�ero (cf. Figure 5.3) etc'est ce qui fait que l'additivit�e �energ�etique est v�eri��ee.En comparant les Figures 5.4, et 5.5, on voit que la partie r�eelle de la mobilit�e d'entr�ee
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f [Hz]b) Plaque h�et�erog�ene: Dissym�etrieFig. 5.7 - Mobilit�es �energ�etiques de transfert entre P5 et P6|- HP6�P5 - - - HP5�P65.1.2 Puissances �echang�ees et "Miels" apr�es couplageEn comparant les calculs exact et EMMA des puissances actives moyennes �echang�ees, auxtrois points de couplage rigide, on peut voir si la discontinuit�e en P1 induit plus d'erreurdans le calcul en ce point (Figure 5.8. Ce n'est pas le cas. La puissance �echang�ee en cepoint est inf�erieure aux autres, surtout en haute fr�equence, mais l'erreur est comparableet tout �a fait admissible.Les points de calcul les plus sensibles sont le point P6 (sur la plus grosse discontinuit�emassique) le point P7 (non coupl�e, sur la plaque �epaisse) et le point P1; c'est pourquoion calcule le "miel" apr�es couplage en ces points (Figure 5.9).Les r�esultats sont tr�es satisfaisants, même en ces points "critiques".(aux autres points ils sont �equivalents, voire meilleurs).5.1.3 Conclusions pour l'assemblage de structures h�et�erog�enesMême pour des sous-structures homog�enes, un point de couplage constitue une discon-tinuit�e sur leur assemblage. On avait d�ej�a vu que l'additivit�e �energ�etique marchait bienapr�es couplage, donc sur une structure h�et�erog�ene.
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80 CHAPITRE 5. �ETUDE NUM�ERIQUE DE CAS PLUS COMPLEXES5.2 Couplages �elastiques dissipatifsDans les simulations num�eriques qui suivent on prend de nouveau les deux plaques du 4.2,coupl�ees aux mêmes points, avec trois syst�emes interm�ediaires identiques et sym�etriques,constitu�es, chacun, de deux petites masses M1 = M2 = M, avec un ressort et un amor-tisseur, dont on fait varier la masse M, la raideur K du ressort et l'amortissement C (voirFigure 5.10).On compare alors les puissances �echang�ees et les "miels" apr�es couplage, obtenus par le
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5.2. COUPLAGES �ELASTIQUES DISSIPATIFS 815.2.1 �Etude d'un syst�eme de couplage de faible raideurConsid�erons d'abord un syst�eme de couplage de "faible" raideur (M= 0.0005 [kg], K= 100[N/m], C=0.1 [N.s/m]); sa fr�equence de r�esonnance est autour de 70 Hz, et sa mobilit�ed'entr�ee est visualis�ee sur la Figure 5.12.Les puissances �echang�ees sont globalement assez bien pr�evues; (cf.Figure 5.13) l'erreur
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f [Hz]c) < jV j2 > =2 au point P7Fig. 5.14 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)|- calcul exact - - - calcul EMMA5.2.2 �Etude d'un syst�eme de couplage de forte raideurOn consid�ere maintenant un syst�eme de couplage de raideur K=100000; dans la plaged'analyse 100 - 5000 Hz on a maintenant une zone en dessous de la r�esonnance dessyst�emes interm�ediaires (environ 3100 Hz) et une zone au dessus (Figure 5.15).Le calcul EMMA est g�en�eralement satisfaisant, avec des erreurs allant jusqu'�a un facteur
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f [Hz]c) < jV j2 > =2 au point P7Fig. 5.17 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)|{ calcul exact - - - calcul EMMA5.2.3 Conclusions pour les couplages �elastiques et dissipatifsLa m�ethode des mobilit�es �energ�etiques fonctionne de fa�con satisfaisante pour les couplagesmultipoint �elastiques et dissipatifs, en suivant la d�emarche suivante.Si l'on consid�ere les liaisons commeun sous-syst�eme �a part C1 (masses-ressorts-amortisseurs)interm�ediaire, les calcul approch�e ("total") de l'assemblage des trois sous-syst�emes S1, C1et S2, ne converge vers un calcul correct qu'au dessus de la fr�equence de r�esonnance dessyst�emes interm�ediaires, et d'autant plus lentement que la dissipation est forte.Pour les calculs autour et en dessous de cette fr�equence on pr�econise de rattacher lessyst�emes de liaison �a l'une des sous-structures et de mesurer les mobilit�es de cet ensemble.Le calcul approch�e ("partiel") devient alors tout �a fait satisfaisant, avec les mêmes niveauxd'erreur que pour les couplages rigides.



84 CHAPITRE 5. �ETUDE NUM�ERIQUE DE CAS PLUS COMPLEXES5.3 Conclusions pour les compl�ements num�eriquesGlobalement la EMMA est applicable dans le cas de couplages multipoint rigides ou�elastiques, de plaques homog�enes ou h�et�erog�enes.La pr�esence de discontinuit�es massiques sur les plaques ne perturbe aucunement la qualit�edes r�esultats de l'EMMA, voire les am�eliore, contrairement �a des m�ethodes comme l'AMA.Les liaisons �elastiques et dissipatives peuvent être prises en compte en tant que sous-syst�emes �a part (form�es de masses, ressorts et amortisseurs) seulement asymptotiquement,au dessus de leur fr�equence de r�esonnance. Autour et en dessous de cette r�esonnance onpr�econise de les int�egrer �a l'une des sous-structures avant couplage. Le calcul est alorsaussi satisfaisant que celui des couplages rigides, mais une forte dissipation aux liaisonsjoue comme un fort amortissement et d�et�eriore la pr�evision des "miels" apr�es couplage.



85Chapitre 6APPLICATION A DES DONN�EESISSUES DE MESURESLorsqu'on utilise des donn�ees issues de mesures, des nouvelles di�cult�es apparaissent parrapport aux simulations num�eriques, mais aussi de nouveaux avantages de la m�ethode desmobilit�es �energ�etiques.Les di�cult�es concernent les mobilit�es classiques mesur�ees sur des syst�emes r�eels, et,comme ce sont les ingr�edients de base pour les mobilit�es �energ�etiques, elles se r�epercutentsur ces derni�eres.On trouvera �a l'Annexe F un rappel de la m�ethodologie de mesure des mobilit�es classiqueset des di�cult�es rencontr�ees habituellement.Dans ce chapitre on relate bri�evement la mise en oeuvre et les principaux r�esultats desmesures men�ees sur des assemblages de structures simples (cylindres et plaque suspendus).6.1 �Etude d'assemblages de structures simplesIl s'agit d'�etudier si le calcul d'assemblage par mobilit�es �energ�etiques s'applique bien auxdonn�ees issues de mesures sur des structures simples, avec des amortissements importantsou faibles, et de mettre au point les techniques d'excitation et montage qui seront utilis�eespour les mesures sur le climatiseur.Les exp�eriences ont �et�e e�ectu�ees �a l'Institut National de Recherche et S�ecurit�e (INRS),site de Vandoeuvre, au service M�etrologie Vibrations Acoustique, dans la p�eriode octobre-d�ecembre 1996.Choix des syst�emes simples �a �etudierL'hypoth�ese de contact ponctuel par force normale, utilis�ee dans le logiciel �a l'�etat actuel,implique le choix de sous-syst�emes avec ce type de liaison.On souhaitait en outre que les syst�emes �etudi�es soient plus complexes que les simples as-semblages de plaques �etudi�es num�eriquement, qu'ils aient une densit�e modale su�sante etqu'ils soient mesurables sur une plage de fr�equences la plus �etendue possible (peu amortiset su�samment �epais et rigides pour que les capteurs utilis�es ne d�eterminent pas, par leurmasse, une fr�equence maximale trop basse).En�n il fallait que ces structures soient disponibles rapidement, avec un travail suppl�ementaireminimum.Pour cet ensemble de raisons on a choisi deux cylindres en PVC (bien amortis) et lecouvercle du climatiseur (peu amorti, forte densit�e modale).



86 CHAPITRE 6. APPLICATION A DES DONN�EES ISSUES DE MESURESMesures e�ectu�eesDans l'annexe F.2 on trouvera le d�etail des mesures pr�eliminaires e�ectu�ees, du mat�erielutilis�e etc...Mesure des mobilit�es "�a vide"Sur les sous-syst�emes isol�es choisis pr�ec�edemment on a mesur�e les mobilit�es d'entr�ee aufutur point de couplage c et les mobilit�es de transfert entre ce point c et un autre pointm (ou n) quelconque, non bloqu�e.Mesures sur l'assemblageOn a r�ealis�e un assemblage ponctuel des deux syst�emes pr�ec�edents par un petit bout devis coll�e, au point c.On a mesur�e les mobilit�es du syst�eme assembl�e entre les trois points m, n et c.6.2 Assemblage de deux cylindres fortement amortisLe syst�eme S1 ("gros cylindre"), est un tricouche de PVC - Fibres de verre - PVC dediam�etre ext�erieur 250 mm, longueur 1367mm et �epaisseurs 1.5 + 7 + 1.5 mm.Le syst�eme S2 ("petit cylindre") en PVC a un diam�etre ext�erieur de 100mm, une longueurde 407mm (environ) et une �epaisseur de 3 mm; sa densit�e modale peut a priori s'av�ererinsu�sante: il faudra consid�erer des bandes de fr�equence assez larges pour que la m�ethodedes mobilit�es �energ�etiques marche.Description du montage et tests
LMS

M1
CM2

CFig. 6.1 - Mesure des mobilit�es des deux cylindres isol�es



6.2. ASSEMBLAGE DE DEUX CYLINDRES FORTEMENT AMORTIS 87Le gros cylindre a �et�e suspendu horizontalement par un �l (en Nylon tress�e, isol�e dusupport par des sandows) passant par une g�en�eratrice (pour �eviter de percer le mat�eriaucomposite).Le petit cylindre perc�e diam�etralement pr�es du sommet a �et�e suspendu verticalement parun �l mince en Nylon (d�ecoupl�e du support par des �elastiques en caoutchouc) et munid'un bout de vis coll�e au futur point de couplage c (avec de la colle biphasique, tr�es dure,peu amortissante).Le pot vibrant a �et�e suspendu horizontalement par son cerceau, pilot�e par LMS, avecexcitation type bruit blanc, et reli�e �a la tête d'imp�edance par une tige mince ("stinger",utilis�ee pour �eviter d'exciter par moments).Au bout de la tête d'imp�edance on a �x�e un bout de vis (1.1g) qui a �et�e coll�e auxstructures.On a excit�e successivement au point m et au point c et mesur�e la la force inject�ee et lavitesse en c et en m par des acc�el�erom�etres l�egers (Kiestler 0,4g avec �electronique int�egr�ee):ceci a permis d'obtenir les mobilit�es d'entr�ee et de transfert sur les deux sous-structuresisol�ees.En comparant les mobilit�es de transfert Ymc et Y cm, qui doivent être �egales, on a test�ela r�eciprocit�e des mesures de mobilit�e (bon montage, lin�earit�e, bruit de fond...) (cf.Figure 6.2).
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b) Ycm1 et Ym1c sur gros cylindreFig. 6.2 - Tests de R�eciprocit�e (permutation excitation / acc�el�ero.)On a ensuite coupl�e les deux structures au point c, en collant au gros cylindre l'extr�emit�elibre de la vis du petit cylindre (cf. Figure 6.3). On a v�eri��e (cf. Figure F.5) par deuxacc�el�erom�etres plac�es �a l'int�erieur de chaque cylindre, en correspondance avec la vis), quele couplage �etait bien rigide et peu dissipatif et, accessoirement, qu'il n'y avait pas d'e�etde "pompage" dans l'�epaisseur du gros cylindre (même vitesse dedans et dehors). On a faitde même au point excit�e (pour que la force mesur�ee par la tête d'imp�edance soit correcte,il faut que la vitesse donn�ee par la tête d'imp�edance soit la même que celle obtenue sur
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C
M1Fig. 6.3 - Couplage au point c des deux cylindres tr�es di��erentsla structure au point d'excitation). On a alors mesur�e les mobilit�es apr�es couplages quiserviront �a valider les pr�evisions de la m�ethode des mobilit�es classiques et de la m�ethodedes mobilit�es �energ�etiques.On a d�esassembl�e et reassembl�e les syst�emes, pour v�eri�er la r�eproductibilit�e des me-sures e�ectu�ees: pour des couplages su�samment rigides (colle dure) elle est bonne.R�esultats du calcul par mobilit�es classiquesOn remarquera ici que les mobilit�es classiques oscillent peu sur les bandes de 200 Hzchoisies et que les mobilit�es des deux cylindres sont tr�es di��erentes (cf. Figure 6.4). C'estdonc un cas de �gure qui va permettre de voir si les mobilit�es �energ�etiques de connexionont �et�e bien d�e�nies.�A partir des mobilit�es mesur�ees avant couplage sur les sous-structures isol�ees, on calculeles mobilit�es apr�es couplage, suivant les formules du chapitre 2.Les r�esultats sont bons (cf. Figures 6.5 �a 6.7), car sur des syst�emes fortement amortis lesmobilit�es des points non coupl�es varient peu si les conditions aux limites changent un peu.Ces petits changements sont cependant bien pr�evus par le calcul: les faibles di��erences deniveau entre calcul et mesure apr�es couplage con�rment que les montages �etaient soign�es,les couplages peu dissipatifs, le bruit de fond faible et les contributions des forces normalestr�es sup�erieures �a celles d'�eventuels moments transmis par le couplage. On a bien e�ectu�eune exp�erience de laboratoire.En comparant la �gure 6.5 et la �gure 6.8 on s'aper�coit cependant que la visualisationen bande �ne est trompeuse, car les di��erences sur les pics sont mal appr�eciables et ilne faut pas oublier de comparer aussi les parties imaginaires (Figure 6.6), car les erreursdes pr�evisions approch�ees cumulent celles sur les parties r�eelles et celles sur les partiesimaginaires, par bandes de fr�equences.
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b) Gros cylindreFig. 6.4 - Mobilit�es d'entr�ee et de transfert des deux sous-structures isol�ees
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6.2. ASSEMBLAGE DE DEUX CYLINDRES FORTEMENT AMORTIS 91R�esultats du calcul par mobilit�es �energ�etiques�A partir des mobilit�es mesur�ees avant couplage sur les sous-structures isol�ees, on formeleurs mobilit�es �energ�etiques et on calcule les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage, suivantles formules EMMA (cf. chapitre 3) avec des bandes de largeur constante 200 Hz.On obtient ainsi les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage en entr�ee au point m2 du petitcylindre (cf. Figure 6.8) et en transfert, entre le point m1 du gros cylindre et le point m2du petit (cf. Figure 6.9) et entre le point m1 et le point c coupl�e (cf. Figure 6.10).On remarquera aussi que les r�esultats obtenus par la EMMA (courbes HNRJ ou Hnrj)sont aussi pr�ecis que ceux obtenus par la m�ethode classique (courbes "HEX " ou "Hex "),sauf pour les trois premi�eres bandes de 200 Hz.Contrairement aux attentes, les autres bandes de 200 Hz n'�etaient pas trop �etroites,pourtant les nombres d'oscillations des parties imaginaires des mobilit�es des deux cylindres�etaient souvent nuls, comme le montre le tableau suivant.Nombres d'oscillations des parties imaginaires des mobilit�es YmcFcentr [Hz] Gros Cyl. Petit Cyl. Fcentr [Hz] Gros Cyl. Petit Cyl.150.0 3 0 2150.0 1 2350.5 3 1 2350.0 0 1550.4 0 2 2550.0 0 2750.0 3 0 2750.0 1 0950.0 0 1 2950.0 0 01150.0 1 1 3150.0 0 11350.0 1 0 3350.0 0 01550.0 1 1 3550.0 1 11750.0 1 0 3750.0 0 11950.0 0 0 3950.0 0 0On peut remarquer que les transferts sur une structure fortement amortie (gros cylindre)sont n�egligeables par rapport aux contributions directes, même si les mobilit�es n'oscillentpas beaucoup: on n'a pas besoin de l'e�et de moyenne.L'erreur maximale sur les autres bandes est autour des 3 dB qu'on s'�etait pr�e�x�es comme"erreur admissible" pour notre m�ethode approch�ee.En�n on constate sur un transfert entre le point coupl�e et le point excit�e (qui seraitmauvais sans facteurs de connexion), que la d�e�nition des mobilit�es �energ�etiques propos�eepour les syst�emes coupl�es, fonctionne bien, conformement aux r�esultats des simulationsnum�eriques (cf. Figure 6.10).
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Mobilit�e �energ�etique de transfert Hm1m2 apr�es couplageFig. 6.9 - EMMA (Hnrj) - Calcul classique (Hex ) - Mesure (Hmes)
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Mobilit�e �energ�etique de transfert Hcm1 apr�es couplageFig. 6.10 - EMMA (Hnrj) - Calcul classique (Hex ) - Mesure (Hmes)



6.3. ASSEMBLAGE D'UN CYLINDRE ET D'UN COUVERCLE DE CLIMATISEUR936.3 Assemblage d'un cylindre et d'un couvercle declimatiseurLe couvercle du climatiseur est un rectangle en acier 885 * 275 * 1 mm, ayant des bordsrepli�es, de 20 mm.Suspendu verticalement, il a �et�e coupl�e au petit cylindre, toujours en collant le bout devis qui d�epasse du petit cylindre �a un point quelconque de la plaque.On mesure donc les mobilit�es d'entr�ee et de transfert du couvercle seul et de l'ensemblecouvercle-cylindre, comme pr�ec�edemment.On a v�eri��e l�a aussi que la vitesse au point de couplage est la même de part et d'autredu couplage, sur les deux structures.Les mobilit�es classiques du couvercle sont beaucoup plus "piqu�ees": on a une densit�e
LMS

CM1

M2

Ca) sous-structures isol�ees M2

LMS

M1 Cb) Assemblage au point cFig. 6.11 - Couplage au point c du couvercle et du petit cylindremodale beaucoup plus forte et un amortissement beaucoup plus faible que pour les cy-lindres(cf. Figure 6.12).Avant de faire les calculs il a �et�e n�ecessaire de "nettoyer" les donn�ees (cf. F.1.2) car lesparties r�eelles des mobilit�es d'entr�ee pr�esentaient des valeurs n�egatives (qu'on a mis �az�ero); on n'a cependant pas "nettoy�e" les pics anormaux (dont la largeur n'est pas com-patible avec l'amortissemen)t, ce qui peut expliquer les di��erences entre calcul et mesure.Comme pour les simulations num�eriques, on constate que les di��erences entre r�esultatsclassiques ("exacts") et approch�es (EMMA) sont impr�evisibles et ne diminuent pas enmontant en fr�equence.
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Fig. 6.12 - Mobilit�es Ycc et Ycm2 du couvercle seul, suspendu
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Fig. 6.13 - Comparaison des mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage Hm1m1EMMA (Hnrj) - Calcul classique (Hex ) - Mesure (Hmes). Bandes de 200 Hz.Assemblage du couvercle et du petit cylindre.Dans ce cas aussi les r�esultats de la m�ethode EMMA sont tout aussi bons que ceux de lam�ethode des mobilit�es classiques, sauf pour les premi�eres bandes.
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Fig. 6.14 - Comparaison des mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage Hm1m2Calcul �energ. approch�e (Hnrj) - classique (Hex ) - mesur�e (Hmes). Bandes de 200 Hz.Assemblage du couvercle et du petit cylindre.
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Fig. 6.15 - Comparaison des mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage Hcm1EMMA (Hnrj) - Calcul classique (Hex ) - Mesure (Hmes). Bandes de 200 Hz.Assemblage du couvercle et du petit cylindre.



96 CHAPITRE 6. APPLICATION A DES DONN�EES ISSUES DE MESURES6.4 Conclusions sur l'application exp�erimentale de lam�ethodeLes deux exp�eriences e�ectu�ees, avec des couplages rigides contrôl�es et des montagespropres (bonne r�eciprocit�e) valident la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques, lorsqu'elle estappliqu�ee dans des bonnes conditions exp�erimentales (proches de celles th�eoriques).Ses r�esultats sont aussi bons que ceux obtenus par les mobilit�es classiques si on choisitconvenablement les bandes de fr�equence (avec quelques oscillations des mobilit�es clas-siques (parties r�eelles ou parties imaginaires) des deux sous-structures isol�ees, dans chaquebande, ou, pour un fort recouvrement modal, avec la partie r�eelle des mobilit�es d'entr�eebien plus grande que celle des mobilit�es de transfert).Les avantages de la m�ethode approch�ee par rapport aux mobilit�es classiques sont les sui-vants:- meilleure lisibilit�e des r�esultats- utilisation de quantit�es moyenn�ees en fr�equence, plus stables- insensibilit�e aux erreurs de signe (gain de temps consid�erable sur la conception et l'ex-ploitation des mesures, s�ecurit�e suppl�ementaire, robustesse)- temps de calcul et bases de donn�ees extrêmement r�eduites- insensibilit�e aux bruits de fond al�eatoires (non trait�ee dans l'exemple pr�esent�e ici).Une tentative d'application �a une structure complexe (un climatiseur) n'a pas �et�e concluantecar la mise en oeuvre de la m�ethode des mobilit�es classiques �etait elle même trop approxi-mative et les r�esultats des "calculs exacts" �etaient eux mêmes tr�es di��erents de ceux desmesures.On a cependant obtenu des r�esultats EMMA de la même qualit�e que ceux "exacts" desmobilit�es classiques. La m�ethode des mobilit�es �energ�etiques suppose donc qu'on fasse desmesures sens�ees de mobilit�es classiques.Aux vues de ces premi�eres exp�eriences, la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques semble unoutil prometteur, pour donner une information �energ�etique locale.Le fait de consid�erer des quantit�es moyenn�ees par bande de fr�equence, rend la m�ethodeun peu plus robuste que celle des mobilit�es classiques, tant du point de vue exp�erimental(la position exacte des pics dans une bande compte peu, un bruit al�eatoire �electrique,donne une contribution petite en moyenne devant celle du signal, pas de corrections designe n�ecessaires), que du point de vue calculatoire (moins de probl�emes de bon condi-tionnement et d'inversion des matrices).Des probl�emes typiques de la m�ethode des mobilit�es classiques demeurent: probl�emes denon lin�earit�e, pr�esence de sources internes variables (chocs, frottements), di�cult�es demesure pour les couplages �elastiques dissipatifs, bruit �electronique et niveau d'excitation(en transfert), erreurs de mesure en entr�ee (accessibilit�e, voisinage de discontinuit�es, po-sitionnement du syst�eme excitateur, n�ecessit�e de parties r�eelles e�ectivement positives),couplages mal d�e�nis, ou variables (non rigides, points de contact mal localis�es), couplagessurfaciques �a discr�etiser, contribution des moments...



97Chapitre 7CONCLUSIONSDans ce chapitre on va rappeler les principaux r�esultats de l'�etude et faire quelques sug-gestions sur les applications possibles et sur les voies de recherche ouvertes.7.1 ConclusionsR�ecapitulatifApr�es une analyse bibliographique des principales tendances concernant les m�ethodes�energ�etiques et un rappel du formalisme des mobilit�es classiques, cette �etude s'est struc-tur�ee en trois parties:- la mise en forme analytique de l'Approche par Mobilit�es Moyennes �Energ�etiques ("EMMA"),- l'application num�erique �a quelques assemblages de plaques homog�enes et h�et�erog�enespar couplages ponctuels rigides ou �elastiques,- l'�etude exp�erimentale de deux assemblages de structures simples.D�emarche suivieNotre but �etant d'�elaborer une m�ethode approch�ee de pr�evision de quantit�es �energ�etiqueslocales sur les assemblages, �a partir des quantit�es �energ�etiques locales des sous-structuress�epar�ees, il nous a sembl�e judicieux d'utiliser comme ingr�edients des quantit�es locales,mesurables et exactes: les mobilit�es classiques.Ce choix a limit�e l'application de notre d�emarche �a des structures dont le comportementest lin�eaire, passif et r�eciproque.On a utilis�e l'e�et simpli�cateur des moyennes fr�equentielles pour obtenir des expressions�energ�etiques approch�ees entre puissances inject�ees et niveaux vibratoires par bandes defr�equence.Par des simulations num�eriques d'assemblages de plaques on a �etudi�e les di��erentes er-reurs de m�ethode et d�egag�e l'inuence qualitative de certains param�etres.Par des applications exp�erimentales �a des assemblages de plaques et cylindres, on a com-par�e les pr�evisions de la EMMA �a celles des mobilit�es classiques (m�ethode "exacte") etaux mesures e�ectu�ees apr�es couplage.



98 CHAPITRE 7. CONCLUSIONS7.1.1 Principaux r�esultats de l'�etudeAnalyse bibliographiqueL'analyse bibliographique a permis de constater l'int�erêt croissant pour des m�ethodes�energ�etiques locales, applicable �a des structures h�et�erog�enes, compl�ementaires �a la SEA.Des m�ethodes bas�ees sur les mobilit�es, comme celle des R�eceptances de puissance oudes PFRF, travaillent �a fr�equence pure et utilisent des hypoth�eses contraignantes sur lesexcitations ("rain on the roof", sources de force).Les m�ethodes utilisant les densit�es d'�energie Lagrangienne et totale sont prometteuses,mais n�ecessitent un partage des structures en sous-syst�emes simples coupl�es (poutres,plaques, coques).Les m�ethodes avec des mobilit�es moyenn�ees par bandes de fr�equences (Valeur moyenne,Lissage par Cepstre...) utilisent des moyennes g�eom�etriques et ne peuvent pas se rattacher�a des v�eritables quantit�es �energ�etiques; de plus elles ont des probl�emes avec les structuresh�et�erog�enes.Choix d'un formalisme simpleLe rappel de la m�ethode des mobilit�es classiques a permis de mettre en place un forma-lisme coh�erent, pour l'analyse exacte des assemblages par couplages ponctuels externesde deux sous-structures ou par couplages internes sur une seule structure, en d�etaillantles hypoth�eses, habituellement implicites, e�ectu�ees sur les sources excitatrices.D�e�nition et Additivit�e �energ�etiqueOn a d�e�ni la mobilit�e �energ�etique, en fonction uniquement des mobilit�es classiques,moyenn�ees par bandes de fr�equences. On a montr�e qu'elle approche, sur une bande defr�equences, le rapport de la moyenne fr�equentielle du module carr�e de la vitesse en unpoint (appel�ee "miel") et de la moyenne fr�equentielle de la puissance active inject�ee enun autre point, de fa�con assez ind�ependante du type de source utilis�e (surtout en hautefr�equence).On a ensuite montr�e que, sur une structure excit�ee en plusieurs points, s'ils sont su�-samment �eloign�es les uns des autres, on peut approcher le "miel" obtenu en tout point,en additionnant les produits des mobilit�es �energ�etiques et des puissances actives inject�eespar bande, consid�er�ees s�epar�ement, sans utiliser une r�ef�erence de phase commune.Connectivit�e �energ�etiqueApr�es un couplage rigide en N points, on a obtenu des expressions approch�ees des puis-sances actives �echang�ees par bande et des "miels" de l'assemblage en utilisant les mobilit�es�energ�etiques et les "miels" avant couplage des sous-structures s�epar�ees aux futurs pointsde couplage:- on a d�e�ni des mobilit�es �energ�etiques de connexion,- on a �ecrit la continuit�e des "miels" et le bilan des puissances �echang�ees,- on a appliqu�e l'additivit�e �energ�etique des puissances �echang�ees et ext�erieures apr�es cou-plage.



7.1. CONCLUSIONS 99Invariants et Pr�evision �energ�etiqueLa pr�evision (approch�ees) des mobilit�es �energ�etiques et des "miels" apr�es couplage en fonc-tion des "miels" avant couplage, sur les sous-structures s�epar�ees, peut se faire, ind�ependammentdu type des sources ext�erieures, en vertu de la propri�et�e suivante: on peut n�egliger les chan-gements des puissances actives inject�ees par bande de fr�equence en des points non coupl�es(i.e. su�samment �eloign�es des points de couplage).Contrairement aux mobilit�es classiques, qui sont a�ect�ees par tout changement de la struc-ture (couplage, conditions aux limites, ajout de masse), les mobilit�es �energ�etiques sontmoins sensibles dans certains cas. Une premi�ere propri�et�e importante a �et�e d�ecouverte etutilis�ee tout au long de l'�etude: lors du couplage d'une sous-structure, on peut n�egliger leschangements induits sur la mobilit�e �energ�etique de transfert entre deux points non coupl�es.Une autre propri�et�e remarquable est la suivante: si on ajoute une masse concentr�ee surune structure, en montant en fr�equence on peut n�egliger de plus en plus les changementsinduits sur les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee et de transfert, pour un point excit�e quico��ncide avec le point massique.Simulations num�eriquesLes �etudes num�eriques ont montr�e que la m�ethode peut s'employer de fa�con satisfaisante,sur des assemblages de plaques minces homog�enes et h�et�erog�enes et sur des assemblagesd'oscillateurs.Les puissances �echang�ees aux di��erents points de couplage sont pr�evues de mieux enmieux lorsque le recouvrement modal augmente; la puissance �echang�ee totale est toujoursplus �able.Les "miels" et les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage sont satisfaisants si les mobilit�esclassiques oscillent au moins deux ou trois fois dans chaque bande; ils ne s'am�eliorent pasen augmentant le recouvrement modal.Toutes les pr�evisions s'am�eliorent en augmentant la largeur des bandes d'analyse.Les couplages �elastiques et dissipatifs peuvent être pris en compte soit en utilisant unsyst�eme interm�ediaire �a part (solution valable seulement au dessus de sa fr�equence der�esonance interne), soit en rattachant ce syst�eme de liaison �a l'une des sous-structures,avant d'e�ectuer le couplage (solution valable sur tout le spectre).L'erreur exacte du calcul EMMA ne peut pas être pr�evue �a partir des seules caract�eristiquesde la structure, car elle d�epend des e�orts appliqu�es. Elle est li�ee de plus �a des quantit�eslocales.Comme piste de recherche on propose d'utiliser deux quantit�es (disponibles), pour formerun indicateur de l'erreur de m�ethode, en chaque point, dans chaque bande de fr�equences:- le nombre moyen de passages �a z�ero des parties imaginaires des mobilit�es classiques detransfert entre le point de calcul et les points excit�es (et entre les di��erents points excit�es),- le rapport de la mobilit�e �energ�etique d'entr�ee et de la partie r�eelle moyenne de la mobilit�eclassique d'entr�ee aux points excit�es.Premi�eres �etudes exp�erimentalesPar des exp�eriences sur des structures simples (deux cylindres, et une plaque) coupl�ees enun point, avec des mobilit�es classiques bien mesur�ees, on a constat�e que, par rapport auxmesures apr�es couplage, la qualit�e des pr�evisions par mobilit�es �energ�etiques est comparable�a celle des mobilit�es classiques. De plus l'utilisation de quantit�es positives, moyenn�eespar bande de fr�equence, permet de s'a�ranchir des erreurs de signe sur les mobilit�es de



100 CHAPITRE 7. CONCLUSIONStransfert et �elimine les e�ets d'un �eventuel bruit al�eatoire.7.1.2 Autres aspects trait�esCouplages internesLes couplages internes �a une même structure ont �et�e trait�es, en utilisant la mêmed�emarcheque pour les couplages externes. Des expressions �energ�etiques pour les couplages internesont alors �et�e propos�ees.Couplage en deux pointsIl a �et�e montr�e, sur un cas simple, qu'il est �equivalent d'e�ectuer deux couplages externesou un couplage externe suivi d'un couplage interne. La deuxi�eme approche permet detraiter r�ecursivement (analytiquement ou num�eriquement) le couplage en N points, sanse�ectuer d'inversion matricielle, qui pose parfois probl�eme pour les mobilit�es classiques.Couplage �a une masse ponctuelleL'insensibilit�e en haute fr�equence de la mobilit�e �energ�etique d'entr�ee lorsqu'on ajoute unemasse ponctuelle a �et�e montr�ee analytiquement (et constat�ee num�eriquement dans le casdes plaques avec discontinuit�es massiques).Expression des CLF, pr�edictivit�eOn a donn�e au C.5 une expression intrins�eque des facteurs de perte par couplage (CLF)de la SEA, dans le cas du couplage rigide par points de structures h�et�erog�enes.De plus, la propri�et�e de quasi-invariance des puissances actives moyenn�ees en fr�equence,inject�ees en des points non coupl�es, peut expliquer, dans certains cas, pourquoi on peutappliquer une m�ethode comme la SEA de fa�con pr�edictive, alors que ses hypoth�eses surles sources (consid�er�ees des sources de force) sont viol�ees.Assemblages d'oscillateursL'�etude des assemblages d'oscillateurs amortis de l'annexe G, a permis de mieux com-prendre les assemblages par liaisons �elastiques, mais constitue un �el�ement �etonnant, caron aurait pu penser que la EMMA ne peut pas s'appliquer dans ces conditions (trop peude modes et d'oscillations des mobilit�es de transfert dans les bandes choisies).7.2 Autres applications et d�eveloppements possiblesCe travail est une exploration rapide, avec des outils formels simples, d'une nouvellem�ethode pr�edictives sur des quantit�es �energ�etiques locales des assemblages multipoint.Chacune de ses �etapes peut être approfondie, par d'autres �etudes analytiques (par lam�ethode modale ou la d�ecomposition en ondes).Des applications num�eriques et exp�erimentales �a d'autres types de structure sont n�ecessairesa�n de mieux �evaluer la port�ee pratique de la m�ethode propos�ee.Des extensions �a d'autres types de couplage (lin�eique et surfacique) et �a l'excitation parmoments seront les bien venues, ainsi qu'une extension au couplage vibro-acoustique.



7.2. AUTRES APPLICATIONS ET D�EVELOPPEMENTS POSSIBLES 1017.2.1 �Etablissement de crit�eres �energ�etiquesL'analyse par mobilit�es �energ�etiques des sous-structures permet d'e�ectuer des choix surle dimensionnement des structures, par rapport �a des crit�eres �energ�etiques locaux.Variation du niveau vibratoire localSur des syst�emes complexes et h�et�erog�enes, il est important de pouvoir pr�evoir localementles variations du niveau vibratoire, car le niveau global ne su�t plus �a dimensionner lastructure aux endroits sensibles.La pr�evision des "miels" apr�es couplage seulement aux points voulus, est l'un des r�esultatsprincipaux de l'EMMA, avec une grande �economie sur l'information n�ecessaire et sur letemps de calcul.Diminution des puissances inject�ees ou �echang�eesLa diminution de la puissance active totale �echang�ee ou inject�ee est aussi un crit�ere utileau dimensionnement des structures et des liaisons ([69]).Les mobilit�es �energ�etiques donnent l�a aussi plus de d�etails sur la puissance �echang�ee enchaque point de couplage et sur la puissance inject�ee et dissip�ee en chaque point, parbandes de fr�equence, �a partir des "miels" avant couplage.En e�et, dans le domaine d'application de la SEA (hautes fr�equences, recouvrementmodalsup�erieur �a 1) les calculs des puissances locales de la EMMA sont satisfaisants.Augmentation d'une dissipation interm�ediaireAu E.2 on a vu qu'on ne peut optimiser un syst�eme de liaison �elastique amortissant, ex-clusivement par mobilit�es �energ�etiques, que si sa r�esonance interne est inf�erieure �a cellesde la bande de fr�equences analys�ee. Sinon il faut utiliser les mobilit�es classiques.Cette limite �etant �x�ee, on peut faire varier l'amortissement ou les autres caract�eristiquesd'un syst�eme interm�ediaire et �etudier rapidement e�cacit�e de l'isolation vibratoire obte-nue, en termes de puissances �echang�ees ou dissip�ee dans ce sous-syst�eme, ou en termes deniveau vibratoire des autres sous-syst�emes.On peut donc analyser et optimiser chacune des liaisons ponctuelles s�epar�ement.7.2.2 Apports et compl�ements �a la SEALa Statistical Energy Analysis fait des analyses globales, sans devoir se soucier desr�ealisations du couplage ou des endroits coupl�es ou excit�es. Les mesures des �energiescin�etiquesmoyennes impliquent un maillage des sous-syst�emes. Sa d�emarche n'est g�en�eralementpas pr�edictive et devrait se borner aux moyennes et hautes fr�equences.La EMMA n�ecessite au contraire des informations locales pr�ecises, sur les �el�ements decouplage et sur les niveaux vibratoires. Elle ne s'applique actuellement qu'aux couplagesponctuels, mais permet de pr�evoir les puissances �echang�ees et l'�energie cin�etique d'unsous-syst�eme apr�es couplage, sans mailler les sous-syst�emes: seule la connaissance des"miels" aux points de couplage, avant couplage, (et des points d'injection ext�erieure) estn�ecessaire. On peut ainsi connâ�tre- les points qui vibrent le plus lorsqu'on injecte des puissances dans la structure �a desendroits donn�es (sans avoir des relations de phase entre elles),- les points de couplage ou d'injection ext�erieure les plus importants pour les vibrations



102 CHAPITRE 7. CONCLUSIONSd'autres points (analyse des chemins vibratoires).Les deux approches sont compl�ementaires et peuvent apporter des �el�ements pr�ecieux l'une�a l'autre. La SEA peut �etendre les pr�evisions des mobilit�es �energ�etiques au domaine durayonnement acoustique, aider �a �etablir des mod�eles pour les couplages non ponctuels etapporter la robustesse li�ee �a la conservation de l'�energie totale.Les mobilit�es �energ�etiques apportent �a la SEA une d�etermination semi-exp�erimentale desCLF (cf.C.5) pour des structures complexes ou pour des assemblages successifs, d'o�u uneaide possible pour la caract�erisation des couplages "forts".Elles apportent aussi leur cot�e pr�edictif, avec les puissances totales �echang�ees, et laconnaissance des niveaux vibratoires locaux pour des structures h�et�erog�enes.7.2.3 Approfondissements possibles�Etude �energ�etique des chemins de transmissionLes mobilit�es classiques ont �et�e utilis�ees par plusieurs auteurs a�n de mieux d�e�nir les"chemins" de transmission vibratoire.Dans ce travail nous avons utilis�e les mobilit�es des structures isol�ees (libres) pour e�ectuerdes couplages internes et externes.Nous n'avons pas soulign�e le fait que la valeur des di��erents termes de la matrice decouplage (surtout celle des termes diagonaux) est indicative de l'importance des pointsde contact correspondants pour les transferts vibratoires d'une structure �a l'autre.On pourrait aussi consid�erer les mobilit�es �energ�etiques des structures isol�ees bloqu�ees,d'une fa�con analogue �a celle pr�esent�ee par Bessac, Gagliardini et Guyader ([4]), pourmontrer l'importance ou la "force" relative de certains couplages. Ce cas d'analyse seraitcompl�ementaire �a ceux expos�es ici, car, pour certains assemblages, il est plus simple debloquer des sous-syst�emes que de les d�ecoupler.Application aux mobilit�es de momentLes mobilit�es de moment constituent un probl�eme en soi car la mesure des momentsappliqu�es (et la r�ealisation d'une excitation par moment pur) est di�cile �a ce jour pourdes structures minces.De plus la prise en compte des rotations et des moments alourdit les calculs matriciels, lagestion des donn�ees et complique l'analyse des r�esultats.Cependant les contributions des moments deviennent importantes aux hautes fr�equences,l�a o�u les th�eories �energ�etiques sont les plus indispensables. C'est pourquoi une �etude descontributions des moments, moyenn�ees par bande de fr�equence, semble n�ecessaire, a�n devoir si les mêmes relations que celles �etablies s'appliquent bien �a des mobilit�es �energ�etiquesde moment et aux mobilit�es mixtes vitesse/moment et rotation/force.Extension aux couplages lin�eiques et surfaciquesLe couplage ponctuel souvent ne su�t pas �a mod�eliser une jonction r�eelle entre sous-structures, d�es que celle-ci a des dimensions telles qu'on peut d�e�nir des mobilit�es detransfert entre les points de sa surface.A�n de rendre la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques un outil performant d'analyseexp�erimentale, il semble aussi n�ecessaire d'�etudier des expressions approch�ees pour des



7.2. AUTRES APPLICATIONS ET D�EVELOPPEMENTS POSSIBLES 103mobilit�es lin�eiques et surfaciques, par bande de fr�equences. Une comparaison avec lesnombreuses "recettes" (biblioth�eque de couplages) de la SEA ne peut être qu'utile.Application �a l'�etude de syst�emes vibro-acoustiquesLes mobilit�es classiques mesur�ees "in situ" prennent en compte les couplages uide-structure, donc les mobilit�es �energ�etiques aussi.Cependant lorsqu'on applique la m�ethode des mobilit�es aux assemblages, on n�egligesyst�ematiquement les contributions acoustiques, car on suppose que les mesures sur lespi�eces s�epar�ees et sur l'assemblage se font avec le même champ acoustique et que les fac-teurs de rayonnement respectifs ont peu chang�e apr�es couplage.La EMMA permet de pr�evoir quels points des sous-structures seront les plus a�ect�es par lecouplage et par les changements des autres sous-structures. �A partir de l�a, il faut essayerd'estimer les r�epercussions sur le bruit rayonn�e apr�es couplage. En e�et, ayant calcul�eavec les mobilit�es �energ�etiques les puissances totales �echang�ees par les di��erents sous-syst�emes, on peut ensuite appliquer des relations globales comme celles de la SEA pourpr�evoir la puissance acoustique �emise par la totalit�e ou par une partie de l'assemblage.Cependant une diminution globale du niveau vibratoire ne correspond pas forcement �aune diminution du bruit rayonn�e, car les changements de niveau peuvent a�ecter surtoutles parties les plus massiques ou les moins rayonnantes de la structure.Il serait donc int�eressant d'avoir des relations entre des quantit�es locales vibratoires etdes quantit�es locales acoustiques, moyenn�ees en fr�equence, surtout lorsque les structuressont fortement h�et�erog�enes et les milieux acoustiques ne sont pas des champs di�us oudes champs libres.Autrement dit, il faut �etudier si la moyenne spatiale est indispensable pour avoir desrelations vibro-acoustiques par bandes de fr�equence. On sugg�ere d'appliquer la d�emarcheexpos�ee dans ce travail �a d'autres fonctions de transfert entre un signal A au point e etun signal B au point m, du type suivant:Hme = <j InterspectreBmAeAutospectreAeAe j2><Ref InterspectreBeAeAutospectreAeAe g>�Etudes num�eriques et exp�erimentalesOn a vu que les liaisons �elastiques et dissipatives demandent une application particuli�erede l'EMMA. L'�etude num�erique d'autres types de liaisons permettra d'enrichir le savoirfaire sp�eci�que pour cette nouvelle m�ethode.Des �etudes param�etriques sur des structures plus complexes sont aussi souhaitables. Unindicateur de �abilit�e de la m�ethode peut notamment être recal�e et perfectionn�e, par dessimulations sur di��erents syst�emes.Des �etudes exp�erimentales, sur des structures complexes, ou en milieu bruit�e, sont en�nn�ecessaires pour mettre au point des d�emarches simpli��ees de mise en oeuvre, di��erentesde celles des mobilit�es classiques.



104 CHAPITRE 7. CONCLUSIONS



105Annexe ARappels concis de probabilit�esOn rappelle ici quelques notions de la th�eorie des probabilit�es, a�n de d�e�nir plus propre-ment la notion d'"ind�ependance", utilis�ee �a plusieurs reprises dans le texte.Un "�ev�enement" E, observ�e n(E) fois au cours de N "�epreuves" � (ou "r�ealisations") aune probabilit�e P(E) (r�eel positif) d�e�nie par:P (E) = limN!1 n(E)N = n(E)Xk=1 P (�k) (A.1)o�u P(�k) est la probabilit�e �el�ementaire de la k-i�eme �epreuve qui r�ealise E.Soient deux �ev�enements E1 et E2, on note P(E1/E2) la "probabilit�e conditionnelle" der�ealiser E1 alors que E2 est r�ealis�e.Deux �ev�enements sont dits "ind�ependants"si et seulement si P (E1=E2) = P (E1) et P (E2=E1) = P (E2)ou encore si et seulement si P (E1etE2) = P (E1)P (E2)L'application qui �a une �epreuve � associe un r�eel X(�), est appel�ee variable scalaireal�eatoire ("V.A."). Au r�eel X(�) on fait corr�espondre, un point A(�) de l'espace image Dde celui des �epreuves. Le point A(�) a donc une probabilit�e P (�) de repr�esenter la V.A.La fonction de r�epartition F (d�eterministe, positive) d'une V.A. est la probabilit�e deretrouver le point A(�) dans un sous-espace � de D:F (�) = PfA(�) 2 �g (A.2)si � ! D, alors F (�) ! 1 La densit�e de probabilit�e d'une V.A. est la d�eriv�ee de safonction de r�epartition par rapport �a ses arguments x1, ...xn:f(x1; x2; :::xn) = @F (x1; x2; :::xn)@x1::@xn (A.3)telle que, pour deux r�eels a et b,Pfa � X(�) � bg = Z ba f(x)dx (A.4)et norm�ee par Pf�1 � X(�) � 1g = Z 1�1 f(x)dx = 1 (A.5)Pour une distribution gaussienne (ou "normale"), on a:f(x) = exp �x22�2�p2� (A.6)



106 ANNEXE A. RAPPELS CONCIS DE PROBABILIT�ESo�u � est l'�ecart type. On appelle moment d'ordre q la valeur moyenne de xq pond�er�e parla densit�e de probabilit�e f(x):E[Xq(�)] = mq = Z 1�1 xqf(x)dx (A.7)pour q=1 on a l' "esp�erance math�ematique" ou moyennepour q=2 on a la moyenne quadratique.De même on d�e�nit des moments centr�es sur la moyenne:E[(X(�) �m1)q] = �q = Z 1�1(x�m1)qf(x)dx (A.8)pour q=1 c'est nul, pour q=2 on a la "variance".On appelle "moyennes mixtes" pour un couple al�eatoire (de deux V.A.)E[Xq1(�)Y q2(�)] = mq = Z 1�1 Z 1�1 xq1yq2f(x; y)dxdy (A.9)et "moments centr�es"E[(X(�) �mx)q1(Y (�) �my)q2] = �xyq1q2 = Z 1�1 Z 1�1(x�mx)q1(y �my)q2f(x; y)dxdy(A.10)pour q1 = q2 = 1 on a la "covariance" de x et y.Deux V.A. X(�) et Y (�) sont ind�ependantes si les �ev�enements associ�es �a ces V.A. sontind�ependants PfX(�) � xetY (�) � yg = PfX(�) � xgPfY (�) � yg (A.11)ce qu'on �ecrit encore F (x; y) = F (x)F (y) (A.12)ou f(x; y) = f(x)f(y) (A.13)ou mxy = mxmy (A.14)La covariance est alors nulle (la covariance nulle n'implique pas l'ind�ependance).Si deux variables al�eatoires r�eelles X et Y sont ind�ependantes, et si f et g sont deuxfonctions quelconques, respectivement de x et de y, alors f(X) et g(Y) sont ind�ependanteset l'on a (voir [6], page 59): E[f(X)g(Y )] = E[f(X)]E[g(Y )] (A.15)Pour une combinaison lin�eaire de V.A. ind�ependantes Z(�) = aX(�) + bY (�), on a desmoyennes telles que: mz = amx + bmy (A.16)et des variances telles que: �z = a�x + b�y (A.17)Soit une r�eponse temporelle y(t; �) �a une entr�ee x(t; �) sur un syst�eme de r�eponse impu-sionnelle h(t), on a la relation suivante entre les moyennes (o�u * d�esigne le produit deconvolution): my(t) = h(t) �mx(t) (A.18)



107Annexe BExercice de style: couplage en deuxpointsOn va traiter ici analytiquement le couplage rigide de deux structures SI et SII en deuxpoints c1 et c2, de deux fa�cons �equivalentes:- le couplage externe en deux points (classique)- le couplage externe en un point, suivi du couplage interne en un point.
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Fig. B.1 - Couplage en deux points, ou en un point �a la foisCouplage externe en un point + Couplage interne en un pointCommen�cons par les couplage externe classique en un point c1:conformement �a 2.3, on applique dV Ic1 = dV IIc1 et dF Ic1 = �dF IIc1 aux vitesses apr�es couplage(coi��ees d'un dcirconfl�exe), sur SIdV Ic1 = Y Ic1ecF Ie + Y Ic1dF Ic1 (B.1)



108 ANNEXE B. EXERCICE DE STYLE: COUPLAGE EN DEUX POINTSet sur SII dV IIc1 = Y IIc1fdF IIf + Y IIc1 dF IIc1 (B.2)on obtient directement l'e�ort de couplage:dF Ic1 = (Y IIc1fdF IIf � Y Ic1ecF Ie )(Y Ic1 + Y IIc1 ) (B.3)et la vitesse en tout point m apr�es couplage:dV Im = Y ImecF Ie + Y Imc1 (Y IIc1fdF IIf � Y Ic1ecF Ie )(Y Ic1 + Y IIc1 ) (B.4)ainsi que les mobilit�es apr�es ce premier couplage:dY Ime = Y Ime � Y Imc1Y Ic1e(Y Ic1 + Y IIc1 ) (B.5)sur SI, de même pour les points de SII et pour les croisements.Aux points c2 et c'2 on obtient par exempledYc2 = Y Ic2 � Y Ic2c1Y Ic1c2(Y Ic1 + Y IIc1 ) (B.6)dYc02 = Y IIc2 � Y IIc2c1Y IIc1c2(Y Ic1 + Y IIc1 ) (B.7)et dYc2c02 = Y Ic2c1Y IIc1c02(Y Ic1 + Y IIc1 ) (B.8)Couplons ensuite rigidement les points c2 et c'2 du premier assemblage; apr�es couplageles vitesses en ces points (coi��ees d'un gtilde) sont �egales et donn�ees par:gVc2 = dYc2efFe + dYc2ffFf +dYc2gFc2 + dYc02gFc02 (B.9)et gVc02 = dYc02efFe + dYc02ffFf + dYc02c2gFc2 +dYc02gFc02 (B.10)Avec gFc02 = �gFc2 on obtient doncgFc2 = (dYc02efFe + dYc02ffFf )� (dYc2efFe + dYc2f fFf )dYc02 + dYc02 � 2 dYc02c2 (B.11)et des vitesses apr�es couplage en tout point m sont donn�ees pargVm = dYmefFe + dYmffFf + (dYmc2 � dYmc02)(dYc02efFe + dYc02ffFf )� (dYc2efFe + dYc2f fFf)dYc02 +dYc02 � 2 dYc02c2 (B.12)ce qui, apr�es d�eveloppement des termes cX , donne:gV Im = Y ImefF Ie+ (B.13)+Y Imc1 (Y IIc2 + Y Ic2)(Y IIc1fgF IIf � Y Ic1efF Ie )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)(Y IIc2fgF IIf � Y Ic2efF Ie )(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2+Y Imc2 (Y IIc1 + Y Ic1)(Y IIc2fgF IIf � Y Ic2efF Ie )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)(Y IIc1fgF IIf � Y Ic1efF Ie )(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2



109Couplage externe en deux pointsLes vitesses apr�es couplage aux deux points coupl�es sont donn�ees par:gVc1 = Y Ic1efF Ie + Y Ic1c2gF Ic2 + Y Ic1gF Ic1 (B.14)et gVc2 = Y Ic2efF Ie + Y Ic2c1gF Ic1 + Y Ic2gF Ic2 (B.15)sur SI, et elles sont �egales �a celles sur SII, donn�ees par:gVc01 = Y IIc1fgF IIf + Y IIc1c2gF IIc2 + Y IIc1 gF IIc1 (B.16)et gVc02 = Y IIc2fgF IIf + Y IIc2c1gF IIc1 + Y IIc2 gF IIc2 (B.17)Avec les relations de couplage rigidegF Ic2 = �gF IIc2 et gF Ic1 = �gF IIc1 on tiregF Ic1 = (Y IIc2 + Y Ic2)(Y IIc1fgF IIf � Y Ic1efF Ie )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)(Y IIc2fgF IIf � Y Ic2efF Ie )(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2 (B.18)et gF Ic2 = (Y IIc1 + Y Ic1)(Y IIc2fgF IIf � Y Ic2efF Ie )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)(Y IIc1fgF IIf � Y Ic1efF Ie )(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2 (B.19)d'o�u les vitesses en tout point m apr�es couplage:gV Im = Y ImefF Ie+ (B.20)+Y Imc1 (Y IIc2 + Y Ic2)(Y IIc1fgF IIf � Y Ic1efF Ie )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)(Y IIc2fgF IIf � Y Ic2efF Ie )(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2+Y Imc2 (Y IIc1 + Y Ic1)(Y IIc2fgF IIf � Y Ic2efF Ie )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)(Y IIc1fgF IIf � Y Ic1efF Ie )(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2On retrouve donc bien la même expression qu'au paragraphe pr�ec�edent.On porrait aussi comparer les mobilit�es apr�es couplage obtenues par les deux voies, enfonction des mobilit�es des sous-syst�emes isol�es, avant couplage; elles s'obtiennent sim-plement en consid�erant une seule excitation �a la fois et en divisant les deux membresde l'�equation B.20 par cette excitation; par exemple pour deux points m et e (mêmeconfondus) non coupl�es de SI on obtient:gY Ime = Y Ime+ (B.21)+Y Imc1 �(Y IIc2 + Y Ic2)Y Ic1e + (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)Y Ic2e(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2+Y Imc2 �(Y IIc1 + Y Ic1)Y Ic2e + (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)Y Ic1e(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2Cette expression est pr�edictive puisqu'elle ne d�epend pas des sources utilis�ees.
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111Annexe CCompl�ements analytiquesOn a report�e ici en annexe des d�eveloppements analytiques qui auraient trop alourdil'exposition et embrouill�e son cours. Ils n'en sont pas moins importants et d'un int�erêtpratique pour la mise en oeuvre des mobilit�es �energ�etiques.Ils concernent- les couplages internes par mobilit�es �energ�etiques,- l'�etude �energ�etique du couplage en deux points- l'�etude du couplage d'une structure avec une masse ponctuelle- des expressions simpli��ees qui ne n�ecessitent pas d'inversion,- des expressions des facteurs de perte par couplage de la SEA en fonction de quantit�esintrins�eques, moyenn�ees par bandes de fr�equences.C.1 Expressions �energ�etiques des couplages internesLes relations de couplage sont les mêmes que pour des couplages externes: pour chaquepaire de points coupl�es rigidement (c;c'), on �ecrit que les "miels" apr�es couplage sont�egaux et que les puissances rentrant de part et d'autre sont oppos�ees:< jfVcj2 >=< jfVc0 j2 > (C.1)et fPc =< ReffFcfV �c g >= �gPc0 (C.2)en utilisant l'additivit�e �energ�etique on exprime les "miels" aux points c et c':< jfVcj2 > � NeXe=1HcefPe + NcXk=1(HckfPk +Hck0gPk0) (C.3)et < jfVc0 j2 > � NeXe=1Hc0efPe + NcXk=1(Hc0kfPk +Hc0k0gPk0) (C.4)d'o�u les puissances actives moyennes �echang�ees (sous leur forme matricielle):ffPkg � [Hck +Hc0k0 �Hc0k �Hck0 ]�1f[Hc0e �Hce]ffPegg (C.5)et les "miels" apr�es couplage:< jgVmj2 > � NeXe=1HmefPe + NcXk=1(Hmk �Hmk0)fPk) (C.6)



112 ANNEXE C. COMPL�EMENTS ANALYTIQUESIci encore, on va se comparer aux puissances actives moyennes �echang�ees calcul�ees exac-tement, pour une seule paire de points coupl�es (c,c') et un seul point d'excitation e:fPc =< Refj Yc0e � YceYc + Yc0 � 2Yc0cfFej2(Yc � Ycc0)� + Y �ce Yc0e � YceYc + Yc0 � 2Yc0c jfFej2g > (C.7)en n�egligeant les moyennes des termes oscillants devant celles des termes toujours positifson obtient (pour e di��erent de c ou de c')fPc � < jYc0ej2 > + < jYcej2 >< jYc + Yc0 � 2Yc0cj2 > < jfFej2 >< RefYcg > � < jYcej2 > < RefYc + Yc0g >< jYc + Yc0 � 2Yc0cj2 > < jfFej2 >(C.8)soit fPc � < jYc0ej2 >< RefYcg > � < jYcej2 >< RefYc0g >< jYc + Yc0 � 2Yc0cj2 > < jfFej2 > (C.9)soit encore, en mettant < RefYeg > en facteur, de fa�con �a faire apparâ�tre les mobilit�es�energ�etiques et la puissance active moyenne Pe inject�ee au point e,fPc � Hc0e < RefYcg > �Hce < RefYc0g >< jYcj2 > + < jYc0j2 > +2 < RefYcg >< RefYc0g > +4 < jYc0cj2 >fPe (C.10)en�n, comme 4 < jYc0cj2 ><<< jYc0j2 > et 4 < jYc0cj2 ><<< jYcj2 > le calcul exact (apr�esles approximations annonc�ees) donne:fPc � Hc0e <RefYcg><RefYc0g> �HceHc <RefYcg><RefYc0g> +Hc0 + 2 < RefYcg >fPe (C.11)ce qu'il faut identi�er �a: fPk � Hc0e�c0 �Hce�cHc +Hc0 �Hc0c �Hcc0 fPe (C.12)ou plus simplement �a fPk � Hc0e�c0 �Hce�cHc +Hc0 fPe (C.13)on retrouve donc des facteurs de connexion identiques �a ceux d�eriv�es pour les couplagesexternes: �c = Hc +Hc0Hc <RefYcg><RefYc0g> +Hc0 + 2 < RefYcg > (C.14)et �c0 = < RefYcg >< RefYc0g > Hc +Hc0Hc <RefYcg><RefYc0g> +Hc0 + 2 < RefYcg > (C.15)De même, on trouverait des mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage sous la forme approch�eesuivante: gHme � Hme + (Hmc �Hmc0)(Hc0e�c0 �Hce�c)Hc +Hc0 (C.16)Ce qui, pour la mobilit�e d'entr�ee au point coupl�e (m=e=c) donnefHc � Hc + (Hc �Hcc0 )(Hc0c�c0 �Hc)Hc +Hc0� HcHc0Hc +Hc0 (C.17)



C.2. �ETUDE �ENERG�ETIQUE DU COUPLAGE EN DEUX POINTS 113(donc, �energ�etiquement, le couplage interne est �equivalent au couplage externe en ce quiconcerne ses e�ets au point coupl�e).Les "facteurs de connexion" �etant valables pour le couplage interne et pour le couplageexterne, leur usage doit être g�en�eralisable aux couplages en N points (puisque ceux-cipeuvent se mettre toujours sous la forme d'un premier couplage externe en un point suivide N-1 couplages internes successifs, en un point).On va tester cette d�emarche dans le paragraphe suivant.C.2 �Etude �energ�etique du couplage en deux pointsConsid�erons deux sous-structures qu'on va coupler rigidement en deux points, appel�es bet c sur SI et b' et c' sur SII .On a vu au B qu'il est �equivalent d'�ecrire le couplage externe simultan�e aux deux pointsb et c de deux sous-structures, ou d'�ecrire d'abord le couplage externe en un point, disonsen b1=b2, puis le couplage, interne �a ce premier assemblage, aux points c1 et c2.Les deux types de couplage (interne et externe) doivent donner des termes sym�etriquespour les deux points de couplage, puisqu'on peut coupler indi��eremment d'abord un pointou l'autre (c'est bien le cas pour les mobilit�es classiques).A�n de r�esoudre le probl�eme de fa�con ind�ependante de l'excitation, on va toujours expri-mer les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage, en fonction des mobilit�es des sous-structuresavant couplage.Pour les couplage externe en deux points, �ecrit exactement en termes de mobilit�es clas-siques, on va essayer d'approcher le r�esultat uniquement en fonction de quantit�es moyenn�eesen fr�equence (mobilit�es �energ�etiques et parties r�eelles des mobilit�es).Pour la deuxi�eme fa�con de proc�eder on va utiliser les formules �energ�etiques approch�eesdu couplage externe, puis celle �etablie au C.1 pour un point de couplage interne, ce quirevient �a reprendre les expressions classiques, en substituant des H aux Y.Si par les deux voies on obtient la même expression �energ�etique, on pourra penser que lesmêmes "facteurs de connexion" sont utilisables pour les couplages en N points.Expressions exactesOn va reprendre l'expression des mobilit�es classiques entre un point m et un point e deSI , apr�es un couplage rigide en deux points c1 et c2.Entre un point m et un point e sur SI , on a la mobilit�e apr�es couplage suivante:gY Ime = Y Ime+ (C.18)+Y Imc1 �(Y IIc2 + Y Ic2)Y Ic1e + (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)Y Ic2e(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2+Y Imc2 �(Y IIc1 + Y Ic1)Y Ic2e + (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)Y Ic1e(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2Entre un point m sur SI et un point e sur SII , on a:gYme = (C.19)Y Imc1 (Y IIc2 + Y Ic2)Y IIc1e � (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)Y IIc2e(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 ) � (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2+Y Imc2 (Y IIc1 + Y Ic1)Y IIc2e � (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)Y IIc1e(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2



114 ANNEXE C. COMPL�EMENTS ANALYTIQUESOn peut alors former pour ce deuxi�eme cas, par exemple, l'expression exacte de la mobilit�e�energ�etique correspondante gHme = < jgYmej2 >< ReffYeg >gHme = 1< ReffYeg > < jY Imc1 (Y IIc2 + Y Ic2)Y IIc1e � (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)Y IIc2e(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2+Y Imc2 (Y IIc1 + Y Ic1)Y IIc2e � (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)Y IIc1e(Y Ic1 + Y IIc1 )(Y Ic2 + Y IIc2 )� (Y Ic1c2 + Y IIc1c2)2 j2 > (C.20)et on va essayer de la simpli�er.Approximation des expressions exactesOn consid�ere que le point e n'est pas le point de couplage, et on remplace < ReffYeg >par < RefYeg >.On d�eveloppe alors le module carr�e du num�erateur en somme de modules carr�es et determes crois�es. On remplace la moyenne fr�equentielle de la somme de rapports par lasomme des moyennes de ces rapports et on n�eglige les moyennes des rapports dont lenum�erateur comporte des termes oscillants comme RefYc2eY �c1eg devant les moyennes desrapports de termes carr�es comme jYc1ej2. On n�eglige aussi au d�enominateur < jY Ic1c2 +Y IIc1c2j4 > devant< jY Ic1 + Y IIc1 j2 >< jY Ic2 + Y IIc2 j2 >.Ces simpli�cations supposent que les points de couplage sont assez �eloign�es entre eux etqu'il n'y a pas de sym�etrie dans le syst�eme telle que Yc2e = Yc1e.Il reste alors l'expression:gHme � (C.21)1< ReffYeg > < jY Imc1j2[jY IIc2 + Y Ic2j2jY IIc1ej2 + jY Ic1c2 + Y IIc1c2j2jY IIc2ej2]jY Ic1 + Y IIc1 j2jY Ic2 + Y IIc2 j2 >+ 1< ReffYeg > < jY Imc2j2[jY IIc1 + Y Ic1j2jY IIc2ej2 + jY Ic1c2 + Y IIc1c2j2jY IIc1ej2jY Ic1 + Y IIc1 j2jY Ic2 + Y IIc2 j2 >En supposant que les num�erateurs et les d�enominateurs sont statistiquement ind�ependants,on fait les remplacements suivants:< ab >�< a >< 1b >.Il faut alors supposer qu'on est en haute fr�equences, avec des mobilit�es d'entr�ee liss�ees,on remplace alors la moyenne des inverses par l'inverse de la moyenne et on obtient:< ab >� <a><b> .Entre un point m sur SI et un point e sur SII , on obtient alors des mobilit�es �energ�etiquesde la forme suivante:gHme �HImc1kc1[DENc2HIIc1e + (HIc1c2kc2 +HIIc1c2)HIIc2e]DENc1DENc2+HImc2kc2[DENc1HIIc2e + (HIc2c1kc1 +HIIc2c1)HIIc1e]DENc1DENc2 (C.22)



C.2. �ETUDE �ENERG�ETIQUE DU COUPLAGE EN DEUX POINTS 115ou encore gHme� HImc1HIIc1ekc1DENc1 + HImc2HIIc2ekc2DENc2+(HIc1c2kc2 +HIIc1c2)HImc1HIIc2ekc1DENc1DENc2 + (HIc2c1kc1 +HIIc2c1)HImc2HIIc1ekc2DENc1DENc2 (C.23)o�u DENc = HIc kc +HIIc + 2 < RefY Ic g > et kc = <RefY Ic g><RefY IIc g>en utilisant les facteurs de connexion�Ic = HIc+HIIcDENc et �IIc = kc(HIc+HIIc )DENcon peut en�n �ecrire les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage sous la forme:gHme � HImc1HIIc1e�IIc1HIc1 +HIIc1 + HImc2HIIc2e�IIc2HIc2 +HIIc2+ HIc1c2�Ic1HImc1HIIc2e�IIc2(HIc1 +HIIc1 )(HIc2 +HIIc2 ) + HIIc1c2�IIc1HImc1HIIc2e�IIc2(HIc1 +HIIc1 )kc2(HIc2 +HIIc2 )+ HIc2c1�Ic2HImc2HIIc1e�IIc1(HIc1 +HIIc1 )(HIc2 +HIIc2 ) + HIIc2c1�IIc2HImc2HIIc1e�IIc1kc1(HIc1 +HIIc1 )(HIc2 +HIIc2 ) (C.24)avec deux premiers termes d'autant plus grands devant les autres que les di��erents pointsconsid�er�es sont �eloign�es.Ces mobilit�es �energ�etiques ont aussi des termes sym�etriques en c1 et c2.Deux couplages externes par mobilit�es �energ�etiquesSi on applique la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques au couplage externe en deux points,on trouve une expression formellement identique �a celle des mobilit�es classiques (C.19):gHme �HImc1 (HIIc2 +HIc2)HIIc1e�IIc1 � (HIc1c2�Ic1 +HIIc1c2�IIc1)HIIc2e�IIc2(HIc1 +HIIc1 )(HIc2 +HIIc2 )� (HIc1c2�Ic1 +HIIc1c2)2�IIc1 )2+HImc2 (HIIc1 +HIc1)HIIc2e�IIc2 � (HIc2c1 +HIIc2c1kc2)�Ic2HIIc1e�IIc1(HIc1 +HIIc1 )(HIc2 +HIIc2 )� (HIc2c1�Ic2 +HIIc2c1�IIc2)2 (C.25)ce qui peut encore se mettre sous la formegHme � HImc1HIIc1e�IIc1HIc1 +HIIc1 + HImc2HIIc2e�IIc2HIc2 +HIIc2�HImc1HImc1(HIc1c2�Ic1 +HIIc1c2�IIc1)HIIc2e�IIc2(HIc1 +HIIc1 )(HIc2 +HIIc2 ) � HImc2(HIc2c1 +HIIc2c1kc2)�Ic2HIIc1e�IIc1(HIc1 +HIIc1 )(HIc2 +HIIc2 ) (C.26)o�u les deux premiers termes sont d'autant plus grands devant les autres, que les pointsconsid�er�es sont �eloign�es entre eux.



116 ANNEXE C. COMPL�EMENTS ANALYTIQUESUn couplages externe suivi d'un couplage interneSi on applique la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques d'abord au couplage externe aupoint c1 de SI et c1' de SII, on trouve (cf.3.43):gHme � HImc1HIIc1e�IIc1HIc1 +HIIc1 (C.27)Si on l'applique ensuite au couplage interne en c2=c2', on trouve (cf C.16):ggHme � gHme + ( gHImc2 � gHmc20)( gHIIc20e�c20 � gHc2e�c2)gHc2 + gHc20 (C.28)Dans cette derni�ere expression on va n�egliger les termes de transfert interstructure devantceux sur une même sous-structure gHmc20 devant gHImc2 etgHc2e�c2 devant gHIIc20e�c20il reste donc: ggHme � gHme + gHImc2 gHc20e�c20gHc2 + gHc20 (C.29)en supposant que le couplage interne a peu a�ect�e les mobilit�es d'entr�ees des points noncoupl�es, on a gHc2 � HIc2 et gHc20 � HIIc2 , on peut alors �ecrire (sans les '):ggHme � HImc1HIIc1e�IIc1HIc1 +HIIc1+( HImc2HIc2 +HIIc2 � HImc1HIc1c2�Ic1(HIc2 +HIIc2 )(HIc1 +HIIc1 ))(HIIc2e � HIIc2c1HIIc1e�IIc1HIc1 +HIIc1 )�IIc2 (C.30)ou encoreggHme � HImc1HIIc1e�IIc1HIc1 +HIIc1 + HImc2HIIc2e�IIc2HIc2 +HIIc2 (C.31)� HIIc2e�IIc2HImc1HIc1c2�Ic1(HIc2 +HIIc2 )(HIc1 +HIIc1 )2 + HImc1HIc1c2�Ic1HIIc2c1�IIc2HIIc1e�IIc1(HIc2 +HIIc2 )(HIc1 +HIIc 1)2 � HImc2HIIc2c1�IIc2Hc1e�IIc1(HIc2 +HIIc2 )(HIc1 +HIIc1 )dans cette derni�ere expression les deux premiers termes sont aussi d'autant plus grandsdevant les autres que les di��erents points sont �eloign�es les uns des autres.Pour que les trois expressions C.24, C.26 et C.31 donnent des r�esultats voisins il su�t deles consid�erer r�eduites �a leurs deux premiers termes:ggHme � HImc1HIIc1e�IIc1HIc1 +HIIc1 + HImc2HIIc2e�IIc2HIc2 +HIIc2 (C.32)o�u tous les termes en c1 sont dans un quotient et les termes en c2 dans l'autre.Remarque importanteChacun de ces deux quotients repr�esente le r�esultat d'un couplage externe au point ccorr�espondant.Contrairement aux mobilit�e classiques, pour calculer les mobilit�es �energ�etiques apr�es cou-plage, on peut donc consid�erer les points de couplage un par un et sommer simplementleurs e�ets. Ceci revient �a n�egliger les contributions crois�ees des puissances �echang�ees auxautres points de couplage.



C.3. ETUDE DU COUPLAGE AVEC UNE MASSE PONCTUELLE 117C.3 Etude du couplage avec une masse ponctuelleOn s'int�eresse ici au couplage rigide non dissipatif au point c d'une structure quelconque,de mobilit�e Yc, avec une masse ponctuelle de mobilit�e Ym.La mobilit�e apr�es couplage s'�ecrit:fYc = YcYmYc+Ym = Ym1+YmYcPour une structure mince, �a partir d'une certaine fr�equence on pourra �ecrirefYc � Ym(1 � YmYc )La mobilit�e �energ�etique d'entr�ee au point c apr�es couplage estfHc = <Re2feYcg>+<Im2feYcg><Ref eYcg>Sachant que RefYmg = 0 on peut �ecrirefHc � <Re2fY 2mYc g>+<Im2fYm�Y 2mYc g>�<RefY 2mYc g>ou encore fHc � <Re2fY 2mY �c gjYcj4 >+<Im2fYmg>+< Im2fY 2mY �c gjYcj4 >�2<ImfYmg ImfY 2mY �c gjYc j2 >�<RefY 2mY �c gjYcj2 >avec RefY 2mY �c g = �Im2fYmgRefYcget ImfY 2mY �c g = Im2fYmgImfYcgon obtient fHc � < Im4fYmgRe2fYcgjYc j4 >+<Im2fYmg>+< Im4fYmgIm2fYcgjYc j4 >�2< Im3fYmgImfYcgjYcj2 >< Im2fYmgRefYcgjYcj2 >et encore fHc � < Im4fYmgjYcj2 >+<Im2fYmg>�2< Im3fYmgImfYcgjYc j2 >< Im2fYmgRefYcgjYcj2 >On fait alors des hypoth�eses d'ind�ependance statistique des di��erentes quantit�es dansles bandes de fr�equence et on remplace les moyennes des produits par les produits desmoyennes: fHc � <Im4fYmg><jYc j2> +<Im2fYmg>�2<Im3fYmg><ImfYcg><jYcj2><Im2fYmg><RefYcg><jYcj2>soit fHc � <Im4fYmg><Im2fYmg><RefYcg> + <jYcj2><RefYcg> � 2<Im3fYmg><Im2fYmg> <ImfYcg><RefYcg>Pour une plaque, en haute fr�equence, on a asymptotiquementRe2fYcg � Im2fYcg



118 ANNEXE C. COMPL�EMENTS ANALYTIQUESalors que pour une masse le niveau de ImfYmg baisse en montant en fr�equence, donc onpeut e�ectivement �ecrire fHc � <jYc j2><RefYcg>ce qui traduit bien le fait que l'ajout d'une masse ne change pas la mobilit�e �energ�etiqued'entr�ee (asymptotiquement, en haute fr�equence).On peut d�eriver de même une relation d'invariance pour la mobilit�e �energ�etique de trans-fert gHpc � <jYpcj2><RefYcg>C.4 Expressions tr�es approch�ees, sans inversionEn �egalisant les expressions approch�ees des mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage, obte-nues pour le couplage externe en deux points et pour le couplage externe en un point, suividu couplage interne �a l'autre point, on obtient des expressions "tr�es approch�ees", qu'onpeut appliquer aux couplages en N points et qui pr�esentent l'avantage de ne n�ecessiterd'aucune inversion matricielle.La mobilit�e �energ�etique d'entr�ee en un point coupl�e c de l'assemblage s'�ecrit:fHc � HIcHIIcHIc +HIIc (C.33)Entre deux points coupl�es c et g on a:gHcg � HIIc HIIg HIcg +HIcHIgHIIcg �IIc(HIg +HIIg )(HIc +HIIc ) (C.34)(ils sont ainsi "ind�ependants des autres points de couplage). Entre un point coupl�e c etun point non coupl�e m on a:gHIcm � HIcmHIIc �IcHIc +HIIc � NcXg 6=c HIgm�IgHIg +HIIg HIcgHIIc �Ic �HIIcgHIc �IIcHIc +HIIc (C.35)(pour les points de SII inverser les indices I et II) etgHImc � HIcmHIIcHIc +HIIc � NcXg 6=c HImgHIc +HIIc HIgcHIIc �Ig �HIIgcHIc �IIgHIg +HIIg (C.36)Entre un point m non coupl�e de fIg et un point n non coupl�e de fIIg on a:ggHme � HImc1HIIc1e�IIc1HIc1 +HIIc1 + HImc2HIIc2e�IIc2HIc2 +HIIc2 (C.37)Entre deux points non coupl�es de la même sous-structure apr�es couplage la mobilit�e�energ�etique est consid�er�ee inchang�ee: gHmn � Hmn (C.38)



C.5. CALCUL DES CLF POUR DES COUPLAGES PONCTUELS 119C.5 Calcul des CLF pour des couplages ponctuelsLes facteurs de perte par couplage (CLF: Coupling Loss Factors) de la SEA, pour desassemblages par couplages ponctuels rigides ont �et�e calcul�es en fonction des mobilit�es dessous-syst�emes isol�es, par Cacciolati et Guyader et par Manning ([11], [85]).On va voir �a pr�esent qu'on peut �etablir des relations semblables avec les mobilit�es �energ�etiques,c'est �a dire avec uniquement des quantit�es moyenn�ees en fr�equence, sans utiliser des rela-tions de phase.Reprenons simplement l'expression des CLF donn�ee par [11], pour le cas de deux struc-tures homog�enes coupl�ees rigidement ("loin des bords") aux points c:�II:I = 1mII! 1�! NcXc=1 < RefY Ic gjY Ic + Y IIc j2 > (C.39)et �I:II = 1mI! 1�! NcXc=1 < RefY IIc gjY Ic + Y IIc j2 > (C.40)o�u <> d�esigne une moyenne fr�equentielle. En utilisant le fait que les fonctions de lafr�equence RefY IIc g et jY Ic + Y IIc j2 sont statistiquement ind�ependantes en basse fr�equenceet liss�ees en haute fr�equence, on suppose que:Hyp.4 < RefY Ic gjY Ic +Y IIc j2 > � <RefY Ic g><jY Ic +Y IIc j2>on exprime alors les CLF en fonction uniquement des termes moyenn�es en fr�equence dechaque sous-structure:�II:I = 1mII! 1�! NcXc=1 < RefY Ic g >< RefY IIc g > �IcHIc +HIIc (C.41)et �I:II = 1mI! 1�! NcXc=1 �IcHIc +HIIc (C.42)Dans le cas des structures non homog�enes, contrairement �a ([11]), il semble importantd'introduire des facteurs d'h�et�erog�en�eit�e gc ind�ependants des excitations externes:gIc = HIc<< HIm >> � HIcNmPNmm=1HIm (C.43)o�u (()) indique une moyenne spatiale et les Nm points m de SI sont �equirepartis (gIIc a uneexpression "intrins�eque" identique, avec des exposants II). Alors les CLF s'�ecrivent:�II:I = 1mII! 1�! NcXc=1 gIIc < RefY Ic g >< RefY IIc g > �IcHIc +HIIc (C.44)et �I:II = 1mI! 1�! NcXc=1 gIc �IcHIc +HIIc (C.45)Remarque: on utilise toujours seulement des quantit�es moyenn�ees en fr�equence, mesur�eessur les sous-syst�emes avant couplage, donc dans une d�emarche pr�edictive (qui ne doit pasd�ependre des excitations apr�es couplage).
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121Annexe DCompl�ements aux simulations deplaques homog�enesD.1 Calculs sur un syst�eme isol�eOn consid�ere une plaque mince appuy�ee (cf. Figure 4.1). Dimensions: Lx = 1:0[m], Ly =0:7[m], h = 0:001[m]. Mat�eriau: � = 7800[kg=m3], E = 2:11011[Pa], � = 0:33, � = 0:01,puis � = 0:1.La densit�e modale th�eorique est d'environ 0.2 modes par Hz. Recouvrement modal: 0.4 �a10.8; nombre de modes: 40 �a 47; longueur d'onde moyenne � = 0.22 �a 0.046 [m], pour desbandes de 200 Hz.Points excit�es: e1(0.4;0.2), e2(0.7;0.3), e3(0.5;0.6). Point de mesure m(0.2;0.5).Trois types d'excitation: source de force (unitaire ou al�eatoire), Fe = 1=Y e (pour deuxamortissements).Explication de l'erreur de d�e�nition en entr�eePour Fe = 1=Yee le rapport <jVej2><RefFeV �e g> vaut exactement <jFej2jYej2><jFej2RefYeg> ou encore 1<RefYegjYej2 > .Pour recouvrement modal sup�erieur �a 1, en haute fr�equence, Im2fYeg est n�egligeabledevant Re2fYeg, on a jYej2 � Re2fYeg, donc le rapport se r�eduit �a 1< 1RefYeg> . Or sur unebande de fr�equences la di��erence entre 1<x> et < 1x > est d'autant plus faible que lavariance de x est faible. Donc asymptotiquement, en montant en fr�equence, on a<jVej2><RefFeV �e g> �< RefYeg >De même la mobilit�e �energ�etique s'approche par <Re2fYeg><RefYeg> ou encore par <RefYeg><RefYeg><RefYeg> =<RefYeg >.Donc les deux quantit�es convergent en haute fr�equence.Au contraire, en basse fr�equence, < Im2fYeg >�< Re2fYeg >,donc < jYej2 >� 2 < Re2fYeg >, mais l'�ecart type de RefYeg (en fr�equence) est fort,donc la mobilit�e �energ�etique est tr�es sousestim�ee en ecrivantHe � 2<RefYeg><RefYeg><RefYeg> � 2 < RefYeg >alors que <jVej2><RefFeV �e g> = 1< RefYegIm2fYeg+Re2fYeg> = 1< 1Im2fYegRefYeg +RefYeg>



122ANNEXE D. COMPL�EMENTS AUX SIMULATIONSDE PLAQUES HOMOG�ENESOr < 1x >> 1<x> , donc le rapport est inf�erieur �a < Im2fYegRefYeg > + < RefYeg > ce qui estcompris entre < RefYeg > et, �a peu pr�es, 2 < RefYeg >.L'�ecart type de RefYeg diminue lorsque le recouvrement modal augmente. Le recouvre-ment modal est donc le param�etre important pour l'erreur de d�e�nition des mobilit�es�energ�etiques d'entr�ee.�Etude de l'erreur de d�e�nition en transfertOn consid�ere le nombre de passages �a z�ero de la partie Imaginaire de chaque mobilit�e detransfert dans chaque bande:Pour � = 0:01 Pour � = 0:1Fcentr Hme1 Hme2 Hme3 Fcentr Hme1 Hme2 Hme3200.0 30 23 15 200.0 7 8 2400.0 13 15 10 400.0 4 2 1600.0 10 16 7 600.0 1 3 4800.0 10 6 6 800.0 1 1 21000.0 12 6 7 1000.0 3 0 11200.0 6 6 3 1200.0 0 2 11400.0 3 3 5 1400.0 1 1 11600.0 3 5 0 1600.0 1 0 01800.0 6 4 3 1800.0 2 1 12000.0 3 1 6 2000.0 1 1 12200.0 2 7 2 2200.0 0 1 02400.0 4 3 2 2400.0 1 0 02600.0 5 3 3 2600.0 0 1 12800.0 5 3 2 2800.0 0 1 03000.0 3 3 4 3000.0 1 0 13200.0 2 1 2 3200.0 0 1 03400.0 1 1 4 3400.0 0 0 03600.0 1 3 2 3600.0 0 0 03800.0 4 1 1 3800.0 0 1 14000.0 1 3 3 4000.0 1 0 04200.0 2 2 2 4200.0 0 0 04400.0 2 3 2 4400.0 1 0 04600.0 1 2 2 4600.0 0 0 04800.0 1 2 0 4800.0 0 0 0Ces variations irr�eguli�eres, propres �a chaque couple de points consid�er�e, correspondentbien �a celles de l'erreur qu'on a remarqu�ee sur les mobilit�es de transfert et sur l'additi-vit�e, d'abord faible, sur les toutes premi�eres bandes de 200 Hz, o�u les mobilit�es oscillentbeaucoup, puis irr�eguli�ere sur les autres bandes, pour lesquelles il y a peu d'oscillations(voire pas du tout, pour � = 0:1). Ici on constate que pour une moyenne sup�erieure ou�egale �a 2 ou 3 passages �a z�ero par bande l'erreur est inf�erieure �a 3 dB.Si on repasse le cas de la plaque amortie, avec des bandes de 400 Hz, on a �a nouveau aumoins une oscillation par bande et c'est su�sant pour �eviter les erreurs sup�erieures �a 3dB (cf. Figure 4.10).
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124ANNEXE D. COMPL�EMENTS AUX SIMULATIONSDE PLAQUES HOMOG�ENESD.2 Assemblage de plaques de mobilit�es tr�es di��erentesOn simule maintenant le couplage rigide d'une plaque de caract�eristiques identiques auxplaques du D.4, calcul�ee aux points P1(0.2;0.5), P2(0.4;0.2), P3(0.7;0.3), P4(0.5;0.6),P5(0.4;0.4), P6(0.6;0.3), coupl�ee aux points P1, P2, P3, avec les trois points P1(0.2;0.5),P2 (0.4;0.2), P3 (0.7;0.3), d'une plaque plus petite et quatre fois plus �epaisse, calcul�ee aussien P7(0.5;0.6) et ayant les dimensions suivantes: Lx = 0:9[m], Ly = 0:7[m], h = 0:004[m],� = 7800[kg=m3], E = 2:1 1011[Pa], � = 0:33, � = 0:01.Une analyse par bandes de tiers d'octave, permet de voir si il y a un nombre de modespar bande (ou une largeur de bande) en dessous duquel la m�ethode EMMA n'est plusappliquable.Pour la deuxi�eme plaque, la densit�e modale th�eorique est d'environ 0.05 modes par Hz et,pour les bandes de tiers d'octave, sp�eci��ees par leurs fr�equences centrales Fcentr. et leursbornes Finf et Fsup, on a les valeurs suivantes de Densit�e modale e�ective, Recouvrementmodal, Nombre de modes dans la bande, Longueur d'onde, Nombre d'oscillations de lapartie imaginaire de Y12 (indicatif):Finf Fsup Fcentr Dens.mod. Rec.mod. Nb.Modes �[m] Nb.Osc.111.4 140.3 125.0 .069 .090 2 .563 0140.3 176.8 157.5 .000 .000 0 .502 1176.8 222.7 198.4 .065 .132 3 .447 1222.7 280.6 250.0 .035 .088 2 .398 1280.6 353.6 315.0 .041 .132 3 .355 1353.6 445.4 396.9 .044 .172 4 .316 1445.4 561.2 500.0 .052 .266 6 .281 1561.2 707.1 630.0 .041 .267 6 .251 1707.1 890.9 793.7 .044 .349 8 .223 6890.9 1122.5 1000.0 .052 .531 12 .199 51122.5 1414.2 1259.9 .045 .578 13 .177 21414.2 1781.8 1587.4 .044 .702 16 .158 31781.8 2244.9 2000.0 .048 .958 22 .141 62244.9 2828.4 2519.8 .048 1.223 28 .125 62828.4 3563.6 3174.8 .048 1.531 35 .112 73563.6 4489.8 4000.0 .046 1.874 43 .100 7La longueur d'onde sert �a �evaluer si les points doivent être consid�er�es comme di��erentsou confondus (distance inf�erieure �a �/4). Le recouvrement modal Rm est �egal �a la sommedes largeurs des bandes passantes �a -3 dB des modes dans la bande, divis�ee par la largeurde la bande: Rm(!) = PNb:Modes(!)n=1 �!n!sup�!infD.2.1 Erreurs de couplageInadaptation du Calcul SimplisteComme annonc�e dans la partie analytique, c'est lorsque les mobilit�es d'entr�ee (clas-siques ou �energ�etiques) respectives des deux structures aux points de couplage sont tr�esdi��erentes, que les facteurs de connexion introduits dans le Calul EMMA prennent toutleur sens: le Calcul Simpliste devient compl�etement erron�e pour certains transferts.



D.2. ASSEMBLAGE DE PLAQUES DE MOBILIT�ES TR�ES DIFF�ERENTES 125C'est ce qu'on peut observer sur les mobilit�es �energ�etiques de transfert entre un point decouplage et un point non coupl�e de chaque plaque et entre deux points non coupl�es dechaque plaque. (voir Figure D.2 et Figure D.3).
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126ANNEXE D. COMPL�EMENTS AUX SIMULATIONSDE PLAQUES HOMOG�ENES
1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

100 1000

H
 [

s/
kg

]

f [Hz]a) transferts P4-P2 1e-05

0.0001

0.001

0.01

100 1000

H
 [

s/
kg

]

f [Hz]b) transferts P7-P2Fig. D.4 - Assemblage rigide en trois points de deux plaques di��erentes|- calcul exact - - - calcul EMMA
0.0001

0.001

0.01

0.1

100 1000

H
 [

s/
kg

]

f [Hz]a) transferts P1-P1 1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

100 1000

H
 [

s/
kg

]

f [Hz]b) transferts P1-P2Fig. D.5 - Assemblage rigide en trois points de deux plaques di��erentes|- calcul exact - - - calcul EMMA Bonne pr�evision du tansfert entre points de couplageCalcul des Puissances et des "miels"On pr�esente ici le calcul des puissances �echang�ees (Figure D.6) et des "miels" apr�es cou-plage (Figure D.7), par bandes de tiers d'octave.La puissance active totale �echang�ee (Figure D.8a) est toujours mieux reconstitu�ee quecelle relative �a chaque point de couplage.La somme (donc la moyenne) des "miels" apr�es couplage (Figure D.8b) aux points noncoupl�es, est meilleure que chaque "miel" pris s�epar�ement, car les erreurs n'interviennentpas sur les mêmes bandes; elle a une erreur qui oscille, mais diminue globalement enmontant en fr�equence: les bandes s'�elargissent et le nombre d'oscillations par bande desparties r�eelles des mobilit�es augmente. (cf.aussi Figure4.17).
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128ANNEXE D. COMPL�EMENTS AUX SIMULATIONSDE PLAQUES HOMOG�ENESD.2.2 Calcul des plaques amortiesOn consid�ere les mêmes g�eom�etries que pr�ec�edemment, mais avec un amortissement � =0:1, on e�ectue les mêmes calculs qu'en 4.3.1. Pour des bandes de tiers d'octave on a lesvaleurs suivantes de Densit�e modale e�ective, Recouvrement modal, Nombre de modesdans la bande, Longueur d'onde, Nombre d'oscillations de la partie imaginaire de Y12(indicatif):Finf Fsup Fcentr Dens.mod. Rec.mod. Nb.Modes �[m] Nb.Osc.111.4 140.3 125.0 .069 .904 2 .563 1140.3 176.8 157.5 .000 .000 0 .502 0176.8 222.7 198.4 .065 1.316 3 .447 1222.7 280.6 250.0 .035 .882 2 .398 0280.6 353.6 315.0 .041 1.316 3 .355 1353.6 445.4 396.9 .044 1.720 4 .316 1445.4 561.2 500.0 .052 2.660 6 .281 2561.2 707.1 630.0 .041 2.668 6 .251 0707.1 890.9 793.7 .044 3.492 8 .223 2890.9 1122.5 1000.0 .052 5.314 12 .199 01122.5 1414.2 1259.9 .045 5.781 13 .177 21414.2 1781.8 1587.4 .044 7.023 16 .158 31781.8 2244.9 2000.0 .048 9.579 22 .141 12244.9 2828.4 2519.8 .048 12.234 28 .125 22828.4 3563.6 3174.8 .048 15.311 35 .112 13563.6 4489.8 4000.0 .046 18.743 43 .100 3Analyse des r�esultatsLes puissances �echang�ees n�egatives ne sont pas repr�esent�ees. Par rapport au 4.3.1, onconstate l'apparition de grandes erreurs sur les puissances �echang�ees, sur les six premi�eresbandes de tiers d'octave: trop �etroites.Les puissances �echang�ees ne sont pas mieux reconstitu�ees que celles des plaques peu amor-ties (comparer Figure D.9 et Figure D.6), mais la puissance totale est tr�es satisfaisante(comparer Figure D.10 et Figure D.8).Les "miels" apr�es couplage ne sont pas mieux reconstitu�es, que ceux des plaques peuamorties, (sauf au point P4 qui est directement excit�e): cel�a correspond aux r�esultats del'additivit�e �energ�etique, qui fonctionne moins bien pour un amortissement plus important.Pour les bandes de tiers d'octave le nombre d'oscillations de ImfYmng n'a pas diminu�ede beaucoup, mais il s'annule maintenant sur certaines bandes; l'erreur peut ainsi devenirtr�es grande (facteur six sur la cinqui�eme bande, au point P7, Figure D.11 c).L'hypoth�ese de source de puissance activemoyenne ici est tr�es bien v�eri��ee (Figure D.10b).On peut constater que le calcul par bandes constantes est pr�ef�erable pour les plaques, carle nombre d'oscillations des ImfY g est plus stable.
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130ANNEXE D. COMPL�EMENTS AUX SIMULATIONSDE PLAQUES HOMOG�ENESD.3 Assemblage de plaques plus petitesA�n de v�eri�er si c'est bien le nombre de modes par bande qui d�etermine l'erreur sur lespr�evisions apr�es couplage on calcule un assemblage de deux plaque di��erentes entre elles,plus petites que les pr�ec�edentes.Les donn�ees du mat�eriau sont les suivantes: � = 7800[kg=m3], E = 2:1 1011[Pa], � = 0:33,� = 0:01. La premi�ere plaque, de dimensions Lx = 0:43[m], Ly = 0:37[m] et h = 1[mm],est calcul�ee aux points P1(0.1;0.15), P2(0.2;0.3), P3(0.15;0.2), P4(0.3;0.1), P5(0.25;0.25),P6(0.06;0.1), coupl�ee aux points P1, P2, P3, avec les trois points P1(0.1;0.05), P2 (0.2;0.2),P3 (0.15;0.1), de la deuxi�eme plaque (Lx = 0:32[m], Ly = 0:23[m], h = 4[mm], mêmemat�eriau), calcul�ee aussi en P7(0.05;0.15).Pour la deuxi�eme plaque, la densit�e modale th�eorique est d'environ 0.006 modes par Hzet pour les bandes de tiers d'octave, on a les valeurs suivantes de Densit�e modale e�ec-tive, Recouvrement modal, Nombre de modes dans la bande, Longueur d'onde, Nombred'oscillations de Y c1c3 (indicatif):Finf[Hz] Fsup[Hz] Fc[Hz] Dens.mod. Rec.mod. Nb.Modes �[m] Nb.Osc.111.4 140.3 125.0 .000 .000 0 .563 0140.3 176.8 157.5 .000 .000 0 .502 0176.8 222.7 198.4 .000 .000 0 .447 0222.7 280.6 250.0 .000 .000 0 .398 0280.6 353.6 315.0 .014 .039 1 .355 1353.6 445.4 396.9 .000 .000 0 .316 0445.4 561.2 500.0 .000 .000 0 .281 1561.2 707.1 630.0 .007 .040 1 .251 1707.1 890.9 793.7 .005 .046 1 .223 2890.9 1122.5 1000.0 .004 .046 1 .199 11122.5 1414.2 1259.9 .003 .039 1 .177 11414.2 1781.8 1587.4 .005 .092 2 .158 01781.8 2244.9 2000.0 .004 .084 2 .141 32244.9 2828.4 2519.8 .005 .129 3 .125 22828.4 3563.6 3174.8 .005 .176 4 .112 33563.6 4489.8 4000.0 .004 .172 4 .100 1Pour les quatres premi�eres bandes le crit�ere d'�eloignement minimum entre deux pointssup�erieur �a �=4 n'est pas respect�e.Les puissances �echang�ees sont souvent tr�es mal reconstitu�ees (Figure D.12).Ici encore la puissance active totale �echang�ee est mieux reconstitu�ee que celles relatives�a chaque point (Figure D.13).Le calcul des "miels" et celui de la puissance totale �echang�ee n'est acceptable que surles quatre derni�eres bandes de tiers d'octave: le nombre d'oscillations est alors sup�erieur�a 1 ou 2 et le nombre de modes est sup�erieur �a 2 ou 3. Les premi�eres bandes d'analyseutilis�ees ici sont donc trop �etroites.
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132ANNEXE D. COMPL�EMENTS AUX SIMULATIONSDE PLAQUES HOMOG�ENESD.3.1 �Etude des sources de puissanceL'hypoth�ese de source de puissance active moyenne ici est toujours assez bien v�eri��ee parrapport aux sources de force (cf. Figure D.15a).On consid�ere aussi deux excitations, toujours aux points P4 et P5, telles que la vitesse ences points est inchang�ee et �egale �a un, avant et apr�es couplage (ce cas est tr�es p�enalisantet ne correspond pas �a des sources r�eelles).On compare les puissances actives moyennes (exactes) inject�ees avant et apr�es couplage,a�n de voir si l'hypoth�ese de source de puissance est valable dans ce cas (Figure D.15b).On constate que, dans les quatre derni�eres bandes pour lesquelles le calcul a �et�e jug�ecorrect, l'hypoth�ese de source de puissance active moyenne est tr�es bien v�eri��ee, ainsi quesur la pluspart des bandes, �a partir d'un recouvrement modal de 0.17 pour la premi�ereplaque (ou �a partir de 4 modes dans la bande).D.3.2 �Etude d'autres bandes de fr�equenceLes calculs des Figures D.16 et D.17 montrent que le choix de bandes adapt�ees peut sefaire �a partir du nombre d'oscillations des mobilit�es.Globalement on constate une d�et�erioration des r�esultats, par rapport au cas des grandesplaques (avec des structures qui avaient �a peu pr�es dix fois plus de modes et aussi plusd'oscillations des parties imaginaires des mobilit�es dans les mêmes bandes). Pour desbandes de 200 Hz et de 800 Hz, pour la plaque la plus petite et �epaisse, on a en e�et lesnombres de modes et d'oscillations de ImfYm4c3g (indicatifs) du tableau ci-dessous.Bandes de 200 Hz Bandes de 200 Hz Bandes de 800 HzFcentr Modes Osc. Fcentr Modes Osc. Fcentr Modes Osc.200.0 1 1 2600.0 2 1 500.0 3 5.0400.0 0 0 2800.0 0 0 1300.0 3 2.0600.0 1 2 3000.0 0 0 2100.0 4 3.0800.0 1 2 3200.0 3 2 2900.0 5 4.01000.0 1 1 3400.0 1 0 3700.0 3 1.01200.0 1 0 3600.0 1 0 4500.0 4 3.01400.0 0 0 3800.0 1 01600.0 1 1 4000.0 0 01800.0 2 1 4200.0 2 02000.0 1 0 4400.0 0 12200.0 0 0 4600.0 1 12400.0 1 2 4800.0 1 1
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f [Hz]b) Source de vitesse, Puissance en P4Fig. D.15 - Variation des Puissances actives moyennes inject�eesCas des petites plaques; |{ avant couplage - - - apr�es couplage
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134ANNEXE D. COMPL�EMENTS AUX SIMULATIONSDE PLAQUES HOMOG�ENESD.4 Cas particulier: assemblage de deux plaques iden-tiquesLes deux plaques identiques sont les mêmes que celles utilis�ees au D.1. Pour les bandes detiers d'octave, on a les valeurs suivantes de Densit�e modale e�ective (nombre de modes surla largeur de la bande), Recouvrement modal, Nombre de modes dans la bande, Longueurd'onde:Finf[Hz] Fsup[Hz] Fc[Hz] Dens.mod. Rec.mod. Nb.Modes � [m]111.4 140.3 125.0 .173 .225 5 .281140.3 176.8 157.5 .192 .303 7 .251176.8 222.7 198.4 .218 .437 10 .223222.7 280.6 250.0 .190 .481 11 .199280.6 353.6 315.0 .219 .699 16 .177353.6 445.4 396.9 .207 .836 19 .158445.4 561.2 500.0 .199 1.002 23 .141561.2 707.1 630.0 .206 1.298 30 .125707.1 890.9 793.7 .218 1.738 40 .112890.9 1122.5 1000.0 .207 2.084 48 .1001122.5 1414.2 1259.9 .213 2.686 62 .0891414.2 1781.8 1587.4 .215 3.426 79 .0791781.8 2244.9 2000.0 .212 4.250 98 .0702244.9 2828.4 2519.8 .218 5.509 127 .0632828.4 3563.6 3174.8 .219 7.007 161 .0563563.6 4489.8 4000.0 .214 8.614 198 .050Si deux structures sont coupl�ees en des points de mobilit�es d'entr�ee (classiques) iden-tiques, on a vu qu'on a des erreurs suppl�ementaires (cf 3.3.5) il s'agit ici de les �evaluerpar rapport aux autres erreurs de m�ethode, analys�ees pr�ec�edemment.Le cas de deux plaques identiques permet entre autre de v�eri�er par sym�etrie les calculsexact et approch�e des quantit�es de transfert. On remarquera que ce cas de �gure "par-ticulier" peut se retrouver sur des assemblages r�eels, mais semble peu probable, �a causedes variations des caract�eristiques (et des mobilit�es) d'une structure �a l'autre, rappel�eesau premier chapitre.D.4.1 Couplage en un seul pointConsid�erons le couplage des deux plaques en un point P1(0:2; 0:4). On calcule les mobi-lit�es �energ�etiques apr�es couplage, en entr�ee et en transfert, pour les points P1(0:2; 0:5),P2(0:4; 0:2), P3(0:7; 0:3) et P4(0:5; 0:6)[m].Mobilit�es �energ�etiques tr�es bien reconstitu�eesLes mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee Hcc au point de couplage c et celles de transfert Hmcentre un point quelconque m et le point c sont calcul�ees quasi exactement par la m�ethodeapprochh�ee et même par celle simpliste (voir Figure D.19).
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P2

P1
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P4

P3

P1 P1

P3Fig. D.18 - Couplage en un point et en trois points de deux plaques identiquesMobilit�es �energ�etiques peu modi��ees par le couplageLes mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee Hmm et de transfert Hmn, pour les points m et n noncoupl�es (sur chacune des deux plaques), sont quasiment inchang�ees apr�es couplage, parrapport �a celles avant couplage (Figure D.20).Ces mêmes mobilit�es sont bien reconstitu�ees, sauf en basse fr�equence, o�u de fortes erreurspeuvent se produire dans les deux calculs �energ�etiques (cf. Figure D.21). C'est pourquoi,en pratique, pour les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee et de transfert entre pointsnon coupl�es on prendra directement celles avant couplage, sans autres calculs.Mobilit�es �energ�etiques bien corrig�eesLes mobilit�es �energ�etiques de transfert exactes Hm1n2, entre un point quelconque m1 surfS1g et un point quelconque n2 (di��erent de c) sur fS2g, sont mal calcul�ees par le CalculSimpliste: sur la Figure D.22 a) on constate un d�ecalage constant d'un facteur deux.(le point P6 correspond, sur l'assemblage, au point P3 de la deuxi�eme plaque avant cou-plage) La prise en compte de la sym�etrie permet de rattraper ce d�ecalage (les HCORm1n2obtenues sont tr�es voisines de celles exactes) et le calcul EMMA (HAPPm1n2) convergeasymptotiquement vers le bon r�esultat en haute fr�equece.Cette convergence s'explique car en haute fr�equenceHc = <Re2fYcg>+<Im2fYcg>2<Re2fYcg> tend vers <RefYcg>2 ,donc le d�enominateur approch�eHIcckc +HIIcc + < RefY Iccg >= 2Hc+ < RefYcg > tend vers celui exact (ici = 4Hc).La Figure D.22 b) compare les di��erents calculs.On pourrait donc en conclure que le calcul EMMA constitue bien une am�elioration parrapport au calcul simpliste, et que la correction du d�enominateur su�t �a prendre encompte la sym�etrie. Cependant un dernier cas reste �a analyser et il r�eserve bien de sur-prises...
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f [Hz]b) mob.s �energ. de transfert P2 � P1Fig. D.19 - Assemblage de deux plaques identiques coupl�ees en un point unique c|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simplisteEntr�ee Hcc et transferts Hmc avec une erreur nulle
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f [Hz]b) mob.s �energ. de transfert P2 � P3Fig. D.20 - Assemblage de deux plaques identiques coupl�ees en un point unique c|- avant couplage - - - apr�es couplageMobilit�es �energ�etiques peu modi��ees par le couplageCas particulier du transfert sym�etriquePour les mobilit�es �energ�etiques de transfert Hm1m2, entre un point quelconque m1 de fS1get le point sym�etrique m2 sur fS2g, le calcul EMMA est mauvais et converge vers celui(mauvais aussi) obtenu avec la simple correction du d�enominateur, qui n'est pas su�santeici.Plus surprenant encore: le calcul simpliste, pour des raisons qui restent �a �eclaircir, donneun r�esultat tr�es correct. Les �gures D.23 illustrent ce cas particulier.Explication du "myst�ere" L'erreur est due essentiellement au fait qu'on consid�ere lamoyenne d'un produit de deux quantit�es comme �egale au produit des moyennes alors queles quantit�es ne sont pas statistiquement ind�ependantes.En e�et on n'a plus le droit d'�ecrire que< jYm1cYcm2j2 >�< jYm1cj2 >< jYcm2j2 >car (en vertu de la r�eciprocit�e et de la sym�etrie) Ym1c = Ycm2, et < x2 >6=< x >< x >,surtout si les donn�ees dans la bande analys�ee pr�esentent un fort �ecart type (ce qui est
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f [Hz]b) mob.s �energ. de transfert P2 � P3Fig. D.21 - Assemblage de deux plaques identiques coupl�ees en un point unique c|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simplisteMobilit�es �energ�etiques �a ne pas calculerr�ealis�e ici, sur toutes les bandes analys�ees): voir la Figure D.24.L'erreur introduite, dans le cas analys�e (tout d�epend de la mobilit�e de transfert), est aussivoisine d'un facteur deux; elle rattrape ainsi (�a cause de l'amortissement, choisi au hasard)l'erreur (constante) du calcul simpliste et rend la m�ethode EMMA inadapt�ee, ainsi quela seule correction du d�enominateur.Conclusions pour le Couplage en un seul pointLe Calcul EMMA et celui Simpliste (compar�es au Calcul Exact) donnent globalement desbons r�esultats (erreur inf�erieure �a 3 dB) sur les mobilit�es �energ�etiques apr�es couplage.Les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee Hcc au point de couplage c et celles de transfert Hmcentre un point quelconque m et le point c sont calcul�ees quasi exactement (erreur tr�esinf�erieure �a 1 dB).Le Calcul Simpliste est meilleur pour les transferts interplaque entre deux points sym�etriquesHm1m2. Dans tous les autres cas, le Calcul EMMA est plus performant.Les erreurs de la tentative Simpliste s'expliquent par l'application abusive de l'additi-vit�e �energ�etique; celles de la EMMA s'expliquent par l'application abusive des hypoth�esesHyp.3 a), b) et c).D.4.2 Couplage en trois pointsOn consid�ere �a pr�esent un couplage rigide (sans dissipation) des mêmes plaques aux troispoints P1(0:2; 0:4), P2(0:5; 0:1), P3(0:8; 0:6) et on calcule aussi au point P4(0:5; 0:4)[m].L'int�erêt de ce calcul est de pouvoir analyser les interf�erences entre les di��erents pointsde couplage.Mobilit�es �energ�etiques quasi exactesComme pour le couplage en un seul point, les mobilit�es �energ�etiques d'entr�ee Hcc auxpoints de couplage c et celles de transfert Hmc, entre des points non coupl�es m et lespoints de couplage c, sont tr�es bien calcul�ees par le calcul EMMA et par celui simpliste:
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f [Hz]b) Calculs Exact, Corrig�e et Approch�e (EMMA)Fig. D.22 - Mobilit�es �energ�etiques de transfert interplaque P2 � P6|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simplisteBonne correction par le Calcul Approch�e (EMMA)l'erreur est tr�es inf�erieure �a un dB (Figure D.25). Si deux structures sont coupl�ees en despoints de mobilit�es d'entr�ee (classiques) identiques, on a vu (cf 3.3.5) qu'on peut faire descorrections a priori, les mobilit�es ainsi obtenues seront appel�ees "corrig�ees".Mobilit�es �energ�etiques bien corrig�eesLes mobilit�es de transfert Hcm, entre les points de couplage c et ceux non coupl�es m, etcelles de transfert interplaque Hm1n2, entre deux points non coupl�es et non sym�etriquesm1 et m2, sont mal calcul�ees par le calcul simpliste (facteur deux). La correction dud�enominateur su�t �a expliquer ce d�ecalage (puisque le calcul "corrig�e" est tr�es voisin decelui exact), et le calcul EMMA converge asymptotiquement vers le calcul exact.La �gure D.26 synth�etise ces r�esultats (le point P5 correspond, sur la deuxi�eme plaquel'assemblage, au point P4 de la premi�ere).Cas particulierComme pour le couplage en un seul point, on retrouve le "cas particulier" du transfertinterplaque Hm1m2, entre deux points sym�etriques non coupl�es, et on constate qu'il ya les mêmes erreurs sur le transfert Hc1c2 entre deux points de couplage (c'est la seulenouveaut�e ici). L'explication est la même que dans le cas d'un seul point de couplage. LaFigure D.27 illustre ces "disfonctionnements".
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f [Hz]b) { Exact - - SimplisteFig. D.23 - Mob.s �energ. de transfert interplaque entre deux points sym�etriques.Cas particulier de mauvaise correction.
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f [Hz]b) mob.s �energ. de transfert P2 � P1Fig. D.25 - Assemblage de deux plaques identiques coupl�ees en un point unique c|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simplisteEntr�ee Hcc et transferts Hmc avec une erreur nulle
1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

100 1000

H
 [

s/
kg

]

f [Hz]a) Hcm: | exact - - simpliste 1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

100 1000

H
 [

s/
kg

]

f [Hz]b) | exact { { corrig�e - - EMMAFig. D.26 - Mobilit�es �energ�etiques de transfert P2 � P5Mauvais Calcul Simpliste, bon Calcul EMMA
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f [Hz]b) Transfert entre points coupl�esFig. D.27 - Cas particuliers, avec mauvais Calcul EMMA et bon Calcul Simpliste|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simpliste



D.4. CAS PARTICULIER: ASSEMBLAGE DE DEUX PLAQUES IDENTIQUES 141Calcul par bandes de 200 HzLes plaques identiques ont maintenant une quarantaine de modes par bande.
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f [Hz]b) Transfert HcmFig. D.28 - Mobilit�es �energ�etiques de transfert; plaques identiques coupl�ees en 3 points|- calcul exact { { calcul EMMA - - - calcul simplisteConclusions pour le Couplage en trois pointsGlobalement on retrouve les mêmes r�esultats que dans le cas du couplage en un seul point:- l'erreur maximale est d'environ 3dB,- l'erreur est quasi nulle pour les quantit�es Hcc et Hmc,- le calcul Simpliste est meilleur sur le transfert Hc1c2 entre deux points de couplage etsur le transfert interplaque Hm1m2, entre deux points sym�etriques non coupl�es,- le Calcul EMMA est meilleur dans les autres cas.Conclusions pour les assemblages sym�etriquesOn a vu par les deux cas pr�ec�edents, de deux plaques identiques, coupl�ees en un ou en troispoints, que la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques EMMA s'applique, de fa�con satisfaisanteet que des erreurs (inf�erieures �a 3 dB) subsistent pour les transferts interplaque, entre deuxpoints sym�etriques et pour les transferts entre deux points de couplage.Dans ce cas particulier d'un assemblage sym�etrique (de deux structures identiques), leformalisme des mobilit�es classiques s'applique aussi aux quantit�es �energ�etiques ("CalculSimpliste") avec une erreur d'environ 3dB. Cette erreur peut augmenter, en th�eorie, si lesstructures coupl�ees sont tr�es peu amorties.De plus, sur les transferts, lorsque un calcul pr�esente l'erreur maximale, l'autre est tr�esperformant (et vice versa).Donc ce n'est pas sur ce cas qu'on peut montrer le bien fond�e de la M�ethode EMMA.On pr�econise cependant d'appliquer la EMMA ici aussi, en tenant compte du fait que lestransferts entre points de couplage et ceux interplaque entre points sym�etriques, serontsousestim�es: ceux exacts sont ici jusqu'�a deux fois plus forts que ceux pr�evus par les HAPP ,et si on diminuait l'amortissement des structures, ce d�ecalage pourrait encore s'accrô�tre.
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143Annexe ECompl�ements aux simulations de casplus complexesE.1 Assemblage de plaques h�et�erog�enesD�e�nition des structures et compl�ementsSur la premi�ere plaque, S1, aux points P1(0.2;0.5), P4(0.5;0.6) et P6(0.6;0.3), on a attach�edes masses ponctuelles, respectivement de 0.1kg, 0.2kg et 0.5kg et on l'a coupl�ee toujoursaux points P1(0.2;0.5), P2(0.4;0.2), P3(0.7;0.3), �a la deuxi�eme plaque, S2.Ici on compl�ete l'illustration de ce cas par la comparaison du calcul exact et approch�e
P1

P2 S1

S2

P7
P6

P4
P5

P3Fig. E.1 - Plaque S1 h�et�erog�ene coupl�ee rigidement �a S2des "miels" apr�es couplage en des points moins "critiques" que ceux montr�es au cha-pitre 4 (Figure E.3) et par la v�eri�cation de l'hypoth�ese des sources de puissance activemoyenne, en comparant les puissances actives moyennes exactes inject�ees dans la plaquemince avant et apr�es couplage (Figure E.2).En�n on trace encore la puissance active moyenne totale �echang�e obtenue par le calculexact et par le calcul approch�e (Figure E.4). On constate que tous ces calculs sont plei-nements satisfaisants.Les di��erences de niveau sur les puissances inject�ees au point P4 et au point P5, traduisentbien la pr�esence de la masse concentr�ee (au point P4).
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f [Hz]b) Variation Puissance en P5Fig. E.2 - Puissances actives moyennes ext�erieures inject�ees|- avant couplage - - - apr�es couplage
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f [Hz]c) < jV j2 > =2 au point P5Fig. E.3 - Reconstitution des "miels" apr�es couplage:|- calcul exact - - - calcul EMMA
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E.1. ASSEMBLAGE DE PLAQUES H�ET�EROG�ENES 145E.1.1 Variation des sources pour deux syst�emes excit�esOn a aussi consid�er�e le cas d'une source de force (jF j = 100[N]), qui excite la deuxi�emeplaque et �etudi�e la variation de la puissance active moyenne inject�ee par les deux premi�eressources (jF j = 1[N]): elle est tr�es forte (Figure E.5), les puissances actives moyennesinject�ees peuvent même devenir n�egatives. L'hypoth�ese de sources de puissance activemoyenne est alors compl�etement fausse. Cependant dans ce cas la contribution des puis-sances qui ont chang�e est n�egligeable devant celle des puissances "principales" qui les ontfaites changer: même aux deux points d'injection directe de ces "fausses puissances" onarrive �a bien reconstituer les "miels" apr�es couplage par la m�ethode EMMA, qui utilisel'hypoth�ese de sources de puissance (voir Figure E.6).
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f [Hz]b) Puissance au point P5Fig. E.5 - Puissances actives moyennes inject�ees dans S1|{ avant couplage - - - apr�es couplage, avec forte excitation sur S2
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f [Hz]b) Miel au point P5Fig. E.6 - Miels aux points excit�es de S1, avec forte excitation sur S2|{ calcul exact - - - calcul EMMA



146ANNEXE E. COMPL�EMENTS AUX SIMULATIONSDE CAS PLUS COMPLEXESE.2 Couplages �elastiques et dissipatifsOn compare ici les puissances �echang�ees et les "miels" apr�es couplage, obtenus par lecalcul exact (par mobilit�es classiques), ceux obtenus par le calcul approch�e "total" (quiconsid�ere les syst�emes interm�ediaires comme un syst�eme �energ�etique C1 et op�ere d'abordl'assemblage "A1 approch�e" de S1 avec C1, puis celui de "A1 approch�e" avec S2) et ceuxobtenus par le calcul approch�e "partiel" de l'assemblage de A1 (exact) avec la plaque S2(voir Figure 5.11).Le couplage �elastique et dissipatif pose en e�et un probl�eme de principe: les syst�emesinterm�ediaires c n'ont pas de modes dans la pluspart des bandes, même pour un faiblerecouvrement modal, donc le calcul �energ�etique "total" ne se justi�e pas, même si lesmobilit�es �energ�etiques d�e�nies pour ces syst�emes interm�ediaires repr�esentent bien desrapports entre la puissance inject�ee et le miel obtenu ("faible erreur de d�e�nition").Si l'on consid�ere cependant les syst�emes interm�ediaires C1 comme �etant rattach�es �a unesous-structure ou �a l'autre, le calcul des quantit�es �energ�etiques "partiel" apr�es couplagedevient sens�e.E.2.1 �Etude d'un syst�eme de couplage de faible raideurConsid�erons d'abord un syst�eme de couplage de "faible" raideur (M= 0.0005 [kg], K= 100[N/m], C=0.1 [N.s/m]); sa fr�equence de r�esonnance est autour de 70 Hz, et sa mobilit�ed'entr�ee est visualis�ee sur la Figure E.7.Les puissances �echang�ees sont globalement assez bien pr�evues, tant par le calcul ap-
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f [Hz]Fig. E.7 - Mobilit�e d'entr�ee du syst�eme interm�ediaireproch�e total que par celui partiel. L'erreur peut atteindre 10 dB sur certaines bandes(cf.Figure E.8). Les "miels" apr�es couplage sont cependant bien reconstitu�es (Figure E.9),même au point non coupl�e P7 de la structure r�eceptrice, c'est �a dire en utilisant unique-ment les contributions des puissances �echang�ees, par additivit�e �energ�etique.E.2.2 Faible raideur, dissipation augment�eePar rapport au calcul pr�esent�e en 5.2.1, on augmente maitenant l'amortissement d'unfacteur dix: (M= 0.0005 [kg], K= 100 [N/m], C=1 [N.s/m]); les autres donn�ees sontinchang�ees.
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f [Hz]c) Puissance au point P3Fig. E.8 - Puissances actives moyennes �echang�ees (re�cues par S2)|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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f [Hz]c) < jV j2 > =2 au point P7Fig. E.9 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partielLes puissances �echang�ees sont encore assez bien pr�evues (cf.Figure E.11), par le "calculapproch�e total", comme par le "calcul approch�e partiel", sauf sur quelques bandes, avecde fortes erreurs.Les "miels" apr�es couplage sont cependant bien reconstitu�es (Figure E.12), même au pointnon coupl�e P7 de la plaque r�eceptrice (obtenu avec les seules puissances �echang�ees).E.2.3 Raideur augment�eeOn augmente maintenant la raideur K des ressorts d'un facteur 10: (M= 0.0005 [kg], K=1000 [N/m], C=1 [N.s/m]) La r�esonnance des syst�emes interm�ediaires est �a environ 318Hz, (voir Figure E.13) donc dans la plage d'analyse (de 100 �a 5000 Hz).Dans les puissances �echang�ees (cf.Figure E.14) et dans les "miels" (Figure E.15) on com-mence �a voir un d�ecalage entre le calcul approch�e "total" et celui "partiel", surtout endessous de la r�esonnance des syst�emes interm�ediaires, pour les deux premi�eres bandes.
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f [Hz]Fig. E.10 - Mobilit�e d'entr�ee du syst�eme interm�ediaire
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f [Hz]c) Puissance au point P3Fig. E.11 - Puissances actives moyennes �echang�ees (re�cues par S2)|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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f [Hz]b) < jV j2 > =2 au point P4 1e-13
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f [Hz]c) < jV j2 > =2 au point P7Fig. E.12 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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f [Hz]Fig. E.13 - Mobilit�e d'entr�ee du syst�eme interm�ediaire
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f [Hz]c) Puissance au point P3Fig. E.14 - Puissances actives moyennes �echang�ees (re�cues par S2)|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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f [Hz]b) < jV j2 > =2 au point P4 1e-13
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f [Hz]c) < jV j2 > =2 au point P7Fig. E.15 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel



150ANNEXE E. COMPL�EMENTS AUX SIMULATIONSDE CAS PLUS COMPLEXESE.2.4 �Etude d'un syst�eme de couplage de forte raideurOn consid�ere maintenant un syst�eme de couplage de raideur K=100000; dans la plaged'analyse 100 - 5000 Hz on a maintenant une zone en dessous de la r�esonnance dessyst�emes interm�ediaires (environ 3100 Hz) et une zone au dessus (Figure 5.15).Les puissances �echang�ees du calcul "approch�e total" sont compl�etement fausses (cf.Figure E.16),jusqu'�a la bande pour laquelle la partie imaginaire de la mobilit�e des syst�emes interm�ediairespasse par z�ero pour la premi�ere fois (autour de 2300Hz); autour de la r�esonnance ellessont encore mauvaises, puis se rapprochent symptotiquement du calcul approch�e partiel.Sur les "miels" on retrouve ces erreurs (cf.Figure E.17).Le point P4 de la premi�ere structure, excit�e directement, est �evidemment bien calcul�e parles deux m�ethodes approch�ees.Le calcul approch�e partiel est g�en�eralement satisfaisant, avec des erreurs allant jusqu'�aun facteur cinq sur les puissances et �a un facteur trois sur les "miels".(cf.Figure E.17)
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f [Hz]c) Puissance au point P3Fig. E.16 - Puissances actives moyennes �echang�ees (re�cues par S2)
1e-12

1e-11

1e-10

1e-09

1e-08

1e-07

1e-06

1e-05

0.0001

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

<
|V

|^
2

>
/2

 [
m

2
/s

2
] 

f [Hz]a) < jV j2 > =2 au point P1 1e-05
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f [Hz]b) < jV j2 > =2 au point P4 1e-12
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f [Hz]c) < jV j2 > =2 au point P7Fig. E.17 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)|{ calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel



E.2. COUPLAGES �ELASTIQUES ET DISSIPATIFS 151E.2.5 Forte raideur, dissipation augment�eePar rapport au calcul pr�ec�edent, on augmente maitenant l'amortissement d'un facteur dix:(M= 0.0005 [kg], K= 100000 [N/m], C=10 [N.s/m]); les autres donn�ees sont inchang�ees.Les puissances �echang�ees sont encore mal pr�evues (cf.Figure E.19), par le "calcul approch�e
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f [Hz]Fig. E.18 - Mobilit�e d'entr�ee du syst�eme interm�ediairetotal", en dessous et autour de la fr�equence de r�esonnance des syst�emes interm�ediaires(quelques valeurs n�egatives sur les premi�eres bandes ne sont pas repr�esentables en �echellelog.).Comme la partie imaginaire de la mobilit�e d'entr�ee de ces derniers ne s'annule plus, �acause de la forte dissipation, on n'a plus les deux plages de fr�equences avec un tr�es boncalcul, qu'on avait au 5.2.2.Le calcul approch�e total, converge encore vers le calcul approch�e partiel au dessus dela fr�equence de r�esonnance. Cependant il converge plus lentement que dans le cas d'unedissipation plus faible.Sur la premi�ere plaque (voir le "miel" au point P4), les r�esultats des deux calculs ap-proch�es sont presque identiques.Le "calcul approch�e partiel" est satisfaisant, sauf pour les toutes premi�eres bandes.Les "miels" apr�es couplage sont toujours mieux reconstitu�es que les puissances �echang�ees(Figure E.12), même au point non coupl�e P7 de la structure r�eceptrice, c'est �a dire en uti-lisant uniquement les contributions des puissances �echang�ees, par additivit�e �energ�etique.Pour compl�eter cette �etude il faudrait consid�erer le cas de trois syst�emes interm�ediairesdi��erents entre eux et observer le "miel" apr�es couplage sur un point de S2 �equidistantdes trois points de couplage.
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f [Hz]c) Puissance au point P3Fig. E.19 - Puissances actives moyennes �echang�ees (re�cues par S2)|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel
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f [Hz]a) < jV j2 > =2 au point P1 1e-05
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f [Hz]b) < jV j2 > =2 au point P4 1e-11
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f [Hz]c) < jV j2 > =2 au point P7Fig. E.20 - Reconstitution des "miels" (P1 est sur S2)|- calcul exact { { calcul approch�e total - - - calcul approch�e partiel



E.2. COUPLAGES �ELASTIQUES ET DISSIPATIFS 153E.2.6 Excitation de part et d'autre, variation des sourcesDans l'assemblage du 5.2.2, avec des liaisons de forte raideur (M= 0.0005 [kg], K=100000 [N/m], C=1 [N.s/m]), on excite �a pr�esent aussi le deuxi�eme syst�eme par uneforce constante de module 100 [N] au point P7, les points P4 et P5 de S1 �etant toujoursexcit�es par des forces unitaires. La variation de la puissance active moyenne inject�ee parces forces avant et apr�es couplage, repr�esent�ee dans la Figure E.21, reste faible (car lecouplage est faible), mais, contrairement aux attentes, elle ne diminue pas en montant enfr�equence.Le calcul approch�e des "miels" apr�es couplage en ces mêmes points P4 et P5, excit�esdirectement, qui utilise les puissances inject�ees avant couplage au lieu de celles inject�eesapr�es couplage, re�ete ces variations mais est toujours tr�es satisfaisant (cf. Figure E.22).
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f [Hz]b) Puissance au point P5Fig. E.21 - Puissances actives moyennes inject�ees dans S1|{ avant couplages - - - apr�es couplages
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f [Hz]a) Miel au point P4 1e-05
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f [Hz]b) Miel au point P5Fig. E.22 - "Miels" aux points excit�es|{ calcul exact - - - calcul EMMA



154ANNEXE E. COMPL�EMENTS AUX SIMULATIONSDE CAS PLUS COMPLEXESE.3 Pistes pour un indicateur d'erreurEtant donn�e que les forces ext�erieures et les e�orts de couplage ne sont pas id�ependantsles uns des autres, on peut exprimer l'erreur (pessimiste) du calcul des "miels" en termesdes seules mobilit�es classiques. On peut donc obtenir des expressions qui comportent desmoyennes fr�equentielles de produits et de rapports de mobilit�es classiques; des expressionsanalogues �a celles des termes "crois�es" qui conditionnent l'additivit�e �energ�etique.Qualitativement la moyenne de ces produits, ou rapports, sera d'autant plus petite qu'ilschangent de signe �a l'int�erieur de la bande consid�er�ee.Ici encore l'erreur sera li�ee �a la distance entre les points d'excitation, qui d�eterminera lad�ecorr�elation e�ective des di��erentes mobilit�es et l'e�cacit�e de leurs oscillations.Il semble alors impossible de pr�evoir l'erreur de calcul sur chaque bande de fr�equencessans e�ectuer le calcul exact.Cependant plus il y a de changements de signe pour chacune des mobilit�es (pour sa partier�eelle ou sa partie imaginaire), plus on a des chances d'avoir des changements de signepour leurs produits et rapports. C'est dans ce sens qu'on propose d'utiliser le nombred'oscillations par bande des parties imaginaires des mobilit�es classiques, comme indica-teur approximatif de la qualit�e du calcul.Ce param�etre peut facilement se mesurer par le nombre de passages �a z�ero de la par-tie imaginaire des mobilit�es. Il augmente avec la largeur de la bande et avec la densit�emodale et semble mieux correspondre qualitativement aux variations de l'erreur, dans lesdi��erentes simulations e�ectu�ees (sans qu'on puisse pour autant �etablir une relation simpleentre l'erreur et le nombre d'oscillations dans chacune des bandes). D'apr�es les simula-tions num�eriques e�ectu�ees (cf. 4.3.1, D.2.2, et D.3) il semblerait aussi que pour obtenirle même niveau d'erreur, il su�t de moins d'oscillations en haute fr�equence, lorsque l'am-plitude de celles-ci est plus petite (et le recouvrement modal est plus fort). Donc cetteamplitude des oscillations peut constituer un deuxi�eme indicateur.Signi�cation physiqueEn basse fr�equence, le nombre de modes dans une bande est directement li�e au nombrede passages �a z�ero de la partie imaginaire de la mobilit�e d'entr�ee ImfYeg, mais d�es quele recouvrement modal est sup�erieur �a 1, on ne peut plus s�eparer les modes sur RefYeget ImfYeg, qui ne passe plus par z�ero �a chaque mode, oscille de moins en moins dans labande de fr�equences.Le nombre d'oscillations dans une bande d�epend donc du nombre de modes (ou de ladensit�e modale), mais aussi du recouvrement modal.Pour une structure homog�ene, Bourgine ([7]), ou Cremer et Heckl ([20]) ont �etabli le lienentre la densit�e modale n(f), la masse totale MT et la moyenne spatiale de la mobilit�ed'entr�ee < Yee >S : n(f) = 4MT < RefYee(f)g >S (E.1)Pour des structures complexes on peut se demander comment acc�eder �a la densit�e modaleou au nombre de modes et si elle est encore utile pour des calculs locaux. De plus ellen'intervient pas explicitement dans la m�ethode des mobilit�es �energ�etiques.Ici toute la m�ethode se base sur des quantit�es locales mesurables et bien d�e�nies: lesmobilit�es classiques. On va donc essayer de d�egager des crit�eres li�e aux mobilit�es d'entr�eequ'on a d�ej�a mesur�ees.On dispose de < Re2fYeg > + < Im2fYeg >, de < RefYeg > et de leur rapportHe = <Re2fYeg>+<Im2fYeg><RefYeg> .



E.3. PISTES POUR UN INDICATEUR D'ERREUR 155En basse fr�equence on a < Re2fYeg > � < Im2fYeg > et < Re2fYeg > est sup�erieur �a< RefYeg >< RefYeg > (d'autant plus que l'�ecart type de RefYeg est grand), donc Heest d'autant sup�erieur �a 2 < RefYeg > que l'amortissement est faible (et l'amplitude desoscillations est forte).En haute fr�equence l'amplitude des oscillations est plus faible et on a < Re2fYeg >>><Im2fYeg > et < Re2fYeg > � < RefYeg >< RefYeg >, donc He � < RefYeg >.Le rapport He<RefYeg> est donc un indicateur du recouvrement modal et de l'amplitude desoscillations .On propose d'utiliser ce rapport He<RefYeg> , pour compl�eter (pond�erer) le nombre N0(Yme)de passages �a z�ero de ImfYmeg.Ces deux ingr�edients, N0(Yme) et He<RefYeg> , sont mesurables, exprim�es par bande defr�equence et sont locaux. Il faut les pond�erer et fabriquer un indicateur unique �a relier �al'erreur sur les "miels" apr�es couplage, en traitant beaucoup de cas d'assemblages.
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157Annexe FCompl�ements aux applicationsexp�erimentalesF.1 M�ethodologie de mesure des mobilit�es classiquesF.1.1 Principe des MontagesPour mesurer les mobilit�es des sous-structures isol�ees il faut soit les suspendre, soit (parexemple s'il s'agit de la structure principale), il faut les placer dans la position r�eelle(con�guration d'utilisation) qu'elles auraient apr�es assemblage.Dans tous les cas les structures p�eriph�eriques (câbles, plots de suspension, supports etc.)gre��ees �a ces syst�emes doivent être isol�ees de toute source ext�erieure et elles ne doiventsubir aucune modi�cation ext�erieure lors du couplage (autre que celles propres au cou-plage).Suspensions et ExcitationsLorsqu'on suspend les sous-structures isol�ees il vaut mieux que les ventuels e�orts dus auxsuspensions (traction ou compression) s'exercent dans une direction orthogonale �a celledans laquelle on va exercer l'excitation ext�erieure (direction de mesure) (cf. Figure F.1).De même on �evitera de bloquer la structure en rotation suivant les axes d'une excitationext�erieure par moments.Les e�orts et moments restants doivent être n�egligeables par rapport �a l'excitation prin-cipale, ou s'exercer sur des parties peu mobiles de la structure.Signe des mobilit�esSi en th�eorie la correction du signe des mobilit�es ne pose pas de probl�emes, dans la pratiqueelle peut tourner au casse tête pour des structures minces compliqu�ees, qui ont des pointsde couplage inaccessibles, ou mesurables "du mauvais côt�e".La cause principale des doutes est le signe du signal de sortie des di��erents capteurs (le"sens de mesure" �x�e par le constructeur des appareils), surtout s'il n'est pas indiqu�e parla documentation.



158 ANNEXE F. COMPL�EMENTS AUX APPLICATIONS EXP�ERIMENTALES
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b) Bon montageFig. F.1 - Montage pour mesure de mobilit�es de forceSigne des mobilit�es d'entr�eeLa correction des mobilit�es d'entr�ee ne pose pas de probl�emes: quelle que soit la directionde mesure ou d'excitation, il faut qu'au bout du compte la mobilit�e ait une partie r�eellepositive.On peut aussi �xer une convention par rapport aux signes des signaux (de force et vitesse)issus d'une tête d'imp�edance. L'ayant obtenue, on peut se �xer une convention pour lesens positif d'excitation et de mesure (voir par exemple sur les Figures F.2 et F.3)Correction des mobilit�es de transfertAyant �x�e le sens positif des capteurs d'acc�el�eration, tous les probl�emes ne sont pasr�esolus pour autant: consid�erons un transfert entre deux futurs points de couplage c et k,(cf.Figure F.3 b), il ne s'agit pas de faire co��ncider les sens de l'excitation en c et de lavitesse en k, mais de faire co��ncider les sens de l'excitation actuelle en c et de celle qu'ilfaut exercer en k pour mesurer la mobilit�e d'entr�ee en k.R�eciprocit�eLa r�eciprocit�e permet de v�eri�er que le syst�eme d'excitation et de mesure de la vitesse sontadapt�es et que le montage est assez stable entre deux mesures di��erentes (par exemple onv�eri�e que les moments inject�es ont un e�et n�egligeable par rapport aux forces normales).Le principe est simple: on intervertit les endroits d'excitation et de mesure et les sensd'excitation et de mesure (cf.Figure F.4). Si l'on dispose de plusieurs châ�nes de mesure,on peut aussi op�erer une correction de l'interspectre, par permutation des châ�nes demesure (cf. [124]).



F.1. M�ETHODOLOGIE DE MESURE DES MOBILIT�ES CLASSIQUES 159F.1.2 Capteurs et Correction de massePr�ecision, Dispersion, CalibrationLa pr�ecision des capteurs est donn�ee par le constructeur, cependant il faut d�eterminer ladispersion des mesures obtenues par di��erents capteurs aux mêmes points et au mêmemoment. C'est ce qu'on fait pendant une calibration correcte utilisant la loi F = M(calibration absolue) et en ajustant la sensibilit�e des capteurs pour qu'ils donnent lemême r�esultat (a�nage relatif).Correction de masse�A chaque masse M de capteur correspond une "fr�equence de coupure" �a partir de laquelleil va masquer les vibrations du point mesur�e. La mobilit�emesur�ee Ymes est en e�et fonctionde la mobilit�e de la structure Ystr et de celle du capteur Ycap = 1j!M :Ymes = YcapYstrYstr + Ycap (F.1)Tant que Ycap est grande (basse fr�equence) devant Ystr, on a Ymes � Ystr et tout va bien.D�es que Ycap et Ystr sont du même ordre de grandeur il faut corriger la mesure pourobtenir: Ystr = YmesYcapYcap � Ymes (F.2)La fr�equence de coupure au del�a de laquelle la mesure n'est plus possible corr�espond �a:Ystr � Ycap (F.3)On ne fait pas de correction sur la masse de la tête d'imp�edance ou du capteur de force,car on mesure bien la force qui est inject�ee dans la structure seule et non celle qui estinject�ee par le pot vibrant dans la tête d'imp�edance.Toutefois si l'on rajoute une masse apr�es ce capteur, alors il faudra corriger la valeur del'excitation par la relation fondamentale de la dynamique F =M.Ceci n'est valable que si le syst�eme d'excitation E (pot vibrant + capteur + stinger etvisses) a une mobilit�e d'entr�ee beaucoup plus grande que celle du syst�eme r�ecepteur R; ene�et c'est la mobilit�e apr�es couplage au point de couplage qu'on est en train de mesureret elle s'�ecrit: fYc = Y Rc Y EcY Rc + Y Ec (F.4)pour avoir fYc � Y Rc il su�t que Y Ec >> Y Rc .Sinon il faudra d'abord mesurer la mobilit�e du syst�eme d'excitation (avec un marteau dechoc).Erreurs de mesureEn sus de la pr�ecision , des erreurs de mesure sont dues au mauvais contact du capteuravec la structure (�xation par cire ou colle dissipative) et au m�esalignement avec la di-rection th�eorique de mesure.L'analyse des parties r�eelles des mobilit�es d'entr�ee permet aussi d'estimer la "propret�e"des mesures: si elles sont n�egatives ou trop petites par rapport �a un seuil (dû �a l'amortis-sement), on a soit un probl�eme de montage (excitation trop loin du capteur: on mesure en



160 ANNEXE F. COMPL�EMENTS AUX APPLICATIONS EXP�ERIMENTALESr�ealit�e une mobilit�e de transfert), soit un probl�eme de bruit ou d'adh�erence des capteurs.On peut donc "nettoyer" les mobilit�es d'entr�ee en leur imposant la valeur minimale d'uncertain seuil.De même, pour des structures dont l'amortissement est homog�ene, on peut �eliminer lespics trop �etroits dont la largeur n'a pas une bande passante compatible avec l'amortisse-ment de la structure, sur les mobilit�es d'entr�ee comme sur celles de transfert.F.1.3 Autres probl�emesBruit de fondMis �a part le bruit de fond acoustique, qui est g�en�eralement n�egligeable pour des mesuresvibratoires (sauf �eventuellement sur des transferts tr�es faibles), les vibrations parasitesext�erieures �etant coup�ees par un bon montage, il reste le bruit de fond de l'�electronique descapteurs et du syst�eme d'acquisition, qui est g�en�eralement consid�er�e d�ecorrel�e des signauxmesur�es. Des fonctions comme la coh�erence et le rapport signal sur bruit permettent del'�evaluer.Non lin�earit�esDes parties du montage ou des parties de la structure �etudi�ee peuvent introduire des chocsou des frottements qui ne varient pas lin�eairement avec l'excitation ext�erieure. Tant que leniveau de ces contributions est n�egligeable, par rapport aux contributions de l'excitationext�erieure, la mesure est correcte. Sinon elle devient d�elicate, car ces signaux, vehicul�espar la même structure, peuvent d�ependre de l'excitation principale.Il se peut aussi que des parties dissipatives non lin�eaires de la structure (en caoutchoucpar exemple) n'interviennent (en "ouvrant" ou en coupant de nouveaux chemins) qu'�apartir d'un certain niveau vibratoire.En g�en�eral on veillera �a trouver un niveau d'excitation qui n'engendre pas ces ph�enom�enes.Couplages dissipatifsLe couplage rigide est di�cilement r�ealisable. Quels que soient les �el�ements utilis�es, lecouplage est toujours un peu �elastique et dissipatif. Pour certaines con�gurations on peutle v�eri�er en mesurant les vitesses de part et d'autre (cf.Figure F.5). Pour d'autres onpeut le caract�eriser �a partir des mobilit�es avant et apr�es couplage en identi�ant alors lamasse ajout�ee, la raideur et l'amortissement introduits.Mesure des mobilit�es de momentOn a d�ej�a cit�e les probl�emes dus �a la masse apport�ee par les capteurs et �a leur sen-sibilit�e transversale pour les mesures en translation. Pour les mesures des rotations etdes moments inject�es, d'autres probl�emes viennent s'ajouter. La rotation est mesur�ee pardi��erences �nies ou par des capteurs sp�eciaux. Dans la premi�ere technique la bonne me-sure de la phase entre les deux capteurs devient tr�es importante, donc pour les deuxm�ethodes des capteurs d'une grande qualit�e sont requis.La mesure du moment exerc�e est tout aussi probl�ematique car on exerce toujours en mêmetemps un e�ort transversal et les syst�emes actuellement disponibles sont encombrants etne permettent pas d'e�ectuer des mesures sur des structures minces.
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F.2. MESURES SUR UN ASSEMBLAGE DE STRUCTURES SIMPLES 163F.2 Mesures sur un assemblage de structures simplesMesures e�ectu�eesMesure des mobilit�es "�a vide"Sur les sous-syst�emes isol�es choisis pr�ec�edemment on a mesur�e les mobilit�es d'entr�ee aufutur point de couplage c et les mobilit�es de transfert entre ce point c et d'autres pointsm (ou n) quelconque, non bloqu�e.Mesures sur l'assemblageOn a r�ealis�e un assemblage ponctuel des deux syst�emes pr�ec�edents par un petit bout devis coll�e, au point c.On a mesur�e les mobilit�es du syst�eme assembl�e entre les trois points m, n et c.Mat�eriel n�ecessaireSyst�eme d'acquisition LMS 8 voies avec g�en�erateur de signaux interne.Marteau de chocs avec câble.Pot vibrant avec cerceau circonf�erenciel pour suspension.Tête d'imp�edance avec câbles et vis �a coller (1.1g)2 Acc�el�erom�etres 0,4 g avec �electronique int�egr�ee et �ls (0,7 g au total)1 Ampli�cateur 4 voies pour les acc�el�erom�etres2 Ampli�cateurs de charge pour la tête d'imp�edance2 alimentations pour les ampli�cateurs de charge10 m de �l de Nylon, �elastiques de gomme, colle biphasique (dure).tige ("stinger") avec embouts vissables.Vis de diam�etre 5mm, di��erentes longueurs,�ecrous pour �xer les di��erents �el�ements,Vis (3 g avec colle) sur petit cylindre, pour couplage ponctuel robuste.Mesures et calculs pr�ealablesCorrection de masse inutileOn a mesur�e au pr�ealable, le plus pr�ecis�ement possible, la masse des di��erents �el�ementsdu montage:- celle des capteurs de vitesse, vis, colle et câbles- celle de la vis et de la colle pour la tête d'imp�edanceon a relev�e les caract�eristiques de la tête d'imp�edance (masse interne) d'apr�es la noticeconstructeur.Avec ces donn�ees a fait un calcul de correction de masse pour les mobilit�es mesur�ees,comme indiqu�e au F.1.2; on a constat�e que la correction apport�ee est n�egligeable et ons'est assur�e que la "fr�equence de coupure" est plus haute que celles mesur�ees.Autres v�eri�cations par la masseOn a v�eri��e les capteurs en faisant une mesure de mobilit�e "�a vide" avec le pot vibrant avecstinger, tête d'imp�edance et câbles: il faut v�eri�er le principe fondamental de la dynamiquepour la masse interne calcul�ee: la mobilit�e d'entr�ee obtenue doit être Ye = 1j!MOn v�eri�e ainsi aussi le bon fonctionnement du pot vibrant et de la tête d'imp�edance,ainsi que le montage en g�en�eral avec le syst�eme d'excitation et d'acquisition.



164 ANNEXE F. COMPL�EMENTS AUX APPLICATIONS EXP�ERIMENTALESEn collant un acc�el�erom�etre sur une masse viss�ee �a la tête d'imp�edance, on a eu unedeuxi�eme v�eri�cation par la masse (masses internes + masse des pastilles + masse de lacolle) et on a v�eri��e la bonne corr�elation des signaux et le rapport signal sur bruit.Choix du syst�eme d'excitationEn comparant les performances de l'excitation par marteau de choc et par pot vibrant(bruit blanc inject�e par bande), on a choisi cette derni�ere, qui permetteait d'injecter plusde puissances et d'obtenir des r�esultats plus propres en transfert, car le gros cylindre choisi�etait tr�es amorti.Autres v�eri�cations des capteursOn a visualis�e, sur les mobilit�es d'entr�ee, les premiers modes des syst�emes �etudi�es dans labande fr�equentielle excit�ee et constat�e qu'elles ne comportent pas beaucoup d'oscillationspour les deux cylindres tr�es amortis (cf. Figure 6.4).On a aussi calibr�e les acc�el�erom�etres par un syst�eme d'�etallonage (table vibrante BK),puis en ajustant leur sensibilit�e sur le syst�eme LMS ou sur les ampli�cateurs de charge,en pla�cant plusieurs acc�el�erom�etres les uns �a côt�e des autres sur une masselotte ou surune plaque et en excitant en ce même point: les mobilit�es d'entr�ee (ou de transfert) obte-nues, qui doivent être les mêmes jusqu'�a une certaine fr�equence (pour laquelle la longueurd'onde est huit �a dix fois plus grande que le rayon du disque contenant les capteurs),pr�esentent une dispersion qui d�e�nit l'erreur de mesure de base.Sur le syst�eme fortement amorti (gros cylindre) on constate (cf. Figure F.6) que cesdi��erences restent petites entre les deux acc�el�erom�etres utilis�es (sur une mobilit�e de trans-fert) et entre l'un d'entre eux et la tête d'imp�edance (sur la mobilit�e d'entr�ee), sauf endessous de 100 Hz et au dessus de 3500 Hz.
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165Annexe GSurprise �naleD�erivation de la th�eorie �a partir de syst�emes simplesAu cours de l'�etude analytique, une autre approche a aussi �et�e �ebauch�ee: la d�erivation dela th�eorie des mobilit�es �energ�etiques �a partir de l'analyse de syst�emes simples.On suit le cheminement historique de la SEA: �a partir de formules s'appliquant �a dessyst�emes �el�ementaires (les oscillateurs, qui repr�esentent les modes de toute structure), ond�erive avec moult hypoth�eses, des expressions �energ�etiques de port�ee plus g�en�erale.Cependant la Statistical Energy Analysis n�eglige l'observation spatiale des syst�emes (etc'est aussi son avantage): peu importent l'endroit d'injection des puissances ou l'endroitet la r�ealisation du couplage, pourvu que l'analyse des choses soit statistique.Or un oscillateur, n'est pas seulement une unit�e �energ�etique de base (un mode) ou un�ev�enement statistique (au sens de la SEA), c'est aussi un �el�ement simple spatial. C'estsous cet aspect spatial (di��erent de [20]) qu'on va l'envisager ici.Expressions pour un oscillateur amortiUn oscillateur d�e�nit les propri�et�es dynamiques d'un point e, en fonction des caract�eristiquesm�ecaniques classiques n�ecessaires aux th�eories lin�eaires: la masse M, la raideur K et l'amor-tissement C.Il a une mobilit�e (classique) d'entr�ee qui relie la force F inject�ee et la vitesse obtenue ence point e: Ye = !2C + j!(K � !2M)(K � !2M)2 + !2C2 (G.1)La puissance active moyenn�ee par bandes de fr�equence ("pam") inject�ee en e s'�ecrit:Pe = < jFej2RefYeg > = < jVej2jYej2RefYeg > (G.2)ou encore Pe = < jVej2 (K � !2M)2 + !2C2!2 !2C(K � !2M)2 + !2C2 > (G.3)si l'amortissement C est constant en fr�equence, on a donc simplement< jVej2 >Pe = 1C (G.4)Il existe donc une relation entre la puissance active moyenn�ee inject�ee dans un oscillateurpar bandes de fr�equence et le "miel" obtenu.



166 ANNEXE G. SURPRISE FINALEPour introduire la notion de transfert entre deux points distincts, nous allons introduiremaintenant une deuxi�eme masse.Expressions pour un syst�eme de deux masses - ressort - amortis-seur
m2

K

c

m1Fig. G.1 - Syst�eme bimasse-ressort-amortisseurSoit un syst�eme �elastique compos�e de deux masses (ponctuelles, ou ind�eformables) m1et m2, avec un ressort de raideur K et un amortisseur C interm�ediaires. �A partir desmobilit�es classiques d'entr�ee sur m1:Ym1 = 1 + jK�!m2j!(m1 +m2)�K�!2m1m2 (G.5)et de transfert entre m1 et m2:Ym1m2 = Vm1Fm2 = 1j!(m1 +m2)�K�!2m1m2 (G.6)avec K� = 1Kj!+cen appliquant 3.11, on tire les mobilit�es �energ�etiques suivantes en entr�ee sur m1:Hm1 = < jYm1j2 >< RefYm1g > � < (K! � !m2)2 + c2 >< !2m22c > (G.7)et de transfert entre m1 et m2:He2e1 = < jYm1m2j2 >< RefYm1g > � c2 + K2!2< !2m22c > (G.8)Par ailleurs en formant le rapport du "miel" exact et de la puissance active exactemoyenn�ee en fr�equence, on obtient< jVm1j2 >< RefFm1V �m1g > = < jVm1j2 >< jVm1j2 !2m22c(K! �!m2)2+c2 > (G.9)en supposant que les deux quantit�es jVm1j2 et !2m22c(K! �!m2)2+c2 sont liss�ees sur une bande defr�equences, (leur variance est faible, sur chaque bande), on remplace la moyenne de leur



167produit par le produit de leurs moyennes.On simpli�e alors par < jVm1j2 > et on obtient< jVm1j2 >< RefFm1V �m1g > � 1< !2m22c(K! �!m2)2+c2 > (G.10)et en transfert < jVm2j2 >< RefFm1V �m1g > = < jVm1j2 jc+ Kj! j2jc+ Kj!+j!2m2j2 >< jVm1j2 !2m22c(K! �!m2)2+c2 > (G.11)qu'on simpli�e de même en < jVm2j2 >< RefFm1V �m1g > � < jc+ Kj! j2jc+ Kj!+j!2m2j2 >< !2m22c(K! �!m2)2+c2 > (G.12)ou encore en < jVm2j2 >< RefFm1V �m1g > � < c2+K2=!2c2+K2=!2�2�K�!�m2+w4�m22 >< !2m22c(K! �!m2)2+c2 > (G.13)Les expressions G.10 et G.13 ressemblent beaucoup respectivement aux expressions G.7et G.8 issues de la d�e�nition. Les termes moyenn�es ont des variations lentes sur chaquebande de fr�equences, donc on op�ere l'approximation suivante:< 1a > � 1<a>Pour les simulations num�eriques e�ectu�ees, en faisant varier K et c, les formules G.7 etG.10 donnent des r�esultats tr�es voisins (cf.Figure G.2).
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168 ANNEXE G. SURPRISE FINALEpuissance active inject�ee par bande).Si le ressort K est tr�es raide on tend vers le cas d'une masse unique, (sans dissipationinterne) et la mobilit�e classique est purement imaginaire, donc la mobilit�e �energ�etiquedevient in�nie.Couplage de deux oscillateurs bimasse amortisLes oscillateurs �a deux masses pr�ec�edents, peuvent être consid�er�es comme les �el�ementsles plus simples poss�edant une mobilit�e d'entr�ee et une mobilit�e de transfert distinctes.Nous nous proposons donc d'�etudier le couplage de deux de ces oscillateurs, ayant desfr�equences de r�esonnance di��erentes (cf. Figure G.3).Le but est de trouver des relations simples (approch�ees) entre les mobilit�es �energ�etiquesde l'assemblage apr�es couplage et celles des sous-syst�emes isol�es, avant couplage.L'approche analytique, quoique plus compl�ete, conduit rapidement �a des expressions com-pliqu�ees, �a cause des int�egrations en fr�equence.Au lieu de poursuivre la d�erivation analytique, nous proposons donc de tester directementnum�eriquement les relations approch�ees propos�ees au chapitre 3, pour ce type d'assem-blage simple.Les oscillateurs isol�es avant couplage ont les mobilit�es d'entr�ee au point 2 de couplage
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K2

m3 m4

c2

m1 m2

K1

c1

1 2Fig. G.3 - Couplage de deux syst�emes masse-ressort-amortisseurillustr�ees par la Figure G.4. Ce sont des syst�emes �a assez fort amortissement. Le premier,entre les points 1 et 2, est d�e�ni par (M1=0.0004[kg], M2=0.0006[kg], K1=100000.0[N/m],C1=1.0 [N.s/m]). Le deuxi�eme, entre les points 2 et 3, est d�e�ni par (M3=0.0003[kg],M4=0.0007[kg], K2=10000.0[N/m], C2=1.0[N.s/m]).On compare encore une fois les mobilit�es �energ�etiques de transfert entre 1 et 3, apr�escouplage gH13 obtenues par un calcul exact (avec les mobilit�es classiques apr�es couplage):gH13 = <jfY13 j2><RefY33g>et celles obtenues par un calcul approch�e, avec les mobilit�es �energ�etiques avant couplage:gH13 = HI12HII23�II2HI22+HII22Les r�esultats sont repr�esent�es sur la Figure G.5. Ils sont tr�es satisfaisants sur tout lespectre de fr�equences. Pour des oscillateurs 100 fois moins amortis, dont les mobilit�esd'entr�ee sont repr�esent�ees sur les �gures G.7, on repasse le même calcul (cf. Figure G.8).
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171Couplage de quatre oscillateurs bimasse amortisLe cas suivant consiste �a coupler entre eux deux assemblages comme le pr�ecedent (voirFigure G.9) avec le deuxi�eme syst�eme donn�e par (M5=0.4[g], M6=0.6[g], M7=0.3[g],M8=0.7[g], K3=200000.0[N/m], c3=0.001[N.s/m], K4=20000.0[N/m], c4=0.001[N.s/m]).Deux calculs approch�es sont men�es ici. Le premier ("approch�e total"), se fait en deux
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c1 c2 c3
c4

m6 m7 m8Fig. G.9 - Couplage de quatre syst�emes bimasse-ressort-amortisseur�etapes: �a partir des mobilit�es �energ�etiques de chaque oscillateur s�epar�e, on pr�evoit d'abordles mobilit�es �energ�etiques des sous-syst�emes de deux oscillateurs (comme au paragraphepr�ec�edent), puis celles de l'assemblage total. Le deuxi�eme calcul ("approch�e partiel") uti-lise les mobilit�es �energ�etiques exactes des sous-syst�emes de deux oscillateurs et pr�evoitaussi celles de l'assemblage global. Le "calcul exact" est toujours men�e �a partir des mo-bilit�es classiques pr�evues pour l'assemblage.Ici encore le nombre de modes par bande de 200 Hz est inf�erieur ou �egal �a un (cf. Fi-gure G.10).Les r�esultats sont donc tout �a fait comparables �a ceux du cas pr�ec�edent, sauf en basse
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172 ANNEXE G. SURPRISE FINALEde l'assemblage global pour le calcul "approch�e partiel" et des erreurs sup�erieures �a 10 dBen dessous et autour des r�esonnances des sous-syst�emes pour le calcul "approch�e total"(cf. Figure G.11).Les deux calculs approch�es donnent des r�esultats de qualit�e comparable: la m�ethode ap-proch�ee, appliqu�ee de fa�con it�erative, ne se d�egrade pas trop, car ses erreurs ne vont pastoujours dans le même sens.En haute fr�equence (au dessus de la derni�ere r�esonnance) les r�esultats sont meilleurs.Lorsqu'on augmente l'amortissement, la dynamique globale et les erreurs diminuent.
1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

10

100

1000

10000

100000

1e+06

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

H_
15 

[s/k
g] 

f [Hz]Fig. G.11 - Mobilit�e �energ�etique gH15 apr�es couplage:|{ calcul exact, { { calcul approch�e total, - - - calcul approch�e partielAvec ces assemblages de masses, ressorts et amortisseurs on retrouve qualitativement lesr�esultats des simulations num�eriques sur les assemblages de plaques par liaisons �elastiques.Conclusions�A cause des moyennes fr�equentielles il aurait �et�e trop long d'exposer ici la d�erivationanalytique des formules de base de la EMMA �a partir de l'�etude du couplage ponctuelde syst�emes simples masse-ressort-amortisseur. Cependant des simulations num�eriquesont montr�e qu'ils v�eri�ent les �equations de l'EMMA, sauf autour des r�esonnances dessousyst�emes coupl�es.Ces r�esultats sur les oscillateurs repr�esentent une (bonne) surprise, car d'apr�es le nombred'oscillations par bande (nul presque partout), ils auraient dû être mauvais et se d�et�eriorerlorsqu'on augmente l'amortissement, ce qui ne se produit pas.Il est possible qu'on puisse mieux d�e�nir des crit�eres d'application de la EMMA parune �etude analytique de ces cas simples, en fonction des di��erents param�etres globaux(largeur de bande, nombre de modes, amortissement) ou locaux (amplitude et nombred'oscillations de la mobilit�e...), mais la d�emarche suivie dans ce travail, avec des mobilit�esquelconques, nous semble donner une vision moins r�eductive de la m�ethode que si ons'�etait limit�es �a l'�etude d'oscillateurs coupl�es.
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