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INTRODUCTION

Dans ce manuscrit, il est question de connexions plates méromorphes de
rang 2, de feuilletages de Riccati et de feuilletages transversalement projectifs.
Tout cela se déroule principalement sur P? = P?(C), toutefois on a donné des
énoncés un peu généraux quand on le pouvait.

Si X est une variété complexe lisse, une connexion plate méromorphe V au
dessus de X correspond a un feuilletage holomorphe singulier de codimension
2 sur un fibré vectoriel de rang 2 sur X, transverse a sa fibre générique et
compatible a sa structure linéaire. Le lieu ou la transversalité fait défaut est
le lieu polaire D de la connexion, une hypersurface analytique de X.

En relevant les lacets de X \ D dans les feuilles, on obtient un morphisme
de groupes : 71 (X \ D) — GL2(C), appelé représentation de monodromie de
V.

En imposant une contrainte sur le feuilletage au voisinage des poles -la
logarithmicité de V- et sur les singularités de D -a croisements normaux-
Deligne a établi une correspondance entre les représentations m (X \ D) —
GL2(C) et les connexions plates de rang 2 : la correspondance de Riemann-
Hilbert.

Un feuilletage de Riccati est donné par une connexion projective plate sur
un fibré en P! au dessus de X, c’est un feuilletage holomorphe singulier sur
I’espace total du fibré, transverse a sa fibre générique. Les connexions pro-
jectives sont -du moins localement- des projectivisés de connexions. Comme
précédemment, on peut définir le lieu polaire d’un feuilletage de Riccati et sa
représentation de monodromie : 71 (X \ D) — PGL2(C).

On voit que les propriétés d’une connexion plate et celles du feuilletage de
Riccati qu’on en déduit par projectivisation sont fortement reliées, en par-
ticulier si p : m (X \ D) — GL2(C) est la représentation de monodromie
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d’une connexion plate V et si R = P(V) est le projectivisé de V, alors la
représentation de monodromie de R est P(p), la composée de p avec GLy —
PGLs.

Dans le cadre des surfaces projectives, en utilisant les travaux de Deligne
[Del70], Loray et Pereira [LP07] ont obtenu une correspondance de Riemann-
Hilbert pour les feuilletages de Riccati, sans contrainte de croisements nor-
maux pour le lieu polaire. Une des questions qui se présentent au sujet de
cette correspondance est de connaitre le type de P-fibré qui peut apparaitre
suivant les propriétés de la représentation.

Si X est une variété projective et D est une hypersurface de X, un certain
nombre de propriétés sont connues pour les représentations (X \ D) —
SLo(C) quasi-unipotentes a linfini. On dit que 71 (X \ D) — SLa(C) est quasi-
unipotente a 'infini si, pour toute suite d’éclatements ¢ : X — X, telle que
D = ¢*(D) est & croisement normaux dans X, alors les valeurs propres de
p(7) sont des racines de l'unité, pour tout v € w1 (X \ D) faisant le tour
d’une composante de D. Notamment, un article de Corlette et Simpson [CS08]
montre que pour une représentation Zariski dense p : (X \ D) — SLg(C),
si P(p) ne se factorise par une application f : (X,D) — (C,d) avec C une
courbe projective lisse et d un ensemble de points sur C , alors p est rigide
et définie sur un anneau d’entiers algébriques. De plus, dans cette situation,
ils montrent que cette représentation se factorise par un ”espace” muni d’une
représentation bien particuliere : un ”polydisk Shimura DM-stack” muni de
sa représentation tautologique.

Ces résultats ont donné une inspiration a nos travaux. Effectivement, une
partie de notre travail releve de la démarche suivante. D’abord se donner
une représentation, soit apres calcul explicite d’un groupe fondamental, soit
en se donnant un feuilletage de Riccati ou une connexion plate, puis discu-
ter si la représentation se factorise par une courbe et, si cela ne se produit
pas, s’intéresser plus intensément a l’exemple que ’on a en main, pour com-
prendre le "polydisk Shimura DM-stack” qui lui est associé. Si on travaille
avec un feuilletage (de Riccati ou associé & une connexion plate) plutot que sa
représentation de monodromie, I’analogue de la factorisation par une courbe
est que le feuilletage soit, a isomorphisme birationnel de fibrés pres, tiré en
arriere (pull-back) d’un feuilletage du méme type sur un fibré au dessus d’une
courbe.

Un feuilletage transversalement projectif F sur X est un feuilletage de codi-
mension 1 qui se déduit d’un feuilletage de Riccati R sur un P!-fibré 7 : P — X
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en choisissant une section méromorphe o de 7 et en posant F = ¢*R, "on re-
garde une tranche de R”. Parmi les feuilletages transversalement projectifs,
on s’est particulierement intéressé aux feuilletages modulaires.

Dans cette these, apres quelques préliminaires, nous discutons différents
moyen de se donner une représentation ou un feuilletage, nous discutons cette
propriété de pull-back, puis certaines propriétés des feuilletages transversale-
ment projectifs, notamment des feuilletages modulaires, pour aboutir & notre
contribution principale : ’exhibition d’un feuilletage modulaire et de sa struc-
ture transverse a ’aide d’une solution algébrique de 1’équation de Painlevé
VI.

Contenu des chapitres

Chapitre 1 : Connexions plates, feuilletages de Riccati
Dans ce chapitre, on définit les deux concepts de base de cette these que sont
ceux de connexion plate et de feuilletage de Riccati. On définit les notions de
représentations de monodromie qui s’y rattachent, puis on donne la correspon-
dance de Riemann-Hilbert pour un lieu polaire a croisement normaux, c’est
un lien fort entre les représentations et les feuilletages.

Ensuite on discute quelques propriétés des fibrés en P! et des fibrés vectoriels
de rang 2 sur P? en relation avec leurs analogues sur P

Les fibrés en P! sur P” sont en fait tous des projectivisés de fibrés de rang
2. Pour un fibré de rang 2, on s’intéressera a la propriété d’étre somme directe
de deux fibrés en droites, elle est toujours vérifiée au dessus de P'. Au dessus
de P? ce n’est pas nécessairement le cas, il y a des exemples de fibrés dont
les restrictions & différentes droites de P? ne sont pas isomorphes. On en tire
une notion de droite de saut. On donne un exemple de fibré a droites de sauts
isolés.

Comme les P'-fibrés au dessus de P? se relevent en des fibrés de rang deux,
on peut espérer relever les feuilletages de Riccati en des connexions. On voit
que c’est effectivement possible. Ensuite on discute la question du relevement
en une connexion a trace nulle.

On discute ensuite les raffinements possibles de la correspondance de Riemann-
Hilbert sur les surfaces.

Fort de ces raffinements, on voit que I’étude des feuilletages de Riccati se
réduit & comprendre les représentations de groupes fondamentaux. Pour cette
raison, on donne des informations sur le groupe fondamental du complémentaire
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d’une courbe dans P?, notamment un moyen d’en obtenir une présentation :
I’algorithme de Zariski-Van Kampen.

Ensuite, on donne un moyen algorithmique de dire si un feuilletage de Ric-
cati au dessus de P! ou P? est & monodromie réductible.

Enfin, on donne des conditions suffisantes pour qu'un feuilletage de Riccati
soit pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe. On obtient
notamment le théoréme suivant.

Théoréme. — Soit R un feuilletage de Riccati a poles logarithmiques au des-
sus de P? et C son lieu polaire. Si la monodromie de R est Zariski dense et si C
a un point de multiplicité m > deg(C) —2 alors R est pull-back d’un feuilletage
de Riccati au dessus d’une courbe.

On en tire ce qui suit.

Corollaire. — Soit R un feuilletage de Riccati a poles logarithmiques au des-
sus de P? et C son lieu polaire. Si deg(C) < 4, alors R est pull-back d’un
feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe ou sa monodromie n’est pas Za-
riski dense.

Chapitre 2 : Equation de Painlevé VI
L’équation de Painlevé VI (PVI) est une équation différentielle de la forme
d%q/d*t = F(t,q,dq/dt,0), ou F est une fraction rationnelle et @ est un qua-
druplet de parametres. L’équation de parametre 6 est notée (PVI)y. Une so-
lution algébrique de 1’équation (PVI)y est un couple (¢(s),t(s)) de fonctions
méromorphes sur une courbe projective lisse qui satisfait cette équation, au
seul sens raisonnable (en particulier dt/ds # 0), par abus de langage on dit
que c’est une solution algébrique de (PVI).

Si R est un feuilletage de Riccati & poles logarithmiques au dessus de P2, de
lieu polaire C qui posseéde un point O de multiplicité exactement deg(C) — 3,
alors on peut considérer la famille (Rs) ep1 des restrictions de R aux éléments
de (s)sept, le pinceau des droites issue O. Pour s générique, R est un feuille-
tage de Riccati a quatre poéles logarithmiques. Au voisinage d'un s = sg
générique on a donc une déformation isomonodromique (Rs) de feuilletage
de Riccati a quatre poles logarithmiques, a laquelle on peut associer une so-
lution de I’équation de Painlevé VI par la théorie des déformations isomo-
nodromiques. Cette solution locale se prolonge en une solution algébrique de
I’équation de Painlevé VI, puisque 'on est parti d’un feuilletage algébrique
sur P2. La procédure ci-dessous permet de reconstruire R & partir de cette
solution, a équivalence birationnelle pres.
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Réciproquement, connaissant une solution algébrique (¢(s),t(s)) de (PVI)g,
par des formules rationnelles en ¢,¢,6 et dg/dt données dans ce chapitre, on
déduit d’une telle solution une connexion plate V méromorphe sur le fibré de
rang 2 trivial sur C x P'. Les connexions ainsi construites ont un lieu polaire
qui est donné par quatre sections et des fibres de C x P* — C. La famille (V)
des restrictions de V aux fibres de C x P! — C est une déformation isomono-
dromique algébrique de connexion & quatre poles sur P'. Par projectivisation,
on en déduit une famille de feuilletages de Riccati (Rs) = (P(Vs)).

Toute les solutions algébriques de 1’équation de Painlevé VI sont connues,
voir [Boal0] et [LTO08] . A chaque solution on peut associer la monodromie p
de Vg, pour un s générique. On a une action naturelle du mapping class group
de la sphere épointée quatre fois MCG(S?) sur les classes de conjugaison [p]
de telles représentations. Les solutions algébriques de I’équation de Painlevé
VI sont caractérisées par I'orbite finie MCG(S3)[p] qu’on leur associe ainsi.

Dans le cas ou la monodromie de V; est irréductible et quasi-unipotente a
I'infini, on a une action naturelle du groupe de Galois Gal(Q, Q) sur ces orbites,
donc aussi sur les solutions de (PVI) correspondantes. On calcule les orbites de
cette action et montre I'utilité de ce calcul pour les questions de factorisation
mentionnées ci-dessus. On dit aussi, a ’aide de ce résultat, lesquelles des solu-
tions de (PVI) donnent un feuilletage de Riccati R sur C x P! qui est pull-back
d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe. Pour les autres solutions,
une question naturelle est de connaitre la dimension minimale du ”polydisk
Shimura D-M stack” par lequel la monodromie doit se factoriser d’apres Cor-
lette et Simpson. On montre que cette dimension est nécessairement 2 pour
certaines de ces solutions. L’argument utilisé peut donner une majoration de
cette dimension pour plusieurs autres solutions.

Chapitre 3 : Feuilletages transversalement projectifs
Comme mentionné ci-dessus, un feuilletage transversalement projectif sur X
est un feuilletage F de codimension 1 sur X tel qu'il existe un P!-fibré 7 :
P — X muni d’un feuilletage de Riccati R et d’une section méromorphe o
tels que F = o*R.

Le triplet (7, R, o) est appelé structure transversalement projective pour F.
Dans ce chapitre, on montre d’abord que la relation de conjugaison pour les
structures transversalement projectives est respectée par certaines opérations
naturelles. Ensuite, on fait une investigation assez complete de la structure
transverse des feuilletages modulaires de Hilbert, avec des descriptions locales
explicites. Ce chapitre peut étre considéré comme une annexe du chapitre
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suivant, présenté sous forme d’article indépendant. Il contient toutefois des
résultats non mentionnés dans ce dernier, principalement le suivant qui porte
sur la structure transverse minimale (voir [LPO7, p 725]) des feuilletages mo-
dulaires.

Théoréme. — La structure transverse minimale (P, R, o) de tout feuilletage
modulaire de Hilbert F est donnée par un feuilletage de Riccati a poles loga-
rithmiques dont les exposants 0 sont des rationnels contenus dans | — 1, 1].

La section o est holomorphe et elle rencontre les singularités de R exacte-
ment au dessus des singularités de F qui ne sont pas a l'intersection de deux
de ses courbes rationnelles invariantes.

Chapitre 4 : Un exemple de feuilletage modulaire
Les feuilletages modulaires sont des feuilletages naturels sur les quotients du
bidisque par des sous-groupes discrets irréductibles I" de PSLa(R) x PSLa(R).
Ils sont induits par les feuilletages horizontaux et verticaux du bidisque et
sont naturellement munis de structures transversalement projectives. On peut
se donner un tel I' par le choix d’'un nombre réel quadratique, voir section
2.1. Dans la classification de Brunella, Mc Quillan et Mendes (voir [Bru00] et
[Bru03b)), parmi les feuilletages sur les surfaces projectives, les feuilletages
modulaires sont caractérisés par leurs dimensions de Kodaira : kod = —o0
et v = 1; ce sont deux invariants numériques codant les propriétés de tan-
gence du feuilletage. Dans [MPO05], Mendes et Pereira donnent les premiers
exemples de modeles birationnels explicites pour des feuilletages modulaires.
La découverte de ces feuilletages est fondée sur une bonne connaissance de la
surface sous-jacente. Il apparait que les structures transversalement projectives
de deux de ces exemples (les feuilletages Hso et Hs associés a v/5 dans [MPO05])
correspondent a des déformations isomonodromiques de feuilletages de Riccati
a quatre poles sur P! x P! — P!, ¢’est & dire & deux solutions de I’équation de
Painlevé VI (PVI). Ces solutions sont, par construction, algébriques ; elles sont
des transformées d’Okamoto de solutions icosahédrales de Dubrovin-Mazzocco
[DMOO], les solutions n°31 et 32 de la liste de Boalch [Boa06].

L’objectif principal de ce chapitre est de produire un exemple de feuilletage
modulaire en inversant cette construction. Partant d’une solution algébrique
de I’équation de Painlevé VI bien choisie, on suit la démarche suivante :

— on montre que le feuilletage de Riccati associé R n’est pas pull-back d’un

feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe,

— on utilise les formules mentionnées ci-haut pour avoir une équation de R

sur le fibré trivial au dessus de P2,
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on trouve un groupe de symétries de R et une équation du feuilletage de
Riccati quotient 7~€,

on choisit une section ¢ du fibré associé & R et définit un feuilletage
transversalement projectif F = o*R,

on calcule la représentation de monodromie de R.

grace a cela et au calcul de la dimension de Kodaira de F, par la théorie
des feuilletages sur les surfaces, on peut conclure que F est un feuilletage
modulaire,

on obtient le feuilletage dual G,

grace au calcul de monodromie, on obtient qu’apres un revétement double
de (F,G), on obtient les feuilletages associés & v/3, conduisant au résultat
suivant.



8 INTRODUCTION

Théoréme. — Un modéle birationnel de la surface modulaire bifeuilletée
(Y\/g,]:\/g,g\/g) 68t (Pz,fwlang) 0'(:6
w1 =6 (31}2 + 1) v (v2 + 9uw? —|—3u) du
+ ((9u—=5)(9u—2)(9u—1)v" +9u (5+54u® — 30u) v* +9u® (Yu — 2)) dv.
71 =26 (31}2 + 1) v (781)2 — 3+ 36uv?® + 12u) du
+((9u—=5)(9u+1) (9u—1)v* + (34486 u® — 432u” + 45u) v* + 9u (9u — 2) (u — 1)) dv.
302(36 v2+13)u—v2(20v2+9)
9(12v2-1)(3v2+1)u—302(36 v2+13)

De plus, o1 : (u,v) ,v) est une involu-

tion birationnelle de P? qui échange F, et G,,.

On remarque que ’on obtient ainsi une factorisation du type décrit par Cor-
lette et Simpson : les surfaces modulaires sont les exemples les plus simples de
"polydisk Shimura DM-stack” de dimension > 1.

Chapitre 5 : Autres exemples

On applique notre théoreme de pull-back du chapitre 1 aux courbes de degré
< 5 qui en satisfont les hypothéses. Pour les quintiques C qui ne ne satisfont pas
ces hypotheses, on donne une piste pour trancher la question de factorisation
par une courbe des SLo-représentations Zariski denses de 71 (P2 \ C).

Nous avons par ailleurs étudié les représentations irréductibles des quin-
tiques irréductibles. D’apres, Degtyarev [Deg89], a isotopie rigide pres, il n’y
a que deux quintiques irréductibles a groupe fondamental non abélien. Une
seule d’entre elles donne un groupe fondamental qui ait des représentations
irréductibles, ce sont trois représentations conjuguées par le groupe de Galois
de Q, au sens décrit au chapitre 2. Les feuilletages de Riccati correspondant
peuvent étre obtenus par pull-back de feuilletages de Riccati au dessus de
P! et sont revétus par ceux correspondants & trois solutions de 1’équation de
Painlevé VI. Nous explicitons cela. Cela donne un exemple de représentation
rigide qui est pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe.

On étudie aussi les représentations non abéliennes des sextiques de Zariski,
donne les feuilletages de Riccati correspondant & celles qui sont réductibles et
calcule les P!-fibrés sous-jacent.



CHAPITRE 1

CONNEXIONS PLATES, FEUILLETAGES DE
RICCATI

1.1. Préliminaires

1.1.1. Connexions. — Dans ce document, on ne considérera que des fibrés
vectoriels holomorphes et de rang 2. Sur une variété lisse M on note Oy le
faisceau des fonctions holomorphes, Mj; celui des fonctions méromorphes,
Q}\/l celui des 1-formes holomorphes et M}w celui des 1-formes méromorphes.

Définition 1.1.1. — Soit M une variété complexe lisse. Soit V un fibré
vectoriel de rang 2 sur M, et V le faisceau de ses sections. Une connexion
méromorphe sur V est un morphisme C-linéaire

V: V. =5 (M},®0V)=:V!

qui vérifie I'identité de Leibniz suivante : pour toute section locale (f,s) de
OxV, V(f.s)=dfs+ f.Vs.

Si un atlas de trivialisation du fibré V' est donné par les ouverts (U;) et les
isomorphismes ¢; : Vi, :— U; X C? alors, pour tout z € U; N Uj, (@i@;l)u
induit un automorphisme de C? qu’on notera g;;(x) et dont la matrice dans
la base canonique sera appelée Aj;(z).

Dans chacune de ces trivialisations on va obtenir une forme particulierement
simple de la connexion. Soit U := U;. D’une part, sur un fibré trivial W =
U x C? on peut définir une connexion V' comme suit : si s : U — C? est une
section, V's := ds. D’autre part, pour toute connexion V' définie sur W on
voit que

(V-V): W = W!
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est un morphisme O linéaire qui peut étre donné par une matrice —€2 de 1-
formes définies sur U, dont les colonnes sont les images des sections constantes
(1,0) et (0,1).

Ainsi, I'étude des sections horizontales pour une connexion V sur un fibré
vectoriel V, i.e. la recherche des sections locales s de V telles que V.s = 0
revient a la résolution de systemes différentiels linéaires

ds =) - s.

Remarque 1.1.2. — De plus toute connexion peut étre donnée par un atlas
de trivialisations (U; x C?) avec des matrices de transitions (Aj;) et de tels
systemes ds = ();.s qui respectent la condition suivante, pour tout x dans
U, NnU j

Qi) = (dAji(x) + Aji(2)Q;(x)) Aij ().

C’est cette derniere description des connexions qui sera majoritairement
utilisée dans notre these.

Définition 1.1.3. — Dans la description précédente, les poles des €; définissent
un diviseur de M. Ce dernier est appelé diviseur polaire de V. Son support
est appelé lieu polaire de V. Si ce lieu polaire est vide, on dit que V est une
connexion holomorphe.

Définition 1.1.4. — Soit M une variété complexe lisse. Soient (V,V) et
(W, V') deux fibrés vectoriels de rang 2 sur M munis de connexions. On dit
que V et V' sont jauge équivalentes, si il existe un isomorphisme de fibré F
au dessus de l'identité entre V' et W qui satisfait, pour toute section locale s
de V, V'F(s) = FV(s). Pour deux trivalisations locales ¢y : Viy—=U x C? et
Yy Wip=U x C? dans lesquelles V et V'’ sont données respectivement par
Qu et Q, si ¢|UF¢|;} = H, cela signifie O = HQH ' +dH - H~ !,

Définition 1.1.5. — Soit V une connexion méromorphe sur un fibré vecto-
riel sur M. Soit « un point de M et ds = €).s une description locale de V sur
U un voisinage de x. Soit f = 0 une équation du lieu polaire de V sur U, avec
f sans facteur carré. On dit que V est a péles logarithmiques au voisinage de
x si fQ et fdS) se prolongent holomorphiquement sur U.

Définition 1.1.6. — Soit V une connexion méromorphe sur un fibré vecto-
riel sur M, on dit que V est a poles logarithmiques si, pour tout x € M, V est
a poles logarithmiques au voisinage de .
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Remarque 1.1.7. — On note qu’il suffit de vérifier cette propriété au voisi-
nage des points lisses de f = 0.

Définition 1.1.8. — Une connexion holomorphe V sur un fibré vectoriel de
rang 2 sur M est dite plate si pour tout point x de M, I’espace des germes de
sections horizontales en x est un espace vectoriel de dimension 2.

Remarque 1.1.9. — Cette définition indique qu’une connexion holomorphe
plate décrit un feuilletage transverse aux fibres qui donne localement des tri-
vialisations du fibré vectoriel.

Proposition 1.1.10. — Une connexion holomorphe décrite comme indiqué
en 1.1.2 est plate si et seulement si, pour tout i, 2; A\ Q; = dS);.

Démonstration. — Si la connexion V est plate, au voisinage de tout zg de
M, il existe une matrice fondamentale de solutions pour tout systeme ds =
Q;.s décrivant V, c’est-a-dire il existe une matrice X (z) inversible définie au
voisinage de z telle que dX = ;.X. On a ainsi €; = dX. X! et en utilisant
la formule d(X 1) = —X"1.dX. X! on voit dQ; = —dX Ad(X~!) = dX A
(X7LdX. XY =dX. X' AdX. X! = Q; AQ;. La réciproque se montre en
utilisant le théoreme d’intégrabilité de Frobenius. O

Définition 1.1.11. — Une connexion méromorphe est plate si elle définit
une connexion holomorphe plate sur le complémentaire de son lieu polaire.

Définition 1.1.12. — Une connexion de rang 2 est appelée sla(C)-connezion
si, dans un bon systeme de trivialisations locales, elle est donnée par des
systemes dY = ;Y avec les matrices €2; de traces nulles et des transitions de
fibré a valeurs dans SLy(C).

Soient

0 n
d noognld
Agz[ 09]9;“1,3”:[3 f;}“,neN,eec
1 5] T1

O ol

2

Théoréme 1.1.13. — Soit x1 = 0 un diviseur lisse sur (C™,0). Soit V : s —
ds — Qs une sly-connezion logarithmique plate sur le fibré trivial (C™,0) x C2,
de lieu polaire x1 = 0. La connezion V est jauge équivalente a une connexion
donnée par

0= Ay ou Y = B,.

Démonstration. — Voir [NY02]. O

Voyons quelles sont les symétries de ces modeles.
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Lemme 1.1.14. — Soit Q = Ay. Si H(x) € GLg est holomorphe sur {z1 #
0} et satisfait @ = HQH' +dHH™', alors si 0 ¢ Z, H se prolonge holo-
morphiquement & {x1 = 0}; sinon H s’y prolonge méromorphiquement. Si
Q = B, alors H se prolonge de fagon holomorphe a {x1 = 0}.

Démonstration. — H est solution univaluée d’une équation différentielle qu’on
o c12f

peut résoudre. Dans le premier cas on trouve H = { ] avec «, 0, 1

CQxfe )
et ¢y des constantes. Si 6 ¢ Z on doit avoir ¢; = ¢ = 0. Dire H(x) € GLy
revient a ad — c1co # 0, comme ad — ¢ est constant, cela permet de conclure
o czxt
0 o

constantes. [

pour ce cas. Dans le second cas, on trouve H = [ } avec a,d,c1 des

1.1.2. Feuilletages de Riccati. —

Définition 1.1.15. — Soit X une variété lisse. Soit m : P — X un fibré
localement trivial au dessus de X, de fibre P! (P!-fibré). Un feuilletage de
Riccati R sur 7 est un feuilletage holomorphe singulier de codimension 1 sur
P, transverse a la fibre générique de .

Si P est le fibré trivial sur un ouvert de coordonnées (U, x1,...,zy) :

m: PLxU — U
(z,2) — =

alors le feuilletage R est donné par une 1-forme du type : w = —dz+a+ 5z +
~v22%, avec «, B, et v des 1-formes méromorphes sur U. L’équation différentielle
correspondante dz = o + Bz + v2% est appelée équation de Riccati. Les poles
de «a, B et v donnent le diviseur de X au dessus duquel le feuilletage n’est pas
transverse a .

t

dite de Riccati : en effet si Y(x) = (y1(z),y2(x)) est une solution locale de ce
systéme, on peut se demander ce qui régit la trajectoire de PY (x) € P!; dans
la carte ya # 0 on peut remarquer que si y = y1/y2 alors y(z) vérifie '’équation
dy = dy1 /ys — ylyd2y2 _ uyly-&;vyz — wyly-;tm _ —wy2 + (u—t)y +v.

On peut ainsi O%Dtenir toute équation rae Riccati en projectivisant un systeme
a trace nulle (u +t = 0).

Si I’équation de Riccati w = 0 est la projectivisation d’un systeme dY =
(B /2«

- —B/2

D’un systeme dY = <u U) Y, on peut déduire une équation différentielle
w

) Y, un calcul direct montre que l'intégrabilité de w équivaut
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a la platitude de la connexion associée au systeme. Ainsi, toute connexion
méromorphe plate de rang 2 se projectivise en un feuilletage de Riccati. Par
contre, la réciproque n’est claire que localement, notamment tous les P!-fibrés
ne sont pas nécessairement des projectivisés de fibrés de rang 2, cela dépend
de la base M du fibré, voir discussion plus loin.

Voyant localement les feuilletages de Riccati comme projectivisés de fibrés
de systemes a traces nulles, on peut définir la notion de feuilletage de Riccati
a poles logarithmiques. De méme, on peut utiliser les formes normales pour les
systemes a poles logarithmiques données précédemment pour en déduire des
formes normales pour les équations de Riccati.

Proposition 1.1.16. — Soient H : x1 = 0 un diviseur lisse de (C™,0) et R
un feuilletage de Riccati a péles logarithmiques sur (C*,0) x P! — (C",0), de
diviseur polaire H. Aprés un isomorphisme de P -fibré, le feuilletage R est un
feuilletage donné par une des équations suivantes :

d d
dz = 2051 de = (nz+2") "L neN,deC
T T
Définition 1.1.17 — Dans le premier cas de la proposition précédente, on

dit que £60 est l’exposant associé a x1 = 0. Dans le second cas, ’exposant as-
socié & x1 = 0 est £n. Comme c’est une définition locale, la notion d’exposant
peut aussi étre utilisée pour les poles logarithmiques des slo-connexions plates
de rang deux.

Tout automorphisme holomorphe du P!-fibré (C*,0) x Pt — (C",0) est
donné par (z,z) — (z, A(z).z) avec A : (C",0) — PSLy(C) holomorphe, mais
la fonction A se releve en B : (C™,0) — SLy(C). Ainsi toute conjugaison locale
holomorphe entre équations de Riccati provient d’'une conjugaison holomorphe
entre les systéemes a traces nulles correspondants. Par contre, si la fonction A
n’est définie que sur z; # 0, la fonction B peut étre multiforme (”biforme”
ici). On a toutefois ’énoncé suivant.

Lemme 1.1.18. — Soit x1 une fonction coordonnée sur (C™,0).
- SiR:dz= 29%, avec 0 & %Z, alors tout automorphisme ® du P'-fibré
(C™,0)\ {z1 = 0} x Pt — (C",0) \ {21 = 0} tel que P*Rz, 20 = Rizy20
se prolonge en un automorphisme holomorphe de (C™,0) x P! — (C",0).
- SiR:dz = (nz —i—x’f)dz—xll, n € N, alors tout automorphisme ® du P*-fibré
(C",0)\ {z1 = 0} x P' — (C",0) \ {z1 = 0} tel que ®*Rjz, 20 = Rz, 0
se prolonge en un automorphisme holomorphe de (C",0) x P — (C",0).
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Démonstration. — On suit la preuve de 1’énoncé analogue pour les systemes

(lemme 1.1.14), en envisageant que la matrice H(x) € SLg de conjugaison soit
0
”biforme”. Dans le premier cas on trouve H = [ a_g 61;1} , pour que H soit
Co]
au plus ”biforme”, il faut 6 € %Z ou(c; =0et ca =0). Comme 6 € %Z est exclu

par hypothese, H = [ ] est constante et se prolonge holomorphiquement

a 0
0 ¢
a 1 = 0. Dans le second cas, toutes les solutions de I’équation sont uniforme

et se prolongent, comme dans le lemme 1.1.14. ]
Remarque 1.1.19. — L’hypothese 6 ¢ %Z ci-dessus est nécessaire puisque
Z= % est une symétrie de % = %%x

sife %Z, on a toutefois ce qui suit.

Lemme 1.1.20. — Soit x1 une fonction coordonnée sur (C™,0).
St R :dz = %z%ﬂ”, avec n € N, alors tout automorphisme ® du P'-fibré

(C™,0)\ {z1 = 0} x P — (C*,0) \ {x1 = 0} tel que D* Ry 20 = Rizy20 S€
prolonge en un automorphisme biméromorphe de (C",0) x P — (C",0).

Démonstration. — On reprend la preuve du premier point du lemme précédent.
Si n est pair, toute solution H de la forme indiquée se prolonge en un élément
de SLg(M). Si n est impair, tous les coefficients doivent avoir la méme mono-
dromie et donc « = § = 0 ou ¢y = co = 0 et H se prolonge en un élément de
PGLy(M). O

1.1.3. Monodromie. — Si R est un feuilletage de Riccati sans pole sur
un Pl-fibré 7 : P — X, alors toute feuille £ de R munie de la restriction
de 7 est un revétement de X, voir [CLN85, chapter V]|. En particulier, si
xo € X, les lacets dans X de point base zg se relevent dans £ et w1 (X, xo)
agit transitivement sur £ N 7~ !(xg). On obtient ainsi une action de (X, x)
sur 7~ !(zg). On voit que cette action est une action par biholomorphismes
sur 71 (xg). Apres choix d’un isomorphisme 77 1(zg) ~ P!, en posant a.y =
p(a)~L.y, on obtient une représentation p : w1 (X, 7o) — PSLy(C), appelée
représentation de monodromie de R. Le choix d’un autre isomorphisme donne
une représentation conjuguée, ainsi on doit considérer plutot que p sa classe de
conjugaison [p], qu’on appelle aussi représentation de monodromie, par abus
de langage.

Si V est une connexion plate holomorphe sur un fibré vectoriel de rang 2
m:V — X, la méme démarche permet d’associer a V une classe de conjugaison
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de représentations p : m (X, z9) — GL2(C), encore appelée représentation de
monodromie de V, cf [Law77, chapter II].

Ces constructions peuvent s’interpréter en termes de probleme de Darboux
(voir [Sha97, chapter 1]) et la condition d’intégrabilité pour une équation
de Riccati ou un systeme correspond a la condition locale pour résoudre ledit
probleme. De cette maniere, on peut voir que la représentation de monodromie
d’une slp(C)-connexion est a valeurs dans SLg(C).

La représentation de monodromie d’un feuilletage de Riccati (resp. d’une
connexion plate) sans pole, caractérise, a isomorphisme biholomorphe de fibré
pres, le feuilletage (resp. la connexion), cf [CLN85, chapter V Theorems 2—3].
On se référera a cette propriété en parlant d’unicité de la suspension.

On peut voir localement qu’on a le diagramme commutatif suivant, ou P
désigne 'opération de projectivisation.

Vi
|
R
Pour les feuilletages de Riccati (resp. les connexions plates) & lieu polaire D
non-vide, la représentation de monodromie est définie comme la représentation

monodromie

(p : 7T1(X, x()) — GLQ(C))

|

monodromie (p: m(X,z0) = PGLy(C))

de monodromie du feuilletage (resp. de la connexion) restreint au complémentaire
du lieu polaire, c’est donc une représentation du groupe 71 (X \ D).

Notons qu’on peut calculer la monodromie de nos modeles locaux logarith-
miques.

Lemme 1.1.21. — Soit (x1,...,x1) les coordonnées standard sur AF et a(t) =
{z1 =1/2.exp(2int),z; =0 sii > 1},t € [0, 1].
~ 8i V est la connezion donnée par dY = AgY sur le fibré C? x AF — AF
alors sa monodromie est donnée par :

p: ﬂl(Ak\{{Lj:O}) — SLQ((C)

exp(imh) 0 ]

« [ 0 exp(—imh)

~ 8i V est la connexion donnée par dY = B,Y sur le fibré C2 x AF — AF
alors sa monodromie est donnée par :
p: m(AF\{z; =0}) — SLy(C)
a — [(_Dn 11 }



16 CHAPITRE 1. CONNEXIONS PLATES, FEUILLETAGES DE RICCATI

Démonstration. — On résout explicitement les systéemes et regarde la mono-
dromie des solutions. O
Remarque 1.1.22. — Apres projectivisation, on obtient donc a — (z —

exp(2inf)z) pour le modele dz = zfdzxyi/x1 et a — (2 — z+ 1) pour dz =
(nz + 2f)dzy /x1.

1.2. Groupe fondamental

Pour comprendre les représentations de monodromie des connexions et des
feuilletages de Riccati, il convient de pouvoir comprendre le groupe fondamen-
tal du complément d’une hypersurface dans une variété complexe lisse X. On
s'intéresse particulierment au cas X = P2. On présente d’abord des énoncés
généraux sur les propriétés de 71 (P? \ C) ou de ses représentations en fonction
de propriétés simples de C. Ensuite on donne les grandes lignes de 1’algorithme
standard -cotiteux- de calcul d’une présentation de 7 (P?\C, b) par générateurs
et relations, dont les générateurs sont des lacets explicites, ce qui permet de
bien comprendre les monodromies locales. Cet algorithme est ’algorithme de
Zariski-Van Kampen.

1.2.1. Propriétés générales. —

Proposition 1.2.1. — Soit X une variété complexe lisse. Soit D une hyper-
surface de X. Soit i : X \ D — X linclusion. Alors le morphisme induit
ix:m (X \ D) = m(X) est surjectif.

Démonstration. — Voir [Shi]. O
On peut décrire le noyau du morphisme considéré dans cette proposition.

Définition 1.2.2. — Soit D une hypersurface de X comme précédemment et
H une ses composantes irréductibles. Si x € H est un point ot D est lisse, dans
une bonne carte (z1,...,x,) de X sur un voisinage de x, D a pour équation
z1 = 0. Soit y(t) = (z1 = exp(2int),xz2 = 0,...,z, = 0), t € [0,1] un lacet
dans cette carte. On dira que « est un lacet simple qui fait le tour de H dans
X\ D (dans le sens direct ; y(1 —t) est aussi un lacet simple faisant le tour de
H mais dans le sens indirect). Un lacet déduit d’un tel v par changement de
point base pour 71 (X \ D) est encore appelé de la méme maniere.

Proposition 1.2.3. — Dans les conditions de la proposition précédente, avec
(Dy) les composantes irréductibles de D. Soit, pour tout k, v, € m (X \ D, *),
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un lacet simple faisant le tour de Dy dans X le noyau de i, est le plus petit
sous groupe normal de w1 (X \ D) contenant les ;.

Démonstration. — Voir [Shi]. O

Théoréme 1.2.4 (Deligne). — Soit C C P? une courbe a croisements nor-
mauz. Le groupe w1 (P?\ C) est abélien.

Démonstration. — Voir [Del81]. O

Théoréme 1.2.5 (Cerveau-Loray). — Soit C C P? une courbe irréductible
de degré p* avec p premier. Toute représentation de m (P?\ C) vers le groupe
des transformations affines de C est abélienne.

Démonstration. — Voir [CL98, Théoreme 1]. O

1.2.2. Algorithme. — L’outil principal de cet algorithme est le théoreme
topologique suivant, dii a Zariski et Van-Kampen :

Théoréme 1.2.6. — Soit p: E — B un fibré localement trivial qui posséde
une section s, avec E connexe par arcs. Soit b € B et Fy, sa fibre.

Le groupe fondamental de E est donné par la suite exacte scindée suivante
0 — m1(Fp,b) Iy 71(E,b) 55 m(B,b) — 0. La section est donnée par s..

Démonstration. — Voir [Shi]. O

Précisons laction du facteur 1 (B, b) sur 71 (Fy, b) pour le produit semi-direct
m1(B,b) X 71 (Fp, b) induit par cette suite exacte. Soit v : [0,1] — B un lacet
partant de b, v*E est un fibré localement trivial de base simplement connexe,
il est donc trivialisable : v*E = [0, 1] x F} et tout lacet 79 de F} de point de
base b se déforme continument en 74, un lacet de point de base 7(t) dans la
fibre F ;). On définit ainsi une action de v € (B, b) sur 71(F}p, b) en posant
To.y = 71 ; ¢’est I'action qui intervient dans la structure de produit semi-direct
mentionnée ci-haut.

Dans le cas ou Fp, est un disque épointé, I'action correspond a ’action d’une
tresse, comme indiqué dans la figure 4.

Pour appliquer ce théoréme au calcul de 71 (P?\ C), on éclate P? en un point
A non contenu dans C. Le réglage de la surface F; ainsi obtenue restreint
au complémentaire de la transformée stricte de C donne un fibré localement
trivial, pourvu qu’on retire aussi un certain nombre de fibres de ce réglage. La
section est alors donnée par le diviseur exceptionnel de 1’éclatement.

On recolle ensuite les fibres qu’on avait enlevées par le théoreme de Van
Kampen. Cela est expliqué en détails dans [Shi].
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FIGURE 1. Action de la tresse oo

1.3. Correspondance de Riemann-Hilbert

On développe ici les relations entre un feuilletage de Riccati ou une connexion
plate et sa représentation de monodromie.

Définition 1.3.1. — Pour une connexion plate ou un feuilletage de Riccati a
poles logarithmiques, une composante de pole est dite apparente si la matrice
de monodromie associée a un lacet simple qui fait le tour de cette composante
est triviale. De méme, pour une connexion plate logarithmique V, une com-
posante de pole est dite projectivement apparente si c’est un pdle apparent
pour le feuilletage de Riccati associé P(V). Cette notion de pole (projective-
ment) apparent se prolonge pour toute représentation w1 (X \ D) — (P)SL, de
maniere naturelle.

Lemme 1.3.2. — Si deux feuilletages de Riccati a poles logarithmiques sans
pole apparent ont les mémes composantes de poles (H;) avec les mémes expo-
sants 0; & % + Z associés, ainsi que la méme représentation de monodromie,
alors ils sont conjugués par un isomorphisme holomorphe de P'-fibrés.

Démonstration. — En dehors du lieu polaire, on construit un isomorphisme
¢ par unicité de la suspension. Ensuite, au voisinage d’un point lisse du lieu
polaire, on constate que cet isomorphisme se prolonge holomorphiquement par
le lemme 1.1.18. On a alors prolongé holomorphiquement cet isomorphisme ¢
en dehors d’'un ensemble analytique de codimension > 1, on peut donc le
prolonger partout. O

On a un énoncé analogue pour les slo-connexions.
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Lemme 1.3.3. — Si deux sla-connexions méromorphes de rang 2 a poles
logarithmiques et sans pole projectivement apparent ont les mémes compo-
santes de poles (H;) avec les mémes exposants 0; associés, ainsi que la méme
représentation de monodromie, alors elles sont conjuguées par une iSomor-
phisme holomorphe de fibrés vectoriels.

Démonstration. — C’est la méme preuve que pour 1’énoncé précédent, en rem-
placant le lemme 1.1.18 par le lemme 1.1.14. 0

Soit D un diviseur réduit sur une variété lisse X. Soient D; ses compo-
santes irréductibles. Soit * un point de X \ D. Soit, pour tout i, o; un la-
cet simple fermé de base x faisant le tour de D; dans le sens direct. Pour
toute sly-connexion plate logarithmique sans poéle projectivement apparent V
sur un fibré V' — X de pole exactement D et logarithmique qui a les expo-
sants 0; associés aux D;, p = pv doit étre telle que p(«;) est conjuguée a

) ey | O ENeta O ] sio=neN.
Dans cette situation, on dira que p est compatible avec les exposants ;.
Notre travail est motivé par le résultat suivant.

Théoréme 1.3.4 (Deligne). — Soit D un diviseur réduit a croisements nor-
mauz sur une variété projective lisse X . Soient (D;);er ses composantes irréductibles
et pour tout i € I, 0; € C. Toute représentation p : w1 (X \ D) — SLa(C) qui est
compatible avec les 0; est la représentation de monodromie d’une sly-connexion
plate logarithmique de rang 2 sur X, de lieu polaire D et telle que, pour tout

1, 0; est 'exposant associé a D;.

Démonstration. — On recouvre X par U = X \ D et des ouverts assez pe-
tits (Uj)jes tels que D C UUj, par compacité, on peut supposer J fini :
J =[1,...,n]. On définit le fibré & connexion recherché au dessus de U par
suspension. Au dessus de chaque U;, le fibré a connexion doit se redresser
sur le fibré trivial avec un modele standard : voir modeles abéliens ci-dessous
(le groupe fondamental local d’un croisement normal est abélien). On colle
successivement ces modeles au fibré déja construit par le lemme 1.3.3. O

On a un analogue pour les feuilletages de Riccati. La notion de compatibilité
avec les exposants se prolonge pour les feuilletages de Riccati, puisque c’est
une condition locale.

Théoréme 1.3.5. — Soit D un diviseur réduit a croisements normaux sur
une variété projective lisse X. Soient (D;)ier ses composantes irréductibles
et pour tout i € I, 6; € C,0; ¢ 5 + Z. Soit p : m(X \ D) — PSLy(C)
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compatible avec les 0;, qui se reléve localement a SLo et sans péle apparent. Il
existe un feuilletage de Riccati a poles logarithmiques de lieuw polaire D dont
la monodromie est p et tel que, pour tout i, 0; est l’exposant associé a D;.

Démonstration. — C’est le méme schéma de preuve que le théoréeme de De-
ligne ci-dessus, en remplacant le lemme 1.3.3 par le lemme 1.3.2. O

Remarque 1.3.6. — L’hypothese de relevement local est nécessaire puisque
1. Tout feuilletage de Riccati se releve localement en une connexion.

2. Toutes les représentations de m; ne se relevent pas localement a SLo,
comme le montre 'exemple de 71 ((C2,0)\ {zy = 0}) ~ Z2 avec p(1,0) =
(z—1/z) et p(0,1) = (2 = —z); cet exemple est un exemple de [LP0O7].

Fixons D = UD; et (6;). On a une application
Monodromie :

sly — connexions logarithmiques sans pole projectivement
apparent de lieu polaire D et d’exposants associés (6;)

!

{classes de conjugaisons de représentations p : w1 (X \ D) — SLa(C) compatibles aux 6;} .

Lorsque D est a croisements normaux, le théoreme 1.3.4 montre qu’elle est
surjective. Le lemme 1.3.3 montre que si on quotiente I’ensemble de départ par
la relation ”étre holomorphiquement conjuguées”, on en déduit une bijection.
Cette bijection est appelée correspondance de Riemann-Hilbert.

De la méme facon, on a unicité du feuilletage de Riccati produit par le
théoreme 1.3.5, d’apres le lemme 1.3.2.

Proposition 1.3.7 (Modeles abéliens pour feuilletages de Riccati)

Soit U = C" ou un polydisque. Soit D = {[], Fi, = 0} un diviseur réduit
sur C™ dont les Dy, = {Fy, = 0} sont les composantes irréductibles.

Soit p : m(U \ D) — SLa2(C) une représentation abélienne. Par projec-
tion, p induit une représentation p dans PSLo(C). L’image de p est alors, a
conjugaison pres, un groupe linéaire ou un groupe de translation.

Soit, pour tout k, v un lacet simple qui fait le tour de la composante Dy,.

— Dans le premier cas, la représentation est donnée par

p: e = (20 Mg X 2).
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Alors cette représentation peut étre produite grace a ’équation de Riccati

dz = (Z O dF, )z,
k

sutvante :

F,
ol O est tel que A\, = e?™k,

— Dans le second cas, la représentation est donnée par
p: i = (2= z4m).

Alors cette représentation peut étre produite par toute équation de Riccati
de la forme suivante si les ¢, y sont bien choisis :

dz = (ani{?)z + I_IF]”J chd;}
k j k

Démonstration. — Les deux équations peuvent étre intégrées explicitement
par intégrations successives de formes fermées. Dans le premier cas on obtient
z=-c]l] F,f’“, dans le second z = (c[], F}'*) (K + Y, ¢;logF;). On voit que si
les ¢; sont bien choisies, les monodromies requises sont obtenues. ]

On voit qu’en relevant ces modeles en des connexions on obtient des modeles
locaux pour les sly-connexions sans pole apparent, ce sont ceux qu’on évoquait
dans la preuve du théoreme 1.3.4.

On verra plus loin que ces modeles permettent d’identifier les fibrés qui

apparaissent pour les feuilletages de Riccati &8 monodromie abélienne au dessus
de P2.

1.4. Fibrés en P!, fibrés de rang deux sur P?

On donne ici, sans preuve, les résultats sur les P!-fibrés, les fibrés de rang
2 et leurs transformations qu’on utilisera par la suite. On commence a décrire
ce qui se passe quand la base du fibré est P.

Théoréme 1.4.1 (Birkhoff-Grothendieck). — Tout fibré vectoriel holo-
morphe E de rang k sur P! est scindé : E = O(n1) @ -+ ® O(ng).

Théoréme 1.4.2 (Grothendieck). — Tout fibré en P! localement trivial
F — P! est un projectivisé de fibré vectoriel de rang 2 : F = P(O ® O(n)),
n > 0. La section holomorphe de F induite par l'inclusion

O(n) - O d® O(n)

est d’autointersection —n et, sin > 0, elle est ['unique section holomorphe de
F d’autointersection négative.
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Les fibrés en P! au dessus de P! sont donc caractérisés & isomorphisme pres
par la plus petite autointersection qui apparait pour leurs sections.

Le théoreme de Birkhoff-Grothendieck donne une piste pour I'étude des
fibrés vectoriels V de rang 2 au dessus de P? : on peut regarder quelles sont
les valeurs de ag et bs avec ag > bs qui apparaissent dans le scindage de la
restriction Vis = O(as) © O(bs), de V aux droites ¢ de P2, La valeur as + bs est
constante puisque c’est le degré de V. Les variations de (as,bs) se réduisent
donc & celles de as —bs. On peut montrer que pour § € P? générique, (as, bs) =
min{(as,bs)|6 € P2}, ot le min est pour P'ordre lexicographique sur Z2. Les
droites § pour lesquelles as — bs n’est pas générique sont appelées droites de
saut de V. On pourrait penser, de prime abord, que si V n’a pas de droite de
saut, alors le fibré est scindé. Il n’en est rien puisque le fibré tangent & P2 n’est
pas scindé (cf [OSS80, Lemma 4.1.2 p 74]).

On a toutefois la propriété intéressante suivante.

Lemme 1.4.3. — Tout fibré vectoriel de rang 2 sur P? qui contient un sous-
fibré propre est scindé.

Démonstration. — Voir [OSS80, p 29]. O

On peut se demander comment ces idées se transposent dans le langage
des P!'-fibrés sur P?. Si X est une variété projective lisse, par projectivisation
on peut déduire un P!-fibré de tout fibré de rang 2, mais en général tous les
P!-fibrés ne se présentent pas de cette maniere. Il existe une théorie pour ces
questions : 'obstruction a relever un fibré projectif en un un fibré vectoriel est
mesurée par un élément du groupe de Brauer de X, qui est un sous groupe de
torsion de H2(X,0*), voir [Ele82]. Plus précisément, I’élément d’obstruction
pour un P!-fibré est un élément de 2-torsion de H2(X, ©*). En particulier, des
que X est une courbe compacte ou X = P, tous les P'-fibrés proviennent de
fibrés de rang 2. On voit facilement que deux fibrés vectoriels de rang deux E
et I donnent le méme P'-fibré si et seulement si £ = F'® L, pour un fibré en
droite L.

Ainsi la notion de droite de saut pour un P!-fibré P = P(E) sur P? est bien
définie : les droites de saut pour P sont celles de E. On a aussi le corollaire
utile suivant du lemme 1.4.3 et de H%(P?, O*) = 0.

Proposition 1.4.4. — Soit P un P'-fibré sur P? qui posséde une section
holomorphe. Alors P est le projectivisé d’un fibré de rang 2 scindé.

Définition 1.4.5. — Soit 7 : P — X un P! fibré au dessus d’une variété lisse
X. Soit H une hypersurface lisse de X et S 'image d’une section holomorphe
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de P/ La transformation élémentaire de 7 de centre S est donnée par la com-
posée ¢ de deux transformations birationnelles de ’espace total P. D’abord
on éclate S dans P, puis on contracte la transformée stricte de 7~ (H). Soit P
’espace ainsi obtenu, on en déduit un fibré en P! au dessus de X en utilisant
la projection T = ¢,.

En coordonnées locales, on peut voir qu'une telle transformation est une
transformation biméromorphe de fibrés. Quand X est de dimension 2, H est de
dimension 1 et toutes les sections méromorphes de Pz sont holomorphes. De
surcroit avec X de dimension 2 et H non nécessairement lisse, Loray et Pereira
[LPO7, pp. 736-737] ont montré qu’on peut encore définir la transformation
élémentaire centrée en toute section méromorphe de H, de maniéere a prolonger
la transformation que nous venons de définir pour Pjx\sing(fr)- Ceci se fait en
désingularisant d’abord H, puis en procédant a la transformation le long de
la transformée stricte de S, puis en contractant ensuite le fibré ainsi obtenu,
ce qui est la partie délicate du travail et se fait par le lemme 1.7.1.

Si X est de dimension 1, indiquons le comportement de ’autointersection
d’une section quand on applique une opération élémentaire.

Proposition 1.4.6. — Soit o une section d’un P'-fibré F. Soit & sa trans-
formée stricte par une opération élémentaire centrée en p € F. Alors

-9 o2 —1sip€o,
- = .
o2 + 1 sinon.

Voici un exemple qui illustre les idées précédentes.

Ezxemple 1.4.7. — On donne un exemple de fibré en P! au dessus de P? dont
les droites de saut sont isolées.

Soit C' une conique lisse et § une droite de P2, non tangente & C. On va
construire notre exemple en faisant des opérations élémentaires a partir du
fibré trivial E := P? x P!. Soit ¢ une section de degré 2 de E\c, soit zp une
valeur prise en dehors de § deux fois par la section o : o(z1) = 29 = o(x2),
T, # xo, T; € 6. Soit s : 6 — P,z — 2y une section constante de Es. Le Pl-
fibré P obtenu en faisant successivement les opérations élémentaires centrées
en o et en la transformée stricte de s peut étre décrit en restriction a toute
droite A il suffit de constater que 'autointersection de la transformée stricte
de {z = 20}|a dans Pja est strictement négative :

Soit P le fibré en P! décrit ci-dessus. Soit A une droite de P?.

— Si A = (z122) ou si A est la tangente & C' en 1 ou z2 alors P|A = F3 est

la troisieme surface de Hirzebruch.
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— Sinon Pp = Fy est la premiere surface de Hirzebruch.
En particulier, les droites de saut de P sont au nombre de trois et donc isolées.

Notons le fait suivant.

Proposition 1.4.8. — Soientn € N et § € C.

- Si R est le feuilletage de Riccati défini par dz = 02%“ alors l'image de R
par la transformation élémentaire centrée en (z = 0,2 = 0) est biholo-
morphiquement conjugué ¢ dz = (6 — 1)zd?x.

. . . . g, . o d. 7
~ SiR est le feuilletage de Riccati défini par dz = (nz+x")%F alors l'image
de R par la transformation élémentaire centrée en (2 = 0,z = 0) est
. . e ~1)\ d
bitholomorphiquement conjugué o dz = ((n —1)z+ 2" ) .
— Si pour l'un ou lautre de ces modéles on fait une transformation élementaire
centrée en z = 2y, 20 # 0,00 alors le feuilletage de Riccati qu’on obtient

a un pole double en x = 0.

Démonstration. — La transformation élémentaire centrée en z = zq, 29 7# 00
est donnée par le changement de variable Z = (z — zp)/x, ainsi ces trois points
se voient par un calcul direct. O

On voit ainsi que quitte a faire des transformations élémentaires, deux
feuilletages de Riccati & poles logarithmiques qui ont méme monodromie ont
les mémes exposants, on peut en déduire ce qui suit.

Proposition 1.4.9. — Soit X une variété complexe lisse de dimension n <
2. Soient (P,R) et (P,R) deuz P' fibrés au dessus de X munis de feuilletages
de Riccati. S1 R et R' ont méme représentation de monodromie, alors ils sont
biméromorphiquement conjugués.

Démonstration. — On vient de voir qu’on peut supposer que R et R ont les
mémes exposants. Ensuite, par unicité de la suspension, on peut construire
une conjugaison biholomorphe en dehors de leur lieu polaire commun. Par
les lemmes 1.1.18 et 1.1.20, on voit que la conjugaison se prolonge de fagon
bimémorphe en tout point lisse de du lieu polaire. Cette conjugaison se pro-
longe alors partout par le théoreme de prolongement de Levi. O

Enfin, notons que, par un théoréme d’annulation de Serre, nous avons le
fait suivant.

Théoréme 1.4.10. — Soit X une variété projective lisse. Soit E un fibré
vectoriel de rang 2 sur X . Son projectivisé P(E) est birationnellement équivalent
au P1-fibré trivial sur X .
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1.5. Formule de Camacho-Sad

On donne un moyen de calcul de I'autointersection des courbes invariantes
lisses d’un feuilletage holomorphe, en vu de 'appliquer & des sections de P!-
fibrés.

Définition 1.5.1. — Soit F un feuilletage holomorphe singulier sur une sur-
face complexe lisse. Soit C une courbe lisse invariante par F. Soit p une sin-
gularité de F. Soient w une 1-forme holomorphe a zéros isolés définissant le
feuilletage F au voisinage de p et (x,y) un systeme de coordonnées local centré
en p, tel que C coincide avec {y = 0} Ainsi w = f(z,y)dx + g(x,y)dy et l'in-
variance de C impose f = ya(z) + O(y?) et le fait que w s’annule en p donne
g = zu(z) + O(y). L’indice de Camacho-Sad de C relativement & F en p est

—a(x)

e dr en x = 0.

le résidu de

Théoréme 1.5.2 (Camacho-Sad). — Soit F un feuilletage holomorphe sin-
gulier sur une surface complexe lisse X. Soit C une courbe lisse compacte in-
variante par F. L’autointersection de C dans X est donnée par la somme des
indices de Camacho-Sad de C relativement a F.

On va appliquer fréquemment le théoreme de Camacho-Sad & des sections
de P'-fibrés m : F — P! qui sont invariantes par un feuilletage de Riccati R
porté par m. On donne donc les indices de Camacho-Sad correspondant a nos
modeles locaux.

Lemme 1.5.3. — Soit R le feuilletage de Riccati sur (C,0) x PL — (C,0)
alors :

1. Si'R est donné par dz = 92‘%, avec 0 # 0 alors
(a) lindice de Camacho-Sad de {z = 0} en (x =0,z = 0) par rapport a
R est § et lindice de Camacho-Sad de {z = 0o} en (x =0,z = 00)
par rapport a R est —0 ;
(b) si il y a d’autres sections invariantes par R qui passent par (x =
0,z =0), alors § € N* et leur indice de Camacho-Sad relativement
a R est aussi 6.
2. Si'R est défini par dz = (nz—|—m”)d7x, Vindice de Camacho-Sad de {z = 0}
en (x =0,z = 00) par rapport a R est —n.
Démonstration. — Les assertions 1.(a) et 2. se vérifient par calcul direct.

Pour 1.(b), le fait que # € N* est clair par connaissance des courbes inva-
riantes locales de nos modeles locaux logarithmiques. Du coup, si § =n € N*,
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les sections invariantes locales qui passent par (z = 0,z = 0) sont les sections
de la forme z = K2", K € C. Chacune d’entre elle peut étre envoyée par un
automorphisme local du feuilletage (2 = z — Kz™) sur la section z = 0, elle a
donc le méme indice de Camacho-Sad que cette derniere par rapport a R.

O

1.6. Reléevement des feuilletages de Riccati en des connexions

Si X est une variété projective lisse, il est intéressant de savoir si tous
les feuilletages de Riccati au dessus de X sont des projectivisés de connexions
plates. Une condition nécessaire pour cela est que le P'-fibré sous-jacent soit un
projectivisé de fibré vectoriel. On a vu que cette condition est systématiquement
satisfaite si X = P"(C) ou si X est une courbe projective lisse.

Deux fibrés vectoriels de rang deux E et F donnent le méme P!-fibré si et
seulement si £ = F'® L, pour un fibré en droite L.

Si X = P*(C), tout P!-fibré P est donc le projectivisé d'un fibré vectoriel
de rang deux de degré 0 ou 1 (deg(F ® L) = deg(F') + 2deg(L)).

La fagon la plus simple de relever un feuilletage de Riccati en une connexion
est de tenter de recoller les relevés locaux en slo-systéemes. Le lemme suivant
dit quand cela peut fonctionner.

Lemme 1.6.1. — Soit X une variété complexe lisse. Soient U;, i = 1,2 deux
ouwverts de X avec UiNUs # (). Soient E un fibré vectoriel de rang 2 sur U;UUs,
donné par recollement de Uy x C% et Uy x C? suivant (v, Z1) = (v,G.Zs) ot
G € GL2(Oy,nv,)- Soit P =P(E).

Si R est un feuilletage de Riccati sur P donné par

R;:dz = oy + Bi.z + %‘Zig

au dessus de U;, alors les connexions données par les matrices

.
Q= | 2 O‘?] i=1,2

—i —%
se recollent en une connexion sur E si et seulement si d(det(G)) = 0.

Démonstration. — Un calcul direct. O

On en déduit ce qui suit.
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Proposition 1.6.2. — Soit X une variété projective lisse. Soit R un feuille-
tage de Riccati sur un P1-fibré P(E), avec det(E) = O. Alors R est le projec-
tivisé d’une unique sls-connexion plate sur E.

Démonstration. — Comme det(E) = O, en choisissant de bonnes trivialisa-
tions locales de E, E est donné par un recouvrement (U;) de X avec des
matrices de transitions Gj; satisfaisant det(G;;) = 1, on peut donc appli-
quer le lemme ci-dessus pour recoller les relevements locaux sous forme de
slp-systemes. O

Corollaire 1.6.3. — Si R est un feuilletage de Riccati sur un P'-fibré P =
P(E) au dessus de P", avec deg(F) € 27, alors R est le projectivisé d’une
unique sls-connexion plate.

Démonstration. — On a vu que deg(E) € 2Z implique P = P(F) avec deg(F') =
0, en particulier on peut appliquer la proposition précédente pour conclure. [J

Plus généralement, si on a une connexion V méromorphe plate sur un fibré
vectoriel de rang 2 au dessus d’une variété complexe lisse X, on déduit de
(E,V) d'une part un feuilletage de Riccati (P(EF),R) et d’autre part une
connexion plate de rang 1 (det(E),trace(V)), donnée dans les trivialisations
locales par les traces des matrices de connexion associées a V.

Une question naturelle est alors la suivante.

Question. — Etant donnés sur une variété lisse X

— un fibré vectoriel E de rang 2,

— un feuilletage de Riccati R sur P(E) et

— une connexion plate t sur det(E).
Peut-on construire une connexion plate V de rang 2 sur E telle que P(V) =R
et trace(V) =1t 7

La réponse a cette question est positive : au dessus d’une trivialisation de F,
V est clairement déterminée par R et t. Ceci a déja été indiqué, par exemple
dans [LMPO09, Remark 2.1].

Ainsi, relever un feuilletage de Riccati sur P(E) en une connexion plate
méromorphe V sur E est équivalent a donner une connexion méromorphe
plate t sur det(E). Si D est le diviseur de poles de R, pour que le diviseur
de poles D’ de V satisfasse D > D', il suffit que le diviseur de poles D" de ¢
satisfasse D > D".

Pour X = P", on voit que la connexion donnée dans une carte affine par

dz = (Z 0; dﬁ) - z avec F; des polynomes a n variables se prolonge en une
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connexion logarithmique sur O(n) & poles donnés par les F;, pourvu qu’on ait
> deg(F;)0; = n, ainsi nous obtenons ’énoncé suivant.

Proposition 1.6.4. — Soit R un feuilletage de Riccati a poles logarithmiques
sur le fibré P(E) au dessus de P", de lieu polaire D, alors il existe une

connexion logarithmique V sur E, de lieu polaire contenu dans D, telle que
P(V)="R.

1.7. Riemann-Hilbert, extensions

On peut étendre la correspondance de Riemann-Hilbert pour les feuilletages
de Riccati au dessus de surfaces sans hypothese de croisement normaux. Ceci
repose sur le lemme suivant.

Lemme 1.7.1 (Loray-Pereira). — Si#: P — X est un P'-fibré au dessus
d’une surface projective X et X — X est un morphisme birationnel, de divi-
seur exceptionnel D C X . Alors il existe un P'-fibré P — X et une application
®: P — P tel que (I)|7”r*1()~(\D) soit un isomorphisme.

Démonstration. — Voir [LP0O7] O

Théoréme 1.7.2 (Deligne / Loray-Pereira). — Soit X une surface pro-
jective et D un diviseur réduit sur X. St p : m (X \ D) — PSLa(C) se reléve
a SLo(C), alors p est la représentation de monodromie d’un feuilletage de
Riccati R au dessus de X a poles logarithmiques.

Démonstration. — On procéde & une suite d’éclatements @ : (X, D) — (X, D)
pour obtenir (X, D) avec D & croisement normaux. La représentation j = po®,
se releve en p a SLa, on peut produire, par le théoreme 1.3.4 de Deligne,
une connexion au dessus de X avec lieu polaire D de monodromie p. Apres
projectivisation, on en déduit un feuilletage de Riccati R au dessus de X de

monodromie . Le feuilletage recherché est alors R = ®.(R). O

Théoréme 1.7.83. — Soit X une surface projective et D un diviseur réduit
sur X. Sip:m(X\D) — PSLy(C) se reléve localement a SLa(C) et son image
ne contient aucun élément d’ordre 2, alors p est la représentation de mono-
dromie d’un feuilletage de Riccati R au dessus de X a péles logarithmiques.

Démonstration. — C’est la méme preuve que ci-dessus en utilisant le théoreme
1.3.5 au lieu du théoreme 1.3.4. O
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Remarque 1.7.4. — Ce dernier résultat se réduit au précédent si 'image de
p dans PSLy(C) est discrete. En effet tout sous groupe discret de PSLa(C)
sans 2-torsion se releve a SLy(C), d’apres Culler [Cul86].

On a un résultat similaire avec des hypotheses un peu différentes, dans le
cas X = P?, grace au résultat que voici.

Proposition 1.7.5. — Soit D un diviseur réduit de degré n sur P? qui ne
contient pas la droite a 'infini lo et p : 71 (P2\ D) — PSLy une représentation.
Soit A un point de P2\ (DU/s,). Soit § est une droite passant par A contenant
n points distincts x1,- -+ ,x, de D. Soient aq,--- , oy, des lacets simples dans
6 de point de base A, faisant le tour respectivement de x1,- -+ , Tp.

Si, pouri=1---n, p(a;) n'est pas d’ordre 2, alors la représentation piy se
reléve a SLa, ot iy : T (P2 \ (D U /y) — w1 (P?\ D) est le morphisme induit
par linclusion.

Si, de plus D a une composante de degré impair, alors p se reléve aussi a

SLo.

Démonstration. — Quitte a renverser 'orientation des «; et a les conjuger,
on peut SUpposer que Qoo = Q1 - - Qn est un lacet simple faisant le tour de
Too = Lo NI. Le théoréme de Lefschetz indique que aq, - - - , oy, est un systéme
de générateurs de H := m1(P? \ (D U /lx)). On voit que si oy et «; font
le tour de la méme composante de D, alors ag = wy,;(())ajwy;j((c;)) ™"
avec wy, j((c;)) un mot en les o, on obtient ainsi des relations du groupe H.
L’algorithme de Zariski-Van Kampen dit que seul un nombre fini de relations
de ce type suffisent & donner une présentation de H :

H=<ay, - ,apR>.

olt les relations de R sont de la forme a; = wa,gw ™! avec w = w((q;)) un
mot en les (;) et o la permutation induite par la tresse correspondant a la
relation. Soit G le groupe engendré par les telles o, ¢ et j sont sous la méme
orbite sous G si et seulement si x; et x; sont dans la méme composante de D.

Les relations de R se rangent par orbites sous G : on obtient une partition de
I'ensemble des relations de tresses R = U er{a; = wkaikwgl\i € Gip, k € K;}.
Pour chaque iy € I, pour chaque i € Gig, on peut ajouter une relation 7;,; :
iy = Wiy ((;))awi i (o))~ & la présentation de H de fagon redondante :

H=<ay, - ,an|R, (i) > .

Utilisant ensuite les relations (7, ), on peut donner une nouvelle présentation
du groupe en remplagant les relations de R par des relations de la forme
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i, =waw G =<ay, -, a,|R >, avec R' = UjyerRiy,
1y . . .
7-‘)’io = {aio = w;caik (w;c) |Z € Glig, k € Kz} U {Tio,iaz € GZO}

et wy, = w; i, W.
Le noyau de i, qui est surjectif, est le groupe engendré par la classe de
conjugaison de a (voir [Shil). Ainsi,

WI(IFQ\D) =< o1, 7an|7€/ et 04104n:1>

Choisissons maintenant, pour ¢ = 1---n, un relevé A; de p(a;) dans SLs.
L’hypothese sur l'ordre de p(a;) montre trace(A;) # 0. Comme p est une
représentation de 71 (IP? \ D), pour chaque relation a;, = w((cv))aw((cy)) ™t
de R;y, on a, A;; = +w((A;))A;w((A;)). Sous cette hypothese, comme au-
cun des A4; n’a trace nulle, A;; = w((A4;))A;w((A;))~1 équivaut a trace(4;,) =
trace(A4;), ce qu'on peut obtenir en changeant le signe de A; si toutefois
trace(A;,) = —trace(A;). Les matrices A; ainsi choisie définissent une représentation
de H puisqu’elles satisfont ’ensemble de relations R’ et cette représentation
releve pi, par construction. La seule obstruction a obtenir de cette fagon
une représentation de 71 (P2 \ D) est alors le signe de Aj---A, = +1. Si
Ay---A, = —1 et D a une composante de degré impair, alors il existe une
orbite Gig de cardinal impair, en changeant le signe de A; pour ¢ € Gip,
on préserve les relations R’ en gagnant A;---A, = 1, on obtient donc un
relevement de p.

O

Corollaire 1.7.6. — Soient D un diviseur réduit sur P> dont une compo-
sante est de degré impair. Soit p : m (P2 \ D) — PSLa. Si pour tout lacet
simple fermé « faisant le tour d’une composante de D, p(a) n’est pas d’ordre
2, alors p est la représentation de monodromie d’un feuilletage de Riccati au
dessus de P? de lieu polaire contenu dans D.

Démonstration. — On applique le lemme ci-dessus, puis le théoréme 1.7.2. [

Remarque 1.7.7. — On a encore une variante de ce corollaire avec D sans
composante de degré impair, quitte a accepter une droite de pole supplémentaire.

Remarque 1.7.8. — Dans les théoremes 1.7.2 et 1.7.3 et dans le corollaire
1.7.6, les transformations élémentaires permettent de prescrire les exposants
associés aux différentes composantes du lieu polaire (pourvu qu’ils sont com-
patibles avec les monodromies locales).



1.8. CAS ABELIEN 31

1.8. Cas abélien

Grace aux modeles locaux abéliens donnés précédemment on peut réaliser
toute représentation abélienne. On va montrer qu’on peut identifier précisément
le fibré associé a une telle représentation.

On fixe une carte affine A ~ C" de P". Soit D un diviseur réduit de P? qui
ne contient pas la droite & I'infini £o,. Soit F' =[], F; une équation réduite de
D sur A. Soit p: w1 (P™\ D) — PSLy(C) une représentation abélienne.

Si 'image de p est conjuguée a un sous groupe de C*, alors on a vu que, pour
(6;) bien choisi, le feuilletage de Riccati R donné sur le fibré trivial P = P! xP"

décrit au dessus de A par dz = <

dlfl) -z, a la représentation p comme mo-
nodromie. L’inconvénient de ce feuilletage de Riccati est qu’il possede un pole
apparent d’exposant —n = — Y deg(F;)0; sur la droite a 'infini (théoréme des
résidus). Soit Sy la section de Py donnée par z = oo et Sp celle donnée par
z=20.S8in>0 (resp n > 0), par n transformations élémentaires successives
centrées en So, (resp en Sy) et ses transformées strictes, on chasse ce pole ap-
parent et obtient un feuilletage de Riccati R sur un P!-fibré P. D’autre part,
la transformée stricte oo (resp. o) de la section z = 0 (resp. z = o0) de P
est une section holomorphe de P, le fibré P est donc le projectivisé d'un fibré
de rang 2 scindé, d’apres la proposition 1.4.4. De plus, on voit facilement que
'autointersection de og5 (resp. 0oo|5) dans ]5|5 est —|n/|, ainsi P = P(O®O(n)).

Maintenant si I'image de p est conjuguée a un sous groupe de C, alors on a
vu que

dz = ( nk@z—l—HFn”Z dek
k

définit sur le fibré trivial P un feullletage de Riccati qui a une monodromie

conjuguée a p, pourvu que les ¢x sont bien choisis. De méme que précédemment,

le feuilletage ainsi défini a un podle apparent d’exposant —n = — > deg(F;)n;

et on a un encore, aprés transformation élémentaire, le fibré P = P(O® O(n)).
On a ainsi obtenu ce qui suit.

Proposition 1.8.1. — Soit D un diviseur réduit sur P, et D; ses compo-
santes irréductibles. Soient p : m (P™ \ D) — PSLa(C) une représentation
abélienne et (0;) des exposants pour les D; compatibles avec p. Soit —n =
> deg(D;)0;. Alors il existe un feuilletage de Riccati R logarithmique sur
P(O @ O(n)) de monodromie p et dont les exposants associés aux D; sont

les 6;.
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Corollaire 1.8.2. — Avec les mémes hypothéses et notations, avec p sans
pdle apparent et, pour tout i, 0; & % +Z, R est U'unique feuilletage de Riccati
compatible aux 0; et a p, modulo transformation biholomorphe de fibré.

Démonstration. — On applique le lemme 1.3.2. O

1.9. Cas réductible

On peut décider algorithmiquement si une équation de Riccati au dessus de
P? a monodromie réductible, ou de facon équivalente si il existe une solution
globale pour cette équation. L’outil majeur d’un tel algorithme est la formule
de Camacho-Sad. On décrit brievement les idées d’un algorithme qui permet de
décider I'irréductibilité (de la monodromie) d’un feuilletage de Riccati au des-
sus d'une droite § = PL. C’est un avatar de I’algorithme de Kovacic [Kov86].
En appliquant cet algorithme a la restriction d’un feuilletage de Riccati R au
dessus de P? & une droite § C P? transverse & son diviseur de pole, on pourra
encore savoir si la monodromie de R est irréductible, en vertu du théoreme de
Lefschetz.

Remarque 1.9.1. — Un feuilletage de Riccati & poles simples sur le fibré
trivial est donné par une équation différentielle du type dz =}, Zii) dx avec

P; € Cy[z]. On peut supposer qu’aucune singularité n’est sur z = co. Les sin-
gularités (x, z) du feuilletages sont alors données par = =i et z = zéro de P;.
Si zp est un zéro commun de tous les F;, il est clair que la section z = zg
est invariante par notre feuilletage. On en tire : ”Si n — 1 singularités d’un
feuilletage de Riccati & n poles simples sur P! x P! — P! sont sur la section
z = zq alors cette section est invariante par le feuilletage.”.

Soit donc R un feuilletage de Riccati & n poles simples sur 7 : P x Pt — P!
Si une section o de 7 est invariante par R, elle traverse une singularité de
chaque fibre invariante (cf modeles locaux, dans le cas d’une fibre & mono-
dromie parabolique il n’y a qu’une singularité ou passe une section locale
invariante). L’autointersection de o est donc donnée par

on=oc%= Z erly,
f fibre invariante
oul 05 est un de indices associés & f et €7 € {1,—1}. Si 0% =0, c’est que o est
une section constante. Si 02 > 0, de deux choses 1'une : si n des singularités sont
sur la méme section constante {z = 2o}, alors cette section est invariante par la
remarque 1.9.1; sinon par la composée de deux transformations élémentaires,
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on peut faire chuter I’autointersection de o de 2 en restant sur le fibré trivial.
En effet, comme o2 > 0, o n’est pas constante et passe par deux singularités
s; = (x4, 2;),1 = 1,2 de hauteurs différentes z; # z9. En faisant, successivement
une transformation élémentaire centrée en s; puis une en sg, on ne produit pas
de section négative, donc on reste sur le fibré trivial, et comme on a fait deux
tranformations élémentaires centrées en des points de ¢ son autointersection
a diminué de 2 : 52 = 02 — 2. En itérant ce procédé, on peut tranformer,
par équivalence de jauge birationelle, notre feuilletage de Riccati R en un
feuilletage de Riccati sur le fibré trivial ayant une section invariante constante.

Ainsi, pour détecter la présence d’une section invariante par R, il suffit de
voir quels sont les familles (ef) tels que ) s €f0f est un entier pair positif
et de faire des transformations élémentaires centrées (deux par deux) en les
singularités correspondant aux indices €70, comme ci-dessus, de sorte que si
il y a une section invariante qui passe par ces singularités, on la transforme en
une section constante, ou bien on en trouve une autre. Si on ne peut obtenir de
cette maniére, une section constante invariante, c’est qu’il n’y a pas de section
invariante pour R, et donc que sa monodromie est irréductible.

Cet algorithme permet de plus d’obtenir un modele sur le fibré trivial avec
section invariante en z = oo, le cas échéant ; sans rajouter de pole.

On peut majorer grossierement son cout en nombre de paires de transforma-
tions élémentaires par 2™ """ | |6;], ot n est le nombre de poles de I'équation
de Riccati initiale.

1.10. Feuilletages de Riccati pull-back par une application vers une
courbe

Définition 1.10.1. — Soit P — X et P’ — Y deux P!-fibrés, au dessus de
variétés complexes lisses. On dit qu'une application méromorphe ¢ : P --» P’
est un morphisme méromorphe de P'-fibrés, si il existe h : X --» Y telle que
dans les trivialisations locales de P et P’, ¢ s’écrit (z,2) — (h(x), A(z) - 2),
avec A : U --» PSLy(C).

On s’intéresse a la propriété suivante.

Définition 1.10.2. — Soit X une variété projective lisse. Soit (P, R) un P!-
fibré sur X muni d’un feuilletage de Riccati. On dit que R est pull-back d’un
feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe si il existe une courbe projec-
tive lisse C, un P! fibré Py sur C muni d’un feuilletage de Riccati Ry et un
morphisme méromorphe de fibrés H : P --+» Py tel que R = H*Ry.
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Une propriété voisine est la suivante.

Définition 1.10.3. — Soit X une variété projective lisse. Soit R un feuille-
tage de Riccati sur P! x X — X. On dit que R est pull-back strict d’un
feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe si il existe une courbe projec-
tive lisse C, un feuilletage de Riccati Ry sur P! x C — C et une application
méromorphe f : X --» C telle que R = f*Ry. (C’est la propriété précédente
avec H induite par f).

Proposition 1.10.4. — Soit (P,R) un P!-fibré sur P"* muni d’un feuilletage
de Riccati. SiR est pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe,
alors R est birationnellement équivalent a un pull-back strict de feuilletage de
Riccati au dessus d’une courbe.

Démonstration. — Soient C et H : P --» Py comme dans la définition 1.10.2.
Quitte a faire une transformation birationnelle de P, on peut supposer que
P est le fibré trivial, puisque P est un projectivisé de fibré de rang 2; voir
section 1.4. Si R est le feuilletage trivial, le résultat est évident, sinon H est
une application rationnelle dominante et C = P!. Alors, quitte & faire une
transformation birationnelle de Py, on peut aussi supposer que Py est le fibré
trivial sur P'. Dans ces conditions, H est de la forme suivante :

H: PPxX — P'xP!
(z,z) — (A(2).2, f())

avec A : X -+ PSLy(C). Si ¥ : P! x X ——» P! x X est définie par (z,z)
(A(z).z,x), on voit que ¥ donne une équivalence birationnelle entre f*Rg et
R. O

Lemme 1.10.5. — Soit C une courbe complexe projective lisse. Soit F un
feuilletage sur une variété lisse M satisfaisant F = H*Rqg pour Ro un feuille-
tage de Riccati sur un P'-fibré m: X — C et H : M --» X est une applica-
tion méromorphe. Alors F est un feuilletage transversalement projectif dont
une structure transverse est donnée par un feuilletage de Riccati R1 pull-back
strict d’un feuilletage de Riccati au dessus de C et une section bien choisie.

Démonstration. — Quitte a faire une modification birationnelle de X, on peut
supposer que 7 est le fibré trivial P! x C — C. On tire en arriere ce dernier
fibré par m o H. On obtient un diagramme commutatif comme suit.
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Y JO>—IP)1 x C

I

M--->C
woH

On fixe R = ¢* Ry et on définit une section o de p par p.o(z) = H(z). On
obtient alors, par commutativité du diagramme, 0*R1 = 0*p*Rg = H* Ry =
F. Ainsi, (p, R1,0) donne une structure transversalement projective pour F.

O

On a une réciproque a cela.

Lemme 1.10.6. — Soit Ry un feuilletage de Riccati sur un P'-fibré m: X —
C.
Soit Y — M un P'-fibré, soit ¢ : Y --» X un morphisme méromorphe de
P!-fibrés. Soit R1 = ¥*Ry.

Alors, pour toute section o de p génériquement transverse a R1, le feuille-
tage F = 0*R1 satisfait F = H*Rg, pour une certaine application méromorphe
H:M--X.

Démonstration. — On pose H = 1 o g. On obtient H*Rg = o*Yp*Ry =
O'*Rl = F. L]

Considérons la situation ou l'on a :

— un feuilletage de Riccati R sur un fibré 7 au dessus d’une variété X.

— un revétement p: Y — X.

— le feuilletage de Riccati Ry = p*R sur p*7 est pull-back d’un feuilletage
de Riccati Ry au dessus d’une courbe.

Question. — Que peut-on alors dire sur le feuilletage initial R ¢ Est-il lui
aussi pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe ¢

Remarque 1.10.7. — Quand on parle d’une fibre d’une application ration-
nelle, on fait référence a une fibre de I’application holomorphe qu’elle définit
hors de son lieu polaire.

Proposition 1.10.8. — Soit X une variété projective lisse, R un feuille-
tage de Riccati sur le P'-fibré trivial Px au dessus de X. Soit m : Y —
X un revétement ramifié galoisien avec Y projective lisse. Soit (Py,R1) =
7 (Px,R). Soit C une courbe projective lisse et Pz le P* fibré trivial au dessus
de C.
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Soient H : Py --+» Pe un morphisme rationnel de fibrés et Ro un feuille-
tage de Riccati sur Pp de monodromie non virtuellement abélienne et tel que
H*Ry = R1 . Soit Hyy la restriction de H a son lieu d’holomorphie.

St dHpep est partout de rang maximal et Hypo est surjective a fibres connezes,
alors R est pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe.

Démonstration. — Soit G le groupe des automorphismes de 7, on a Py =
Py /G ; oulaction de G sur Py est définie par g(z,y) = (z,gy). Soit h: Y — C
l'application induite par H. Soit g € G, soit F une fibre de h (elle est connexe).
Le groupe de monodromie de Ryp est trivial et il doit en étre de méme
pour Ri|4r, ainsi gF est une fibre de h, puisque toute courbe fermée c'cy
génériquement transverse a h donne, via h, un revétement fini de C, de sorte
que le groupe de monodromie Rqc: soit d’indice fini dans celui de Ro.

De cette fagon, G agit sur C par transformations holomorphes : sig € G,y €
Y, alors h(gy) = gh(y) (I'holomorphie vient de l'existence de sections locales
de hper). De plus, si g € G, comme g réalise un automorphisme de Rq, g
envoie les feuilles de Ry sur les feuilles de Rq|yp. Ainsi, si f est une fibre
de H, elle est une feuille de Ry pour un certain F' et elle est envoyée sur
une fibre de H. On obtient ainsi une action holomorphe de G sur Py définie
par H(g(z,y)) = gH(z,y) (’holomorphie s’obtient de la méme maniére que
ci-dessus).

On note :

1. G agit sur Py par automorphismes de Ry ;

2. comme la monodromie de Ry n’est pas virtuellement abélienne, tout
élément de G qui agit trivialement sur C agit trivialement sur Fe, d’apres
le lemme 1.10.12;

3. ainsi tout élément g € G qui agit non trivialement sur Pz a un ensemble
de points fixes fini pour son action sur C.

Soient C = C/G P = P /G et Ro = Ro/G. On déduit de Pz — C, une fibration
rationnelle P — C de fibre générique transverse a Ry. Quitte & desmgulamser
P c’est une surface lisse, ce que nous supposons dans la suite. Ainsi Ro est
un feuilletage de Riccati (au sens de Brunella [Bru00], un peu différent du
notre), de fibration adaptée P — C. D’apres [Bru00, Prop. 2 p 56], apres une
transformation birationnelle de P, on peut de plus supposer que P — C est
un P!-fibré. Soit ¢ : Pz --» P, I'application de projection sur le quotient.
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L’application go H = H : Py --» P est un morphisme rationnel de fibrés
invariant par 'action de G sur Py . Par construction, on a R; = H*R,. Fina-
lement, on voit que H se factorise par 7, puisqu’elle est invariante par G. On
obtient le diagramme commutatif suivant.

(Py,R1) A (Pe, Ro)

| !

(Px,R) — (P, Ro)

L’application rationnelle H est injective en restriction & la fibre générique de
Py, par le point 3. ci-dessus, c’est donc un morphisme rationnel de P!-fibrés
et on en déduit le résultat. O

Remarque 1.10.9. — La proposition précédente est un analogue dans le lan-
gage des feuilletages du lemme [CS08, Lemma 3.6 p 1982].

L’exemple suivant montre que des hypotheses sur la monodromie sont nécessaires,
c’est le point 3. de la preuve précédente qui est mis en défaut.

Exemple 1.10.10. — Soit b(t) € C(t) et n € N* on considere le feuilletage
R :dz = z(b(t)dt + %) sur le fibré trivial au dessus de X = P} x PL. On le
tire en arriere par le revétement
p: Y=P' xP' — X
(ty) — (Hy")

On obtient le feuilletage Ry : dz = =z(b(t)dt + %y), qui est pull-back du
feuilletage dZ=Zb(T)dT sur le fibré trivial au dessus de PL par H(z,t,y) =
{(Z,T) = (2/y,t)}. Les automorphismes du revétement 7 agissent sur Y de
la facon suivante : si g € Aut(m) alors g : (t,y) — (t,&y) avec " = 1. 'action
de g s’étend a PL x P} x IP’; par g(z, (t,y)) = (z,9(t,y)). Cette action permute
les fibres de H et induit une action de Aut(m) sur P! x P! qui est définie par
Hg = gH et qui induit un automorphisme de Rg. Explicitement, on obtient
g9(Z,T) = (¢71Z,T). La projection sur le quotient de P! x P! par cette action
est donc

g: PLxPl — PlxP!
(Z2,T) — (Z,T)=(2",T)

Le feuilletage Ro = ¢« Ry est alors défini par % = n% = nb(T)dT, c’est donc

encore un feuilletage de Riccati. Par construction, I existe alors H : P! x X —
P! x P! telle que go H = Hop et R = H*Ry. On voit que H est donnée par
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(z,t,x) — (2" /x,t). En particulier, H ne définit pas une situation de pull-back
comme dans la définition 1.10.2 puisque ’application rationnelle H, n’est pas
injective en restriction a la fibre générique de P! x X — X.

On souhaite montrer le résultat suivant.

Théoréme 1.10.11. — Soit R un feuilletage de Riccati a pdles logarith-
miques au dessus de P? et D son lieu polaire. Si la monodromie de R n'est
pas virtuellement abélienne et si D a un point de multiplicité m > deg(D) — 2
alors R est pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe.

Pour en faire la preuve, nous aurons besoin de la proposition 1.10.8 et des
résultats qui suivent.

Lemme 1.10.12. — Soient G =< (g;)i=1..n. > un sous-groupe de PSLy(C)
finiment engendré et A # 1 un élément de PSLa(C). Si tout élément de G
commute a A, alors G est virtuellement abélien. Si, de plus, pour tout i, gi2 #1,
alors G est abélien.

Démonstration. — On interprete les éléments de PSLa(C) comme automor-
phismes de la sphere de Riemann.

— Si A est parabolique, tout élément de PSLs qui lui commute est para-
bolique de méme point fixe, donc G est un groupe de translations de C,
donc est abélien.

— Si A n’est pas parabolique, alors A a deux points fixe et si B € PSLs
lui commute, alors, ou bien B a les mémes points fixes ou bien quitte a
conjuguer simultanément A et B, A induit z — —z et B induit z — 3/z,
en particulier B est d’ordre 2. Soit H l’ensemble des éléments de G qui
ont les mémes points fixes que A, c’est un sous-groupe de G, dont on va
montrer qu’il est d’indice fini. Quitte a choisir une bonne carte z sur la
sphere et & renuméroter les g;, on est dans la situation suivante : A induit
zr—az,pour it =1---k, g =%y, =2— aqzetpourt=k+1---n,
gi = ¢p, = 2z +—> B;/z. En remarquant ¢g.1)q = Y1/q-9p, On voit que tout
produit des g; est un élément de H ou bien s’écrit comme produit d’un
élément de H et d'un des z — f;/z. Ainsi un systéme de représentants
de G/H est donné par (g;)ier avec I C [k + 1,n] donc I fini.

O

Lemme 1.10.18. — Soient Gy et G2 deux sous groupes de PSLo(C) finiment
engendrés. Si tout élément de G1 commute auz éléments de Go et G = G1Go
n'est pas virtuellement abélien, alors G1 = {1} ou Go = {1}.
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Démonstration. — Si G1 et G sont virtuellement abélien alors G aussi, ce
qui est absurde. On peut donc supposer GG; non virtuellement abélien. Alors
G2 doit étre trivial par le lemme 1.10.12. O

Proposition 1.10.14. — Si X etY sont deux espaces topologiques connexes
par arcs, de groupes fondamentauz finiment engendrés et p : m (X xY) —
PSLy(C) est un morphisme de groupes d’image non virtuellement abélienne
alors, quitte a échanger X etY, la restriction de p a toute fibre de X XY — Y
est triviale.

Démonstration. — On a m1(X x Y) = m1(X) - m1(Y), donc p(m (X xY))
p(m1(X))p(m1(Y)) et on conclut par le lemme 1.10.13.

oo

Remarque 1.10.15. — Pour conclure la preuve du théoreme, on utilise une
notion non introduite précédemment : celle de feuilletage de Riccati a poles
réguliers. On dira qu'un feuilletage de Riccati est a poles réguliers si ses
relevement locaux en sla-connexions sont a podles réguliers au sens de Deligne

[Del70].
1. Tout feuilletage de Riccati a poles logarithmiques est a poles réguliers.

2. D’apres [Del70, Théoreme 4.1 pp 85-86] et des arguments similaires
a ceux de la preuve de la proposition 1.4.9, deux feuilletages de Ric-
cati a poéles réguliers qui ont méme monodromie sont birationnellement
conjugués.

3. De plus la propriété pour un feuilletage de Riccati d’étre régulier est
invariante par éclatement, c’est aussi un corollaire de [Del70, Théoreme
4.1 pp 85-86].

Proposition 1.10.16. — Soit X = C1 x Co avec C; des courbes projectives
lisses. Soit p; : X — C; la projection sur le i-éme facteur. Soit R un feuilletage
de Riccati a poles réguliers, de monodromie non-virtuellement abélienne sur
un P-fibré P — X. Si le lieu polaire non apparent de R est de la forme
D = D1 U Dy avec D; = Ugeq,{pi =k} ; ot d; C C;. alors R est pull-back d’un
feuilletage de Riccati a poles logarithmiques au dessus d’une courbe.

Démonstration. — On remarque X \ D = (C1 \ d1) X (C2 \ d2) et voit qu’on
peut appliquer la proposition 1.10.14 : on obtient que la représentation de
monodromie de R

p: 7T1(Cl \dl) X 7T1(C2 \ dg) — PSLZ(C)
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est triviale sur I'un des facteurs, disons le second. Soit C une fibre générique de
p1- Soit (Po, Ro) = (P, R)|¢. Soit ¢ : C2 — C I'isomorphisme induit par pz. On
voit que le feuilletage (¢ o p2)*(Po, Ro) a la méme monodromie que R. Par le
point 2. de la remarque précédente, ces deux feuilletages sont birationnellement
équivalents, ce qui conclut la preuve, vu que la monodromie de Ry peut étre
réalisée par un feuilletage de Riccati a poles logarithmiques. O

Preuve du théoréme 1.10.11. — Soit « le fibré associé a R, quitte a faire une
transformation birationnelle, on peut supposer que c’est le fibré trivial. Soit
A un point de multiplicité m > deg(D) — 2 et k = deg(D) — m + 1, on a
E < 3. Soit w : ¥; — P? Péclatement de P? en A. La transformée totale
Dy de D est la réunion d’'une k-section et de fibres de 7 — P!. Par une
transformation élémentaire v du P!-fibré X1, on le transforme en le fibré trivial
p: Pt x ]P’}l — ]P%. Le diviseur Dy = v* D1 est encore réunion d’une k-section et
de fibres. Pour un revétement ramifié galoisien fini u : C — P! bien choisi, on a
un fibré en P!, f*p: C x P! — C tel que D3 = u* Dy soit la réunion de fibres et
de k sections. Quitte a faire encore une transformation de jauge birationnelle
T de C x Pt — C, Dy = T* D5 est réunion de fibres et de k sections disjointes.
Tirant en arriere (7, R) par T ouowow, on définit (7, R) avec un lieu polaire
non apparent tres particulier : £ sections disjointes et un nombre fini de fibres
(Fj)jeJ de C x P! = C.

De plus, R est & poles réguliers, puisque cette propriété est invariante par
éclatements, et sa monodromie est non virtuellement abélienne comme celle
de R. Ainsi, par la proposition 1.10.16, R est pull-back d’un feuilletage de
Riccati au dessus d’une courbe. Comme 7 est trivial, 'application de pull-
back est de la forme (z,z) — (A(x)-z, f(x)) avec A et f rationnelles. On peut
donc en déduire une application du méme type pour (u o v o w)*(m, R). On
peut alors appliquer la proposition 1.10.8 & (u o v ow)*(w, R) pour en déduire
que (vow)*R est pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe,
ce qui permet de conclure. ]



CHAPITRE 2

EQUATION DE PAINLEVE VI

Soit R un feuilletage de Riccati & poles logarithmiques sur P — P2. Soit
D son lieu polaire, et A € P2. On va décrire un procédé qui montre que R se
déduit d’une déformation isomonodromique & un parametre.

— Etape 1 : on fixe une transformation birationnelle 7" : P! x P! --» P2

— Etape 2 : on tire en arriere le fibré et le feuilletage au dessus de P' x P!,

— Etape 3 : le support de D' = T*D est la réunion d’une multisection

y = o(z) du fibré p : P! x P! — P! donné par la projection sur le premier
facteur (z,y) — z, et de fibres de p. En tirant en arriere le feuilletage
de Riccati et son fibré par un revétement ramifié galoisien bien choisi
(y,x) = (y,r(&)), on obtient un P'-fibré P et un feuilletage de Riccati R
au dessus de C x P!, dont le lieu lieu polaire est la réunion de fibres de
(Z,y) — T et de sections y = 0;(Z).

D’apres un résultat de semi-continuité de la these de Viktoria Heu [Heu09],
il existe k € N tel qu’il existe un ouvert de Zariski non vide U sur C tel que pour
To €U, ]5@:@0 = Fg, est la k-ieme surface de Hirzebruch et la section négative
correspondante est la restriction de la méme section globale holomorphe f de
Eyy.

Ainsi, par transformations élémentaires, comme dans la preuve de Lins Neto
[LN87, Theorem 3], on obtient un couple (P, R) birationnellement équivalent
a (]5, R), tel que ]5@:@0 est trivial pour Zg € C générique. Alors par Fischer-
Grauert [FG65], le fibré est trivialisable au voisinage de toute fibre générique
F;, = {z = 20}

Dans le cas ou il n’y a que quatre sections de poles (0;)i=1. 4, fixons
une section de singularité du feuilletage au dessus de 4. Pour  générique, la
position au dessus de F; du lieu de tangence entre R, et la section constante
sur F; (notion bien définie puisque le fibré est trivial) qui passe par ¥ N
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P, du feuilletage est donnée par une fonction méromorphe ¢(&). Soit #(%) =
[01(Z), 02(Z), 03(Z), 04(Z)] le birapport des quatre sections de poles. Comme le

fibré est trivialisable au voisinage de toute F; générique, le couple (¢(Z),t(z))

est une solution de I’équation de Painlevé VI, ce par la théorie locale des
déformations isomonodromiques (voir ci-dessous). Les solutions ainsi définies
localement se recollent en une solution définie sur C et fournissent ainsi une
solution algébrique de ’équation de Painlevé V1.

L’équation de Painlevé VI de parametres (0, 01, 0;, 0 ) est 'équation différentielle

non linéaire du second ordre suivante, on la note (PVI).

g 111 1 N (dg\ (1, 1 1 \dg
d?’t  2\q q—1 gq—t dt x x-—1 xz—t/) dt
q(g—1)(g—1) 2 g2t e i1 e Ht=1)
(-1 =V T U0
Depuis Fuchs, les solutions de I’équation de Painlevé VI sont connues pour

Jr

gouverner les déformations isomonodromiques d’équations linéaires scalaires
d’ordre 2 a singularités régulieres en quatre poles mobiles : x = 0,1,¢,00 :ily a
une bijection entre les telles déformations (modulo transformation holomorphe
de Iinconnue) et les solutions de I’équation de Painlevé VI (PVI).
Cela se transpose dans le langage des déformations d’équations de Riccati
a quatre poles. On précise ce que cela signifie dans ce contexte.
Soit tg ¢ {0,1,00}. Si R est un feuilletage de Riccati sur
m: PLxPlx (C,tg) — P!x(C,tg)
(z,z,t) — (z,1)
a quatre poles logarithmiques x = 0,1, ¢, 0o, d’indices respectifs 6g, 01, 0;, 0,
alors il lui correspond une solution de (PVI)g définie sur (C, ¢9). Réciproquement
a chaque solution de (PVI)y définie sur (C, tp) correspond un feuilletage de Ric-
cati sur 7 & quatre poles logarithmiques x = 0, 1, ¢, co d’indices donnés par (6),
unique modulo transformation de jauge holomorphe.
Ceci se décrit par des formules rationnelles.

2.1. Formules donnant la déformation issue d’une solution
Siq(t),t € U C C est une solution de (PVI)g, on définit
1 ( t(t—l) dq 90 91 +6t_1>
p = - _— -
qlg—1)(g—t)dt  q q—-1 q—t

2
Soit R le feuilletage de Riccati correspondant sur le P'-fibré trivial au dessus de
P! xU, I'indice de = = 7 est 6;. On peut associer & chaque section de singularité
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un exposant +60 ou —6 en choisissant la valeur de I'indice de Camacho-Sad du
feuilletage par rapport a la section invariante passant par cette singularité.
Soient sy la section de singularité associée a +6y au dessus de x = 0, s1 la
section de singularité associée a +6; au dessus de x = 1 et sy la section de
singularité associée a +05, au dessus de x = oco.

Si, pour tout t € U, so(t) # s1(t) # Seo(t), alors on peut normaliser R en
envoyant s; sur Z = 4 par une transformation de jauge holomorphe Z = A(t).z.

Alors R; est donné par une équation de la forme dzZ = R(Z,x)dx = (POT(Z) +

%@—i—it—@)da@ avec P;(2) € Ca[Z] et A(P;) = 62, ot A(a+bz+cz?) = b2 —4dac.
Si on pose Py, = —Py— Py — P, et P; = a;+b;z+¢;22, alors la normalisation que
nous venons de faire impose ¢, = ap = 0 et P;(1) = 0. Sous ces contraintes,
R est caractérisé par :

— R(Z,q) est de degré 1 (les seuls points de tangence entre le feuilletage et

z=o0sont r =q et r = 00),

— le coefficient dominant de R(Z,q) est —2p + %0 + qg_—ll + %.

Le feuilletage R est alors donné par dZ = a + 3% + 722 ol
o (_(—p—é’o —01+ap+1-p) (=00 +1-0: —p—0i+qp—p)t°
(—z+t)(—1+p+00+0;+0.—qp+pt) (—1+1)
(=00 +1—0:—p—0.+qp—p) (¢°p —ap — pa+q—q00 — q6: + 0, —q91)t+
(mz4+t)(=14+p+00+0: +0: —qp+pt) (=141)

(—p—0:+qp)t+qbo — ¢°p+qp — 0 + pqg+ q0; +1—p—q+q9t—90>dm
(x—=1)(-1+1)

+((*P*90*91 +agp+1—p)(—0p+1—0; —p—0, +qp—p)x*
(x—1)(azp—14+p+00+0;+0: —qp) (—x +1t)

(=00 +1—-0: —p—0i+ap—p)(&®»—qp—pg+q—qbo — b +6: —qb:) x
(x=1)(@p—1+p+0o+0;+0; —qp) (—z+1)

(=14+00+p+0:)(—0o+1—01—p—0:+qp—p)pz (=1 (=00+1-0, —p—0i+qgp—p)z

(p—14p+00+0:+06: —qp) (=1 +p+00+0: +6: —qp+pt) (x—1)(—1+1)

5= (0—0+ (2p+2p—2gp—2+200+20; +0:)t+2q+0, —2qp—2pq+2¢*p—2q0: — 2q0: — 2q0o
T (—14t) (—z+1t)

+(2p—2qp+91)t—2q90+2p+91 — 24200+ 2¢°p —24q0; —2qp—20q+2q+29z—2q9t>dx

(z—1)(-1+%¢
+<_q(1—p—90—01—9z+qp) p(@:+p+60—1)
t —14+p+60p+0:+6,—qp+pt

(—2p—2p+2qp+2—20p0—20; —0,)x+2qp+2pq—2¢°p+2q0; +2q0; +2q0p —2q — 0,
(x—1)(—z+1)

+

) dt;
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+(Q*1)(*90+1*91 —p—Oi+tqp—plz+(q@—1) (-0 +1-10; fp79t+qpfp)>dt,

(x—1)(=1+1)
(—1+p+00+0,+0,—qp+pt)(x—q)de (—q+t)(—1+p+00+0;+06,—qp+pt)dt

(z—t)z(z—1) (z—t)t(—1+1¢) '
p=1—23(00+01 + 6 + ).

Remarque 2.1.1. — Pour éviter les problemes de coquilles pour les éventuels
utilisateurs de ces formules, on donnera ces dernieres dans une feuille de calcul
Maple sur la page web de 'auteur.

Remarque 2.1.2. — Soit t : C — P! un revétement, ramifié au plus au
dessus de {0,1,00}. Si ¢ : C — P! est une fonction holomorphe on peut
naturellement définir dg/dt et d?q/d*t . Si s — (q(s),t(s)),C — P! x P! est
une solution de 1’équation de Painlevé VI en ce sens, alors on en tire une
déformation isomonodromique paramétrée par C, i.e. un feuilletage de Riccati
Rsur P! xP' xC — P xC,(z,z,5) — (z,s). En effet, méme si t(so) = 0,1 ou
00, les formules ci-dessus permettent de prolonger R & P! x P! x C — P! x C,
mais éventuellement avec un pole s = sp multiple. Dans cette situation, si C
est compacte, le couple (gq,t) est appelé une solution algébrique de (PVT).

2.2. Solutions algébriques

Les solutions algébriques de ’équation de Painlevé VI décrivent des déformations
isomonodromiques algébriques de feuilletages de Riccati Rs a 4 poles simples
{0,1,%(s),00} sur le fibré trivial. Chaque solution donne donc un feuilletage
de Riccati R sur P! x Cs x PL — Cs x PL avec des poles logarithmiques en
x = 0,1,%(s), 00, éventuellement des poles verticaux s = sy, ..., S, et aucun
autre pole. La déformation est Ry, = R|,—,-Fixons un point base et quatre
lacets simples «g, a1, at, ase tournant dans le sens direct respectivement au-
tour de 0, 1,%(s), 0o dans P\ {0,1,#(s), o0} et satisfaisant asoayaiag = 1, par
exemple comme dans la figure 1. Soit sg un point générique de C. Soit p la

FIGURE 1. Lacets
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représentation de monodromie de Ry, et M; = p(a;). Soient t; = trace(M;)
et tj; = trace(M;M;). Par Riemann-Hilbert, on caractérise R, biholomorphi-
quement par sa monodromie et ses exposants 0y, 01,0, 0. On a 2cos(mwb;) =
t;. Si la monodromie de R, est irréductible, elle est déterminée, a conju-
gaison pres, par ((t;),(ti;)) et Rs, est donc caractérisé par la donnée de
(00,01,0¢, 00,001,011, 00t), o1 B; est déterminé au signe pres, tandis que o5 est
déterminé par 2cos(mo;;) = t;; modulo changements de signes et translations
entieres (la trace n’est définie qu’au signe pres).

En relevant les éléments de 71 (P} \ {0,1,00},t9) ~ Fy par s — t(s), on
définit des tresses qui donnent un morphisme surjectif Fo — MCG (Si)pure.
Le groupe MCG(S?)pure agit naturellement sur 71(S3) et donc, par pull-back
sur les représentations de ce groupe. L’action induite sur les données de mo-
nodromie ((¢;), (ti;)) est polynomiale & coefficients dans Z, cf [Boa06, p 193].
Si la solution de (PVI) est algébrique, il n’y a qu'un nombre fini de s tels que
t(s) = to et lorbite F».((t;), (ti;)) est finie, en fait son cardinal est égal au
degré de t si t: C — P! est le plus petit revétement de P! sur lequel ¢ est une
fonction uniforme.

Connaitre les Fy.((t;), (t;5)) finis ot ((¢;), (t;;)) définit une représentation
irréductible de F3 avec 2cos(mf;) = t; aide donc a comprendre les solutions
algébriques de I’équation de (PVI)y qui donnent des déformations & monodro-
mies irréductibles. Les solutions algébriques de ’équations de Painlevé VI ont
toutes été identifiées.

On va décrire les grandes lignes de ce travail pour les solutions algébriques
qui décrivent des déformations de feuilletages de Riccati a monodromie irréductibles,
qu’on appelle solutions irréductibles dans la suite.

Premieérement, un ensemble de solutions algébriques ¥ a été découvert par
Boalch, Dubrovin, Mazzocco, Hitchin, Kitaev et Vidunas. Ensuite, I'article
[LT08] de Lisovyy-Tykhyy a montré que toute solution algébrique irréductible
de Painlevé VI peut se déduire d’une des solutions de ¥ au sens que nous
précisons ci-dessous.

Kazuo Okamoto a défini un groupe qui agit sur les solutions de (PVI),
appelé aujourd’hui le groupe d’Okamoto.

Ce groupe est I'image d’un groupe de Weil affine W, (Fy) (cf [Boa06, sec-
tion 3]) : chaque élément est caractérisé par son action sur les parametres
(0o, 01,0¢,0) des solutions. Décrivons brievement I’action du groupe d’Oka-
moto sur les déformations isomonodromiques (Rs) associées aux solutions de

(PVI).



46 CHAPITRE 2. EQUATION DE PAINLEVE VI

1. Les transformations qui n’agissent que par changement de signes des
parametres de la solution de (PVI) agissent trivialement sur (Rs).

2. Certaines agissent par des transformations de jauge méromorphes de P! x
P! x C — P! x C qui sont holomorphes en dehors des poles 0, 1, ¢, co.

3. Certaines agissent par permutations des poles :
< [0,1,¢,00] — [0,1,1 —¢,00],[0,1,¢,00] — [0,1,1/t,00] >.

4. La symétrie spéciale s5 d’Okamoto a une action non triviale qui ne s’in-
terprete pas géométriquement dans ce contexte.

Soit H le groupe engendré par les transformations des types 1—3 et G le groupe
d’Okamoto, engendré par les transformations 1—4. Le groupe H agit par trans-
formations birationnelles, ce qui ne change pas les propriétés géométriques de
(Rs) et des feuilletages induits par le choix de sections de P! x P! xC — P! xC.
Par contre, la transformation s5 perturbe ces propriétés : le groupe de mono-
dromie de (R;) est en général modifié par ss et la propriété de pull-back n’est
pas respectée.

On déduit aisément de [Boa06, section 3] que H est d’indice 3 dans G.

Le travail de Lysovii-Tykhyy est le suivant :

Ils remarquent que l'action de MCG(S?)pure sur ((¢;), (ti;)) fixe

wx = totoo + t1tt,

wy = t1teo + teto,

wz = titeo + toty

et wy =13+ 7+t + 12 + tot1tit o

Ainsi Paction de MCG(S?)pure sur (), (t;;)) induit une action sur les triplets
(to1,tot, t1) de la cubique

tortott1e + t(2)1 + tgt + t%t —wxtiy — wylor —wzlol +ws = 4.

Chaque orbite finie pour l’action initiale donne une orbite finie sur une
cubique.

A la machine, ils ont calculé les w = (wx,wy,wz,wys) donnant les cubiques
qui portent des orbites finies.

Les parametres (6;) qui correspondent a un tel w sont dans la méme orbite
sous le groupe d’Okamoto. Ainsi deux solutions irréductibles de (PVI) qui
donnent la méme orbite sur une cubique sont dans la méme orbite sous le
groupe d’Okamoto G. Pour une discussion éclairée de ces propriétés et des
références, on recommande [CL09].
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L’étape finale du raisonnement de [LTO8] consiste alors & remarquer que
chaque orbite irréductible finie sur une cubique est réalisée par une solution
de ensemble X. Ainsi, toutes les solutions algébriques sont des conjuguées
d’Okamoto des solutions connues.

De cette fagon, si I’on omet les solutions de Picard qui sont d’un type bien
particulier, les éléments de X sont représentés par 49 solutions données dans
[LT08]. Quatre solutions & parametres (le méme couple (g, s) correspond &
une infinité continue de (#;)) numérotées par I — IV et 45 solutions isolées
numérotées par 1 — 45.

Chaque élément de ces 49 donne au plus trois orbites différentes sous H.
Deux 7-uplets identifiés par H le sont par la relation Rel : ”Donner la méme
monodromie projective modulo MCG(S?)”.

La relation Rel est la relation naturelle pour les questions que 1'on se pose
sur les feuilletages.

On souhaite donner un systéme de représentants sous Rel pour la réunion
des 1 — 45 orbites sous G. Chacune des solutions 1 —45 conduit a au plus trois
classes d’équivalences de 7-uplets représentées par q, s5q et S;SsSz.

On obtient (45x3) 7-uplets et on doit voir lesquels sont équivalents sous Rel.
Pour avoir les 7-uplets complets, et non seulement les quadruplets comme dans
la liste de Tykhyy-Lysovii, on a consulté leur biblographie (Boalch, Dubrovin-
Mazocco et Kitaev, Kitaev-Vidunas).

En calculant avec Maple, on remarque que les classes sous Rel coincident
avec les classes d’une relation a priori plus faible : on utilise une forme normale
sur le quadruplet des 6; ; on fait des translations entiéres et des changements
de signes sur chacun d’eux pour les ramener dans l'intervalle [0,1/2] : pour
chaque ¢ on remplace 0; par o; = 0; — | 6;], puis on pose 5; = 1 —a; sia; > 1/2
et B; = oy sinon. Cette opération sur 6; correspondent a faire agir un élément
f de la forme 6 — uf +m avec u € {+1,—1} et m € Z, de fagon a obtenir
f(0) €10,1/2] Si 6; & 1/2 4+ Z, cet élément est unique et la parité de m est
bien définie, on la représente par p; € 0, 1.

Soit L la liste des (f3;) rangés dans 'ordre croissant. La forme normale de
(0;) est alors définie comme

(L, Z]- p; mod 2) si aucun §; n'est 1/2,
L sinon.

On voit que deux 7-uplets équivalents sous Rel ont méme forme normale. On
constate que deux 7-uplets parmi nos (45 x 3) 7-uplets sont équivalents sous
Rel si ils ont la méme forme normale : les rares cas ou plusieurs des 45 x 3
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solutions donnent la méme forme normale sont tranchées par implémentation
de l'action de MCG(S2).

Cela facilite la manipulation algorithmique de la relation Rel. Dans le ta-
bleau suivant, on donne les 45 7-uplets correspondants aux 45 solutions de la
liste de Tykhyy-Lysovii et leurs images sous ss et sys555 (V). Plus précisément,
on en donne des représentants modulo changements de signes et translations

par des éléments de (2Z)7, ce qui ne change pas les traces correspondantes.

Les solutions qui sont identifiées sous Rel le sont par couples et sont dans
la méme ligne. Chacun de ces couples contient un élément de la colonne 2. On
remplace cet élément par une fleche pointant vers la case de ’autre membre
du couple, un tel élément sera dit rayé dans la suite.

1. Les transformations ss et s, sont décrites dans [LTO08].
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n’ | (o12,023,013) [0 [s50] [$2555a0)
1 1(2/3,1/3,1/2) | (2/5,1/3,1/5,2/3) (2/5,7/15,3/5,2/15) (4/5,1/15,1/5,4/15)
2 | (1/3,1/2,1/3) | (1/5,1/5,2/5,2/5) — (3/5,1/5,0,0)
3| (1/3,1/2,1/3) | (1/2,1/3,1/3,1/2) — (5/6,0,0,1/6)
4 | (1/2,1/2,1/3) | (1/2,1/2,1/4,2/3) | (11/24,11/24,17/24,7/24) (23/24,1/24,5/24,5/24)
5 | (1/2,3/4,1/3) | (1/3,3/4,1/3,3/4) — (11/12,0,5/12,0)
6 | (4/5,1/3,1/3) | (2/5,2/5,1/5,2/3) | (13/30,13/30,19/30,1/6) (5/6,1/30,7/30,7/30)
7 1(2/5,1/3,1/3) | (1/5,1/5,2/5,1/3) | (11/30,11/30,1/6,7/30) (17/30,1/6,1/30,1/30)
8 | (1/2,1/2,1/3) | (2/7,2/7,2/7,4/7) (3/7,3/7,3/7,1/7) (5/7,1/7,1/7,1/7)
9 | (2/3,2/3,1) | (1/2,1/4,1/2,3/4) — (1,1/4,0,1/4)
10 | (1/2,2/3,3/4) | (1/3,1/4,1/2,2/3) (13/24,5/8,3/8,5/24) (7/8,7/24,1/24,1/8)
11 | (2/3,1/3,1/2) | (1/2,2/5,1/5,4/5) (9/20,11/20,3/4,3/20) (19/20,1/20,1/4,7/20)
12 | (3/5,2/3,1/2) | (2/5,2/5,1/2,4/5) | (13/20,13/20,11/20,1/4) (19/20,1/4,3/20,3/20)
13 | (4/5,3/5,3/5) | (2/5,2/5,2/5,2/3) (8/15,8/15,8/15,4/15) (14/15,2/15,2/15,2/15)
14 | (1/5,2/5,1/5) | (1/5,1/5,1/5,1/3) (4/15,4/15,4/15,2/15) (7/15,1/15,1/15,1/15)
15 | (1/2,1/2,2/3) | (1/2,1/2,1/5,3/5) (2/5,2/5,7/10,3/10) (9/10,1/10,1/5,1/5)
16 | (1/3,0,3/5) (0,0,0,4/5) — (2/5,2/5,2/5,2/5)
17| (1/3,0,1/5) (0,0,0,2/5) — (1/5,1/5,1/5,1/5)
18 | (2/3,3/5,3/5) | (1/3,1/3,1/3,4/5) | (17/30,17/30,17/30,1/10) (9/10,7/30,7/30,7/30)
19 | (2/3,1/5,1/5) | (1/3,1/3,1/3,2/5) | (11/30,11/30,11/30,3/10) (7/10,1/30,1/30,1/30)
20 | (1/2,1/4,2/3) | (1/2,1/2,1/2,2/3) (7/12,7/12,7/12,5/12) (11/12,1/12,1/12,1/12)
21 | (1/2,1/2,1/4) | (1/3,1/2,1/2,2/3) — (1,1/6,1/6,0)
22 | (2/5,2/5,1/2) | (1/3,1/5,1/3,2/5) | (3/10,13/30,3/10,7/30) (19/30,1/10,1/30,1/10)
23 | (1/3,2/5,1/3) | (1/5,1/3,1/5,1/2) | (5/12,17/60,5/12,7/60) (37/60,1/12,13/60,1/12)
24 | (1/5,1/5,4/5) | (2/5,1/3,2/5,1/2) | (5/12,29/60,5/12,19/60) (49/60,1/12,1/60,1/12)
25 | (4/5,2/3,2/3) | (2/5,1/2,1/3,4/5) | (37/60,31/60,41/60,13/60) | (59/60,7/60,17/60,11/60)
26 | (1/3,1/3,1/2) | (1/3,1/3,1/3,3/5) (7/15,7/15,7/15,1/5) (4/5,2/15,2/15,2/15)
27 | (1/5,1/3,1/2) | (1/3,1/3,1/3,1/5) (4/15,4/15,4/15,2/5) (3/5,1/15,1/15,1/15)
28 | (2/3,1/5,1/3) | (3/5,2/3,3/5,2/3) — (11/15,0,1/15,0)
29 | (2/3,3/5,0) | (1/3,4/5,1/3,4/5) — (13/15,0,7/15,0)
30 | (1/2,2/3,1/3) | (1/2,1/2,1/2,3/4) (5/8,5/8,5/8,3/8) (7/8,1/8,1/8,1/8)
31 (1/3,1/3,1/5) (0,0,0,2/3) — (1/3,1/3,1/3,1/3)
32 | (1/3,1/3,5/7) | (4/7,4/7,4/7,1/3) | (19/42,19/42,19/42,29/42) | (41/42,5/42,5/42,5/42)
33| (1/3,1/3,3/7) | (6/7,6/7,6/7,1/3) | (25/42,25/42,25/42,37/42) | (23/42,11/42,11/42,11/42)
34 | (1/3,1/3,1/7) | (2/7,2/7,2/7,1/3) | (13/42,13/42,13/42,11/42) | (25/42,1/42,1/42,1/42)
35| (1/5,4/5,0) | (1/2,2/5,1/2,2/5) — (9/10,0,1/10,0)
36 | (1/3,2/3,0) | (1/2,1/5,1/2,1/5) — (7/10,0,3/10,0)
37| (2/3,1/2,1/3) | (1/3,1/2,1/3,2/5) | (9/20,17/60,9/20,23/60) (47/60,1/20,7/60,1/20)
38 | (2/3,4/5,3/5) | (1/3,1/2,1/3,4/5) | (13/20,29/60,13/20,11/60) | (59/60,3/20,19/60,3/20)
39 | (1/2,1/3,3/5) | (1/3,1/3,1/3,1/2) (5/12,5/12,5/12,1/4) (3/4,1/12,1/12,1/12)
40 | (1/2,1/2,3/5) | (1/2,1/2,1/3,1/5) | (4/15,4/15,13/30,17/30) (23/30,7/30,1/15,1/15)
41 | (1/2,4/5,1/2) | (1/2,1/2,1/3,2/5) | (11/30,11/30,8/15,7/15) (13/15,2/15,1/30, 1/30)
42 | (2/3,3/5,3/5) | (1/3,1/2,1/3,1/2) — (5/6,0,1/6,0)
43 | (1/2,2/5,1/3) | (1/2,1/2,1/2,1/5) | (7/20,7/20,7/20,13/20) (17/20,3/20,3/20,3/20)
44 | (1/2,2/3,1/5) | (1/2,1/2,1/2,2/5) | (9/20,9/20,9/20,11/20) (19/20,1/20,1/20,1/20)
45 | (1/2,1/5,2/5) | (1/2,1/2,1/2,2/3) (7/12,7/12,7/12,5/12) (11/12,1/12,1/12,1/12)
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Le 7-uplets (0, o) de la ligne i sera noté [i, 1]. Le 7-uplets (s50, 0) de la ligne
i sera noté [i,2]. Le 7-uplets (s;85550,0) de la ligne i sera noté [i, 3].

2.3. Matrices de monodromie

On donne ici des matrices qui donnent la monodromie du membre générique
d’une déformation isomonodromique donnée par une solution irréductible (non
nécessairement algébrique) de I’équation de Painlevé VI.

Si R est un feuilletage de Riccati a quatre poles logarithmiques, alors la mo-
nodromie p de R est donnée par I'image de lacets simples fermés «q, a1, o, Qo
qui font le tour de 0,1,¢,00 dans le sens direct, donc donne un systeme de
générateurs de 7 (P! \ 0,1,¢,00). On suppose de plus a1 = 1, comme
dans la figure 1 Soit p(a;) = M;. Posons t; = trace(M;) et t;; = trace(M;M;).
On remarque t;; = t;;. Si p est irréductible, elle est déterminée (modulo conju-
gaison) par les 7 traces (¢;)i=0,1t.00 €t to1,%1¢, tos. On donne des matrices cor-
respondant a p pour des traces génériques.

M 0 -1 Tt +iR 0
0— ) 1= 1 1 1 1 )
1 ¢ —t01+§t0t1—§t0R §t1—§R
a b .
M, = ou
c d
a=1 2192ty 4 (b1 too =2ty by tor —2 tor—too R)to—4 ti+tos tos tr+tor tog R+2 b1 B2ty tor 2+t 2ty —tg ty R—2too tog |
=2 P )
b— (=t Bty ty+211;)t01 2+ (2 too B4 to+ts 2t to—2 Ly to tr— Rty tor—ts > tor+te t1 to R)tor+to (—te to R—ts to t1+2 1t trp—too Rts —4too+2tor Rty too) |
= PQ !
oo Tteo (=Rts+t2=2)to® +(—ts t1 =2 tos tos —2 Rtoo tor +t1r t12+2 too tor t1+tor tor t1>+te R—tos tos Rt; =2ty —try tq R)to>
= 50
n (41 tor—2 too tor 2 +4 tr tor —2 tor tor bty +t1 2 toy R—4 too—ts Stoi+Hts 2 too+2 tyy Rtgr —2 toy R+2 tor tor 2 R—too Rt; —2 t1y tog t1)to
PQ
to1 (2 tor 2 tor—te tor R—ty tg tor +2 tyy tog —4 toy+t1 2 to+2 tog R—Rit; t(n) .
+ 70 ;
d=1u 24 4(—tor tos +ts R—too t9)ts —4 ti+2 too tos —tor tor R—2t1 Rtoo tg R+21g to; .
= r ;
R? =12 — 4;
2 2 2
P=—4+ty°—tostot; +1t1°+ tp° et
Q=—2ts+1tt; —ty R.
Remarque 2.3.1. — On note que ces matrices sont a coefficients dans Q((t;), (ti;), R).

On mettra ces formules sur la page web de I'auteur.

2.4. Action de Galois sur les solutions algébriques de Painlevé VI

Les 7-uplets manipulés correspondent a des 7-uplets de traces d’éléments du
groupe de monodromie (définies au signe pres puisque 'on regarde la mono-
dromie projective) ; chacun de ces derniers est défini sur un corps de nombres
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K = Q((cos(m8;), (cos(moij))) = Q(Re(&)i=1..7), out les & sont des racines de
I'unité, puisque dans la liste ci-dessus les 0; et les o;; sont rationnels.

Comme l'action du mapping class group de la sphere épointée quatre fois
sur les 7-uplets de traces est donnée par des polynomes a coefficients entiers, il
est clair que, pour tout n € N*, tout élément de Gal(Q, Q) réalise une bijection
de I'ensemble des orbites de taille n pour cette action.

Ainsi, on a une action de Gal(Q, Q) sur I'ensemble des solutions algébriques
de degré n de I'équation de Painlevé V1.

Le corps K est inclus dans une extension galoisienne abélienne de Q : L =
Q(&) pour £ une racine de 'unité d’ordre d, le plus petit commun multiple des
ordres des &;. Par application du théoreme fondamental de la théorie de Galois,
on obtient que L est une extension galoisienne de Q de groupe Gal(K, Q) donné
par les restrictions des éléments de Gal(L,Q) & K, i.e. par les restrictions des
L — L, &+ & on j est premier & d. L'image de cos(nf) par un tel élément est
cos(jn0), Paction de Gal(Q,Q) s’implémente donc aisément sur les 7-uplets
(00,01,0¢, 000,001,011, 001 ).

On donne ci-dessous pour chaque degré, les [i, j] dont les classes sous Rel
sont identifiées par Gal(Q, Q).

degré orbites

5 {00y, {01, 3] 1, 213, {12, 313, {12, 1]}

1,
6 {310} {[4,2], (4,31} . {[7, 1], [6, 1]}, {[3, 3]} , {[4, 1]},

2
{15, 13, {[7,3],16,2], [7, 2], [6, 3]} , {[5, 3]}

7 {[8,1], 8,21, [8, 3]}

{(11,2], [12,2], [11, 3], [12, 3]}, {[10, 3], [10, 2]}, {[10, 1]} , {[9, 3]},

® (011,11, [12,1]}, {9, 1]}

9 {[13,2],[14, 2], [13, 3], [14, 3]} , {[13, 1], [14, 1]}

{[16,3], (17, 3]}, {[15, 2], [15, 3]}, {16, 1], [17, 1]} ,

10 {115, 1]}, {[18,2], [19,2], 18, 3], [19, 3]} , {18, 1], [19, 1]}
12 {120,2],[20,3]}, {[22, 1]} , {[21, 3]} , {[20, 1]}, {[25, 1]},
{122,2], 122,31}, {123, 1], 124, 1]}, {[21, 1]}, {[23, 2], [24, 2], (23, 3], [24, 3]} , {25, 2], [25, 3]}
15 {126, 1], 27, 1]}, {[26, 2], [27, 2], [26, 3], [27, 3]}, {[28, 1], [29, 1]} , {[28, 3], [29, 3]}
16 {[30,2], [30, 3]} , {[30, 1]}
18 | {[32,2],[33,2],[34,2],32,3], 33, 3], [34, 3]}, {[31, 3]} , {[32, 1], [33, 1], [34, 1]}, {[31, 1]}
20 {137,1], 38, 1]}, {35, 1], [36, 1]} , {35, 3], [36, 3]} , {38, 2], [37, 3], [38, 3], [37, 2]}
24 {[39,2],[39,3]},{[39,1]}
30 {[40, 2], [41, 2], [40, 3], [41, 3]}, {[40, 1], [41, 1]}
36 {142,3]}, {[42,1]}
40 {43, 2], [44, 2], [43, 3], [44, 3]}, {[43, 1], [44, 1]}
72 {[45,2], 45, 3]}, {[45, 1]}
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Notons que ce calcul simplifie les questions de factorisation de monodromie,
comme le montre le lemme 2.4.2.

Définition 2.4.1. — Soit p : I' — SLy(C) une représentation irréductible
d’un groupe finiment engendré. On suppose trace(p(G)) C K, avec K une ex-
tension finie galoisienne de Q. La classe de conjugaison [p] de p est déterminée
par L, = (trace(p(g)))ger- Si o € Gal(K,Q), on définit une classe de conju-
olp) = oL, (la
variété des caracteres de I' est définie sur QQ, tout comme son fermé image des
représentations réductibles).

gaison o[p| de représentations irréductibles de I" en fixant L

Lemme 2.4.2. — Si p et K sont comme dans la définition précédente et si
p se factorise par f : T' — A, alors pour tout o € Gal(K,Q), tout élément de
olp] se factorise par f.

Démonstration. — Soit r : A — SLy(C) un morphisme de groupes tel que
ro f=p.

D’apres [MRO03, Corollary 3.2.4 p 115], quitte a conjuguer p par une matrice
de SL3(C), on a p : I' — SLo(L) avec L une extension de degré 2 de K. Soit
M la cloture galoisienne de L.

Notons Gy = Gal(k,Q). Par le théoreme fondamental de la théorie de Ga-
lois, on a une surjection Gy — Gk induite par la restriction de Gs a K.

Ainsi tout élément 0 € Gk se prolonge en un élément & € Gjp;. On peut
ainsi faire agir & sur les éléments de SLa(M).

On a de cette fagon

g.(rof)=(a.r)of.
Si A € SLo(M), alors trace(6.A) = &(trace(A)), en particulier .(ro f) € olp],
comme on vient de voir que cet élément se factorise par f, cela donne le

résultat.
O

2.5. Solutions pull-back

Si une solution algébrique de Painlevé VI est associée a une déformation
isomonodromique de feuilletages de Riccati (Rs) donnée par restriction d’un
feuilletage de Riccati R au dessus de C x P! aux fibres de 7¢ : C x P! — C,
on dit que la solution est pull-back si R est birationnellement équivalent a un
pull-back strict d’un feuilletage de Riccati Rg au dessus d’une courbe Cy. Si
¢ : C x P! = Cy est I'application qui réalise le pull-back, alors la restriction
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¢s de ¢ a la fibre générique de me est une application holomorphe. Cette
restriction est non constante, puisque R a de la monodromie. Ainsi ¢; est un
revétement ramifié, Co = P! et Ry = ¢%(Ro).

Dans sa these [Dial2], Karamoko Diarra a décrit une méthode par laquelle
on peut déterminer si une déformation isomonodromique peut étre obtenue par
pull-back & parametre d'un feuilletage de Riccati au dessus de P!. Dans cette
section on en reprend rapidement le contenu en se restreignant a notre situation
ou la déformation est donnée par une solution algébrique de I’équation de
Painlevé VI. Cela permet d’établir le résulat suivant.

Théoréme 2.5.1. — Soit (¢q,t) : C — P! x P! une solution algébrique de
Uéquation de Painlevé VI. Soit R le feuilletage de Riccati au dessus de C x P!
aSSOCié.

— Si(q,t) correspond a l’élément a la k-iéme ligne dans la premiére colonne
du tableau p 49, alors R est pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus
d’une courbe sauf si k =16, k =17 ou k = 31.

— Si(q,t) correspond a ’élément a la k-iéme ligne d’une autre colonne alors
R n’est pas pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe
sauf si k = 8,16,17,30 ou k = 31.

On peut associer au feuilletage Rg une structure orbifolde entiere Pr, -
P! — N* U {co} en fixant p(t) = ordre de la monodromie locale de R autour
de t. Si ¢ n’est pas un pdle de Ry, cela signifie p(t) = 1. Si ¢, est un revétement
ramifié, on définit le tiré en arriere r = ¢ (]3;0) de pr, par ¢, comme suit :
r(z) = p(t)/n si ¢s ramifie & 'ordre n en x, avec ¢s(x) = t. Notons que r est
alors & valeurs dans Q7 U {oo}, on parle encore de structure orbifolde dans ce
cadre. On obtient, pour tout pole z de R, I'inégalité

Pr. () Z &5(pg ) ().

De plus, si la solution de (PVI) est non constante, il existe une valeur critique
mobile ¢(s) de ¢5, image d’un point de ramification k(s).
Ainsi pour une solution non constante de (PVI),

1 k(s %
P, — — 52 > ¢i(pg,) ()

Cette inégalité peut étre profitablement employée dans le cas ou (P!, BRO)
est un orbifolde uniformisable, & savoir est un quotient de X = H, C ou P!
par un groupe I' d’isométries muni de sa structure orbifolde entiere naturelle,

donnée par p(t) = l'ordre du stabilisateur de y dans I', ou y est dans la fibre
de t pour X — P!,
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D’apres les travaux sur 'uniformisation de Klein et Poincaré, toute struc-
ture orbifolde entiere sur P! de support contenant au moins trois points est
uniformisable. Ainsi, le fait que la monodromie de R soit irréductible implique
que la structure orbifolde Pr, SU P! soit uniformisable.

De plus, tout orbifolde uniformisable est muni de la métrique induite par
son revétement universel X, qui est singuliére uniquement sur le support de la
structure orbifolde. Par triangulation géodésique, si X = P! ou X = H, l'aire

de Dorbifolde pour cette métrique est donnée par A = 27y ou A = —27y ou
1
@) =2+ Y (1)
tep! p(t)

est appelée la caractéristique d’Euler de orbifolde. Ainsi, si x = 0 alors X =
C:;siyx>0alors X =P etsiy<0alors X =H.

On voit que x < 0 deés que le support de p contient au moins cing points.
Par analyse exhaustive pour les supports de cardinal 3 et 4, on voit que les
seules structures orbifoldes entieres p = Pg, SUr P! avec x(P',p) > 0 et Ry
de monodromie irréductible sont données par les listes de valeurs non triviales
suivantes :

— pour x =0: (p(t;)) = (2,2,00),(2,3,6),(2,4,4),(3,3,3) ou (2,2,2,2) ;

— pour x > 0: (p(t;) = (2,3,3),(2,3,4),(2,3,5) ou (2,2,k), k < 0.

Si ¢g : P! — P! est un revétement ramifié de I'orbifolde uniformisé par H
(P, p), alors on peut tirer en arriere par ¢, la métrique donnée par p. L’aire
de P! pour la métrique tirée en arriere est alors donnée par —2my (P!, ¢%(p)),
comme on peut le voir en utilisant une bonne triangulation. On en tire ainsi

X(P',¢5(p)) = d - x (P, p).
Dans notre contexte de structure orbifolde associée a une équation de Riccati
sur P!, pour p = PR, I'inégalité (x) permet d’obtenir
X(P,p, ) +1 < X(P', 65 (py )
et

XY )+ 1< d-x(Phpg ).
Pour X(Pl,QRO) < 0, cela donne une borne pour le degré d de ¢s.

1. Par exemple, on voit ainsi que si X(Pl,QRO) < 0 et Py, @ un support

contenant au moins quatre points et mazx(p,, ) = m alors

Pr,
X(B' py ) < 1/m—1/2
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et, par une majoration grossiere, y (P, BRS) +1 > —1, ce qui fournit

2m
d< .
“m—2

Ainsi, pour m > 6, d < 2 et la déformation (non triviale) R, est
membre d’une solution & parametre, puisque 'exposant k/m de Ry peut
étre remplacé par n’importe quel autre exposant dans la déformation a
quatre poles ¢%(Rp), vu que m > 2.

2. Par des raisonnements du méme type, en raffinant I'estimation de x (P!, Py ),
on voit que si Pr, satisfait (P!, BRO) < 0 et a un support de cardinal 3, ’
les seuls triplets de valeurs non triviales possibles pour Pg, correspon-
dant & une solution pull-back sans parametre de (PVI) sont les suivantes
(2,3,7),(2,3,8),(2,3,9).

3. De plus, on sait que les solutions icosaedrales, octaedrales et tétraedrales
de Boalch sont obtenues par pull-back, en vertu d’un théoreme de Klein.

On peut appliquer cela aux solutions du tableau page 49. Par 3., dans la
premiere colonne, toutes les solutions non contenues dans

S ={[8,1],[16,1],[17,1],[31,1], [32, 1], [33, 1], [34, 1]}

sont obtenues par pull-back et il en est de méme pour les solutions contenues
dans ¥ = {[31, 3], [16, 3], [17, 3]}. Toute solution non rayée de la colonne 2 est
Galois équivalente a la solution de la colonne 3 de la méme ligne. Il reste donc
a traiter les solutions de S et les solutions de la colonne 3 non contenues dans
Y. Inspectant les dénominateurs des exposants de ces solutions, on constate
que ces solutions ne peuvent étre obtenues par pull-back d’un Rg avec

X(P',pp ) > 0.
En notant
max(yRs) < maw(QRO),
en utilisant 1. et en inspectant les dénominateurs, on voit que ces solutions
ne sont pas obtenues par pull-back d’un Rq avec PR, de support de cardinal
> 3. Par 2., il reste a voir lesquelles de ces solutions peuvent étre obtenues par
pull-back d’un Ry associé a (2,3,7),(2,3,8) ou (2,3,9).

Encore par inspection des dénominateurs, on voit que cela est envisageable
uniquement pour [8, 1], [8, 3], [30, 3], [32, 1], [33, 1], [34, 1]. Comme les ensembles
{[8,1],[8, 3]} et {[32,1],[33,1], [34, 1]} sont contenus dans des orbites sous Ga-
lois, il suffit de voir lesquelles de solutions [8, 1], [30, 3] et [34, 1] sont obtenues
par pull-back d’'un Ry associé a (2,3,7),(2,3,8),(2,3,9).
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Les types de ramification des revétements qui permettent de tirer en arriere
ce type de Ry ont été identifiés par C. Doran dans [Dor01, Corollary 4.6 p
79]. Dans [Boa07], Boalch a en fait obtenu la solution [34, 1] par pull-back
en utilisant un de ces revétements (de degré 10), il y a aussi remarqué que sa
solution de Klein, la solution [8,1] ici, est obtenue par un des revétements de
degré 12. De méme, il y a remarqué que [30, 2] est obtenue par pull-back, il en
est donc de méme pour sa Galois conjuguée [30, 3.

Finalement, les solutions obtenues par pull-back sont

— toutes les solutions de la premiére colonne sauf [16, 1], [17,1], [31,1] et

— les solutions [16, 3], [17, 3], [30, 2], [30, 3], [31, 3], [8, 2], [8, 3].

Cela conclut la preuve du théoreme 2.5.1.

Pour usage ultérieur notons ce qui suit.

Lemme 2.5.2. — Les feuilletages de Riccati R non pull-back de feuilletages
de Riccati au dessus de courbes décrits au théoréme 2.5.1 ont une monodromie
Zariski-dense dans PSLy(C).

Démonstration. — Soit (Rs) la déformation isomonodromique & quatre poles
associée a un tel R. Soit sy générique et G le groupe de monodromie de R, .
Le groupe G est infini d’apres Klein comme on I’a indiqué dans la preuve du
théoreme 2.5.1. Par définition du tableau p 49 , G est aussi irréductible.
Raisonnons maintenant par I'absurde. Si G n’est pas Zariski-dense, par
connaissance des sous groupes non Zariski-denses de PSLy(C) (voir [Chu99]),
il doit donc étre "un groupe dihédral infini”. On entend par la que, pour une
coordonnée z sur la sphere de Riemann et un sous groupe infini H de C*, de
la forme By UE; ot By = {z+— a-z,a0 € H} et By = {z+— X, a € H}. On
constate alors, par examen des exposants (0; # k/2) pour les solutions non
pull-back données au théoreme 2.5.1, que G est engendré par un systéme de
générateurs dont aucun n’est d’ordre 2 ; cela montre que ces générateurs sont

dans Fq et G C Eq, ce qui est absurde. ]

2.6. Corps de traces du groupe de monodromie

Voici un énoncé qui permet de circonscrire la monodromie du feuilletage de
Riccati déduit d’une solution algébrique de (PVI).
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Lemme 2.6.1. — Soit (q,t) : C — P! x P! une solution algébrique de (PVI)
de paramétres (0, 01,0, 0) avec, pour tout i, 0; ¢ %—i—Z. Soit R le feuilletage
de Riccati obtenu au dessus de X = C x P! a partir de cette solution. Soit
Dy la réunion des quatre sections x = 0,1,t(s),00 de 7 : X — C qui donnent
les poles de Rs et D la réunion de Dy et des fibres s = sg pour lesquelles
t(s0) = 0,1 ou co. On suppose que la monodromie de Ry n’est pas abélienne.
Alors I'image de la monodromie a linfini de R| = Rx\p est formée d’éléments
quasi unipotents et contenus dans l'image de la monodromie de la restriction
RljF a une fibre générique de .

Démonstration. — D’abord, toutes les fibres F' : s = sg de 7 satisfaisant
t(s0) # 0,1, 00 donnent la méme image pour la monodromie de R|jr. Ensuite,
il suffit de faire une discussion au voisinage d’une fibre G : s = s; avec t(s1) =
0,1 ou co. Quitte & changer de coordonnée sur P!, on peut supposer ¢(s1) = 1.
Soit n 'ordre de contact entre x = t(s) et x = 1 en s = s1. Soit F' # G une fibre
de 7 voisine de G. Par l'algorithme de calcul du 7; pour un fibré localement
trivial avec section, on détermine une présentation du groupe fondamental
d’un voisinage V de G dans X :

asoarag =1, [y,o5] =1, [y(ovar)", o] = 1; >

7T1(V):<’7,C¥0,C¥1,C¥t,aoo 'L_OOO]_lt
- % ) -

Le lacet v est un lacet simple qui fait le tour de G et a; est un lacet simple
dans F' qui fait le tour de la section x = i de 7. Soient ' et A; les images de
v et «; par la représentation de monodromie de R|.

On remarque que Ag ou A est non trivial, puisque sinon la monodromie de
R est abélienne. On fait un raisonnement dans le cas ol ces deux éléments sont
non triviaux ; un raisonnement analogue fonctionne si I’'un d’eux est trivial.

La condition 0; ¢ %—l—Z, signifie qu’aucun des A;, i = 0,1,¢, 00 n’est d’ordre
2. Les relations [I', A;] = 1, i = 0,00 imposent donc que que I'; Ay et A
ont les mémes points fixes sur P, & moins que I' soit trivial. Si I n’est pas
trivial, on remarque A;A; = (AgAs) ™!, et donc si I'élément T'(A; A1)™ est non
trivial, il a les méme points fixes que Ag et Ao, mais dans ce cas les relations
I'(AA1)", Aj] =1, j = 1, ¢t indiquent que A; et A; -qui ne sont pas d’ordre 2-
commutent a Ag et Ay, ce qui est absurde puisque la monodromie de R, est
irréductible. Finalement, ' = 1 ou I" = (4;A;)™" = (ApAx)". Dans le second
cas, comme Ag et A, sont tous deux d’ordre fini ou paraboliques dans un
méme sous groupe abélien de PSLy(C), on a I' du méme type, en particulier,
il est quasi unipotent.
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Ceci est suffisant pour conclure la preuve, d’apres Kashiwara [Kas81, pro-
position 3.3. p 766]. O

Proposition 2.6.2. — Les feuilletages de Riccati R associés aux solutions
sporadiques irréductibles de (PVI) qui ne sont pas obtenues par pull-back de
feuilletages de Riccati au dessus de courbes (cf théoréme 2.5.1) ont une mono-
dromie pull-back d’un facteur de la représentation tautologique d’un "polydisk
Shimura D-M stack” au sens de [CS08, Theorem 2 p 1273].

Démonstration. — Soit R comme dans ’énoncé. D’apres le lemme 2.5.2; la
monodromie de R est Zariski-dense. Elle est aussi quasi-unipotente a I'infini
d’apres le lemme 2.6.1. La monodromie de R ne factorise pas par une courbe,
c’est en fait en ce qu’on montre pour montrer le théoreme 2.5.1. On peut ainsi
appliquer le théoreme [CS08, Theorem 2 p 1273].

O

Une question naturelle est d’estimer la dimension du polydisque en question.

En regardant le travail de Corlette et Simpson on peut voir, dans le cas
ou la représentation de monodromie est définie sur une extension totalement
imaginaire L d’une extension F' totalement réelle de QQ, que cette dimension
est majorée par le degré de I'extension Q — F'.

On peut appliquer cela aux feuilletages associés aux solutions sporadiques
irréductibles non pull-back de (PVI) qui sont paramétrées par C = P'. En
effet le groupe de monodromie G de R est alors engendré par les éléments de
monodromie & I'infini, puisque P! x P! est simplement connexe, et ’application
du lemme 2.6.1 nous montre que G est en fait engendré par le groupe de
monodromie de Rg. C’est 'objet de la proposition suivante.
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Proposition 2.6.3. — 1. Parma les solutions sporadiques irréductibles non
pull-back de (PVI) qui sont paramétrées par C = P! seules les suivantes
(et leurs Galois conjuguées) ont un groupe de monodromie G dont le
corps des traces F = Q(trace(Q)) est une extension au plus quadratique

de Q.

- [2>3]7F = Q(\/g) ;
- [37 3]’F = Q(\/g);
- [9’ 3]’F = Q(\/?) ’
- [16,1], F = Q(+/5)

2. De plus, G est défini sur une extension totalement imaginaire de F'.

3. En outre, si une solution sporadique irréductible non pull-back de (PVI)
qui n’est pas paramétrée par C =P a un corps de trace F de degré < 2
sur Q alors cette solution est la solution [31,1] et F = Q(+/5).

Démonstration. — 1. Comme on l'a dit ci-dessus, si la solution est pa-
ramétrée par P! le groupe de monodromie G du feuilletage R corres-
pondant est aussi celui de Rg. De plus, le corps des traces du groupe
de monodromie de R est F' = Q((cos(7#;), (cos(moyj))). Connaissant les
parametres (6;) et o;; le résultat se résume donc a un calcul simple.

2. les matrices que nous proposons dans la section 2.3 montrent dans chacun
des cas notre assertion.

3. C’est le méme calcul qu’au 1., avec une moindre portée puisqu’on ne peut

appliquer le lemme 2.6.1.
O

Remarque 2.6.4. — Reprenons certains éléments de la liste de la proposi-
tion 2.6.3 et commentons.
—[3,3], F = Q(v/3), c’est la solution que nous utilisons au chapitre 4
~ [16,1], F = Q(v/5), cette solution et sa Galois conjuguée apparaissent
lorsque 'on regarde les contacts entre les feuilletages modulaires associés
4 v/5 donnés par Mendes et Pereira dans [MPO5] et le pinceau des droites
issues du point triple de leur diviseur invariant (commun).
—[9,3], F = Q(+/2) ; cette solution apparait étre un bon candidat pour obte-
nir la structure transverse des feuilletages modulaires de Hilbert associés
A v/2, par la méme méthode que celle utilisée pour v/3.






CHAPITRE 3

FEUILLETAGES TRANSVERSALEMENT
PROJECTIFS

La notion de structure transversalement projective (singuliere) a été d’abord
étudiée par B. Scardua dans sa these [Scd97]. Les contributions suivantes dans
ce domaine ont été celles de [CLNLT07] et [LP07]. On se référera librement
a ces trois références. On donne quelques résultats utiles avant de s’intéresser a
la structure transversalement projective des feuilletages modulaires de Hilbert.

3.1. Feuilletages, structures transversalement projectives

On reprend ici la définition de Loray-Pereira.

Définition 3.1.1. — Soit F un feuilletage holomorphe singulier sur une variété
complexe lisse X. Une structure transversalement projective pour F est la
donnée d’un P'-fibré P sur X muni d’un feuilletage de Riccati R et d’une sec-
tion méromorphe o telle que c*R = F. On dit alors que F est un feuilletage
transversalement projectif.

Définition 3.1.2. — Deux structures transversalement projectives (P;, R;, 0;)
sont dites biholomorphiquement (resp. biméromorphiquement) équivalentes si
il existe une transformation biholomorphe (resp. biméromorphe) de fibrés ®
telle que (I)*(PQ, RQ, 02) = (Pl, Rl, 01)

Pour un feuilletage sur une surface complexe lisse, parmi tous les représentants
biméromorphes d’une méme structure transversalement projective, Loray et
Pereira [LP07] ont défini un représentant préféré; nous en donnons tout de
suite la définition dans le cadre restreint des des structures transversalement
projectives a poles logarithmiques.
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Définition 3.1.3. — Soit ¥ = (7, R, o) une structure transversalement pro-
jective a poles logarithmiques pour un feuilletage sur une surface complexe
lisse. On dit que X est sous forme minimale si R n’a aucun pole apparent et
si, pour toute composante de pole D de R, o|p est génériquement disjointe
des sections de singularités au dessus de D.

Ils ont montré (sur les surfaces) [LP07, Theorem 1.1] que toute struc-
ture transversalement projective a poles logarithmes possede un représentant
biméromorphe sous forme minimale et que ce dernier est unique modulo trans-
formations biholomorphes de fibrés.

Lemme 3.1.4. — Soit X une variété compleze de dimension > 0. Soit (E,R,0)
une structure transversalement projective sur X. Si ® est transformation bi-
rationnelle de jauge de E qui réalise un automorphisme de (E,R,0), alors ®
est triviale.

Démonstration. — Si U est un ouvert de trivialisation de E connexe, dans une
trivialisation au dessus de U, ® s’écrit U x Pt --» U x P!, (2, 2) — (z, A(2).2)
avec A : U --» PSLy(C). Soit xy € U un point qui n’est pas un pole de R. Dans
un voisinage V' C U de x on peut faire un changement de variable holomorphe
2! = B(z).z et redresser R sur dz’ = 0, o s’écrit alors 2’ = f(z) avec f ouverte.
La fonction x — C(x) = BAB~!(z) définit alors un automophisme de dz = 0,
elle est donc constante : C(x) = C. De plus, C.f(x) = f(z) pour tout x de
V, comme f est ouverte, C = 1. Ainsi A = 1 sur V, et par prolongement
analytique A = 1 sur U, ce qui conclut la preuve. ]

3.2. Projection des conjugaisons

Lemme 3.2.1. — Soit p : Y — X un revétement étale entre variété com-
plexes lisses connexes. Soient ¥; = (E;, R, 04),1 = 1,2 deuz structures trans-
versalement projectives sur X. Si p*¥q et p*Yo sont birationnellement (resp.
holomorphiquement) équivalentes, alors X1 et Yo le sont aussi.

Démonstration. — Soit (Uj)ecs un recouvrement de X par des ouverts élémentaires
de p assez petits. On peut supposer que les E; sont trivialisables au dessus des
Uj et sont donnés par changements de trivialisations ((b;k) jkeg- Alors p*E;
est donné par les ouverts de trivialisation (V;) = (p~1(U;)) et les changements
(" 5 )-

Si ¥ est une transformation de jauge birationnelle satisfaisant ¥*p*Y¥s =
p*Y; alors elles est données par ses matrices (A;) dans les trivialisations, i.e.
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par des fonctions A; : V; --» PSLy(C) satisfaisant A; = (p*¢i7j)Ak(p* }k)
On veut montrer A; = p*B; pour B; : U; --» PSLy(C). Les matrices B;
satisfairont alors B; = qﬁz’jBkgbjl-,k et définiront un isomorphisme birationnel
(resp. holomorphe) de fibré : ¢ : E; --» E3. On aura alors un diagramme
commutatif de P'-fibrés comme ci-dessous.

p*Ey Al

g

p*Eo ? Es

On fixe un j et travaille au dessus de U = Uj. L'ouvert V' = V; est union
disjointe de connexes (Wy,)menr tels que py, = PW, W, — U est un isomor-
phisme. Notons A = A;. Soient m,n € M, on a, par définition, en restreignant
convenablement, p,,U*p% Yy = By = py,, U*pk X done p, Up, 'p, ¥ 1p, 1 in-
duit un automorphisme de Xi9|;7, d’apres le lemme 3.1.4, cela implique p, Vp,, =
pm¥pt. Ainsi A = p*B ol B est la matrice de p,¥p,!. On conclut en
déduisant du diagramme commutatif que R; = ©*Ro, puisque p, et ¥~!
sont génériquement des submersions. O

Lemme 3.2.2. — Soit p : Y — X est un revétement ramifié entre variétés
complexes lisses connexes. Soient ¥; = (E;, R;,0;),1 = 1,2 deuz structures
transversalement projectives sur X . Soient D le lieu de ramification de p et D;
le lieu polaire de R;. On suppose que les D; n’ont pas de composante commune
avec D. Si p*3¥1 et p*¥a sont birationnellement (resp. holomorphiquement)
équivalentes, alors 31 et Yo le sont aussi.

Démonstration. — On applique le lemme 3.2.1 a 3| x\ p. On obtient ainsi une
équivalence de jauge birationnelle entre Y1 et 5. Cette derniére se prolonge
méromorphiquement (resp. holomorphiquement) a X en dehors de DN (D U
D5) qui est de codimension > 1; elle se prolonge donc méromorphiquement
(resp. holomorphiquement) & X par le théoreme de Levi.

O

Lemme 3.2.3. — Si (E1,R1,01) et (E2,Ro,02) sont deux structures trans-
versalement projectives sur une variété complexe lisse X avec R; sans poles
et a; holomorphes. Soient Y wune variété complexe lisse et p : Y — X une
submersion a fibres connexes. Si p*(F1,R1,01) et p*(E2, Ro,02) sont bira-
tionnellement (resp. holomorphiquement) équivalents, alors il en est de méme
pour (E1,R1,01) et (E2, Ra,02).
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Démonstration. — C’est presque la méme preuve que pour le lemme 3.2.1.
Soit (Uj)jes un recouvrement de X par des ouverts assez petits. On peut
supposer que les E; sont trivialisables au dessus des U; et sont donnés par
changements de trivialisations (gb; i)jker- Alors p* E; est donné par les ouverts
de trivialisation (V;) = (p~(Uj)) et les changements (p* ;k)

Si U est une transformation de jauge birationnelle satisfaisant ¥*p*Ye =
p*¥1 alors elles est données par ses matrices (A;) dans les trivialisations,
i.e. par des fonctions A; : V;PSLy(C) satisfaisant A; = (p*¢z7j)Ak(p* }’k)
On veut montrer A; = p*B; pour B; : U; --» PSLy(C). Les matrices B;
satisfairont alors B; = Q%’jBkngl-,k et définiront un isomorphisme birationnel
(resp. holomorphe) de fibré : ¢ : E; --» E3. On aura alors un diagramme
commutatif de P'-fibrés comme ci-dessous.

P E —— B

)

P Ey o Ey
On fixe un j et travaille au dessus de U = Uj en fixant V =Vj et A = A;.
Soient w1, ..., u, les fonctions coordonnées de p (dans une carte fixée). Au
voisinage de y1, u1,...,u, se complete en un systeme de coordonnées locales
ULy ..., Up,V1,... 0. sur Y. La transformation birationnelle ¥ s’écrit, dans les

trivialisations indiquées 2’ = A(u,v).z au voisinage de y; avec A(u,v) une
fonction méromorphe de u et v vers PSLy(C). Comme les sous-variétés z =
20,u = ug sont invariantes par p*R; et les sous-variétés 2’ = z1,u = g sont
invariantes par p*Ra, A(ug,v) est constante, donc A ne dépend pas de v,
A = A(u). On associe ainsi a y; la fonction sur U, u — Ay, (u). On peut faire
de méme pour yz et par connexité on obtient A, = A,,, ce qui permet de
conclure comme pour le lemme 3.2.1. O

Remarque 3.2.4. — On doit pouvoir combiner les deux énoncés précédents
par factorisation de Stein.

3.3. Compactification de la structure transverse des feuilletages mo-
dulaires

Dans [Coul2], on décrit comment se construit la structure transversale-
ment projective des feuilletages modulaires (au sens de Brunella) en dehors
des points singuliers et des cusps de la surface sous-jacente Yr = H x H/I'; on
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y donne de simples indications pour prolonger cette construction au voisinage
des chaines de courbes rationnelles correspondant aux singularités et au voisi-
nage des cycles de courbes rationnelles utilisées pour compactifier aux cusps.
L’idée générale est de quotienter la structure transverse triviale du feuilletage
donné sur H x H par la projection x sur le premier facteur. Cette derniere est
donnée par le fibré trivial

PlxHxH — HxH
(2, (z,y) — (2,9),

le feuilletage de Riccati z = cste et la section z = x.
On souhaite détailler ces constructions ici. On commence par le faire au
voisinage des chaines de Hirzebruch-Jung.

3.3.1. Compactification aux points singuliers. — On utilise la descrip-
tion de Riemenschneider [Rie74] de 7 : H x H — Yr et de E : Yr — Yr au
voisinage d’un point singulier p (issu d’un point & stabilisateur non trivial de
H x H). Le stabilisateur correspondant est (fini) cyclique. Ainsi localement,
g se décrit comme la projection 7, 4 : C? - Xn,q de C? sur son quotient par
I'action du groupe G, 4 =< (z,y) — (§x,£%) > ot ordre(§) =n, n > ¢ >0
et n A g = 1; les feuilletages modulaires sont les projetés des feuilletages
x = cste,y = cste de C2. Hirzebruch a désingularisé Xp,q ¢ la désingularisation
X’n,q est une variété lisse construite en recollant des cartes (u;, v;)i—o,...r de C?
de la fagon suivante :

b
ur = 1/ug, v1 = ug'vo

vo = 1/v1,up = v?ul

ol les b; sont déterminés par une variante de l’algorithme des fractions conti-
nues appliqué a % : on utilise la partie entiere supérieure au lieu de la partie
entiere inférieure. Par exemple,

17 1

— =3—-——= ¢ [3,2,4].

1 )

7 2—3

On définit les b; par

BH [bl,...,br}.
q
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Définissons aussi

nL_q<—>[a2,...,ae_1],
i1=mn,ia2=n—qetpour 2<e<e—1,

fep1 = Qeic — i1 (%).

On définit deux autres familles (je¢)1<e<e €t (ke)1<e<e €n posant j; = 0, jo = 1,
k1 =1, ka = 1 et en utilisant la formule de récurrence (x).

Riemenschneider donne C? — Xn,q en coordonnées : X, , se plonge dans
C¢, en factorisant

g: c? — e
(x7y) ’_> (817“'786) = ("rily-]i,""xieyje)‘
Cela signifie que le diagramme suivant commute.

Tn,q

Cc?—-= Xng

N

Il indique (Satz 5 p 221) que la désingularisation Xn,q — Xy 4 est alors
donnée par f : Xn,q — C° convenablement restreinte, ou f est définie comme
le prolongement de f(ug,vp) = (ugfvge)lggge a Xn,q qui est en fait holomorphe.

Forts de ces informations, nous pouvons aboutir : la structure transverse
initiale dz = 0,0 = {z = «} sur le fibré trivial, doit étre projetée sur X, , et
relevée a qu. Pour ce faire, on choisit un autre représentant birationnel sur
le fibré trivial :

dx
dz = (322" — (n — 1)2)—,6 = {3 = oo}
x
Ce dernier est obtenu en posant Z = m, et est maintenant invariant

sous G 4. On en déduit la structure

d
7= {z=o0},dz = (Fs1 — (n— 1)z) -
nsi
sur X, 4, qui se releve a X’n,q en
N : 5 (22 .\ dvo
6={2=00},d2 = (Z*vg— (n—1)2)—.
nvy

Par le lemme 3.2.1, cela donne un prolongement de la structure transversale-
ment projective pour F donnée dans [Coul2], ce que nous recherchions.
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Pour comprendre comment se comporte ce prolongement sur X, ,, voyons
comment vy se prolonge dans les cartes (u;,v;). Vu que les changements entre
deux cartes successives sont de la forme

Yi

L — %
Ui = Ui 1Y

<

Vi = Ui 11V
avec a;, 3i,%i,0; € Z, on a vg = ul’
entiers. Dans la carte (u;,v;), la structure transversalement projective de F

est donc donnée par

qi — MM . . . )
v et ug = u,; ‘v, avec p;, q;, m; et n;

A ) o b an .
6 ={2=o00},dz = (Z*ul'v] — (n— 1)2)(ﬁ u; N

)

On veut connaitre les exposants 0, = (n_Tl)pi et 0,, = (n_Tl)‘“

correspondant
au; = 0 et v; = 0, notamment afin de voir si cette structure a des podles

apparents. Pour ce faire, on remarque

|:mi+1 Dit+1 ] —A[m' pi]—li[A-
Ni+1  di+1 lnioa =0 7

0 1 bogt2 —1

Ensuite on montre le lemme suivant qui contient tout ce dont nous aurons

-1 b 1 0
Aoy = [ 2kt } et Aogi1 = [ } :

besoin sur les entiers m;, n;, p; et g;.

Lemme 3.3.1. — Soient, pour 1 < k < e, t; et wy les deux entiers naturels
premiers entre eur tels que ;—’; < [b1,...,bg] soit la k-iéme réduite de %. Alors
on a,

te = bitp_1 — tr_o;
1.p0ur2<k§e,{ K Rok—1 T k=2
wy = bpwi—1 — Wg—2;
2. pourt>1, tig1 >t
3. pour i > 1, paiyo = p2it+1 = l2it1 €l q2it1 = q2i = t2i ;
4. sit >0, alors p; >0 et q; > 0.
5. pour i > 1, moj1o = Maiy1 = —W2i41 € N2j41 = Noj = —Wa; ;
Démonstration. — 1. C’est une variante de la preuve de la relation de
récurrence pour les fractions continues standard, voir [Bak84, p 45].
2. On le voit par récurrence, en utilisant 1. et b; > 2.

3. Par récurrence et en utilisant 1.
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4. On utilise 2. et 3. ainsi que les remarques suivantes
t1=0>0,q1=1>0.

5. Comme 3. Par récurrence et en utilisant 1.

O]

Pour trouver la structure transverse minimale de F, on fait le changement
de variable méromorphe z = Zvgy (global, vy est prolongée holomorphiquement
a Xn,q), ainsi on décolle la section des singularités du feuilletage ; en effet on
obtient la structure donnée sur le fibré trivial par

dvo
o ={z=o00},dz = (% — 2)—.
nvg
Les exposants deviennent 6,, = 2 et §,, = L.

Grace au lemme, on voit que seule la derniere carte contient un pole ap-
parent. Pour le voir, supposons e = 2i, le cas ou e est impair étant similaire.
Comme thee = %, qo; =te =met, sik # e, g <n et pour tout k, pr < n. Ainsi
le seul exposant entier est 6,, = 1. On chasse le pole apparent v, en faisant
une transformation élémentaire en z = 1 au dessus de v, = 0.

Nous venons d’obtenir I’énoncé suivant.
- , =0} s t paire,
Proposition 3.3.2. — Soit D = {ve } SZ‘ © st paire
{ue = 0} sinon.
La structure transverse minimale du feuilletage F restreint d Xn,q est donnée
sur le fibré P(O ¢, ,90x%, q(—D)) avec une section holomorphe qui est la pro-

jection de OXn,q'
Prolongeons cette discussion pour montrer ce qui suit.
Lemme 8.3.3. — Les singularités de F sont réduites.

Démonstration. — Dans [Coul2], on a vu que la preuve se réduisait & montrer
cela au voisinage des chaines de Hirzebruch-Jung. Dans notre modele local,
F est défini par le prolongement de dvg & qu. D’apres le lemme 3.3.1, dans
les cartes (u;, v;)i>0, dvg se prolonge en d(ut*v!) = ul"v}’ (pidu—zi" + qidv—ii) avec
pi > 0 et ¢ > 0. Le feuilletage F est donc défini par la forme holomorphe
i]: = pv;du; + qu;dv;. Sii > 0, alors on obtient que la seule
singularité de F dans la carte (u;,v;) est d’indice A = —% < 0 donc réduite,
ce qui conclut la preuve.

a zéros isolés w

O

On a aussi, avec les notation précédentes, un autre résultat mentionné dans
[Coul2].
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Lemme 3.3.4. — Les feuilletages F etG nont que des contacts simples dans
Xy.q, exactement sur les azes de coordonnées {vy = 0}, {ucve = 0} \ D et

({ui = 0}, {vi = 0})o<i<e-

Démonstration. — Déterminons d’abord Iéquation de G. Le feuilletage défini

par dy = 0 se projette sur le "feuilletage” ds. = 0 sur X, 4 (i = 0, ke = q, je =

n, cf [Rie74, p 215]) et se releve en G défini par d(u%evlge) = 0. Ainsi, G est

défini par d(ufjvl) = 0. Dans la carte (u;,v;), le feuilletage G est donc défini

par la forme holomorphe wig = vi(m;n + piq)du; + u;(nin + g;q)dv;. La forme
n o __ Pi n

wY n'est pas & zéros isolés si et seulement si ¢ = “m oug = —%. Comme
1 1

2iet L gont des réduites de 2 (cf lemme), cette derniére condition n’est

—4qi mg q
réalisée que pour ¢ = e. Ainsi si 0 < i < e, puisque F est donné par la forme
holomorphe a zéros isolé wif = p;v;du; + g;u;dv;, le diviseur de tangence entre

F et G est décrit dans la carte (uj, v;) comme le diviseur des zéros de
wi]: ANw? = n(miq; — nip;)uividv; A du;.

Cette 2-forme n’est pas identiquement nulle, puisque f)—?%i et % sont deux
réduites successives (donc distinctes) de %, et s’annule donc avec multiplicité
exactement 1 exactement sur u;v; = 0. Le calcul dans les cartes (ug,vg) et
(ue,ve) se fait sans difficulté. O

On décrit maintenant ce qui se passe au voisinages des cycles de courbes
rationnelles employés pour compactifier les cusps.

3.3.2. Au voisinage des cusps. —

Remarque 3.3.5. — Dans les premieres versions de [Coul2], on a annoncé
qu’on pouvait prolonger la structure transverse de tout feuilletage modulaire
(au sens de Brunella [Bru03b]) au voisinage des cusps, la preuve que nous
avons ici ne fonctionne que pour les surfaces modulaires construites avec un
réseau I' commensurable a un réseau I'y, avec K = Q[\/g] un corps qua-
dratique totalement réel et pour les réseaux irréductibles cocompacts. Par les
travaux de Margulis sur l'arithméticité des réseaux, tout réseau (sous groupe
discret de covolume fini) de PSLy(R)? irréductible ([Bru03b]) non cocom-
pact est commensurable a un I'i. La définition de Brunella ne mentionne pas
I’hypothese de covolume fini, toutefois il semble que la propriété de ”bonne
compactification” demandée sur la surface garantisse que le groupe soit un
réseau ; il serait bon de confirmer ce fait.
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On se réfere ici a Hirzebruch [Hir73, §52.2 — 2.4 pp 204 — 215]. Supposons
donc que I' est commensurable & un 'y comme dans la remarque. Alors I’
satisfait la condition (F) de Shimizu [Hir73, p 17] et les bouts b, de (HxH)/I"
correspondent aux points z de bordp: (H) x bordp: (H) = P!(R)? qui ont un
stabilisateur I';, non trivial sous ’action de I'. La classe d’un tel x pour I'action
de I' est appelée un “cusp”. Il y a un nombre fini de cusps, puisqu’il en est
ainsi pour I' = 'y ( alors le nombre de cusps est le nombre de classes de
K). Compactifions (H x H)/T" en (H x H)/I" en ajoutant un point p, pour
chaque bout b,. Si I'on décrete que le faisceau O des fonctions holomorphes
sur (H x H)/T est le prolongement de celui de (H x H)/T" obtenu en disant
que les fibres O, satisfont

O, = {germes de fonctions continues en p holomorphes en dehors de p},

alors on munit (H x H)/T" d’une structure de surface projective a singularités
normales. De méme, pour tout cusp z, le compactifié d’Alexandroff

H2/T, = H?*/T, U {oc}

de H2 /T, est muni d’une structure de surface complexe normale.
Pour tout stabilisateur I'y # {1} d'un z € P}(R)?, il existe p € PSLy(R)?
satisfaisant p(x) = ([0: 1],[0: 1]) = (c0,00) et pI'p~! = G(M, V) ol

G(M,V) = {(21,22) = (€W + M, P2y + n®@)|e € M, e V},

avec :
— M un Z—module complet d’un corps quadratique totalement réel k (i.e
M est un sous Z- module de rang 2 de k),
— V un sous-groupe de rang 1 de
Uy, := {p unité totalement positive de k|uM = M}.
— (x> 2¥),_; 5 les deux plongements de k dans R.

Ainsi, au voisinage de p,, (H2/T,p,) est isomorphe & (H2/G(M,V), o).

Si G(M,,V) et G(Ma,V) sont deux groupes de ce type (associés au méme
k) satisfaisant aM; = Ms, pour o une unité totalement positive de k, alors
H?/G(My,V) et H?/G(Ms,V) sont isomorphes, et on dit que G(My,V) et
G(Ma, V) sont équivalents, puique leurs actions sont conjuguées par (z,y) —
(o, ay). De plus, tout tel G(M;y,V) est équivalent a G(Ma, V) avec My =
Zawo~+7Z pour un wy € k satisfaisant 0 < w[(f)

en fraction continue M) de wy = w(()l) est périodique : wo <> [bo, ..., br—1,bo,...];

<1l< w(()l). Alors le développement

1. Comme a la section précédente.
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on suppose ici que la période minimale est bien de longueur r. Alors V est un
sous groupe d’indice fini de U]\'t[ et on a le théoreme suivant :

Théoréme 3.3.6 (Hirzebruch). — Soit k un corps quadratique réel et M =
Zawo + Z, un Z-module complet de k comme précédemment ; avec

wo < [bo,. .o br_1,bg, .. .],

de période minimale de longueur r. Soit V un sous groupe d’indice a de UX;I.
Alors la désingularisation de H?/G(M,V') est donnée par X — H2/G(M,V)
qui contracte un cycle de r courbes rationnelles d’autointersections données
par le cycle (—by, ..., —by_1)%.

Dans ce qui suit on décrit H? — H?/G(M,V) et cette application X —
H?2/G(M,V) dans le méme esprit qu’a la section précédente. La conjugaison
de 'y & G(M, V) préserve la structure produit de H?. La structure transverse
dz = 0,0 = {z = 2} sur H? s’écrit apreés conjugaison sous la forme dz = 0,0 =
{# = ax}, ce qui revient a dz = 0, 0 = {z = x} en changeant de coordonnée
z.

Hirzebruch construit d’abord une surface complexe lisse Y par le méme type
de formules que dans la section précédente : on recolle des copies Ry, de C? :
les coordonnées de Ry, sont appelées (uy, vg) et les recollements sont

b
U1 = U Vs V1 = L/ug, k €Z

Remarque 3.3.7. — On ne reprend pas les mémes formules qu’a la section
précédente pour conserver les mémes notations que celles utilisées initalement
par Hirzebruch.

On a, dans la veine de la section précédente, des entiers 7, uj, xj, v, tels
que ug = u;jv}” et vg = u;"jv;j. Soit Sy la courbe sur Y définie par ugyq =
0,vg = 0.

Hirzebruch pose
wi < by ooy bprr—1,b, ... et Ag =1, Ap = wiAx_1,k € Z.
On a alors V =< A, >. 1l consideére ensuite ’application

®: Y\UjezS; — C*/M
(uo,v0) — (z,9)

ou 2imx = w(()l)loguo + logug et 2imy = w(()Q)loguo + logwyg.
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Notons que les coordonnées (ug,vg) donnent une carte globale sur Y \
UjezS;j. Dans toute autre carte Ry, on a en fait

2imx = Aéljlloguo + A,(Cl)logvo et 2imy = Al(i)lloguo + Af)logvo.
Si on pose Z = 1/(z — z), on obtient un représentant birationnel de
dz=0,0 ={z =z}

qui est donné par
dz = 2dx,6 = {Z = o0},

dont on constate qu’il se prolonge & C? de facon invariante par M ; on obtient
sur @~1(C%/M) N Ry, la structure X, :

duy, A dvg

ds = 2%(Aj_ + ,0 = {2 =00}
(A 12i7ruk k2i7rvk) { }
On voit que cette structure se prolonge logarithmiquement a Y sur le fibré
trivial, on appelle ¥ le prolongement commun des .
Posant ensuite Y+ = ®~1(H? /M) U (U;S5;), il définit une action de
V=<A, >sur YT par
A, R, — RkJrr
(uks k) > (Ukeprs Vitr) = (g, Vk)
et il montre que cette action est compatible avec celle de V' sur H?/M.
Sur Ry, utilisons z; = AiZ , dans cette coordonnée Y s’écrit :
1 du dv
ko k

dzk = 22 — .
(wk mu - 20Ty

), 6 = {z = oo}.

Puisque (wy) est périodique, on peut ainsi prolonger I'action de V sur Y
en une action sur Yt x P! par automorphismes de la structure ¥ en fixant

A'r: RkXIPI — Rk-Jrr,«XPl
(Uky Vs 2) > (Uketr, Vkrs Zhotr) = (U, Uk, 2k)-

Par le lemme 3.2.1, Le quotient de X par cette action prolonge la structure
construite dans [Coul2]. Ainsi, on a une structure transversalement projec-
tive pour les feuilletages modulaires de Hilbert, conformément a ce qu’on a
annonceé.

On peut déduire de cette section 1’énoncé suivant.

Théoréme 3.3.8. — La structure transverse minimale (R, o) de tout feuille-
tage modulaire de Hilbert F est donnée par un feuilletage de Riccati a pdles
logarithmiques dont les exposants 0 sont des rationnels contenus dans | —1,1].
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La section o est holomorphe et elle rencontre les singularités de R exacte-
ment au dessus des singularités de F qui ne sont pas & l'intersection de deux
de ses courbes rationnelles invariantes.

Démonstration. — Pour voir la derniere assertion, il suffit d’utiliser notre des-
cription dans la carte (ue, ve) de la structure transverse minimale au voisinage
des chaines de Hirzebruch-Jung donnée dans la discussion avant la proposition
3.3.2. O






CHAPITRE 4

UN EXEMPLE DE FEUILLETAGE
MODULAIRE

On donne ici le contenu de [Coul2] avec quelques légeres modifications.

A la mémoire de Marco Brunella.

4.1. Introduction

Les feuilletages modulaires sont des feuilletages naturels sur les quotients du
bidisque par des sous-groupes discrets irréductibles I" de PSLa(R) x PSLa(RR).
Ils sont induits par les feuilletages horizontaux et verticaux du bidisque et
sont naturellement munis de structures transversalement projectives. On peut
se donner un tel I' par le choix d’un nombre réel quadratique, voir section
2.1. Dans une classification récente de Brunella, Mc Quillan et Mendes, parmi
les feuilletages sur les surfaces projectives, les feuilletages modulaires sont ca-
ractérisés par leurs dimensions de Kodaira : kod = —oo et v = 1; ce sont
deux invariants numériques codant les propriétés de tangence du feuilletage.
Dans [MPO05], Mendes et Pereira donnent les premiers exemples de modeles
birationnels explicites pour des feuilletages modulaires. La découverte de ces
feuilletages est fondée sur une bonne connaissance de la surface sous-jacente.
Il apparait que les structures transversalement projectives de deux de ces
exemples (les feuilletages Hs et Hs associés & v/5 dans [MPO05]) correspondent
a des déformations isomonodromiques de feuilletages de Riccati a quatre poles
sur P! x P! — P! cest a dire & deux solutions de I’équation de Painlevé
VI (PVI). Ces solutions sont, par construction, algébriques; elles sont des
transformées d’Okamoto de solutions icosahédrales de Dubrovin-Mazzocco
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[DMO0O0], les solutions n°31 et 32 de la liste de Boalch [Boa06]. L’objectif
principal de cet article est de produire un exemple de feuilletage modulaire en
inversant cette construction : le choix d’une solution de I’équation de Painlevé
VI donne un feuilletage de Riccati R sur un P!'-fibré P — S; en choisissant
une section de ce fibré, on se donne un feuilletage transversalement projectif F
sur la surface S'; on souhaite que ce dernier soit un feuilletage modulaire. Le
choix de la solution de (PVI) est bien str guidé par les propriétés des feuille-
tages modulaires : on a des contraintes sur la monodromie de R et, d’apres
Touzet [Tou03, Théoreme II1.2.6.], F ne doit pas étre pull-back rationnel
d’un feuilletage de Riccati Ry sur une surface algébrique. Cherchant a obtenir
un des feuilletages modulaires sur la surface rationnelle associée & v/3, on a
ainsi été conduit sans ambiguité a la solution utilisée a la section 4.3. Une fois
construit un tel feuilletage de Riccati R, une fagon d’augmenter ses chances
de succes est de se rappeler le Lemme I11.2.8. de [Tou03] : si H = 7*H avec
r une application rationnelle, alors kod(#H) < kod(?—l); on a donc intérét a
quotienter R par ses symétries avant de choisir une section, ce que nous faisons
ici. Cette entreprise a été couronnée de succes.

Théoréme 4.1.1. — La surface bifeuilletée (P?,{F,,G,}) est un modéle bi-
rationnel d’une surface modulaire de Hilbert munie de ses feuilletages modu-
laires, ot

w = —12y(1+43y)(3z —y)dz+ [(10 — 18z)y* — 9z(18z — 5)y — 92%(9z — 2)| dy
et

T =—12y(1+ 3y)(122 —y — 3)dx

+ [(4 — 18z)y* — 3(18z — 1)(3z — 1)y + 9z(2 — 9z)(x — 1)] dy.

De plus, Uinvolution birationnelle de P? suivante échange F et G.

) 3y(3y+13)z—y(7y+9
o:(z,y) — ((1géyi9)z)—3yy(gyy+l3))’ ) '

La preuve de ce théoreme est fondée sur un calcul de dimensions de Kodaira.

Apres un revétement double, on obtient les feuilletages modulaires construits
en faisant agir I' = PSLy(Z[v/3]) sur le bidisque (voir théoreme 4.9.1).

Dans [CS08, Theorem 2 p 1273], Corlette et Simpson établissent un résultat
de factorisation pour certaines représentations p : m(X) — PSLy(C) de
groupes fondamentaux de variétés quasi-projectives : si la représentation ne
se factorise pas par une courbe, alors elle est pull-back par une application
f X — Y d’une des représentations tautologiques d’'un quotient Y d’un
polydisque. Ils manifestent leur intérét pour la détermination d’une telle ap-
plication f pour les représentations de monodromie des feuilletages de Riccati
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obtenus & partir de solutions algébriques de (PVI). C’est ce que nous avons
fait ici pour notre feuilletage initial R, avec Y une surface modulaire.

Pour les propriétés générales des feuilletages sur les surfaces on se réfere
a [Bru00]. Pour des propriétés particulieres des feuilletages modulaires, on
pourra consulter [MPO05]. Pour les notions relatives aux feuilletages transver-
salement projectifs, on recommande [LP07] et [CLNL"07]. Pour une intro-
duction aux connexions logarithmiques plates, voir [N'Y02]. Enfin, pour les
calculs de groupes fondamentaux, on propose [Shil.

Par commodité, on a employé fréquemment un logiciel de calcul formel pour
nos discussions. Toutefois, ce recours au calcul formel ne s’avere absolument
nécessaire que pour ce qui est décrit a la section 4.4.

L’auteur tient a remercier chaleureusement son directeur de theése Frank Lo-
ray ainsi que Jorge Pereira pour leurs nombreuses indications. Remerciements
également aux membres de I'équipe de géométrie analytique de 'TRMAR, a
Philip Boalch, Serge Cantat, Slavyana Geninska et a Pierre Py. On remer-
cie aussi le CNRS pour son financement de these, 'IRMAR pour son accueil
permanent et 'PIMPA pour un séjour fructueux.

4.2. Préliminaires

4.2.1. Surfaces modulaires, feuilletages modulaires. — Les surfaces
modulaires de Hilbert ont été introduites par Hilbert, compactifiées en des sur-
faces projectives par Baily-Borel et désingularisées par Hirzebruch(cf [Hir73]
et [vdG88]). Soit K = Q(v/d) avec d € N sans facteur carré. Soit O ’anneau
d’entiers de K. Les deux plongements de K dans R induisent deux plonge-
ments de PSLy(Ok) dans PSLa(R) : v +— A et v+ A, on A+ A est l'ac-
tion du groupe de Galois de K. On obtient un plongement i : PSLy(Og) —
PSLy(R)2, v+ (A, A).

Définition 4.2.1. — Soit ' un sous-groupe de PSLy(R)? commensurable &
i(PSL2(Ok)). Le quotient (H x H)/T" est une surface complexe a singularités
de Hirzebruch-Jung qui se compactifie en une surface projective par adjonction
de cycles de courbes rationnelles (cusps). La compactification en question est
appelée surface modulaire de Hilbert et notée Yr. Si I' = ¢(PSL2(Ok)), on
pourra noter Yr =Y, Va

Dans son article [Bru03a], Brunella définit des objets plus généraux.

Définition 4.2.2 (Brunella). — Soit I' un sous-groupe discret de PSLy(IR)?
non commensurable & un produit I'; x I's de sous-groupes de PSLa(R) et tel
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que (H x H)/I" est compact ou se compactifie en une surface projective comme
les surfaces précédentes. La surface ainsi compactifiée (H x H)/I" est appelée
surface modulaire et notée Yr.

Définition 4.2.3. — Les feuilletages modulaires de Yt sont les images des
feuilletages verticaux et horizontaux de H2. On les note (Fr,Gr). Si Yr est
une surface modulaire de Hilbert, alors Fr et Gr sont appelés feuilletages
modulaires de Hilbert.

La surface modulaire (Y, Fr, Gr) se désingularise en (f’p, Fr, g}) — (Yr, Fr,0r)
en remplacant ses singularités par des chaines de courbes rationnelles, les
chaines de Hirzebruch-Jung, c’est un travail de Hirzebruch [Hir53]. Le résultat
suivant est connu, on le donne pour utilisation ultérieure.

Théoréme 4.2.4. — Soit Yr une surface modulaire.

1. Les feuilletages Fr et Gr sont & singularités réduites et minimauz au
sens de [Bru00].

2. De plus leur diviseur de tangence est réduit et son support est la réunion
des chaines de Hirzebruch-Jung et des cycles de courbes rationnelles.

Démonstration. — 11 suffit de voir que les singularités de Fr sont réduites
et que F est relativement minimal, d’aprés [Bru00, Theorem 1 p 75] et sa
preuve. D’apres la discussion [Bru00, pp 134 — 135], les courbes algébriques
irréductibles invariantes par Fp sont seulement les composantes des chaines
et cycles cités plus haut et, sur les cycles, la tangence entre les feuilletages est
simple et les singularités sont réduites. Sur les chaines de Hirzebruch-Jung,
le fait que les singularités soient réduites et la tangence simple peut se voir
par un calcul aisé & I'aide des descriptions locales explicites de H? — Yr et de
Y — Yr données dans [Rie74, §3 pp 220 — 223|.

Comme les composantes des chaines et des cycles sont d’auto-intersection
inférieure a —2, le feuilletage est relativement minimal. O

Les feuilletages modulaires sont naturellement munis d’une structure trans-
versalement projective.

4.2.2. Feuilletages transversalement projectifs, feuilletages de Ric-
cati. — La définition suivante est die & [LPO7] et équivalente & celle de
[ScaaT].
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Définition 4.2.5. — Soit H un feuilletage de codimension 1 sur une variété
complexe lisse M. Une structure transversalement projective (singuliere)
pour H est la donnée d’un triplet (7, R, o) consistant en

1. un fibré en P! localement trivial 7 : P — M ;

2. un feuilletage holomorphe singulier R de codimension 1 sur P transverse
a la fibre générique de 7 et

3. une section méromorphe o de 7 telle que H = o*R.

En présence des conditions 1 et 2, on dit que R est un feuilletage de Riccati
sur le fibré 7.

Définition 4.2.6. — Soit R un feuilletage de Riccati sur w, si D est un
diviseur de M tel que R|yp\ p est transverse aux fibres de 7|5\ p, par compacité
des fibres, en relevant les lacets de M \ D dans les feuilles de R, on peut définir
une représentation 7y (M \ D, %) — Aut(7~1(x)). Si D est le plus petit diviseur
ayant cette propriété, on I'appelle le lieu polaire de R et la représentation
est appelée représentation de monodromie de R.

En pratique, on doit choisir une coordonnée sur 7~ (%) et la monodromie
est donnée par des éléments de PSLy(C).
On définit une relation d’équivalence naturelle entre feuilletages de Riccati.

Définition 4.2.7. — Soit R et R’ deux feuilletages de Riccati sur P' x M —
M. On dit que R et R’ sont birationnellement équivalents si il existe une
transformation de jauge méromorphe

¢p: P'xM — P'xM
(z,2) +— (A(x).z,z)

avec A : M --» PSLy(C) méromorphe, de sorte qu’on ait ¢*R = R/.

Le résultat suivant explique notre intérét pour la notion de feuilletage trans-
versalement projectif.

Lemme 4.2.8. — Soit Y1 une surface modulaire. Soit X le complémentaire
dans Y des cycles de courbes rationnelles apparus dans le processus de com-
pactification de Yr. Soit T; la projection de T sur le i-éme facteur de PSLa(R)2.
Les feuilletages '7:_1“|X et Q~F|X sur X possédent des structures transversalement
projectives de monodromies respectives I'y et T's.

Si Yr est une surface modulaire de Hilbert ces structures se prolongent a
tout Yr.
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Démonstration. — 11 suffit de faire la preuve pour Fr. On construit d’abord
la structure au dessus du complémentaire X des chaines et des cycles. Soit
U C H x H le complémentaire des points a stabilisateurs non triviaux pour
laction de T" et (uy,u2) son point courant. Cet ouvert U est le revétement
universel de X : on obtient X comme quotient de ¢ par 'action de I'. Soit
o0 = {z = u1} une section de P! x Y — U. En fixant (z,u).y = (2.71,u.7)
pour tout v = (y1,72) € PSL2(R)? et tout (z,u) € P! x U, on définit une
action proprement discontinue de I' sur P! x I{. Le quotient P = (P! x ¢)/T
est muni d’une structure de P'-fibré 7 : P — X dont une section holomorphe
& est induite par o. De surcroit, le feuilletage de Riccati sur P* x ¢/ défini par
dz = 0 passe au quotient et fournit un feuilletage de Riccati R de telle sorte
que (7, R, ) soit une structure transversalement projective pour la restriction
de Fr a4 X. Par construction cette structure a pour monodromie la projection
I’y de la représentation tautologique du quotient U/ /T".

Ensuite, on prolonge (7, R,5) au voisinage des chaines de Hirzebruch-Jung
en utilisant [Rie74]. De méme, si Y1 est une surface modulaire de Hilbert, on
étend (7, R, &) au voisinage des cycles de courbes rationnelles invariantes a
l'aide de la description locale de [Hir73, §§2.2 — 2.4 pp 204 — 215]. O

Pour se donner un feuilletage de Riccati, on peut utiliser une solution
algébrique de I’équation de Painlevé VI.

4.2.3. Equation de Painlevé VI et déformations isomonodromiques.
— Les solutions de I’équation de Painlevé VI (PVI) gouvernent les déformations
isomonodromiques & un parametre (Vg)scy des connexions logarithmiques
de rang 2 A trace nulle et & 4 poles sur C?> x P! — P!. Les connexions
plates (V) sont les restrictions d’une connexion plate logarithmique V sur
C? x U x P! = U x P'. On s’intéresse ici aux déformations qui correspondent
aux solutions algébriques de (PVI). Dans ce cas 'espace des parametres est
U =C\{s1,...,8,} ouC est une surface de Riemann compacte et on peut com-
pactifier la situation en prolongeant V méromorphiquement & C? x C x P! —
C x PL. La connexion V est alors donnée par un systéme : si ¢ = (07, 02) est

une section locale de C? x C x P! — C x P!, alors V.o = do — Q. [ o1 ],

g2
8 .
. 2 . .
ou 2 = 5 est une matrice de 1-formes méromorphes sur C. Les

sections locales horizontales de V sont alors les solutions de dZ = Q.Z. Si
Z = (z1,%2) est une telle section alors P(Z) = [z1 : 29] = [z : 1] est une
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section locale de P(C?) x C x P! — C x P! telle que I’équation de Riccati
dz = a + Bz + v2? soit satisfaite. La platitude de V revient & Iintégrabilité
de la forme w = —dz + a + Bz + v2? sur P(C?) x C x P!, i.e. w définit un
feuilletage holomorphe singulier sur P(C?) x C x P! qui est, par construction,
un feuilletage de Riccati. On voit que ce dernier caractérise V et on peut
préférer son étude a celle du systeme dZ = €.Z. Des formules donnant (V) a
partir d’une solution de (PVI) sont classiquement connues, voir par exemple
[Boa07, pp 105 — 106] ou [LSS10, p 28]. Localement, ¢t donne une cordonnée

sur C\ {s1,...,sn} et '’équation de Riccati correspondant & V est donnée par
dz = Zi:m’t Izg) dr + A(z)dt ot Py(z) = a; + Biz + 7:2%. Les formules de

[LSS10] donnent «;, 3; et «y; en fonction de ¢ mais nullement A. Par logarith-
micité et platitude de V, on peut toutefois déterminer A qui est de la forme
A= —% + u 4 vz + wz?. Dans le cas des solutions algébriques de (PVI), u,
v, W, a;, B; et y; se prolongent en des fonctions méromorphes sur C.

4.3. Solution de I’équation de Painlevé VI, une famille non pull-back

Suivant la démarche introduite dans la section précédente on va construire
un feuilletage de Riccati R sur P(C?) xC xP! & partir d’une solution algébrique
de I'équation de Painlevé VI. On notera (R;) la famille des restrictions de
R aux niveaux de la projection P(C?) x C x P! — C. Ici C = P! et la
solution qu’on choisit est I'image de la solution tétraedrale n°6 de Boalch
[Boa07] par une transformation d’Okamoto, la transformation ss o so, dans
les notations de [LTO8|. 2Donnoms la solution et ses parametres : g(s) =

6 4_ £ 2 _ 3 3
((555:—1:;—&-15355 ;4—15-58)5)(5511;)(;5—31))2 ’ t(S) = _EzJ—rBBEz;gS’ 0o = _%’ o = -1, O = -1,
O = %. Une solution équivalente sous le groupe d’Okamoto a d’abord été
donnée par [AKO02].

Ayant en téte [Tou03, Théoreme II1.2.6.] (cf notre introduction) et pour
nos besoins ultérieurs, on va montrer que cette solution algébrique de (PVI) ne

correspond pas & une déformation isomonodromique (R;),cp1 de feuilletages
de Riccati au dessus de P! obtenue par pull-back rationnel d’un feuilletage de
Riccati au dessus d’une courbe.

Précisons ce que I'on entend par la.

Définition 4.3.1. — On dit qu’un feuilletage de Riccati R sur le P'-fibré
7 : Pl x M — M est pull-back (rationnel) d’un feuilletage de Riccati Rq sur
7' Pl x M’ — M’ si il existe une application rationnelle dominante ¢ : M --»
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M’ telle que R = ¢*Ry. Dans le cas ou M’ est une courbe algébrique, on dit
que R est pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe.

Ici comme M = P! x P!, R ne peut étre pull-back rationnel d’un feuilletage
de Riccati au dessus d’une courbe que si cette derniere est la droite projective.

Remarque 4.3.2. — On va utiliser des modeles locaux. On indique comment
ils se comportent quand on les tire en arriere par un revétement.

— Si la monodromie en x = 0 d’une équation de Riccati a pole simple sur
(C,0) est conjuguée a z — Az alors, & transformation de jauge holomorphe
pres, 2 = ¢(x).2,¢ € PSLo(C{z}), I'équation est dz = a2z, avec \ =
exp(2ima). Si x = y*, on obtient dz = ka%z.

— Si la monodromie en x = 0 d’une équation de Riccati a pole simple

sur (C,0) est conjuguée a z — z + 1 alors, a transformation de jauge
dx

holomorphe pres, I'équation est dz = (nz +2")%", avecn € Z. Si z = ",

alors on obtient dz = k(nz + yk”)% et, en posant § = "k -y, on obtient
dz = (knz + g 4.

Dans les deux cas, I’exposant a ou n est multiplié par 'indice de ramification

k. Les parametres (0, 01, 0;, 0~ ) d’une solution de Painlevé sont les exposants

qui décrivent le feuilletage R au voisinage de x = 0, 1, ¢, 0o, respectivement.

Quand 6; € Z, on doit avoir plus d’informations pour connaitre la monodromie.

Dans notre cas, #; = —1 correspond a une monodromie locale parabolique.

Revenons & notre démonstration. Raisonnons par I’absurde : soit ¢ : P! x
P! -5 P! une application rationnelle ety = —dz + a + Sz + v2? une équation
de Riccati telle que ¢*p donne notre déformation (Rs) de parametres 6 =
(—%, -1,-1, %) On va étudier la restriction ¢ de ¢ a la valeur s du parametre
de la déformation. L’application ¢ ne peut étre constante pour un s générique,
sous peine de ne pas avoir de monodromie pour R,. C’est donc que nous avons,
pour s générique, un revétement ramifié ¢ : Pt — P!,

Pour obtenir les bonnes monodromies locales pour R, i doit donc avoir un
pole d’indice g avec m A6 = 1 et un pole & monodromie locale parabolique.
De plus, comme la monodromie de R n’est pas abélienne (cf section 4.8.2), il
doit en étre de méme pour u, ce qui implique que ¢ a au moins trois poéles non
apparents (i.e. & monodromies locales non triviales). En outre, le birapport des
quatre poles de R varie avec s, ce qui signifie que le revétement ¢4 se déforme
et qu’il existe une valeur critique k(s) non-constante, distincte des poles, pour

_p

¢s. Soient ay; = q—;ﬁ les exposants de p avec piAgq; = 1 et g; > 0. Fixons 5; = 1/¢;

si a; € Z et B; = 0 sinon. On peut alors interpréter ¢, : P' = § — ¥ = P!
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comme revétement ramifié entre surfaces de Riemann munies de métriques
singulieres de courbure —1 telles que les poles de nos équations de Riccati
correspondent & des singularités des métriques dont les angles sont (27(3;) et
(2‘%, 0,0, %T”) avec ab # 0. En effet, on peut appliquer le théoréeme suivant a
> puis relever la métrique a S par ¢s.

Théoréme 4.3.3 (Poincaré). — Soient ¥ une surface de Riemann, (a;)icr
une famille finie de points de X distincts deux a deux et (¢;)icr avec, pour tout

i, g € {2,3,...,00}. Soit A = 27r(29(2)—2+2i€[ (1—9})) Si A >0

hol.
alors il existe un sous-groupe discret T de PSLy(R) tel que H/T '~ % et tel
que la métrique sur H donne une métrique singuliére exactement auz (a;) avec

les angles (%’:) et Uaire de X pour cette métrique soit donnée par A.

On peut ensuite comparer les aires de X et S pour cette métrique :
(1) Aire(S) = d.Aire(X)

ot d est le degré de ¢,. De plus, nous avons d'une part Aire(X) =27 (=2+> . (1 - 3)),
ce qui donne

Aire(S) > 2r <—2+(1_0)+ (1-2) + (1—3)) >

et d’autre part, de la méme maniere, comme on peut le voir a ’aide d’une
triangulation géodésique de S,
Aire(S) = 2n (—2+(1-0)+(1-0)+(1-%)+(1- ) +>;(1—m)) on
les r; sont les indices de ramifications des points qui ne correspondent pas a
des poles sur S. On a ainsi Aire(S) < 2m(—242(1-0)+2(1—-3)+(1-2)) = 4F.
L’équation (1) donne donc d2F < 4T ou encore d < 2. La famille (¢,) est donc
une famille de revétements de degré deux de P! vers lui méme, c’est donc une
déformation de x — 2, consistant & faire bouger les points de ramification par
rapport aux poles de u. Or cette famille de revétements correspond a la solution
A parametre v/t de I’équation de Painlevé VI et ne peut donc correspondre &
la notre (cf [LTO8]), d’ott une absurdité.

Notons que le raisonnement que nous venons de faire ne dépend que de la
monodromie de Ry, on en déduit ce qui suit.

Lemme 4.3.4. — Le feuilletage de Riccati R n’est pas birationnellement équivalent
a un feuilletage de Riccati pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une
courbe.
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Remarque 4.3.5. — Evidemment ce type de méthode peut s’appliquer a
d’autres déformations isomonodromiques, voir [Dial2].

4.4. Construction de notre exemple

Notre exemple est donné par un feuilletage de Riccati R sur P2 x P! — P2,
Ce feuilletage provient du feuilletage R de la section 4.3 au sens suivant :
R = m*R, ot m : (P! x P1) x P! ——» P2 x P! est une application rationnelle
dominante de fibre générique finie. On pense & m comme a un revétement ra-
mifié entre variétés vues modulo transformations birationnelles. L’application
7 est obtenue en quotientant R par un groupe de symétries birationnelles.

Ces symétries sont recherchées comme préservant deux fibrations sur P x
P! x P! : la fibration (s,z,z) — s qui donne le parametre de la déformation
isomonodromique et la projection (s,z,z) + (s,z) du P!-fibré; elles sont
donc de la forme ¢ : (s,z,2) — (A.s, B(s).z,C(s,x).z) avec A, B(s),C(s,x) €
PSLs(C) et s — B(s), (s,x) — C(s,z) rationnelles.

Le lieu polaire de R contient quatre sections D; = {x = p;(s)},7 € {1,...,4}
de (s,z) — s qui doivent étre préservées dans leur ensemble par (s,z) —
(A.s, B(s).x). Le birapport t(s) = [p1,p2, p3, p4] est une fonction rationnelle.
Il est bien connu (cf [Art98, pp 38-39]) que P!\ {p;(s)|i = 1,...,4} est
isomorphe & P!\ {p;(A.s)|i = 1,...,4} si et seulement si u(s) = u(A.s), ou
u(s) = % Un tel A correspond alors & B(s) qui induit une permutation
{Dili = 1,...,4} = {Dy@pli = 1,...,4}. Si A et B correspondent a une
symétrie de R, cette permutation doit préserver modulo Z* le quadruplet
(+6;) des exposants associés aux D;. Si R a des poles non-apparents de la
forme {s = ¢}, ils doivent aussi étre préservés dans leur ensemble par A en
respectant les exposants £6,, correspondants.

Toutes ces conditions étant réunies, on doit déterminer si il existe C tel
que ¢ : (s,z,2) — (A.s,B(s).x,C(s,x).z) soit effectivement une symétrie de
R. Pour ce faire, on calcule les singularités du feuilletage R. On s’intéresse
particulierement aux singularités (z = f; 1(s),z = fi —(s)) au dessus de D;, si
il n’y a qu'une section de singularité f; au dessus de D; onnote f; = f; + = fi —.
La transformation C' doit étre telle que

{fo(i)+(A-5); (i)~ (Aus)} = {C(s,2). fi,+ (), C(s, ). fi~ (s) }-

En fait, on peut méme déterminer qui de f; 4 et f; - correspond & fy(;) 4 :
les singularités f; + correspondent aux directions propres des résidus de la
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connexion de rang 2 dont provient R, on peut donc y attacher les valeurs
propres correspondantes et ¢ devra les respecter.

Dans le cas ot (+6;)1<i<a = (£0,(;))1<i<4 -modulo rien- C(s,x) varie ho-
lomorphiquement avec z € P! pour s générique, donc C(s,z) = C(s); et si
trois des s; + sont distincts, cela permet de décider I'existence de C' et, le cas
échéant, de le calculer.

Quand (40;)1<i<a = (£05(;))1<i<a modulo 7Z* seulement , on peut essayer de
se ramener a la situation précédente, en ajoutant un cinquieme poéle apparent
ps(x) par transformation de jauge méromorphe, c’est ce qu’on a du faire pour
I’exemple que nous présentons ici.

Une fois trouvé un groupe fini de transformation (¢x)rer, avec Ci(s,x) =
Ck(s), on veut quotienter R par son action. Pour ce faire on se ramene a
un probleme de dimension 1 : on cherche des coordonnées z = U(s).x et
zZ = V(s).z telles que les ¢y se lisent (s,7,2) — (Ag.s,Z,2) a laide de ces
coordonnées. On est ainsi amené a résoudre (U(s) = U(Ag.s)Bk(s))r pour
connaitre Z, ce qui nous semble assez délicat en général. Cela fait, on doit
encore résoudre (V(s) = V(Ag.s)Ck(s))r pour déterminer Z.

Finalement, on obtient un feuilletage de Riccati R dont un groupe de
symétries GG est donné par des transformations du type s — Ag.s. On trouve
ensuite une fonction rationnelle y(s) qui est invariante sur les orbites de G
et qui sépare les orbites. La projection sur le quotient de P! par G est alors
donnée par y : P — IP’;. Les formes différentielles o, 3, v qui définissent R sont
invariantes par G et s’écrivent donc sous la forme a(y, Z)dz + b(y, z)dy, avec
a et b rationnelles. C’est ce qui donne R. La détermination de a ou de b se
réduit au probléme suivant : connaissant des fractions rationnelles y(s) et F(s)
telles qu’il existe G((y) rationnelle satisfaisant G(y(s)) = F(s), déterminer G.
Ce probleme se résout par des considérations de multiplicités ou ’emploi de

bases de Grobner.
(469045 s+1)2 (807139 s+1)2
(4268135377 524599996 s+1)%°

Pour obtenir une connexion sur P? x P!, on a utilisé ’application biration-

Pour notre exemple on a y(s) =

nelle standard P' x P! --» P? qui induit un biholomorphisme en restriction &
la carte affine (%, y). Le feuilletage R est défini par la forme —dz +a+ Bz +v22
sur P! x P? avec a, 3 et v donnés ci-dessous, oll on a remplacé & par .

o= 5 2(3y+1)(—y+3z)dzx 5 (18 y?2—10y2 4162y —45 yo+81 23 —18 22 )ady
(—y+2722—-62)(—2y2—9y+30yz+9x2) 12 (—y+2722—6 2)y(—2y%2 -9 y+30 yz+9 x2)
. (—75y3as+12y3—45y2x2+54y2—40y2:(:—1212yx2+810yx3+265yx+15:r:2—216x3)dx
g = 6(—y+2722—6 2)z(—2y2—9y+30 yz+9 x2)

(1350 yrx—966 y*+17010 4322 —4707 y3x—256 y3 —17064 y2 2 +2466 yzx)dy
72(—y+2722—6 2)y(—2y%2—9 y+30yz+9 22)(3 y+1)

i
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(49815 y2a3—428 y2 —1845 yx—30780 yx3+14508 yx2 421870 yr* —5832 £ +1701 23 —90 xQ)dy
T2(—y+2722—62)y(—252—9y+30 ya+922)(3y+1) et
(226800 y%22 —8325 12 —67665 y2a+33 ya+2376 yo2 —1080 2242593 y>+565 y—75 2+1875 y* —5033 y° ) da
720(—y+2722—6z)z(—2y%2—9 y+30 yz+9 22)

(—7950 y®4+33750 y® x+104906 y* —374769 y*x—36450 y* 2 —6169500 y3x2+ 776799 y3 x+1322 y3)dy
o 1864(—y+2722—6z)z(—2y2—9y+30yz+922)y(3y+1)

(11524275 323 —2426517 223+ 7654500 y2 2t 4+72945 y2 2 — 71244 32 22 —4030 y2 —951831 ya3 +224028 yx2 —17325 yac)dy

1864(—y+272?—6z)x(—2y%—9 y+30 yz+9 22)y(3 y+1)
(1968300 Y25 +801900 yx* —145800 2 —450 22 +14985 234393660 r5)dy
1864(—y+27 22 —6 z)x(—2y2—9 y+30yz+9 x2)y(3 y+1)

4.5. Dimensions de Kodaira

On choisit de s’intéresser au feuilletage F sur P? dont la structure transverse
est donnée par notre feuilletage de Riccati R et la section z = 0. Ce feuilletage
est ainsi donné, dans la carte affine (x,y) par la forme

w = —12y(1+3y)(3z —y)dz + [(10 — 18z)y* — 92(18z — 5)y — 92%(9z — 2)] dy

Nous souhaitons décider si ce feuilletage est un feuilletage modulaire au sens
de la définition 4.2.2. Pour ce faire, on emploie le théoreme de Mc Quillan et
Brunella indiqué dans [Bru03a, p 71] : les feuilletages modulaires sont, a
tranformation birationnelle pres, les seuls feuilletages sur des surfaces projec-
tives qui aient dimension de Kodaira kod = —oo et dimension de Kodaira
numérique v = 1.

On commence par calculer la dimension de Kodaira numérique de F. Par
définition elle se calcule en désingularisant le feuilletage puis en calculant la
décomposition de Zariski () du diviseur canonique K 7 du feuilletage désingularisé
F:K 7 se décompose numériquement en K 7 "Z" P4+ N oti P est un Q-diviseur
nef et N est un QT -diviseur contractile dont les composantes irréductibles sont
orthogonales & P, comme décrit dans [Bru00, pp 101-102]. La dimension de
Kodaira numérique de F est alors définie par :

num

0 siP"="0,
V(F)=41 siP # 0Oet P.P=0,
2 si P.P>0.

1. Cette décomposition existe a condition que le feuilletage ne soit pas une fibration
rationnelle, on verra plus loin que les courbes rationnelles invariantes sont suffisamment
rares pour exclure cette situation.
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D’aprés un théoreme de Mc Quillan (voir [Bru00, Theorem 1 p 106]),
pourvu que F soit relativement minimal, le support de N est bien connu :
c’est la réunion des supports des F-chaines maximales.

Les F-chaines sont les courbes C de composantes irréductibles (C;)i=1. r
telles que, pour tous i,5 € {1,...,7}, on ait

— C; est une courbe rationnelle lisse invariante de F ,

- Ci.Cj=1sii—j| =1,

- Ci.CjZOSi |Z—]| > 1,

— CzCZ < —1,

— (1 contient une seule singularité de Fet, pouri € {2,...,7}, C; contient

exactement deux singularités de F.

La condition de relative minimalité est une condition qui porte sur les
courbes rationnelles invariantes de F (cf [Bru00, chapter 5] ).

On voit que la compréhension des courbes rationnelles invariantes de F est
un préliminaire a la bonne réalisation de notre objectif.

On sait que certaines composantes du lieu polaire de R peuvent donner des
courbes invariantes pour le feuilletage, ce qui se vérifie pour les composantes

suivantes :
ly: y=0;
by : y+3=0;
(2) loo la droite a l'infini;
R: —%y+x2—%x:Oet
Vi =2y —y+Yay+a?=0.

Chacune de ces composantes est une courbe rationnelle lisse.

On calcule & I'aide de Maple ’ensemble des points singuliers ¥ = Sing(F)
du feuilletage F sur P? et, pour tout p € ¥, on calcule la partie linéaire
L(p) d’un champs de vecteurs & zéros isolés définissant F au voisinage de
p. Les singularités non-réduites sont les éléments p de X tels que L(p) = 0
ou bien tels que le rapport A = A(p) des valeurs propres de L(p) soit un
rationnel strictement positif. Ce sont ces singularités qu’il faut éclater pour
désingulariser le feuilletage F, cf [Bru00] Chapitre 1.

On donne la liste des éléments p de X et leurs propriétés dans le tableau 1.
On donne un dessin de la configuration de nos courbes dans la figure 1. On y
place aussi les points singuliers qui, a I’exception du point 7', correspondent a
des intersections de nos composantes de pole.

4.5.1. Désingularisation. — Par inspection de la figure 1, on voit que si p
est élément de {A, B,C, G, I} alors le feuilletage F a une singularité dicritique
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TABLE 1. Description des points singuliers

P A élément de coordonnées de p

A 1 0y, Uy et Lo (u,v) = (0,0)

B 2 V et £y (x,y) = (5/9,—1/3)

C 2 R et o (x,y) =(1/9,-1/3)

D -2 Ret 0, (z,y) =(2/9,0)

E,F A<0 Vet ls |(u,v)=(15/24+9/2+/3,0)

G 2 R et lo (s,t) = (0,0)

H | partie linéaire nulle | V, R et ¢4 (x,y) = (0,0)

I 3 VetR (x,y) =(1/3,1)

T —4 o (z,y) = (2/9,—1/3)

On utilise sur P? les cartes [z :y : 1]+ (2,9), [1 :u:v] = (u,v) et
[s:1:t]— (s,1).

FIGURE 1. configuration de courbes et positions des points

en p. Comme A\ = A\(p) € N*, en appliquant le théoréme de forme normale de
Poincaré-Dulac on obtient que, dans de bonnes coordonnées (z,w) au voisinage
de p, le feuilletage est donné par le champ 20, + (Aw + £2*)9,,, avec € = 0 ou
e=1.

De plus, le fait que la singularité soit dicritique impose ¢ = 0. A Taide
des formes normales, on peut alors voir que la singularité en p se résout par
une suite de A éclatements de diviseur exceptionnel une chaine de courbes
rationnelles C'h(p), dont seulement la derniére est transverse au feuilletage et
d’auto-intersection —1, tandis que les autres sont d’auto-intersection —2 :
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pour p = B,C,G, A = 2 on appelle D), la premiere composante de Ch(p) et
E, la seconde ; pour p = A, il n’y a qu'une composante & Ch(p), qu’on nomme
Dy et pour p = I, il y a trois composantes, la premiere est appelée Fj, la
deuxieme est appelée Dy et la troisieme est appelée Ej.

Soit X — P2 la désingularisation de A, B,C,G, I décrite ci-dessus. La
désingularisation de H n’est pas aussi prévisible. Toutefois, on voit, en calcu-
lant, que si on éclate X en H, le feuilletage induit sur I’éclaté a trois singularités
sur le diviseur exceptionnel Dy : une réduite en Hy avec A\(H;) = —7/2, une
réduite en Hy avec \(Ha) = —7/12 et une dicritique en Hs avec A\(H3) = 1. 11
suffit ensuite d’éclater encore une fois en Hs pour désingulariser le feuilletage,
le nouveau diviseur exceptionnel Ep est alors transverse au feuilletage, tandis
que la transformée stricte de Dy, qu’on note encore Dy, est invariante par le
feuilletage.

On note P2 — P2 la désingularisation compléte ainsi obtenue et F le feuille-
tage désingularisé, on donne un dessin décrivant cette désingularisation dans
la figure 3, les singularités y sont représentées par des points. Dans la figure 2,
on donne un dessin plus épuré qui indique les intersections entre les courbes
rationnelles invariantes par F que nous connaissons. Le diviseur canonique
du feuilletage F est aisément calculé : F est de degré 3, si d est une droite
générique de P2, alors K = (3—1)§ = 26 d’aprés [Bru00, p 27]. Dans la suite
d’éclatements on peut suivre ce que devient le diviseur canonique du nouveau
feuilletage, c’est 'objet du résultat suivant.

Proposition 4.5.1. — Soient 7 : Y — Y Uéclatement d’une surface Y en
un point p et E le diviseur exceptionnel. Soit H un feuilletage sur' Y et H le
feuilletage induit sur'Y . Soit a(p) Uordre d’annulation d’une forme w, a zéros
isolés, donnant le feuilletage H au voisinage de p.

- Si E est invariant par H alors Ky = m*(Ky) — (a(p) — 1)E.

~ 8i B n'est pas invariant par H alors Ky = 7*(Ky;) — a(p)E.

Démonstration. — Voir [Bru00, Chapter 2]. O

Signalons que si C est une courbe, 7%(C) est la transformée totale de C
par I’éclatement 7. On utilisera le nom des diviseurs de P? pour désigner leurs
transformées strictes par P2 — P2. Par utilisations successives de cette
proposition, on obtient Kz=2 0—Ds—FEgp—FEc—Dyg—2Eyg—Eqg—Ej.
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FIGURE 2. Chaines et cycles

LY
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F1GURE 3. Désingularisation du feuilletage.
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4.5.2. Etude des courbes rationnelles invariantes. — Nous entrons
dans un passage technique, qui permet d’exclure la présence de courbes ra-
tionnelles lisses invariantes inconnues pour le feuilletage F qui feraient obs-
truction au bon calcul de sa dimension de Kodaira numérique. Soit Cy une
telle courbe. On définit des inconnues pour le nombre d’intersections entre Cy
et les diviseurs qui nous intéressent dans le tableau 2.

TABLE 2. Intersections de Cy avec nos diviseurs.

D [R[V 0]l |t DalDp | Dc| Dyl De | Dr | Fr| Ex | Eg | Ec | Er | Eg |0
DCy|0|0|O0|er| 0O |ma|leg|lec|leg|eag| 0 |er|ng|ng|nc|nr|ng|d

Le degré de I'image de Cy dans P? est d. En appliquant le théoréme de Bézout
et en utilisant notre connaissance de la désingularisation du feuilletage, on
obtient les équations suivantes qui lient les intersections lues dans P? et celles
lues dans P2,

Eglt d=mna+2ng +ecgy
Ey, : d=2ng+ep+2nc+ecc+na+er
(3) E, d=np+2ng+eq

Er: 2d=ng+eg+3nr+er+2ng+eq+2nec+ec
Ey : 2d =2ng +eg +3ny+er+2ng+ep

D’autre part (cf [Bru00, Chapter 3]), I'auto-intersection de Cy peut étre cal-
culée en fonction des €, a l’aide des indices de Camacho-Sad (qui correspondent
aux A(p)) : par la formule de Camacho-Sad, on a C3 = —3(ep +ec +e¢) —
1—725}1 — %51 — %z—:T. Comme les singularités sont réduites, on doit avoir, pour
tout p, €, € {0,1}. De plus, comme l'auto-intersection de Cy est entiere, les
configurations envisageables pour les €, se restreignent a celles données dans
le tableau 3 ot 'on mentionne les valeurs de CZ qui y correspondraient.

Pour chacun de ces choix de (gp), on peut résoudre le systéme linéaire (3).
Seuls les choix n’1, 4, 5 et 8 correspondent & des solutions entiéres pour ce
systeme. L’ensemble des solutions ¢ est alors un Z-module de rang deux.
Toutefois on peut donner encore deux contraintes sur les inconnues du systéme
(3). Premierement, on peut calculer C3 en fonction de I'auto-intersection d?
de sa projetée dans P? et de la désingularisation P2 — P2, en utilisant la
proposition suivante.

Proposition 4.5.2 (voir [GH7S8], p 187 et p 476). — Soient 7 : Y — Y
l’éclatement d’une surface Y en un point p et E le diviseur exceptionnel.
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TABLE 3. Auto-intersections envisageables pour Cy.

(n [len[erfen[ec|ec|er | G
1{0]0o]0O[0O]O0O]O]O
20 0]0]0]1]1|0]-1
3jojoj1]o|1]0]|-1
40001 |[1]0]0]-1
50117001 |1]-2
6 1 |1{0|1]0]1]-2
701 1] 1]0]0|1]|-2
8 1|1 |11 ]1|1]-3

1. SiC C Y est une courbe qui passe par p avec multiplicité m et si ccy
est sa transformée stricte alors C* = C? — m?2.

2. De plus le diviseur canonique Ky de Y est donné par Ky =m*(Ky)+E.

En appliquant successivement la premiére propriété, on obtient

(4) C2=d*>—n% —3n? —2m; —e; — Z ((np+€p)2+n12,).
p=B,C,G,H
En appliquant la seconde propriété et en sachant Kpz = —3J, on obtient :

KEDQ = -30+F;+2Di+Dc+Dy+Dg+Da+Dp+2 Eg+2 Ec+2 Eqg+2 Eg+
3 E;. Deuxiemement, on utilise la formule du genre : 0 = %C@.(Cg + Kgo) + 1,
pour obtenir
) 1 3 1 3 1 3
2 2 2

=1+ 3 d”— 2 d+ gnatonr—erng = gny — 2n1+pB;Ganp(1—np—sp).
Pour chacun des choix n’l1, 4, 5 et 8 en injectant les valeurs des ¢, la valeur de
C3 correspondante, ainsi qu'une paramétrisation de o par (), 3) € Z? dans (4),
on arrive a paramétrer \ en fonction de § puis a conclure en utilisant (5). Les
seules possibilités cohérentes sont alors celles données dans le tableau 4. Dans

TABLE 4.

ng | g | Ny Er\MplEB | NC |ECc | NG |EG | NA | ET d
1 11211 0] 010 1 1 3 116
5 | 1] 2 1 0 1 3 1 711114

les deux cas, I’éventuelle courbe invariante Cy traverse plus de trois singularités,
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ce qui indique qu’elle n’est pas dans une F -chaine, de plus son auto-intersection
est —3 ou —2, ce qui indique que le feuilletage F est relativement minimal.

4.5.3. Décomposition de Zariski, dimension de Kodaira numérique.
— La description de la désingularisation que nous avons faite permet de
donner, dans le tableau 5, la matrice de la forme d’intersection sur P2 restreinte
au sous-espace dont une famille génératrice est

S = (Ra V7£1;£2a€007DA7DB,DC)DH7DG7DIaFIaEHaEBaEC7EIaEG75)‘

On montre dans 4.5.2 que les seules courbes rationnelles invariantes lisses
de F sont des éléments de S ou bien sont d’auto-intersection inférieure & —2
et contiennent plus de trois singularités. Ce qui fait que notre feuilletage est
relativement minimal et que seuls des éléments de S entrent dans le support
de la partie négative N de la décomposition de Zariski de K z. Les F-chaines
maximales sont les suivantes : Dy — R —¥{1; Dy — Fy; 4y; Dg; Do et Dg.

Le support de N est donc DgUDcUDgUlUD;UFTUDgURU/, . Ainsi
N =aDg+bD¢c + cDp + dls +eDy+ fFr + gD + hR + i¢1. Chacune des

composantes de ce support est orthogonale & P "=" K 7 — IV, ce qui donne un

TABLE 5. Matrice de la forme d’intersection pour la famille S.

r-40 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 27
0-30 0 2 0 0 O0OO0OOO0OO0OT1I 1T O0 1 02
1 0-20 01 0 0 0 0 0O O 1T 0 0 0 01
0 0 0640100 O0O0OO0OO0OO0OT1TT1O0 01
02 0 0-21 000 0O0O0OO0OO0OTO0O0OTI1ITI1
06011 1-10000O0OO0OO0OO0OTO0OTO0OTO0OO
0 0 000 0-200000 010 000
0o 0 00 0 0 0-20 000001000
10 0 OO O O O0O-20 0010 00 00
o o0 0 o0 0 O0O0O0OO0-2010000 010
0o 0 000 O0OO0OO0OO0OTO0D=-210001o00
0 0 0 00 O0OO0OTO0ODO0ODO0OTI1-20000o00
01100 O0OOT1UO0UO0OO0O-1000 00
01010 01 0 O0O0OO0OO0OO0-100 00
1 0 0 100 01 0O0OOOTOO0O-=-1000
110 0 0 0 0 O OO 1T O0O0OO0OO0-100
1 0 0 01 0 0O0O1 0 O0OO0OO0OO0OO0OS-10

L2 2 1 1 1 0 0 0 O O O0O O0O 0O O O O O 14
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systeme d’équations linéaires simple qu’on résout :

1 1 7 1 1 1 1 2 1
N=—D —-R+—0+=D - D - D - —Dj+ = ¥s.

o H+6 +12 1+2 G+2 B+2 c+3 1+3 1-1-42
On voit alors que P "=" K 7 — N n’est pas numériquement trivial puisque

(Kz— N).§ = %, puis on constate que P? = 0. Nous venons donc d’obtenir :

v(F)=1.

4.5.4. Dimension de Kodaira. — Dans cette section on commence par
répéter les résultats généraux donnés dans [Bru00| qui circonscrivent kod(F)
en fonction de v(F), ce qui nous permet ensuite d’obtenir kod(F) = —oc.

Premierement, on a I'inégalité suivante pour tout fibré en droites L :
(6) v(L) > kod(L).
Ensuite, deux théoremes.
Théoréme 4.5.3 (McQuillan-Mendes). — Si H est un feuilletage réduit
sur une surface algébrique et kod(H) =1 alors H est
1. un feuilletage turbulent,
2. une fibration elliptique non-isotriviale,
3. une fibration isotriviale de genre g > 2 ou
4. un feuilletage de Riccati.

Théoréme 4.5.4 (McQuillan). — Si H un feuilletage réduit sur une sur-
face algébrique tel que kod(H) = 0 alors v(H) = 0.

On déduit de cela I’énoncé suivant.

Proposition 4.5.5. — Soit F un feuilletage réduit transversalement projec-
tif sur une surface projective X, tel que v(F) = 1, dont une structure trans-
verse (m: Ex X — X, R,0) a une monodromie non métabélienne. On suppose
aussi que R n’est pas birationnellement équivalent au pull-back d’un feuilletage
de Riccati au dessus d’une courbe. Alors F est un feuilletage modulaire.

Démonstration. — Par le théoreme 4.5.4, on ne peut avoir kod(F) = 0. Il
nous reste a exclure les éventualités 1 — 4 données dans le théoreme 4.5.3 et
a utiliser (6) et kod € {—00,0, 1,2} pour conclure. Pour ce faire, on utilise le
lemme suivant.
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Lemme 4.5.6 (Loray-Pereira). — Soit X une variété complexe projective
lisse. Si F est un feuilletage de codimension 1 sur X qui posséde deuz struc-
tures transversalement projectives T = (P! xX — X, R, o) etU non-équivalentes
au sens de [LPOT], alors le groupe de monodromie de T contient un groupe
abélien d’indice < 2 ou R est birationnellement équivalent a un feuilletage de
Riccati pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe.

Démonstration. — La preuve utilise [Scd97, Proposition 2.1], voir [LPO07,
Lemma 5.4.]. O

Ainsi F a une unique structure transversalement projective au sens de

[LPO7].

1. Si F est un feuilletage turbulent, alors il admet une structure transversa-
lement projective & monodromie virtuellement abélienne (donnée par des
automorphismes de la courbe elliptique sous-jacente), ce qui est exclu.

2. Il n’est pas donné par une fibration, sans quoi il aurait une intégrale
premiere méromorphe f qui lui fournirait une structure de feuilletage
transversalement euclidien : dz = df, de monodromie triviale; ce qui
n’est pas conforme a nos hypotheses.

3. Le feuilletage F ne peut étre un feuilletage de Riccati, puisque les feuille-
tages de Riccati sur X ont une structure transverse donnée par une
feuilletage de Riccati birationnellement équivalent a un pull-back d’un
feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe, cf [LP07, section 3.1.].

O
On en déduit le coeur de nos résultats.

Théoréme 4.5.7. — Le feuilletage F décrit & la partie 4.5.1 est un feuille-
tage modulaire.

Démonstration. — Les hypotheses de la proposition 4.5.5 sont satisfaites par
F puisque :

— sa dimension de Kodaira numérique est v =1

— le groupe de monodromie de sa structure transverse est gros, comme on
le verra dans le lemme 4.8.3;

— Le feuilletage de Riccati de sa structure transverse n’est pas birationnel-
lement équivalent au pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une
courbe, d’apres le lemme 4.3.4.

O
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4.6. Feuilletage dual

Par le théoreme 4.2.4, ce qu’on vient d’obtenir est (IP’Q,]:") = (}713 ]:"p), pour
un certain I'. On se propose de déterminer le feuilletage G sur P? qui cor-
respond au feuilletage Gr sur P2, Toujours par le théoreme 4.2.4, les feuille-
tages F et G ont un diviseur de tangence réduit T'ang, donné par le lieu
polaire de la structure transverse de F, c’est a dire de degré 7. De plus,
le diviseur de tangence de deux feuilletages sur P? de degrés d et d’ est de
degré d + d’ + 1. Comme F est de degré 3 on obtient que G lest aussi.
Par un calcul affine, on voit que ’ensemble des feuilletages de degré 3 ayant
Tang — {~ parmi leurs courbes invariantes est un pinceau (F;);cpr dont seul
un élément ne laisse pas invariant /.. Ce pinceau est donné par wy = Pidzr +
Qidy ou P, = —12 (1 +3y)y(—2ty —y — 10t + 36tz +32) et Q; = (—81 — 162¢) x> +
(—162y + 756 ty + 18 + 306 t) 2° + (—36y*t — 18y + 45y — 270ty — 60¢) = + 10y (y + t).
On remarque que

_ _ 106 20t(3t—1)
S1 = {($7y) - ( 9(1+2t)’ 3(1+2t)2 )} C R et
o _ 10t(—9+21) —100¢2
52 = {(x,y) - <3(44t2—96t—9)’ 44t2—96t—9>} cv
sont deux singularités de F;, cela va nous permettre de déterminer le ¢ tel
que F; = G. En effet, comme Gr n’a pas de singularité sur R et V en dehors
des intersections avec les autres courbes rationnelles invariantes, le ¢ recherché
doit étre tel que s1(t) € {C,D,G,H,1} et so(t) € {B,E,F,H,I}. La seule
valeur de ¢ qui satisfasse ces deux conditions est t = 3/4, on a donc finalement
G = F3/4- On a trouvé une involution holomorphe de P2 (voir section 4.7) qui

échange F et G, ainsi la structure transverse de G, unique d’apres le lemme
4.5.6, peut étre obtenue en tirant en arriere celle de F par o.

4.7. L’involution

Cette involution est donnée dans la carte affine (x,y) de P? par :

. 3yBy+13)z—y(Ty+9)
o:@y) = ((135y+9)x—3y(3y+13)’ >

On voit que c’est une transformation de de Joncquieres.

On l'a découverte en étudiant les tangences entre le pinceau des droites
issues de A et les feuilletages F et G. C’est une transformation de jauge
méromorphe du P'-fibré (z,y) — y d’espace total 1’éclatement de P? en A,
qui est holomorphe en dehors de {(y — 1)y = 0}. Quand on la conjugue par la
désingularisation de F, on obtient une transformation holomorphe de P2 = Yy
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qui échange Dy et Fy ainsi que Er et {y = 1}. De méme, elle échange ¢; et
Dy en fixant globalement Epy et en réalisant un automorphisme non-trivial
de R. Comme indiqué précédemment, cette involution échange F et G.

4.8. Calcul de la monodromie des structures transverses

On souhaite comprendre ici les représentations de monodromie de R et c*R.

Remarque 4.8.1. — Soit Ry un feuilletage de Riccati au dessus de X et D
son lieu polaire. Soit D une composante de D. Si, localement, par transforma-
tion de jauge méromorphe, on peut faire disparaitre le pole Dy, alors Ry n’a
pas de monodromie locale pres du point générique de Dq. L’hypersurface D,
est appelé pole apparent de Rg. Si D’ est I'hypersurface formée des compo-
santes de D non apparentes, alors D’ est appelé lieu polaire non apparent
de Ry et la monodromie de Ry se réduit & p : (X \ D') — PSLy(C).

4.8.1. Groupe fondamental. — Un préalable au calcul de la représentation

de monodromie de R est la compréhension du groupe fondamental du complémentaire
d’une courbe dans une surface. L’outil principal utilisé pour cela est le théoreme
topologique suivant, du a Zariski et Van-Kampen :

Théoréme 4.8.2. — Soit p: E — B un fibré localement trivial qui posséde
une section s, avec E connexe par arcs. Soit b € B et Fy sa fibre.

Le groupe fondamental de E est donné par la suite exacte scindée suivante
0 — 71 (Fp,b) Iy 71 (E,b) ™ 71(B,b) — 0. La section est donnée par s,.

Démonstration. — Voir [Shi] O

Précisons 'action du facteur 71 (B, b) sur w1 (Fp, b) pour le produit semi-direct
m1(B,b) X m1(Fp, b) induit par cette suite exacte. Soit v : [0,1] — B un lacet
partant de b, v*E est un fibré localement trivial de base simplement connexe,
il est donc trivialisable : v*E = [0, 1] x F} et tout lacet 79 de F}, de point de
base b se déforme continument en 74, un lacet de point de base ~(t) dans la
fibre F, ;). On définit ainsi une action de v € m1(B,b) sur 71(F},b) en posant
To.y = 71 ; ¢’est I'action qui intervient dans la structure de produit semi-direct
mentionnée ci-haut.

Dans le cas ou Fp est un disque épointé, I'action correspond a ’action d’une
tresse, comme indiqué dans la figure 4.

Soit X % P2 Déclatement de P2 en A et E le diviseur exceptionnel. On va
travailler avec R’ = 9*R. Remarquons que X est muni d’une structure de fibré
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FIGURE 4. Action de la tresse oo

en P! : X 5 E. Soit P le lieu polaire non-apparent de R/, on voit que F n’est
pas une composante de P. Les composantes de P sont les transformées strictes
des composantes du lieu polaire de R : trois fibres de 7, & savoir f1, lo et ls,
et les deux coniques. Soit /5 la fibre de I pour 7. Soit Q = PU/;, X° = X\ Q
et B = E\ Q, on voit que T|x0 X% — EY est un fibré topologiquement
localement trivial de fibre Si, la sphere privée de quatre points. De plus, ce
fibré admet une section, donnée par E°; on a ainsi, par le théoreme ci-dessus,
une description du groupe fondamental de X° comme produit semi-direct :
7['1(X0, b) = 7T1(Fb, b) X 7['1(E0, b)

Reste a identifier de facon effective les deux facteurs et l'action. Pour la
base on choisit les générateurs «, 5, v comme sur la figure 5, ou 'on rapporte
les fibres & l'ordonnée y de leur point d’intersection avec {z = 0}. On choisit
pour Fy la transformée stricte de {y = 4} par 1’éclatement de P? en A. On
choisit alors comme générateurs pour 1 (Fy,b) les lacets ¢, u, v, w comme sur
la figure 6, ot 'on utilise 'abscisse x des points comme coordonnée ; la seule
relation entre ces lacets est tuvw = 1.

FIGURE 5. Chemins de la base E°

On identifie les points 1, 2, 3 et 4 de F}, avec les points 1, 2, 3 et 4 du disque
épointé quatre fois, ce qui permet d’interpréter ’action de «, [ et v a I'aide
de l'action du groupe de tresses B4. Comme on le voit sur la figure 4, B4 agit
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FIGURE 6. Lacets de la fibre F
]

X1 X2 X3 x4

t u % w

-a droite par morphisme de groupe- sur (t,u,v,w) de la maniére suivante :
o1 (tu,v,w) = (tut™1 ¢, v, w)

(7) o9 : (t,u,v,w) — (t,uvu™"
o3 (t,u,v,w) = (¢, u,vwv=1,v)

Uy W)

Par inspection de notre figure réelle 1 et la connaissance des ordres de contacts
entre les composantes de P, on voit que a agit comme la tresse o3, que
correspond & la tresse 0§ et que I'action de v = 797! est celle de o3 suivie de
celle de 010907 sur la fibre Fj, de a, puis enfin suivie de 'action de o5 3, Puisque
des générateurs pour les facteurs sont donnés par les familles f = («a, 3,7) et
g = (t,u,v,w), notre structure de produit semi-direct pour 71 (X, b) nous
fournit la description par générateurs et relations suivante :

WI(XOJ)) =< ng|fz_lg]fl = g]flatuvw =1>.

De maniere explicite, I’ensemble des relations est le suivant.

(8) tuvw = 1
a Mta=t
-1 _ -1
(9) o~ U = uvu
a va=u
a twa = w
Bltp =t
B luB =u

(10) BB = (vw)3v(vw) 3

B wp = ((vw)?v) w ((vw)%)_l
(11)
7y = (tu(ow) ) w (tu(vw)_l)_1
'y*lu*y = tut™!
Y wy = (H(wow) T (vw)?) ¢ (t(wvw)_l(vw)z)_l

v oy = (Hwow) T ow)2t(wow) ") v (t(wvw)_l(vw)Qt(wvfw)_l)_1
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Par la relation (8) et le fait que 7 (E°,b) agit par morphismes de groupe,
on peut déduire une des quatre équations de (9), (10) ou (11) des trois autres.
On peut donc simplifier la présentation en enlevant une équation de son choix
dans chacune des familles de relations (9), (10) et (11), par exemple la plus
longue, ce qui donne ’ensemble de relations suivant, ou ’on a aussi appliqué
tu = (vw)~" dans la relation vty = (tu(vw) ™) w (tu(vfw)_l)_l.

[ tuvw =1
aMta=t

ava=u

OéillUOé =w

BB =t

(12) ,8_1’LLB = u
8108 = (vw)Pv(vw) 3
vty = (vw) 2w (vw)?
7_1u'y = tut™!

-1

\ v lwy = (Hwow) T (vw)?) t (Hwow) " (vw)?)

D’apres le théoreme de Van Kampen sur le groupe fondamental de 'union de
sous espaces topologiques, pour avoir une présentation du groupe fondamental
de X! = X \ P, il suffit d’ajouter & cette présentation la relation 3 = 1. Ce
groupe est donc donné par les générateurs {a,y,t,u,v,w} et les relations :

tuvw =1
a Mta=t
a lva=u

a twa = w

(13) v = (vw)3v(vw) 3
vy = (vw) " w(vw)?
v uy = tut !
Y lwy = (Hwow) T (vw)?) t (t(wvw)*l(1)11))2)71
4.8.2. Monodromie. — Il nous suffira de comprendre la représentation de

monodromie p : 71 (X', b) — PSLy(C) de R’ en restriction & 71 (F}) et & 71 (E\
P) pour la comprendre globalement. Remarquons que toute représentation
de I'un de ces groupes vers PSLy(C) se releve a SLy(C) puisque ce sont des
groupes libres. On pourra ainsi avoir recours & des raisonnements matriciels.
Le pinceau des droites passant par A est le projeté du pinceau de P! de la
déformation isomonodromique initiale R4, en particulier la monodromie de
AT F, st la méme que celle d'un R,. Dans [Boa07], Boalch donne des traces
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de matrices qui permettent de déterminer les images de t,u,v et w par la
représentation de monodromie de Ry modulo conjugaison globale et modulo
I'action de MCG(S?) le mapping class group de la sphere épointée S?. L’action
de MCG(S3) correspond & I’ambiguité sur le choix des lacets simples ¢, u, v, w
tels que m1(Fp) =< w,v,w > et tuvw = 1, voir [Bir75, Theorem 1.9 p 30].
Le théoreme [IIS04, Theorem 2.3 p 6] (voir une autre preuve dans [Boa05,
p 202]) permet de déduire des traces correspondant a un relevement p de
71 (Fy, ) oo PSL2(C) & SLy(C), o1 i : Fj, — X! désigne I'injection naturelle.
Elles sont données dans le tableau 6, ou T' = p(t), U = p(u), V = p(v) et
W = p(w).

TABLE 6. Traces modulo 'action de B3

M v i iwi|T| U |VW|WT |VT
trace(M) |[ V3] 2 |2 ] V3| 1 0 1

Un quadruplet qui donne ces traces est donné ci-dessous.

. -1 243 —_— 2—-v3 143 - -1 0
R R RIS/ ST S T R BV S R

-2 2443

V3—4 2+3

Ainsi, ¢.(Ty, Uy, Vo, Wo) = (T,U,V,W) pour un ¢ € MCG(S?). De plus,
I’action induite sur les traces par ¢ doit étre triviale. En particulier, ¢ doit
induire une permutation de {1,2,3,4} qui fixe 1. Par quelques arguments
topologiques ( cf [Bir75]), on peut ainsi voir que 'action de ¢ sur la classe de
conjugaison de (Up, Vp, Wy) est celle d'une tresse a trois brins b € B3 comme
dans [LTO08]. Cette orbite est finie puisque la solution de (PVI) que nous avons
utilisée est algébrique. A 'aide de Maple, on calcule 'orbite de la classe de
conjugaison de (Uy, Vo, W) sous Bs. Cette orbite O comporte 18 éléments et
se décompose de la facon suivante :

(14) O = UierbiP3.(Uo, Vo, Wo)

Up =

ou Ps est le noyau du morphisme naturel B3 — &3 et les b; ont des images dis-
tinctes par ce morphisme. On constate par calcul que 'orbite Ps.(Uy, Vy, W)
est de cardinal 6 et en déduit que I comporte 3 éléments. De plus, P3 agit
trivialement sur le triplet (trace(U),trace(V),trace(W)) = (v/3,v3,2) au
contraire de oo et de 010901 qui induisent respectivement (\/§, \/g, 2) —
(V3,2,v/3) et (V3,V/3,2) = (2,v/3,V/3), la décomposition (14) est donc donnée
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par bg = 1 by = 01 et by = o10901. En particulier, (U, V, W) est dans 1'orbite
Ps3.(Uo, Vo, Wo). X
La monodromie de RT p se releve aussi en p a SLo. Elle est aisément calculée

grace a la connaissance des exposants : 0 =0, 01 = 1—12,

respectivement & fo, {1 et fo. Soient A = p(a) et G = p(7y), on a trace(A) =
2 co8(mlx), trace(G) = 2 cos(mhy) et trace(AG) = 2 cos(mhs), ce qui détermine
une représentation vers SLa(C), unique modulo conjugaison et irréductible,

1 0
et
_\/g 1

_1
tlo = ; correspondent

d’apres [Chu99]. Apres calcul, elle est donnée par A =

V2 V2(\/341)
F(6-3v8) P(VE-1)

En utilisant la deuxieme et la quatrieme relation de (13), ainsi que le

fait que T' soit parabolique, on voit que 7' et W commutent. Dans l'orbite
Ps.(Up, Vo, Wp), seuls deux triplets satisfont cette condition, méme projective-
ment. En utilisant la troisieme et la septieme relation de (13), on arrive a voir
que I'un d’eux ne peut correspondre a notre représentation tandis qu’un seul
représentant de la classe de conjugaison du second satisfait (13), il est donné

ci-dessous.
- V3i—-1 1 —-14+23 1
| —2+v3 1|’ | -8+3v3 —vB+1 |’

1 0
W = .
.

Le groupe < A,G,U,V,W > est un sous-groupe de PSLy(Z[{]) ou & =
2cos({5) = @(1 +/3). Notons que Z[¢] est 'anneau des entiers de Q[¢] =
Q[v2,v3]. On remarque aussi que la représentation p ne se releve pas a SLo.

Exactement la méme démarche permet de déterminer la monodromie de la
structure transverse du feuilletage dual G : vue I'involution, les images de u, v
et w sont encore dans l'orbite Ps.(Up, Vi, Wy) et une seule trace de monodromie
locale change : 6, = % La représentation obtenue est I'image de la précédente
par V3 — —v/3.

Un examen plus approfondi donne le résultat suivant.

Lemme 4.8.3. — Le sous-groupe de PSLy(C) engendré par U, V., W, A et
G est une extension de degré 2 de PSLo(Z[/3]), en particulier il est gros.
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Démonstration. — En effet, PSLy(Z[/3]) est engendré par ses deux sous-

Lo ] ,uezm]} ot Ty =

groupes de matrices triangulaires : T := {{ )

1 1
{[ 0 Qf ] ;U € Z[\/g}} L’isomorphisme [ u (1) } — u permet d’identifier T}

A Z[v/3], on voit ainsi facilement que T} est engendré par les matrices A et WW.

! 12”\/3] ot F = G2WG? =

De méme, les matrices H = G?AG™2 = [ 0 )

1 19+11v/3
0 1

générateurs du Z-module Z[v/3] en vertu des identités suivantes :
1=—11(124 7V3) + 7(19 + 11V/3) et V3 = 19(12 + 7v/3) — 12(19 + 11V/3).

Ainsi le groupe < A, G,U,V,W > contient PSLy(Z[+/3]). D’autre part, G est
le seul générateur non contenu dans PSLy(Z[v/3]) tandis que G? I'est, ce qui
montre que < A, G,U,V,W > /PSLy(Z[V/3]) se réduit & deux éléments. [

] engendrent Th, puisque 12 + 7v/3 et 19 4+ 11v/3 sont des

4.9. La surface modulaire associée a Z[/3]

On déduit de notre travail suffisamment d’informations sur la surface Y. /3

Théoréeme 4.9.1. — Un modéle birationnel de la surface modulaire bifeuilletée
(Y3, F 3 9y3) est (P2, Fuy,Gry) ol
w1 =6 (31}2 + 1) v (v2 + 9 uv? —|—3u) du
+ ((9u—=5)(9u—2)(9u—1)v* +9u (5+54u” — 30u) v* + 9u® (Yu — 2)) dv.
71=206 (31}2 + 1) v (—81}2 —3+36uv?+ 12u) du
+((9u—5)(9u+1) (9u—1)v* + (3 +486u® — 432u” + 45u) v> + 9u (9u — 2) (u — 1)) do.
De plus, o1 : (u,v) — <9 (1?5Zz(ff)i();jzli)ffizS?E;Z;glm , v> est une involu-

tion birationnelle de P? qui échange F,, et Gy, .

Démonstration. — D’apres le calcul de la monodromie des structures trans-
verses de F et G et le lemme 4.9.2, on voit que ’on obtient la surface (Y\/g, ]-'\/g, g\/g)
comme revétement double de (Yr, Fr,Gr). Soit 7 : Y. /3 — Yr le revétement
en question. Soit X 1’éclatement de P? en A, comme dans la section 4.8.2. La
fin de la désingularisation de F donne un morphisme ¢ : Y — X et on note
(I Yr-2sYr la désingularisation de Y. Soient P le lieu invariant du feuilletage
induit par F sur X, X! = X \ P, Y\l/g =Y 5\ (moto¢) P. La composée

701 o ¢ induit un revétement étale 7! : Y\}g — X! qui est déterminé par sa
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représentation de monodromie : 71(X') = T/PSLy(Z[V3]) = Z/27Z. D’apres
le lemme 4.8.3, on voit que p : P! x P! ——» X (u,v) — (u, %
restriction & X' un revétement étale qui a exactement r pour monodromie.

) induit en

Ainsi on a un biholomorphisme T entre Y\l/g et PL x P\ 7* P, tel que poT = .

Lozl est une correspondance algébrique, on en déduit que T se pro-

Comme p~
longe en une transformation birationnelle, de sorte que le diagramme suivant

commute.

Y- ————- ~ P! x P!
~ |
- 1
W\L \\\ I p
- \\&V
Yr—-—-=Yr p X

Ainsi, en pratique, le revétement double qu’on utilise est p, ce qui permet de
déduire le résultat. O

Notons que Y. /3 est un "revétement” intermédiaire entre le P! x P! de la

déformation isomonodromique initiale R et Yr puisque
_ —1/24(469045 s+1)(807139 s+1) sofaiy —u(s)? _ (469045541)%(80713954+1)%
v(8) = Sarsrorsosio stratoriarsyr Satisfait i = (4268135577 24599996 s 177 — Y (5)-

Lemme 4.9.2. — Soit F un feuilletage holomorphe singulier sur une surface
lisse projective X . Soit D un diviseur sur X. Soient ¥ = (P, R,0) une struc-
ture transversalement projective pour F et ¥g = (P, Ro,00) une structure
transversalement projective pour Fix\p-

St la monodromie de R n’est pas virtuellement abélienne et R n’est pas bi-
rationnellement pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe,
alors (Po, Ro,00) est birationnellement équivalent a (P, R, a)‘X\D. En parti-
culier R et Ry ont méme monodromie.

Démonstration. — Comme X est projective, & transformation biméromorphe
pres, X est le fibré trivial sur X muni d’une équation de Riccati globale R :
dz = a + Bz + 2% et de la section triviale z = 0. D’autre part, d’apres
[LPO7, Remark 2.3.], 3 peut étre décrite (biméromorphiquement) par un
recouvrement d’ouverts (U;) de X \ D, des équations de Riccati (R;) sur les
U; et des transitions méromorphes entre ces feuilletages, qui respectent les
sections z = 0. Par changements de trivialisations méromorphes au dessus
des U;, on peut supposer R; : dz = a + [z + ;2% (voir [LP0O7, eq (2.5)
p 228]). Pourvu que dB # 0, le résultat [CLNL™07, Corollary 2.4] montre
v; = v et on peut conclure, car tout automorphisme biméromorphe d’une
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structure transversalement projective est trivial. C’est bien cette situation
que se présente. En effet, si d6 = 0, les conditions d’intégrabilité pour R
montrent a = fr, pour une fonction méromorphe f, et sur un revétement
double de X, par une transformation de jauge méromorphe, on se ramene a
a = 7, alors on déduit encore des conditions d’intégrabilité que da = 0, ce qui
implique que, quitte a passer a un revétement double, F posseéde une structure
transversalement projective a monodromie abélienne, ce qui est exclu grace au
lemme 4.5.6. 0

4.10. Conclusion

Dans une perspective plus générale, on peut se demander quelles solutions
(algébriques) de I’équation de Painlevé VI donnent des exemples intéressants
de feuilletages et comment le groupe d’Okamoto agit sur cette propriété.
L’intérét qu’on porte a un feuilletage de Riccati sur P! x X — X peut pro-
venir de la richesse de son groupe de monodromie (disons sa Zariski densité)
et du fait qu’il ne soit pas birationnellement équivalent a un pull-back d’un
feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe (notamment en vue du résultat
susmentionné de Corlette-Simpson). Donnons 'action du groupe d’Okamoto
sur les déformations isomonodromiques (Rs) associées aux solutions de (PVI).

1. Les transformations qui n’agissent que par changement de signes des
parametres de la solution de (PVI) agissent trivialement sur (Rs).

2. Certaines agissent par des transformations de jauge méromorphes de P! x
P! x C — P! x C qui sont holomorphes en dehors des pdles 0, 1, ¢, co.

3. Certaines agissent par permutations des poéles :
< [0,1,¢,00] — [0,1,1 —¢,00],[0,1,¢, 00] — [0,1,1/t,00] >.

4. La symétrie spéciale s d’Okamoto a une action non triviale qui ne s’in-
terprete pas géométriquement dans ce contexte.

Soit H le groupe engendré par les transformations des types 1—3 et G le groupe
d’Okamoto, engendré par les transformations 1—4. Le groupe H agit par trans-
formations birationnelles, ce qui ne change pas les propriétés géométriques de
(Rs) et des feuilletages induits par le choix de sections de P! x P! xC — P! xC.
Par contre, la transformation s5 perturbe ces propriétés : le groupe de mono-
dromie de (R;) est en général modifié par ss et la propriété de pull-back n’est
pas respectée.

On déduit aisément de [Boa06, section 3| que H est un d’indice 3 dans G ;
chaque solution de la liste de [LT08] donne trois solutions modulo H et donc
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au plus trois feuilletages de Riccati (modulo transformations birationnelles).
D’autre part, le choix de la section de P! x P! x C — P! x C est déterminant
pour les propriétés numériques du feuilletage F induit par R.






CHAPITRE 5

AUTRES EXEMPLES

5.1. Question de factorisation pour les courbes de petit degré

On peut souhaiter comprendre ce que donne 'alternative de Corlette-Simpson
pour les représentations de groupes fondamentaux de complémentaires X =
P2\ C de courbes de petit degré. Cela revient & trouver les représentations qui
ne se factorisent pas projectivement par une courbe. Pour les courbes de degré
inférieur a 5, I’'application du théoreme 1.10.11 permet d’écarter un nombre
substantiel de courbes C. Toute courbe C de degré < 4 telle que 71 (X) possede
une représentation p Zariski dense vers SLy(C) doit avoir au moins un point
singulier puisque 71(X) ne peut étre abélien. La présence de ce point singu-
lier (de multiplicité au moins 2) et la Zariski densité permettent d’appliquer
le théoreme 1.10.11 et montrent que p se factorise projectivement par une
courbe.

Pour les courbes de degré 5, on peut utiliser le travail de Degtyarev [Deg99]
qui donne toutes les quintiques dont le complémentaire dans P? a un groupe
fondamental non abélien. Nombre d’entre elles possedent un point triple, ce
qui permet d’appliquer ’argument précédent et exclut que ces courbes donnent
lieu & des représentations Zariski denses qui ne se factorisent pas projective-
ment par une courbe.

On ne donne pas ici la liste qui donne la petite vingtaine de types de quin-
tiques qui ne possedent pas de point triple; il s’agit simplement de lire la liste
de [Deg99].

Pour ces dernieres, on peut utiliser la présence d’'un point double garan-
tie par la non abélianité du groupe fondamentale. Supposons donnée, pour
une telle courbe C, une représentation p : m (P2 \ C) — SLa(C) d’image Za-
riski dense. Soit R le feuilletage de Riccati obtenu par projectivisation d’une
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connexion plate qui réalise de la représentation p. La déformation isomonodro-
mique obtenue en restreignant R aux éléments du pinceau de droites issu d’un
point double donne une solution algébrique (qo(s), to(s)) de I’équation de Pain-
levé VI (voir chapitre 2). Au cas par cas, en comparant la fonction algébrique
to(s) qui donne le birapport des quatre points d’intersections entre C et les
éléments du pinceau de droite avec les ¢(s) qui apparaissent dans notre liste
de solutions algébriques, on doit pouvoir obtenir des informations sur qq, p et
R. Connaissant (qo, tg), comme on a décidé lesquelles des solutions algébriques
de Painlevé VI sont obtenues par pull-back de feuilletage de Riccati au dessus
d’une courbe, on devrait étre en mesure de décider si le feuilletage de Riccati
R initial est pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe. Mal-
heureusement, faute de temps, cette étude exhaustive ne sera pas faite dans
cette these.

5.2. Une quintique irréductible a représentations irréductibles

On s’intéresse ici aux feuilletages de Riccati au dessus de P? dont le lieu
polaire est donné par la quintique irréductible suivante :

Q:9y%2% —39y —16y% — 72 — 144z + 96 yz* — 16 y°2> — 30z + 24 y*a® — 48 yz = 0.

C’est une quintique 4-cuspidale : une cuspide de type Ag et trois cuspides de
type As (cf notations d’Arnol’d pour les singularités simples). D’apres Deg-
tyarev [Deg89] et [Deg99], & isotopie rigide pres, il n’y a que deux quin-
tiques irréductibles C telles que 71 (P? \ C) ne soit pas abélien. La quintique
@ représente une de ces classes d’isotopie et [Deg99] donne les présentations
suivantes de 71 (P2 \ O);

7

1 (P*\ Q) =< u,v|u = v*u*v?,v? = wu >=< u,vju® = v" = (uv™?)?

> .

Comme la quintique est irréductible et de degré premier, m1(P? \ Q) ne peut
avoir de représentation affine non abélienne, d’apres [CL98]. On va calculer ses
représentations irréductibles vers PSLy(C). Comme @ est irréductible de degré
impair toute représentation vers PSLy se reléve & SLa. Soit p : m (P?\ Q) —
SL2(C). On utilise la premieére présentation. On pose U = p(u),V = p(v).
a 1 I}

0 ot p B!
relation de la présentation donne quatre équations polynomiales. On obtient un

Quitte a conjuguer, on a U = et V = . Chaque

systeme de huit équations qu’on résout. Une condition nécessaire et suffisante
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pour que p soit une représentation irréductible est la suivante.

B —p+p -+ -+ 1=0,
a?—a+1=0et
a2/310+1

P = T BB+ B+ ) (BB +B7—B+1)

Cela détermine 'ordre des images U et V de U et V dans PSLy(C) : ord(U) = 3
et ord(V') = 7, en particulier, U et V' définissent une représentation du groupe
du triangle (2,3,7) : g = U et h = V2 satisfont ¢g* = h” = (gh)? = 1. On est
ainsi conduit a rechercher les feuilletage de Riccati correspondant a chacun des
choix de racines de 'unité. On utilise alors le fait que le pinceau x = cste de
droites issues du cusp [0 : 1 : 0] ne coupe que quatre fois @, ce qui signifie que
la déformation isomonodromique correspondante est donnée par une solution
algébrique de I’équation de Painlevé VI. On veut trouver -pour chaque choix
de racines de 'unité- la solution correspondante dans la liste de [LTO08]. Vu
le calcul de groupe fondamental de [Deg99], on voit que les numérateurs des
6 d’une solution convenable sont (7,7,7,3) (modulo permutation), puisqu’ils
correspondent aux ordres de I'image de certains lacets par la représentation de
monodromie du feuilletage de Riccati recherché. Seules les solutions n32, 33 et
34 satisfont cette contrainte. Dans [VKO08], on donne un revétement ramifié
4 un parametre de P! par lui méme, de degré 10 qui permet d’obtenir les
déformations isomonodromiques correspondant a ces solutions par pull-back
d’une équation de Riccati & trois poles sur P!. On déduit de ce revétement
I’application ¢ définie par

1y (-99°2” +16y° — 24y*2® + 16 y°2® + 30y’ — 96 y2® + 48 yx + 39y + 144z + 72)
16 (=293 + 3 + 49222 — 8y2x + 10y2 — 24 yx + 24y + 36)° .

[:y:1] —

L’application ¢ est telle qu’ une droite 0 = {x = ¢y} générique satisfait ¢(d) N
@ C {0,00} et on obtient les feuilletages de Riccati recherchés en tirant en
arriere I’ équation hypergéométrique d’exposants

(00,01, 000) = (k/7,1/2,1/3)k=1,2,3mod7
par ¢, puisque ¢|5 a le type de ramification suivant :
(I+14+147,2424+242+234+3+3+1;24+1+---41).
La courbe
C : —864—864y—504y° —140y> —21y* +864yx+576y° 24240y 2+ 36y 143y ° £ —288y° 2° —96y° > —24y* 2° +32°2% = 0

est I'image réciproque de 1 par ¢ et elle donne un poéle apparent d’exposant
fc = 1 pour nos trois feuilletages de Riccati. La courbe

G:—2y°z+y° +4y°2® —8y’z +10y°> —24yz +24y+36=0

est envoyée sur oo avec multiplicité 3 par ¢, elle donne aussi un pole apparent
d’exposant 6 = 1. La courbe {y = 0} est envoyée sur 0 par ¢ avec multiplicité
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7, elle donne un pole apparent d’exposant ,_gy = k. Il n’y pas d’autre pole
apparent, puisque le point générique de la droite a l'infini {[z,y, 2] = [z, y, 0]}
n’a pas son image par ¢ dans {0, 1,00}. Ainsi, pour faire disparaitre les poles
apparents on doit faire des transformations élémentaires au dessus de G, C et
{y = 0}. Les sections {z = o(z,y)} de P! x P2 — P? sur lesquelles on doit
faire ces transformations élémentaires sont des composantes des pullbacks des
singularités au dessus de 1,00 et 0 de ’hypergéométrique utilisée; elles sont
donc de la forme z = cste et disjointes puisque 'hypergéométrique utilisée a
monodromie irréductible. On peut utiliser ce fait pour calculer le fibré obtenu
en restriction a la droite générique & de P? : par exemple

— pour k > 10, on obtient le fibré P ((Os & Os5(10 — k)) ;

— pour k = 1, on obtient le fibré P (Os & Os(1)).

5.3. Représentations pour les sextiques de Zariski

Si on choisit des polynémes a deux variables p(u,v) et ¢(u,v) de degrés
respectifs 2 et 3 et génériques, la courbe C : p3 + ¢*> = 0 est une sextique
irréductible qui possede un cusp en chaque point d’intersection entre la conique
p = 0 et la cubique ¢ = 0. Ceci peut se voir en considérant le revétement ramifié

D c? — C?
(u,v) — (x,y):(—p(u,v),q(u,v))

qui envoie la sextique sur le cusp 2 — 22 = 0. En effet, pour (p, q) générique,
le lieu de ramification (donné par le jacobien de (—p,q)) ne contient aucun
des points d’intersections de {p = 0} et {¢ = 0} comme le montre I’exemple
donné dans la figure 1.

Le groupe fondamental G d’une telle sextique a été calculé par Zariski dans
[Zar29] : G a la présentation suivante < g1,92/(919291)? = (9192)® = 1 >,
ol g1 et go représentent des lacets simples faisant le tour de C. En posant
u = g192g1 et v = g1g2 on obtient G ~< w,v|u? = v3 =1 >~ Z/27 x 7./ 3.
Les représentations de G vers PSLy(C) sont donc données par le choix d’'un
élément U d’ordre 1 ou 2 (image de u) et et d’'un élément V d’ordre 1 ou
3 (image de v). Si la représentation n’est pas abélienne, aprés une bonne
P io ] o

, | U et 7

conjugaison, on peut supposer U = et V =

—i q J
sont d’ordres respectifs 4 et 3 et ¢ € C est un parametre. La trace de 'image

de go par la représentation ainsi déterminée est 2ij 4+ g+ 4. On voit ainsi qu’en
fixant correctement ¢ on peut obtenir une représentation quasi unipotente a
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FIGURE 1. Sextique, cubique, conique et jacobien

Iinfini, avec un ordre a l'infini arbitraire. De plus si ¢ # 0, —4ij — 2i, ce qui
revient a ordre(ge) # 6, la représentation est irréductible. On note que ces
représentations ne se relevent pas a SLo, puisque la matrice U ne peut étre
d’ordre 2 que projectivement.

Apres conjugaison, en identifiant PSLy(C) a I’ensemble des automorphismes
de la sphere de Riemann, le cas ordre(ge) = 6 peut étre décrit de fagon
plus agréable par g1 — (2 — £2) et g2 — (2 — &z + 1), avec £ une racine
primitive sixieme de 1'unité. Nous allons réaliser ces représentations comme
représentations de monodromie pour des feuilletages de Riccati.

Pour ce faire, on utilise deux feuilletages transversalement affines sur C2.
Ce sont deux des modeles donnés dans [Lor00, p 6] pour les feuilletages au
voisinage de I'origine qui ont le cusp 4% — 2% = 0 comme unique séparatrice et
dont I’holonomie est résoluble non abélienne. La famille de modeles est donnée
par

k+1
wor =df + = 2 (2zdy — 3ydx),
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pour k € N, kA6 = 1 avec f = y? —23. Les structures transverses sont données
par les feuilletages de Riccati Ry définis par

Qk = —dz + wo,k + W1,k%

olt wy = (g + 1)%.

Pour avoir I'exposant le plus simple possible (+1/6), pour chacun de ces
feuilletages, on fait des transformations élémentaires centrées sur les singula-
rités du feuilletage Ry, qui sont en dehors de la section invariante z = co. Pour
k = 5, on fait deux fois de suite ce type de transformation. Pour £ = 1, on
ne le fait qu’une fois. On obtient les feuilletages suivants sur le fibré trivial au
dessus de C2.

~ lz(zz+6x+6y)dr 1 (—yz—6y—622)dy
By rds— Ll 2 3y) L 2 3) ‘
2 —y-+x 3 -y -+
. 1 (-12y —52%2)d 1 (122 +5yz2)d
Bords— L (F12y—Bate)de 1 (12¢+5yz)dy

10 —y? + a3 15 —y?+a3

On tire en arriere 7%1 et 7@5 par le revétement ® et obtient deux feuilletages
de Riccati sur P! xC%2 — C2. La seule composante de poles pour ces feuilletages
est la sextique C, puisque c’est l'image réciproque du cusp par ®. On voit
alors, comme ® est étale au point générique de C, que les représentations
de monodromie (vers le groupe affine de C) de ces deux feuilletages ont des
parties linéaires d’ordre 6 différentes puisque 5 et 1 ne sont pas égaux modulo
6. Bien str les feuilletages obtenus se prolongent de fagon naturelle sur le fibré
trivial au dessus de P2. On obtient ainsi deux feuilletages de Riccati F; et F
sur P! x P2 — P? pour lesquels la section z = oo est invariante. Utilisons les
coordonnées homogenes [U : V' : W] satisfaisant [u : v : 1] = [U : V : 1] pour
prolonger les coordonnées sur C2.

Par le calcul formel, on peut calculer les feuilletages (F)r=15, avec P et
@ génériques (i.e. & parametres), on voit qu’ils ont tous deux un pole simple
apparent en W = 0.

Pour k = 1, on voit que ce pole disparailt apres une transformation élémentaire
centrée en W = 0, z = co. Pour k = 5, ce pdle disparait apres une transforma-
tion élémentaire centrée en W = 0,z = 0. On obtient ainsi deux feuilletages
de Riccati (Fg)p=15 sur P(Op2 @ Op2(1)) dont le lieu polaire est la sextique
de Zariski.
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De plus, pour ces deux feuilletages, on peut exclure I’existence d’une deuxieme
section invariante en calculant quelle peut étre I’autointersection de sa restric-
tion & une droite générique grace a la formule de Camacho-Sad et en injec-
tant I'expression d’une telle section dans ’équation différentielle qui donne le
feuilletage (toujours en restriction a une droite).

Les représentations de monodromie de (ﬁk)kzlﬁ sont donc affines non abéliennes
avec des parties linéaires différentes : ce sont les représentations qu’on souhai-
tait réaliser.

On peut se demander si les feuilletages de Riccati initiaux (Ry)g=15 de
Frank Loray sont obtenus par pull-back de feuilletages de Riccati au dessus
d’une courbe. Une analyse spécifique est requise pour trancher cette question
puisque 'on ne peut appliquer le théoreme 1.10.11 vu que les monodromies
de ces feuilletages sont affines de partie linéaire finie et sont en particulier
virtuellement abéliennes.
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Résumé

Dans cette these on étudie les propriétés des connexions plates logarith-
miques de rang 2 et leurs projectifiés qui sont des feuilletages de Riccati,
principalement sur le plan projectif. L’invariant principal d’un tel objet est
sa représentation de monodromie, qui est une représentation vers SLy(C)
ou PSLy(C) du groupe fondamental du complémentaire de son lieu polaire.
Dans un premier temps, on étudie la propriété, pour un feuilletage de Ric-
cati sur P2, d’étre obtenu en tirant un en arriere un feuilletage de Riccati au
dessus d’une courbe. Ensuite on s’intéresse aux feuilletages de Riccati qui
ne sont pas construits de cette maniere et qui peuvent étre obtenus a partir
d’une solution algébrique de 1’équation de Painlevé VI. Nous les classons
par orbites sous le groupe de Galois de Q sur Q. Finalement, on s’intéresse
aux feuilletages transversalement projectifs : ces feuilletages s’obtiennent
par restriction de feuilletages de Riccati & des sections de leurs P'-fibrés
sous-jacents. On s’intéresse particulierement aux feuilletages modulaires de
Hilbert, dont on décrit assez finement la structure transverse. On conclut
notre travail par I’exhibition de modeles birationnels sur P2 pour certains
feuilletages modulaires de Hilbert.

Abstract

In this thesis we study the properties of flat rank 2 logarithmic connections
and their projectivized version which are Riccati foliations, mainly on the
projective plane. The main invariant of such an object is its monodromy
represention, which is a representation to SLa(C) or PSLs(C) of the fun-
damental group of the complement of its polar locus. First, we investigate
the property for Riccati foliations to be obtained as pull-backs of Riccati
foliations over curves. Then, we study the Riccati foliations that cannot be
obtained in this way but can be constructed from an algebraic solution of
Painlevé VI equation. We classify them with respect to an action of the Ga-
lois group of Q over Q. Finally, we study transversely projective foliations:
these foliations are obtained by restricting Riccati foliations to sections of
their underlying P'-bundle. We have a particular interest in Hilbert mod-
ular foliations, the transverse structure of which we give a quite complete
description. As a conclusion, we exhibit birational models on P? for some
Hilbert modular foliations.



