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Résumeé

La thése est portée essentiellement sur la stabilisation et la contrélabilité de deux équations des
ondes moyennant un seul contr6le agissant sur le bord du domaine. Dans le cas du controle
dynamique, le contréle est introduit dans le systeme par une équation différentielle agissant sur le
bord. C'est en effet un systéme hybride. Le contrdle peut étre aussi applique directement sur le bord
d'une équation, c'est le cas du contr6le indirecte mais non borne. La nature du systéme ainsi couple
dépend du couplage des équations, et ceci donne divers résultats par la stabilisation (exponentielle
et polynomiale) et la contrblabilité exacte (espace contrdlable). Des nouvelles inégalités d'énergie
permettent de mettre en ceuvre la Méthode fréquentielle et la Méthode d'Unicité de Hilbert.

Mots-clés : semi groupes , équations des ondes, systeme d'équations couplées, contrble
dynamique frontiere, contréle direct, méthode de HUM, méthode des multiplicateurs, méthode
fréquentielle, stabilité forte, stabilité uniforme, stabilité polynomiale, contrélabilité exacte.

Résumé en anglais

This thesis is concerned with the stabilization and the exact controllability of two wave equations by
means of only one control acting on the boundary of the domain. In the case of dynamic control, the
control is introduced into the system by differential equation acting on the boundary. It is indeed a
hybrid system. The control can be also applied directly on the boundary of one of the equations. In
this case, the control is indirect but unbounded. The behavior of the obtained system depends on the
ways of coupling. Various results are established for the stabilization (exponential or polynomial)
and the exact controllability (controllable space of initial data). A new inequality of energy allows to
apply the Frequency Method and the Hilbert Uniqueness Method.

Keywords: semi-group, wave equations, coupled system, boundary dynamical control, HUM
method, multiplier method, frequency domain method, uniform stability, polynomial stability, exact
controllability.
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Introduction

Le mécanisme des controles indirects et dynamiques a été introduit par Russell
dans [30]. Depuis lors, il a retenu l'attention de nombreux chercheurs, citons par
exemple les articles [50, 49, 48, 56, 60, 57| sur la stabilisation et la controlabilité
exacte des systémes hyperboliques par des feedbacks ou des controles internes et
frontiéres indirectes et |4, 1, 3, 2|, sur la stabilisation et la controlabilité exacte des
systémes hyperboliques par des feedbacks ou des controles frontiéres dynamiques.
La thése est consacrée a I'étude de la stabilisation polynomiale et la controlabilité
exacte de quelques systémes d’équations des ondes couplées par des feedbacks ou

des controles indirects et dynamiques.

Partie 1. Stabilisation et contrdlabilité exacte frontiére de systéme d’équa-

tion des ondes par des contréles dynamiques.

Soit € un ouvert borné non vide de RY ayant une frontiére I' de classe C? com-
posée de deux morceaux : ['g la partie encastrée et I'; la partie ou on applique

un amortissement dynamique ou v = (v, s, ..., vy) est le vecteur normal unitaire



exterieur a I'. On suppose qu’il existe une constante v > 0 telle que
(m-v)y>~"1 Vazel, (H1)

et
(m-v) <0, Vzely (H2)

ot m(z) = x —xg et (-,-) désigne le produit scalaire dans RY. On pose R = ||m]|.

Chapitre 1. Dans ce chapitre, on a étudié la stabilisation frontiére d’une équation
des ondes sous 'action d’'un amortissement dynamique. On considére ’équation

suivante :

( uy — Au =0, dans Q x R*,
u =0, sur Iy x R, ( )
0 0.0.1
8_1; +n(t) =0, sur I'; x RT,

L 7]t<t) — ut(t) = —T](t>, sur Fl X R+,

ou 7 désigne 'amortissement dynamique. Les conditions initiales sont données par
u(z,0) = ug(x), w(r,0)=u(x), ze (0.0.2)

n(0) =mno, z€ I, (0.0.3)

Dans [1], Wehbe a étudié la stabilisation du systéme (0.0.1) dans le cas monodi-
mensionnel. En utilisant la méthode de décomposition spectrale de Sz-Nagy-Foias,
Foguel et Benchimol (voir [20]), il a montré que le systéme est fortement stable.
Puis par une méthode de perturbation compacte de Russell, il a montré la non sta-

bilité uniforme du systéme. Enfin, par une méthode de multiplicateurs, il a établi
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un tau de décroissance polynomial de I’énergie et par une méthode spectrale, il a

prouvé 'optimalité du tau obtenu.

Dans le cas multidimensionnel, la résolvante de 'opérateur infinitésimal du semi-
groupe associé est non compacte dans Iespace de ’énergie. Ainsi, pour étudier
la stabilité forte du systéme, les méthodes classiques de décomposition spectrale
de Sz-Nagy-Foias, Foguel et Benchimol (voir [20]) ne s’appliquent pas. De plus, a
cause de la nature de 'espace de 'énergie, la méthode de perturbation compacte de
Russell ne s’applique pas dans ce cas. Pour contourner le probléme, on a construit
une suite d’éléments du domaine de 'opérateur infinitésimal du semi-groupe associé
et on a montré que la résolvante de 'opérateur n’est pas uniformément bornée sur
'axe immaginaire. Grace a un théoréme de Huang et Priiss (voir [33], [34]), on en
déduit que le systéme n’est uniformément stable. Il est donc naturel d’espérer un
taux de décroissance polynomial de I’énergie. Par une méthode de multiplicateurs,
on a établi un taux de décroissance polynomial de I’énergie du systéme pour toutes

solutions réguliéres. Plus précisement, on a montré :

Theorem 0.0.1. Supposons que les conditions géométriques (H1) et (H2) soient
vérifiees. Pour toute donnée initiale réguliere, il existe une constante M > 0 dé-
pendant seulement de g telle que ’énérgie E(t) du systéeme (0.0.1) satisfait ’esti-
mation suivante :

2M

< B(0)g 5 Y20 (0.0.4)

Enfin, par une approximation de densité, on obtient la stabilisation forte du sys-

téme. Ce travail est une généralisation des résultats publiés dans [1].
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Chapitre 2. Dans ce chapitre, on s’intéresse a la controlabilité exacte de I’équation

des ondes avec un controle frontiére dynamique. On considére le systéme suivant :

4

uyg — Au =0, dans Q x [0,T],

u=0, sur Ty x [0,7],
(0.0.5)

g—z—i—n:O, sur Iy x [0,77,

| —w =, sur Ty x [0,7],

avec les données initiales suivantes

u(z,0) = ug(x), u(z,0)=ui(z), €, (0.0.6)
n(xz,0) =mny, x €Ty, (0.0.7)

ou v est le controle dynamique.

Dans le cas monodimensionnel, la controlabilité exacte du systéme (0.0.5) a été
étudiée par Wehbe dans [2]. D’abord, il a établi deux inégalités d’observabilité di-
recte et inverse. Ensuite, il a montré que le systéme est exactement controlable par

un contréle frontiére dynamique.

Dans le cas multidimensionnel, des difficultés dues a la présence du controle dya-
mique sur la frontiére necéssitent des nouvelles techniques pour établir la contro-
labilité exacte du systéme. En effet, pour appliquer la méthode HUM, le systéme
ne peut pas s’écrire sous une forme abstraite du second ordre. D’abord, par une

méthode de multiplicateurs, on établi le résultat d’observabilité suivant :

Theorem 0.0.2. Soit T > 2R. Alors il existe une constante ¢; > 0 telle que

pour toute donnée initiale réguliere Py = (o, 1, M0), la solution @(x,t) du systéme

12



homogéne (0.0.5), satisfait l'inégalité inverse suivante :

T
|®oll3, < cl/ { |0,| dI" + |8Vg0t|2dl"] dt. (0.0.8)
0 r

Iy

Ensuite, on a adapté la méthode HUM (voir [39], [40], [24]) au systéme abstrait
du premier ordre et on a montré que le systéme est exactement contrélable par un

controle frontiére dynamique pour des données initiales usuelles. Plus précisement :

Theorem 0.0.3. Soit T > 2R. Alors pour tout donnée initiale usuele, il existe un

controle

v(t) = wvo(t) — %vl(t), vg,v1 € L*(0,T; L*(T',))

tel que la solution (u,n) de probleme (0.0.5) vérifie la condition finale

Partie 2. Stabilisation et controélabilité exacte d’un systéme d’équations

des ondes par un feedback et un controéle frontiére ou interne indirect.

Chapitre 3. Soit  un ouvert borné dans RY ayant une frontiére réguliére T’
de classe C? et v le vecteur unitaire normal exterieur & I'. Dans ce chapitre, on a
considéré un systéme de deux équations des ondes couplées avec un controle interne

localement distribué dans €2 au voisinage de I' et aggissant sur une seule équation :

13



uy — Au—by, =0, dans Q x R*,
Y — aly + buy + cy; = 0, dans ©Q x RT, (0.0.9)
u=y=0, sur I' x R,

oil @ est une constante strictement positive, b,c € C*(€; RT). Les conditions ini-

tiales sont données par

(U(I70)7y($70)) = (u07y0)7 (ut(x70)7yt($70)) = (ulayl)' (0010)

Soit a > 0, on définit 'ouvert O, par :
Ou={z€eQ: |z—yl|<a, yeT} (0.0.11)

I est clair que si o est suffisament petite, on a O, C 2. On suppose qu’il existe

une constante positive 5 > 0 tel que la fonction ¢ vérrifie :

c(x) >0, VeeO, C . (0.0.12)

Dans [7], Kapitonov a étudié la stabilité indirecte de systéme (0.0.9) dans le cas
ou le support de b coincide avec le support de c. Sous la condition d’égalité de
vitesse de propagation, a = 1, il a établi un taux de décroissance exponentiel de
I’énérgie du systéme. En revanche, quand les vitesses sont différentes, aucun taux

de décroissance de I'énergie n’est discuté.

Dans [10], Ammar-Khodja et Bader ont étudié la stabilité indirecte du systéme
(0.0.9) dans le cas monodimensionnel ou le support de b et le support de ¢ sont

disjoints. Sous la condition d’égalité de vitesse de propagation, a = 1, ils ont établi

14



un taux de décroissance exponentiel de I'énérgie dans un sous espace orthogonal a
un sous espace de dimension finie mais non précisé. En revanche, quand les vitesses
sont différentes, ils ont prouvé la stabilisation forte et non exponentiel mais aucun

taux de décroissance de I’énergie n’est discuté.

Notre objectif est de généraliser les résultats publiés dans [7] dans le cas a # 1.

Pour cela, on suppose qu’il existe v > 0 tel que :
O, CO,CQ et blx)>by pourtoutze O, (Q1I)

et

suppo;b C O, pour tout i=1,2.... N (Q 2)

D’abord, sous la condition a = 1, en utilisant un théoréme de Huang (voir|33]) et

Pruss(voir[34]), on établit la stabilisation uniforme du systéme :

Theorem 0.0.4. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont vérifies et b >
0. Soit a = 1. Alors, il existe des constantes strictement positives w >0 et M > 1

telles que lenérgie E(t) du systéeme (0.0.9) vérifie estimation suivante :

Et) < Me ™™ Vt>0

pour toute solution faible du systéme (0.0.9).
Ensuite, dans le cas a # 1, en utilisant un théoréme de Huang (voir|33]) et Pruss
(voir|34]), on montre la non stabilité uniforme du systéme (0.0.9). Enfin, on utilise

un résultat de [63] (voir aussi [41]) pour établir le taux de décroissance polynomial

suivant :

15



Theorem 0.0.5. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont vérifies et b >
0. Soit a # 1 Alors, il existe une constante strictement positive C' telle que l’énergie

E(t) du systeme (0.0.9) vérifie 'estimation suivante :
Vt>0 (0.0.13)

pour toute solution réguliére du systéeme (0.0.9).

16



Chapitre 4. Dans ce chapitre, on considére le méme systéme du chapitre 3 dans le
cas monodimensionnel sur |0, 1]. A la différence du cas multidimensionnel, on sup-
pose qu’il existe 0 < a < & < 1 tels que la fonction ¢ est strictement positive sur
Ja, @'[. Alors 'amortissement est localisé a l'interieur du domaine et pas necessai-
rement au voisinage de la frontiére. On suppose, de plus, qu’il existe 0 < v < g < 1

tels que

v, 8] C [a, ], et b(x) > by >0 pourtoutz €]y, 5[ (Q 3).

Chapitre 5. Dans ce chapitre, on a étudié la stabilsation frontiére d’un systéme

multidimensionnel de deux équations des ondes couplées :

4

wy — Au+by; =0, dans Q x R,
Y — Ay —buy, =0, dans Q x R,

u =0, sur I' x R, (0.0.14)
y=0, surl'yg x RT,
% = —1 surI'; x RT,

\
oll v est le vecteur unitaire normal exterieur & I et b € R. Les conditions initiales

sont données par

(u(z,0), y(x,0)) = (uo(x), yo(x)), (u(@,0),5:(,0)) = (wr(2), y1(2)).
(0.0.15)

Dans [60], Z. Lui et B. Rao ont étudié la stabilisation frontiére indirecte d'un sys-
téme d’équations des ondes faiblement couplées. Par une méthode spectrale, ils
ont établi un taux de décroissance polynomial de I’énergie pour les solutions fortes.

Dans |10], Ammar-Khodja et Bader, ont étudié la stabilité simultanée de systéme

17



(0.0.14) dans le cas monodimensionnel. Ils ont établi un taux de décroissance ex-

ponentiel de I'énérgie.

Dans ce chapitre, notre objectif est de généraliser les traveaux publiés dans [10].
D’abord, par une méthode spectrale de Benchimol (voir [20]), on a montré que
le systéme est fortement stable pour des données initiales usuel. Ensuite, en utili-
sant un théoréme de Huang (voir|33]) et Pruss(voir|34]), on établit la stabilisation

uniforme du systéme :

Theorem 0.0.6. Supposons que b est suffisament petit. Alors, il existe des constantes
strictement positives w > 0 et M > 1 telles que Uenérgie E(t) du systéeme (0.0.14)

vérifie ['estimation suivante :

E(t)< ME@0)e™, Vt>0

pour toute solution faible du systéeme (0.0.14).

Chapitre 6. Dans ce chapitre, on étudit la contfolabilité exacte frontiére indirecte

d’un systéme de deux équations des ondes couplées :

( uy — Au+ by, =0, dans © x RT,
Yy — Ay — buy = 0, dans Q x RT,
u =0, sur ' x R, (0.0.16)
y =0, sur I'yg x RT,

L Y=1 sur I'; x RT,

avec les condition initiales :

(u(x,O),y(LO)) = (u0>y0)7 (Ut(l', 0)>yt(x>0)) = (ulayl)a (0017)

18



oll b est une constante strictement positif.

En utilisant une méthode de multiplicateurs adaptés, on montre les inégalités d’ob-

servabilité suivantes :

T
mmgq/ %%ﬁm\ﬁ>M, (0.0.18)
0 I
T
E(0) > cg/ |g—w|2d1“dt VT > M, (0.0.19)
o Jr, OV

ol ¢; et ¢ sont des constantes positives et @(x,t) = (¢(x,t),¥(x, t),&(x, ), o(x, 1))
est I’état du systéme homogéne associé a (0.0.16), puis on étudie la controlabilité
exacte de ’équation des ondes sous l'action d'un controle frontiére dynamique, en
adaptant la méthode d’unicité hilbertienne, H.U.M., introduite par J.L.Lions (voir
[39], [40], [24]) et on obtient le théoréme suivant :

Theorem 0.0.7. Supposons que 0 < b < by, pour T" > Ty ou by, Ty sont des

constantes donnés.

YV Uy € (LX) x HH(Q))?

1l existe un controle

v(t) € L*(0,T, L*(T))

tel que la solution du systéme controlé (0.0.16) vérifie

19
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Partie 1

Stabilisation et controlabilité exacte
frontiére de systéme d’équation des
ondes par des controles dynamiques.
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Chapitre 1

Stabilisation frontiére d’une
équation des ondes sous l’action

d’un amortissement dynamique

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la stabilisation de ’équation des ondes par un controle
frontiére dynamique. Ce genre de controles ont été introduits par les automaticiens
en dimesnion finie (voir Francis [21]), Glover et Doyle (|22]). Ils ont été ensuite

généralisés aux systémes distribués (voir Russell [30], Morgul [26]).

Soit © un ouvert borné non vide de RY ayant une frontiére I' de classe C? com-

posée de deux morceaux : ['y la partie encastrée et I'; la partie ot on applique un

23



Chapter 1 Stabilisation interne locale indirecte des équations des ondes

amortissement dynamique. Considérons le systéme suivant

( uyg — Au =0, dans Q x Rt
u = O7 sur FO X R+, ( )
9 111
a_z L (t) =0, sur T; x R,

L (1) — wi(t) = —n(t), sur 'y x RT,

ou v désigne le vecteur normal unitaire extérieur a I' et 1 désigne I’amortissement

dynamique. Les conditions initiales sont données par :
u(z,0) = ug(x), w(r,0)=wu(x), e (1.1.2)

n(0) =mno, =€ I (1.1.3)

Dans ([1]), Wehbe a étudié la stabilisation du systéme (1.1.1) dans le cas monodi-
mensionnel. D’abord, par 'application de la théorie de décomposition spectrale de
Sz-Nagy-Foias (voir [32]), Foguel (voir [19]) et Benchimol (voir [20]), il a montré
que le systéme (1.1.1) est fortement stable. Ensuite, par une méthode de multi-
plicateur introduite par Rao (dans [28]) et basée sur la théorie de perturbation
compacte de Russell (voir [29]), il a montré la non stabilité uniforme du systéme
(1.1.1). Enfin, par une méthode de multiplicateurs, il a établi un taux de décrois-
sance rationnel de ’énérgie pour des solutions réguliéres. De plus, par ’analyse du
spectre du générateur infinitésimal du semi-groupe associé, il a justifié 'optimalité
du taux polynomiale obtenu par la méthode de multiplicateur pour les solutions

réguliéres.

Dans le cas multidimensionnel, le probléme est trés différent. En effet, la résol-
vante du générateur infinitésimal du semi-groupe associé n’est pas compacte dans
I'espace de I’énérgie. Ainsi, pour étudier la stabilité asymptotique du systéme, les
méthodes classiques de décomposition spectrale de Benchimol (voir [20]) ne s’ap-

pliquent pas dans ce cas. De plus, 'opérateur du générateur infinitésimal ne s’écrit
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pas comme somme d’un opérateur m-dissipatif et d’un opérateur compact, alors la

méthode de perturbation compacte de Russell (voir [29]) ne s’applique pas.

L’objectif de ce chapitre est d’étudier la stabilité forte, uniforme et poélynomiale

du systéme (1.1.1).

Soit w un solution réguliére du systéme (1.1.1). On définit son énergie associée par
E(t) = /( lwe|® + |Vul?)dz + / n?(t)dr. (1.1.4)
Q T

Par un calcul direct, on a

di—f) = — /F1 n?(t)dt < 0. (1.1.5)

Alors le systéme est dissipatif au sens ot I’énergie est décroissante.

En introduisant U(t) = (u,us,n), on transforme le probléme initial sous la forme

suivante :

Ut :AU,
U(O) - Ug,

(1.1.6)

ot 'opérateur A est m-dissipatif dans I'espace de I’énergie. Ainsi on montre que le

probléme est bien posé au sens de semi-groupes de contractions.

La résolvante de I'opérateur A n’est pas compacte dans 'espace de I’énergie, alors

les méthodes classiques comme la décomposition spectrale de Sz-Nagy-Foias (voir
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|32]), Foguel (voir [19]) et Benchimol (voir [20]) ne s’appliquent pas dans ce cas.
Donc pour contourner le probléme, on construit une suite d’éléments du domaine
Iopérateur infinitésimal du semi groupe associé et on montre que la résolvante de
lopérateur n’est pas uniformément bornée sur I’axe imaginaire. Ensuite, grace a
un théoréme de Huang et Priiss (voir [33], [34]), on déduit que le systéme n’est pas
uniformément stable. Il est donc naturel d’espérer un taux de décroissance poly-
nomial de I’énergie. Alors par une méthode de multiplicateurs introduite par Rao
(dans |28]) et basée sur une technique d’analyse non linéaire, on a établi un taux de
décroissance polynomial de I'énergie du systéme pour toutes solutions réguliéres.
Enfin, par une approche de la densité et de la contraction du semi-groupe associé,
on a établit la décroissance fortement et asymptotiquement de I’énergie du systéme

(1.1.1).
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1.2  Formulation du probléme

On va formuler le probléme (1.1.1) dans un espace de Hilbert. Pour cela, on définit

les espaces suivants :
W={uec H(Q); u=0 sur Iy}, (1.2.1)
muni de la norme suivante :

||u||3V:/Q|vu 2 do (1.2.9)

et I’espace

V = L2(Q).

En identifiant L?*(2) a son dual, on obtient les injections compactes et denses
suivantes :

wcv=vcw'.

Maintenant, on définit ’espace de ’énergie comme suit :
H =W xV x L*T) (1.2.3)

muni du produit scalaire suivant :

(U0 )y = /Q(w, va)dx+/

vﬁdaﬂ—/ nndl’ (1.2.4)
Q I

pour tout U = (u,v,n), U = (u,v,7m) € H. Pour donner un sens convenable au

systéme (1.1.1), on définit Popérateur linéaire non borné A par :

D(A) ={(u,v,n) € H : Aue L*(Q),veW, % +n=0, sur I''} (1.2.5)
et
AU = (v, Au,y(v) —n), YU = (u,v,n) € D(A), (1.2.6)
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ol 'opérateur de trace 7 est défini par :
viv— vl

SiU = (u,u,n) est une solution réguliére du systéme (1.1.1), alors on a I’équation

abstraite suivante :
Ut — AU,

U(0) = U, € H.

(1.2.7)

L’opérateur A a les propriétés suivantes :

Proposition 1.2.1. L’opérateur A défini par (1.2.5), (1.2.6) est m-dissipatif dans

l’espace de I’énergie H.

Démonstration. Soit U = (u,v,n) € D(A). En utilisant (1.2.5)-(1.2.6), on ob-

tient :
(AU, U)3 = ((v, Au,y(v) = 1), (u,0,1)),,-

En utilisant (1.2.4) et la formule de Green, on obtient :
Re{ (AU, U)y} = — / n2dl < 0.
Iy
On déduit que Popérateur linéaire A est dissipatif dans 'espace de ’énérgie H.

Maintenant, soit Uy = (ug, vo, o) € H. On cherche a résoudre ’équation suivante :

U— AU = Uy,
’ (1.2.8)
U € D(A).
Ceci révient au méme de résoudre le systéme suivant :
U — v = ug,
v — Au = vy, (1.2.9)

n—)+n=mn.
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En éliminant v dans (1.2.9), et en utilisant la condition d,u +n = 0 sur I'y, on

obtient le systéme suivant :

u—Au = vy+u dans L*(Q), (1.2.10)
ou u up Mo 9

—t - = — == L4(Ty). 1.2.11
By + 5 5 5 dans (T'y) ( )

Soit ¢ € W une fonction test. En multipliant 'équation (1.2.10) par ¢ et en

utilisant la formule de Green, on déduit :

1 1
/ Vu - Vpdr + / updr + —/ updl” = /(uo + vo)pdx + —/ (ug — mo)dl.
Q Q 2 T Q 2 I'
(1.2.12)

Maintenant, on définit la forme bilinéaire a sur W x W par :

1
a(u,p) = /Vu-V@d:c—l—/ugodx—l—g/ wpdl
Q Q I

et la forme linéaire L sur W par :

L(g) = / (o + o) + / (o — 10) oL

En utilisant les inégalitées de Caushy-Shwartz, de Poincaré et le théoréeme des
traces, on obtient :

la(u, ©)| < el Vull 2@l Vell 2@ (1.2.13)

ol ¢ est une constante positive dépendant de ) seulement. Ceci implique que a est

continue.

D’autre part, on a
a(u,u) > HVUH%Q(Q), pour tout u € W.

Ceci implique que a est coercive sur W x W.
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On montre aussi sans difficulté, que :
IL(¢)| < C||Vell 120 (1.2.14)

pour tout ¢ € W. Ainsi L est une forme linéaire et continue sur W.

Enfin grace au théoréme de Lax-Milgram (voir [18]), on déduit qu’il existe une

solution unique u € W du probléme :
a(u, ) = L(p), Ve W. (1.2.15)
En particulier, si ¢ € D(2) C W, on obtient :
a(u,p) = L(p), ¥ ¢ € D(Q). (1.2.16)
Par la définition de la dérivée au sens des distributions, on obtient :
<u—Au,p >ppy=<u+v,9 >ppy V€ D). (1.2.17)

On en déduit
u—Au = ug+ vy, dans D'(Q). (1.2.18)

Comme ug + vy € L*(2), en utilisant équation (1.2.18), on déduit que :
u— Au = ug + vy, dans L*(Q). (1.2.19)

Puis, en utilisant de nouveau la formule de Green dans (1.2.17), d’aprés (1.2.19),

on obtient :
1
/ (Oyu + E)ade = —/ (ug —mo)pdl’, VY p €W, (1.2.20)
T, 2 2 Jr,
Ceci implique
1
B, u + g = S0 — o), sur T, (1.2.21)

Enfin, on définit v € W et n € L*(T';) par :
v=u—ug €W et 2n—y(v)=np. (1.2.22)

On déduit que U = (u, v, z) € D(A) est une solution du systéme (1.2.8).
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Theorem 1.2.2. (Ezxistence et unicité).
(1) St Uy = (ug,u1,mo) € D(A), alors le probleme (1.2.7) admet une solution forte

U = (u,u,n) vérifiant :

u(t) € C2(R: V) NCHR; W) N COUR,; H2(Q) N W),

U _ ) € CARy. ZA(T).

(2) Si Uy = (ug,ur,m9) € H, alors le probleme (1.2.7) admet une solution faible

(1.2.23)

U = (u,us,n) vérifiant

u € C'(Ry; V) N CO(Ry; W),

(1.2.24)
n(t) € CO(Ry, L*(Th)).

Démonstration. (1) Soit Uy € D(A). Alors d’aprés le théoréme de Hille-Yosida
(voir [27]), le probléme (1.2.7) admet une solution unique U = (u,usn) € D(A)

telle que
UecC'Ry,D(A)NCHRT,H).

Ceci combinée avec l'injection continue
D(A) C (H2(Q)NW) x W x LA(T)
implique que

u(t) € C2(Ry, V) NCHRL, W) N CORT, H2(Q) N W).

ou .
D’autre part, on a e —n(t) € CYR*, L*(I'y)), ce qui donne un sens & la trace
v
ouy . .
8_t’ bien que u; appartient seulement a I’espace H'(Q) pour tout ¢ > 0.
v

(2) Soit Uy € H. Alors d’aprés le théoréme de Hille-Yosida le probléme (1.2.7)

admet une solution unique faible

U = (U, Ut, 77)
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telle que u(t) € COR,, W), u(t) € CO(R,,V) et 7 —n(t) € C°(R*, L*(Ty)).

Ceci achéve la démonstration.
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1.3 Etude de la stabilité non uniforme.

Dans ce paragraphe, on va montrer la non stabilité uniforme du systéme (1.1.1) en
utilisant un argument de Huang (voir |33]) et Pruss(voir |34]). Bien que Uopérateur
A n’a pas de valeur propre imaginaire, sa non compacité ne permet pas d’utiliser
la méthode de décomposition spectrale de Sz-Nagy-Foias (voir [32]), Foguel (voir

[19]) et Benchimol (voir [20]) comme dans le cas de dimension d’espace un.

On définit 'opérateur linéaire non borné Ay, par :
AUZ D(AO)QV—>V,

ou

D(Ay) ={u e WetAu € L*(Q) et d,u+u=0, sur [';} (1.3.1)

et

Proposition 1.3.1. L’opérateur A défini dans (1.2.5) et (1.2.6) n’admet pas de

valeur propre imaginaire pure.

Démonstration. Supposons que A admette une valeur propre imaginaire pure.

Alors il existe § € Ret U = (u,v,n) € D(A) tel que

AU = ifU. (1.3.3)
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Ceci implique que :

v = ifu, dans(, (1.3.4)
Au = ifv, dans(, (1.3.5)
() —n = ifn, surly. (1.3.6)
De plus, on a
du+n=0, sur I'y. (1.3.7)

En combinant (1.3.4) et (1.3.5), on obtient :
Au+ *u =0, dans . (1.3.8)
En combinant (1.3.4) et (1.3.6), on obtient
(1+iB)n =ipy(u), sur T}. (1.3.9)

En multipliant I’équation (1.3.8) par @ et en utilisant la formule de Green, on

déduit :
—/|Vu|2dx +52/|u|2d:c + [ O,uudl’ = 0. (1.3.10)
Q Q '
Combinant (1.3.7), (1.3.9) et (1.3.10), on conclut que
2 2 2 ip 2
—/yvuy de + B /|u| dr - 62/ uf2dr
952 @ R (1.3.11)
— ul|*dl’ = 0.
T Fl! |

La partie imaginaire de (1.3.11) vaut zéro, ce qui implique que
u=0, sur IYy. (1.3.12)
En utilisant I’équation (1.3.9), on déduit que :

n=20, sur I'. (1.3.13)
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En utilisant (1.3.7), on obtient :
du=0, sur I'. (1.3.14)

D’aprés les équations (1.3.8), (1.3.12) et (1.3.14), on a le probléme suivant :

fPu+Au = 0, dans(Q, (1.3.15)
v = 0, sur T, (1.3.16)
du = 0, sur I'y. (1.3.17)

Grace au Théoréme d’unicité de Carleman, on en déduit que v = 0. La démons-

tration est ainsi terminée.

L’opérateur Ag a les proptiétés suivantes :

Proposition 1.3.2. L’opérateur Ay défini par (1.3.1) et (1.3.2) est auto-adjoint

et a résolvante compacte dans V.

Démonstration. Montrons d’abord que 'opérateur Ay est maximal monotone.

Soit u € D(Ap), on a :

Re{(Aou,u)yv} = Re{(—Au,u)y}
— ]u\2dF+/ |Vul?dx > 0.
Q

ry

(1.3.18)

Alors Ay est monotone.

Soit f € W, on montre que le probléme u — Agu = f admet une solution unique,
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ceci équivaut a résoudre le systéme :

u+ Au = f, dans(,

u =0, sur [y, (1.3.19)
0
8—5 = —u, surl';.

En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, on montre d’abord que le systéme (1.3.19)
admet une solution v € W. Puis comme [y N [} = 0, grace aux résultats de

régularité, on obtient que u € H*(2), ceci implique que u € D(Ay).

Ensuite, pour tout u,v € D(Ap), on a :
(A0u7 U)W = (U, AOU)W' (1320)

On déduit que Ag est symétrique. Enfin, Ay est maximal monotone et symétrique,
il est donc auto-adjoint. En plus, I'injection compacte de W dans L?(Q2) montre la

compacité de la résolvante de Ay. La démonstration est achevée.

Proposition 1.3.3. L’énergie E(t) du systéme (1.1.1) n’a pas de tauzx de décrois-

sance uniforme.

Démonstration. D’apreés la Proposition précédante, 'opérateur A est auto-adjoint
et a résolvante compacte. Alors ses vecteurs propres forment une base hilbertienne
dans V. Soient p2(n € Z) les valeurs propre de Ag et p" € D(A) les vecteurs

propres associés tels que || ¢, |[x= 2. Alors, on a :
Agp" = p2o™. (1.3.21)

On définit la suite ®,, par : @, = (¢n, ¥n, &) 00 Yy, = ip,on et & = —0,0n, on
vérifie sans peine que ®,, € D(A) pour tout n € N. En utilisant (1.3.1) et (1.3.21),
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on obtient :
AD™ — i, O
= (" — ™, AR — i)™, Y (Y") — ipn ™ — ") (1.3.22)
= (07 Oa _gn)
Alors,
no - n (2 n (2 9" o 2
| A" — ip,, @™ ||5,= | &M 2 dl = | — |7 dl' = lon|“dl. (1.3.23)
Iy r aV Iy

Pour fixer les idées, on normalise ", || ¥" ||y= 1. Alors de 'équation(1.3.21), on

déduit :

|90”|2dF+/|Vg0"|2dx:/ |;Lng0”|2d$:/ " 2dx = 1. (1.3.24)
I 0 Q Q

Ceci donne que :

| @ ||3,= 2. (1.3.25)

D’autre part, grace a I'inégalité d’interpolation, on a :

" 12200 < el 2@l lw < o | 9" 2@l " lws — (1.3.26)

En insérant (1.3.26) dans (1.3.23), on trouve

o c
I AD™ — ipr, @™ I3 < —.

n

Ceci combiné avec (1.3.25) implique que :

lim || (A =)™ [ o0.

n—00

D’aprés la caractérisation de Huang (voir [33]), on montre que I’énérgie du systéme

(1.1.1) n’a pas de taux de décroissance uniforme.
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Remarque. Comme la résolevante de A n’est pas compacte, la méthode de dé-
composition spectrale de Sz-Nagy-Foias (voir |32|), Foguel (voir [19]) et Benchimol
(voir [20]) ne s’applique pas pour conclure la stabilité forte du systéme. Nous re-
viendrons sur ce probléme par une approche de densité aprés avoir établi le taux

de décroissance rationnel dans la section suivante.
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1.4 Etude de la stabilité polynomiale.

Bien que I'énergie E(t) du systéme (1.1.1) n’a pas de taux de décroissance uniforme,
il est naturel d’espérer un taux de décroissance rationnel de 1’énergie E(t). Pour
cela, on applique une méthode de multiplicateurs, qui est basée sur la fonction
de Lyapunov et une thechnique introduite dans (|28]). Pour cela, on a besoin des
conditions géométriques sur le domaine €).

Supposons que

F=ToUT telque Ty # Det Ty NT; =0, (H1)
et qu’il existe une constante v > 0 telle que :

(m-v) >~ Veel; et (m-v)<0, Vel (H 2)

ou m(x) =x —xg et (- ) désigne le produit scalaire dans R2.

Posons également

R=[m s .

Theorem 1.4.1. Supposons que les conditions géométriques (H1) et (H 2) sont vé-
rifiées. Alors pour toute donnée initiale Uy € D(A), il existe une constante M > 0
dépendant seulement de ug telle que I’énérgie du systéeme (1.1.1) satisfait l'estima-
tion swivante :

vt > 0. (1.4.1)

Commencons par citer un résultat classique de Haraux (voir [24]).
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Lemma 1.4.2. Soit E : RT — R une fonction décroissante. On suppose qu’il

existe une constante M > 0 telle que
/ E%(t)dt < ME(0)E(S),VS > 0. (1.4.2)
S

Alors E(t) vérifie l'estimation suivante :

2M
B(t) < BO)— V120 (1.4.3)

Dans la suite, on désigne par Ei(t), I'énergie d’ordre supérieure :

By(t) = 5 | AUG) = 5 1 U0 . ¥ > 0. (1.4.4)

Lemma 1.4.3. (i) Soit Uy € H. Alors pour tous 0 < S <T < o0, on a:

// t)dt < E(0). (1.4.5)

(ii) Soit Uy € D(A). Alors pour tous 0 < S <T < o0, on a :

/: /F1 nZ(t)dt < E1(0). (1.4.6)

Démonstration. (i) En utilisant (1.1.5), on a :

/T/ 7 (t)dt = — /T E(t)dt < E(0), 0<S<T <o (1.4.7)
S I S

(ii) Si Uy € D(A), alors U(t) € C* (R, H). On pose :

~ dU
U—E € H.
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En dérivant I’équation (1.2.7) par rapport & la variable ¢t > 0, on obtient le systéme

suivant :
au(t) .~
dt {U’ (1.4.8)
U(0) = AU,.

En appliquant (1.4.4) a U = U, on obtient :

/ST /F 2(t)dt < By (0). (1.4.9)

Lemma 1.4.4. Soit u une solution forte du systéeme (1.1.1). Aors pour tous 0 <

S<T <oo, ona:

N [T ) 2-N (T )
= || 2E (t)dwdt + —— | Vu [2 E(t)dwdt < MyE(S)E(0),
2 Js Ja 2 Jo Ja
(1.4.10)

ot

el ¢y est une constante dépendant de R.

Démonstration. On utilise le multiplicateur (m-Vu)E(t) qui est souvent employé
dans des problémes non linéaires. En multipliant la premiére équation du systéme

(1.1.1) par (m - Vu)E(t) et en intégrant par rapport & = et ¢, on obtient

/ST /Q(utt — Au)(m - Vu)E(t)dzdt = 0.

En utilisant la formule de Green, on obtient ’équation suivante :
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( [/ut(m VU)E(t)dx}T /T/ut(m Vu)Ey(t)dzdt—

/ /ut m - Vu,)E da:dt—/ / (m - Vu)E(t)dTdt+ (1.4.11)

/ /Vu V(m - Vu)E(t)dzdt = 0.

En utilisant de nouveau la formule de Green, on obtient :

T 2_N T
/ / Vu-V(m-Vu)E(t)dxdt = —/ / | Vu |* E(t)dzdt+
s Ja 2 Js Ja

%/ /(m-u)(%\%r |%|2)E(t)dl“dt.
c (1.4.12)

De méme, on a :

/ /m V(|u?)E(t)dxdt (1.4.13)

//m V) |u*E(t dth——/ /|ut\E t)dxdt.

En insérant (1.4.12) et (1.4.13) dans (1.4.11), on obtient :

Uut(m Vu)E } / /ut V) Ey(t)dudt—

/ /m V) |ug|E(t dth+—/ /ywy? t)dadt—

/ / M Gu 4 () (o) (I )] B(t) T+ (1.4.14)
/ /m v (|—|2+| |2) (t)dTdt+

\ g/g /Q|ut| E(t)dzdt = 0.

.
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%:Osurf‘oetona:
=

N
/ /|ut| E(t d:tdt+—/ /|Vu ? B(t)dzdt+
l/utm Vu)E ] / /utm Vu)E(t)dxdt—
/ (m - ) [P dth——/ /m v \—\ E(t)drdt+
I

/ (m - u\—\ E(t dth—/ / m- ) a“ au)E(t)dth:O.
'y
(1.4.15)

Comme u = 0 sur I'y, alors

De 'équation (1.4.15), on déduit que

(
N/ /|ut|E Hdadt + / /|vu|2 Ddtdz
{ u(m - Vu)E } / /ut m - Vu)Ey(t)dtdz

/ (m - v)|ug|*E(t)dtdD + = / (m-v |—| E(t)dtdl’ (1.4.16)
Fl 1—‘O

-/ (m-v \—\ Bt dth——/ (m-v \—\ B(t)drdt
Fl Fl T

/ (m - 7) a“ 8“) E(t)dTdt.
Iy

\

En utilisant la condition géométrique (H 2), on obtient

——/ / m-v \—\ dth—i—/ (m-T) 8u 8u)dl“dt <
Iy (1.4.17)

—-w/ / o dth+/ /R@H%drdt
I

D’autre part, on a

—-7 / |—|2drdt+/ /R|8—u|]a—uydfdt
Fl 7— F1

ou
= _1_ el - 21272
//F (x/ 51— Rﬁ|ay|> dth+2/S /F1R7|8V|d1“dt.

(1.4.18)
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En combinant (1.4.17) et (1.4.18), on déduit que

——/ (m-v) |—| dth—i—/ (m-7) 0u 8U)dth<
Fl F1

87
- R2%~|=—|%dIdt.
2/5 /1“1 AY|E)V|

En utilisant (1.4.4) et le fait que E(¢) est décroissante, on obtient

17 5 Ou °p 9
= R°y|—|?E(t)dl'dt = R*yn*(t)|*E(t)dl dt
2Js Jr, v ry (1.4.20)

<

(1.4.19)

[\Dlt—\

De plus, en utilisant les conditions aux bords dans systéme (1.1.1), on déduit

e e
—/ (m - v)|u|*E(t)dTdt = —/ (m.v)(n(t) + n,(t))*E(t)dTdt
2 S I Ty

/ (m - ) (P2 (1) + n2(0)) E(t)dTdt.
" (1.4.21)

En utilisant (1.4.5) et (1.4.6) dans (1.4.21), on obtient

T
E
/ / (m - V)| E(t)dldt < E(0)E(S)[R + d 1(0)]. (1.4.22)
S I' E(O)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Shwartz, on obtient
/ u(m - Vu)dr < ¢y E(t), Vit > 0. (1.4.23)
Q
En multipliant (1.4.23) par E(t), on obtient
T
- [/ ug(m - Vu)E(t)dx} < 2c, E*(8S). (1.4.24)
Q S

De plus, en multipliant (1.4.23) par Fy(t) et en intégrant par rapport a ¢, on obtient

I'inégalitée suivante :

/T/ut(m-Vu)Et(t)dxdt < /TclE(t)Et(t)dt < e E%(9). (1.4.25)
S Q S

44



Chapter 1 Stabilisation interne locale indirecte des équations des ondes

Puis en utilisant (1.4.5), on déduit que

17 1

-/ (m - v) |—\ B(t)drdt — -/ (m - v)(n(t))2E(t)dTdt

2 Js Jr, 2 r, (1.4.26)
< 2 B(s)
=7

Enfin en combinant (1.4.16), (1.4.19), (1.4.22) et (1.4.24)-(1.4.20)), on déduit 'in-
égalité recherchée (1.4.10).

Lemma 1.4.5. Soit u une solution forte du systéme (1.1.1). Alors pour tout 0 <

S<T <oo, ona:

—N) /ST/Q\ut|2E(t)dtdx+(N—;)/ST/ﬂ]Vu|2dxdtg MyE(S)E(0), (1.4.27)

N —1)2
M, = % + 3(N — 1)maz{l,c,},

et ¢, est la constante de Poincaré.

Démonstration. En multipliant la premiére équation du systéme (1.1.1) par (N —

1)uE(t) et en intégrant par rapport a z et ¢, on obtient :

N-1) /Q /ST(utt — Au)uE(t)dtdx = 0. (1.4.28)

L’intégration par partie nous donne :

T
(N —-1) / /uttuE (t)dxdt = / /u?E t)dxdt
(1.4.29)
—(N—-1) / /utuEt dxdt—i—(N—l){/utuE( )} dx.
S

Par la formule de Green, on obtient :

_(N=1) / / AuwuE(t)dudt = o
~(N /S F15@( \dtdz + (N / / VU2 E()dadt.
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En insérant (1.4.29) et (1.4.30) dans (1.4.28), on obtient :

( T
—(N-1) / / lw|*E(t)dxdt + (N / / \Vu|?E(t)drdt =
N-1) / /utuEt t)dxdt — (N — ){/utuE( )dx] +
S
- 1)

/ —uE )dl'dt.
F1

-

En utilisant les inégalités de Cauchy-Shwartz et de Poincaré, on obtient :

/utudx <max{l,c,}E(t), Vt >0.
Q

Par la décroissance de I’énergie, on obtient

{_ (N — 1)/QutuE(t)de +(N—1) /Q /ST(utuEt(t))dxdt

< 3max{1,c,}(N — 1)E*(S).
Puis par les inégalités de Cauchy-Shwartz et de Poincaré, on a :

T
(N—1) / @udth < / y— 2dldt+
S Fl 1—‘1

v
6Cp/ /\Vu\ dxdt.

En utilisant (1.4.5), on déduit que :

1 /7 1
—/ / \@\2 t)dldt = / / t)dldt
2 S r al/ r

1
2

N} I

(1.4.31)

(1.4.32)

(1.4.33)

(1.4.34)

(1.4.35)

Maintenant en posant ¢ = - dans (1.4.34) et en utilisant (1.4.35), on déduit
P

N 1) /ST/F (%)uE(t)dth <

%/5 /Q|Vu|2da:dt+WE(S)E(0).
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Enfin, en combinant (1.4.36), (1.4.33) et (1.4.31), on déduit le résultat demandé
(1.4.27).

Démonstration du théoréme (4.1). En utilisant (1.4.5) et la décroissance de

I’énergie, on obtient :
T
/ (O E(t)dt < E(S)E(0), Y0< S < T < oc. (1.4.37)
S
En combinant (1.4.10) et (1.4.27), on obtient :
/ / g2t + / / VulPdedt < (M, + My)E(O)E(S).  (1.4.38)
De plus, en combinant (1.4.38) et (1.4.37), on déduit que :
T
/ E*(t)dt < ME(0)E(S), 0< S <T < 0. (1.4.39)
S
ou la constante M est donnée par :
1
En passant a la limite T"— oo dans (1.4.39), on obtient
/ E%(t)dt < ME(0)E(S),VS > 0.
s

Enfin en appliquant le Lemme (4.2), on obtient la décroissance rationnel de 'éner-

gie E(t) du systéme (1.1.1).

Theorem 1.4.6. Pour toute U € H, 'énergie E(t) du systéme (1.1.1) décroit
asymptotiquement vers zéro

lim E(t) — 0.

t—o00
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Démonstration. Soit Uy € H. Alors il existe une suite U} € D(A) telle que
Uy converge vers Uy dans H. Comme le semi-groupe de contractions S(t) est
continu par rapport aux données initiales Uf, on déduit que || S4(¢)U || converge
vers || Sa(t)Uy || dans R. Par conséquent, E"(t) converge vers E(t). En utilisant

(1.4.1), on déduit la décroissance forte pour toute solution faible du systéme (1.1.1).
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Chapitre 2

Controlabilité exact frontiére d’une
équation des ondes par un controle

dynamique.

2.1 Introduction

On considére I'équation des ondes dans un domaine borné  C RY, ayant une
frontiére réguliére I' de class C?, composée de deux morceaux fermés disjoints :
[y # 0 la partie encastrée, et I'; la partie ot on applique un controle frontiére. Ce

systéme est décrit par :

49



Chapter 2 Controlabilité exact des ondes par un contréle dynamique

uy — Au =0, dans Q x [0,T],

u=0, sur Iy x [0,7],
(2.1.1)

g—z—i—n:O, sur Iy x [0,77,

| =, sur T'; x [0,7],

avec les conditions initiales suivantes :

u(z,0) = ug(x), uz,0)=ui(z), €, (2.1.2)
n(z,0) =mn, x €Ty, (2.1.3)

ou v = (v, s, ..., Vx) est le vecteur normal unitaire exterieur a I" et v est le controle

dynamique.

La commande dynamique peut étre réalisée par des amortisseurs de type masse-
ressort (voir [26]). Nous mentionnons que les controles dynamiques font partie des

meécanismes indirects proposés par Russell (voir [30]).

Soit u un solution du systéme (2.1.1). On définit 'énergie associée E(t) par

E(t):%{/ﬂ(|ut|2+yvu|2)dx+/n |n|2dr}. (2.1.4)

En introduisant U = (u,us,n) et V = (0,0,v), on transforme le probléme (2.1.1)

sous la forme d’une équation d’évolution suivante :

U+ AU =V,
U(0) = Uy,

(2.1.5)
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Chapter 2 Controlabilité exact des ondes par un controle dynamique

ot A est un opérateur linéaire m-dissipatif dans I'espace de I’énergie H.

L’objectif de ce chapitre est d’étudier la controlabilité exacte du systéme (2.1.1),

en adaptant la méthode d’unicité hilbertienne de J.Lions (voir [24], [39], [40]).

La stabilisation du systéme (2.1.1) a été étudiée dans le chapitre précédent. D’autre
part, dans le cas monodimensionnel, la controlabilité exacte du systéme (2.1.1) a
été étudiée par Wehbe dans [2]. D’abord, il a établi deux inégalités d’observabilité
directe et inverse. Ensuite, il a montré que le systéme est exactement contrélable

par un controle frontiére dynamique et a obtenu les résultats suivants :

Theorem 2.1.1. Soit T > 2R. Alors pour tout Uy € H, il existe un controle
v(t) = vo(t) — %vl(t), vg, vy € L*(0,7)
tel que la solution (u,n) de probleme (2.4.6) vérifie la condition finale
w(T) =u(T) =0, n(T)=0.
Theorem 2.1.2. Soit T > 2R. Alors pour tout Uy € D(A), il existe un controle
v(t) € L*0,T),
tel que la solution (u,n) de probleme (2.4.6) vérifie la condition finale

w(T)=u(T)=0, n(T)=0.

Dans le cas multidimensionnel, des difficultés dues a la présence du controle dya-
mique sur la frontiére necéssitent des nouvelles techniques pour établir la controla-

bilité exacte du systéme. En effet, pour appliquer la méthode de HUM, le systéme
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ne peut pas s’écrire sous une forme abstraite de second ordre.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 2, nous considérons le pro-
bléme homogéne associé (2.1.1) et on montre que ce dernier a une solution dans
I'espace de I’énergie. Dans le section 3, en utilisant une méthode du multiplicateurs

et sous des conditions géométriques, on établit 'inégalité d’observabilité :

T
@2, < c1/ { |0,0]% dT + |au¢t|2dr} dt VT > 2R, (2.1.6)
0 I

I
oll ¢; est une constante dépendant de Q et @(x,t) = (p(x,t), pi(x,t),&(x, 1)) est
I'état du systéme homogéne associé a (2.1.1). Dans la section 4, grace a la méthode
HUM, nous établissons la controlabili¢ exacte du systéme (2.1.1) pour les données

initiales Uy € H par des controles singuliers :

v(t) = wvo(t) — %vl(t), vy € L*(0,T), v, € L*(0,7). (2.1.7)
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2.2 Systéme homogéne.

Dans cette partie, on considére le systéme homogéne associé a (2.1.1). Ensuite, on

montre 'existence et 'unicité d’une solution de ce systéme.

o —Ap = 0, dans Q x [0, 7], (2.2.1)

e = 0, sur I'g x [0,7], (2.2.2)

Op +§ = 0, sur 'y x [0,7], (2.2.3)
Ov

& —¢ = 0, sur I’y x [0, 77, (2.2.4)

avec les conditions initiales suivantes :

o(x,0) = po(z), @i(,0)=pi(x), 2€, &(z,0)=¢&), veli. (2.2.5)

Soit (i, ¢, &) une solution réguliére du systéme (2.2.1)-(2.2.4) vérifiant les condi-

tions initiales (2.2.5). On définit Iénergie associée a ¢ par :

1 1
E(t) = 3 /Q(|<,0t|2 + [V|*)dz + 3 ). |€|dT. (2.2.6)

On va formuler le probléme (2.2.1)-(2.2.4) dans un espace de Hilbert. Pour cela,

on définit 'espace :
V= {(pGHl(Q) =0 sur FO}. (2.2.7)
L’espace de I’énergie est défini par
H =V x L*(Q) x L*(T), (2.2.8)
muni du produit scalaire suivant :
(@, D)y = /Q V- Vgde + /Q Yipd + /F g€dr,
1

pourtout & = (,9,€), ¢ = (3,1,€) € H.

(2.2.9)
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Pour donner un sens convenable au systéme (2.2.1)-(2.2.4), on définit 'opérateur

linéaire non borné A par :
A:DA) CH — H par:

D(A) = {@ (e €) €M, Ap € LHQ), B eV
(2.2.10)
et 0,0+ & =0, sur Fl},

et
AP = (, Ap, (1)), VD= (p,1,§) € D(A), (2.2.11)

ol 'opérateur de trace 7 est défini par :
v:V — LA(T))

v — V(w) = ¢|F1'

Maintenant, on va formuler le systéme (2.2.1)-(2.2.5) sous la forme d’une équation

abstraite du premier ordre :

¢t - A@,
&(0) =Py € H,

(2.2.12)

ot &(z,t) = (p(z,t), pi(x,t),(z,t)) est Pétat du systéme (2.2.1)-(2.2.4).

Proposition 2.2.1. L’opérateur A défini dans (2.2.10)-(2.2.12) est m-dissipatif

dans [’espace de l’énergie H.

Démonstration. Soit ¢ € D(A). On a

(AD, D)y = ((@/}, Ap, (1)), (o, 9, Q)H »
- /r <<%><w> + wc) dl' =0 (2.2.13)
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Il reste a démontrer que R(I — A) = H. Pour cela, soit f = (f1, f2, f3) € H, on
doit chercher :

D = (p,, &) € D(A) tel que @ — AP = f.

Alors, on a le probléme suivant :

p—v = fh, (2.2.14)
V—Ap = fi (2.2.15)
E—¢ = fs (2.2.16)

Ceci implique que
SO_A(p:fl_{_f?v dans Q)

© =0, sur T, (2.2.17)
9]
a—sp‘f‘@:fl—f& sur I'y.

v

En multipliant la premiére équation de systéme (2.2.17) par 6 € V, et en utilisant

la formule de Green, on obtient :

/(¢9+V9.Vgo)dx+/got9dl“ =
Q r

— [ par+ [ poar+ / (Fo + fo)0dz.
Iy 0

It

(2.2.18)

On définit la forme bilinéaire a sur V x V par :

a(p,0) = /Q (¢9+V9.Vg0)dx+/rgo0dl“

et la forme linéaire L sur V par :

L(0) = /Q (fi + fo)0dx + [ f10dU — [ f30d.

Fl Fl
Par les inégalités de Cauchy-Schwartz, de Poincaré et de traces, on déduit

a(p,0) < Vel VOl ) + cl Vel 2@l VOl 2@+ (2.2.19)

1Vl 20|V L2
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ol ¢y et c¢; sont respectivement les constantes de Poincaré et de traces. L’inégalité

(2.2.19) montre que a est continue. D’autre part, on a
2
a(u, u) > [Volli2(q),
ce qui implique que a est coercive.

De méme, on a :

IL(O)| < eoll(fr + f2)ll2@l Vel L2 )+

(2.2.20)
\/C_1||(f1 - f3)HL2(r1) ||V90HL2(Q)-

Ainsi L est une forme linéaire et continue sur V. Grace au théoréme de Lax-Milgram
(voir [18]), on déduit qu’il existe une unique solution ¢ € V pour le probléme

variationnel suiavnt :

a(p,0) = L), YO €V. (2.2.21)

Par la formule de Green, on retrouve que ¢ est solution du probléme (2.2.17). En

particulier, on a

Ap=p—(fi+fo) eL’(Q), v=p—fieV, &=fi+1el’T). (2.2.22)

On déduit que @ = (p,v,€) € D(A). La démonstration est achevée.

A étant m-dissipatif dans I'espace de I'énergie H, d’aprés le théoréme de Hille-
Yosida (voir [27]), il engendre un semi-groupe de contractions sur H. Plus précisé-

ment, on a le résultat suivant.

Theorem 2.2.2. (Existence et unicité de la solution).

a- Si &g € D(A), alors le systeme (2.2.12) admet une solution forte unique ®(t)
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qui satisfait

@(t) € C°(0,T; D(A) NCH0,T; H).

b- Si @y € H, alors le systéme (2.2.12) admet une solution faible unique D(t) qui
satisfait

d(t) € C°(0, T;H).

De plus, on a :

12oll7, = l2(®)II3, ¥t € R
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2.3 Résultats d’observabilité

Dans ce paragraphe, on établit une inégalité d’observabilité inverse. Pour cela, on
a besoin des conditions sur la géométrie du domaine, on suppose qu’il existe une

constante v > 0 telle que :
(m-v)>~"1 Vel et (m-v)<0, Vacly, (2.3.1)

ot m(x) =z — g et () désigne le produit scalaire dans RY. On pose R = ||m||w.

Theorem 2.3.1. Soit T > 2R. Alors il existe un constante ¢; > 0 telle que pour
toute donnée initiale P9 = (po,¢1,m0) € D(A), la solution ®(x,t) du systeme

(2.2.12) satisfait l'inégalité inverse suivante :

T
ol <o [ ] [ o ar+ [ s ara (232)
0 Iy It

Commencons par établir les Lemmes suivants.

Lemma 2.3.2. Pour toute donnée initiale @y € D(A), la solution ®(z,t) du sys-

teme homogene (2.2.1)-(2.2.5) satisfait 'estimation suivante :

T T T
N/ /|<,0t|2dxdt+2{/got(m-Vgo)dx} +(2—N)/ /|V<,0 ? dxdt
0./ 5 Q 5 0 . é) Q
¥ 2 Pt 12 2.19% 2
< ) (|22 4|2 it .
_/0 /Fl(m ”)(‘ay’ +I% >dth+/0 /FIR7]6V|dth

Démonstration. En multipliant 'équation (2.2.1) par 2(m - V), on obtient :

(2.3.3)

2/0 /Q(SDtt — Ap)(m - Vy)dzdt = 0. (2.3.4)
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En utilisant la formule de Green, on obtient :

2[/g0t(m ch)dx —2/ /(pt m - Vi, )dxdt

(2.3.5)
—2/ / Lp)(m - ch)dth—i—Q/ /V@Vm V)dxdt = 0.
D’une part, on a :
T
/ /wvm Voo)dudt — (2 — N)/ /|w 2 dedt+
(2.3.6)

/ /m v <|—|2+|—|2)dfdt

En utilisant le fait que ¢ et %‘f sont nulles sur I'y dans (2.3.6), on obtient :

/ /V@V m - V)dzdt =
/ /!Vg@ E dxdt+/ / m-v \—\ dUdt+ (2.3.7)

(m-v)|=— dth—I—/ (m - v)|==|"dldt.
/0 r 81/‘ 0 Ty 87—’

D’autre part, on a :

—2/ /gpt m - Ve )dzdt
/ / - V]p|?)dadt (2.3.8)
T
——/ /m.ygptdfdt+N/ /|g0t|2dxdt.
o Jr 0o Jo

En utilisant les conditions aux bords (2.2.2) et (2.2.3) dans (2.3.8), on en déduit

—2/ /got m -V, )drdt =
N/ /\m dazdt—/ / ag‘7t| drdt (2.3.9)
To
/ / a%\dl“dt
\ I
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De plus, on a :

T
—2/ /a—gpm-chdth:
0

—2/ [ (6n0IGER + e GENGE ) v

En utilsant les conditions aux bords dans (2.3.10), on en déduit :

—2/ / (m - Vgp )dUdt =
v
—2/ (m-v) 2dth—2/ (m-v) | dldt
Fo F1

—2 dl'dt.
/ r; m T 67_>

En combimant les identités (2.3.7), (2.3.9) et (2.3.11), on obtient :

/ [ m-v) <| |2+|8%|2>dth:
I
T
- (m v |—\ dth—/ / a%| drdt
0 To

s
//Flm V) 2alI’dt—i—N// ¢ |*dxdt
0
e

.V _2 m-T _E"_Cr" r
wi(m - Vo) dx o /0 /r1 ” 7_d dt

N) | Ve | dadt.

\

En utilisant (2.3.1) dans (2.3.12), on obtient :

/ (m-v (| ? + |8g0t|2) dldt =
Iy
T
/ mV| | dth+N/ / 2dxdt
Iy
+2[/got(m V) —2/ / )dth.

En utilisant (2.3.1), on obtient I'estimation :
—2/ / a‘p ag” dtdF+/ / m-v) le“dt
> 23/ / a“‘) (2% dth+/ / 8*‘)| drdt.

' 1N
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0
S0|2dljalt au deuxiéme membre de (2.3.14),

T
En retranchant le terme R*y / | =—
0 r, aV

on obtient :
T T
—2/ (m-7) 8_g0 8—S0 dth+/ (m-v) a—(’0|2dl“al15
Fl 1_‘1
- / / a‘p a"" )dTdt + / (m - v) Qdth
Fl F1

(2.3.15)
+R%y / ]—|2dth / \—| dldt
0 F1

/ /( — Ry )dth—/ /32 |2dth.
\ r a N
Il vient que

—2/ / dth+/ // m-v) a‘p|drdt

Fl 1—‘1
T (2.3.16)
> - R?y| == 2dTdt.
0 Ty 8V

En combinant (2.3.13)-(2.3.16), on obtient l'estimation recherchée.

v

Lemma 2.3.3. Pour toute donnée initiale &9 € D(A), la solution ®(x,t) du sys-
teme homogene (2.2.1)-(2.2.5) satisfait :

N——//[V@]Qd:ﬁdt—l— (1-N // 2dxdt
(2.3.17)

+(N —1) {/ gotgod:v} < (N—/ | 9¢ |2 dl’dt,
Q 0 I

ot ¢, est la constante de Poincaré.

Démonstration. En multipliant I’équation (2.2.1) par (N — 1)y et en utilisant la

formule de Green, on obtient :

(N — //ywy?dtdx_ —1//—g0d1“dt
_1// 2 dudt — ( _1){/9*"““[5"]0‘

(2.3.18)
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Soit € > 0 un réel positif. En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de

Poincaré dans (2.3.18), on obtient :

( —1) 9% arar -
/ o ?
//F1< )(\/E Ydldt <

/ /|go\2dxdt+( / |a¢|2drdt <
F1
/ / Vo 2 dpdt + 1 / | 2 P ara.
\ I}

En choisissons ¢ = — dans (2.3.19), on déduit :

T
N—l/ / 8_90 pdldt <
Fl
N 1)
//|w|2dxdt+ / | 2 2 ara.
Iy

En combinant (2.3.18)-(2.3.20), on obtient 'inégalité désirée (2.3.17).

Démonstration du théoréme (2.3).

En combinant (2.3.3) et (2.3.17), on obtient

//|w |2dtdx+/ /|¢t| dxdt
[ (- veramve)ons] <
/T/(m~y) |a—“0|2+y%12>drdt+j%27/T \aﬁy?drdt
o I 20(9VT %Vgo o Jr, v
\ +<N%/O F1|5\2d1“dt.

D’autre part, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

| / < — 1)pps +2m - Vgogot>dx |<2RE(0).
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En combinant (2.3.21) et (2.3.22), on déduit :

_ 2 1 T
(15 @0 1) [ [ e
0 I 31/

<

= 2 2

T

+ / 122t 2 gy,
0 I @I/

(T — 2R)E(0)

(2.3.23)
Alors, pour T' > 2R, on obtient le résultat recherché (2.3.2), ot

(N—-1)%¢, 1

= . R2 z
= (m-v)+ R v+ 5 +3
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2.4 Controlabilité exacte

Dans cette section, en adaptant la méthode HUM introduite par J.L.Lions (voir
[24], [39], [40]), on étudie la controlabilité exacte de I'équation des ondes sous 1'ac-

tion d’'un contréle frontiére dynamique.

On considere le systéme suivant :

uy —Au = 0, dans  x[0,7], (
uw = 0, surlyx[0,7T], (

0
a—ZJrn — 0, sur Iy x[0,7], (
m—u = U, sur I'y x [OvT]v (

avec les conditions initiales :

uw(0) = up, ue(0) =uq, dans Q, n(0)=mny, sur ['. (2.4.5)

On se pose d’étudier alors le probléme de contrélabilité exacte suivant : étant donné
T > 2R et des données initiales Uy = (ug, u1, 7o), existe-t-il un controle v qui ra-
méme la solution de (2.4.1)-(2.4.5) & 'équilibre au temps T, i.e. u(T) = u,(T) =
n(T) =07

Dans un premier temps, on va montrer I'existence et 'unicité d’une solution

faible du probléme (2.4.1)-(2.4.5).

Introduisant U = (u,us,n), on reformule le probléme (2.4.1)-(2.4.5) sous forme
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d’une équation abstraite du premier ordre :

U(0) = Uy,

(2.4.6)

ot A est 'opérateur défini dans (2.2.10)-(2.2.11) et V = (0,0,v)7 est le controle

dynamique.

Soit @ la solution du probléme homogéne (2.2.1)-(2.2.5) associée aux conditions

initiales @. En multipliant la premiére équation de (2.4.6) par @, on obtient
(U, @)y + (AU, @)y = (V, D).

En utilisant I'intégration par parties, on obtient :

(U(tw(w)ﬂ - (U(O)@«»)H
—/t (U @) dt+/0t (AU@) dt = (2.4.7)
| [ [ oacoma va n

Puisque A est symétrique, on déduit

(U(t)’ qs(t)) ( 0 @(0)> (2.4.8)

// o(t)dTdt, Y ¢y € H.
'y

(

Theorem 2.4.1. Soit T > 0. Alors pour tout Uy € D(A)' et toutv € L*(0, T, L*(T'y)),

le systeme non homogne (2.4.6) admet une unique solution faible

U e C°[0,T], D(A))
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au sens ot U'équation (2.4.8) est vérifiée pour toute &y € D(A). De plus Uapplica-
tion linéaire

(Uo,v) — U, (2.4.9)

est continue de D(A)' x L*(T'y) dans D(A)'.

Démonstration.

Soit @ = (¢, ¢y, &) € D(A) la solution du probléme homogene (2.2.1)-(2.2.5) associé
aux conditions initiales ¢, € D(A). D’aprés (2.4.8), on a :

(U(t), 2(t) ) prayx 0), 2(0) ) pay xD(a)
(2.4.10)
/ / t) ddt.

Maintenant, on définit la forme linéaire £ par :

5(@0) = <U0,@0>D(A)/XD(A)+/O /F U(S)g(s)ds, V®, € D(.A) (2.4.11)

Alors, on obtient le probléme variationnel suivant :
L(Dg) = (U(t), Salt)Po)peayxpay, YPo € D(A). (2.4.12)

On choisit le controle v(t) comme suit :

d d
v(t) = wvg — EUI( ), wvo, v1 € L*(R), 01 € (H'(0,T)), (2.4.13)

d
ou la dérivée pr est définie au sens de (H'(0,7)) :

_ /0 %vl(t)u(t)dt: /0 vl(t)%u(t)dt, Vo e HY0,T). (2.4.14)
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne I'estimation suivante :

[ [ e
/ot [ wtsrgtaras + | gl un(s)6s)ards

<l vo ll20msz2@0n |l € l20,c200)) + 1l 01 202l & llz2o,mz2 )

L <Il'vo [lz0mz2apll Po I + || v1 lzeo. iz | Ao [l -
(2.4.15)

En utilisant (2.4.11) et (2.4.15), on obtient :

1L(Do)] < (] vo [[z20,ms22(r0)) + | V1 llz20,75220)) || o llpea)

(2.4.16)
+ 1| Uo [Ipcayll ®o lpay, V@0 € D(A)'.

Ce qui implique que la forme linéaire £ est continue dans D(A). De plus, on a :

” L “ﬂ(D(A),R) < || Vo ||L2(O,T;L2(F1)) + || U1 ||L2(O,T;L2(F1)) + || Uy HD(.A)/ . (2417)

Donc, d’aprés le théoréme de Riesz, il existe un unique élément Z(t) € D(A) tel
que

L(Pg) = (Z(t), Po)payxp(ay, YPo € D(A). (2.4.18)
On définit la solution U(t) par :
Su)U(t) = Z(1).
On en déduit que U(t) satisfait le probléme (2.4.12) pour tout 0 <t < T'. En plus,
on a

I U®) llpay=Il £ llcor)
(2.4.19)

<|| (vo,v1) ||L2(O,T;L2(F1)) + || Up ”D(A)’> vt € [0,T].
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L’application linéaire (2.4.11) est donc continue de D(A)" x L?(T'y) x L*(T;) dans

D(AY'.

Soit Uy € D(A)' et vg, vy € L*(0,T; L*(T'y)). 1l existe
Uy € () x C>*(Q2) x C=(I'y),
€ Cn(0) x 0%(0) x 0%(1) i)
(vg,v7) € C=(I'1) x C=(T)

tels que
Uy — U dans D(AY,
vy — vy dans L*(0,T; L*(Ty)), (2.4.21)

v — vy dans L*(0,T; L*(T')).

Soit U, € C°(0,T;C®(Q) x C=(Q) x C>=(T;)) solution du probléme

U = AU, + V,,
(2.4.22)
U,.(0) = Up.

Alors, on a
sup || Un(t) ||pcay <l (vg,v7) lz20z52200)) + 1 UG Ipeay -

0<t<T
La suite U,(t) converge vers U(t) dans L>(0,T: D(A)'). Finalement, par unicité

de la limite, on déduit que U(t) = U(t) € C°(0,T; D(A)Y). Le démonstration est

ainsi achevée.

Aprés avoir étudié l'existence et 1'unicité d’une solution faible du (2.4.6), on s’in-

téresse maintenant a la controlabilité exacte du probléme (2.4.6). On montre le

théoréme suivant :
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Theorem 2.4.2. Soit T > 2R. Alors pour tout Uy € H, il existe un controle

v(t) = vo(t) — %Ul(t), vo, vy € L*(0,T; L*(I'y)),

tel que la solution (u,n) de probleme (2.4.6) vérifie la condition finale :

w(T) =u(T)=0, n(T)=0.

Démonstration. Considérons ’espace vectoriel :

T
F ={® = (o, %0, &) € D(A™) tel que / / (|€]* + |&]*)dTdt < oo} (2.4.23)
o Jry

ou ® = (p,1,&) € D(A™®) est la solution du probléme homogéne (2.2.1)-(2.2.4).

Grace a I'inégalité inverse, on peut définir une norme sur F' par :

n%wz(l3ﬁpw+M$mm0m. (2.4.21)

On désigne encore par F la compléture de F' par cette norme. Il est clair que F

est un espace de Hilbert.

L’inégalité inverse donne ’encadrement suivant de F :
DA)CFCH
On identifie H a son dual, on obtient :

H CF C DA

Soit ® = (p, 1, &) € D(A) la solution du probléme homogéne (2.2.1)-(2.2.5) asso-

ciée & la condition initiale &y € D(.A). On définit le controle v(t) par :

o) = (1)~ S6(0) (2.4.25)
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d
ou la dérivée 7 est définie au sens de (H'(0,7))". Puis on résout le probléme

rétrograde suivant :

¢

Wy — A = 0, dans Q x [0, 7],

=0, sur I'g x [0, 77,

g—f + o(t) =0, sur Ty x [0, 7], (2.4.26)
olt) = tult) = v, sur Ty x [0, ],

Y(T) =(T) =0, dans (2,

o(T) =0, sur I'q.

\
Introduisant W(t) = (¢(t), ¥(t), o(t)), on transforme le systéme précédant sous la

forme d’une équation d’évolution :

U, = AU 4V,
(2.4.27)
U(T)=0.
Grace au théoréme (2.4), le probléme (2.4.27) admet une unique solution
U(t) € C°([0,T); D(A)).
De plus, on a :
I ey <l € lzzomizawny) + 11 & llz2omzam) - (2.4.28)
On définit ensuite un opérateur linéaire A par :
A: D(A) — D(AY, (2.4.29)
ou APy = —¥(0), V&, € D(A).
En utilisant (2.4.24), on obtient :
~ T ~ ~
Ay, Do) p(ay x DA :/ / §€ + &&)dldt
VAo Bodpearoen = f (6 EE) (2.4.30)

= ((Do, Ci)o)]_., \V/CI)(), (i)() - D(A),
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ou (-, -)r est le produit scalire associé & la norme || - || £.
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (2.4.30), on déduit que :
[{ A®o, Bo ) piayxniay] < [|Poll 7| Poll 7, Yo, Bo € D(A). (2.4.31)

Comme D(A) est dense dans F, 'application A peut se prolonger en une applica-

tion continue de F dans F'.

En particulier, on a :

(ADy, Do) x| < || Dol x| Pollr, VPo, Py € F. (2.4.32)

[(ADg, Do) 7rur| = || Wol|%, V& € F. (2.4.33)

Par conséquent, la forme bilinéaire
((I)Q, &)0) — <A(I)0, &)0>]:/><]: (2434)

est continue et coercive sur F x F. Alors d’aprés le lemme de Lax-Milgram, A est
un isomorphisme de F sur F'. En particulier, pour tout —Uy € H C F/, il existe

un unique élément &, € F tel que :
A®y = —Uj. (2.4.35)
L’unicité de la solution du probléme (2.4.27) assure que
U=0. (2.4.36)
Par conséquent, on a :
UT)=0<= uT)=u(T)=0cet n(T) = (0). (2.4.37)

Le démonstration est ainsi achevée.
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Stabilisation et controlabilité exacte
d’un systéme d’équations des ondes
par un feedback et un controle
frontiére ou interne indirect.
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Chapitre 3

Stabilisation interne indirecte d’un
systéme multidimensionnel

d’équations des ondes.

3.1 Introduction

Soit  un ouvert borné dans R ayant une frontiére réguliére I' de classe C? et v
le vecteur unitaire normal exterieur a I'. Dans ce chapitre, on considére un systéme
de deux équations des ondes couplées avec un controle interne localement distribué

dans €2 au voisinage de I' et aggissant sur une seule équation :

Utt—AU,—byt:O, dans QXR+,
Yy — alAy + buy + cyy = 0, dans ©Q x RT, (3.1.1)
u=y=0, sur I' x RT,
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oil a est une constante strictement positive, b € C1(Q;R) et ¢ € C*(Q;R,). Les

conditions initiales sont données par :

(U(ﬂf,O),y([L’, O)) - (u[)?yo), (ut(x,()),yt(x, O)) = (u17y1)' (312)

Dans ce chapitre, on s’intéresse a étudier la stabilisation indirecte du systéme

(3.1.1). Soit « > 0, on définit 'ouvert O, par :

Ou={zeQ: |z—-yl<a, yel}. (3.1.3)

Il est clair que si « est suffisament petit, on a O, C . On suppose qu’il existe

deux constantes o > 0 et vy > 0 telles que :

c(x) > v >0, Vee O, CQ. (3.1.4)

La stabilisation indirecte des systémes couplés a suscité l'intérét de nombreux au-
teurs ces derniéres années. Les résultats les plus récents dans cette direction sont
ceux obtenus par F. Alabau (voir [47]), F. Alabau, P. Cannarsa et V. Komornik
(voir [48]), ot des estimations polynomiales ont été démontrées pour quelques sys-

témes hyperboliques linéaires faiblement couplés.

A. Beyrath (voir [62]) a étudié la stabilisation indirecte interne de systémes d’équa-
tions faiblement couplées par un seule feedback localement distribué. Aussi, A.
Guesmia (voir [43]) a étudié des systémes non linéaires ou non dissipatifs et il
a donné deux applications a la stabilisation indirecte par un seul feedback non

linéaire localement distribué et dégénéré ainsi qu’a la stabilisation d'un systéme
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couplé de deux équations des ondes générales.

V. Komornik, B. Rao (voir [44]) ont montré la stabilisation exponentielle d’un sys-
téme de deux équations des ondes couplées par un opérateur compact en utilisant

un résultat de J.S. Gibson.

J. Rauch, X. Zhang, E.Zuazua (voir [45]) ont étudié la décroissance polynomiale
d’un systéme couplé de type hyperbolique-parabolique. Ils ont étudié le compor-
tement asymptotique en temps d’un modéle linéarisé d’interaction fluide-strucure.
Dans le domaine constitué de deux parties dans lesquelles I’évolution est gouvernée
par I'équation de la chaleur et I’équation des ondes respectivement, ils ont monté
un résultat de décroissance polynomiale pour des solutions réguliéres en supposant
une condition de controle géométrique et des conditions de transmission a l'inter-

face.

Dans (|7]), Kapitonov a étudié la stabilité indirecte de systéme (3.1.1) dans le cas
ou le support de la fonction b coincide avec celui de c. Sous la condition d’égalité
de vitesse de propagation, a = 1, il a établi un taux de décroissance exponentiel de
I’énergie du systéme. En revanche, quand les vitesses sont différentes aucun taux

de décroissance de I'énergie n’est discuté.

Dans ([10]), Ammar-Khodja et Bader ont étudié la stabilité indirecte de systéme
(3.1.1) dans le cas monodimensionnel ou le support de b et le support de ¢ sont
disjoints. Sous la condition d’égalité de vitesse de propagation, a = 1, ils ont établi

un taux de décroissance exponentiel de I’énergie dans un sous espace orthogonal a
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un sous espace de dimension finie mais non précisé. En revanche, quand les vitesses
sont différentes, ils ont prouvé la stabilisation forte et non exponentielle mais aucun

taux de décroissance de I'énergie n’est discuté.

Notre objectif est de généraliser les résultats de (|7]) dans le cas a # 1. Pour cela,

on suppose qu’il existe deux constantes v > 0 et by > 0 telles que :
O, CO,CQ et blx)>by pourtoutz e O, (Ql)

et
supp 9;b C O,, pour tout ¢ =1,2..., N. (Q2)

Soit (u,y) une solution réguliére du systéme (3.1.1), on définit Iénergie associée
par :

1
B =5 [ (ul + (V6P + luf + o| Ty (3.1.5)

On voit facilement que E(t) est décroissante :

E'(t) = —/Qc(x)|yt|2d:1:. (3.1.6)

En introduisant U = (u, us, y, y;), on transforme le probléme (3.1.1) sous la forme

d’une équation d’évolution :

Ut - AU
U(0) = Uy,

(3.1.7)

ou l'opérateur A est m-dissipatif dans 'espace de 1’énergie. Ainsi, on montre que

le probléme est bien posé au sens de semi-groupes de contractions.
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Nous montrons d’abord que la résolvante de 'opérateur A est compacte dans I'es-
pace de I’énergie. Alors on peut procéder comme dans Lagnese (voir [35]) a 'ap-
plication de la théorie de décomposition spectrale Sz-Nagy-Foias (voir[32]), Foguel
(voir|19]) et Benchimol (voir|20]) et on montre que I’énérgie du systéme décroit

fortement vers zéro.

Ensuite, pour a = 1, on utilise un théoréme de Huang (voir[33|) et Pruss(voir|34])

et on établit la stabilisation uniforme de I’énergie du systéme.

Theorem 3.1.1. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont vérifiées. Soit
a = 1, alors il existe des constantes strictement positives w > 0 et M > 1 telles

que l'énergie E(t) du systeme (3.1.1) vérifie ’estimation suivante :
E(t) < Me ™™ Vt>0

pour toute solution faible du systéme (3.1.1).

Ensuite, dans le cas, ou a # 1, en utilisant un théoréme de Huang (voir[33|) et
Pruss (voir[34]), on montre la non stabilité uniforme du systéme (3.1.1). Enfin,
on utilise un résultat de [63] (voir aussi [41]) pour établir le taux de décroissance

polynomial suivant :

Theorem 3.1.2. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont vérifiées, alors
il existe une constante strictement positive C telle que l'énergie E(t) du systéme

(3.1.1) vérifie lestimation suivante :

C
E@t) < - [ Uo [P (3.1.8)
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pour toute solution réguliére du systéme (5.1.1).
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3.2 Formulation du probléme.

On va formuler le probléme (3.1.1) dans un espace de Hilbert. D’abord, on définit

I'espace de I'énergie comme suit :
H = (Hy(Q) x L*(Q))? (3.2.1)

muni du produit scalaire suivant :

(
( > / (Vu - Vu)dr + /v'ﬁdaﬂ—
Q Q

a/Q(Vy Vy)dx —I—/ngdx (3.2.2)

(u,v,y,2), U= (4,0,5,2) € H.

\

Pour donner un sens convenable au systéme (3.1.1), on définit Popérateur linéaire

non borné A par :

D(A) = ((HQ(Q) N Hy () x H&(Q)) (3.2.3)
et
AU = (v, Au+ bz, z,aly — bv — cz),
VU = (u,v,y,2) € D(A).

Soit U = (u,u,y,y;) une solution réguliére du systéme. Alors (3.1.1) s’écrit sous

(3.2.4)

la forme :

(]15:./4(]7
U(O):Uo EH.

(3.2.5)

Dans la suite, on va montrer 1'existence et 'unicité d’une solution du probléme

(3.2.5).
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Proposition 3.2.1. L’opérateur A défini par (3.2.58)-(5.2.4) est m-dissipatif et a

résolvante compacte dans l’espace de l’énergie H.

Démonstration. Soit U = (u,v,y,z) € D(A). Alors, de (3.2.4) on déduit que :

(AU, U)y = ((U,Au + bz, z,aAy — bv — cz), (u,v,y, z))
H

En utilisant (3.2.2) et la formule de Green, on obtient :
Re{(AU,U)y} = —/ clz|*dx < 0.
Q
Alors 'opérateur A est dissipatif dans 'espace de ’énergie H.

Maintenant, soit F' = (fi, fo, f3, f1) € H, On cherche a résoudre I’équation sui-
vante :

U-AU=F, U € D(A). (3.2.6)

Ceci revient au méme de résoudre le systéme suivant :

/

u—v=f,
v—Au — bz = fo,
k (3.2.7)
Yy—z= f37
z—aly+bv+cz = fy.
Par Pélimination de v et z dans (3.2.7), on obtient le systéme suivant :
u— Au — by = f1 + f2 - bfg, (328)
y—aldy+bu+cy=fs+bfi +cfs+ fs (3.2.9)

Soit @ = (1, ¢2) € Hy () x Hi(Q) une fonction test. On multiplit (3.2.8) par ¢.

En appliquant la formule de Green, on obtient :

/ugoldx—l—/Vu-Vgoldx—/bygpldx:

Q 0 0 (3.2.10)
[+ o= beuds,

Q
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De méme, on multiplit (3.2.9) par ¢o. Puis en utilisant la formule de Green, on

obtient : )
/Wzd:cha/(Vy'sz)dH
9]

bupsdzr + /ﬂcyg@daﬂ = (3.2.11)
Q

f(fs +0f1 + cfs + fa)pad.
\ Ja

Maintenant, on combine (3.2.10) et (3.2.11), puis on définit la forme bilinéaire a

par :

.

a((,9), (91, 2)) = / wiprd + / (V- Vi )da+

/bwpgdx + a/(Vy - Vo )dr— (3.2.12)

Q

/bygoldx+/ygagd:v+/cyg02d:v.
( Q Q Q

et la forme linéaire L par :

L(p1,02) = [ (fi+ fo—bf3)prda+

. (3.2.13)
/Q(f3 +0f1 +cfs+ fi)pada.

On vérifie facilement que la forme bilinéaire a est continue et coercive sur (H} (Q) x
H}(92))? et L est une forme linéaire et continue sur H}(Q) x H} (). En utilisant le
théoréme de Lax-Milgram (voir [27]), on en déduit qu’il existe un unique (u,y) €

H}(Q) x H(Q) solution du probléme variationnel :

a((u,), (p1,92)) = Llgr,¢2), ¥ (¢1,2) € Hy(Q) x Hy(Q). (3.2.14)

Il est clair que (u,y) est une solution faible des équations (3.2.8) et (3.2.9). En
particulier, u € HJ () telle que :

u—Au=by+ fi+ fo—bfs € L*(Q), (3.2.15)
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Par la régularité du Laplacien, on en déduit que v € H?(Q2). De la méme fagon, on
obtient y € H*(Q2). Ensuite, on définit v =u— f; € H}(Q) et 2z =y— f3 € Hy(Q).
Alors U = (u,v,y,z) € D(A) est la solution unique du probléme (3.2.6). Il vient
que U € D(A). Le systéme (3.2.5) admet donc une solution. De plus, on a

1w, 0,9, 2) | peay < Cl(fr, for fs, fo)ll-

Gréce aux injections compactes de H?(Q) dans H'(Q) et de Hj(2) dans L*(Q), on

obtient la compacité de la résolvante de 'opérateur A. La preuve est donc terminée.

Theorem 3.2.2. (Ezxistence el unicité de la solution).
(1) Soit Uy = (ug,u1,yo,y1) € D(A). Alors le probleme (3.2.5) admet une unique

solution forte U = (u,uy,y,y;) telle que
(u(t), y(t) € (C*(Ry, L*(R2)))* N(CH(Ry, Hy()))* N (CO(RT, H*(Q)))*. (3.2.16)
(2) Soit Uy = (ug,u1,%,y1) € H. Alors le probleme (3.2.5) admet une unique

solution faible U = (u,uy,y,y;) telle que

(u(t),y(t) € (C'(R+, L*(Q))* N (C*(Ry, Hy(Q)))*. (3.2.17)

Démonstration. L’opértateur A est m-dissipatif dans 'espace de Hilbert .
D’aprés le théoréme de Hille-Yosida(voir[27]), pour toute donnée initiale Uy €
D(A), le probléme (3.2.5) admet une unique solution U = (u,us,y,y;) € D(A)
telle que

UecC'Ry,D(A)NCHRT,H).

Ceci correspond & la régularité (3.2.16).
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De méme pour toute donnée initiale Uy € H, le probléme (3.2.5) admet une unique

solution faible U = (u,us,y,y;) € H telle que
UecCURT,H).

Ceci correspond a la régularité (3.2.17). La démonstration est donc achevée.
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3.3 Etude de la stabilité forte.

Dans ce paragraphe, on étudie la stabilité forte du systéme (3.1.1). D’abord on
montre que 'opérateur A n’a pas de valeur propre imaginaire pure. Puis, par la
méthode de décomposition spectrale (voir [20]), on montre que I'énergie du systéme

(3.1.1) décroit vers zéro asymptotiquement.

Définissons la fonction 7 telle que

n(x) € [0,1],
n(z) =0, sizeQ/O,, (3.3.1)
n(xz) =1, si ze O,

ol € est une constante telle que 0 < € < 7.

Proposition 3.3.1. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont vérifiées.

Alors, Uopérateur A n’admet pas de valeur propre imaginaire pure.

Démonstration. Supposons que A admet une valeur propre imaginaire pure.

Alors il existe A € R et U = (u,v,y,2) € D(A), tel que :
AU = i\U. (3.3.2)
Utilisons (3.3.2), on obtient :

—/ c|z|*dz = Re(AU,U)y = Re{i) | U |I5,} = 0. (3.3.3)
0
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Utilisons la condition (3.1.4) on déduit que :

/c|z|2dx =0et 2=0 dans O,. (3.3.4)
Q

Ecrivons (3.3.2) sous la forme détaillée :

v = i\, dans Hj(Q),

Au+bz = i\, dans L*(Q),

z = iy, dans Hy(Q),

alAy —bv—cz = iXz, dans L*(9Q).

(i) 11 est clair que si A = 0, on obtient v = z = 0, de plus, on a :

Au =0, dans €,
(3.3.9)
u=0, surl
et
Ay =0, dans €,
(3.3.10)
y=20, surl.

Alors U = 0 contradiction.

(ii) Supposons maintenant que A # 0. En utilisant (3.3.4), (3.3.7) et la condition
(3.1.4), on déduit que :

cy=0 dans Q et y=0 dans O,. (3.3.11)
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Par I’élimination de v, z dans (3.3.5)-(3.3.8), on obtient le systéme suivant :

Au+ Nu+ilby = 0, dans , (3.3.12)
aly + N2y —idbu —idcy = 0, dans Q, (3.3.13)
u=y = 0, sur . (3.3.14)

On divise la démonstration en deux étapes.

Etape 1. Nous multiplions I’équation (3.3.13) par nu. Alors en utilisant la formule

de Green et la condition aux bordes u = 0 sur I', on obtient :
(
A/bn[uﬁd:c =
Q
—z'/ )\Qnyﬂdx—i—ia/n(Vy-Vﬂ)dx (3.3.15)
Q Q

+ia/ﬂ(Vy-V77)dx— / Aenuydz.
0 0

\

Gréce a au fait que ny = 0 dans Q2 et A # 0, de (3.3.15) on déduit que :

/ bnlul*dz = 0.
Q

De plus, grace a la condition (Q1) ou le fait que b € R*, I’équation précédente
implique

u=0 dans O,_.. (3.3.16)

Etape 2. Utilisant (3.3.12), (3.3.13), (3.3.11), (3.3.16), on obtient le systéme sui-

vant :
Au+ N Nu+idby = 0, dans Q, (3.3.17)
alAy + Ny —idbu = 0, dans (3.3.18)
Ou Oy

U=Y=oo = = 0, surl. (3.3.19)
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En multipliant I’équation (3.3.17) par 2(m-Vu) et en utilisant la formule de Green,

on obtient :

(N —2) / Vulde — NX2 / ul?dz = —2Re {iA / b(m - Va)ydr}.  (3.3.20)
Q Q Q

Ensuite, en multipliant 1’équation (3.3.18) par (2m - V) et en utilisant la formule

de Green, on obtient :

a(N —2) / Vyl2de — NX2 / yPdz = 2Refix / b(m - Vp)udz}.  (3.3.21)
Q Q Q

Il vient que :

(N —2) / (IVul? + a|Vy[?)dz — NN / (luf? + [y[2)dz
Q Q

= 2Re{iA /Q(b(m -Vgy)u —b(m - Vau))ydx}.

(3.3.22)

Maintenant, en multipliant I’équation (3.3.17) par Nu et I’équation (3.3.18) par

Ny, on obtient les équations :

—N/]Vu|2dx+N)\2/|u|2dx = —iN/\/byudx, (3.3.23)
Q Q Q

—aN/|Vy|2dx+N/\2/|y|2dx:z'N/\/buydx. (3.3.24)
Q Q Q

Il vient que

—N/(|Vu|2+a|Vy|2)dx+N)\2/(|u|2+ ly[?)da :i/\N/ b(uy — yu)dz.
Q Q Q

(3.3.25)
En combinant (3.3.25) et (3.3.22), on obtient :
( 2/9(]Vu|2+a|Vy|2)dx -
—2Re{iA /Q(b(m -Vy)u —b(m - Va))ydx} (3.3.26)
\ —Re{i)\N/Qb(uy—yu)dx}.
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En utilisant la formule de Green, on obtient :
(
i/\/ b(m - Vy)udx =
Q
—i)\N/ byudxr — i)\/ b(m - Vu)ydx
Q Q

—iA / (m.Vb)uydzx.
\ 0

Il vient que
IRefi) / (b(m - V)u — b(m - Vo) yda} —
Q

—2Re{iA / (Nbyudx + (m - Vb)uy)dx} =

2Im{\N /byudw + /\/(m - Vb)uydz}.
\ Q Q

En utilisant la condition (Q2), on déduit que :

—2Re{i)\/g(b(m -Vy)u —b(m - Vau))ydx} = 2Im{/\N/ngjudx}.

D’autre part, on a :
—Re{i/\N/ b(uy — yu)dx} = —QNIm{/\/ byudz}.
Q Q

En insérant (3.3.29) et (3.3.30) dans (3.3.26), il vient que :

z/(ywy? + a|VyP)dz = 0.
Q

(3.3.27)

(3.3.28)

(3.3.29)

(3.3.30)

(3.3.31)

On en déduit que u = y = 0, puis v = 2z = 0, soit encore U = 0. D’ou vient une

contradiction. La démonstration est ainsi achevée.

Theorem 3.3.2. Supposons les conditions (Q1) et (Q2) sont vérifiées oub € R™.

Alors, Uénergie E(t) du systéeme (3.1.1) décroit fortement vers zéro :

lim E(t) =0

t—o00
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pour toute solution faible du systéme (3.1.1).

Démonstration. L’opérateur A défini dans (3.2.3) et (3.2.4) est m-dissipatif et
a résolvante compacte, de plus, il n’admet pas de valeur propre imaginaire pure.
Alors, d’aprés la théorie de décomposition spectrale de Sz-Nagy-Foias (voir [32]),
Foguel (voir [19]) et Benchimol (voir [20]), on en déduit que le semi-groupe de

contractions S4(t) engendré par A est fortement stable.
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3.4 Etude du taux de décroissance exponentielle de

I’énergie, cas a = 1.

Dans ce paragraphe, on étudie la stabilité du systéme (3.1.1) dans le cas a = 1. En
utilisant la méthode de domaine de fréquence, on montre que ’énergie du systéme

(3.1.1) décroit exponentiellement vers zéro pour toute donnée initiale.

Theorem 3.4.1. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont vérifiées. Si a =
1, alors il existe deux constantes strictement positives w > 0 et M > 1 telles que

Uénergie E(t) du systéeme (3.1.1) vérifie l'estimation suivante :
E(t) < Me“'E(0), Vt>0

pour toute solution faible du systéme (3.1.1).

Démonstration.

D’aprés un résultat de Huang (voir [33]) et Pruss (voir [34]), un Cy semi-groupe

A

de contractions e** sur un espace de Hilbert H est exponentiellement stable si et

seulement si :

iR C p(A) (H1)

et
sup || (i8I — A)7! ||< o0 (H2)
BER
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sont vraies.

D’aprés les Propositions 3.2.1 et 3.3.1, la résolvante de A est compacte, 0 € p(.A)
et il n’a pas de valeur propre imaginaire pure. Ceci entraine bien la condition (H1).
Supposons que la condition (H2) soit fausse. Alors, il existe une suite 5, € R et

une suite U,, = (Up, Un, Yn, 2n) € D(A) telles que

Bn — 00, (3.4.1)
| Un [ln= 1, (3.4.2)
lim || (i8,] = AUy o= 0. (3.4.3)

On va montrer que || (w,, Un, Yn, 2n) ||lx— 0 lorsque n — oo. Cette contradiction
conduit & la décroissance exponentielle de ’énergie. La démonstration comporte

plusieurs étapes.

Etape 1. D’abord, en utilisant le fait que U, = (un, Vs, Yn, 2,) est uniformément

bornée dans I’équation (3.4.3), on obtient que :

/ |z Pd = Re{ify || Un |12, (AU, Un)} = o(1). (3.4.4)
Q
En utilisant (3.1.4) et la condition (Q 1), on déduit que :
/ (2 2dz = o(1). (3.4.5)
Oy

Ensuite, on écrit (3.4.3) sous la forme détaillée :

Bty — v, = fr — 0 dans H}(9),
Bty — Ay — bz, = f2 — 0 dans L*Q),
Bl — 2n = fo — 0 dans Hy(Q),

iBpzn — Ayp +bv, +cz, = f+ = 0 dans L*(Q).
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En utilisant les équations (3.4.5) et (3.4.8), on déduit

/ c| By |*dz = o(1). (3.4.10)
Q

Utilisant (3.1.4) et la condition (Q1) dans I’équation (3.4.8), on déduit que :

/ | Buyn|*dz = o(1). (3.4.11)
O’Y

Gréace aux équations (3.4.2), (3.4.6) et (3.4.8), on déduit que B,y, et B,u, sont

uniformément bornées dans L*(£2). Alors :

/I Yn|*dx /l u,[*da ). (3.4.12)

Par Pélimination de v, et z, dans (3.4.6)-(3.4.9), on obtient le systéme suivant

B2y + Ay — iBabtty, — iBucyn = —fi —bff —iBufy —cfy. (3.4.14)

Etape 2. Nous multiplions I’équation (3.4.14) par hy,,. Alors, en utilisant la for-

mule de Green et la condition y, = 0 sur I', on obtient :

/h[ﬁny|2dx — / h| Vy, |? do—

Q Q

/yn(Vh - Vy,)dx — Zﬂn/ bhu, 7y, dx—
Q Q

iﬁn/ chlyy|*dz =
Q

\ /Q(_fr — bff' —ifnfs — cfs)hy,dr.

(3.4.15)

Grace au fait que f}, f3 convergent vers zéro dans H} (), fI' converge vers zéro
dans L%(Q) et les suites B,Yn, Butin, V¥, sont uniformément bornées dans L*(12),

on obtient :

/ h| Bnyn |*dx — / h | Vy, |* dz = o(1). (3.4.16)
Q Q
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En utilisant h(xz) = n(z) dans (3.4.16), on obtient :

/ 1 Bayn| *da — / n| Vyn | dz = o(1). (3.4.17)
Q Q

En utilisant (3.4.11) dans (3.4.17), on déduit :

/77 | Vyn |? dz = o(1) et / | Vy, |2 dx = o(1). (3.4.18)
0

Oy e

Etape 3. En multipliant ’équation (3.4.14) par 2h(m - V,), on obtient :

)
252/ Ynh(m - Vy,)dx + 2/ hAy,(m - Vy,)dx
Q Q
- QZﬂn/ bhu,(m - Vy,)dx — 22’/ chBnyn(m - Vi, )dx = (3.4.19)
Q Q

2 [[(<17 = b = 08,3 — ef})him - V)
Q

\
En utilisant la formule de Green et le fait que y, = 0 sur I', on obtient :

2 /Q BufSh(m - Vi.)dz = 2i /Q Buiiah(m - V f2)da

‘ (3.4.20)
+2i / Bubnf2(m - Vh)dx + 2iN / Buhin fidz.
Q Q

Comme f!, f3 convergent vers zéro dans H}(2), f7* converge vers zéro dans L?(Q)
et les suites 3,4, Vy, sont uniformément bornées dans L?(Q2), alors, en utilisant

(3.4.20), on conclut que :

2 [[(= 17 = b5 = 8u87 — c£)h(m - V)ds = of1). (3.421)
Q
D’autre part, en utilisant la formule de Green et le fait que y, = 0 sur I, on obtient

Re{2 / B2yh(m - Vij)da} —
Q

(3.4.22)
_ 20, . 2
N/Qh|ﬁnyn| dx /Q(m Vh)|Brnyn|“dzx.
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En utilisant I’équation (3.4.10) et le fait que Vy, est borné dans L?(2), on en
déduit que :

—2Re{if, /Q chyn(m - Vy,)dz} = o(1). (3.4.23)

La régularité de (uy, vn, Yn, 2n) € D(A) est suffisante pour effectuer des intégrations
dans la deuxiéme intégrale de (3.4.19). En utilisant la formule de Green et le fait

que y, = %ﬂ = 0 sur I', on obtient :

/Ayn m - Vy)dx
/h(m )\8y”| dr — 2/(Vh-vyn)(m-vy—n)dx (3.4.24)

N — )/h[Vyn\ d:c+/(m-w)\vyn|2dx.
Q 0

\

En combinant les équations (3.4.19), (3.4.21), (3.4.22), (3.4.23) et (3.4.24), on ob-

tient :
(N3 [ Hwl dx—ﬁQ/(m VBl o + [ b D par
Q r
(N —2) / B Vyl2dz — 2Ref / (Vh - V) (m - Vyn)d:c}—l— (3.4.25)
0
/(m - Vh)|Vy,|*de — 2Re{zﬁn/ bhu,(m - Vy,)dz} = o(1).
\ 9] Q
Posons h(x) = n(z) dans (3.4.25), on obtient que :
(N8 [ alunlds =52 [ o FlunPda+ [ )| par
Q r
(N — 2)/77|Vyn| dr — 2Re{/ V- Vy,)(m - Vyn)dx}—i- (3.4.26)
Q

/Q(m V)| Vyn|?dr — 2Re{iB, /Q bnu,(m - Vy, )dx} = o(1).

\

En utilisant (3.4.11), (3.4.18) et le fait que 8,u, est bornée dans L*(Q), on déduit

que :
(N — 2)/n\Vyn|2dx—|—/(m-Vn)]Vyn\Qd:c—l—
Q Q
/ (m- V) | V5, |? de — 2Re{ / (V- Vo) (m - VG )deh+  (3.4.27)
Q

jQRe{iﬁnbnun(m -V7y,)dz} = o(1).

\ Q
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D’autre part, d’aprés (3.4.11) et le fait que n = 0 dans Q/O,, on a :

_ 2 _ i 2 _
N/an’nyn] dx /Q(m V)| Bnyn| dz = o(1). (3.4.28)

En insérant (3.4.27) et (3.4.28) dans (3.4.26), on déduit :

[m vl e par = o). (3.4.20)

Etape 4. (i) Notons que éAEn est uniformément bornée, alors multipliant I’équa-

tion (3.4.14) par 5-nA,, on obtient :

1
(Bryn + alyy, — i, buy, — Zﬂncyn)ﬂ—nAﬂn —

" (3.4.30)
(—=f1 = 0ff —iBufs —cfs) = 77Aun

Bn
En utilisant la formule de Green dans (3.4.30) et les conditions y, = u, = f3 =0

sur I', on obtient :

(

/ﬁnn(Vﬂn Vyn)dx—/ﬁnyn(Vn-Vﬂn)dx—l—/inAﬂnAyndx
Q Q

n

/bn | Vau, |? dx+z/nun(Vb-Vﬂn)da:+i bu, (Vn - Va,)dz
Q Q

f (Vy, - Vu,)dz + z/ cyn(Vn - Vi, )dx + 2/ nyn(Ve - Vu,)dr =
Q Q

/ —ft—bf! cf3)(51 nAu,)dx + ’L/Q?](st -V, )dx

+1 / 3(vn - Vu,)dx.

’ (3.4.31)
Comme les suites f} et f3 convergent vers zéro dans H} (), la suite f! converge
vers zéro dans L*(Q) et les suites Vu, et Aun sont bornées dans L*(2), on en

déduit que :

4yl 3
/Q< [y cf)(ﬁn

nAw,)dx + 2/ n(V £V, )dx
+i/ f3(Vn - Vau,)dz = o(1).
Q

9 (3.4.32)
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En utilisant maintenant (3.4.11), (3.4.12) et le fait que la suite Vu, est bornée
dans L%(Q), on déduit de (3.4.31) que :

— [ BV Va)do i [ (95 V)
Q
+Z’/ bu,(Vn -V, )dx + i /cn(Vyn - Vu,)dx (3.4.33)

+i /q cyn(Vn - Vi, )dx + i fnyn(Vc -Vu,)dr = o(1).
\ Q Q

Alors, en insérant (3.4.33) et (3.4.32) dans (3.4.31), il vient que :

- / Ban(V,, - Vy,)dx + / AT, Ay, dr
Q Q /Bn

(3.4.34)
+z'/ bn | Vu, |* dz = o(1).
)
(ii) De facon similaire, en multipliant (3.4.13) par la suite bornée ﬁinnAyn, on
obtient :

1
(B2un + Au, + iﬁnbyn)ﬁ—nAyn =
7 (3.4.35)

(—iBnfi" +0f5 — fQ")ﬁ—nA%

En utilisant la formule de Green et les conditions u, = y, = f = 0 sur " dans

(3.4.35), on obtient :

( 1
— / Bun(Vu, - Vy, )dr — Bn/ un(Vn - Vy,)dz —I—/ —nAu, Ay, dx
Q Q Q Bn
—i/Uyn(Vb'V?n)dx—i/U5|Vyn\2d$—i/(byn)(v%'Vﬁ)dI:
Q Q Q

i / (V- V5,) + f2(Vy - V5,))de + / (b2 — [2) -~y AT d.
N N ! (3.4.36)

Comme les suites f}, f3 convergent vers zéro dans H}(Q), la suite fi' converge
vers zéro dans L?(f2) et la suite ﬂ%Ayn est bornée. Alors, en utilisant (3.4.18), on
déduit

i/Qn(Vfﬁ.VQn)dx—|—2'/Qf7}b(V77.V§n)dx

(3.4.37)
n / (bf — )~y AT, dx = o(1),
Q n
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Puis en utilisant (3.4.12), (3.4.18) et le fait que la suite 3,u,, est bornée dans L*(12),

on en déduit :

—Bn/unn(Vn-V@n)dx—i/nyn(Vb-V%)dx
Q Q

(3.4.38)
—i/ | Vy,|*drdr — i /(byn)(Vyn.Vn)dx =o(1).
Q Q
En insérant (3.4.38) et (3.4.37) dans (3.4.36), on déduit :
1
- / Bnn(Vu, - VY, )dx + / B—nAunA@nda: = o(1). (3.4.39)
Q Q Mn

(iii) En combinant (3.4.39) et (3.4.34) et en utilisant le fait que a = 1, on obtient :

/bn | YV, |* dz = o(1).
Q

En utilisant le fait que b vérifie la condition (Q1) ou que b > 0, I’équation précé-

dente implique :

/ | Vu, |* dz = o(1). (3.4.40)
@

Y—€

Etape 5. On multiplie I’équation (3.4.13) par hi,. Puis en utilisant la formule de
Green, I’équation (3.4.12) et le fait que u,, = 0 sur ', on obtient :

/h|@nun|2dx —/En(Vun -Vh)dx
o 0 (3.4.41)

- / h | Vu, |* dz + @ﬁn/ bhy,tundr = o(1).
Q Q

Alors, en utilisant 1’équation (3.4.12) et le fait que les suites (,y, et Vu, sont

bornées dans L*(€2), on obtient :

/ h|Bnti, |Pdz — / h | Vu, |* dr = o(1). (3.4.42)
Q Q

Posons h(x) = n(z) dans (3.4.17), on obtient que :

/n|ﬁnun|2dx - / n| Vu, |* dr = o(1). (3.4.43)
Q Q
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En reportant (3.4.40) dans (3.4.43), on déduit que :

/ ol B 2z = o(1) et / Bun 2z = o(1). (3.4.44)
Q

Oyc

Etape 6. Multipliant (3.4.13) par 2h(m - Vu,), en utilisant la formule de Green

et le fait que u,, = 0 sur I, on obtient :
(
—32 / (Nh+m - Vh)uidr + 2Re{/ Auph(m - Vi, )dx}
Q Q
+2Ref / iBubhyn (m - VT, )da} — (3.4.45)

2Re { f (—ifu i+ bf} — £3)h(m - Vi,)da).

\

Par la formule de Green et le fait que f! = 0 sur ', on obtient :
—QiBn/ fih(m - Vau,)dr = 2Nif, / Uy frhdo+
Q Q

(3.4.46)
210, /Qﬂnfi(m -Vh)+ 2iﬁn/(2ﬂnh(m -Vfhdz.

Comme les suites f!, f3 convergent vers zéro dans Hj () et f2 converge vers zéro
dans L?(92) et les suites 3,u,, et Vu, sont bornées dans L?*(2), on déduit de (3.4.46)
que

) / (—iBuf? +bf2 — fh(m - Vit,)dz = o(1). (3.4.47)
Q

D’autre part, par la formule de Green comme dans I’Etape 3, on obtient :

7

2 / Aup,h(m - Vy)de =

Q
Oun,
+ / h(m - v)| a“y 240 — 2 / (Vh - Vun)(m - VT, )dx (3.4.48)
I

+ (N —-2) / h|Vu,|*dr + f(m - Vh)|Vu,|*dz.
Q Q

k
Alors, en combinant (3.4.48), (3.4.47) et (3.4.45), on obtient :

—N/h|ﬁnun|2daz—/ﬁi(m~Vh)\un\2dx+/h(m«y)|au”\2dF
Q Q T ov

+ (N —2) / h|Vu, |*dz — 2Re{/ (Vh - Vu,)(m - Vu,)dz} (3.4.49)

+ /(m - Vh)|Vu,|*dz + 2Re{i/ Bnbhyn(m - Vu,)dx} = o(1).
\ 9] Q

100



Chapter 3 Stabilisation interne indirecte des équations des ondes

Posons h(x) = n(z) dans (3.4.49), on obtient :

4
N / 7l ButnPdz — / B2 (1m - V) fun P + / n(m - 1) 2 2qr
Q Q r ov

+(N —-2) /Q |V, |*dx — QRe{/Q(Vn -Vuy,)(m - Vu,)dx} (3.4.50)

+ /(m V) |Vu,|*dr + 2Re{z’/ Brbnyn(m -V, )dx} = o(1).
\ Q Q

Enfin, grace a (3.4.44)et (3.4.40), on déduit de (3.6.26) que :

/F(m - ,/N% 2dl = o(1). (3.4.51)

Etape 7. (i) Posons h(z) = N dans (3.4.42), on obtient :
N/ | Bt |*dz — N/ | Vu, |> dz = o(1). (3.4.52)
Q Q
Posons h(z) =1 dans (3.4.49) en utilisant (3.4.51) on obtient :

_ 2 _ 2 - - _
N /Q Buun 2 + (N —2) /Q (VP + 2Ref /Q iBbyn(m - Vi )dz} = o(1).

(3.4.53)
Combinant les équations (3.4.52) et (3.4.53), on obtient :
—2/Q |V, |*dz + 2Re{iB, /Q byn(m - Vu,)dx} = o(1). (3.4.54)
(ii) Posons h(xz) = N dans (3.4.16), on obtient :
N/Q | By |Pdx — N/Q | Vyn |2 dx = o(1). (3.4.55)

D’autre part, posons h(x) = 1 dans (3.4.25) en utilisant (3.4.29), on obtient :

—N/ | By |?dx + (N — 2)/ (VY| *dz — QRe{i/ Bnbu,(m - VY, )dx} = o(1).
0 Q Q

(3.4.56)
Combinant les équations (3.4.55) et (3.4.56), on obtient :

—2/ |Vyn|*dz — 2Re{zﬂn/ bun(m - Vy, )dz} = o(1). (3.4.57)
0 Q
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Etape 8. En utilisant la formule de Green, et le fait que u,, = y, = 0 sur I' on

obtient que :

—QiBn/g]bun(m-Vyn)dx:Qzﬁn/Qyn(Nbun—i—b(m-Vun)+un(m-Vb))d:E. (3.4.58)

En utilisant (3.4.12) dans 1'équation précédente, on déduit :

—Qiﬁn/ bup,(m - Vy,)dr = ZiBn/ by, (m - Vu,)dz + o(1). (3.4.59)
Q Q
En combinant les équations (3.4.59) et (3.4.57), on obtient :
—2/ |V |*dx + 2Re{zﬂn/ b(m - Vu,)y,dz} = o(1). (3.4.60)
Q 0
(ii) Ensuite, combinant les équations (3.4.60) et (3.4.54), on obtient :
—2/ \Vyn|2dx — 2/ |V, |[*dz = o(1). (3.4.61)
Q Q
Alors
/ |Vyn|?dz = o(1) etque / |Vu,|?dz = o(1). (3.4.62)
Q 0

En combinant (3.4.52) et (3.4.62), on déduit :

/Iﬁnun| dr = o(1). (3.4.63)

En combinant (3.4.55) et (3.4.62), on déduit que :

/|6nyn\ dr = o(1). (3.4.64)

En utilisant (3.4.63) et (3.4.6), on conclut que :

/ v, |2dz = o(1). (3.4.65)
Q

En utilisant (3.4.64) et (3.4.8), on conclut que :

[ leda = o), (3.4.66)
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En utilisant (3.4.62), (3.4.65) et (3.4.66), on déduit que :
| Un [ln= o(1), (3.4.67)

ce qui contradit ’hyppothése (3.4.2). Parsuite I’énergie décroit exponenetiellement

vers z€ro.
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3.5 Etude de stabilité non uniforme, cas ou a # 1.

Dans ce paragraphe, en utilisant le théoréme de Huang (voir [34]) et Pruss (voir
[34]). On démontre que, pour a # 1, I'énérgie E(t) du systéme (3.1.1) ne décroit

pas exponentiellement vers zéro dans I'espace de 1énergie H .

Proposition 3.5.1. Supposons que a # 1 et que ¢ > 0, alors [’énergie du systéme

(3.1.1) ne décroit pas exponentiellement vers zéro.

Démonstration.

Pour montrer la non stabilité uniforme, il suffit de construire une suite 3, € R et

une suite U,, = (Up, Un, Yn, 2n) € D(A) telles que

Bn — +00, (3.5.1)
| Un [l3— 400 (3.5.2)

et
| (@] = A)Up [ln< € < +o0. (3.5.3)

Soit 2 > 0 une valeur propre du Laplacien et ¢, la fonction propre associée :

—Ap, = p2p,, dans Q,
o (3.5.4)
wn =0, sur I'.
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Posons V,, = (0, ¢n,0,¢,) € H. On cherche une suite U, = (Upn, Un, Yn, 2n) € D(A)

solution de I’équation :

ot V,, = (0, 0,,0,0,)" € H, ceci équivaut a résoudre le systéme suivant :

Up — iﬂn“n - 07
Auy, + bzy — v, = ©n,
Zn — Z”nyn = 07

aAyn —bv, —czp — WnZn = ©n.

(3.5.5)

3.5.6

[ON)
ot
N

w
ot
co

(3.5.6)
(3.5.7)
(3.5.8)
(3.5.9)

2.9

Par I’élimination v, et z, dans (3.5.6)-(3.5.9), on obtient le systéme suivant :

P2, + Aty + i by, = ©n,

[oYn + Ay, — bty — i Yy = Py

Posons
Up = AnPn €t Yp = bpon.
Puis en reportant (3.5.12) dans (3.5.10)-(3.5.11), on obtient

(a1 : : 1
ila—1) e b b —

Ap =

De (3.5.5), on déduit

D’autre part, on a

(a—1)?

1 Un 1= 2(lan]® + 10a]*)iiz, ~

b? +52un biin ifinb

ui — +00.

(3.5.10)

(3.5.11)

(3.5.12)

(3.5.13)

(3.5.14)

(3.5.15)

Ainsi les suites 8, = p, et Uy, = (ann, ©n, bnon, ©n) satisfait les conditions (3.4.1)-
(3.4.3). Par le critére de Huang (voir [33]) et Pruss (voir [34]), le systéme (3.1.1)

n’est pas uniformément stable dans H. La preuve est terminée.

105



Chapter 3 Stabilisation interne indirecte des équations des ondes

Remarque. Nous avons montré la non stabilité uniforme dans le cas de vitesses de
propagation des ondes différentes (a # 1) pour les systémes d’amortissement global
(c est constante). Nous pensons que la non stabilité uniforme reste vraie dans le
cas d’amortissement local. Mais, nous n’avons pas pu conclure cette conjecture a

cause de la complexité du calcul.
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3.6 Etude du taux de décroissance polynomial de

%A 3
I’énergie, cas a # 1.

Dans le paragraphe précédant, nous avons montré la non stabilité uniforme du
systéme (3.1.1) pour a # 1. Dans ce paragraphe, nous allons établir un taux de
décroissance polynomial pour des solutions réguliéres dans le cas a # 1 par un

théoréme de Liu-Rao (voir [60]) et Borichev (voir [63]).

Theorem 3.6.1. Supposons que les conditions (Q1) et (Q2) sont vérifiées. Si a #
1, alors il existe une constante strictement positive C' telle que l'énergie du systéme
(3.1.1) vérifie :

C
Et) < —

1 Uo 5y, ¥ E>0 (3.6.1)

pour toute solution forte du systéme (3.1.1).

Démonstration :

D’aprés un résultat de Borichev (voir [63]) et Liu-Rao (voir [60]), un Cj semi-groupe
de contractions sur un espace de Hilbert H admet une décroissance polynomiale

(3.6.1) sion a

iR C p(A), (P 1)
u L GBI = (4)7 ||< +o0. (P 2)
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D’aprés les Propositions 3.2.1, 3.3.1, la résolvante de 'opérateur A est compacte
et il n’a pas de valeur propre imaginaire pure et 0 € p(A), Ceci entraine bien la
condition (P1). Supposons que la condition (P2) soit fausse. Alors il existe une

suite 5, € R et une suite U,, = (Up, Un, Yn, 2n) € D(A) telles que

Bn — 00, (3.6.2)
| Un lI=1, (3.6.3)
lim || B3(iBaI — A)Us = 0. (3.6.4)

On va montrer que || (y, Un, Yn, 2n) |[x— 0. Cette contradiction permet de conclure

la décroissance rationnelle de I'enérgie. La démonstration comporte plusieurs étapes.

Etape 1. En multipliant (3.6.4) par U,, = (U, Un, Yn, 2n), On obtient
Re{if® | Us |12 —B2(AU,, Uy)} = / |z = o(1). (3.6.5)
Q
En utilisant (3.1.4) et la condition (Q 1), on déduit que :

/ |2, |2 da :ﬂ. (3.6.6)

Ecrivons (3.6.4) sous sous forme détaillée suivante :

i2u, — v, = fr, — 0 dans Hy(Q), (3.6.7)

iBv, — B2Au, — b3z, = f2 — 0 dans L*Q), (3.6.8)

iy, — Bz, = f3, — 0 dans H)(Q), (3.6.9)

i3z, — aBiAy, + bB2v, +cf2z, = fi — 0 dans L*Q). (3.6.10)

En utilisant (3.6.6) et (3.6.9), on déduit :

/c|yn|2dx = % et / |yn|2d$:@. (3.6.11)
Q n o,
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En utilisant les équations (3.6.3), (3.6.7) et (3.6.9), on déduit :

i o= A et | lozioy= S (36.12)

Par I’élimination de v, et z, dans (3.6.7)-(3.6.10), on obtient :
L + BEAU, +iB3by, = —iBafr +bf2 — f2 (3.6.13)
oo+ aBa Ay, — iBbun — iBcyn = — fr = bfn — iBuf — cfp. (3.6.14)

Etape 2. On multiplie I'équation (3.6.14) par hy,,. Puis, en utilisant la formule de
Green, (3.6.11), (3.6.12) et le fait que les suites suites f}, f3, f* convergent vers
zéro, respectivement, dans H{ (), H3(2) et L*(£2), on obtient :

/h|ﬁiyn|2d:p - aNBfL/ h | Vy, |2 dr—
Q

Q (3.6.15)
B2 / a3, (Vh - Vy,)dr — i3> / hbu,g,dz = o(1).
Prenons h(z) = n(x) dans (3.6.15), on obtient :
/n\ﬂiynﬁda@ —aNp? / n | Vy, | do—
0 (3.6.16)

BQ/CLyn(Vn Vyn)dz — i3 /nbunyndw—O( )-

En utilisant (3.6.11) et le fait que les suites ,u,, Vy, sont uniformément bornées

dans L*(Q), on déduit a partir de (3.6.16) que :

/77 | BV | dz = o(1) et / | B,V |? dz = o(1). (3.6.17)
0 c

(o

D’autre part, posons h(z) = N dans (3.6.15) et divisons par 52, on obtient :

N/Iﬁnynlzdx—aN/ | Vy, |? dz = o(1). (3.6.18)
Q Q
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Etape 3 En multipliant ’équation (3.6.14) par %n(m - V7y,) et par la méme

technique comme dans I’Etape 2, section 4, de I’équation (3.4.25) on déduit que :

(—Nﬁzﬁ%Mm—ﬁ/ﬁanwhw+ﬁm H |W+
(N — 2)/7}\Vyn| dr — 2Re{/ V- Vy,)(m - Vyn)d:c}—i— (3.6.19)

1
/(m.Vn)|Vyn| dr — 2Re{zﬁn/ bnuy,(m - Vg, )dz} = 22)
L Jao
Alors, en utilisant (3.6.11), (3.6.17), (3.4.25) et le fait que S u, est bornée dans

L?(Q), on déduit :

/F (m.y)\%y"mr_ o(1). (3.6.20)

1
Etape 4. Multipliant (3.6.14) par B—nﬂn. Alors, en utilisant la formule de Green

n
et le fait que u,, = 0 sur I', on obtient :

/ﬁnun Vy, Vn dx — i3 /bn!un| dx (3.6.21)
—zﬁz/cnunyndx =o(1).
\ Q

En utilisant (3.6.11), (3.6.17) et le fait que la suite (,u, est bornée dans L?(£2)

dans (3.6.21), on déduit que

/ bn| B> dr = o(1). (3.6.22)
Q

Grace a la condition (Q 1) et b > 0, on déduit :

/’ |Butin|*d = o(1). (3.6.23)
Oy —¢

Etape 5. Multiplions I’équation (3.6.13) par B%nﬂn. Alors, comme dans 'Etape 5

de section 4, on obtient :

/n|ﬁnun|2dx - / n| Vu, |* dr = o(1). (3.6.24)
Q Q

110



Chapter 3 Stabilisation interne indirecte des équations des ondes

Alors, de (3.6.23) on déduit :

/ | Vu, |* dz = o(1). (3.6.25)

y—E€

Etabe 6. Nous multiplions I’équation (3.6.13) par B%h(m - V,,). Alors comme
dans 'Etape 6 de section 4 de I’équation (3.4.49), on obtient :

.
—N/n|ﬁnun|2dx—/ﬁz(m-Vn)|un|2dx+/7](m-V)’aun|2dr
Q Q r v

+ (N —2) /Qn\Vun|2da: — 2Re{/Q(V7] -Vuy)(m -V, )dx} (3.6.26)

+ /(m V) |Vu,|*dx + 2Re{z’/ Bnbnyn(m - Vi, )dx} = o(1).
\ Q Q

Enfin, en utilisant (3.6.25) et (3.6.23), on déduit :

/(m V) a—“y” 2dT = o(1). (3.6.27)

Etape 7. 1l est clair que les Etapes 7, 8 et 9 sont vraie dans le cas a # 1. Alors,

en répétant les Etapes 7, 8 et 9 on concliit que
[Unll3 = o(1).

Ce résultat contradit 1'équation (3.6.3). On déduit la stabilité polynomiale.
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Chapitre 4

Stabilisation interne locale indirecte
d’un systéme monodimensionnel des

équations des ondes

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considére le méme systéme que celui du chapitre 3 dans le cas

monodimensionnel sur |0, 1] :

Uy — Ugy — byy = 0, dans |0, 1[xR™,
Yt — WYz + buy + ey =0, dans 0, 1[xR™, (4.1.1)
u(0) = u(1) = y(0) = y(1) = 0,

ol a est une constante strictement positive, b et ¢ € C'([0,1]) et b > 0, ¢ > 0.
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Les conditions initiales sont données par :

(u(z,0),y(x,0)) = (uo,v0),  (w(w,0),y:(x,0)) = (u1,y1)- (4.1.2)

Supposons qu'il existe 0 < a < o’ < 1 telles que ¢ € C'(Q) vérifie :

c(x) >0, dans Ja,d[. (4.1.3)

Alors 'amortissement est localisé & 'intérieur du domaine et pas nécessairement

au voisinage de la frontiére comme dans le cas multidimensionnel.

Soit (u,y) une solution réguliére du systéme (4.1.1). On définit I’énergie associée

par :

1 1
E(t) = 5/ (fue® + |ug|* + |ye)® + aly.|?)da. (4.1.4)
0

Comme
1
E'(t) = —/ c(x)|y|*de, (4.1.5)
0

on voit que E est décroissante.

En introduisant U = (u,us, y, y:), on transforme le probléme (4.1.1) sous la forme
d’une équation d’évolution :

U, = AU,

U(0) = U,

(4.1.6)
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ot opérateur A est m-dissipatif dans 'espace de ’énérgie. Ainsi on montre que le

probléme est bien posé au sens de semi groupe de contractions.

D’abord la résolvante de l'opérateur A est compacte dans I'espace de ’énergie.
Alors on peut procédeder comme dans Lagnese (voir [35]) a Papplication de la
théorie de décomposition spectrale Sz-Nagy-Foias (voir[32]), Foguel (voir[19]) et

Benchimol (voir [20]) et on montrera que I'énergie du systéme décroit vers zéro.

Ensuite, pour a = 1, on utilise un théoréme de Huang (voir[33]) et Pruss (voir[33])

pour établir la stabilisation uniforme de I'énergie.

Dans le cas a # 1, en utilisant un théoréme de Huang (voir[33]) et Pruss (voir|34]),
on montre la non stabilité uniforme du systéme (4.1.1). Enfin, on utilise un théo-
réme de Liu-Rao (voir[60]) et Borichev (voir [63]) pour établir un taux de décrois-

sance rationnelle de ’énergie du systéme pour les données initiales d’énergie finie .
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4.2 Formulation du probléme.

On va formuler le probléme (4.1.1) dans un espace de Hilbert. D’abord, on définit

I'espace de I'énergie comme suit :

H = (Hg(]o,l[) X L2(]0,1[)> (4.2.1)

muni du produit scalaire suivant :

1 1 1 1
(U, U) = / Uply AT + / vudr + a/ YaYzdx —|—/ zzdzx,
H 0 0 0 0 (4.2.2)

VU = (u,v,y,2), U= (u,v,y,z) € H.

Pour donner un sens convenable au systéme (4.1.1), on définit 'opérateur linéaire

A par :
2
D) = ( (20,10 1 300,10 x #3(00.10 ) (1.2
AU = (0, Uy + bz, 2, aYpe — bU — ¢2),
( Y ) (4.2.4)
VU = (u,v,y,z) € D(A).
Posons U = (u, u,y,y:), le systéme (4.1.1) s’écrit sous la forme :
U, = AU ,
' (4.2.5)
U(O) = UO S 7‘[

Proposition 4.2.1. L’opérateur A défini par (4.2.3)-(4.2.4) est m-dissipatif et

résolvante compacte dans [’espace de l’énergie H.
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L’opérateur A étant m-dissipatif dans 'espace de Hilbert H, d’aprés le Théoréme

de Hille-Yosida, on a le résultat suivant.

Theorem 4.2.2. (Ezxistence el unicité de la solution).

(1) Soit Uy = (ug, u1,Yy0,y1) € D(A), alors le probléme (4.2.5) admet une solution
forte U = (u, us, y, ;) telle que

(u(t), y(t)) € (C* (R, L*(]0,1)))* N(CH (R, H; (10, 1[)))*N(C° (R, H2(J0, 1)NH; (10, 1[)))*.

(2) Soit Uy = (ug,u1,Y0,y1) € H, alors le probléeme (4.2.5) admet une solution
faible U = (u,uy,y,y) telle que

(u(t),y(t)) € (C'(Ry, L*(J0, 1])))* N (C™(R+, Hy(J0, 1])))*.
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4.3 Etude de la stabilité forte.

Dans ce paragraphe, on étudie la stabilité forte du systéme (4.1.1). D’abord, on
montre que 'opérateur A n’a pas de valeur propre imaginaire pure. Puis, par la
méthode de décomposition spectrale (voir [20]), on montre que 1'énergie du systéme

(4.1.1) décroit vers zéro asymptotiquement.

En supposant que les fonctions b et ¢ vérifient la condition :

[v,8] C [a, ], et b(x) >by >0 pourtoutz €]y, 5] (Q 1).

Proposition 4.3.1. Supposons que la condition (Q 1) est vérifiée. L’opérateur A

n’admet pas de valeur propre imaginaire.

Démonstration.

Supposons que A admet une valeur propre imaginaire pure. Alors il existe A € R

et U= (u,v,y,2) € D(A) tels que :
AU = i)\U. (4.3.1)

D’ou vient

1
—/ c|z|*dz = Re(AU, U)y = Re{i) | U |I5,} = 0. (4.3.2)
0
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En utilisant (4.1.3), on déduit que :

2z =0, dans |a,d|. (4.3.3)

De (4.3.1) et (4.3.3), on déduit le systéme suivant :

v = i\u, dans H,(]0,1[), (4.3.4)
Uge +bz = idv,  dans L*(]0,1]), (4.3.5)
z = iy, dans H;(]0,1]), (4.3.6)
Yoo —bv = iXz,  dans L*(]0,1]). (4.3.7)
Si A =0, alors U = 0, ce qui contradit la condition U # 0.
Supposons que A # 0. En utilisant (4.3.3) et (4.3.6), on obtient :
y=0, dans]|a, (4.3.8)
En éliminant v et z dans (4.3.4)-(4.3.7), on obtient les équations suivantes :
Uy + Nu+iNby = 0, dans L*(]0,1]), (4.3.9)
aYew + N2y —idbu = 0, dans L?(]0,1]), (4.3.10)
u(0) =u(l) =y(0) =y(1) = 0. (4.3.11)
Considérons la fonction n € C°([0, 1]), telle que :
n(x) € [0,1],
n(z) =0, sizel0yUB 1] (4.3.12)
n(I):la Sl.fe [7+67ﬁ_6]a
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oll € > 0 est une constante assez petite telle que 0 <v+e < f—e < 1.

Nous multiplions 'équation (4.3.10) par nu. Puis, en utilisant la formule d’intégra-

tion par patie, on obtient :

( 1
Z/ bn|u|?dr =
0

1
+/ )\Qnyﬂdx—a/nyxﬂxdm (4.3.13)
0 0

1
—a/ YN d.
\ 0

Grace a (4.3.8), le second membre de (4.3.13) est nul, ce qui implique que

B—e

/ bnlul*de =0 et / blu*dz = 0. (4.3.14)
Q

Y+e

En utilisant la condition (Q 1), on déduit que :

u=0, dans |y+e€ [ —¢€[ (4.3.15)

Comme u et y sont dans H?(0, 1), on déduit que :

u(y+e) =u(y+e)=yly+e) =y(v+e) =0

Posons maintenant :

0 1 0 0

-2 0 —iXb 0
X = (U, Uz, y,ys) et M=

0 0 0 1

20 =0
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En utilisant (4.3.9)-(4.3.10). Alors, on a le probléme suivant :

X' =MX, z€]0,y+¢,
X(y+e€) =0.

(4.3.16)

D’aprés la théorie des equations differentielles ordinaires, le probléme (4.3.16) ad-
met une solution unique et comme zéro une solution de ce probléme alors, X =0
sur 0,7 + €, [. En répétant le méme travail sur |5 — €, 1] et on déduit finalement

que U = 0. Et par suite 'opérateur A n’admet pas de valeur propre imagimaire.

Theorem 4.3.2. Supposons que la condition (Q 1) est vérifiée. L’énergie E(t) du

systéme (4.1.1) décroit fortement vers zéro :

lim E(t) =0

t—o00

pour toute solution faible du systéme (4.1.1).

Démonstration.

L’opérateur A défini dans (4.2.3) et (4.2.4) est m-dissipatif et a résolvante com-
pacte. Il n’admet pas de valeur propre imaginaire pure. D’aprés la théorie de dé-
composition spectrale de Sz-Nagy-Foias (voir [32]), Foguel (voir [19]) et Benchimol
(voir [20]), on déduit que le semi-groupe de contractions S4(t) engendré par A est

fortement stable.
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4.4 Etude du taux de décroissance exponentiel de

I’énergie, cas a = 1.

Dans ce paragraphe, on étudie la stabilité du systéme (4.1.1) dans le cas a = 1. On
montre que ’énérgie du systéme (4.1.1) décroit exponentiellement vers zéro pour

tout donné initiale, en utilisant la méthode de fréquence de domaine.

Theorem 4.4.1. Supposons que la condition (@) 1) est vérifiée. Soit a = 1 alors,
il existe des constantes strictement positives w > 0 et M > 1 telles que l’enérgie

E(t) du systeme (4.1.1) vérifie lestimation suivante :
E@t) < Me™, Vt>0

pour toute solution faible du systéme (4.1.1).

Démonstration.

D’aprés un résultat de Huang [33] et Pruss [33], un Cj semi-groupe de contractions

e sur un espace de Hilbert #H est exponentiellement stable si et seulement si :
iR C p(A), (H1)
sup || (i8I — A)7t ||< oo (H2).
|B1>1
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D’abord, la résolvante de A est compacte, le fait que A n’ait pas de valeur propre
purement imaginaire entraine bien la condition (H1). Supposons que la condition
(H2) soit fausse. Alors il existe une suite 3, € R et une suite U,, = (up, Vn, Yn, 2n) €

D(A), telles que

Bn — 00, (4.4.1)
| Un 3= 1, (4.4.2)
lim || (i, = A)Up 3= 0. (4.4.3)

On va montrer que || (U, Vn, Yn, 2n) |[x— 0. Cette contradiction permet de conclure
la décroissance exponentielle de ’énergie.

La démonstration comporte plusieurs étapes.

Etape 1. D’abord, multipliant (4.4.3) par la suite uniformément bornée U, =

(W, Un, Yn, Zn), ON obtient :

1
/ |z Pdz = Refifn || Un |2, —(AUs, U} = o(1). (4.4.4)
0

En utilisant (4.1.3), on déduit que :

/ |20 |2dz = o(1). (4.4.5)
Ensuite, on écrit (4.4.3) sous la forme :
Bty — v, = fr — 0 dans H;(]0,1]),
iBpVn — Unge — b2y, = f2 — 0 dans L*(]0,1[),
iBatn — 20 = fo — 0 dans H}(]0,1]),

1Bnzn — QYnazz + bvp + ¢z, = f, — 0 dans LQ(]O, 1]).

En utilisant les équations (4.4.5) et (4.4.8), on déduit :

1 o
/ c| Bnyn|*dx = % et / | By |?dx = O<1). (4.4.10)
0 a

n Bn
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En utilisant le fait que 8,y, et B,u, sont uniformément bornées dans L*(), on
déduit :

1 1
/ |ynl?dz = o(1) et / |un|?dz = o(1). (4.4.11)
0 0
En éliminant v, et z, dans (4.4.6)-(4.4.9), on obtient le systéme suivant :

Bt + tnge + 1Bpbyn = —iBuf, +0f — 13, (4.4.12)

210+ gz — 1Ppblin — iBpcyn = —fr—bf —if,f3 —cf3 (4.4.13)

Etape 2. D’abord, nous multiplions I’équation (4.4.13) par h(x)y,. En utilisant la

formule d’intégration par paties et le fait que y,, = 0 sur I, on obtient :

S 1 1
/ h| Bnyn |*dz — a/ Bl Yo |* do — a/ U (W Yz )dx
0 1 0 1 0
—Zﬂn/ bhuny_ndx—iﬁn/ c(2)h(x)|y,|*dx (4.4.14)
0

i 0

/ (Cf = bfY = iBfu3 — cf g,

0

En utilisant (4.4.10), (4.4.11), la convergence de f}, f3 dans H}(]0,1[), f7 dans
L3(Q) et le fait que les suites B,Yn, Bulin, Yne sont uniformément bornées dans

L*(]0,1[), on obtient que :

1 1
| iz —a [ e P o= o) (1.4.15)
0 0

Maintenant, prenons h(x) = n(x) dans (4.4.15). Puis, en utilisant (4.4.10), on

déduit que :

1 fe
/ 0| Yne |> dv = 0(1) et / | Yz |? dz = o(1). (4.4.16)
0 y+e
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1

Etape 3. (i) Notons que 3-7()Uns, est uniformément bornée dans L3(2). Alors,

multiplions I’équation (4.4.13) par B%U(I)ﬂnm, on obtient :

Bn
[ a0 e e
0 Bn

1
i [ o) + s
\ 0

( 1
1
0

(4.4.17)

En utilisant la formule d’intégration par parties, le fait que les suites f!, f3

convergent dans H}(]0,1[) et f! convergent dans L?(]0,1[) et que wu,, est uni-

formément bornée dans L%(€2), on déduit que :

( 1 1 a

o 0 fﬁ "

170 i
z/ (bn)xunﬂnxdx+i/ (en) 2 UnaYndx+
0 0

1
z/ CNUpzYnzdr = o(1).
0

\

(4.4.18)

En utilisant (4.4.10), (4.4.11), (4.4.16) et le fait que u,, est uniformément bornée

dans L%(Q), on déduit que :

1 1
? 0 ﬁn

z/ b | e |* dz = o(1).
0
(ii) De méme, en multipliant (4.4.12) par Blnngnm, on obtient :

1
1
0 n
1
/ (_Zﬁnfl + bf3 - fg )B—nynmdx.
0 n
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En utilisant la formule d’intégration par parties et le fait que les suites f! f3
convergent dans H}(]0,1[) et f2 convergent dans L%(]0, 1[), & partir de (4.4.17), on
déduit que :

1 1
_/ Bnnun:cynxdx - Bn/ nxunynxdx—’_
0

{o, { ) (4.4.21)
_ . . 2
/ — Uz Yppr AT — z/ (1) 2YnYnadx — z/ |y |“dz = o(1)
0 Bn 0 0
En utilisant (4.4.10), (4.4.11) et (4.4.16) dans (4.4.22), on déduit que :
1 1 1
—/ Bnnumymdx+/ —NUnzaYnedT = 0(1). (4.4.22)
0 0 Bn
(iii) En prenant a = 1 dans (4.4.19), on obtient que :
1 1
0 0 P (4.4.23)

z/ b | Une |* dz = o(1).
0

En combinant les équations (4.4.22) et (4.4.23), la partie imaginaire de I’équation

obtenu converge vers zéro, ce qui implique :

1
/ b |t |2 d = o(1). (4.4.24)
0

En utilisant le fait que la condition (Q1) est vérifiée, on déduit que :

B—e
/ | Une |* dz = o(1). (4.4.25)
Y

+e€

Etape 4. (i) En multipliant I’équation (4.4.12) par h(x)w@, et en utilisant la formule
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d’intégration par parties, et le fait que u,(0) = u,(1) = 0, on obtient :

¢l 1
/ h|Bnu|*dz — a/ B | Uy |* do
0 0 1
{ —a/ Up (hpting )dx + zﬂn/ bhy,u,dr = (4.4.26)
Jo 0
| Citaty 8 — gy
L Jo

En utilisant (4.4.11), la convergence de f!, f3 dans H}(]0,1]), f& dans L?(]0, 1[) et
le fait que les suites S3,Yn, Bnlin, Une sont uniformément bornées dans L?(]0, 1[), on

obtient :
1 1
/ B B2 — / B e |2 da = o1). (4.4.97)
0 0

Considérons la fonction ( telle que

¢(x) € 10,1],
((x)=0, siz e [0,7v+¢, (4.4.28)
((z)=1, siz € [f—¢l].

Posons h(x) = ((z) dans (4.4.27), on déduit que :

1 1
/ C|Butin 2z — / ¢t |2 dz = o(1) (4.4.29)
0 0

(ii) Multiplions (4.4.12) par 2(x — 1)(Uy,. En utilisant la formule d’intégration par
parties et le fait que || y, ||=|| Czyn ||= o(1), on obtient que :

( 1 1
Re(32 [ (o = 100, de) + Re{ | (& = )¢ unufdo} -
01 0
0 1

= Re(2 [ (o= D=iff} 4 bff = F)o(ma)io).
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En utilisant la formule de Green dans (4.4.30), on obtient :

1

—6, 1C+ x = 1)C)|un|*dw — = 1)C + () |une|*dx
f €+ =6t [ =26+ Ol "

—Re{Qi/O Bn(bCyn + (x — 1)byCyn + C(z — 1)byny ) Undz} = 0o(1)

En utilisant le fait que || u, ||=|| Gun [|=| Cotne ||= 0(1), Bnyn est borné dans
L*(]0,1[) dans (4.4.31), on déduit que :
1 1
—55/ C\un\zdx—/ e P d
o 0 (4.4.32)

—Re{Qi/O BnC(x — 1)bypatndr} = o(1).

En combinant les équations (4.4.32) et (4.4.29), on déduit que :

1 1
» / Clups P — Re{2i / BaC(x — DbypaTindz} = o(1). (4.4.33)
0 0

Etape 5. En utilisant h(x) = ((x) dans 'équation (4.4.15), on déduit que :

1 1
/ CI By Pz — / ¢ 1 g 2 dz = o(1) (4.4.34)
0 0

De plus, multiplions (4.4.13) par 2(z —1)(7,,,. En utilisant la formule d’intégration
par parties, le fait que || y,, ||=| Gyn ||= 0(1) et (4.4.10),0n obtient que :

p

1 1
+Re{ / (& — 1)COulyn P + / (& — 1)CO0lynal?d)
01 0
—Re{Qi/ (x — 1)Bpbu,(y,dx} = (4.4.35)
01
|+ omef / (2= 1)(— 1 = bff — iBufl — cf2)C(Goa)d}.

En utilisant la formule d’intégration par parties et le fait que || y, [|=[ Coyn [|=]]

Cettnz ||= 0(1) et Buu, est borné dans L?(]0, 1]), on déduit que :

_ﬁ / C'yn| dx_/ C|yna:| dx
(4.4.36)
—Re{Qz/ (x — 1)Bnbun(y,dz} = o(1).
0
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En combinant les équations (4.4.34) et (4.4.36), on déduit que :

1 1
_2/ |y | dx — Re{Qi/ BnC(z — 1)bu, g, dx} = o(1) (4.4.37)
0 0

Etape 6. En combinant les équations (4.4.33) et (4.4.37), le partie imagianaire de

I’équation obtenu converge vers zéro, ceci implique que :

1 1
—2/ C\ym\2dfc—2/ Cltne|*dz = o(1). (4.4.38)
0 0

En utilisant le définition de ¢, on déduit, a partir de (4.4.38), que :

1 1
/ (Y| *de =/ |tinz|*dac = o(1). (4.4.39)

—€ —€
De la méme maniére, en utilisant la fonction ¥ :

d(z) € [0,1],
1 siz e [0,7+¢], (4.4.40)
Hx)=0 siz e [f—e¢l],

on démontre que :
vte Ve
/ [Yna| *d = / |tz *dac = o(1). (4.4.41)
0 0
En combinant les équations (4.4.41), (4.4.39), (4.4.16) et (4.4.25), on déduit que :

1 1
0 0

En utilsant h(z) = 1 dans (4.4.15), combinant (4.4.42) et I’équation obtenu, on

conclut que :

/O | Buyn|*d = o(1). (4.4.43)
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En utilsant h(z) = 1 dans (4.4.27) et en combinant (4.4.42) et I’équation obtenu,

on conclut que :

1
/\m%&mzdn. (4.4.44)
0
En combinant les équations (4.4.43) et (4.4.8), on déduit :
1
/ 202dz = o(1). (4.4.45)
0
En combinant les équations (4.4.44) et (4.4.6), on déduit :
1
/ v, |2dz = o(1). (4.4.46)
0

A partir des équations (4.4.42), (4.4.44), (4.4.45) et (4.4.46), on conclut que :
| Un ll3= o(1), (4.4.47)

ceci contradit ’hyppothése (4.4.2) et par suite 1'énérgie E(t) décroit exponentiel-

lement vers zéro.
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4.5 Etude du taux de décroissance rationnel de

I’énergie pour a # 1

Dans le paragraphe précédant, nous avons montré la non stabilité uniforme du
systéme (4.1.1) pour a # 1. Dans ce paragraphe, nous allons établir un taux de
décroissance polynomial pour des solutions réguliéres dans le cas a # 1 par un

théoréme de Liu-Rao (voir [60]) et Borichev (voir [63]).

Theorem 4.5.1. Supposons que la condition (@) 1) est vérifiée. Soit a # 1 alors,
il existe une constante strictement positive C' telle que l’énergie du systéme (4.1.1)
vérifie :

C
B) < = || Uy ay ¥ t >0 (45.1)

pour toute solution forte du systéme (4.1.1).

Démonstration.

D’aprés un résultat de Borichev (voir [63]) et Liu-Rao (voir [60]), un Cy semi-groupe
de contractions sur un espace de Hilbert H admet une décroissance polynomiale

si:
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1
sup

up o 1 691~ A)7 < oc (P2)

D’abord, la résolvante de I'opérateur A est compacte, le fait que A n’ait pas de
valeur propre purement imaginaire entraine bien la condition (P 1). Supposons
que la condition (P 2) soit fausse. Alors il existe une suite 3, € R et une suite

Up = (Uny Vny Yn, 2n) € D(A) telles que :

B — 00, (4.5.2)
| U [|= 1. (4.5.3)
Tim || B2(iB,T = AUy [|3=0. (4.5.4)

On va montrer que || (uy, U, Yn, 2n) |[x— 0. Cette contradiction permet de conclure

la décroissance rationnel de ’enérgie. La démonstration comporte plusieurs etapes.

Etape 1. Multiplions (4.5.4) par U, = (un, Un, Yn, 2n), o0 obtient que :

1
Re{i3 || U, || —B2(AU,,U,)} = / c|BnznPdz = 0(1), (4.5.5)
0

Ceci implique, en utilisant (4.1.3) que :

/

/ |Bnzn|?dz = o(1). (4.5.6)
D’aprés (4.5.4), il existe (fL, f2, f2, f1) € H, tels que :
iBu, — Biv, = f — 0 dans H;(]0,1]), (4.5.7
iB20, — Bpze — b3z, = f2 — 0 dans L*(]0,1]), (
I8y, — B2z, = f2 — 0 dans H;(]0,1]), (4.5.9
4

iﬁf;zn — aﬁiynm +bﬁZvn +cﬁ§zn = f;f — 0 dans LQ(]O, 1]). (4.5.10
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En utilisant (4.5.6), (4.5.9) et (4.1.3), on déduit que :

/

/1 c|B2y,|Pdr = o(1) et /a |B2yn|?dx = o(1) (4.5.11)
0 «a

En utilisant les équations (4.5.7) et (4.5.9), on déduit que :

0(1) 0(1)
H Unp, HLz(}Ovl[): ﬁ et ” Yn HLQ(]O,l[): 6 R (4512)

En combinant (4.5.7)-(4.5.8) et (4.5.10)-(4.5.9) et en éliminant v et z, on obtient :

B2 (82U + Unzw + 1Bubyn) = —iBufl+bf> — f2 — 0dans L*(]0, 1[4.5.13)

52(52% + AYnze — Zﬂnbun - Zﬁncyn) = _f;l - bf; - Zﬁnfs - Cfn3 — 0 dans L?(@@il@)

Etape 2. Multiplions I’équation (4.5.14) par hy,. En utilisant la formule d’inté-
gration par partie et le fait que y,(0) = y,(1) = 0, on obtient que :

1 1
/ h|ﬁ2yn\2daj — aﬂi/ R | Yna |2 dx

0 1 0 1
3 [ g (oo — 83 [ b do (4.5.15)
0 0

1 1
Yy / helyal?de = / (= /4 — b — iBof? — cf*)hg da.
\ 0 0

En utilisant (4.5.11), le fait que les suites suites f3, f2 convergent vers zéro, respec-
tivement, dans H](]0,1]) et L*(]0,1[) et que le suite 3,3, est uniformément borné

dans L*(]0,1[), on obtient :

/1(—fﬁ —bfr — B f3 — cf3hy,dr = o(1). (4.5.16)
0

En utilisant (4.5.16), (4.5.11) dans (4.5.15), on déduit :

1 1
/ BBy, 2z — B / T (hagns)de
0 0

| . (4.5.17)
—aﬁi/ | Yoo | do — zﬂf;/ bhu, g, dz = o(1).
0 0
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Prenons h(z) = n(x) dans (4.5.17), on obtient :

1 1
/ nlBayn|*dx — B2 / AT (MY )
0 0

| ) (4.5.18)
—aﬁi/ N | Yne \2 dx — zﬂf’b/ bnu,Yndx = o(1).
0 0

En utilisant (4.5.11) et le fait que les suite 3,u,, y,, est borné dans L?(]0, 1[), dans
(4.5.18), on déduit :

1 B—e
/ 7755 | Yna ]2 dxr =o(1) et / 52 | Yna \2 dx = o(1). (4.5.19)
0 v

+e€

1
Etape 3. Multiplions (4.5.14) par ﬁ—nﬂn. En utilisant la formule d’intégration par

n
partie, on obtient que :

( 1 1
/ B, yndr — a / BrYnaUnada
0 1 0 1
—a / BolnYnanede — i3 / bnu? dx (4.5.20)
0 1 0

- @6721/ Cnﬂnyndx = 0(1)
0

\

En utilisant (4.5.11), (4.5.19) et le fait que les suites [3,,u, et u,, sont uniformément

bornée dans L%(]0, 1[), on déduit :

1
/ bn| Bpn > dz = o(1). (4.5.21)
0
En utilisant le fait que la condition (Q 1) est vérifiée, on déduit que :

B—e
/ | Butin|*dx = o(1). (4.5.22)

+e
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Etape 4. Multiplions I’équation (4.5.13) par éh%. En utilisant la formule d’in-

tégration par parties, on obtient :

. 1 1
/ h]ﬁnun|2da: —/ h| tng ]2 dx
0 0

1 1
—/ UpUnghodr + iﬁn/ bhy, u, dx (4.5.23)
0

0
1
1
@hu_n(—iﬁnfnl +0f, — fa)dz.
0 n

\

En utilisant le fait que les suites (,u, et u,, sont uniformément bornée dans

L?(]0,1]) et que || u, [|[=]| yn [|= 0o(1), on déduit :

1 1
/ h| Bnu,|*dz — / h| Uy [* do = o(1) (4.5.24)
0 0

En prenant h(z) = bn(x) dans (4.5.24) et en utilisant (4.5.21) et la condition (Q

1), on déduit que :

1 B—e
/ b1 | Une | do = o(1) et / | Una |2 dz = o(1). (4.5.25)
0 Y+e

Etape 6. On répéte les étapes 4,5 et 6 du théoréme 4.4.1 et on déduit que :

1 1 1 1
/ Yo |2 d = / U |*d = / v, |?dx = / |22 |dz = o(1). (4.5.26)
0 0 0 0

D’aprés les équations (4.5.26), on obtient que :
| Un [le= o(1), (4.5.27)

ce qui contradit ’hyppothése (4.5.3). Et par suite I'énérgie F(t) du systéme (4.1.1),

décroit rationnellement vers Zéro, dans le cas ol a # 1.
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Chapitre 5

Stabilisation frontiére indirecte d’un
systéme multidimensionnel

d’équations des ondes.

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la stabilisation frontiére indirecte d’un systéme

d’équations des ondes couplées par des termes de vitesse.

Soit € un ouvert borné de R¥, ayant un frontiére réguliére I' de clasee C2. Soit

{Ty,T'1} une partition de T telle que Ty (T} = 0. On considére le systéme d’équa-
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tions des ondes suivant :

uy — Au+by; =0, dans Q x RT,
Yy — Ay —bu; =0, dans Q x RT,

u =0, sur I' x R, (5.1.1)
y=0, sur 'y x RT,
\ % = —y; sur I'; x RT,

ol v est le vecteur unitaire normal exterieur a I'; et b € R*. Les conditions initiales

sont données par :

(u(z,0),y(x,0)) = (uo(z), yo()), (w2, 0), y1(,0)) = (wi (@), 31 (2)). (5.1.2)

Dans ([60]), Z. Lui et B. Rao ont étudié la stabilisation frontiére indirecte de

systémes d’équations des ondes faiblement couplées :

uy —alAu+ay =0, dans Q,
ynw — Ay +oau=0, dans €,

u =0, sur [y, (5.1.3)
y =0, surl’,
a%+fyu+ut:0 sur I,

Par une méthode spectrale, ils ont obtenu un taux de décroissance polynomial de

I’énergie du systéme (5.1.3).

Aussi dans (|59]), Z. Lui et B. Rao ont étudié la stabilisation frontiére indirecte
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d’un systéme d’équations des ondes faiblement couplées :

(

uy —alAu+ay =0, dans §,
Yu — Ay +au =0, dans €,

u =0, sur Ty, (5.1.4)
y =0, sur [,
\ a%+7ut:0 sur['.

Dans [10], Ammar-Khodja et Bader, ont étudié la stabilité simultané du systéme
(5.1.1) dans le cas monodimensionnel. Ils ont établi un taux de décroissance expo-

nentiel de I'énérgie.

Dans ce chapitre, notre objectif est de généraliser les traveaux dans [10]. D’abord,
dans le systéme (5.1.1), les équations sont couplées par y; et u; que ’on appélle un
couplage fort. Nous allons montrer que I’énergie de ce systéme a un taux de dé-
croissance exponentiel. C’est un résultat nouveau pour des systémes partiellement

amortis.

Soit (u,y) une solution réguliére du systéme (5.1.1). On définit 1'énergie associée

par

1
E(t) =5 /Q( lwe|® + |Vul® + |ye]* + [ Vy[*)dz. (5.1.5)

Un calcul direct donne

E'(t)=— [ |y/*dl. (5.1.6)

I'

Le systéme est donc dissipatif au sens ou E est décroissante.
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En introduisant U = (u,us, y, y;), on transforme le probléme (5.1.1) sous la forme

d’une équation d’évolution :
Ut - AU
U(0) = Uy,

(5.1.7)

ot opérateur A est m-dissipatif dans I'espace de ’énérgie. On va montrer que le

probléme est bien posé au sens de semi-groupes de contractions.

Nous montrons que la résolvante de I'opérateur A est compacte dans I'espace de
I'énergie. Alors on peut procéder comme dans Lagnese (voir|35]) a Papplication de
la théorie de décomposition spectrale Sz-Nagy-Foias (voir[32]), Foguel (voir[19]) et
Benchimol (voir[20]). On montre que I’énérgie du systéme décroit fortement vers
zéro. Ensuite, par un théoréme de Huang (voir[33]) et Pruss (voir[34]), on établi la

stabilisation uniforme de ’énergie du systéme :

Theorem 5.1.1. Supposons que b est suffisament petit. Alors, il existe des constantes
strictement positives w > 0 et M > 1 telles que l'enérgie E(t) du systéme (5.1.1)

vérifie l'estimation suivante :

E(t) < ME@)e™, Vt>0

pour toute solution faible du systéme (5.1.1).
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5.2 Formulation du probléme

Pour formuler le probléme (5.1.1) dans un espace de Hilbert, on définit les espaces :
Hp, (@) ={u € H'(Q), u=0surTy}. (5.2.1)
On définit 1'espace de 1'énergie
H = Hy(Q) x L*(Q) x HL (Q) x L*(9Q), (5.2.2)
muni du produit scalaire suivant

(U, U)y = /(Vu-Vﬁ)der/ v vdx +/(Vy-V§)dx+/dex7
Q Q Q 0

VU= (u,v,9,2),U=(u1y,z2) €H,
(5.2.3)

ol ( - ) désigne le produit scalaire dans RY.

Pour donner un sens convenable au systéme (5.1.1), on définit Popérateur linéaire
non borné A par :
D(A) = {(u,v,y,2) € H,u € H*(Q),v € Hy(Q), Ay € L*(Q),

P (5.2.4)
z € Hp (), tel que (9_y = —zsur I'1}
v

AU = (v, Au— bz, z, Ay + bv),
VU = (u,v,y,z) € D(A).

(5.2.5)

En posant U = (u, uy, y,y;) une solution réguliére du systéme (5.1.1), alors on peut
reformuler le probléme (5.1.1) sous la forme d’une équation abstraite du premier

ordre :
Ut — AU 3

U) =U, € H.

(5.2.6)
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On s’intéresse d’abord a Iexistence et I'unicité d’une solution du probléme (5.2.6).

Proposition 5.2.1. L’opérateur A défini par (5.2.4)-(5.2.5) est m-dissipatif et a

résolvante compacte dans l’espace de [’énergie H.

Démonstration. Soit U = (u,v,y,2) € D(A). Alors de (5.2.5), on obtient que :
(AU, U)y = ((v, Au — bz, z, Ay + bv), (u,v, vy, z))
H
En utilisant (5.2.3) et la formule de Green, on obtient :
Re{(AU,U)y} = - | 2[2dD < 0.

Maintenant soit F' = (f1, fa, f3, f4) € H. On cherche & résoudre 'équation sui-
vante :

U-AU=F, U € D(A). (5.2.7)

Ceci révient au méme de résoudre le systéme suivant :

u—v=f,
v—Au+bz=fy,
& (5.2.8)
y—z=Js
\ z—Ay—bv=f,.
En éliminant v et z dans (5.2.8), on obtient le systéme suivant :
u— Au + by = f1 + f2 + bfg, (529)
y—Ay—bu = f3—0bf1+ f3+ [4, (5.2.10)
avec les conditions aux bords
u=0 sur I', y=0 sur Iy, Oy+y=/[fs sur TIY. (5.2.11)
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Soit ¢ = (1, p2) € Hi(2) x HE () une fonction test. On multiplie (5.2.9) par

1. Puis en appliquant la formule de Green, on obtient :

/ updr + / VuVidx + / byprdr =
Q Q (5.2.12)
(fi + fo+bf3)prda.

Q

De méme, on multiplie (5.2.10) par ¢, Puis en utilisant la formule de Green, on

obtient

/(y — bu)padr + / Vy.Vpodz +/ ypodl' =
9 9 I (5.2.13)

/Q s —bfi+ fo+ fi)eada+ [ fygadT

1N

En combinant les équations (5.2.12) et (5.2.13), on obtient :

/(u + by)prde + / Vu - Vode+
0
/(y — bu)padr + ] Vy - Vpodx +/ Ypodl' =
Q : I (5.2.14)
/(fs +0f1 + f3 4 fa)padar+
0

/Q(fl + fo—bfs)prdr + [ fapadl.

'

\

Puis, on définit la forme bilinéaire a par :

(

a((u,y), (p1,92)) = /Q(quby)%d:H— / VuV pda+

— bu)podx + / Vy.Vodr+ (5.2.15)

f ypadl’,

et la forme linéaire L par :

L1, 2) = Q(f3 +bf1 + f3+ fa)pada+ ( |
5.2.16

/Q (fi+ fa—=bfs)prdr + | fypedl.

I

Par un calcul simple, on montre que la forme bilinéaire a est continue, coercive sur

(Hy(Q) x Hp, (Q2))* et L est continue sur Hj(Q) x Hp, (). Grace au théoreme de
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Lax-Milgram (voir|27]), on en déduit qu’il existe (u,y) € Hg(2) x Hy, () unique

solution du probléme variationnel :

a((w,9), (p1,92)) = Llp1,92), ¥ (1, pa) € (Hy(Q) x Hp (Q)).  (5.2.17)

D’autre part, (u,y) est une solution faible du systéme (5.2.9), (5.2.10) avec les

conditions aux bords (5.2.11). On a donc

u—Au=fi+ fo +bfs —by dans L*(Q), (5.2.18)

u=0 sur T (5.2.19)
D’aprés la régularité du Laplacien, on en déduit que u € H?(Q).

De méme, on a

y—Ay=f3—0bfi + fs+ f1+bu dans L*(Q), (5.2.20)
y=0 sur Ty, % +y=/f; dans H2(Iy). (5.2.21)

Comme I'yNI; = 0, d’aprés la régularité du Laplacien, on en déduit que y € H?(€2).

Ainsi on a montré que (u,v,y, z) € D(A). De plus, on a

H(U, v, Y, Z)HD(A) < CH(fl? f27 f37 f4)HH

D’aprés les injections compactes de H*(Q) dans H'(Q) et de H} (Q) dans L*(12),

on obtient la compacité de la résolvante de 'opérateur A.

Theorem 5.2.2. (Ezistence el unicité de la solution).
(1) Soit Uy = (ug,u1,y0,v1) € D(A), alors le probléme (5.2.6) admet une unique
solutin forte U = (u,u;,y,y;) € D(A), telle que :

u(t) € C*(Ry, L*(Q)) N CH Ry, Hy(Q)) NCO(RF, H*(Q) N Hy (2)),

y(t) € C*(Ry, L*(Q)) NCHRy, Hy, (Q)) N CORY, H(Q) N HE(2)).
(5.2.22)
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(2) Soit Uy = (ug,u1,Y0,y1) € H, alors le probléme (5.2.6) admet une unique
solution faible U = (u,us,y,y;) € H, telle que :

u(t) € CY (R4, LA(Q)) N COR., HL(Q)).

(5.2.23)
y(t) € CH Ry, L2(Q)) N CO(Ry, HE, (2)).

Démonstration. (1) Soit Uy € D(A). L’opérateur A étant m-dissipatif, d’aprés le
théoréme de Hille-Yosida (voir [27]), le probléme (5.2.6) admet une unique solution

forte U = (u,ut,y,y:) € D(A) telle que
UeC'(R,,D(A)NCHRT, H).
Ceci, par un calcul simple, implique la régularité (5.2.22).

(2) De méme, si Uy € H, alors d’aprés le théoréme de Hille-Yosida le probléme

(5.2.6) admet une unique solution faible U = (u,u,y,y:) telle que
UeCURT,H).

Ceci, par un calcul simple, implique la régularité (5.2.23). La démonstration est

donc achevée.
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5.3 FEtude de la stabilité forte.

Dans cette section, on montre la stabilité forte du systeéme (5.2.6). Comme la
résolvante de l'opérateur A est compacte, d’aprés la méthode de Sz-Nagy-Foias
(voir [32]), Foguel (voir [19]), Benchimol (voir [20]) et Arendt (voir [17]), il suffit

de montrer que A n’admet des valeur propre imaginaire.
On suppose qu’il existe une constante § > 0 et un point zo € RY tel que, m(x) =

T — x¢ vérifiant :

(m-v)>v, Vel e (m-v)<0, Vzel,. (5.3.1)

Proposition 5.3.1. Suppossons que b assez petit. Alors l'opérateur A défini dans

(5.2.4) et (5.2.5) n’admet pas de valeur propre imaginaire pure.

Démonstration. Soit i\ (A € R) une valeur propre de A avec le vecteur propre

associé U = (u,v,y, z) € D(A). Alors, on a :

AU = i\U. (5.3.2)

De I'équation (5.3.2), on déduit :

— | |2]dT = Re(AU,U) = Re{ix || U |12,} = 0. (5.3.3)

IR

On a donc z = 0 sur I'y. En utilisant le fait que U € D(.A), on déduit que :

0
a—i =—2=0 sur I';. (5.3.4)
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Ecrire maintenent 1'équation (5.3.2) sous la forme détaillée suivante :

v = di\u, dans H(f), (5.3.5)
Au—bz = i\, dans L*(Q), (5.3.6)
z = i\y, dans H{ (Q), (5.3.7)
Ay+bv = iz, dans L*(Q). (5.3.8)
Si A =0, alors v = z = 0. Puis, on obtient les systémes suivants :
Au=0, dans QxR",
(5.3.9)
u=0, sur I' x R*
et
Ay =0, dans Q x R*,
y=0, sur I'y x R, (5.3.10)
@:O, sur I'; x RT.
ov

Il est clair que les problemes (5.3.9) et (5.3.10) admettent u = 0 et y = 0 comme
unique solution ce qui contradit 'hypothése U # 0.

Supposons que A # 0. En utilisant (5.3.4) et (5.3.7), on obtient :
y=0 sur I7;. (5.3.11)

En éliminant v et z dans (5.3.5)-(5.3.6) et (5.3.7)-(5.3.8), et en utilisant (5.3.11),

on obtient le systéme suivant :

Au+ Nu—idby = 0, dans L*(Q), (5.3.12)
Ay+ Ny +idbu = 0, dans L*(Q), (5.3.13)
u = 0, sur I, (5.3.14)
y = 0, surl, (5.3.15)
0
a—z = 0, surly. (5.3.16)

147



Chapter 5 Stabilisation frontiére indirecte des équations des ondes

On divise la démonstration en plusieurs étapes.

Etape 1. Multiplions I’équation (5.3.13) par w. Puis, en utilisant la formule de

Green et les conditions aux bords, on obtient

/ Nyudz + Z/ Ab|u|*dz — /(Vy -Vu)dx = 0. (5.3.17)
Q Q Q

De méme nous multilplions I’équation (5.3.12) par 3. Alors, en utilisant le formule

de Green et les conditions aux bords, on obtient :

/)?u@dx—i/ Ab|y|*dx — /(Vu-V@)da: =0. (5.3.18)
Q Q Q

On additionne les parties imaginaires de (5.3.17) et (5.3.18), on déduit 1'égalité

/|u|2da::/|y|2da:. (5.3.19)
Q 0

Etape 2. Multiplions I’équation (5.3.13) par 7. Alors en utilisant la formule de

suivante :

Green et les conditions aux bords, on obtient :

/ Ny|Pdx — / | Vy |? do = —Re{i/ Abuydz}. (5.3.20)
Q Q Q

Etape 3. En multipliant ’équation (5.3.13) par 2(m - V7), on obtient :

2/ Ay(m - Vy)dz + 2/ Ny (m - Vy)dz = — 22’/ Abu(m - Vy)dz.  (5.3.21)
Q Q Q

La régularité de (u,v,y,z) € D(A) est suffisante pour effectuer des intégrations

dans la premiére intégrale de (5.3.21). Alors on a :

2/Ay(m~V§)dx - —2/Vy~V(m-Vg)da:+2/&,y(m~ng)dF. (5.3.22)
0 0 r
En utilisant la formule de Green, on obtient :
—2Re{ / Vy-V(m- ng)d:c} =
0 (5.3.23)
(N—2)/ | Vy 2 de — /(m-y)|Vy|2dF.
Q r
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)
En utilisant (5.3.4), (5.3.23) et le fait que y = 8—y = 0 sur I, dans (5.3.22), on
1%

obtient :
2Re{/ Ay(m - Vy)dz} =
Q

/(N— 2)|Vy]2d:z:+/ (m~u)\@|2dF.
Q ov

o

(5.3.24)

En insérant (5.3.24) dans (5.3.21) et en utilisant le formule de Green, on déduit

2 Re {i)\b/u(m-vy)d:)j} =
0 o (5.3.25)
NA2/|y|2dx+(2—N)/ |Vy]2dac—/ (m - )| 2 2ar.
Q Q To ov

En multipliant (5.3.20) par (1 — N), on obtient :

<1—N>AA2|y|2dx—<1—N>A Yy P dr =

(5.3.26)
—(1— N)Re{z'/ Abuydz}.
0
En combinant (5.3.26) et (5.3.25), on obtient :
Re {i )\b/ W((N = 17 + 2(m - V§)da} —
Q (5.3.27)

AQ/\de:EjL/ |Vy|2da:—/ (m-u)\@PdF.
Q Q Ty ov
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
( ay
)\2/|y|2dx+/ |Vy]2dx—/ (m - )| 2 par
Q Q Iy v
1/2 1/2
< (N - 1)\)\\\17](/ \u]Qda:) (/ ]y|2d:ﬂ) (5.3.28)
¢ 1/2 ¢ 1/2
+2R|>\\|b]</|u]2dx) (/ww%m) |
\ Q Q

Soit € > 0. On écrit le membre de droite de (5.3.28) sous la forme suivante :

OGP [lupac) ™o [ ) 520

1/2 1/2
+2R|/\Hb| </ |u]2da:) \/E(/ ]Vy]Zd:c) )
Ve 0 Q
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En utilisant I'inégalité de Young et celle de Poincaré, on obtient :

.

1/2 1/2
(/(1—N)2)\2b2\u]2dx) (/ \yy%za:)
Q Q
/ 1/2

1/2
+2 /(Rkb)2|u\2dx) </ |Vy|2dx> <
Q Q
((R)\b)2 (V2 12322
_|_
L € 4de

1
oll cg = — et v est la petite valeur propre de —A dans H} ().
a

)/|u|2dx+e(1—l—co)/|Vy|2d:v7
Q Q

(5.3.30)

Puis, en insérant (5.3.30) dans (5.3.28) et grace a la condition géométrique (5.3.1)

et l'identité (5.3.19), on obtient

)\2/|y]2dx+/ Vy|dr <
9 Q
%D

€

Maintenant choisissons € = leO dans (5.3.31), on obtient :

N —1)?
[t <+ apme+ S [pa
Q Q

En utilisant le fait que b est petit, on obtient :
/ ly|*dz =0,
Q

1—0*(1+ o) (R* +

pourvue que

N —1)?
<R2 + %)/ |y|2dx -+ 6(1 + Co)/ |Vy|2dl’
Q Q

(5.3.31)

(5.3.32)

(5.3.33)

(5.3.34)

Enfin, en combinant (5.3.19) et (5.3.33), on déduit que u = 0. Puis, de (5.3.5) et

(5.3.7) on obtient v = z = 0, soit U = 0. On obtient donc une contradiction et la

démonstrtation est terminée.

Remarque. Nous avons établi 'unicité pour le coefficient b assez petit. Le cas

général reste un probléme ouvert a notre connaissance.

150



Chapter 5 Stabilisation frontiére indirecte des équations des ondes

Theorem 5.3.2. Soit b > 0 assez petit. Alors pour toute donnée initiale Uy € H,
Uénergie E(t) du systéeme (5.1.1) décroit vers zéro
tllglo E(t) = 0.

Démonstration. [’opérateur A4 défini dans (5.2.4) et (5.2.5) est m-dissipatif et a
la résolvante compacte. De plus, il n’admet pas des valeur propre imaginaire pure.
D’aprés la théorie de décomposition spectrale de Sz-Nagy-Foias (voir [32]), Foguel
(voir [19]) et Benchimol (voir [20]), le semi-groupe de contractions S4(t) engendré
par A est fortement stable sur H, c’est-a-dire que I’énergie de toute solution faible

décroit vers zéro.
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5.4 Etude du taux de décroissance exponentiel de

I’énergie.

Dans ce paragraphe, on établira le taux de décroissance exponentiel de I’énergie

E(t) en utilisant le théoréme de Huang (voir [33]) et Pruss (voir [34]).

D’abord, on définit deux ouverts Oy et O par

Ov={r€Q, |r—y|<e VyeTly},

(5.4.1)
Or={2€Q, |z—y|<eVyeli}
Comme I'yNT; = (), on peut choisir € > 0 assez petit tels que
FU C Of et Fl C OS

Puis, on définit la fonction n par :

n(z) € 10,1],

n(x) =0  dans Oy, (5.4.2)

n(x)=1 sur Oj.

Theorem 5.4.1. Supposons que b > 0 est suffisament petit. Alors, il existe des
constantes strictement positives w > 0 et M > 1 telles que lenérgie E(t) du

systeme (5.1.1) vérifie estimation suivante :

E(t)< ME@)e™, Vt>0

pour toute solution faible du systéme (5.1.1).
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Démonstration. D’aprés un résultat de Huang ( voir [33|) et Pruss ( voir [34]),

A

un Cj semi-groupe de contractions e sur un espace de Hilbert H est exponentiel-

lement stable si et seulement si :

iR C p(A), (H1)
(5.4.3)
sup | (BT — A)~" [|< . (H 2).

La résolvante de A étant compacte, le fait que A n’ait pas de valeur propre ima-
ginaire pure entraine bien la condition (H1). Supposons que la condition (H2) est

fausse. Alors, il existe une suite 8, € R et une suite U,, = (uy, Un, Yn, 2n) € D(A)

telles que :
Bn, — 00, (5.4.4)
| Un = 1. (5.4.5)
lim || (i6,1 — AU, ||x= 0. (5.4.6)

n—oo
On va montrer que || (4, Vn, Yn, 2n) ||ln— 0. Cette contradiction permet de conclure
la décroissance exponentielle de 'enérgie. La démonstration comporte plusieurs

étapes.

Etape 1. D’abord, en utilisant (5.4.6) et le fait que U, est uniformément bornée

dans L*(Q2), on obtient :
Re{ify || Un I3 —(AUR, Un)} = o(1). (5.4.7)
Ceci implique que
/ |20 2dT = o(1). (5.4.8)
I
Le fait que U, € D(A) implique que

OYn

5y = ~Fm Sur Iy. (5.4.9)
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Ceci donne

i |%PdF = o(1). (5.4.10)

Ensuite, on écrit (5.4.6) sous la forme suivante :

Bty — v, = fr — 0 dans Hy(5),
iBpy — Ay + bz, = f2 — 0 dans L*(Q),
Bl — 2n = f> — 0 dans H%O(Q),
iBpzn — Ayp —bv, = f+ = 0 dans L*Q).
En utilisant les équations (5.4.8) et (5.4.13), on déduit :

|Buyn|*dl = o(1). (5.4.15)

'
Les suite 3,y, et B,u, sont bornées dans L?(), alors on a :

/ [Yn|?dz = o(1) et / Ju, |*dx = o(1). (5.4.16)

Q Q

Enfin, en éliminant v, et z, dans (5.4.11)-(5.4.14), on obtient le systéme suivant :
B2y, + Auy, —ifaby, = —iBufr —bf> — f2 (5.4.17)

By + Ay +iBubun, = —fr+bfy —iBuf5. (5.4.18)

Etape 2. On mltiplie (5.4.17) par 2n(m - Vu,,). Puis, en utilisant la formule de

Green, on obtient :
(=62 [ (3 (- V)P

L9Ref /Q Auyy(m - Vi, )da} — 2Re{ /Q iBubnya(m - Vi )dz} = (5.4.19)
| 2Re [ (<i8,3 = b2~ fn(m - Va,)do)

En utilisant la formule de Green dans le deuxiéme membre de ’équation (5.4.19),

on déduit :

~2i [ ufintm - Vu)dz = 2816, [ nfin,de
Q Q

(5.4.20)
+ 210, / (m - Vn)féﬂndx + 2iﬁn/ n(m - Vfi)ﬂndx.
Q Q
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En insérant (5.4.20) dans (5.4.19) et en utilisant le fait que les suites f}, f2, f3
convergent vers zéro respectivement, dans Hj(€2), L*(Q) et Hf, (Q2) et le fait que

Bnty est bornée dans L(€2), on en déduit :

—32 / (N + (m - Vn))|u,|*dw + 2Re{/ Auyn(m - Vu,)dz}
0 0

(5.4.21)
—2Re{/Q i Bnbnyn(m - Vu, )dr} = o(1).

D’autre part, la régularité de (un, Un, Yn, 2n) € D(A) est suffisante pour effectuer
des intégrations dans la deuxiéme intégrale de (5.4.21). En utilisant la formule de

Green, on obtient :

2Re{/ nAu,(m - Va,)de} =

o (5.4.22)
—2Re{/ Vu, - V(n(m - Viy,))dz} + 2 /na—"(m - Vi, )dr.
v Ov

A nouveau, par la formule de Green, on obtient :

[ _9Re{ / Y, - V(n(m - Vi,)))dz}
= —2Re{/ (Vu, - Vn)(m - Vi,)dz} — 2Re{/ (Vu, - V(m-Va,))dx}
:/Q(m-Vn) | Y 2 e+ (N — )/Qn\vun 2 de

—/Fn(m - V)|V, [2dl — 2Re{/Q(Vun -Vn)(m - Vauy,))dz}.

\

(5.4.23)

Puis, en insérant (5.4.22) dans (5.4.23), et grace a la condition aux limites u =

ou,,

=0 sur I, on déduit :

or
2Re{/ nAu,(m - Va)dr} =
Ouy,
—2Re{/ (Vu, - Vn)(m - Va,)dz} +/ n(m - v) 82: 2 (5.4.24)
N1
—(2—N)/n|Vun |2 da:—l—/(m-Vn) | Vu, |* da.
\ Q Q
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En reportant (5.4.24) dans (5.4.21), on déduit :

¢ ou,,
/rl(m'yﬂ o0 =
8 [0+ (- V) P — (¥ =2) [ 0] T [ d
0 Q
+2 Re{/ (Vu, - Vn)(m - Va,)dz} — /(m -Vn) | Vu, |? dx
Q 0

+2Re{i 5, /Q bny, (m -V, )dx} + o(1).

(5.4.25)

\
On sait que B,un, Buyn et Vu, sont bornées dans L*(Q). Alors, grace a la condition

géométrique, on déduit de (5.4.25) qu'il existe une constante positive M telle que :

| im
ov

Etape 3. D’aprés (5.4.17), on a %nAun est uniformément bornée dans L?(Q). En
multipliant I’équation (5.4.18) par B%Aﬂn et en utilisant la formule de Green et les

conditions aux bouds u, = 0 sur I' et y, = 0 sur Iy, on obtient :

( _ oy,
_/@L(Vun.Vyn)dx—l—/ BnlYn —dl’
0 I ov
+/ iAanAyndx—@'b/ | Vu, |* dov = (5.4.27)
Q Bn 1 Q
s ordsmds —i [ g2
.~ JQ Bn Q

Par la formule de Green, on obtient :

—i/ fAAT,dr =

S
—/ 2 “"dr+z'/Vf3vandx
I ov Q

(5.4.28)

3

Nous savons que la suite B%Aﬂn est bornée dans L*(2) et que les suites f!, f3,

fa convergent vers zéro, respectivement dans Hj(Q), Hf, et L*(). Alors, grace a
(5.4.26), on déduit :
1

/Q (=240

Ati,))dx — z'/Qf;j’Aand:c =o(1). (5.4.29)
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De (5.4.26) et (5.4.15), on déduit :

Bnyn?df =o(1). (5.4.30)

I v

En reportant (5.4.29) et (5.4.30) dans (5.4.27), on déduit :

1
—/ﬁn(Vﬂn-Vyn)dx+/ — AU, Ay, dx
Q Q 571

—ib/ | Vau, |* dz = o(1).
Q

(5.4.31)

De facon similaire, nous multiplions (5.4.17) parﬂlnAyn. En utilisant la formule de

Green et le fait que u,, = 0 sur I' et y, = 0 sur I'y, on obtient :

( 1
—/Bn(Vun.Vgn)dx+/—AunAgndx
Q Q

Ot
+i / b|Vy|2da — i / by 2T = (5.4.32)
Q r, aV
1
+ [ it —br = )5
\ Q 571

Par la formule de Green et le fait que les suites f{' convergent vers zéro dans Hj (£2)

Ay, dx.

on obtient :
/—ifﬁAyndw = i/(anl-Vyn) + o(1). (5.4.33)
0 Q
Nous savons que ﬁAyn est bornée dans L*(Q). En utilisant (5.4.33) et le fait que

les suites f, f2, f3 convergent vers zéro respectivement dans Hj(Q), L*(Q2), Ht,,

on déduit :

/ (—ifuf! — bf* — ) Ag,dr = o(1). (5.4.34)
Q

n

Alors, grace a (5.4.10), (5.4.15) et (5.4.34), on en déduit que

—/Bn(Vun-Vﬁn)dx%—/ iAunAyndx
0 o P (5.4.35)
+¢/ bV Pdz = of1).

Q

Enfin, en combinant (5.4.31), (5.4.35) et en prenant la partie imaginaire, on en
déduit :
/ | Vu, |* dx = / |Vyn|?dz 4 o(1). (5.4.36)
Q Q
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Etape 4. Nous multiplions 1’équation (5.4.18) par 7,. Puis en utilisant la formule

de Green et le fait que y, = 0 sur I'g, on obtient :

/\5nyn\ dx+/ y"— dr
IR}

—/ | Vy, |? dx + iBub /Qunyndx = (5.4.37)

\+2Fﬁ+W$%%@%M

On sait que les suites f1, 3, f1 convergent vers zéro respectivement dans H}(€2),

H},, L*(Q) et que les suites B,Yn, Bau, sont bornées dans L?(Q). Alors, grace a
(5.4.10) et (5.4.15), on obtient :

/ | Buyn|*d — / | Vi P da = o(1). (5.4.38)
Q Q

De fagon similaire, nous multiplions 1’équation (5.4.17) par w,. Puis, en utilisant

la formule de Green et les conditions aux bords u, = 0 sur I', on obtient :

/ | Bntin|*da —/ | Vu, | dv — iﬁn/ynﬂndx = o(1). (5.4.39)
) ) Q

En utilisant (5.4.16) et le fait que les suites 3,u, est borné dans L?(Q), on déduit
de (5.4.39) que

/ | Butin |*da —/ | Vu, [* dz = o(1). (5.4.40)
Q Q

Etape 5. En multipliant ’équation (5.4.18) par 2(m - V#,), on obtient :
2 /Q Bayn(m - Vij,)dx + 2 /Q Ay (m - Vi) da
bBnuy(m - Vy)dx = (5.4.41)
K +2/g:(—ferbf?—iﬁnfg)(m‘vgn)dm-

En utilisant la formule de Green, et grace a (5.4.15) et au fait que f2 converge vers

zéro dans H'(f2), on obtient :
—QZ/an‘3 m - Vy,)dr =

(5.4.42)
t/&%nzVP+NFMmHK)
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: 1 3 g4 : : 1
Comme les suites f,, f,, f, convergent vers zéro respectivement dans Hp (€2),

H}(Q) et L2(Q) et les suite B,yn, Vy, sont bornées dans L*(Q), par (5.4.42) on a :

2 /Q(—ff +0f1' — 1B, f3)(m - Vg, )dx = o(1). (5.4.43)

D’autre part, d’aprés la formule de Green et (5.4.15), on en déduit :
el [ By Vi)ds)

(5.4.44)

En utilisant la formule de Green et par le méme calcul que dans (5.4.22), on trouve

facilement que :

OYn
2 [ Ayulm- Vg, )de =2 [ () - vy, )ar
Q v (5.4.45)
(N - 2)/ Vyn2dz — | (m - 1)|Vyn|2dT
Q r

En insérant (5 4.43), (5.4.44) et (5.4.45) dans (5.4.41), on déduit que :
—N |ﬁnyn| dx + (N —2) / |V, |2d
+2Re{ / % (1 75, )Ty — / m - )| Vy,|?dl (5.4.46)

\ —i—Re{/Q 2iBnbu, (m - VY, )dx} = o(1).

OYn :
Par la condition aux bords ai = 0 sur ['y, on déduit que :
T

(~2ref [ (52)0m - Tg,)ar} + [ ()| Ty r =
- /F (m-y)|%y" 24T — 2Re{ (%y;xm V7,)dr'} (5.4.47)
x +/r (m - v)|Vy,|*dT.

Soit € un réel strictement positif. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit

que :
Yn
ov

|ay"

2Re{ ( Y(m - Vy,)dl'} <
(5.4.48)

?dl" + € \Vyn|2dr,
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En insérant (5.4.48) dans (5.4.47), on déduit que :
[ 2ne / ) Vg + [0V,

T
OYn 1o OYn |9
> /(m V)| y\dF—? ]y|dl“ (5.4.49)
J)

Vyaldl + / o 0) [V P

\ ' Iy

En utilisant (5.3.1) dans (5.4.49), on obtient :

—2Re {/ y" m - Vy,)dl'} + /F(m - V)| Vy,|?dl,

5.4.50)
3yn (
2 \ AT+ (v =€) | [Vyal*dl,
€ r
Choisissons € < 7y, on obtient :
—2Re{/ y” (m - Vyn)dF} +/(m V)|V, |2dl
R? r (5.4.51)

> — | |
€

En insérant tilisant (5.4.51) dans (5.4.46) et en utilisant (5.4.10), on déduit que

Q Q

(5.4.52)
+ Re{/ 2iBpbu,(m - Vy,)dx} 4+ o(1).
Q
En multipliant (5.4.38) par (1 — N), on obtient :
(1— N)/ |BugnPdz — (1 — N)/ Vyn[2dz = o(1). (5.4.53)
0 0
En combinant (5.4.52) et (5.4.53), on obtient
[ 1wz + [ 93 <
L & (5.4.54)
—I—/ 2iB,bu,(m - VY, )dx + o(1).
Q
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
/ 2iBbu,(m - Vy, )dr <
0 (5.4.55)

(Rb)? / Bt 2 + / Ty, P
Q Q
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En reportant (5.4.55) dans (5.4.54), on déduit :

/\@Lyn] dx—i—/|Vyn\ dr <

(5.4.56)
(RD) / | Butin |*da +/ |Vy,|*dz.
Alors, on a :
AO—RWHm%WMSMU. (5.4.57)
Si [b| < %, alors on a :
AMMM%x—dH. (5.4.58)
Ceci, combiné avec (5.4.13), implique que
Q/L%thzoﬂ) (5.4.59)
Q
Etape 6. En insérant (5.4.58) dans (5.4.38), on obtient
AIV%VdI—dD. (5.4.60)
Ceci, combiné avec (5.4.36), implique
| [z = o). (5.4.61)
Puis en insérant (5.4.61) dans (5.4.40), on obtient
/|ﬁnun| dr = o(1). (5.4.62)
Ceci, combiné avec (5.4.11), implique
KJ%P&EZOG) (5.4.63)

Enfin, en combinant (5.4.59), (5.4.60), (5.4.61) et (5.4.63), on en déduit que :
| Un [le= o(1), (5.4.64)

ce qui contradit ’hyppothése (5.4.5). La démonstration est achevée.
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Chapitre 6

Controlabilité exacte frontiére et
indirecte d’un systéme
multidimensionnel d’équations des

ondes.

6.1 Introduction

Soit © un domaine borné non vide de RY de frontiére réguliére I' de classe C2.

Soit {I'g, I'1 } une partition de I" telle que ToNT; = (. Nous considérons le systéme
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d’équations des ondes couplées suivant :

uyg — Au+ by, = 0, dans Q x RT,
Y — Ay — buy = 0, dans © x RT,
u =0, sur I' x RT, (6.1.1)
y=0, sur Iy x RT,
L y="v, sur I'y x RT,

avec les conditions initiales :

(U(ZE?O)ay(va)) = (Uo,yo) ) (ut<z70)>yt(x70>) = (ulayl)a (612)

ou b est une constante strictement positive.

Dans ([49], [50]), Alabau-Boussouira a étudié 'observabilité indirecte d'un systéme
d’équations des ondes faiblement couplées. Par une méthode de multiplicateurs,
I'auteur a montré que, pour un temps T assez grand, I'observation de la dérivée
normale g—:j sur le bord I'y permet de restituer une énérgie affaible de la donnée

initiale.

De plus, Liu et Rao (|60]) ont étudié la controlabilité exacte indirecte d’un systéme
monodimensionnel de deux équations des ondes faiblement couplées. Par une ana-
lyse non harmonique, ils ont établi des inégalités d’observabilité faibles et montré

la controlabilité exacte pour des donnés initales réguliéres.

Ammar Khodja et Bader (voir [54]) ont étudié les problémes de stabilité d’un
systéme de deux équations des ondes monodimensionelles sous l'effet d’'un seul
controle interne. Ils ont démontré que le controle interne qui agit seulement sur
une des équations ne donne pas la stabilité exponentielle si les vitesses de propa-

gation sont différentes. De plus, ils ont étudié la stabilité simultanée frontiére du
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méme systéme.

Wehbe-Youssef, (voir [6]), ont étudié I'observabilité indirecte interne d’un systéme
d’équations des ondes faiblement couplées. Par une méthode de multiplicateurs par
morceaux, ils ont montré que pour un temps T assez grand, ’observation locale de
la vitesse de la premiére composante de la solution sur un voisinage d’une partie du
bord permet de restituer une énérgie affaiblie de la donnée initiale de la deuxiéme

composante.

Pour les systémes partiellement controlés, la transmission de la dissipation d’une
équation a une autre, joue un role trés important pour la controlabilité et la sta-

bilisation indirecte (voir [48], [52], |60], [61]).

Loreti et Rao (voir [57]) ont étudié la stabilisation d'un systéme de deux équa-
tions linéaires, dont une seule équation est amortie par un controle feedback. Ils
ont montré qu’un controle convenablement choisi peut compenser les parties réeles
des valeurs propres du systéme, et donc fournira le meilleur taux de décroissance

polynomiale de 1’énérgie du systéme pour des données initiales réguliéres.

Dans ce chapitre, notre objectif est d’étudier la contrélabilité exacte d’un systéme

de deux équations des ondes (6.1.1).

Le chapitre est organisé comme suit :

Dans la section 2, nous considérons le probléme homogéne associé a (6.1.1) et on

montre que ce dernier a une solution dans ’espace de ’énérgie usuel.
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Dans la section 3, en utilisant une méthode de multiplicateurs adaptés, on montre

les inégalités d’observabilité suivantes :

T
E(0) < e / |g—f|2drdt VT > M, (6.1.3)
0 I'1
T
E(0) > CQ/ |Z—w|2d1“dt VT > M, (6.1.4)
o Jr, OV

oll ¢ et ¢y sont des constantes positives et @(x,t) = (¢(x,t),¥(x,t),&(x, 1), o(x, 1))

est 'état du systéme homogéne associé a (6.1.1).

Dans la section 4, pour un temps 7' > 0 assez grand, et des données initiales
{ug,u1,y0,y1} convenables, nous montrons qu’il existe un controdle v tel que la

solution du systéme (6.1.1) satisfait la condition
w(T,v) = u(T,v) =y(T,v) = y(T,v) =0. (6.1.5)

Autrement dit, il s’agit d’étudier 'existence d’un controle v qui raméne le systéme

a I'état d’équilibre au temps Tj.
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6.2 Systéme homogéne :

Dans cette partie, on considére le systéme homogéne associé a (6.1.1) :

o — Ao+ by, = 0, dans Q x RY, (6.2.1)
Uy — A —bp, = 0, dans Q x R, (6.2.2)
=1 = 0, sur ' x R, (6.2.3)

avec les conditions initiales suivantes :
©(x,0) = wo(x), @i(x,0) = p1(x),
¢(I70) = 1/10(1’), ¢t($70) = ¢1(flf), S QJ (624)

Soit (p,1) une solution réguliére du systéme (6.2.1)-(6.2.4), on définit I’énergie

associée par :
1
B) = 5 [ (Ul + IVl + [ + Vo) (6.25)

On va formuler le probléme (6.2.1)-(6.2.4) dans un espace de Hilbert. Pour cela,

on définit 'espace de ’énergie comme suit :
H = (H)(Q) x L*(Q))? (6.2.6)
muni du produit scalaire suivant :

(@, =/Q<V90-V§5+§€N+VMVJ+ ga)da:,

@:(¢7€7¢79)7 5:(675&7@61]—[

(6.2.7)

167



Chapter 6 Controlabilité frontiére indirecte des équations des ondes

Pour donner un sens convenable au systéme (6.2.1)-(6.2.4), on définit 'opérateur

linéaire A par :

D(A) ={P = (p.&,¥,0) € H, p, & € H(QNH(Q), et § 0 € Hy(Q)}, (6.2.8)

AP = (§,Ap — bo, 0, AY +S), VO = (p,£,9,0) € D(A). (6.2.9)

Maintenant, On va formuler le systéme (6.2.1)-(6.2.4) sous forme d’une équation
abstraite du premier ordre

b, = AP,

D(0) =Py € H.

(6.2.10)

ot D(z,t) = (p(z,t), pe(x,t),Y(x, 1), Y (z, 1)) est 'état du systéme (6.2.1)-(6.2.4).

Proposition 6.2.1. L’opérateur A défini dans (6.2.8)-(6.2.9) est m-dissipatif dans

l’espace de [’énergie H.

Démonstration :

Soit @ € D(A). En utilisant (6.2.9), on obtient que :

(AD, D)y = 0.

Il reste a démontrer que R(I —.A) = H. Pour cela, soit f = (f1, f2, f3, f1) € H on

doit chercher :

b = (1, p2,03,p4) € D(A) tel que ® — AP = f.
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Alors, on a le probléme suivant :

e1—p2 = Ji, (6.2.11)
P2 —Ap1+bps = o, (6.2.12)
p3—pa = [3, (6.2.13)
p1—Apz —bp2 = fu, (6.2.14)
(6.2.15)
En éliminant @9 et ¢4, on obtient le systéme :
p1—Ap1 +bps = fi+ fatbfs, (6.2.16)
3 —Aps —bpr = fs+ fi—bfi. (6.2.17)

Soit (0, 0) € (HL())? une fonction test. En multipliant (6.2.16) par 6; et (6.2.17)

par 6, et en utilisant la formule de Green dans les équations obtenues, on obtient :
(
/(90191 + V0.V, + @30, 4+ V0, Vs)dr+

Z((fl + fo+0f3)01 + (fs + fa — bf1)0)dx.

\
Maintenant, on définit la forme bilinéaire a par :

a((p1,93), (01,02)) = /(90191 + V0,.V 1 + @302 + V03, Vs3)dr+

: (6.2.19)
/ b(@ggl — @192)d1[‘
Q

et la forme linéaire L par :

L(61,60,) = /Q ((f1 b ot )00+ (s + fa— bfl)Qg) dz. (6.2.20)

Par un calcul simple, on démontre que a est continue, coercive sur (H3(Q))? et L
est continue sur H} (). D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe (¢1,p3) €

(HL(Q))? tel que :

a((¢1,03), (01,05)) = L(61,602), ¥V (61,602) € (HL(Q))2 (6.2.21)
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En particulier, si (6y,0,) € (D(Q2))?, on conclut que 'équation :
a((cpl,g03), (01,92)) = L(01,92), V (91,92) c (D(Q))Q (6222)

admet une solution (¢1,p3). Enfin, en utilisant (6.2.16) et (6.2.17), on trouve
(01, 02,03, 4) € D(A).

Theorem 6.2.2. (Ezxistence et unicité).
a- Soit Py = (o, @1, Yo, Y1) € D(A). Alors le systéme (6.2.10) admet une solution
&(t) satisfait

®(t) € C°(0,+00; D(A)) N C(0, +o0; H).

b- Soit g = (po, 1, %0,1) € H. Le systeme (6.2.10) admet une solution faible
&(t) satisfait

®(t) € C°0, +o0; H)
De plus, on a :

12oll3 = l2(®)II3, ¥t € RT.

Démonstration.

(1) Soit g € D(A), alors d’aprés le théoréme de Hille-Yosida (voir [18]), le pro-
bléme (6.2.10) admet une solution @ = (¢, ¢, 1, 1) telle que :

®c C°'R.,D(A)NCHRT, H).

(2) Soit &y € H, alors d’aprés le théoréme de Hille-Yosida le probléeme (6.2.10)

admet une solution unique faible @ = (¢, ¢, ¥, 1), telle que

p(t), ¥(t) € CORy, Hy(Q), ¢ult), tu(t) € CO(Ry, L*(92)).

Ceci achéve la démonstration.
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6.3 Reésultat d’observabilité

Dans ce paragraphe, on établit une inégalité d’observabilité inverse. Pour cela, on
a besoin des conditions sur la géométrie du domaine. On suppose qu’il existe une

constante v > 0 telle que :
(m-v) >~ Vael, et (mv)<0, Vel (6.3.1)

ot m(z) =z — g et (-) désigne le produit scalaire dans RY.

On résume le résultat de 'observabilité indirecte frontiére dans ’énoncé suivant :

1

4R + 3max{1, ¢y}’
constante de Poincarré. Il existe une constante Ty > 0, telle que, pour tout T > T

et tout Oy € H, la solution faible P(x,t) = (p, vr, V¥, ) du systéme (6.2.10) vérifie

Theorem 6.3.1. On suppose que 0 < b < by = ou co est le

T
o)
E(0) < cl/ |8—1ﬁ|2d1‘dt, VT > Ty, (6.3.2)
0 I
T
E(0) > cg/ |Z—w|2d1“dt, VT > Ty, (6.3.3)
o Jr, OV

ol ¢1, ¢ sont deux constantes positives et

8RR+ 6max{l,c}
71— bR + 3max{l,c})’

Démonstartion.

Etape 1. Multiplions 1’équation (6.2.2) par ¢;. Puis, en utilisant la formule de

Green et le fait que ¢, = 0 sur I', on obtient que :

/0 ' /Q bupdrdt + /0 ' /Q (Vo) - Vg, )dudt— 65

7
b/ / i |*dzdt = 0.
0o Ja

171



Chapter 6 Controlabilité frontiére indirecte des équations des ondes

En intégrant par parties entre 0 et 7', on obtient :

( {/Ql/ft%dm}T—/T/wtgpttdxdt
0
U(W Vo) d$} / / Vi - V)dxdt (6.3.5)
\ —b/ /]gpt| dxdt = 0.

De méme, multiplions 'équation (6.2.1) par ;. En utilisant la formule de Green

et le fait que v, = 0 sur I', on obtient que :

/ / Uyopdrdt + / / Vi, - V)dodt
+b/ /wt 2dwdt = 0. (030

En combinant (6.3.5) et (6.3.6), on déduit que :

_b/ /\wty dxdt+b/ /I%\ d;;dt - .
[ / zbtsotdx] + { /Q (Vi - Vgo)dx]o.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

1
\/wtwtdﬂ < 5/(!%% |¢e|*)dx < E(t). (6.3.8)

De l'inégalité (6.3.8), on déduit que :

[ / gzzt%dx] + { /Q (Vw-Vgo)das]T < 2E(0). (6.3.9)

0

En utilisant (6.3.9) dans (6.3.7), on déduit que :

T T
b/ /\%Fdxdt < b/ /\¢t!2da:dt+2E(0). (6.3.10)
0 Q 0 Q

Etape 2. Multiplions I’équation (6.2.2) par 2(m - Vi). En utilisant 'intégration

par parties entre 0 et T, on obtient :

2| [ vwmﬁ -2/ T  om - (6:3.11)

—Q/OT/QAq/J(m-VzD)dxdt—Qb/OT/Qgpt(m-V@D)dxdt:0.
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En utilisant la formule de Green, on déduit que :

_2/ /Awm Vi) dadt = _2/ /(Mm -
+2/ / V) - V(m - Vib)dadt. (6.3.12)

En utilisant le formule de Rellich, on obtient :

/ /w (m. Vo) dzdt =

/ /’VW drdt+ (6.3.13)
/0 /Fm"’ )(10,]7 + 10-¢[*)dTdt

En combinant (6.3.12)-(6.3.13) et en utilisant le fait que 7 = 0 sur I', on déduit

que :

—2/T/9Aw(m-vw)dxdt _

_/0%/F<m.y)|ayw!2drdt+(2—zv) /OT/Q|V¢|2dxdt.

En utilisant (6.3.14) dans (6.3.11) et la formule de Green, on obtient que :

+N/ /|¢t| dedt + (2 — )T/OT/Q|V¢|2dxdt

—/ (m.v)|0,9| dth—/ (m.v)|0,Pdldt = (6.3.15)
0 Fo 0 Fl

T T
\ —Q[Lwt(m.vw)dxh —|—2b/0 /ngt(m.vw)d:cdt.

Ensuite, multiplions I'équation (6.2.2) par ¢. En utilisant la formule de Green et

(6.3.14)

le fait que ©» = 0 sur I', on obtient que :

/ / Vet + / / V[P dadt
/O/Q%Wl“dt—o (6.3.16)
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En intégrant par parties entre 0 et 7', on déduit :

/ /wt 2da:dt+/ /va dxdt =
{ / wt¢dx] +b / / obdadt. (0347

Multiplions (6.3.17) par (N — 1). En combinant 'équation obtenue et (6.3.15), o

/ /|¢t 2da:dt+2/ /|w| dadt

—2/ / 0,9 dth—Q/ ), 0,¢|*dldt =
—4[/@ (m. V) dx} +4b/ /(pth@/J )ddt
—2{ / ¢t¢dm] +2b / / prbdadt,

Etape 3. Multiplions (6.2.1) par . En utilisant la formule de Green et I'intégration

obtient :

(6.3.18)

par parties entre 0 et T' et le fait que ¢ = 0 sur I, on déduit que :

T T
—/ /|gpt]2dxdt+/ /\V@]dedt =
0 /o T Q oJa (6.3.19)
—[/ gptgodx} —b/ /@/thoda:dt.
Q 0 0 Q

En combinant les équations (6.3.18) et (6.3.19) et en utilisant (6.3.1), on déduit

( /OTE t dt—2/T 5 (m.v)|0, 02 dTdt
/ |GVl + 5 I9pk)dnar <
/ / (ul? + [vn[2)dadt
ab / / ou(m. V) dadt + 2b / / obdadt (6:3:20)
—b/ /wtgpd:cdt— thn;vw}
el (o]

que :
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En utilisant I’équation (6.3.10), on obtient que :

3 (" 2 ) 6
3 | [ =1k < SE0) (6:3.21)

En utilisant I'inégalité de Caushy-Shwartz, on déduit que :

T

4] /ﬂ Vu(m.V)dz| < ARE(0) et 4|{ /Q wt(m.vw)da:} | <SRE(0).  (6.3.22)

0

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Shwartz et 1'inégalité de Poincaré, on obtient les

résultats suivants :

\2{ /Q z/ztwdx]j] < dmax{1, o} E(0), (6.3.23)
\{/ngtgpdx]j] < 2max{1, ¢} E(0), (6.3.24)
4 /O ' /Q oi(m.V)dadt] < 4bR /0 " Bt (6.3.25)

T T
|2b/ /cptwdxdt! < 2bmax{1,co}/ E(t)dt, (6.3.26)
0 Q 0

T T
|b/ /sowtd:cdt! < bmaX{l,Co}/ E(t)dt, (6.3.27)
0 Q 0

ol ¢g est la constante de Poincaré.

Puisque E(t) = E(0), on peut dire que :
T
/ E(t)dt = TE(0). (6.3.28)
0
En utilisant (6.3.21)-(6.3.27) dans (6.3.20), on obtient que :

T
TE(0) §+/0 /F(m.y)|8y¢|2dth

+ ((% +8R + 6max{l,co}) + 0T (4R + 3 max{l, CO}>> E(0).

(6.3.29)
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Ensuite, on a :

(T(l bR + 3max{L, })) — (g S8R + 6 max{1, co})) B(0)
T (6.3.30)
< +2R/ |0, *dTdt.

D’aprés 'inégalité (6.3.30), on déduit le résultat demandé dans (6.1.3). En utilisant

I'inégalité (6.3.15), on obtient que :

/ / m.v)| 0, *dldt =
N/ /|¢t| drdt + (2 — N / /yw\ dvdt— -

/ (m.v)|0,| dl“dt+2[/1/ztmvwda:1 -

Fo
2b/ /(pt m.V)dxdt

En utilisant la condition (6.3.1), et les inégalités (6.3.22) et (6.3.25) dans (6.3.31),

on obtient I'inégalité (6.3.3).
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6.4 Controlabilité exacte indirecte.

On considére le systéme suivant :

(
uy — Au+by, =0, dans Q x RT,

Y — Ay —bu; =0, dans Q x RT,

u =0, sur I' x R, (6.4.1)
y=0, sur Ty x R,
L y=v, sur I'; x RT,

ou (u(ﬁ,O),y(x,O)) = (anyO) et (Ut(ZL‘,O),yt(ZL’, O)) = (ubyl)'

La solution de systéme (6.4.1) peut étre définie par la méthode de transposition
(voir [24]).
On se pose alors le probléme de controlabilité exacte indirecte suivant : étant donné
T > 0 et des données initiales Uy = (uq, u1, Yo, y1), existe-t-il un controle v qui ra-
méme la solution de (6.4.1) a Péquilibre au temps T, i.e. u(T) = u,(T) = y(T) =
w(T) =07

Dans un prémier temps, on va montrer I’existence et 'unicité d’une solution faible

du probléme (6.4.1).
Theorem 6.4.1. Soit T > 0 et v € L*(|0, T[, L*(T'y)). Pour toute donnée initiale

Uo = (uo,ur,y0,y1) € (L*(Q) x H1(Q))?,
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le systeme (6.4.1) admet une solution faible
Ulx,t) € C[0,T), (L*(Q) x H1(2))?).

De plus, pour tout Uy € (L*(Q2) x H1(Q))? et v e L*(]0,T[; L*(Ty)), l'application
linéaire :

(Uo,v) — (U, Uy) (6.4.2)

est continue de

(L*(Q) x H1(Q))* x L*(]0,T[; L*(Ty)) dans C° (O,T; (L*(Q) x H‘l(Q))z).

Démonstration.

Soit @ = (i, 4, 1, ¢y) la solution du probléme homogéne (6.2.1) — (6.2.4) associée
aux condition initiale ®g = (po, ¥1, Yo, 11). Multiplions la prémiére équation de

(6.4.1) par ¢ et la deuxiéme par 1. Par Pintégration par parties, on obtient :

'+/W@wWM+/%mMWM—/u®%@m

- ] y(@)hi(t)da — /: bU(t)w(t)dx—Z)by(t)cp(t)dx -

+ f s (0)(0)dz + / i (0)(0)dar — / £4(0)u(0)dx (6.4.3)
>me—/$wmmex—7ywmme

/ / —uvdI'dt.

Notons H' = (H1(Q) x L*(Q2)). D’aprés (6.4.3), on définit la forme linéaire L

par :

L(go) = ((ut, —u, Y, —y), P(t) )arxm 6.44)
— ( (u1, iy 41, ~50), B(0) g — /F /O o0 vart, -
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ol
(

< (ulv —Uo, Y1, —Yo), 95(0) )H/xH

\

pour tout &5 € H.

On choisit le controle v € L*(0,T, L*(Ty)). En utilisant (6.3.3) dans (6.4.5), on

obtient que :
|L(@o)| < (|| Uo llw + I v [e20.2.L200)) | Po [l (6.4.6)
ceci implique que la forme linéaire L est continue dans . De plus, on a :
I L lleaery <o lle2omeeny) + || Uo s - (6.4.7)
Donc d’aprés le théoréme de Riesz, il existe une élement Z(zx,t) € H' tel que :
L(®g) = (Z, P )prxn, YPo € H. (6.4.8)
On définit la solution U(x,t) par
SH)U(x,t) = Z(x,t).

On déduit que, pour tout 0 < ¢t < T, U(x,t) est la solution unique de probléme
(6.4.5). De plus, on a :

| U®) 2=l L(v,Uo;t) ller),

(6.4.9)
< ( o ooz + 1| U [l ) vt € [0,1].
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Ceci implique que 'application linéaire (6.4.2) est continue de (L?*(Q2) x H~1(2))? x
L*(]0,T[; L*(Ty)) dans C° <O,T; (L2(2) x H‘l(Q))Q).

Aprés avoir étudié Uexistence et I'unicité d’une solution faible du (6.4.1), on s’in-
téresse maintenant a la controlabilité exacte du probléme (6.4.1). On montre le

théoréme suivant :

Theorem 6.4.2. Supposons que 0 < b < by. Pour tout T" > Ty ou by, Ty sont

données dans le théoréme 2.3 et tout
Up € (L*(Q) x HH(Q))?,

1l existe un controle

v(t) € L*(0,T, L*(T'y))

tel que la solution du systéme controlé (6.4.1) vérifie

Démonstration.

Grace aux inégalités (6.1.3)-(6.3.3), on considére la semi norme définie par :

T
| ®o ||3¢=/ /]8—¢|2dth, (6.4.10)
0 r 31/

ou @ = (¢, ¢+, ¥, 1) désigne la solution du probléme homogéne (6.2.1)-(6.2.4).

Choisissons le controle v = _g_l/f € L*(0,T, L*(T)).
v
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Maintenant, on résout le probléme rétrograde suivant :

(Xtt—AX+th=0, dans Q x R*,
Gt —AC—bx: =0, dans  x R,
x =0, sur Ty x R,
¢ =0, sur T'g x R,
¢= —g—f, sur I'y x R,

| X(T) = xi(T) = ((T) = G(T) =0, sur.

Grace au théoréme (4.2), le systéme (6.4.11) admet un solution ¥(z,t) =

Co([0,T); H').

On définit ensuite un opérateur linéaire A par :
A:H— (H Q) x L*(Q))?
ou

Ay = (¥(0), =(0), G:(0), =¢(0)), VP € H.

De plus, pour tout @y, g € H, on a :

(91/1 o0
<A<Do,q’o H xH / /Fl £y (‘3V )dl'dt,

= ((DOa q)O)H

ot (-, - )y est le produit scalire associé a la norme || - ||%.

Utilisant I'inégalité de Cauchy-Shwartz dans (6.4.13), on déduit que :

[ ADg, Do Vrsr| < || PollllPollne 5 Yo, B € H.

En particulier, on a :

[{A®o, Do)| = [[Poll3, ¥V Po € H.
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Donc l'inégalité inverse dans le théoréme (1.1) et (6.4.15) impliquent que 'opéra-
teur A est coercif et continu sur H. Alors d’aprés le lemme de Lax-Milgram, A est
isomorphisme de H sur H'. En particulierr, pour toute Uy € (L*(Q) x H1(Q2))?,

il existe une solution &, € H, tel que
ADy = (u1, —ug, Y1, —Yo)- (6.4.16)
L’unicité de la solution du probléme (6.4.11) donne
U=1. (6.4.17)
Par conséquent, on a

u(T) = u(T) = y(T') = y(T) = 0. (6.4.18)
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