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Introduction

D’une maniere générale, la recherche que je conduit est guidée par une question centrale :
I’analyse du comportement de systemes a dynamiques non-linéaires interconnectés. Sous
ce vaste theme de recherche se cachent en réalité des questions précises, dont l'intérét est
induit par des visées applicatives et dépasse donc la simple curiosité scientifique.

Que ce soit en ingénierie, en médecine, en biologie ou en économie, la plupart des
dynamiques qui régissent le monde qui nous entoure sont intrinsequement non-linéaires.
Comme nous le rappellerons dans ce document, ces non-linéarités affectent aussi bien
le mouvement d’un satellite, la réponse d’un neurone & une stimulation électrique, la
commande d’un robot manipulateur, ou le déplacement d’un navire. Ces dynamiques non-
linéaires peuvent intervenir sous l’effet d’une rotation, d’une saturation, d’une dead-zone,
d’une quantification, d’un comportement sigmoidal, etc.

La richesse des phénomenes propres aux systéemes non-linéaires est sans commune
mesure avec les systémes linéaires temps-invariants (LTT). L’existence de points d’équilibre
multiples, la formation de cycles limites, I'oscillation a une fréquence différente du signal
d’excitation, l’existence de plusieurs solutions a partir d’'une méme condition initiale,
Iexistence de plusieurs modes de fonctionnement, ou encore le chaos sont autant de
phénomenes ne pouvant étre rencontrés parmi les systemes LTI. Cette richesse va bien
entendu de paire avec une complexité d’analyse accrue.

L’omniprésence des dynamiques non-linéaires contraste avec les méthodes les plus
communément enseignées et employées pour les appréhender. Si la plupart des ingénieurs
ont des connaissances en analyse et commande des systemes LTI, rares sont ceux qui
maitrisent les outils propres aux systémes non-linéaires. Dans bien des cas, la modélisation
sur des zones restreintes de fonctionnement, I'usage d’hypotheses simplificatrices, ou la
limitation a certaines échelles spatiales ou temporelles permettent en effet d’assimiler
le systeme étudié a un systeme LTI, ouvrant ainsi la porte a la puissance des outils de
I’ Automatique linéaire.

L’assimilation d’un systéme a son modele LTI, et le développement de lois de commande
qui en découle, doivent cependant étre effectués avec soin et circonspection. Par exemple,
dans le cas standard d’une linéarisation autour d’un point de fonctionnement, il sera
crucial de s’assurer que le fonctionnement réel du systéme ne quitte jamais le domaine de
validité du modele LTT employé. Suivant I'importance de la dynamique non-linéaire dans
le comportement global du systeme, cette assimilation LTI peut s’avérer inadéquate.

L’utilisation d’outils adaptés aux dynamiques non-linéaires permet une analyse plus fine
et plus proche de la réalité physique du systeme. En n’imposant pas de négliger certaines
dynamiques (pourtant potentiellement centrales dans le comportement du systeme) du
simple fait de leur non-linéarité, ces méthodes autorisent une analyse du systeme dans sa
globalité. S’il est indéniable que les systémes non-linéaires induisent une complexité d’analyse
plus importante que les systemes LTI, des méthodes a la fois simples et performantes
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existent pour appréhender les non-linéarités. Il est d’ailleurs intéressant de constater que
les fondements de I'analyse et de la commande des systémes non-linéaires ont précédé d’un
demi-siecle ceux des systemes LTI.

Les problemes posés par les systémes non-linéaires prennent une dimension particuliere
lorsque ceux-ci sont constitués de sous-systemes interconnectés. Cette interconnexion peut
avoir des motivations physiques : c’est le cas des systéemes spatialement distribués, ou
résultant d’intéractions de sous-systemes développés indépendamment, ou intégrant des
composants de natures différentes. Mais elle peut également étre motivée par des visées
analytiques : la vision “systémique”, concept central en Automatique, consiste en effet a
diviser un systeme complexe ou de grande taille en une interconnexion de sous-systémes
pouvant étre traités individuellement. Dans les deux cas, il est fondamental de garantir
certaines propriétés au systeme intégré et il est bien connu que le comportement optimal
du systeme global n’est généralement pas obtenu en optimisant chacun des sous-systemes
qui le composent, mais en empruntant une démarche intégrative visant a la meilleure
interaction possible entre les constituants.

Dans ce document, nous présentons les travaux de recherche que nous avons menés
autour de ’analyse et de la commande de systémes non-linéaires interconnectés. Nous
avons regroupé ces travaux en trois chapitres. Le premier traite des développements
théoriques pour I'analyse de la stabilité et de la robustesse de tels systémes autour du
concept-clé de la stabilité entrée-état, ainsi que des applications auxquelles ils ont donné
lieu. Le deuxieme présente les résultats obtenus dans I'analyse et la commande de la
synchronisation d’oscillateurs interconnectés et leur application aux neurosciences, et en
particulier au traitement de la maladie de Parkinson par stimulation cérébrale profonde.
Enfin, le troisiéme chapitre est dédié au développement de lois de commande permettant
d’atténuer les effets induits par une communication par un réseau numérique entre le
systeme et son controleur. Nous donnons maintenant un apergu du contexte et du contenu
de chacun de ces chapitres.

Outils d’analyse de la stabilité et de la robustesse

Deux propriétés fondamentales des systémes non-linéaires sont la stabilité et la conver-
gence. La premiere vise a assurer que des variations des conditions initiales du systeme
ont un impact raisonnable sur son comportement. La seconde traduit le fait que I’écart
entre le comportement désiré et le comportement observé tend vers zéro avec le temps, ou
tout ou moins vers une erreur résiduelle acceptable. Si ces deux concepts sont intimement
liés pour les systemes LTI, il sont décorrélés pour les systéemes non-linéaires et on appelle
stabilité globale asymptotique (GAS) la combinaison de la stabilité et de la convergence
vers zéro de toutes les solutions. En présence de non-linéarités, il est bien connu que des
interconnexions aussi élémentaires que la mise en cascade ne préservent pas, en général, la
GAS. 1l va sans dire que des systémes résultants d’interconnexions plus élaborées, telle
que la rétroaction ou l'interconnexion de plusieurs sous-systemes, requierent d’autant plus
d’attention.

Un outil fondamental pour 'analyse des systemes non-linéaires interconnectés est
la stabilité entrée-état (ISS). Cette notion, introduite par Sontag a la fin des années
80 [Sontag, 1989], permet de garantir des propriétés intéressantes au systéme considéré
en présence d’un signal exogene pouvant représenter une perturbation, une erreur de
modélisation, une incertitude paramétrique, une erreur de mesure, etc. Ces propriétés
incluent en particulier la bornitude des solutions en réponse a tout signal exogene borné, et
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la convergence des solutions vers zéro si le signal exogene converge lui-méme vers zéro. D’une
maniere générale, I'ISS assure la GAS en I’absence du signal exogene et la convergence vers
un voisinage de zéro dont la taille est ”proportionnelle” a 'amplitude du signal d’entrée.
Ces propriétés sont naturellement vérifiées par tout systeme LTI dont la dynamique interne
est asymptotiquement stable. C’est loin d’étre le cas dans le domaine non-linéaire : nombre
de systemes non-linéaires, méme simples, sont par exemple déstabilisables par une entrée
bornée.

Contrairement & la GAS, I'ISS est naturellement préservée par 'interconnexion en
cascade [Sontag and Teel, 1995]. Des conditions de type “petit gain” ont également été
développées pour 'interconnexion par rétroaction de deux systémes [Jiang et al., 1994],
et ont plus récemment été généralisées a l'interconnexion de systéemes plus nombreux
[Dashkovskiy et al., 2010]. De méme que le théoreme du petit gain pour les systemes LTI,
ces résultats garantissent la stabilité et la robustesse de systémes interconnectés a la
condition que la composition de leur gains (non-linéaires) demeure inférieure a l'identité. La
richesse des propriétés de robustesse qu’elle induit, ainsi que le nombre de développements
théoriques dont elle a été 1'objet, font de I'ISS une propriété centrale dans I'analyse et la
commande des systemes non-linéaires.

Malgré I'indéniable succes rencontré par I'ISS pour des applications de commande,
celle-ci reste une propriété tres contraignante en pratique. Le fait, en particulier, que
les solutions soient bornées si le signal exogeéne est lui-méme borné (méme de grande
amplitude), reste utopique pour de nombreuses applications non-linéaires. Une alternative
intéressante, garantissant tout de méme une certaine robustesse aux signaux exogenes, a
été introduite a la fin des années 90 [Sontag, 1998] : la stabilité intégrale entrée-état (iISS).
Contrairement a I'ISS qui lie 'erreur en régime permanent a 1’amplitude du signal exogene,
I’ilSS mesure 'impact de I'énergie apportée au systeme par le signal d’entrée. Il est aisé de
montrer que tout systeme ISS est iISS ; I'iISS étant en réalité nettement moins restrictive
que I'ISS.

Contrairement a I'ISS, I'iISS n’est pas naturellement préservée sous l'interconnexion
cascade [Arcak et al., 2002]. Une de nos contributions a été d’établir des conditions suffi-
santes sous lesquelles la cascade de deux systemes iISS est elle-méme iISS. Nous présentons
ces travaux en Section 1.3.2. En ce qui concerne les interconnexions par rétroaction, des
conditions ont été données dans la littérature pour garantir la stabilité de deux systeémes iISS
interconnectés [Ito and Jiang, 2009, Angeli and Astolfi, 2007]. Ces résultats ont récemment
été généralisés a des interconnexions plus complexes [Ito et al., 2011]. Nous présentons en
Section 1.2 notre contribution a ce domaine, & savoir l'interprétation du théoreme de petit
gain pour les systemes iISS comme ’existence d’un régime transitoire suivi d’un régime
semblable & un comportement ISS.

Si I'ISS est souvent trop restrictive, I'iISS apparait au contraire comme une propriété
trop faible dans bien des cas. En effet, I'ilSS ne garantit aucune robustesse vis-a-vis de
signaux persistants, méme d’amplitudes tres faibles. Ainsi, certains systémes iISS peuvent
étre déstabilisés par une perturbation constante infinitésimale. En pratique, de nombreux
systeémes continuent de présenter un comportement acceptable en présence de perturbations
d’amplitude “raisonnable”, méme s’ils peuvent étre déstabilises par des perturbations
plus importantes. Nous avons donc récemment introduit une propriété intermédiaire, a
mi-chemin entre iISS et ISS. Cette notion, appelée iISS Forte, garantit non seulement I'ilSS,
mais également I'ISS vis-a-vis de signaux exogenes dont I'amplitude est sous un seuil donné.
Nous avons proposé des outils, basés sur les fonctions de Lyapunov, permettant de vérifier
aisément cette propriété et nous avons comparé cette nouvelle notion avec les notions de
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stabilité et de robustesse existantes. Ces résultats sont présentés en Section 1.1.2. Comme
I’ISS, I'iISS Forte se trouve étre naturellement préservée sous l'interconnexion cascade :
nous montrons ce résultat en Section 1.3.1.

Bien que I'ISS et ses déclinaisons soient d’un intérét crucial pour I'analyse des systemes
non-linéaires interconnectés, leur genese prend ses sources dans une volonté de garantir une
certaine robustesse du systeme considéré vis-a-vis d’imperfections, de signaux exogenes
et d’erreurs en tout genre. Leur puissance pour I'analyse de systéemes interconnectés
peut étre vu, a cet égard, comme une conséquence de la robustesse des sous-systemes
qui les composent. Comme nous 'avons évoqué, de part leur définition méme, 1I’ISS
garantit une certaine robustesse vis-a-vis de tout signal d’entrée borné, I'ilSS Forte ne
garantit cette propriété que pour des signaux d’amplitude “raisonnable”, tandis que I'iISS
n’assure de robustesse que vis-a-vis de signaux dont ’énergie est bornée. Certains travaux
[Angeli and Nesi¢, 2001, Griine, 2004] ont cherché a étendre la classe des signaux vis-a-vis
desquels des systemes ISS sont robustes. Notre contribution dans ce sens a été de démontrer
que lerreur en régime permanent d’un systeme ISS est liée non seulement a I’amplitude du
signal d’entrée, mais aussi a sa valeur moyenne sur un horizon glissant. Cette observation
permet, notamment, d’obtenir une estimée plus fine du comportement en régime permanent
sous l'action de signaux présentant des pics d’intensités rapides, tout en ayant une valeur
moyenne relativement faible. Ces résultats sont présentés en Section 1.1.3.

Dans bien des cas, lorsque le systéme étudié est commandé en boucle fermée, le réglage
adéquat de certains gains de la loi de commande permet de limiter ’erreur en régime
permanent a loisir, ou tout au moins dans les limites des capacités de I'actionneur. On parle
alors de stabilité pratique. De la méme maniere, le domaine a partir duquel les solutions
convergent (le domaine d’attraction) peut parfois étre agrandi a loisir en choisissant
convenablement certains parametres. C’est ce que 'on appelle la stabilité semiglobale. Nous
avons développé des caractérisations de type Lyapunov pour chacune de ces notions, et
obtenu des conditions sous lesquelles ces propriétés sont préservé sous l'interconnexion en
cascade. Nous présentons ces résultats en Section 1.3.3.

Plusieurs de ces travaux ont donné lieu a des développements applicatifs. La stabilité
semiglobale pratique ainsi que la robustesse des systemes ISS vis-a-vis de signaux d’am-
plitude moyenne bornée ont été utilisées pour étudier le comportement de satellites en
formation, de navires lors du ravitaillement en pleine mer, et de robots sous 'influence de
perturbations externes. Nous présentons ces résultats en Section 1.4.

Altération de la synchronisation et application aux neuros-
ciences

Le deuxieme chapitre de ce document traite de ’analyse et de la commande de la
synchronisation neuronale a des fins thérapeutiques. La synchronisation neuronale joue en
effet un role central dans le fonctionnement du cerveau. Elle est par exemple impliquée
dans les mécanismes de mémoire, de cognition et de génération de mouvement. A l'in-
verse, une synchronisation intempestive de certaines zones cérébrales peut conduire a des
états pathologiques tels que la maladie de Parkinson, le tremblement essentiel, I’épilepsie
ou le symptome d’akinésie. La stimulation cérébrale profonde (DBS) est un traitement
symptomatique de plusieurs pathologies neurologiques liées a la synchronisation neuronale.
Elle consiste a stimuler électriquement des zones profondes du cerveau par l'intermédiaire
d’électrodes implantées de maniére permanente.
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Bien que la DBS soit un traitement performant et banalisé de la maladie de Parkinson,
elle souffre encore de limitations considérables. Dans la plupart des techniques DBS
existantes, la stimulation est un signal carré dont les parametres doivent étre déduits
par essais successifs pour chaque patient. Elle fonctionne en boucle ouverte : aucune
information cérébrale ni modele des dynamiques impliquées ne sont généralement utilisés.
Ceci conduit a une stimulation disproportionnée des zones cérébrales visées, ainsi qu’a
la stimulation d’autres zones par diffusion électrique dans le tissu. Cette stimulation
disproportionnée a un impact important en termes d’effets secondaires et de consommation
énergétique, et empéche 'optimisation du traitement. De plus, les mécanismes impliqués
dans la synchronisation cérébrale, et par conséquent dans ses dysfonctionnements, ne sont
encore que partiellement connus.

Les travaux que nous avons lancés sur ce theme visent a une étude analytique des
phénomenes impliqués dans la synchronisation neuronale, ainsi qu’au développement de
lois de commande réalistes permettant d’altérer les oscillations cérébrales pathologiques
au moyen d’un signal de stimulation électrique. A cette fin, plutdt que d’utiliser un signal
boucle ouverte pour la DBS, nous proposons d’élaborer un signal de stimulation, plus
adapté et plus respectueux, a partir de mesures sur 'activité cérébrale instantanée du
patient.

D’un point de vue théorie de la commande, cet objectif pose toutefois de nombreux défis.
Les contraintes suivantes empéche 'usage des techniques de commande traditionnelles :

— Grande dimension et complexité, du fait du nombre considérable de neurones im-

pliqués, de leur hétérogénéité, de leur dynamique propre et de leur interconnexion

— Non-linéarités, du fait de la nature méme des neurones et des modeles qui les

représentent

— Contraintes d’actionnement, du fait du nombre réduit d’électrodes de stimulations

pouvant étre introduites dans les zones ciblées

— Contraintes d’observation, car le comportement individuel de chaque neurone ne peut

étre mesuré : seule la somme de leur potentiels membranaires (champ moyen local)
est accessible a la mesure.

Au dela de ces défis, I'objectif méme de la DBS n’est pas des plus classiques d'un point
de vue Automatique. Bien que le mode d’action précis de la DBS fasse encore débat au
sein de la communauté des neurosciences, des mesures expérimentales sur des malades
parkinsoniens révelent une suractivité et une synchronisation de certaines zones profondes
du cerveau, notamment le noyau sous-thalamique (STN) qui est la cible privilégiée de
la DBS. Cette synchronisation n’est pas présente chez les patients sains. Elle constitue
donc un phénomene pathologique que la DBS semble contrer. Cette altération peut se
faire de plusieurs manieres : soit en désynchronisant les cellules neuronales concernées,
soit en inhibant leur action, soit encore en modifiant la fréquence de synchronisation vers
un domaine fréquentiel ne donnant pas naissance aux symptomes. Les travaux que nous
avons menés reposent sur les deux premieres hypotheses. En termes automaticiens, si
I’inhibition peut se traduire en termes de stabilisation d’un point d’équilibre, I’'objectif de la
désynchronisation ne correspond pas aux objectifs classiques de la théorie de la commande
pusiqu’il ne s’agit ni de stabiliser un point de fonctionnement donné ou une trajectoire, ni
de synchroniser des comportements dynamiques, mais bien d’altérer la corrélation entre les
neurones.

La démarche que nous avons adoptée consiste a nous focaliser sur le rythme des neurones
plutét que sur leur dynamique précise. Comme nous le verrons en Section 2.1, ce rythme
peut étre analysé par ’étude d’oscillateurs de phase interconnectés. Bien que non-linéaires
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et hétérogenes, leur dynamiques sont nettement plus simples que celles des neurones
eux-mémes et permettent ’obtention de résultats analytiques méme sous des graphes
d’interconnexion complexes ou méconnus. Ils partagent de plus des similarités probantes
avec des systemes dynamiques bien connus de la communauté de Physique statistique, a
savoir les oscillateurs de Kuramoto.

Les résultats que nous avons obtenus dans ce domaine sont présentés dans le Chapitre 2
de ce document. Ces travaux se sont principalement intéréssés a 1’étude du comportement
de populations neuronales sons ’action d’un signal de stimulation proportionnel a leur
champ moyen local, c’est-a-dire la moyenne pondérée de leurs potentiels de membrane.
Cette commande a ’avantage de se baser sur un signal aisément mesurable et de ne requérir
que peu de puissance de calcul pour son implémentation. Nous commencgons donc par
modéliser le comportement d’oscillateurs de phase lorsqu’un tel signal de stimulation leur
est appliqué (Section 2.1.1). Nous montrons ensuite que la synchronisation exacte (plus
précisément, le verrouillage de phases oscillant) est empéchée par 1’application du signal
DBS choisi, pour la plupart des graphes d’interconnexion entre les neurones (Section
2.1.2). Bien qu’encourageant, ce résultat n’est cependant pas satisfaisant d’un point de vue
pratique puisque, comme nous le montrons en Section 2.1.3, ce verrouillage de phase est en
fait robuste a des signaux de stimulation trop faibles ; méme si la synchronisation exacte est
empéchée, le rythme des neurones risque donc de rester tres corrélé si le signal de stimulation
n’est pas d’'une amplitude suffisante. La Section 2.1.4 vise elle a altérer efficacement la
synchronisation pathologique et a trouver des valeurs du gain proportionnel assurant soit
la désynchronisation effective des neurones (Section 2.1.4.1), soit leur inhibition (Section
2.1.4.2).

Une alternative a la modélisation des rythmes neuronaux par des oscillateurs de
phase consiste a exploiter le comportement entrée-sortie de chacun des neurones. Cette
relation peut étre représentée par un opérateur, dont la sensibilité vis-a-vis de I'entrée
peut étre quantifiée par un parametre appelé gain de co-coercivité. Un résultat récent
[Scardovi et al., 2010] permet de prévoir la synchronisation de tels opérateurs interconnectés
a partir de la connaissance de leurs gains de co-coercitivité et de la connectivité algébrique
de leur graphe d’interconnexion. Cette approche permet ainsi de prendre en compte le
comportement dynamique de chacun des neurones, tout en ne se basant que sur un
nombre limité de parametres, accessibles expérimentalement. Notre contribution a cette
méthodologie est présentée en Section 2.2. Nous proposons tout d’abord une extension du
travail original [Scardovi et al., 2010] permettant de prendre en considération une certaine
hétérogénéité entre les opérateurs (Section 2.2.1), puis nous 'appliquons au cas de neurones
représentés par le modele d’Hindmarsh-Rose [Hindmarsh and Rose, 1984] (Section 2.2.2).

Systemes commandés par réseaux

Le troisieme domaine de recherche présenté dans ce document concerne la commande
de systemes communicant avec leur organe de commande par 'intermédiaire d’un réseau
numérique. Cette architecture de commande offre de nombreux avantages suivant le type
d’application envisagée : répartition de la tache a accomplir, coopération, controle a distance,
diagnostic facilité, etc. Les réseaux sans fils, notamment, se généralisent dans des applications
de commande industrielles, du fait des avancées technologiques (miniaturisation, portée,
autonomie, cotut) et des solutions qu’ils apportent en termes de flexibilité, de réduction de
couts d’implantation, d’encombrement, de simplicité et de sécurité. Parmi les domaines
d’application concernés, citons la santé (chirurgie télé-opérée, observation a domicile), les
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transports (drones, formations de véhicules, équipements automobiles), ’environnement
(prédiction et surveillance de désastres par réseaux de capteurs), l'espace (formations
de satellites, exploration) et la domotique. La mise en réseau sans fil d’une chaine de
production automatisée permet par exemple une adaptation plus rapide a des contraintes
fluctuantes, la limitation du temps d’interruption de la production en cas de réorganisation
de la chaine, ou encore la diminution des risques liés & ’encombrement dii aux cébles.

En altérant et raréfiant 'information transitant entre le systeme et 'organe qui le
commande, les réseaux posent toutefois des défis importants pour ’automaticien. En effet,
I'une des conséquences de la limitation de la capacité de transfert d’information, liée au
caractére numérique des réseaux, est le codage imparfait, sous formes de paquets, des
données a envoyer. Celles-ci sont a la fois échantillonnées et quantifiées, ce qui les rend
imprécises. Ces phénomenes de discrétisation, propres a tout contréle de nature numérique,
peuvent se trouver grandement amplifiés par 1’utilisation d’un réseau de communication.
D’autre part, les réseaux utilisés dans les chaines de mesure pour la commande automatique
n’accusent généralement pas réception de l'information transmise : pour la commande
temps-réel, toute mesure passée devient tres vite obsolete et il serait donc inutile de
retransmettre une information qui ne serait pas parvenue a destination. Des pertes de
paquets d’information peuvent donc survenir. De plus, lorsqu’un réseau interconnecte
différents nceuds (dans le cas de la commande automatique : des capteurs, des actionneurs
et des calculateurs) seul I'un d’entre eux peut généralement transmettre son information
a un instant donné selon la décision d’un protocole propre au réseau. La connaissance
“instantanée” que le controleur a du systéme, ainsi que ’action qu’il peut entreprendre par
I'intermédiaire des actionneurs pour en modifier le comportement, n’est ainsi que partielle
et se cantonne a l'information regue (ou envoyée) a l'instant considéré. Enfin, les réseaux
induisent des retards dans la transmission des données. Ceux-ci proviennent du temps de
traitement de l'information mais surtout de possibles congestions au sein du réseau et sont
donc, en général, de durées variables.

Tous ces phénomenes ont généralement une influence néfaste sur le comportement du
systeme comparativement a une liaison filaire idéale (i.e. analogique). Cette influence ne
saurait étre négligée dans des applications mettant en jeu un grand nombre de capteurs
et d’actionneurs, ou lorsque les nceuds sont physiquement éloignés les uns des autres, ou
encore en cas de bande passante particulierement limitée, ce qui semble étre la tendance
générale dans les applications industrielles actuelles. Notons en effet que, malgré des
progres technologiques importants, la plupart des applications en développement visent a
limiter le plus possible la bande passante du réseau de communication pour des raisons de
cout d’installation, de dépense énergétique (autonomie), ou afin justement d’autoriser la
connexion de nceuds plus nombreux.

Aussi, lorsque la communication entre un systeme et I’organe qui le commande est
effectuée par 'intermédiaire d’un réseau numérique, il convient de développer des lois de
commande spécifiquement adaptées et de s’interroger sur les conditions garantissant un
fonctionnement acceptable en termes de stabilité, de performances et de robustesse.

La démarche que nous avons entreprise dans ce sens est présentée dans le Chapitre 3.
Elle consiste a exploiter la taille relativement grande des paquets transmis afin de compenser
les effets induits par le réseau. A chaque envoi d’un paquet de commande, plutot que la
valeur instantanée du signal a appliquer comme dans la commande numérique classique,
une prédiction du signal de commande est transmise. Ce signal de commande prédictif est
élaboré a partir d’'un modele plus ou moins précis du systéme a commander. A la réception
par 'actionneur, ce signal est stocké dans une mémoire-tampon et resynchronisé malgré les
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retards temps-variants grace a un systeme d’estampillage des données. Suivant la précision
du modele, cette approche permet de tolérer des retards maximaux (MAD) relativement
importants ainsi qu’'un temps entre deux acces consécutifs au réseau (MATI) significatifs.
Un compromis analytique entre précision de la modélisation, MATI et MAD garantissant
la stabilité de la boucle fermée est donné explicitement (Section 3.1).

Enfin, le probléme de la quantification est traité en Section 3.2. Ce travail consiste a
garantir la stabilité et la robustesse de lois de commande exploitant une quantification
dynamique des données transmises. Par opposition a la quantification statique qui ap-
proxime les données par une valeur fixe arrondie suivant leur valeur réelle, la quantification
dynamique autorise une approximation plus fine en faisant évoluer le maillage de I'approxi-
mation au cours du temps suivant un algorithme de zoom avant/arriere. Nous montrons
que sous certaines propriétés d’ISS vis-a-vis d’erreurs de mesures, la boucle fermée apres
quantification est elle méme robuste vis-a-vis d’une certaine classe de signaux exogenes.
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Liste des abréviations

0-GAS
0-LES
DBS
GAS
GES
HR
iISS
ISS
LISS
LTI
MAD
MATI

MP
mTI
NCS
UGPAS
USAS

Globalement asymptotiquement stable a entrée nulle
Localement exponentiellement stable a entrée nulle
Stimulation cérébrale profonde (Deep Brain Stimulation)
Globalement asymptotiquement stable

Globalement exponentiellement stable

Hindmarsh-Rose

Stabilité intégrale entrée-état (Integral Input-to-State Stability)
Stabilité entrée-état (Input-to-State Stability)

Stabilité entrée-état locale (Local Input-to-State Stability)
Linéaire temps-invariant

Retard maximal tolérable (Mazimum Allowable Delay)

Temps maximal autorisé entre deux transmissions consécutives (Mazimum
Allowable Transfer Interval)

Maladie de Parkinson

Temps minimum entre deux transmissions (Minimum Transfer Interval)
Systemes commandés par réseaux (Network Controlled Systems)
Uniformément globalement pratiquement asymptotiquement stable

Uniformément semiglobalement asymptotiquement stable
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NOTATION

Notation

spect
id

A>,

o0

S W

Ensemble des nombres entiers naturels

Ensemble des nombres entiers

Ensemble des nombres réels

Ensemble des nombres complexes

Matrice identité de dimension appropriée

Etant donné N € N, matrice identité de taille N

Etant donné N € N, matrice carrée nulle de taille N

Etant donné N € N, vecteur colonne de dimension N dont les éléments sont
tous égaux a 1

Etant donné x1,x9,...,xxy € R, diag(zy,ze,...,xy) désigne la matrice
carrée diagonale de taille N dont les éléments diagonaux sont x1,x2,...,TN
Etant donnée une matrice A € R™*"  spect(A) désigne I’ensemble de ses
valeurs propres

Fonction identité

Nombre complexe vérifiant i = —1

Pour un ensemble A C R et un scalaire a € R, A>, :={x € A: x> a};les
ensembles As,, A<, et A, sont définis de la méme manieére

Une fonction continue o : R>g — R>q est dite de classe K (a € K), si elle
est strictement croissante et satisfait «(0) =0

a € Ky sia € K et limg,oo as) = 00

Une fonction continue o : R>g — Rx>q est dite de classe £ (o € L) si elle
est décroissante et vérifie limy_, o, o(t) =0

Une fonction S : R>p x R>g — Rxq est dite de classe KL (8 € KL) si
B(-,t) € K pour tout t > 0 et 3(s,-) € L pour tout s >0

Etant donné = > 0, |z] désigne sa partie entiere : |[z| :=
max{n € N:n <z}

Norme Euclidienne

Norme infinie

Pour un ensemble fermé A C R" et x € R", |2| 4 :=inf.c4 |2 — 2]

Pour un signal u : R>g — RP, [[ul| := ess sup;>q |u(t)]
Etant donné 6 > 0 et x € R", B(z,d) :={z € R" : [z — 2| < 4§}
Bs := B(0,9)

Ensemble des signaux u : R>¢g — R" mesurables et localement essentielle-
ment bornés, ou m € N

Pour une constante R > 0, U := {u € U™ : ||lu|| < R}

Pour tout z, sauf sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle

Etant donné N € N, N% := {(i,7) € Ney x Ney 17 # j}

Pour a € {0,400} et p,q € K, q(s) = O(p(s)) lorsque s — a signifie qu’il
existe une constante k > 0 telle que limsup,_,, ¢(s)/p(s) < k.
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Chapitre 1

Outils d’analyse de la stabilité et
de la robustesse

Les travauzx présentés dans ce chapitre sont le fruit de collaborations avec : D. Angeli,
E. Grgtli, H. Ito, R. Kelly Martinez, R. Kristiansen, E. Kyrkjebg, A. Loria et
E. Panteley. Ils ont fait l’objet des publications suivantes : [Chaillet et al., 2012,
Ito et al., 2018, Grotli et al., 2011b,  Chaillet and Ito, 2011,  Grgtli et al., 2010,
Ito et al., 2010, Kristiansen et al., 2009, Chaillet and Loria, 2009, Grgtli et al., 2008,

Kristiansen et al., 2008, Chaillet and Angeli, 2006, Chaillet et al., 2007c,
Chaillet et al., 2000, Kristiansen et al., 2006a, Kristiansen et al., 20060,
Kyrkjebg et al., 2006, Chaillet and Loria, 2006¢, Chaillet and Loria, 2006a,

Chaillet and Loria, 2006d, Chaillet and Panteley, 2006, Chaillet and Angeli, 2008,
Chaillet and Loria, 2008, Chaillet and Loria, 2006b, Chaillet and Loria, 2005]

Nous présentons ici nos contributions aux outils théoriques permettant ’analyse de la
stabilité et de la robustesse de systémes non linéaires. La plupart de ces contributions sont
liées & la notion d’ISS. Apres un bref rappel des notions de base nécessaires, nous étudions
successivement des systéemes dynamiques isolés en présence de perturbations exogenes,
puis leur comportement sous interconnexion cascade et par rétroaction. Nous présentons
également des applications auxquelles ces développement ont donné lieu, en particulier
pour la commande de satellites en formation, pour le ravitaillement de navires en pleine
mer, ainsi que pour la commande de robots manipulateurs.

1.1 Notions liées a la stabilité entrée-état (ISS)

1.1.1 Contexte
1.1.1.1 Stabilité

De nombreuses applications de commande peuvent étre formulées comme un probleme
de stabilisation de l'origine d’un systéme dynamique. Typiquement, on désire que ’erreur
entre le comportement désiré et le comportement réel reste bornée et de faible amplitude,
tout au moins & partir d’erreurs initiales suffisamment petites : en d’autres termes, on
désire la stabilité de I'origine pour la dynamique régissant cette erreur. Par ailleurs, dans
la mesure du possible, il est souhaitable que cette erreur converge vers zéro, ce qui nous
amene a la notion d’attractivité de 'origine.
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Lorsque 'origine est a la fois stable et attractive, on la dit asymptotiquement stable.
Suivant que le domaine des conditions initiales a partir desquelles les solutions convergent
vers 'origine soit ’espace d’état tout entier ou non, cette stabilité asymptotique sera
appelée globale ou locale.

Afin de formaliser ces notions, nous considérons un systeme dynamique de dimension
finie dont la représentation d’état s’écrit

i= f(a), (L1)

oux € R", n € N>, est I'état du systeme, et f : R" — R" désigne une fonction localement
lipschitzienne satisfaisant f(0) = 0.

Nous rappelons alors les définitions suivantes, dans lesquelles X C R™ désigne, partout
ou elle est définie, un voisinage de l'origine et x(-;z¢) désigne la solution de (1.1) partant
de zp € R™ a l'instant ¢ = 0. Plus de détails peuvent étre trouvés dans e.g. [Khalil, 2002].

Définition 1.1 (Stabilité, attractivité, stabilité asymptotique) L origine du systéme
(1.1) est dite :
stable sur X s’il existe une fonction o de classe K telle que, pour tout oy € X,

|(t; x0)| < a(|zol), VE>0;
— attractive sur X si, pour tout xg € X,
Jim (8 20) = 0;

— asymptotiquement stable sur X s’il existe une fonction 5 de classe KL telle que,
pour tout xg € X,

|z(t; x0)| < B(|o| 1), ¥ =0.

— exponentiellement stable sur X s’il existe des constantes k1, ko > 0 telles que, pour
tout xg € X,

lz(t; 20)| < ki |zo| e 28, Wt > 0.
Si, de plus, X = R"™ alors ces propriétés sont dites globales.

Il est & noter que la définition de stabilité proposée ci-dessus est plus forte que sa version
“e-0” généralement utilisée pour définir la stabilité au sens de Lyapunov. Elle impose en
effet que toute solution partant de ’ensemble X reste bornée au cours du temps.

Cette définition, comme la plupart du contenu de ce document, fait usage de fonctions
de comparaison (classes K et classe L) qui sont rappelées dans la Section Notations. Cette
formulation, popularisée par Hahn [Hahn, 1963], s’avere en effet trés commode a 'usage et
permet de quantifier gains et taux de convergence liés au comportement des solutions.

Les fonctions de Lyapunov constituent un outil central pour 'analyse de la stabilité
et de lattractivité. Elles tiennent leur nom de la méthode d’analyse développée par A.M.
Lyapunov [Lyapunov, 1892], qui se base sur I’étude du comportement d’une fonction définie
positive le long des trajectoires du systeme considéré. Toute la puissance de cette méthode
réside dans sa capacité a réduire I’étude d’un systéme dynamique de dimension n a celle
d’une fonction scalaire dont le comportement est “suffisamment représentatif” de celui du
systeme considéré. Nous utiliserons par la suite la terminologie suivante.




27

Définition 1.2 (Fonction de Lyapunov candidate) Une fonction V : R" — R est
appelée fonction de Lyapunov candidate si elle est continument différentiable, définie
positive (i.e. V(0) = 0 et V(x) # 0 pour tout x # 0) et radialement non bornée (i.e.

Notons que cette notion peut également étre décrite par des fonctions de comparaison.
En effet, V' est une fonction de Lyapunov candidate si et seulement si elle est continument
différentiable et il existe deux fonctions a et @ de classe K telles que

a(le]) < V(@) <@(la]), VoeR".

L’utilisation de cet outil fondamental est décrite dans de nombreux ouvrages : voir par
exemple [Khalil, 2002, Yoshizawa, 1966, Vidyasagar, 1993, Rouche et al., 1977, Hahn, 1963].
A titre illustratif, nous rappelons que la stabilité globale asymptotique de ’origine du
systeme 1.1 est équivalente a l'existence d’une fonction de Lyapunov candidate V :
R>o x R™ = R>g et d'une fonction a de classe K telles que, pour tout = € R”,

I ()1 (@) < ~allal).

1.1.1.2 Robustesse a des signaux exogénes

Les résultats d’analyse par la seconde méthode de Lyapunov se cantonnent toutefois a
des systemes sans entrée. Or, nombre de systemes physiques sont affectés de perturbations
exogenes, de dynamiques difficilement modélisables ou encore d’incertitudes paramétriques.
Une formalisme particulierement intéressant pour ’analyse de la robustesse des systemes
non-linéaires est celui proposé par la stabilité entrée-état (ISS). Cette propriété concerne
les systemes non-linéaires de la forme

= f(z,u), (1.2)

ol x € R” représente 'état du systeme et u € R™ représente une entrée exogene.

En termes informels, la propriété d’ISS introduite par Sontag dans [Sontag, 1989] (voir
[Sontag, 1995, Sontag, 2006] pour des tutoriels) impose que la norme de ’état & chaque
instant soit bornée par la somme d’une fonction de I’amplitude du signal exogene appliqué
et d’un terme proportionnel & la norme de I'état initial tendant vers zéro avec le temps.

Définition 1.3 (ISS) Le systéme (1.2) est dit stable entrée-état (ISS) s’il existe une
fonction B de classe KL et une fonction vy de classe Ko, (appelée gain ISS) telles que, pour
toute condition initiale xg € R™ et toute entrée admissible u, sa solution satisfait

|(t; 2o, w)| < B(lol 1)+ (lul) , VE=0. (1.3)

Ce paradigme permet de prendre en considération trois propriétés. D’une part, si
I’entrée est identiquement nulle, alors 'origine est globalement asymptotiquement stable
(0-GAS). D’autre part, erreur en régime permanent est arbitrairement petite pourvu que
I’entrée appliquée soit d’amplitude suffisamment faible. Enfin, pour toute entrée bornée,
I’état est lui méme borné.

D’une maniere générale, les travaux sur I'ISS ont constitué des avancées majeures
pour I'analyse de la stabilité des systémes non-linéaires, et ont donné lieu a des retombées
théoriques et applicatives dans des domaines aussi variés que la commande sous contraintes
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de communication [Nesi¢ and Angeli, 2002, Nesi¢ and Teel, 2004, Liberzon and Nesié¢, 2007,
Sharon and Liberzon, 2011] (voir également le Chapitre 3 du présent document), la stabilisa-
tion par retour de sortie [Praly and Jiang, 1993], la commande optimale [Krstic and Li, 1998],
létude des systémes hybrides ou & commutations [Vu et al., 2007, Cai and Teel, 2005], la
commande prédictive [Lazar et al., 2008], la robotique [Angeli, 1999, Malisoff et al., 2011],
la production manufacturiére [Dashkovskiy et al., 2009], les transports [Gretli et al., 2010,
Tanner and Pappas, 2002], les réseaux de neurones [Sanchez and Perez, 1999, les systemes
chaotiques [Ahn, 2010], les réseaux bio-chimiques [Chaves, 2005], ou encore les neurosciences
[Franci et al., 2011b] (voir également le Chapitre 2).

Malgré cet indéniable succes, le fait que I’état soit borné pour tout signal d’entrée
borné constitue une contrainte trés forte en pratique. Une alternative a I'ISS est la stabilité
entrée-état intégrale (iISS), introduite dans [Sontag, 1998], qui évalue 'impact de 1’énergie
du signal appliqué (plutét que son amplitude) sur le systeme considéré.

Définition 1.4 (iISS) Le systéme (1.2) est dit intégralement stable entrée-état s’il existe
une fonction B de class KL, et deuz fonctions py, pe de classe Koo telles que, pour toute
condition initiale xg € R™ et toute entrée admissible u, sa solution satisfait

2(t:20, )| < 8ol 1) + 1 ( / m(u(smds), v > 0.

uo est alors appelée gain iISS de (1.2).

Tout systeme ISS est iISS. L’iISS constitue en réalité une propriété bien plus générale
que I'ISS. Elle implique elle aussi la 0-GAS et garantit de la robustesse vis-a-vis de certains
signaux perturbateurs dont I’énergie est bornée [Angeli et al., 2000b]. Plus précisément,
elle garantit 'implication suivante, pour tout xg € R" :

+oo
/ pa(lu(s)))ds < +o0 = lim z(t;z,u) = 0.
0 t—-+o00
Cependant, I'iISS ne garantit en rien la robustesse vis-a-vis d’entrée bornées, méme de faible
amplitude. De nombreux systemes iISS peuvent en effet étre déstabilisés par une entrée
d’amplitude arbitrairement petite ou par des signaux tendant vers zéro [Arcak et al., 2002].

1.1.2 Notion d’iISS forte
1.1.2.1 Définition

Entre la contraignante ISS et la parfois trop faible iISS, nombre de systemes non-linéaires
sont robustes vis-a-vis d’entrées suffisamment petites méme s’ils deviennent instables sous
I’action de signaux trop amples. Ceci nous a amené a introduire une notion intermédiaire,
appelée iISS Forte [Chaillet et al., 2012].

Définition 1.5 (iISS forte) Le systéme (1.2) est dit Fortement iISS s%l est a la fois
1ISS, et ISS vis-a-vis des petites entrées; en d’autres termes, s’il existe une fonction B de
classe KL, trois fonctions pi, e,y € Koo et une constante R > 0 telles que, pour toute
condition initiale xg € R™ et toute entrée admissible u, sa solution satisfait les propriétés
suivantes a tout instant t > 0 :

otz )] < ool )+ ( [ malute)as )
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Jul <R = [2(t 20, u)| < B(lxol ) +y([lull)-

L’ISS est ainsi un cas particulier de I'iISS forte, qui elle-méme implique I'iISS. Notons
que liISS est & son tour plus restrictive que I'ISS locale (LISS) telle que définie dans
[Sontag and Wang, 1996, Dashkovskiy et al., 2009], qui ne garantit que des propriétés
locales & la fois dans I’état et dans I’entrée! (et, en particulier, n’implique pas la 0-GAS).
Ces inclusions sont résumées graphiquement par la Figure 1.1.

-

~

1SS

ISS forte

/

1SS ‘
petites |
entrées ‘\\

\

- W,

FIGURE 1.1 — Hiérarchie schématique entre différentes variantes de I'ISS.

1.1.2.2 Conditions de Lyapunov

L’une des grandes forces de I'ISS et de I'iISS réside dans leurs caractérisations en termes
de fonctions de dissipation, inspirées par les fonctions de Lyapunov. Ces caractérisations ont
été respectivement établies dans [Sontag and Wang, 1995] et [Angeli et al., 2000a]. Elles
reposent toutes deux sur une fonction de Lyapunov candidate V' dont la dérivée le long des
trajectoires du systeme (1.2) considéré satisfait, pour tout x € R™ et tout u € R™,

%(w)f(w,w < —a(lz]) +(Jul), (1.4)

ol v désigne une fonction de classe K. L’existence d’une telle fonction est équivalente a
I'ISS si le taux de dissipation « est de classe IC, et a I'iISS si « est de classe PD. Dans le
cas de I'ISS, puisque « est non-bornée, on constate que, pour toute valeur de u donnée, la
fonction de dissipation V devient décroissante si x devient trop grand : nous retrouvons
bien la propriété garantie par I'ISS qu’a chaque entrée bornée correspond une solution
bornée. A l'inverse, comme « n’est que de classe PD dans le cas de I'iISS, elle peut tendre
vers zéro pour des grandes valeurs de |z|. Dans ce cas, toute valeur de u non-nulle rend V'
croissante si la norme de ’état est suffisamment grande, ce qui illustre bien le fait qu’aucune
propriété de bornitude des solutions n’est généralement garantie par I’ilSS en présence
d’une perturbation non-nulle.

Au vu de ces caractérisations, une conjecture naturelle serait que I'iISS Forte soit
équivalente a 'existence d’une fonction de dissipation V' vérifiant (1.4) avec un taux de

1. La LISS est en réalité équivalente a la stabilité asymptotique locale du systeme sans entrée.
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dissipation « de classe K, comme le suggere schmatiquement la Figure 1.2. L’iISS serait en
effet garantie par le fait que toute fonction de classe K est aussi de classe PD et que, puisque
a ne tend pas vers zéro pour des grandes valeurs de |z|, la fonction V serait décroissante
tant que |u| demeure sous un certain seuil et pour une norme de 1’état suffisamment grande.

p Ko, : 1SS

K :iISS forte ?

. PD :iISS

>

Fi1GURE 1.2 — Différents types de taux de dissipation a.

Bien qu’intuitive, cette conjecture s’avere fausse. L’exemple suivant, détaillé dans
[Chaillet et al., 2012], montre que I'iISS forte ne garantit pas nécessairement ’existence
d’une fonction de dissipation vérifiant (1.4) avec « de classe K.

Exemple 1.6 (iISS Forte # taux de dissipation ) Le systéeme scalaire

xr
P = — -1 1.
b= s+ r(ul - 1), (15)

ou r désigne la rampe unitaire?, est Fortement iISS mais, pour toutes fonctions a € IKC et

v € PD, aucune fonction différentiable V : R — R ne satisfait (1.4).

A T'heure actuelle, aucune condition nécessaire et suffisante basée sur les fonctions de
dissipation n’a pu étre obtenue pour la propriété d’iISS Forte. Le reste de cette section
consiste donc & proposer des conditions suffisantes.

Tout d’abord, bien que le caractere nécessaire de la conjecture énoncée ci-dessus soit
fausse comme le montre 'Exemple 1.6, son caractere suffisant reste valable.

Théoréme 1.7 (Taux de dissipation K = iISS Forte) S’il existe une fonction de Lya-
punov candidate V : R™ — R>q satisfaisant (1.4) pour tout x € R™ et tout u € R™, ou
a désignent respectivement des fonctions de classes K et Koo, alors le systéme (1.2) est
Fortement iISS.

Nous avons développé d’autres conditions suffisantes pour I'i[SS Forte. Elles sont
présentées dans [Chaillet et al., 2012]. Nous en rappelons certaines ci-dessous. La premiére
propose une équation de dissipation légerement plus générale que (1.4).

Théoreme 1.8 S’il existe une fonction de Lyapunov candidate V : R™ — R>q et des
fonctions p € PD, n € Koo et k € K telles que, pour tout x € R™ et tout u € R™,
oV
Ox
alors le systéme (1.2) est Fortement iISS.

(@) f(x,u) < —p(|]) + n (max{0; [ul — (|z[)}), (1.6)

2. r(s) = 0 pour tout s <0, et r(s) = s pour tout s > 0.
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La condition (1.6) peut étre écrite, de maniere équivalente, sous la forme décomposée
suivante :

W @)ty < —pllal) + n(lu) (1.7
ul < wllal) = To@)f ) < —pllal). (1.9

Il est a noter que, contrairement au Théoreme 1.7, il n’est pas requis que p soit de classe
K. La premiere de ces deux inégalités correspond a la caractérisation de I'iISS proposée
dans [Angeli et al., 2000a], tandis que la seconde garantit 1'ISS vis-a-vis de petites entrées.
Ces deux propriétés peuvent aisément étre vérifiées sur I’Exemple 1.6 avec la fonction
V(z) = %1n(1+x2). En outre, les hypotheéses du Théoreme 1.7 impliquent celles du Théoréme
1.8. Ceci montre que le Théoréme 1.8 est strictement plus général que le Théoreme 1.7.

A ce jour, nous n’avons pas trouvé de contre-exemple pour le caractére nécessaire du
Théoreme 1.8. La conjecture suivante reste donc ouverte.

Conjecture 1.9 La contraposée du Théoréme 1.8 est vraie.

Une différence majeure entre I'ilSS Forte et I'ISS vis-a-vis de petites entrées réside dans
le fait que la premiere garantit ’existence des solutions a chaque instant futur, quelque
soit ’amplitude du signal exogéene appliqué. Cette propriété est appelée complétude avant
et a été caractérisée en termes de fonctions de Lyapunov dans [Angeli and Sontag, 1999].
L’application d’un signal d’entrée trop fort peut au contraire générer des explosions en
temps fini pour des systemes ISS vis-a-vis de petites entrées. Le résultat suivant établit que
si a la fois I'ISS vis-a-vis de petites entrées et la complétude avant peuvent étre établies au
travers de la méme fonction de Lyapunov, alors le systéme est Fortement iISS.

Théoreme 1.10 S’il existe une fonction de Lyapunov candidate V : R™ — R>q, des
fonctions o,y de classe K, deux constantes R, R, > 0 et deuz fonctions continues et
croissantes vi, v 1 R>g — R>q telles que, pour tout x € R™ et tout u € R™,

lul < Ry = Z—Z(x)f(x,u) < —a(fa]) +(Jul) (1.9)
[z > Ry = %(l‘)f(fﬂw) < n(lu)V () + va(|ul), (1.10)

alors le systéeme (1.2) est Fortement iISS.

Une extension du contre-exemple proposé dans [Angeli et al., 2000a, Section V] montre
que, en général, I'ISS vis-a-vis de petites entrées combinée a la complétude avant n’est
pas suffisante pour garantir ilSS. L’utilisation d’une unique fonction de Lyapunov pour
montrer ces deux propriétés est donc cruciale pour ce résultat.

Ici aussi, les hypotheses garantissent celles du Théoreme 1.10. De plus, I'iISS Forte
de I’Exemple 1.6 peut aisément étre montrée en invoquant le Théoreme 1.10 grace a la
fonction V(z) = 3In(1 + 2?). Ceci montre que que le Théoréme 1.10 est strictement plus
général que le Théoreme 1.7.

Ce résultat permet en outre de retrouver et d’étendre un résultat originellement établi
dans [Sontag, 1998].
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Corollaire 1.11 S’il existe une fonction de Lyapunov candidate V : R" — R>q, des
fonctions A et v de classe Ko, et une constante ¢ > 0 telles que, pour tout x € R™ et tout
u e R™,

oV

5, @ f(@,u) < =(g = A(u)))V (@) +(ul),
alors le systéme (1.2) est Fortement iISS.

Cette équation de dissipation a été utilisée dans [Sontag, 1998, Theorem 2] pour établir
I'iISS. Le Corollaire 1.11 démontre que I'iISS Forte peut en fait étre établie sous la méme
condition.

1.1.2.3 Systemes présentant une structure particuliere

Si les résultats précédents sont applicables a tout systeme non-linéaire de la forme 1.2,
nous nous concentrons maintenant sur des classes de systemes particulieres.

Le résultat suivant établit que tout systeme linéaire Hurwtitz perturbé par un terme
sous-linéaire dans I’état est Fortement iISS. Sa preuve est donnée dans [Chaillet et al., 2012].

Proposition 1.12 (iISS Forte pour systémes LTI perturbés) Soit ¢ : R" — R™
une fonction localement lipschitzienne vérifiant, pour tout x € R™ et tout u € R™,

lp(z, )| < (e1+ ealz))g(lul) (1.11)

ot ¢1 et co sont des constantes positives et g est une fonction de classe PD. Alors le
systeme
&= Az + p(z,u), (1.12)

est Fortement 1ISS st et seulement si A € R™ "™ est une matrice Hurwitz.

Notons que si la constante ¢y peut étre prise égale a zéro dans (1.11), alors le systeme
(1.12) est en fait ISS.
La classe des systémes de la forme (1.12) satisfaisant (1.11) inclut, en particulier, les

systemes bilinéaires :
m
T = (A+ZuiAi> x + Bu,
i=1

ot A € R A; € R™ " pour tout i € {1,...,m} et u = (ug,...,un)’. Le fait que I'i[SS
d’un tel systeme soit équivalente & ce que la matrice A soit Hurwitz avait déja été établi
dans [Sontag, 1998, Theorem 5|. La proposition précédente montre que I'iISS Forte est en
fait garantie sous cette méme hypothese.

La propriété d’ilSS Forte a également été étudiée dans un contexte d’interconnexion de
systemes dynamiques. Nous présentons ces résultats en Section 1.2 pour l'interconnexion
par rétroaction et en Section 1.3.1 pour l'interconnexion cascade.

1.1.3 Robustesse vis-a-vis d’entrées a énergie moyenne bornée

1.1.3.1 Contexte

Comme nous 'avons vu, la propriété d’ISS (voir Définition 1.3) garantit la stabilité
globale asymptotique de l'origine, modulo un terme “proportionnel” a I’amplitude du signal
perturbateur appliqué. Si elle assure ainsi la bornitude des solutions en réponse a toute
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entrée bornée, I’estimée de ’erreur en régime permanent qu’elle donne ne dépend que de
I’amplitude maximale du signal appliqué. Suivant le type de signal exogene considéré, cette
estimée peut s’avérer peu adéquate pour caractériser la perturbation réellement appliquée.
En particulier, pour un signal présentant des pics amples, mais de courtes durées, il apparait
clairement que I'amplitude seule n’est pas représentative de la perturbation engendrée,
comme l'illustre la Figure 1.3.

45

FIGURE 1.3 — Exemple d’un signal (en gris) et de sa moyenne mouvante (en noir).

Ces limitations ont déja été soulignées et partiellement contournées dans la littérature.
Dans [Angeli and Nesi¢, 2001], la notion d’ISS de puissance (Power ISS) a été introduite
afin d’estimer plus précisément l'influence de la puissance ou de la moyenne mouvante
du signal exogene sur une mesure de la puissance de la norme des solutions. Combinée
a la stabilité du systeme sans entrée, il est montré que cette propriété est équivalente
a I'ISS. Cependant, ce travail ne permet pas d’estimer directement ’erreur engendrée
par 'application du signal exogeéne, mais juste sa puissance. D’autres travaux, tels que
[Praly and Wang, 1996], [Griine, 2002] et [Griine, 2004], se sont intéressés a des aspects
quantitatifs de I'ISS. Ils abordent la question en introduisant un terme a “effet mémoire”
dans le signal considéré pour I'ISS, terme qui s’atténue & mesure que le temps passe.

L’approche que nous avons suivie vise a 1’obtention, pour les systemes ISS, d’une
borne ferme sur la norme de 'erreur résultant de I’application d’un signal présentant une
amplitude et une énergie potentiellement non-bornées. Nous agrandissons ainsi la classe
des signaux auxquels les systémes ISS sont robustes en considérant des signaux dont la
moyenne mouvante, sur un horizon temporel donnée, est bornée. Pour formaliser une telle
propriété, nous introduisons la notation suivante.

Définition 1.13 FEtant données deux constantes E,T > 0 et une fonction v de classe IC,
UVensemble W, (E,T) est défini comme l’ensemble des signaux u € U™ tels que

t+T
[ tuenis < e, vizo.
t

A titre d’exemple, sur la Figure 1.3 sont représentés le signal original (en gris) et sa
moyenne mouvante sur un horizon temporel de longueur 7' = 1 a travers la fonction v = id
(en gris). Pour cet example, si 'amplitude du signal lui méme dépasse souvent la valeur 4,
sa moyenne mouvante reste en permanence inférieure a 1.
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De la méme maniere, les exemples suivants illustrent le fait qu’un signal dont la moyenne
mouvante est bornée n’est pas nécessairement borné ni en amplitude, ni en énergie.

Exemple 1.14 (Moyennes mouvantes)

1. Etant données une constante T > 0 et une fonction v de classe I, tout signal u
borné par une constante u > 0 appartient a la classe Wy (Ty(w),T). En particulier,
si u(t) = @ pour tout t > 0, alors son énergie est infinie alors méme que sa moyenne
mouvante est bornée.

2. Le signal suivant appartient d la classe Wiq(1,1) et satisfait lim sup,_, o, [u(t)| = +o0 :

ult) :_{ 2k si t€[2kT32KT + 5], keN

0 sinon.

Son allure est représentée par la Figure 1.4.

9r

FIGURE 1.4 — Un exemple de signal non-borné présentant une moyenne mouvante bornée.

1.1.3.2 Reésultats

Le résultat suivant établit que I'impact d’un signal exogene sur le comportement
qualitatif d’'un systeme ISS est d’autant plus faible que la moyenne mouvante du signal en
question est limitée.

Théoréme 1.15 (ISS et signaux de moyenne mouvante bornée) Pour tout systéme
ISS de la forme (1.2), il existe une fonction v de classe Koo et une fonction 8 de classe
ICL telles que, pour toute tolérance § > 0 et tout horizon temporel T > 0 donnés, il existe
une constante E(T,d) > 0 telle que ses solutions satisfont, pour tout ro € R™ et tout
ue W, (E,T),

|x(t; zo, u)| < B(|xol,t) +6, VE>0.

Notons que, dans le cas ou § = 0, cette estimée équivaut a la stabilité globale asympto-
tique de Dorigine (cf. Définition 1.1). A Iinverse, lorsque § # 0, les solutions ne sont plus
garanties de converger vers zéro, mais vers une boule de rayon § centrée sur l'origine. Ce
résultat garantit ainsi que, si une tolérance sur I’erreur en régime permanent peut étre
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tolérée, alors tout systeme ISS est robuste aux perturbations présentant une moyenne
mouvante suffisamment faible.

Si une fonction de Lyapunov ISS est connue pour le systéme considéré, alors le résultat
suivant propose une estimation explicite de la moyenne mouvante maximale pouvant étre
tolérée pour la garantit d’une précision ¢ spécifiée.

Corollaire 1.16 (Estimée de la moyenne mouvante tolérable) Supposons qu’existe
une fonction V : R™ — R>q continiment différentiable, des fonctions v, o et @ de classe
Ko et une constante k > 0 telles que, pour tout x € R™ et tout u € R™,

a(lz|) < V(z) < a|z]) (1.13)
W) fa,u) < =&V (2) +v(|ul). (1.14)

Pour toute tolérance 6 > 0 et tout horizon temporel T > 0, soit E > 0 la constante définie
par
a(s) er —1
E(T, ) = —r—rn—. 1.15

Alors les solutions du systéme (1.2) satisfont, pour tout xy € R™ et tout w € W, (E,T),
|x(t; zo, u)| < B(|xol,t)+6, VE>0,
ou 3 désigne une fonction de classe ICL.

Au vu de [Praly and Wang, 1996, Lemma 11], 'existence d’une fonction V' vérifiant
(1.13) et (1.14) est une condition nécessaire et suffisante a I'ISS du systéme considéré. Sa
connaissance explicite permet ainsi d’évaluer la classe de signaux exogenes dont ’application
génere une erreur en régime permanent inférieure a la précision § fixée.

De la méme maniere, si une propriété plus forte que I'ISS (a savoir I'ISS exponentielle)
peut étre établie au travers d’une fonction de Lyapunov connue explicitement, alors une
convergence exponentielle peut étre garantie vers le voisinage de 1'origine considéré, et
I’'expression de la moyenne mouvante tolérable se simplifie.

Corollaire 1.17 (Estimée de la moyenne mouvante pour I’ISS exponentielle)
Supposons que les conditions du Corollaire 1.16 soient satisfaites avec

ou ¢, ¢, p sont des constantes positives et, pour tout T, 6 > 0, posons

coP el — 1

B(T,0) =5 5o

Alors il existe des constantes ki, ko > 0 telles que, pour toutes conditions initiales xg € R™
et tous signaur u € Wy (E,T), les solutions du systéme & = f(x,u) satisfont

|z (t; xo, u)| < ki |zol e *2t 46, Wt > 0.

Comme nous le verrons dans la Section 1.4.1, ces résultats ont fait 'objet d’une
application dans le cadre de la commande robuste de satellites en formation.
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1.2 Systemes non-linéaires interconnectés par rétroaction

Cette section présente les résultats que nous avons obtenus sur I’analyse de la stabi-
lité et de la robustesse de systéeme interconnectés de maniere bidirectionnelle, a savoir
par rétroaction. Une telle interconnexion est schématisée par la figure suivante. y; et
1o représentent les sorties respectives des sous-systemes 1 et Yo tandis que di et do
représentent des signaux exogenes.

dy —— Y1
X1

>

o

—— d2

Y2

FIGURE 1.5 — Interconnexion par rétroaction.

Nous commencons, en Section 1.2.1, par rappeler un résultat obtenu par H. Ito sur
la généralisation de la condition de petit gain non-linéaire a des systemes n’étant pas
nécessairement ISS. Nous montrons que ce résultat ne s’applique en réalité qu’a des systemes
Fortement iISS, comme introduite en Section 1.1.2, et donnons une interprétation de ce
résultat comme 'existence d’un régime transitoire suivi d’'une phase asymptotique durant
laquelle le théoréme du petit gain classique (ISS) s’applique.

1.2.1 Théoreme du petit gain pour des systemes non nécessairement ISS

Le théoréme du petit gain ISS est devenu un outil classique pour I'analyse et la
commande de systémes non-linéaires [Jiang et al., 1994, Teel, 1996, Jiang et al., 1996]. Ce
résultat traite de la préservation de I'ISS sous interconnexion par rétroaction telle que
décrite par la Figure 1.5. Il a plus récemment été étendu aux systemes iISS [Ito, 2006,
Angeli and Astolfi, 2007, Ito and Jiang, 2009).

Notre contribution a cet aspect de ’analyse des systemes non-linéaires a consisté a
proposer une démonstration alternative du théoreme du petit gain ilSS mettant en évidence
son mécanisme sous-jacent, a savoir sa décomposition en un régime transitoire suivi par un
comportement de type ISS. Nous avons eu recours, pour cela, a I’analyse des fonctions de
Lyapunov iISS associées a chacun des sous-systemes :

(1.16a)
: (1.16b)

Y10 a1 = filzy,xe, dy
Yo:  da= fo(x1,72,d2

ot 7; € R™ et d; € R™ pour chaque i € {1,2} et x = (z,2])T e R" et d = (d¥,d])T €
R™. Plus précisément, nous formulons I’hypothese suivante.

)
)

Hypothése 1.18 (iISS Forte des sous-systémes) Pour chaque i € {1,2}, il existe
une fonction de Lyapunov candidate Vi : R™ — R>q et des fonctions o, v;, o; de classe K
telles que, pour tout x € R™ et tout d € R™,

ngi(fﬁl) < —a1(Va(z1)) + m(Va(22)) + o1(|dil) (1.17)
oVa (2) < —an(Va(x2)) + v2(Vi(z1)) + o2(|d2]). (1.18)

Oy
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Au vu du Théoreme 1.7, cette hypothese garantit 1'iISS Forte de chacun des deux
sous-systemes considéré séparément.

Il convient de rappeler qu’aucun théoreme du petit gain se basant uniquement sur les
équations de dissipation (1.17)-(1.18) n’est envisageable pour des systémes ne présentant
pas une propriété d’ilSS Forte : ceci a formellement été démontré dans [Ito, 2010]. En
d’autres termes, I’hypotheése que les taux de dissipation «; et g sont de classe K (plutot
que de classe PD pour le cas iISS général) peut étre faite sans perte de généralité.

Nous rappelons ici le théoréme du petit gain pour des systemes Fortement iISS, tel
qu’originellement établi dans [Ito and Jiang, 2009].

Théoréme 1.19 (Petit gain pour I’iISS Forte) Sous I’Hypothése 1.18, supposons qu’il
existe des fonction wy et wy de classe Koo telles que

ayto(id+wy)oyioayto(id+ws)oy(s)<s, Vs>0. (1.19)

Alors les deux propositions suivantes sont vérifiées :

(i) Pour d =0, lorigine du systéme (1.16) est globalement asymptotiquement stable ;
(ii) Si, pour chaque i € {1,2},
lim a;(s) =00 ou lim v3_4(s) < oo, (1.20)

§—00 §—00

alors le systéme (1.16) est iISS.

1.2.2 Inteprétation du théoreme du petit gain Fortement iISS

Dans le reste de cette section, pour des raisons de clarté et de brieveté, nous nous
cantonnerons a l’étude du systéme (1.16) sans entrées exogenes (i.e. d = 0). Notons
cependant qu’un raisonnement similaire en présence de signaux exogenes a été conduite
dans [Ito et al., 2013, Ito et al., 2010].

Notre contribution a été de montrer que la dynamique du systéme (1.16) sous I’hypothese
du petit gain peut étre décomposée en deux phases : une premiere, transitoire, durant
laquelle les solutions restent bornées et convergent vers un certain ensemble €2, et une
seconde phase durant laquelle les trajectoires restent confinées & cet ensemble €2 et se
comportent comme sous 'hypothese de petit gain ISS classique. L’ensemble €2 en question
est défini comme suit :

Q= {:c €R": Va(x9) < Slggoozgl ow(s)}.

Proposition 1.20 (Interprétation du théoréme du petit gain pour I’iISS Forte)
Supposons que I’Hypothése 1.18 soit vérifiée et qu’il existe des fonctions wi et wo de classe
Koo vérifiant la condition de petit gain (1.19). Alors, pour tout xy € R™, il existe une
constante T > 0 telle que les solutions de (1.16) sous entrée d = 0 satisfont

sup |z(t;xo)| < oo et x(t;zg) € VE>T.
te[0;7)

De plus, pour tout x € §, les équations de dissipation suivantes sont satisfaites :

Vi>arlo(id+w)om(Va) = Vi <—(id— (id—w)™ 1)) oai (V) (1.21)
Vo> azlo(id+wy)oye(Vi) = Vo< —(id—(id—w) ™)) oas(Va). (1.22)

3. Les arguments de certaines fonctions ont été omis.
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Comme nous 1’évoquions, 'intérét de cette proposition réside dans son interprétation
plus que dans sa contribution propre. Pour cela remarquons que, sous la condition de petit
gain (1.19), les fonctions a; *o(id+w;)oy; et (id— (id —w;)™!))oay, i € {1,2}, sont de classe
K. Ainsi, les conditions (1.21)-(1.22) correspondent & un comportement de type ISS (voir
par exemple [Sontag, 2006]). En d’autres termes, apres un régime transitoire de durée T', les
solutions de (1.16) au sein de I’ensemble (2 se comportent comme celles d’une interconnexion
par rétroaction de systemes ISS. Cette interprétation permet ainsi de lier le théoreme
du petit gain iISS [Ito and Jiang, 2009] & celui du petit gain ISS [Jiang et al., 1996] et
d’expliquer intuitivement les mécanismes qui le sous-tendent.

La preuve de ce résultat ainsi que des commentaires plus détaillés sur ses implications
sont proposées dans [Ito et al., 2013, Tto et al., 2010].

1.3 Systemes en cascade

Les sous-systemes interconnectés par cascade le sont de maniére unilatérale, i.e. la
sortie d'un sous-systeme amont constitue I’entrée d’un sous-systeéme aval. De nombreux
résultats ont été développés pour étudier le comportements des systemes en cascade. Outre
le fait que cette structure se rencontre couramment au sein des systémes physiques, la
modularité qu’elle induit permet bien souvent de réduire considérablement la complexité
de l'analyse. Elle est de plus a la base d’outils de commande, dont le backstepping est
probablement le représentant le plus célebre.

Dans cette section, nous présentons notre contribution a I’analyse de la stabilité et de
la robustesse des systemes en cascade, au travers de I'iISS Forte (Section 1.3.1), de I'iISS
(Section 1.3.2) et de la stabilité semiglobale pratique (Section 1.3.3).

1.3.1 1iISS Forte

Comme nous 'avons vu en Section 1.5, la propriété d’iISS Forte constitue un compromis
intéressant entre I’ISS, contraignante mais offrant des propriétés de robustesse puissantes,
et I'iISS, tres générale mais ne garantissant que peu de robustesse. Il est bien connu que
la propriété d’ISS est naturellement préservée par interconnexion cascade; en d’autres
termes, la cascade de deux systémes ISS est elle-méme ISS [Sontag and Teel, 1995]. A
Iinverse, comme nous le rappellerons en Section 1.3.2, la structure de cascade ne préserve
pas nécessairement la propriété d’iISS : voir par exemple [Arcak et al., 2002, Ito, 2010].

Le résultat suivant concerne les cascades schématisées par la Figure 1.6.

FIGURE 1.6 — Structure de cascade.

Ce résultat, que nous avons démontré dans [Chaillet et al., 2012], établit qu’a l'instar
de I'ISS, I'iISS Forte est naturellement préservée par l'interconnexion cascade.

Théoréme 1.21 (iISS Forte + iISS Forte = iISS Forte) Soient fi : R™ x R" —
R™ et fo : R™ xR™2 — R™ deux fonctions localement lipschitziennes. Si les systémes &1 =
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fi(xz1,ur) et o = fo(we,ug) sont Fortement iISS (par rapport a uy et uy respectivement),
alors la cascade

1 = fi(z1,22) (1.23a)
j?g = fg(l‘g,ﬂg). (1.231?))

est Fortement iISS (par rapport da us).

Un résultat similaire a été proposé dans [Ito, 2010] en se basant sur les fonctions de
Lyapunov de type iISS dont le taux de dissipation est de classe K. Au vu de 'Exemple 1.6,
le Théoreme 1.21 est donc strictement plus général que ce résultat.

Deux corollaires peuvent étre tirés du Théoreme 1.21. Le premier concerne le cas ou le
systeme (1.23b) est iISS plutot que Fortement iISS.

Corollaire 1.22 (iISS + iISS Forte = iISS) Si le systéeme &1 = fi(x1,u1) est Forte-
ment iISS (par rapport a ui) et le systéme xo = fo(xa,uz) iISS (par rapport a uz), alors la
cascade (1.23) est iISS (par rapport a uz ).

Le second exploite le fait que I'ilSS Forte implique par définition la stabilité global
asymptotique du systéme sans entrée (0-GAS). Son énoncé découle donc directement du
Théoreme 1.21.

Corollaire 1.23 (GAS + iISS Forte = GAS) Si le systeme &1 = f1(x1,u1) est For-
tement 1ISS et l'origine du systéme io = fo(x2) globalement asymptotiquement stable, alors
lorigine de la cascade

1 = fi(z1,22) (1.24a)
o = fa(z2) (1.24b)

est globalement asymptotiquement stable.

1.3.2 iISS

Les résultats de la section précédente montrent qu’a l'instar de I'ISS, la propriété
d’iISS Forte est préservée par l'interconnexion cascade. L’iISS étant, comme nous ’avons
vu, une propriété plus faible, une question naturelle est de savoir si I'iISS est elle aussi
préservée par 'interconnexion cascade. Cette question a déja été abordée dans la littérature
[Arcak et al., 2002] et admet, en général, une réponse négative comme l'illustre ’exemple
suivant, originellement présenté dans [Panteley and Lorfa, 2001, Arcak et al., 2002].

Exemple 1.24 (GAS + iISS = GAS) Le systéme

1 = —sat(xy) + x122 (1.25a)
By = —13, (1.25b)

ot sat(s) := sign(s) min{1; |s|} vérifie les propriétés suivantes :
— le sous-systeme aval (1.25a) est iISS par rapport a x
— lorigine du sous-systéme amont (1.25b) est globalement asymptotiquement stable
— la cascade (1.25) génére des solutions non-bornées a partir de toute condition initiale
dans R>3 x {1}.




40 1. OUTILS D’ANALYSE DE LA STABILITE ET DE LA ROBUSTESSE

En particulier, puisque 1’i1ISS implique la stabilité globale asymptotique du systéme sans
entrée, la cascade de deux sous-systemes iISS n’est pas nécessairement iISS.

Cet exemple démontre la nécessité d’imposer des conditions supplémentaires sur les
sous-systemes interconnectés pour garantir la stabilité de la cascade (1.23). Les premiers
résultats abordant cette question sont apparus dans [Arcak et al., 2002], ou furent proposé
des conditions pour l’analyse de la stabilité de la cascade (1.23) en l’absence d’entrées
exogenes. Cependant, aucun résultat ne permettait d’aborder 1’étude systématique de
cascades de systemes iISS en présence de signaux exogenes. D’autre part, aucun résultat
exploitant les fonctions de Lyapunov associée a chaque sous-systéeme n’avait été proposé.
Nous présentons maintenant nos résultats* dans ces deux directions.

1.3.2.1 Approche basée sur les fonctions de Lyapunov

Des travaux existants, tels que [Panteley and Loria, 2001], visaient a proposer des
conditions pour la préservation de propriétés de stabilité de systéemes en cascade impliquant
les propriétés structurelles de chaque sous-systéeme ainsi que le comportement des fonctions
de Lyapunov qui leur sont associées. Cependant, aucun travail ne permettait d’étudier
I'iISS d’une cascade de sous-systemes iISS. Notre contribution dans ce sens concerne, en
fait, une classe de systeémes légerement plus générale que (1.23), & savoir les systemes de la
forme

a'cl = fl(ml,mg,u) (1.26&)
.%"2 = fQ({L‘Q,’U,) (1.26]3)

ouxy € R, 29 € R, u € R™ et ou f; et fo désignent des fonctions localement
lipschitziennes vérifiant f1(0,0,0) = 0 et f2(0,0) = 0. La seule différence par rapport a
(1.23) (et a la Figure 1.6) réside dans la possibilité de considérer des signaux exogenes a la
fois dans le sous-systéme amont et le sous-systeme aval. La Figure 1.7 schématise cette
interconnexion.

T
2 x1

L - Yo Yy

FIGURE 1.7 — Structure de cascade avec signal exogene influant sur chaque sous-systeme.

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour la préservation de la propriété
iISS sous cascade.

Théoréme 1.25 (Cascades iISS+iISS par approche Lyapunov) Soit V; : R™ —
R>o une fonction de Lyapunov candidate et Vo : R" — R>( une fonction continue, définie
positive, radialement non-bornée et différentiable sur R™ \ {0}. Supposons qu’il existe trois
fonctions vy, y1 et o de classe K, et deux fonctions a1 et ao de classe PD telles que, pour

4. Ces résultats figurent également dans ma these de doctorat [Chaillet, 2006].
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tout (w1,x2) € R™ x R" et tout u € R™,

oy

Tﬁ(m)ﬁ(m,xz,w < —ai(|z1|) + v (|z2]) + vi(lul) (1.27)
A0 = (;Z(xz)fz(xa,w < —an(lzal) + 72(jul) - (1.28)

Alors, si y1(s) = O(aa(s)) lorsque s tend vers zéro, alors la cascade (1.26) est ilSS.

Au vu de la courte discussion de la Section 1.1.2.2, qui rappelle notamment la ca-
ractérisation [Angeli et al., 2000a] de I'iISS en termes de fonctions de Lyapunov, I'inégalité
de dissipation (1.27) est équivalente & I'iISS du sous-systeme aval (1.26a). L’inégalité (1.28),
quant a elle, correspond a I'iISS du sous-systeme aval (1.26b) mais autorise la fonction V3
associée a n’étre pas nécessairement différentiable & 'origine, ce qui peut s’avérer commode
dans certaines situations pratiques. Le Théoreme 1.25 peut donc étre interprété comme
suit : si chaque sous-systeme est iISS et le taux de dissipation as du sous-systéme aval
domine le taux d’alimentation ~; du sous-systeme amont, alors la cascade est elle-méme
iISS.

Notons qu’une conséquence immédiate du Théoreme 1.25 concerne les systemes représentés
par la Figure 1.6, a savoir les systémes pour lesquels le signal exogéne u n’influence pas
directement le sous-systeme aval 1.26b. Il suffit, pour cela, de considérer v; comme la
fonction identiquement nulle dans ’énoncé du Théoreme 1.25.

De la méme maniere, ce résultat peut s’étendre au cas d’une cascade sans entrée : a
savoir un systeme dont l'origine est globalement asymptotiquement stable en amont d’un
systeme iISS. Nous obtenons alors le résultat suivant.

Théoréme 1.26 (Cascade GAS+iISS) Supposons que l'origine du sous-systéme

Ty = fo(x2) (1.29)

est globalement attractive®. Supposons qu’il existe une constante € > 0, une fonction
de Lyapunov candidate Vi : R™ — Rsq et une fonction Vo : R" — Rsq continue,
positive définie, radialement non bornée et différentiable sur B. \ {0} telles que, pour tout
(x1,22) € R™ x R"2,

oV,
T;(ﬁl)f($17$2) < —an(|z1]) +i(fzal) (1.30)
Vs
zy € B.\ {0} = 872(:82)](2(352) < —ag(|za), (1.31)
ot o et ag désignent des fonctions de classe PD et v, € K. Alors, a la condition que
7(s) = O(aa(s)) lorsque s — 0, (1.32)
lorigine de la cascade
1 = fi(z1,22)
g2 = faw2)

est globalement asymptotiquement stable.

5. c’est-a-dire que les solutions de (1.29) tendent toutes vers l'origine lorsque ¢t — co.
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Notons que la combinaison de la condition (1.31) et de lattractivité globale de 1'origine
de (1.29) est en réalité équivalente a la stabilité globale asymptotique du sous-systéme
amont (1.29). Cet énoncé permet cependant une application plus aisée dans certains cas.
Ainsi, le Théoréeme 1.26 stipule que la cascade d’'un systeme iISS en aval d’un systeme
GAS est elle-méme GAS si le taux de dissipation du sous-systéeme aval domine le taux
d’alimentation du sous-systeme amont dans un voisinage de zéro.

Remarque 1.27 Si une borne sur Vo de la forme Vo(x2) < @s(|xal|), ot as € K, est
connue explicitement alors la condition de dominance (1.32) du Théoréme 1.26 peut étre
remplacée par la condition suivante, bien moins restrictive :

v(s) =0 (5225))])) ,  az(s) =o(aa(s)?), lorsque s — 0, (1.33)

\

up € 1[0,1) désigne une constante. Il suffit, pour cela, de considérer la fonction Vo(-) :=
Va()1=P) dans Uénoncé du Théoréme 1.26.

)

Le Théoreme 1.26 s’étend au cas de cascades multiples, c¢’est-a-dire celles impliquant
plus de deux systemes non-linéaires :

o = fi(z1,v2N)
Ty = fo(xe, T3N)
(1.34)
iy = fyvoi(@vo1,7N)
iy = fy(zn),
ou la notation z;_,; est utilisée pour représenter le vecteur (azzT, e ,x]T)T € R™+T1 pour
chaque i € {1,...,j}. Ici aussi, les fonctions f; : R™ x R7it+-N 5 R™ sont supposées

localement Lipschitziennes et nulles a ’origine. Cette interconnexion est schématisée par la
Figure 1.8.

FIGURE 1.8 — Structure de cascades multiples sans signal exogene.

Le résultat suivant permet d’établir la stabilité globale asymptotique (GAS) de l'origine
de (1.34) en supposant que I'origine de® ¥y est elleeméme GAS et que chaque sous-
systeme ¥;, i € {1,...,N — 1}, est iISS. La preuve que nous avons présentée dans
[Chaillet and Angeli, 2008] requiert la propriété suivante sur les fonctions utilisées : étant
donné une constante ¢ > 0, il existe une constante A > 0 telle que les fonctions d’alimentation
satisfont

Aa(a+0b) < ala) + ab), Va,be (0,¢).

6. Nous employons la notation X; pour désigner le systéme &; = f; (i, Zit1-nN).
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L’ensemble de ces fonctions a est noté Z.. Notons que cette hypothese n’est que peu
restrictive puisqu’elle n’est requise que localement ; par exemple, elle est satisfaire par toute
fonction continue présentant un comportement polynomial autour de zéro.

Théoréme 1.28 (Cascades multiples) Supposons que l'origine de (1.34.N) soit globa-

lement attractive et qu’il existe une constante € > 0 et, pour chaque i € {1,..., N}, une
fonction de Lyapunov candidate V; : R™ — Rxg, telles que
ov; n
A JilTi Tit1-N) = — 0\ |24 YillTi+1-N|) » Ty y Vi =Ly oy IV — 1,
i ) < —ai(li]) + (] ), Ve eR™, Vi=1,...,.N-1
1
oV
%(mzv)fzv(wzv) < —an(lznl), Von € B\ {0},

ou, pour chaquei € {1,...,N}, o € PDNZ; et, pour chaquei € {1,...,N—1}, v; € KNZe.
Alors, sous la condition que

7i(s) = O(airi1(s)), Vi=1,...,N -1 (1.35a)
7i(s) = O(yix(s)), Vi=1,...,N-2, (1.35b)

lorsque s tend vers zéro, l'origine de la cascade (1.34) est globalement asymptotiquement
stable.

1.3.2.2 Approche basée sur les estimées des solutions

Comme nous P'avons évoqué, les résultats présentés dans [Arcak et al., 2002] proposent
des conditions suffisantes pour garantir la stabilité de cascades de systemes non-linéaires.
Ces conditions impliquent des estimées des solutions de chaque sous-systeme, mais ne
permettent pas d’étudier systématiquement le comportement de deux sous-systemes iISS
mis en cascade.

Le résultat suivant permet une telle étude, sans la nécessité de connaitre explicitement
une fonction de Lyapunov associée a chacun des sous-systemes. Le prix a payer pour cette
simplification est une hypothése plus restrictive sur la stabilité des sous-systemes : a savoir
que l'origine du sous-systeme amont soit exponentiellement stable en I’absence de signaux
exogenes et que le gain iISS du sous-systéeme aval soit localement lipschitzien.

Théoréme 1.29 (Cascade iISS+iISS par approche basée sur les soltions)
Supposons que (1.26a) est iISS par rapport a ses entrées (v, uT)T avec un gain iISS (cf.
Définition 1.4) localement lipschitzien et que le sous-systéme (1.26b) est iISS et 0-LEST.

Alors, si la fonction fa(-,0) est continiment différentiable, la cascade (1.26) est iISS.

Sous des conditions de régularité supplémentaires, ce résultat s’étend a des cascades
multiples :

1 = fi(z1, Qo)
ty = fo(x2,(35N)
(1.36)
in—1 = [v-1(@N-1,(NoN)
j:N = fN(.TN,U) ’

7. (1.26Db) est dit 0-LES si l'origine du systéme sans entrée £2 = f2(x2,0) est localement exponentiellement
stable.
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ot (s = (zf,... 2k, uT)T € R™ x ... x R™ x R™, pour tout i € {2,...,N}. Par
convention, (y4+1-n := u. Pour une telle classe de systemes, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.30 (Cascades iISS multiples) Supposons que, pour chaquei € {1,...,N},
le sous-systeme &; = f1(x;,Gr1N) est 0-LES et iISS par rapport a son entrée (ir1—N-

Supposons également que, pour chaque i € {1,...,N — 1}, la fonction f; est localement

lipschitzienne, la fonction f;(-,0) est continument différentiable, f;(-,0)/0x; est bornée

dans un voisinage de lorigine, et le gain iISS du sous-systéme &; = f1(z;, (i+1N) est

localement lipschitzien. Alors la cascade (1.36) est ilSS.

1.3.3 Stabilité pratique et stabilité semiglobale
1.3.3.1 Conditions suffisantes

Comme nous ’avons vu dans la Section 1.1, des perturbations de différentes natures
peuvent empécher la convergence des solutions vers l'origine, générant une erreur résiduelle
en régime permanent. De la méme maniere, des non-linéarités négligées peuvent empécher
la stabilité globale asymptotique, donnant alors lieu & un domaine d’attraction restreint.
Suivant 'application considérée, ces deux aspects peuvent considérablement compromettre
le comportement du systeme.

Cependant, dans ’analyse des systemes commandés en boucle fermée, le réglage de
certains parametres libres (typiquement des gains de commande) autorise bien souvent
d’agrandir arbitrairement le domaine d’attraction ou de diminuer & discrétion 'amplitude
des erreurs statiques (dans la limite, bien sir, des technologies employées). Ces propriétés
sont respectivement appelées stabilités semiglobale et pratique.

De maniéere plus formelle, les propriétés de stabilité semiglobale et pratique concernent
des systemes non-linéaires paramétrés de la forme

i = f(t,z,0), (1.37)

ou x € R" représente 1’état, ¢t € R>( représente le temps et § € RP est un parametre de
réglage constant qui peut étre un gain de commande (comme dans e.g. [Ortega et al., 1995,
Chaillet and Loria, 2008]) ou tout autre parametre réglable (voir e.g. [Teel et al., 1999,
Teel et al., 2004], [Tan et al., 2006, Laila et al., 2006]). Le champs de vecteur f : R>g x
R™ x RP — R" est supposé localement Lipschitzien en x et satisfaire les conditions de
Carathéodory ® pour tout parametre § considéré. Notons que, contrairement aux sections
précédentes, le systeme (1.37) ne consideére pas explicitement laction d’un signal exogene,
mais autorise une dépendance dans le temps de la dynamique. Cette notation permet
non seulement de considérer les systéemes avec entrée comme un cas particulier, mais
également de considérer des systemes pour lesquels la dépendance dans le temps n’est
pas nécessairement le résultat de ’application d’une perturbation, comme par exemple les
applications de suivi de trajectoire ou les systemes a parametres variants.

En considérant un ensemble de parametres ©® C RP, nous rappelons les définitions
suivantes.

Définition 1.31 (USAS) Le systéme (1.37) est dit uniformément semiglobalement asymp-
totiquement stable sur © si, pour tout A > 0, il existe un parametre 0*(A) € © et une

8. Clest-a-dire : f(-,z) est mesurable pour chaque z € R" fixé, f(¢,-) est continue pour tout ¢t € R>g
fixé et, pour tout compact U de R>g x R", il existe une fonction intégrable my : R>9 — Rxg telle que
|f(t, )| < mu(t) pour tout (¢,z) € U.
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fonction Ba de classe KL tels que, pour tout xo € Ba et tout tg € R>q, ses solutions
satisfont
‘x(t;:EOathe*)’ SﬁA(|$O|7t_t0)a VtZtU

Définition 1.32 (UGPAS) Le systéme (1.37) est dit uniformément globalement pra-
tiquement asymptotiquement stable sur © si, pour tout 6 > 0, il existe un paramétre
0*(0) € © et une fonction B5 de classe KL tels que, pour tout xog € R™ et tout ty € R,
ses solutions satisfont

|x(t;:c0,t0,9*)| S(S—i—ﬁgﬂl’o‘,t—to), Yt > to.

Dans ces définitions, le terme “uniformément” se rapporte a 'indépendance de la
fonction 8 dans l'instant initial ¢y : en d’autres termes, le comportement qualitatif des
solutions du systéme considéré est indépendant de l'instant initial considéré. A l'inverse,
notons que cette fonction 8 peut dépendre de rayon d’attraction A ou de la précision
6 imposée. En effet, a titre d’exemple, dans nombre d’applications d’Automatique le
choix d’un gain de retour important pour I’augmentation de la précision statique génere
typiquement un dépassement plus important.

Ces deux propriétés de stabilité ont fait I'objet d’une étude détaillée dans mes travaux
de these de doctorat [Chaillet, 2006]. Nous nous cantonnerons ici au rappel de certains
résultats sur F'UGPAS qui ont fait ’objet d’applications que nous présenterons en Section
1.4. Pour des raisons de concision, nous omettons ainsi d’inclure 'analyse de la stabilité
semiglobale.

Le résultat suivant, établi dans [Chaillet and Lorfa, 2006¢], propose une condition de
Lyapunov suffisante pour 'UGPAS de (1.37).

Proposition 1.33 (Condition de Lyapunov pour 'UGPAS) Supposons que, pour
tout 6 > 0 donnée, il existe un parameétre 6(0) € O, une fonction Vs : R>g x R" — Rxq
continiment différentiable, et des fonctions as, a5 et a5 de classe Koo telles que, pour tout
x € R"\ Bs et tout t € R>g,

as(|z]) < Vs(t, ) < ais(lzl) (1.38)
B (1) + 25 0, 0. .0) < e (1.39)
Supposons de plus que
%in(l)ggl oas(6) =0. (1.40)
—

Alors le systéme (1.37) est UGPAS sur ’ensemble ©.

Comparées aux résultats classiques pour la stabilité au sens de Lyapunov, les conditions
(1.38) et (1.39), qui ne sont requises qu’en dehors de la boule Bj considérée, sont naturelles
[Khalil, 2002] : elles requierent que la fonction de Lyapunov considérée soit de dérivée
négative dés que la norme de I’état dépasse la valeur 4. Intuitivement, ’on pourrait
s’attendre a ce que, si ces conditions sont vérifiées pour toute tolérance § arbitrairement
petite, 'UGPAS suive directement. Toutefois, une condition supplémentaire (1.40) sur les
fonctions bornant la fonction de Lyapunov est requise. Cette condition supplémentaire
résulte du fait que la fonction de Lyapunov considérée peut dépendre du parametre 6,
et par voie de conséquence de la tolérance § désirée. Comme il ’a été démontré dans
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[Sepulchre, 2000, Kokotovi¢ and Marino, 1986], cette paramétrisation de la fonction de
Lyapunov peut engendrer des comportements inattendus lorsque la condition (1.40) n’est
pas respectée.

Dans nombre d’applications, comme par exemple la commande de satellites en formation
ou les manceuvres automatique de navires pour le remplissage en pleine mer que nous
présenterons en Sections 1.4.1 et 1.4.2 respectivement, la vérification de la condition (1.40)
résulte de la combinaison de trois propriétés des fonctions de classe Ko, qui bornent la
fonction de Lyapunov considérée : elles sont affines dans le parametre de réglage 0, elles
sont polynomiales et de méme degré et le parametre choisi est inversement proportionnel
a la précision § voulue. Le résultat suivant est une conséquence de la Proposition 1.33
s’adaptant particulierement a cette situation. Bien que moins général, il est souvent plus
aisé a appliquer.

Corollaire 1.34 (Condition simplifiée pour P'UGPAS) Soit © un sous-ensemble de
R™. Supposons qu’il existe une constante p > 0, des constantes a;, a;,b;,b; € R, i € N<, et,
pour chaqye 0 € ©, une fonction continument différentiable Vg : R>g x R™ — R telles
que, pour tout x = (z1,...,7,)"T € R" et tout t € R>o,

n n

> (ag +bi0s) |wil” < Vo(t,x) <3 (@ + bity) | (1.41)
i=1 1=1

ot, pour chaque i € N, et chaque 6 € ©, a; + b,0; > 0 et a; + b;0; > 0. Supposons en
outre que, pour tout 6 > 0, il existe un parameétre 0*(0) € © et une fonction ag de classe
Koo telle que, pour tout t € R>q,

W Wy
o BT+ 50

Alors, si pour chaque i € N — < n, les conditions suivantes sont satisfaites :

|z > 6

(t,z)f(t,x,0%) < —as(|z]) . (1.42)

6—0
b #0 = lim 07 (8)6? =0, (1.44)
6—0

le systéeme (1.37) est UGPAS sur ©.

Il est a noter que, dans bien des cas, 6 représente des gains de commande qui sont
choisis d’autant plus grands que la précision statique requise est fine. Dans ce cas, la
condition (1.43) est trivialement satisfaite.

Remarquons également que l'inégalité (1.41) est validée dans le cas particulier d’une
fonction de Lyapunov quadratique Vy(z) = z¥ P(§)x lorsque la matrice P € R**" peut
s’écrire P(0) = P + P20, ou P;, P, € R™ "™ sont indépendantes de 6.

1.3.3.2 UGPAS pour les systémes en cascade

A partir de ces rappels sur la stabilité pratique, nous présentons maintenant un résultat
permettant de garantir 'UGPAS de systemes en cascade. Nous nous intéressons a des
cascades de la forme

Ty = f1(t,$1,91)+g(t,$,9) (145&)
ig = fg(t,l‘g,gg) (145b)
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ot ¥ := (21, 2T e R x R"2, 9 := (07,01)T € RPr x RP2, t € R, et f1, fa et g sont
localement lipschitziennes dans ’état et satisfont les conditions de Carathéodory pour tous
les 6 considérés. Notons que cette structure est légerement plus contraignante que celle
des systémes étudiés en Section 1.3.2 car elle imose que le terme d’interconnexion g(t,x,0)
apparaisse de maniere additive dans la dynamique du sous-systeme aval.

Nous supposons que ce terme d’interconnexion est uniformément borné a la fois dans le
temps et dan le parametre 62, et qu’il s’annule avec xo :

Hypothése 1.35 (Borne sur le terme d’interconnexion) Pour tout 0, € ©1, il existe
une fonction croissante Gy, : R>g — R>q et une fonction Vg, de classe K telles que, pour
tout 02 € O, tout x € R™ x R"? et tout t € R,

lg(t, z,0)] < Go, (|x])Wo, (|z2]) -

Nous supposons également que chacun des deux sous-systemes pris séparément est
UGPAS, et qu’'une fonction de Lyapunov associée est explicitement connue pour le sous-
systeme aval.

Hypothése 1.36 (UGPAS amont) Le sous-systéme amont (1.45b) est UGPAS sur ©s.

Hypothése 1.37 (Lyapunov UGPAS aval) Pour chaque 61 > 0, il existe un paramétre
07(01) € O1, une fonction Vs, : R>g x R™R>q continiment différentiable, des fonctions oy, ,
as, et ag, de classe Koo, et une fonction cs, de classe PD telles que, pour tout x1 € R™ \ Bs,
et tout t € Rx>o,

as, (|z1]) < Vs, (¢, 1) < @, (|21]) (1.46)

DO ten) + G ton) b1, 07) <~ 1) (147
o t,1)| < e ) (145

511@0%11 oas, (01) =0. (1.49)

Nous retrouvons bien les conditions de la Proposition 1.33 pour 'UGPAS du sous-
systeme aval déconnecté, auxquelles s’ajoute la condition (1.48) sur la bornitude vis-a-vis
du temps du gradient de la fonction de Lyapunov considérée.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat suivant qui, a la maniere
d’autres résultats sur la stabilité asymptotique tels que e.g. [Panteley and Loria, 2001,
Mazenc et al., 1999], propose une condition de croissance sur le terme d’interconnexion pour
garantir 'UGPAS de la cascade. Ce résultat est démontré dans [Chaillet and Lorfa, 2006¢].

Théoréme 1.38 (Cascade de systemes UGPAS) Sous les Hypothéses 1.35, 1.36 et

1.87, supposons que, pour chaque 61 > 0, les conditions de croissances suivantes soient
remplies :

Cgl(S)Gg{((gl)(s) = Olay, oagll o as, (s)) (1.50a)

as,(s) = O(ay,(s)) (1.50D)

lorsque s tend vers linfini. Alors la cascade (1.45) est UGPAS sur l’ensemble ©1 x O.
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Notons que, comme le Théoreme 1.38 ne donne aucune information sur la fonction de
Lyapunov associée a la cascade (1.45), il n’a pour I'instant pas été possible de ’étendre a
des cascades multiples, comme nous ’avons fait pour I'ilSS avec le Théoreme 1.28.

Comme nous le verrons en Sections 1.4.1, 1.4.2 et 1.4.3, ce résultat a été appliqué
dans le cadre de la commande de satellites en formation, de la procédure automatisée de
remplissage de navires en pleine mer, ainsi qu’a la commande de robots manipulateurs. Il
a également donné lieu a une étude de robustesse du rejet de perturbations suite au lissage
de lois de commande discontinues (voir [Chaillet and Lorfa, 2006c]).

1.4 Applications

Nous passons maintenant en revue certaine applications pratiques auxquelles ont donné
lieu les développements théoriques présentés dans ce chapitre. Ces applications concernent
la commande de satellites en formation (Section 1.4.1), le ravitaillement de navires en
pleine mer (Section 1.4.2) et la commande de robots manipulateurs (Section 1.4.3). Nous
ne détaillons que les applications ayant trait a la formation de satellites.

1.4.1 Commande de satellites en formation
1.4.1.1 Commande de la position relative

Nous tenons tout d’abord a souligner le fait que les résultats de cette section font partie
de la these de doctorat de R. Kristiansen [Kristiansen, 2008], dans laquelle ils sont abordés
en détail. Nous nous contentons ici d’illustrer les résultats de robustesse développés en
Section 1.3.3.

Le but de cette section est la commande automatique de satellites dans une configuration
maitre-esclave. Les formations de satellites présentent en effet des avantages intéressants
par rapport a des satellites uniques en termes de coiit de lancement, précision de mesure,
et robustesse. Mais elles induisent également des défis technologiques et une complexité de
commande accrue.

L’une des limitations pour la commande fine de satellites en formation découle de la
mesure ou ’estimation des distances et vitesses relatives entre les satellites. Une connaissance
complete de ces informations sur le satellite maitre est souvent irréaliste en pratique. Les
capteurs permettant de déterminer les positions et vitesses relatives sont généralement
couteux et requierent des ressources de calcul et de communication importantes. Il s’agit
donc de maintenir la formation précisément, tout en n’exploitant qu'un minimum de
capteurs et en échangeant le moins d’information possible entre les satellites.

Une autre difficulté provient de I’évolution des parametres des satellites au cours du
temps. Ces variations peuvent, par exemple, provenir de la consommation de carburant (qui
diminue la masse du satellite au cours de la mission) ou de la déformation du satellite. Des
changements de parametres orbitaux, au cours de la mission, peuvent également intervenir.
Il est en général difficile de communiquer instantanément ces changements aux satellites
suiveurs.

Cette problématique a fait 'objet de nombreux travaux, tels que e.g. [Yan et al., 2000,
de Queiroz et al., 2000, Pan and Kapila, 2001, Yan et al., 2000, Wong et al., 2005]. Une
étude biblioraphique détaillée est disponible dans [Kristiansen, 2008].

Nous présentons ci-dessous une solution au probleme du suivi de trajectoire de la position
relative des satellites en n’exploitant que des mesures de position. Nous proposons deux
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stratégies, suivant le niveau d’information disponible sur le satellite maitre. La premiere
suppose une connaissance exacte de sa position et de ses parametres orbitaux, et suppose
connues les perturbations orbitales affectant le satellite suiveur. En exploitant un filtre
similaire & [Kelly, 1993] pour I’évaluation de la vitesse du satellite maitre, cette premiere
stratégie établit la stabilité globale asymptotique du systeme bouclé. La seconde loi de
commande présentée ne suppose pas les parametres orbitaux connus, ni les perturbations
affectant le comportement du suiveur, mais juste des bornes sur leurs possibles variations.
La stabilité globale pratique (UGPAS), telle que rappelée dans la Section 1.3.3, est alors
établie.

Nous introduisons rapidement le probleme de commande en formation que nous
considérons ici. La trajectoire de deux masses ponctuelles autonomes m; et mso est régie
par I’équation

I

o 7 € R? désigne la position relative des deux masses et pu := G (m1 +msz), G étant la
constante de gravitation universelle. En présence de forces extérieures, cette équation peut
s’étendre a la dynamique de deux satellites commandés et éventuellement soumis a des
perturbations exogenes :

. u

v = —Lgﬁ + @ + -
|71] mp oy

. u

Ty = - a 3Tft E + =L
7] my o my

ou les indices f et | désignent respectivement les satellites esclave (follower) et maitre
(leader), fa, far € R? désignent les forces générées par les diverses perturbations (vent
solaire, micro-collisions, influence gravitationnelles d’autres corps, etc.) et uj, us € R3 sont
les forces générés par les actionneurs embarqués (pousseurs). Pour des raisons de simplicité
nous ne considérons ici qu’une formation composée de deux satellites seulement. La masse
des satellites étant tres inférieures a celle de la Terre M., nous considérerons que pu = GMe,.
En considérant I’anomalie vraie? v du satellite maitre, la dynamique de la position relative
q :=ry —r; s’écrit (cf. [Kristiansen et al., 2005])

myd+C)q+ D@,y [rgl) + oIl Irs) = U+ Fa, (1-52)
ou
0 —v 0
C(v) =2my | v 0 O ,
0O 0 O
Lo — 2 — 0
|rf’ . L .9
D@, i lrgl)i=my | 7 o0
0 0 3
| ]

9. L’anomalie vraie est Pangle entre la position courante du satellite et la direction du périapse (point
de Dorbite ot la distance entre le satellite et la Terre est minimale), mesuré au centre de la Terre.
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.
|71] 1
o(|ril,|rel) ==myu ( 0, 0

3 2
rel® Il

La force résultant des perturbation est notée
m
Fy = fa — Lt
my
et la commande relative est donnée par
m
U:=uy— —ful .
my

Afin de simplifier I’écriture, nous utilisons la représentation suivante :

Cw) = 2msC (1.53)
D(w,in,|ry]) = mf|“|31+mfp2D+mfﬁé (1.54)
ry
0 -1 0 1 0 0
C=|1 0 0 et D= 0 -1 0
0 0 0 0 0 0

L’évolution de 'anomalie vraie du satellite maitre est donnée par

2
) n; (14 e;cosv(t))
D(t) = 57 (1.55)
(1—ef)
. —2n?e; (1 + e cos v(t))? sin v(t)
V(t) = NG )
(1—€f)
ouny = /p/ a? est le mouvement moyen du satellite maitre, a; étant I’axe semi-majeur de

son orbite et e; son excentricité. Lorsque le satellite maitre évolue sur une orbite elliptique,
v(t) et U(t) sont ainsi bornées. Nous exploiterons donc I’hypothese suivante.

Hypothése 1.39 (Anomalie vraie bornée) Il existe des constantes wy,w; > 0 telles
que
P <wy et |P(t)| <wp, VEZ0.

Cette hypothese est exploitée dans les deux résultats suivants. Le premier suppose en
outre que ’anomalie vraie v du satellite maitre ainsi que ses dérivées U et I sont connues.
De la méme maniere, il requiert la connaissance des perturbations orbitales fyr affectant le
satellite suiveur ainsi que la position relative q.

Proposition 1.40 (Mesures disponibles : UGAS) Supposons que la position relative
désirée qx, la vitesse relative désirée ¢, et l’accelération relative désirée §, soient toutes
bornées et que I’Hypothése 1.39 soit vérifiée. Alors lorigine du systéeme (1.52) en boucle
fermée avec la loi de commande

up = —kpg—kad+o— fop + D@, 0, [rs]) + C (V) G« + myis (1.56)
e = —av (157)
Y = q.+bg (1.58)
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ol 4 = q — q«, est uniformément globalement asymptotiquement stable (UGAS) pour un
choiz adéquat des gains de commande ky, kq, a et b.

En d’autres termes, ce résultat montre que, sous des hypotheses de mesures suffisantes
et pourvu que le satellite maitre soit commandée de facon satisfaisante, il est possible
d’effectuer le suivi UGAS de toute trajectoire bornée et suffisamment lisse du satellite
suiveur.

A Tl’inverse, si ces mesures ne sont pas disponibles, une erreur est observée en régime
permanent. Le résultat suivant démontre que cette erreur statique peut étre arbitrairement
diminuée (dans les limites de la puissance des actionneurs) par un choix de gains suffisam-
ment grands. Plus précisément, il ne suppose plus la connaissance de © et I/, mais juste
de leurs bornes @y, et w; (voir I'Hypothese 1.39). De la méme maniére, des perturbations
orbitales sur le suiveur f4 nous supposons maintenant ne connaitre que la borne Wy, a
savoir |fg(t)] < @y pour tout t > 0, et de méme pour les perturbations orbitales et les
défauts d’actionnement affectant le satellite maitre : | fg (t) + wi(t)| < @.

Proposition 1.41 (Bornes connues : UGPAS) Sous les hypothéses ci-dessus, suppo-
sons en outre que I’Hypothése 1.39 soit véréfice et que qs, Gx Gy soient toutes bornées. Alors
le systéeme (1.52), bouclé par la loi de commande (1.57), (1.58) et

I
3
T

up = —kpG —kgd +o+ mf< I+w?,D+wp(?>q+2mfwbéq'*+mf(j* (1.59)
ol § = q — g« et a est une constante positive, est uniformément globalement pratiquement
asymptotiqguement stable sur ’ensemble paramétrique R?;O avec ky, kq et b comme gains de
réglage.

Les Propositions 1.40 et 1.41 illustrent 'imprécision qui peut résulter d’un manque de
mesures ou de la présence de perturbations exogenes inconnues. Cette imprécision peut
toutefois étre réduite par le réglage adéquat des gains. Bien entendu, en pratique, la précision
statique sera limitée par la puissance des actionneurs (qui limitera la valeur maximale des
gains pouvant étre implémentés). Les simulations proposées dans [Kristiansen et al., 2006b]
montrent cependant que, dans des conditions réalistes d’utilisation, ’erreur statique est
réduite de maniere satisfaisante.

Nous soulignons enfin le fait qu’une technique de commande similaire a été proposée
dans [Kristiansen et al., 2009] pour le suivi de trajectoire de l'orientation relative des
satellites en formation (et non plus seulement leur position relative). La encore, le manque
de mesure et les perturbations exogenes conduisent a la stabilité pratique de la boucle
fermée. Pour des raisons de concision, ces résultats ne sont pas présentés dans ce document.

1.4.1.2 Robustesse de la formation de satellites

Une difficulté cruciale des satellites en formation est de maintenir une configuration
précise méme en présence de perturbations exogenes. La plupart de celles affectant les
satellites sont difficilement modélisables. Seules des informations statistiques (comme
Pamplitude, 1’énergie ou la puissance) sont en général disponibles. Ces perturbations
peuvent avoir des origines diverses :

— Interférences entre véhicules. En cas de formation rapprochée ou pour des manceuvres

de rendez-vous orbital, la force et les échappements des pousseurs d’un satellite
peuvent affecter le déplacement d’autres satellites.
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— Vent solaire et radiations. Les particules et radiations bombardées par le soleil
influence le mouvement des satellites. Cette influence est directement liée a 'activité
solaire [Wertz, 1978], qui est difficilement prévisible [Hanslmeier et al., 1999].

— Petits débris. Alors que les impacts avec des débris de taille importante compromet
en général la mission, certains débris plus petits (tels que des particules de peinture,
de la poussiere, des liquides de refroidissement voire des aiguilles métalliques '°) sont
moins dommageables sur le matériel mais influencent tout de méme le mouvement.

— Micro-météorites. Les dégats générés par les micro-météorites sont en général sans
conséquences matérielles, mais les impacts a grande vitesse dégradent les performances
satellites [Belk et al., 1997].

— Perturbations gravitationnelles. Méme les modeles gravitationnels avancés ne per-
mettent qu'une précision limitée due a 'inhomogénéité et la forme de la Terre. En
outre, d’autres corps célestes tels que le soleil et la lune influent sur le comportement
des satellites.

— Imperfection de l'actionnement. 1l existe souvent une différence entre ’actionnement
généré par 'algorithme de commande et 'actionnement réellement mis en ceuvre
par les pousseurs. Cette différence est d’autant plus importante en cas d’algorithmes
continus qui ne prennent pas en compte la nature impulsive des pousseurs.

Les résultats présentés en Section 1.1.3 sur la robustesse des systemes ISS vis-a-vis de
perturbations dont I’énergie moyenne mouvante est bornée peut étre d’utilité pour étudier
Iinfluence de ces perturbations sur le comportement global de la formation.

En suivant les mémes étapes de modélisation que celles de la Section précédente, nous
nous intéressons maintenant a la robustesse de la formation de satellites en configuration
maitre-esclave. Comme précédemment, nous supposons que seule la position relative des
deux satellites est disponible & la mesure.

Contrairement & la section précédente, nous traitons explicitement de la stabilisation
du satellite maitre. L’objectif est que la formation suive une trajectoire exprimée dans le

repere de référence donné par
1

Fo=——0r
o |TO|3 0

Comme précédent, nous supposons les deux premieres dérivées de ’anomalie vraie de
ce repere de référence sont bornées.

Hypothese 1.42 I existe des constantes By,, By, > 0 telles que
o] < Bo et |0lt)] < Byyy V0.
Nous notons p la position du satellite leader dans ce repeére. Nous définissons également 1! :
C () == 20,C', D (0, 1) := 2D + i,C,

ott C et D sont définies dans (1.55), et

To + D To
n(ro,p) == p :

ro + 0P [rol?

10. Le projet West Ford a consisté a placer 480 million d’aiguilles métalliques en orbite afin de tester
la possibilité de créer une ionosphere artificielle permettant une communication radio au niveau global
[Overhage and Radford, 1964].

11. Dans une volonté d’homogénéité avec les articles originaux [Grgtli et al., 2011b, Grgtli et al., 2010],
la notation n’est pas tout-a-fait cohérente avec celle de la section précédente.
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La dynamique du satellite maitre dans le repére de référence est alors donnée par
P+ C )P+ D (0o, V) p+n(ro,p) = Fi (1.60)

ou Fy := (u; + d;)/my. La position relative p du satellite esclave vis-a-vis du satellite maitre
est quant a elle régie e par

p+C () p+ D (Vo,00) p+n(ro+p,p) =Fr— I, (1.61)

ot Fy := (uy+dy)/mys. Comme précédemment, les indices [ et f sont utilisés pour indiquer
les satellites maitre et esclave respectivement. d; et dy représentent des perturbations
exogenes agissant sur chacun des satellites (e.g., interférence inter-satellites, petits impacts
de débris, vent solaire, etc.).

Soit pg : R>¢p — R? la trajectoire & suivre par le satellite maitre dans le repere de
référence, et soit e; := p — pg. Nous supposons ne mesurer que la position p du satellite, et
non sa vitesse. Nous exploiterons pour cela une estimée p que nous dériverons. p:=p —p
représente ainsi ’erreur d’estimation. Dans I'esprit de [Berghuis, 1993], la loi de commande
que nous utilisons est donnée par

w =mi[a + C (%) a+ D (Zo, 56) p + 1 (1, p)

~ k(o — )| (1.62)
Pr =pd — ey (1.63)
Po =p — lp, (1.64)

ou k; et £; sont des gains de réglage. L’estimée de la vitesse du satellite maitre est alors
obtenue par

]5 =aqa; + (ll + 51)]3 (1.65)
a = pa+Lbp, (1.66)
ou I; est également un gain de réglage. En posant X; := (elT,élT,;ﬁT,ﬁT)T € R? et

d:=(d], d})T € R®, la dynamique du satellite maitre s’écrit :
X, = Ai(0(t))X; + Bid, (1.67)

ol les matrices A; € R1?%12 et B; € R™*6 sont données par

03 I3 03 03 03 O3
v | a2 ax(Ps) azs as _ 11 I3 03
Al(]/o) T 03 03 03 I3 ’ Bl T m 03 03 ) (168)
asi  as2(Vo) @43 Qua I3 03
avec

a1 = a4 = —kill3
agy = Q49 ‘= —C(ﬁo) — k’lfg
a3 = —k1£113
agy = kllg
a3 = (k=)0 I3

ag, = (k=1 —0)Is.
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En ce qui concerne le satellite esclave, notre objectif est de lui faire suivre une trajectoire
pd : R>o — R3 relative au satellite maitre. La encore, nous définissons /3 € R? comme
I'estimée de la position du satellite esclave, ainsi que ey := p — pg et p:= p — p. La loi de
commande employée est la suivante :

wp =my [Ba+ ja+ C () (Ga+ pa)

+ D (0, ) (p+ p) + 1 (10 +p,p) + 1 (r0,p) (1.69)
— k(5o — ) — ky (50 — ) (1.70)
PR (1.71)
po =p—Lsp, (1.72)
ou l'observateur de la position est donné par
p=ar+(ly+L5)p (1.73)
ap = pa+1lplep. (1.74)

kg, l; et £; désignent des des gains de réglages. Nous soulignons le fait que, pour implémenter
(1.69), les équations (1.63)-(1.66) doivent elles aussi étre implémentées dans 1’algorithme
de commande du satellite esclave.

En définissant Xy := (e},é}r,ﬁT,ﬁT)T € R'2, et en combinant (1.61) et (1.69)-(1.74)
et en insérant la and inserting the leader spacecraft controller, la dynamique du satellite
esclave peut étre résumée par

Xf :Af(l)o(t))Xf—i-de, (1.75)

ot A¢(7,) est obtenue par A;(2,) (cf. (1.68)) en substituant les indices | par f dans les
sous-matrices a;;, et

03 03
B, — 1 —’I?”Lf[3 mlfg
= mlmf 03 03
—’I?”Lf]g mlfg

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat suivant, qui garantit la
stabilité de la formation ainsi commandée vis-a-vis de perturbations dont énergie est a
moyenne mouvante limitée. Une estimée explicite de la précision statique est donnée en
fonction de cette moyenne mouvante.

Proposition 1.43 (Robustesse de la formation) Sous I’Hypothése 1.42 , considérons
les lois de commande des satellites maitre et esclave données par (1.62)-(1.66) et (1.69)-
(1.74) respectivement avec, pour chaque i € {l, f}, l; > 2k;, ki > 2k et £; > 1, ot

m$\ 2 (12 +1)
k=l 4 By 202 41+ |14 —L ) 2T 1.76
Fi= it B 26+ +< +m2> 2 (1.76)

l

Pour toute précision § > 0 donnée et tout horizon temporel T' > 0, considérons la moyenne

mouvante -
1 1 1 el — 1
E==min {#Z - /4t +1+=36>———— 1.77
4%?11,1}}{1 PARRIRIEY (P e (1.77)
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min;e gy b/ max;eq Li3
- SO e{L.r} {z} . (1.78)

maxie{l’f} {63 + %\/4621 + 1 + %}

Alors, pour tout d € Wy (E,T) ouv(s) := s%, la boule Bs est globalement exponentiellement
stable pour la formation résumée par (1.67) et (1.75).

Ce résultat se base sur le Corollaire 1.17 sur la robustesse des systémes ISS vis-a vis de
perturbations & moyenne mouvante bornée. Sa preuve est donné dans [Gretli et al., 2011b,
Grgtli et al., 2010]. Des simulations validant ces prévisions théoriques sont également
proposées dans ces références. Notons enfin qu’'un réglage optimal des gains de commande
utilisés dans cette proposition a été proposé dans [Grotli et al., 2011a].

1.4.2 Ravitaillement de navires en pleine mer

Le ravitaillement en pleine mer est une manceuvre pour laquelle le navire ravitailleur
doit suivre le navire a ravitailler a une distance constante. Il requiert une coordination fine
entre les deux navires. Jusqu’a récemment, cette opération se faisait de maniere manuelle en
recourant & des échanges d’instructions visuelles basées sur des drapeaux. Le GPS et ’AIS
(systeme d’identification automatique) permettent aujourd’hui une gestion automatique de
cette manoeuvre.

L’auto-pilote est toutefois confronté a des défis de taille. Le navire ravitailleur n’a
généralement que des connaissances tres succinctes sur le navire a ravitailler, et ne dispose
en général que de la mesure de sa position. En outre, des perturbations exogenes telles
que la houle, le vent et les courants peuvent fortement affecter le comportement des deux
navires.

Dans [Kyrkjebg et al., 2006] 12, nous avons proposé une approche basée sur un navire
virtuel pour générer une vitesse de référence pour le navire de ravitaillement. Nous avons
exploité les résultats de la Section 1.3.3 pour montrer que le systéme en boucle fermée est
UGPAS en présence des perturbations listées ci-dessus. Pour des raisons de concision, nous
ne détaillons pas cette étude ici.

1.4.3 Commande de robots manipulateurs

Dans la littérature des systéemes mécaniques, une attention particuliere a été donnée a
I’analyse de la robustesse sous 'influence des frottements. Ceux-ci sont difficiles & modéliser
précisément. Certains travaux, tels que [Alamir, 2002], visent & une compensation des
frottements sans modele. D’autres se basent sur des modeéles approximatifs. D’une maniere
générale, les modeles de frottement peuvent étre divisés en deux catégories : les modeles
statiques, dans lesquels les forces et couples de frottement dépendent de la vitesse relative
instantanée entre les deux corps métalliques (comme par exemple les frottements visqueux),
et les modeles dynamiques, qui font intervenir les valeurs passées de la vitesse relative
[Canudas de Wit et al., 1995, Swevers et al., 2000]. Qu’ils soient statiques ou dynamiques,
les frottements peuvent généralement étre modélisés comme une force qui dépend du temps
et de I’état du systeme mécanique.

12. Ces résultats figuraient également dans ma thése de doctorat [Chaillet, 2006] ainsi que dans celle d’E.
Kyrkjebo[Kyrkjebg, 2007].
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Les performances des robots manipulateurs peuvent aussi étre dégradées du fait de
dynamiques non-modélisées. C’est le cas de la commande PID (Proportionnelle Intégrale
Dérivée), couramment utilisée dans des applications industrielles [Kelly, 1995, Rocco, 1996,
Perrier and Canudas de Wit, 1996, Choi and Chung, 2004].

Dans [Chaillet et al., 2007c, Chaillet et al., 2006] '3, nous avons exploité les résultats
présentés en Section 1.3.3 pour montrer qu’un réglage adéquat des gains PID permet d’élargir
le domaine d’attraction & loisir et de d’augmenter arbitrairement la précision statique :
en d’autres termes, la boucle fermée est uniformément semiglobalement pratiquement
asymptotiquement stable. Cette analyse suggere de plus une méthode de réglage des gains.
Des simulations, ainsi qu’une implémentation expérimentale sur un bras manipulateur
“Pelican” développé au CICESE (Mexique), ont permis de validé ces prévisions théoriques.
La encore, nous ne détaillons pas ces résultats pour des motifs de concision.

13. Ces résultats ont également été présentés dans [Chaillet, 2006].
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Chapitre 2

Analyse et commande de la
synchronisation pour des
applications aux neurosciences

La plupart des résultats obtenus dans cette section sont le fruit du travail de thése
[Franci, 2012] d’A. Franci, que j’ai eu le plaisir de co-encadrer avec F. Lamnabhi-
Lagarrigue et W. Pasillas-Lépine. Certains résultats ont été obtenus en collabora-
tion avec S. Bezzaoucha, E. Panteley et L. Scardovi. Ils ont fait ’objet des pu-
blications suivantes : [Franci et al., 2012a, Franci et al., 2012b, Franci et al., 2012c,
Franci et al., 2011a, Franci et al., 2011b, Franci et al., 2011c, Franci et al., 2011d,
Franci et al., 2011e, Franci et al., 2010, Franci and Chaillet, 2010a).

2.1 Kuramoto sous le retour de son champ moyen local

Les oscillations neuronales jouent un role central dans le fonctionnement du cerveau.
Elles sont a la base de fonctions fondamentales telles que la mémoire, la cognition, ou la
génération de mouvement [Traub and Whittington, 2010]. Elles peuvent néanmoins étre
a lorigine d’états pathologiques tes que la maladie de Parkinson (MP), le tremblement
essentiel, la schizophrénie ou ’épilepsie.

Les patients Parkinsoniens, en particulier, sont affectés par une intense activité oscilla-
toire synchronisée dans certaines zones profondes du cerveau. Cette oscillation intervient
dans la gamme beta, a savoir entre 8 et 30Hz, et son intensité est fortement corrélée a
celle des symptomes physiques [Hammond et al., 2007]. Bien que les mécanismes de la MP
soient encore méconnus, ils dérivent de la disparition de neurones dopaminergiques au sein
de la substantia nigra. Le traitement le plus courant consiste donc a compenser cette perte
de dopamine par I'ingestion de L-Dopa. Si ce traitement chimique donne de bons résultats
dans les premieres années du traitement, son efficacité tend a diminuer considérablement
avec le temps.

Pour les patients ayant déclaré la maladie suffisamment tot, un traitement symptoma-
tique efficace est la stimulation cérébrale profonde (Deep Brain Stimulation, DBS). Cette
technique, inventée dans les années 1990 par Prof. Benabid [Benabid et al., 1991], consiste
a stimuler en permanence une zone profonde ciblée (en général, le noyau sous-thalamique)
au moyen d’électrodes implantées reliées a un pacemaker, comme illustré par la Figure 2.1.

Bien que la MP en reste la premiere application thérapeutique, la DBS est utilisée
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(a) Représentation schématique. (b) Radiographie cranienne.

FIGURE 2.1 — Implémentation de la DBS.

dans le cadre d’autres pathologies telles le tremblement essentiel, I’épilepsie, les troubles
obsessionnels compulsifs ou la dépression. Malgré des résultats thérapeutiques impression-
nants, la DBS souffre encore de limitations importantes. La plupart des techniques de
DBS actuelles n’exploitent aucune information sur 'activité cérébrale du patient : elles se
cantonnent & injecter en permanence un signal carré (impulsions de 60 & 200ms d’amplitude
1 &4 5V, a une fréquence de 120 & 180Hz) dont les parametres sont ajustés pour chaque
patient apres I'opération. Il s’agit donc d’une stimulation purement boucle-ouverte, ce
qui a des conséquences importantes en termes d’effets secondaires (e.g. troubles de la
mémoire, troubles psychiatriques, problemes liés a la parole [Rodriguez-Oroz et al., 2005])
et de consommation énergétique (qui mene a des opérations chirurgicales supplémentaires
pour le remplacement des batteries).

Les tentatives de développement d’'une DBS boucle-fermée, c’est-a-dire exploitant des
informations temps-réel sur I'activité cérébrale du patient, se heurtent a plusieurs obstacles
inhérents. Tout d’abord, du fait de ses incertitudes, hétérogénéités, non-linéarités inhérentes
et de sa grande dimension, la dynamique régissant une population neuronale est fortement
complexe. De plus, en raison de la taille des électrodes par rapport a 1’échelle neuronale,
I'unique mesure réalistement exploitable est le champ moyen local, a savoir une grandeur
scalaire résultant de la somme pondérée des potentiels membranes des neurones de la
zone considérée. Pour cette méme raison, un seul signal de commande (la tension délivrée
par I’électrode) est disponible. Enfin, la synchronisation intempestive des neurones étant
liée aux symptomes, le but de la commande est d’altérer la synchronisation des cellules
neuronales visées, ce qui n’est pas un objectif classique de la théorie de la commande. En
langage automaticien, il s’agit donc d’altérer la synchronisaton d’un systéme non-linéaire
complexe de grande dimension mono-entrée mono-sortie.

Une autre limitation de la DBS actuelle est le manque de connaissance sur son principe de
fonctionnement au sein méme de la communauté médicale [Kringelbach et al., 2007]. Plus
précisément, il n’est pas encore clair si la DBS agit en désynchronisant les cellules neuronales,
en inhibant leur activité, ou en modifiant leur fréquence vers un domaine fréquentiel non-
symptomatique. Dans ce qui suit, nous étudions l'effet d’une loi de commande scalaire
proportionnelle au champ moyen local (Local Field Potential, LFP) sur les deux premieres
hypothéses. Nous montrons, a partir d’'un modele simplifié du rythme neuronal (des
oscillateurs de phase) qu'un tel signal de DBS peut engendrer soit la désynchronisation des
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neurones visés soit leur inhibition, suivant leur propre hétérogénéité et le gain de retour
employé.

Au dela de sa simplicité mathématique, qui permet a la fois une analyse mathématique
et une implémentation pratique simple, ’approche par retour proportionnel du LFP
est particulierement attrayante d’un point vue énergétique. Puisque le LFP diminue
considérablement en cas d’inhibition neuronale ou de désynchronisation, le signal DBS est
de plus faible amplitude a mesure que son objectif de commande est atteint.

Le modele que nous utilisons est obtenu a partir des oscillateurs complexes de Landau-
Stuart. Apres des simplifications classiques, nous montrons que la dynamique de leur phases
est régie par une version modifiée du modele de Kuramoto [Kuramoto, 1984] : voir Section
2.1.1. Nous établissons ensuite, en Section 2.1.2, que le verrouillage de phase exact est
génériquement incompatible avec un retour proportionnel au LFP, quelque soit la topologie
d’interconnexion entre les neurones. Toutefois, en démontrant une propriété de robustesse du
verrouillage de phase, nous montrons en Section 2.1.3 que la désynchronisation effective des
neurones requiert une stimulation d’amplitude suffisamment grande. En nous concentrant
sur une topologie d’interconnexion complete (all-to-all), nous proposons enfin des valeur
du gain de retour permettant soit la désynchronisation (Section 2.1.4.1) soit Iinhibition
(Section 2.1.4.2) des neurones concernés.

2.1.1 Des oscillateurs de phase pour modéliser le rythme de neurones
sous DBS

Nous nous intéressons ici a des neurones périodiques, c’est a dire des neurones qui, pris
indépendamment, génerent des potentiels d’action a intervalles réguliers. Bien qu’une riche
variété de comportements neuronaux existe, les neurones périodiques sont communément uti-
lisés pour I’analyse de la synchronisation neuronale, cf. e.g. [Ermentrout and Terman, 2010,
Chapitre 8], [Izhikevich, 2007, Chapitre 10], [Pyragas et al., 2007]. La dynamique des neu-
rones est en effet extrémement complexe et régie par plusieurs équations différentielles
non-linéaires couplées [Hodgkin and Huxley, 1952]. Afin de pouvoir établir des résultats
analytiques sur la synchronisation neuronale sous l'effet d’un signal DBS, il est donc
nécessaire de travailler avec un modele simplifié, apte a représenter la rythmicité des
neurones.

Ainsi, nous considérons 'oscillateur complexe suivant, connu sous le nom d’oscillateur
de Landau-Stuart, qui représente une forme normale d’une bifurcation d’Andronov-Hopf
supercritique ! :

i = (iwo + p? — |2)?)z, z€C, (2.1)

ol wo, p € R. Ce modele capture deux propriétés fondamentales des neurones périodiques.
Premiérement, comme le montre [Guckenheimer and Holmes, 2002, Théoréme 3.4.2], il
exhibe une oscillation stable d’amplitude |p| a la fréquence w,, ce qui correspond au
rythme périodique des potentiels d’action. De plus, il est possible d’associer a sa par-
tie réelle le potentiel membranaire, qui constitue la sortie mesurable du neurone, et sa
partie imaginaire & une variable de récupération qui rend compte d’autres effets phy-
siologiques. Une telle simplification a été largement exploitée dans la littérature sur la
synchronisation : cf. e.g. [Kuramoto, 1984, Ermentrout, 1990, Ren and Ermentrout, 2000,
Hauptmann et al., 2005b, Rosenblum et al., 2006, Popovych et al., 2006, Pyragas et al., 2007,

1. Une telle bifurcation correspond au passage d’un équilibre a un cycle limite stable par la génération
de deux valeurs propres imaginaires pures.
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Omel’chenko et al., 2008]. Dans le plan de phase, elle consiste & assimiler un cycle limite
par un cercle, comme l’illustre la Figure 2.2.

Im(z)

V (mV)
n

5 s 60 62 64 66 68 70 8 70 60 50 40 30 20 10 0 10 20
Time (s)

FIGURE 2.2 — Potentiel d’action neuronal typique, représentation exacte dans le plan de
phases et approximation par le modele de Landau-Stuart.

Bien que le couplage entre neurones puisse s’effectuer de diverses manieres, nous
nous focalisons ici sur un couplage diffusif, & la maniere de [Maistrenko et al., 2005,
Pyragas et al., 2007, Tukhlina et al., 2007, Tass, 2003]. Un réseau de N € N>; neurones
couplés peut alors étre modélisé par

N
Gi= (i + 07 = sz + Y rigz —z), Vi=1,...,N,
j=1

ouk;j €R,4,j=1,..., N, représente le gain de couplage de l'oscillateur j vers l'oscillateur
i. Le vecteur w := [wilicq1,.. N} € RN contient les fréquences naturelles des oscillateurs.

Comme, en pratique, la topologie d’interconnexion neuronale est peu connue, nous
autorisons pour le moment une matrice x = [K;]ij=1,..N € RN*N arbitraire. Comme
nous l'avons déja évoqué, la seule mesure réaliste en pratique est le LFP, c’est-a-dire la
somme pondérée des potentiels membranaires. La distance inconnue de chaque neurone a
I’électrode de mesure, ainsi que la conductance méconnue du tissu font de la contribution
de chaque neurone au LFP une grandeur inconnue. En conséquence, la sortie du systeme
considérée est la suivante :

N
Y= ZajRe(zj), (2.2)
j=1

ot a = [jlj=1,. N € ]Rgo décrit I'influence de chaque neurone sur la mesure de ’électrode.
Cette sortie est appelée champ moyen local (LFP). De la méme maniére, nous définissons
Bj €R, j=1,...,N comme le gain représentant l'influence du signal DBS sur le neurone
j- Nous le supposons inconnu lui aussi. La paire de vecteurs («, 3) définit donc ’ensemble
mesure-stimulation. La dynamique des N oscillateurs couplés sous I'influence de cette DBS

par retour de sortie s’écrit alors, pour chaque i € {1,..., N},
N N
2 = (lw; + p? - |zi|2)zi + Z kij (25 — z) + B Z ajRe(z;). (2.3)
j=1 j=1

Nous supposerons par la suite que la norme de chaque z; reste égale a une constante r; > 0
a chaque instant. Cette hypothese est amplement discutée dans [Franci et al., 2012c] ainsi
que [Franci, 2012, Chaptitre A]. En particulier, elle est vérifiée au premier ordre si les gains
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kij et B; sont suffisamment faibles, indépendamment de la valeur des fréquences naturelles
w; (voir [Franci, 2012, Proposition A.1, Remarque A.2] pour plus de détails). Notons que
cette hypothese est communément admise dans la littérature, cf. e.g. [Kuramoto, 1984,
Ermentrout and Kopell, 1990, van Hemmen and Wreszinski, 1993, Brown et al., 2003], ou
encore [Aeyels and Rogge, 2004, Jadbabaie et al., 2004, Acebrén et al., 2005]. A partir de
cette hypothése, en posant z; = r;e'?s pour chaque i € {1,...,N}, il est aisé de montrer
que la dynamique régissant la phase 6; de chaque oscillateur est donnée par

N N
0i = wi + Y (kij +7ig) sin(0; — 6;) = > iy sin(6; + 6;), (2.4)
=1 j=1

ou la matrice de couplage est définie par

r
Til45=1,.,N
et la matrice gains de retour est
B; it N
V= Diglyjor,on = [27{] . cR . (2.6)
LJ=1s0

Nous définissons également la matrice de couplage modifiée comme
NxN
.= [Fij]i,jZI,...,N = [k'LJ +’yij]i7j=17...,N e RV, (27)

Notons que le systéme ainsi obtenu, possede de grandes similarités avec celui de Kuramoto
[Kuramoto, 1984, Winfree, 1980] : plus précisément, en négligeant le termes en sin(6; +
6;), qui proviennent du signal DBS que nous avons choisi, nous retrouvons un réseau
d’oscillateurs de Kuramoto avec fréquences propres et gains d’interconnexion hétérogenes.

Notre étude visant a I’analyse de la synchronisation d’un tel réseau d’oscillateurs, nous

définissons enfin la dynamique incrémentale pour chaque i,j € {1,...,N} :
. . N
0; — Hj = Wi —Wwj —Z(%g Sin(ej + 91) + vje Sin(&g + (91))
=1
N
+>  (Tiesin(0— 6;) — Tjesin(6,— 0)). (2.8)
(=1

2.1.2 Existence du verrouillage de phases

A partir du modele (2.4) ou de sa version incrémentale (2.8), nous étudions maintenant
les phénomenes de synchronisation de cet ensemble de neurones sous 'effet d’un signal de
DBS proportionnel au LFP. Plus précisément, nous cherchons a déterminer I’existence ou
non d’un verrouillage de phase, c’est a dire d’une configuration pour laquelle toutes les
phases évoluent a la méme fréquence, avec des déphasages constants. Une telle configuration
correspond & un point fixe de la dynamique incrémentale (2.8). Nous distinguons deux
types de verrouillage de phase : ceux pour lesquels les phases oscillent, qui correspondent
a une situation d’activité neuronale synchrone (donc pathologique) et ceux pour lesquels
les phases sont constantes, qui correspondent & une situation d’inhibition neuronale (non-
pathologique).
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Définition 2.1 (Verrouillages de phases) Le réseau d’oscillateurs (2.4) est dit & phases
verrouillées si sa solution satisfait

0;(t) — 6;(t) =0, Vi, je{l,....N}, ¥t>0. (2.9)

Une solution a phases verrouillées est dite oscillante si, de plus, HZ(t) # 0, pour presque
toutt >0 et tout i € {1,...,N}. Si, a linverse, 0;(t) = 0 pour presque tout t > 0, alors
les oscillations sont dit inhibées.

Cette définition du verrouillage de phase correspond & la “synchronisation en fréquence”
ou “synchronisation de Huygens” telles que définies dans [Fradkov, 2007]. Elle est 'une des
propriétés les plus étudiées dans le cadre des oscillateurs de phases [Pikovsky et al., 2001,
Kopell and Ermentrout, 2002, Aeyels and Rogge, 2004, Chopra and Spong, 2009] ou en-
core [Acebrén et al., 2005, Jadbabaie et al., 2004], [van Hemmen and Wreszinski, 1993,
Assisi et al., 2005], [Sepulchre et al., 2007], [Sarlette, 2009], [Fradkov, 2007],

[Ko and Ermentrout, 2009], [Dorfler and Bullo, 2011]. L’inhibition, quant a elle, a fait I’ob-
jet de I'étude [Ermentrout, 1990].

Le résultat suivant, dont la preuve est disponible dans [Franci et al., 2011b], établit
que, pour une topologie d’interconnexion générique entre les neurones, I'utilisation d’un
retour proportionnel au LFP empéche le verrouillage de phase oscillant.

Théoréme 2.2 Pour presque toutes fréquences naturelles w € RY, presque toutes matrices
d’interconnexion k € RN*N et presque tous gains de retour v € RV*N | le systéme (2.4)
n‘admet pas de solutions oscillantes a phases verrouillées.

Ainsi, génériquement, sous l'action d’un signal de DBS proportionnel au LFP, seules
deux situations sont possibles : soit les phases ne sont par verrouillées, soit elles sont
inhibées. Ces deux situations correspondant a des cas non-pathologiques, ce résultat est
donc encouragement d’un point de vue thérapeutique, d’autant plus qu’il est valable sous
des hypotheses tres générales en termes de topologie d’interconnexion et des gains « et 3
définissant ’ensemble mesure-stimulation.

Cependant, il est important de noter que I’absence de verrouillage de phase n’empéche
pas nécessairement une situation pathologique. En effet, si le Théoreme 2.2 exclut géné-
riquement la possibilité d’une synchronisation oscillante exacte, elle n’interdit pas la
possibilité d’'un “quasi-verrouillage de phases”, a savoir des solutions effectuant de faibles
oscillations autour d’un verrouillage de phase exact, comme illustré par la Figure 2.3.

Mathématiquement, ces phases ne sont pas verrouillées. Cependant, d’un point de vue
meédical, une telle situation conduirait quoi qu’il en soit & des symptomes pathologiques.
Nous caractérisons formellement ce phénomene dans la section suivante.

2.1.3 Robustesse du verrouillage de phase

Afin d’étudier le phénomeéne de “quasi-verrouillage de phase” et de quantifier 'intensité
minimale requise pour une désynchronisation effective des cellules neuronales, nous effec-
tuons ci-dessous une analyse de la robustesse du verrouillage de phase vis-a-vis d’entrées
exogenes additives quelconques, qui incluent le signal de DBS comme un cas particulier.

L’analyse de la robustesse de la synchrnonisation au sein d’un réseau fini d’oscil-
lateurs de Kuramoto a fait I'objet d’autres travaux dans la littérature. En particulier,
[Cumin and Unsworth, 2007] propose une analyse numérique compléte de la robustesse
vis-a-vis de fréquences naturelles et de gains d’interconnexions variant dans le temps,
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F1cURE 2.3 — lustration du quasi-verrouillage de phase. Le retour DBS est activé a t = 3.
Le taux de synchronisation 7+ et la phase moyenne 1 sont définies par roel? := % Ef\i 1 elfi,
En cas de verrouillage de phase, les quantités ro, et 6; —1 sont constantes. Ici elles effectuent
de faibles oscillations autour d’une valeur constante.

ainsi que de termes de couplage non-sinusoidaux. Ce travail suggere une certaine robus-
tesse vis-a-vis de toutes ces perturbations. A notre connaissance, I’étude analytique de
la robustesse du verrouillage de phases dans un réseau de Kuramoto de dimension fi-
nie n’a été abordée que pour des fréquences naturelles constantes [Jadbabaie et al., 2004,
Chopra and Spong, 2009, Dérfler and Bullo, 2011]. L’approche de type Lyapunov conduite
dans [van Hemmen and Wreszinski, 1993] suggere que cette analyse peut étre approfondie.

A cette fin, nous considérons la généralisation suivante du systeme (2.4) :
. N ~
0i(t) = wi(t) + > kiyjsin(0;(t) — 0;(t)), ¥t >0,Vie{l,...,N} (2.10)
j=1

ou w; : R — R représente une entrée exogene additive continue par morceaux quelconque
et k = [l;:ij]iyjzl,m,N S ]R]>VOXN est la matrice de couplage. Nous soulignons le fait que,
dans cette section, seuls des gains d’interconnexion positifs sont considérés ; les éventuels
gains strictement négatifs sont supposés minoritaires et pourront étre traités comme des
perturbations (& ajouter a w;).

Au dela de leffet d’un retour de LEP, le signal exogéne w permet de prendre en compte
a la fois 'hétérogénéité entre les oscillateurs, la présence de perturbations non-modélisées,
I'influence d’incertitudes paramétriques, et les effets liés a la topologie d’interconnexion (e.g.
couplage variant dans le temps et gains d’interconnexion négatifs). Considérons pour cela la
fréquence naturelle w; de l'oscillateur i € {1,..., N}, g;(t) 'incertitude sur chaque gain de
couplage I;:ij, et p;(t) 'influence de perturbations externes et de dynamiques non-modélisées.
En supposant que p;, €;; : R>g — R sont des fonctions bornées et continues par morceaux,
les effets de toutes ces influences ainsi que celui du retour proportionnel au LFP peuvent
étre analysées de maniere unifiée par le systeme (2.10) en posant, pour tout ¢ > 0 et tout
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ie{l,...,N},
N
@i(t) = wi+pit) + Y eij(t) sin(0;(t) — 6:(t)) (2.11)
=1
N J
+ 3 [y sin(0; () — 05(t)) — i sin(0;(t) + 0:(1))],

qui est bien défini du fait de la complétude avant du systeme (2.10) 2.
Nous définissons ensuite 'entrée de référence @ de (2.10) comme

_ ;ij(t), ¥t >0 (2.12)

et I'écart autour de cette entrée de référence comme @ := [@;],¢ {1,..,N} Ol
Wi(t) = w;(t) —w(t), Vi=1,...,N, Vt>0. (2.13)

En remarquant que w; — w; = @; — @j, la dynamique incrémentale correspondant a (2.10)
peut alors s’écrire

N N

0:(t) — 0;(t) = —@i(t) + > kiesin(0p(t) — 0:(£) — > _ Ejesin(0,(t) — 05(t)), (2.14)
/=1 /=1

pour chaque i,j € {1,..., N} et tout ¢ > 0. Par la suite, nous utiliserons la notation 0

pour désigner les variables incrémentales :
0= [0: — 0)ij=1,..niz5 € TOV. (2.15)

Nous avons proposé dans [Franci et al., 2010, Franci et al., 2011b] une analyse générale
de la robustesse du verrouillage de phase vis-a-vis de perturbations exogenes additives .
Elle montre que le verrouillage de phase est localement ISS par rapport a des entrées w
d’amplitude suffisamment faibles. L’ISS locale vis-a-vis de petites entrées étant formel-
lement équivalente a la stabilité asymptotique, et le verrouillage de phase pouvant étre
traduit comme une propriété de stabilité asymptotique pour la dynamique incrémentale, ce
résultat n’est pas surprenant. Sa contribution réside donc principalement dans 'utilisation
d’une fonction de Lyapunov explicite, qui permet de quantifier le domaine d’attraction et
I’amplitude des entrées tolérables pour certaines topologies d’interconnexion.

En particulier, dans le cas d’un couplage complet (all-to-all), nous avons obtenu dans
[Franci et al., 2010] le résultat suivant.

Proposition 2.3 (Condition nécessaire pour la désynchroni§ati0n) Considérons le
systéme (2.10) en topologie d’interconnexion compléte, c’est-a-dire k;ij = ko > 0 pour tout
i,j €{1l,...,N}. Alors, pour tout € € [0, g] et toutes perturbations w satisfaisant

ol < g o= VN (T

2 - e) (2.16)

ot @ est défini par (2.12)-(2.13), nous avons que :

2. La complétude avant de (2.10) se déduit directement du fait que le champ de vecteur régissant sa
dynamique est borné et globalement lipschitzien.
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1. l’ensemble D, := {é e TIN-D*; ]§|OO <3- 6} est positivement invariant pour le
systeme (2.14);
2. pour tout Oy € Dy, U'ensemble D, est attractif et la solution de (2.14) satisfait

- - k 2
‘9(15)’ < g ‘90’ e Bt Dol vt >o0. (2.17)

La Proposition 2.3, considérée pour € = 0, établit en particulier I'ISS exponentielle
locale de la synchronisation, dans le cas d’une interconnexion complete, vis-a-vis de
d’entrées d’amplitude inférieure a % Son domaine d’attraction contient I’ensemble
Dy, et autorise donc I’étude de toutes conditions initiales dont les différences de phases
sont contenues dans le demi-cercle [—g, g] Elle étend ainsi partiellement les résultats
de [Chopra and Spong, 2009, Dorfler and Bullo, 2011] au cas d’entrées non-constantes.
D’un coté, elle autorise de considérer un domaine d’attraction plus ample que celui de
[Chopra and Spong, 2009] et permet d’estimer le taux de convergence indépendamment
du domaine d’attraction choisi. De 'autre, le gain de couplage requis pour 1’obtention
d’une précision statique donnée est comparable a celui de [Chopra and Spong, 2009,
mais plus contraignant que celui proposé dans [Dorfler and Bullo, 2011]. En outre, il
est a noter que, pour un petit domaine d’attraction considéré, le taux de convergence
obtenu dans la Proposition 2.3 n’est pas aussi bon que ceux de [Chopra and Spong, 2009,
Doérfler and Bullo, 2011].

Dans le cadre de la DBS en boucle-fermée, puisque le signal de stimulation proportionnel
au LFP est un cas particulier de la perturbation w (cf. Equation (2.11)) , la Proposition
2.3 établit une condition nécessaire, en terme de I'amplitude minimale du signal DBS
appliqué, pour la désynchronisation effective de la population neuronale. La prochaine
section s’attache a trouver des conditions suffisantes pour la suppression des oscillations
pathologiques.

2.1.4 Altération de la synchronisation par commande proportionnelle
au champ moyen local

Comme nous 'avons vu en Section 2.1.2; 'utilisation d’un signal DBS proportionnel au
LFP mesuré semble une bonne candidate pour I'atténuation des oscillations pathologiques
puisqu’elle empéche le verrouillage de phase oscillant exact. Cependant, comme le montre
I’étude de robustesse de la Section 2.1.3, la désynchronisation effective ne saurait étre
obtenue par ’application d’un signal DBS d’amplitude trop faible. Dans le reste de
cette section, nous proposons des conditions sur le gain de retour pour 1’obtention d’une
synchronisation effective (Section 2.1.4.1) ou pour l'inhibition neuronale (Section 2.1.4.2).

2.1.4.1 Désynchronisation

Bien que la notion de désynchronisation ait une signification relativement intuitive,
sa définition formelle n’est pas immédiate. Une maniere de garantir un désordre suffisant
au sein d'un réseau d’oscillateurs est d’induire du chaos dans la dynamique de leurs
différences de sorties. C’est ’approche suivie par les techniques de chaotification, cf.
e.g. [Zhang et al., 2009, Chen and Yang, 2003]. Cependant, le chaos peut se révéler une
spécification trop forte dans certaines applications : la plupart de ces techniques requierent
en effet trop d’information sur le comportement des oscillateurs pour étre implémentées en
DBS.
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D’un autre coté, le fait de simplement garantir que le comportement des oscillateurs
n’est pas synchronisé n’est généralement pas suffisant pour garantir la désynchronisation.
Comme nous 'avons déja évoqué, dans le cas d’oscillateurs de phase, un phénomene de
“quasi-verrouillage de phases”, caractérisé par de faibles oscillations autour d’une différence
de phases constante, peut étre observé entre le verrouillage de phase et la désynchronisation
effective : voir Figure 2.3. Dans ce cas, les définitions usuelles de synchronisation sont
violées puisque, leurs différences de phases n’étant pas constantes, les oscillateurs ne sont
ni synchronisés en phase [Strogatz, 2000], ni a phases verrouillées [Franci et al., 2011b], ni
synchronisés en fréquence [Blekhman et al., 1997]. Néanmoins, d’un point de vue pratique,
une telle configuration ne saurait correspondre a de la désynchro-nisation puisque les
différences de phase sont “presque constantes” a chaque instant, a savoir qu’elles exhibent
de faibles oscillations autour d’une valeur constante. Cette situation correspond en fait a
ce qui est appelé “synchronisation approximative” dans [Blekhman et al., 1997]. Ainsi, la
désynchronisation ne saurait étre définie comme la simple négation de la synchronisation.

Nous avons donc proposé deux notions de désynchronisation, valables pour des réseaux
d’oscillateurs de phases quelconque. La premiere, introduite dans [Franci et al., 2012a]
et appelée désynchronisation forte, impose que la différence des fréquences instantanées
|0;(t) — 0;(t)| soit en permanence supérieure & un seuil strictement positif pour chaque
pair d’oscillateurs (i, ), ce qui signifie que les oscillateurs dérivent les uns des autres a
chaque instant. Toutefois, ceci peut s’avérer assez contraignant en pratique, puisque les
fréquences ne peuvent étre égales a aucun moment, méme sur de tres courts intervalles de
temps. Intuitivement, une telle similarité entre les fréquences instantanées ne remet pas
en cause la désynchronisation si elle n’intervient que rarement. Ainsi, nous avons proposé
une variante a cette définition, en imposant que la dérive entre les oscillateurs ait lieu en
moyenne plutét qu’a chaque instant.

Définition 2.4 (Désynchronisation pratique) Une paire (i,7) € Nﬁ d’oscillateurs est
dite practiquement désynchronisée pour la dynamique (2.10) s’il existe des constantes
Q5,135 > 0 telles que, pour tout 6y € TN et tout to € R,

1

>0
T, -

t+T; 5 X .
/ ’ <9i<T; to, 00) — 9j<7'; to, (90)) dr ij vVt € R. (2.18)
t

Etant donné m € 41,..., N(]\;_l)

}, le réseau (2.10) est dit m-practiquement désynchronisé
s’il comprend m paires d’oscillateurs distinctes pratiquement désynchronisées. Si m =
w alors le réseau (2.10) est dit complétement pratiquement désynchronisé.

Si le Théoreme 2.2 établit que, pour presque toute topologie d’interconnexion et presque
toute valeur du gain de retour, le verrouillage de phase est impossible sous I'action d’un
retour proportionnel au LFP, le résultat suivant démontre que la désynchronisation pratique
peut en fait étre obtenue.

Théoréme 2.5 (Désynchronisation pratique par retour du LFP) Supposons qu’il
existe une paire d’entiers (i,j) € Nf, vérifiant

N vz I/2
|wi — wj| > ; |vie + Vel <2w* + 6%%) + |eie + €5e| s
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e

N
= 2 0 ’ ’
v Jnax <|we| + ) e +ew !)

=1
1 N
Wy = NZUJZ
(=1
W = wp—wy, Ye{l,...,N}
e = ko + Yo, VE,E/E{I,...,N}.

Alors la paire (i,7) d’oscillateurs est pratiquement désynchronisée pour (2.4).

Ce résultat, que nous avons établi dans [Franci et al., 2012a, Franci et al., 2011c],
montre que si I’hétérogénéité parmi les fréquences naturelles est suffisamment impor-
tante, alors la désynchronisation pratique apparait. Le Théoréeme 2.5 donne en outre des
indications sur le choix du gain de retour a choisir pour garantir la désynchronisation
efective. Notons cependant que les gains +;; ne sont pas réglables arbitrairement du fait du
caractere scalaire du signal appliqué (cf. Equation (2.6)). La condition (2.19) dépend ainsi
des propriétés structurelles de la population d’oscillateurs considérée.

Un cas particulier est la topologie complete (all-to-all) dans le cas ou tous les oscillateurs
contribuent de la méme maniere a la mesure du LFP et regoivent le méme signal de DBS.
Dans ce cas, les gains d’interconnexion et de retour deviennent k;; = ko et ~;; = o, pour
tous i,7 € {1,..., N}. La dynamique (2.4) se réduit alors a

N N
éi = w; + (ko + 70) Z Sin(@j — Gz) — % Zsin((?j + 9,) (2.19)
Jj=1 Jj=1

Dans ce cas, le terme de couplage diffusif peut étre éliminé en choisissant le gain de retour

comme 9 = —kg. Nous obtenons alors la dynamique suivante :
N
0; =wi+ko Y sin(0;+96;), Viefl,... N} (2.20)
j=1

Le corollaire suivant propose alors une condition structurelle suffisante pour la désynchronisa-
bilité pratique.

Corollaire 2.6 (Désynchronisation effective pour topologie compléte) Supposons
qu’il existe (i,7) € Nﬁ, tels que

2
% v
ol wy et wp, L =1,..., N, sont définis dans l’énoncé du Théoréme 2.5 et

=2 ” Nkyp).
v Jmax (|@e| + Nko)

=1,...,

Alors la paire (i,7) d’oscillateurs est pratiquement désynchronisée pour (2.20).

Notons que la condition (2.21) se retrouve satisfaite si les fréquences naturelles w; et
w; different et si la fréquence moyenne @ est suffisamment grande ou le gain de couplage
ko est suffisamment faible. Quoi qu’il en soit, cette technique de commande exploite une
certaine hétérogénéité de la population concernée pour une désynchronisation effective.
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2.1.4.2 Inhibition

Tandis que la section précédente visait a utiliser un signal DBS proportionnel au LFP
pour désynchroniser une population de neurones, nous étudions maintenant la possibilité
d’inhiber leurs oscillations. En d’autres termes, notre objectif est maintenant d’utiliser le
signal de stimulation pour empécher ’activité neuronal pathologique. Un tel objectif de
commande revient a une lésion fonctionnelle de la zone cérébrale concernée, mais présente
l'avantage d’étre réversible. Notons que cette objectif est justifié par le fait qu’avant
I'invention de la DBS, le traitement chirurgical de la MP consistait en une ablation du
noyau sous-thalamique, ce qui peut étre vu comme une inhibition radicale des neurones
concernés.

L’inhibition des oscillations correspond a 'existence d’un équilibre attractif pour la
dynamique de phases (2.4). Nous nous focalisons ici sur la topologie d’interconnexion
complete et choisissons pour gain de retour g = —ky comme dans la fin de la section
précédente. La dynamique du réseau (2.4) se résume alors a (2.20).

Nous commencons par en identifier les points d’équilibre, puis nous étudions leurs
propriétés de stabilité dans le cas fictif de fréquences naturelles nulles. L’extension au
cas de fréquences naturelles non-nulles se fera ensuite par 'intermédiaire d’arguments de
robustesse.

Cas de fréquences naturelles nulles. Lorsque les fréquences naturelles w;, ¢ €
{1,..., N}, sont nulles le systeme (2.20) se réduit a

N
0; = kOZsin(ﬁi—i—Qj), Vi=1,...,N, (2.22)
j=1

qui posseéde la particularité d’étre un systeme gradient. Il peut en effet s’écrire

ow

%= %%,

), Vi=1,...,N,

ot la fonction W : RY — Rs( est donnée par

N
W(0) := ko »_ sin’ (W) . (2.23)

ij=1
Les minima globaux de cette fonction W sont les éléments de I'ensemble

Wy, 1= {HERN:HZ (g mod 7r> 1N}- (2.24)

Dans [Franci et al., 2012a], nous avons exploité la nature gradient de la dynamique (2.22)
pour établir le résultat suivant.

Proposition 2.7 (Inhibition pour fréquences naturelles nulles) Pour tout gain de
couplage ko > 0, 'ensemble W, défini dans (2.24) est presque globalement asymptotique-
ment stable pour (2.22).

Cette proposition montre que, lorsque les fréquences naturelles sont négligées, le choix de
gain de retour vy = —kg conduit a l'inhibition des oscillations & partir de toutes conditions
initiales (sauf sur un ensemble de mesure nulle correspondant aux autres points d’équilibre
de (2.22)). L’ensemble W,, étant constitué de points isolés, le fait qu’une solution converge
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vers Wi, signifie en effet qu’elle tend asymptotiquement vers une valeur constante, d’ou la
fin des oscillations.

En présence de fréquences naturelles lentes. Pour des raisons techniques, liées a
la structure géométrique de I’ensemble des points d’équilibres instables de (2.22), il nous
faut distinguer deux cas suivant la parité du nombre N d’oscillateurs considérés.

Le résultat suivant, établi dans [Franci et al., 2012a], énonce que si le nombre d’oscilla-
teurs est impair, alors la stabilité asymptotique presque globale de (2.22) est préservée en
présence de fréquences naturelles suffisamment lentes.

Théoréme 2.8 (Inhibition en présence de fréquences naturelles lentes) Soit N €
N>3 un nombre impair. Alors il existe une constante 6 > 0 et une fonction p de classe Koo
telles que, si le vecteur des fréquences naturelles w € RN wvérifie lw| <8, alors il existe un
ensemble W C RV de points isolés satisfaisant

0w, < p(lwl), V0 € Wy,

ot Wi, est défini dans (2.24), qui est presque globalement attractif pour le systeme (2.20).
En d’autres termes, pour presque tous 8y € RY | la solution de (2.22) vérifie

Jim 10(t; 60) g, = 0.

Ce théoréme établit ainsi formellement la possibilité d’inhiber les oscillations par un
retour proportionnel au LFP en présences de fréquences naturelles non-nulles dans le cas
ou le nombre d’oscillateurs est impair. Notons qu’il garantit, en outre, que pour presque
toute condition initiale g € R la solution de (2.20) satisfait

wl <6 = limsup |0(,00)lw,, < p(lwl),
t—o0

ce qui signifie que les points fixes vers lesquels les phases convergent sont arbitrairement
proches de W,, pourvu que les fréquences naturelles soient suffisamment lentes.

Une inhibition similaire est proposée dans [Ermentrout and Kopell, 1990]. Dans cette
référence, les auteurs considerent une chaine d’oscillateurs avec un couplage général dont le
couplage sinusoidal additif exploité ici est un cas particulier. Ils montrent qu’une unique
solution inhibée stable existe dans cette chaine d’oscillateurs pour des fréquences naturelles
suffisamment faibles. Le Théoreme 2.8 compléte ainsi cette analyse, en se focalisant sur un
couplage particulier et sur une topologie d’interconnexion différente.

La démonstration du Théoreme 2.8 exploite la structure des points d’équilibre in-
stables du systeme sans fréquences naturelles (2.22) : ceux-ci constituent une variété
invariante normalement hyperbolique, ce qui facilite grandement 1’étude de la robustesse
(voir [Franci et al., 2012a] pour plus de détails). A I'inverse, lorsque le nombre d’oscillateurs
est pair, cette structure des points d’équilibre instable est perdue. A ce stade, nous nous
contentons donc d’énoncer la conjecture suivante.

Conjecture 2.9 L’énoncé du Théoréme 2.8 reste valable dans le cas ou le nombre N

d’oscillateurs est pair.

2.2 Approche opératorielle pour I’analyse de la synchroni-
sation

Si la section précédente permet d’obtenir des conditions explicites pour la désynchroni-
sation ou l'inhibition d’oscillateurs sous ’action d’un retour proportionnel de leur LFP, sa
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principale limitation d’un point de vue médical réside sans doute dans la simplification
drastique de la dynamique neuronale qu’elle requiert. Le modele utilisé se concentre en
effet sur le rythme des neurones, mais néglige les dynamiques non-linéaires propres aux
réponses neuronales.

Le but de cette section est de proposer des outils permettant de surpasser cette
limitation en offrant des conditions explicites pour la synchronisation de cellules neuronales
représentées par des modeles plus réalistes physiologiquement. Elle exploite pour cela une
représentation opératorielle des neurones, et prend en compte la topologie d’interconnexion
entre eux au travers de la connectivité du graphe associé.

2.2.1 Prise en compte de I’hétérogénéité des opérateurs

Outre la difficulté induite par la complexité propre des neurones, proposer des condi-
tions suffisantes pour la synchronisation est un probléme particulierement compliqué en
cas d’hétérogénéité parmi les neurones. Une telle hétérogénéité est pourtant commune,
notamment pour les neurones des ganglions de la bases, impliqués dans la maladie de
Parkinson.

Une méthode particulierement prometteuse a été proposée dans [Scardovi et al., 2010]
pour étudier analytiquement la synchronisation entre des systemes dynamiques intercon-
nectés. Elle propose des conditions explicites pour une telle synchronisation, en fonction
des propriétés propres des agents et de la connectivité du graphe associé a leur topologie
d’interconnexion. Elle se base sur une représentation entrée/sortie opératorielle des agents
impliqués et ne nécessite donc qu'une connaissance limitée sur les dynamiques individuelles.
Cette caractéristique est d’un intérét tout particulier pour I’étude de la synchronisation
neuronale, pour laquelle 'identification paramétrique précise est souvent délicate.

Cependant, ces travaux imposent que les agents impliqués dans le réseau possedent tous
le méme comportement dynamique, ce qui constitue une limitation importante, notamment
pour des applications aux neurosciences. Nous présentons ici les résultats développés dans
[Franci et al., 2011e], qui visent & étendre la méthode proposée dans [Scardovi et al., 2010]
au cas d’agents hétérogenes, et a appliquer ensuite (cf. Section 2.2.2) a un réseau de cellules
neuronales représentées par le modele de Hindmarsh-Rose [Hindmarsh and Rose, 1984].

Conformément au cadre proposé par [Scardovi et al., 2010], le modeéle que nous utilisons
prend en compte explicitement les dynamiques internes et le couplage entre les agents.
Chaque agent est modélisé par un compartiment, résultant lui-méme de I'interconnexion
entre différents sous-systémes (appelés espéces). Nous notons n le nombre de compartiments,
et N le nombre d’especes. Un exemple est proposé dans la Figure 2.4.

Les compartiments sont supposés structurellement homogenes, dans le sens qu’ils
contiennent tous le méme nombre d’especes et leurs interconnexions internes sont identiques.
L’hétérogénéité que nous considérons ici provient donc des especes, qui peuvent varier d’un
compartiment a l’autre. Chaque espece k € {1,..., N} du compartiment j € {1,...,n}
est représentée par un opérateur non-linéaire3 H k;j : Ly, — L5;. Sa réponse a une entrée
vg,j € Ly, est donnée par

Ykj = Hi jor,j- (2.25)

L’entrée de chaque opérateur inclut a la fois 'influence des autres especes au sein d’un
meéme compartiment modélisés par les gains oy, ;, des termes de couplage diffusif entre les

3. L’espace Ly, est 'espace Lo étendu [van der Schaft, 1999] des signaux w : R>og — R™ tels que la
restricition wr := w1 est L3'([0,T]), pour tout T' > 0.
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Compartment 1 i

Hyy Han  Hsy

vHi2 H2a  Hso

Compartment 3
Hiz Haz  Hazs

FIGURE 2.4 — Illustration de la modélisation par compartiments et especes.

mémes especes de différents compartiments modélisés par les gains a” _, et des perturbations

j7z,
exogenes wy, j. Ces entrées s’écrivent ainsi

N n
kg = Wk + D Okillig + O @5 (ks — Uk g)- (2.26)
i=1 z2=1
k.
’L,j’
af’j =0, pour chaque k € {1,..., N} et chaque j € {1,...,n}. Les coefficients aﬁj peuvent
varier d’une espece a l'autre, autorisant ainsi une topologie d’interconnexion différente pour
chaque espece.

Comme dans [Scardovi et al., 2010, Arcak and Sontag, 2006, Arcak and Sontag, 2008],
les propriétés dynamiques de chaque sous-systeme ainsi que la connectivité de l’inter-
connexion sont représentées par la matrice de dissipation définie, pour chaque n € RV,
par

Les coefficients a; ., k € {1,...,N}, i,7 € {1,...,n} sont positifs. Nous supposerons que

E, =% —diag(ni,...,nn). (2.27)
ou
Y= [ok,ilki=1,. N (2.28)
Nous représentons respectivement par Yy, := (yp.1,. . ,yk,n)T, Vi = (Vk1y- - 0en)T et
Wi = (wg.1, - - - ,wkm)T, les vecteurs de sortie, d’entrée et de perturbations exogenes d’une
méme espece k. Etant donnée une famille de vecteurs Z, k € {1,..., N}, nous employons
de plus la notation Z := (Z1,...,Zn)T. Le réseau (2.26) peut alors étre représentée de
maniére compacte par
N
Vi=Wi+ > oriVi— LiYe, Vke{l,...,N}, (2.29)
i=1

ou Ly := [lf ]} ( : € R™" est la matrice laplacienne associée a la k-ieéme intercon-
J1i5e{l,...n
nexion diffusive :
n k C
lk: R 22:1 ai,Z’ S11 =] (2 30)
g = Tk . .
a;' ;s sinon.
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Les propriétés de connectivité de I'interconnexion diffusive sont ainsi liées aux propriétés
algébriques de la matrice Li. Nous introduisons donc la connectivité algébrique Ay :

Ak = min {ZTLkZ Dz = 1,2%‘ = O} . (2.31)
i=1

Pour quantifier le degré de synchronie du systeme interconnecté (2.25)-(2.26), nous

définissons la sortie moyenne Y € L d’un espece k comme

_ 1 <&

Vjo= ;yk] Vk e {1,...,N}, (2.32)
ce qui nous permet d’introduire ’erreur de synchronisation :

V& = (et = YooYk — Yi) (2.33)

Notons que YkA = 0 correspond a des sorties parfaitement synchronisées, a savoir : y 1 =
Yk,2 - - - = Ykn- Une quantité naturelle pour mesurer la synchronie au sein de I'espece &k sur
un horizon temporel [0, 7], T > 0, est ainsi obtenue par [|Y,2||7.

La définition suivante est une extension naturelle de [Scardovi et al., 2010, Definition
1] au cas de populations hétérogenes.

Définition 2.10 (Co-coercitivité) Soit v € R et Z C N. Une famille H d’opérateurs
H; - Ly, — L5, 1 € I, est dite y-co-coercitive si, pour tout i,j € Z, il existe un biais
Bi,j € R tel que, pour tout u;,uj € Ly, et tout T > 0,

YW Hiwi — Hyuj|F < (Hywi — Hyug) , (ui = ug))g + Bie (2.34)

La co-coercivité permet ainsi de quantifier ’écart entre les sorties d’un systeme en
fonction de I’écart entre les entrées qui les génerent. Plus le gain de co-cocoercivité v est
important, moins le systeme est sensible a des disparités de I'entrée.

Pour des systemes représentés sous forme d’état, un lien étroit existe entre la notion de
co-coercivité et celle de passivité incrémentale, notion centrale dans ’analyse de la syn-
chronisation, cf. e.g [Pogromsky, 1998, Pogromsky and Nijmeijer, 2001, Steur et al., 2009].
Cette relation est détaillée dans [Franci et al., 2011e] et permet, en particulier, l'utilisation
de fonctions de type Lyapunov pour l'analyse de la co-coercivité. D’autres conditions
garantissants la co-coercitivité sont proposées dans [Scardovi et al., 2010].

A partir de ces notions de co-coercivité et de connectivité algébrique, nous sommes en
mesure d’énoncer le résultat suivant, qui étend [Scardovi et al., 2010, Theorem 1] au cas
de dynamiques présentant une certaine hétérogénéité.

Théoréme 2.11 (Synchronisation d’opérateurs hétérogenes) Considérons le sys-
téeme (2.25)-(2.26) et supposons que les hypothéses suivantes soient vérifiées :
— pour chaque k € {1,..., N}, la famille d’opérateurs Hy, := {Hp j}j=1,..n est yx-co-
coercitive pour un certain v, € R;
— pour chaque k € {1,..., N},la quantité g := vy, + A\ est strictement positive, ot Ay
désigne la connectivité algébrique (2.31) du graphe associé a l'espéce k ;

4. Cette notation sera également utilisée pour les signaux Vi, et Wj,.
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— la matrice de dissipation Es, définie en (2.27), est diagonalement stable®.
Alors il existe des constantes p, 8 > 0 telles que

1Y%z < o W3llr + 8. VT > 0. (2.35)

De plus, si D = diag(dy,...,dy) désigne la matrice diagonale positive définie vérifiant
DE5 + EgD < 0, le gain Ly p est donné par

max;—1. N{d;}
min {spect(—DEa — Eg;D)}

pi= (2.36)

Le Théoreme 2.11 garantit la synchronisation de (2.25)-(2.26) dans le sens que l'erreur
de synchronisation Y2 est d’autant plus faible (en termes Ly) que la dispersion des
entrées W2 est faible. Outre le fait que les hypothéses sont moins restrictives que dans
[Scardovi et al., 2010], le Théoreme 2.11 propose une estimée explicite du gain Ly qui
en résulte. La possibilité d’inclure une certaine hétérogénéité parmi les opérateurs est
également un caractéristique intéressante que nous exploitons dans la section suivante.

2.2.2 Illustration sur une population de neurones d’Hindmarsh-Rose
2.2.2.1 Le modéle d’Hindmarsh-Rose et sa représentation entrée-sortie

Le modele d’Hindmarsh-Rose (HR), introduit dans [Hindmarsh and Rose, 1984], est
un modele qualitatif de neurones présentant une activité de bursting, c’est-a-dire des

successions rapides de décharges suivies de périodes silencieuses comme lillustre la Figure
2.5.

P

FIGURE 2.5 — Evolution du potentiel membranaire d’un neurone présentant une activité de
bursting.

Un tel comportement joue en particulier un role clé dans ’apparition des symptomes
moteurs pour la maladie de Parkinson lorsqu’il affecte les neurones du noyau sous-thalamique
[Ammari et al., 2011].

Ce modele est régi par les trois équations différentielles suivantes :
it = —ax®+ b’ +1—z4y+ w,
= c—dx®—y (2.37)
2 = r(s(Z+z+w,) — 2).

5. Une matrice E € R™*" est dite diagonalement stable s’il existe une matrice D € R™*" diagonale
définie positive telle que —ET D — DE est une matrice définie positive, cf. [Kaszkurewicz and Bhaya, 1999].
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La variable x représente le potentiel membranaire du neurone tandis que y modélise les
dynamiques (rapides) des courants ioniques Na™ et K a travers la membrane. La troisiéme
variable z simule 1’évolution (plus lente) du courant lié au transport des ions Ca®*. C’est
cette derniere qui régule I'alternance de phases silencieuses et de décharges rapides. I est un
parametre représentant les courants exogenes appliqués au neurone. w, modélise les autres
contributions externes (hétérogénéités, interconnexion avec d’autres cellules neuronales,
etc.). w, représente quant & elle la diffusion des ions Ca?* au sein de la cellule.

Les parametres a, b, ¢, d, r, s, Z affectent le comportement qualitatif du modele en in-
duisant des bifurcations dans sa dynamique. En particulier, r est un parametre de faible
valeur (r = 0.03 dans la Figure 2.5) qui sépare les échelles temporelles entre les variables
(z,y) (rapides) et z (lente).

Il est ainsi naturel d’englober les dynamiques de = et y dans une unique espece
bidimensionnelle X := (z, y)T, qui interagit avec une autre espece constituée de la variable
z. En définissant yx := x comme la sortie de I’espece X et y, := z comme la sortie de I’espece
z, le modele (2.37) peut étre réécrit dans le formalisme de la section précédente comme
I'interconnexion entrée-sortie de deux opérateurs Hy et H, définis par Hx : vx — yx
et H, : v, — y,. Plus précisément, considérant une population de n € N>5 neurones a

partir de conditions initiales arbitraires (z;0, %0, zi0)? € R3, i € {1,...,n}, ces relations
entrée-sortie s’expriment par :
. —ax3 + bx? - 1
X, _ < c;:n_l ji_xfi—i_.yl ) 4 < . )in
i Y (2.38)
Yxi = T
Xi(0) = Xio:= (zio, yi0)"
% = r(s(Z+vy) — z)
Yzi = % (2.39)
Z,(O) = Zi0
ou
vx; = I+ wy — 2z
Vyi = Wy + T4
désignent les entrées des espéces X; et z; respectivement, i € {1,...,n}. Notons que les pa-

rametres a, b, c,d, I, Z, T et s sont supposés identiques d’un neurone a ’autre. L hétérogénéité
au sein de cette population intervient par I'intermédiaire des conditions initiales (Xo;, 20;)”
ainsi que des signaux wx; et w,;. Notons cependant que, de part leur nature additive dans
la dynamique (2.38)-(2.39), ces derniers permettent de considérer des courants internes I;
et des parametres z; différents d’un neurone a ’autre : il suffit pour cela de considérer des
hétérogénéités wy; = I; — I et wy; = Z; — Z.

Au sein de chaque neurone, nous obtenons ainsi une matrice d’interconnexion telle que

(2.28) définie par
0 —1

La dynamique de 'espece z; étant définie par un systeme linéaire scalaire (2.39), son
opérateur associé est bien défini [van der Schaft, 1999]. Par ailleurs, comme montré dans
[Franci et al., 2011e, Example 1] une famille de tels opérateurs est co-coercitive et son gain
de co-coercivité est donné par

Ve = 1/s. (2.41)
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La proposition suivante établit en outre que I'opérateur associé a ’espece X est également
bien défini et forme une famille d’opérateurs co-coercitive. Sa démonstration est donnée
dans [Franci et al., 2011e].

Proposition 2.12 (Co-coercivité de (2.38)) FEtant donnés des parametres a,b,c,d,r,
s,1,Z € R constants et des conditions initiales X;0 € R? arbitraires, Uopérateur Hx;
vx; & yxi défini par (2.38) est bien défini. De plus, la famille {Hx;}icqu,. ny est co-
coercitive de gain

vx = —— — b2 (2.42)

Les connectivités algébriques Ax et A\, (cf. (2.31)) associées respectivement aux especes
X et z sont identiques d’'un neurone a l'autre. La matrice de dissipation E5 définie dans

(2.27) est alors donnée par
By = < le - ) , (2.43)

Yz
ol
Yx = Yx +Ax (2.44)
S L (2.45)

Il est aisé¢ de montrer que la matrice E5 est diagonalement stable si Ax > —vyx.

Au vu des résultats présentés dans la section précédente, nous obtenons ainsi le résultat
suivant qui permet de quantifier le degré de synchronie entre des neurones HR hétérogenes
interconnectés.

Proposition 2.13 (Synchronisation des neurones HR) Considérons un réseau de
n € N>g neurones HR tels que définis par (2.38)-(2.39) pour des paramétres a,b,c,d,r,s,I,z €
R et des conditions initiales X;o € R? et Z;jo € R arbitraires. Soient W)% et I/VZA les entrées
incrémentales des espéces X et z respectivement, et W2 Uentrée incrémentale qui en
résulte. Soient Y)? et YZA les erreurs de synchronisation, telles que définies par (2.33),
associée aux espéces X et z respectivement et Y Uerreur de synchronisation qui en résulte.
Supposons que la connectivité algébrique \x de l’espece X satisfasse
d2
Ax > o+ b2 (2.46)

Alors il existe une constante 8 > 0 telle que, pour tout T' > 0,

Y27 < purllW ||z + 8, (2.47)
ot
- (2.48)
PHE: min(yx,7.) )

Cette proposition établit que, si la connectivité algébrique Ax est assez forte pour
satisfaire (2.46), alors I'erreur de synchronisation est au plus proportionnelle & ’hétérogénéité
des entrées exogenes W, modulo un biais § représentant en particulier 'effet de conditions
initiales différentes entre les neurones. Notons que le gain de proportionnalité prr s’obtient
aisément a partir des parametres du modele neuronal et des informations sur la topologie
d’interconnexion (cf. (2.41), (2.42), (2.44) et (2.45)).
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2.2.2.2 Illustrations sur exemple numérique

Afin d’illustrer 'utilisation de ce résultat, nous considérons une famille de N = 2M
neurones modélisés par (2.38)-(2.39) avec les parametres suivants : a = 0.01,b =0.3,¢c =
0.1,d = 0.5, =0.001,s =4,z = 7 et I = 2. Ces neurones sont hétérogenes et peuvent
étre soit actifs (c’est-a-dire présentant une activité de bursting endogene), soit inactifs
(silencieux). Les neurones actifs sont caractérisés par une entrée constante w, = 2, tandis
que les neurones inactifs ont une entrée w, = 4. Leur réponse individuelle (& savoir, lorsqu’ils
ne sont pas interconnectés) est représentée par la Figure 2.6.

|
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

FIGURE 2.6 — Evolution temporelle du potentiel membranaire d’un neurone actif (rouge)
et d’un neurone inactif (bleu).

Chaque neurone subit en outre 'influence d’une entrée hétérogene w,. Nous suppo-
sons qu’au sein d’'une méme population (active ou passive), les neurones ne sont pas
interconnectés électriquement. A l'inverse, chaque neurone actif est connecté & tous les
neurones de la population inactive au travers d’'un méme gain de couplage kx > 0. En
outre, tous les neurones d’une méme population sont supposés interconnectés au travers
d’un couplage au par la diffusion de calcium de gain k, > 0. La Figure 2.7 résume cette
topologie d’interconnexion.

FIGURE 2.7 — Interconnexion entre les neurones des populations actives et inactives :
couplage électrique (noir) et couplage diffusif (rouge).

Les matrices laplaciennes associées aux couplages au sein des especes X et z sont alors
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données par

Lx = —kx Onrsaar Lo + kxMIy, (2.49)
Tvixne Onmsxr

@:_@<““MOMW>+@Mm. (2.50)
Orvixnve 1aixm

La connectivité algébrique associée a 'espece X est alors Ax = Mkx (voir par exemple
[Bondy and Murty, 1976, page 5]), tandis que celle de 'espece z est nulle : A, = 0. Au vu
de la Proposition 2.13, si les gains de couplage vérifient

1 [d*
kx > M(2+b>

k. > 0

alors l'erreur de synchronie entre les neurones est majorée comme dans (2.47).
En simulant deux populations de M = 10 neurones, et en choisissant

1 [d? 1
kxy = — [ — + b2 +0. t K, =-—
X M<2+ +05> e 0L

nous obtenons pour gain Ls pgr = 4. La Figure 2.8 montre que cette estimée rend compte
assez fidelement de l'erreur de synchronisation constatée en simulations.

x10°

2 1 1 1 . 1 1 1 1 I
5000 5500 6000 6500 7000 7500 8000 8500 9000 9500 10000

FIGURE 2.8 — Comparaison entre I’erreur de synchronisation ||[Y2||r (trait plein) et son
estimée pyr| W27 (pointillés) apres activation du couplage entre les populations active
et silencieuse. Le biais 8 a été volontairement omis.

Il est intéressant de remarquer le phénomene suivant. Avant ’activation du couplage
entre les deux populations, les neurones de la population active ne sont pas synchronisés
(voir Figure 2.9, a gauche). A Uinverse, bien qu’ils ne soient pas couplés électriquement,
le couplage avec la population inactive les synchronise. Les neurones de la populations
inactives, se mettent a leur tour a générer des bursts a la méme fréquence (Figure 2.9, a
droite).
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FIGURE 2.9 — Potentiels membranaires moyens des populations active (a gauche) et inactive
(a droite) avant et apres couplage.
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Chapitre 3

Systemes commandés par réseaux

Les travaux présentés dans ce chapitre sont le fruit d’une collaboration avec A. Bicchi, S.
Falasca, A. Franci, M. Gamba et L. Greco. Ils ont fait l'objet des publications suivantes :
[Greco et al., 2012a, Greco et al., 2012b, Falasca et al., 2012, Greco et al., 2011,
Franci and Chaillet, 2010b, Franci and Chaillet, 2010c, Chaillet and Bicchi, 2008].

Dans l'industrie manufacturiere, une utilisation toujours grandissante des réseaux de
communication est constatée pour la planification de production automatisée, le diag-
nostique et la commande [Moyne and Tilbury, 2007]. Les réseaux numériques offrent en
effet des opportunités inédites pour ce type d’industrie, que ce soit en termes de flexibi-
lité, de scalabilité ou de robustesse. L’adoption d’une architecture réseau distribuée peut
mener a une forte réduction des cotts et des délais liés a l'installation et a la mainte-
nance. Au dela des applications manufacturieres, la commande par réseau (notamment
sans fil) permet le pilotage en milieu hostile ou difficile d’acces, la coopération automa-
tique entre divers systemes, 'action a distance (téléopéation), etc. Tous ces avantages
expliquent ’engouement de la commande sur réseaux dans notre communauté (voir par
exemple [Bushnell, 2001], [Antsaklis and Baillieul, 2004], [Antsaklis and Baillieul, 2007],
[Wang and Liu, 2008], [Hespanha et al., 2007]).

D’une maniere générale, les systémes commandés par réseaux (NCS) sont des systémes
dont les capteurs, les actionneurs et les organes de commande sont physiquement distribués
et échangent des informations au travers d’un canal numérique partagé de capacité limitée.
La nature distribuée d’une telle architecture, ainsi que 1'utilisation d’un canal de transmis-
sion numérique peuvent rendre certaines techniques de commande classiques obsoletes ou
peu applicables. Suivant les applications et les technologies employées, les problématiques
liées a la quantification des données, a la perte de paquets, aux transmissions asynchrones,
aux retards variables et au protocole d’acces au réseau peuvent devenir centrales pour la
performance du NCS.

Ce chapitre synthétise nos contributions a ce champ de recherche. Nous présentons tout
d’abord une stratégie de commande visant a exploiter la taille relativement grande des
paquets de données transmis par réseaux pour garantir la stabilité du systeme bouclé en
présence de retards variables lorsque 1’acces des nceuds au réseau régi par un protocole
donné (Section 3.1). Nous montrons qu’un compromis entre retards maximaux, durée
maximale entre deux acces consécutifs au réseau et précision du modele employé permet
de garantir la stabilité. La seconde section est, quant a elle, focalisée sur I'influence de la
quantification des données sur les performances du systeme bouclé. Nous montrons que
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I’extension naturelle d’une technique de quantification dynamique présente une certaine
robustesse aux perturbations exogenes, erreurs de mesures et incertitudes de modélisation
(Section 3.2).

3.1 Commande basée sur les paquets

3.1.1 Contexte et problématique

La littérature des NCS contient de nombreux travaux traitant d’une ou plusieurs
problématiques évoquées précédemment, notamment les retards variables, les acces asyn-
chrones au réseau, les pertes de paquets et 1'utilisation d’un protocole de communication.
Un état de lart détaillé est proposé dans [Heemels et al., 2010]. Un aspect essentiel des
NCS n’a cependant été que peu exploité : il s’agit du mode d’envoi des données sur le réseau,
par paquets. De nombreux réseaux, tels qu’Ethernet, organise en effet ’envoi d’information
sous forme de paquets encodés, qui autorisent un envoi d’information plus important mais
a un taux moins prévisibles que pour des canaux de communication dédiés.

Ce codage impose généralement une taille minimale des paquets transmis, ce qui peut
remettre en cause le lien étroit existant entre bande passante et performance valable pour
les lois de commande digitales classiques. Des résultats importants sur la stabilisation
en cas de bande passante limitée tels que [Hespanha et al., 2002, Nair and Evans, 2004]
expriment en effet la relation fondamentale entre le degré d’instabilité du systeme en boucle
ouverte et le taux d’échantillonnage minimal pour le stabiliser, mais ne prennent pas en
considération la taille minimale des paquets de données transmis (e.g., 84 octets dans le
cas d’Ethernet). Un autre aspect inhérent & ce format de transmission est la nécessité
d’un en-téte au sein de chaque paquet. Par exemple, chaque paquet codé pour Ethernet
comporte 38 octets d’en-téte et de séparations inter-trames. Ainsi, I'’envoi par paquet de
quelques bits d’information utile peut s’avérer aussi couteux, en termes de bande passante,
que ’envoi de plusieurs octets.

Bien que ces aspects aient été décrits des les premieres publications sur les NCS (voir
par exemple les surveys [Walsh and Ye, 2001, Lian et al., 2001]), la plupart des résultats
visant a les considérer explicitement dans la mise au point des lois de commande sont
bien plus récents. L’idée d’envoyer des séquences de commande feedforward obtenue
par une approche prédictive pour compenser des retards de communication remonte a
[Bemporad, 1998] (voir aussi [Witrant et al., 2007] pour une perspective historique dans
un contexte LTT). Dans [Montestruque and Antsaklis, 2004], le controleur est directement
connecté au systeme et la fréquence d’envois des paquets de mesure est réduite grace
a D'utilisation d’une estimée de I'état a partir d’'un modele du systeme. Une approche
similaire est adoptée dans [Quevedo et al., 2008, Quevedo and Nesi¢, 2011] pour compenser
les pertes de paquets sur le canal controleur-systeme. La compensation de retards et
des pertes de paquets est également 'objectif des lois de commande développées dans
[de la Pena and Christofides, 2008, Findeisen and Varutti, 2009, Polushin et al., 2008].

Notre contribution & ce champs de recherche a été de proposer une loi de commande
prédictive visant a compenser de manieére unifiée a la fois les retards variables et les acces
non-périodiques au réseau en exploitant la structure d’envoi sous forme de paquets et en
prenant en compte la dynamique du protocole régissant I’ordonnancement des noeuds. A
cette fin, nous avons adopté une approche anticipative, basée sur un modele du systeme a
commander, pour transmettre dans chaque paquet non seulement la valeur de la commande
a l'instant considéré, mais également une prédiction du signal de commande a appliquer
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sur un certain horizon temporel qui sera ensuite codée sous forme de paquet. Cette
stratégie vise ainsi & mieux exploiter la bande passante disponible sur le réseau et offre
des possibilités en termes de compensation des retards induits. Dans la lignée d’autres
approches prédictives basées sur les modeles, tels que [Montestruque and Antsaklis, 2004,
Quevedo et al., 2008, Polushin et al., 2008], les séquences de commande sont générées par
simulation d’un modele (imprécis) du systeme & commander. L’état interne de ce modele
est mis a jour de maniere asynchrone a chaque réception d’un paquet de mesures envoyé
par les capteurs embarqués. Du fait de la nature distribuée de ces derniers, seule une
portion de I’état interne peut étre mise a jour a chacune de ces transmissions. L’acces
au réseau est régi par un protocole qui décide quel capteur est autorisé a transmettre sa
mesure & chaque instant. Le paquet contenant les séquences de commande prédictives est
ensuite transmis par I'organe de commande au systéme, puis emmagasiné par une un buffer
embarqué. Une re-synchronisation locale est alors opérée, a partir du marquage temporel
des données générées par les capteurs, afin de compenser les retards accumulés tout au
long de la chaine de commande.

Contrairement a d’autres travaux (tels que [Heemels et al., 2010]), cette approche
n’impose pas d’hypothese de “petits retards” : des retards plus grands que l'intervalle de
transmission sont ainsi tolérés. Apres avoir présenté en détails la stratégie de commande
développée (Section 3.1.2), nous montrons qu’elle permet d’obtenir des estimées explicites
du retard maximum toléré (Mazimum Allowable Delay (MAD), [Heemels et al., 2010]) et
de la durée maximale entre deux acces réseau consécutifs (MATI, [Walsh et al., 1999)),
garantissant la stabilité exponentielle du NCS sur un domaine d’attraction spécifié en
fonction du degré de précision du modele employé (Section 3.1.3). Nous établissons également
que, sous certaines conditions supplé-mentaires, la stabilité exponentielle semiglobale peut
étre obtenue (Section 3.1.4). Le cas des systémes LTI est ensuite étudié spécifiquement
(Section 3.1.6). L’application de la méthode sur un cas pratique illustre les gains en termes
de MATT et de MAD pouvant étre obtenus grace a une approche prédictive (Section 3.1.7).

3.1.2 Stratégie de commande basée sur les paquets
3.1.2.1 Modélisation du réseau

Nous considérons un NCS constitué d’un systeme physique qui transmets des mesures et
recoit des signaux de commande d’un contréleur au travers d’un réseau de communication
numérique, comme schématisé par la Figure 3.1.

Comme nous ’avons évoqué, les séquences de commande sont transmises au systeme
sous forme de paquets. Un organe embarqué recoit ces paquets, les décode, les stocke dans
un buffer, les re-synchronise et applique au systeme. Les mesures proviennent de ¢ € N>
capteurs distribués, qui transmettent leurs données tour a tour. L’état z € R", n € N>y
du systeme est ainsi décomposé comme = = (27 ,. .. ,:):ZT)T ol z; € RPi avec Zle D; = n.
Ces mesures sont transmises au controleur sous forme de paquets dont la précision est
supposée assez forte pour négliger les effets de quantification!. Les capteurs sont supposés
synchronisés avec ’horloge du systeme.

Les instants auxquels sont prises les mesures sont notés {7/ };cn. Ces mesures par-
viennent au contréleur aux instants {7 + 17" };en, {T]" }ien désignant les retards de calcul
et de transmission des mesures (potentiellement non-constants). De la méme maniere, les
séquences de commande sont calculées, encodées et envoyées sur le réseau aux instants

1. Voir la Section 3.2 pour une discussion dédiée aux probléemes de quantification des données.
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FIGURE 3.1 — Architecture du NCS.

{75} jen. Elles parviennent au systéme aux instants {75 + T} }jen, out {T}}jen représentent
les retards liés au calcul et a la transmission des paquets du controleur vers le systeme.
Nous supposons par la suite que toutes ces grandeurs sont bornées, comme le résume
I’hypothese suivante.

Hypothése 3.1 (Réseau) Le réseau de communication satisfait les propriétés suivantes :

i) (MATI) Il existe deux constantes Ty, T. > 0 telles que, pour tous i,j € N,

m m
Tit1—Ti < Tm

ch+1 — T; < T,
ii) (MAD) Il existe deux constantes Ty,,T. > 0 telles que, pour tous i,j € N,

" < T

¢ < T

iii) (mTI) I existe deux constantes e, e. > 0 telles que, pour tous i,j € N,

m m
gm < T’i+1 — 7—7:

C c
€ S Tip — T

L’item i) impose que le temps maximum entre deux acces consécutifs au réseau (MATTI)
soit borné, du c6té mesure comme du co6té commande. L’item ii) impose que les retards
cumulés (MAD), pour les mesure et la commande, soient bornés également. L’item iii)
impose enfin que l'intervalle de temps minimum entre deux acces au réseau soit non-nul ;
cette hypothese empéche en particulier le phénomene Zeno.

3.1.2.2 Modélisation du protocole

L’acces au réseau est régi par un protocole qui décide, a chaque instant 7", quel noeud
communique ses données. Dans l'esprit de [Nesi¢ and Teel, 2004}, nous modélisons ce proto-
cole comme un systeme a temps discret impliquant I’erreur que ce type de communication
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génere e := & — x € R™, ou z est I’état du systeme et  désigne son estimée par le modele
interne (voir détails plus bas) :

e(i+1) = h(ie()), VieN, (3.1)

avec h : N x R® — R"™. Si le réseau était capable de transmettre les mesures de tout
I’état a chaque instant 7", alors la fonction h serait identiquement nulle. Cette hy-
pothese est fréquente dans la littérature des NCS (voir par exemple [Branicky et al., 2000,
Zhivoglyadov and Middleton, 2003, Montestruque and Antsaklis, 2004, Seuret et al., 2006,
Yue et al., 2005] ou encore [Naghshtabrizi and Hespanha, 2006], [Quevedo et al., 2008],
[Polushin et al., 2008, Cloosterman et al., 2010] ou les effets induits par le réseau sont
principalement modélisés par un échantillonnage et des retards), mais est a considérer avec
précaution lorsque les capteurs sont physiquement distribués.

Certains protocoles sont de nature purement statique : ils se basent sur une dynamique
(3.1) qui ne dépend pas de e, mais uniquement du temps discret i. L’exemple le plus
classique est le protocole Round Robin (RR), qui consiste a inspecter chaque nceud de
maniere cyclique. A l'inverse, d’autres protocoles n’exploitent que la valeur de l'erreur,
auquel cas la dynamique (3.1) est indépendante de i. Un exemple de ce type de protocole
est le Mazimum Error First - Try Once Discard (MEF-TOD) [Walsh et al., 1999].

L’objectif de la plupart des protocoles de communication est de diminuer une certaine
fonction de 'erreur de transmission e & chaque envoi d’un paquet. Nous nous intéresserons
ici aux protocoles induisant une décroissante exponentielle de cette erreur. Nous nous
basons pour cela sur la définition originellement introduite dans [Nesi¢ and Teel, 2004] 2.

Hypothése 3.2 (Protocole UGES) Le protocole (3.1) est uniformément globalement
exponentiellement stable (UGES) et admet une fonction de Lyapunov associée dont le
gradient est borné. En d’autres termes, il existe une fonction lipschitzienne Wy : N x R” —
R>q et des constantes a,a,c > 0 et py € [0,1) telles que, pour tout e € R™ et tout i € N,

alel < Wy(i,e) <ale| (3.2)

Wo(i 4+ 1,h(i,e)) < po Wo(i,e) , (3.3)

et, pour presque tout e € R™ et tout 1 € N,

‘ oWy

o (i,e)‘ <ec. (3.4)

3.1.2.3 Modélisation du systéme & commander

Notre stratégie vise a émuler une loi de commande ayant été développée sans tenir
compte des limitations imposées par le réseau de communication. Nous supposons a cette
fin connaitre une commande statique x garantissant la stabilité globale exponentielle du
systéeme nominal.

2. La classe que nous considérons ici ajoute en réalité la condition (3.4) & la définition originale dans
[Nesi¢ and Teel, 2004]. Cette condition impose la lipschitzianité globale en e de la fonction Wy, uniformément
en i. Cette condition supplémentaire est satisfaite par bon nombre de protocoles, en particulier RR et
MEF-TOD.
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Hypothése 3.3 (GES du systéme nominal) [l existe une function k£ : R® — R™
continiment différentiable telle que l'origine du systéme bouclé

&= [f(z,r(r))

est globalement exponentiellement stable (GES). Plus précisément, il existe une fonction
différentiable V : R™ — R>q et des constantes o, &, cor,d > 0 telles que, pour tout x € R",

al2]? < V(z) <@laf

& @) n(a)) < ~alaf?
z‘;(a:) <dlz|.

Afin de calculer les séquences de commande & encoder, le controleur dispose quant & lui
d’un modele f du champ de vecteurs f. Ce modele est généralement imprécis. La stratégie
que nous présentons ici exploite le fait que chacune de ces fonctions sont lipschitziennes.
Hypothése 3.4 (Régularité des dynamiques) Les fonctions f et f satisfont £(0,%(0))
f(O,m(O)) = 0, ou k est définie dans U’Hypothése 3.3. De plus, pour toutes constantes
R, R, >0, il existe des constantes? Af, A > 0 telles que, pour tout x1,x2 € Bg, et tout
uy,ug € Br,,

|f(z1,u1) = f(z2,u2)| < Ap (|21 — 22| + [ur — u2) (3.5)
|k(z1) — K(x2)| < A |21 — 2] - (3.6)

Nous supposons enfin que 'imprécision entre le systeme f et son modele f est bornée
sectoriellement.

Hypothése 3.5 (Imprécision du modele) Pour toutes constantes R,, R,, > 0, il existe
une constante )‘ff > 0 telle que, pour tout © € Br, et tout u € Bg,,

~

Fau) = Flaow)| < A (] + Jul). (3.7)

Cette hypothese permet de prendre en compte a la fois des incertitudes paramétriques et
certaines dynamiques non-modélisées. La constante A, ; mesure ainsi le degré d’imprécision
de la modélisation du systeme a commander. Dans ’hypothése d’une modélisation parfaite,
cette constante serait nulle.

3.1.2.4 Mise sous forme hybride

A partir des hypothéses énoncées dans les sections précédentes, nous détaillons mainte-
nant la stratégie de commande développée et montrons que le systeme ainsi bouclé peut
étre mise sous la forme d’un systeme a dynamique hybride déja exploité dans la littérature.

Comme nous 'avons déja évoqué, a chaque réception d’une mesure, le controleur met a
jour une estimée de 1’état du systeme puis calcule une prédiction du signal de commande
sur un horizon temporel fixé d’une durée

I8 >To+Ton+ T + 7c (3.8)

3. Notons que A\, peut en réalité étre choisie indépendante de R,,.
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en simulant numériquement le modele f . Ce signal est ensuite codé et estampillé de I'instant
auquel a été effectuée la mesure sur laquelle il se base, puis envoyé sous la forme d’un
paquet au prochain acces réseau (voir le bloc ”Mise en paquets” de la Figure 3.1). Une fois
réceptionné par le systéme, ce paquet est décodé et resynchronisé par un organe embarqué
qui compare ’estampillage du paquet recu avec ’horloge locale et choisit la portion du
signal & appliquer en conséquence (voir le bloc ”Buffer” de la Figure 3.1). De cette maniere,
les effets de retards bornés peuvent étre compensés, modulo 'imprécision du modele
employé. Notons que cette resynchronisation requiert que le systéme, le buffer embarqué et
les capteurs partagent une horloge commune. A I'inverse, aucune synchronisation d’horloge
n’est ici requise entre le controleur et le systeme.

Soit N le nombre maximum de paquets pouvant étre regus sur la durée 7. En rappelant
que le temps entre deux envois consécutifs d’une mesure est compris entre 7, et &,, (voir
I’Hypothese 3.1), une valeur possible de N est alors donnée par

TP — 1
N = WETJ +1. (3.9)

Le NCS obtenu possede alors N variables d’état x.,, r € {1,..., N}. En effet, en définissant
les variables

z = (27, 2")7"
Le - ('xz;? 71:ZN)T
e = To—T= (eF{, ,e%)T,

le NCS en boucle fermée peut étre écrit sous forme compacte (voir [Greco et al., 2012a]
pour plus de détails) comme un systéme hybride de forme similaire & celle exploitée dans
[Nesi¢ and Teel, 2004, Nesi¢ and Teel, 2004] :

&= F(t, T,e) (3.10a)
e=G(t, z,e) (3.10b)
B(Tim+) =H(i,e(T]")), (3.10¢)

ou les fonctions F', G et H sont définies comme

F(t,z,e) = f(x,u(t,e+ )) (3.11a)

fler+z, k(er + ) — fz,ult e+ 7))
g(tai'ae) = (311b)

flen +x,k(eny + ) — f(z,u(t,e + 1))

e1+ (h(i,en) —e1) n(i, 1)

Hie)=| (kG 61): —e)nli2) (3.11c)

en + (h(i,en_1) — en) n(i, N)

La fonction n: N x {1,..., N} — {0,1} identifie I'indice de l'estimée de I’état considérée :

n(i,r) = { Losiop(i) =r (3.12)

0 sinon
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ou p:N—{1,..., N} effectue une attribution cyclique :
w(i):=((1—1)mod N) +1 . (3.13)

Le signal de commande u dans (3.11a) et (3.11b) est donné par

N
u(t,x.) = Z/—; Ty )V (3.14)
k=1

ouv:Rsox{l,...,N} = {0,1} est définie comme

V(b k) = 1 siﬂjEN:te(T + 15,7 ]C+1+T+1] et u(y(y) =k
T 0 sinon

etouy:N—- N
Y(j) =max{ieN: 7" +T" <7}, VjeN (3.15)

indique la derniére mesure recue avant l'instant TJ-C.

L’extension d’état opérée dans (3.10) permet de conserver tous les signaux de commande
susceptibles d’étre appliqués durant la plage temporelle Téo . Le protocole ainsi obtenu (cf.
(3.10c) et (3.11c)) hérite de la propriété UGES du protocole originel (3.1) comme ’énonce
la proposition suivante, établie dans [Greco et al., 2012a].

Proposition 3.6 (UGES du protocole étendu) Sous I’Hypothése 3.2, le protocole défini
par le systéeme o temps discret (3.10c) et (3.11c) est UGES et admet une fonction de
Lyapunov associée W : N x RN" — R>o donnée par

N

W(k,e):=> Wolk,e,)n(k,r),

r=1

oty 1 est définie dans (3.12). De plus, cette fonction vérifie, pour tout k € N et tout e € RN™,

ar le] <Wi(k,e) < agle] (3.16)

W(k+1,H(k,e)) < poW (k,e) (3.17)
ow

‘ P (k,e)| <c, (3.18)

avecar, '=a si N=1 et ay, := %min{l, (%)2/)%} pour N > 1, et ay :=a.

3.1.3 Stabilité exponentielle sur un domaine d’attraction spécifié

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat suivant, présenté et démontré
dans [Greco et al., 2011, Greco et al., 2012a]. Ce résultat garantit la stabilité exponentielle
du NCS (3.10) en donnant une borne explicite au MATI de mesure 7, en fonction des
caractéristiques du réseau, du protocole et du systeme, ainsi que du degré d’imprécision du
modele.

4. Dorénavant, u : R x RM™ — R™ désignera le signal défini comme (3.14).
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Théoréme 3.7 (LES du NCS) Supposons les Hypothéses 3.1-3.3 satisfaites. Etant donné
une constante R > 0, posons R, = R et R, = M\ R, et supposons que les Hypothéses 3.4-3.5
soient satisfaites avec ces constantes. Soient a, @, pg, ¢, , @, «, d, )‘ff’ Af, Aesap, et
apr les constantes générées par ces hypothéses et par la Proposition 3.6. Supposons enfin
que les conditions suivantes soient satisfaites :

1 Hyy +arL
) oL, Hyptal 3.19
Tm € [5ma7-m)’ Tm L n (H’}/Q + aLPOL> ( )
T. + T,
N = {WJ 1 (3.20)
Em

h
Il

» (VEA A+ A+ VI + (VR =T+ N =1) M) (3:21)
H:=cNXp (14 Xe) (3.22)

d [a
Yo 1= a\/;AfAH. (3.23)

Alors Uorigine du NCS (3.10)-(3.15) est exponentiellement stable, avec pour rayon d’at-
traction

~ R
= — .24
R=X (3:24)
ot
V2
K = 17 max{kg (1 + ’)/1) , kq (1 + ’)/2)} (325)
— 7172
. elmm — 1
T L (1 — poelmm)
ki = an
poar,
ko = /9.
o

Ce théoreéme peut étre démontré en exploitant le formalisme de [Nesi¢ and Teel, 2004].
I1 découle de I’application d’un théoréme du petit gain pour les systemes & dynamiques
hybrides. Au dela des détails techniques de son énoncé, le Théoreme 3.7 permet de garantir
la stabilité exponentielle du systeme bouclé sur un domaine d’attraction donné, pourvu
que le MATI de mesure soit en dessous d’un seuil pouvant étre calculé explicitement.

Ce résultat souligne le compromis devant étre fait entre retards de communication,
fréquence de communication et précision du modele employé. En effet, la borne (3.19) sur
le MATI de mesure est liée a la dimension N de la mémoire, défini dans (3.20) & partir
de (3.8) et (3.9). Cette quantité implique a la fois le MAD et le MATI de commande. La
stratégie basée sur les paquets vise a faire croitre le MATI de commande 7., mais un 7.
plus large pourrait conduire & une mémoire N plus importante et donc générer un MATI
de mesure 7, plus faible. En outre, les conditions (3.19)-(3.20) impliquent les MATI, MAD
et mTI. Elles requiérent en particulier que le MATI de mesure soit plus grand que le mTI
€m. La proposition suivante, établie dans [Greco et al., 2012a], montre que les contraintes
sur le MATI et la mémoire sont toujours réalisables.

Proposition 3.8 Pour toute constante R > 0, les paramétres Ty, Te, Tm, Te et em peuvent
toujours étre choisis suffisamment petit pour satisfaire les conditions (3.19)-(3.20).
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3.1.4 Stabilité exponentielle semiglobale

Bien que le Théoreme 3.7 permette de garantir la stabilité exponentielle du NCS sur
un domaine d’attraction de rayon R (cf. Equation (3.24)), rien n’indique dans cet énoncé
que ce rayon d’attraction puisse étre élargi a loisir. En effet, la possible dépendance des
grandeurs L et H (et par conséquent K) dans le parametre R spécifiant le domaine de
validité des Hypotheses 3.4 et 3.5, ne permet pas de garantir que R soit une fonction
non-bornée de R. Ainsi, le fait que ces hypotheses soient satisfaites sur un rayon R trés
grand ne conduit pas nécessairement & I'obtention d’un rayon d’attraction R trés grand
pour le NCS.

Pour voir ceci plus clairement, considérons par exemple le cas ou K (cf. Equation
(3.25)) est proportionnel & R. La relation (3.24) indique alors que le rayon d’attraction R
ne saurait dépasser une valeur maximale, indépendamment du choix initial de R. Il serait
meéme possible d’imaginer que, dans certaines situations, R diminue lorsque R augmente ;
un phénomene similaire est détaillé dans [Sepulchre, 2000].

Ainsi, afin de garantir un domaine d’attraction arbitraire, il est nécessaire d’ajouter des
contraintes sur le taux de croissance de K en R ou, de maniere équivalente, sur les constantes
de Lipschitz associées. Avant de présenter ce résultat, nous rappelons formellement la
définition de stabilité exponentielle semi-globale pour le NCS. Cette définition n’est autre
que lextension exponentielle de la Définition 1.31 adaptée a la dynamique spécifique (3.10).

Définition 3.9 (SES) Le NCS (3.10) est dit semiglobalement exponentiellement stable
si, pour tout R > 0, il eziste des constantes T (R), Te(R), Tin(R), Te(R),em(R) > 0 telles
qu’introduites dans I’Hypothese 3.1, telles que son origine soit exponentiellement stable

avec pour domaine d’attraction R.

Théoréme 3.10 (SES du NCS) Supposons que les Hypothéses 3.1-3.4 soient satisfaites
pour tout Ry, Ry, > 0 et qu’il existe une constante o € [0,1) telle que

lim SO0 o, (3.26)

5—00 s?
Alors le NCS (3.10)-(3.15) est semiglobalement exponentiellement stable.

Ce résultat garantit que, pour des dynamiques suffisamment régulieres (i.e., les
constantes de Lipschitz associées sont sous-linéaires dans la taille du domaine sur le-
quel elles sont calculées), le domaine d’attraction du NCS peut étre rendu arbitrairement
grand pourvu que les MADs et MATTs soient suffisamment faibles.

3.1.5 Stabilité exponentielle globale

Lorsque les dynamiques régissant le NCS sont globalement lipschitziennes, il est possible
de garantir la stabilité exponentielle globale du systeme bouclé. Ces développements ont
été l'objet du travail initial [Chaillet and Bicchi, 2008], que nous résumons dans I’énoncé
suivant.

Théoréme 3.11 (GES du NCS) Supposons que les Hypothéses 3.1-3.3 soient satisfaites
avec des constantes de Lipschitz Ay, A, )‘ff indépendantes de R, et R,. Soient a, @, po,
¢, o, q, a, d, Aff’ Af, Ak, ar, et ay les constantes générées par ces hypothéses et par la
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Proposition 3.6. Alors, pour tous MATIs et MADs satisfaisant

H~s +ap L >
H~yy +appoL

1
Tm € [EmsTon)s  Toy i= Lln(

ou les constantes L, H et 2 sont définies dans (3.21)-(3.23), Uorigine du NCS (3.10)-(3.15)
est globalement exponentiellement stable.

3.1.6 Cas des systemes LTI

Un cas particulier des dynamiques globalement lipschitziennes considérées dans la section
précédente est la classe des systéemes LTI. Dans ce cas, nous avons que f(z,u) = Az + Bu,
f(z,u) = Az + Bu et k(z) = K.z, ot A € R™", B € R™™ et K. € R™*". L’'Hypothése
3.3 peut alors étre traduite de la maniere suivante.

Hypothése 3.12 (GES nominale pour systéemes LTI) [l existe des matrices sym-
métriques définies positives P, Q € R™" telles que

(A+ BK,)" P+ P(A+ BK,) = —Q.

Le corollaire suivant propose alors des bornes spécifiques a cette classe de systemes. Sa
preuve est donnée dans [Greco et al., 2012b].

Corollaire 3.13 Considérons les parameétres po, ¢, ar,, P et Q qui découlent des Hypotheses
3.1, 3.2 et 3.12, ainsi que de la Proposition 3.6. Supposons que les conditions (3.19) et
(8.20) soient satifaites avec®

<|A+ (B- B)K. N =1
L:_{ a4+ ( VKl o (3.27)

Z(|A+(B—-B)K,|+ VN|BE.|) siN>1
H :=c¢V/N|(A - A) + (B - B)K,| (3.28)

_|PBK.| [Amax(P)
e )\mln(Q) )‘min(P) ' (329)

Alors Uorigine du NCS (8.10)-(3.15), avec f(z,u) = Az + Bu, f(z,u) = Az + Bu et
k(z) = K.z, est globalement exponentiellement stable.

3.1.7 Illustration : commande d’un hélicoptere

Nous illustrons maintenant les avantages que peut apporter la commande basée sur les
paquets sur un cas pratique déja étudié dans [Tabbara et al., 2007]. Il s’agit d’un hélicoptere
Tandem-Rotor Ch-47, dont le comportement linéarisé est donné par & = Ax + Bu avec

—-0.02 0.006 24 -32 0.14 —0.12
A -0.14 044 -13 =30 B 0.36 —8.6
0 0.018 —-1.6 1.2 |’ 0.35 0.009

0 0 1 0 0 0

La technique présentée dans ce chapitre suppose que ’état complet z € R* du systeme
soit transmise sur le réseau, tandis que les auteurs de [Tabbara et al., 2007] utilisent une

5. Amin(P) et Amax(P) désignent les valeurs propres minimale et maximale de la matrice P.
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commande statique exponentiellement stabilisante mais ne se basant que sur la sortie

y=Cz € R? ot
010 O
¢i= (0 00 57.3)'

Pour nous conformerNau formalisme suivi dans ce document, nous écrirons donc la commande

comme u = K.x = KCz, ou
i —12.7177 —45.0824

~\ 63.5123  25.9144

est la matrice de gain proposée dans [Tabbara et al., 2007]. Nous supposons que ’état x
est partitionné en £ = 2 nceuds =z = (:clT, a;g)T avec x; € R?, pour chaque i € {1,2}, et que
les mesures sont transmises suivant le protocole Round Robin. Nous supposons également,
sans perte de généralité, que la mesure de x; est transmise par le noeud 1 et que xo est
transmis par le noeud 2.

L’estimée du MATTI obtenue dans [Tabbara et al., 2007] pour ce NCS est
o007 = 2.81 107 s.

Par ailleurs, dans le cas particulier d’acces périodiques au réseau, il est possible de calculer
précisément le MATI de ce systeme (cf. [Greco et al., 2012b]) ; nous trouvons ici

Tingle = 1.13107% 5.

Afin de quantifier ’amélioration apportée par une technique exploitant la charge des
paquets transmis, calculons la borne résultant de ’application du Corolaire 3.13. Les
retards n’étant pas considérés dans [Tabbara et al., 2007], nous les négligerons également
ici (T, = T. = 0). Nous choisissons de plus &, ~ 7% et 7, légérement inférieur a e,
pour avoir N = 1 dans (3.20). Les parametres de I’'Hypothese 3.2 sont a = 1, @ = N
po = /(£ —1)/l, ¢ = /I (voir [Nesi¢ and Teel, 2004]). En ce qui concerne 'Hypothese
3.12, nous pouvons prendre @ = I (auquel cas Apax(Q) = 1), Amin(P) = 5.44 1073,
Amax(P) =~ 1595, et ’PBf(

du systeme : A = A et B = B. Les constantes de (3.27) et (3.28) deviennent alors
= .-|A| = {|Al et H = 0. La borne sur le MATI (3.19) est ainsi donnée par

~ 3372. Nous supposons également une connaissance parfaite

* a 1 -3
= —1 — | ~ 5.58 10
= art <Po> >

soit environ 20 fois plus que 73;);. En d’autres termes, la méthode proposée ici permet de
stabiliser exponentiellement le systéeme en transmettant 20 fois moins de paquets.

En réalité, ’exploitation de la charge des paquets apporte parfois une amélioration
nettement plus substantielle que ce que décrivent ces bornes. En effet, si nous considérons
le cas d’une transmission périodique des mesures, le fait d’utiliser une approche prédictive
permet d’obtenir un MATI

Toulti = 1.3105 s,

m

soit une amélioration théorique de 'ordre de 1160 fois par rapport & un envoi de commande
non-prédictive (c’est-a-dire constante entre deux transmissions).

Soulignons toutefois le fait qu’en cas d’imprécision de modele, ’écart entre le MATI
réel et celui estimé par les bornes du Corolaire 3.13 devient vite conséquent. Considérons
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par exemple un modele f(z,u) = Az + Bu, ol A = A+ Ay, B = B + Ap. Notons
A= gl oy a0 B = Biglicyajor Aa = |01]  Ap = [of] . Nous

? 17"'7 17] 172

B

ij=1,..,4

< plagj| et

< p|bij|, ou p € [0, 1] désigne le degré d’imprécision.

La Figure 3.2 représente I'estimée du MATI de mesure 7%, (en échelle logarithmique)
donnée par le Corolaire 3.13 en fonction de degré d’imprécision p et pour différentes valeurs
de la mémoire® N. Pour chaque valeur de p, un millier de matrices A4 et AP ont été
générées, et I'estimée du MATI correspondante a été calculée ; seule I'estimée la plus faible
a été reportée sur ce graphique.

4} 4

5} 4

-6} ]

T, (0g0)
|
4
\

FIGURE 3.2 — Estimée du MATI obtenue par le Corolaire 3.13 en fonction du niveau
d’incertitude de modélisation p pour différentes valeurs de la mémoire N.

Cette courbe indique clairement que le MATI estimé par le Corolaire 3.13 peut
s’avérer tres faible en cas d’incertitude de modélisation. Il est toutefois a souligner que
le MATI réellement atteignable avec une stratégie prédictive telle que celle présentée ici
est généralement bien meilleur que ses trop approximatives estimées théoriques, méme en
cas d’incertitude de modélisation. Ceci peut se voir sur la Figure 3.3 ou le MATI 77 ..
(c’est-a-dire celui correspondant a un acces périodique aux nceuds du réseau en exploitant
la stratégie prédictive) est représenté pour N = 1 en fonction du degré d’imprécision p.

Cette figure illustre I’amélioration apportée par 'utilisation d’une commande prédictive
transmise par paquets sur une commande échantillonnée classique. En effet, pour un facteur
d’imprécision p = 10% sur les matrices A et B, nous avons que 7 .; =~ 2.049 1072 s contre

T;;ngle ~1.13 1073 s, ce qui correspond & une amélioration d’un facteur 18.

3.2 Robustesse de la commande quantifiée

Si la section précédente s’intéressait a 'effet du protocole de communication et de
I'incertitude de modélisation sur une commande prédictive exploitant la codification sous
forme de paquets de communication, nous nous intéressons maintenant a un autre effet

6. Rappelons qu’une valeur de N > 1 permet de considérer des retards non-nuls (T, # 0, Tc # 0)
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M\—
ol ]
-0.2 4
-0.4 4
> -0.6 B
=3
o
= _08 4
5
N -—_— ]
-1.2r B
1.4 il
-1.6 N
18 . . . .
0 2 4 6 8 10

FIGURE 3.3 — MATI 7 .,; (en échelle logarithmique) pour une mémoire N = 1 et en
supposant des acces périodiques au réseau, en fonction du degré d’imprécision p.

intimement lié aux communications digitales : la quantification des données. La mise
sous forme de paquets de données de mesure ou de commande, ou plus généralement
leur transmission par canal numérique, impose en effet une approximation de leur valeur.
Cette approximation peut avoir des effets néfastes sur la performance du systéme bouclé,
voire sur sa stabilité. Ceci explique le nombre d’études sur les effets de la quantification
dans un contexte de commande (voir par exemple [Nair et al., 2007, Hespanha et al., 2007,
Liberzon, 2008]).

Si une importante littérature existe autour de la commande quantifiée des systemes
LTI (e.g., [Montestruque and Antsaklis, 2004, Liberzon, 2003a, Nair and Evans, 2004]),
des travaux plus récents ont visé a étendre ces résultats aux systemes a dynamiques
non-linéaires (voir par exemple [Liberzon and Nesié, 2007, Liberzon and Hespanha, 2005,
de Persis and Isidori, 2004]). En particulier, [Liberzon and Hespanha, 2005] a montré que
tout systeme ISS vis-a-vis d’erreurs de mesure peut étre semiglobalement asymptotique-
ment stabilisé par un canal d’information limitée sous certaines conditions sur le taux
de transmission des données. Ce résultat est obtenu grace une procédure dynamique de
quantification des données. Au moyen d’un codage-décodage similaire, ce résultat peut étre
étendu au cas de systéemes globalement asymptotiquement stable moyennant des conditions
plus restrictives sur le taux de transmission.

La performance de 'approche développée dans ces références peut toutefois étre drasti-
quement remise en cause en cas de modélisation imparfaite du systéme a commander ou
en présence de perturbations exogenes. La stabilité méme de la boucle fermée peut étre
compromise. Le travaux présentés dans [Liberzon and Nesi¢, 2007] montrent que, méme
dans le cas LTI, le fait de transmettre les données de mesures de maniere quantifiée peut
compromettre 'ISS du systéme bouclé. Notons qu’'une telle étude de robustesse pourrait étre
menée en utilisant le formalisme des NCS présentés dans [Nesi¢ and Teel, 2004] et exploité
dans la section précédente, & condition que la procédure de codage-décodage des données
ne sature pas ce qui est généralement difficile a garantir en présence de perturbations.

L’objet de la présente section est de garantir la robustesse des systemes dynamique-
ment quantifiés vis-a-vis d’erreurs de mesures, d’incertitudes paramétriques et de signaux
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exogenes. Nous exploitons a cette fin une extension naturelle de la stratégie de com-
mande proposée dans [Liberzon and Hespanha, 2005, de Persis and Isidori, 2004]. Nous
montrons que les propriétés d’ISS vis-a-vis de signaux exogenes, d’erreurs de mesure
et d’incertitudes paramétriques sont préservées de maniere semiglobale en cas de com-
mande par données quantifiées. En d’autres termes, si un taux de transmission suffisant
est disponible sur le canal de transmission, le domaine d’attraction peut étre agrandi
a loisir et I'erreur en régime permanent reste “proportionnelle” a I'amplitude des per-
turbations appliquées. Le taux de transmission requis pour garantir cette propriété de
robustesse s’avere étre le méme que dans les approches non-perturbées présentées dans
[Liberzon and Hespanha, 2005, de Persis and Isidori, 2004]. Nous illustrons ces résultats
au travers de la commande quantifiée d’'un moteur & courant continu (Section 3.2.4).

3.2.1 Contexte et présentation du probleme

Les systemes auxquels nous nous intéressons ici sont régis par une dynamique de la
forme

i = f(w, pu,d), (3.30)

oll x € R™ représente 1’état, f : R" x RP x R™ x R" — R™ est une fonction localement
lipschitzienne, p : R>g — P, avec P C RP, désigne un vecteur de parametres (éventuellement
temps-variants), u : R>¢g — R™ est un signal de commande et d : R>g — D C R représente
des perturbations exogenes supposées mesurables et localement essentiellement bornées.
Nous supposerons en outre que ’origine est un point d’équilibre du systéme non-perturbé,
indépendamment de la valeur des parametres considérée, a savoir :

£(0,1,0,00=0,  VueP.

Pour commander ce systeme, les seules mesures disponibles proviennent d’un canal
a information limitée. Ainsi, les seules grandeurs disponible pour la rétroaction sont
constituées de mesures quantifiées de I’état, provenant d’un codage préliminaire. Le symbole
ainsi codé est ensuite transmis au travers d’un réseau de communication dont nous
négligerons ici les effets décrits dans la Section 3.1 (a savoir les retards, 'ordonnancement des
acces par protocole et la distribution physique des nceuds) pour nous focaliser principalement
sur la quantification qu’il induit. Le réseau de communication se résume donc ici a un
échantillonnage a pas constant 7 > 0 et a un quantification sur N" symboles ou N € N>;.
L’architecture générale est résumée par la Figure 3.4, dont certains symboles seront définis
dans la suite.

A chaque réception d’un symbole ¢x, k € N, c’est-a-dire a chaque instant k7, le décodeur
calcule une estimée de I’état & qui sera utilisée dans 1’élaboration de la loi de commande.
Cette procédure de codage-décodage est nécessairement imprécise du fait de la bande
passante limitée du canal de transmission. A cette imprécision s’ajoute 'incertitude sur le
parametre p du systéme, la présence de perturbations exogenes d et la possibilité d’erreurs
de mesure d.. Soit v la valeur supposée du parametre . Nous définissons alors 'incertitude
paramétrique

dy:=p—veRP

Nous supposons en outre que I’amplitude de I’erreur de mesure est bornée par une constante
E > 0 connue :
| < E. (3.31)
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de

Systéme

z = f(z,u,d,d)

Codeur

Qk

Décodeur

FI1GURE 3.4 — Commande par information limitée en présence d’incertitudes et d’erreurs de
mesure.

Contréleur

[=&3

@ = k(E, v)

Notre premiere hypothése est que, en ’absence de contraintes de communication, le systeme
(3.30) est stabilisable par un retour d’état statique qui le rend ISS vis-a-vis des perturbations
exogenes, de 'incertitude paramétrique et des erreurs de mesure.

Hypothése 3.14 (ISS du systéme nominal) [l existe une loi de commande continue
Kk R®™ x RP — R"™, une fonction continument différentiable V : R®™ — R et des fonctions
a,a,a, X, ' et v de classe K telles que, pour tout x € R"™, tout d € D, tout d, € P et
tout d, € R,

aflal) < V(x) < (),

[ = x(d]) + T(|dp]) +7(lde]) = aa‘;f(x,mﬁ(ﬂde,wrdp),d) < —a(lz)). (3.32)

Au vu de la caractérisation Lyapunov de I'ISS établie dans [Sontag and Wang, 1995] et
rappelée en Section 1.1.2.2, cette hypothese impose 1'ISS du systeme (3.30) bouclé par le
retour d’état x. Notons que ce dernier ne se base que sur la valeur supposée du parametre
v = j1 + dp et non sa valeur réelle p.

Si cette hypothese d’ISS s’avere tres forte en pratique, les remarques suivantes donnent
des pistes pouvant lui permettre d’étre satisfaite dans certains cas.

Remarque 3.15 (Systémes en forme feedback stricte) Les conditions de I’Hypothése
3.14 peuvent étre satisfaites par tout systeme sous forme de feedback stricte. Une procédure
de backstepping peut en effet étre appliquée a de tels systémes, et ainsi imposer itérativement
VISS de chaque variable d’état vi-a-vis de (d,dy, d.), en utilisant les variables avales comme
des signaux de commande “virtuels” [Freeman and Kokotovié, 1996].

Remarque 3.16 (ISS et commande globalement lipschitzienne) Les conditions de
[’Hypothése 3.14 peuvent étre satisfaites par tout systéme stabilisable par un retour d’état
statique globalement lipschitzien garantissant I’ISS vis-a-vis des erreurs d’actionnement.
En effet, si L, désigne la constante de Lipschitz de cette loi de commande k, alors les effets
induits par l'incertitude paramétrique d, et les erreurs de mesure d. peuvent étre assimilés
& une perturbation d satisfaisant

ld| < Lildy| + Li|del.
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Notons que tout systéme pouvant étre rendu ISS par une commande bornée et différentiable
(cf. e.g. [Isidori, 1995]) satisfait trivialement cette condition de lipschitzianité globale.
3.2.2 Commande quantifiée

Nous présentons maintenant une extension naturelle de la procédure de codage-décodage
présentée dans [Liberzon and Hespanha, 2005, de Persis and Isidori, 2004] permettant de
prendre en compte perturbations exogenes, incertitudes paramétriques et erreurs de mesure.

3.2.2.1 Région de quantification

Etant donnée une estimée & de I’état x, la région de quantification O est une boule de
centre & et de rayon’ L >0 :

Q :=B(z,L).

La mesure (bruitée) disponible pour le codeur, i.e. x + d., appartient a la cette région Q si
et seulement si I'erreur d’estimation

e:=x+d,— 1z,
combinant les effets de la quantification et des bruits de mesure, est suffisamment faible :
le| < [z — 2+ |E| < L.

Disposant de N™ symboles pouvant étre transmis par le canal de communication a chaque
pas d’échantillonnage, nous partitionnons la région de quantification en N™ sous-régions de
tailles identiques. La région Q considérée est ensuite mise a jour selon la procédure décrite
ci-dessous.

3.2.2.2 Dynamique du codeur

L’évolution de 'estimée de 1’état est régie par la dynamique hybride suivante :

& = f(&v k(& v),0), Vtelkr (k+1)7),keN (3.33a)
z(kt) = ¢é(kT), sikeNsp (3.33Db)
#(0) = 0, (3.33¢c)

ou ¢(kt) désigne le centre de la sous-région a laquelle la mesure xz(k7) 4+ d. appartient. Cette
sous-région est identifiée par le symbole ¢, qui constitue la sortie du codeur. L’évolution
du rayon de la zone de quantification est alors donnée, a chaque pas d’échantillonnage kT,
k € N, par la dynamique

L((k+1)r) = A <L(J@7) + E) +E (3.34a)
L0) = A+E, (3.34b)

ou A > 1 désigne une constante a définir, A est le rayon du domaine de conditions initiales
considérées et E est défini pas (3.31). Cette loi d’évolution est une extension de celle
proposée dans [Liberzon and Hespanha, 2005, de Persis and Isidori, 2004] permettant de

7. Dans cette section, la norme infinie est utilisée : |z| := max;—1,
signal u: R>o — R™, [lu|| := ess sup,s |u(t)].

n |zi|. De la méme maniére, pour un

ceey
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prendre en compte d’éventuelles erreurs de mesure. Cette dynamique a temps discret génere
une suite {L(k7T)}ren décroissante jusqu’a une constante dépendant de E, qui elle méme
assure la décroissance de 'erreur d’estimation modulo les erreurs de mesure tant que la
dynamique (3.34) s’applique (voir [Franci and Chaillet, 2010b] pour plus de détails).

Notons que, tant que z(k7T) + d. reste a U'intérieur de la région Q(k7), 'erreur d’esti-
mation satisfait |e(k7)| < e(kT) on

L(k
e(kr) = (NT) +E, VkeN, (3.35)

constitue ’erreur mazimale de quantification.

Toutefois, du fait des incertitudes et perturbations, il se peut que la mesure x(k7) + d,
tombe en dehors de la région de quantification. Cette situation correspond & un débordement.
Elle est représentée par le symbole g = 0. Si un débordement a lieu a 'instant kg, kg € N>q,
le codeur met a jour le centre et le rayon de la région de quantification de la maniere
suivante :

T(kor) = Z(kor ), (3.36a)
L((ko+1)7) = AME+E)+E, (3.36b)

ol E > 0 est un constante qui sera définie par la suite. Ainsi, en cas de débordement, le
rayon de ’hypercube contenant x(k7) identifié par la procédure de quantification n’est plus

# + E, mais FE + E, tandis que le reste de la procédure reste identique a (3.33)-(3.34).

3.2.2.3 Dynamique du décodeur

En implémentant les dynamiques (3.33), (3.34) et (3.36), le décodeur est en mesure de
reconstruire I’évolution de l'estimée & & partir des symboles {qx }ken transmis sur le canal
de communication.

3.2.2.4 Commande

N’ayant connaissance que d’une valeur approximative v des parametres réels u du
systeme a commander, le signal de commande appliqué est donné par

a(t) = k(2(t),v), V>0, (3.37)

ou Z(-) est donnée par (3.33) avec (3.34)-(3.36). Notons que, afin de focaliser I’analyse sur
les effets induits par la quantification des mesures, la communication du controleur vers le
systeme est ici supposée analogique et sans perte.

3.2.3 Analyse de la robustesse du codage-décodage

Maintenant que la procédure de quantification a été décrite, nous pouvons présenter
des résultats de robustesse du systéme ainsi bouclé. Notre premier résultat, démontré dans
[Franci and Chaillet, 2010b, Franci and Chaillet, 2010c], s’intéresse au cas ou le nombre
bits transmis est fixe et la période d’échantillonnage peut étre ajustée.

Théoréme 3.17 (N fixe, 7 ajustable) Supposons que I’Hypothése 3.14 soit satisfaite
par le systéme (3.30). Alors il existe des fonctions X,I',7 de classe Ko et, pour tout
ensembles compacts P C RP et D C R, toute constante A > 0 et tout N € Nx1, il existe
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des constantes T,\, E, E > 0 et une fonction B de classe ICL telles que les trajectoires du
systéme bouclé
&= f(x, i, d), (3.38)

ot U est la sortie du controleur a information limitée défini par (3.33)-(3.37), satisfont,
pour toute condition initiale |x(0)| < A, tout paramétre estimé v € P, tout paramétre réel
w1 Rsg — P, toute perturbation d : R>g — D et toute erreur de mesure d. : R>o — Bg,

_ - _ _ — A+1
[z(t)] < B(A, 1) +Xx(ld]) + Tl —vID) +7 (A(E +E)+ <2 + 1 ) E> - (339)

N
En d’autres termes, le systéeme bouclé (3.38) est semiglobalement stable entrée-état (I1SpS)
dans le sens de [Jiang et al., 1994/, avec le pas d’échantillonnage T comme paramétre de

réglage.

Comme nous 'avons déja évoqué, la constante A mesure I'expansion du systéme entre
deux instants d’échantillonnage consécutifs. Il apparait dans la preuve de ce résultat (cf.
[Franci and Chaillet, 2010b, Franci and Chaillet, 2010c]) que

L
A=¢e"",

ou L désigne la constante de Lipschitz du champ de vecteur f sur le domaine auquel
les solutions sont garanties d’appartenir par construction. La constante E, quant & elle,
est proportionnelle a la borne supérieure sur ’amplitude des perturbations et des incer-
titudes paramétriques. L’estimée des solutions (3.39) garantit ainsi que lerreur statique
est d’autant plus petite que l'incertitude paramétrique et les perturbations exogenes
sont faibles. En outre, en ’absence de ces imperfections, nous retrouvons le résultat de
[Liberzon and Hespanha, 2005].

Nous soulignons le fait qu’en cas de débordement, la taille de la région de quantification
est fixée & la valeur A(E + E) + E (cf. (3.36)). Il se peut, notamment en cas de fréquences
d’échantillonnage particulierement lente, que la constante A soit grande. Dans ce cas,
I'erreur de quantification peut étre tres importante, conduisant ainsi & une chute des
performances. Cet effet peut étre amoindri en utilisant une constante £ non-nulle dans la
procédure de codage-décodage, méme lorsque les erreurs de mesures sont négligeables. Ceci
empéche en effet la taille de la région de quantification de devenir arbitrairement petite, ce
qui peut éviter des dépassements.

Nous présentons maintenant un résultat similaire dans le cas ou le pas d’échantillonnage
est fixe et que seul le nombre de bits transmissibles peut étre ajusté. Il apparait que, du
fait des perturbations exogenes, la robustesse ne peut étre garantie pour des valeurs de 7
trop importantes contrairement au cas idéal considéré dans [Liberzon and Hespanha, 2005].
Cette limitation, assez intuitive, est détaillée dans la preuve (cf. [Franci and Chaillet, 2010b,
Franci and Chaillet, 2010c]).

Théoréme 3.18 (7 fixe, N ajustable) Supposons que I’Hypothése 3.1/ soit satisfaite
par (3.30). Alors il existe des fonctions X,I,75 de classe Ko et, pour tous ensembles
compacts P C RP, D C R? et toute constante A > 0, il existe un seuil Tmaz > 0 tel que,
pour tout pas d’échantillonnage T € (0, Tyaz), il existe des parameétres N, A, E,E > 0 et
une fonction B de classe KL telles que les solutions du systéme bouclé (3.38), ot G est la
sortie du controleur (3.33)-(3.37), satisfont

()] < BA ) + Xl + (= vI) +7 (A<E+E> + <2+ . Al) E) . (340)
N
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pour toute condition initiale |z(0)| < A, tout paramétre nominal v € P, tout paramétre
i R>g — P, toute perturbation d : R>og — D et toute erreur de mesure d. : R>og — BEg.

Notons que les fonctions de comparaison impliquées dans 1'estimée (3.40) des solutions
du systeme bouclé sont identiques a celles du Théoreme 3.17.

Remarque 3.19 (Echantillonnage a pas variable) Les Théorémes 3.17 et 3.18 peuvent
aisément étre généralisés au cas de périodes d’échantillonnage non constantes, a la condition
que la durée mazximale entre deuzx échantillons consécutifs ne dépasse la valeur de T définie
dans chacun de ces deux énoncés.

3.2.4 Exemple d’illustration

Nous testons enfin ’application de cette stratégie de commande par quantification sur
I’exemple académique suivant :

B = @+ prt4d
T2 = u+ds.

L’incertitude sur ce modele provient de l'identification du parameétre u, qui varie dans
le temps. Nous supposons ne connaitre que sa valeur nominale v = 1. Le systéme est en
outre affecté par des perturbations exogeénes dj et do. Pour les besoins de la simulation
nous avons considéré u(t) =1+ Psin(t), di(t) = Dsin(t) et da(t) = D cos(t). Les mesures
sont en outre entachées d'une erreur d.(t) = F(sin(t), cos(t))”. Nous supposons ici que les
amplitudes de ces perturbations sont respectivement P = 0.5, D = 1.0 et £ = 0.1. Ceci
correspond en particulier & une incertitude de 50% sur le parametre pu.

Le systéme étant sous forme de feedback stricte, [Freeman and Kokotovic, 1993] nous
permet de construire une loi de commande continue rendant le systeme bouclé ISS par
rapport a d, d, et d., satisfaisant ainsi 'Hypothese 3.14. Cette loi de commande repose sur
le concept de fonction de Lyapunov “aplatie” .

Nous supposons que seuls 2 octets peuvent étre transmis a chaque pas d’échantillonnage.
Nous visons a garantir la stabilité du systeme pour toute condition initiale |z(0)| < A = 10.
L’approche de commande par quantification présentée ci-dessus permet d’atteindre cet
objectif pour un pas d’échantillonnage 7 = 0.1s avec les parametres A = 64 et E = 64,
comme l’illustre la Figure 3.5.

Avec cette valeur de F = 0.1, la taille de la région de quantification demeure suffisam-
ment importante pour empécher tout dépassement, comme nous l'avions évoqué en Section
3.2.3.

Ainsi, en ne transmettant que 2 octets, avec une période d’échantinnage de 'ordre
de la constante de temps du systeme, et malgré 'inflence de perturbations relativement
importantes, la stabilité reste garantie malgré 'apparition d’une erreur statique.
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I x1
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FIGURE 3.5 — Evolution de la norme de ’état a partir de la condition initiale z(0) =
(=10, -10)T, avec N = 2 octets transmis & une fréquence d’échantillonnage 1/7 = 10 Hz.
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Chapitre 4

Perspectives

Nous listons ici les perspectives de recherche sur chacune des thématiques abordées
dans ce document. Certaines seront traitées a court terme, d’autres sont des directions de
recherche a plus longue échéance.

4.1 Stabilité et robustesse des systemes interconnectés

Nous proposons tout d’abord des travaux dans la continuité des résultats présentés
dans le Chapitre 1.

4.1.1 Caractérisation de I’'iISS Forte

Comme nous 'avons vu en Section 1.1.2.2, aucune condition nécessaire et suffisante
impliquant des fonctions de Lyapunov n’a pu étre donné pour I'iISS Forte. Nous comp-
tons travailler dans cette direction, notamment en approfondissant nos recherches sur la
Conjecture 1.9.

4.1.2 L’iISS Forte d’un point de vue commande

Les résultats sur I'iISS Forte présentés en Sections 1.1.2 et 1.3.1 sont de nature analy-
tique : ils proposent des outils permettant d’établir cette propriété sur des cas pratiques,
et étudient sa préservation sous l'effet d’interconnexion (cascade ou rétroaction). De
nombreuses questions restent toutefois ouvertes sur cette propriété, notamment dans un
contexte de commande.

4.1.2.1 Fonction de Lyapunov controlée pour I'iISS Forte

Des résultats génériques de stabilisabilité ISS sont disponibles dans la littérature
[Sontag, 1989, Sontag, 1990]. Des stratégies de commande rendant la boucle fermée ISS ou
iISS ont également été développées : voir par exemple [Teel and Praly, 2000, Liberzon, 2002,
Liberzon et al., 2002, Malisoff and Sontag, 2004] pour des résultats exploitant la notion
de fonction de Lyapunov controlée, ou [Freeman and Kokotovic, 1993] pour des systémes
a structures particulieres (forme feedback stricte).

Comme nous ’avons brievement rappelé en Section 1.1.2, ces stratégies de commande
ont donné lieu a de nombreuses retombées pratiques. L’iISS Forte présentant un compromis
intéressant entre ISS et iISS, il semblerait opportun de développer de tels outils pour cette
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propriété. L’utilisation de fonctions de Lyapunov controlées pour I'iISS Forte, semble en
particulier une direction de recherche prometteuse.

4.1.2.2 Commande saturée

Dans certaines situations, nous pouvons nous attendre a ce qu’en cas de saturation de
l'actionneur employé, la loi de commande ne permette plus de garantir la bornitude des
solutions en réponse a toute perturbation bornée. La robustesse ne serait alors garantie
que pour des perturbations d’amplitude suffisamment faible, ce qui suggere la possibilité
d’une iISS Forte telle que décrite en Section 1.1.2.

Un tel résultat ne saurait toutefois étre général : bien souvent, la saturation d’une com-
mande [SS-stabilisante ne permet méme pas de garantir la stabilité globale asymptotique
en l’absence de perturbations (0-GAS). Il s’agira donc d’imposer des conditions structu-
relles supplémentaires sur le systeme nominal. La littérature sur la commande saturée,
en particulier [Lin and Sontag, 1991, Sussmann et al., 1993, Teel, 1996, Liu et al., 1996,
Mazenc and Praly, 1996, Liberzon, 2002, Angeli et al., 2005, Tarbouriech et al., 2006], ou
encore [Dai et al., 2009], pourra étre de grande inspiration a cette fin.

4.1.3 iISS Forte et systémes commutés

Il est bien connu que la commutation entre plusieurs dynamiques asymptotiquement
stables peut engendrer 'instabilité, méme dans le cas LTI [Liberzon, 2003b]. De nom-
breux travaux ont cherché a établir des conditions sous lesquelles la stabilité de systemes
commutés est garantie : voir par exemple [Branicky, 1998, Hespanha and Morse, 1999,
Liberzon and Morse, 1999, Hespanha, 2004, Shorten. et al., 2007, Balde et al., 2009]. Deux
de ces conditions peuvent sans doute tirer profit de la notion d’iISS Forte présentée en
Section 1.1.2.

4.1.3.1 Systémes commutés a structures triangulaires

La premiere concerne les commutations entre des systeémes non-linéaires présentant une
structure triangulaire (cascade). Pour cette classe de systémes commutés, une condition
suffisante a été proposée dans [Angeli and Liberzon, 2000] pour garantir la stabilité asymp-
totique quelque soit le signal de commutations. Ce travail, aisément démontrable dans le
cas LTI, exploite la propriété d’ISS de chacun des éléments constitutifs de la structure
triangulaire et plus particulierement la préservation de I’'ISS sous l’interconnexion en
cascade [Sontag and Teel, 1995]. Au vu du Théoreme 1.21, il semble que I'iISS Forte puisse
avantageusement remplacer I’hypothese d’ISS, et ainsi étendre considérablement la classe de
systémes commutés couverte par l'approche développée dans [Angeli and Liberzon, 2000].
Les résultats rappelés en Section 1.3.2 sur le comportement des systemes ilSS cascade
pourraient également étre exploités, au prix d’hypotheses supplémentaires sur les taux de
dissipation associés.

4.1.3.2 Temporisation (dwell time) dépendant de ’état

La notion d’iISS Forte peut également étre d’intérét pour simplifier ’analyse conduite
dans [Persis et al., 2003]. Ce travail s’intéresse au comportement de certains systémes
non-linéaires commutés en présence de signaux de perturbation exogenes. Il suppose pour
cela que chaque dynamique impliquée est iISS, et propose des conditions sur la durée
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minimale entre deux commutations pour garantir une certaine robustesse du systeme
commuté. Cette durée, appelée temporisation ou dwell time dans la littérature des systémes
commutés, peut dépendre de I’état. L’ilSS Forte garantissant généralement des propriétés de
robustesse plus importantes que I'iISS, il serait intéressant de mener une analyse similaire a
[Persis et al., 2003] dans le cas ol chaque sous-systéme est Fortement iISS. Une telle analyse
conduirait en outre a une extension de certains des résultats présentés dans [Vu et al., 2007]
ol le comportement de dynamiques ISS commutées est analysé sous des hypotheses de
dwell time également.

4.1.4 Aspects stochastiques de I’ISS

Nous sommes actuellement en cours de préparation d’un article traitant de la robustesse
de systemes LTI a commutations, lorsque ces dernieres sont gérées par un processus
stochastique. Ce travail résulte d’une collaboration avec L. Greco et E. Panteley du L2S.
La classe de systemes étudiés inclut les chaines de Markov ainsi que les processus de
commutations identiquement distribués. Ces travaux sont motivés par des applications
liées au partage de ressources (telles que le temps de calcul ou la bande passante) pour
certains systemes de commande. Un exemple typique de ces applications est la commande
“anytime” qui vise a élaborer un signal de commande plus ou moins performant selon le
temps de calcul disponible [Greco et al., 2010]. Le signal de commande ainsi généré est
donc constitué d’une séquence commutée de différentes lois de commande, ce qui souleve des
questions de performance voire de stabilité du systeme bouclé [Liberzon, 2003b], d’autant
plus en présence de perturbations exogenes.

L’objet de ces travaux est de faire un lien, pour cette classe de systemes, entre des
notions de stabilité et de robustesse existantes telles que la stabilité §-moment et 1'ISS
presque sure [Fang et al., 1994], ainsi que de proposer des conditions suffisantes pour tester
ces propriétés en pratique. Cette ligne de recherche constitue ainsi un lien naturel entre les
Chapitres 1 et 3.

4.2 Analyse et commande de la synchronisation pour des
applications aux neurosciences

Cette section présente quelques directions de recherche envisagées sur le theme de
I'interaction entre Automatique et Neuroscience. Ils s’inscrivent dans la continuité des
résultats présentés dans le Chapitre 2.

4.2.1 Etude comparative sur la DBS en boucle fermée

Depuis son invention au début des années 90 [Benabid et al., 1991], la stimulation
cérébrale profonde a fait ’'objet de nombreuses études et tentatives d’optimisation. Ces
avancées peuvent étre regroupées en deux catégories, suivant que le signal de stimulation
exploite ou non des mesures sur I’état du patient. W. Pasillas-Lépine (CNRS - L2S) et moi-
méme sommes actuellement en préparation d’un article récapitulant ces diverses approches,
en collaboration avec C. Hammond (INMED - INSERM) et R. Carron (CHU de la Timone,
Marseille). Notre contribution concerne principalement ’étude comparative des approches
en boucle fermée. Celles-ci peuvent elles-mémes étre classées en trois catégories, suivant le
type de signal de stimulation élaboré :
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— Stimulation adaptative ou a la demande. Cette approche consiste a adapter automati-
quement les parametres de la DBS classique (fréquence, amplitude, rapport cyclique),
ou de détecter automatiquement une situation pathologique et activer le signal DBS
en conséquence. La forme des signaux ainsi générés ne differe donc pas de celle de la
DBS boucle ouverte employée actuellement. Cette approche a été développée dans
[Marceglia et al., 2007, Behrend et al., 2009, Graupe et al., 2010, Rosin et al., 2011,
Santaniello et al., 2011].

— Retards et stimulation multi-site. Cette classe de DBS boucle fermée exploite une
temporisation du signal de stimulation. Elle est généralement couplée a une sti-
mulation multi-site, c’est-a-dire basée sur plusieurs électrodes. Les références sui-
vantes développent une telle approche : [Batista et al., 2010, Rosenblum et al., 2006,
Hauptmann et al., 2005b, Hauptmann et al., 2005a, Omel’chenko et al., 2008] ainsi
que [Wagenaar et al., 2005, Lysyansky et al., 2011].

— Commande proportionnelle ou dynamique. Cette derniere catégorie se base sur des
mesures sur champ moyen local pour élaborer le signal de stimulation. Le signal ainsi
généré peut étre soit proportionnel au champ mesuré (comme 'approche développée
en Section 2.1), soit impliquer des aspects dynamiques. De telles approches ont été
développées dans [Liu et al., 2010, Liu et al., 2011, Pyragas et al., 2007] ainsi que
[Tukhlina et al., 2007, Luo et al., 2009, Franci et al., 2011b, Franci et al., 2012a].

Cette étude bibliographique permettra non seulement de répertorier les diverses ap-

proches envisagées, mais également d’identifier leur fondations théoriques ainsi que leurs
éventuelles validations expérimentales.

4.2.2 Origine des oscillations cérébrales pathologiques

Comme nous 'avons évoqué dans la Section 2.1, la maladie de Parkinson est caractérisée
par des oscillations intempestives de certains ganglions de la base aux fréquences 3 (15-
30Hz). Les causes de ces oscillations sont encore méconnues. Deux théories dominent
toutefois. La premiere explique ces oscillations pathologiques par le role pacemaker joué
par 'ensemble STN-GPe [Plenz and Kital, 1999, Terman et al., 2002]. L’autre donne une
origine corticale a ces oscillations [Yamawaki et al., 2008]. Plus récemment, deux autres
explications ont été proposées : dans [Ammari et al., 2011], les auteurs évoquent une
génération de bursts endogeéne au sein du noyau STN, tandis que [McCarthy et al., 2011]
propose une origine striatale a ces oscillations.

Nous sommes convaincus que les outils de I’Automatique peuvent contribuer a com-
prendre les mécanismes impliqués. Pour deux des hypotheses citées ci-dessus, nous détaillons
I’approche envisagée.

4.2.2.1 Role pacemaker de I’ensemble STN-GPe

La génération d’oscillations pathologiques aux fréquences 3 par 'interaction entre le STN
et le GPe a été étudiée de maniere analytique dans [Holgado et al., 2010]. Ce travail utilise
un modele scalaire régissant le taux de décharges neuronales dans chacun de ces noyaux
[Wilson and Cowan, 1972]. Ces modeles sont caractérisés par une sigmoide caractérisant
le taux d’activation statique, ainsi que par des retards entre les deux populations et au
sein de chaque population. Par le biais d’une linéarisation, les auteurs proposent des
conditions suffisantes sur ces parametres pour 'apparition d’oscillations pathologiques. Ce
résultat analytique est en accord avec les données expérimentales. Ce travail a ensuite été
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étendu dans [Pasillas-Lépine, 2012] en considérant plus finement le role des retards et des
non-linéarités impliqués.

Nous avons récemment entrepris avec W. Pasillas-Lépine, E. Panteley et le post-
doctorant que nous co-encadrons I. Haidar, d’étendre cette analyse en considérant le role
possible d’un autre noyau qui est en étroite interaction avec I’ensemble STN-GPe, a savoir le
PPN (noyau pedunculopontin). Cette analyse requiert une analyse multivariable impliquant
plusieurs retards. Nos premiers résultats identifient le role de chacun de ces noyaux dans
I’apparition d’oscillations pathologiques et montrent la possibilité d’en extraire des criteres
analytiques.

4.2.2.2 Origine striatale

La possibilité que les oscillations pathologiques [ naissent de maniere endogene
au sein du striatum pour ensuite se propager a d’autres noyaux a été proposée dans
[McCarthy et al., 2011]. Nous pensons que 'utilisation d’un modele du taux de décharges
neuronales de certains ganglions de la base permettrait également de tester cette hypothese.
Une telle étude se baserait toutefois sur des outils mathématiques tres différents de ceux
évoqués ci-dessus. Une possible stratégie est en effet d’exploiter la notion de convergence
[Pavlov et al., 2006]. Cette propriété présentée par certains systémes non-linéaires garantit
en effet qu’a toute entrée périodique, correspond un état asymptotique périodique et de
méme période. Ainsi, en identifiant les parametres sous lesquels I’ensemble STN-GPe est
convergent, nous obtiendrons de conditions suffisantes pour que des oscillations striatales
aux fréquences (8 se traduisent par des oscillations similaires dans le STN-GPe.

4.2.3 Données de 'optogénétique

L’optogénétique consiste a rendre sensible une population de neurones ciblés a la
stimulation lumineuse en transférant des génes rendant certains canaux ioniques photosen-
sibles. Cette technique récente [Boyden et al., 2005] permet des résultats expérimentaux
d’une précision inédite. Sa spécificité spatiotemporelle sans précédent en fait un outil
révolutionnaire pour les neurosciences [Pastrana, 2010}, et a déja contribué a la compré-
hension du cerveau de rongeurs [Cardin et al., 2009, Sohal et al., 2009, Desai et al., 2011],
notamment pour la maladie de Parkinson [Gradinaru et al., 2009]. Son utilisation sur des
primates a également été initiée [Diester et al., 2011, Han et al., 2011] mais se cantonne
pour le moment a des investigations corticales.

L’équipe de S. Palfi (neurochirurgien et neurophysiologiste au CEA - Hospital H.
Mondor de Créteil), avec qui nous collaborons, a récemment obtenu les premiers résultats
connus sur la photostimulation des ganglions de la base de primates (article en cours de
préparation). Nous comptons intensifier notre collaboration avec cette équipe, notamment
par 'intermédiaire de la soumission d’un projet ANR. Cette collaboration visera a exploiter
ces données de 'optogénétique pour affiner les modeles dynamiques des ganglions de la base
et ainsi analyser plus finement les mécanismes impliqués au moyen d’outils des systemes
dynamiques. Cette compréhension permettra, a terme, de développer des signaux DBS
plus adaptés.

Une partie de ces recherches sera menée par D. Da Silva, qui débutera sa thése sous ma
direction en octobre 2012 et qui sera co-encadrée par W. Pasillas-Lépine. Parmi les travaux
a mener, nous pouvons citer la modélisation des neurones photosensibles sous I'action d’une
impulsion lumineuse [Grossman et al., 2011], le développement d’un modele de population
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pour un ensemble de tels neurones, le développement d’une interface expérimentale permet-
tant simultanément la photostimulation et la mesure des champs moyens et des réponses
neuronales individuelles, I'identification expérimentale des parametres impliqués dans les
modeles développés, I'analyse par simulation des ganglions de la base ainsi modélisés, leur
analyse mathématique et le test de signaux de stimulation innovants sur ces modeles, puis
in vivo.

4.3 Systemes commandés par réseaux

Nous listons maintenant les travaux que nous comptons mener dans le cadre des systemes
commandés par réseau, que nous avons traités dans le Chapitre 3. Ces perspectives
concernent a la fois la quantification des données mesurées, leur échantillonnage et la
distribution physique des capteurs.

4.3.1 Extension et application de la commande basées sur les paquets

Les résultats que nous avons présenté en Section 3.1 exploitent la taille relativement
grande des paquets transmis sur le réseau numérique pour transmettre des signaux prédictifs
de la commande a appliquer. Ceci permet d’augmenter le temps maximal autorisé entre
deux transmissions (MATI), ainsi que les retards de transmissions tolérables (MAD).

Ces travaux supposent pour le moment une mesure complete de ’état du systeme a
commander. Ils se cantonnent en outre a des lois de commande nominales statiques, c’est-a-
dire ne faisant intervenir que la valeur instantanée de 1’état. En collaboration avec L. Greco
(maitre de conférences au L2S), A. Bicchi (professeur a 'université de Pise), S. Falasca
(doctorant & I'université de Pise) et M. Gamba (étudiant de M2 a 'université de Pise),
nous avons récemment entrepris de tenter de dépasser ces deux limitations. La difficulté
principale réside dans la mise a jour de 'estimée de 1’état élaborée par le controleur de
maniére a préserver une représentation fidele de ’état réel du systeme, alors méme que les
délais de transmission ne sont pas connus. Des résultats préliminaires ont été présentés dans
[Falasca et al., 2012] mais ne permettent pas, pour le moment, de s’affranchir totalement
des mesures sur ’état complet.

En parallele, nous avons débuté 'implémentation pratique des lois de commande
prédictives développées en Section 3.1 sur un pendule de Furuta [Furuta et al., 1991]
disponible a I'université de Pise. Cette implémentation est principalement conduite par S.
Falasca et M. Gamba.

4.3.2 Utilisation de bloqueurs généralisés pour les NCS

Toujours dans le cadre des travaux présentés en Section 3.1, le signal prédictif est pour
le moment supposé étre codé par un échantillonnage a fréquence relativement élevée, ce
qui n’est pas optimal d’un point de vue économie de bande passante.

Une alternative a ce codage est d’exploiter des bloqueurs généralisés. Ces fonctions
élémentaires, qui dépendent de la dynamique du systeme & commander, sont présentées
dans un contexte LTT dans [Kabamba, 1987]. Le signal prédictif pourrait alors étre exprimé
comme une pondération de ces fonctions élémentaires. Il suffirait donc de ne transmettre
que la valeur de ces gains de pondération pour pouvoir reconstituer le signal de commande
prédictif.

Ces travaux seront menés avec L. Greco, qui est I'initiateur de cette stratégie.
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4.3.3 L’iISS Forte pour la commande quantifiée et échantillonnée

Nous avons déja évoqué la possibilité d’utiliser des notions d’ISS stochastiques pour
I'étude de la robustesse de stratégies de commande “anytime” (voir Section 4.1.4). Un autre
lien naturel entre les résultats présentés dans les Chapitres 1 et 3 est I'exploitation de la
notion d’iISS Forte pour la commande exploitant des mesures quantifiées et échantillonnées.
En effet, comme nous ’avons vu en Section 3.2, les stratégies de commande a quantification
dynamique reposent sur des hypotheses de robustesse relativement fortes vis-a-vis des
erreurs de mesure. La procédure employée dans [Liberzon and Hespanha, 2005], détaillée en
Section 3.2, requiert en particulier I'ISS vis-a-vis des erreurs de mesure, et donc la bornitude
des solutions quelque soit I'erreur de mesure (bornée) commise. Une tentative de réduire les
hypotheses de robustesse sur le systéme nominal a été proposée dans [de Persis, 2006], ou
seule I'iISS est supposée. Ce résultat ne conduit toutefois qu’a une stabilisation semiglobale,
et les parametres impliqués dépendent de la taille de I’ensemble compact de conditions
initiales considérées.

Puisque I'iISS Forte, présentée dans 1.1.2, assure la bornitude vis-a-vis de signaux d’am-
plitude suffisamment faible, toute procédure de codage-décodage garantissant une erreur de
quantification (asymptotique) inférieure a ce seuil semble pouvoir garantir la stabilité globale
asymptotique du systeme bouclé si le systéme nominal est Fortement iISS vis-a-vis d’erreurs
de mesure. Cette hypothese, nettement moins conservative que I'ISS, permettrait ainsi des
conclusions similaires & 1’approche développée dans [Liberzon and Hespanha, 2005].

Cette observation pourrait également s’étendre aux systemes échantillonnées, notamment
lorsque I’échantillonnage est déclenché par événements (event-triggered sampling) plutot
que selon une période spécifiée : voir par exemple [Donkers, 2011, Seuret and Prieur, 2011,
Postoyan et al., 2011, Yu and Antsaklis, 2011, Anta and Tabuada, 2010]. Cette technique
permet en particulier de choisir les instants d’échantillonnage suivant un critere donné; il
est ainsi envisageable d’imposer que 'erreur induite par ’échantillonnage ne dépasse jamais
le seuil d’erreur de mesure maximale pouvant étre tolérée par le systeme Fortement ilSS.
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