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Résumé

Les travaux présentés dans ce mémoire constituent une contribution a la conception de méthodes systéma-
tiques pour 'analyse et la commande de systémes périodiques et incertains. Une partie importante de cette
these est également consacrée au controle d’attitude de satellites dont la dynamique se préte naturellement a
une représentation sous forme de modéles périodiques soumis a des incertitudes.

La premiére partie propose une présentation unifiée des résultats d’analyse et de synthése de modéles pério-
diques et incertains a temps-discret via des méthodes basées sur des inégalités linéaires matricielles (LMI) et
en s’appuyant sur la théorie de Lyapunov. Par la suite, I’accent est mis sur une nouvelle classe de correcteurs
périodiques & mémoire pour lesquels ’entrée de commande est construite en utilisant 1’historique des états
du systéme conservés en mémoire. Des exemples numériques démontrent que ces nouveaux degrés de liberté
permettent de repousser les limites des performances robustes.

La seconde partie s’intéresse aux aspects de périodicité et de robutesse du controle d’attitude de satellite
rencontrés notamment lors de 'utilisation des magnéto-coupleurs. Ces actionneurs s’appuient sur le champ
géomagnétique variant périodiquement le long de l'orbite du satellite. Différentes stratégies de commande sont
mises en oeuvre et comparées entre elles avec le souci constant de tenir compte des principales limitations des
actionneurs. Cette démarche conduit a& une nouvelle loi de commande périodique régulant le moment cinétique
des roues a réactions sans perturber le controle d’attitude dont I’effort de commande est réparti sur ’ensemble
des actionneurs.

Mots-clés : Commande robuste, systémes périodiques, incertitudes paramétriques, LMI, controle d’atti-
tude, magnéto-coupleurs, champ magnétique.

This manuscript reviews contributions to the development of systematic methods for analysis and control of
periodic uncertain systems. An important part of this thesis is also dedicated to the design of attitude control
systems for satellites whose dynamics is naturally represented as a periodic model subject to uncertainties.

The first part is devoted to the developpement of a unifying presentation of the analysis and synthesis results
of periodic, uncertain and discrete-time models via methods relying on linear matrix inequalities (LMI) and
based on Lyapunov theory. Subsequently, the focus is on a new class of periodic control laws with memory for
which the control input is constructed using history of the states of the system kept in memory. Numerical
experiments show that these new degrees of freedom can outperformed the existing results.

The second part deals with periodic and robustness aspects of attitude control of a satellite using magnetor-
quers. These actuators use the geomagnetic field that varies periodically along the orbital trajectory. Different
control strategies are implemented and compared with one another with the constant concern of taking the main
limitations of the actuators into account. This approach leads to a new control law regulating the momentum
of the reaction wheels without disturbing attitude control for which the control effort is shared by all actuators.

Keywords : Robust control, periodic systems, LMI, parametric uncertainties, attitude control, magnetor-
quers, geomagnetic field.
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Notations

Matrices et

17L7 O’NLXH

SE

RZO
Z<o

Opérateurs

He {-}
Sa{-}

diag{-}
co{}

o
mod(-, )
&

|- |

ML)

ensembles

Matrice identité et matrice nulle de taille n X n et m X n respectivement

Ensemble des matrices symétriques de dimension n X n, et ensemble des matrices
symétriques définies positives de dimension n X n

Ensemble des réels positifs ou nuls

Ensemble des entiers relatifs strictement négatifs

Opérateur de transposée hermitienne : He {A} = A + conj{A}T

Opérateur de multiplication a droite de la matrice argument par sa transposée
Sq{A} = AAT

Opérateur construisant & partir de ses arguments une matrice diagonale par bloc
Opérateur construisant a partir de ses arguments le plus petit ensemble convexe po-
lytopique englobant

Opérateur d’avance dans le temps, en temps discret : oz = g1

Opérateur modulo renvoyant la valeur du premier argument modulo le second
Produit de Kronecker

Opérateur de norme induite : |[M| = max|j,— || Mv]|

Evaluation de la matrice M () sur le i-iéme sommet du polytope © auquel appartient
le vecteur 6 : MU = M (0 = 6,).

Nomenclature spécifique a la premiére partie

Axe des temps

Alors que la valeur du signal = & l'instant courant est fréquemment notée xj, on utilisera ici Tngyitr
avec 0 < k< N —-1et 0 <7< N —1. La délimitation temporelle de la période ¢, commencant & 'instant
Ng+7 et se terminant & Ng+ N —14+7 = N(qg+ 1) — 1+ 7, est ainsi facilitée. Toute grandeur & temps-variant
indexée uniquement par k (et éventuellement par 7 mais pas par ¢) est donc implicitement périodique puisqu’elle
reprend sa valeur a chaque nouvelle période, correspondant & une nouvelle séquence ot k varie de 0 & N —1. On
précise finalement que 'indice 7 sera généralement considéré nul, sauf indication contraire. La figure 1 donne

une illustration de cette convention.

période ¢ + 1
— -

Ng+7 Ng+7+1 Ng+N—-147 N(¢g+1)+71

période ¢

p L

FIGURE 1 — Découpage de I'axe des temps adopté dans le cadre de cette thése
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NOTATIONS

Matrices, modéles et incertitudes

feo
P, Wy,
F,Fd
Ky, Ky ;

Vecteur d’incertitudes appartenant au simplex standard

Matrices de Lyapunov des modéles primal et dual

Matrices contenant les variables additionnelles utilisées dans les LMIs étendues
Matrices des gains du retour d’état sans et avec mémoire (dans le cas d’un indice
unique, on suppose que j =1: Ky = (Kj j)j=1 = K1)

Y. | Modéle périodique en boucle ouverte
Y | Modeéle périodique polynomial, correspondant & la boucle fermée de ¥ et d’une loi de

commande de retour d’état & mémoire

¥4 | Modéle dual de X

Reformulations invariantes dans le temps liftées monodromiques de ¥ et Egl
Reformulations invariantes dans le temps liftées descripteurs de % et Zgl
Reformulations invariantes dans le temps liftées polynomiales de ¥ et Zgl

Signaux et matrices associés aux différents modéles

Reéférence Signaux Matrices Définition
by {ZNgrk> UNgrks WNg ik, 2Ng+k ) | LAY, Bi, Buk, CF, D, Dur} (2.6)

e {TNg+k> WNg+ks ZNg+k | {Ak,j, Bk, Cyj, Dy} (2.7)

Py {x?vqik, Wy s zf\,qik} {A;&j, B, C_'k.,j,_Dk} Théoréme 14
(2.11) {ZNg+ks WNg+ks ZNg+k | {Ak, Bi, Ck, Dy } Proposition 2
(2.53) {ONng—k, w?\,q_k, Nt} {Ad B¢, Cd, Dy Proposition 9

| . {ng, Wq, 24} {¥,%,¢,9} Proposition 3

rd {pg,wg, :Z‘g {\i/, B, ¢, 35} Proposition 10

T, {Zq,Wq, 24} {&€,A,B,C1,C2, D} Proposition 4

rd {;%g, ung, Z'g {5, A, 3,51,52,15} Proposition 8

r, {Zq,Wq, 24} {<;,B,%;,D} Proposition 7

Les modéles liftés considérent implicitement 7 = 0. Dans le cas contraire, l'indice 7 enrichit les notations.
Ainsi, on rencontrera 77 et W7 lorsque le cas le plus général est traité alors que 7, et ¥ correspondent a n° et

U0, respectivement.

Nomenclature spécifique & la seconde partie

Reégles de notations

En raison de son objet d’étude, cette partie fait appel & de trés nombreuses variables. Plutét que d’en
dresser une liste exhaustive, on donne ici la philosophie de la nomenclature utilisée. Cette derniére se base
principalement sur [Hugues, 1986], avec quelques légéres modifications empruntées a [Courtois, 1998].

Fa
Fa

1Al
v

A

hajon
4B/4,CB/a,PB/A

Référentiel A

Vectrice associée & F 4 et formée du triédre orthonormé &4, 4 et Z4 d’origine O4
(le concept de vectrice est abordé succinctement dans la section 3.4.1 et discuté plus
amplement dans ’annexe F)

Matrice des composantes du vecteur v dans F 4

Amplitude du vecteur

Corps en mouvement lié & F 4

Moment cinétique de A par rapport a lorigine du référentiel F g

Quaternion, matrice de rotation et vitesse angulaire paramétrant la rotation de Fp
par rapport a Fy

Vitesse de translation de F g par rapport a F 4, c’est-a-dire O 105
Opérateur de dérivation temporelle absolue

Opérateur de dérivation temporelle relative au référentiel F g



NOTATIONS ix

Notations simplifiées

Lorsque les risques d’ambiguités disparaissent, certaines notations usuelles sont simplifiées. La tableau sui-
vant effectue la correspondance entre la version compléte (premiére ligne) et la version simplifiée (seconde ligne)
de ces notations.

qds/Rr ‘ €S/R ‘ Ns/RrR ‘ W[SS]I ‘ WES]R ‘ W%%]I(t) ‘ M) ‘ J‘[gs]os Te[ft] ‘ (hS)jj ‘ h[sl]os Bl ‘ Bl ‘ CS/R(Q)
o | e [ [ w Jogmlwru®) | M [ 7 [T | m [ 05 [ B | B | Clo)

Les termes b(t) et b, (t) font référence aux versions normalisées de B(t) et Bo(t) :

B
) = B0

Qualificatifs de stabilité

Les adjectifs qualifiant la stabilité sont abrégés selon la convention suivante : uniforme (U), globale (G),
locale (L), exponentielle (E) et asymptotique (A). On ajoute le préfixe « 0- »lorsque l'on considére la stabilité
du modéle autonome (pour lequel I'entrée est nulle). Par convention, le suffixe (S) fait référence au mot stabilité.
Ainsi, le terme 0-UGES désigne la stabilité uniforme, globale et exponentielle du modéle autonome.
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Introduction

Discussion sur 'usage de la périodicité en automatique

Modélisation des phénoménes physiques périodiques L’alternance du jour et de la nuit, le déplacement
de la Terre autour du soleil, le mouvement d’un pendule soumis & I'attraction gravitationnelle, la vibration d’une
corde sous tension, tous ces phénoménes naturels partagent une caractéristique commune : la périodicité de leur
évolution temporelle.

Un tel comportement peut étre décrit mathématiquement par une fonction x;(t) solution de I’équation
différentielle non-linéaire suivante

&y = f(21) (1)

dont les coefficients sont invariants dans le temps. L’association d’une équation de ce type avec des conditions
initiales x1(0) conduit & une grande variété de solutions z(t), également appelées trajectoires. Parmi elles,
il peut exister une solution constante, pour laquelle z1(t) = z1(0) quel que soit t. Il s’agit en quelque sorte
d’une trajectoire dégénérée se réduisant & un point. Il est également possible qu’il existe une valeur positive
T telle que z1(T) = x1(0) : la trajectoire revient & son point de départ aprés un temps 7. Sous ’hypothése
de P'unicité des solutions de (1), ce cycle se reproduit alors indéfiniment. Les phénomeénes périodiques naturels
décrits précédemment correspondent & ce type de solutions. Il existe aussi des solutions telles que la norme de
21(t) tende vers Uinfini. Il s’agit de trajectoires instables, par opposition aux deux cas précédents qualifiés de
solutions stables.

En dehors de ces trois types de solutions, les autres trajectoires x;(t) sont classées en fonction de leur
comportement asymptotique, également nommé régime permanent et que l'on note ici xy(t). Par définition,
x4(t) correspond & la limite de x;(¢) lorsque t tend vers +oo. Si 'on exclut les trajectoires qui tendent vers
l'infini, il est souligné dans [Wiggins, 2003] que 'on ne peut prétendre comprendre complétement (sur tout
I'axe des temps) que les solutions z1(t) pour lesquelles x4(t) est un point ou une trajectoire périodique. Les
autres solutions correspondent & des phénoménes chaotiques présentant un caractére aléatoire, malgré le dé-
terminisme de I’équation (1) dont elles sont issues [Khalil, 2002]. En d’autres termes, les seules solutions x4 (t)
stables et prévisibles sont (ou convergent vers) des points ou des trajectoires périodiques. C’est la raison pour
laquelle la majorité des ouvrages traitant des systémes dynamiques régis par des équations différentielles non-
linéaires dédient une section aux trajectoires périodiques et soulignent par la méme leur importance [Haddad
and Chellaboina, 2011, Khalil, 2002, Wiggins, 2003].

Comment et pourquoi imposer un régime permanent périodique? Un des objectifs classiques de
I’automatique consiste a imposer au systéme considéré qu’il converge vers un régime permanent particulier pour
des conditions initiales données. Pour ce faire, il est nécessaire d’adjoindre au systéme physique des actionneurs
permettant d’agir sur sa dynamique. Mathématiquement, on traduit cette nouvelle influence en ajoutant une
variable uy, correspondant & la variable de commande, & la fonction f, devenant f.. On suppose que u; est
fonction de x1, ce qui conduit & la relation

& = falzi,ui(z1)) = fa(zr) (2)

Le probléme consiste alors a trouver l'expression de wuj(x1), appelée loi de commande, de fagon a ce que x4 (t)
tende vers le régime permanent x4 (t) désiré quel que soit I’état initial x4 (0) appartenant & un ensemble donné.

Parmi les choix possibles, il semble naturel de s’orienter vers un régime permanent xy(t) a la fois stable et
prévisible. La discussion précédente indique que z4(t) doit alors étre un point ou une trajectoire périodique. La
simplicité du premier cas de figure explique sa popularité. Pourtant, les applications pionniéres [Bailey, 1974,
Horn and Lin, 1967] dans le domaine de la biologie ont montré que choisir x4 (t) périodique pouvait conduire & une
solution z1(t) du systéme asservi en meilleur adéquation avec les spécifications. Cette conclusion est pourtant
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connue depuis les temps anciens : la pratique de la jachére, consistant a s’abstenir cycliquement d’exploiter une
terre agricole, en est un exemple probant.

De fagon encore plus évidente, le recours a x4(t) périodique est motivé par I'existence d’une classe de systémes
n’admettant que des trajectoires (et non des points) d’équilibre stable. Cette situation est fréquente lorsque le
nombre d’entrées de controle est limité par rapport aux nombres de degrés de liberté !. A titre d’exemple, on peut
citer la régulation de 1'énergie de balancement d’un pendule [Chung and Hauser, 1995] ou encore I’asservissement
angulaire d’un bras avec une liaison active et une autre passive [Freidovich et al., 2008].

Imposer un régime permanent périodique peut améliorer la performance de l’asservissement et méme stabiliser
certains systéemes n’admettant pas de points d’équilibre stables.

Jusqu’a présent, la périodicité est un qualificatif qui a été attribué auz solutions du systéme dynamique et
non au systéme lui-méme. L’origine des modéles dont les coefficients varient périodiquement dans le temps est
maintenant discutée et leur intérét est justifié.

Loi de commande périodique Le fait que la loi u; dépende du temps de fagon périodique est la premiére
cause de périodicité du modele asservi (2) lui-méme. Si l'on note T, la valeur de cette période, alors (2) adopte
la formulation suivante :

&1 = fa(z,ui(t,z1)) = falt, =) (3)

et devient elle-méme périodique puisque fo(t + T, 21) = fu(t, 1), quels que soient ¢ et x1.

Dans quelles situations, un contrdle périodique est-il nécessaire? La réponse & cette question dépend &
la fois du systéme et du régime permanent recherché. La discussion précédente a montré qu’une équation
différentielle invariante dans le temps pouvait admettre une trajectoire périodique comme solution. Choisir un
régime permanent xy(t) périodique n’implique donc pas nécessairement que la loi u; soit elle-méme périodique.
Neéanmoins, les travaux précédemment cités [Chung and Hauser, 1995, Freidovich et al., 2008] montrent que
dans certaines situations, imposer un régime permanent périodique est largement facilité par 1'usage du controéle
périodique.

D’autre part, il existe des systémes pour lesquels aucun asservissement invariant dans le temps ne peut
imposer de points d’équilibre stables alors que cette obstruction disparait dés lors que la loi de commande peut
étre considérée comme périodique. Ce cas de figure est rencontré dans [Morin et al., 1995] : lasservissement
de lorientation d’un satellite autour de son centre de gravité avec uniquement deux axes commandables est
impossible via une fonction u; invariante dans le temps alors qu'une loi périodique apporte une solution a ce
probléme. Il a également été démontré que certains systémes incertains ne peuvent étre stabilisés de fagon robuste
(c’est-a-dire quelles que soient les incertitudes) qu’en ayant recours a la commande périodique [Khargonekar
et al., 1985].

Une loi de commande périodique peut imposer certains régimes permanents stables (y compris des points
d’équilibre) o des systémes particuliers, alors qu’aucune loi de commande (statique ou dynamique) invariante
dans le temps n’en est capable.

Intégration partielle de la dynamique Les modéles & coefficients périodiques peuvent également étre vus
comme un moyen de modéliser les systémes complexes mettant en jeu des phénomeénes périodiques.

On suppose que zo(t) décrit les caractéristiques physiologiques d’une plante : sa taille, sa teneur en eau,
etc. Dans un environnement naturel, la dynamique de x5(¢) dépend des conditions météorologiques journaliéres
moyennes. Ces grandeurs dépendent elles-mémes du mécanisme des saisons qui est une conséquence de l'incli-
naison de l'axe de rotation de la Terre et de sa rotation autour du soleil. Si x4 (t) caractérise la position de la
Terre sur son orbite, la dynamique de la plante est décrite par (1) et ’équation suivante

Ty = g(w1,22) (4)

Le modéle alors obtenu est de grandes dimensions, ce qui constitue un frein & son analyse. Or, la trajectoire de
la Terre autour du soleil est relativement prévisible. Par conséquent, il est possible d’obtenir la solution z1(t)
de (1) afin de reformuler la dynamique de x5 comme suit :

Ty = g(xl(t),fﬂg) = g(t,l’g)

Cette relation ne dépend plus de x; mais uniquement de ¢. De plus, puisque x1(t) est périodique, g hérite alors
de cette qualité.

1. Cette notion est intimement liée au concept de systémes nonholonomiques. Sur ce sujet, on pourra consulter [Bloch, 2003,
Bloch et al., 2005].
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Cette discussion peut étre généralisée a tous les modéles dont la dynamique peut-étre structurée en cas-
cade avec un sous-systéme supérieur délivrant une réponse périodique. La figure 2 illustre cette configuration.
L’intégration d’une sous-dynamique périodique permet donc de décrire certains systémes complexes grice a un

SOUS-SYSTEME SUPERIEUR T SOUS-SYSTEME INFERIEUR

i = f(z) Ty = g(x1, T2)

FIGURE 2 — Structure en cascade permettant I'intégration partielle de la dynamique

modéle dépendant périodiquement du temps. On précise finalement que le probléme consistant & exprimer la
dynamique d’un modéle invariant dans le temps a proximité d’une trajectoire périodique peut se reformuler
dans ce cadre.

Considérer des modéles périodiques permet de réduire, par intégration partielle, la taille des modéles
impliquant des phénomeénes périodiques.

Cet usage est connu de longue date puisque, dés le XIXeéme siécle, les travaux précurseurs de Mathieu et
Hill s’intéressent a la modélisation de phénomeénes physiques présentant naturellement des oscillations grace
aux équations différentielles & coefficients périodiques [Mathieu, 1868, Hill, 1886]. Faraday et Rayleigh ont fait
également usage de cette classe d’équations dans leurs travaux [Faraday, 1831, Rayleigh, 1883]. Plus récemment,
la dynamique de pales d’hélicoptéres [Bittanti and Lovera, 1996] ou d’éoliennes [Stol and Balas, 2001] a été
modélisée de la sorte. La discussion & venir montre que ce type de modéle constitue un outil pertinent pour
rendre compte de I'influence de ’environnement sur la dynamique de rotation d’un satellite autour de son centre
de gravité.

Utilisation de la périodicité pour le controle de satellite

La discussion précédente sur le concept de périodicité pour I'automatique est maintenant illustrée sur le
probléme d’asservissement du mouvement d’un satellite autour de la Terre, dont un des aspects est central pour
cette thése.

Le mouvement orbital périodique est le seul régime permanent stabilisable Un satellite est essen-
tiellement une plate-forme capable d’orienter un objet (la charge utile) dans une direction donnée a partir d’une
position éloignée de la Terre. Pour relever ce défi technique, la premiére difficulté consiste & maintenir la distance
qui sépare le satellite de la Terre dans une certaine plage. On précise immédiatement que 1'utilisation de rétro-
fusées s’opposant a 'attraction terrestre n’est pas une solution admissible du point de vue pratique en raison
de la dépense énergétique trés importante qu’elle requiert. Si I'on fait abstraction des forces gravitationnelles
générées par les autres astres, le satellite ne peut donc étre maintenu & une position fixe dans un référentiel
inertiel centré sur la Terre. En d’autres termes, il s’agit d’un probléme pour lequel la limitation des actionneurs
ne permet pas de créer de points équilibres stables. La solution bien connue & ce probléme consiste a créer un
mouvement périodique particulier du satellite autour de la Terre. L’unique (et faible) effort de commande requis
consiste alors a rejeter les perturbations déviant le satellite d’une trajectoire naturellement stable. Cette dis-
cussion fournit un nouvel exemple de problémes pour lequel le seul régime permanent stable du modéle asservi
est une trajectoire périodique, correspondant ici & I’orbite du satellite.

Principe et motivation du contréle d’attitude La seconde difficulté technique associée & la commande
de satellite consiste a commander la direction dans laquelle la charge utile est orientée. On considére que ce
probléme se résume a asservir lorientation (également appelée attitude) du satellite lui-méme par rapport a
un référentiel externe. Cette thése se focalise principalement sur la dynamique d’attitude, correspondant au
mouvement du satellite autour de son centre de gravité.

Le systéme de controle d’attitude s’appuie sur des capteurs déterminant ’orientation du satellite et modifie
son orientation via des actionneurs créateurs de couples. Ce probléme d’automatique a été intensivement étudié
depuis 'avénement de 1’ére spatiale [Hugues, 1986, Sidi, 1997, Wertz, 1978]. Il existe des solutions permettant
d’asservir globalement la dynamique d’attitude du satellite [Wen and Kreutz-Delgado, 1991, Fjellstad and
Fossen, 1994|. Toutefois, ces deux derniers travaux font abstraction de I'influence qu’exerce I'environnement du
satellite sur la dynamique d’attitude. Si des efforts ont été entrepris en ce sens [Lovera, 2001, Wisniewski and
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Stoustrup, 2004], obtenir une loi de commande prenant pleinement en considération cet environnement est une
question largement ouverte a laquelle cette thése cherche & donner des éléments de réponse.

L’environnement est périodique et incertain La dynamique du satellite est liée a& son environnement
par lintermédiaire des perturbations et via certains actionneurs au mode de fonctionnement particulier. Or
cet environnement évolue en fonction de la position du satellite sur son orbite. On retrouve alors le schéma en
cascade de la figure 2 si 'on parameétre la position et l'orientation du satellite par x;1 et x5 respectivement. La
trajectoire orbitale étant périodique, il est possible de modéliser la dynamique d’attitude a ’aide d’un modéle
périodique, via I'intégration de la dynamique orbitale. Ce type de modélisation permet alors de faire abstraction
des équations régissant le déplacement du satellite sur son orbite pour se focaliser sur le mouvement d’attitude
et réduire ainsi la taille du modeéle.

On peut montrer que le champ magnétique terrestre influe sur attitude du satellite [Hugues, 1986]. Dans
le cas non-perturbé, il existe des modeéles permettant d’accéder & cette variable environnementale avec une
bonne précision. Cependant, les particules chargées émises par le soleil perturbent cette grandeur de fagon
imprévisible [Hugues, 1986]. Cet exemple, parmi d’autres, illustre la difficulté d’obtenir une information fiable
sur ’environnement du satellite. Dans ce contexte, ’objectif de I'asservissement est donc de garantir la stabilité
et un certain niveau de performance du systéme asservi, pour un ensemble de conditions de fonctionnement. Il
s’agit de la commande robuste.

Cette discussion montre que les modéles périodiques et incertains permettent de rendre compte de I'influence
qu’exerce ’environnement sur la dynamique d’attitude du satellite.

Analyse et commande robustes de modéles périodiques

D’apreés la discussion précédente, prendre en compte ’environnement pour le probléme du contréle d’attitude
oriente naturellement vers des modéles périodiques et incertains. Comment analyser ces systémes? Comment
leur imposer un régime permanent stable et satisfaisant les performances requises 7

Cas des modéles périodiques sans incertitudes A la fin du XIXéme siécle, Floquet entreprend une étude
systématique des équations différentielles linéaires & coeflicients périodiques [Floquet, 1883|. Lyapunov le suivra
dans cette voie quelques années plus tard [Lyapunov, 1896]. Leurs travaux ont permis d’associer & ces équations
un modéle dynamique invariant dans le temps lié au premier par une tranformation linéaire périodique. Un
corollaire de ce résultat conduit & une condition nécessaire et suffisante pour que I’ensemble des trajectoires du
systéme converge vers 0 lorsque t — +o00. L’existence de ce lien met en lumiére la nature duale du concept de
périodicité, a la frontiére entre la variation temporelle et la stationnarité. Ainsi, ce type de modéle est considéré
comme un pont entre les modeéles variants et invariants dans le temps et font souvent ’objet d’un chapitre dans
les ouvrages traitant des systémes dynamiques ou des équations différentielles.

Depuis ces travaux pionniers, 'analyse des modéles périodiques linéaires (stabilité, normes Hy et Hoo) est
relativement bien maitrisée, en temps continu [Colaneri, 2005] comme en temps discret [Bittanti and Colaneri,
1996]. Sur ce dernier cas, on notera la parution récente de la monographie [Bittanti and Colaneri, 2008]| appelée
a devenir une référence en la matiére. Les propriétés structurelles de ces modeéles (commandabilité, observabilité,
atteignabilité et reconstructibilité), leurs reformulations invariantes dans le temps, les réalisations sous formes
de modeles d’états sont autant d’aspects (parmi d’autres) traités en détails par cet ouvrage.

L’intérét pour le controéle périodique, c’est-a-dire le probléme de recherche d’une loi de commande périodique,
est apparu relativement tét dans I’histoire de 'automatique puisque les premiéres applications datent des années
60 [Bailey, 1974, Horn and Lin, 1967]. Ces travaux utilisent le contrdle périodique pour imposer un régime
permanent lui-méme périodique au systéme asservi. Le développement de ces techniques dans le monde industriel
a toutefois pati d’une réputation de complexité superflue [Bittanti and Colaneri, 2008]. De nos jours, les nouvelles
technologies numériques ainsi que les derniéres avancées théoriques (placement de poles [Brunovsky, 1970],
synthése par retour d’état Ho [Wisniewski and Stoustrup, 2001] et Ho, [Bittanti and Colaneri, 2008], LQG
[Bittanti and P.Colaneri, 1999, Bittanti and Colaneri, 2008], logique floue [Kerkeni et al., 2009]) ouvrent la voie
a une utilisation beaucoup plus large de ces méthodes. Ainsi, la commande périodique a pi étre appliquée aux
domaines de la commande des pales d’hélicoptéres [Bittanti and Lovera, 1996] ou d’éoliennes [Stol and Balas,
2001] ou au probléme du controle d’attitude utilisant des magnéto-coupleurs [Lovera, 2001, Wisniewski and
Stoustrup, 2004].

Controle périodique robuste Si les bases de l'analyse et de la commande de systémes périodiques sont
maintenant bien établies, certains aspects de cette théorie sont encore relativement peu explorés. La traitement
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de la robustesse des modéles périodiques en est un exemple flagrant.

Le théorie de la commande robuste est I’'un des courants de 'automatique les plus actifs depuis la fin des
années 70 [Dullerud and Paganini, 2000]. Ce développement trouve son origine dans I’'observation suivante : pour
donner une représentation fidéle de la réalité, les modéles de systémes complexes doivent étre de grande taille
et fortement non-linéaire. Or ces particularités les rendent difficiles & simuler et & caractériser. Par conséquent,
tout modéle est le résultat d’'un compromis entre complexité et précision. Partant de ce constat, la commande
robuste se donne pour objectif de concevoir un systéme de commande tolérant les incertitudes de modélisation
et les perturbations environnementales non prises en compte par le modeéle [Dullerud and Paganini, 2000]. On
précise immédiatement que la robustesse est un concept relatif : elle ne peut étre envisagée que pour un certain
type d’incertitudes et pour une certaine classe de perturbations, et non dans ’absolu. La définition du périmeétre
pour lequel les spécifications de ’asservissement devront étre vérifiées fait partie de la tache de traduction des
spécifications.

Les méthodes basées sur des inégalités matricielles linéaires (Linear Matrix Inequalities en anglais) ont
fait preuve d’une remarquable adéquation avec ce type de probléme [Boyd et al., 1997]. Elles s’appuient sur la
programmation semi-définie (SemiDefinite Programming selon la terminologie anglo-saxonne) s’intéressant a des
problémes d’optimisation d’un critére linéaire sous contraintes LMI. L’usage de ces méthodes en automatique a
connu un essort trés important & partir des années 90 pour les raisons suivantes :

— efficacité de la résolution numeérique : la méthode des points intérieurs, développée a cette période

[Nesterov et al., 1994], permet de trouver 'optimum global d’un probléme SDP en temps polynomial ;

— adéquation avec les problémes de robustesse : il existe des approches systématiques permettant de

reformuler les problémes de robustesse sous une forme SDP [El Ghaoui and Niculescu, 2000] ;

— prise en compte de problémes multi-critéres : il est possible de combiner plusieurs critéres évaluant

la qualité d’une solution sous la forme d’un unique probléme SDP.
Parmi les nombreuses stratégies existantes pour utiliser ces outils, 'approche des variables de relaxation [de Oli-
veira et al., 1999, Peaucelle et al., 2000] (slack variables, selon le terme anglo-saxon consacré dans la littérature)
a fait la preuve de sa pertinence dans de nombreux contextes [Ebihara et al., 2009b, Ebihara and Peaucelle,
2005, Ebihara et al., 2011].

Controéle périodique robuste a mémoire Poursuivant dans cette voie, cette thése s’intéresse aux techniques
LMI conduisant & des correcteurs périodiques assurant la stabilité et la performance robuste du modéle asservi.
Il existe relativement peu de travaux sur le sujet. Pour les problémes de stabilisation robuste, on peut citer
[Bittanti and Colaneri, 1999, de Souza and Trofino, 2000]. La synthése Hs pour des modéles périodiques soumis
a des incertitudes polytopiques a été traitée dans [Farges et al., 2007].

Récemment, le probléme de synthése Ho, périodique a été abordé de fagon atypique et prometteuse [Ebihara
et al., 2011] : les lois de commande obtenues construisent l'entrée de commande & partir non seulement de
I’état instantané du systéme mais également de I'historique des états conservés en mémoire. Ces correcteurs
« & mémoire »ont permis de repousser les limites des performances robustes des modéles asservis, obtenues
jusqu’alors.

En poursuivant dans cette direction, cette thése vise & contribuer & I’enrichissement de la théorie & destination
des modéles périodiques & temps discret.
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Objectifs et contributions

But de la thése

La prise en compte plus affirmée des problématiques liées a ’environnement des satellites est un axe de
développement majeur pour le controle d’attitude. Elle permettra notamment une meilleure utilisation des
magnéto-coupleurs, ces actionneurs s’appuyant sur le champ géomagnétique pour créer un couple de commande.
Les discussions précédentes ont mis en évidence les aspects périodiques et incertains de cet environnement.
Cette observation oriente vers les modéles & coefficients périodiques, capables de rendre compte de ce type de
phénomeénes tout en conservant une taille réduite.

En présence d’un tel modéle, il semble naturel d’utiliser une loi de commande robuste et périodique. En la
matiére, I'introduction récente des correcteurs & mémoire a mis en place un cadre stimulant et prometteur dans
lequel les méthodes LMI jouent un réle de premier plan. Toutefois, ce domaine de recherche manque encore
d’outils d’analyse et de commande suffisamment flexibles.

Cette thése poursuit donc deux objectifs :

1. développer de nouveaux outils LMI pour les correcteurs périodiques robustes & mémoire ;

2. prendre en compte les aspects périodiques et incertains du controle d’attitude de satellite.

Plan et contributions

Le plan de la thése découle de ses objectifs et s’articule en deux parties :

PARTIE 1 : ANALYSE ET COMMANDE DE SYSTEMES PERIODIQUES PAR DES METHODES LMI
CHAPITRE 1 : Stabilité robuste des modéles linéaires périodiques : analyse et synthése

Résumé : Cette thése se focalise sur les modéles polytopiques périodiques a temps-discret équipés de canaux
de performances. Le premier chapitre propose d’évaluer et de mettre en relation les différentes techniques LMI
utilisables dans ce cadre a travers une approche didactique. Conformément aux derniéres avancées en la matiére,
l’accent est mis sur la technique des variables de relaxation conduisant a des conditions LMI dites « étendues ».

Contributions principales :
Approche unifiante et didactique pour I'analyse et la synthése de modéles périodiques a temps-discret via des
méthodes LMI.
Contributions complémentaires :
— premiére utilisation des méthodes de relaxation & convergence asymptotique (Polya et Putinar) pour
Panalyse robuste de stabilité de modéles périodiques polytopiques (section 1.2.4);
— premiére interprétation des variables additionnelles des LMI étendues dans ce contexte (section 1.4);
— paramétrisation inédite des théorémes de synthése de correcteurs périodiques (section 1.5.4);
— pour le théoréme de synthése conduisant a un correcteur 2-périodique avec mémoire, démonstration de
Pexistence d’une paramétrisation n’induisant aucun conversatisme additionnel par rapport a la condition
d’analyse associée (section 1.5.4).

CHAPITRE 2 : Analyse et synthése pour les lois de commande périodiques & mémoire

Résumé : Dans ce second chapitre, les travaux de [Ebihara et al., 2011] sur les correcteurs & mémoire
sont étendus pour pouvoir prendre en considération une forme plus générique de ces lois de commande. Cette
généralisation intégre les contributions des travaux [Ebihara, 2012, Ebihara et al., 2009a, 2011, 2008a]. Elle
requiert une méthodologie inédite, totalement différente de la démarche employée dans [Ebihara et al., 2011].
Les problémes de stabilité et de performances Ho et Hoo sont traités.
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Contributions principales :
Nouveaux outils de synthése et d’analyse pour les lois de commande & mémoire périodiques & temps-discret
considérant la stabilisation et la performance Hsy et Hoo [Trégouét et al., 2011a, 2012a,b,c]
Contributions complémentaires :
— nouveaux outils d’analyse robuste pour les modéles périodiques, polynomiaux et polytopiques (section 2.6) ;
— nouveau regard sur la dualité des systémes périodiques polynomiaux (section 2.5).

PARTIE 2 : CONTROLE D’ATTITUDE PERIODIQUE ET ROBUSTE DE SATELLITES

CHAPITRE 3 : Modélisation du mouvement d’attitude de satellites équipés de roues a réaction et de
magnéto-coupleurs

Résumé : Les modéles utilisés dans la littérature pour traiter les aspects périodiques du controle d’attitude
forment un ensemble trés hétérogéne. Différents types de pointage, d’actionneurs, de modéle de champs magné-
tique et de perturbations sont considérés. Face & ce constat, le chapitre 3 s’efforce de contribuer & 'effort de
modélisation en proposant un cadre unifié pour ce type de probléme. L’accent est mis en particulier sur la mo-
délisation du champ magnétique terrestre sur lequel s’appuient les magnéto-coupleurs pour créer un couple de
commande. Ce chapitre met également & jour les difficultés liées a la définition d’une trajectoire de linéarisation
dans ce contexte.

Contributions principales :
Modélisation générique du probléme de controle d’attitude avec magnéto-coupleurs et roues a réaction pour
différents cas de pointage.

Contributions complémentaires :

— redéfinition des conditions de validité des modeles linéarisés (section 3.5.3).

CHAPITRE 4 : Controle d’attitude robuste et périodique en utilisant des roues a réactions et des
magnéto-coupleurs

Résumé : Les résultats précédents sont utilisés pour mettre en oeuvre plusieurs stratégies de controle
visant & asservir 'attitude du satellite dans son environnement périodique, tout en tenant compte de certaines
limitations des actionneurs. La gestion du moment cinétique des roues bénéficie notamment d’un traitement
particulier. L’approche classique de la littérature est d’abord revisitée pour lui donner un cadre rigoureux.
Les fondements de cette démarche, consistant & attribuer & chacun des actionneurs une tache prédéfinie, sont
ensuite questionnés. Afin de traiter l'effort de commande de fagon globale, une loi de commande linéaire et
périodique est obtenue par des méthodes LMI. Pour accroitre la robustesse vis-a-vis des conditions initiales et
s’affranchir des difficultés liées a la linéarisation, le probléme est redéfinie dans un nouveau cadre utilisant une
structure de commande non-linéaire. Les théorémes de synthése LMI conduisant & des correcteurs périodiques
sont ré-employés dans ce nouveau contexte.

Contributions principales :
Conception d’une loi de commande périodique et robuste garantissant 1’asservissement conjoint de l'attitude et
de la vitesse des roues dans un environnement périodique.
Contributions complémentaires :
— nouveau cadre rigoureux pour le probléme de régulation du moment cinétique des roues par les magnéto-
coupleurs (section 4.4);
— premiére mise en ceuvre d’une approche linéaire périodique utilisant conjointement les roues a réaction et
les magnéto-coupleurs (section 4.5) [Trégouét et al., 2011b,c|;
— nouvelle structure de commande non-linéaire considérant 'effort de commande global (section 4.6).

Publications de ’'auteur
Revues internationales a comité de lecture

J.-F. Trégouét, D. Peaucelle, D. Arzelier, and Y. Ebihara. Periodic memory state-feedback controller: New
formulation, analysis and design results. submitted to IEEE Transactions on Automatic Control, December
2012¢

Conférences internationales a comité de lecture avec actes

J.-F. Trégouét, D. Arzelier, D. Peaucelle, Y. Ebihara, C. Pittet, and A. Falcoz. Robust H, performance of
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periodic systems with memory: New formulations, analysis and design results. In Proceedings of the 51th IEEE
Conference on Decision and Control, Maui, Hawai, USA, December 2012a

J.-F. Trégouét, Y. Ebihara, D. Arzelier, D. Peaucelle, C. Pittet, and A. Falcoz. Robust stability of periodic
systems with memory: New formulations, analysis and design results. In Proceedings of the 7th IFAC Symposium
on Robust Control Design, Aalborg, Denmark, June 2012b

J.-F. Trégouét, D. Arzelier, D. Peaucelle, Y. Ebihara, C. Pittet, and A. Falcoz. Periodic Hy synthesis for
spacecraft attitude control with magnetorquers and reaction wheels. In Proceedings of the 50th IEEE Conference
on Decision and Control and European Control Conference, pages 6876-6881, Orlando, FL, USA, December
2011b

J.-F. Trégouét, D. Arzelier, D. Peaucelle, Y. Ebihara, C. Pittet, and A. Falcoz. Periodic FIR controller
synthesis for discrete-time uncertain linear systems. In Proceedings of the 50th IEEE Conference on Decision
and Control and FEuropean Control Conference, pages 1367-1372, Orlando, FL, USA, December 2011a

Conférences nationales a comité de lecture avec actes

J.-F. Trégouét, D. Arzelier, D. Peaucelle, Y. Ebihara, C. Pittet, and A. Falcoz. Controle d’attitude périodique
avec magnéto-coupleurs et roues a réactions. Marseille, France, June 2011. Journées Nationales MACS.
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Premiére partie

Analyse et commande robuste et
périodique par des méthodes LMI
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Chapitre 1

Stabilité robuste des modeéles linéaires
périodiques : analyse et synthése

1.1 Introduction

Les deux premiers chapitres de cette thése s’intéressent aux modéles linéaires (en 'état et les entrées/sorties)
dont les coefficients varient dans le temps de fagon périodique. Cette étude se concentre sur les modéles a
temps discret et incertains. Cette derniére caractéristique peut étre traduite en faisant dépendre le modéle d’un
signal d’incertitude noté 6, composé de termes réels ou complexes. Le premier cas correspond aux incertitudes
paramétriques, liées principalement & la méconnaissance de la valeur exacte des paramétres du modéle, tandis
que le second correspond & une perturbation issue d’un modéle invariant dans le temps, générateur d’un signal
dont la plage de fréquence est connue (ou peut-étre approchée).

Dans le cas des incertitudes paramétriques, il existe des techniques permettant de traiter les problémes
d’analyse et de synthése robuste directement a partir de modéle affines en 6 [Barmish, 1994, Bernussou et al.,
1989, de Oliveira et al., 1999, Peaucelle et al., 2000]. En 'absence de cette caractéristique, il est possible d’utiliser
la transformé linéaire fractionnaire (ou LFT pour Linear Fractional Transformation selon le terme anglo-saxon)
pour obtenir une formulation accessible & ’analyse et la synthése. Les incertitudes 6 sont alors extraites du
modeéle grace a une boucle externe [Doyle et al., 1991, Duc and Font, 1999, Zhou and Doyle, 1998|. Dans les
deux cas, le domaine auquel appartient les incertitudes est, en général, parallélotopique ou polytopique ou borné
réel ou H-dissipatif ou une combinaison de ces quatres types d’ensembles [Peaucelle, 2000].

Au regard de cette typologie, les deux premiers chapitres de cette thése se focalisent sur le cas suivant :

— les incertitudes sont paramétriques (6 est réelle) et invariantes dans le temps;

— le modéle est affine en les parameétres incertains;

— les incertitudes appartiennent & un ensemble polytopique.

La pertinence de l'utilisation des LMI pour I'analyse et la synthése de modéles soumis & ce type d’incertitude
a été démontrée a de multiples reprises [Bernussou et al., 1989, de Oliveira et al., 1999, Peaucelle et al., 2000,
Chesi et al., 2004]. Cette thése poursuit dans cette direction en faisant usage de ces techniques.

En résumé, les coefficients des modéles linéaires considérés sont variants dans le temps de fagon périodique
mais soumis, de fagon linéaire, & des incertitudes réelles invariantes dans le temps et appartenant a un domaine
polytopique.

Ce premier chapitre vise a donner une vision d’ensemble des techniques LMI disponibles pour I'analyse et
la synthése de correcteurs pour ce type de modéle. Pour rendre I'exposé a la fois accessible et précis, on se
restreint & I’étude du probléme de stabilité dans le cas des modéles périodiques de période 2, appelés « modéles
2-périodiques ». Ce cadre permet en effet de rendre compte de toute la difficulté du probléme sans alourdir les
développements inutilement. La forme générale de ces résultats est donnée dans ’annexe B pour les modéles
N-périodiques.

La premiére section de ce chapitre discute de résultats préliminaires, tant pour ’analyse que la commande
robuste. L’objectif est de construire le socle sur lequel s’appuie les sections suivantes. Ces derniéres font un
usage intensif de 'approche des variables de relaxation [de Oliveira et al., 1999, Peaucelle et al., 2000] (slack
variables dans la teminologie anglo-saxonne) conduisant & des LMIs qualifiées d’étendues. Cette technique
est d’abord abordée dans le cadre du modéle nominal (sans incertitudes) par la section 3. L’interprétation
des variables additionnelles est ’objet de la section 4. Les conclusions obtenues permettent alors de proposer
plusieurs conditions d’analyse et de synthése robuste étendues dans la section 5, dont la qualité est ensuite
évaluée grace a des exemples numériques.
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1.2 Reésultats préliminaires d’analyse et de synthése robuste

1.2.1 Deéfinition des problémes

On considére le systéme dynamique ¥ donné par la représentation d’état linéaire, a temps-discret et 2-
périodique suivante :
DI Toq+k+1 = Azl$2q+k + Buku2q+k, Vg € N,Vk € {0, 1} (1.1)

ot Tag+k € R™ est le vecteur d’état et ugqr € R™* est I'entrée de commande.

Lorsque le modéle X est issu de la modélisation du processus & commander, il est fréquent que ses matrices se
référent & des parameétres physiques dont les valeurs numériques appartiennent a une certaine plage d’incertitude.
Classiquement, une telle situation est modélisée en considérant que les matrices Ay et B, appartiennent a un
ensemble paramétré par un vecteur d’incertitude invariant dans le temps noté 8 € ©. On fait ici deux hypothéses :
premiérement, I’ensemble © correspond au L-simplex standard défini par

L
@{HGRL:&-ZO, Zei1}

=1

ou 6; désigne le i-iéme élément de 6, et, deuxiémement, les matrices Ay et B, sont linéaires par rapport a 6.
L’égalité suivante est donc satisfaite :

L ol[i i
[Agi(e) Buo(e)}zzei A gl
AP (O) Bu®)] =A™ Bl

u

ol les matrices Azl[i] et Bg,]c, avec k = {0, 1}, caractérisent les sommets du polytope définissant (). L’ensemble

auquel appartient les matrices de X.;(0) hérite donc des propriétés de O et est polytopique et convexe.

X(0) : zogrrr1 = AL (O)2agrr + Buk(0)uzgsr, Yg € N,Vk € {0,1} (1.2a)
ASH0) Buo(0) A Bl A Bl
{A‘fl(ﬁ) Bul(o)} - Aot gl v ASEL I (0 Voo (1.2b)

Ces incertitudes peuvent avoir une influence sur la stabilité du modeéle. C’est la raison pour laquelle, on
définit a présent la notion de stabilité robuste et asymptotique.

Définition 1. [Stabilité robuste] Le modeéle X (), définit par (1.2), est stable robustement si et seulement s’il
est asymptotiquement stable quel que soit 6 € ©. )

En premier lieu, on s’intéresse au probléme de synthése de correcteur stabilisant 3(#) en boucle fermée, quel
que soit 8 € ©. On suppose que la mesure de I’état est disponible de sorte qu’il est possible de définir la loi de
commande par retour d’état périodique suivante :

U2q+k = ka2q+k (13)
Probléme 1. [Synthése robuste] A partir du modeéle en boucle ouverte X(6), calculer les gains d’une loi de

commande (1.3) assurant la stabilité robuste et asymptotique de la boucle fermée constituée de (1.2) et (1.3).

La dynamique de la boucle fermée ¥, ainsi obtenue est décrite par ’équation suivante :

261(0) D Togik+l = Ak(0)12q+k, Vg € N,Vk € {O, 1} (14&)
avec ] (L]
Ao(0) A A
|:A1(9):| = CO{ AEI] y , AE)L} , V@ € @ (14b)
ol
Ar(0) = AL(0) + Bur(0) Ky, Vk € {0,1} (1.5)

L’analyse de la stabilité de X.;(6) constitue le second probléme retenant notre attention.

1. Bien que la dimension de ces signaux est supposée constante, tous les résultats présentés dans cette thése peuvent étre
facilement étendus au cas o n et m,, varient au cours de la période.
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Probléme 2. [Analyse robuste|] Montrer que le modéle autonome X.(6) est stable asymptotiquement et ro-
bustement. o

Remarque. D’aprés [Hinrichsen and Pritchard, 2005/, pour les modéles linéaires périodiques et a temps discret,
la stabilité asymptotique est équivalente a la stabilité exponentielle, uniforme et globale. C’est la raison pour
laquelle ces qualificatifs sont éludés pour ne parler que de stabilité asymptotique. o

Tel qu’il est présenté ici, le probléme d’analyse permet d’étudier le comportement dynamique de la boucle
fermée, une fois le correcteur obtenu. Toutefois, dans une démarche visant a établir des conditions de synthése,
on aborde d’abord le probléme d’analyse afin de déterminer les conditions que doit remplir le correcteur pour
assurer la stabilité en boucle fermée. Cette thése s’appuie sur cette seconde approche.

1.2.2 Analyse de stabilité des modéles périodiques linéaires

On considére le modéle périodique autonome linéaire suivant :
Y T2g+k+1 = Akx2q+k7 Vq e N,Vk € {07 1} (16)

Cette formulation est adoptée par tout systéme issu de X.;(#) pour une valeur particuliére du vecteur d’incer-
titude 6.

L’opérateur de transition d’état, noté @, établit le lien entre les états de ce systéme considérés a deux instants
différents. En notant tg = 2qg + ko et t = 2¢ + k ces deux instants, on a donc

xy = B(t, to)ay,, V> to (1.7)
Dans le cas du modéle (1.6), on en déduit 'expression de & :

|1, (t =to)
vt > Lo, ‘I’(t,fo) - { AtflAt72 . "Atm (t > tO) (1~8)

Stabilité et matrice de monodromie Comme tout modéle linéaire variant dans le temps, ’analyse de la
stabilité de ., au sens de Lyapunov correspond a ’étude de sa réponse libre. Celle-ci dépend des conditions
initiales. Le systéme est dit stable (asymptotiquement stable) si tout état initial donne lieu & une réponse libre
bornée (convergeant vers zéro). En s’appuyant sur 'opérateur ® défini par (1.7), ces définitions peuvent étre
traduites de la fagon suivante :

Définition 2. [[Hinrichsen and Pritchard, 2005]] On considére les deux instants to = 2qo + ko et t = 2¢ + k.
Pour le modéle ¥, les notions de stabilité et de stabilité asymptotique sont définies comme suit :

Stabilité :  V||z(to)]| € R, IM : || (L, t0)|| < M, Vt > tg (1.9a)
Stabilité asymptotique : Vz(to)| € R, . ligrn (¢, t0)|| =0 (1.9b)
—+00

o

Cette définition suggére que pour statuer sur la stabilité du X.; il est nécessaire d’analyser la matrice ® sous
sa forme générale. Or, de facon tout a fait remarquable, dans le cas particulier des modéles périodiques, il est
possible de conclure en n’examinant qu'un cas particulier de ®, nommé matrice de monodromie. Cette matrice
particuliére est préalablement définie et ses propriétés les plus remarquables sont rappelées.

Définition 3. La matrice de monodromie, notée ¥, correspond & la matrice de transition d’état sur une
période a partir d’un instant 7 € {0, 1} :
U, =®(r+2,7) (1.10)

o

On vérifiera aisément que la périodicité de Ay implique la bipériodicité de ®(k, 7), c’est-a-dire ®(k+2,742) =
®(k, 7). De cette propriété, on déduit que U, est périodique : ¥,.yo = U,. Ceci explique pourquoi 7 € {0,1}
dans la définition précédente. L’indépendance des valeurs propres non nulles de ¥, par rapport & 7 est une
autre propriété remarquable de V.

On énonce maintenant le théoréme central de I’étude de la stabilité des modéles linéaires et périodiques.

Théoréme 1 ([Hinrichsen and Pritchard, 2005]). X, est asymptotiquement stable si et seulement si les valeurs
propres de W, sont situées dans le cercle unité ouvert.
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Ce théoréme met en lumiére le lien trés fort qu’entretiennent les modéles périodiques avec le cas, plus simple,
des systémes a temps-invariant. Ainsi, le corollaire suivant peut étre établit par application directe des propriétés
bien connues des modéles LTI.

Corollaire 1. On considére le modele temps-invariant I'T,, associé & un instant arbitraire T € {0,1}.

m
I e (1.11)
Les trois propositions suivantes sont alors équivalentes :
(i) le modéle 3. est asymptotiquement stable,
(i1) T7, est asymptotiquement stable, quel que soit T € {0,1},
(#i) il existe T € {0,1}, tel que T'T, est asymptotiquement stable.

D’aprés (1.7) et (1.10), le vecteur 77 peut étre identifié & xo4, . Par conséquent, ¥ est stable si et seulement
si la réponse libre du systéme & une condition initiale quelconque est telle que

Ire {01} lmfleager =0

En d’autres termes, il est possible de conclure sur la stabilité de Y. en n’examinant 1’évolution de la norme
de 244+ qu'une fois toutes les périodes. Cette remarque est au cceur de I’étude de la stabilité de . via la
méthode directe de Lyapunov.

Remarque. Il est notable que la condition de stabilité énoncée pour le théoreme 1 est également valable pour
les modéles périodiques & temps continu, bien que la définition de la matrice de monodromie soit différente
[Colaneri, 2005]. o

Méthode directe de Lyapunov Dans le cas ou le modéle est soumis a des incertitudes, la matrice de
monodromie dépend de . L’utilisation du théoréme 1 est alors compromise puisqu’il requiert I'expression des
valeurs propres de cette matrice. Dans le cas général, il est trés difficile (voir impossible) d’obtenir ces expressions
en fonctions des incertitudes.

La seconde méthode de Lyapunov, également appelée méthode directe, offre un moyen de garantir la stabilité
du modéle sans avoir recours a cette expression. Cette méthode repose sur la construction d’une fonction scalaire
V(k, xy), renvoyant une valeur pouvant étre assimilée a I’énergie du systéme. Si cette fonction est définie positive
et strictement décroissante sur les trajectoires du systéme alors ce dernier est stable. Dans ce cas, une telle
fonction constitue ce que 'on nomme communément un certificat de stabilité. On notera toutefois que cette
condition d’existence d’une fonction de Lyapunov n’est que suffisante dans le cas général [Khalil, 2002].

La difficulté est évidemment de construire une fonction V' (k, ) répondant a ces exigences. Dans le cas
linéaire et temps-invariant, on peut cependant garantir que le systéme est stable si et seulement s’il existe une
fonction V' (z) temps-invariant, linéaire et quadratique certifiant sa stabilité. Ce résultat se préte particuliere-
ment bien a la traduction du théoréme 1 sous forme d’inégalités linéaires matricielles (LMI). Comme expliqué
en introduction, 'existence de programmes de résolution numérique trés efficaces conduisant a une solution de
ces inégalités plaide en faveur de ce type de formulation.

Corollaire 2. La condition suivante est nécessaire et suffisante pour prouver la stabilité asymptotique de 3¢ :
APy €St VP — Py <0 (1.12)

avec Uy = Ay Ay, selon la définition (1.10).

Démonstration. Selon le corollaire 1, la~stabilité de X et de F?n sont équivalentes. Or ce dernier est stable
si et seulement s’il existe une fonction V(ng) = (ng)TPong définie positive et strictement décroissante sur les
trajectoires du systéme caractérisées par 778 = \110178. La premiére exigence se traduit par Py > 0 tandis que

la seconde s’écrit

~ ~ = 0 2
V) =0 Ponl - V(ng) <V(nd), v [777311] eR™, [To -1 [77211] =0
. q

En utilisant la définition de V(ng), on obtient la condition nécessaire et suffisante de stabilité suivante :

o7 0 0 0
N —Py 0}{’7} {n} on [n}
AP, € S” : q 7 |1 <0 telleque V 7| eR™” |y —1 71 =0 1.13

’ * {nngl} { 0 F 778+1 a 772“ [ 0 ] ngﬂ (1.13)
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En remarquant que
TLT 1
Uy -1 =
o 1™ =[]

le lemme d’élimination, donné dans [Skelton et al., 1997] et rappelé dans annexe A, permet d’affirmer que cette
condition est équivalente & (1.12). O

Remarque. La méme procédure utilisant UL, au lieu de T, donne naissance a la condition suivante, qui est
équivalente a (1.12) :
3P €S} UVTPW; — P <0 avec Uy = AgA; (1.14)

o

En plus de (1.12) ou (1.14), la littérature fait fréquemment référence aux conditions LMI énoncées par le
corollaire suivant.

Corollaire 3 ([Bittanti and Colaneri, 2008]). Le modeéle X, est asymptotiquement stable si et seulement si la
condition suivante est satisfaite

Agple —Py=<0

ATPyA; — Py < 0 (1.15)

dP, € Sﬁ,ﬂPl S Si : {
Démonstration. Suffisance ((1.15) = stabilité). La pré/postmultiplication des inégalités de (1.15) par zo, et
Tog4+1 respectivement, conduit &

3Py € S},3P, €8 { 7 AaP;AO% - f”aTqPOf;Zq <0, Vg € R o

Tog 141 H)A1x2q+1 — £C2q+1P1£E2q+1 <0, V$2q+1 eR
On définit la fonction scalaire V(k, xoq4k) = xgq+kka2q+k pour k = {0,1} et quel que soit ¢ € N. Cette
derniére est définie positive et périodique puisque V' (k, x24+%) ne dépend que de k (et pas de ¢). En utilisant
cette fonction et en considérant que les signaux a4, sont des solutions de (1.6), les conditions précédentes
peuvent étre réécrites sous la forme suivante :

V(1,229+1) — V(0,224) <0

Vq € N, 1.16
q { V(0,$2q+2) — V(l, I2q+1) <0 ( )

On peut alors en déduire que V (0, z2442) < V(0,224). En ré-introduisant I'expression de V' (k, x24+%) dans cette
derniére inégalité, on obtient (1.12). Par conséquent, d’aprés le corollaire 2, si (1.15) est vérifiée alors ¥, est
stable.

Nécessité ((1.15) < stabilité). La preuve de I'implication inverse est donnée dans [Bittanti and Colaneri,
2008]. O

Comparaison des conditions d’analyse LMI Chacun des corollaires 2 et 3 expriment des conditions
nécessaires et suffisantes de stabilité. Ces derniéres sont donc équivalentes bien qu’elles n’adoptent pas la méme
formulation. La suite de cette sous-section compare ces conditions.

Au sujet de la forme méme de ces inégalités, deux remarques peuvent étre faites. En premier lieu, on note
que la condition (1.15) est un probléme LMI comportant deux fois plus de lignes et de variables que (1.12).
L’effort de calcul requis pour la recherche de solutions est donc plus important. En second lieu, on remarque que
les matrices Ay apparaissent linéairement dans 'inégalité (1.15), alors qu’elles sont multipliées I'une a I'autre
dans (1.12).

Ces deux conditions peuvent également étre comparées en faisant référence a la fonction quadratique et
périodique introduite dans la preuve du corollaire 3. On rappelle 'expression de cette derniére en allégeant la
notation de sorte que V (k, z2g4+%) est notée désormais Voq .

V2q+k = ng+kpkz2q+k avec Py € Si (1.17)
Le corollaire 3 démontre que X est stable si et seulement s’il existe V44 donnée par (1.17) telle que
(115) : VVQquQ < ‘/2q+1 < ‘/Qq, Vq eN

De plus, la correspondance entre 7; et xaqq, établie précédemment montre que la fonction de Lyapunov V(ng)
utilisée dans la démonstration du corollaire 2 correspond & Va,. ¥ est donc stable si et seulement s’il existe
Vag4x donnée par (1.17) telle que

(1.12) : Vagyo < Vo, Vg €N
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Par conséquent, (1.12) s’intéresse a la décroissance de la fonction de Lyapunov d’une période a l'autre, contraire-
ment & (1.15) qui examine continiment I’évolution de V4. De fagon évidente, (1.15) implique (1.12). Puisque
ces conditions sont équivalentes, la réciproque est également vraie. Pour comprendre ce résultat pouvant paraitre
contre-intuitif au premier abord, on réécrit (1.12) et (1.15) comme suit :

(112) < 4P € Si : x§q+2P0x2q+2 < .’qupo.’bgq

3 3 T T T
(1.15) & dP) € Si, P € Si : l‘2q+2P0$2q+2 < $2q+1P11‘2q+1 < Z‘QQPQ.IQq

11 est ici trés important de noter que dans le cas général Py # P;. Par conséquent, si (1.15) s’intéresse a la
décroissance continue de Vo4, cette condition n’exige pas que la norme de Zy44% diminue & tout instant.
Autrement dit, (1.15) n’est pas équivalente & :

3Py € ST 1 w319 Pomagia < 03441 PoTagi1 < 03, Powaq = [[w2g42l < [[22g41] < [|2a2q (1.18)

Cette remarque est représentée graphiquement par les figures 1.1 et 1.2, librement inspirées de [Bohm, 2011].

FIGURE 1.1 — Trajectoire des états d’'un modéle 2-périodique stable

La figure 1.1 superpose les équipotentielles des fonctions VO(x) = 27 Pyx et Vi(z) = 2T Pyx et la trajectoire
des états d'un modeéle X stable. La figure 1.2 montre 'évolution temporelle des fonctions VO (wag k), V! (2244)
et Vagyk sur les trajectoires de ce méme systéme. Ces représentations montrent que ||x2,+%|| peut augmenter
d’un instant & 'autre sans remettre en cause la stabilité du systéme caractérisée par la décroissance continue
de Va4, ou par la diminution de \/(Io(zgq+k) et Vq1 (x2¢+%) d’'une période a l'autre.

Cette discussion est résumée de la fagon suivante : si ces deux conditions sont équivalentes, ’essence de la
notion de stabilité pour les modéles périodiques est plus facilement saisie par le corollaire 2. Le corollaire 3
quant a lui, peut étre vu comme une reformulation de ce résultat destiné a :

— conditionner la stabilité de X, & l'existence d’une fonction scalaire continiiment décroissante (non pas

d’une période a l'autre), comme dans le cas LTT;

— découpler les matrices Ay au prix d’une augmentation des dimensions du probléme LMI, & la fois en termes

du nombre de lignes et du nombre de variables.
Si le premier point peut paraitre cosmétique, la suite de ce chapitre montre que le second constitue un atout
fondamental vers 1’obtention de résultats de synthése nominale et d’analyse et de synthése quadratiques. Les
sous-sections suivantes en font 'illustration.

Remarque. Similairement, les conditions (1.14) et (1.15) peuvent étre traduites de la fagon suivante :

(114) 4 3‘/2‘1+k = (117) : %q+1 < Vv2q717 Vq eN
(1.15) =2 3%q+k = (1.17) : ‘/éq+1 < ‘/Qq < ‘/2,171, Vg e N

Cette reformulation renvoie aur mémes interprétations que précédemment dans le cas ou le point de départ des
périodes considérées correspond & 2q + 1 au lieu de 2q. o
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—=— VO (x2g41)
—— V! (z2g41)
12+ - = ’V2q+k

FIGURE 1.2 — Décroissance des fonctions de Lyapunov associées & un modéle 2-périodique stable

1.2.3 Synthése par retour d’état périodique

Les expressions du modéle périodique en boucle ouverte ¥ et du correcteur recherché sont données par (1.1)
et (1.3) respectivement. Elles sont rappellées ici :

Tagrhrt = A Tagin + BukUagik Vg € N,Vk € {0,1}
Ugqye = KipZogik ’ 7 7

En boucle fermée, on obtient le modéle autonome (1.6) avec la relation suivante, correspondant a (1.5) en
I’absence d’incertitude :

Ay, = A% + B Ky, Yk € {0,1} (1.19)

Dans ce contexte, il est possible de dériver des conditions de synthése stabilisante & partir des résultats
d’analyse de la sous-section précédente.

Théoréme 2 (Synthése nominale). [[de Souza and Trofino, 2000] et [Bittanti and Colaneri, 1999]] Le modéle
Y donné par (1.1) est stabilisable asymptotiquement par la loi de commande (1.3) si et seulement si la condition
suivante est satisfaite :

|:_W1 AGW, + BuOYO] -0

IW, € 7, 3w, € ST, * —Wo

My XN myxn - (1.20)
dYp € R , Y eR [—Wo Ai’lW1 n Bu1Y1]
<0
* —W1
Les gains Ky du correcteur sont alors obtenus via la relation suivante :
Ky =YW, ! (1.21)

Démonstration. La démonstration de ce résultat s’appuie sur une démarche semblable & celle existant pour le
cas & temps-invariant [Bernussou et al., 1989]. Grace au complément de Schur, on obtient 'inégalité duale de
(1.15) :

140VV()14%1 - W1 <0

Wy =Py ' eSL,IW =Pt eSh: { AW AT =Wy <0

Apreés un nouveau complément de Schur, la ré-introduction des matrices de la boucle ouverte d’aprés la relation
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(1.19) conduit aux inéquations suivantes :

-Wy  (Ag + BuOKO)WO:|
<0
* —WO
W, € Si, Wi e S:lL :
|:_W0 (A9 + BulKl)W1:|
<0
* —W1

Ces manipulations préservent ’équivalence ce qui permet d’affirmer que cette condition est toujours nécessaire
et suffisante pour montrer la stabilité de X;. La preuve se conclut par le changement de variables Y, = K, Wj.
Il est important de préciser que la reconstruction de K & partir de Wy, et Y} est garantie par le fait que les Wy
sont inversibles si (1.20) est vérifiée. O

Remarque. L’énoncé exact des inégalités de syntheése établies dans [de Souza and Trofino, 2000] est le suivant

- WO * W1 *

AZWo + BuoYo —WJ”’ {A?WﬁBulYl —wwp) 0

] montre cependant qu’elles sont équivalentes a (1.20).

La pré/post-multiplication de ces inéquations par [1 0

o

L’obtention de ce résultat de synthése s’appuie sur la condition d’analyse établie par le corollaire 3. On
montre que la méme méthodologie mise en ceuvre a partir de la condition (1.12) du corollaire 2 ne permet pas
d’aboutir :

— obtention de la condition d’analyse duale puis utilisation du complément de Schur

_ Wy YW,
1 . 0 0
Wy =F; €8} {* _WO}-<O

— ré-introduction de I'expression des matrices du modéle en boucle ouverte ¥

~Wo (A" + B1E1) (A + BoKo)) Wol _
* —WO

Cette derniére inégalité n’est pas linéaire en les variables K, K1 et Wy et le changement de variables linéarisant
utilisé précédemment ne permet pas de surmonter ce probléme. La comparaison de (1.12) et (1.15) révele que la
linéarité de la condition d’analyse a I’égard des matrices A est une exigence centrale pour dériver des conditions
de syntheése selon la démarche employée ici. Cette remarque justifie 'effort qui a été consacré a I’établissement
du corollaire 3.

1.2.4 Robustesse face aux incertitudes polytopiques
Conditions nécessaires et suffisantes de stabilité robuste

On traite maintenant le cas ot le modéle périodique est polytopique selon la définition (1.2). A nouveau, le
probléme d’analyse est abordé préalablement & I’étude de la synthése par retour d’état.

Stabilité robuste de la matrice de monodromie Dans le cas d’incertitudes invariantes dans le temps,
prouver la stabilité robuste est équivalent & démontrer que chacun des modéles issus d’un choix particulier de
0 € O est stable [Henrion et al., 2004|. L’adaptation du théoréme 1 & ce contexte est la suivante :

Théoréme 3 (Stabilité robuste). Le modeéle ¥.(0), défini par (1.4), est stable robustement si et seulement si
les valeurs propres de W(0) sont dans le cercle unité ouvert, quel que soit 6 € ©.

Il existe dans la littérature des travaux proposant des conditions de stabilité robuste s’appuyant directement
sur ce théoréme. Grace a 'utilisation de la matrice de Hermite, il est possible de garantir que les valeurs propres
de ¥ (0) sont toujours dans le cercle unité en assurant la positivité d’un polynéme scalaire en 6 sur 'ensemble ©
[Henrion et al., 2004]. On notera toutefois que ce dernier est d’ordre élevé, ce qui rend en général cette méthode
prohibitive quand la taille du modéle croit.



1.2. RESULTATS PRELIMINAIRES D’ANALYSE ET DE SYNTHESE ROBUSTE 21

Conditions LMI de stabilité robuste En s’appuyant sur les résultats précédents, il est possible de carac-
tériser cette propriété de la matrice U(f) via des conditions LMI. En effet, la stabilité robuste est équivalente
a lexistence d’une solution aux conditions LMI (1.12) et (1.15) pour toute valeur figée de 6 € ©. L’ensemble
de ces solutions peut alors étre paramétré par 6 [Bliman, 2004b]. Ceci conduit aux conditions LMI robustes
suivantes.

Corollaire 4. Chacune des conditions suivantes est nécessaire et suffisante pour prouver la stabilité robuste
de Xo(0) :

3Py (0) € ST W (0)Po(0)To(0) — Po(0) <0, V0 € © (1.22)
3Py(0) € ST,3P1(0) € ST - { ﬁ?gg;ggzgﬂz; B gl)gz; ) 8 Voeo (1.23)

Selon la définition de X donnée par (1.4), les matrices Ay () dépendent linéairement de 6 alors que ¥o(0) =
A1(0)Ap(0) est polynomiale de degré 2 en les variables d’incertitudes. Dans le cas N-périodique, la matrice de
monodromie est de degré V.

On notera que ces conditions ne précisent pas la nature de la dépendance des matrices P a 1’égard de 6. Par
conséquent, s’il existe une solution (quelle que soit sa forme) a ces conditions, alors le modele est robustement
stable. En d’autres termes, la suffisance est toujours assurée. En revanche, conclure sur I'absence de stabilité
robuste via ce corollaire est beaucoup plus difficile puisqu’il faut pouvoir assurer que (1.22) et (1.23) n’admettent
aucune solution. En I’état, la nécessité de ces conditions est donc inexploitable.

Premiére hiérarchie de relaxations Les résultats publiés dans [Bliman, 2004b] permettent d’orienter la
recherche de certificats de stabilité. En effet, ils assurent que (1.22) est vérifiée si et seulement si Py(6) est
polynomiale en 6. Autrement dit, la restriction de Py(f) a la classe des matrices dont les éléments sont des
polynémes en 6 n’entraine pas de conservatisme. Il s’agit d’un résultat trés général applicable a toute LMI
dépendant continuement de paramétres appartenant & un ensemble compact. Il permet donc également d’affirmer
que Py(0) et Py(6) de la condition (1.23) peuvent étre considérées comme des fonctions polynomiales en 6.

En s’appuyant indifféremment sur (1.22) ou (1.23), cette remarque permet de batir une hiérarchie de condi-
tions suffisantes pour lesquelles chaque étape considére les LMI précédentes avec des matrices P(6) polynomiales
de degré fixé. S’il existe une solution, on peut alors affirmer que le modéle est robustement stable. Dans le cas
contraire, on poursuit la recherche pour un degré plus élevé. Le résultat précédent assure qu’il existe une étape
a partir de laquelle I’absence de réalisabilité des LMI provient du défaut de stabilité robuste du modéele. Cette
hiérarchie converge et le nombre d’étape qu’elle contient est fini. Toutefois, en ’absence de borne connue a
priori de ce degré, il est impossible de savoir si la nonfaisabilité des conditions est due & l'instabilité ou a un
avancement trop faible dans la hiérarchie. Cette approche ne permet toujours pas d’exploiter la nécessité des
conditions.

Les résultats obtenus dans le cadre de ’analyse des modéles LTI peuvent toutefois étre exploités pour
obtenir une borne sur le degré de Py(f) pour la condition de stabilité (1.22) des modéles N-périodiques. En
effet, l'extension directe des résultats de [Chesi et al., 2009, p.125] d’une part, et de [Henrion et al., 2004]
d’autre part 2, démontre que les éléments de Py(f) peuvent étre choisis parmi une des catégories suivantes sans
perte de généralité :

— les polynémes homogeénes® de degré inférieur ou égal & d = n(n +1)N —1;

— les polynémes de degré inférieur ou égal & d = 2nN.

Par conséquent, la démonstration qu’il n’existe pas de solutions a (1.22) dans une de ces classes de matrices
prouvent que le modéle n’est pas stable robustement. A notre connaissance, il n’existe pas de résultats semblables
pour la condition (1.23). C’est la raison pour laquelle, la suite de la discussion sur les relaxations hiérarchiques
se focalise sur (1.22).

LMI paramétrée A chaque étape de la hiérarchie, il s’agit de montrer qu’il existe ou non une solution &
(1.22) pour un degré de Py(0) fixé. On remarque que I'inégalité de la condition (1.22) est linéaire en Py(6). En
rassemblant les coefficients des polyndémes formant cette matrice dans le vecteur z € R%, la forme générale de
cette inégalité est alors la suivante :

F(.’L‘, 9) = Fo(e) + !E1F1(9) + -+ LL’aFa(Q) >0, Vo € © (124)

2. Il est affirmé dans cet article que la borne supérieure du degré des polynémes formant la matrice de Hermite est égale a 2nL,
ot L est la dimension de 6. Cette borne est en réalité égale & 2n et ne dépend pas de L.
3. Un polynéme est dit homogeéne si et seulement si les monémes de coefficients non-nuls qui le composent sont de méme degré.



22 CHAPITRE 1. STABILITE ROBUSTE DES MODELES LINEAIRES PERIODIQUES

ou les variables de décision sont les éléments de x. Le probléme peut étre formulé comme suit.

Probléme 3. On considére la LMI (1.24), paramétrée par 6, pour laquelle les variables de décision sont les
éléments du vecteur z. On suppose que la dépendance des matrices F;(0) a I’égard de 6 est polynomiale de degré
connu et que @ correspond au L-simplex standard décrit précédemment.

Le probléme consiste alors & montrer que Pensemble X des solutions de (1.24) est non-vide. o

Sous sa forme la plus générale, ce sous-probléme est lui-méme délicat puisqu’il rassemble les deux difficultés
suivantes :

— montrer la positivité d’une matrice polynomiale multivariée de degré fixé;

— restreindre & © ’ensemble dans lequel cette positivité est requise.
Pour un panorama des techniques utilisables pour aborder ces questions, on peut citer [Scherer, 2006] et [Las-
serre, 2010]. La section suivant en propose un résumé.

Remarque. La condition (1.22) s’intéresse a lexistence de Py(6) € S™ telle que pour tout € ©
TL(0)Py(0)To(0) — Py(0) <0 (1.25a)
Py(0) =0 (1.25Db)

Pour évaluer cette condition, il est donc théoriquement nécessaire de vérifier la validité de (1.25a) et (1.25b). En
s’inspirant de la remarque proposée dans [Dettori and Scherer, 2000], on montre cependant que s’il existe une
valeur 6y particuliere pour laquelle le modéle est stable, alors (1.25a) implique (1.25b). Typiquement, l'analyse
robuste se situe dans ce cadre puisqu’elle s’intéresse & des modéle nominalement stables.

Pour prowver cette affirmation, on suppose que (1.25a) est vérifiée quel que soit 0 € © et que Py(6y) = 0.
On consideére également un sous ensemble © C © tel que 6y € O. Par hypothese, si © = {0y} alors (1.25b) est
satisfaite quel que soit 8 € ©. On wutilise un raisonnement par l’absurde en supposant d’abord que (1.25b) n’est
pas satisfaite. Dans ce cas, en augmentant progressivement © a partir de {0y}, il existe alors un ensemble ©*
particulier pour lequel inégalité (1.25b) n'est plus vérifiée strictement®. On a alors uniquement Py(0) = 0. II
existe donc v et § € ©* C O tel que Py(0)v = 0. En pré/postmultipliant (1.25a) par v, on a

wl Py(@)w <0 avec w = Wo(H)v

ce qui contredit I'hypotheése selon laquelle Py(0) = 0. L’néquation (1.25b) est donc vérifiée quel que soit 6 €
©* C O et donc en particulier pour 6 € ©* = ©.

En conclusion, dans ce contexte l'inégalité (1.25b) est redondante et la condition (1.22) se résume a vérifier
que (1.25a) est satisfaite quel que soit 6 € ©. o

Outils numériques pour la résolution de LMI paramétrées

Cas particulier de la dépendance linéaire en # On considére dans un premier temps le cas simple ou
F(z,0) est linéaire en 6. Chacune des matrices F;(f) vérifie alors

L L
Fl(ﬁ) = Fi,O + Zejﬂ’j = ZGJFZ[]] avec Flm = ﬂ70 + Fi,j (126)
j=1 j=1

Cette formulation peut étre obtenue sur le simplex ot la somme des 6; est égale & 1. Le lemme suivant reformule
alors (1.24) sous forme SDP.

Lemme 1. Si F(x,0) est linéaire en 6, linégalité (1.24) est équivalente au probléme SDP suivant :
Fl o Fl 4, F w0, Vi = {1,--- | L} (1.27)

Démonstration. (1.27) = (1.24). Si les inéquations (1.27) sont vérifiées pour tout 4 alors la somme de ces L
inégalités, préalablement multipliées par 6; > 0, est également positive :

L
S0 (B + a4z, B - 0
=1

En utilisant la relation (1.26), on montre aisément que cette inégalité n’est autre que (1.24).

(1.27) < (1.24). Si F(x,0) est définie positive quel que soit 6 € O, elle posséde cette propriété en particulier
sur les sommets du polytope ou tous les éléments de € sont nuls sauf un. On a alors F;(0) = Fi[j I, Ceci conduit
naturellement aux équations (1.27). O

4. On utilise ici argument la continuité des valeurs propres de Py(f) par rapport a 6.
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L’idée principale de cette démonstration peut étre résumée ainsi : si F'(z,0) est linéaire en § € O, cette
matrice hérite des propriétés de 'ensemble ©. La géométrie de F'(z,8) est donc polytopique et convexe. Dans ce
cas, la positivité de F'(z, ) sur la frontiére de son ensemble est une condition suffisante (et bien stir nécessaire)
pour montrer sa validité dans tout ’ensemble auquel elle appartient. Cette condition peut alors étre traduite en
un nombre fini de LMI puisque cette frontiére est décrite par un polytope. Selon la terminologie anglo-saxonne
utilisée dans [Barmish, 1994|, 'usage de cette propriété est appelée « vertexisation ». Dans cette thése, on
utilisera la dénomination « argument de convexité »ou encore « combinaison convexe ».

Le lemme 1 montre que 'ensemble X des solutions de (1.24) peut étre caractérisé par une LMI dans le cas
ot F(x,0) est linéaire en §. Dans le cas général ou cette matrice est polynomiale en cette méme variable, ce
type de probléme reste soluble mais est plus difficile. Sa complexité numérique est NP [Bliman, 2004a). 11 est
possible d’aborder ce probléme par le biais de relaxations conduisant & des conditions plus simples du point de
vue de la résolution numérique, mais uniquement suffisantes : si la condition relaxée est vérifiée alors sa solution
appartient & X. Il peut néanmoins exister des élements de X ne satisfaisant pas cette condition relaxée. En ce
sens, il s’agit de construire ’ensemble X par I'intérieur. Le paragraphe suivant présente une approche de ce type.

Approximation polytopique de la géométrie de F(z,0) Si F(x,0) est polynomiale en 6, une premiére
approche constitue & inclure le probléme dans le cadre précédent en définissant un ensemble A convexe et
polytopique avec 8 sommets englobant I'ensemble formé par la concaténation des matrices F;(6) lorsque 6
décrit © :

{[Fo(0) -+ Fr(®)]:0€0}CA=co{g" - -5} (1.28)
S’il existe un vecteur x solution de (1.24) sur chacun des sommets de A alors z est également solution de (1.24)

quel que soit # € ©. En se basant sur le méme raisonnement que précédemment, cette premiére condition peut
étre traduite sous forme SDP :

1

La

Toutefois, cette approche doit étre considérée comme trés conservative puisqu’elle impose la recherche d’une
solution assurant la positivé de F(z,6) sur un ensemble A plus grand que celui décrit par les matrices F;(9).
Selon la dépendance des matrices F;(f), ce conservatisme peut étre prohibitif. C’est la raison pour laquelle, on
s’oriente vers les approches présentées dans les paragraphes suivants.

Remarque. La théorie des polynomes positifs et celle des moments sont duales ['une de l'autre [Lasserre, 2010].
Le probléme considéré dans cette sous-section peut donc étre abordé par le biais de sa formulation duale mettant
en jeux des moments. On se restreint dans cette présentation a traiter le probléme 3 sous sa formulation primale
originelle. o

Approche par variables de relaxation La démarche présentée maintenant est issue des travaux de [de Oli-
veira et al., 1999] et [Peaucelle et al., 2000] et appliquée dans le cadre général utilisé ici dans [Peaucelle and
Sato, 2009]. Elle s’appuit essentiellement sur la décomposition (non unique) suivante (1.24) :

F(z,0) = RT+(0)Q(x,0)RT+T () (1.30)

ol Q(z,0) est linéaire en = et R(A) est linéaire en 6. Toute matrice F(x,#) satisfaisant (1.24) admet cette
reformulation [Coutinho et al., 2002]. L’application du lemme d’élimination & l'inégalité (1.30) conduit alors
directement au théoréme suivant.

Lemme 2. L’inégalité (1.24) est équivalente a la condition suivante :

Jy: Q(z,0) + He{F(y,0)R(0)} - 0, V6 € © (1.31)
ot F(y,0) dépend linéairement de y et 6.
Démonstration. Le lemme de Finsler (voir annexe A) permet de réécrire (1.30) sous la forme suivante

Jy <0: Q(x,0) + yRT(O)R(H) = 0, VO € ©

On remarque que cette condition peut prendre la forme (1.31) avec F(y,0) = y/2R(0). Ceci prouve que F(6)
peut-étre choisie parmi les matrices linéaires en 6 sans conservatisme additionnel. O
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Ce théoréme fait usage du lemme d’élimination dans un sens non traditionnel puisqu’il créé les variables du
vecteur y. On notera néanmoins que cette manipulation permet de décroitre le degré de dépendance de la LMI
vis-a-vis de 0 : (1.31) est uniquement quadratique en 6.

D’autre part, quel que soit F(y,0) si (1.31) est satisfaite alors (1.24) admet une solution. Cette remarque
est essentielle puisqu’elle permet de considérer le cas particulier ou il existe une matrice F(y) indépendante de
0 et solution de (1.31). Dans ce cas, (1.31) devient alors linéaire en 6, ce qui permet de faire appel au résultat
du théoréme 1 en réécrivant (1.31) sous forme SDP de fagon équivalente.

Théoréme 4. Soit le probléeme SDP suivant
3z, 3y QU(z) + He {f(y)RW} =0, Vi={1,---,L} (1.32)

ot les matrices QU (x) et RU sont construites a partir de Q(x,0) et R(0) selon la convention proposée par
(1.26). Si (1.32) est réalisable alors x est solution de (1.24).

Démonstration. Par combinaison convexe, (1.32) implique (1.31) et par conséquent (1.24) est vérifiée. O

Remarque. Comme expliqué précédemment, le coeur de cet outil méthodologique réside dans la reformulation
(1.30). On remarquera que cette derniére dimensionne le nombre de variables et de lignes du probléme SDP
(1.32) par le biais de la taille de la matrice Q. Une telle reformulation peut toujours étre obtenue en décomposant
de fagon générique les polynomes de F(x,0) selon leurs monomes [Peaucelle and Sato, 2009]. Cette approche
conduit cependant & une matrice @ de grandes dimensions. La décomposition (1.30) n’étant pas unique, tout
l’enjeu consiste o obtenir la matrice Q la plus petite possible pour réduire leffort de calcul. Cette remarque justifie
naturellement l'intérét porté aux décompositions tirant profit de la connaissance de la nature de la dépendance
de F(x,0) vis-a-vis de 0. o

Bien que souvent moins conservative que I’approche précédente, la proposition établie par le théoréme 4 n’est
toujours que suffisante en raison de la restriction de F aux matrices indépendantes de 6. En d’autres termes,
(1.32) ne paramétre qu’une partie de 'ensemble X des solutions de (1.24).

Remarque. La dénomination de cette méthode, « approche par variable de relaxation », est inapropriée. En
effet, la pluspart des techniques appliquable & (1.24) relaze le probléme en ajoutant des variables de décision
pour obtenir une forme SDP standard. Dans cette thése, on se conformera toutefois G cette terminologie pour
étre en accord avec la littérature utilisant la dénomination anglo-saxonne « slack-variables ». )

Dans la suite de cette sous-section, on s’intéresse aux méthodes construisant X de facon itérative et asymp-
totiquement exacte. Ces techniques peuvent étre classées en deux catégories : la premiére traite spécifiquement
du cas ou © correspond au simplex standard tandis que la seconde considére le cas plus général des ensembles
semi-algébriques simples. Cette sous-section présente la méthode de Pélya puis de Putinar, appartenant respec-
tivement & la premiére et & la seconde catégorie.

Relaxations de Pdlya En exploitant les propriétés du simplex ©, il est possible d’apporter une réponse au
probléme 3 dans le cas ou les éléments des matrices F;(x, ) sont des polyndmes homogeénes en §. On notera que
la restriction & cette classe de matrice n’entraine pas de perte de généralité dans le mesure o il est toujours
possible de construire une matrice polynomiale homogene G(z, 0) égale a F'(x,0) sur © (voir [Chesi et al., 2004]).

Le résultat obtenu par Polya dans le cas des polynomes scalaires [Polya, 1974| et généralisé par [Scherer,
2005] pour les matrices polynomiales permet d’apporter une solution au probléme 3.

Théoréme 5 ([Scherer, 2005]). L’inégalité (1.24) admet une solution x si seulement s’il existe k € N tel que
les matrices coefficients non nulles du polynéme suivant en 6 sont définies positives.

L k
G(z,0) (Z 9¢> (1.33)

ot G(x,0) est une matrice polynomiale homogeéne telle que
G(z,0) = F(z,0), V0 € ©, Vz € R? (1.34)

Ces matrices coefficients dépendent linéairement de x. Prouver leur positivité est donc un probléme SDP.
On remarquera que la suffisance de cette condition est directe : si les matrices coefficients de (1.33) sont définies
positives, alors (1.33) est elle-méme positive sur Uorthant positif (auquel appartient le simplex). En remarquant
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que (Zle Gi)k =1 quel que soit k € N, on a alors (1.33) = G(z,0) = F(x,0) > 0. Ce raisonnement est valable
quel que soit k € N. Par conséquent, en augmentant progressivement k, on obtient une suite convergente de
relaxations. On notera toutefois, que, a notre connaissance, il n’existe pas de borne exploitable sur la valeur
de k.

Les deux remarques suivantes tempérent l'intérét de cette méthode : premiérement, le degré des matrices
H;(x,0) est typiquement plus élevé que celui de F(z,6) et deuxiémement, il n’existe pas de borne facilement
exploitable sur ce degré.

Cette méthode a été utilisée dans [Oliveira and Peres, 2007] pour l’analyse robuste de modeéle LTI affecté
linéairement par des incertitudes polytopiques.

Relaxations de Putinar La méthode présentée maintenant différe de la hiérarchie de relaxations de Polya
par deux aspects. Premiérement, ’ensemble sur lequel la positivité de F' doit étre prouvée peut étre un compact
semi-algébrique simple quelconque et deuxiémement, la condition de positivité de F' ne porte plus sur la positivité
des coefficients de polynémes mais sur des décompositions de ce méme type de fonctions en sommes de carrés,
ou sum-of-squares (sos) en anglais. Sous sa forme matricielle, cette derniére technique cherche une solution x
a l'inégalité F(x,0) = 0 quel que soit § € RE. Contrairement au probléme 3, I'inégalité est large et x n’est
pas contrainte dans un sous-ensemble de R¥. La démarche se base sur 'idée suivante : s’il existe une valeur de
7o telle que F(xg,0) peut étre écrite sous le forme T'(9)TT(6), alors zo est une solution au probléme puisque
F(z0,0) est évidemment semi-définie positive quel que soit 6 [Scherer, 2006]. La matrice T(6) est une matrice
polynomiale comportant typiquement plus de lignes que de colonnes.

La recherche d’un tel vecteur xy peut étre reformulée comme un probléme de faisabilité SDP. Il s’agit de
l'intérét majeur de cette méthode. On notera toutefois que toutes les matrices F(z,6) »= 0 n’admettent pas
forcément de décomposition sous la forme T'(9)TT(6). Dans le cas scalaire (n = 1), le polynéme de Motzkin
est un exemple classique [Lasserre, 2010]. Dans le cas matriciel, [Choi, 1975] donne une matrice semi-definie
positive et quadratique 6 ne pouvant étre décomposée sous la forme précédente.

Remarque. L’utilisation directe de cette technique dans le cadre du probléme 8 donne lieu a une condition
suffisante. S’il existe un vecteur xo et un scalaire positif € tel que F(xg,0) — el s’écrit comme une somme
de carré alors F(xg,0) est évidemment positive quel que soit & € RL et donc en particulier sur le simplex ©.
Néanmoins, cette approche doit étre vue comme trés conservative puisque F(x,0) peut étre positive sur © tout en
étant négative ou indéfinie ailleurs. Dans une telle situation, elle ne peut admettre de décomposition en somme
de carrés. et sa positivité ne peut étre prouvée par cette approche. o

Apres ce préambule, on montre maintenant que le probléme 3 peut également étre abordé dans le cadre
plus générale des techniques visant & prouver la positivité d’une matrice polynomiale sur un ensemble compact
semi-algébrique simple K C R? décrit de la facon suivante :

K={0ecR’:g(0)>0, i={1,---,m}} (1.35)

ol les fonctions {g; ()}, sont des polynomes scalaires dépendant des éléments de 6. Il est possible de décrire
le L-simplexe © selon cette formulation grace au changement de variables

0 1 0
0=|:]+ 0 avec 0eRL! (1.36)
0 0 1
1 -1 -1

conduisant a la définition suivante des fonctions g;(f).
0i, (i:{la"'vL_l})

90) =19 4 7sz1§“ (i=1) (1.37)

Ces manipulations peuvent étre interprétées comme une caractérisation dans RY~! de © ¢ R% correspondant
a la partie de I’hyperplan d’équation ZZ'L:1 0; = 1 située dans l'orthant positif. L’inégalité (1.24) est donc
équivalente a F(x,0) = 0 quel que soit § € K. Dans ce contexte, il est possible d’utiliser ’extention matricielle,
introduite par [Scherer and Hol, 2006], d’un résultat proposé par Putinar dans [Putinar, 1993].



26 CHAPITRE 1. STABILITE ROBUSTE DES MODELES LINEAIRES PERIODIQUES

Théoréme 6 ([Scherer and Hol, 2006]). Le vecteur x € R® est solution de (1.24) si et seulement s’il existe
L + 1 matrices polynomiales {H;(0) € Sy}~ s’écrivant comme des sommes de carrés et un scalaire € > 0 tels

que
L

F(x,0) = Ho(0) + > Hi(0)g:(0) + e1 (1.38)

i=1

Remarque. La validité de ce théoréme repose sur une hypothése portant sur les fonctions g; [Lasserre, 2010,
Hyp. 2.1 p.29]. Toutefois, [Scherer, 2006] démontre que cette derniére est satisfaite si l’ensemble auquel ap-
partient 6 est compact et que ses frontiéres g; sont affines en 6. Par définition, le polytope © satisfait a ces
exigences. o

A nouveau, la suffisance de cette condition est directe : si les matrices H;(f) sont des sommes de carrés
elles sont évidemment semi-définies positives et donc, d’apreés (1.38), F(x, ) > 0 lorsque les fonctions g; () sont

supérieures ou égales a zéro. La validité de cette implication ne dépend pas du degré des matrices H; (). Par
conséquent, il est possible de batir une série de relaxations suffisantes en fixant le degré des matrices H;(6) dans
le théoréme 6. De plus, il est démontré dans [Scherer and Hol, 2006] que le conservatisme ne peut augmenter
si le degré de ces matrices augmente. Ceci démontre que cette série est en réalité une hiérarchie convergente et
finie de relaxations.

Les deux remarques suivantes tempérent ’attrait pour cette méthode : premiérement, le degré des matrices
H;(x,0) est typiquement plus élevé que celui de F(z,6) et, deuxiémement, il n’existe pas de bornes facilement

exploitable sur ce degré.

Stabilité quadratique

Aprés ce tour d’horizon des méthodes applicables aux LMI paramétrées, on revient au probléme initial posé
par le corollaire 4.

Comme expliqué précédemment, toute matrice périodique Py (6) solution de (1.23) est un certificat de stabi-
lité robuste. Parmi elles, il est possible qu’il existe une matrice P, indépendante de 6. Cette propriété caractérise
la stabilité quadratique [Bittanti and Colaneri, 2008].

Définition 4. [Stabilité quadratique - [Bittanti and Colaneri, 2008]] Le modéle incertain ¥ (), défini par (1.4),
est stable quadratiquement si et seulement s’il existe une fonction scalaire V444 donnée par (1.17) certifiant la
stabilité robuste de X (0). Cette fonction est quadratique et indépendante de 6. o

Clairement, la stabilité quadratique implique la stabilité robuste. Dans le cas général®, la réciproque est
fausse : le modéle peut étre stable robustement sans admettre de certificat de stabilité unique (indépendant de
0). En d’autres termes, la recherche de certificat de stabilité quadratique s’effectue dans un sous-ensemble des
fonctions de Lyapunov candidates pour prouver la stabilité robuste de X.;(6).

Bien que conservative, la notion de stabilité quadratique a ’avantage d’admettre une caractérisation sous
forme SDP. En effet, grace au complément de Schur, (1.23) peut étre réécrite comme suit :

—Po(e) * < 0
3py(6) e s, ap @) esn: L 1_@5}259) ~h®) L voeco (1.39)
Po(0)A1(0) —Po(0)) ="

Si les matrices Py(0) et P;(#) sont indépendantes de # alors ces inégalités sont linéaires en la variable d’incer-
titude. D’aprés la discussion précédente, cette propriété permet de réécrire ces conditions en un nombre fini de
LMI de fagon équivalente.

Théoréme 7 (Stabilité quadratique - [Bittanti and Colaneri, 2008]). La condition suivante est nécessaire et
suffisante pour prowver la stabilité quadratique de X (0) défini par (1.4) :

Ahrp Al —py <o

. ,  Vie{l--L 1.40
(AT Al _p <o 0 {1---L} (1.40)

HPOES:L_, P, GSZL_: {

5. Pour les modéles & temps continu, on notera que dans le cas particulier ou les incertitudes varient dans le temps et que leur
dérivée temporelle est non bornée, les stabilités quadratique et robuste sont équivalentes [Packard and Doyle, 1990]. Il est démontré
dans [Daafouz and Bernussou, 2001] que cette propriété n’est plus vraie pour les modeéles & temps discret, méme pour ce type
d’incertitude. En effet, I’échantillonage des perturbations interdit & ces derniéres de varier infiniment rapidement.
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Démonstration. L’argument de convexité permet d’affirmer que (1.39) est équivalente a la condition suivante :

|: _PO * :| -0
. . Al —p .
P, €S}, 3P €ST —le L ; ,Vie{l---L}
pAl _p|~
que le complément de Schur permet de réécrire sous la forme (1.40). O

La mise en ceuvre de la méme démarche a partir de la condition (1.22), au lieu de (1.23), ne permet pas
d’aboutir. En effet, s’il existe une matrice Py constante satisfaisant (1.22), alors un complément de Schur montre
que cette condition est équivalente &

—-Fy *

3P0€S+: |:P0\I/0(9) —py

} <0, Vheo

qui n’est pas convexe par rapport a 6 puisque V() dépend polynomialement de cette variable. En d’autres
termes, la multiplication des Ay (6) apparaissant dans la définition de Wy (6) détruit la géométrie polytopique
du probléme. Ceci n’est pas sans rappeler la discussion menée aprés la démonstration du théoréme 2. Cette
fois encore, 'origine de la difficulté provient de la non-linéarité de la condition d’analyse (1.12) a 1’égard des
matrices Ayg.

Remarque. Selon [Bittanti and Colaneri, 2008], la traduction sous forme de conditions LMI de la stabilité
quadratique est donnée par la condition (1.23) dans le cas ou Py(0) est indépendante de 0. Cette notion aurait
également pu étre traduite par la condition (1.22) avec Py(0) constante. A notre connaissance, il n'existe pas
de preuve que ces deux conditions sont équivalentes. On formule méme la conjecture que (1.22) avec Py(0)
constante est plus conservative que (1.40). o

Synthése robuste par retour d’état

En suivant la voie tracée dans le cas sans incertitude, on aborde la problématique de la synthése robuste
en ré-introduisant les matrices de la boucle ouverte dans la condition d’analyse duale de (1.23), préalablement
reformulée grace au complément de Schur :

|:_W1(9) (AgH(0) + Buo(o)Ko)Wo(e)} -0
* ~Wo(0)
HWO(G) S Sﬁ,Ein(H) S SZ_ :
|:W0(9) (A4(0) + Bul(a)Kl)Wl(G)} <0
* —Wl(g)

Dans ce contexte, l'usage du changement de variable linéarisant Yy (0) = KWy (0) est compromis puisqu’il
conduit & un gain K = Y, ()W, 1(6) dépendant des incertitudes. Sans cet outil technique, le probléme doit
donc étre traité sous son expression originelle dont la forme générale est la suivante :

L L L
=1

i=1 j=1

Les variables de décisions x; correspondent ici aux élements de K}, et aux paramétres de Wy (6) et de Wy(6). 11
s’agit d’une inéquation matricielle bilinéaire et paramétrée. Sa non-convexité vis-a-vis des paramétres 6 et des
variables de décision rend sa résolution trés difficile dans le cas général. Théoriquement, cette classe de problémes
peut néanmoins étre traitée numériquement, notamment grace a la théorie des moments via une hiérarchie de
relaxations convergeant asymptotiquement vers la solution [Lasserre, 2010]. En pratique, ces approches ne sont
cependant appropriées que pour des problémes de faibles dimensions.

Des conditions suffisantes sous forme SDP peuvent cependant étre obtenues. L’approche de la stabilité
quadratique en donne un exemple. En combinant la démarche des théorémes 2 et 7, on obtient le résultat
suivant.

Théoréme 8 (Synthése quadratique - [de Souza and Trofino, 2000]). Le modéle incertain X(0) défini par (1.2)
est stabilisable quadratiquement par la loi de commande (1.3) si et seulement si la condition suivante est vérifiée

—wy AW, + Bl ~0
Iy € ST_:_, I, € Sﬁ, * -Wo

X A olli S ,Vie{l---L 1.42
HY()ER uX 7EIY1€R uX |:—W0 All[]W1+BL]1Y1:| —<0 { } ( )

* —W1
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Les gains K}, du correcteur sont alors obtenus via la relation (1.21), rappelée ici :

Ky =YW, !

1.2.5 Conclusions

Analyse et synthése des modéles périodiques linéaires On rappelle maintenant les principales conclu-
sions de cette section. Il a été démontré tout d’abord que le modéle périodique X est stable (globalement,
asymptotiquement et uniformément) si et seulement si les valeurs propres de ses matrices de monodromie sont
situées dans le cercle unité ouvert. Ce théoréme est renforcé par le fait que toutes les matrices de monodromie
d’un méme modéle possédent les méme valeurs propres non nulles, ce qui permet de n’examiner qu’une matrice
particuliére.

Le corollaire 2 traduit directement cette proposition sous forme LMI. La formulation obtenue met en lumiére
le lien trés fort qu’entretiennent les modéles périodiques avec le cas, plus simple, des systémes a temps-invariant.
Cette observation pourrait méme laisser penser que le corpus théorique développé pour les modéles & temps-
invariant s’applique trivialement dans le cas des modéles périodiques, au prix d’éventuelles reformulations.
Pourtant, ce chapitre démontre & deux reprises que la stricte mise en ceuvre d’une telle démarche est vouée &
I’échec : d’abord dans le cas de la synthése nominale puis lors de la discussion autour de la stabilité quadratique.
Dans ces deux cas, l'origine de la difficulté provient de la non-linéarité des conditions d’analyse vis-a-vis des
matrices Ay.

Cet obstacle peut étre contourné en faisant appel au corollaire 3 qui reformule le résultat précédent afin de
découpler les matrices Ay. Si cette manipulation préserve I’équivalence, elle augmente les dimensions du probléme
SDP. On montre que la nouvelle condition d’analyse peut-étre interprétée comme la preuve de I’existence d’une
fonction de Lyapunov continiment décroissante. Cette derniére caractérisation de la stabilité permet d’obtenir,
d’une part, des conditions de synthése nominale et, d’autre part, une formulation LMI accessible aux outils
numériques pour ’analyse et la synthése quadratiques.

En ’absence d’incertitudes, les problémes d’analyse de stabilité et la synthése stabilisante sont donc résolus,
puisque des conditions LMI nécessaires et suffisantes ont été établies par le corollaire 2 et le théoréme 2. C’est
la raison pour laquelle, tous les développements & venir autour des conditions nominales doivent étre percus
comme une étude préliminaire servant & éclairer les discussions ultérieures prenant en compte les incertitudes
du modeéle.

Robutesse face aux incertitudes polytopiques Lorsque le modéle périodique ¥.(0) est soumis a des
incertitudes polytopiques invariantes dans le temps, la stabilité robuste peut étre interprétée comme la garantie
de stabilité de chacun des modéles issus d’un choix particulier de § € ©. Le corollaire 4 exploite ce résultat
et affirme que X.;(0) est stable robustement si et seulement s’il existe une solution aux LMI obtenues dans le
cas nominal pour toute valeur de 6 € ©. Ces solutions peuvent étre paramétrées par , conduisant alors & aux
LMI « fonctionnelles »(1.22) et (1.23) dont les solutions sont des fonctions matricielles en §. On montre que
ces fonctions peuvent toujours étre choisies polynomiales. En imposant le degré de ces polynémes, on obtient
alors une hiérarchie convergente de conditions suffisantes de stabilité. On identifie par les lettres A et B, les
hiérarchies dérivant de (1.22) et (1.23), respectivement. Contrairement a la hiérarchie B, on montre qu’il existe
une borne connue sur ce degré dans le cas de A.

Hiérarchie A H H Hiérarchie B
(1.22) LMI fonctionnelle (1.23)
+ e + P(0) polynomial de degré fixé + e +
P(9) de P(0) de SDP (1.24) paramétré P(0) de P(6) de
degré 0 degré fini polynomialement en 6 degré 0 degré fini
et connu J mais inconnu
condition
quadratique

Chaque étape de la hiérarchie consiste a résoudre un probléme SDP paramétré (1.24). Le cas de la stabilité
quadratique, traité par le théoréme 7, correspond a la premiére étape de la hiérarchie B puisque Py () est
indépendante de 6.

L’analyse de stabilité quadratique conduit & un probléme SDP linéaire en 6. Par convexité, cette propriété
autorise une traduction équivalente sous forme SDP standard. Dans le cas général, résoudre de fagon exacte un
probléme SDP paramétré polynomialement nécessite le recours & une hiérarchie de relaxations. Sur le simplexe,
on utilisera indifféeremment les théorémes de Pélya ou de Putinar convergeant asymptotiquement mais n’admet-
tant pas de bornes facilement exploitables. Il existe donc deux niveaux de relaxations : le premier fixe le degré
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de la matrice de Lyapunov et le second impose k (Polya) ou fixe le degré des matrices H;(f) (Putinar). Cette
stratégie conduit donc rapidement & des problémes SDP de grandes dimensions.

Pour le probléme de synthese, le changement de variable linéarisant employé dans le cas nominal ne peut
étre utilisé puisqu’il conduit & une matrice de gains dépendant des incertitudes. La synthése quadratique est une
exception & cette régle puisque, dans ce cas, la matrice de Lyapunov périodique est indépendante de 6. Dans
le cas général, les inégalités doivent alors étre traitées sous leur forme bilinéaire. Cette classe de problémes est
exclue de cette étude en raison de la difficulté numérique inhérente & leur résolution.

Choix de la méthode des variables de relaxation Ces deux derniers paragraphes justifient I'intérét
portée a la méthode des variables de relaxation. En effet, depuis son introduction dans [de Oliveira et al.,
1999] et [Peaucelle et al., 2000], cette approche a démontré, dans des contextes variés, sa capacité a réduire le
conservatisme des conditions quadratiques, via la résolution de problémes SDP de dimensions raisonnables. La
suite de ce chapitre montre que son usage dans le contexte des modéles périodiques ne fait pas exception & cette
régle.

Comme expliqué auparavant, le coeur de cette méthode consiste a réécrire les LMIs fonctionnelles (1.22)
et (1.23) polynomiales en 6 sous la forme (1.31) caractérisée par une dépendance quadratique en 0. L’ajout de
nouvelles variables accompagne cette manipulation. En contraignant ces derniéres a ne pas dépendre de 6, on
obtient alors une condition (suffisante) sous forme SDP. Contrairement aux approches hiérarchiques précédentes,
cette technique tire profit de la structure de la matrice F(z,6). L’objectif est d’obtenir un probléme SDP
nécessitant pour sa résolution un effort de calcul plus faible pour un conservatisme équivalent.

1.3 Conditions LMI étendues pour le modéle nominal

La réduction du conservatisme lié & la stabilité quadratique a été 'objet d’intenses recherches ces derniéres
années, [Peaucelle et al., 2000, Scherer, 2006, Scherer and Hol, 2006, Scherer, 2005]. Dans le domaine des
systémes périodiques a temps-discret, il est notable qu'une grande partie des efforts entrepris dans cette direction
s’articulent autour de l'inégalité matricielle suivante, linéaire en les variables Py et F :

) —P() 0 0 F‘[),O E),l A -1 0
Py eSE,IF R | 0 0 O|+Heq |Fio Fia { 00 4 _1] =<0 (1.43)
0 0 P Iho Foy !

]_'

Comme le montre la suite de ce chapitre, deux ingrédients essentiels ont permis la construction de cette inéqua-
tion qui fit présentée pour la premiére fois dans [Ebihara et al., 2008b] : premiérement, la formulation utilisant
un vecteur étendu de la dynamique de ¥ et, deuxiémement, 1'utilisation des variables de relaxation [Peaucelle
et al., 2000, de Oliveira et al., 1999].

Avant d’aborder le probléme de robustesse, cette section offre une discussion aussi exhaustive que possible
autour de cette inégalité dans le cas nominal, c’est-a-dire pour le modéle (1.6). De nouvelles conditions d’analyse
et de synthése sont établies et les liens qu’elles entretiennent avec celles précédemment énoncées sont présentés.

1.3.1 Analyse de stabilité utilisant une condition LMI étendue

On montre maintenant que la condition (1.43) est équivalente & la stabilité de 3.

Théoréme 9. Le modeéle sans incertitudes Y est asymptotiquement stable si et seulement si (1.43) est satis-
faite.

Démonstration. On rappelle la condition (1.13), équivalente a la stabilité de X, aprés avoir substitué 772 par
T2q -

T
T2 -FP 0 To D) 2 2
dP, € S™ : a a 0 tell \ q R*™ |A1Aq -1 1 =0 (144
0 &Sy [332%2} { 0 PO} LU%H?] = ereane LU%HQ] ©  [Ardo ) L?HJ (1.44)

La contrainte algébrique de (1.44) caractérise la trajectoire des signaux xa, et xa442, tout comme 1'équation
suivante :

Ao -1 O
[ ’ = [23, @311 7]

. AT
0 A _1] Ty =0 avec z,
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En s’appuyant sur cette nouvelle égalité, (1.44) peut étre reformulée de fagon équivalente comme suit :

—F 00 Ay -1 0
AP eSt: 7| 0 0 0|i,<0 telleque Vi, R, |0 i,=0 (1.45)
) 0 A1 -1
0 0 P,
D’aprés le lemme d’élimination, cette condition est équivalente a (1.43). O

D’aprés la section précédente, prouver la stabilité d’un modéle périodique revient & montrer la décroissance
de la suite {[|zoq};/5, . Par définition, le lien entre ces signaux fait intervenir la matrice de monodromie
Uy = A1 Ap. Or, il a été montré que la multiplication directe des matrices Ay intervenant dans sa définition
était problématique. Comme le corollaire 3, le théoréme 9 offre un moyen de briser ce couplage :

— Corollaire 3 : construire une fonction de Lyapunov décroissante tout au long de la période,

— Théoréme 9 : caractériser les trajectoires du systéme X grace a (1.3.1) en utilisant un vecteur d’état

étendu.
On remarquera que chacune de ces solutions ré-introduit xo41, 'état intermédiaire a la période, bien que la
valeur de ce vecteur ne soit pas nécessaire pour statuer sur la stabilité.

Remarque. La preuve du théoréme 9 peut étre menée de fagcon purement algébrique. En reformulant (1.12)
comme suit

) (1 -p 01T 1 ) 1 1°-p, 0 o0 1
3P, € SY : L‘hAo] [ 0 Po] [Au‘hj <0&dRy S} Ail,(zlo g g g) A?,Slo <0
En remarquant que
o[
0 A -1 B Alfolo
le lemme d’élimination prouve que la condition de stabilité (1.12) est équivalente o (1.43). o

1.3.2 Condition duale d’analyse de stabilité

De fagon similaire au cas LTI, il est possible de construire une condition duale de (1.43) pouvant indifférem-
ment étre invoquée pour prouver la stabilité de ;.

Lemme 3. La condition suivante, duale de (1.43), est nécessaire et suffisante pour montrer la stabilité asymp-
totique du modéle sans incertitudes Y.

-Wo 0 0 A0
I €S IFTER™S™: | 0 0 0| +He{ |-1 Ag|F?p <0 (1.46)
0o 0 W 0 -1

Démonstration. 11 a été démontré que 'inégalité (1.43) est équivalente a (1.12). En utilisant le complément de
Schur & deux reprises, cette derniére inéquation est d’abord reformulée comme suit

—py  OT
[* P0_1]<0

puis selon I'inégalité suivante
—Pyt + U Pyl <0

En utilisant la définition de ¥, et avec Wy = P(fl > 0, cette derniére inégalité peut s’écrire également sous la
forme suivante,

1 17[-w 0 o 1
AT 0 0 O AT | <0
AL AT 0 0 W,| |ATAT
Finalement, en remarquant que
1L
i) -
0 A -1
AT AT 0

on obtient (1.46) grace au lemme d’élimination. O
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Comme dans le cas temps-invariant, cette démonstration peut également étre menée en faisant appel aux
signaux du systéme dual de X, noté Zgl“ évoluant en temps inversé et dont ’expression est donnée par le lemme
suivant. L’annexe C discute plus amplement du concept de dualité des systémes dynamiques en s’appuyant

principalement sur [Nieuwenhuis and Willems, 1988].
Lemme 4. Le modeéle dual de ¥, donné par (1.6) est le suivant :
Sl p=Afa, . VqeZ, Vke{0,1} (1.47)

Démonstration. La dualité des systémes étant mieux maitrisée pour les modéles invariant dans le temps, X
est préalablement reformulé sous la représentation étendue suivante :

A() -1 0 T2q
0 A1 -1 T2q+1| = 0
ol 0 -1 T2q+2

ol o désigne I'opérateur unitaire d’avance dans le temps, c’est-a-dire oyq = y4+1. En incorporant I'état xo,_1
dans cette définition, il est possible d’obtenir la forme suivante de fagon équivalente

0 Ao -1 0 T2g—1
0 0 Al -1 T2q o 0 Ao -1 0 ~ ~ _ |T2¢-1
ol 0 -1 0 T2g+1 =0 0 0 + Al -1 g ZCq—O avee g = T2q
0 ol 0 -1 T2g+2

Sous cette présentation, la théorie de la dualité établie dans [Nieuwenhuis and Willems, 1988 pour les modéles
A temps-invariant polynomiaux en ¢ s’applique directement et conduit au modéle a temps inversé suivant

0 o] [-1 AT .\ .._
(L o+ [0 Bf)ai-o

d
En posant ig = [;52‘1 } il est possible de considérer ce modéle comme la reformulation invariante dans le
2q+1

temps d’un modéle dépendant du temps. On obtient alors

-1 AT o o x4, o

0 -1 [ AY o g, | 0

cc1 0 |-1 o0 g, |

0 o1 0 -1 x4,

ce qui conduit a (1.47). O

En procédant comme pour la preuve du théoréme 9, (1.46) peut étre interprétée comme une condition
équivalente de stabilité de X¢,. En effet, le lemme d’¢limination permet de réécrire (1.46) comme suit :

—Wo 00 AT —1 0
@H"] 0 0 0|z <0 telleque ViieR™, {01 AT _1] =0 (1.48)
0 0 W,

En définissant la correspondance suivante entre :ﬁg et les états de Egl

(1.49)
Tog—1

g caractérise le modéle Efl et que l'inégalité

de (1.48) est équivalente a Vil | < Vil | avec Vil | = (x§, )" Woz§, ;. Ceci prouve la croissance de Vil
le long des trajectoires du systéme, équivalente & une décroissance a temps inversé. En adaptant le corollaire 3
a ce contexte, on montre que (1.46) est équivalente a la stabilité de Zfl.

il apparait clairement que la contrainte algébrique de (1.48) sur &

Remarque. La comparaison entre T4 et ig, définis par (1.3.1) et (1.49), met en lumiére la dissymélrie existant
dans la définition de ces signauz. Une correspondance directe aurait en effet conduit a

d
xzq
d

x2q—1
.’Ed
2q—2

R Q
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La méme démarche avec un tel choix conduit a une autre condition de stabilité. On peut montrer cependant que
dans le cas nominal, la condition obtenue est équivalente a (1.46) bien que sa formulation ne soit pas identique.
1l s’agit en réalité d’exploiter le degré de liberté offert par le choix de T, caractérisant le point de départ de la
période. Ce sujet sera abordé plus en détails dans la suite de ce chapitre. o

1.3.3 Réduction du nombre de variables de la condition LMI étendue

Afin de clarifier la discussion sur les relations d’implications existant entre les différentes conditions proposées
et sur la structuration des variables additionnelles, on s’appuie par la suite a des interprétations ensemblistes.
A cette fin, on introduit ’ensemble Px défini comme suit :

Pr={(P),F): PyeS}, FeRm*n}

Les résultats du théoréme 9 peuvent alors étre reformulés ainsi : toute solution a I'inégalité (1.43) appartenant
a Pr prouve la stabilité de ¥.;. Inversement, si le modéle ¥, est stable alors il existe une solution a (1.43) dans
I’ensemble Pr.

Sans autre indications, Pz doit étre considéré dans sa totalité, mettant ainsi en jeu un grand nombre de
variables. En effet, dans le cas général, toute recherche de solutions a (1.43) restreinte & un sous-ensemble de
Pr ne donne lieu qu’a une condition suffisante : 'absence de solutions dans ce sous-ensemble ne permet pas de
conclure sur la stabilité ou non du modéle. Il est toutefois possible de montrer I'existence d’un sous-ensemble
de Pr contenant nécessairement une solution a (1.43) si X est stable. Le lemme suivant établit ce résultat.

Lemme 5. Le modéle sans incertitudes ¥ est asymptotiquement stable si et seulement s’il existe Py € ST} et
Py €87 telles que l’inégalité (1.43) est satisfaite avec F définie comme suit

0 0
F=|P o0 (1.50)
0 Py

Démonstration. Le corollaire 3 propose deux inégalités dont la satisfaction est nécessaire et suffisante pour
prouver la stabilité de ;. On vérifiera aisément par le complément de Schur que ces inéquations peuvent étre

reformulées comme suit
—-Py O 0
l: 0 P1:| —|—He{|:P1:| [A(] —1}} =<0

[‘fl 180} +He{[£0] A4, —1}} <0

En vertu du corollaire 7 donné dans 'annexe A, on peut alors affirmer que ce jeu d’inéquations est équivalent
a (1.43) avec F donnée par (1.50). O

(1.51)

En s’appuyant sur un raisonnement analogue, on peut facilement prouver que la condition duale (1.46)
posséde une propriété similaire.

Lemme 6. Le modéle sans incertitudes ¥ est asymptotiquement stable si et seulement s’il exviste Wy € ST} et
Wy € ST telles que l'inégalité (1.46) est satisfaite avec Fe définie comme suit

. [0 wy o
}"—[0 0 Wo] (1.52)

L’utilisation du lemme 5 au lieu du théoréme 9 diminue sensiblement le nombre de variables. Le tableau 1.1,
présenté dans la suite de cette section, quantifie cette affirmation dans le cas primal. Au-dela de la réduction
évidente de Ueffort de calcul 1ié & la résolution des LMI, cette démarche est justifiée par la nécessaire structuration
de F lors de la dérivation de conditions de synthése & partir de celles d’analyse. La sous-section suivante illustre
cette remarque.

Remarque. La condition (1.51) s’nscrit dans la forme plus générale suivante :

AP, € St,3P; € SY, ’50 ]g + He ?070 [Ag —1] ¢ <0
3Fy0 € R™*™ 3F; o € R™™, P 01 FLO (1.53)
nxn nxn —I1 1,1
JF 1 € RV 3Fy, € R™X 0 P + He Fos [Al —1] <0
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Les travauz présentés dans [Farges, 2006] s’articulent autour de cette condition. Il a notamment été prouvé que
cette derniére est nécessaire et suffisante pour prouver la stabilité de .. En effet, sa reformulation grice au
lemme d’élimination s’écrit ainsi :

24 "m0 P20 | 20 telle que (A —1] T 1 _ g
Tog+1 0 P |zog41 Tog+1

T
Tog1| |—P1 0| |r2g41 Tog41| _
<0 tell A —1 =0
[$2q+2} { 0 P 0} L@qw] clle que [, ] [$2q+2}

dP, € Si, P, € Si,

ce qui n'est autre que (1.16), la traduction directe du corollaire 3.

De plus, Uapplication directe du corollaire 6, donné par Uannexe A, monire que si (1.53) est vérifiée alors
(1.43) est satisfaite avec Fy1 = Fao = 0. En d’autres termes, le conservatisme de (1.53) ne peut pas étre
plus faible que celui de (1.43). Les travaux de [Farges, 2006] doivent donc étre considérés comme une étape
intermédiaire vers l'obtention de (1.43) puisqu’ils introduisent pour la premiére fois les variables de relaxation
pour l'analyse des modéles périodiques. )

1.3.4 Synthése de correcteurs périodiques par retour d’état

Comme dans la premiére section de ce chapitre, il est possible de dériver des conditions de synthése a partir
du théoréme d’analyse duale. Comme pour le théoréme 2, la ré-introduction des matrices en boucle ouverte dans
la condition d’analyse duale (1.46) donne naissance a 'inéquation suivante qui est bilinéaire en les variables W7,
Kl, KO et fd.

-Ws 0 0 A¢Y 0 By O % 0
0 0 0| +Hed |-1 AZ|Fi+| 0 By|KF'} <0 avec /c—[ol K} (1.54)
0 0 W 0 -1 0 o0 0

Cette fois encore, la linéarité des conditions peut étre rétablie en considérant le terme bilinéaire lui-méme comme
une matrice de variables de décision, via un changement de variables du type KF¢ = T. Toutefois, ce type de
démarche nécessite des précautions supplémentaires lors de sa mise en ceuvre sur des conditions étendues. Dans
le cas contraire, la reconstruction de la matrice structurée KC a partir de 7 et F¢ n’est pas garantie. Deux
raisons interdisent d’utiliser la solution apparemment simple consistant & faire correspondre K & 7 multipliée
par l'inverse de F¢ : premiérement F¢ n’est pas inversible car rectangulaire et, deuxiémement, méme pour des
dimensions satisfaisantes, dans le cas général, la structure de 7 (F¢)~! ne coincide pas avec celle de K. Comme
le montre le lemme suivant, la structuration de F¢ proposée par le lemme 6 offre une réponse a ce probléme.

Lemme 7. Le modéle ¥ donné par (1.6) est stabilisable asymptotiquement par la loi de commande (1.3) si et
seulement si la condition suivante est satisfaite :

AW, € ST, 3IW; € ST, 3, € R™exn Ty, € Rmuxn

-W, 0 0 A 0] Bu 0
0 0 0| +He —1 A G+ | 0 Buyl|Y [g é ﬂ <0 (1.55)
0o 0 W, 0 -1 0 0
avec )
w0 o
g=1 Wl V= [0 YJ (1.56)

Les gains Ky, du correcteur sont alors obtenus via la relation (1.21), rappelée ici :
Ky =YW, !

Démonstration. En ré-introduisant KG a la place de ), (1.55) devient équivalente a (1.54) avec F¢ donnée par
(1.52), ce qui prouve la stabilité de X; en vertu du lemme 6. O

1.3.5 Conclusions

Les résultats principaux de la discussion menée dans cette section autour de la condition (1.43) sont main-
tenant résumés.
— Théoréme 9 : le modéle X est stable si et seulement si (1.43) est vérifice.
— Lemme 3 et lemme 4 : la condition (1.46) est duale de (1.43). De plus, (1.46) peut étre interprétée
comme la condition de stabilité d’un modéle périodique & temps inversé noté Zgl.
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TABLE 1.1 — Comparaisons des dimensions et du nombre de variables des conditions LMI dans le cas nominal

Analyse Synthése
Cor. 2 \ Th. 9 \ Lem. 5 Th. 2 \ Lem. 7
: PO : P07 F P07 P1 : WOa W17 Y07 Yl : WOa Wl; Y07 Yl :
Nb. variables nn+1)/2 | n(n+1)/2+6n2 | n(n+1) | n(n+1) +2myn | n(n+1)+2m,n
Nb. lignes n 3n 3n 2 X 2n 3n

— Lemme 5 et lemme 6 : la condition de stabilité reste nécessaire et suffisante si F est considérée sous la
forme plus creuse donnée par (1.50). Un résultat analogue existe pour la condition duale (1.46).

— Lemme 7 : & partir de la condition duale, il est possible d’obtenir des conditions de synthése convexes
nécessaires et suffisantes pour la loi de commande (1.3).

A Tinstar des inéquations (1.12) et (1.15) considérées dans la premiére section, I'inégalité matricielle étendue
(1.43) conduit donc a des conditions résolvant les problémes d’analyse et de synthése de stabilité nominale.
Néanmoins, si ces nouvelles conditions, données par le théoréme 9, le lemme 5 et le lemme 7, sont équivalentes
aux anciennes, énoncées par le corollaire 2 et le théoréme 2, elles différent par le nombres de lignes et de
variables des LMI correspondantes. Le tableau 1.1 effectue cette comparaison. I1 montre que les nouvelles
conditions d’analyse mettent en jeux des LMI plus grandes avec plus de variables, méme pour le lemme 5 ot F
est structurée. En revanche les conditions de synthése nécessitent le méme nombre de variables. Leur taille est
plus délicate & comparer puisque le théoréme 2 requiert deux inégalités de plus petite dimension que 'unique
inéquation du théoréme 7. Si les deux LMI du théoréme 2 sont rassemblées en une seule, diagonale par bloc, cette
derniére devient alors plus grande que 'inégalité du théoréme 7. Néanmoins, du point de vue de la résolution
numérique, & nombre de variables égal, il s’avére parfois moins coliteux de définir deux LMI de dimensions
réduites, qu’une seule de grande taille, ce qui redonnerait 'avantage au théoréme 2.

Toutefois, lorsque le modéle est soumis a des incertitudes, le résultat de cette comparaison est tout autre.
La section 1.5 montre que les variables additionnelles des LMI étendues permettent de réduire significativement
le conservatisme des conditions d’analyse et de synthése robuste. Pour exploiter au mieux ces degrés de liberté,
la discussion autour de I'inégalité (1.43) se poursuit dans la section suivante en proposant une interprétation
des variables de relaxation.

1.4 Interprétation des variables de relaxation

Au-dela de I'outil mathématique qu’elles constituent, les variables de relaxation peuvent étre 1’'objet d’inter-
prétations variées selon le contexte dans lequel elles sont employées. Dans le cas de I'analyse robuste, il s’agit 1a
d’une différence majeure par rapport aux outils outils purement mathématique présentés dans la section 1.2.4.

Le probléme dont traite ce chapitre n’échappe pas a cette régle puisque cette section montre que toute
matrice F¢ satisfaisant la condition duale de stabilité (1.46) caractérise un modéle périodique dont la stabilité
est prouvée par Wy. Si cette interprétation peut paraitre anecdotique au premier abord, son corollaire est d’un
grand intérét : toute matrice F¢ conduisant 4 un modéle n’admettant pas Wy comme matrice de Lyapunov ne
peut étre solution de (1.46).

Parallélement & Pr, on définit Wx comme suit :

Wr = {(Wo, FY) : Wy € S}, FteR¥™3n)

Munie de cette notation, la constatation précédente permet de garantir 'absence de solution a (1.46) dans
un sous-ensemble Wx. La démarche doit étre comprise comme un effort visant & caractériser le plus petit
sous-ensemble de Wx englobant toutes les solutions de (1.46). Ces résultats s’avéreront trés utile lors de 1’éta-
blissement de conditions de synthése robuste ©.

1.4.1 Condition nécessaire pour que la LMI étendue soit satisfaite

Comme énoncé précédemment, toute matrice F¢ satisfaisant (1.46) peut étre interprétée comme la carac-
térisation d’un modéle périodique stable. Afin de démontrer cette affirmation, le lemme suivant est introduit
comme résultat intermédiaire.

6. C’est la raison pour laquelle, I'interprétation des variables de relaxation se concentre sur la condition duale, bien que le méme
raisonnement puisse étre mené dans le cas primal.
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Lemme 8. Si (1.46) est satisfaite alors F¢ admet la décomposition suivante :

g [G1 Gl [Ms —1 0
f[a |l -1 (1.57)

ot G; et M;, pour i = {1,2,3}, sont des matrices réelles de dimensions n x n et G1 et Gs sont inversibles.

Démonstration. Soit la décomposition suivante de la matrice F¢.

Fd Fd Fd
pio | B [ Fe M| (R A e A e, e (1.58)
0| fia1 L12
Dans un premier temps, on démontre que (1.46) implique les deux résultats intermédiaires suivants :
det (Fy'y) #0 (1.59a)
det (Fi'y — F5l(Fi's) "' Fily) #0 (1.59b)

Si (1.46) est vérifiée alors le bloc diagonal de dimension 2n X 2n en bas a droite de cette inégalité est défini

négatif :
0 o0 -1 Ap| g
[O WO]+H6{[O l]fl}w

Etant donné que Wy > 0, cette inégalité montre que

=1 Ao| 14
wel[d 4]} <o )
De cette inéquation, on déduit que :

— le noyau de F{ est vide et donc que det(F{) # 0;
— He{—F{,} <0, ce qui implique (1.59a).
Par conséquent, d’aprés ([Hogben, 2007] - p.4.4 Facts 11), on peut alors affirmer que :
det(F{) = det(F{'y)det (F{'y — F'o(Fi'y) 7' Fy) # 0

De cette inéquation et de (1.59a), on en déduit (1.59b).
Grace a (1.59a) et (1.59b), il est possible de réécrire F{ comme suit :

Fd _ Fi, Fi, _ —Ffl,o+Fgo(Ff%2>_1Ff'{1 —Fg, -1 0 (1.61)
Fld,l Fld,Z 0 —Ffy 7(F1d,2)71Ffl,1 -1 ’

1=

tout en assurant que la matrice triangulaire supérieure par blocs issue de cette décomposition est inversible. Si
(1.46) est vérifiée, la matrice F{ admet alors toujours la formulation suivante

¢ |G G2l [-1 o
fl__o Gs| [My -1 (1.62)

avec (G1 et G3 inversibles. En définissant My et M3 comme suit

M|l  [Gi Gs _1]_-d
My T o Gy T

on obtient alors (1.57).

O
L’inégalité (1.46) peut alors étre réécrite comme suit :
-Wo 0 O A O
0 0 0|+Held |1 A [C(’;l 22] [%3 I _01} <0 (1.63)
0 0 W 0 -1 sl L

S’il a été démontré par le lemme 3, que (1.46) permet de prouver la stabilité de ., cette nouvelle formulation
autorise une autre interprétation de cette inéquation. En effet, si F est définie comme suit

A 0
F=1-1 A [C(’;l g“}
0 -1 3

alors (1.63) adopte une formulation trés proche de (1.43), l'inégalité d’analyse primale. En s’appuyant sur un
raisonnement trés similaire a celui employé dans la preuve du théoréme 9, le lemme suivant démontre que (1.63)
prouve la stabilité d’'un modéle 2-périodique construit & partir des matrices My, M> et Ms.
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Lemme 9. Sil existe Wy € S et F4 € R¥™X3" telles que (1.46) est satisfaite alors Wy € S™ est une matrice
de Lyapunov prouvant la stabilité asymptotique du modéle suivant :

§og11 = M3,
1.64
{ Cogra = Mibog1 + Moy (1.64)

Les matrices My, My et Mz sont calculées a partir de F¢ selon (1.57).

Démonstration. Le lemme d’élimination montre que (1.63), équivalent & (1.46), implique

~Wy 0 0 My —1

E)T1 0 0 0] <0 telleque VE, € R, {MQ M, _Ol]ngo (1.65)
0 0 W,

En associant a éq la définition suivante
. £2q
§q = |&2q+1
€2q+2

il apparait que la contrainte algébrique de (1.65) sur ce vecteur caractérise le modeéle (1.64) alors que l'inéga-
litée de (1.65) traduit la stricte décroissante de la fonction définie positive Vq’ = SQTQWOEQ(I. Ceci implique la
convergence vers zéro des variables &, mais également des variables £2441 = M3&a4. Le modéle (1.64) est donc
asymptotiquement stable. O

Remarque. Comme dans le cas du théoréme 9, cette démonstration peut étre menée de fagcon purement algé-
brique en remarquant que

1 1
Iy {Mg —1 0]
3 p—
M Ms + My My My —1

Ainsi, Uutilisation du lemme d’élimination montre que (1.46) implique
(M M3z + M) " Wo(My M3 + Ma) — Wy <0 (1.66)
Cela prouve la stabilité asymptotique de (1.64), dont My Ms + My est la matrice de monodromie. o

Pour que I'inégalité (1.46) soit satisfaite, il est donc nécessaire que Wy soit une matrice de Lyapunov prouvant
la stabilité asymptotique du modéle (1.64), dont les matrices sont obtenues & partir de F? selon (1.57). Ce
résultat a d’importantes conséquences lors de la construction des conditions de synthése.

Il est notable que la dynamique de (1.64) ne présente pas les caractéristiques traditionnelles des modéles
autonomes 2-périodiques, tels que Y. En effet, {2442 dépend de &24. De fagon plus générale, ce modéle s’inscrit
dans la classe des modéles périodiques, polynomiaux et & ordre variant qui feront 'objet d’une étude approfondie
dans le chapitre suivant.

1.4.2 Exploitation de la condition nécessaire de la LMI étendue

Le lemme 9 permet de discriminer les sous-ensembles de Wz admissibles & la recherche de solutions de
(1.46). Toutefois, la caractéristique requise pour ces sous-ensembles porte sur le couple {Wy, F¢}. Comme le
montrera la suite de ce chapitre, il serait préférable d’avoir des conditions ne s’intéressant qu’a F?. Cest la
raison pour laquelle le lemme suivant introduit un sous-ensemble de celui décrit par le lemme 9 dans lequel
toutes les matrices Wy = 0 sont admissibles au sens du lemme 9.

Lemme 10. Pour toute matrice Wy € S}, il existe e* > 0 tel que quels que soient les réels €1, €11 €t €00
satisfaisant 0 < (g1,080,0 + €1,1)% < €*, Wy est une matrice de Lyapunov prouvant la stabilité asymptotique du

modele suivant, cas particulier de (1.64) :

fag41 = 001 o
’ 1.67
{ Sogr2 = €101 o401 + €111 &aq ( )

Démonstration. La matrice Wy est définie positive si et seulement s’il existe €* tel que quel que soit € vérifiant
0 < €2 < ¢*, I'inégalité suivante est satisfaite

Wy + 62W0 <0
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En réécrivant cette inéquation sous la forme suivante
—Wo + (e1)TWy(e1) < 0 (1.68)

elle peut étre interprétée comme la condition de stabilité du modele LTI dont la matrice d’état est €1, ou du
modéle périodique pour lequel €1 est la matrice de monodromie. En décomposant € sous la forme €1 9g9,0 + €11,
l'identification de (1.68) avec (1.66) montre que (1.68) est une condition équivalente de stabilité de (1.64) avec
My =e€1,01, My =¢111 et M3 =¢9,01. Un tel modéle est décrit par (1.67). O

On peut vérifier que ce résultat est conforme aux conclusions du lemme 6 assurant ’existence d’une solution
4 (1.46) dans un sous-ensemble de Wz, si X est stable. Ce sous-ensemble est caractérisé par une forme de F¢,
donnée par (1.52) et reformulée comme suit

s W o0]f0 -1 o
=T wll o 4

L’identification de cette formulation avec (1.57) montre qu'un tel choix de F¢ conduit au cas particulier du
modéle (1.67), pour lequel €19 = €11 = 9,0 = 0. D’aprés le lemme 10, quelle que soit Wy, cette matrice F
conduit donc a un sous-ensemble de Wx admissibles au sens du lemme 9.

1.4.3 Reésumé et interprétation ensembliste

Les conclusions principales de cette section sont maintenant résumées en adoptant une perspective ensem-
bliste. Pour cette raison, on définit les quatre ensembles suivants associés aux lemmes et corollaires autour
desquels s’articulent cette section :

— Lemme 3 : Wr = {(WO,}'d) : Woest, Fle R%X?’”}

— Lemme 9 : Wy = {(W, F4) : Wy €S%, Fé=(1.57), (M1 Mz + My)"Wo(MMs + M) — Wy < 0}

— Lemme 10 : WQ(E*) = {(Wo,fd) : Wy € Si, fd = (157), M, = 61,01, My = 61’11, Ms = 50’01,

0< (51’05070 + 51,1)2 < 5*}

— Lemme 6 : W3 = {(W, F4): Wy eSh, Fé=(157), M1 =My =M3=0, G =Wy, G2 =0, G3 =W}

Clairement, il existe e* > 0 tel que la hiérarchie suivante est vérifiée :

Ws C WQ(E*) CW, CWr

En s’appuyant sur cette nomenclature, le résultat du lemme 9 peut s’énoncer ainsi : toutes les solutions a
la condition duale de stabilité (1.46) sont incluses dans W;. Cet ensemble est cependant difficile & décrire en
raison de l'interdépendance existant dans sa définition entre Wy et F<. C’est la raison pour laquelle Wy (£*) a été
proposé par le lemme 10. Il faut cependant garder & I'esprit qu’il existe d’autres ensembles de Wy, potentiellement
disjoints de Wa(£*), contenant des solutions de (1.46).

L’objectif ultime de cette démarche est de caractériser le plus petit sous-ensemble de Wx englobant toutes
les solutions de (1.46). Si le lemme 9 contribue & cet effort en proposant W, le but final est encore hors de
portée.

1.5 Extension des conditions étendues au cas robuste

Pour le modéle nominal, la recherche d’une solution & (1.43) dans I’ensemble Px est un probléme accessible
aux outils d’optimisation convexe. Ce n’est malheureusement plus le cas lorsque le modéle est incertain puisque
les matrices P et F sont alors paramétrées par 6. Classiquement, dans une telle situation le probléme est relaxé
en examinant des sous-ensembles de Px(6) pour lesquels il est possible de donner une formulation LMI au
probléme. La premiére section a donné une illustration de ce procédé via le théoréme 8 d’analyse quadratique :
la recherche des certificats de stabilité robuste a été restreinte aux matrices de Lyapunov constantes alors que
dans le cas général P peut dépendre de 6.

Cette section montre que la version robuste de (1.43) peut également étre relaxée afin d’obtenir une formula-
tion LMI. De plus, il est démontré que le conservatisme induit par cette relaxation ne peut étre plus important
(et est souvent moindre) que dauns le cas de 'analyse quadratique. Les variables additionnelles des LMI étendues
sont & la source de ce résultat.
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1.5.1 Réduction du conservatisme grace aux variables de relaxation

Comme expliqué dans la premiére section, les conditions d’analyse établies pour le modéle nominal restent
nécessaires et suffisantes si les variables de décision sont autorisées a dépendre des incertitudes. Ainsi, I'équivalent
robuste de la condition de stabilité (1.43) est donné par le théoréme suivant

Théoréme 10. Le modéle incertain X (0), défini par (1.4), est stable robustement si et seulement si la condition
suivante est satisfaite

PO 0 0 N B
n 3nx2n 0(0) 1 0
3P(0) € S", 3F(6) € R : z g Pol()e) + He {]—'(9) [ 0 A (0) _1]} <0, V0 (1.69)

Contrairement a la version robuste des deux conditions de stabilité (1.22) et (1.23), on remarque que (1.69)
découple les matrices Ag(0) et Py(6). Cette constatation permet de relaxer le probléme de la dépendance
continue de (1.69) a I’égard de 6 de la fagon suivante : on considére que F est une matrice constante, c’est-a-dire
indépendante de 0, et que Py(#) présente une dépendance polytopique en 6 :

L
P(0) =Y 6;P (1.70)
=1

Ces deux relaxations transforment (1.69) en une inégalité linéaire en la variable 6 qui évolue dans un ensemble
polytopique convexe. Comme pour le théoréme 7, ceci autorise a évaluer (1.69) uniquement sur les sommets du
polytope. Le théoréme suivant met en ceuvre ce raisonnement.

Théoréme 11. S’il existe F € R3*2" telle que pour i € {1--- L} la condition suivante est satisfaite :

i
Ao [f] 01\ g (1.71)
0 A -1

_ -Pi" 0 o
3Pl est: 0 0 0| +He {]—'
o o pPY

alors le modéle incertain (), défini par (1.4), est stable robustement.

Démonstration. Similairement & la preuve du théoréme 7, Pargument de convexité montre que si (1.71) est
vérifiée pour tout i alors (1.69) est vérifice avec F(6) constant et P(#) donnée par (1.70). Ceci permet donc
d’affirmer que X(6) est stable robustement. O

Comparaison avec la condition de stabilité quadratique En suivant la méme démarche que dans la
preuve du lemme 5, la condition de stabilité quadratique du théoréme 7 peut étre reformulée de fagon équivalente
sous la forme suivante :

—FP, 0 O 0 0
HPOGS:L_,EI.Pl GSi : 0 0 O/ +He P 0
0 0 Po 0 PO

Al 10
o Al 1

] <0, Vie{l---L} (1.72)

Clairement, il s’agit d’un cas particulier de (1.71).

Pour faciliter la discussion & venir, on introduit les ensembles suivants, en lien avec les théorémes qui leur
sont associés.

— Théoréme 10 : Pr(0) = {(Py(0), F(0)) : Po(6) € ST, F(0) € R3*2"}

— Théoréme 11 : Py (0) = {(Py(0), F(0)) : Po(#) = (1.70) € ST, F constante € R3"*2"}

— Théoréme 7 : Pr(0) = {(Py(0), F(0)) : Py constant € ST, F = (1.50) avec P, € S7 }
Le hiérarchie suivante peut étre établie.

P2(0) C P1(8) C Px(6)

La stabilité quadratique peut donc étre interprétée comme la recherche d’une solution a (1.69) dans I’ensemble
P2(0). Le théoreme 11 élargit ce domaine de recherche puisqu’il considére P;(6). La condition obtenue n’est
toujours que suffisante puisque l'existence d’une solution ne peut étre garantie que dans Px(6). On notera que
de P2(0) a P1(0), lélargissement de lensemble s’effectue dans deux directions : d’une part la matrice F est
enrichie et considérée indépendante de Py, ce qui permet, d’autre part, de considérer Py comme une fonction
polytopique de 6.
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Discussion sur 'usage des variables de relaxation Dans le cas nominal, la condition d’analyse est
nécessaire et suffisante. Dans une telle situation, I’enjeu consiste & réduire autant que possible ’ensemble de
recherche, tout en guarantissant qu’il contient toujours un certificat de stabilité si le modéle est stable. De cette
facon, on réduit le nombre de variables de décision ce qui diminue l'effort de calcul.

Dans le cas robuste ot la condition n’est que suffisante, la démarche est opposée puisqu’on élargit le domaine
de recherche en augmentant le nombre de variables. On notera que cet accroissement n’est justifié que par
I’existance de modéles n’admettant un certificat de stabilité que dans ’ensemble élargi. La suite de ce chapitre
prouve que ces modéles existent. En ce sens, cette technique s’inscrit dans la lignée des différentes méthodes
de relaxation pour les problémes de robustesses (voir la section 1.2.4) proposant des solutions pour réduire le
conservatisme, au prix d’un accroissement de U'effort de calcul.

Le choix de la dépendance polytopique de P(f) Le théoréme 11 considére une matrice P(6) polytopique
alors que la condition nécessaire et suffisante ne précise pas la dépendance de P(6) par rapport a 6. A premiére
vue, ce choix peut sembler conservatif dans la mesure ou il pourrait exister une matrice P dont la dépendance
vis-a-vis de € est plus complexe sans que ’algorithme ne soit capable de la trouver. Le lemme suivant montre
cependant qu’il n’en est rien.

Lemme 11. La condition (1.71), ou P(6) est polytopique, est équivalente & (1.73), ot la dépendance de P par
rapport a 6 est quelconque.

-P@6) 0 0 A0) -1 0
3P(h) € ST, IF € R¥»x2n 0 0 0 |+He {]—"[ 00 A1(0) _1]} <0, Vo (1.73)
0 0 P !

Démonstration. Si (1.73) est vérifiée quel que soit 0, alors elle ’est également sur les sommets du polytope et
donc (1.71) est satisfaite. A I'inverse, la preuve du théoréme 11 établit que si le jeu de LMI (1.71) est vérifié
alors (1.73) est satisfaite avec P(6) polytopique. O

Ce résultat démontre que parmi l’ensemble des matrices P(f) non-linéaires en 6 et satisfaisant (1.73), il
existe toujours une matrice polytopique. La restriction de F & une matrice constante est donc la seule source
de conservatisme du théoréme 11.

Il est également nécessaire de préciser que le théoréme 11 ne cherche un certificat de stabilité que dans
un sous-ensemble des matrices polytopiques P(6). En effet, dans le cas général, il existe une matrice P(6)
polytopique prouvant la stabilité robuste de () si et seulement si (1.69) est vérifice avec P(0) donnée par
(1.70). Or, ceci n’implique pas (1.73) ot F est constante. Implicitement, relaxer le probléme en imposant a F
de ne pas dépendre de 6, exclut de la recherche de certificats de stabilité tout un ensemble de matrices P(6)
polytopiques.

1.5.2 Conditions alternatives d’analyse robuste

Cette sous-section cherche a établir des méthodes alternatives conduisant & d’autres certificats de stabilité.
L’absence de nécessité de la condition d’analyse (1.71) justifie cette effort.
Condition duale

L’équivalent robuste de la condition de stabilité duale (1.46) s’énonce comme suit :

~-We() 0 0 A(0) 0O
I,(0) € S, IFL e R, 0 0 0 |+He —1  Ap(0)| FUO) p <0, VO €O (1.74)
0 0 Wy(H) 0 -1

Comme pour le théoréme 11, il est possible de relaxer le probléme pour obtenir la condition suivante, formulée
comme un probléme SDP.

Lemme 12. Sl existe F% € R**3" tel que pour i € {1---L} la condition suivante est satisfaite :

, w0 o Al o
wilesti| 0 0 0| +He{ |7 Al FIY <0 (1.75)
o o wl 0 -1

alors le modéle incertain ¥.(0), définit par (1.4), est robustement stable.
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Dans le cas général, les conditions (1.71) et (1.75) ne sont pas équivalentes. L’existence d’un contre-exemple
suffit & démontrer cette affirmation. Pour en donner une compréhension intuitive, on fait le raisonnement suivant.
La combinaison convexe de (1.75) conduit & (1.74) avec F? constante. Grace au lemme d’élimination, on montre
que cette inégalité implique la suivante :

Wo(6)Wo(6) W5 (6) — Wo(6) < 0 (1.76)

En s’appuyant sur un raisonnement similaire & celui de la preuve du lemme 3, on montre que cette inéquation

est équivalente & :
UG ()W, H(0)Wo(0) — Wy (0) <0

qui n’est autre que la version robuste de la condition primale de stabilité (1.22) avec Py(6) = W, *(6). Il s’agit
d’un résultat bien connu pour les modéles LTI. De fait, la recherche d’une matrice Wy(6) polytopique pour la
condition duale (1.76) correspond & la recherche de Py(6) = (3, QiWOM)’l qui est non linéaire en # pour la
condition primale (1.22). Par conséquent, 'ensemble de recherche de la condition duale est donc inaccessible a
la condition primale dés lors que Py(6) est considérée polytopique, ce qui montre que (1.71) et (1.75) ne peuvent
donc étre équivalentes.

Interprétation des variables de relaxation Dans le contexte de ’analyse robuste, I'interprétation des
variables de relaxation proposée par la section 1.4 est maintenant actualisée. Comme pour les développements
précédents, I’étude se concentre ici sur la condition duale, bien que des conclusions similaires puissent étre
établies a partir de la condition primale.

Comme énoncé précédemment, (1.75) est équivalente a (1.74) avec F¢ constante. En ré-introduisant 1’ex-
pression de ¢, donnée par (1.57), dans cette condition puis en utilisant le lemme d’élimination, on montre que
(1.75) implique l'inégalité suivante, version robuste de (1.66) :

(M1 M + Mo) "Wy (0)(My Mz + My) — Wo(6) <0 (1.77)

Selon cette derniére, Wy (#) prouve la stabilité du modéle périodique sans incertitude (1.64) quel que soit 6 € ©.
Il s’agit d’une condition nécessaire pour que F¢ soit solution de (1.75). Dans ce contexte, le lemme 10 permet
a nouveau de construire, sans la connaissance de Wy(#), une sous-famille de modeéles (1.64) satisfaisant cette
exigence.

Changement du point de départ de la période

La condition de stabilité du corollaire 3 est équivalente & I’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique
décroissante sur une période : Vo < V.. D’aprés le corollaire 2, le choix de 7, instant de référence de cette
comparaison pouvant étre interprété comme le point de départ de la période, donne lieu a des conditions LMI
différentes mais équivalentes dans le cas nominal. C’est la raison pour laquelle, le théoréme 9 s’est focalisé sur
le cas ou 7 = 0. En suivant le méme raisonnement pour 7 = 1, on obtient une condition alternative dont la
version robuste peut étre relaxée afin d’obtenir le lemme suivant.

Lemme 13. S’il existe F; € R3*?" telle que pour i € {1--- L} la condition suivante est satisfaite :

W
A 1 0]}«) (1.78)

4 -P 0 0
oo

o o0 P

alors le modele incertain X.(0), défini par (1.4), est robustement stable.

Cette fois encore, un exemple numérique suffit & montrer que (1.71) et (1.78) ne sont pas équivalentes dans le
cas général. La discussion suivante se donne pour objectif d’offrir une compréhension intuitive de ce phénomeéne
dont lexistence a déja été relevé lors de l'utilisation de technique d’analyse alternative [Hosoe and Hagiwara,
2011]. On montre aisément que (1.71) et (1.78) impliquent respectivement (1.22) et la version robuste de (1.14)
suivante :

(Ao(0)A1(0))" Pi(6) (A0(0)A1(0)) — Py(8) < 0 (1.79)

Dans le cas ot Ag(f) est de rang plein en colonne, AZ(6) - (1.79) - Ag(6) est équivalente & (1.22) avec Py(f) =
AL (0)P1(0)Ag(6) = 0 qui est une fonction polynomiale d’ordre 2 en 6. Par conséquent, dans le cas général, (1.78)
recherche des certificats de stabilité dans un ensemble inaccessible a (1.71) qui ne s’intéresse qu’aux matrices
Py(0) polytopiques.

De fagon tout a fait remarquable, par application directe du corollaire 7 donné dans 'annexe A a la page 169,
il est possible de rétablir ’équivalence entre (1.71) et (1.78) en imposant la structure suivante a F et Fj :
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Lemme 14. Si (1.71) est vérifiée avec la matrice F suivante alors (1.78) est satisfaite pour la matrice Fy
définie comme suit

0 0 0 0
F = Fl,O 0 , JFi1= F271 0 avec FI,O € Ran7 Fg’l e Rmx™ (180)
0 F271 0 Fl,O

La proposition inverse est également vraie.

Le sous-ensemble des matrices P; (6) polytopiques exploré par le lemme 12 lorsque F¢ est donnée par (1.80)
contient un certificat de stabilité si et seulement si un autre certificat de stabilité existe dans le sous-ensemble
des matrices Py(6) polytopiques analysé par le théoréme 11 lorsque F est donnée par (1.80). De plus, a la lumiére
de la remarque précédente, si Ag(0) (respectivement A;(6)) est de rang plein en colonne alors il est possible
d’affirmer que AZ(0)Py(0)Ao(0) (respectivement AT (0)Py(0)A;1(0)) garantit également la stabilité robuste de
DIER

Avant de refermer cette sous-section, on présente la condition d’analyse duale pour 7 = 1. La preuve de cette
nouvelle variation de (1.71) est semblable aux précédentes.

Lemme 15. Sl existe F& € R2"¥3" tel que pour i € {1--- L} la condition suivante est satisfaite :

, w0 o Al o
wilest:| 0 0 0| +He{ |7 Al F'Y <0 (1.81)
o o wl 0 -1

alors le modele incertain X.(0), définit par (1.4), est robustement stable.

1.5.3 Hiérarchie de conditions d’analyse par multiplication de la période

Le corollaire 2 s’intéresse a la décroissance de la fonction Lyapunov (1.17) d’une période a l'autre. Il est
possible de relaxer cette contrainte en n’exigeant la décroissance de cette fonction que toutes les deux périodes,
c’est a dire Va(gy2) = Vig4+1) < Vo4 pour 7 = 0. Une telle démarche conduit au théoreme suivant dans le cas
robuste :

Lemme 16. S’il existe Fo € R4 telle que pour i € {1--- L} la condition suivante est satisfaite :

?

~R% 000 o0 AT 1 0 0 o
} 0 0o 0 0 0 O
3P, esn 0 000 o0|+HIR|? M [f] 0 01t g (1.82)
0 000 0 00 Ay —1 0
0 o0 0 o P 0 0 0 Ay -1

alors le modéle incertain %o (0), définit par (1.4), est asymptotiquement et robustement stable.

Démonstration. A lissue de la combinaison convexe de (1.82), on procéde comme dans la preuve du théoréme 9
ou le lemme d’élimination permet de transformer l'inégalité en une contrainte algébrique sur un vecteur de
signaux, lui-méme soumis & une inégalité quadratique. En nommant ce vecteur comme suit :

1" (1.83)

T T T T T
[xélq x4q+1 $4q+2 m4q+3 x4q+4
I’égalité caractérise la dynamique de Y; sur deux périodes tandis que I'inéquation correspond & —l‘ZqP0)2(9)$4q+
24,4 4Po2(0) 24914 < 0, ce qui traduit la décroissance de la fonction de Lyapunov quadratique 7, Py 2(60)4q.
Finalement, on montre aisément que la convergence vers zéro des x4, implique celle de tous les autres états
intermédiaires, & savoir x444 pour k = {1,2, 3}. O

Si cette nouvelle approche n’apporte rien dans le cas nominal, elle permet d’ajouter des degrés de liberté
dans la recherche du certificat de stabilité robuste. On peut en effet montrer que la condition (1.82) ne peut
qu’étre moins conservative que (1.71) en prouvant que, pour chaque valeur de 4, si (1.71) est satisfaite alors
(1.82) est vérifiée. Ce résultat est obtenu en répétant deux fois (1.71) pour obtenir une LMI diagonale par blocs.
Multipliée par R a gauche et Ry a droite, cette derniére implique (1.82) avec Fo = RI diag{F, F}.

1 0 0 0O

(
0
0
RT = 0
0
1

cooo
oo
oo m=ROo
oo O
o= OoOOo
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En utilisant les techniques présentées dans la sous-section précédente, cette approche peut étre déclinée dans
le cas dual et pour différents points de départ, conduisant ainsi & autant de nouvelles conditions suffisantes qui
ne sont pas équivalentes entre elles dans le cas général.

L’augmentation du nombre de variables, due & la différence de taille entre Fo et F, est évidemment la
contrepartie d’une telle approche. Le lemme suivant propose une explication intuitive de la raison pour laquelle
cette augmentation peut contribuer a réduire le conservatisme de la condition d’analyse robuste.

Lemme 17. i (1.82) est satisfaite alors il existe une matrice F4 € R telle que (1.69) est vérifiée pour les
matrices Py(0) et F(0) suivantes polynomiales en 6 :

Py(0) = Po2(0) + (A1(0)A(0))" Po,2(0) (A1(0)Ao(9)) (1.84)
1 0 0
1 0
—A1(0) 0 [13n O3px20 ] 0 1 0
FO QO FE]| 0 0| ciFaz| O | Q) = Al(e)(;‘low) o9
0 0 [02n><3n 12n] 0 0 Ao(a)
—A(0) ~1 0 0A,(0)A(0)

Démonstration. La matrice F de (1.82) peut toujours étre réécrite sous la forme R2 F3. Un exemple simple

est proposé par (1.85). Le résultat de la combinaison convexe de (1.82) peut alors étre factorisé sous la forme
suivante :

“Rs(®)0 0 0o 0 0
0O 0 o0 0 0 0 40 -1 0 0 0 0
" 0 0-PRu® 0 0 0 0 46 -1 0 0 0
Ry 0 0 0 Po®o o |THEYB 0 0 0 40) -1 o iy <0
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 A6 -1
o 0 o0 0 0 Pya(6)

En remarquant que

Ry=[0 0 -1 1 0 o]"""

on peut affirmer qu’il existe une matrice Fy telle que

20 2 s b A -1 0 0 0 0
0 0-Pa® 0 0 o0 0 A(0)-1 0 0 0
02 tHeS [FsF]| 0 0 0 A0 -1 0], <0
0 0 0 R0 0 0 0 0 0 A4 -1
0 0 0 0 0 0 o o 11 o o
0 0 0 0 0 Pys(0)

La pré/post-multiplication de cette inéquation par Q(#), de rang plein en colonne et définie par (1.85), implique
(1.69) pour les matrices Py(6) et F(0) telles que celles définies par (1.84) et (1.85). O

Soit P3(0) le sous-ensemble de Px(#) pour lequel les matrices Py(6) et F(6) sont polynomiales en 6 de degré
5 et 3 respectivement. La matrice Py 2(f) étant polytopique en 6, on peut affirmer grace au lemme 17 que le
lemme 16 recherche une solution a la condition de stabilité robuste (1.69) dans ensemble P3(6), inaccessible
au théoréme 11. Il est cependant important de préciser que cet ensemble n’est pas exploré dans son intégralité
puisque les équations (1.84) et (1.85) montrent clairement que les expressions de Py(f) et F(6) ne sont pas
quelconques. En revanche, on peut garantir que si le théoréme 11 obtient un certificat de stabilité dans P;(6)
alors un autre certificat existe dans P3(6) et la résolution des conditions LMI du lemme 16 le trouvera. L’inverse
n’est pas vrai.

En généralisant cette idée, il est possible de considérer la décroissance de la fonction de Lyapunov sur un
nombre plus grand de périodes. Une telle approche permet de construire une hiérarchie de conditions suffisantes
de stabilité au conservatisme décroissant. On notera toutefois, qu’il n’existe pas, a notre connaissance, de preuves
formelles que cette suite converge vers une condition nécessaire (et toujours suffisante).
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1.5.4 Synthése robuste

Comme dans le cas nominal, cette sous-section aborde le probléme de synthése & partir des conditions
suffisantes d’analyse. Par nature, cette démarche ne peut donc donner lieu qu’a des conditions non-nécessaire.
Les techniques de multiplication de la période et de changement du point de départ, employées pour obtenir
des conditions d’analyse alternatives, peuvent étre utilisées ici de la méme facon . Toutefois, pour éviter la
redondance, la discussion de cette sous-section est circonscrite au cas ot 7 = 0 et au modéle 2-périodique
originel.

Correcteurs classiques

Comme expliqué précédemment, il est possible d’obtenir des conditions de synthése en structurant la matrice
F? dans la condition d’analyse duale. Dans le cas nominal, cette manipulation peut étre effectuée sans perdre la
nécessité, ce qui donne lieu & une condition de synthése nécessaire et suffisante. En revanche, toute structuration
de F¢ dans les conditions d’analyse robuste induit un conservatisme additionnel, que cette section s’efforcera
de réduire.

L’expression des matrices du modéle en boucle ouverte est ré-introduite dans la condition d’analyse duale
(1.75) et F? est remplacée par son expression donnée par (1.57) :

w0 o Ao
—|—He{

By 0 G1 G| [M.

: u ‘ -1 0

ol[i i 1 2 3

0 0 0[4] —1 A+ 1o BUH|K [0 GJ {MQ " _1]}<0
o o Wy 0 -1 0 o0

M
En 'état, les variables de décision sont WOM, la matrice structurée K donnée par (1.54) et F? = GM ce qui
rend cette condition non convexe. On propose de soustraire M a la liste des variables de décision (en imposant
arbitrairement leur valeur) et d’effectuer le changement de variable ) = G, comme dans le lemme 7, afin de
rétablir la convexité. Il reste a assurer que les gains du controleur puissent étre reconstruits a partir de ) et
G. Ceci est garanti en choisissant G diagonale par bloc (G = 0) et en se souvenant que G est une matrice
inversible, si bien que K peut toujours étre obtenu via, le calcul YG ! si ) est également diagonale par blocs.

Théoréme 12. Soit un jeu de matrices M; € R™*™ pour j = {1,2,3}. Sl existe G; € R"*™ et Y; € R™M«*"
pour j = {0,1} telles que pour i € {1--- L} la condition suivante est satisfaite :

7 ol[i 7
’ w0 o A0 Bl 0 My, -1 0
Wylest: | 0 0 0 | +He —1 A G+ | 0 BUIY [Mz M, _1} <0
o o wl 0 -1 0 0
avec G
(G o i oo
G = [0 Go}’ V= {0 Yo] (1.87)

alors le modéle incertain 3(0), défini par (1.2), est stabilisable robustement par la loi de commande (1.3). Les
gains Ky du correcteur sont alors obtenus via la relation (1.21), rappelée ici :

K=Y, W !

Démonstration. En réécrivant Y = KG, (1.86) devient équivalente a (1.75) avec F¢ = GM, ce qui prouve la
stabilité robuste de X.(6) selon le lemme 12. O

Ce théoréme présente la particularité d’offrir des degrés de liberté dans le choix des matrices M;. L’in-
terprétation des variables de relaxation prend ici tout son sens : d’aprés le lemme 9, il est nécessaire que le
modele (1.64), construit & partir des M;, admette Wy(#) comme matrice de Lyapunov quel que soit § € ©. Or,
Pexpression de cette matrice polytopique est le résultat de la résolution LMI et n’est donc pas connu a 'avance.
C’est la raison pour laquelle, le lemme 10 propose une famille de choix M; admissibles quelle que soit Wy(8), en
s’appuyant sur le cas particulier des modéles dont les valeurs propres de la matrices de monodromie sont toutes
nulles.

7. L’usage de la dualité n’est cependant pas approprié puisque l'analyse primale ne permet pas d’obtenir de conditions de
synthése.
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Comme lors de la comparaison des conditions d’analyse robuste, il est possible de montrer que la condition
de synthése quadratique, proposée par le lemme 7, correspond au cas particulier de (1.86) pour lequel M; =
My=M3=0,Gy =W; = 0et W(EZ] = Wy. Par conséquent, le théoréme 12 ne peut que réduire le conservatisme
du lemme 7.

Correcteurs a mémoire

Meéme pour le choix le plus approprié de matrices M;, imposer G2 = 0 est source de conservatisme. Si la
contrainte sur Go est relaxée, la difficulté est d’assurer la concordance entre les structures de K et yg—l alors
que G~ ! est triangulaire supérieure.

C’est ce constat qui a motivé 'introduction de I’idée des correcteurs & mémoire et & ordre variant, proposée
pour la premiére fois dans [Ebihara et al., 2009a] puis développée dans [Ebihara et al., 2011]. L’idée principale
peut s’énonce ainsi : si J et G sont choisies triangulaires supérieures, alors G ' hérite de cette structure que
KC peut adopter si sa formulation est enrichie. En reconstruisant a posteriori la loi de commande conduisant a
une telle forme de K, on obtient la loi périodique & mémoire définie par (1.89). Le théoréme suivant adapte le
théoréme 12 selon cette discussion.

Théoréme 13. Si la condition (1.86) du théoréme 12 est faisable avec G et Y définis de la fagon suivante

_|G1o Gia Yo Yia
g - |: 0 GO’O:| I y_ |: 0 Y010:| (188)

ot Gy ; € R™" et Yy ; € R™*™ pour (k = {0,1}, j = {0,k}) alors le modéle incertain X(0), définie par

(1.2), est stabilisable robustement par la loi de commande & mémoire suivante :

e K00720 1.89
{ U2g+1 = K1,0I2q+1 + K171I2q ( . )

Les gains K}, ; du correcteur sont obtenus via le calcul suivant :

[KI,O Kiq

_ —1
p Ko,o] =Yg (1.90)

Démonstration. En ré-introduisant £G a la place de Y, la somme convexe de (1.86) conduit a I'inégalité suivante

avec F¢ =GM :

—Wou(0) 0 0 A10(0) A11(0)
0 0 0 |+He —1  Ago0)| F1 3 <0
0 0 Woy(6) 0 -1

ou A1)0(9) = A1(9) + By (9)[(170, A171(9) = Bul(e)KLl et Ao,o(e) = Ao(e) =+ BUQ(G)KQ(). En remarquant que

1

A10(0) A11(0)
-1 Apo(0)| = [1 A10(0) A1,0(0)Ap,0(0) +A1,1(9)}
0 -1

Iutilisation du lemme d’élimination conduit a I’inégalité suivante
(A1,0(6)A0,0(0) + A1,1(0))Wo(6)(A1,0(8) Ag,0(6) + Ar1(8))" — Wo(6) <0

qui prouve la stabilité robuste au sens de Schur de la matrice Ay,0(0)Ap,0(0) + A1.1(0). Il s’agit précisément
de la matrice de monodromie de la boucle fermée ¥(6) avec (1.89), ce qui prouve la stabilité robuste de ce
systéme. En effet, les équations du modéle en boucle fermée s'expriment comme (1.64) avec M; = A; o(0),
My = A11(0) et M3 = Apo(0) et il été démontré auparavant que la matrice de monodromie de ce modéle
correspond a My M3z + M. O

On notera que la preuve de ce théoréme indique que le modeéle périodique, polynomial et & ordre variant
(1.64) rencontré auparavant peut étre interprété comme la boucle fermée d’un modéle périodique classique
commandé par une loi de commande & mémoire de type (1.89).
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Cette stratégie d’enrichissement de ) et G ne peut toutefois pas étre poursuivie. En effet, I’étape suivante
consisterait a considérer ces matrices pleines conduisant alors & une matrice I du méme type. Dans ce cas, cette
structure correspond alors & une loi de commande non causale :

Kio Kia Us
K= ; ; N q
[Ko,l Koo U2g+1

Ko 122411 + Ko,oT2q
Kiozog+1 4+ Ky

Eléments de comparaison entre les deux structures de commande

Afin de clarifier la discussion, on introduit les notations suivantes :

— 6 (6,,) : condition de synthése du théoréme 12 (théoréme 13) conduisant & un correcteur sans mémoire
(avec mémoire),

— A% (A4)) : condition d’analyse duale du lemme 12, appliquée a la boucle fermée utilisant le correcteur issu
de & (6,,).

Pour un modéle incertain X(6) et pour un méme choix de Mj, il apparait de facon évidente que & n’est
jamais plus conservative que &,, puisque les matrices G et ) sont triangulaires supérieures dans le premier cas
et diagonales par blocs dans le second. Toutefois, il est important que préciser que cette hiérarchie peut ne pas
étre préservée lors de 'analyse de stabilité des boucles fermées résultantes. Dans le cas général, il est impossible
de définir a priori de relations d’implication entre 2A¢ et < . Les exemples numériques présentés dans [Trégouét
et al., 2012b] atteste de 'existence de ce phénomene.

Le lemme suivant compare maintenant le conservatisme des conditions de synthése avec celui des conditions
d’analyse de la boucle fermée résultante.

Lemme 18. Pour un modéle 3(0) décrit par (1.2), et en faisant référence auzx notations précédemment définies :

1. Correcteur & mémoire : il existe toujours un triplet M; tel que &, est équivalente a Al

2. Correcteur sans mémoire : il existe des systémes X(0) pour lesquels, quel que soit le triplet M;, &
est toujours plus conservative que A?.

Démonstration. Selon le lemme 8, si la matrice F¢ vérifie (1.75) alors elle peut toujours étre reformulée selon
(1.57). Dans ce cas, G, et 2, sont équivalentes, ce qui prouve la premiére affirmation.

La condition & correspond a 2 ot F¢ s’écrit sous la forme (1.57) avec Go = 0, c’est-a-dire :

fdf

B Fl,o F1,1 Ffi,z

Fg, Fi, Fi, _ Gi 0||Ms -1 0
d pd 0 Gs||My, M -1

Cette relation implique ng = 0. Par conséquent, pour démontrer la seconde proposition, il suffit de construire
un modéle numérique () pour lequel les matrices Ay, sont telles que 27

1. posséde au moins une solution pour laquelle Fgo #0;
2. n’en admet aucune lorsque Fgo =0.

L’existence d’un tel cas de figure est démontré dans la section suivante. Ceci prouve la seconde affirmation. [J

En d’autres termes, pour les correcteurs & mémoire, il existe toujours un jeu de matrices M; tel que les
conditions de synthése et d’analyse duales présentent le méme conservatisme. En revanche, lorsque le contréleur
est sans mémoire, il existe des exemples pour lesquels le conservatisme de la condition de synthése est toujours
plus important que celui de la condition d’analyse duale.

1.5.5 Reésultats numériques

Les discussions de ce chapitre sont maintenant illustrées grace & un exemple numérique. Il s’agit de mettre
en lumiére les relations d’implication existant entre les différentes conditions d’analyse et de synthése robustes.
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TABLE 1.2 — Influence de la dualité et de 7 sur les conditions d’analyse robuste

Stab. quad. Conditions primales Conditions duales
Th. 7 Th. 11 (1 =0) \ Lem. 13 (tr=1) | Lem. 12 (= =0) \ Lem. 15 (1 =1)
Marge de stab. (@) 1.56 3.39 3.17 2.99 3.40
Nb. variables 12 72 72 72 72
Nb. lignes 18 27 27 27 27
On considére le modéle 2-périodique polytopique décrit par (1.2) avec
0.4 05 —0.1] -0.1 0 0.3 [04 01 0.5]
Al =al0 05 03 AP =104 1 -05 A = |-04 -03 03
0.2 05 0 04 0 02 |04 —05 —0.1]
—04 —05 0] —-0.4 -0.2 0 [0 0 0.1 ]
AM=1o02 0o 03] 4A?=a|-02 04 -02| 4A¥=1] 0 -—05 03
—05 —02 0.2 0.5 05 04 |02 02 -0.5]
(1.91)
0.3 09 [—0.6 —0.4] [-0.7 —0.6]
B"=102 o BP'=109 07 B = |—09 —04
0.5 0.7 |04 04 | 07 03
—-04 09 [0 —0.5] [0 —0.2]
Bl=110 o1 BP=1-03 o1 B¥ =102 05
—-0.8 —-0.1 —0.1 0.5 |05 0.3 |

On paramétre le domaine d’incertitude par la variable scalaire & > 0 dont dépendent les matrices AE] et A[12].

Analyse en boucle ouverte On s’intéresse dans un premier temps a ’analyse de stabilité en boucle ouverte.
L’objectif est d’évaluer la marge de stabilité du systéme, c’est-a-dire la valeur maximale de «, notée @, en
dessous de laquelle la stabilité robuste est garantie. On notera que « multiplie les variables de décisions des
inégalités d’analyse et, par conséquent, détruit la convexité du probléme. Dans ce cas trés particulier, il est
toutefois possible de contourner cette difficulté grace & un algorithme de dichotomie évaluant & chaque itération
la réalisabilité des conditions d’analyse pour une valeur figée de «. Dans ce contexte, 'usage de conditions suffi-
santes (et non nécessaires) conduit a une borne inférieure de a. Cette borne donne la mesure du conservatisme
des conditions d’analyse puisqu’elle renseigne sur leur capacité a obtenir des certificats de stabilité. Plus cette
borne est élevée moins la condition est conservative.

Dans un premier temps, la stabilité est évaluée grace a la condition d’analyse centrale de ce chapitre, donnée
par le théoréme 11. On utilise également ses variantes, obtenues par changement de la valeur de 7 et exploitation
de la dualité des systémes. Le calcul de & grace a la condition d’analyse quadratique sert de référence. Les
résultats de ces comparaisons sont donnés par le tableau 1.2 ou ’effort de calcul requis pour une évaluation des
conditions d’analyse est donné en termes de nombres de lignes et de variables des LMI correspondantes. On
peut faire les observations suivantes :

— la borne inférieure de & donnée par le theoréme 11 est plus élevée que celle obtenue grace a la condition
d’analyse quadratique du théoréme 7. On notera toutefois que cette amélioration se fait au prix d’une
augmentation de l'effort de calcul. Cette observation confirme que les variables additionnelles introduites
par le theoréme 11 peuvent contribuer a réduire le conservatisme des conditions d’analyse.

— on observe également que les lemmes 12, 13 et 15 conduisent a des bornes différentes de &. Ceci démontre
que 'exploitation de la dualité des systémes et de la valeur de 7 donne lieu & des conditions aux conserva-
tismes différents (et donc non-équivalentes) sans pour autant augmenter l'effort de résolution numérique
des LMIs. Ces conditions alternatives permettent donc de rafiner le calcul de & en ne retenant que la
valeur maximale de ces bornes.

Dans un second temps, on met en ceuvre la hiérarchie proposée par le lemme 16 et reposant sur la multiplica-
tion de la période du modéle. Les résultats sont donnés par le tableau 1.3. En considérant le modéle 2-périodique
originel comme un modéle de période N = 4, on obtient une borne inférieure de & plus élevée que les tests du
tableau 1.2, au prix d’une augmentation du coiit de calcul. Ceci prouve que cette approche peut contribuer a
diminuer le conservatisme. Si N = 6, aucune amélioration n’est observée. Ceci suggére que la vraie valeur de &
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TABLE 1.3 — Hiérarchie de conditions d’analyse robuste basée sur le lemme 16
| Lem. 16 (N =4) | (N =6)

Marge de stab. (@) 3.55 3.55
Nb. variables 198 396
Nb. lignes 45 63

TABLE 1.4 — Résultats d’analyse obtenus grace au théoréme 5 pour différentes relaxations
Degré de Py(6) 1 2 5
k1 ] 2[5 1] 1] 2[5 ]10] 1 ]2 ][5 ]10
Marge de stab. (@) || 2.92 | 3.04 | 3.14 | 3.28 | 3.13 | 3.22 | 3.36 | 3.48 | 3.52 | 3.54 | 3.55 | 3.55
Nb. variables || 19 19 19 19 37 37 37 37 | 127 | 127 | 127 | 127
Nb. lignes || 84 | 108 | 198 | 408 | 108 | 135 | 234 | 459 | 198 | 234 | 360 | 567

est trés proche de 3.55. Cette hypothése est confirmée par des tests numériques montrant qu’il existe des cas
d’instabilité pour a = 3.57.

Ces résultats sont comparés a ceux obtenus grace au théoréme 5. La tableau 1.4 fournit les résultats d’analyse
pour différentes relaxations, consistant dans ce contexte a fixer le degré de Py(f) ainsi que la valeur de k. On
vérifie que la progression dans la hiérarchie augmente la borne & mais accroit également 'effort de calcul. Cette
fois encore, ces résultats semblent indiquer que la valeur exacte de la marge de stabilité est égale & 3.55.

Remarque. On rappelle que le théoréme 5 s’intéresse a la positivité de G(x,0), homogene en 6. Pour satisfaire
a cette exigence, cette matrice est définie de la fagon suivante :

3 4
G(x,0) = (Z o) Po(0) — 0T (0) Py ()T () (1.92)

On vérifiera que G(x,0) est homogéne et que, sur le simpleve, G(x,0) = Py(8) — VT (0)Py(0)¥ (). D’apres la
condition (1.22), la positivité de G(x,0) prouve la stabilité robuste.

On précise qu’il est possible d’obtenir une matrice G(x,6) homogéne méme si Py(0) ne l’est pas [Chesi
et al., 2009]. La démarche est analogue a celle conduisant & (1.92) mais nécessite une expression de (1.92) plus
compliquée. o

La figure 1.3 vient corroborer ses résultats en affichant les valeurs de 1000 matrices de monodromies choisies
aléatoirement dans le polytope du systéme pour différentes valeurs de . Ces graphiques montrent que certaines
valeurs propres sortent du cercle unité pour o = 3.7 alors qu’elles semblent y étre toutes contenues lorsque
a < 3.5.

La lecture conjointe des tableaux 1.3 et 1.4 permet de comparer 'effort de calcul requis par les deux méthodes.
Ainsi, la marge de stabilité @ = 3.55 est obtenue par le lemme 16 pour N = 4 et par le théoréme 5 pour k =5
et un degré de Py(0) égal a 5. On constate que, pour cet exemple numérique, les efforts de calcul dans les deux
cas sont comparables.

On termine cette sous-section en fournissant ’exemple numérique validant le lemme 18. On rappelle que
I'usage de la condition d’analyse duale du lemme 12 conduit & une borne inférieure de & égale a 2.99. Or,
lorsque la matrice F¢ est structurée de sorte que le bloc Fé{Q est nul, cette méme borne prend la valeur 2.69.
Par conséquent, pour tous les modéles ot 2.69 < o < 2.99, la condition d’analyse duale produit un certificat de
stabilité robuste uniquement lorsque F&Q # 0.

Synthése de correcteurs stabilisants On cherche maintenant & évaluer le conservatisme des conditions
de synthése. Il s’agit de maximiser la marge de stabilité garantie lors de I’étape de conception de la loi de
commande. Pour ce faire, on utilise & nouveau un algorithme de dichotomie conduisant & une borne inférieure
de a.

Cette fois encore, on utilise la borne obtenue grace a la condition de synthése quadratique comme valeur
de référence. Cette derniére est comparée aux résultats obtenus & l'aide des théorémes 12 et 13, conduisant a
des correcteurs respectivement sans et avec mémoire. On utilise également une version modifiée du théoréme 13
pour laquelle la matrice G est diagonale comme dans (1.87). Pour chacune de ces conditions, on choisit dans un
premier temps M7 = My = M3 = 0. La marge de stabilité de la boucle fermée résultante est approximée grace
aux conditions d’analyse primale et duale du theoréme 11 et du lemme 12. Ces résultats sont rassemblés dans
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a=35
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a=3.7

FIGURE 1.3 — Positions des valeurs propres de ¥(#) dans C en fonctions de «

TABLE 1.5 — Comparaison des conditions de synthése avec et sans mémoire et analyse en boucle-fermée

Stab. quad. Sans mém. Avec mémoire
Th.8 | Th. 12 (G diag) | Th. 13 (G diag) | Th. 13 (G tri.)
Marge en synthése (&) 2.57 3.75 3.90 4.01
Nb. variables 24 48 54 63
Nb. lignes 36 27 27 27
Marge en analyse : Th. 11 (@) 2.60 3.85 3.96 4.07
Marge en analyse : Lem. 12 (@) 2.60 3.85 3.96 4.08

le tableau 1.5 et sont accompagnés d’indications sur l'effort de calcul requis pour une évaluation des conditions
de synthése. La lecture de ces résultats conduit aux commentaires suivants :

— le théoréme 8 conduit & une borne inférieure de & plus faible que celle calculée par le théoréme 12. Ceci
confirme la pertinence de ’ajout de variables accompagnant la condition de synthése étendue par rapport
a la condition quadratique. On remarque également que, du théoréme 8 au théoréme 12, si le nombre de
variables augmente, le nombre de lignes du probléme LMI diminue ;

— si les théorémes 12 et 13 mettent en jeu un effort de calcul sensiblement identique, les résultats auxquels ils
conduisent sont différents. En particulier, cet exemple montre que 'usage de la mémoire peut contribuer
a faire décroitre le conservatisme des conditions de synthése puisque la borne inférieure de & obtenue avec
le théoréeme 12 est plus faible que celle calculée grace au théoréme 13

— dans le cadre des correcteurs & mémoire, utiliser une matrice G triangulaire contribue & faire décroitre le
conservatisme des conditions pour cette exemple. D’autres exemples numériques montrent de fagon plus
significative que la structure de G peut avoir une grande importance ;

— si les conditions d’analyse primales et duales conduisent parfois aux mémes résultats, la discussion précé-
dente a montré que cette remarque ne se vérifie pas dans le cas général.

Les théorémes 12 et 13 peuvent étre aisément étendus au cas ot 7 = 1. Le point de départ de la période
est un paramétre des conditions de synthése, au méme titre que les matrices M;. On cherche maintenant &
estimer 'influence de ces deux types de paramétres sur le conservatisme des conditions de synthése. A cette fin,
le tableau 1.6 rassemble les bornes de & calculées pour différents jeux de matrices M; et différentes valeurs de
7 & l'aide du théoréme 13 avec G triangulaire. Le lemme 10 oriente le choix des matrices M; en proposant une
approche satisfaisant la condition nécessaire énoncée par le lemme 9 : on impose donc M; =€ 91, My =11
et M3 = ¢eo01 de telle sorte que (e1,0e0,0 + 61,1)2 soit suffisamment petit. Comme précédemment, les résultats
de l'analyse de la boucle fermée résultant de chacun des correcteurs sont donnés. A I'examen du tableau 1.6, on
fait les remarques suivantes :

— les matrices M; ont une influence sur le conservatisme des conditions de synthése. Parmi les choix proposés,
le cas ou ces matrices sont nulles (proposé par le tableau 1.5) conduit a la condition la moins conservative.
Toutefois, rien n’indique que ce choix soit le meilleur, y compris pour cet exemple;

— la borne inférieure de & dépend de la valeur de 7. Le conservatisme des conditions de synthése est donc
dépendant du point de départ de la période;
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TABLE 1.6 — Influence des matrices M; et de 7 sur les conditions de synthése & mémoire du théoréme 13

{8070,517075171} {1,0.1,0.1} {1,0.3,0.1} {1,0.3,—0.2}
(61,060,0 + 6171)2 0.04 0.16 0.01

o] 1 0] 1 0 ] 1
Marge en synthése H 3.67 \ 3.52 \ 3.45 \ 3.35 \ 3.55 \ 3.58

Marge en analyse : Th. 11 (primale) || 4.13 - 4.09 - 4.02 -

Marge en analyse : Lem. 12 (duale) || 4.13 - 4.09 - 4.00 -
Marge en analyse : Lem. 13 (primale) - 3.59 - 3.55 - 3.65
Marge en analyse : Lem. 15 (duale) - 3.59 - 3.55 - 3.65

— la hiérarchie entre les lois de commande établie sur la base des résultats de synthése peut étre remise en
cause a I’étape d’analyse : les controleurs 2 et 3 donnent une illustration de ce cas de figure.

1.5.6 Conclusions

Cette section a démontré que prouver la stabilité robuste d’un modéle périodique & temps discret soumis
a des incertitudes polytopiques constantes est équivalent & montrer que les valeurs propres de sa matrice de
monodromie sont situées dans le cercle unité. La théorie de Lyapunov permet de traduire cette condition sous
forme LMI. Aprés un tour d’horizon des méthodes applicables pour la résolution de ces inégalités matricielles,
le choix s’est porté sur les techniques dites de « variables de relaxation », conduisant & des conditions étendues.
La possibilité d’obtenir des conditions de synthése robuste convexes ainsi que le compromis existant entre
conservatisme et complexité numérique constituent les arguments essentiels en faveur de ce choix.

Le conservatisme des conditions LMI étendues ne peut étre plus important (et s’avére le plus souvent
moindre) que celui des conditions de stabilité et de synthése quadratiques. Malgré tout, ces conditions étendues
ne sont que suffisantes. Dans le cas de la condition d’analyse, on peut montrer que la seule (mais non négligeable)
source de conservatisme vient de la contrainte imposant a F d’étre constante. C’est la raison pour laquelle
d’autres conditions suffisantes ont été proposées, en s’appuyant sur la dualité et le choix de 7. Dans le cas
général, ces conditions ne sont pas équivalentes.

Considérer le modéle 2-périodique comme un systéme dont la période est multiple de 2 permet également de
dériver d’autres conditions suffisantes. Contrairement aux précédentes, cette approche a I’avantage de mettre
en évidence une hiérarchie claire entre les différentes conditions.

Finalement, des conditions de synthése conduisant & des correcteurs périodiques classiques ont été obtenues.
Si elles ne peuvent qu’étre meilleures que les conditions fondées sur la stabilité quadratique, il a été démontré que
dans certains cas 'augmentation du conservatisme entre la synthése et ’analyse est inévitable. C’est la raison
principale qui a motivé 'introduction d’un nouveau type de lois de commande périodiques utilisant la mémoire
des états du systéme. Il a ainsi été démontré qu’il existe une paramétrisation du théoréme de synthése annulant
le conservatisme additionnel par rapport & la condition d’analyse duale. Bien que le jeu de paramétres le plus
approprié soit difficile & trouver, I'interprétation des variables de relaxation de la section 1.4 permet d’orienter
ce choix. Finalement, il faut noter que pour une paramétrisation donnée, il a été démontré que la condition de
synthése conduisant & un correcteur & mémoire ne peut qu’étre moins conservative que son équivalent conduisant
& un controleur classique.

Contributions principales :
Approche unifiante et didactique pour 'analyse et la synthése de modéles périodiques & temps-discret via des
méthodes LMI.
Contributions complémentaires :
— premiére utilisation des méthodes de relaxation a convergence asymptotique (Polya et Putinar) pour
Panalyse robuste de stabilité de modéles périodiques polytopiques (section 1.2.4);
— premiére interprétation des variables additionnelles des LMI étendues dans ce contexte (section 1.4);
— paramétrisation inédite des théorémes de synthése de correcteurs périodiques (section 1.5.4);
— pour le théoréme de synthése conduisant & un correcteur 2-périodique avec mémoire, démonstration de
Pexistence d’une paramétrisation n’induisant aucun conversatisme additionnel par rapport a la condition
d’analyse associée (section 1.5.4).
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Chapitre 2

Analyse et synthése pour les lois de
commande périodiques a mémoire

2.1 Introduction

En I’absence d’incertitudes, le premier chapitre a donné une paramétrisation sous forme LMI de I’ensemble
des lois de commande stabilisantes par retour d’état, statiques et périodiques, décrites par ung+r = KpTng+k-
Il a également été démontré qu’un tel résultat n’existe que dans le cas nominal. Cette constatation a motivé
I'introduction d’une nouvelle classe de correcteurs périodiques utilisant I'historique des états du systéme. Il
s’agit donc de lois de commande & mémoire.

Afin de résumer les résultats portant sur le cas robuste, on considére les ensembles suivants :

— Cs (Cp,) : ensemble des lois de commande robuste stabilisante sans mémoire (avec mémoire),

~ CL (CL)) : sous-ensemble de C, (C,,) paramétré par le théoréme 12 (théoréme 13).

Lorsque le systéme est soumis a des incertitudes polytopiques, les conditions de synthése ne sont que suffisantes
et conduisent donc uniquement & la paramétrisation de C., sous-ensemble de C,. C’est la raison pour laquelle
les conditions de synthése ont été étendues aux lois de commande & mémoire dont les lois statiques sont un
cas particulier. L’ensemble C! , exploré par les nouvelles conditions, englobe C!. Cet effort est justifié par
I'existence d’exemples numériques n’admettant pas de correcteurs stabilisant dans C. alors que la recherche
dans C!, conduit & une solution. Autrement dit, les conditions de synthése peuvent n’étre faisables que si le
controleur est a mémoire. Toutefois, si le conservatisme des conditions de synthése a été réduit, ces derniéres
restent toujours suffisantes : il peut exister des lois de commande stabilisantes appartenant a C,, (et méme a
Cs) mais hors de C.,, 'espace accessible & la recherche. La Fig 2.1 donne une représentation graphique a cette

discussion.
Cm J

FIGURE 2.1 — Représentation des ensembles de contréleurs stabilisants

Depuis la premiére utilisation des controleurs & mémoire périodiques dans [Ebihara et al., 2009a], plusieurs
structures de controle ont été proposées [Ebihara et al., 2008a, Trégouét et al., 2011a]. Elles se caractérisent par
une gestion de la mémoire spécifiquement congue pour faciliter 'obtention de conditions de synthése convexe.
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Dans la lignée de ces travaux, ce chapitre se donne pour objectif d’établir des conditions d’analyse et de
synthése robustes pour la formulation la plus générale des contréleurs & mémoire. Cette généralisation requiert
une méthodologie inédite, ce qui explique qu'une version unifiée de ce cadre de travail n’ait été envisagée que
tardivement.

Contrairement au chapitre 1, les problémes des performances Ho et Hoo sont traités conjointement au cas,
plus simple, de la stabilité. Puisqu’il s’agit de développements nouveaux obtenus dans le cadre de cette thése,
les résultats de ce chapitre sont établis pour les modéles N-périodiques. Toutefois, pour que la généralité de ce
propos n’entrave pas sa clarté, la démarche est illustrée par deux exemples didactiques simples.

Ce chapitre s’ouvre sur une discussion portant sur le choix de la formulation générique des correcteurs a
mémoire considérée. La section suivante énonce alors formellement les problémes auxquelles ce chapitre s’efforce
de donner des réponses. Constatant que le modéle en boucle fermée présente la forme d’un modéle polynomiale
en o & ordre variant, les sections 4 et 5 étudient les reformulations invariantes dans le temps et la dualité des
systémes pour ce type de modéle. Ces efforts se justifient par la stratégie retenue dans ce chapitre et consistant &
privilégier la manipulation des modéles plutot que des LMI pour obtenir des conditions d’analyse et de synthése
convexes. A partir de ces résultats, la section 6 et 7 proposent des conditions d’analyse et de synthése robuste
sous forme SDP. Les exemples numériques donnés par la section 8 cléture ce chapitre.

2.2 Généralisation des lois de commande périodique & mémoire

2.2.1 Formulation retenue
Ce chapitre s’intéresse aux lois de commande décrites par I’équation suivante :
UNg+k = Kk,Oqu-‘rk + Kk,l-TNq+k—1 + -+ Kk,akqu+k—ozk7 Vg eN, Vk € {0 - N — 1} (2.1)

La séquence {ak}g;ol représente le nombre d’états passés nécessaire a I’évaluation de I’entrée w444 pour chacun
des instants de la période, c’est & dire pour 0 < k < N — 1. Elle caractérise la structure de commande. A titre
d’exemple, on considére deux lois de commande 2-périodique. La premiére est définie par {ag, a1} = {0,1} :

Ugg = Koo
Ex.1: a v 2.2a
* { Ugg+1 = K1 0%2g41+ Ki,1724 (2:22)
tandis que la seconde correspond a {ag, a1} = {2,3} :
Ugg = Ko,0z2¢ + Ko,172¢—1 + Ko,2T24—2
Ex.2 : a e e eea 2.2b
{ Ugg+1 = Ki1,0Tog41+ Ki172q + K1 20%2q—1 + K1 32242 ( )

La majorité des développements & venir seront illustrés & 1’aide de ces correcteurs.

Parmi tous les choix possibles dans le cadre de cette formulation, on retiendra trois cas, décrits au moyen
de x € N et baptisés comme suit :

— ag =0 : PSFC (Periodic State-Feedback Controller),

— ag =k + k : PFMC d’ordre k (Periodic Full Memory Controller),

— ay = k : PFIRC d’ordre k (Periodic FIR Controller).
Selon cette terminologie, chacun des exemples précédents correspond & un PFMC 2-périodique. Le premier est
d’ordre 0 et le second d’ordre 2. De plus, [de Souza and Trofino, 2000, [Ebihara et al., 2008a| et [Trégouét
et al., 2011a] traitent des cas suivant : PSFC (ou PFIRC d’ordre 0), PFMC d’ordre 0 et PFIRC d’ordre N — 1,
respectivement. Par conséquent, le correcteur (2.1) englobe les différentes approches proposées dans la littérature
et conduisant a des lois de commande périodiques & mémoire et & retour d’état.

Remarque. Comme expliqué dans le premier chapitre, l'usage de la notation Nq + k pour définir l’instant
courant situe implicitement la discussion dans le cas particulier oo T = 0. Pour plus de généralité, la formulation
suivante devrait donc étre préférée a (2.1) :

UNgrhktr = BroTNgikrr T+ Ko TNg kb —an

La caractérisation compléte du controleur requiert alors non seulement la séquence {ay} mais aussi la valeur de
T correspondante. Il s’avére cependant que toute séquence congue pour T # 0 correspond & un choix particulier de
{ar} pour 7 =0. A titre d’exzemple, on vérifiera aisément que la loi 3-périodique correspondant & {ag, a1, a0} =
{1,2,3} pour T = 1 posséde une structure identique au contréleur pour lequel {a, a1, a2} = {3,1,2} avec T = 0.
Cette remarque indique donc que le choiz 7 = 0 accompagnant ’énoncé de (2.1) n’entraine pas de perte de
généralité dans la caractérisation de la structure la loi de commande ¢ mémoire. On notera que ceci ne contredit
pas les résultats de la section précédente au sujet de l'influence de T sur le conservatisme des conditions d’analyse
et de synthese. )
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2.2.2 Discussion sur le statut particulier des lois de commande de type PFMC

Le nombre d’états nécessaire a ’évaluation de upgqyk, c’'est-a-dire oy, est constant pour les lois de type
PSFC et PFIRC. Si cette simplicité justifie le recours a de telles structures, la pertinence de 1'utilisation des
controleurs PFMC peut sembler plus discutable. Afin d’illustrer au mieux ce propos, on considére temporaire-
ment un troisiéme exemple correspondant & un PFMC 3-périodique d’ordre x = 1 caractérisé par la séquence
{ap, a1, a0} = {1,2,3}. Les entrées de commande pour la période g sont formulées de la fagon suivante, confor-
mément & (2.1) :

Uzg = Koo Ko,1| 14
U3g+1 = [K10] Bsgr1+ [Ki1 Kig|ng (2.3)
usgre = [Kao Koi|Bsqrot [Ka2 Kag|ng

avec
Bsgr1 = [T3q41] ; Pagr2 = [ig;i] y Mg = L?:ﬁj

Ainsi, a chaque instant, usq4x est calculé & partir du vecteur 7, de taille constante et composé de k + 1 états,
et du vecteur 3444 dont la dimension varie au cours de la période. Plus précisément, (344 grandit & mesure
que l'on progresse dans la période, en incorporant 34, I’état courant du modele. Au contraire, 7, représente
les états précédant 'instant 3¢ + 1 nécessaires a ’évaluation de la loi de commande.

On peut remarquer que d’autres séquences «j, conduisent & la méme définition de (344 et 1. A titre
d’exemple, les entrées de commande du controleur 3-périodique caractérisée par la séquence {ag, a1, as} =
{0,2,0} s’expriment de la fagon suivante :

Uzg = Koo 0]n,
U3g41 = [K10] Bsgr1+  [Ki1 Kig]ng
usgr2 = [K2o O] Bsgq2+ [0 0]y

Cette nouvelle formulation correspond a (2.3) avec K1 = K21 = Koo = K33 = 0. La généralisation de cette
constatation montre que la structure de type PFMC offre le plus grand nombre de degrés de liberté pour une
connaissance donnée des états passés du systéme. Cette remarque est & lorigine de la dénomination PFMC.

Par conséquent, toute structure de commande (2.1) (méme les PSFC et PFIRC) peut étre vue comme un
PFMC structuré d’ordre kK =1 — 1 ot [ est défini comme suit :

l= max apr—k+12>1 (2.4)
ke[0,-- ,N—1]

C’est la raison pour laquelle, plutot que de retenir (2.1), ce chapitre s’intéresse plus particuliérement aux PFMCs
d’ordre x (éventuellement structuré) formulé de fagon compacte comme suit :

k+k l—1+k
ungrk = Y Kigongrn—j = D KijTngrn—; (2.5)
j=0 §=0

Le dernier élément de sommes précédentes fait intervenir le signal xng—;41 quel que soit k. La variable [
parameétre donc 'instant de 1'état du systéme le plus ancien utilisé par la loi (2.5). Il s’agit de la « profon-
deur »maximale de la mémoire de (2.5).

2.3 Enoncé des problémes d’analyse et de synthése

2.3.1 Modéle en boucle fermée avec les canaux de performances

La stabilité asymptotique est ’exigence élémentaire d’un systéme asservi puisqu’elle assure que ce dernier
converge asymptotiquement vers un état d’équilibre. Toutefois, cette spécification minimale ne suffit pas pour
rendre compte de la performance du systéme puisqu’elle ne donne aucune indication sur la maniére dont le
systéme rejoint son état d’équilibre : & quelle vitesse 7 selon quel effort de commande ?

Classiquement, la performance d’un systéme est mesurée par sa capacité a minimiser l'influence du signal de
perturbation wyg4r € R™ sur la sortie controlée zyq4r € RP. Le modéle périodique X(6), considéré au chapitre
1, est donc enrichi par ces vecteurs d’entrée/sortie dits « de performance » :

o [angrnn] _ [AZ0) Bi(0) Bu(0)] | TN
so: [T = [0 Dhlo bt [ a6

Mgl(6)
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Les matrices du modéle dépendent du vecteur d’incertitude invariant dans le temps 6 € © de sorte que la
concaténation des matrices M, ,‘gl sur une période appartient au polytope convexe suivant :

o ol[1 ol[L
Mg (6) g™ Mgt

: € co : b : , V0 €O (2.6b)
Mg (0) g [

Le modéle autonome X (6) provenant de (2.6) commandé par (2.5) est décrit par ’équation suivante :

k-1
TNq+h+1 Ag,5(0) By(0)
Yea(0) : a = J s 2.7
1(0) {ZNquk } jZ::O [c,w-(e) Na+k-i T |y (g)] WVt (2.7a)
avec
Mo(9) My Mg
: € co yiet , V€O (2.7b)
My—1(0) MJ[\}]—l MJ[VL]—l
ot My (0) est définie comme suit :
Ako(0) -+ Agirr—1(0) Bi(0)
M (0) = ’ ’ 2.7
+(0) [Ck,o(e) o Cragr—1(0) Dy(0) (2.7¢)

Les matrices Ay ; et Cy ; sont données par la relation suivante :

[Azl(e) + Bur(0) Ko

0 ) (] = 0)

Buk(a)Kkj .
’ 1<j<l+k-1
[Duk(e)KkJ ’ ( — J — + )

On nomme ¥ {1} et X.;{2}, les boucles fermées obtenues dans le cas des deux correcteurs illustratifs donnés
par (2.2). Pour ces derniers, la valeur de [ vaut 1 et 3 respectivement. En omettant la dépendance des matrices
a I’égard de 0, la forme développée de ’équation précédente se décline donc de la fagon suivante, :

Tag+1|  _ Ao,o Toq + [Bo] wag
S {1} : 224 Coo Dy
¢ ’ Taqv2| _ |Aro S Aia — B _—
22q+1 Cyo| 729" Cia1| 7?0 " |Dy| 29"
Togr1| Ao Ag Agpo By
2 {2} . Z2q B COa Jj2q+ |:Cf :|x2q_1+ 00’2 qu_z_'_ DO w2q
sy Tag+2| _ |A10 S Aia - Ai o S Ais . B _—
22¢+1 Cio] 27 Cia| 771 |Crp] 757 Cia| "1™ Dy s

Dans le cas général, cette formulation développée est la suivante :
TNg+k+1 Ao Aga| 1 Ak irk—1| _—(+k-1) By,
= T+ o T+ e+ ’ o x + w :
{ ZNg+k } ({Ck,o] [CkJ {Ck,lJrkl Nath T Dy | TNtk

Le modeéle ¥ (0) est donc caractérisé par des matrices d’états polynomiales en o~! dont les coefficients et
l’ordre varient périodiquement. Pour cette raison, les résultats d’analyse de ce chapitre sont établis pour cette
classe particuliére de modéles périodiques. Ce type de systémes, et plus précisément ses propriétés stucturelles,
ont été étudiées dans [Mrabet and Bourles, 1998].

Remarque. Comme pour les trois équations précédentes, dans le reste de ce chapitre, on allégera fréguemment
les notations en omettant la dépendance des matrices & l’égard de 6. o
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2.3.2 Normes du modéle en boucle fermée

Normes des systémes périodiques On considére dans un premier temps, le modeéle X, correspondant &
une réalisation de (2.7) pour une valeur particuliére du vecteur d’incertitude 6. On suppose que X, est stable.

La capacité de X; a rejeter les perturbations wyg4x est évaluée grace a la norme de G(o, k), la fonction de
transfert matricielle périodique de wy g4k vers la sortie contrdlée zngik :

zr = G(o, k)wg

Les expressions de By, ,‘;ﬂ Dy, et Dy, dont dépend G(o, k), sont choisies de fagon a traduire le critére de
performance retenu par la minimisation de ||G(o,k)|. On notera que, par abus de langage, cette norme est
assimilée a celles du modéle X lui-méme, c’est-a-dire ||G(o, k)| = || Za]|-

Dans le cadre de cette thése, on a recours aux normes Ho et Hoo puisqu’elles permettent de prendre en
compte une trés grande variété de cas pratiques [Arzelier, 2004]. L’annexe D donne les éléments nécessaires
a la compréhension de ces mesures dans le contexte des systémes périodiques. On en rappelle ici les aspects
essentiels.

Les normes Ho et Hoo de Xgy, notées || Xefl2 et ||2e]|co, sont définies comme les normes Ho et Hoo de la
représentation temps-invariant liftée de X.;, présentée dans la section suivante. A partir de ces définitions, il
est possible de ré-interpréter ces normes en faisant référence aux signaux du modéle périodique originel. Pour
chacune des deux mesures, on rappelle ici une des nombreuses interprétations existantes.

— ||Z1]|3 représente la somme du carré des normes Lo des réponses impulsionnelles pour chacune des entrées

et pour NV instants consécutifs :
m N-—1

SN R 13

j=1 i=0

[Eetll2 =

ol hé\,’jq 4, est la réponse de X.; & une impulsion appliquée sur l'entrée j a I'instant 7 + ¢, pour un instant
7 arbitraire (avec la condition initiale zng+x =0, VNg+k < 7);
— ||Zct]loo correspond au gain maximal de G(o, k) selon toutes les directions de wy,.

ZEk|l2
Il = sup A
wpelz—{0} Wkl

On remarquera que 'interprétation de la norme H., est similaire & celle rencontrée pour les modéles a temps-
invariant alors que le cas de la norme H5 met en évidence le fait que la réponse impulsionnelle de ., dépend
de l'instant d’application de I'impulsion.

Définition des problémes de performances robustes En présence d’incertitudes, il est clair que la norme
de ¥ (0) dépend de la réalisation du paramétre 6. De la méme fagon que le chapitre 1 cherchait a prouver la
stabilité du modéle pour tout 6 € O, il s’agit ici de calculer la norme maximale de ¥.;(#) sur tout le domaine
de variation de §. Cette analyse correspond & la recherche du « pire-cas ».

Définition 5. Les carrés des plus grandes normes Hoo et Ho de X(6), pour 6 € ©, sont notés vye et Yy :

vwe = max|[Sa(@)|Z . e = max |[Sa(®)]3

o

Le probléme d’analyse consiste & prouver la stabilité robuste de 3.(6) et & déterminer la valeur de vy, et
Ywe, fTéquemment appelés « colit garanti ».

Probléme 4. [Analyse robuste] Obtenir un certificat de stabilité robuste pour X.(6) et, s’il existe, trouver
Vwe €6 Ywe tel que
Ve = %leae})( HZCl(e)”go 9 ’VWC = I‘gleaé)( HECZ(Q)H%

Comme dans le cas du premier chapitre, lorsque ¥, est soumis & des incertitudes, ce probléme est connu
pour étre difficilement soluble de fagon exacte [Farges et al., 2007]. C’est la raison pour laquelle, on se référe
a des sous-problémes issus de relaxations et plus facilement accessibles aux outils numériques. Ils conduisent &
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des conditions uniquement suffisantes. Dans ce contexte, ceci correspond & la recherche de bornes supérieures
aux colts garantis Vye et Yae-
Le probléme de synthése associé a cette analyse est défini comme suit.

Probléme 5. [Synthése robuste] Trouver une loi de commande (2.1) (ou (2.5) structurée), caractérisée par
une séquence {ak}fgv:_ol donnée, qui stabilise de fagon robuste X(#) tout en minimisant vy. ou 7y, selon la
norme considérée. o

Ce probléme correspond a une adaptation du probléme standard (voir [Zhou and Doyle, 1998]) au cas des
modéles périodiques incertains et des correcteurs par retour d’état périodique & mémoire. La figure 2.2 illustre
ce probléme.

\ 4
\/

2k

\ 4

Ul Ty

FIGURE 2.2 — Schéma du probléme standard

Panorama des réponses proposées au probléme de synthése Dans le cas nominal, des conditions LMI
résolvant le probléme de synthése Ho ont été établies dans [Wisniewski and Stoustrup, 2001] tandis que le cas
de la norme Hoo a été traité dans [Dullerud and Lall, 1999].

Dans le cas ou le modele X(6) est soumis a des incertitudes, il existe assez peu de travaux traitant du
probléme de synthése de correcteurs périodiques robustes et performants. Sur ce sujet, on peut citer [Kapila and
Haddad, 1998] proposant des conditions suffisantes basées sur la solution de I’équation de Riccati périodique
et conduisant & une loi de commande assurant un colit garanti pour un modéle périodique & temps discret
soumis & des incertitudes bornées en normes. On remarquera également les travaux présentés dans [Dullerud
and Glover, 1996] et [Kao et al., 2001] qui généralisent des résultats issus du cadre LTI pour les modéles
incertains périodiques. Ils traitent d’approches basées sur la valeur singuliére structurée et sur les contraintes
intégrales quadratiques (IQC).

Pour le probléme spécifique dont traite ce chapitre, a savoir la synthése Ho et Ho, pour des modéles pé-
riodiques soumis a des incertitudes polytopiques, on peut citer [Farges et al., 2007] proposant une solution au
probléme Hs en s’inspirant de [Daafouz and Bernussou, 2001]. Ces travaux peuvent étre vus comme 1’extension
a la performance Hs de la condition de stabilité (1.53) présentée dans le premier chapitre (p. 32). Enfin, le pro-
bleme de synthése Ho, conduisant & un cas particulier de correcteurs & mémoire est 'objet d’étude de [Ebihara
et al., 2011]. La suite de ce chapitre généralise les résultats de [Farges et al., 2007] et [Ebihara et al., 2011].

2.4 Reformulations invariante dans le temps des modéles polyno-
miaux périodiques d’ordre variant

La reformulation temps-invariant des modéles périodiques permet d’exploiter les correspondances naturelles
existant entre ces deux classes de modéles. Un état de ’art de ces techniques de reformulations est proposé dans
[Bittanti and Colaneri, 2000]. Parmi celles-ci, le lifting temporel est probablement la plus classique, principale-
ment en raison de sa simplicité. Le coeur de cette procédure consiste & rassembler les entrées et les sorties sur
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une période en deux vecteurs uniques, notés w, et 2, respectivement, et tels que 1.

A~ T m

W, = | quN+N—1 e wZN ] eR N (2.9)
~ T

2, = [ 2lvino o 2y ] eRWN (2.10)

Il s’agit ensuite de définir une réalisation du modéle LTT dont ’entrée et la sortie correspondent & ces vecteurs
étendus. Dans le cadre de la représentation d’état, la procédure classique est rappelée par la proposition suivante.
On notera que cette technique est applicable méme si la dimension de 1’état varie périodiquement.

Proposition 1 ([Bittanti and Colaneri, 2000]). La représentation d’état périodique

TNg+h+1| _ | Ak Br| |TNg+k
ZNg+k Cr Di| |[wNg+k

peut étre réécrite sous la forme temps-invariant suivante :

"= e sl

avec
V==, ; i B =[By_1 ®nn-1Bn_2 -+ ®n1DBj] i
Dy_1 Cn_1By—2 -+ Cn—1®n-12B1 Cn_1®n—11Bo
Cn-1®PNn-10 0 . . : :
¢ = : ; D= C»B Cy®91 B
C1d1 . 2B 2®2.1Bg
C() : . Dy CIBO
0 0 Do

ot la matrice de transition d’état @ , de A est telle que

By — 1, (k=r7)
P ApiAg—e- A, (K> T)

Remarque. Ce chapitre fait le choix de se restreindre au cas ot T = 0, comme le suggére la définition (2.9)
et (2.10). Une ré-indexation cyclique permet de traiter les autres cas. L’influence de ce paramétre est plus
amplement discutée lors de la présentation des résultats numériques, dans la section 2.8. o

Muni d’un tel outil, on pourrait étre tenter de croire que l'utilisation de la théorie des modéles & temps-
invariant suffit & répondre aux problémes concernant les modeéles périodiques [Bittanti and Colaneri, 2008].
Comme I’a souligné le premier chapitre, dans la majorité des cas, une telle démarche est vouée & 1’échec puisque
cette reformulation conduit & une classe particuliére de modéles LTI2. Les caractéristiques de ce type de systéme
(leur structure, leur dimension, etc) ne peuvent étre négligées sous peine de devoir faire face a des problémes
de non-causalité et de non-faisabilité. A titre d’exemple, supposons qu'un controleur LTI ait été construit de
maniére générique & partir de la reformulation & temps-invariant du modéle périodique; reconstruire une loi
de commande périodique & partir de ce résultat, s’avére impossible dans le cas général. En d’autres termes,
cette correspondance entre les classes de modéles linéaires périodiques et LTI n’est bijective que lorsqu’elle
met en jeux un sous-ensemble des modéles & temps-invariant. Le cas de ’analyse robuste fait écho a cette
discussion. En effet, lorsque les matrices du modéle périodique présentent une dépendance polytopique & I’égard
du vecteur d’incertitude 0, il apparait clairement que la reformulation de la proposition 1 détruit cette géométrie
polytopique.

Pour toute ces raisons, la suite de ce chapitre introduit la technique de « lifting descripteur », conceptualisé
dans le cadre de cette thése. Pour éviter les confusions, on fera donc référence a la reformulation de la pro-
position 1 en utilisant la dénomination « lifting monodromique » puisqu’elle fait apparaitre explicitement ¥, la
matrice du méme nom.

En premier lieu, cette section met en ceuvre la procédure de lifting monodromique dans le contexte des
modéles polynomiaux périodiques. Puis, elle définit le lifting descripteur pour cette méme classe de modéle. Les
correspondances existant entre les représentations obtenues sont finalement mises en évidence.

1. La convention retenue est telle que W, est formé des waq4 s du bas vers le haut lorsque k£ augmente, bien que le sens opposé
soit parfois utilisé dans la littérature.

2. La reformulation cyclique, alternative classique au lifting monodromique et décrite dans [Bittanti and Colaneri, 2008], fait
I’'objet des mémes limitations .



58 CHAPITRE 2. CORRECTEURS PERIODIQUES A MEMOIRE

Remarque. Comme le suggérent les notations employées, en l'absence des vecteurs d’entrée/sortie, cette refor-
mulation correspond au modéle a temps-invariant introduit dans le corollaire 1 du chapitre 1. De méme, le lifting
descripteur & venir doit étre relié au modele décrit par la contrainte algébrique de (1.45). Ces reformulations
ont sous-tendu de nombreux développements présentés dans le premier chapitre. o

Pour guider les discussions & venir, le schéma suivant propose dés maintenant une vue d’ensemble des modéles
obtenus dans ce chapitre, tant dans le contexte primal que dual. Les modéles constituant une étape importante
vers I'obtention des conditions d’analyses sont encadrés, afin de les distinguer des modéles instrumentaux servant
d’intermédiaires entre deux reformulations. Les fléches renseignent sur 'ordre dans lequel ces modéles sont
construits.

Primal —  (211) <« — - I,
1
Dual | [Tf ]« (253) « [S ]« [T0]« Ty

Pour les modéles primaux, la nomenclature retenue est la suivante :
— Y : modéle périodique polynomial, correspondant a la boucle fermée d’un modéle périodique standard
et d’une loi de commande de retour d’état & mémoire ;
— (2.11) : reformulation de 3. sous l'aspect d’'un modéle d’état périodique;
— T, : reformulation invariante dans le temps liftée monodromique de X; ;
— I'. : reformulation invariante dans le temps liftée descripteur de X; ;
— I'p : reformulation invariante dans le temps liftée polynomiale de ¥;.
Dans le cas dual, 'exposant d est ajouté, le modele (2.53) étant 'homologue de (2.11) dans ce contexte.

2.4.1 Représentation liftée monodromique

Dans le contexte des modéles polynomiaux périodiques d’ordre variant, la procédure classique du lifting
monodromique peut étre appliquée a condition de reformuler le modéle (2.7) comme un systéme périodique
classique. Autoriser les dimensions de ce dernier & varier au cours de la période permet d’atteindre cet objectif,
comme le montre la reformulation suivante des modeéles X {1} et ¥ {2}.

T2g+1
x
|- ]
22
Ecl{l} : a Tagi1 E
[ L2q4-2 ] _ { Al,o A1,1 B, ] x‘;
22g+1 Cio Cia| Dy ﬁ
q u
[ 2og41 | [ Aoo Aop Aoz | Bo o
Tog 1 0 0 |0 . 2
Tog1 | = 0 1 0|0 x%*1
Tog_o 0 0 1|0 445%:2,
» 1{2}, | *2¢ | L Co,o 00,1 C(],Z Dy 20
c . - - - T
T2q+2 Ao Ain A Az | By ;’Hl
Togr1 | 1 0 0 o0 |0 . 24
Tag | 0 1 0 O |0 ;q—l
| 22¢41 | | Cio Ciqx Cip Cis| D %
q

Ainsi, I’état de ces modeles incorpore les signaux a4 nécessaires & l'instant suivant. La proposition suivante
traduit cette idée dans le cas général.

Proposition 2 (Représentation sans mémoire). Le modéle suivant est équivalent & ¥ (0) :

|:qu+k+1:| _ |:Ak(9) Bk(e)] [qu+k] (2.11)

ZgN+k WgN+k

Cr(0) Dx(0)

{ A } (0<k<N-2)
-\ln(l-‘rk)
An_1 ]
. (k=N-1
[[1n<l—1> 0] ( )

Ak = avec Ak = [Ak,O e Ak,l+k—1] (2.12)
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_ B _ _
By, = { ok} . Co=[Cko -+ Crutyk-1], Dip=Dy (2.13)

Démonstration. L’expression du modéle périodique (2.7) peut étre réécrite sous la forme suivante

TNq+k

LN g+k+1 Ak _ By B ; et
l: Z]\iq+k :| = |:Ok:| TNqg+k + |:Dk:| WNg+k aveC INg+k = : cR (k+1) (214)

TNg—I+1

ou Ay, et Cj sont définies par (2.12) et (2.13). Le vecteur Zyq4r concaténe I'historique des états nécessaires
& 'évaluation de zyq4k+1 €t 2ng+k. Au cours de la période, I’état courant est ajouté & g4 si bien que sa
dimension croit & chaque instant :

_ T
INgthtl = { g;:i:l} , (0<k<N-2) (2.15)

La variation de la taille de Zng4+r subit néanmoins une discontinuité au changement de période. En effet,
TNg+N—1, Nécessaire au calcul de ' (g11), mémorise les N + [ — 1 derniers états alors que Tn(441) permettant
I'évaluation de xn(q41)+1 est composé uniquement de [ états. L’équation suivante traduit cette remarque :

7 _ TN(g+1)
z - . 9.16
N+ [[1n<1_1> 0] $N<q+1>1} (2.16)

De (2.14), (2.15) et (2.16), le modéle sans mémoire (2.11) peut étre obtenu en autorisant la variation de ses
dimensions au cours de la période. O

Cette reformulation autorise I’emploi des conditions d’analyse classiques & destination des modéles pério-
diques. Les conclusions obtenues & partir de (2.11) peuvent alors étre extrapolées au modele X.;(6). Toutefois,
la trés grande dimension de (2.11), di & la répétition des signaux xyq4x, rend inadéquate cette démarche.
Pour cette raison, on applique la procédure classique du lifting monodromique donnée par la proposition 1,
transformant ainsi ¥.;(f) en un modeéle temps-invariant noté I',,(6). Appliquée aux deux exemples ¥, {1} et
Y{2}, elle conduit aux formulations génériques suivantes :

Togt2 | A1Ag | By AiBy Tog
Fm{l} N 22q+1 = CLAO D1 01730 w2q+1

L 22q i CO 0 DO L U)Qq i

[ L2g+2 ] - B o [ L2q |

Tog+1 A1Ay | Bi A1 By Tog—1
Pn{2}: | _22q | = | Cido | D1 CiBo | | @22

22g+1 Co 0 Dy Wag41

L ?2¢ | L W2q |

pour lesquelles 'expression des matrices { Ay, By, Ck, Dy} est choisie conformément & I’exemple considéré. Pour
ces exemples, il est aisé de vérifier que cette procédure se résume & substituer Zp441 par son expression dépendant
de Zg, et Wy dans I’équation donnant Zoq4o. On vérifiera que les modeéles I',, {1, 2} sont de dimensions plus faibles
que les reformulations invariantes dans le temps de ¥{1,2} précédentes.

La proposition suivante suit la méme démarche dans le cas général.

Proposition 3 (Lifting monodromique). Le modéle périodique ¥.(0), donné par (2.7), peut étre rééerit sous
la forme temps-invariant suivante, notée I, (0) :

o [ = (el 2] 2] e men @

ot les matrices {U,B, €, D} sont fonctions des matrices { Ay, By, Cy, Dy}, données par la proposition 2 a partir
du modeéle X (0), selon les relations données par la proposition 1.
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2.4.2 Représentation liftée descripteur

Comme expliqué auparavant, le lifting monodromique ne préserve pas la géométrie polytopique de ¥.;(9).
C’est la raison pour laquelle, un lifting alternatif est proposé sous une forme descripteur. Appliquée a {1} et
Y.{2}, une telle procédure donne les reformulations suivantes, notées I'.{1} et {2} :

_ Tagss -
-1 Ao A4 | B 0] O 0 Tog41
0 -1 A()’O 0 BO 0 0 T2q
Fe{l} : 1 0 —ol| O 0 0 0 Wag+1 =0 (2.18)
0 Cl.,O 0171 D1 0 -1 0 Waq
0 O CO,O O Do 0 —1 ZQqul
L ?2¢ |
~ [ T2q+2 ]
-1 Ao A1n A A3 B 0|0 O T2g+1
0 -1 A070 A071 A072 0 BO 0 0 T2q
1 0 —ol 0 0 0 0 0 0 Tog—1
Fe{2} : 0 1 0 —ol 0 0 0 0 0 Tog—2 =0 (2.19)
0 0 1 0 —ol | O 0 0 0 Wag41
0 Cio Ciqp Cipg Ciza| Dy 0 |-1 0 Waq
L 0 0 0070 CO,l 0072 0 Do 0 -1 | 22¢+1
L *2q |

Dans le cas général, une telle démarche est mise en ceuvre en constatant que (2.14) peut étre réécrite sous
la forme suivante :

. TNg+k+1

[—1 Ay | By 0 } INgtk | _
0 Cp|Dp -1 WNq+k
ZNq+k

Répéter cette équation et définir £, comme la concaténation de zy(441) €t Tngrn—1

TNqg+N

By = { TN(g+1) } -
T ZN(g41)—1

TNqg—I+1
conduit au modéle temps-invariant (2.20).

Proposition 4 (Lifting descripteur). Le modéle périodique X (0), donné par (2.7), peut étre réécrit sous la
forme temps-invariant suivante, notée T'.(0) :

[£(6) A9)] B(H) 0 Zq
Le(0): |[[1mw 0 —0c[0 1.] 0 0 g | =0 (2.20)
[C1(8)  Ca2(6)] D) —1pn] | %

ou & € R"NX”N, Aec Rannl, Be RanmN, C e RpNXnN} Cy € ReNxnl o D c ReNXmN oot données par

1, AN_10AN-11 -+ AN_1N—2 Ay_1n-1 AN_1N - AN_114N—2
On  —1n An-20 -+ AN-2N-3 An—aNn—2 AN—aN—1 "+ AN—214N—3
E=| - : , A= : : (2.21)
: —1, A A Ao - Aqy
0, - .0, -1, Ao Aor o Ao
F0.. Cn._ e i Ot v
oxn CN—1,0 N-1,N-2 Cnotnt Onoan o Cyotienoa
Cn_20- Cn_2N-3 Cn_on—2Cn_2Nn_1- CN_214+N—-3
G = : , Cy = : : (2.22)
Cro Ci1 Cro - Cr
’ C C e Coi—
| Opscns -+ Opsn. 0,0 0,1 0,l—1

B = diag{ BN-1,+- ,Bo}, D = diag{Dn—_1,--- ,Do} (2.23)
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Remarque. La structure triangulaire de la matrice € est caractéristique de la causalité du systéme périodique.
En effet, par construction le vecteur &, rassemble les états de Tng4N & TNg—i+1, classés dans cet ordre du haut
vers le bas. Tout élément x g+ de &4 dépend alors uniquement des lignes inférieures de 4 (le passé). °

2.4.3 Relations entre les deux modéles

Correspondance entre les vecteurs d’états La reformulation monodromique élimine par des manipu-
lations algébriques les états intermédiaires de la période pour n’en conserver que la premiére occurrence. Le
vecteur 7, correspond donc & Zy,. Par conséquent, n, et £, sont formés a partir de x4+, la variable interne
du modele périodique X.;. Cette remarque met en évidence le lien existant entre ces deux vecteurs d’états. Les
équations suivantes illustrent ces correspondances pour les deux exemples.

|: Nq+1 :| _ T jq
TNq _ -
r T x2q+2

. T2q+2 . 1 0 O

Ex.1: 7:E2q = l:o 0 1 L2g+1
_ - L 2q |
ZL'2q+2 1 0 0 0 O -.’E b

T2g+1 01 000 x2q+2

Y Tog oo 100 ;‘1“

o Tag o010 0 | 24

Tog_1 0 0010 afq—l
| 22 | 0 00 0 1| L2

Dans le cas général, on a ainsi
77qT = [x%q T w%q—l—i—l] ’ jjg = [‘T%quN U x%q—l-&-l] (224)

ce qui donne lieu a la proposition suivante.

Proposition 5. Le vecteur d’état de ', est li€ a celut de T par la relation suivante :

Na+1| — 74 avee T — 1,1 OnixnN € R2xn(N+) 2.95
{nq] o Y OnixnN  1ni (2.25)

La définition de T, liant 1, et 1441 & 24, différe selon la valeur de . Le tableau 2.1 rend compte de cette
dépendance. Dans le cas ou [, la profondeur maximale de la mémoire, est supérieure & IV, la dimension de la
période, les vecteurs 7, et 1441 correspondent aux extrémités du vecteur Z,. Lorsque [ = N, ils partitionnent
exactement £, puisque 7' = 1 alors que si I > N, ces deux vecteurs partagent certains éléments. La Fig. 2.3
illustre ce phénoméne. Cette constatation permet d’affirmer que I',,, dérive de I', par contraction lorsque [ < N
et par expansion lorsque [ > N.

TABLE 2.1 — Structure de T en fonction de [

[ [<N | I=N | >N
1.~ 0 0
7 Il [Int Onixnv—i) 0] [Luv 0 } 0 1,0-n» O
0 Onlxn(N—l) 1, 0 1.~ 0

0 1,u-m
0 0 1.~

Bijection entre les signaux Conséquence directe de la Prop. 5, la relation suivante permet d’obtenir les
signaux de I, & partir de ceux de I'..

Ng+1

T| 0o o0 Zq
T, «T,: Z — |0 1.,~n O W, | VI (2.26)
Yq 0| 0 1,y 2
Zq

Comme le montrera la suite de ce chapitre, cette égalité est a la base de la technique mise en ceuvre pour obtenir
de nouvelles conditions d’analyse robuste.
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Zq T4 Tq

Ng+1
77q+1

77q+1

Mg

Nq

I<N =N I >N
FIGURE 2.3 — Lien entre 74, 1441 €t 24 en fonction de [
L’obtention de la relation opposée est moins directe puisque lorsque [ < N, la Fig. 2.3 montre qu’une partie

de Z,4, notée (4, ne se retrouve ni dans 1, ni dans 7441. Il est néanmoins possible de reconstruire ce vecteur a
partir des matrices de I', en s’appuyant sur la relation suivante, extraite de (2.20) pour [ < N :

Ng+1
o &10p A B 0 Gq
0 &o0,0 Ay By O ng | =0 (2.27)
CI,O 0171 Cs D -1 ’lf)q
Zq
ot & o € RM*" et & o € RMNVN=DXnN=1) gont deux matrices inversibles. On en déduit que ¢, = —5(;3/1077(1 —
&o. 0By, La réciproque de (2.26) s’énonce donc comme suit :
[ 1, 0 0 0
0 —&odo| —EoBo O Mla+1
0 1 0 0 gf : (1< N)
Zq 0 0 1.y O L
Lo Ty W, | =9 | O 0 0 1,n !
Zq [ [1an Opnxm] O 0 0 Ng+1
0 1. 0 0 o
0 0 |1,y O o |0 ¢=2N)
I 0 0] 0 1,n X

Ainsi, il existe une bijection linéaire entre les signaux des deux représentations liftées. On peut également
affirmer que les matrices de passage dans ces relations sont toujours indépendantes des incertitudes, sauf dans
le cas ou [ < N et dans le sens I', — I'c puisque la matrice de passage met alors en jeu &, Ao et By qui
dépendent de 6.

Correspondances entre les matrices Un lien entre leurs matrices de I';;,, et I'c peut également étre mis en
lumiére. La démonstration d’une telle proposition repose essentiellement sur ’absence structurelle de singularité
de la matrice £ dans le lifting monodromique (2.17).

Proposition 6. Les matrices de I',, peuvent étre obtenues a partir de celles de I'. via les relations données par
le tableau 2.2 ou, lorsque I < N, les matrices de T'. sont décomposées selon (2.27).

Démonstration. Selon la valeur de [, deux cas doivent étre distingués :
— | < N : Comme expliqué précédemment, les signaux de I'. vérifient alors (2.27) dont on déduit que
G = =&, 0 Aomy — o, oBot,. Par conséquent, la norme du vecteur ¢, tend vers zéro si la suite des 7,
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TABLE 2.2 — Relations entre les matrices des deux représentations liftées

<N >N

~ _ _ —&TA

U | A= (6167 A — A
ro (1185040 ) { loa=n) On@—N)xnN J

po _1 1 —&71B
B | B=¢Er¢ (E1180B0— Bi) 0
¢ 01704701715(;5A0+C2 7C1571A+CQ
D | CioB-C11&iBo+D ~C1ETIB+D

converge vers le vecteur nul. Le modéle peut donc étre réduit en abandonnant (4, ce qui conduit & :

77q+1
&0 —51,15&&A0+A1 —51,15&350-&-31 0 g

Cl,O —61715[;(%/10 +Cy —C1715&580 +D -1 ﬁJq
Zq

=0

L’expression donnée par le tableau 2.2 est ensuite facilement obtenue en inversant £; o et en réécrivant Z,
comme une fonction de 1, et w, uniquement.

— 1> N : Dans cette situation, la proposition 5 permet d’affirmer que les n(l — N) derniers termes de 7g41
coincident avec les n(l — N) premiers éléments de 7,. En tenant en compte de cette remarque, le modeéle
T, donné par (2.20), est reformulé de la fagon suivante :

£ 0 A B| o 7|ttt
0 —1,0-n | [lyg-ny O0]|O] O g)q =0
@ 0 | Co D] -1 =

q

dont il est aisé de dériver les résultats du tableau 2.2.
O

On notera que la proposition 6 offre un moyen d’obtenir les matrices de (2.17) moins fastidieux que la
procédure donnée par la Prop. 3.

2.5 Dualité des modéles polynomiaux périodiques d’ordre variant

Le chapitre 1 a montré I'importance des conditions d’analyse duales. Ces derniéres ont permis en effet
d’établir des théorémes d’analyse robuste alternatifs et ont autorisé la dérivation de conditions de synthése. Il a
également été démontré qu'un tel résultat pouvait étre obtenu par des méthodes purement algébriques ou par
I’analyse du systéme dual. La complexité du modéle polynomial considéré dans ce chapitre oriente naturellement
vers la seconde approche.

La dualité des systémes est un concept bien maitrisé pour les modéles invariants dans le temps. L’annexe C
donne quelques résultats importants sur ce sujet. Il est notamment rappelé que ce concept permet de mettre en
relation deux modeéles LTI pour lesquelles les matrices d’état de I'un correspondent aux transposés de l'autre.
Dans le cadre de cette thése, ce concept présente un attrait tout particulier du fait de la correpondance existant
entre les résultats d’analyse de ces modéles : la dualité préserve la stabilité ainsi que les normes Hs et H . Pour
ces deux raisons, la théorie de la dualité des systémes est fréquemment réduite & un outil technique permettant
de transposer les matrices du systéme considéré, bien que ce concept soit en réalité beaucoup plus riche [van der
Schaft, 1991].

Pour bénéficier les résultats existants pour les modéles invariants dans le temps, cette section s’attache
en premier lieu & obtenir le modéle dual de la représentation liftée descripteur LTI I'., comme une étape
intermédiaire a I’étude de la dualité des modéles polynomiaux périodiques a ordre variant tels que X.;. Ainsi,
contrairement aux développements de la section précédente, dans laquelle les deux liftings I',,, et ['. ont été
obtenus a partir de X, les modéles duaux I', et ©¢ dériveront I'un et 'autre de I'Y. Cette démarche a été
illustrée par le schéma introduisant la section 2.4.

Les conditions duales ne sont intéressantes que dans le mesure ou elles sont affines en les matrices du
modéle périodique. Il s’agit d’un résultat important du chapitre 1. Comme le montrera la section suivante,
une telle dépendance des conditions d’analyse peut étre obtenue en exploitant les correspondances entre les
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différentes reformulations temps-invariant. Cette remarque est a l'origine de la démarche adoptée puisqu’elle
justifie I’attention particuliére accordée a la préservation de ces liens.

On précise enfin que ce chapitre peut étre vu comme une généralisation au cas N-périodique avec mémoire
et entrées/sorties de performance de approche mise en ceuvre dans la preuve du lemme 4 du chapitre 1.

2.5.1 Modéle dual du lifting descripteur

Pour obtenir le modéle dual de I'., une premiére idée consiste & appliquer directement la théorie de la dualité
des systémes pour les systémes & temps-invariant et a temps-discret, proposée dans [Nieuwenhuis and Willems,
1988] et rappelée dans annexe C. Une telle démarche conduit au modéle suivant :

er 1 [0 cr zd
{ATJ [ 0 ] 0 ) | ex] |0 ] | (2.28)
-B 0 -D' |1 75#

Or, la formulation de ce modéle est inadaptée a 1’étude de sa dynamique puisqu’il semble délicat de mettre en

évidence une relation similaire a

([tm O] =0 [0 1,])2,=0 (2.29)

extraite de la définition (2.20) de T'.. Or, cette relation est au coeur de la mise en évidence des correspondances
existant entre I', et I',,.

Pour contourner cette difficulté, on s’appuie sur une reformulation polynomiale invariante dans le temps
de I'c, noté I',. Aprés avoir obtenu le dual Fg de ce modéle, cette sous-section montre qu’il est possible de
reconstruire un modeéle semblable a I', présentant une relation similaire a (2.29). Ce dernier peut étre considéré
comme F‘ei, son dual. On rappelle que cette procédure a été schématisée dans 'introduction de la section 2.4.
On notera que ces développements correspondent a la généralisation de la preuve du lemme 4 du chapitre 1.

Formulation polynomiale invariante dans le temps (I'« - I',) Le vecteur d’état &, de I'. est segmenté
pour donner & ce systéme 'apparence plus classique d’un modéle polynomial en la variable o. Pour ce faire, la
correspondance entre &4 et £ g4k, vecteur d’état de X, est utilisée afin de regrouper les occurrences de x y g+
(implicitement contenues dans &4) sur une période. La taille de 2, € R™(+N) p’étant pas un multiple de N dans
le cas général, on adjoint N — r vecteurs xyg4+# & L4, ol 7 provient de la division euclidienne de [ par N :

I=bDN+r>1 avec 1<r<N e beN (2.30)

Pour chacun des deux exemples illustratifs, r est égal & 1 et on choisit de prendre en compte 443, ce qui
conduit aux équations suivantes provenant de (2.18) et (2.19) :

0|-1 Al,O A171 Bl 0 0 0 T2q+3
0 0 -1 AO,O 0 BQ 0 0 T2q+2
) 1/ 0 -0l O 0O 0] O 0 Tog+1 |
Ex1: | ol7 o -wilo olo o | =0 (2.31)
0 0 CLO 01}1 D, 0 -1 0 ’lf}q
0| O 0 Coo| O Dy| 0 -1 Zq
(0| -1 Ao Ain Ao A3 | B 0| 0 0 ][ 2ages |
0 0 -1 A070 A071 A072 0 Bo 0 0 1’2q+2
1/ 0 -1 O 0 0 0O 0|0 0 T2g+1
0|1 0 -0l O 0 0O 0|0 0 Tog _
Ex.2 0/0 1 0 -1 0|0 O0|O0 O gt | =0 (2.32)
0] 0 0 1 0 e 0 0 0 Tog—2
0 0 CLQ 01)1 0172 01,3 Dy 0 -1 0 UA)q
L 0 0 0 Co,o 0071 0072 0 Dy 0 -1 1L 5'q ]
La forme polynomiale suivante découle de ces expressions en posant T, = |:z2q+3:| ,
2q+2
0 -1 + Al,O Al,l 0__1 Bl 0 0 ‘iq
Ex.1: 0 0 —1 Ao 0 Bo W, | =0
o 0 0 CI,O 0171 o1 Dy 0 1 4 o
0 0 0 Coo 0 Dy %
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|:0 —1:| + |:A1,o A171:| 0__1 + |:A1,2 A173:| 0__2 B1 0 0 ~

z
0 0 -1 AO 0 AQ 1 AO 2 0 BO Aq
Ex.2: ’ ’ ’ w =0
00 4 0170 0171 o1 + 01,2 Cl,3 o2 D, 0 -1 2‘1
0 0 0 CU’() 00’1 0072 0 Dy 4
L’application de cette idée dans le cas général conduit & la proposition suivante.
Proposition 7. Le modéle suivant est une reformulation équivalente de T
b+1
]
Z dio™l B 0 7
| gl =0 (2.33)

chjgij D *1pN éq

=0

pour lequel les matrices o; € RPNXnN - € € RPNXN sont issues d’un partitionnement de £, A, Cy et Co
défini par

0 4270,0

% T bQ{b-‘rl OnNXn(Nfr) & A &4 On(Nfr) 0
= = 2.34
[‘50 o Gt Opnxn(n-r) C1 Co e %o 0 0.0 234

0p(N—r+1)><n(N—r+1) 0

Démonstration. L’équation suivante, extraite de (2.20), est reformulée conformément a la décomposition de I
donnée par (2.30)

]-nr *Ulnr

1, —ol,,
(L 0]—0c0 1,])2,=0<« " y " . =0

]-nN 70-17LN
pour autoriser la segmentation de £, en termes d’égales dimensions reliés les uns aux autres par I'opérateur o :
0 1,.]%,

. Lg-1

&g = : (2.35)

Tg—b—1

On remarque que le premier de ces termes, a savoir Z,, n’est impliqué que partiellement. Prendre en compte la
partie manquante correspondant a [1n( N—r) 0] Z4, permet de réécrire (2.20) de la fagon suivante :

% %+l B 0 jq
]-nN —JlnN 0 0 .
S fgp1 | =0
]-nN 70’]_”]\] 0 0 ’uA)q
%0 Cngrl D -1 2q

on [0 & AJet [0 C1 C:] ont été découpées en b+ 2 sous-matrices, notées <7 et ¢; et définies par (2.34).
Cette derniére équation n’est autre que la forme développée de (2.33). O

Duale de la formulation polynomiale (', — Fg — T9)  Cette nouvelle reformulation permet d’appliquer
aisément la théorie de la dualité qui conduit, pour les exemples illustratifs, aux modéles suivants :

] [ 3 &) 2

8

AT AT —10|||ct, C -
mere | LA A Ll ] | o (2:30)

L Lol z

0 B 0 Dy q

T AT T T AT T
) [ o [  E  ] 1
Ex.2 - 1,3 10,2 1,1 “20,0 - 1,3 “0,2 1,1 ~0,0 E?T =0 (2.37)
[/ BT 0 DT 0 '
1 1

0 BI 0 DF a
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A partir de ces expressions, il s’agit maintenant de reconstruire un modeéle semblable & I'. dans le domaine
dual, c’est-a-dire inverser la procédure ayant conduit de I'c vers I', afin d’obtenir, & partir de Fg, un modéle
pouvant étre considéré comme I'?. On applique donc la procédure inverse & celle ayant donné naissance &
Pexpression polynomiale (2.33) a partir de I'.. Pour illustrer au mieux le propos, on anticipe sur I’étape suivante
en introduisant dés maintenant une correspondance entre les signaux de I'? et ceux d’un modéle périodique qui

sera considéré comme le dual de Zgl. On pose donc

d d
— w2q—3 ZA,d _ ZQq—3
d ) q qu—zl

Munis de ces correspondances, les expressions développées de I'¢{1} et I'¢{2} sont obtenues :

_"qufl_
'A?O -1 0 0 01;0 0 0 01[00] :cgq_Q
AT, Al -1 o c¢f, cd, o o0 |00 T3
1 0 o1 0 0 O O O [00] |5 4
Exl - 0 1 0 10 0 0 O0100||wl_, S (2.38)
o 0 0 0 0 1 0 —ol O (00| |w], , '
0 0 0 0 0 1 0 —ol1j00]| |wf ;4
0 o0 BF o o o DY o 10| |wf ,
L 0 0 0 Bf 0 0 O Djo1] |24 ,
_Z(Qiqul_
xqurl
(AT, AR, AT, =1 0 0 [Cl,Cf Cfy 0 0 0 007 ﬁgq
AT, AL, AT, ATy -1 o |cf,cd, e, ¢ty o o0 |oo T3q-1
1 0 o1 0 0 O[O0 O O O O O 100|222
0 1 0 1 0 0|0 0 0 O 0 O1l00]]¢3
0 0 1 0 -1 0|0 0 O O 0 000 |5, 4
. 0 0 0 1 0 -¢1l0 O O O O 0 (00| |wy, |
Fx.2: 0o 0 0 0 0 0|1 0 o1 0 0 o000|]|wi |~ °
0O 0 0 0 0 0|0 1 0 —1l O O (00 |wf ,
0o 0 0 0 0 0|0 O 1 0 —ol 0|00 |uws_,
0O 0 0 0 0 0/0 0 0 1 0 —0l00| |uwf_,
o o o o Bf o[o o o o Df of10| |wd ,
L0 0 0 0 0 BfjO 0 0 0 0 Djfo1] |4 ",
qu74

Pour permettre un partitionnement uniforme du vecteur d’état Z,, la taille de I'. a été artificiellement
augmentée en incorporant &, correspondant & 443 pour les deux modéles périodiques considérés. De fagon
réciproque, on s’attend donc a pouvoir réduire le modéle dual de (2.33) pour obtenir I'?. Cette remarque est
a Dorigine de la constatation suivante : pour chacun des deux modéles, ’état xgq_ 4 d’une part et les entrées
wgq_3 et wgq_4 d’autre part n’interviennent pas dans les équations dynamiques. En s’appuyant sur les deux
arguments suivants, les modéles sont donc réduits. Premiérement, x%Qi 4, représente le futur de xgq73 en temps
inversé. Ce vecteur ne peut donc diverger si le modéle réduit converge. Deuxiémement, en considérant les sorties
aux instants 2q — 1 et 2¢ — 2, ’équation de sortie peut étre réécrite de la fagon suivante afin de ne plus faire
intervenir les signaux & éliminer.

d

Log—1
xg—z
Bf 0 [ DI 0 [1 07| wh | _g
o Bl o DI|o 1 T
Z2q—1

d
22q—2
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Ceci conduit & la reformulation suivante :

xd
A§O —T1 0 (11;0 (; 00 732
Ala Ao,o -1 01,1 Coo |0 O L2q—3
{1} : 1 0 —ol 0 0 [0 O wi, , | =0 (2.39)
BT 0 o DI o |1 0 wd,
o BI o o DI'|o 1 281
d
22q—2
_ ) [ xQ%Jrl i
Als A Aln Ay -1 1 Cis Coy, Ciy Coe |0 O 1’{21(1—1
1 0 —ol O 0 0 0 0 0 [0 0 L9y o
0 1 0 -1 O 0 0 0 0 |00 34
{2} : 0 0 1 0 —ol1| O 0 0 0 [0 0 wi, .y | =0  (2.40)
0 0 0 0 0 (1 0 -1 0 |00 wy,
0 0 0 O 0|0 1 0 -—01]/00 wh,
0 o0 BT o 0 0 o DI o |10 wd,
.o 0 o0 BI' o 0 0 0 Dj |0 1] | 24
d
L %2q—2 J

Choix du point de départ de la période Si le choix du partitionnement de &, établi par (2.35) a pu
paraitre arbitraire, les derniers développements permettent maintenant de le justifier plus aisément. On rappelle
que l'objectif est de regrouper par période les occurrences de =44, composant &4, afin de former les vecteurs
Z4. L'instant de départ de ces périodes, paramétré par la variable 7, constitue le degré de liberté de cette
procédure. Ainsi, dans le cas général, T, est donné par la relation suivante :

TNg+N+7
By = : (2.41)
TNg+7
En utilisant (2.35) et (2.24), on peut écrire
0 1,.]Z,
Tg_1 TNa+N
By = —
j}q—b—l TNqg—I+1

En rappelant que | = bN + r, ceci montre que (2.35) correspond au cas particulier ou 7 = N — r + 1.

Dans le cas du premier exemple, on a donc considéré jusqu’a présent la relation suivante 5ch = [xgq 13 xgq +2]
renvoyant a l’égalité 7 = 2, équivalente & 7 = 0 puisque la période du modéle est 2. On montre maintenant
sur cet exemple que la valeur de 7 peut avoir une influence sur la dimension du modéle dual. Ainsi, le choix
alternatif 7 = 1 conduit a :i?qT = [x§q+2 xgq+1]. Au lieu de (2.31), on a alors

-1 Al,O Al,l 0 B1 0 0 0 T2q+2

0 -1 A070 0 0 BO 0 0 T2q+1

1 0 —ol1] O 0 O 0 0 T2q —-0
0 1 0O |—c1] 0 O 0 0 Tog—1

0 Cl,O Cl,l 0 D1 0 -1 0 ’Lz)q

0 0 Coo 0 0 Dy| 0 -1 2q
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ce qui conduit au modéle dual suivant

l'(giq,]_ i

(AT, AT, -1 o |cf, ¢cIy, o 0 |0 07| 75

o o Ay, -1 0 o cI, o0 |0 0] 53

1 0 ol 0|0 O O O 00O a8, 4
0 1 0 —-ol| 0O 0 O 0 |00 wi | _ g
0 0 0 0 1 0 -0l 0 |0 O wy, o |

0 0 o0 0] 0 1 ©0 —gl|00O wh, 3

0 0 BT o 0 o DI o0 |10 w4

| 0 0 0 Bf| 0 o0 o0 Df|0 1]| 24,

L qu74 d

Cette formulation ne peut étre réduite de la méme fagon que (2.38) a pu l'étre pour donner (2.39). La difficulté
tient au fait que, parmi I'historique des entrées et des états, seul wgq% n’est pas impliqué dans 1’équation
dynamique alors que les trois vecteurs wgq_3, wgq_4 et :cgq_ 4 ¢taient dans cette situation dans (2.38). Le choix
7 =1 conduit donc & un modéle dual de plus grande taille que dans le cas ot cette variable est nulle.

La proposition 8, présentée par la suite, démontre dans le cas général que le choix 7 = N —r + 1 conduit &
un modéle I'Y de méme dimension que son correspond primal T'.. Cette valeur du paramétre 7 est donc optimale
puisqu’elle n’accroit pas la dimension du modéle dual.

Dépendance de la dynamique a I’égard de l’historique des entrées (Fg — T'Y)  Contrairement a
I'4{1}, la dynamique de I'?{2} met en jeu un historique des entrées sur un intervalle de temps supérieur a
une période. Ceci complique I’évaluation de la norme de I'4{2}. Cette difficulté peut néanmoins étre surmontée
en incorporant dans le vecteur d’état de I'¢{2}, noté :?327 les entrées surnuméraires ne correspondant pas aux
instants du vecteur de sortie Eg. Il s’agit donc, pour I'4{2}, de mémoriser wgq 4o €t wgq 11 correspondant & des
entrées antérieures a celles formant ’entrée courante, u?f}. Ainsi, les signaux de 'expression finale de T'¢ sont
donnés par ’équation suivante :

~d d sd
_ fq _ Wy %q
x
2g—1 d d
ws, _ oy
Ex.1: xd 2q-1 29-1
2q—2 ,wd Zd
xgq_?) 2q—2 2q—2
= -
372%+1
T3, (2.42)
ﬂfg 1 d d
-
ws, _ oy
Ex.2: xd 29—1 29—1
2q—2 wd Zd
xg 3 2q—2 2q—2
w2%+1
L w2q J

Cette dépendance qu’entretient la dynamique de T'¢{2} a 'égard de I’historique des entrées peut paraitre
surprenante dans la mesure ot elle n’apparaissait pas dans ’expression du modéle primal I'.{2}. 1l s’agit de la
conséquence directe de la stratégie de contournement de la difficulté soulevée par (2.28) au début de la section.
Cette démarche a essentiellement consisté a donner a I'. la reformulation polynomiale factorisée (2.33) dont
le dual a ensuite été redéveloppé. Ce faisant, la structure de I'.{2} a pu étre préservée puisqu’il est possible
d’obtenir de la définition de T'9{2} une équation similaire & (2.29). Néanmoins, cette manipulation a réparti la
dynamique sur Iétat et I'entrée de I'?{2} alors qu’elle était auparavant circonscrite sur I'état de I'.{2}.

Proposition 8 (Dual du lifting descripteur). Une version duale du modéle lifté descripteur (2.20) est donnée
par :

[AT(6) £7(0)] [c3(0) cT' ()]

0 ~d
o 1w 0] = [01] 0 0 call
e 0 o [1pa-1) 0] — [0 1,a-n)]| O %ll =0 (2.43)
[0 B"(6)] 10D (9)] 1w ‘

avec ﬁcg € RrWNHO+p(=1) | Les matrices A € RM*nN £ ¢ ReNxnN G, ¢ RpI=DxnN o1 ) ¢ RPNXnN gont tels
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que
AT €T] = | 7T T 0 2.44
[ =% 1 AT (2.44)
. o 0
oT o] = {ch T { H 2.45
[ 2 1 ] b+1 1 (KOT:O ( )
avec o et 6o,0 telles que
—1, AN_10-" AN—1,r—2 Cn-o10-- -+ On—1p—2
%70 _ 0, -1, . : c Rn’r‘xnr’ %070 _ Oan . . c Rp(rfl)xn(rfl) (246)
. c. '.' AN_T»+17O : ‘. c. :
On te On *In 0p><n e 0p><n ON—T—Q—LO

les matrices oy € RMVXN op @ € RPN*"N deécrites par

o = ¢ =
[An_1,-1-  AN—1iN—2AN_1N-1" " AN_1,Ntr—2] [Cn-1r-1-Cn_1,n—2CN_1N-1" CN_1,N4+r—2]
AN—r0 : : : Cn—ro
71” i . : E : Oan
AI,O . . . CI,O . .
L 0 -1, Ao - Aot L Opxn -+ Opxn Coo -+ Cor-1 |
(2.17)
et, pour j = {2,--- b+ 1}, o; € RPN et 45 € RPV*"N - données par
AN_1,GG—1)N4r—1 """ AN_1,jN+r—2 CN-1,j—1)N+r—1 "+ ON—1jN+r—2
oy = : : G = : : (2.48)
Ao j—2)N+r Ao = 1)N4r—1 Co,g—2)N+r =+ Co,(j—1)N+4r—1
Les matrices B € RTV+DxmN op P ¢ RpPNXmN g4 définies par
= BT 0 N ] (T = 1)
BT _ ' mN Xn 2.49
{ dmg{Bjj\ﬂLw"' 73(?’311\1771"" 7B]7\}77‘+1} OmNXn] (7"> 1) ( )
o DT (r=1)
T _
D= { diag{ D%, _.,--- DL, DL _,--- ,D%7T+1} (r>1) (2.50)

Démonstration. D’aprés 'annexe C, le modéle suivant représente une version duale de (2.33), réécriture de T, :

b+1 b+1

~d
T _j T _j
Sl Soala of [Tl
j=0 j=0 -d
BT DT 1] L%
Sous une forme plus développée, on obtient :
'%1;1 %T %13;1 <g0T 07
1,y —ol,n [ Zgrpt1 |
Tq
1,y —-0ol,n Weipt1 | =0 (2.51)
]-pN —O'].pN .
tg
1pN —0’le 0 L %q g
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L’exploitation de la structure trés creuse des matrices &% et %y permet de réduire le modéle ainsi obtenu.
Pour ce faire, on considére le changement de variables suivant :

[0 1n:l{3v3§+b+1 [0 lp(r—u{ﬂ wfzi+b+1

o La+b Wy Wq+b
: = : v : = :
o A g L
[Lnin—r 0] %G, [Lpv—rt1) O] WG,

ou gvcf]l € R™N et uig € RPN partagent respectivement la méme taille que jg et d}f]l. De ces définitions, il apparait
clairement que %g_l et u”)fll_l n’interviennent pas dans les équations de (2.51). Ces éléments peuvent donc étre
éliminés puisque la convergence de ZJ_; est lice & celle de ¢

En suivant la méme régle, on définit 5,‘;. Ceci permet de réécrire I’équation de sortie évaluée aux périodes ¢

et g+1
BT ~§+1 DT ng 2g+1
[ BTH@;! N R

sous la forme

od wd sd

BT [0 1%} Lgt1 DT [0 1p(r;d1)]wq+1 [0 1p(rugl)] Zq41
S | P PO G | O I o P U B

[Lnv—r) 0] 2, [Lpv—riny O] @3] [[Lpv—rsny O] 2,

qui est ensuite réduite a
od
BT [[0 1] xq“] + DTt 424 = 0
Tq

oil B et D sont définies par (2.49) et (2.50).
Finalement, ’expression recherchée (2.43) est obtenue en incorporant dans le vecteur d’état i:g € RPN+ +p(=1)

les états et les entrées passées selon 1’équation suivante :

r [0 173?“] bt

d
Lq+b

jd
wd
[0 1p(r—1)] Watb+1
wd
q+b

=
Q Q.

wd

- Wyt1

2.5.2 Dual des modéles périodiques polynomiaux

En attribuant aux signaux de I'? une décomposition judicieuse, ce modéle peut étre vu comme la repré-
sentation liftée d’un modéle périodique polynomial & ordre variant qui sera considéré comme le dual de X; et
donc noté par la suite Zgll. Pour les exemples illustratifs, cette correspondance a été établie par (2.42), issue de
(2.39) et (2.40). La lecture directe de ces deux derniéres équations conduit aux modeéles périodiques suivants,

considéres respectivement duaux de X;{1} et X{2}.

d T T
x5 A C
or L] [ [
Fall}: 332q 3 AoTo d A1T1 d C'oTo d ClTl d
- - , 2q- + |: 7 :| 2q- + |: ) :| 2a- + |: 7 :| 2a-
|:Z(21q2:| |:ng:| 2q—2 0 2g—1 7Dgw 2q—2 0 2q—1
d T T T 7 T T T
Toq—2 Aio | a Aol 4 Aol 4 Cig |, a Conl, a Cis| . a
[223_1} = {—B{ $2q1+[ o |2t | o7 | T2t |_ T W1t | g | W2 T | o | Wagtt
ad T AT AT
»4{2} Z;iq ﬂ = 7%{% xgq—2+ 6’1 xgq—1+ 8’2 xgq+ 6’3 xgq—O—l
o
cr cr [T CT.
[t [t [t [ ]t
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Dans le cas général, la structure de & et C; rend possible une telle dérivation puisque ces deux matrices sont
triangulaires supérieures. De plus, la diagonale de & est formée de N blocs —1,,. Ceci n’est pas sans rappeler
les structures de £ et C; dans le modéle primal. Ainsi, en définissant la correspondance suivante, pouvant étre
considérée comme la généralisation de (2.42) :

o od od
. Zq wy Zg
o -
Ng+l—r—1
: d d
d qu—T ZNq—r
x
Cas général : év(q_l)_r : :
qu-i—l—T—l d d
w z
. N(g—1)—r+1 N(g—1)—r+1
d
L qu—r+1 -

la proposition suivante donne la définition de Effl.

Théoréme 14 ([Trégouét et al., 2012a,c|). Une version duale du modéle périodique X, décrit par (2.7), est
donnée par :

I+k—1
»d . m?\qukfrfl = ijo (Ag(j,kw),j(o)x(li\qukfwj + Og(j,kJrr),j(g)w?Vq*kfrH) (2 52)
cl -+ d — _RgT (0) d _pT () d :
ENg—k—r — 9(0,k+7) TNg—k—r 9(0,k+r) WNg—k—r
pour 0 <k < N —1 et avec 9(j,k) =j —k (mod N).

On vérifiera aisément que 'ordre maximal du modéle périodique polynomial Zgl est identique & celui du ;.
Ce résultat trouve son origine dans le choix de la valeur de 7 discuté précédemment.

2.5.3 Modéle dual du lifting monodromique

Contrairement au lifting I'., le lifting monodromique I, s’exprime sous la forme classique d’un modéle d’état
a temps-invariant. Dans un tel contexte, la théorie existante de la dualité peut donc étre appliquée directement.
Néanmoins, cette démarche complique la mise en évidence d’une relation linéaire entre les signaux des modéles
duaux, comme cela a été fait pour les modeéles primaux. Une démarche similaire & celle mise en ceuvre pour les
modéles primaux sera donc préférée. A nouveau, il s’agit de reformuler % en un modéle d’état périodique sans
mémoire afin de pouvoir appliquer le lifting monodromique.

La procédure est illustrée sur les exemples 2-périodiques, dont les modéles duaux respectifs sont reformulés
de la fagon suivante :

xgq,l 1 0
Nl R I S N P B () A
2g—1
Ex.1: | 251 -BT -Df
d
d T T Log—1 T
Toq—3 Aj 4 Ao,o Cia a’ Coo d
zgj_z } - [ 0 -BT 0 Tag-2 | TP | Wag2
w2q71
wqurl [ 1 0 0 0 0 i 0 T
x4, 0 1 0 0 0 d 0
x4, 1 0 0 1 0 0 ;‘3;1 0
ngfz _ A1T,2 AoT,l A{o C1T,2 CoT,l d2q ClT,o d
d - ‘r2q71 + w2q71
w1 0 0 0 1 0 i 0
wy, 0 0 0 0 1 2q;+1 0
wd, 0 0 0 0 0 2q 1
Ex.2 : [ 24, ., ] L O o -Bf o 0 | | -DT i
2941 o 0 1 0 0 O0 0 :”;q(l+1 0
d 2q
o er or || T
x?jq—?) — Al,S A0,2 Al,l AO,O CVI,S COZ Cl,l l’g 9 + CYOO wg 9
wg, 0 0 0 0 0 0 1 i 0 -
w, o 0 0 0 0 0 0 0 ;3;1 1
4,1 L0 0 o0 -Bf 0 0 0 wgqu -Df
L q—1
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La proposition suivante applique cette procédure dans le cas général.

Proposition 9 (Représentation dual sans mémoire). Le modéle suivant est équivalent & Effl :

~d Ad Ad(gy] [d
qu—k‘—?"—1:| — |:4k (9) qk (0) |:UqN—k—T:| 2.53
| e | T BlO) DUO)| wiy (25%)
avec
-1ng+k) 0 [ 0n¥+k)><p
Ad Cd C
k k : (0<k<N-2) POk0 | (0< k< N-2)
0  1,04k-1) Op(14+k-1)xp
= 0 0 = 1
Ad — L ’C’d frd = p 2.54
g [0 1,0-n)] 0O g On(1-1)xp (2.54)
Ad Cd C
N—-1 N-1 , (k =N — 1) 9(0,k),0 , ( — N — 1)
0 [0 117(1*2)] Op(1-2)xp
L 0 0 L p
Ad = [Ag(l+k71,k+r),l+k71 Ag(l,kJrr),l Ag(o,k+r),(]} ) Cl? = [Cg(l+k71,k:+r),l+k71 Cg(l,k+r),1:| (2'55)
B = HUan(Hk—l) *35(07@} 0m><p(l+k71)} , D = =Dgo sn) (2.56)
Démonstration. Le modéle périodique X% peut étre réécrit sous la forme suivante
d Ad cd  OT —d
TNg—k—r—1| _ k —d k 9(0,k+7),0 | |WNg—k—r+1
4 ] = T TNg—k—r T AR { d } (2.57)
[ ZNg—k—r [0 _Bﬂ(o,k-i-r)} Na 0 *Dg(o,kw) WNg—k—r

ot Af et Cf sont définies par (2.55). Les vecteurs de dimensions variables Zyq—g—, € R*0) et @, €
RP(+E=1) ragssemblent respectivement ’historique des états et des entrées nécessaires a I’évalution de m‘fv g—k—r—1 "

d d
wNQ-H—r—l qu-‘rl—T—l
—d _ ) _d _ )
TNg—k—r = : » WNg—k—rt1 = : (2.58)
d d
qu—k:—r qu—lc—r+1

, . . . _d _d . ~ . ’ .
Au cours de la période, les dimensions de T Ng—k—r €6 Wy p_,pq CrOissent a chaque instant pour mémoriser
les nouvelles occurrences de 1’état et de I'entrée de sorte que

7d d
R e A ot DIRCELER S (259
q—k—r— g—k—"

En revanche, le calcul de x?v(qq) le premier état de la nouvelle période, requiert un historique des états

—r—1

, S _d —d p 4 : : .
et des entrées plus court, si bien que & N(g—1)—r et w N 1 sont donnés par I'équation suivante :

g—1)—r+

_ —d
i"(ziv(q—l)—r _ {[0 ln(lx—dl)} xN(Q—l)—r-&-l:l ’ deV(q—l)—T+1 _ l[ﬂ 1p£;2)] wN(ql)r+2‘| . (k=N—1)
N(g—1)—r N(g—1)—r+1

(2.60)
En s’appuyant sur (2.57), (2.59) et (2.60), on obtient le modéle d’état périodique (2.53) dont le vecteur d’état
rassemble I'historique des états et des entrées :

~d
@d _ quszfr
Na=h=r w(Ii\/q—k—r-&-l

O

d

Cette reformulation permet d’établir I’expression de I,

s’applique ici & temps inversé.

grace a la procédure de lifting monodromique qui

Proposition 10 (Lifting monodromique dual). Le modéle temps-invariant suivant, noté T'e,, est une reformu-

lation équivalente de (2.52) :

d T T d
a . |Pgoa| _ [YE(O) €(0)] |py d - mnl+p(i—1)

L’expression des matrices I'Y, n’est pas donnée explicitement. On retiendra simplement qu’il s’agit de fonc-
tions polynomiales des matrices du modéle périodique sans mémoire (2.53).
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2.5.4 Correspondances entre les représentations liftées

Cette fois encore, les deux représentations liftées I'? et T'Y, partagent les mémes entrées/sorties mais différent
par la représentation interne qu’elles adoptent. Cette remarque met en évidence la relation linéaire existant
entre les signaux de ces modéles. On notera cependant que la construction du vecteur d’état de I'¢, requiert
non seulement I'état de I'? mais aussi le vecteur d’entrée étendue u”)gl. Ceci fait écho a la discussion autour de la
dépendance de la dynamique de I'¢ & I'égard de I'historique des entrées.

Pour établir cette relation, les signaux du modéle périodique servent & nouveau d’intermédiaire. Par construc-

: ' d s od A . : d .
tion, le vecteur d’état pg correspond & vjy,_,., lui-méme composé des signaux de g :

~d d

ot la décomposition de pg par 773 et qﬁg est introduite en prévision d’une utilisation future. En s’appuyant sur
ce résultat, les équations suivantes illustrent le lien entre I'? et T'¢, pour les deux exemples.

_Pqg ~d
d _ Td &;
Lo | T T
wd q
’LUq
- - d
xd, 1 00[0 0 i
= 2¢—2
Ex1: |F2a=3 | _ 0 0 1[0 0 ody_s
wgq_l 0 0 Of|1 O R
ws, s 0 0 0[0 1 i
- - ~ _ L 2q—2 4
28011 1000 0[0o0[00] )
ﬁgq 01000[/00[00O0 24
8, 0 010 0[0 0|00 xd,
wd, 0 00 0 O0[1 0f00O x4,
w§, 0 000 OO0 1[0 0 xd, 4
Bxg. | D1 | _ |00 1 00[0 0[O0 0 232
| ad, | T |00 01 0|0 0|00 943
rd 5 0 0 0 O 1|0 0|0 O wh, 1,
d
wgq% 0 000 O0|0O0|1 0 wd
wid 0 00 0O0[0 0[O0 1 “wi L
wi, 0 00 0O0[0Of10 wg, o
R |0 00000 0[O0 1

La proposition suivante généralise ce résultat en s’appuyant sur (2.5.2), (2.58) et (2.62).

Proposition 11. Les signauz de T4, sont liés a ceur de T'¢ par la relation suivante :

[Inl OannN] 0
pi 4d 0 [1p(l—1) OP(l—l)XPN]
Pg—1 = Td |:’LE?1:| avec Td = [OannN 1nl] 0 (263)
wg / 0 [OP(lfl)XpN 117(1*1)]
0 Opnxpi-1) IpN

La matrice T? est telle que T4 € R2(n+p)l=p)x((n+p)(1+N)—p)

Comme dans le cas primal, il est possible de mettre en évidence une relation réciproque a (2.63) conduisant
aux signaux de I'? & partir de ceux de I'¢,. Ce lien n’est cependant pas essentiel pour la suite de la démarche et ne
sera donc pas explicité. D’autre part, en exploitant 'inversibilité de £ , il est possible d’établir une correspondance
entre les matrices de I'? et 'Y, comme cela été fait entre leurs correspondants primaux. Pour éviter la redondance,
ce développement n’est cependant pas présenté.

2.6 Analyse robuste des modéles polynomiaux périodiques & ordre
variant

Les opérations de lifting et de dualité préservent la stabilité ainsi que les performances robustes Ho et Hoo-
Par conséquent, les modeéles ¥y (0), Ty, (), Te(6), £4(0), T'9,(0) et I'4(0) partagent tous les mémes résultats
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d’analyses.

En ce basant sur ce résultat et en exploitant les liens existant entre les liftings, il est possible d’obtenir des
conditions d’analyse accessibles au type de relaxation mise en ceuvre dans le premier chapitre. Ceci conduit &
des bornes supérieures des colt garantis. Or, le chapitre 1 a montré que les conditions d’analyse de stabilité
robuste primales et duales ne sont pas équivalentes dans le cas général. Des exemples numériques démontrent
que cette constatation se vérifie aussi pour I'analyse de performance puisque les bornes des conditions primales
et duales ne sont pas identiques. Par conséquent, ’exploitation de la dualité permet d’affiner ’analyse robuste
en ne retenant que le minimum des deux bornes.

2.6.1 Stratégie conduisant a des conditions LMI

Le systéme T',,,(6) s’exprime comme un modeéle d’état & temps-invariant classique, ce qui permet de faire
appel a une gamme trés vaste d’outils d’analyse. Les développements précédents ont toutefois montré que les
matrices de X.;(6) n’apparaissent pas linéairement dans ’expression de celles de T',, (), alors qu’il s’agit d’une
exigence forte pour la dérivation de conditions d’analyse robuste testables (voir le chapitre 1). La représentation
descripteur I'.(6) a été congue comme une réponse a ce défaut, mais n’a pu étre obtenue qu’en adoptant une
formulation plus difficilement accessible a I’analyse. La stratégie retenue s’efforce donc de tirer parti de chacune
de ces deux formulations en exploitant les correspondances existant entre elles. Les grandes lignes de cette
démarche sont maintenant présentées et illustrées pour l'analyse de stabilité de ¥,{1}. On remarquera que
cette approche est trés similaire & celle menée dans les preuves des théorémes 9 et 11 du chapitre 1.

1. Obtenir des conditions d’analyse pour ', () via les outils classiques pour les modéles & temps-invariant.

Le modéle T, (0) est stable si et seulement si sa matrice d’état W (0) est stable au sens de Schur :

IP@O) St . WT(O)PO)U(0) — P(0) <0 avec W(0) = A1 o(0)Ago(0) + Ara(0)  (2.64)

2. En exploitant les correspondances entres les deux liftings, reformuler les conditions précédentes en faisant
apparaitre les matrices de I'.(0).

La condition (2.64) est réécrite de maniére équivalente
x T P(6) 0 x x
n . 2q+2 2q+2 - 2a+2)

JP(0) € ST - [ Tag ] [ 0 P(O)} [ 22 } <0 telleque [—1 W(6)] [ o } 0

afin d’utiliser la correspondance
T2q+2
1’2q+2 o o 1 0 0
[qu}T 37;q+1 avec T[O 0 1
2q
conduisant a la condition
aP(#) € St :
T
T2q+2 PO 0 ¥2q+2 —1 Aio(0) Ap,(0)] [FRe+?
T 1,0 1,1 _

Togy1| T { 0 —P(Q)} T |22¢g+1| <0 telle que [ 0 T A070(9)} Tog+1| = 0

T2q Tagq T2q
que le lemme d’élimination permet de réécrire sous la forme

PO o0 0
AP(6) € S1,3F () € R¥™*" 0 0 0 |+He {]—"(6) [01 Alfl(g) ﬁ“%” <0
0 0 —P(H) 0,0
(2.65)

3. Relaxer les conditions obtenues afin d’obtenir un probléme SDP.
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Contraindre F & étre indépendant de 0 et P(0) a étre polytopique rend (2.65) linéaire en 6. Une
condition suffisante de stabilité robuste peut alors étre dérivée en évaluant (2.65) uniquement sur les
sommets du polytope auquel appartient 6.

JF € R3"X27  telle que
Pl 0 0
3rll esn . 0o 0 0 +He{]~"
0o o0 -—pll

A, A
0o -1 A}

}<0, Vie{l---L}

Cette derniére condition n’est autre que le résultat d’analyse principal du chapitre 1. Comme il a été expliqué
précédemment, cette derniére n’est que suffisante en raison de la restriction pour F de ne pas dépendre de 6.

Remarque. Cette démarche peut indifféeremment s’appuyer sur les correspondances entre les signauz ou entre
les matrices. Dans cette sous-section, on fait le choix d’utiliser les liens sur les signauzx. L’annexe E témoigne
que ces résultats peuvent étre retrouvés de fagon entierement algébrique en s’appuyant sur les relations entre les
matrices, donnant ainsi lieu a une preuve alternative. o

2.6.2 Analyse par le modéle monodromique

Comme expliqué précédemment, les conclusions sur l'analyse de I';,, s’appliquent également au modéle pé-
riodique Y. Les théorémes suivants reposent sur cette propriété.

Théoréme 15 (Stabilité robuste : conditions monodromiques). Chacune des deux conditions suivantes est
nécessaire et suffisante pour prouver la stabilité robuste du modéle périodique ¥ :

Primale :  3P(0) € ST : WT(9)P(O)¥(0) — P(0) <0 (2.66)
Duale :  3W(0) € ST : Woo(0)W (0) L (0) — W(0) <0 (2.67)
avec T
o 1 o 1
\I/T _ nl :| \IJT |: nl :| 2.68
o |:0P(ll)><nl Op(1—1)xnl (2.68)

Démonstration. Sila condition primale est évidente, son équivalent duale nécessite les quelques développements
suivants. D’aprés (2.62), pg est composé en partie de qbg = wflVWT 41 représentant Ihistorique des entrées
nécessaires a 1’évaluation de x‘qu_r_l. Ainsi, lors de la période ¢ — 1, ¢371 puisera parmi qbg et wg pour
actualiser cet historique. Selon (2.5.2) et (2.58), la correspondance entre ces signaux et les entrées de X% est la
suivante :

d d
WNg—N+1—r—1 4 WNg41—r—1
1= : e RPU-D, [w%} = : e RPINVH-D)
d 4 d
qufoerl qu7N7r+1
d’ou ’on obtient :
d o
$5—1 = [0pa-1)xpn  Lpa-1)) [w’é} (2.69)
q

Or, I’équation dynamique du modéle I'¢, définie par (2.61) s’écrit de la fagon suivante si 'on emploie les notations
(2.62) :
g 7 [nd T v d
§-v [
q—1 q

On en déduit alors la structure de W7 :

v,

Op(l—l)xnl le,{l

ou

. L) Op(i—1) ((<N+1)
Ul = [0p0-1)xpn Lpa-1)) {Oppr(l_l)} 00 lp(l()lN):| (1>N+1)
pN

Les valeurs propres de \ffﬂ sont donc toujours nulles ce qui démontre sa stabilité au sens de Schur. La stabilité
de WT est donc équivalente & celle de U1, elle-méme équivalente & la condition (2.67). O
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Par construction, le vecteur ¢g7 constituant une partie de pg selon (2.62), correspond a la mémorisation des
entrées de Egl sur un horizon fini. La dynamique associée & gbg est donc toujours stable puisqu’elle correspond

a un simple décalage temporel. C’est la raison pour laquelle une partie seulement de \f/T, la matrice d’état de
I'd | doit étre examinée pour statuer sur la stabilité du modéle complet.

Théoréme 16 (H., : conditions monodromiques). La solution vy, du probléme d’analyse Ho, est solution du
probléeme d’optimisation suivant, pour lequel P(0) € Sil :

Primale : Vwe = ax min v
96 P(0)
o [\PT(G)P(O)\IJ(G) — P(9) + T (0)e(9) UT(0)P(9)B(0) + €T (0)D(0) } <0 (2.70)
BLO)PO)T(9) +DT(0)e(0) BLO)PO)B(O) +DT(0)D() — vl '
Le probleme d’optimisation swivant, pour lequel W (0) € Sil+p(l_1), conduit également @ vy :
Duale : Vwe = Max min v
06 W(0)
[¢<9>W<0>¢T<fg> —W(O) +BO)BTO)  VOW(O)ET(0) + B(0)DT () } ~0 (2.71)
COW(O)VT(0) +D(9)BT(0) COW(0)ET(0) + D(O)DT(0) — v1,n '

Théoréme 17 (Hs : conditions monodromiques via le grammien d’observabilité). La solution vy du probléme
d’analyse Ha est solution du probleme d’optimisation suivant, pour lequel P(0) € Sﬁl et Z(0) € S™N :

Primale : Vwe = I;lea(_))( P(IGI)l,ig(é)
TT(O)P(O)V(0) — P(0) + €T (0)e(0) <0 (2.72a)
BT(0)P(0)B(0) + DT (0)D(0) — Z(0) <0 (2.72b)
trace(Z(0)) <~ (2.72¢)

Le probleme d’optimisation swivant, pour lequel W(0) € SZHP(FD et Z(0) € SPV, conduit également & Ve :

Duale : Ve = reneaéi W(g?g(a)
U)W (0)ET (0) — W(0) + B(0)BT(9) <0 (2.73a)
cOW(H)ET(0) +D(O)DT(0) — Z(8) <0 (2.73b)
trace(Z(0)) < v (2.73¢)

Remarque. Dans le cas temps-invariant, il est bien connu que les conditions d’analyse Ho du modéle primal
obtenues via le grammien d’observabilité partagent la méme formulation que les conditions d’analyse du mo-
déle dual s’appuyant sur le grammien de commandabilité. Stricto sensu, cette correspondance n’existe pas ici
puisque les modeéles Ty, et T9, n’entretiennent pas entre-eux la relation classique des modéles d’état duaux
temps-invariant. Les deur conditions d’analyse Ho du théoréme 17 sont cependant équivalentes, méme si elles
n’adoptent pas la méme formulation.

Dans le méme esprit, la ressemblance de (2.66) et (2.67) avec les conditions d’analyse classiques des modéles
temps-invariant pourrait laisser croire que VU est la matrice transposée de \iloo. Cette fois encore, cette corres-
pondance directe n’existe pas puisque I' n’a pas été directement dérivé de Ty, mais de T'¢ par lintermédiaire
de Egl. o

2.6.3 Analyse par le modéle descripteur

Suivant le fil conducteur annoncé au début de cette section, il s’agit maintenant d’adapter ces conditions &
I’analyse du lifting descripteur. A cette fin, les conditions primales précédentes sont préalablement reformulées
en utilisant les signaux de I',,,. Pour éviter la redondance, ’équivalent de ce résultat pour le modéle duale est
relégué dans ’annexe E.
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Lemme 19 (Conditions primales utilisant les signaux). Les conditions primales de stabilité robuste et des
probléemes Ho et Hoo peuvent étre réécrites de la fagon swivante :
— (2.66) est équivalente a

T -
Ng+1 P 0 |:T]q+1:| [nq-H] —
<0 telleque |—-1 ¥ =0 2.74
N R e
- (2.70) est équivalente &
T -
Ng+1 P TMg+1 Ng+1
g —-P g -1 ¢ B 0 ng | _
i, Culox i, <0 telle que [ ¢ ® —1| |y |~ 0 (2.75)
Zq IpN | Zq Zq
- (2.72a) et (2.72b) sont équivalentes &
T - - - — -
Ng+1 P Ng+1 —1 U B 0 7 | Mg+1
'la -r a1 <0 telle que 0 ¢ ® —1|| "7 | =0 (276a)
g Omn a 0o 0o 1 of]|"
2q In] | % - L A
T R - - -
Ng+1 P Ng+1 7 U B 0] Ng+1
'la Ont Tl <0 telleque |0 ¢ ® —1|| ™ | =0 (2.76h)
e — e 0o 1 0 of]|"
Zq In] [ % | - L %q

Démonstration. L’application du lemme d’élimination suffit & prouver que les conditions (2.74), (2.75), (2.76a)
et (2.76b) sont équivalentes & (2.66), (2.70), (2.72a) et (2.72b) respectivement en remarquant que

v B
v 1% B 0]|1 0
-1 ‘I’]M:O’ {0 ¢ o -1flo 1|~°
¢ D
1w s 0]y 1w s o]y
0 ¢ o -1 |sf=0 |0 ¢ o -1f|][=0
0o 01 of|q 0o 10 of|g

O

En s’appuyant sur la correspondance entre les signaux des liftings donnée par les propositions 5 et 11, ces
nouveaux énoncés autorisent la reformulation des conditions d’analyse faisant apparaitre les matrices des liftings
descripteurs I, et T'9. Seules les preuves pour les conditions primales sont données dans cette section. Le lecteur
intéressé par les démonstrations des conditions duales pourra se référer a I’annexe E.

Théoréme 18 (Stabilité robuste : conditions descripteur). Chacune des deuz conditions suivantes est nécessaire
et suffisante pour prouver la stabilité robuste du modéle périodique X :

Primale : 3P(0) € ST, 3F(0) € R*N+D>nN . _x(P(9)) + He{F(0) [£(0) A(0)]} <0 (2.77)
Duale : 3JW(9) € SV, 3F(9) € RMV>*»INFD . X (W (9)) + He { [?((g))] f(e)} <0 (2.78)

ot lopérateur X (P) € RN est défini comme suit

X(P)y=T1T {_f g] T = [‘f OSN} + [OTZ)N g} (2.79)

Démonstration. La matrice T étant de rang plein en colonne, la condition (2.74) peut étre réécrite sous la forme
suivante :

i T" Fg _OP] Tig <0 telleque [£ A]2,=0

Puis, X(P) est introduite et le lemme d’élimination est utilisé pour obtenir (2.77). La preuve de la condition
duale, trés similaire, est disponible dans ’annexe E. O]
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Théoréme 19 (Ho : conditions descripteur). La solution vy. du probléme d’analyse Hoo est solution du
probleme d’optimisation suivant, pour lequel P(0) € S™ et F(0) € RMNFDFmN)xnN -,

Primale : Vwe — mMax min v
00 P(),F(0)

Sous Cf(e)
+8q{ [T (0) | b +He {F(0)[£0) A®B) B@®)]} =<0 (2.80)
DT (9)

Le probléeme d’optimisation suivant, pour lequel W(0) € Sin(l*l) et F() € RMNx(nWN+D+p(N+I=1)) © conduit
également G Vi :

Duale : Vye = mMax min v
06 W(9),7(8)
sous .
On(ltl)XmN /}(9)
Xd(W(Q), —vi1,n)+Sq Op(llfi)esz + He (i((eg)) F@) <0 (2.81)
D(0) C1(6)

ot l'opérateur X (W, Z) est défini pour W € SMTPU=1) et 7 € SPN par

Wy 0 Wy 0 O,nN 0 0 0

-W 0 0
0 0 0 0 0o W 0o W
d _ d\T d __ nN 1 2
XYW, Z) = (T g V(I]/ 7(31 T = Wl 0 -Ws 0 + 0 0 On 0 (2.82)
0 0 0 Z o Wi o0 Ws
— Wy Ws nl g p(l—1)
avecW—[WQT W3],W1€S et W3 €8 .
Démonstration. Comme pour le probléme de stabilité robuste, (2.75) est d’abord reformulée en s’appuyant sur
(2.25)
T [ [P O ] N g
Zq T [ S| T Zq AT A [5 A] B 0 A
[wq] 0 —-P i qu + 2,24 <0 telle que € ] D -1 Wq| = 0

q

avant d’introduire X'(P), définie par (2.79). La substitution de I’expression de £, donne ensuite

L:ZT <[_X(P) _VJ +Sq{[§;”> [i‘j <0 telleque [[€ A] B] Liﬂ -0

qui conduit & (2.80) en appliquant le lemme d’élimination. Une preuve alternative de ce résultat est disponible
dans ’annexe E. La preuve de la condition duale est disponible dans I'annexe E. O

Théoréme 20 (H; : conditions descripteur). La solution vwe du probléme d’analyse Ho est solution du probléme
d’optimisation suivant, pour lequel P(0) € St et Fy(0) € RrN+DxnN = 1y (9) € RMFMINXAN o 7(g) € S™N

Primale '+ ywe = beo P(G),fl(g)l,i;lg(e),Z(G)Py
_X(P(0)) + Sq{ [gggzg] } CHe {Fi(0) [E6) A®)]) <0 (2.83a)
Z(P(0), 2(0)) + Sq{ {1671?((?)} } He {Fa(0) [£(6) BO)]} <0 (2.83D)
trace(Z(0)) <y (2.83¢)

Le probleme d’optimisation suivant, pour lequel W(0) € S?_Hp(l_l), Fi() € RPNx(W+D+p-1)) - F)(9) €
RN X ()N ot 7(9) € SPN | conduit également d Ve -

Duale : ~ge = i
UG e =S w0). 71 (0)Fa(0).2(0) |
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sous

1 T 1 On(l—ul)me "{1(9)
[ "<N+l>0+p<l—1>] xX4w(8), 0) { "(N“)OW—D} +Sq B(6) +He{ [ £(0) | Fi(0) p < 0(2.84a)

0p(l—1)><mN CQ(@)

Nxn Inn] B(O °(0
24 (6), 2(0)) + Sq{ {[0 Nx ﬁ(Q)N} B( )] } + He{ cgl((e))} fg(a)} < 0(2.84b)
trace(Z) < v (2.84c)

ot les opérateurs Z(P, Z) et Z4(W, Z) sont définis par
1nN r P 0 1nN
Z(Pa Z) = OnixnN 0 O OnixnN € S(n+m)N (285)
T
0nl><nN 0 OannN 0
d I,N 0 dNT e A d I,N 0 (n+p)N

2Z4W, Z) = (T%) 0 wWooo|T e SN (2.86)

Op(l—l)an 0 0 0 -7 Op(l—l)an 0

0 1,y 0 1,n

Démonstration. La condition Hs est obtenue en suivant la méme démarche : I'utilisation de (2.25) permet de
réécrire (2.76a) :

P o & Al B 07 [,
aa T [ 0 _ P} Tiq+21 20 <0 telleque |[[C1 Co] D —1| [dg| =0
0 1 0] |2

qui peut étre simplifiée de la fagon suivante :

1T [P0 . ATa € Al 0] [z] _
z, T [0 _p Tiq+ 2,24 <0 telle que [01 Cg] 1] |5, =0

Ceci conduit a (2.83a), aprés substitution de 2, par son expression et utilisation du lemme d’élimination.
De méme, en s’appuyant sur (2.25), (2.76b) est reformulée comme suit :

17 [ [P O . € A B 0] [z,
{ajq} T {O 0] r o Fq} + 73;[1211 <0 telle que Ci Cof D —1f |w,| =0 (2.87)
Y 0 —z| W 0 1] 0 o] |z

On remarque que les derniers nl éléments de £, sont nuls si bien que 'on peut écrire :
. 1 .
iy = [ T(L)N} [1nN 0] Zq

ce qui permet de simplifier (2.87) :

sl T[] [ [5] o] fron e <o

Wq 0 7 Wq .
$B o [1”NAO} g
telle que D -1 Wy =0
1D = .

A nouveau, le remplacement de Z, par son expression ainsi que I’emploi du lemme d’élimination conduit a
(2.83b). La preuve de la condition duale est disponible dans ’annexe E. O

2.6.4 Conditions d’analyse robuste sous forme LMI

Les matrices du modéle ¥.; apparaissant linéairement dans les derniéres conditions présentées, la relaxation
utilisée dans le chapitre 1 peut & nouveau étre mise en oeuvre : P(6), W(0) et Z(6) sont choisies comme des
fonctions polytopiques de 0 et les matrices des variables de relaxation, & savoir F, F; et Fa, sont contraintes &
ne pas dépendre de 6. L’invocation de 'argument de convexité traditionnel (voir la preuve du théoréme 7 du
chapitre 1) permet alors de n’évaluer les conditions obtenues que sur les sommets du polytope auquel appartient

6.
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Théoréme 21 (Stabilité robuste [Trégouét et al., 2012b]). Chacun des deux jeuzr suivants de conditions
constitue une condition suffisante de stabilité du modéle périodique ¥ :

Primale : 3F € R"WVHDXMN telle que Vi € {1--- L}, 3P e st —X(PU) + He{F (el A} <0 (2.88)

) . lil
Duale : 3F € R™WX™MN+D telle que Vi € {1--- L}, 3wl e st x (Wl + He { [?m} F} < 0(2.89)

ot Dopérateur X (P) est défini par (2.79).

Théoréme 22 (H - [Trégouét et al., 2012al). La solution vy du probléme SDP suivant, pour lequel Pl ¢ g™
et F € ROWNADFmNIXnN = oot yun coit garanti du probleme d’analyse Hoo, ¢’est-a-dire vye < Vg :

Primale : vy = min v
PULF
sous les contraintes suivantes, pour i € {1--- L},
) C[i])T
— (] L . , .
A0 Ve ey | e {Fle A8 8]y <0 (2.90)

La solution v? du probleme SDP suivant, pour lequel Wi sniHrl=b o4 F e RANX((N+D)+p(N+H-1)) - ogt yup,
g +
autre coit garanti du probléeme d’analyse Hoo :

Duale : v¢ = min v
Wil F

sous les contraintes suivantes, pour tout i € {1---L},

On(l—l)XmN "{Ul]
X4wl —v1,5) + S Bh +H e Fp =<0 (2.91)
y, —V e S .
PN d Op(lfl)XmN Cg]
Dl K
1

Les opérateurs X (P) et X%(P,Z) sont respectivement définis par (2.79) et (2.82).

Théoréme 23 (H, - [Trégouét et al., 2012c¢|). La solution v, du probléme SDP suivant, pour lequel Pl ¢ Sil,
Fi € RrNADxnN - F, e Rntm)NxnN oy 7] ¢ §SMN o5t un cott garanti du probleme d’analyse Ho, ¢’est-a-dire

Vwe S Ve -
Primale : ~, = min ¥
PULFy, Fo, 211

sous les contraintes suivantes, pour tout i € {1---L},

[
_x (P 4 5q { [Egh;; } +He {F [el] A} <0 (2.92a)
Z(PW, 21 + Sq{ [5;;%]@?] } +He {7, [ BU]} <0 (2.92b)
trace(Zl') < ~ (2.92¢)

La solution 'yg du probléme SDP suivant, pour lequel Wl e Sﬁ“p(l_l), Fp € ReNx(N+)+p(-1) = F, <
RNX (4PN ot 711 € SPN est un autre codt garanti du probleme d’analyse Ho :

Duale : ’yg: min
WL Fy, Fo,Z 0]
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sous les contraintes suivantes, pour tout i € {1---L},

1 T ] 1 On(lfvl)XmN '{l[l]

[ ”<N+%+P<“>} x4wll o) [ n(m%ﬂ,al)} +Sq Je{d +He{ |EW| Fi 3 <0 (2.93a)
op(lfl)XmN ég]

&l

. 31
Z4whl zy 4+ Sq{ [[O"NX" v[j"N] B } } + He{
1

trace(Z11) <y (2.93c)

Les opérateurs Z4(P, Z) et X4(P,Z) sont respectivement définis par (2.85) et (2.86).

Démonstration. Le complément de Schur permet de transformer les inégalités du théoréme 22 et du théoréme 23
de facon a faire apparaitre linéairement les matrices C[9 et DI pour les versions primales et Bl et DI dans le
cas dual. La combinaison convexe des conditions ainsi obtenues conduit aux conditions d’analyse du théoréme 19
et du théoréeme 20.

Finalement, les inégalités vye < vg, Ve < ug, Ywe < Vg €6 Ywe < 'yg proviennent de la sous-optimalité des
problémes, dont l'origine provient de la contrainte pour F, F; et Fy d’étre indépendantes de 6. O

Les résultats existant dans la littérature sont retrouvés comme des cas particuliers puisque ce chapitre
généralise les approches considérées ultérieurement. Ainsi, lorsque [ = 1, on vérifiera que les conditions d’analyse
de stabilité et de performance H, correspondent littéralement aux résultats proposés dans [Ebihara et al., 2011].
De méme, si l = N — 1, on retrouve exactement la condition d’analyse de stabilité donnée dans [Trégouét et al.,
2011a]. On notera finalement que la condition d’analyse Hy pour [ = 1 est formulée différemment dans [Ebihara,
2012]. Tl semble cependant qu’il ne s’agisse que d’une reformulation.

2.7 Synthése de lois de commande périodiques & mémoire

Les théorémes 21, 22 et 23 peuvent étre considérés comme ’aboutissement de I’étude des systémes périodiques
polynomiaux & ordre variant menée dans les sections précédentes. Comme énoncé auparavant, l'usage de lois
de commande périodiques & mémoire conduit & des équations en boucle fermée appartenant a cette classe de
modéle.

On rappelle également que toute loi de commande périodique & mémoire (2.1) peut étre assimilée & un
PFMC structuré. La sous-section suivante traite donc de la synthése des correcteurs (2.1) dans le cas général.
Le cas particulier du PFMC non structuré est abordé par la suite.

2.7.1 Cas général correspondant aux PFMC structurés

Comme dans le chapitre 1, les théorémes de synthése sont établis en ré-introduisant les matrices du modéle
en boucle ouverte ¥ dans les conditions d’analyse duales. Dans cet esprit, on décompose A, £, Co et C; pour
chacun des deux exemples :

o Ao Ain [ AL 0 B, O
ﬁ/L -1 Aop -1 AY 0 Bu.o
Ex.1 £ = 0 -1 = 0 -1 + 0 0 [ Kio Kia }
Cy 0 Koo
G Cio Cia coloo )
0 Coo L 0 Cg 0 Dy
[ Ao Ais ] [0 0 7 [ B, O 0 0
A1 Ao 0 0 0 Bwo O 0
X Ao A AL 0 0 0 B, O
A | [ oo me | [
Ex.2: == 0 -1 |= 0 -1 |4 0 0 0 0 KO,l Ko,Q
L Ciy, Cis 0 0 Dau 0O 0 0 o0
G 00)1 0072 0 0 0 Do 0 0 0.0
Ciop Cig cT 0 0 0 D, 0
L O Co,o | L O Cgl ] L O 0 0 Do |
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puis dans le cas général

SRR

£ gol Bol o

v = + | < K 2.94
CVQ Op(l—vl)XnN ?ZZQ ( )
¢ ey 2

Les matrices Aol c Rnlan’ gol c [RnNXnN7 Cui)l c RPNXHN7 [éle c ]Rnl><mu(N+l—1)7 lel c Ranmu,(N-&-l—l)’
Db € RPU=Dxmu(NH=1) of Dot ¢ RPN Xxmu(N+H=1) gont telles que

o 0 o o

ot 0,1, N] n(l=1)xnN |:Bol] { V(Bur) } 9 Dol

o — nixn R Aol ) “u2| u , Col =R Ool , Tu2| v Du
|:50l:| |: —1,N + 0 (X kN) Bgll 0n><mu(N+l—1) 1 ( k ) ( k)

ol les opérateurs R et V sont définis comme suit

R(Xy) = diag{Xn ¢, -, Xo, Xn_1," - XN_ry1} (2.95)
V(Xy) = diag{ly41 ® diag{Xn_1, -+, Xo}, Xn-1, -+, Xn—pi1} (2.96)
Selon cette définition, la matrice K est donc composée des gains Ky, ; du correcteur périodique (2.5) :
Ky+1
K= : (2.97)
K1
Omurxn(NfrJrl) K:O,O
avec Koo € RMu(r=1xn(r=1) ot pour j = {1,--- ,b+ 1}, K; € R™«N>*"N décries par
[Kn—1r—1- KEncin—2 Kn_1inv—1 KNn_1,N4r—2]
Kn_1o-+ -+ Kn-i1r-2 : : : :
Koo = Opxn - : Ky = Kn_ro : : : (2.98)
. S, S, : Oman ° . . .
Oman . Oman KN—T+1,0 Kl,() : :
L Om“ Xn Omuxn KO,O T KO,’I”*l
Ky _1,G-1)Ntr—1" " KN-1jN+r—2
Ko -oyntr Ko G-1)N+r—1

Comme il a été expliqué dans le premier chapitre, la substitution de ces nouvelles expressions dans les
conditions d’analyse duales donne naissance & des termes bilinéaires détruisant la convexité du probléme d’op-
timisation associé. Cette fois encore, la difficulté peut étre contournée en mettant en ceuvre un changement de
variables pour lequel la structuration des matrices contenant les variables de relaxation est une étape préalable.
A cette fin, on introduit le lemme suivant.

Lemme 20. Si une (au moins) des propositions suivantes est vérifiée alors la matrice G € R*™NX"N est inver-
stble.

1. il existe une matrice F = [OnNan Q} satisfaisant la condition (2.78),

2. il existe une matrice F = [ g
3. il existe une matrice F1 = [Oannl g OnNXp(l,l)] satisfaisant la condition (2.84a) et une matrice

Fo = [g OnNXpN] satisfaisant la condition (2.84b).

0., N xnl 0nN><p(N+lfl)] satisfaisant la condition (2.81),

Démonstration. Soit la matrice H de rang plein en colonne définie par
HT = [Oannl ]-nN]

En remplacant F donnée par la premiére proposition dans (2.78), la multiplication de 'inégalité ainsi obtenue
par HT a gauche et par H a droite donne

Hr [OgN g} #+Te{ég) <0
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On remarque que HTdiag{0,x,P}H = 0, ce qui prouve que He{f:'g} < 0 et permet d’affirmer que G est
inversible.

Similairement, aprés avoir remplacé F dans (2.81) par son expression issue de la seconde proposition, la
multiplication de I'inégalité résultante a gauche par [H T 0,nx o N+l—1)} et a droite par la transposée de cette
méme matrice conduit & I’expression suivante :

HT [OBN Ig’} H+8a{[0unsn Lan] B} + He{G} <0 (2.100)
1
A nouveau, en remarquant que H Tdiag{OnN, Py }YH 4 Sqf [0 1, N] é} > 0, le méme raisonnement que précé-
demment permet d’affirmer que la matrice G est une matrice non singuliére.
En traitant la troisiéme proposition de maniére identique, chacune des conditions (2.84b) et (2.84b) conduisent
a Pinégalité (2.100), ce qui prouve donc que dans ce cas G est également inversible. O

Dans le cas de la condition duale de stabilité, cette nouvelle expression de F réécrit le terme bilinéaire KF
sous la forme [0 Jv)} avec )7 = /ég . Si le lemme précédent assure I'absence de singularité dans le calcul de YG 1,
il n’est cependant que la premiére étape vers la garantie de reconstruction des gains du controleur. En effet,
pour que le résultat ainsi obtenu puisse étre considéré comme la matrice Ié, il est nécessaire que les structures
de YG~! et de K coincident. Or, comme indiqué dans la sous-section 2.2.2, la loi de commande (2.1), définie par
une séquence «y, arbitraire, correspond & un PFMC structuré. Par conséquent, dans le cas général, la définition
de K, donnée par (2.97) pour le cas particulier des PFMC non structurés, doit étre adaptée, ce qui conduit a
une matrice trés structurée. C’est la raison pour laquelle G est choisie diagonale par blocs

g= diag{G’N_l, cee ,Go} avec Gj e R™*" (2101)

de sorte que Y = KG hérite de la structure de K. Dans le cas des deux exemples traités dans ce chapitre, la
matrice ) est donnée par les équations suivantes.

Yio Yigs

w1 Yia oo [ You Yoo
Ex1: Y= { 0 Yool Ex2: Y= Yio Yia
0 Yoo

Les autres conditions d’analyse sont traitées de la méme fagon, donnant ainsi lieu aux théorémes suivants.

Théoréme 24 (Stabilisation robuste - [Trégouét et al., 2012b]). Sl existe G € R"NXnN - donnée par (2.101),
et Y € Rmu(NH=1xnN = definie conformément a la structure de K choisie, telles que la condition suivante soit
satisfaite quel que soit i € {1--- L},

[ - qnl 1] Aerlil B
I est: x(WH) + He gontil | 9T | gonta V| [Onnxm Inn]p <0 (2.102)
ul

alors le correcteur, dont les gains sont calculés via (2.103), est une solution au probléme de stabilisation robuste.

K=yG"! (2.103)

Théoréme 25 (H, - Synthese [Trégouét et al., 2012a]). Le probleme SDP suivant, pour lequel G € RN xnN
est donnée par (2.101), Y € R™uNH=Dx2N oot définie conformément o la structure de K choisie et Wl €
Sil"l‘p(l_l) .

s .

Vg = min v
wh.g,y
sous les contraintes suivantes, pour tout i € {1--- L},
On(i—1)xmN Aerli Bzgi
. Bl Eorli] B .

XAWH, —v1,n)+S + He + | oul
( pN) d Op(l—ul)XmN Op(l—l)lan g DZ:;M y (2104)

’DM Cvfp[l] ,Z‘jop[i]

ul

[0nNscnt Inn Opnxp(Nti-1)] } <0
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conduit & un codt garanti du probléeme de synthése Hoo. Les gains du correcteur sont reconstruits via (2.103)

et le critere d’optimisation vg est un codt garanti en boucle fermée tel que vg > l/g > Vwe-

Théoréme 26 (H, - Synthése [Trégouét et al., 2012¢|). Le probléme SDP suivant, pour lequel G € RN xnN
est donnée par (2.101), Y € RruNH-DxnN oo définie conformément a la structure de K choisie, Wl ¢
S o 7] € PN
Vg = min oy
wli g, y,zli

sous les contraintes suivantes, pour tout i € {1---L},

1 T 1 n(l 1) xmN
|: n(N+lZ)+p(l—1):| Xd(Wm, 0) |: n(N+l)0+P(l—1):| + Sq [z]
I—1)xmN
Jowlil gzl Opti== (2.105a)
u - .
+He gop[i] g + [;,211)[1] y [OnNan 1nN 0nN><p l— 1
Op(1-1)xnN il
dilil 7l (0N xn 1nN]
Zawnw z )—|—Sq{{ Bl
o e (2.105b)
+He Cvi;p[l] G+ ,Z\jqézl,m y) [lnN OnNXpN =<0
trace(Z0) < (2.105c¢)

conduit & un codt garanti du probléme de synthése Ho. Les gains du correcteur sont reconstruits via (2.103) et
le critere d’optimisation 7y, est un codt garanti en boucle fermée tel que 5 > ’yg > Ywe-

Naturellement, de telles manipulations s’accompagnent d’un accroissement du conservatisme par rapport a
la condition d’analyse : il peut en effet exister des matrices F, F; et Fo n’ayant pas la structure requise mais
satisfaisant les inégalités d’analyse. C’est la raison pour laquelle v > I/g et v > fyg.

Remarque. La conception du correcteur (2.1) pour un choiz ay quelconque correspond donc a un probléme
particulier de synthése de correcteur structuré pour lequel il n’existe pas de conditions converes nécessaires et
suffisantes dans le cas général. Si le choix consistant & structurer les matrices de relaxation ajoute du conser-
vatisme, on notera toutefois qu’il ne remet pas en cause la nécessité puisque les conditions d’analyse duales
n’étaient déja que suffisantes. )

2.7.2 Cas des PFMC non structurés

Considérons l’ensemble des lois de commande (2.1) pouvant étre vues comme des PFMC structurés d’ordre
i =1—1, ot I donné par (2.4) est fonction de la séquence ay,. Dans cet ensemble, moins le PFMC sera structuré,
moins la matrice K est creuse et donc plus ) contient de variables. Le correcteur PFMC (plein) d’ordre & conduit
donc & des conditions de synthése dont le conservatisme ne peut étre plus faible que celui obtenu pour les autres
controleurs de cet ensemble. On retrouve ici la remarque faite en introduction selon laquelle la structure de
type PFMC offre le plus grand nombre de degrés de liberté pour une connaissance donnée des états passés du
systéme.

D’autre part, tout PEMC (plein) conduit & une matrice K trapézoidale supérieure. Dans ce cas (et dans ce
cas uniquement), G peut etre choisie triangulaire supérieure tout en preservant la garantie de reconstruction de
K. En effet, dans ce cas, Y = KG reste trapézoidale si bien que K et YG1! partage toujours la méme structure.
De cette remarque découle le théoréme suivant.
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Théoréme 27 (Synthése robuste - PFMC). Dans le cas des controleurs de type PFMC
(plein), les théorémes de synthése 24, 25 et 26 s’appliquent avec G triangulaire supérieure

Gyno1po -+ -+ Gn-1nN-1
On - : N nxn
G= . . o GpjeR (2.106)
On o On G(0,0

De plus, les critéres optimisés, notés vy"™ pour le probleme Hoo et v;™ pour le probléme Ho, sont tels que
Vs > uim > vl > e et 5 > ™ > 98 > e

On vérifiera que pour le PFMC 2-périodique d’ordre 0, (2.102) avec G triangulaire correspond & la condition
de synthese robuste du théoréme 13 du chapitre 1, pour laquelle M; = My = M3 = 0. En ce sens, la condition
de stabilité (2.102) généralise le résultat du chapitre 1 puisqu’il s’intéresse au cas N-périodique et a tous les
controleurs de la forme (2.1) mais n’aborde pas la question du choix du modéle auxiliaire que les matrices M;
caractérisent. Il serait donc intéressant de paramétrer les théorémes de synthése de ce chapitre par les matrices
d’un modéle auxiliaire. Cet aspect n’a pas été abordé dans le cadre de cette thése mais il sera 'objet de travaux
futurs.

2.8 Reésultats numériques

Cette section met les conditions d’analyse et de synthése développées dans ce chapitre & I’épreuve d’un
exemple numérique. Elle s’organise en deux sous sections. La premiére présente le calcul des gains de quatre lois
de commande puis analyse des boucles fermées résultantes. La seconde discute de l'influence du choix de 7, le
point de départ de la période, sur les conditions d’analyse relatives & une des quatre boucles fermées précédentes.

2.8.1 Diminution du conservatisme grace au correcteurs & mémoire

Soit le modeéle 3-périodique suivant, provenant de [Farges et al., 2007] avec quelques légéres modifications.

o _|m3—01 2 o |m1—=01 2 o [1—01 2]
A_[ -3 3’A1_ 0.5 O’AQ_ 25 3]

. |1 . . 1 . _10.5(02+ 1)
BO - BUO - |:92:| 9 Bl - Bul - |:_0392 _ 02:| 9 32 - Bu2 - |: 1 ]

Col _ |:_05 - 91 0 :| Col _ |:_91 0:| C,Ol . |:].5 — 91 0 1
- ’ 1 — 217 2

0 -1 0 0 -2
0 —0
Dy =D =Dy = [O} y Dyo = Dy1 = Dyo = {022]

Les deux incertitudes réelles 6; et 02 sont constantes (indépendante du temps) et satisfont |01 < 0.6 et 0 <
0> < 1. De cette définition, il apparait clairement que ce systéme peut étre modélisé par le modéle incertain
polytopique (2.6) avec L, le nombre de sommets du polytope, égal a 4. L’objectif ici est de concevoir des lois
de retour d’état minimisant /g ou /7g, les bornes supérieures des coiits garantis des normes Hoo et Ha
respectivement du modéle en boucle fermée. On précise dés maintenant que 'utilisation des théorémes 25 et 26
conduit a des conditions LMI non faisable si le correcteur considéré est sans mémoire. Ce modéle est donc
soumis & des incertitudes importantes et son asservissement est un probléme difficile. Les commentaires & venir
sont donnés pour le cas Hs mais s’appliquent de la méme fagon pour le colit Hoo.

Plusieurs correcteurs correspondant a des choix différents de la séquence oy, sont congus, en s’appuyant sur
le théoréme 26 et, lorsque la structure de ’asservissement le permet, sur le théoréme 27. On notera que pour
tous les correcteurs retenus, la valeur de r, défini par (2.30), est égale & 1. Pour chacune des boucles fermées
résultantes, les bornes sont calculées grace aux conditions primales et duales. Les résultats sont rassemblés dans
le Tab. 2.3 et Tab. 2.4 ou chaque loi de commande est identifiée par un numéro. L’effort de calcul associé &
chacune des étapes de synthése est évalué en termes de nombre de lignes et de nombre de variables de décisions
des LMI.

Ces résultats montrent que, pour un théoréme de synthése donné et pour une méme valeur de r, 'augmen-
tation des degrés de liberté des lois de commande peut réduire le conservatisme des conditions de synthése bien
qu’il induise un effort de calcul plus important :
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TABLE 2.3 — Résultats d’analyse et de synthése Hs pour différents choix de la séquence ay,

Correcteurs Synthése Analyse (Th. 23)
id. | {ap,a1,az} | Théoréeme | /75 | Nb. lignes | Nb. var. Ve \/d
1 {1,2,3} Th. 27 26.8481 92 133 13.6868 | 12.5817
2 {3,3,3} Th. 26 63.1261 156 335 14.9883 | 13.9183
3 {3,4,5} Th. 26 57.4131 156 341 14.8726 | 13.6674
4 {3,4,5} Th. 27 17.7953 156 353 13.4219 | 11.8480

TABLE 2.4 — Résultats d’analyse et de synthése Ho, pour différents choix de la séquence ay,

Correcteurs Synthese Analyse (Th. 22)
id. | {ag, 1,2} | Théoréme Nz Nb. lignes | Nb. var. N Nz
) {1,2,3} Th. 27 54.5911 64 49 15.9835 | 15.7897
6 {3,3,3} Th. 25 104.4296 128 251 18.9917 | 18.5349
7 {3,4,5} Th. 25 87.8195 128 257 21.5516 | 20.5909
8 {3,4,5} Th. 27 19.0963 128 269 14.7321 | 14.7321

— En considérant leur capacité a réduire \/’Tg , les controleurs congus grace au théoréme 27 peuvent étre
hiérarchisés par 1 < 4 tandis que ceux obtenus au moyen du théoréme 26 vérifient 2 < 3.

— Toutefois, cette remarque n’est plus vraie lorsque différents théorémes de synthése sont utilisés. La valeur
\/7»; obtenue avec le controleur 2 est plus grande que celle avec la loi 1 bien que sa structure soit plus
riche. De plus, de 3 au 4, /75 diminue de 69 pourcents alors que la structure de controle reste la méme
et que l'effort de calcul est sensiblement identique.

— Enfin, on constate que I'écart entre les colits garantis de synthese et d’analyse /73 et /'yg est beaucoup

plus important avec le théoréme 26 qu’avec le théoréme 27.
Ces deux derniéres observations mettent en lumiére le role crucial que joue la structure de G dans la réduction
du conservatisme des conditions de synthése.

Concernant I’analyse robuste, deux cotit garantis sont fournis, a savoir , /7, et 'yg, et sont différents dans le

cas général. On remarque que , /'yg < \/’TE . Il s’agit d’un résultat attendu puisque les conditions de synthése ont

été dérivées de celles d’analyse duale en structurant la matrice F. Ces résultats sont confirmés par la figure 2.4
qui propose une visualisation de la norme Hs de la boucle fermée de 3(0) avec le correcteur 1, grace & un

maillage de I’espace paramétrique 3. On constate que , /e et 4 /'yg sont bien des bornes du cotit garanti /7.

Dans le cas de 'analyse robuste des lois de commande issues de la synthése H o, il est intéressant de remarquer
que la hiérarchie entre les correcteurs peut ne pas étre préservée de 1’étape de synthése a celle d’analyse : de 6

a7, /vg diminue alors que /7 et /z/g augmentent. Si /iy augmente également 4, alors cet exemple montre

que la diminution de la borne \/% ne s’acccompagne pas nécessairement de la réduction du vrai colt /vyc.
Des exemples numériques effectués par ailleurs semble indiquer cependant que ce cas de figure est marginal.
Dans la majorité des cas, la stratégie mise en oeuvre dans ce chapitre (et classique dans la littérature, voir par
exemple [El Ghaoui and Niculescu, 2000]) consistant a réduire la borne \/% sert donc bien I'objectif ultime de

diminuer /Vyec.

2.8.2 Influence du choix de 7

Les résultats d’analyse et de synthése ont été obtenus grace a une utilisation intensive des représentations
liftées. L’usage d’un tel outil requiert implicitement le choix de la valeur de 7, point de de départ des périodes
considérées lors de la construction des vecteurs étendus d’entrée/sortie. Dans le cas général, le vecteur w, est

s A T N . .
paramétré par 7 de tel sorte que @7 = [Wiyin_ 14, - Weny.] . Jusqu'a présent, ce chapitre ne s'est

intéressé qu’au cas particulier o 7 = 0 puisqu’une ré-indexation cyclique permet de prendre en compte les

3. On note que, pour chacun des points du maillage, le calcul de ||2.;(0)]|2 est indépendant de 7.
4. On précise que, formellement, rien ne permet de I'affirmer puisque, dans le cas général, ,/vg et ,/Vg différent du vrai coit

Vwe-
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I (@)]l2

® V7w
- — -min; /g

——min, /7

02 0 0,

FIGURE 2.4 — Norme Hs de la boucle fermée de 3(6) avec le correcteur 1

autres cas. En effet, si 'on nomme X7, le modéle périodique dérivé de X, via un décalage positif des indices de
ces matrices de 7, c’est-a-dire A;j = Ak4r(mod N),j> Bi, = Brtr(mod N), €tc, alors I'application des théorémes
précédents & X7, est équivalent & considérer X, avec 7 # 0. L’influence de cette manipulation sur le conservatisme
des conditions d’analyse robuste est maintenant analysée sur la boucle fermée impliquant le controleur 1 dont
les gains ont été obtenus précédemment.

TABLE 2.5 — Influence de 7 sur les résultats d’analyse Hoo (Th. 22) et Ha (Th. 23)

| | | v |
0 | 18.1120 | 17.7016 | 13.6868 | 12.5817
1| 18.1120 | 17.6746 | 13.9512 | 12.5177
2 | 18.1120 | 17.6746 | 14.2759 | 12.5310

Les résultats sont rassemblés dans le Tab. 2.5.
— Ils confirment que dans le cas général 7 peut avoir une influence sur le conservatisme des conditions
d’analyse puisque les bornes supérieures ne sont pas toujours les mémes.
— On remarque également que ce paramétre n’affecte pas les cotits primaux et duaux et de la méme fagon
puisque, dans le cas Hy, 7 = 1 est meilleur que 7 = 0 pour \/7;1 mais pas pour ,/7g.
Les mémes conclusions s’appliquent dans le cas de 'analyse H., méme si, pour cet exemple particulier, 7 semble
ne pas avoir d’influence sur /75 et ne modifie \/VE que dans certain cas.

Ainsi, le choix de 7 peut étre vu comme un moyen d’affiner les résultats d’analyse en ne retenant que
le minimum des cofits primaux et duaux obtenus par variation de ce paramétre. Evidemment, une approche
procédure donnant a priori la valeur de 7 conduisant au cotit le plus faible est souhaitable, bien qu’elle semble
difficile a concevoir.

2.9 Conclusions

Ce chapitre a permis d’obtenir des conditions de synthése robuste sous forme SDP pour les correcteurs
périodiques & mémoire possédant une structure arbitraire. Les problémes de stabilité et de performance Hs et
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Hoo ont été traités.

Il a été démontré qu’une telle loi de commande conduit & un modéle en boucle fermée sous forme polynomiale
en ¢ d’ordre variant. Pour cette raison, ce type de modéle a fait ’'objet d’une attention particuliére. Ce chapitre a
montré qu’il admet plusieurs reformulations invariantes dans le temps pouvant étre liées les unes aux autres par
des relations sur les signaux ou sur les matrices. Ces liens ont permis d’obtenir des conditions d’analyses SDP
applicable & n’importe quel modéle polynomial périodique d’ordre variant, et donc en particulier & la boucle
fermée résultant de 'utilisation d’un correcteur périodique & mémoire. Le modéle dual de ce type a également
été établi en s’efforcant de préserver la dimension originelle. Ce résultat a permis de dériver des conditions
d’analyse duales a partir desquelles des théorémes de synthése ont pi étre obtenus.

Les résultats numériques ont montré ’existence de modéles pour lesquels les théorémes de synthése échouent
si les correcteurs considérés sont sans mémoire. De plus, il a été prouvé que 'augmentation de la taille de la
mémoire des correcteurs pouvait diminuer le conservatisme des conditions de synthése sans augmenter de fagcon
significative l'effort de calcul nécessaire a la synthése. Des phénoménes plus surprenant ont également été mis
en évidence : certains correcteurs a la structure particuliére, les PFMC, peuvent réduire le conservatisme de
synthése correspondant a d’autres lois de commande & mémoire possédant pourtant plus de degrés de liberté.
Cette apparente contradiction provient du fait que la structure de ces correcteurs a permis de les doter de
conditions de synthése particuliérement efficaces. L’origine de cette particularité est une question ouverte : le
statut des PFMC provient-il des qualités intrinséques a la structure méme de ces correcteurs ou est-il lié a la
méthode employée dans ce chapitre (techniques LMI s’appuyant sur des modéles liftés) ? En d’autres termes,
l'utilisation d’une autre méthode d’analyse robuste conduirait-elle vers des conditions de synthése robuste pour
lesquelles les PFMC jouent un roéle particulier ?

La sous-section 2.2.2 a montré que cette classe de controleurs offre le maximum de degrés de liberté (sous la
contrainte de causalité) pour une connaissance donnée des états du systéme précédant le début de la période.
Cette constatation souligne les qualités des PFMC dans le cadre d’une analyse traitant la dynamique de X
période par période. Une telle remarque suggére que toute condition de synthése basée sur une technique d’ana-
lyse s’appuyant sur des représentations liftées devraient accorder aux PFMC un role particulier. En revanche,
si d’autres techniques sont employées, rien n’indique que ces controleurs conserveront un intérét particulier.
D’ailleurs, les exemples numériques présentés dans la suite de ce chapitre montre qu’il existe des systémes pour
lesquelles un PEFMC d’ordre k est meilleur qu'un PFIRC d’ordre k.

Les exemples numériques de ce chapitre accentuent cette impression en montrant qu’il existe certains modéles
pour lesquels le PFMC suivant

Ugq = Ko, 0T24
Uq+1 = Kio0z2q11+ Ki1794
Ugg+2 = Ko oTogro+ Koi1Togri+ Kopoxag

conduit & des conditions de synthése moins conservatives que le PFIRC défini comme suit :

Ugq = Koozroqt+ Ko1T2q-1 + Ko 2724-2
Uq+1 = Ky o0z2q11+ Ki17z2q+ Ki2Tog1
Ug+2 = Ko oTogro+ KoiTogr1+ Kooz

Ce résultat est inexplicable si 'on s’en tient & la structure des controleurs puisque ce PFIRC englobe
évidemment le PFMC. Il semble indiquer au contraire que la qualité des contrdleurs obtenus est parfois plus
liée & la méthode de synthése qu’a leur structure.

Ce chapitre confirme les potentialités des correcteurs périodiques & mémoire. Pour aller plus loin dans le
développement des outils leur étant destinés, il serait intéressant d’étudier le probléme de synthése multi-
objectif Ho/Hoo dans ce cadre. Le traitement des incertitudes bornées en norme est également une piste de
travail intéressante du point de vue des applications industrielles. La seconde partie de cette thése en donne
une illustration en mettant en ceuvre des techniques de commande périodique pour le controle d’attitude de
satellites.

Contributions principales :
Nouveaux outils de synthése et d’analyse pour les lois de commande & mémoire périodiques & temps-discret
considérant la stabilisation et la performance Ho et Hoo [Trégouét et al., 2011a, 2012a,b,c|
Contributions complémentaires :
— nouveaux outils d’analyse robuste pour les modéles périodiques, polynomiaux et polytopiques (sec-
tion 2.6) ;
— nouveau regard sur la dualité des systémes périodiques polynomiaux (section 2.5).
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Chapitre 3

Modélisation du mouvement d’attitude de
satellites équipés de roues a réaction et de
magnéto-coupleurs

3.1 Introduction

Ce chapitre amorce la seconde partie de cette thése consacrée au controle d’orientation de satellite. La
section 3 montre en effet que ce probléme fait intervenir des phénoménes intrinséquement périodiques, du fait
de la rotation du satellite autour de la Terre. Ce chapitre est plus particuliérement dédié a la modélisation
du mouvement du satellite autour de son centre de gravité et de son environnement le long de son orbite. Les
résultats disponibles dans la littérature sur cet aspect du probléme sont en effet trés disparates : différents types
de pointage, d’actionneurs, de modéles de champ magnétique et de perturbations sont considérés. Ce chapitre
vise & établir un cadre unifié pour ces différentes approches.

La section 2 entame ce chapitre par un apercu des concepts de base pour le controle d’attitude de satellite
dont le chapitre 3 détaille les aspects périodiques. La section 4 propose ensuite une étude des équations de
la dynamique et de la cinématique du satellite dans un cadre générique visant a englober les différents cas de
pointages considérés dans la littérature. L’accent est mis en particulier sur la modélisation du champ magnétique
terrestre sur lequel s’appuient les magnéto-coupleurs pour créer un couple de commande. La section 5 donne
ensuite un modéle approché par linéarisation et met au jour les difficultés particuliéres liées & la définition
d’une trajectoire de linéarisation dans ce contexte. Finalement la section 6 extrait de ce cadre général, deux cas
d’études couramment traité dans la littérature et les présente plus en détail.

3.2 Le controle d’attitude

En s’appuyant principalement sur la référence [Courtois, 1998], cette premiére section présente les principes
généraux définissant le fonctionnement d’un systéme de controle d’attitude.

3.2.1 Problématique

L’attitude est définie comme l'orientation du satellite par rapport & un référentiel externe. En l’absence
de controle, elle évolue sous l'effet des couples perturbateurs qui agissent sur le satellite, tout au long de sa
trajectoire orbitale. Ces couples peuvent provenir, soit de I’environnement externe au véhicule, soit de sources
de perturbations internes au satellite.

Le systéme de controle d’attitude se donne pour objectif d’asservir 'attitude du satellite en orientant ses axes
vers les directions requises pour assurer sa mission, malgré les perturbations. Pour cela, le satellite détermine
son attitude grace a des capteurs et fournit un controle via des actionneurs (actifs ou passifs), créateurs de
couples.

91
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3.2.2 Exigences du pointage

Le terme pointage fait référence a ’écart angulaire entre les axes du référentiel lié au satellite et ceux du
référentiel de consigne . Les spécifications du contréle d’attitude peuvent étre paramétrées de la facon suivante :

— direction de pointage (par rapport a la Terre, aux étoiles ou autre) ;

— précision de pointage mesuré;

— stabilité du pointage, caractérisée par la variation maximale de I'attitude au cours d’un intervalle temporel

donné;

— connaissance requise de l'attitude, soit en temps réel et a bord (estimation d’attitude), soit en temps

différé et au sol (restitution d’attitude).
Ces exigences sont imposées par la mission. A titre d’exemple, I’'observation des astres nécessite des visées stables
et précises du ciel, comme dans le cas du satellite Corot, alors que les satellites européens météorologiques de
la famille Meteosat s’accommodent d’un pointage plus grossier en direction de la terre [Courtois, 1998].

De plus, dans le cadre d’une méme mission, on distingue différents modes de controle d’attitude, caractérisés
par un ensemble d’actionneurs et de capteurs, pour lesquels les exigences de pointage peuvent varier consi-
dérablement. Typiquement, les modes que le systéme de contrble d’attitude doit prendre en compte sont les
suivants :

— mode mission : maintien de I’attitude opérationnelle requise pour la mission;

— mode manceuvre : utilisé lors d’une correction nécessaire de ’orbite du satellite ;

— mode de survie : repli autonome du satellite utilisé en cas d’anomalie grave pour satisfaire des besoins

énergétiques et thermiques en attente d’une intervention au sol. Le satellite est alors orienté vers le soleil.
Ce mode peut étre utilisé pour 'acquisition de 'attitude opérationnelle & I'issue de la séparation avec le
lanceur.

3.2.3 Principes du systéme de controle d’attitude

La génération de couples de commande utilisables pour le controle d’attitude s’appuie sur un (ou deux) des

principes suivants [Courtois, 1998, p.37-41,123] :

— stabilisation passive qui exploite ’action des couples perturbateurs au travers d’une structure du satellite
spécifiquement congu dans ce but (gouverne aérodynamique, voiles solaires, utilisation du gradient de
gravité, stabilisation par gyration);

— stabilisation active nécessitant 1'utilisation d’actionneurs consommateurs d’énergie.

Pour faire face & des exigences de pointage de plus en plus fortes, on a recours a la stabilisation active de fagon
plus systématique de fagon & assurer aux satellites la capacité de s’orienter selon plusieurs axes (typiquement
trois). En régle générale, on distingue deux catégories de controle d’attitude actif :

— controéle via un moment cinétique embarqué, réalisé avec une roue cinétique;

— controle 3-axes (roues a réaction, actionneurs gyroscopiques, magnéto-coupleurs et tuyéres).

3.2.4 Cadre de cette étude

Cette étude s’intéresse au controle 3-axes en mode mission de satellites évoluant en orbite basse et inclinée.
Les considérations suivantes précisent le cadre de travail :
— on supposera que le satellite est rigide;
— les problématiques d’estimation seront éludées pour se focaliser sur la fonction de contréle. A tout instant,
on suppose donc que 'attitude du satellite ainsi que sa vitesse angulaire sont parfaitement connues;
— la référence de la direction du pointage restera générique autant que possible.

Remarque. On précise que les actionneurs de moment cinétique embarqué n’appartiennent pas au cadre de
cette étude. Comme les roues a réaction, il s’agit de faire tourner un objet cylindrique autour d’un aze fire par
rapport au satellite. Pourtant, malgré cette similitude, ['usage différencie ces deux types d’actionneurs puisque
les roues a réaction font varier leur vitesse de rotation de maniére a créer un couple sur le satellite alors que
les actionneurs de moment cinétique embarqué tournent & vitesse constante (ou quasi-constante) dans l’objectif
de conférer au satellite une raideur gyroscopique sur deux azes. )

Choix des actionneurs Pour ce type de mission, la configuration d’actionneurs la plus répandue est formée
de roues a réaction et de magnéto-coupleurs. A titre d’exemple, on pourra citer Spot, Jason, Demeter, pour les
missions d’observations de la Terre et de son environnement et Corot et Hubble, pour les missions d’observations
astronomiques.

1. Tous les référentiels utilisés dans le cadre de cette thése sont définis précisément dans ’annexe G.
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Chaque axe du satellite est ainsi équipé d’une ou plusieurs roues dont les vitesses de rotation sont commandées
par des moteurs. L’accélération et la décélération de ces derniéres créent un couple de réactions sur le satellite.
Ce fonctionnement peut étre interprété comme un échange de moment cinétique entre le satellite et les roues
a réaction. La variation de la vitesse de rotation des roues est donc le principe de fonctionnement de ce type
d’actionneurs. Evidemment, il existe une vitesse de saturation au-dela de laquelle les roues ne peuvent tourner
plus rapidement. De plus, certaines vitesses particuliéres doivent étre évitées car elles créent des perturbations
préjudiciables aux pointages : autour de la vitesse nulle les couples de stictions bloquent la roue et il existe
certaines fréquences pour lesquelles la rotation des roues peut entrer en résonance avec la structure mécanique
du satellite. Pour toutes ces raisons, un systéme de commande de la vitesse de rotation des roues doit étre mis
en ceuvre. Les deux objectifs d’asservissement sont donc les suivants :

1. controéle 3-axes;
2. asservissement du moment cinétique des roues.

La qualité de la loi de commande sera donc évaluée grace a la précision, la stabilité du pointage et I’excursion
en vitesse des roues autour de leur vitesse nominale.

Les magnéto-coupleurs générent un moment magnétique dont l'interaction avec le champ magnétique ter-
restre crée un couple. Par nature, ce couple est contraint d’appartenir au plan orthogonal au champ géomagné-
tique tel qu’il est pergu par le satellite. Ces contraintes rendent 1’utilisation de ces actionneurs inappropriée pour
le controle 3-axes précis s’ils sont utilisés seuls. En revanche, ils constituent des équipements intéressants pour
I’asservissement du moment cinétique des roues. Des considérations de coiit, de poids et de fiabilité justifient
I'usage de ce type d’actionneurs. On remarquera cependant que 1'utilisation des magnéto-coupleurs est souvent
restreinte aux satellites en orbites basses, pour lesquelles ’amplitude du champ géomagnétique est suffisante 2.
La suite de ce chapitre montre en effet que "amplitude du champ décroit en 1/73, ot r est la distance entre le
centre de la Terre et le satellite. Ainsi, d’aprés [Sidi, 1997], un magnéto-coupleur créant un moment magnétique
de 100 A.m? perpendiculairement au champ magnétique et a une altitude de 400 km génére un couple maximal
de 2,56.1073 N.m. La méme configuration & une orbite géostationnaire donne un couple de 10,46.10~% N.m.

3.3 Aspects de périodicité dans le controle d’attitude

Du fait de leur rotation autour de la terre, la perception qu’ont les satellites de leur environnement est
intrinsequement périodique. Cet environnement exerce une influence sur le controéle d’attitude par le biais :

— des actionneurs dont le principe de fonctionnement est trés lié a ’environnement ;

— des perturbations environnementales.
Cette section discute de chacun de ces deux cas.

3.3.1 Actionneurs dépendant de ’environnement : exemple des magnéto-coupleurs

Certains actionneurs s’appuient sur I’environnement spatial pour créer un couple de commande. L’exemple
des magnéto-coupleurs est emblématique de ce cas de figure puisque le moment magnétique qu’ils générent se
traduit sous la forme de couple par 'intermédiaire du champ magnétique terrestre. Or, tout au long de son
orbite, le satellite percoit ce champ différemment, méme dans le cas ou son attitude est invariante dans le
référentiel inertiel.

Apres un tour d’orbite, le champ magnétique dans lequel le satellite est immergé est trés similaire a celui
qu’il avait rencontré, une orbite auparavant. On notera toutefois que cette périodicité n’est pas exacte (méme
dans le cas d’une orbite non perturbée) puisque le satellite ne survolent pas exactement le méme point de la
terre & chaque orbite, en raison de la rotation de la terre sur elle-méme. En orbite basse, le satellite tourne
cependant autour de la terre plus rapidement que cette planéte tourne autour de son axe. De ces remarques,
on conclut que le comportement des actionneurs magnétiques est quasi-périodique & la fréquence orbitale3. La
suite de ce chapitre donnera des arguments plus formels pour étayer cette affirmation.

3.3.2 Perturbations environnementales

Comme expliqué précédemment, le satellite est soumis tout au long de sa trajectoire orbitale a des forces
ayant une influence directe sur son attitude. On dresse la liste des perturbations les plus significatives en orbite
basse :

2. Certains travaux récents cherche néanmoins a dépasser cette limite (voir [Desiderio et al., 2009] par exemple).
3. La suite de ce chapitre montre que, selon la direction de pointage, cette fréquence peut étre égale au double de la fréquence
orbitale.
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— couple aérodynamique : ’atmosphére résiduelle que rencontre le satellite sur son orbite est & 1’origine
de forces aérodynamiques se traduisant sous la forme de couples, selon la géométrie du satellite et son
orientation ;

couple de gradient de gravité : tous les points du satellite n’étant pas situés a la méme distance de la terre,
ils subissent des forces d’attraction gravitationnelle différentes. Le centre de gravité (barycentre des forces
de gravité) du satellite ne coincide donc pas avec la centre de masse (barycentre des masses élémentaires).
Cette configuration est a l'origine d’un couple s’exercant sur le satellite ;

pression de radiation solaire : I'impact des photons sur la surface éclairée du satellite se traduit par une
force de pression perturbant 'attitude du satellite ;

couples résiduels magnétiques : U'interaction du moment magnétique, provenant des matériaux et des
boucles de courants du satellite, avec le champ géomagnétique crée une force génératrice d’'un couple. Le
principe physique & l'origine de cette force est le méme que celui utilisé par les magnéto-coupleurs, mais
le moment magnétique conduisant aux couples résiduels est créé involontairement.

En raison du mouvement orbital du satellite, les perturbations extérieures sont modélisées comme une fonc-
tion périodique & la fréquence orbitale du satellite. Dans le cadre de cette thése, on utilise la formulation suivante
des perturbations dans le référentiel inertiel, retenant les deux premiéres harmoniques d’une décomposition si-
nusoidale :

Toz + Tis sin(wo (t)t + (ple) + 1oy sin(2wn(t)t + (pTQI)
TUL (1) = | Toy + Ty sin(wo(t)t + @r1y) + Toy sin (2w, (£t + @r2y) (3.1)
TOz + le sin(wo (t)t + (ple) + TQZ sin(2wn (t)t + (pTQZ)

ol wo(t) fait référence a la composante orthogonale au plan d’orbite du vecteur de vitesse angulaire orbitale.
L’amplitude des composantes continues Ty, = Tp, = Ty, est de l'ordre de 1,0.10~7 N.m, tandis que ||Tii]t Gl

vaut d’environ 4,0.107° N.m. Les valeurs numériques utilisées dans le cadre de cette étude sont fournie par
I’annexe I.

3.4 Modéle non-linéaire

La démarche de modélisation du mouvement d’un corps est classiquement divisée en deux étapes. La pre-
miére s’intéresse a la relation entre le mouvement et sa cause en s’appuyant sur la relation fondamentale de la
dynamique et sur le théoréme du moment cinétique. La seconde se concentre sur la description de la position
et de l'orientation du corps a partir de I’expression de sa vitesse obtenue a ’étape précédente. Les équations
obtenues a l’issue de ces étapes sont nommées respectivement, équations de la dynamique et de la cinématique.

Dans la cadre de cette étude, la dynamique fait référence au lien entre les couples extérieurs et intérieurs
exercés sur le satellite et sa vitesse angulaire. La connaissance exclusive de cette derniére grandeur permet de
connaitre l'orientation instantanée du satellite grace a la cinématique. On note que, dans le cas le plus général,
les équations dynamiques peuvent dépendre de D’attitude. Le satellite considéré étant équipé de trois roues
A réaction et d’'un jeu de magnéto-coupleurs, le modéle recherché peut étre représenté graphiquement par le
schéma proposé par la figure 3.1.

couples de perturbation

consignes *
roues a ] .
réaction > dynamique des vitesse attitude
actionneurs et | angulaire »| cinématique

|
—
consignes .| du satellite
magnéto- o
coupleurs

SATELLITE

FIGURE 3.1 — Schéma du modéle du mouvement d’attitude du satellite

Cette section donne successivement les équations internes & chacun des deux blocs nommés « dynamique
des actionneurs et du satellite »et « cinématique ». Obtenir ’expression du champ géomagnétique pergu par le
satellite fait également 1’objet d’une sous-section puisque cette grandeur est requise pour la modélisation des
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magnéto-coupleurs. Cette démarche se conclut en résumant I’ensemble des équations sous la forme d’un modéle
d’état.

3.4.1 Préliminaires
Vectrices

Cette section fait appel & de multiples référentiels en mouvement les uns par rapport aux autres. Dans ce
contexte, la dérivation des équations dynamiques scalaires nécessite un soin particulier. C’est la raison pour
laquelle, cette étude s’appuie sur un outil mathématique nommeée « vectrice »et correspondant a une matrice
formée par les trois vecteurs d’un triédre orthonormé direct. A titre d’exemple, la vectrice Z 4 associée au
référentiel F 4 est définie comme suit :

A
A
A

Fa=

Ny

L’avantage majeur de cette variable instrumentale est de rétablir, de facon non-ambigué, la distinction entre un

o}

vecteur ¥ et la matrice v[4l de ses composantes scalaires {vg[cA], ,’ULA]} dans le référentiel F 4 :

On a en effet .
7=z, + ULA]gA +oAlzy, = (v[A]> Fp=F ol
Bien que la matrice de composantes vl4] soit fréquemment assimilée au vecteur @ lui-méme, dans ce chapitre le
terme vecteur est exclusivement dédié a I'objet noté v.
On considére maintenant le cas ot F g tourne par rapport a F 4. Le vecteur de vitesse angulaire de Fg par
rapport a F 4 est noté &Wp/4. La cinématique de la vectrice associée au référentiel en mouvement est alors régie
par I’équation

Fp = Wp/a X Fp
grace a laquelle on déduit la relation suivante, applicable & un vecteur ¥ quelconque

5:&B/A><17+13)’[B] avec 13)’[3]:55%1'1[3] (3.2)

Le vecteur 1P correspond donc a la forme vectorielle de la dérivée des composantes de ¢ dans Fg. Il s’agit
du concept bien connu de la dérivée relative qui n’est équivalente a la dérivée classique (ou absolue) que si le
référentiel de référence est inertiel. Autrement dit, dans le cas général, ¥ = 4] si et seulement si F 4 est inertiel.
Cette discussion met en évidence un autre avantage des vectrices : I'usage de (3.2) permet 1’étude d’équations
de la dynamique sous une forme exclusivement vectorielle, et donc indépendante du (ou des) référentiel dans
lequel les relations obtenues seront exprimées.

De plus amples détails sur cette notion sont donnés par annexe F extraite essentiellement de [Hugues, 1986].
Nous croyons que l'inévitable effort nécessaire & ’adoption de cet instrument mathématique est pleinement
justifié par la rigueur et 'absence d’ambiguité du cadre qu’il permet de mettre en place.

Notations

En raison de son objet d’étude, cette section fait appel & de trés nombreuses variables. Plutot que d’en
dresser une liste exhaustive, on donne ici la philosophie de la nomenclature utilisée. Cette derniére se base
principalement sur [Hugues, 1986], avec quelques légéres modifications empruntées a [Courtois, 1998]. Cette
sous-section reprend les explications données au commencement de cette thése.

Selon la discussion précédente, on note Z 4 la vectrice associée & F 4 et formée des vecteurs unitaires @ 4,
a4 et Z4. La notation O4 correspond a l'origine de ce triédre. Le terme vl fait référence a la matrice des
composantes du vecteur ¥ dans F 4 et la lettre v (sans fleche) correspond a 'amplitude de ce vecteur.

Lorsque ces référentiels sont associés & des corps en mouvement, on utilise le style calligraphique pour
nommer ces derniers. Ainsi, A4 est lié & F4. On note h A/0p le moment cinétique de cet objet par rapport a
l'origine du référentiel Fg.
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La rotation du référentiel F' g par rapport & F' 4 est paramétrée par le quaternion gp /4. La matrice de rotation
et le vecteur vitesse angulaire associés sont notés Cg/4 et Wp 4 respectivement. De fagon similaire, le vecteur

Up/a fait référence a la vitesse de translation de Fp par rapport a F 4, c’est-a-dire O Ab B-
Finalement, conformément aux développements précédents, on a recours a la notation ( ) pour désigner la

dérivation temporelle absolue. La dérivation temporelle relative au référentiel Fp est notée ()

Référentiels

L’annexe G fait la liste des référentiels utilisés dans ce chapitre et rappelle leurs définitions. Néanmoins,

pour faciliter la lecture, on présente dés a présent les plus essentiels d’entre eux.

— Fy : Porigine de ce référentiel est situé au centre de la Terre et ses axes sont tels que : z7 est aligné avec
I'axe de rotation de la Terre et dirigé vers le pole Nord géographique, 1 est dirigé vers le soleil pendant
I’équinoxe vernal et 4; compléte le triedre orthogonal direct ;

— Fg : Dorigine et les axes de ce référentiel correspondent au centre de masse et aux axes principaux du
satellite complet (corps central plus actionneurs). Ce référentiel est donc fixe par rapport au satellite.

On précise également le cadre de I’étude grace a I’hypothése suivante.

Hypothése 1. Le référentiel F est inertiel.

Implicitement, on suppose donc que la nutation et la précession de la Terre peuvent étre négligées. Il s’agit
d’une hypothése communément admise pour la commande d’attitude utilisant des magnéto-coupleurs [McElvain,
1964].

Le référentiel Fg étant fixe par rapport au satellite, 'attitude de ce dernier peut étre caractérisée par
Porientation des axes de Fg par rapport a un autre référentiel connu, servant de référence. Dans le cas ot le
satellite doit s’orienter par rapport aux étoiles (pointage inertiel), le référentiel inertiel F; joue traditionnellement
ce role. En revanche, si la mission exige une orientation du satellite vers la Terre (pointage géocentrique), on
définira plus volontiers I'attitude par rapport & un référentiel orbital local dont un des axes est toujours orienté
vers la Terre. Pour ne pas perdre en généralité, cette étude se base sur la définition minimale suivante de ce
référentiel de référence noté Fp :

— Fg : lorigine de ce référentiel est confondue avec le centre de masse du satellite mais ses axes sont

indépendants de ’orientation de ce dernier.
Hypothése 2. Le mouvement de Fr par rapport a Fr est tel que wgf/]l(t) ainsi que qr/1(t) sont périodiques a
la période orbitale Ty.

Ainsi, dans le cas du pointage inertiel, on choisit &r/;; = 0 alors que le pointage géocentrique conduit plus
naturellement a faire correspondre Wg/; avec la vitesse angulaire orbitale. On remarquera que ces deux cas
particuliers vérifient I’hypothése 2. Ils feront I'objet d’une attention particuliére dans la suite de ce chapitre.

3.4.2 Equations de la dynamique du satellite

On obtient les équations régissant la dynamique du satellite complet identifié & l'aide de la lettre S, en
décomposant ce dernier en plusieurs éléments distincts. On note ainsi W, la k-iéme roue a réactions et B le
satellite privé des trois roues.

Dynamique du satellite sans les roues a réaction

Bien que classiques, les résultats présentés dans cette sous-section permettent de se familiariser avec les
notations et les outils utilisés par la suite.

On associe a B, le référentiel Fg dont l'origine et les axes correspondent au centre de masse et aux axes
principaux de cet objet. Ce référentiel est fixe par rapport au satellite et donc par rapport a Fg.

Pour obtenir ’équation de la dynamique de B, on considére tout d’abord un point de masse dm appartenant
a ce corps (rigide) et repéré par U selon la relation

dont la figure 3.2 fournit une représentation graphique. Le lemme suivant donne I'expression de la vitesse de ce
point.
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FIGURE 3.2 — Corps central du satellite 5

Lemme 21. La dérivée temporelle du point reperé par le vecteur U vérifie la relation suivante :

U = p)r +@p)r % it (3.4)
ol Vg, et Jp/r correspondent respectivement a la vitesse de translation et de rotation de Fp par rapport a Fr.
Démonstration. D’aprés (3.3), on a '
U=dgy+i

Le terme i peut étre décomposé en une partie correspondant & la vitesse du point par rapport & Fp et une
partie liée a la vitesse angulaire de Fg par rapport a F;. On obtient donc

U :173/[ +1%[B] +"UB/I X U

Finalement, la rigidité de B impose que le point repéré par U soit fixe par rapport & Fp, ce qui se traduit par
@P] = 0. On obtient alors la relation (3.4). O

Gréce a ce résultat, on obtient ’expression du moment angulaire de B faisant intervenir le dyadic du moment

d’inertie d’ordre deux, noté fg Jog- Cet objet mathématique peut étre vu comme la traduction vectorielle de
la matrice d’inertie plus communément utilisée. Pour plus d’informations sur ce sujet, on pourra consulter
I’annexe F.

Lemme 22. L’expression vectorielle du moment angulaire de B par rapport & Op est la suivante :

FLB/OB = jB/OB -(I)'B/[ avec jB/OB :/ (uQT—G’J) dm (3.5)
B

EB/OB:/ (% 0) dm
B

La substitution de U par son expression é¢tablie dans (3.4) donne

EB/OB :/B(ﬁx (UB/I'FCDB/] Xﬁ))dm:/B

Démonstration. Par définition, on a

udm X 5B/I+/ (’LTX ‘DB/I X ’lj) dm
B
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Le point Op, origine du référentiel Fp, est situé au centre de masse de B. Par conséquent, on a |, g udm = 0. Le
développement suivant du terme restant permet de factoriser g :

HB/OB = (ﬂ‘ﬁ)bjB/]—(ﬁ'QB/[)ﬁdm
B
:/UQﬁB/I—a(ﬁ'@'B/])dm
B

= / (vl - @) - G, rdm
B
= / 2T — @iidm - G
B
Cette derniére relation n’est autre que l'expression recherchée (3.5). O

A Taide de ce résultat, application de la relation fondamentale de la dynamique conduit au théoréme
suivant.

Théoréme 28. L’équation régissant la dynamique d’attitude du satellite privé des roues a réaction est donnée,
sous sa forme vectorielle, par l’équation suivante :

—

T8/0 'C%Ef/]z + g % <f6/03 '033/1) = Text (3.6)

ot T,y représente le vecteur des forces extérieures s’exercant sur le satellite. L’expression de cette relation dans
le référentiel F g correspond a la relation suivante :

B . [B Bl \* B B B
Tetos S+ (Whth) T, iyl =T (3.7)

Démonstration. D’aprés la relation fondamentale de la dynamique, la dérivée du moment angulaire est égale a
la somme des couples extérieurs :

hB/OB = Lext
En séparant cette dérivation temporelle en deux parties, on obtient :

5B . - -
hEg/]OB +WB/I X hB/OB = Llext

L utilisation de (3.5) conduit alors & (3.6) en remarquant que J /Oy est constant par rapport a Fp.
L’usage des vectrices permet de réécrire cette équation sous la forme suivante

7 (B = =7 . [B =7 [B =T 7B 7 7T [B 71T (B
(P8 98os ) (F550) + (F3lih) = (P, Po) - () ) = 750

7T 71B] . [B] =7 ( B \* /Bl  [Bl _ ZTplB
T5J5/0,98/1 T 7B ("JB/1> J51059E 1 = T Text

Par définition, ceci correspond a ’expression (3.7). O

Les équations données par le théoréme 28 sont caractéristiques du mouvement non-amorti d’un corps dans
un espace a trois dimensions. Pour intégrer la dynamique des roues a cette description, on considére au préalable
les résultats intermédiaires de la section suivante, établies comme une factorisation des développements & venir.

Dynamique d’un objet dont le centre de masse est fixe par rapport 4 S

Soit un objet rigide A auquel on associe le référentiel F4 de telle sorte que le centre de masse de A est
superposé & Oy et que A est fixe par rapport & F 4. On suppose également que O4 est fixe par rapport au
référentiel Fg 1ié au satellite. Par la suite, on assimilera cet objet A au corps central B puis & chacune des roues
a réaction W.

Le lemme suivant donne la quantité de mouvement et le moment cinétique de A en fonction du mouvement
du satellite. Pour ce faire, on considére le point de masse dm appartenant a A et repéré par le vecteur U, selon
la figure 3.3.
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A ng
Oa
Fi i,
dm

Sl
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F1GURE 3.3 — Représentation de 'objet A appartenant au satellite S

Lemme 23. La quantité de mouvement de A, de masse mg, s’écrit
Fa = ma (Tsy1 +@sy1 x 050 ) (3.8)
et son moment cinétique par rapport & Oy est donné par la relation suivante :
HA/OA = J:A/OA W/ avec jA/OA = /A (uif— ﬁaﬁa) dm (3.9)
Ces deurx grandeurs permettent d’obtenir le moment cinétique de A par rapport ¢ Og :
hajos = 0504 X Pa+ hajo, (3.10)
Démonstration. Le vecteur (ja est réécrit comme suit :
Uy = 0105 + 0504 + i, (3.11)
En décomposant Osb 4 et ﬁa, la dérivée par rapport au temps de cette expression est la suivante :

ey

Uo = Us/1 + (Osiof] +ds/r X OS_OA) + (%A] +da/r X Ua)

Le vecteur OgO 4 est fixe par rapport a Fg, de méme que le point repéré par i, est solidaire du référentiel F 4.
La relation précédente se simplifie donc ainsi :

UQZUS/[+LGS/1XOS©A +LUA/[Xﬁa (3.12)

Par définition, la quantité de mouvement de A est donnée par la relation suivante :

ﬁA:/ ﬁadm
A

La substitution de I’expression de U, dans cette équation permet le développement suivant :

ﬁA:/ (55/]+Ojs/IXOSbA+OjA/[Xﬁa) dm:(65/[+Lvs/1XOSbA)/dm+ﬁA/[X/’L_l:adm
A A A
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Le centre de masse de A étant localisé a l'origine du référentiel F 4, on a f A Ugdm = 0. En nommant m, la
masse de A4, on obtient alors (3.8).

En utilisant & nouveau la relation (3.12), le moment cinétique de A par rapport & O4 s’exprime de la fagon
suivante :

HA/OA:/A(ﬁaX(ja)dm
:/ (ﬁax (175/[4-035/1XOS_OA+L3A/]Xﬁa>)dm
A
:/ Ugdm X (175/1+075/1X05_OA>+/ (ﬁaXQA/IXﬁa)dm
A A

La quantité [, @,dm étant nulle, on obtient (3.9) via un développement similaire a celui ayant conduit a (3.5).
Enfin, le moment angulaire de A par rapport & Og s’écrit

hajoe = / ( (OSbA n aa) x ﬁa> dm = Og04 x / Uodm +/ (aa x ﬁa) dm
A A A
En reconnaissant la définition de p 4 et h A/0, dans cette relation, on obtient directement (3.10). O

Dynamique des roues a réaction selon leur axe de rotation

On présente maintenant le référentiel Fyy, lié a la roue Wy. Son origine est située au centre de masse de
lactionneur et ’axe de rotation de la roue est dirigé par Ty, .

L’application directe du lemme 23 permet alors d’obtenir le moment cinétique de la roue par rapport & Oy, :
hwk/owk = JWk/OWk . ‘DWk-/I avec JWk/OWk = /W (Uzwl - ﬂkwﬂkw) dm (313)

k

ol Uy, relie Ow, au point de masse dm appartenant & Wi.

Le principe de fonctionnement d’une roue a réaction consiste a accélérer ou décélérer sa vitesse de rotation
afin d’agir sur le mouvement du satellite par transfert de moment cinétique. Chacune des roues Wj, est donc
équipée d’un moteur permettant de modifier son moment cinétique selon son axe de rotation 'y, . La composante
de Ewk /Ow, selon cet axe présente donc un intérét particulier. Les expressions de cette grandeur scalaire, notée
hiw, et de sa dérivée temporelle sont données par le lemme suivant.

Lemme 24. L’expression de la grandeur scalaire hy,, = ﬁWk/Owk - Ty, S’écrit :
hiw = Js (wkw + Tw, - QS/I) (3.14)
0l Wiy est la vitesse de rotation de la roue selon son axe. La dérivée temporelle de hy,, vérifie ’équation suivante
e = Thw (3.15)
avec Ty correspondant au couple de commande exercé par le moteur sur la roue Wy.

Démonstration. Le dyadic du moment d’inertie de la roue Wy s’écrit comme suit :

I jow, = JsTwiTw,, + Jiyw, yw,, + JeZwi 2w,

ou Js et Jy sont deux valeurs scalaires représentant les inerties de la roue selon 'axe de rotation et les axes
transverses, respectivement. En s’appuyant sur la définition du dyadic unitaire, disponible dans ’annexe F, on
reformule cette expression :

JWk/OWk = JSfkaWk + Ji (1 - fkaWk>
On décompose également le vecteur de rotation Wy, /; sous la forme :
Gw, /1 = Dw,, /s + Ts/1 = WrewTw,, + Gs/1

Ces deux relations permettent de réécrire ﬁwk /Ow,» donnée par (3.13) :

ﬁWk/Owk = (Jstkak + Jt (T_ fkaWk)) . (Wkwfwk +J5S/I)
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En remarquant que
(I - Zw,dw,) Fw, =0 (3.16)

on développe cette expression :

ﬁwk/owk = JyWkwTw, + JtWkw (T— fwkfwk) - Tw, + JZw, (Zw, - Ds1) + (T— fwkfwk,) W1 (317
3.17

= Js (wrw + Tw, - Ts/1) Tw, + (T— fwkfwk) W1

La relation (3.14) se déduit aisément de cette équation en utilisant & nouveau (3.16).
La relation fondamentale de la dynamique permet d’affirmer que la dérivée de Ewk /Ow, €st égale au couple

Ty, s’exercant sur les roues :
hw,jow, = Tw,

Aprés décomposition de la dérivée du moment angulaire, la projection de cette relation sur l'axe Ty, donne

Egﬁi/owk “Zw, + (ﬁs/r X flwk/owk) T, =T, Tw, = Thw (3.18)

a b

(Bl _

o) = . O
En remarquant que Ty, = 0, le premier terme s’écrit

o (B]
—

X i»[B] = _ — = _ .
a hWk/Owk CTW,, = hwk/owk * TWy, = hkw

On montre maintenant que le second terme est nul. Pour cela, (3.17) est réécrite de fagon équivalente sous la
forme

hyw, o, = (Jswkw + (Jo — Ji) (Fw, - Fpy1)) Fw, + Jids1

ceR

Cela prouve que fzwk /Ow, posséde une composante selon Ty, et une autre dans la direction du vecteur &p/;.
En remplacant cette expression dans la formulation du terme b, on obtient

b (Fss1 % hw o, ) - Tw, = (@i % (cBw, + Idsyr)) - Tw,

= C((Es/[ X fWk) fwk + Ji ((35'/] X 65/1) . fWk
=0

L’équation (3.18) est donc équivalente a (3.15). O

La relation (3.15) montre que la variation du moment cinétique des roues selon leur axe de rotation est
directement égale au couple transmis par le moteur aux roues a réaction. Cette caractéristique facilite I'utilisation
de ces actionneurs. Par la suite, on utilise les relations du lemme 24 pour faire apparaitre les couples T}, dans
les équations de la dynamique de S.

Dynamique du corps central et de trois roues a réaction

Pour obtenir la description du mouvement du satellite complet S, on fait appel a la relation fondamentale
de la dynamique. Cette fois encore, la dérivation de l’expression du moment cinétique de S par rapport a son
centre de masse, c’est-a-dire ES /Os, est un préalable a ce développement. En présence de roues a réaction, cette
grandeur trouve son origine dans le mouvement du corps central B mais également dans celui des trois roues a
réaction {Wy}r=123. On a en effet

3
hsjos = hsjos + > hw, j0s (3.19)
k=1

On réécrit maintenant cette expression en utilisant les résultats des lemmes 23 et 24.
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Lemme 25. Le moment cinétique de S par rapport & son centre de masse s’exprime comme suit :

3

hsjos = Jsjos - Bsr + Z hkwTw, (3.20)
k=1
avec
fS/oS =Ji +Jo (3.21)

jl = jB/OB + my (||OS_OB‘|2T— OS_OBOS_OB)

Ty = 23: {mu (1050w, |PT — 050w, 050w, ) +Ji (T = #w. ) }
k=1

Démonstration. L’application du lemme 23 au corps central B puis aux roues a réaction W, conduit aux résultats
suivants :

HB/OS = OS_OB X ﬁB + /_7:5/013 avec ﬁB =my (173/1 +QS/1 X OS_OB) (3.22)
ﬁWk/Os = Osawk X Pw, + ﬁWk/Owk avec Dy, = My (’175/1 + LUS/[ X OSOWk> (3.23)
Gréace a ces relations, on réécrit I’expression de ES /o donnée par (3.19) comme suit :
3 3
hs/op = O0s0B X s + hsjo, + {Osowk X ﬁwk} +)° hw,jow, (3.24)
k=1 k=1
En utilisant la formulation de Py, donnée par (3.23), le terme Oséwk X Py, est développé :
OsOw, % fiw, = OsOw, x (my (51 + 51 x OsOw, ) )
= mwOséwk X ’173/[ + mwOséwk X (,US/] X Osév[/,c (3.25)
= m,0s0w, X Ts/r + My (||0sawk I*T - Oséwkoséwk) W1
En utilisant un raisonnement similaire, (3.22) donne

OS_OB X pp = mbOS_OB X ’l_fs/I + my (||OS_OB||2T— OS_OBOS_OB) -LUS/[ (3.26)

Puis, en reconnaissant ’expression de hy,, donnée par (3.14) dans ’équation (3.17), le moment cinétique de
W, peut étre exprimé sous la forme suivante :

w0, = hwiw, + I (1= Fw, B, ) - Gsr (3.27)
En remarquant également que &g, = &g/, puisque b5 = 0 est nul, (3.5) devient :

hi)05 = JB/0g * Bs)1 (3.28)
L’utilisation de (3.25), (3.26), (3.27) et (3.28) permet de reformuler (3.24) :
5 o 3 o
hS/OB = (JB/OB —+ my (H0503H21 — OsOBOsOB) + Z {mu, (HOSOWk ||21 — OSOW,COSOW;C>
B , M 3 (3.29)
+J; (1 - fwkfwk) }) ~Wp/r+ (mbOSOB + My ZOSOWk> X Ug/r + Z RiwTw,

k=1 k=1

Cette équation n’est autre que (3.20) puisqu’on a myOsOp + My, Zizl Oséwk = 0, Og étant le centre de
masse du satellite. O
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Le moment d’inertie total exprimé par (3.21) est décomposé en deux termes, Ji et Jy. Le premier est la
contribution du corps central tandis que le second est dii & la présence des roues a réaction. Les termes multipliés
par my et m,, sont dus a la distance séparant le centre de masse du satellite de celui de ses composants : les
roues et le corps central. Les autres éléments du moment d’inertie peuvent étre interprété comme la somme de
I'inertie de B et de celle des axes transverses de chacune des roues a réaction, ou encore comme l’inertie du
systéme complet (B 4+ Wj 2 3) privée de U'inertie des roues selon leur axe de rotation.

A partir du lemme précédent, on établit I’équation de la dynamique du systéme complet en s’appuyant sur
les notations matricielles suivantes :

. hlw le
X = (ol ol o] b= || Tu= T (3:30)
h3w T3w

Théoréme 29. L’équation régissant la dynamique d’attitude du satellite avec roues & réaction est donnée sous
sa forme vectorielle par l’équation suivante :

- - 3 3
Jsjos - 035]1 + Wy ¥ <J3/os D (hkwfwk)> = Tewr — Y (Thwiw,,) (3.31)
k=1 k=1

L’expression de cette relation dans le référentiel Fg correspond a la relation

[] [5] )" ) (] [S] _ xI8]
JS/OS sjr T ( S/I) (JS/OS wgp +Xwh ) Tewr — Xy Tw (3.32)
a laquelle s’ajoute les trois relations scalaires (3.15).

Démonstration. A nouveau, I'utilisation de la relation fondamentale de la dynamique et la décomposition de la
dérivée de hs;o0, conduit a

o
-

R0y + @sy1 % his o, = Teat (3.33)

En utilisant (3.20), on obtient 'expression vectorielle (3.31) en remarquant que Js /0 est constant par rapport a
Fgs. L’expression de cette relation dans le référentiel F g est ensuite obtenue en suivant une démarche maintenant
classique et en utilisant les notations données par (3.30) . O

La comparaison de (3.31) avec sa relation analogue (3.6), pour laquelle les roues n’étaient pas prises en
compte, montre que ces actionneurs donnent naissance aux termes gyroscopiques &g/ X (hrwZw, ) et modifient
le moment cinétique total en prenant en compte le poids des roues et leur inertie selon les axes transverses.
Finalement, on remarquera également que les couples de commande créés par les roues peuvent étre considérés
(au signe prés) comme des couples extérieurs s’appliquant selon Paxe de rotation des roues a réaction.

Couple créé par les magnéto-coupleurs

La circulation d’un courant dans une bobine génére un moment magnétique, noté M , d’amplitude pro-
portionnelle au courant. Ce moment interagit avec le champ magnétique environnant pour créer un couple
magnétique fm selon la loi suivante :

T =MxB=-BxM (3.34)
Il est possible d’utiliser ce principe pour générer un couple destiné au controle d’attitude de satellites en orbite
autour de la Terre, puisque ces derniers sont immergés dans le champ géomagnétique. Dans le cadre de cette
étude, on consideére le cas de satellites équipés d’un jeu de trois bobines dont les axes ne sont pas colinéaires
deux & deux, chacunes d’elles contribuant & une partie du moment magnétique total M.

On précise que ce couple est percu par le satellite comme un couple extérieur. Les équations du théoréme 29
sont donc adaptées pour tenir compte de cet actionneur.

Théoréme 30. La forme vectorielle de I’équation de la dynamique du satellite équipé de roues a réaction et de
magnéto-coupleurs est la suivante :

. . 3 3

3 o8 5 3 . 5 — — —

JS/OS ' wA[S'/]I + ws/r X <J5/Os CWs/1 + Z (hkwka)> = Tewt - Z (Tkwxwk) BxM (335)
k=1 k=1

Dans le référentiel Fg, cette relation s’exprime comme suit :

T8+ (w [s1>* (70,0, + x(In, ) = 785 -

(] EAREYIE
s/0s¥s/1 T \Ws/1 S/0s¥s/1 ezt XWTw*(B[ ]) M) (3.36)

On ajoute les trois relations scalaires (3.15) qui complétent ces équations.
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3.4.3 Equations décrivant la cinématique du satellite

Comme expliqué précédemment, dans le cadre de cette étude la cinématique a pour objectif de décrire
Porientation du satellite en intégrant sa vitesse de rotation. Cette description est caractérisée par I'angle que
forment les vecteurs de Fg avec ceux de Fg. Elle peut donc étre paramétrée griace au quaternion gg,g. On
précise que ce quaternion est défini selon la convention suivante :

€S/R

avec &€ eR? et eR 3.37
775’/R:| V S/R Ns/r ( )

qs/R = [

Finalement, on rappelle que w%%/] ;(t), la vitesse de rotation de F i par rapport au référentiel inertiel, est donnée

puisqu’elle dépend de la mission du satellite.
Dans ce contexte, les équations régissant la dérivée qg/p sont données par le théoréme suivant.

Théoréme 31. L’équation suivante décrit la cinématique du satellite

(s1\” (R] x [S] (R]
Es/R } _L - (”S/I) +Cs/n (”R/I“D CSn Wit = Csyrwpy (1) 45 (3.38)

ns/R 2 - (w[ss/]I)T + (wj[,f/]l(t))T Clr 0

La matrice de rotation Cs/r dépend de qs g selon la relation suivante, extraite de [Hugues, 1986] :

4s/r = [

C(S/R (CIS/R) = (nfq/R - 8§/385/3> 13 + 2€S/R5£/R - 277$/R5§/R (3-39)
Démonstration. D’aprés [Hugues, 1986], la dérivée du quaternion vérifie la relation suivante
- €s/R Y (nsymts+en) | s
qs/rR = = ) tw

1S/R *%EE/R S/R

pouvant étre réécrite comme suit grace aux propriétés des matrices de produits croisés

_ (wm ) ]
1 S/R S/R

qs/r = 3 5] \T “qs/R (3.40)
- (ws / R) 0
La loi de composition des vitesses permet de décomposer &g, sous la forme suivante :
Ws/r = Ws/r +Gry1
L’expression de cette relation dans le référentiel Fg est obtenue grace au développement suivant :
Fs- (FL-u)) = Fo - (F7 -l + FL -l )
conduisant a
Wiy = wip + Csyr - wi (1) (3.41)
La substition de w[SS/]R dans (3.40) par son expression issue de (3.41) donne (3.38). O

3.4.4 Modélisation du champ magnétique

L’usage des magnéto-coupleurs nécessite l'expression du champ géomagnétique dans le référentiel lié au
satellite Fg. Cette grandeur dépend non seulement de lorientation du satellite mais aussi de sa localisation
par rapport & la Terre. Afin de mieux appréhender ce couplage entre la dynamique d’attitude et le mouvement
orbital, on a recours au référentiel de référence par le biais de la relation suivante :

B! = g, B! (3.42)

On rappelle que les axes de Fg sont indépendants de 1'orientation du satellite et que son origine est confondue
avec le centre de masse du satellite. Par conséquent, B n’est fonction que de la position du satellite sur orbite
alors que Cs/p dépend uniquement de son attitude. L’expression de cette matrice de rotation étant donnée par

(3.39), on se concentre dans cette sous-section sur ’évaluation de B,
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Modéle du champ magnétique terrestre

Il existe des modéles analytiques donnant accés & I’expression du champ magnétique terrestre. Ces derniers
fournissent 'amplitude et la direction du champ magnétique local en tout point du référentiel F g, 1ié a la Terre,
sous ’hypothése d’un champ géomagnétique non perturbé et en régime permanent [Makovec, 2001]. Comme
illustré par la figure 3.8, Fg est obtenu a partir du référentiel inertiel par la rotation élémentaire* 3 d’angle
Be + wgt. La constante wqg désigne la vitesse moyenne de rotation de la Terre sur elle-méme tandis que [g
correspond & la longitude Est du méridien de Greenwich au temps initial par rapport a Fj.

Le modéle standard du champ B est 'IGRF (International Geomagnetic Reference Field) [Wertz, 1978]. 11
fournit I’expression de B dans le référentiel sphérique local, noté F p, dont 1'origine est repérée par le vecteur 7 et
dérivant de F g grace a la séquence de rotations élémentaires 3-2-1 d’angles A\, § — 7/2 et —m /2, respectivement.

sinfcosA sinfsinA  cos6
Cp/p = Ci(—7/2) - Ca(0 —7/2) - C3(\) = | cosflcos A cosfsinA —sind (3.43)
—sin A Ccos A 0

La figure 3.4 illustre cette relation. Les variables A et 6 font référence aux coordonnées sphériques du point reperé
par 7, c’est-a-dire a la longitude Est par rapport au méridien de Greenwich et a la co-élevation respectivement.
Les relations suivantes permettent d’obtenir ces valeurs & partir des coordonnées cartésiennes de 7 :

[E] (E]
= tan~ Ty 6 = cos™* = 3.44
A ' E] |
T r

Muni de ces notations, on donne I’expression de B fournie par 'IGRF et extraite de [Wertz, 1978] :

i k n+2 n
S () 1) 3 (6 costmd) + 7 sinon) P 9)

m=0

k nt+2 n n,m
BlrP — _ Z (Rr@> Z (g™ cos(mA) + ™™ sin(m)) BPTQ(G) (3.45)
n=1

m=0

-1 k R@ R n,m o n,m n,m (g
g <r) Z m (—g"™™ sin(mA) + h™"™ cos(mA)) P™™ (6)
L n=1 m=0 i
ol le rayon équatorial de la Terre est noté Rg. Les termes g™ et h™™ correspondent aux coefficients gaussiens,
dont les valeurs numériques sont librement mises & disposition de la communauté scientifique par 'TAGA
(International Association of Geomagnetism and Aeronomy). Les fonctions P™™ sont les fonctions de Legendre
normalisées au sens de Schmidt. On trouvera dans [Wertz, 1978] des méthodes efficaces de calcul pour traiter
ces fonctions.

La formulation (3.45) retenue pour 'IGRF se base sur une série d’harmoniques sphériques. Cette convention
donne lieu & un modéle mathématique précis ne nécessitant qu’un faible nombre de coefficients g™ et h™™.
On précise que ces derniers varient lentement au cours du temps : pour un point fixe par rapport a la Terre, le
champ évolue avec le temps. Des observations ont mis en évidence ’existence d’inversion de polarité du champ
géomagnétique. Toutefois, ces phénomeénes ont lieu a des échelles de temps de 'ordre de la centaine de milliers
d’années [Wertz, 1978]. Cette remarque justifie ’hypothése suivante :

Hypothése 3. En [l’absence de perturbations magnétiques, l’expression du champ magnétique B est constante
dans le référentiel Fg.

Dans le cadre de cette hypothése, les seuls éléments de BIF! variants dans le temps sont donc les coordonnées

sphériques de 7, c’est-a-dire r, A et §. Comme le montre la sous-section suivante, leurs expressions sont des
fonctions du mouvement orbital du satellite puisque dans le cas général, le satellite n’est pas fixe par rapport a
la Terre.

Trajectoire orbitale du satellite dans Fg

Pour décrire I'orbite de satellites autour de la Terre, on utilise les paramétres orbitaux suivants : la longitude
du noeud ascendant €2, 'inclinaison ¢, 'anomalie vraie v, 'argument du périgée w, le demi grand axe a et enfin
Pexcentricité e. La distance r du satellite par rapport au centre de la Terre compléte ce jeu de variables. Ces
grandeurs sont représentées graphiquement par la figure 3.5.

4. L’axe de la rotation élémentaire ¢ correspond au i-iéme vecteur du triédre. Ainsi, le vecteur directeur de la rotation 3 est Z.
L’annexe G décrit plus en détails ces rotations.
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FIGURE 3.4 — Repére sphérique utilisé par le modele IGRF

Hypothése 4. Les perturbations orbitales peuvent étre négligées.

En Pabsence de perturbations orbitales, seules r et v varient au cours du temps [Schaub and Junkins, 2003].
Le mouvement du satellite sur son orbite suit alors les lois de Kepler liées aux équations décrites par le lemme
suivant.

Lemme 26 ([Vallado and McClain, 2001]). Sous l’hypotheése 4, la dynamique orbitale est décrite par les deux

équations suivantes :
1 2
p= //{J( * ec;;;;g (3.46)
a” (1—e

a (1 — 62)
"7 + ecosv (3.47)

ot (i est la constante de gravitation de la Terre.

Soit le référentiel orbital, noté Fo, dont origine est située au centre de la Terre et tel que Zp est toujours
orienté vers le satellite et que Zp est colinéaire au vecteur de rotation wgp,;. Par définition, Fo dérive de F; par
la séquence de rotations élémentaires 3-1-3 d’angles €2, i et v + w comme le montre la figure 3.5.

Le lemme suivant s’appuie sur cette définition pour obtenir les coordonnées du satellite dans le référentiel
Fg.

Lemme 27. Les coordonnées cartésiennes du vecteur 7, localisant le satellite, dans le référentiel Fg sont les
suivantes :

cos(Bg + wgt — Q) cos(—v(t) — w) — sin(Bg + wet — Q) sin(—v(t) — w) cosi

() = r(t) | —sin(Bg + wat — Q) cos(—v(t) — w) — cos(Be + wet — Q) sin(—v(t) — w) cosi (3.48)
—sin(—v(t) — w)sini

Démonstration. Les trois équations suivantes sont des conséquences directes de la définition des référentiels F g
et FO :

1
rlO =r 0], Cg/r=Cs(By+wat), Cosr=Cs(v+w)-Ci(i) - C5(Q) (3.49)
0
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FIGURE 3.5 — Lien entre les repéres inertiel et orbital

L’utilisation de ces relations permet d’obtenir 'expression de 7[Z! via le développement suivant

Pl — o)
= CE/ICI/OT[O]
= Cs(Be + wat) (Cs(v +w)Ci ()C5(2)) " rl¥! (3.50)

1
=7rC3 (Bg + wgt — Q) C1(—1)C3(—v —w) |0
0

conduisant a (3.48). O

Remarque. On retrouve ici le cas particulier de l’orbite géostationnaire pour laquelle rIF! est constante. On
vérifiera aisément que sie =0,i =0 et \/GIS = wg, alors la matrice de rotation Cp o ne dépend pas du temps.
Dans ce cas, l'orbite est circulaire et r = a = 42,164 km. Ceci correspond & une altitude de 35,786 km, ce
qui exclut ce cas de figure du cadre de cette étude consacrée auxr missions en orbite basse. Pour cette these, le
vecteur r'E est donc toujours fonction du temps. )

Expression du champ magnétique dans le référentiel de référence

Les développements des deux sous-sections précédentes permettent de calculer ’expression du champ B dans
le référentiel Fp. Pour en déduire B, il suffit d’utiliser la matrice de rotation Cp /p pouvant étre décomposée
sous la forme Cr,p = Cr/1Cr/gCpr/p. En faisant appel aux équations (3.43) et (3.49), on obtient aisément

Cryp = Cry1(t)C3(=Bg — wat — A\)Ca(m/2 — 0)C1(7/2) (3.51)
On précise que la matrice Cr/;(t) peut étre calculée directement a partir de wgf/]l(t) en s’appuyant sur les
équations suivantes, semblables a (3.39) et (3.40) :

X
N I O I R0
dr/1 = 5 (R] T “4qRrR/I
— (Wl ®) 0

(3.52a)

CR/I (QR/I) = (771%2/[ —€£/IER/[> 13 +2€R/[€7};/I — ZUR/[&‘E/I (352]’3)
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Etant donnée la complexité des expressions mises en jeu, plutdét que d’obtenir une équation unique donnant
B on résume la démarche conduisant a cette matrice par la procédure suivante :

intégrer (3.47) pour obtenir 'expression de v et en déduire la valeur de r grace a (3.46);
calculer les coordonnées cartésiennes puis sphériques de 7 dans F g en utilisant (3.48) puis (3.44) ;

1.
2.
3. évaluer l'expression du champ magnétique dans le référentiel sphérique via (3.45) ;
4.

en déduire Bl en utilisant la relation entre les matrices de rotation donnée par (3.51).

3.4.5 Représentation sous forme de modéle d’état
Intégration de la dynamique orbitale

Deux termes de (3.36) dépendent 4 la fois de I'orientation du satellite et de sa position sur son orbite : Bl
et Te[fl Dans le cas du champ magnétique, (3.42) a montré que 'influence de chacune de ces deux dynamiques
pouvait étre séparée griace au référentiel F g et a la matrice C's/g. Similairement, on réécrit le terme correspondant
aux perturbations extérieures de la fagon suivante

S R
T = CS/RT[ ]

ext

R

»¢ e dépend que de la localisation du satellite par rapport a la Terre et C's/r est uniquement fonction de

ouT, e[
son attitude. La relation suivante lie Te[ft] a Te[i]t
Cpry1 fournie par (3.52).

dont Iexpression est donnée par (3.1), par U'intermédiaire de

R I
Te[zt] = CR/ITe[:v]t

Sous I'hypothése 4, selon laquelle les perturbations orbitales peuvent étre négligées, et dans un environnement

R] [R]

xt R/I

de (3.52) et des équations de la section 3.4.4 conduit alors a 'expression de BIFl(t) et Te[fg (t) le long de l'orbite

du satellite. L’usage de ce précalcul permet de s’affranchir de la dynamique orbitale pour se focaliser sur la

problématique de la commande d’attitude.

non bruité, Te[ et BIAl sont totalement définis par les paramétres initiaux de orbite et wrY (t). La résolution

Remarque. Cette stratégie suppose une connaissance parfaite de la trajectoire du satellite par rapport a la
Terre. Ce cadre est acquis sous ’hypothése 4 d’une orbite non perturbée. Dans le cas contraire, cette approche
n’est pas sans fondement dans la mesure ot l’orbite du satellite fait également [’objet d’un asservissement, ce
qut la rend relativement prévisible. o

Choix des variables d’état et de commande
On fait 'hypothése suivante.
Hypothése 5. Le temps de réponse des actionneurs est négligeable.

Selon la technologie utilisée, les roues a réaction sont commandées par des moteurs électriques en réponse
a une tension ou un courant [Wertz, 1978]. Sous ’hypothése 5, wyy,, la vitesse de rotation de Wy, et Ty, =
hkw = Jswis sont directement et respectivement proportionnels a cette commande et & sa dérivée. Cest la
raison pour laquelle la matrice de couple T,,, regroupant les termes T}, est directement considérée comme
Pentrée de commande générée par les roues a réaction. Par ailleurs, comme expliqué précédemment, le moment
magnétique M des magnéto-coupleurs est dii & I’action conjointe de plusieurs bobines traversées par des courants
électriques. L'hypothése 5 permet de négliger le régime transitoire lié a I'utilisation de ces actionneurs. On peut
alors considérer I’expression de M dans Fg comme ’entrée de commande relative a ces instruments. L’action de

ces deux actionneurs influence donc les équations de la dynamique par le biais du vecteur u défini comme suit :

U= [z\%l} € RS (3.53)

Les variables d’état considérées sont données par la liste suivante : w[SS/]I € R3, q[Sb;]R € R* et h,, € R3. Elles

forment le vecteur d’état x : i8]
-
P
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Modéle d’état quasi-périodique

Le théoréme suivant synthétise les résultats de modélisation obtenus jusqu’a présent.

Théoréme 32. L’équation d’état du modéle décrivant la dynamique et la cinématique du satellite équipé des
roues & réaction et des magnéto-coupleurs est la suivante :

fult,x,u)
i=| f,(t ) (3.55a)
fn(w)
avec L
_ (18 \T [5] (5] [s] (5]
fw<t,x7u>_(Js/OS)R (- @Zﬂ) (Tl + XI5, s
+Cs/ TN = XFIT — (C5/ B (£) " M)
S
1 _(M[S/]I) +Cs/r (w%/l(t) CS/R w[S/I OS/RMEQ/]I()
fq(t’fﬂ)zg s \T () g qs/Rr (3.55¢)
—(w8))" + (whh0) Ly 0
fo(u) =Ty (3.55d)

On rappelle également (3.39) établissant le lien entre Cg/g et qs/r -

Cs/r (as/r) = (ng‘/R - €§/RES'/R) 13+ 25/REG R — 2s/RES )R

Les résultats de ce théoréme permettent de préciser le schéma de la figure 3.1 sous la forme proposée par la
figure 3.6. Cette représentation graphique met en lumiére la dépendance que les fonctions f, (¢, z,u) et fy(t, x)

entretiennent vis-a-vis du temps par l'intermédiaire des termes Te[wt( t) = Cryr(t )Te[gt( t), wg-f;][( ) et BIFI(t).

Par hypotheése, qr (), sz/]l( ) et Te[ﬁt( t) sont périodiques a la période orbitale. La relation (3.52b) prouve

que cette propriété se transmet a C'r/;(t) et donc & Te[zg( t). De plus, comme expliqué précédemment, ’expression
de B (t) est quasi-périodique & la méme période. La suite de ce chapitre en fera la démonstration. I’ensemble
du modele décrit par (3.55) est donc quasi-périodique a la fréquence orbitale.

Pour faire face & la complexité du modeéle décrit par le théoréme 32, la section suivante en propose une

version approchée.

3.5 Approximation du modéle au voisinage d’une trajectoire prédéfi-
nie

Les équations de la dynamique d’attitude de S établies dans la section précédente sont non-linéaires et
variantes dans le temps. Ces aspects complexifient la mise en ceuvre d’une stratégie d’analyse (et & plus forte
raison de synthése) de stabilité et de performance. Pour surmonter ces obstacles, on propose une version appro-
chée du modéle autour d’une trajectoire particuliére, identifiée par le symbole . La notation ( ); correspond &
I’évaluation du contenu de la parenthése sur cette trajectoire. On notera que, par nature, cette approche conduit
4 un modéle dont la validité n’est que locale.

Dans un premier temps, cette section présente la trajectoire retenue avant d’établir une version linéarisée
des équations du théoréme 32 au voisinage de cette trajectoire. L’approximation du calcul du champ sur cette
trajectoire conclut cette section.

Avant toute chose, on procéde & une simplification des notations puisque, pour la majorité des variables, la
suite des développements ne présente plus de risques de confusion. La tableau suivant fait la correspondance
entre les anciennes notations et leur nouvelle version simplifiées :

Anciennes notations H as/r ‘ €S/R ‘ Ns/R ‘ wgs]l ‘ wgS]R ‘ g"/]](t) ‘ M) ‘ J,[SS}OS

Notations simplifiées H q ‘ € ‘ n ‘ w ‘wS/R‘wR/I(t)‘ M ‘ J ‘Text

Pour poursuivre cette simplification, on fait I’hypothése suivante
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s (t) BUEl(t)

ext

Cs/r
O(Q) -——

T,

— [S]

fult, z,u) W/ I (o) qs/R

MIS) fn(u) ™ L >

—

: |

|
W[R] (t)
R/I

FIGURE 3.6 — Représentation graphique du modéle non-linéaire décrit par le théoréme 32

est égale a lidentité.

Hypothése 6. La matrice X‘[,g]

Dans ce cas, les relations du théoréme 32 s’écrivent alors comme suit :

I (~w” (Jw + hy) + CsyrTeat(t) — T — (CsyrBIF () M)

w t’ )
BOIVN L [+ Comeip 00T @ = Csmaonyn(®)
fh(u) 2 —w +wR/I(t)OS/R 0

3.5.1 Trajectoire de 'approximation

Comme expliqué précédemment, le modéle approché n’est valide que localement. Toute démarche d’analyse
et de synthése s’appuyant sur le modéle approché ne peut donc étre valable que si le modéle complet évolue
au voisinage de la trajectoire f. C’est la raison pour laquelle on définit f par rapport a I'objectif de commande.
Le systéme d’asservissement congu & partir du modéle approché devra alors remplir le double réle consistant &
satisfaire les critéres de stabilité et de performance et & maintenir le modéle a proximité de f.

On rappelle que I'asservissement de I'attitude du satellite et la régulation de la vitesse des roues constituent
les deux objectifs d’asservissement retenus dans le cadre de cette thése. Comme expliqué auparavant, le premier
peut étre interprété comme la régulation de g autour du quaternion unitaire. On traduit le second comme
la régulation des termes hy, autour d’'un moment cinétique nominal hzy. Ces spécifications conduisent a la
définition suivante de .

Définition 6. La trajectoire f est caractérisée par les équations suivantes :
(wsy R)g =0
o (q)ﬁ =1 ; (3.56)
(hs)y = [hg hog hag] = hy
On compléte cette définition par la relation
(M), =0 (3.57)
o
Remarque. Le terme trajectoire que l'on associe a f peut sembler inapproprié, étant donné que (3.56) et (3.57)

décrivent un point. Il faut pourtant se souvenir que B(t), wr/r(t) et Teet(t) conservent leur dépendance a l’égard
du temps sur f. Ceci justifie la terminologie adoptée. o
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Grace a (3.55), (3.41) et (3.39), on obtient les relations suivantes, directement déduites de la définition de

(CS/R)ﬁ =13, wy= (ws/r+ CS/RWR/I(t))ﬂ =wp/r(t), (T5);=(hs)y=0

On obtient alors aisément les expressions de x et u sur cette trajectoire :

w wryr(t) T 0
= |q| = 1 |, wy= {Mw} = M (3.58)
hw # hﬂ §

3.5.2 Linéarisation du modéle d’état

Pour obtenir une approximation du modéle (32) autour de la trajectoire £, on procéde a sa linéarisation.
A cette fin, on définit classiquement le résultat de 'opérateur A par I’équation suivante, satisfaite pour une
matrice y quelconque.

Ay=y—(y) (3.59)
Théoréme 33. Les équations suivantes correspondent a la linéarisation du modéle décrit par le théoreme 32
au voisinage de la trajectoire § :
Au.) Aw AT,
Ag | = A(t) | Ae | + Bu(t) AM (3.60)
Ahg Ahy,
ol
JTUK(t) 2075, (1) —J  wg (1) —J7t —J (B ()
A(t) = % - 13 —w;;/](t) 0 , Bu(t) = 0 0 (3.61)
0 0 0 13 0
avec
X
K(t) = (Jwryr(t) + hy)” —wp ) (8)J (3.62)
Démonstration. Voir 'annexe H. O

On vérifiera que I’on retrouve 'expression de modéles existants dans la littérature (voir [Lovera et al., 2002,
Pulecchi et al., 2010, Wisniewski and Blanke, 1999] traitant du pointage géocentrique et prenant en compte le
couple de gradient de gravité).

On remarquera que 7, le dernier élément du quaternion est absent de cette expression. En effet, a proximité de
la trajectoire f, € suffit & paramétrer sans ambiguité ’orientation du satellite. Il n’y a pas de risque de singularités
et le terme 1 peut étre reconstruit en s’appuyant sur la contrainte de norme unitaire des quaternions. C’est la
raison pour laquelle, on ne prend pas en compte la dynamique de An, suivant en ce sens 'approche mise en
ceuvre dans [Corno and Lovera, 2009] par exemple.

3.5.3 Condition de validité de ’approximation du modéle

On montre dans cette section que la trajectoire # n’est pas admissible® en boucle fermée, quelle que soit la
loi de commande choisie. L’origine de ce constat est discutée et des pistes visant & contourner cette difficulté
sont proposées. A notre connaissance, cette question n’a pas été traitée dans la littérature.

Au préalable, on définit deux trajectoires supplémentaires, notées b et f, grace au tableau suivant (le carac-
tére — indique que la grandeur considérée n’est pas contrainte) :

REREN
w|0|0]O0
g |1]11
hu | hy | hy | —
M|o|—-|-

5. On qualifie une trajectoire ¢ d’admissible pour le systéme ¥ si les équations décrivant X sont vérifiées sur . Ce concept est
moins fort que latteignabilité qui, selon [Bittanti and Colaneri, 2008], requiert non seulement que ¢ soit admissible mais également
qu’il existe une seconde trajectoire admissible partant de ’origine et rejoignant ¢.
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Ces nouvelles trajectoires doivent étre vues comme des relaxations de f, obtenues en retirant les contraintes sur
M puis sur hy,.

Admissibilité de la trajectoire

Présentation de la problématique Quelle que soit la loi de commande considérée, on montre que la
trajectoire f n’est pas admissible pour le systéme asservi. Plus précisément, dans le cas général, ’équation de
la dynamique (3.55b) n’est pas vérifiée sur la trajectoire §. Pour justifier cette affirmation, cette équation est
réécrite sous la forme suivante, ou le terme —Jwg,7(t) a été introduit :

J(@ = ryr(t)) = To + Csr(@)Tear(t) = T — (Csyr(a) BIA(1)) M (3.63)

avec
Ta(t) = *JQ}R/](t) *CL)X(JW+}LU)) (364)

Sur la trajectoire §, le coté gauche de I’égalité (3.63) est nul contrairement au coté droit valant (T5)g + Teqt (t)
ou

Tay(t) = —Jhopy1(t) —wp, (6)(Jwryr(t) + hy) (3.65)
qui n’est pas nul dans le cas général.

Remarque. Le couple Ty4(t) nait du mouvement de Fr par rapport a Fr. Si wg/r(t) = 0, alors Toy(t) est
également nul. Il peut étre vu comme un couple extérieur auquel les actionneurs doivent s’opposer pour maintenir
le satellite sur la trajectoire §. Typiquement, dans le cas des missions de pointage géocentrique, l’amplitude de
T, (t) est de Uordre de 10™* pour un petit satellite en orbite basse. o

Relaxation de la contrainte sur M; Face a ce constat, il semble naturel de chercher a relaxer les contraintes
de la définition 6 de f. Cette trajectoire est caractérisée d’une part par la traduction directe des objectifs de
commande, correspondant & wy = wg/;(t), g4 = 1 et hy constant, et, d’autre part, par la contrainte My = 0.
Sans remettre en cause les spécifications, il est donc possible de relaxer la contrainte portant sur M, ce qui
conduit a la trajectoire b. Le lemme suivant établit une condition nécessaire et suffisante pour que b soit une
trajectoire admissible pour le systéme asservi.

Lemme 28. [l existe une loi de commande & retour d’état {T,(x), M(t,x)} assurant que la trajectoire b est un
équilibre stable asymptotiquement et globalement pour le systéme décrit par (3.55) si et seulement si la relation
sutvante est vérifiée :

(BENT()(Tug(t) + Teae(1)) = 0 (3.66)
L’expression de M sur la trajectoire b est alors donnée par
(B (t)
M,(t) = —i5Ems Ta t Tea: t 3.67

L’équation (3.65) fournit le terme Toy(t).

Démonstration. En s’appuyant sur (3.55), on vérifie aisément que ¢, = fq(x,) = 0 et que (hs), = frn(uy) =0 si
et seulement si (T,), = 0.

On montre maintenant que (3.66) est une condition nécessaire pour que ’équation de la dynamique soit
vérifiée sur b. Sur cette trajectoire, le coté gauche de I’égalité (3.63) est nul tandis que le coté droit correspond
a Ty (t) 4 Towe(t) — (B (2))* M,. On obtient donc la condition nécessaire suivante :

Top (t) + Teae (t) — (BE())* M, = 0 (3.68)

Typ* = 0 quel que soit

La multiplication & gauche par (BU(¢))T de cette expression conduit a (3.66) puisque v
v e R
D’autre part, en utilisant I'identité vo /||v||? — v*v* /||v]|?> = 13 valable quel que soit v € R?, il est possible
de réécrire (3.68) sous la forme suivante
<B[R}(B[R])T (B[R])X(B[R])X

_ T T *B[R]XM:O
EGIE ELE )< @ Teat) = (BT M,

se réduisant a
(B[R])x (B[R])x

B2
si équation (3.66) est satisfaite. L’expression de M, donnée par (3.67) se déduit de cette équation. O

(Tab + Tezt) - (B[R])XMb =0
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L’invariance de h,, sur la trajectoire b est a l'origine de ce résultat. En effet, si la vitesse des roues ne varie
pas, ces actionneurs ne sont plus en mesure de délivrer des couples de commande. On a alors (7,,), = 0. Le
satellite ne peut alors se maintenir sur b que si les magnéto-coupleurs générent & chaque instant un couple
opposé a T,y (t) et Tepe(t). Or, ces actionneurs ne peuvent s’acquitter de cette tache que si la composante de
Ty (t) — Towe(t) selon B (t) est nulle. La condition (3.66) est la traduction directe de cette condition. La loi
(3.67) génére un couple correspondant & la projection de —T,, — Tpp(t) sur le plan orthogonal a B (¢).

Dans le cas général, la condition (3.66) n’est pas satisfaite. Comme dans le cas de £, aucune loi de commande
ne rend donc la trajectoire b admissible par le systéme asservi. Le relaxation de la contrainte sur M ne permet
donc pas de répondre au probléme.

Suggestion pour obtenir une trajectoire admissible

Deux ébauches de solution sont maintenant proposées pour faire face au probléme soulevé précédemment.
La premiére poursuit la démarche de relaxation des contraintes définissant f tandis que la seconde s’appuie sur
la robustesse de l'asservissement.

Redéfinition de la trajectoire de linéarisation Pour faire face & I'impossibilité d’asservir a la fois I’attitude
et le moment cinétique des roues, on choisit de relaxer la contrainte imposant a h,, d’étre constant. Ceci donne
lieu a la trajectoire notée . Comme dans les méthodes de régulation du moment cinétique des roues, ce choix
est motivé par la taille de la plage de variation admissible de h,,. L’objectif de cette approche est de définir un
profil de hy,(t), noté hy(t), tel que la trajectoire fj puissent étre admissible pour le systéme asservi. Sous cette
contrainte, on cherchera & minimiser la distance entre hy(t) et hy.

Cette fois encore, on évalue (3.63) sur la trajectoire f :

Ty (1) + Tear(t) — (Tw)s — (B *(8)My = 0

To, (t) = =Joop/1(t) — wr (D) (Jwrr(t) + hy(t))

Contrairement aux approches précédentes, le couple (Ty,)y = hh(t) n’est pas nul.
En s’appuyant sur ces relations et en définissant la distance entre hy(t) et hy grace a la norme Lo, on obtient
le probléme d’optimisation suivant.

Probléme 6. Trouver la fonction h;(t) solution du probléme d’optimisation suivant :

—+oo
h*t:min/ hy(T) — hy)?dr
0 =min [ (str) -~ 1)

tel que )
IMy(t hy) : hy(t) = —wi ) (Ohy(t) — (B (8) My (t, hy) + T (2)
ot la fonction périodique Ty (t) est définie par I’équation suivante et est une donnée du probléme
Tb(t) = —WE/I(t)JwR/](t) — JUJR/](t) + Temt(t)
(o]

Sous cette forme, ce probléme semble difficile & résoudre et doit probablement étre relaxé. Sa résolution
(exacte ou approchée) sera l'objet de travaux futurs.

Rejet de perturbation La démarche proposée maintenant cherche a contourner le probléme en se basant
sur des propriétés de robustesse de I'asservissement. Elle repose sur I'idée suivante : dans ’hypothése ot il existe
un couple extérieur additionnel égal & —Toy — Teqt, 1’équation de la dynamique (3.63) est vérifiée sur § pour
toute loi de commande satisfaisant (77,)s = 0 et My = 0. Il est possible de considérer que ce couple fictif existe
a condition d’admettre également l'existence de son opposé Ty + Touy.

Cette approche ne résout pas le probléme mais permet de ’envisager dans le cadre plus classique d’un rejet
de perturbations. Toute loi de commande congue a partir du modéle linéarisé (3.60) est donc valide & condition :

1. de maintenir le systéme asservi au voisinage de f;
2. de rejeter une perturbation persistante d’expression Tyy + Tzt

Remarque. On notera que les couples fictifs a éliminer, & savoir Toy 4+ Tex, ne dépendent pas des variables
d’état. Ils ne modifient donc pas ’expression du modéle linéarisé. o
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3.5.4 Approximation de B dans le référerentiel de référence

La complexité de la procédure conduisant & I’expression du champ magnétique dans le référentiel de référence
F g risque d’étre un frein a ’analyse du modéle ainsi qu’a la compréhension du phénomeéne physique qu’il repré-
sente. C'est la raison pour laquelle cette sous-section cherche a dériver des expressions de Bl (t) plus simples
mais toujours pertinentes. Pour atteindre cet objectif, deux stratégies sont mises en ceuvre. La premiére peut
étre interprétée comme l'identification paramétrique d’une fonction prédéfinie a partir de résultats de simulation
tandis que la seconde cherche & obtenir une fonction approchée de B de facon entiérement analytique en ne
retenant que le premier harmonique de 'IGRF.

On rappelle que cette étude se situe dans le cadre général ot wg/;(t) est un paramétre du modéle. Pour
cette raison, les approches présentées dans cette section ne peuvent étre conduites jusqu’a leur terme. La section
suivante propose toutefois des résultats correspondant a deux choix particuliers du référentiel Fg.

Identification paramétrique

La procédure présentée dans la section 3.4.4 conduit a Pexpression de Bl (t) via 'intégration des équations
de la dynamique orbitale. Si la formulation obtenue est relativement complexe, il est possible d’en obtenir une
approximation en choisissant de fagon adéquate les paramétres d’une fonction matricielle B,[)R] (t) préalablement
définie. La qualité de Papproximation dépend alors de l'adéquation entre Pallure de B[] (t) et la classe de
fonctions a laquelle appartient B;[,R] (t) mais aussi de la qualité de lestimation des paramétres de B})R] (t).

D’aprés la discussion menée en début de ce chapitre, ’évolution temporelle de B! (t) est quasi-périodique a la
période orbitale. On considére donc naturellement que B,LR] (t) est formée a partir de fonctions trigonométriques
dont les périodiques sont liées aux multiples de la fréquence orbitale :

B}[jR] (t) = | Boy| + Z B;, | sin(iwo(t)t) + | Bf, | cos(iwo(t)t) avec  wo(t) = v(t)t (3.69)
By, i=1 B;, B,

ou Ny, représente le nombre d’harmoniques. Les parameétres B;, et Bf, de BZ[,R] (t) apparaissent linéairement.

La méthode des moindres carrés conduit donc & la solution optimale minimisant la somme des carrés de la
différence entre B (t) et BZ[,R] (t). La mise en ceuvre de cette approche en temps continu, bien que théoriquement
envisageable, est relativement fastidieuse puisqu’elle requiert 1’expression analytique de l'intégrale du produit
d’éléements de BIFl(t) et de B,[)R] (t). On lui préférera une approche en temps discret consistant a minimiser
I’écart entre les deux fonctions sur un nombre fini de valeur de ¢.

Modéle dipolaire du champ magnétique

Comme expliqué précédemment, le modéle IGRF s’écrit sous la forme d’une série finie d’harmoniques sphé-
riques. Toute troncature de cette série conduit & un modéle approché, plus simple que 'original. En choisissant
de ne retenir que le premier harmonique, c’est-a-dire en choisissant k£ = 1, (3.45) donne

o3| 2 (g% cosd + (g™ cos A + h'! sin \) sin §)
(P] _ [ ' 1,0 g 9 (olil 1,1 o
B = ( > g"9sin® — (g*! cos A + h!sin ) cos § (3.70)
" gblsin A — hblcos A

Il est démontré dans [Wertz, 1978 que cette équation admet une traduction vectorielle.

Lemme 29 ([Wertz, 1978]). Soient les constantes Hy et py, lides aux coefficients du modéle (3.45) par les
relations sutvantes :

Ho = \/(9"9) + (981)° + (W12, iy = RE, Ho (3.71)

On définit également le vecteur m de norme unitaire et dont les coordonnées sphériques dans F g, notées \,, et
0, sont données par les relations suivantes :

A = tan™? n 0, = cos™! g (3.72)
ght)’ Hy

La forme vectorielle suivante est alors équivalente & (3.70), la troncature & l’ordre 1 du modeéle (3.45) :

B() = ’%J\? 7 (3.73)
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avec
2 0 0
NOT=10 -1 0 (3.74)
0 0 -1

Démonstration. D’aprés [Wertz, 1978], on a

B‘m‘jf;(g (fm)fm) (3.75)

En remarquant que 7/r = Zo et en écrivant le dyadic unitaire sous le forme 1 = ZoZo + Joyo + ZoZo, on
obtient :

N = 27070 — Jolo — o070 (3.76)

dont la traduction est donnée par (3.74). O

Remarque. On rappelle que Ay, et 0, correspondent & la longitude Est par rapport au méridien de Greenwich
et 4 la co-élevation du vecteur m selon la convention illustrée par la figure 3.4. o

L’équation (3.73) est caractéristique du champ magnétique généré par un dipole dont l’axe est orienté par le
vecteur m. En 2010, la valeur de 6,, était de 170° ce qui traduit ’absence d’alignement entre ’axe magnétique
et ’axe de rotation de la Terre et justifie la dénomination « dipdle penché »de ce modéle.

A partir de (3.73) (ou sa version équivalente (3.75)), on fait les observations suivantes :

— si 7 est orthogonal a m alors B (7) est dirigé par m. Ce cas de figure est rencontré lorsque le satellite se

trouve sur I’équateur géomagnétique. Le champ B est alors normal au plan équatorial magnétique ;

— 81 7 et m sont colinéaires, alors E(f') est également dirigé par m. Le satellite rencontre cette situation

lorsqu’il se situe sur I’axe Nord-Sud magnétique, ot B est alors dirigé par cet axe.
Ces deux observations permettent de mettre en évidence la topologie du champ magnétique dont la figure 3.7
donne une illustration. Sur ce schéma, ’axe (Nm,Sm) et (Ng,Sg) correspondent aux axes magnétiques et de
rotation de la Terre. Les losanges symbolisent un boussole dont la direction s’oriente de fagon & suivre les lignes
de champs.

3.6 Cas d’études

Jusqu’a présent, cette étude s’est positionnée dans le cadre général ou la vitesse angulaire de F p par rapport
a Fy est un paramétre de modélisation. Comme expliqué dans la sous-section 3.4.1, 'objectif est de factoriser
ainsi les développements correspondant & différents types de missions.

Pour aller plus loin, il est nécessaire de préciser I'expression de wp/r(t). Cette section particularise les
résultats obtenus jusque la pour le cas des pointages géocentriques et inertiels, puisqu’il s’agit des deux cas de
figure les plus courants.

3.6.1 Description et justification du choix

Comme expliqué précédemment, la référence d’attitude du satellite est définie en accord avec le type de la
mission. Typiquement, lorsque la charge utile doit étre orientée vers un objet céleste lointain, on choisira le
référentiel inertiel comme référence puisque le mouvement de la cible est trés faible dans ce référentiel. Pour se
mettre en conformité avec la définition de F g, on définit le référentiel inertiel local noté F y, dont les axes sont
alignés avec ceux de F; mais dont I'origine est située au centre de masse du satellite.

En suivant la méme logique, si la cible est fixe par rapport a la Terre, on choisira plus volontiers un référentiel
dont les axes sont toujours orientés vers cette planéte. Le référentiel orbital local LVLH (Local-Vertical-Local-
Horizontal), noté Fp, remplit ce role puisque son vecteur Zj, est toujours dirigé vers le centre de la Terre.
On précise également que Oy, est confondu avec le centre de masse du satellite. La figure 3.8 illustre cette
configuration. Par définition, on a 27, = % et 1 = yo, ce qui conduit a la matrice C'r, /o constante suivante
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FIGURE 3.7 — Modéle dipolaire géomagnétique

FIGURE 3.8 — Représentation des référentiels inertiels, satellite et orbital local
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0 1 0
Crro=10 0 -1 (3.77)
10 0

Les référentiels Fy, et Fo étant fixes I'un par rapport a I'autre, on a &1 = do,r. La définition de Fo permet
d’écrire &,/ = U(t)Zo = —¥(t)yr dont la traduction dans Fy, est donnée par

W =10 —wo(t) 0]" avec wy(t) =i}t

La suite de cette section considére alternativement les cas suivants :

— pointage inertiel : Fr = Fy;

— pointage géocentrique : Fp = Fp.

On vérifie maintenant que dans chacun des cas, I’hypothése 2 est vérifiée. On rappelle que cette derniére
suppose que w@l(t) et qr/r(t) sont périodiques & la période orbitale Ty. Dans le cas du pointage inertiel, la
réponse est évidemment affirmative. Concernant le pointage géocentrique, le satellite évoluant sur une orbite
périodique, a chacun circonvolution il retrouve les mémes conditions orbitales. Par conséquent, les conditions

d’orbite wp(t) (et donc w[LL/]I(t)) et qr,(t) sont périodiques a la période orbitale.

3.6.2 Particularisation des équations du modéle d’état

Les équations décrivant le modéle d’état peuvent étre particularisées selon le pointage considéré. On fait ici
I'inventaire de ces spécificités :
— Dans le cas du pointage inertiel, ’équation de la cinématique donnée par (3.55) se simplifie :

1 {—w* w
Fr=Fn: fq(t,:c,u):§ |:—WT 0:|q

— Sur la trajectoire f, contrairement au cas du pointage inertiel ou le satellite est immobile par rapport a
F; , en pointage géocentrique, le satellite tourne sur lui-méme & la vitesse orbitale pour pouvoir préserver
Porientation de ses axes vers la Terre. Il est donc immobile par rapport & F; mais en mouvement par
rapport au référentiel inertiel ;

— on note A%(t) les 6 premiéres lignes de la matrice du modeéle d’état linéaire A.(t). Le théoréme 33 donne
la forme générale de cette matrice :

As(t) = {_1K 2J_1%X“”t(t) T Wk
3 13 —wR/I 0

On particularise maintenant cette expression dans chacun des cas retenus, en considérant que la matrice
d’inertie est diagonale (J = diag{J, Jy, J.}) :

- FR = FN N
0 —hsy/Je  hoy/ Ty 0 —2T.(t)/Jz  2T,(t)/J. |0 0 0
hag/Jy 0 —hy/Jy | 2T.(1)/J, 0 —2T,(t)/J, | 0 0 0
A%y = |=P2e/T2 Mg/ 0 | -2Ty(1)/J.  2T.(t)/J. 0 00 0
|12 0 0 0 0 0 00 0
0 1/2 0 0 0 0 00 0
0 0 1/2 0 0 0 00 0
- FR = FL :
0 —hag/Je —ozwo(t) + hay/Js 0 —2T:(t)/Ja 2Ty (t)/Jx 0 0 wolt)/Ju
hay/Jy 0 —hag/Jy 2T, (t)/Jy 0 —2T, (t) /Ty 0 0 0
AS(t) = —oswo(t) — hay/Js hay/Js 0 —2T, (t)/J. 2Tx(t)/J. 0 —wo(t)/J. 0 0
1/2 0 0 0 0 oo (0 o o o
0 1/2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1/2 —wo(t) 0 0 0 0 0
avec
Ty (1)
Jy — Jz J. —J, x
Oy = yJ , 0, = xJ o Tewt(t) = | Ty(2)
! ? T.(t)
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A
Tm

2y = —m Ym

FIGURE 3.9 — Localisation du référentiel magnétique Fj; par rapport au référentiel terrestre Fg

3.6.3 Approximation du champ magnétique
Equation analytique utilisant le modéle dipolaire

Cette sous-section s’intéresse au modéle dipolaire du champ géomagnétique proposé par le lemme 29. Elle
dérive analytiquement ’expression de ses composantes dans Fy puis dans Fr. Au préalable, le référentiel
magnétique Fj; est présenté et la trajectoire du satellite dans ce référentiel est calculée. L’objectif est de
simplifier la formulation des résultats recherchés.

Reéférentiel magnétique Soit «,, et v, définis par
Qi = A — /2y Y =7 — Oy (3.78)

On nomme Fy;, le référentiel magnétique dérivant de Fg par la séquence de rotations 3-1 d’angles oy, et v,
conformément a la figure 3.9. Par définition, on a donc :

Cruye = C1(ym)Cs(am) (3.79)

Lemme 30. Le moment m du modeéle magnétique dipolaire peut étre caractérisé par rapport au référentiel

magnétique F py grace a la relation suivante :
m= —2Zy (3.80)

Démonstration. Le vecteur m est repéré dans F g par ses coordonnées sphériques {1, 0,,,, Ay, }. On a donc m = Zp,
ce qui permet d’obtenir les coordonnées cartésiennes de ce vecteur :

. 1 cos A\, cos( —7/2)
mlPl = Cppallh = (C1(—=7/2)Ca(Om — 7/2)Cs(Am))" 0] = |sin A, cos(O, — 7/2)
0 —sin(6,, — 7r/2)

On remarque que cette expression peut-étre réécrite sous la forme suivante

— sin(0y,) sin( A, — 7/2) 0
cos(Ap, — 7r/2) sin(0m) | = (C1(m — 0)C3(Am — 7r/2)) 0
cos(0,,) -1
La matrice (C1(m — 0,,)C3(Ap — 7r/2)) correspond a C']q\;[/E = Cg/nm- Ceci permet d’écrire la relation suivante

V= Cupmr (=)

équivalente a (3.80). O
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FI1GURE 3.10 — Représentation du plan orbital par rapport au référentiel magnétique Fp,

Paramétres orbitaux par rapport & ’équateur magnétique Pour simplifier les expressions & venir, on
introduit de nouvelles variables permettant de localiser le plan d’orbite directement par rapport a I’équateur
géomagnétique, sans 'intermédiaire de ’équateur géographique. Dans cet objectif, on nomme €2, et i,, les
valeurs instantanées de ’ascension droite et de l'inclinaison du plan orbital par rapport a I’équateur géoma-
gnétique. On compléte cette définition par la constante 7, correspondant a I’angle entre le nceud ascendant de
Porbite par rapport a ’équateur géographique et son homologue par rapport a I’équateur géomagnétique. La
figure 3.10 donne une représentation graphique de ces définitions.

En prévision des développements a venir, on identifie chacun des éléments de Cp /s via I'équation suivante

a1 a2 G413
CO/M = |a21 a22 as3 (381)
as; asz2 ass

Lemme 31 ([McElvain, 1964|). Les relations suivantes lient les variables iy, et Ay, aux paramétres orbitauz
précédemment considérés :

im(t) = cos™! (as3)

N (t) = sin™! <_(“13>—w) (3.82)

Sin 4,,
avec
(a13),__, = —sin (2 — 6(t)) sin vy, (3.83)
azs = sinicos (2 — 6(t)) sin v, + cosicosy,, '
et

6(t) = Bo + wat + amm (3.84)

Démonstration. La matrice de rotation Cp /s joue le role d’intermédiaire entre les parameétres orbitaux consi-
dérés jusqu’a présent et les nouvelles variables ., iy, et 1,,. En effet, les deux décompositions suivantes sont
possibles :

Co/m = C3(v +w — 1m)C1(im) C3(2m) (3.85)
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et

Co/m =Co1Cr ECE/Mm

= (C3(v +w)C1(1)C3(2)) (Cs (Bg + wat) )T(Cl (%L)C?’(O‘m))T (3:86)
= C3(v +w)C1 (1) C5(2 — 6(t))Cr(—m)

avec 0(t) donné par (3.84). En s’appuyant sur (3.85) la derniére colonne de C /s s’écrit

ais3 sin(v + w — Ny Sin gy,
ass| = |cos(v 4+ w — Ny siniyy, (3.87)
ass COS &y,

tandis que I'utilisation de (3.86) conduit &

a13 — (cos(v + w) sin(Q2 — &(t)) + sin(v + w) cos i cos(Q — §(¢))) sin v, + sin(v + w) sini cos y,
ags| = | (sin(v 4+ w)sin(Q — §(¢)) — cos(v + w) cosi cos(Q2 — §(t))) sin vy, + cos(v + w) sin i cos vy, (3.88)
ass sin i cos(Q — §(t)) sin v, + €OS i COS Yy,

En identifiant (3.88) avec (3.87), on obtient (3.82) et (3.83). O

Expression analytique de B Le lemme suivant fait usage de ces notations pour obtenir ’expression de B
dans le référentiel F .

Théoréme 34. L’expression du champ magnétique donnée par le modeéle dipolaire dans le référentiel inertiel
est la suivante :

cos Q cos(v(t) + w) — sinQ cos i sin(v(t) + w)

BWI(t) = — /;m 3sin(v(t) + w — N (t)) sindpy, (¢) |sin Q cos(v(t) + w) + cos Q cosisin(v(t) + w)
(1) sinsin(v(t) + w) 3.89
— sin §(¢) sin vy, (3.89)
+ | cosd(t)sinvym,
— COSYm

ot les expressions de iy (t) et 1, (t) sont données par le lemme 31 tandis que r(t) et v(t) sont les solutions
des équations de la dynamique orbitale établies par le lemme 26. On rappelle également que 6(t) est fournie par

(3.84).

Démonstration. Exprimée dans Fy, la forme vectorielle développée de (3.73), donnée par (3.75), s’écrit ainsi :

. 1 0

m T b4
BINI — “73 3 ( ~m> Cnyo |0] =Cnynm | O
r r 0 -1

Les axes de Fy et F; étant confondus, on a Cn/0 = Cr/0 et Cnypr = Cp/pr- De plus, on a

R 0
1 L.
; i = (O Fo FmlM = [1 0 0] Cop | 0 | = -ais (3.90)
-1
En utilisant la définition de Fp et Fjy, ainsi que l'expression de a;3 donnée par (3.87), on obtient (3.89). [

Un raisonnement similaire permet d’établir I’expression de B dans le cas du pointage géocentrique.

Théoréme 35 ([McElvain, 1964]). Dans le référentiel orbital local, les composantes du champ magnétique
données par le modéle dipolaire s’écrivent comme suit :

cos(V(t) + w — Ny (1)) siniyy, (t)

B () = £m — COS i () (3.91)
") | 2 sin((t) + w — 7o (1)) sin im ()

Le lemme 31 donne les expressions de im (t) et nm(t) alors que v(t) et r(t) sont fournies pas le lemme 26. On

rappelle que w est constant.
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Démonstration. L’expression de (3.73) dans F, est :

0
B = M%CL/ON[O]CO/M 0
T
-1
Grace aux expressions de (3.81) et (3.77), on obtient la forme suivante dépendant des éléments de Cop/ps selon
(3.81)
a23

Bt = Em | g, (3.92)
" 2&13
La substitution des termes a;3 par leurs expressions données par (3.87), conduit a (3.91). O

Périodicité du champ pergu par le satellite On suppose dans un premier temps que les termes v(t) et r(t)
sont les seuls éléments variant dans le temps de BIN!(¢) et BIF(¢). On rappelle que v(t) et r(t) sont périodiques
dans le cas des orbites non perturbées. Dans ce cas, il est clair que B (t) est périodique. Concernant le pointage
inertiel, la période de BN (t) correspond a Tp/2. La réécriture suivante de BIVI(t) justifie cette affirmation :

BN (1) — T‘;’é) (sin (20(t) — 1m) B1 + <08 (20(t) — nm) Bz + Bs + By) (3.93)
ol les matrices B; ne dépendent ni de v(t), ni de r(t).

La dépendance temporelle de BINI(#) et BIEl(t) est en réalité plus complexe puisque i,,(t) et 7,,(t) sont
également des fonctions du temps. Toutefois, la dynamique de ces deux derniers termes est liée uniquement a
la rotation de la Terre sur elle-méme a la période T. Pour des orbites basses, la période orbitale Ty est plus
faible que Tg. Par conséquent, v(t) et r(¢) varient plus rapidement que i,,(t) et 1,,(t) et peuvent étre pergues
comme constantes a I’échelle de temps associée a BIV(t) et BILI(t). Cette discussion justifie I'attribution du
qualificatif « quasi-périodique »a BIVI(t) et BIF(t).

Remarque. L’expression de B (t) permet de retrouver aisément les conclusions portant sur la topologie du
champ magnétique. Si i, (t) = 0, le plan d’orbite et l’équateur géomagnétique instantané sont confondus. Le
vecteur é(t) est alors normal a ce plan puisqu’il est dirigé selon iy,. L’orbite polaire magnétique correspond au
cas ol i, (t) = m/2. Dans ce cas, la composante de E(t) selon iy, est nulle, ce qui traduit l’appartenance du
champ au plan d’orbite. o

Simulation dans le cas de ’orbite circulaire

Pour donner des représentations graphiques des derniers résultats, il est nécessaire de définir I'orbite. On
choisit une orbite circulaire d’inclinaison 7 = 98.23° et d’altitude a = r = 660km. La période orbitale est alors
Ty = 5867 sec. On précise que pour ce type d’orbite w est indéfini et la fréquence orbitale = wy est constante et
égale & y/u/r3, [Schaub and Junkins, 2003]. Les valeurs numériques utilisées pour ces simulations sont fournies
par I'annexe 1.

La figure 3.11 montre B (t) et BIVI(t) sur 60 orbites (environ 4 fois 24h), tels que donnés par I'IGRF.
L’axe des abscisses donne la position du satellite sur son orbite en pourcentage, 0% et 50% correspondant au
début et au milieu de 'orbite respectivement. L’absence de superposition de ces courbes confirme que le champ
percu par le satellite n’est pas exactement périodique. La rotation de la Terre sur elle-méme est responsable de
ce phénomeéne. Toutefois, la tendance de ces tracés est clairement périodique avec une période correspondant
a Ty pour BlE (t) et & Ty/2 pour BN (t). On constate également que la dispersion de ces courbes n’est pas
constante : & 25% de l'orbite, le champ est quasiment périodique alors que son expression est beaucoup plus
variable & 70%. L’inclinaison choisie étant proche de 7/2, on peut également confirmer que dans ce cas B?[,L] (t)
est proche de zéro.

La figure 3.12 est construite de la méme fagon mais en s’appuyant cette fois sur les modéles analytiques
proposés par les théorémes 34 et 35 et issus du modéle dipolaire du champ. Issu de la la troncature a I'ordre
1 de 'IGRF, ce modéle est moins riche, d’ot la plus grande régularité de ces courbes. Pour les mémes raisons,
les courbes ne se superposent pas. L’influence de la rotation de la Terre est ici isolée dans les termes i,,(t) et
Nm(t). La figure 3.13 confirme que ces grandeurs évoluent de fagon périodique mais a la fréquence de rotation
de la Terre : on observe 4 périodes puisqu’en 60 orbites la Terre a tourné 4 fois sur elle-méme.

Finalement, la figure 3.14 compare les modéles B;[,N] (t) et B;[,L] (t) (traits continus), donnés par (3.69), avec
Penveloppe (traits discontinus) des courbes issues de 'IGRF affichées par la figure 3.11. Dans les deux cas, on
constate que le modéle approché est voisin du centre du tube malgré un nombre d’harmoniques relativement
faible, N, = 3. Ceci valide I’approche.
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FIGURE 3.11 — Modéle IGRF : superposition de B(t) sur 60 orbites pour les pointages inertiel et géocentrique
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FIGURE 3.12 — Modéle dipolaire : superposition de B(¢) sur 60 orbites pour les pointages inertiel et géocentrique :
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FIGURE 3.14 — Modé¢le identifié (traits continus) : comparaison avec ’enveloppe issue de 'IGRF (traits pointillés)
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3.7 Conclusion

Ce chapitre a permis d’obtenir, dans un cadre générique, les équations non-linéaires décrivant le mouvement
d’attitude d’un satellite muni de roues a réaction et de magnéto-coupleurs. Une partie importante des efforts a
été consacré a la modélisation de I’évolution du champ magnétique terrestre sur la trajectoire du satellite, ainsi
qu’aux différentes approximations de cette expression. La linéarisation de ce modéle en a donné une version
approché. Ce chapitre a également montré I'impossibilité, dans le cas général, de respecter parfaitement les
objectifs de commande consistant & asservir & la fois I'attitude du satellite et la vitesse des roues a réaction.
Entre autres conséquences, cet obstacle empéche de définir une trajectoire de linéarisation (a) satisfaisant les
objectifs de commande et (b) sur laquelle le satellite peut étre stabilisé. Finalement, la derniére section rappelle
Pexpression analytique du champ magnétique sur la trajectoire du satellite dans le cas o seul le premier
harmonique du modéle IGRF est retenu.

En s’appuyant sur ces résultats, le chapitre suivant s’efforce de proposer une loi de commande utilisant
les roues & réaction et les magnéto-coupleurs pour remplir les objectifs de commande dans un environnement
perturbé par un signal périodique.

Contributions principales :
Modélisation générique du probléme de controle d’attitude avec magnéto-coupleurs et roues a réaction pour
différents cas de pointage.

Contributions complémentaires :

— redéfinition des conditions de validité des modeles linéarisés (section 3.5.3).




Chapitre 4

Controle d’attitude robuste et périodique
en utilisant des roues a réaction et des
magnéto-coupleurs

4.1 Introduction

En s’appuyant sur les modéles établis précédemment, ce chapitre a pour vocation de concevoir une loi de
commande satisfaisant les deux objectifs de commande suivants :

1. contrdle d’attitude sur les trois axes, assimilé a ’asservissement de g autour de 1;
2. régulation du moment cinétique des roues,

dans un environnement soumis & une perturbation extérieur périodique et grice aux roues a réaction et aux
magnéto-coupleurs. La qualité de la loi de commande sera évaluée grace a la stabilité du pointage et I'excursion
en vitesse des roues autour de leur vitesse nominale. Ces critéres correspondent & la proximité que g et hy,
entretiennent avec leur valeur de consigne 1 et hy, respectivement.

L’é¢tude proposée dans ce chapitre se situe dans le cadre du pointage inertiel (wg/7(t) = 0). Elle se focalise
également sur la périodicité provenant de l'utilisation des magnéto-coupleurs plutot que sur celle issue des
perturbations. Pour cette premiére approche, les perturbations ne sont pas prises en compte lors de la synthése,
bien que les simulations montrent leur influence sur le modéle en boucle fermée.

La section 2 ouvre ce chapitre par une discussion sur le probléme du contréle d’attitude, dans un cadre
faisant abstraction de la difficulté liée a la réalisation physique du couple de commande par les actionneurs.
Puis, les limitations associées aux roues & réaction et aux magnéto-coupleurs sont explicitées afin de justifier
leur utilisation conjointe. Une présentation critique de la fagon dont ce probléme a été abordé dans la littérature
est menée dans la section 3. A partir des conclusions de cette discussion, le chapitre 4 batit une nouveau
schéma de commande permettant une preuve rigoureuse de la stabilité en boucle fermée. La maniére d’aborder
le probléme est ensuite questionnée, ce qui conduit & deux nouvelles approches présentées dans les sections 5 et
6. La premiére se base sur le modéle linéaire développé au chapitre 3 tandis que la seconde traite directement
le modéle non-linéaire pour reformuler la problématique dans un cadre linéaire. Des simulations numériques
illustrent ce chapitre en comparant les différentes approches.

Avant toute chose, le paragraphe suivant présente les notations auxquelles ce chapitre a recours.

Notations Le processus de simplification des notations, amorcé par le tableau 3.5 du chapitre précédent, est
poursuivi puisque les risques d’ambiguités disparaissent dans le contexte de ce chapitre. Le tableau suivant fait
la correspondance entre les anciennes notations et leur nouvelle version :

Anciennes notations H hglos ‘ BUI ‘ B9 ‘ Cs/r(q)
|

Notations simplifiées H hg] ‘ B, B ‘ C(q)
Les termes b(t) et bo(t) sont également introduits. Ils font référence aux versions normalisées de B(t) et Bo(t)

de telle sorte que
) s~ BO ) Bo(t)
IBOIT [ Bo (1)

125
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On donne finalement la relation suivante a laquelle ce chapitre a fréquemment recours :

v¥vX vl
Yv € R3, — =13 —
T ]2 [[v][?

(4.1)

Chaque coté de cette égalité correspond a la matrice de projection sur ’espace orthogonal a v.

Par la suite, les adjectifs qualifiant la stabilité sont abrégés selon la convention suivante : uniforme (U),
globale (G), locale (L), exponentielle (E) et asymptotique (A). On ajoute le préfixe « 0- »lorsque 1’on considére
la stabilité du modéle autonome (pour lequel l'entrée est nulle). Par convention, le suffixe (S) fait référence au
mot stabilité. Ainsi, le terme 0-UGES désigne la stabilité uniforme, globale et exponentielle du modéle autonome.

4.2 Choix des actionneurs pour la commande d’attitude

4.2.1 Cas d’un couple de commande idéal
Présentation du probléme

On suppose dans un premier temps que ’on dispose d’actionneurs capables de créer un couple de commande
arbitraire noté ur sur le satellite. Dans un environnement non perturbé, le théoréme 28 indique que 1’équation
de la dynamique s’écrit alors

Jw+w Jw = ur (4.2a)

Dans le cas du pointage inertiel, la cinématique du satellite est régie par 1’équation (3.38) avec wgr/(t) = 0,
c’est-a-dire

. - w
q= ) [ ~JT o ] q (4.2b)
Remarque. Rigoureusement, la matrice d’inertie considérée par (3.7) correspond a Jz[&’]jlog alors que J est la

notation simplifiée de J‘[S/]OS. Le premier terme correspond au satellite sans les roues contrairement au second

qut prend en considération la nouvelle répartition de masse du systéeme due a la présence de ces actionneurs.
Toutefois, si les moteurs des roues n’exercent aucun couple alors (4.2a) peut étre obtenue en suivant le méme
raisonnement que celui ayant conduit ¢ (3.7). o

La trajectoire f, caractérisée par la définition 6, constitue I'objectif d’asservissement, c’est-a-dire I’équilibre
a atteindre en boucle fermée. On rappelle que dans le cas du pointage inertiel, (3.58) donne

(w,q) = (0,1) (4.3)

Probléme 7. [Commande idéale] Pour le satellite décrit par (4.2), concevoir une loi de commande u%.(¢,w, q)
telle que (w, q)y constitue un point d’équilibre GAS en boucle fermée avec ur = uj..

Dans ce probléme et pour la suite de ce chapitre, la notation v} fait donc référence & une solution du
probléme 7 alors que ur désigne le couple de commande physique (et idéal) s’exercant sur le satellite.

Discussion sur ’existence d’une solution globale

Le probléme 7 a été trés largement traité dans la littérature. On trouvera dans [Chaturvedi et al., 2011] une
présentation trés pédagogique de ce probléme.

Sous son apparente simplicité, ce probléme comporte des aspects délicats qui n’ont été mis en lumiére que
tardivement dans [Bhat and Bernstein, 2000]. Ainsi, [Chaturvedi et al., 2011] souligne qu’il est impossible de
résoudre complétement le probléme 7 grace a une loi de commande continue et invariante dans le temps (statique
ou dynamique). En effet, tout systéme continu et invariant dans le temps ne peut admettre un unique équilibre
dans l'espace de rotations des corps rigides nommé SO(3) [Bhat and Bernstein, 2000]. Par conséquent, le
qualificatif « global »associé a la stabilité en boucle fermée des solutions proposées dans la littérature [Fjellstad
and Fossen, 1994, Wen and Kreutz-Delgado, 1991, Joshi et al., 1995] est en réalité abusif. Cette difficulté
constitue un obstacle topologique inhérent au probléme de stabilisation du mouvement rotationnel d’un corps
rigide et est donc indépendant de la paramétrisation de I'attitude retenue.

A cette problématique s’ajoute une difficulté supplémentaire liée & la non-unicité du quaternion pour la
représentation de 'attitude. En effet, 'orientation d’un corps peut étre indifféremment représentée par =+q.
Cette duplication de I’espace physique d’attitude est propice a 'apparition du phénomeéne de déroulement [Bhat
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FI1GURE 4.1 — Tllustration du phénoméne de déroulement

and Bernstein, 2000] (unwinding en anglais). Ce dernier se manifeste lorsque le correcteur génére un premier
équilibre +qq stable et un second —gqq instable, alors qu’il correspondent physiquement & la méme orientation.

La figure 4.1 en donne une illustration en utilisant la loi de commande du lemme 32 présenté par la suite.
L’état initial correspond a (w,q) = (0,—1), le caractére répulsif de —1 engendre un mouvement du satellite
vers I’équilibre stable (w,q) = (0,1). Or, les points de départ et d’arrivée de cette trajectoire correspondent
approximativement a la méme orientation physique, représentée ici par les angles de Cardan'. Bien que 1'équi-
libre désiré (w,q) = (0,1) soit attractif, il n’est pas stable au sens de Lyapunov dans SO(3). Motivé par cette
observation, il est suggéré dans [Chaturvedi et al., 2011] de paramétrer lattitude grace aux 9 éléments de la
matrice de rotation C' capable de représenter toute orientation de fagon unique. En se basant sur cet outil, les
auteurs de cet article proposent une loi de commande continue et invariante dans le temps capable de faire de
# un point d’équilibre presque global 2.

En dehors du cadre des lois de commande continues et invariantes dans le temps, il est toutefois possible de
résoudre complétement le probléme 7. Récemment, les travaux publiés dans [Mayhew et al., 2009] ont donné
une solution s’appuyant sur une loi de commande up hybride.

Dauns la suite de ce chapitre, on distingue donc les solutions locales (ou partielles) du probléme 7, conduisant
a un équilibre LAS en boucle fermée, des solutions globales (ou complétes) de ce méme probléme, pour lesquelles
il existe une preuve que le systéme asservi est GAS.

Abstractions associées a ce probléme et objectif de ce chapitre

Cadre de I’étude Le probléme 7 se situe dans un cadre idéal dans la mesure ou il suppose qu’il est possible
de réaliser physiquement ur. Il fait donc abstraction des limitations des actionneurs. En tenant compte (par-
tiellement) de ces difficultés, ce chapitre constitue un effort pour obtenir une solution plus proche de la réalité
physique du probléme. La problématique considérée peut donc étre énoncée comme suit.

Probléme 8. Concevoir une loi de commande pilotant les actionneurs de maniére a assurer que la trajectoire §
soit un équilibre GAS du satellite asservi. o

1. Les angles de Cardan correspondent aux angles de la séquence de rotation 3-2-1, caractérisant de facon alternative I'attitude
du satellite [Courtois, 1998].

2. Si 'on nomme respectivement go et Q ’équilibre stable et I’ensemble (discret) des équilibres instables en boucle fermée,
Pattribut « presque »provient du fait que (a) il n’existe pas d’ensemble M dense pour lequel toute condition initiale choisie dans
M conduit & des trajectoires convergeant vers Q et que (b) toutes les trajectoires ne convergeant pas vers Q tendent vers qg.
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Ce chapitre s’intéresse a ce dernier probléme exclusivement. Il n’a donc pas a vocation de résoudre le pro-
bléme 7. Toutefois, il est possible, dans certain cas, de ré-utiliser les solutions du probléme 8 pour résoudre le
probléme 7. Dans ce cas, les solutions du probléme 7 de la littérature sont utilisées directement.

Discussion sur le caractére global ou local des solutions du probléme 8 On rappelle que les solutions
uw}p du probléme 7 peuvent étre locales ou globales. Dans ce chapitre, on distingue de la méme fagon les solutions
du probléme 8 en fonction du type d’équilibre qu’elles permettent d’atteindre : local ou global.

Cette section propose des solutions globales au probléme 8 en s’appuyant sur w7}, une solution elle-méme
globale du probléme 8. La préservation de cette qualité constitue un des résultats majeurs de ce chapitre.
Toutefois, il est possible d’utiliser dans ce méme contexte une loi u} uniquement locale. L’asservissement ne
garantit alors que la stabilité locale. Cette démarche a un sens lorsque seule une loi u}. locale permet de remplir
certains critéres (de performance, de formes, etc). Selon la discussion précédente, imposer a u#. d’étre continue
et invariante dans le temps conduit a ce type d’approche, puisque u} peut alors uniquement étre locale. La
solution suivante, extraite de la littérature correspond a ce cas précis, et sera utilisée pour les simulations de ce
chapitre.

Lemme 32 ([Joshi et al., 1995]). Soit la loi de commande suivante :

1
ur(w,q) = =5 ((1sn+ )Gy + Is7(L = n)) £ = Gyw (4.4)
ot G, - 0, G, = 0 et la valeur propre mazimale de la matrice G, est inférieure ou égale a 2vy. Le modéle décrit
par (4.2) avec up = w} donnée par (4.4) admet (w,q)s = (0, 1) comme point d’équilibre LAS.

La suite de cette section discute des limitations associées aux roues a réaction et aux magnéto-coupleurs,
qui sont les actionneurs retenus pour cette étude.

4.2.2 Utilisation des roues a réaction seules

D’aprés le théoréme 29 et sous 'hypothése 6, la dynamique du satellite équipé des trois roues a réaction est
gouvernée par les équations suivantes :

Jo + by +w* (Jw 4+ hy) =0 (4.5a)

b =Ty (4.5b)
En identifiant (4.5a) avec (4.2a), il est possible de décrire cette dynamique dans le cadre des actionneurs idéaux
en utilisant (4.5b) et (4.2a) avec ur définie comme suit :

ur = hw - wxhw = *,ij - thw (46)

Comme dans le chapitre précédent, on considére le vecteur d’état = dont on rappelle I'expression sur la
trajectoire f :

w 0
rp=|q| =|1] R (4.7)
hol, [

ol hy € R? correspond & une consigne constante arbitraire du moment angulaire des roues a réaction.
Le probléme 7 est modifié conformément a ce contexte.

Probléme 9. [Roues a réaction seules| Pour le satellite décrit par (4.2) et (4.5b) avec ur donnée par (4.6),
concevoir une loi de commande T, (¢, x) telle que x4 soit un point d’équilibre GAS en boucle fermée. )

En I’absence de couples extérieurs, le moment cinétique hg] du satellite complet S (corps central et roues
a réaction) exprimé dans le référentiel inertiel est invariant (voir (3.33)). En s’appuyant sur ce principe, les
roues a réaction accélérent et décélérent leur vitesse de rotation pour mettre en mouvement le satellite via un
transfert de moment cinétique. De cette fagon, les actionneurs peuvent modifier ’orientation du satellite a partir
de valeurs initiales de w et ¢ quelconques.

Pour ce type d’asservissement et en ’absence de couples perturbateurs, la valeur finale de hg] est fonction
exclusivement des conditions initiales puisque les roues a réaction sont inaptes & modifier cette grandeur dont

on rappelle I’expression obtenue a partir de 1’équation (3.20) :

h = 0T (ghd) = CT(q)(Jw + hy,) (4.8)
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En d’autres termes, 'usage exclusif de ces actionneurs ne permet pas d’asservir a la fois ¢ et h,,. En s’appuyant
sur cette constatation, le lemme 33 caractérise la région de I’espace d’état admissible pour rejoindre la trajectoire
# grace a la matrice de rotation C(g), dont on rappelle expression donnée par (3.39) :

Cl(q) = (n* —eTe) 13+ 2e” — 2™ (4.9)

Lemme 33. La condition suivante est nécessaire pour que le probléme 9 admette une solution
hi(ty) =h 4.10
s (to) = hy (4.10)

ou hg] est fonction des états selon la relation (4.8). De plus, si (4.10) est satisfaite pour un instant to, alors
elle est également vérifie quel que soit t.

Pour compléter cette discussion, on montre maintenant qu’il est possible de résoudre le probléme 9 grace
aux solutions du probléme 7.

Théoréme 36. Si la condition (4.10) est vérifiée, alors toute loi de commande T,,(x) définie par
Ty(z) = —uh(t,w,q) — w hy (4.11)
ot u}. est une solution quelconque du probléme 7, résout le probléme 9.

Démonstration. La substitution de Ty, (x), donné par (4.11), dans (4.6) donne ur = u%. On retrouve alors le
cadre du probléme 7, pour lequel u% est, par hypothése, une solution. Les signaux w et ¢ sont donc bornés et
convergent vers wy et gy.

D’apres le lemme 33, si la condition (4.10) est vérifiée, elle est également satisfaite quel que soit t. On a alors

Vit hy(t) = Clq(t))hs — Juw(t)

Lorsque ¢ tend vers I'infini, (w, q) converge vers (w,q); = (0,1) et cette relation montre que h,,(t) tend vers hy
puisque C(gz) = 1. O

Ces résultats montrent clairement les limites de commandabilité associées a un satellite équipé uniquement
de roues a réaction. La sous-section suivante se penche sur la méme problématique en utilisant uniquement les
magnéto-coupleurs.

Remarque. On notera que la stratégie utilisée par le théoréme 36 s’apparente & un retour linéarisant (voir
[Wen and Kreutz-Delgado, 1991]) annulant le terme non-linéaire gyroscopique w” hy,. o

4.2.3 Problémes spécifiques associés aux actionneurs magnétiques

Difficulté d’utilisation des magnéto-coupleurs Comme expliqué dans le chapitre précédent, I'interaction
du moment magnétique M, créé par les magnéto-coupleurs, avec le champ géomagnétique B génére un couple
T, selon la relation suivante :

T,=-B*M (4.12)

et conduit & I’équation de la dynamique suivante :
Jo+w Jw =T,

On rappelle que B est fonction de lorientation du satellite et de sa position sur 'orbite. Cette double
dépendance est mise en lumiére grace a la décomposition B = C(q)B, conduisant a

T == (C(q)Bo ()" M (4.13)

Sous I'hypothése que la trajectoire orbitale est parfaitement prévisible, le terme B, (t) est connu et dépend
uniquement du temps. Le probléme 7 est adapté en conséquence au cas des magnéto-coupleurs.

Probléme 10. [Magnéto-coupleurs seuls| Dans le cas ou up = Ty, avec Ty, défini par (4.13), concevoir une loi
de commande a retour d’état M (¢,w,q) conduisant & une solution du probléme 7. o

La résolution du probléme 10 se heurte aux difficultés suivantes, caractéristiques de I'utilisation des magnéto-
coupleurs pour le controle d’attitude :
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— couplage dynamique/cinématique : le couple T, dépend de la matrice de rotation C(g), elle-méme
fonction du quaternion g. La dynamique du satellite dépend donc de son orientation. Cette constatation
provient du fait que le satellite pergoit le champ magnétique difféeremment selon son attitude;

— dépendance temporelle quasi-périodique : T}, est fonction du temps par 'intermédiaire du terme
B, (t). La section précédente a montré que cet élément est quasi-périodique au double de la fréquence
orbitale. Ainsi, pour un moment M invariant et une orientation constante, le couple magnétique varie en
fonction du temps, ou, plus précisément, en fonction de la position du satellite sur ’orbite ;

— couplage entrées/états : 'entrée de commande M est multipliée par C(g), une fonction polynomiale
de degré 2 en les éléments de ¢ d’aprés (4.9). A nouveau, cette observation trouve son origine dans la
dépendance qu’entretient ’action des magnéto-coupleurs & I'égard de l'attitude du satellite.

Si chacune de ces remarques complique 'obtention d’une solution au probléme 10, elles ne posent, a priori,
aucune limitation & sa résolution. Il en va autrement de l’observation suivante qui est un facteur limitant
intrinséque a 'utilisation des magnéto-coupleurs : & un instant donné, seuls deux axes du satellite sont
commandables par ces actionneurs. En effet, le vecteur T m est issu du produit vectoriel M x B et est donc
toujours orthogonal & B. On retrouve cette observation en examinant la relation (4.12) pour laquelle la matrice
B* est structurellement singuliére puisque les propriétés des matrices de produit croisé indiquent que B*B = 0,
quel que soit B € R3. En d’autres termes, I'image de B> est le plan orthogonal & B. Le couple T}, est donc
contraint dans cet ensemble, quel que soit le moment M des magnéto-coupleurs.

Remarque. On notera que l'utilisation des roues a réaction n’implique aucune de ces difficultés. Elles requiérent
toutefois la prise en compte de leur dynamique, en ajoutant h,, aux états du modéle. Au contraire, la dynamique
des magnéto-coupleurs peut étre négligée puisque le transitoire électrique de ces actionneurs est trés court par
rapport & la dynamique du satellite [Lovera, 2001]. o

Commandabilité restreinte La restriction de la commandabilité instantanée & deux axes est la plus contrai-
gnante des difficultés soulevées précédemment. Elle interdit en effet de générer un couple T, arbitraire, et rend
donc les solutions du probléme 7 inutilisable dans ce contexte. Afin de prendre en compte ces contraintes, les
travaux présentés dans la littérature ont fréquemment recours a la précommande suivante (voir par exemple
[Lovera and Astolfi, 2004, Sidi, 1997, Hablani, 1997]) :

_ 0@
~BO

(4.14)

ot M* est la nouvelle variable de commande. Avec (4.12), cette relation conduit & I’équation suivante :
T = =0 ()0 ()M

Comme le montre la relation (4.1), la matrice —b* (¢)b*(¢) projette M* sur le plan orthogonal & T,,. La pré-
commande (4.14) permet ainsi :

1. de normaliser les variations d’amplitude de B(t) puisque ||b(t)|| = 1, V¢;

2. de minimiser I'énergie de commande en annulant la composante de M selon B(t) puisque cette direction
correspond au noyau de B*(t) et sera donc annulée.

Remarque. La mise en oeuvre de la précommande (4.14) requiert la connaissance de l’expression instantanée
du champ magnétique. Ce dernier peut étre calculé a bord via un modéle ou mesuré grice a un magnétomeétre. La
premiére approche est soumise aux incertitudes de modélisation tandis que la seconde utilise un type de capteur
peu précis. Cette difficulté d’accéder a la mesure du champ peut étre vue comme une difficulté supplémentaire
devant étre surmontée par la loi de commande utilisant ces actionneurs. o

En raison de la singularité de b* (t), il est possible que Ty, (¢) soit nul alors que ||M*(¢)|| # 0. En revanche,
si M*(t) reste constant (et non nul) sur un intervalle de temps suffisamment long, la variation temporelle de
b(t) garantit qu’il existe ¢ pour lequel ||T;,,(¢)|| # 0. En d’autres termes, 'image de —b™ (¢)b* () est restreinte
au plan orthogonal a b(t) alors que la valeur moyenne I' de cette méme matrice est non nulle.

P b) = /0 b (1) (r)dr (4.15)

En utilisant lidentité —b> (£)b* () = (b (t))Tb* (), le développement suivant montre que I' est structurel-
lement semi-définie positive :

v T(b(t))v = %/0 o (0 () To* (1)vdT = %/0 w? (T)w(t)dr avec w(r)=0b"(T)v
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On remarque également que s’il existe un instant 0 < 7 < t tel que w(7) # 0 alors I' est définie positive. Les
trajectoires pathologiques sont caractérisées par w(t) = b*(¢t)v = 0 et correspondent au cas ou b(t) est constant
et orthogonal & v, comme indiqué précédemment. L’examen de (4.13) montre que deux cas de figure peuvent
conduire a I'invariance temporelle de b(¢) :

1. Pattitude du satellite est constante et b, (t) est invariant ;
2. bo(t) et q(t) varient de telle sorte que b(t) = C(q(t))bo(t) est constant.

Le premier cas peut étre écarté grace a des considérations portant sur 'orbite du satellite. Le chapitre précédent
a montré en effet que la direction du champ magnétique dans le référentiel lié au satellite n’est constante que
si (a) le plan orbital et 'équateur géomagnétique sont confondus® ou (b) le satellite est géostationnaire. L'une
et lautre de ces situations sont exclues de cette étude considérant des orbites basses et inclinées. Le second cas
est plus insidieux puisqu’il correspond & une situation ou le mouvement de ’attitude du satellite correspond
trés exactement aux variations du champ magnétique dues au mouvement orbital. On notera cependant que la
probabilité qu’une telle configuration persiste pendant une durée d’une demie orbite est quasi-nulle.
Dans le cadre cette thése, on fait I’hypothése suivante.

Hypothése 7. Le champ Bo(t) dans le repére inertiel est périodique de période Ty /2, ou Ty fait référence a la
période orbitale, et sa direction est telle que
I‘lo t 713

avec
) To/2 ) To/2

Lo =T(Ty/2,bo) = —— b ()b (T)dr = — (15 — bo ()b (7)) dr (4.16)
TO 0 TO 0
Cette hypothése permet de se focaliser sur les aspects périodiques de la commande d’attitude en excluant
les orbites problématiques et en assimilant les variations de b, (t) & un signal périodique.

Remarque. Une valeur de 7y trés proche de zéro (mais positive) valide mathématiquement ’hypothése 7 mais
reste en pratique aussi problématique le cas ot v = 0. o

Controle d’attitude par magnéto-coupleurs La discussion précédente montre qu’il est possible de garantir
la commandabilité du satellite par les seuls magnéto-coupleurs sur un horizon temporel suffisamment grand. Si
cette observation permet d’envisager le contréle d’attitude 3-axe dans ce contexte, les performances obtenues
ne peuvent étre comparables & celles d’un systéme de commande utilisant des actionneurs permettant un couple
quelconque. Cette solution est toutefois intéressante dans le cas de faibles exigences de pointage et d’un choix
d’actionneurs restreint (typiquement pour le mode survie [Courtois, 1998]).

Dans ce contexte, [Lovera and Astolfi, 2004] propose une solution locale au probléme 10.

Théoréme 37 ([Lovera and Astolfi, 2004]). Soit la loi de commande suivante, paramétrée par § et conduisant
a M(t,z) via la précommande décrite par (4.14) et

M*(z) = —(6%kpe + 0k, Jw) (4.17)

ou ky et k, sont deux scalaires positifs satisfaisant la relation donnée par [Lovera and Astolfi, 2004, eq. (16)].
Si la condition suivante est vérifiée

dim_T(t,bs) - 0 (4.18)
ot I' est donnée par (4.15), alors il existe §*, tel que pour tout & satisfaisant 0 < § < 0*, la loi de commande
(4.17) assure que (w,q); = (0, 1) est un point d’équilibre LES pour le systéme asservi décrit par (4.12) et (4.2)
avec up = T,.

On remarquera que ’hypothése utilisée par ce théoréme sur b, (t) (par l'intermédiaire de I') est plus faible que
I’hypothése 7. Premiérement, b,(¢) ne doit pas nécessairement étre périodique et, deuxiémement, la positivité
de I n’est requise que de fagon asymptotique alors que ’hypothése 7 exige cette propriété sur une demi-période
orbitale.

3. On précise que cette affirmation se base sur les analyses issues du modéle dipolaire, qui correspond & une version approchée de
PIGRF. De plus, la rotation de la Terre sur elle-méme interdit la superposition exacte du plan orbital et de ’équateur géomagnétique
de fagon continue.
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Remarque. Comme le remarque [Lovera and Astolfi, 2004/, il est intéressant de mettre en relation le probleme
de commandabilité dont souffrent les magnéto-coupleurs avec le cas des satellites ne disposant que de deur axes
commandables et fixes par rapport au référentiel lié au satellite. Il a en effet été démontré dans [Byrnes and
Isidori, 1991] que ce dernier probléme est insoluble par des lois de commande continues & temps invariant
(statique ou dynamique). En revanche, un correcteur & temps-variant peut conduire & la stabilité asymptotique
(et non exponentielle) comme 'a montré [Morin et al., 1995]. Ce résultat ne peut cependant pas étre appliqué
au probléeme 10 puisque la direction dans Fg de l’aze non commandable (c’est-a-dire E) varie dans le temps. o

Pour ce méme probléme, certaines solutions proposées dans le littérature se basent sur une version linéaire
approchée des équations du mouvement du satellite. En ce sens, elles différent de la démarche mise en oeuvre
dans [Lovera and Astolfi, 2004] utilisant directement le modéle non-linéaire. Parmi celles-ci, on peut citer
les travaux pionniers de [Hablani, 1995, Stickler and Alfriend, 1974] s’affranchissant des difficultés liées aux
parameétres variant dans le temps de la dynamique en considérant le modéle moyen. Plus récemment, des outils
de commande robuste et optimale ont été mis en oeuvre sur une approximation périodique et linéaire du modéle
[Lovera, 2001, Psiaki, 2001, Wisniewski and Stoustrup, 2004, Zanchettin and Lovera, 2011]. Finalement, on
trouvera dans [Corti and Lovera, 2012| le compte-rendu des premiéres tentatives visant & exploiter la mesure
du champ effectuée a bord en s’appuyant sur les techniques de synthése a destination des modéles linéaires &
paramétres variants (LPV).

4.2.4 Principe et justification de ’approche

Comme il a été dit précédemment, les roues a réaction ne peuvent assumer seules un objectif de commande
portant & la fois sur leur vitesse de rotation et sur I'attitude du satellite : 'action des roues & réaction repose
précisément sur la variation de leur vitesse de rotation. En ’absence de couple extérieur, elles ne peuvent
donc étre ralenties ou accélérées sans modifier 'attitude du satellite. Par ailleurs, 'usage exclusif des magnéto-
coupleurs induit des contraintes sévéres de commandabilité. La combinaison de ces deux types d’actionneurs
s'impose donc naturellement comme une solution permettant d’asservir 'attitude du satellite (via les roues a
réaction) et de réguler la vitesse de rotation de roues (via les magnéto-coupleurs).

Remarque. L’utilisation conjointe de ces actionneurs peut également étre interprétée comme une configuration
visant & surmonter les difficultés de commandabilité associées aux magnéto-coupleurs. Toutefois, les exigences
de performances orientent plutét une approche dans laquelle les actionneurs principauz sont les roues a réaction
et non les magnéto-coupleurs, ces derniers pdtissant de la difficile estimation de B, (t). o

A nouveau, ’énoncé du probléme 7 est adapté a ce contexte pour lequel I'équation de la dynamique devient
Jo + oy + wX (Jw + hy) = — (C(q)Bo(t))* M

En rassemblant les contributions des deux types d’actionneurs, on reformule cette relation dans le cadre précé-

dent avec :
ur = =T — w hy — (C(q)Bo (1)) M (4.19)

Probléme 11. [Roues a réaction et magnéto-coupleurs| Concevoir une loi de commande & retour d’état
{Tw(x), M(t,z)} assurant que la trajectoire § soit un équilibre GAS pour le systéme décrit par (4.2), (4.5b),
(4.9) et (4.19). o

La complexité de ce probléme est essentiellement due aux deux facteurs suivants :

— interactions potentiellement néfastes entre les objectifs de commande : lorsqu’ils sont traités en
méme temps, I’asservissement d’attitude et la régulation de la vitesse des roues peuvent étre des objectifs
conflictuels ;

— difficultés liés a ’'usage des magnéto-coupleurs : les discussions précédentes ont montré que 1'utili-
sation de ces actionneurs met en jeux des phénoménes complexes, en particulier en raison de limitations
sur la direction du couple de commande.

La section suivante discute du traitement dont a fait 'objet ce probléme dans la littérature.

4.3 Position du probléme vis-a-vis de la littérature

Le probléme 11 est classiquement abordé via une des deux stratégies suivantes :
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— dissymeétrie des gains : pour éviter les possibles interactions entre les objectifs d’asservissement, le gain
du signal de commande T, commandant ’attitude est beaucoup plus important que celui de la loi associée
a M, responsable de la régulation de vitesse des roues;
— allocation du couple total : le couple de commande total ur est réparti selon les actionneurs en fonction
des limitations propres de chacun d’eux.
La suite de cette section propose un tour d’horizon des résultats de la littérature concernant chacune de ces
approches.

4.3.1 Reégulation du moment cinétique des roues

Simplification sous I’hypothése de dissymétrie des gains La discussion précédente suggére une répar-
tition des objectifs de commande en fonction des actionneurs : les roues a réaction asservissent ’attitude tandis
que les magnéto-coupleurs jouent le role d’actionneurs secondaires assurant ’amortissement du moment ciné-
tique des roues. En s’inspirant du théoréme 36, la loi de commande T, () est choisie conformément a la relation
(4.11). Dans ce contexte, ’équation de la dynamique (4.2a) s’écrit

Ji 4+ w*Jw = uh(w,q) — (C(q)Bo ()™ M(t, hy) (4.20)

Cette relation met en évidence la possibilité d’interaction entre les lois de commandes w7 et M. Pour s’en
prémunir, ’approche décrite ici considére la commande d’attitude comme prioritaire par rapport a la régulation
de h,,. Cette hiérarchie entre les objectifs de commande peut étre traduite sous la forme d’une dissymeétrie
entre les gains de u} et de M, de telle sorte que ||u%|| est trés supérieure & ||[M||. Sous cette hypotheése, la loi
uk rejette (C(g)B(t))™ M comme une perturbation extérieure et fait converger (w,q) vers (w, q);. L’expression
asymptotique des équations (4.11) et (4.20) est alors

(4.11) = Ty(z) = —uh(w,q), (4.20) = uh(w,q) = BX(t)M(t, hy)
ou, plus simplement et en utilisant (4.5b),
o = —BX(t)M(t, hyy) (4.21)

La tache secondaire de régulation de h,, s’appuie sur cette équation. Cet objectif peut étre envisagé sur un
horizon temporel plus grand que celui associé & ’asservissement d’attitude étant donnée 'ampleur de la plage
de variation admissible de h,,. Cette liberté s’accorde avec la lente variation de BX(t) et offre ainsi une issue
aux contraintes de commandabilité associées aux magnéto-coupleurs. Cette stratégie permet ainsi de surmonter
les deux obstacles du probléme 11 mentionnés précédemment. On détaille par la suite les solutions proposées
pour concevoir M (¢, hy,) & partir de (4.21).

Remarque. Dans la littérature, la simplification de (4.20) a (4.21) est justifiée en supposant l’existence d’une
séparation entre les bandes de fréquences de wy et M. L’usage de cette hypothése semble toutefois inappropriée.
Il repose en effet sur le principe de superposition qui n’est valide que si le modéle est linéaire. Or, seule (4.21),
la version asymptotique de (4.20), est linéaire. Il semble donc que argument utilisé pour justifier (4.21) repose
précisément sur la validité de cette méme expression. Au contraire, Uhypothése de dissymétrie des gains suffit
pour valider lexpression asymptotique (4.20). La séparation fréquentielle en est alors la conséquence mais non
la cause. La suite de ce chapitre propose de refonder cette stratégie de commande en s’appuyant sur le moment
cinétique total du satellite.

Méthodes de projection On rassemble sous la dénomination « méthodes de projection », tous les correcteurs
utilisant la précommande (4.14) pour obtenir une loi M stabilisant (4.21). Les considérations géométriques a
Porigine de (4.14) justifient ce terme. Dans cette situation, la loi de commande globale est alors

Tw(x) = —u}l()oi,;]) — WX hy,
M) = T M ()

(4.22)

ot uy et M*(h,,) stabilisent les dynamiques associées aux équations (4.2) et (4.21) respectivement.

Plusieurs stratégies ont été proposées dans la littérature pour calculer M*(h,,). Dans [Camillo and Markley,
1980, Sidi, 1997], la loi utilisée se résume & un simple gain k, tel que M*(hy) = —kp(hy — hy). Comme précisé
dans [Lovera, 2001], le calcul de k, est cependant mal maitrisé et repose principalement sur une démarche du
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type essai/erreur a partir de résultats de simulations. On trouve dans [Hablani, 1997| une démarche alternative
considérant une matrice diagonale au lieu d’'un gain unique. Les éléments de cette matrice sont obtenus par
placement des poles de I'expression moyenne du modéle sur une orbite.

Bien que classique, cette démarche reste heuristique et il n’existe pas, & notre connaissance, de preuve
formelle que cette stratégie répond au probléme 11.

Techniques alternatives Pour commander la dynamique de (4.21), les travaux de [Giulietti et al., 2006]
proposent une méthode semi-analytique conduisant a une solution M (¢) optimale, en boucle ouverte, pour
un axe unique. Il s’agit d’une optimalité & I’égard du temps ou de I’énergie pour faire converger h,, vers hy.
Dans [Lovera, 2001, Chen et al., 1999], la démarche se base sur des méthodes de synthése LQ. Une équation
de Riccati périodique est obtenue dans [Lovera, 2001]. Des méthodes d’intégration d’équation différentielles
ordinaires (Runge Kutta) permettent sa résolution numérique et donnent lieu a un correcteur M (¢, h,,) dont les
coefficients varient dans le temps périodiquement.

4.3.2 Allocation du couple total

La méthode précédente de régulation du moment cinétique des roues s’appuie d’une part, sur une réparti-
tion prédéterminée des taches d’asservissement entre les actionneurs et d’autre part, sur un découplage de leurs
actions via une dissymétrie entre les gains des lois de commande. Si les principes d’ingénierie qui fondent cette
relaxation sont cohérents avec 'objectif global de I’asservissement, cette approche est intrinséquement conser-
vative. Il est en effet envisageable de faire participer les magnéto-coupleurs au contréle d’attitude et d’utiliser
les roues a réaction de maniére & éviter I’éloignement de leur moment cinétique de hy. Cette remarque fait na-
turellement appel a la stratégie d’allocation de 'effort de commande rencontrée dans le contexte d’actionneurs
redondants [Zaccarian, 2009).

Approche géométrique Le principe général de la stratégie d’allocation consiste a concevoir (a) un correcteur
délivrant leffort de commande globale puis, (b) une fonction d’allocation assurant la répartition entre les
actionneurs. Les résultats de [Forbes and Damaren, 2010] se conforment & cette démarche et s’appuient sur
la loi w%} solution du probléme 7 considérant des actionneurs idéaux. Pour tenir compte des limitations des
magnéto-coupleurs, il est suggéré d’assigner a M la composante orthogonale & B(t) de u} et de laisser a la
charge des autres actionneurs la partie colinéaire & B(t). On obtient alors la loi suivante, en tenant compte du
terme gyroscopique w* Ay, :
To(z) = —b(t)b” (¢) (wi(w, @) + w*hey)

M(t, hy) = —”gxx((tt)) (uh(w, q) +w hy)

(4.23)

En substituant ces expressions dans (4.19) et en faisant appel a l'identité (4.1), il peut étre vérifié que ur, la
contribution totale des actionneurs, correspond & u} & chaque instant. On retrouve le méme type de décom-
position dans [Chen et al., 1999]. On notera cependant que ces études ne tiennent pas compte de la possible
divergence de h,,.

Approche par programmation quadratique Pour tenir compte d’objectifs d’allocation plus complexes,
les travaux de [Pulecchi, 2008, Chap.10] proposent d’utiliser une fonction de répartition résolvant un probléme
de programmation quadratique & chacun instant d’échantillonnage. La technique utilisée vise & minimiser ’ef-
fort de commande, ainsi que ’écart entre la commande globale et la commande effectivement produite par
les actionneurs, tout en tenant compte des contraintes de saturation des actionneurs. Dans cette étude, les
satellites considérés sont équipés de magnéto-coupleurs et de tuyéres. Toutefois, si I'usage de la programmation
quadratique permet de prendre en compte des spécifications complexes, elle requiert la résolution d’un probléme
d’optimisation & bord et en temps réel. Afin de limiter I'effort de calcul, cette thése se focalise exclusivement
sur les correcteurs existant sous une forme explicite (sans optimisation a bord).

4.4 Formalisation de la méthode de dissymeétrie des gains

La discussion entamée dans la section précédente sur la dissymétrie des gains est maintenant poursuivie.
L’objectif est de refonder cette technique pour lui donner un cadre plus formel. A cette fin, cette section propose
une structure de commande basée sur le moment cinétique total. Le découplage physique existant entre cette
grandeur et I'influence des roues a réaction permet en effet de se prémunir contre les interactions néfastes entre
les objectifs de commande.
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4.4.1 Asservissement d’un intégrateur simple grace aux magnéto-coupleurs

Avant d’aborder le coeur de cette section, on considére le probléme préliminaire suivant dont la suite de ce
chapitre fera usage & plusieurs reprises.

Probléme 12. Soit le modéle a temps variant décrit comme suit :
a=-—BX({t)M (4.24)

Trouver une loi de commande M (t, ), telle que Porigine o = 0 soit un équilibre UGES du modéle (4.24) en
boucle fermée. o

Le probléme de régulation du moment cinétique des roues s’inscrit dans le cadre de cette problématique
puisque (4.21) correspond a (4.24) avec « = h,,. Plus généralement, ce probléme englobe toutes les situations
dans lesquelles les magnéto-coupleurs doivent commander, sur une trajectoire d’attitude fixée, une grandeur
proportionnelle a une vitesse.

Utilisation d’un gain proportionnel constant

En s’inspirant de la démarche entreprise dans [Lovera and Astolfi, 2004, Prop.1], le lemme suivant montre
qu’un simple gain —k,,, combiné & la précommande (4.14) résout le probléme 12.

Lemme 34. Soit la loi de commande M*(a) = —kpma, associée & la précommande (4.14) avec B(t) = Bo(t) :
M(t, o) k ba (1) avec k,, € R (4.25)
,a) = — a  av 0 .
"B (1)l "

Si Uhypothése 7 est satisfaite, alors le correcteur (4.25) est une solution au probléme 12 et conduit au modeéle
en boucle fermée suivant
& =k, bX ()Y (t)a (4.26)

Démonstration. Résultats préliminaires. Soit N = 13 — T's, ot ', est donnée par (4.16) et vérifie I's > 13 par
I’hypotheése 7 et I'y; < 13 par construction. Par conséquent, la matrice N satisfait

0N =(1-9)1;s (4.27)

On définit également la matrice symétrique G(t) par ’équation suivante :
t
G(t) = / (bo(T)bE (T) = N) dr (4.28)
0

On vérifie que G(kTp/2) = 0 quel que soit k € Z>( puisque b, (t) est périodique et que G(T/2) = OTO/z(bO(T)bZ(T)—
13)dr + ToI's /2 = 0. Il est alors possible de borner G(t) en assurant qu'il existe o > 0 tel que

—ol <G(t)<ol, Vt>0 (4.29)

Pour démontrer cette propriété, on décompose G(t) sous la forme suivante

t

G(t) = G(nTy/2) + / (b ()b (1) — N) dr

’nTo/2

pour laquelle n = max{k € Z>¢ : kTp/2 < t}. En ayant recours a l'inégalité de Jensen [McShane, 1937] et une
inégalité triangulaire, on peut alors affirmer que

1G()] < /T P (Ibo()b2 ()] + [N]) dr < (1 + [N])(t = nTp/2) < (1 +|N)Tp/2

puisque, par définition, on a
|bo (7)bg (7)| = max 166 (7)6Z (T)ll/l[v]l = [[bo (D) 11162 (P[0l 0]l = 1

Ceci prouve (4.29).
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Fonction de Lyapunov. Aprés ces résultats préliminaires, on introduit la fonction de Lyapunov suivante :
(A
V(t,a) =« 513 -Gt) | (4.30)

qui, d’aprés (4.29) et pour une valeur de A > 0 suffisamment grande, vérifie la propriété suivante pour deux
scalaires positifs ¢; et co
cillal? < V(ayt) < eollal|?, VE>0, VaeR? (4.31)

Décroissance de V. La dérivée de V par rapport au temps le long des trajectoires du systéme (4.26) correspond

V(t,a) = —aTQ(t)a avec Q(t) = (—A13 + 2G(t)) kb (£)bX (t) + bo ()L (1) — N (4.32)

Les vecteurs by (t) et ba(t), de norme unitaire, sont maintenant introduits. Ils définissent avec b, (t) un triedre
orthonormé de telle sorte que

TT®)T(t) =15 avec T(t) = [bo(t) bi(t) ba(t)]

De cette proposition et de (4.1), on déduit les relations

TT ()b (t)b5 (1)T(t) =

o O =
o OO
o OO

by ()b (T(t) = (bo(t)bg (1) = 1) T(t) = [0 —bu(t) —ba(t)]

permettant de simplifier 'expression suivante

W(t,B) = =BT TT()QM)T(t)8

= —BITT () (=MembZ (£)Z (t) + 2G (£) kb ()02 (t) + bo ()02 (t) — N) T(t)B
) 0 |
=BT [0 My 0 | =2k, G@)[0 bi(t) bo(t)] —TT(ONMBT() | B
0 0 N
1 o 0 ] 0 0 0 0
=BT [0 Mepp O | —kn(| O E@) | + =7 (1) H=TTON®T@) | s
0 0 N 0 =

avec Z(t) = G(t) [b1(t) b2(t)]. On montre que pour A > 0 suffisamment grand, il existe un scalaire positif cs
tel que W (t, B) < —e3||B]|? quels que soient 3 et t. En effet, grace & (4.29), on a |Z(t)| < o puisque

2@ =1G@) [b1(t) b0 <GB [01(t) b2(B)] | <o

et (4.27) permet d’affirmer que T7 ()N (t)T(t) < (1 —¥)TT (#)T(t) = (1 —7)13. Via le changement de variables
a = T(t)B, la négativité de W (t, 5) prouve la décroissance de la fonction de Lyapunov puisque V(t, T(t)B) =
W(t,B) < —c3||B||* = —ez||a||?. L’association de ce résultat et de (4.31) prouve la stabilité UGES en s’appuyant
sur [Khalil, 2002, Th. 4.10]. O

On insiste sur le fait que la loi (4.25) est une solution du probléme 12 quel que soit k,,, > 0. Ce résultat
contraste avec la loi proposée dans [Lovera and Astolfi, 2004] et rappelée par (4.17), qui n’est valide que pour
0 suffisamment petit. Cette différence tient au fait que le probléme de commande d’attitude, traité par [Lovera
and Astolfi, 2004], considére implicitement deux intégrateurs au lieu d’un seul comme dans le probléme 12.

On remarquera également que le lemme 34 reste valable quel que soit b, (t) satisfaisant ’hypothése 7. Cette
caractéristique est un argument en faveur de la robustesse de cette approche. On émet méme la conjecture que
ce résultat reste une solution pratique si 'on substitue a 'hypothése 7 celle (plus faible) donnée par (4.18)
et considérée dans [Lovera and Astolfi, 2004], & condition d’éviter les orbites problématiques. L’emploi du
qualificatif « pratique »se justifie en considérant que le cas pathologique discuté précédemment, ot b(t) est
constant alors que b, (t) varie, n’a pas d’existence physique si I’on considére un interval temporel suffisamment
grand.
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Asservissement via un gain matriciel périodique

Le lemme 34 démontre qu’un simple gain scalaire positif k,, suffit a stabiliser le systéme décrit par (4.24)
avec certaines propriétés de robustesse vis-a-vis du champ magnétique. Cependant, ce résultat ne donne aucune
indication sur la maniére de choisir k,, pour favoriser la performance de ’asservissement, c’est-a-dire la facon
dont le systéme asservi converge vers l'origine @ = 0 en terme de durée du régime transitoire et d’intensité de
Ieffort de commande. Intuitivement, on devine que ce choix dépend de l’expression de B, (t). Or le chapitre
précédent montre qu’il est possible de connaitre ce terme avec une certaine précision. On se propose donc
maintenant de concevoir une loi de commande périodique en tirant profit de 'information disponible sur B, (t).
L’objectif est d’améliorer la performance obtenue avec le gain scalaire constant k,,.

Construction du modéle de synthése 4 temps continu Le modeéle (4.24) est linéaire et variant dans
le temps. De plus, il est possible de considérer que cette dépendance temporelle est périodique en assimilant
Pexpression de B, (t) & celle de Bgv] (t) issue de la régression linéaire a partir des données de 'IGRF (voir le
chapitre 3). Les méthodes de synthése développées dans le chapitre 2 peuvent alors étre appliquées au modéle
(4.24). Elles tiennent compte de I'expression du modéle de synthése et done, dans le cas présent, de Bo(t).

Le terme utilisé BLN] (t) n’est cependant qu'une approximation de 'IGRF, qui n’est lui-méme qu'un modéle
et donc une représentation partielle de la réalité. La différence entre Bgv] (t) et le champ réellement rencontré
par le satellite se modélise naturellement en additionnant & b, (t) le terme borné en norme Aby(t). Dans ce

contexte, le modeéle (4.24) associé a la précommande (4.14) avec B(t) = Bo(t) s’écrit
& = (bo(t) + Abs(t)) ™ (bo(t) + Abo(t))* M*

Gréce a la linéarité de lopérateur ( )* et en négligeant le terme du second ordre, on réécrit cette équation sous
la forme suivante :

& = wy + b (H)bX (t) M*
zZ1 = M*
wy = (b () (Abo (1)) + (Abo(t)) b3 (t) + (Abo(£))* (Abo(t))*) 21

Remarque. Le terme bo(t) apparait dans les expressions de la précommande (4.14) et du modéle (4.24). Ri-
goureusement, l'incertitude associée & bo(t) n’est pas la méme dans les deuz situations. Dans le premier cas, elle
refleéte la connaissance que l’on a du champ & bord du satellite tandis que dans le second, il s’agit de lincertitude
associée au modéle. Pour simplifier la démarche, on utilise ici le terme Abo(t) dans les deux cas. o

Finalement, on compléte la description du modéle de synthése en ajoutant une sortie de performance zo = a.
En ajoutant les pondérations k1 = 1072 et ko = 1073, on obtient un modéle standard décrit par

21

" (4.33)

a
w avec w=w; et z=
M*

15]
0|

B=hils B0 = bW, C=k|). D]
3

Le but de lasservissement est assimilé a la minimisation de la norme Ho, du modéle (4.33) en boucle fermeée.
Cette grandeur peut étre interprétée? comme le rapport maximal entre les normes Lo de la sortie z(t) et de
Pentrée w(t). Physiquement, ceci correspond & minimiser Uinfluence qu’exercent les incertitudes affectant le
modéle du champ sur « et M*.

Discrétisation et conception du correcteur Les techniques de synthése développées dans le chapitre 2
s’appliquant aux modeéles a temps discret, la discrétisation de (4.33) est une étape préalable a leur utilisation.
L’ajout d’un bloqueur d’ordre 0 de période Ty = Ty /(2N) a l'entrée du modéle (4.33) conduit au modéle suivant
A temps-discret :

(0%
aNg+k+1| _ |Ax Br  Buk ;VJ(\ZIJri:l (4.34)
ZNg+k Cry Dp Dy Mz*vq+k
q

4. Pour une définition formelle des normes H2 et Hoo d’un modéle périodique & temps continu, on pourra consulter [Colaneri,
2005].
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En considérant que Au(t) est constant pendant un temps Ty, 'intégration analytique des équations (4.43)
conduit aux relations suivantes :

(k+1)Ts

Ak = 13, Bk = TSB, Buk = / BU(T)d’T
kT

C,=0C, Dy =0, Dy, =D

Par souci de simplicité, on consideére ici que B,(t) (et donc B, (7)) est constante pendant une période d’échan-
tillonnage. Cette approximation est justifiée si T est suffisamment petite pour que B,(t) varie peu au cours de
cet intervalle.

Contrairement au cas LTI, il n’existe pas de résultats similaires & ceux de Nyquist-Shannon pour les modéles
variant dans le temps. Cette lacune complique le choix de la période d’échantillonnage Ts. On précise également
que la valeur de N, liée & T, influe directement sur I’effort de calcul mis en jeu par les techniques d’analyse et
de syntheése applicable a (4.34). Le second chapitre a montré que plus N est grand, plus la taille et le nombre de
variables des LMIs de synthése sont importants. D’autre part, le correcteur synthétisé est également de période
N. Pour faciliter la mise en ocuvre de la loi de commande, il est donc conseillé de diminuer la valeur de ce
paramétre. Ces remarques mettent en lumiére la difficulté du choix de T, compromis délicat entre des exigences
contradictoires.

On utilise le théoréme 26 du chapitre 2 pour obtenir un correcteur du type My ik = Krang+i. Laloi de
commande s’écrit alors :

_ @)
1B

On notera que ce correcteur est sans mémoire. La justification de ce choix fait I'objet d’une discussion approfondie
dans la sous-section 4.5.4.

On counsidére Ts = 48,9 secondes, ce qui correspond & N = T/(2Ts) = 60 échantillons par demi-orbite. Le
probléme d’optimisation LMI comporte alors 18 N 47 = 1087 variables et 9N 4+ 6 = 546 lignes. La comparaison
de ces dimensions avec celles des problémes LMI traités & la fin du chapitre 2 montre que le calcul des matrices
K. est numériquement difficile puisque les LMIs sont de grandes tailles. Les valeurs numériques de ces matrices
ne sont pas données ici pour des raisons évidentes de concision. En revanche, la figure 4.2 représente 1’évolution
de la norme infinie de K} au cours d’une période. Elle permet de vérifier que les coefficients de K dépendent
de k.

M(t, ar) = Krap avec keN satisfaisant kT <t < (k+ 1)T%s (4.35)

0.04 T T T T T T

0.03 n

0.01F n

0 10 20 30 40 50 60
k

FIGURE 4.2 — Evolution de la norme de la matrice de gain périodique K} au cours de la période

Résultats des simulations

On procéde maintenant a des simulations du modéle (4.24), asservi par les lois congues précédemment.
En premier lieu, on considére le correcteur (4.25) correspondant au gain scalaire k,,, = 0,01 associé a la pré-
commande. La figure 4.3 fournit la réponse temporelle du systéme asservi, a la condition initiale

0,58
a(0) = 0,58 = [la(0)]| = 1 (4.36)
0,58

pour deux expressions différentes de B,(t). Les tracés en pointillés ont été obtenus avec ’approximation pé-
riodique du champ BLN] (t) tandis que les courbes en traits pleins proviennent de 'utilisation de 'IGRF, dont
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I’évolution temporelle mais pas exactement périodique. Formellement, le théoréme 34 ne permet de conclure
sur la stabilité du modéle que dans le premier cas. Toutefois, cette figure montre que ce contrdleur présente une
certaine robustesse puisque le modéle conserve sa stabilité avec 'IGRF méme si les dépassement de «(t) lors
du régime transitoire sont légérement plus importants.

100 150
1.2 300
_ _ _plM
1 Bp (1) 200
— IGRF
0.8 1001,
= — |\
X 06 = (] e S
s =
0.4 -100 /
0.2 -200
0 -300
100 150 0 50 100 150
Pos. sur l'orb. (%) Pos. sur lorb. (%)

FIGURE 4.3 — Asservissement de I'intégrateur simple avec k,, = 0,01 : robustesse vis-a-vis du champ

La figure 4.4 met en évidence 'influence de la valeur de k,,. Les conditions initiales sont identiques et B (t)
est donné directement par 'IGRF. L’analyse de cette figure conduit aux remarques suivantes :

— les propriétés de robustesse du correcteur vis-a-vis des incertitudes du champ sont toujours valides pour
d’autres valeurs de k,,, puisque les simulations montrent que le modéle converge dans tout les cas malgré
l'utilisation de 'IGRF;

— la vitesse de convergence de la norme de a(t) n’est une fonction croissante de k,, que dans les premiers
instants de simulation. Par la suite, k,,, = 0,001 conduit & une décroissance plus rapide que k,,, = 0, 1. Selon
ce critére, k,, = 0,01 est la meilleure des trois valeurs utilisées. Cette observation contraste avec le cas
invariant dans le temps ot & = kp,«, pour lequel la décroissance de la norme de I'état est a(0) exp(—kp,t) ;

— leffort de commande représenté par la norme de M augmente avec k,,. La figure 4.4 représente les
chronogrammes de M (t) et M*(t) liés I'un a autre par (4.14). On constate que la pré-commande modifie
sensiblement la régularité de la décroissance de M*(t) = —kpya. Le choix k,, = 0,01 (utilisé pour la
figure 4.3) semble étre un bon compromis entre performance et énergie de commande puisque ||M (¢)||
varie peu entre k,, = 0,01 et k,,, = 0,001.
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lla(®)]l

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Pos. sur 'orb (%) Pos. sur lorb. (%)

FIGURE 4.4 — Asservissement de l'intégrateur simple avec k,, : influence de la valeur de k,,

Dans le cas du gain matriciel périodique K donné par (4.35), les figures 4.5 et 4.6 présentent les chrono-

grammes obtenus en réponse a ’état initial non nul (4.36). A nouveau, le champ B, (t) est donné par BEDN] (1),
utilisé pour la synthése, puis par 'IGRF. La comparaison des résultats obtenus dans les deux cas montrent
que ce correcteur conserve de bonnes performances en présence d’incertitudes sur le champ (on notera que les
figures 4.3 et 4.4 n’adoptent pas la méme échelle pour 1'axe des abscisses que les figures 4.5 et 4.6).

0.8f .
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FIGURE 4.5 — Asservissement de l'intégrateur simple avec K, : robustesse vis-a-vis du champ
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FIGURE 4.6 — Asservissement de l'intégrateur simple avec Ky : robustesse via-a-vis du champ

Les deux correcteurs sont maintenant comparés dans le méme contexte (état initial non nul (4.36) et utilisa-
tion de 'IGRF). La figure 4.7 donne les chronogrammes de «(t) et M (¢) sur une échelle normale et logarithmique.
On fait les commentaires suivants :

— dans les deux cas, la décroissance de ||| est comparable jusqu’a environ 10% de sa valeur finale;

— au dela de cette limite, le gain scalaire ralentit la convergence de ||«|| contrairement au correcteur matriciel

périodique;

— leffort de commande, correspondant & ||M(¢)||, induit par k,, est trés supérieur a celui correspondant

a K} et en particulier dans les premiers instants de la simulation. Le ralentissement de la convergence
observé avec k,, accentue ce phénoméne dans le reste de la simulation. Cette amélioration de 'efficacité
du correcteur par l'utilisation d’un gain périodique a déja été soulignée dans [Lovera, 2001] dans le cadre
de I’approche par dissymétrie des gains.
En résumé, la périodicité du gain Kj permet une diminution trés nette de I'effort de commande et une amélio-
ration sensible de la phase finale de la convergence de 1’état.

4.4.2 Structure de commande en cascade

On revient maintenant au probléme du controle d’attitude. On rappelle que le couple fourni par les magnéto-
coupleurs est percu par le satellite comme un couple extérieur. Contrairement aux roues a réaction, ces action-
neurs peuvent donc agir sur le moment cinétique total hg] exprimé dans le référentiel inertiel. L’équation
suivante, a 'origine de (3.33), décrit cette relation :

Wl = —Bx(t)mW (4.37)

Le moment MU peut étre considéré comme la variable de commande des magnéto-coupleurs puisqu’il est
toujours possible de déduire lexpression de M = C(q)M [l conduisant & la valeur désirée de MU1. 1’équation
(4.37) est alors indépendante des variables de la dynamique d’attitude (w,q). De plus, cette relation montre

que l'asservissement de hg] par MU g’inscrit dans le cadre du probléme 12 pour lequel le lemme 34 fournit une

. , . . L .
solution. En s’appuyant sur ce résultat, il est possible d’assurer a hg] une convergence exponentielle vers une

valeur arbitraire constante. Cette remarque doit étre mise en relation avec le résultat du lemme 33 soulignant

I'impossibilité pour les roues & réaction de faire converger x vers x, si la valeur initiale de hg] n’est pas égale
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FIGURE 4.7 — Asservissement de l'intégrateur simple : comparaison entre k,, = 0,01 et K},

a (hg])ﬁ- En ce sens, ’adjonction des magnéto-coupleurs au systéme de commande utilisant les roues peut étre
vue comme un moyen de s’affranchir de la condition du lemme 33.

Si la dynamique de hg] peut étre commandée indépendamment de x, la dynamique de ’état est en revanche

influencée par hg] via I’équation suivante obtenue en substituant (4.19) dans (4.2a)

Jo +wXJw = =Ty — w*hy + C(g)h] (4.38)
aprés avoir identifiée (4.37) dans (4.19) grace a l'identité suivante :
(Cv)* = Cv*CT, Yo € R® (4.39)

Cette remarque met a jour la structure en cascade représentée par la figure 4.8. On précise que la dynamique
du sous-systéme inférieur est contrainte par la relation (4.8).

SOUS-SYSTEME SUPERIEUR SOUS-SYSTEME
b(t) ¢ INFERIEUR

A 4 [ ]
. S (T

At Dynamique de hg Dynamique de

hg] (w', Qa hw)
A
up

(w, q)

FIGURE 4.8 — Schéma de la stratégie de commande utilisant le moment cinétique total
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Cette représentation montre que hg] joue le role d'une perturbation vis-a-vis de la dynamique d’attitude.

Cependant, dans ’hypothése ou hg] est asservi par les magnéto-coupleurs, sa dérivée converge vers 0. Cette
caractéristique permet de certifier la stabilité globale du systéme et conduit ainsi & une solution au probléme 11.

Propriété 1. La fonction ui(t,w,q) assure que la dynamique de la boucle fermée du systéme décrit par (4.2)
avec up = uy :

— est ISS (Input-to-State Stable), (voir [Khalil, 2002, Def. 4.7]);

— localement Lispchitz en (w,q) ;

— continue par morceaux en t.

Théoréme 38. La loi de commande suivante résout le probléme 11 si I’hypothése 7 est satisfaite :

M(t,z) = kmbBX(S?P (Jw + hy — C(q)hy) (4.40a)
Ty(2) = —up(w, q) — w™hy (4.40D)

ol ky, est un scalaire strictement positif quelconque. Le correcteur uk(w,q) peut étre choisi arbitrairement
parmi ’ensemble des lois satisfaisant la propriété 1.

Démonstration. GAS de interconnexion. Pour établir ce résultat, on s’appuie sur [Khalil, 2002, Lem. 4.7]
indiquant que si le sous-systéme supérieur admet zy comme équilibre UGAS et que le sous-systéme inférieur
vérifie la propriété 1, alors x4 est un équilibre UGAS pour le systéme complet.

UGAS du sous-systéeme supérieur. En utilisant 'identité (4.39) avec la relation b(t) = C(q)bo(t) et en

reconnaissant I’expression de hg] donnée par (4.8) dans (4.40a), on réécrit tout d’abord (4.40a) comme suit :

by (t) (1
M(t2) = ~knCl@) T (rE! = )
Le changement de référentiel MU = CT(q)M permet ensuite de substituer cette formulation dans (4.37) pour

obtenir . ,
) = kb (002 (1) (h) = y)

en remarquant que ||B(t)|| = ||Bo(t)|. Cette relation correspond a (4.26) avec a = hg] — hy. Le lemme 34

garantit alors que la variable d’état hg] du sous-systéme supérieur admet hy comme équilibre UGES (et donc
UGAS), étant donné que k,, > 0 et que 'hypothése 7 est vérifiée. O

Ce théoréme peut étre vu comme la généralisation de I’approche par dissymétrie des gains. En effet, si up,
est trés aggressive par rapport & M, alors (w, ¢) reste trés proche de (w, ¢)y. Dans ce cas, on remarque que (4.40)
correspond a 'équation (4.22). L’hypotheése de dissymétrie des gains est formalisée ici par la propriété ISS du
sous-systéme inférieur assurant la commande d’attitude.

La stabilité 0-UGAS est une conséquence de la propriété ISS [Khalil, 2002]. Par conséquent, la loi de com-
mande u%., donnée par (4.4), ne peut satisfaire la propriété 38 puisque la stabilité qu’elle induit n’est que locale
(voir la section 4.2.1). Le théoréme 38 n’est donc pas applicable pour ce correcteur. Cependant, la stabilité
locale de la structure représentée par la figure 4.8 peut étre garantie pour cette loi. Les travaux publiés dans
[Vidyasagar, 1980] sur les cascades de systémes ULAS prouve le résultat suivant, pouvant étre congu comme un
corollaire du théoréme 38.

Corollaire 5. La loi (4.4) et (4.40) est une solution locale au probléme 11, c’est-a-dire que § est un équilibre
ULAS en boucle fermée.

4.4.3 Reésultats de simulation

Dans cette sous-section, la loi de commande u% considérée est donnée par (4.4) avec les paramétres suivants :
) T

0,75 0 0 0,180 0 0
G,=|0 08 0 [.10% G.=| 0 0165 0 |, y=7010"* (4.41)
0 0 0,40 0 0 0,075

et vérifiant la condition donnée par le lemme 32. On précise immédiatement que ces paramétres sont choisis de
maniére & rendre les performances de cette loi volontairement médiocre afin de mieux visualiser les phénoménes
de convergence.
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Stabilité du systéme asservi En premier lieu, on montre que cette structure de commande est capable de
stabiliser le systéme malgré les approximations du champ. Pour ce faire, on soumet le modéle du satellite aux
conditions initiales suivantes :

0 0,10 00
w(0) = 0], q(0) = 8:82 , he(0) = |72 1073 (4.42)
0 0,99 s

dans un environnement non-perturbé, T,,;(t) = 0. On précise que les angles de Cardan du dépointage initial
sont : ¢ = 11,6°, 8 = 5,5° et ¢» = 2,7°. Les simulations sont effectuées avec le champ périodique BI[KJ,V] (t) puis
I'IGRF.

En premier lieu, on utilise le gain scalaire constant k,, = 0,01 pour asservir le moment cinétique total. Les
figures 4.9 et 4.10 donnent les chronogrammes des signaux appartenant au premier et au second sous-systéme,
respectivement. La figure 4.9 fournit également 'expression de ||C (q)hg] | en valeur normale et logarithmique.
Selon (4.38), ce terme agit comme un gain perturbateur vis-a-vis de la dynamique du sous-systéme inférieur. Ces
résultats doivent étre comparés avec ceux présentés par les figures 4.11 et 4.12 établis dans le méme contexte
mais avec le gain matriciel périodique Kj. On fait les remarques suivantes :

— pour les deux correcteurs, chacun des sous-systémes convergent vers f, quelle que soit l’expression du

champ considérée. Dans le cas de K, la convergence est méme plus rapide au début de la simulation avec
Bl[tj,v] (t) qu’avec 'IGRF. Cette observation est un argument en faveur de la robustesse de la structure de
controle ;

— conformément aux remarques faites précédemment, I’effort de commande 1ié & K}, est trés inférieur a celui

induit par k,, ;

— par rapport a k,,, le correcteur K}, fait converger le moment cinétique total hg] en un temps similaire

mais de fagon beaucoup plus réguliére puisqu’il n’y a pas de dépassements de la valeur de consigne. Cette

caractéristique est trés importante puisque la dérivée de hg] agit directement comme une perturbation sur

la dynamique d’attitude. On peut ainsi vérifier que ||C(q)hg] || est beaucoup plus faible avec K qu’avec
k. Cette observation explique que w, les angles de Cardan et h,, convergent vers f de facon beaucoup
plus réguliére lors de 'utilisation du gain périodique.
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FIGURE 4.9 — Structure de controle utilisant hg] et k,, = 0,01 : signaux du sous-systéme supérieur
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FIGURE 4.10 — Structure de controle utilisant hg] et k,, = 0,01 : signaux du sous-systéme inférieur
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FIGURE 4.11 — Structure de contréle utilisant hg] et Ky, : signaux du sous-systéme supérieur

Rejet de perturbations Dans un second temps, on évalue la robustesse de la structure de commande
vis-a-vis de la perturbation persistante Ty (t). La loi u¥ est identique et les simulations sont effectuées en
utilisant 'IGRF. En revanche, on « positionne »initialement le systéme sur la trajectoire désirée, c’est-a-dire
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FIGURE 4.12 — Structure de contréle utilisant hg] et K} : signaux du sous-systéme inférieur
que z(0) = xy.

Les figures 4.13 et 4.14 sont obtenues avec k,,, = 0,01 tandis que 'utilisation de K} conduit aux figures 4.15

et 4.16. Ces résultats montrent qu’en présence de perturbations, le systéme conserve sa stabilité et oscille autour
de §. On rappelle qu’il est possible de choisir une loi %, aussi agressive que désirée et diminuer ainsi d’autant
les variations de l'attitude autour de § en régime permanent. La comparaison des deux jeux de figures est a
Pavantage de K} concernant la norme de M (t). Pour les autres grandeurs, les résultats sont comparables.

4.4.4 Critique de 'approche et objectifs des nouvelles structures de controle

Malgré les résultats encourageants obtenus dans cette section, le principe a I’origine de cette loi de commande

est maintenant questionné. Deux critiques peuvent en effet lui étre opposées :

— dépendance de ’attitude a I’égard de la régulation de h,, : par construction, la loi de commande

proposée dans cette section est telle que 'attitude du satellite est influencée par la dynamique de régulation
du moment cinétique total, utilisée comme grandeur intermédiaire pour la commande de h,,. La section
précédente a montré que ’évolution temporelle de hg] est fonction (a) du gain de sa loi d’asservissement
et (b) de lexpression du champ magnétique. Ces deux éléments modifient donc la dynamique d’attitude
du satellite, dont I’asservissement est pourtant ’objectif principal ;

cloisonnement du réle des actionneurs vis-a-vis des objectifs de commande : la structure de
commande assigne & chacun des deux actionneurs une tache trés précise. Les magnéto-coupleurs sont
responsables de la régulation de hg] tandis que les roues a réaction ont en charge la gestion de l'attitude
du satellite. Si cette approche a le mérite de la simplicité, elle peut paraitre conservative dans la mesure
ou les magnéto-coupleurs pourraient également contribuer au controle d’attitude et la vitesse des roues
pourrait étre modifiée de fagon a éviter ’éloignement par rapport a f.

Les objectifs pour les nouvelles lois de commande sont donc les suivants :

1. rendre ’asservissement d’attitude indépendant de la régulation de h,, ;

2. faire participer chacun des actionneurs a la régulation de h,, ainsi qu’au contréle d’attitude du satellite.

Idéalement, on cherchera a remplir conjointement I'un et I'autre de ces objectifs.

Malgré un intérét évident, cette problématique n’a regu que peu (ou pas) d’attention [Pulecchi, 2008|. La

loi de commande (4.23), basée sur les travaux de [Forbes and Damaren, 2010], constitue un premier effort dans
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cette direction, mais elle ne garantit aucunement la convergence de moment cinétique des roues.

Partant de ce constat, les sections suivantes proposent plusieurs nouveaux schémas de commande :

— la section 4.5 utilise le modéle linéaire périodique congu dans le chapitre 3 et issu de 'approximation
du modéle complet au voisinage de §. Un correcteur commandant conjointement les roues et les magnéto-
coupleurs est obtenu par résolution d’un probléme Hs périodique a partir du modéle linéaire discrétisé.
Cette démarche s’efforce de remplir le second objectif de la liste précédente ;

— la section 4.6 met en ceuvre une stratégie d’allocation du couple total requis pour le contréle d’atti-
tude. Cette démarche peut étre vue comme une adaptation de (4.23) apportant la garantie de la conver-
gence de h,,. La derniére version de cette solution répond simultanément & chacun des deux objectifs.

4.5 Approche par linéarisation

Le systéme asservi doit s’efforcer de rejoindre la trajectoire £ selon certains critéres (de consommation, de
vitesse...). Ces spécifications font appel au concept de performance d’asservissement qui est mieux maitrisé dans
le cadre des modéles linéaires.

C’est la raison pour laquelle on met en ceuvre dans cette section une approche s’appuyant sur l'approxi-
mation linéaire périodique du modéle au voisinage de f et proposée dans le chapitre précédent. Les méthodes
de synthése Ho ou H,, permettent alors de concevoir un correcteur minimisant un critére de performance et
utilisant conjointement les deux actionneurs.

4.5.1 Construction du modéle de synthése

Rappel de I’expression du modéle Dans le cas du pointage inertiel (wg/7(t) = 0) et en I'absence de
perturbations (T..:(t) = 0), le modéle linéaire proposé par le théoréme 33 au chapitre précédent s’exprime
comme suit :

Aw Aw
A | =A| Ae | + Bul(t) [ﬁﬁ] (4.43a)
Ahg Ahg
avec
J7'hy 0 0 —J7b —J7IBX(t)
A=|1.13 0 0|, But)=1| © 0 (4.43b)
0 00 13 0

L’expression de B, (t) retenue correspond a ’approximation périodique BI[,N] (t) du champ géomagnétique dans
le référentiel inertiel local (voir le chapitre 3).

Dans ce contexte trés particulier, la trajectoire ff peut étre un équilibre stable en boucle fermée puisque
T,(t), donné par (3.65), est nul. D’aprés la discussion du chapitre précédent, cette situation contraste avec le
cas général.

Addition de canaux de performance Afin de traduire les objectifs de commande, le modéle est enrichi de
canaux de performance :

. Ax(t)
. [Aae@W)] _[A B Bu®)] |,
5(1) {Z(t) ] _ [c b o ] R 152) (4.44)
vec 0
03

ot k. = 5.1073 et k;, = 1.10~%. Le but de l’asservissement est assimilé a la minimisation de la norme Hs
du modéle X(t) en boucle fermée. Cette grandeur peut étre interprétée® comme la norme Lo de la sortie
z(t) = Aw(t) + kcAe(t) + kpAhy, (t) dans le cas d’une impulsion sur chacune des entrées de w(t). Physiquement,
ceci correspond & minimiser la distance (au sens de la norme £ et pondérée différemment selon les états) entre
x(t) et xy dans le cas d’une condition initiale non nulle sur la vitesse du satellite (puisque €(0) ~ w/2 correspond
a Pimpulsion w(t)). Cet objectif traduit bien I'asservissement de I'attitude et du moment cinétique des roues.

5. Pour une définition formelle de la norme H2 d’un modéle périodique a temps continu, on pourra consulter [Colaneri, 2005].
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Discrétisation et influence de la période d’échantillonage Comme lors de la discrétisation de I'intégra-
teur, 'ajout d’un bloqueur d’ordre 0 de période Ty = Tp/(2N) a lentrée du systéme (4.43) conduit au modeéle
suivant & temps-discret :

A
Zk . [Aqu+k+1:| _ [Ak Bk Buk:| TNg+k+1

WNq+k (4.45)
ZNg+k Cr Di Dy Atngin
avec
(k+1)Ts (k4+1)Ts
Ay = exp(ATy), By = / exp(A((k+ 1)Ts — 7))d7B, Bur = / exp(A((k+ 1)Ts — 7)) By(7)dr
kT, kT
Cr =0, Dy =D, Dyr = D

Comme précédemment, on considére que B, (t) est constant pendant une période d’échantillonnage.

La difficulté du choix de la période d’échantillonage T a été abordée dans la section 4.4.1. Dans le contexte
présent, I'instabilité de § en boucle fermée rencontrée dans cas général, représente un obstacle supplémentaire.
En effet, en raison de ce phénoméne, la loi de commande doit corriger en permanence la trajectoire du systéme
pour rester au voisinage de f mais sans jamais pouvoir I'atteindre. La fréquence 1/T, d’actualisation de l'entrée
de commande doit donc étre suffisamment importante pour éviter 1’éloignement du systéme de § et assurer
la validité de (4.43). La figure 4.17 illustre ce phénomeéne. Une trajectoire assimilable & f y est représentée en
pointillés et son voisinage est délimité par un tube. Deux trajectoires du systéme en boucle fermée se superposent
A cette représentation. La premiére, en trait continu, est issue d’un asservissement continu tandis que la seconde,
linéaire par morceaux, montre une trajectoire provenant d’un correcteur a temps discret. On voit ici que la nature
de la seconde ’empéche de se maintenir dans le tube.

FIGURE 4.17 — Eloignement de la trajectoire de linéarisation due & la discrétisation

Ces remarques mettent en lumiére la difficulté du choix de T résultant d'un compromis délicat entre des
exigences contradictoires. La suite de cette section illustre cette discussion par des résultats de simulation.

4.5.2 Synthése du correcteur périodique a temps-discret

En l'absence d’incertitudes, on considére le théoréme de synthése suivant. On peut montrer que ce dernier
est équivalent au théoréme 26 du chapitre 2, dans le cas ou le modéle est parfaitement connu et lorsque le
correcteur est sans mémoire.

Théoréme 39 ([Farges, 2006]). Soit le probléme SDP suivant, pour lequel Wy, € S%, Y, € R*9 et Z;, € §3 :

N
v = min traceg Zy,
Wi, Yk, Zk Pt

sous les contraintes suivantes, pour tout k € {1--- N},

~Wk + BB AWy + BukYk] <0 [Zk + Dy D} CyWi—1 + Dy Yy

* Wi, R W <0 (4.46)

Le correcteur N-périodique ung+r = KrpTngyr, avec Ky = Yngl, stabilise le modéle (4.45) tout en minimisant
V7, le coit Ha de la boucle fermée résultante.
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Ce probléme SDP comporte 105N variables et 39N lignes. On remarquera que le théoréme 39 propose un
grand nombre de LMIs de petite taille, contrairement aux théorémes du chapitre 2 qui utilisent un petit nombre
de grandes LMIs. Numériquement, il semble que le premier type de probléme soit plus facile & résoudre que le
second.

On fait donc usage du théoréme 39 pour obtenir deux correcteurs correspondant a deux périodes d’échan-
tillonnage différentes caractérisées par N = 20 et N = 30. Les dimensions des conditions (4.46) sont alors de
2100 variables et 780 lignes dans le premier cas et de 3150 variables et 1170 lignes dans le second. En raison de
la taille des matrices, les valeurs numériques du correcteurs ne sont pas données ici.

4.5.3 Reésultats de simulations

Tous les résultats présentés sont issus de la boucle fermée du controleur périodique a temps discret et du
modéle non-linéaire donné par le théoréme 32. Le quaternion est converti sous la forme d’angles de Cardan. On
analyse successivement l'influence de la période d’échantillonnage du correcteur, du modéle du champ utilisé en
simulation et des perturbations extérieures Te.:(t). Les états initiaux des simulations sont définis de la fagon

suivante :
2 0,5

w(0) = |-1].107%, £(0)= |=1,0|.1073, hy(0) =
1 2,0

o O O

On précise finalement que tous les éléments de hy sont égaux a 60,3 - 1073 N.m.s.

La figure 4.18 présente les résultats obtenus pour N = 20 et N = 30, correspondant & des périodes d’échan-
tillonnages T de 147 sec. et 98 sec., respectivement. L’approximation périodique B,[DN] (t) du champ est utilisée
pour cette simulation et la perturbation est nulle. Dans ce contexte, on constate que si les deux lois de com-
mande stabilisent le modéle non-linéaire, la diminution de 7T (équivalente a augmentation de N) améliore les
résultats en terme de rapidité de convergence du systéme vers f.
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FIGURE 4.18 — Résultats de I’'approche locale avec B,[,N] (t) et Tope(t) =10

Le champ B,[,N] (t) utilisé a I'étape de synthése n’est qu'une approximation périodique des résultats fournis
par 'IGRF. En utilisant directement ce dernier modéle du champ, les chronogrammes donnés par la figure 4.19
poursuivent donc la démarche de validation du correcteur. Le temps de convergence est plus long que précédem-
ment mais les propriétés naturelles de robustesse du correcteur correspondant & N = 30 lui permettent toujours
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de stabiliser le modéle. Seuls les chronogrammes obtenus avec cette loi de commande sont présentés puisque le
correcteur correspondant & N = 20 fait diverger le modéle. Finalement, la figure 4.20 permet de vérifier que la
stabilité est préservée en présence de la perturbations Te,:(t). On remarquera toutefois que le modéle s’éloigne
trés fortement de la trajectoire § pendant le transitoire.
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FIGURE 4.19 — Résultats de 'approche locale avec le modéle de 'IGRF et T,,.(t) =0

4.5.4 Discussion sur la démarche

Les figures précédentes montrent que I’approche menée dans cette section peut conduire & un correcteur
stabilisant le modeéle continu non-linéaire. Méme si ce dernier est encore largement perfectible, la technique
employée parait problématique. Elle semble en effet conduire & des correcteurs trés sensibles a ’égard des condi-
tions initiales et des incertitudes du modéle. Des simulations complémentaires montrent ainsi qu’un éloignement
minime de zg par rapport & xy peut conduire & la divergence du modéle. De plus, le modéle de synthése est
construit a partir de B, (t), expression de B(t) sur f. Or, les résultats de la figure 4.20 montrent que si le modéle
du champ en simulation n’est pas exactement B, (t), le systéme se rapproche dangereusement de l'instabilité.
Ces remarques indiquent que le correcteur requiert une trés grande proximité entre le systéme en boucle fermée
et fi. La bassin d’attraction du systéme asservi est donc trés réduit. Il est donc peu robuste de ce point de vue.

Pour accroitre la robustesse du controéleur, on propose deux directions :

— diminuer la période d’échantillonage : les résultats de la figure 4.18 ont montré que la diminution
de T (équivalent a ’augmentation de N) ameéliore la rapidité de convergence du systéme vers f. On peut
légitimement penser que cette diminution peut aussi avoir des effets bénéfiques du point de vue de la
robustesse ;

— utilisation de techniques de synthése robuste : I’éloignement du modéle non-linéaire continu avec la
trajectoire f rend le modéle linéaire & temps discret imprécis. Cette remarque motive la conception d’un
correcteur robuste, tolérant aux incertitudes du modéle.

Chacune de ces propositions induits inévitablement un accroissement du volume de calcul nécessaire pour la
synthése du correcteur. Or, cette section a montré que, dans 1’état actuel des programmes d’optimisation LMI,
ce paramétre était déja critique pour le modéle nominal et N = 30.

Les remarques faites au cours du chapitre 2 peuvent laisser penser que 1'usage de correcteurs a mémoire
pourrait permettre de surmonter cet obstacle. En effet, ces lois de commande sont capables d’accroitre la
robustesse de la boucle fermée sans augmenter significativement ’effort de calcul nécessaire a leur synthése.
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FIGURE 4.20 — Résultats de 'approche locale avec le modéle de 'IGRF et avec perturbations

Toutefois, du point de vue du modéle de synthése, I’éloignement du modéle § se traduit principalement par une
imprécision dans la valeur de b,(t). La section 4.4.1 a montré que les incertitudes sur ce terme se modélisent
naturellement en ajoutant un terme Ab,(t) dont la norme est bornée%. A contrario, les résultats des chapitres
1 et 2 portent sur les modéles soumis & des incertitudes polytopiques invariantes dans le temps. C’est la raison
pour laquelle la section 4.4.1 s’est efforcée de tenir compte de Abo(t) par le biais des canaux de performance.
Dans ce contexte, la mémoire du correcteur n’est d’aucune utilité puisque les incertitudes sont retirées du
modéle. Ceci explique la structure du correcteur périodique Kj. Les outils développés dans la premiére partie
de cette thése sont donc inappropriés a ce probléme particulier. On précise finalement que la solution utilisant
les canaux de performance est prohibée ici puisqu’elle augmente significativement ’effort de calcul.

Cette discussion suggére d’appliquer a ce probléme des théorémes de synthése capable de tenir compte
d’incertitudes bornées en norme dans le modeéle. Les recherches futures s’orienteront dans cette direction. La
section suivante montre cependant qu’il est possible de contourner cette difficulté en employant une stratégie
différente.

Remarque. Les méthodes des chapitres 1 et 2 s’appliquent a des modéles a temps discret. Du point de vue du
correcteur, les incertitudes sont donc invariantes pendant une période d’échantillonnage. Dans ce contexte, il
est alors possible de traiter les incertitudes variantes dans le temps et bornées en norme grice & des techniques
congues pour des modéles soumis & des incertitudes polytopiques invariantes dans le temps. Cependant, le nombre
de sommets du polytope a prendre en compte est exponentiel en N, la période du modéle a temps discret. Pour
le probléeme traité ici, cette approche est donc inapplicable. )

4.6 Stratégie d’allocation du couple total
Cette proximité du systéme avec f est une contrainte liée a I'utilisation d’un modéle de synthése issu de la

linéarisation autour de cette trajectoire. Pour contourner cette difficulté, la section a venir propose une nouvelle
structure de commande, basée directement sur le modéle non-linéaire. On montre que cette approche met en

6. Dans ce contexte, la synthése robuste doit étre comprise comme le processus conduisant a un correcteur garantissant que le
systéme asservi résultant satisfait certaines propriétés (dont la stabilité) quel que soit Abo(t) satisfaisant |Abo(t)| < 7.
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place un nouveau cadre dans lequel les méthodes de synthése LMI sont également applicables mais cette fois
sans requérir de linéarisation préalable.

4.6.1 Nouvelle structure de controle et preuve de stabilité

Le schéma d’asservissement présenté dans cette section trouve sa justification dans les défauts de la méthode

présentée dans la section 4.4 et basée sur 'utilisation de hg]. On rappelle que dans le cadre de cette stratégie,

C(q) hg] joue le role d’un couple perturbateur vis-a-vis de la dynamique d’attitude. Bien que la décroissance de ce
terme permette de conclure a la stabilité, le régime transitoire du sous-systéme supérieur ralentit la convergence
de la dynamique d’attitude correspondant au sous-systéme inférieur (voir la figure 4.8).

Pour donner la priorité & I’asservissement d’attitude par rapport a la régulation du moment cinétique total,
on propose dans cette section une stratégie d’allocation du couple total. Comme expliqué précédemment, ce
type d’approche garantit qu’a chaque instant, la somme des couples délivrés par les actionneurs est égale a la
valeur instantanée d’une loi de commande u7- stabilisant I'attitude du satellite. L’asservissement d’attitude est
donc totalement indépendant de ’autre objectif de commande consistant a réguler h,,.

Par définition, on a up = w4 conduisant, grace a (4.19), a

up(t,w,q) = T — w*hy — (C(g)Bo(t))* M
En remplacant T, par hw, on obtient alors I’équation régissant la dynamique de h,, :
oy = —w*hyy — (C(q)Bo (1)) M — uk(t,w, q) (4.47)

Cette équation décrit le sous-systéme inférieur d’une nouvelle structure en cascade représentée par la figure 4.21.
Le sous-systéme supérieur est formé par la dynamique d’attitude donnée par (4.2) commandé par un choix
judicieux de la loi up = uw}(t,w, q). En inversant ’ordre des sous-systémes dans la structure en cascade, cette
démarche permet de mettre en conformité la vitesse de convergence des sous-systémes avec la hiérarchie des
objectifs de commande.

SOUS-SYSTEME SOUS-SYSTEME INFERIEUR
SUPERIEUR b(t) |
Dynamique de (@, q) » Dynamique de
v
(w’ q) h’lU
> Y >

FIGURE 4.21 — Schéma de la stratégie de commande par allocation du couple total

En s’appuyant & nouveau sur le résultat du lemme 34, le théoréme suivant donne une autre solution au
probléme 11.

Théoréme 40. Si I'hypothése 7 est satisfaite, la loi de commande suivante résout le probleme 11 :

_ b (t)
M(tvx) - _km ||B(t)” (hw - hﬁ) (4488,)
Tw(t,z) = —uh(w,q) — w hy — BX(6)M(t, x) (4.48b)

ot k,, est un scalaire strictement positif quelconque. Cette propriété est vérifiée pour toute loi w} solution du
probleme 7.
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Démonstration. Stabilité de linterconnexion. La preuve de ce théoréme s’appuie sur le résultat standard des
interconnexions non-linéaires suivant : le systéme complet est UGAS si (a) le sous-systéme supérieur est UGAS et
ULES, (b) le sous-systéme inférieur est 0-UGAS et 0-ULES et (c) les trajectoires du systéme sont uniformément
et globalement bornées (UGB) [Sontag, 1989).
Sous-systeme supérieur. La substitution de (4.48b) dans (4.19) conduit & up = u%. Par hypothése, la loi de
commande u} (w, q) assure donc que (w, q)y est un équilibre UGAS et ULES de la dynamique de (w, ).
Sous-systeme inférieur. En remplagant dans (4.47) M (¢, z) par son expression donnée par (4.48a), on obtient

By = = (w, ) — W hay + K (C(@)bo (1)) (C(q)bo (£))* (R — hy) (4.49)

La substitution dans cette expression des signaux (w, ) entrant dans le sous-systéme inférieur par leur valeur
asymptotique (0, 1) conduit a
s = Kb (OB (8) (s — )

puisque u}(wy,q) = 0, d’aprés (4.2a). Cette relation correspond & (4.26) avec o = hy, — hy. Le lemme 34
garantit donc que hy est un équilibre 0-UGES de la dynamique de h,, pour tout k,, > 0 puisque ’hypothése 7
est satisfaite.

Trajectoires du systéme complet. On prouve finalement que les trajectoires du systémes sont UGB, en re-
marquant tout d’abord que les trajectoires (w,q) sont UGB puisque le sous-systéme supérieur est GAS. Pour
montrer que h,, posséde également cette propriété, (4.49) est d’abord réécrite sous la forme suivante

;lw = —up(w,q) —w™ (ﬁw + hy) + kb ()b (t)izw avec  hy = hy — hy
On introduit maintenant la fonction de Lyapunov H = }NLZ:;LM /2 dont la dérivé temporelle est donnée par
H = =BT (w5 (w,q) + @ hy) + ki A5BS (002 (D)F (4.50)

puisque ALw*h, = —hThXw = 0. En remarquant que —bX (£)bX (t) = (bX(£))TbX(t) = 0 quel que soit ¢, on
obtient alors la borne supérieure suivante de H :

H < |hy| p(t) avec p(t) = |uf(w,q)| + |w™hy| > 0
Grace a l'inégalité y < 1 + y? valable pour tout y € R>¢, on ré-introduit H dans cette expression
H < 2p(t)H + p(t)

de fagon & faire apparaitre 'inégalité suivante :

() < HO)+ [ 2p(s) () + p(s)) ds

Des qualités de GAS et LES du sous-systéme supérieur, on déduit que, pour tout r > 0, il existe K, et A,
positifs tels que p(t) < K, exp(—A,t). Cette remarque prouve que l'intégrale de p(t) est bornée :

t
[ otsias < S - emp-ae) < 3
) ) )

T T

L’inégalité de Gronwall-Bellman [Khalil, 2002, Lem. A.1] permet alors d’affirmer que

t
H(t) < H(0) + I;— 4 / 2p(s)ds < H(0) + 3%
r 0 r

Cette relation donne une borne supérieure constante de H(t) prouvant ainsi que cette fonction, et donc h,,, est
UGB puisque H () > 0. O

Dans ’hypothése ou B, (t) est mesuré (et non pas calculé a bord & partir d’'un modéle), la loi du théoréme 40
est totalement indépendante des parameétres du modéle de synthése. Il s’agit d’une différence significative par
rapport au correcteur donné par le théoréme 38 pour lequel I'expression de J est requise. Les conséquences de
cette remarque sont trés importantes puisqu’elle permet d’affirmer que la méme loi (4.48) associée au controleur
urp indépendant de J (le correcteur (4.4) en est un exemple) stabilise n’importe quel satellite sur n’importe quelle
orbite vérifiant I’hypotheése 7. Il s’agit d’'un argument majeur en faveur de la robustesse de cette approche.
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4.6.2 Utilisation d’un gain périodique

La preuve du théoréme 40 montre que la conception du correcteur associé au sous-systéme inférieur s’appuie
sur la version asymptotique de I'équation (4.47). Cette derniére décrit alors la dynamique d’un intégrateur
simple soumis & ’action des magnéto-coupleurs sur la trajectoire f. Il s’agit précisément du probléme auquel la
section 4.4.1 s’est intéressée. La solution du gain scalaire k,,, a été retenue par le théoréme 40 afin de bénéficier
d’une preuve de convergence rigoureuse en temps continu. Toutefois, les simulations précédentes ont montré
que le correcteur périodique & temps discret K pouvait améliorer les performances de l’asservissement de
Iintégrateur simple. Dans ce contexte, il semble donc légitime d’espérer accroitre la qualité de la régulation de
h., via ce méme correcteur périodique. La loi de commande (4.48) est donc modifiée en conséquence :

b* (¢)

M(t,z) = —WKk (hw —hg), avec keN satisfaisant kT, <t < (k+1)T (4.51a)

Tw(t,z) = —uh(w,q) —w hy — BX(6)M(t, x) (4.51b)

4.6.3 Participation active des magnéto-coupleurs au controle d’attitude

On montre maintenant que cette structure de commande par allocation permet de remettre en cause la
dissociation entre les taches d’amortissement de la vitesse des roues et de commande 3-axes, tout en préservant
le cadre de la stabilité globale.

La philosophie de la loi (4.48) peut étre interprétée de la fagon suivante : M génére un couple assurant
la régulation de h,, tandis que T;, compléte 'effort de commande de maniére & ce que ce dernier soit égal &
uwh + w*h,, & tout instant. Le théoréme 40 assure que cette répartition garantit la convergence de = vers f. Or
les magnéto-coupleurs pourraient également prendre en charge une partie de u% + w*h,, de facon & décharger
partiellement les roues de cette tache. Il semble raisonnable d’espérer que h,, = [T, s’éloignera alors moins
facilement de hy. La loi suivante découle de cette remarque, en tenant compte des limitations de commandabilité
des magnéto-coupleurs.

b (t) . "
M(t,z) = — B0 (K (hoy — hy) — v (w, @) — w*hy) (4.52a)
T (t,2) = =b(H)b" (t) (uh(w, q) + w ™ hy) + Emb™ ()0 () (hw — hy) (4.52b)

En complément de sa tache originelle, la loi M prend maintenant en charge la partie de u}. 4+ w* h,, orthogonale
a B(t). En utilisant I'identité (4.1), on veérifie que (4.52) peut étre réécrite de fagon équivalente sous la forme
(4.48). La démonstration du théoréme 40 peut alors étre employée de nouveau dans ce contexte.

Lemme 35. Si (4.48) est remplacée par (4.52), le théoreme 40 reste valide.

L’utilisation du correcteur périodique Kj dans ce contexte conduit a la loi suivante :

M(t,z) = — (Kk(hw —hy)r —up(w,q) — wxhw) avec keN: kT, <t < (k+1)Ts (4.53a)

T (t,x) = =b()bT () (Wh(w, q) + w* hy) + b (£)b* () Kk (hy — hy) (4.53b)

4.6.4 Reésultats de simulations

Validation de la structure de commande La structure de controle proposée dans cette section est mise &
I'épreuve de simulations en utilisant le méme cadre que précédemment : la loi de commande . considérée est
donnée par (4.4) et (4.41) et les états initiaux des simulations correspondent & (4.42). Les figures 4.22 et 4.23
donnent les chronogrammes des états du systéme en boucle fermée avec (4.48) dans le cas non-perturbé et avec

BI[EJ,V] (t) puis le modele de 'IGRF. La valeur de k,, retenue est 0,01 afin de pouvoir comparer ces résultats avec
ceux des figures 4.9 et 4.10. On fait les remarques suivants :

— la dynamique d’attitude est beaucoup plus réguliére que lors de 'utilisation de hg]. Elle ne dépend en
effet que de u} et non plus de hg] ou de B(t). C’est la raison pour laquelle la figure 4.22 ne posséde pas
de légende;

— dans ce contexte, la convergence du systéme montre les qualités de robustesse de ’asservissement ;
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FIGURE 4.23 — Influence du champ pour 'approche par allocation : signaux du sous-systéme inférieur

— par rapport au schéma de contréle utilisant le moment cinétique total, on constate que 1’éloignement de
h. par rapport & hy ainsi que l'effort de commande restent similaires.
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Dans un second temps, on mesure la robustesse de la structure de commande vis-a-vis de la perturbation
persistante T,.+(t). En suivant la méme procédure qu’auparavant, les simulations sont effectuées en utilisant
I'IGRF et x(0) = zy. Les figures 4.24 et 4.25 sont alors obtenues et peuvent étre comparées aux figures 4.14
et 4.13. Comme pour la structure de controéle utilisant le moment cinétique total, ces résultats montrent qu’en

présence de perturbations, le systéme conserve sa stabilité et oscille autour de §. L’amplitude de ces oscillations

est comparable a ’approche utilisant h[sl].

4
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FIGURE 4.24 — Influence des perturbations T.,:(¢) pour I'approche par allocation : signaux du sous-systéme

supérieur

Ameélioration des performances Tout en préservant la qualité des résultats obtenus avec hg], I’approche

mise en ceuvre dans cette section soustrait la dynamique d’attitude a I'influence du processus de régulation des
roues a réaction. Dans ce nouveau cadre, le probléme consiste maintenant & définir la loi d’allocation du couple
global entre les actionneurs. Cette action n’a alors aucune incidence sur les signaux d’attitude. Les simulations
& venir permettent de vérifier cette affirmation. Toutefois, pour ne pas alourdir la présentation, on représente
par la suite uniquement M (t) et h,(t), directement liés a la loi de répartition.

On soumet chacune des lois d’allocation au contexte de simulation précédent : perturbation persistante
Teat(t), loi u} définie par (4.4) et (4.41), ky, = 0,01, utilisation de 'IGRF et x(0) = x4. Les figures 4.26 et 4.27
représentent les résultats de simulation.

La qualité des lois de commande est évaluée grace aux normes Lo de hy,(t) — hy et de M(t), notées v, et
Y, et aux amplitude maximales des oscillations de h,,(t) — hy et M(t) tout axe confondu, notées Ah et AM.
Ces critéres sont formellement définis comme suit :

4Ty 4Ty

= [ halt) = BT hu0) = Bt e = [ M @M

= s, i, 0=t = { {00 -1

AM = max { max M(t)}— min { min M(t)}
i€{1,2,3} | te[2Tv,4T) i€{1,2,3} | te2T0,470)
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FIGURE 4.26 — Amélioration de la loi d’allocation des couples de commande : représentation de h,,

On précise que ces mesures sont effectuées sur les deux derniéres orbites, parmi les 4 que dure la simulation,
pour éviter les régimes transitoires. L’objectif de I'asservissement est de rendre ces critéres aussi proche de 0
que possible.
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FIGURE 4.27 — Amélioration de la loi d’allocation des couples de commande : représentation de M (%)

TABLE 4.1 — Comparaison de la performance des lois d’allocations

Description ‘ Identifiant ‘ Equation ‘ Yh ‘ YM ‘ Ah ‘ AM
Utilisation de k,, A (4.48) [ 563,7.1075 [ 7,15 | 65,4.1073 | 9,41
Utilisation de K}, B (4.51) 541,2.107% | 2,72 | 58,9.1073 | 6,81

Utilisation de Ky, + controle C (4.53) | 270,5.10°6 | 2,98 | 48,9.103 | 6,72

d’attitude avec magnéto-coupleurs

La tableau 4.1 synthétise ces résultats. On notera que les courbes liées a la loi A correspondent a celles données
par les figures 4.24 et 4.25 mais sont rappelés ici pour faciliter la comparaison. I’analyse de ces résultats conduit
aux remarques suivantes :

— conformément aux observations précédentes, par rapport a la loi A, le correcteur B permet de diminuer
de 62% le critére v, représentatif de I'effort de commande. Le critére AM, quantifiant 'amplitude des
oscillations de M (t), décroit également de 28%. On notera que la proximité de h,,(t) avec hy, caractérisée
par 7, et Ah, est également légérement améliorée dans ce contexte.

— sans remettre en cause ce bénéfice, la loi 3 permet de diminuer les critéres ~, et Ah de facon significative.
Ceci justifie I’heuristique consistant & amoindrir la tache des roues a réaction pour réduire I’éloignement
de hy(t) par rapport a hy.

En conclusion, la loi C permet de réduire leffort de commande (grace a Kj) et d’accroitre la proximité de
hw (t) par rapport & hy (en utilisant les magnéto-coupleurs pour le contréle d’attitude). Par rapport & A, cette
approche diminue ~y, de 52%, var de 58%, Ah de 25% et AM de 29%.

Pour mesurer la valeur de la loi C dans un contexte plus réaliste du point de vue de l’asservissement

d’attitude, on adopte les nouveaux parameétres suivant pour la loi de commande u7 :

75 0 0 180 0 0
Go,=|0 80 0|, Go=| 0 165 0], y=7.0
0 0 4,0 0 0 7,5

Le méme contexte de simulation conduit alors aux résultats représentés par la figure 4.28. L’amplitude des oscil-
lations d’attitude est alors beaucoup plus faible. Cette modification s’accompagne également d’une amélioration
des critéres puisque v, = 130,6.1076, v3y = 2,02, Ah = 35,4.1073 et AM = 4,92.1073. On précise que les
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vibrations de M (t) observées sont dues au bloqueur d’ordre 0 accompagnant la mise en ceuvre de cette loi.
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FIGURE 4.28 — Rejet de T¢,+ avec une loi de contréle d’attitude plus agressive

4.7 Conclusions

Ce chapitre s’est focalisé sur la problématique d’allocation du couple de commande d’une loi de contrdle
d’attitude dans le cas des satellites équipés de roues a réaction et de magnéto-coupleurs, et donc fortement lié
aux variations environnementales périodiques. Dans un premier temps, cette problématique a été rigoureusement
formalisée en s’appuyant sur le moment cinétique total. Des simulations numériques ont montré que 'utilisation
de correcteurs périodiques pouvaient diminuer sensiblement ’effort de commande des magnéto-coupleurs sans
remettre en cause la performance obtenue avec des lois de commande invariantes dans le temps.

Par la suite, ce chapitre a mis en évidence les deux critiques suivantes de cette stratégie :

1. la dépendance de la dynamique d’attitude a 1’égard du processus de régulation de la vitesse des roues est
problématique ;

2. le cloisonnement du role des actionneurs vis-a-vis des objectifs de commande est conservatif.

L’approche linéaire mise en ceuvre dans la section 5 pour remettre en cause la critique 2 a conduit un correcteur
a la validité « hyper locale »et donc faiblement robuste. Or, ’amélioration de la loi de commande sur cet aspect
nécessite d’accroitre Veffort de calcul lors de la synthése (en diminuant la périodique d’échantillonnage) ou de
modifier la fagon dont les incertitudes sont modélisées dans les théorémes de synthése du chapitre 2. Etant
donné le volume de calcul mis en jeu, il semble plus raisonnable de s’orienter dans la seconde direction. Il s’agit
d’une des perspectives concernant les travaux entrepris dans cette thése.

La section 6 propose de sortir de cette problématique en construisant un cadre non-linéaire pouvant étre
interprété comme une précommande. Le cadre du nouveau probléme a résoudre est alors naturellement linéaire
et donne une réponse aux deux critiques précédentes. Les lois de commande LMI peuvent donc étre appliquées
sans patir des défauts liés a la linéarisation et conduire & un correcteur périodique, soustrayant la dynamique
d’attitude a la gestion du moment cinétique des roues et assurant une participation de chacun des actionneurs
a tous les objectifs de commande.
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Contributions principales :
Conception d’une loi de commande périodique et robuste garantissant ’asservissement conjoint de 'attitude
et de la vitesse des roues dans un environnement périodique.
Contributions complémentaires :
— nouveau cadre rigoureux pour le probléme de régulation du moment cinétique des roues par les magnéto-
coupleurs (section 4.4);
— premiére mise en ceuvre d’une approche linéaire périodique utilisant conjointement les roues a réaction
et les magnéto-coupleurs (section 4.5) [Trégouét et al., 2011b,c|;
— nouvelle structure de commande non-linéaire considérant 'effort de commande global (section 4.6).




Conclusions

Résumé

La premiére partie de cette thése s’est intéressée aux modéles linéaires a temps discret dont les coefficients
sont variants dans le temps de fagon périodique mais soumis & des incertitudes réelles invariantes dans le
temps. Plus précisément, les modéles considérés sont affines en les incertitudes qui appartiennent & un domaine
polytopique.

Le premier chapitre a donné une vision d’ensemble des techniques LMI disponibles pour I'analyse et la syn-
thése de correcteurs pour ce type de modéle. Le cadre de la stabilité des modéles 2-périodiques a été retenu
puisqu’il permet de rendre compte de toute la difficulté du probléme sans alourdir inutilement les développe-
ments. Ce chapitre a mis en évidence que le probléme d’analyse robuste se réduit & démontrer que les valeurs
propres de la matrice de monodromie, dépendant des incertitudes, se situent dans le cercle unité ouvert. Dans
ce contexte, plusieurs stratégies ont été utilisées : les théorémes de Polya, de Putinar ainsi que la méthode des
variables de relaxation, conduisant & des LMI étendues. Par la suite, I'accent a été mis sur cette derniére tech-
nique en raison de son adéquation avec le probléme de synthése. Il a été démontré que la contrainte consistant &
imposer a ces variables de ne pas dépendre des incertitudes est la seule (mais non négligeable) source de conser-
vatisme. Dans ce cadre, 'utilisation de la dualité ainsi que du degré de liberté relatif au choix du point de départ
7 de la période a permis de dériver des conditions d’analyses alternatives pour un effort de calcul équivalent. Au
contraire, la multiplication artificielle de la période, en répétant les matrices d’état, augmente la charge de calcul
mais donne une hiérarchie claire entre les conditions obtenues, contrairement aux cas précédents. Concernant la
conception de lois de commande, il a été démontré que les conditions de synthése de correcteurs classiques (sans
mémoire) obtenues par cette méthode ne peuvent qu’étre meilleures que les conditions quadratiques. On note
pourtant que pour certains exemples numériques, ’augmentation du conservatisme entre la synthése et 'analyse
est inévitable. Ceci n’est pas vrai pour les lois de commande 2-périodiques & mémoire. On fait la conjecture que
ce résultat est également valable dans le cas N-périodique méme si cette affirmation n’a pas été formellement
établie. Finalement, il faut noter que pour une paramétrisation donnée, la condition de synthése conduisant
A un correcteur & mémoire ne peut qu’étre moins conservative que son équivalent conduisant & un contréleur
classique.

Le chapitre 2 a donné suite aux derniéres avancées en matiére de synthéses de correcteurs périodiques
dans ce cadre. Il est donc orienté vers les correcteurs & mémoire. Une nouvelle formulation générique pour
ce type de loi de commande a été retenue de facon a englober les différentes approches proposées dans la
littérature. Cette généralisation a requis une méthodologie inédite basée sur ’étude des modéles périodiques
polynomiaux en o et d’ordre variant. Plusieurs reformulations invariantes dans le temps de ces types de modéles
ont été proposées et les liens qu’elles entretiennent entre elles ont été mis en évidence. Une formulation duale
des modéles polynomiaux a également été dérivée. Grace & ces développements, des conditions d’analyse de
stabilité et de performance Ho et Hoo ont été obtenues pour ces modéles sous forme SDP. Elles ont servi de
base pour la dérivation de théorémes d’analyse et de synthése pour les correcteurs périodiques & mémoire. Les
résultats numériques ont montré que 'augmentation de la taille de la mémoire des correcteurs pouvait diminuer
le conservatisme des conditions de synthése sans augmenter de fagon significative l'effort de calcul nécessaire
a la synthése. Des phénoménes plus surprenants ont également été mis en avant : certains correcteurs a la
structure particuliére, les PFMC, permettent de réduire le conservatisme des conditions de synthéses au-dela de
ce dont sont capables d’autres lois de commande & mémoire possédant pourtant plus de degrés de liberté. Cette
apparente contradiction provient du fait que la structure de ces correcteurs a permis de les doter de conditions
de synthése particulierement efficaces. Il semble que 'origine de cette particularité provienne de la méthode
d’analyse utilisée pour obtenir les conditions de synthése (le lifting temporelle sur une période) plutdot que des
qualités intrinséques de ces correcteurs.

L’étude des aspects périodiques du controle d’attitude a été 'objet de la seconde partie de cette thése.
L’évolution de I’environnement du satellite le long de son orbite est & l'origine de la dépendance temporelle
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périodique des équations décrivant le mouvement du satellite autour de son centre de gravité. Cette influence
s’exerce par le biais des perturbations et des actionneurs fortement dépendant de ’environnement comme les
magnéto-coupleurs. Dans ce contexte, le chapitre 3 a cherché a contribuer a ’effort de modélisation en proposant
un cadre unifié permettant de prendre en compte différents types de pointage. Une partie importante des efforts
a été consacré a la modélisation de ’évolution du champ magnétique terrestre sur la trajectoire du satellite,
pour différents niveaux de précision. De plus, les difficultés liées a la définition d’une trajectoire stabilisable
et respectant les objectifs de l'asservissement ont été mises en évidence. En s’appuyant sur ces résultats, le
chapitre 4 s’est intéressé a ’allocation du couple de commande d’une loi de controle d’attitude dans le cas des
satellites équipés de roues a réaction et de magnéto-coupleurs. Ce type de probléme met en jeu des phénoménes
périodiques du fait de la variation cyclique du champ géomagnétique le long de l'orbite du satellite. Cette
étude a permis d’adapter I’approche classiquement retenue dans la littérature pour lui donner un cadre formel
bénéficiant d’une preuve de convergence rigoureuse. Ce résultat a été obtenu en s’appuyant sur le moment
cinétique total. Dans un second temps, ce chapitre s’est efforcé d’apporter des réponses aux critiques formulées
a encontre de cette approche. Premiérement, la dynamique d’attitude dépend du processus de régulation de la
vitesse des roues alors que cette derniére n’est qu’une tache secondaire. Deuxiémement, le cloisonnement du roéle
de chacun des actionneurs vis-a-vis des objectifs de commande est conservatif. Pour pallier ce second défaut, une
approche par linéarisation a été entreprise. Toutefois, les résultats obtenus n’ont pas donné pleine satisfaction en
raison de l’étroitesse du bassin d’attraction de la boucle fermée résultante. L’utilisation de correcteur & mémoire
a été identifié comme une piste de résolution de ce probléme. Toutefois, la modélisation des incertitudes utilisées
dans le chapitre 2 n’est pas appropriée pour ce type de probléme. On précise cependant que pour obtenir les
résultats désirés, une grande partie des développements effectués sont ré-utilisables en 1’état. Une pré-commande
non-linéaire a alors été proposée afin de s’affranchir de I’étape de linéarisation du modéle. Le cadre du nouveau
probléme & résoudre est en effet naturellement linéaire. De plus, 'une et 'autre des critiques précédentes trouvent
une réponse dans cette nouvelle structure. L’aboutissement de ce chapitre est une loi de commande périodique,
soustrayant la dynamique d’attitude a la gestion du moment cinétique des roues et assurant une participation
de chacun des actionneurs & tous les objectifs de commande.

Prospectives

Les résultats obtenus dans le cadre de cette thése ont conduit & de nouvelles directions de recherches. La
discussion suivante en identifie quelques unes.

Partie 1 (chapitres 1 et 2) :

— Dépendance des conditions vis-a-vis du point de départ :
Les chapitres 1 et 2 ont montré que 7, le point de départ de la période considéré pour le lifting, influe
sur le conservatisme des conditions de synthése. Ce phénomeéne a déja été mis en évidence dans [Hosoe
and Hagiwara, 2011] mais reste mal compris. Une étude plus approfondie pourrait peut-étre permettre
d’obtenir une procédure indiquant la valeur de 7 conduisant & la condition la moins conservative.

— Convergence de la hiérarchie de conditions LMI :
Le fait de considérer le modeéle 2-périodique comme un systéme dont la période est multiple de 2, via
la répétition de ses matrices, permet de dériver un ensemble d’autres conditions de moins en moins
conservatives. Il existe pour certaines structures de correcteurs et dans le cas Ho, des preuves que cette
hiérarchie converge [Ebihara et al., 2011], c’est-a-dire que la condition est nécessaire et suffisante a partir
d’une certaine étape. Obtenir un tel résultat dans le cas général renforcerait 1’attrait de cette démarche.

— Modéles auxiliaires pour les conditions de synthése :
Les conditions de synthése données par le chapitre 1 sont paramétrées par les matrices M 3 définissant
un modéle périodique auxiliaire. Des exemples numériques ont montré que le choix de ces paramétres
influe sur le conservatisme des conditions. Le bon usage de ce degré de liberté est une question largement
ouverte méme si certaines pistes ont été proposées dans ce chapitre. Cette approche pourrait également
étre étendue au cas général des correcteurs & mémoire considérés dans le chapitre 2.

— Application aux modéles invariants dans le temps :
Il a été démontré dans [Ebihara et al., 2011, Trégouét et al., 2011a] que 'utilisation de correcteurs pé-
riodiques & mémoire pouvait contribuer a décroitre le conservatisme des conditions de synthése LMI a
destination des modéles invariants dans le temps. Le bénéfice de 1'usage de correcteurs périodiques pour
les modéles LTI fait I'objet d’une littérature trés vaste [Khargonekar et al., 1985, Bittanti and Colaneri,
2008]. 1l serait intéressant de clarifier les avantages de l'utilisation de la mémoire du correcteur dans ce
contexte.
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— Lois de commande 4 mémoire et modéles polynomiaux :
Le chapitre 2 a mis en évidence les liens trés forts qu’entretiennent les lois de commande périodiques a
mémoire avec les polyndmes en o A coefficients périodiques. Il existe des travaux sur ce sujet [Bittanti and
Colaneri, 2008, Mrabet and Bourlés, 1998|. La mise en ceuvre d’un cadre unifié décloisonnant ces deux
domaines de recherche pourrait conduire & des avancées significatives de part et d’autre.

— Utilisation des entrées de commande passées :
Les correcteurs & mémoire proposés utilisent I'historique des états passés du systéme pour construire
I'entrée de commande courante. Cette méme entrée pourrait également dépendre des entrées de commande
passées et conservées en mémoire. La loi serait alors de la forme suivante :

I
UNg+k = (Kk-,o + Kk,1‘771 +oF Kk,akaiak) INg+k + (Klg,o + Klg,1071 +ot Klg,aigiak) UNg+k—1

Il serait intéressant d’évaluer le bénéfice des nouveaux degrés de liberté offerts par le choix des matrices
K ,gj par rapport & 'effort de calcul supplémentaire qu’ils induisent.

Partie 2 (chapitres 3 et 4) :

— Modélisation sous forme bilinéaire :
Le couple T, généré par les magnéto-coupleurs est donné par la relation T, = —(C(¢)Bo(t))*M. En
premiére approximation, la matrice de rotation correspond a C(q) =~ 13 — 2¢* [Hugues, 1986, p.22].
L’opérateur ( )* étant linéaire, on obtient alors un produit entre I’état e et l'entrée M. Cette relation
est alors bilinéaire. Il pourrait étre intéressant d’appliquer dans ce contexte les techniques spécialement
congues pour ce type de modéle.

— Trajectoire stabilisable et optimale :
Le chapitre 3 a montré que dans le cas général aucun correcteur ne pouvait conduire & un régime permanent
satisfaisant parfaitement les objectifs de commande. En effet, I’équation dynamique du systéme ne peut
étre vérifiée (méme en boucle fermée) sur la trajectoire f. Dans la pratique, le correcteur tente donc de
stabiliser le systéme autour d’une trajectoire inatteignable. Le comportement du systéme asservi en régime
permanent est alors difficilement prévisible. Partant de ce constat, la trajectoire § pourrait étre redéfinie
de fagon & pouvoir étre stabilisable en boucle fermée tout en étant le plus proche possible de f. Cette
perspective se rapproche d’'une stratégie du type guidage/controle.

— Choix du gain k,, :
Selon le chapitre 4, tout gain scalaire k,,, positif, associé a la pré-commande effectuant la projection sur
lespace orthogonale au champ, stabilise le modéle de I'intégrateur simple (4.25). Cependant les résultats
de simulation ont montré que le choix de cette valeur conduit a des différences trés importantes en termes
d’effort de commande et de durée du régime transitoire. On suggére de poursuivre l’analyse du phénoméne
pour déterminer la valeur optimale de k., pour un critére donné.

— Preuves de stabilité du correcteur échantillonné :
Dans le chapitre 4, les preuves de stabilité des structures de controle ont été établies dans le cas du gain
scalaire k,,. Il semble raisonnable de penser que cette propriété s’applique également pour le correcteur
K, a temps discret, a condition que sa période d’échantillonnage soit suffisamment faible. Formellement,
il n’existe toutefois pas de preuves que cette conclusion soit valable dans ce nouveau contexte. Cette
démonstration renforcerait ce résultat et pourrait donner des informations pertinentes pour guider le
choix de la période d’échantillonnage.

— Correcteurs périodiques pour les incertitudes bornées en norme :
Une des conclusions importantes du chapitre 4 concerne la nature des incertitudes & prendre en compte
pour le probléme de controle d’attitude tel qu’il a été posé. Les discussions & ce sujet ont montré que
les signaux incertains bornés en norme semblent étre les plus adéquats. Cependant, il n’existe pas, a
notre connaissance, de théorémes de synthése spécifiquement congus pour traiter ce type d’incertitudes
et conduisant & des correcteurs périodiques & mémoire. Combler cette lacune apparait donc comme une
piste de travail pertinente.

— Répartition des taches entre les actionneurs :
La structure d’allocation mise en place a la fin du chapitre 4 permet & chacun des actionneurs de participer
a tous les objectifs de commande. Jusqu’a présent, cette répartition se base sur une approche heuristique.
Malgré les résultats encourageants de cette démarche, il serait intéressant de rationaliser cette allocation.
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Annexe A

Outils algébriques

Cette annexe rappelle un certain nombre d’outils algébriques auquels cette thése a fréquemment recours.

Conformément & [Skelton et al., 1997], on définit I'orthogonale matricielle a4 gauche de sorte que V-V = 0.
L’orthogonale & droite est alors donnée par la relation VV7+T = 0.

Le premier résultat est une variation autour du lemme de Finsler [Skelton et al., 1997] et est nommé lemme
d’élimination dans cette thése. Le théoréme suivant en donne deux versions : la premiére fait intervenir un
unique vecteur v tandis que la seconde s’applique & v et w.

Théoréme 41 (Lemme d’élimination - [Skelton et al., 1997]). Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) vTQu =<0 telleque Vv, Rv=0 (A.1)
(ii) RTLQRTLT <0 (A.2)
(i) SF: Q+He{FR} <0 (A.3)

Les propositions suivantes sont équivalentes :

. vTQu <0 telle que Yv, Ruv=20

® { wlQuw <0 telle que Yw, Sw=0 (A4)

. RTYLQ(RT)*T <0
(ii) { EgLT)ngng L 0 (A.5)
(iii) 3X: Q+He{RTXS} <0 (A.6)

On donne également plusieurs versions du complément de Schur.

Théoréme 42 (Complément de Schur - [Skelton et al., 1997]).
Q—SR1ST <0 Q S R—-STQ™ 'S <0
{R<O “ s B "% @<o (A7)
—Q+ SRST <0 -Q S -Q SR —R'4+5TQ7'S <0

{R>O |, _pa <0s | _R <0« Q0 (A.8)

Le théoréme suivant, extrait de la littérature, constitue un résultat important, en particulier pour le cha-
pitre 1.

Théoréme 43 ([Ebihara et al., 2008al). Les deuz conditions suivantes sont équivalentes :

n. |P Vv S-T W
T e S": L Q+T] 0, [ R] <0 (A.9)
P Vv 0
* Q+S W| <0 (A.10)
* * R

ou PeS", QeS™, ReSH, SecS™ etV eR™™ et W € R™ L. De plus, si S = 0 alors T > 0.
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Démonstration. (A.9) = (A.10).

Si (A.9) est vérifiée alors la matrice diagonale par bloc formée & partir des matrices (A.9) est également
définie négative. La multiplication de cette inégalité & droite par une matrice de rang plein en colonne et par sa

transposée a gauche implique (A.10) :

1, o o]'[[p VvV 0 1, 0 0
0 1,, O [* Q-+ T] 0 1,, O
o 1, O 0 [5 -7 W} o 1, O
0 0 ]-l * R 0 0 ]-l

(A.9) < (A.10).

En appliquant un complément de Schur sur (A.10), on obtient l'inéquation suivante :

- T

P \%4 0| 1|0
Q][] <o
Par conséquent, il existe un réel positif ¢ tel que

[P 1%
x Q+S—WR'WT +¢1

| <o

<0< (A.10)

(A.11)

(A.12)

En nommant 7 = S — WR™'WT +¢1,,, on obtient alors la premiére inégalité de (A.9). La seconde est obtenue
via Iapplication d’un complément de Schur sur l'inéquation S — T — WR™'WT = —¢1,,, < 0, réécriture directe

de la définition de T'.

Les deux corollaires suivants sont extraits de ce résultat.

O

Corollaire 6. S’il existe quatres matrice réelles Fyo, Fi0, F11 et Fo1 de dimension n X n ainsi que deux

matrices définies positives Py € STy et P; € ST} telles que

{_50 POJ +He{[§‘iﬂ [Ao —1]} <0

{_(])Dl Pﬂ JrHe{{?;j (4, —1]} <0

alors les deux inégalités suivantes sont vérifées

[-P, 0 0] [Foo 0] _

0 0 0| + He FLO F171 [14})0 A1 01:| <0
| 0 0 R 0 Fy, !
[-P 0 0] [Fiy 0] B

0 0 0 + He F271 F070 |:/})1 A1 _01:| <0
| 0 0 P | 0 Fig] 0

Corollaire 7. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

{_50 POJ +He{{F10)J [Ao —1]} <0

[_51 P”J +He{[FgJ [4, 1]} <0

0 0 0o 0
0 0 O0|+Hes |Fio 0 [“})0 ;1 _01} <0
| 0 0 Py | 0 P, !
[P 0 0] [0 0]
0 0 O0|+Hes |Fon 0 [1401 ;11 _01} <0
L0 o0 P | 0 Fio] ’

o Po c Si, P e S:L_, Fl,O € R*X" ¢t F271 € Rnxn,

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)



Annexe B

(Généralisation aux modeéles N-périodiques
des résultats du chapitre 1

Cette annexe étend au cas N-périodique les principaux théorémes du chapitre 1.

B.1 Analyse et synthése nominale
Le systéme dynamique ¥ considéré est le suivant :
DI TNg+k+1 = Azll‘Nq_,_k + Bukqu+k, Vq € N,VEk € {O,N — 1}

ol Tng+r € R” est le vecteur d’état et ungr € R™* est I'entrée de commande. On suppose que la mesure
de I’état est disponible de sorte qu’il est possible de définir la loi de commande par retour d’état périodique
suivante :

UNg+k = KrTNg+k
La dynamique de la boucle fermée ¥, ainsi obtenue est décrite par ’équation suivante :
Y INg+k+1 = AkquJrk, Vq e N,Vk € {O,N — 1}
avec
Ap = A + B Ky, Vk € {0,N — 1}

Le modéle ¥ est asymptotiquement stable si et seulement si les valeurs propres de la matrice de monodromie
sont situées dans le cercle unité ouvert. Cette condition nécessaire et suffisante est traduite sous forme LMI par
la théoréme suivant.

Théoréme 44 (Analyse nominale). [[de Souza and Trofino, 2000] et [Bittanti and Colaneri, 1999]] Le modéle
Y est stable asymptotiquement si et seulement si la condition swivante est satisfaite :

JrPes}: ¥'PY-P <0
ou U fait référence a la matrice de monodromie ¥ du systéme définie par I’équation suivante :
0
v= ][] 4
k=N—-1

Comme dans le cas 2-périodique, l'utilisation de la fonction de Lyapunov périodique et du modéle dual &
Y conduit a la condition de synthése fournie par le théoréme suivant.

Théoréme 45 (Synthése nominale). [[de Souza and Trofino, 2000] et [Bittanti and Colaneri, 1999]] Le modéle
Y est stabilisable asymptotiquement par la loi de commande u, = Kixy si et seulement si la condition suivante
est satisfaite :

~Wisr AWy + B Yy

n My XN,
AWy € SJr, dY, e R : . W,

<0, Vk={0,N -1}

avec Wy = Wy. Les gains Ky, du correcteur sont alors obtenus via la relation Ky = kak_l.
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B.2 Analyse et synthése robuste grace aux LMI étendues

On considére maintenant le vecteur d’incertitudes 6 appartenant au L-simplex standard
L
@:{961@%9»0, 292:1}
i=1
ou #; désigne le i-iéme élément de #. On suppose que le modéle ¥ est soumis de fagon affine & 6 de sorte que

Y(0): wngirt1 = AL (@) Ngik + Buk(O)ungir, Vg € N,VE € {0, N — 1}

AgH®)  Buo(0) A B A Bl
: g = co S , Vo € ©
AR (0) Bun—1(0) A B A B,

Similairement au cas nominal, la loi ung4+r = KrpZng+r conduit au modéle incertain en boucle fermée suivant :
201(9) D INgtk+l = Ak(Q)ZL’Nq+k, Vq € N,VEk € {O,N — ].}

avec
Ar(0) = A%(0) + Bur(0)Ky, Yk € {0, N —1}
Dans ce contexte, les deux conditions d’analyse suffisantes suivantes ! peuvent étre établies :

Théoréme 46 (Stabilité robuste - condition primale). [Ebihara et al., 2010]. S’il existe F € RIVFTUnXNn te]e
que pour i € {1--- L} la condition suivante est satisfaite :

AL —1, o0 0
—plil 0 0 [i]
Pl esy 0 Oyn-—1) O |+HeF 0 Ar I <0
0 0o Pl RS .
o - o AV, -1,

alors le modéle incertain X.(0) est robustement stable.

Théoréme 47 (Stabilité robuste - condition duale). [Ebihara et al., 2010]. S’il existe F¢ € RNm*(N+1n e
que pour i € {1--- L} la condition suivante est satisfaite :

'A[If[] 1 0 .. 0
wlest:| 0 Oyn) 0 |+He 0 1 o | Frp =0
0 0 wiil " ’
: . - A
L 0 0o -1,

alors le modéle incertain X.(0) est robustement stable.

Comme dans le chapitre 2, ces conditions peuvent étre déclinées en faisant varier le point de départ 7 de la
période ou en multipliant la période N par un entier positif.
A partir des conditions d’analyse robuste duale, on obtient le théoréme de synthése robuste suivant :

Théoréme 48 (Synthése robuste). [Ebihara et al., 2010]. S’il existe G; € R™™ et Y; € R™*" pour j =
{0, N — 1} telles que pour i € {1--- L} la condition suivante est satisfaite :

awll e st

A%l 9 o 0] BU o0 - 0]

. ol[i . : % . .

—wid 0 0 -1y AN[—]Q s 0 B][V]—2
0 On(N—l) 0[] + He 0 -1, .0 G+ 0 0 y [Oann 1nN] =<0

0 0 w : : AOZ[i] : B[’i]

: . - Ay : 5
L 0 e 0 —1,] L 0 0 |

1. On précise que ces conditions ne sont pas équivalentes dans le cas général.
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avec
G = diag{Gn_1,---,Go}, Y =diag{Yn_1,---,Y0}
alors le modeéle incertain X.(0) est stabilisable robustement par la loi de commande u, = Kyxy. Les gains Ky, du

correcteur sont alors obtenus via la relation Kj = Yk.Wk_l.

Le théoréme de synthése nominal utilisant la fonction de Lyapunov périodique donné précédemment admet
aussi une version robuste. On trouvera son expression dans [Bittanti and Colaneri, 2008].
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Annexe C

Dualité des systémes invariant dans le
temps et a temps discret

Soit h(t,T) la réponse d’un systéme linéaire a temps continu (potentiellement variant dans le temps) & une
impulsion au temps ¢ = 7 et soit ¢; un instant arbitraire tel que ¢; > ¢t. On considére le probléme suivant :
comment construire la fonction conduisant, & partir de h(ty, 7), a 'instant 7 de I'impulsion ? Pour répondre a
cette question, il est possible de batir un modéle & temps inversé particulier, nommé modéle adjoint modifié,
dont la réponse temporelle conduit a la fonction recherchée [Kailath, 1980]. Historiquement, ce probléme de
réponse impulsionnelle inversée est une des causes importantes du développement de la théorie de la dualité des
systémes. On notera que dans la littérature la terminologie « modéle adjoint »est parfois employée pour désigner
le modéle dual.

Les travaux présentés dans [Sarachik and Kreindler, 1965] s’appuie sur cette caractérisation pour étendre le
concept aux modéles a temps discret. Dans ce cadre, les auteurs de [Nieuwenhuis and Willems, 1988] proposent
une définition plus moderne (et plus mathématique) en se restreignant aux modeéles invariants dans le temps.
La dualité y est caractérisée d’un point de vue purement externe, grace a une propriété d’orthogonalité. Dans
[van der Schaft, 1991], ces résultats sont étendus au cas des modeéles d’état. On citera également les travaux
publiés dans [Rudolph, 1996], abordant ce concept par le biais de la théorie du module.

Dans le cas des modéles LTI sous forme de modéle d’état, on montre que les matrices du modéle dual sont
construites a partir de la transposée de leurs homologues du modéle primal. Cette propriété permet d’établir
des liens entre les propriétés structurelles des deux modéles. En particulier, un modéle LTI est commandable
(observable) si et seulement si son dual est observable (commandable). On notera également la correspondance
existant entre les résultats d’analyse : la dualité préserve la stabilité ainsi que les normes Hs et Hoo. Pour
cette raison, la théorie de la dualité des systémes est fréquemment réduite & un outil technique permettant de
transposer les matrices du systéme considéré dans les conditions d’analyses, bien que ce concept soit en réalité
beaucoup plus riche.

Aprés cette présentation générale, on introduit le théoréme suivant définissant la dualité pour les modéles
auto-régressifs & moyenne mobile (AutoRegressive-Moving Average, ARMA) et a temps-discret.

Théoréme 49 (|[Nieuwenhuis and Willems, 1988]). Soit ¥, = (Z,R%,B,) et X4 = (Z,R%, By) deuz systémes
temps-invariant, respectivement complet et compact. L’ensemble B, est défini par

By :={w € RYIz € R", R(0,0" )w = M(c,0” ")z} (C.1)

ot R(o,071) et M(o,07") sont des matrices de polynémes en o' et o. Les modéles ¥, et Xq sont duauz si et
seulement si

Bg = {wd e RYFz? e R, w? = RT (07 o)zt et — MT (07}, 0)ad = 0} (C.2)

La restriction de ce théoréme & un cas particulier conduit au corollaire suivant, dont on fait usage dans le
cadre de cette thése.

Corollaire 8. Les modéles descripteurs polynomiauz suivants sont duauz l'un de l'autre :

b+1 4
Z@fja—] B 0|rz
o ig| =0 (C.3)

Z‘Kjo_j D -1 Zq
i=0
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b+1

, bl ,
Z%‘TU] ZjiO%jTU] 0
=0

BT pT 1| LZ

t

R AR

>

—0 (C.4)

Démonstration. Les deux équations suivantes sont des reformulations des modéles polynomiaux faisant le lien
avec la définition des modeéles telle que présentée dans le Th. 49.

b+1
> Ao
-B 0 Qf)q _|j=0 N
IR
> o™
7=0
241 [_BT _pT][i E o & e
B8 T (e e (3] -0



Annexe D

Normes Ho et Hoo des modeéles
périodiques a temps-discret

Le contenu de cette annexe est principalement extrait de [Bittanti and Colaneri, 2008]. Afin de clarifier la
présentation, on adopte dans cette annexe la convention habituelle selon laquelle la valeur du signal x & I'instant
courant est notée xy.

Soit ¥ le modéle linéaire périodique et a temps discret suivant :

s | TR A Byl |z avec Apen Bign| _ [Ac By
' 2k Cr Dg| |wg Ci+N Diyn Cr Dy

pour lequel wy, et z, correspondent respectivement a ’entrée de perturbation et & la sortie de performance. A ce
modéle, on associe la fonction de transfert matricielle périodique entre wy, et z; définie par la relation suivante :

2t = G(o,k)wy, avec G(o,k) = Cr(cl, — Ap) "' By, + Dy,

On évalue la performance de ¥ par sa capacité & minimiser 'influence de la perturbation wy sur la sortie
controlée z;. C’est la raison pour laquelle cette performance est évaluée grace & la norme de la fonction de
transfert multivariable G(o, k), que 'on assimile & la norme du modéle ¥ lui-méme. Cette annexe traite des
normes Ha et Hoo.

D.1 Liens avec la norme du modéle temps-invariant lifté

La technique de la représentation liftée consiste a regrouper les vecteurs d’entrée/sortie sur une période
compléte & partir de l'instant k = 7 :

ZqN+1+N—-1 WegN+7+N—-1
=G, (0) : avec q€Z
ZqN+T WgN+r
’iq ,LD‘]

La fonction de transfert GT(U) est invariante dans le temps puisqu’elle ne dépend pas de ¢g. De plus, si son
expression est paramétrée par T, il est possible de montrer que ses normes Ho et Ho sont indépendantes de
cette valeur. Le modéle temps-invariant obtenu par la technique de lifting est donc indépendant du parameétre
de cette transformation. C’est la raison pour laquelle les normes de X (ou de G(o,k)) sont identifi¢es & celles
de G (o).

Définition 7. Les normes H et Hoo du modele périodique ¥ correspondent aux normes du modéle lifté associé
G, (o) qui sont indépendantes de 7 :

v, ||Z||2 = HGTH% ”EHOO = ”GTHOO (D.1)
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D.2 Interprétations pour les modéles périodiques

La théorie des modéles & temps-invariant offre une interprétation des normes de G,. Grace a la définition
de wq et Z,, ces interprétations peuvent étre étendues au modéle périodique .

D.2.1 Norme H,
Equations de Lyapunov périodiques Soit les équations de Lyapunov périodiques suivantes
Qr = AL Qi1 Ak + CL Cy,

d’inconnues Py et Q. Si ces derniéres admettent des solutions périodiques et semi-définies positives, notées
P, =W et Qi = W, alors la norme H» de X est donnée par les équations suivantes :

N-1 N—-1
IZ]l2 = 4| trace { Z CrWECT + DkD,z} =, | trace { Z BIWp By + D,{Dk} (D.2)
k=0 k=0

Similairement au cas & temps-invariant, les solutions W} et Wy correspondent aux grammiens d’observabilité
et de commanbilité dont ’expression est liée aux matrices de X via les relations suivantes :

+oo +00
Wi = Z (I)ikaBkng)ZkHa Wy = Z ‘I’;’F,kHCECk‘I)i,kH (D.3)
i=1 i=1

ott la matrice de transition d’état @ . de A est telle que

0 J(k<T)
O, =1 1 J(k=1)
Ap_1Ap_9--- A, ,(k‘ > 7')

Equations de Lyapunov & temps-invariant De fagon analogue, les solutions semi-définies positives ﬁk =
W¢ et Qi = W des N équations de Lyapunov a temps-invariant suivantes :

Qr = AL QrAy + CL Cy

conduisent & la norme Hy de X via (D.2) avec W = W,f et Wg | = V[N/,;’
En s’appuyant sur la théorie des modéles & temps-invariant, cette derniére interprétation peut étre reformulée
de la fagon suivante :

1Z]|2 =

N-1
> G kI3
k=0

La fonction de transfert G(o, k) est un polyndome en o dont les matrices coefficients varient périodiquement en
fonction de k. Il existe donc un nombre finie, & savoir N, de fonctions de transfert LTI issues de G(o, k) en
fixant la valeur de k. La valeur ||$||3/N peut étre interprétée comme la moyenne du carré des normes Ho de ces
fonctions.

Réponse impulsionnelle Pour un instant 7 arbitraire, on définit hzj comme la réponse de ¥ & une impulsion
appliquée sur Pentrée j a l'instant 7 4 ¢ (avec la condition initiale 2(7) = 0). Si ¥ est un modéle périodique
stable, on a alors :

m N-—1

1= = 4| > D 187113

j=1 i=0

Par conséquent, ||3||3 représente le carré des normes Ly des réponses impulsionnelles pour chacune des entrées
et pour N instants consécutifs.

Cette interprétation peut étre vue comme l'adaptation directe (mais nécessaire) de la définition de la norme
Ho pour les modeéles LTT dans la mesure ou, pour les systémes & temps-variant la réponse impulsionnelle dépend
de 'instant d’application de 'impulsion. Pour une méme impulsion appliquée & des instants différents, il n’existe
cependant que N cas différents en raison de la périodicité du systéme.
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Remarque. Ces deuz derniéres interprétations expliquent pourquoi un facteur N est parfois ajouté a la
définition de la norme Ha, donnée par (D.1) (voir par exemple [Bamieh et al., 1991], [Bittanti and Cuzzola,
2001] ou [Farges et al., 2007]) : ||X||3 correspond alors exactement auz moyennes citées précédemment (sans
le facteur 1/N). Dans [Bittanti and Colaneri, 2008], les auteurs ont abandonné ’ancienne formulation pour
adopter la convention retenue dans cette thése. o

.

Réponse a un signal aléatoire Si l'entrée wy du modéle périodique stable ¥ est un bruit blanc dont la
covariance est égale a la matrice identité alors

N-1
12|z = ql}r_&o Z E[2¢1TN+quN+k}
k=0

o E[-] est opérateur espérance.

D.2.2 Norme H

Gain maximal La norme H., de ¥ peut étre formulée comme suit

2k
Sle = s 22— 6 ke
wrels—{0} |WEll2  jwg|=1

Comme dans le cas des modéles temps-invariant, cette norme correspond donc au gain maximal de G(o, k) selon

toutes les directions de wy,.

Stabilité robuste Supposons qu’il existe un bouclage externe au modeéle tel que wy, = A(k)z, ot A(k) est une
matrice non-structurée (a temps-variant, pleine et dont les coefficients sont dans C) telle que ||A(k)|leo < 1/v.
Une telle boucle fermée est stable si et seulement si |3 < v (voir [Rotea et al., 1993] et [Packard and Doyle,
1990]).

D.3 Normes et dualité des systémes

Similairement au cas LTI, il est possible de définir un modéle dual de ¥, noté X¢, dont la dynamique évolue
a temps inversé. Classiquement, ’expression de ce systéme est donnée par la relation suivante, dans laquelle
apparaissent les matrices périodiques de ¥ :

d T T d
%k B D] |wg
Comme pour les modéles & temps-invariant, 3¢ est stable si et seulement si ¥ 'est. De plus, ces deux systémes
partagent les méme normes.
Théoréme 50. Les normes Hy et Hoo du modéle périodique X et de son dual ¢ sont identiques :
d d d
1l = 122, [12%ee = 15loo

Enfin, on peut montrer que les grammiens d’observabilité et de commandabilité des deux modéles sont
intervertis. Si I’on nomme respectivement Wk?d et Wde, les grammiens d’observabilité et de commandabilité de
24 alors Wod = W¢ et Wt = W¢.
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Annexe E

Développements complémentaires au
chapitre 2

E.1 Preuves des conditions duales d’analyse du modéle descripteur

Cette annexe démontre la validité des conditions duales d’analyse établies dans la sous-section 2.6.3. En
premier lieu, les conditions d’analyse basées sur le modéle monodromique dual sont reformulées par le lemme
suivant.

Lemme 36 (Conditions duales utilisant les signaux). Les conditions duales de stabilité et des problémes Ha et
Hoo peuvent étre réécrites de la fagon suivante :
— (2.67) est équivalent &

aqT d d
Nq -w 0] [ Mq ] 5T { n } _
<0 telle que |V -1 71=0 E.1
[7731] { 0 W |ng_, 4 | 00 ] M1 (E1)
— (2.71) est équivalent &
o Tr_w o o
qul w qu1 L qul
q— q— c v q—
hd Vin wg <0 telle que [%T 0 BT _1} wg 0
Zg 1N Zg Zg ©2)
— (2.73a) et (2.73b) est équivalent &
d1T T Ad rod
P - P 9T —1 &7 0] | fe
p‘{gl w quil <0 telleque |BT o0 9T —1 p’{;{l = (E.3)
w O,N w w
5 Lon| | 2 L0 0 1 0]}
q mi1l L ~q L “q
d7T 17 d d
fi)q 0nl+p(l71) W gq _\i/T —1 E:T 0 T gq
Pg—1 Pg-1 wT 3T Pg—1| _
@ 7 wd | < 0 telle que |98 0 D7 -1} "Ly qE.4)
3 1 od | 1 0o 0 0]| .
q mN_| | Zq i L Zq _

Démonstration. L’application du lemme d’élimination suffit & prouver que les conditions (E.1), (E.2), (E.3) et
(E.4) sont équivalentes & (2.67), (2.71), (2.73a) et (2.73b) respectivement en remarquant que

1 0
y 1] VZAN R yT T
[q’go _1] v | =0 AT Q“:T 0 ¢ =0
’ ¥o.0) BT o0 DT —1|]0 1
BT DT
I, T [ 1 I T 3T 0
BT 0 9T -1 0l ~ 0, BT 0 9T -1 11 = 0
0 0 1 0] g 1 0 0 0]|gr
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On précise que dans le cas autonome, gb;l = 0 quel que soit ¢ € Z d’aprés (2.69). Par conséquent, on a
d T pd ]
77q—1 0,077(1'

En s’appuyant sur la correspondance entre les signaux des liftings donnés par la proposition 11, ces nouveaux
énoncés sont reformulés.

Preuve de (2.78) : condition duale de stabilité du Th. 18

Démonstration. Dans le cas autonome, la relation suivante, extraite de (2.63), établit le lien entre les vecteurs
d’état de 'Y, et T2
77d d
77q—1

Cette équation est équivalente a (2.25) dans le contexte dual. La matrice T étant de rang plein, la condition
(E.1) peut étre réécrite sous la forme suivante :

(i‘g)TTT [(I;V V([)/'} TJZ‘Z <0 telle que [.,ZlT ET] 74 =0

Puis, X (W) = TTdiag{—W, W}T est introduit et le lemme d’élimination est utilisé pour obtenir (2.78). O

Preuve de (2.81) : condition duale H., du Th. 19

Démonstration. 1’équation (E.2) est d’abord reformulée en s’appuyant sur (2.63)

[ 8 8] o o (2500 (] o o
g T 0O W 0 | T%.9] +(25)" 25 <0 telle que } D =0 (E5
ZI 0 0 —u1 tczl v 05" oD ‘1 %

avant d’introduire X¢(W, —v1). La substitution de 'expression de ¢ donne ensuite

0
747" B &4 D o g [29
{fg} XYW, —1v1) + Sq 0 {u‘é] <0 telleque [[AT £T] [cT cT] LD%} =0 (E.6)
q v q q
D
qui conduit & la condition (2.81) en application le lemme d’élimination. O

Preuve de (2.84a) et (2.84b) : conditions duales #; du Th. 20

Démonstration. L’utilisation de (2.63) permet de réécrire (E.3) :

27T ~-W 00 d . [AT £T] [cT ¢T]|o7 [[a¢
[ﬂd] (THT| 0 wWo Td|:u%:|+(§;i) 78 <0 telle que 0BT [oDT] 11| ||| =0 (ET)
q 0 0of L 0 " oo [

Cette condition peut étre simplifiée de la fagon suivante :

T 1T & 5 ~d

AT | LN 4pi—1 d Lovintpa-1)| ad | (va\T wd [AT £T] ¢7|0] [29] _
(&) [ Y| w0y | i () 2 <0 telleque | Nl T | 8 =0
(E.8)
Cela conduit, aprés substitution de 73(‘; par son expression et utilisation du lemme d’élimination, & (2.84a).

De méme, en s’appuyant sur (2.63), 'équation (E.4) est reformulée :

~d1T 00 0O d [“[‘{T?TT]] [[éZ‘T C%] 0 g

Yol (THT low 0 Td[ﬂ )T 50 <0 tell 05 o 1 {”g} =0 (E9

[ f;l] (T o wg + (zq) Zy < elle que 1. 0] 0 0 1;} (E.9)
0 [y 0ljo) b7
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On remarque que certains éléments des signaux mis en jeu dans cette équation sont nuls ce qui permet de
simplifier (E.9) :

v

~d1T o
[OnNan 1.n u(()inNXp(lfl)] xg} Zd(VV, Z) [OnNan 1,n OnNXp(lfl)] xg + (zg)T E’g <0

Wq Wq
gT é{ 0 ’V[OnNan 1nN Oanp(l—l)] JA;Z-‘ (E]'O)
telle que AT [OanN} 5Tly Vg =0
nN 5q J
A nouveau, le remplacement de ég par son expression ainsi que ’emploi du lemme d’élimination donne naissance
la condition (2.84b). O

E.2 Preuve algébrique de la condition primale H,, descripteur

Cette annexe présente une preuve alternative, purement algébrique, a la condition d’analyse H., primale,
établie dans sa version descripteur par le Th. 19. Il s’agit de montrer que (2.70) est équivalente a (2.80). On
affirme que toutes les autres conditions d’analyse descripteur admettent une démonstration de cette forme.

Contrairement & la démonstration donnée dans le corps du texte, les développements de cette annexe s’ap-
puient sur la correspondance entre les matrices des deux représentations liftée I', et I',,,, données par le Tab. 2.2
et rappelées ici.

[<N >N
- _ _ & 1A
U A=E70 (E11E 0 A0 — A { J
1,0 (€11 0,0770 ) loa=n) Ong—nN)xnnN
- 1 1 &8
B | B=Erg (61185080 — Bi) 0
¢ | CroAd—Cii& A +Co —C1ETTA+Co
) 01’08—61’15(;380 +D —Clg_IB—f—D
On rappelle également la définition du partitionnement des matrices de I';,, lorsque [ < N :
el AlB 10 &1 | AL | By
C C D = 0 8070 .Ao Bo
L2 Cio Cii|C | D

En premier lieu, on reformule la condition H, monodromique (2.70) de la fagon suivante :

T eT -P 0
(¥ B] PV B +Sq{ {QT]}+ [ 0 —vlmN] <0 (E.11)
La démarche consiste a remplacer les expressions de ¥, B, € et ©, données par le tableau précédent, dans (E.11)
puis a reconstruire N, B, C et D pour faire apparaitre (2.80), reformulée de la fagon suivante :
cl
} +8Sq} | CT R<0 telleque [ A BJR=0 (E.12)
DT

—X(P) o

T
R 0 _V]-mN

E.21 Casoul<N
La substitution dans (E.11) de ¥, B, € et © par leur expression conduit &

- T
Ci0A - C11&5, C
B Pl 8] esg | (oA Cutiddns ) o ] <0
(Cl,(]B — Cl,lg(i(%B[) + D) mN
On remarque que
T
_ T A B "
Ci oA —C11E 5 Ao +C el g1 Ci
( 1,0 ) 1,1¢0,0/10 2)T _ [Cl,o C1,1 C D] 5%0-/40 506080 :ET Cg«
(Cl,oB —C11&5,0B0 + D) nl o

[Cl Cs D] 0 1N

(11
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La définition de = permet d’écrire

o _ P 0 |0 0Ny O _
[A B} = []-nl Onlxn(N—l) (UY] 0nl><mN] = et |: 0 —uvl1 N] =zT 0 (g b _p 0 =
0 0 0 —vl,,n
Par conséquent, 'inéquation (E.11) est équivalente a
T ct
ET | Lt Oniscn(v—1) Ont Onixmn]™ P [Lni Onixn(n—1) Oni Onixmn | + Sa Cg? +
D
0, 0 0 0
0 Oy O O _
0 0 -P 0 ==0

0 0 0 —vl,nN

correspondant elle-méme & (E.12) avec E = R puisqu’on peut vérifier que [5 A B] =

E.22 Casoul>N

A nouveau, la substitution dans (E.11) de ¥, B, € et ® par leur expression conduit a

| I PO S I I
1.,a-n) Ong—nNyxnn 0 1oa-ny Ong—Nyxnn 0

(~C1ETA+C)" {—P 0 }
+ <0
{ (*C15713 + D)T 0 —vigpn

On remarque que

—&TA &8
=|[[C C D]| 1u 0

l(—615—1A+ C)"
0 Ly, N

(~c.&'B+D)"

(11

La définition de = permet d’écrire d’une part

—&71A } [EIB

—-£714 &8 Log—n) On—n 0
=11, On n On m o n( yxnN
Hln(ZN) On(lN)XnN:| [ 0 [Lnt Ontxn Ontxm] [0, N xn(—N) 1nN] 0
0 ]-mN
et d’autre part
0, 0 0
[P 0 } _=r|lo —p o |z
0 —vlnm. 0 0 —vliym,
Par conséquent, I'inéquation (E.11) est équivalente a
. ct O,ny O 0
ET []—nl OannN OanmN] P [1nl 0nl><nN OanmN] +Sq Cg + 0 -P 0 =2=<0
DT 0 0 —1/1wa

correspondant elle-méme & (E.12) avec E = R puisqu’on peut vérifier que [5 A B] ==0.



Annexe F

Algebre vectorielle et vectrices

Bien que I'étude des systémes dynamiques consiste généralement & obtenir des équations scalaires, nombre
d’équations différentielles sont exprimées dans un premier temps sous une forme vectorielle, indépendante du
référentiel considéré. De plus, lors de 'usage de multiples référentiels, le respect de la régle stipulant que tous les
termes d’une équation vectorielle doivent étre exprimés dans le méme référentiel, requiert une attention toute
particuliére. Il est notoire que I'une et 'autre de ces difficultés sont typiques de ’étude de la dynamique des
satellites.

Les vectrices (traduction frangaise du terme anglo-saxon vectrix) ont été congues comme une réponse a ces
difficultés. Cet outil permet en effet de découpler ’analyse de la dynamique en deux étapes : la premiére vise a
obtenir des équations vectorielles et donc indépendantes de tout référentiel, tandis que la seconde exprime ces
relations dans le référentiel choisi. Dans certain cas, cette approche favorise la factorisation d’étapes de calcul
redondantes en retardant I'introduction de quantités scalaires.

L’ouvrage [Hugues, 1986], et en particuler son annexe B, fournit une description détaillée de ce concept,
dont on donne ici les éléments essentiels.

F.1 Définitions

On clarifie tout d’abord le sens accordé dans le chapitre 3 au terme « vecteur ». Ce mot désigne un objet
mathématique possédant une direction, un sens et une amplitude dans un espace a trois dimensions. Il ne dépend
donc pas d’un référentiel particulier bien qu’il puisse, si besoin, étre exprimé dans un référentiel d’intérét.

Une vectrice, noté F , est une matrice de trois vecteurs formant une base orthonormée directe. A titre
d’exemple, la vectrice associée au référentiel F 4 est la suivante :

ZTa
Fa= |Ya
Za

Soit le vecteur ¥. Ses trois composantes scalaires dans le référentiel F 4 sont notées {vLJA], vLA]7 ULA] }. Pour bé-
néficier des avantages des notations matricielles, on regroupe ces termes dans une matrice colonne de dimensions
3 X 1, notée IS

M
oAl — v?[/A] cR3
ol
Bien que cette matrice soit fréquemment assimilée au vecteur ¢’ lui-méme, cette thése ne suit pas cette direction
et réserve le terme vecteur a 'objet noté .
Par définition, on a la relation suivante

7 = vz, + o[ + o2y (F.1)

admettant deux représentations matricielles équivalentes
ANz 2T, [A
7= (v[ 1) Fy = FTyplA (F.2)

185
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F.2 Expression d’une relation vectorielle dans un référentiel particu-
lier
L’usage des vectrices rend directe I'extraction des composantes d’équations vectorielles dans un référentiel

quelconque. Ceci constitue I'avantage majeur de cet outil. Sans surprise, la relation suivante montre que cette
transformation se réduit & une série de produits scalaires :

U Ta
VW = |G ga| =0 Fa=F4-0 (F.3)
T-Za

Dans un contexte ot il existe de nombreux référentiels différents, 'usage de cette notation est particuliérement
probant. On considére le cas ol les composantes de ¢ sont disponibles dans F 4 alors que ¥ doit étre exprimé
dans Fp. Premiérement, en utilisant (F.2), ¥ est écrit dans Fp :

U[B] :ijT

Puis, les composantes de ¢ dans le référentiel dans lequel elles sont disponibles, sont introduites en s’appuyant
sur (F.2) :
0Bl = Fp . (jgv[m) - (ng : j‘g) oAl

Le lien entre vlP! et v[A] est jB . jz et correspond & la matrice de rotation C'g,4, comme le montre I'équation
suivante :
L Tp-Ta Tp-Ya Tp-Za
Fp-Fi=| Yp-Ta Yp-Ja Ys-Za | =Cpja (F.4)
Zp-Ta Zp-Ya ZB-Za
Par la méme occasion, on introduit la relation suivante, valable pour toute vectrice F4 :

Fa-Fh=Can=13 (F.5)

F.3 Produit scalaire

Le produit scalaire de u par ¢ peut étre écrit comme suit en faisant apparaitre les composantes de ces

vecteurs dans F 4 :
i = <(U[A1)TﬁA> (o) = (U[A]>T (4. 7)o
Grace a (F.5), le produit scalaire correspond 4 la relation bien connue suivante :

T
Q7= (u[A]) VAl

F.4 Produit vectoriel

Soit le vecteur w, résultat du produit vectoriel suivant :
W=1uxv

Sous I'hypothése que les composantes de tous ces vecteurs sont disponibles dans un référentiel unique, alors les
composantes de W dans ce méme référentiel sont données par I’équation matricielle suivante :

WAl = (UW) Al
Par conséquent, en utilisant (F.2), il peut étre démontré que
&= FT. (um]> Al
Les deux derniéres équations font référence a 'opérateur ( )* construisant, a partir de la matrice colonne p,

la matrice antisymétrique suivante :

0 —Pz Py Pz
p*=|p. 0 —p;| pour p=|p,| €R®
—Py Pz 0 D=
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F.5 Tenseur dyadique

Afin de conserver les équations sous leur forme vectorielle (indépendante de tout référentiel) le plus longtemps
possible, on introduit un outil nommé tenseur dyadique ou, plus simplement, dyadique. Pour rendre explicite
la pertinence d’un tel instrument mathématique, on considére le double produit vectoriel suivant

Z=1ux (Ux W)

pour lequel on souhaite factoriser le terme .

Les composantes de z' dans le référentiel F 4 peuvent étre obtenues par deux approches différentes. La
premiére consiste & exprimer ces vecteurs dans F 4 puis & développer les matrices de composantes ainsi obtenues.
La seconde stratégie cherche, au contraire, a développer cette expression en conservant sa forme vectorielle pour
n’obtenir les composantes de cette relation qu’a la fin. Pour mettre en lumiére les différences existant entre ces
deux approches, elles sont mises en ceuvre parallélement. On allége temporairement les notations en omettant

le nom du référentiel auquel se rapporte les matrices de composantes : z, u et v font référence a zl4!, w4l et
(Al
v

Approche 1 Approche 2
z= (WTw)v— (uTv)w Z= (4 W)U — (« 0)w
Les termes @ - W et u” w étant des grandeurs scalaires, ¥ et v commutent.
z=v (v'w) — (uv) w Z=7 (@ W) — (a-0)w

Puisque w et w apparaissent du coté droit de ces équations, il est possible de factoriser ces éléments :

z= (vul)w— (uv)w Z=(0u) - — (d-9)d

T

z:(vu *UT’U].g)’lU Z=(vd—u-vl)- -d

Pour la premiére approche, I’associativité du produit matriciel permet la factorisation. Le terme restant, vu” —
uTv13 est alors une matrice de dimension 3 x 3. En revanche, dans le cas de la seconde approche, cette méme

L
—a

factorisation fait apparaitre les deux termes suivants : Ui et 1. Ces derniers sont nommés dyadiques, 1 étant
I’élément neutre de cet objet. Il s’agit de deux vecteurs placés cote a cdte, de sorte qu’aucun point ni aucune
croix ne les sépare. Ceci explique l'origine du terme dyadique, signifiant « une paire ». Le dyadique posséde la
propriété majeure de produire un vecteur lorsqu’il est lui-méme multiplié (au sens du produit scalaire) par un
autre vecteur. Ainsi, si D est un dyadique, U - D et D - ¥ sont deux vecteurs, qui sont d’ailleurs différents dans
le cas général.

Parallélement & (F.1), établie pour les vecteurs, la relation suivante s’applique pour les dyadiques quel que
soit le référentiel F 4 :

D= d[fjl] AT A+ d[ 2] AYA + d[AglngA

1
1] ‘AT A + d[g z]yAyA + d[2 QyAZA
]

1ZATA + d QZAyA + d3 3ZAZA

Ainsi, un dyadique peut étre exprimé dans le référentiel désiré par une combinaison linéaire des dyadiques
élémentaires correspondant & ce référentiel. L'usage des vectrices permet de donner une formulation matricielle
plus compacte de cette équation :

= Z1DW.Z,

ot la matrice DI est formée des éléments d j . Cette relation joue pour les dyadiques le méme role que (F.2)
tient pour les vecteurs. La réciproque de (F. 6) A savoir

pW=%,.D. 77

doit donc étre vue comme ’homologue de (F.3) qui a été établie pour les vecteurs.
On compléte cette description par la présentation de 1’élément neutre des dyadiques. Comme expliqué pré-

cédemment, ce dernier est noté 1 et se nomme dyadique unitaire. De la méme maniére que D est associé a la

matrice DA pour le référentiel F 4, T est associé a & la matrice identité 13 quel que soit le référentiel considéré.
Par conséquent, dans le cas de F 4, (F.6) conduit a

= FXFa =Tafa +Jafa+ZaZa (F.7)

=l
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F.6 Cinématique des vectrices

On considére deux référentiels F4 et Fp tournant I'un par rapport a 'autre, le vecteur de vitesse angulaire
de Fp par rapport a F 4 étant noté dp,4. La dérivée temporelle des vecteurs unitaires associés a Fp est liée au
vecteur vitesse selon les relations

Tp =Wp/a X T, YB=0&p/a XYB, ZB=0p/a X ZB (F.8)
dont la traduction matricielle, permise par 'utilisation des vectrices, est la suivante :
yB:&B/AxyB (Fg)
En utilisant (F.2) puis (F.9), la dérivation temporelle d’un vecteur ¥ quelconque s’exprime ainsi
G FTB | FTol
= CUB/A X ng[B] + ng[B]
En se référant a nouveau a (F.2), on donne une représentation vectorielle & cette derniére relation :
7 =@p/a x T+ ot (F.10)
Pour parvenir a ce résultat, on a eu recours a la nouvelle notation suivante :

HBl = FTylB

La présence du terme 0/5] dans cette relation, indique que l'opérateur (0)[3] correspond & la dérivée temporelle
« vue »dans le référentiel Fp. Ce concept n’est équivalent a la dérivée temporelle classique (ou absolue), notée
() que si le référentiel de référence est fixe. Autrement dit, 7 = 7141 si et seulement si F 4 est fixe (ou inertiel).
Ces notations traduisent 1'idée bien connue selon laquelle la perception du mouvement n’est pas le méme selon
le référentiel auquel est lié I’observateur.

On remarquera que la relation (F.10) ne remet pas en cause la validité de (F.8) puisque les vecteurs unitaires
de Fp sont fixes par rapport & ce méme référentiel :

e

HE G, P _5, AP _g

I

F.7 Relations importantes d’algébre vectorielle

Les relations essentielles données dans cette section sont maintenant résumées grace au formulaire proposé
par le tableau F.1. Quelques relations complémentaires, extraites de [Hugues, 1986], sont également adjointes a
cette liste.
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TABLE F.1 — Relations importantes d’algébre vectorielle

- G= (M) Fa = Fol
WA =5 Ty = F a0
Vectrices | — v1Bl = Cp 40145

CgT= (U[A])va;

-,

- UXT= ﬁf (u[A])X ol

Il
AS
N
S

I
5]
b
§1
_|_
‘51
§1
_|_
;:1
;;11

Dyadique | —

Matrices de rotations | — CB/A = CZ;/B ;
- Cl(p) = Ci(—v) , Vi € {1,2,3};
- (Copaul®)" = Caya- (a4 CF

- uv=—v*u;
Produit vectoriel | — (uX)T = —ux;
— (u+v)" =uX +v*.

P L[B] - -
u=u"+w X U
Dérivation temporelle . B/A
- Ca/p

= CA/BWE/A'
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Annexe G

Liste des référentiels utilisés et rotations
élémentaires

G.1 Rotations élémentaires

Toute rotation d’un référentiel par rapport & un autre peut étre caractérisée a ’aide de rotations élémentaires
numeérotées de 1 a 3. Ce chiffre fait référence au vecteur du triédre correspondant a ’axe de rotation : I'axe de
la rotation 1 est & tandis que 4 et Z caractérisent les rotations 2 et 3. Les matrices de rotations associées sont
notées Cq, Cy et (3. Selon cette définition, on a

1 0 0 cosgp 0 —sing cos¢p sing 0
Ci=10 cos¢p sing|, Co=1| 0 1 0 , C3=|—sing cos¢p 0 (G.1)
0 —sing cos¢ sing 0 cos¢ 0 0 1

ol ¢ est 'angle de la rotation.
La figure G.1 donne une représentation graphique des deux vectrices, en supposant que #p est obtenue a
partir de %4 selon une de ces rotations élémentaires.

fA :.”ZB

Rotation 1 Rotation 2 Rotation 3

FIGURE G.1 — Représentation graphique des rotations élémentaires

.2 Liste des référentiels utilisés

Les tableaux G.1 et G.2 fournissent un résumé du descriptif des différents référentiels utilisés dans cette
these.
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ANNEXE G. LISTE DES REFERENTIELS UTILISES ET ROTATIONS ELEMENTAIRES

TABLE G.1 — Vectrices des référentiels utilisés pour décrire le champ magnétique percu par le satellite

Notation \ Nom du référentiel \ Origine \ Description \ Figure

F T Inertiel terrestre | Centre de la Terre Zr est aligné avec 'axe de rotation de 3.8
(Earth-Centered la Terre et dirigé vers le Nord, Zj est
Inertial) dirigé vers le soleil pendant 1’équinoxe

vernal et ¢; compléte le triédre ortho-
gonal direct.

Z, E Terrestre fixe | Centre de masse de | Dérive de .% 7 par une rotation 3 d’angle 3.8
(Earth-Centered la Terre B + wgt de telle sorte que ¥y appar-
Earth-Fixed) tient au plan équatorial et est aligné

avec le méridien de Greenwich.
ZF M Géomagnétique Centre de masse de | Dérive de .7 £ par une séquence de ro- 3.9
la Terre tation 3-1 d’angles o, et v,,. L’opposé
de Zjs correspond au vecteur unitaire
dirigeant le moment 1 du dipdle géo-
magnétique.
js Sphérique local Centre de masse du | Obtenu a partir de 7, g Vvia une séquence 3.4
satellite de rotations 3-2-1 d’angle A\, —¢p = 6 —
/2 et —7/2.
jo Orbital Centre de masse de | Obtenu de .% 7 par une séquence de ro- 3.5
la Terre tations 3-1-3 d’angles 2, i et v + w de
telle sorte que X est dirigé vers le sa-
tellite et Zo est normal au plan orbital.

Z, R Référence  d’atti- | Centre de masse du | Selon I'hypothése 2, wEf/}I (t) est pério- -
tude satellite dique a la période orbitale Ty et donnée

par la mission.

F N Inertiel local Centre de masse du | On a .Z, N = F T 3.8

satellite

jL LVLH (Local Verti- | Centre de masse du | F est fixe par rapport a jo. On a 3.8
cal Local Horizon- | satellite T = Yo, YL = —Zo et Z, = —Zo.
tal)

TABLE G.2 — Vectrices des référentiels utilisés pour établir les équations dynamiques du satellite
Notation \ Objet associé \ Origine Description \ Figure
js S : satellite complet | Centre de masse | Les vecteurs de js sont dirigés par les 3.3
de § axes principaux de S. Ce référentiel est

donc fixe par rapport au satellite.

Z B B : satellite privé | Centre de masse | Les vecteurs de Z, B sont dirigés par les 3.2
des roues a réaction | de B axes principaux de B.

jwk W : k-iéme roue & | Centre de masse | L’axe de rotation de la roue est Zyy, . -
réaction de W,




Annexe H

Linéarisation des équations de la
dynamique et de la cinématique

L’utilisation des propriétés de la matrice de produits croisés permet d’affirmer que (Cs g B)* = Cg/pB* CE/R'
Les équations non-linéaires décrites par (3.55) s’écrivent alors

7Y (=@ (Jw + hy) + CsynTers — Ty — (B (£)*CE, M)

w
q|= 1|+ Csyrwp  ()CE) . w = Csyrwryi(t)
h 2|~ +wh, (005 R 0 qs/R

S

On rappelle également I’expression des signaux d’état sur la trajectoire § :
wy = wR/I<t)7 &y = 0) = 17 (hs)ﬁ = hﬁ

Equation de la cinématique La dérivée de g peut étre approximée par la relation suivante a proximité de f :

a4 ol
Aj ~ (q> Aw + (q) Aq
Ow 4 dq ’
Le premier terme est donné par

04 1 -Aw* Aw 115
(55), 2 =3 (285 19,2 5]

puisque gy = 1. Le calcul du second terme est décomposé en deux étapes via la relation

)2~ (), (50
— | Ag= A
(aq L \oCsr ) \Tag ),

> Aq = ACS/R
#

Le premier terme s’exprime ainsi

acS/R
dq

H.1
= (2mAn — AcTey —ef Ae) 13+ 2 (Aeef +e3Ac”) — 2Ane) — 2y Ac™ (H.1)
= 2AT]13 - 2A€X

tandis que la formulation du second peut s’écrire comme suit :

aq ) 1
AC ==
<8CS/R y S/R 2 (

_ L1 |ACs/rwry1(t)
2 0

ACsyn (@i 0CR), + (Csnwisy (1), ACT —AC’S/RwR/I(t)] q)
wh,(ACE , 0 4
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En substituant dans cette équation ACg,/p par son expression donnée précédemment, on obtient :

(‘9(1) Ag = 1 [(2A7713 - 2A5X)WR/I(t):|
0q " 2 0

_ [szz/oz(t)} Ae {WR/({U)} An

En rassemblant les résultats intermédiaires, on a

s o[

Equation de la dynamique La linéarisation de w autour de la trajectoire f est donnée par la relation

suivante : Y 5 Y Y 5
w w w w w
Av~=|— | A — ] A A — | AT. — | AM
. (&‘))ﬁ w+(aq>n q+<ahs)ﬁ hs+(aTs)ﬁ S+(8M>ﬁ

Le premier terme s’écrit ainsi :

<?;5>qu —J! (, (Aw)™ (Jw + hy), — (wXJ)qu> K Aw

avec

K= ((ths)X - (wXJ))ﬁ = (Jwrr(t) + hy) ™ = wk,(8)J

Concernant le second terme, g est li¢ & w par le biais de la matrice de rotation Cg/p :

o o acB/R)
— ) Agq= A
(3(1);1 e <aCB/R>u ( 9q )y 1

La dérivée partielle de w par rapport a Cig/r correspond a

ow
A =J1(A T..: — [ A B* T B* ACT M,
(3CS/R)ﬁ Con =7 ( Cs/rlea ( CS/R( (t)CS/R>ﬁ+ (Cs/nB™ (1)), CS/R) n)

= J 'ACs/RTeat

puisque My = 0. En utilisant I'expression de ACg,r donnée par (H.1), on obtient

<g°;> Aq=2J T A +2J T8, Ac
u

Le calcul des autres termes est direct et 1’on obtient :

Ad =~ J 7 (KAw + 20 T Ay + 20 TS, Ae — wpyp(t)* Ay — AT, — B*(t)AM)

ext

Abandon de An Selon la discussion succédant au théoréme 33, la dynamique de An peut étre négligée a
proximité de la trajectoire §. Ceci permet d’écrire :

Aq~2[O]Aw—{ o Ae

A~ J ! (KAOJ + 207V A — wry (8 Ahy — AT, — (BIF) (t))XAM)

ext

La forme matricielle de ces expressions est donnée par le théoréme 33.



Annexe 1

Valeurs numériques des constantes des
modeéles du satellite

Le tableau 1.1 fournit les valeurs numériques des paramétres utilisés pour les simulations des modéles du
satellite. Ces valeurs correspondent au satellite Demeter du CNES.

TABLE 1.1 — Valeurs numériques des constantes des modéles

Nom \ Valeur \ Définition
1 398 600 km?>.s~2 Constante gravitationnelle terrestre
Wa 7,29.107° rad.s™! Vitesse moyenne de rotation de la Terre sur elle-méme
Bao 0° Longitude Est du méridien de Greenwich a ¢t =0
Rg 6 371,2 km Rayon équatorial terrestre
Js 4,11.1074 kg.m2 Moment d’inertie des roues & réaction selon leurs axes de
rotation
39.30 —-3.65 —0.37
Jé‘j]os —-3.65 27.15 —1.45 kg.m2 Composant du dyadique du moment d’inertie d’ordre 2 par
—0.37 —1.45 46.54 rapport & Og, de § privé de l'inertie des roues selon leurs
axes de rotation et exprimé dans Fg
X‘[/g] 13 Direction des axes de rotation des roues dans le référentiel
satellite
L, 7,943.10"° Wb.m Intensité du moment du dipolaire géomagnétique
Am —72,22° Longitude Est de m par rapport a Fg
Om 170,01° Co-élévation de m par rapport & Fg
Q 22, 25° Longitude du nceud ascendant
) 98, 23° Inclinaison
a 660 km Longueur du demi-grand axe
e 0 Excentricité
) 0° Valeur de 'anomalie vraie a ¢t =0
wo 1,07.1073 rad.s™* Vitesse angulaire du satellite autour de la Terre
Ty 5868 sec. Période orbitale

Les valeurs numériques des paramétres de la perturbation Te[i]t (t) sont données par le tableau I.2.

TABLE 1.2 — Valeurs numériques de Te[i]t(t)
TOz = TOy = TOz ‘ le == le = le ‘ TQ.T - T2y == TQz ‘ {QDTLT} SOTQQ:} ‘ {@ley ¢T2y} ‘ {@lea QOTQZ}
1.0-100"Nom | 21-10°N.om | 21-10° Nom | {x/4,—7/4} | { —n/4,7/4} | {0,7/2}
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