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toujours enrichissants. Plus généralement, j’ai aussi une pensée pour tous mes collègues de
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3.1 Quelques résultats de base en homogénéisation . . . . . . . . . . . . . . . . 63

3.1.1 Le cas périodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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3.2 Approximation numérique et réduction de variance . . . . . . . . . . . . . . 68
3.2.1 Approche standard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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Introduction

La première partie de ce mémoire résume des travaux en simulation moléculaire. On
s’intéresse à des systèmes de particules ponctuelles (représentant typiquement les noyaux
des atomes d’un système moléculaire), qui interagissent via une énergie potentielle. Les
degrés de liberté du système sont la position et l’impulsion de chaque particule. La com-
plexité du problème vient du nombre de degrés de liberté en jeu : certains systèmes d’intérêt
pratique comportent plusieurs centaines de milliers d’atomes, et les plus grands systèmes
aujourd’hui simulés sont constitués de plusieurs dizaines de milliards d’atomes.

Une première question est l’échantillonnage de la mesure de Boltzmann-Gibbs associée
à l’énergie potentielle du système. De nombreuses méthodes ont été proposées, basées
sur des châınes de Markov, des processus de Markov (solutions d’équations différentielles
stochastiques), ou bien des équations différentielles ordinaires. L’objet de la Section 1.1 est
d’en faire une brève revue, et de présenter nos résultats sur la non-ergodicité de certaines
méthodes déterministes proposées dans la littérature (plus précisément, la méthode de
Nosé-Hoover). L’utilisation de ces dernières pour échantillonner la mesure de Boltzmann-
Gibbs est ainsi discutable.

Dans la Section 1.2, on s’intéresse à des questions de dynamique effective. Générique-
ment, l’énergie potentielle d’un système moléculaire possède de nombreux minima locaux,
séparés par de hautes barrières. Cependant, il n’est souvent pas nécessaire de connâıtre
tous les degrés de liberté du système pour déterminer dans quelle conformation le système
se trouve : la connaissance d’une fonction de ces degrés de liberté suffit. Partant de la
description microscopique du système (un vecteur X en grande dimension), on est donc
amené à introduire une description macroscopique, fondée sur la connaissance d’une fonc-
tion de l’état microscopique, notée ici ξ(X), supposée à valeur scalaire, et qui contient
toute l’information qui nous intéresse. Nous proposons dans la Section 1.2 une méthode
pour obtenir une dynamique approchant la dynamique t 7→ ξ(Xt) de la quantité d’intérêt,
quand le système complet suit une dynamique t 7→ Xt régie par l’équation de Langevin
amortie. Sous une hypothèse de séparation des échelles de temps, nous démontrons que la
dynamique effective proposée est une bonne approximation de t 7→ ξ(Xt).

Les approches décrites ci-dessus concernent un système à température fixée, et donc
non isolé. Nous nous sommes aussi intéressés au cas où le système est isolé. Son évolution
est alors gouvernée par les équations de Newton, qui s’écrivent comme une dynamique
Hamiltonienne. La simulation numérique de cette dynamique n’est pas simple. Il y a en
effet une différence de plusieurs ordres de grandeur entre les temps caractéristiques des
mouvements les plus rapides du système (qui se font à l’échelle de la femtoseconde), et les
temps de simulation souhaités (qui sont de l’ordre de la micro-, voire de la milliseconde). Il
est en pratique très difficile, sur des systèmes moléculaires de grande taille, d’atteindre de
tels temps avec un schéma d’intégration usuel, pour lequel le pas de temps est contrôlé par
les temps caractéristiques les plus rapides. Cette observation nous a conduit à développer
des schémas numériques adaptés à des Hamiltoniens hautement oscillants (et pour lesquels
le pas de temps n’est pas restreint par les mouvements les plus rapides), en suivant une
démarche d’homogénéisation en temps (cf. la Section 1.3.2). Nous avons aussi proposé une
adaptation au contexte Hamiltonien de l’algorithme pararéel, permettant d’obtenir la so-
lution d’un problème d’évolution par des méthodes de calcul parallèle (cf. la Section 1.3.3).

Ces travaux en simulation moléculaire ont été effectués en collaboration avec E. Cancès,
F. Castella, Ph. Chartier, X. Dai, B. Dickson, M. Dobson, E. Faou, P. Fleurat-Lessard,
F. Galante, A. Iacobucci, S. Lahbabi, C. Le Bris, B. Leimkuhler, T. Lelièvre, M. Luskin,
Y. Maday, M.-C. Marinica, K. Minoukadeh, R. Moeckel, R. Monneau, E. Noorizadeh, S.
Olla, G. Stoltz, G. Turinici et F. Willaime.
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La seconde partie de ce mémoire présente des travaux sur la dérivation de modèles à
l’échelle du continuum à partir de modèles discrets, pour les solides, et sur le couplage
de ces deux modèles, discret et continu. Le modèle fin est donc écrit à la même échelle
d’espace que les modèles de la première partie, tandis que le modèle grossier est écrit à
une échelle bien plus grande. Une première approche consiste à poser le problème sous
forme variationnelle : la configuration recherchée est un minimiseur (parfois unique) d’une
certaine énergie. Dans ce cas, nos résultats, en collaboration avec X. Blanc et C. Le Bris,
portent sur des questions de couplage entre un modèle discret et un modèle de continuum,
et ont été obtenus durant la thèse. Cette approche correspond à un système à température
nulle. Nous nous sommes ensuite intéressés, avec X. Blanc, C. Le Bris et C. Patz, au cas
de systèmes à température finie, pour lesquels les quantités d’intérêt macroscopiques sont
des moyennes de fonctions dépendant de l’état microscopique du système (la position de
tous les atomes) par rapport à la mesure de Boltzmann. Dans ce cas, nous nous sommes
intéressés à l’obtention de modèles réduits, macroscopiques, où la température est un
paramètre, en suivant des approches de type limite thermodynamique.

Dans la troisième partie du mémoire, on s’intéresse à des questions d’homogénéisation
stochastique, pour des équations aux dérivées partielles elliptiques linéaires. Les matériaux
sont donc modélisés à l’échelle du continuum (qui est l’échelle des modèles grossiers de
la seconde partie). Le constat qui motive notre travail est le fait que, même dans les cas
les plus simples sur le plan théorique, les méthodes numériques à ce jour disponibles en
homogénéisation stochastique (par exemple pour calculer la matrice effective) conduisent
à des calculs très lourds. Notre motivation ici est pratique : nous nous sommes intéressés à
une équation très simple sur le plan théorique, et avons cherché à améliorer les méthodes
numériques dans ce cas. Nous avons travaillé dans deux directions. La première consiste
à réduire la variance des quantités calculées. En effet, bien que la matrice homogénéisée
exacte soit, dans le cas considéré, déterministe, un artefact de la procédure d’approxima-
tion numérique est que cette matrice est en pratique approchée par une matrice aléatoire.
Nous avons développé des méthodes pour réduire la variance de la matrice homogénéisée
approchée, afin d’obtenir typiquement un intervalle de confiance plus petit pour les quan-
tités homogénéisées, à coût de calcul fixe. Un second axe de travail est d’étudier le cas de
problèmes faiblement stochastiques, en partant du constat que les matériaux hétérogènes,
rarement périodiques, ne sont pas pour autant systématiquement fortement aléatoires.
Le cas d’un matériau aléatoire pour lequel cet aléa n’est qu’une petite perturbation au-
tour d’un modèle périodique est donc intéressant. Nous montrons que, dans ce cas, une
approche spécifique peut être proposée, pour calculer, au moins aux premiers ordres, le
comportement homogénéisé avec un coût bien plus faible que celui des approches générales
en homogénéisation stochastique.

Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec A. Anantharaman, X. Blanc, R.
Costaouec, C. Le Bris et F. Thomines.
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G. Stoltz et P. Fleurat-Lessard).

[FL17] Beyond multiscale and mutiphysics : multimaths for model coupling, Networks and
Heterogeneous Media, vol. 5 (3), 423-460, 2010 (avec X. Blanc, C. Le Bris et T.
Lelièvre).
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Multiscale Computations, édité par B. Engquist, O. Runborg et R. Tsai, Lect. Notes
Comput. Sci. Eng., vol. 82, Springer, 2012 (avec T. Lelièvre).
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1 Simulation moléculaire

On s’intéresse dans cette première partie à des systèmes de N particules ponctuelles en
dimension d, de positions qi ∈ R

d, de masses mi et d’impulsions pi ∈ R
d. Ces particules, qui

interagissent au travers d’un potentiel V (q1, . . . , qN ), représentent typiquement les atomes
d’un système moléculaire. Toute la physique du système est contenue dans l’expression du
potentiel V .

L’état du système est complètement caractérisé par la donnée de

(q, p) = (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN ) ∈ R
dN × R

dN .

L’énergie totale du système (aussi appelée Hamiltonien), somme de l’énergie potentielle et
de l’énergie cinétique, est

H(q, p) = V (q1, . . . , qN ) +

N∑

i=1

pTi pi
2mi

. (1)

Lorsqu’on s’intéresse à des systèmes à l’échelle moléculaire, le nombre N de particules
considéré est très grand (pour les praticiens, N ≥ 105). La question n’est pas de suivre
individuellement chaque particule (calculer sa trajectoire, . . . ), mais plutôt de calculer, à
l’aide de ce modèle microscopique, très fin, des grandeurs macroscopiques.

On s’intéresse ici à des systèmes moléculaires avec un nombre N de particules connu
et fixé, pouvant occuper un volume Ω connu et fixé, et dont l’énergie totale n’est connue
qu’en moyenne. On dit alors qu’on travaille dans l’ensemble canonique. Dans toute la
suite, on suppose que Ω = R

d, et que lim
|q|→∞

V (q) = +∞ assez vite. Ainsi, la mesure (3)

ci-dessous est bien une mesure de probabilité. L’adaptation des résultats au cas où Ω = T
d,

où T = R/Z est le tore en dimension un, ne pose pas de difficultés.

On postule, suivant la mécanique statistique, que les grandeurs macroscopiques à
l’équilibre sont données par

∫

RdN×RdN

Φ(q, p)µ(q, p) dqdp, (2)

où Φ est une fonction de l’état microscopique du système (son choix est dicté par la
grandeur macroscopique d’intérêt : pression dans un liquide, . . . ), et µ(q, p) dqdp est la
mesure de Boltzmann dans l’espace des phases,

µ(q, p) = Z−1 exp(−βH(q, p)), (3)

où β > 0 est un paramètre et Z est la constante de normalisation,

Z =

∫

RdN×RdN

exp(−βH(q, p)) dqdp.

Cette mesure est obtenue en maximisant une certaine fonctionnelle H(ψ) (appelée entro-

pie) sur toutes les mesures de probabilité ψ(q, p)dqdp satisfaisant la contrainte

∫
Hψ = E0,

où E0 est l’énergie moyenne connue du système [13, Chap. 4]. Le paramètre β dans (3)
est le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte d’énergie moyenne. Ainsi, β et E0

sont reliés par

E0 =

∫
RdN×RdN H(q, p) exp(−βH(q, p)) dqdp∫

RdN×RdN exp(−βH(q, p)) dqdp
. (4)
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Dans la suite, on travaillera avec le paramètre β plutôt qu’avec E0. La température
du système est définie (à une constante multiplicative près) par la moyenne de l’énergie
cinétique par degré de liberté. Un calcul simple montre alors que

∫

RdN×RdN

(
1

dN

N∑

i=1

pTi pi
2mi

)
µ(q, p) dqdp =

1

2
β−1. (5)

Ainsi, β−1 peut aussi s’interpréter comme la température du système. Par conséquent,
travailler dans l’ensemble canonique (où le nombre N de particules, le volume accessible
et l’énergie moyenne E0 sont fixés) revient à travailler avec la mesure (3), pour laquelle
la température du système est connue et vaut β−1, reliée à E0 par (4). Les quantités (2)
sont appelées moyennes dans l’ensemble canonique, ou bien à température constante. On
prendra garde au fait que cette terminologie ne signifie pas qu’on se restreint à considérer

les configurations (q, p) telles que
1

dN

N∑

i=1

pTi pi
2mi

=
1

2
β−1.

Notre objectif est de calculer (2). Sur le plan numérique, la difficulté centrale est que
cette quantité est une intégrale en très grande dimension (car le nombre de particules est
très grand), ce qui nécessite des méthodes de calcul adaptées.

Remarque 1 La spécificité de la simulation moléculaire par rapport à d’autres domaines
où apparâıt le problème à n corps, comme la mécanique céleste par exemple, est le fait
qu’on s’intéresse à des moyennes (sur des configurations, comme dans (2), ou bien sur
des trajectoires, . . . ). Au contraire, en mécanique céleste, on s’intéresse à une trajectoire
bien particulière, correspondant à une condition initiale particulière. ⋄

Remarque 2 Nous n’abordons pas ici la question de la détermination du potentiel V .
C’est là tout un champ de recherches. Dans la suite, nous supposons disposer d’une ex-
pression analytique (ou au moins économiquement calculable) de V . ⋄

Remarque 3 Dans certaines applications, les particules ne représentent pas un unique
atome, mais un groupe d’atomes ou de molécules (afin de diminuer le nombre de parti-
cules dans le système, et donc la complexité de la résolution numérique). La question de la
détermination du potentiel d’interaction n’en est que plus difficile ! Dans d’autres applica-
tions (comme en physique de l’état solide), une particule est une lacune (i.e. une absence
d’atome). ⋄

1.1 Echantillonnage de la mesure de Boltzmann

Publications [FL8, FL9, FL14, FL13, FL16]

Le calcul de (2) revient à échantillonner la mesure de Boltzmann dans l’espace des
phases. Plusieurs méthodes ont été proposées dans la littérature. Dans l’article de re-
vue [FL8], nous avons comparé ces différentes méthodes, sur les plans théoriques et numéri-
ques. On reprend ici les principales conclusions de ce travail.

On remarque tout d’abord que la mesure étudiée est une mesure produit,

µ(q, p) = π(q) Z−1
p exp

(
−β

N∑

i=1

pTi pi
2mi

)
,

avec

π(q) = Z−1
q exp(−βV (q)), Zq =

∫

RdN

exp(−βV (q)) dq, (6)
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et que l’échantillonnage de la mesure gaussienne en p ne pose pas de difficulté pratique.
Le problème revient donc à échantillonner la mesure π(q) dq, et à calculer

〈Φ〉 :=

∫

RdN

Φ(q)π(q) dq (7)

pour une observable Φ ne dépendant que des positions des particules.

Remarque 4 Pour une observable Φ̃ dépendant de q et p, on écrit
∫

Φ̃(q, p)µ(q, p)dqdp =

∫
Φ(q)π(q)dq

avec Φ(q) = Z−1
p

∫
Φ̃(q, p) exp

(
−β

N∑

i=1

pTi pi
2mi

)
dp. Calculer Φ(q) ne pose pas de difficulté,

et on est donc ramené au problème précédent, calculer

∫
Φ(q)π(q) dq. ⋄

Pour calculer (7), les méthodes proposées dans la littérature peuvent être classées en
quatre catégories :

1. les méthodes de type Monte-Carlo, qui consistent à tirer au hasard des configu-
rations {qm}m≥1, indépendantes et identiquement distribuées suivant la mesure de
Boltzmann π(q) dq. On calcule alors (7) via une loi des grands nombres,

∫

RdN

Φ(q)π(q)dq = lim
M→∞

1

M

M∑

m=1

Φ(qm). (8)

2. les méthodes de type châınes de Markov : l’idée est de générer une réalisation
{qm}m≥1 d’une châıne de Markov (les configurations successives sont donc main-
tenant correlées), qui soit ergodique pour la mesure de Boltzmann π(q) dq (cette
mesure est alors l’unique mesure invariante de la châıne). On obtient alors la conver-
gence (8) sous un argument de loi forte des grands nombres pour les châınes de
Markov.

On rappelle qu’une mesure ψ(q) dq est invariante par une châıne de Markov si,
lorsque l’itéré qm de la châıne est distribué suivant cette mesure, l’itéré suivant qm+1

est aussi distribué suivant la même mesure ψ(q) dq. La châıne est ergodique pour
ψ(q) dq si la loi de qm, lorsque m→ ∞, converge vers ψ(q) dq.

3. les méthodes de type processus de Markov : l’idée est d’introduire un processus
(qt)t≥0 (continu en temps, par opposition au cas précédent), qui soit ergodique pour
la mesure de Boltzmann. Les moyennes canoniques sont alors calculées via la relation

∫

RdN

Φ(q)π(q)dq = lim
T→∞

1

T

∫ T

0
Φ(qt) dt. (9)

Typiquement, le processus (qt)t≥0 est la solution d’une équation différentielle sto-
chastique. Se posent ensuite des questions relatives à la discrétisation numérique.

4. les méthodes déterministes : à l’image du cas précédent, une dynamique en temps
continu est introduite. Très souvent, il s’agit d’une dynamique sur les variables
(q, p, x), où x est une variable supplémentaire de petite dimension. On calcule alors
la moyenne temporelle de l’observable Φ le long de la trajectoire (q(t), p(t), x(t)).
Sous une hypothèse d’ergodicité du système dynamique, on a

lim
T→∞

1

T

∫ T

0
Φ(q(t)) dt =

∫

RdN

Φ(q)π(q)dq. (10)
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Dans la suite, nous donnons brièvement un exemple de méthode, pour chacune de
ces catégories, et rappelons les arguments pour obtenir la convergence des méthodes
d’échantillonnage, au sens de (8) ou (9). On renvoie à l’article de revue [FL8] pour l’énoncé
de résultats sur la vitesse de convergence, sur la convergence de la distribution de qm vers
la mesure d’équilibre lorsque m→ ∞, et sur la comparaison en pratique de ces différentes
méthodes sur un cas concret. La présentation d’une méthode déterministe, la dynamique de
Nosé-Hoover, à la Section 1.1.4, sera aussi l’occasion de décrire nos résultats démontrant,
au moins dans un cas simple, la non-ergodicité de cette méthode, dans un certain régime
de paramètres (cf. [FL9, FL14]). Par conséquent, on n’a pas la relation (10), et on ne peut
pas utiliser cette dynamique pour calculer une moyenne canonique.

1.1.1 Méthodes purement stochastiques

Un exemple typique pour la première catégorie est la méthode d’échantillonnage par
fonction d’importance, qui consiste à écrire

〈Φ〉 =

∫
Φ(q)π(q)dq =

∫ (
Φ(q)

π(q)

g(q)

)
g(q)dq,

pour une mesure de probabilité g facile à échantillonner. Considérant des configurations
{qm}m≥1, indépendantes et identiquement distribuées suivant g(q)dq, on obtient, en utili-
sant la loi forte des grands nombres, que

〈Φ〉 = lim
M→∞

1

M

M∑

m=1

Φ(qm)
π(qm)

g(qm)
.

En utilisant le théorème de la limite centrale, on voit que, à M fixé grand, l’intervalle de
confiance pour 〈Φ〉 est relié à la variance de Φπ/g, qui s’écrit

Var

(
Φ
π

g

)
=

∫ (
Φ
π

g

)2

g −
[∫ (

Φ
π

g

)
g

]2

=

∫
Φ2 π

2

g
−
[∫

Φπ

]2
.

Pour obtenir l’approximation la plus précise possible de 〈Φ〉, à coût calcul fixé, on souhaite
choisir g qui minimise cette variance, ce qui conduit au choix

g =
|Φ|π∫
|Φ|π .

On voit donc que, pour choisir g de manière optimale, il faut savoir calculer

∫
|Φ|π, ce

qui revient à savoir résoudre le problème initial, échantillonner π. En pratique, le choix
de g résulte donc d’un compromis entre la nécessité de choisir une densité de probabilité
qu’on sache échantillonner, et le souhait d’obtenir une bonne précision (i.e. un intervalle
de confiance petit).

En pratique, pour les problèmes de dynamique moléculaire, ces méthodes sont très
vite inefficaces quand la dimension augmente. Typiquement, pour la méthode décrite ci-
dessus, il devient très difficile, en grande dimension, de trouver une fonction g facile à
échantillonner et telle que l’intervalle de confiance obtenu soit petit.

1.1.2 Châınes de Markov

Une classe générale de méthodes entrant dans cette seconde catégorie est celle des
algorithmes de Metropolis-Hastings [115, 87]. On se donne une fonction P(q, q′) définie
sur R

dN × R
dN telle que, pour tout q ∈ R

dN , la mesure P(q, q′)dq′ soit une mesure de
probabilité facile à échantillonner. On considère alors la châıne de Markov construite ainsi :
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Algorithme 5 (Algorithme de Metropolis-Hastings) On se donne une configura-
tion initiale q0. Pour m ≥ 0,

1. on génère une configuration q̃ ∈ R
dN distribuée suivant la mesure P(qm, q̃) dq̃ ;

2. soit

r = min

(
1,

π(q̃)P(q̃, qm)

π(qm)P(qm, q̃)

)
.

On tire un nombre aléatoire s distribué suivant la loi uniforme U [0, 1], et on définit
qm+1 par

qm+1 = q̃ si s ≤ r, qm+1 = qm sinon.

La configuration q̃ est ainsi acceptée avec la probabilité r.

On remarque que, pour évaluer r, il n’est pas nécessaire de connâıtre la constante de
normalisation Zq de π (cf. (6)), qui est en pratique difficilement calculable.

L’intérêt de cette classe d’algorithme est que, par construction, la mesure π(q) dq est
une mesure invariante de la châıne de Markov ainsi construite, et ce quelle que soit la
fonction de proposition P. Un exemple consiste à choisir q̃ en fonction de qm suivant

q̃ = qm − ∆t∇V (qm) +
√

2∆tβ−1 Gm, (11)

où ∆t > 0 est un paramètre numérique, et Gm ∈ R
dN est un vecteur dont toutes les com-

posantes sont aléatoires, indépendantes les unes des autres, et distribuées suivant la loi
normale centrée réduite. La motivation de ce choix apparâıtra clairement à la Section 1.1.3.
L’algorithme ainsi obtenu est connu sous le nom de “Metropolis-adjusted Langevin algo-
rithm” (MALA).

Pour montrer un résultat de type loi forte des grands nombres pour une châıne de
Markov, le théorème suivant est très utile :

Théorème 6 ([116, Théorème 17.1.7]) On considère une châıne de Markov de noyau
de transition P (q, ·), vérifiant la propriété d’accessibilité suivante :

∀q ∈ R
dN , ∀B ∈ B(RdN ), µLeb(B) > 0 ⇒ P (q,B) > 0, (12)

où B(RdN ) est la tribu borélienne de R
dN et µLeb est la mesure de Lebesgue sur R

dN .

On suppose de plus qu’il existe une mesure π(q) dq telle que

π(q) dq soit une mesure de probabilité laissée invariante par la châıne. (13)

Sous les conditions (12) et (13), on a, pour toute fonction Φ ∈ L1(π),

lim
M→∞

1

M

M∑

m=1

Φ(qm) =

∫

RdN

Φ(q)π(q) dq presque sûrement,

et ce pour π-presque toute condition initiale q0 ∈ R
dN .

On rappelle que, par définition du noyau de transition d’une châıne de Markov, P (q,B)
est la probabilité que q′ soit dans B ∈ B(RdN ), où q′ est donnée par une itération de la
châıne de Markov partant de q ∈ R

dN .
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1.1.3 Un exemple de processus de Markov : la dynamique de Langevin amor-
tie

Un exemple simple de méthode continue en temps est la dynamique de Langevin
amortie,

dqt = −∇V (qt)dt +
√

2β−1 dWt, (14)

où (Wt)t≥0 est un mouvement brownien en dimension dN . L’équation de Fokker-Planck
associée à (14) est

∂tψ = div (ψ∇V ) + β−1∆ψ, (15)

où, pour tout t, ψ(t, q) est la densité de la variable aléatoire qt. On vérifie aisément que
π(q) = Z−1

q exp(−βV (q)) est une solution stationnaire de (15).
Pour établir un résultat de type (9), i.e. la convergence des moyennes temporelles le long

d’une solution de (14) vers la moyenne canonique, on utilise des arguments très similaires
à ceux du cas discret : propriété d’accessibilité et existence d’une mesure invariante. On
renvoie à [FL8] pour plus de détails.

Un schéma très simple pour l’intégration numérique de (14) est le schéma d’Euler-
Maruyama, qui est une généralisation du schéma d’Euler explicite pour les équations
différentielles ordinaires : notant ∆t le pas de temps, ce schéma s’écrit

qm+1 = qm − ∆t∇V (qm) +
√

2∆tβ−1 Gm, (16)

où (Gm)m∈N est une suite indépendante de vecteurs gaussiens standards en dimension dN .
On obtient ainsi une châıne de Markov (en temps discret), dont l’ergodicité et les

propriétés en temps long s’étudient via les outils évoqués à la Section 1.1.2. On peut
espérer retrouver sur cette châıne de Markov des propriétés vraies sur le processus (14),
puisque (16) en est une approximation. C’est en effet le cas : sous de bonnes hypothèses,
on montre que la châıne de Markov formalisant (16) admet une unique mesure invariante
π∆t(q) dq, qu’elle est ergodique pour cette mesure [114, Théorème 7.3], et que cette mesure
est proche, en un certain sens, de π(q) dq, l’unique mesure invariante de (14) (cf. [139]).

Ainsi, l’erreur commise après M pas de temps de taille ∆t s’écrit comme la somme
d’une erreur statistique et d’une erreur systématique (un biais) :

1

M

M∑

m=1

Φ(qm)−
∫

RdN

Φdπ =

[
1

M

M∑

m=1

Φ(qm) −
∫

RdN

Φdπ∆t

]
+

[∫

RdN

Φdπ∆t −
∫

RdN

Φdπ

]
.

L’erreur statistique décrôıt typiquement comme M−1/2, tandis que le biais, dans le cas
de (16), décrôıt comme ∆t. En général, le premier terme d’erreur domine le second.

Notons qu’il est possible de corriger le biais, en utilisant l’algorithme de Euler-Maruya-
ma comme une fonction de proposition dans un algorithme de Metropolis-Hastings [131].
On obtient ainsi l’algorithme “Metropolis-adjusted Langevin algorithm” (MALA), déjà
rencontré à la section précédente, et qui permet d’échantillonner sans biais la mesure
π(q) dq.

Remarque 7 La dynamique stochastique la plus utilisée par les physiciens est plutôt la
dynamique de Langevin,

{
dqt = M−1pt dt,

dpt = −∇V (qt) dt − ξM−1pt dt+
√

2ξβ−1 dWt,
(17)

où M est la matrice de masse (diagonale dans les cas simples), ξ > 0 est un paramètre,
et (Wt)t≥0 est un mouvement brownien en dimension dN . Lorsque ξ = 0, on retrouve
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les équations de Newton. Dans la limite ξ → ∞, on retrouve l’équation de Langevin
amortie (14), après rescaling en temps (on retouve aussi (14) dans la limite M → 0,
avec ξ = 1) [105, Section 2.2.4].

Pour tout ξ > 0, la mesure de Boltzmann dans l’espace des phases, µ(q, p)dqdp,
donnée par (3), est une mesure invariante de la dynamique. L’étude de la convergence
des moyennes temporelles (ou du comportement en temps long de la densité de (qt, pt))
est rendue difficile par l’absence de bruit dans la première ligne de (17). L’équation de
Fokker-Planck associée à (17) s’écrit ∂tψ = L⋆ψ, où l’opérateur L⋆ n’est pas elliptique.
⋄

Remarque 8 En pratique, la convergence de la moyenne temporelle vers la moyenne
d’espace, donnée par la relation (9), est très lente. Un résultat typique est que

∣∣∣∣
∫

RdN

Φ(q)π(q)dq − 1

T

∫ T

0
Φ(qt) dt

∣∣∣∣ ≤
C√
T
, (18)

où qt est la solution de (14) et C est une constante indépendante de T , mais en générale
grande. Il faut donc des temps T de simulation très grands pour obtenir une précision rai-
sonnable. Cette observation demeure si on remplace la dynamique (14) par la dynamique
de Langevin (17). Ceci est du au fait que, dans beaucoup de cas pratiques, l’énergie po-
tentielle du système présente de nombreux minima locaux, séparés les uns des autres par
de hautes barrières d’énergie. Ainsi, la dynamique du système passe beaucoup de temps
au voisinage d’un minimum local avant de passer dans un autre puits. Le temps typique
nécessaire pour avoir convergence dans (9) est donc de l’ordre du temps de résidence dans
les puits (afin que, pendant le temps T , plusieurs puits aient pu être explorés), qui est
de l’ordre de 10−6, voire 10−3 seconde. Au contraire, le pas de temps d’intégration de la
dynamique est lié aux temps caractéristiques les plus rapides, qui sont de l’ordre de 10−15

seconde, soit plusieurs ordres de grandeurs plus petits que le temps de résidence dans un
puits.

Pour de tels systèmes, il est très difficile d’accéder à des temps de simulation T suffi-
samment grands pour que la borne dans (18) soit petite. Il existe une importante littérature
visant à apporter des réponses à cette problématique. On renvoie à [FL13, FL16] pour nos
contributions sur ce sujet. ⋄

1.1.4 Un exemple de méthode déterministe : la dynamique de Nosé-Hoover

Publications [FL9, FL14]

Toutes les méthodes déterministes proposées dans la littérature et visant à échantillon-
ner l’ensemble canonique consistent à introduire, en plus des variables q et p (position et
impulsion des particules), un petit nombre de variables supplémentaires x, et à écrire
une dynamique sur cet ensemble étendu, s’inspirant des équations de Newton. Toutes ces
dynamiques admettent une mesure invariante ρ(q, p, x) dqdpdx dont la marginale, en (q, p),
est la mesure de Boltzmann :

∫
ρ(q, p, x)dx = µ(q, p),

avec µ définie par (3). De nombreuses dynamiques ont été proposées, vérifiant les (faibles)
contraintes ci-dessus. Nous nous concentrons dans la suite sur l’une d’entre elles, la dy-
namique de Nosé-Hoover, qui est historiquement la première proposée. La plupart des
autres dynamiques ont été construites sur ce modèle, et, sur le plan théorique, partagent
les mêmes carences.
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La dynamique de Nosé-Hoover [123, 90] s’écrit

q̇i =
pi
mi
, 1 ≤ i ≤ N,

ṗi = −∇qiV (q) − ξ

Q
pi, 1 ≤ i ≤ N,

ξ̇ =

N∑

i=1

pTi pi
mi

− dNβ−1,

(19)

où (q, p, ξ) ∈ R
dN ×R

dN ×R. On a donc rajouté une unique variable scalaire ξ en plus de
(q, p). Dans ce système, Q > 0 est un paramètre de la méthode.

Au vu de la relation (5), on voit que le membre de droite de l’équation en ξ est égal
à la différence entre (deux fois) l’énergie cinétique instantanée et sa valeur moyenne dans
l’ensemble canonique. Cette différence contrôle l’évolution de ξ, qui peut être interprété
comme un paramètre de friction (positif ou négatif) dans l’équation en p, ce qui a pour
effet de diminuer ou d’augmenter l’énergie totale du système.

Un calcul simple montre que la mesure

dρNH(q, p, ξ) = Z−1
NH exp

(
−β
[
H(q, p) +

ξ2

2Q

])
dqdpdξ,

où ZNH est une constante de normalisation, est une mesure invariante de (19).

Remarque 9 En plus de ξ, on introduit parfois la variable η donnée par

η̇ =
ξ

Q
. (20)

Un calcul simple montre alors que la dynamique (19)-(20) conserve la quantité

H̃NH =
N∑

i=1

pTi pi
2mi

+ V (q) +
ξ2

2Q
+ dNβ−1η, (21)

ainsi que la mesure dµNH = exp(dNη) dq dp dη dξ. Le fait que la dynamique conserve (21)
est ensuite souvent utilisé pour déterminer empiriquement un pas de temps d’intégration
raisonnable pour (19)-(20). Cette idée est discutée dans [49]. ⋄

On rappelle que, par définition, le flot du système dynamique (19) est ergodique par
rapport à la mesure dρNH si l’espace des phases, R

2dN+1, ne peut pas être décomposé sous
la forme R

2dN+1 = A ∪B, où les deux ensembles A et B, disjoints, sont invariants par la
dynamique (19) et de mesure (par rapport à dρNH) strictement positive [98].

Si le flot de (19) est ergodique par rapport à dρNH, alors, pour tout Φ ∈ L1(dρNH), le
théorème ergodique de Birkhoff montre que, pour presque toute condition initiale,

lim
T→+∞

1

T

∫ T

0
Φ (q(t), p(t), ξ(t)) dt =

∫

R2dN+1

Φ (q, p, ξ) dρNH, (22)

où (q(t), p(t), ξ(t)) est une solution des équations de Nosé-Hoover (19). Dans le cas où
Φ = Φ(q, p) ne dépend pas de ξ, on voit immédiatement que (22) implique

lim
T→+∞

1

T

∫ T

0
Φ (q(t), p(t)) dt =

∫

R2dN

Φ (q, p) dµ, (23)

16



et on retrouve ainsi les moyennes canoniques comme moyennes trajectorielles le long d’une
solution des équations de Nosé-Hoover.

La dérivation ci-dessus a été faite sous l’hypothèse que la dynamique de Nosé-Hoover
est ergodique pour la mesure dρNH. Cependant, de nombreux résultats numériques sont
en contradiction avec l’égalité (23) (même pour des temps T très longs), ce qui contredit
l’hypothèse d’ergodicité. En particulier, les auteurs de [90, 113, 144] observent que, dans
le cas d’un oscillateur harmonique mono-dimensionnel, i.e. lorsque

d = 1, N = 1, m1 = 1, V (q) =
1

2
q2

dans (19), il existe c et C tels que la solution de (19) vérifie

∀t, 0 < c ≤ q2(t) + p2(t) ≤ C, (24)

et ce pour une grande plage de valeurs de Q et de β. Ceci est en contradiction avec (23).

Dans [FL9], nous avons démontré que, dans le cas de l’oscillateur harmonique mono-
dimensionnel, pour des valeurs de Q assez grandes, la dynamique (19) n’est pas ergodique
pour dρNH, et que, de plus, il existe effectivement c et C tels que (24) soit vérifié pour tout
t. Ce résultat a ensuite été étendu à une classe de systèmes plus grande dans [FL14], en
suivant des arguments similaires. Ces travaux montrent que la dynamique (19) ne permet
pas de calculer des moyennes canoniques, du moins si Q est choisi trop grand.

Pour contourner cette difficulté, plusieurs généralisations des équations de Nosé-Hoover
ont été proposées (la méthode des châınes de Nosé-Hoover [113, 144], qui consiste à coupler
la variable ξ dans (19) avec un second thermostat, lui même possiblement couplé avec un
autre thermostat, . . . ; la dynamique de Nosé-Poincaré [28], qui est une généralisation
Hamiltonienne de la dynamique de Nosé-Hoover ; . . . ). Dans tous les cas, on peut exhiber
une mesure invariante de ces dynamiques, dont la marginale sur les variables (q, p) est la
mesure de Boltzmann dans l’espace des phases. Cependant, l’exemple de la dynamique
de Nosé-Hoover confirme l’intuition naturelle que cette propriété est loin de suffire pour
obtenir l’ergodicité du système dynamique. Il est donc indispensable de garder la plus
grande prudence lorsqu’on travaille avec ces méthodes déterministes.

Indépendamment des questions d’ergodicité, difficiles dans le cadre déterministe, ces
méthodes soulèvent des questions intéressantes sur le plan numérique. Ce sont en effet
des dynamiques qui préservent une mesure dρ. Comme on l’a vu, cette préservation est
importante pour espérer montrer une convergence du type (23). Il est donc intéressant de
construire des algorithmes qui préservent aussi cette mesure. Dans [FL1], nous avons étudié
cette question, pour un exemple d’équations généralisant les équations de Nosé-Hoover.
Cette observation motive aussi le fait de construire des dynamiques Hamiltoniennes. En ef-
fet, il existe une littérature importante concernant la discrétisation de ce type d’équations,
caractérisant les propriétés en temps long des trajectoires numériques, . . . Nos contribu-
tions sur le sujet des équations Hamiltoniennes sont rassemblées dans la Section 1.3.

Nous concluons cette section en décrivant brièvement les arguments utilisés dans [FL9]
pour montrer la non-ergodicité de (19), dans le cas de l’oscillateur harmonique mono-
dimensionnel, et pourQ assez grand. L’argument central est d’utiliser la théorie KAM [136]
pour montrer l’existence de tores invariants qui permettent de décomposer l’espace des
phases en ensembles invariants de mesure positive. La projection de ces ensembles sur le
plan (q, p) vérifie une inégalité du type (24).

Ecrivons les équations (19), pour un oscillateur harmonique monodimensionnel, en
prenant β = 1. Dans les variables action-angle (τ̂ , θ), reliées à (q, p) par

q =
√

2τ̂ cos θ et p = −
√

2τ̂ sin θ,
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on obtient

θ̇ = 1 − εα̂ sin θ cos θ,

˙̂τ = −2ετ̂ α̂ sin2 θ,

˙̂α = ε(2τ̂ sin2 θ − 1),

(25)

avec ε = 1/
√
Q et α̂ = εξ. Dans le régime ε ≪ 1 (i.e. Q ≫ 1), on voit que θ est une

variable plus rapide que τ̂ ou α̂. Suivant la méthode de l’averaging [136], on introduit τ et
α définis par

τ̂ = τ + ετ α sin θ cos θ et α̂ = α− ετ sin θ cos θ,

et le système (25) se récrit comme

θ̇ = 1 − εα sin θ cos θ +O(ε2),

τ̇ = −ετα+O(ε2),

α̇ = ε(τ − 1) +O(ε2).

(26)

On reconnâıt dans l’équation en τ et α la moyenne par rapport à θ des termes de l’équation
en τ̂ et α̂.

On s’intéresse alors à l’application de premier retour Pε, dans le plan Σ = {(θ, τ, α) :
θ = 0 mod 2π}, pour l’équation (26). Partant de la condition initiale (0, τ, α), on suit
ainsi le flot de (26) jusqu’au premier temps tretour > 0 tel que θ(tretour) = 0 mod 2π. Par
définition, on a alors Pε(τ, α) = (τ(tretour), α(tretour)).

Au vu de (26), on voit que tretour = 2π+O(ε), et donc que Pε(τ, α) = Qε(τ, α)+O(ε2),
où Qε est le flot exact, pendant le temps 2π, du système

τ̇ = −ετα, α̇ = ε(τ − 1). (27)

La suite de l’argument s’appuie sur le fait que la dynamique (27) admet comme invariant

G(τ, α) = τ − ln τ +
1

2
α2 − 1. (28)

Par conséquent, pour tout G0, la courbe

ΓQ :=
{
(τ, α) ∈ R

2; G(τ, α) = G0

}

est une courbe invariante de l’application Qε (cf. la Figure 1).
En utilisant le théorème de la courbe invariante de Siegel et Moser [136, sections 32–34],

on peut alors montrer que, pour ε assez petit, l’application Pε, qui est une perturbation
de l’application Qε, possède elle-aussi des courbes invariantes, qui sont des perturbations
des courbes invariantes de Qε. Soit ΓP une telle courbe invariante de Pε : on sait qu’elle
est proche d’une courbe invariante ΓQ de Qε, et donc qu’il existe C et G0 tels que

(τ, α) ∈ ΓP =⇒ |G(τ, α) −G0| ≤ Cε.

Le long de ΓP , on a donc

G(τ, α) = τ − ln τ +
1

2
α2 − 1 ≤ G0 + Cε,

ce qui implique τ−ln τ ≤ C. Comme τ = τ̂+O(ε) et τ̂ = (q2+p2)/2, on obtient l’existence
de c et C tels que, le long de ΓP , on ait

0 < c ≤ q2 + p2 ≤ C.
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Fig. 1 – Courbes invariantes pour la dynamique (27), définies comme les courbes iso-
valeurs de G défini par (28).

Par construction, ΓP est une courbe invariante de l’application de premier retour Pε as-
sociée à la dynamique de Nosé-Hoover, écrite sous la forme (26). Par conséquent, en
considérant l’ensemble (pour tous les (τ, α) appartenant à une courbe invariante ΓP )
des trajectoires de (26) partant de la condition initiale (0, τ, α) et arrivant au point
(2π, Pε(τ, α)), on forme un tube dans l’espace R

3 (cf. la Figure 2), invariant par le flot des
équations de Nosé-Hoover, et compris dans un cylindre

{
(q, p, τ) ∈ R

3; 0 < c ≤ q2 + p2 ≤ C
}
.

Ceci confirme bien les observations numériques (certaines solutions des équations de Nosé-
Hoover vérifient (24)), du moins dans le régime Q≫ 1.

α

θ

τ

ΓP

Fig. 2 – On suit le flot de (26) partant d’une condition initiale avec θ = 0 (la trajectoire
est représentée en pointillé), jusqu’à revenir sur le plan θ = 0 mod 2π. Si la condition
initiale appartient à une courbe invariante ΓP de Pε (représentée en trait plein), alors
le point final aussi. La réunion des trajectoires ainsi définies, lorsque la condition initiale
décrit ΓP , forme un tube dans l’espace R

3, que les trajectoires solutions de (26) ne croisent
pas : elles sont soit à l’intérieur du tube, soit à l’extérieur.

On trace sur la Figure 3 les orbites de l’application de premier retour Pε, pour deux
valeurs de ε. On constate que, dans le cas ε = 0.1, l’application Pε possède des courbes
invariantes proches des courbes invariantes de Qε tracées sur la Figure 1. Dans le cas ε = 1,
il semble que l’application Pε possède encore plusieurs courbes invariantes. Dans ce cas,
la dynamique de Nosé-Hoover n’est pas ergodique, même avec le choix ε = 1.

L’analyse ci-dessus, qui fait l’objet de l’article [FL9], est restreinte au cas de l’oscil-
lateur harmonique mono-dimensionnel. Nous l’avons ensuite étendue au cas des systèmes
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Fig. 3 – Orbites de l’application de premier retour Pε de la dynamique (25) dans le plan
θ = 0 mod 2π, pour ε = 0.1 (à gauche) et ε = 1 (à droite).

Hamiltoniens complètement intégrables dans [FL14]. La preuve suit les mêmes arguments :
on change de variables dans (19) pour écrire la dynamique dans les variables action-angle,
on utilise à nouveau la méthode de l’averaging, et on identifie explicitement des invariants
dans les équations de Nosé-Hoover moyennées.

1.2 Dynamique effective

Publications [FL23, FL34, FL37]

1.2.1 Motivation

En simulation moléculaire, il est très fréquent qu’on ne soit pas intéressé par toutes les
coordonnées du système, mais seulement par quelques fonctions bien choisies de ces coor-
données. C’est typiquement le cas pour un alcane (ou une protéine), dont la conformation
peut essentiellement être décrite par la connaissance de quelques angles dans le système.
En effet, pour ce type de molécules, l’énergie potentielle possède plusieurs minima locaux,
et la connaissance de quelques angles suffit pour caractériser le puits dans lequel le système
se trouve.

Cette observation est en fait générique. Dans beaucoup de cas pratiques, l’énergie po-
tentielle V du système présente de nombreux minima locaux, séparés les uns des autres
par de hautes barrières d’énergie. Ainsi, le système, lorsqu’il suit la dynamique (14) (cette
constatation est aussi vraie pour la dynamique de Langevin (17), ou une dynamique
déterministe telle que (19)), passe beaucoup de temps au voisinage d’un minimum lo-
cal de V avant de passer à un autre puits (cf. la courbe schématique de la Figure 4). Une
quantité intéressante est alors le temps de résidence dans un bassin d’énergie potentielle
(défini comme le temps moyen que le système passe dans ce bassin avant d’aller dans un
autre bassin).

Dans la suite, on note x ∈ R
n l’état du système, et on suppose disposer d’une coor-

donnée de réaction, qui est une fonction

ξ : R
n → R,

contenant toute l’information d’intérêt. Par hypothèse, on suppose que ξ est telle que le
système x est dans un bassin donné de V si et seulement si ξ(x) est dans un certain
intervalle. Il est donc suffisant de connâıtre l’évolution en temps de ξ(Xt) pour connâıtre
la suite des puits visités, le temps de résidence dans chaque puits, . . .

On est donc bien dans le cas introduit ci-dessus où on ne s’intéresse en pratique qu’à
une fonction (ici à valeur scalaire) de l’état du système. Pour certaines systèmes, choisir
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Fig. 4 – Trajectoire schématique x(t) d’un système moléculaire métastable, avec deux
configurations préférentielles, x = ±1.

cette fonction est facile. Pour d’autres, c’est beaucoup plus difficile, et cela nécessite une
bonne connaissance intuitive du problème.

Remarque 10 On a choisi ci-dessus une fonction ξ à valeur dans R. Tous les résultats
s’étendent au cas où ξ prend ses valeurs dans le tore mono-dimensionnel T = R/Z. Par
contre, il n’est pas clair que ces résultats s’étendent facilement au cas où ξ est à valeur
vectorielle. ⋄

A cette fonction ξ est naturellement associée une énergie effective A, appelée énergie
libre, telle que

d(ξ ⋆ π) = exp(−βA(z)) dz,

où ξ ⋆ π est l’image par ξ de la mesure π définie par (6). Ainsi, par définition, pour toute
fonction test Φ : R → R,

∫

Rn

Φ(ξ(x))Z−1 exp(−βV (x)) dx =

∫

R

Φ(z) exp(−βA(z)) dz.

Quand X est un variable aléatoire distribuée suivant la mesure de Boltzmann (6), la coor-
donnée de réaction ξ(X) est distribuée suivant exp(−βA(z)) dz. Obtenir une description
réduite du système, avec l’objectif de calculer des moyennes thermodynamiques, revient
donc à calculer l’énergie libre A. Plusieurs méthodes existent, on renvoie à la littérature (cf.
par exemple [38, 105]). On se contente ici de rappeler les expressions de l’énergie libre A
et de sa dérivée (cf. [42]), qui seront utiles pour la suite :

A(z) = −β−1 ln

(∫

Σz

Z−1 exp(−βV ) |∇ξ|−1 dσΣz

)
,

A′(z) =

∫

Σz

F dπΣz , (29)

où F est donné par

F =
∇V · ∇ξ
|∇ξ|2 − β−1 div

( ∇ξ
|∇ξ|2

)
. (30)

Dans ces expressions, Σz est la sous-variété

Σz = {x ∈ R
n; ξ(x) = z}, (31)

et πΣz est la mesure de probabilité π (définie par (6)) conditionnée à la valeur z de la
coordonnée de réaction :

dπΣz =
exp(−βV ) |∇ξ|−1 dσΣz∫

Σz

exp(−βV ) |∇ξ|−1 dσΣz

, (32)
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où σΣz est la mesure de Lebesgue sur Σz induite par la mesure de Lebesgue dans R
n. Par

définition de σΣz , on a la propriété suivante, dite de la co-aire [67] : pour toute fonction
régulière Φ : R

n → R,

∫

Rn

Φ(x) |∇ξ(x)| dx =

∫

R

[∫

Σz

Φ dσΣz

]
dz. (33)

Remarque 11 Considérons le cas ξ(x1, x2) = x2, où x = (x1, x2) ∈ R
2. L’énergie libre

associée A(x2) vérifie

exp(−βA(x2)) = Z−1

∫

R

exp(−βV (x1, x2) dx1,

et on a

A′(x2) =

∫
R
∂x2

V (x1, x2) exp(−βV (x1, x2) dx1∫
R

exp(−βV (x1, x2) dx1
.

Dans ce cadre simple, la force F définie par (30) vaut F (x1, x2) = ∂x2
V (x1, x2), σΣz est

la mesure de Lebesgue dans la variable x1 ∈ R, et la formule de la co-aire (33) est le
théorème de Fubini. ⋄

On s’intéresse ici à l’obtention d’une description réduite du système, donnant accès
à certaines propriétés dynamiques. Un exemple est le temps de résidence dans un bassin
d’énergie potentielle, comme décrit ci-dessus. Calculer ce temps à partir du modèle complet
consiste à calculer la trajectoire t 7→ Xt (simuler l’ensemble du système), puis analyser
la projection ξ(Xt) de cette trajectoire. Nous avons proposé dans [FL23] une dynamique
mono-dimensionnelle qui approche, sous certaines hypothèses, le processus t 7→ ξ(Xt), et
qui permet donc de calculer les temps de résidence en ne considérant qu’une dynamique
en dimension un.

Pour rendre la question précise, il faut choisir une dynamique de référence sur Xt.
Nous avons considéré la dynamique de Langevin amortie, déjà décrite à la Section 1.1.3,
et qui s’écrit (cf. (14))

dXt = −∇V (Xt) dt +
√

2β−1 dWt. (34)

On rappelle que cette dynamique est ergodique pour la mesure de Boltzmann (6). Dans
ce cadre, on cherche à approcher (dans un sens à préciser) ξ(Xt) par yt solution de

dyt = b(yt) dt +
√

2β−1 σ(yt) dBt, (35)

où Bt est un mouvement brownien mono-dimensionnel, et b et σ sont deux fonctions à
valeurs scalaires. Ainsi, la dynamique (35) peut être considérée comme une dynamique
effective pour la quantité d’intérêt ξ(Xt). On demande bien sûr que (35) préserve les
propriétés d’équilibre de ξ(Xt), i.e. soit ergodique pour la mesure d’équilibre de ξ(X), qui
est exp(−βA(z)) dz. Mais on souhaite obtenir plus que cela, et par exemple reproduire des
propriétés dynamiques de ξ(Xt) via yt.

La difficulté de cette question vient du fait que, en général, le processus t → ξ(Xt)
n’est pas un processus de Markov. Autrement dit, il ne suffit pas de connâıtre ξ(Xt0)
pour déterminer l’évolution de ξ(Xt) pour t ≥ t0 : en général, il faut connâıtre toute
la configuration Xt0 . Une approche pour traiter ce problème est celle de Mori-Zwanzig,
qui conduit à approcher ξ(Xt) par un processus à mémoire, via une équation de Langevin
généralisée (on renvoie à la littérature pour les détails, par exemple [48, 91, 39, 40, 86, 75]).

Dans la suite, nous allons faire une hypothèse de séparation des échelles de temps. On
peut alors espérer, et c’est en effet le cas, que les effets de mémoire soient négligeables,
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et qu’on puisse approcher ξ(Xt) par un processus de Markov du type (35). Une telle
hypothèse de séparation des échelles de temps peut être formalisée de plusieurs manières.
Nous avons choisi de l’écrire dans le langage des inégalités de Sobolev logarithmiques, ce
qui permet d’obtenir in fine une estimation d’erreur

– valable pour toute coordonnée de réaction ξ (et pas uniquement ξ(x) = xj pour
1 ≤ j ≤ n, i.e. ξ(x) est une des coordonnées cartésiennes du système),

– sans avoir besoin d’introduire explicitement un petit paramètre dans le potentiel V .

Soulignons aussi le fait que notre estimation d’erreur n’est pas un résultat asymptotique,
valable dans la limite où un certain paramètre tend vers 0. On peut ensuite, a posteriori,
chercher sous quelles conditions sur V et sur ξ la borne obtenue est intéressante (au sens
l’erreur commise est petite). Ceci permet, au moins dans certains cas simples, de guider
le choix de ξ.

1.2.2 Construction

Notre point de départ est d’observer que

d [ξ(Xt)] =
(
−∇V · ∇ξ + β−1∆ξ

)
(Xt) dt +

√
2β−1 |∇ξ|(Xt) dBt, (36)

où Xt est la solution de (34), et Bt est le mouvement brownien mono-dimensionnel dBt =
∇ξ
|∇ξ|(Xt) · dWt. L’équation (36) n’est pas fermée, au sens où le membre de droite dépend

de Xt, et pas seulement de ξ(Xt).
Suivant Gyöngy [82], une procédure pour fermer le système est d’introduire les espéran-

ces conditionnelles des termes de dérive et de diffusion de (36). On définit ainsi

b̃(t, z) = E
[(
−∇V · ∇ξ + β−1∆ξ

)
(Xt) | ξ(Xt) = z

]
, (37)

σ̃2(t, z) = E
[
|∇ξ|2(Xt) | ξ(Xt) = z

]
,

où les espérances sont calculées par rapport à la densité de probabilité de Xt, à l’instant t
(on donne dans la Remarque 12 ci-dessous une expression explicite de b̃ dans un cas
simple). On introduit ensuite le processus ỹt solution de

dỹt = b̃(t, ỹt) dt +
√

2β−1 σ̃(t, ỹt) dBt. (38)

Comme montré dans [82], cette procédure est exacte du point de vue des marginales en
temps, au sens où, à chaque instant t, la loi de ξ(Xt) est égale à la loi de ỹt. Cependant, on
remarque immédiatement que les fonctions b̃ et σ̃ sont en pratique très difficiles à calculer.
Elles nécessitent en effet la connaissance de la densité de probabilité ψ(t, x) de Xt à chaque
instant.

Remarque 12 Considérons à nouveau le cas ξ(x1, x2) = x2, où x = (x1, x2) ∈ R
2.

Alors (36) s’écrit

dx2 = −∂x2
V (x1, x2) dt +

√
2β−1 dBt,

qui n’est effectivement pas fermée, puisque la dynamique de x2 dépend de x1. On note
ψ(t, x1, x2) la densité de probabilité de Xt, solution de (34). Alors (37) s’écrit

b̃(t, z) =

∫
R

(
−∇V · ∇ξ + β−1∆ξ

)
ψ(t, x1, z) dx1∫

R
ψ(t, x1, z) dx1

= −
∫

R
∂x2

V (x1, z)ψ(t, x1, z) dx1∫
R
ψ(t, x1, z) dx1

. (39)

On voit bien que le calcul de b̃ fait intervenir ψ. ⋄
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Une simplification naturelle est d’utiliser le fait qu’on connâıt, en temps long, la limite
de ψ, qui n’est autre que la mesure de Boltzmann (6). On introduit donc

b(z) = Eπ

[(
−∇V · ∇ξ + β−1∆ξ

)
(X) | ξ(X) = z

]

=

∫

Σz

(
−∇V · ∇ξ + β−1∆ξ

)
dπΣz , (40)

et

σ2(z) = Eπ

(
|∇ξ|2(X) | ξ(X) = z

)
=

∫

Σz

|∇ξ|2 dπΣz , (41)

où Eπ est l’espérance par rapport à la mesure canonique (6), et πΣz est définie par (32).
Dans le cas simple de la Remarque 12, ceci revient à remplacer ψ(t, x1, z) par π(x1, z).
Cette simplification est raisonnable si le temps caractéristique d’évolution de ξ(Xt) est
bien plus grand que le temps nécessaire à Xt pour échantillonner Σz défini par (31).
Les hypothèses faites ci-dessous permettent de quantifier cette séparation des échelles de
temps.

Dans l’esprit de (38), on introduit ensuite la dynamique

dyt = b(yt) dt +
√

2β−1 σ(yt) dBt, (42)

qu’on appellera dans la suite dynamique effective, et qui présente le triple intérêt suivant :
– les fonctions b et σ définies par (40) et (41) sont calculables numériquement (à la

différence de (37)), en utilisant par exemple les algorithmes proposés dans [42]. Le
calcul de ces fonctions est en fait de la même complexité que le calcul de la dérivée
de l’énergie libre, car ce sont des moyennes de certaines observables contre la mesure
πΣz , au même titre que A′ (cf. l’expression (29)).

– la dynamique (42) est ergodique pour la mesure d(ξ ⋆ π) : elle a donc les bonnes
propriétés en temps long ;

– on peut estimer la distance entre les lois, à chaque instant t, des variables aléatoires
yt et ξ(Xt), comme cela est présenté à la Section 1.2.3.

1.2.3 Estimation d’erreur

Nous donnons dans cette section une estimation, en terme d’entropie relative, entre les
lois, à chaque instant t, de yt, solution de la dynamique effective (42), et ξ(Xt), où Xt est
solution de (34).

On commence par rappeller que, si ν et η sont deux mesures de probabilité telles que
ν est absolument continue par rapport à η, alors l’entropie relative de ν par rapport à η
est définie par

H (ν|η) =

∫
ln

(
dν

dη

)
dν.

Par construction, on a toujours H (ν|η) ≥ 0. Dans le cas où ν et η ont une densité ψν et
ψη par rapport à la mesure de Lebesgue, alors on a l’inégalité de Csiszár-Kullback

‖ψν − ψη‖L1 ≤
√

2H (ν|η). (43)

On voit ainsi que H (ν|η) = 0 implique que ν et η ont même densité. On aura besoin dans
la suite de la définition suivante (cf. [4]) :

Definition 13 Une mesure de probabilité η vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique
avec la constante ρ > 0 si, pour toute mesure de probabilité ν,

H(ν|η) ≤ 1

2ρ
I(ν|η),
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où l’information de Fisher I(ν|η) est définie par

I(ν|η) =

∫ ∣∣∣∣∇ ln

(
dν

dη

)∣∣∣∣
2

dν.

Ces notions sont utiles pour démontrer la convergence en temps long de solutions d’équations
de Fokker-Planck vers une mesure stationnaire. Ainsi, la densité de probabilité ψ(t, x)
de Xt solution de (34) vérifie l’équation de Fokker-Planck

∂tψ = div (ψ∇V ) + β−1∆ψ, (44)

dont il est facile de voir que π(x) = Z−1 exp(−βV (x)) est une solution stationnaire. On
introduit alors l’entropie relative

E(t) = H(ψ(t, ·)|π) =

∫

Rn

ln

(
ψ(t, x)

π(x)

)
ψ(t, x) dx.

Un calcul simple, utilisant (44), montre que

dE
dt

= −β−1I(ψ(t, ·)|π). (45)

Si π satisfait une inégalité de Sobolev logarithmique avec la constante ρ > 0, alors, pour
tout t ≥ 0,

H(ψ(t, ·)|π) ≤ (2ρ)−1I(ψ(t, ·)|π), (46)

et on déduit de (45), (46) et de l’application du lemme de Gronwall que

∀t ≥ 0, 0 ≤ H(ψ(t, ·)|π) ≤ H(ψ(0, ·)|π) exp(−2ρβ−1t). (47)

On a donc la convergence exponentielle de l’entropie relative (et donc de ‖ψ(t, ·) − π‖L1 ,
via (43)) vers 0, avec un taux proportionnel à ρ. En particulier, plus ρ est grand, plus la
convergence est rapide.

Dans [FL23], nous avons démontré le résultat suivant, dont la preuve s’inspire des tra-
vaux [81, 53] (on trouvera aussi dans [FL34] une preuve plus simple, dans le cas particulier
de la Remarque 12, i.e. ξ(x1, x2) = x2).

Proposition 14 ([FL23], Proposition 3.1) On suppose que ξ est une fonction régulière
à valeur scalaire, telle qu’il existe m et M tels que

pour tout x ∈ R
n, 0 < m ≤ |∇ξ(x)| ≤M <∞. (48)

On suppose que les mesures conditionnées πΣz définies par (32) vérifient une inégalité
de Sobolev logarithmique, avec une constante ρ uniforme en z : pour toute mesure de
probabilité ν sur Σz, absolument continue par rapport à πΣz , on a

H(ν|πΣz) ≤
1

2ρ
I(ν|πΣz). (49)

On suppose aussi que le couplage entre la direction ∇ξ(x) et les directions orthogonales
est borné, au sens

κ = ‖∇ΣzF‖L∞ <∞, (50)

où F est définie par (30).
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Enfin, on suppose que |∇ξ| est proche d’une constante sur chaque sous-variété Σz :

λ =

∥∥∥∥
|∇ξ|2 − σ2 ◦ ξ

σ2 ◦ ξ

∥∥∥∥
L∞

<∞. (51)

Soit ψξ la densité de probabilité de ξ(Xt), où Xt vérifie (34), et φ la densité de probabilité
de la solution yt de (42). On suppose qu’à t = 0, les distributions des conditions initiales
de (34) et (42) sont consistantes l’une avec l’autre : ψξ(t = 0, ·) = φ(t = 0, ·). Alors, pour
tout t ≥ 0,

E(t) ≤ M2

4m2

(
λ2 +

m2β2κ2

ρ2

)
(H(ψ(0, ·)|π) −H(ψ(t, ·)|π)) , (52)

où π(x) = Z−1 exp(−βV (x)), ψ(t, , ·) est la densité de probabilité de Xt, et E(t) est l’en-
tropie relative de ψξ par rapport à φ :

E(t) = H
(
ψξ(t, ·)|φ(t, ·)

)
=

∫

R

ln

(
ψξ(t, z)

φ(t, z)

)
ψξ(t, z) dz.

Remarque 15 La Proposition 14 donne une estimation uniforme en temps de l’entropie
relative entre ψξ et φ. Par ailleurs, on sait aussi que la dynamique effective (42) est er-
godique pour exp(−βA(z)) dz, qui est la mesure d’équilibre de ξ(Xt), en temps long. Par
conséquent, on s’attend à ce que ψξ et φ, en temps long, aient la même limite. C’est effec-
tivement le cas, et nous avons montré dans [FL23, Corollaire 3.1] que, sous des hypothèses
supplémentaires assez faibles, la quantité ‖ψξ(t, ·)− φ(t, ·)‖L1(R) est bornée uniformément
en temps, et décrôıt exponentiellement vite vers 0 quand t→ ∞. ⋄

L’estimation (52) n’est pas un résultat asymptotique. Bien sûr, elle est particulièrement
intéressante lorsque le membre de droite est petit, ce qui nécessite en particulier que κ/ρ
soit petit, ce que se produit lorsque :

– le paramètre ρ est grand ; ceci signifie que la mesure conditionnée πΣz est facile à
échantillonner (absence de métastabilité dans la sous-variété Σz). On se souvient en
effet (cf. l’estimation (47)) qu’une mesure est d’autant plus rapide à échantillonner
qu’elle vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique avec une grande constante.
Ceci implique en particulier qu’il n’y a pas de métastabilité dans la sous-variété Σz.

– le paramètre κ est petit ; illustrons ceci dans le cas simple où x = (x1, x2) ∈ R
2,

et ξ(x) = x2. Alors F = ∇x2
V et ∇ΣzF = ∇x1

F = ∇x1x2
V . Demander que κ est

petit revient à demander que ∇x1x2
V est petit, et que V couple donc faiblement

la direction x2 de la coordonnée de réaction avec la direction orthogonale. Notons
aussi que, dans le cas où V (x) = 1

2x
THx, où H ∈ R

2×2 est une matrice symétrique
définie positive, on a κ = 0 si et seulement si X1 et X2 sont indépendantes, où
X = (X1,X2) ∈ R

2 est distribué suivant Z−1 exp(−βV (x)) dx (cf. aussi [104, 125]).

Le fait de dire que κ/ρ est petit est ainsi une façon de formaliser l’hypothèse de
séparation des échelles de temps mentionnée dans la Section 1.2.1.

Remarquons enfin que l’estimation (52) peut être utilisée a posteriori, dans le cas
d’un potentiel dépendant d’un petit paramètre ε. Dans certains cas, il est alors possible
d’estimer comment ρ et κ dépendent de ε, et d’aboutir à des critères sur ξ pour que κ/ρ
soit petit lorsque ε est petit. On renvoie à [FL23, Section 3.2] pour plus de détails.
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1.2.4 Résultats numériques

La Proposition 14 donne une estimation de l’erreur commise sur les lois, à chaque
instant t, entre la variable aléatoire exacte ξ(Xt) et son approximation yt. Nous n’avons
à ce jour pas réussi à étendre ce résultat pour avoir une estimation de l’erreur sur des
quantités dynamiques telles que les temps de résidence, qui ne peuvent pas être déduits
de la simple connaissance des lois à chaque instant (il faudrait la loi du processus sur un
intervalle de temps [0, T ]).

Les résultats numériques donnés dans [FL23, FL34] montrent cependant que, si ξ est
choisi telle que l’erreur dans (52) est petite, alors les temps de résidence sont aussi très
bien reproduits par la dynamique effective (42).

Remarque 16 La dynamique

dyt = −A′(yt) dt +
√

2β−1 dBt, (53)

où A est l’énergie libre associée à la coordonnée de réaction ξ avec laquelle on travaille,
est une dynamique mono-dimensionnelle, ergodique pour la mesure d’équilibre de ξ(X),
qui est exp(−βA(z)) dz.

Dans [FL23], nous avons cherché à comprendre la relation entre la dynamique (42) que
nous proposons et la dynamique (53), et ainsi à comprendre si l’énergie libre A a, ou n’a
pas, une signification du point de vue de la dynamique. La motivation pour considérer (53)
est que les praticiens déduisent souvent les temps de résidence dans les puits de la fonction
z 7→ A(z). Si effectivement ξ(Xt) suit une dynamique proche de (53), alors les temps de
résidence au voisinage des minima locaux de A sont effectivement fonctions des barrières
d’énergie libre, dans la limite des basses températures (on renvoie à la littérature sur les
grandes déviations, et aussi à [99, 85]). ⋄

1.2.5 Extension

Nous avons choisi ci-dessus de considérer la dynamique de Langevin amortie (34)
comme dynamique de référence, car son analyse mathématique est simple. Une autre dyna-
mique fréquemment utilisée en simulation moléculaire est la dynamique de Langevin (17),
qui a le mérite d’être plus proche d’une dynamique Hamiltonienne, et qui est ergodique
pour la mesure de Boltzmann (3). Par contre, le bruit n’agit que sur p. L’équation de
Fokker-Planck associée est hypo-elliptique, et prouver la convergence vers l’équilibre de
sa solution est une question classique, mais plus difficile que dans le cas amorti. Dans
un travail en cours [FL37], nous cherchons à étendre la méthodologie présentée dans la
Section 1.2.2 au cas de l’équation de Langevin. Il n’est pas clair que nous puissions obtenir
sur cette dynamique un résultat du type de la Proposition 14.

1.3 Problèmes Hamiltoniens

Publications [FL10, FL21, FL22, FL25, FL26]

Dans les Sections 1.1 et 1.2 précédentes, nous nous sommes intéressés à la simulation
de systèmes moléculaires dans l’ensemble canonique. Le point de départ est alors la mesure
canonique (3), qu’il s’agit d’échantillonner, ce qui peut se faire via plusieurs dynamiques.
La seule contrainte qu’on impose sur ces dynamiques est d’être ergodique par rapport
à la mesure (3). On revient maintenant à l’étude de systèmes moléculaires isolés, dont
l’évolution est régie par les équations de Newton, qu’on écrit ici comme la dynamique
Hamiltonienne

q̇(t) = ∇pH(q(t), p(t)), ṗ(t) = −∇qH(q(t), p(t)), (54)
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où H est donné par (1). Nous avons abordé trois thématiques dans ce domaine :
– l’étude et l’accélération de la convergence des moyennes temporelles le long des

trajectoires de systèmes Hamiltoniens, y compris après discrétisation en temps de
ces trajectoires.

– la construction de schémas symplectiques adaptés au cas hautement oscillant. Le
système présente alors plusieurs échelles en temps, et le pas de temps admissible
pour les algorithmes classiques est limité par les temps caractéristiques les plus
rapides.

– la construction de schémas parallèles en temps. Le calcul de la trajectoire sur l’in-
tervalle [0, T ] est fait de manière itérative, et une partie du calcul, la plus coûteuse,
est réalisée en parallèle.

1.3.1 Convergence des moyennes temporelles

Pour aborder cette question, nous avons choisi un cadre très particulier, celui des
systèmes Hamiltoniens complètement intégrables. Dans ce cas, un résultat classique du
à Bohl, Sierpinski et Weyl (cf. [8] et les références incluses) montre, sous certaines hy-
pothèses, qu’il existe une mesure dρ pour laquelle la dynamique (54) est ergodique, autre-
ment dit

lim
T→∞

〈Φ〉(T ) =

∫
Φdρ, (55)

où

〈Φ〉(T ) :=
1

T

∫ T

0
Φ(q(t), p(t))dt

est la moyenne de l’observable Φ le long d’une solution (q(t), p(t)) de (54). Le taux de
convergence dans (55) est en T−1.

Nous avons tout d’abord démontré qu’il est possible d’accélérer la convergence en
filtrant le signal temporel. Ainsi, pour tout k ∈ N⋆, il existe une fonction filtre per-
mettant d’obtenir la convergence de la moyenne temporelle filtrée vers la moyenne d’en-
semble avec un taux en T−k (notons que cette approche a ensuite été réutilisée dans un
cadre complètement différent, celui de l’homogénéisation des équations aux dérivées par-
tielles, cf. [20]). Nous avons aussi montré la convergence des moyennes temporelles filtrées,
calculées non pas le long de la solution exacte de (54), mais le long d’une trajectoire
numérique, lorsque celle-ci est calculée par un schéma symplectique. L’erreur est alors
bornée par C(T−k + (∆t)r), où r est l’ordre du schéma, ∆t le pas de temps, et C une
constante indépendante de T et ∆t.

Ces résultats, publiés dans [FL3, FL4], ont été décrits dans [FL7].

1.3.2 Problèmes hautement oscillants

Publications [FL10, FL21, FL22, FL25]

On s’intéresse ici au développement d’algorithmes numériques efficaces, dans le cas où
la dynamique Hamiltonienne est hautement oscillante. Une motivation est que, pour de
nombreux systèmes (en dynamique moléculaire mais aussi dans d’autres applications), la
dynamique (54) fait apparâıtre plusieurs échelles de temps, indépendamment de l’échelle
nécessaire pour (éventuellement) obtenir la convergence (55) des moyennes temporelles.
Ainsi, dans une molécule, les liaisons entre atomes de carbone et d’hydrogène vibrent avec
une période de l’ordre de 10−15 seconde, tandis que le temps caractéristique d’évolution de
certains angles est beaucoup plus lent. Enfin, le temps nécessaire à l’exploration de l’espace
des phases (et donc à la convergence des moyennes temporelles) est plutôt de l’ordre de
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10−6, voire 10−3 seconde. Se pose alors la question de construire des schémas numériques
stables avec un pas de temps qui ne soit pas lié aux mouvements les plus rapides.

Notre objectif est de construire des schémas numériques symplectiques, en gardant
dans la simulation toutes les variables, lentes et rapides (notons d’ailleurs qu’il n’est pas
toujours évident d’isoler les unes des autres !), afin de calculer des trajectoires (et non pas
des moyennes temporelles le long de celles-ci, par exemple). Une motivation est que les
schémas symplectiques sont connus pour avoir de bonnes propriétés en temps long pour
l’intégration de systèmes Hamiltoniens (on reviendra sur ce point à la fin de cette section).
Dans le cas où on s’intéresse uniquement aux variables lentes, ou bien à des moyennes,
d’autres approches ont été proposées dans la littérature.

L’approche que nous avons suivie consiste à associer à la dynamique Hamiltonienne
son équation de Hamilton-Jacobi (il s’agit d’une reformulation équivalente, sous de bonnes
hypothèses de régularité), à faire un Ansatz de type double-échelle dans cette équation
pour obtenir une approximation de la solution, qui servira ensuite à construire un schéma
numérique.

Quelques rappels sur le formalisme Hamilton-Jacobi On rappelle que, pour un
Hamiltonien H(q, p) donné, l’équation de Hamilton-Jacobi associée est

∂tS = H (q + ∂PS,P ) , S(0, q, P ) = 0, (56)

où S est une fonction du temps t, de q (qui représente la position initiale) et P (qui joue le
rôle de l’impulsion finale). Il existe en fait plusieurs formulations de l’équation de Hamilton-
Jacobi associée à un Hamiltonien H. Nous travaillerons essentiellement avec (56). Connais-
sant S solution de (56), on définit ensuite (Q(t), P (t)) pour tout temps t par

p = P (t) +
∂S

∂q
(t, q, P (t)), Q(t) = q +

∂S

∂P
(t, q, P (t)), (57)

où q et p sont des paramètres. Alors (Q(t), P (t)) est la solution de la dynamique Hamil-
tonienne

Q̇ = ∇pH(Q(t), P (t)), Ṗ = −∇qH(Q(t), P (t)), (58)

avec la condition initiale (q, p).

Remarque 17 Dans le cas d’un oscillateur harmonique, H(q, p) = (qT q + pTp)/2, la
solution de (56) est explicite :

S(t, q, P ) =
1

2
(P TP + qT q) tan t+ P T q

(
1

cos t
− 1

)
.

On remarque que S est 2π périodique de t. On utilisera cette observation ci-dessous. ⋄

Remarque 18 L’équation de Hamilton-Jacobi classiquement associée à un Hamiltonien
H(q, p) est

∂tS +H(Q, ∂QS) = 0, (59)

d’inconnue S(t, q,Q). Supposons connâıtre S. Soit alors (q, p) des paramètres, et soit
(Q(t), P (t)) implicitement définis par

P (t) =
∂S

∂Q
(t, q,Q(t)), p = −∂S

∂q
(t, q,Q(t)).
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Alors (Q(t), P (t)) est solution de la dynamique Hamiltonienne (58). Sous une hypothèse
supplémentaire sur S à l’instant initial, on obtient que (Q(0), P (0)) = (q, p), et donc
(Q(t), P (t)) est la solution de (58) avec la condition initiale (q, p) [84, Théorème VI.5.6].

Dans le cas où H(q, p) = V (q)+pT p/2, on peut donner une interprétation physique de
S. Soit J(φ) l’action associée à une trajectoire φ ∈ H1(0, t) (pour simplifier les notations,
on suppose (q, p) ∈ R × R) :

J(φ) =

∫ t

0

[
1

2
φ̇2(s) − V (φ(s))

]
ds.

On considère le problème variationnel

S(t, q,Q) = inf
{
J(φ), φ ∈ H1(0, t), φ(0) = q, φ(t) = Q

}
. (60)

Les fonctions φ points critiques de ce problème vérifient les équations de Newton. Sup-
posons V régulier et borné supérieurement. Alors le problème (60) est atteint (cf. [FL8,
Preuve du Lemme 1]) : il existe (au moins) un minimiseur φ⋆, vérifiant donc S(t, q,Q) =
J(φ⋆). Supposons que φ⋆ dépend régulièrement de t, q et Q. Alors on montre que la fonc-
tion S(t, q,Q) vérifie l’équation de Hamilton-Jacobi (59).

Ainsi, sous les hypothèses que nous avons faites, l’action minimale pour aller de q à
Q dans le temps t est solution de l’équation de Hamilton-Jacobi (59). ⋄

On montre maintenant comment utiliser le formalisme Hamilton-Jacobi pour construire
des schémas numériques. L’observation fondamentale est que, pour toute fonction (q, P ) 7→
S(t, q, P ) (on considère ici t comme un paramètre fixé), les équations (57) définissent une
application

(q, p) 7→ (Q(t), P (t))

qui est symplectique. Une méthode, initialement proposée dans [69], pour construire des
schémas symplectiques est donc de chercher une approximation de la solution de (56)
à un temps t = ∆t petit (on la note S̃(∆t, q, P )), et à l’insérer dans le changement de
variables (57), ce qui définit implicitement (Q∆t, P∆t) par

p = P∆t +
∂S̃

∂q
(∆t, q, P∆t), Q∆t = q +

∂S̃

∂P
(∆t, q, P∆t). (61)

Le flot numérique est alors l’application Φ∆t définie par Φ∆t(q, p) = (Q∆t, P∆t), et le
schéma numérique associé est Φ∆t(qn, pn) = (qn+1, pn+1). Dans la mesure où (61) est résolu
exactement, on obtient un schéma numérique qui est par construction symplectique.

A titre d’illustration, considérons le cas H(q, p) = V (q) +
1

2
pT p. Soit S la solution

de (56). On vérifie que ∂tS(0, q, P ) = H(q, P ). Une approximation naturelle est

S(∆t, q, P ) ≈ S̃(∆t, q, P ) := S(0, q, P ) + ∆t∂tS(0, q, P ) = ∆t

(
V (q) +

1

2
P TP

)
.

Le schéma obtenu suivant (61) s’écrit

p = P∆t + ∆t∇V (q), Q∆t = q + ∆tP∆t.

On reconnâıt le schéma d’Euler symplectique.
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Le cas hautement oscillant : une approche de type homogénéisation On re-
vient maintenant au cadre hautement oscillant. Nous nous sommes initialement intéressés,
dans [FL10, FL21], au cas du Hamiltonien

Hε(q1, q2, p1, p2) =
pT1 p1

2
+
pT2 p2

2
+ V0(q1, q2) + Ω2 qT2 q2

2ε2
, (62)

où ε est un petit paramètre, q = (q1, q2) ∈ R
l × R

r et p = (p1, p2) ∈ R
l × R

r, et V0 est un
terme d’énergie potentielle indépendant de ε, et borné inférieurement. On se donne des
conditions initiales dépendant de ε telles que l’énergie soit bornée indépendamment de ε.
Comme V0 est borné inférieurement, on obtient ainsi que p(t) et q2(t)/ε sont bornés par
une constante indépendante de ε pour tout temps.

L’hypothèse importante dans (62) est la dépendance vis à vis des degrés de liberté
rapides, qui sont considérés ici comme un oscillateur harmonique,

pT2 p2

2
+ Ω2 q

T
2 q2
2ε2

.

On a supposé aussi que Ω est une quantité scalaire et constante. Comme nous le montrons
dans [FL22, FL25], notre approche permet aussi de traiter le cas où Ω dépend des variables
lentes q1 du système (Ω ∈ R est remplacé par Ω(q1) ∈ R dans (62)), ainsi que le cas où Ω
est une matrice symétrique constante (ce qui est équivalent, à une diagonalisation près,
au cas où Ω est une matrice constante diagonale non sphérique). Un cas plus difficile est
le cas où Ω(q1) est une matrice dépendant de q1, et dont les vecteurs propres dépendent de
q1. A ce jour, nous n’avons pas été en mesure d’étendre l’approche à ce cas, qui semble être
le cas générique [84, Section XIV.3]. On renvoie aussi à l’article de revue [44], et à [102].

On revient maintenant au cas (62), que nous avons étudié dans [FL10, FL21]. Avant de
pouvoir appliquer notre stratégie de développement à double échelle, quelques préliminaires
algébriques sont nécessaires, qu’on décrit maintenant.

Dans le cas où V0 ne dépend pas de q2, la trajectoire des variables rapides (q2, p2) est
celle d’un oscillateur harmonique de pulsation Ω/ε ≫ 1. Il est intéressant pour la suite
de changer de variables, afin de pré-conditionner le problème par ce mouvement rapide,
analytiquement connu. Une idée similaire est utilisée pour construire d’autres schémas,
comme par exemple les intégrateurs exponentiels, analysés dans [84, Chap. XIII], et les
schémas proposés dans [79] et [93, 94].

On introduit donc le changement de variables (dépendant du temps) (q2, p2) 7→ (x2, y2) =
χ(t, q2, p2) défini par

q2 = cos

(
Ωt

ε

)
x2 +

ε

Ω
sin

(
Ωt

ε

)
y2,

p2 = −Ω

ε
sin

(
Ωt

ε

)
x2 + cos

(
Ωt

ε

)
y2.

La dynamique dans les variables (q1, x2, p1, y2) est Hamiltonienne pour

Hpre
ε (t, q1, x2, p1, y2) =

pT1 p1

2
+Wε

(
Ωt

ε
, q1, x2, y2

)
, (63)

avec
Wε(τ, q1, x2, y2) = V0

[
q1, (cos τ)x2 +

ε

Ω
(sin τ)y2

]
.

Soit Sε(t, q1, x2, P1, Y2) solution de l’équation de Hamilton-Jacobi associée à (63). La va-
riable x2 (comme la variable q2) est d’ordre ε. Il est donc naturel de changer de variables,
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et d’introduire

r2 =
Ω

ε
x2 et Sε(t, q1, r2, P1, Y2) = Sε

(
t, q1,

εr2
Ω
, P1, Y2

)
.

On obtient alors que Sε vérifie

∂tSε =
P T1 P1

2
+Wε

(
Ωt

ε
, q1 + ∂P1

Sε,
εr2
Ω

+ ∂Y2
Sε, Y2

)
, (64)

avec la condition initiale Sε(0, q1, r2, P1, Y2) = 0. C’est sur cette forme que nous allons
maintenant utiliser un développement à deux échelles.

On cherche à calculer une approximation de Sε(∆t), pour un temps ∆t petit, avec
cependant ∆t ≫ ε. Comme ∆t jouera ensuite le rôle du pas de temps (cf. (61)), on
obtiendra ainsi un schéma dont le pas de temps est bien plus grand que celui admissible
dans un schéma classique comme velocity-Verlet [84, Eq. (I.1.17)] (qui n’est stable que
pour des pas de temps ∆t de l’ordre de, ou plus petits que, ε). Notre idée est de faire
l’Ansatz à double échelle suivant :

Sε(t, q1, r2, P1, Y2) = S0 (t, τ, q1, r2, P1, Y2) + εS1 (t, τ, q1, r2, P1, Y2) (65)

+ termes d’ordre plus élevé en εk, k ≥ 2,

où le temps rapide τ est défini par

τ =
tΩ

ε
. (66)

Pour chaque k, les fonctions Sk dépendent de deux arguments de temps, le temps lent t
et le temps rapide τ . On suppose que ces fonctions sont 2π périodiques en τ .

Cet Ansatz appelle plusieurs commentaires. Tout d’abord, dans le cas où V0 est indépen-
dant de q2, la solution exacte de (64) est effectivement consistante avec ce choix, puisqu’elle
s’écrit

Sε = Slent(t, q1, P1) + εSrapide

(
tΩ

ε
, r2, P2

)
,

où Slent(t, q1, P1) est la solution de l’équation de Hamilton-Jacobi

∂tSlent = H1(q1 + ∂P1
Slent, P1), Slent(0, q1, P1) = 0

associée au Hamiltonien H1(q1, p1) =
pT1 p1

2
+ V0(q1), et

Srapide(τ, r2, P2) =
1

Ω

[(
P T2 P2 + rT2 r2

2

)
tan τ + P T2 r2

(
1

cos τ
− 1

)]

est effectivement 2π-périodique en τ et solution de l’équation de Hamilton-Jacobi associée

à H2(r2, p2) =
pT2 p2

2
+ Ω2 r

T
2 r2
2

.

Ensuite, dans l’Ansatz (65), l’hypothèse de périodicité vis à vis du temps rapide τ
est liée au fait que la solution de l’équation de Hamilton-Jacobi associée à un oscillateur
harmonique est périodique en temps (cf. la Remarque 17). Dans le cas où le potentiel
rapide n’est pas harmonique en q2, faire une hypothèse raisonnable sur la dépendance au
temps rapide est plus difficile.

L’idée est ensuite d’insérer cet Ansatz (65) dans (64), d’assimiler la première variable
de Wε au temps rapide τ , et d’identifier les puissances de ε. On obtient alors une hiérarchie
d’équations, couplant les fonctions Sk les unes aux autres. Pour fermer cette hiérarchie,
on utilise de façon cruciale l’hypothèse de périodicité par rapport à τ .
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Remarque 19 On remarquera bien sûr le parallèle avec l’analyse formelle pour l’ho-
mogénéisation du problème elliptique

−div
[
Aper

(x
ε

)
∇uε

]
= f dans D, uε ∈ H1

0 (D), (67)

où Aper est une matrice Z
d périodique. Pour trouver formellement le problème limite, une

approche classique consiste à postuler que uε s’écrit sous la forme

uε(x) = u0

(
x,
x

ε

)
+ εu1

(
x,
x

ε

)
+ ε2u2

(
x,
x

ε

)
+ . . . , (68)

où, pour chaque k, la fonction uk est supposée dépendre de deux arguments, une variable

macroscopique x et une variable microscopique
x

ε
, et que y 7→ uk(x, y) est Z

d-périodique.

On insère ensuite (68) dans (67) et on identifie en puissance de ε. Là encore, la périodicité
(ou une hypothèse de structure similaire) est cruciale pour fermer la hiérarchie. On renvoie
à la Section 3.1 pour une discussion plus complète des problèmes d’homogénéisation des
équations aux dérivées partielles elliptiques. ⋄

Résultats numériques Nous avons mis en oeuvre cette stratégie dans [FL21]. On ob-
tient ainsi un schéma numérique automatiquement symplectique. Dans le cas où V0 est
indépendant de q2, les variables lentes et rapides sont découplées. Notre schéma devient
alors un schéma numérique standard (comme le schéma velocity-Verlet) sur les variables
lentes, tandis que les variables rapides sont intégrées exactement. De plus, dans le cas
général, ce schéma est consistant avec les quelques résultats théoriques connus dans la
littérature sur l’équation limite satisfaite par les variables lentes, dans la limite ε→ 0 (cf.
par exemple [31, 32]). Ainsi, en faisant formellement la limite ε → 0 dans notre schéma,
avec un pas de temps fixé, on obtient un schéma qui intègre bien la dynamique limite, qui
préserve des quantités identifiées comme des invariants adiabatiques lorsque ε > 0, . . .

L’intérêt des schémas obtenus est qu’on peut travailler avec un pas de temps ∆t≫ ε,
donc plus grand que les pas de temps admissibles par les schémas classiques. En fait, nos
schémas étant obtenus via une approche de type homogénéisation, ils sont d’autant plus
efficaces que ε est petit. Par ailleurs, un problème récurrent dans ce domaine est la présence
de résonances : la plupart des schémas proposés dans la littérature se comportent très mal
quand ∆t/(επ) est un entier, i.e. le pas de temps ∆t est un multiple de la demi-période
rapide. Le problème n’est pas tant la présence de résonances, que leur “épaisseur” : si ∆t est
un pas résonant, est-il facile de trouver un autre pas de temps dans son voisinage qui ne soit
pas résonant ? Pour certains schémas (comme Impulse, aussi connu sous le nom de Verlet-
I/r-RESPA [80, 143]), les résonances sont très larges, au sens où, au delà d’un certain seuil
(i.e. pour ∆t ≥ ∆t0), il devient très difficile de trouver un pas de temps non résonant. Les
schémas construits suivant notre approche présentent aussi des résonances. On constate
toutefois qu’elles sont très fines, que la dérive en énergie pour ces pas résonants est plus
lente que pour les autres schémas, et que, pour des pas non-résonants, la précision obtenue
(sur la conservation de l’énergie en temps long, sur la précision de la trajectoire dans un
intervalle en temps borné, . . . ) est bien supérieure. On renvoie à [FL21] pour les résultats
numériques détaillés sur un cas test typique de la littérature, une châıne de ressorts de
type Fermi-Pasta-Ulam (FPU) [84, Section XIII.2.1], pour laquelle le Hamiltonien est de
la forme (62), avec p1 ∈ R

3, p2 ∈ R
3, et où V0 est un potentiel polynomial.

De plus, avec nos schémas, nous simulons l’ensemble de la trajectoire, et non pas
seulement les variables lentes. Ceci nous donne donc accès à beaucoup d’information.
Illustrons ceci dans le cas de la châıne de type FPU, qui est une succession de ressorts
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harmoniques raides avec des ressorts non-harmoniques non-raides. On rappelle que, dans
cet exemple, il y a 3 ressorts raides. Les variables rapides sont (q2, p2) ∈ R

3 × R
3, où

q2,j ∈ R est la longueur du ressort raide j, et p2,j est le moment associé. L’énergie dans le
ressort rapide j est

Ij(q, p) =
p2
2,j

2
+
q22,j
2ε2

, 1 ≤ j ≤ 3.

Introduisons la somme de ces énergies rapides :

I(q, p) = I1(q, p) + I2(q, p) + I3(q, p). (69)

Bien que les Ij ne dépendent que de variables rapides, leur évolution se fait sur un temps
caractéristique lent. De plus, c’est un résultat classique que leur somme I est un invariant
adiabatique de la trajectoire, au sens où il existe une constante C telle que

∀t > 0, |I(q(t), p(t)) − I(q(0), p(0))| ≤ Cε.

Ainsi, I n’est pas un invariant de la dynamique Hamiltonienne, mais a une évolution très
particulière.

Notre approche permet de suivre en temps l’évolution de ces quantités, le long de la
trajectoire numérique (contrairement à une approche qui consiste à éliminer les variables
rapides, pour aboutir à une dynamique uniquement sur les variables lentes). Comme la
somme des Ij est quasiment conservée au cours du temps, il est intéressant d’observer les
échanges d’énergie qui se produisent au cours du temps entre ces Ij . Nous avons observé que
notre algorithme reproduit très bien ces échanges, comme on peut le voir sur la Figure 5.
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Fig. 5 – Conservation de l’énergie (on traceHε−0.8), de l’invariant adiabatique I défini par (69) et
échange entre les {Ij}1≤j≤3

, pour le cas d’une châıne FPU avec ε = 0.02 (à gauche, la trajectoire
exacte ; à droite, la trajectoire numérique calculée avec notre algorithme avec le pas de temps
∆t = 0.03). Résultats extraits de [FL21].

Une difficulté avec les schémas obtenus via l’approche Hamilton-Jacobi est qu’ils font
très souvent intervenir les dérivées d’ordre deux et plus du potentiel (à l’opposé d’un
schéma de type Verlet, qui ne fait appel qu’au gradient de V ). A titre d’illustration,

considérons le cas non-oscillant H(q, p) = V (q) +
1

2
pT p. Soit S la solution de (56). On

vérifie alors que

∂tS(0, q, P ) = H(q, P ), ∂ttS(0, q, P ) = P T∇V (q).

On a vu que l’approximation S(∆t, q, P ) ≈ S(0, q, P ) + ∆t ∂tS(0, q, P ) conduit au schéma
d’Euler symplectique, d’ordre un. Une idée naturelle pour obtenir un schéma d’ordre plus
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élevé est de considérer une approximation d’ordre plus élevé de S. Considérons alors
l’approximation d’ordre deux

S̃(∆t, q, P ) := S(0, q, P ) + ∆t ∂tS(0, q, P ) +
∆t2

2
∂ttS(0, q, P )

= ∆t

(
V (q) +

1

2
P TP

)
+

∆t2

2
P T∇V (q).

Le schéma obtenu suivant (61) s’écrit

p = P∆t + ∆t∇V (q) +
∆t2

2
∇2V (q)P∆t, Q∆t = q + ∆tP∆t +

∆t2

2
∇V (q),

et on note qu’il fait intervenir la matrice hessienne de V .
De manière générale, le fait que des dérivées d’ordre élevé de V interviennent peut

être limitant en pratique. Remplacer ces dérivées par des différences finies dans le schéma
conduit à briser la symplecticité du schéma, et à perdre tout l’avantage de travailler dans
le formalisme Hamilton-Jacobi. Nous avons montré dans [FL25] qu’il est possible de faire
ce remplacement dans la fonction génératrice (i.e. dans l’approximation S̃ de la solution
de l’équation de Hamilton-Jacobi). On insère ensuite cette approximation, utilisant des
différences finies plutôt que des dérivées d’ordre élevé, dans (61), qu’on résout exactement.
Ainsi, la symplecticité est préservée.

Remarques Terminons par quelques remarques plus générales. Plusieurs algorithmes
ont été proposés pour l’intégration numérique de la dynamique associée à (62) (on renvoie
à [84, Chap. XIII et XIV], [79, 37, 66, 133, 92, 95, 103]). La spécificité de notre travail est
d’utiliser le formalisme Hamilton-Jacobi (pour obtenir des schémas symplectiques), avec
une approche de type double-échelle (pour tenir compte du caractère hautement oscillant
du problème).

La motivation pour travailler avec des schémas symplectiques est qu’ils sont connus
pour possèder de bonnes propriétés en temps long. Ils permettent d’obtenir une excellente
conservation de l’énergie, au sens où il existe ∆t0, ∆t⋆ et C tels que, pour tout ∆t ≤ ∆t0,
on a

|H(qn, pn) −H(q0, p0)| ≤ C∆tr

pour tout n tel que n∆t ≤ exp(∆t⋆/∆t) (on a noté r l’ordre du schéma). Ainsi, pour
des temps exponentiellement longs, l’énergie reste proche de sa valeur initiale, cette proxi-
mité étant contrôlée par le pas de temps et l’ordre du schéma (il n’y a pas de dérive
de l’énergie). Dans le cas de systèmes complètement intégrables, on montre de plus que
l’écart entre la trajectoire réelle et la trajectoire numérique ne crôıt que linéairement en
temps (avec un autre schéma, comme le schéma d’Euler, la croissance est exponentielle).
La preuve de ces propriétés repose sur l’analyse rétrograde, qui consiste à montrer que la
trajectoire numérique est (quasiment) égale à la trajectoire exacte d’un problème modifié.
Si le schéma utilisé est symplectique, alors ce problème modifié est encore Hamiltonien,
et hérite essentiellement de toute la structure présente dans le problème initial (cf. [84,
Chap. IX et X], [132] et [16, 83, 128]).

Toutes ces propriétés sont cependant démontrées dans la limite de pas de temps ∆t
petits, ce qui signifie dans le cas présent ∆t ≪ ε. Or, c’est justement le régime dans
lequel on ne souhaite pas travailler ici. Pour être efficace numériquement, on travaille avec
∆t ≫ ε. Par conséquent, les résultats de l’analyse rétrograde ne s’appliquent pas à notre
cadre. Ainsi, nous observons d’excellentes propriétés numériques, mais nous ne disposons
pas d’arguments d’analyse numérique les justifiant.

35



Remarque 20 Pour intégrer une dynamique Hamiltonienne réversible en temps (ce qui
est le cas de (54) dès que le Hamiltonien est de la forme (1)), une classe de schémas
alternative aux schémas symplectiques est la classe des schémas symétriques. Il est en
général plus facile de construire un schéma symétrique qu’un schéma symplectique. En
utilisant à nouveau les outils de l’analyse rétrograde, on peut expliquer leur bon compor-
tement, sous des hypothèses cependant plus fortes que dans le cas symplectique. Il existe
aussi des contre-exemples, c’est-à-dire des schémas symétriques qui n’ont pas de bonnes
propriétés en temps long (on renvoie par exemple à [68]). Enfin, de même que pour les
schémas symplectiques, tous les résultats sont encore obtenus dans la limite de petits pas
de temps.

1.3.3 Algorithmes parallèles en temps

Publication [FL26]

Comme on l’a vu ci-dessus, les calculs de dynamique moléculaire nécessitent souvent
la simulation d’une longue trajectoire, ce qui est très coûteux car le pas de temps admis-
sible est la plupart du temps inférieur de plusieurs ordres de grandeur au temps total de
simulation souhaité. Il apparâıt donc intéressant de développer des algorithmes parallèles
en temps, permettant ainsi d’accéder à de longues trajectoires.

Algorithme pararéel standard Dans [FL26], nous nous sommes intéressés à l’adap-
tation de l’algorithme pararéel, initialement introduit dans [110], au cas de problèmes
Hamiltoniens. Commençons par rappeler la forme standard de l’algorithme pararéel, lors-
qu’on intègre le problème

u̇ = f(u), u(0) = u0, (70)

tel que présenté dans [9, 11]. Le calcul de la trajectoire sur l’intervalle [0, T ] est fait de
manière itérative, en s’appuyant sur deux propagateurs (plusieurs variantes existent, on
se restreint ici au cas le plus simple) :

– un propagateur grossier, qui consiste typiquement à utiliser un schéma à un pas, noté
ψ, avec un pas de temps grossier δtg. Utiliser le propagateur grossier pour avancer
le système du temps ∆T = ngδtg consiste à faire ng pas avec le pas de temps δtg :

G∆T =
(
ψδtg

)(ng)
.

– un propagateur fin, qui consiste par exemple à utiliser le même schéma que le pro-
pagateur grossier, mais avec un petit pas de temps δtf . Ainsi, utiliser le propagateur
fin pour avancer le système du temps ∆T = nfδtf consiste à faire nf pas de pas de
temps δtf :

F∆T =
(
ψδtf

)(nf )
.

Comme δtf < δtg, le propagateur fin a un coût plus élevé que le propagateur grossier.
On cherche à calculer la solution de (70) sur l’intervalle [0, T ]. Pour N ∈ N

⋆, on pose
∆T = T/N . Initialement, on définit

{
u0
n

}
0≤n≤N

par

u0
n+1 = G∆T (u0

n), u0
0 = u0,

ce qui revient simplement à utiliser le propagateur grossier G∆T de manière séquentielle.
On suppose maintenant connâıtre une approximation

{
ukn
}

0≤n≤N
de la trajectoire,

à une certaine itération k. L’algorithme pararéel consiste à définir l’itération suivante,{
uk+1
n

}
0≤n≤N

, par

uk+1
0 = u0 et, pour tout 0 ≤ n ≤ N − 1, uk+1

n+1 = G∆T (uk+1
n ) + F∆T (ukn) − G∆T (ukn), (71)
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où F∆T est le propagateur fin sur l’intervalle de temps ∆T .
Par construction, au début de l’itération k+ 1, on connâıt les valeurs de ukn, pour tout

0 ≤ n ≤ N . On commence donc par calculer F∆T (ukn) − G∆T (ukn) en parallèle sur chaque
intervalle [n∆T, (n+ 1)∆T ]. Il suffit ensuite de calculer G∆T (uk+1

n ) et de corriger ceci par
la différence F∆T (ukn)−G∆T (ukn). Cette étape est séquentielle, mais elle ne fait appel qu’au
propagateur grossier. Le propagateur fin est systématiquement utilisé lors de calculs en
parallèle, d’où l’intérêt de l’algorithme (71).

Remarque 21 Par construction, le schéma (71) est tel que, pour k ≥ n, on a ukn =
ufin
n , où

{
ufin
n

}
0≤n≤N

est la trajectoire obtenue en utilisant le propagateur fin de manière

séquentielle : ufin
0 = u0 et, pour tout 0 ≤ n ≤ N − 1,

ufin
n+1 = F∆T (ufin

n ).

Lorsque k ≥ n, le gain en terme de coût de calcul est nul par rapport à l’utilisation du
propagateur fin de manière purement séquentielle. On s’intéressera donc exclusivement au
cas n > k dans la suite. ⋄

On s’intéresse ici au cas où l’équation étudiée est Hamiltonienne. Ainsi, dans (70),
u = (q, p) ∈ R

d × R
d et la dynamique s’écrit

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
, (72)

où le Hamiltonien H(q, p) est une fonction régulière de q et p. Ce cadre a bien sûr des
applications en simulation moléculaire, mais aussi dans d’autres domaines (mécanique
céleste, élastodynamique, . . .). On s’intéresse plus particulièrement au cas où H est de la
forme (1). La dynamique (72) s’écrit alors

q̇ = M−1p, ṗ = −∇V (q). (73)

Un schéma populaire pour intégrer cette dynamique est le schéma de velocity-Verlet,
explicite et d’ordre 2, qui s’écrit

qn+1 = qn +M−1

(
δt pn −

δt2

2
∇V (qn)

)
,

pn+1 = pn −
δt

2
(∇V (qn) + ∇V (qn+1)) ,

(74)

où δt est le pas de temps.
Comme déjà mentionné ci-dessus, le flot d’un système Hamiltonien est symplectique,

et il est connu que les schémas symplectiques, comme le schéma de velocity-Verlet, ont de
bonnes propriétés en temps long. De plus, la dynamique Hamiltonienne (73) est réversible,
au sens où f ◦ ρ = −ρ ◦ f , avec ρ(q, p) = (q,−p) et où f(q, p) est le membre de droite de
la dynamique : f(q, p) = (M−1p,−∇V (q)). En conséquence, le flot exact Ψt de (73) est
ρ-réversible, au sens où

∀t, ρ ◦ Ψt = Ψ−1
t ◦ ρ. (75)

Pour les dynamiques Hamiltoniennes réversibles, une classe de schémas intéressante est
celle des schémas ρ-réversibles. On rappelle qu’un schéma à un pas défini par un+1 =
ψδt(un) est ρ-réversible si ψδt vérifie (75). Pour de tels schémas, appliqués à des problèmes
Hamiltoniens réversibles, on peut démontrer d’excellentes propriétés en temps long (conser-
vation de l’énergie, . . .), à l’image des schémas symplectiques pour les problèmes Hamilto-
niens généraux. Cependant, les conditions sous lesquelles ces résultats sont obtenus sont
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plus restrictives que pour l’étude des schémas symplectiques : la dynamique Hamiltonienne
est réversible integrable (ceci implique en particulier que, si q et p sont de dimension d,
alors la dynamique préserve d invariants), et le Hamiltonien satisfait une condition de
non-résonance [84, Chap. XI].

Les schémas ρ-réversibles sont souvent construits comme des schémas symétriques. On
rappelle qu’un schéma à un pas un+1 = ψδt(un) est symétrique (cf. [84, Définition V.1.4])
si, pour tout δt,

ψδt ◦ ψ−δt = Id. (76)

On montre alors qu’un schéma symétrique qui vérifie de plus la condition

∀δt, ρ ◦ ψδt = ψ−δt ◦ ρ (77)

est un schéma ρ-réversible au sens de (75) (cf. [84, Théorème V.1.5]). La condition (77)
est très peu restrictive (elle est vérifiée par la plupart des schémas, y compris le schéma
d’Euler explicite). Ainsi, en pratique, pour construire un schéma ρ-réversible, on commence
par construire un schéma symétrique (vérifiant (76)), et on vérifie a posteriori que la
relation (77) est satisfaite. Le schéma est alors ρ-réversible, et possède de bonnes propriétés
en temps long. Le schéma velocity Verlet (74), qui est symplectique, est aussi symétrique
et ρ-réversible.

Comme mentionné ci-dessus, les conditions sous lesquelles on peut démontrer de bonnes
propriétés pour les schémas réversibles sont plus restrictives que dans le cas de schémas
symplectiques. Cependant, l’intérêt des schémas symétriques vient du fait qu’il est souvent
plus facile de construire un schéma symétrique qu’un schéma symplectique. Il est par
exemple possible de “symétriser” un schéma : pour tout schéma à un pas un+1 = ψδt(un),
le schéma

un+1 = ψδt/2 ◦
(
ψ−δt/2

)−1
(un),

qu’on peut aussi écrire sous la forme

ψ−δt/2(un+1/2) = un, un+1 = ψδt/2(un+1/2), (78)

est symétrique (cf. [84, Chapitre V]). Il n’existe au contraire pas de méthode systématique
pour rendre symplectique un schéma quelconque.

On revient maintenant à l’utilisation de l’algorithme pararéel (71) dans un contexte
Hamiltonien. Il se trouve que, même si les propagateurs grossier G∆T et fin F∆T sont
symplectiques (resp. symétriques), le schéma pararéel global, au sens l’application u0 =
(q0, p0) 7→ ukn = (qkn, p

k
n) (avec n > k ≥ 1), n’est pas symplectique (resp. symétrique). Cette

absence de structure a pour conséquence que, lorsqu’on intègre un problème Hamiltonien
avec le schéma (71), l’énergie n’est pas conservée aux itérations pararéelles k ≥ 1 (le
comportement à l’itération k = 0 dépend exclusivement des propriétés de G∆T ; ainsi, si
G∆T est symplectique, et le pas de temps δtg assez petit, l’énergie ne dérive pas à k = 0).
Par conséquent, en temps long, le schéma (71) n’a pas de bonnes propriétés lorsqu’on
l’utilise pour intégrer un problème Hamiltonien.

Une variante symétrique de l’algorithme pararéel Dans [12], une variante sym-
plectique de l’algorithme pararéel a été introduite. L’idée est de reconstruire la fonction
génératrice S : (q, p) ∈ R

d × R
d 7→ R associée à l’application symplectique F∆T ◦ G−1

∆T

(la notion de fonction génératrice a été détaillée dans la Section 1.3.2). En pratique, on
obtient une approximation de S en utilisant une interpolation dans R

d×R
d. L’utilisation

d’une telle approche en dimension grande ne parâıt pas très simple. Ceci motive notre
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objectif de construire une variante symétrique de l’algorithme pararéel (71), avec l’idée
sous-jacente qu’une telle construction est plus simple que la construction d’un algorithme
symplectique.

Pour ce faire, nous allons utiliser la formule de symétrisation (78). Il est auparavant
utile de récrire le schéma pararéel standard (71) comme un schéma à un pas. Considérant
les K premières itérations de l’algorithme, on définit

Un := (u0
n, u

1
n, · · · , uKn ). (79)

Alors le schéma (71) s’écrit
Un+1 = Ψ∆T (Un), (80)

où l’application Ψ∆T est définie par

Ψ∆T (Un) =




G∆T (u0
n)

G∆T (u1
n) + F∆T (u0

n) − G∆T (u0
n)

· · ·
G∆T (uKn ) + F∆T (uK−1

n ) − G∆T (uK−1
n )


 .

On peut maintenant appliquer la procédure de symétrisation (78) à Ψ∆T , ce qui permet
de définir le schéma

Un = Ψ−∆T/2(Un+1/2),

Un+1 = Ψ∆T/2(Un+1/2).
(81)

En utilisant la définition de l’application Ψ, on obtient la formulation équivalente suivante :
à l’itération k = 0,

u0
n+1/2 = G−1

−∆T/2
(u0
n), u0

n+1 = G∆T/2(u
0
n+1/2), (82)

et, pour les itérations k ≥ 1,





uk+1
n+1/2 = G−1

−∆T/2

[
uk+1
n −F−∆T/2(u

k
n+1/2) + G−∆T/2(u

k
n+1/2)

]
,

uk+1
n+1 = G∆T/2(u

k+1
n+1/2) + F∆T/2(u

k
n+1/2) − G∆T/2(u

k
n+1/2).

(83)

Dans la suite, le schéma (82)-(83) est appelé schéma pararéel symétrique. Par construction,
ce schéma est symétrique, lorsqu’on le considère comme un schéma sur Un défini par (79).
On peut aussi vérifier qu’il satisfait la condition (77). Par conséquent, comme détaillé
ci-dessus, ce schéma est ρ-réversible.

Comme dans le cas standard, tous les calculs coûteux (ceux impliquant le propagateur
fin) sont réalisés de manière indépendante sur chaque processeur, en parallèle. Sous l’hy-
pothèse que la complexité des calculs en parallèle est supérieure à la complexité des calculs
séquentiels (ce qui revient à supposer qu’avancer de l’intervalle ∆T par le propagateur fin
est plus coûteux qu’avancer de l’intervalle T par le propagateur grossier), on observe que
la complexité algorithmique de (82)-(83) est identique à celle du schéma standard (71).

La mise en oeuvre de l’algorithme (82)-(83) conduit malheureusement à des résultats
numériques décevants, car très similaires à ceux obtenus avec l’algorithme standard (cf. la
Figure 6) : à nouveau, aux itérations pararéelles k ≥ 1, l’énergie n’est pas conservée. La
raison est la suivante. A l’itération pararéelle K, on peut considérer que l’algorithme (71)
est un schéma à un pas sur le système constitué par 1 +K copies identiques du système
original (c’est l’idée qui a permis de reformuler (71) sous la forme (80)). A l’itération k = 0,
au vu de (82), on voit qu’on intègre la première copie par un schéma symétrique. Si le
système est réversible intégrable, alors son énergie est conservée le long de la trajectoire
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numérique, et c’est effectivement le cas en pratique (cf. la Figure 6, courbe k = 0). Comme
les copies n’interagissent pas les unes avec les autres, le système composé des 1+K copies
est à nouveau réversible intégrable, pour l’énergie

∑K
k=0H(qk, pk). Si le schéma symétrique

(82)-(83) conserve l’énergie de ce système global, alors, par récurrence sur k, on obtient
que l’énergie est préservée à chaque itération pararéelle k. Ceci est contradictoire avec les
résultats numériques ! Ce qui a été oublié dans le raisonnement ci-dessus, c’est le fait qu’on
démontre la préservation de l’énergie par un schéma symétrique sous, en particulier, une
hypothèse de non-résonance. Or, comme le système global est constitué de 1+K copies du
système original, il y a par construction des fréquences résonantes dans ce système. Par
conséquent, les hypothèses permettant de prouver la conservation de l’énergie ne sont pas
remplies, et les résultats numériques confirment que l’énergie n’est pas bien conservée. Il
est donc nécessaire de corriger le schéma (82)-(83).

Fig. 6 – Erreur relative sur la conservation de l’énergie,

∣∣H(qkn, p
k
n) −H(q0, p0)

∣∣
|H(q0, p0)|

, par l’al-

gorithme (82)-(83), dans le cas de l’oscillateur harmonique (figure extraite de [FL26]).

Remarque 22 Une méthode pour supprimer les résonances est d’utiliser, à chaque itéra-

tion k, un pas de temps δt
(k)
g différent pour le propagateur grossier G. Ceci supprime

effectivement les résonances, et l’énergie ne diverge plus. Mais l’itération k est alors un
moins bon préconditionneur pour l’itération k + 1, si bien que des problèmes de précision

apparaissent. Il semble difficile de trouver des pas de temps δt
(k)
g suffisamment différents

pour que les systèmes à chaque itération k soient non-résonants, et suffisamment proches
pour que l’itération k soit un bon préconditionneur pour l’itération k + 1. ⋄

Algorithme pararéel symétrique avec projection symétrique Afin d’améliorer
l’algorithme (82)-(83), nous avons utilisé une procédure de projection, construite de façon
à conserver le caractère symétrique de l’algorithme. On commence par décrire cette idée
dans un contexte général. Soit

M =
{
u = (q, p) ∈ R

2d; H(q, p) = H0

}

la sous-variété des états d’énergie fixée, et soit Ψsym
∆T un schéma symétrique. On considère

l’algorithme suivant, pour définir une trajectoire numérique {un}n∈N
sur M. On suppose

40



que un ∈ M. On définit un+1 par





ũn = un + µ∇H(un),
ũn+1 = Ψsym

∆T (ũn),
un+1 = ũn+1 + µ∇H(un+1),

(84)

où µ est tel que un+1 ∈ M. On note πsym
M cet algorithme :

un+1 = πsym
M (un) si et seulement si (84) est satisfait.

Il est important de remarquer que le même multiplicateur de Lagrange µ est utilisé à la
première et dernière ligne de (84). Comme Ψsym

∆T est symétrique, on obtient que πsym
M est un

schéma symétrique. On remarque aussi que, dans (84), µ et un+1 sont définis de manière
implicite. En pratique, ils sont calculés en utilisant un algorithme de type Newton.

Pour utiliser cette idée dans le contexte d’algorithmes de type pararéel, on revient au
formalisme introduit précédemment. On écrit le schéma pararéel standard sous la forme
d’un schéma à un pas (c’est la formulation (80)), sa version symétrisée est (81), qu’on note
ici sous la forme Un+1 = Ψsym

∆T (Un), où l’application Ψsym
∆T est symétrique au sens usuel.

On introduit ensuite les énergies

Hk(Un) := H(ukn), 1 ≤ k ≤ K,

et on considère l’algorithme construit sur la base de l’application symétrique Ψsym
∆T et sur la

projection symétrique sur la sous-variété où les énergies Hk sont préservées. Suivant (84),
cet algorithme s’écrit

Ũn = Un +
K∑

k=1

µk∇Hk(Un),

Ũn+1 = Ψsym
∆T (Ũn),

Un+1 = Ũn+1 +

K∑

k=1

µk∇Hk(Un+1),

où les multiplicateurs de Lagrange µk sont tels que Hk(Un+1) = H0 pour tout 1 ≤ k ≤ K.
On obtient ainsi le schéma suivant, appelé schéma pararéel symétrique avec projection
symétrique :

Algorithme 23 Soit u0 la condition initiale.

1. Initialisation : on pose u0
0 = u0, et on calcule

{
u0
n+1/2

}
0≤n≤N−1

et
{
u0
n+1

}
0≤n≤N−1

de manière séquentielle par

u0
n+1/2 = G−1

−∆T/2(u
0
n), u0

n+1 = G∆T/2(u
0
n+1/2).

On pose ũ0
n+1/2 = u0

n+1/2.

2. On suppose que, pour k ≥ 0, la suite
{
ũkn+1/2

}
0≤n≤N−1

est connue. On calcule alors
{
uk+1
n

}
0≤n≤N

et
{
ũk+1
n+1/2

}
0≤n≤N−1

à l’itération k + 1 par les étapes suivantes :

(a) Pour tout 0 ≤ n ≤ N−1, on calcule en parallèle F−∆T/2(ũ
k
n+1/2), F∆T/2(ũ

k
n+1/2),

G−∆T/2(ũ
k
n+1/2) et G∆T/2(ũ

k
n+1/2) ;
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(b) On pose uk+1
0 = u0 ;

(c) Pour 0 ≤ n ≤ N − 1, on calcule ũk+1
n+1/2 et uk+1

n+1 de manière séquentielle par

ũk+1
n = uk+1

n + µk+1∇H(uk+1
n )

ũk+1
n+1/2 = G−1

−∆T/2

[
ũk+1
n −F−∆T/2(ũ

k
n+1/2) + G−∆T/2(ũ

k
n+1/2)

]

ũk+1
n+1 = G∆T/2(ũ

k+1
n+1/2) + F∆T/2(ũ

k
n+1/2) − G∆T/2(ũ

k
n+1/2)

uk+1
n+1 = ũk+1

n+1 + µk+1∇H(uk+1
n+1)

où µk+1 est tel que H(uk+1
n+1) = H0.

A nouveau, tous les calculs coûteux (qui impliquent le propagateur fin) sont réalisés en
parallèle. Sous la même hypothèse que ci-dessus, la complexité de l’Algorithme 23 est
identique à celle de l’algorithme symétrique (82)-(83).

Nous avons mis en oeuvre cet algorithme sur deux cas tests, le problème de Kepler,
qui correspond à l’énergie potentielle

V (q) = − 1

‖q‖ , q ∈ R
2,

et la simulation du système solaire extérieur (le Soleil et les 5 planètes à partir de Jupiter),
qui correspond à l’énergie potentielle

V (q) = −
∑

1≤i<j≤6

Gmimj

‖qi − qj‖
, q ∈ (R3)6,

où G est la constante de gravitation et mi la masse de la “particule” i.

Remarque 24 Pour ces deux cas tests, la dynamique Hamiltonienne est réversible intégra-
ble, et possède donc plusieurs invariants, en plus de l’énergie. On note que l’Algorithme 23
utilise une projection sur la sous-variété d’énergie constante, mais ne fait pas intervenir
les autres invariants. Cet algorithme est donc générique, par opposition à un algorithme
qui utiliserait une projection sur la sous-variété où tous les invariants de la dynamique –
qui, en pratique, sont parfois difficilement identifiables – sont conservés. ⋄

L’Algorithme 23 conduit à de bons résultats. Tout d’abord, il suffit de peu d’itérations
pour résoudre le problème de projection sur la sous-variété d’énergie constante (c’est-
à-dire la détermination de µ et un+1 dans la formulation concise (84)) : en pratique,
deux itérations suffisent. Ceci est en particulier du au fait qu’on dispose d’une bonne
configuration pour initialiser l’algorithme de projection.

On observe aussi qu’après un petit nombre d’itérations pararéelles, la trajectoire ob-
tenue grace à l’Algorithme 23 est d’une précision équivalente à celle de la trajectoire ob-
tenue par l’utilisation purement séquentielle du propagateur fin. A titre d’exemple, pour
le problème de Kepler avec les pas de temps considérés dans [FL26], 5 itérations suffisent
pour obtenir une trajectoire précise1 sur l’intervalle [0, T ] avec T = 104, alors qu’après
15 itérations avec l’algorithme standard (71), on obtient une trajectoire qui n’est précise
que sur l’intervalle [0, T ] avec T ≈ 300 (l’algorithme symétrique (82)-(83), qui n’utilise
pas de projection, donne les mêmes résultats que l’algorithme standard (71)). Le moment

1au sens : l’erreur entre cette trajectoire et une trajectoire de référence est identique à l’erreur entre la

trajectoire obtenue par le propagateur fin utilisé séquentiellement et cette même trajectoire de référence.
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cinétique L = q × p, qui est un autre invariant de la dynamique exacte, est lui-aussi bien
conservé. On renvoie à [FL26] pour plus de détails. Ces bons résultats sont aussi observés
dans le cas du système solaire extérieur, qui est un problème plus difficile, car posé en
dimension plus grande.

Nous avons mentionné ci-dessus que l’Algorithme symétrique 23, utilisant une projec-
tion symétrique, permet d’obtenir de meilleurs résultats que l’algorithme symétrique (82)-
(83), qui n’utilise pas de projection. Nous avons aussi observé que cet Algorithme 23
donne de meilleurs résultats que l’algorithme pararéel standard couplé à une projection
standard (non symétrique). Ainsi, les meilleurs résultats sont obtenus lorsqu’on utilise
simultanément deux ingrédients, la symétrisation et la projection symétrique.

1.4 Problèmes de conductivité thermique

Publication [FL18]

On s’intéresse dans cette section à des problèmes de conductivité thermique, dans
des châınes d’atomes mono-dimensionnelles, avec interaction entre plus proches voisins.
Commençons par poser le problème.

On se donne un Hamiltonien de la forme

H(q, p) =

n∑

i=1

p2
i

2
+

n∑

i=1

V (qi − qi−1), (85)

où qi représente la position courante de la particule i (on note q = (q1, . . . , qn) ∈ R
n),

pi son impulsion, et V est le potentiel d’interaction de plus proches voisins. On supprime
l’invariance par translation en fixant q0 = 0. Pour simplifier la présentation, tous les atomes
ont la même masse, qu’on a fixée à m = 1.

On considère ensuite la dynamique suivante :

– les particules qui ne sont pas aux extrémités de la châıne suivent une dynamique
Hamiltonienne : pour 2 ≤ i ≤ n− 1,

q̇i = ∂qiH = pi, ṗi = −∂pi
H = V ′(qi+1 − qi) − V ′(qi − qi−1), (86)

où H est le Hamiltonien (85).
– les particules aux deux bords sont en contact avec un thermostat, la température
Tn à droite étant différente de la température T1 à gauche. Un modèle simple est
l’équation de Langevin,

dq1 = p1 dt, dp1 =
[
V ′(q2 − q1) − V ′(q1 − q0) − ξp1

]
dt +

√
2ξT1 dW1 (87)

et
dqn = pn dt, dpn =

[
−V ′(qn − qn−1) − ξpn

]
dt +

√
2ξTn dWn, (88)

où ξ > 0 est un paramètre et q0 = 0 dans (87).
Formellement, l’idée est d’imposer une différence de température aux deux extrémités du
système, et de ne pas perturber la dynamique au sein du système. On s’attend à ce qu’un
profil de température s’établisse dans la châıne, dont les caractéristiques sont reliées aux
propriétés de conductivité thermique du modèle.

Plus précisément, on définit l’énergie Ei de l’atome i par

Ei =
p2
i

2
+

1

2
[V (qi − qi−1) + V (qi+1 − qi)] .
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Un calcul simple montre que, pour tout 3 ≤ i ≤ n− 2,

dEi
dt

= Ji−1,i − Ji,i+1, (89)

avec

Ji,i+1 = −1

2
(pi+1 + pi)V

′(qi+1 − qi).

Ainsi, pour tout atome n’interagissant pas avec un atome en contact avec un thermostat,
la variation d’énergie est donnée par la relation (89), dans laquelle on peut interpréter
Ji,i+1 comme le flux d’énergie de l’atome i à l’atome i+ 1.

Supposons maintenant que la dynamique (86)-(87)-(88) est ergodique pour une mesure
µT1,Tn(q, p)dqdp (on renvoie à [36] et [129, Sec. 3] pour des travaux démontrant cette
affirmation). Alors le courant moyen d’énergie entre les atomes i et i+ 1 est

Ji,i+1 =

∫
Ji,i+1 µT1,Tn(q, p)dqdp.

Le système étant homogène, on montre que Ji,i+1 est en fait indépendant de i, et ne dépend
que de la taille n du système, des températures imposées T1 et Tn, et éventuellement de ξ.
On le note Jn(T1, Tn).

Remarque 25 Dans le cas Tn = T1, la mesure exp(−H(q, p)/T1) dq dp est une mesure
stationnaire pour (86)-(87)-(88). Dans le cas T1 6= Tn, on ne sait pas, en général, exhiber
une mesure invariante de la dynamique. Ce genre de situations est donc plus difficile que
celle étudiée par exemple dans la Section 1.2 : dans les deux cas, on peut montrer que le
problème admet une mesure invariante, mais ici, on ne sait pas l’écrire analytiquement.

Dans un modèle macroscopique (en dimension un pour simplifier), le flux d’énergie
J (x) est relié au gradient de température locale par la loi de Fourier, J (x) = κT ′(x), où
κ est la conductivité thermique du matériau. Dans le modèle microscopique ici considéré,
on définit par analogie la conductivité thermique κn(T1, Tn) de la châıne d’atomes par

Jn(T1, Tn) = κn(T1, Tn)
Tn − T1

n
. (90)

Si la limite κ := limn→∞ limTn→T1
κn(T1, Tn) existe, alors on dit que le matériau a une

conductivité normale, et κ est sa conductivité [30].

Pour de nombreux modèles, la conductivité n’est pas normale. Par exemple, dans le
cas où V est harmonique dans (85), on peut calculer analytiquement Jn(T1, Tn), qui est
constant avec n [130]. On déduit donc de (90) que la conductivité κn(T1, Tn) est proportion-
nelle à la taille n du système, et diverge dans la limite thermodynamique. Le même type de
phénomène se produit dès que le Hamiltonien H est complètement intégrable [147, 142, 88].

La situation est très différente lorsque la dynamique interne (86) est perturbée par des
termes aléatoires. En fonction du type de la perturbation, la conductivité est finie, ou bien
diverge comme nα pour un certain 0 < α < 1 (cf. par exemple [29, 18, 15]).

Dans [FL18], nous avons étudié numériquement le comportement asymptotique de la
conductivité κn avec n, dans le cas où V est le potentiel de Toda,

V (r) =
a

b
exp(−br) + ar + c,

où a > 0, b > 0 et c sont des paramètres du modèle. Ce choix est motivé par le fait que le
Hamiltonien (85) est alors complètement intégrable. Nous avons introduit une perturbation
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de la dynamique interne (86), qui consiste à échanger les moments de deux particules
voisines à des temps aléatoires exponentiellement distribués (on note γ−1 le temps moyen
entre deux échanges). On remarque que, lors d’un tel échange entre les particules i et
i + 1, l’énergie locale Ei + Ei+1 est conservée, de même que l’impulsion locale pi + pi+1.
Cette perturbation est donc considérée comme faible (par rapport à une perturbation dans
laquelle l’énergie locale Ei +Ei+1 ou le moment local pi + pi+1 ne seraient pas préservés).

Lorsque γ = 0, la dynamique interne est (86), et la conductivité diverge comme n, le
problème étant complètement intégrable. Lorsque γ > 0, nous avons constaté numérique-
ment que la conductivité diverge encore, suivant la loi κn(T1, Tn) ∼ nα, pour un certain
exposant 0 < α ≤ 1/2. Le fait d’introduire une perturbation stochastique, aussi petite
soit-elle, change donc immédiatement le taux de divergence de la conductivité.

Le cas que nous avons étudié numériquement appartient à une classe de problèmes
pour lesquels l’existence (ou la non-existence) d’une valeur universelle pour l’exposant α
fait l’objet d’un vif débat dans la littérature [120, 106]. Un intérêt de notre travail est
que nous avons constaté, dans nos simulations, que l’exposant α dépend de γ, qui mesure
l’intensité de la perturbation stochastique. Ceci semble donc être en contradiction avec
l’existence d’une valeur universelle.
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2 Méthodes couplées discret-continu

Cette seconde partie est consacrée à l’étude de quelques méthodes de couplage discret-
continu, pour la simulation numérique des matériaux. L’idée est de coupler une description
atomistique de la matière, utilisant comme degrés de liberté les positions des atomes (qui
interagissent les uns avec les autres par des lois à l’échelle microscopique) et une description
plus traditionnelle, via les concepts de la mécanique du continuum.

Pour illustrer notre propos, il est utile de brièvement rappeler quelques notions stan-
dard de mécanique du continuum, dans un cadre stationnaire en temps (on renvoie par
exemple à [41] pour une présentation plus complète). Soit D ⊂ R

d le domaine occupé par
le système dans sa configuration de référence, et

ϕ : D → R
d

la déformation du système : ϕ(x) est la position dans la configuration déformée du point
qui est à la position x dans la configuration de référence. On note F = ∇ϕ : D → Md

le gradient de déformation (Md est l’espace des matrices de taille d × d). L’équilibre du
solide dans D lorsqu’il est soumis à des forces de volume f s’écrit

−div T = f dans D, (91)

avec des conditions aux limites adéquates (typiquement, on impose sur le bord ∂D la
position ϕ, ou bien les forces T · n, où n est la normale sortante). Ici, T est le tenseur des
contraintes (plus précisément, le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff).

L’équation (91) est une équation universelle, qui exprime l’équilibre des forces. Pour
fermer le système, il faut se donner une relation entre le tenseur des contraintes T et des
grandeurs reliées à la cinématique du solide (telles que ϕ ou F ). Cette relation, appelée loi
de comportement, ou équation constitutive, dépend du matériau considéré. C’est elle qui
contient la physique ou la mécanique du système. On se restreint ici à la modélisation de
solides hyperélastiques, pour lesquels il existe une densité d’énergie élastique,

W : (x, F ) ∈ D ×Md → R,

telle que la loi constitutive s’écrit

T (x, F ) =
∂W

∂F
(x, F ). (92)

Ainsi, le tenseur des contraintes ne dépend de ϕ que via son gradient, et ce de manière
locale.

Supposons pour simplifier qu’on munit (91)-(92) de conditions aux limites de type
Dirichlet sur tout le bord ∂D :

∀x ∈ ∂D, ϕ(x) = ϕ0(x). (93)

On reconnâıt alors dans (91)-(92)-(93) l’équation d’Euler-Lagrange associée au problème

inf {EM (ϕ), ϕ ∈ AM} , (94)

où AM est l’ensemble des déformations admissibles (et qui vérifient donc en particulier les
conditions aux limites), et EM (ϕ) est l’énergie macroscopique,

EM (ϕ) =

∫

D
W (x,∇ϕ(x)) dx −

∫

D
f ϕ.
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Remarque 26 Pour tous les modèles réalistes, W est une fonction non-convexe de F (en
raison de l’invariance du modèle par mouvement de corps rigide). Par conséquent, l’étude
de problèmes variationnels du type (94) n’est pas simple, et fait par exemple appel à la
notion de quasi-convexité, qui généralise celle de convexité. On renvoie à [14] et [41]. ⋄

Sur le plan de la modélisation, l’écriture d’une loi constitutive (par exemple du type (92))
n’est pas simple. Cela nécessite une très bonne compréhension du matériau, souvent acquise
sur la base de résultats expérimentaux. Or, les matériaux sont soumis de plus en plus à
des conditions de chargement extrêmes, en terme de température, pression, contraintes
mécaniques (penser aux matériaux utilisés dans l’industrie nucléaire actuelle, et dans
les réacteurs à fusion en projet), . . . Le renouvellement fréquent des matériaux donne
peu de temps pour parvenir à une compréhension empirique de leurs propriétés. Enfin,
pour certaines sollicitations, la modélisation via un continuum n’est tout simplement pas
adaptée. C’est par exemple le cas lorqu’on s’intéresse à la propagation de fractures dans des
matériaux cristallins (comme les métaux). La fracture avance car des liaisons atomiques
cassent. La description intime du phénomène se fait donc à l’échelle atomistique.

Ceci motive l’apparition, depuis une quinzaine d’années, de modèles discret-continu,
dont l’objectif est de compenser le manque d’information à l’échelle macroscopique (et la
difficulté à en obtenir) par la mise en oeuvre de calculs à une échelle plus fine. L’idée est
donc d’utiliser un modèle fin pour calculer la loi de comportement à l’échelle macrosco-
pique. Par construction, la physique contenue à l’échelle microscopique, de même que les
invariances du système, sont naturellement présentes à l’échelle macroscopique. On s’at-
tend aussi à ce qu’il soit plus facile d’obtenir et de valider ces modèles fins, écrits à une
échelle plus petite, et que le rôle des différents paramètres du modèle soit plus facile à
appréhender.

Nous avons décrit ci-dessus le modèle macroscopique adopté, celui de la mécanique
du continuum. Décrivons maintenant le modèle microscopique, qui sera ici le modèle de
référence. Pour simplifier, on suppose que le modèle atomistique ne fait intervenir que des
interactions de paire. On note N le nombre total d’atomes (il y a donc N1/d atomes par
dimension), et V : R

d → R le potentiel interatomique. En l’absence de forces extérieures,
l’énergie totale associée à la configuration {ϕi}1≤i≤N est alors

Eµ

(
{ϕi}1≤i≤N

)
=

1

2

N∑

i=1

N∑

j 6=i,j=1

V

(
ϕi − ϕj

N−1/d

)
. (95)

On remarquera que, dans l’argument de V , on a mis à l’échelle toutes les distances, en
utilisant le facteur multiplicatif N−1/d. On voit ainsi que, si la distance d’équilibre de V
(typiquement, V est à symétrie radiale, V (x) = V(|x|), et la distance d’équilibre de V
est le minimiseur de la fonction r ∈ R

+ 7→ V(r)) est de l’ordre de 1, alors la distance
d’équilibre du modèle est d’ordre N−1/d. Comme il y a N1/d particules par dimension, on
obtient ainsi un système qui occupe à l’échelle macroscopique un volume fini.

Remarque 27 On suppose dans toute la suite que V est régulier. Dans les cas pertinents,
V est à symétrie radiale (par invariance du modèle par rotation), et lim|x|→0 V (x) =
+∞, tandis que lim|x|→+∞ V (x) = 0. A nouveau, comme dans le cas de la mécanique du
continuum, ces hypothèses, essentielles du point de vue de la modélisation, rendent l’étude
mathématique difficile. ⋄

Remarque 28 L’énergie potentielle Eµ donnée par (95) est exactement l’énergie poten-
tielle de la Section 1, qui apparâıt par exemple dans (6). ⋄
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Au bilan, la difficulté de travailler avec un modèle macroscopique tel que (94) est que,
dans certaines situations, il est difficile de choisir une bonne densité W . Au contraire,
on suppose que le modèle microscopique (95) contient toute la physique nécessaire. Le
problème de ce modèle est bien sûr son coût : un échantillon macroscopique de matière
contient de l’ordre de N ∼ 1023 atomes. Même si on travaille avec des échantillons très
petits à l’échelle macroscopique, le nombre de degrés de liberté en jeu est encore immense.

Cependant, dans beaucoup de situations d’intérêt, il est très fréquent que la zone dans
laquelle le modèle macroscopique est mis en défaut (et où il faut donc utiliser le modèle
microscopique) est très localisée. Dans le cas de problèmes de propagation de fracture,
il s’agit de la zone au voisinage de la pointe de fracture. Pour des problèmes de nano-
indentation, la zone critique est située au voisinage de l’indenteur (cf. la Figure 7). Il est
donc naturel d’essayer de développer une approche de type décomposition de domaine, où
le domaine de calcul est écrit comme

D = Dreg ∪ Dsing, (96)

où Dreg est le domaine dans lequel on s’attend à une déformation régulière (cf. les Figures 8
et 9). L’idée est donc, dans Dreg, d’utiliser un modèle macroscopique (tel que celui de
mécanique du continuum rappelé ci-dessus), en tirant profit du fait qu’il conduit à une
discrétisation abordable en terme de coût calcul. A l’opposé, dans Dsing, on s’attend à une
déformation irrégulière, que seul le modèle microscopique peut décrire avec précision.

Fig. 7 – Une simulation numérique typique couplant un modèle discret avec un modèle
de continuum, dans un cube de coté 2 µm (Image due à M. Fivel, INPG ; cf. aussi [70]).

2.1 Modèles à température nulle

On suppose pour commencer que le problème est posé comme un problème variationnel.
Le modèle de référence est le modèle atomistique (95), et la solution de référence est le
minimiseur de

inf
{
Eµ

(
{ϕi}1≤i≤N

)
, {ϕi}1≤i≤N ∈ Aµ

}
, (97)

où Aµ est l’ensemble des déformations microscopiques admissibles (pour simplifier la
présentation, on suppose ici que les problèmes variationnels ont un unique minimiseur).
En pratique, il est très difficile de résoudre ce problème, car le nombre de degrés de liberté
est trop grand. L’approche discret-continu telle qu’esquissée ci-dessus consiste à passer par
les étapes suivantes :
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2000 angströms

1000 angströms

Déformation irrégulière
Déformation régulière

Nanoindenteur (25 angströms)

Fig. 8 – Représentation schématique d’une expérience de nanoindentation : près de l’in-
denteur, qui est très dur, on s’attend à une déformation irrégulière, dont la description
nécessite un modèle fin. Plus loin, la déformation est régulière, et un modèle macrosco-
pique, discrétisé sur un maillage grossier (ici, des quadrangles), permet déjà d’atteindre
une bonne précision.

Modèle de continuum Modèle atomistique

Maillage de taille H ≫ 1/N Distance interatomique 1/N

Fig. 9 – Partition du domaine D (en dimension un) en un domaine régulier Dreg, où on
utilise un modèle de continuum, et un domaine singulier Dsing, où on utilise un modèle
atomistique.

1. dériver du modèle microscopique un modèle macroscopique, sous certaines hypothèses
(typiquement de régularité de la déformation) ; on dispose ainsi de deux modèles, à
deux échelles différentes, qui sont consistants l’un avec l’autre ;

2. proposer un modèle couplé utilisant les deux modèles, par exemple via une décomposi-
tion du domaine de calcul, et l’utilisation dans chaque zone du modèle le plus ap-
proprié. Les principales difficultés sont alors

(a) l’écriture de conditions de raccordement, entre un modèle discret et un modèle
continu,

(b) le développement de stratégies adaptatives, où le choix des domaines Dreg et
Dsing dans (96) n’est pas fait a priori, mais est adapté par l’algorithme, un peu
à la manière d’estimations a posteriori.

De nombreuses approches peuvent être utilisées pour dériver un modèle de continuum à
partir d’un modèle atomistique. On renvoie ici à [21, 22] pour l’étude détaillée et rigoureuse
du cas déterministe, à [24, 27, 25] pour le cas de réseaux aléatoires (cf. aussi les travaux
reliés présentés dans [19]), et à l’article de revue [26].

Dans [FL5], nous avons proposé, dans un cadre mono-dimensionnel, un modèle couplé
inspiré de la méthode QuasiContinuum (proposée initialement dans [138, 137], puis mise
à jour dans [134]). En une dimension, les problèmes de raccordement de modèles sont
considérablement simplifiés, ce qui nous a permis de nous concentrer sur les questions
de choix de partition du domaine de calcul, et obtention d’estimations d’erreur, dans un
cas où le modèle atomistique n’est pas convexe (cf. aussi [FL6] pour le traitement du cas
convexe). Ces contributions ont été décrites dans [FL7]. On renvoie aussi, de manière plus
générale, aux articles de revue [FL32, FL17, 26]. Notre principale conclusion est que, même
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dans ce cadre mono-dimensionnel très simple, le couplage entre un modèle discret et un
modèle continu peut conduire, dès lors que les modèles ne sont pas convexes, à des effets
surprenants et non-désirés. Il est donc important de garder une grande prudence vis à vis
de ces méthodes.

Notons enfin qu’il existe maintenant une littérature importante sur le couplage entre
un modèle discret et continu, ou bien sur le couplage de modèles discrets dont l’un est
la version “simplifiée” de l’autre (dans notre cas, cela consisterait à étudier le couplage
entre le modèle atomistique d’une part et, d’autre part, la discrétisation du modèle de
continuum). On renvoie à [5, 6, 7, 22, 54, 55, 56, 57, 58, 61, 62, 108, 109, 124, 1]. A notre
connaissance, la plupart des études se concentre sur des problèmes mono-dimensionnels.
De plus, le cas de potentiels non-convexes est rarement abordé.

2.2 Modèles à température finie

Publications [FL20, FL34, FL27]

Les travaux précédemment cités ont été effectués dans un cadre variationnel, ce qui
correspond à une modélisation à température nulle. Nous nous sommes ensuite intéressés à
l’extension de ces résultats quand le modèle de référence est à température finie. Nous nous
sommes concentrés sur la question de la dérivation de modèles macroscopiques, partant
d’un modèle atomistique très fin.

A température finie, l’objectif n’est pas de calculer une configuration particulière du
système, mais de calculer des quantités du type

〈A〉 =

∫

DN

A(ϕ) exp(−βEµ(ϕ)) dϕ
∫

DN

exp(−βEµ(ϕ)) dϕ

, (98)

où D ⊂ R
d est le domaine accessible à chaque particule, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕN ) est le vecteur des

positions des N atomes, A est une fonction dépendant de l’état du système (appelée aussi
observable), Eµ est l’énergie atomistique (95), et β est un paramètre, représentant l’inverse
de la température. La quantité (98) n’est autre que la moyenne canonique de l’observable
A, déjà rencontrée dans la Section 1 (cf. les équations (6)-(7)), qui fait intervenir toutes
les configurations du système (et pas seulement les minimiseurs globaux ou locaux de Eµ),
avec des poids différents. On renvoie par exemple à [50] pour une discussion plus complète
des questions de modélisation atomistique des solides.

Remarque 29 Dans la limite de température basse, c’est-à-dire β → ∞, les seules confi-
gurations qui comptent dans (98) sont les minimiseurs globaux de Eµ. On retrouve alors
les problèmes variationnels de la Section 2.1. ⋄

Une approche typique pour calculer (98) est d’écrire

〈A〉 = lim
T→+∞

1

T

∫ T

0
A(ϕt) dt (99)

où ϕt est une solution de l’équation différentielle stochastique

dϕt = −∇Eµ(ϕt) dt +
√

2β−1 dBt, (100)

où (Bt)t≥0 est un mouvement brownien en dimension dN . On renvoie à la Section 1.1.3
pour plus de détails. Le coût calcul est bien sûr croissant avec le nombre d’atomes N
considérés.
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Nous nous sommes intéressés au cas où l’observable A ne dépend pas de la position
ϕ ∈ R

dN de tous les atomes, mais seulement de la position ϕr ∈ R
dNr d’un petit nombre

d’entre eux, avec

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕN ) = (ϕr, ϕc), ϕr ∈ R
dNr , ϕc ∈ R

dNc , N = Nr +Nc.

On cherche donc à calculer (98) pour une observable A qui ne dépend que de ϕr :

〈A〉 = Z−1

∫

DN

A(ϕr) exp(−βEµ(ϕr, ϕc)) dϕr dϕc. (101)

Remarque 30 On suppose ici que ϕr est donné. On ne discute pas son choix. Notons
cependant que le fait qu’on distingue dans les atomes deux groupes, i.e. qu’on écrive
ϕ = (ϕr, ϕc) où ϕr et ϕc vont jouer des rôles différents, indique que les atomes ne sont pas
indiscernables. Autrement dit, le système n’est pas invariant par permutation des atomes,
par exemple parce que certains atomes, et pas d’autres, sont soumis à des forces impor-
tantes. ⋄

Dans [FL20], nous avons proposé et analysé une méthode pour calculer la moyenne
canonique d’une telle observable de façon plus efficace que via (99)-(100), dans un cadre
mono-dimensionnel (cf. aussi [FL34] pour quelques résultats complémentaires). L’exten-
sion de l’approche à un cas bi-dimensionnel simple fait l’objet du travail [FL27] (cf. la
Section 2.2.2). L’idée essentielle de notre approche est de travailler dans la limite ther-
modynamique où le nombre Nc de particules dont A ne dépend pas tend vers l’infini
(on pourra lire une revue de l’état de l’art concernant les questions de limite thermody-
namique en mécanique statistique, en lien avec la modélisation des solides à différentes
échelles, dans [127]).

Dans cette limite, notre approche est exacte. De manière générale, elle est donc intéres-
sante quand le nombre d’atomes éliminés est très grand devant le nombre d’atomes conser-
vés : Nc ≫ Nr. Notons de plus que, dans la limite Nc → ∞, certains calculs deviennent
en pratique possibles, alors qu’ils sont très coûteux pour Nc grand mais fini.

Remarque 31 Cette problématique a aussi été abordée en adaptant la méthode Quasi-
Continue, déjà évoquée ci-dessus, au cadre de la température finie (on renvoie à [60],
et aussi aux travaux antérieurs [47, 107]). Le régime utilisé dans ces contributions est
différent du nôtre : c’est un régime basse température. L’idée est essentiellement de
prendre en compte les effets de température dans une approche perturbative par rapport au
cas température nulle, en utilisant la méthode de Laplace pour calculer une approximation
de (101) dans la limite β → +∞.

Plus précisément, on introduit le potentiel effectif

ECG(ϕr) := − 1

β
ln

[∫

DNc

exp(−βEµ(ϕr, ϕc)) dϕc
]
, (102)

qui n’est autre que l’énergie libre du système associée à la coordonnée de réaction ξ(ϕ) =
ξ(ϕr, ϕc) = ϕr (cf. la Section 1.2.1). On récrit ensuite (101) comme

〈A〉 = Z−1
r

∫

DNr

A(ϕr) exp(−βECG(ϕr)) dϕr , (103)

avec Zr =

∫

DNr

exp(−βECG(ϕr)) dur. Sous l’hypothèse de pouvoir calculer de façon écono-

mique l’énergie libre (102), la moyenne canonique (103) est plus facile à calculer que (101),
puisque c’est une intégrale en dimension dNr ≪ dN .
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Pour approcher (102), une approche est de faire un développement de Taylor de Eµ
par rapport aux positions ϕc des atomes qu’on élimine. Etant données les positions ϕr, on
commence par déterminer des positions de “référence” ϕc(ϕr) pour les atomes éliminés,
en s’appuyant sur une interpolation linéaire des positions ϕr. On écrit ensuite

ϕc = ϕc(ur) + χc,

où χc est supposé petit. L’énergie est alors approchée par

Eµ(ϕr, ϕc) = Eµ(ϕr, ϕc(ϕr) + χc) ≈ Ẽµ(ϕr, χc)

avec

Ẽµ(ϕr, χc) := Eµ(ϕr, ϕc(ϕr)) +
∂Eµ
∂ϕc

(ϕr, ϕc(ϕr)) · χc +
1

2
χc ·

∂2Eµ
∂ϕ2

c

· χc.

On approche alors ECG(ϕr) par

EHA(ϕr) = − 1

β
ln

∫

DNc

exp(−βẼµ(ϕr, χc)) dχc,

qui est analytiquement calculable. Cette méthode repose donc sur deux approximations,
l’introduction d’une interpolation linéaire pour définir la position de référence ϕc(ϕr), et
le développement limité de l’énergie autour de cette position de référence, dont il n’est
pas facile de contrôler la validité quantitative. Notre approche, décrite ci-dessous, permet,
dans certains cas, de valider ces approximations, ou d’en montrer les limites. ⋄

Avant de rentrer dans le détail, décrivons brièvement notre approche. Supposons pour
simplifier que Nr = 1. Pour calculer 〈A〉 définie par (101), notre idée est de changer de
variables, c’est-à-dire d’introduire y = (y1, . . . , yN ) = g(ϕ), et d’exprimer (101) sous la
forme

〈A〉 =

∫
A

(
1

N

N∑

i=1

yi

)
ν(y) dy

pour une certaine mesure de probabilité ν(y) (cf. (108) ci-dessous pour un exemple concret).

On reconnâıt ensuite 〈A〉 comme l’espérance E

[
A

(
1

N

N∑

i=1

Yi

)]
, où Y = (Y1, . . . , YN )

est un vecteur de variables aléatoires distribuées suivant la mesure ν. La loi des grands
nombres donne la limite de 〈A〉 quand N → +∞ (ce qui correspond ici à Nc → +∞,
puisque Nr = 1).

On constate que l’outil théorique utilisé est très classique : c’est la loi forte des grands
nombres (on utilisera aussi le théorème de la limite centrale, et des résultats de grandes
déviations). L’originalité de ce travail est d’utiliser ces outils classiques pour batir une
stratégie numérique efficace.

Dans la suite, on détaille le cas simple d’interactions à plus proches voisins dans la Sec-
tion 2.2.1. On mentionnera ensuite plusieurs extensions de l’approche dans la Section 2.2.2.

2.2.1 Le cas d’interactions à plus proches voisins

On suppose ici que la dimension d’espace est d = 1, et que le domaine accessible
aux particules est D = R. Le modèle le plus simple est celui d’une châıne d’atomes avec
interactions à plus proches voisins. Dans ce cas, l’énergie (95) s’écrit

Eµ (ϕ1, . . . , ϕN ) =

N∑

i=1

V

(
ϕi − ϕi−1

1/N

)
, (104)
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où V : R → R est le potentiel interatomique. Pour supprimer l’invariance par translation,
on impose ϕ0 = 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que l’observable A ne dépend
que des atomes 0 et N (cf. la Figure 10).

Fig. 10 – Cas d’une observable ne dépendant que des atomes d’indice 0 et N . Tous les
atomes intermédiaires sont éliminés.

Dans ce cas, la moyenne (101) (qui dépend du nombre N d’atomes dans le système)
s’écrit

〈A〉N = Z−1

∫

RN

A (ϕN ) exp

(
−β

N∑

i=1

V

(
ϕi − ϕi−1

1/N

))
dϕ1 . . . dϕN . (105)

Nous travaillons dans un régime de limite thermodynamique, c’est-à-dire ici dans la limite
N → ∞. Notre objectif est de calculer limN→∞〈A〉N .

Remarque 32 Dans (105), les positions des atomes ϕi varient dans R. On ne contraint
pas les atomes à vérifier ϕi−1 ≤ ϕi, ce qui serait une contrainte très naturelle, exprimant
le fait que les plus proches voisins demeurent plus proches voisins, quelle que soit la confi-
guration du système considérée. Il se trouve en fait qu’on peut prendre en compte cette
contrainte dans ce qui suit sans changer notre argument, en remplaçant V par

Vc(y) = V (y) si y ≥ 0, Vc(y) = +∞ sinon. ⋄

Pour calculer la limite de 〈A〉N , on commence par changer de variables dans (105), en
introduisant

yi :=
ϕi − ϕi−1

1/N
, i = 1, . . . , N, (106)

ce qui implique en particulier que

ϕN =
1

N

N∑

i=1

yi. (107)

Par conséquent, la moyenne (105) se récrit

〈A〉N = Z−1

∫

RN

A

(
1

N

N∑

i=1

yi

)
exp

(
−β

N∑

i=1

V (yi)

)
dy1 . . . dyN , (108)

avec maintenant Z =

∫

RN

exp

(
−β

N∑

i=1

V (yi)

)
dy1 . . . dyN . On peut maintenant réinterpréter

(108) comme

〈A〉N = E

[
A

(
1

N

N∑

i=1

Yi

)]
, (109)

où les Yi sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant

la loi z−1 exp(−βV (y))dy, avec z =

∫

R

exp(−βV (y))dy. En utilisant la loi forte des grands

nombres, on déduit donc que
lim

N→+∞
〈A〉N = A(y⋆), (110)
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avec

y⋆ = z−1

∫

R

y exp(−βV (y)) dy. (111)

Si A est assez régulière, on peut développer A au voisinage de y⋆ dans (109), ce qui donne
le développement de 〈A〉N comme une série en puissance de 1/N .

On cherche maintenant un résultat plus précis. Introduisons l’énergie libre ECG associée
au choix de la coordonnée de réaction ξ(ϕ1, . . . , ϕN ) = ϕN (cf. la Section 1.2.1 pour
quelques rappels sur l’énergie libre). Par définition,

ECG (ϕN ) = − 1

β
ln

[∫

RN−1

exp (−βEµ (ϕ1, . . . , ϕN )) dϕ1 . . . ϕN−1

]
. (112)

Autrement dit, pour toute observable A ne dépendant que de ϕN , on a
∫

R

A (ϕN ) exp(−βECG (ϕN )) dϕN
∫

R

exp(−βECG (ϕN )) dϕN

=

∫

RN

A (ϕN ) exp(−βEµ (ϕ1, . . . , ϕN )) dϕ
∫

RN

exp(−βEµ (ϕ1, . . . , ϕN )) dϕ

.

On montre facilement que ECG crôıt proportionnellement à N (ce qui peut se vérifier ex-
plicitement dans le cas où V est un potentiel harmonique). Il est donc naturel d’introduire
l’énergie libre par particule

FN (x) :=
1

N
ECG(x). (113)

Par définition, lorsque ϕ ∈ R
N est distribuée suivant Z−1 exp(−βEµ(ϕ)) dϕ, la variable

aléatoire ϕN ∈ R est distribuée suivant z̃−1 exp(−βECG(ϕN )) dϕN (où z̃ est une constante
de normalisation), autrement dit z̃−1 exp(−βNFN (ϕN )) dϕN . En utilisant le changement
de variable (106) et la relation (107), on voit aussi que z̃−1 exp(−βNFN (x)) dx est la dis-

tribution de la variable
1

N

N∑

i=1

yi, lorsque les yi sont des variables aléatoires indépendantes

et identiquement distribuées suivant la loi z−1 exp(−βV (y))dy.

En utilisant la loi des grands nombres, on voit que
1

N

N∑

i=1

yi est une variable aléatoire

dont la distribution, quand N → ∞, converge vers une masse de Dirac en y⋆. Etudier
le comportement de FN (x) quand N → ∞ revient donc à comprendre à quelle vitesse
cette convergence a lieu. Ceci revient aussi à comprendre à quelle vitesse la probabilité

P

(
1

N

N∑

i=1

yi ≥ y⋆ + ε

)
tend vers 0 quand N → ∞, pour tout ε > 0 fixé.

Dans [FL20, Théorème 2 et Corollaire 1], nous avons démontré le résultat de grandes
déviations suivant (on renvoie à [63, 64, 65, 145, 51, 89] pour une présentation plus complète
de la théorie des grandes déviations) :

Théorème 33 On suppose que V est tel que

∀ξ ∈ R,

∫

R

exp (ξy − βV (y)) dy < +∞,

et exp(−βV ) ∈ H1(R \ {0}). Alors la limite de FN est donnée par la transformée de
Legendre

lim
N→+∞

(
FN (x) +

1

β
ln

z

N

)
= F∞(x), (114)
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avec

F∞(x) :=
1

β
sup
ξ∈R

(
ξx− ln

[
z−1

∫

R

exp(ξy − βV (y)) dy

])
(115)

et z =

∫

R

exp(−βV (y)) dy. De plus, la convergence (114) a lieu aussi dans Lploc(R) pour

tout p ∈ [1,+∞[. Ainsi, F ′
N converge vers F ′

∞ dans W−1,p
loc (R).

On remarque que l’hypothèse exp(−βV ) ∈ H1(R \ {0}) permet de prendre en compte
le cas où V est continue par morceaux, avec une singularité en 0, ce qui est le cas du
potentiel mentionné à la Remarque 32.

Remarque 34 Les résultats standards de grandes déviations ne sont pas formulés en
terme de convergence (presque partout ou dans Lploc) de FN , mais portent plutôt sur la

limite quand N → ∞ de
1

N
ln P

(
1

N

N∑

i=1

yi ∈ D
)

, où D est (pour simplifier) un intervalle

de R, et les yi sont des variables aléatoires i.i.d. (cf. par exemple [51, Section 2.2]). On
rappelle que, par construction,

P

(
1

N

N∑

i=1

yi ∈ D
)

= z̃−1

∫

D
exp(−βNFN (x)) dx,

où z̃ est une constante de normalisation. Nous avons prouvé dans [FL20] un résultat sur
FN , qui est donc une sorte de version locale du théorème classique. La preuve repose en
particulier sur l’utilisation d’une version élaborée du théorème de la limite centrale, donnée
dans [111]. ⋄

L’observation suivante souligne l’intérêt de comprendre le comportement de FN . On
a considéré ci-dessus un matériau modélisé par l’énergie (104), et on a cherché à calculer
la limite de la moyenne 〈A〉N d’une observable A ne dépendant que de ϕ0 = 0 et ϕN .
Dans le cas particulier où A(ϕN ) = ϕN , la quantité 〈A〉N est exactement la longueur
moyenne du matériau, lorsqu’il n’est soumis à aucune force de volume (cf. l’expression de
l’énergie (104)). On s’intéresse maintenant à la situation inverse : plutôt que de prescrire
une force (éventuellement nulle) et calculer une longueur moyenne, prescrivons une lon-

gueur et calculons une force. La force entre les deux derniers atomes est V ′

(
ϕN − ϕN−1

1/N

)
.

On en calcule la moyenne sur toutes les configurations, distribuées suivant la mesure ca-
nonique, sous la contrainte que la position du dernier atome est fixée : ϕN = x. La force
moyenne est alors

TN(x) =

∫

RN−1

V ′

(
x− ϕN−1

1/N

)
exp (−βEµ(ϕ1, . . . , ϕN−1, x)) dϕ1 . . . dϕN−1

∫

RN−1

exp (−βEµ(ϕ1, . . . , ϕN−1, x)) dϕ1 . . . dϕN−1

. (116)

On souhaite calculer la limite de TN (x) quand N → ∞. On ne peut pas appliquer un
résultat du type (110), car ici l’observable dépend de N . On remarque cependant que

TN (x) = F ′
N (x),

où FN est définie par (112)-(113). Le Théorème 33 rappelé ci-dessus donne la convergence
de F ′

N (et donc de la force TN (x) pour une élongation x fixée) dans W−1,p
loc .
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Remarque 35 Par définition, lorsque ϕ ∈ R
N est distribuée suivant Z−1 exp(−βEµ(ϕ)) dϕ,

la variable aléatoire ϕN ∈ R est distribuée suivant z̃−1 exp(−βNFN (ϕN )) dϕN . On vient
d’identifier la limite, en N → ∞, de FN (x). Il est alors tentant d’approximer (105) par

〈A〉N = Z−1

∫

R

A (ϕN ) exp (−βNFN (ϕN )) dϕN ≈ LN ,

avec

LN =

∫

R

A (ϕN ) exp (−βNF∞ (ϕN )) dϕN
∫

R

exp (−βNF∞ (ϕN )) dϕN

. (117)

On a donc remplacé FN par F∞ dans le facteur exponentiel. Il se trouve en fait que cette
stratégie n’est pas optimale. Ceci est du au fait que NF∞ n’est pas une bonne approximation
de NFN , même si F∞ est une bonne approximation de FN . Dans [FL20], nous avons
montré que

LN = 〈A〉N +
C

N
+ o(N−1)

avec en général C 6= 0. Donc LN n’est qu’une approximation d’ordre 0 de 〈A〉N , au
même titre que l’approximation A(y⋆) proposée ci-dessus (cf. les équations (110) et (111)).
Cependant, il est beaucoup plus difficile de calculer LN que A(y⋆). En effet, évaluer y⋆

revient à simplement évaluer une intégrale en dimension un, alors que le calcul de F∞,
nécessaire pour construire LN , est beaucoup plus coûteux. ⋄

Les résultats numériques obtenus dans [FL20] (cf. aussi [FL34]) montrent l’efficacité de
la stratégie, que le potentiel V soit convexe ou pas, et qu’il soit du type de ceux mentionnés
à la Remarque 32 ou pas. On notera bien sûr l’importante réduction en terme de coût calcul
que la méthode présentée ici apporte. La convergence (110) permet de remplacer le calcul
de 〈A〉N , une intégrale N -dimensionnelle, par le calcul de y⋆, qui est une intégrale en
dimension un. De même, F ′

N (x) est une intégrale en dimension N , et est ici approchée par
F ′
∞(x), qui est issu d’un problème d’optimisation en dimension un.

Remarque 36 Nous avons ici suivi une approche de type limite thermodynamique. On
a mentionné à la Remarque 31 qu’une autre approche, par exemple suivie par la Quasi-
Continuum Method (QCM), consiste à étudier le régime basse température. Nous avons
vérifié que, dans le régime basse température, nos résultats redonnent les résultats de la
méthode QCM (cf. [FL20]). ⋄

2.2.2 Extensions

On décrit ici plusieurs extensions de l’approche proposée ci-dessus.

Le cas d’interactions à deux voisins On se place encore dans un cadre mono-
dimensionnel, avec une châıne d’atomes qui comporte maintenant des interactions à deux
voisins. L’énergie s’écrit (cf. (104))

Eµ (ϕ1, . . . , ϕN ) =
N∑

i=1

V1

(
ϕi − ϕi−1

1/N

)
+
N−1∑

i=1

V2

(
ϕi+1 − ϕi−1

1/N

)
.

Comme on va le voir, ce cas est mathématiquement beaucoup plus complexe que le
précédent. Les outils théoriques sont les mêmes (loi forte des grands nombres, principe de
grandes déviations), mais on les appliquera cette fois-ci à des châınes de Markov, plutôt

57



qu’à des variables indépendantes et identiquement distribuées, comme c’était le cas dans
la Section 2.2.1.

Comme ci-dessus, on s’intéresse pour commencer au calcul de moyennes d’observables.
A nouveau, on supprime l’invariance par translation en posant ϕ0 = 0, et on fait le
changement de variables (106). En utilisant (107), on voit que la moyenne canonique
d’une observable ne dépendant que de ϕN s’écrit

〈A〉N = Z−1

∫

RN

A (ϕN ) exp (−βEµ (ϕ1, . . . , ϕN )) dϕ1 . . . dϕN

= Z−1

∫

RN

A

(
1

N

N∑

i=1

yi

)
e−βV1(y1) f(y1, y2) . . . f(yN−1, yN ) dy1 . . . dyN ,(118)

avec
f(x, y) := exp(−βV2(x+ y)) exp(−βV1(y)).

L’idée est alors d’écrire, comme dans (109), que

〈A〉N = E

[
A

(
1

N

N∑

i=1

Yi

)]
,

où les Yi sont une réalisation de la châıne de Markov de noyau f . On rappelle que, dans le
cas d’interactions à plus proches voisins, on a l’expression (109) où les Yi sont des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Ainsi, comme annoncé ci-dessus,
passer du cas à plus proches voisins au cas à deux voisins revient à passer de variables
i.i.d. à une châıne de Markov. On espère alors obtenir un résultat de type (110) (respec-
tivement (114)) par un argument de type loi forte des grands nombres (respectivement
principe de grandes déviations).

Dans l’argument ci-dessus, nous avons implicitement supposé qu’il est possible de
considérer f comme le noyau d’une châıne de Markov. Or, en général,

∫

R

f(y1, y2) dy2 =

∫

R

exp(−βV2(y1 + y2)) exp(−βV1(y2)) dy2 6= 1.

On ne peut donc pas considérer f comme un tel noyau. L’argument suivant permet ce-
pendant de revenir à un cas standard. On définit la fonction symétrique

f(x, y) := exp

[
−βV2(x+ y) − β

2
V1(x) −

β

2
V1(y)

]
,

et on considère le problème variationnel

max
ψ∈L2(R)

{∫

R2

ψ(y) ψ(z) f(y, z) dy dz;

∫

R

ψ2(y) dy = 1

}
. (119)

On peut montrer (cf. [59]) que ce problème admet un maximiseur (noté ici ψ1), unique au
signe près, et qu’on peut le choisir tel que ψ1 > 0. L’équation d’Euler-Lagrange de (119)
s’écrit

λψ1(y) =

∫

R

f(y, z)ψ1(z) dz

pour un certain λ. On définit alors

g(y, z) :=
ψ1(z)

λψ1(y)
f(y, z),
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qui est telle que 



∫

R

g(y, z) dz = 1,

∫

R

ψ2
1(y) g(y, z) dy = ψ2

1(z).

(120)

Par ailleurs, la moyenne (118) s’écrit

〈A〉N = Z−1
g

∫

RN

A

(
1

N

N∑

i=1

yi

)
ψ1(y1) e

−β

2
V1(y1)

× g(y1, y2) . . . g(yN−1, yN )
e−

β

2
V1(yN )

ψ1(yN )
dy1 . . . dyN

pour une certaine constante de normalisation Zg. On voit donc que

〈A〉N =

E

[
A

(
1

N

N∑

i=1

Yi

)
r(YN )

]

E [r(YN )]
, (121)

où (Y1, . . . , YN ) est une réalisation de la châıne de Markov de noyau g, où Y1 est distribuée

suivant ψ1(y1) exp(−βV1(y1)/2), et où r(yN ) =
e−

β

2
W1(yN )

ψ1(yN )
. La première ligne de (120)

montre que g est maintenant correctement normalisé, tandis que la seconde ligne montre
que ψ2

1 est une mesure invariante de la châıne de Markov.
Dans [FL20], en utilisant la loi forte des grands nombres pour les châınes de Markov,

nous avons identifié la limite de (121) quand N → ∞, obtenant ainsi l’analogue (dans ce
cas à deux voisins) du résultat (110). De la même façon, on peut aussi utiliser un principe
de grandes déviations pour obtenir l’analogue du Théorème 33 (cf. [FL34]).

Remarque 37 Le cas où l’observable A dépend de plus de deux atomes se traite de la
même manière. Par ailleurs, le cas d’un modèle avec interactions à trois voisins se traite
aussi d’une manière similaire : on introduit à nouveau une châıne de Markov, cette fois-ci
en dimension plus grande. ⋄

Loi de comportement à température finie Dans la Section 2.2.1, nous avons considé-
ré un modèle à plus proches voisins avec l’énergie (104), qui ne comprend aucun terme
de force extérieure. En l’absence de force extérieure, la longueur moyenne de la châıne
comportant N atomes est exactement (105), avec A(ϕN ) = ϕN (on rappelle que ϕ0 = 0).
La relation (110) montre donc que, dans la limite thermodynamique, la longueur moyenne
de la châıne est y⋆.

De manière similaire, on peut considérer une châıne d’atomes dont l’extrémité droite est
soumise à une force extrérieure f . L’énergie, qui était donnée par (104), s’écrit maintenant

Efµ (ϕ1, . . . , ϕN ) =

N∑

i=1

V

(
ϕi − ϕi−1

1/N

)
−NfϕN .

Dans la limite thermodynamique, la longueur moyenne de la châıne y⋆(f) est à nouveau
la limite, quand N → ∞, de

〈A〉fN = Z−1

∫
A(ϕN ) exp

(
−βEfµ (ϕ1, . . . , ϕN )

)
dϕ1 . . . dϕN ,
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avec A(ϕN ) = ϕN . En utilisant un argument similaire à celui de la Section 2.2.1, nous
avons montré dans [FL34] que

y⋆(f) = z−1
f

∫

R

y exp(−β [V (y) − fy]) dy

avec zf =

∫

R

exp(−β [V (y) − fy]) dy.

Ainsi, lorqu’on impose une force extérieure f à l’extrémité de la châıne, la longueur
macroscopique est y⋆(f). Par ailleurs, lorsqu’on prescrit la longueur de la châıne à la
valeur x, la force moyenne dans la châıne, à la limite thermodynamique, est F ′

∞(x) (cf.
le Théorème 33). Nous avons démontré dans [FL34] que ces deux relations étaient les
réciproques l’une de l’autre : y⋆ ◦ F ′

∞ = F ′
∞ ◦ y⋆ = Id. Nous avons aussi généralisé ce

résultat au cas d’interaction à deux voisins.
La relation x 7→ F ′

∞(x) peut ainsi être considérée comme la relation constitutive du
matériau, à l’échelle macroscopique, à température finie. La force dans le système est
F ′
∞(x) lorsque son élongation est x.

Un cas bi-dimensionnel Dans le travail [FL27], nous cherchons à étendre la stratégie
décrite dans la Section 2.2.1 à un cas bi-dimensionnel. Ce cas étant reconnu comme bien
plus difficile que le cas mono-dimensionnel, nous nous sommes concentrés sur le modèle
le plus simple possible. Les degrés de liberté sont les positions ϕi,j d’un réseau d’atomes
en deux dimensions, avec 1 ≤ i, j ≤ N , et ces degrés de liberté sont scalaires, ϕi,j ∈ R :
chaque atome ne peut se déplacer que dans la direction verticale. Ce modèle représente
d’une certaine façon une membrane (cf. la Figure 11). L’énergie a une expression très
simple :

Eµ ({ϕi,j}) =
1

2

∑

1≤i,j≤N

∑

k, l tels que
|i− k| + |j − l| = 1

V

(
ϕi,j − ϕk,l

1/N

)
. (122)

Les interactions se font donc sur un réseau de maille carrée.
Pour supprimer l’invariance par translation, on fixe ϕ0,0 = 0, et on s’intéresse au calcul

d’une moyenne d’observable ne dépendant que de ϕN,N , soit

〈A〉N = Z−1

∫
A(ϕN,N ) exp (−βEµ ({ϕi,j}))

∏

1≤i,j≤N

dϕi,j .

L’objectif du travail [FL27] est d’adapter la méthodologie élaborée dans le cadre mono-
dimensionnel pour le calcul des moyennes (105) et (118). Le traitement rigoureux de cette
question demeure cependant une question ouverte.

Comme on l’a vu dans la Section 2.2.1, une autre question intéressante est le cal-
cul d’énergies libres du type (112) (à renormalisation près, cf. (113), le Théorème 33
donne la limite de cette énergie libre dans la limite thermodynamique). Dans le cadre du
modèle (122) en dimension deux, une manière de formuler le problème est d’introduire

EΛN

CG (u) = − 1

β
ln



∫

exp (−βEµ ({ϕi,j}))
∏

(i,j)∈ΛN

dϕi,j
∏

(i,j)∈∂ΛN

δϕi,j−u·(i,j)


 , (123)

où ΛN =
{
(i, j) ∈ Z

2;−N ≤ i, j ≤ N
}
, ∂ΛN =

{
(i, j) ∈ Z

2; |i| = N ou |j| = N
}

et u ∈
R

2. Ainsi, on considère un système atomique dont les indices d’atomes sont dans ΛN ⊂ Z
2
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Fig. 11 – Réseau d’atomes en dimension deux ; chaque atome ne peut se déplacer que
dans la direction verticale.

(la limite thermodynamique correspondant à N → ∞). La quantité (123) est l’énergie
libre du système lorsqu’on prescrit la position des atomes au bord du domaine (ceux tels
que (i, j) ∈ ∂ΛN ) à la valeur u · (i, j) = iu1 + ju2, où u = (u1, u2) ∈ R

2 (c’est le sens de la
masse de Dirac dans (123)), et qu’on intègre sur les atomes intérieurs. Dans le langage de
la Section 1.2.1, (123) est l’énergie libre du système associée à la coordonnée de réaction

ξ
(
{ϕi,j}(i,j)∈ΛN

)
= {ϕi,j}(i,j)∈∂ΛN

. Remarquons enfin que la quantité (123) est l’analogue

en dimension deux de la quantité (112), où ΛN = Z∩[0, N ], et où la coordonnée de réaction
est ξ(ϕ0, . . . , ϕN ) = (ϕ0, ϕN ).

Remarque 38 Ici, le fait de travailler en dimension deux n’a pas d’importance parti-
culière. Les mêmes résultats sont vrais en dimension d ≥ 2. Il est par contre important
que les variables soient scalaires : ϕp ∈ R pour tout p ∈ Z

d. ⋄

Suivant (113), on introduit l’énergie libre par particule,

FΛN (u) =
1

|ΛN |
EΛN

CG(u).

Le Théorème 33 donne l’expression de la limite de FΛN (u) quand N → ∞, dans un cadre
mono-dimensionnel (ΛN ⊂ Z). L’étude du cas de la dimension d ≥ 2 a été fait dans [73],
où les auteurs montrent que FΛN (u) converge vers un certain F∞(u) quand N → ∞, et
démontrent que F∞ est convexe et vérifie certaines bornes. Par contre, aucune formule
permettant le calcul en pratique de F∞ ne semble connue, par opposition au cas de la
dimension un, où on dispose de (114)-(115). On renvoie à [52, 74, 118] pour des résultats
reliés (cf. aussi [72] pour une revue sur le sujet), et, de manière plus générale, à la littérature
sur les gradient random fields.
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3 Homogénéisation

Cette dernière partie présente des problèmes en homogénéisation stochastique. L’ob-
jectif est de développer des méthodes numériques plus efficaces que celles actuellement
disponibles, en étudiant éventuellement des classes de problèmes plus restreintes.

La motivation de ce travail vient de l’observation que, même dans les cas les plus
simples sur le plan théorique, les formules dont on dispose pour évaluer en pratique les
coefficients homogénéisés conduisent à des calculs très lourds. Nous nous sommes donc
limités à des problèmes simples (équation aux dérivées partielles linéaire, sous forme di-
vergence, avec une inconnue scalaire), pour lesquels il existe des résultats satisfaisants
sur le plan théorique, afin de nous concentrer sur des problèmes pratiques. L’extension de
certaines des méthodes décrites ci-dessous à des équations plus compliquées fait partie de
nos objectifs, mais n’a pas à ce jour été étudiée.

On commence par présenter dans la Section 3.1 les principaux résultats théoriques
dont nous aurons besoin dans la suite. Nos contributions sont décrites dans les Sections 3.2
et 3.3, et rassemblées dans l’article de revue [FL35].

3.1 Quelques résultats de base en homogénéisation

Avant d’aborder le cas stochastique, on rappelle quelques résultats classiques dans le
cas périodique, qui permettront d’illustrer les difficultés de l’homogénéisation stochastique.
On renvoie à la littérature (par exemple [17, 43, 96]) pour une présentation plus exhaustive.

3.1.1 Le cas périodique

On se donne pour toute la suite un ouvert borné régulier D ⊂ R
d et une fonction

f ∈ L2(D). On considère ici le problème





−div
[
Aper

(x
ε

)
∇uε

]
= f dans D,

uε = 0 sur ∂D,
(124)

où la matrice Aper ∈
(
L∞(Rd)

)d×d
est symétrique, Z

d-périodique, et telle qu’il existe
a− > 0 tel que

∀ξ ∈ R
d, a−‖ξ‖2 ≤ ξTAper(x)ξ presque partout en x ∈ R

d.

On se concentre dans la suite sur le cas de matrices symétriques, mais les arguments
peuvent être adaptés au cas général.

La fonction uε ∈ H1
0 (D) est bien définie, et il existe une constante C, indépendante de

ε, pour laquelle

∀ε, ‖uε‖H1(D) ≤ C.

En utilisant une méthode de discrétisation (par exemple la méthode des éléments finis, avec
un pas de maillage h), on peut calculer une approximation numérique uεh de uε, et c’est
un résultat classique que, sous certaines hypothèses, uεh converge vers uε quand h → 0.
Cependant, une analyse précise montre qu’il n’est pas possible de choisir h indépendant
de ε tout en gardant une précision donnée. A précision donnée, il faut que h tende vers 0
quand ε tend vers 0, ce qui rend le calcul très cher lorsque ε est petit.

L’idée de l’homogénéisation est d’identifier la limite u⋆ de uε, et de calculer cette
dernière, qui ne dépend pas de ε et ne nécessite donc pas un maillage dont la taille dépende
de ε. Mieux, on s’attend à ce que cette méthode soit d’autant plus efficace que ε est petit,

63



car son coût est indépendant de ε (à l’opposé d’une méthode classique, dont le coût
augmente quand ε devient petit), et sa précision est meilleure, la différence entre u⋆ et uε

étant plus petite.

La théorie de l’homogénéisation fournit le résultat suivant. Lorsque ε tend vers 0, la
solution uε de (124) converge (fortement dans L2(D) et faiblement dans H1

0 (D)) vers u⋆

solution de {
−div [A⋆∇u⋆] = f dans D,

u⋆ = 0 sur ∂D.
(125)

Remarque 39 Une particularité du cadre dans lequel nous travaillons est que l’équation
vérifiée par u⋆ est du même type que celle vérifiée par uε. Cette situation n’est pas générique
en homogénéisation. Un contre-exemple bien connu est l’homogénéisation de l’équation

∂tu
ε + a

(x
ε

)
uε = 0 pour t > 0, uε(t = 0, x) = v(x), x ∈ R,

où a est une fonction 1-périodique. Quand ε tend vers 0, uε converge vers u⋆ solution d’un
problème en temps avec mémoire, du type

∂tu
⋆ + a⋆u⋆ =

∫ t

0
K(t− s)u⋆(s, x)ds

pour un certain a⋆ ∈ R et une certaine fonction K. ⋄

La matrice homogénéisée A⋆ dans (125) est donnée par

[A⋆]ij =

∫

Q
eTi Aper(y)

(
ej + ∇wej

(y)
)
dy (126)

où Q est le cube unité,
Q = [0, 1]d,

et wei
est le correcteur associé au vecteur p = ei ∈ R

d, où {ei}1≤i≤d est la base canonique

de R
d. Pour un vecteur p ∈ R

d quelconque, le correcteur wp est la solution (définie à une
constante additive près) du problème du correcteur, qui s’écrit

{
−div (Aper(y) (p+ ∇wp)) = 0 dans R

d,

wp est Q-périodique.
(127)

Comme mentionné ci-dessus, la convergence de uε vers u⋆ est forte dans L2(D), mais
seulement faible dans H1

0 (D). Les correcteurs peuvent aussi être utilisés pour construire
une approximation de uε dans H1(D). On a en effet

uε − u⋆ − ε
d∑

i=1

wei

( ·
ε

) ∂u⋆
∂xi

−→
ε→0

0 dans H1(D) fort. (128)

Pour calculer une approximation de uε, on procède donc ainsi. Pour chaque 1 ≤ i ≤ d,
on calcule wei

∈ H1(Q), fonction Q-périodique, en considérant la formulation variation-
nelle de (127), soit

∀ϕ ∈ H1(Q) avec ϕ Q-périodique,

∫

Q
(∇ϕ)TAper (ei + ∇wei

) = 0. (129)
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En pratique, on peut utiliser une approximation de Galerkin de (129) via des éléments finis
surQ. Il est important de noter que le problème (129) est posé sur un domaine borné (ce qui
ne sera pas le cas dans le cadre stochastique), et peut donc se résoudre facilement. Une fois
les wei

déterminés, on calcule A⋆ par (126), et on résout le problème homogénéisé (125),
où le petit paramètre ε n’apparâıt pas. Le coût calcul est donc indépendant de ε.

La preuve du fait que uε converge vers u⋆ peut se faire suivant la méthode des fonctions
test oscillantes, due à F. Murat et L. Tartar [117, 140]. Une autre approche consiste à
utiliser la notion de convergence à deux échelles, introduite par G. Nguetseng et développée
par G. Allaire [2, 121]. On renvoie à la littérature. On utilise de façon cruciale le résultat
suivant :

Lemme 40 Soit b ∈ L∞(Rd), où b est une fonction Q-périodique. Alors, pour toute fonc-
tion ϕ ∈ L1(Rd), on a

lim
ε→0

∫

Rd

ϕ(x) b
(x
ε

)
dx = 〈b〉

∫

Rd

ϕ(x) dx avec 〈b〉 =

∫

Q
b(x) dx.

Sur un plan plus formel, le résultat peut être obtenu en utilisant la technique du développe-
ment à deux échelles, qui consiste à postuler que la solution uε de (124) s’écrit sous la forme

uε(x) = u0

(
x,
x

ε

)
+ εu1

(
x,
x

ε

)
+ ε2u2

(
x,
x

ε

)
+ . . . , (130)

où, pour chaque k, la fonction uk est supposée dépendre de deux arguments, une variable
macroscopique x et une variable microscopique x/ε. On suppose de plus que

∀k ≥ 0, y 7→ uk(x, y) est Q-périodique.

En insérant l’Ansatz (130) dans (124) et en identifiant les puissances de ε, on obtient
une hiérarchie d’équations, qu’on ferme en utilisant l’hypothèse de périodicité de uk par
rapport à la deuxième variable, x/ε. On obtient ainsi les résultats (125), (127) et (126).

Remarque 41 Dans ce cadre périodique, le fait d’obtenir un problème de cellule (127)
posé sur un domaine borné est très lié au fait que l’équation (124) est l’équation d’Euler-
Lagrange d’un problème d’optimisation convexe, qui s’écrit

inf

{∫

D
W
(x
ε
,∇u

)
dx−

∫

D
f(x)u(x) dx, u ∈ H1

0 (D)

}

avec

W (x, F ) =
1

2
F TAper(x)F.

Un cas plus compliqué est le problème

inf

{∫

D
W
(x
ε
,∇u

)
dx−

∫

D
f(x)u(x) dx, u ∈

(
H1

0 (D)
)3
}

où D ⊂ R
3, u est à valeur vectorielle, W est Q-périodique de la première variable, et

quasi-convexe en la seconde variable. On suppose aussi qu’il existe c et C tels que, pour
tout x ∈ D et toute matrice F ∈ R

3×3,

c|F |2 ≤W (x, F ) ≤ C(1 + |F |2).
Alors la détermination du comportement homogénéisé passe par la résolution, pour tout
N ∈ N

⋆, de problèmes de cellule posés sur (0, N)3, et le calcul de la limite d’une certaine
quantité quand N → ∞. On renvoie à [35] pour plus de détails, à [76] pour une analyse
numérique de ce cas, et à [71] pour une récente généralisation de ce type de résultats.

On constate simplement ici que passer du cas convexe au cas quasi-convexe, même
dans la situation périodique, accrôıt considérablement la difficulté du problème. ⋄
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Remarque 42 Le fait d’obtenir des formules explicites pour A⋆, dans ce cadre linéaire,
est relié au fait qu’on est dans un cadre périodique. Il existe aussi des résultats d’ho-
mogénéisation dans le cas où uε ∈ H1

0 (D) est solution de

−div (Aε∇uε) = f dans D,

où Aε une suite de matrices inversibles, uniformément bornées et coercives.

A nouveau, uε converge (à extraction près) vers u⋆ ∈ H1
0 (D) solution de

−div (A⋆∇u⋆) = f dans D,

où la matrice homogénéisée A⋆ est indépendante de D et de f . Toutefois, on ne dispose
plus, en général, d’une expression explicite pour A⋆. ⋄

3.1.2 Homogénéisation stochastique

Maintenant que nous avons rappelé les principaux résultats en homogénéisation pério-
dique, passons au cas stochastique.

Théorème ergodique Comme on l’aura compris, le Lemme 40 est un résultat essentiel
pour l’homogénéisation périodique. On présente ici le pendant de ce résultat dans le cadre
stochastique, et plus précisement dans le cadre stationnaire discret, dont on commence
par rappeler le formalisme.

On se donne un espace de probabilité (Ω,F ,P). On note E(X) =
∫
ΩX(ω)dP(ω)

l’espérance d’une variable aléatoire X ∈ L1(Ω, dP). On suppose disposer d’une action
de groupe (τk)k∈Zd sur Ω, telle que

– cette action préserve la mesure P, au sens où

∀k ∈ Z
d, ∀A ∈ F , P(τkA) = P(A).

– cette action est ergodique, au sens où

∀A ∈ F ,
(
∀k ∈ Z

d, τkA = A
)

=⇒ (P(A) = 0 ou 1).

On renvoie à [27] pour des exemples explicites de telles actions de groupe.

On dit qu’une fonction F ∈ L1
loc

(
R
d, L1(Ω)

)
est stationnaire si

∀k ∈ Z
d, F (x+ k, ω) = F (x, τkω) presque partout en x, presque sûrement. (131)

On reviendra sur l’interprétation de cette propriété dans la Remarque 45 ci-dessous.

Remarque 43 On a ici choisi de travailler dans un cadre stationnaire discret. Un autre
cadre possible est le cadre stationnaire continu, où on dipose d’une action de groupe
(τy)y∈Rd sur Ω, et où (131) est remplacé par

∀y ∈ R
d, F (x+ y, ω) = F (x, τyω) presque partout en x, presque sûrement. (132)

Ce cadre n’est pas abordé dans ce mémoire. ⋄

Dans le cadre décrit ci-dessus, on a le théorème ergodique suivant [100, 135], qui joue
le rôle ici du Lemme 40 dans le cadre périodique.
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Théorème 44 Soit F ∈ L∞
(
R
d, L1(Ω)

)
une fonction stationnaire au sens de (131). Pour

k = (k1, k2, . . . kd) ∈ Z
d, on pose |k|∞ = sup

1≤i≤d
|ki|. Alors

1

(2N + 1)d

∑

|k|∞≤N

F (x, τkω) −→
N→∞

E (F (x, ·)) dans L∞(Rd), presque sûrement.

Ceci implique que

F
(x
ε
, ω
)

⋆
⇀
ε→0

E

(∫

Q
F (x, ·)dx

)
dans L∞(Rd), presque sûrement,

où Q = [0, 1]d est le cube unité de R
d.

Equation homogénéisée On revient maintenant au problème hautement oscillant




−div
[
A
(x
ε
, ω
)
∇uε

]
= f dans D,

uε = 0 sur ∂D,
(133)

où la matrice A est stationnaire au sens de (131). De plus, comme dans le cas périodique,
A est symétrique, bornée et elliptique, au sens où il existe a+ ≥ a− > 0 tel que

∀ξ ∈ R
d, a−‖ξ‖2 ≤ ξTA(x, ω)ξ presque partout en x ∈ R

d, presque sûrement,

et ‖A(·, ω)‖L∞(Rd) ≤ a+ presque sûrement.

Remarque 45 Comme τk préserve la loi de probabilité, la stationnarité de A implique
que E(A(x, ·)) est une fonction périodique. Ainsi, en espérance, les propriétés du matériau
sont Q-périodiques. De plus, pour tout k ∈ Z

d, et tout x ∈ R
d, les variables aléatoires

A(x + k, ω) et A(x, ω) ont la même loi. On dit ainsi que le matériau est statistiquement
homogène.

Le fait que τk soit ergodique a pour conséquence qu’il est équivalent de considérer l’en-
semble du matériau dans R

d pour une réalisation de l’aléa, ou bien toutes les réalisations
possibles du matériau dans la seule cellule Q. ⋄

Remarque 46 Si la matrice A est indépendante de ω, alors l’hypothèse de stationnarité
discrète (131) implique que A est périodique. On retrouve ainsi le cas de l’homogénéisation
périodique.

Remarquons que le cas périodique est aussi un cas particulier du cas stationnaire
continu : il correspond au choix Ω = T

d, où T est le tore en dimension un. Avec ce
choix, une fonction F stationnaire au sens de (132) vérifie F (x + k, ω) = F (x, ω) pour
tout k ∈ Z

d. ⋄

C’est un résultat classique (cf. [17, 96]) que la solution uε de (133) converge vers la
solution u⋆ de (125), où la matrice homogénéisée est maintenant définie par

[A⋆]ij = E

(∫

Q
eTi A (y, ·)

(
ej + ∇wej

(y, ·)
)
dy

)
, (134)

où, pour tout p ∈ R
d, wp est la solution (unique à une constante aléatoire additive près)

de 



−div [A (y, ω) (p+ ∇wp(y, ω))] = 0 p.s. dans R
d,

∇wp est stationnaire au sens de (131),

E

(∫

Q
∇wp(y, ·) dy

)
= 0,

(135)
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dans l’espace
{
w ∈ L2

loc(R
d, L2(Ω)), ∇w ∈ L2

unif(R
d, L2(Ω))

}
. On rappelle que l’espace

L2
unif est l’espace des fonctions pour lesquelles la norme L2 sur une boule de rayon unité

est bornée indépendamment du centre de la boule.

A l’image du cas périodique, la convergence de uε vers u⋆ est forte dans L2(D) et faible
dans H1(D), presque sûrement.

Une différence essentielle entre les cas périodique et stochastique est que, dans le pre-
mier cas, le problème du correcteur (127) est posé sur le domaine borné Q (ceci est lié au
fait qu’on s’intéresse à un problème elliptique linéaire, cf. la Remarque 41). Son calcul ne
pose donc pas de problème particulier. Au contraire, dans le cas stochastique, le problème
du correcteur (135) est posé dans l’espace R

d tout entier. On remarquera en effet que la

condition E

(∫

Q
∇wp(y, ·) dy

)
= 0 dans (135) est une condition globale, puisqu’elle s’écrit

aussi, ∇wp étant stationnaire, lim
R→+∞

1

|BR|

∫

BR

∇wp(y, ω) dy = 0 presque sûrement, pour

toute suite de boules BR de rayon R.

Beaucoup de difficultés pratiques en homogénéisation stochastique viennent du fait
que le problème du correcteur est posé sur l’espace entier. Il est alors courant d’introduire
un problème du correcteur tronqué (i.e. posé sur un domaine grand mais fini, cf. (136) ci-
dessous), ce qui permet de calculer une approximation de la matrice homogénéisée, dont
il faut ensuite montrer la convergence vers la matrice homogénéisée exacte A⋆ lorsque
le domaine tronqué tend vers R

d tout entier. On reviendra sur ces questions dans la
Section 3.2.1. On retrouve en fait ici les difficultés mentionnées dans la Remarque 41.

Remarque 47 L’existence même d’une fonction wp vérifiant (135) n’est pas immédiate,
ce problème étant posé dans R

d tout entier. Une méthode classique est de régulariser
l’équation, i.e. d’introduire η > 0, et de chercher wp,η(·, ω) stationnaire solution de

−div [A (y, ω) (p+ ∇wp,η(y, ω))] + η wp,η = 0.

En utilisant des bornes a priori sur ∇wp,η, on passe ensuite à la limite η → 0. Notons
qu’on n’a pas de borne sur wp,η lui-même. Ceci explique que, à la limite η → 0, on récupère
la stationnarité de ∇wp, mais pas celle de wp. Le cas mono-dimensionnel montre que ce
résultat est optimal, au sens où effectivement wp solution de (135) n’est pas stationnaire.

3.2 Approximation numérique et réduction de variance

Publications [FL19, FL33, FL24, FL28]

On s’intéresse ici au problème pratique de l’approximation numérique de la matrice
homogénéisée, donnée par (134)-(135). La difficulté vient du fait que le problème du cor-
recteur est posé sur R

d tout entier.

3.2.1 Approche standard

Une méthode standard pour approcher A⋆ est de procéder comme suit. On introduit
le problème du correcteur tronqué

{
−div

[
A(y, ω)

(
p+ ∇wNp (y, ω)

)]
= 0 p.s. dans R

d,

wNp (·, ω) est QN -périodique,
(136)
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où QN ⊂ R
d est le cube de taille (2N + 1)d centré à l’origine. Ce problème est posé sur

un domaine grand, mais fini. A partir du correcteur approché wNp , on calcule la matrice
homogénéisée approchée

[A⋆N ]ij (ω) =
1

|QN |

∫

QN

eTi A(y, ω)
(
ej + ∇wNej

(y, ω)
)
dy. (137)

Il est important de noter que, bien que A⋆ soit un objet déterministe, son approximation
A⋆N est une quantité aléatoire.

Dans [34, Théorème 1], les auteurs montrent que A⋆N (ω) converge vers A⋆ presque
sûrement, dans la limite N → ∞. L’obtention d’un taux de convergence est une question
plus difficile. On renvoie à [34, Théorème 5], qui s’appuie sur les résultats antérieurs
de [146]. Notons aussi que cette question, dans le cas de problèmes discrets (i.e. posés
sur un réseau), a été étudié dans [78, 119].

Dans certains cas simples, comme celui décrit dans la Section 3.2.3 d’un problème
faiblement stochastique, on peut montrer un résultat de type limite centrale (et donc
convergence en |QN |−1/2). Ainsi, typiquement, la convergence est très lente, et il est donc
nécessaire de choisir un grand domaine QN pour espérer obtenir une bonne approximation
de A⋆, ce qui implique que résoudre (136) a un coût élevé.

Remarque 48 Dans [34], les auteurs étudient aussi deux autres approximations, qui
consistent à choisir dans (136) des conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann,
plutôt que des conditions aux limites périodiques. Ils montrent la convergence de A⋆N (ω)
vers A⋆ indépendamment du choix des conditions aux limites. Par ailleurs, une comparai-
son numérique de ces différentes stratégies est décrite dans [97]. ⋄

On note que A⋆N (ω) diffère de A⋆ par deux sources d’erreur :

– une erreur systématique, liée au fait que E [A⋆N ] 6= A⋆. On peut se convaincre de
cette inégalité sur la base des expressions (146) et (147) ci-dessous (qui concernent
un cas mono-dimensionnel simple) ;

– et une erreur statistique, liée au fait que A⋆N (ω) est un nombre aléatoire.

Dans la suite, on se concentre sur l’erreur statistique, avec l’idée que l’erreur systématique

E

(
[A⋆N ]ij

)
−[A⋆]ij (pour 1 ≤ i, j ≤ d) est en pratique beaucoup plus petite que l’écart type

√
Var

[
A⋆N
]
ij

, qui donne une estimation grossière de l’erreur statistique. Cette idée est en

accord avec des résultats numériques typiques (cf. par exemple la Figure 12 ci-dessous).
Dans un cas mono-dimensionnel simple, on peut même quantifier ceci. En effet, dans le
cas

a(x, ω) =
∑

k∈Z

1[k,k+1[(x) ak(ω),

où les variables ak sont i.i.d., on peut montrer que l’erreur systématique E(a⋆N ) − a⋆ est
d’ordre N−1, tandis que l’écart type

√
Var (a⋆N ) est d’ordre N−1/2. L’erreur statistique

est donc bien plus grande que l’erreur systématique. On s’attache dans la suite à calculer
le plus efficacement possible la matrice E [A⋆N ].

Une méthode standard consiste, pour N fixé, à considérer 2M réalisations indépendan-
tes et identiquement distribuées {Am(x, ω)}1≤m≤2M de la matrice aléatoire. Pour chacune
de ces réalisations, on résout le problème du correcteur tronqué (136), et on calcule la
matrice homogénéisée A⋆,mN par (137). On définit ensuite, pour chaque coefficient de la
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matrice, une moyenne et une variance empiriques par

µ2M

(
[A⋆N ]ij

)
=

1

2M

2M∑

m=1

[
A⋆,mN

]
ij
,

σ2M

(
[A⋆N ]ij

)
=

1

2M − 1

2M∑

m=1

([
A⋆,mN

]
ij
− µ2M

(
[A⋆N ]ij

))2
.

Comme les matrices A⋆,mN sont indépendantes et identiquement distribuées, la loi forte des
grands nombres s’applique :

µ2M

(
[A⋆N ]ij

)
(ω) −→

M→+∞
E

(
[A⋆N ]ij

)
presque sûrement.

De plus, en utilisant le théorème de la limite centrale, on obtient la convergence en loi

√
2M

(
µ2M

(
[A⋆N ]ij

)
− E

(
[A⋆N ]ij

))
L−→

M→+∞

√
Var

([
A⋆N
]
ij

)
N (0, 1),

où N (0, 1) est la loi Gaussienne centrée réduite. Il est alors classique de considérer que

l’espérance E

(
[A⋆N ]ij

)
est égale à la moyenne empirique µ2M

(
[A⋆N ]ij

)
avec une marge

d’erreur de 1.96

√
Var

([
A⋆N
]
ij

)
/M . La variance exacte, inconnue, est généralement ap-

prochée par la variance empirique. D’un point de vue pratique, on considère donc que

l’espérance E

(
[A⋆N ]ij

)
est dans l’intervalle de confiance


µ2M

(
[A⋆N ]ij

)
− 1.96

√
σ2M

([
A⋆N
]
ij

)

√
2M

,µ2M

(
[A⋆N ]ij

)
+ 1.96

√
σ2M

([
A⋆N
]
ij

)

√
2M


 . (138)

La quantité calculée en pratique, µ2M

(
[A⋆N ]ij

)
, est donc une bonne approximation de la

valeur exacte [A⋆]ij dans la limite M ≫ 1 et N ≫ 1.

A titre d’illustration, on donne sur la Figure 12 un résultat numérique en dimension
deux, dans le cas où la matrice A s’écrit

A(x, ω) =
∑

k∈Z2

1Q+k(x) ak(ω) Id2,

où les variables aléatoires ak sont indépendantes et identiquement distribuées suivant une
loi de Bernouilli :

P(a0 = α) = P(a0 = β) = 1/2 avec α = 3, β = 20.

On constate, au moins sur ce cas, que pour |QN | ≥ 15000, l’espérance E [A⋆N ]11 est quasi-
ment indépendante de N (l’erreur systématique est très petite), et que seule subsiste une
erreur statistique.

L’approche qu’on vient de décrire est très chère en temps de calcul : pour un domaine
QN suffisament grand, il faut faire un grand nombre 2M de calculs pour obtenir une
approximation raisonnable de A⋆. Afin de réduire le coût calcul, deux approches peuvent
être envisagées :
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Fig. 12 – Intervalle de confiance (138) pour [A⋆N ]11 (calculé sur la base de 2M = 100
réalisations), en fonction de la taille du domaine QN .

– proposer une approximation du problème du correcteur (135) alternative à (136),
afin que l’erreur systématique E [A⋆N ]−A⋆ converge plus vite vers 0 avec la taille du
domaine de calcul. Il s’agit donc d’essayer d’améliorer le taux de convergence quand
N → ∞. On renvoie à [78] pour une approche en ce sens, dans le cas de problèmes
stochastiques discrets ;

– proposer une stratégie permettant de réduire la variance, et donc de diminuer l’erreur
statistique. Typiquement, pour tout N (et pas uniquement dans le régime asympto-
tique N → ∞), l’idée est de construire un intervalle de confiance pour E [A⋆N ], dans
l’esprit de (138), qui soit de taille plus petite, à coût calcul fixe.

Bien sûr, ces deux approches peuvent être combinées. Dans la suite, on se concentre sur
la deuxième approche, de type réduction de variance.

Remarque 49 Nous avons souligné à la Remarque 41 que, dans des cas périodiques non-
linéaires, on ne peut pas toujours se ramener à un problème de cellule posée sur une
unique cellule. Il est souvent nécessaire de considérer de grands domaines, et la question
de l’accélération de la convergence se pose, comme ici dans le cadre stochastique. On
renvoie à [20, 77] pour des approches en ce sens, dans le cas déterministe. ⋄

3.2.2 Réduction de variance par la technique des variables antithétiques

Notre objectif est de calculer plus efficacement E [A⋆N ]. On commence par décrire ci-
dessous une technique générale de réduction de variance, la technique des variables an-
tithétiques [112, page 27]. On l’appliquera ensuite au cadre de l’homogénéisation.

La technique des variables antithétiques On se place dans un cadre très simple.
On se donne une fonction f : [0, 1] 7→ R, et on souhaite calculer E(f(U)), où U est une
variable aléatoire uniformément distribuée dans [0, 1]. Une méthode standard consiste à
introduire l’estimateur

I2M (ω) =
1

2M

2M∑

m=1

f(Um(ω)),
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où {Um(ω)}1≤m≤2M sont 2M réalisations indépendantes et identiquement distribuées de
U(ω). D’après la loi forte des grands nombres, I2M (ω) converge presque sûrement vers
E(f(U)). Cet estimateur nécessite 2M évaluations de la fonction f .

Une approche alternative (c’est la méthode des variables antithétiques) est de considérer
l’estimateur

Ĩ2M (ω) =
1

M

M∑

m=1

1

2

(
f(Um(ω)) + f(1 − Um(ω))

)
. (139)

Comme 1−U(ω) a la même loi que U(ω), l’estimateur Ĩ2M converge aussi presque sûrement
vers E(f(U)). Là encore, 2M évaluations de la fonction f sont nécessaires.

Ces deux estimateurs ont donc le même coût. On compare maintenant leur précision.
En utilisant le théorème de la limite centrale, on peut construire deux intervalles de
confiance pour E(f(U)),

[
I2M − 1.96

√
Var f(U)√

2M
, I2M + 1.96

√
Var f(U)√

2M

]
(140)

et [
Ĩ2M − 1.96

√
Var g(U)√

M
, Ĩ2M + 1.96

√
Var g(U)√

M

]
, (141)

où g(U) =
1

2
(f(U) + f(1 − U)). Un calcul simple montre que l’intervalle de confiance (141)

associé à Ĩ2M est plus petit que l’intervalle de confiance (140) associé à I2M si et seulement
si Cov(f(U), f(1 − U)) ≤ 0.

Le lemme suivant donne une condition suffisante pour que la technique des variables
antithétique réduise la variance :

Lemme 50 On suppose que f : [0, 1] 7→ R est une fonction croissante, et que U est une
variable aléatoire uniformément distribuée dans [0, 1]. Alors Cov(f(U), f(1 − U)) ≤ 0.

Ce résultat peut être généralisé au cas multi-dimensionnel, sous l’hypothèse que f :
[0, 1]n 7→ R est une fonction croissante par rapport à chacun de ses arguments. On renvoie
à [FL24].

Application L’idée est maintenant d’utiliser exactement la même méthode pour réduire
la variance de A⋆N (ω), qui dépend du champ aléatoire {A(x, ω)}x∈QN

. De la même manière
que, dans l’estimateur (139), apparaissent simultanément les valeurs f(U) et f(1−U), on
va ici, à chaque fois qu’on effectue un calcul avec un champ aléatoire, effectuer le même
calcul avec sa version antithétique.

Dans un souci de simplicité, on décrit l’approche dans le cas où le champ aléatoire est
de la forme

A(x, ω) =
∑

k∈Zd

1Q+k(x) ak(ω) Idd, (142)

où les variables ak(ω) sont indépendantes et uniformément distribuées dans [α, β], avec
0 < α ≤ β. On introduit alors le champ antithétique

B(x, ω) =
∑

k∈Zd

1Q+k(x) bk(ω) Idd, (143)

où les variables aléatoires bk(ω) sont les variables antithétiques de ak(ω). Dans le cas
considéré (ak uniformément distribué dans [α, β]), on a simplement bk(ω) = β + α −
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ak(ω). Bien sûr, la notion de variables antithétiques n’est pas restreinte au cas de variables
uniformément distribuées, on renvoie à [FL24] pour plus de détails.

On va maintenant comparer deux stratégies pour estimer E [A⋆N ] :
– comme à la Section 3.2.1, on se donne 2M réalisations indépendantes Am(x, ω),

auxquelles on associe les matrices homogénéisées A⋆,mN (ω). On construit ensuite l’es-
timateur

I2M =
1

2M

2M∑

m=1

A⋆,mN (ω).

– on considère M réalisations indépendantes Am(x, ω), et on construit les M champs
antithétiques Bm(x, ω) associés (cf. (142) et (143)). Pour chacune des réalisations
Am(x, ω) (respectivement Bm(x, ω)), on calcule le correcteur associé wN,mp (respecti-

vement vN,mp ) ainsi que la matrice homogénéisée A⋆,mN (ω) (respectivement B⋆,m
N (ω)).

On construit ensuite l’estimateur

Ĩ2M =
1

M

M∑

m=1

1

2

(
A⋆,mN (ω) +B⋆,m

N (ω)
)
.

Chacun des deux estimateurs, I2M et Ĩ2M , nécessite la résolution de 2M problèmes de
correcteur. Ils sont donc de coût identique, et convergent tous les deux presque sûrement
vers E[A⋆N ].

En s’appuyant sur le théorème de la limite centrale, on considère en pratique que
E [A⋆N ]ij appartient aux intervalles de confiance


[I2M ]ij − 1.96

√
σij2M√
2M

, [I2M ]ij + 1.96

√
σij2M√
2M


 (144)

et 

[
Ĩ2M

]
ij
− 1.96

√
σ̃ij2M√
M

,
[
Ĩ2M

]
ij

+ 1.96

√
σ̃ij2M√
M


 , (145)

où σij2M est la variance empirique de
[
A⋆,mN

]
ij

(et de même pour σ̃ij2M ). L’intervalle de

confiance (145) est plus petit que l’intervalle de confiance (144) si et seulement si σ̃ij2M ≤
σij2M/2. En confondant variance empirique et variance exacte, un calcul simple (ana-
logue du calcul mené ci-dessus) montre que cette inégalité est équivalente au fait que
Cov([A⋆,mN ]ij , [B

⋆,m
N ]ij) ≤ 0.

A titre illustratif, on montre sur la Figure 13 un résultat numérique obtenu par cette
méthode, dans le cas où

A(x, ω) =
∑

k∈Z2

1Q+k(x) ak(ω) Id2,

où ak sont des variables i.i.d., uniformément distribuées dans [α, β] (avec α = 3 et β = 20).
Dans ce cas précis, on observe que la taille de l’intervalle de confiance a été divisée par√

6, pour un coût calcul identique (à précision donnée, le coût calcul est donc 6 fois plus
petit).

Nous n’avons jusqu’ici considéré que des champs de la forme (142), qui sont isotropes,
constant sur chaque cellule Q+k, et prennent des valeurs indépendantes d’une cellule Q+k
à une autre cellule Q + k′, k′ 6= k. L’efficacité de la méthode est en fait avérée pour des
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Fig. 13 – Intervalle de confiance pour [A⋆N ]11, (calculé sur la base de 2M = 100
réalisations), en fonction de la taille du domaine QN (en rouge, estimateur (144) ; en
bleu, estimateur (145)).

cas plus généraux. De la même manière, nous avons ici considéré comme quantité d’intérêt
la matrice homogénéisée E [A⋆N ]. Cette méthode permet aussi de réduire la variance pour
d’autres quantités. Tout ceci est documenté dans [FL19, FL33, 45].

On retiendra ici que, même si la réduction de variance n’est pas spectaculaire, elle est
obtenue sans aucun coût calcul supplémentaire, et en utilisant une technique très générale.
Il est plausible qu’une technique plus évoluée permette un gain encore plus important.

Eléments de preuve Pour conclure cette section, on donne quelques éléments de
preuve, en commençant par le cas mono-dimensionnel. Le coefficient homogénéisé, donné
par (134), vaut alors

a⋆ =

[
E

(∫ 1

0
a−1(x, ·) dx

)]−1

. (146)

Par ailleurs, l’approche numérique standard (résoudre (136) pourQN =]0, N [, évaluer (137))
conduit à la valeur

a⋆N (ω) =

[
1

N

∫ N

0
a−1(x, ω) dx

]−1

. (147)

Suivant le cadre (142), supposons pour simplifier que

a(x, ω) =
∑

k∈Z

1[k−1,k[(x) ak(ω),

où les variables ak sont i.i.d. Alors

a⋆N (ω) =

[
1

N

N∑

k=1

1

ak(ω)

]−1

= fN(a1(ω), a2(ω), . . . , aN (ω)),

où fN est une fonction croissante de chacun de ses arguments. Or, on a vu que, dans le
cas de fonctions croissantes, la méthode des variables antithétiques permet de réduire la
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variance. On est donc ici exactement dans ce cadre, ce qui explique pourquoi la méthode
permet de réduire la variance de a⋆N (ω).

Dans [FL24], nous avons établi un résultat en dimension quelconque, sous les hy-
pothèses suivantes (on pourra vérifier que l’exemple (142) les satisfait) :

– On suppose que, pour tout N , il existe un entier n (éventuellement, mais pas
nécessairement, n = |QN |) et une fonction A, définie sur QN × R

n et à valeur
dans R

d×d, telle que la matrice A(x, ω) vérifie

∀x ∈ QN , A(x, ω) = A(x,X1(ω), . . . ,Xn(ω)) p.s., (148)

où {Xk(ω)}1≤k≤n sont des variables aléatoires scalaires, indépendantes, et uniformé-
ment distribuées dans [0, 1]. En général, la fonction A, comme le nombre n de va-
riables aléatoires scalaires dans (148), dépendent de la taille de QN . On ne fait pas
apparâıtre cette dépendance explicitement ici.

– On suppose que la fonction A dans (148) est telle que, pour tout x ∈ QN et pour
tout ξ ∈ R

d, l’application

(x1, . . . , xn) ∈ R
n 7→ ξTA(x, x1, . . . , xn)ξ (149)

est croissante de chacune de ses variables.
On a alors le résultat suivant :

Proposition 51 ([FL24], Proposition 1) On fait les hypothèses (148)–(149). Soit A⋆N (ω)
la matrice homogénéisée approchée, obtenue en travaillant sur le domaine QN ⊂ R

d

(cf. (136)–(137)).
On définit sur le domaine QN le champ

B(x, ω) := A(x, 1 −X1(ω), . . . , 1 −Xn(ω)),

antithétique à A(·, ω) défini par (148). On associe à ce champ le problème du correc-
teur (136) (où on a remplacé A par B), dont on note vNp la solution, et la matrice B⋆

N (ω),

définie à partir de vNp suivant (137). On pose

Ã⋆N (ω) :=
1

2
(A⋆N (ω) +B⋆

N (ω)) .

Alors E

(
Ã⋆N

)
= E (A⋆N ), et, pour tout ξ ∈ R

d,

Var
(
ξT Ã⋆N ξ

)
≤ 1

2
Var

(
ξTA⋆N ξ

)
. (150)

Ainsi, Ã⋆N est une variable aléatoire dont l’espérance est identique à l’espérance de A⋆N ,
et dont la variance est plus petite que la moitié de celle de A⋆N , au sens de (150).

Ainsi, pour tout ξ ∈ R
d, on peut construire deux intervalles de confiance pour la quan-

tité E
(
ξTA⋆N ξ

)
en résolvant 2M problèmes des correcteurs (comme on l’a fait avec E [A⋆N ]ij

dans (144) et (145)). On déduit de (150) que l’intervalle de confiance bati avec le second
estimateur est plus petit que le premier, et donc que la méthode permet effectivement, à
coût constant, d’obtenir un intervalle de confiance plus petit.

Nous ne détaillons pas ici la preuve de ce résultat, mais donnons simplement l’archi-
tecture de l’argument. Tout d’abord, on a vu que la technique des variables antithétiques
permet de réduire la variance dans le calcul de E(f(X1, . . . ,Xn)), où f est une fonction sca-
laire qui est croissante de chacun de ses arguments, et X = (X1, . . . ,Xn) est un vecteur de
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variables aléatoires indépendantes. Par ailleurs, on a fait l’hypothèse que la matrice A(x, ω)
s’écrit comme une fonction croissante (au sens des matrices symétriques définies positives)
des variables aléatoires indépendantes Xk(ω) (ce sont les hypothèses (148) et (149)). En-
fin, on utilise le fait que l’homogénéisation préserve l’ordre des matrices symétriques. Par
conséquent, A⋆N (ω) est aussi une fonction croissante des Xk(ω), ce qui implique que la
technique des variables antithétiques permet de réduire la variance. De la même manière,
on réduit aussi la variance de toute quantité qui est une fonction croissante de A⋆N (ω)
(comme ses valeurs propres, . . . ). On renvoie à [FL24] pour plus de détails.

3.2.3 Un cas faiblement stochastique

Comme on l’a vu, les problèmes d’homogénéisation stochastique conduisent souvent
à des calculs très lourds (résolution, pour un grand nombre de réalisations, du problème
du correcteur (136) sur un grand domaine). Il est donc intéressant de chercher des cas
particuliers du cas général, pour lesquels une approche spécifique peut être développée,
qui conduise à des calculs moins chers. On s’intéresse dans la suite à des cas où le caractère
aléatoire du matériau est une petite perturbation d’un comportement périodique. Ces cas
sont motivés par le fait que, si très peu de matériaux hétérogènes sont rigoureusement
périodiques, tous ne sont pas fortement stochastiques. Il existe de nombreux matériaux
qui ne sont que faiblement aléatoires.

On suppose ici que la matrice A dans (133) est une perturbation d’une matrice périodi-
que, au sens où

A(x, ω) = Aper(x) + ηA1(x, ω), (151)

où Aper est Q-périodique, A1 est stationnaire au sens de (131), et η est un petit paramètre
déterministe. On suppose que A, Aper et A1 sont trois matrices symétriques et bornées,
et que A et Aper sont uniformément coercives. La relation (151) montre que A est une
perturbation de Aper.

Remarque 52 De nombreux cadres perturbatifs ont été proposés et étudiés dans la littéra-
ture. On renvoie à [101, FL35] pour une revue de différents cas possibles (cf. aussi [3]).
Notons aussi qu’un autre cadre perturbatif, introduit dans [25], sera étudié dans la Sec-
tion 3.3.3. ⋄

En conséquence de (151), il est possible de développer la matrice homogénéisée A⋆

en une série en puissance de η (cette idée a déjà été suivie dans [25], sur un cas un peu
différent). On montre alors que le correcteur ∇wp, solution de (135), vérifie

∇wp = ∇w0
p + η∇w1

p + . . . , (152)

où w0
p est la solution (unique à une constante additive près) du problème du correcteur

périodique, {
−div

[
Aper(∇w0

p + p)
]

= 0 dans R
d,

w0
p est Q-périodique,

(153)

et w1
p est la solution (unique à une constante aléatoire additive près) de





−div
[
Aper∇w1

p

]
= div

[
A1

(
∇w0

p + p
)]

p.s. sur R
d,

∇w1
p est stationnaire,

∫

Q
E(∇w1

p) = 0.
(154)
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De plus, la matrice homogénéisée (134) vérifie

A⋆ = A⋆per + ηA⋆1 +O(η2), (155)

où A⋆per est la matrice homogénéisée associée à Aper via (126)-(127), et

[A⋆1]ij =

∫

Q
E(∇w1

ei
)TAper(∇w0

ej
+ ej) +

∫

Q
(∇w0

ei
+ ei)

TAperE(∇w1
ej

)

+

∫

Q
(∇w0

ei
+ ei)

T
E(A1)(∇w0

ej
+ ej). (156)

Dans cet exemple très particulier, il n’y a en fait pas de problème de variance, et ce
pour deux raisons. Tout d’abord, la fonction E(w1

p), nécessaire pour évaluer (156), peut
être directement calculée, sans passer par w1

p. On déduit en effet de (154), en prenant
l’espérance, que w1

p := E(w1
p) vérifie

{
−div

[
Aper∇w1

p

]
= div

[
E(A1)

(
∇w0

p + p
)]

sur R
d,

w1
p est Q-périodique.

(157)

Ce problème, déterministe et posé sur Q, est évidemment plus facile à résoudre que le
problème (135) (ou sa version tronquée (136)). La détermination de A⋆ (au premier ordre
en η) se fait donc simplement via la résolution des problèmes déterministes (153) et (157).

Par ailleurs, le correcteur exact wp, qui est solution de (135), est en pratique approché
par la solution wNp du problème tronqué (136), qui a elle-aussi un développement en
puissance de η : à l’image de (152), on a

∇wNp = ∇w0
p + η∇w1,N

p + . . . , (158)

où w1,N
p est une solution du problème tronqué

{
−div

[
Aper∇w1,N

p

]
= div

[
A1

(
∇w0

p + p
)]
,

w1,N
p est QN -périodique.

De même, la matrice homogénéisée A⋆ est approchée en pratique par A⋆N (ω) définie
par (137), qui vérifie

A⋆N (ω) = A⋆per + ηA⋆1,N (ω) +O(η2),

où

[
A⋆1,N

]
ij

(ω) =
1

|QN |

[∫

QN

∇w1,N
ei

(x, ω)TAper(x)(∇w0
ej

(x) + ej)dx

+

∫

QN

(∇w0
ei

(x) + ei)
TA1(x, ω)(∇w0

ej
(x) + ej)dx

+

∫

QN

(∇w0
ei

(x) + ei)
TAper(x)∇w1,N

ej
(x, ω)dx

]
. (159)

Il est alors facile de montrer, en utilisant (153), que le premier terme de (159) s’annule,
ainsi que le troisième. On a donc

[
A⋆1,N

]
ij

(ω) =
1

|QN |

∫

QN

(∇w0
ei

(x) + ei)
TA1(x, ω)(∇w0

ej
(x) + ej)dx.
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Comme A1 est stationnaire, une simple application du théorème ergodique montre que
A⋆1,N (ω) converge presque sûrement vers A⋆1. En faisant des hypothèses supplémentaires
sur A1, on peut aussi obtenir un taux de convergence, par un argument de type limite
centrale. Enfin, d’un point de vue pratique, le calcul de A⋆1,N ne pose pas de difficulté, car
il ne nécessite pas la résolution de problèmes sur un grand domaine.

Ce cas particulier est en fait un très bon cadre pour comprendre plus en détail le
lien entre la variance de A1(x, ω) et celle de la matrice homogénéisée, mieux comprendre
la méthode de réduction de variance exposée à la Section 3.2.2, . . . On va donc utiliser
cette méthode comme dans le cas général de la Section 3.2.2 (calcul, pour N fixé, d’un
intervalle de confiance pour E(A⋆N ) en utilisant plusieurs réalisations de A(x, ω), dans l’es-
prit de (144) et (145)), et utiliser les expressions analytiques par ailleurs disponibles pour
mieux quantifier la qualité de l’approximation numérique, à la fois en terme de réduction
de variance et en terme de taux de convergence avec N de la procédure d’approximation.

Dans la suite, on va s’intéresser aux quantités

[
A⋆,exact

1,N

]
ij

(ω) =
1

|QN |

[∫

QN

∇w1
ei

(x, ω)TAper(x)(∇w0
ej

(x) + ej)dx

+

∫

QN

(∇w0
ei

(x) + ei)
TA1(x, ω)(∇w0

ej
(x) + ej)dx

+

∫

QN

(∇w0
ei

(x) + ei)
TAper(x)∇w1

ej
(x, ω)dx

]
, (160)

définies pour tout N ∈ N
⋆ et 1 ≤ i, j ≤ d. Les fonctions w0

p et w1
p sont les solutions

respectives de (153) et de (154), et QN = ∪|k|∞≤N (Q+ k) est le cube de taille (2N + 1)d

centré à l’origine. On remarque qu’on a ici utilisé le terme de premier ordre w1
p dans le

développement (152) du correcteur exact. Si ce terme est remplacé par le terme de premier
ordre w1,N

p dans le développement (158) du correcteur approché (solution du problème
tronqué), alors on retrouve A⋆1,N défini par (159).

Dans [FL24], nous avons démontré le résultat suivant :

Proposition 53 ([FL24], Proposition 2) Soit A définie par (151), où Aper est périodique
et Hölder continue. On suppose que A, Aper et A1 sont symétriques et bornées, et que A
et Aper sont uniformément coercives. On suppose de plus que A1 est de la forme

A1(x, ω) =
∑

k∈Zd

1Q+k(x)Xk(ω) Idd,

où Idd est la matrice identité et (Xk)k∈Zd est une suite de variables aléatoires scalaires
i.i.d. et telles qu’il existe 0 < α <∞ tel que |Xk| ≤ α presque sûrement et pour tout k.

On considère la matrice A⋆,exact
1,N définie par (160). Il existe d2 coefficients CijN > 0,

indépendants de (Xk)k∈Zd, tels que

Var

([
A⋆,exact

1,N

]
ij

)
= CijN Var (X0). (161)

De plus, on a

CijN ≤ C

|QN |
, (162)

où C ne dépend pas de i, j et N , et dépend seulement de Aper.
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La relation (161) montre que réduire la variance de X0 (par exemple par la technique
des variables antithétiques de la Proposition 51) réduit la variance de A⋆,exact

1,N . On obtient
aussi une estimation quantitative de la réduction de variance, ce dont nous ne disposions
pas dans le cas général de la Section 3.2.2.

On peut de plus obtenir un résultat de type limite centrale sur A⋆,exact
1,N quand N → ∞.

On renvoie à [FL24] pour l’énoncé précis de ces résultats, leurs preuves, et des extensions.
Notons ici que ces résultats font appel à des propriétés, exposées dans [FL28], sur le
comportement asymptotique de la fonction de Green de l’opérateur −div [Aper∇·], i.e. la
solution de

−divx (Aper(x)∇xG(x, y)) = δy(x) dans R
d.

3.3 Une variante de l’homogénéisation stochastique

Publications [FL15, FL36]

Dans [FL15, FL36], nous nous sommes intéressés à un autre cadre d’homogénéisation
stochastique, introduit et étudié dans [23, 25]. Cette variante, qui n’est pas un cas parti-
culier du cadre étudié dans la Section 3.1.2, est motivée par la considération de matériaux
dont la configuration courante, aléatoire, peut être relíee à une configuration périodique
de référence par une déformation aléatoire.

Nous présentons tout d’abord ce modèle en toute généralité. On en discute ensuite une
version faiblement stochastique.

3.3.1 Présentation du modèle

On se donne une matrice Aper, qu’on suppose Z
d-périodique, bornée et elliptique, et

on considère le problème





−div
[
Aper

(
Φ−1

(x
ε
, ω
))

∇uε
]

= f dans D,

uε = 0 sur ∂D,
(163)

où, presque sûrement, Φ(·, ω) est un difféomorphisme de R
d sur R

d. On suppose de plus
que

EssInf
ω∈Ω, x∈Rd

[det(∇Φ(x, ω))] = ν > 0, EssSup
ω∈Ω, x∈Rd

(|∇Φ(x, ω)|) = M <∞, (164)

et que

∇Φ(x, ω) est stationnaire au sens de (131). (165)

On voit donc que les propriétés du matériau sont périodiques, à la déformation aléatoire
Φ près ! D’autre part, le gradient de cette déformation est statistiquement homogène.

Ce problème d’homogénéisation a été étudié dans [23, 25], où le résultat suivant est
démontré :

Théorème 54 Soit Φ un difféomorphisme aléatoire vérifiant (164)-(165). Alors la so-
lution uε(x, ω) de (163) converge presque sûrement vers u⋆(x), fortement dans L2(D) et
faiblement dans H1(D), où u⋆ est la solution du problème homogénéisé

{
−div [A⋆∇u⋆] = f dans D,

u⋆ = 0 sur ∂D.
(166)
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Dans (166), la matrice homogénéisée A⋆ est définie par

[A⋆]ij =
E

(∫
Φ(Q,·) (ei + ∇wei

(y, ·))T Aper
(
Φ−1(y, ·)

)
ej dy

)

det
(

E

(∫
Q∇Φ(z, ·)dz

)) , (167)

où, pour tout p ∈ R
d, wp est la solution (unique à une constante aléatoire additive près)

dans
{
w ∈ L2

loc(R
d, L2(Ω)), ∇w ∈ L2

unif(R
d, L2(Ω))

}
du problème du correcteur





−div
[
Aper

(
Φ−1(y, ω)

)
(p+ ∇wp)

]
= 0,

wp(y, ω) = w̃p
(
Φ−1(y, ω), ω

)
, ∇w̃p est stationnaire au sens de (131),

E

(∫

Φ(Q,·)
∇wp(y, ·)dy

)
= 0.

(168)

Remarquons que, dans le cas où Φ est l’identité, on retrouve la matrice homogénéisée du
problème périodique.

3.3.2 Approximation numérique

En pratique, le problème du correcteur (168) est résolu sur un domaine tronqué, comme
dans le cas du problème (135), qui est approché par (136). Pour une taille de maillage h

fixée, on se donne donc une triangulation périodique T (Q)
h de la cellule unité Q, qu’on étend

par périodicité à une triangulation T N
h du domaine QN ⊂ R

d, cube de taille (2N + 1)d

centré à l’origine. En suivant l’approche de [34], on considère l’approximation suivante
de (168) :





Trouver w̃h,Np (·, ω) ∈ V per
h (QN ) tel que, pour tout ṽh ∈ V per

h (QN ),∫

QN

det (∇Φ) (∇ṽh)T (∇Φ)−T Aper

(
p+ (∇Φ)−1 ∇w̃h,Np (·, ω)

)
= 0 p.s.,

(169)

où V per
h (QN ) est l’ensemble des fonctions définies sur R

d, QN -périodiques, et dont la
restriction à QN appartient aux fonctions éléments finis périodiques baties sur le maillage
T N
h . On remarque que, dans (169), on a travaillé avec la fonction w̃p plutôt que wp, puisque

l’hypothèse de stationnarité porte sur w̃p. On définit ensuite l’approximation suivante de
la matrice A⋆ :

(
A⋆h,N

)
ij

(ω) :=

det

(
1

|QN |

∫

QN

∇Φ

)−1 1

|QN |

∫

QN

det(∇Φ)
(
ei + (∇Φ)−1 ∇w̃h,Nei

)T
Aper ej . (170)

Comme dans la Section 3.1.2, la matrice homogénéisée exacte A⋆ est déterministe, tandis
que son approximation A⋆h,N est stochastique.

L’étude de la limite deA⋆h,N lorsque h tend vers 0 ne pose pas de problème particulier, et
se fait en utilisant des résultats classiques en éléments finis. On peut ainsi définir A⋆N (ω) =
limh→0A

⋆
h,N (ω). L’étude de la limite de A⋆N quand N tend vers l’infini est une autre

question, qui est très proche de l’étude de [34] dans le cadre standard de l’homogénéisation
stochastique. Cette question, dans le cadre de la variante (163) présentée ici, fait l’objet
du travail en cours [FL36].
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3.3.3 Perturbations de l’identité

Dans le cadre présenté ci-dessus, il est possible d’introduire une version faiblement sto-
chastique du modèle, dans l’esprit de la Section 3.2.3. On suppose ici que le difféomorphisme
Φ est une perturbation de l’identité, au sens où

Φ(x, ω) = x+ ηΨ(x, ω) +O(η2).

Alors, comme dans la Section 3.2.3, on peut développer la matrice homogénéisée (167)
en puissance de η. Pour η = 0, le problème (163) est un problème d’homogénéisation
périodique. Il est donc naturel d’introduire le correcteur périodique w0

p, solution de

−div
[
Aper (p + ∇w0

p)
]

= 0, w0
p est Q-périodique, (171)

et la matrice
[
A⋆per

]
ij

=

∫

Q
eTi Aper

(
ej + ∇w0

ej

)
. Les auteurs de [25] montrent que la

matrice homogénéisée (167) admet le développement

A⋆ = A⋆per + ηA⋆1 +O(η2),

où A⋆1 est une matrice qui peut être calculée en connaissant la solution d’un problème
auxilliaire, déterministe et posé sur le domaine borné Q. Ainsi, comme dans le cas de la
Section 3.2.3 (cf. (155), (156) et (157)), il suffit de résoudre deux problèmes déterministes,
posés sur le domaine borné Q, pour calculer la matrice homogénéisée au premier ordre en
η.

Nous avons démontré dans [FL15] un résultat similaire, cette fois sur les versions
discrétisées des problèmes (la preuve suit les mêmes étapes que la preuve du cas continu
donnée dans [25]). L’objectif est d’obtenir un développement en puissance de η de la
matrice A⋆h,N définie par (170), en résolvant des problèmes plus simples que (169).

Il est naturel d’introduire la fonction w0,h
p ∈ V per

h (Q) solution de

∀vh ∈ V per
h (Q),

∫

Q
(∇vh)T Aper (p + ∇w0,h

p ) = 0,

qui est la formulation discrétisée du problème du correcteur périodique (171), ainsi que la

matrice homogénéisée correspondante, [A⋆per,h]ij =

∫

Q
eTi Aper

(
ej + ∇w0,h

ej

)
. Dans [FL15]

(cf. aussi [45, 46]), nous avons montré qu’il existe une constante C(h,N, ω) telle que, pour
η assez petit,

η−2
∣∣A⋆h,N(ω) −A⋆per,h − ηA⋆1,h,N (ω)

∣∣ ≤ C(h,N, ω),

où A⋆1,h,N est la matrice définie par

[A⋆1,h,N ]ij = −[A⋆per,h]ij
1

|QN |

∫

QN

divΨ +
1

|QN |

∫

QN

(ei + ∇w0,h
ei

)TAper ej divΨ

+
1

|QN |

∫

QN

(
∇w1,h,N

ei
−∇Ψ∇w0,h

ei

)T
Aper ej,

où w1,h,N
p ∈ V per

h (QN ) est la solution de

∀vh ∈ V per
h (QN ),

∫

QN

(∇vh)T Aper ∇w1,h,N
p =

∫

QN

(∇vh)T
[
Aper∇Ψ∇w0,h

p +
(
∇ΨT − (divΨ) Id

)
Aper

(
p+ ∇w0,h

p

)]
. (172)
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La résolution de (172) est aussi coûteuse que la résolution de (169), car c’est un problème

posé sur le grand domaine QN . On observe cependant que l’espérance de w1,h,N
p est une

fonction indépendante de N , solution d’un problème déterministe, posé sur le petit do-
maine Q. Par conséquent, la détermination de E(w1,h,N

p ), et par conséquent de E(A1,h,N ),
est facile.

Introduisons les deux estimateurs d’erreur suivants :

eh,N(ω) := η−2
(
A⋆h,N (ω) −A⋆per,h − ηA⋆1,h,N (ω)

)
,

eh,N(ω) := η−2
(
A⋆h,N (ω) −A⋆per,h − ηE(A⋆1,h,N )

)
.

On montre dans [FL15] que la variance de eh,N diverge quand η → 0. Par conséquent,
pour l’analyse de l’approche, il est nécessaire de considérer l’estimateur eh,N , ce qui permet
de vérifier que A⋆per,h + ηA⋆1,h,N est une approximation précise de A⋆h,N , au second ordre
en η. En pratique, on utilise bien sûr A⋆per,h + ηE(A⋆1,h,N ), bien plus facile à calculer, pour
approcher A⋆h,N .

3.3.4 Résidu dans le cas mono-dimensionnel

Dans tous les problèmes d’homogénéisation décrits ci-dessus, on a vu que uε converge
vers u⋆ fortement dans L2(D), et faiblement dans H1(D). On sait que, dans le cas périodi-
que, il est possible d’améliorer la qualité de l’approximation (et ainsi obtenir des conver-

gences dans H1(D)), en considérant u⋆ − ε
d∑

i=1

wei

( ·
ε

) ∂u⋆
∂xi

plutôt que u⋆ (cf. (128)).

Dans le cadre de l’homogénéisation stochastique présentée à la Section 3.1.2, ce résultat
est encore vrai [126, Théorème 3]. On peut se convaincre de ceci dans le cas mono-
dimensionnel, où tous les calculs peuvent être faits analytiquement. Le problème (133)
s’écrit alors (on a choisi D =]0, 1[)





− d

dx

[
a
(x
ε
, ω
) d

dx
uε
]

= f dans ]0, 1[,

uε(0, ω) = uε(1, ω) = 0.

Le coefficient homogénéisé a⋆ est donné par (146). On introduit la fonction

vε(x, ω) = uε(x, ω) −
[
u⋆(x) + ε

du⋆

dx
(x)w

(x
ε
, ω
)]
,

où u⋆ est la solution du problème homogénéisé (125), et w est le correcteur, solution
de (135). Cette fonction converge vers 0 dans L2(0, 1) presque sûrement. De plus, un
calcul simple montre que

dvε

dx
(x, ω) =

(
cε −

∫ 1

0
F (t) dt

)
a−1

(x
ε
, ω
)
− ε

d2u⋆

dx2
(x)w

(x
ε
, ω
)

(173)

avec

F (t) =

∫ t

0
f(s) ds et cε =

∫ 1

0
F (t) a−1

(
t

ε
, ω

)
dt

∫ 1

0
a−1

(
t

ε
, ω

)
dt

.

Grace au théorème ergodique, cε converge presque sûrement vers

∫ 1

0
F (t) dt, et donc

dvε

dx
converge presque sûrement vers 0, dans L∞(0, 1) et donc dans L2(0, 1). Ainsi, le correcteur
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permet à nouveau d’améliorer la convergence, puisqu’on obtient que vε converge vers 0
dans H1 fort.

Pour préciser la vitesse de convergence de
dvε

dx
vers 0, il est nécessaire de préciser

la vitesse de convergence dans le théorème ergodique, ce qui nécessite des hypothèses
supplémentaires. Comme a (et donc a−1) est stationnaire, on sait que les variables aléatoires

Xk(ω) =

∫ k+1

k
a−1 (t, ω) dt sont identiquement distribuées. Faisons l’hypothèse supplémen-

taire qu’elles sont indépendantes. Alors, en utilisant le théorème de la limite centrale, on
obtient que

ε−1/2

(
cε −

∫ 1

0
F (t) dt

)
converge en loi vers une Gaussienne. (174)

Bien sûr, l’hypothèse d’indépendance des Xk peut être affaiblie.

On déduit donc de (173) et (174) que, pour tout x dans ]0, 1[, ε−1/2 dv
ε

dx
(x, ω) “res-

semble”, quand ε→ 0, à une variable aléatoire gaussienne (indépendante de x) multipliée

par la fonction hautement oscillante a−1
(x
ε
, ω
)
. Ce résultat est différent de celui obtenu

dans le cas périodique, où on peut montrer que

∥∥∥∥ε
−1 dv

ε

dx

∥∥∥∥
L2(0,1)

≤ C pour une constante

C indépendante de ε. Ainsi, dans le cas périodique, on a une convergence au taux ε, alors
que le taux est

√
ε dans le cas stochastique.

On peut aussi utiliser (174) pour obtenir des estimations sur la fonction vε(x, ω) elle-
même, plutôt que sa dérivée. On renvoie à [10, 33] pour un résultat détaillé sur ce cas,
dans le cas mono-dimensionnel.

Une question intéressante est la généralisation de ce type de résultats au cas de la
variante de l’homogénéisation stochastique présentée dans la Section 3.3.1, où intervient à
la fois une matrice périodique et un difféomorphisme aléatoire. Cette question fait l’objet
du travail en cours [FL36].
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Conclusion et travaux en cours

Une grande partie de mon activité de recherche a pour but de développer des modèles et
des méthodes numériques, pour la simulation des matériaux à plusieurs échelles, en espace
et aussi en temps. Les travaux effectués jusqu’à présent ont fait apparâıtre de nombreuses
questions intéressantes, qui font l’objet de travaux en cours, et que nous avons parfois déjà
évoquées dans ce mémoire. Nous en détaillons quelques-unes ici.

Sur la thématique simulation moléculaire, nous poursuivons nos travaux dans plusieurs
directions. Nous avons présenté dans la Section 1.2 une stratégie pour construire une dy-
namique effective, approchant la dynamique t 7→ ξ(Xt) ∈ R d’une quantité d’intérêt,
lorsque la dynamique t 7→ Xt ∈ R

N du système complet est donnée. Dans les exemples
que nous avons traités, la précision de cette dynamique repose sur une séparation des
échelles de temps entre composantes rapides du mouvement et composantes lentes. Dans
le cas de systèmes homogènes comportant un grand nombre d’atomes (dont l’exemple le
plus simple est une châıne mono-dimensionnelle d’atomes avec interactions à plus proches
voisins), il est plausible de pouvoir trouver une coordonnée de réaction ξ(X) définie comme
une moyenne sur le système, et qui de ce fait évolue plus lentement que les positions indi-
viduelles Xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ N , de chaque particule. Dans ce cas, la séparation des échelles
de temps ne vient pas de l’énergie potentielle utilisée (le système est homogène, il n’y a
pas de petit paramètre dans l’énergie potentielle), mais d’une limite thermodynamique.
La dynamique effective associée à ce choix de ξ est ainsi une dynamique à l’échelle macro-
scopique, partant d’une dynamique à l’échelle microscopique. La Proposition 14 permet
de quantifier la précision de cette dynamique. L’idée est donc de choisir ξ de telle façon
à ce que les constantes m, M , λ, κ et ρ, qui dépendent a priori de la longueur N de la
châıne, soient telles que le membre de droite de l’estimation (52) converge vers 0 dans la
limite thermodynamique N → ∞.

Une autre direction que nous explorons fait suite au travail [FL26], présenté dans la
Section 1.3.3, dans lequel nous proposons une adaptation de l’algorithme pararéel au cas
de problèmes Hamiltoniens. Comme décrit dans cette section, la simple symétrisation de
l’algorithme ne suffit pas pour obtenir de bons résultats, et une procédure de projection
s’avère utile. Dans le travail [FL38], nous nous intéressons aux équations modifiées cor-
respondant aux différents schémas pararéels construits, afin de mieux comprendre leurs
propriétés en temps long.

D’autres travaux sont en cours, d’une part sur des questions de conductivité thermique
dans des châınes d’atomes mono-dimensionnelles soumises à un gradient thermique et à des
forces mécaniques extérieures [FL31], et d’autre part sur l’obtention de modèles effectifs
sur la base de modèles de Monte-Carlo cinétique comportant un grand nombre de puits, et
présentant une séparation d’échelles de temps (certaines transitions étant beaucoup plus
fréquentes que d’autres) [FL39].

Dans la thématique homogénéisation stochastique, plusieurs directions de travail sont
aussi à l’étude. Tout d’abord, sur le thème de la réduction de variance, nous avons pour
l’instant utilisé une technique très générique, celle des variables antithétiques. Nous souhai-
tons à l’avenir utiliser des approches plus spécifiques, ce qui pourrait permettre d’obtenir
des gains plus importants. Par ailleurs, nous nous sommes concentrés pour l’instant sur le
problème homogénéisé, et donc sur le calcul de la matrice homogénéisée. Cette approche
est intéressante quand la longueur caractéristique des hétérogénéités est infiniment plus
petite que la dimension du matériau considéré. Il est cependant des cas où on souhaite
traiter directement le problème elliptique originel (ici, le problème (133)), et non pas
sa limite quand ε → 0. Pour ce faire, on peut par exemple utiliser la Multiscale Finite
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Element Method (MsFEM). L’idée de cette méthode est de faire une approximation de Ga-
lerkin du problème étudié, non pas en utilisant des fonctions de forme génériques (comme
les fonctions de forme de la méthode des éléments finis), mais en utilisant des fonctions
de forme qui sont issues d’un calcul numérique, et qui encodent certaines propriétés du
problème étudié. Dans le cas simple du problème déterministe (124), ces fonctions de
forme φεi ∈ H1

0 (D) sont typiquement définies élément par élément. On se donne ainsi une
triangulation du domaine D, et, dans chaque élément K, on considère le problème

−div
(
Aper

(x
ε

)
∇φεi,K

)
= 0 dans K, φεi,K = φ0

i

∣∣
K

sur ∂K, (175)

où les φ0
i sont les fonctions de forme P1 associées à la triangulation de D. On définit

ensuite φεi sur D par φεi |K := φεi,K pour tout K. Les problèmes (175), indexés par K,
sont indépendants les uns des autres et peuvent donc être résolus en parallèle. On réalise
ensuite une approximation de Galerkin du problème originel en utilisant ces fonctions de
forme φεi , qui sont mieux adaptées au problème que les fonctions P1 usuelles, car elles
encodent en particulier les oscillations de la matrice Aper.

Dans un cadre stochastique, cette méthode conduit à des calculs très coûteux, puisque,
pour chaque réalisation de A(·, ω), il est nécessaire de calculer à nouveau une base de
fonctions de forme oscillantes (via la résolution de (175)), qui est ensuite utilisée pour faire
une approximation de Galerkin de (133). Dans le travail [FL29, FL30] (cf. aussi [141]),
nous étudions l’adaptation de cette méthode à un cadre faiblement stochastique, afin de
construire une méthode qui, lorsque la perturbation aléatoire est petite, permet d’obtenir
une précision identique à la méthode MsFEM originelle, pour un coût de calcul plus faible.
L’idée sous-jacente est de définir les fonctions de forme par un problème du type (175), en
utilisant la partie déterministe de A(·, ω), et en négligeant donc, à cette étape, la petite
perturbation aléatoire.

De façon plus générale, notre souhait est d’étendre l’applicabilité des stratégies jusqu’ici
développées, de façon à pouvoir les tester, en partenariat avec les praticiens du domaine,
sur des cas plus réalistes.
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[141] F. Thomines, Thèse de l’Université Paris Est, Ecole des Ponts ParisTech, en
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