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RÉSUMÉ

Une méthode de pénalisation en volume est implémentée de façon implicite dans un code
pseudo-spectral tri-périodique. Le schéma est étudié et la méthode numérique est testée et va-
lidée à l’aide de benchmarks concernant des effets linéaires anisotropes — propagation et ré-
flexion d’ondes d’inertie et internes de gravité — ou la réflexion de structures tourbillonnaires.
Cet outil numérique est alors appliqué à des écoulements turbulents en rotation confinés dans
une géométrie cylindrique. Les effets globaux du confinement sont observés (anisotropie des
petites échelles, etc) ainsi que des effets locaux de proche paroi (modification des pdfs , élon-
gation verticale des grandes structures tourbillonnaires, etc). Enfin, la méthode de pénalisation
est utilisée à des fins de forçage de la turbulence dans un contexte de type von Kármán et
l’écoulement généré au cœur du domaine est étudié en détail et comparé à des approches théo-
riques. Différentes géométries pour les pales sont testées et les résultats obtenus révèlent des
différences significatives dans la structure de l’écoulement en fonction de la forme des pales
utilisées.

ABSTRACT

A volume-penalization method is implemented in a tri-periodic pseudo-spectral code. The
numerical scheme is studied and the method is tested and validated thanks to benchmarks invol-
ving linear anisotropic effects (propagation and reflection of inertial waves or internal gravity
waves) or the impact of vortical structures on a penalized plane. This numerical tool is then ap-
plied to rotating turbulent flows confined in a cylindrical geometry. The global effects of confi-
nement are observed (small-scale anisotropy) as well as near-wall local effects (modification
of the pdfs , vertical elongation of the large turbulent structures, etc). Finally, the penalization
method is used in order to force the turbulence in a von Kármán swirling flow context. The
generated flows are studied in detail and compared to previous theoretical works. Several geo-
metries for the blades are tested and the resulting flows exhibit significantly different structures
for each shape of the blades.
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Introduction

La turbulence est souvent considérée comme le dernier problème de mécanique “classi-
que” encore non résolu. Pourtant, ce phénomène physique est omniprésent dans les fluides :
de l’écoulement de gaz à la sortie d’un pot d’échappement aux écoulements géophysiques et
astrophysiques — atmosphériques, océaniques, stellaires, . . . — ou du sillage dû à notre pas-
sage dans une piscine au passage des ailes d’un avion de ligne. Au premier abord, tous ces
écoulements (nous ne considérons ici que les fluides dits newtoniens) semblent radicalement
différents mais ils sont régis par le même système d’équations, les équations de Navier–Stokes
(1822), d’après les physiciens Claude-Louis Navier (1785-1836) et George Gabriel Stokes
(1819-1903) : 




∂u

∂t
+ (u ·∇)u = −1

ρ
∇p+ ν∇2u+ f ,

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0.

Bientôt deux siècles après leur découverte, ces équations conservent une part de mystère pour la
communauté scientifique, qui n’arrive toujours pas à déterminer s’il existe une solution unique
dans l’espace à trois dimensions.

Cependant, même si les méthodes actuelles ne nous permettent pas de résoudre les pro-
blèmes mathématiques que nous venons de citer, de nombreux physiciens ont travaillé sur
ces équations afin faire avancer notre connaissance des écoulements turbulents. Nous citerons
par exemple O. Reynolds (1842-1912), L. Prandtl (1875-1953), T. von Kármán (1881-1963),
G.I. Taylor (1886-1975), A.N. Kolmogorov (1903-1987), G.K. Batchelor (1920-2000), R.H.
Kraichnan (1928-2008), S. Corrsin (1920-1986) ou encore P.G. Saffman (1931-2008) parmi
les scientifiques ayant apporté une contribution importante à l’étude de la turbulence.

Parmi tous les types d’écoulements cités ci-dessus, il existe malgré tout quelques diffé-
rences génériques qui peuvent provenir de l’application d’une force extérieure f , de la distribu-
tion de la masse volumique ρ dans l’écoulement et des conditions aux limites qui sont imposées
(présence de paroi ou d’obstacles). La force f peut en effet inclure des effets de rotation (force
de Coriolis) ou l’effet d’un champ magnétique si le fluide considéré est conducteur (force de
Lorentz) par exemple. Il peut également exister des effets de compressibilité, de sorte que la
masse volumique n’est pas constante dans tout l’écoulement. Tous ces effets nous compliquent
énormément la tâche et un réflexe naturel est de simplifier le problème en supprimant tous ces
effets additionnels. Le résultat est le modèle “simplifié” de la turbulence homogène isotrope
d’un fluide incompressible (f = 0 et ρ =cte). Malgré les simplifications apportées, nous ne
savons que peu de choses de ces écoulements, les derniers progrès considérables remontant au
milieu du XXème (1941) et la théorie de Kolmogorov (théorie K41).

Dans cette thèse, nous avons choisi de prendre en compte deux effets additionnels par rap-
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port au cas homogène isotrope : la force de Coriolis et le confinement physique par des parois.
Parmi les nombreuses méthodes numériques existantes pour simuler des écoulements turbu-
lents, les plus précises sont les méthodes spectrales. Cependant, elles sont souvent limitées à
la caractérisation d’écoulements homogènes (c.-à-d. dans des domaines fluides infinis) ou évo-
luant dans des domaines fluides de géométries simples (canal, cylindre, sphère, etc) car la prise
en compte de parois de formes plus complexes n’est pas compatible avec la décomposition
spectrale qui y est effectuée. Les effets de rotation par la force de Coriolis sont très faciles à
implémenter dans une formulation spectrale des équations de Navier–Stokes et la principale dif-
ficulté provient donc de la prise en compte de parois et/ou d’obstacles divers. En effet, dans les
codes spectraux, les conditions aux limites sont intrinsèques à la décomposition utilisée, et en
ce qui concerne notre code basé sur une décomposition de Fourier tri-périodique, les conditions
aux limites sont des conditions de périodicité et aucune condition de paroi n’est directement
imposable. Une solution récente pour contourner ce problème réside en l’utilisation de mé-
thodes dites de “frontières immergées” (Immersed Boundary Methods). Plus précisément, nous
utilisons une méthode de pénalisation en volume, dont l’énorme avantage est la simplicité de
formulation et d’implémentation. De plus, elle permet, sous certaines conditions, de considérer
une grande variété de géométries de domaines fluides sans avoir à redéfinir le maillage initial.
Notre objectif dans ce manuscrit est alors double : (a) décrire les effets globaux du confine-
ment sur les écoulements turbulents soumis à des effets de rotation ; (b) forcer “physiquement”
un écoulement turbulent à l’aide de la méthode de pénalisation afin de caractériser les effets à
temps long sur la turbulence.

Dans une première partie, nous rappelons des notions élémentaires nécessaires à la com-
préhension des chapitres suivants, traitant de la connaissance actuelle du phénomène de la
turbulence. Les descriptions physique et spectrale sont présentées, ainsi que les concepts d’ho-
mogénéité, d’isotropie et de cascade énergétique. La théorie de Kolmogorov est également
rapidement abordée.

Les deux chapitres suivants traitent des méthodes numériques utilisées dans ce travail de
thèse, dont la validation a représenté une part importante du travail effectué. Le deuxième cha-
pitre décrit les méthodes numériques, notamment la méthode pseudo-spectrale de collocation
de Fourier tri-périodique et l’algorithme associé, mais il aborde surtout la méthode de péna-
lisation en présentant ses avantages et ses inconvénients. Le troisième chapitre est consacré
à la validation de la méthode de pénalisation. Tout d’abord, nous introduisons la formulation
implicite que nous avons développée pour la prise en compte de la méthode de pénalisation.
Puis les divers cas-test choisis pour valider la méthode numérique sont présentés ; ils portent
sur des effets de réflexion d’ondes planes sur des parois pénalisées, alignées ou non au maillage
cartésien, et sur la réflexion d’un anneau de vorticité sur une paroi plane.

Dans les chapitres suivants, en nous appuyant sur les validations et outils numériques pré-
cédemment cités, nous abordons enfin le cadre de la turbulence, confinée et en rotation, forcée
ou non. Nous commençons par une géométrie relativement simple, avant d’entamer un des ob-
jectifs initiaux de ce travail de thèse : la simulation numérique de l’écoulement de von Kármán.
Le quatrième chapitre est donc consacré à l’étude d’écoulements turbulents confinés dans un
cylindre périodique selon son axe, soumis à une rotation d’ensemble plus ou moins rapide.
Nous montrons les modifications locales et globales qu’implique la combinaison des effets de
confinement et de rotation sur la turbulence.
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Le cinquième chapitre traite finalement des écoulements forcés de type von Kármán, dont
la géométrie est obtenue grâce à la méthode de pénalisation introduite aux chapitres précédents.
Cette configuration est intéressante car ce type d’écoulements a fait l’objet de plusieurs expé-
riences et analyses théoriques mais de peu d’études numériques. On discute dans ce chapitre
plus précisément l’influence de la géométrie sur la dynamique et la structure des écoulements
turbulents ainsi observés.
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1
Dynamique des écoulements turbulents

Ce chapitre introduit les concepts de base relatifs aux écoulements turbulents. Le problème

de fermeture des équations de Navier–Stokes est abordé par l’introduction de la décomposition

de Reynolds et le concept de turbulence statistiquement homogène et isotrope est abordé. Les

équations de Navier–Stokes sont alors écrites dans l’espace de Fourier, simplifiant grandement

les équations à résoudre, en permettant la suppression du terme de pression dans ce nouveau

système. Enfin, la théorie de Kolmogorov (K41) est succinctement expliquée, théorie qui malgré

ses 70 ans d’ancienneté reste la plus solide dans l’appréhension de la turbulence malgré les

quelques aspects qui lui sont reprochés (prise en compte de l’intermittence, etc).

This chapter introduces the basics relative to turbulent flows. The closing problem of the

Navier–Stokes equations is approached thanks to the introduction of the Reynolds decom-

position and the concept of statistically homogeneous isotropic turbulence is presented. The

Navier–Stokes equations are then written in the Fourier space, significantly simplifying the

equations to solve by allowing to get rid of the pressure term in this new system. Finally, Kol-

mogorov theory (K41) is briefly explained and remains the most convincing one after 70 years

of existence, although it does not explain some features of turbulent flows (intermittency, etc).

1.1 Équations de Navier–Stokes

L’écoulement d’un fluide newtonien homogène, qu’il soit turbulent ou non, est entièrement
régi par les équations de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et éventuelle-
ment d’énergie si les effets de compressibilité du fluide considéré sont pris en compte. En ce
qui concerne le travail qui a fait l’objet de ce manuscrit, le fluide sera toujours supposé incom-
pressible, de sorte que la masse volumique ρ d’une particule du fluide considéré sera supposée
constante. En effet, pour que les effets de compressibilité ne soient pas négligeables, il faut que
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le nombre de Mach Ma = U/c soit tel que Ma > 0.3, U étant la vitesse caractéristique de
l’écoulement et c la vitesse de propagation du son dans ce milieu. Tous les écoulements étudiés
dans cette thèse sont tels que Ma ≪ 1.

D’une manière générale, l’équation de conservation de la masse s’écrit :

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (1.1)

avec u (x, t) la vitesse locale instantanée du fluide. Comme dit précédemment, l’écoulement
étant supposé incompressible (ρ = cte), l’équation de conservation de la masse devient :

∇ · u = 0. (1.2)

Notons que cette condition de divergence nulle est également valable dans le cas de fluides
stratifiés tels que u ·∇ρ = 0. La conservation de la quantité de mouvement prend la forme des
équations dites de Navier–Stokes :

∂u

∂t
+ (u ·∇)u = −1

ρ
∇p+ ν∇2u, (1.3)

où p (x, t) est la pression locale instantanée du fluide de viscosité cinématique ν. D’un point
de vue mathématique, des conditions initiales et aux limites sont nécessaires pour que le pro-
blème soit correctement posé. On obtient le système dimensionnel suivant, avec des conditions
classiques de non-glissement sur les limites du domaine fluide D :

Trouver u (x, t) et p (x, t) tels que :

∀x ∈ D, ∀t > 0,





∇ · u = 0
∂u

∂t
+ (u ·∇)u = −∇p+

1

Re
∇2u

C.I. : u (x, t = 0) = u0 (x)

C.L. : ∀x ∈ ∂D,u (x, t) = 0.

On obtient donc un système de quatre équations à quatre inconnues proprement posé. On
note tout d’abord l’apparition d’un nombre sans dimension essentiel en mécanique des fluides,
le nombre de Reynolds Re. Ce dernier est, par définition, le rapport en ordre de grandeur des
effets inertiels (c.-à-d. du terme non-linéaire (u ·∇)u) sur les effets dissipatifs (c.-à-d. du
terme de diffusion ν∇2u). Ainsi, on a :

Re =
O ((u ·∇)u)

O (ν∇2u)
=

U2/l

νU/l2
=
Ul

ν
, (1.4)

où l est une longueur caractéristique de l’écoulement.
On remarque également qu’en calculant la divergence de l’équation (1.3), on obtient une

équation de Poisson pour la pression, qui permet de la calculer connaissant le champ de vi-
tesse u (x, t). Notons qu’aucune condition aux limites sur la pression n’est donnée explicite-
ment dans le système précédent. Néanmoins, en appliquant la condition aux limites de non-
glissement dans les équations de Navier–Stokes, on trouve, pour une paroi immobile (D 6=
D (t)) de normale n, une condition aux limites de type Neumann pour la pression ∇np =
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FIGURE 1.1 – Croquis de la célèbre expérience de Reynolds en 1883.

µ∇2
nun, où µ = ρν est la viscosité dynamique du fluide et ∇np représente la dérivée spatiale

dans le direction du vecteur n. Enfin, il est intéressant de noter que la pression est obtenue à
une constante additive près qui n’a aucune importance sur la dynamique de l’écoulement ; seul
le gradient de pression a une influence sur l’évolution du champ de vitesse.

À ce jour, la preuve de l’unicité de la solution des équations de Navier–Stokes reste un
problème ouvert et fait l’objet de l’un des 7 fameux Millenium Problems du Clay Mathematics
Institute.

1.2 Décomposition de Reynolds

À la fin du XIXème siècle, Osborne Reynolds se pencha sur les différents régimes d’écou-
lements observés, notamment dans une conduite circulaire lors d’une expérience désormais
célèbre (voir Reynolds [1883], ainsi que la figure 1.1). Il déduisit de cette étude l’importance
du paramètre portant son nom pour la caractérisation du régime observé (voir Rott [1990] pour
une description plus exhaustive).

Si le nombre de Reynolds est faible 1, les effets visqueux sont alors prépondérants et ont
pour effet de préserver un caractère ordonné à l’écoulement. On dit alors que l’écoulement est
laminaire. Si le nombre de Reynolds est très faible (Re ≪ 1), on dit que l’on est dans le régime
de Stokes et le terme non-linéaire peut alors être négligé.

Dans le cas contraire, si le nombre de Reynolds est grand, l’écoulement devient désordonné
et très difficilement prédictible. On dit alors que l’écoulement est turbulent. Ce genre d’écoule-
ment se caractérise principalement par le fait qu’apparaissent un très grand nombre d’échelles,
tant spatiales que temporelles, et cette variété d’échelles est d’autant plus grande que le nombre

1. Le nombre de Reynolds critique, caractérisant le début d’une zone de transition entre le régime laminaire
et le régime turbulent, varie suivant l’écoulement étudié. Pour l’exemple d’un écoulement en conduite circulaire,
sans prendre de précaution particulière, le régime reste laminaire jusqu’à Re ≃ 2300.
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de Reynolds est grand.

1.2.1 Découplage champ moyen/champ fluctuant

Lorsque l’on visualise n’importe quel écoulement turbulent, que ce soit un jet libre, un
écoulement dans une conduite de forme quelconque ou le sillage obtenu en aval d’un obs-
tacle, on s’aperçoit qu’il semble exister deux contributions qui se superposent, en tout point et
à tout instant, si l’on répète un nombre suffisant de fois l’observation : un écoulement domi-
nant reproductible et un écoulement aléatoire. L’ordre de grandeur des vitesses de cet écoule-
ment aléatoire est, dans la plupart des écoulements turbulents, un ordre de grandeur inférieur
à l’écoulement dit “reproductible”. Ainsi, comme nous ne pouvons résoudre les équations de
Navier–Stokes, une première approche consiste à étudier cet écoulement dominant, en intro-
duisant la décomposition de Reynolds 2 :

u (x, t) = U (x, t) + u′ (x, t) , (1.5)

p (x, t) = P (x, t) + p′ (x, t) , (1.6)

où, pour toute quantité a,

A (x, t) =
1

Nobs

Nobs∑

n=1

a (x, t) . (1.7)

A est alors une quantité moyenne au sens de Reynolds, c’est-à-dire moyennée sur plusieurs
réalisations. On note que cette définition implique bien une moyenne d’ensemble et non une
moyenne spatiale ou temporelle. Dans la suite, toute quantité munie de · sera appelée quantité
moyenne (au sens de la moyenne de Reynolds) et toute quantité munie de ′ sera une quantité
dite fluctuante. Par définition, la moyenne au sens de Reynolds implique, pour toute fonction f
et g de la variable s, les propriétés suivantes :

• f ′ = 0,

• f = f ,

• f + g = f + g,

• fg = fg,

• fg n’est pas en général égale à fg,

• ∂f

∂s
=
∂f

∂s
.

1.2.2 Équations RANS (Reynolds-Averaged Navier–Stokes)

En introduisant la décomposition de Reynolds (équations (1.5) et (1.6)) dans l’équation
(1.3), puis en moyennant au sens de Reynolds l’équation obtenue et en utilisant les propriétés
précédentes ainsi que la condition d’incompressibilité, on obtient l’équation d’évolution du
champ moyen dans la direction i :

2. Les équations que nous résolverons numériquement par la suite ne prendront pas en compte cette décom-
position de Reynolds. Cette notion est simplement introduite pour une approche plus simple du problème de
fermeture des équations de Navier–Stokes.
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∂U i

∂t
+
∂U jU i

∂xj
= −1

ρ

∂P

∂xi
+ ν

∂2U i

∂xj∂xj
−
∂u′ju

′
i

∂xj
, (1.8)

où la convention de sommation d’Einstein est appliquée 3. On remarque que l’équation (1.8)
n’est autre que la notation indicielle des équations de Navier–Stokes pour le champ moyen,
auxquelles est ajoutée une force caractérisant les effets du champ fluctuant sur le champ moyen.
Le terme u′iu

′
j est appelé tenseur de Reynolds. En ajoutant la condition d’incompressibilité pour

le champ moyen, qui n’est autre que ∇ · U = 0, on voit que le système d’équations devient
un système de quatre équations avec une cinquième inconnue qui est justement le tenseur de
Reynolds. Toujours en utilisant la décomposition de Reynolds dans l’équation pour le champ
total (1.3), puis en retranchant l’équation (1.8), on obtient l’équation d’évolution pour le champ
fluctuant u′. L’équation d’évolution du tenseur de Reynolds est alors :

∂u′iu
′
j

∂t
+ U l

∂u′iu
′
j

∂xl
+

(
u′iu

′
l

∂U j

∂xl
+ u′ju

′
l

∂U i

∂xl

)
=

−
∂u′iu

′
ju

′
l

∂xl
− 1

ρ

(
u′i
∂p′

∂xj
+ u′j

∂p′

∂xi

)
+ ν

∂2u′iu
′
j

∂xl∂xl
− 2ν

∂u′i
∂xl

∂u′j
∂xl

. (1.9)

Nous n’allons pas discuter ici le rôle de chaque terme mais simplement remarquer que
cette équation qui donne l’évolution du tenseur de Reynolds (qui est une moyenne d’un produit
de deux fluctuations) fait intervenir la moyenne d’un produit de 3 fluctuations. De même, en
écrivant l’équation d’évolution de ce terme d’ordre 3, il apparaîtrait un terme d’ordre 4. De ma-
nière générale, l’équation de transport d’une quantité d’ordre n fait intervenir un terme d’ordre
n + 1. C’est le problème de fermeture des équations de Navier–Stokes. Ainsi, si l’on souhaite
résoudre les équations d’ordre n, la modélisation du terme d’ordre n+ 1 est nécessaire. Citons
par exemple des modèles en un point de type viscosité turbulente, de type k− ε qui modélisent

l’énergie cinétique turbulente moyenne k = ujuj/2 et son taux de dissipation ε =
dk

dt
ou encore

des fermetures en deux points de type EDQNM (Eddy-Damped Quasi-Normal Markovian) qui
modélisent les termes d’ordre 4 comme une somme de termes d’ordre 2 dans l’espace spectral.

1.3 Notion de turbulence homogène isotrope (THI)

Nous allons introduire ici le concept de turbulence homogène isotrope (THI ou HIT pour
Homogeneous Isotropic Turbulence) qui permet, en s’affranchissant des conditions aux limites
de l’écoulement, de simplifier le système d’équations à résoudre. Rappelons que ces notions
sont ici statistiques, c’est-à-dire qu’un écoulement turbulent ne sera jamais homogène (resp.
isotrope), mais statistiquement homogène (resp. isotrope).

3. Cette convention stipule que toute répétition d’indice dans le même terme d’un produit ou d’un quotient

implique la sommation sur ce même indice dans les trois directions. Par exemple,
∂U jU i

∂xj
=

3∑

j=1

∂U jU i

∂xj
=

∂U1U i

∂x1

+
∂U2U i

∂x2

+
∂U3U i

∂x3

. Cette convention sera utilisée dans tout le manuscrit, sauf mention contraire explicite.
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1.3.1 Homogénéité

Définition : Un écoulement turbulent est dit homogène (ou plus justement statistiquement

homogène) si la densité de probabilité est invariante par translation spatiale.

Ceci entraîne les conséquences suivantes :
– Les moments en un point sont constants dans l’espace. Ils sont uniquement fonction de
t, et si r est un incrément spatial :

uiuj (x, t) = uiuj (x+ r, t) = uiuj(t). (1.10)

– Les moments en deux points ne dépendent que de la distance séparant ces deux points et
du temps. Ainsi, pour la corrélation double de vitesse, l’homogénéité implique :

Rij (x, r, t) = ui (x, t) uj (x† = x+ r, t) = uiu
†
j (r, t) . (1.11)

L’étude des moments en deux points est indispensable afin d’obtenir une information sur
les structures turbulentes. Par exemple, l’échelle dite intégrale de la turbulence se calcule
en intégrant la corrélation de vitesse en deux points normalisée, notée f . En effet, on peut
définir une structure comme l’ensemble des positions telles que la fonction de corrélation
f , calculée pour chaque couple formé par deux de ces positions, est non nulle.

Une conséquence de la notion d’homogénéité est qu’elle ne considère que des écoulements
où les effets de conditions aux limites (parois) sont absents. Or, un écoulement réaliste est
forcément soumis à un confinement quelconque. On ne peut donc considérer que l’idée d’ho-
mogénéité locale, ce qui signifie que l’échelle de longueur des tourbillons est petite devant
l’échelle d’inhomogénéité de l’écoulement.

L’homogénéité implique également que les dérivées spatiales des moments en un point
sont nulles. Ainsi, on voit que les équations (1.8) et (1.9) peuvent être grandement simplifiées.
Notamment, l’équation du champ moyen voit disparaître le terme des tensions de Reynolds et
le champ moyen est régi par les équations de Navier–Stokes.

De plus, l’homogénéité a pour effet d’imposer aux gradients spatiaux du champ moyen
d’être indépendants de x. Ainsi, si λij est le gradient dans la direction j du champ moyen dans
la direction i, alors on a :

U i (x, t) = λij(t)xj + ci(t). (1.12)

1.3.2 Isotropie

Définition : Un écoulement (statistiquement) homogène isotrope est un écoulement (statisti-

quement) homogène dont les propriétés statistiques sont invariantes vis-à-vis des rotations et

symétries spatiales.

Plus simplement, cela veut dire qu’aucune direction n’est privilégiée dans l’écoulement.
On note par ailleurs que cette hypothèse implique nécessairement l’homogénéité statistique de
l’écoulement et est donc une condition encore plus restrictive. L’isotropie statistique implique
un certain nombre de conséquences. Par exemple, tous les gradients de vitesse sont nuls pour
un écoulement homogène isotrope. Le champ de vitesse moyenne est donc constant, et dans
notre étude, même dans le cas d’écoulements inhomogènes, nous ne considérerons que des
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écoulements purement turbulents, de sorte que U = 0 , ce qui implique u = u′ dans l’équation
(1.5). De plus, en notant k l’énergie cinétique, une conséquence de l’isotropie est :

uiuj =
2k

3
δij, (1.13)

où δij est le symbole de Kronecker, qui vaut 1 si i = j et 0 si i 6= j. L’équation d’évolution du
tenseur de Reynolds prend alors la forme très simple suivante :

dk

dt
= −ε, (1.14)

où ε est le taux de dissipation visqueuse, lequel a alors pour expression :

ε = 15ν

(
∂u1
∂x1

)2

. (1.15)

Le choix du gradient de vitesse dans la définition (1.15) est arbitraire car du fait de l’isotropie,
on a les égalités suivantes : (∂u1/∂x1)2 = (∂u2/∂x2)2 = (∂u3/∂x3)2. La corrélation double
de vitesse est alors un tenseur isotrope. Il peut s’écrire (voir Batchelor [1953]) sous la forme :

Rij (r, t) = rirjA (|r|) + B (|r|) δij. (1.16)

On la réécrit souvent sous la forme suivante :

Rij (r, t) = u2rms(t)
(
f(r, t)

rirj
r2

+ g(r, t)
[
δij −

rirj
r2

])
, (1.17)

où f et g sont respectivement appelées fonctions d’auto-corrélation longitudinale et transverse
et urms est la vitesse caractéristique de l’écoulement urms =

√
uiui/3. On peut trouver des

relations simples entre f et g et en définissant la fonction K, qui est un cas particulier 4 de la
corrélation triple de vitesse, par K(r) = u21u

′
1/urms, on peut retrouver l’équation de Karman-

Howarth, caractérisant l’évolution de la fonction d’auto-corrélation f :

∂

∂t

(
u2rmsr

4f(r, t)
)
= u3rms

∂

∂r

(
r4K(r)

)
+ 2νu2rms

∂

∂r

(
r4
∂f

∂r

)
. (1.18)

Cette équation peut se réécrire en fonction de la trace du tenseur de corrélation double Q =

Rii/2 :

∂Q

∂t
= Γ(r) + 2ν∇2Q, avec Γ(r) =

1

2r2
∂

∂r

(
1

r

∂

∂r

(
r4u3rmsK(r)

))
. (1.19)

Cette équation est une des plus importantes équations de turbulence isotrope et elle nous met
face au problème de fermeture, car pour connaître l’évolution de f ou de Q, il faut connaître
l’évolution de K, qui elle-même dépend dépend des corrélations d’ordre 4.

4. On note que la direction utilisée est la direction 1 mais cela n’a aucune importance en turbulence isotrope.
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1.4 Approche spectrale de la THI

En considérant un écoulement homogène, on étudie un écoulement qui n’est soumis à au-
cun confinement, de sorte que ce dernier évolue dans un espace supposé infini. De ce fait, nous
pouvons réaliser l’étude de cet écoulement dans l’espace de Fourier (ou espace spectral), en
calculant la transformée de Fourier F du champ de vitesse considéré. Les coefficients de Fou-
rier du champ de vitesse u sont définis par l’équation (1.20), où un ˆ dénote la variable dans
l’espace de Fourier :

û (κ, t) = F {u} =

+∞∫∫∫

−∞

u (x, t) e−iκ·xd3x, (1.20)

où κ est le vecteur d’onde et i est le nombre imaginaire pur (i2 = −1). La description n’est alors
plus locale comme lors de l’approche dans l’espace physique mais se concentre sur la taille l
des structures en utilisant les nombres d’onde κ = |κ| = 2π/l. Ainsi, les petites échelles de
l’écoulement seront caractérisées par les grands nombres d’onde κ et les grandes structures par
des nombres d’onde κ ≈ O (1). On peut évidemment retourner dans l’espace physique grâce à
une transformée de Fourier inverse F−1 telle que :

u (x, t) = F−1 {û} =
1

(2π)3

+∞∫∫∫

−∞

û (κ, t) eiκ·xd3κ, (1.21)

pour ainsi retrouver F−1 {F {u}} = u.
Un des intérêts majeurs à utiliser l’espace spectral pour la description d’écoulements ho-

mogènes est la façon dont s’écrit la condition d’incompressibilité, car dans cet espace, cet opé-
rateur de différentiation spatiale devient un opérateur algébrique. En effet, une dérivée spatiale
dans l’espace physique, disons dans la direction j soit ∂/∂xj , est équivalente à une multi-
plication dans l’espace spectral par iκj . Ceci représente un avantage considérable de l’espace
spectral, et plus particulièrement d’un point de vue numérique comme le montrera le chapitre
2 décrivant les méthodes pseudo-spectrales. Ainsi, l’équation de conservation de la masse pour
un fluide incompressible s’écrit :

∇ · u = 0 ⇐⇒ ∂ui
∂xi

= 0

⇐⇒ κiui = 0 (1.22)

⇐⇒ κ · û = 0. (1.23)

L’équation (1.23) est donc l’expression de l’équation de conservation de la masse dans l’espace
spectral. On voit que l’incompressibilité devient une condition géométrique qui force le vecteur
coefficient de Fourier de vitesse à appartenir au plan normal à son vecteur d’onde κ.

En calculant la transformée de Fourier de l’équation de Navier-Stokes (1.3), on cherche à
décrire l’évolution temporelle des modes de Fourier du champ de vitesse. Prenons l’exemple
de la composante dans la direction i :

∂ûi
∂t

+ F
{
uj
∂ui
∂xj

}
= −iκip̂− νκ2ûi. (1.24)
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En multipliant cette équation par κi (la multiplication par κi implique la sommation sur l’indice
i) et en utilisant la propriété d’incompressibilité de l’équation (1.22), on obtient l’expression de
la pression dans l’espace spectral, qui est l’équivalent de l’équation de Poisson dans l’espace
physique pour la pression :

p̂ = i
κl
κ2

F
{
uj
∂ul
∂xj

}
. (1.25)

En injectant (1.25) dans (1.24), on obtient :

∂ûi
∂t

+ νκ2ûi = −
(
δil −

κiκl
κ2

)
F
{
uj
∂ul
∂xj

}
. (1.26)

En notant Pil le tenseur tel que Pil = δil − κiκl/κ
2, on obtient finalement :

∂ûi
∂t

+ νκ2ûi = −PilF
{
uj
∂ul
∂xj

}
, (1.27)

où l’opérateur P permet la projection d’un vecteur v̂(κ) sur le plan perpendiculaire à κ. Ainsi,
le champ reste tel que l’équation (1.22) est vérifiée et le rôle de la pression dans l’écoulement
est désormais clair grâce à la description spectrale : la pression s’adapte au sein de l’écoulement
pour permettre à ce dernier de rester incompressible, en supprimant les modes compressibles
(parallèles à κ) générés par le terme non-linéaire.

On peut également définir l’équivalent de la corrélation double dans l’espace de Fourier,
appelé tenseur spectral (ou spectre tridimensionnel) 5 :

Φij (κ, t) =

+∞∫∫∫

−∞

Rij (r, t) e
−iκ·rd3r =

+∞∫∫∫

−∞

uiu′je
−iκ·rd3r. (1.28)

Le tenseur spectral (ou plus exactement sa trace Φii = Φ11 + Φ22 + Φ33) est lié à l’énergie
cinétique k par la relation suivante :

k(t) =
1

2
u2 =

1

2

+∞∫∫∫

−∞

Φii (κ, t) d
3κ. (1.29)

En turbulence isotrope, l’écoulement n’a pas de direction privilégiée. Ainsi, on peut caractériser
les contributions à l’énergie cinétique grâce à la norme κ du vecteur d’onde κ, sans se préoccu-
per de son orientation. On définit alors le spectre d’énergie E(κ), caractérisant la distribution
d’énergie cinétique dans l’espace spectral :

E(κ, t) =
1

2

∮
Φii (κ, t) d

2S(κ), (1.30)

où
∮

d2S(κ) désigne l’intégration sur une sphère de rayon κ. Cette formulation est équivalente
à :

E(κ, t) =

+∞∫∫∫

−∞

1

2
Φii (κ, t) δ (κ− κ) d3κ. (1.31)

5. Comme nous ne traiterons dans la suite que d’écoulements purement turbulents (pas de champ moyen), le ’
est utilisé pour dénoter une quantité en x′ dans la suite du manuscrit.
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E(k)
T (k)

−νk2E(k)

κ0

FIGURE 1.2 – Schéma qualitatif représentant les différents termes apparaissant dans l’équation
de Lin (1.32).

Cette quantité est d’une importance fondamentale dans la compréhension de la dynamique des
écoulements turbulents car elle permet de déterminer, en fonction de l’échelle considérée, le
niveau d’énergie de l’écoulement. De plus, pour savoir comment cette énergie évolue avec le
temps et entre les modes κ, on étudie l’équation (1.32) d’évolution de E(κ). Cette dernière est
obtenue en faisant la transformée de Fourier de l’équation d’évolution de la corrélation double
Rij , autrement dit l’équation de Karman-Howarth (1.18), puis en posant i = j. On obtient alors
l’équation suivante, parfois appelée “équation de Lin” 6 :

∂

∂t
E (κ, t) = T (κ, t)− 2νκ2E (κ, t) . (1.32)

Le membre de droite contient deux termes. Le premier est un terme de transfert dans lequel
apparaissent des corrélations d’ordre 3. Il est appelé terme de transfert car l’intégrale de ce
terme sur tous les nombres d’ondes κ est nulle, c’est-à-dire que l’on a :

∫ ∞

0

T (κ)dκ = 0. (1.33)

Cela signifie que ce terme ne permet qu’une redistribution d’énergie entre les différents nombres
d’onde κ. Le second terme est le terme dissipatif, qui agit bien plus aux plus petites échelles
(grands κ) à cause la pondération par κ2. L’évolution schématique de ces quantités en fonction
de κ est donnée par la figure 1.2. Notons que les modèles de fermeture dans l’espace spec-
tral ont pour but de modéliser ce terme T (κ, t), soit grâce à une équation pour la fonction T
(modèles quasi-normaux par exemple), soit en tentant de déterminer la forme du flux d’énergie
ΠE(κ), qui est défini par ΠE(κ) = −

∫ κ
0
T (κ)dκ =

∫∞

κ
T (κ)dκ, telle que ΠE = ΠE (E, κ).

6. Ce résultat fit l’objet d’une présentation de C.C. Lin au First Symposium of Applied Mathematics en 1947 :
“Remarks on the spectrum of turbulence”. Elle fait également l’objet de l’article de von Kármán & Lin [1949].
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On peut noter entre autres les propositions d’Obukhov (1941), d’Heisenberg (1948) ou de Pao
(1965), décrites dans Davidson [2004].

Enfin, une dernière définition, utile dans le cas où l’écoulement considéré n’est pas homo-
gène dans les trois directions 7, est celle du spectre unidimensionnel d’énergie, dans la direction
d’homogénéité, défini par :

Eij(κl) =
1

π

∫ +∞

−∞

Rij (rlel) e
−iκlrldrl. (1.34)

La figure 1.3 montre la superposition de spectres unidimensionnels obtenus à partir de dis-
positifs et d’écoulements expérimentaux différents et qui montre l’universalité de la dynamique
turbulente, discutée dans la section suivante.

1.5 Nature des écoulements turbulents et théorie K41

1.5.1 Cascade turbulente de Richardson

“Big whirls have little whirls

Which feed on their velocity,

And little whirls have lesser whirls

And so on, to viscosity.”

Lewis Fry Richardson, 1922

Cette citation de Richardson exprime bien la vision que les physiciens du XXème siècle
(Richardson, Taylor, Kolmogorov, . . .) se font de la dynamique des écoulements turbulents
(voir Frisch [1995], Pope [2000], Davidson [2004]) et qui persiste encore à l’heure actuelle,
bien que très discutée. L’idée peut être résumée de la manière suivante : plus un écoulement
est turbulent (plus le nombre de Reynolds est grand), plus ce dernier contient une gamme
large d’échelles de temps et de longueurs. Ainsi, un écoulement turbulent est une superposition
de tourbillons qui interagissent et dont l’échelle caractéristique varie de l’échelle intégrale l0,
représentative des grandes structures, à l’échelle dite de Kolmogorov lη qui caractérise les plus
petits tourbillons. On définit également une échelle de longueur intermédiaire dite de Taylor lλ
et plus le nombre de Reynolds est grand, plus les ordres de grandeur des échelles sont séparées :
l0 ≫ lλ ≫ lη. En effet, on peut montrer 8, à partir de considérations phénoménologiques, que
pour des écoulements à grand nombre de Reynolds, on a les évolutions suivantes :

l0
lη

∝ Re
3/4
0 et

l0
lλ

∝ Reλ ∝ Re
1/2
0 , (1.35)

en définissant pour chacune des échelles de longueur l un nombre de Reynolds Re = ul/ν.
La figure 1.4, dont les images sont extraites de l’article de Dahm & Dimotakis [1990], montre
l’existence de structures turbulentes de plus en plus petites lorsque le nombre de Reynolds

7. En réalité, il s’agit de tous les écoulements car il y a toujours, à plus ou moins grande échelle, un confine-
ment.

8. Ces comportements se retrouvent également très bien numériquement (voir par exemple les résultats de
simulations numériques directes spectrales de Kaneda & Ishihara [2006]).
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κ1lη

E11(κ1)

(εν5)1/4

∝ κ
−5/3
1

FIGURE 1.3 – Spectres unidimensionnels normalisés par les échelles de Kolmogorov (en
échelles logarithmiques), obtenus à partir de différents types d’écoulements turbulents (couches
limites en canal, sillages, turbulence de grille, jets, océans, etc.) pour différents nombres de
Reynolds (Reλ ∈ [23; 3180]). Les données ont été compilées dans Saddoughi & Veeravalli
[1994], où sont répertoriés les différents dispositifs expérimentaux. La fameuse loi en −5/3,
issue de la théorie de Kolmogorov, est clairement observée dans la zone inertielle.
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augmente. La configuration expérimentale utilisée est un jet pour des nombres de Reynolds
compris entre 1 500 et 20 000. La visualisation est possible grâce à l’insertion d’un colorant
fluorescent, de densité équivalente au fluide considéré pour le jet, évoluant donc comme un
scalaire passif (c.-à-d. n’ayant pas d’influence sur l’écoulement).

On peut également définir une échelle temporelle pour chacune des différentes tailles de
structures τ = l/u. L’idée de la cascade d’énergie de Richardson est que les structures d’échelles
l0 sont porteuses d’énergie et sont relativement lentes (avec un temps de retournement τ0). Elles
transfèrent l’énergie aux tourbillons d’échelles plus petites et plus rapides (τλ), et ainsi de suite
jusqu’à ce que l’énergie atteigne les plus petites, mais aussi les plus rapides échelles lη (de
temps caractéristique τη). Ces dernières sont les échelles dites dissipatives. Cela s’explique par
le fait que ces petites structures créent de forts gradients de vitesse, et que le terme de dissipa-
tion dans les équations de Navier-Stokes fait intervenir un produit de gradients de vitesse. Ceci
concorde avec la figure 1.2 qui montre que le terme dissipatif a une importance d’autant plus
grande que les structures sont petites (grands nombres d’onde κ).

1.5.2 Théorie de Kolmogorov (1941) – K41

Andreï N. Kolmogorov 9 se pencha sur le problème pour répondre à un certain nombre de
questions auxquelles les physiciens n’avaient toujours pas de réponse. Par exemple, peut-on
déterminer la taille de ces plus petits tourbillons ? Comment évoluent les échelles de vitesses
et de temps en fonction de l’échelle considérée ? En 1941, Kolmogorov publia deux papiers
(Kolmogorov [1941a;b]) qui donnent des éléments de réponses à ces questions fondamentales.
Il formule tout d’abord certaines hypothèses 10 dans le cas d’écoulements à très grand nombre
de Reynolds, où la séparation entre les échelles intégrales et dissipatives est grande :

• Hypothèse d’isotropie locale : Pour un nombre de Reynolds suffisamment grand, les

petites échelles de la turbulence (l ≪ l0) sont statistiquement isotropes.

Ainsi, on peut supposer une universalité des petites échelles, qui est précisée par l’hypo-
thèse suivante.

• 1ère hypothèse de similarité : Pour un nombre de Reynolds suffisamment grand, les

statistiques des petites échelles sont définies de manière universelle, uniquement par ε et

ν.

Il en découle par analyse dimensionnelle l’expression des échelles dites de Kolmogorov :

lη ≡
(
ν3/ε

)1/4
, (1.36)

uη ≡ (εν)1/4 , (1.37)

τη ≡ (ν/ε)1/2 . (1.38)

9. Andreï Nikolaïevitch Kolmogorov (1903 – 1987) est un mathématicien russe dont
les apports en mathématiques sont nombreux et variés. Son travail concerne notamment
la théorie des probabilités, la topologie, les systèmes dynamiques et l’étude du problème
de la turbulence.

10. On donne ici une idée succincte de ces hypothèses sans entrer dans les détails.
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(a)

Re = 1 500

(b)

Re = 5 000

(c)

Re = 20 000

FIGURE 1.4 – Visualisation de jets expérimentaux (Dahm & Dimotakis [1990]) pour différents
nombres de Reynolds : (a) Re = 1 500, (b) Re = 5 000 and (c) Re = 20 000. Cette figure permet
d’illustrer la création d’échelles de plus en plus petites lors de l’augmentation du nombre de
Reynolds.
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Comme le taux de dissipation ε est déterminé par les grandes échelles, on peut montrer
qu’il est proportionnel à u30/l0 et ainsi retrouver par exemple l’équation (1.35). On note
aussi qu’avec ces définitions, on obtient Reη = 1, ce qui caractérise bien un régime où la
viscosité et la dissipation jouent des rôles importants

• 2ème hypothèse de similarité : Pour un nombre de Reynolds suffisamment grand, les

statistiques des structures d’échelle de longueur l telle que l0 ≫ l ≫ lη, ont une forme

universelle, uniquement définie par ε et indépendante de ν.

Ainsi, ces trois hypothèses impliquent le fait que les structures de taille l ≪ l0 ont une forme
universelle, avec essentiellement une zone de dissipation dont l’échelle de longueur caractéris-
tique est lη et une zone dite inertielle (car ce sont les effets d’inertie qui y sont prédominants)
contenant les échelles de taille l telle que l0 ≫ l ≫ lη. Les échelles de taille l0 appartiennent à
une zone que l’on définira plutôt comme énergétique.

Une conséquence directe de la 2ème hypothèse de similarité est de donner la forme, par
une analyse dimensionnelle, du spectre d’énergie E(κ) en turbulence homogène dans la zone
inertielle. On obtient la fameuse loi en −5/3, obtenue par A. Obukhov 11 :

E(κ) = CKε
2/3κ−5/3, (1.39)

où CK est une constante universelle dite de Kolmogorov, telle que C ≈ 1.5. La même évolution
en fonction du nombre d’onde est attendue pour les spectres unidimensionnels et la preuve de
la validité de l’hypothèse de Kolmogorov est donnée par la figure 1.3. Sur cette figure, on
voit que pour des nombres de Reynolds très différents, les courbes se superposent une fois
adimensionnées et une loi en puissance est clairement observée dans la zone inertielle (κ1lη >
10−1), et la pente de cette courbe tracée en échelles logarithmiques est −5/3. Les courbes qui
suivent cette tendance sur plusieurs décades sont les expériences à hauts nombres de Reynolds,
pour lesquelles la séparation des échelles est importante (l0 ≫ lη). On note également une chute
brutale dans la zone dissipative et il n’existe plus de structures telles que κ1 ≪ l−1

η , c’est-à-dire
des structures dont l’ordre de grandeur de longueur est inférieur à l’échelle de Kolmogorov lη.

De manière équivalente, un résultat similaire peut-être obtenu dans l’espace physique en
considérant les fonctions de structures eulériennes d’ordre 2, définies par :

D2
ij (r,x, t) = (ui (x+ r, t)− ui (x, t)) (uj (x+ r, t)− uj (x, t)). (1.40)

Bien sûr, en turbulence homogène isotrope, la dépendance en x est perdue et ce tenseur est
isotrope. En considérant que dans la zone inertielle, ces fonctions ne peuvent dépendre que de
r et ε, on peut montrer par analyse dimensionnelle que :

D2
ij (r, t) = C ′ (εr)2/3

(
4

3
δij −

1

3

rirj
r2

)
, (1.41)

C ′ étant une constante universelle. Pour des fonctions de structures longitudinales (par exemple
D11(re1)) la valeur de C ′ est C ′ ≈ 2 (voir Saddoughi & Veeravalli [1994]), et C ′ ≈ 2.7 pour
des fonctions de structures transverses (par exemple D22(re1)). Cette loi est souvent appelée

11. Alexander M. Obukhov (1918-1989) fut un physicien russe qui effectua sa thèse sous la direction de A.N.
Kolmogorov.
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“loi en 2/3 de Kolmogorov”. Enfin, notons que ces hypothèses peuvent aussi donner l’évolution
des fonctions de structure d’ordre 3, qui est la loi 4/5 de Kolmogorov :

D3
11(r) = (u1 (x+ re1)− u1 (x))

3 = −4

5
εr, (1.42)

cette relation étant une nouvelle fois très bien vérifiée expérimentalement.

1.6 Aperçu lagrangien de la turbulence

Jusqu’à présent, nous n’avons considéré que la vision dite “eulérienne” d’un écoulement, ce
qui implique que l’observateur regarde l’écoulement à une position fixée x et voit les particules
défiler à cette position au cours du temps t. Une autre approche consiste à se concentrer sur
une particule fluide en particulier, située à une position initiale X0, et suivre son évolution au
cours du temps : c’est l’approche lagrangienne d’un écoulement 12. Ce type d’approche semble
beaucoup plus naturel que l’approche eulérienne pour des problèmes relatifs au mélange ou
encore à la dispersion de particules dans un écoulement turbulent.

On considère alors individuellement chaque particule, qui se trouve à une position X telle
que :

X = X (X0, t) . (1.43)

La vitesse lagrangienne est alors, par définition :

v (X0, t) =
∂X

∂t
(X0, t) . (1.44)

La relation entre le champ de vitesse lagrangien et le champ de vitesse eulérien est donnée par :

v (X0, t) = u (X (X0, t) , t) . (1.45)

Si l’on cherche à écrire les équations de Navier-Stokes (1.3) avec les variables de l’approche
lagrangienne, il faut réaliser le passage entre les systèmes de coordonnées (x, t) −→ (X0, t).
En ce qui concerne le terme de gauche, le passage en lagrangien est simple puisque ce terme
représente l’accélération d’une particule fluide. Ainsi :

∂u

∂t
+ (u ·∇)u −→ a (X0, t) =

∂2X

∂t2
(X0, t) . (1.46)

Néanmoins, si on cherche à transformer le terme de droite de l’équation (1.3) dans le jeu de
variables lagrangiennes, il faut transformer les termes de gradient fonction de l’espace en gra-
dient fonction de la position initiale X0. Pour cela, on introduit le jacobien du changement
de variable et la non-linéarité qui avait disparu du terme de gauche va réapparaître avec l’uti-
lisation du jacobien (voir Monin & Yaglom [2007] 13 pour une dérivation des équations plus
approfondie). En utilisant la même notation que Monin & Yaglom [2007] :

∂ (X, Y, Z)

∂ (X0, Y0, Z0)
= [X, Y, Z] , (1.47)

12. Pour avoir une description plus globale du point de vue lagrangien d’un écoulement, on se référera à l’ou-
vrage de Bennett [2006] et à l’article de Yeung [2002] pour l’aspect turbulence lagrangienne.

13. Cet ouvrage est un réédition du texte russe publié en 1965 par Nauka Press, intitulé Statisticheskaya gidro-

mekhanica - Mekhanika Turbulentnosti, écrit par A.S. Monin et A.M. Yaglom.
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les équations dynamiques s’écrivent, pour le jeu de coordonnées lagrangiennes :

∂2Xi

∂t2
(X0, t) = −1

ρ
[Xj, Xk, p] + ν

{[
X2, X3,

[
X2, X3,

∂Xi

∂t

]]
+

[
X3, X1,

[
X3, X1,

∂Xi

∂t

]]

+

[
X1, X2,

[
X1, X2,

∂Xi

∂t

]]}
,

(1.48)

où (i, j, k) est une permutation paire de (1, 2, 3). On voit alors clairement que les non-linéarités
sont prises en compte dans le terme de droite et que les forces visqueuses, qui étaient linéaires
en description eulérienne, font désormais apparaître des non-linéarités d’ordre 5. On comprend
alors qu’il soit difficile d’obtenir plus de résultats analytiques issus des équations sous forme
lagrangienne.

Néanmoins, la phénoménologie de Kolmogorov peut nous permettre d’obtenir quelques
résultats intéressants en lagrangien. Par exemple, de la même manière que pour obtenir l’évo-
lution des fonctions de structures eulériennes dans la zone inertielle, on peut déterminer l’évo-
lution des fonctions de structures lagrangiennes d’ordre n, pour un écoulement à nombre de
Reynolds suffisamment grand, en fonction de la dissipation ε et de l’incrément temporel τ tel
que τ0 ≫ τ ≫ τη (τ caractéristique de la zone inertielle) :

DL,n
i (τ) = (vi (X0, t+ τ)− vi (X0, t))

n = CL,n (ετ)n/2 . (1.49)

Ainsi, on voit que les fonctions de structures lagrangiennes d’ordre 2 évoluent, dans la zone
inertielle, linéairement avec l’incrément temporel τ .

Comme énoncé précédemment, une approche lagrangienne semble intuitivement être plus
intéressante lors de la caractérisation de la dispersion de particules. On distingue alors deux
quantités souvent étudiées :

• la dispersion à une particule (voir Taylor [1922]), c’est-à-dire la quantité :

∆1(t) =
√〈

(X(X0, t)−X0)
2〉, (1.50)

où 〈·〉 représente la moyenne sur l’ensemble des particules fluides. En THI, on observe
typiquement une évolution balistique à temps court (∆1 ∝ t), jusqu’à un temps TL dit
lagrangien (voir Taylor [1922]), à partir duquel une évolution brownienne apparaît (∆1 ∝
t1/2) ;

• la dispersion à deux particules (ou dispersion relative) permet de caractériser le mélange
au sein d’un écoulement :

∆2(t) =
√〈

(X(X01, t)−X(X02, t))
2〉, (1.51)

pour deux particules initialement voisines (∆2(0) = |X01 − X02| ≪ l0). Richardson
[1926] introduisit cette notion de dispersion relative et montra que la quantité ∆2

2 évolue
proportionnellement à t3 dans la zone inertielle. Obukhov [1941] précisa en donnant la
loi dite de Richardson-Obukhov :

∆2
2(t) = C ′′εt3, (1.52)

avec C ′′ une constante universelle.
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1.7 Conclusions

Évidemment, l’introduction de notions faite dans ce chapitre n’est pas et ne pourrait être
exhaustive. Ce chapitre a simplement pour dessein de donner un cadre très général et succinct
de l’état de l’art en turbulence. L’essentiel de ce chapitre peut être approfondi par de nombreux
livres dédiés à la turbulence, parmi lesquels on citera les excellents ouvrages de Batchelor
[1953], Frisch [1995], Pope [2000], Davidson [2004] ou encore Sagaut & Cambon [2008] pour
ne citer qu’eux.
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2
Méthodes numériques

Dans ce chapitre, nous introduisons les principaux outils numériques utilisés dans le reste

du manuscrit. La notion de simulation directe est abordée, entraînant les questions récurrentes

de ressources informatiques et de temps de calcul. Le choix de la méthode pseudo-spectrale est

expliqué et l’algorithme général est présenté. Enfin, la méthode de pénalisation volumique fait

l’objet d’une dernière partie où sont discutés l’historique et les caractéristiques (physiques,

numériques et techniques) de cette méthode récente.

This chapter aims at introducing the main numerical tools used throughout this report.

The concept of direct simulation is presented, leading to the recurrent issues of computational

ressources. The choice of the pseudo-spectral method is explained and the general algorithm

is presented. Finally, the volume penalization method is the subject of a last section where are

discussed the history and the characteristics (physical, numerical and technical) of this recent

method.

2.1 Simulations numériques directes (DNS)

2.1.1 Coût d’une simulation : ressources et temps

Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, un écoulement turbulent contient une quan-
tité d’échelles qui est d’autant plus importante que le nombre de Reynolds est grand, c.-à-d.
que l’écoulement est turbulent. Et c’est le principal problème auquel sont confrontés les méca-
niciens des fluides lorsqu’ils cherchent à traiter le problème de la turbulence numériquement.
En effet, pour que le problème physique soit bien résolu numériquement, il faut que le maillage
soit suffisamment fin pour que les plus petites échelles spatiales (de longueur lη) soient ré-
solues (c’est-à-dire correctement décrites), ce qui implique ∆x < lη. De plus, la taille de la
boîte de simulation doit être suffisamment grande pour que les tourbillons énergétiques soient
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bien représentés : Pope [2000] propose par exemple une taille de boîte L huit fois supérieure
à l’échelle intégrale l0 pour s’affranchir d’effets de confinement numérique. Les simulations
respectant ces deux conditions sont dites Simulations Numériques Directes (ou plus fréquem-
ment Direct Numerical Simulations en anglais, abrégé DNS). Néanmoins, cela implique une
très forte restriction sur le nombre de Reynolds que l’on peut atteindre à cause des limitations
en ressources informatiques disponibles à l’heure actuelle. En effet, en prenant en compte les
considérations énoncées ci-dessus, on peut montrer que la résolution (c’est-à-dire le nombre de
points auxquels on cherchera à calculer le vecteur vitesse), pour un maillage uniforme, notée
N = L/∆x, évolue avec la nombre de Reynolds suivant la loi :

N ∝ Re
3/2
λ . (2.1)

Enfin, il est évident que le pas de temps ∆t utilisé lors d’une simulation numérique est d’autant
plus petit que les structures existantes sont petites (τη ≈ l2ην

−1), et donc le nombre d’itérations
nécessaires augmente avec le nombre de Reynolds. Par exemple, en notant M le nombre d’ité-
rations nécessaires pour simuler un temps de retournement de la turbulence tri-dimensionnelle,
Pope [2000] estime l’évolution du nombre d’opérations avec le nombre de Reynolds par la
relation :

N3M ∝ Re6λ. (2.2)

Enfin, le temps de simulation TCPU est également proportionnel à N3M et comme M ∝ N , le
temps de simulation est donc multiplié par 16 (24) lorsque la résolution est multipliée par 2.

TCPU ∝ N4. (2.3)

2.1.2 Méthode pseudo-spectrale

Outre les problèmes liés aux ressources nécessaires pour déterminer les paramètres d’un
calcul en turbulence, on peut se poser la question relative à la façon de résoudre le problème
numériquement. Parmi les méthodes de résolution des équations de Navier–Stokes, les plus
courantes sont les suivantes :

• méthode des différences finies : on recherche une solution approchée des équations de
Navier-Stokes en discrétisant les opérateurs différentiels à l’aide des séries de Taylor. La
discrétisation spatiale est souvent choisie constante dans chaque direction, bien qu’un
raffinement local soit faisable ;

• méthodes des volumes finis : on recherche une solution approchée en approximant des in-
tégrales sur des volumes discrets, associée à une formulation conservative des équations
sous forme de flux. Cette méthode a été développée pour garantir les lois de conservation
et est bien adaptée aux maillages non-structurés ;

• méthodes des éléments finis : cette méthode consiste à rechercher la solution exacte d’une
équation approchée de Navier-Stokes (formulation faible). C’est une approche variation-
nelle et c’est ce qui la distingue des approches précédentes. Cette méthode est particuliè-
rement utilisée en mécanique des solides ;

• méthodes spectrales : on décompose les variables considérées sur de nouvelles bases
(Fourier pour les fonctions périodiques ou polynômes orthogonaux — Chebyshev, Le-
gendre, etc. — pour les fonctions non-périodiques) et on résout les équations associées
dans ces nouveaux espaces.

34



CHAPITRE 2. MÉTHODES NUMÉRIQUES

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que le problème de la turbulence reste en-
tier, tant dans la résolution du système d’équations (1.3) que dans la compréhension même du
phénomène. Ainsi, il semble nécessaire de commencer à comprendre le cas académique de la
turbulence homogène (voire de la turbulence homogène isotrope), avant de s’aventurer dans un
système plus compliqué impliquant des effets de parois par exemple. C’est dans ce contexte
qu’apparurent à la fin des années 1960 les simulations pseudo-spectrales en turbulence grâce
notamment au travail de Steven A. Orszag (voir Orszag [1969], Patterson & Orszag [1971],
Orszag & Patterson [1972]). On suppose alors un écoulement homogène (sans parois ou obs-
tacle), avec des conditions aux limites périodiques. Ainsi, pour un domaine de calcul de taille
Li dans chaque direction i, on a :

u (xi +mLi) = u (xi) , ∀m ∈ Z. (2.4)

La fonction u étant périodique, on peut alors décomposer ce champ dans la base de Fourier dans
les trois directions et obtenir de manière discrète les coefficients (ou modes) de Fourier û :

û (κ, t) =
Nx∑

i=1

Ny∑

j=1

Nz∑

k=1

u (x, t) e−iκ·x, (2.5)

où les composantes du vecteur x sont définies par, en utilisant la notation 1 ∆xi = Li/Ni :

∀j ∈ [1, Ni] , xi = (j − 1)∆xi. (2.6)

Le vecteur d’onde κ prend également des valeurs dépendant des dimensions de la boîte et de la
discrétisation dans chaque direction Ni :

∀j ∈
[
−Ni

2
+ 1,

Ni

2

]
, κi =

2π

Li
j. (2.7)

En turbulence homogène isotrope, la boîte est le plus souvent cubique et de taille L = 2π afin
que les nombres d’ondes soient entiers. On peut évidemment retrouver le champ de vitesse
dans l’espace physique de manière discrète :

u (x, t) =
1

(2π)3

Nx/2∑

κx=−Nx/2+1

Ny/2∑

κy=−Ny/2+1

Nz/2∑

κz=−Nz/2+1

û (κ, t) eiκ·x. (2.8)

On remarque que la discrétisation spatiale est choisie homogène. Notons que le pas spatial
∆xi limite la taille des structures turbulentes que nous résolvons car nous n’utilisons pas de
modèle de sous-maille. Ainsi, nous étudierons dans la suite des écoulements turbulents tels
que les plus petites échelles, dont la taille est approximativement déterminée par le nombre de
Reynolds et la taille des grandes échelles choisis (voir équation (1.35)), seront au moins deux
fois plus grandes que le pas spatial.

Réécrivons maintenant notre système d’équations sous forme discrète. On utilise la décom-
position suivante du terme non-linéaire :

(u ·∇)u = ∇

(
u2

2

)
− u× ω. (2.9)

1. Il n’y a pas de sommation sur l’indice i.
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Espace
de calcul

Espace spectral Espace physique

û(k, t)

ω̂(k, t) =

iû (κ, t)×κ

F−1

F−1
u(x, t) et
ω(x, t)

u× ω(x, t)Fû× ω(k, t)

FIGURE 2.1 – Schéma représentant l’aller-retour dans l’espace physique pour le calcul du terme
non-linéaire des équations de Navier–Stokes.

Cette décomposition permet de faire apparaître un terme de gradient d’énergie cinétique locale
que l’on ajoutera à la pression, pour obtenir une pression modifiée Π(x, t) = p/ρ + u2/2 et
l’équation (1.3) se réécrit :

∂u

∂t
− u× ω = −∇Π+ ν∇2u. (2.10)

Ainsi, l’équation (1.26) devient :

∂ûi
∂t

+ νκ2ûi = Pilǫlmnûm ∗ ω̂n, (2.11a)

= Pilǫlmnûmωn, (2.11b)

où ǫ est le symbole de Levi-Civita qui vaut 1 si (l,m, n) est une permutation paire de (1, 2, 3),
−1 si elle est impaire et 0 si un indice est répété. L’équation (2.11a) montre donc que pour
calculer l’évolution temporelle des modes de Fourier, il faut calculer un produit de convolution.
Cela représente un coût de calcul important et Orszag [1969] proposa de retourner dans l’espace
physique pour calculer le terme non-linéaire, c’est-à-dire utiliser l’équation (2.11b) plutôt que
de calculer le produit de convolution de l’équation (2.11a). Cela explique que ces simulations
soient dites pseudo-spectrales à cause de cet aller-retour dans l’espace physique, schématisé
par la figure 2.1.

Néanmoins, cet aller-retour dans l’espace physique a un coût numérique considérable (6
transformées de Fourier discrètes (TFD) tri-dimensionnelles pour les 2 champs (u,u× ω) et
6 transformées inverses pour les vecteurs u et ω). Un algorithme classique de TFD 1D requiert
O (N2) opérations donc on imagine ce que peut représenter numériquement un tel aller-retour.
Afin de diminuer le nombre d’opérations requises (et donc le temps de calcul), l’algorithme
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constamment utilisé pour les méthodes pseudo-spectrales tri-périodiques est la transformation
de Fourier rapide de Cooley & Tukey [1965] (FFT pour Fast Fourier Transform) qui permet de
limiter le nombre d’opérations à O (N logN) et qui est optimal pour des valeurs de N = 2α.
Cependant, l’utilisation de cet algorithme impose un maillage régulier, défini par l’équation
(2.6). L’algorithme que nous utilisons provient de la librairie JMFFT, écrite par Jean-Marie
Teuler et disponible sur http://www.idris.fr/data/publications/JMFFT/. Il
faut cependant être conscient que ce type d’algorithmes pseudo-spectraux pour le traitement du
terme non-linéaire entraîne des phénomènes dits d’aliasing. Pour s’en affranchir, nous utilisons
un méthode de troncature aux 2/3 (voir Patterson & Orszag [1971], Rogallo [1981] pour des
explications détaillées).

Le terme visqueux est pour sa part traité implicitement grâce à un changement de variable
û (κ, t) → û (κ, t) exp (−νκ2t) ce qui permet de l’éliminer de l’équation (2.11b) lors du
schéma d’avancement en temps. La prise en compte du terme visqueux revient donc à mul-
tiplier chaque mode par le facteur intégrant exp (−νκ2t) et l’avancement temporel revient à
discrétiser temporellement l’équation suivante, en notant Ŝi = ǫimnûmωn et Ŝ⊥

i = PilŜl :

∂ûi
∂t

(κ, t) = Ŝ⊥
i (κ, t) . (2.12)

Sauf mention spécifique contraire, nous utiliserons dans ce manuscrit un schéma d’Adams-
Bashforth d’ordre 3 avec pas de temps adaptatif. Le pas de temps est alors déterminé par
l’utilisation d’un critère basé sur la plus grande valeur absolue des composantes de vitesse
de notre champ à l’instant tn. Ensuite, afin que chaque nœud respecte la condition de CFL
(u∆tn+1/∆x ≤ 1), nous fixons un paramètre Ccfl < 1 et le pas de temps ∆tn+1 = tn+1 − tn

est alors donné par :

∆tn+1 = Ccfl
∆x

max ui
. (2.13)

L’équation (2.12) devient alors, une fois discrétisée :

ûi(κ, t
n+1) = ûi(κ, t

n) + β22Ŝ
⊥
i (κ, t

n) + β21Ŝ
⊥
i (κ, t

n−1) + β20Ŝ
⊥
i (κ, t

n−2), (2.14)

où, n indiquant l’itération considérée, les coefficients β ont pour expression :




β22 =
∆tn+1 (2(∆tn+1)2 + 6∆tn+1∆tn + 3∆tn+1∆tn−1 + 6(∆tn)2 + 6∆tn∆tn−1)

6∆tn (∆tn +∆tn−1)
,

(2.15)

β21 =
−(∆tn+1)2 (2∆tn+1 + 3∆tn + 3∆tn−1)

6∆tn∆tn−1
, (2.16)

β20 =
(∆tn+1)2 (2∆tn+1 + 3∆tn)

6∆tn−1 (∆tn +∆tn−1)
. (2.17)

Si ∆tn+1 = ∆tn = ∆tn−1 = ∆t, on retrouve bien les coefficients du schéma d’Adams-
Bashforth d’ordre 3 (β22 = 23∆t/12, β21 = −4∆t/3 et β20 = 5∆t/12).

La figure 2.2 représente de manière synthétique l’algorithme de notre code pseudo-spectral.

Les principaux atouts et inconvénients de la méthode pseudo-spectrale sont :
+ le calcul de la dérivée est exacte (multiplication par iκ) et c’est ce qui rend la méthode

si précise ;
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Algorithme pseudo-spectral

• Lecture des paramètres ;
• Initialisation du champ de vitesse û(κ, t = 0) ;
• Entrée dans la boucle principale (n = 0) ;

1. Troncature aux 2/3 du champ û (κ, t) ;

2. Calcul de la vorticité : ω̂ (κ, t) = −iκ× û ;

3. Passage dans l’espace physique :

{
û (κ, t) , ω̂ (κ, t)

} FFT
-1

−−−−−−−→
{
u (x, t) ,ω (x, t)

}
;

4. Calcul du terme non-linéaire : S (x, t) = u× ω ;

5. Détermination du pas de temps : ∆tn+1 = Ccfl
∆x

max ui
;

6. Retour dans l’espace spectral :

{
u (x, t) ,ω (x, t) ,S (x, t)

} FFT−−−−−→
{
û (κ, t) , ω̂ (κ, t) , Ŝ (κ, t)

}
;

7. Projection du terme non-linéaire : Ŝ⊥ = P⊥Ŝ ;

8. Avancement temporel avec l’équation (2.12) ;

9. Prise en compte implicite du terme visqueux ;

10. Si n < Nit, alors :

⇒





n = n+ 1

tn+1 = tn +∆tn+1,

Retour en 1.

• Fin du calcul.

FIGURE 2.2 – Algorithme simplifié du code pseudo-spectral utilisé. Nit est le nombre d’itéra-
tions souhaitées. Les passages en bleu correspondent aux instants où les variables sont consi-
dérées dans l’espace physique.
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+ la précision est spectrale, ce qui signifie que l’erreur commise décroît exponentiellement
avec la discrétisation N ;

+ pour une précision équivalente, une simulation pseudo-spectrale requiert, la plupart du
temps, moins de points de maillage (appelés points de collocation pour les méthodes
spectrales) qu’une simulation utilisant une autre méthode (différences finies par exemple) ;

- les géométries que l’on peut considérer sont très limitées et dépendent des bases utili-
sées pour la décomposition du champ. La décomposition de Fourier que nous utilisons
ne permet la prise en compte d’aucune paroi mais en utilisant des polynômes de Che-
byshev, on peut considérer quelques géométries simples. Par exemple, un écoulement de
type Taylor-Couette peut être traité avec une décomposition Chebyshev-Fourier-Fourier
(radial-azimutal-axial) ou également un écoulement dans un canal plan ;

- un raffinement local n’est pas possible.
Notons que la quasi-majorité des simulations présentées dans ce manuscrit sont des simu-

lations effectuées sur un calculateur parallèle. Le code pseudo-spectral utilisé a été parallélisé
par A. Delache (Laboratoire de Mécanique des Fluides et d’Acoustique 2). La parallélisation est
dite “en tranches” car le découpage du domaine numérique ne se fait que dans une seule direc-
tion et chacun desNp processus traite indépendamment une tranche de tailleNx×Ny×(Nz/Np)

dans l’espace spectral, et une tranche de taille (Nx/Np)×Ny×Nz dans l’espace physique. Ainsi,
le nombre de processus est limité par la résolution suivant les directions x et z, le maximum
de processus utilisables étant Np = min (Nx/2;Nz/2). Le gain de temps est alors considérable
car les transformées de Fourier uni-dimensionnelles sont traitées indépendamment par chaque
processus. Le découpage “en tranches” impose malgré tout, lors des FFT 3D, des communi-
cations et échanges de données entre les processus. En effet, une transformée de Fourier dans
une direction est calculable par un processus s’il connaît l’intégralité des données dans cette
même direction. Ainsi, lorsqu’il s’agit de calculer la transformée de Fourier dans le direction
du découpage, cela ne peut se faire sans échanges de données entre les différents processus. Il
s’agit simplement de changer temporairement de direction pour le découpage. Cette étape est
le seul inconvénient de la parallélisation, mais le coût de ces communications est suffisamment
faible pour qu’il soit intéressant d’utiliser cette méthode de parallélisation. Le gain de temps
est considérable et permet de rendre des simulations de résolution élevées réalisables. Nous ne
détaillerons pas dans ce manuscrit les nombreux points de détails sur la parallélisation qui a
été faite avec la librairie MPI (Message Passing Interface), utilisée avec le compilateur Fortran
d’Intel (ifort).

Les calculateurs de calcul parallèle utilisés sont :
• Kepler : cluster SGI Altix UV 1000 de l’école centrale de Lyon (2 Tflops, 192 cœurs,

1 To de mémoire partagée, ...), hébergé par le LMFA ;
• Jade : cluster SGI Altix ICE 8200 du Centre Informatique National de l’Enseignement

Supérieur (267 Tflops, 23040 cœurs, 91 To, ...).

2. LMFA, UMR CNRS 5509.
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2.2 Méthode de pénalisation

2.2.1 Principe général et description

Comme précisé précédemment, la méthode pseudo-spectrale que nous utilisons ne permet
pas la prise en compte de parois mais elle permet la simulation d’un écoulement périodique
dans les trois directions de l’espace. D’une manière générale, même si l’imposition de condi-
tions aux limites de parois solides dans la plupart des types de codes de simulation est possible,
elle est souvent compliquée à mettre en œuvre (maillage raffiné près des parois, remaillage né-
cessaire si la paroi ou l’obstacle solide est en mouvement, etc). La question a ainsi été soulevée :
comment peut-on prendre en compte la présence de solides dans un écoulement sans que cette
présence nécessite une modification du maillage ? Peut-on imposer des conditions aux limites
à l’intérieur du domaine de calcul ?

En 1972, une méthode dite de frontière immergée (Immersed Boundary Method 3 abrégé
IBM) a été développée par C.S. Peskin (voir Peskin [1972; 1977]) pour simuler l’écoulement
sanguin dans un cœur humain. L’organe devait se comporter comme une paroi élastique se
déformant en calculant les efforts de l’écoulement sur la paroi, et tout cela avec une méthode
de différences finies sur un maillage cartésien ! En réalité, l’idée était simple mais très ingé-
nieuse et consistait à déterminer l’expression d’une force F (x, t) à ajouter aux équations de
Navier–Stokes (1.3) afin que la vitesse du fluide à la paroi ∂D soit égale à la vitesse de la paroi
(pénalisation de surface) :

Trouver F (x, t) tel que ∀x ∈ ∂D(t),u (x, t)− us (x, t) = 0. (2.18)

Depuis, ce genre de méthode a été développé et diversifié suivant la manière dont est impo-
sée cette force. Une expression couramment utilisée pour F dans le cas de parois rigides a été
proposée par Goldstein et al. [1993] :

F (x, t) = α

∫ t

0

u (τ) dτ + βu (x, t) , (2.19)

où les coefficients α et β doivent être grands pour une bonne représentation de l’interface
fluide/solide, ceci ayant l’inconvénient d’engendrer des problèmes numériques de stabilité.

Dans une autre méthode, qui peut être considérée comme le cas particulier α = 0 et
β = −1/η, développée et utilisée dans Arquis & Caltagirone [1984], Angot et al. [1999], on
considère qu’un écoulement se développe dans un milieu poreux plutôt que solide (pénalisation
en volume), et est donc ainsi gouverné par les équations dites de Navier–Stokes/Brinkmann (de-
puis Brinkman [1949]), dont la seule différence avec les équations de Navier–Stokes classiques
est la présence d’un terme supplémentaire de la forme F = −u/η. η est une constante positive
du matériau caractérisant sa perméabilité, et plus η → 0 plus le milieu poreux est considéré
imperméable, donc équivalent à une paroi solide. Ainsi, dans le milieu que l’on souhaite traiter
comme solide, on ajoutera cette force avec une très faible valeur pour η et dans le domaine
fluide on résoudra les équations de Navier–Stokes classiques de l’équation (1.3).

3. Cette classe de méthode fait l’objet d’un article de l’Annual Review of Fluid Mechanics : Mittal & Iaccarino
[2005].
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S
(χ = 1)

D
(χ = 0)

FIGURE 2.3 – Exemple de géométrie de domaine solide pénalisé.

La méthode décrite dans le paragraphe précédent est appelée méthode de pénalisation et
l’expression de l’équation à résoudre dans la totalité du domaine de calcul D ∪ S est alors, D
définissant le milieu fluide et S le milieu solide :

∂u

∂t
+ (u ·∇)u = −∇Π+ ν∇2u− 1

η
χ (x, t)

[
u− us (x, t)

]
, (2.20)

où χ (x, t) est une fonction déterminant la géométrie du domaine solide S appelée fonction
masque. Elle est définie par :

χ (x, t) =

{
0 si x ∈ D(t),

1 si x ∈ S(t). (2.21)

La figure 2.3 donne un exemple, en 2D par soucis de clarté, de découpage du domaine numé-
rique. Un maillage cartésien est représenté et on peut voir que l’interface ∂S entre le domaine
fluide et le domaine pénalisé n’a pas besoin de se confondre au maillage. Ici, l’écoulement est
confiné par le domaine solide S , mais la création d’obstacles pénalisés est tout à fait réalisable.
Outre l’ingéniosité et la simplicité de cette méthode, il faut noter qu’il a été démontré analyti-
quement (Angot et al. [1999]) que le système d’équations (2.20) converge vers les équations de
Navier–Stokes avec des conditions aux limites de non-glissement, lorsque la valeur de η tend
vers 0.

Dans l’espace spectral, l’équation pénalisée (2.20) devient :

∂û

∂t
+ νκ2û = P⊥F

{
u× ω − 1

η
χ (u− us)

}
, (2.22)

où le terme de pression Π̂ a été éliminé grâce a l’équation de continuité, de manière identique à
l’obtention de l’équation (1.27). L’expression de la pression totale Π̂ dans l’espace spectral est
alors :

Π̂ = −i
κl
κ2

F
{
ǫljkujωk −

1

η
χ (ul − us,l)

}
. (2.23)

On peut donc voir que le terme de pénalisation agit sur la pression, qui doit supprimer les
termes compressibles créés par le produit χ (u− us).
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2.2.2 Prise en compte du mouvement du domaine solide S
Le domaine solide est défini par S(t) et peut être rendu mobile en modifiant au cours de la

simulation la fonction masque χ, assortie d’une vitesse locale pour les points du domaine solide
us (voir équation précédente (2.20)). Dans tout le manuscrit, nous ne considérerons que des
obstacles ou parois indéformables, de sorte qu’en définissant la rotation (différentes vitesses de
rotation Ωs(t) = α̇s(t) et axes de rotation associés) et la vitesse de translation Vs(t) = ẋs d’un
point du solide, on peut définir le mouvement complet du solide 4. Les écoulements traités dans
ce travail de thèse n’impliqueront que des rotations par rapport à l’axe vertical passant par le
centre de gravité du solide et le point choisi pour définir la vitesse de translation sera le centre
de gravité du solide. Ainsi, si xg(t) est la position du centre de gravité au cours du temps,
α(t) la position angulaire relative à la position initiale et Ωs(t) le taux de rotation autour de
l’axe vertical passant par xg(t), les points du domaine solide S(t) ont les vitesses instantanées
suivantes :

us (x, t) =





uxs (x, t) = Vxs(t)− Ωs(t) (y − yg(t))

uys (x, t) = Vys(t) + Ωs(t) (x− xg(t))

uzs (x, t) = Vzs(t)

, (2.24)

et si xs0 est la position initiale d’un point du domaine solide (xs0 ∈ S(0)) et en posant ∆x0 =

xs0 − xg(0), chacun des points du solide se déplace de sorte que :

xs(t) =





xs(t) = xg(t) + ∆x0 (1 + cosα(t)) + ∆y0 sinα(t)

ys(t) = yg(t)−∆x0 sinα(t) + ∆y0 (1 + cosα(t))

zs(t) = zg(t) + ∆z0

. (2.25)

Ainsi, à partir d’une fonction masque à l’instant initial, en définissant une vitesse de rotation
et de translation, on peut déterminer la distribution de cette même fonction masque à l’instant
t. On distingue deux méthodes pour réaliser cette étape, une explication et une description
exhaustive de ces méthodes ayant fait l’objet du travail de thèse de Dmitry Kolomenskiy (voir
Kolomenskiy & Schneider [2009], Kolomenskiy [2010]) :

• en utilisant une discrétisation du masque dans l’espace physique. Ainsi, à chaque pas de
temps, on décale le masque d’un certain nombre de nœuds. Pour un déplacement dans
l’espace physique de δx du masque par rapport au masque initial, on a :

χ (x, t) = χ (x, 0) (x− δx) . (2.26)

Néanmoins, malgré le fait que cette approche soit directe, elle entraîne la création de
fortes oscillations numériques (voir Kolomenskiy & Schneider [2009]) ;

• une méthode alternative (celle que nous utilisons dans ce manuscrit) utilise la discréti-
sation du masque dans l’espace spectral. En effet, le même déplacement dans l’espace
spectral s’écrit :

χ̂ (κ, t) = χ̂ (κ, 0) e−iκδx. (2.27)

Ainsi, on peut déplacer le masque par un incrément δx aussi petit que souhaité car nous
ne sommes plus limités par la discrétisation spatiale, ce qui a pour effet de grandement
diminuer les oscillations observées lors d’une discrétisation du masque dans l’espace

4. La notation ȧ indique la dérivation temporelle : ∂a
∂t = ȧ.
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physique. Comme la rotation peut également se décomposer en trois translations (voir
Unser et al. [1995]), elle peut donc être prise en compte avec cette méthode (voir Kolo-
menskiy & Schneider [2009] pour plus de détails sur l’algorithme à utiliser).

Évidemment, le déplacement dans l’espace spectral nécessite un aller-retour supplémentaire
dans l’espace de Fourier pour la fonction masque car le terme de pénalisation implique le
produit de la vitesse par la fonction masque. Utiliser la fonction masque directement dans
l’espace spectral impliquerait donc un produit de convolution, ce que nous cherchons à éviter
par l’utilisation de méthodes pseudo-spectrales.

Pour conclure, notons que la méthode décrite ci-dessus ne prend en compte qu’un seul
masque, mais peut être étendue à plusieurs masques, certains étant mobiles et d’autres res-
tant fixes, comme utilisée dans le section 5. Le terme de pénalisation deviendra alors pour N
domaines solides avec N fonctions masques dénotées χ(n), n = 1 . . . N :

− 1

η
χ (x, t) (u− us) =⇒ −1

η

N∑

j=1

χ(j) (x, t)
(
u− u(j)

s

)
. (2.28)

Comme les parois solides ici considérées sont indéformables, on définira le minimum de fonc-

tions masques possibles ce qui impliquera
n⋂
j=1

χ(j) = ∅, afin de minimiser le nombre de FFTs

additionnelles dues aux déplacements des différentes fonctions masques.

2.2.3 Lissage de la fonction masque

La méthode de pénalisation, de par sa formulation, est intrinsèquement sujette à la création
d’oscillations numériques. En effet, nous cherchons, de manière discrète et sur un nombre de
modes fini, à représenter une fonction discontinue en une somme de fonctions sinusoïdales.
Le phénomène alors observé, très bien connu des numériciens, est le phénomène de Gibbs. Ce
phénomène consiste en l’observation d’oscillations de plus ou moins grande amplitude au voi-
sinage de la discontinuité que l’on cherche à décrire dans la base de Fourier. Afin de limiter ces
phénomènes purement numériques et altérant la qualité de la solution, deux méthodes peuvent
être utilisées : la première consiste simplement en l’augmentation du nombre de modes, ce qui
a pour effet non pas de supprimer les oscillations mais de diminuer leur étendue spatiale jusqu’à
ce que celle-ci devienne suffisamment faible pour être acceptable. Or, comme nous l’avons dit
précédemment, le nombre de modes de Fourier n’est pas vraiment une variable ajustable à la
demande pour des raisons de coût et de temps de calcul. À l’heure actuelle, les plus grosses
simulations pseudo-spectrales effectuées contiennent N3 = 40963 modes de Fourier (voir Ka-
neda & Ishihara [2006]). Or, même pour des discrétisations de cette ampleur, les effets de Gibbs
resteraient non-négligeables. La deuxième solution pour diminuer de façon suffisante ces phé-
nomènes oscillatoires est de supprimer la cause de ces oscillations, qui est la discontinuité de la
fonction. En effet, en “lissant” la fonction masque, c’est-à-dire en évitant un passage brusque de
la fonction masque de 0 à 1, on diminue les oscillations numériques d’autant plus que la zone
de transition est grande (en terme de points de collocation). Un moyen de lisser la fonction
masque est donné par Kolomenskiy & Schneider [2009] et se résume en la convolution de cette
dernière par un filtre gaussien, ce qui revient, dans l’espace spectral, à effectuer l’opération
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suivante :

χ̂ (κ, t) = χ̂ (κ, t) exp

[
−Cs

(
κ2x
N2
x

+
κ2y
N2
y

+
κ2z
N2
z

)]
. (2.29)

Nous montrerons que cette méthode (voir section 3.2.4), bien que réduisant drastiquement les
oscillations que l’on peut observer sans lissage, rend la solution physique localement moins
précise, ou du moins ne représente pas à l’endroit souhaité une condition de non-glissement.

L’équation (2.29) montre qu’il existe un paramètre ajustable Cs qui déterminera la largeur
de la zone de transition. Afin de valider cette méthode et d’observer l’influence de ce paramètre,
nous proposons ici de regarder précisément l’impact de l’introduction d’un tel forçage sur un
modèle 1D. La fonction masque que nous allons lisser est une fonction “porte” qui a pour
définition initiale :

χ(x) =

{
0 si x ∈ [0; 1[ ∪ ]2; 2π[ ,

1 si x ∈ [1; 2] .
(2.30)

La figure 2.4 montre, pour différentes discrétisations de l’espace [0; 2π[, l’impact de la
modification du paramètre de lissage Cs. En effet, pour trois discrétisations différentes (N =

128; 512; 2048), nous traçons les fonctions lissées pour des valeurs telles que le rapport Cs/N
est identique entre les différentes résolutions et varie de 0 (aucun lissage appliqué) à 1 (Cs =
N ). Cela permet de voir l’importance du paramètre de lissage mais également celle du nombre
de modes N utilisés. On note tout d’abord que le lissage, quand il est appliqué avec une faible
résolution N , modifie considérablement l’allure de la fonction χ. Il faut donc trouver un com-
promis entre la diminution des oscillations obtenues avec une fonction discontinue (augmenter
la valeur de Cs) et les dimensions désirées du domaine solide, la géométrie idéale étant telle
que Cs = 0.

Cependant, un autre effet de cette méthode de lissage, qui n’avait pas été mentionné dans
les différentes communications de Kolomenskiy et al., est qu’une faible valeur de Cs introduit
des oscillations dans l’intégralité du domaine fluide (voir l’insert inférieur de la figure 2.4).
Par exemple, si nous calculons la variance de la fonction χ, une fois lissée, moyennée sur une
grande partie du domaine fluide (x ≥ 3) non voisine de la paroi, en fonction de la valeur de
Cs et pour les différentes valeurs N du nombre de modes de Fourier utilisés, on observe des
erreurs non-négligeables pour les faibles valeurs de Cs. La figure 2.5 montre l’évolution de ǫ,
défini par :

ǫ =
√
〈χ2〉x≥3 (2.31)

Évidemment, un comportement correct est obtenu si la valeur de ǫ est nulle, à la précision ma-
chine près (≈ 10−16). Tout d’abord, on peut noter que l’augmentation du nombre de modes
de Fourier utilisés diminue l’ordre de grandeur de l’amplitude des oscillations numériques.
Néanmoins, aucune des résolutions utilisées ne permet de voir disparaître ces oscillations pour
toutes les valeurs de Cs possibles. En effet, pour s’affranchir des erreurs induites par le lis-
sage, on observe sur la figure 2.5 qu’une valeur minimum pour Cs est requise. Cette valeur
est Cs,seuil ≈ 128 pour les résolutions telles que N ≤ 1024 et semble diminuer pour de plus
grandes discrétisations. Pour des lissages impliquant de grandes valeurs de Cs, on retrouve une
erreur de type précision machine. Il faut donc, dans le compromis que nous avons à faire sur la
valeur de Cs, prendre également en compte ce dernier argument impliquant nécessairement une
valeur du paramètre de lissage telle que Cs > 128. Il est à noter que des résultats équivalents
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FIGURE 2.4 – Influence du paramètre de lissage sur la fonction masque, pour différentes discré-
tisations du domaine : (a) N = 128 ; (b) N = 512 et (c) N = 2048. L’insert supérieur montre
un zoom dans la zone de transition et l’insert inférieur montre |χ| dans le domaine fluide loin
de la paroi pour mettre en avant l’existence d’oscillations dans cette zone, suivant la valeur de
Cs. 45



ÉCOLE CENTRALE DE LYON CLÉMENT JAUSE-LABERT ANNÉE 2012

1e-18

1e-16

1e-14

1e-12

1e-10

1e-08

1e-06

0.0001

0.01

0 50 100 150 200

ǫ

Cs

N = 128
N = 256
N = 512

N = 1024
N = 2048

FIGURE 2.5 – Amplitude des oscillations dans le domaine fluide, loin de la discontinuité, en
fonction du paramètre de lissage Cs et pour les différentes résolutions testées.

ont été obtenus en augmentant la taille du domaine solide (χ = 1) ou en ajoutant une deuxième
partie solide dans l’intervalle [0; 2π[.

2.3 Conclusions

Ce chapitre nous a permis d’introduire les différentes méthodes numériques utilisées dans le
reste du manuscrit. Bien évidemment, la description faite ici du code pseudo-spectral est rapide
mais permet d’expliquer clairement le principe de base de la méthode. On pourra se référer à
Canuto et al. [1987] pour plus de détails sur les méthodes spectrales en mécanique des fluides.

La méthode de pénalisation à également été décrite ainsi que les possibilités qu’une telle
technique offre pour la simulation d’écoulements à géométries complexes et variées. Quelques
précautions sur l’utilisation et les limitations de cette dernière ont été données et le prochain
chapitre est consacré aux tests de validation que nous avons effectués.
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3
Implémentation et validation numérique de la

méthode de pénalisation 1

Ce chapitre présente les résultats de validation de la méthode numérique. Tout d’abord,

une implémentation implicite du terme de pénalisation est introduite et étudiée. Cette prise en

compte du terme de pénalisation permet de supprimer complètement le problème de stabilité

inhérent à la méthode de pénalisation et nous montrons que cela revient à considérer un para-

mètre de pénalisation effectif ηeff / ∆t. Cette implémentation est validée par des benchmarks

de réflexion d’ondes (d’inertie dans le cas d’effets de rotation et internes de gravité quand le

fluide considéré est stablement stratifié) ainsi que par le test classique de l’impact d’un anneau

de vorticité sur une paroi plane.

This chapter presents the validation results of the numerical method. First, an implicit im-

plementation of the penalization term is introduced and studied. This way to take into account

the penalization term allows to get rid of the stability problem due to the penalization method

itself and we show that the implementation turns out to be equivalent to considering an effec-

tive penalization parameter ηeff / ∆t. The method is validated thanks to benchmarks of waves

reflections (inertial waves in the case a background rotation is considered and internal gravity

waves when the fluid is stably stratified) and of impacts of vortical structures (vortex rings) on

flat planes.

1. Les résultats de ce chapitre font l’objet d’un article paru dans le journal Computers & Fluids :
C. JAUSE-LABERT, F.S. GODEFERD & B. FAVIER

Numerical validation of the volume penalization method in three-dimensional pseudo-spectral simulations
Computers & Fluids, 67, 2012.
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3.1 Implémentation du terme de pénalisation

3.1.1 Schéma explicite

Comme expliqué précédemment, dans un code pseudo-spectral classique, le terme non-
linéaire u × ω de l’équation (2.10) est calculé dans l’espace physique avant d’être transformé
dans l’espace spectral et projeté sur le plan normal à κ pour assurer l’incompressibilité. La
façon la plus simple et la plus directe d’implémenter le terme de pénalisation est de profiter de
cette étape dans l’espace physique pour ajouter le terme de pénalisation au terme non-linéaire
avant sa transformation dans l’espace de Fourier. En procédant ainsi, des artefacts numériques
de type aliasing peuvent apparaître dans le terme de pénalisation, mais ils seront supprimés
grâce à la troncature aux 2/3 évoquée au chapitre précédent.

L’avancement en temps est alors explicite car le terme de pénalisation est calculé, dans
le cadre d’un schéma d’ordre 3, aux instants tn, tn−1 et tn−2 pour déterminer le champ de
vitesse à l’instant tn+1. Néanmoins, le prix à payer pour cette facilité d’implémentation dans le
code pseudo-spectral est une condition de stabilité restrictive sur la valeur du pas de temps de
l’avancement ∆tn+1, en plus de la condition CFL :

∆tn+1 ≤ 6

11
η, (3.1)

la facteur 6/11 étant dû à l’utilisation d’un schéma d’ordre 3.
En pratique, la méthode est alors utilisée avec des valeurs de η raisonnablement faibles

pour permettre un avancement de la simulation raisonnable (voir les utilisations dans des écou-
lements bi-dimensionnels Kolomenskiy & Schneider [2009], Kadoch et al. [2008], Schnei-
der & Farge [2007], Kevlahan & Ghidaglia [2001], Pasquetti et al. [2008]). Typiquement, la
valeur choisie pour la perméabilité est de l’ordre de η = 10−3, imposant un pas de temps
∆tn+1 ≤ 5 × 10−4. Ainsi, le paramètre η doit être ajusté afin de prendre en compte le mieux
possible les contraintes suivantes :

• la condition de non-glissement doit être correctement représentée et cela impose de choi-
sir η le plus petit possible, car il a été analytiquement démontré que l’erreur commise
dans le domaine fluide par la méthode est proportionnelle à η1/2 (voir Carbou & Fabrie
[2003]) ;

• cependant, pour des calculs instationnaires (les écoulements turbulents sont par défini-
tion instationnaires), le pas de temps ne doit pas être trop petit si l’on souhaite observer
le développement de l’écoulement sur un temps conséquent, d’autant plus pour des si-
mulations tri-dimensionnelles.

Enfin, on doit garder à l’esprit que la discrétisation limite également la précision de la
représentation spatiale du fluide à proximité de la paroi, d’autant plus dans le contexte présent
d’un maillage cartésien uniforme. Ce problème n’est pas négligeable pour des simulations tri-
dimensionnelles, où le maillage ne peut être aussi fin que pour des calculs de turbulence 2D.
Enfin, la représentation de géométries solides complexes requiert un minimum de points de
maillage dans le domaine solide et l’épaisseur des domaines solides ne peut donc pas être
négligée et implique souvent qu’une partie non négligeable du domaine de calcul soit dédiée à
la résolution d’un écoulement de Stokes dans la partie solide.
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La limite de stabilité donnée par l’équation (3.1) est contournée grâce à une implémentation
originale implicite du terme de pénalisation, expliquée dans la section suivante. Avec ce nou-
veau schéma, la technique de pénalisation n’introduit plus de limite sur le pas de temps autre
que celle due au terme d’advection et η peut alors être choisi aussi proche de 0 que souhaité.

3.1.2 Traitement implicite du terme de pénalisation

En turbulence 2D, comme mentionné précédemment, le problème de stabilité issu du schéma
explicite a été résolu par Keetels et al. [2007] en utilisant une technique qui ne peut être étendue
au cas tri-dimensionnel. Dans les deux cas, une implicitation directe du terme de pénalisation
entraîne un système d’équations qui peut être traité par des méthodes dites de Krylov (Kolo-
menskiy & Schneider [2009]), mais leur implémentation nécessite un effort conséquent. Une
autre solution en 3D a récemment été proposée par Kolomenskiy & Schneider [2009] pour
l’équation de Burger, équation similaire aux équations de Navier–Stokes à la différence près
que cette équation ne fait pas apparaître de terme de pression.

Par soucis de clarté, nous décrivons ci-après un traitement implicite du terme de péna-
lisation basé sur une discrétisation temporelle du premier ordre avec un pas de temps fixé
∆t, bien qu’il puisse être aisément étendu à des ordres plus importants (dont la discrétisation
d’Adams-Bashforth d’ordre 3 utilisée dans notre code). En utilisant l’exposant n pour caracté-
riser l’instant auquel la variable est évaluée, c’est-à-dire un/approxu(tn), le schéma implicite
pour l’équation de Burger proposé par Kolomenskiy & Schneider [2009] est :

ûn+1 = F




un +∆t

[
F−1

{
û× ω

n
}
+ 1

η
χn+1un+1

s

]

1 + ∆t
η
χn+1



 . (3.2)

Comme l’équation (3.2) concerne l’équation de Burger, aucune projection assurant l’incom-
pressibilité n’apparaît. Une première correction de ce schéma pour l’adapter aux équations
de Navier–Stokes serait de projeter le terme non-linéaire sur un plan orthogonal au vecteur
d’onde κ associé pour supprimer sa partie compressible. Cependant, cela n’est pas suffisant
pour prendre correctement en compte la redistribution de pression, car l’équation (2.23) montre
que le terme de pénalisation agit également sur le champ de pression, le champ χ̂u n’étant pas
incompressible.

En prenant ces considérations en compte et en posant Ŝ⊥,n = P⊥F {un × ωn}, une for-
mulation implicite directe des équations pénalisées tri-dimensionnelles peut être donnée par :

ûn+1 +
∆t

η
P⊥

{∑

κ′

χ̂n+1(κ− κ′)
(
ûn+1(κ′)− ûn+1

s (κ′)
)
}

= ûn −∆tŜ⊥,n (3.3)

et implique la résolution d’un grand système linéaire incluant un produit de convolution et
dont la résolution requiert l’inversion d’une matrice de dimension N2 pour chaque composante
de vitesse. Résoudre ce système d’équations ne peut pas être envisagé étant donné le coût en
ressources et en temps que cela nécessiterait.

Nous proposons alors ici une formulation originale de traitement implicite du terme de pé-
nalisation, en décomposant le schéma d’avancement temporel en trois étapes. Tout d’abord,
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on applique un premier schéma d’avancement temporel des équations de Navier–Stokes in-
compressibles sans pénalisation. On note ut le champ de vitesse intermédiaire à la fin de cette
première étape. Ensuite, un schéma implicite du premier ordre du terme de pénalisation est
appliqué à ce champ intermédiaire :

ûn+1 = F
{
F−1 {ût}+ ∆t

η
χn+1un+1

s

1 + ∆t
η
χn+1

}
. (3.4)

Ainsi, afin d’éviter l’inversion d’une matrice de dimension importante due au produit de convo-
lution du terme de pénalisation de l’équation (3.3), on introduit un aller-retour additionnel dans
l’espace de Fourier comme le montre l’équation (3.4). À la fin de cette étape, le champ de
vitesse obtenu ne prend pas en compte les termes compressibles introduits par le terme de
pénalisation. On effectue donc une dernière étape qui consiste en une projection orthogonale
du champ obtenu pour assurer la condition d’incompressibilité. L’incompressibilité doit être
considérée ainsi parce que l’opérateur inverse de la projection n’est pas unique.

En associant toutes ces étapes, l’équation suivante donne le schéma d’avancement temporel
global :

ûn+1 = P⊥F




F−1

{
ûn −∆tŜ⊥,n

}
+ ∆t

η
χn+1un+1

s

1 + ∆t
η
χn+1



 . (3.5)

Ce schéma est écrit ici à l’ordre 1 pour une meilleure compréhension du splitting de l’opé-
rateur effectué. Cependant, l’algorithme de nos simulations utilise un schéma adaptatif d’ordre
3, l’expression complète étant :

ûn+1 = P⊥F




F−1

[
ûn exp (−νκ2∆tn+1) + Q̂

n
]
+ ∆tn+1

η
χn+1un+1

s

1 + ∆tn+1

η
χn+1



 (3.6)

avec les contributions des termes non-linéaires aux trois pas de temps :

Q̂
n ≡ Q̂ (κ, tn) = β22 Ŝ

⊥
(κ, tn) exp

(
−νκ2∆tn+1

)

+β21 Ŝ
⊥ (

κ, tn−1
)
exp

(
−νκ2(∆tn+1 +∆tn)

)
(3.7)

+β20 Ŝ
⊥ (

κ, tn−2
)
exp

(
−νκ2(∆tn+1 +∆tn +∆tn−1)

)
,

où les coefficients β2? sont définis par les équations (2.15),(2.16) et (2.17) et en utilisant la
notation :

Ŝ
⊥
(κ, tn) = P⊥Ŝ

n
= P⊥F {un × ωn} . (3.8)

Le schéma d’avancement en temps est donc une combinaison d’un schéma d’ordre 3 pour le
terme non-linéaire et un schéma d’ordre 1 pour le terme de pénalisation. L’ordre en temps du
schéma global reste donc à déterminer.

3.1.3 Comportement du schéma implicite : développement d’un écoule-
ment dans un cylindre tournant

Afin de valider le comportement de notre schéma implicite, nous allons comparer les ré-
sultats obtenus avec ce dernier pour un écoulement pour lequel existe une solution analytique.
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Simulation N2 ∆t Ω η Implémentation
E2 20482 5× 10−6 π 10−2 Explicite
E3 20482 5× 10−6 π 10−3 Explicite
E4 20482 5× 10−6 π 10−4 Explicite
E5 20482 5× 10−6 π 10−5 Explicite
I2 20482 5× 10−6 π 10−2 Implicite
I3 20482 5× 10−6 π 10−3 Implicite
I4 20482 5× 10−6 π 10−4 Implicite
I5 20482 5× 10−6 π 10−5 Implicite
I6 20482 5× 10−6 π 10−6 Implicite
I7 20482 5× 10−6 π 10−7 Implicite
I8 20482 5× 10−6 π 10−8 Implicite
I9 20482 5× 10−6 π 10−9 Implicite
I10 20482 5× 10−6 π 10−10 Implicite

TABLE 3.1 – Paramètres principaux des simulations de l’écoulement d’un cylindre en rotation.

L’écoulement choisi est l’écoulement bi-dimensionnel créé à l’intérieur d’un cylindre par la
rotation soudaine de la paroi de ce dernier à une vitesse angulaire Ω autour de son axe de sy-
métrie. En effet, pour un écoulement initialement au repos dans un cylindre de rayon R mis en
rotation à l’instant t = 0, Batchelor (voir Batchelor [1967], p.204) donne l’évolution temporelle
du profil radial de vitesse azimutale uθ de l’écoulement ainsi généré :

uθ(r, t) = Ωr + 2ΩR

Nb→∞∑

n=1

J1
(
λn

r
R

)

λnJ0 (λn)
exp

(
−λ2n

νt

R2

)
, (3.9)

où les fonctions J0 et J1 sont les fonctions de Bessel de première espèce respectivement d’ordre
0 et d’ordre 1 et la valeur λn est la n-ième valeur positive telle que J1(λ) = 0.

Le tableau 3.1 donne les paramètres principaux des simulations 2D effectuées, en utilisant
soit une implémentation explicite “classique” (simulations EX), soit l’implémentation origi-
nale de l’équation (3.6) (simulations IX) et en faisant varier le paramètre de pénalisation η.
Ainsi, le pas de temps est fixé à une valeur très faible (∆t = 5 × 10−6) et reste constant tout
au long des simulations, afin de pouvoir considérer des simulations “explicites” dans une large
gamme de paramètres η (car le schéma explicite est stable si et seulement si ∆t ≤ 6η/11, voir
équation (3.1)). Cependant, ce choix a l’inconvénient de nous forcer à ne considérer que le dé-
but de l’établissement de l’écoulement, jusqu’à l’instant t = 0.5 = T/4, où T est la période de
rotation T = 2π/Ω, ce qui correspond tout de même à 105 itérations. Notons que le coût sup-
plémentaire en temps de calcul du schéma implicite est de l’ordre de 65% (voir Jause-Labert
et al. [2012]).

La figure 3.1 montre les résultats obtenus avec la simulation I7, qui utilise le schéma im-
plicite avec un paramètre de pénalisation η = 10−7. La solution analytique tracée pour compa-
raison a été calculé en utilisant un nombre Nb = 100 000 modes de Bessel. On observe alors
un très bon comportement qualitatif de la méthode avec l’implémentation implicite de la péna-
lisation, avec une évolution temporelle tendant vers la rotation solide uθ = Ωr, comme prédit
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FIGURE 3.1 – Distribution radiale et temporelle de la vitesse azimutale uθ pour la simulation
I7. Les différentes courbes sont normalisées par le rayon R pour la position radiale, et par ΩR
pour la vitesse azimutale qui est la vitesse de la paroi.

par Batchelor et l’équation (3.9). La robustesse de la méthode est telle que même l’évolution
temporelle semble être identique à la solution exacte, de sorte que la méthode de pénalisation
développe correctement, et à la bonne vitesse, la couche limite générée par la rotation de la
paroi.

Comparons maintenant les résultats obtenus avec les différentes implémentations et les dif-
férentes valeurs de η. La figure 3.2 montre l’évolution temporelle de l’erreur globale pour
chaque simulation, en utilisant soit l’implémentation explicite (figure (a)), soit la méthode im-
plicite (figure (b)). Cette erreur est normalisée de sorte que la quantité tracée est définie par :

ǫt(t) =

√〈
(u(t)− uex(t))

2〉
D

〈u2ex(t)〉D
. (3.10)

Tout d’abord, on voit que l’erreur décroît bien en diminuant le paramètre de pénalisation η, que
ce soit avec la méthode explicite ou avec la méthode implicite. L’erreur décroît également avec
le temps car la distribution azimutale devient de moins en moins discontinue près de la paroi.
Néanmoins, on observe avec la méthode implicite une saturation de la diminution de l’erreur de
sorte que les courbes telles que 10−10 ≤ η ≤ 10−7 semblent confondues. À partir d’une certaine
valeur seuil de η, la diminution de ce paramètre n’a pas d’influence sur la représentation de la
paroi. Afin de confirmer cette hypothèse, nous traçons sur la figure 3.3 l’erreur normalisée ǫ à
l’instant tc = 0.375 en fonction de la valeur de η, pour les deux implémentations étudiées et à
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FIGURE 3.2 – Évolution temporelle de l’erreur normalisée ǫt commise sur la composante de
vitesse azimutale (u ≡ uθ) pour les simulations avec prise en compte du terme de pénalisation
de manière explicite (a) ou implicite (b). Les traits verticaux en pointillés indiquent l’instant tc
auquel est déterminée la courbe de convergence de la figure 3.3.
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FIGURE 3.3 – Convergence des schémas explicite et implicite en fonction du paramètre de pé-
nalisation η. Ces courbes sont tracées pour les champs obtenus à tc = 0.375 et pour différentes
positions radiales r1, . . . , r5 valant respectivement r = (0.1; 0.3; 0.5; 0.7; 0.9)R.

différentes positions radiales. La valeur tracée est définie par :

ǫ(r, t = tc) =

√(
u(r, tc)− uex(r, tc)

)2

u2ex(r, tc)
. (3.11)

Nous observons que comme pressenti, l’erreur sature à partir d’une certaine valeur de η pour
la version implicite et il semble que l’erreur alors obtenue à partir de cette valeur seuil (ici
η < 10−7) semble être légèrement inférieure à l’erreur obtenue avec la méthode explicite dans
le cas marginalement stable η ≈ 2∆t. Ainsi, même si le schéma implicite ne nous permet pas
d’augmenter de manière très significative la précision que nous obtenons avec l’implémenta-
tion explicite, elle a tout de même l’intérêt majeur de rendre le schéma numérique stable et
d’optimiser la valeur de la perméabilité pour une certaine valeur de ∆t.

3.1.4 Étude analytique du schéma implicite

Les résultats de convergence du schéma implicite avec η peuvent également être retrouvés
au premier ordre par une approche mathématique. La démonstration présentée ci-dessous est
un résultat proposé par Wouter Bos.

Reprenons l’équation (3.5) et pour simplifier, considérons un masque immobile de sorte
que us = 0 et χn = χn+1 = χ. Ainsi, le schéma implicite présenté précédemment s’écrit :

ûn+1 = P⊥F
{(

1 +
∆t

η
χ

)−1 (
un −∆tF−1

{
Ŝ⊥,n

})}
. (3.12)
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Nous considérons ici que le masque ne sera pas lissé et χ ne pourra donc que valoir 0 ou 1.
Ainsi, en ne traitant que les cas χ = 0 ou χ = 1, on peut écrire :

(
1 +

∆t

η
χ

)−1

≡ (1− χ) +
1

1 + ∆t
η

χ =

(
1− ∆t

∆t+ η
χ

)
. (3.13)

Ainsi, l’équation (3.12) devient :

ûn+1 = P⊥F
{(

1− ∆t

∆t+ η
χ

)(
un −∆tF−1

{
Ŝ⊥,n

})}
. (3.14)

Après développement et en notant que P⊥ {ûn} = ûn, l’équation (3.14) devient :

ûn+1 = ûn −∆t

(
Ŝ⊥,n − 1

∆t+ η
P⊥F {χun}+ ∆t

∆t+ η
P⊥F

{
χS⊥,n

})
, (3.15)

ce qui est équivalent à

ûn+1 − ûn

∆t
= Ŝ⊥,n − 1

∆t+ η
P⊥F {χun}+ ∆t

∆t+ η
P⊥F

{
χS⊥,n

}
. (3.16)

Ceci est la version discrétisée (avec un schéma d’Euler d’ordre 1) de l’équation

∂û

∂t
= Ŝ⊥ − 1

∆t+ η
P⊥F {χu}+ ∆t

∆t+ η
P⊥F

{
χS⊥

}
. (3.17)

Comme le paramètre de pénalisation choisi est souvent très faible devant le pas de temps (η ≪
∆t), on peut approximer l’équation précédente par :

∂û

∂t
≈ P⊥

{
Ŝ − 1

∆t
F {χu}

}
+ P⊥F

{
χS⊥

}
. (3.18)

On voit donc que si η ≪ ∆t, le schéma implicite utilisé revient à résoudre les équations
pénalisées (2.22) avec un paramètre de pénalisation équivalent ηeff = ∆t, et le terme non-
linéaire solénoïdal est lui aussi “pénalisé” avec un paramètre de pénalisation équivalent η = 1.
Ce schéma est très semblable à celui utilisé par Homann et al. [2010], largement inspiré des
méthodes de pseudo-penalization (cf Fadlun et al. [2000], Pasquetti et al. [2008]).

3.2 Réflexion d’ondes d’inertie sur une paroi pénalisée

Les écoulements réels sont souvent soumis à des forces extérieures anisotropes telles que la
force de Coriolis quand une rotation d’ensemble est considérée, la force de flottaison dans des
contextes stratifiés ou encore la force de Lorentz pour des écoulements des fluides conducteurs
soumis à un champ magnétique (contexte MHD). Ainsi, il est important de vérifier si certains
mécanismes fondamentaux dus à ces forces à distance sont correctement reproduits en utilisant
la méthode de pénalisation. Nous allons considérer par la suite la propagation et la réflexion
d’ondes d’inertie et d’ondes internes de gravité, en tentant de vérifier si ces phénomènes li-
néaires sont correctement pris en compte avec notre méthode de frontière immergée. Ainsi, cela
nous permettrait d’affirmer que les effets (linéaires) ondulatoires anisotropes de la turbulence
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en rotation, stratifiée ou MHD seront correctement simulés dans nos simulations de turbulence
où une force extérieure créant de l’anisotropie sera prise en compte. L’élément essentiel pour la
propagation des ondes d’inertie (resp. internes de gravité) est le rôle que joue la pression (voir
Lighthill [1978]). Sans elle, la force de Coriolis (resp. la force de flottaison) n’induirait qu’un
mouvement oscillatoire. Le couplage des composantes horizontales et verticale de vitesse par
la pression, au travers de l’équation de continuité (1.2) pour les fluides incompressibles, permet
la propagation de ces paquets d’onde (voir Batchelor [1953], Greenspan [1968]).

La méthode de pénalisation est testée dans les sections suivantes en considérant successi-
vement la propagation et la réflexion d’ondes d’inertie et d’ondes internes de gravité, en com-
parant avec les résultats obtenus avec des résultats théoriques, numériques ou expérimentaux
existants.

3.2.1 Rappel théorique sur les écoulements tournants

Lorsque les effets de rotation sont pris en compte, la force de Coriolis est ajoutée aux équa-
tions de conservation du moment (voir Phillips [1963] et Greenspan [1968] pour les résultats
analytiques de cette partie).

Les équations de Navier–Stokes, écrites dans un référentiel tournant à la vitesse angulaire
Ω, sont :

∂u

∂t
− u× ω + 2Ω× u = −∇p∗ + ν∇2u. (3.19)

Le gradient de pression ∇p∗ ne contient pas seulement le terme ∇Π de l’équation (2.10), mais
également la contribution de la force centrifuge ∇

(
(Ω× r)2 /2

)
, r étant la distance à l’axe de

rotation.
En linéarisant l’équation (3.19) et en négligeant le terme visqueux, on obtient un sys-

tème d’équations pour lequel on peut déterminer une solution en ondes planes de la forme
A exp (i(k · x− σt)) pour les composantes de vitesse et pour la pression, à condition que la
relation de dispersion suivante soit vérifiée :

σ(κ) = ±2Ω · κ
κ

= ±2Ω cos θ, (3.20)

où σ est la pulsation des ondes, qui, avec le taux de rotation, définit l’angle θ entre le vecteur
d’onde et l’axe de rotation. On définit le vecteur unitaire κ̃ tel que κ = κκ̃. Les ondes sont
dispersives et sont caractérisées par leur vitesse de groupe cg et leur vitesse de phase cφ définies
par :

cφ = 2
Ω · κ̃
κ

κ̃, (3.21)

cg = ∇κσ(κ) = 2
κ̃× (Ω× κ̃)

κ
. (3.22)

Ces deux vecteurs caractérisant les ondes d’inertie sont représentés sur la figure 3.4 et on peut
voir que les vitesses de phase et de groupe sont orthogonales.

La génération d’ondes d’inertie a été premièrement étudiée par McEwan [1970] (voir fi-
gure 3.4) et la réflexion de ces dernières sur des parois planes — et plus particulièrement les
transferts d’énergie mis en jeu — sont exhaustivement discutés par Phillips [1963].
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cφ

cg

θ

FIGURE 3.4 – Génération d’ondes d’inertie par McEwan [1970] par la rotation d’un disque
légèrement incliné à la vitesse de rotation Ω1, entraînant un forçage d’ondes de fréquence σ =

Ω− Ω1 dans un cylindre rempli d’eau posé sur une plaque tournante à la vitesse Ω.

Les ondes d’inertie respectent une relation de dispersion qui dépend de l’angle de propa-
gation par rapport à l’axe de rotation, de sorte que les lois de réflexion sur une paroi plane
de normale n n’impliquent pas nécessairement la symétrie par rapport à n, contrairement aux
réflexions en optique classique. Considérons une onde plane incidente définie par

u(x, t) = α cos (κ · x− 2Ω · κ̃t) + κ̃×α sin (κ · x− 2Ω · κ̃t) (3.23)

et en ajoutant un prime aux valeurs correspondant à l’onde réfléchie, Phillips [1963] a montré
que les lois de réflexion imposées aux ondes sont :

n ·α′ = −n ·α, (3.24a)

n · κ̃′ ×α′ = ±n · κ̃×α, (3.24b)

Ω · κ̃′ = ±Ω · κ̃, (3.24c)

n · κ′ = n · κ. (3.24d)

Le comportement particulier des ondes d’inertie lorsqu’elles se réfléchissent sur une paroi
solide en fait un test intéressant et nous nous proposons de confronter les résultats obtenus avec
la méthode de pénalisation avec ceux d’un code en “canal” décrit dans la section suivante (voir
Buffat et al. [2011]), en reproduisant les mêmes simulations que Godeferd & Lollini [1999].
Notons que la méthode de pénalisation a déjà été utilisée dans le cas de l’équation d’onde
uni-dimensionnelle (voir Paccou et al. [2005]).

57



ÉCOLE CENTRALE DE LYON CLÉMENT JAUSE-LABERT ANNÉE 2012
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FIGURE 3.5 – Géométrie du domaine de calcul dans un code en canal. (a) Schéma du canal. (b)
Visualisation du maillage dans un plan z = cte pour la résolution utilisée ci-après (128× 256×
256). La raffinement du maillage est important proche des frontières supérieure et inférieure.
Par soucis de clarté, un nœud de collocation sur huit est représenté.

3.2.2 Description du code en canal

Ce code pseudo-spectral résout les équations de Navier–Stokes pour un fluide incompres-
sible dans un canal périodique avec des conditions de non-glissement aux parois (voir figure
3.5(a)) en utilisant une approximation spectrale de Galerkin (Fourier–Chebyshev) et une mé-
thode de projection variationnelle sur une base solénoïdale, comme décrit dans Vinkovic et al.

[2011], Buffat et al. [2011]. Cette méthode numérique implique deux directions d’homogénéité
(y et z) et les conditions aux limites sont périodiques dans ces directions.

Contrairement au code pseudo-spectral de Fourier tri-périodique, dans lequel le maillage est
homogène, le maillage est raffiné près des parois dans la direction inhomogène ex, comme le
montre la figure 3.5(b). Cela permet de représenter de manière beaucoup plus précise les petites
structures et les forts gradients présents dans les couches limites de l’écoulement considéré. De
plus, la décomposition de la vitesse spectrale sur une base de Chebyshev – les polynômes de
Chebyshev sont utilisés pour la génération du maillage, la position des nœuds de collocation
correspondant aux zéros de Gauss-Lobatto dans la direction inhomogène — force les compo-
santes de vitesse à être exactement nulles sur les parois (la précision numérique est ≈ 10−19),
vérifiant alors la condition de non-glissement désirée. Ce code est utilisé pour analyser le com-
portement de la méthode de pénalisation où la condition de non-glissement n’est pas intrinsèque
à la base de décomposition utilisée.
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Simulation Nx Ny ×Nz Lx Ly = Lz η ∆t 2Ω

Canal 129 2562 2π 8π – 2× 10−3 13.3
S1 1283 4π 8π 10−6 2× 10−3 13.3
S2 2563 4π 8π 10−6 2× 10−3 13.3
S3 3843 4π 8π 10−6 2× 10−3 13.3
S4 5123 4π 8π 10−6 2× 10−3 13.3
S5 6403 4π 8π 10−6 2× 10−3 13.3

TABLE 3.2 – Paramètres des simulations de la réflexion d’ondes d’inertie dans un canal.

3.2.3 Paroi pénalisée alignée avec le maillage

Le premier test consiste en la génération d’ondes d’inertie à partir d’une source ponctuelle
harmonique dans un fluide au repos dans un référentiel tournant à la vitesse angulaire Ω =

Ωex. Cela correspond exactement aux simulations numériques de Godeferd & Lollini [1999]
réalisées avec le code en canal (issu de Buffat et al. [2011]) mentionné ci-dessus. La source est
modélisée par un forçage sinusoïdal quasi-ponctuel. Le phénomène physique observé est une
propagation conique des ondes et une réflexion sur les parois solides. Nous comparons alors
les résultats obtenus avec les deux méthodes numériques.

Nous réalisons une simulation de référence avec le code en canal et également des simula-
tions dans notre code pénalisé tri-périodique pour différentes résolutions spatialesN3, dans des
domaines de calcul où la longueur dans la direction inhomogène est le double de celle du code
en canal ; ainsi, la moitié du domaine numérique correspond au domaine solide S . La fonction
masque correspondante est :

χ (x) =

{
1 si x ∈ [0, Lx/4] ∪ [3Lx/4, Lx] ,

0 si x ∈ [Lx/4, 3Lx/4] ,
(3.25)

aucun lissage n’étant appliqué ici pour le traitement de l’interface fluide/solide. Les dimensions
du domaine fluide D sont identiques à celles de la simulation en canal de référence. Cela im-
plique également que le nombre de nœuds dans la direction inhomogène est la moitié du total
des points de collocation Nx. Les paramètres des simulations sont donnés par le tableau 3.2.

Les ondes d’inertie sont générées au centre xm du domaine fluide en ajoutant le forçage
numérique harmonique suivant :

f(x, t) = A0 sin (σf t) exp

(
−(x− xm)

2

cl

)
ey, (3.26)

où σf est la pulsation du forçage. Dans Godeferd & Lollini [1999], le forçage était une source
discrète en x = xm et ne respectait donc pas localement la condition d’incompressibilité, bien
que l’étape de projection du terme non-linéaire assurait que le champ de vitesse soit à diver-
gence nulle. Comme la condition d’incompressibilité est prise en compte différemment dans
les deux méthodes numériques, la réponse de chacun des codes à un tel forçage sera certai-
nement différente. Nous utilisons alors un forçage légèrement différent où la discontinuité du
forçage est lissée analytiquement par une fonction à support compact. Nous choisissons un lis-
sage gaussien (voir l’équation (3.26)), ce qui a pour effet e rendre le forçage moins ponctuel
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et et donc moins sujet aux oscillations numériques dues aux transformations de Fourier. L’am-
plitude A0 et la largeur cl sont fixées à A0 = 10−4 et cl = 10. La fréquence du forçage est
telle que σf = 10 rad.s−1, de sorte que l’angle de propagation théorique des ondes d’inertie
est θ = arccos (2Ω/σf ) ≈ 41◦. Enfin, la viscosité cinématique est choisie extrêmement faible
(ν = 10−12) afin de minimiser l’amortissement des ondes par dissipation visqueuse.

La figure 3.6 montre les trois composantes du champ de vitesse u, dans la simulation de
référence réalisée avec le code en canal (figures de gauche) et dans une simulation “pénalisée”
(figures de droite) avec une discrétisation comparable du domaine fluide. Comme le paramètre
de pénalisation est choisi tel que η = 10−6, le terme de pénalisation est implicitement pris en
compte comme expliqué précédemment. Nous observons un très bon accord qualitatif entre les
résultats des deux simulations et aucune différence notable n’apparaît, que ce soit en observant
la propagation des ondes ou leurs réflexions. De plus, nous voyons que pour la simulation
utilisant la méthode de pénalisation, les domaines solides, délimités par les traits pointillés sur
les figures 3.6(d), (e) and (f), sont correctement représentés car l’ordre de grandeur de la vitesse
à l’intérieur des domaines solides S est négligeable. Les différences que l’on observe entre les
distributions de vitesse uy et uz sont dues au fait que le forçage est oscillant dans la direction
y. Il n’y a donc pas de symétrie totale du problème autour de l’axe x.

Afin d’obtenir une estimation quantitative de la précision de la méthode de pénalisation,
nous traçons sur la figure 3.7 les composantes de vitesse sur les lignes z = z1 = Lz/2 + 3π/4

et z = z2 = Lz/2 + 7π/4 de la figure 3.6. La première ligne est choisie avant la réflexion de
l’onde sur la paroi et la deuxième (z = z2) se situe après l’impact, ce qui nous permettra
d’estimer l’erreur introduite par la réflexion sur le domaine pénalisé. Premièrement, nous pou-
vons remarquer que la vitesse normale ux calculée avec la méthode de pénalisation correspond
remarquablement bien aux résultats du code en canal, avant et après la réflexion du paquet
d’ondes. Plus particulièrement, ux tend correctement vers 0 à la paroi. Un léger écart à la va-
leur nulle est cependant observé pour les vitesses tangentielles uy et uz. Cela est dû au fait que
les gradients des vitesses tangentielles sont plus raides que ceux de la vitesse normale, d’autant
plus que la viscosité cinématique a été choisie très faible (ν = 10−12). Cela implique que, très
proche de la paroi, on peut observer des oscillations de faible amplitude de la solution dans la
simulation pénalisée, car les forts gradients se situent dans une couche limite dont l’épaisseur
est de l’ordre de grandeur de la distance entre deux points de maillage ∆x. L’amplitude de ces
petites oscillations décroît en augmentant la résolution mais le comportement de l’écoulement,
malgré l’existence de ces phénomènes de Gibbs, est cependant très bien représenté. Nous pou-
vons également remarquer quelques différences loin de la paroi (plus particulièrement sur la
figure 3.7(c)) mais celles-ci proviennent de la manière dont est prise en compte l’incompres-
sibilité dans chacun des deux codes, c.-à-d. la réponse d’un forçage légèrement compressible,
couplé avec le fait que le maillage soit bien plus grossier loin des parois dans le code en canal.
En effet, bien que le nombre total de points de collocation soit équivalent dans les deux do-
maines fluides, la maillage est raffiné près des parois dans le code Fourier–Chebyshev, ce qui
implique des cellules bien plus larges et donc une précision plus faible au centre du domaine,
où est effectué le forçage.

La figure 3.8 montre la norme L2 de la différence entre la simulation avec le code en ca-
nal (dénotée par l’indice c) et les simulations pénalisées en fonction du nombre de points de
maillageN utilisés dans chaque direction des simulations tri-périodiques. Pour chaque point de

60



CHAPITRE 3. IMPLÉMENTATION ET VALIDATION NUMÉRIQUE DE LA MÉTHODE DE PÉNALISATION

(a) (d)

ex

ezey

Ω

z1 z2 z1 z2

(b) (e)

ex

ezey

Ω

z1 z2 z1 z2

(c) (f)

ex

ezey

Ω

z1 z2 z1 z2

FIGURE 3.6 – Comparaison qualitative entre la réflexion des ondes d’inertie dans le code
Fourier–Chebyshev (gauche) avec Nx = 129 et Ny = Nz = 256 ; et dans le code tri-périodique
(droite) avec la méthode de pénalisation (N3 = 2563 et η = 10−6). Les trois composantes de
vitesse (ux : (a) et (d) ; uy : (b) et (e) ; uz : (c) et (f)) sont tracées dans le plan y = Ly/2 à
l’instant t = 6 (3000 itérations). Les lignes horizontales pointillées correspondent à la position
de la discontinuité de la fonction masque, donc de l’interface ∂D = D ∩ S .
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FIGURE 3.7 – Évolution de : (a) la composante de vitesse ux orthogonale à la paroi, les compo-
santes tangentielles, (b) uy, et (c) uz, le long de lignes z = z1 et z = z2, par rapport à la distance
x à la paroi inférieure à l’instant t = 6. La simulation pénalisée utilisée pour le tracé de cette
figure correspond à une discrétisation telle que N3 = 2563 et le paramètre de pénalisation vaut
η = 10−6.
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FIGURE 3.8 – Convergence avec la discrétisationN de la différence entre le code tri-périodique
avec la méthode de pénalisation et le code en canal. (a) Norme L2 de l’erreur pour les trois com-
posantes de vitesse calculée dans le domaine fluide entier pour les différentes discrétisations
utilisées. La figure (b) représente la même norme L2 en fonction de la distance du forçage
(xd = π définit la paroi) pour les différentes simulations en utilisant la composante de vitesse
ux.

collocation du code pénalisé, on interpole le champ de vitesse obtenu avec le code en canal aux
noeuds du code tri-périodique (interpolation polynomiale 3D basées sur 6 points dans chaque
direction) et nous calculons la valeur rms de la différence obtenue pour chaque composante.

La figure 3.8(a) donne le taux de convergence de la méthode de pénalisation, en pre-
nant comme référence la simulation avec le code en canal où des conditions exactes de non-
glissement sont imposées aux parois. La convergence est proportionnelle à N−2 pour la com-
posante de vitesse normale ux et légèrement plus faible (∼ N−1.8) pour les composantes tan-
gentielles car la très faible viscosité impose des couches limites très fines. Ces taux de conver-
gence sont pertinents et corroborent les résultats de Fadlun et al. [2000], Kevlahan & Ghidaglia
[2001], Griffith & Peskin [2005], Keetels et al. [2007], Laizet & Lamballais [2009], Kolo-
menskiy & Schneider [2009], Schneider et al. [2011], tous ces travaux montrant des taux de
convergence situés entre N−1 et N−2.5. On peut aussi noter sur la figure 3.8(b) que, près de
la paroi, l’erreur est supérieure d’un ordre de grandeur que loin des frontières. On peut alors
penser que la précision spectrale peut être retrouvée localement, dans des régions loin des fron-
tières pénalisées ; cette question est toujours ouverte et plus particulièrement la question de la
distance à partir de laquelle la précision est améliorée, et ce en fonction du type d’écoulement.
Il faut également noter que le fait que la paroi numérique soit alignée au maillage améliore
sensiblement la convergence des résultats. Dans le cas d’un maillage non aligné, l’ordre de
convergence tendrait plutôt vers N−1 (voir Fadlun et al. [2000]).

3.2.4 Paroi pénalisée inclinée par rapport au maillage cartésien

Un des principaux avantages de la méthode de pénalisation est qu’elle permet de prendre en
compte des obstacles ou des parois de géométrie “quelconque”, sans avoir à adapter le maillage.
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FIGURE 3.9 – Géométrie des simulations avec un canal pénalisé incliné (α = π/6). Un
zoom permet d’observer plus précisément l’allure de la définition de l’interface numérique
fluide/solide.

Cependant, cet aspect doit être étudié attentivement. Comme la géométrie est entièrement défi-
nie par la spécification d’une fonction masque sur un maillage cartésien, l’interface numérique
entre les régions fluide et solide suit le maillage. Le discrétisation cartésienne impose donc que
la définition de la fonction masque est une succession d’arêtes verticales et horizontales.

Dans cette section, nous étudions et quantifions les différences entre les résultats précédents
et une configuration similaire, qui consiste en un canal incliné d’un angle α = π/6 autour de
l’axe y, de sorte que la géométrie n’est plus alignée avec les directions principales du maillage
cartésien. La figure 3.9 montre une coupe de la géométrie dans le plan y = Ly/2, où seule-
ment les nœuds de collocation pour lesquels χ = 0 sont indiqués. Clairement, l’écoulement
n’est plus périodique, mais nous faisons en sorte que cela ne pose pas de problème en limitant
temporellement les simulations afin de n’observer qu’une courte propagation et la première
réflexion des ondes d’inertie, générées à la position x = xm, sur les parois pénalisées. Nous
arrêtons donc les calculs avant que les paquets d’onde n’atteignent les limites du domaine de
calcul.

En regardant précisément le maillage (voir la figure 3.9), on voit que la paroi plane est repré-
sentée par une succession discrète d’arêtes verticales et horizontales, mais l’écoulement reste
calculé avec une interpolation en séries de Fourier dans les directions principales du maillage.
Ainsi, la frontière de non-glissement peut être imaginée comme une paroi interpolée de la
fonction masque. Cette représentation particulière doit cependant reproduire les phénomènes
fondamentaux concernant la propagation d’ondes et, parmi eux, la réflexion des ondes d’iner-
tie, qui dépendent de l’orientation de la paroi par rapport à l’axe de rotation, comme spécifiés
par les équations (3.24). Le cas-test que nous proposons est ainsi nécessaire pour vérifier et es-
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Simulation N3 Lx Ly = Lz ∆t η Cs
Tilt 2563 4π 8π 2× 10−3 10−6 0

Tilt8 2563 4π 8π 2× 10−3 10−6 8
Tilt32 2563 4π 8π 2× 10−3 10−6 32

Tilt128 2563 4π 8π 2× 10−3 10−6 128

TABLE 3.3 – Paramètres des simulations pénalisées avec une paroi non alignée au maillage
cartésien.

timer l’efficacité de la méthode de pénalisation pour une grande variété de formes d’obstacles
et ou de parois. Évidemment, il faut garder à l’esprit que des géométries très complexes vont
forcément nécessiter des discrétisations importantes.

De plus, afin de lisser les frontières pénalisées, nous allons tester ici la méthode décrite
par Kolomenskiy & Schneider [2009] et introduite à la section 2.2.3. Cette procédure consiste
à convoluer la fonction masque avec une fonction gaussienne (voir l’équation (2.29)). Cette
méthode a été utilisée pour réduire l’amplitude des phénomènes de Gibbs, amplitude dépendant
de la résolution, introduite intrinsèquement par la discontinuité de la fonction masque. Cette
technique crée alors une zone de transition plus ou moins fine (en fonction de la valeur de Cs
et de la discrétisation N ) pour le passage de la valeur 0 à la valeur 1 de la fonction masque.
Ainsi, une attention particulière est nécessaire sur la taille du domaine fluide en terme de points
de maillage : il faut un nombre de points de maillage suffisant dans le domaine solide afin que
la fonction masque puisse effectivement passer de la valeur 0 à la valeur 1. D’une manière
générale, une bonne représentation de la paroi solide implique une discrétisation suffisante du
domaine de calcul.

Les paramètres des simulations de cette section sont donnés par le tableau 3.3. La résolution
est choisie globalement équivalente à celle utilisée pour la simulation de référence dans le
code en canal. Les dimensions du domaine numérique sont similaires aux simulations de la
section précédente, tout comme l’est la valeur du paramètre de pénalisation η. Le seul paramètre
distinguant ces calculs est le paramètre de lissageCs. La simulation ‘Tilt’ n’est pas lissée (Cs =
0) et la fonction masque vaut exactement 1 ou 0 aux nœuds de collocation. Les simulations
‘TiltX’ utilisent un lissage tel que Cs = X .

La figure 3.10 présente les différentes composantes de vitesse pour la simulation non lis-
sée ‘Tilt’. Ces graphiques permettent une comparaison qualitative avec les simulations où la
géométrie est alignée avec le maillage (figure 3.6) car les champs représentés ici sont ceux à
l’instant t = 6 correspondant encore à 3000 itérations. Une première observation des résultats
atteste qualitativement d’une bonne représentation de la physique sous-jacente, la propagation
et la réflexion des ondes semblant identiques aux simulations précédentes. Une comparaison
plus quantitative est présentée par la figure 3.11, qui compare les distributions obtenues sur les
lignes z = z1 et z = z2 pour ces simulations avec celle de la simulation de référence du code
en canal de la section précédente.

Tout d’abord, on montre que même à faible résolution (2562× 128 dans le domaine fluide),
les résultats avec parois pénalisées inclinées, sans lissage, sont plutôt satisfaisants avant (z =

z1) et après (z = z2) la réflexion des ondes d’inertie. De plus, il semble que lisser la fonction
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FIGURE 3.10 – Visualisation des trois composantes de vitesse pour la simulation pénalisée
‘Tilt’, qui n’utilise aucune méthode de lissage pour la fonction masque. (a) : composante ux et
(b) : composante uy, (c) : composante uz à l’instant t = 6.

masque en la convoluant par une gaussienne modifie clairement l’écoulement car les ondes
d’inertie après la réflexion (z = z2) sont significativement déplacées si l’épaisseur de la zone
de transition est large (simulation Tilt128). Le paramètre de lissage Cs ne peut alors pas être
augmenté sans conséquence. Cette technique de lissage, bien qu’elle diminue l’amplitude des
oscillations de Gibbs, a tendance à élargir le domaine solide et à modifier l’aspect de la géomé-
trie. Quand la fonction masque est lissée, une zone intermédiaire, dont la largeur dépend de la
valeur de Cs, apparaît où le masque ne vaut ni zéro ni un et le terme de pénalisation agit donc
plutôt comme une zone “grise” où l’écoulement est atténué. Par exemple, si χ ≈ O(10−3) à
un endroit de cette zone de transition et que le paramètre de pénalisation effectif, en utilisant
l’implémentation implicite précédemment expliquée, vaut ηeff ≈ ∆t = 10−3, les nœuds inclus
dans cette région vont être complètement équivalents à une région poreuse où le paramètre de
pénalisation vaudrait η = 1, car il est clair que la quantité importante pour caractériser l’im-
portance du terme de pénalisation est le rapport χ/ηeff. Cela est très bien observé par exemple
pour la simulation ‘Tilt128’ où on peut voir sur la figure 3.11 que les composantes de vitesse
restent proches de 0 au voisinage de la paroi solide, bien que censées appartenir au domaine
fluide à cet endroit. On observe alors un léger déphasage des ondes dû à la réduction de la taille
du domaine fluide équivalent par la création d’une zone “poreuse” intermédiaire.

Dans cette section, nous avons montré que la réflexion des ondes d’inertie sur un plan
pénalisé donne des résultats très satisfaisants, grâce à une comparaison avec une simulation
dans un canal plan avec une discrétisation de type Chebyshev afin d’imposer des conditions
de non-glissement aux parois intrinsèques à la formulation. De plus, nous avons prouvé que la
précision de la réflexion peut également être obtenue pour une configuration où la géométrie
est inclinée par rapport au maillage cartésien. Enfin, nous avons montré que lisser la fonction
masque en la convoluant à une fonction gaussienne, comme effectué dans Kolomenskiy &
Schneider [2009], modifie clairement la solution locale si la zone de lissage est trop large. La
solution est d’autant plus affectée localement par cette technique que le paramètre de lissage
est important, malgré le fait qu’elle permette de réduire l’amplitude des phénomènes de Gibbs
qui sont inhérents à la méthode et que le comportement des valeurs globales soit correct.
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FIGURE 3.11 – Évolution des composantes de vitesse en fonction de la distance à la paroi sur
les lignes z = z1 et z = z2. Nous comparons les simulations pénalisées inclinées avec les
résultats précédemment présentés figure 3.6 du code Fourier–Chebyshev. À gauche, les figures
en z = z1 : (a) : ux ; (b) : uy ; (c) : uz. À droite, les figures en z = z2 (après la réflexion) : (d) :
ux ; (e) : uy ; (f) : uz.
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3.3 Réflexion d’ondes internes sur une paroi pénalisée

La similarité entre les ondes d’inertie et les ondes internes de gravité est telle que nous
proposons également un autre test de validation de la méthode de pénalisation dans le cas
de la propagation d’ondes internes, en utilisant une procédure équivalente à celle présentée
section 3.2. Il y a cependant deux différences : (a) l’orientation de la paroi par rapport à la
direction d’anisotropie (caractérisée par l’angle β) pour reproduire numériquement la physique
mise en jeu par le dispositif expérimental de Gostiaux [2006], consistant en un cylindre oscil-
lant dans une cuve contenant un fluide stablement stratifié, générant des ondes internes qui se
réfléchissent sur un plan incliné ; (b) le champ de vitesse est couplé à un champ de densité, de
sorte que la nature de la propagation et de la réflexion de ces ondes est différente de celle des
ondes d’inertie. De plus, nous posons la question des conditions aux limites à imposer pour la
densité. Nous choisissons de n’en imposer aucune, comme dans Mercier et al. [2010] où est
considérée la génération numérique d’ondes internes.

3.3.1 Écoulement stratifié et approximation de Boussinesq

La force de flottaison apparaît lorsque la densité n’est plus constante au sein du domaine
fluide, à cause d’effets de variations de température ou de salinité par exemple. Dans le cas
d’une stratification stable, elle apparaît comme une force de rappel (cette force est déstabilisante
dans les cas de convection avec stratification instable), de sorte que les particules fluides sont
soumises à un gradient stabilisant vertical de densité Γ = ∂ρ/∂z < 0. Sous l’approximation de
Boussinesq, les équations de Navier–Stokes deviennent :

∂u

∂t
− u× ω = −∇Π+ ν∇2u+

ρ

ρ0
g, (3.27)

où ρ est la champ de densité fluctuant autour d’une valeur moyenne qui tient compte du gradient
moyen de densité et d’une densité de référence ρ0, g est l’accélération de la pesanteur et on pose
g = gez. L’équation d’évolution de ρ est alors :

∂ρ

∂t
+ (u ·∇) ρ = −N2

BVu · z +D∇2ρ, (3.28)

oùD est la diffusivité de la densité etNBV est la fréquence de Brunt-Väisälä définie parNBV =√
gΓ/ρ0. Elle représente la fréquence naturelle d’oscillation d’une particule fluide autour de

sa position verticale d’équilibre. Le problème à résoudre consiste donc en la résolution des
équations (3.27) et (3.28) ainsi que l’équation de continuité (1.2) dans le domaine fluide D
avec des conditions de non-glissement sur la frontière ∂D. Nous n’imposons explicitement
aucune condition aux limites sur le densité comme précédemment indiqué.

Comme pour les ondes d’inertie, la relation de dispersion des ondes internes est obtenue
en considérant la linéarisation du système d’équations (3.27) et (3.28) dans la limite non-
visqueuse. En définissant θ comme l’angle entre le vecteur d’onde κ et l’axe de stratification
(ici vertical), la relation de dispersion a pour expression :

σ(κ) = ±NBV
κ⊥
|κ| = ±NBV sin θ, (3.29)
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où κ⊥ = (κ21 + κ22)
1/2 est la norme de la composante dans le plan horizontal (perpendiculaire à

l’axe de la gravité) du vecteur d’onde. Comme pour les ondes inertielles, les solutions en ondes
planes obtenues ont des propriétés spécifiques de réflexion sur des parois solides. Nous rappe-
lons que la discussion complète de la réflexion des ondes internes de Greenspan [1968] peut
facilement être transposée au cas des ondes internes grâce à la similarité de ces phénomènes
ondulatoires et des lois de dispersion (3.20) et (3.29).

3.3.2 Paramètres numériques et résultats qualitatifs

Dans le but de reproduire la physique du dispositif expérimental de Gostiaux [2006], nous
simulons la réflexion d’ondes internes de gravité sur une paroi solide inclinée. Suivant l’angle
de l’onde incidente θ et l’angle β que fait le plan incliné avec l’horizontale, deux types de
réflexion sont observés : l’onde réfléchie peut se propager vers le haut (θ > β) ou vers le
bas (θ < β). Une explication complète est donnée par Gostiaux [2006]. Contrairement aux
ondes d’inertie, les paquets d’ondes peuvent être rendus bi-dimensionnels. Si les ondes sont
générées par un forçage uniforme dans une direction transverse à l’axe de gravité, les paquets
d’onde sont alors plans et invariants dans cette direction (bien que les simulations restent tri-
dimensionnelles).

Les paramètres des simulations sont équivalents aux paramètres expérimentaux : la fré-
quence du forçage harmonique f est σf = 0.4π rad.s−1. La fréquence de Brunt-Väisälä est
NBV = 3.1 rad.s−1, impliquant un angle théorique de propagation des ondes α ≃ 24 degrés.
Le forçage est défini par l’expression :

f(x, z, t) = A0 sin (σf t) exp

(
−(x− xf )

2 + (z − zf )
2

cl

)
ez. (3.30)

Le forçage est donc centré sur la ligne (xf , zf ), homogène dans la direction y, et l’oscillation
est suivant la direction z. Les paramètres du forçage sont tels que A0 = 10−4 et cl = 4× 10−3.
L’inclinaison de la paroi est fixée à β = 48 degrés. Le pas de temps est fixé à ∆t = 5×10−3, le
paramètre de pénalisation vaut η = 10−10 — avec évidemment une prise en compte implicite du
terme de pénalisation dans le schéma numérique d’avancement temporel — et la discrétisation
spatiale est telle que Nx = Nz = 2048 et Ny = 4. La très faible résolution dans la direction
y provient de la bi-dimensionnalisation de l’écoulement par un forçage uniforme dans la di-
rection y. Ainsi, l’écoulement étant invariant dans cette direction, une très faible discrétisation
se justifie. Enfin, le nombre de Prandtl Pr = ν/D = 1 de sorte que la dissipation de quan-
tité de mouvement est identique à celle de la densité, c’est-à-dire très faible voire négligeable
(ν = D = 10−15). La dissipation est choisie aussi faible afin de ne pas dissiper les faisceaux
d’ondes et permettre de s’approcher ses résultats théoriques non-visqueux. Néanmoins, cela a
pour inconvénient de s’éloigner de la réalité du dispositif expérimental.

La propagation résultante est tracée dans un plan vertical x–z sur la figure 3.12, qui confirme
qualitativement le comportement correct de la méthode de pénalisation dans le cas d’écoule-
ments à densité variable en comparaison avec des résultats expérimentaux, et ce sans prise en
compte particulière de conditions aux limites sur la densité. Il semble donc que la seule péna-
lisation des équations de conservation du moment soit suffisante pour reproduire une réflexion
d’ondes internes valable, l’angle de propagation des ondes réfléchies étant similaire entre cette
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FIGURE 3.12 – Visualisation de la réflexion d’ondes internes de gravité sur un plan incliné. (a)
Résultats expérimentaux de Gostiaux [2006] : le gradient vertical de densité est observé par
strioscopie synthétique ; (b) Résultats numériques obtenus avec la méthode de pénalisation :
visualisation de la composante de vitesse ux.

simulation et l’expérience. Cependant, des différences sont tout de même observées principa-
lement pour deux raisons : (a) le forçage expérimental est bien plus large en espace que notre
forçage numérique harmonique, ce qui implique un paquet d’ondes bien plus large dans l’ex-
périence que dans notre simulation ; (b) le fluide utilisé expérimentalement (eau salée) est bien
plus visqueux que le fluide considéré dans notre simulation (ν = 10−15), ce qui entraîne une
défocalisation plus importante (i.e. un élargissement du faisceau) dans l’expérience. Malgré
tout, la méthode de pénalisation semble qualitativement reproduire correctement la physique
de la réflexion d’ondes internes.

3.3.3 Comparaison avec la théorie non-visqueuse

La vision qualitative précédente est complétée dans cette section par une confrontation
avec la théorie dans le but de confirmer la validité de la méthode de pénalisation pour des
écoulements à densité variable. Nous proposons ici de tester nos simulations avec une relation
analytique entre les longueurs d’ondes des faisceaux incident et réfléchi, qui peut directement
être obtenue à partir de considérations géométriques pour une réflexion focalisante (θ < β) :

λi
λr

=

∣∣∣∣
sin (θ + β)

sin (θ − β)

∣∣∣∣ , (3.31)

où les indices i et r correspondent respectivement aux ondes incidentes et réfléchies. À partir
de relations trigonométriques et de la loi de dispersion (3.29), on peut déterminer une relation
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Nx ×Nz Ny σf NBV θ (en degrés) β (en degrés) η ∆t

2048× 2048 4 0.4π 6.04 12 48 10−10 5× 10−3

2048× 2048 4 0.4π 4.56 16 48 10−10 5× 10−3

2048× 2048 4 0.4π 3.67 20 48 10−10 5× 10−3

2048× 2048 4 0.4π 3.10 24 48 10−10 5× 10−3

2048× 2048 4 0.4π 2.68 28 48 10−10 5× 10−3

2048× 2048 4 0.4π 2.37 32 48 10−10 5× 10−3

2048× 2048 4 0.4π 2.14 36 48 10−10 5× 10−3

TABLE 3.4 – Paramètres des simulations de réflexion d’ondes internes sur des parois pénalisées
inclinées.

entre le rapport des longueurs d’ondes et la fréquence de Brunt-Väisälä NBV :

λi
λr

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + sin β

√(
NBV

σf

)2
− 1

1− sin β

√(
NBV

σf

)2
− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (3.32)

Une série de simulations (dont les paramètres principaux sont donnés par le tableau 3.4) avec
différentes fréquences de Brunt-Väisälä a été menée pour obtenir différents angles de propaga-
tion des ondes internes. Pendant les simulations, la longueur d’onde du faisceau incident (resp.
réfléchi) est calculée en analysant la transformée de Fourier du signal de vitesse sur la ligne
pointillée de la figure 3.12 située avant (resp. après) l’impact du paquet d’ondes sur la paroi
pénalisée. Pour chaque simulation, le rapport de l’équation (3.32) oscille autour d’une valeur
moyenne une fois l’onde suffisamment établie. Cette valeur moyenne est tracée sur la figure
3.13 pour les différentes fréquences de Brunt-Väisälä, ainsi que la courbe théorique donnée par
l’équation (3.32) pour comparaison.

Les résultats de la figure 3.13 démontrent clairement que, avec une résolution suffisante —
par exemple, une telle qualité de focalisation ne peut pas être obtenue avec une discrétisation
N3 = 2563 —, la réflexion sur une paroi pénalisée est phénoménologiquement et quantita-
tivement correcte. Notons que ces résultats pourraient encore être améliorés en agrandissant
le domaine de calcul ou en imaginant une autre configuration. En effet, le calcul de la valeur
moyenne du rapport est limité dans le temps à cause de la périodicité du domaine numérique.
Avec une “boîte” plus grande, l’estimation de ce rapport serait plus précise, mais cela impli-
querait également une augmentation de la résolution afin de garder constante la discrétisation
spatiale.

Pour conclure, soulignons que le non-alignement entre les axes cartésiens et une paroi pé-
nalisée ne détériore pas la qualité de la solution et l’évaluation de l’angle de propagation et de
réflexion est bonne à condition que le maillage soit suffisamment fin. De plus, les longueurs
d’ondes réfléchies sont en accord avec la relation analytique dans laquelle l’inclinaison de la
paroi joue un rôle. Nous pouvons donc être plutôt confiants quant à l’utilisation de la méthode
pour des écoulements à densité variable, ou du moins dans l’approximation de Boussinesq pour
des domaines fluides stablement stratifiés. Cependant, la question de la condition aux limites à
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FIGURE 3.13 – Valeur moyenne du rapport des longueurs d’ondes incidentes et réfléchies en
fonction de la fréquence de Brunt-Väisälä. La solution analytique non-visqueuse de l’équation
(3.32) est indiquée par la ligne continue.

imposer sur la densité reste ouverte. Des conditions de type Neumann (∂ρ/∂n = 0) semble-
raient appropriées pour imposer un flux nul de densité à la paroi et une approche équivalente à
celle de Kadoch [2009] pour les scalaires passifs reste à étudier.

3.4 Impact d’un anneau tourbillonnaire sur une paroi solide

Après avoir confirmé le comportement correct de la méthode de pénalisation avec des phé-
nomènes ondulatoires, et donc dans un régime régi principalement par une équation d’onde,
nous testons maintenant la méthode en étudiant l’impact d’un anneau tourbillonnaire 2 sur une
paroi plane pénalisée, ce qui implique désormais le transport de vorticité. Le sujet est bien do-
cumenté, que ce soit expérimentalement (voir Walker et al. [1987], Lim [1989]) ou à l’aide
de simulations numériques (voir par exemple Orlandi & Verzicco [1993]). De plus, cet écou-
lement a déjà fait l’objet de cas-tests pour valider la méthode de pénalisation en 2D (Keetels
et al. [2007]).

3.4.1 Conditions initiales et paramètres numériques

La géométrie considérée ici est une boîte cubique de côté L et où la discrétisation est équi-
valente dans les trois directions Nx = Ny = Nz = N . La condition initiale est celle d’un

2. L’anneau tourbillonnaire est dit vortex ring en anglais et nous utiliserons dans cette section cette expression.
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Taille L Discrétisation N3 Γ0 ν ReΓ η ∆t

2π 5123 13.06 10−2 1306 10−8 5× 10−4

TABLE 3.5 – Principaux paramètres de la simulation de l’impact d’un vortex ring.

anneau de vorticité à distribution gaussienne, identique à celle d’Orlandi & Verzicco [1993],
décrit par sa distribution de vorticité en coordonnées cylindriques :

ω(r, θ, x, t = 0) =




ωr
ωθ
ωx


 =




0

Γ0

πa2
exp

(
−(x− x0)

2 + (r − r0)
2

a2

)

0


 , (3.33)

où Γ0 est la circulation, a l’épaisseur de l’anneau, r0 le rayon du vortex ring et x0 est la position
initiale dans la direction normale à la paroi ex. Cette distribution conduit à générer un vortex

ring avec une vitesse verticale, induite par sa cinétique, dans la direction des x négatifs. À
partir de cette distribution de vorticité, on détermine la condition initiale du champ de vitesse
en résolvant une équation de Poisson 3 ω = −∇2A où A est un potentiel vecteur tel que
u = ∇ × A. Dans le but de confronter nos résultats avec ceux de Walker et al. [1987] et
d’Orlandi & Verzicco [1993], nous posons Γ0 = 13.06, r0 = Ly/8, a = 0.4131 × r0 et
la viscosité cinématique telle que ν = 1.0 × 10−2, ce qui implique un nombre de Reynolds
basé sur la circulation ReΓ = Γ0/ν = 1306. Cette valeur correspond au vortex ring le plus
lent produit numériquement par Orlandi & Verzicco [1993] et la dynamique de l’impact de ce
anneau avec la paroi est étudiée de manière approfondie dans cet article.

La fonction masque imposée est :

χ (x) =

{
1 si x ∈ [5Lx/6, Lx] ,

0 sinon.
(3.34)

Le domaine solide correspond alors à la partie supérieure du domaine dans la direction x et
grâce à la périodicité du code pseudo-spectral, cela définit aussi une paroi solide à x = 0.
Ensuite, en posant x0 = 3Lx/8 = 3π/4, la distance initiale entre le centre du vortex ring
et le mur est 3r0, ce qui est équivalent aux conditions initiales adimensionnées d’Orlandi &
Verzicco [1993]. La figure 3.14 montre un schéma de la configuration initiale et les principaux
paramètres sont résumés dans le tableau 3.5.

3.4.2 Résultats and comparaisons avec des travaux existants

La figure 3.15 montre d’une part la visualisation expérimentale obtenue par Walker et al.

[1987] grâce à l’insertion de colorant dans le vortex ring et d’autre part une visualisation en
volume du champ d’enstrophie (Z = ωiωi/2) obtenue par simulation pénalisée. On peut claire-
ment observer dans la simulation pénalisée la dynamique de l’impact décrite par Walker et al.

3. Dans l’espace spectral, cela donne : ω̂i = κjκjÂi et ûi = iǫijkκjÂk
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FIGURE 3.14 – Schéma de la configuration utilisée pour la simulation de l’impact d’un vortex

ring.

FIGURE 3.15 – Visualisation comparative de l’impact d’un vortex ring. À gauche : Visualisation
expérimentale de Walker et al. [1987] avec Re0 = 564 (quasiment équivalent à ReΓ = 1306),
obtenu avec l’insertion d’un colorant dans le vortex ring. À droite : Visualisation du champ
d’enstrophie Z = ωiωi/2 pour la simulation avec une paroi pénalisée. La création d’anneaux
tourbillonnaires secondaires est bien visible sur les deux visualisations.
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FIGURE 3.16 – Comparaison quantitative avec les simulations présentées dans Orlandi & Ver-
zicco [1993] où ReΓ = 1306. (a) Trajectoire du premier anneau. Évolution du maximum de
vorticité azimutale (b) et de la circulation (c) des anneaux primaires et secondaires.

[1987] et plus particulièrement la formation d’anneaux secondaires de vorticité azimutale de
signe opposé à l’anneau primaire lorsque l’impact se produit.

Pour une comparaison plus quantitative, nous nous proposons également de suivre la tra-
jectoire du centre de l’anneau primaire et de comparer notre résultat, sur la figure 3.16, à celui
obtenu par Orlandi & Verzicco [1993] pour leur simulation où ReΓ = 1306. Nous traçons éga-
lement l’évolution temporelle du maximum de vorticité azimutale du vortex ring primaire et de
la circulation des anneaux primaire et secondaire pour un élément supplémentaire de compa-
raison. Les simulations effectuées par Orlandi & Verzicco [1993] proviennent d’un code diffé-
rences finies écrit en coordonnées cylindriques. Les simulations présentées datant d’environ 20
ans, les résolutions considérées par Orlandi & Verzicco [1993] sont modérées, 96 × 96 × 128

étant un ordre de grandeur des différentes discrétisations utilisées dans cet article.
La figure 3.16 prouve que la dynamique de l’impact du vortex est très bien reproduite par la

méthode de pénalisation et la comparaison avec de précédents résultats numériques — Orlandi
& Verzicco [1993] dans lequel est utilisé un code de différences finies en coordonnées cylin-
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driques avec des conditions aux limites explicites — est remarquable. En particulier, la figure
3.16(a) montre clairement que l’impact est spatialement très bien reproduit par nos simulations.
Le mouvement descendant de l’anneau est quasiment similaire et le pic à r/r0 ≈ 2 apparaît
avec une amplitude verticale équivalente. De plus, la figure 3.16(b) démontre que la production
de vorticité à la paroi durant l’impact est en accord complet avec les résultats précédemment
obtenus avec des conditions aux limites imposées explicitement. Enfin, la figure 3.16(c) donne
un dernier élément de validation en regardant l’évolution temporelle d’une quantité globale :
la circulation du vortex ring primaire (circulation positive) et celle de l’anneau secondaire (cir-
culation négative car ce dernier tourne dans le sens opposé comme expliqué dans Walker et al.

[1987]). Cette circulation est calculée en utilisant sa définition Γ =
∮
∂Σ

u · dl =
∫∫

Σ
ωθdΣ où

∂Σ représente un contour dans un plan vertical θ = cte, contour à l’intérieur duquel se trouve
une section complète du vortex ring. Tout d’abord, on voit clairement que l’évolution de cette
quantité est en complet accord avec les résultats d’Orlandi & Verzicco [1993]. De plus, l’évolu-
tion temporelle de la circulation de l’anneau secondaire est très bien déterminée temporellement
et en amplitude, ce qui indique que les effets de pression sont précisément pris en compte par
notre implémentation implicite, le paramètre de pénalisation η étant tel que η = 10−8.

3.4.3 Convergence avec le paramètre η

Dans ce nouveau cadre, nous allons confirmer (voir figure 3.3) la prédiction de convergence
de la méthode avec le paramètre de pénalisation η. Pour cela, nous effectuons une série de
simulations avec les paramètres du tableau 3.5, en ne faisant varier que la valeur du paramètre
η, de η = 10−2 à η = 10−7. Cela est effectivement possible grâce à l’utilisation de notre
implémentation implicite avec le pas de temps utilisé (∆t = 5× 10−4).

Nous calculons ensuite la norme L2 de l’écart normalisé sur le champ d’enstrophie entre
la simulation η = 10−8 de référence (correspondant à la simulation présentée à la section
3.4.2, l’indice ‘ref’ étant utilisé pour indiquer cette simulation) et les simulations avec des
perméabilités plus importantes (η > 10−8) :

ǫ(η) =

√〈
(Zη − Zref)

2〉
D

〈Z2
ref〉D

. (3.35)

La figure 3.17 montre la dépendance de ǫ en fonction de η, calculé à l’instant t = 1.5 (ou de
manière équivalente t⋆ = Γ0t/r

2
0 ≈ 32 correspondant à 1500 itérations), immédiatement après

le pic de vorticité qui indique la collision. Cette courbe confirme la prédiction analytique de
Carbou & Fabrie [2003] qui donne une erreur sur le champ de vitesse proportionnelle à

√
η,

car on trouve une convergence proportionnelle à η pour l’enstrophie. Or, comme l’enstrophie a
pour dimension celle d’une vitesse au carré divisée par une longueur au carré, on peut affirmer
que l’erreur sur la vitesse est bien proportionnelle à

√
η. Notons que nous n’observons pas

la saturation de l’erreur comme sur la figure 3.3 car l’erreur est calculée en prenant comme
référence un calcul aussi pénalisé, et non une solution exacte, ce qui nous empêche d’observer
une saturation du déclin de l’erreur vers η / ∆t.
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FIGURE 3.17 – Convergence des simulations pénalisées avec le valeur de la perméabilité η.
Le champ d’enstrophie est utilisé pour calculé l’erreur ǫ pour les différentes valeurs de η. Le
temps adimensionné auquel ǫ est calculé est Γ0t/r

2
0 ≈ 32.

3.5 Conclusions

La validation de la méthode de pénalisation a été traitée dans ce chapitre, que ce soit pour
la prise en compte de phénomènes ondulatoires (ondes d’inertie et internes de gravité), où la
pression joue un rôle fondamental, ou pour la prise en compte de phénomènes tourbillonnaires.

Nous avons montré que l’implémentation implicite du terme de pénalisation nous permet de
nous affranchir de la condition de stabilité restrictive reliant le paramètre η et le pas de temps ∆t
tout en optimisant la précision de la condition de non-glissement à la paroi. De plus, nous avons
vu que, pourvu que la discrétisation spatiale soit suffisante, la méthode de pénalisation permet
de simuler des parois dont la géométrie n’est pas alignée au maillage cartésien du code pseudo-
spectral utilisé. Enfin, nous retrouvons l’estimation analytique de Carbou & Fabrie [2003] de
l’évolution de l’erreur commise par la méthode en fonction du paramètre de pénalisation utilisé.
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4
Déclin d’un écoulement turbulent confiné

soumis à des effets de rotation

Dans ce chapitre, nous utilisons la méthode de pénalisation décrite et validée dans les

chapitres précédents afin d’obtenir une description statistique, eulérienne et lagrangienne, des

écoulements confinés soumis à des effets de rotation. La configuration choisie est un cylindre

périodique et un paragraphe est consacré à l’initialisation de l’écoulement turbulent confiné.

Ensuite, nous cherchons à mettre en avant l’influence de la position radiale sur les échelles de

longueur intégrales, sur les distributions de vitesse et d’accélération lagrangienne, etc. Une

comparaison avec la turbulence homogène est effectuée, relative aux quantités énergétiques

(spectres uni-dimensionnels, énergie cinétique moyenne, . . .). Parmi les résultats présentés,

l’effet “gaussianisant” de la rotation ainsi que l’anisotropie des petites échelles de l’écoule-

ment dû au confinement sont à retenir.

In this chapter, we use the penalization method described and validated in the previous

chapters in order to obtain a precise description, Eulerian and Lagrangian, of confined turbu-

lent flows submitted to the effects of a background rotation. The chosen geometry is a periodic

cylinder and a section is dedicated to the initialization of a confined turbulent flow. Then, we

show the influence of the radial position on length scales, on velocity and Lagrangian acce-

lerations distributions, etc. A comparison with homogeneous turbulence is achieved, related

essentially to energetic quantities (one dimensional spectra, mean kinetic energy, . . .). Among

the presented results, the “Gaussianizing” effect of rotation and the anisotropy of the small

dissipative structures of the flow due to confinement are important ones.
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4.1 Contexte de l’étude

Comme introduit dans le chapitre 1, le phénomène de la turbulence reste encore assez mal
compris, même dans le cadre simplifié de la turbulence homogène (voir Batchelor [1953], Sa-
gaut & Cambon [2008]). Depuis l’approche phénoménologique de Kolmogorov pour des écou-
lements à très haut nombre de Reynolds, on ne note que peu d’avancées vraiment significatives
dans la compréhension même du phénomène physique, malgré la masse des efforts consentis
par les chercheurs de la deuxième moitié du XXème siècle.

Bien que notre connaissance des écoulements homogènes isotropes soit loin d’être com-
plète, on peut tout de même se poser la question du rôle des forces à distance sur la dynamique
des écoulements. En effet, la structure des écoulements turbulents que nous observons quoti-
diennement est grandement modifiée par des effets de rotation par exemple, les écoulements
géophysiques à grandes échelles (océaniques, atmosphériques, . . . ) étant très clairement affec-
tés par les effets de rotation de la Terre par exemple. Toujours en restant dans le cadre de la
turbulence homogène (on considère que les effets de parois sont négligeables), on peut citer
l’effet de la force de flottaison pour des écoulements à densité variable avec le cas particulier
d’écoulements dits stratifiés 1, ou encore les effets de la force de Lorentz pour l’étude des écou-
lements de fluides conducteurs soumis à un champ magnétique (MagnétoHydroDynamique).

Toutes ces forces à distance ont un effet commun : elles brisent l’isotropie de l’écoulement
en créant une direction particulière à l’écoulement. On dit alors que les écoulements sont homo-
gènes mais anisotropes. Les réponses des écoulements à ces forces sont variées et concernent
autant la dynamique et les cascades d’énergie que l’évolution des différentes échelles de lon-
gueurs (voir Sagaut & Cambon [2008] pour une description plus exhaustive de la turbulence
homogène anisotrope) : les structures des écoulements en rotation ou soumis à un champ élec-
tromagnétique s’étirent dans la direction de l’axe de rotation ou dans la direction du champ
magnétique moyen imposé (structures en “cigares”) et les écoulements stablement stratifiés ont
une signature particulière avec des structures en “pancakes”, c’est-à-dire une diminution des
échelles de longueurs dans la direction de l’axe de la gravité.

Dans le cadre de ce travail, nous allons nous concentrer sur l’une des ces forces à dis-
tance, la force de Coriolis, qui apparaît dans les équations de conservation de la quantité de
mouvement lorsqu’une rotation d’ensemble est considérée. Les équations qui régissent ce type
d’écoulements, écrites dans le repère tournant, sont décrites par l’équation (3.19) et l’équation
de continuité (1.2). Les effets de la rotation sur la turbulence on fait l’objet de nombreux tra-
vaux, que ce soit expérimentaux ou numériques. En 1975, Ibbetson & Tritton [1975] montrent
expérimentalement qu’un des effets de la rotation est l’augmentation des échelles intégrales de
longueurs dans la direction de l’axe de rotation. Ce phénomène s’explique par la propagation
de l’énergie par les ondes d’inertie (voir Jacquin et al. [1990] par exemple), introduites dans
le chapitre 3. Ces observations sont également présentes dans les simulations de Bardina et al.

[1985] qui montrent également que la rotation diminue le taux de dissipation. En effet, au-delà
des effets linéaires qui favorisent la direction verticale 2 en transportant de l’énergie à la vitesse
de groupe cg (voir équation (3.21)) selon la relation de dispersion anisotrope (3.20) pour σ(κ),

1. Les écoulements stratifiés sont tels qu’il existe un gradient de densité moyenne, autour de laquelle on ob-
serve des fluctuations de densité.

2. La direction verticale sera toujours la direction choisie pour l’axe de rotation.
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il existe également des effets non-linéaires, qui favorisent les composantes horizontales pour
les termes de transfert d’énergie (voir Cambon & Jacquin [1989], Cambon et al. [1997]). De
manière globale, le déclin d’énergie cinétique d’un écoulement turbulent non forcé est ralenti
par la rotation (Jacquin et al. [1990]), malgré les observations de Ibbetson & Tritton [1975] où
est observée une augmentation du déclin de l’énergie avec la rotation, la dissipation supplé-
mentaire dans les couches d’Ekman étant supposée responsable.

La bi-dimensionnalisation des écoulements en rotation, dans la limite d’une forte rotation,
est un phénomène connu donnant l’apparition des fameuses colonnes de Taylor (Hopfinger
et al. [1982], Cambon et al. [1997], Teitelbaum & Mininni [2011], Moisy et al. [2011]). L’écou-
lement est alors 2D, mais contient 3 composantes (écoulement 2D/3C), la vitesse verticale
agissant comme un scalaire passif, insensible à la force de Coriolis et transporté par l’écoule-
ment horizontal (théorème de Taylor–Proudman). Cependant, pour des taux de rotation finis,
on observe malgré tout une tendance à une bi-dimensionnalisation lorsque la rotation est pré-
sente, mais la nature du phénomène linéaire ou non-linéaire fait débat (voir Cambon & Jacquin
[1989], Davidson et al. [2006], Staplehurst et al. [2008], Lamriben et al. [2011a]) et il semble-
rait que cette tendance à rendre l’écoulement 2D/3C soit complexe et nécessite les deux effets,
linéaire et non-linéaire.

Les écoulements turbulents en rotation sont assez bien documentés et leurs dynamiques de
mieux en mieux comprises. Nous souhaitons ajouter un degré de complexité supplémentaire
en imposant des effets de confinement. Alors, la turbulence n’est plus homogène et toutes les
quantités statistiques dépendent de la position spatiale à laquelle elles sont calculées.

Parmi les méthodes numériques permettant de prendre en compte facilement ces deux
contraintes (rotation et confinement), nous avons opté pour un code existant pseudo-spectral
dont l’utilisation est étendue à des écoulements inhomogènes grâce à l’implémentation de la
méthode de pénalisation décrite (chapitre 2) et validée (chapitre 3) précédemment. En effet,
à ce jour, les méthodes spectrales sont limitées par le faible nombre de géométries possibles
pour les domaines fluides. Il existe des méthodes qui utilisent une discrétisation en polynômes
de Chebyshev dans une base cartésienne (géométrie du canal plan) ou dans une base cylin-
drique (écoulement dans un cylindre, écoulement de Taylor–Couette avec excentricité ou non).
Nous souhaitons dans ce travail profiter de la souplesse de la méthode de pénalisation afin
d’approfondir notre connaissance des écoulements inhomogènes tournants. Nous allons donc
considérer uniquement les effets de la force de Coriolis sur un écoulement confiné par une
géométrie assez simple où l’homogénéité est conservée dans deux directions. Il s’agit d’une
géométrie cylindrique et les deux directions d’homogénéité sont alors la direction axiale (du
fait de la périodicité du domaine de calcul dans la direction axiale) et la direction azimutale.

Le problème de la génération des conditions initiales se pose encore plus ici qu’en turbu-
lence homogène et une première partie de ce chapitre traite donc de l’initialisation d’un champ
turbulent confiné et décrit la méthode utilisée. Les paramètres des simulations présentées se-
ront ensuite indiqués, ainsi qu’une description du suivi lagrangien de particules fluides effectué.
Nous verrons ensuite l’influence de la rotation et du confinement sur des quantités locales (en
déterminant l’influence de la distance de la paroi) et sur des quantités globales.
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4.2 Initialisation d’un écoulement turbulent confiné

4.2.1 Écoulement initial homogène isotrope

Une méthode classique pour l’initialisation d’un champ homogène isotrope dans un code
spectral consiste en la détermination aléatoire d’un champ de vitesse sous la forme d’une dis-
tribution de modes de Fourier dont l’amplitude suit le spectre suivant, fonction de la norme
κ du vecteur d’onde, E(κ, t = 0) ≃ κ4 exp (−2(κ/κi)

2). κi est le nombre d’onde contenant
le maximum d’énergie et il définit également la taille des structures porteuses d’énergie. Ce
nombre d’onde ne doit pas être trop grand si nous voulons observer, sur une gamme d’échelles
la plus grande possible, la cascade énergétique de Richardson imposée par la dynamique des
équations de Navier–Stokes. Il ne doit pas non plus, dans notre cas, être trop petit afin d’éviter la
destruction de structures turbulentes trop grandes suite à l’insertion du confinement. Une valeur
empirique acceptable est ki = 3 pour la discrétisation spatiale de nos simulations (N3 = 5123)
dans un domaine cubique de côté L = 2π. Cependant, ce spectre initial ne représente pas du
tout un spectre tridimensionnel classique de turbulence. L’intérêt de ce spectre est que nous
n’imposons pas de dynamique a priori et que c’est la dynamique elle-même des équations de
Navier–Stokes qui va transformer cet état initial en un état caractéristique de la turbulence.
Ce spectre initial fournit simplement un champ aléatoire où l’énergie est stockée aux faibles
nombres d’ondes, caractéristiques des grandes structures, bien qu’il soit difficile de parler de
structures sachant que la distribution initiale de vitesse n’est pas corrélée spatialement. En-
suite, nous laissons évoluer le champ (création de plus petites structures) jusqu’à l’obtention
d’un écoulement turbulent (spectre en −5/3 notamment).

Alors, les questions suivantes se posent : comment et quand doit-on introduire le terme de
pénalisation ? Doit-on appliquer la méthode de pénalisation à l’initialisation, dès le premier pas
de temps ou une fois que l’écoulement a atteint un état de turbulence développée ? Plusieurs
tests non présentés ici ont confirmé que ces méthodes convergent vers le même état statistique
de turbulence pour une durée de développement de la turbulence équivalente. Cependant, pen-
dant cette période de développement de la turbulence, il n’est possible de forcer l’écoulement
que lorsque celui-ci est homogène. En effet, autant nous connaissons un certain nombre de mé-
thodes pour forcer les écoulements homogènes dans l’espace spectral, autant de telles méthodes
pour des écoulements confinés dans des géométries diverses, sans modifier la nature de l’écou-
lement, sont peu connues. C’est donc pour cette raison que nous développons l’écoulement
lorsqu’il est homogène et que nous appliquons a posteriori le confinement. Le forçage utilisé
ici (voir Favier [2009]) consiste en la réinjection aux grandes échelles (κ ∈ [2; 4]), à chaque
pas de temps, de l’énergie perdue ∆k = k(t)− k(t +∆t) à cause du terme de diffusion, dans
le but de générer un écoulement turbulent tel que le forçage influe au minimum sur la cascade
énergétique. Ainsi, il suffit de modifier le module des modes de Fourier û (κ, t) considérés, en
les multipliant par le coefficient β défini par :

β =





√
1 +

∆k∑
κ∈[2;4] |û((κ, t))|2

si κ ∈ [2; 4] ,

1 sinon.

(4.1)

Ce forçage arbitraire est appliqué jusqu’à ce qu’un état statistiquement stationnaire soit obtenu.
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Initialisation ti Re0 Reλ k l0 lλ κmaxlη
THI T0 655 143 5.37 0.69 0.15 1.1

Turbulence T0 + τiso
448 96 3.14 0.62 0.13 1.2

confinée (t = 0)

TABLE 4.1 – Paramètres de l’écoulement turbulent à la fin du pré-calcul homogène isotrope et
à la fin de l’insertion progressive du terme de pénalisation. l0 et lλ sont respectivement l’échelle
de longueur dite intégrale et l’échelle de Taylor, correspondant respectivement aux nombres de
Reynolds Re0 = u′l0/ν et Reλ = u′lλ/ν, où u′ est la vitesse caractéristique relative à l’énergie
cinétique turbulente moyenne k = 3u′2/2. La valeur de kmaxlη indique que toutes les échelles
de l’écoulement sont bien résolues, le critère étant kmaxlη > 1 (voir Jiménez et al. [1993]), où
kmax est le plus grand nombre d’onde résolu (c’est-à-dire ne subissant pas la troncature) et lη
est l’échelle de Kolmogorov.

La stationnarité est validée par l’observation simultanée de trois éléments : le spectre d’énergie
tridimensionnel, l’énergie cinétique et le taux de dissipation. Une fois ces trois quantités statis-
tiquement stationnaires, nous pouvons alors prendre en compte le confinement. La figure 4.1
montre leur évolution au cours de l’initialisation homogène. Certaines caractéristiques globales
de l’écoulement obtenu sont données dans le tableau 4.1 et une visualisation des structures tur-
bulentes à cet instant est montrée par la figure 4.3(a), qui confirme la présence de tourbillons à
petite échelle classiquement observés, ainsi que d’une certaine “intermittence” de la turbulence,
avec une répartition spatiale inhomogène des tourbillons.

4.2.2 Introduction de la pénalisation

Une autre question à se poser est relative à la façon d’introduire la technique de pénalisation.
En effet, nous observons que quelques précautions sont à prendre. On pourrait soudainement
introduire le terme de pénalisation dans le schéma numérique, mais une si brusque appari-
tion de la pénalisation introduit nécessairement des oscillations numériques pour le champ de
vitesse à proximité de la paroi. Un temps de relaxation est alors requis pour que ces effets
disparaissent. Ce problème peut cependant être évité grâce à une introduction progressive du
terme de pénalisation :

ηs(ti) = η(ti−T0)/τiso (4.2)

où ηs est un paramètre de pénalisation de transition qui évolue exponentiellement de 1 à la
valeur désirée de η et ti est la variable temporelle durant l’initialisation. τiso est le temps de
retournement à l’instant ti = T0, correspondant à l’état statistiquement stationnaire de la fin
du pré-calcul homogène isotrope. À l’instant ts = T0 + τiso, on peut observer le déclin d’un
écoulement turbulent développé confiné par un domaine solide (ηs = η). Dans la suite de ce
chapitre, la variable temporelle t est telle qu’à cet instant précis, t = 0 (ce qui correspond
également à ti = ts).

Le domaine solide pénalisé est une enceinte cylindrique (voir figure 4.2) de diamètre D =

2R = 0.9L, avec des conditions aux limites périodiques dans la direction axiale z et le para-
mètre de pénalisation vaut η = 10−8. La fonction masque correspondante est :
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FIGURE 4.1 – Statistiques globales durant l’initialisation homogène du calcul : évolution tem-
porelle (a) de l’énergie cinétique turbulente moyenne k, de la dissipation moyenne ε et (b) du
spectre tri-dimensionnel E(κ).
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R

L

L

FIGURE 4.2 – Schéma de la géométrie utilisée.

χ (x, t) =

{
0 si (x− L/2)2 + (y − L/2)2 < R2,

1 sinon.
(4.3)

Le tableau 4.1 donne également les paramètres principaux de l’écoulement confiné à la fin
du processus d’introduction de la pénalisation (t = 0). La figure 4.3 montre le champ d’enstro-
phieZ = ωiωi/2 permettant la visualisation des structures tourbillonnaires de l’écoulement aux
instants ti = T0 et ti = ts = T0 + τiso. À première vue, il semble que la pénalisation représente
correctement la condition d’imperméabilité de la frontière étant donné que l’écoulement semble
bien confiné à l’intérieur de la géométrie souhaitée. Ceci est également confirmé en confrontant
l’ordre de grandeur des vitesses dans les deux domaines (O

(√
〈u2〉S

)
≈ 10−4×O

(√
〈u2〉D

)
).

Ainsi, on peut donc considérer que le fluide dans la partie solide est au repos, relativement à
l’écoulement observé dans le domaine fluide D, agissant donc comme une paroi solide.

4.2.3 Paramètres de rotation

À partir de l’état initial décrit par la figure 4.3(b) et des paramètres du tableau 4.1, nous
réalisons quatre simulations avec des taux de rotations différents, décrites par le tableau 4.2.
Pour toutes les simulations, l’axe de rotation est choisi vertical, aligné avec l’axe du cylindre.

Une des questions que nous nous posons concerne l’excitation de modes d’inertie comme il
a été reporté dans de récents dispositifs expérimentaux par Bewley et al. [2007] et par Lamriben
et al. [2011b]. En effet, lors de la translation d’une grille dans une cuve en rotation, l’écoule-
ment turbulent généré est affecté par un écoulement reproductible composé d’ondes d’inertie
résonantes, à cause du confinement qui permet la réflexion des ondes d’inertie sur les parois.
Ces structures oscillantes spatio-temporelles agissent sur l’écoulement qui ne peut alors plus
être rapproché d’un simple écoulement de turbulence homogène en déclin. Typiquement, la
signature de ces modes est une oscillation des statistiques temporelles à la fréquence de rota-
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ti = T0

ti = ts ≡ t = 0

(a)

(b)

FIGURE 4.3 – Visualisation en volume du champ d’enstrophie. (a) : fin du pré-calcul isotrope
(ti = T0). (b) : fin de l’initialisation de l’écoulement confiné (ti = ts).
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Simulation f = 2Ω Ro0 Roλ tf/τ0 Ωtf/2π

f0 0 ∞ ∞ 76.7 −
f1 1 2.33 10.93 76.3 2.61

f10 10 0.23 1.09 71.8 24.5

f100 100 0.02 0.11 73.6 251.1

TABLE 4.2 – Paramètres relatifs à la rotation. Le paramètre de Coriolis f est défini comme
étant le double du taux de rotation. Les nombres de Rossby initiaux sont donnés à l’instant
t = 0 et caractérisent l’importance des effets d’inertie sur les effets de rotation, de sorte que
Ro0 = u′/fl0 et Roλ = u′/flλ. Nous donnons également le temps physique des simulations,
adimensionné par le temps de retournement τ0 des grandes échelles l0 à l’instant t = 0 ou par
la période de rotation 2π/Ω.

tion Ω/2π. Il semblerait que, si cet effet est bien présent dans nos simulations, ce dernier n’est
pas d’une amplitude remarquable étant donnés les résultats présentés dans la suite de ce cha-
pitre. Néanmoins, nous ne pouvons ignorer les oscillations des figures 4.10 et surtout 4.15(d).
Sur cette dernière figure, représentant le rapport de la contribution verticale sur la contribution
horizontale de l’énergie, on observe clairement l’effet d’une structure cohérente dans l’écoule-
ment. Précisons que dans la suite de ce chapitre, aucun filtrage n’a été effectué pour extraire un
quelconque champ dû à ces modes d’inertie, qui ne nous semblent donc pas aussi prévalents
que dans les expériences. Ceci pourrait s’expliquer par l’absence d’un confinement vertical
dans nos simulations.

4.2.4 Suivi de particules fluides

Les statistiques lagrangiennes des simulations présentées dans ce chapitre sont obtenues en
suivant des particules fluides, leurs trajectoires étant définies par :

u (xp (Xp, t) , t) =
dxp
dt

(4.4)

où u est le champ de vitesse eulérien qui dépend de la position de la particule xp à l’instant
t. La particule a pour unique paramètre sa position Xp = (xp, yp, zp) à l’instant t = 0. La
vitesse u (xp (Xp, t) , t) à la position de la particule est obtenue en interpolant le champ de
vitesse eulérien avec une méthode spatiale d’ordre 6 dans les trois directions (voir Balachandar
& Maxey [1989]). Au début des simulations (t = 0), nous déterminons de manière aléatoire
dans le domaine fluide la position initiale de 80 000 particules à suivre, pour lesquelles nous
résolvons l’équation (4.4) à chaque pas de temps, avec un schéma temporel adaptatif d’Adams-
Bashforth d’ordre 3. Les statistiques lagrangiennes sont obtenues en post-traitant les trajectoires
stockées pendant le calcul.

Tout d’abord, nous confirmons à nouveau le comportement qualitatif correct de la paroi
pénalisées. La figure 4.4 montre des exemples de trajectoires et le tableau 4.3 donne, sur le
nombre total de particules fluides suivies (ou traceurs), le nombre de particules qui restent dans
le domaine fluide tout au long du calcul.
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FIGURE 4.4 – Trajectoires des particules fluides (gauche : sans rotation, droite : avec faible
rotation). Les figures supérieures montrent une vue de dessus, dans l’axe du cylindre et les
images inférieures représentent une coupe dans un plan vertical contenant l’axe du cylindre
avec les mêmes particules. Deux groupes de 8 trajectoires de traceurs initialement voisins sont
tracés pour chaque simulation et la couleur représente la variable temporelle. Enfin, les lignes
pointillées horizontales représentent le domaine de calcul de base de taille 2π.
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FIGURE 4.4 – Trajectoires obtenues pour les différentes simulations (gauche : f10, droite :
f100). Voir détails des graphiques page précédente.
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Simulation Nombre de particules valables np (%)
f0 79,335 (99.17%)
f1 79,397 (99.25%)
f10 79,600 (99.50%)
f100 79,679 (99.60%)

TABLE 4.3 – Nombre de particules restant dans le domaine fluide durant la totalité des calculs.

Dans les quatre simulations, plus de 99% des traceurs restent strictement dans le domaine
cylindrique durant la totalité du déclin. Nous excluons cependant du calcul des statistiques les
particules qui apparaissent dans la région solide à un instant quelconque du calcul pour que les
résultats soient valables. L’explication de l’apparition de quelques traceurs dans la zone solide
à un certain instant peut être double. Tout d’abord, la définition de l’interface fluide/solide
numérique ne suit pas le maillage comme expliqué précédemment de sorte qu’une particule
peut avoir une position radiale plus grande que R sans avoir franchi une arête reliant deux
nœuds de collocation appartenant au domaine solide (χ = 1). Une autre raison est que la
méthode de pénalisation, telle qu’utilisée dans nos simulations, agit comme une paroi poreuse,
avec une porosité effective très faible ηeff ≈ ∆t, mais n’exclut pas strictement un écoulement
très lent dans la zone solide, comme le ferait une paroi vraiment imperméable. Cela explique
l’apparition de quelques particules égarées dans le domaine solide dans une région évidemment
très proche de la frontière.

4.3 Influence de la distance à la frontière

4.3.1 Décomposition virtuelle du domaine fluide

Afin de caractériser l’influence de la position radiale, et donc la distance à la paroi, nous
définissons plusieurs régions dans lesquelles les statistiques seront calculées séparément, de
manière équivalente à Jause-Labert & Godeferd [2011]. Ce découpage arbitraire est montré
sur la figure 4.5 et est tel que trois zones sont définies : une zone centrale (de cœur) où la
distance à la paroi est maximum (0 ≤ r < R/3) et où les effets de parois seront a priori les
moins importants ; une zone intermédiaire (R/3 ≤ r < 2R/3) ; une zone de paroi définie par
2R/3 ≤ r < R, contenant la couche limite et où une forte modification de la cinématique,
voire de la dynamique de la turbulence est attendue.

4.3.2 Distribution du champ de vitesse

Afin d’observer les effets locaux du confinement sur le champ de vitesse, nous traçons sur
la figure 4.6 la densité de probabilité (pdf ) de la vitesse radiale ur normalisée par la valeur
de sa variance σur (valeur rms pour root-mean-square : σ ≡

√
<>2) dans les trois régions

précédemment définies, moyennée sur toute la durée du déclin.
Comme déjà observé en turbulence 2D (voir Kadoch et al. [2008]), la présence de la paroi

introduit, dans la zone ® proche de l’interface un pic autour de la valeur ur = 0, qui représente
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FIGURE 4.5 – Définition des trois régions annulaires du domaine fluide D. ¬ est la zone de
cœur telle que r ∈ [0;R/3[. ­ est la région intermédiaire avec r ∈ [R/3; 2R/3[. ® est la
région de proche paroi qui contient la couche limite (r ∈ [2R/3;R[.)
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FIGURE 4.6 – Pdfs normalisées de la vitesse radiale pour la simulation f0 (pas de rotation)
dans les différentes zones, moyennées temporellement sur la durée de la simulation. La fine
ligne pointillée indique une distribution gaussienne.
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la trace de la couche limite et de la condition de non-glissement imposée par la méthode de pé-
nalisation. Nous observons également que dans cette région, la pdf est dissymétrique comme
le montre la comparaison avec la distribution gaussienne, qui est par définition symétrique. En
effet, la contrainte directionnelle qu’impose la présence de la paroi diminue le nombre d’oc-
currences de valeurs positives (vecteur vitesse dirigé vers la paroi) par rapport aux valeurs
négatives (vecteur vitesse orienté dans le sens opposé à la paroi). Dans la région centrale (¬) et
dans la région intermédiaire (­), nous vérifions que la symétrie de la distribution de vitesse est
retrouvée, de sorte qu’aucun effet de paroi dans ces régions ne peut être déduit de cette figure.
Nous n’avons tracé que les pdfs du cas sans rotation pour isoler les effets de confinement. Ce-
pendant, les mêmes tendances (pic et dissymétrie des distributions) sont observées lorsque la
rotation est prise en compte. Enfin, lorsque nous regardons les pdfs des composantes de vitesse
azimutales et verticales dans les différentes zones (non tracées), nous ne retrouvons pas de ten-
dance aussi marquée pour d’éventuels pics à uθ = 0 et uz = 0 et aucune dissymétrie n’apparaît.
En effet, la distance à la paroi sur laquelle est observée une évolution des composantes tangen-
tielles (azimutale et verticale) moyennes dans la couche limite est beaucoup plus faible et le pic
dû à la condition de non-glissement n’est donc pas observable, du fait de la petitesse de la zone
impliquée.

Un autre effet connu du confinement cylindrique sur la vitesse est l’augmentation de la
composante verticale sur la composante azimutale dans la couche limite. Pour mettre en avant
cet effet, Jause-Labert & Godeferd [2011] ont observé l’évolution radiale de la valeur rms des
différentes composantes du vecteur vitesse, moyennée azimutalement et verticalement. Sur la
figure 4.7, nous traçons la même quantité, notée ũ•, pour chaque composante, normalisée par la
vitesse rms globale dans tout le domaine fluide, donnée par 〈u2•〉D = 2k/3. Cette normalisation
permet de moyenner les résultats sur une plus grande durée de simulations pour éviter tout effet
ponctuel non représentatif. La quantité considérée est alors :

ũ•(r) =

〈√
〈u2•〉θ,z
〈u2•〉D

〉

t

, (4.5)

où l’indice • dénote soit la composante de vitesse radiale, azimutale ou verticale et la moyenne
temporelle étant réalisée sur la totalité de la simulation. En commençant par la simulation sans
rotation f0, on observe une tendance claire dans la couche limite. En effet, cette couche limite
est délimitée par le début du déclin de ũ•(r), caractéristique de l’évolution d’une composante
normale à la paroi. Ce déclin est observé à r/R ≈ 0.7. Quant aux composantes tangentielles,
leurs valeurs commencent à décroître à partir de r/R ≈ 0.9. Il est important de noter que dans
cette simulation sans rotation, la différence entre la composante verticale et la composante
azimutale augmente en approchant de la paroi jusqu’à r/R ≈ 0.9. Cela semble donc confirmer
la préférence accordée à la direction verticale dans les cas sans rotation proche de la paroi, le
rapport ũz/ũθ y étant maximum (≈ 1.4 à r/R = 0.85).

En appliquant un faible taux de rotation (simulation f1), la tendance est équivalente et ce
rapport est toujours plus grand que 1 dans la couche limite. La délimitation de la couche limite
est toujours bien visible à r/R ≈ 0.7. Cependant, la composante azimutale est désormais plus
grande vers le centre du domaine fluide D, la force de Coriolis agissant explicitement sur les
composantes du plan normal à la rotation (voir équation (3.19)).
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FIGURE 4.7 – Évolution des composantes de vitesse moyennées en fonction de la position
radiale.
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Pour les cas à forts taux de rotation (f10 et f100), le scénario est légèrement différent. Tout
d’abord, la délimitation de la couche limite n’est plus aussi évidente. On observe un déclin de
ũr à partir de r/R ≈ 0.5 pour la simulation f10 et à partir de r/R ≈ 0.6 pour le calcul f100. De
plus, la composante verticale n’est plus si importante dans la zone de paroi. Comme la rotation
tend à redistribuer l’énergie aux composantes horizontales, cela tend à créer un écoulement
invariant dans la direction de l’axe de rotation (dans la limite d’un taux de rotation infini),
entraînant un déclin plus rapide de la contribution verticale à l’énergie que la contribution
horizontale (voir les courbes suivantes 4.15(c) et 4.15(d)). Cet effet est évident en regardant la
figure correspondant à la simulation f100, où ũz/ũθ ≈ 0.85 si r/R < 0.9. Cependant, un point
similaire à toutes les simulations est que le déclin des composantes tangentielles se produit
dans une zone étroite telle que r/R ≥ 0.9.

L’évolution radiale de ũ• semble donc confirmer que le confinement introduit une direction
préférentielle (verticale) entre les directions tangentielles (azimutale et verticale). Mais cette
tendance ne peut être observée pour des écoulements turbulents à faibles nombres de Rossby
(forts taux de rotation) car dans ces cas-là, la composante azimutale est explicitement soumise
à la force de Coriolis, contrairement à la composante verticale. Précisons enfin que ũ•(r =

R) ≈ 0, le dernier point montré sur les figures 4.7 correspondant à r = 0.99R.

4.3.3 Échelles de longueur intégrales

Dans ce paragraphe, nous montrons l’évolution temporelle des échelles de longueur inté-
grales dans les différentes zones. Dans ces différentes régions, nous calculons les échelles de
longueur radiale (Lrrr) et verticale (Lzzz) :

Lrrr =

∫ R/3

0

〈ur(r)ur(r + ler)〉⊙√
〈u2r(r)〉⊙

√
〈u2r(r + ler)〉⊙

dl, (4.6a)

Lzzz =
1

2

∫ Lz

0

〈uz(r)uz(r + lez)〉⊙√
〈u2z(r)〉⊙

√
〈u2z(r + lez)〉⊙

dl, (4.6b)

où 〈 〉⊙ indique une moyenne spatiale dans une des trois régions définies plus haut. Notons
que, pour le calcul des échelles de longueur radiales ou des échelles de longueur verticales, les
valeurs déterminées sont limitées par les bornes de l’intégration des équations (4.6). Ainsi, les
valeurs de Lrrr sont bornées à max (Lrrr) = R/3 ≈ 0.94 et max (Lzzz) = L/2 = π.

Afin de déterminer des lois asymptotiques sur l’évolution des échelles de longueur, on uti-
lise les lois sur le déclin de l’énergie cinétique. Pour des écoulements isotropes, on a, suivant
la distribution du spectre d’énergie aux grandes échelles :

• pour un spectre en κ2 aux grandes échelles (petits κ, Saffman [1967]) : k ∝ t−6/5 ;
• pour un spectre en κ4 aux grandes échelles (Kolmogorov [1941c], Ishida et al. [2006]) :
k ∝ t−10/7.

Ensuite, à partir d’arguments sur le taux de transfert d’énergie, Squires et al. [1994] ont montré
qu’en présence de rotation, il était possible de déterminer des lois asymptotiques du déclin
d’énergie cinétique telles que :

• pour un spectre en κ2 aux grandes échelles (petits κ) : k ∝ t−3/5 ;
• pour un spectre en κ4 aux grandes échelles : k ∝ t−5/7.
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FIGURE 4.8 – Évolution temporelle des échelles de longueurs radiales Lrrr, calculées dans les
trois régions de la figure 4.5, pour les différentes simulations effectuées. (a) : f0, (b) : f1, (c) :
f10 et (d) : f100.

Une conséquence immédiate de ces lois sur le déclin de l’énergie porte sur l’évolution des
échelles intégrales de longueur 3. Ainsi, Squires et al. [1994] proposent également des lois
d’évolution pour les échelles intégrales de longueur dans le plan horizontal, avec un spectre
initial en κ2 aux grandes échelles :

• Cas isotrope : k ∝ t−6/5 ⇒ Liso ∝ t2/5 ;

• En rotation : k ∝ t−3/5 ⇒
{

échelles horizontales :Lx,yxx ∝ Lx,yyy ∝ Lx,yzz ∝ t1/4;

échelles verticales :Lzxx ∝ Lzyy ∝ t et Lzzz ∝ t1/4.

Une analyse dimensionnelle équivalente pour les lois des spectres aux grandes échelles en κ4

est également donnée en parallèle (Squires et al. [1994]) :
• Cas isotrope : k ∝ t−10/7 ⇒ Liso ∝ t2/7 ;

• En rotation : k ∝ t−5/7 ⇒
{

échelles horizontales :Lx,yxx ∝ Lx,yyy ∝ Lx,yzz ∝ t1/5;

échelles verticales :Lzxx ∝ Lzyy ∝ t6/5 et Lzzz ∝ t1/5.
La première conclusion que nous pouvons tirer de la figure 4.8 est que l’effet principal

du confinement est de réduire l’échelle de longueur radiale des structures turbulentes près de
la paroi. En effet, avec ou sans rotation, la courbe violette, indiquant la zone de paroi ®, est
toujours en-dessous des courbes caractérisant les zones centrales.

3. Les lois indiquées ici ont été déterminées pour des écoulements homogènes avec les notations de directions
classiques (x, y, z), la direction z dénotant la verticale et l’axe de rotation. Dans notre configuration cylindrique,
nous supposerons équivalentes les utilisations des vitesses radiales ou azimutales en lieu et place des vitesses
suivant les axes x ou y, ces quatre directions étant toutes horizontales et normales à la direction de rotation.
La séparation, quant à elle, sera radiale lorsque nous souhaiterons une séparation horizontale pour le calcul des
échelles intégrales.
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FIGURE 4.9 – Évolution temporelle des échelles de longueurs verticales Lzzz, calculées dans les
trois régions de la figure 4.5, pour les différentes simulations effectuées. (a) : f0, (b) : f1, (c) :
f10 et (d) : f100.

Cependant, en regardant les échelles verticales Lzzz du cas sans rotation sur la figure 4.9(a),
il semble que la contrepartie de l’effet cité ci-dessus est d’étirer les structures turbulentes près
de la paroi dans la direction périodique verticale. Cette tendance n’est pas aussi visible pour les
écoulements tournants car la rotation seule entraîne déjà la formation de structures allongées
dans la direction de l’axe de rotation (voir Ibbetson & Tritton [1975], Bardina et al. [1985],
Moisy et al. [2011]). On peut donc supposer que l’effet de la paroi est négligeable devant
l’effet de la rotation pour des taux de rotation non négligeables et que l’élongation verticale
des tourbillons dans les simulations prenant en compte la rotation est principalement due à
cette dernière. Cela explique que lorsque l’on augmente le taux de rotation, les courbes des
différentes zones tendent à ne faire qu’une. En réalité, les structures deviennent de plus en plus
grandes à cause de la rotation et également du déclin. Plus le taux de rotation est important,
plus les structures s’allongent vite, jusqu’à atteindre la taille de la boîte de calcul, la périodicité
agissant alors comme un confinement numérique pour le calcul des échelles intégrales.

Ces résultats montrent que le confinement radial inhibe l’expansion radiale des structures
turbulentes. Cela implique une élongation dans la direction verticale, élongation d’autant plus
rapide que le taux de rotation est élevé, jusqu’à ce que le calcul des échelles de longueur inté-
grales soient limitées par la taille du domaine numérique périodique.

Il faut également faire attention, lors de la comparaison des évolutions temporelles des
échelles de longueur avec les lois asymptotiques données par Squires et al. [1994] à ne consi-
dérer que les instants tels que t < 10 dans les simulations à forts taux de rotation (f10 et
f100) car la saturation des valeurs des échelles de longueur du au confinement numérique est
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observée pour ces simulations aux instants suivants.
Les figures 4.10 (a), (b) et (c) montrent, en échelles logarithmiques, l’évolution tempo-

relle, dans la zone de paroi, des échelles de longueurs Lrrr, L
z
rr et Lzzz. Les lois asymptotiques

des cas homogènes sont indiquées par des traits pleins. En ce qui concerne les échelles hori-
zontales (Lrrr), nous observons que les évolutions obtenues dans notre contexte inhomogène
correspondent assez bien aux lois obtenues par analyse dimensionnelle pour la turbulence ho-
mogène, à l’exception des instants supérieurs à t > 10 pour les cas f10 et f100 comme dit
précédemment. La même observation peut être faite pour la quantité Lzrr représentant une des
échelles intégrales verticales et on note sur les figures 4.10(a) et (b) qu’un faible taux de rota-
tion (Ro0(t = 0) = 0.02 pour la simulation f1) a peu d’effets sur les échelles intégrales, les
courbes représentatives des simulations f0 et f1 étant très similaires. La similarité des simula-
tions f0 et f1 s’explique par le fait qu’un taux de rotation si faible n’influe pas sur la dynamique
de l’écoulement ; l’échelle de Zeman κΩ associée (voir Zeman [1994] et la section 4.4.2) est
comprise entre 0 et 1 pour la simulation f1. Pour l’échelle verticale Lzzz, il est assez difficile
de déterminer, à partir de l’allure de la courbe obtenue, une loi satisfaisante pour le cas sans
rotation (la loi asymptotique homogène est cependant indiquée : t2/7). Pour les simulations en
rotation, les tendances sont plus nettes et l’on peut imaginer une évolution telle que Lzzz ∝ t2/5,
ce qui est en désaccord avec le cas homogène d’un spectre initial en κ4 aux grandes échelles
(Lzzz ∝ t1/5). Il semblerait alors que le confinement radial, associé aux effets de la force de Co-
riolis, favorise l’élongation des structures porteuses d’énergie dans la direction verticale, d’où
une loi d’évolution de l’échelle intégrale verticale Lzzz plus rapide que dans le cas homogène.

4.3.4 Taux de dissipation

Dans le cas de dispositifs expérimentaux avec des parois normales à la direction de rotation,
les couches d’Ekman favorisent la dissipation de l’énergie cinétique turbulente de sorte que le
déclin de cette dernière soit même plus rapide qu’en turbulence homogène (Ibbetson & Tritton
[1975]). Dans notre configuration, existe-t-il une région, celle de proche paroi par exemple, qui
contribue significativement plus à la dissipation globale ?

Du fait de la présence de la paroi, une couche limite, plus ou moins épaisse en fonction
du taux de rotation (voir figure 4.7), est générée sur la paroi, impliquant l’augmentation de la
valeur des gradients de vitesse par rapport à ceux présents dans le cœur de l’écoulement. On
peut supposer que le taux de dissipation local est plus grand dans cette zone, la dissipation
ayant pour expression :

ε = νω · ω = ν (∇× u)2 (4.7)

Cependant, en regardant l’évolution temporelle de ε dans chacune des régions et pour chaque
simulation, nous n’observons aucune différence significative entre les trois zones. La figure
4.11 donne les courbes des différentes régions pour le cas sans rotation. Plusieurs explications
peuvent être données pour interpréter les résultats de la figure 4.11. Tout d’abord, il est possible
que le nombre de Reynolds considéré dans ces simulations soit trop faible, ce qui a pour effet
d’avoir une couche limite très large avec des gradients de vitesse beaucoup moins marqués près
de la paroi. Une seconde explication provient du découpage opéré en trois zones. En effet, un
découpage plus fin (10 zones par exemple) aurait permis de mieux isoler les effets locaux de
couche limite. Dans le cas présent, il est possible que les forts gradients de la zone ® (à partir

97



ÉCOLE CENTRALE DE LYON CLÉMENT JAUSE-LABERT ANNÉE 2012

1

1 10

L
r
rr

t

t1/5

t2/7

f0 - ③

f1 - ③

f10 - ③

f100 - ③

0.01

0.1

1

10

1 10

L
z
rr

t

t6/5

t2/7

f0 - ③

f1 - ③

f10 - ③

f100 - ③

0.1

1

10

1 10

L
z
zz

t

t2/5

t2/7

f0 - ③

f1 - ③

f10 - ③

f100 - ③

(a)

(b)

(c)

FIGURE 4.10 – Comparaison des évolutions temporelles des échelles intégrales de longueur
avec les lois asymptotiques en turbulence homogène. (a) Lrrr, (b) Lzrr et (c) Lzzz. Ces quantités
sont calculées dans la zone de paroi ®.
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FIGURE 4.11 – Évolution du taux de dissipation ε pour la simulation f0, tracé dans les trois
différentes zones radiales en échelles logarithmiques. Le taux de dissipation moyen du domaine
fluide D est indiqué par une ligne grise pour comparaison.

de r/R ≈ 0.9) soient noyés dans une zone trop grande où une dissipation “raisonnable” est
observée dans la majeure partie de cette région. Enfin, nous ne pouvons oublier l’hypothèse
(malgré tout peu probable) des effets de la condition initiale : cette observation n’est peut-
être qu’unique ou arrive dans de très rares simulations et une moyenne d’ensemble serait alors
intéressante (bien qu’inimaginable en DNS en raison des coûts et temps de calcul).

De par cette observation, nous ne pouvons conclure quant à la taille des structures dissi-
patives proches de la paroi. Cependant, en moyenne, il semble que les structures dissipatives
soient, en moyenne, de la même taille dans les trois régions, l’échelle de Kolmogorov ayant

pour définition lη = (ν3/ε)
1/4. On note également que la pente du cas homogène sans rotation

(ε ∝ t−17/7) est bien retrouvée 4.
Bien que le résultat montré par la figure 4.11 représente la simulation sans rotation, les

mêmes observations sont faites pour les simulations tournantes et le caractère anisotrope des
structures dissipatives en turbulence en rotation (voir Lamriben et al. [2011a]) n’a pas été traité.

4.3.5 Distribution des accélérations lagrangiennes

D’un point de vue lagrangien, l’accélération se définit ainsi :

a (xp (Xp, t) , t) =
∂up
∂t

(4.8)

4. En effet, ε = dk
dt et la tendance et comme en turbulence homogène, l’évolution temporelle de l’énergie

cinétique est k ∝ t−10/7, la tendance observée est bien en accord avec la dissipation en THI
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Comme les vitesses des particules fluides suivies (vitesses lagrangiennes) sont stockées tout au
long des simulations, on peut calculer à partir de ces dernières les accélérations lagrangiennes
pour chacune des 80 000 particules et à chaque itération. Le schéma temporel utilisé pour la
discrétisation de l’équation (4.8) est identique à celui de l’avancement temporel de la solution
du champ de vitesse (Adams–Bashforth d’ordre 3 adaptatif).

La figure 4.12 montre, pour les différentes simulations traitées, la pdf des accélérations
radiales (figure (a)) et verticales (figure (b)) en fonction de la position de la particule xp (en
utilisant les zones définies par la figure4.5. Les accélérations sont normalisées par la valeur
rms σa•(t) =

√
〈a2•〉D.

Nous observons la signature typique de l’intermittence (voir Mordant et al. [2001], Biferale
et al. [2004]) pour les simulations à faible nombre de Rossby, car les distributions d’accéléra-
tion sont loin de la gaussianité observée des pdfs de vitesse. On voit ici l’existence de très larges
ailes signifiant la présence régulière d’évènements très violents. En effet, la gamme 5 de valeur
pour a•/σa• est telle que, pour le cas f = 0, −60σar ≤ ar < 30σar . Cependant, on observe
clairement un des effets de la rotation qui tend à réduire l’intermittence du signal de sorte que
les pdfs pour la simulation f100 ont une distribution proche d’une distribution gaussienne, sauf
pour la distribution de la composante radiale évaluée dans la zone de paroi ®. Cette tendance
à la distribution gaussienne apparaît pour les faibles valeurs du rapport a•/σa• dans le cas de
faibles taux de rotation et s’étend à la totalité de la distribution pour les écoulements dominés
par la rotation.

Du fait de ce comportement intermittent, surtout pour les simulations f0 et f1, un pic à
ar = 0 n’est que très peu (voire pas) visible dans la région de paroi. Cependant, l’asymétrie
est toujours présente dans la zone ® pour la composante radiale, normale à la paroi, comme
précédemment observé pour la distribution de vitesse radiale (figure 4.6). La figure 4.13 met en
avant l’asymétrie de ces pdfs en traçant les mêmes données avec, pour abscisse, la valeur ab-
solue |a•/σa• |. Ainsi, la dissymétrie est rendue évidente par la non-superposition de la branche
des accélérations positives avec la branche des accélérations négatives. La figure 4.13 nous
montre que pour la majorité des simulations, il existe une dissymétrie de la pdf de la compo-
sante normale d’accélération dans la zone de proche paroi ® — seule la simulation f100 à très
fort taux de rotation ne montre pas cet effet. Le retour à une distribution gaussienne lorsque l’on
augmente le taux de rotation est très bien observée, le maximum d’accélération radiale valant
environ 60σar pour la simulation sans rotation et 7σar pour la simulation f100. On remarque
également que pour la simulation f100, même si la symétrie semble respectée dans la zone de
paroi pour la pdf de l’accélération radiale et verticale, la distribution s’écarte de la gaussianité
dans le cas de la composante radiale.

Nous remarquons également que cette asymétrie augmente avec le temps, la distribution des
valeurs positives décroissant plus vite que celle des valeurs négatives. La figure 4.14 montre la
pdf de l’accélération radiale dans le domaine fluide total à différents instants du déclin pour la
simulation sans rotation.

5. Pour des raisons de clarté, les extrémités des pdfs ne sont pas montrées.
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FIGURE 4.12 – Pdfs normalisées des composantes d’accélération radiales (a) et verticales (b),
calculées dans les trois zones ¬, ­, ® et dans le domaine fluide entier. Les courbes sont volon-
tairement décalées verticalement par souci de clarté.
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FIGURE 4.13 – Mise en évidence de la dissymétrie des pdfs d’accélération lagrangienne. Les
pdfs des composantes d’accélération radiale sont à gauche et celle d’accélération verticale sont
à droite. f0 : (a) et (b), f1 : (c) et (d), f10 : (e) et (f), f100 : (g) et (h). La ligne sans symbole
correspond à la branche négative (a• < 0) et la ligne avec les symboles est la branche positive
(a• > 0) de la pdf . On applique, pour des raisons de clarté, un décalage vertical arbitraire de
deux décades.
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FIGURE 4.14 – Pdfs normalisées de la composante radiale de l’accélération lagrangienne à
différents instants (t1 < t2 < t3 < t4 < t5) pour la simulation f0. Un décalage vertical est
appliqué pour des raisons de clarté et la grille permet de mieux visualiser la dissymétrie.

4.4 Modifications globales de la turbulence

Après avoir traité les effets locaux de la rotation et du confinement sur les écoulements
turbulents, en considérant les statistiques dans différentes zones radiales, nous souhaitons dé-
sormais regarder les modifications globales non localisées.

4.4.1 Déclin de l’énergie

La figure 4.15 donne le déclin des quantités énergétiques moyennes au cours du temps,
telles que l’énergie cinétique moyenne k = 〈uiui〉 /2, l’énergie cinétique moyenne horizontale
kh =

〈
u2x + u2y

〉
/2 ou verticale kv = 〈u2z〉 /2 et le rapport de ces deux contributions 2kv/kh.

La première chose que nous remarquons est que les pentes du déclin de l’énergie cinétique
(figure 4.15(a)) sont similaires à ce que l’on observe en turbulence homogène 6 (Kolmogo-
rov [1941c], Squires et al. [1994], Morize & Moisy [2006], Moisy et al. [2011], Teitelbaum
& Mininni [2011]) avec ou sans les effets de rotation (les lignes continues noires indiquent les
pentes obtenues en turbulence homogène sans rotation k(t) ∝ t−10/7 et avec de faibles nombres
de Rossby k(t) ∝ t−5/7). Nous confirmons encore avec ces courbes que la présence de la paroi
n’augmente pas la dissipation et le déclin de l’énergie est équivalent aux cas homogènes, ce
qui avait déjà été suggéré en 2D par Schneider & Farge [2005]. Cependant, avec le plus grand
paramètre de Coriolis (f = 100), le taux de rotation est si grand que l’échelle de longueur ver-
ticale intégrale atteint rapidement la taille de la boîte périodique (comme observé sur la figure
4.9 de la section précédente) avant que le comportement du déclin atteigne une loi en −5/3.

6. Les comportements sont équivalents à des cas homogènes avec des spectres initiaux en κ4 aux grandes
échelles.
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FIGURE 4.15 – Évolution temporelle des quantités énergétiques moyennes. (a) : énergie ci-
nétique moyenne k. (b) : énergie cinétique moyenne horizontale kh. (c) : énergie cinétique
moyenne verticale kv. (d) : rapport des contributions verticale et horizontale 2kv/kh.
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Cela explique le comportement particulier de la courbe de l’énergie cinétique pour la simula-
tion f100, à cause du “confinement” vertical numérique impliqué par la périodicité du domaine
de calcul. On remarque que le déclin d’énergie cinétique est ralenti avec la rotation (Jacquin
et al. [1990]) et le confinement radial n’a pas le même effet que le confinement vertical du
dispositif expérimental de Ibbetson & Tritton [1975], où la dissipation additionnelle présente
dans les couches d’Ekman faisait qu’au final, la rotation avait pour effet d’accélérer le déclin
de l’énergie cinétique. Les figures 4.15(b) et 4.15(c) confirment le comportement énergétique
similaire à la turbulence homogène : avec ou sans rotation, le déclin de la contribution verticale
à l’énergie cinétique est équivalent ; la contribution horizontale est quant à elle affectée par la
rotation et son déclin est d’autant plus ralenti que le taux de rotation est important. Cela s’ex-
plique par le fait que la force de Coriolis agit explicitement sur les composantes horizontales
du champ de vitesse, l’axe de la rotation étant vertical (voir équation (3.19)).

Un effet du confinement sur les caractéristiques énergétiques de l’écoulement est révélé par
la figure 4.15(d), représentant le rapport de l’énergie verticale sur l’énergie horizontale 2kv/kh,
le facteur 2 étant ajouté de sorte que la valeur 1 de ce rapport caractérise une distribution iso-
trope d’énergie. Cet effet est d’autant plus flagrant sur la courbe représentant la simulation sans
rotation (f0). En effet, bien que l’énergie cinétique totale décroisse comme pour une turbu-
lence homogène, la distribution de la simulation f0 dévie du cas isotrope (i.e. 2kv/kh = 1). En
effet, ce rapport augmente durant les 50 premiers temps de retournement τ0 avant de saturer à
2kv/kh ≈ 2.5, ce qui implique que le confinement radial seul favorise la contribution verticale
pour l’énergie cinétique. Comme la rotation tends à l’effet inverse (Ro → 0 ⇒ 2kv/kh → 0),
les résultats des simulations avec rotation dépendent de la valeur du paramètre de Coriolis f .
Nous voyons tout d’abord une augmentation du rapport 2kv/kh pendant une durée équivalente
à une période de rotation 4πf−1, suivie d’une décroissance d’autant plus grande que le taux
de rotation est grand. En effet, l’écoulement ne peut ressentir les effets de la rotation qu’après
un temps de l’ordre de grandeur de la période de rotation. Une quantité équivalente est tracée
par Moisy et al. [2011] (leur figure 10(b)) et on observe également un déclin du rapport des
rms (verticale sur horizontale) après une période de rotation environ (Ωt/2π = 1).

4.4.2 Dynamique spectrale

Un des objectifs de notre travail est de quantifier les effets du confinement sur la turbu-
lence, ce qui signifie comparer nos résultats avec ceux de la turbulence homogène. Comme les
spectres d’énergie sont constamment étudiés du fait que l’approche spectrale permette d’obte-
nir de nombreux renseignements sur la dynamique (voir Jacquin et al. [1990], Zeman [1994],
Cambon et al. [1997] pour l’étude spectrale des écoulements en rotation), nous traçons sur la
figure 4.16 le spectre d’énergie tri-dimensionnel, défini par l’équation (4.9) de l’état isotrope
de l’initialisation (ti = T0), où la loi en −5/3 attendue par la théorie de Kolmogorov (voir
Kolmogorov [1941a], Frisch [1995]) est clairement observée. Ce spectre a pour définition :

E(κ) =

∮
1

2
F
{
〈ui(x)ui(x+ r)〉D

}
dB(κ) (4.9)

où l’intégration est faite sur une sphère B de rayon κ. Sur la même figure, nous traçons exacte-
ment le même spectre mais à la fin de l’initialisation, quand l’écoulement est confiné (t = 0).
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FIGURE 4.16 – Comparaison des spectres d’énergie entre le cas homogène et le cas confiné. La
courbe rouge montre le spectre isotrope de l’instant t = Ti et la courbe bleue indique le spectre
à la fin de l’introduction de la pénalisation, correspondant à l’instant ti = T0 + τiso ≡ t = 0.
Une pente en −5/3 est tracée pour comparer à la théorie de Kolmogorov.

Malgré la suppression du pic aux petits nombres d’ondes, due à l’arrêt du forçage isotrope
aux grandes échelles de l’équation (4.1), il n’existe pas de modification flagrante de l’aspect
du spectre d’énergie du fait de l’insertion du confinement et on retrouve la pente classique en
−5/3. Bien évidemment, la courbe du cas confiné montre un écoulement moins énergétique
que le cas isotrope pour les raisons suivantes : il n’y a plus de forçage et l’écoulement est en
déclin dans la deuxième partie de l’initialisation (T0 ≤ ti ≤ T0 + τiso). De plus, la définition
(4.9) ne peut plus être rigoureusement appliquée aux cas confinés. En effet, à cause de la perte
de l’homogénéité et de la présence d’un domaine solide dans notre boîte périodique, le spectre
tri-dimensionnel calculé prend en compte des modes calculés à partir du domaine de calcul
entier D ∪ S et ne peut se limiter au domaine fluide 7. Ainsi, il est nécessaire de remettre en
question les outils statistiques spectraux et considérer avec attention les résultats obtenus. Une
possibilité pour obtenir une description spectrale de l’écoulement est de calculer les différents
spectres uni-dimensionnels dans la direction verticale (voir Pope [2000], Davidson [2004])
pour le détail des liens entre spectres uni-dimensionnels et spectres tri-dimensionnels), qui est
la seule direction cartésienne encore homogène :

Eij(κz) =
2

π

∫ ∞

0

〈ui(x+ lez)uj(x)〉 e−iκzldl. (4.10)

De plus, l’avantage de considérer la direction verticale est que nous pouvons calculer des

7. Des courbes non présentées ici montrent que l’allure de ce même spectre, calculé tout au long du déclin,
décrit un comportement de plus en plus irréaliste. En effet, il semblerait que la diminution de l’énergie dans le
domaine fluide rende la contribution du domaine solide au calcul du spectre de moins en moins négligeable.
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spectres moyennés dans les différentes régions ¬, ­ et ®. Nous comparons alors les aspects de
ces différents spectres et déterminons l’impact de la proximité de la paroi sur la dynamique de
l’écoulement. La figure 4.17 montre les spectres basés sur les vitesses radiales (à gauche) ou
verticales (à droite), normalisés par la quantité (εν5)

1/4 calculée dans chaque région. La gran-
deur sur l’axe des abscisses, représentant la valeur du nombre d’onde, est normalisée aux petites
échelles (grands κ), de sorte que les spectres sont tracés en fonction de κzlη, lη étant l’échelle de
longueur de Kolmogorov calculée dans chaque région. Cette normalisation est classique (voir
Saddoughi & Veeravalli [1994]).

La première chose à remarquer est que nous ne voyons aucune influence du confinement
pour les échelles de longueur inférieures aux grandes échelles de l’écoulement (2π/κz ≪ l0).
En effet, les courbes des trois zones forment alors une courbe unique et nous observons que
le confinement n’a qu’un effet aux grandes échelles (faibles κz) qui est plus marqué pour les
spectres basés sur les composantes radiales de vitesse, composantes normales à la paroi.

De plus, nous retrouvons à nouveau sur la figure 4.17 une pente en −5/3 sur environ une
décade de nombres d’onde pour les simulations à grands nombres de Rossby (f0 et f1). On
note également que cette pente se raidit d’autant plus que le taux de rotation imposé est élevé.

Comme nous n’observons pas de différence majeure sur la figure 4.17 entre les zones de
proches parois et les zones centrales de l’écoulement, nous traçons sur la figure 4.18, dans
une même zone 8, les spectres uni-dimensionnels obtenus avec les différentes composantes de
vitesse, soit Err, Eθθ et Ezz. Nous observons une caractérisation surprenante qui décrit un effet
“anisotropisant” du confinement sur les petites échelles, que ce soit avec ou sans rotation 9. En
effet, ce sont les petites structures dissipatives de l’écoulement, supposées isotropes d’après la
théorie de Kolmogorov, qui mettent en avant une distinction entre les spectres calculés avec
la vitesse verticale et ceux calculés avec une des composantes horizontales, et ce avec ou sans
rotation. En regardant séparément les spectres aux différentes échelles de l’écoulement, on note
que :

– Aux grandes échelles (κ ≈ O(l−1
0 )), les courbes montrent des tendances corroborant la

description des écoulements faite jusqu’ici : une direction verticale privilégiée devant
la direction azimutale, le spectre Ezz étant au-dessus de Eθθ ; un effet limitant sur la
composante radiale (normale à la paroi) du champ de vitesse, de sorte que le spectre Err
soit presque un ordre de grandeur inférieur aux autres spectres dans la gamme des faibles
nombres d’onde κz.

– Dans la gamme inertielle (O(l−1
0 ) ≪ κz ≪ O(l−1

η )), les spectres semblent se superposer,
quelle que soit la simulation considérée. Ainsi, on peut observer des spectres avec des
pentes en −5/3 si les échelles ne sont pas affectées par la rotation, c’est-à-dire si κz >
κΩ, κΩ étant l’échelle de Zeman (voir Zeman [1994]) définie par κΩ = (Ω3/ε)

1/2. Pour
les nombres d’onde tels que κz < κΩ, les effets de la force de Coriolis modifient la
dynamique et l’on observe une pente en −5/7 ou en −11/5 (exposant quasi-équivalent
obtenu Zeman [1994]).
Cette observation est claire en regardant les spectres de la figure 4.18(c) représentant la

8. La zone choisie est la zone de paroi ® car c’est celle qui contient le plus de points de collocation et permet
donc une meilleure définition des spectres.

9. Une anisotropie aux petites échelles a déjà été mise en avant par Lamriben et al. [2011a] en considérant le
flux d’énergie d’écoulements turbulents soumis aux effets de la force de Coriolis.
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FIGURE 4.17 – Spectres unidimensionnels normalisés, calculés à partir des vitesses radiales
(gauche) et verticales (droite), pour les 4 simulations dans chaque région. (a) et (b) : simulation
f0 à t ≈ 1.8τ0, où τ0 est le temps de retournement à t = 0 des structures de taille l0. (c) et
(d) : simulation f1 à t ≈ 1.8τ0 ≈ 0.06τΩ, où τΩ = 2π/Ω est la période de rotation. (e) et (f) :
simulation f10 à t ≈ 1.59τ0 ≈ 0.54τΩ. (g) et (h) : simulation f100 à t ≈ 1.66τ0 ≈ 5.65τΩ.
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FIGURE 4.18 – Spectres uni-dimensionnels d’énergie dans la zone de proche paroi ® basés
sur différentes composantes de vitesse ((a) : f0, (b) : f1, (c) : f10 et (d) : f100). Les instants
correspondant à ces courbes sont les mêmes que ceux de la figure 4.17, et les échelles de Zeman
correspondantes κΩ = (Ω3/ε)

1/2 pour les simulations f0, f1, f10 et f100 sont respectivement
κΩ = 0, κΩ ≈ 0.3, κΩ ≈ 10 et κΩ ≈ 430.
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simulation où f = 10, l’échelle de Zeman κΩ se situant dans la zone inertielle à cet instant
(κΩ ≈ 10). On note alors le passage d’une gamme d’échelles affectées par la rotation
(E(κz) ∝ κ

−11/5
z ) à une gamme d’échelles montrant un comportement équivalent à une

turbulence isotrope (E(κz) ∝ κ
−5/3
z ). Ce changement de comportement n’est pas visible

pour les autres simulations, l’échelle de Zeman étant alors en dehors des échelles de
l’écoulement (κΩ ≈ 0.3 pour la simulation f1 et κΩ ≈ 430 pour la simulation f100.

– Dans la gamme des échelles dites dissipatives (κz ≈ O(l−1
η )), où l’on pourrait s’attendre

à observer un comportement isotrope des structures turbulentes, nous notons un écart sys-
tématique entre les spectres calculés à partir des composantes horizontales et les spectres
basés sur la composante verticale du champ de vitesse. En effet, quelle que soit la simu-
lation considérée (avec ou sans rotation), on voit que Ezz est inférieur à Err et Eθθ pour
tout nombre d’onde tel que κz > O(l−1

λ ), ce qui signifie que cet effet est dû uniquement
au confinement. Ceci peut soit montrer que le confinement a tendance, pour des échelles
de longueur verticales équivalentes, à conférer aux composantes horizontales une plus
forte corrélation, soit simplement impliquer que les échelles dissipatives, contrairement
aux grandes structures de l’écoulement, favorisent les composantes horizontales alors
plus énergétiques que la composante verticale.

Ces résultats montrent les différentes conséquences des effets de confinement, combinés
ou non aux effets de rotation, sur la dynamique spectrale des écoulements en géométrie cylin-
drique. Ils permettent de mettre en avant une “anisotropisation” des petites structures dissipa-
tives due au confinement.

4.4.3 Dispersion à une particule

Les trajectoires stockées au long des différentes simulations sont utilisées pour calculer les
statistiques de dispersion à une particule, c’est-à-dire la séparation entre la position d’une par-
ticule fluide à l’instant t et sa position initiale. On rappelle que ces traceurs sont positionnés
aléatoirement à l’instant t = 0 dans le domaine fluide D. Du fait de la géométrie cylindrique
utilisée, nous considérons deux composantes du vecteur “séparation” : la composante horizon-
tale et la composante verticale. Nous calculons alors :

∆X2
h(t) =

〈
(xp(t)− xp(0))

2 + (yp(t)− yp(0))
2〉
np
,

∆X2
v(t) =

〈
(zp(t)− zp(0))

2〉
np
,

(4.11)

où <>np
indique la sommation sur l’ensemble des particules valables. La figure 4.19 montre la

dispersion horizontale ∆X2
h et la dispersion verticale ∆X2

v pour les quatre simulations. Nous
retrouvons le comportement de dispersion à temps court avec un régime balistique, caractérisé
par le fait que ∆X2

h et ∆X2
v soient proportionnels à t2. S’ensuit alors un régime brownien où

la loi de puissance devient alors du type ∆X2
. ∝ t (cf Taylor [1922]). L’échelle lagrangienne

intégrale est définie comme l’instant du passage du premier au deuxième régime.
En présence d’effets de rotation, nous retrouvons également un régime linéaire dû aux ondes

d’inertie qui s’insère dans le régime balistique. Ce dernier se caractérise par une réduction de la
dispersion dans les directions verticale et horizontale avec une perte temporaire de la pente en
t2. L’étendue et l’amplitude de ce régime d’ondes dépendent des paramètres des simulations et
principalement du nombre de Rossby. Elles peuvent être larges dans des écoulements contenant
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FIGURE 4.19 – Évolution temporelle de la dispersion à une particule. (a) Dispersion hori-
zontale. (b) Dispersion verticale. Les tendances classiques en t2 et en t de la dispersion sont
validées par les courbes noires.

différentes relations de dispersions, en considérant par exemple une superposition d’ondes in-
ternes de gravité dans des écoulements turbulents stablement stratifiés (e.g. Liechtenstein et al.

[2006]).
Contrairement aux statistiques de dispersion verticale, qui semblent similaires aux résultats

de turbulence homogène, les courbes de dispersion horizontale (figure 4.19(a)) montrent un
effet fort du confinement qui commence à t ≃ 1. La dispersion est alors réduite dans le plan
horizontal de par la présence de la paroi cylindrique et devrait logiquement saturer à une valeur
de l’ordre deR2 aux temps longs. Afin d’observer ce plateau, les calculs devraient être conduits
pour des temps physiques plus longs, qui introduisent un temps de calcul bien plus important,
dans l’hypothèse où les nombres de Reynolds initiaux que nous pouvons atteindre permettent
un déclin sur un temps suffisant. En effet, les calculs peuvent être plus longs mais s’il n’y a
plus d’énergie dans l’écoulement, cela n’a évidemment aucun intérêt. Notons cependant qu’en
turbulence 2D, ce plateau est clairement observé suite au calcul de plus de 400 temps de retour-
nement (voir Kadoch et al. [2008]). Nous pouvons donc difficilement confronter nos résultats
de simulations tri-dimensionnelles non forcées, pour lesquelles nous avons tout de même cal-
culé plus de 70 temps de retournement des grandes échelles (voir tableau 4.2). Nous notons
malgré tout que le début de plateau observé est bien dû au confinement et non à un déclin
trop important de l’énergie à temps long car la dispersion verticale continue d’augmenter après
t = 1. Enfin, rappelons que les figures 4.4 donnent un bon aperçu de l’effet du confinement sur
les particules fluides et que la saturation à une valeur de l’ordre de R2 est logique vu que les
statistiques sont calculées à partir de particules fluides restant dans le domaine fluide tout au
long du trajet.

4.4.4 Fonctions de structure lagrangiennes

Enfin, nous considérons les fonctions de structure lagrangiennes définies par :

∆u•(τ) =
〈u•(t0 + δt)− u•(t0)〉np

σu•(t0)
(4.12)

La figure 4.20 montre les pdfs des fonctions de structure, basées sur les composantes de vitesse
radiale ou verticale. L’instant de référence est t0 = 0 et les pdfs sont tracées pour différentes
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valeurs de l’incrément temporel τ : τ1 = 0.5τη, τ2 = 2τη, τ3 = 4τη, τ4 = 8τη et τ5 = 32τη, où
τη est l’échelle temporelle de Kolmogorov à l’instant t = 0. Naturellement, lorsque l’increé-
ment temporel τ est très faible, la distribution de probabilité des fonctions de structure tend
vers la distribution des accélérations lagrangiennes car lim

τ→0
∆u(τ) = a. En augmentant τ , les

composantes de vitesse sont de moins en moins correélées et la distribution de probabilité de
la fonction de structure tend vers la distribution de probabilité des vitesses. On retrouve bien
le passage d’une distribution fortement non-gaussienne (accélération) à une distribution quasi-
normale (pdf de vitesse) pour les simulations où la rotation est suffisamment faible pour ne pas
inhiber les événements rares et violents observés pour les simulations f0, f1 et f10.

Les pdfs de ces fonctions de structures montrent une nouvelle fois l’effet “gaussianisant”
de la rotation, mais également que les événements violents caractérisant l’intermittence sont
des événements très haute fréquence. En effet, les larges queues des pdfs sont observées pour
de très faibles incréments temporels et une distribution gaussienne des pdfs d’incréments de
vitesse est retrouvée dès lors qu’est considéré un incrément temporel tel que τ > 10τη.

4.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons pu caractériser l’influence du confinement associé ou non à
des effets de rotation par la force de Coriolis. Après avoir pris les précautions nécessaires lors
de l’initialisation du champ turbulent confiné, nous avons tenté de séparer les effets locaux, où
la position radiale est un paramètre déterminant, des effets globaux, observés quelle que soit la
position considérée.

Parmi les conséquences les plus notables du confinement, nous retiendrons le dissymétrie
des distributions de probabilité de vitesse ainsi que le fait que la direction verticale soit la
direction tangentielle priviliégiée. Nous avons également remarqué que les lois d’évolution des
échelles intégrales en déclin de turbulence homogène sont pour la plupart applicables dans
notre géométrie cylindrique, sauf pour l’échelle Lzzz qui croît sensiblement plus vite avec le
confinement. Des résultats très intéressants concernent les pdfs d’accélération lagrangienne
pour lesquelles une distribution quasi-gaussienne est obtenue à très fort taux de rotation, tout
comme la dissymétrie déjà observée pour les distributions de vitesse.

Le déclin global de l’énergie cinétique turbulente ne semble pas être modifié par le confi-
nement mais le rapport kv/kh (figure 4.15(d)) prouve que l’isotropie énergétique est brisée par
le confinement. Enfin, les spectres uni-dimensionnels (et donc la dynamique) ne sont pas mo-
difiés par la présence de la paroi, les spectres étant complètement identiques sauf aux grandes
échelles. Le résultat remarquable de cette section porte sur l’anisotropie observée aux plus pe-
tites échelles de l’écoulement (κz > 20), une différentiation étant évidente (voir figure 4.18)
entre le spectre calculé à l’aide des vitesses verticales (Ezz(κz)) et ceux calculé à l’aide des
vitesses horizontales (Err(κz) et Eθθ(κz)).
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FIGURE 4.20 – Pdfs des fonctions de structure lagrangiennes pour différents incréments tem-
porels τ1...5 = 0.5, 2, 4, 8, 32τη, calculées à partir des composantes de vitesse radiales ((a), (c),
(e) et (g)) et des composantes de vitesse verticales ((b), (d), (f) et (h)). Les courbes pointillées
grises indiquent les pdfs de vitesse (en bas) et d’accélération (en haut) à titre de comparaison.
Un décalage vertical est effectué pour une meilleure lisibilité.
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5
Génération de turbulence :

simulation numérique d’un écoulement de
von Kármán

Dans ce chapitre, nous utilisons la versatilité de la méthode de pénalisation et la capacité

qu’a cette dernière de prendre en compte des parois mobiles, en considérant une configura-

tion de type von Kármán. Plusieurs géométries pour les pales de rotors sont utilisées et gé-

nèrent des écoulements par nature très différents. Ces simulations se veulent complémentaires

aux nombreuses études théoriques et expérimentales sur ce sujet et la turbulence au cœur de

l’écoulement est décrite.

In this chapter, we use the versatility of the volume penalization method and its capability to

take into account moving boundaries, considering a von Kármán like flow. Several geometries

for the blades of the impellers are used and generate very different kinds of flows. These simu-

lations hope to be complementary to the large amount of theoretical and experimental studies

on that subject and the turbulence in the core of the fluid cell is described.

5.1 Vers un forçage “physique” de la turbulence

Nous avons vu dans les chapitres précédents la facilité de mise en application de la mé-
thode de pénalisation pour des parois solides fixes et de géométrie quelconque. Cependant,
un intérêt réel de cette méthode réside dans la possibilité de rendre les parois mobiles, tout
aussi simplement, en tout cas dans la formulation. Dans la quasi-majorité des autres méthodes
numériques, une mobilité de paroi implique nécessairement un remaillage du domaine fluide
à chaque itération. Or, la création d’un maillage prend un temps considérable dans des codes
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de type éléments finis par exemple. En utilisant la méthode de pénalisation, aucun remaillage
n’est nécessaire mais simplement une redéfinition de la fonction masque χ et des vitesses dans
le domaine solide us à chaque itération.

Cela explique notre intérêt initial pour cette méthode numérique. En effet, comme nous
l’avons montré dans le chapitre 4, le déclin d’énergie pose un réel problème pour l’étude numé-
rique de la turbulence homogène, car l’énergie initiale que nous injectons doit être compatible
avec la discrétisation utilisée (voir équation (2.1)). Nous cherchons donc à trouver un moyen de
forcer la turbulence sans utiliser les méthodes spectrales de forçage “arbitraires” qui réinjectent
l’énergie dissipée par viscosité dans les grandes échelles à chaque itération. Dans la nature, les
écoulements sont naturellement forcés, que ce soit par des instabilités ou par des conditions
aux limites. Nous cherchons alors à limiter le déclin de l’énergie cinétique grâce à la méthode
de pénalisation, par des conditions aux limites diverses, dans le but d’obtenir une description
des écoulements turbulents à temps long sans effets de déclin impliquant nécessairement une
forte décroissance du nombre de Reynolds.

5.2 Introduction aux écoulements de von Kármán

La configuration choisie dans ce chapitre pour générer un écoulement turbulent forcé par
la méthode de pénalisation est proche de celle dite de von Kármán. En réalité, elle tente de
s’approcher d’un dispositif expérimental particulier, souvent appelé french washing machine,
et qui se distingue de la configuration “classique” de von Kármán par les pales qui sont montées
sur ses disques tournants.

Après un historique non exhaustif des différentes études menées sur le sujet, nous présen-
terons en détail la géométrie, les différents types de pales utilisés et une brève comparaison des
différents écoulements obtenus.

5.2.1 Quelques études théoriques, expérimentales et numériques

L’écoulement produit par la rotation de deux disques dans une enceinte cylindrique a été
et est toujours le sujet de nombreuses études théoriques, expérimentales et numériques. Ces
écoulements ont été initialement étudiés par Batchelor [1951]. Zandbergen & Dijkstra [1987]
leur ont donné le nom d’écoulements de von Kármán suite à l’étude de ce dernier qui mon-
tra que les équations décrivant l’écoulement d’un fluide visqueux incompressible au voisinage
d’un disque infini en rotation se réduisent à un système d’équations différentielles ordinaires 1

(voir von Kármán [1921]). Le problème a ensuite évolué vers une géométrie avec des disques
de taille finie et des comparaisons ont été faites entre résultats expérimentaux et numériques (p.
ex. Dijkstra & van Heijst [1983]). Cependant, la quasi-majorité des études menées à ce sujet
considérait un rapport d’aspect (rapport de la distance séparant les disques sur leur rayon) très
faible, dans le but d’approcher la configuration avec des disques infinis. Or, lorsque le rapport
d’aspect est de l’ordre de grandeur de l’unité, on observe expérimentalement, en fonction évi-
demment du nombre de Reynolds, la création d’un écoulement turbulent développé au centre
du cylindre. Quelques expériences à ce sujet sont énumérées dans le tableau 5.1, pour lesquelles

1. La solution numérique du problème a été donnée par Cochran [1934].
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le forçage est accentué par la présence de pales sur les disques tournants, ce qui correspond à
la configuration adaptée pour le forçage numérique que nous souhaitons mettre en place.

D’un point de vue numérique, il n’existe, à notre connaissance, que très peu de travaux si-
mulant des écoulements de type de von Kármán munis de pales, la modélisation de ces dernières
étant la principale difficulté à résoudre. Ainsi, des simulations ont été menées en considérant
de simples disques (voir Nore et al. [2003]) ; l’entrainement est dit visqueux, contrairement à
un entrainement dit inertiel lors de la présence de pales. Notons que le taux de rotation à im-
poser aux disques pour obtenir un écoulement turbulent est bien plus important sans les pales,
ce qui explique notre choix. L’étude citée s’intéresse à l’effet de l’augmentation du nombre
de Reynolds sur l’écoulement et la rupture de l’axisymétrie alors observée. Afin de prendre
en compte les effets des pales sur l’écoulement, des techniques de forçage localisé près des
pales ont été implémentées ; dans des codes pseudo-spectraux — avec des discrétisations de
Chebyshev dans la direction axiale, de Fourier dans la direction azimutale et de Legendre dans
la direction radiale — (voir Boronski & Tuckerman [2007a;b]) ou dans des codes de type vo-
lumes finis (voir Poncet et al. [2008]) avec des modèles de type RSM (Reynolds Stress Model)
lorsque l’écoulement devient turbulent. Dans ce dernier travail, une comparaison est effectuée
avec les résultats expérimentaux obtenus avec le dispositif expérimental du CEA Saclay (Ra-
velet et al. [2004], Monchaux et al. [2006]) mais également une extension des résultats à des
rapports d’aspect différents. Néanmoins, mis à part les travaux très récents de Ravelet et al.

[2012] où le logiciel commercial Fluent est utilisé, aucun des travaux précédemment cités ne
simule réellement des pales tournantes mais ils tentent plutôt d’approcher l’effet qu’ont celles-
ci sur l’écoulement. Grâce à la méthode de pénalisation, nous considérons la présence de pales
“réelles” pour générer l’écoulement ce qui est, à notre connaissance, un travail original.

5.2.2 Géométries utilisées pour les simulations

La géométrie d’un écoulement de von Kármán est définie par plusieurs paramètres :
– le rayon Rc du cylindre contenant l’écoulement ;
– le rapport d’aspect de la cellule turbulente Γ = H/Rc, oùH est la distance entre les faces

internes des deux disques sur lesquels sont montées les pales ;
– le rayon Rd des disques tournants ;
– le nombre de pales n montées sur les disques ;
– la courbure des pales Rcourb et leur hauteur Hp.

Le tableau 5.1 donne un aperçu des paramètres des géométries utilisées dans quelques-uns des
dispositifs expérimentaux utilisés pour étudier les écoulements de von Kármán.

Du fait de la production importante de résultats de l’équipe du CEA Saclay (Chiffaudel,
Ravelet, Daviaud, Monchaux, Cortet, Marié, . . .), nous choisissons de nous approcher de leur
configuration expérimentale en fixant le rapport d’aspect de notre cavité à Γ = 1.8 et le rayon
de nos disques à Rd = 0.925Rc, identiques aux rotors TM60. Une autre raison ayant motivé
notre choix de disques dont le rayon Rd est très proche du rayon du cylindre Rc est qu’ainsi,
la turbulence générée par les pales est plus fortement contrainte à rester dans la cellule qu’à
s’échapper au-dessus du disque supérieur ou en-dessous du disque inférieur. Cela représente
deux avantages : d’une part, l’énergie apportée par la rotation des disques ne sert pas à alimenter
l’écoulement à l’extérieur de la cellule et est donc plus fortement confinée à l’intérieur de cette
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Équipe (publications) Γ = H/Rc Rd/Rc n Rcourb/Rc

Labbé et al. [1996], Pinton et al.

[1999], . . .
≃ 2.4; 3.4 ≃ 0.86 4; 8 ∞

Cadot et al. [2003], Titon & Cadot
[2003a;b], Cadot & Le Maître [2007],
. . .

≃ 3.4 ≃ 0.92 6; 8 ∞

de la Torre & Burguete [2007], . . . 2 0.875 10 0.5

Ravelet et al. [2004], Leprovost et al.

[2006], Monchaux et al. [2006; 2008],
Ravelet et al. [2008], Cortet et al.

[2010], . . .

1.8
0.925

0.75
16

0.5

0.925

TABLE 5.1 – Paramètres des géométries de quelques dispositifs expérimentaux de von Kármán.
Les différentes longueurs sont normalisées par le rayon du cylindre Rc. Pour les travaux du
groupe du CEA Saclay (Ravelet, Monchaux, etc), on distingue deux géométries différentes
pour les rotors : TM60 (valeurs supérieures) et TM73 (valeurs inférieures). On distingue deux
genres de pales, droites (Rcourb → ∞) ou courbées.

dernière. D’autre part, comme l’enceinte cylindrique a pour conditions aux limites verticales la
condition de périodicité du domaine de calcul, les deux faces externes des disques sont donc,
par périodicité, les faces internes d’une cellule de von Kármán avec des disques non munis de
pales. On essaie donc de réduire au maximum les effets d’un écoulement sur l’autre en optant
pour une valeur de Rd/Rc proche de 1.

Cependant, il existe un paramètre géométrique que nous ne pouvons respecter et qui a une
influence sur la nature de l’écoulement généré. Il s’agit de l’épaisseur des pales (ce qui limite
alors le nombre de pales que l’on peut simuler) du fait de l’épaisseur numérique minimum de
ces dernières avec la méthode de pénalisation. En effet, une des contraintes de la méthode de
pénalisation réside dans la nécessité d’avoir une épaisseur suffisante du domaine solide pour
que ce dernier soit correctement représenté. Dans les dispositifs expérimentaux existants, le
nombre de pales sur chaque disque varie entre 4 et 16 et nous optons pour la limite inférieure
de quatre pales. Nous conservons néanmoins une hauteur de pale Hp similaire aux expériences
de Ravelet et al. [2004], soit Hp = 0.2Rc.

En ce qui concerne la forme des pales, la facilité de leur implémentation nous permet de
comparer très facilement différentes géométries. Nous générerons donc des pales droites ainsi
que des pales courbées avec un rayon de courbure similaire à celui des rotors TM60 de Ravelet
et al. [2004], c.-à-d. Rcourb = 0.5Rc. La figure 5.1 montre des coupes des deux géométries
utilisées.

On peut remarquer que, contrairement à l’enceinte cylindrique où la fonction masque passe
de 0 à 1, la fonction masque relative aux pales est lissée (voir section 2.2.3). En effet, comme
expliqué par Kolomenskiy & Schneider [2009], la prise en compte du mouvement de la paroi
solide a pour effet d’augmenter les effets de Gibbs au sein de la solution, même lorsque ce
mouvement est pris en compte dans l’espace spectral (voir section 2.2.2). Une solution pour
limiter cet effet néfaste sur la solution est de lisser la fonction masque, d’où l’apparition de
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FIGURE 5.1 – Géométries utilisées pour les simulations d’écoulements de von Kármán. La géo-
métrie à pales droites se trouve à gauche et celle à pales courbées à droite. La figure supérieure
est une coupe dans un plan vertical contenant le trait gras de la figure inférieure, qui elle-même
est une coupe dans un plan horizontal contenant les pales (suivant le trait gras de la figure supé-
rieure). Pour la coupe verticale de la géométrie à pales droites, les traits horizontaux pointillés
délimitent les disques des pales qui sont montées dessus. Les deux sens de rotation possibles
des pales courbées sont indiquées sur la figure en bas à droite, et notés conventionnellement
positif (sens trigonométrique) ou négatif (sens inverse).
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zones noires à l’interface fluide/solide au niveau des pales sur la figure 5.1. Le paramètre de
lissage de l’équation (2.29), choisi pour nos simulations est Cs = 256.

5.2.3 Caractéristiques du forçage

Chacun des rotors peut être mis en rotation à une fréquence indépendante. Nous optons
pour des sens de rotation opposés et on notera f1 la fréquence de rotation du disque supérieur
et f2 celle du disque inférieur. Il est alors courant de définir deux paramètres permettant de
quantifier l’intensité et la dissymétrie du forçage par les pales :

fK =

√
f 2
1 + f 2

2

2
et θ =

f2 − f1
f1 + f2

. (5.1)

Cela permet également de définir un nombre de Reynolds basé sur la rotation des pales, noté
ici ReK tel que :

ReK =
2πR2

cfK
ν

. (5.2)

On note les trois cas particuliers suivants :
• θ = 0 : les deux rotors tournent à la même vitesse (fK = f1 = f2) ;
• θ = −1 : seul le disque supérieur est en rotation (f1 = fK et f2 = 0) ;
• θ = 1 : seul le disque inférieur est en rotation (f1 = 0 et f2 = fK).
La topologie des écoulements générés varie fortement en fonction de la forme des pales, leur

sens de rotation (dans le cas de pales courbées), le nombre de Reynolds ReK et le paramètre
θ de dissymétrie. En faisant varier θ, on observe principalement deux types d’écoulements
moyens : un écoulement moyen avec deux cellules aux sens de rotation opposés pour les cas
où θ est proche de zéro (symétrie ou faible dissymétrie du forçage) et un écoulement moyen
avec une seule cellule lorsqu’un des deux disques domine le forcçage (θ proche de -1 ou 1). La
figure 5.2 donne un schéma de l’état avec deux cellules.

Le passage d’un état à une cellule à un état à deux cellules en faisant varier θ a fait l’ob-
jet de nombreux travaux expérimentaux, que ce soit avec un dispositif expérimental muni de
pales droites ou de pales courbées. Une quantité facilement mesurable expérimentalement est
le couple exercé par le fluide sur le rotor. Il a été observé que la différence du couple du disque
supérieur avec celui du disque inférieur peut s’avérer être un bon indicateur de l’état de l’écou-
lement, plus particulièrement à grand nombre de Reynolds (ReK > 104). En effet, Ravelet
et al. [2004] ont montré que dans le cas de pales courbées tournant dans le sens dit négatif (voir
figure 5.1), il existait une multistabilité et un effet mémoire de l’écoulement tel que l’écoule-
ment moyen pouvait être différent pour une même valeur de θ. Cette coexistence de plusieurs
écoulements moyens à un θ fixé n’existe cependant pas pour des pales identiques tournant dans
le sens positif ou encore des pales droites (voir Cadot & Le Maître [2007]).

Une étude intéressante que nous aurions pu mener aurait été de confirmer numériquement
cette multistabilité et d’utiliser la simulation pour arriver à mieux comprendre ce phénomène.
Cependant, comme nous allons le voir, la simulation de tels écoulements est très coûteuse (en
ressources et en temps) et dépend évidemment de ReK . Or, simuler, sur un nombre suffisant
de périodes de rotation et pour différentes valeurs de θ, un écoulement où le nombre de Rey-
nolds est supérieur à 104 est pour l’heure actuelle impossible avec les moyens de calcul dont
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FIGURE 5.2 – Schéma de l’écoulement avec deux cellules dans le cas exactement contra-rotatif
(θ = 0), le sens de rotation des rotors étant négatif (voir figure 5.1). L’image est extraite de
Monchaux et al. [2006] et montre bien la superposition d’un écoulement toroïdal avec un écou-
lement poloïdal.
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Nx = Ny Nz Lx = Ly Lz ν Rc fK θ ReK
512 1024 2π 4π 2× 10−4 0.9Lx 0.1 0 2.5× 104

TABLE 5.2 – Paramètres de la boîte de simulation, du fluide et du forçage appliqué.

nous disposons. En effet, l’ordre de grandeur des ressources numériques utilisées pour les dif-
férentes simulations est d’environ 50 000 heures chacune, réparties sur 128 cœurs, représentant
une mémoire totale instantanée de 480 Go. Une étude sur la stabilité demanderait les mêmes
besoins pour autant d’états désirés. Ces calculs ont été effectués sur le cluster Jade du Centre
Informatique National de l’Enseignement Supérieur (CINES), qui est un calculateur à mémoire
partagée d’une puissance de 267 Tflops/s correspondant à plus de 23 000 cœurs (informations
sur le cluster à : http://www.cines.fr/spip.php?rubrique291&lang=fr).

Dans cette étude, nous allons plutôt nous concentrer sur la génération et la description
des écoulements turbulents produits par des pales droites ou courbées et sur l’étude des écou-
lements (moyens et turbulents) une fois l’état quasi-stationnaire obtenu (équilibre statistique
entre production d’énergie et dissipation visqueuse).

5.2.4 Paramètres des simulations et initialisation

Les principaux paramètres communs des simulations effectuées sont reportés dans le ta-
bleau 5.2. Notons que la géométrie a été entièrement définie par la section précédente et ne
dépend que de la valeur de Rc donnée par le tableau 5.2, tous les autres paramètres géomé-
triques en étant fonction. Les coupes de la figure 5.1 représentent cette géométrie, avec des
pales droites à gauche et courbées à droite.

Le forçage est choisi symétrique (θ = 0) ce qui implique f1 = f2 = fK . Les pales sont
donc exactement contra-rotatives.

À partir de ces paramètres, trois simulations seront effectuées :
• une simulation notée D avec des pales droites (Rc = ∞) ;
• une simulation notée C+ avec des pales courbées tournant dans le sens positif ;
• une simulation notée C− avec des pales courbées tournant dans le sens négatif.

Nous observerons alors un état transitoire pendant lequel l’écoulement turbulent va envahir la
cellule puis un état stationnaire où l’énergie cinétique deviendra presque constante, signe d’un
équilibre entre l’énergie apportée au fluide par le forçage et la dissipation visqueuse.

Dans le but d’éviter une discontinuité du forçage, nous introduisons une vitesse de rotation
progressive de 0 à la valeur ΩK (= 2πfK) désirée. L’évolution initiale de la vitesse de rotation
est définie par une fonction sinusoïdale ayant une dérivée nulle à l’instant initial (accélération
progressive) et lorsque cette vitesse atteint la valeur ΩK désirée. L’instant où la vitesse souhai-
tée est atteinte correspond à 1/16 de la période de rotation (TK = f−1

K ). La figure 5.3 montre
l’évolution initiale de Ω.
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FIGURE 5.3 – Initialisation de la vitesse de rotation Ω des rotors.

5.2.5 Comparaison rapide des différents écoulements

Les premières quantités dont nous regardons l’évolution sont les quantités énergétiques
moyennes ; totale, horizontale et verticale. En effet, nous considérerons que l’écoulement moyen
est statistiquement stationnaire à partir de l’instant où l’énergie cinétique est quasi-constante.
La première observation que nous pouvons faire après observation de la figure 5.4 est que la
géométrie a une influence forte sur les propriétés de l’écoulement généré, ou en tout cas sur son
niveau d’énergie.

En effet, on peut remarquer que le niveau d’énergie cinétique totale avec les pales droites
(D) est le plus élevé ; l’écoulement est trois fois plus énergétique que celui généré avec des
pales courbées tournant dans le sens négatif (C-) et presque deux fois plus que la même géo-
métrie avec le sens opposé de rotation (C+). On peut également noter que l’obtention de l’état
stationnaire pour la simulation C- est bien plus rapide que les autres cas, une demi-période 2

suffisant à l’obtenir, alors que trois périodes TK sont nécessaires dans le cas de pales droites.
On peut donc s’attendre à avoir des écoulements bien différents dans les trois cas, étant donné
l’écart obtenu entre ces grandeurs globales. Dans les sections suivantes, nous détaillerons donc
les écoulements générés en fonction de la géométrie et du sens de rotation des pales utilisé.

En regardant séparément sur la figure 5.4 les contributions horizontale et verticale, on peut
déjà remarquer que l’énergie cinétique verticale est d’un ordre de grandeur plus petite que
l’énergie cinétique horizontale. En effet, le forçage étant effectué par des pales tournant autour
de l’axe vertical (vitesse de rotation du forçage horizontale), ce constat n’est pas surprenant.

On note que la stationnarité énergétique apparaît à t ≈ 30 s pour la simulation D, à t ≈ 7 s

pour la simulation C- et t ≈ 60 s pour la simulation C+. Les statistiques que nous montrerons
pour décrire les écoulements stationnaires obtenus seront donc calculées à partir de ces instants.

La figure 5.5 montre l’évolution, durant l’initialisation puis une fois un régime quasi-

2. La période TK de rotation vaut TK = f−1

K = 10 s.
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FIGURE 5.4 – Comparaison de l’évolution de l’énergie cinétique totale, horizontale et verticale
pour les différentes géométries de pales considérées.
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FIGURE 5.5 – Échelles de longueur de Taylor directionnelles, calculées à partir de l’équation
(5.3). Les quantités ne sont tracées qu’à partir de t = 30 s car les gradients de vitesse sont très
proches de 0 au début du calcul (pas d’écoulement initial) ce qui entraîne des valeurs pour lλ,i
très grandesmais qui n’ont pas de signification.

stationnaire atteint, des différentes échelles de longueur de Taylor définies par :

lλ,i =

√√√√
4k

3
(
∂ui
∂xi

)2 sans sommation sur l’indice i. (5.3)

Nous remarquons que la stationnarité énergétique concorde avec la stationnarité des échelles
de longueur des structures turbulentes et que dans les deux simulations D et C+, il semble que
les structures aient une longueur verticale caractéristique plus importante que les échelles dans
les directions x et y, de manière plus évidente pour la simulation C+. On peut également noter
que la figure présentée n’inclue pas les échelles de longueur calculées pour la simulation C-.
La raison à cela est que nous avons observé que la turbulence obtenue dans cette simulation
n’envahit pas le domaine fluide et reste très localisée vers les pales. Par suite, dans ce calcul,
aucune structure tourbillonnaire n’existe dans le cœur de la cellule, l’écoulement y est alors au
repos et le calcul d’une échelle de Taylor donne une valeur qui n’est pas cohérente (lλ ≫ 1)
du fait de l’absence de structure turbulente. La figure 5.6 donne un aperçu du champ de vitesse
obtenu, moyenné azimutalement et atteste le fait qu’aucun écoulement n’est produit par cette
géométrie dans le cœur de la cellule fluide.

Ceci constitue une première observation à retenir qui est que la configuration avec pales
courbées, comme définies par la figure 5.1, tournant dans le sens négatif, produit un écoulement
dont les structures se dissipent avant même de parvenir au centre de la cellule. Nous n’avons
évidemment pas de doute sur le fait que ce type de géométrie puisse produire des écoulements
turbulents, mais pas pour le nombre de Reynolds ReK considéré ici. En conséquent, la suite de
l’étude portera essentiellement sur les deux autres simulations (D et C+) où des écoulements
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FIGURE 5.6 – Visualisation du champ stationnaire moyenné temporellement et azimutalement
pour la simulation C-. Dans un demi-plan rz, les vecteurs représentent la projection de la vitesse
moyennée dans le plan et l’échelle de couleur représente la valeur de la composante azimutale.
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donnent le sens de rotation des pales.
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turbulents sont alors bien observés (voir sections 5.3 et 5.4).
Enfin, à partir des échelles de Taylor calculées précédemment, nous pouvons déterminer un

nombre de Reynolds moyen, basé sur l’échelle lλ =
∑

i=1,2,3 lλ,i/3, tel que

Reλ = urmslλ/ν (5.4)

et ainsi établir un lien d’ordre de grandeur entre ReK et Reλ. La figure 5.7 donne l’évolution
des nombres de Reynolds ainsi définis, ReK étant fixé et dépendant de la géométrie et de la
fréquence du forçage. Ainsi, pour un nombre de Reynolds de pales ReK = 2.5 × 104, nos
simulations numériques produisent des écoulements turbulents tels que Reλ ≈ 120 pour la si-
mulation avec des pales droites et Reλ ≈ 80 pour la simulation avec des pales courbées tournant
dans le sens positif. On confirme également que la simulation C- ne crée pas un écoulement
turbulent, le nombre Reλ ≈ 600 étant dû à la grande valeur de lλ expliquée précédemment. De
la même manière, lors de l’initialisation de l’écoulement, on observe de très grandes valeurs
du nombre de Reynolds uniquement parce que l’écoulement n’est pas encore développé et que
cela donne des valeurs plus grandes que la taille de la boîte de simulation pour lλ. Sur la figure
5.7 inférieure, nous traçons la valeur de κmaxlη pour chacune des simulations, lη étant définie
par l’équation (1.36), afin de vérifier que nos simulations ne soient pas sous-résolues et que
toutes les structures turbulentes, aussi petites soient-elles, soient bien prises en compte dans
la résolution numérique de l’écoulement. Pour cela, la condition à respecter est κmaxlη > 1

(voir p. ex. Jiménez et al. [1993], Kaneda & Ishihara [2006]), ce qui est le cas pour les deux
configurations qui nous intéressent (D et C+).

5.3 Écoulement généré à l’aide de pales droites

Dans cette section, nous analysons les résultats de la simulation impliquant des pales droites
pénalisées (simulation D).

5.3.1 État transitoire

Initialisation du champ de vitesse

Comme le montre la figure 5.2, le dispositif de von Kármán, dans le cas de pales exactement
contrarotative (θ = 0), génère un champ moyen qui se décompose en deux cellules 3. L’écou-
lement moyen (au sens de la moyenne azimuthale) est axisymétrique et la figure 5.8 montre le
champ de vitesse moyenné suivant la direction azimutale, dans un demi-plan rz. On observe
clairement l’émergence de deux tourbillons contrarotatifs (uθ de signes opposés) qui créent
deux zones de recirculation. Le mouvement est généré aux extrémités de pales (r/R ≈ 1) où
la vitesse azimutale est très importante et la quantité de mouvement est advectée le long de
la paroi jusqu’à ce que les deux structures se rencontrent en z = 0. On peut voir qu’avant la
rencontre des deux tourbillons, les fortes vitesses sont bien localisées à proximité de l’enceinte
cylindrique (jusqu’à t = 19.7 s). Ensuite, les signes des composantes verticales des deux tour-
billons moyens étant opposés, ces deux structures tourbillonnaires s’élargissent vers le cœur

3. Cela n’est plus vrai à très haut nombre de Reynolds (ReK > 105) où une multistabilité existe entre deux
états à une cellule et un état à deux cellules (voir Ravelet et al. [2004]).
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FIGURE 5.7 – Nombres de Reynolds basés sur l’échelle de Taylor lλ pour les différentes confi-
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de la cellule et comme les deux cellules ont également des composantes azimutales de signes
opposés, cela génère un cisaillement autour du plan z = 0 qui génère, par le biais d’instabilités,
des structures turbulentes tourbillonnaires au cœur du domaine fluide. À partir de t ≈ 35 s,
l’intensité des vitesses des tourbillons moyens est maintenue par le forçage, donc la couche de
cisaillement est maintenue également, et la dissipation visqueuse est compensée par l’apport
d’énergie dû à la rotation des pales.

Génération de vorticité : étude de l’équation d’évolution de l’enstrophie

Comme nous le verrons dans la section 5.3.2, l’écoulement généré au cœur de la géométrie
est turbulent et la figure 5.10, où est tracée en volume l’enstrophie Z = ω2/2, montre les
structures tourbillonnaires créées par le cisaillement autour du plan z = 0. Cette visualisation
est obtenue une fois l’état stationnaire atteint. Afin de confirmer que la présence de structures
tourbillonnaires turbulentes au cœur de l’écoulement est bien due au cisaillement horizontal, et
non au transport de tourbillons créés par la forçage, nous considérons l’équation d’évolution de
l’enstrophie :

∂Z
∂t

= −ui
∂Z
∂xi

+ ωiωjSij + νωi∇2ωi, (5.5)

où Sij est le tenseur des déformations Sij =
(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
/2. Nous tentons alors d’observer

l’évolution de chacun des termes de droite de l’équation (5.5), pendant la phase de développe-
ment de l’écoulement turbulent, afin de déterminer où et comment est produite la turbulence.
Le premier terme, noté TZ

adv dans la suite, est le terme d’advection de l’enstrophie par l’écoule-
ment et ne peut donc pas représenter la création d’enstrophie mais simplement son transport. Le
deuxième terme, noté TZ

stretch est le terme dit de vortex stretching et est le principal responsable
de la création de Z . En effet, un argument courant, issu de la conservation de la circulation au-
tour d’un tube tourbillonnaire (théorème de Helmholtz) en écoulement non-visqueux, dit que
l’étirement d’un tube tourbillonnaire, donc la réduction de sa section, entraîne une augmenta-
tion de la vorticité normale à cette section : l’étirement des structures tourbillonnaires augmente
la rotation de ces dernières (donc l’enstrophie) et à l’inverse, la compression diminue le taux
de rotation. Ce phénomène apparaissant aux petites échelles est appelé vortex stretching et le
terme TZ

stretch de l’équation (5.5) en est la trace. Enfin, le dernier terme est le terme visqueux
TZ
ν et son effet n’est pas seulement limité à la destruction d’enstrophie. En effet, la viscosité

peut incliner la vorticité et est responsable du phénomène de vortex reconnection (voir Kida
& Takaoka [1994]), ces deux effets pouvant localement être producteurs d’enstrophie (Holzner
et al. [2010]). La figure 5.9 montre la distribution de ces trois quantités à différents instants.

On observe qu’au début de la simulation, le mouvement des pales génère une intense vorti-
cité du fait du passage d’un écoulement au repos à un forçage soudain, comme le montre la forte
valeur positive de TZ

stretch à proximité des extrémités des pales. En effet, le forçage est plus in-
tense aux extrémités des pales car la vitesse azimutale y est la plus grande (et donc la différence
de vitesse fluide/solide également, le fluide étant alors au repos) et la force centrifuge, favori-
sée par la géométrie droite des pales, tend à concentrer les structures tourbillonnaires créées à
proximité de l’enceinte cylindrique. La dissipation d’enstrophie est localement très importante,
le terme TZ

ν étant uniquement négatif. À t = 19.7, la vitesse des particules fluides proches des
pales tend à être équivalente à la vitesse des pales, ce qui implique des gradients de vitesse
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moins forts et par conséquent une diminution de l’intensité du terme TZ
stretch. Néanmoins, cet

instant est également celui où les deux tourbillons contrarotatifs se rencontrent (voir la figure
5.8) et on observe la présence de vortex stretching au niveau de la couche de cisaillement créée.
Enfin, une fois l’écoulement établi et statistiquement stationnaire, on voit que la création d’en-
strophie est forte autour du plan z = 0, et est uniquement due au terme TZ

stretch, qui s’avère
être positif dans tout l’écoulement et donc ne participer qu’à la création de Z . De plus, nous
pouvons également conclure sur le terme visqueux TZ

ν qui lui n’est quasiment que négatif et a
donc un simple rôle de dissipation d’enstrophie.

Nous avons donc localisé et tenté de comprendre le mécanisme de production de turbu-
lence au sein de l’écoulement généré à l’aide de pales droites (instabilités générant du vortex

stretching dans la couche de cisaillement azimutal) et nous allons maintenant tenter de décrire
l’écoulement turbulent résultant.

5.3.2 Caractérisation de l’écoulement turbulent

Visualisation de l’écoulement turbulent

Une première impression de l’écoulement turbulent est donnée par la figure 5.10 qui montre
une image instantanée du champ d’enstrophie entre les deux rotors, le domaine complet de cal-
cul étant délimité par les arêtes noires. Comme montré précédemment, les structures turbulentes
sont localisées autour du plan z = 0 et les effets des signes opposés des vitesses verticales des
tourbillons contrarotatifs associés à la présence de la paroi cylindrique tendent à pousser les
structures créées vers l’axe de rotation. On obtient alors une turbulence intense au centre de la
cellule que nous allons tenter de caractériser.

Spectres temporels

La nature d’un écoulement, ou en tout cas la distribution de l’énergie parmi les différentes
échelles, est décrite par les spectres de vitesse ou d’énergie, qu’ils soient spatiaux (la décom-
position se fait suivant les nombres d’ondes), ou temporels (décomposition du signal en fré-
quences). Du fait de l’inhomogénéité de l’écoulement, le calcul de spectres tri-dimensionnels
s’avère moins direct que lors de l’étude d’écoulements homogènes. Notre étude porte sur
l’étude de spectres temporels. Pour cela, tout au long du calcul, nous avons sauvegardé le signal
de vitesse à 7 positions différentes qui sont décrites par la figure 5.11. Les 5 premières sondes
sont localisées au cœur de la cellule de von Kármán pour tenter de décrire la turbulence au cœur
de la géométrie, la sonde 6 se trouve au centre d’un des deux tourbillons moyens et la sonde 7

est située à proximité de l’axe de rotation, à une distance du rotor inférieur équivalente à celle
de la sonde 6 avec le rotor supérieur. La figure 5.12 montre les signaux temporels de vitesse
à partir desquels sont obtenus les spectres temporels de la figure 5.13. On observe clairement
la période de transition jusqu’à l’apparition de la stationnarité statistique à t ≈ 35, pour les
positions centrales (sondes 1 à 5) mais également pour la sonde 7, qui est située à proximité de
la paroi et à proximité de l’axe du cylindre. En effet, contrairement à la sonde 6 où dès le début
de la simulation, la sonde perçoit l’effet de la rotation des pales avec une oscillation du signal
de vitesse à une fréquence 4 fois plus grande que la fréquence fK du fait de la présence de 4
pales, la sonde 7 ne perçoit qu’une vitesse verticale dont l’intensité semble évoluer linéairement
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FIGURE 5.10 – Champ d’enstrophie Z instantané pour la simulation D. On observe la créa-
tion de tourbillons au centre du domaine, générés par le cisaillement des vitesses azimutales à
proximité du plan z = 0.
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FIGURE 5.11 – Schéma de la position des “sondes” utilisées pour le calcul des spectres tem-
porels. La partie hachurée correspond aux disques tournants et les parties grises à la position
des pales. La coupe présentée est normale à la direction ex et passe par le centre du domaine
fluide qui correspond à la sonde 1. La zone délimitée par les traits pointillés correspond à la
zone centrale (Dc) dans laquelle sont calculées les statistiques de l’écoulement.
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FIGURE 5.12 – Signaux temporels obtenus pour la simulation D aux positions données par la
figure 5.11.
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avec le temps, semblant correspondre à la mise en route du pompage d’Ekman. Remarquons
enfin qu’à partir de t = 35, les signaux ont des comportements très complexes autour d’une
vitesse moyenne, dépendant évidemment de la position et de la composante considérée comme
le montre la figure 5.8, et des traces de la fréquence fK ne sont alors plus visibles.

Nous traçons alors la densité spectrale de puissance (DSP) des différents signaux temporels
de la figure 5.12 en réalisant la transformée de Fourier de ces signaux, après les avoir mul-
tipliés par une fenêtre de Hann pour atténuer les effets de non-périodicité. Nous remarquons
qu’il semble apparaître une pente clairement définie pour les fréquences supérieures à la fré-
quence de rotation fK . En ce qui concerne ces échelles rapides (f > fK), retrouvons-nous une
loi d’échelle en −5/3 similaire aux prédictions de Kolmogorov ? Une rapide observation de la
figure 5.13 semble valider cette loi d’échelle, avec des tendances plus ou moins évidentes sui-
vant la position considérée. Évidemment, du fait du nombre de Reynolds Reλ des écoulements
observés, ces tendances ne sont observées que sur environ une décade, avec l’apparition d’une
chute du spectre du fait de la dissipation.

Notons qu’il a été observé expérimentalement qu’aux grandes échelles temporelles (f <

fK), avec un signal suffisamment long, une tendance à une évolution ∝ f−1 apparaît (voir
Ravelet et al. [2008]). Dans notre cas, cela est difficilement observable du fait de la fenêtre
temporelle relativement courte (tspectre ≈ 20) qui empêche une description aux très faibles
fréquences (fmin/fK = TKt

−1
spectre ≈ 0.5) et donc l’observation d’une évolution à la puissance

−1. L’existence d’une PSD en 1/f est discutée en détail par Ravelet et al. [2008] et ces auteurs
semblent attribuer ce comportement à la dynamique lente de la couche de cisaillement, une telle
observation n’étant pas faite pour des écoulements à une seule cellule (p. ex. dans Marié [2003]
ou Ravelet et al. [2004]) alors que son existence a déjà été prouvée pour des écoulements à
deux cellules (voir Zocchi et al. [1994]).

Notons pour conclure que cette étude est grandement limitée par la fenêtre d’observation à
partir de laquelle sont calculés ces spectres. En effet, la qualité des spectres n’est pas très bonne
et de fortes oscillations sont présentes du fait d’un manque de statistiques. Enfin, le bruit aux
grandes fréquences est important mais se situe dans la zone des échelles dissipatives et ne nous
empêche pas de caractériser la dynamique des échelles turbulentes.

Corrélation de vorticité en deux points

Lorsque nous cherchons à caractériser les échelles de longueurs, une technique courante est
d’intégrer la fonction de corrélation d’une composante de vitesse en deux points (voir l’exemple
des équations (4.6) du chapitre précédent). Cependant, comme l’écoulement que nous considé-
rons ici est dominé par un champ moyen, donné par la figure 5.8, constitué de deux tourbillons
à l’échelle de la cellule, la corrélation basée sur les vitesses n’est pas une information pertinente
pour l’étude du champ turbulent mais plutôt pour l’étude du champ moyen. La caractérisation
de la longueur des structures tourbillonnaires se fait ici par le calcul de la corrélation en deux
points de la vorticité. La composante choisie est la composante verticale de la vorticité qui
caractérise donc la rotation des structures autour de l’axe de rotation des pales. La quantité
calculée est donc :

Rω
i (l) =

〈ωz(x)ωz(x+ lei)〉Dc√
〈ω2

z(x)〉Dc
〈ω2

z(x+ lei)〉Dc

. (5.6)
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FIGURE 5.13 – Densités spectrales de puissances (DSP) des signaux de vitesse de la figure
5.12, calculées à partir de t = 35, pour la simulation utilisant une géométrie de pales droites.
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FIGURE 5.14 – Corrélation de vorticité verticale dans la zone de cœur Dc de la simulation D.

où < · >Dc
dénote la moyenne dans la zone centrale Dc. La figure 5.14 montre l’évolution

de cette quantité en fonction de la distance l entre les deux points séparés horizontalement ou
verticalement, pour la simulation avec les pales droites. Alors que la corrélation décline très
vite dans le plan horizontal, ce qui implique une faible épaisseur horizontale des tourbillons
turbulents, la corrélation de vorticité entre deux points séparés verticalement n’atteint la valeur
nulle qu’à partir d’une longueur correspondant à environ la moitié du rayon de l’enceinte cylin-
drique, ce qui est à peu près équivalent à un quart de la hauteur H de la cellule. Les structures
tourbillonnaires sont donc très fortement corrélées verticalement ce qui implique une longueur
verticale des tourbillons bien supérieure à leur épaisseur dans le plan horizontal. Cela montre
que l’écoulement est loin d’être isotrope dans sa zone de cœur .

Vitesse et vorticité au cœur de l’écoulement

Nous nous intéressons désormais aux distributions des pdfs de vitesse et de vorticité dans
le but de caractériser la cinématique au cœur de l’écoulement, ces distributions étant calculées
dans la zone centrale Dc. Nous considérons tout d’abord les pdfs des composantes de vitesse
sur la figure 5.15. Nous notons des allures plutôt gaussiennes pour ces distributions, avec une
symétrie assez bien respectée pour la pdf de la composante verticale. De manière assez sur-
prenante du fait de l’axisymétrie statistique, nous observons une dissymétrie des pdfs pour les
composantes du plan horizontal pour laquelle nous n’avons pas d’explication convaincante.

En ce qui concerne les pdfs de vorticité de la figure 5.16, on observe une superposition
des trois distributions, qui semblent symétriques. Cette superposition indique qu’au centre de
l’écoulement, la rms de la vorticité est identique pour les trois composantes, impliquant donc
un taux de rotation des tourbillons équivalent autour des trois directions.

La dynamique de la turbulence, comme les transferts d’énergie entre les différentes échelles
ou la création d’enstrophie, peut être caractérisée par l’étude des dérivées de vitesse. Par

138



CHAPITRE 5. GÉNÉRATION DE TURBULENCE : SIMULATION NUMÉRIQUE D’UN ÉCOULEMENT DE VON KÁRMÁN

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

10

-1 -0.5 0 0.5 1

pdf (u•)

u•

Simulation D
ux

uy

uz

FIGURE 5.15 – Pdfs des composantes cartésiennes de vitesse dans la zone centrale Dc pour la
simulation D.
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FIGURE 5.16 – Pdfs des composantes cartésiennes de vorticité dans la zone centrale Dc pour la
simulation D.
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FIGURE 5.17 – Pdfs des dérivées de vitesses dans la zone centrale Dc pour la simulation D.

exemple, le moment d’ordre 3 normalisé des dérivées de vitesse ∂ux/∂x est directement lié
aux corrélations triples de vitesse et par conséquent au terme de vortex stretching de l’équation
(5.5) (voir Pope [2000] ou Davidson [2004] pour plus d’explications). Si ce terme était nul, il
n’y aurait pas de cascade d’énergie et donc de turbulence. On comprend alors que la distribu-
tion des dérivées de vitesse est indispensable à la caractérisation des écoulements turbulents.
La figure 5.17 donne les pdfs des dérivées de vitesse ∂ux/∂x, ∂uy/∂y et ∂uz/∂z. On observe
une forte dissymétrie des distributions. Si nous calculons par exemple la valeur du skewness Sx
définie par :

Sx =

〈(
∂ux
∂x

)3〉

〈(
∂ux
∂x

)2〉3/2 , (5.7)

la valeur que nous obtenons est Sx = −0.59, ce qui est en plutôt bon accord avec les résultats
obtenus en DNS de turbulence isotrope. En effet, Kerr [1985] donne des valeurs telles que
Sx ≈ −0.5 pour des nombres de Reynolds Reλ < 70, Vincent & Meneguzzi [1991] trouvent
Sx = −0.5 avec Reλ = 150 et Jiménez et al. [1993] obtiennent des valeurs telles que 0.49 <

−Sx < 0.525 pour des nombres de Reynolds 35 < Reλ < 168. On peut donc conclure sur le
fait que l’écoulement produit par la rotation de nos deux rotors avec des pales droites implique
une cascade d’énergie “équivalente” à ce qui est observé en turbulence isotrope.

Une quantité également importante pour l’étude de la turbulence est l’alignement entre
la vitesse et la vorticité en un point. Elle est caractérisée par l’hélicité H = u · ω et nous
définissons l’hélicité normalisée Hn :

Hn =
u · ω
|u||ω| = cos θ, (5.8)

où θ est l’angle formé entre les deux vecteurs u et ω. La figure 5.18 donne la distribution de
probabilité de Hn dans la zone centrale de l’écoulement. On observe une distribution plutôt
plate (pdf(cos θ) = 0.5 ± 0.02) avec malgré tout une légère tendance à une orthogonalité de
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FIGURE 5.18 – Pdf du cosinus de l’angle θ, formé par u et ω, équivalent à l’hélicité normalisée
Hn définie par l’équation (5.8), pour la simulation D.

u et ω (pic à cos θ = 0), ce qui implique un terme non-linéaire localement plus intense, car
S = u × ω. Notons que l’étude de l’alignement de la vitesse et de la vorticité fait l’objet de
nombreux travaux (voir Lesieur [1977] pour la turbulence isotrope ou Teitelbaum & Mininni
[2011] et Jacobitz et al. [2010] pour le rôle de l’hélicité dans des écoulement turbulents ani-
sotropes).Notons que l’on appelle un écoulement de Beltrami un écoulement tel que u = αω.

Écart à l’isotropie : triangle de Lumley

Comme nous l’avons caractérisé précédemment, l’écoulement au cœur de la cellule de von
Kármán n’est ni isotrope ni homogène. Un moyen de caractériser l’écart à l’isotropie d’un
écoulement nécessite l’étude des tensions de Reynolds, qui sont en réalité la corrélation double
Rij de l’équation (1.17) pour une séparation r nulle. À partir du tenseur de Reynolds, on peut
définir le tenseur d’anisotropie suivant :

bij =
〈uiuj〉
〈ukuk〉

− 1

3
δij. (5.9)

On cherche alors à déterminer des quantités pratiques permettant de caractériser l’anisotropie
à partir de bij . Lumley [1978] proposa alors de considérer les invariants de ce tenseur, c’est-à-
dire :

I1 = bii, I2 = bijbji et I3 = bijbjkbki. (5.10)

Comme, par définition, la trace du tenseur b est nulle, Lumley [1978] construisit le diagramme
−I2 = f(I3) qui définit un triangle si on trace les valeurs de toutes les configurations existantes
et permet, suivant la position à l’intérieur de ce triangle, de caractériser la structure anisotrope
de la turbulence (Simonsen & Krogstad [2005], Sagaut & Cambon [2008]). Une version légè-
rement différente (triangle de Lumley modifié), mais qui permet d’avoir deux côtés du triangle
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qui sont des droites, est de considérer les quantités ξ et η définies par :

6η2 = −2I2, 6ξ3 = 3I3. (5.11)

La figure 5.19 montre la distribution sur le diagramme de Lumley modifié des valeurs de η
en fonction de ξ, conditionnées par la distance au centre de l’écoulement. On observe que
les points sont proches des branches η = ξ et η = −ξ, ce qui caractérise un écoulement
axisymétrique. On note également que si l’écoulement était isotrope, les points seraient centrés
autour de (0, 0) et on peut donc conclure que l’écoulement n’est vraiment pas isotrope. Notons
enfin que la branche de gauche définit des structures avec une forme de pancake (que l’on
retrouve surtout en turbulent stablement stratifiée) et la branche de droite des structures en
forme de “cigare” qui sont plus caractéristiques des écoulements en rotation.

Confrontation aux approches de physique statistique des équations d’Euler axisymétriques

Si l’on considère les équations d’Euler sans forçage écrites dans le repère cylindrique, en
considérant l’axisymétrie (∂/∂θ = 0) et en effectuant les changements de variables décrits
ci-dessous, Leprovost et al. [2006] ont montré que le système d’équations peut se réduire à :

∂σ

∂t
+ {ψ, σ} = 0, (5.12a)

∂ξ

∂t
+ {ψ, ξ} =

∂ (σ2/4Y 2)

∂z
, (5.12b)

1

2Y

∂2ψ

∂z2
+
∂2ψ

∂Y 2
= −ξ. (5.12c)
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σ est le moment angulaire tel que σ = ruθ, ψ est la fonction de courant telle que ur = −r−1 ∂ψ
∂z

et uz = r−1 ∂ψ
∂r

. ξ est lié à la vorticité azimutale de sorte que ξ = r−1ωθ et la variable Y est
définie par Y = r2/2, le système d’équations (5.12) étant un système de trois équations à trois
inconnues (σ, ψ et ξ) de variables r et Y . Notons enfin que {A,B} est le jacobien dans notre
système de variables tel que {A,B} = ∂A

∂Y
∂B
∂z
− ∂A

∂z
∂B
∂Y

. En recherchant les solutions stationnaires
de ce système d’équations, Leprovost et al. [2006] ont montré qu’il fallait satisfaire les relations
suivantes :

σ = f(ψ), (5.13a)

ξ =
f(ψ)

2Y

df

dψ
+ g(ψ), (5.13b)

où f et g sont deux fonctions arbitraires liées aux lois de conservation du système. Par exemple,
un état stationnaire correspondant à la conservation de l’énergie et de l’hélicité est tel que f
est linéaire et g ≡ 0, ce qui définit un écoulement de Beltrami, où la vitesse et la vorticité sont
colinéaires (u = λω). Enfin, Leprovost et al. [2006] ont postulé que ces résultats non-visqueux
et sans forçage peuvent être étendus à des états stationnaires d’écoulements visqueux et forcés,
et le fonctions f et g dépendent alors des conditions aux limites et du forçage.

Dans l’analyse de leurs résultats expérimentaux, Monchaux et al. [2006] tracent σ en fonc-
tion de ψ à plusieurs positions dans le but d’extraire l’allure de la fonction f . La figure 5 de
leur article donne cette distribution dans le cas d’un écoulement où le nombre de Reynolds
est ReK = 2100, en utilisant l’intégralité des positions du domaine fluide ou seulement les
positions situées dans un volume correspondant à 50% du volume total, au centre du domaine.
En effet, ils expliquent ce choix de par le fait que dans les régions proches de la paroi cylin-
drique, les effets visqueux sont importants et dans les régions proches des pales, les effets de
forçage sont importants. Or, ce sont ces effets qui sont négligés dans l’approche qui a conduit
à l’obtention des équations (5.13). On observe alors, dans la zone centrale de la cellule de von
Kármán, une tendance claire de la fonction f vers une fonction cubique impaire de la forme
f(ψ) = p1ψ + p3ψ

3.
Afin de comparer cette tendance de la fonction f au cœur de l’écoulement, nous traçons sur

la figure 5.20 la distribution de σ en fonction de ψ pour l’écoulement moyenné temporellement
à partir de t = 35. Nous définissons alors plusieurs volumes fluides de forme cylindrique et de
rapport d’aspect Γ = 1.8, centrés dans le domaine fluide, et traçons la distribution en fonction
du volume auquel la position appartient pour la première figure. La deuxième figure décompose
le domaine fluide en fonction de la position verticale et une dernière figure montre encore une
fois cette même distribution en fonction de la position radiale.

La première chose que nous notons est une remarquable correspondance entre les com-
portements obtenus avec les résultats expérimentaux et ceux obtenus par notre simulation. On
observe bien au cœur de l’écoulement une tendance à une fonction cubique et nous avons tracé
sur la figure 5.20(a) une interpolation de la forme σ = f(ψ) = p1ψ + p3ψ

3 dans un volume
V = 0.1 × Vtot, avec comme valeurs obtenues p1 = 1.81 et p3 = 151.8. On observe éga-
lement qu’en augmentant le volume considéré, il n’y a pas de tendance remarquable et une
fonction f n’est pas définissable. Afin de déterminer si ce non-alignement provient d’un effet
du confinement cylindrique ou bien d’un effet imputable à la proximité des pales, nous traçons
sur les figures 5.20(b) et 5.20(c) les mêmes distributions, mais conditionnées par l’étendue ver-
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FIGURE 5.20 – Distribution du moment angulaire σ en fonction de la fonction de courant ψ pour
la simulation D. La figure (a) donne les distributions conditionnées par le volume fluide centré
considéré, la figure (b) celles conditionnées par la hauteur des volumes considérés (r = R)
et la figure (c) celles conditionnées par le rayon des volumes considérés (z = ±H/2). Sur la
figure (a), une interpolation par une fonction de la forme f(ψ) = p1ψ+p3ψ

3 est tracée en ligne
continue noire (p1 = 1.81 et p3 = 151.8).
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ticale (figure (b)) ou radiale (figure (c)) du volume considéré. Nous observons alors que même
en ne considérant qu’un volume avec une faible étendue verticale (2|z|/H < 0.2) mais dans
toute l’étendue verticale, cet effet de dispersion est déjà présent. Ainsi, la présence de la pa-
roi cylindrique ne permet pas un alignement des valeurs de σ en fonction de ψ. En faisant la
considération inverse et en traçant la même distribution mais cette fois en ne déterminant les
différents volumes fluides qu’en fonction de l’étendue radiale (donc sur toute la hauteur H de
la cellule), on observe qu’une tendance est toujours observée, même pour des points situés près
des pales. Ainsi, on peut donc conclure en supposant que dans le cas d’un écoulement produit
avec des pales droites, l’écart statistique de l’écoulement obtenu par rapport aux états station-
naires des équations d’Euler axisymétriques est essentiellement un effet visqueux et moins un
effet de forçage, la dispersion des points dans le diagramme (ψ, σ) étant essentiellement due à
la position radiale des points considérés.

5.4 Écoulement généré à l’aide de pales courbées (C+)

Après avoir décrit l’écoulement produit par la rotation de deux rotors contrarotatifs munis
de pales droites, nous étudions les caractéristiques de l’écoulement généré par des pales cour-
bées, tournant dans le sens positif défini par la figure 5.1, cet écoulement semblant par nature
différent comme on l’a montré dans la section 5.2.5.

5.4.1 État transitoire

Initialisation du champ de vitesse

Tout d’abord, nous regardons sur la figure 5.21 l’allure du champ de vitesse généré et
comparons le processus de génération des deux tourbillons moyens avec la géométrie à pales
droites. La première remarque que nous pouvons faire est que la vitesse azimutale des deux
tourbillons est bien plus faible alors que la fréquence de rotation est inchangée (fK = 0.1).
Cependant, les vitesses dans le plan rz — et plus particulièrement les vitesses verticales (voir
la figure 5.4 inférieure, où l’énergie verticale est équivalente au cas de la simulation D, malgré
une énergie totale deux fois moins importante) — semblent plus importantes comme le prouve
la longueur des vecteurs tracés. Ce que nous remarquons également, et qui était déjà montré
par la figure 5.4, est que l’écoulement met plus de temps à atteindre l’état stationnaire.

Une autre différence majeure provient de la forme des tourbillons : la figure 5.8 représen-
tant la simulation D montre que la vitesse azimutale est très forte à proximité de la paroi et
de manière très localisée. Cela entraîne la formation de tourbillons moyens peu étendus (entre
r/R ≈ 0.5 et r/R ≈ 1). Dans le cas présents des pales courbées, le maximum de vitesse
azimutale est localisé autour de r/R ≈ 0.8 et son intensité diminue en se rapprochant de la
paroi. De plus, l’intensité plus forte des vitesses verticales et plus faible des vitesses azimutales
permet aux deux tourbillons moyens d’avoir une couche de cisaillement plus fine et d’augmen-
ter leurs étendues dans la direction de l’axe de rotation. En bref, les tourbillons sont moins
énergétiques azimutalement, mais plus verticalement (relativement), et en ajoutant à cela le fait
que la génération de vitesse soit plus localisée autour de r/R ≈ 0.8, cela permet un plus grand
envahissement de la cellule fluide par les tourbillons toroïdaux moyens. Cela entraîne un ci-
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saillement moins fort (différence des vitesses azimutales des tourbillons moins grande) et donc
une génération de turbulence moindre autour du plan z = 0.

Génération de vorticité : étude de l’équation d’évolution de l’enstrophie

D’après les constats effectués lors de l’étude de la topologie de l’écoulement dans le cas de
pales courbées, la question de la génération de vorticité, et donc de turbulence se pose. Quel est
le mécanisme de création d’enstrophie dans cette configuration et où agit-il ?

Reprenons alors l’équation d’évolution de l’enstrophie (5.5) et traçons les termes en ques-
tion à trois instants de l’initialisation de l’écoulement sur la figure 5.22. On observe alors que la
génération de fines structures tourbillonnaires dans l’écoulement est bien différente. L’enstro-
phie générée à proximité de la paroi au début du calcul est très faible et à un instant intermé-
diaire (t = 32.5), les tourbillons turbulents sont très peu intenses, bien que l’écoulement soit
déjà bien établi (voir figure 5.21). Ce n’est qu’une fois que les tourbillons moyens atteignent
l’axe de rotation qu’un cisaillement intense vertical se produit à l’intérieur d’un même tour-
billon toroïdal autour de l’axe r = 0. Cela explique les fortes valeurs positives du terme de
vortex stretching TZ

stretch à partir de t = 50.7 qui localisent la génération d’enstrophie. Cela
entraîne l’apparition d’un écoulement turbulent autour de l’axe de rotation qui advecte ces
structures tourbillonnaires principalement autour de cet axe (voir le graphique de la quantité
TZ
adv). La dissipation, quant à elle, est encore essentiellement négative et ne participe donc pas

à la création de structures mais seulement à la destruction d’enstrophie. Remarquons également
qu’il semble exister une région très fine au niveau des pales où le terme d’advection ainsi que
le terme visqueux sont plutôt importants. Cela s’explique par le fait que contrairement au cas
avec des pales droites où la force centrifuge tend à déplacer les particules fluides loin de l’axe
de rotation, la forme courbées des pales de la simulation C+ et surtout le sens de rotation positif
tend à produire une force de contact qui agit en sens opposé et permet aux particules fluides de
rester dans cette région telle que la position radiale est inférieure à Rd/2. Si la position radiale
est supérieure à Rd/2, la force de contact et la force centrifuge agissent dans le même sens et
on se retrouve dans la situation que la simulation D avec les pales droites. Cela explique que
cette zone très proche des pales dissipe l’enstrophie de façon beaucoup plus importante que
dans la simulation D.

5.4.2 Caractérisation de l’écoulement turbulent

Visualisation de l’écoulement turbulent

Comme introduit dans la section précédente, les structures turbulentes sont créées et advec-
tées autour de l’axe de rotation, ce qui entraîne la création d’une colonne centrale turbulente
comme le montre la figure 5.23. Cela explique alors les fortes différences observées sur les
micro-échelles de Taylor lλ de la figure 5.5 définies par l’équation (5.3), les échelles verticales
calculées étant bien plus grandes que celles horizontales. Nous allons tenter dans la suite de
cette section de caractériser plus précisément la turbulence obtenue dans cette colonne, en uti-
lisant les mêmes outils de description que lors de l’étude du cas avec les rotors à pales droites.
Notons que l’observation de longs filaments verticaux a déjà été observée par La Porta et al.

[2000].
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FIGURE 5.23 – Champ d’enstrophie Z instantané pour la simulation C+. On observe la création
de tourbillons verticaux intenses dans l’axe de la cellule.
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Spectres temporels

La figure 5.24 montre les signaux de vitesse, pour la simulation C+ avec pales courbées, aux
localisations données par la figure 5.11. Contrairement à la simulation précédente, les sondes
enregistrent un signal d’amplitude forte bien avant que la stationnarité statistique ne soit at-
teinte. De plus, pour certains signaux (par exemple la sonde 3), on voit très clairement une
anisotropie avec une vitesse moyenne azimutale négative et une vitesse moyenne verticale
négative. L’inhomogénéité est quant à elle flagrante, même très proche du centre de la cel-
lule, lorsque l’on compare les signaux des sondes 1 à 5. Par exemple, on distingue une vitesse
moyenne verticale pour la sonde 3 qui vaut environ -0.2, alors que pour la sonde 1 par exemple,
la vitesse verticale oscille clairement autour de 0. Cela signifie que même à une distance dont
l’ordre de grandeur est comparable à la micro-échelle de Taylor, l’homogénéité n’est pas obser-
vable. Par exemple, les sondes 1 et 3 sont distantes d’environ lλ ≈ 0.4 et n’ont pas des vitesses
moyennes égales. Notons enfin que cette inhomogénéité, déduite de l’observation des signaux
temporels, n’est pas visible pour la simulation D.

Nous traçons à nouveau la densité spectrale de puissance (DSP) des différents signaux tem-
porels de la figure 5.24, de manière identique à la procédure expliquée précédemment pour les
pales droites. L’étude des spectres ne nous montre aucune différence majeure avec les spectres
observés lors de la simulations à pales droites. De ce point de vue, la dynamique et les trans-
ferts d’énergie ne semblent donc pas modifiés en fonction de la géométrie, contrairement à la
structure de l’écoulement.

Corrélation de vorticité en deux points

Si nous considérons à nouveau la corrélation spatiale basée sur la vorticité verticale, nous
observons également une corrélation verticale bien plus importante que la corrélation hori-
zontale. Encore une fois, les structures turbulents sont étirées suivant l’axe de rotation, ce qui
est flagrant en regardant la visualisation 5.23. Cependant, nous pouvons noter également que
la corrélation horizontale est plus importante que celle obtenue avec les pales droites, ce qui
implique des structures tourbillonnaires statistiquement plus larges dans le plan horizontal, ce
qui semble expliquer la présence d’une large colonne autour de l’axe vertical du cylindre (voir
figure 5.23).

Vitesse et vorticité au cœur de l’écoulement

Les pdfs des composantes de vitesse présentent, pour cet écoulement, une allure particulière
avec un plateau autour de la valeur nulle. La symétrie est plutôt bien observée et on note malgré
tout des différences importantes au niveau des valeurs positives. En effet, l’intensité des com-
posantes de vitesses horizontales positives est plus grande que pour la composante verticale.

En ce qui concerne les pdfs de vorticité, l’alignement n’est plus respecté entre composantes
horizontales et verticale. En effet, on observe une forte dissymétrie entre les valeurs positives
et négatives de ωz, alors que la symétrie autour de l’axe vertical est intrinsèque au dispositif
utilisé (fréquence de rotation des deux rotors identiques, géométries des rotors identiques, etc).
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FIGURE 5.24 – Signaux temporels obtenus pour la simulation C+ aux positions données par la
figure 5.11.
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FIGURE 5.25 – Densités spectrales de puissances (DSP) des signaux de vitesse de la figure
5.12, calculées à partir de t = 60, pour la simulation utilisant une géométrie de pales courbées
(C+).
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simulation C+.
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FIGURE 5.28 – Pdfs des composantes cartésiennes de vorticité dans la zone centrale Dc pour la
simulation C+.

Le non-alignement entre composantes horizontales et verticales est également fortement
observé sur la branche négative des pdfs de dérivée de vitesse. En effet, la dissymétrie semble
plus grande pour les composantes horizontales. Les valeurs de skewness calculées sont dé-
sormais bien différentes de celles déterminées en turbulence isotrope car on a Sx = −0.88,
Sy = −0.97 et Sz = 0.69. On obtient une valeur globale positive de Sz qui semble indiquer
une cascade inverse d’énergie verticale, des petites vers les grandes structures turbulentes. Cette
valeur positive provient de la dissymétrie de la pdf au niveau des faibles valeurs absolues de
∂uz/∂z. Aux petites échelles (grandes valeurs de ∂uz/∂z et donc aux extrémités de la courbe
de la composante suivant z, la dissymétrie observée sur la figure 5.29) est à nouveau en faveur
d’une valeur négative de Sz avec pdf(∂uz/∂z < −10) > pdf(∂uz/∂z < 10).

Une observation surprenante est faite en regardant la pdf de l’hélicité normalisée (ce qui
est équivalent à la pdf de cos θ, θ étant l’angle formé par u et ω) sur la figure 5.30. En effet,
le forçage avec des pales courbées tend à favoriser fortement, au cœur de l’écoulement, un ali-
gnement de la vitesse et de la vorticité dans le même sens. Cela est dû à un effet de “pompage”
car les particules fluides, en évoluant du centre de l’écoulement vers l’une des pales, ont une
vorticité locale qui tourne dans le même sens que celui de rotation de la pale. Il est malgré tout
intéressant de noter que cette observation n’est pas faite avec les pales droites.

Écart à l’isotropie : triangle de Lumley

L’anisotropie de l’écoulement est caractérisée par la figure 5.31 qui représente dans le tri-
angle de Lumley modifié la distribution de η = f(ξ) en fonction de la distance au cœur de
l’écoulement. On observe alors une tendance plus forte à une structuration en cigare à proxi-
mité du centre de la cellule de von Kármán avec une distribution des points proches du centre
plus alignée avec la droite η = ξ. Cette caractérisation par les invariants du tenseur d’anisotro-
pie corrobore les résultats précédents et la visualisation de la figure 5.23.
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FIGURE 5.29 – Pdfs des dérivées de vitesses dans la zone centrale Dc pour la simulation C+.
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Confrontation aux approches de physique statistique des équations d’Euler axisymétriques

Étudions à nouveau, pour différentes positions dans le plan rz, la distribution du moment
angulaire en fonction de la fonction de courant donnée par la figure 5.32. Le résultat est assez
remarquable car nous observons qu’une tendance générale se dégage pour la quasi-intégralité
des points du domaine fluide. Il semblerait donc que les effets visqueux, de confinement et de
forçage agissent de manière très localisée, de sorte que la théorie non-visqueuse sans forçage
s’applique plutôt bien dans plus de 60% du domaine fluide. Comme pour le cas précédent avec
des pales droites, une interpolation est effectuée sur les nœuds appartenant à un volume fluide
centré de taille V = 0.2Vtot et on obtient, pour les valeurs de p1 et p3 telle que σ = f(ψ) =

p3ψ
3 + p1ψ, p3 = −10.8232 et p1 = 2.39142. On observe un très bon accord avec cette loi

d’évolution dans une grande majorité du volume fluide, beaucoup plus que dans le cas D avec
des pales droites.

5.5 Conclusion

Nous avons montré que la méthode de pénalisation, si elle est utilisée avec les précautions
nécessaires, permet de considérer une géométrie de type von Kármán et ainsi de générer un
écoulement turbulent statistiquement stationnaire. Il faut également noter que ces simulations
sont assez longues et demandent des ressources informatiques conséquentes.

Un élément majeur de ce chapitre est la mise en évidence des fortes différences observées
sur la topologie des écoulements en fonction des pales utilisées. Pour un même nombre de Rey-
nolds ReK mais avec des géométries différentes, les écoulements peuvent être plus ou moins
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turbulents, voire pas turbulent du tout dans le cas de la simulation C-. Le fait que les écoule-
ments soient différents est un constat déjà fait par les approches expérimentales existantes et
les simulations présentes permettent de comprendre les raisons de ces différences. On note sur-
tout les différents mécanismes de production de la turbulence observés (cisaillement horizontal
dans le cas de la simulation D et vertical pour la simulation C+).

Outre les aspects de caractérisation d’un écoulement turbulent à temps long, ces simula-
tions peuvent également servir d’outils de validation des modèles de mécanique statistique
(équations d’Euler axisymétriques) de Leprovost et al. [2006]. Un travail futur sera également
consacré au dépouillement des trajectoires fluides calculées tout au long de ces simulations afin
d’obtenir une description lagrangienne de la turbulence générée. Enfin, le passage sur des or-
dinateurs plus puissants, en optimisant la parallélisation du code, peut permettre d’anticiper le
calcul de ce type d’écoulements à temps très long pour différentes valeurs de la dissymétrie du
forçage θ = (f1 − f2)/(f1 + f2) et ainsi aider à mieux comprendre les effets de multistabilité
observés expérimentalement (Ravelet et al. [2004]).
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Conclusion

L’étude numérique de la turbulence homogène a permis dans les dernières décennies des
avancées significatives dans la compréhension et la modélisation de la turbulence homogène.
Pour autant, les simulations numériques par des codes spectraux restent limitées par un pro-
blème important : le déclin de l’énergie cinétique, et donc du nombre de Reynolds de l’écou-
lement turbulent. On ne se situe donc plus dans le cadre d’une turbulence à grand nombre de
Reynolds, qui est notamment la base de l’approche de Kolmogorov, afin d’assurer une sépara-
tion entre les grandes échelles énergétiques et les petites échelles dissipatives.

Dans ce travail de thèse, nous avons proposé une façon d’aborder l’étude d’écoulements
turbulents à temps long, en modélisant le forçage par des rotors, déjà utilisé dans des réali-
sations expérimentales, mais, à notre connaissance, peu ou pas abordée par la simulation. De
cette manière, nous évitons l’écueil des forçages synthétiques classiquement réalisés en simu-
lation pseudo-spectrale en maintenant l’énergie aux grandes échelles. Bien que très utiles, ces
forçages introduisent inévitablement des biais concernant l’isotropie, dans le cas de turbulence
anisotrope notamment, et des échelles de temps ou d’espace externes non "naturelles". Nous
avons donc choisi une solution qui passe par l’introduction de parois ou d’obstacles, sensés
représenter une réalité physique, mais évidemment au prix de la perte de l’homogénéité de
l’écoulement turbulent.

Un des objectifs de ce travail de thèse est donc d’arriver à insérer des conditions aux li-
mites dans un code pseudo-spectral existant, initialement prévu pour l’étude d’écoulements
homogènes, qui pourrait alors permettre de produire un écoulement turbulent statistiquement
stationnaire. L’objectif ambitieux que nous nous sommes fixés au début de l’étude, est de si-
muler un écoulement de von Kármán avec un certain degré de réalisme et de confiance dans
les résultats de la simulation. Bien que confrontés à des difficultés d’ordre technique, liées
à l’algorithme numérique et aux limitations des calculateurs scientifiques, nous avons pu en
grande partie remplir l’objectif initial, comme le montrent les résultats obtenus dans le chapitre
5 sur l’écoulement de von Kármán. La réalisation de telles simulations dans un contexte ex-
trêmement proche d’un écoulement réel, a bien entendu requis de procéder par étapes, afin de
s’assurer de la validité des différents éléments de l’approche numérique globale.

Une première partie de ce travail de thèse a porté sur l’étude et l’implémentation de la
méthode de pénalisation dans le code pseudo-spectral tri-dimensionnel existant. Un résultat
original de cette thèse provient de l’implicitation du terme de pénalisation, qui optimise le
schéma numérique tout en le rendant plus stable, la condition de stabilité inhérente à la méthode
de pénalisation étant alors supprimée. Ce nouveau schéma numérique, décrit par l’équation
(3.6), est alors testé et validé par un cas-test consistant en la génération d’une couche limite
par la rotation d’une paroi cylindrique. Une solution analytique existe (voir Batchelor [1967])
et permet ainsi de procéder à une étude de convergence de notre schéma en fonction de la
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valeur du paramètre de pénalisation. Nous confirmons une erreur telle que ǫ ∝ √
η, proposée

dans l’étude analytique de Carbou & Fabrie [2003], et nous montrons que notre schéma permet
de gagner en précision pour un paramètre η équivalent dans un schéma explicite. Le schéma
s’adapte et permet de simuler des effets de paroi avec un paramètre de pénalisation effectif
ηeff ≈ ∆t, tout en assurant la stabilité du schéma.

Dans un second temps, nous avons vérifié les résultats des simulations pénalisées en étu-
diant un certain nombre de configurations, qui correspondent à des phénomènes dont la com-
binaison permet l’étude de la turbulence en rotation en présence de parois solides. Ces phé-
nomènes élémentaires sont soit de nature ondulatoires, soit tourbillonnaires, correspondant à
des régimes différents de l’écoulement, associés à des équations de natures différentes (hy-
perbolique, par exemple, pour le cas de la propagation d’ondes). Nous proposons donc dans
ce manuscrit de tester la méthode de pénalisation en 3D pour des effets ondulatoires et pour
des effets tourbillonnaires. La réflexion d’ondes d’inertie, générées par une source ponctuelle
oscillante dans un écoulement en rotation en bloc, sur une paroi pénalisée, est simulée. Nous
effectuons ainsi une comparaison originale avec un code pseudo-spectral en canal (discréti-
sation en polynômes de Chebyshev dans la direction normale à la paroi), où des conditions
aux limites de non-glissement sont, par la formulation, intrinsèquement imposées sur deux pa-
rois planes parallèles. Cette comparaison permet de confirmer que la méthode de pénalisation
converge spatialement approximativement à l’ordre 2. La question de l’influence de l’aligne-
ment de la frontière pénalisée avec le maillage cartésien est également posée dans ce contexte
et il s’avère qu’une condition nécessaire pour une bonne prise en compte des effets de parois
lorsque l’interface n’est pas confondue avec le maillage est une discrétisation “suffisante”. Cette
observation est validée par la simulation de la réflexion d’ondes internes de gravité (dans le cas
d’un écoulement stablement stratifié) sur une paroi inclinée. Une comparaison avec la théorie
non-visqueuse est développée. Enfin, l’interaction entre les phénomènes tourbillonnaires et la
paroi de pénalisation est testée avec le benchmark classique de l’impact d’un anneau de vorti-
cité (vortex ring), mais pour la première fois sur une paroi pénalisée en 3D. Une comparaison
avec des résultats numériques (Orlandi & Verzicco [1993]) est faite et donne des résultats très
satisfaisants.

En nous appuyant sur les bons résultats obtenus sur les cas académiques testés, nous pou-
vons alors utiliser la méthode de simulation dans le cadre de l’étude de la turbulence confi-
née. La géométrie simple d’une enceinte cylindrique (pour anticiper la géométrie du dispositif
de von Kármán), périodique sur son axe, est considérée. Il nous a semblé dans un premier
temps important d’insister sur la façon d’initialiser l’écoulement turbulent, puisque les condi-
tions initiales dans un problème de type Navier–Stokes sont importantes, au même titre que
les conditions aux limites. Nous ajoutons alors au système d’équations la force de Coriolis,
conséquence de la prise en compte d’une rotation d’ensemble dans la direction de l’axe du
cylindre. On étudie alors le déclin d’écoulements confinés et soumis à des effets de rotation.
Les résultats montrent que le confinement modifie les distributions de probabilité des vitesses
et des accélérations lagrangiennes radiales en produisant un pic à la valeur nulle ainsi qu’une
dissymétrie de la distribution dans une région de proche paroi. De plus, un résultat important
est l’effet qu’a la rotation sur les distributions des accélérations lagrangiennes : plus la rotation
est forte, plus la distribution se rapproche d’une distribution gaussienne et donc moins l’écou-
lement est intermittent (au sens classique dans le contexte turbulent). L’étude de l’évolution

160



CONCLUSION

des échelles de longueur intégrales, en fonction de la position radiale, montre que le confine-
ment et la rotation ont la même conséquence : l’étirement des structures turbulentes dans la
direction verticale. On note également que les lois asymptotiques sur l’évolution temporelle
des échelles de longueur, déterminées dans le cadre homogène (Squires et al. [1994]), sont ap-
plicables, sauf pour la composantes Lzzz en présence d’une forte rotation. Concernant le déclin
de l’énergie cinétique, celle-ci n’est pas modifiée (lois en puissance similaires aux cas homo-
gènes) et nous n’observons pas de dissipation additionnelle dans la zone de paroi. Enfin, une
étude de la dynamique spectrale indique que la paroi n’a pas d’effet notable sur la dynamique,
mis à part aux grandes échelles de l’écoulement. Les lois classiques de la turbulence homogène
(κ−5/3 et κ−11/5 en-dessous de l’échelle de Zeman [1994]) sont retrouvées. Nous observons
cependant un effet surprenant sur l’anisotropie des petites échelles comme le montre la figure
4.18, qui ne semble pas être de nature numérique, et qui questionne le retour à l’isotropie des
petites échelles dans une turbulence confinée. Ce résultat reste cependant à confirmer avec des
simulations encore mieux résolues à plus grand nombre de Reynolds.

Nous abordons enfin le cadre de la turbulence forcée, dans un contexte proche d’un écou-
lement réel (tout en soulignant la complexité d’une telle simulation, même forts des approches
précédentes). Afin de générer un écoulement statistiquement stationnaire pour l’étude de la
turbulence à temps long, nous simulons l’effet de deux disques contrarotatifs munis de pales,
générant un écoulement à l’intérieur d’une enceinte cylindrique. La capacité de la méthode de
pénalisation à simuler des parois mobiles est donc finalement utilisée pour réaliser une simu-
lation numérique d’un écoulement de von Kármán. Notre étude consiste tout d’abord à mettre
en avant l’effet de la géométrie des pales : des écoulements turbulents très différents (aniso-
tropie plus ou moins forte) sont observés au cœur de la cellule en fonction de l’utilisation de
pales droites ou courbées. Le sens de rotation, dans le cas de pales courbées, est également un
paramètre prépondérant. Les niveaux d’énergie cinétique sont également très variables suivant
la configuration géométrique considérée. La turbulence est étudiée dans ces contextes et des
comparaisons avec des études analytiques basées sur la mécanique statistique sur les équations
d’Euler axisymétriques sont également reportées, montrant un bon accord, et surtout une bonne
complémentarité des études analytiques, expérimentales et numériques. Un apport du présent
travail est clairement de permettre une analyse bien plus poussée de la dynamique et des pro-
priétés de transport de l’écoulement de von Kármán, puisque nous disposons de la majorité des
quantités statistiques eulériennes et lagrangiennes souhaitables.

Les perspectives de ce travail sont évidemment nombreuses et portent sur les différents
aspects développés.

Tout d’abord, la versatilité de la méthode de pénalisation ouvre des perspectives intéres-
santes pour élargir le cadre de l’étude à d’autres dynamiques turbulentes anisotropes dans des
géométries différentes. Par exemple, l’introduction de conditions aux limites plus générales
peut être proposée. C’est l’objet du travail actuel de thèse de Jorge Morales (voir Morales et al.

[2012]), dont la soutenance est prévue en 2013, qui a pour but d’étendre la méthode au contexte
des fluides conducteurs (MHD) en “pénalisant” l’équation du champ magnétique fluctuant sur
le même modèle. L’extension de la méthode de pénalisation à d’autres types de conditions aux
limites (problème déjà abordé par Kolomenskiy [2010] et Kadoch et al. [2012]) est également
une ouverture possible, même si la pénalisation en volume pour des conditions de type Diri-
chlet ne s’étend pas trivialement à des conditions de type Neumann ou Robin (conditions aux
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limites mixtes : au+ b∂u
∂n

= c sur la frontière).
D’autre part, nous prévoyons que notre étude de turbulence en rotation peut être transposée

au cas de simulations de turbulence avec des effets de stratification stable (avec la présence
des ondes internes de gravité étudiée dans ce travail de thèse) ou instable, pour se situer dans
un contexte convectif confiné. Les effets de rotation ou de stratification, et leur combinaison,
situent le contexte de l’étude dans le cadre de la dynamique des écoulements géophysiques,
pour laquelle on peut envisager d’introduire des obstacles ou parois à topographie complexe.

Finalement, et en anticipant l’utilisation de moyens de calculs puissants avec une allocation
généreuse d’heures de calcul, on peut également envisager d’introduire des parois supplémen-
taires annulant la périodicité verticale de l’écoulement (“couvercles”). Il s’agira cependant de
vérifier si l’algorithme pseudo-spectral pénalisé reste encore un outil pertinent en terme de per-
formance au regard d’autres méthodes (éléments finis) pour ces écoulements confinés dans les
trois directions de l’espace. Enfin, bien que très avancée, notre étude de l’écoulement de von
Kármán a été limitée par le temps (de thèse) et les moyens de calcul disponibles ; elle pourra
s’enrichir en poursuivant les simulations sur des temps très longs, notamment pour pouvoir
reproduire, comprendre, et caractériser la multistabilité montrée par Ravelet et al. [2004].
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A
Oscillation d’un tore dans un écoulement en

rotation solide

Ce travail est issu d’une collaboration avec M. Duran-Matute (LEGI-CNRS, actuellement
au Royal NIOZ) & J.-B. Flór (LEGI-CNRS), qui ont assuré la partie expérimentale de ce tra-
vail. Ces résultats seront présentés au European Fluid Mechanics Conference 9 à Rome en
septembre 2012 sous la présentation intitulée : The formation of a large scale columnar vor-

tex from a turbulent blob in rotating fluid, M. Duran-Matute, J.-B. Flór, F.S. Godeferd & C.
Jause-Labert.

La présente annexe contient l’article soumis au journal Physical Review Letters en août
2012.
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Turbulence and columnar vortex formation through inertial-wave focusing
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In this experimental/numerical study, we consider the role of inertial waves in the in-
verse energy cascade and the transfer of momentum in a rotating fluid. An oscillating torus
generates two inertial waves cones with their energy focusing at their apex. For high wave
amplitudes, turbulence is generated locally around the focal point resulting in angular mo-
mentum mixing and the generation of a columnar cyclonic vortex. These results suggest that
nonlinear dynamics is essential for the wave induced momentum transport towards columnar
vortices in rotating turbulence.

In rotating turbulence, the Coriolis acceler-
ation is responsible for the presence of iner-
tial waves (also known as gyroscopic or Kelvin
waves) and the formation of large columnar vor-
tices [1]. The formation of columnar structures
is an ever-present feature in rotating turbulent
flows that has been observed in flows forced by
a continuously oscillating a grid [1, 2], electro-
magnetic forcing [3, 4], and a translating grid
(for decaying flows) [5].

Previously, the formation of these colum-
nar structures was attributed to the Taylor-
Proudman theorem, but this theorem is strictly
valid only for infinite rotation rates and not
for turbulent flows. More recent studies have
pointed out the importance of inertial waves for
this process. Depending on the value of the
Rossby number Ro, which represents the ra-
tio between convective and Coriolis acceleration,
different regimes have been observed. For strong
rotation rates, the columnar structures are seen
as zero-frequency inertial waves [2]. For inter-
mediate Ro-values, weakly non-linear triad in-
teractions are responsible for the formation of
the columnar vortices [6]. Because of their rel-
evance to momentum transport, inertial waves
are at the base of the inverse energy cascade ob-
served in rotating flows, where energy transfers
from large to small wave number, which is op-
posite to the direct energy cascade occurring in
three-dimensional turbulence in the absence of
background rotation [5].

The aim of the present investigation is to con-
sider the simplest configuration that allows us

to study the origin of the vortex-column forma-
tion as a function of the Rossby number for suffi-
ciently high Reynolds number Re. With this aim
in mind, we present results from a new experi-
mental setup, which differs from previous work
in that the turbulent flow is confined to a finite
volume within the fluid and originates only from
linear inertial waves. Previously, the study of
localized turbulence was only possible through
numerical simulations.

The well defined turbulent blob was created
by the focusing of energy onto the apex of two
inertial wave cones which results in wave break-
ing for large Re-values while the Ro-value is
kept low. Only the recent advances in Parti-
cle Image Velocimetry (PIV) [7], and particu-
larly stereo-PIV (S-PIV), allow for the obser-
vation and quantitative study of both inertial
wave beams and the columnar vortex. The ex-
perimental results are supported by results from
numerical simulations that, in addition, allow us
to have further insight into the flow dynamics.

In the current letter, we attribute the vor-
tex formation to angular momentum mixing due
to the turbulence generated by the inertial-wave
breaking. Some applications of this process
that have been considered previously are the
generations of tornadoes in the atmosphere [8],
columnar vortex formation in accretion disks
(see Ref. [9] and references there in), and the
generation of mean flows in ocean basins by fo-
cusing of inertial waves into attractors [10]. The
principle of this process is that the horizontal
exchange of fluid rings in a rotating fluid implies
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FIG. 1. (Color online) Schematic representation of
the experimental setup.

the generation of a cyclonic flow, and at larger
radii, anticyclonic flow (see Refs. 8, 10, and 11).

Experiments were conducted in a cubic tank
with sides 100 cm long. The tank was filled to
a depth H = 80 cm with salt water (ρ = 1.02
kg m−3) and placed on top of a rotating table,
which rotated at a constant rate Ω. In the cen-
ter at 40 cm height above the bottom, a solid
Plexiglas torus with a small radius R = 1.5 cm
and a large radius RL = 13.5 cm oscillated ver-
tically generating inertial waves. The oscillation
was driven by an electric motor, and the forc-
ing frequency was controlled through an electric
feedback system.

The torus oscillated as K cos(σt) with 0 <

σ < 2Ω, generating two inertial-wave cones. Ac-
cording to linear theory, the waves are charac-
terized by the dispersion relation:

cosα =
σ

2Ω
, (1)

i.e., the angle of propagation of the waves, with
respect to the horizontal α, is determined by the
ratio of the forcing frequency to the rotation fre-
quency. This is similar to the case of internal
waves in a uniformly stratified fluid. In a ver-
tical section, the energy propagates along rays
away from the oscillating torus and forms a pat-
tern similar to the St. Andrew’s Cross for planar
internal waves. The phase velocity is perpendic-
ular to these rays.

The three velocity components were mea-
sured on a vertical plane crossing the center
of the torus using S-PIV. For this, the water
was seeded with 60 µm polymer particles with

a density matching that of the water. A vertical
laser sheet, with a 5 mm thickness and passing
through the center of the ring, illuminated the
particles. On one side of the tank, two cam-
eras were positioned observing the laser plane at
angles of +30◦ and -30◦. Images of the illumi-
nated particles were taken at a time interval that
is determined by the flow velocities. For each
camera, the particle displacement was obtained
by cross correlating two successive images using
standard PIV techniques. Later, the in-plane
velocity component was obtained through a geo-
metrical reconstruction using the velocity fields
from both cameras. Finally, a reconstructed ve-
locity field of about 30× 30 cm2 below the torus
was obtained. The S-PIV calculations were done
using the uvmat/civ software packages devel-
oped at the Coriolis Rotating Platform at the
LEGI, Grenoble, France.

For fixed ratio R/RL, there are three nondi-
mensional parameters governing the problem:
the Reynolds number,

Re =
σK(2R)

ν
, (2)

which represents a ratio of convective accelera-
tion to viscous momentum diffusion; the Rossby
number

Ro =
σK

2RΩ
; (3)

and the angle of propagation α obtained from
the dispersion relation (1). Note that the ra-
tio σ/2Ω is sometimes referred to as the Rossby
number. However, we find that, for the flow
studied, (3) is a better definition for relative
magnitude of convective acceleration with re-
spect to that of the Coriolis acceleration.

To explore the parameter space, nine different
experiments were performed for various values of
the frequency σ, the amplitude K of the oscil-
lation, and the rotation rate of the table Ω. In
the current letter, we focus on the results of two
of these experiments (see Table I) and their cor-
responding numerical simulations. These exper-
iments are extreme cases within the parameter
space explored. Exp. 1 has the lowest Ro-value
and Exp. 2 has the highest Re-value achieved for
Ro < 0.5.
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Exp. Ω (rad/s) σ (rad/s) K (cm) Re α Ro
1 0.889 1.26 0.25 94 π/4 0.12
2 1.110 1.56 1.00 470 π/4 0.47

TABLE I. Parameter values for the experiments and
numerical simulations presented

FIG. 2. (Color online) Inertial-wave cones excited by
the oscillating torus as depicted by iso-surfaces of u3

from a numerical simulation equivalent to Exp. 1.

The numerical simulations were performed
using a pseudospectral code based on Fourier
polynomials with a resolution of 5763 and vol-
ume penalization for the moving torus and the
upper and lower boundaries (see Ref. [12] for
more details). The side boundaries are periodic.
However, the lateral boundary conditions do not
have a large effect on the flow due to symmetry
and due to the fact that the energy of the waves
is very weak at those boundaries.
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FIG. 3. (Color online) (a) Phase averaged velocity
(at phase π) for Exp. 1. The color denotes the nondi-
mensional in-plane velocity 2u2Rs/ν. (b) Nondimen-
sional velocity magnitude averaged over 60 periods
for the same experiment. The continuous line repre-
sents the center of the wave beam. The dashed line
denotes the envelope of the wave beams given by (4).
The black circles denote the position of the torus.
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FIG. 4. (Color online) (a) Velocity magnitude aver-
aged over 60 periods for Exp. 2. (b) Velocity magni-
tude averaged over 3 periods for the numerical sim-
ulation equivalent to Exp. 2. The crosses denote the
points at which the temporal spectra is calculated
for Fig. 5. Only a part of the numerical domain is
shown. The rest is as in Fig. 3.

Figure 2 shows iso-surfaces of the vertical
component of the velocity u3 for the simulation
equivalent to Exp. 1. In this figure, the iner-
tial wave cone excited by the oscillating torus
can be clearly observed. Figure 3 (a) shows the
phase averaged velocity taken at phase π where
the wave beams are clearly visible. Figure 3 (b)
shows the velocity magnitude averaged over 60
periods. It can be seen that the wave energy
grows from the torus towards the apex of the
cones, and it decreases afterwards due to the ra-
dial spreading. However, the energy does not
increase monotonically towards the apex but it
is concentrated within a close to spherical re-
gion. The diameter of this region is given by the
thickness of the wave beams at this location

δ = 2R+ 6.84l
(r
l

)1/3
, (4)

where

l =
( ν

σ tanα

)1/2
, and r = RL sinα (5)

is the distance from center of the tube to the
apex of the cone [13]. For this experiment, the
average velocity at the apex of the cones is about
eight times larger than the velocity along the
wave beam closer to the torus.

Figure 4 shows the nondimensional time-
averaged magnitude of the velocity obtained
both experimentally (a) and numerically (b) for
the parameters of Exp. 2. For these parameter
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FIG. 5. (Color online) Power spectral density (PSD)
of the vertical velocity component u3 at points A, B,
and C of Fig. 4 along the wave beam for the simu-
lation corresponding to Exp. 2. The lines represent
-5/3 and -4 power laws, which are typical for turbu-
lence and wave turbulence respectively.

values, we observe again the energy concentra-
tion at the apex of the inertial wave cones. In
addition, we observe a long vertical cyclonic vor-
tical structure emanating from this high-energy
region. The formation of the vortex is explained
by the breaking of the inertial waves around
the apex of the cone, that generates turbulence
which mixes the angular momentum irreversibly
[8]. This explanation is supported by the tem-
poral spectra of the flow. Figure 5 shows the
spectra of u3 at three different points along the
inertial wave beam [their locations are shown in
Fig. 4(b)]. Outside the high-energy region, the
spectra decay quickly with a -4 power-law scal-
ing (associated with wave turbulence[14]) for fre-
quencies larger than 2Ω. On the other hand,
the spectrum is much broader and decays with
a -5/3 power-law scaling (associated with three-
dimensional turbulence) within the high energy
region for frequencies larger than 2Ω. This is
a clear indication that turbulence is confined
within this finite volume.

It is shown in Fig. 4 for Exp. 2 that the wave
beams are much weaker after the apex of the
cone since part of their energy is transferred to
the vortex. By calculating the energy of the
mean flow from integration of the velocity field
over an integer number of periods, we can quan-
tify the efficiency of angular momentum mixing
in transferring energy towards the columnar vor-
tex. For Exp. 2, the mean flow possesses 45% of
the total energy in the flow within the measure-
ment area as calculated from both numerical and
experimental results and 30% within the whole
domain as calculated from the numerical results.

On the other hand, the mean flow only accounts
for 13% of the energy in the whole domain for
Exp. 2.

Concluding, we have developed a novel exper-
iment allowing for the local generation of turbu-
lence from breaking inertial waves. As a conse-
quence of the mixing of angular momentum in
the turbulent region, a columnar vortex forms.
Quantification of the energy of this vortex shows
that angular momentum mixing is a highly effi-
cient process to transfer energy from the wave
beams towards columnar vortex structures.
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